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Résumé

Dans le cadre du génie logiciel formel, la structuration et la modularité des
spécifications axiomatiques sont des propriétés indispensables pour le dévelop-
pement de logiciels de qualité. L’étude logique-indépendante de ces propriétés
a mis en évidence le caractére suffisant de la propriété d’interpolation de Craig
pour certains aspects de la structuration et la modularité. Le but de cette thése
est alors double:

1. En théorie standard des modéles!, ’interpolation de Craig est équiva-
lente & la propriété de consistance de Robinson. Dans [114], A. Salibra et
G. Scollo ont généralisé cette équivalence dans le cadre abstrait des insti-
tutions possédant la négation. Dans la pratique cependant, un tel résultat
reste insuffisant car la consistance de Robinson repose sur une propriété
souvent trés difficile & établir: ’équivalence élémentaire de modéles. La
méthode des diagrammes est une méthode de théorie standard des mo-
déles permettant justement de construire des modéles élémentairement
équivalents. De facon & pouvoir démontrer la consistance de Robinson
dans un cadre général, nous généralisons cette méthode, ainsi que la no-
tion de morphisme élémentaire sous-jacente, dans une extension du cadre
des institutions appelé institution stratifiée.

2. Une propriété sous-jacente & la consistance de Robinson est le lemme de
I’union des chaines de Tarski. Pour la généralisation de ce dernier résultat
(et donc de la consistance de Robinson), nous serons amenés & étendre les
institutions stratifiées en explicitant les connecteurs logiques. Ceci nous
aménera alors naturellement 3 étudier la notion de combinaison de lo-
giques connue aussi sous le nom de fibration depuis les travaux pionniers de
D. Gabbay (cf. [58]). Nous généralisons alors cette notion de fibration afin
de mieux prendre en compte la pratique de la définition d’un formalisme
en théorie de la spécification. En effet, lors de la définition d’un nouveau
formalisme de spécification, ce dernier n’est souvent pas la simple union
de formalismes existants mais apporte des modifications aux formalismes
sous-jacents. Ces modifications seront représentées par des co-morphismes
d’institutions. Ne perdant pas de vue le probléme de la structuration et
de la modularité des spécifications, nous nous intéressons 4 la préservation
de P’interpolation de Craig et de la consistance de Robinson au travers de
cette nouvelle définition de la combinaison de logiques.

1. On appelle théorie standard des modéles I’étude des modéles de la logique des prédicats
du premier ordre avec égalité, également appelée logique du premier ordre classique.
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Introduction

Cadre de travail

Depuis la fin des années soixante et la crise du logiciel, il est clair que les
systémes informatiques réels sont bien trop imposants et complexes pour étre
compris dans leur intégralité par un unique concepteur. Ce constat induit la
nécessité de suivre une méthode rigoureuse de développement si on veut que les
logiciels aient une chance d’étre livrés & temps, de correspondre & leur cahier
des charges et d’étre faciles & maintenir et & faire évoluer. Ceci implique non
seulement de définir des critéres pour évaluer la qualité des logiciels produits
mais aussi des méthodes et techniques pour développer des logiciels qui satisfe-
ront & ces critéres. La définition de tels critéres, méthodes et techniques requiert
I’étude des caractéristiques propres des systémes informatiques et de leur pro-
cessus de développement. Ceci caractérise ce que ’on appelle couramment, par
analogie avec les autres corps d’ingénierie, le génie logiciel, i.e. 1a donnée d’'un
corpus de méthodes plus ou moins rigoureuses et clairement identifiées par tous
permettant & une (ou plusieurs) équipe(s) de travailler séparément sur diffé-
rentes parties d’'un méme projet et d’assurer, au moyen d’un certain nombre de
critéres prédéfinis, la qualité du produit livré.

Le travail présenté ici s’inscrit dans le cadre du génie logiciel formel. Celui-ci
se caractérise par l'utilisation de toute méthode formelle permettant de ren-
forcer la « qualité » des systémes informatiques. Par qualité des systémes in-
formatiques, nous entendons un bon fonctionnement dudit systéme selon une
référence de correction disponible représentée par un cahier des charges, éga-
lement appelé expression des besoins ou encore spécification. Dans le cadre du
génie logiciel formel, ce cahier des charges doit étre décrit au moyen de mé-
thodes formelles, i.e. un ensemble de techniques mathématiquement fondées et
vérifiables par un ordinateur. Ceci permet alors d’aborder le probléme de la qua-
lité de fagon scientifique, car il devient possible de montrer rigoureusement que
les composants d’un logiciel décrits au moyen de telles méthodes répondent lo-
giquement & leur spécification. Les méthodes formelles se différencient ainsi des
méthodes de conception informelles (UML [102], Merise [128], etc.) par la don-
née d’une syntaxe et d’une sémantique rigoureusement définies et non ambigués
permettant, de ce fait, de prouver mathématiquement le bon fonctionnement
d’un systéme et d’en évaluer la qualité selon des critéres stricts. En fait, bien
que les méthodes informelles permettent de donner un schéma général du futur
systéme et fournissent ainsi une aide non négligeable pour le développement de
larges applications informatiques, certains aspects du systéme spécifié restent



8 INTRODUCTION

exprimés en langage naturel. Or, parce qu’ils ne répondent pas & des régles de
construction rigoureuses et que leurs productions syntaxiques sont sujettes &
de multiples interprétations, les langages naturels ne permettent pas d’éliminer
toute ambiguité du schéma du systéme et peuvent méme générer des incompré-
hensions, voire géner I’identification, et donc la gestion, d’erreurs de conception.
Dans le cadre du développement de logiciels avec de fortes contraintes, tels que
les systémes critiques ot des vies humaines sont en jeu, on ne peut donc pas se
reposer sur ces méthodes informelles pour assurer du bon fonctionnement et de
la qualité des systémes informatiques.

Les méthodes formelles

Une méthode formelle, ou formalisme de spécification, est la donnée d’une
théorie mathématique adaptée a la conception, la validation et la vérification
de systémes informatiques, i.e. une théorie munie de techniques formellement
définies permettant de réaliser des logiciels corrects (au moins partiellement) a
partir de leur spécification. Cette vue classique des formalismes de spécification
ameéne 3 différencier (au moins) deux classes de méthodes formelles :

— les méthodes orientées modeéles (ou méthodes constructives), telles que
VDM, Z et B. Les concepteurs construisent un unique modéle & par-
tir des structures de données et des primitives de construction offertes par
le langage de spécification (cf. respectivement [70], [127] et [1]). Le logiciel
produit est dit correct par rapport & sa spécification si les fonctions qu’il
offre ont le méme comportement que dans le modéle spécifié;

— les méthodes orientées propriétés (ou méthodes aziomatiques, ou encore
méthodes déclaratives). Les concepteurs définissent tout d’abord les élé-
ments atomiques du langage (i.e. 'interface du probléme considéré) si
bien qu’il existe une infinité de modéles qui peuvent fournir une interpré-
tation sémantique pour chacun de ces éléments. Ensuite, les concepteurs
établissent un certain nombre de propriétés (des formules souvent appelées
aziomes car elles ne sont pas & prouver mais imposées) que le systéme doit
vérifier. De tous les modéles susmentionnés, seuls quelques-uns satisfont
lesdites propriétés, les autres sont écartés. Un logiciel est alors correct par
rapport & sa spécification s’il correspond & un modéle vérifiant la spécifi-
cation.

Parmi les autres classes de méthodes de spécification, on trouve les formalismes
opérationnels2. A partir d’un ensemble d’actions élémentaires, ces méthodes de
développement s’attachent & décrir les séquences d’actions autorisées du sys-
téme. Les représentants les plus significatifs de ces méthodes sont les réseaux de
Petri (c¢f. [108]) et les algébres de processus (cf. [14]).

Maintenant, la taille et la complexité des systémes informatiques actuels
sont bien trop importantes pour que ces systémes soient congus, maitrisés ou
simplement étudiés par un unique concepteur. De ce fait, il est aujourd’hui
nécessaire de disposer de méthodes permettant & la fois le développement pas-

N

4-pas des logiciels & partir du cahier des charges et le « découpage » d’un

2. Les formalismes opérationnels peuvent étre vus comme un sous-ensemble des méthodes
orientées modéles dans la mesure ou la démarche de conception est la méme.



systéme en plusieurs spécifications (suivant les différents centres d’intéréts) suivi
du « recollement » de ’ensemble (sans générer de probléme supplémentaires).
De méme, afin d’assurer de la qualité des logiciels produits, il faut fournir les
moyens de vérifier la cohérence des spécifications produites et leur correction
par rapport au cahier des charges tout en tenant compte de cette structuration.
Dans l'optique de développement de logiciels de qualité, la définition de telles
méthodes et techniques est alors indispensable. Celles-ci se partagent en deux
groupes différents suivant les problémes qu’elles permettent de résoudre:

— celles qui aident a la conception de systémes informatiques. Nous
trouvons ici la structuration et le raffinement de spécifications (cf. [21,
116, 104));

— celles qui aident a la wvalidation/vérification de systémes infor-
matiques. Nous trouvons ici la preuve, le test et le prototypage de spéci-
fications (¢f. [90, 77, 9]).

La structuration et le raffinement répondent au probléme de la taille des sys-
témes informatiques et donc des spécifications qui les définissent. Ces deux tech-
niques sont utilisées lorsque la taille des spécifications et des systémes dépasse
I’entendement d’un unique concepteur. Elles constituent ainsi des aides non né-
gligeables pour la conception de systémes informatiques larges et complexes (ce
qui est généralement le cas) et permettent d’en assurer la qualité au fur et a
mesure du développement. Dans le cas de la structuration, il s’agit de définir
le comportement global d’un systéme & partir d’un ensemble de comportements
locaux (définissant des sous-systémes) hiérarchisés par une relation d’utilisation.
Cela se traduit par 'emploi d’opérateurs sur les spécifications qui permettent
par exemple de faire I'union de deux spécifications ou encore d’importer ou
d’exporter des spécifications entre modules. Dans le cas du raffinement, il s’agit
de faire, & partir d’une spécification initiale, un choix de conception parmi tous
ceux qui sont licites au sens de la spécification initiale. Cela se traduit natu-
rellement par une restriction de la classe de modéles en fonction des choix de
conception effectués. De ce fait, le raffinement est souvent qualifié de structu-
ration verticale par opposition & la structuration horizontale des spécifications
décrite ci-dessus. Lorsque ces deux techniques sont utilisées conjointement, on
parle alors de structuration transversale.

La preuve et le test répondent quant & eux au probléme de correspondance du
produit fini avec le produit commandé, i.e. ils permettent de vérifier a poste-
riori la cohérence du logiciel produit et d’assurer que son comportement est
conforme & celui décrit dans le cahier des charges. Dés que l'on utilise une mé-
thode formelle, il apparait naturel de s’intéresser & la preuve car celle-ci est
une technique mathématiquement fondée. De par la définition d’une logique,
les preuves peuvent aussi bien étre sémantiques que syntaxiques. Dans le cadre
du génie logiciel formel, c’est usuellement "approche syntaxique qui est choisie
car les preuves s’y résument a de simples manipulations syntaxiques suivant les
régles définies par le calcul de la logique considérée. Elles sont donc mécanique-
ment vérifiables®. En pratique, 'utilisation des diverses techniques de preuves

3. Notons que du co6té sémantique, il existe, pour certains systémes logiques comme la
logique propositionnelle et certaines de ses extensions modales, des techniques automatisables
de preuve sémantique qui confrontent une abstraction d’une réalisation, représentée par un
modéle mathématique (traditionnellement un automate), & sa spécification. C’est ce qu’on
appelle le model-checking, ou vérification de modéles (cf. [69]).
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est limitée par leur difficulté & traiter des spécifications de tailles réelles en des
temps humainement raisonnables. Seules les parties les plus critiques sont su-
jettes & de la preuve et la correction des logiciels n’est donc que partiellement
assurée. De plus, un logiciel s’exécute au sein d’un environnement qui n’est pas
pris en compte par la spécification du systéme et est donc implicitement consi-
déré comme correct (c’est le cas des aspects matériels ou du compilateur). A
la différence de la preuve, le test permet d’étudier la correction d’un logiciel
intégré dans son environnement. Il est & rapprocher de la vérification de mo-
déles dans le sens ot il consiste en la confrontation d’une réalisation du systéme
sous test & sa spécification. La seule différence est que cette confrontation ne
concerne que quelques cas jugés pertinents, i.e. soupconnés de mettre en défaut
la réalisation. Contrairement 3 la preuve, le test n’a pas pour but de valider une
réalisation mais plutdt de trouver un contre-exemple & son bon fonctionnement
et renforcer ainsi le niveau de confiance des utilisateurs sur la correction de la
réalisation. De méme que la preuve, le test ne permet donc d’assurer qu’une
correction partielle d’un logiciel. Néanmoins ces deux techniques de vérification
se combinent trés bien dans la pratique et permettent de produire des logiciels
de qualité. Enfin, le prototypage de spécifications regroupe ’ensemble des tech-
niques qui permettent, & partir d’une spécification, d’engendrer une réalisation
correcte et exécutable. En général, les réalisations engendrées par prototypage
sont de trop faible efficacité pour représenter la réalisation finale du systéme.
Elles sont le plus souvent utilisées soit comme des spécifications dont la théorie
sous-jacente est décidable, permettant ainsi de prouver automatiquement des
propriétés attendues mais non explicites dans la spécification (c’est le cas des
systémes de réécriture), soit comme référence exécutable de la réalisation finale
(pour répondre au probléme de oracle dans le cadre du test fonctionnel par
exemple). Le prototypage permet donc de vérifier les logiciels en cours de déve-
loppement, en plus d’étre une méthode de démonstration.

La figure ci-dessous montre le processus de développement de logiciels en par-
tant du cahier des charges fourni par les utilisateurs. Ce dernier permet d’écrire
un ensemble de spécifications structurées (SP) qui sont ensuite raffinées (SP'),
i.e. SP' est obtenue & partir de SP en faisant certains choix d’implantation.
A partir des spécfications ainsi obtenues, une selection permet de soumettre un
jeu de test dont le résultat est confronté & un oracle. A partir de ces mémes
spécifications et avec I'aide des techniques de réécriture, il est également pos-
sible de produire un prototype (spécification exécutable) du systéme. Enfin, les
techniques de preuve permettent d’assurer, & chaque étape de raffinement, que
la spécification SP’ est bien une réalisation correct de la spécification SP.

Les méthodes axiomatiques

Dans le cadre de cette thése, nous nous intéressons aux spécifications de
type axiomatique. Le fait de vouloir utiliser des méthodes axiomatiques pour la
spécification formelle de logiciels a les conséquences suivantes :

— il faut expliciter les propriétés que 1’on veut établir par ces mé-
thodes axiomatiques. Pour que le procédé de validation de ces pro-
priétés soit vérifiable par un ordinateur, il faut que leur énoncé lui-méme
soit mis sous une forme directement « compréhensible » par un ordinateur,
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Fi1G. 1 — Processus de développement de logiciels

i.e. sous forme symbolique. La définition des suites de symboles reconnais-
sables pour une méthode axiomatique donnée en caractérise la syntaze et
I’énoncé d’une propriété du systéme respectant cette syntaxe est usuelle-
ment appelé une formule. La collection de tous les énoncés a établir sur le
systéme considéré en constitue la spécification;

— I’énoncé symbolique d’une propriété ne suffit pas & lui seul, puisqu’il n’est
qu’une suite de caractéres et de symboles. Il faut lui donner un sens
« dans le monde réel » correspondant au phénoméne que 1’on
veut garantir par cette propriété. Cela conduit nécessairement & re-
présenter le monde réel (celui dans lequel le systéme existe) sous une forme
rigoureuse, c’est-a-dire un ensemble de modéles mathématiques, afin de
faire porter formellement cette propriété sur des objets précis. Cette par-
tie des méthodes axiomatiques s’appelle la sémantique;

— enfin, pour appliquer les méthodes axiomatiques a la correction de logiciel,
la question qui se pose alors est: « Comment aboutir par ordinateur a
démontrer la suite de symboles qu’est une propriété ? ». La seule chose
que sache faire un ordinateur étant justement de manipuler des suites de
symboles, il faut alors définir les conditions de manipulation des
formules et comment elles peuvent conduire a ’obtention d’une
propriété. On parle alors de systéme formel, de systéme d’inférence ou
encore de calcul.

Schématiquement, ce lien entre les spécifications axiomatiques et le processus
de développement de logiciels se traduit de la fagon suivante:

Ces trois aspects des méthodes axiomatiques (syntaxe, sémantique, calcul)
définissent les éléments de base de ce qu’on appelle une logique, ou systéme lo-
gique. Quelque soit la logique considérée, ces trois éléments sont bien entendu
loin d’étre indépendants comme 'indique le schéma simplifié de la figure 2. La
syntaxe définit le domaine dans lequel travaille la sémantique et le calcul en
fixant le langage, i.e. les symboles utilisés et les constructions autorisées. La
sémantique quant & elle doit bien évidemment étre capable de donner un sens &
toutes les constructions définies par la syntaxe. Enfin, le calcul n’étant qu’une



12 INTRODUCTION
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manipulation symbolique @ priori sans aucun sens, il est indispensable de s’as-
surer que ce dernier représente aussi fidélement que possible le « monde réel »
(en tout cas la partie du monde réel visé). Faute de pouvoir mixer le monde réel
et les manipulations syntaxiques, on demande tout naturellement que ces mani-
pulations symboliques soient en accord avec la vision mathématique du monde
réel choisie, i.e. la sémantique. On parle alors de correction du calcul. Lorsque
qu’elle traduit totalement cette vision mathématique, on parle de complétude.
Bien entendu, la premiére propriété est absolument nécessaire, car proposer un
calcul sans définir en quel sens il est correct (i.e. ne pas fournir de sémantique)
enléve de fait toute crédibilité aux méthodes formelles. C’est seulement une fois
établie la correction des régles du calcul par rapport & la sémantique que ’'on
peut faire confiance & un calcul formel. Seulement alors on peut s’appuyer sur
une compréhension intuitive de la sémantique pour guider les preuves formelles.
La complétude en revanche est seulement souhaitable car, s’il est intéressant de
traduire totalement la sémantique par des régles de calcul, cela n’est pas toujours
possible (une conséquence de I'incomplétude de Gddel). Bien entendu, on peut
opposer & ce qui précéde que la sémantique est elle-méme définie par un sys-
téme formel (usuellement celui défini par les axiomes de Zermelo-Fraenkel avec
axiome du choix (ZFC) pour la théorie des ensembles (cf. [126, 33])) dont nous
ne pouvons pas montrer la cohérence. Cependant, ce dernier systéme posséde un
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degré de confiance important de par son ancienneté d’utilisation (il est utilisé
depuis presque un siécle sans qu’aucune incohérence n’ait été établie). On com-
prend alors mal pourquoi on ne fait pas I’économie de la définition d’un nouveau
systéme en utilisant directement le systéme ZFC. La raison en est que le systéme
formel fournit par ZFC est beaucoup trop riche, i.e. le pouvoir d’expression de
ZFC est largement supérieur & ce qui est nécessaire pour la spécification de
systémes informatiques, aussi larges et complexes soient-ils. La conséquence de
ce trop fort pouvoir d’expression de ZFC est que les preuves effectuées dans ce
systéme sont difficilement exploitables. En effet, des caractéristiques propres au
domaine en question doivent étre démontrées comme des théorémes dans ZFC
(le remplacement d’égal par égal pour la logique équationnelle par exemple) ce
qui alourdit les preuves et les rend peu lisibles. Au contraire, la définition d’un
systéme formel adapté au probléme donné (le fait de ne considérer que des fonc-
tions totales par exemple) allége les preuves et permet de mieux se concentrer
sur les points importants de ces derniéres en faisant abstraction des tautologies
du domaine (comme par exemple le fait qu’une fonction totale soit définie pour
toutes les valeurs de l’espace de valeurs considéreé).

Multitude des logiques

Que ce soit en mathématiques ou en informatique, il existe aujourd’hui une
multitude de logiques répondant & ce découpage syntaxe, sémantique et calcul.
Chacune d’entre elles a été créée dans un but précis (par exemple modélisa-
tion des individus, du temps, de la croyance, des types de données complexes,
etc. ou encore quantification des variables, des fonctions, des ensembles, etc.)
et est dédié & un domaine d’application particulier (évolution temporelle d’une
base de données, comportement d’un systéme au cours du temps, modélisation
de l'intelligence, fondement d’objets théoriques, etc.). Dans la pratique, cette
diversité est absolument nécessaire pour répondre aux besoins particuliers des
différents utilisateurs de formalismes de spécification : logiciens, informaticiens,
philosophes, linguistes, etc. De plus, pour chaque logique, et suivant les gouts
et besoins spécifiques des utilisateurs, différents formalismes de spécification
peuvent étre définis. Ils différeront alors par leurs notations et les outils et tech-
niques définis.

En mathématiques, les logiques sont utilisées pour donner un fondement
aux objets usuellement manipulés par les mathématiciens (tels les groupes, les
treillis, ete.). Les spécifications écrites sont rarement utilisées par la suite (ce
sont donc bien des logiques et non des formalismes de spécification qui sont
utilisées). Seules les trois exigences suivantes sont pertinentes dans le cadre du
travail des mathématiciens:

— non contradiction des axiomes;

— complétude syntaxique® (i.e. pour toute propriété, elle-méme ou sa néga-

tion est prouvable);

— indépendance des axiomes.

L’introduction d’un nouveau formalisme découle alors de l'impossibilité pour
les logiques existantes d’exprimer certaines propriétés intéressantes, i.e. leur

4. La complétude syntaxique n’est pas a confondre avec la complétude sémantique qui est
une propriété établie sur une logique, et montre ’équivalence entre le calcul et la sémantique.
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pouwvoir d’expression n’est pas suffisant. C’est le cas par exemple de la logique
des prédicats du premier ordre dont le pouvoir d’expression est insuffisant pour
caractériser des ensembles de cardinalité infinie donnée ou encore pour spécifier
certaines structures algébriques tels les ensembles bien-fondés®. De la méme
maniére, la description de I’induction mathématique demande une quantification
sur les ensembles et non plus sur les valeurs. Cette propriété n’est pas exprimable
dans le cadre de la logique classique des prédicats du premier ordre & moins de
considérer une infinité d’axiomes (un par formule) dont voici le schéma:

(PlO] A (Vn, p[n] = ¢[n +1])) = Vz, p[z]

ol ¢ est une formule du premier ordre quelconque possédant x comme variable
libre.

En informatique, et plus précisément dans le domaine du génie logiciel for-
mel, c’est rarement le pouvoir d’expression qui est en cause dans la définition
d’un nouveau formalisme. Ce qui améne & introduire un nouveau formalisme de
spécification pour la description de systémes informatiques est I'inadaptation
des formalismes existants au domaine d’application visé en termes de conci-
sion des spécifications résultantes, ainsi qu’en termes de clarté, lisibilité et faci-
lité d’utilisation des spécifications tout au long du processus de développement
(structuration, raffinement, preuve, test, prototypage, etc.). C’est ce que l'on
nomme le pouvoir d’expressivité. En effet, du point de vue de la simple descrip-
tion (i.e. indépendamment de 'exploitation des spécifications pour établir leur
validation par exemple), la logique des prédicats du premier ordre est souvent
suffisante pour la spécification des systémes informatiques. D’ailleurs, la plupart
des formalismes utilisés dans le cadre du génie logiciel formel se traduisent as-
sez aisément dans cette derniére. Par exemple, toute spécification écrite avec la
logique équationnelle multi-sortes se traduit dans la logique classique des prédi-
cats du premier ordre en représentant chaque type par un prédicat unaire et en
explicitant par une multitude d’axiomes, le domaine de définition de chacune des
fonctions du langage. La spécification ainsi obtenue est moins concise du fait de
cette description explicite (i.e. par axiome) du typage. Il va sans dire que cette
spécification sera beaucoup plus difficile & exploiter que celle (équivalente) écrite
avec la logique équationnelle multi-sortes. Il en va de méme pour les logiques
modales ol les spécifications du premier ordre correspondantes sont alourdies
par la description explicite des états (en tant qu’éléments d’un ensemble) et de
la relation d’accessibilité (une relation binaire sur I’ensemble des états).

Ce pouvoir d’expressivité se retrouve au niveau des langages de programma-
tion. En effet, tous les langages de programmation possédent le méme pouvoir
d’expression établi par la théorie de la calculabilité (si 'on accepte la thése de
Church-Turing). Cependant, I'utilisation préférentielle d’un langage par rapport
a un autre dépend des critéres de qualité choisis sur les programmes écrits (ra-
pidité d’exécution, facilité de la maintenance et/ou de la validation formelle de
programmes, etc..). Le langage Caml, par exemple, est bien adapté & I’écriture

5. Ces résultats sont des conséquences simples d’un résultat issu de la théorie standard des
modéles connu sous le nom de théoréme de Léweineim-Skolem (cf. [33]). Ce théoréme établit
que, dans le cadre de la logique des prédicats du premier ordre, si une formule posséde un
modéle de domaine infini alors elle posséde un modéle de domaine infini pour toute cardinalité
infinie.
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de programmes de haut niveau car il offre des constructions syntaxiques abs-
traites. A Dinverse, le langage C offre une plus grande souplesse pour qui veut
controdler de prés les accés mémoire en fournissant des constructions syntaxiques
plus concrétes et plus proches du comportement réel de la machine.

Ainsi, au méme titre que les logiciens modélisent les mathématiques et les
physiciens ou les biologistes modélisent la nature, les informaticiens dans le
domaine du génie logiciel formel modélisent les méthodes existantes ou & décou-
vrir de conception des systémes informatiques (par objet, par aspect, modulaire,
etc..). La seule différence avec nos collégues logiciens et physiciens (la descrip-
tion des objets biologiques étant encore trés peu formalisée) est que notre objet
d’étude maximal n’est plus & découvrir étant donné que nous n’irons pas plus
loin que ce qui est calculable. Ainsi, comme nous venons de ’expliquer ci-dessus,
la définition d’un nouveau formalisme (ceci est aussi vrai pour la définition d’un
nouveau paradigme de programmation) n’est pas I'impossibilité des anciennes
théories (représentées ici par des logiques) de prendre en compte une observa-
tion quantitative sur le sujet d’étude, mais plutot leur mauvaise adaptation pour
traiter ce sujet d’étude (observation qualitative).

Besoin d’un méta-cadre

Du fait du développement phénoménal de I'informatique, les besoins en lo-
giciels n’ont cessé d’augmenter et de se diversifier. On a alors vu ’apparition de
nombreux langages de programmation et formalismes de spécification résultant
a la fois d’une meilleure adéquation aux besoins, d’investigations théoriques et
d’expérimentations. La contrepartie & ce développement tous azimuts des lan-
gages de programmation et de spécification est ’accumulation d’une formidable
quantité de travail due & la nécessaire redéfinition pour chaque langage, des
techniques d’aide au dévelopement décrites plus haut (structuration, raffine-
ment, preuve, test, prototypage).

Que ce soit en mathématiques ou en informatique, 'introduction d’un nou-
veau formalisme se fait toujours par la donnée de sa syntaxe, de sa sémantique
et de son calcul. La validité des résultats classiques (décidabilité, correction et
complétude du calcul, etc.) est ensuite étudiée. Enfin, on définit des techniques
et outils d’aide & la conception (opérateurs de structuration, prouveurs de théo-
rémes, prototypeurs, générateurs de jeux de test, etc.). Or, méme si la défini-
tion de ces différents éléments est propre a chaque langage, de nombreux points
communs existent traduisant I’essence méme de la création de formalismes de
spécification. Ainsi qu’il est usuel de le faire en sciences (au moins celles qui
ont re¢u une axiomatisation mathématique), il est alors important d’essayer de
faciliter la description (et donc l'introduction) de toute logique en généralisant
cette démarche. L’intérét d’une telle généralisation est d’éviter aux créateurs de
logiques de développer de nombreux résultats formels qui ne sont souvent que
des adaptations de résultats bien connus & leur nouveau formalisme. On applique
alors ’aphorisme « abstraire, c’est simplifier » en faisant porter ’abstraction
sur les formalismes de spécification. Ceci permet d’étudier les systémes logiques
de facon générale sans se soucier des détails propres a une logique particuliére.
Un tel méta-cadre autorise alors I’étude « logique-indépendante » des relations
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entre syntaxe, sémantique et calcul d’'une part et, d’autre part, des relations
entre ce triplet et les différentes techniques de développement. L’avantage de
cette approche « méta » est que seule la méthode est explicite, i.e. on s’inté-
resse uniquement & ce qui constitute I’essence du probléme considéré, comme
par exemple le probléme de la structuration des spécifications, indépendamment
de sa réalisation effective dans un systéme logique particulier. Parce qu’elle per-
met de se focaliser sur les conditions essentielles, 'abstraction offre une vision
générale sur l'art de concevoir une théorie, quel que soit la logique considérée.

La théorie des catégories (cf. [10, 78]), en fournissant un tel méta-cadre, a per-
mis quelques avancées dans ce domaine (¢f. [71, 107]) comme par exemple la
traduction de la logique équationnelle par F. Lawvere et plus généralement 1’in-
terprétation de la logique & partir de la théorie des topoi (cf. [64, 75, T6]).
Malheureusement, la théorie des catégories ne permet pas de dégager aisément
des résultats spécifiques aux formalismes de spécification. En effet, cette théorie
a été introduite dans le but de donner aux mathématiques un langage fondation-
nel plus général que la théorie des ensembles. La logique mathématique étant
une branche des mathématiques, son interprétation catégorielle a principalement
permis de généraliser la théorie des modéles sous-jacente & chaque logique. De ce
fait, seule la partie sémantique des formalismes de spécification en a bénéficié.
Il en est de méme pour les logiques abstraites de J. Barwise (cf. [11]) qui ont
permis de s’intéresser & la théorie des modéles indépendemment de la logique
sous-jacente (la théorie des modéles a initialement pour sujet d’étude les mo-
déles associés a la logique du premier ordre classique). Dans le cadre de cette
théorie abstraite des modéles, un des premiers grands résultats lié au pouvoir
d’expression, le théoréme de Lindstrém (cf. [30, 55]), établit que la logique clas-
sique du premier ordre est la seule logique fermée par A, = et 3 qui satisfasse
a la fois les propriétés de compacité dénombrable (si un ensemble dénombrable
de formules n’a aucun modéle alors il existe un sous-ensemble fini de ’ensemble
initial de formules qui n’a aucun modeéle), et de Loweinem-Skolem descendant
(si une formule a un modeéle de domaine infini alors elle a un modéle de domaine
dénombrable).

Cependant, cette premiére généralisation des systéme logiques n’était pas
satisfaisante dans le cadre de formalismes dédiés au génie logiciel. En effet, une
logique abstraite au sens de J. Barwise est la simple donnée d’un couple (£, |£)
ou L est ’ensemble des formules que 'on peut définir et |= la relation de sa-
tisfaction entre les modéles et les formules. Des propriétés sont bien entendu
requises sur ce couple (les modéles ne peuvent satisfaire que des formules dont
ils partagent le méme langage, deux modéles isomorphes sont indiscernables via
k=, etc. [cf. [30] p.127 pour plus de détails]). Maintenant, en pratique, le volet
syntaxique d’une logique repose sur la construction inductive de formules & par-
tir de symboles de fonctions, de prédicats, de connecteurs propositionnels, de
quantificateurs, etc. On remarque également qu’une logique contient des « par-
ties fixes » (connecteurs propositionnels, quantificateurs, définition inductive
des termes et des formules, etc.) et des « parties utilisateurs » que ’on introduit
dans le but de résoudre un probléme donné. Ces derniéres sont classiquement
appelées des signatures. Elles caractérisent les éléments de base spécifiques & un
probléme donné. Elles représentent donc ’interface du probléme traité. Dans le
cadre d’un systéme informatique, cette interface est importante. En effet, c’est
souvent la seule partie visible d’un systéme pour les utilisateurs. De plus, un
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systéme informatique est amené & voir son comportement évoluer au travers
de son cycle de vie. Cette évolution se caractérise souvent en premier lieu par
une modification de son interface (par ajout de fonctionnalités par exemple)
puis par une modification de son comportement (par exemple en ajoutant des
propriétés pour caractériser les nouvelles fonctionnalités). Pour ces raisons, la
notion de signature, ainsi qu’un moyen de comparer ces signatures au niveau
syntaxique puis au niveau sémantique, doivent apparaitre dans le cadre d’une
description générale de logiques dédiées a l’informatique. Pour mieux appré-
hender les liens entre la logique et son application & l'informatique, la théorie
des institutions (cf. [63]) a alors été introduite par G. Goguen et R. Burstall.
Elle généralise les logiques abstraites de J. Barwise dans le sens ou elle intro-
duit la notion de signature, ne restreint pas le langage aux symboles logiques
classiques (A,V,,=,V,3) et conserve simplement la propriété de renommage
(appelée plus communément, dans le cadre des institutions, condition de satis-
faction) pour son role important dans la structuration de spécifications. Une
institution distingue au sein des théories les signatures des formules. Sans dé-
tailler la structure des modéles ni celle des formules, une institution s’intéresse a
décrire les rapports existant entre la syntaxe et la sémantique, i.e. entre les en-
sembles de formules définis au-dessus des signatures et les catégories de modéles
associées a ces derniéres. C’est en quelque sorte une logique a laquelle manque
tous les mécanismes d’inférence mais qui permet de capturer formellement la
notion intuitive de systéme logique d’un point de vue théorie des modeéles (les
logiques générales de J. Meseguer (cf. [90]) sont une extension des institutions
permettant de capturer ces mécanismes d’inférence). De ce fait, les institutions
constituent une théorie abstraite des modéles utilisant la théorie des catégories
pour langage. De plus, la notion de fléche, ou morphisme, entre institutions a
permis de mettre en relation des systémes logiques présentés par des institu-
tions différentes, ce qui permet, d’une part de comparer ces systémes entre eux
(cf. [28]) et, d’autre part, de définir ’emprunt de fonctionnalités diverses telles
que des systémes d’inférence, des prouveurs de théorémes, etc. (cf. [29]).
D’autres cadres théoriques ont été proposés 4 la suite des institutions comme par
exemple les langages de spécification de B. Mahr et J.A. Makowsky (¢f. [80, 79,
81]), les pré-institutions de A. Salibra et G. Scollo (¢f. [112]) ou les différentes
variantes des parchemins (cf. [62, 98, 26, 25]). Néanmoins, leurs applications se
sont le plus souvent concentrées sur la résolution de problémes bien particuliers
(théorie des modéles dans le cadre de la logique mathématique pour les logiques
générales de J. Barwise, affaiblissement du cadre des institutions par les pré-
institutions, etc.) ou bien sont restées attachées & un certain groupe de travail
(les c-parchemins et la combinaison de logiques) et n’ont pas eu la résonance
des institutions.

L’approche institution-indépendante

Comme nous ’avons vu précédemment, en mathématiques, ¢’est le manque
de pouvoir d’expression qui est & lorigine de la définition d’une nouvelle lo-
gique. De ce fait, les résultats qui ont été généralisés dans le cadre des logiques
abstraites de J. Barwise sont principalement liés & ces considérations de pouvoir
d’expression (voir le théoréme de Lindstrom succinctement présenté ci-dessus).
A Vinverse, dans le cadre du génie logiciel formel, parce que les spécifications
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écrites vont étre exploitées pour renforcer la correction des logiciels, c’est ’ex-
pressivité des formalismes qui nous intéresse et donc des caractéristiques telles
que la lisibilité ou la clarté des spécifications, ou encore la facon de les structurer,
de faire du prototypage, de mener des preuves, etc. Dans le cadre des institutions
de nombreux travaux ont alors été effectués pour formaliser ces sujets propres &
la conception de logiciels. Parmi les plus étudiés, c’est surtout la structuration de
spécifications (cf. [21, 104, 27]), la modularité (cf. [16, 45, 104]), le raffinement
(cf. |21, 49, 117]) et le test fonctionnel (cf. [7]) qui ont recus le plus d’atten-
tion & ce niveau d’abstraction. Dans le cas de la structuration, par exemple,
T. Borzyszkowski a montré dans [21] comment définir un ensemble d’opéra-
teurs permettant de structurer des spécifications et conserver la complétude du
systéme de preuve lorsqu’on étend celui-ci aux spécifications structurées. Cette
étude de la structuration a été faite directement dans le cadre des institutions,
i.e. indépendamment de la logique sous-jacente. Pour bénéficier directement de
ces résultats, il suffit alors de présenter la logique considérée par une institution
et d’instancier les résultats de [21].

Maintenant, certaines de ces techniques de conception et de vérification sont fon-
dées sur des résultats importants de la théorie standard des modéles. On peut
par exemple citer les notions d’existence de quotients et de modéles libres, ou
encore le fait de posséder des propriétés telles que ’amalgation ou 'interpolation
de Craig qui sont sous-jacentes & la modularité et & la structuration. Il devient
alors important de s’intéresser dans le cadre des institutions & ces résultats pour
eux-mémes, i.e. il est important de généraliser ces résultats indépendamment de
la logique sous-jacente de fagon a ce qu’ils soient utilisables pour le plus grand
nombre de systémes logiques. Or, les institutions ont initialement été introduites
non seulement dans le but d’étudier des résultats de théorie de la spécification
indépendamment de la logique sous-jacente, mais aussi pour la généralisation
et I’étude de résultats issus de la théorie standard des modéles. Si, comme nous
I’avons vu plus haut, il existe de nombreux travaux institution-indépendants en
théorie de la spécification, peu ont pour sujet des problémes de théorie des mo-
déles. La plupart de ces travaux concernent d’ailleurs des résultats sous-jacents
& des problémes de théorie de la spécification. Ainsi en est-il des travaux de
A. Tarlecki sur les notions de (quasi)-variétés et de modéles initiaux (générali-
sation des théorémes de Birkhoff, McKinsley et Mal’cev cf. [129]) et de ceux de
A. Salibra et G. Scollo qui remontent au niveau des institutions I’équivalence
(établie dans le cadre de la logique du premier ordre classique) de I'interpolation
de Craig et de la consistance de Robinson, ainsi que la notion de compacité et
les théorémes de Lowenheim-Skolem (¢f. [113, 114]). Depuis quelques années,
R. Diaconescu s’intéresse a la généralisation dans le cadre des institutions de
différents résultats de la théorie standard des modéles, indépendamment de leur
intérét en théorie de la spécification (cf. [40, 41, 42, 39, 38]). Cependant, ces
travaux sont pour la plupart trés récents et il reste encore beaucoup de résultats
de théorie standard des modéles & généraliser dans le cadre des institutions. Ceci
est d’autant plus important que certains de ces résultats constituent des condi-
tions suffisantes pour des résultats de théorie de la spécification (par exemple
linterpolation de Craig pour la modularité).

Dans le cadre de cette thése nous étudierons, au sein de la théorie des institu-
tions, les résultats suivants issus de la théorie standard des modéles:

1. Méthode des diagrammes et morphismes élémentaires ;



19

Union des chaines de Tarski;
Consistance de Robinson ;
Interpolation de Craig

Théorémes de Lowenheim-Skolem ;
Théoréme de Beth.

S ok N

Combinaison de logiques

Comme nous ’avons exposé plus haut, le fait de travailler indépendamment

du systéme logique sous-jacent en présentant celui-ci par une institution a permis
de nombreuses avancées en théorie de la spécification (théorie du test, structu-
ration, raffinement, prototypage, etc.). Cependant, travailler dans un systéme
logique arbitraire mais fixe n’est pas toujours suffisant. Il existe deux raisons
4 cela. D’une part, les systémes & spécifier sont toujours plus complexes et
englobent toujours plus de fonctionnalités. Afin de décrire au mieux de tels
systémes, il est alors nécessaire de faire appel a différents paradigmes de spéci-
fication, i.e. utiliser conjointement plusieurs systémes logiques. D’autre part, la
réutilisation des spécifications est une donnée importante en génie logiciel car
elle ouvre la voie & la création de bibliothéques de spécifications et & la spécifi-
cation de systémes par assemblage de composants « pris sur I’étagére » et donc
éventuellement décrits par des formalismes différents.
Considérant la profusion actuelle de formalismes et de systémes logiques, il est
indispensable de gérer la diversité existante de systémes logiques, i.e. il faut s’in-
téresser aux relations entre systémes logiques. Deux problémes sont & étudier
tout particuliérement car ils sont fortement liés & la spécification de systémes
complexes :

1. la représentation d’un systéeme logique dans un autre en vue de réutiliser
des outils tels que des prouveurs de théorémes ;

2. la combinaison de systémes logiques en vue d’introduire de facon modu-
laire de nouveaux concepts & un systéme logique donné.

La premiére de ces deux opérations est étudiée depuis longtemps et a fait I’ob-
jet de nombreux travaux. Elle se traduit par différentes notions de fléches entre
institutions, telles les morphismes d’institutions, les transformations de (pré)-
institutions, les simulations, etc., chacune exprimant une notion différente de
représentation de systémes logiques (cf. [86, 28, 132]). La définition de chacune
de ces fleches vient en général avec un ensemble de conditions permettant, sui-
vant les cas, la préservation de résultats ou le transfert d’outils.

Différentes méthodes de combinaison de logiques ont été étudiées telles que la
synchronisation, la paramétrisation ou encore la fibration. Malgré certains tra-
vaux dans le contexte général des institutions (cf. [61, 62, 52, 90, 63, 73, 124, 94,
132, 8, 29, 97, 98, 106]), la plupart des travaux sur ce sujet ont été réalisés dans
le cadre des logiques modales (cf. [135, 72, 53, 54, 143, 56, 57, 59, 87, 74, 88, 58,
144)]), la plupart du temps avec différentes motivations. Cependant, de récents
travaux (cf. [97, 98, 25, 26, 123, 122]) ont étendu la notion originelle des parche-
mins (c¢f. [62]) justement dans le but de fournir le degré d’abstraction nécessaire
pour définir des mécanismes sophistiqués de combinaison de logiques. De nom-
breux travaux ont alors été réalisés dans ce cadre, principalement par le groupe
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de recherche FibLog dirigé par A. Sernadas (cf. [24, 25, 125, 144, 23, 32, 31].

La littérature sur le sujet montre que la combinaison de logiques n’a été
étudiée que sous l'angle de la combinaison (en fait une simple union des connec-
teurs logiques et des quantificateurs) de deux logiques connues et possédant des
propriétés intéressantes. Ceci détermine alors de maniére unique une nouvelle
logique qui, éventuellement, posséde les propriétés des logiques sources. Or, ceci
ne prend en compte qu’une partie du probléme de la combinaison de logiques.
En effet, dans la pratique, 'opération inverse (i.e. voir une logique « définie
ex-nihilo » comme la combinaison de logiques existantes) est tout autant in-
dispensable, si ce n’est plus. Intuitivement, il s’agit de voir une logique donnée
comme une combinaison de logiques connues, moyennant certaines modifications
éventuelles. L’intérét de considérer la combinaison de logiques sous cet angle est,
entre autres, de mieux prendre en compte ’extension de formalismes & un nouvel
aspect et permettre ainsi le transport de propriétés vers cette nouvelle logique.
C’est donc sous cet angle que nous étudierons la combinaison de logiques dans
cette thése, i.e. nous définirons la combinaison de logiques comme une opéra-
tion en deux étapes: une modification de logiques existantes (au travers d’une
notion particuliére de fleche entre logiques) et un mélange de ces modifications
(par I'union des ensembles de constructeurs de formules). Notons que cette défi-
nition de la combinaison de logiques généralise celles données par de précédents
travaux, ces derniéres réduisant les modifications des logiques sources & ’iden-
tité.

Bien entendu, que ce soit dans les applications ou au niveau théorique, la
combinaison de logiques n’a d’intérét que dans 'optique de transfert de proprié-
tés et d’outils d’une (ou plusieurs) logique(s) & une autre. C’est d’ailleurs le cas
de la plupart des travaux existant sur la combinaison de logiques qui se sont
intéressés & la préservation de propriétés telles que la correction, la complétude
ou encore la décidabilité. Dans cette thése, nous nous attacherons & 1’étude de la
préservation de propriétés plus en rapport avec les besoins des spécifieurs telles
que, par exemple, celles sous-jacentes & la structuration et la modularité des
spécifications. L’interpolation de Craig et la consistance de Robinson étant des
propriétés cruciales pour ces derniéres, il est naturelle de s’intéresser en priorité
4 la préservation de ces propriétés au travers de la combinaison de logiques.

Plan de thése

Les travaux que nous présentons ici portent sur la structuration des spécifi-
cations formelles de type axiomatique et la préservation de la structuration au
travers de la combinaison de logiques. La présentation de ce travail est scindée
est trois parties distinctes, chacune correspondant & un aspect particulier.

La premiére partie concerne I’étude de interpolation de Craig et de son équi-
valence avec la consistance de Robinson dans le cadre des institutions. Nous pré-
sentons dans un premier temps les institutions et rappelons un certain nombre
de résultats qui nous seront utiles pour la suite. Le deuxiéme chapitre de cette
partie est consacré 4 I’étude de I'interpolation de Craig. Aprés un bref historique
de I’étude de cette propriété et un exposé des motivations de cette étude, nous
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présentons les approches différentes suivies indépendamment par R. Diaconescu
(cf. [41]) et A. Salibra et G. Scollo (¢f. [114]) établissant dans un cas l'inter-
polation de Craig pour une classe de logiques dont les catégories de modéles
possédent certaines propriétés de fermeture et, dans 'autre cas généralisant
I’équivalence entre la propriété d’interpolation de Craig et le lemme de consis-
tance de Robinson en présence de la négation. Nous cloturons cette premiére
partie par un chapitre consacré 3 la généralisation dans le cadre des institutions
du théoréme de définissabilité de Beth qui est, dans le cadre de la logique du
premier ordre classique, une conséquence de l'interpolation de Craig. Ce résul-
tat n’est pas directement lié & la théorie de la spécification. Il est en fait assez
anecdotique au regard du but premier de cette thése qui est la généralisation
des résultats de théorie standard des modéles sous-jacents & certaines techniques
d’aide au développement (structuration, modularité). De ce fait, il peut donc
étre laissé de coté en premiére lecture, d’autant plus que, contrairement aux
deux premiers chapitres, il ne fait pas partie de 1’état de I’art de cette thése®.

L’état de I’art sur 'interpolation de Craig donné dans cette premiére partie
met en évidence I'importance de cette propriété pour la théorie de la spécifica-
tion et donc la nécessité de donner des conditions pour que celle-ci soit vérifiée.
L’équivalence de l'interpolation de Craig et du lemme de consistance de Ro-
binson nous fournit une telle condition. Cependant, la propriété de Robinson,
dont le lemme de consistance est une conséquence directe, repose sur la notion
d’équivalence élémentaire de modéles. Or, cette derniére propriété est difficile
& montrer dans la pratique. En théorie standard des modéles, il existe une mé-
thode permettant de construire des modéles élémentairement équivalents & un
modéle donné. Cette méthode s’appelle la méthode des diagrammes et repose
sur la notion de satisfaction des formules et donc, sur les éléments permettant
cette satisfaction. Or, la théorie des institutions ne prend pas en compte cette
notion d’éléments servant & la satisfaction des formules et n’indique pas com-
ment est définie la relation de satisfaction des formules dans les modéles. Dans
cette deuxiéme partie nous proposons donc une extension des institutions per-
mettant de prendre en compte les éléments servant & la satisfaction des formules
et que nous appelons institutions stratifiées. Nous définissons alors dans ce nou-
veau cadre théorique la méthode des diagrammes ce qui nous permet ensuite
de fournir des conditions suffisantes pour obtenir le lemme de consistance de
Robinson, et donc, sous réserve de posséder la négation, pour l'interpolation de
Craig.

L’étude de la consistance de Robinson dans le cadre des institutions strati-
fiées montre que le théoréme des chaines élémentaires de Tarski en est une des
conditions suffisantes. Afin de démontrer ce théoréme, nous avons été amenés
4 étendre un peu plus notre cadre théorique pour rendre explicite la notion de
constructeurs de formules. Ceci étant fait, la structure des formules devient elle
aussi explicite, les formules étant alors des termes sur une algébre particuliére.
De ce fait, il était alors naturel de s’intéresser au probléme de la combinaison
de logiques. Stipulant qu’une combinaison de logiques ne se résume pas & une
simple union d’ensembles de constructeurs de formules, nous proposons une dé-

6. A notre connaissance, il n’existe pas de généralisation du théoréme de Beth dans le cadre
des institutions (ni méme dans un cadre logique-indépendant).
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finition de la combinaison de logiques consistant en deux étapes. Tout d’abord
une modification de logiques existantes, dites « sources », représentée par un
morphisme puis, une union des logiques sources modifiées représentée par une
partition de I’ensemble des constructeurs de formules de la logique combinée.
Bien entendu, la combinaison de logiques n’a d’intérét que dans la perspective
d’un transfert de résultats des logiques sources vers la logique combinée. Nous
nous sommes alors naturellement intéressé a la préservation de 'interpolation de
Craig et du lemme de consistance de Robinson au travers de cette combinaison.

Ce travail étant trés théorique, il peut étre per¢u comme relevant plus des
mathématiques que de 'informatique & proprement parler. Nous soutenons ce-
pendant que, dans l'optique actuelle de sécurité des systémes informatiques, un
tel travail est indispensable. Prenant acte de 'importance de la structuration et
du raffinement des spécifications formelles dans le processus de développement
de logiciels (¢f. [67, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121, 134, 21, 27, 141, 142]),
ainsi que des besoins exprimés par le monde industriel, notamment en terme de
modularité et de réutilisation des spécifications formelles (spécifications hétéro-
génes, composants sur I’étagére, réutilisation de preuves, d’outils, etc.), notre
travail s’inscrit dans une continuité de travaux portant sur les fondements de
Iinformatique et, en dépit de son caractére trés théorique, trouve sa justifica-
tion dans le fait qu’il est indispensable de fournir des bases solides & utilisation
des spécifications formelles dans le cadre de ’aide au développement de logiciels
de qualité. Sans de tels travaux, les méthodes formelles perdraient ce qui les
distingue des méthodes non-formelles et fait leur valeur, & savoir la rigueur et
la non-ambiguité des spécifications.

Nous supposons dans tout le document un certain degré de familiarité avec
les notations usuelles de la théorie des ensembles et de la théorie des catégories.
Les notations ensemblistes utilisées dans ce document seront définies au moment
de leur premiére utilisation, laquelle figure dans I'index des notations situé en
fin de document. En ce qui concerne les notions catégorielles utilisées, nous
renvoyons le lecteur & "annexe A.
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Les institutions ont été initialement introduite dans le but de généraliser
des résultats aussi bien en théorie de la spécification qu’en théorie des modéles,
indépendamment de la logique sous-jacente. Cependant, ce sont essentiellement
des résultats de théorie de la spécification qui ont été généralisés & ’aide des
institutions. En particulier, le cadre offert par les institutions a permis de définir
independamment du systéme logique sous-jacent des techniques de développe-
ment telles que le test (cf. [77]), la structuration (cf. [21, 104]), le raffinement
(cf. [21, 116]), le prototypage (cf. [9]), ete.

Compte tenu des bénéfices importants apportés & la théorie de la spécifica-
tion par la théorie des institutions, il est déja traditionnel dans la pratique
académique de représenter chaque formalisme utilisé pour la spécification d’un
systéme donné par une institution. Ceci permet alors de profiter de résultats
généraux établis dans le cadre des institutions tels que la définition d’un en-
semble adéquate d’opérateurs de structuration des spécifications, la définition
d’un systéme d’inférence correcte par rapport a la sémantique ou la conserva-
tion de cette propriété lorsqu’on étend le systéme d’inférence aux spécifications
structurées (cf. [21]). D’ailleurs, la plupart des langages récents de spécifications
algébriques suivent cette tradition comme par exemple CASL (c¢f. [95]), Maude
(cf. [91]) ou encore CafeOBJ (cf. [44]).

Cependant, et bien que cette vue orientée modéle des logiques soit un outil
théorique puissant pour I’étude des systémes logiques et de leur sémantique,
peu de chercheurs se sont intéressés & la généralisation de résultats issus de la
théorie standard des modéles dans le cadre des institutions. Il existe tout de
méme quelques travaux isolés sur le sujet tel que:

— les travaux de A. Tarlecki ([129, 131]) et sa notion d’institutions algé-
briques abstraites, cadre dans lequel "auteur généralise des résultats algé-
briques classiques tels que le théoréme de Birkhoff (équivalence entre les
théories équationnelles et les variétés), le théoréme de McKinsley (équi-
valence entre les théories universelles de Horn et les quasi-variétiés) et le
théoréme de Mal’cev (existence de modéles initiaux de termes pour les
théories universelles de Horn) ;

— les travaux de A. Salibra et G. Scollo ([113, 114]) concernant les relations
entre les propriétés d’interpolation, de compacité et de Loweinem-Skolem
dans la categorie des pré-institutions” (cf. [112]).

— les travaux de R. Diaconescu (|38, 39, 42, 41]) proposant une preuve de I'in-
terpolation de Craig indépendamment de linstitution considérée ([42, 41])
ainsi qu’une étude, dans le cadre des institutions, de différentes propriétés
issues de la théorie des modéles telles que les ultraproduits ([39]).

Comme on le voit, les recherches en théorie des modéles dans le cadre des ins-
titutions sont relativement marginales alors méme que la théorie des modéles
traite de problémes touchant aux fondements de I'informatique et plus parti-
culérement de la théorie de la spécification. Il a par exemple été montré que
I'interpolation de Craig est directement liée & certains aspects de la structu-
ration et de la modularité des spécifications (cf. [21, 47, 138, 139]) ainsi qu’a
certains problémes de complexité (c¢f. [100, 101]). Cette situation est alors en
contraste avec le sentiment partagé par certains chercheurs sur le fait que les
concepts et résultats de théorie standard des modéles, largement dépendants

7. Les pré-institutions sont un affaiblissement des institutions essentiellement dans le sens
ou elles n’imposent pas la condition de satisfaction.
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du cadre de la logique du premier ordre et de ses particularités, peuvent étre
clarifiés et reformulés plus conformément & I’intuition grace & la théorie des ins-
titutions.

Dans cette premiére partie, nous nous intéressons alors a ’interpolation de

Craig dans le cadre des institutions. L’interpolation de Craig est une propriété de
théorie standard des modéles que W. Craig a montrée pour la logique du 1¢"ordre
avec égalité (cf. [34]). Du fait des liens trés forts existant entre cette propriété
et la notion de modularité des systémes informatiques, de nombreux travaux
ont cherché & généraliser cette propriété, que ce soit dans le cadre de la logique
du 1¢"ordre (cf. [13]), dans un cadre institution indépendant (cf. [45, 47]), dans
le cadre de spécifications structurées (cf. [27, 21]) ou encore dans le cadre de
spécifications hétérogeénes (cf. [133]). Ces différents travaux ont permis de trou-
ver une formulation de l'interpolation de Craig plus adaptée & la théorie de la
spécification que la formulation originelle de cette propriété pour la logique du
premier ordre classique. En particulier, cette formulation s’appuie sur la notion
de morphisme de signatures indispensable en théorie de la spécification et fait
référence & des ensembles de formules plutot qu’a des formules simples®. Dans
cette premiére partie, nous nous intéressons & l’interpolation de Craig essen-
tiellement d’un point de vue théorie des modéles et nous étudions notamment
les relations d’interdépendance entre la propriété d’interpolation de Craig et un
résultat fondamental de théorie standard des modéles di & Robinson (cf. [109]) :
le lemme de consistance.
A la fin de cette premiére partie, nous portons notre attention sur le théoréme
de définissabilité de Beth. Ce théoréme, montré par E. Beth pour la logique du
1¢Tordre classique (cf. [15]), est une des conséquences les plus importantes de
I'interpolation de Craig. Il établit le fait que tout prédicat implicitement définis-
sable® est explicitement définissable!?. La notion de morphisme de signatures
n’étant que de peu d’intérét pour le logicien, les propriétés de définisabilité im-
plicite et explicite ont principalement été étudiées dans le cas d’inclusions de
signatures. Dans le cadre de la théorie standard des modéles, le théoréme de
Beth n’est alors valable que pour des inclusions de signatures. Or, parce qu’elle
dénote des relations diverses entre les signatures telles que des changements de
langage, la notion de morphisme de signatures est cruciale en théorie de la spé-
cification. Intuitivement, elle est également liée & la notion de définissabilité.
Nous avons donc étendu les deux définitions de définissabilité & tout morphisme
de signatures et reformulé le théoréme de Beth en conséquence.

Le plan de cette partie est le suivant. Le premier chapitre est un chapitre
introductif. On y rappelle la définition des institutions ainsi que I’ensemble des
résultats et définitions liés & la théorie de la spécification qui nous seront utiles
par la suite. Le lecteur familier avec les institutions et la théorie de la spécifi-
cation peut aisément passer ce chapitre. Le deuxiéme chapitre présente, aprés

8. Notons, en particulier, que la logique équationnelle vérifie la version « ensemble de for-
mules » de 'interpolation de Craig mais pas sa version « formule » (cf. [110]) qui requiert
nécessairement la conjonction

9. Un prédicat est implicitement définissable si sa définition est en termes de modéles
(¢f. définition 3.2.1)

10. Un prédicat est explicitement définissable si sa définition est en termes de formules
(¢f. définition 3.2.2)
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un cours état de I’art sur l'interpolation de Craig, deux approches différentes
pour démontrer cette propriété dans un cadre institution-indépendant. La pre-
miére, proposée par R. Diaconescu, s’appuie sur la notion d’axiomatisabilité
tandis que la deuxiéme, proposée par A. Salibra et G. Scollo, fait appel a la
notion de consistance définie par Robinson. Nous proposons dans ce chapitre
une légére amélioration de cette derniére approche en affaiblissant certaines
conditions suffisantes et étudions les conditions de transfert de Pinterpolation
de Craig au travers de morphismes d’institutions. Nous cloturons cette pre-
miére partie par un chapitre consacré au théoréme de définissabilité de Beth
qui est une conséquence directe du théoréme d’interpolation de Craig dans le
cadre de la logique du premier ordre classique. Aprés en avoir donné une preuve
institution-indépendante, nous étudions les conditions de transfert au travers
des morphismes d’institutions et nous généralisons la notion de définissabilité &
tout morphisme de signature.
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Chapitre 1

Institutions

Nous présentons dans ce chapitre les différents éléments de la théorie abs-

traite de la spécification (i.e. logique-indépendante) sur lesquels porte notre
travail. Le cadre dans lequel nous nous plagons est celui des institutions. Ces
derniéres offrent un cadre théorique permettant de capturer de facon formelle la
notion de systéme logique d’un point de vue théorie des modéles. Nous en rap-
pelons ici la définition et illustrons notre propos par des exemples d’institutions
bien connues. Nous exposons ensuite les récents travaux de T. Mossakowski,
J. Goguen, R. Diaconescu et A. Tarlecki (cf. [93]) sur la représentation impli-
cite des connecteurs logiques et des quantificateurs dans les institutions. L’'un
des buts premiers de la théorie des institutions étant I’étude des spécifications et
de leur sémantique, nous introduisons en section 1.3 les notions de présentation
et de théorie, qui formalisent le concept de spécification & plat, et les proprié-
tés usuelles qui leur sont associées. En section 1.4, nous présentons certaines
propriétés sémantiques particuliérement importantes pour ’étude des spécifica-
tions et de leur sémantique. Enfin, en section 1.5, nous reprenons les travaux de
T. Borzyszkowski concernant la structuration des spécifications axiomatiques
(cf. [21]). Les institutions ne s’occupant que de la partie théorie des modéles
des systémes logiques qu’elles présentent, différentes extensions, telles que les
m-institutions de J. Fiadeiro (cf. [52]) et les logiques générales de P. Meseguer
(cf. [90]), ont été proposées de fagon & prendre en compte la partie théorie de
la preuve des systémes logiques. Nous introduisons alors la notion d’inférence
en section 1.6 et montrons, toujours d’aprés les travaux de T. Borzyszkowski,
comment étendre les systémes d’inférence aux spécifications structurées. Nous
proposons enfin un court exposé des principes essentiels de la modularité et
cloturons ce chapitre par la présentation des deux notions principales de fléches
entre institutions: les morphismes et les co-morphismes.
Ce chapitre est essentiellement pour nous 'occasion de fixer les notations que
nous utiliserons par la suite et de définir un certain nombre de propriétés sé-
mantiques importantes sur lesquelles porte notre travail. Le lecteur familier avec
ces différents concepts et désireux d’aborder sans attendre les apports de cette
thése a la théorie de la spécification pourra passer directement au chapitre 2.
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1.1 Définition

La théorie des institutions (cf. [63]) a été introduite au début des années
80 par J. Goguen et R. Burstall & la suite de leurs travaux sur la sémantique
du langage Clear (c¢f. [22]). Cherchant & « effectuer tout le travail de Clear
une fois pour toute, indépendemment du systéme logique sous-jacent » !, ils ont
réussi 4 caractériser de facon générique les concepts indispensables pour qu’une
théorie fournisse un cadre adapté i la conception de systémes informatiques.
Une institution formalise alors le concept de systéme logique en donnant :

— une catégorie de signatures. Ces derniéres fournissent le vocabulaire néces-
saire & la description d’un probléme donné. Intuitivement, les signatures
sont aux systémes logiques ce que les interfaces sont aux programmes.
Les morphismes de signatures, qui dénotent des relations entre signatures,
sont & rapprocher de la notion de modification d’interfaces (enrichissement,
surcharge, etc.);

— & chaque signature ¥ est associé un ensemble de formules closes 2, appelées
3-formules, auquel on étend les morphismes de signatures;

— & chaque signature ¥ est associée une catégorie de modéles, appelés .-
modéles, et on étend les morphismes de signatures aux catégories de mo-
déles;

— & chaque signature ¥ est associée une relation de satisfaction entre les
Y-formules et les ¥-modéles.

De plus, on impose le fait que le changement de signatures selon un morphisme
de signatures n’affecte pas la satisfaction des formules par les modéles. Par ana-
logie avec les langages de programmation, ceci traduit le fait qu’un programme
peut faire quelque chose de plus simple que ce pourquoi il a été congu (par
exemple un programme permettant de manipuler des piles, et en particulier de
calculer la cardinalité de ces derniéres, est capable de faire de ’arithmétique
élémentaire sur les entiers).

Ainsi, une institution distingue les signatures des formules au sein des théo-
ries et les modéles sémantiques associés aux signatures permettent de donner
une valeur de vérité aux formules. Sans pour autant détailler la structure des
modéles ni celle des formules, une institution s’intéresse a décrire les rapports
existant entre la syntaxe et la sémantique, i.e. entre les ensembles de formules
définis au-dessus des signatures et les catégories de modéles associées a ces
derniéres. C’est en quelque sorte une logique & laquelle manquent tous les mé-
canismes d’inférence mais qui permet de capturer formellement la notion vague
de systéme logique d’un point de vue théorie des modéles.

Définition 1.1.1 (institution) Une institution est la donnée d’un quadruplet
(Sig, Sen, Mod , |=) tel que® :

— Sig est une catégorie dont les objets sont appelés des signatures ;

1. In [62].

2. Une formule close est une formule dont toutes les variables sont sous la portée d’un
quantificateur, i.e. sans variable libre.

3. De fagon & éviter tout probléme fondationnel relatif & la catégorie des catégories, nous
considérons ici que Cat désigne la catégorie de toutes les catégories dont les objets et les
morphismes appartiennent & un univers donné (cf. annexe A) dont on ne fera pas mention
(cf. [63, 90, 116] pour des remarques similaires).
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— Sen : Sig — Set est un foncteur qui associe a toute signature ¥ € |Sig|
DVensemble Sen(X) € |Set| des formules (closes) construites au-dessus de .
On appelle T-formules les éléments de Sen(X) ;

— Mod : Sig — Cat est un foncteur contravariant qué associe a toute signature
Y € |sig| la catégorie Mod(X) € |Cat| des modéles de . On appelle -
modeéles les objets de Mod (X)) ;

- = (F=)sesy est une famille de relations binaires telle que pour toute
signature ¥ € |Sig|, ExC |Mod (X)| x Sen(X) est la relation de satisfaction
des X-formules par les X-modéles.

De plus, pour tout morphisme de signature o : ¥ — X', tout X'-modéle M’ €
|Mod (X')| et toute T-formule ¢ € Sen(X), on a:

M =5 Sen(o)(p) & Mod (o)(M') Ex ¢ (1.1)

La formule (1.1) ci-dessus est appelée condition de satisfaction. Le sens (=)
est appelé préservation de la satisfaction par réduction (psr) et établit le fait que
la satisfaction des Y-formules par les ¥'-modéles sur X/ est conservée lorsqu’on se
place dans X, i.e. lorsqu’on considére la réduction des ¥'-modéles aux symboles
de X. Le sens (<) est appelé préservation de la satisfaction par expansion (pse)
et établit le fait que la satisfaction sur ¥ des ¥-formules par les réduits des
¥'-modéles aux symboles de ¥ est conservée lorsqu’on se place dans ¥'.

Notation 1.1.1 Soit T = (Sig, Sen, Mod , |=) une institution et soit ¥ € |Sig| une
signature quelconque. Soient ¢ € Sen(X) et M € |Mod (X)|. On notera M Ex, ¢
si M |Ex ¢ est fauz, i.e. si M ne satisfait pas @.

Nous présentons maintenant quelques exemples classiques d’institutions.

Exemple 1.1.1 (logique propositionnelle) L’institution PL de la logique
propositionnelle est définie de la fagon suivante :

— la catégorie Sig,, des signatures propositionnelles est la catégorie Set des
ensembles. Un élément d’une signature ¥ € |Sig_ | est appelé variable
propositionnelle ;

= Senpy, 1 Sig, — Set est un foncteur qui associe a toute signature ¥ € |5igPL|
DVensemble Senp.(X) € |Set| des E-formules propositionnelles, i.e. le plus
petit ensemble au sens de lUinclusion contenant la signature X et fermé
par la négation (=) et la disjonction (V), et répercute les changements de
signatures sur les formules ;

— Modpy, : Sig, — Cat est un foncteur qui associe a toute signature ¥ €
|Sig,,. | la catégorie Mod o (X) € |Cat| des E-valuations, i.e. la catégorie
des applications v : ¥ — {0,1} qui associe une valeur de vérité a toute
variable propositionnelle*. Etant donné un morphisme de signatures o €
Sig, (5,8"), le réduit Modpr(0)(v') d'un X'-modéle v' € |Modpy (X')| est
la ¥-valuation v € |Mod .. (X)| obtenue par composition du morphisme o
avec la X' -valuation v', t.e.v=12v"00;

4. Dans la littérature, et en particulier dans les travaux en rapport avec l'informatique,
les booléens sont couramment représentés par 0 (fauz [F]) et 1 (vrai [V]). Les traductions
anglaises de « faux » (false [F]) et « vrai » (true [T]) sont également trés usitées.
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- Er= (F5")xelsy,, | est une famille de relations binaires telle que pour
toute signature ¥ EI]SigPLL la relation |=55C |Mod vy | X Senpy, (X) est définie
de lo fagon suivante (0% v € |Mod e (X)|) :

-Vpe X, v =R pssiv(p) =1,
— Vo € Senp(X), v =R —p ssi v ERE @,
- Vo, € Sener (X)), v ERE @ Vb ssiv ERE ¢ ou v =R 9.

Proposition 1.1.1 Pour tout morphisme de signatures o € Sig(X,¥'), tout X'-
modéle v' € |Modp,(X')| et toute E-formule ¢ € Senpy,(X), v ER Senpr(0)(p)
si et seulement si Mod py.(0) (V') ER" ».

Preuve La preuve se fait par induction sur la structure des formules.

Notons tout d’abord que pour toute variable propositionnelle p € X, on a
v(p) = v'(o(p)) ce qui prouve la condition de satisfaction pour les variables
propositionnelles. La préservation de la condition de satisfaction par les connec-
teurs logiques se vérifie simplement d’apreés les définitions. O

Exemple 1.1.2 (logique propositionnelle modale) L’institution PML de
la logique propositionnelle modale est définie de la fagon suivante:

— la catégorie Sig,, . est la catégorie Sig, des signatures propositionnelles ;

- Settpyy : Si,,,, — Set est un foncteur qui associe a toute signature
¥ € |Sig,,,. | Vensemble Senpyy(X) € |Set| des Y-formules proposition-
nelles modales, i.e. le plus petit ensemble au sens de l'inclusion contenant
la signature T et fermé par la négation (—), la disjonction (V) et la mo-
dalité O, et répercute les changements de signatures sur les formules ;

— Mod par, - S g, — Cat est un foncteur qui associe o toute signature
Y € |Sig,,,. | la catégorie Mod oy () € |Cat| des X-modéles de Kripke,
i.e. la catégorie dont les objets sont des triplets (€,R,0) ou € est un
ensemble non vide d’états, R C € x € est une relation binaire sur € appelée
relation d’accessibilité et v : € x ¥ — {0,1} est une application qui
tout couple (état,variable propositionnelle) associe une valeur de
vérité. Etant donné un morphisme de signatures o € S e (B, 2), e
réduit Mod pyp () ((€',R,0")) d’un T'-modéle (€', R',0") € | Mod ppyr.(T)|
est le X-modéle de Kripke (&,R,0) € |Mod prir.(X)| tel que:

-¢=¢;
- R =R et la relation d’accessibilité est préservée, i.e. :
V(m,m) € € x &,
m Ry = 171Rn0,
— pour toute variable propositionnelle p € X et tout étatn € £, on a:

o(p,n) = v'(a(p),n)

— la relation de satisfaction entre les modéles et les formules d’une méme
signature est stratifiée, pour chaque modéle, par les états associés a ce
modéle. De ce fait, Femi= (F5"")vesi,,,, | €5t une famille de relations
binaires telle que pour toute signature ¥ € |(Sig, . |, la relation E5V"C
| Mod prpe| X Senppr(X) est définie de la fagon suivante (0w (€,R,v) €
|Mod pprr,(X)| et € €):

- vp € 25 (@,%,U) IZEIZ/;,L p 537; n(nap) = 1:
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= Vi € Seneni (), (€,R,0) EE5" o ssi (€,R,0) E5F ¢,

- Vo € Senpui(X), (€, 9{ ) 5 Op ssi pour tout n € € tel que
nRn', on a (€,R,0) =5 M%go

- Vo, € Senenr(X), (€,R,0) B 0 VY ssi (€,R,0) EF" ¢ ou
(&,R, 1) |=PML

Alors, (€,R,0) EXM" ¢ si pour tout 1 € € on a (€, R, ) ESNF ¢

Proposition 1.1.2 Pour tout morphisme de signatures o € Sig(X,X'), tout
Y'-modele (€',R,0") € |Modpy(X')| et toute T-formule ¢ € Senpyu(X),
(&', R, 0") ERME Senpar(0) (@) si et seulement si Mod gy, (o) ((E, R, 0")) ML
©.

Preuve La preuve se fait par induction sur la structure des formules.

Notons tout d’abord que ’ensemble des états et la relation d’accessibilité sont
tous deux préservés au travers du foncteur d’oubli Mod (o). Par définition, pour
toute variable propositionnelle p € ¥, on a v(p) = v'(c(p)) ce qui prouve la
condition de satisfaction pour les variables propositionnelles. La préservation de
la condition de satisfaction par les connecteurs logiques et la modalité se vérifie
simplement d’aprés les définitions. |

Exemple 1.1.3 (logique du 1°" ordre multi-sorte avec égalité)
L’institution FOL de la logiqgue du 1°" ordre multi-sorte avec égalité est
définie de la fagon suivante (cf. annexe B pour une présentation plus détaillée
des notions de morphismes de signatures, de termes, de formules [atomiques et
générales|, de morphismes de structures du premier ordre et d’interprétations
des variables) :

= Sif .o, €t la catégorie des signatures du premier ordre. On rappelle qu’une
signature du premier ordre est la donnée d’un triplet (S,F,R), ot S est
un ensemble de noms de sortes; F = (Fus)(w,s)es+xs est une famille
d’ensembles de noms de fonctions (on notera f,—s le fait que f € F,5);
R = (Ruw)wes+ est une famille d’ensembles de noms de prédicats (ou rela-
tions) indexés par les arités. On rappelle également que les morphismes de
signatures du premier ordre respectent la structure du triplet (S, F,R) et
préservent les arités et les sortes des symboles de fonctions et de prédicats ;

- Senpor S, — Set est un foncteur qui associe o toute signature
T € [Sig,.. | Uensemble Senror(X) € [Set| des X-formules du premier ordre
closes, i.e. ’ensemble construit au-dessus de l’ensemble des X-formules
atomiques® a Uaide de la négation (-), de la disjonction (V) et du quan-
tificateur universel (V), et répercute les changements de signatures sur les
formules ;

— Modror, @ Sig,,, — Cat est un foncteur qui associe & toute signature
(S,F,R) € |Sig,.| la catégorie Modvor((S,F,R)) € |Cat| des (S,F,R)-
structures du premier ordre. On rappelle qu’une (S,F,R)-structure du
premier ordre M est la donnée d’un ensemble de base M, pour chaque
symbole de sorte s € S, dune fonction fM : M, x --- x M, —

5. On rappelle que les X-formules atomiques sont soit des égalités de la forme ¢t = ¢’ ou
t,t' € Tx(X) sont des -termes de méme sorte, soit des formules prédicatives de la forme
r(t1,...,tn) OU T € Ry, ..s, est un symbole de prédicat d’arité sq...spn et t1,...,tn € Tx(X)
sont des termes, respectivement de sortes si,...,S5.
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M pour chaque symbole de fonction f € Fs, .5 et dune relation
rM C My, x --- x M, pour chaque symbole de relation r € R, ., .
On rappelle qu’un morphisme de (S,F,R)-structures est un homomor-
phisme de (S, F, R)-structures. Etant donnés un morphisme de signatures
o€ Sig.., (8,5, et une X' -structure M' € |Mod vor.(X')|, le réduit de M'
est la ¥-structure Mod por,(0)(M') telle que:

- Modpor(0)(M"), = Mc'rsoms(s) pour tout symbole de sorte s € S,

s

_ fMotme(a)(M') = UFONCTIONS(f)MI pour tout symbole de fonction f € F,

_ pModror(a)(M') — gREmmNS(r)M’ pour tout symbole de relation r € R.

— la relation de satisfaction entre les modéles et les formules d’une méme
signature est stratifiée, pour chaque modéle, par les interprétations des
variables. De ce fait, Fror= (F5™")se|sy,,,| €St une famille de re-
lations binaires telle que pour toute signature ¥ € |Sig . |, la rela-
tion =5°"C | Mod por| X Senwor(X) est définie de la fagon suivante (od
M € |Mod wor ()| et v : (Xs)ses = (Ms)ses est une interprétation des
variables de X ) :

-Vt € Te(X), M SOy t =t ssiv(t) =v(t'),
- Vr e R,Vt,... ,ty € To(X), M Sy r(ti,- .., tn) ssi

((t1),...,v(tn)) € rM

= Vo € Senror(X), M 507 —p ssi MESS) o,

- Vz € X,V € Senpor(X), M 55 (Va)p ssi M =50, ¢ pour toute
interprétation V' tel que V' (y) = v(y) pour toute variable y € X, sauf
éventuellement pour x,

= Vi, 9 € Senpor(E), M STy @ Vb ssi M ESS) ¢ ou M ESS) ¢
Alors, M [=5°" ¢ si pour toute interprétation de variables v : X — M on
a M) ¢

Exemple 1.1.4 (logique du 1°" ordre partielle multi-sorte avec égalité)
L’institution PFOL de la logique partielle multi-sorte avec égalité est obtenue
4 partir de la logique du premier ordre en introduisant des symboles de fonc-
tions partielles. Une signature du premier ordre partielle est alors un quadruplet
(S, TF,PF,R), oo TF est l’ensemble des symboles de fonctions totales et PF
est l’ensemble des symboles de fonctions partielles. Une structure du premier
ordre partielle est une structure du premier ordre ordinaire qui interpréte les
symboles de fonctions partielles par des fonctions partielles. Les formules ato-
miques sont de trois formes différentes : défini (Def ), égalité forte () et égalité
existentielle (=). La formule Def(t), o t est un terme, est vérifée dans une
structure du premier ordre partielle M si linterprétation de t dans M est dé-
finie. L’égalité forte t = t' est vérifiée lorsque les deux termes t et t' sont soit
indéfinis, soit tous deuz définis et égauz. L’égalité existentielle t = t' est véri-
fiée lorsque les deuz termes t et t' sont tous deuz définis et égauz. Les formules
sont alors les formules du premier ordre usuelles construites sur les formules
atomiques définies ci-dessus.

Exemple 1.1.5 (PFOL avec sous-sortes) L’institution SUBPFOL de la lo-
gique partielle multi-sorte avec égalité et sous-sortes est obtenue a4 partir de
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la logique du 1°" ordre partielle multi-sorte avec égalité en introduisant la no-
tion de sous-sorte. Une signature du premier ordre partielle avec sous-sortes est
alors une signature du premier ordre partielle (S, TF,PF,R) munie d’une re-
lation de pré-ordre sur les noms de sortes. On considére alors deuzx familles de
fonctions supplémentaires traduisant les notions d’inclusion implicite de sortes
ems, s, © S1 — S2 et de projection partielle explicite Prg, s & 51 = 52 Les for-
mules sont les formules de PFOL auzquelles on ajoute les formules construites
sur le prédicat d’appartenance ing, 5, CS X S.

Les institutions PFOL et SUBPFOL définies ci-dessus sont des institutions
sous-jacentes aux langages de spécification CASL (cf. [99, 103]).

Exemple 1.1.6 (logique équationnelle) L’nstitution EQL de la logique
équationnelle est obtenue a partir de la logique du premier ordre en laissant de
coté les symboles de relations et leur interprétation. La catégorie SWpar des si-
gnatures est donc la catégorie des signatures algébriques munie des morphismes
de signatures algébriques et, pour toute signature ¥ € |5igEQL|, Mod pqr.(X) est
la catégorie des Y-algébres munie des morphismes de X-algébres (cf. annexe B).

Exemple 1.1.7 (logique des clauses de Horn) Une formule de Horn uni-
verselle pour une signature du premier ordre (S,F,R) € |Sig, . | est une for-
mule de la forme (VX)H = C, ot X est un ensemble de variables, H est une
conjonction finie de formules prédicatives ou équationnelles et C' est une for-
mule prédicative ou équationnelle. L’institution HCL de la logique des clauses
de Horn est donc définie de la méme facon que la logique du premier ordre mais
l’ensemble de formules associé a une signature donnée est restreint aux formules
de Horn universelles.

Exemple 1.1.8 (logique relationnelle) L’institution REL de la logique re-
lationnelle est la sous-institution de FOL définie par les signatures ne contenant
pas de symbole de fonction non-constante.

Remarque 1.1.1 L’institution PL de la logique propositionnelle peut égale-
ment étre obtenue & partir de l'institution FOL de la logique du premier ordre
en restreignant les signatures a celles dont l’ensemble de noms de sortes est
réduit a un singleton et l’ensemble de noms de fonctions est vide.

Exemple 1.1.9 (logique du second ordre) Linstitution SOL de la logique
du second ordre est l’extension de l'institution FOL admettant la quantification
sur les noms de sortes, de fonctions et de relations.

Exemple 1.1.10 (algébre partielle) L’nstitution PA des algébres partielles
raffine Uinstitution EQL en introduisant des symboles de fonctions partielles.
Elle est obtenue a partir de EQL de la méme facon que PFOL est obtenue a
partir de EQL.

Une signature algébrique partielle est donc un triplet (S, TF,PF), ou TF est
l’ensemble des symboles de fonctions totales et PF est l’ensemble des symboles
de fonctions partielles. Une algébre partielle est une algébre ordinaire qui inter-
prete les symboles de fonctions partielles par des fonctions partielles. Les for-
mules atomiques sont de trois formes différentes : défini (Def ), égalité forte (%)
et égalité existentielle (=). Les formules sont alors les formules équationnelles
usuelles construites sur les formules atomiques définies ci-dessus.
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Exemple 1.1.11 (automates) Etant donné un ensemble V (de symboles d’en-
trées), un V-automate A consiste en la donnée :

— un ensemble A d’états avec un état distingué ag € 2 appelé état initial et
un sous-ensemble distingué d’états finauz;

— une fonction de transition T : V x A — 2.

Un homomorphisme de V-automate h : A — B consiste en la donnée d’une
fonction h : A — B telle que h(ag) = by, h(a) est final seulement si a est final
et le diagramme ci-dessous commute.

VxA LA g

IdVXhJ, lh

VX%T—>%

La fonction de transition s’étend canoniquement par itération auzr mots sur V
et un mot w € V* est reconnu par un V-automate si et seulement si T(w,ap)
est un état final.

Linstitution AUT des automates a pour catégorie de signatures la catégorie Set
des ensembles, les automates comme modéles et les chaines de symboles d’entrée
pour formules. Une chaine w est satisfaite par un automate A si A reconnait w.

1.2 Logique interne

La définition des institutions n’implique aucune contrainte sur la construc-

tion et la forme des formules. La seule chose imposée est que les formules as-
sociées & une signature ¥ donnée forment un ensemble auquel il est possible
d’étendre tout morphisme de signatures impliquant ¥ sans altérer la satisfac-
tion des formules par les modéles associés & ¥ et leurs réduits.
Dans la pratique cependant, la structure des formules n’est pas quelconque.
Comme on le voit sur les exemples donnés dans la section précédente, la dé-
finition des formules pour une logique particuliére repose sur la donnée d’un
ensemble d’éléments de base (les formules atomiques) et d’opérateurs sur cet
ensemble (les connecteurs logiques, quantificateurs, modalités, etc.). Pour une
méme signature, les ensembles de formules peuvent alors étre trés différents
suivant ’ensemble de constructeurs considéré (voir par exemple les différences
entre les ensembles de formules de la logique des clauses de Horn et de la logique
des prédicats du premier ordre). Or, de nombreux résultats plus ou moins gé-
néraux en théorie de la spécification et en théorie des modéles font ’hypothése
de l'existence de certains de ces opérateurs. Par exemple, I’équivalence entre
la propriété d’interpolation de Craig et le lemme de consistance de Robinson
suppose la négation (cf. chapitre 2). Il est donc indispensable de pouvoir définir
des notions telles que celle de connecteur logique ou de quantification de fagcon
interne & une institution quelconque.

La définition institution-indépendante de la plupart des connecteurs logiques
usuels est assez simple comme le montre la définition suivante.
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Notation 1.2.1 Soit E € |Set| un ensemble. On note p(E) l'ensemble des par-
ties de E, i.e. :
p(E) ={S/S c E}

Si E est un ensemble infini, on note ps(E) l’ensemble des parties finies de E.

Définition 1.2.1 (connecteurs logiques (sémantiques)) Soit une institu-

tion T = (Sig, Sen, Mod , =) et soit une signature ¥ € |Sig|.

négation: une X-formule ¢’ € Sen(X) est la négation (sémantique) d’une for-
mule @ € Sen(X) si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

VM € |Mod (Z)|, M Es ' & MFEs ¢

On notera alors —p cette formule.

conjonction (finie) : une X-formule ¢' € Sen(X) est la conjonction (séman-
tique) finie d’un ensemble fini de X-formules {p;/i € I} C Sen(X) (I €
p7(IN)) si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

VM e |M0cf(2)|, M |=z; (,0' &SViel, M '22 ©i

On notera alors \;c; ¢; cette formule.

conjonction (infinie): une X-formule ¢’ € Sen(X) est la conjonction (séman-
tique) infinie d’un ensemble infini de X-formules {p;/i € I} C Sen(X)
(I € p(IN)) si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

VM € | Mod (Z)|, M s @' & Vie I, M s ¢;

On notera alors \;c; ¢; cette formule.

disjonction (finie): une X-formule ¢' € Sen(X) est la disjonction (séman-
tique) finie d’un ensemble fini de X-formules {p;/i € I} C Sen(X) (I €
p7(IN)) si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

VM € |Mod (R)|, MEEs @' & Fie I, M Ex ¢;
On notera alors \/;c; p; cette formule.
disjonction (infinie) : une X-formule ¢' € Sen(X) est la disjonction (séman-
tique) infinie d’un ensemble infini de X-formules {p;/i € I} C Sen(X)
(I € p(IN)) si et seulement si la condition suivante est vérifiée :
VM € |Mod (R)|, M s @' & Fie I, M Ex p;
On notera alors \/;; @; cette formule.
implication: une X-formule @' € Sen(X) est I’implication (sémantique) d’une

Y-formule po € Sen(X) par une L-formule o1 € Sen(X) si et seulement si
la condition suivante est vérifiée :

VM € |Mod (2)|, M Es ¢’ & (M s o1 = M Ex ¢1)

On notera alors 1 = s cette formule.

équivalence: une X-formule ¢' € Sen(X) est I’équivalence (sémantique) des
Y-formules p1,p2 € Sen(X) si et seulement si la condition suivante est
vérifiée :

VM € |Mod (R)|, M Ex ¢’ & (M s o1 © M Esx ¢1)

On notera alors p1 < 2 cette formule.
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Remarque 1.2.1 On notera que cette définition des connecteurs logiques n’est
en fait valable que pour les formules closes. Le fait qu’elle ne le soit pas pour
les formules ouvertes est du a linterprétation universelle des variables libres
contenues dans les formules ouvertes. Ainsi pour la négation par eremple, il
peut exister des modéles ne satisfaisant ni la formule @ ni sa négation, i.e.
est vraie uniquement pour certaines interprétations des variables et sa classe de
modeéles n’est donc pas le complémentaire de celle de —p.

r

Définition 1.2.2 (équivalence sémantique) Soit 7 = (Sig, Sen, Mod , |=) une
institution. Soit ¥ € |Sig| une signature et soient @1,ps € Sen(X) des X-
formules. On dit que @, et w2 sont sémantiquement équivalentes si, pour tout
Y-modéle M € |Mod (2)|, on a:

MEs o1 & MEs 2

Proposition 1.2.1 La négation, la conjonction (finie et infinie), la disjonction
(finie et infinie) de formules sont uniques modulo ’équivalence sémantique. Il
en est de méme pour limplication et l’équivalence.

Preuve La preuve découle directement de la définition des connecteurs logiques
et de I’équivalence sémantique. O

Définition 1.2.3 (fermeture) Soit Z = (Sig, Sen, Mod , |=) une institution. On
dit que T est fermée par (ou posséde la) :
- négation (sémantique) si pour toute signature ¥ € |Sig|, toute X-formule
p € Sen(X) posséde une négation (sémantique). On notera —p une telle
formule ;
- conjonction (sémantique) finie (resp. infinie) si pour toute signature ¥ €
|Sig|, tout ensemble fini (resp. infini) de X-formules {@;/i € I} C Sen(X)
(I € ps(IN) [resp. I € p(IN)]), posséde une conjonction (sémantique) finie
(resp. infinie). On notera \;c; ;i une telle formule ;
— disjonction (sémantique) finie (resp. infinie) si pour toute signature ¥ €
|Sig|, tout ensemble fini (resp. infini) de X-formules {p;/i € I} C Sen(X)
(I € ps(IN) [resp. I € p(IN)]), posséde une disjonction (sémantique) finie
(resp. infinie). On notera \/,c; ;i une telle formule ;
— implication (resp. équivalence) si et seulement si pour toute signature
Y € |sig|, tout couple de X-formules (p1,p2) € Sen(E) x Sen(X) est une
implication (resp. équivalence). On notera @1 = @2 (Tesp. p1 < Y2 ) une
telle formule.

De par la définition 1.2.1, il est clair que ’institution des prédicats du premier
ordre est fermée par négation.

Il est clair que la traduction sémantique des connecteurs logiques donnée
ci-dessus est transportée le long des morphismes de signatures.

Proposition 1.2.2 Soit T = (Sig, Sen, Mod , =) une institution. Soit un mor-
phisme de signatures o € Sig(X1,%2) et soit (p1,...,0n) € Sen(X1)™ un n-
uplet de Ti-formules (n € IN\ {0}). Alors, pour tout connecteur logique T €
{= VoA =, e}, on a Sen(o)(T (@1, -, 9n)) = T(Sen(o)(p1), - - -, Sen(o)(¢n)).
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Preuve Ceci découle directement de la définition des connecteurs logiques et
de la condition de satisfaction. O

La définition institution-indépendante de la quantification est légérement
plus complexe. Elle s’appuie sur les notions de morphisme de signatures et d’ex-
pansion de modéles le long de ces morphismes. Intuitivement, une interpréta-
tion de variables dans un modéle M est simplement une expansion de M le
long d’un morphisme particulier de signatures. Prenons le cas de la logique du
premier ordre par exemple. Soit X un ensemble de variables pour la signature
Y = (8, F,R) et soit VX une formule universellement quantifiée. En considé-
rant X' comme un ensemble de constantes, remarquons que pour tout X-modéle
M € |Mod ()|, M [=x VX ¢ si et seulement si M’ =5 ¢ pour toute expansion
de M le long d’un morphisme de signatures ¥ — X', ou ¥’ = (S, F U X, R).
Ainsi, la satisfaction des formules quantifiées peut étre définie en termes d’in-
clusion de signatures (ou plus généralement de morphismes de signatures) et
de réduction de modéles, qui sont des concepts institution-indépendants, plutot
qu’en termes de variables et d’interprétations de variables qui sont des concepts
institution-dépendants.

Définition 1.2.4 (quantification universelle (sémantique) [43]) Soit
une institution T = (Sig, Sen, Mod ,|=) et soit x : ¥ — X' un morphisme
de signatures. Une Y-formule ¢ € Sen(X) est la x-quantification universelle
(sémantique) de la X'-formule ¢' € Sen(X') si et seulement si pour tout
Y-modéle M € |Mod (2)|, on a:

MEs p & (VM € |[Mod ()|, Mod(a)(M') = M = M s @)
On notera (Vx)¢' la X-formule ¢.

Définition 1.2.5 (quantification existentielle (sémantique) [43]) Soit
une institution T = (Sig, Sen, Mod , =) et soit x : ¥ — X' un morphisme de
signatures. Une Y-formule ¢ € Sen(X) est la x-quantification existentielle
(sémantique) de la Y'-formule ¢' € Sen(X') si et seulement si pour tout
Y-modéle M € |Mod (2)|, on a:

MEs p & IM' € |Mod (2], Mod (0)(M') = MAM s ¢
On notera (Ax)¢' la X-formule ¢.

Notation 1.2.2 Soient T = (Sig, Sen, Mod , |=) une institution et O un ensemble
d’opérateurs sur les formules (i.e. des connecteurs logiques ou des quantifica-
teurs). Soit E C Sen(X) un ensemble de formules construites sur une signature
¥ € |sig|. On note O(E) le plus petit ensemble de formules (au sens de Uinclu-
sion) contenant E et fermée par (les éléments de) O.

On notera qu’on n’impose nulle part que Uinstitution Z posséde toutes les
formules de O(E).

Définition 1.2.6 (accessibilité) Soient T = (Sig, Sen, Mod , |=) une institution
et O un ensemble d’opérateurs sur les formules. Soient ¥ € |Sig| une signature
et E C Sen(X) un ensemble de X-formules. Une E-formule ¢ € Sen(X) est dite
accessible & partir de E par O si ¢ est sémantiquement équivalente a une formule

de O(E).

6. Dans le cas de la quantification existentielle, on remplacera « pour toute expansion »
par « pour une expansion ».
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Exemple 1.2.1 Toute formule de l'institution de la logique des prédicats du
premier ordre (cf. exemple 1.1.3) est accessible & partir des atomes par —, A
et la quantification universelle par extension de signature a un nombre fini de
constantes.

Exemple 1.2.2 Toute formule de linstitution de la logique équationnelle
(cf. exemple 1.1.6) est accessible & partir des équations par la quantification
universelle de l'exemple précédent.

Exemple 1.2.3 Toute formule de l'institution de la logique des clauses de Horn
(cf. exemple 1.1.7) est accessible a partir des atomes par A, Uimplication et la
quantification universelle de l’exemple 1.2.1. On notera que, pour toute signature
Y € |Sig, 0. ls Vensemble Senycy(X) des X-formules de linstitution de la logique
des clauses de Horn est strictement inclus dans O(Atoms), oo O = {A,=,V} et
Atomsy, est I’ensemble des -formules atomiques, i.e. les équations entre Y-termes
et les X-formules prédicatives.

Parce qu’elle posséde des propriétés modéle-théoriques particuliéres, la quan-
tification du premier ordre joue un role important en théorie standard des
modéles. Ainsi que le montrent T. Mossakowski, J. Goguen, R. Diaconescu et
A. Tarlecki dans [39], il est possible de donner une caractérisation institution-
indépendante de la notion de variable du premier ordre. Intuitivement, étant
donné un ensemble X de variables du premier ordre, les interprétations de X
dans un (S, F,R)-modéle M sont en bijection canonique avec les homomor-
phismes de F-algébres Tx(X) — M, ot Tx(X) est la F-algébre de termes gé-
nérée librement au-dessus de X. De ce fait, la donnée d’un (S, FUX, R)-modéle
est la méme chose que la donnée d’un morphisme de (S, F,R)-modéles de do-
maine T#(X). Cette propriété catégorielle des inclusions de signatures est la
base pour le traitement institution-indépendant des variables du premier ordre.
On définit alors le concept de morphisme de signatures représentable.

Définition 1.2.7 (morphisme représentable) Soit T = (Sig, Sen, Mod ,|=)
une institution. Un morphisme o € Sig(X,X') est dit représentable s’il existe
un Y-modeéle M, (appelé la représentation de o) et un isomorphisme i, de ca-
tégories tels que le diagramme suivant soit commutatif (ot M,/ Mod (X) est la
catégorie virgule dont les objets sont les morphismes de Y-modéles de domaine

M (cf. annexe A)).

Mod (1) 7 M) Mod (%)

Mod (0) oubli

Mod (%)

Notons que les morphismes représentables de signatures capturent exacte-
ment le concept de variables du premier ordre. Cette caractérisation est de
plus institution-indépendante. Les extensions de signatures avec des variables
d’ordre supérieur (tel que les symboles de sortes, de fonctions et de prédicats)
ne sont pas des morphismes représentables de signatures. En fait, on montre
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méme la caractérisation suivante des morphismes représentables de signatures
dans linstitution des prédicats du premier ordre.

Proposition 1.2.3 ([43]) Un morphisme de signatures du premier ordre est
représentable si et seulement s’il est bijectif sur les symboles de sortes, de rela-
tions et de fonctions non-constantes.

1.3 Présentations et théories

Comme nous 'avons dit en introduction, 'une des motivations pour l'in-
troduction des institutions est la généralisation de résultats en théorie de la
spécification. Intuitivement, une spécification axiomatique est essentiellement
la donnée d’une signature et d’un ensemble de formules construites sur cette
signature, souvent appelées axiomes, et décrivant les propriétés que ’on attend
du logiciel en spécification. Ce type de construction se généralise aisément dans
le cadre de la théorie des institutions. Intuitivement, une spécification est alors
la donnée d’un ensemble de formules construites sur une signature donnée. On
parle alors de X-présentation ou de X-spécification a plat (ou ¥ désigne la si-
gnature sur laquelle sont construites les formules de la présentation). Ce qui
est intéressant ici est qu’il est possible de capturer le concept de spécification
et de démontrer un certain nombre de résultats standards sur les spécifications
indépendamment des détails du systéme logique sous-jacent présenté par une
institution, i.e. sans connaissance de la composition des signatures, de la struc-
ture des modéles ou des formules ou encore de la définition exacte de la relation
de satisfaction. En fait, seule la condition de satisfaction est utile pour obtenir
les résultats souhaités.

Dans toute la suite, nous supposerons donnée une institution arbitraire fixe
T = (Sig, Sen, Mod , =).

Notation 1.3.1 Soit £ € Sig|. Pour tout ensemble de X-formules ® C Sen(X)
et tout ¥-modéle M € |Mod (X)|, on notera M |=x & si M |=x ¢ pour toute
Y-formule p € .

Définition 1.3.1 Soit ¥ € [Sig| et soient ® C Sen(X) un ensemble de X-
formules et M C |Mod ()| une collection de ¥-modéles.

1. On note Mod (®) la collection de tous les Y-modéles satisfaisant @, i.e. :
Mod (D) = {M € |Mod (2)|/ M Ex D}

2. On note Th(.#) la collection de toutes les X-formules satisfaites par tous
les ¥-modéles appartenant a .#, i.e. :

Th( M) = {p € Sen(Z)/NM € M, M [=x ¢}

Th( M) est appelée la théorie de A .
3. De fagon similaire, on note TA(®P) la collection de toutes les ¥-formules
satisfaites par tous les ¥-modéles de ¥, i.e. :

TH(®) = {p € Sen()/YM € |Mod (B)|, M s ¢} = Th(Mod (B))

Th(®) est appelée fermeture de P.
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4. On note =5 la relation définie sur p(Sen(X)) x Sen(X) de la fagon suivante :
Vo € Sen(X), & =5 ¢ & ¢ € TH(D)

On dit alors que ¢ est une conséquence sémantique de &.
5. Si ® = Th(P) alors @ est dit fermé ou clos.

6. Une X-théorie T' est un ensemble fermé de X-formules, i.e. T = Th(T). On
dit que ® présente la théorie T si T est la théorie obtenue par fermeture
de ®, i.e. si T = Th(D).

Définition 1.3.2 (présentation) Soit ¥ € |Sig| une signature. On appelle Y-
présentation (ou X-spécification & plat) la donnée d’un ensemble de X-formules
P C Sen(X). On appelle E-axiome toute formule ¢ € P.

Une présentation P présente la théorie TA(P). Dans la suite, nous parlerons
indifferemment d’ensembles de formules ou de présentations.

Définition 1.3.3 (morphisme de présentations) Soient P une X-présenta-
tion et P' une ¥'-présentation. Un morphisme de présentations o : P — P’ est
un morphisme de signatures o : ¥ — ¥ tel que pour tout Y-axiome @ € P, son
image par Sen(o) est une conséquence sémantique de P', i.e. Sen(c)(p) € Th(P').

Un morphisme de théories est alors un morphisme de présentations o : P —
P' tel que P et P' sont des théories. Dans ce cas, on a Sen(c)(®) C @'.

Proposition 1.3.1 Soient ®, ¥ C Sen(X) des ensembles de X-formules et soient
M, N C|Mod ()| des classes de E-modéles.

1. Si® C U alors Mod (V) C Mod (P).

2. Si M C N alors TAH(N) C Th(M).

3. ® C Th(Mod (®)) et M C Mod (Th(A)).

4. Mod (®) = Mod (Th(Mod (®))) et Th(.A) = Th(Mod (Th(MA))).

Preuve Immédiat d’aprés les définitions. O
Proposition 1.3.2 La relation de conséquence sémantique est préservée par les

morphismes de signatures, i.e. pour tout morphisme de signatures o € Sig(X, %),
pour tout ensemble de X-formules ® C Sen(X) et toute L-formule ¢ € Sen(X),

si ® =x ¢ alors Sen(0)(®) Exr Sen(o) ().
Preuve C’est une conséquence directe des définitions et de la condition de

satisfaction. O

Proposition 1.3.3 Soient o € Sig(X,X’) un morphisme de signatures et ®' C
Sen(X') un ensemble clos de X'-formules. Soit ®5 C Sen(X) l’ensemble de X-
formules dont l'image par Sen(c) appartient a @', i.e. :

5 = {p € Sen(X)/Sen(0)(p) € @'}

L’ensemble ®%, ainsi défini est un ensemble clos de X-formules.
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Preuve 1l est clair d’aprés les définitions que @, C TA(P%;). 1 suffit donc de
montrer que Th(®y,) C P5,.

Soit donc ¢ € TA(®%). Par la proposition 1.3.2, Sen(o)(yp) est alors une consé-
quence sémantique de Sen(0)(®%,) C &'. Puisque &' est une théorie, ceci signifie
que Sen(o)(yp) appartient & &' et donc que ¢ appartient a ®%.. |

Proposition 1.3.4 Soient o € Sig(X,%") un morphisme de signatures, ® C
Sen(X) un ensemble de X-formules et ®' C Sen(X') un ensemble de X' -formules.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. o est un morphisme de théories de (X, Th(®)) dans (X', Th(®")) ;

2. Sen(o)(®) C TH(D') ;

3. VM' € Mod (@), Mod (o)(M') € Mod (P).

Preuve

(1 = 2) Immédiat d’aprés les définitions.

(2=3) Soit M' € Mod(®'). Par hypothése, Sen(c)(®) C 7TA(®'). On a
donc M' s Sen(o)(®). Par la condition de satisfaction, on a alors
Mod (o) (M) Ex @, i.e. Mod(o)(M') € Mod (D).

(3 =1) Il suffit de montrer que Sen(o)(®) C ®'. Soit ¢ € ®. Par définition,
pour tout M € Mod(®), on a M |=x ®. En particulier, pour tout M’ €
Mod (®'), on a par hypothése Mod (c)(M’') s ®. Par la condition de
satisfaction, on a alors M' =y Sen(o)(®). On en déduit alors Sen(o)(®) C
TH(®'), i.e. o : (T, TA(P)) — (X', TA(P')) est un morphisme de théories.

O

1l est clair que les théories construites sur les signatures de l'institution 7
constituent les objets d’une catégorie, notée T#(Z), dont les fleches sont les mor-
phismes de théories. La proposition précédente nous permet de définir le foncteur
Mod g7y = TH(Z) — Cat°P qui, & toute théorie T, associe la sous-catégorie com-
pléte Mod (T') C Mod (X) et, & tout morphisme de théories o : T — T", associe
le foncteur d’oubli Mod (o) : Mod (T") — Mod (T').

Définition 1.3.4 (consistance) Soit ¥ € |Siy| une signature et soit ® C
Sen(X) un ensemble de T-formules. L’ensemble ® est dit :

— consistant si Th(®) # Sen(X) et inconsistant dans le cas contraire ;
- finiment consistant si tout sous-ensemble fini &' € p¢(P) est consistant.

Définition 1.3.5 (complétude) Soit ¥ € |Sig| une signature et soit T C
Sen(X) une X-théorie. La théorie T est dite compléte (on dit aussi mazimale
consistante) si elle est consistante et si, pour toute X-formule ¢ € Sen(X), l'une
des deux conditions suivantes est vérifiée :

- TU{p} est inconsistante ;

-peT.

On suppose pour la suite de cette section une institution Z = (Sig, Sen, Mod , |=
) fermée par négation.

Proposition 1.3.5 Soit ¥ € |Sig| une signature telle que Sen(X) = @&. Alors il
n’existe pas de théorie compléte sur X.
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Proposition 1.3.6 Soit ¥ € |Sig| une signature telle que Sen(X) # &. Une
Y-présentation P est inconsistante si et seulement si Mod (P) = .

Preuve

(=) Supposons que P soit inconsistante. Alors, la X-théorie présentée par P est
I’ensemble de toutes les ¥-formules. Ceci signifie que pour toute X-formule
p € Sen(X), ¢ et sa négation sont des conséquences sémantiques de P.
Comme il n’existe pas de modéle satisfaisant & la fois ¢ et sa négation, on
en déduit que Mod (P) est vide.

(<) (par l’absurde) Supposons donc que Mod (P) = @ et que P est consistante.
Soit ¢ € Sen(X). Nous allons montrer que ¢ est une conséquence séman-
tique de P. Puisque Mod (P) = &, il est vrai que pour tout Y-modéle
M € Mod(P) on a M =5 . Aucune hypothése n’ayant été faite sur ¢
on en déduit que ceci est vrai pour toutes les X-formules ce qui contredit
le fait que P soit consistante.

O

Proposition 1.3.7 Soit ¥ € |Sig| une signature telle que Sen(X) # &. Pour
tout X-modéle M € |Mod (X)|, Th(M) est une théorie compléte.

Preuve 1l est clair que 7#(M) est une X-théorie consistante d’aprés sa défini-
tion. Soit donc ¢ € Sen(X) \ 7#(M). Par définition on a alors M Eyx, ¢. Puisque
T est fermée par négation, on a M Ex —g, i.e. 7 € Th(M). On en déduit que
{¢} U 7h(M) est une théorie inconsistante ce qui prouve que 7h(M) est une
Y-théorie compléte. m|

Définition 1.3.6 (compacité) Soit Z = (Sig, Sen, Mod ,|=) une institution. On
dit que T est:

— compacte si pour tout ensemble de T-formules ® C Sen(X) (X € |Sig|), ®
est consistant si et seulement si ® est finiment consistant;

— conséquence-compacte si pour toute X-formule ¢ € Sen(X) et tout en-
semble de -formules @ C Sen(X), si @ x ¢ alors il existe un sous-
ensemble fini ' C @ (¥’ € ps(P)) tel que ¥’ =5 .

Ces deux notions de compacité sont équivalentes pour toute institution fer-
mée par négation comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.3.8 Soit Z = (Sig, Sen, Mod , =) une institution fermée par né-
gation. Alors T est compacte si et seulement si elle est conséquence-compacte.

Preuve

(=) Soient ® C Sen(X) un ensemble de X-formules et ¢ € Sen(X) une X-

formule tels que ® |=5 ¢. On va montrer par absurde qu’il existe un
sous-ensemble fini ®' € p;(®P) tel que &' =5 .
Supposons donc le contraire, i.e. pour tout sous-ensemble fini &' € p;(®P),
on a ¢ Ky ¢. On en déduit alors que ®' U {—¢p} est consistant et donc
que ® U {—p} est finiment consistant. Par hypothése, ® U {—¢} est donc
consistant, i.e. ® Ex ¢ ce qui contredit les hypothéses.
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(<) Soit & C Sen(X) un ensemble consistant de X-formules. Par la proposi-
tion 1.3.1 on montre 7A(®') C 7A(®) pour tout &' € p;(®P). On en déduit
que @’ est consistant ce qui prouve que ® est finiment consistant.

(par contraposée) Supposons maintenant que ® soit inconsistant. Alors,
pour toute X-formule ¢ € Sen(X), on a ® |Ex ¢ et =5 —p. Puisque @
est conséquence-compacte, il existe deux sous-ensembles &', ®" € p¢(P)
tels que @' =5 p et & =5 —p. Or, @' US" € p;(®P) est un sous-ensemble
fini de ® et on a ' U B" =5 ¢ et ' UP" =5 —p. On en déduit alors que
®' U ®" est inconsistant et donc que ® est non finiment consistant.

O

1.4 Propriétés sémantiques

Définition 1.4.1 (amalgation) Soit T = (Sig, Sen, Mod,|=) une institution.
Le diagramme commutatif de morphismes de signatures ci-dessous

EL)El

o b

p — ¥
3
est un diagramme d’amalgation si pour tout ¥q-modéle My € |Mod(E1)| et
tout Lo-modéle Mo € |Mod (X5)| tels que Mod (o1)(My1) = Mod(o3)(Ms), il
existe un unique X'-modéle M' € |Mod (X')| tel que Mod(o7)(M') = My et
Mod (o) (M') = Ma.

Mod (o1)
%

Mod (%) Mod (X1)

Mm{(az)T TWM(US)

Mod (X5) ——— Mod (')
Mod (o))

Lorqu’on reldche la condition d’unicité sur M', on parle de diagramme
d’amalgation faible. Le modéle M' est appelé somme amalgamée de M et
M.

On dit que Uinstitution T posséde la propriété d’amalgation (faible) pour une
classe C de diagrammes commutatifs de morphismes de signatures si et seule-
ment si tout diagramme de C est un diagramme d’amalgation (faible).

La définition suivante introduit une notion d’équivalence entre modéles qui
refléte leur indiscernabilité par les moyens logiques disponibles « & intérieur »
des institutions, i.e. la satisfaction des formules par les modéles.

Définition 1.4.2 (équivalence élémentaire) Soit 7 = (Sig, Sen, Mod , =) une
institution et soit ¥ € |Sig| une signature. Deuzr X-modéles M1, Ms € |Mod ()|
sont dits élémentairement équivalents, noté My =y Mo, si la condition sui-
vante est vérifiée :

V(,O € 5671(2), My '22 Y = M, |=z; p

De fagon équivalente, My, Ms sont élémentairement équivalents si Th(M;) =

TH(M.).
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Proposition 1.4.1 Soit 7T = (Sig, Sen, Mod , =) une institution fermée par né-
gation. Soient ¥ € |Sig| une signature et T C Sen(X) une XL-théorie compléte.
Alors, pour tous L-modéles M, M' € |Mod (T')| non-vide, on a M =5 M'.

Preuve (Par I’absurde)

Soit ¢ € Sen(X) telle que M [=x ¢ et M' Ex, . Puisque M' € Mod(T'), ¢ ne
peut appartenir & 7' par définition. Donc ¢ € T et, puisque Z est fermée par
négation, on a M’ =y —¢. On en déduit que M’ est un modeéle de T'U {—p} ce
qui contredit le fait que T soit une théorie compléte, i.e. maximale consistante.
O

La notion d’équivalence élémentaire nous permet d’assouplir les égalités entre
réduits de modéles dans la définition 1.4.1.

Définition 1.4.3 (amalgation élémentaire (propriété de Robinson))
Soit T = (Sig,Sen, Mod,|=) wune institution. Le diagramme commutatif de
morphismes de signatures ci-dessous

EL)El

SR

Yo —— ¥
o)

est un diagramme d’amalgation élémentaire si pour tout X,-modéle My €
|Mod (£1)| et tout o-modéle My € | Mod (X53)| tels que

Mod (o1)(M1) =5 Mod (02)(M2)
il existe un X'-modeéle M' € |Mod (X')] tel que
Mod (a7)(M') =5, M1 et Mod (ah)(M') =5, M,

On dira que T posséde la propriété de Robinson pour une classe C' de dia-
grammes commutatifs de morphismes de signatures si et seulement si tout dia-
gramme de C est un diagramme d’amalgation élémentaire.

Sous 'hypothése de la négation, la propriété de Robinson induit aisément le
lemme de consistance de Robinson exprimé de la fagon suivante.

Proposition 1.4.2 (lemme de consistance de Robinson) Soit une institu-
tion T = (Sig, Sen, Mod ,|=) possédant la négation et la propriété de Robinson
pour une classe C de diagrammes tels qu’a la définition 1.4.1. Soient T C Sen(X)
une X-théorie compléte et T; D Sen(o;)(T) (i € {1,2}) des X;-théories consis-
tantes. Alors, T' = Sen(01)(T1) U Sen(o2)(Ts) est une X'-théorie consistante.

Preuve Puisque T; (i € {1,2}) est une théorie consistante |Mod (T;)| # @,
i.e. il existe au moins un ¥;-modele M; € |Mod (T;)|. Du fait de la complétude
de T, on a Mod(o1)(M1) =x Mod(o1)(Mz). Par la propriété de Robinson,
il existe alors un ¥X'-modéle M’ € |Mod (X')| tel que Mod (o})(M') =5, M,.
Par la condition de satisfaction, on a M’ =5 Sen(o})(T;). On en conclut alors
que Sen(o1)(T1) U Sen(o2)(T>) posséde au moins un modéle et donc qu’elle est
consistante. O
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Le lemme de consistance de Robinson est un résultat trés important pour la
théorie de la spécification. Nous verrons en effet au chapitre 2 que pour toute
institution fermée par négation il est équivalent & 'interpolation de Craig pré-
sentée en section 2.1.1 (¢f. proposition 2.2.2), cette derniére propriété étant une
condition requise (c¢f. section 2.1.2) pour la complétude des systémes d’infé-
rence structurés présentés en section 1.6 et une certaine forme de modularité
des spécifications (cf. section 1.7). Malheureusement, le lemme de consistance
de Robinson s’appuie sur la notion d’équivalence élémentaire de modéles qui
est trés difficile & montrer en pratique. Dans la deuxiéme partie de cette thése,
nous nous intéresserons i la généralisation de la méthode des diagrammes qui
est justement une méthode dédiée & cette tache (c¢f. chapitre 2, partie II).

La propriété d’exactitude, que nous introduisons maintenant, exprime la
possibilité d’amalgamer des modéles construits sur des signatures différentes
lorsque ceux-ci sont consistants sur une sorte d’« intersection » des signatures
(représentée par un pushout).

Définition 1.4.4 (exactitude) Une institution T = (Sig, Sen, Mod , =) est dite :
- exacte si le foncteur Mod : Sig°? — Cat préserve les limites finies” ;
— semi-exacte si le foncteur Mod : Sig°? — Cat préserve les pullbacks®
(i.e. les pushouts de signatures) ;

— faiblement semi-exacte si le foncteur Mod : Sig°? — Cat préserve les pull-
backs faibles®.

La semi-exactitude est omniprésente. Toutes les institutions présentant des
logiques conventionnelles ou non sont au minimum semi-exactes. En régle géné-
rale, les institutions présentant des logiques multi-sortes sont exactes et celles
présentant des logiques mono-sortes sont semi-exactes (cf. [45]). Dans la plupart
des applications cependant, la version faible de la semi-exactitude suffit. Ce point
a d’ailleurs fait 'objet de plusieurs travaux (cf. [36, 133]) notamment dans les
cas multi-paradigmes ou institutions hétérogénes obtenues par une construction
de Grothendieck sur une institution (cf. [36, 37]).

La propriété d’amalgation est une conséquence directe de la propriété de semi-
exactitude comme le montre le corollaire suivant.

Corollaire 1.4.1 Dans une institution (faiblement) semi-exacte, tout (faible)
pushout de morphismes de signatures est un diagramme d’amalgation (faible).

Preuve Découle directement des définitions. O

1.5 Structuration

Dés que l'on se retrouve confronté & des spécifications de taille réelle, on
ne peut pas se contenter de spécifications & plat. Il faut pouvoir se donner les
moyens de structurer les spécifications de fagon & pouvoir séparer le travail
suivant les différentes préoccupations (ou aspects) du systéme considéré. Pour

7. cf. définition en annexe A.
8. Ibidem.
9. Dans le sens de propriété universelle faible (cf. [78]), i.e. n’imposant pas I’unicité.
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ce faire, il est nécessaire de définir formellement un langage de spécification,
7.e. un ensemble d’opérations sur les spécifications permettant, & partir des
éléments de base donnés par les présentations, de les rassembler pour créer des
spécifications plus larges. Dans le cadre des institutions, ceci a donné lieu &
la construction inductive des spécifications, ainsi que de leur sémantique, au
travers des opérations suivantes.

Définition 1.5.1 (spécification) Soit T = (Sig, Sen, Mod , =) une institution.
Pour toute signature ¥ € |Sig|, les T-spécifications et leur sémantique sont
définies inductivement de la fagon suivante :

1. pour toute X-présentation P, (X,P) est une X-spécification telle que
Mod ((X, P)) = Mod (P) ;

2. pour toutes X-spécifications SP; = (X,®1) et SP, = (£,9,), SP, U
SP, = (3,®1 U ®y) est une X-spécification telle que Mod (SP, U SPy) =
MO[[(SPl) n MOL[(SPQ) 5

3. pour tout morphisme de signatures o € Sig(X1,%2), si SP est une ¥i-
spécification, alors translate SPbyo est une Yo-spécification telle que
Mod (translate SPby o) = {M € Mod (X2)/ Mod (o)(M) € Mod (SP)};

4. pour tout morphisme de signatures o € Sig(X1,%X2) si SP est une Xo-

spécification, alors derive fromSPbyo est une X1-spécification telle que
Mod (derive from SPby o) = {Mod (c)(M)/ M € Mod (SP2)}.

On note Spec(X) lensemble des X-spécifications construites sur linstitution T.

On étend naturellement la relation de conséquence sémantique aux spécifi-
cations de la facon suivante.

Définition 1.5.2 (conséquence sémantique) Soient I = (Sig, Sen, Mod , |=)
une institution et ¥ € |Sig| une signature. On définit sur Spec; () x Sen(X) la
relation de conséquence sémantique, notée =x, de la fagon suivante :

VSP € Spec;(X),Yp € Sen(X),

SP s ¢ & Mod(SP) s ¢

La structuration que nous venons de présenter est souvent qualifiée de com-
position horizontale. Elle permet d’assembler des théories (en fait leurs pré-
sentations) pour en faire des spécifications et ainsi construire un systéme par
ajouts successifs de « modules ». Cependant, dans le cadre du processus de
développement de logiciels, les spécifications produites & partir du cahier des
charges sont souvent trop abstraites pour étre exécutables. Le raffinement est
alors une méthode de structuration permettant le passage par étapes succes-
sives (i.e. spécifications intermédiaires) du cahier des charges, donné par une
(un ensemble de) spécification(s) « abstraites », au produit final, donné par une
(un ensemble de) spécification(s) « exécutable(s) » ou programme qui respecte
le comportement décrit par le cahier des charges.

Définition 1.5.3 (raffinement sémantique) Soit Z = (Sig, Sen, Mod , |=) une
institution. Pour toute signature X € |Sig|, une X-spécification SP; € Spec(X)
est un raffinement sémantique d’une X-spécification SPy € Spec (%), noté SP; ~
SP2 st

MOL[(SPQ) g MO[[(SPl)
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Cette derniére méthode de structuration est souvent qualifiée de composition
verticale par rapport & la structuration introduite & la définition 1.5.1. Lorsque
ces deux méthodes sont utilisées conjointement on parle de composition trans-
versale.

1.6 Systéme d’inférence

A la différence des institutions, les systémes d’inférence donnent une vision
orientée théorie de la preuve des systémes logiques qu’ils modélisent. Dans la
pratique cette vision est également trés importante car elle autorise la définition
d’outils d’aide au développement permettant, par exemple, de vérifier mécani-
quement (on dita aussi certifier) les preuves (certaines au moins). Intuitivement
un systéme d’inférence consiste en:

— la donnée d’une catégorie de signatures sur lesquelles sont construites les

formules ;

— la donnée d’une relation, appelée relation d’inférence, modélisant la notion

de conséquence.
Nous présentons ici les systémes d’inférence (cf. [90], également appelés m-
institution dans [52]) et introduisons les logiques générales (cf. [90]) qui réunissent
dans un méme cadre les notions d’institution et de systéme d’inférence. L’inté-
rét d’une telle présentation est qu’elle met en évidence 'importance de I’étude
logique-indépendante de propriétés de théorie standard des modéles telles que
l'interpolation de Craig par exemple (¢f. section 2.1.2).

Définition 1.6.1 Soient E € |Set| un ensemble et |FgC p(E) x E une relation

binaire. La relation |Fx; est:

réflexive si pour tout élément e € E, on a {e} kg e;

monotone si pour tous sous-ensembles I'y A C E tels que I' C A et tout élé-
mente € E tel queT'lkge, ona Alrge;

transitive si pour tous sous-ensembles I'; A C E et tout élément e € E tels
que Alrge etT'Fg § pour tout § € A, ona T lFge;

stable par translation si pour tout morphisme p € Set(E,E'), tout sous-
ensemble ' C E et tout élément e € E tels que T kg e, on a p(T) kg

p(e)-

Définition 1.6.2 (systéme d’inférence) Un systéme d’inférence (7-institu-
tion) est la donnée d’un triplet (Sig, Sen,b) tel que:
— Sig est une catégorie dont les objets sont appelés signatures ;

— Sen : Sig — Set est un foncteur qui associe & toute signature ¥ € |Sig|
l’ensemble des formules construites au-dessus de ¥ ;

- F= (Fx)se|sy est une famille de relations binaires telle que pour toute
signature © € |Sig|, FxC 25"%) x Sen(X) est réflexive, monotone, transitive
et stable par translation.

Pour toute signature X € |Sig|, la relation -5 est appelée relation d’inférence
sur Sen(X).

Les systémes d’inférence constituent un cadre abstrait permettant de cap-
turer la notion de conséquence logique indépendamment de la facon dont cette
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derniére a été définie (calcul, relation de satisfaction, etc.). On définit pour les
systémes d’inférence les notions de présentation, de fermeture d’un ensemble de
formules, de théorie et de morphisme de théories de facon similaire & ce que
nous avons fait en section 1.3 en remplacant simplement |= par F partout ot ce
symbole apparait dans les définitions.

Définition 1.6.3 (correction, complétude) Soient -,H'C ©(E) x E deux
relations d’inférence sur un méme ensemble de formules E. On dit que :

- F est correcte par rapport a ' si FCH';

- est compléte par rapport a F' si H'CH.

Proposition 1.6.1 Soit T = (Sig, Sen, Mod ,|=) une institution. Pour toute si-
gnature ¥ € |Sig|, la relation de conséquence sémantique ExC p(Sen(X)) x
Sen(X) est réflexive, monotone, transitive et stable par translation, i.e. |=x est
une relation d’inférence sur Sen(X).

Preuve Immédiat d’aprés la définition de |=x et la proposition 1.3.2. O

Un exemple typique de l'utilisation des concepts de correction et de com-
plétude est celui ou les relations de conséquence sémantique d’une institution
donnée sont vues comme des relations d’inférence que ’on cherche & simuler par
des techniques orientées preuve. La correction des relations d’inférence orientées-
preuve par rapport aux relations de conséquence sémantique (si T' Fx ¢ alors
T =5 @) dénote le fait que tout ce que ’on peut prouver syntaxiquement est vrai
dans la vision du monde réel donnée par la sémantique alors que la complétude
(siT g ¢ alors T' by ¢) dénote le fait que 1’on peut prouver syntaxiquement
tout ce qui est vrai sémantiquement.

Le concept de systéme d’inférence est aisément définissable au niveau des insti-
tutions comme le montre la définition suivante.

Définition 1.6.4 Soit T = (Sig, Sen, Mod , |=) une institution et soit F= {Fx
}selsy| une famille de relations d’inférence. Le triplet (Sig,Sen,F) est appelé
systéme d’inférence pour Z si pour toute signature ¥ € |Sig|, la relation Fx est
une relation d’inférence sur Sen(X) correcte par rapport a la relation Ex.

Les logiques générales de J. Meseguer (¢f. [90]) regroupe les approches théorie
des modéles des institutions et théorie de la preuve des systémes d’inférence dans
un cadre unique.

Définition 1.6.5 (logique générale) Une logique générale est la donnée d’un
quintuplet (Sig, Sen, Mod ,|=,F) tel que:

— T = (Sig, Sen, Mod , =) est une institution ;

— (Sig, Sen, F) est un systéeme d’inférence pour T.

Les systémes d’inférence que nous venons de définir sont définis en termes
de présentations. Ils ne permettent pas de modéliser la notion de conséquence
logique d’une spécification structurée. Dans [21], T. Borzyszkowski a défini un
ensemble de régles d’inférence associées aux spécifications structurées généra-
lisant les approches proprosées dans [27], [67] et [141]. Il a de plus montré la
correction et la complétude de ce systéme d’inférence structuré pour toute ins-
titution fermée par négation et conjonction infinie et possédant ’amalgation
faible et I'interpolation de Craig (cf. théoréme 2.1.3).
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Définition 1.6.6 (systéme d’inférence structuré) Soit une institutionZ =
(Sig, Sen, Mod | |=) et soit I = (Sig,Sen,F1) le systéme d’inférence associé a T
(cf. définition 1.6.4). Pour toute signature ¥ € |Sig|, la relation d’inférence
FxC Specs(X) x Sen(X) paramétrée par I est définie par ’ensemble suivant de
régles (o J est un ensemble d’indices) :

{SPts pities {pitier F5 . pel
(CR) SP s o (basic) Y
oty SPIFR e o) S50
SP,USP; Fx @ SP,USP; b @
!
(trans) SPPs ¢ (derive) SP' b5y Sen(o)()

translate SPbyo by Sen(o)(p) derive fromSP'byo by

ot o € Sig(X,%").

Remarque 1.6.1

1. Dans [21], le systéme d’inférence structuré est défini de la méme fagon
que ci-dessus & ceci prés que le morphisme de signatures considéré dans
la régle trans est supposé appartenir & une sous-classe distinguée D C
Sig de morphismes de signatures et celui de la régle derive a une autre
sous-classe distinguée T C Sig de morphismes de signatures. Dans [21],
T. Borzyszkowski suppose que la sous-classe D est incluse dans la sous-
classe T.

2. La raison justifiant une telle restriction sur les morphismes de signatures
est qu’il existe des logiques pour lesquelles certaines propriétés ne sont vé-
rifiées que sur des diagrammes particuliers. C’est le cas par exemple de
Vinterpolation de Craig (cf. exemples 2.1.1 et 2.1.2) qui n’est pas vérifiée
de fagon globale dans la logique du premier ordre multi-sorte mais unique-
ment sur certains diagrammes de signatures (au moins ceux ne définissant
que des injections sur les sortes (cf. [20])). L’intérét de considérer ces deuz
sous-classes de morphismes de signatures est de pouvoir identifier ces dia-
grammes particuliers (cf. section 2.1.2, paragraphe « Structuration » pour
une ezplication plus détaillée).

L’ensemble de régles ci-dessus définit un systéme de preuve compositionnel,
i.e. qu’il autorise la preuve de théorémes pour une spécification SP donnée en
fonction de sa structure. Notons que ce systéme de preuve est paramétré par le
systéme de preuve de la logique sous-jacente.

Notation 1.6.1 Soit T = (Sig, Sen, Mod,[=!) une institution. Dans la suite,
pour toute signature ¥ € |Sig|, nous noterons F5C p(Sen(X)) x Sen(X) la relation
d’inférence définie sur les X-formules et FxC Spec,(X) x Sen(X) celle définie sur
les X-spécifications. Nous adoptons la méme convention de notation pour les
relations de conséquence sémantique, respectivement ELC p(Sen(X)) x Sen(X)
et =y C Specs (X) x Sen(X).

Définition 1.6.7 (correction) Soit T = (Sig,Sen, Mod,|=) une institution.
Pour toute signature ¥ € |Sig|, la relation d’inférence FxC Spec (X) x Sen(X)

14
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définie ci-dessus est dite correcte par rapport a la relation de conséquence sé-
mantique [FxC Spec(X) X Sen(X) si pour toute L-spécification SP € Spec,(X)
et pour toute X-formule ¢ € Sen(X), on a:

SPI—E<,0$SP|=2

Définition 1.6.8 (complétude) Soit T = (Sig, Sen, Mod , |=) une institution.
Pour toute signature ¥ € |Sig|, la relation d’inférence FxC Spec(X) x Sen(X)
définie ci-dessus est dite compléte par rapport a la relation de conséquence sé-
mantique FxC Spec (X) X Sen(X) si pour toute L-spécification SP € Spec(X)
et pour toute X-formule ¢ € Sen(X), on a:

SPEs = SPky o

De la méme fagon que pour la composition horizontale, un ensemble de régles
d’inférence a été défini dans [21] caractérisant V’effet de la composition verticale
sur les systémes d’inférence.

Définition 1.6.9 (extension conservative) Soit T = (Sig, Sen, Mod , =) une
institution. Soient ¥,Y' € |Sig| deux signatures, SP € Spec,(¥) et SP' €
Spec (') deux spécifications sur T et o € Sig(X',X) un morphisme de présen-
tations. On dit que la spécification SP est une extension conservative de SP’
suivant o si:

Mod (o) (Mod (SP)) = Mod (SP")

Définition 1.6.10 (relation de raffinement) Soit 7T = (Sig,Sen, Mod, |=)
une institution et soit (Fx))ne|sy une famille de relations d’inférence sur
(Specs (E))se|siy (cf définition 1.6.6) correcte par rapport a la famille de rela-
tions de conséquences sémantiques {}=x)}se|sy| (cf définition 1.5.2). La famille
de relations d’inférence ~»xC Spec,(X) X Spec,(X) est définie par I'ensemble sui-
vant de régles :

SPtrxT SP, ~»5, SP SP, ~x SP

basic) ————
(basic) (Z,T) ~y SP (sun) =5 P U SP, s SP

SP ~»yx translate SP' byo; !
translate SPbyo; ~yx SP!

SP' ~»yy derive from SP' by o9
translate SP' by oy ~xr SP"

(trans,) (trans,)

SP I SP”
derive fromSPbyoy ~yx SP’

(derive) ot SP" est une extension conservative de

SP suivant o2

translate (translate SPbyo;)byos) ~gn SP
translate SPbyoy o g; ~yn SP!

(trans — equiv)

ot o1 € 512](2, ¥ et og € 512](2',2”).

La définition ci-dessus s’inspire largement de celles données dans [142, 27].
La précision apportée sur la nature de SP"” dans la régle derive ne peut étre
modélisée, et donc vérifiée de facon interne. Néanmoins, il apparait dans [142, 27]
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que lorsque o est une inclusion, SP" est, par définition, une extension conserva-
tive de SP’. Une vision plus « théorie de modéles » de cette condition peut-étre
trouvée dans [51].

Remarque 1.6.2 De méme que précedemment, les relations de raffinement
dans [21] sont définies de la méme fagcon que ci-dessus & ceci prés que le mor-
phisme o1 dans les régles trans; et trans-equiv est supposé étre un isomor-
phisme et le morphisme o2 dans les régles trans,, derive et trans-equiv
est supposé appartenir & la sous-classe D. T. Borzyszkowski suppose de plus la
condition suivante: T = D o Iso, i.e. la sous-classe T est égale a la sous-classe
D a isomorphisme prés.

1.7 Modularité

Le terme de modularité s’applique de facon générale & ce qui est constituté de
« modules », i.e. d’éléments aptes a toutes sortes de combinaisons conservatives.
On entend par combinaison conservative le fait que le comportement global est
équivalent & la « somme » des comportements respectifs de chacune des par-
ties. Dans le cadre des systémes informatiques, ceci se traduit principalement
par la composabilité des étapes de raffinement et la correction des spécifications
paramétrées. Depuis les travaux de D. Parnas (cf. [105]), il est universellement
reconnu que la modularité des systémes informatiques est indispensable pour
le développement de logiciels de qualité. La propriété de modularisation est
un outil permettant d’assurer cette nécessaire modularité dont I’importance (de
certaines versions) pour le développement formel de programmes a été soulignée
dans différents travaux (cf. [13, 48, 50, 83, 111]). Dans le cadre particulier de
la théorie de la preuve, différents travaux (cf. [138, 140, 47, 46, 137, 139, 82|)
ont amené une généralisation de la propriété de modularisation et permis de
découvrir et d’étudier les liens de cette derniére avec (différentes versions de)
I’interpolation de Craig. Nous définissons ici la propriété de modularisation et
montrons son importance pour le développement formel pas-a-pas de logiciels.
Nous renvoyons le lecteur & la section 2.1.2 pour un exposé des liens entre la
propriété de modularisation et une variante de I'interpolation de Craig appelée
interpolation de Craig-Robinson.

Implémentation de spécifications ([50, 83])

La notion de raffinement définie dans la section précédente se fait i signa-
ture constante. Dans la pratique, méme s’il est toujours possile de se ramener
& ce cas, il est plus commode de considérer un changement de signatures lors
du raffinement. Ceci permet de renommer et de rajouter des symboles pour se
rapprocher de plus en plus de la syntaxe d’un langage de programmation. On
parle alors d’implémentation.

Considérons donc une spécification SP = (X, ®) que 'on souhaite implé-
menter sur une spécification SP' = (X', ®'). Pour ce faire, il faut tout d’abord
considérer une spécification SP" = (X", ®") telle qu’il existe un morphisme de
présentations o : ® — ®”. Puisqu’on désire que la spécification SP" soit une
image « fidéle » de la spécification SP’, I’ensemble ®" ne doit pas imposer de
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contraintes non-spécifiées dans ®'. On demande alors naturellement que la spé-
cification SP" soit une extension conservative de la spécification SP’ suivant
o. Il est maintenant nécessaire de mettre en relation les deux spécifications SP

!

sp_ ¢ sp”

SP'

FIG. 1.1 — Etape de raffinement

et SP". Seulement, on veut pouvoir préserver le comportement de SP tel que
décrit par ses axiomes. Il suffit pour cela qu’il existe un morphisme de présenta-
tions ¢’ : ® — ®", i.e. toute conséquence de SP est une conséquence de SP".
On dit alors que SP" interpréte SP.

Au final, une implémentation de SP = (X,®) sur SP' = (¥',®') est donc la
donnée d’un morphisme de présentations ¢’ : & — ®" ou SP" = (X, d") est
une extension conservative (usuellement appelée spécification médiane) de SP'.
Un « triangle d’implémentation » tel que celui de la figure 1.1 est parfois appelé
« étape canonique de raffinement » (cf. [136]). La difficulté réside ici dans le
fait que la spécification médiane SP" doit étre & la fois suffisamment riche pour
interpréter SP et suffisamment pauvre pour étre une extension conservative de
SP'.

S’il est intéressant de pouvoir raffiner des spécifications, il est encore plus
intéressant de pouvoir composer les étapes de raffinement. Ceci permet alors
de développer des logiciels de facon abstraite en ne s’intéressant qu’a ce que
le systéme est censé faire (le quoi) et de se rapprocher petit & petit, i.e. par
raffinements successifs, d’une spécification exécutable, ou programme, décrivant
comment le systéme exécute ses actions (le comment). Le probléme est alors le
suivant. Considérons deux étapes consécutives de raffinement (cf. figure 1.1) : la
premiére de SP; sur SP, (avec SP' la spécification médiane) et la seconde de
SP, sur SP; (avec SP" la spécification médiane). On souhaite donc composer
ces deux implémentations de fagon simple et naturelle de facon & obtenir une
implémentation de SP; directement sur SP;. La question qui se pose alors est :
que peut étre la spécification médiane? C’est 14 que la propriété de modula-
risation entre en jeu. Elle permet en effet de compléter le carré dont oy et o)
forment deux des quatre cotés en fournissant :

— une spécification SP";

— un morphisme de présentations o§ : SP' — SP";

— une extension conservative g3 : SP" — SP'.

On obtient bien alors une implémentation directe de SP; sur SP; dont la spé-
cification médiane est SP"'.

Spécifications paramétrées

Le fait de voir une spécification comme la donnée d’un « contexte » et d’'un
paramétre s’est révélé particuliérement utile dans la pratique. Ceci permet en
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sp. % _gp. % _gpv
A

g1 i g3
, !

sp, %2 _ gp”

g2

SP;

Fi1G. 1.2 — Composition d’étapes de raffinement

effet d’instancier un méme contexte dans différentes situations suivant le choix
de valeurs pour les paramétres. De telles spécifications sont communément ap-
pelées spécifications paramétrées (cf. [48, 50]).

Une spécification paramétrée définit donc une « famille » de spécifications par-
tageant un méme cadre. On peut ainsi imaginer une spécification paramétrée
Liste[Données] définissant des opérations sur des listes (ajout d’un élément,
suppression d’un élément, concaténation de deux listes, etc.), indépendamment
de la nature des éléments contenus dans la liste (le paramétre Données). La spé-
cification des listes d’entiers, par exemple, est obtenue & partir de la spécification
Liste[Données] en instanciant le paramétre Données par la spécification des
entiers naturels. De ce fait, certaines approches tendent & voir les spécifications
paramétrées comme des fonctions sur les modeéles ou bien sur les spécifications.
Il est néanmoins parfois utile de les voir aussi comme des spécifications « nor-
males ».

Une spécification S est dite paramétrée par une spécification SP; (appelée
parameétre) si S est une extension conservative de SP;. On note alors S[SP]
plutot que SP. Une instanciation de paramétre est un morphisme de théories o' :
SP; — SP;. Lasituation est alors celle décrite par le diagramme de la figure 1.3
ot S[SPy] est la spécification paramétrée (par exemple Liste[Données]), SP;
est la spécification du paramétre (par exemple Données), S P, est la spécification
d’une instance de SP; (par exemple la spécification Nat des entiers naturels) et
S[SP,] est la spécification paramétrée dans laquelle le paramétre a été instancié
(on alors la spécification Liste[Nat] des listes d’entiers naturels).

S[SP]------ - S[SPy]
A
. |
SP——— SP,
g

F1c. 1.3 — Spécification paramétrée et instanciation

La propriété de modularisation nous permet ici encore de compléter le carré
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dont o et o’ forment deux des quatre cotés. La spécification S[SP»] ainsi obtenue
est alors bien une extension conservative de ’argument SP;.

Propriété de modularisation

Nous présentons maintenant la propriété de modularisation telle que donnée

dans [47]. Cette version de la propriété de modularisation généralise les versions
précédentes (cf. [82, 136, 139]) en la localisant notamment sur un pushout de
théories.
Soient donc trois spécifications SP;, SP, et SP; telles que SP; est consistante.
Soient ¢ : SP, — SP, une extension conservative et o' : SP, — SP; un
morphisme de présentations (cf. figure 1.4). Ainsi que nous I’avons indiqué dans
les deux sections précédentes, ceci est la situation dans laquelle on se trouve
lorsqu’on veut composer des étapes de raffinement ou lorsqu’on instancie une
spécification paramétrée.

Définition 1.7.1 (propriété de modularisation) Un systéme d’inférence
I = (Sig,Sen,F) posséde la propriété de modularisation si le pushout'® de
tout extension conservative o : SP, — SP» le long de tout morphisme
o : SP. —» SP; (cf. figure 1.4) est également une extension conservative,

t.e. /' : SP; — SP est une extension conservative.

SPy oo - SP
A
o i 0.7)
SP, —— SPs
g

F1G. 1.4 — Pushout d’extension conservative

La propriété de modularisation permet donc de compléter les carrés des fi-
gures 1.2 et 1.3 en construisant une spécification SP satisfaisant les conditions
énoncées dans les deux sections précédentes, i.e. elle étend SP; de fagon conser-
vative et interpréte SP». On parle alors de stabilité des extensions conservatives
par pushout.

1.8 Fléches entre institutions

Ainsi que nous l'indiquions en introduction, travailler avec un systéme lo-
gique arbitraire mais fixe n’est pas toujours aisé. L’utilisation de différents sys-
témes logiques est, en effet, parfois nécessaire pour la spécification et le dévelop-
pement d’'un méme logiciel. Différentes étapes de développement (analyse des
besoins, spécification, implémentation, etc.), différents aspects (controle, flux
de donnée, etc.), différents modules issus de systémes hétérogénes (mélange de
composants hardware et software, ces derniers pouvant ne pas tous répondre
du méme paradigme de programmation), différents niveaux de formalisation et

10. ¢f. définition en annexe A.
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de détails, différents outils ou notations appellent I'utilisation de différents sys-
témes logiques. Le probléme qui se pose alors peut étre formulé de la facon
suivante :
Est-il possible de réutiliser, pour un systéme logique donné, des spécifications,
outils, librairies et stratégies de preuves définis pour un autre systéeme logique ?
La résolution de ce type de probléme dépasse de loin la définition de méca-
nismes de structuration des spécifications (cf. [19, 116]) ou la modélisation du
processus de développement (cf. [117]) dans un systéme logique fixe. Il est donc
nécessaire de fournir des bases théoriques solides permettant cette résolution.
Pour ce faire, les systémes logiques concernés doivent étre, d’une fagon ou d’une
autre, mis en relation les uns avec les autres.
Utilisant le langage de la théorie des catégories, les relations entre systémes lo-
giques, lorsque ceux-ci sont présentés par des institutions, sont naturellement
représentées par une notion de fléche entre les institutions concernées. Diffé-
rentes notions de fléches entre institutions ont été proposées, & commencer par
les morphismes d’institutions (c¢f. [132, 28, 86] pour un état de 'art et une
étude détaillée). Ces différentes notions de fléches peuvent étre classées en deux
familles en fonction de ’utilisation qu’on en fait, & savoir :

1. construire une institution riche Z' au-dessus d’une institution Z plus pauvre

(cf. définition 1.8.1);
2. représenter une institution Z dans une institution Z' suffisamment riche
pour cela (cf. définition 1.8.2).

Alors que la premiére de ces familles de fléches se caractérise par le transport
covariant des signatures et des modéles, ce transport est contravariant pour les
fléches de la deuxiéme famille.

Dans [86], A. Martini et U. Wolter étudient de fagon systématique les prin-

cipales notions de fléche entre institutions au travers du cadre théorique des
« power institutions » : morphismes, simulations, transformations et applica-
tions (pleines et simples). Ils montrent en particulier que ces différentes notions
de fléches englobent un certain nombre de constructions élémentaires fondamen-
tales telles que la réduction du typage le long des morphismes de signatures,
I’emprunt de modéles, le partage de la théorie des modéles et les restrictions
sémantiques.
Nous restreignons notre présentation aux deux notions principales de fléches
entre institutions, i.e. les morphismes et les co-morphismes d’institutions, les
autres notions de fléches entre institutions n’étant que des variantes définies
dans un cadre précis pour la résolution d’un probléme particulier. Pour un état
de Vart plus détaillé des différentes notions de fléches entre institutions et une
étude détaillée des relations entre ces différentes notions, nous renvoyons le
lecteur intéressé a la thése de M. Cerioli (c¢f. [28]), & article de A. Tarlecki
(cf. [132]) ainsi qu’a Particle de A. Martini et U. Wolter (cf. [86]).

Morphismes Un morphisme d’institutions exprime le fait qu’une institution
« riche » est construite au-dessus d’une institution « pauvre ». Intuitivement,
un morphisme d’institutions p : Z' — Z consiste en la donnée (ce qui suit donne
Pintuition de ce qui se passe dans les cas typiques de morphismes mais pas
nécessairement dans tous les cas):

— une translation des Z'-signatures vers les Z-signatures. L’idée ici est qu’une
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T'-signature Y. est projetée sur une Z-signature ®(X) en laissant de coté
toutes les particularités de 7' n’ayant pas de contrepartie dans Z. Par
exemple, si les signatures de 7' possédent des symboles de fonctions to-
tales et partielles alors que celles de 7 ne possédent que des symboles de
fonctions totales, la projection retirera simplement les symboles de fonc-
tions partielles des signatures de 7' ;

— une translation des Z-formules vers les Z'-formules. Notons que I’'inverse
n’est pas envisageable. En effet, si on voit les ¥-formules comme des arbres
de dérivation décorés avec des symboles de ¥, il n’est alors pas évident
de savoir que faire de ces symboles qui sont écartés durant la projection.
Il est par contre plus simple de translater les ®(X)-formules vers les %-
formules puisque les premiéres forment un sous-ensemble des derniéres.
Intuitivement, on garde les formules telles qu’elles sont ;

— une translation des Z'-modéles vers les Z-modéles. Intuitivement, ceci
consiste en une translation d’'un ¥-modéle vers un ®(X¥)-modéle en ou-
bliant 'interprétation sémantique de tous les symboles laissés de coté par
la translation de ¥ vers ®(X).

De plus, on impose sur les morphismes d’institutions une condition comparable
4 la condition de satisfaction. Intuitivement, cette condition requiert le fait
qu’un modéle translaté satisfait une formule si et seulement si le modéle original
satisfait la formule translatée.

Définition 1.8.1 (morphisme) Soient deuz institutions T = (Sig, Sen, Mod, |=)
et T' = (Sig', Sen', Mod', |="). Un morphisme d’institutions p : Z' — 7 est la don-
née d’un triplet (®,a, ) tel que:
- & : Sig' — Sig est un foncteur ;
—a: Seno® = Sen' est une transformation naturelle, i.e. une famille de
foncteurs indexée par |Sig'| telle que pour tout morphisme de signatures
o' € Sig(X],%4) le diagramme de la figure 1.5 commute.

azl2
X Sen(®(Xh)) — © _ Sen'(X)
o’ Sen(®(c”)) Sen’ (o)
_ =
] Sen(®() T am T s (2))

1

Fi1G. 1.5 — Translation de formules

— B : Mod' = Mod o B°P est une transformation naturelle, i.e. une famille
de foncteurs indéxée par |Sig'| telle que pour tout morphisme de signatures
o' € Sig' (X1, Xh) le diagramme de la figure 1.6 commute.
On impose de plus la condition suivante :
VX' € [Sig'|, Vo € Sen(®(X')),YM' € |Mod' ()],

M s axi(p) € B (M) Fary ¢

Exemple 1.8.1 Un exemple typique de morphisme d’institutions est celui exis-
tant entre la logique du premier ordre (FOL) et la logique équationnelle (EQL)
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Bsy,
) Mod' () Mod(B(5))
o’ Mod’ (o) Mod (®(a”))
=) Mod’ () B = Mod (®()))

1

F1G. 1.6 — Translation de modéles

(cf. exemples 1.1.3 et 1.1.6). Le foncteur sur les signatures oublie les symboles
de relations, i.e. il associe o toute signature du premier ordre (S,F,R) la signa-
ture algébrique (S,F). Pour ce qui est des formules, chaque (S, F)-équation peut
étre vue comme une (S, F, R)-formule ; ceci définit une famille de foncteurs de
translation entre les ensembles de formules. Enfin, chaque (S, F,R)-modéle peut
étre vu comme une (S, F)-algébre en oubliant interprétation des symboles de
relation ; ceci définit une famille de foncteurs de translation entre les catégories
de modéles.

Les morphismes d’institutions permettent de comparer de facon rudimen-
taire des institutions entre elles. Puisqu’ils transportent & la fois les modéles et
les formules, ils permettent également le transport de spécifications d’une ins-
titution dans une autre au travers des deux opérateurs suivants (o p:Z' - 7
est un morphisme d’institutions) :
dérivation: si SP' €  Spec;,(X') est une Z'-spécification, alors

derivefromSP'viay € Spec (®(X')) est une spécification sur T
telle que Mod (derive fromSP' viapu) = {fBx (M')/M' € Mod (SP')};
translation: si SP €  Spec (¥) est une Z-spécification, alors
translate SPviaptoX’ € Spec,,(¥') est une Z'-spécification telle
que Mod (translateSPviautoX!) = {M' € |Mod' (X')|/Bs(M') €
Mod (SP)}.
Les morphismes d’institutions permettent également la réutilisation d’outils de
preuve d’une institution & une autre. On a, en effet, les résultats suivants.

Proposition 1.8.1 ([130]) La relation de conséquence sémantique est préser-
vée par les morphismes d’institutions: pour tout morphisme d’institutions p :
T' — I, toutes signatures ¥ € |Sig| et &' € |Sig'| telles que ®(X') = Z, tout
ensemble de E-formules U C Sen(X) et toute X-formule ¢ € Sen(X), si ¥ =5 ¢
alors as () ES as (p).

En régle générale, la relation de conséquence sémantique n’est pas reflétée
par les morphismes d’institutions, i.e. il n’est pas possible d’obtenir le sens
inverse de 'implication de la proposition précédente. Pour transformer cette
implication en équivalence, d’autres hypothéses doivent étre faites.

Théoréme 1.8.1 ([132]) Pour tout morphisme d’institutions p : 7' — I,
toutes signatures X € |Sig| et X' € |Sig'| telles que ®(X') = X, tout ensemble de
Y-formules ¥ C Sen(X) tel que pour tout modéle M € Mod (V) il existe un X'-
modeéle M' € |Mod (X')] tel que Bx (M') = M et toute T-formule ¢ € Sen(X),
on a ¥ =5 ¢ si et seulement si axr (¥) =5 o ().
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Corollaire 1.8.1 ([132]) La relation de conséquence sémantique est préservée
et reflétée par les morphismes d’institutions induisant une translation surjec-
tive sur les modéles : pour tout morphisme d’institutions p : 7' — T, toutes
signatures ¥ € |Sig| et X' € |Sig'| telles que ®(X') = ¥ et, pour tout X-modéle
M € |Mod (X)|, il existe un X'-modéle M’ € |Mod (X)| tel que Bx:(M') = M,
tout ensemble de L-formules U C Sen(X) et toute X-formule ¢ € Sen(X), on a
¥ =5 ¢ si et seulement si asy (V) 5 as (@).

Comorphismes De fagon duale par rapport aux morphismes, les comor-
phismes!! d’institutions expriment le fait qu’une institution Z est incluse dans
une institution Z'. Intuitivement, un comorphisme d’institutions consiste en la
donnée:

— une translation ® des Z-signatures vers les Z’-signatures. Etant donnée
une Z-signature X, il s’agit alors de trouver un encodage adéquat ®(X) de
Y. En particulier, la catégorie de modéles associée & ®(X) doit approximer
la catégorie de modéles associée & X;

— une translation a des Z-formules vers les Z’'-formules. La raison pour la-
quelle la translation des formules se fait dans le méme sens que la transla-
tion des signatures est similaire 3 la raison pour laquelle la translation des
formules au sein d’une institution se fait dans le méme sens que les mor-
phismes de signatures. En effet, si une Z-signature ¥ est encodée dans une
7'-signature ®(X), on s’attend a ce que chaque symbole de ¥ soit translaté
vers un symbole correspondant dans ®(X). Maintenant, si on considére une
Y-formule ¢ comme étant un arbre de dérivation décoré avec des symboles
de ¥, la translation ax conserve alors la structure de ’arbre et transforme
simplement les symboles de I’arbre suivant la translation ®(X);

— une translation B des Z'-modéles vers les Z-modéles donnant la relation
entre les X-modéles de 7 et les ®(X)-modéles de Z'. De méme que dans
la définition des institutions, on a ici une contravariance de la transla-
tion de modéles. Il arrive souvent qu’on ait également une translation de
modéles v dans la direction opposée. Cependant, alors que 8 définit une
transformation naturelle, ce n’est pas toujours le cas pour v (cf. [73] pour
un contre-exemple). D’autre part, la naturalité de § est essentielle pour
les spécifications hétérogénes (cf. [96]).

De plus, on impose sur les comorphismes d’institutions une condition de

satisfaction similaire & celle imposée sur les morphismes d’institutions.

Définition 1.8.2 (comorphisme) Soient T = (Sig,Sen, Mod,|=) et T' =
(Sig', Sen', Mod” E') deux institutions. Un comorphisme d’institutions p: Z —
T' est la donnée d’un triplet (®,a, 3) tel que:
- & : Sig — Sig' est un foncteur ;
— a: Sen = Sen' o ® est une transformation naturelle, i.e. une famille de
foncteurs indexée par |Sig'| telle que pour tout morphisme de signatures
o' € sig'(%1,34) le diagramme de la figure 1.7 commute.

11. Le terme de comorphisme n’est pas rigoureusement correct. En effet, les comorphismes
d’institutions ne sont duaux par rapport aux morphismes d’institutions que sur les compo-
santes signatures et modéles. Nous employons ici le terme générique de comorphisme pour
désigner toutes fléches entre institutions duales par rapport aux morphismes sur ces deux
composantes. Des exemples de comorphismes dans la littérature sont les simulations (cf. [28]),
les représentations (cf. [132]) ou encore les applications pleines et simples (cf. [90]).
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5, sen() sl ®(52))
o’ Sen(0) Sen(®(0))
= Sen(2) an, Sen(®(%1))

Fi1G. 1.7 — Translation de formules

~ B : Mod' o ®°P = Mod est une transformation naturelle, i.e. une famille
de foncteurs indexée par Sig' telle que pour tout morphisme de signatures
o' € Sig'(X1,%h) le diagramme de la figure 1.8 commute.

A Mod' (B(E2)) Mod ()
a Mod' (® (o)) Mod (o)
i) Mod (B(S1)) — Mod (1)

P25

F1G. 1.8 — Translation de modéles

On impose de plus la condition suivante :
VY € |Sig|, Vo € Sen(E),YM' € |Mod' (®(T))|,

M Eys) an(p) & fe(M') Fx ¢

Exemple 1.8.2 Un exemple typique de comorphisme d’institutions est celui
existant entre la logique équationnelle (EQL) et la logique du premier ordre
(FOL) avec égalité (le dual du morphisme défini dans exemple 1.8.1). Une
signature algébrique est translatée vers une signature du premier ordre dont
l’ensemble de symboles de relations est vide. La translation des formules est
simplement Uinclusion des équations dans l’ensemble des formules du premier
ordre. Enfin, un modéle du premier ordre est translaté en ne considérant que
l’algébre sous-jacente, i.e. en oubliant linterprétation des symboles de relations.

Les comorphismes d’institutions permettent également la réutilisation d’ou-
tils de preuve entre institutions. On a en effet les résultats suivant.

Proposition 1.8.2 ([132]) La relation de conséquence sémantique est préser-
vée par les comorphismes d’institutions: pour tout comorphisme d’institutions
p: I — T, toute signature ¥ € |Sig|, tout ensemble de X-formules ¥ C Sen(X)
et toute X-formule ¢ € Sen(X), si U =5 ¢ alors ax(P) |=£I,(Sigma) ax(p).

Théoréme 1.8.2 ([132]) Pour tout comorphisme d’institutions p : T — T',
toute signature ¥ € |Sig|, tout ensemble de X-formules ¥ C Sen(X) tel que pour
tout modéle M € Mod (¥) il existe un X'-modéle M' € |Mod (®(X))| tel que
Bs(M') = M et toute T-formule ¢ € Sen(X), on a ¥ |=x ¢ si et seulement si

ax(¥) |:fi>(>:) ax(p).-
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Corollaire 1.8.2 ([132]) La relation de conséquence sémantique est préservée
et reflétée par les comorphismes d’institutions induisant une translation surjec-
tive sur les modéles : pour toute comorphisme d’institutions p : T — T', toute
signature ¥ € |Sig| telle que pour tout -modéle M € |Mod (X)|, il existe un
' -modéle M' € |Mod (X')| tel que B (M') = M, tout ensemble de T-formules
U C sen(X) et toute E-formule ¢ € Sen(X), on a U |=x ¢ si et seulement si

ax(P) ':%(z) as(p).

Ce sont exactement les mémes résultats que ceux obtenus pour les mor-
phismes d’institutions. Seulement cette fois, la fagon dont on quantifie sur les
signatures est plus naturelle.
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Chapitre 2

Interpolation de Craig

2.1 Introduction

La structuration et la modularité présentées dans le chapitre précédent sont
des propriétés importantes pour le développement de logiciels de qualité. De
facon & s’abstraire des contingences dues & un systéme logique particulier, une
partie des travaux qui leur ont été consacrés ont été réalisés dans le cadre des
institutions (structuration cf. [18, 27, 51, 116, 115, 130, 142]) et des logiques
générales (modularité cf. [138, 140, 47, 46, 137]). En ce qui concerne la struc-
turation, outre la définition d’un ensemble d’opérateurs sur les spécifications
permettant de les structurer, ces travaux se sont intéressé & l’extension aux
spécifications structurées des systémes d’inférence associés au systéme logique
sous-jacent. La complétude de ces systémes d’inférence a également été étudiée,
notamment dans [27] et [18] qui ont montré que l'interpolation de Craig est une
condition requise pour assurer cette complétude. Pour ce qui est de la modula-
rité, ’étude du théoréme de modularisation dans le cadre des logiques générales
a permis de mettre en avant le caractére suffisant de l'interpolation de Craig
pour la validité de ce théoréme.

Etant donnée I'importance de la propriété d’interpolation de Craig pour la
théorie de la spécification, il apparait alors naturel que certains travaux aient
cherché a étudier cette propriété dans un cadre logique-indépendant (cf. [41, 42,
114, 46, 85, 92, 138]). Une telle étude a notamment permis de donner un énoncé
plus général de l’interpolation de Craig en termes de morphismes de signatures
et d’ensembles de formules. De plus, plusieurs formes d’interpolation, telles que
linterpolation de Craig-Robinson!, ont ainsi pu étre différenciées.

Dans la premiére section de ce chapitre, nous donnons un bref historique de
I’interpolation de Craig depuis sa formulation originelle pour la théorie standard
des modéles jusqu’a sa généralisation dans le cadre de la théorie abstraite des
modéles. Nous expliquons pourquoi cette derniére formulation est plus adaptée
4 la théorie de la spécification. Nous donnons ensuite deux preuves institution-

1. L’interpolation de Craig-Robinson est une extension de I’interpolation de Craig considé-
rant un ensemble secondaire de prémisses (cf. paragraphe « Interpolation de Craig-Robinson »,
section 2.1.1).
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indépendantes de ’interpolation de Craig dont les domaines d’application sont
complémentaires. La premiére, donnée par R. Diaconescu dans [41], s’applique
aux logiques dont les classes de modéles sont fermées par certaines opérations al-
gébriques (sous-structure, produit, etc.) mais ne possédant pas nécessairement
la négation. La deuxiéme preuve, qui impose la négation, généralise la tradi-
tionnelle équivalence entre l'interpolation de Craig et le lemme de consistance
de Robinson (établie dans le cadre de la logique du premier ordre classique).
Nous nous inspirons d’une précédente preuve donnée par A. Salibra et G. Scollo
dans [114] pour démontrer cette équivalence dans le cadre des institutions ?. En-
fin, dans la derniére section, nous donnons les conditions pour que I'interpolation
de Craig soit préservée au travers d’un morphisme d’institutions. Cette preuve
s’inspire également des travaux de A. Salibra et G. Scollo sus-mentionnés.

2.1.1 Historique

Le théoréme d’interpolation est un résultat qui a été montré par W. Craig
pour la logique du premier ordre classique (cf. [35]). C’est 'une des propriétés
fondamentales de la théorie standard des modéles, équivalente au lemme de
consistance de Robinson (¢f. [30]) dans le cadre de la logique du premier ordre
classique. Son énoncé, et donc sa preuve, est largement dépendant du cadre de
cette logique.

Enoncé originel On considére un langage comme étant la donnée d’un en-
semble de symboles logiques (connecteurs, quantificateurs, symboles de variables,
symbole d’égalité) et, éventuellement, de symboles de fonctions et de prédicats.
Les formules sont obtenues de fagon habituelle & partir des formules atomiques
construites sur les symboles de prédicats et le symbole d’égalité. Les modéles
sont des structures du premier ordre et la relation de satisfaction des formules
par les modéles est définie de maniére usuelle (¢f. exemple 1.1.3 et annexe B).

Théoréme 2.1.1 (Interpolation de Craig ([35])) Soient ¢ et ¢ deux for-
mules closes telles que ¢ |= 1. Alors, il existe une formule close 6 telle que :

1. pl=0 et Ey;

2. tout symbole de fonction ou de prédicat® apparaissant dans 6 apparait a
la fois dans ¢ et dans 0.

La formule 6 est appelée interpolant de ¢ et 1.

Ceci peut étre reformulé de la fagon suivante qui fait mieux apparaitre la
notion de changement de langage (cf. figure 2.1 ci-dessous) :

Soient L1 et Lo deux langages du premier ordre et soient ¢ € L1 et Y € Lo
deuz formules closes telles que ¢ =1 dans Uunion de £y et Lo. Alors, il eziste
une formule 8 appartenant & Vintersection de L1 et Lo telle que ¢ =0 dans £y

et 0 = dans Lo.

2. Les travaux de A. Salibra et G. Scollo sur I’équivalence entre I’interpolation de Craig et le
lemme de consistance de Robinson ont été réalisés dans le cadre restreint des pré-institutions.
3. L’égalité est un symbole distingué et n’est pas considérée comme un symbole de prédicat.
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[.1 n £2C—> El

Lo LiULs
F1G. 2.1 — Inclusions de langages dans FOL

Premiére généralisation Cette formulation (originelle) de 'interpolation de
Craig est particuliére aux mathématiques et & leur utilisation de la logique. Le
cadre est celui de la logique du premier ordre avec égalité et les morphismes
considérés sont restreints aux inclusions de langages. Or, pour les raisons évo-
quées en introduction, la notion de morphisme de signatures est d’une impor-
tance cruciale en théorie de la spécification car elle représente, de fagon abstraite,
la notion de modification d’interface d’un programme. Il est alors nécessaire de
reformuler ’énoncé ci-dessus dans un cadre adapté & la théorie de la spécifica-
tion, i.e. prenant acte de cette notion de morphisme. Le langage des institutions
permet une telle formulation indépendamment du systéme logique sous-jacent.

Définition 2.1.1 (diagramme d’interpolation (formules)) Soit une insti-
tution T = (Sig, Sen, Mod , |=). Un diagramme commutatif de morphismes de si-
gnatures

N ]

o b

pI) —,) !
O3

est un diagramme d’interpolation de Craig si pour toute X1 -formule ¢ € Sen(31)
et toute Lo-formule 1) € Sen(Xs) telles que Sen(ay)(p) Exr Sen(ah)(v), il existe
une X-formule 0 € Sen(X) telle que ¢ =5, Sen(o1)(0) et Sen(o2)(8) ==, . La
formule est appelée interpolant de ¢ et 1.

On dira que linstitution T posséde la propriété d’interpolation de Craig pour
les formules pour une classe C' de diagrammes commutatifs de morphismes de
signatures si et seulement si tout diagramme de C est un diagramme d’interpo-
lation de Craig.

Le diagramme de morphismes de signatures ci-dessus généralise les tradi-
tionnelles opérations ensemblistes d’intersection et d’union. Selon les énoncés,
les hypothéses considérées sont plus ou moins fortes (les diagrammes doivent
étre des pushouts [cf. [129, 21, 20, 47, 114]], des inclusions abstraites [cf. [45]],
etc.) mais elles ne sont nécessaires que dans le sens o elles facilitent les preuves.

Deuxiéme généralisation Cette premiére généralisation de l'interpolation
de Craig n’est toujours pas satisfaisante d’un point de vue théorie de la spécifi-
cation. En effet, pour des problémes d’expressivité, la théorie de la spécification
fait usage de nombreuses logiques pour lesquelles cet énoncé n’est pas valable.
Par exemple, il a été montré dans [13] que la logique équationnelle ne vérifie pas
I’interpolation de Craig telle qu’énoncée dans la définition 2.1.1. En effet, ce ré-
sultat requiert nécessairement la compacité et la conjonction finie que ne posséde
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pas la logique équationnelle. Or, d’un point de vue sémantique, il est équivalent
de considérer un ensemble de formules ou une conjonction de formules. Nous
adopterons donc I’énoncé suivant pour 'interpolation de Craig.

Définition 2.1.2 (diagramme d’interpolation (ensembles)) Soit une ins-
titution T = (Sig, Sen, Mod , =) quelconque. Un diagramme commutatif de mor-
phismes de signatures

ry 25y

oL

Yo —— ¥
75

est un diagramme d’interpolation de Craig si pour tout ensemble Ey C Sen(31)
de Xi-formules et tout ensemble Ey C Sen(X3) de Xa-formules tels que
Sen(a1)(EL) Exr Sen(ah)(E2), il existe un ensemble E C Sen(X) de X-formules
tel que Ey [Ex, Sen(o1)(E) et Sen(o2)(E) Ex, Es. L'ensemble E est appelé in-
terpolant de F et Es.

On dira que linstitution T posséde la propriété d’interpolation de Craig pour
les ensembles pour une classe C de diagrammes commutatifs de morphismes de
signatures si et seulement si tout diagramme de C est un diagramme d’interpo-
lation de Craig.

Notons que dans une institution compacte, si I’ensemble de formules E5 est
fini, ’ensemble interpolant E peut étre choisi fini. La conséquence immédiate de
ceci est que dans une institution compacte possédant la conjonction finie, cette
derniére formulation de 'interpolation de Craig est équivalente & celle donnée &
la définition 2.1.1 pour les formules.

Ce dernier énoncé institution-indépendant de I'interpolation de Craig a été
proposé dans [41] par R. Diaconescu. En accord avec [110], [45] et [114], nous
pensons que cela est plus naturel pour la théorie de la spécification. Cet énoncé
généralise en effet les précédentes formulations institution-indépendantes de 1’in-
terpolation de Craig et ne limite pas 1’étude de 'interpolation au cas d’inclusions
de signatures. Notons qu’entre autres, les formulations proposées dans [114]
(pour les formules) et dans [21] (versions forte et faible) sont des cas particu-
liers de cet énoncé. La seule hypothése (inévitable) est que les morphismes de
signatures considérés forment un diagramme commutatif. La raison permettant
de se passer de la condition de pushout sur le diagramme de morphismes de
signatures est exposée dans la remarque suivante.

Remarque 2.1.1 Soit T une institution et soit le diagramme commutatif de
la figure 2.2. Supposons que le quadruplet (X,%q1,%9,%") soit un diagramme
d’amalgation. Alors, le quadruplet (£,%1,%9,%') est un diagramme d’amalga-
tion faible si et seulement si o est conservatif, i.e. tout X" -modéle admet une
extension le long de o.

Dans les applications, sauf en de rares exceptions, les institutions considé-
rées sont semi-exactes et les signatures admettent des pushouts. Alors, étant
donné un diagramme commutatif de morphismes de signatures (2, X1, X, ¥'),
on considére le pushout (£,%;,¥,,%") et I'unique morphisme de signatures
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o : X" — ¥'. Par la propriété de semi-exactitude, le diagramme (X, X, ¥y, ")
est un diagramme d’amalgation, ce qui implique que (¥,3;,%2,¥') est un
diagramme d’amalgation faible si et seulement si o est conservatif. Dans ce
cas, pour tout couple de modéles (M, Msz) € |Mod(E1)| X |Mod (X2)| tel
que Mod (o1)(M1) = Mod(02)(Ms), il existe alors un X'-modéle M’ tel que
Mod (o) (M) = M} et Mod (c)(M') = Ma.

Interpolation de Craig-Robinson Les différents travaux menés dans le
cadre des m-institutions et des logiques générales ont permis de mieux identifier
les liens existant entre l'interpolation de Craig et la modularité. En particulier,
ils ont mis en évidence l'existence d’autres formes d’interpolation, également
liées & la modularité et pouvant étre vérifiées lorsque l'interpolation classique ne
I’est pas. Ceci est principalement vrai pour la forme alternative la plus répandue
de linterpolation de Craig: 'interpolation de Craig-Robinson.

Définition 2.1.3 (diagramme d’interpolation (Craig-Robinson)) Soit
une institution T = (Sig, Sen, Mod , |=) quelconque. Un diagramme commutatif
de morphismes de signatures

LI Y

S

22 —I—> !
O3

est un diagramme d’interpolation de Craig-Robinson si pour tout ensemble Ey C
Sen(X1) de Xq-formules, tous ensembles Eo,T's C Sen(X2) de Xa-formules tels
que Sen(al) (E1)USen(o4)(T2) Exr Sen(ch)(E2), il existe un ensemble E C Sen(X)
de X-formules tel que By [Ex, Sen(o1)(E) et T'2USen(02)(E) [Ex, E2. L’ensemble
E est appelé interpolant de Fy et Es.

On dira que Uinstitution T posséde la propriété d’interpolation de Craig-
Robinson pour une classe C de diagrammes commutatifs de morphismes de
signatures si et seulement si tout diagramme de C est un diagramme d’interpo-
lation de Craig-Robinson.

L’interpolation de Craig-Robinson renforce I’interpolation de Craig en dis-
tinguant un ensemble de prémisses « primaires » (I’ensemble E; ci-dessus) et un
ensemble de prémisses « secondaires » (I’ensemble T's ci-dessus). On remarque
aisément que tout diagramme de Craig-Robinson est un diagramme de Craig o
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I’ensemble I's est vide. La proposition suivante donne une condition suffisante
pour que ces deux formes d’interpolation soient équivalentes.

Proposition 2.1.1 ([43]) Pour toute institution possédant limplication et,
soit la compacité, soit la conjonction infinie, un diagramme commutatif de mor-
phismes de signatures est un diagramme de Craig-Robinson si et seulement si
c’est un diagramme de Craig.

Un tel résultat est trés intéressant car ’interpolation de Craig n’est pas suffisante
en elleméme pour la modularisation. C’est une condition nécessaire mais pas
suffisante.

2.1.2 Intérét pour la théorie de la spécification

Nous montrons en détail dans cette section l'importance de l'interpolation
de Craig pour la structuration et la modularité des spécifications axiomatiques
présentées respectivement dans les sections 1.5 et 1.7.

Structuration

Nous avons vu en section 1.5 la généralisation que T. Borzyszkowski a don-
née dans [21] de la structuration des spécifications de type axiomatique. Qutre
la définition d’un ensemble d’opérateurs de structuration des spécifications, ce
travail identifie les conditions suffisantes pour que le systéme formel défini sur
le systéme logique sous-jacent puisse étre étendu aux spécifications structurées
de fagon correcte et compléte. Il apparait alors que l'interpolation de Craig est
une des conditions requises pour obtenir cette complétude. Seulement, dans la
pratique, l'interpolation de Craig n’est pas une propriété facile & démontrer
et peut méme n’étre vérifiée, pour certaines logiques, que sur des diagrammes
particuliers de morphismes de signatures. Ainsi, dans le cadre de la logique du
premier ordre multi-sorte, T. Borzyzskowski a donné dans [20] les deux contre-
exemples suivants (cf. exemples 1.1.4 et 1.1.5 pour une présentation des insti-
tutions PFOL et sSUBPFOL).

Contre-exemple 2.1.1 Soient les (PFOL-)signatures du premier ordre multi-
sortes partielles suivantes :

- X =({s1,82},{a:s1,b:5},2,9);
- % =({s}{a:s},92,9);
- Yo =({s},{a,b:5},9,2);
- ¥ =%
Soit le pushout suivant dans Sig
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- 03(s) =s, 03(a) = a;

- 01(s) = s, 01(a) = 01(b) = a,

Considérons alors le jugement suivant: Sen(oy)(a = a) s Sen(o})(a = b).
Ce jugement est satisfait par tout ¥'-modéle M' € |Mod (X')|. Supposons main-
tenant qu’il existe une L-formule ¢ € Sen(X) telle que a = a f=x, Sen(o1)(p)
et Sen(o2)(p) Ex, a = b. Soit My € |Mod(Z2)| un La-modéle ne satisfaisant
pas la formule a = b. Cela signifie alors que linterprétation de a dans M,
est différente de celle de b, i.e. a™? # bM2. Le réduit de My suivant oy com-
porte deux ensembles de base, un pour chaque sorte. Ces deux ensembles sont
tous deuz égauz a 'ensemble de base de Ms. Soit M € |Mod (X)| un X-modéle
identique au réduit de Moy par oo mais pour lequel a™M = pM04(02)(M2) = Gy
My € | Mod (21)| Vunique ¥1-modéle dont le réduit par o1 est égal & M.
Maintenant, puisque M, satisfait la formule a = a, il satisfait également la
formule Sen(o1)(p). Par la condition de satisfaction, on obtient que M sa-
tisfait ¢. Ensuite, puisque M est isomorphe au réduit de Ms par o2, on a
Mod (02)(M2) s . Par la condition de satisfaction, on a alors My =5,
Sen(02) (), ce qui contredit I'hypothése que Sen(o2)(p) Ex, a = b puisque a = b
n’est pas valide dans M.

On en déduit que si la logique du premier ordre avec égalité vérifie I'inter-

polation de Craig, ce n’est pas le cas de sa version multi-sorte. En effet, cette
derniére peut étre vue comme un fragment de la logique du premier ordre multi-
sorte partielle. Or, dans le contre-exemple ci-dessus, il n’est pas fait usage de la
partialité.
L’exemple suivant montre que la propriété d’interpolation n’est pas vérifiée par
la logique du premier ordre multi-sorte partielle avec sous-sorte méme si on ne
considére que des morphismes injectifs a la fois sur les sortes et les noms de
fonctions.

Contre-exemple 2.1.2 Soit ¥ = ({s1,s2},{a,b : s1,¢ : $2},9,9) une
(SUBPFOL-)signature du premier ordre multi-sorte partielle avec sous-sortes
et soient ¥1,¥5,%" des SUBPFOL-signatures définies comme ¥ sauf pour la
relation de sous-sorte donnée par s1 <g S3. On considére le méme diagramme
de morphismes de signatures que pour 'exemple précédent mais cette fois, les
morphismes sont tous injectifs.

Considérons alors le jugement suivant:

Sen(0y) (emsy 5, (a) = €) [y Sen(o7) (ems, 55(b) = ¢ = a = b)

Ce jugement est satisfait par tout X'-modéle. Supposons qu’il existe une X-
formule p € Sen(X) telle que ems, s,(a) = ¢ =5, Sen(o1)(p) et Sen(o2)(p) Ex,
emg, 5,(b) = ¢ = a = b . Soit alors My € |Mod(2;1)| un X;-modéle tel que
My, = My, = {v1,v2}, ot vy et va sont des valeurs différentes, emﬁfgsz
est Uidentité, a™r = M1 = vy et M = vy, Soit My € |Mod (Zs)| un Zo-
modéle avec les mémes ensembles de base et les mémes interprétations des

constantes a,b et c et tel que emg\l’ifs2 (v1) = vy et em?ﬁ@ (v3) = v1. Mainte-

nant, puisque My Ex, emg, 5,(a) = ¢, on a My Ex, Sen(o1)(p). Par la condi-
tion de satisfaction, ceci est équivalent & Mod (o1)(M1) Ex ¢. Ensuite, puisque
Mod (01)(M1) = Mod (02)(Ms), on a My =5, Sen(o2)(p). Finalement, par
hypothése My s, ems, 5,(b) =c = a =b, ce qui est faur.
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Notons de plus que la propriété d’amalgation faible n’est pas vérifiée par
Iinstitution de la logique du premier ordre multi-sorte partielle avec sous-sortes.
En effet, il n’y a pas de modéle amalgamé pour les modéles M; et M ci-
dessus (cf. [60, 85, 84, 47] pour de plus amples informations sur les liens entre
linterpolation et ’amalgation (faible)). Sous certaines hypothéses pourtant, il
est possible d’assurer la validité de l'interpolation de Craig comme le montre le
théoréme ci-dessous démontré par T. Borzyzskowski dans [20].

Définition 2.1.4 (extension par constantes) Pour toute PFOL-signature
¥, lextension de ¥ par des constantes est la PFOL-signature ¢ qui posséde
les mémes ensembles de sortes, d’opérations partielles et totales et de prédi-
cats et dont 'ensemble d’opérations totales est augmenté d’un ensemble infini
dénombrable de symboles de constantes de sorte s pour chaque sorte s de X.

On étend naturellement les morphismes de signatures aux signatures
étendues par constantes. Pour tout morphisme de signatures ¢ : ¥; — ¥,
injectif sur les noms de sortes, on définit le morphisme ¢¢ : ¢ — X de la
fagon suivante :

Soient s1 une sorte de X1 et sy une sorte de Xy telles que o(s1) = sa.
Soient C1 = {c! : s1,¢8 1 s1,...} et Co = {c? : 52,C% : s2,...} les ensembles
dénombrables de constantes ajoutés respectivement a Xy et Xo. On définit alors
oC(ct : 81) = 2 : 52 pour tout i € N\ {0}.

On dit qu’une classe { de morphismes de signatures est fermée par extension
par constantes si elle contient ¢¢ pour tout morphisme de signatures injectif o
et tout ensemble de contantes C.

Théoréme 2.1.2 (interpolation dans PFOL [20]) L’institution PFOL
posséde la propriété d’interpolation lorsqu’on se restreint aux morphismes
de signatures injectifs sur les noms de sortes et fermés par extension par
constantes.

Le résultat ci-dessus est également valable pour l'institution de la logique
du premier ordre multi-sorte avec égalité.

Comme le montrent les deux exemples 2.1.1 et 2.1.2 ci-dessus, l'interpola-
tion de Craig est une propriété qui est facilement mise en défaut. Pour certaines
logiques, il se peut méme que Pinterpolation de Craig ne soit pas vérifiée de fa-
¢on globale mais uniquement sur certains diagrammes particuliers. C’est ce que
montre le théoréme 2.1.2 en se restreignant aux morphismes de signatures in-
jectifs sur les noms de sortes et fermés par extension par constantes. Dans [21],
T. Borzyszkowski cherche & généraliser ce résultat et remarque que les mor-
phismes de signatures servent au minimum & deux fins différentes :

1. Cacher des symboles dans la signature de la spécification cible;

2. Ajouter ou renommer des symboles dans la spécification source.

Il introduit alors le cadre des (D, T)-institutions pour y étudier les liens de
I’interpolation de Craig avec la structuration et le raffinement. Intuitivement,
une (D, T)-institution est une institution possédant deux classes distinguées de
morphismes de signatures contenant toutes deux l'identité et fermées par com-
position. De plus, pour tous morphismes (d: X — %) € Det (t: X — Xo) € T,
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il existe (' : X1 > X)) e Tet(d:X2 - X) € D tels que le diagramme
de la figure 2.3 soit un pushout dans Sig. L’interpolation de Craig est alors

¥
2\
¥ pIPS
t\ ﬁ'
EI

FiG. 2.3 — (D, T)-pushout
reformulée de la facon suivante dans le cadre des (D, T)-institutions (c¢f. [21]):

une (D, T)-institution vérifie la propriété de (D, T)-interpolation si elle
vérifie la propriété d’interpolation pour les formules (cf. définition 2.1.1) pour
tout pushout de signatures tel que décrit sur la figure 2.3.

On a alors les résultats suivants:

Théoréme 2.1.3 (complétude [21]) Soit T = (Sig, Sen, Mod, |=) une (D, T)-
institution possédant la conjonction infinie et limplication. Si:
1. T posséde les propriétés de (D, T)-interpolation et de (D, T )-amalgation
faible* ;
2. Les relations d’inférence sbnt complétes par rapport aux relations de
conséquence sémantique |=§,

alors, pour toute X-spécification (avec restriction (D, T)) SP €  Spec(X) et toute
Y-formule ¢ € Sen(X),

SP s ¢ & SPhy ¢

Dans le cas de (D, T)-institutions compactes, le théoréme précédent peut-
étre modifié comme suit.

Corollaire 2.1.1 ([21]) Soit T = (Sig,Sen, Mod,}=) une (D,T)-institution
compacte possédant la conjonction finie et l'implication. Si:
1. T posséde les propriétés de (D,T)-interpolation faible® et de (D, T)-
amalgation faible ;
2. Les relations d’inférence sbnt complétes par rapport aux relations de
conséquence sémantique |:§ ;
3. T est compacte,

alors, pour toute X-spécification SP €  Spec(X) et toute X-formule ¢ € Sen(X),

SP':E¢<:>SPFECP

4. La propriété de (D, T )-amalgation faible est la propriété d’amalgation faible restreinte
aux diagrammes tels qu’indiqués & la figure 2.3.

5. La propriéte de (D, T)-interpolation faible est la propriété de (D, T)-interpolation ou
on accepte un ensemble interpolant plutét qu’une unique formule. Dans le cas d’institutions
possédant la conjonction infinie, ces deux propriétés sont équivalentes.
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Définition 2.1.5 (spécification finie) Soit T = (Sig, Sen, Mod , =) une insti-
tution et soit ¥ € |Sig| une signature. Une T-spécification (T, ®) est dite finie si
Uensemble ® C Sen(X) est fini, i.e. ® € pr(Sen(X)).

Dans le cas de spécifications finies, on peut se passer de la propriété de
compacité.

Corollaire 2.1.2 ([21]) Soit T = (Sig, Sen, Mod, |=) une (D, T )-institution pos-
sédant la conjonction finie et implication. Si:
1. T posséde les propriétés de (D, T)-interpolation et de (D, T)-amalgation
faible ;
2. Les relations d’inférence I—é sont compleétes par rapport auz relations de
conséquence sémantique |=§ 5
alors, pour toute X-spécification finie SP € Spec(X) et toute X-formule ¢ €
Sen(X),
SPEsp& SPhs

Le lemme suivant montre une conséquence de la complétude de la re-
lation d’inférence FxC Spec(¥) x Sen(X) (¥ € |Sig|) pour toute institution
T = (Sig, Sen, Mod , |=).

Définition 2.1.6 (spécifications équivalentes) Soient ¥ une signature et
SP1,SP, € Spec(X) deux spécifications. On dit que SPy et SP» sont équiva-
lentes, noté SP, = SP; si:

MO[[(SPl) = MO[[(SPz)

Lemme 2.1.1 ([21]) Pour toute institution I = (Sig, Sen, Mod, =), toute si-
gnature ¥ € |Sig|, toutes X-spécifications SPy,SPy € Spec(X), toute X-formule
p € Sen(X), si la relation d’inférence FxC Spec(X) X Sen(X) est compléte par
rapport a la relation =5 C Spec(X) X Sen(X) alors,

SP, 2 SPy = (SPi bs ¢ & SPs b5 ¢)

Le théoréme suivant montre I'importance de I'interpolation de Craig pour la
complétude des systémes de preuve compositionnels.

Théoréme 2.1.4 ([21]) Pour toute (D, T)-institution T = (Sig, Sen, Mod, |=)
satisfaisant la propriété de (D,T)-amalgation faible mais pas la propriété de
(D, T)-interpolation faible, le systéme logique présenté a la définition 1.6.6 n’est
pas complet.

Modularité

L’interpolation de Craig a récemment été étudiée sous sa forme générali-
sée d’interpolation de Craig-Robinson dans le cadre des systémes d’inférence
(cf. [47, 139, 138, 140]). Dans [47], les auteurs établissent ’équivalence entre
cette derniére propriété et la stabilité des extensions conservatives par pushout
(ce qui généralise le théoréme de modularisation de [136, 139]). Ils montrent no-
tamment que démontrer la stabilité par pushout d’un morphisme particulier de
théories est équivalent & démontrer que la propriété de Craig-Robinson est véri-
fiée sur des diagrammes particuliers. Ceci ne suppose ou n’implique aucunement
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que 'interpolation de Craig-Robinson (ou toute autre forme d’interpolation) soit
vérifiée globalement par le systéme logique considéré. Dans [140], puis dans [13§]
les auteurs poussent encore plus loin 1’étude des relations entre l’interpolation
de Craig-Robinson et la propriété de modularisation en considérant différentes
formes de modularisation (présentation-modulaire, langage-modulaire, axiome-
modulaire). Nous reprenons ici les résultats présentés dans [47].

Théoréme 2.1.5 ([47]) Pour tout diagramme décrivant un pushout de mor-
phismes de théories Uinterpolation de Craig-Robinson est une condition néces-
saire et suffisante a la propriété de modularisation.

On remarquera que le théoréme précédent ne suppose pas que ’interpolation
de Craig-Robinson soit vérifiée de fagon globale. De plus, comme indiqué dans
I’exemple suivant, il existe des systémes d’inférence intéressants et non-triviaux,
vérifiant I’interpolation de Craig-Robinson et la modularisation de fagon globale
mais pas l'interpolation de Craig.

Exemple 2.1.1 ([47]) Le calcul de Uarithmétique du premier ordre posséde
Vinterpolation de Craig-Robinson, et donc la modularisation, mais ne vérifie
pas linterpolation de Craig. Le théoréme classique établi pour la logique du pre-
mier ordre ne s’applique pas ici car il peut exister des formules ¢ et 1 telles
que p = 1 est obtenue par induction. Dans ce cas, l'axiome d’induction utilisé
dépend de l'union des symboles de prédicats apparaissant dans ¢ et 1. En effet,
la preuve déductive standard du théoréme d’interpolation de Craig échoue (dans

un systéme de preuve a la Gentzen) o la régle %ﬁg& Un interpolant 6,
étant identifié pour chaque prémisse a = B(n), il faut maintenant prendre la
conjonction infinie de ces interpolants. Or, ceci n’est pas autorisé par la syntaze

(cf. [92] pour une preuve plus détaillée).

2.2 Preuves institution-indépendantes

Comme nous venons de le voir dans la section précédente, l'interpolation de
Craig est une propriété cruciale pour la théorie de la spécification. Il est donc
d’un grand intérét d’identifier les systémes logiques possédant cette propriété
afin de pouvoir profiter des résultats énoncés dans la section précédente. A
notre connaissance, seuls R. Diaconescu dans [41] d’un coté et A. Salibra
et G. Scollo dans [114] de P’autre ont étudié I'interpolation de Craig dans le
paradigme institution-indépendant. Ces deux approches sont trés différentes
dans leur principe et leurs domaines d’application sont disjoints. En effet,
le travail de A. Salibra et G. Scollo porte sur les institutions possédant
nécessairement la négation. Dans le cadre de la théorie standard des modéles
(donc en supposant la négation), l'interpolation de Craig est équivalente au
lemme de consistance de Robinson qui assure que la consistance est préservée
au travers de l'union de théories sous réserve que les théories considérées
solent des extensions consistantes d’une méme théorie compléte. Dans [114],
ils ont généralisé cette équivalence dans le cadre de la théorie abstraite des
modéles et étudié les conditions de transfert de ’interpolation de Craig d’'un
systéme & un autre. De son coté, R. Diaconescu s’est intéressé aux logiques
ne possédant pas nécessairement la négation et donc pour lesquelles il n’est
pas possible d’utiliser le lemme de consistance de Robinson. Cependant, ces
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logiques possédent généralement des classes de modéles stables par certaines
opérations algébriques (quotient, produit, sous-structure, etc.). Dans [41],
R. Diaconescu étend le cadre des institutions pour prendre en compte cette
notion de fermeture des classes de modéles. Il introduit ainsi le cadre des
institutions de Birkhoff et démontre la validité de l'interpolation de Craig pour
tout systéme logique présentable par une institution de Birkhoff, moyennant
quelques conditions trés simples.

Nous commencons par présenter les institutions de Birkhoff et nous énon-
cons le résultat démontré par R. Diaconescu dans [41]. Dans la deuxiéme section,
nous nous inspirons d’un résultat similaire de A. Salibra et G. Scollo (cf. [114])
pour démontrer I’équivalence de l'interpolation de Craig et du lemme de consis-
tance de Robinson pour les institutions possédant la négation. Enfin, dans la
derniére section, nous rappelons le résultat de A. Salibra et G. Scollo (cf. [114])
sur le transfert de l'interpolation de Craig via la notion de transformation d’ins-
titutions et nous proposons le méme type de résultat mais pour les morphismes
d’institutions.

2.2.1 Interpolation par axiomatisabilité

Afin d’introduire les institutions de Birkhoff, il nous faut rappeler certaines
notions usuelles sur les filtres et ultrafiltres.

Définition 2.2.1 (filtre) Soit E un ensemble non vide. Un filtre sur E est la
donnée d’un ensemble F C p(E) tel que:

1. FeF;
2 (XeFAYeF)=XnYeF;
3. (XeFANXCY)=>YE€F.

On parlera de filtre propre lorsque F est strictement inclus dans p(FE) et
d’ultrafiltre si F' est un filtre vérifiant la condition suivante:

VXepE),Xe Fe (E\X)¢F
Les ultrafiltres sont bien entendu des cas particuliers de filtres propres.

La notion de filtre permet de donner une caractérisation catégorielle de la
construction de produits réduits ® s’appuyant sur la notion de colimites directes.
On rappelle que:

— une catégorie indexée C est la donnée d’un foncteur ¢ : I°? — (Cat, ol

I € |Set| est un ensemble arbitraire d’indices;
— un ensemble partiellement ordonné (J, <) est dirigét si pour tout couple
d’éléments (i, ) € J?, il existe un élément k € J tel que i < ket j < k;

— une colimite” d’un foncteur D : J — C (C € Cat) est dirigé si J est un

ensemble ordonné direct.

6. La construction de produits réduits, habituelle en théorie des modéles classique (cf. cha-
pitre 4 de [30]) a probablement été formulée en termes catégoriels pour la premiére fois
dans [89] et a depuis été utilisée dans quelques travaux en théorie des modéles tels que [6].
L’équivalence entre les versions catégorielle et ensembliste a été montrée dans [65].

7. cf. annexe A pour la définition de colimite.
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Définition 2.2.2 (produit réduit) Soit C : I°? — Cat une catégorie indexée
munie de produits et de colimites directes. Soit {A;}icr une famile d’objets de
C. Tout filtre F' sur l’ensembe d’indices I définit un foncteur Ap : F — C tel
que:VJ, J € F,J C.J,

Ap(JC ) =pys: [[ 4= ] A
icJ icJ
ot py ., est la projection canonique.

Le produit réduit de la famille {A;};c1 modulo F' est alors la colimite pi: Ap =
[1r Ai du foncteur Ap.

pJr,Jg
Hiew A; HieJ A;

Ky wr
HF Az’

Dans le cas ou le filtre F' est un ultrafiltre, le produit réduit modulo F est
appelé un ultraproduit.

Notons que puisque F' est un ensemble ordonné direct, le produit réduit mo-
dulo F' existe toujours, sous réserve des hypothéses de la définition précédente.

Notation 2.2.1 Soient F une classe de filtres et C : I°? — Cat une catégorie
indexée. Pour toute classe K C |C| d’objets de C, notons F(K) la classe de
tous les produits réduits modulo F (F € F) d’objets pris dans K, i.e. :

F(K)={JJAi/F e FA(Viel, A € K)}
F

ot I est l’ensemble d’indices sur lequel les filtres F' € F sont construits.

L’idée principale derriére les institutions de Birkhoff (¢f. [41]) est que la
fermeture axiomatique d’une classe de modéles .# peut-étre obtenue & partir
de .# suivant les deux étapes suivantes:

1. Prendre tous les produits réduits de .# pour une classe de filtres particu-

liére ;

2. Considérer tous les modéles partageant une certaine « relation de Bir-

khoff » avec au moins I’'un de ces produits réduits.

Notation 2.2.2 Afin de clarifier ’énoncé de la définition des institutions de
Birkhoff, nous introduisons ponctuellement les notations suivantes, lesquelles
sont redondantes avec celles données a la définition 1.5.1.
Soient (Sig, Sen, Mod , =) une institution et ¥ € |Sig| une signature.
- pour tout ensemble de formules E C Sen(X), on notera E* l’ensemble
précédemment noté Mod (E) des X-modéles satisfaisant E, i.e. :

E* = {M € |Mod (D)|/M k=5 E}
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— pour toute classe M C |Mod(X)| de modeéles, on notera .M* ’ensemble
précédemment noté Th(.#) et appelé théorie de M, i.e. :

M ={p € Sen(Z)/NM € M, M =5 o}

On introduit également les notations suivantes relatives aux relations binaires :
- 5i R C Ax B (A, B € |Set|) est une relation binaire alors la relation
inverse, notée R™!, est définie de la fagon suivante :

R~ = {(b,a)/(a,b) € R}

- si R C Ax B (A,B € |Set|) est une relation binaire alors, pour tout
A" C A, on note R(A") Uensemble des classes d’équivalence des éléments
de A, i.e.:

R(A") = {b/(a,b) e R,a e A"}

Définition 2.2.3 (institution de Birkhoff) Le sextuplet (Sig,Sen, Mod,|=
,F, B) est une institution de Birkhoff si et seulement si:

— (Sig, Sen, Mod , |=) est une institution telle que pour toute signature ¥ €
|Sig|, Mod (X) est une catégorie indexée munie de produits et de colimites
directes ;

— F est une classe de filtres avec {{{x}}} € F;

— By, C | Mod(X)| x | Mod (X)| est une relation binaire et réflexive pour toute
signature ¥ € |Sig| telle que:

Vot C |Mod (D)], M* = BSH(F(M))

Remarquons les deux faits suivants. Si F une classe de filtres et C une
catégorie alors, pour toute classe K C |C| d’objets de C F(K) est:

1. La fermeture de K par produits lorsque F = {{I}/I € |Set|};

2. La fermeture de K par isomorphismes lorsque F = {{{*}}}.

Exemple 2.2.1 Soit C une catégorie munie d’un systéme d’inclusion (cf. défi-
nition 3.1.1). On a alors les résultats suivants :

— a € |C| est un sous-objet de b € |C| s’il existe une inclusion abstraite a — b
dans C;

— un objet b € |C| est une représentation quotiente d’un objet a € |C| s’il
existe une surjection abstraite a — b dans C. Un quotient de a est une
classe isomorphe de représentation quotiente.

D’apres le classique théoréme de Birkhoff sur les variétés, pour toute signature
algébrique X, une classe de X-algébres A est une variété si et seulement si il
existe un ensemble de Y-équations universelles tel que 4 = E*. L’exemple le
plus classique d’institution de Birkhoff est alors une algébre générale dont les

formules sont des équations. Par le théoréme des variétés, B =35 (Ii, ou H
est la classe des homomorphismes d’algébres surjectifs et S est la classe des
homomorphismes d’algébres injectifs, et F = {{E}/E € |Set|}.

Exemple 2.2.2 Par le théoréeme des quasi-variétés, pour linstitution des al-

gébres munies d’équations conditionnelles infinies®, B == et F comme précé-
demment, alors que pour l'institution des algébres munies d’équations condition-

nelles finies®, B =5 et F est la classe de tous les filtres.

8. La condition de ’équation est une conjonction infinie d’équations.
9. La condition de I’équation est une conjonction finie d’équations.
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Notons que méme la logique du 1°" ordre (mono- et multi-sorte) peut étre
présentée par une institution de Birkhoff en prenant F comme la classe de tous
les ultrafiltres et B comme la relation d’équivalence élémentaire (cf. [30]). De
fagon similaire, mais plus générale, toute institution de Los (¢f. [39]) possédant
la négation et la conjonction (finie) peut étre représentée par une institution de
Birkhoff (¢f. [43] pour de plus nombreux exemples d’institutions de Birkhoff).

On rappelle qu’une catégorie indexée est la donnée d’un foncteur C : I°P? —
Cat, ou I est un ensemble arbitraire d’indices.

Définition 2.2.4 Soit C : I°? — Cat une catégorie indexée et soit R = {R; C
|Ci|?/i € |I|} une relation binaire indexée par I. On dit qu’une fleche u € 1(i,i")
éleve R si et seulement si pour tout objet M' € |Cy| et tout objet N € |Cy], si
(Cu(M'"),N) € R; alors il existe un objet N' € |Cy| tel que C,(N') = N et
(M',N’) € Ry

Théoréme 2.2.1 ([41]) Soit T = (Sig, Sen, Mod ,|=, F,B) une institution de
Birkhoff et soit un diagramme d’amalgation faible dans T comme suit

y 2Ly

o b

Sy —— %

2

et tel que:
1. Mod(o1) préserve les petits produits et les colimites directes ;
2. oo éléve B.

Alors, ce diagramme est un diagramme d’interpolation de Craig.

2.2.2 Interpolation par consistance

Le lemme de consistance de Robinson (cf. [109]) est un des résultats fon-
damentaux de la logique moderne pour les langages du premier ordre. Il a été
montré indépendemment par W. Craig (cf. [35]) sous la forme équivalente du
théoréme d’interpolation dans le cadre de la logique du premier ordre classique
(en supposant donc la négation). Nous généralisons ici cette équivalence entre
I'interpolation de Craig et le lemme de consistance de Robinson (ou plus exacte-
ment la propriété de Robinson). La preuve que nous donnons est inspirée de celle
donnée par A. Salibra et G. Scollo dans un cadre (pré-)institution-indépendant 10
(cf. [114]). Elle en constitue une amélioration dans le sens ol nous ne requerons

que la négation .

10. Intuitivement, les pré-institutions (cf. [112]) sont un affaiblissement du cadre des insti-
tutions dans le sens ou elles n’imposent ni que les classes de modéles forment des catégories
ni que la condition de satisfaction soit vérifiée.

11. Dans [114] les auteurs imposaient également la propriété d’expansion élémentaire,
i.e. pour tout morphisme de signatures o € Sig(X1,%2), toute Xa-présentation E C Sen(X2)
et tout Xj-modéle M1 € |Mod(X1)|, on a:

My s, Es = (3Ma € |Mod(X2), M2 s, EAMi =5 Mod(o)(Mz))

ou Ey = {p € Sen(X1)/E Ex, Sen(o)(p)}.
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Lemme 2.2.1 Soit le diagramme commutatif de morphismes de signatures sui-

vant :
y 2,

oL

Yo —— ¥
o5

Soit E1 C Sen(X1) une Xq-théorie consistante et soit M € |Mod (X2)| un Xa-
modéle tel que M 5, Sen(oa)(Ths(FE1)), ot Thsn(Er) = {p € Sen(X/E1 Ex,
Sen(o1)(p))}. Alors, Eqn U Sen(o1)(Ths(M)) est une X1 -théorie consistante.

Preuve Par la condition de satisfaction, puisque M =52 Sen(o2)(Ths (E1)), on
a Mod (02)(M) Ex. Ths(Er). On en déduit que Ths (E1) U Ths (M) est une X-
théorie consistante puisque Mod(o2)(M) en est un modeéle. Or, Ths (M) est
une X-théorie compléte. On en déduit que 7hx(E:) C Thx(M). Supposons
maintenant que E; U Sen(oq)(Thx(M)) soit inconsistante et soit ¢ € Sen(X).
Alors, Ey U Sen(01)(Ths(M)) Ex, Sen(o1)(p) et Ey U Sen(o1)(Ths(M)) Ex,
Sen(o1)(—p). Puique E; et Sen(o1)(Ths(M)) sont des Xa-théories consistantes,
il y a deux cas 3 traiter:
1. Sen(o1)(p) € Ey et —Sen(o1)(p) € Sen(o1)(Thx(M)):
Par définition, ceci signifie que ¢ € Thx (E1) et donc ¢ € Thx(M). Puisque
cette derniére théorie est consistante, on en déduit que —p ¢ Ths(M) et
donc que Sen(a1)(—p) ¢ Sen(o1)(Th(M))
2. Sen(o1)(yp) € Sen(o1)(Ths(M)) et —Sen(o1)(p) € Ey :
Par définition, ceci signifie que ¢ € Thx (M) et donc ~¢ ¢ Ths(M). On
en déduit que ¢ ¢ Ths(E;) et donc que —p ¢ Ej.
O

Théoréme 2.2.2 Pour toute institution I fermée par la négation, l'interpola-
tion de Craig sur les formules est équivalente a la propriété de Robinson.

Preuve Soit le diagramme commutatif de morphismes de signatures suivant :

EL)El

|

$op —— ¥
o5

PR=PIC: Soient E; C Sen(X;) (i € {1,2}) des ensembles de formules tels
que:
Sen(01)(Er) ez Sen(03)(E2)

Soit Ths(Er) = {¢ € Sen(X/Ev s, Sen(o1)(E1))}. Suppo-
sons que Sen(o2)(Ths(E1)) Es, E». Alors, par définition, il existe
un Yy-modéle M € |Mod(Xs)| et une Xy-formule ¢ € FEo tels
que M € Mod(Sen(o2)(Ths(E1)) U {—p}). Soit Thx(M) = {p €
Sen(X)/Mod (02)(M) [Ex ¢}. Cette T-théorie est évidemment compléte
et, de plus, Sen(oz)(Ths(M)) U {1} est une Iy-théorie consistante. Par
le lemme 2.2.1, Ey USen(oq)(Ths (M)) est également une X;-théorie consis-
tante. Par le lemme de consistance de Robinson, on a alors Sen(o] o
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01)(Thg(M)) U Sen(oy)(E1) U {—Sen(cy)(¥)} est consistant. Mais ceci
contredit le fait que Sen(o})(E1) Exr Sen(ch)(E2).

PIC=PR: Soient M; € |Mod(%;)| (i € {1,2}) tels que Mod(o1)(M1) =x
Mod (o2)(M3). Puisque Z est fermée par la négation, Th(Mod (0;)(M;)) et
Th(M;) (i € {1,2}) sont des théories complétes. Si U Sen (o) (Th(M;))

i=1,2
est consistant alors, pour tout modéle M’ € Mod ( U Sen (o)) (Th(M;))),
i=1,2
nous avons par la condition de satisfaction que Mod(c})(M') €
Mod (Th(M;)). Puisque Th(M;) est une théorie compléte, on a
Mod (o) (M) =x, M.
Il ne reste plus qu’a montrer que U Sen(o})(Th(M;)) est consistante.
i=1,2

Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors, il existe une formule ¢ €
Th(Ms) telle que Sen(o])(Th(M1)) Exr Sen(ah)(—p). Par le théoréme
d’interpolation de Craig, il existe un ensemble de formules E C Sen(X)
tel que TH(M;) Ex, Sen(o1)(E) et Sen(o3)(E) =x, —p. Puisque T#(Mj)
est consistante, pour toute formule ¢ € E on a Th(M;) Ex, Sen(o1)(1))
et donc Th(M;)ls, Sen(o1)(—). De plus, il existe une formule ¢ €
E telle que Th(M,) Ex, Sen(o2)(—t) et donc Th(Ma)Es,Sen(oz) ().
Comme les roles de M; et My ci-dessus sont interchangeables, on en dé-
duit qu’il existe une formule ¢ € E telle que Th(Mod (o;)(M;)FE— et
Th(Mod (0;) (M;) 1. Ceci contredit le fait que TA(Mod (0;)(M;)) |E 9 est
une théorie compléte.

O

2.3 Préservation de l'interpolation de Craig

2.3.1 Préservation par transformation d’institutions

Lorsqu’on introduit un nouveau formalisme, il est agréable de pouvoir profi-
ter directement d’outils et de techniques d’aide au développement sans avoir & les
redévelopper. Cependant, les différences avec les formalismes existants peuvent
étre suffisamment importantes pour empécher le transfert direct de ces outils
et techniques. Or, la définition de ces derniers repose sur un certain nombre de
résultats généraux tels que linterpolation de Craig par exemple. Plutoét que de
devoir redémontrer ces résultats, il peut étre souhaitable d’établir des relations
avec des systémes logiques existants et possédant les propriétés souhaitées. Sous
certaines hypothéses quant a la nature de ces relations, il sera alors possible de
transférer des résultats théoriques d’une logique & une autre.

Dans [114], A. Salibra et G. Scollo établissent un tel résultat a propos de l'in-
terpolation de Craig via la notion de transformation de pré-institutions, i.e. la
propriété d’interpolation de Craig est vérifiée pour toute pré-institution source
d’une transformation de pré-institutions dont la cible posséde cette propriété. La
notion de transformation que nous introduisons maintenant est une simple va-
riante pour les institutions de la notion de transformation introduite dans [114].

Notation 2.3.1 On introduit les notations suivantes :
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~ on note pt : Set — Set le foncteur qui & tout ensemble E € |Set| associe la
collection p(E) C |Set| privée de l’ensemble vide, i.e. ™ (E) = p(E)\{@};

— pour toute institution T = (Sig, Sen, Mod ,|=), on note Pres = p o Sen le
foncteur qui a toute signature ¥ € |Sig| associe la collection de tous les
sous-ensembles E C Sen(X), i.e. toutes les X-présentations.

Définition 2.3.1 (transformation) Une transformation d’institution 7
T — T est la donnée d’un triplet (Si, Pr, Mo) tel que :
- Si: Sig — Sig' est un foncteur ;
— Pr : Pres = Pres’ o Si est une transformation naturelle, i.e. une famille
de foncteurs indexée par |Sig| telle que pour tout morphisme de signatures
o € Sig(X1,39) le diagramme de la figure 2.4 commute.

Pry,

PN Pres(Xa) % Pres’ (S5i(X2))
o Pres(o) Pres’ (Si(0))
N Pres(X1) Pres’ (5i(X1))

Pry,

F1G. 2.4 — Translation de formules

- Mo : Mod = @t o Mod' o Si est une transformation naturelle, i.e. une
famille de foncteurs indexée par |Sig| telle que pour tout morphisme de
signatures o € Sig(X1,X2) le diagramme de la figure 2.5 commute.

= 0t (30) —— T (ot (51(22)))
o Mod (o) pT (Mod’ (Si(0)))
= Mod (%) ™ atg, 9T (Mol (Si1))

F1G. 2.5 — Translation de modéles

et vérifiant la propriété suivante :
VE € |Sig|,VE € Pres(X),YM € | Mod ()|,

M s E <= (YM' € Mog (M), M' £, Pre(E))

Définition 2.3.2 (adéquate) Une transformation d’institutions T : Z — T'

est dite adéquate si elle vérifie la propriété suivante :
VX € |Sig|,VE € Pres(),YM' € |Mod'(5i(T))|,

M Elys) Pre(E) = (M € |Mod (2)], M' € Moss(M) AM =5, E)

Définition 2.3.3 (restriction adéquate) Une transformation d’institutions
7:7 — T est dite restriction-adéquate si elle vérifie la propriété suivante :

Vo € Sig(X1,%2),VE € Pres(Xs), Sen' (Si(0))(Pr(E)) C Pr(Sen(c)(E))
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Théoréme 2.3.1 ([114]) Soit 7 = (Si,Pr,Mo) : T — I' une transformation
d’institutions adéquate et restriction-adéquate telle que Si préserve les pushouts.
Alors, T posséde la propriété d’interpolation de Craig sur les pushouts si 7' la
posséde.

2.3.2 Préservation par morphisme d’institutions

Nous nous intéressons maintenant & la préservation de l'interpolation de
Craig lorsqu’on considére des restrictions d’un systéme logique donné. Pour
cela, nous avons vu en section 1.8 que la notion adéquate de fleche dans ce
cas est celle de morphisme d’institutions. Nous allons alors montrer que s’il
existe un morphisme d’institution g : Z' — 7 et que institution Z' posséde la
propriété d’interpolation de Craig alors, sous certaines conditions trés simples,
Iinstitution Z posséde également cette propriété. Ce résultat est fortement basé
sur le résultat de A. Salibra et G. Scollo présenté ci-dessus.

Théoréme 2.3.2 Soient T = (Sig, Sen, Mod , =) et T' = (Sig', Sen', Mod' | |=")
deuz institutions. Soit p = (®,a,8) : " - T un morphisme d’institutions tel
qu’il existe un foncteur ® : Sig — Sig' vérifiant ® o ® = Idyy, et que pour toute
signature X' € |Sig'|, Bsr et oy sont surjectifs. Alors, T: T — T' définie par le
triplet (®, Pr, Mo) tel que:

- VX € |sy|,VE C Sen(X), Prs(E) = {agx,)(p)/¢ € E};

- VY € |Sig|, Mos : Mod(X) — pT(Mod (®(X)))

M = Bl (M)

®(%)
est une transformation d’institution adéquate et restriction adéquate.

Preuve

— La naturalité de Pr and Mo résulte de celles de a et 5.

— Soient ¥ € Sig|, E C Sen(X) et M € |Mod(X)| tels que M [=x E. Soit
M’ € |Mod' (B(X))] tel que Bg(x)(M') = M. Par la propriété de satisfac-
tion des morphismes d’institutions, M’ —%(E) Prs(E).

— Pour montrer ’adéquation, considérons maintenant un ensemble FE C
Sen(X) de B-formules et un modéle M’ € |Mod' (®(X))] tels que M’ |=%(E)
Pry,(E). Par la propriété de satisfaction des morphismes d’institutions,
55(2) (M') = E.

— Finalement, pour montrer la restriction-adéquation, considérons un mor-
phisme de signatures o : ¥; — X5 dans Z et un ensemble E C Sen(X2)
de formules. Soit ¢' € Pry,(E,), ou E, = {¢ € Sen(X1)/E [Esx,
Sen(o)(p)}. Alors, @' est de la forme ag(y,)(¢), ol ¢ € Sen(Xq) telle
que E =y, Sen(o)(p). Montrons que Pry, (E) Fg(x,) 0x,)(Sen(o)(9))-
Soit M’ |=$(22) Prry, (E). Par la propriété de satisfaction des morphismes
d’institutions, Bz, (M') Ex, E. Ainsi, fgx,)(M') Ex, Sen(o)(y). Par
la propriété de satisfaction des morphismes d’institutions, on en déduit
M Fg(z,) ¥-

O

L’hypothése de surjectivité de S5 est assez naturelle, de méme que Dexistence
de ®. En revanche, la surjectivité de ayx est souvent trop forte. En effet, de
nombreux morphismes de logiques ne satisfont pas cette propriété. C’est le cas
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par exemple du morphisme entre la logique du premier ordre avec égalité et
sans prédicat et la logique équationnelle. Nous définissons ci-dessous une condi-
tion plus faible bien qu’également non vérifiée par le morphisme que ’on vient
d’évoquer.

Définition 2.3.4 Soit p : ' — T un morphisme d’institutions tel que Bx
est surjectif pour toute signature ¥’ € |Sig'|. On dit que le morphisme u est
conservatif sur les formules par rapport au foncteur ® : Sig — Sig' tel que Pod =
Idgy, si:

VY € |Sig|, Vo' € Sen' (®(X)) \ ag(s) (Sen(X)),IE C Sen(X),

Mod' ({¢'}) = Mod" (s (E)

Théoréme 2.3.3 Soient T = (Sig, Sen, Mod, =) et T' = (Sig', Sen', Mod' | |=")
deuz institutions et soit p = (D, a,8) : T' — T un morphisme d’institutions
conservatif sur les formules. Alors, si T' posséde la propriété d’interpolation de

Craig pour une classe C' de diagramme, T la posséde également pour la classe
(0.

Preuve Soit
y 2535

o

22—u>§]ﬁ

T3

un diagramme commutatif de morphismes de signatures dans Sig. Soient E; C
Sen(X1) et By C Sen(X2) des ensembles de Z-formules tels que Sen(o1)(Er) st
Sen(o2)(E2). Soit M' € Mod'(ag(zu) (Sen(o1)(E1))). Puisque p est un morphisme
d’institutions, par la propriété de satisfaction, on a:

ML ) 0wy (Sen(0)(B1) 6 Bgan) (M) Fhs Sen(n) (Fy)
= B (M) e Sen(0)(B»)
& ML agsn (Sen(03)(E2))

On a donc ag sy (Sen(01)(E1)) Fgst) (st (Sen(o2)(E2)). Puisque I’ possede
la propriété d’interpolation, il existe E' C Sen'(®(X)) tel que agx,)(E1) Fx,
Sen' (®(01))(E') et Sen'(2(02))(E3) Fy, ags,)(E2). Puisque p est conservatif
pour les formules, il existe E C Sen(X) tel que Mod' (E) = Mod' (a5, (E')). Soit
M € Mod (Er). Puisque By, est surjectif, il existe M’ € [Mod” (®(1))] tel que
B3(s,)(M') = M. Maintenant, par la propriété de satisfaction des morphismes
d’institutions, on a:

MEs, BEi. & M ':%(21) O@(El_)(El)
S M ) e (B(0)) a5y ()
& M=x, Sen(o1)(E)

On a ainsi montré E; =y, Sen(oq)(E). On montre de méme que Sen(o2)(E) Ex,
Es. O
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Chapitre 3

Théoréme de Beth

Lorsque 'on désire formaliser une théorie, la premiére chose & faire est de
fixer le langage, i.e. décider quelles seront les notions primitives et celles qui
devront étre définies & partir de ces notions premiéres. L’une des questions qui
se pose alors est de savoir si certains symboles sont superflus, i.e. s’il n’est
pas possible de les exprimer & partir des notions primitives. Pour modéliser
Parithmétique par exemple, trois symboles uniquement sont nécessaires (un
symbole de constante pour le 0, un symbole de fonction unaire pour la fonction
successeur et un symbole de fonction binaire pour 'addition). Toutes les
autres notions de l’arithmétique (multiplication, relation d’ordre, nombres
premiers, etc.) pouvant étre définies a partir de ces trois symboles. Le théoréme
de Beth (¢f. [15]), initialement démontré par E. Beth pour la logique du
1¢"ordre classique, offre un critére sémantique permettant de répondre & cette
question. Dans le cadre de la théorie standard des modéles, ce résultat est une
conséquence du théoréme d’interpolation de Craig.

Dans ce chapitre, nous étudions le probléme de la définissabilité dans un
cadre institution-indépendant. Nous abordons cette généralisation sous deux
angles différents :

1. nous définissons tout d’abord la définissabilité dans le cadre restreint de
I’inclusion de signatures. Nous montrons alors que 1’équivalence obtenue
par E. Beth dans le cadre de la théorie standard des modéles n’est pas
vérifiée dans le cadre abstrait des institutions. Seul le sens « implicite »
vers « explicite » est conservée;

2. nous généralisons ensuite la notion de définissabilité & tout type de mor-
phisme de signatures. Ceci nous permet alors de retrouver ’équivalence
entre définissabilité implicite et explicite. Ainsi, le probléme classique de
définissabilité d’un nouveau symbole x par rapport & une signature donnée
Y (déterminant une inclusion de signature ¥ — ¥ U {x}) est généralisé
et abstrait & tout morphisme de signatures ¢ : ¥ — ¥’ d’une institution
quelconque. En accord avec [41], nous pensons que ceci est le vrai concept
(abstrait) de définissabilité.

Au niveau abstrait des institutions, les signatures sont simplement des objets
d’une catégorie. De facon & dénoter des symboles pouvant étre définis & partir
d’autres, il nous faut définir la notion d’inclusion de signatures. Ceci demande
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de définir la notion ensembliste d’inclusion en termes catégoriels. Pour ce faire,
nous utilisons la notion de catégorie fortement inclusive introduite dans [45].

3.1 Définitions catégorielles d’opérations ensem-
blistes

La notion de catégorie fortement inclusive introduite dans [45] permet de
donner une définition catégorielle des notions ensemblistes d’inclusion, d’union
et d’intersection. La définition catégorielle de la différence ensembliste que nous
présentons ici a été précédemment proposées dans [5].

Définition 3.1.1 (systéme d’inclusion) Une catégorie C est dite fortement
inclusive si et seulement si elle contient des pullbacks' et s’il existe deux sous-
catégories I et E telles que:

- =gl =[C];
— tout morphisme e € E est un épimorphisme? ;

— pour tout morphisme f € C il existe un unique couple (1,€) de morphisme
de C tel que:

—L€1,
—ecE,
- f=toe.

— I définit un ordre partiel sur C et l’ensemble partiellement ordonné (|C|, I)
est un treillis pour lequel le sup de tout couple d’objets (a,b) est la somme
de a et b, notée a+ b, et U'inf de a et b est l'unique pullback d’inclusion de
la somme a + b dans C, appellé intersection de a et b et notée aNb3. De
plus, nous imposons que a + b soit le pushout de aNb dans C.

Les morphismes de I sont appelés inclusions et le couple (I, E) est appelé
systéme d’inclusion de C. Nous utiliserons désormais la notation ¢ : @ < b pour
indiquer que le morphisme ¢ : @ — b est un morphisme de I(a,b).

Remarque 3.1.1 Pour toute catégorie C, la sous-catégorie de C dont les objets
sont ceuz de C et dont les morphismes sont les inclusions est finiment cocompléte
(¢f. [45] pour la preuve).

Exemple 3.1.1 La catégorie Set munie du systéme d’inclusion (I,E), ou I
contient toutes les inclusions et E toutes les surjections, est une catégorie for-
tement inclusive.

En effet, soit le pushout de la figure 3.1 dans Set, ot Eg = E1NEy et dont toutes
les fleches sont des inclusions. L’ensemble E est alors l'union ensembliste de E;
et By, i.e. E = FEy U Es et puisque ce pushout est également un pullback, on a
E, U E, est le pushout de E1 N Es.

Proposition 3.1.1 ([45]) Soit C une catégorie fortement inclusive et (I,E)
son systeme d’inclusion. Si C posséde un objet initial, noté 0, alors ) est égale-
ment initial dans I.

1. ¢f. définition en annexe A
2. Idem.
3. Les conditions d’existence et d’unicité de a N b sont données dans [45]
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Ey c . Eq

-

Eyc  _F

F1G. 3.1 — Pushout d’inclusion dans Set

L’inclusion ensembliste est I’exemple le plus simple et le plus intuitif de
systémes d’inclusion. Cependant, il faut prendre garde au fait que certaines
propriétés de l'inclusion ensembliste découlent de la définition des ensembles
et non de celle des systémes d’inclusion (cf. [45]). Par exemple, toute inclusion
A < B en théorie des ensembles est « coupée », au sens ou B peut étre écrit
comme 'union disjointe AJ]C ou C est la « différence » entre B et A. Cette
derniére propriété n’est pas vraie en général pour les systémes d’inclusion. Ainsi,
dans le cas d’une inclusion de signatures équtionnelles multi-sortes ({s},0) —
{s}, {f : s = s}), la difference (0,{f : s — s}) ensembliste n’est pas une
signature*. Néanmoins, cette notion peut étre exprimée de facon catégorielle si
on ne la base pas sur les propriétés de I'union disjointe. En effet, il est possible
de caractériser la différence entre deux ensembles B et A, notée B\ A, comme
le plus grand sous-ensemble X de B tel que X N A = 0.

Dans la suite, nous supposerons donc que toutes catégorie fortement inclusive
C vérifie les conditions supplémentaires suivantes :

Définition 3.1.2 (différence catégorielle) Soit C une catégorie fortement
inclusive et soit O son objet initial. La catégorie C satisfait la propriété de dif-
férence si pour tout objet ¢ € |C| il existe un foncteur _ \c:C — C tel que pour
tout objet ', Uobjet ' \ c est lobjet terminal de la sous-catégorie pleine de C
dont la classe d’objets est la classe {X | XNe=0AX < ¢'}.

Etant donnés deuz objets c,c’ € |C|, l'objet ¢\ ¢ est appelé différence de ¢’ et c.

Notation 3.1.1 Soit C une catégorie et soient c,c’ € |C| deuz objets de C.
Nous noterons ¢ =~ ¢’ le fait que ¢ et ¢' sont deuzx objets isomorphiques, i.e. il
existe deuz morphismes o :c = ¢ et o~ : ¢! = c tels que aoa™! = Idy et
aloa=1Id,..

Proposition 3.1.2 ([5]) Soit C une catégorie fortement inclusive et soient
¢,c1,¢ € |C| des objets de C. Sic— ¢; (i € {1,2}) et ¢1 = c3 alors ¢ \c & e\ c.

3.2 Formulation institution-indépendante res-
treinte

La notion de définissabilité dénote le fait que certaines notions sont
exprimables & partir de notions pré-existantes, i.e. elles offrent un confort
d’écriture mais ne permettent pas d’exprimer plus de concepts qu’auparavant.
Les qualificatifs explicitement et implicitement traduisent respectivement le
fait qu’une notion soit définie syntaxiquement (i.e. au moyen de formules) ou

4. Un résultat correct pour cette différence aurait été (2, @)
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sémantiquement (4.e. au moyen de modéles).

Le théoréme de Beth établit ’équivalence, dans le cadre de la logique du
premier ordre classique, entre les notions de définissabilité explicite et implicite.
Pour généraliser ces deux notions dans le langage des institutions, il nous faut
considérer des institutions semi-exactes, fermées par négation et satisfaisant les
deux conditions suivantes:

1. Sig est une catégorie fortement inclusive. On note (1, £) son systéme d’in-
clusion. Elle posséde un objet initial noté ¥y qui est également initial dans
I. De plus, Sig satisfait la propriété de différence catégorielle;

2. V(E =X eI, Sen(X) C Sen(X').

Définition 3.2.1 (définissabilité implicite) Soient T = (Sig, Sen, Mod, =)
une institution et (I, E) le systéme d’inclusion associé d Sig. Soient ¥ — X' € I
et T € Th(E') une T'-théorie. ¥'\ T est implicitement définissable par T' si pour
tout X-modéle M € |Mod (X)| et pour tout X'-modeles M', M" € |Mod (T)| tels
que Mod (X — X')(M') = Mod(E — T )(M") =M, on a M' =50 M".

Notons que la notion de définissabilité implicite que nous venons de définir
est plus libérale que celle considérée en théorie standard des modéles. Ceci vient
du fait que nous nous contentons de 1’équivalence élémentaire des T-modéles
M et M" alors que la notion usuelle de définissabilité implicite impose leur
égalité.

Définition 3.2.2 (définissabilité explicite) Soient T = (Sig, Sen, Mod ,|=)
une institution et (1, E) le systéme d’inclusion associé a Sig. Soit L. — X' € I et
T € Th(X') une X'-théorie. ¥' \ T est explicitement définissable par rapport a
T si pour toute X' -formule ¢ € Sen(X' \ X) il existe un ensemble de E-formules
E C Sen(X) tel que les deuz conditions suivantes soient vérifiées :

2. TUE'ZEI(’O

Du fait de la structure inductive des formules de la logique du premier ordre
classique, il est clair que, dans le cadre de la théorie standard des modéles, la
définissabilité implicite est une conséquence de la définissabilité explicite. En
effet, par compacité on peut montrer que pour toute formule ¢ € Sen(X'\ X)
(ou X' et ¥ sont des signatures du 1¢"ordre), ’ensemble E de la définition 3.2.2
est restreint & une X-formule ¢, € Sen(X). On peut donc, pour toute X'-formule
® € Sen(X'), construire une X-formule ¥ € Sen(X) telle que Mod (T U {@}) =
Mod (T U {¥}). Cette X-formule ¥ est obtenue en remplacant les occurences de
toute X'-formule atomique p'(t1,...,ts) € Sen(X' \ X) par Yp ,,....t,) € Sen(X).
Alors, pour tout ¥-modele M € |Mod (X)| et tout modele M', M" € Mod (T')
tels que Mod (X — X')(M') = Mod (T — £')(M") =M, ona M' =s» M". On
a en effet :

M! '=zy ® = M |=Er ¥
<= Mod(X = X)) (M) =2 T
=S M e T
=S M e
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La propriété de Beth caractérise les logiques pour lesquelles 'implication inverse
est vérifiee. C’est le résultat que E. Beth a montré en 1953 pour la logique du
premier ordre classique (cf. [15]).

Définition 3.2.3 (propriété de Beth) Une institution 7 posséde la pro-
priété de Beth si pour tout ¥ — X' et toute X'-théorie T, si '\ ¥ est im-
plicitement définissable par T alors ' \ X est explicitement définissable par
rapport 6 T. Dans ce cas, nous dirons que X'\ ¥ posséde la propriété de Beth
pour T'.

Dans le cadre des institutions nous devons, de fagon & assurer que la version
explicite de la définissabilité implique la version implicite, étendre la notion de
définissabilité explicite en remplagant dans la définition 3.2.2 la phrase « pour
toute X'-formule ¢ € Sen(X'\ X) » par la phrase « pour toute ¥'-formule ¢ €
Sen(X') \ Sen(X) ». Nous obtenons alors le résultat suivant :

Proposition 3.2.1 Si ¥'\X est explicitement définissable par rapport ¢ T alors
elle est implicitement définissable pour T'.

Preuve Soit M € |Mod (X)| et M; € Mod (T') tels que Mod (¥ — T')(M;) = M
(i =1,2). Soit ¢ € Sen(X") telle que M; =5 ¢. Montrons que M; sy ¢ (j # 4
et 4,5 € {1,2}). Par la condition de satisfaction, cela est évident si ¢ € Sen(X).
Soit alors ¢ € Sen(X') \ Sen(X). Puisque X'\ ¥ est explicitement définissable par
rapport & T, il existe un ensemble E tel que TU E =y ¢ and T U {¢} Ex E.
Supposons que M sy . Puisque 7 est fermée par négation, on a M; s —¢p.
Alors, il existe une formule ¢ € E telle que M; s —¢. Par la condition de
satisfaction, nous avons M [y Sen(X — X')(—¢). Or, puisque T U {¢} Ex E,
nous avons également M s Sen(X — ¥')(¢)) ce qui est impossible. O

Cette nouvelle notion de définissabilité explicite n’est pas une conséquence
de celle donnée par la définition 3.2.2. La raison en est que dans les institutions
les formules sont uniquement définies comme éléments d’un ensemble. Cepen-
dant, la preuve donnée ci-dessus pour la logique du premier ordre nous laisse
supposer qu’un tel résultat serait valide dans les cadres abstraits ot les formules
répondent & une définition inductive (typiquement les différentes versions de par-
chemins [cf. [62, 98, 122]]). De plus, méme si en théorie standard des modéles la
propriété de Beth est définie pour des formules atomiques, cela est suffisant pour
étendre cette propriété a une notion plus générale d’inclusion de signatures. En
particulier, la logique du premier ordre vérifie les résultats suivants:

Proposition 3.2.2 En logique du premier ordre, si ¥'\ ¥ et "\ ¥ sont ez-
plicitement définissable (au nouveau sens) pour T' et T" respectivement, alors
Y+ E"\ ¥ est explicitement définissable pour Th(T' UT").

Preuve Soit ¢ € Sen(T' + X") \ Sen(X). Montrons qu'’il existe E C Sen(X) tel
que:
1. Tﬁ(T' U T”) U %2} '=2y+2~ E,
2. Tﬁ(T' @] T”) UFE ':2/+Zu @Y.
La démonstration se fait par induction sur la structure de ¢.
cas de base: ¢ est de la forme p(t1,...,t,). Soit p € ¥', i.e. ¢ est une X'~
formule. Puisque X'\ ¥ est explicitement définissable pour 7", il existe un
ensemble E C Sen(X) tel que:

1. TIU{(P} ':E' E,



88 CHAPITRE 3. THEOREME DE BETH

2. TI UFE ':Z/ %28
cas général: par la proposition 1.3.2, on a:
1. T'U{p} s
2. T"UE sy .
Or, TH(T'UT") |Esi4x» T', on a alors le résultat voulu. On prouve le cas
p € X" de fagon similaire.
O

Ce dernier résultat n’est pas valable pour la définissabilité implicite lorsqu’on
impose aux structures du premier ordre M; et My de n’étre qu’élémentairement
équivalentes. Cependant, si on se restreint au cadre de la théorie standard des
modeéles, i.e. la définissabilité implicite repose sur I’égalité de M7 et M, alors le
résultat ci-dessus est valable lorsque ’on remplace « explicite » par « implicite ».

3.3 Preuve institution-independante

On généralise maintenant dans un cadre institution-indépendant le résultat
démontré par E. Beth, i.e. I’équivalence des notions de définissabilité implicites
et explicites sous I’hypothése de I'interpolation de Craig.

Lemme 3.3.1 Soit X'\ X une signature implicitement définissable pour une X'-
theorie T. Soit ¥ — X" une inclusion de signatures telle que X' est isomorphe a
" (i.e. il existe un morphisme de signatures o : X' — X" tel que o oo = Idy
et o™t = Idgr). Alors, pour tout ensemble de formules E C Sen(X'\ X), on
a:

TUE '=zl+z;u 5811((1) (T U E)

Preuve Supposons M |[=si4s» T U E. Par la proposition 1.3.4, on a alors
Mod (X! — X'+ Z") (M) Exr Sen(a ' oa)(TUE) et donc Mod (o) (Mod (X! —
Y +3")(M)) s Sen(a)(TUE). Bien entendu, on a: (X" — ¥'+X")oao(X —
N=E' >3 +3X") o (X — X). On a alors:

Mod (X — X' (Mod (o) (Mod (X" — X' + E")(M)))

Mod (X — X')(Mod (X' — X' + T")(M))
Puisque X'\ ¥ est implicitement définissable pour 7', on a:
Mod (o) (Mod (£ — X' + E")(M)) =sv Mod (X' — X' + E")(M)
On a alors:
Mod (™) (Mod () (Mod (2" — ' + B")(M))) Exr Sen(a)(T U E)

i.e. Mod(X" — X'+ ¥")(M))) Exr Sen(a)(T U E). Par la condition de satis-
faction, on en déduit: M |=sr g5 Sen(a)(T U E). O

Théoréme 3.3.1 Soit 7 wune institution vérifiant interpolation de Craig.
Alors, T posséde la propriété de Beth.
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Preuve Soit X'\ X une signature implicitement définissable pour une X'-théorie
T et soit @ € Sen(L'\X). Soit ¥’ — ¥ une inclusion de signatures telle que ¥’ et
Y sont isomorphes. Par le lemme 3.3.1, on a TU{p} Esynr Sen(a)(p). Par le
théoréme d’interpolation de Craig, il existe E' C Sen(X) tel que TU{¢} s E
et E' Exn Sen(a)(p). Soit M € |Mod (X')] tel que M =y E'. Par la condition de
satisfaction on a Mod (a=1)(M) Exn E'. Alors, Mod (a™1)(M) g Sen(a)(p).
Par la condition de satisfaction, de nouveau, on a M =50 . Alors, E' s ¢
et donc TUE' =5 ¢. O

Notons que le théoréme précédent ne suppose pas d’autres hypothéses que
la propriété d’interpolation de Craig. Puisque, en particulier, on ne suppose pas
la négation, ceci est également vrai pour les institutions de Birkhoff possédant
I’interpolation de Craig.

3.4 Préservation de la propriété de Beth

De méme que pour l'interpolation de Craig, nous étudions maintenant les
conditions de transfert de la propriété de Beth au travers des morphismes d’ins-
titutions. Ceci demande de considérer deux conditions supplémentaires & ajouter
& celle donnée dans le théoréme 2.3.3.

Définition 3.4.1 (conservatif) Soient deux institutions T = (Sig, Sen, Mod , |=
) et ' = (Sig', Sen', Mod' | =) et soit p = (®,a,8) : T — I' un morphisme
d’institutions tel que Px soit surjectif. Le morphisme u est dit conservatif par
rapport & un foncteur ® : Sig’ — Sig si et seulement si:

1. pour tout ¢’ : B} — ¥4 de 7', pour tout M}, M € |Mod' (X4)]:

Mod' (0") (M) = Mod' (o) (Mb)
—

IMi € B, (M), 3Ms € BZr | (M),

Mod (D (")) (M) = Mod (®(c”)) (M)

2. pour toute signature ¥’ € |Sig'|, pour toute formule ¢ € Sen(®(X')) \
g (s (Sen’ (2)) il existe E' C Sen'(X') tel que Mod () = Mod (o5, (E')).

Théoréme 3.4.1 Soit u = (®,0a,8) : T = I' un morphisme d’institution tel
qu’il existe un foncteur ® qui préserve les morphismes d’inclusion, que PBs soit
surjectif pour toute signature ¥ € |Sig|, et que p soit conservatif par rapport &
&. Alors, si T posséde la propriété de Beth, I' la posséde également.

Preuve Soit ¥) \ ¥} une signature implicitement définissable pour une ¥)-
théorie T". Cela signifie que pour tout X}-modeéle M’ € |Mod’ ()| tel que pour
tout modéles M/, MY, € Mod' (T"), tels que Mod' (X} — SH)(M}) = Mod' (T} —

L) (M) = M'; on a My =s; Mj. Par le point 1. de la définition 3.4.1 il
existe M; € ,6’(1)(2, (M) et Ms € ,6’(1)(2, (M) tels que Mod (®(a'))(M;) =
Mod (®(0"))(Mz). Soit alors ¢ € Sen(®(X')) \ ag sy (Sen'(2')). Par le point 2.
de la définition 3.4.1, il existe ' C Sen'(X') tel que Mod () = Mod (a5 (E')).
Par conséquent, nous avons:
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My Egmy) ¢ = M Eg,) oay) (F')
= M |:’E,2 E' (condition de satisfaction)
= My B (M =5, M)
= Ms Egxy) (s (E')
(condition de satisfaction)
M, IZE(Z') 14
2

Alors, ®(34) \ ®(X)) est explicitement définissable par rapport & ag sy ) (T").
De ce fait, pour toute formule ¢ € Sen'(X5 \ ¥7) il existe E C 5e£($(2'1)) tel
Qe Mo (g3, (T U{0})) = Mod (a5 ()Mo (sen(B() > B(Z) (B)).
Par le point 2. de la définition 3.4.1, il existe un ensemble E' C Sen' (X)) tel que
Mod (E) = Mod (0@(2,1 y(E")). Par la propriété de satisafaction des morphismes

d’institutions, on a Mod’ (T' U {¢}) = Mod'(T' U E"). ]

3.5 Formulation institution-indépendante géné-
ralisée

Comme on peut le constater, les deux notions de définissabilité sont res-
treintes aux inclusions de signatures. Or, on a déja vu qu’en théorie de la spéci-
fication il était intéressant de considérer d’autres relations entre les signatures
que de simples inclusions. Cependant, il n’existe pas & notre connaissance de
travaux traitant de ce probléme. Nous généralisons donc les notions de définis-
sabilité implicite et explicite & tout morphisme de signatures.

Définition 3.5.1 (définissabilité implicite) Soit o : ¥ — X' un morphisme
de signatures et soit T une X'-théorie. o est dit implicitement definissable par T
si pour tout X-modele M € |Mod ()| et pour tous modéles M', M" € Mod (T)
tels que Mod (c)(M') = Mod (c)(M") =M, on a M' =s» M".

Définition 3.5.2 (définissabilité explicite) Soit o : ¥ — X' un morphisme
de signature et soit T une X'-théorie. o est dit explicitement definissable par
rapport & T si pour toute formule ¢ € Sen(X') \ Sen(0)(X) il existe E C Sen(X)
tel que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

1. TU{¢} s Sen(o)(E) ;
2. TU.Sen(U)(E) IZE’ ®.

Théoréme 3.5.1 Soit T une institution possédant linterpolation de Craig sur
une classe C de diagrammes. Soit 0 : ¥ — X' un morphisme de signature et
soit T' une X' -théorie. Alors, o est implicitement définissable par rapport o T si
et seulement si o est explicitement définissable par rapport o T.

Preuve La preuve est similaire & celle de la proposition 3.2.1 et celle du théo-
réme 3.3.1. O
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Ainsi que nous l'indiquions en introduction & la partie I, la théorie des ins-
titutions a été introduite dans le but de généraliser des résultats aussi bien en
théorie de la spécification qu’en théorie des modéles, indépendamment des dé-
tails de la logique sous-jacente. Mais, alors que le premier de ces objectifs a
inspiré de nombreux travaux, le deuxiéme ne fit ’objet que de quelques rares
tentatives (cf. [130, 129, 131, 114, 113]). Or, l'intérét de ’étude de la théorie des
modéles dans le cadre institutionnel est multiple (cf. [43]) :

— elle fournit des résultats de théorie des modéles de fagon générique;

— elle exporte les méthodes modéles-théoriques des logiques classiques vers
les autres logiques;

— elle permet de faire de la théorie des modéles indépendamment du systéme
logique sous-jacent ;

Alors que les deux premiers points ci-dessus sont d’un intérét pragmatique,
le dernier est plutét d’ordre théorique. En effet, une telle approche de la
théorie des modéles permet de s’abstraire des détails des logiques (en par-
ticulier de ceux de la logique du premier ordre classique) et de capturer
Pessence méme des concepts manipulés (cf. les définitions de définissabilité
implicite et explicite [¢f. défintions 3.5.1 et 3.5.2]). On parle alors de théorie
abstraite des modéles par opposition avec la théorie standard des modéles
consacrée & 1’étude particuliére des modéles de la logique du premier ordre
classique. Bien sur, d’autres cadres que les institutions permettent de faire
de la théorie abstraite des modéles. C’est le cas des logiques générales de
Barwise par exemple (¢f. [12]). Cependant, 'une des raisons faisant que le
cadre des institutions est particuliérement bien adapté & ’étude de la théorie
abstraite des modeéles (ou théorie des modéles institution-indépendante)
est qu’elle fournit la définition la plus compléte (& notre connaissance) de
cette théorie, incluant les notions de morphisme de signatures, de réduction de
modéles et méme de morphisme de systémes logiques comme concepts premiers.

Nous avons vu dans la premiére partie que lorsqu’on dispose de la négation,
la propriété d’interpolation de Craig est équivalente au lemme de consistence de
Robinson (c¢f. théoréme 2.2.2) et, par la proposition 1.4.2, que ce lemme découle
presque directement de la propriété d’amalgation élémentaire (également
appelée propriété de Robinson). Mais cette derniére propriété repose sur la
notion d’équivalence élémentaire de modéles qui est souvent trés difficile a
démontrer dans la pratique. L’équivalence entre l'interpolation de Craig et
le lemme de consistence de Robinson n’est donc que de peu d’utilité sans
une méthode permettant de montrer que deux modéles sont élémentairement
équivalents. La méthode des diagrammes, définie initialement dans le cadre
de la théorie standard des modéles, est une méthode permettant justement de
construire des modéles elémentairement équivalents & un modéle donné. C’est
d’ailleurs & ’aide de cette méthode que Robinson a donné la preuve de son
lemme de consistance dans le cadre de la logique du premier ordre classique.
Puisqu’un des objectif de cette thése est de fournir des conditions suffisantes
pour montrer linterpolation de Craig dans le cadre général des institutions, il
est alors naturel de s’intéresser au lemme de consistence de Robinson et, en
particulier, & la généralisation de la méthode des diagrammes dans ce cadre.
Le probléme qui se pose alors est que le cadre des institutions est trop général
pour y définir la méthode des diagrammes. En effet, cette méthode repose sur
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la notion de formules libres. Or, la définition institutionnelle de la satisfaction
des formules par les modéles ne permet pas de considérer ce type de formules.
Mais, si on s’intéresse & la logique du premier ordre, on s’apercoit que la
satisfaction des formules dans les structures du premier ordre est « stratifiée »
par la notion d’interprétation des variables (dans le cas d’une logique modale,
ce sont les états qui stratifient la satisfaction des formules). Or, la satisfaction
des formules libres dépend justement de la notion d’interprétation des variables.
Il est donc nécessaire de préciser la définition de la satisfaction des formules
en la stratifiant par les objets permettant cette stratification. Cette notion de
stratification interne d’une institution, formalisée par l'introduction du cadre
des institutions stratifiées (cf. chapitre 1), nous permet alors de généraliser de
facon institution-indépendante la notion d’extension élémentaire qui est & la
base de la méthode des diagrammes (cf. chapitre 2). Nous généralisons alors
la méthode des diagrammes en associant la notion de diagramme complet &
celle d’extension élémentaire. Bien entendu, il n’est pas possible de définir des
diagrammes complet dans le cadre de la logique modale. Cependant, notre
généralisation de la notion d’extension élémentaire est indépendante de celle de
diagramme et est donc valable pour cette derniére logique.

L’une des conditions suffisantes pour obtenir le lemme de consistance de Robin-
son est le théoréme des chaines élémentaires de Tarski. Dans [66], D. Giin3 et
A. Popescu proposent une généralisation de la notion d’extension élémentaire
s’appuyant sur les diagrammes définis par R. Diaconescu dans [40]. Ceci leur
permet alors de donner une preuve institution-indépendante du théoréme de
Tarski ainsi que du lemme de consistance de Robinson. Cependant, leur travail
concerne une classe, certes importante mais restreinte, de logiques puisqu’il
suppose une structure interne du premier ordre trés forte. Nous inspirant
de ces travaux et nous basant sur notre propre généralisation de la notion
d’extension élémentaire, nous étendons le cadre des institutions stratifiées de
facon & prendre en compte la notion de constructeur abstrait de formules
(¢f. chapitre 3). Ceci nous permet alors de proposer une preuve du théoréme
de Tarski et du lemme de Robinson plus générales que celle de D. Giina et
A. Popescu. En particulier, notre preuve du théoréme de Tarski est valable
dans le cadre des logiques modales.

Le plan de cette deuxiéme partie est le suivant. Dans le premier chapitre,
nous introduisons la notion de stratification interne d’une institution et nous gé-
néralisons ensuite la méthode en introduisant le cadre des institutions stratifiées.
Aprés un état de Part sur la méthode des diagrammes ol nous présentons les
travaux de R. Diaconescu (cf. [40]) et de D. Giind et A. Popescu (cf. [66]), nous
définissons dans le second chapitre les notions de diagramme complet et d’ex-
tension élémentaire. Nous appliquons ensuite cette généralisation de la méthode
des diagrammes & deux résultats bien connus de théorie standard des modéles:
les théorémes de Lowenheim et Skolem et le test de Los-Vaught. Enfin, le der-
nier chapitre est consacré aux preuves institution-indépendantes du théoréme
des chaines élémentaires de Tarski et du lemme de consistance de Robinson. Le
cadre théorique choisi pour ces deux généralisations est une spécialisation des
institutions stratifiées appelée k-institution stratifiée permettant de prendre en
compte la notion de constructeurs de formules dans les institutions stratifiées
via une notion de foncteur sur les signatures.
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Chapitre 1

Institutions stratifiées

1.1 Stratification interne

Nous avons vu en partie I, section 1.2 qu’il était possible de donner une dé-
finition institution-indépendante des connecteurs logiques ainsi que de la quan-
tification via la notion de valuation abstraite des variables. Nous allons mainte-
nant montrer qu’il est également possible de donner une définition institution-
indépendante de la notion de satisfaction des formules via la notion d’état.
Intuitivement, la notion de satisfaction des formules par les modéles d’une signa-
ture donnée repose sur la notion de satisfaction interne des formules « ouvertes »
(I’équivalent des formules avec variables libres dans le cadre de la logique du
premier ordre) paramétrée par les valuations abstraites des variables. La satis-
faction des formules est alors stratifiée par cette notion de satisfaction interne et
on parle de stratification interne d’une institution. Cette stratification interne
se définit formellement de la facon suivante.

Définition 1.1.1 (stratification interne) Soit T = (Sig, Sen, Mod, =) une
institution. Une stratification interne de Z est la donnée d’un quadruplet St(Z) =
(Sig g, Sense, Mod 5., [1s:) tel que:
- Sig,, est la catégorie dont:
— les objets sont les morphismes de signatures x : ¥ = X' de Z,
— les morphismes o : (x1 : 1 = Xi) = (x2 : T2 = XY) sont des
couples (o1 : £1 = Xa,0f : X1 — X)) de morphismes de signatures
de T.
— Seng, : Sig,, — Set est un foncteur qui d toute signature x : X — X' € |Sig |
associe 'ensemble Sen(X') € |Set| des X'-formule dans T ;
— Mod 5, : Sig,, = Cat" est un foncteur qui & toute signature x : ¥ — ¥ e
|Sig,| associe la catégorie Mod(X) € |Cat| des X-modéles dans T ;
= st = ([IY)xelsi,| est une famille de foncteurs telle que pour toute signa-
ture x € [Sig,,|, le foncteur [Jy : Mod s (x) — Set associe a tout modele
M € |Mod 5.(x)| Vensemble [M]5 = {M'/Mod (x)(M') = M}.

La stratification interne d’une institution permet de préciser la définition
de la relation de satisfaction des formules par les modéles de la fagon suivante:
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soit T = (Sig, Sen, Mod , |=) une institution et St(T) = (Sig,, Sens., Mod s, [[5) sa
stratification interne. Alors, pour toute signature (x : ¥ — X') € |Sig,, |, tout
Xx-modéle M € |Mod 5,(x)| et toute x-formule ¢' € Sens(x), on a:

M |=2 (p' s VYM' e |[M it, M |=2/ go'

Intuitivement, la définition précédente indique que la notion de variable
d’une institution donnée peut étre représentée par une classe particuliére de
morphismes de signatures (les objets de la catégorie Sig St)' Dans le cas de la
logique du premier ordre par exemple, les variables sont en fait des symboles de
fonction d’arité 0. Elles sont alors naturellement représentées par la classe des
morphismes de signatures réalisant ’identité sur les symboles de sortes et de
prédicats et une inclusion sur les symboles de fonctions déterminée par 'union
de ’ensemble initial avec un ensemble de symboles de fonction d’arité 0 (ce sont
les morphismes représentables introduits & la définition 1.2.7, partie I). Dans le
cas de la logique du second ordre cette inclusion est déterminée par I'union de
I’ensemble initial de symboles de fonction avec un autre ensemble de symboles
de fonctions de toute arité.

Exemple 1.1.1 Soit FOL Uinstitution de la logique des prédicats du premier
ordre définie dans l'exemple 1.1.3, partie I. Si on se restreint, pour les variables
internes, au symboles de constantes, alors St(FOL) est la stratification usuelle
de FOL, ou les signatures sont des morphismes de signatures o : (S,F,P) —
(S, FUX,P) (X est l’ensemble de variables associé 4 (S, F,P)); les (S, F,P)-
formules sont les (S, FUX, P)-formules. Un état associé a un (S, F,P)-modéle
M est alors la donnée d’une valuation v : X — M des variables, i.e. [M] =
MX . En effet, une valuation des variables est simplement la donnée d’une valeur
m € M a tout symbole x € X. La donnée d’une (S, F U X, P)-extension de M
est alors bien équivalente a la donnée d’une application de X dans M.

1.2 Définition et exemples

Le concept de stratification peut étre défini de fagon plus abstraite que par la
notion de stratification interne d’institution. Cette derniére notion présente en
effet 'inconvénient de requérir que les éléments utilisés pour « stratifier » la sa-
tisfaction des formules possédent un équivalent syntaxique. Or, dans le cas d’une
logique modale propositionnelle, la notion d’état ne posséde pas d’équivalent
syntaxique. Il n’est donc pas possible de la capturer par une classe particuliére
de morphismes et la stratification interne d’une telle logique selon la défini-
tion 1.1.1 fait qu’a toute structure de Kripke M = (&,R,v), on a [M] = {M}.
Intuitivement, nous voudrions [M] = € puisque ce sont les états qui stratifient
la satisfaction des formules. Afin de remédier & ce probléme, nous introduisons
alors le cadre des institutions stratifiées. En plus de définir les formules et mo-
déles associés & une signature donnée, ce cadre va nous permettre de définir de
fagon générale la stratification de la relation de satisfaction, i.e. indépendam-
ment de la nature des objets utilisés pour la validation des formules.
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Définition 1.2.1 (pré-institution stratifiée) Une pré-institution stratifiée
ST est la donnée d’un quadruplet (Sig, Sen, Mod,[]) tel que:

— le triplet (Sig, Sen, Mod') est défini comme dans le cas institutionel (cf. dé-
finition 1.1.1, partie I);

- I = ([I=)=e|siy est une famille de foncteurs indéxée par Sig telle que pour
toute signature X € |Sig|, [|x : Mod (X) — Set est associe & tout X-modeéle
M € |Mod (X)| lensemble des états associés 4 M.

Pour toute signature ¥ € |Sig|, on définit alors la relation de satisfaction
ExC Mod (X) x Sen(X) de la fagon suivante:

MEs p<= Ve [M]s, MEsy ¢
ou M 5, _ CSen(X) est une relation unaire définie sur Sen(X).

Exemple 1.2.1 (logique propositionnelle) La pré-institution stratifiée de
la logique propositionnelle est définie comme suit :

— Sig, Sen, Mod sont définis comme dans l’exemple 1.1.1, partie I;

— étant donnés une signature ¥ et un X-modéle v : ¥ — {0,1}, [v]s = 1I o2
1T est l’objet terminal de Set. Aucun objet ne stratifie donc la validation des
formules et la relation v |=x 1 est définie inductivement sur la structure
des formules propositionnelles de la facon suivante :

-VpeX,vlEsup ssivp) =1,
— Yy € Sen(X), v =s,1 —p ssi v s,
-~ Vo, € Sen(E), v Esu @ VY ssivEn gy ouv Esa .

Exemple 1.2.2 (logique propositionnelle modale) La pré-institution
stratifiée de la logique propositionnelle modale est définie comme suit :

— Sig, Sen, Mod sont définis comme dans l’exemple 1.1.2, partie I;

— étant donnés une signature L et un X-modéle (€,R,v), [(E,R,0)]s =
€ et, pour tout n € €, (€,R,v) =5, est définie inductivement sur la
structure des formules de la fagon suivante :

- Vpex, (€R,0) Ex,pssivmn,p) =1,
- Vo € Sen(X), (€,R,0) Ex, —p ssi (E,R,0) Es, ¢,
- Vo € Sen(X), (€,R,0) E=x., Op ssi pour tout n' € € tel que nRn', on
a (@,9{, U) ':Eﬂl’ 2
- Vo, € Sen(X), (&,R,0) Exs, ¢ VY ssi (ER0) Ex, ¢ ou
(Qf, R, D) IZE,TI .
On a alors bien (&,R,0) E=5M" ¢ ssi pour tout n € € on a (€,R,0) Ex.,
©.

Exemple 1.2.3 (logique du premier ordre) La pré-institution stratifiée de
la logique du premier ordre est définie comme suit:
— Sig et Mod sont définis comme indiqué dans l'exemple 1.1.3, partie I;
— Sen : Sig — Set est un foncteur qui associe 4 toute signature ¥ € |Sig]
Pensemble de toutes les formules construites sur ¥ (i.e. y compris les
formules libres) ;
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— étant donnés une signature X = (S, F,R), un ensemble de variables X tel
que XN(SUFUR) = @ et une X-structure M, [M]s = M? et, pour toute
interprétation de variablesv € M¥, M Ex.. est définie inductivement sur
la structure des formules de la fagon suivante :

- Vt,t' € Tx(X), M s, t =1t ssiv(t) =v(t),
- Vr e R,Vti,...,tn € Tn(X), M s, r(t1,...,t,) ssi

(v(t1),...,v(tn)) € rM

— Yy € Sen(X), M =5, ¢ ssi M Es, @,

-Vz € X,Vp € Sen(X), M =5, (V2)p ssi M [=x, @ pour toute
interprétation V' tel que V' (y) = v(y) pour toute variable y € X, sauf
éventuellement pour z,

- Vo, € Sen(E), M s, p V1) ssi M s, ¢ ou M s, ¢

Exemple 1.2.4 (logique observationnelle [68]) La pré-institution strati-
fiée de la logique observationnelle est définie de la fagon suivante :
— Les signatures sont des triplets (S,F,X) ou S est un ensemble de sortes
parmi lesquelles on distingue un sous-ensemble S,ps de sortes observables ;
F est un ensemble de noms de fonctions, tous équipés d’un profil sur S* x
S; X est un ensemble indéxé par S de variables. Dans la suite, nous
noterons f : 81 X ... X 8, — s toute fonction f € F dont le profil est
(s1,---,8n,8). Les morphismes de signatures sont toutes les applications
respectant les ensembles et préservant les sortes observables et les profils ;
— Sen : Sig — Set est défini de la méme facon que dans l’exemple 1.2.3 mis
part le fait qu’on restreint les atomes aux équations, i.e. auzx paires (t,t')
de termes de méme sorte. Dans la suite, de telles paires de termes seront
notées t = t';
— Mod : Sig — Cat°P est le foncteur qui associe :
- o toute signature X = (S, F,X) la catégorie des X-algébres multi-
sortes,
— a tout morphisme de signatures ¢ : ¥ — X' le foncteur d’ou-
bli Mod (o) : Mod(X') — Mod(X) qui associe o toute Y'-algébre
M € |Mod (X')| la X-algebre M € |Mod (X)) telle que pour touts € S,
M = M;(S) et, pour tout symbole de fonction f:s1 xX...X s, > s €
F, fM=a(H™M.
Etant donnée une signature ¥ = (S,F,X), on définit la signature Lo =
(S, Fu{Os | s € S\ Sops}, X). Un Z-contexte C est un terme de Tx (X)s
(s € Sobs) qui est lensemble des termes construits sur la signature Yo de sorte
s ne contenant qu’une seule occurence d’un symbole Oy, celui-ci étant 'unique
symbole de Uensemble O = {0, | s € S\ Sops} apparaissant dans C. Si unique
symbole de O apparaissant dans un contexte C est O, alors C' est de sorte s,
noté C : s. L’application d’un contexte C : s G un terme t € Tx(X)s, notée C[t],
est le terme obtenu en substitutant le terme t pour O;. On note Ctx l’ensemble
des contextes C : s. Etant donnée une S-algebre A, [A] = M¥ x Ctx.
AEs o t=t (C:5') si et seulement si:
v#(t) = v#(#') sit,t' € Ts(X)s et s € Sops
v#(ClH]) = v# (C[#) si t,t' € Ty (X)s
true sinon
Les connecteurs et les quantificateurs sont évalués de fagon habituelle.
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Exemple 1.2.5 (logique du second ordre) La pré-institution stratifiée de
la logique du second ordre est définie de la méme facon que la pré-institution
stratifiée de la logique du premier ordre & ceci prés que les variables sont désor-
mais mises pour des symboles de fonction de toute arité.

Proposition 1.2.1 Soient T = (Sig, Sen, Mod , =) une institution. Sa stratifica-
tion interne St(I) est une pré-institution stratifiée.

Preuve Découle directement des définitions. O

Définition 1.2.2 (institution stratifiée) Une institution stratifiéce SZ est

une pré-institution stratifiée vérifiant la condition de satisfaction, i.e. :
Vo € s5ig(E,5"),VM' € | Mod (£)|,V € Sen(T),

M' ez Sen(0)(p) & Mod (0)(M') s ¢

Remarque 1.2.1 Il ne faut pas confondre les institutions stratifiées avec les
institutions concrétes (cf. [17]). En effet, ces derniéres enrichissent les institu-
tions avec la notion d’ensemble de base pour les modéles alors que les institutions
stratifiées enrichissent ces derniéres avec la notion d’état (ou de valuation des
variables).

Les exemples de pré-institutions stratifiées donnés plus haut sont tous des
institutions stratifiées a ’exception de la logique observationnelle. En effet, on
a le contre-exemple suivant.

Contre-exemple 1.2.1 Soit 31 = (S1, F1,X1) la signature observationnelle
telle que S; = {thesort,bool}, S;,,, = {bool}, F; = {thelabel : thesort —
bOOI} et Xlthesort = {.’L’,y}

Soit Xy = (Ss, Fa, Xo) la signature observationnelle telle que So = S1, Sa
Si1,,., Fo = F1 U{thelabel’ : thesort — bool} et Xs,..... = X pouore -

11 est clair que X1 est incluse dans Yo. Soit maintenant A la Yo-algébre dé-
finie par Aihesort = {a,b}, thelabel? = {a,b} et thelabelA = {a} (on
rappelle que Ctx = {thelabel(Tghesort), thelabel' (Oinesort)}). La X1-algébre
B = Mod (X1 C ¥2)(A) est caractérisée par

obs

obs

Bihesort = {a, b}, thelabelB = {a7 b}

La formule x = y est donc satisfaite dans B mais pas dans A car b ¢ thelabel
ce qui remet en cause la condition de satisfaction

Sous une hypothése trés simple, les pré-institutions stratifiées présentent les
institutions stratifiées comme l’indique la proposition suivante.

Proposition 1.2.2 Toute pré-institution stratifiée SI = (Sig, Sen, Mod ,[]) telle
que pour tout morphisme de signatures o € Sig(X,X’) et tout X'-modéle M' €
|Mod (X)| il existe une transformation naturelle [J, : [|lzr = [Jz o Mod (o)
satisfaisant les deux conditions suivantes :
1. pour tout ¥'-modéle M' € |Mod(X')|, [M'], est une application surjec-
tive ;
2. pour toute X-formule ¢ € Sen(X) et toutn' € [M']sy -

M sy Sen(0)(p) <= Mod (0)(M') s (a1, () ¥
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est une institution stratifiée.

Preuve 1l suffit pour cela de montrer que la condition de satisfaction est vérifiée,
.e.:
Vo € 5ig(E,%"),YM' € |Mod (E')|,Vp € Sen(X),

M’ 'ZE’ 5en((p) = Mozi(a)(M') IZE 2

Soient donc M’ € |Mod (X')| un T'-modeéle et ¢ € Sen(X) une E-formule.

(=) Supposons M’ ey Sen(a)(ip) et soit n € [Mod (o)(M’)]x. Puisque [M'],
est surjective, il existe ' € [M']x tel que [M'],(n') = 5. Par hy-
pothése, M’ |=s ;v Sen(o)(p). Par la condition 2 ci-dessus, on a alors
Mod (o) (M') s,y .

(<) Supposons Mod (o)(M') =5 ¢ et soit n' € [M']sr. Par hypothése, on a
Mod (o) (M) Ex, M1, () - Par le point 2 ci-dessus, on en déduit alors
M' f=sv 4y Sen(o) (). Puisque [M'], est une application (é.e. une fonction
totale), on en conclut alors M’ [=xr Sen(yp).

O

Exemple 1.2.6 En logique propositionnelle, étant donnés un morphisme de
signatures o : X1 — Yo et un Xy-modéle v' € |Mod(X')|, [V'], : [V] —
[Mod (o)(v')] est Videntité Idy. De plus, pour tout modéle, le comportement
de chaque connecteur est défini par sa table de vérité. De ce fait, V' |E Sen(yp)
est équivalent & Mod (o)(V') = .

Exemple 1.2.7 En logique propositionnelle modale, étant donnés un mor-
phisme de signatures o : 1 — Yo et un Yo-modéle (€,R,0), [(€,R,0)], :
[(€,R,0)] = [(€,R,0), )] est Ide (I'identité sur €). Puisque la relation d’ac-
cessiblité R est préservée par le foncteur de réduction, le comportement des
modalités est préservée. On a donc (€,R,0) FEx,, Sen(o)(p) équivalent a

(@, R, b|21) Izz;l’n ©.

Exemple 1.2.8 En logique du premier ordre, étant donnés un morphisme de
signatures o : £1 — Xy et un Xy-modéle M' € |Mod (2)|, on définit la relation
d’équivalence = sur M'*? de la fagon suivante :

v=1v & (Vz € X1, v(o(z)) =1V (0(2)))

Il est évident que M'¥2/_ et M'*1 sont isomorphes. Soit donc [M'], Vappli-
cation quotient associée 6 =. Par définition [M'], est surjective. On montre
alors la propriété attendue par simple induction sur la structure des formules.

Remarque 1.2.2 Dans l'exemple qui précéde, il convient d’imposer soit un en-
semble de variables commun a toutes les signatures, soit qu’il existe une injection
de l’ensemble de variables associé a4 X1 dans celui associé o Yo. Ceci est tres
important comme le montre le contre exemple suivant.

Contre-exemple 1.2.2 Soient £; = (0,{=2},{z,y}) et T» = (0, {=?}, {z})
des signatures. Soit 0 : X1 — Yo le morphisme de signatures défini comme
Videntité sur l’ensemble des prédicats et associant x ¢ = et y. Soit M' le Xa-
modéle dont ensemble de base est {a,b} et tel que =M= {(a,a),(b,b)}. Soit
o =3z, Jy,~z =y. Alors, Mod (c)(M') rx, ¢ mais, M'fy, Iz, 3z, -7 = .
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Le contre-exemple suivant indique indique la raison pour laquelle la pré-
institution stratifiée de la logique observationnelle ne présente pas une institu-
tion (¢f. contre-exemple 1.2.1).

Exemple 1.2.9 En logique observationnelle, étant donnés un morphisme de
signatures o : £1 — Yo et un Xay-modéle M, aucune application [M'], ne peut
étre définie car of(Ctz) C Ctz'. Le seul moyen de définir une telle application
est d’imposer ot(Ctx) = Ctz'', i.e. pour toute f : 51 X ... X 85, = s € Fy,
ot s € Sy,,,, il existe f' € Fy telle que o(f') = f. C’est de cette fagon que les
morphismes de signatures ont été définis dans [68] de fagon a ce que la condition
de satisfaction soit vérifiée.

Tout l'intérét des institutions stratifiées par rapport aux institutions intro-
duites au chapitre 1, partie I est de pouvoir considérer la notion de formules
ouvertes 2. En effet, la définition de la satisfaction dans les institutions restreint
de fait I’ensemble des formules d’une signature donnée a ’ensemble des formules
closes construites sur cette signature. Ainsi, pour un modéle donné, une formule
est ou bien vraie ou bien fausse. Dans le cadre de la logique du premier ordre
par exemple, ceci signifie quune formule est vraie (resp. fausse) pour toute
interprétation des variables dans ce modéle. Or, la présence de variables libres
dans les formules ouvertes a pour conséquence que ces derniéres peuvent étre
vraies pour certaines interprétation des variables et fausses pour d’autres. C’est
le cas par exemple de la formule (Vz)z +y > z qui est vraie dans ’ensemble des
entiers relatifs pour toute interprétation v telle que v(y) > 0 et fausse sinon.
Elle n’est donc ni vrai ni fausse dans Z. Nous verrons dans la section suivante
I'importance de cette notion de formules ouvertes pour la généralisation de la
notion de diagramme complet.

La preuve d’équivalence entre 'interpolation de Craig et la propriété de Ro-
binson que nous avons donnée en partie I, section 2.2.2 suppose que l'institution
considérée soit fermée par négation. Dans le cadre des institutions stratifiées,
cette notion de négation se définit naturellement de la facon suivante.

Définition 1.2.3 (négation (sémantique)) Soit ST = (Sig, Sen, Mod , []) une
institution stratifiée et soit ¥ € |Sig| une signature. Une X-formule ¢' € Sen(X)
est la négation (sémantique) d’une formule ¢ € Sen(X) si la condition suivante
est vérifiée :

VM € |Mod (2)|,Vn € [M]s, MEs, ¢ & MEs, ¢

Linstitution stratifiéce ST est dite fermée par négation (sémantique) si pour
toute signature ¥ € |Sig|, toute E-formule ¢ € Sen(X) posséde une négation
(sémantique).

1l est clair que la négation est transportée le long des morphismes de signa-
tures comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.2.3 Soit ST = (Sig, Sen, Mod , []) une institution stratifiée. Pour
tout morphisme de signature o € Sig(X,X’'), tout X'-modéle M' € |Mod (X')] et
toute X-formule ¢ € Sen(X), M' f=xv —Sen(0)(p) alors M' =5y Sen(o)(—yp).

1. o* est Pextension canonique de ¢ aux termes dans Tsg (X).

2. On rappelle que dans le cadre de la logique du premier ordre, les formules ouvertes
sont toutes celles dont certaines occurences de variables ne sont pas dans la portée d’un
quantificateur.
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Preuve On a:

M Esi =Sen(a)(p) & V' € [M]s, M Esr p ~Sen(o) ()
< V' € [M]s, M'Exry Sen(o)(p)
& V' € [M]s, Mod () (M') Es iy, () ¢
& V' € [Mls, Mod(o)(M') Exs,pm]. () ~P
vy e [Ms, M' sy Sen(o)(—p)
& M s Sen(o)(—p)
O

La définition de la négation dans les institutions stratifiées correspond bien &
Iintuition qu’on en a dans le sens ot une formule ¢ est la négation d’une formule
¥ si elle est vraie partout ou v est fausse et inversement. Seulement, lorsqu’on
considére la stratification de la logique du premier ordre cette définition de
la négation ne vérifie pas ’équation 1.1 ci-dessous qui est fondamentale pour
montrer que dans toute institution possédant la négation, toute théorie compléte
posséde une classe de modéles deux & deux élémentairement équivalents.

Mod () = Mod () \ Mod () (1.1)

Or, c’est grace & cette derniére propriété que nous pouvons montrer ’équiva-
lence entre l'interpolation de Craig et la consistance de Robinson. En fait, cette
équation n’est vérifiée dans la logique du premier ordre que pour les formules
closes. De facon a retrouver la propriété que toute théorie compléte posséde,
en présence de la négation, une classe de modéles deux & deux élémentaire-
ment équivalents, il est nécessaire de capturer le concept de formule close et
de redéfinir les notions de théories et d’équivalence élémentaire de modéles en
fonction.

Définition 1.2.4 (sémantiquement fermée) Soit une institution stratifiée
ST = (Sig, Sen, Mod,[]) et soit & € |Sig| une signature. Une E-formule ¢ €
Sen(X) est dite sémantiquement fermée si pour tout X-modéle M € |Mod (X)|,
Uensemble {n € [M]/M s, ¢} est soit égal a4 [M]x soit vide.

Dans la suite, on notera Seng(X) l'ensemble des X-formules sémantiquement
fermées.

La notion de formules sémantiquement fermées caractérise en fait plus de
formules que les seules formules closes. En effet, si on se place dans le cadre de la
logique du premier ordre les formules sémantiquement fermées sont les formules
closes plus toutes les tautologies (et leurs négations). Ceci est cependant suffisant
pour notre propos comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.2.4 Pour toute institution stratifiée ST = (Sig, Sen, Mod ,[]) fer-
mée par négation l’équivalence suivante est vérifiée :

(Mod () = Mod (X) \ Mod (p)) & ¢ € Seng (%)

Preuve

(<) Soit ¢ € Sens(X). Par définition, pour tout X-modéle M € |Mod (X)),
Pensemble des états de [M] qui valident ¢ est soit vide soit égale a [M].
Par définition de la négation, ceci signifie que ’ensemble des états qui
valident —p est soit égale & [M] soit vide. Il est alors clair que pour tout
Y-modéle M € |Mod ()|, soit M =5 ¢ soit M Ex —p, i.e. Mod(—p) =
Mod (2) \ Mod ().
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(=) Soit ¢ € Sen(X) tel que Mod(—p) = Mod (L) \ Mod(p) et soit M €
|Mod (X)]. Puisque par hypothése Mod (X) = Mod (—p) U Mod (p), on a
soit M =5 ¢, soit M Es ¢. Par définition, ceci signifie que soit pour tout
n € [M]x on a M =y, ¢, soit pour tout € [M]y on a M ¥y, . On
a ainsi montré que @ € Sens ().

O

On redéfinit alors en termes de formules sémantiquement fermées les notions
introduites a la définition 1.3.1, partie I.

Définition 1.2.5 Soit ST = (Sig, Sen, Mod,[]]) une institution stratifiée. Soit
Y € |sig| et soient ® C Sen(X) un ensemble de X-formules et M C |Mod (X)|
une collection de ¥-modéles.

1. (M) (la théorie de ) est la collection de toutes les ¥-formules sé-
mantiquement fermées satisfaites par tous les X-modéles appartenant
M, e

Th(M) = {p € Senys(X)/IM € M, M Ex ¢}

2. T(®) (la fermeture de ®) est la collection de toutes les Y-formules sé-
mantiquement fermées satisfaites par tous les ¥-modéles de ®, i.e. :

TH(®) = {y € Sens (£) VM € |Mod (B)], M |25 ¢} = Th(Mod (B))

3. Ex est maintenant une relation définie sur p(Sen(X)) x Sens (L) de la
fagon suivante :

Vo € Seng(X), ® Ex ¢ © ¢ € TH(D)

On dit alors que ¢ est une conséquence sémantique (fermée) de .

4. 8t @ = T(®) alors @ est dit (sémantiquement) fermé ou (sémantique-
ment) clos.

5. Une Y-théorie T' est un ensemble (sémantiqguement) fermé de X-formules,
i.e. T = Th(T). On dit que ® présente la théorie T si & C Senys(X) et T
est la théorie obtenue par fermeture de ®, i.e. si T = Th(P).

Il en découle alors directement que deux Y.-modéles sont élémentairement
équivalents s’ils valident le méme ensemble de formules sémantiquement fermées.
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Chapitre 2

Méthode des diagrammes

Nous présentons dans ce chapitre une généralisation institution-
indépendante d’une méthode trés importante de la théorie standard des
modéles qui est la base de nombreux résultats dont le lemme de consistance de
Robinson. Cette méthode, connue sous le nom de méthode des diagrammes,
a déjad regu une généralisation institution-indépendante par R. Diaconescu
(cf. [40]). Ici, nous proposons une généralisation plus « finie » de cette méthode
pour ne considérer que les diagrammes complets d’'un modéle. En effet, seule
l'utilisation de ces diagrammes permet d’obtenir le résultat qui nous intéresse:
la consistance de Robinson. Notre généralisation des diagrammes complets a
été rendu possible en les définissant non pas dans le cadre des institutions mais
des institutions stratifiées. Comme nous le verrons dans ce chapitre, un autre
intérét de notre approche a été de pouvoir définir la notion de morphismes
élémentaires indépendamment de celle des ciagrammes complets comme c’est
le cas dans [66]. Comme nous le verrons dans ce chapitre et le suivant, ceci a
permis de généraliser des résultats de théorie standard des modéles tels que
I’union des chaines de Tarski ou le théoréme de Lowenheim-Skolem descendant
a des logiques non-standard comme les logiques modales.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la premiére section nous introdui-
sons la méthode des diagrammes telle qu’elle a été abordée dans les travaux de
R. Diaconescu (cf. [40]). Nous présentons également les travaux de D. G&ina et
A. Popescu (cf. [66]) sur les notions de diagramme et de morphisme élémentaire.
Nous présentons ensuite notre approche de la méthode des diagrammes dans le
cadre des institutions stratifiées dans la deuxiéme section. Enfin, nous donnons
en troisiéme section deux applications directes de la méthode des diagrammes:
les théorémes de Lowenheim-Skolem et le test de Los-Vaught.

2.1 Les diagrammes en théorie standard des mo-
déles

2.1.1 Diagrammes élémentaires

La notion de diagramme élémentaire a été introduite par R. Diaconescu
dans [40] en vue de remonter la méthode des diagrammes au niveau des institu-
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tions.!. Il a alors pu montrer d’importants résultats de libéralité et d’axiomati-
sation, illustrant ainsi le pouvoir de cette méthode.

Afin de donner une intuition de la méthode des diagrammes, nous allons prendre
I’exemple de la logique du premier ordre avec égalité pour laquelle cette méthode
a été définie en premier lieu.

Exemple 2.1.1 Etant donné un modéle du premier ordre M, il est possible
de considérer l’extension de sa signature par lajout des éléments de M comme
nouvelles constantes. Ces nouveauxr symboles seront alors interprétés canoni-
quement par leur propre valeur. L’ensemble Exq des atomes (positifs) satisfait
par M dans cette signature étendue est appelé le diagramme « positif » de M
et constitue une importante description syntazique du modéle M. De tels dia-
gramme sont & la base de la méthode dite « des diagrammes » qui joue un rdle
important en théorie standard des modéles.
Si on regarde ces diagrammes d’un point de vue plus structurel, on remarque que
chaque modéle M d’une signature (S,F,R) défini une extension de signatures
t: (S, F,R) = (S,Fm,R) telle que:

- (FMm)wos = Fu—s pour tout arité non-vide w € S* et toute sorte s € S ;

- (Fm)os = Fos U My pour toute sorte s € S.
Le (S,F,R)-modéle M peut étre canoniquement étendu en un (S, Fm, R)-
modéle Mg en interprétant les nouvelles constantes de (Faq)—s par les élé-
ments correspondants de M,, i.e. a™MM = a pour tout a € M. L’ensemble
En est Uensemble de tous les atomes (équationnels et relationnels) satisfait par
M.
La présentation ((S,Fm,R),Em) posséde la propriété catégorielle cruciale
d’axiomatiser la classe des morphismes de Y.-modéles de source M. Plus pré-
cisement, il existe un isomorphisme naturel i : Mod((S,Fm,R),Erp) —
M/ Mod (S, F,R). Cet isomorphisme associe & tout (S, Fa, R)-modeéle N sa-
tisfaisant Enq le morphisme de (S,F,R)-modéles hy : M — Mod (1)(N) tel
que hy(a) = o pour tout élément a € M.

Définition 2.1.1 (diagramme élémentaire ([40])) Soit une institution
T = (Sig,Sen,Mod ,|=). Soient ¥ € |Sig| une signature et M € |Mod ()]
un X-modéle. Un diagramme élémentaire de M est la donnée d’un triplet
(t2(M), Epyis M) tel que:
-tz (M) : ¥ — X est un morphisme de signatures, appelé extension élé-
mentaire de X via M ;
— Ep € Sen(Xa) est un ensemble de Xaq-formules, appelé diagramme élé-
mentaire du modeéle M ;
— iz, M 2 Mod ((Ea, Epm)) = M/ Mod () est un isomorphisme
tel que le diagramme suivant commute

ix,M
Mod ((Xpm, Em)) — (M/Mod (X))

Mod (1y. (M) oubli

Mod (X)

1. En fait, la notion de diagramme élémentaire définie dans [40] est la généralisation de la
notion de diagramme positif en logique du premier ordre classique.
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et que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. le morphisme ¢ est fonctoriel, i.e. pour tout morphisme de signature o :
Y — Y et tout morphisme de Y.-modéles h : M — Mod (o)(M') il existe
un morphisme de présentations ts(h) : (Zpm, Eam) = (Zy, Eav) tel que
le diagramme suivant commudte,

D 1s(M) EM

TR

S —— Ty
txr (M)

2. lisomorphisme i est naturel, i.e. pour tout morphisme de signature o :
Y — X' et tout homomorphisme de X-modéles h : M — Mod (o)(M'"), le
diagramme suivant commute.

Mod (Ep1, Enm)) —Z25 M) Mod (E)
Mod(io (h))T Th/Mad(o’):Mm{(a)oh

Mod (S, Barr)) ——— M/ Mod (5')

Izl’MI

Intuitivement, la définition ci-dessus dit que pour tout ¥-modéle M, la classe
des morphismes de ¥-modeéles de source M peut étre axiomatisée comme la
classe des modéles d’une certaine présentation : le diagramme de M. Autrement
dit, le diagramme élémentaire de M est la présentation encodant la classe des
morphismes de Y-modéles de source M. Ainsi dans le cadre de la logique du
premier ordre il existe, selon les morphismes de modéles considérés, différentes
possibilité de diagrammes élémentaires que nous résumons dans le tableau ci-
dessous.

On rappelle qu’un morphisme de Y.-modéles du premier ordre h: M — N est:

— fermé si rM = h_l(rN ) pour tout symbole de prédicat appartenant a la
signature ¥ ;

— une inclusion élémentaire si M4 est élémentairement équivalent 4 i~ (h).

Morphismes Epm
tous tous les atomes satisfaits par M
injectifs tous les atomes et les négations d’équations
satisfaits par My
fermés tous les atomes et les négations des atomes
relationnels satisfaits par My
fermés et injectifs tous les atomes et leurs négations
satisfaits par M
inclusions élémentaires toutes les formules satisfaites par My

Définition 2.1.2 ([40]) Une institution I = (Sig, Sen, Mod , |=) posséde des dia-
grammes élémentaires si pour toute signature ¥ € |Sig| et tout X-modéle M, il
existe un diagramme élémentaire de M au sens de la définition 2.1.1.
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2.1.2 Morphismes élémentaires

Intuitivement, une extension élémentaire en logique classique est un mor-
phisme de modéles préservant toutes les propriétés exprimable dans le langage.
Lorsqu’on se place dans le cadre général des institutions, il n’existe pas de
moyens directs de « paramétriser » le langage de facon & définir les extensions
élémentaires. Selon D. G#inid et A. Popescu dans [66], la notion de diagramme
élémentaire définie dans la section précédente offre un cadre adéquat pour
y généraliser cette notion d’extension élémentaire. De fait, les morphismes
élémentaires définis dans [66] viennent aprés et sont définis sur les diagrammes
élémentaires. Nous verrons plus loin (cf. section 2.2) que cela n’est pas sans
conséquences.

Définition 2.1.3 (morphisme élémentaire [66]) Soit T = (Sig, Sen, Mod, |=
) une institution. Soit ¥ € |Sig| une signature et p : M — M' un morphisme
de Y-modéles. Le morphisme p est dit élémentaire si Sen(vx(u))(Th(Mpar) C
ThH(M'\y), 00 vy et Mg sont respectivement le morphisme de signatures et le
diagramme élémentaire de M introduit & la définition 2.1.1.

L’intuition derriére les morphismes élémentaires est empruntée & celle des
extensions élémentaires de la logique du premier ordre. Le modéle M, est
I’extension de M obtenue en ajoutant comme symbole de constante les éléments
de I’ensemble de base M. Le morphisme pu : M — M’ est élémentaire si M’
réalise au travers de p toutes les formules « paramétrées par les éléments de
M » vraies dans M. La proposition suivante donne les propriétés importantes
des morphismes élémentaires.

Proposition 2.1.1 ( [66])

1. sip: M — M' est un morphisme élémentaire, alors Th(M) C Th(M').
Si, de plus, T posséde la négation, alors M =5 M’ ;

2. les morphismes élémentaires sont préservés par réduction le long des mor-
phismes de signatures ;

3. pour toute signature ¥ € |Sig|, les morphismes élémentaires forment une
sous-catégorie de Mod () ;

4. si T posséde la négation, alors la condition de la définition 2.1.3 devient
équivalente & Mag = Mod (s (p))(Myy).

2.2 Notre approche

Nous avons vu dans la section précédente une premiére généralisation de la
méthode des diagrammes et, en particulier de la notion d’extension élémentaire.
Cependant, cette derniére généralisation ne s’applique qu’a une classe relati-
vement restreinte de logiques puisqu’elle présuppose l'existence de diagrammes
élémentaires. Or il existe des logiques, telle que les logiques modales, pour les-
quelles il n’est pas possible de définir la notion de diagrammes. Ceci découle du
fait que les états, qui stratifient la relation de satisfaction, sont implicites. Il n’ont
donc pas d’équivalents syntaxiques que I’on pourrait ajouter aux signatures. Le
cadre des institutions stratifiées, via les notions d’état et de stratification de
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la relation de satisfaction, va nous permettre de définir une notion d’extension
élémentaire indépendante de la notion de diagramme et aussi de généraliser de
facon plus « fine » la méthode des diagrammes en donnant une généralisation
4 la notion de diagramme complet, notion plus fondamentale pour la générali-
sation de la consistance de Robinson.

2.2.1 Extensions élémentaires

Les extensions élémentaires dans les institutions stratifiées se définissent sim-
plement de la facon suivante.

Définition 2.2.1 (extension élémentaire) Soit ST = (Sig, Sen, Mod , []|) une
institution stratifiée. Soient ¥ € |Sig| une signature et g : M — M’ un mor-
phisme de X-modéles. Le ¥-modéle M’ est une extension élémentaire de M par
rapport & p si pour toute X-formule ¢ € Sen(X) et tout n € [M]x, on a:

M s, ¢ = M Eslulsm ¢

On notera M <, M' le fait que M’ soit une extension élémentaire de M par
rapport 4 p. Dans ce cas, on dira que pu est un X-morphisme élémentaire.

Dans le cadre de la logique du premier ordre, tout X-morphisme p : M — M’
n’est pas nécessairement un morphisme élémentaire, méme si ¢’est un monomor-
phisme. On a en effet le contre-exemple suivant en logique du premier ordre avec
égalité.

Exemple 2.2.1 Pour la signature des groupes, < 7Z,0,+ > est un sous-groupe
de < @Q,0,+ >. Cependant, la formule VzIy,y +y = x est vraie dans Q mais

fausse dans Z. Le monomorphisme de groupe p : ZL — Q n’est donc pas élémen-
taire.

En fait, un X-morphisme pg : M — M’ définit une application
[]ls : [M]s — [M']s qui ne préserve pas nécessairement la sémantique
des constructeurs abstraits de formules (formules atomiques, connecteurs lo-
giques, quantificateurs et modalités). C’est pour cette raison que le morphisme
1 n’est pas nécessairement élémentaire. Dans le chapitre 3, nous étendrons les
institutions stratifiées de fagon & prendre en compte cette notion de construc-
teur abstrait de formule et nous montrons (¢f. proposition 3.2.1) I’équivalence
des notions de morphisme élémentaire et de préservation de la sémantique des
constructeurs de formules.

L’intérét de cette généralisation de la notion d’extension élémentaire est
d’étre indépendante de la notion de diagramme. Bien entendu, cette définition
généralise la notion d’extension élémentaire définie dans le cadre de la logique
du premier ordre et, en ne supposant pas ’existence de diagrammes, capture
I’essence méme de la notion d’extension élémentaire. Ceci constitue la différence
esentielle de notre définition par rapport & celle de D. G#ind et A. Popescu
présentée dans la section précédente?.

Proposition 2.2.1 Si ST est une institution stratifiée possédant la négation
alors, pour tout X-morphisme élémentaire p: M — M', on a M =5 M'.

2. Une autre différence est que D. Giin3d et A. Popescu considérent une inclusion dans la
préservation des propriétés. Ceci correspond dans notre définition a ne considérer que ’impli-
cation M =5y ¢ = M’ =5 [4](n) ¥ au lieu de I’équivalence.
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Preuve Soit ¢ € Senp(X) une Y-formule sémantiquement fermée telle que
M s ¢ (une telle formule si Sen(¥) # @ existe puisque Z est fermée
par négation). Par définition, ceci signifie que pour tout état n € [M]x,
on a M =y, ¢. Puisque p est une extension élémentaire, ceci est équi-
valent & M' =5 4]5(n) @- Puisque ¢ est sémantiquement fermée on en déduit

{n' € Mg/ M Esy ¢} =[Mls, i.e. M' =5 . O

Proposition 2.2.2 Soit ST = (Sig, Sen, Mod ,[[]) une institution stratifiée. Pour
toute signature ¥ € |Sig|, les X-morphismes élémentaires forment une sous-
catégorie Elem(X) de Mod (X).

Preuve

Identité: les morphismes identité sont évidemment des morphismes élémen-
taires ;

Composition: Soient g : M — M’ et p/ : M' - M" deux T-morphismes
élémentaires. Il est clair d’apres les définitions que p' o est un morphisme
de X-modeles et que de plus M <o, M".

O

Proposition 2.2.3 Soit ST = (Sig, Sen, Mod ,[]) une institution stratifiée telle
que pour tout morphisme de signatures o € Sig(X,%') et tout X'-modéle M' €
|Mod (X')| il exziste une transformation naturelle [Jo : [ = [Ix o Mod(0)
satisfaisant les deux conditions suivantes :
1. pour tout ¥'-modele M' € |Mod(X")|, [M'], est une application surjec-
tive ;
2. pour toute X-formule ¢ € Sen(X) et tout n' € [M']s :

M Esr g Sen(o)(p) <= Mod (0)(M') Ex pml. () @

Alors, pour tout morphisme de signatures o : ¥ — X!, on peut restreindre le
foncteur Mod (o) : Mod(X') — Mod(X) 4 la sous-catégorie Elem(X') des X'-
morphismes élémentaires, i.e. Mod (o) : Elem(X') — Elem(X). On dit alors que
Mod préserve les morphismes élémentaires.

Preuve Soit M <, M’ un ¥'-morphisme élémentaire, i.e. u € |Elem(¥')|.
Soient 5 € [Mod (o)(M)]x et ¢ € Sen(X). Puisque [M], est surjective, il existe
un état ' € [M]sr tel que [M],(n') =n. On a donc:

Mod (0)(M) Exp o = M sy Sen(o)(p)
= M Es Luly () Sen(o)(9)
= Mod (0) (M) Ex,im'], ([ul s (1) ¢
= Mod (0)(M") s, (3606 () ()]s (n) @

On en déduit alors que Mod (0)(M) <api(o) () Mod (a)(M'). O
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2.2.2 Diagrammes complets

Il est trés difficile de montrer qu’un modéle est une extension élémentaire
d’un autre au travers d’un morphisme. En théorie standard des modéles, la
méthode des diagrammes permet de répondre & ce probléme.

Définition 2.2.2 (diagramme complet) Soit ST = (Sig, Sen, Mod ,[], =)
une institution stratifiée. Soient ¥ € |Sig| une signature et M € |Mod(X)]|
un Y-modéle. Un diagramme complet de M est la donnée d’un triplet
(ts(M), o, is, M) tel que:

—12(M) : X = T est un morphisme de signatures ;

—a: Sen(X) x [M]s = Sen(Eam) est une application ;

—is.m 2 Mod (D(M)) = M/Mod(%) avec D(M) = {a(p,n) | Mz ¢}

est un foncteur tel que le diagramme suivant soit commutatif.
Ix,M

Mod (D(M)) M| Mod (%)

Mod (1x(M)) forgetful

Mod (%)
De plus, ce triplet satisfait les deuzx conditions suivantes :

1. Idpm € is m(Mod (D(M)))
2. YM' € Mod (D(M)),¥(p,n) € Sen(T) x [M]x

M s alp,n) <= Mod (1x(M)) (M) E5 [in, s (M) s(n) ¢

On note D(M) le diagramme complet de M.
On dit que ST posséde des diagrammes complets si pour toute signature ¥ € |Sig|
et pour tout X-modéle M € |Mod (X)|, il existe un diagramme complet de M.

Exemple 2.2.2 (logique du 1°"ordre) Par souci de simplicité, nous allons
ici restreindre la présentation au cas mono-sorte.

Soient ¥ = (F,R) une signature du premier ordre, X un ensemble de variables
tel que YN (FUR) =@ et soit M une structure du premier ordre. Soit X la
signature définie de la fagon suivante :

Ym = (FU{d /me M},R)
et soit a : Sen(X) X [M]s = Sen(EX 1) Vapplication qui associe d toute X-formule

o(z1,...,2,)2 la T r-formule ©(Cu(z1)s- > Cu(zn)) POUT une interprétation v €
[M]. Alors, D(M) est l'ensemble défini de la fagon suivante :

DM) = {o(Cu(zr)s - Cu(an)) /M Esp 0(@1,-- -, 20)}

Soit M' € Mod ((Epm, D(M))). Pour tout m € M, soit u(m) linterprétation de
m dans M'. 1l est alors clair que u est une application de M dans M'. Pour

3. La notation ¢(z1,...,2Z,) signifie que les variables libres de ¢ sont contenues dans ’en-
semble {z1,...,zn}.
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toute X-formule o(x1,...,2,) et 1 : X = M, 9(¢,(1),---»Cu(z)) € D(M). On
a donc:

M '=L (p(.Z'l, o ’xn) > Mod (15 (M))(MI) 'z[[u]]z(b) o(T1,.- -, 2n)

De ce fait, la premiére implication est vérifiée par définition de D(M) et la
seconde car M' € Mod (X p1, D(M)), ¢,(z;) est interprété par p(v(z;)) et D(M)
est une théorie compléte. En effet, p est un morphisme élémentaire. On pose
alors i, m(M') = p.

Exemple 2.2.3 (logique du 2°ordre) A vérifier! Par souci de simplicité,
nous restreingons ici la présentation au cas mono-sorte.

Soient ¥ = (F, R) une signature du premier ordre, X un ensemble de variables
(d’individu) tel que X N (FUR) = &, X un ensemble de variables (de relations)
tel que XN(FURUX) =@ et M une structure du premier ordre. Soit ¥ pq la
signature définie de la fagon suivante :

Sm = (FU{cy/me M} RU{ra/M € p(M)})

et soit o : Sen(X) x [M]g — Sen(Zm) Uapplication qui as-
socie G toute formule QO(T1,...,Tp,X1,---5qm)st)t  la X pq-formule
O(Cu@r)s -1 Cuan)s Tu(a)r -+ s Tu(xm)) - Alors, D(M) est Uensemble défini de
la fagon suivante :

D(M) = {SO(CL(JA); s C(an)y Ta(u)s e - arL(xm))/M lZL Q0(331, sy Ty ALy e e ey 7(7n)}

Soit M' € Mod ((Xp,D(M))). Pour tout m € M et pour tout M € p(M),
soient pu(m) Uinterprétation de m dans M' et u(M) linterprétation de M dans
M'. 1l est alors clair que p est une application de M dans M'. Pour toute X.-
formule p(x1,...,25) et 1: X = M, ©(¢,(g1);- -1 Ci(zn)) € D(M). On a donc:

M':LSO(iEl;---;mm?Cl:---;?(m)
<~

MOL{(LE(M))(MI) Izﬂu]]z(b) (P(-'L'l; EEREE S PR FE 7(m)

De ce fait, la premiére implication est vérifiée par définition de D(M) et la
seconde car M' € Mod (X1, D(M)), ¢,(s;) est interprété par p(u(z;)), 7.) est
interprété par p(u(x;)) et D(M) est une théorie compléte. En effet, p est un
morphisme élémentaire. On pose alors is pm(M') = p.

Cette définition de la notion de diagramme complet est proche de celle don-
née dans [40] par R. Diaconescu et présentée a la section 2.1.1. La principale
différence est que lorsque ’on suppose la négation, la réduction de modéles le
long du morphisme de signatures 1y, (M) de tout X-modéle M’ € Mod (D(M))
est une extension élémentaire de M et donc M =y Mod (1y,(M))(M'). Ceci
vient du fait que les diagrammes considérés sont complets.

Théoréme 2.2.1 Si ST = (Sig, Sen, Mod, [], E) est une institution stratifiée
possédant la négation alors, pour toute signature ¥ € |Sig| et tout X-modéle
M € |Mod(X)| , i, m peut étre co-restreint & M| Elem(X).

4. La notation ¢(Z1,...,Zn,a1,- .-, xm) signifie que les variables libres de ¢ sont contenues
dans ’ensemble {z1,...,zn} U{x1,..-,4m}-
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Preuve 11 suffit de montrer que pour tout modéle M’ € Mod ((X a1, D(M))), le
morphisme ix, a¢(M') est un morphisme élémentaire, i.e. pour toute X-formule
¢ € Sen(X) et tout n € [M]x, on a:

M sy ¢ <= Mod (1(M))(M') 5 [ig e (M)]s () P

(=) Supposons M |=x ,, . Ceci signifie que a(p,n) € D(M) et donc M’ =5,
a(p,n). Par le second point de la définition 2.2.2, on en conclut alors :

Mod (15 (M) (M) Es [ a(M)]n(n) @

(<) (Par ’absurde)
Supposons M' 5, a(p,n) et MI£y, , ¢. Ceci signifie que a(p, n)¢gD(M).
Puisque ST posséde la négation, D(M) est une théorie compléte et donc
—a(p,n) € D(M). On en déduit alors M' =5, —a(p,n) ce qui contredit

les hypothéses.
O

De par la définition 2.2.2, la notion de diagramme complet n’a de sens que
dans la mesure ou il est possible de donner un équivalent syntaxique aux objets
utilisés pour stratifier la satisfaction des formules. De ce fait, la méthode des dia-
grammes ne peut, comme nous ’avons déja signalé dans la section précédente,
étre utilisée pour les logiques modales. En effet, étant données une signature
modale ¥ et un ¥-modéle (&, %R, v), il n’existe pas de moyen d’étendre la signa-
ture ¥ en une signature ¥, par des objets syntaxiques tels que des constantes
de fagon & ce que pour toute Y-formule ¢ € Sen(X) et tout état n € € il existe
une X p-formule ¢ telle que: M [=x, ¢ <= iz m(Idam) FEx,, - Cela est
du au fait que les états ne peuvent pas étre représentés par des éléments de
la signature, i.e. des symboles dont les interprétations seraient les états d’un
modéle. La raison pour cela est que les états son implicites en logique modale.

2.3 Application

Nous donnons ici une application bien connue en logique du premier ordre
classique de la méthode des diagrammes: les théorémes de Lowenheim-Skolem.
Nous généralisons également un autre résultat important de la théorie standard
des modéles, conséquence directe du théoréme de Lowenheim-Skolem : le test de
Los-Vaught.

2.3.1 Les deux théorémes de Lowenheim et Skolem

Pour établir les deux théorémes de Léwenheim-Skolem, nous avons aupara-
vant besoin de définir la notion de cardinal d’une signature et d’'un modéle. La
convention que nous adoptons est la suivante: le cardinal d’une signature ¥ est
le cardinal de l'ensemble Sen(X) des X-formules et le cardinal d’un X-modéle
M € |Mod (X)] est le cardinal de I'ensemble [M]s.

Théoréme descendant

Pour établir une preuve institution-indépendante du théoréme de
Lowenheim-Skolem descendant, nous avons besoin des notions suivantes :
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Définition 2.3.1 (extension libre) Soit ST = (Sig, Sen, Mod ,[]) une institu-
tion stratifiée. On dit que SI posséde des extensions libres si pour toute signa-
ture ¥ € |Sig|, tout -modéle M € |Mod(X)| et tout A C [M]s, i eziste un
Y-modéle J(A) € |Mod (X)| et une application fa: A — [J(A)]s telle que pour
tout M' € |Mod (X)| et tout g : A = [M']s il y a un unique py : J(A) - M’
tel que le diagramme suivant commute.

fa
A—[JA)]=

g [[Hy]]E

[M]s

Proposition 2.3.1 Soit ST = (Sig, Sen, Mod,[],|E) une institution stratifiée
possédant des extensions libres. Soient X € |Sig| une signature et M € | Mod (Z)|
un X-modeéle. Soit C la catégorie associée a l’ensemble partiellement ordonné
(p([M]x), ). Soit J : C = Mod (X) le foncteur qui associe d tout A C [M]s
le X-modéle J(A) et a toute inclusion A C B le morphisme fifzoacp. Alors,
(M, ) est la colimite de J 0@ pry ) = pacim]s-

Preuve L’universalité du cone (M, i) de sommet le ¥-modeéle M et de base le
foncteur J découle directement de la commutativié du diagramme d’extension
libre ci-dessus. o

Dans la suite, toute institution stratitfiee ST = (Sig, Sen, Mod,[], =) que
nous considérerons sera supposée vérifier les propriétés suivantes :

— 87 posséde des extensions libres;

— pour toute signature ¥ € [Sig|, tout X-modéle M € |Mod(X)| et tout
ensemble A C [M]x,

1. [psa)ls est injective,
2. si card (A) > card (X) alors card (J(A)) = card (A),

3. pour toute E-formule ¢ € Sen(X) et tout n € [usa)]s(A4) il existe
un ensemble fini A,y C [M]s tel que:

(a) M s, ¢ <= J(B) IZE,HHJ(B)]])El(n) ®
(b) J(A) <sacm) J(B)

ot B=A U A(%ﬂ)

Pour les logiques possédant des extensions libres, J(A), pour A C [M]s,
dénote le plus petit X-modéle engendré par A. En logique du premier ordre,
étant donnée une Y-structure M et un ensemble A C M?*, J(A) est la
Y-structure engendrée par l’ensemble B = U U v(z), i.e. le plus petit

VEATEX
sous-ensemble M’ de M contenant B et fermé par les fonctions. J(A) est une

sous-structure de M. De plus, elle a la méme cardinalité que B et donc que A
(toute valeur dans M est le résultat de interprétation d’un terme avec variable
dans B et l’ensemble de ces termes est ’ensemble de séquences finies de F' x B
qui est donc de cardinalité plus faible que B).

En logique propositionnelle modale, étant donné un modéle de Kripke (€&, R, v),
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le foncteur J asocie & tout sous-ensemble &' C € le modele de Kripke
(6’,%|@1,U|€I).

Le second point ci-dessus généralise le test de Tarski-Vaught. En logique
du premier ordre, pour toute formule ¢ et toute interprétation des variables
v:X — M telle que M =, ¢, on définit ’ensemble A, ) sur la structure de
(p comme suit :

= Alp(tr,.ta) ) = 0

— Ay =A@

— Awver) = A U de)

— A@z.pp) = Ay pour un v 1 X — M’ quelconque vérifiant y # x € X
V' (y) = v(y) et tel que M’ =, .

En logique propositionnelle modale, pour toute formule ¢ et tout état n € ¢
tel que €' |=; ¢, on définit inductivement ’ensemble A, ,) sur la structure de
o de la fagon suivante:

~Apm =10

~ Awn =A@

~ Awvem =A@ Y Aen)

~ Alay,n) = A,y 01 @ € {0,0} pour un 7’ € €' quelconque tel que nR'n’'
et M’ '277’ ¥

Dans les deux cas, en supposant A C [M]x tel que n € A, par induction
mathématique sur la structure des formules, on montre les conditions 3.a et 3.0
ci-dessus.

Théoréme 2.3.1 (théoréme de Léwenheim-Skolem descendant) Soient
Y € |Sig| une signature et M' € |Mod (X)| un X-modéle. Soit k un cardinal tel
que card () < k < card(M'). Alors, il existe un morphisme p: M — M' tel
que card (M) = k.

Preuve Soit X C [M']x tel que card (X) = k. Soit A4g C Ay C ... C A, C
... € p([M']s) la séquence de sous-ensembles de [M']s définie par induction
sur w de la facon suivante:

- A =X;

— A;y1 est défini & partir de A; de la fagon suivante:

Aipr =AU U Al luscanls(m)

(e, 1) € sen(T) X [J(A)]s,
J(A)Es e
A

M |=‘Z,|[uJ(Ai)]]z:(Tl) ¥®

Soit B = U A;. Par définition, il existe card (¥) formules ¢ et card (4;)
i<w

états dans [J(A;)]s pour obtenir A4;,;, ce qui montre que card (4;11) =

card (A;) = card (X) = k. On a donc card (J(B)) = k.

Montrons maintenant que pj(p) est un morphisme élémentaire. Soit

M Es e lem ¢- Ceci signifie qu’il existe i € IN tel que o' =
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[rsByIs(n) € A De ce fait, soit on a J(A;) IZE,[[MJ(A”]IEI(W’) @ soit,
par construction de A;11 et par le point 3.a, on a:

J(Ait1) Fx lsaicai)Istr) ¢

et donc, par le point 3.b, on a J(B) =5, ¢. L'implication inverse découle
directement du point 3.b.
O

Théoréme ascendant

De méme que précédemment, pour établir la preuve du théoréme ascendant
de Lowenheim-Skolem, nous avons besoin de conditions supplémentaires. Dans
la suite, toute institution ST = (Sig, Sen, Mod , []) que nous considérerons sera
supposée vérifier les propriétés suivantes :

1. Sig posséde des pushouts;

2. 87 est compacte, posséde des diagrammes complets et la propriété d’amal-
gation faible pour les pushouts de morphismes de signatures ;

3. pour toute signature ¥ € |Sig| et tout cardinal & il existe un morphisme de
signatures o : ¥ — X, et une X-theorie consistante S, dont le cardinal
est k et telle que pour tout sous-ensemble S de Sy, on a:

- VM € Mod (S), card(M') > card (S),
- YM € Mod (%),

card (M) > card (S) & (IM' € Mod (S), Mod (a)(M') = M)

Exemple 2.3.1 Dans le cadre de la logique du premier ordre avec égalité, étant
donnée une signature ¥ = (F,R) et un cardinal k, X\, est la signature (Fy, R)
ot Fr =FU{ci/i € k} et Sy = {—ci =¢;j/i,j € k Ni # j}.

Théoréme 2.3.2 (théoréme de Léwenheim-Skolem ascendant) Soient
Y € |Sig| une signature et M € |Mod(X)| un E-modéle tel que card (M) > Vg
et soit k un cardinal tel que k > card (X) et k > card (M). Alors, il existe un
Y-modéle M' € |Mod ()| et un L-morphisme p: M — M’ tel que:

- M= M

- card( M) = k.

Preuve Par hypothése, il existe un morphisme de signatures o : ¥ — ¥, et
un ensemble S, C Sen(X,) tel que tout X -modéles M’ € Mod (Sy) posséde un
cardinal plus grand ou égal & &, i.e. card(M') > k. Puisque Sig posséde des
pushouts, le pushout de signatures suivant existe donc.

5, =M

| [~

Y, —— X
p2

Soit alors T" ’ensemble de ¥'-formules suivant :

T' = Sen(p1)(D(M)) U Sen(p2(Sk))
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L’ensemble 7" est consistant. En effet, puisque ST est compacte, tout sous-
ensemble fini T' de T" posséde un sous-ensemble fini S de S,. Par définition,
il existe n € IN, un morphisme de signatures o, : ¥ — X, et un ensemble
S C Sen(X,) satisfaisant la condition 3. Puisque card (M) > Vg il existe alors
M' € Mod (S) tel que Mod (0,,)(M') = M. Puisque ST posséde des diagrammes
élémentaires, ig}M(I da) C Mod (D(M)). Par la propriété d’amalgation faible,
T posséde un Y/'-modéle. Par la propriété de compacité, il en est de méme
pour T". En effet, il existe un X'-modéle N' € Mod (T") tel que Mod (p1)(N) €
Mod (D(M)) et Mod (p2)(N) € Si. On a alors card (Mod (p2)(N)) > & et donc
card (Mod (p3 o 0)(N)) > K également.

Cependant, N peut avoir une taille strictement supérieure 3 k. Dans ce cas, on
obtient notre Y-modéle final en utilisant le théoréme descendant. a

Des deux théorémes de Lowenheim-Skolem on a directement le corollaire
suivant.

Corollaire 2.3.1 Soient ST = (Sig, Sen, Mod ,[], |=) une institution stratifiée
et ¥ € |Sig| une signature. Soient T une X-theorie et k un cardinal tel que
k > card (). Si T posséde un X-modéle M € |Mod (X)| tel que card (M) > N
alors T posséde un X-modéle de cardinalité k.

2.3.2 Le test de Los-Vaught

Le test de Los-Vaught est un théoréme trés important de la théorie stan-
dard des modéles. De fagon & pouvoir établir ce résultat, nous avons besoin
d’introduire les notions suivantes:

Définition 2.3.2 (a-catégorique) Soient ST = (Sig, Sen, Mod, []) une insti-
tution stratifiée et ¥ € [Sig| une signature. Soit T une X-theorie. T est dite
a-catégorique si T posséde exactement (o isomorphisme prés) un X-modéle de
cardinalité o.

Le théoréme suivant est alors une conséquence directe du théoréme de
Lowenheim-Skolem ascendant.

Théoréme 2.3.3 (Los-Vaught Test) Soit ST = (Sig, Sen, Mod, []) une insti-
tution stratifiée possédant la négation et vérifiant le théoréme de Léwenheim-
Skolem ascendant. Soit T une Y.-théorie dont tous les modéles M sont tels que
card (M) > Rg. Supposons de plus que T est a-catégorique pour un certain car-
dinal o > card (X). Alors, T est compléte.

Preuve Supposons le contraire. Ceci signifie qu’il existe une Y-formule ¢ €
Sen(X) telle que T U {p} et TU{—p} sont toutes deux des théories consistantes.
par le théoréme de Lowenheim-Skolem ascendant, il exite deux :-modéles My
et My de cardinalité a qui sont respectivement modeéle de T U {¢} et T U{—¢}.
Les modéles M; et My ne sont alors pas isomorphes ce qui contredit ’hypothése
que T est a-catégorique. O
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Chapitre 3

Institutions stratifiées avec
constructeurs de formules

Dans [66], les auteurs donnent une preuve institution-indépendante du théo-
réme des chaines élémentaire de Tarski dans des institutions particuliéres ap-
pellées institutions accessibles. Ces derniéres sont simplement des institutions
du premier ordre dans le sens ou les formules sont obtenues par fermeture de
I’ensemble formé des abstractions de formules atomiques par les connecteurs
logiques (négation et disjonction) et les quantificateurs. Nous généralisons ici
ce résultat & tout constructeur de formules dans une spécialisation des institu-
tions stratifiées appelée k-institution stratifiées. Enfin, nous donnons aussi une
preuve institution-stratifiée-indépendante du lemme de consistance de Robin-
son. La preuve donnée ici est une généralisation de celle donnée par Robinson
dans le cadre de la théorie standard des modéles.

3.1 Définitions et exemples

Afin d’introduire les k-institutions stratifiées, nous avons besoin de définir
les notions suivantes.

Notation 3.1.1 Soit A € |Set| un ensemble. On notera 24 I’ensemble des ap-
plications de A dans {0,1}.

Définition 3.1.1 (signature de constructeurs) Une signature de construc-
teurs est la donnée d’une famille C = (C™)new d’ensembles indéxés par l'en-
semble des entiers naturels. Pour tout n € IN, un élément ¢ € C™ est appelé
constructeurs d’arité n et on notera indifféremment ¢ € C™ ou c™ € C.

Définition 3.1.2 (morphisme de constructeurs) Un morphisme de signa-
tures de constructeurs est la donnée d’une application ¢ : C; — Co préservant
larité, i.e. :
Vn € IN,Ve € CT, s(c) € CF

1l est clair que les signatures de constructeurs constituent les objets d’une
catégorie dont les morphismes sont les morphismes de constructeurs (cf. dé-
monstration en annexe C). Dans la suite, nous noterons LogSig la catégorie des
signatures de constructeurs.
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Définition 3.1.3 (algébre de constructeurs) Soit C = (C™) e une signa-
ture de constructeurs. Une C-algébre A est la donnée d’un ensemble de base A
et, pour tout c € C", d’une application c* : (24)" — 24.

Définition 3.1.4 (morphisme de C-algébre) Soit C = (C"),ecn une signa-
ture de constructeurs et soient A et B deuz C-algébres. Un morphisme de C-
algébres est la donnée d’une application p: A — B telle que:

Vn € IN,Ve € C*,V(by,...,b,) € (2B),Vn € A4,

Bby, .. b)) (M) = Abrjas---5bua) () (3.1)

ou, pour tout 1 < i < n, bja: A—{0,1} est la restriction de b; aux

7 bi(u(n))
éléments de A.

Il est alors clair que les C-algébres constituent les objets d’une catégorie
dont les morphismes sont les morphismes de C-algébres (c¢f. démonstration
en annexe C). Dans la suite, nous noterons  LogMod (C) la catégorie des C-algébres.

La définition précédente indique que pour tout objet C de la catégorie
LogSig, 1la sémantique des symboles de constructeurs de formules apparaissant
dans C est donnée par une catégorie de modeéles LogMod (C) € |Cat|. Ceci nous
permet de définir le foncteur contravariant LogMod : LogSig — Cat qui, & toute
signature de constructeurs C € |LogSig|, associe la catégorie des C-modéles
LogMod (C) et, & tout morphisme de constructeurs ¢ € LogSig(C,C'), le foncteur
d’oubli LogMod () : LogMod (C') — LogMod (C) tel que, pour toute C'-algébre
de constructeurs A’ € |LogMod (C")|, LogMod (c)(A') = A € |LogMod (C)| est la
C-algebre définie par A = LogMod (s)(A') et, pour tout symbole de constructeurs

ceC, M= LogMod (c(c)?).
On peut maintenant donner notre définition des k-institutions stratifiées.

Définition 3.1.5 (k-institution stratifiée) Une k-institution stratifiee kST
est la donnée d’une institution stratifiée ST = (Sig, Sen, Mod ,[.], =) munie d’un
foncteur k : Sig — LogSig et, pour toute signature ¥ € |Sig| et tout X-modéle
M € |Mod (X)|, d’une k(X)-algébre A. Dans la suite, cette k(X)-algébre associé
a M sera notée [M]x. De plus, kST vérifie Sen(X) = Ty(x), 0t Ty y = Sig — Set
est le foncteur qui o toute signature ¥ € |Sig| associe 'ensemble des termes clos
construits au-dessus de k(X).

D’aprés la définition précédente, pour toute signature ¥ € |Sig|, la relation
de satisfaction d’une ¥-formule ¢ € Sen(X) dans un ¥-modéle M € |Mod ()|,
est définie en fonction des valeurs de vérité affectées aux abstractions de
formules atomiques et de linterprétation des autres constructeurs contenus
dans ¢ dans la k(X)-algébre associée & M. Plus formellement on a:

ExC Mod (X) x Sen(X) est la relation définie de la fagon suivante:
Vo € Sen(X),YM € |Mod (X)|,

M s o & Vn e [M]s, ¥in) =1
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ol bé’f({, € 2[Ml= ggt, définie inductivement sur la structure des formules comme
suit :

— si g € K()°, alors b, = pIMI=,

— si o =c(p1,...,pn), alors b, = M= (b Lo

17" Apn)
Dans la suite, nous noterons indifférement b{;"‘w =louM ks, ¢
b

Exemple 3.1.1 (Logique propositionnelle) La k-institution stratifiée de la
logique propositionnelle est lo donnée du couple (ST prop, k) tel que ST prop est
Vinstitution stratifiée déﬁnie. dans Uezemple 1.2.1 et & : Sig,, . — LogSig est le
foncteur tel que pour toute signature ¥ € |51gpmp| k() = (C™) e, 0% (C™)new
est la szgnature de constructeurs définie par:

~ 00 = ¥;
- Ct={};
- C={v};

-Vn>2C"=0.
De plus, [.]x : Mod prop(X) — LogMod (Kprop(X)) est un foncteur tel que pour
tout S-modele v € |2%|, [v]3,,, = A, ot A = (A,~4,VA) est la k(Z)-algébre
définie par:

-A=v;

*VPEE,I)A— (p)7

- Wbe 2, ~Ab)(v) =1 (V)

Y € 2, VA B)() — max((), V().

Exemple 3.1.2 (Logique propositionnelle modale) La k-institution stra-
tifiée de la logique modale propositionnelle est la donnée du couple (ST 04, k) tel
que SLyoq est Uinstitution stratifiée définie dans 'exemple 1.2.2 et k. : Sig, . . —
LogSig est le foncteur tel que pour toute signature ¥ € |Sig . I, K(X) = (C")new,
ot (C™)new est la signature de constructeurs définie par :

~ 00 =
-t ={~,0};
- C*={v};

-Vn>2,C("=9g
De plus, [.]x : Mod 1moa(E) = LogMod (Kmoa(X)) est un foncteur tel que pour tout
Y-modéle M = (€,R,0) € |Mod 1p0a(Z)|, [M]%,q = A, 0t A= (A,-A, 04, vA)
est la k(X)-algébre définie par :

-A=M;

- VpeX,Vne & ptin) =n(pn);

—Whe2M Wpe € —Ab)n) =1—-b(n);

- Vb e 2M vn € ¢, OA(b)(n) = min{b(n') /nRn'} ;

— Vb, b € 2M Vi € &, vA(b,b')(n) = max(b(n), b (n)).

- —

Exemple 3.1.3 (Logique des prédicats du 1°"ordre) La K-institution
stratifiée de la logique des prédicats du 1°"ordre est la donnée du couple
(S8Zipo, k) tel que STy, est Uinstitution stratifie définie dans Uexemple 1.2.3
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et K : Sig,,, = LogSig est le foncteur tel que pour toute signature 3 € |Siglpo|,
K(Z) = (C")nen, 0t (C™)new est la signature de constructeurs définie par :
- CY% = atoms ' ;
- C'={"}UU,ealVal;
-2 = {V} ;
-Vn>2,C0"=2.
De plus, [.]x : Mod 1p0(X) = LogMod (Ki1p0(X)) est un foncteur tel que pour tout
Y-modéle M € |Mod 1p,(%)|, [[M]]ﬁm = A, o A = (A,-A,VA) est la k(X)-
algébre définie par :
— A= M?¥, ot M est ’'ensemble de base de la T-algébre M,
VPt stn) € COp(ty, .- t) (W) = pPM@A(), ..., Vi (t,)), od v
X — M est une interprétation des variables de la signature et v¥ :
Ts(X) — M son extension canonique aut L.-termes,
- Vv e MY Vbe?2, -Ab)(v) =1-bv),
~ Vv e M¥ Vb e 2¥, Yz (b)(v) = min{b(v)/Vy € X\ {x}, V' (y) = v(y)}
— Vb, b € 2%, vA(b, 1) (v) = max(b(v),V (v)).

Exemple 3.1.4 (Logique du second ordre) La k-institution stratifiée de la
logique du 2¢ordre est la donnée du couple (SZs0, k) tel que STy, est linstitution
stratifiée définie dans l'ezemple 1.2.5 et K : Sig, . — LogSig est le foncteur tel que
pour toute signature ¥ € |Sig,. |, k(X) = (C")new, 0t (C")new est la signature
de constructeurs définie par :
- C° = Aatom¥, ou Atom% est construit de la méme facon que Atoms
(cf. exemple précédent) en considérant les variables de relations comme des
symboles de relations, i.e. Atomy = {r(t1,...,tn)/r € RUX,t1,...,ty €

Ts(X)},
- C' = {~} U U, er{Vo} UU, e {Val},
-2 = {Vv},

-Vn>2C"=g,
De plus, [.]s : Mod155(X) = LogMod (kis0(X)) est un foncteur tel que pour tout
S-modéle M € |Mod55()|, [M]%, = A, ot A = (4,4, VA) est la k(T)-
algebre définie par :
— A= M*YY o4 M est l’ensemble sous-jacent de la L-algébre M,
= Vp(tr,- o stn) € CO plt, - tn) (v) = pM(VE(t1),..., VA (tn) sip € R
et p(t1,....tn) (V) = v(P)Wi(t),..., v (tn)), 0t v : X UX — M est
une interprétation des variables de la signature et v* : Ts(X) — M son
extension canonique aux X-termes,
— Vx(ty,...,tn) € CO, x(tl,...,tn)A(V) = v ()Mt (t),..., v (),
00 v* = (V})new+ est une famille d’interprétation des variables de
prédicats indexée par les naturels et telle que pour tout n € IN*,
vpt X") = p(M")
x> vp(x) C M™

1. On rappelle que:

— Atomy; = {p(t1,...,tn)/P" € RAV1 < i< m, t; € Ts(X)} est ’ensemble des E-formules
atomiques;

- Ts(X) = XU {f(tr,...,tn)/f" € FAV1I <i < m,t; € Tx(X)} est ensemble des
Y-termes.
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- WYve M¥ Vbe 2, -AD)(v) =1 - b(v),
- Vv e M¥ Vb e 2", Yz (b)(v) = min{b(v)/Vy € X \ {x}, V'(3) = v(y)}
~ Vb, b €2, VA(b,b')(v) = max(b(v), b (v)).

On étend désormais la notion de morphisme d’institutions aux k-institutions
stratifiées.

Définition 3.1.6 (morphisme) Soient deuz k-institutions stratifiées kST =
(Sig, kMod ,[]) et kST = (Sig', k', Mod',[]'). Un morphisme de k-institutions
stratifiées p : ST' — ST est la donnée d’un quadruplet (®,a, B,T) tel que:
- ®: Sig' — Sig est un foncteur ;
—a : ko® = k' est une transformation naturelle, i.e. une famille de
foncteurs indexée par |Sig'| telle que pour tout morphisme de signatures
a' € sig'(%1,3%) le diagramme de la figure 8.1 commute.

04212
D2 K(®(Zy) — = = k()
o’ K(®(c’)) k'(0”)
o KOED) T ap T K

Fic. 3.1 — Translation de formules

~ B : Mod' = Mod o P est une transformation naturelle, i.e. une famille
de foncteurs indézée par |Sig'| telle que pour tout morphisme de signatures
o' € Sig'(X1,%4) le diagramme de la figure 3.2 commute.

By,
= Mod' () Mod (B(S1))
o Mod’ (") Mod (B(0"))
= Mod’ () B Mod (B(Z]))

F1c. 3.2 — Translation de modéles

~T'= Ty )sreisiy| est une famille de transformations naturelles indexée par
|Sig'|, i.e. pour toute signature X' € |Sig'|, Tsr : [Ix, = [Jor) o Bxr est
une transformation naturelle et le diagramme de la figure 3.8 commute.

On impose de plus la condition suivante :
VX' € [Sig'|, Vo € Sen(®(X')),YM' € |Mod'(2)], foralln' € [M']x,

M ES 0k (9) € Be (M) Ea) Ly o) @

ol aﬁz, est lextension du foncteur axy a Uensemble Ty sy des termes construits

sur la signature de constructeurs k'(X'), i.e. les X' -formules.
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F):',.M’2
My M55 [Bsr (M5)]a(sr)
u (] [Bsr (w)]
M Mi]s

r B M)]a=n
=My

F1G. 3.3 — Translation de modéles

Proposition 3.1.1 Les morphismes de k-institutions stratifiées présentent les
morphismes d’institutions de la méme facon que les k-institutions stratifiées
présentent les institutions, i.e. si p : KSI' — kST est un morphisme de k-
institutions stratifiées et si kST et kST’ présentent respectivement les institu-
tions T et ', alors il existe un morphisme d’institution p' : 7' — T.

3.2 Théoréme des chaines élémentaires

Etant donné un morphisme z : M — M’ de £-modéles, le morphisme [u]y :
[M]s = [M']s n’est pas nécessairement un morphisme de x(X)-algébres, sauf
dans le cas ol le morphisme p est élémentaire. Dans ce cas, on a le résultat
suivant.

Proposition 3.2.1 Soit kST = (Sig, Mod,[], =, k) une k-institution stratifiée.
Pour toute signature ¥ € |Sig|, le morphisme [u]s : [M]z — [M']s est un
k(X)-morphisme si et seulement si p: M — M’ est un morphisme de Elem(X),
1.e.:

Vo € Sen(%),Vn € [M]s,

MEsy, ¢ = M Espusm ¢

Preuve Pour toute signature ¥ € |Sig|, tout X-modéle M € |Mod(X)| et toute
Y-formule ¢ € Sen(X), soit bg’f(p € 2lMl= Papplication définie de la facon sui-
vante :
MEsy o= Eimn) =1
La preuve se fait alors par induction sur la structure des formules.
cas de base: Soit ¢ € Cy. Par la définition 3.1.3, on a:

Vn € [Ms, M=) = JMI2 ([l (n) <= ¥) = B ([uls ()

cas général: Soit ¢ une X-formule de la forme c(ip1, ..., p,). Par hypothése
d’induction, pour tout 1 < i <mn on a:

Vo € [Mls, b8, () = &, ([ul= ()

Alors, par la définition 3.1.3, on a:

Vn (S [[M]]E,
M=t b () = M= BRI b/E",‘;nlﬂMh)([[u]]g(n))

8, (n) = 8 ([ul=(n))
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O

Par la proposition 3.2.1, le morphisme []Jx défini alors un foncteur de Eflem(¥)
dans LogMod (k(X)).

Définition 3.2.1 (chaine) Une chaine de C-algébres est une séquence crois-
sante de C-algébres dans LogMod (C)

© ©
Ao-ﬁb,41le+.“-4$.45-fi;.“,ﬂ<(0

dont la longueur est un ordinal .

Définition 3.2.2 (union de chaine) Soit ¢ = Ay -5 A 2 ... 25
Ag 2% ..,B < « une chaine de C-algébres. L’union de la chaine ¢ (mo-
dulo p,...,pg,-..) est la C-algébre A = U Ag/=, dont l’ensemble de base
B<Lla
est l’ensemble A = U Ag/=, ot =, est la relation d’équivalence définie sur
B<a
U Ap de la facon suivante :

B<a
V€ Ag, V' € A,

N Za ' <30, 7,8 < 6,15 (g1 () --) = sl (yia () ...

On remarquera que la relation =, est clairement une relation d’équivalence.
Soit [n]=, € A. Par définition ,il existe 8 < « tel que n € Ag. On pose alors
pour tout ¢" € C:

Ay, ba) (=) = A brie, b, ) 0)

ot by, : o bi([n]=.)-
La décision ne dépend pas du choix de 5 (et donc de 'indice 8). En effet, si n’
est tel que n =, n' et ' € A, pour un certain v < , alors il existe 8,7 < &

tel que ps(- .. (ug+1(m))---) = ps(--- (By+1(n)) -..). Chacun des pq,...,us, ...
étant des C-morphismes, dans les deux cas, on a:

M (b1 s bni ) 0) = €D (i s bap, ) ()

Lemme 3.2.1 Soit J : a = LogMod (C) un foncteur o o est un ordinal. Alors,

U Ag/=. estla colimite pour J dans LogMod (C).
B<Lla

Preuve Soit U Ag la C-algébre dont I’ensemble de base est U Ag et
BLa B<Lla
U 45
telle que pour tout constructeur ¢ € C et tout (by,...,b,) € (28<* )7
U 4s
A< (by,...,by) = U cAﬁ(b1|Aﬁ,...,bn|Aﬁ). Par construction, U Ag

B<a B<La
est le plus petit C-modéle contenant chaque Ag comme C-sous-modéle dans
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LogMod (C), i.e. il existe un C-morphisme inclusif dans LogMod (C), de Ag dans
U Ag. Par construction de U Ag/=., application q : U Az — U Ag/=.
BLa BLa a<p BLa

qui associe & tout n € U Ag sa classe d’équivalence [n]=, € U Ag/=, est

a<lfp B<La
un C-morphisme dans LogMod (C). Soit alors gg = q 4y Montrer que gg est un

C-morphisme dans LogMod (C) est alors évident. Enfin, par la propriété d’uni-

versalité associée aux morphismes quotients, U Ag/=,, est la colimite ordinale
B<a

pour J dans LogMod (C). O

Pour obtenir le théoréme des chaines élémentaires, nous avons besoin de la
condition supplémentaire suivante.

Définition 3.2.3 (propriété d’union de chaine) Soit ST = (Sig, Mod,[], =
,K) une Kk-institution stratifiée qui posséde des colimites ordinales de modéles.
ST posseéde la propriété d’union de chaine si pour toute signature ¥ € |Sig| et
tout foncteur J : @ — Mod(X), o4 « est un ordinal, [|x. préserve les colimites
ordinales pour J dans LogMod (k(X)) et Mod (X).

la colimite (M, p) de J dans Mod (X) vérifie que [M]s et U [JB)]=/=.

B<La
sont isomorphes .

La plupart des logiques vérifie la propriété de l'union des chaines. Par
exemple :

— en logique propositionnelle c’est évident car les morphismes sont des iden-
tités;
— en logique propositionnelle modale, étant donnée une séquence croissante

(eo,mo,bo) £ (@1,9{1,111) £ ﬂ) (@B,mg,t)ﬁ) HB—+)1 ., B<a

la colimite ordinale dans Mod (%) est la structure de Kripke (€&, R, v) définie
comme suit :

-e= ] ¢/=,;

BLla
-R= U Rp/z> 00 Nz R[]z, & (3B <a,Im € [n]=.N€s, I €

B<a
[7']=. N €a), mRsmn2) ;
- 0:€x % — {0,1} associe ([n]=.,p) & vz(n,p) pour tout n € €z, ou

B <a.
Puisque pour tout § < o ug L-morphisme, i.e. il préserve a la fois les re-
lations d’accessiblité et les valeurs de vérité, I’application correspondante
gs : Sg — S qui, & tout s, associe [s]=,, est un -morphisme. Par construc-
tion, (Sa R: V) vérifie: I]:(S7 Ra V)]]E = U [[(S,Ba Rﬁ: Vﬂ)]]E/Ea .

B<a
— En logique du premier ordre, étant donnée une séquence croissante

© ©
M()ﬂ)M1£>...—ﬁ)MBﬁ>l...,ﬂ<a
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la limite ordinale dans Mod (X) est la B-structure M définie de la fagon
suivante:

-M = U Mg/= ou, = est la relation d’équivalence définie sur
B<a
U Mg comme suit %:
B<Lla
Vm € Mg,Vm' € A,,

m =l m' <> 35,7, <8, ps(-.. (mp41(m)) ...) = ps (... (yga(m")) ..
~VfmeF M= =,

B<La
- vpre PpM = pM/=..
B<a

Puisque pour tout 8 < «, pg est un X-morphisme, i.e. il préserve a la
fois les interprétations des symboles de fonction et de prédicat ’applica-
tion correspondante gg : Mg — M qui, & tout m associe [m]=, est un
3-morphisme.

Soit =, la relation d’équivalence définie sur U [Mg]x de la fagon sui-

B<a
vante :

LRy L <= (Vz €V, 1(z) =,/ (x))
Il est clair que: ¢t Ry ' <= 1=, 1.
D’ou, on a U Mgsls/~. et U [Mg]x/=. sont isomporphes. On consi-
B<a B<a
deére alors I’application § : [M]x — U [Mg]s/~. qui associe & tout ¢ €
B<Lla
MY, [/]x,,0u pour tout z € V, u(z) = [/ (z)]=,, . Ceci définit effectivement
une application. En effet, si pour tout z € V, «(z) = [//(z)]=, = [ (z)]=.,
alors ¢/ =, (. De plus, § est une bijection. Supposons que pour tous
11,02 € MV, 5(11) = 6(12). Par définition, §(11) = [¢}]a,, 6(t2) = [th]~. et
donc pour tout x € V, [¢}(z)]=, = [15(x)]= , i.e. t1(x) = t2(x).
Par définition de =2, & est surjective.
D’ou [M]x et U [Mg] /=, sont en bijection. Par une induction simple

BLla >
sur les formules on montre de plus que & est un isomorphisme dans

LogMod (C(X)).
— En logique observationnelle, étant donnée une séquence croissante

n 14
Mo E My 2 B MgEE L B<a

la limite ordinale M est définie de la méme fagon qu’en logique du premier
ordre sauf que les prédicats sont oubliés. De plus, parceque les ensembles
de contextes Ctx sont similaires dans tous les [Mg]s (8 < &), en suivant
la méme démarche que dans ’exemple précédent, on montre que [M]s et
U [Mg]s/=. sont isomorphes dans LogMod (C(X)).

B<a

—r

2. 11 ne faut pas confondre =7,

dans les X-structures.

avec =, qui est définie sur les interprétations des variables
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Théoréme 3.2.1 (théoréme des chaines élémentaires) Soit SI une insti-
tution stratifiée possédant la propriété de l'union de chaines. Soit ¥ € |Sig| une
signature. Alors, Elem(X) est fermée par colimite ordinale.

Preuve Soit a un ordinal et soit J : @ = Elem(X) un foncteur. Par hypothése,
J posséde une colimite (M, u) dans Mod (2). Puisque SI posséde la propriété

d’union de chaines, [M]x est isomorphe a U [J(B)]=s/=., dans LogMod (k(X)).

B<Lla
Alors, par le lemme 3.2.1, [ug]s : [J(B)]s — [M]s est un C-morphisme dans
LogMod (k(X)). Par la proposition 3.2.1, ug est alors élémentaire. O

3.3 Théoréme de consistance de Robinson

Nous arrivons maintenant au résultat principale de cette partie: une preuve
institution-indépendante de la consistance de Robinson.
On suppose dans la suite qu’une institution stratifiée ST = (Sig, Sen, Mod , )
vérifie les conditions suivantes :
1. ST est compacte et posséde des diagrammes complets, la propriété des
chaines élémentaires, la négation et la conjonction finie®
2. S1 est fermée par isomorphisme, i.e. pour toute signature ¥ € |Sig| et tous
Y¥-modéles isomorphes M et M', M =5 M'.
3. Sig posséde des pushouts.

Théoréme 3.3.1 (théoréme de consistance de Robinson) Soit

LI Y

oL

Yo —— ¥
o5

un diagramme commutatif d’amalgation faible de morphismes de signatures éle-
vant les isomorphismes. Soit T une X-théorie compléte et soient T; D Sen(o;)(T)
(i =1,2) des X;-théories consistantes. Alors, T' = Sen(o])(T1) U Sen(coh)(T2) est
une X'-théorie consistante.

Preuve La preuve de ce théoréme est une généralisation de la preuve établie
dans le cadre de la théorie standard des modéles. Elle repose sur les trois lemmes
suivants.

Lemme 3.3.1 Soit M € Mod (T). Alors, il existe un modéle M" € Mod (T>) et
un X-morphisme p: M — Mod (o2)(M") tels que M <, Mod (02)(M").
Preuve Soit D(M) le diagramme complet de M. Puisque Sig posséde des pu-
shouts, le pushout de signatures suivant existe.

7 (M) S

021 lpl

Yo —— ¥
P2

3. Les hypothéses de compacité et de conjonction finie peuvent étre indifféremment rem-
placées par celle de conjonction infinie.
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Montrons alors que Sen(p2)(T2) U Sen(p1)(D(M)) et consistant. Si on sup-
pose le contraire, ceci signife, par compacité, conjonction finie et le fait que
D(M) est fermé par conjonction fini, qu’il existe a(p,n) € D(M) tel que
Sen(p2)(T2) Exr —Sen(p1)(alp,n)). Soit M' € Mod (Sen(p2)(T2)). Par la condi-
tion de satisfaction, Mod (p;)(M') Ex,, —a(p,n). Alors, par le deuxiAA "me
point de la définition 2.2.2, on a:

Mod (p1 © 15 (M) (M) s iz an (30t (p1) (M) 5 (m) 7P

Puisque 7' est compléte et que Sen(a2)(T) C T, Mod (prots(M))(M') € Mod (T)
et donc = € T. Seulement, M |=5 , ¢, et donc, puisque T est compléte et que
M € Mod(T), ¢ € T ce qui est une contradiction.

Il existe alors M' € Mod(Sen(p2)(To) U Sen(p1)(D(M))). Soit M" =
Mod (p2)(M"). Puisque Mod (p1)(M') € Mod (D(M)) et Mod (o2 o p2)(M') =
Mod (12(M) o p1)(M'), par le théoréme 2.2.1, on a M <.\ (2od(p1)(M"))
Mod (o2)(M"). m|

Lemme 3.3.2 Soit My € Mod(Ty), M € Mod(T) et supposons que
Mod (01)(M1) <u, M. Alors, il existe My € Mod(1) tel que My <, Mo
et M <,,, Mod(01)(Mz2) (et donc My € Mod (T1)).

Preuve Puisque Sig posséde des pushouts, le pushout de signatures suivant
existe.

=M

LEI(Ml)Oall lpl

S, —— X
p2

Montrons alors que Sen(p1)(D(M)) U Sen(p2)(D(M1)) est consistant. Suppo-
sons le contraire. Il existe alors a(p,n) € D(M) tel que Sen(pa)(D(My)) Esv
=Sen(p1)(a(p,n)). Soit M' € Mod(Sen(p2)(D(M1))). Par la condition de sa-
tisfaction, on a Mod (p1)(M') Ex,, —alp,n). Alors, par le second point de la
définition 2.2.2, on a:

(1) Mod (p1 0 t(M))(M') s [igan (3ot (p1) (M )] (n) P

Par hypothése et par la condition de satisfaction, on a également Mod (p2)(M') €
D(M,). Alors, par le théoréme 2.2.1, on a:

M <is, py (3ot (p2) (M) Mod (pa 0 15, (M1))(M)

er donc M1 =5, Mod (p2 o v, (M1))(M').

On a alors Mod (01)(M1) = Mod (p2 o 1, (M1) 0 01)(M'), et donc Mod (p2 o
s, (M1) 0 01)(M') € Mod (T). Puisque T est compléte, on a M =s. Mod (ps o
13, (My) 0 01)(M).

Par (1), on en conclut alors M [y —¢, ce qui contredit ap,n) € D(M). 1l
existe alors M' € Mod (Sen(p1)(D(M)) U Sen(ps2)(D(M1))). Puisque ST présente
une institution, Mod (p1)(M') € Mod (D(M)) et Mod (p2)(M') € Mod (D(My)).
Soit Ms = Mod(ps o i1x,(M1))(M’). Par le théoréme 2.2.1, on a alors
My sy My (Mod (p2) (M) Mz et M s, m(Mod (p1) (M) Mod (01)(M>). o
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Bien entendu, on peut remplacer 17 par 15 :

Lemme 3.3.3 Soient N1 € Mod(Ty), M € Mod(T) et supposons que
Mod (o2)(N1) <u, M. Alors, il existe No € Mod(31) tel que Nv <, N et
M <, Mod (o1)(N2) (et done Ny € Mod (T5)).

On peut maintenant finir la preuve du théoréme en construisant un X'-
modéle de Sen(o])(T1) U Sen(c))(T>). On commence par un ¥j-modéle M; €
Mod (T). Puisque SI présente une institution, Mod (o1)(M;) € Mod (T). Par le
lemme 3.3.1, il existe N7 € Mod (T>) et p1 : Mod (o1)(M1) — Mod (02)(N7) tel
que Mod (o1)(M1) <y, Mod(o2)(N1). On applique alors le lemme 3.3.2 et on
trouve un X;-modéle My € Mod (T1) tel que My <., My et Mod (02)(N1) <p,
Mod (01)(Mz). On applique alors alternativement les lemmes 3.3.3 et 3.3.2 et
on trouve des X;-modéles M,, € Mod (T1) et des Yo-modeles N,, € Mod (Ts) tels
que pour tout n € IN:

Mn <un+1 Mn—i—l: Nn <un+1 Nn—i—la et
Mod (01)(Mn) <7, Mod(02)(Np), Mod(02)(Nn) <p,1, Mod(01)(M)n+1)

Soit J; : w — Elm(X;) i = 1,2 le foncteur ordinal qui associe M, (resp.
No) an et pipq (tesp. vip1) 44 < i + 1. Puisque SI posséde la propriété des
chaines élémentaires, J; et J> ont une limite ordinale M et N, respectivement,
et alors M € Mod (T1) et N' € Mod (T5). Maintenant, on a également la séquence
croissante suivante dans Elem(X) :

Mod (01)(M1) +5 Mod (02)(Na) 22 Mod (01) (M) £ ..

Puisque les foncteurs respectent les colimites, Mod (o1)(M) et Mod (o2)(N') sont
toutes deux des colimites ordinales de la séquence ci-dessus. Ils sont donc iso-
morphes. De plus, puisque le diagramme ci-dessus éléve les isomorphismes, il
existe M' € Mod(31) et N' € Mod(Zs), respectivement isomorphes & M et
N et tels que Mod(o1)(M') = Mod (02)(N"). Puisque SI est fermée par iso-
morphismes, M’ € Mod(T1) et N' € Mod(T3). Finallement, puisque le dia-
gramme ci-dessus est un diagramme d’amalgation faible, il existe un X'-modéle
P € Mod (X') tel que Mod (0})(P) = M’ et Mod(ch)(P) = N'. Par la condition
de satisfaction, on a alors P € Mod (Sen(oq)(T1) U Sen(ch)(T2)). O
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Troisiéme partie

Combinaison de logiques






133

Ainsi que nous I’évoquions en introduction, il existe aujourd’hui une large
variété de systémes logiques pour le développement de systémes informatiques
de qualité (cf. [141]). Chacun d’eux a été défini dans un but précis (modélisation
du temps, de la croyance, des types de données complexes, etc.) et est dédié
a4 un domaine d’application particulier (évolution temporelle d’une base de
données, comportement d’un systéme au cours du temps, modélisation de
Vintelligence, etc.). La combinaison de logiques est une méthode permettant de
gérer cette diversité.

D’un point de vue théorique, 'avantage & tirer de la combinaison de logiques
est double. D’une part cela permet de voir des logiques existantes comme
combinaison de logiques connues, ces derniéres pouvant étre plus simples, plus
largement étudiées ou mieux outillées. D’autre part, cela permet de construire
des logiques nouvelles & des fins spécifiques a partir de logiques existantes.
Dans les deux cas, et sous réserve de disposer des résultats de préservation
adéquats, il est possible de transférer des résultats, propriétés et outils des
logiques sources vers la logique combinée, modulo d’éventuelles modifications
mineures®. Ceci est particuliérement intéressant pour les résultats sous-jacents
& la structuration et au raffinement des spécifications, & la complétude et a la
correction du systéme de preuve associé, sa décidabilité, etc., ainsi que pour
des outils tels que les vérificateurs de modéles, les outils d’aide & la preuve, les
générateurs de jeux de tests ou de code, les prototypeurs rapides, etc.

D’un point de vue applicatif, méme si la multitude existante de formalismes
permet de choisir pour chaque probléme le formalisme le mieux adapté (que
ce soit en termes de paradigme de spécification, de gotts et habitudes des
utilisateurs, d’outillage, etc.), elle constitue plutdt un frein dans la pratique
car elle remet en cause la nécessaire modularité des systémes. En particulier,
la réutilisation des spécifications, tout comme la notion de « composants sur
I’étagére », ne peut étre assurée sans une étude rigoureuse des liens entre
systémes logiques et des conditions de transfert d’un formalisme & un autre
des spécifications et des propriétés qui leurs sont attachées (conséquence
sémantique, correction, complétude, etc.).

Dans la pratique, la diversité existante de systémes logiques est absolument
nécessaire pour répondre aux besoins spécifiques des différents utilisateurs
de formalismes de spécifications: logiciens, philosophes, linguistes, ingénieurs
logiciels, etc. Ces logiques ont parfois été définies par combinaison de logiques
connues. C’est le cas par exemple de la temporalisation de logiques étudiée
par M. Finger et D. Gabbay dans [53], ou encore la combinaison de deux
logiques modales pour obtenir une logique bi-modale (c¢f. [54, 58]). Les liens
avec la (les) logique(s) source(s) étant évident, il est alors « facile » d’étudier
les possiblités de transferts de propriétés, résultats et outils de(s) la logique(s)
source(s) vers la nouvelle logique. Malheureusement, la situation n’est pas
toujours celle que nous venons de décrire. En effet, il arrive qu’une logique

4. Par exemple, la preuve de existence d’un objet initial dans une classe d’algébres (par-
tielles, totales, mono/multi-sortes, etc.) définie par un ensemble de formules conditionnelles
repose toujours sur le méme principe. Il faut définir des congruences de facon a ce que les
noyaux des fonctions d’interprétation des termes en constituent une et montrer ensuite que
l’algébre des termes quotientée par l’intersection de ces noyaux est un modéle. Seuls les détails
propres au type d’algébre considéré changent. Il y a donc fort & gagner & donner une preuve
logique-indépendante et de ’instantier.
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soit créée « ex-nihilo », i.e. en ne s’appuyant pas sur la définition d’une (ou
plusieurs) logique(s) connue(s). Plus exactement, on peut vouloir créer une
logique en incluant un & un les différents concepts désirés (variables, symboles
de fonctions, de prédicats, de sortes, quantificateurs, modalités, etc.) sans se
soucier d’en respecter la définition usuelle. Ce n’est qu’une fois cette nouvelle
logique totalement définie que ’on constate éventuellement qu’elle peut étre
vue comme une combinaison de logiques existantes modulo des transformations
casuelles (cf. extension de la logique du premier ordre aux aspects dynamiques
présentée en section 2.1).

Cet aspect de la combinaison de logiques est mal pris en compte par les
travaux existants qui se cantonne & ’étude de simple combinaison de logiques
existantes. De fait, les travaux existants (du moins ceux dont nous avons
connaissance) sur la combinaison de logiques ne fournissent pas & proprement
parler de solutions pour montrer qu’une logique quelconque est une combinai-
son de logiques existantes mais plutdt des conditions permettant le transfert
et la préservation de propriétés entre deux logiques données et leur combinaison.

Le centre d’intérét principal de cette thése est I’étude des conditions suffi-
santes permettant de montrer I'interpolation de Craig dans le cadre des institu-
tions. Nous nous intéressons alors dans cette troisiéme partie & la préservation
de l'interpolation de Craig au travers de notre définition de la combinaison de
logiques. Pour ce faire, nous nous plagons dans le cadre des k-institutions stra-
tifiées et proposons en premier lieu une nouvelle définition de la combinaison
de logiques étayée par la présentation d’un exemple d’introduction de logique
(une restriction de la logique introduite dans [2]). Nous formulons ensuite des
conditions permettant de préserver 'interpolation de Craig et la consistance de
Robinson au travers de cette combinaison.
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Chapitre 1

Combinailson de systémes
logiques

1.1 Combinaison dans les institutions

11 est bien connu qu’en théorie des catégories, le concept de fléche est plus fon-
damentale que celui d’objet . La théorie des institutions fournit un bel exemple
de ceci. En effet, il est possible, en prenant les institutions comme objets, de
définir des catégories différentes suivant la notion de fleche adoptée. Nous dé-
finissons ici celle obtenue en considérant les morphismes d’institutions pour
fleches. Cette catégorie poséde la propriété remarquable d’étre compléte. Ainsi
les limites, pour un foncteur dont le domaine est la catégorie des institutions
représentent effectivement la notion de combinaison de différentes institutions.

Définition 1.1.1 Soient T = (Sig, Sen, Mod , =), T' = (Sig', Sen', Mod' | |=") et
T" = (Sig", Sen” , Mod"' , |=") trois institutions. Soient py : T" — T' et po : T' —
T deuz morphismes d’institutions. Leur composé p = pusouy : I'" — T est défini
de la fagon suivante :

- P =Py0P, ;51'5”_)5@;
—a=o0q0(P1.a2):Seno Py 0Py — Sen’” ;
- pB= ((<I>1)0P_ﬂ2) of: Mod" = Mod o ({)2 0<I>1).

Ajouter les figures!

Bien entendu, pour toute institution Z = (Sig, Sen, Mod , |=), il existe un mor-
phisme identité p : T — Z. Ce morphisme est simplement le morphisme dont
toutes les composantes sont I'identité. Ceci définit alors une catégorie dont les
objets sont les institutions et les fléches les morphismes d’institutions. On la
note Ins.

Théoréme 1.1.1 ([130]) La catégorie Ins des institutions et des morphismes
d’institutions est compléte.

1. 11 est en effet toujours possible de définir une catégorie uniquement en termes de fléche,
les objets étant alors identifier aux fléches identités (cf. [78]).
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Exemple 1.1.1 ([130]) Considérons les deuz extensions suivantes de l’insti-
tution EQL de la logique équationnelle (cf. 1.1.6) :

- EQL™ est lVextension de EQL obtenue en ajoutant le prédicat indiquant
si l’ensemble de base d’une sorte donnée est ou non vide. On a alors le
morphisme évident pin, : EQL™ — EQL;

— EQL°™° est extension de EQL obtenue en ajoutant le prédicat indiquant
qu’un symbole de fonction donné est surjectif?>. On a alors le morphisme
évident muont, : EQL™ — EQL.

1l est aisé de construire la pullback suivant de ces deux extensions de EQL dans

la catégorie Ins:
EQLinh—i-onto

EQLinh EQLonto
Minh Honto

EQL

Linstitution pullback EQL™ToM possede les mémes signatures et modéles
que Uinstitution EQL (ainsi que EQL™ ¢t EQL™° ). Les formules de
EQL™ento gont. soit les équations usuelles (avec les translations le long des
morphismes de signatures et la relation de satisfaction héritées de EQL), soit le
prédicat de « vide » (avec les translations le long des morphismes de signatures
et la relation de satisfaction héritées de EQLi"h), soit enfin le prédicat de sur-
Jectiwité (avec les translations le long des morphismes de signatures et la relation
de satisfaction héritées de EQL™°). Les morphismes évidents de EQL™+onte
vers, respectivement, EQL™ et EQL™° forment un pullback de fiinh €t ftonto
dans Ins.

Le théoréme précédent montre que la combinaison de systémes logiques
représentés sous forme d’institutions peut effectivement se faire via la notion de
limites dans la catégorie Ins. Intuitivement, les limites dans la catégorie Ins sont
construites en prenant, d’une part les limites des catégories de signatures et de
modéles et, d’autre part les colimites des ensembles de formules. On remarque
tout de suite qu’alors seuls les signatures et les modéles sont directement
mélangés pour produire des signatures et des modéles amalgamés. En effet, ce
sont les ensembles de formules et non les constructeurs de formules eux-mémes
qui sont combinés par colimites dans Set. Le résultat est alors une union des
ensembles de formules, i.e. il n’y a pas de formules mixtes.

Notons que la notion de comorphisme permet également de définir une ca-
tégorie, noté colns. Bien que cete catégorie posséde des propriétés intuitivement
(mais non formellement) duales de celles de Ins, il ne semble pas possible de
combiner des institutions dans la catégorie colns (cf. [132]). Certains posent
alors la question de savoir s’il est néanmoins possible de construire de fagon
systématique des comorphismes lorsque I’on combine des institutions au sein

2. Ceci est exprimable dans FOL mais pas dans EQL
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d’une institution « universelle » fixée. Bien que constituant un axe de recherche
intéressant ceci ne rentre pas dans le cadre de notre étude, la logique résultante
étant alors une restriction particuliére de cette institution universelle et non
Pextension d’une logique & un (ou plusieurs) aspect(s) nouveau(x).

1.2 Un cadre abstrait pour la combinaison: les
parchemins

Ainsi que nous 'avons vu dans la section 1.1, le cadre des institutions n’est
pas suffisamment précis pour y définir la notion de combinaison de logiques.
Ceci est du au fait que les institutions ne considérent pas la structure des for-
mules. Cependant, les parchemins, introduits par J. Goguen et R. Burstall, en
introduisant une notion de syntaxe abstraite, permettent de préciser la structure
des formules et donc de contourner le probléme exposé 4 la fin de la section pré-
cédente. Différentes notions de parchemins ont été introduites de fagon &, d’une
part palier & certains problémes fondationnels de la défintion originelle des par-
chemins et, d’autre part mieux prendre en compte les spécificités de la fibration.
Nous présentons ici la plus significative de ces notions de parchemins:les par-
chemins modéles-théoriques.

1.2.1 Définitions et exemples

Dans [97], T. Mossakowski, A. Tarlecki et W. Pawlowski ont proposé une
notion légérement différente de parchemins, appelé A-parchemins et se sont in-
téressés au probléme de la combinaison de systémes logiques dans ce cadre.
La raison pour avoir introduit les A-parchemins est que les parchemins au sens
de [62] repose sur les concepts de signature interne « universelle » et de struc-
ture sémantique « universelle » dont I’existence, comme on peut le voir sur des
exemples trés simples (c¢f. [62]), est questionnable. Dans les A-parchemins, les
modéles ont été séparés des signatures et la signature et la structure sémantique
« universelles » ont été déplacées du niveau interne de la logique & celui de sa
présentation. Dans [98], les auteurs continuent sur la méme voie en introduisant
les parchemins modéles-théoriques. Ces derniers modifient les A-parchemins en
distribuant la structure sémantique universelle sur toutes les signatures et tous
les modéles de la logique.

Notation 1.2.1 On introduit les notations suivantes :
— AlgSig est la catégorie des signatures du premier ordre multi-sortes
(S, F,R);
— Logic € |AlgSig| est la signature du premier ordre multi-sorte réduite & une
sorte x et un symbole de prédicat D : x, i.e. Logic = ({*},2,{D});
- AlgSig, est la sous-catégorie de AlgSig dont tous les objets contiennent

Logic ;
— pour toute signature X, Str(X) est la catégorie des X-structures du premier
ordre.
Définition 1.2.1 (parchemin (modéle théorique)) Un parchemin

modéle-théorique est la donnée d’un quadruplet P = (Sig, Mod,L,G) tel
que :
— Sig est une catégorie de signatures ;
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— Mod : Sig°® — Class est un foncteur, ot Class est la catégorie des classes® ;

— L : Sig = algSig, est un foncteur associant une syntaxe abstraite L(X) €
|algSig,| o toute signature ¥ € [Sig| ;

— pour toute signature ¥ € |Sig| et tout X-modéle M € Mod (X), Gu(M) €
|Str(L(X))| est une L(X)-structure déterminant l’évaluation sémantique
des Y-formules dans M ;

— pour tout morphisme de signatures o € Sig(L,¥’') et tout X'-modeéle
M' € Mod(E), Go(M') : Gu(Mod (0)(M')) — L(o)(Gz (M) est un
L(X)-morphisme tel que:

Vo' € sig(X",X), Vo' € Sig(X,X"),

Goroon (M) = L(0")(Go (M")) © G (Mod (o) (M"))

Pour toute signature ¥ et tout X-modéle M € |Mod(X)|, 'ensemble
|G (M)|« est lespace des valeurs logiques du parchemin dans M. Dans le cas
d’une logique bi-valuée, pour tout modéle M, on a alors | Gx(M)|« = {0, 1} mais
il est également possible de capturer des logiques multi-valuées dans le cadre des
parchemins modéles-théoriques. Dans ce dernier cas, on retrouve la notion ul-
time de deux valeurs de vérité par le prédicat unaire Dgg(aq) C |G2(M)|« qui
sépare les valeurs logiques désignées, et donc interprétées comme vraies, des
autres valeurs, interprétées come fausses. La condition imposée par le dernier
point de la définition ci-dessus induit que la désignation des valeurs logiques est
préservée le long des morphisme de signatures. Elle est reflétée si le parchemin
considéré vérifie la condition supplémentaire indiqué dans la définition suivante.

Définition 1.2.2 (parchemin logique) Un parchemin P = (Sig, Mod, L, G)
est dit logique si pour tout morphisme de signatures o € Sig(X,¥') et pour tout
Y'-modéle M' € Mod (¥'), le L(X)-homomorphisme G,(M') : (Mod (c)(M")) —
L(o)(Gs (M'")) est un monomorphisme extreme®.

Un parchemin modéle-théorique P = (Sig, Mod, L, G) présente l'institution
I(P) = (Sig, Sen, Mod , |=) telle que:

— pour toute signature ¥ € |Sig|, Sen(E) = |Tr(s)«, ot [Tr(x)| est la L(X)-
algébre initiale ;

— pour tout morphisme de signatures o € Sig(X,%’), Sen(c : T — ¥') =
(Tr(o))x, ot T(gy : Trzy = L(0)(Tr(xry) est ’homomorphisme initial ;

— pour toute signature ¥ € |Sig|, tout E-modéle M € |[Mod ()| et toute
E-formule ¢ € Sen(X), M f=x ¢ si et seulement si M. (@) € Dgg(aq), Ol
M : Tysy = Gz (M) est ’homomorphisme initial.

Exemple 1.2.1 (logique propositionnnelle) Le parchemin de la logique
propositionnelle est la donnée du quadruplet (Sig, Mod, L, G) tel que:
— Sig et Mod sont définis comme dans l'exemple 1.1.1, partie I;

— pour toute signature ¥ € |Sig|, L(X) est la signature du premier ordre
multi-sorte (S, F,R) telle que:

-S§= {*}’

3. c¢f. annexe A pour la définition de la catégorie Class. Intuitivement, ceci signifie qu’on ne
considére pas ici les morphismes de modéles.

4. La reflection exprime la notion duale de la préservation

5. ¢f. annexe A
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- Fo={p:x/p€ X[},

- f** = {_‘};
- Fiow = {V},
- R ={D : x}.

— pour toute signature ¥ € |Sig| et tout L-modéle v € |Mod (X)|, Gz(v) €
|str(L(X))| est définie de la facon suivante :
- |G2(v)l« ={0,1}, Dgy(v) = {1},
- Vp € 3,p=) = u(p),
- Vbe|Gs(v)|«, "b=1—0b,
— Vbl,bz € |g§;(1))|*, b1 Vb = Sup(bl,bQ).

Exemple 1.2.2 (EQL™) Le parchemin de la logique équationnel sans égalité
est la donnée du quadruplet (Sig, Mod, L, G) tel que:

- Sig et Mod sont définis comme dans Uexemple 1.1.6, partie I;
— pour toute signature X € |Sig|, L(X) = X U Logic ;
— pour toute signature ¥ € |Sig| et tout X-modéle v € |Mod (X)|, Gz(v) €
|Str(L(X))| est définie de la facon suivante :
- [gs(M)]« ={0,1}, DG}:(U) ={1},
— pour tout s € S, |Gu(M)|s = M,
— pour tout symbole de fonction f € F, fo=(M) = fM,

Exemple 1.2.3 (EQL) Le parchemin de la logique équationnel est la donnée
du quadruplet (Sig, Mod , L, G) tel que :
— Sig et Mod sont définis comme dans Uexemple précédent ;
— pour toute signature X € |Sig|, L(X) = LEQY" (X) plus =: s x s — * pour
tout s € S (o0 S est l'ensemble de sortes de la signature X);

— pour toute signature ¥ € |Sig| et tout X-modéle v € |Mod (X)|, Gxn(v) €
|str(L(X))| est définie de la fagon suivante :

- gE(M)‘LEQL— = ;:QL‘ (M),
—t=gym) t' =1sit=1"et0 sinon.

Exemple 1.2.4 (PA™) Le parchemin des algébres partielles sans égalité est la
donnée du quadruplet (Sig, Mod, L, G) tel que:
- Sig et Mod sont définis comme dans 'exemple 1.1.10, partie I;
~ pour toute signature ¥ = (S, PF,TF) € |Sig|, L(X) = LEQL™ (S, PF U
TF);
— pour toute signature ¥ € |Sig| et tout L-modéle v € |Mod (X)|, Gz(v) €
|Str(L(X))| est définie de la facon suivante :
- |gE(M)|* = {Oal}} Dgz(M) = {1}:
— pour tout s € S, |Gu(M)|s = M;U{L}, ot L est un élément nouveaw
particulier,
— pour tous symboles de fonctions Tf € TF et Pf € PF, Tf=M) ¢t
PfisM) sont les extensions respectives usuelles de T fM et PfM sur

les ensembles de base de M auzquels on a ajouté l’élément indéfini
1.
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1l est possible de remonter le concept de morphisme d’institutions au niveau
des parchemins modéle-théoriques de fagon & capturer le fait qu’un parchemin
est construit au-dessus d’un autre.

Définition 1.2.3 (morphisme) Un morphisme de parchemins modéles-
théoriques (®,p) : P = (Sig, Mod, L, G) — P' = (Sig’, Mod', L', G') est la don-
née :

— d’un foncteur ® : Sig — Sig';
d’une transformation naturelle « : L' o ® = L;
d’une transformation naturelle B : Mod = Mod' o ®°P ;
d’une 2-transformation naturelle g : (G'*®°P)of8 = (Strxa?)ogG, i.e. pour
toute signature ¥ € |Sig|, une transformation naturelle gy : gf’b(z) o fBy =
Str(ax) o Gx. On obtient donc, pour tout Y-modéle M € Mod(X), un
L'(®(X))-homomorphisme gs am : g&)(z) (Be(M)) = Gxjag (M) tel que
pour tout morphisme de signature o € Sig(X1,Xs) et tout Xo-modéle My €
Mod (Y2), Golas, (M2) © g5y Mol = 52, Ms|L/(@(0)) © G (o) (B2 (M2)).

Chaque gx A préserve les valeurs de vérité désignées mais ne les refléte pas

nécessairement.
Un morphisme de parchemins modéles-théoriques u = (®,a, 3,9) : P — P’ est
dit logique si pour toute signature ¥ € [Sig| et tout X¥-modéle M € |Mod (Z)|
dans P, g5, m est un monomorphisme extreme (4.e. une injection close [A pré-
ciser!]). Les parchemins logiques constituent alors les objets d’une catégorie
dont les fleches sont les morphismes logiques (cf. [98]).

Une condition naturelle pour combiner des parchemins modéle-théoriques est
d’imposer la préservation des valeurs de vérité de fagon & ce que la combinaison
de parchemins représente effectivement la combinaison des institutions corres-
pondantes. Ceci signifie que 'on souhaite prendre des limites dans la catégo-
rie des parchemins logiques munie des morphismes logiques. Malheureusement,
ceci n’est pas toujours possible car cette derniére catégorie n’est pas compléte
(cf. [98]). Par contre, la catégorie des parchemins munie des morphismes de
parchemins est compléte ([98]).

Exemple 1.2.5 ([98]) Soit la combinaison suivante de EQL et PA™ via un
pullback dans la catégorie des parchemins :

PA —— PA™

! !

EQL —— EQL™

Alors, le parchemin PA est tel que:

— les signatures et les modéles sont ceur de PA™ comme attendu ;

— le langage sur une signature (S, TF, PF) coincide avec le langage de EQL
sur (S, TFUPF). Les formules générées continnent donc les égalités entre
(S, TF,PF)-termes comme attendu ;

— les structures sémantiques coincident avec celle de PA™ sauf en ce qui
concerne leurs réduits & la sous-signature Logic. Pour toute signature
Y = (S, TF,PF) et tout X-modéle M € | mod (X)|, Uinterprétation
des égalités =gy (a) sur les éléments de M est hérité de EQL comme
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attendu. Cependant, |Gx(M)|. dans PA étend l’ensemble {0,1} par des
nouvelles valeurs générées librement par les interprétations de t =gy (aq)-L

et J—:GE(M) t.

Le résultat de la combinaison de parchemins présentée ci-dessus n’est pas
tout & fait celui attendu du fait de ’émergence de nouvelles valeurs logiques.
Deux méthodes permettent de solutionner ce probléme. La premiére solutions
consiste & quotienter les structures sémantiques par une congruence qui identi-
fierai les nouvelles valeurs avec I'une des deux valeurs de vérité définies (i.e. avec
0 ou 1). Cette possibilité a d’ailleurs déja fait ’'objet de discussions dans le cadre
de la définition originelle des parchemins (cf. [94]). UNe autre solution consiste
& remonter au niveau des parchemins la notion de co-morphisme d’institutions
et de combiner les parchemins dans un parchemin « universel » & ’aide de ces
représentations (cf. [98] pour plus de détail). Cette derniére solution, quoique
porteuse de certains résultats intéressants ne coincide pas avec notre vision de
la combinaison de logique, i.e. la création de logiques via la combinaison de
logiques connues moyennant certaines transformations des logiques sources.

1.2.2 Extraction a partir d’une k-institution stratifiée

Une k-institution stratifiéee kSZ = (Sig, K, Mod,[]) présente le parchemin
modele-théorique P(kST) = (Sig, Mod, L, G) tel que:
— pour toute signature ¥ = (S, F,R) € [Sig|, L(X) = (S, F, R) est définie de
la facon suivante :
- S=8SU{x},
— P = k()"
— pour tout s € S, Fy, =Tx(X),,
— pour tout w € §*, F. =R,
- R.={D :x}.
— pour toute signature ¥ = (S,F,R) € |Sig| et tout T-modéle M €
| Mod ()], G (M) est définie de la facon suivante :
- |gs(v)]« = {0,1}, Déi):(v) = {1},
— pour tout s € S, |Gu(M)|s = M,
— pour tout symbole de fonction f € F, fi=M) = M
— pour tout symbole de prédicat r € R, ro=(M) = pM

— pour tout constructeur de formule ¢ € Fin,, pour tout n-uplet
(bi,...,bp) € |Gn(M).], c(by,...,by) = cMI(by, ... b,).
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Chapitre 2

Combinaison de x-1nstitutions
stratifiées

Nous introduisons dans ce chapitre une nouvelle définition de la combinai-
son de logiques. La raison principale pour introduire cette nouvelle définition
est I'inadéquation des définitions existantes de la combinaison de logiques pour
prendre en compte I'introduction de formalismes. Au niveau syntaxique, en effet,
la combinaison de logiques consiste simplement en une union des constructeurs
de formules. Cependant, et ainsi que nous le verrons dans I’exemple introductif,
un formalisme de spécification se définit souvent comme la combinaison de for-
malismes existants modulo certaines transformations. Ce sont ces derniéres qui
ne sont pas prisent en compte par les définitions existantes de la combinaison de
logiques. Nous les représenterons ici par la notion de morphismes d’institutions.

2.1 Un exemple introductif

2.1.1 Définition du formalisme

Dans [2], M. Aiguier a introduit le formalisme des ETOILE-spécifications
pour la spécification de systémes dynamiques et temps-réel. Ce formalisme est
une extension des spécifications algébriques classiques ot les notions d’état et
de temps sont traités de fagon implicite & l'instar des logiques modales. Le
comportement dynamique des systémes n’est alors observé qu’au travers des
opérations (également appelées méthodes) disponibles dans le systéme. Nous ne
présentons pas ici le formalisme des ETOILE-spécifications dans son ensemble
mais plutét une restriction aux seuls aspects dynamiques. Le lecteur intéressé
pourra se reporter a [3, 4] pour une présentation compléte de ce formalisme.

Syntaxe

Nous introduisons dans ce paragraphe les notions de signatures et de formules
construites au-dessus d’une signature donnée.

Définition 2.1.1 (signature) Une signature est la donnée d’un couple (S, F)
ot S est un ensemble de sortes et F est un ensemble de noms de fonctions,
chacun muni d’un profil dans S* x SU {e}. On notera f : 51 X -+- X s, = s le
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fait que f € F est muni du profil (s1...58,,8) €ES* XS et f:8 X---Xs, >e¢
pour signifier que f € F est muni du profil (s1...sn,€) € S* x {e}.

Une opération f : s; X --- X s, — € représente une méthode dont ’action
sera de modifier le systéme sans observer une valeur dessus. Par analogie avec les
langages de programmation impératifs, f est le nom d’une procédure, i.e. une
application rendant un état comme résultat et aucune valeur. A I’inverse, une
fonction de profil s; X - -- X s, — s est le nom d’une fonction, i.e. une application
rendant & la fois comme résultat une valeur du type de données s et un état (on
prends ainsi en compte la notion d’effet de bord).

Exemple 2.1.1 Une signature pour la spécifications de piles dynamiques est le
couple (S, F) définit de la fagon suivante :

- § = {nat,elem};

— F = {push : elem — ¢; pop_top :— elem}.

Intuitivement dans l’exemple ci-dessus, c’est le contenu d’une pile qui
détermine son état.

Un morphisme de signatures u : ¥ — ¥’ est alors la donnée de deux appli-
cations (u1,u2) ot p1 est définie sur les sortes et us sur les noms d’opérations
et telles que le profil de chacune des opérations est préservé par u;. Ceci définit
clairement une catégorie que I’on notera Sig, .

Avant de définir les formules il faut, comme pour tout formalisme non-
propositionnel, définir I’ensemble des termes avec variables. Etant donné une
signature ¥ € [Sig, |, on considére alors un ensemble de variables X' défini comme
un ensemble muni d’une partition indexée par ’ensemble de sortes S (on parle
également de S-ensemble). Ce qui différencie ici les termes de ceux usuelle-
ment définis dans les formalismes algébriques classiques est justement la prise
en compte de la dynamique des systémes. En effet, nous devons étre capables
d’établir des identités entre états et entre valeurs. Comme chaque opération du
systéme peut modifier I’état du systéme, ’ordre dans lequel elles sont exécutées
est important. On retrouve alors les deux ordres naturels d’exécution : séquentiel
et indifférencié. Enfin, on doit étre capable d’établir le fait qu’une fonction ne
posséde pas d’effet de bord.

Définition 2.1.2 (terme) Soit ¥ = (S, F) une signature. On définit les diffé-
rents types de termes suivants :
— _ de sorte €. Ce terme caractérise laction de ne rien faire sur le systéme ;

— t1;t et ty,to de sorte a.f € S*, ot « est la sorte de t1 et B celle de ts.
Ceci représente respectivement l’ordre séquentiel et 'ordre indifférencié
des deuz actions représentées par les termes ty et to ;

— f(t) de sorte s o f : 51 X --- X 8, = s et t est de sorte s1...5,. Ce
terme caractérise l'application de Uopération f sur le n-uplet résultant de
lévaluation de t.

On note Tx(X) la famille indexée par S* des termes avec variables dans X
définis sur la signature ¥ suivant les régles données ci-dessus.
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On peut maintenant définir les formules construites sur une signature don-
née.

Définition 2.1.3 (formule) Soit ¥ = (S,F) une signature. On note Sen.(X)
le plus petit ensemble au sens de inclusion vérifiant :
- {t=t/t,t' € Tx (X))} C Sen.(X). Ces formules définissent une identité
entre deuz valeurs de méme sorte;
- {t = t'/t,t' € Tx(X)} C Seni(X). Ces formules définissent une identité
entre deur états;
-Vt € T (X),Vo € Sen.(X), after[tlp € Sen.(X). Ces formules exprime
la fait que le formule ¢ est vraie pour tout état du systéme résultant de
lexécution de t ;

La définition du foncteur Sen, : Sig — Sen, devient alors naturelle:
— A toute signature ¥ € |Sig|, Sen. associe ’'ensemble Sen,(X);

— & tout morphisme de signature o € Sig, Sen, associe son extension cano-
nique aux termes et aux formules.

Exemple 2.1.2 Nous reprenons la signature introduite a exemple 2.1.1. Une
aziomatisation des piles dynamiques peut, par exemple, étre la donnée des deux
formules suivantes :

1. after[push(e)](pop_top = €)

2. push(e);pop_top = _

Dans l'exemple ci-dessus, tandis que le premier des deux axiomes spécifie
que I’élément se trouvant au sommet de la pile est le dernier que ’on vient d’y
ranger, le deuxiéme spécifie que les opérations d’empilement et de dépilement
sont inverses 1”une de I'autre.

Sémantique

Nous introduisons dans ce paragraphe les notions de modéle associé & une
signature donnée et de satisfaction des formules construites au-dessus d’une
signature par les modéles associés & cette derniére.

Définition 2.1.4 (modéle) Soit £ = (S, F) une signature. Un T-modéle M
est la donnée :

— d’une famille d’ensembles (Ms)scs indexée par les sortes avec pour
convention M, = {1} ;

— d’un ensemble M non-vide représentant les états du systéme ;

— pour chaque symbole de fonction f : s x---xs, = s € F, de deux familles
d’applications fM et iM indexées par M telles que:
Vn e M,
FM e My, x - x M, — M,

et
iﬁA:Mslx---stﬂéM
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Intuitivement, ’ensemble M ci-dessus est I’esnemble de tous les états pos-
sibles du systéme.

Exemple 2.1.3 Nous reprenons la signature introduite a l’exemple 2.1.1. Soit
L un ensemble quelconque représentant les éléments a empiler et L* l’ensemble
des mots finis sur L. On définit alors la famille My pour s € S par: Mpa = IN,
Meien = LU {e}!. L'ensemble des états M = L*. Pour tout mot o € L*, la
sémantique des opérations et des éléments est la suivante :

— pushM : L — {1}

push;\" : L L*
l—=la

esia=c¢€
- pop_top' = { lsia=1p

B N M_{esz’aze
POP_ROP, =1 Bsia=1p

Définition 2.1.5 (morphisme de ¥-modéles) Soit ¥ € |[Sig, | une signa-
ture. Un morphisme de Y-modéles p : My — My est la donnée d’une ap-
plication p : My — My compatible avec les sortes, i.e. (M ) C Ms s pour tout
s € S, et d’une application p : My — M telles que le tout est compatible avec
Vinterprétation des opérations, i.e. :

- p(fM (@) = £M2 (u(a)) ;
- w0 (@) = 12 (ula).

w(n)

Etant donnée une signature ¥ € [Sig, |, on note Mod,(X) la catégorie dont
les objets sont les ¥-modéles et les fléches les morphismes de ¥-modéles munis
de la composition habituelles.

On étend maintenant cette interprétation aux morphismes de signatures par
la notion de foncteur d’oubli.

Définition 2.1.6 (foncteur d’oubli) Soit o € Siy (E,X') un morphisme de
signatures. Le foncteur d’oubli Mod (o) : Mod (') = Mod .(X) est défini de la
fagon suivante :
— pour tout X'-modéle M' € |Mod . (X')|, Mod.(c)(M') est le -modéle M
tel que:

*VSGS,MSZA,,(S) et M =A,

SVfEeF Ve M, fM = o)yt et £ = o)

— pour tout morphisme de Y'-modéles p : M) — M, Mod (i)
Mod (M) = Mod (1) : Mod .(M5) est le morphisme de X-modéles défini
par toutes les restrictions de p de la forme ps : M . — M . pour tout
seS ety

1. Le symbole e permet de traiter le cas exceptionnel de I’application de ’opération pop top
sur la liste vide. La valeur rendue est alors 1’élément e.



2.1. UN EXEMPLE INTRODUCTIF 147

L’interprétation des termes est ici plus complexe que dans le cas usuel des

spécifications algébriques du fait que les états sont des contextes intentionnels
pour I’évaluation des termes, i.e. leur évaluation n’est pas fonctionnelle. En effet,
chaque opération de la signature est interprétée & partir d’un état et chacune
peut modifier I'état du systéme. Ainsi, & partir d’un état donné, ’état résul-
tant de I’évaluation d’un terme sera différent selon ’ordre d’évaluation choisi.
L’évaluation d’un terme est alors non-déterministe du fait des effets de bords
des opérations. Le résultat de I’évaluation d’un terme n’est donc plus une simple
valeur mais un couples (r,7) ot r est un n-uplet de valeurs et 1 est I’état atteint
par I'évaluation du terme.
En résumé, pour interpréter un ¥-terme ¢t dans un ¥-modéle M, il faut d’abord
interpréter les variables de t dans M selon leur type. Pour ce faire, on se donne
un état pour amorcer le premiére interprétation et on évalue selon tous les ordres
possibles les termes de la forme f(a), ou a est un n-uplet de valeurs appelé terme
plat, & partir de ’état résultant de I’évaluation du terme plat précédent jusqu’a
I’obtention d’une valeur finale.

Définition 2.1.7 (évaluation d’un terme plat) Soient ¥ € |Sig | une si-
gnature et M € |Mod .(3)|. Etant donnés un terme plat f(a) et un étatn € M,
son évaluation & partir de n est le couple (f,;”(a),iﬁ/l (a)).

Un pas d’évaluation d’un terme ¢ plus général consiste donc & évaluer un
sous-terme plat de t. Le choix du sous-terme plat & évaluer doit respecter ’ordre
séquentiel représenté par «; » lorqu’il apparait dans t. Le sous-terme plat choisi
de t compatible avec 'ordre séquentiel s’appelle alors une occurence possible.
L’évaluation de ¢ consiste alors & évaluer pas-a-pas chaque occurence possible
jusqu’a obtenir une valeur. Cette évaluation se définit comme la fermeture re-
flexive et transitive de la relation binaire £ C Tx (M) x M introduite dans la
définition suivante.

Définition 2.1.8 (étape d’évaluation) On note £ la relation binaire définie
sur & C Ts(M) x M de la fagon suivante: (t,n)E{#',n') si et seulement s’il
existe une occurence possible w dont l’évaluation & partir de n est (v,n') et t'
est obtenu a partir de t en remplacant w par la valeur v.

Définition 2.1.9 (valeur et état déterministe) Untermet € Tx(M) a une
valeur déterministe v o partir de n signifie que dans M, quelque soit (v',m1) tel
que (t,n)E*(V',m), on av="1".

Un terme t € Ts.(M) posséde un état déterministe n' & partir de n signifie que
dans M, quelque soit (v,m) tel qu (£,n)E*(v,m), on an' =m.

Définition 2.1.10 (satisfaction) Soient ¥ € |Sig | une signature, M €
|Mod ()| un X-modéle, ¢ € Sen,(X) une X-formule, n € M etv:X — M. La
satisfaction de ¢ par M pour v et 1, notée M =, @, est définie de la facon
suwante :
— si p est de la forme t =t', alors M |=,,,, ¢ si V4 (t) et v¥(t') ont la méme
valeur déterminste ;
- si ¢ est de la forme t = t', alors M |=,.,, ¢ si v} (t) et v*(t') ont le méme
état déterministe ;

~ si @ est de la forme after[tl), alors M |=,, 1 si, pour tout couple
(v,1') € M x M tel que (v*(t),n)E* (v, 1), on a M |z ¢ ;
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On notera M s ¢ si pour toute interprétation v : X — M et tout n € M, on
aME,, .

2.1.2 k-institution stratifiée

Le formalisme que nous venons de définir est présenté par la s-institution

stratifiee kSZ = (Sig, k, Mod , []|) telle que:

- Sig = Sig, et Mod = Mod . ;

— K :8ig = LogSig est un foncteur qui, & toute signature ¥ € |Sig|, associe la
signature de constructeurs (%) = (C™)new € |LogSig| définie de la facon
suivante :

—C0={t=t/t,t' € Ts 4(X),s € SU{t=t/t,t' € Ts(X)},
— C! = {after[t]/t € Ts(X)};
-Vn>1,C"=@2.

— pour toute signature ¥ € |Sig| et pour tout X-modéle M € |Mod (X)),
[M]s = M.

Il est clair que le formalisme que nous venons de définir tient & la fois de

la logique équationnelle et de la logique modale munie de la modalité O. 11
n’est cependant pas possible d’obtenir ce formalisme par combinaison de deux
parchemins modéles-théoriques tel qu’indiqué en section 1.2 de cette troisiéme
partie. Seulement, en y regardant de plus prés, il est possible de séparer dans
la syntaxe de ce formalisme ce qui provient de la logique équationnelle de ce
qui vient de la logique modale. Pour toute signature ¥ € |Sig|, on identifie alors
deux sous-ensembles ZC; et ZCs de la signature de constructeurs k(%) associée
a4 Y tels que:

— %(; est la famille de constructeurs de formules définie de la fagon suivante :
O ={t=t/t,t' € Ty (X),s e S}U{t =t'/t,t' € Ts(X)};
-Vn>0,Ct=2@.

— %(, est la famille de constructeurs de formules définie de la facon suivante :
—C={t=t/t,t' € Tx (X),s e S}U{t =t'/t,t' € Ts(X)};

- C} = {after][t]};
-Vn>2C}=0.
Ceci définit alors naturellement deux foncteurs x; et ko tels que:

K1:8y — LogSig Ko 1 Sig  — LogSig
Y s EG Y 20

On peut alors séparer la k-institution stratifiee kSZ définie ci-dessus
en deux sous-k-institutions stratifices kSZ|,, = (Sig, k1, Mod,[]) et
kST ., = (Sig, k2, Mod,[]). Ceci nous permet alors de définir deux mor-
phismes p1 : 6511 = KS1|, €t po : K512 = KSI|,, OU KSI |, est la k-institution
stratifiée restreinte au foncteur «;.

Le morphisme p; = (®1,0a1,61,T1) : k511 = KSI|,, est défini de la fagon
suivante:
- d: S gq — Sig est le foncteur qui & toute signature équationnelle ¥ =
(S, F) associe la signature ®,(X) = (SU {e}, F);
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— a1 : K1 0 P; = Kgq est une transformation naturelle telle que pour toute
signature ¥ € |Sig|, ax(t =t') =t =1t' et a;1(t =t') = true;

— B1: Mod gq = Mod o ®7F est une tansformation naturelle telle que pour
toute signature équationnelle ¥ € |5igEQ|, B1,x associe & toute YX-algébre
A= (A, FA) € | Mod yo(T)| le ®;(X)-modele (A, A, FA, FA) tel que A =
{AI/(AI7‘7:A) = A} et ‘7:—A = {f : As1 X XAsn — A/f € fsl><~~~><sn—>s};

~ Ty = T1x)we S| €St une famille de transformations naturelles telles
que pour toute signature X' € [Sig_ | et toute X'-algebre A € [Mod pq(X')],
associe 'ensemble 4 a [A]5~.

Le morphisme py = (®1,a1,61,11) : 652 = KSI|,, est défini de la fagon

suivante :

~ ®y : Sig,., — Sig est le foncteur qi a toute signature ¥ € |Sig, . |
associe la signature ®2(X) = (SU {e}, F);

— as : kg 0o P2 = Kuror €St une transformation naturelle telle que pour
toute signature ¥ € [Sig|, ax(t = t') =t =t, et =¢t') =t =t et
as(after[t]) = O;;

— B2 Modyror = Mod o BF est une transformation naturelle telle
que pour toute signature ¥ € [Sig,, |, f1,x associe & tout Y-modéle
M = (M, W, R;) € |Mod iror ()| le quadruplet (M, M, FM FM) tel que
M =W, FM est ’ensemble des symboles de fonctions rigides et FM est
I’ensemble des symboles de fonctions non-rigides de X ;

- Ty = (Po2)sre|siype,| €St une famille de transformations naturelles
telles que pour toute signature X' € [Sig,, | et tout ¥'-modéle M €
| Mod iror.(E')], associe Pensemble M a [M]nr.

Via les modifications dénotées par les morphismes p; et s, la k-institution

stratifiée kSZ peut alors étre vue comme une combinaison des k-institutions
stratifiées kSZ1 et kSZs.

2.2 Définition de la combinaison de logiques

Nous définissons ici formellement ’approche que nous avons présentée &
I’aide de notre exemple introductif dans la section précédente.

Définition 2.2.1 (combinaison) Soit (kSZ;);cr une famille de k-institutions
stratifiées. Une k-institution stratifée kST est une combinaison de (kSI;)icr si:

1. il existe une famille de foncteurs (k; : Sig — LogSig)icr telle que pour toute
signature ¥ € |Sig|, on a:

= Uier 5i(2) = 5(2),
~Viel, k(®)°’Nki(T)° # 2.
2. une famille de morphismes de k-institutions stratifiées (u; : kSZ; —
K'SI\N,-)Z'GI-
Dans la suite, et lorsque cela n’engendre pas d’ambiguité, nous représenterons
cette combinaison par la famille de foncteurs (k;)icr.
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Chapitre 3

Préservation de propriétés

Nous nous intéressons dans cette derniére section & la préservation de l'in-

terpolation de Craig et du lemme de consistance de Robinson dans le cadre de
la combinaison de logiques telle que nous 'avons définie dans la section précé-
dente.
Soit donc (k;)ics une combinaison de logiques. Dans la partie I de cette thése,
nous avons déja énoncé des conditions suffisantes assurant la préservation de
I'interpolation de Craig et du lemme de consistance de Robinson au travers des
morphismes d’institutions. Il nous reste alors & étudier la préservation de ces
propriétés pour kSZ lorsque chacune des KSZ),, les vérifient. Nous abordons
I’étude de la préservation de ces propriétés de deux fagons:

— par aziomatisation des connecteurs;

— par préservation de modéles.

3.1 Préservation par axiomatisation

L’idée est simple, nous allons supposer que chacun des connecteurs peut
se spécifier par un ensemble de formules n’utilisant que des connecteurs appa-
raissant dans toutes les institutions stratifiées kS7 ., pour une combinaison de
logiques (k;)icr. Formellement, ceci s’exprime de la fagon suivante.

Définition 3.1.1 Soit (k;)icr une combinaison de logiques. Soit ¥ € |Sig]
une signature. Alors, pour toute formule ¢ € Ty, \TniEI,ﬁ(g), il existe
E CTn,., wi(x) tel que Mod(p) = Mod (E).

Cette condition est trés proche de la condition de « conservativité pour les
formules ». De la méme facon, ceci suppose alors des contraintes sur chacune
des institutions stratifiées KSZ|,, comme par exemple de disposer de la négation
(en effet, la négation ne se spécifie pas a partir de formules positives). Avec une
telle conditions, on a alors le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.1 Soit (k;)ic; une combinaison de logiques. Si chacune des
kST, posséde linterpolation de Craig, alors kST également.
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Preuve A revoir! Soit
Y L} ¥

|

Yo —— ¥
o)

un diagramme dans Sig et soient ®; € Sen(X1) et P2 € Sen(X2) des ensembles
de formules tels que ®; |=x' ®». Puisque ®; =5v $2, on a Mod (1) C Mod (),
i.e. Mod(®1 N K(E)®) C Mod (B3N k(2)°). Ceci implique alors &1 Nk (')’ f=x
®, N x(3)°. Par hypothése, il existe alors un ensemble de formules atomiques
® € (X)? interpolant de ®; N k(X')® et &, N k(Z')° et done de &, et de &,. O

3.2 Préservation par modéles

Nous donnons dans cette section une condition suffisante nous permettant
de contourner le probléme que certains connecteurs doivent nécessairement ap-
paraitre nulle part ou alors dans chacune des k-institutions stratifiées KSZ),
pour une combinaison de logiques (k;);cs- Cette propriété va nous permettre de
montrer non pas l'interpolation de Craig mais son équivalent (en présence de la
négation) : la consistance de Robinson. Il suffira alors qu’une des k-institutions
stratifiées kST ., posséde la négation et « le tour est joué ». Cette propriété, que
nous appellerons P (& défaut d’un autre nom) s’exprime de la fagon suivante.

Définition 3.2.1 Soit kST = (Sig, Mod ,[], =, k) une k-institution stratifiée.
Soit ¥ € |Sig| et soit le diagramme ci-dessous

T
T T
0t T C Sen(X) est une X-théorie compléte et T; (i € {1,2}) est une o;-extension
consistante de T'. On dit que kST posséde la propriété P si la propriété suivante
est vérifiée :
YM; € |Mod (T;)|,VM; € |Mod(T;)|,i # j € {1,2},IM}, € |Mod(T})|,k €
{1,2}

- Mod (0;)(M;) = Motf((fj)(Mk) et My, <u Mj stk=7j;
— Motf(O"j)(Mj) = Mod(ai)(/\/lk) et My, <u M, sinon (i.e. k =1).

La propriété que nous venons de définir est une propriété assez forte qui,
sous réserve de posséder la propriété d’amalgation (faible), entraine la propriété
de Robinson et donc le lemme de consistance de Robinson. Cependant, cette
propriété est vérifiée dans la pratique comme le montre le théoréme suivant
pour la logique du premier ordre.

Théoréme 3.2.1 La logique du premier ordre avec égalité (i.e. linstitution
FOL introduite en partie I, exemple 1.1.3) verifie la propriété P.
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o1
Y 3
o9 ol
Y Y
2 gb

Fic. 3.1 — Pushout de signature dans FOL

Preuve Soit le diagramme suivant de morphismes de signatures. Soit T' C
Sen(¥X) une X-théorie compléte et soient T3 C Sen(E1) et To C Sen(Tsg)
des Y;-extensions consistantes. On va montrer que l’ensemble de formules
Sen(o)(Th) U Sen(ch)(T») forme une ¥'-théorie consistante.
Soit donc My € Mod (X1) un modéle de Ty. Puisque cette derniére est consis-
tante, I’existence de M; est assurée par la proposition 1.3.6. Deux cas sont &
considérer suivant que la cardinalité de M; est ou non finie.
1. M; est un modéle fini:
Par définition, Mod (o1)(M) est aussi un modéle fini. Maintenant, par la
condition de satisfaction Mod (o1)(M1) est un modéle de T'. Puisque T est
une théorie compléte, ceci signifie que la cardinalité de M, est spécifiée
dans T'. Les modéles de T sont alors tous des modéles finis dont la cardi-
nalité est celle spécifiée dans T,i.e. celle de M;. Soit My € |Mod (23)| un
tel modéle. Soit g : My — M, la bijection entre les ensembles de valeurs
sous-jacents de M et M. Construisons alors un modéle M/, élémentai-
rement équivalent ) M et tel que Mod (o1)(M1) = Mod (o2) (M) :

- Mj = M,
S Ve F, fMe = fM
- Vfre R\ F,
MMy — Mo
(M, ymn) > M (g(ma), -, g(ma))

— Ve R, rMz = pMi
V€ Ry \ R, M = {(my, ..., ma) [(g(ma), ., glmn)) € P2}
2. M; est un modéle de cardinalité o > N :
De la méme fagon que précédemment Mod (o1)(M;) est un modeéle de
cardinalité a. La théorie T' étant compléte, il s’ensuit que les modéles de
T, sont également de cardinalité infinie. Par le théoréme de Lowenheim-
Skolem, T» admet un modéle pour toute cardinalité infinie. Il existe donc
My € |Mod (X2)| de cardinalité a. En suivant la démarche ci-dessus, on
peut alors construire un modéle M} de T élémentairement équivalent a
M et tel que Mod (01)(M1) = Mod (o2)(M}).
Par construction, on a bien Mod (01)(Mi) = Mod (02)(M}). Par définition, I'ap-
plication g : M}, = M est un isomorphisme. On en déduit alors que M) = M.
Enfin, par construction on a bien Mod (o1)(M1) = Mod (o3)(M5). |

Comme on peut le voir sur cet exemple si une k-institution stratifiée don-
née préserve la satisfaction, posséde la négation et des diagrammes complets et
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vérifie les théorémes de Lowenheim-Skolem, alors elle posséde la propriété P.
Il est possible que la propriété P dépende d’hypothéses moins restrictive que
celles-ci (de fait cette construction est trés liée aux structures du premier ordre
et ’hypothéses des diagrammes complets exclu les logiques modales) que nous
n’avons pas encore identifiées.

Théoréme 3.2.2 Pour toute institution qui satisfait la propriété P et posséde
la propriété de faible amalgation le lemme de consistance de Robinson est vrai.

Preuve Soit le diagramme suivant

T
0'1/ \0’2
T, T,
ou T C Sen(X) est une X-théorie compléte et T; (i € {1,2}) est une o;-extension
consistante de T'. Par la propriété P, on a:
VM; € [Mod(T))|,YM; € (Mot (T))]i # § € {1,2},3My € |Mod (T k €
{1,2}
— Mod (0;)(M;) = Mod (o) (My) et My <, M;sik=yj;
— Mod (0;)(M;) = Mod (0;)(My) et My, <, M; sinon (i.e. k =1).
Par la propriété d’amalgation faible, il existe alors un ¥'-modéle M’ € |Mod (T)|
tel que Mod (o) (M') = My, pour k € {1,2}. Par la condition de satisfaction, on

en déduit que M’ s Sen(oq)(T1)USen(ch)(T2) et donc Sen (o )(Th)USen(oh)(Tz)
est une Y'-théorie consistante. O

La théoréme précédent établit une nouvelle preuve du lemme de consistance
de Robinson plus simple que les preuves existantes de ce lemme. Ceci est du au
fait que toute la difficulté de montrer ce lemme est « cachée » dans la propriété

P.

Corollaire 3.2.1 Toute institution qui satisfait la propriété P et posséde la
propriété de faible amalgation et la négation posséde l'interpolation de Craig.

Preuve C’est une conséquence immeédiate de la proposition ci-dessus et de la
proposition 2.2.2, partie I. O

On montre alors que cette propriété est préservée par combinaison de lo-
giques au sens de la définition 2.2.1

Théoréme 3.2.83 Soit (k;)icr une combinaison de logiques. Si chacune des
KSZ,,, possede la propriété P, alors kST également.

Preuve Soit kSZ = (Sig, Mod , [], =, k) une k-institution stratifiée. Soit ¥ € |Sig|
et soit le diagramme ci-dessous

T
0'1/ \0’2
T T
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ou T C Sen(X) est une Y-théorie compléte et T; (i € {1,2}) est une o;-extension
consistante de T'. Soient My € Mod (T}) et M2 € Mod (T2) des modéles. Puisque
KkSZ)., et kST, possedent la propriété P, on a pu construire un T>-modéle M
dont le réduit par o, est égale au réduit de M par oy et qui est élémentairement
équivalent & My & la fois lorsqu’on se restreint aux constructeurs de formules
donnés par k1 et & ceux donnés par ks. Il faut maintenant montrer que M est
toujours équivalent & M, lorsqu’on considére tous les constructeurs de formules
données par k. Supposons donc le contraire. Ceci signifie qu’il existe un formule
p € Ty telle que soit M |= p et My ¥ ¢ soit M E ¢ et My |= . Par hypothése,
cette formule est nécessairement une formule mixte, i.e. construite sur les deux
langages. Ce n’est donc pas une formule atomique et elle est donc de la forme
T(1,---,9n). Supposons que T soit un constructeur de formules donné par
k1. Alors, ¢ est équivalente & la formule T (by,...,b,) ol les b; sont les valeurs
de vérité des formules ;. Or, T(by,...,b,) est une formule construite sur les
constructeurs de formules donnés par k1. Ceci est imposible puisque M et My
sont élémentairement équivalents sur ’ensemble des formules construites sur les
constructeurs donnés par k.

On répéte alors ce qu’on vient de faire pour T donné par ko et pour M Ti-
modéle élémentairement équivalent & M. O

Corollaire 3.2.2 Soit (k;)ic1 une combinaison de logiques. Si chacune des
KSZ).; possede la propriété P, alors kST posséde linterpolation de Craig.

Preuve C’est une conséquence directe de la proposition 3.2.3 et du corol-
laire 3.2.1. O
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Conclusion

Apports de la thése

L’apport de cette thése & la théorie générale des institutions et des systémes
logiques est double. Cette dualité se retrouve d’ailleurs dans le découpage des
parties. En effet, tandis que les résultats présentés dans la troisiéme partie et,
dans une moindre mesure dans la premiére, concernent essentiellement la théorie
de la spécification, ceux présentés dans la deuxiéme partie reléve plutot de la
théorie des modéles.

En ce qui concerne la théorie de la spécification, les apports de cette thése sont
les suivants :

1. Généralisation de I’équivalence entre 'interpolation de Craig et la consis-
tance de Robinson (cf. partie I, section 2.2.2). Le résultat que nous pro-
posons s’inspire et améliore sensiblement celui proposé par A. Salibra et
G. Scollo (cf. [114]).

2. Préservation de l'interpolation de Craig au-travers des morphismes d’ins-
titutions (cf. partie I, section 2.3.2). La encore, le résultat que nous propo-
sons s’inspire d’un résultat analogue démontré par A. Salibra et G. Scollo
pour les transformation de (pré)-institutions.

3. Introduction d’un cadre théorique basé sur les institutions, appelé institu-
tions stratifiées, permettant de préciser, de facon institution-indépendante,
la définition de la relation de satisfaction au-travers des éléments utilisés
pour définir la validité des formules (¢f. partie II, chapitre 1).

4. Caractérisation de la notion de constructeurs de formules et de leurs sé-
mantiques dans le cadre des institutions stratifiées par la donnée d’un
foncteur associant a toute signature une signature de constructeurs munie
d’une algébre pour la sémantique (cf. partie II, section 3.1).

5. Utilisation de ce dernier cadre théorique, appelé k-institutions stratifiées,
pour létude de la combinaison de logiques incluant la notion de modifica-
tions des logiques combinées (cf. partie III, chapitre 2) et la prérservation
de linterpolation de Craig et de la consistance de Robinson au travers de
cette combinaison (cf. partie III, section 3).

En ce qui concerne la théorie des modéles, I’apport principal de cette thése est la
généralisation de la méthode des diagrammes (cf. partie II, section 2.2), rendue
possible par 'introduction du cadre des institutions stratifiées. La méthode des
diagrammes est en effet & la base de nombreux résultats de théorie standard des
modéles (comme par exemple les théorémes de Lowenheim-Skolem ou le test de
Tarski-Vaught) et sa généralisation dans un cadre institution-indépendant ouvre
la voie & la généralisation de ces résultats. En particulier, cette généralisation de



158 CONCLUSION

la méthode des diagrammes nous a permi de donner des conditions suffisantes
pour la consistance de Robinson (¢f. partie II, section 3.3), et donc pour I’in-
terpolation de Craig, ce qui, hormis de trés récents travaux par D. Giind et
A. Popescu, n’a jamais été fait malgré le role joué par ces propriétés dans le
cadre de la structuration et de la modularité des spécifications axiomatiques.
Les autres apports de cette thése & la théorie des modéles sont les suivants:
1. preuves institutions-indépendantes des théoréme de Lowenheim-Skolem,
du test de Tarski-Vaught et du théoréme des chaines élémentaires de Tarski
(¢f. partiell, sections 2.3 et 3.2) en application directe de la méthode des
diagrammes.
2. formulation dans un cadre institution-indépendant et généralisation de la
notion de définissabilité de Beth (¢f. partie I, sections 3.2 et 3.5).
3. preuve institution-indépendante et préservation du théoréme de définissa-
bilité de Beth (cf. partie I, sections 3.3 et 3.4) en application directe du
théoréme d’interpolation de Craig.

Perspectives

Comme on peut le deviner 4 la lecture de la section précédente, les travaux
ici présentés laissent apparaitre de nombreuses perspectives, & la fois dans le
cadre de la théorie de la spécification et de la théorie des modéles. On retiendra
notamment les perspectives de recherches suivantes :

Théorie de la spécification:

1. Approfondir ’étude la combinaison de logiques dans le cadre des &-
institutions stratifiées, par exemple em considérant d’autres notions
de fleches entre systéme logiques (co-morphismes, transformations,
etc.).

2. Approfondir I’étude de la notion de stratification (pouvoir, limites,
etc.). En particulier, il serait intéressant d’associer a chaque formule
I’ensemble des états d’un modéle donné pour lesquels cette formule
est vraie. Ceci permettrait de voir une formule comme un simple
opérateur de fermeture sur ’ensemble des états associés & chaque
modeéle et ainsi de mieux caractériser la sémantique des constructeurs
de formules.

3. Etudier la préservation d’autres propriétés utiles pour la théorie de la
spécification (décidabilité, axiomatisabilité, correction, complétude,
etc.) au-travers de notre définition de la combinaison de logiques.

Théorie des modéles:

1. Exploration de la théorie standard des modéles dans le cadre des
institutions stratifiées (généralisation et préservation d’autres résul-
tats).

2. comparaison des institutions stratifiées avec d’autres cadres théo-
riques tels que les power-institutions (cf. [86]).

3. comparaison des pouvoirs d’expression relatifs de divers systémes lo-
giques dans le cadre des institutions stratifiées au-travers de leurs
classes de modéles.
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Quatriéme partie

Annexes
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Annexe A

Théorie des catégories

A.1 Catégories, foncteurs et transformations na-
turelles

Définition A.1.1 (graphe) Un graphe G est la donnée d’un ensemble O d’ob-
jets, d’un ensemble F C O x O de fleches et de deuz applications dom : F — O
et codom : F — O associant respectivement a toute fleche f € F son domaine et
son codomaine, i.e. f : dom(f) — codom(f).

Définition A.1.2 (paire composable) Soit ¢ = (0,F) un graphe. L’en-
semble des paires composables de G, noté F xo F, est défini de la fagon suivante :

T xoF ={(g,f) € F x F/dom(g) = codom(f)}
L’ensemble des paires composables est appelé ensemble produit sur O.

Définition A.1.3 (catégorie) Une catégorie C est la donnée d’un graphe G =
(0, F) et des deux applications suivantes :

Id: O — ¥
c +— Id,

o FXoF —F
(9, f) —gof

vérifiant les propriétés suivantes :
1. dom(Id,) = a = codom(Id,) ;

dom(g o f) = domf ;

codom(g o f) = codom(g) ;

ko(gof)=(kog)of;

Vf:a—b,Idyof =1,

6. Vg:b—c,gold, =g.

ARSI IR

Notation A.1.1 Soit C une catégorie.
— On note || la classe des objets de C.
— Pour tout couple (a,b) € |C| x |C| d’objets de C, on note C(a,b) la classe
des fleches de a wvers b. Une fleche f € C(a,b) sera désormais appelée
morphisme de a vers b.
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Une catégorie pouvant étre définie uniquement en termes de ses morphismes,
on ne fera pas de distinction dans les notations entre la catégorie C et ’ensemble
de tous ses morphismes.

On définit maintenant la notion de foncteur. Intuitivement, un foncteur est
un morphisme de catégories.

Définition A.1.4 (foncteur) Soient C et B deux catégories. Un foncteur T :
C — B est la donnée d’un couple (To,Ty) d’applications tel que :
- To :|C| = |B|, appelée fonction objet, associe a tout objet ¢ € |C| un objet
T(c) € |B|;
— Ty : C — B, appelée fonction fléche, associe a tout morphisme f € C(c,c')
une fleche T(f) € B(T(c),T(c));
vérifiant les deux propriétés suivantes :
1. T(14.) = Idy(e) 5
2. T(go f)=T(g) oT(f) (si go f est défini dans C).

Suivant la méme démarche que précédemment, on définit maintenant la no-
tion de transformation naturelle. Intuitivement, une transformation naturelle
est un morphisme de foncteur.

Définition A.1.5 (transformation naturelle) Soient S,T : ¢ — B deux
foncteurs. Une transformation naturelle 7 : S = T est une application qui
associe o tout objet ¢ € C une fleche 7. € B(S(c),T(c)) de telle fagon que pour
tout morphisme f € C(c,c') le diagramme de la figure suivante commute. On

c S(c) T(c)
f S(f) T(f)
d S(c") p T(c)

dit alors que 7. : S(c) = T'(c) est naturel en c.

Si on imagine que les foncteurs S et T définissent chacun une certaine image
de C dans B, alors une transformation naturelle 7 est un ensemble de fléches
associant 3 'image définie par S, celle définie par 7T'.

A.2 Fondations

L’un des objectifs principaux de la théorie des catégories est de discuter
de propriétés de totalités d’objets mathématiques tels que '« ensemble » de
tous les groupes ou I’« ensemble » de tous les homomorphismes de groupes. Or,
il est usuel désormais de voir les structures algébriques telles que les groupes
comme des ensembles munis d’une structure particuliére. On va donc chercher &
considérer ’ensemble de tous les ensembles possédant une structure particuliére
donnée. Ceci nous améne alors & appliquer un principe de compréhension pour
former notre ensemble : étant donnée une propriété ¢ portant sur des ensembles,
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on forme ’ensemble {z/p(z)} de tous les ensembles z vérifiant la propriété ¢
(dénoté p(x)). Un tel principe, cependant, ne peut étre adopté dans sa généralité
car il ménerait & certains paradoxes fameux tels que le paradoxe de Russel.
Pour cette raison, la pratique standard en théorie des ensembles naive (i.e. avec
la relation d’appartenance classique €) est de restreindre I’application de ce
principe de compréhension. On n’autorise plus, & partir de deux ensembles u et
v, que les constructions ensemblistes suivantes:

— {u,v} l'ensemble formé exclusivement des éléments u et v;

— (u,v) la paire ordonnée ;
uxv={(z,y)/z €uetyéec v}leproduit cartésien de u par v;
p(u) = {v/v C u} 'ensemble des parties de u;
- Uz = {y/y € zpour un certain z € x} l'union (d’une chaine x d’en-

sembles) ;

— d’un ensemble infini de tous les ordinaux (w = {0,1,2,...}).

Finalement, étant donnée une propriété ¢ portant sur des ensembles (technique-
ment une propriété exprimée en termes d’éléments, de la relation d’appartenance
et des connecteurs logiques et des quantificateurs usuels) et étant donné un en-
semble u, on autorise alors le principe de compréhension pour les éléments de
u, i.e. 'ensemble {z € u/p(x)}. Ceci signifie qu’en fait on autorise la formation
de I’ensemble de tous les ensembles appartenant & un ensemble donné u et vé-
rifiant une propriété donnée. On ajoute alors & cette pratique une assomption
supplémentaire : ’existence d’un univers.

Définition A.2.1 (univers) Un univers est la donnée d’un ensemble U véri-
fiant les conditions suivantes :

-z €u €U impliqgue x € U ;

- u,v € U implique {u,v},(u,v),u xv e U;

-z € U implique p(z),Jz € U ;

- w € U (ici, nous considérerons w = {0,1,2,...}) est l'ensemble de tous

les ordinaux ;
— si f :a — b est une fonction sujective avec a € U et b C U, alors be U.

Ces propriétés de fermeture sur U assurent que les opérations usuelles de
la théorie des ensembles appliquées aux éléments de U produiront toujours des
éléments de U.

Définition A.2.2 (petit ensemble) Soit U un univers. On appelle petit en-
semble tout élément de U, i.e. tout ensemble u € U.

Remarque A.2.1 Soit U un univers. L’ensemble {U} est un ensemble ne
contenant qu’un seul élément : 'univers U. Intuitivement c’est donc un ensemble
trés petit. Il n’est pourtant pas petit au sens de la définition précédente. En ef-
fet, {U} € U impliquerait U € U ce qui est en contradicion avec l'aziome de
régularité (aucun ensemble n’est élément de lui-méme). Par conséquent, < pe-
tit » ensemble signifie ensemble élément d’un univers et non ensemble de faible
cardinalité.

D’aprés la définition A.2.2, I'univers U est alors ’ensemble de tous les petits
ensembles. Une fonction étant un ensemble (le triplet (u, G¢,v), ot Gy C uxv),
on dira qu’une fonction f: u — v est petite si u et v sont de petits ensembles.
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On peut donc construire I’ensemble A de tous les ensembles qui sont des petites
fonctions et ainsi définir la catégorie des petits ensembles dont les morphismes
sont les petites fonctions.

Notation A.2.1 Soit U un univers. On note Set la catégorie dont les objets
sont les petits ensembles et les morphismes les petites fonctions, i.e. :

— |Set| = U ;

—Set={f:a—>bla,be U}.

Définition A.2.3 (petite catégorie) Soit U un univers. Une catégorie C est
dite petite si l’ensemble de ses objets et l’ensemble de ses fleches sont tous deux
de petits ensembles, i.e. :

- [cleU;
-ceU.

Notation A.2.2 Soit U un univers. On note Cat la catégorie dont l’ensemble
des objets est ’ensemble des petites catégories et I’'ensemble des morphismes est
l’ensemble des petits foncteurs, i.e. les foncteurs entre petites catégories.

Remarque A.2.2 On remarquera que Set n’est pas une petite catégorie puisque
Pensemble U de ses objets n’est pas petit (U ¢ U ).

Dans les applications de la théorie des catégories & la théorie de la spécif-
cation, il est fréquent de rencontrer des catégories non-petites. D’ailleurs, la
plupart des institutions standards ont, pour une signature donnée, un ensemble
de modéles qui n’est pas petit. Il est alors commode d’utiliser les axiomes de
Godel-Bernays pour la théorie des ensembles et définir la notion de classe.

Définition A.2.4 (classe) Soit U un univers. Une classe C est la donnée d’un
sous-ensemble de U, i.e. C CU.

On remarque immédiatement que, puisque z € u € U implique = € U, tout
élément de U est également un sous-ensemble de U. On en déduit que tout
petit ensemble de U est une classe. Par contre, certaines classes de U, tel que
U lui-méme, ne sont pas des petits ensembles.

Définition A.2.5 (classe propre) Soit U un univers. Une classe propre est
la donnée d’une classe C' qui n'est pas élément de U, i.e. C CU et C ¢ U.

On peut maintenant définir la notion de large catégorie.

Définition A.2.6 (large catégorie) Soit U un univers. Une catégorie C est
dite large si l’ensemble de ses objets et l’ensemble de ses fleches sont tous deux
des classes (propres ou non), i.e. :

-l CcU;

- CcCU.

Remarque A.2.3 Les catégories Set et Cat sont des catégories larges.

Dans ’ensemble de ce document, nous n’indiquerons pas 'univers U choisi
et nous parlerons de petits ensembles, de classes et d’ensembles, sachant que le
terme « ensemble » regroupe les notions de petit ensemble et de classe.
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A.3 Constructions sur les catégories

Contravariance et dualité
Définition A.3.1 (catégorie duale) Soit C une catégorie. On définit la ca-
tégorie duale de C, notée C°P, de la facon suivante :
— les objets de C°P sont les objets de C;
— les objets de C°P sont les morphismes f°P obtenus a partir des morphismes
de C en inversant les directions, i.e. :
Va,b € ||,
CPb,a) ={f?:b—>a/If € C(a,b)}

Définition A.3.2 (contravariant) Un foncteur contravariant S : C — B est
la donnée d’un foncteur S : C°? — B, i.e. 4 tout objet ¢ € C, S associe un
objet S(c) € |B| et a tout morphisme f € C(a,b) S associe un morphisme
S(f) € B(S(b),S(a)) tel que les deuzx conditions suivantes soient vérifiées :

1. S(1d.) = Ids(c)

2. S(go f)=S(f)oS(g)

La généralisation des notions d’injectivité et de surjectivité dans le langage
catégoriel offre un bel exemple de notions duales.
Dans le cadre de ’algébre abstraite ou de l’algébre universelle, un monomor-
phisme est simplement la donnée d’un morphisme injectif.

Définition A.3.3 (monomorphisme) Soit C une catégorie et soit f €
C(a,b). Le morphisme f est un monomorphisme si pour tous morphismes
91,92 € C(c,a), on a:

fegi=fog2=91=9

Dans la catégorie Set des ensembles, les monomorphismes sont exactement les
morphismes injectifs. Les notions algébriques et catégorielles coincident donc.
Ceci est également vrai pour de nombreuses autres catégories telles que la caté-
gorie des groupes, celles des anneaux ou celle des espaces vectoriels. En revanche,
il existe des catégories, telles que la catégorie des groupes abéliens divisibles
munis des homomorphismes de groupes, pour lesquelles il existe des monomor-
phismes non injectifs.

Dans le cadre de ’algébre abstraite ou de 1’algébre universelle, un épimorphisme
est simplement la donnée d’un morphisme surjectif.

Définition A.3.4 (épimorphisme) Soit C une catégorie et soit f € C(a,b).
Le morphisme f est un épimorphisme si pour tous morphismes g1,92 € C(b,c),
on a:

grof=pof=>0=0

Dans la catégorie Set des ensembles, les épimorphismes sont exactement les
morphismes surjectifs. Les notions algébriques et catégorielles coincident donc.
Cependant, de méme que pour les monomorphismes, il existe des catégories dont
certains épimorphismes ne sont pas surjectifs. Par exemple:

— dans la catégorie des monoides, I'inclusion de IN dans Z est un homomor-

phisme de monoides non-surjectif. C’est pourtant un épimorphisme;

— dans la catégorie des anneaux, ’'inclusion de ZZ dans @ est un épimorphisme

non-surjectif.
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11 est clair d’aprés les définitions que le dual d’un monomorphisme est un épi-
morphisme, i.e. un monomorphisme dans une catégorie C est un épimorphisme
dans la catégorie duale C°P.

Définition A.3.5 (isomorphisme) Soit C une catégorie et soit f € C(a,b).
Le morphisme f est un isomorphisme si c¢’est un monomorphisme et un épi-
morphisme.

Définition A.3.6 (monomorphisme extréme) Soit C une catégorie et soit
f € c(a,b) un monomorphisme. On dit que f est un monomorphisme extréme
st pour toute factorisation de f, le premier facteur n’est pas un épimorphisme,
ou alors c’est un isomorphisme, i.e.:

Ve € |C|,Yg1 € C(a,c), Vg2 € C(c,b),

f = 91095 A\ g1 épimorphisme = g, isomorphisme

Catégories virgules
Définition A.3.7 (catégorie virgule) Soit F': C' — C un foncteur et a € |C|
un objet de la catégorie C. La catégorie virgule a/F est définie de la facon
sutvante :
objets: les morphismes f € C(a, F(b)), ou b € |C'|;
morphismes: les morphismes h € (C'(b,b'), tels que F(h)o f = f' si h €

o/ F(f, f'). f

a— F(b)

f F(h)

Notation A.8.1 Lorsque C = C' et que F est le foncteur identité, la catégorie
a/F sera notée a/C.

A.4 Universalité et limites

Fléches universelles
Définition A.4.1 (fléche universelle) Si S : D — C est un foncteur et c €
|C| est un objet de C, une fléche universelle de ¢ vers S est la donnée d’une paire
(r,u), ot r € |D| est un objet de D et u € C(c,S(r)) est une fleche de C, telle
que pour toute autre paire (d, f) (d € |D| et f € C(c¢,S(d))), il existe une unique
fleche ' € D(r,d) de D telle que S(f') ou = f.

La définition précédente signifie en fait que chaque fleche f vers S se facto-
rise de fagon unique au travers de la fléche universelle u comme indiqué sur le

diagramme ci-dessous. w
c— S(r) r

f S | f
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De fagon équivalente, une fleche u : ¢ — S(r) est universelle de ¢ dans S
lorsque la paire (r,u) est un objet initial de la catégorie virgule (¢/S) dont les
objets sont les fleches ¢ — S(d). Comme toujours avec les objets initiaux, cela
signifie que (r,u) est unique & isomorphisme prés dans (¢/S). En particulier,
lobjet r € |D| est unique & isomorphisme prés dans D. Cette remarque est
typique de ’emploi des catégories virgules.

L’idée d’universalité est parfois exprimée en termes d’« éléments univer-

sels ». Si D est une catégorie et H : D — Set un foncteur, un élément universel
du foncteur H est la donnée d’une paire (r,¢e), ou r € |D| est un objet de D et
e € H(r) est un élément de 'ensemble associé a r par H, telle que pour toute
paire (d,z) (d € |D| et z € H(d)), il existe une unique fleche f € D(r,d) telle
que H(f)(e) = .
Beaucoup de constructions familiaires sont des exemples naturels d’éléments
universels. Considérons par exemple une relation d’équivalence E sur un en-
semble S, ’ensemble quotient S/E des classes d’équivalences et la projection
p: S — S/E qui associe & tout élément s € S sa classe d’équivalence. L’en-
semble quotient S/E posséde la propriété suivante : toute fonction f sur S res-
pectant la relation d’équivalence peut étre vue comme une fonction sur S/E.
Plus formellement, ceci signifie que si f : S — X est telle que f(s) = f(s') pour
tout s,s' € S tels que sEs’, alors f peut étre écrite de fagon unique comme la
composée p avec une fonction f': S/E — X.

p
¢c——S/E
f f!

X

Ceci signifie exactement que (S/E,p) est un élément universel pour le foncteur
H : Set — Set qui associe & tout ensemble X 1’ensemble H(X) de toutes les
fonctions f: S — X pour lesquelles sEs’ implique f(s) = f(s').

Coproduits et colimites Pour toute catégorie C le foncteur diagonal A :
C — C X C est défini sur les objets par A(c) = (c,c) et sur les fléches par

A(f) = (£, 1)-

Définition A.4.2 (coproduit) Soit C une catégorie. Un diagramme de co-
produit dans C est la donnée d’un objet ¢ € |C| et d’une fleche (a,b) — (c,c)
de C X C, i.e. une paire de fleches (i : a — ¢,j : b — ¢) vérifiant la propriété
suivante : pour toute paire (f : a — d,g : b — d) il existe une unique fléche
flie—dtelle que f= floietg=f'oj.

1l est clair que la fleche (a,b) — (c¢,¢) est une fléche universelle de (a,b)
vers A. Lorsqu’un tel diagramme coproduit existe, ’objet ¢ est nécessairement
unique (3 isomorphisme prés). On le note alors ¢ = a][b ou ¢ = a+ b et on
I’appelle objet coproduit. Le diagramme coproduit est alors le suivant

a—i>a]_[b<;b
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et les fléches i et j sont appelées les injections du coproduit a ][ b. L’universalité
de ce diagramme établit le fait que tout diagramme tel que le diagramme suivant
peut étre complété en h de fagon unique de fagon & étre commutatif.

1 J
a—>aHb<—b
N 9

d

Définition A.4.3 (pushout) Soit C une catégorie. Etant donnée une paire
(f:a—b,g:a—c) de fleches de ¢ de domaine commun a € |C|, un pushout
de (f,g) est la donnée d’un diagramme commutatif tel que celui de gauche ci-

dessous

f f

a —— b a —— b
I A
CL)T CL)S

et tel que pour tout autre diagramme commutatif (comme celui de droite ci-
dessus) construit sur (f,g), il existe une unique fleche t € C(r,s) telle que
tou=hettov==%k.

Intuitivement, un pushout de (f, g) est la méthode universelle de compléter
un diagramme commutatif construit sur (f, g).

Les coproduits et les pushouts sont en fait des cas particuliers d’un méme
concept : les colimites. Soit ¢, s des catégories (4 une catégorie d’index). Le
foncteur diagonal A : ¢ — ¢’ envoie chaque objet ¢ € || sur le foncteur A(c)
qui associe la valeur ¢ & tout objet i € |7| et la valeur Id. & chaque fleche de
J.Si f:c— ¢ est une fleche de ¢, alors A(f) est la transformation naturelle
A(f) : A(c) = A(d) qui a la méme valeur f pour tout objet i € |9|. Tout
foncteur F : 7 — C est un objet de ¢7. Une fléche universelle (r,u) de F vers A
est appelé une colimite de F'.

Définition A.4.4 (colimite) Un diagramme de colimite pour le foncteur F
est la donnée d’un objet r € |C|, noté CoLimF, et d’une transformation naturelle
u : F = A(r) universelle parmi les transformations naturelles 7 : F = A(c)
(celcl).

Il est clair que (r,u) est une fleche universelle de F' vers A. Puisque A(c)
est le foncteur constant, les transformations naturelles 7 consistent en la donnée
d’une fleche 7; € C(F;, ¢) pour chaque objet i € || telle que 7; 0 F(u) = 7;. Une
telle transformation naturelle est habituellement appelée un cone de la base F
vers le sommet c. La situation est telle que décrite par le diagramme suivant

(pour un cas particulier de 7) ou %)us les tﬁi‘angles sont commutatifs.
u v
F,' —— F] —_— Fk

Tk
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Une colimite de F' : 7 — ( consite alors en la donnée d’un objet CoLimF € |C|
et d’'un cone p : F' = A(CoLimF') universel, i.e. pour tout cone 7: F' = A(c) il
existe une unique fleche t' : CoLimF — ¢ telle que 7; = t' o u; pour tout index
i € |9]- On dit alors que p est le cone limite ou le cone universel (de la base F).

Produits et limites La notion de limite est une notion duale de celle de
colimite définie ci-dessus. Soient donc ¢, 7 deux catégories et soit A : ¢ — ¢7 le
foncteur diagonal.

Définition A.4.5 (limite) Soit F : 4 —,C un foncteur. Une limite de F est
la donnée d’un objet r € |C|, noté LimF et appelé objet limite du foncteur F, et
d’une transformation naturelle v : A(r) = F universelle parmi les transforma-
tions naturelles T : A(c) = F (c € |C|).

11 est clair que (r,u) (r € |C| et uw € T) est une fléche universelle de A vers
F'. Puisque A(c) : J = C est le foncteur constant, les transformations naturelles
7 consistent en la donnée d’une fléche 7; € C(c, F) pour tout objet i € || telle
que pour toute fléche u € 7(i,j), on a 7; = F(u) o 7;. Une telle transformation
naturelle est habituellement appelée un céne du sommet ¢ vers la base F (ou
cocone de la base F' vers le sommet c¢). La situation est telle que décrite par
le diagramme suivant (pour un cas particulier de 7) ou tous les triangles sont

commutatifs. u F,
F,—— F; — F}

Tk

Une limite de F' : § — C consite alors en la donnée d’un objet LimF' € |C]|
et d’un cone p : LimF = F universel, i.e. pour tout cone 7 : ¢ = F il
existe une unique fléche t : ¢ — LimF telle que 7; = v; o t' pour tout index
i € |9]- On dit alors que p est le cone limite ou le cone universel (vers la base F).

Les propriétés de Lim et CoLim sont résumées dans le diagramme suivant,

LimF Y » F E y CocimF

I | !

c LI 7 5 c
ou les fléches horizontales sont des cones et les fléches verticales sont des fléches
de C. Lorsque les limites existent il y a des isomorphismes naturels:

Cle, LimF) =2 Aat(A(c), F) = Cone(c, F)
Cone(F,c) = Nat(F,A(c)) = C(CoLimF,c)

Nous présentons maintenant quelques cas particuliers de la notion de
limites. On notera que ce sont tous des notions duales des notions similaires
définies pour les colimites.

Si 7 est la catégorie discréte {0, 1}, un foncteur F': {0,1} — C est la donnée
d’une paire (a, b) de fleches de .



170 ANNEXE A. THEORIE DES CATEGORIES

Définition A.4.6 (produit) On appelle produit de a et b, noté a x b ou allb,
l’objet limite pour le foncteur F ci-dessus. Le diagramme limite consiste en la
donnée de l’objet limite ax b et de deux fleches p,q appelé projections du produit.

a2 — axb ——=b

Définition A.4.7 (pullback) Soit C une catégorie. Etant donnée une paire
(f:b—>a,g:c— a) de fleche de C de codomaine commun a € |C|, un pullback
de (f,g) est la donnée d’un diagramme commutatif tel que celui de gauche ci-
dessous

c —* 5 4 e —1 5 d
hj "l ”l gl
b%a b%a

et tel que pour tout autre diagramme commutatif (comme celui de droite ci-
dessus) construit sur (f,g), il existe une unique fleche t € C(e,c) telle que
g=kot=hetp=~hot. L'objet c est souvent noté a X b ou allb et est appelé
pullback ou somme fibrée de a et b.

A.5 Adjoints

Proposition A.5.1 Pour tout foncteur U : 4 — X, les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. pour tout objet X € |X| il existe une fleche universelle de X wvers U ;

2. il existe un foncteur F : X — A et une bijection px,4 : A(F(X),A) —
X(X,U(A)) indexée par |X| x | 4| naturelle en X et en A;

3. il existe un foncteur F' : X — 4, une transformation naturelle nj : Idy =
UoF (appelée unité) et une transformation naturelle € : F o U = Idg
(appelée co-unité) telles que les équations triangulaires suivantes soient
valides :

— €(F) o F(n) = Idy,
- U(e) on(U) = Idy.

Si les conditions ci-dessus sont vérifiées, U est appelé adjoint a droite et le

foncteur F est appelé adjoint a gauche a U. Le quadruplet (U, F, 7, €) est appelé
adjonction de la catégorie X a la catégorie 4.
Bien souvent, la notion d’adjonction est utilisée dans la forme « libre » suivante.
Etant donnée une adjonction (U, F,7,€), pour tout objet X € |x|, il existe un
objet F(X) que lon dit U-libre sur A et une fleche n(X) : X — U(F (X)) tels
que pour tout objet A € |4| et toute fleche h : X — U(A), il existe une unique
fleche A' : F(X) — A telle que h=n(z) o U(N).

(
(X)
U(F(X

N o fo

U(4)
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La proposition suivante donne 1'une des propriétés les plus utiles des fonc-
teurs adjoints.

Proposition A.5.2 Les foncteurs adjoints a droite préservent les limites et, de
fagon duale, les foncteurs adjoints 4 gauche préservent les colimites.

Les conditions équivalentes suivantes définissent un foncteur U : X — X'
comme une équivalence de catégories.

Proposition A.5.3 Pour tout foncteur U : X — X' les conditions suivantes
sont équivalentes :
1. U appartient & une adjonction dont l'unité et la co-unité sont des isomor-
phismes naturels ;

2. U est full et faithfull et tout objet A' € |X'| est isomorphe a4 U(A), on
A€ |x|.
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Annexe B

Logique du premier ordre

Définition B.0.1 (signature) Une signature de premier ordre multi-sorte est
la donnée d’un triplet (S,F,R) tel que:
— S est un ensemble de noms de sortes ;
~ F = (Fuss)(w,s)es+xs est une famille d’ensembles de noms de fonctions.
Pour tout couple (w,s) € S* x S, F,_s est l’ensemble des noms de fonc-
tions d’arité w et de sorte s. Onnotera f : w — s tout le fait que le symbole
f appartiennent a l’ensemble F, s. L’ensemble F_,; désigne l’'ensemble des
symboles de fonctions constantes de sorte s;
- R = (Ry)wes+ est une famille d’ensembles de noms de prédicats. Pour
tout w € 8*, R, est l’ensemble des noms de prédicats d’arité w. On notera
r:w le fait que le symbole r appartiennent a l’ensemble R, .

Remarque B.0.1 Dans la définition ci-dessus, lorsque la famille R est vide,
on note (S, F) plutdt que (S,F,R) et on parle de signature algébrique.

Définition B.0.2 (morphisme) Soient ¥ = (S,F,R) et &' = (S',F,R)
deuz signatures. Un morphisme de signatures o : ¥ — X/ est la donnée d’un
triplet (o0s,0x,0r) d’applications telles que o0s : S =+ S', o5 : F = F', or :
R — R’ et telles que la condition suivante soit vérifiée :

V(w,s) € 8* x S,Vf € Fuss, o7(f) € ]—'f,s(

w)—as(s)
ot os(w) = 0s(s1) -..05(8,) pour tout w =81 ...5, € S*.

Pour construire ’ensemble des termes, on considére maintenant la donnée
d’une famille X = (X;)scs d’ensembles de variables indexés par les sortes. On
suppose de plus que pour toute signature ¥ = (S, F,R),ona XY N(FUR) = 2.

Définition B.0.3 (E-terme) Soient ¥ = (S,F,R) une signature et X =
(Xs)ses une famille d’ensembles de variables. Soit s € S. L’ensemble des %-
termes avec variables de sorte s, noté Tx(X),, est le plus petit ensemble au sens
de Uinclusion satisfaisant les propriétés suivantes :

- X, CTs(X), ;

- Yw e S*,Vf e .7:“;_>S,V(t1, . ,tn) S TE(X)M;

flt1,. . tn) € Tn(X)s

ot Ty (X),, = Tx(X),, x - x Ts(X), pour tout w = s1...8n.

51
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On note Ts(X) Uensemble de tous les Y-termes construit au dessus de .

On étend naturellement les morphismes de signatures aux ensembles de
termes.

Définition B.0.4 (extension aux termes) Soit 0 : ¥ — X' un morphisme
de signatures. On étend o en une application ot : Tx(X) = Tsi (X') inductive-
ment de la fagon suivante:
~ sit € Ts(X), est une variable ou un symbole de fonction d’arité €, alors
at(t) = o(t);
~ sit € Tx,(X1) est un Xi-terme de la forme f(t1,...,t,), alors of(t) =
a(f)(a4(t),. .., (tn)).

Lemme B.0.1 Soit 0 : ¥ — Y’ un morphisme de signatures. L’application
ot : Ts(X) = Ts/(X') est l'unique extension du morphisme o auz ¥ -termes.

Preuve 1l est clair, par construction, que o* existe. Son unicité est tout autant
immédiate. o

Définition B.0.5 (X-formule atomique) Soit ¥ = (S, F,R) une signature.
L’ensemble des Y-formules atomiques, noté Atoms, est le plus petit ensemble au
sens de linclusion satisfaisant la propriété suivante :

VYw e §*,Vr € Ry, Y(t1,...,tn) € Tx(X),, r(t1,. .., tn) € Atomy,

Définition B.0.6 (X-structure du 1°"ordre) Soit ¥ = (S, F,R) une signa-
ture. Une Y-structure du premier ordre M est la donnée :
— pour tout symbole de sorte s € S d’un ensemble My ;
~ pour tout symbole de fonction f € F,_,s d’une fonction f : M, — Ms,,
ot My, = M;, X --- X M;, pour tout w =81 ...5n;
— pour tout symbole de prédicat r € F,, d’une relation S C M,,.

Remarque B.0.2 Lorsqu’on considére des signatures algébriques, le dernier
point de la définition ci-dessus n’est d’aucun usage puisque les signatures ne
contiennent pas de symboles de prédicats. Les structures ainsi formées sont donc
la donnée d’un ensemble de base My pour chaque symbole de sorte s € S et d’une
fonction £ : M, — M, pour chaque symbole de fonction d’arité w et de sorte
s. On appelle X-algébre une telle structure.

Pour interpréter les termes et les formules dans une structure donnée, il
est nécessaire de donner en premier lieu une valeur aux variables dans cette
structure.

Définition B.0.7 (interprétation de variables) Soient ¥ = (S,F,R) une
signature, X = (X;)scs et M une L-structure du premier ordre. Une interpré-
tation des variables v : X — M est la donnée, pour chaque symbole de sorte
s € S, d’une application vy : Xy — M.

Définition B.0.8 (extension aux termes) Soient ¥ = (S, F,R) une signa-
ture, X = (Xs)ses et M une X-structure du premier ordre. Soit v : X — M
une interprétation de variables. On étend v en une application v* : Ts(X) = M
inductivement de la fagcon suivante :

~ sit € Tx,(X1) est une variable, alors vi(t) = v(t) ;
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~sit € Ts, (X)) est un X-terme de la forme f(ti1,...,t,), alors vi(t) =
M@ (t),. .., v (ts)).

Lemme B.0.2 Soit v : X — M une interprétation de variables. L’application
i Ts,(X1) = M est Vunique extension de Uapplication v auz Xy -termes.

Preuve Il est clair, par construction, que v* existe. Son unicité est tout autant
immeédiate. o

Définition B.0.9 (homomorphisme) Soient ¥ = (S,F,R) et une signature
du premier ordre et M,N des X-structures du premier ordre. Un homomor-
phisme de X-structures p: My — My est la donnée :

— d’une application ps : My — Ny pour chaque symbole de sorte s € S ;

— d’une application pr : FM = FN, oa FM = {fM/f € F} (resp.
FN = {fN/f € F}), telle que pour tout symbole de fonction f € F, ,,
pr(fM) = Y

— d’une application pr : RM — RN, o RM = {+rM/r € F} (resp. RN =

{LN/T’ € R}), telle que pour tout symbole de prédicat r € R, s, ur(r’™) =
r
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Annexe C

Institutions stratifiées avec
constructeurs de formules

On introduit les deux opérations suivantes sur la classe des signatures de
constructeurs munie des morphismes de constructeurs :

identité: A toute signature de constructeurs C = (C")new, on associe une
application, notée Id¢, définie par:
— dom(Id¢) = codom(Id¢) =C,
— Vn € IN,Ve € C", Id¢(c) = c.
Il est clair que Idc défini bien un morphisme de constructeurs que ’on
appellera identité sur C.
composition: 3 tout couple (¢1,s2) de morphismes de signatures de construc-
teurs tels que dom(sz) = codom(s;) on associe une application, notée ¢ 06y,
définie par:
— dom(sz 061) = dom(sy),
— codom(cz 0 ¢1) = codom(sy),
— Ve € dom(s1), s2 0 61(c) = sa(s1(c)).
La composition de deux morphismes de constructeurs défini bien un mor-
phisme dez constructeurs.
Preuve A faire O On appelle composée de 1 et ¢o le morphisme de

constructeurs ainsi défini.

Proposition C.0.4 (catégorie de constructeurs) La classe des signatures
de constructeurs introduites a la définition 3.1.1, partie II munie des mor-
phismes introduis d la définition 3.1.2, partie II est une catégorie.

Preuve Découle directement de la définition des opérations identité et compo-
sition définies ci-dessus. O

Soit C € |LogSig| une signature de constructeurs. On introduit les deux opéra-
tions suivantes sur la classe des C-algébre munie des morphismes de C-algébres:
identité: a toute C-algébre A, on associe une application, notée Id 4, définie

par:
— dom(Id4) = codom(Id4) = A,
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— Vn € N,Vc" € C, Ida(c?) = cA.
1l est clair que Id 4 défini bien un morphisme de C-algébres que 'on ap-
pellera identité sur A.
composition: a tout couple (p1,u2) de morphismes de C-algébres tels que
dom(s2) = codom(sy) on associe une application, notée us o p1, définie par:
- dom(py 0 p11) = dom(p),
— codom(uz o p1) = codom(us),
— Ve € dom(p), p2 o pi(c) = pa(p(c))-
La composition de deux morphismes de C-algébres défini bien un mor-

phisme de C-algébres.
Preuve A faire O On appelle composée de p; et po le morphisme de

C-algébres ainsi défini.

Proposition C.0.5 (catégorie de C-algébres) La classe des mathcalC-
algébres introduites 4 la définition 3.1.8, partie II munie des morphismes in-
troduis a la définition 3.1.4, partie II est une catégorie.

Preuve Découle directement de la définition des opérations identité et compo-
sition définies ci-dessus. m|
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