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R, R+, RF, Rm*7

(C, Ck, Cmxn

N,Z,B

[a, ]

0k7 Oan7 0

IIm Imxm I

Notations

égal par définition

respectivement ’ensemble des nombres réels,
des nombres réels positifs, des vecteurs des
réel (k x 1) et des matrices réelles (m x n)

I’ensemble des nombres complexes, des vec-
teurs complexes (k x 1) et des matrices com-
plexes (m x n).

respectivement ’ensemble des entiers natu-
rels, des entiers relatifs et ’ensemble des va-
leurs d’un bit : B = {0,1}

v/ —1 sauf utilisé pour les indices

ensemble des entiers compris entre a et b
[a,b] = [a,b] NN

la matrice nulle de dimension (k x k), (m xn)
ou de dimension définie par le contexte

la matrice identité de dimension (kx k), (m x
n) ou de dimension définie par le contexte

la matrice de dimension p X ¢ dont tous les
éléments valent 1

I’élément (7,7) de la matrice M (i¢ ligne, j°
colonne)
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M; o, M, ; respectivement la ¢ colonne de M et la j¢
ligne de M

MT la transposée de la matrice M

M* le conjugué de la matrice M

MH le transconjugué de la matrice M
MT 2 (M7

tr(M) la trace de la matrice M

2], [«], ]

M|

M

max

A®B

Vec(M)

Ax B

I'arrondi de x a lentier inférieur, supérieur
ou plus proche

Le nombre de combinaisons de p éléments
parmi n (n > p)
a n!

Cp
p!(n —p)!

n

la norme de Frobenius de la matrice M

IM|[p 2 > |[M; 2
Z’7j

la plus grande valeur absolue de M

[ M| ax = max | M j
l?]

le produit de Kronecker de deux matrices
(voir définition A.1)

ajnB - a1pB

A®B= :
am,1 am,nB

I'opérateur Vec est 'opérateur qui transforme

une matrice en un vecteur colonne (voir défi-
nition A.2)

le produit direct de deux matrices A et B
de méme dimension (dit produit de Schur ou
produit d’Hadamard)

aribin 0 arpbin
Ax B2 :

am,1 bm,l am,nbm,n
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A® B

A® B 2 Vec(A). (Vec (BT>)T

(voir définition 4.9 et annexe A)
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Introduction

E mémoire présente une synthese de mes travaux de these effectués a
I'Institut de Recherche en Communications et en Cybernétique de
Nantes (IRCCyN) et au service Conception Logiciel Organe (CLO)

de PSA Peugeot Citroén (these CIFRE).

Ces travaux ont porté sur 'implémentation’ de lois de controle/comman-
de sous les contraintes de précision finie : en effet, les ressources et puissances
limitées des calculateurs PSA embarqués imposent que les calculs réalisés,
le plus souvent en virgule fixe, soient de précision limitée.

Les lois considérées proviennent de I’automatique ou du traitement de signal,
et nous nous restreindrons aux formes linéaires a parametres constants. Le
processus d’implémentation — le passage de la loi mathématique, dont les
performances ont été validées en simulation avec des calculs numériquement
valables, a un code logiciel pour une cible particuliere — améne de nom-
breuses dégradations de la loi, tant numériques que temporelles.

Les dégradations numériques, auxquelles nous nous intéressons ici, ont prin-
cipalement deux origines :

— les bruits de quantification dans les calculs (assimilables & des bruits
numériques) que 'on retrouve a chaque itération; ils dépendent de la
précision affectée a chaque calcul, et leur impact découle de la sensi-
bilité de la loi aux bruits;

— la quantification des coefficients intervenant dans les calculs (assimi-

Meéme si certains considérent implémentation comme un anglicisme, en lui préférant
implantation, nous faisons la distinction entre ces deux termes : implanter signifie "porter
un algorithme”, le programmer, alors qu’implémenter ajoute, a notre sens, la possibilité
d’adaptation, de reformulation de I'algorithme, comme nous le verrons tout au long de ce
mémoire.
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lables & des erreurs paramétriques) : cette quantification dépend du
nombre de bits et du format requis pour stocker ces parametres, et
leur impact du choix de la réalisation.
Nous nous intéresserons plus particulierement a l'impact de la quantifica-
tion.
De plus, pour une loi (filtre ou régulateur) donnée, il existe une infinité de
réalisations numériques possibles qui, bien que mathématiquement équiva-
lentes, ne le sont plus en précision finie. Un exemple bien connu est celui
de la réalisation dans ’espace d’état, soit la réalisation paramétrée par les
matrices (A, B,C, D), exprimée par la relation

{X(k+1) = AX(k)+ BU(k)
Y(k) = CX(k)+ DU(k)

Toute réalisation (T~'AT,T~'B,CT, D) avec T non singuliere lui est ma-
thématiquement équivalente, mais présente une sensibilité aux troncatures
potentiellement différente. Une forme compagne, par exemple, est plus mal
conditionnée qu’'une forme équilibrée.

De plus, de nombreuses autres réalisations existent : réalisations en 4, en
treillis, structures retour d’état/observateur, décompositions en cascade, en
parallele, etc.

Ce mémoire de these, apres avoir présenté toutes ces possibilités, propose
un formalisme mathématique — la forme implicite spécialisée — représenta-
tif du code réalisé, permettant de décrire, de maniere unifiée, un ensemble
élargi d’implémentations. Celui-ci, bien que macroscopique, permet d’expri-
mer précisément les calculs a réaliser et les parametres réellement mis en
jeu. Différentes mesures appliquées a ce formalisme, permettant d’évaluer
I'impact de la quantification (sous différentes hypotheses de virgule fixe et
virgule flottante) et d’analyser la dégradation induite, sont ensuite propo-
sées. Elles permettent, par exemple, d’évaluer la sensibilité de la fonction
de transfert en fonction de la réalisation choisie, ou encore la sensibilité des
poles (que l'on peut relier au nombre de bits minimum nécessaires pour
représenter les coefficients sans perdre la stabilité, lors d’une régulation).

Toutes les réalisations n’étant pas de robustesse égale vis-a-vis de la
quantification, il appartiendra a ces mesures de les différencier en permet-
tant d’analyser 'impact a prior: de 'implémentation. Il est ainsi possible de
poser un probléeme de synthese de réalisation numérique, et de rechercher,
selon différents criteres, la ou les réalisations qui minimisent, pour une loi
donnée, ces mesures de dégradation et qui présentent donc la meilleure ro-
bustesse face aux détériorations induites par les processus d’implémentation
en précision finie. De nombreux exemples éclaireront la démarche.

Ce mémoire est divisé en six parties :
— le chapitre 1 présente le contexte automobile prescripteur de cette
étude et situe la problématique;



tel-00086926, version 1 - 20 Jul 2006

INTRODUCTION 23

le chapitre 2, quant a lui, montre ’étendue des possibilités de réa-
lisations de lois, tant au niveau automatique qu’au niveau logiciel.
Nous rappellerons tout d’abord les réalisations possibles les plus cou-
ramment utilisées : espace d’état, formes directes, réalisations en d,
etc. Nous indiquerons ensuite les possibilités d’aménagement d’algo-
rithmes, principalement en terme de représentation des nombres et de
leur impact ;

le formalisme unificateur de la forme implicite spécialisée est exhibé au
chapitre 3 autour de nombreux exemples. Les classes de réalisations
équivalentes exprimées dans cette forme sont construites autour du
Principe d’Inclusion. De plus, une représentation unifiée des nombres
réels dans les calculateurs (virgule fixe, virgule flottante, ...) est déve-
loppée ;

le chapitre 4 présente des outils d’analyse permettant d’évaluer nu-
mériquement certaines propriétés (robustesse, cout de calcul, ...) de
telle ou telle réalisation. Ces indicateurs nous aideront a distinguer des
réalisations;

enfin, le chapitre 5 permet d’élaborer une synthése de loi selon ces
criteres d’analyse en procédant a la recherche de réalisations optimales.

Pour terminer, nous conclurons par les perspectives possibles et les voies
a suivre pour poursuivre le travail réalisé.

Ce travail a fait I’'objet de quatre publications internationales :

[141] Implicit state-space representation : a unifying framework for
FWL implementation of LTI systems. In IFAC05 World Congress,
Juillet 2005.

[43] Designing low parametric sensitivity FWL realizations of LTI
controllers/filters within the implicit state-space framework. In CDC-
ECC 05, Décembre 2005.

[10] Low parametric sensitivity realization design for FWL implemen-
tation of MIMO controllers : Theory and application to the active
control of vehicle longitudinal oscillations. In CAO’0O6, Avril 2006.
[11] Pole sensitivity stability related measure of FWL realization with
the implicit state-space formalism. In Proc. ROCOND 06, Juillet 2006.
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CHAPITRE

Contexte et problématique

Résumé :

E premier chapitre resitue le domaine d’étude de cette these dans

C son contexte industriel — ’embarqué automobile — et expose la pro-
blématique telle qu’elle s’est présentée au début de ces travaux.
Le processus d’implémentation, qui vise a transformer une loi en un code
logiciel s’exécutant sur un calculateur embarqué entraine une modifica-
tion de la loi, et nous listons ici les contraintes de ce processus ainsi que
les sources de dégradations induites.
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1.1 L’embarqué en automobile

1.1.1 Contexte automobile

Le domaine de I’automobile a beaucoup évolué ces trente derniéres an-
nées. Initialement purement mécaniques, les fonctionnalités d’une automo-
bile ont, depuis lors, intégré en leur sein de plus en plus d’électronique, puis
d’informatique.

Cette informatique embarquée a désormais pour mission de mettre en ceuvre
des lois permettant d’améliorer, de maniere générale, les performances d’une
automobile (augmentation de la sécurité, du confort, diminution de la consom-
mation, augmentation de Uefficacité des systémes mécaniques, etc.). L’auto-
matique est a la base du développement de ces nouvelles fonctionnalités.

A partir d’'une modélisation des processus physiques (ainsi que des disper-
sions associées), des lois de contréle/commande peuvent étre congues afin
de piloter au mieux ces processus. Une partie du logiciel embarqué met en
ceuvre de telles lois, le reste s’attachant a gérer les différents modes de fonc-
tionnement, la sécurité d’ensemble, ainsi qu’a assurer ’aide aux diagnostics.

L’informatique embarquée dans I’automobile poursuit son essor. Les nou-

velles normes anti-pollution, les demandes du public en terme de sécurité et
de confort, et la montée en puissance des technologies électroniques sont en
train de transformer la conception automobile. Si I’électronique représente
aujourd’hui de 20% & 25% du coiit total du véhicule, cette proportion at-
teindra pres de 40% d’ici 2010 [2]. L’électronique s’aveére nécessaire pour
contrdler toute la dynamique du véhicule (contrdle moteur, boite de vi-
tesses , suspension, direction, ABS, ...), les fonctions de carrosserie (phares,
essuie-glaces, portes, ...) et les fonctions de confort de I'habitacle (affichage,
autoradio, climatisation, ...) ; 'ensemble est coordonné par des superviseurs.
En tout, on peut compter jusqu’a une quarantaine de calculateurs différents
dans une méme voiture. Ce nombre est toutefois a la baisse chez certains
constructeurs, dont PSA, car les fonctionnalités sont petit a petit regroupées
au sein d’un nombre réduit de calculateurs.
Si le développement de 1’électronique est important, c’est bien le logiciel (et
non la puissance de calcul) qui constitue I’élément stratégique. Son role est
primordial : il détermine le comportement du calculateur ou du superviseur
auquel il est associé. Comme les fonctions électroniques traitent de plus en
plus d’informations, le logiciel s’étoffe pour prendre en compte toutes les
configurations possibles. En 1980, la CX Citroén embarquait 1.1Ko, tandis
qu’en 2000, la 607 embarque 2Mo. L’automobile suit un rythme de pro-
gression du logiciel identique a celui de Iavionique avec un décalage d’une
décennie environ.

Les fonctions implémentées dans les calculateurs sont de plus en plus
complexes, comme nous allons le voir au paragraphe suivant.
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1.1.2 Les différentes lois embarquées

Nous n’allons pas détailler ici toutes les stratégies de contréle-commande
existantes (ou & venir), ni les multiples champs d’applications de la com-
mande dans le domaine automobile. On pourra trouver dans [3, 90], notam-
ment, de nombreux exemples détaillés.

Les deux grands domaines que 'automatique a principalement investis
sont le controle du groupe motopropulseur et le contréle dynamique de chas-
sis.

Le groupe motopropulseur, appelé GMP, est composé de I’ensemble des
éléments mécaniques permettant de produire le couple pour faire avancer le
véhicule : producteurs de couple (comme le moteur thermique ou électrique),
de limitateur de couple (embrayage, etc.) et de démultiplicateur (boite de vi-
tesses, etc.) [64]. Le controle moteur a pour mission de gérer le moteur afin de
satisfaire au mieux la fonction de production d’énergie : il pilote les organes
électriques commandables du moteur (injection, allumage pour moteur es-
sence, pompe et vanne pour moteur diesel, etc.) afin que celui-ci fournisse la
puissance demandée par le conducteur via la pédale d’accélérateur. De plus,
le controle moteur devra tenir compte au mieux des demandes du conduc-
teur, des contraintes environnementales et des autres périphériques (actifs
ou passifs) auquel le calculateur est relié, tels que le controle actif de stabilité
(ESP!), le systeme de freinage piloté (ABS?), la direction assistée, etc. La
figure 1.1 résume les différents éléments fonctionnels d’un contréle moteur
essence classique (on trouvera plus de détails dans [3]).

Le contréle dynamique du chassis vise a maitriser le comportement lon-
gitudinal et latéral du véhicule en fonction des desiderata du conducteur et
du comportement routier de la voiture. En agissant par application de forces
sur un ou plusieurs pieds de roues, et en maitrisant/connaissant I'interface
roue-sol, la suspension, le freinage, la direction, il est possible de controler la
dynamique longitudinale (’ABS, le contrdle anti-glissement a l’accélération
TCS?, etc.), la dynamique transversale (direction assistée), la dynamique
verticale (suspension active) ou encore une combinaison de ces dynamiques
(contréle du lacet, contréle anti-roulis, etc.).

1.2 Meéthodologie de conception

La conception des lois de controle/commande (réalisée par [’Automa-
ticien) et le développement logiciel (réalisée par l’Informaticien) suivent

'Electronic Stability Program.
2 Antilock Braking System.
3Traction Control System.
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. Point de fonctionnement moteur :
Caractéristiques :
- T° eau moteur - g;e;;;np&;dprmf:mn Régulation/commande moteur :
- T° air admission - régime moteur .
- tension batterie - commande des injecteurs
- commande des bobines d'allumage

- régulation pression suralimentation
- régulation turbo

- régulation EGR
A
Contréle :

calculateur,
- richesse injection,

- c!lquens o allumage
- vitesse véhicule Mise en action :

A

\4

- réchauffage sonde a oxygene
- préchauffage boitier papillon
- purge canister
pompe a eau (refroidissement turbo)

- pompe a carburant

A4

Référence cylindre n°1

Sécurité véhicule, contréle
freinage, air conditionné,
contréle suspension, ...

F1G. 1.1 — Entrées/Sorties et fonctionnalités d’un calculateur série de moteur
essence

tous deux une méthodologie bien précise. Leur cycle de développement est
illustré, classiquement, par la figure 1.2. Il prévoit plusieurs étapes clés

Validation en regard des exigences

i@

Fia. 1.2 — Cycle de développement

indispensables (dans I'ordre chronologique) :
— la spécification ;

la conception ;

la réalisation ;

— l'intégration ;

— la validation.
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Lors des deux premieres étapes, des spécifications techniques (spécifications
techniques de besoins (STB), spécifications techniques générales (STG), spé-
cifications techniques détaillées (STD), spécifications techniques de réalisa-
tion (STR)) sont élaborés pour permettre de passer d’une étape a une autre,
ainsi que des plans de tests afin de valider chaque transition. Ils garantissent
la bonne adéquation du résultat avec le besoin exprimé en entrée du cycle
en V.

Ce cycle en V assure aussi une bonne maitrise du développement et une
tragabilité efficace entre les différentes phases. Toutefois, ce cycle peut étre
remis en cause, et un cycle de développement itératif, tel que celui présenté
dans [59], peut dans certains cas étre utilisé afin de réduire les allers-retours
entre chaque étape, avec une plus grande souplesse et rapidité d’exécution.

En entrée du cycle de développement logiciel, un cahier des charges

fonctionnel et opérationnel est élaboré a partir d’'un modele de la loi de
controle/commande ; les contraintes matérielles et les contraintes de sireté
de fonctionnement s’y ajoutent.
Il est alors nécessaire d’insérer une étape entre la partie Conception et
la partie Implémentation pour permettre la transcription des exigences de
I’ Automaticien en spécifications pour I’ Informaticien. Cela passe, en parti-
culier, par la définition de criteres d’acceptation, par le choix des réalisations
(paramétrisations) et par une analyse numérique (mesure de I'impact numé-
rique de cette implémentation).

D’une maniere générale, on dissociera les lois de commande décrites sous
forme d’automates d’états (les automates, en nombre fini, représentant gé-
néralement des comportements différents pour une méme loi, tels que les
modes dégradés, etc. ; et les transitions entre ces états représentant les évé-
nements discrets provenant du conducteur ou de facteurs externes) des lois
du domaine de 'automatique ou du signal. On ne considérera ici que des
lois linéaires, a parametres constants.

Pour les lois nécessitant ’évaluation de fonctions complexes en différents
points (comme par exemple 1’évaluation d’un sinus ou de toute autre fonc-
tion un tant soit peu complexe dont ’évaluation de la description mathé-
matique nécessiterait un calcul coliteux), on se reportera, par exemple, aux
les travaux de J.M. Muller sur les méthodes a base de table que sont les
cartographies. Plusieurs implémentations possibles existent, permettant dif-
férents compromis autour de la taille mémoire utilisée, du cott de calcul
ou encore de la précision du résultat, telles que les interpolations linéaires
ou polynomiales par morceaux, les bi-partite ou multipartite methods, etc.

[79, 81, [573, 93], - -

Nous nous focaliserons sur cette étape de transition et supposerons qu’une
loi de commande valide a été préalablement congue, quelle que soit la mé-
thode de synthese utilisée, et I'utiliserons comme loi de référence a implé-
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menter, c.-a-d. a réaliser en logiciel sur une cible particuliere.

1.3 Problématique

Afin de cerner plus précisément la problématique de la these, et de la
centrer dans son contexte industriel, un rapport interne PSA [37] a été rédigé
en début de mes travaux. Il a permis, lors d’échanges avec les différents
acteurs impliqués, de lister les contraintes dues a lI'implémentation et de
définir les sources de dégradation qu’elle entraine.

1.3.1 Exemple

Il peut étre intéressant d’évoquer les problemes de I'implémentation par
un exemple PSA, révélateur de la problématique générale : I'estimateur
d’état de charge de batterie.

Cette fonctionnalité a été congue par PSA [35] et a pour but d’estimer, en
cours de fonctionnement, I’état de charge d’une batterie automobile. Un mo-
dele de cet estimateur a été construit sous Matlab/Simulink, puis testé en
simulation et en conditions réelles (sur plusieurs batteries). Il a donné des
résultats tres convaincants.

L’implémentation de cette fonctionnalité au sein d’un calculateur PSA a
posé davantage de problemes : ce calculateur ne possédant pas d’unité de
calcul flottant, il ne pouvait donc pas réaliser, tel quel, certains des calculs
présents dans les planches Simulink (calculs matriciels, exponentiels, etc.).
De plus, les calculs ne pouvant étre réalisés qu’avec des nombres entiers,
les coefficients du modele devaient étre quantifiés, induisant un impact non
négligeable sur le comportement de la loi.

Une simplification du modele a alors été effectuée, en deux grandes étapes :

— simplification des calculs, utilisation de tables (cartographies) pour

pouvoir réaliser les opérations complexes ;

— une quantification des coefficients et des calculs, afin de ne faire inter-

venir que des calculs entiers sur 16 bits (réalisables sur le calculateur)
Au fur et & mesure de ces étapes, a eu lieu une comparaison avec le modele
initial, servant alors de référence : I'impact de chaque modification était alors
étudié pour voir dans quelle mesure il entrainait une dégradation et dans
quelle mesure celle-ci était acceptable.

Apres cette étape de reformulation, la nouvelle réalisation de la fonction
estimateur d’état de charge de batterie a pu finalement étre implémentée
facilement. Le module logiciel correspondant accomplit la fonctionnalité at-
tendue, avec la précision requise. Dans ce cas, I'implémentation a entrainé
une dégradation des résultats, mais cette dégradation a pu étre maitrisée et
reste inférieure a la tolérance que 'on pouvait admettre.
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Cela dit, ces problemes récurrents se posent a chaque nouvelle implémen-
tation et montrent la nécessité d’étudier des outils et des méthodes adaptés
a cette problématique.

1.3.2 Contraintes

Les problemes d’implémentation sont principalement dus a la différence
de puissance (nous allons la détailler apres) qui existe entre les ordinateurs
(de bureau), sur lesquels sont congues et testées les lois de commande et
les calculateurs embarqués de série. Les contraintes, liées a la plate-forme
de calcul — le calculateur, le systeme d’exploitation et ’application — sont
principalement de deux natures : numériques et temporelles.

Précisément, les contraintes matérielles (c.-a-d. imposées par le choix du

calculateur) dépendent des points suivants :

— les ressources matérielles du calculateur conditionnent les possibilités
de calcul hardware : seules les opérations "natives” (calcul entier sur
un processeur ne possédant que des unités de calcul entier, calcul en-
tier et flottant sur un processeur avec unités de calcul flottant, etc.)
seront possibles sans avoir recours a une émulation (par exemple, il
est toujours possible d’émuler des opérations de calcul flottant sur un
processeur ne disposant pas d’unité de calcul flottant, mais cela se fait
au détriment d’un temps de calcul trés important) ;

— les fonctions mathématiques complexes (trigonométrie, exponentiels,
etc.) ne pouvant étre réalisées par les ressources matérielles devront
I’étre en logiciel, ce qui nécessite la disponibilité de bibliotheques ma-
thématiques adaptées au processeur cible pour étre efficaces ;

— la taille du code de la ROM et de la RAM impliquent une taille maxi-
male pour le code et pour les données (comme les cartographies) sto-
ckées;

— certains calculateurs peuvent posséder des fonctions spécifiques réali-
sées matériellement (au lieu d’une réalisation logicielle, parfois émulée
sur d’autres calculateurs) : unités de calcul spécialisées (unités MAC
comparable a celles de DSP qui effectue des calculs de traitement du
signal), unités réalisant des fonctionnalités spécifiques au controle mo-
teur (par exemple, un module de calcul d’angle de came, disponibles
en matériel sur certains calculateurs, alors que cette fonction n’est
réalisée qu’en logiciel ailleurs), etc.

Pour le systeme d’exploitation, on notera que :
— le caractere temps réel* de lexécution implique une réactivité im-

Y Est qualifié de temps réel le comportement d’un systéme informatique lorsqu’il est
assugjetti a ’évolution dynamique d’un procédé qui lui est connecté, et qu’il doit piloter ou
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portante : la fréquence d’échantillonnage impose les temps de calculs
maximum pour chaque loi;

— la communication réseau avec d’autres calculateurs implique des con-
traintes temporelles : le calculateur est susceptible de recevoir des in-
formations provenant d’autres calculateurs : les valeurs attendues pour
le calcul de la loi peuvent ne pas arriver a temps (ou ne pas arriver du
tout) ;

— le processeur n’est pas dédié a 100% a la réalisation de la loi : le logiciel
de base peut utiliser de 10 & 20% du temps de calcul, et d’autres fonc-
tionnalités sont tres souvent implémentées sur le méme calculateur.

Enfin, application réalisant numériquement la loi améne aussi quelques

contraintes :

— les contraintes logicielles sont surtout d’ordre méthodologique : le code
développé doit pouvoir étre réutilisé facilement. Il doit donc étre lisible
(un code performant, car astucieux, pourra ne pas étre retenu, s’il est
difficile & comprendre), documenté, découpé en modules. Le code doit,
également, étre suffisamment portable pour étre utilisé avec d’autres
processeurs ;

— Le temps consacré au développement logiciel est relativement réduit : il
n’est donc pas souvent possible de ré-optimiser, a posteriori, le logiciel,
de chercher quels procédés algorithmiques, ou techniques, pourraient
améliorer sensiblement son temps d’exécution. Une fois opérationnels
et validés, il n’est pas toujours possible de peaufiner certains points de
programmation, faute de temps.

1.3.3 L’implémentation entraine une dégradation

Dans la majorité des cas, I'implémentation d’une loi de controéle/com-
mande sur un calculateur , si puissant soit-il, entraine une dégradation de
cette loi. En effet, le caractere fini d’un calculateur ne permet pas la repré-
sentation, le calcul, la manipulation des nombres transcendants, comme le
sont la plupart des réels. Comme nous le verrons, seuls certains ensembles
de nombres (les entiers, les rationnels, ...) peuvent étre manipulés avec une
précision infinie (avec une programmation adaptée).

De plus, les temps de calcul, souvent variants, entrainent des gigues entre
I’acquisition des données en entrée et la production des sorties.

De par la nature de 'implémentation — calculs qui peuvent étre inexacts
et temps de calcul non nuls ou non maitrisés — ’exécution d’une loi de
commande réalisée par un algorithme sur un calculateur série peut différer

sutvre en réagissant a tous ses changements d’état” d’apreés [29].
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(et de beaucoup®) du comportement de référence.

1.3.4 Les sources de dégradation

Il peut étre intéressant de pouvoir lister les sources de dégradations in-
duites par le processus d’implémentation, afin de les analyser plus finement
et de les prendre en considération.

Nous distinguerons les sources de dégradations selon leur nature : numé-
rique ou temporelle.

La dégradation est de nature temporelle lorsqu’un des éléments qui réa-
lise la loi de controle/commande ameéne un retard temporel sur la sortie. Ces
retards peuvent étre dus a :

— un délai opératoire : le temps d’exécution d’un processus n’est pas nul
(temps de calcul, temps de recherche d’une valeur dans une cartogra-
phie, etc.);

— une donnée d’entrée nécessaire qui est véhiculée par le réseau mais qui
n’arrive pas a temps (on ne peut connaitre a priori le temps maxi-
mal mis par une donnée pour arriver a son destinataire, a cause des
collisions entre trames, les priorités, etc., qui peuvent retarder I’envoi
d’une donnée) ;

— au logiciel de base (qui comprend 1’OS, les drivers de communication,
les mécanismes de siireté de fonctionnement, etc.) : celui-ci peut inter-
rompre 'exécution logique du calcul de la loi pour effectuer une tache
prioritaire (traiter une valeur réseau, un ordre important, etc.).

La dégradation est de nature numérique lorsque le résultat d’un calcul
n’est pas celui attendu. Les dégradations numériques consécutives a la réa-
lisation d’une loi de contréle/commande sont de plusieurs types [31, 111] :

— les erreurs paramétriques : elles sont dues a la quantification des co-

efficients de la loi. Les coefficients ne peuvent pas étre exprimés de
maniere exacte dans le calculateur (lorsque celui-ci ne possede pas la
meéme précision, en terme de représentation que l’ordinateur sur lequel
a été congue la loi), la loi en elle-méme est changée. C’est alors une
autre loi (espérée suffisamment proche), qui est implémentée. Parfois,
les poles d’une loi peuvent étre déplacés, en dehors méme du cercle
de stabilité. I est donc préférable, que la loi soit peu sensible a la
modification de ses parametres (sensibilité paramétrique) ;

— les erreurs d’arrondi lors des calculs (quantification des résultats de

calculs intermédiaires).

50n se référera a 'exemple de la section 4.4.5 qui montre un régulateur dont la stabilité
n’est plus assurée deés que les coefficients qui le représentent sont un tant soit peu tronqués
pour étre utilisés dans un calculateur.
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Nous nous intéresserons plus particulierement, dans cette these, aux er-
reurs paramétriques et a leur impact.

1.4 Conclusion

Ce court chapitre de présentation du contexte et de la problématique
nous a permis d’expliciter les contraintes matérielles et logicielles et leur
répercussion sur la qualité d’une implémentation, et finalement, de poser le
cadre de travail. L’inventaire des sources de dégradation d’une ”1oi” lors de
sa mise en ceuvre numérique éclaire sur les critéres a prendre en compte afin
d’évaluer I'impact du processus d’implémentation.
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CHAPITRE

Un large panel d’implémen-
tations

Résumé :

sobjectif de ce chapitre de theése est de montrer que, pour une loi
L donnée, un tres large panel d’implémentations existe. Nous étu-
dierons tout d’abord les nombreuses possibilités d’implémentation de
filtres et/ou régulateurs de type LTI? qui aménent & autant d’algo-
rithmes différents. Ensuite, nous étudierons les moyens informatiques
pour représenter un nombre (représentation en entier, virgule fixe, vir-
gule flottante) ainsi que les impacts numériques que cela peut avoir sur
les calculs, et donc sur les algorithmes de mise en ceuvre de lois de
controle/commande.

“Linear Time Invariant : filtre/régulateur linéaire & coefficients invariants dans le

temps.
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2.1 Différentes paramétrisations possibles

Pour une loi de controle-commande donnée, qu’il s’agisse d’un filtre ou
d’un controleur intervenant dans une régulation ou un asservissement, il
existe classiquement de nombreuses réalisations numériques possibles, une
infinité en fait. Nous allons ici détailler les plus connues. Pour une loi don-
née, celles-ci sont bien évidemment mathématiquement équivalentes, mais
ne le sont plus des que 'on passe en précision finie.

Nous considérerons aussi bien les filtres/régulateurs SISO! que MIMO?.
Ces différentes possibilités d’implémentation découlent de deux approches
différentes : celle du traitement du signal, précurseur dans le domaine, mais
sur un champ restreint, et celle de I’'automatique.

Les lois considérées peuvent provenir de syntheése de filtres (filtres RIF? ou
RII* : ils sont définis par leurs parametres intrinseques ou par leur fonction
de transfert), de régulateurs, d’observateurs, etc.

Nous verrons, de maniere entremélée, des implémentations découlant d’une
approche entrée(s)/sortie(s), comme les formes directes ou en treillis, ainsi
que des implémentations explicitant 1’état interne du systeéme considéré (ap-
proche classique en automatique pour des problemes de régulation ou de
poursuite de trajectoire). Enfin nous verrons différents opérateurs qui modi-
fient la paramétrisation mise en jeu, ainsi que 'utilisation de décompositions
de lois en lois élémentaires.

2.1.1 Graphe de fluence

On a souvent ’habitude, et c’est particulierement vrai en traitement du
signal, de décrire une réalisation de loi sous la forme d’un graphe de calcul,
d’un diagramme, détaillant les interconnexions entre les différents opérateurs
agissant sur les entrées et les états®. Dans le cas des systeémes linéaires, on
peut se limiter aux opérateurs d’addition/soustraction, a la multiplication
par une constante (scalaire ou matricielle) et & opérateur retard ¢—! (cf.
figure 2.1), qui consiste & mémoriser une valeur puis & la restituer au pas
d’échantillonnage suivant.

La notion de graphe de fluence est alors utilisable pour représenter un al-
gorithme de loi de controle-commande. Il s’agit d’un graphe pour lequel les
noeuds représentent les étapes de calcul et pour lequel les branches valuées

'Single Input Single Output.
Multiple Input Multiple Output.

q
3Filtre & Réponse Impulsionnelle Finie : y(k) = > hsu(k —4).
=0
q P
Filtre & Réponse Impulsionnelle Infinie : y(k) = S biu(k — i) — O aiy(k — ).
=0 i=1

5Simulik est un parfait exemple de logiciel permettant de décrire une loi sous la forme
d’un graphe de calculs.
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—> ¢! > ~>l>—>

multiplication par
somme une constante

Fi1G. 2.1 — Les différents opérateurs d’un graphe

et orientées symbolisent une opération (multiplication ou opérateur retard).
La convergence de plusieurs branches sur un méme noeud représente une ad-
dition. Il s’agit donc d’une notation équivalente, mais légeérement différente,
a celle présentée a la figure 2.1 et utilisée dans les logiciels de représentation
graphique des processus, tels que Simulink. La figure 2.2 est un exemple de
graphe de fluence représentant un algorithme d’implémentation d’un filtre
du second ordre [28]. Celui-ci caractérise la relation entrée/sortie du systéme.
Il correspond a l’algorithme

—_

Xl(k‘ + 1) — (112X2(k‘) + a1 (Xl(k‘) + U(k‘)) + U(k)
Xo(k+ 1) — axnXa(k) + an (X1(k) —U
Y( ) «— Cle(k?) =+ CQXQ(kZ) + dU(k‘)

N

@

On remarquera que 'ordre des calculs et le parenthésage sont, en préci-
sion finie, tres important : cet algorithme n’est pas équivalent, lorsque ’'on
considere les parametres utilisés a

1: Xl( ) — angQ(k) =+ anXl(k‘) + (all + 1) U(k‘)
2: Xo(k+1) «— anXo(k) + a1 X1 (k) —anU(k)
3: Y(k‘) — Cle( ) + CQXQ(/{) + dU(k‘)

Dans le 2¢ algorithme, un nouveau coefficient (a1; + 1) apparait, qui pourra
lui aussi étre modifié lors de 'opération de la quantification.
De plus, pour du calcul 2 :

XQ(k‘ + 1) = a22X2(k) =+ a9 (X1 (k‘) — U(k‘)) (2.1)
= (ZQQXQ(k) + (I21X1(/€) — aglU(k‘) (2.2)

les valeurs X (k) et U(k) peuvent étre additionnées entre elles puis multi-
pliées par aj; (1°" algorithme équation (2.1)) ou bien multipliées par aj;
et ensuite additionnées (équation (2.2), 2¢ algorithme). A chaque étape de
calcul peut (mais ce n’est pas obligatoire) intervenir une quantification et
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Fia. 2.2 — Un exemple de graphe de fluence d’une réalisation d’un filtre du
second ordre

donc un arrondi, et les résultats obtenus a l’aide de ces deux algorithmes
risquent d’étre, selon I'implémentation, différents.

La théorie des graphes [27] permet de modifier un graphe sans changer
le comportement de l'algorithme qu’il décrit et peut étre utilisée pour la
recherche de formes intéressantes. Les formes transposées (voir 2.1.4.3) en
sont un exemple.

2.1.2 Représentation d’état

La représentation d’état est couramment utilisée en automatique alors

que son usage est marginal en signal. Elle consiste a choisir un vecteur d’état
caractéristique de I’ état instantané du systeme considéré et a exprimer 1’évo-
lution de cet état a ’aide d’équation différentielles ou récurrentes du 1"
ordre.
Ici, nous ne nous intéresserons qu’aux lois temporellement discretes : la 17
relation relie donc I’état a 'instant k+ 1, I’état a I'instant k et ’entrée, tan-
dis que la sortie s’exprime comme une combinaison linéaire des composants
de I'état et de ’entrée. Formellement, cela s’écrit

{qX(k:) — AX(k)+ BU(k) 2.3

Y(k) = CX(k)+ DU(k)

ou X(k) € R" est le vecteur d’état, U(k) € R™ le vecteur d’entrées et
Y (k) € RP le vecteur de sorties, a I'instant k. Ces notations seront adoptées
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par la suite.
q est Vopérateur avance défini par

qX (k) 2 X(k+1) (2.4)

Les matrices A € R™" B € R™™ (C € RP*" et D € RP*™ définissent
entierement ce systéme (ces matrices sont constantes car il s’agit d’un sys-
teme LTI; dans le cas d’un systeme LPVY, elles dépendent d’un parametre
0 variant dans le temps). Dans le cas SISO, on a évidemment p = m = 1.
L’équation (2.3) peut se représenter sous la forme du graphe 2.3.

Fia. 2.3 — Systeme sous forme espace d’état

La fonction de transfert H du systeme décrit par 1’équation (2.3) s’écrit
H(z)=C(zI,— A 'B+D VzeC (2.5)

Il est bien connu qu’il n’y a pas unicité de 1’écriture sous forme espace d’état.
Ainsi, si 'on considere une matrice T' € R™*™ non singuliere, alors tout sys-
téme défini par les matrices (T~YAT, T~!B,CT, D) est mathématiquement
équivalent au systeme décrit par (2.3). Les matrices (A, B, C, D) définissent
une paramétrisation du régulateur considéré. Celui-ci est alors défini par
au plus n? 4+ n(p + m) + pm parametres, & comparer aux n(m + p) + mp
parametres nécessaires pour décrire le systéme sous une forme canonique,
comme la fonction de transfert.

Parmi les représentations classiques, on notera les 4 formes canoniques[55]
(la forme Observateur, Contréleur, d’Observabilité et de Contrélabilité) que
l’on peut écrire dans le cas SISO, SIMO et MISO (les cas SISO sont traités
aux sections 2.1.4.2 et 2.1.4.3).
La forme équilibrée, définie ci-apres, est elle aussi souvent utilisée pour son
bon conditionnement numérique, comme l'ont montré Gevers et Li [31] (cf.
page 124) :

6 Linéaire & Paramétres Varants.
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Définition 2.1 (Grammiens, Forme équilibrée)
On considére une réalisation sous forme espace d’état (A,B,C,D). Les
grammiens de commandabilité et d’observabilité sont définis par

W, - iA’“BBT (AT)k (2.6)
k=0
W, 2 i(AT)kCTC’A’“ (2.7)

k=0
Une réalisation équilibrée est une réalisation telle que W, = W,. Dans ce
cas, W. et W, sont diagonaux. Pour un systeme asymptotiquement stable,
il est toujours possible, par un changement de variable, d’écrire un systeme
sous forme équilibrée.

2.1.3 Retour d’état/observateur

On considere un systeme P régulé par un controleur C, selon la figure
2.4. Soit (A, By, Cp) une réalisation sous forme d’état du systeme P, que

- Y (k)

U(k)

C Y. (k)

F1G. 2.4 — Le systéeme P controlé par le régulateur C

'on suppose strictement propre” :

P{ X(k+1) = AyX(k)+ ByE(k)

Uk) = CpX(k) (2.8)

Le régulateur C est sous forme retour d’état/observateur lorsqu’il est com-
posé d’un observateur qui estime les états du systeme P et d’un retour d’état
qui élabore la commande a partir de 1’état estimé, comme décrit sur la figure
2.5.

L’observateur est décrit par le modele de représentation (A, By, Cp) du
systeme P et d'un gain d’observation K,. L’équation générale de ’estimation
de I'état est

X(k+1) = A, X (k) + BU(k) + K, <Y(k) - cpf((k)) (2.9)

"On se restreint au cas d’un systéme strictement propre pour alléger I'écriture des
équations des formes retours d’état observateur. Pour les équations avec D, # 0, on se
référera a [4].
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retour| X (k)
d’état

Yo (k)

F1G. 2.5 — Un régulateur retour d’état/observateur

X (k) représente 'estimée du vecteur d’état du systéme P. Lorsque es-

timation est parfaite, I'innovation Y (k) — C’pf( (k) est nulle. La matrice K,
est choisie pour assurer la stabilité de la matrice A, — K,C,,.
Le retour d’état est défini par le gain de commande K.. De plus, en cas
de suivi de consigne de référence, les signaux U,.r(k) et Xre #(k) sont intro-
duits (pour simplifier on considérera uniquement le cas Uycr(k) = M;Y.(k)
et X',nef(k) = MyY.(k) avec My et My constants). Le signal de commande
est défini par

Uk) = Ko (X (k) = Kpeg (k) + Ureg (k) (2.10)

La figure 2.6 représente ces équations.

o ;@+U(l§l D Y(k:))
Ye(k)

My | ) observateur |_

Y

Y

F1G. 2.6 — Retour d’état/observateur avec consignes

L’introduction de l’observateur permet d’estimer le vecteur d’état du
systeme et donc de donner un sens physique a chaque état du régulateur :
la compréhension des phénomeénes physiques se trouve alors facilitée. Cette
structure apporte aussi 'avantage d’autoriser un réglage post-synthese.

Il est a noter aussi qu’il existe deux écritures de la forme retour d’état
observateur en discret, la forme prédicteur (équations (2.9) et (2.10)), ou,
pour calculer et appliquer la commande a l'instant k£, on ne connait pas Uy
et la forme estimateur (cf. [1]).
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2.1.4 Formes Directes

Les formes directes sont des formes classiques d’implémentation des filtres

parmi les plus utilisées dans le domaine du traitement du signal. Ces struc-
tures canoniques font directement intervenir les coefficients de la fonction
de transfert. Nous les présenterons ici sous la forme SISO uniquement (mais
elles peuvent étre généralisées si nécessaire).
Leur principal avantage, qui justifie leur grande utilisation, est que les algo-
rithmes découlant de ces formes possedent un minimum de calculs. Malheu-
reusement, comme nous le verrons plus tard, ces formes sont mal condition-
nées numériquement (cf. chapitre 5).

2.1.4.1 Forme directe I

C’est la forme la plus naturelle car elle s’obtient en écrivant la relation
entrée/sortie de la fonction de transfert exprimée avec I'opérateur retard.
Soit H une fonction de transfert correspondant a la relation entrée/sortie

H(z) = ggz; ou U(z) et Y(z) sont les transformées en z de 'entrée et la
1.

sortie. En écrivant H sous la forme d’une fonction fractionelle en z~
n .
> biz™

=0

H(Z) —n
> ajz™t
1=0

(2.11)

il vient
V(k) = — (zn: b ( — i) — zn:aiY(k _ i)) Vk>n o (212)
@0 \i=o i—1

On peut aussi décrire cette forme par le graphe 2.7.

Cette équation de récurrence est tres souvent utilisée bien que son condi-
tionnement numérique soit mauvais et qu’elle nécessite I'usage de 2n — 1
mémoires alors que le systeme est d’ordre n. Pour cette derniere raison, la
forme directe II lui est préférée.

On remarquera qu’il n’y a pas unicité des coeflicients (a;)q<;<,, €t (bi)o<icn
de Iéquation (2.11), & moins de poser ag = 1, ce qui supprime la division
par ag dans la réalisation décrite par I’équation (2.12) ou le graphe 2.7, mais
peut poser des problemes de représentation lorsque les coeflicients ne sont
pas représentés en virgule fixe mais seulement avec des entiers (cf. [35, 31]).
Notons que pour ag # 1, cette réalisation ne peut se mettre sous la forme
de l'équation (2.3) (cf. section 3.2.2).
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Uk —1) T U(k —n)

Y(k—n) ' 7 | Y(k—1)

F1G. 2.7 — La forme directe 1

2.1.4.2 Forme directe II

Il est possible de réécrire le systéme décrit par (2.11) sous une forme
plus compacte que la forme directe I, en n’utilisant que n éléments retards
(figure 2.8). Elle s’obtient en écrivant H sous la forme

n—1 _ .
Z biz7t
=0

S aizt
i=0

+d (2.13)

L’équation (2.13) differe de (2.11) parce que I'on impose un degré du numé-
rateur strictement inférieur au degré du dénominateur, cela étant possible
grace au terme direct d.

L’algorithme mis en oeuvre est alors

Ek) = L (U(k) - é wE(k — z’)>

n—1 . (2.14)
Y(Ok) = > bE(k—1i)+dU(k)

i=0
ou E(k) correspond aux notions d’état partiel [55] et de sortie plate [65].
Cela peut s’écrire sous forme espace d’état, avec

E(k—n)
E(k—n+1)
= _ (2.15)

E(k—1)
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U(k) - P E(k) ' :+ Y (k)

‘ !
gt
@ ~ayf< E(k_llm
y A
g
< >
S b
“b 2 I__‘__I 2 +
K
L1
s -1 [IENE 2R
|\-_|—,4-_-<\—ai; :<----- ----- ->: E,i/,—-u\—t—/,
y J v
g
S
| E(k—n) |

F1G. 2.8 — La forme directe 11

Pour ag = 1, cette forme est aussi appelée forme compagne horizontale (ou
forme commandable) et peut s’écrire sous forme espace d’état® :

0 1 0 0 0
0
X(k+1) = 0 X(k) + U(k)
0 . 0 1 0
—a; —a . —ap 1
Y (k) = (bo bn—1 O) X(k) + U (k)

2.1.4.3 Formes transposées

Dans le cas mono-entrée/mono-sortie, le théoreme de transposition de
la théorie des graphes stipule qu’on ne change pas la fonction de transfert
du systeme lorsque l'on construit le graphe transposé d’une structure de
graphe. On transpose un graphe en changeant le sens de ses branches et
en intervertissant entrée et sortie. On peut donc ainsi obtenir deux autres

8Si ap # 1, on ne peut Pécrire exactement sous forme espace d’état en préservant

les parameétres (a;)o<i<n, seulement avec des parametres (Z—‘ , ce qui est une forme

0 ) 1<ign

<ig
bien entendu mathématiquement équivalente, mais qui devient non équivalente en précision
finie.
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formes directes, les formes transposées I et II, elles aussi fréquentes dans la
littérature. La figure 2.9 montre cette réalisation.
La forme transposée II, lorsque ag = 1, correspond au systeme suivant (forme

q
i 1_1
=11
:q 1
[ |
Iy
|\~\\ ,J\\ “1
------ b Sm - e - <20 e - - -
e \f/ ~d
q—l

FiGc. 2.9 — La forme transposée 11

compagne verticale) :

—a, 1 0 ... 0 bn
. 0 . .
X(k+1) = cor oo XB) + || UK
—aq 0 ... 0 1 b1
—ap O ... ... 0 b()
Y(k) = (1 0 ... 0 X(k)y + d  Uk)

2.1.5 Filtres en treillis

La structure de filtres en treillis (lattice filter) est une forme de réalisation
couramment utilisée dans les applications d’analyse et de synthese de la
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parole et, plus généralement, pour les systemes de prédiction linéaire.
Cette forme consiste en l'utilisation de blocs de jonction dits “en treillis”
représentés sur la figure 2.10. Il en existe de plusieurs sortes, tels que le
treillis standard, le treillis de Kelly-Lochbaum ou encore le treillis a une
seule multiplication[5].

En cascadant les blocs (cf. figure 2.11), on réalise simultanément deux filtres,

©
W,
treillis standard treillis de Kelly-Lochbaum

@

o

treillis & une multiplication

F1G. 2.10 — Différents blocs de jonction en treillis

LT
W (k)| {1 - E(_J: = i(__ <1 |<
(k1) k) LT )
Uk)__| S Lo N Y (k)
L
Fia. 2.11 — Filtre en treillis
d’entrée U et de sortie Y et W, qui vérifient :
N
Y(k)=Uk)+ Y aU(k —1i) (2.18)
i=0

N
W(k)=Y(k)+ Y an_iY(k—1i) (2.19)
=0
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ou les coefficients (a;); ;<) se calculent d’apres les coefficients (k;); ;< -

Il existe de nombreuses possibilités de filtres RIF et RII, suivant comment
sont combinés les blocs en treillis. On peut aussi étendre le filtre en treillis
pour réaliser n’importe quelle fonction de transfert, comme sur la figure
2.12. Les filtres en treillis sont principalement utilisés lorsque ’on veut réa-

Y (k)

Fic. 2.12 — Utilisation de blocs treillis pour implémenter n’importe quelle
fonction de transfert

liser simultanément deux filtres RIF dont les fonctions de transfert sont des
polyndmes images? (et sont donc réservées a des applications bien spéci-
fiques). De plus, une propriété, intéressante en pratique, explique l'intérét
pour de telles structures : une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
filtre RII soit stable (tous ses poles a l'intérieur du cercle unité) est que les
coefficients (k;); ;< soient de module inférieur & I'unité. Il en résulte un
controle de stabilité tres simple a réaliser, tout particulierement pour les
systemes ou les valeurs des coefficients évoluent en permanence, comme les
filtres adaptatifs [11].

2.1.6 Opérateur o

Toutes les réalisations vues précédemment utilisaient ’opérateur avance
q (ou l'opérateur inverse retard ¢—') dans leur description et leurs calculs.

Depuis Middleton et Goodwin [76], un autre opérateur, créé pour unifier les
descriptions en temps continu et en temps discret, est utilisé pour ses bonnes
propriétés numériques [117, 31]. Il s’agit de 'opérateur § défini par
q—1
§& —— 2.20
K (2:20)

N ) N )
“Deux polynémes P et Q de R[X] s’écrivant P = S p;i X' et Q = > ¢ X" sont des
i=0 i=0
polynémes images si et seulement si p; = gn—i, V i tel que 0 < i < N.
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ou A est une constante strictement positive (dans la définition de [76], A
correspond & la période d’échantillonnage du systeéme, mais Gevers et Li [31]
montrent que ’on peut utiliser n’importe quelle valeur strictement positive.
On notera toutefois que certaines propriétés des réalisations en 9, telles que
le bon conditionnement numérique des réalisations, sont liées a la condition
A<1).

L’opérateur § a été mis en place pour rapprocher les opérateurs temps discret
et temps continu : 'opérateur d tend vers I'opérateur continu % lorsque A
tend vers 0.

Il est aisé de passer d’une réalisation dans I'espace d’état avec 'opérateur g
(équation (2.3)) a une réalisation décrite dans un espace d’état et utilisant
lopérateur ¢ définie par

0X(k) = AsX(k)+ BsU(k) (2.21)
Y(k) = CsX(k)+ DsU(k) ’
par les relations
A—-1T B

L’algorithme associé a une telle réalisation serait alors le suivant :

1. T« A(;X(k‘) + B(SU(k‘)
2 X(k+1) — X(k)+ AT
5 Y (k) — C5X(k) + DsU(k)

On calcule tout d’abord le terme correspondant a § X (k). Puis X (k + 1) est

calculé (car §~1 = IA_qq:11 ). Enfin, Y (k) est calculé classiquement.

Une réalisation équivalente utilisant 'opérateur ¢ conduit a :

11 X(k+1) — (AsA + 1) X(k) + (BsA) U(k)
2: Y(/{:) — C(;X(k) + D5U<k)

Ces deux algorithmes sont mathématiquement équivalents, mais ne le sont
plus en précision finie car les coefficients impliqués ne sont pas les mémes
(As, Bs et A dans un cas, (AsA + I) et (BsA) dans l'autre).

Supposons que le régulateur ou filtre a pour fonction de transfert H,

cette fonction de transfert peut s’écrire'® avec la variable p, associée!! &

0Par abus de langage, et pour ne pas alourdir le propos, nous noterons les fonctions
Hs :C—C ¢ H,:C—-C
prHs(p) © 2 Hoy(2)
suivant le contexte.
1 0On peut souvent trouver, dans la littérature, l’'utilisation de la variable "y” associée
a Vopérateur § [70], mais nous réserverons la notation v & l'opérateur v présenté au pa-

par la méme fonction H, exprimée en p ou en z
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lopérateur § comme suit :

i dip”

H === 2.23
Si cette méme fonction de transfert s’écrit, en z
> i biz™

H === 2.24

Q(Z) 1+ Z:L:1 a;z"t ( )

on aura Hy(z) = Hs(252) Vz € C si et seulement si les coefficients (0i)o<icns

(di)0<i<n7 (ai>1<z’<n et (Ci)1<i<n sont reliés par

%
=AY "a;C0  1<i<n (2.25)
=0
di=A"> b0 0<i<n (2.26)
j=0

oit C est le nombre de combinaisons possibles de p éléments parmi n (on
trouvera la démonstration a ’annexe B).

I1 est alors possible de reprendre les réalisations vues précédemment (no-
tamment les formes directes II), en remplacant 1'opérateur retard ¢! par
I'opérateur 61, représenté par la figure 2.13, et en remplacant les coefficients
(ai)ogi<n €t (bi)ogicn Par les coefficients (ci)ocic,, €t (di)ogicn-

On peut aussi voir I'intégrateur p — p~! comme une approximation discréte

Y

F1G. 2.13 — L’opérateur 6! réalisé avec I'opérateur retard ¢—!

1

de l'intégrateur continue s — <

en utilisant la méthode des rectangles.

2.1.7 Autres opérateurs

En plus de Popérateur § introduit par Middleton et Goodwin, d’autres
opérateurs, tels que 'opérateur v ou I'opérateur §-modifié, sont envisageables

ragraphe 2.1.7.1. Nous n’utiliserons pas non plus I’abus d’écriture consistant & confondre
Popérateur ¢ (respectivement 0) et la variable z (resp. p) (voir voir les remarques & ce
propos dans [70]).
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pour mettre en ceuvre numériquement les lois. Ils sont connus sous le nom
d’Opérateurs Alternatifs en Temps Discret'? [7]

2.1.7.1 Opérateur v

L’opérateur =y, introduit par Gevers et Li [31], est défini par

A 2qg-—1
TSl e 2.97
TTAG+1 (2.27)

et correspond, si A représente la période d’échantillonnage, a ’approxima-
tion de l'intégrateur continu s +— % par l'intégrateur discret avec la méthode
des trapezes (approximation de Tustin).

Par contre, contrairement a ce qui se passe avec 'opérateur § ou l'on peut
écrire explicitement les relations entrées/sorties, I'intégration est implicite :

Z(k) = v L[V (k)] s’écrit
Z(k)=Z(k—1)+ % (V(k)+V(k-1)) (2.28)
Ainsi, avec une relation du type
VX (k) = (X (k),U(k)) (2.29)
X (k + 1) ne peut étre calculé directement car I’évaluation de

v F (X (R), U(K))] (2.30)

requiert la connaissance de X (k + 1). Et lever ce caractére implicite ne peut
étre obtenu sans changer la paramétrisation.

Toutefois, une technique itérative [91] peut permettre d’approximer le calcul
de X (k+ 1) au prix d’un cout de calcul important.

2.1.7.2 Autres opérateurs

De nombreux autres opérateurs peuvent ainsi étre considérés pour 1'im-
plémentation. Ils sont décrits plus en détails dans [7].
On pourra citer :

— Popérator §-modifié :
adq4—-c
A
ol ¢ est un parametre ajustable. On montrera (cf. section 5.2.3) que ce
parametre supplémentaire peut étre intéressant dans le cas o A n’est
pas implémenté exactement car il permet de trouver une réalisation
en 0-modifié moins sensible aux quantification de A

Om

avec 0 <c <1 (2.31)

12 Alternative Discrete Time Operators.
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— Dopérateur p'3 :

a 49— (1 - ClA)
= 2.32
p Y (2.32)
Cet opérateur, introduit dans le cadre de la commande robuste adapta-
tive [25], est une généralisation des opérateurs g (pour c;A = coA = 1),

0 (pour ¢y =0et co=1) et Oy, ;
— lopérateur  :
s 2C49—C

T ———= avec c1cq4 # —Cac3 (2.33)

Acgq+ ey

On retrouve ici les opérateurs ¢, 0, d,,, p et v (pour ¢; = ¢4 = co =
C3 = 1).

2.1.8 Deécomposition de lois

En plus de toutes les réalisations que nous avons détaillées, il est possible
de découper une loi de controle/commande en lois élémentaires d’ordre infé-
rieur — qui peuvent étre implémentées différemment — que 1’on associe, en cas-
cade ou en parallele. Cela permet souvent, en découpant un systeme d’ordre
élevé en sous-sytemes d’ordre faible, de n’avoir que des systemes simples,
souvent du 1°F ou 2" ordre, & implémenter. On peut alors se concentrer sur
la réalisation de maniére optimisée (réalisation optimale et code optimisé)
de lois génériques du 1 ou 27! ordre.

2.1.8.1 Décomposition en cascade

Tout systeme qui est une interconnexion de sous-systéemes — au sens ou
la sortie de chaque sous-systeme est I’entrée d’un de ses voisins, a I’exception
du dernier — est dit systéme en cascade, voir figure 2.14. Pour un régulateur

i
H, - > H; L-»  H, >

Y

H,y

Y

F1G. 2.14 — Structure en cascade

ou un filtre LTI, déterminer une structure en cascade revient a factoriser la

o> . s .
3A ne pas confondre avec la variable p associée & Popérateur 4.
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fonction de transfert H :

H(z) = [ [ Hi(2) VzeC (2.34)

chaque sous-systeme H;(z) étant réalisé indépendamment. La décomposition
en sous-systémes du 274 ordre (et du 1°* ordre si le systeme est d’ordre
impair) est la plus naturelle. On suppose ici le systéeme d’ordre n pair :

L+ezt + fiz™2
1+ giz7t 4+ hjz2

e

H(z)=K (2.35)

1

%

Cette structure peut permettre une distribution optimale des zéros et des
poles pour les différents sous-systéemes, chacun pouvant étre réalisé de ma-
niere optimale [36]. Cependant, cette structure possede quelques désavan-
tages : pour les systémes non strictement propres, ou un terme direct entre
I’entrée et la sortie intervient, un délai de calcul est introduit, car la sortie
n’est produite que lorsque le calcul de chacun des blocs cascadés est réalisé ;
de plus cette structure ne peut s’appliquer au cas MIMO.

2.1.8.2 Décomposition en parallele

De la méme maniere qu’il est possible de mettre un systeme sous forme
cascade, on peut décrire un systeme sous une forme paralléle, ou le sys-
téme s’exprime comme la somme de sous-systémes, cf. figure 2.15. Pour un
systeme de fonction de transfert H, la décomposition en parallele revient

4 décomposer H en somme de fractions rationnelles, souvent du 2" ordre.
Dans le cas de poles simples'?4, on peut écrire :
p q —1
ki m; + N2
H(z)=d+ + 2.36
(2) ; 1+ ;271 Z_: 1+piz—t +qgiz2 ( )

Comme pour la structure en cascade, chaque sous-systeme peut étre implé-
menté d’une maniere quelconque, classiquement avec la forme directe II.

2.2 L’arithmétique en précision finie

Toutes les réalisations que 'on vient de voir dans la section précédente
décrivent des algorithmes que ’on doit mettre en ceuvre dans un calculateur
cible. De par sa nature numérique (les calculs réalisés reposent sur une re-
présentation électrique des éléments manipulés), certaines limitations vont

14 - e
Dans le cas contraire, on peut utiliser une forme de Jordan.
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H,y

H

FiG. 2.15 — Structure parallele

dégrader la réalisation des lois. Ces limites reposent sur les nombreuses pos-
sibilités pour représenter et manipuler des nombres - les deux plus utilisées
étant la représentation en wvirgule fize et la représentation en wirgule flot-
tante.

Cette section a pour but d’examiner les différentes représentations possibles
des entiers et des réels, ainsi que leur impact, en terme de quantification des
coefficients et de bruits numériques induits dans les calculs.

2.2.1 Représentation numérique

Tout d’abord, on peut commencer par s’interroger sur quels sont les
objets mathématiques, tels que entiers, vecteurs, fonctions, etc. qu’il est
possible de représenter de maniere binaire dans un calculateur'® actuel.

On comprend aisément qu’il est possible de manipuler des ”"objets” dont
la représentation est finie (comme par exemple les entiers compris entre 0
et 255), mais qu’en est-il des ensembles infinis 7 Par exemple, pouvons-nous
représenter et manipuler tous les entiers ? Et tous les réels?

Premierement, on dispose d’un moyen de coder n’importe quel entier,
aussi grand soit-il, car sa représentation en base 10 (et dans n’importe quelle
base) est finie : pour un entier N, seuls [log;,(N)] chiffres suffisent ([.] est
Popérateur d’arrondi par exces).

16

En revanche, si I'on considere le nombre 7, sa transcendance'® nous em-

5Le terme calculateur représente ici tout dispositif numérique permettant de réaliser
un ensemble de calculs.
16 . . 4 s ) e H ’
Un nombre transcendant est un nombre réel ou complexe qui n’est racine d’aucune
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péche de le décrire exactement avec un nombre fini d’entiers, de fractions
rationnelles et de leurs racines. Ainsi, puisque I'on ne peut disposer que des
premieres décimales de m, une description fondée sur une numérotation de
position (c’est a dire une numération ou la position d’un chiffre détermine
son poids, en fonction de la base de numération) est impossible!”.

Nous allons donc essayer de voir quels ensembles peuvent étre décrits de
maniere logicielle dans un calculateur.
Seules deux données peuvent étre manipulées par un processeur : le 0 (po-
tentiel nul, ou inférieur & une certaine valeur) et le 1 (potentiel haut, ou
supérieur & un seuil). Dans ce qui suit, nous allons donc rappeler la défini-
tion de langage appliqué par un processeur pour définir quels ensembles il
est possible de coder.

Définition 2.2 (alphabet, mot, langage)

Soit X un ensemble d’éléments quelconques. 3 définit un alphabet.

On appelle mot une suite finie d’éléments d’un alphabet, € étant le mot
vide. Par exemple, pour l'alphabet ¥ = {a,b}, aabbabababb est un mot, tout
comme aba ou bbbb.

Un langage défini sur un alphabet est un ensemble de mots construits avec
cet alphabet.

L’ensemble des mots formés sur Ualphabet ¥ et de longueur k se note X,
On note aussi X* l’ensemble de tous les mots formés sur X, y compris le
mot vide € (on a % = Uy~ 2F), et B Uensemble de tous les mots formés
sur ¥ sans le mot vide.

Nous considérons donc ici 'alphabet ¥ = {0, 1}, puisque seuls 0 et 1 sont
utilisés physiquement sur les calculateurs étudiés'®.
Sur un processeur NNV bits, le langage utilisé par les circuits est le plus souvent
YN (lorsque les chemins de données ont tous la méme largeur). Généralement
N vaut 8,16,32 ou 64 suivant le modele du processeur. Le tableau 2.1 donne
I’exemple de quelques processeurs classiques

Cela permet, par exemple, de représenter des valeurs entieres de 0 a
— 1, ou bien tout élément d’un ensemble comprenant moins de 2V élé-
ments.

2N

Du point de vue logiciel, nous utilisons un autre langage : en effet, il
nous est possible de combiner un nombre fini de mots sur I’alphabet %,
comme c’est le cas lorsque 1’on veut représenter un vecteur d’entiers ou bien

équation polynomiale & coefficients entiers.

7Le record actuel, de décembre 2002, est de 1 241 100 000 000 décimales de 7 calculés.
Toutefois, il existe certains algorithmes permettant de calculer n’importe quelle décimale
de 7 sans avoir a calculer les précédentes.

18GQeuls les processeurs quantiques n’utilisent pas ce principe ; ils n’existent pour I'instant
qu’a I’état expérimental [39].
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L Processeur l Nb de bits J

Pentium IV 32
PowerPC G5 64
C167 16

TAB. 2.1 — Quelques processeurs classiques

lorsque l'on veut effectuer des calculs avec une plus grande dynamique que
celle proposée par 'architecture du processeur (comme un calcul 32 bits sur
un processeur 16 bits). Si nous ne nous soucions pas de la taille mémoire
occupée, n'importe quelle suite finie de mots de £V peut étre utilisée.

Par exemple, en utilisant une représentation des lettres de ’alphabet (un
entier par lettre), nous pouvons représenter n’'importe quelle phrase, n’im-
porte quel texte, aussi long soit-il, du moment qu’il reste de longueur finie,
et en supposant — cette hypothese est importante — que I'on dispose d’une
mémoire suffisamment grande pour stocker ce texte.

Nous pouvons donc définir un alphabet logiciel A = %V (A est composé
des 2V mots de longueur N définis par le langage ©7V). Le langage logiciel
utilisé est alors A™, c’est-a-dire que nous pouvons manipuler tous les mots
de A de longueur finie, c¢’est-a-dire toutes les suites finies d’éléments
représentés sur N bits.

Définition 2.3 (codage d’un ensemble par un alphabet)
Il est possible de coder (représenter) un ensemble E par un alphabet L s’il
existe une application f : E — LT injective, c’est a dire

Vee ENT € E, f(z)=f(&) =z==T (2.37)

Par exemple, il est possible de représenter toutes les lettres de I’alphabet,
les caracteres de ponctuation, les chiffres et divers symboles, par des valeurs
comprises entre 0 et 255 (8 bits), grace a un tableau de correspondance
normalisée, le codage ASCII'. Par exemple, le caractére A correspond a la
valeur 65. Dans ce cas précis, 'application de codage, qui permet de passer
de I'ensemble des caracteres alphanumériques et des symboles associés, a
un mot de ¥V (un mot sur N bits), est une application bijective : & chaque
valeur correspond un caractere, et a chaque caractere correspond une valeur.

Mais, pour un codage, seule l'injectivité est nécessaire. Elle permet de
retrouver I’élément de E représenté par un mot de L™ car celui-ci, s’il existe,
est unique. Par exemple, pour représenter en binaire des entiers signés (posi-
tifs ou négatifs), de nombreux codages existent. On peut citer une méthode
de représentation en signe et en valeur absolue (cf. 2.2.2.2). Elle consiste

19 American Standard Code for Information Interchange.
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a utiliser un bit (de poids fort généralement) pour représenter le signe, et
les autres bits pour représenter la valeur absolue de la valeur. Ce codage
n’est pas bijectif, mais seulement injectif, car la valeur 0 est doublement
représentée (par —0 et par +0).

En partant de I’hypothése que I’ensemble des valeurs logicielles que 'on
peut utiliser est AT (ce qui suppose que I'on dispose, a priori, d'une capacité
de mémoire et de calcul suffisamment grande), nous allons pouvoir caracté-
riser les ensembles codables, c’est a dire ceux que 'on peut représenter de
maniere logicielle.

Mais avant cela, rappelons deux définitions utiles :

Définition 2.4 (Ensemble dénombrable)
Un ensemble E est dénombrable si et seulement si il est équipotent a N (c’est
a dire s’il est en bijection avec N).

Par exemple, Q et Z sont dénombrables, alors que R ou QY (ensemble
des suites de nombres rationnels) ne le sont pas.

Définition 2.5 (Cardinal d’un ensemble)

Le cardinal d’un ensemble fini E est le nombre d’éléments de cet ensemble.
Il est noté Card(F).

Cette définition a été étendue par Cantor[15] de la maniére suivante : puisque
la relation

E est équipotent a F (2.38)

est une relation d’équivalence, on peut définir le cardinal d’un ensemble com-
me une classe d’équivalence pour [’équipotence.
Ainsi Card(E) = Card(F) est équivalent a l’équation (2.38).
De méme, on peut ajouter une relation d’ordre. Les propositions suivantes
sont équivalentes (conséquences du Théoréme de Cantor-Bernstein) :

- Card(F) < Card(F);

— FE est équipotent a une partie de F';

— E est subpotent a F ;

— 1l existe une injection de E a F.
On peut compléter cette définition par la définition de Rg, la classe cardinale
du plus petit ensemble infini’°. N est de cardinalité Xg, ainsi que tous les
ensembles dénombrables®".

Le résultat de cette derniere définition nous permet d’énoncer la propo-
sition suivante :

20X est la lere lettre de I’alphabet hébreu et se prononce ”aleph”. Cantor a choisi cette
notation.
21e cardinal de R est noté Ny, et on a : Card(R) = X; = 2%0,
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Proposition 2.1 (Ensembles codables)
Un ensemble J est codable (de maniére logicielle, et suivant [’hypothése du
langage AT ) si et seulement si J est dénombrable ou fini.

Démonstration :
Pour la démonstration, nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 2.2
Si un alphabet X2 est fini ou dénombrable, alors ¥*, l’ensemble des mots
formés sur Ualphabet 33, est dénombrable.

En effet, on ne peut coder de maniere logicielle un ensemble J que s’il existe
f:J— AT injective.
Or ceci peut se traduire, en terme de classes cardinales par :

card(J) < card(A™) (2.39)

c’est a dire
Card(J) < Ny (2.40)
Ainsi, on a :

— ou bien Card(J) < g, et donc Card(J) est fini, d’ou J est fini (car
R est le plus petit cardinal transfini) ;

— ou bien Card(J) = Yy, et donc J est dénombrable.

La réciproque se montre de la méme maniere :

— Si J est dénombrable, J et N sont équipotents, et J et AT le sont. Il
existe donc une fonction bijective (et donc injective) de J — AT, et J
est codable.

— Si J est fini, de cardinal n, alors il existe une bijection J — [1,n],
et donc une fonction injective J — N. A" et N étant équipotents, il
existe une injection J — AT et J est codable.

|

Cette proposition nous permet ainsi d’affirmer que des ensembles tels que
N, Z3 ou Q sont représentables en utilisant le langage AT, donc en utilisant
une suite finie d’éléments sur N bits, mais qu’il est impossible de représenter
en totalité des ensembles non dénombrables, tels que R.

Ce résultat important nous amene a conclure qu’il est impossible de cal-
culer de maniére ezacte, absolue sur un ensemble non dénombrable (impos-
sible de calculer exactement dans R ou dans n’importe quel intervalle [a, b]).
Ainsi, on ne peut numériquement concevoir une arithmétique in-
formatique qui soit exacte sur R ou sur [a,b]. Tout au plus, il est
possible d’imaginer une arithmétique en précision arbitraire[75, 33].

De plus, on voit bien aussi I'importance du choix de la représentation, de
la fonction de codage, méme si, en pratique, pour 'implémentation de lois
embarquées, le choix est souvent restreint par I’architecture du calculateur :
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une représentation en accord avec le processeur (virgule flottante simple ou
double précision, virgule fixe en complément & 2, ...) sera presque toujours
utilisée. Le choix d’une autre représentation implique inévitablement une
surcharge de calculs : les langages de calculs formels, tels que Maple, Mathe-
matica, etc..., disposent d’une couche logicielle supplémentaire (I'utilisation
d’un langage sur ¥1) qui permet une arithmétique rationnelle & précision
arbitraire ; les calculs pouvant s’effectuer sur un nombre de décimales choisi
par 'utilisateur.

2.2.2 Représentation des entiers

On considere (bi)0<i< N_1 € BY N bits permettant de représenter des
entiers. by_1 correspond au bit de poids fort et by au bit de poids faible. 11
existe de multiples manieres de représenter des entiers x avec ces N bits et
on pourra retrouver ces représentations plus en détails dans [12, ].
2.2.2.1 Codage binaire naturel

Le codage binaire naturel est 1’écriture binaire la plus naturelle??. Elle

consiste & représenter les entiers de [0,2 — 1] par leur écriture en base 2
(voir figure 2.16). x est donné par :

=Y 20 (2.41)

2]\771 2N72 22 21 20

i bele72 bl bO

Fia. 2.16 — Représentation d’un entier avec le codage binaire naturel

22[ | retrace tres précisément I’histoire des nombres dyadiques et de leur représentation :

— 1600 : Thomas Harist dresse une table de décomposition des entiers suivant les puis-
sances de 2;

— 1679 : Leibnitz rédige le 1°* manuscrit sur ’écriture binaire ;

— 1701 Thomas Fantet de Lagny montre les avantages du calcul binaire;

— puis ensuite Euler, Brunetti, Legendre, Pierce (1876 : notation avec des 0 et des 1),
etc.
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2.2.2.2 Codage en valeur absolue signée

Pour pouvoir représenter des entiers relatifs, une premieére solution con-
siste & donner & un bit (généralement le bit de poids fort) la signification du
signe (0 pour les entiers positifs, 1 pour les entiers négatifs). Les autres bits
donnent la valeur absolue du nombre, en codage binaire (voir figure 2.17).
C’est le codage en valeur absolue signée

N-2

z= (=11 ) 2, (2.42)

1=0

x appartient & l'intervalle symétrique [—(2V 1 —1),2¥~1 —1], et son opposé
s’obtient en changeant son bit de signe.

Bien qu’intuitive et simple, cette approche comporte quelques inconvénients.
Tout d’abord, le zéro est représenté de deux fagons (+0 et —0), et, de plus,
les opérations de comparaison et d’addition se trouvent compliquées par le
fait qu’il faille distinguer différents cas suivant les signes des opérandes.

+ 2N-2 22 o1 20

T by-1pn_2 b1 | bo

F1G. 2.17 — Représentation d’un entier relatif avec le codage valeur absolue
signée

2.2.2.3 Complément a 1

Le complément a 1 est utilisé pour représenter les nombres positifs ou
négatifs de [—(2V~1—1),2¥=1 —1]. Les nombres positifs sont représentés en
code binaire naturel et les nombres négatifs en écrivant 'inverse du codage
binaire de la valeur absolue du nombre. x s’écrit :

N-2
z=—by 2V 1)+ ) 2, (2.43)
=0

Cette représentation facilite la soustraction car I’opposé d’un nombre s’ob-
tient en inversant tous les bits du nombre. Par contre, il existe toujours deux
représentations pour le zéro, et I’addition doit se faire en distinguant les cas
suivant les différents signes.

La table 2.2 donne les représentations binaires sur 4 bits des nombres entre
-TetT.
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L Représentation binaire l Valeur H Représentation binaire J Valeur ‘

0000 +0 1111 -0
0001 1 1110 -1
0010 2 1101 -2
0011 3 1100 -3
0100 4 1011 -4
0101 5 1010 -5
0110 6 1001 -6
0111 7 1000 -7

TAB. 2.2 — Représentation en complément a 1 sur 4 bits

2.2.2.4 Complément a 2

Cette représentation est une représentation fréquente pour les entiers
relatifs. Elle permet de représenter les entiers de [ — 2¥~1 2V¥=1 — 1] (in-
tervalle non-symétrique) et ne possede qu’une seule représentation pour le
zéro. L’addition est simple, quel que soit le signe (elle est identique a ’ad-
dition des nombres en codage binaire naturel). On obtient la représentation
en complément a 2 d’un nombre en ajoutant 1 au complément a 1 pour les

nombres négatifs.
N—2

w=—by_12V 7+ D 2, (2.44)
i=0
La table 2.3 donne les représentations binaires sur 4 bits des nombres entre
-8et 7.
Cette représentation est presque toujours utilisée car elle possede des pro-

L Représentation binaire l Valeur H Représentation binaire J Valeur ‘

0000 +0 1111 -1
0001 1 1110 -2
0010 2 1101 -3
0011 3 1100 -4
0100 4 1011 -5
0101 S 1010 -6
0110 6 1001 -7
0111 7 1000 -8

TAB. 2.3 — Représentation en complément a 2 sur 4 bits

priétés intéressantes pour l'addition et la soustraction : en effet, méme si les
résultats intermédiaires d’une série d’addition sont en dehors du domaine
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de définition du codage (overflow), le résultat final sera correct, du moment
que celui-ci appartient au domaine.

Par exemple, si on considere l'opération 4 + 5 — 6 sur 4 bits, celle-ci pro-
duit un résultat (3) qui reste dans le domaine | — 8;7], mais un résultat
intermédiaire (4 4+ 5 =9) en sort (overflow) :

0100  (4) 1001
+ 0101 (5) + 1010 (—6) (2.45)
1001 0011 (3)

Ainsi, avec le complément & 2, le résultat d’une opération reste correcte s’il
est dans le domaine, méme si un overflow intervient dans un calcul intermé-
diaire.

De plus, toutes les opérations sont compatibles avec les opérations définies
avec le codage binaire et s’effectuent sans modifications, en utilisant les uni-
tés de calcul (UAL??) du calculateur.

2.2.2.5 Résumé des principales représentations

La figure 2.18 (tirée de [12]) résume les caractéristiques des diverses
représentations binaires vues précédemment.
—2N=t o=l -1 0 +1 2Nt 2N
|

1!
\ An

représentation non signée |

‘ représentation envaleur absolue signée l

|:| Nombres positifs

| représentation.en complément a un I |:| Nombres négatifs

[ ] Double représentation du zéro
I représentation en complément a deux |

Fia. 2.18 — Résumé des diverses représentations entieres sur N bits

2.2.2.6 Autres représentations

On peut aussi compléter cette liste de représentations en considérant les
biais et les facteurs d’échelle que I’on peut ajouter, afin de pouvoir représen-
ter sur IV bits, le domaine que ’on cherche.

23 Unité Arithmétique et Logique.



tel-00086926, version 1 - 20 Jul 2006

2.2. L’ARITHMETIQUE EN PRECISION FINIE 63

2.2.2.6.1 Arithmétique biaisée Il s’agit ici tout simplement de déca-
ler une représentation d’une certaine valeur fizée. Le biais n’étant pas codé,
celui-ci peut étre quelconque.

Le biais introduit permet de décaler le domaine de représentation et donc
de coder un ensemble de valeur qui ne serait pas centré autour de 0 (arith-
métique signée) ou de 2V=2 (arithmétique non signée).

Par exemple, les représentations en compléments (a 1 ou & 2) sont des repré-
sentations biaisées (& ’exception pres que le biais n’est appliqué que pour
les valeurs négatives).

2.2.2.6.2 Facteur d’échelle Jusqu’ici, nous n’avons utilisé que des ari-
thmétiques entieres, alors que nous pouvons avoir besoin de décrire un do-
maine plus petit, mais comportant des valeurs non nécessairement entieres.
Il faut alors introduire un facteur d’échelle K quelconque dans la représen-
tation (comme le biais, celui-ci n’est pas codé).

Cela permet d’étaler, ou de rétrécir, la plage de valeurs admissibles pour une
représentation (le pas de quantification — écart entre deux valeurs successives
— est modifié en conséquence).

2.2.2.7 Passage d’une représentation & une autre

On peut étre amené, dans certains cas, a utiliser plusieurs représenta-
tions en méme temps. Si on veut effectuer un calcul faisant intervenir deux
nombres exprimés dans deux représentations différentes, il faut alors d’abord
convertir les deux opérandes dans une représentation unique avant de faire
le calcul, en s’assurant qu’il est possible de passer d’une représentation a
une autre (tache qui incombe au concepteur).

Dans les langages informatiques de haut niveau (C, Java, ...), les entiers non
signés sont représentés avec le codage binaire naturel, et les entiers signés
sont représentés avec le complément a 2 — le compilateur gérant automati-
quement toutes les opérations.

Pour faciliter les calculs lors du passage d’une représentation a une autre, il
est préférable que le biais et le facteur d’échelle soient simples :

— entier pour le biais (le passage d’une représentation a une autre néces-

site alors une addition) ;

— sous la forme d’une puissance de 2 pour le facteur d’échelle : K = 2P

avec p € Z. Ainsi une nouvelle représentation peut étre calculée grace
a un décalage de bits.
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2.2.2.8 Représentation logarithmique

En plus des représentations linéaires, basées sur le codage binaire, il
existe des représentations non-linéaires ol le pas de quantification n’est pas
constant. La représentation logarithmique [62, | consiste & choisir une
base logarithmique D €]0,1[ et a écrire x sous la forme

oN-1

z=(-1)2""'Dv (2.46)

ot w € [[0,2Y — 1] s’écrit sur N — 1 bits en codage binaire naturel

N—-2 ‘
w = Z QZbi
=0

Ainsi, |z] € {1,D,D2,D3,...,D2N*1}.

Cette représentation a pour avantage la simplicité des opérations de multipli-
cation et de division, qui sont remplacées par des additions et soustractions.
Par contre, il n’y a pas de représentation du zéro, et les additions et sous-

tractions sont plus compliquées et font appel a des tables. On trouvera plus
de détails dans [62].

2.2.3 Virgule Fixe

La représentation en virgule fixe, qui permet de représenter et manipuler
facilement des nombres décimauz (non nécessairement entiers) dans un cal-
culateur ne disposant que d’unité arithmétique entiere, est la représentation
la plus utilisée. Nous détaillerons la représentation, les différents calculs ainsi
que les aspects liés a la quantification d’un réel et aux bruits de calcul.

2.2.3.1 Représentation

La représentation en virgule fixe consiste simplement a utiliser une re-
présentation en complément & 2 avec un facteur d’échelle sous forme d’une
puissance de 2, noté ici 2°f.

N—-2
r = (—bN_12N—1 + ) 2ibi> 27Ps (2.47)
=0
N—-2 '
= by 2V N 2Oy, (2.48)
=0
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+ Zﬁg 21 20 271 27[3/
X .bN_2 5,6f+1 bﬁfiﬁf_l b1 | bo
i( By >||< By >I
partie entiere partie fractionnaire
- . .

Fia. 2.19 — Représentation des données en virgule fixe

La figure 2.19 présente une donnée en virgule fixe : les Gy bits de poids
faibles représentent la partie fractionnaire, et les 3, autres bits la partie
entiére (le dernier bit donne le signe). 3, vérifie

Byg+0Br+1=N (2.49)

Le facteur d’échelle associé a chaque représentation en virgule fixe est cons-
tant et implicite (c’est & dire non représenté dans les bits).

On notera que By peut étre plus grand que N : dans ce cas, le nombre ne
possede pas de partie entiere, mais seulement une partie fractionnaire dont
seuls By — N bits sont donnés. Dans ce cas, il n’y a aucun bit représentant
la partie entiere, et N — 1 bits pour la partie fractionnaire (3 ne représente
plus le nombre de bits de la partie fractionnaire, mais seulement la position
de la virgule). Il est aussi possible d’avoir 3; négatif.

Cette représentation permet donc de coder 2V valeurs dans

_Qﬁg; Zﬁg _ Q*ﬁf

avec un pas de quantification est ¢ = 277,
Un nombre représenté en virgule fixe est complétement déterminé par les N
bits (bi)g<;<y—1 €t par la position de la virgule (la valeur de 37, non codée).

2.2.3.2 Loi de quantification

On peut toutefois rattacher 'écriture en virgule fixe a celle d'un nombre
z € R en base 2 : celui-ci s’écrit de manieére unique avec une infinité de bits :

M
r=+ Y 22 (2.50)
I=—00
(avec xp;r = 1 pour l'unicité de Iécriture et Vi < M, x; € B).
On peut d’ailleurs réécrire 1’équation (2.50) sous la forme d’un complément
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a 2 pour intégrer ’expression du signe

M
r =2 4+ Y 52 (2.51)

1=—00

Les (%);<pr4, définissent entierement z en base 2 :
~

TMA1TMEM-1 - - - T1T0AT—1T—2 .. . ...

ol A représente la position de la virgule. Les M + 2 bits donnent ainsi la
partie entiere signée de x.

On peut alors voir la représentation en virgule fixe comme une représen-
tation binaire (en complément & 2) de x ou seuls N bits de poids fort sont
présents. La valeur représentée est alors une approximation.

1 ers

Par exemple, les bits de 7 s’écrivent

011,00100100001111110110101010001000. ... ..

Pour représenter, de maniere approchée, 7 sur 8 bits, on ne gardera que les
8 bits les plus importants, c’est a dire 011,00101 ou 011,00100 suivant la
loi de quantification.

Définition 2.6 (loi de quantification)
Une loi de quantification est une fonction R — R permettant de transformer
un réel x en un réel x* représentable par une représentation donnée.

Dans le cas de la virgule fixe, deux lois de quantifications sont possibles : la
quantification par arrond: et la quantification par troncature :

— La loi de quantification par troncature consiste a choisir, pour repré-
senter z, la valeur * obtenue en ne gardant que les NV bits de poids
fort de la représentation binaire exacte de x (équation (2.51)). Cette
loi est couramment employée car elle consiste a tronquer les bits de
poids faible superflus (la perte de précision se fait par une perte de
bits). Cette loi de quantification, noté @Q|.], qui transforme x en x*
est représentée en fonction de z a la figure 2.20, ainsi que l'erreur de
quantification = — z*.

x* s’obtient par
ot =270 WWJ (2.52)

(ou [.] est opérateur d’arrondi a l’entier inférieur) et

|z — ¥ < 27P (2.53)
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Qlz]

F1a. 2.20 — Loi de quantification par troncature et l'erreur de quantification

— La loi de quantification par arrondi consiste, elle, a choisir, pour re-
présenter x, la valeur x* la plus proche de z, représentable en virgule
fixe sur IV bits avec 3, bits significatifs de partie fractionnaire. Il s’agit
d’un arrondi & la valeur la plus proche, et non a la valeur immédia-
tement inférieure (que 'on obtient en tronquant directement les bits
superflus). On aura donc

ot =270 [251‘:4 (2.54)
ou |.| est opérateur d’arrondi a 'entier le plus proche) avec
U l'opé d’ di & l'entier le pl h
|z — | < 27D (2.55)

Les caractéristiques de cette loi de quantification, notée @Q|.], sont
données a la figure 2.21.

Qlz]

z— Q]

9~ (Bs+1)

T—2-Bs+1

Fi1G. 2.21 — Loi de quantification par arrondi et ’erreur de quantification
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2.2.3.3 Regles de 'arithmétique en virgule fixe

Les opérations entre deux opérandes en virgule fixe nécessitent de trouver
une représentation commune aux deux opérandes, c’est a dire de trouver le
parametre [r (la position de la virgule). Ensuite, les virgules sont alignées
(par un décalage de bits, en étendant le bit de signe si nécessaire), ce qui peut
entrainer une troncature; et addition est réalisée [72]. Selon le processeur,
I’arrondi peut s’effectuer avant ou apres 'addition. La figure 2.22 montre
un exemple d’addition de deux opérandes a et b ayant deux représentations
différentes. Le code C permettant d’additionner a et b est

c = (a > sa)+b;

ou > est I'opérateur de décalage binaire.

BEETE] [T T -] 11

7

ST T TTTT]

’ |l«—sa —

+ BT 11

<BTTTTT]ITT i 1 @

Fia. 2.22 — Addition c=a+b en virgule fixe; (1) entraine une extension de
signe et (2) une troncature

Ces opérations sont, bien entendu, a faire réaliser par le compilateur qui
génere le code (toutefois, il n’existe pas de type virgule fire dans le C ANSI,
il faut donc faire appel & une bibliotheque particuliere, telles celles existant
avec les outils FRIDGE ou AUTOSCALER [58, 50]; de méme, sous Simulink,
il faut utiliser Fixed Point Blockset [1]).

La multiplication se fait plus simplement : les deux opérandes sont mul-
tipliées comme s’il s’agissait de nombres entiers en complément a 2 (si le
processeur ne possede pas d’unité hardware de multiplication, il faut alors
utiliser 'algorithme de Booth pour effectuer le calcul [111, 13]) et la position
de la virgule s’obtient a partir des deux positions des opérandes (on notera
que le bit de signe est doublé). La figure 2.23 illustre cette multiplication.
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l<—ga —>| fa I

X BT [ ]

I gb jl«— fb —>|

BN TTTTTET ] T T T T T T TT]
< ga+gb } fatfb — >

Fia. 2.23 — Multiplication en virgule fixe

Quant a la division, de nombreux algorithmes permettant d’obtenir le
quotient et le reste existent, mais aucun ne permet une division aussi rapide
qu’une multiplication : ainsi, pour mettre en place une loi de contréle/com-
mande, il faudra éviter le plus possible les divisions et les convertir en mul-
tiplications (en multipliant par 'inverse).

2.2.3.4 Quantification

Nous avons vu que, du fait de la représentation en précision finie, tous
les réels ne sont pas représentables logiciellement. Une quantification appa-
rait lorsque 'on code des coefficients constants et lorsque 1’on calcule toute
opération.

La quantification de représentation intervient lorsque ’on désire repré-
senter sur N bits virgule fixe un réel x constant : il faut alors trouver une
position de la virgule (le facteur d’échelle 25/) ainsi que les N bits corres-
pondants qui forment z* le quantifié de x.

Pour que la partie entiere de x puisse étre représentée sur les N — 1 — p bits
qui lui sont affectés, 3y doit vérifier

By < N =1 [logy |a]] (2.56)

(ou [.] représente l'arrondi a 'entier supérieur). §; pourra étre choisi le
plus grand possible (donc = N — 1 — [log, |z|]), pour garder le plus de bits
significatifs et dégrader le moins possible x, ou bien pourra étre choisi en
commun pour un ensemble de coefficients, afin d’avoir une représentation
commune et de ne pas devoir recourir a des changements de représentations
lors des calculs, pour en diminuer le cott (cf. section 3.4 pour la définition
de blocs de calculs).
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De plus, pour représenter au mieux ces coefficients, la quantification par
arrondi sera toujours utilisée (elle permet, par son arrondi au plus juste, de
minimiser l'erreur de représentation).

La quantification de représentation est la cause d’une modification d’une loi
de controle/commande lors de I'implémentation, par I'introduction d’erreurs
paramétriques.

En plus de cette perturbation paramétrique, chaque affectation, chaque
opération arithmétique peut provoquer un arrondi de calcul (comme vu au
chapitre précédent, il faut souvent opérer un changement de représentation
apres une opération, et donc arrondir une valeur) : c’est la quantification de
calcul.

Mais, contrairement au cas des coefficients constants que 'on quantifiait
pour les coder dans une représentation donnée, la quantification sera effec-
tuée pendant les calculs, et on utilisera donc la quantification par troncature,
car celle-ci se réalise tres facilement en tronquant les bits superflus (décalage
de bits).

Remarque : la loi de quantification par arrondi est aussi possible en logiciel,
en rajoutant une étape de calcul supplémentaire avant le décalage de bits :
il s’agit de prendre en compte le bit de poids le plus fort parmi les bits de
poids faible que 'on supprime. La valeur de ce bit nous indique si la valeur
représentée est plus proche de la valeur représentable immédiatement supé-
rieure ou immédiatement inférieure. Il suffit donc de rajouter la valeur de ce
bit au nombre tronqué.

Par exemple, si I'on reprend le nombre w

011,00100100001111110110101010001000.......

et que ’on ne garde que 8 bits, 011,00100 est obtenu apres troncature et les
bits et les bits 100001111 ...... sont perdus : le plus fort d’entre eux vaut 1,
ce qui signifie que la valeur considérée est plus proche de 011,00101 que de
011,00100. La quantification par arrondi donnera donc la valeur 011,00101,
obtenue en rajoutant la valeur du bit de poids le plus fort des bits tronqués
a la valeur.

L’étude de la propagation des erreurs d’arrondis dans les calculs est,
depuis de nombreuses années, une thématique de recherche bien développée
([20, 71]). Il existe quatre grandes approches au probleme d’estimation des
erreurs de quantification de calcul :

— Dapproche régressive, ou inverse ;

— l'approche directe ;

— l’approche déterministe (arithmétique par intervalle) ;

— l'approche statistique (analyse des bruits d’arrondi).

Les deux premieres sont basées sur une analyse mathématique a priori des
erreurs d’arrondi, alors que les deux dernieres utilisent une évaluation a
posteriori de la précision pour ’estimer ou la majorer. Seule I’approche
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statistique permet vraiment d’évaluer la qualité numérique d’un résultat.
On distingue aussi les méthodes basées sur la simulation (Cestac [101] par
exemple) et les méthodes analytiques ([71]).

L’approche statistique est basée sur les travaux de Widrow ([108, 109]) et
ceux de Sripad et Snyder ([98]) qui nous permettent, sous certaines condi-
tions généralement réunies d’excitabilité suffisante de x (condition sur la
fonction caractéristique?* de ), de modéliser le processus de quantification
(par arrondi ou troncature) par un systeme linéaire ou le signal quantifié est
égal & la somme du signal d’origine et d’un bruit dit de quantification (voir
[71] et [111] pour plus de détails). Le bruit de quantification e est uniformé-

e

FiG. 2.24 — Modélisation du processus de quantification

ment distribué et décorrelé de = (cf. conditions [98]). Il est caractérisé par
ses moments d’ordre 1 (noté ici p.) et d’ordre 2 (o), que 'on retrouve dans
le tableau 2.4

L H Arrondi J Troncature ‘
e 270 <e<2 Bl o<e< 2P
LLe 0 2—(ﬁf+1)

Q*Bf Q*ﬂf
Oc BV 12

TAB. 2.4 — Caractéristique du bruit de quantification

Dans le cas de la troncature, ’erreur est un bruit blanc non centré.

2.2.4 Virgule flottante
2.2.4.1 Description de la représentation

L’arithmétique flottante, née dans les années 70 est normalisée depuis
1985 sous les normes IEEE754 puis IEEE854.
Les représentations en virgule flottante sont réalisées en base 6 (supposé
pair) et avec une précision [, et utilisent la forme mantisse/exposant :

(—1)% - m - 6°

24La, fonction caractéristique d’une variable aléatoire est égale & la transformée inverse
de sa densité de probabilité.
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ou la mantisse m s’écrit avec (3, digits, avec 0 < m < (3
Bm—1
m = E m;0~"
i=0
et ou 'exposant e s’écrit avec J. digits, en complément a 2 :

ec[—6%1—1,6%"1 9]

car deux valeurs de I'exposant, les valeurs maximales et minimales, ont une
signification particuliere.

On peut normaliser ’écriture en imposant g < m < 0, ce qui permet de
gagner un bit dans ’écriture de m (ce bit devient implicite).

De la méme maniere que pour la virgule fixe, un réel x est représenté en
virgule flottante par

9e¢=Pm | 9fm—ey uantification par arrondi
¥ = { L | a P (2.57)

2¢=Fm L2ﬁm_6mJ quantification par troncature

Le standard IEEE754 impose 6 = 2, et le standard IEEE854 6 = 2 ou
0 = 10. § = 2 sera pratiquement toujours utilisé. Ils offrent quatre précisions
différentes de calcul : simple, simple étendue, double et double étendue

Parametres | simple | simple étendue | double | double étendue
Bm 23 31 52 63
Be 8 <11 11 15
+
x .bN_2 by | bo
l< Be >l< Bm >|
I 1 : |
exposant mantisse
l< N >
= ~

Fia. 2.25 — Représentation des données en virgule flottante

Le standard rajoute quelques valeurs particulieres, notamment pour pou-
voir exprimer +o0o et pour les calculs donnant un résultat incorrect (la divi-
sion par zéro renvoie NaN2°).

En intégrant un exposant (dont la valeur peut varier) dans sa représenta-
tion, la forme virgule flottante permet de coder aussi bien les tres faibles va-
leurs que les plus grandes. La mantisse permet d’exprimer la précision d’une

25Not a Number.
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valeur, tandis que ’exposant exprime le facteur d’échelle. La représentation
en virgule flottante présente donc une grande dynamique de représentation
(bien plus que la virgule fixe, dont la dynamique est figée).

Les calculs en virgule flottante sont gérés par les unités matérielles de
calcul flottant, ou bien simulés, si ces unités n’existent pas, avec un surcout
de calcul important.

On se référera par exemple a [32, 26, 63] pour plus de détails sur la
virgule flottante.

2.2.4.2 Précision numérique

Bien que présentant une dynamique de représentation des nombres bien
plus importante que pour la virgule fixe, les représentations et les calculs
peuvent eux aussi étre non exacts en virgule flottante. On attribue trop
souvent aux calculs en virgule flottante des bonnes propriétés numériques,
a savoir

— si le résultat d’'un calcul ne peut étre exact, il est certainement suffi-

samment proche du résultat exact (& la précision de la machine pres) ;

— quelques opérations en virgule flottante ne peuvent induire qu’une 1é-

gere imprécision sur le résultat.
L’exemple de J-M. Muller [78, 75] est un flagrant contre-exemple a ces idées.
Si on considere la suite (ay),cy définie par

11 61 1130 — 290
ap = 5,01 = 77> 0n41 = 111 — % (2.58)
n

On montre facilement que
6n+1 + 5n+1

2.59
6" + 5" (2:59)

Ap =

et que nlLIrolo an =06

Or, si l'on calcule les termes (a,) en utilisant la virgule flottante (simple ou
double précision), cette suite converge numériquement tres rapidement (des
le 10 ou 20° terme) vers 100.

Meéme avec peu d’opérations, les calculs en virgule flottante peuvent étre
tout a fait faux (l'ordre de grandeur n’étant pas respecté). En réalité, ce
phénomene s’explique par la présence de trois points fixes 5, 6 et 100 a la

fonction

1130 — 3000
T 111 - — =

(2.60)

On peut donc conclure que les calculs en virgule flottante ne sont pas
parfaits ou presque, comme on a trop tendance a le penser... Leur repré-
sentation est la plus adaptée pour manipuler des nombres de magnitudes
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diverses, mais leurs calculs sont aussi entachés d’erreurs, souvent faibles,
mais dont il faut avoir conscience (on se référera a [10], [32] et [75] pour plus
de détails).

On notera tout de méme que la propriété d’arrondi correct requise par la
norme IEEE impose que les opérations flottantes +, —, /, x et va rendent
comme résultat I’arrondi du résultat exact, suivant un mode d’arrondi pré-
défini [20].

De plus, contrairement a la virgule fixe ol la quantification transforme
z en z + 6 avec |§| < 27 Pm*+D (quantification par arrondi) ou |§| < 275m
(quantification par troncature), la quantification en virgule flottante trans-
forme z en (1 + §) avec |6] < 2% (ou |6 < 2-Bmt1D),

2.2.4.3 Comparaison Virgule fize et Virgule flottante

De nombreuses architectures numériques sont utilisées pour mettre en
ceuvre les systemes d’asservissement, de régulation ou de traitement du si-
gnal (micro-controleurs, microprocesseurs, processeurs généralistes, proces-
seurs de traitement du signal®%, etc...). Mais les calculs qui y sont réalisés ne
le sont que de deux manieres : les calculs en virgule fixe (lorsque les gran-
deurs sont représentées en virgule fixe) et les calculs en virgule flottante.
On a vu précédemment que la représentation en virgule flottante présentait
bien des avantages :

— sa dynamique est bien plus importante que celle de la virgule fixe (pour
le méme nombre de bits, virgule fixe et virgule flottante codent le méme
nombre de réels, mais la représentation en virgule flottante permet de
représenter aussi bien des grandes valeurs que de treés petites valeurs,
ce que ne permet pas la virgule fixe, car son pas de quantification est
fixe) ;

— les calculs en virgule flottante ne nécessitent pas de travaux préalables,
comme la position de la virgule ou les gestions des overflow qui sont
nécessaires en virgule fixe.

On peut donc se demander 'intérét que peut encore présenter la virgule
fixe. Pourtant cette représentation possede des atouts indéniables qui font
qu’elle est toujours tres utilisée [1, 86, 23] :

— Généricité : les unités de calcul en entier (et donc en virgule fixe) sont
présentes sur chaque processeur, tandis que les unités d’arithmétique
flottante ne le sont pas partout (de nombreux DSP n’ont pas d’unités
de calcul flottant) ;

— Taille et consommation énergétique : Les circuits logiques virgule
fixe sont beaucoup moins compliqués que ceux en virgule flottante : les
processeurs en virgule fixe sont donc plus petits et moins gourmands

26Digital Signal Processors.
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énergétiquement. Ce critere est tres important dans les applications
embarquées ol I'autonomie est essentielle. Par exemple [30] montre
un rapport 4 entre les consommations énergétiques d’'une méme trans-
formée inverse en cosinus discrete en virgule fixe et en virgule flottante ;

— Rapidité des calculs : la simplicité des circuits pour les différentes
opérations amene a une exécution des calculs bien plus rapide en vir-
gule fixe qu’en virgule flottante [30];

— Coiit : produits en grande série, les processeurs sans arithmétique
flottante sont moins chers qu’avec unité de calculs flottants?”.

2.2.4.4 Problématique du passage de virgule flottante a virgule
fixe

La méthodologie de conversion d’algorithmes (principalement traitement
du signal, d’images, ou de commande) s’exécutant en virgule flottante vers
des algorithmes utilisant des calculs virgule fixe est une problématique inté-
ressante qui a fait ’'objet de nombreuses recherches. En effet, les algorithmes
sont souvent développés et testés sur des architectures matérielles puissantes
(ordinateur de bureau) disposant d’unités de calcul flottant, puis souvent
transférés sur des calculateurs ne possédant que des unités de calcul entier
(donc virgule fixe).

Une premiere problématique vise a définir, lors de la conversion, le format
de donnée adapté pour chaque variable intervenant dans le calcul ([23, 22]) :
cela consiste principalement a trouver automatiquement la position de la
virgule (facteur d’échelle) de chaque variable pour assurer la meilleure pré-
cision possible en évitant les overflows et underflows; cela est généralement
obtenu par exécution de l'algorithme sur un ensemble de jeu d’essais repré-
sentatifs permettant de déterminer la dynamique des variables (I'utilisation
d’une arithmétique par intervalle peut, dans certains cas, ne pas suffire [358],
d’oui l'utilisation de jeux d’essais pour s’approcher d’une étude statistique).
On se référera aux projets FRIDGE?® [56] et Autoscaler [58, 61].

De plus, la problématique d’évaluation automatique de la précision d’un al-
gorithme écrit en virgule flottante (évaluation du rapport Signal & Bruit de
Quantification) est abordée dans [71, 73, 74].

2TCe facteur est bien entendu déterminant pour bien des calculateurs embarqués dans
des voitures PSA car chaque véhicule est produit en grande série : I’économie réalisée avec
des calculateurs en virgule fixe peut donc étre substantielle.

Z8Rized-point pRogrammling DesiGn Environment
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2.3 Autres solutions logicielles

En plus des différentes paramétrisations possibles pour réaliser une loi,
dont découle I’équation la décrivant, et en plus du choix du format de re-
présentation, qui impacte sur la précision des coefficients et des calculs, il
existe un troisieme degré de liberté dans la mise en ceuvre logicielle d'une
loi.

En effet, les possibilités offertes par le logiciel pour effectuer les calculs né-
cessaires avec le format de données choisi sont aussi multiples.

On notera tout d’abord qu’il est possible d’effectuer certains calculs in-
termédiaires avec une précision plus grande que celle fournie avec le format
de représentation des coefficients choisi, en simulant, par exemple, des cal-
culs sur un nombre de bits supérieur a celui du processeur utilisé. Cette
technique est par exemple utilisée pour mettre en ceuvre les formes directes
car elle permet d’augmenter la dynamique des variables intermédiaires et
d’éviter les overflow.

Il est aussi possible d’améliorer la précision de certains calculs par quelques
artifices : une perte de précision survient lorsqu’un résultat est quantifié
avant d’étre stocké (quantification de calcul).

Une 1'¢ technique, assez peu cotiteuse, consiste alors a ne pas utiliser une
quantification par troncature (qui est réalisée nativement par le processeur)
mais & pratiquer en logiciel une quantification par arrondi?® (cf. 2.2.3.4).
Enfin, une 29 technique repose sur le fait que les équations des réalisations
sont des équations de récurrence utilisant les résultats précédemment calcu-
lés, quantifiés puis stockés. Cette quantification entraine donc une perte de
précision qu’il est pourtant possible de récupérer en la stockant aussi et en
la réinjectant dans I’équation de calcul. 1l est ainsi possible d’améliorer la
précision du résultat.

Un exemple simple est donné par la réalisation d’un filtre du 2°4 ordre avec
une forme directe I et des coefficients supposés entiers :

Y (k) = C;LO (boU(k) + 01U (k — 1) + boU(k — 2) — a1 Y (k — 1) — aoY (k — 2))

(2.61)
La division par ag, et la quantification qui s’en suit, entraine une perte
de précision (on devrait d’ailleurs écrire Y (k) = Q [%] pour bien voir la
quantification).

Si on note r(k) le reste de cette division par ag (obtenue par un modulo,
ou en remultipliant le résultat Y (k) par ag, ou bien par 1'unité de calcul du
processeur qui peut donner le reste d’une division en méme temps que le
quotient), r(k) représente 1'information perdue par la quantification d’apres
division.

290n notera que certains calculateurs disposent en matériel de cette possibilité.
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Comme il est possible de stocker cette valeur, nous pouvons la réinjecter
dans ’équation de récurrence, pour augmenter la précision de représentation
de Y(k — 1) et Y(k — 2) qui interviennent dans ce calcul. On écrit donc
I’algorithme suivant :

1 T =boU(k)+biU(k—1)+bU(k—2) —arY (k—1) — agY (k —

2) — % (arr(k — 1) + agr(k — 2))
2: r(k) =T mod ag

On retrouvera plus de détails sur cette technique de réinjection du reste
dans [122] (dans ce cas précis de la forme directe I avec coefficients en entier,
cette technique a fait I'objet d’un brevet pour une utilisation de filtrage
dynamique [123]). D. Williamson a généralisé cette méthode & une réalisation
d’état, sous le terme de Residue Feedback [110, , ].

On notera enfin que de nombreuses techniques logicielles existent pour,
non pas augmenter la précision de calcul, mais diminuer le colt du calcul
associé & un ensemble d’opérations, sans en affecter le résultat®” : pour écrire
des divisions sous forme d’additions et de décalages [(7], pour la multiplica-
tion matricielle [11], la division [80], etc.

2.4 Conclusion

Parcourant la littérature et les pratiques, nous avons vu, dans la 1€ par-

tie de ce chapitre, qu’il existait de nombreuses facons d’écrire les équations
qui régissent un filtre ou un régulateur LTI. Ces réalisations, mathémati-
quement équivalentes, ne le sont plus des lors que les calculs sont effectués
en précision finie, et il sera intéressant, aux chapitres suivants, d’étudier le
comportement en précision finie de chacune d’entre elles.
En plus de ce large choix de réalisations possibles, les modes de représen-
tation des nombres (principalement virgule fixe et virgule flottante), ainsi
que les techniques logicielles pour mettre en ceuvre les équations issues de
l'automatique, ont un roéle important (méme si, loin d’avoir été exhaustifs,
nous avons laissé de coté nombre de solutions logicielles imaginables). Pour
étudier le vaste panel d’implémentations possibles, nous proposerons, au cha-
pitre 3, un formalisme unificateur englobant les différentes réalisations vues
ici, et bien d’autres encore.

39Mais au prix d’une possible augmentation de la complexité apparente, au détriment
donc de la lisibilité ou la portabilité.
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CHAPITRE

La forme implicite pour for-
malisme unificateur

Résumé :
E but de ce chapitre est de proposer un formalisme unificateur — la
forme implicite spécialisée — qui permet de décrire et de caractériser
I’ensemble des réalisations possibles vues au chapitre précédent. Tout en
restant macroscopique et suffisamment général, ce formalisme doit étre
davantage représentatif des implémentations existantes et offre une plus
grande latitude dans ’expression des possibilités d’implémentation.
Nous verrons quelques exemples de réalisations reformulés a 'aide de
ce formalisme et nous caractériserons I’ensemble des réalisations équiva-

lentes.
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3.1 Forme implicite

3.1.1 Les besoins d’un formalisme unificateur

Les diverses réalisations que nous avons détaillées au chapitre 2 (formes
directes, espace d’état, opérateur d, etc...) associées aux nombreuses possi-
bilités logicielles de mise en ceuvre montrent 1’étendue des algorithmes pos-
sibles pour implémenter une loi de contréle/commande dans un calculateur.
Ces réalisations, toutes mathématiquement équivalentes, ne le sont plus en
précision finie et aménent, par la voie des erreurs paramétriques et des bruits
numériques induits, une détérioration de la loi. Ces réalisations ne sont pas
non plus équivalentes quant a la détérioration amenée, certaines étant plus
sensibles que d’autres a la transformation en précision finie, d’autres plus
robustes.

Il est alors important de pouvoir décrire chacune de ces réalisations dans
un méme formalisme afin de pouvoir toutes les caractériser et les comparer,
suivant des critéres qu’il nous faudra établir (cf. chapitre 4). Ce formalisme
devra permettre tout d’abord d’expliciter la paramétrisation choisie, c’est
a dire I'ensemble des parametres utilisés lors du calcul et qui caractérise
la loi (les parametres réellement utilisés dans le code doivent clairement
apparaitre car ce sont eux qui seront potentiellement tronqués). De plus,
ce formalisme doit donner une relation directe avec le code produit afin
de pouvoir évaluer la dégradation engendrée pour chaque calcul et donc de
permettre la mesure précise de I'impact du passage en précision finie, et
aider a élaborer une synthese de réalisations numériques optimales vis a vis
du passage en précision finie.

Mais ce formalisme doit aussi rester macroscopique : il doit étre suffi-
samment global pour s’exprimer de maniere simple et mathématique. Par
exemple, un graphe de fluence détaillant chaque opération ou méme un al-
gorithme (indépendamment du langage dans lequel on l’écrit) serait trop
microscopique pour que 1’on puisse étudier I'impact de la quantification.
L’idée est donc d’avoir une forme mathématique, & I'image de la forme
d’état, permettant de décrire macroscopiquement mais fidelement le plus
grand nombre de réalisations [11].

3.1.2 Expression de la forme implicite spécialisée

L’idée retenue pour décrire macroscopiquement une réalisation est de
détailler les calculs, tout en restant sous forme matricielle. Pour cela, nous
considérons, en plus du vecteur d’état X (k), le vecteur de variables inter-
médiaires T'(k).

On se propose alors de décrire un algorithme de commande ou de filtrage
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de la maniere suivante (dans 'ordre) :

@ Calcul des variables intermédiaires T'(k + 1) de P'instant k', & partir
de I'état X (k) et des entrées U (k)

JT(k + 1) = MX (k) + NU(k) (3.1)

@ Calcul de ’état de l'instant prochain X (k + 1), & partir de 'entrée
U(k), de I'état présent X (k) et des variables intermédiaires que 'on
vient de calculer a I’étape [1]

X(k+1) = KT(k + 1) + PX (k) + QU (k) (3.2)

@ Calcul de la sortie Y (k) a partir de ’état X (k), de I'entrée U (k) et des
variables intermédiaires calculées a I’étape [1]

Y (k) = LT(k + 1) + RX (k) + SU(k) (3.3)

L’ordre des étapes @) et 3) est interchangeable?. Ces trois étapes définissent
la forme implicite spécialisée et peuvent s’écrire sous une forme d’état im-
plicite matricielle :

Définition 3.1 (Forme Implicite Spécialisée)
La forme implicite spécialisée est une réalisation décrite sous la forme :

J 0 0\ [T(k+1) 0 M N\ [T(k)
~K I, 0||xk+1)]|=(0 P Q| |Xx(k) (3.4)
L 0 I, Y (k) 0o R S) \Uk)

ot
- T(k) € R! est le vecteur de variables intermédiaires. Celles-ci ne sont
pas stockées (ce qui est caractérisé par la colonne de 0 dans la matrice

0 M N
0 P Q
0 R S

de Uéquation (3.4)) mais réutilisées (a travers les matrices K et L)
dans le méme pas d’itération ;

- X(k) € R™ est le vecteur d’état : il est calculé a l'avance a chaque
itération et stocké pour étre utilisé a l'itération suivante ;

— U(k) € R™ est le vecteur d’entrées ;

'Remarque : les variables intermédiaires de I'instant k sont notées T'(k + 1) car elles se
calculent dans le méme pas de calcul que I'état X (k + 1); cela permet de les rassembler
et d’avoir une écriture plus compacte : nous détaillerons ce point plus tard.

20n pourra méme, dans la pratique, exécuter I'étape @) avant 'étape @) afin de réduire
le plus possible le temps entre I'acquisition des entrées et la production des sorties.
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- Y (k) € RP est le vecteur de sorties;
—etJeRX, K e R L eRPXE M € RXM N € RX™ P e R™X",
Q € R R e RP*™ et S € RP*™ sont les matrices définissant la
réalisation.
De plus, J est une matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la dia-
gonale :

1 0 0
* 0
J = x 1 0 (3.5)
* .0
* * 1

Par convention, cette forme correspond a l’algorithme (ordonné)

1+ JT(k+1) — MX(k) + NU(k)
2. X(k+1)— KT(k+1)+ PX(k) + QU(k)
3 Y(k) — LT(k + 1) + RX (k) + SU(k)

Remarque : on notera qu’il est possible de considérer une réalisation sans
aucune variable intermédiaire. On a alors [ = 0, et les matrices J,K, L, M
et N sont des matrices vides. En pratique, Matlab, par exemple, autorise de
telles matrices, rendant ainsi valables toutes les expressions que l'on verra
par la suite. Les réalisations exprimées sous forme d’état classique sont donc
un sous-cas (I = 0) de forme implicite spécialisée.

Cette forme (définie par 1’équation 3.4) est une forme implicite® car 'état
et la sortie peuvent étre calculés & partir de variables intermédiaires (calcu-
lées a la méme itération mais non stockées).

De plus, lors du calcul des variables intermédiaires (équation (3.1)), la
matrice J permet a une variable intermédiaire d’étre calculée a partir d’'une
autre variable intermédiaire, qui vient d’étre calculée au méme pas. Sa forme
triangulaire inférieure imposée autorise a obtenir un élément T;(k+1) & partir
des éléments (Tj(k + 1)), _;-

Ainsi dans 'étape (D), le calcul est ordonné (on calcule le premier élément

3 Pour rappel, une réalisation linéaire implicite[6] est de la forme

(4)- HEY
Ey
B

menter aisément) si et seulement si F11 est singuliere [24].

Et dans le cas ot £ = ( ?), le systéme est dit singulier (et ne peut donc s’implé-



tel-00086926, version 1 - 20 Jul 2006

84 CHAPITRE 3. LA FORME IMPLICITE

du vecteur colonne T'(k), puis le second, etc...), et le calcul se réalise sans
inverser J selon ’algorithme suivant :

1: Pour i del al faire
1<t

2: TZ(II{J + 1) — Mi7.X(k) + Ni7.U(]€) — Z Jiijj(kZ + 1)
=1

3: FinPour

Sur un exemple plus simple, avec J = <; (1]), et M = (Ml>7 N =

(%1), l'algorithme de calcul de 1'étape [1] s’écrit :
2

1: Tl(k? + 1) — MlX(k‘) + NlU(k‘)
2: Tg(k + 1) — MQX(k) + NQU(k) — Oé.Tl(k + 1)

La matrice J permet donc la décomposition du calcul en plusieurs étapes
qui s’enchainent et la réutilisation de résultats précédemment calculés. Les
exemples des paragraphes 3.2.4 et 3.2.3.2 montrent 1'utilisation en pratique
de la matrice J pour décrire un enchainement de calculs dans un algorithme
de controle/commande. On remarquera que inverse de J n’a pas a étre
calculée et que les coefficients utilisés dans le calcul sont ceux de J (au signe
pres).

De plus, il est important de noter que, bien qu’ils soient décrits sous
une forme matricielle, les calculs ne sont pas forcément codés en logiciel
sous forme matricielle : certaines matrices peuvent étres nulles ou égales a
I'identité (une opération matricielle serait alors inutile) et, plus générale-
ment, la réalisation informatique peut procéder a un calcul équivalent (avec
les mémes parametres), mais ne nécessitant pas les itérations nécessaires a
une multiplication matricielle.

Notons enfin qu’il est possible de rendre explicite cette forme implicite
spécialisée, qui n’est, par construction, pas singuliere :

Proposition 3.1 (Forme explicite équivalente)
La forme implicite spécialisée (3.4) peut s’expliciter

0 J'M|JIN T(k)
=10 A B X (k) (3.7)
0o C | D U(k)
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avec A € R™*" B € R™™ (C € RP*"™ et D € RP*™ définis par

A = KJ7'M+P (3.8)
B = KJ'N+Q (3.9)
C = LIT'M+R (3.10)
D = LIT'N+S (3.11)

La fonction de transfert H du systéeme considéré est alors définie par
H(z)=C(zI,— A 'B+D VzeC (3.12)

On notera que la paramétrisation est changée dans la forme explicitée : les
deuz réalisations (3.4) et (3.7) sont mathématiquement équivalentes, mais
ne le sont plus en précision finie.

On remarquera qu’il aurait pu étre intéressant, pour augmenter la repré-
sentativité de la forme implicite (3.4), de considérer, de la méme maniere
que nous 'avons considéré pour les variables intermédiaires, la possibilité
d’écrire le calcul de X (k + 1) sous une forme implicite

EX(k+1) = KT(k + 1) + PX (k) + QU (k) (3.13)

avec F triangulaire inférieur (avec une diagonale unitaire).

Mais on peut facilement se ramener a la forme proposée en réalisant le calcul
(3.13) dans une seconde variable intermédiaire 75 (le calcul de X (k + 1) se
ramene alors a X (k+ 1) «— Ta(k+ 1)) :

J 01000\ /Ti(k+1) 00 MNY\ (Ti(k)
KCE 00Tkt | 00 P |BE) | g,
0 D1y 0 | | X(k+1) 00700 [|X(k) '
—L 0 {0 Y(k) 00 RIS/ \URK)

Cela augmente, de maniere artificielle, la taille du vecteur de variables
intermédiaires, mais n’introduit pas de parametres additionnels (on verra a
la section 3.4.3 que les matrices nulles ou identités ne seront pas considérées
comme des parametres signifiants subissant une quantification : ce sont des
parametres transparents). L’intérét de cette écriture réside dans la simplicité
de formulation des développements ultérieurs. Le paragraphe 5.3.3 montrera
une réalisation avec une matrice F, différente de 'identité, intéressante.

3.1.3 Définitions

Bien que M. Gevers et G. Li [31] ne fassent pas de différence entre les
termes réalisations, paramétrisations et représentations, il peut étre utile
ici de les distinguer et de les préciser, afin de caractériser un ensemble de
réalisations possibles pour une méme loi LTI [43].
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Définition 3.2 (Réalisation)

Une réalisation R est définie par les valeurs spécifiques des matrices J,
K,L M, N, P, Q, R etS utilisées pour la description interne de la forme
implicite (équation (5.4))

R:=(J,K,L,M,N,P,Q,R,S) (3.15)

Une réalisation R est une réalisation de la fonction de transfert H si H et
R ont la méme relation entrées/sorties (en partant de conditions initiales
nulles).

On remarquera aussi que 'on peut rassembler ces matrices en une seule
q q p
matrice Z € RUAntp)x(+ntm) qefinie par

-J M N
Z=| K P Q (3.16)
L R S

L’utilisation de cette matrice permettra, dans les chapitres suivants, de sim-
plifier grandement 1’écriture des mesures de certaines équations. On notera
le signe ”—” avant le J, qui sera justifié par la suite (proposition 4.6).
Ainsi, une réalisation R peut aussi étre définie par la seule donnée de la ma-
trice Z et des dimensions [, m, n et p (respectivement taille du vecteur de
variables intermédiaires, nombre d’entrées, taille du vecteur d’état et nombre
de sorties)

R :=(Z,l,m,n,p) (3.17)

par la suite, nous utiliserons indifféremment les matrices J, K, L, M, N,
P, Q, R, S ou la matrice Z, suivant les cas, avec une préférence pour cette
derniere car elle permet de représenter, de maniere compacte, une réalisation.

On notera dimension d’une réalisation la valeur des dimensions I, m, n
et p de cette réalisations.

Définition 3.3 (Ensemble de réalisations équivalentes)
On note Zy lensemble des réalisations non singuliéres de la fonction de
transfert H. Ces réalisations sont dites équivalentes

De plus, on peut aussi considérer un ensemble de réalisations ou certaines
matrices sont contraintes a prendre certaines valeurs. Les réalisations sont
alors dites structurées.

Définition 3.4 (Structuration)
Une structuration . est un ensemble de réalisations avec une certaine

structure : certains coefficients ou certaines dimensions des matrices J, K,
L, M, N, P,Q, R etS sont alors firés a priori.
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Par exemple, les réalisations sous forme d’état classique (explicites car
n’utilisant pas de variables intermédiaires) sont les réalisations pour les-
quelles K = 0,,5; et L = 0py.

J 0 0\ [T(k+1) 0 M N\ [T(k)
0 I, ol [x(k+1)]|=(0 4, B,||X(k) (3.18)
0 0 I, Y (k) 0 C, D,) \U(k)

Bien entendu, les états T'(k) étant ici inutiles, on se ramenera toujours au
cas [ = 0 (les matrices J, K, L, M et N étant vides).

Ainsi, la g-structuration, I’ensemble des réalisations sous forme d’état (avec
lopérateur avance ¢) n’utilisant pas de variables intermédiaires (I = 0), est
définie par

yq é {R\R - (-7 9ty -7Aq7Bq7Cq,Dq), V(Aan(I)Cq’Dq) } (319)

De méme, les réalisations écrites sous forme d’état mais avec I'opéra-
teur § décrites par I’équation (2.21) correspondent a une structuration bien
particuliere. Ces réalisations, conduisant & I'algorithme suivant (voir le pa-
ragraphe 2.1.6) :

1. T« A(;X(k) + B(sU(k‘)
2: X(k+1)<—X(k')+AT
3. Y (k) — CsX (k) + DsU (k)

sont réalisées avec la forme implicite spécialisée :

Li 0 0\ [T(k+1) 0 As Bs\ [T(k)
AL, I, 0] [x(k+1)]=(0 I, o ||X(k) (3.20)
0 0 I, Y (k) 0 C5 Ds) \U(k)

Donc la structuration en J, ’ensemble des réalisations en  explicites, origi-
nellement décrites a I’aide de 'opérateur ¢, est définie par

S5 2 {R\R = (I, AL,0, A5, Bs, 1,0, Cs, Ds) , ¥(As, By, Cs, D3, A) |
(3.21)
Ainsi, on pourra remarquer qu’une réalisation en § (une réalisation exprimée
avec l'opérateur §) peut s’écrire, sans changer la paramétrisation, comme une
réalisation non minimale utilisant 'opérateur ¢, écrite sous forme implicite

Définition 3.5 (Réalisation structurée)
On notera %f; l’ensemble des réalisations d’une fonction de transfert H
selon une structuration .

R 2Ry NS (3.22)
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Une réalisation de %5 sera appelée réalisation structurée de H, ou
encore réalisation de H avec une structuration en ..

Le paragraphe 3.2 explicite la structuration de différentes structures géné-
riques importantes, au moyen de la forme implicite spécialisée.

Définition 3.6 (Paramétrisation)
On nommera paramétrisation d’une réalisation R [’ensemble des para-
metres (coefficients, éléments) de J, K, L, M, N, P, Q, R et S qui sont

des parameétres signifiants pour la réalisation.

Par exemple, pour une réalisation structurée en ¢ (équation (3.19)), la para-
métrisation est définie par les données des matrices Ay, By, Cy et D, tandis
que pour une réalisation structurée en ¢, la paramétrisation est définie par
les matrices As, Bs, Cs et Ds et du parametre A (cf. équation (3.20) par
exemple).

3.2 Exemples de structuration

Dans cette section, nous reprenons les différents exemples de réalisations
possibles exhibés au paragraphe 2.1 (et en introduisons d’autres), pour les
réécrire avec la forme implicite spécialisée et montrer que celle-ci permet de
les représenter de maniere réaliste et unifiée, en exhibant la paramétrisation
utilisée.

3.2.1 Forme d’état

La forme d’état classique (cf. description section 2.1.2) peut, bien en-
tendu, s’écrire avec la forme implicite spécialisée. La réalisation

X(k+1) = AX(k)+ ByU(k) (3.23)
Y(k) = C¢X(k)+ DyU(k) '
correspond a une forme implicite ou [ =0
. T(k+1) . . T(k)
I, 0 X(k+1)| = A, By X (k) (3.24)
0 In Y (k) Cqy Dy U(k)
ou encore
Z = ¢ Bq (3.25)

QQ:]>
o
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3.2.2 Forme directe I

La forme directe I (cf. section 2.1.4.1) est décrite par I’équation

Y(k) = alo <Zn: b ( — i) — zn:aiyug _ i)) Wk > n (3.26)
=0 =1

Les 2n valeurs (U(k — 1)), <<, €t (Y(k —1)); ¢;, composent I'état (I'ordre
n’a pas d’importance) :

Uk —1)
X (k) = m (3.27)
Y(k:— n)

De plus, la valeur de Y (k) calculée d’apres ’équation (3.26) doit aussi étre
stockée pour le pas suivant (dans X (k + 1)). Dans la réalité, cette valeur
n’étant pas calculée deux fois (une fois pour I'état X (k+ 1) et une fois pour
Y (k)), elle est calculée au préalable dans une variable intermédiaire* T, puis
utilisée pour 'expression de Y (k) et pour X (k+1) :

1: T % <§1 leZ(k) - éaan_H(k) + boU(k‘))

ou encore

1. T« a—lo (FlX(k) + boU(k))

avec ['] = ( by -+ .- by ‘ —ay - - —ap )

Le calcul de 1'état k£ + 1 sert juste a exprimer la progression du temps :
Pentrée courante est stockée a la place de U(k—1); U(k —1) prend la place
de U(k — 2), etc...; il en est de méme avec les (Y (k — 1)) ;1

4On supposera qu’il est équivalent, en précision finie (comme en précision infinie) de
calculer T" avec une soustraction faisant intervenir les coefficients (fai)1< i<n OU bien avec
une addition et les coefficients (a;),;¢,, (on assimilera donc I'opposé de la quantification
d’un réel a la quantification de 'opposé de ce réel, ce qui est faux dans le cas général).
Ceci revient a dire qu’ ’on peut écrire ce calcul de la variable intermédiaire comme suit :

T aio <Zn: biXi(k) + i —aiXnti(k) + boU(k)> (3.28)

1=1



tel-00086926, version 1 - 20 Jul 2006

90 CHAPITRE 3. LA FORME IMPLICITE
(1 X(k+1) — DaX (k) + TsU (k) + TyT
avec
0
1
Ty — L (3.29)
0
1
1 0
Iy = (10 00 0)" 3.30)
r, = (0 01 0 0)" (3.31)
Cet algorithme s’écrit
ag 0 O T(k—l—l) 0 I't b T(k‘)
Ty I, o) [X(k+1) ]| =|0 Ty T3 [Xxk) (3.32)
-1 0 1 Y (k) 0 0 0/ \Uk)
ou encore
—agiby s o by —ay e oo —ay by
010 1
1 0
A 10 (3.33)
1 0 0
0 | 1
0100
1o 00

Remarque : on a estimé ici que le calcul de Y (k) selon 1’équation (3.26)
se faisait avec une division par ag (J = ap). On peut aussi considérer cette
au lieu de la division. L’algo-

rithme s’écrit alors

équation avec une multiplication par a = n

1
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1. Ty «— Z?:l bZXZ(k> + Z?:l —aan+i(k) + boU(k)
2: Ty «— aly

d’ott
-1 0 §b1 ...... b, —aj -+ - —anibo
— =10 e e e e e 0..0:0
000 1
1 0
Z=| 1t 0 10 E (3.34)
1 0 0 |
0 1
0.0 100
O 1o 00

(une variable supplémentaire est rajoutée).

3.2.3 Réalisation en 0
3.2.3.1 Forme générale

La structuration en ¢ (cf. section 2.1.6), correspondant a la réalisation

Y(k) = CsX(k)+ DsU(k) '
a été donnée par les équations (3.20) et (3.21). Elle correspond a
L, 0 0\ ([T(k+1) 0 As Bs\ [T(k)
-AI, I, O Xk+1))=(0 I, 0 X (k) (3.36)
0 0 I, Y (k) 0 C5 Ds) \UK)

Le vecteur de variables intermédiaires et le vecteur d’état ont la méme taille.

3.2.3.2 Forme directe I

On peut aussi, par exemple, exprimer une forme directe I avec 'opéra-
teur § (la forme directe II ne représente aucune difficulté car il s’agit de la
forme classique (3.36) o As est mise sous forme compagne) : cette forme
est représentée par la figure 3.1 (voir paragraphe 2.1.6).
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_1 S

FiG. 3.1 — La forme directe I avec 'opérateur §

Si on considere la fonction de transfert écrite avec la variable complexe p
(associée a l'opérateur d, cf. paragraphe 2.1.6)

i dip™

H(p) = Zn C'pfi
=0 1

(3.37)

la forme directe I en d correspond a

=1

Y (k) = Clo (zn: did U (k)] — zn:cia—i[y(k)o Vk > n (3.38)
1=0

(la forme directe I en ¢ s’écrit avec la méme équation (3.38), mais avec ¢~¢ au
lieu de 6~%. On retrouve donc I'équation (2.12) avec ¢ *[U (k)] = U(k — i)).

On choisit I'espace d’état suivant (par analogie avec (3.27))

(3.39)




tel-00086926, version 1 - 20 Jul 2006

3.2. EXEMPLES DE STRUCTURATION 93

La transition sur X (k) s’écrit alors

S[X (k)] = ToX (k) + TsU (k) + T4 (k) (3.40)
avec I'y, I's et I'y définis aux équations (3.29), (3.30) et (3.31), ou encore
X(k+1) = X(k) + AToX (k) + AT3U (k) + AT, Y (k) (3.41)

c’est a dire

(1 X(k+1) — Do X (k) + DasU (k) + Dy (k) |

avec

1

A
Ty = Al - (3.42)

A
A1

Tys = (A 0 ... 0[0 ... ... 0)' (3.43)
Tys = (0 ... ... 0]A 0 ... 0)" (3.44)

De la méme maniere que pour la forme directe I en ¢, le calcul de Y (k)
(équation (3.38)) s’effectue d’abord dans une variable intermédiaire (car on
en a besoin aussi pour le calcul de X (k +1)) :

LT o (0 diXa(R) + 20, —ciXngi(k) + doU (k)

€o

ou encore

1. Ty « % (FMX(]C) + doU(kﬁ))

C

avec
F1=(d1 dn‘_cl _Cn) (3.45)
Tout cela s’écrit | |
—¢:T1s} do
Z=| Tys Ty5 T35 (3.46)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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3.2.4 Découpage en cascade

On a vu, au paragraphe (2.1.8.1), qu’un systéme de controle/commande
peut étre décomposé en sous-systemes que ’on cascade.
On considere deux systemes S; et S dont on connalt la réalisation sous
forme implicite spécialisée

B0 0\ [Ti(k+1) 0 M N1\ /[Ti(k)
1, o 1)\ i 0 R S ) \Ui(k)
Jo 0 0 Tz(k—i-l) 0 My Ny Tg(l{)
—Ky I O Xz(k-f—l) =10 P Qo Xg(k) (348)
I, 0 I Ya(k) 0 Ry S/ \Us(k)

On cascade les deux systemes (on supposera que la taille du vecteur de sortie
du premier correspond a la taille du vecteur d’entrée du second), comme sur
la figure 3.2.

En introduisant la variable intermédiaire T, égale a la sortie du premier

U1 T:Y1:U2 YQ
— S > S —

FiG. 3.2 — Mise en cascade de deux sous-systeémes

systeme et avec les calculs du second systeme utilisant ce vecteur comme
entrée, le systeme résultant a pour réalisation :

Ji0 0 10010\ /Ty(k+1) 00 0{M 0N\ /7y(k)

~Li I 0 {0 0i0]| | Tk+1) 000iR 018 || 7k

L0 Ne o 10 0G0 [ Ty(k+1) [ | 0000 0 MO || Ta(k)

“Ki 0 0 100 ||xik+n| T [000iA 0 Q|| Xi(k)

0 —Q —Kzi0 Ii0 [|Xz(k+1) 0000 Pio ||X(k)

0 =S; —Lyi0 01 Ya(k) 0000 Ri0/) \Uilk)
ou encore

Z = | e e (3.49)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Il est important de noter que cette écriture permet de conserver intacts la
paramétrisation, les calculs et 'ordre des calculs. Cela est nécessaire pour
étudier 'impact possible de la quantification et la propagation des bruits de
calculs.
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Dans le cas particulier ou les deux systéemes & cascader sont sous forme
d’état classique (Sy décrit par (Aq, B1,Cy, D1) et So par (Ag, By, Co, D3)),
on pourra écrire

I 0 0 T(k+1) 0 (Cy 0 Dy T(k)
() o Gaci) o (6 2) (9) )| (i)
~Dy 0 I Yo (k) 0 (0 Cy) 0 Ui (k)

Notons que la forme implicite est ici une nouvelle fois nécessaire pour rendre
compte de la paramétrisation. En effet, si la mise en cascade de & et Sy
admet la réalisation classique (A, B,C, D) donnée par

- A1 0 o Bl
A= (15501 Ag) b= (BQD1> (3.51)
C=(DC1 C2) D=DyD;

cette derniere ne correspond plus a la paramétrisation souhaitée.

Mais, en pratique, le calcul n’est pas réalisé avec les matrices A, B, C et
D mais (et c’est important pour la quantification) avec les matrices A;, B,
C1, D1, Ag, By, Cy et Do selon l'algorithme décrit par 1’équation (3.50).

3.2.5 Retour d’état/observateur

On considere ici une forme retour d’état-observateur s’écrivant

X(k+1) = 4,X(0)+BUK) + K, (Y(k) - CX (k)
Uk) = ~KX(8)+Q(Y(k) - C,X ()

avec A, € R"" B, € R"™ et C), € RP*", Q € R™*P (parametre de Youla),
K, € R™P et K, € R™*™ (par rapport a la forme exprimée au paragraphe
2.1.3, Upes et X,op ont été supposés nuls).

Suivant la facon de regrouper les différents termes, et d’organiser les
calculs, il existe différentes implémentations possibles, et donc des paramé-
trisations différentes :

— Une premiere fagon d’organiser les calculs est d’agréger le maximum

de termes

{ X(k+1) = (A= KCp) X (k) + BpU (k) + K;Y (k)
Uk) = —(QC,+ K. X(k)+ QY (k)

Il s’agit donc de calculer d’abord U(k) puis ensuite X (k+ 1), selon
I’algorithme
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1 T —(QC, + Ko) X (k) + QY (k)
2: X(kﬁ + 1) “— (Ap — Kpr) X(k‘) + BpU(kJ) + KfY(k)
3: U(k‘) — T

ce qui est décrit par la forme implicite

—I,i— (QCp + K.)| Q

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Z=| By A,— K;C, Ky (3.52)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

— Une autre solution, faisant apparaitre explicitement cette fois tous les
parametres K., Ky, Q, Ay, B, et C),, consiste a calculer d’abord le
terme Y (k) — C, X (k) qui apparait dans le calcul de X (k + 1) et de
U(k)

1 Ty« Y(k) - CpX(k)

2 Ty — QT — K X (k)

3 X(k+1) — AX(k) + BTy + KTy
4: U(k‘) — T

et

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Le choix d’une solution impacte la paramétrisation et par suite le volume
de calcul, la lisibilité de I'implémentation et son comportement apres implé-
mentation.

3.3 Classes d’équivalence

Dans l'objectif de recherche d’une réalisation performante en précision

finie, il peut étre intéressant de caractériser mathématiquement ’ensemble
des réalisations équivalentes & une réalisation donnée, ainsi que des sous-
ensembles de réalisations de dimensions fixées (non nécessairement mini-
males) ou de structuration fixée.
Il nous faut alors décrire les transformations nécessaires pour passer d’une
réalisation a l’autre, tout en préservant I’équivalence (mathématique). Cette
caractérisation s’appuiera sur le Principe d’Inclusion, que nous adapterons
a la forme implicite spécialisée.
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3.3.1 Principe d’Inclusion

Le Principe d’Inclusion, introduit par Siljak et Tkeda ([19, 50, , 8,

, 99]) dans le cadre de la commande décentralisée avec recouvrement, per-
met d’énoncer mathématiquement les relations d’équivalence, d’inclusion, de
restriction, d’agrégation entre deux systemes linéaires. Cela peut concerner
deux systemes aux comportements équivalents, mais de dimensions diffé-
rentes : par exemple, le "grand” systeme peut étre construit a partir du "pe-
tit” via un processus d’expansion, dans le sens ou le "grand” systeme contient
I'information relative au comportement du "petit”, information pouvant étre
extraite du ”grand” par un processus de contraction.
Le principe d’inclusion est principalement énoncé en temps continu dans la
littérature, mais peut tout autant s’appliquer en temps discret, quasiment
sans changements (les démonstrations, que 'on trouve dans [19, 102] seront
réécrites en discret si nécessaire).
On considére deux systémes linéaires S et S de dimension n et i, avec les
mémes m entrées et p sorties (le principe d’inclusion s’écrit aussi, de maniere
plus compliquée, avec une transformation sur des entrées et sorties, qui ne
nous intéresse pas ici) :

X(k+1) = AX(K)+ BU(K)
s{ Yo Z exo (3.54)
<[ X(k+1) = AX(k)+ BU(k)
S{ V(k) = OX(k) (3.55)

avec A € RV, B € R (' € RPX", A € R B € RW™*m ot (' € RPX7,
On supposera par la suite que la dimension de S est inférieure (ou égale) a
la dimension de S : n < 7.

Définition 3.7 (Inclusion d’un systéme)

Le systeme S inclut le systéeme S (ou, de maniére équivalente, le systéme
S est inclus dans le systéme S) s’il existe une paire de matrices (U,V) €
R x RPX™ telles que UV = I, et, pour tout état initial X (0) = Xy de S
et toute séquence d’entrée (U(k)r>0), le choiz de I’état initial X (0) = VXo
de S implique

~ Vk>0 (3.56)
On notera alors S O S.

Remarque : la condition (3.56) implique que le systeme S contient toute
I'information nécessaire pour connaitre le comportement et la sortie de S
(qu'il est donc possible de déduire toute trajectoire de S par simulation de

3).
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Si S inclut le systeme S, alors S est une expansion de S, et S est une
contraction de S.

Théoréme 3.2 (1'° caractérisation du Principe d’Inclusion)

Le systéeme S, défini par (3.54), est inclus dans le systéme S, défini par
(3.55) si et seulement si

UAY = A

UA'B = A'B .

J . > .
EAY = oA Vi>0 (3.57)

CA'B = CA'B

Démonstration :

La démonstration en discret s’inspire de la démonstration en continu que
l'on trouve dans [19].

Pour tout état initial Xg de S, tout état initial VX de S et toute séquence
d’entrée (U(k)r>0), on a :

k—1
X(k) = A"Xo+> A*'BU()
=0
X(k) = A'WXo+) AMBU(i)
=0
k—1 A
Y(k) = CA*Xo+> CA*'BU(i)
=0
~ o~ k_l ~ o~ . o~
Y(k) = CA*WX,+ > CAF'BU(i)
1=0

Tirant parti de ces relations, on montre sans difficulté que (3.56) implique
(3.57) et réciproquement, et donc que la CNS est vérifiée. [ ]

De plus, une seconde caractérisation de l'inclusion est donnée dans le
théoréme suivant ([19, 50]) :

Théoréme 3.3 (29¢ caractérisation du Principe d’Inclusion)

On choisit une paire de matrices (U, V) € R™™ x R™" telles que UV =
I,.
Le systéeme S, défini par (3.55), est inclus dans le systéme S, défini par
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(3.54) si et seulement si

U(Mjz)'v=0 Viz1

U (Mz) Mz =0 iz 0 (3.58)
MC(MA)VZO Vi>0
./\/l(j (MA)lMB: Vi>0

ou My € RX7 Mg € RPXmM et Mg € RPX™ sont les matrices complé-
mentaires de A, B et C telles que

A = VAU + My
B = VB+M; (3.59)
C CU + Mgz

(elles sont définies a partir de A, B, C, A, B, C,U et V)

(Les matrices My, My et Mg sont souvent notées M, N et L dans
la littérature, mais nous avons changé la notation pour pouvoir étendre le
principe d’inclusion a la forme implicite spécialisée, ou les matrices M, N
et L sont déja utilisées et ou de nouvelles matrices complémentaires, notées
My avec X de J & S, seront introduites).

Cette derniere proposition nous permet de définir la classe d’équivalence
des réalisations S incluant S :

Proposition 3.4 .
Soit une réalisation S définie par (3.54). L’ensemble des réalisations S de
dimension supérieure ou égale a celle de S et incluant S est défini par

A=VAU+ M;
S= (A,B,é)\ B=VB+ Mj
C=CU+ Mg
Oos = Vi > n (3.60)
Y (U, V) € R x RP*™ tel que UV = I,
VM; € RﬁXﬁ,ME € Rﬁxm,/\/lé € R™*p
tels que les équations (3.58) soient vérifiées )

Démonstration :
Cette proposition découle trivialement du théoréme 3.3 ]

Il est enfin possible de relier la relation d’inclusion entre deux systemes a
leur équivalence :

Proposition 3.5 B
S1 8 DS, alors les deux systemes S et S ont méme fonction de transfert et
sont équivalents.
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Démonstration :
voir [50] [

La figure 3.3 montre les relations entre trois réalisations équivalentes (Sp),
(S1) et (S2), avec (Sp) minimale, et (S1) et (S2) de dimensions supérieures.
Ainsi, parant d’une réalisation Sy minimale, on peut parcourir I’ensemble

(S1) ——————(So)

Y

= équivalence
C inclusion

F1G. 3.3 — Relations entre réalisations équivalentes (Sy est supposée mini-
male)

des réalisations équivalentes de dimension n > n arbitraire, en parcourant
I'ensemble des matrices (U, V) telles que UV = I, et des matrices Mz, M
et Mg vérifiant (3.58).

3.3.2 Extension du Principe

Il peut étre intéressant d’étendre la notion de principe d’inclusion a notre
forme implicite spécialisée afin de caractériser mathématiquement I’ensemble
des réalisations, sous forme implicite, qui sont équivalentes a une réalisation
initiale.

Le résultat ci-dessous généralise le principe de l'inclusion au cas de la
forme implicite spécialisée :

Théoréme 3.6 (Principe d’inclusion pour la forme implicite)

Soit R = (J,K,L,M,N,P,Q,R,S) une réalisation de dimension
l,m,n,p. 3

On choisitn >2n etl >1

On choisit (U, V) € R™ x R™*" telles que UV = I,,.

On choisit (W, T) € e R x R telles que WT = 1,.

On choisit (X,)) € RIX x RIXU telles que XY = 1.

On choisit MJ , € Rlxl Mf( c Rnxl M c Rpxl MM c foﬁ)
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telles que les matrices définies par

vérifient

lations

5
o
~
S
=g
E—I—
S <

%‘LI

o S
Il
< <
S5
T+
£5

inclut la réalisation R : R O R

Alors, la réalisation R == (J,K,L, M, N,

U O 2

My € szm, Mg € R*7 ./\/IQ € Rwxm, M € RPX ¢t Mg € Rpxm

M= (VEW + Mg) (TJ X + My ) (VMU + M) + Mp — KJ ' M
Mg=(VEW + My) (TJ X + Mja) (YN + My) + My — KJ'N
Ma=(IW+ M;) (TJ'X + Mj,) (VMU + My) + Mg — LI "M
Mp= (LW + M;) (TJ "X + Mz) (VN + Mg) + Mg — LJ7'N

- £ &

(3.61)

<
\YAAVAVAV,
o O O

P,Q,R,S) définie par les re-

LW + M;

VYN + MN (3.62)
VQ + M@

S+ Mg

Démonstration :
On vérifie aisément que les matrices M3, Mg, Mz et Mp définies ci-dessus
satisfont

A = VAU + M;

B VB + Mg

C CU + Mg

D = S+ Mp

ou A, B,C, D et {l, B, C, D sont les matrices associées respectivement aux
réalisations R et R, selon les équations (3.8) a (3.9).

Dans ces conditions, on peut appliquer la proposition 3.4. [ |

De plus, la réciproque est vraie : si une réalisation R vérifie R D R, alors
il existe (U, V), W, T), (X,)) tels que UV = I,,, WT =1;, XY = I, et il
existe My, Mg, My, My, Mg, Mp, Mg, Mp, Mg telles que les relations

(3.61) sont vérifiées.
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3.3.3 Sous-classes d’équivalence

La caractérisation de ’ensemble des réalisations implicites spécialisées
équivalentes a une réalisation R donnée ne permet pas en pratique une
recherche systématique de la meilleure réalisation. L’ensemble est trop vaste
et les expressions de Mj, Mz, Mg et Mp en fonction de U, V, W, T, &,
YetJ,K,L M, N, P,Q, Ret S trop complexes (cf. conditions (3.61)) .
On se restreindra donc, en pratique, a parcourir des sous-ensembles.

3.3.3.1 Cas particuliers

Par exemple, les conditions (3.61) peuvent étre remplacées par des condi-
tions plus contraignantes :

Mij=0, Mg=0, Mz=0 Mp=0 (3.67)

Un exemple est le passage d’une réalisation en ¢ & une réalisation en 9.
On considere donc la réalisation R suivante

,,,,,,,,,,,,,,,,,

R:=| 0i4,i By (3.68)

,,,,,,,,,,,,,,,,,

On choisit alors U =V =1, et W, T, X, Y tel que WT =1, et X =W,
V=T

On choisit alors les matrices complémentaires suivantes

M, = 0 Mg = Al,

My =0 My = “og

Mg = ZF Mp = I, -4 (3.69)
My = —By Mzp = 0

Mg = 0

On a alors

MA = MRTXMM +Mp

= 0 (3.70)
Mg = MpTXMg + MQ

= 0 (3.71)
Ma = MiTXMM + Mz

= 0 (3.72)

Mz = MTXMg + Mg
— 0 (3.73)
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(ce choix de matrices complémentaires convient bien)
Alors la réalisation R = (E,J, K, L,M,N,P,Q, R, S) définie par

J = (TJ7'Xx+M;)"" K = VEW+ Mg
= I,n - AIn
L = LW+ M; M = YMU+ M
— 0 — A‘I_In
- T A
N = YN+ My P = VPU+ Mg
_ By -
T A o n
Q = VQ+ MQ R = RU+ M
= B,—B;=0 = (4
= S+ Mg
= Dq
inclut la réalisation R. R s’écrit aussi
[ AR
Z = | -AI, I, 0 (3.74)
0 Cy D,

et n’est autre que la réalisation R réécrite avec une structuration en ¢ (cf.
section 2.1.6).

Ici, U = V = I,, impose quil n’y ait pas de transformation entre A et A et
Mj; = 0 amene A = A. La seule différence entre R et R est que, dans le
cas de R, la valeur de A = A, est distribuée entre les termes KJ M et P
(KJ'M = Ay — I, et P = 1,), alors que, dans le cas de R, KJ'M =0
et P=A,.

3.3.3.2 Changement de base

Pour simplifier encore, on peut aussi se suffire des changements de base
(du vecteur de variables intermédiaires et du vecteur d’états) qu’offre le
choix des matrices U, V, W, W, 7, X, V. On impose alors aux matrices
complémentaires Mj., Mg, M;, My, Mg, Mp, ./\/lQ, M et Mg d’étre
nulles, ce qui implique que les conditions (3.61) sont satisfaites.

Le sous-ensemble de réalisations équivalentes se construit autour des ma-
trices U, V, W, T, X, Y : il s’agit de 'ensemble des réalisations R =
(J,K,L,M,N,P,Q,R,S) telles que

J! TJ'X

K = VKW L = LW

M = YMU N = YN (3.75)
P = VvPU Q = VQ

R = RU S =5
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3.3.3.3 Réalisations de mémes dimensions

Une derniere simplification possible est, en plus des matrices complé-
mentaires nulles, de ne caractériser que les réalisations de mémes dimensions
n=netl= l~, ce qui implique que les matrices U, V, W, 7, X, Y doivent
étre carrées et inversibles avec

v=u' 7=w1t y=xa"! (3.76)

D’ou la proposition suivante
Proposition 3.7

On considere une réalisation R = (J, K, L, M, N, P,Q, R, S), de fonction de
transfert H, de taille I, m, n et p (I la dimension des variables intermé-
diaires, m est le nombre d’entrées, n la dimension de [’état et p le nombre
de sorties).

On considére aussi une autre réalisation R = (j, K,L,M,N,P,Q,R, 5’) de
mémes dimensions [, m, n et p et telle que

J = YJW

K = UKW L = LW

M = YMU N = YN (3.77)
P = u'ru Q = U'Q

R = RU S =S

avec U € R, Y € R et W € R des matrices non-singuliéres.
En utilisant les matrices Z et Z associées (définies par l’équation (3.16)),
les équations (3.77) peuvent se réécrire par les deux similarités suivantes :

. y W
Z = u-t Z Uu (3.78)
I, I,

Avec cette construction, les réalisations R et R sont équivalentes.

On remarquera que les similarités sur les matrices J, K, L, M, N, P, @,
R et S, ou sur la matrice Z permettent d’effectuer un changement de base
sur les variables intermédiaires (matrices ) et W) et des matrices d’état
(matrice U) de R pour construire R.
Cela est a rapprocher de l’ensemble des réalisations équivalentes : si ’on
se donne une réalisation initiale sous forme d’état (Ag,By,Co,Dp), on sait
générer ’ensemble des réalisations équivalentes de méme dimension n par
un changement de base :

Yy = {(T_IAOT, T7'By, TCy, DO) \V7T € R™" inversible} (3.79)

Les similarités de I’équation (3.77) ou (3.78) nous permettent donc de cons-
truire des sous-ensembles de Z g, par similarité sur une réalisation initiale.
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3.3.4 Exemples

De plus, il est possible d’exhiber des sous—ensembles de réalisations struc-
turées équivalentes a une similarité pres. Par exemple, si on considere la
g-structuration et les réalisations R et R de la proposition 3.7 :

R et R € Sy (cf. équation (3.18)) implique J=J=1I,K=K =0,

L=L=0,M=M=0et N=N =0, ce qui impose YW = I; (on no-

tera aussi que les similarités avec ) et W ne servent a rien car les matrices

concernées (L, M et N) sont nulles. On peut donc choisir arbitrairement

Y =W = I;, quoique toute autre valeur soit possible, ) et W n’intervenant

plus).

Ainsi, si l’on consideére une réalisation initiale g-structurée Rg := (Zo,l,m,n,p),

on peut exhiber un sous-ensemble €2 de %’5‘1 par

I; I
S0 L Z = Ut 2o U
O =<R:= (Z,l,m,n,p)\ I, I,

YU € R™ ™ inversible

ce qui permet de retrouver la définition classique de Uy (équation (3.79)),
en utilisant le formalisme de la forme implicite spécialisée.

Remarque : on n’a cherché ici que les réalisations g¢-structurées de méme
dimension que la réalisation Rg, que I’on peut supposer minimale.

On peut, bien entendu, faire de méme pour ’ensemble des réalisations
structurées en ¢ :
R et R € .7 (cf. équation (3.21)) implique J = J = I,,, K = K = —AlI,,
L=L=0,P=P=1I,¢et Q=Q =0, ce qui impose U~'W = I, et
YW = I,, (le méme changement de base opere sur les variables d’état et les
variables intermédiaires).
Ainsi, si I'on considere une réalisation initiale Rg := (Zo,l, m, n, p) structu-
rée en §, on peut exhiber un sous-ensemble de %}?‘S par

U1 U
-1
Q‘Z‘s: R::(Z,n,m,n,p)\Z: u I Zo u I
P m
YU € R™™™ inversible

(3.80)
On retiendra que la structuration fixe certaines matrices a des valeurs pré-
définies, ce qui contraint d’autant le changement de base général (3.77), et
réduit le nombre de variables de décision et donc la complexité du probleme
d’optimisation permettant la recherche d’une bonne réalisation (cf. chapitre
5).
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3.4 Quantification d’une réalisation

Nous avons vu (au chapitre 2) qu'il existait de nombreuses maniéres de
représenter, en précision finie sur N bits?, les coefficients d’une réalisation.
Du choix de cette représentation dépend le cotit de calcul mais aussi 'impact
de cette quantification.

3.4.1 Représentations regroupées

Nous ne nous intéressons qu’aux représentations en virgule fixe et virgule
flottante.
Nous considérons aussi la possibilité de spécifier pour chaque coefficient
d’une représentation un format particulier :

— position de la virgule (valeur de § cf. 2.2.3) pour la virgule fixe;

— valeur de 'exposant e pour la virgule flottante (cf. 2.2.4).

Nous considérons les possibilités de spécification suivantes :

— donner a chaque coefficient le format qui lui convient le mieux (qui
minimise donc la quantification) ;

— fixer un format particulier pour un ensemble de valeurs : il est évoqué
dans [53] la possibilité d’avoir le méme format pour les coefficients
d’'une méme matrice intervenant dans la réalisation considérée (un
format pour les coefficients de J, un autre pour ceux de K, etc.).
Regrouper des coefficients avec un méme format permet de simplifier
les calculs effectués car cela supprime les opérations nécessaires pour
passer d’un format & un autre (un décalage, effectué en logiciel pour
la virgule fixe ou en matériel pour la virgule flottante) au sein d’un
méme groupe de coefficients. Dans le cas de la virgule fixe, il est aussi
possible d’envisager un format identique pour tous les coefficientsS.

Nous introduisons donc la notion de bloc qui regroupe des coefficients de
méme format. Différents découpages sont possibles :

— un bloc par coefficient si chaque coefficient est représenté au mieux ;

— un seul bloc si tous les coefficients partagent le méme format ;

— neufs blocs associées aux neufs matrices J, K, L, M, N, P, Q, R, S';

— ou bien encore des blocs quelconques.

Nous avons tout d’abord besoin de distinguer les coefficients de Z qui

seront quantifiés de ceux, triviaux, qui ne seront pas réellement implémentés,

5Ce qui suit est facilement généralisable si on ne considére pas le méme nombre de bits
pour représenter chaque coefficient (pour coder, par exemple, un coefficient particulier qui
requerrait une plus grande précision et un plus grand nombre de bits). Nous ne I'avons
pas intégré ici pour ne pas surcharger 1’écriture.

50n pourra noter que donner en virgule flottante le méme format & tous les coefficients
reviendrait a fixer le méme exposant a toutes les valeurs : celui-ci ne serait plus utile et
ce qui reviendrait a utiliser une représentation en virgule fixe. Pour cette raison, le cas
”monobloc” ne sera pas considéré dans le cas de la virgule flottante.
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tels que les coefficients 0, £1 (mais aussi les puissances de 2). Pour tenir
compte de cette différence, nous introduisons les matrices de pondération
Wy, Wi, Wi, Wy, W, Wp, W, Wgr, Wg, associées aux matrices J, K,
L, M, N, P, Q, R, S d’une réalisation soit donc une matrice Wy associée a
Z.

Définition 3.8 (matrice de pondération)
Soit X € R%*b. On associe a X une matrice Wx définie par

(WX)i,j = (3.81)

A~ 0 st X;; est implémenté exactement
1 sinon

On considére, en premiére approche, que les valeurs 0, 1, —1 et les puissances
de 2 seront implémentés exactement, c.-a-d. que la quantification n’aura pas
d’effets sur eux.

Ces matrices de pondérations seront également tres utiles au chapitre 4.

Le parametre 37 ou e caractérisant le format d’un coefficient de Z dépend
de la plus grande valeur absolue du bloc auquel il appartient; ceci nous
conduit & introduire’ la matrice 77, de méme dimension que Z, telle que

la plus grande valeur absolue du bloc )
A . si. (Wz), i 1
(nz);; = q auquel appartient Z; ; ’

0 sinon

Considérons les différentes configurations possibles :
— si le découpage par bloc correspond au découpage selon les matrices
J, K, L, M, N, P,Q, R, S, alors

H‘J”max @ml,l HM”max @ml,n HN”max @ﬁlvm
Nz = | 1K |lmax ni [[1Pllmax Gnn [1@llmax Enim (3.82)
HLHmaX (gipzl HRHmaX @@me HSHmax gp,m

ol &, est la matrice de R**® dont tous les éléments valent 1 et ||.||
est définie par

max

1X1]

max

£ max | X; ;| (3.83)
1,7

),

— si on choisit le méme format pour tous les coefficients :

(12)i; = 12l max (3.84)

— si chaque coeflicient possede son propre format :

(nz);; = 12| (3.85)

"1l s’agit d’une généralisation des matrices nr, N, 77, N et N considérées dans [120].
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On se propose donc de regrouper les cing représentations suivantes :

— virgule fixe, avec un format adapté a chaque coefficient ;

— virgule fixe par bloc;

— virgule fixe avec un format unique;

— virgule flottante par bloc;

— virgule flottante, avec un format adapté pour chaque coefficient.
sous le méme formalisme®.
Dans les propositions suivantes, le choix de la représentation, nous utiliserons

donc 7z pour indiquer les blocs et 'index a pour désigner le format, selon :

(3.86)

N {1 pour une représentation virgule fixe

2 pour une représentation virgule flottante

Pour chacune de ces représentations, une plage de bits exprime la dy-

namique possible de la représentation, et une autre la précision dans cette
plage.
En suivant les notations de [ 16], on notera (3, le nombre de bits alloués pour
la dynamique (8, = 4 pour la représentation en virgule fixe ou 8, = 3, pour
la représentation en virgule flottante) et 3, le nombre de bits représentant
la précision de la représentation (8, = B ou B, = Bn).

3.4.2 Expression du format

Dans le cas de la virgule fixe, on a vu (cf. équation (2.56)) que le para-
metre $y définissant ce format pour le coefficient x est tel que

By <N =1 [log, [«]] (3.87)

D’apres la définition de 7z, le parametre (3f);; définissant le format en
virgule fixe pour le coefficient Z; ; est donné par

0 sinon

(B)ij = {N —1—[logy(nz)ij] si (WZ)i,j =1 (3.88)

car on prend (3¢); ; le plus grand possible pour représenter tous les éléments
du bloc auquel appartient Z; j, (donc le plus grand élément, en valeur ab-
solue, de ce bloc). Par ailleurs, (ff);; n'est pas a définir lorsque Z; ; est
implémenté exactement.

De la méme maniere, en virgule flottante par bloc, tous les coefficients

s’écrivent sous la forme
(=1)%-m-2° (3.89)

8Dans [53, , , ], seuls les formats virgule fixe (avec un méme format pour
tous les coefficients), virgule flottante (format adapté) et virgule flottante par bloc sont
proposés.
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ott m € [0;2[ ? et e est fixé pour chaque bloc.
En notant e;; le parametre définissant le format virgule flottante pour le
coefficient Z; ;, on a

(3.90)

0 sinon

e — {ﬂOg2(7]Z)i,ﬂ si (Wz),; =1
1,

3.4.3 Quantification

En connaissant le format de représentation pour chaque élément de Z, il
nous est possible de connaitre la matrice Z*, représentant Z apres quantifi-
cation (par arrondi, puisqu’il s’agit d’une quantification de représentation).
La quantification d’une réalisation, en fonction du format de représentation,
est donné par la proposition ci-dessous :

Proposition 3.8

On considére une réalisation R := (Z,1,m,n,p). Le quantifié sur N bits Z*
de Z est donné, en fonction du choixz des blocs exprimé par ny et du format
«, par

Zi si (Wz)ij =0
Z; = 92— bi.; L2¢i’jZi,j—| sia=1cet (Wy)i;=1 (3.91)
2Pe=0ij |200i=PeZ; .1 sia=2et (Wyg)i; =1

avec
bij = N — 1= [logy (n7),,] (3.92)

Démonstration :

Dans le cas de la virgule fixe, la démonstration découle du choix de 3y donné

a I’équation (3.88) et Iexpression de la quantification par arrondi (équation

(2.52)).

Pour la virgule flottante, la quantification de Z;; s’écrit 26— Fm L2ﬁm_eZiﬂ

ou e est donné par I'équation (3.90) et [, vérifie I'égalité 1 + G, + B = N.
|

3.4.4 Erreur de quantification

Nous avons rappelé, au paragraphe 2.2.4.2, que le processus de quan-
tification modifie un réel z en virgule fixe en z + & avec |§] < 27+

90n remarquera que, pour 1’écriture en virgule flottante par bloc, on ne peut imposer
la normalisation m € [1;2[. Ainsi, généraliser 1’écriture de la virgule flottante classique en
utilisant la notion de bloc entraine I'impossibilité de cette normalisation. Ce choix assumé
implique que ’on ne considére que des écritures non normalisées (c.-a-d. m € [0; 2[ au lieu
de m € [1;2[) ; Pécriture normalisée permettant de sauvegarder un bit de représentation.
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(quantification par arrondi) et un réel y en virgule flottante en y(1+ §) avec
6] < 27 (BmtD),
On peut le vérifier grace au résultat de la proposition 3.8 qui indique

0 si (Wz)i; =0
€ij = |25 — Zig| < {27 Bt sta=1et (Wz);=1 (3.93)
2‘2ei’j'2—(6m+1) sia=2 et (WZ)Z,j =1

Si on note A; j 'écart sur la précision engendrée par la quantification (donc
relatif aux ), bits), il vient

1A 5] < 27 PrigtD) (3.94)

Bp est identique pour tous les coefficients dans le cas de la virgule fixe et
dépend de la plus grande valeur absolue du bloc auquel appartient Z; ; dans
le cas de la virgule fixe (cf. équation (3.88)).

La proposition suivante permet d’exprimer ’erreur de quantification sur Z :

Proposition 3.9
Lors de la quantification, Z est modifié en Z+1rz x A ot ry est donné par'®

(3.95)

A | Wz sta=1
Tz =
2nz x Wz sia=2

A écart sur la précision engendrée (et vérifie l’équation (3.94)) et x le
produit de Schur (produit direct terme a terme).

Cette écriture nous permettra, au chapitre suivant, de comparer diffé-
rents indicateurs avant et apres la quantification (en Z et Z + rz x A) et
d’introduire des criteres de sensibilité pertinents en virgule fixe et aussi en
virgule flottante. De plus, en majorant |Al| .. par

Ao < 27 P (3.96)

max

il sera possible d’estimer un nombre de bits de précision 3, minimum pour
assurer que la valeur de certains criteres soit inférieure & un seul donné.

3.4.5 Nombre de bits minimum

Pour assurer que tous les coefficients puissent étre correctement repré-
sentés dans un format donné, c’est a dire qu’ils soient codés sans overflow

°0n notera que, dans le cas de la virgule flottante classique, ot chaque coefficient
possede son propre exposant, on arz = Zx Wz, alors que ’équation (3.95) donne z = 27 x
Wz. Ce facteur 2 provient du choix de ’écriture non normalisée choisie, cf. commentaire
9.
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(dépassement de la valeur maximale) ni underflow (valeur non représen-
table car inférieure a la valeur minimum, la valeur est alors codée par 0), un
nombre de bits minimum est nécessaire.

La proposition suivante permet d’évaluer ce nombre :

Proposition 3.10

On considére une réalisation R := (Z,1,m,n,p) avec un codage sur N bits,
caractérisée par le choix de a et nz.

Pour éviter les overflow et underflow, N doit vérifier

N > § Pmin sto=1 (3.97)
ﬁmin+ﬁe+1 st o= 2

avec

Bumin = maz logy (12); ;| — [logy | Zi4]] +1
L (Wy), =1 ’
1,5 tq )
Zi,]-;éo

56 = lrlogQ (LIOgQ ||77Z X WZ”maxJ - LIOgQ ||77Z X WZHminJ + ]‘)—‘

et ot ||.| ., est défini par

min

1]

min

£ Hl.lijn {1Xi| tq X # 0} (3.98)

Démonstration :

— Dans le cas de la virgule fixe, 'absence d’overflow est assurée par le
choix de la position de la virgule. Dans le méme temps, pour éviter un
underflow, chaque coefficient Z; ; non nul et implémenté doit vérifier

|Zi 5] = 27Ot

car 2~ (Fr*1) egt la plus petite valeur représentable. D’ott

N> [logQ (772)1',]’—‘ - [IOgQ ‘Zi,j”

— En virgule flottante, le nombre de bits (. alloués a l’expression de
lexposant est, soit fixé par la norme (IEEE754), soit tel que tous les
e;,j puissent s’écrire sur 3. bits. Il est tel que't

(max ei,j) - <mi_n ei,j) <2% -1
2y 2y

0On notera qu’en toute rigueur on devrait écrire (max ei; | — [ min ei,]-> < 2P -2
¥ i,J

car les valeurs significatives, NaN et oo sont aussi codées sur ’exposant, et réduisent la
plage de valeurs possibles pour représenter e.
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D’ou
ﬂe 2 [IOgQ (LIOgQ ||77Z X WZHmaXJ - LIOgQ ||77Z X WZHminJ + 1)—|

(cette expression est valide car on suppose qu’il existe au moins un
coefficient quantifié non nul). On choisira donc la valeur de 3, donnée
par I’équation (3.98) pour que toutes les valeurs puissent étre repré-
sentées sans overflow.

De plus, pour éviter les underflow, la plus petite valeur de Z doit pou-
voir étre représentée. La mantisse d’un flottant est codée sur (3, bits,
et est comprise entre [0;2 — 2_57"*2] avec un pas de quantification de
27Pm+2 La plus petite valeur exprimable est donc 2-Fm+2=¢ii. 7, ;
doit donc vérifier

|24 = 27 Fm+2

B > [log> (2| = [108 |Zig ] +2 = B +1

De ces deux bornes sur le nombre de bits nécessaires pour exprimer la
mantisse (G,,) et 'exposant (3.), on obtient le nombre de bits néces-
saires.

|

Remarque 1 : on notera que ce nombre de bits minimum n’est valable que
si I’on respecte le format choisi pour chaque coefficient au paragraphe 3.4.2.
En effet, on peut trouver une position de la virgule (virgule fixe) ou un
nombre de bits d’exposant (virgule flottante) tel qu'une représentation avec
le nombre de bits minimum énoncé dans cette proposition amene un overflow
ou un underflow. Il s’agit ici de représenter les nombres au plus juste.
Remarque 2 : La proposition montre que la virgule fixe nécessite moins de
bits que la virgule flottante pour représenter des coefficients : cela est du au
fait que I'exposant de la virgule fixe est implicite et non stocké.

Remarque 3 : si 'on considére un format différent pour chaque coefficient,
un bit, en virgule fixe, suffit (chaque coefficient est alors représenté par la
puissance de 2 la plus proche, I’exposant étant implicite), tandis que cing
sont nécessaires en virgule flottante.

Remarque 4 : ce nombre de bits minimum ne présage pas de la complexité
de représenter Z, mais uniquement de la complexité de représenter, selon un
format défini, une approximation de Z en préservant les ordres de grandeur.
On se référera a [60, 16] et [L07] pour une évaluation de la complexité de
représentation, au travers de la notion de complexité de Kolmogorov-Chaitin.

Cette proposition nous indique aussi, pour la virgule fixe, le nombre de
bits de dynamique minimum : on peut rapprocher ce résultat de celui donné
dans [116], par exemple.
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3.4.6 Exemple
On considére I'exemple (fictif) suivant :

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

O 12788 —0. 45227 1.21341
10.36411 0.87909 | 0.12399

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

12.68100 6.18965 112.89766

Z = (3.99)

ainsi que les cinq formats :
— Z7 :virgule fixe, avec un format adapté a chaque coefficient ;
— Zj5 : virgule fixe par bloc, découpage selon les matrices J, K, ... , §;
— Z3 : virgule fixe avec un format unique;
— Zj : virgule flottante, avec un format adapté pour chaque coeflicient ;
— Zg : virgule flottante par bloc, découpage selon les matrices J, K, ...,
S.
Le nombre de bits minimum pour représenter Z sans overflow ni underflow
est donné par le tableau suivant :
Si on considere une représentation avec 9 bits, on a, d’apres la proposition

format | nb de bits minimum
Z7
Z3
Z3
Zj
Zs

©| Ot Co| O =

TAB. 3.1 — Nombre de bits minimum pour représenter Z selon les formats

3.8 et I'expression du format du paragraphe 3.4.2 :

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

.| 10.12793 =0, 45312 1.21094
Z1=| 0.36328 0.87891 | o 12402 (3.100)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

. _ | 012891 =0, 45312 1.21094
Z2 = | 1036328 0.87891 | 0.12500 (3.101)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

. _ | 012500 =0. 43750 1.18750
Z3 = | 1037500 0.87500 | 0.12500 (3.102)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

. _ | 10:12500 0. 43750 1.25000
Zi=| 10.37500 0.87500 | 0.12500 (3.103)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

12.75000 6.00000 :13.00000
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’f’(’)’.’iéé’iﬁ(’)”:01213’7’5@"1".’1’8750’
10.37500 0.87500 : 0.12500

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

12.75000 6.25000 {13.00000

En ne considérant que la représentation virgule fixe, sur 5 bits, avec un
format commun aux matrices qui composent Z, le quantifié s’écrit

(3.104)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

2.27% —7.274{10-273
Zr=| i 3.105
B BRI s e (3:109)
'5-271 12.271{13.20
ou encore, en binaire (avec le bit de signe en gras)
Zi = 10,0010 1,1001:01,010 (3.106)

10,0110 0,1110:00,001

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

1001051 0110,0:011014
ou encore

Remarque 1 : la valeur des exposants (implicite) de la derniére formu-

lation de Zg nous permet d’écrire les majorations|(Z — Z§), ;| < A;; avec

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

(3.107)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Remarque 2 : On note bien qu'un bit de moins entrainerait un underflow
pour le parameétre 1-273, car la valeur absolue de 'autre coefficient du méme
bloc s’écrit déja sur 4 bits (10 -273).

3.5 Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre, un formalisme nouveau de repré-
sentation des réalisations possibles pour une loi donnée : la forme implicite
spécialisée proposée permet de décrire, de maniere unifiée, les paramétrisa-
tions envisagées jusqu’a présent dans la littérature. Il s’agit 1a, nous semble-
t-il, d’une contribution importante de la these qui est illustrée autour de
nombreuses structurations données en exemple, comme les réalisations en ¢
ou d, mixtes ¢ et §, et d’autres possibilités encore.

Le principe d’inclusion, étendu ici aux cas des réalisations implicites spéciali-
sées proposées, permet de décrire les classes d’équivalence qui seront utilisées
au chapitre 5, afin de rechercher au sein de ces classes des réalisations opti-
males au sens de criteres a définir. Enfin, 'opération de quantification des
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coefficients d’une réalisation (regroupés dans les matrices J, K, L, M, N,
P, Q, R, S ou la matrice unique Z) est formalisée de maniére unifiée.

Il nous sera donc possible, au chapitre 4, de mettre en place différents cri-
teres d’évaluation de la dégradation induite par la quantification sans avoir
a distinguer de cas particuliers.
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CHAPITRE

Criteres d’analyse de réali-
sations en précision finie

Résumé :

ous allons, dans ce chapitre, associer a la forme implicite spéciali-
N sée présentée au chapitre 3 différents outils d’analyse permettant
d’évaluer les couts logiciels ou le degré de résilience d’une réalisation
particuliere donnée. Ces mesures développées et adaptées pour la forme
implicite permettront d’évaluer et de comparer I'impact de 'opération
de I'implémentation sur différentes réalisations équivalentes (en précision
finie).
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Nous avons vu, dans les paragraphes précédents, que I'implémentation

en précision finie amenait une dégradation de la loi, et qu’une des sources
de dégradation était la modification des parametres due a la quantification.
Nous avons vu également qu’il existait de nombreuses formes de réalisations
mathématiquement équivalentes.
Les mesures proposées dans ce chapitre ont pour but d’étudier I'impact de
cette dégradation sur une réalisation, quelle que soit sa structure. Il pourra
s’agir d’évaluer la modification des caractéristiques intrinseques d’une loi
(comportement entrées/sorties, comportement global, etc.) ou bien , simple-
ment, d’évaluer le cott logiciel (nombres d’opérations, ...) d’une réalisation.
Ces mesures permettent de comparer plusieurs réalisations entre elles, et tout
particulierement comparer des réalisations mathématiquement équivalentes,
qui ne le sont plus apres quantification. Elles aident donc a la recherche de
réalisations minimisant cette dégradation : la synthese de réalisations, avec
un critere lié a la quantification, sera abordée au chapitre 5.

4.1 Coits logiciels

Les cotts logiciels liés a une réalisation sont difficiles a évaluer sans
autres informations que celles données par les parametres liés a la forme
implicite (équation (3.4)). Ces cotlits dépendent principalement du matériel
(Hardware) utilisé pour les calculs et de la maniere dont le code est écrit
(Software).

Le calculateur peut disposer d’unités de calcul spécialisées (unité MAC
pour accélerer le calcul de produits scalaires, avec possibilité de gérer au
mieux les calculs en virgule fixe ; multiplication réalisée en hardware ou non
(ce qui implique une multiplication logicielle) ; etc...) et chaque opération de-
mande plus ou moins de temps. De plus, le logiciel peut mettre en ccuvre, de
manieére plus ou moins efficace, les calculs nécessaires : de nombreux degrés
d’optimisation sont possibles (au détriment, éventuellement, de la portabi-
lité et de la lisibilité du code), les calculs peuvent étre écrits sous forme
matricielle ou bien développés sous forme scalaire, le matériel plus ou moins
bien exploité (nécessité d’écrire des portions de code en assembleur, ou & dé-
faut de maitriser le code assembleur produit par le compilateur pour utiliser
les particularités du matériel).

Le logiciel peut aussi dépendre du processus de génération de code : codage
automatique (depuis des planches Matlab/Simulink, planches Scade, Ascet,
...), semi-automatique ou entierement manuel. La qualité du codage n’est
alors pas la méme : le code qui est produit automatiquement (en temps
treés court) peut présenter un degré d’optimisation beaucoup plus faible
qu’'un codage manuel. En contrepartie, le code produit automatiquement
est conforme aux spécifications initiales, et peut méme, selon les cas, étre
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certifié & moindre cott.

Face a cette difficulté, deux indicateurs nous permettent, a défaut d’éva-
luer réellement le colt logiciel, de rendre compte de la complexité d’une
réalisation :

— la quantité de mémoire utilisée;

— le nombre d’opérations (le nombre d’additions et de multiplications,
ou encore le nombre de "multiplication/accumulation”, puisque toutes
les opérations peuvent s’écrire comme des produits scalaires).

Ceux-ci évoluent bien entendu avec I’ordre de la loi, mais aussi avec la struc-
ture choisie pour la réalisation.

4.1.1 Cout mémoire

La taille mémoire utilisée dépend de la taille du vecteur d’état de la réa-
lisation implicite et du nombre d’octets requis pour représenter un élément
de I'état. De plus, a chaque itération de calcul, les variables intermédiaires
sont utilisées : méme si leurs valeurs ne sont plus reprises d’une itération
sur ’autre, ces variables participent a la quantité de mémoire requise pour
le calcull.

En supposant que chaque élément du vecteur d’état et du vecteur des va-
riables intermédiaires prend la méme place en mémoire (méme nombre d’oc-
tets), le cotit de mémoire est évalué par

n+1 (4.1)

Ce critere sera donc mis en avant si l'on s’intéresse a la taille mémoire requise
par la réalisation numérique. Considérons également un autre critére souvent
plus critique, dans les applications automobiles : celui du cofiit de calcul, que
I’on peut rapprocher du temps de calcul.

4.1.2 Cotut de calcul

Afin évaluer le cout de calcul d’une réalisation (en nombre d’additions
et de multiplications), introduisons la proposition suivante :

Proposition 4.1

Soit Y € R**Y une constante, et Ve R une variable.

Le caleul YV requiert a(b — 1) — nY additions et ab — ni, multiplications,
ot nY est le nombre d’éléments nuls de Y et nj est le nombre d’éléments
triviauz (0,1,-1) de'Y (ces éléments n’entrainent pas de multiplications)

'Dans le cas ot ce nombre de variables intermédiaires est faible, les valeurs inter-
médiaires du calcul qui représentent ces variables seront uniquement stockées dans les
registres généraux du processeur, et non réellement en mémoire.
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Démonstration :

Pour le calcul de YV, il y ab multiplications, mais celles par une constante
nulle ou £1 n’entrainent pas réellement de multiplication.

Il y a, de plus, a(b — 1) additions pour YV, mais on ne compte pas les
additions ol une opérande est nulle®. ]

Remarque : On pourrait encore affiner cette évaluation en considérant les
éléments de Y qui sont des puissances de 2 : lorsque les nombres sont re-
présentés avec un format binaire classique (codage binaire, complément & 2,
virgule fixe, ...), la multiplication par une puissance de 2 n’a pas le méme
colit qu’une multiplication quelconque puisqu’elle consiste en un décalage
de bits (qui s’effectue généralement en un cycle de calcul, plus rapidement
qu’une multiplication).

On pourrait aussi prendre en compte le mode de représentation des élé-
ments : si deux éléments, en virgule fixe, n’ont pas le méme facteur d’échelle
(méme position de la virgule), un décalage de bits est nécessaire entre chaque
addition pour recadrer les éléments.

Ainsi, le nombre d’additions et de multiplications de la proposition 4.1
correspond aux opérations mathématiques a effectuer par le calculateur nu-
mérique, mais pas forcément exactement le nombre d’instructions additions
et multiplications réalisées.

Ceci étant, cette premiere approche est tout a fait suffisante pour comparer
différentes réalisations entre elles, grace a la proposition 4.2 :

Proposition 4.2
Soit R := (Z,l,m,n,p) une réalisation.
Une itération, selon l'algorithme de la définition 3.1, nécessite

(l+n+p)l+m+n—1)—1—-nY additions
(I+n+p)(l+m+n)—n} multiplications

ol n% est le nombre d’éléments nuls de Z et nlz est le nombre d’éléments
triviauz (0,1,-1) de Z

Démonstration :
On applique la proposition 4.1 aux étapes [1], [2] et [3] de lalgorithme de
calcul, regroupées ici :

2\ étant une valeur variable, on ne peut pas supposer connu a priori le nombre de
parameétres nuls ou triviaux qu’il contient.
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1. T(k+1)«—J ' (M N) <)I§((Z))>
T(k+1)
2 X(k+1)— (K P Q)| X(k)
U(k)
T(k+1)
33 Y(k)— (L R S)| X(k)
U(k)

Les tableaux suivants regroupent le nombre d’opérations pour chaque étape

L L additions ‘
1] [in+m—1)—nl, —n% +1(1-1)—nY
2] n(l—i—n—i—m—l)—n%—n%—n%

3] p(l+n+m—1)—nY —n% —n?
L L multiplications J

(1] 1n )~y + P =)
2] | n(l+n+m)—ng —np—ng

(3] p(l+n+m)—n}:—n}2—n}g

De plus
n% = n%—l—n%—i—n%—i—n%—i—n%ﬁ-n%—i—n%—i—n%—i—n%
nIZ = n(1]+n}<+n}:+n}w—l—n}v+n}3+nb+n}3—l—né

Si 'on considere les diverses réalisations vues au chapitre 2 et 3, on
peut, en 1 approche, comparer leurs cotts de calcul respectifs. Le tableau
4.1 donne le nombre d’additions et de multiplications d’une réalisation SISO

d’ordre n pour quelques structurations les plus simples. Notons a
L structuration L nb additions L nb multiplications J
forme d’état classique® n?+n n?+2n+1
Forme directe I* 2n —1 2n
Forme directe I1* 2n — 1 2n
Réalisation en ¢ n® +2n n®+3n+1
Forme directe II en 3n+1 3n

TAB. 4.1 — Cotut de calcul de différentes réalisations d’ordre n

ce stade que les formes directes sont parmi celles qui présentent le moins
d’opérations.

3 Avec une réalisation minimale, sans présager de la valeur des coefficients.
4On suppose ag = 1.
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4.2 Sensibilité de la fonction de transfert

4.2.1 Historique

Les premiers travaux sur l'implémentation en précision finie ([100, 31])
ont porté sur une mesure concernant la modification de la fonction de trans-
fert lorsque ses coefficients sont modifiés par la quantification.

Considérons le systeme SISO décrit par la réalisation d’état classique (A, B, C, D),

d’ordre n :

{X(k:Jrl) — AX(k)+ BU(k) (42)

Y(k) = CX(k)

La fonction de transfert associée vérifie H(z) = C(z1I, — A)~'B.

Puisque la quantification de la réalisation modifie les coefficients des matrices
A, B, C et D et donc la fonction de transfert H, Tavsanoglu et Thiele [100]
ont étudié la déviation de la fonction de transfert induite et considéré pour
cela la sensibilité de la fonction de transfert H vis-a-vis des coefficients A,
Bet C.

Une définition de la sensibilité est donné ci-dessous :

Définition 4.1 (Sensibilité d’une fonction vis-a-vis d’une matrice)
Soit X € R™™ une matrice et f : R™*"™ — C une fonction matricielle a
valeur dans C, différentiable selon tous les éléments de X.

On définit la sensibilité de [ par rapport a X comme la matrice de K™*™
dont les (i, 7)™ éléments vérifient :

s Of

2 Of s Of
0X

SX ij = aXi,j

avec (Sx) (4.3)

Cette sensibilité définira la dérivation matricielle de la fonction f par rapport
aX.

Remarque : les définitions et propositions ayant trait aux dérivations matri-
cielles sont regroupées dans 'annexe A.

Par extension, on définira la sensibilité d’une fonction de transfert :

Définition 4.2 (Sensibilité d’une fonction de transfert)

Soit X € R™*" yne matrice et H : C — C une fonction de transfert dont
Pexpression H(z) est fonction de X (et différentiable pour tout z selon tous
les éléments de X ).

La sensibilité de la fonction de transfert H par rapport a X est la fonction
de transfert C — C™*", noté g—g, et qui vérifie

OH  O(H(2))
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Ceci permet de définir les sensibilités S4, Sp et S¢ de la fonction de
transfert H vis-a-vis de A, B, C, et on a facilement

oH
oH
oH

Hy:zw (21, —A)7'B et Hy:z v+ C(zI, — A)~! (4.8)

Deux définitions sont encore nécessaires pour mesurer l'effet global, sur
toutes les fréquences, des sensibilités Sy, Sg et S¢ :

Définition 4.3 (Norme de Frobenius)
Soit M € C™*",
La norme de Frobenius | M| de M est le réel défini par

IMllp 2 >0 1Miy) (4.9)
i.j

Définition 4.4 (Norme L)
Soit f : C — C™*" yne fonction de la variable compleze z.
La norme Ly, de f est le réel positif défini par

I1£1l, = (;ﬂ /0% 1 (e™)I%, dw); (4.10)

La mesure de sensibilité de la fonction de transfert proposée par V.
Tavsganoglu et L. Thiele est :

A |[0H|? | ||oH|? | ||oH|]?
ML12* 87 1+ 873 2+ % , (411)

On remarquera que cette mesure fait intervenir les normes L et Lo, ce
qui explique la notation My, utilisée®.

M. Gevers et G. Li [31] ont montré que, parmi toutes les réalisations
équivalentes de méme dimension, une réalisation équilibrée (cf. définition
2.1) minimisait ce critere Mp,,.

5Pour illogique qu'il soit, le mélange des normes L; et Ly est relativement répandu car
des réalisations optimales au sens de la mesure My, peuvent étre obtenues analytique-
ment, et que ces réalisations minimisent également les bruits de quantification.
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Ils proposent toutefois une mesure de sensibilité n’utilisant que la norme
L2 :

OH|*  ||oH|* | ||0H|?
M, & || 5 — — 4.12
e |94 ﬁHaB fHac (4.12)
La solution au probléeme d’optimisation
min My, (T~'AT, T'B,CT) (4.13)
0

ne peut étre trouvée analytiquement dans ce cas, d’ou l'utilisation d’une
optimisation numérique, avec un algorithme du type gradients, par exemple
(plus de détail dans [31]).

Il est également possible d’adjoindre aux ci-dessus des pondérations fré-
quentielles. En effet, les normes L et Lo considérent de maniere égale toutes
les fréquences. En pratique, les exigences sur les détériorations dues a la pré-
cision finie portent sur une plage de fréquences restreinte. Ces pondérations
fréquentielles, dénommées W4, W et W permettent I'expression enrichie :

2 2

OH
Wa——

Mp, = 5A (4.14)

2
oOH
" HWCac

OH
+ HWBaB

2 2

M. Gevers et G. Li ont également travaillé a expliciter ces mesures dans
le cas de la paramétrisation en ¢ :

2 2 2

OH;s
0A;

OH;s
0B

OH;s
0Cs

Ms ., = (4.15)

)

4

1 2 2

ou Hj est la fonction de transfert exprimée au moyen de la variable complexe
p, associée a l'opérateur ¢ :

Hs(p) = Cs(pI,— As) ' Bs  VpeC (4.16)

On remarquera que cette mesure étudie la sensibilité de la fonction de trans-
fert Hs exprimée avec la variable p et non la fonction de transfert H exprimée
avec la variable z, vis-a-vis des coefficients As, By et Cs. On verra aussi, par
la suite, que cette sensibilité ne prend pas tous les parametres en jeu : le
parametre A, qui intervient dans la définition de 'opérateur § (cf. équation
(2.20)), est aussi présent dans les calculs et donc assujetti a l'effet de la
quantification.

4.2.2 Extension a la forme implicite

Ces mesures introduites par V. Tavsanoglu et L. Thiele puis par M.
Gevers et G. Li sont intéressantes parce qu’elles expriment la sensibilité de la
fonction de transfert vis-a-vis des coefficients, et donc de sa modification lors
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de la quantification des coefficients due a I'implémentation, mais présentent
tout de méme trois limitations que nous levons dans la suite de ce chapitre,
en étendant cette mesure, ainsi que d’autre, a la forme implicite spécialisée :

— Ces mesures ne concernent que les réalisations sous forme d’état clas-
sique (explicite) et celles avec 'opérateur § (on trouve aussi dans [31]
une extension pour une implémentation particuliere de la forme re-
tour d’état observateur) et est donc spécifique a une réalisation, & une
structuration donnée.

— De plus, les expressions de S4, Sp et S¢ (équations (4.5) a (4.7)) sont
spécifiques aux lois SISO, bien qu’il soit possible de les étendre aux
cas MISOS, SIMO7 et MIMO?® en appliquant, pour chaque transfert
élémentaire, le calcul de sensibilité et en utilisant la propriété suivante :

Proposition 4.3 (Propriété de la norme L)
Soit G : C — C™*™ une fonction de transfert MIMO, et (G;j)i<i<m

1<j<n

les transferts élémentaires de G (tels que (G(z)) Gij(z) VzeC).

On a alors

ij

IGI3=">_ lIGil; (4.17)

1<i<m
1<j<n

— Enfin, ces mesures de sensibilité de fonction de transfert ne prennent
pas en compte le caractére creux des matrices A, B, C' ni les para-
metres triviaux qui les composent et qui ne seront pas quantifiés lors
de I'implémentation et dont il ne faut pas se soucier de leur impact (ce
sont des parametres transparents). Pour une forme creuse, comme la
forme canonique, la sensibilité de tous les coefficients y est considérée,
y compris les 0 et les 1 dont on sait qu’ils ne seront pas réellement
présents dans le calcul[(9] : en effet, il n’y aura pas de multiplication
par 1, ni d’addition et multiplication par 0, hormis si les calculs sont
réellement implémentés sous forme matricielle (mais dans ce cas, les
coefficients ne seront pas tronqués, mais représentés exactement).

4.2.2.1 Expression de la mesure dans le cas SISO

Ces constatations nous amenent a étendre la mesure de sensibilité de la
fonction de transfert vis-a-vis des coefficients a la forme implicite spécialisée.
Une premiere mesure considérée est une mesure My, définie par

My, & >

Xe{J,K,L,M,N,P,Q,R,S}

~ 112
‘M (4.18)

0X

2

SMultiple Input Single Output.
"Single Input Multiple Output.
8Multiple Input Multiple Qutput.
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avec

H(z)2H(z)—D=C(z2I,— A'B VzeC (4.19)

On considére ici la sensibilité de la fonction de transfert H plutot que la
sensibilité de H, car le terme D = LJ'N + S est indépendant du choix de
réalisation choisie et n’a pas a étre considéré. On remarquera que, dans le
cas d’une réalisation sous forme d’état classique, cette mesure est identique
a la mesure My, de M. Gevers et G. Li (équation (4.12)).

Dans les nombreux exemples de réalisations exprimées sous forme impli-
cite spécialisée (section 3.2), nous avons vu qu’un certain nombre de matrices
J, K, L M, N, P, Q, R, S étaient nulles ou égales a I'identité. Pour tenir
compte de cette particularité dans la mesure de sensibilité (la sensibilité de
la fonction de transfert vis-a-vis de ces coefficients ne doit pas étre consi-
dérée puisqu’ils ne seront pas modifiés lors du processus de quantification),
il nous faut donc utiliser les matrices de pondération W;, Wk, ..., Wg de
maniere & distinguer les coefficients affectés ou non par la quantification (cf.
définition 3.8).

On considere, en premiere approche, que les valeurs 0, 1, —1 et les puissances
de 2 seront implémentées exactement.

On élabore donc une nouvelle mesure de sensibilité de la fonction de
transfert H, prenant en compte ces pondérations [13] :

Définition 4.5 (Mesure de sensibilité pondérée)

On considére une réalisation SISO R = (J,K,L,M,N,P,Q,R,S) et les
matrices de pondération Wy, Wi, Wr, Wy, Wy, Wp, Wg, Wr et Wg
associées. La mesure de sensibilité de la fonction de transfert, pondérée pour
prendre en compte les coefficients non quantifiés, est définie par

OH
W A
ML2 - Z 87 X WX (420)
Xe{J,K,L,M,N,P,Q,R,S} 2
ot X est le produit de Schur.
Cette mesure peut aussi s’écrire
OH
w
=||=—= xW 4.21
Ly = |5, X Wz (4.21)
2
Démonstration :
La définition 4.1 appliquée a 1’équation 3.16 définissant Z donne
_9 9 9
) aJ OM ON
o) 0 o)
9. 0 9
oL OR oS

En appliquant alors la proposition 4.3, on démontre alors ’équivalence entre
(4.20) et (4.21). [
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4.2.2.2 Expression de la mesure dans le cas MIMO

Une premiere maniere d’étendre la mesure de sensibilité de la fonction de

transfert pour la forme implicite spécialisée (équation (4.21)) au cas MIMO
est d’appliquer cette mesure sur chacun des transferts SISO et d’utiliser la
proposition 4.3.
Nous proposons dans ce qui suit une voie alternative, qui nécessite certes un
effort particulier sur le champs des manipulations matricielles (dérivée d’une
fonction matricielle par une matrice, produit tensoriel, produit ®, etc.) mais
possede 'avantage de conduire au final a des expressions compactes et a des
calculs optimisés : 'impact global de chaque coefficient sur la fonction de
transfert MIMO sera alors considéré.

Nous utiliserons alors la définition de la dérivée matricielle d’'une matrice
suivante :

Définition 4.6 (Dérivation matricielle d’une matrice)

Soit X € R™™ et f : R™*™ — CP*!L. On suppose que chaque composante de
f est différentiable selon tous les éléments de X.

La dérivation matricielle de f par rapport ¢ X est une matrice de C™P>x™
partitionnée en mxn blocs de matrices de CP*!. Chaque (i,7)¢ bloc est défini
par

0
8)({; d valeur dans CPX! (4.23)
On a ainsi
af af af
8X1’1 8X172 e aXl,n
of of af
ﬁ A 0X21 0X>2 2 te 0Xan (4 24)
0X : P '
of of of
0Xm,1 0Xmz2 °° 0Xmn

Remarque : cette définition, que ’on retrouve a ’annexe A, étend la défini-
tion 4.1 avec cette fois des blocs % non plus scalaires, mais matriciels de
V)

taille p x [.

Enfin, on remarquera que la définition 4.5 ne peut se ré-écrire tel quel
dans le cas MIMO, car les dimensions de gg et de Wx ne sont plus compa-
tibles (si X € R¥*! et H(z) € CPX™ alors gg (2) € CPF*m) Notons alors
N)V(V la norme pondérée de la sensibilité de H par rapport a X :

NY = I : : (4.25)



tel-00086926, version 1 - 20 Jul 2006

4.2. SENSIBILITE DE LA FONCTION DE TRANSFERT 129

On peut relier NW ¥ a gﬁg en écrivant

8X1’J 2y
- S (4.26)
8Hp1 ) 8Hpn ]
ox., Wij - BX”WJ
oH

oH
8Xi7j 7

ol &, est la matrice de RP*™ dont tous les éléments valent 1, et ® le
produit de Kronecker (cf. définition A.1).
Ainsi, on obtient le résultat

2
NY = H X (W@ Epm) (4.28)
2
et
~ 2
W OH
Mpy = > ox X Wx ®&m) (4.29)
Xe{J,K,L,M,N,P,Q,R,S} 2
2
OH
= b X (Wz ® &pm) i (4.30)

Une autre fagon d’exprimer cette mesure de sensibilité en MIMO est de
considérer directement la norme de la sensibilité de la fonction de transfert
vis-a-vis de chacun des coeflicients.

Définition 4.7 (Cartographie de sensibilité)
Soit X € R¥*! et H une fonction de transfert MIMO de dimension p X m.

On note (& la matrice de RF*! définie par

o
. O
[2¥)

Cette matrice est appelée ici cartographie de sensibilité de H wvis-a-vis de
X.

OH
X

(4.31)

2

Cette matrice nous informe distinctement sur la sensibilité globale de H
vis-a-vis de chaque coefficient de X.

L’analyse de cette matrice sera commentée au paragraphe 4.2.3 car elle
permet de déterminer quels sont les coefficients ayant un impact particulier
dans la dégradation (fort de cette information, il sera possible d’en tenir
compte en codant de maniere plus précise les coefficients critiques).

Notons le résultat suivant
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Proposition 4.4

oH

0X

i
0X

(4.32)

F 2

Démonstration :
Ce résultat découle directement de la définition 4.7 et de la proposition 4.3.

Ces résultats intermédiaires nous permettent désormais de définir avec ri-
gueur et précision ce que nous appellerons mesure de sensibilité pondérée

[40] -

Définition 4.8 (Mesure de sensibilité pondérée)

On considére une réalisation R := (J, K, L, M, N, P,Q, R, S) et les ma-
trices de pondération Wy, Wi, Wi, Wy, W, Wp, Wg, Wg et Wg
associées. La mesure de sensibilité pondérée de la matrice de transfert
H vis-a-vis des coefficients de R, est définie par

~ 2
6H
Mpy £ > s % Wx (4.33)
Xe{J,K,L,M,N,P,Q,R,S}
oH

Remarque : les pondérations permettent notamment de tenir compte du
fait que certains coefficients ne seront pas modifiés par ’action de quantifi-
cation.

4.2.2.3 Calcul de la sensibilité

Il nous faut maintenant donner les expressions des sensibilités (ou ma-
trices de sensibilité) vis-a-vis de J, K, L, M, N, P, Q, R, S, ou encore de
Z.

Une définition et une proposition, permettant de faciliter les expressions de
dérivation matricielle, sont a ce stade nécessaires.

Définition 4.9
Soient A € C™*P et B € C*",
On définit lopérateur ® par

A® B £ Vec(A). (Vec (BT>>T (4.35)
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ou Vec est lopérateur classique qui transforme une matrice en vecteur co-
lonne.
A® B a pour dimension mp X In.

Cet opérateur original va permettre de simplifier I’écriture des calculs grace
au lemme suivant :

Lemme 4.5

On considére G et H deux matrices de C™ P et C*" et X € RPXL. G et H
sont supposés indépendants de X. On a alors

A(GXH)

o G®H (4.36)
6(G§X1H) = (GX N e (X 'H) (4.37)

Ces équations sont également valables lorsque G et H sont des matrices de
transfert.

Démonstration :
La démonstration est donnée par les propositions A.6 et A.7, et repose sur
I’équation

0X

GoH =(I,®C) 5

(I ® H) (4.38)
|

Basé sur ce lemme, le théoréme suivant nous donne I'expression de g—g :

Théoréme 4.6 (Calcul des sensibilités)
La sensibilité de la fonction de transfert H, mise en ceuvre par la réali-
sation R := (J,K,L,M,N,P,Q, R, S), a pour expression

Hy
OH
57 = (Hs Hy I,)® | Hy (4.39)
Iy
JTIN
oD
— = (LJ7V 0 L)®| O (4.40)
0z I

avec

Hy:zw C(2I, — A7}

Hy:zw (21, —A)7'B

Hz:z— C(zl, — A\ KJ 4 LJ!
Hy:zw J M (2L, — A)'B+JIN

Les fonctions de transfert Hy a Hy sont respectivement a valeur dans :
Cpxn_(Cnxm (Cpxl et Clxm.




tel-00086926, version 1 - 20 Jul 2006

132 CHAPITRE 4. CRITERES D’ANALYSE EN PRECISION FINIE

Démonstration :
La démonstration est donnée en annexe B [ |

Remarque 1 : Notons que l’on retrouve les résultats de M. Gevers dans le
cas particulier d’une structuration en ¢ (sensibilités Sp et S données a
I'équation (4.8)). Remarque 2 : Les sensibilités : Hy et Hy proviennent de la
contribution de 'état X (k) dans H et les sensibilités Hs et Hy de la contri-
bution des variables intermédiaires T'(k) dans H.

Remarque 2 : l'intérét de I'introduction de la matrice Z (équation (3.16))
apparait ici : elle permet d’exprimer les sensibilités par rapport a toutes les
matrices J a S de la réalisation sous une forme compacte. Le signe ”-” qui
apparait dans l’expression de Z (équation (3.16)) permet d’écrire les équa-
tions (4.39) et (4.40) sous forme compacte, comme produit (avec I'opérateur
®), de deux termes. Il se justifie car, contrairement aux autres termes, seul
l'inverse de J apparait dans les calculs, et la dérivée de J~! par rapport &
J donne lieu a ce signe ”-”.

Dans le cas SISO, Hi(z) et Hs(z) sont des vecteurs lignes, et Hy(z) et
Hy(z) des vecteurs colonnes. On a donc

oH Hy
7 - H! | (H{ H) 1) (4.45)
1
J—TLT
oD
— = 0 (NTJT7T 0 1) (4.46)
A )

Enfin, on peut calculer les matrices de sensibilité, et la mesure MXV,
grace a la proposition suivante :

Proposition 4.7
Soit une matrice X et trois fonctions de transfert G, A et B telles que

oG
oy =A®D (4.47)

Alors, la matrice de sensibilité de g—g se calcule par

J

0G
(35) =MeiBsel, (4.48)

ot Ae; et Bjo sont respectivement la i¢ ligne de A et la j° colonne de B.
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Démonstration :

5G> H oG
= — (4.49)
<5X i 8Xl-7j 9
0G, |I?
— ) (4.50)
%: ‘5Xm 9
= D lABil; (4.51)
k,l
= ||A.,ZB]-,.H2 (4.52)
| ]

Remarque : ce résultat est essentiel pour mettre calculer la matrice de sen-
sibilité grace au théoreme 4.6.

4.2.3 Exemple

Pour évaluer numériquement, sur quelques réalisations, la mesure Mz‘g,
on propose ’exemple suivant :

0.07930672122 + 0.023016947z + 0.0231752363
23 —1.97486114822 + 1.5561612352 — 0.4537681314

H(z) = (4.53)
Il s’agit d’un filtre passe-bas choisi comme exemple par SY. Hwang [16, 17]
et M. Gevers [31].

Nous utiliserons les caracteres gras pour exprimer les coefficients significatifs
qui risquent d’étre tronqués lors du processus de quantification (la matrice
de pondération W sera représentée par ce biais : un parametre Z; ; apparai-
tra en gras si (Wz); ; = 1). En plus de la mesure M}J/Z, nous exhiberons aussi

la matrice de sensibilité ‘g—g. Bien que seules les sensibilités en gras soient
considérées pour le calcul de MZZ (via le produit direct xWy), nous avons
choisi de les donner toutes afin de noter I'impact potentiel d’une erreur sur
chaque coefficient.

Enfin, dans tous les exemples suivants, et bien que ce ne soit pas toujours
suffisant pour les reconstituer numériquement, les résultats ne seront affi-
chés qu’avec 5 chiffres significatifs (avec arrondi au plus juste) afin de ne
pas alourdir la présentation, bien que des mesures de sensibilités montre-
ront, dans certains cas, des valeurs assez sensibles aux quantifications des
coefficients. Tous les calculs ont été réalisés sous Matlab, en flottant double
précision.

Les réalisations comparées sont :
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~ Forme directe I: M}V = 93.714

Z =

6H

6z 7,

0

0
0
0

fun

347651234.13062 4.13062 4.13062 3.76512

,,,,,,,,, N T L L T L T L T L T LT T T

0.44558§ 0.48067 0.48067
OA16970§ 0.18462 0.18462
0.08726§ 0.09573 0.09573
3.48331 § 4.00774 4.00774
44375801 4.87926 4.87926
1.708493 1.87434 1.87434

0.48067
0.18462
0.09573
4.00774
4.87926
1.87434

0.44558
0.16970
0.08726
3.48331
4.37580
1.70849

713007931 0.02302 0.02318 1.97486 —1.55616 04537730

- T T L L L T L I T T L T T -

3.76512 3.76512 i 4.00774

0.44558
0.16970
0.08726
3.48331
4.37580
1.70849

0.44558 10.48067
0.16970 §0A18462
0.08726 §0A09573
3.48331 14.00774
4.37580 %4.87926
1.70849 i1.87434

,,,,,,,,, Bttt U SRR

0.48067 ; 1

1

1

0.48067

0.48067

0.48067 | 0

Nous avons considéré ici que ag = 1 et dy étaient implémentés exacte-
ment, alors que la sensibilité par rapport & ces deux valeurs est assez
élevée (3.76512 et 4.00774).

— Forme directe II : M}" = 93.714

Remarque 1 :
une mesure de

Zo=| 1 1 0 0
10.07931 0.02302 0.02318.0

si 13.76512 3.76512 3.76512!0.48067
—| = !4.30815 4.30815 4.30815 |0.55777

6Z Zy

14.13062 4.13062 4.13062! 0

on peut comparer ce résultat avec celui obtenu avec
sensibilité non pondérée, telle que celle proposée par

M. Gevers : la mesure pondérée est plus proche de la réalité et "dia-
bolise” un peu moins la forme compagne.

Remarque 2 : nous retrouvons ici la méme valeur de mesure de sen-
sibilité (avec une méme sensibilité pour chaque coefficient). Ceci est
logique puisque la paramétrisation est inchangée. En revanche, le cott
logiciel differe et 'on peut suggérer, contrairement a ce qui est fait

parfois chez PSA, de préférer la forme directe II & la forme directe 1.
— Forme équilibrée : MEZ = 7.9447

0.82363 —0.39994 0.01645; —0.44240
0.39994 0.59351 0.342453 0.37991
(0]
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11.47561 0.92033 0.46038 i 0.91225

= 10.92033 0.78475 0.32426 i 0.67051

10.91225 0.67051 0.34262! 0O

La forme équilibrée (cf. définition 2.1) posséde une mesure de sensi-
bilité nettement plus faible que les deux formes directes, alors méme
qu’elle utilise davantage de coefficients non triviaux. Ceci est du au fait
que la sensibilité de chaque coefficient est bien plus petite. On notera
que certains coefficients (par exemple P; 1)) possedent une sensibilité
plus grande que d’autres et que cela pourrait étre pris en compte dans
le choix de leur représentation.

Pour les réalisations en §, on remarquera que le parametre A intervient
bien dans les calculs (cf. chapitre 3.2.3.1). Celui-ci peut-étre quantifié et donc
modifié, et il importe de pouvoir tenir compte de la sensibilité de la fonction
de transfert vis-a-vis de ce parametre, ce qui n’était pas fait dans les travaux
antérieurs. Ce parametre étant délibérément fixé, il est possible et intéres-
sant, lors de 1’étape de synthese, de le choisir implémentable exactement,
et si possible avec une valeur facilitant les calculs, comme par exemple une
puissance (négative) de 2.

On trouvera dans [31] la démonstration de la meilleure sensibilité des réalisa-
tions en § (si on ne tient pas compte de la sensibilité & A) sur les réalisations
en ¢ classiques des que A < 1.

On choisit dans cet exemple A = 27!

— Forme directe II avec 'opérateur ¢ : M}Z = 9.0211

-1 0 0 [-2.05028 —2.42576 —1.02026]1
0 -1 0 1 0 0 io
I 3 SO S L0
Zs=|o05 0 0 1 0 0 10
0 05 0 0 1 0 10
0.0 esi 0 0 ] Lo
0 0 0 |0.15861 0.72652 1.00399 |0

0.60659 0.47621 0.41221 § 0.47621 0.41221 0.47064 § 0.48067
1.33015 1.00683 0.84800 § 1.00683 0.84800 0.93048 §0A97010
s 112297 0.79035 _0.65307 079055 _0.65507_0.75010 {0.82481
g =1 1.21319 0.95241 0.82443 3 0.95241 0.82443 0.94128 30.96134
2.66030 2.01366 1.69599 § 2.01366 1.69599 1.86096 11.94019
2.24473 1.58109 1.310143 1.58109 1.31014 1.50020 i1.64962

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, POttt St

1.33974 0.78817 0.52147 30.78817 0.52147 0516333 0

Pour cette réalisation canonique, on a pris ici en compte la sensibilité
par rapport a A : on remarque que celle-ci est plus élevée que pour les
autres coefficients. Nous obtenons tout de méme une sensibilité assez
basse, surtout en regard de la forme directe II classique.
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— Réalisation § depuis la forme équilibrée Mgz = 3.0355

-1 0 o0 1—0.35274 —0.79989 0.03289 1—0.88480

0 -1 0 0.79989 —0.81298 0.68491 0.75983

00 -1!003289 —068491 —0.88456] 0.33420
Zs=|05 0 o0 1 0 0 0

0 05 0 0 1 0 0

0 008 o 0 ] L0

0 0 0 !-0.44240 —0.37991 0.16710 | 0

0.67007 0.56833 0.23747§ 0.73780 0.46017 0.23019 § 0.45612
0.56833 0.55231 U.23415§ 0.46017 0.39237 0.16213%0.33525
st 0:23747_0.23415 0.1035410.28019 016213 0.078860.17131
5 = 1.34014 1.13665 0A474943 1.47561 0.92033 0.46038 i 0.91225
1.13665 1.10461 0A46830§ 0.92033 0.78475 0.32426 § 0.67051
0.47494 0.46830 0.211093 0.46038 0.32426 0.15772 i 0.34262

0.62556 0.94057 0.5510430.91225 0.67051 0.342623 0

Le tableau 4.2 résume les mesures de sensibilité et couts de calcul asso-
ciées a chaque réalisation.

L Réalisation L sensibilité M}g i cout de calcul J
Forme directe I (Z7) 93.714 6x 5+
Forme directe II (Z2) 93.714 6x 5+
Forme équilibrée (Z3) 7.9447 16 x 12+
Forme directe Il en § (Zy) 9.0211 9x 8+
Réalisation Z3 exprimée en ¢ (Zs) 3.0355 19 x 15+

TAB. 4.2 — Mesure de sensibilité MZZ et cout de calcul

En plus de la mesure de sensibilité paramétrique pondérée MEZ, il est

possible a posteriori d’évaluer la distance entre la réalisation initiale et la
réalisation quantifiée.
On suppose, par exemple, que les coefficients de Z sont implémentés en
virgule fixe sur 7 bits? (avec un format commun & tous les coefficients).
Le tableau 4.3 donne le nombre de bits minimum nécessaire pour ces cing
réalisations en virgule fixe avec format unique (cf. paragraphe 3.4.3 ).

La figure 4.1 et le tableau 4.4 montrent, pour la fonction de transfert H,
les différences entre les réalisations initiales Z1, Zo, Z3 et Z4 et quantifiées
Z1, Z5, Z3 et Z].

On remarque que la quantification a un impact assez important sur H{
et Hj, assez limité sur H3 et tres faible sur H, en accord avec la mesure a
priori de sensibilité MK

9Nous exagérons volontairement la quantification en ne retenant que 7 bits, pour que
les effets de la quantification soient tres visibles sur H.
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L Réalisation L nb de bits minimum ‘
A
Z2
Z3
Zy
Zs

G O O[3

TAB. 4.3 — Nombre de bits minimum (virgule fixe avec format commun)

Bode Diagram

Magnitude (dB)
N
o

Phase (deg)

-180

,360 | L L
10” 107" 10
Frequency (rad/sec)

F1G. 4.1 — Différences entre la fonction de transfert de référence et les diffé-
rentes réalisations

| Réalisation | |H — H*[|, | |[H — H*[|, |

A 1.0369¢—01 | 2.6594e—01
Zo 1.0369e—01 | 2.6594e—01
Z3 6.1514e—03 | 1.5315e—02
Zy 2.9798e—02 | 8.6903e—02
Zs 7.4008e—03 | 2.0513e—02

TAB. 4.4 — Ecart entre la fonction de transfert initiale et les fonctions de
transfert quantifiées
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En reprenant la notation de la section 3.4 qui montre que Z est modifié
en Z +rz x A par la quantification, et en notant H* la fonction de transfert
de la réalisation de coefficients Z +1rz x A (on a donc H* = H pour A = 0),
on peut remarquer (pour le cas SISO, mais généralisable) que!”

- - OH*(2
() - 1) =Y 8, OLoa),,) vzec @5
ij b la=0
et ~
- - OH*
* < e .
| =, <18 | 55 (4.55)
A=0112
Or, on notera que
OH* OH
9A - = 67 X Tz (456)

et que [|Al,.x €st majorée par une constante dépendant du format de
représentation des données uniquement (cf. équation (3.96)).
On pourra écrire

H
H %XT‘Z

Tl 4.57
H ‘Z ‘Z-i—?”zXA ( )

< A pax

2

2

Dans le cas de la virgule fixe (rz = Wj), nous retrouvons la mesure de
sensibilité paramétrique pondérée telle que nous ’avons défini. L’équation
(4.57) permet aussi de justifier la mesure initiale de M. Gevers et G. Li
(équation (4.12)) que nous avons étendue ici a la forme implicite spécialisée
et complétée avec la pondération W.

Mais ’équation (4.57) permet aussi de construire une autre mesure de
sensibilité pondérée, mieux adaptée a I’étude de la sensibilité paramétrique
lorsque I'implémentation se fait en virgule flottante :

~ 2
0H
EXWZXHZ

A

Mg,ﬂottant = (458)

F

4.3 Sensibilité en boucle fermée

4.3.1 Contexte

Dans le cadre de la régulation ou de ’asservissement, la loi mise en ceuvre
intéragit avec le systeme qu’elle cherche a controler. Il est important, alors,

1%¢ symbole o est appelé symbole de Landau (comme le symbole O). L’écriture f(z) =
o(g(x)) pour z — a signifie que f est négligeable devant g au voisinage de a, c.-a-d. que
lim £ = 0.

T—a
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d’évaluer 'impact global que peut avoir la quantification sur le systeme bou-
clé.

On étudiera donc, dans cette partie, la sensibilité de la fonction de transfert
de la boucle fermée vis-a-vis des coefficients mis en jeu dans la réalisation
numérique, que 'on supposera, naturellement, exprimée sous la forme im-
plicite spécialisée.

On considere donc un systéme P, de dimension n,, avec p entrées et m;
sorties, régi par I’équation d’état

Xpk+1) = A,X,(k)+ ByU(k) (4.59)
Y(k) = CpXp(k) '
Ce systéeme est controlé par un régulateur C de réalisation R := (J, K,

L, M, N, P, Q, R, 5), selon la figure 4.2, de dimension (I,m,n,p), avec
m = mi+ ma.
Si nécessaire, on peut découper les matrices N, () et S en Ny, No, Q1, Q2, 51

Y (k
= (h
U(k) my
C Ye(k)

Fi1G. 4.2 — Le systeme bouclé

et S si 'on veut différencier les entrées Y et Y, (la consigne) du régulateur
a deux degrés de libertés.

On retrouve comme cas particulier le schéma classiquement utilisé dans la
plupart des articles sur I'implémentation en précision finie ([52], [1 18], [107]
par exemple, cf. figure 4.3), en posant No = 0, Q2 = 0 et So = I. Nous
avons choisi d’inclure I'addition de la consigne avec la sortie du régulateur
dans le régulateur afin, éventuellement, d’en tenir compte dans 'effet de la
quantification, et pour obtenir une forme aussi générale que possible.

Y. (k) oYW

R

F1G. 4.3 — Le systeme bouclé vu dans [52, , ]
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Le systéme bouclé équivalent a pour fonction de transfert H :
H(z) 2 C (2Ipn, — A) ' B VzeC (4.60)

avec A € Rvtnp)x(ntnp) - B ¢ Rvtnp)xms G ¢ Rrax(ntng) O ¢ R et
I € R™*™2 définies par

Aé(“‘p*B%’DCP Bf) BA(B%?I> C2(c, 0)  (461)
p

G, 2 (%ﬁ) 2 (i) (4.62)

(les matrices A, B, C, D sont celles associées & R et définies aux équations
(3.8) a (3.11)).

avec

4.3.2 Expression de la sensibilité

La mesure de sensibilité de la fonction de transfert en boucle fermée
s’écrit, par analogie avec la définition 4.8 :

Définition 4.10 (Mesure de sensibilité en boucle fermée)
On considére le systéme en boucle fermée défini a la figure 4.2. La mesure
de sensibilité de la fonction de transfert en boucle fermée est définie par

2

_ §H
w
ML2 é ﬁ X WZ h (463)
ou encore B 9
. 6H
MPY 2 ||=2 x Wy x 1z (4.64)
> |6z »

si les coefficients de Z sont représentés en virgule flottante.

Le théoreme suivant, original, donne ’expression de la sensibilité de H :

Théoréme 4.8
La sensibilité de la fonction de transfert en boucle fermée est donnée par

OH o o _
87 = (HlMl) ® (MQHQ + Mg) (4.65)
avec Hy et Hy deux matrices de transfert (ainsi dénommées par analogie

a Hy et Hy définies au théoréme 4.6) définies par

- (4.66)

B (4.67)

H: z— C (zIn+np — fl)
-1

Hy: z+— (zIn+np — fl)
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et My € Rvtnp)x(4ntp) -y, e RUAn+m)x(ntnp) o Np, e RUAR+mM)* (m2)
définies par
v B,LJ™' 0 B
M = ( f= I Op> (4.68)
JINC, J'M
My £ 0 I (4.69)
Cp 0
JINT
My = 0 (4.70)
I
Démonstration :
OH L O(zI -4 _
W) = (2 0) A (10 B
A —\—1\ 0B
+ (Il+n+p ®C (ZI — A) ) 87

= (Lisntp ® Hi(2)) (g; (Iignim ® Ha(2)) + gg) (4.71)

Enfin, la proposition B.3, présente a 'annexe B, permet de montrer que

0A _ _
— = M; ® My et

57 5, = M ® My (4.72)

|
Comme pour la mesure MEQ/, ‘;—g s’obtient grace a la proposition 4.7 et
au théoreme 4.8.

4.4 Mesure de stabilité

4.4.1 Historique

En complément des mesures de sensibilité de fonction de transfert ini-
tiées par V. Tavsanoglu et L. Thiele [100], d’autres mesures d’évaluation de
la dégradation due a la représentation en précision finie des coefficients ont
été développées : le déplacement induit des poles de la fonction de trans-
fert est tout particulierement étudié. Ceci est du au fait que les poles sont
non seulement des indicateurs structurants du systeme mais caractérisent
également la stabilité.
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Dans [95], une premiere mesure de sensibilité des valeurs propres (Ax); <<,
de A par rapport aux coeflicients de A est énoncée :

n

\I/péz

k=1

o |17

a1 (4.73)

F

La sensibilité des poles d’un systeme est reprise ensuite, dans des mesures
relatives a la stabilité d’un systéme en boucle fermée [105] : en effet, si I'on
considere un systeme controlé par un régulateur, la position des poles du
systeme en boucle fermée vis-a-vis du cercle unité nous indique la stabilité
du systeme rebouclé.

Une modification des parameétres de la réalisation, par exemple par quan-
tification, entraine alors un déplacement des poéles, parfois au dela de la
stabilité. L’exemple numérique exhibé dans [34, , ] est un régulateur
fragile [57] tres sensible a la quantification : pour une réalisation sous forme
canonique, une représentation (virgule fixe) avec plus de 20 bits est néces-
saire pour que le systeme bouclé reste stable.

Cet exemple montre donc la nécessité de disposer d’une mesure permettant
d’exprimer la sensibilité des poles en boucle fermée vis-a-vis des coefficients
en jeu ainsi qu'une évaluation du nombre de bits minimum nécessaires pour
coder/représenter les coefficients d’une réalisation sans perdre la stabilité.

4.4.2 Mesure de stabilité

On considere dans cette section le méme systeme bouclé qu’au para-
graphe 4.3 : un systeme P décrit par les matrices systemes (A, By, Cp) et
régulé par le contrdleur de réalisation R := (J, K, L, M, N, P,Q, R, S) (figure
4.4).

Y(k

[ (k)
U(k) my

c Ye(k)

Fi1G. 4.4 — Le systeme bouclé

On note de nouveau (A, B, C) les matrices d’état du systeme bouclé, et
O‘k)lgkgn les valeurs propres de A (les poles du systeme bouclé).

Nous avons vu au chapitre 3.4.4 que les coefficient de Z sont perturbés
et modifiés en Z + ry x A.
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La mesure de stabilité, qui indique la quantification maximum qu’il est pos-
sible d’accepter sans perdre la stabilité du systeme en boucle fermée, est
définie par :

Définition 4.11

po(Z) £ inf {||Al|,,../ le systéme paramétré par Z +rz x A soit instable}

max

Si on note A\i(Z) les valeurs propres de A (fonction de Z), alors
po(Z) = f {||A]| pax / Me(Z+7rz xA)>1, V1I<k<n+ny} (4.74)

On remarquera que si A est tel que [|A| .. < po(Z), alors A(Z + 17 x A)
est stable!'!.

Cette mesure n’est malheureusement pas facilement évaluable (voir [115]),
et il nous faut donc trouver une mesure approchante. On se propose, en
supposant que 'erreur paramétrique amenée par la quantification est faible,
d’écrire pour tout k le développement limité au 1°° ordre :

a|A
M+ x A) = el2) = 0 80y G| oAl (0T
i B3 1A=0
avec, comme au paragraphe 4.2.3
o[ _ ol
— 4.
oA Ao 97 X Tz ( 76)

On peut alors majorer la perturbation sur le k° pole par

O\
M (Z 472 X A)] = [M(2)]] < N1A| o Ml sy (4.77)
0z s
ol ||.||g est une norme 1 matricielle'” définie par :
IXIls =) 1 X1 (4.78)
,J
On introduit alors la mesure suivante
1 — [
pi(Z) £  min (4.79)
1<k || el o TZHS

¢ a.d le systéme bouclé paramétré par Z +rz x A est stable.

12 R . . ..
Au méme titre que la norme de Frobenius est une norme 2 matricielle.
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qui permet d’écrire

1Al < 11(2) = |(Z +712 x D) = [M(2)]] <1~ M| (4.80)
= |M(Z4+rzxA)<1 (4.81)
= A(Z +1rz x A) est stable (4.82)

Autrement dit, pour une réalisation R := (Z), le systéme en boucle fer-

mée peut tolérer une perturbation paramétrique A due a la précision finie,
dont la norme |||, est inférieure & p11(Z). Ainsi, plus p1(Z) est élevé et
plus le systeme en boucle fermée peut tolérer des erreurs paramétriques éle-
vées sans devenir instable. Cette mesure, relative a la stabilité est donc bien
un indicateur du degré de résilience d’une réalisation vis-a-vis de ’opération
de quantification.
Cette mesure a été développée successivement et enrichie par G. Li, J. Wu,
S. Chen, R. Istepanian, J. Whidborne, J. Chu, etc. et étendue ici a la forme
implicite spécialisée (les calculs sont écrits sous une forme compacte grace
a la matrice Z cf. [11]). Plusieurs formes de cette mesure ont été successi-
vement exposées, les premieres ne prennent pas en compte la pondération
W présente ici dans le terme r, d’autres évaluent la sensibilité des valeurs
propres % au lieu de la sensibilité du module des valeurs propres 8(!;‘;‘,
d’autres encore utilisent I'inégalité de Cauchy pour majorer I’écart sur le k°
pole, ce qui induit une mesure o définie par

1—|A
pa(2) = _min 8|L d (4.83)
LS |1 g | Sl
La proposition 4.11 montrera que
O Akl O\ (4.84)
0Z; ;| ~ |0Z;; ‘

et que, donc, les mesures utilisant la sensibilité du module des valeurs propres
sont moins conservatives que celles sans le module. [119] montre aussi que
ces mesures peuvent nécessiter un effort de calcul moindre.

De ces deux mesures utilisées, on définit ici la mesure de stabilité suivante :

Définition 4.12 (Mesure de stabilité)
On considére le systéme en boucle fermée défini a la figure 4.2. La mesure
de stabilité du systéeme en boucle fermée est définie par

w(Z) = max (11 (Z), p2(2)) (4.85)
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ou

: 1 — Al

ue(Z) = _juin o] (4.86)
k<t Wy llp | % x|,
, 1 — Al

Z —_— 4.87
Ml( ) lgknglig_np agzk\ <y ) ( )

S

La section 4.4.6 relie ces mesures au nombre de bits minimum, suivant
la représentation choisie, nécessaire pour assurer la stabilité.

4.4.3 Expression de la mesure de sensibilité

Le calcul de p1 ou po nécessite I’évaluation de 8{'5}’“' que l'on obtient grace

aux lemmes et propositions suivantes :

Lemme 4.9
On considére une fonction f : R™*"™ — C différentiable et deux matrices
M € R™¥" et X € RPXL,
On considére aussi My, My et My des matrices constantes (vis-a-vis de X )
de dimensions appropriées. On a les résultats suivants

- 51t M = My + M1 X Ma, alors

of (M) TOf(M)

AT T
e = M S5, (4.88)
~ Si M = My + M X' M,, alors
of(M) _ T OF(M) 1y T
o = (M X7 oM (X' My) (4.89)
Démonstration :
On trouvera la démonstration dans [69] et [52]. ]

Remarque : ce lemme est a rapprocher du lemme 4.5 permettant de calculer

e OH
la sensibilité 57

Théoréme 4.10
La sensibilité du module des poles en boucle fermée vis-a-vis de Z est

donnée par
6’)\k| 7—|—(9’)\k| T
=M =M 4.
YA L pa 72 (4.90)
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définies par

ou les matrices M; € RMm+nmp)x(tntp) op N, ¢ RUFRTmM)X(n4np) gony

s (B,LJ7' 0 B,
My (KJl I, 0
JINC, J'M

My, £ 0 I,
Cy 0

Ces matrices sont évidemment celles introduites a la proposition B.3 sur
la sensibilité de la fonction de transfert en boucle fermée.

(4.91)

(4.92)

Démonstration :

On applique le lemme 4.9 sur les équations (B.16) & (B.24) (qui servent &
démontrer le théoreme 4.8 et dont la démonstration complete est a ’annexe
B), ce qui donne les sensibilités de |A\g| par rapport a J, K, L, M, N, P, Q,

R, S:

0| Al
0K
0| A
oL
0| Al
oM
0 |\
ON
0| Al
OP

0| Akl
0Q
0| A
OR
0| \gl
oS
0| A
oJ

.
o 0 6|/\k| _1 ~ _1 T
- <In) 5 (J7INC, J M)
T

B, 8’)\k| _ ~ _ T
= <0p> 51 (JTING, JTIM)
_ BPLjil Ta|)‘k| (0 I)T
-\ KJT! 0A 8

B,LJ-™N\ " 0\l - T
- (Ip(J1> o1 (G 0)
(i) %

-
0\ Ol T
In> (0

0
_ T
(B O e, sy

0A

On regroupe cela grace a 1’équation (4.22).

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)



tel-00086926, version 1 - 20 Jul 2006

4.4. MESURE DE STABILITE 147

Remarque 1 : Bien que 'on puisse écrire
q q p

A= <f(1)p 8) + My Z My (4.102)

M, et M sont eux méme fonction de Z et I’on ne peut appliquer le lemme
4.9 sur cette relation.

Remarque 2 : on remarquera aussi que 6(';‘2’6‘ ne dépend pas du choix de la
réalisation (A,, By, Cp).

Ol k|

Finalement, le calcul de =53 se fait grace a la proposition suivante :

Proposition 4.11

Soit M € R™™ une matrice diagonalisable. On note ()‘k)lgkgn ses valeurs
propres et (xk)1<k<n les vecteurs propres a droite correspondants.

En notant

M, 2 (ZEl.Z‘Q .. :Un) (4.103)
et
My = (yiy2...yn) = M7 (4.104)
on a alorsVk, 1<k<n:
O, .
0L vix) (4.105)
9| Ak 1 O
= —Rel|\—=—— 4.106
oM el A\ s (4.106)

ot .* est l'opérateur conjugué, Re(.) la partie réelle et H Dopérateur de

transconjugué.

Démonstration :
On trouvera la démonstration dans [31] et [1 18] ]

4.4.4 Cas particuliers

On peut facilement retrouver comme cas particulier les mesures de sen-
sibilités de la littérature obtenues dans le cas de g-structurations et de o-
structurations [117].

En partitionnant Bgf‘, qui est de taille (n + n,) X (n + np) de la maniere
suivante
Okl _ (o B
o= 4.107
0A Vi Ok ( )

avec ap € R™*" 3 € R"*" ~p € R™ " et 6, € R "™, on peut écrire :
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— Dans le cas de la g-structuration (cf. 3.2.1) :

a1 : .
(‘9 Z’“’ = 0y, wC,y. (4.108)
By B By axC)
et
9| Ak 2 2 ik Ta l? T AT
0z Wz F = l6ell + H%Op HF + HBP ﬁkHF + HBP rCy HF

— Pour une d-structuration (cf. 3.2.3.1) :

AvCl Bl + AGLAL A6, Ay C)

0| Ak ~ >
o7 = | WGy By +eeAl 0 wGy | (4109)
et
8|>\k| 2 9 9 9 ~T 2 T 2 T -7 2
Wal|, = & el a2 onCy [ |y | B n
0z * i 10kl +A7 || 7%Cy By Be|| || By axCy ||
Ces deux résultats sont conformes & ceux de [117] qui comparent la mesure

de stabilité pour des réalisations en ¢ et en J.
On remarquera aussi que le parametre A qui intervient dans la réalisation
en ¢ est supposé, dans tous les travaux précédents sur cet opérateur ([17, 19,
, 70,77, 97, ]), comme implémenté exactement : jamais la sensibilité de
la fonction de transfert ou des poles vis-a-vis de ce parametre A n’est étudié.
Il est possible ici de le prendre en compte, car la sensibilité exprimée par ce
parametre nous est donnée par 8(.';}?‘ qui vaut %C'; B; + HkAéT. Toutefois,
ce parametre pouvant étre choisi (on ne le prend pas nécessairement égal
a la période d’échantillonnage), on s’arrangera, en pratique, pour choisir
une valeur représentable exactement en précision finie (clasiquement une
puissance de 2).

4.4.5 Exemple académique

Pour appliquer ces mesures de stabilité, nous reprenons ’exemple que I.
Njabeleke et J. Whidborne!? [54, , 1 18] exhibent. Il s’agit d’un régulateur
SISO de machine hydraulique, obtenu par discrétisation d’un régulateur Ho
optimal.

Le systeme discret est donné par

9.9988e—1 1.9432e—5 5.9320e—5 —6.2286e—5
—4.9631le—7 2.3577e—2 2.3709e—5 2.3672e—5
—1.5151e—3 2.3709e—2 2.375le—5 2.3898e—5
1.5908e—3 2.3672e—2 2.3898e—5 2.3667e—5

A, = (4.110)

3Nous remercions James Whidborne de nous avoir fourni le source définissant le systéme
et le régulateur avec la précision suffisante.
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3.0504¢—3 1\
—1.2373e—2 0
By = —1.2375e—2 Cp = 0 (4.111)
—8.8703e—2 0
Le régulateur est donné ici par une réalisation canonique
”””””” 0 00—3307e—110
7 1 0 0 1.987e+0 § 0 0
0= 0 1 0 —3.982e+0 0 0
0 0 1 3.325e+0 0 0

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

—1 61le—3 —1.600e—3 —1.589e—3 —1.577e—3:—-8.084e—4 1

On notera que la précision de I'affichage des coefficients n’est pas suffisante
ici pour définir le systeme : on le verra, la stabilité du systeme peut étre tres
vite compromise par les quantifications des coefficients de Zj.

Les poles du systeme boucle fermée sont

A = 9.9956e—01 + 2.6126e—04i (4.112)
X2 = 9.9956e—01 — 2.6126e—04i (4.113)
A3 = 9.9956e—01 (4.114)
A = 9.9333¢—01 (4.115)
A5 = 3.3333¢—01 (4.116)
e = 2.3625¢—02 (4.117)
A7 = 9.7531le—19 (4.118)
As = —3.8735¢—09 (4.119)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

| —1.747e+5  8.749e4+5 —1.228¢+6 5.282e+5 | —4.439¢e—4 0

Ol _ | {-1.718e+5 8.604e+5 —1.208¢+6 5.194e+5 | —4.402e—4 0
0Z Zof 171.689€+5 8.460e+5 —1.188¢+6 5.107e+5 174.365674 0
! —1.66le+5 8.317e+5 —1.168¢+6 5.021le+5 | —4.329e—4 0

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

1—1.747e+5 8.749e+5 —1.228e+6 5.282e+5 1—4.4396—4 0
92| . 1—1.71864-5 8.604e+5 —1.208e+6 5.194e+5 1—4.4026—4 0
0Z g, B %71.68964’5 8.460e+5 —1.188e+6 5.107e+5 %74.3656*4 0
i —1.66le+5 8.317e+5 —1.168e+6 5.021le+5 | —4.329e—4 0

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

! 1.780e+6 —8.913e+6 1.25le+7 —5.380e+6: 2.158¢—3 0

140n donne la sensibilité pour tous les coefficients, en exhibant en gras les coefficients
dont il faut tenir compte.
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'
'
I
U e
'
'
'
'
'

| 3.63le+5 —1.818¢+6 2.553¢+6 —1.098e+6; 9.04le—5 0
OAsl| _ | | 357245 —1.789e+6 2.51le+6 —1.080e+6; 8.894e—5 0
9Z |z, | | 3.514e+5 —1.760e+6 2470e+6 —1.062e+6! 8.748¢—5 0
i 3456et5  —1.730ef6  2.429e46  —1.044e+6; 8.603c—5 0
| —3.566e+6 1.786e+7 —2.507et7 1.078e+7 | —8.879e—4 0
[ -1.363e14 681844 —0.549¢+4 4.095e+4 | 7.97de—4 0
O\al| | i-1.353e+4 6.76Tet4 —9.478e+4 4.064e+4 | 7.9l4e—4 0
0Z |z, | -1.343e+4 6.717e+4 —9.408e+4 4.034e+4 | T.856e—4 0
(71333e4d 6.667et4  —9.338e+4  4.004etd | T.79Te—4 O

! 6.366e+3 —3.184e+4 4.459e+4 —1.912e+4:-3.723e—4 0

On peut remarquer que celles-ci sont particulierement élevées (surtout
pour \3), et qu’elles sont égales pour les poles complexes conjugués.
On peut observer la valeur de sensibilité pour chaque pole

1.4409¢—11
1.4409e—11
7.1128¢—12
1— | Agl | 2.5273e-8
1.2859¢—1
1.2732¢+5
5.6213¢43
6.5386¢+3

(4.120)
k|
0z

X WZ
Zo

S/ 1<k<n+ny

le minimum étant atteint pour Az (ce pole-la est donc celui qui amenera,
potentiellement, en premier, a l'instabilité).
Ceci nous donne les mesures (la représentation virgule fixe est considérée)

p1(Zo) = 7.1128¢ — 12 112(Zo) = 4.4392¢ — 12 (4.121)

ce qui est conforme aux résultats de [113].

Nous pouvons aussi appliquer cette mesure sur une autre réalisation,
par exemple une forme en § (le chapitre 5 nous permettra d’appliquer cette
mesure sur beaucoup d’autres réalisations, bien plus intéressantes que celles-
ci).

On fixe A = 273, et on considére la réalisation canonique

-1 0 0 O §—5.396e+0 —3.357e—1 —1.209e-3 —9.685e—9§ 1

0 -1 0 1 0 0 0 § 0

0 0 -1 0 1 0 0 § 0

0.0 0 i 0 000
Zi=| A 0 0 0] 1 0 0 0 | 0

0 A 0 © § 0 1 0 0 § 0

0 0 A 0 0 0 1 0 § 0

0.0 0 AL 0 0 0l 0

[e=]
[en]
[e=]
[e=]
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Dans ce cas, la sensibilité est plus faible

4.2680e+0
4.3051e—4
3.0519¢—7
1— Al | 3.0519e—7
1.5047e—7
3.1537e+6
4.2685¢+24
1.4672e+5

(4.122)
O| Ak
0z

XWZ

Z1

S/ 1<k<n+ny

Cette fois, le minimum est atteint pour £ = 5, bien que A5 ne soit pas le pole
le plus proche de 1 (mais c’est le pole dont le rapport distance de I'unité /
sensibilité est le plus petit).

On obtient les mesures

11(Zo) = 1.5047¢ — 07 112(Zo) = 5.5171e — 08 (4.123)

4.4.6 Nombre de bits pour la précision

Nous avons vu (équation (4.80)) que

AL < (2) = A(Z + 17 x A) est stable (4.124)

max

et que ’écart de précision engendré par la quantification de Z vérifie (cf.
(3.96))

1A < 27D (4.125)

max

ol 3, est le nombre de bits de précision du format de représentation (5, = ¢
pour la virgule fixe, et 8, = (3, pour la virgule flottante). On pourra donc
estimer le nombre de bits de précision (3, minimum nécessaire pour assurer
la stabilité du systeme bouclé par

By & — [logy p(Z)] (4.126)

Appliqué aux réalisations de I'exemple précédent, ceci donne

L Réalisation L virgule fixe L virgule flottante L virgule flottante par bloc ‘

Zy 38 36 37
A 23 6 22

TAB. 4.5 — Nombre de bits minimum selon le format

On pourra se reporter & [120] pour la comparaison des nombres de bits
nécessaires dans les différents cas.
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4.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de présenter dans le détail différents criteres
d’évaluation de la dégradation due a I'implémentation en précision finie.
Développés pour 'occasion ou simplement généralisés, a partir de ceux éla-
borés dans le cadre de travaux précurseurs (Gevers, Williamson, Wu, etc.)
au cas de la forme implicite spécialisée, ces criteres permettent d’évaluer la
sensibilité de la relation entrées/sorties vis-a-vis des coefficients ou encore
la sensibilité des poles et la distance a l’instabilité. Criteres pondérés ou
non, en boucle ouverte ou boucle fermée dans le cas de régulateurs ont été
distingués.

S’appliquant a la forme implicite, ces criteres sont d’une portée plus gé-
nérale que précédemment et ne nécessite pas de développements différentiés
comme c’était le cas jusqu’a présent pour les réalisations en ¢, §, retour
d’état-observateur, etc.
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CHAPITRE

Synthese de réalisations

Résumé :
0US avons présenté, au chapitre précédent, des mesures permettant
d’évaluer I'impact du processus de quantification sur une réalisa-
tion donnée. Ce chapitre va nous permettre de déterminer, pour une
loi initiale de référence, un ensemble de réalisations équivalentes afin
de pouvoir choisir, parmi elles, la mieux appropriée en vue de I'implé-
mentation. En particulier, le probleme de l'optimisation consistant a
rechercher la meilleure réalisation en terme de résilience, sera détaillé et
illustré de maniere pratique. Différentes hypotheses seront envisagées :
optimisation sur une classe d’équivalence restreinte en terme d’ordre ou
de structure, différents criteres, etc.
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5.1 Reéalisations optimales

On considere ici une loi LTI que l'on cherche & implémenter. Celle-ci
pourra étre donnée sous la forme d’une matrice de transfert H ou d’une
réalisation spécifique Ryp.

Le probleme de synthese de réalisation optimale consiste a trouver, parmi
les réalisations équivalentes a Ry (toutes les réalisations associées a la méme
matrice de transfert H), celles qui optimisent un critéere donné noté . Ce
critére peut étre un de ceux exprimés au chapitre 4 (le critere de cout de
calcul ne sera pas considéré ici comme un critere retenu dans la recherche
de réalisations optimales, car assez peu discriminatoire. Une solution pour
prendre en compte ce parametre important sera présentée — mais pas déve-
loppée — au paragraphe 5.4.3).

On supposera par la suite que ce critere J est & minimiser (dans le cas de
la mesure de stabilité — qui est un critére a maximiser, cf. section 4.4, on
considérera son inverse).
Ce probleme s’écrit donc

Probléme 5.1 (Recherche d’une réalisation optimale)

Ropt = arg min J(R) (5.1)
ReEXy
ou Xy est Uensemble des réalisations sous forme implicite spécialisée de
transfert H (cf. définition 3.3).

Le choix de la forme implicite spécialisée permet d’accroitre considéra-
blement la taille de cet ensemble. Avantage indéniable en ce qu’il augmente
fortement les chances de trouver une réalisation support d’une implémenta-
tion efficace (bonne résilience, faible cofit), ce choix complique cependant la
résolution du probleme d’optimisation.

On se restreindra, en pratique, & un sous-ensemble de Zg. Dans la plupart
des cas, on s’imposera de chercher parmi des réalisations de dimension maxi-
male fixée (pas nécessairement 'ordre de matrice de transfert) ou encore en
privilégiant certaines structures.

On considére ainsi une structuration .. On pourra trouver une solution
sous-optimale du probleme de synthese en considérant le probleme de syn-
these de réalisation structurée optimale suivant :

Probleme 5.2 (Recherche d’une réalisation sous-optimale)
R%t = arg min J(R) (5.2)
ReRF

ot %[{ est l'ensemble des réalisations structurées selon ./ et ayant H pour
transfert entrées/sorties (cf. définition 3.5).
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La problématique repose donc sur la description de ,@flﬂ et sur les pos-
sibilités de parcourir cet ensemble. La description des classes d’équivalences
de la section 3.3 va donc étre appliquée ici, pour divers cas.

Nous opérons une distinction selon que %ﬁ est fini ou non.

5.2 Cas ou %, est fini

On traitera ici trois exemples simples pour lesquels, selon la structura-
tion choisie, il n’existe qu'un nombre fini de réalisations équivalentes a la
réalisation Ry de référence.

5.2.1 Deécomposition en cascade

Comme décrit au paragraphe 2.1.8.1, nous considérerons une loi SISO
décomposée en produit de systemes du second ordre (pour simplifier le pro-
pos, mais sans perte de généralité, on supposera 'ordre n du systéeme pair,
et les numérateurs et dénominateurs de dimensions égales) :

H(z) =K || Hj(z) VzeC (5.3)

.
Il SIE]
—_

ou chaque systeme H; est du 2nd ordre.

En nommant (p;);¢;<, €t (gi);<;<, les poles et zéros de H, le choix
du découpage revient a choisir deux poéles et deux zéros parmi (pi)lgz‘gn et
(gi)q <i<n DOUr chaque systeme Hj, sans séparer les poles et zéros complexes
conjugués.

Chaque fonction de transfert H; s’écrira donc

(2 = Por (i) (2 = Poni))
Hj Z) = 54
) (2 = 4p) (2 = 4o 0) o4

ot o1, 02, p1 ,p2 sont des fonctions de découpage [1; 5] — [1;n] qui vérifient :

or (1 51) o (11 1) =5 <
(1f]])u@([[1, 1) = [:n] (
pr (11:51) oz (11 51) = (
pl([[l;gu)wz([[ 51) = [Lin] (5
(

)

9.5

ot
=)

b
N

\31\3\31\3\31\3\
I
Q

o0

Sl po, (;) est complexe, alors pg, () = Doy (5) 5.9

si g, (;) est complexe, alors q,, ;) = Gp,(j) (5.10

)
)
)
)
)
)
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(les valeurs de o; et o9 sont disjointes; leur réunion forme ’ensemble des
indices [1;n] et les complexes conjugués sont associés dans la méme paire).
Ainsi constituées, les lois de découpage définissent les sous-systemes (M), <<n
Notons que ce découpage distingue la mise en cascade de H; et Hy de la
mise en cascade de Ho et Hi. Les fonctions de découpage peuvent amener

a deux systemes ou les poles et zéros sont regroupés de la méme maniere,
mais dans un ordre différent.

On pourra montrer que si (pz‘)lgign (respectivement (Qi)lgign) ne pos-
sede aucune valeur complexe, alors il existe

n!
" 5.11

. (1)
fonctions de découpage (01, 02) (resp. (p1, p2)) vérifiant les propriétés (5.5) a
(5.10) . Enfin, si on a m poles (respectivement zéros) complexes conjugués,
on peut montrer qu’il existe alors

(n—m)! 5%)! (5.12)

fonctions de découpages possibles.
Pour avoir un ordre de grandeur, le tableau 5.1 donne quelques valeurs.

m
10 8 6 4 2 0
10 | 120 | 120 | 360 | 1800 | 12600 | 113400

8 | x | 24 | 24 | 72 | 360 | 2520
" Tx | x| 6 6 18 90
4 X X X 2 2 6

TAB. 5.1 — Quelques valeurs du nombre de découpage possibles

Enfin, puisqu’il faut deux fonctions de découpage (une pour les zéros,
une pour les poles), il y a donc

(%)' (n—mp)l(n —mg)!
mp+mgq (513)
2 (e (),
possibilités (en notant m, le nombre de poles complexes conjugués et my le

nombre de zéros complexes conjugués). En pratique, il devient impossible
d’examiner toutes les décompositions lorsque n —m > 10.

'En effet, il y a @ possibilités pour choisir une paire (o1(1), 02(1)) d’indices parmi
(n—2)(n—3)
2

n. Il y a ensuite possibilités pour choisir (1(2), 02(2)), etc.
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Enfin, on choisira, par exemple?, pour réalisation de chaque fonction

de transfert élémentaire Hj, une réalisation sous forme équilibrée (le para-
graphe 4.2.3 ayant montré que les formes équilibrées présentaient une bonne
sensibilité paramétrique).
Pour chaque fonction de découpage o1, o3, p1, p2 choisie, il nous est possible
de construire la réalisation équivalente notée Ry, gy,p1,0, (sOus forme impli-
cite spécialisée) : la mise en cascade est donnée au paragraphe 3.2.4, et les
réalisations équilibrées aux sections 3.2.1 et 2.1.2.

En choisissant, par exemple, la mesure de sensibilité paramétrique MEZ
comme critere d’évaluation, le probléme de synthese de réalisation structurée
en cascade s’écrit

Ropt = arg min MEZ (Rgl’@,phm) (5.14)
701,02,P1,pP2
On considére I'exemple suivant (cf. [31]) :
441 340.10162% 4 0.04 .02
H(z):Z +1.07062z° + 0.10162* + 0.0460z + 0.0230 (5.15)
z4 —2.900323 + 3.383722 — 1.8938% + 0.4199
Les poles et zéros de H sont
p1 = —0.9913 g1 = 0.6585+ 0.5061:
pe = 0.1026 4+ 0.2663¢ g2 = 0.6585 —0.50617 (5.16)
p3 = 0.1026 — 0.2663: g3 = 0.9254 ’
py = —0.2846 g = 0.6579
Suivant les regles (5.5) a (5.10), les décompositions possibles sont :
Gl(Z) — (Z_pl)(z_p4) . (Z_pQ)(Z_p3) (517)
(z—q)(z—q2) (2—q3)(z — q)
GQ(Z) _ (Z _pl)(z _p4) . (Z _pQ)(Z _p3) (518)
(z—a@3)(z—q) (z—q1)(z — @)
Gg(Z) — (Z _pQ)(Z _p3) . (Z _pl)(z _p4) (519)
(z—q)(z—q2) (2—q3)(z — q)
G4(Z) — (Z —pQ)(Z _p3) . (Z —pl)(z _p4) (520)
(z—@)(z—q) (z—q1)(z— @)
ce qui correspond aux réalisations Z; a Zy :
,,,,,,, -1 i-175628 070116 O 0 ¢ 1
0 0.67325 0.50631 0 0 1—1.75628
7 0 1—0.50631 0.64374 0 0 1—0.70116
17| —1.42306; 0 0  0.94258 0.06995 0
—0.80443: o 0 - —0.06995 0.64069: 0
1 : 0 0 —1.42306 0.80443: 0

21] est tout & fait possible, encore une fois, de choisir une autre forme de réalisation :
une forme directe, réalisation en §, etc.
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,,,,,,, -1 [-237002 1.66067 O O i 1
0094757 0.08014 0 0 i-2.37002
Zy - 0  i-0.08014 0.63570 0 0 {-1.66067
~-1.07059. 0 0  0.59147 051052 0
-0.18559; O 0 ~051052 0.72552; 0
1 0 0 -1.07059 0185591 0
—~1  {-1.07059 0.18559 0 0 1
”””” 0 1059147 051052 0 0 [—1.07059
Zs 0 i-0.51052 0.72552 0 0 {-0.18559
—2.37002) 0 0 094757 0.08014; 0
—-166067; 0 ! 0 .-0.08014 0.63570; 0
1 0 0 -2.37002 1.66067 0
,,,,,,, -1 17142306 080443 O O i 1
0 70.94258 0.06995 0 0 i=1.42306
Zi— 0  i-0.06995 0.64069 0 0 {-0.80443
~-1.75628, 0 0 067325 050631 0
—o070116; O 0 050631 0.64374! 0
70 0 -1.75628 0.70116] 0

Bien qu’équivalentes, ces réalisations présentent une mesure MZZ diffé-
rente, que nous présentons au tableau 5.2.

L Réalisation L MXZ
Z1 2.4250e + 05
Z9 2.6920e + 05
Z3 2.6920e + 05
Zy 2.4250e + 05

TAB. 5.2 — Mesure de sensibilité pour les quatre réalisations étudiées

On remarque tout d’abord que, bien que 'ordre de grandeur de la mesure
de sensibilité soit le méme pour les quatre réalisations, Z; et Z, possedent
une plus faible sensibilité que Zs et Z3. Ensuite, les réalisations 77, Z4 et
Zsy, Zs3 possédent la méme sensibilité : on peut montrer sans difficultés (a
partir des expressions des sensibilités et de I’expression (3.50)) que 'ordre
de la mise en cascade n’a pas d’incidence sur la sensibilité paramétrique (par
contre, 'ordre aura un impact trés important sur le bruit de quantification).
Il est ainsi possible de choisir le découpage en cascade qui propose la meilleure
valeur d’un critere de résilience en précision finie.

L’exemple du paragraphe 5.5 nous montrera qu’avec une réalisation d’ordre
plus élevé, les différentes réalisations cascade peuvent présenter des sensibi-
lités bien différentes.

Une décomposition en parallele peut également étre considérée. Ces ap-
proches de décomposition peuvent amener a une méthodologie d’implémen-
tation a base de bibliotheque de blocs élémentaires optimisés que ’on as-
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semblerait. Cette voie est une perspective qui mériterait d’étre explorée,
pour répondre & certains besoins exprimés dans le domaine automobile et
aéronautique.

5.2.2 Retour d’état / Observateur

Il peut étre intéressant, pour diverses raisons déja évoquées au para-

graphe 2.1.3 dont nous reprenons les notations, de mettre en ceuvre un ré-
gulateur sous forme retour d’état / observateur.
Cette mise en forme revient a résoudre une équation de Riccati généralisée
[1, 64]. L'utilisateur a alors besoin de répartir les poles de la boucle fer-
mée dans deux sous-espaces différents qui sont le sous-espace d’observation
(Ap — K,C)p) et le sous-espace de commande (A, — B,K.) (dans le cas ot I'on
cherche & obtenir une forme retour d’état / observateur de dimension plus
importante que 'observateur seul, il est possible d’introduire un parametre
de Youla @ : les poles supplémentaires seront placés dans le sous-espace de
Youla associé [1]). Les regles suivantes sont a respecter :

— afin de conserver les coefficients de cette représentation réels, il est

nécessaire de ne pas séparer les paires de pdles complexes conjugués;

— les poles qui ne sont pas commandables sont affectés au sous-espace

de commande ;

— les poles qui ne sont pas observables sont affectés au sous-espace d’ob-

servation.

Afin d’obtenir une seule répartition des poéles de la boucle fermée, il est
d’usage d’inter-classer les poles de la boucle fermée, selon leur indice de
commandabilité, et d’affecter les poles de la boucle fermée proches du sys-
teme en boucle ouverte au sous-espace de commande, et les poles les plus
rapides au sous-espace d’observation.

Ces dernieres recommandations sont souvent appliquées afin d’avoir unicité
de la répartition des poles, et donc de la forme retour d’état / observa-
teur. Ceci étant, certains poles ont souvent un indice de commandabilité ou
d’observabilité proche, et d’autres répartitions sont envisageables.

Ainsi, il est possible de considérer toutes les réalisations sous forme re-
tour d’état / observateur d’un régulateur donné en considérant les différentes
répartitions possibles. Celles-ci sont en nombre fini et dépendent du nombre
de poles, du nombre de poles complexes conjugués et des poles inobservables
et non commandables.

On considere & nouveau ’exemple de la section 4.4.5.

Le tableau 5.3 donne les poles de la boucle fermée, ainsi que les indices de
commandabilité.

Remarque : on notera d’abord la difficulté que présente cet exemple, qui
contient a la fois des poles tres rapides et tres lents. En pratique, on pour-
rait s’interroger sur ’origine de ce conditionnement et le moyen de I’éviter en
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L L pole L indice d’observabilité
A1 | 9.9956e—1 + 2.6126e—041 1
A2 | 9.9956e—1 — 2.6126e—041 1
A3 9.9956e—1 1
Aq 9.9333e—1 1
As 3.3333e—1 1
A6 2.3625¢—2 1.8937e—4
A7 9.7531e—19 3.6356e—13
s —3.8735e—9 1.0673e—3

TAB. 5.3 — Poles de la boucle fermée, indices d’observabilité

posant mieux le probleme ou en se contentant d’une approximation d’ordre
réduit. Telle n’est pas la question ici.

Ainsi, le pole A7 étant quasi-inobservable, et les poles A1 et Ay ne devant
pas étre séparés, il existe 15 partitionnements possibles, donnés par le ta-

bleau 5.4.

Les partionnements les plus naturels, c’est a dire ceux qui respectent les

L partitionnement L sous-espace d’observation L sous-espace de commandabilité J

1 A5, A6y A7, Ag A1, A2, A3, Ag
2 A4, A6y A7, Ag A1, A2, A3, As
3 A, A5, A7, Ag A1, A2, A3, Ag
4 A, As, A6y A7 A1, A2, A3, Ag
) A3, A6y A7, Ag A1, A2, Ad, As
6 A3, A5, A7, Ag A1, A2, A4, Ag
7 A3, A5, A6, A7 A1, A2, Ad, Ag
8 A3, Ad, A7, Ag A1, A2, As, Ag
9 A3, Ad, Ag, A7 A1, A2, As, Ag
10 A3, A, As, A7 A1s A2, A6, Ag
11 AL, A2, A7, Ag A3, A1, As, Ag
12 A1, A2, A6, A7 A3, A1, As, Ag
13 A1, A2, As, A7 A3, A1, A6, Ag
14 A1, A2, Az, A7 A3, As, A6, Ag
15 A1, A2, Az, A7 A4, A5, A6, Ag

TaAB. 5.4 — Les 15 partionnements possibles

recommandations énoncées plus haut, sont les partitionnement n°l, 2 et 5.
Le tableau 5.5 donne les mesures de stabilité respectives.
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L partionnement L "1 J partionnement L "1

1 2.9251e—8 9 3.6330e—10
2 2.5098e—7 10 1.8741e—10
3 1.9686e—8 11 2.9871e—8
4 5.9886e—9 12 6.8258¢—10
5 6.5152e—9 13 1.4803e—10
6 6.9062¢—9 14 1.2657e—10
7 3.0390e—6 15 9.4324e—10
8 5.6425¢—9

TAB. 5.5 — Mesures de stabilité pour les différents partitionnements

5.2.3 Opérateur )-modifié

On considere de nouveau ’exemple du paragraphe 5.2.1 :

24 4+ 1.07062% 4+ 0.101622 + 0.04602z + 0.0230
24 —2.900323 + 3.383722 — 1.89382 + 0.4199

H(z) = (5.21)

et on cherche a 'implémenter avec une réalisation en §, par exemple une
forme directe II. On choisit A = 7.6210e—1, ce qui donne la réalisation Zj

-1 0 0 0 —1.443e+0 —1.176e+0 —3.903e—1 —2.820e—2 1

0 —1 0 0 : 1 0 0 0 io

0 0 -1 0 0 1 0 0 10
ISR T I e U SO SO S L0

Zo = | 7.621e—1 0 0 0 1 0 0 0 Ho
0 7.621e—1 0 0 0 1 0 0 [0

0 0 7.621e—1 0 ‘ 0 0 1 0 [0
000 mezesti 0 0 0 ] L0

0 0 0 0 ! 5.210e+0 1.486e+1 1.647e+l 6.616e+0 |1

SH

La sensibilité paramétrique pondérée 5~ 2 x Wz,

0 0 0 0 !2.485e+1 3.856e+1l 1.088et+2 1.151et3:0

0 0 0 0 ; 0 0 0 0 )

0 0 0 0 0 0 0 0 ‘0

_ 0 0 0 0 0 0 0 0 ‘0

SH

—| XxWgz, = | 2.538e+1 0 0 0 0 0 0 0 ‘0
6z 4 :

0 5.104e+1 0 0 0 0 0 0 10

0 0 5.557e+1 0 0 0 0 0 10

0 0 0 4.596e+1 ! 0 0 0 0 ‘0

0 0 0 0 !1.242e+0 1.246e+0 1.772e+0 6.763e+0 |0

nous indique que la sensibilité de H au parametre A (via le parametre K)
est non négligeable, dans le cas ou 'on considére que A puisse étre modifié
par le processus de quantification.
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En effet, d’apres ’équation (4.39), g—g = H, ® Hy, et Hy est fonction de A.
On a dans ce cas MEZ = 1.8680e+5.

On s’intéresse alors a 'opérateur d-modifié défini par

—C

A

O 2 1 avec 0 < ¢ < 1 (5.22)

et présenté au paragraphe 2.1.7.2. La valeur de c¢ est susceptible de modifier
la sensibilité.
Une réalisation avec cet opérateur s’écrit

-1, As, Bs,
Z=|AL, ¢, 0 (5.23)
0 Cs. Ds.

Si 'on choisit la valeur de ¢ comme étant exactement implémentée, par
exemple comme une valeur comprise entre 27° et 1, avec un pas de 278,
on peut examiner les 256 réalisations construites, et comparer leur sensibi-
lité paramétrique. La figure 5.1 donne la sensibilité paramétrique Mg en

fonction de ¢ (pour ¢ compris entre % et 1).

Sensibilite parametrique
[e°]
T
L

0
140 160 180 200 220 240 260

Fia. 5.1 — Les différentes sensibilités paramétriques en fonction de ¢

On constate un minimum de 1.3414e+5 pour ¢ = %, différent de 1.
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Cette réalisation optimale s’écrit

-1 0 0 0 | ~4.760e+0 —1.723e+1 —1.895e+1 9.055e-1 |1

0 —1 0 0 1 0 0 0 §0

0 0 —1 0 0 1 0 0 0
OO0 U SO SO SO L0

Zopt = | 1.621e—1 0 0 0 9.180e — 01 0 0 0 10
0 1.621e—1 0 0 0 9.180e — 01 0 0 10

0 0 1.621e—1 0 0 0 9.180e — 01 0 10
00 0 Ae2eti 0 0 0 9180010

0 0 0 0 ! 2.450e+1 2.913e+2  1.397e+3  2.447et+3 |1

0 0 0 0 15.543e+1 1.459e+2 4.061e+2 1.151e+3§0

0 0 0 0 0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 0 0 0 10

sit B RSO SO RO R SO SO L
5z . XWz, | 3.240e+1 0 0 0 | 0 0 0 0 10
opk 0 3.538e+1 0 0 0 0 0 0 10

0 0 9.231e+1 0 0 0 0 0 10
900 3606etii 0 0 0 0 0

0 0 0 0 !1.045e+0 1.425e+0 2.777e+0 6.763e+0 0

Ainsi, 'opérateur §-modifié peut permettre d’obtenir une mesure de sen-
sibilité paramétrique plus faible, au prix d’un calcul supplémentaire.

5.3 Cas ol %7, est infini

Dans de nombreux cas, ’ensemble des réalisations équivalentes structu-
rées selon .¥ est infini. Nous avons vu, au chapitre 3.3, qu’il était possible
de formaliser les classes d’équivalence de réalisations grace au Principe d’In-
clusion, afin d’expliciter, %l{ , en vue de le parcourir.

5.3.1 Similarité sur 7

Nous avons mentionné, a la proposition 3.7 qu’il était possible de caracté-
riser un sous-ensemble de réalisations équivalentes a partir d’une réalisation
initiale, et d’une similarité sur la matrice Z (paragraphe 3.3.3.3).

On considére donc une réalisation initiale Ry := (Zp,l,m,n,p) et Ry :=
(Z1,1,m,n,p) une réalisation équivalente a Ry telle que
VARSI VAL (5.24)
avec
Y w
T = Ut et T = U (5.25)
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Le résultat suivant permet de faciliter les calculs des mesures du chapitre
4.en reliant entre elles les différentes sensibilités :

Proposition 5.3

On considere les réalisations Ry = (Zo,l,m,n,p) et Ry := (Z1,l,m,n,p)
reliées par 'équation (5.24). En reprenant les notations des théorémes 4.6,
4.8 et 4.10, on a alors

OH B T OH =
0z| (7 ®Ip>azz(72 @ In) (5.26)
1 0
oH| 1 of -
aZ, = (7 ®fp)azz(72 @ In) (5:27)
1 0
9| Akl _1 0| Ak _T
= T 5.28
82 Z 1 aZ Z 2 ( )

Démonstration :
On remarque que

(Hfi}z1 Hl’zl Ip>:(H3‘Z0 Hl}zo Ip)Tl_l

H4‘Zl ) H4‘Z0
HQ‘Zl =1y HQ‘ZO
I, I

d’ou, d’apres la proposition A.10 et I’équation (4.39)

o
0z

- (17 eh) o

; oD| _ 9D
Enfin, 11Asufﬁt de‘constater que 37 ‘ 7, = 07 ‘ Z
De la méme maniére, on remarque que

(7'2‘T ® I

N——

Z1 ZO

I,

_ _ I, _ -1
Hl}zl = Hl‘z()( ’ u) et Hﬂzl = < u) HQ‘ZO

et
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d’ou
gg Z B (HI‘ZO M1|20 Tl_l) ® (7—2_1 (M2‘Zo H2‘ZO * M3‘ZO>>
= (TfT ® ]p) (897[; Z (T{T ® Im)
0

Enfin, on notera que, les réalisations Ry et R étant équivalentes, les va-
leurs propres du systeme bouclé sont les mémes pour les deux réalisations :
)\k(ZQ) = Ak(Zl) Vk. On a aussi

Az = (M u)_lfi(Zo) (" )

d’ou T T
8])\1€| _ I, 0|>\f;| I,
0A |z u 0A |z, U
) o ol
k T k T
=T 7, 5.29
YA 2 1 EYA Z 2 ( )
grace aux relations entre ]\7[1‘Z1 et Ml}zo’ MQ‘Zl et MQ‘ZO7 et I’équation
(4.90). [

5.3.2 Recherche de 'optimalité dans le cadre de la représen-
tation classique, en ¢ ou en §

Nous nous intéresserons d’abord aux réalisations structurées selon la re-
présentation d’état classique. Il s’agit du probleme initial posé par les pre-
miers travaux sur la recherche de réalisations optimales en précision finie
(par C. Mullis et R. Roberts [32], V. Tavsanoglu et L. Thiele [100], etc.).
En considérant un systéme initial (Ao, Bg, Co, Dy), les systémes équivalents
(de méme dimension) sont décrits par (T~ A¢T, T~ By, CoT, Dy) ou T est
une matrice non singuliere.

Le probleme s’écrit

Topt = arg min J(T AT, T~ By, CoT, Do) (5.30)
T tq det(T)#0

ou J est la mesure choisie pour le probleme. Le systéme optimal est donné

par (TO;;% AOTopta T(;;%Bm COTopta DO)'

Ce probleme historique se reformule au moyen de la forme implicite spé-
cialisée en un probleme de recherche de réalisation g-structurée optimale

Ropt = arg min J(R) (5.31)
Re%’iq
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ou R € %5‘1 peut étre parcouru par une similarité sur la matrice Zy de la
réalisation g-structurée initiale Ry := (Zp,l,m,n,p) :

I I
, _ -1
,@fj”: R::(Z,l,m,n,p)\z— u ] Zo u I
P m

YU € R™™ ™ inversible

Il est également possible de considérer une structuration en 4, et de
rechercher la réalisation d-structurée optimale, au sens d’un critére choisi :

Ut U
_ -1
%}’f: R::(Z,n,m,n,p)\z_ u Zo u
I, Inm
YU € R™™ ™ inversible

De maniere généralisée, tous les problemes de réalisation structurée optimale
s’écrivent simplement grace a la forme implicite spécialisée.

5.3.2.1 Algorithme d’optimisation

Afin de résoudre ces problemes d’optimisation, et puisque le critere J
utilisé peut-étre non convexe (comme pour la mesure de stabilité), un al-
gorithme d’optimisation globale, tel que le Recuit Simulé Adapatif (ASA :
Adaptive Simulated Annealing) de L. Ingber [51, 18] a été utilisé ici, comme
dans de nombreux problémes de recherche de réalisation optimale en préci-
sion finie ([118], [19], etc.).

Sur cette base, nous avons mis en ceuvre, sous Matlab, une boite a outils®
permettant de parcourir ’ensemble des réalisations structurées équivalentes
au moyen des relations de similarité et de chercher a ’aide d’une version de
ASA pour Matlab [92] la meilleure réalisation.

En reprenant I'exemple du paragraphe 4.2.3, on obtient ainsi les réalisa-
tions RZ . et Rgpt données par :

opt
’"’6”1”7’26"’I’"1’3’”5’526’"1"1’?;’6426"’2"’2”2’666}”1’
Zl, =1 i 3403e—1 568le-1 —3.650e—1:4.375e—1
:—4.098e—2 4.117e—1 7.895e—1 :4.221e—1
1.644e—1 —3.833e—1 4.969e—1 | 0
SH "’1”586&’"1’"3 ”2’8’5’6"’1”1”5’266’"1"3”4696’"1’
— = | {3.387e—1 7.890e—1 9.017e—1:6.747e—1
07 72, 14.283e—1 9.034e—1 1.457e+0:9.166e—1
i '3.617e—1 6.775e—1 9.065e—1 0

3La boite & outils permet aussi d’utiliser la fonction fminsearch de Matlab, qui aboutit
parfois sur un optimum local.
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et
-1 0 0:-7.945e—1 6.418e—1 —2.389e—1:-9.477e—2
0 -1 0 —6.662e—1 —8.509e—1 —7.235e—1: 6.983e—1
0.0 —1:3706e—-1 7.843e—-1 —4.049e—1: 5696e—1
Z0,=105700" 1 0 0 0
0 05 0 0 1 0 0
0005 | 0 0 Lo 0
0 0 0 1-4.310e—1 —3.958e—1 6.919e—1 | 0

00 0/9.086e—2 1.998e—1 2.161e—1:2.924e—1
0 0 0:1.856e—1 3.534e—1 4.651e—1:4.470e—1
00

o) |9 0{2.730e—1 4.244e—1 7.284e—1:6.468¢e—1
—| =000 0 0 00
%l o000 0 0 0

“ o000 0 0 0

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

0 00:2.513e—1 4.802e—1 6.403e—1: 0

On obtient les mesures suivantes, que ’on pourra comparer a celles du ta-
bleau 4.2 :

L Réalisation L sensibilité MZZ J
Réalisation optimale en ¢ (Z7 ) 7.8337
Réalisation optimale en 6 (Z3,) 2.6631

TAB. 5.6 — Mesure de sensibilité M}Z optimale structurée en ¢ ou en
Le résultat est 1égerement amélioré par rapport a la réalisation équilibrée.

5.3.3 Espace d’état avec parametre implicite F

Nous avons évoqué, au paragraphe 3.1.2; la possibilité d’écrire le calcul
de X (k + 1) sous une forme implicite

EX(k+1) = KT(k +1) + PX (k) + QU (k) (5.32)

avec F une matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale, et non
pas nécessairement la matrice identité pour offrir une plus grande paramé-
trisation possible.

Si on se restreint a une structuration d’état classique, auquel on rajoute ce
terme implicite, nous arrivons a la réalisation :

E 010 (T(k+1) 0AB
I 0 | | X(k+1) ) =000 (5.33)
0 0, Y (k) 0 CiD

Si on note €)% 'ensemble des matrices de dimension n, triangulaires infé-
rieures avec une diagonale unitaire, il est possible de décrire ’ensemble des
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réalisations équivalentes grace a la similarité

Y U
Z = u-t Zo Uu (5.34)
I, I

ou Y est telle que YEU € Q7.
Si I’on choisit une réalisation initiale R := (Zj) avec

~I, Ay B
Zo=|1, 0 0 (5.35)
0 Cy Dy

il nous faut choisir, d’'un point de vue pratique, les coefficients de F et ceux
de U comme parametres d’optimisation , et construire ) par Y = EU 1.

En considérant de nouveau le méme exemple, nous obtenons, apres op-
timisation, la réalisation suivante :

-1 0 0 7.058¢—1 —3.764e—1 3.579e—2 172.780e71
8.314e—1 —1 0| 1.763e-1 8.807e-1 —6.786e—2| 5.393e—1
1.999e40 1.271e+0 —1}-2.230e0 —4.82de—1 6.782¢—1 | 6.082e—1

Zopt = 1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0
SO T SO O SO SO SOURURUUONS OUE SO D

0 0 0 | —3.329e—1 —6.423e—1 4.158e—1 | 0

qui a pour matrice de sensibilité paramétrique
0 0 0 5.518e—1 6.315e—1 4.505e—1 6.963e—1
5.066e—1 0 0/5.066e—1 5.167e—1 5.152e—1}5.415e—1

sl 4.174e—1 4.085e—1 0!4.174e—1 4.085e—1 6.305e—1|5.732e—1

—_— X Wy = H
5z, z 0 0 03 0 0 0 3 0
ort 0 o ol o0 0 o i o
0 0 0! 0 0 0 : 0
0 0 0!5.137e—1 5.878e—1 6.955e—1 | 0

et 5.2264 pour mesure M}g (& comparer avec 7.8337 pour la réalisation
optimale avec E égal a I'identité, par exemple).
On remarquera que nous avons pris aussi en considération la sensibilité pa-
ramétrique des coefficients triangulaires inférieurs de E, ce que nous aurions
pu éviter, afin d’obtenir une mesure de sensibilité encore plus faible, en ne
considérant, pour E que des coefficients triviaux (comme pour la valeur de
¢ du paragraphe 5.2.3).

5.4 Discussion

Nous avons illustré, dans les paragraphes précédents, quelques possibi-
lités d’obtenir des réalisations optimisées, selon un critére donné (ici une me-
sure de sensibilité paramétrique ou une mesure de stabilité) et sous contraintes
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d’ordre ou de structuration (décomposition en cascade, forme d’état, opéra-
teur §, réalisation avec terme implicite, etc.). Nous discutons ici du choix du
critere et de la structure, c’est a dire de la méthode a adopter en pratique
et des perfectionnements a inclure.

5.4.1 Choix du critere

Nous avons envisagé, dans cette these, trois criteres permettant d’évaluer
I'impact de la quantification des coefficients (en tenant en compte de la
nature de la représentation de ces coefficients : virgule fixe ou flottante, blocs,
etc.). D’autres devraient étre considérés, tels que, bien entendu, les bruits de
quantification (en 1*® approche ou de maniére plus fine avec une description
augmentée du mode opératoire des opérations dans le calculateur), mais
aussi la sensibilité des critéres de régulation (marge de phase, de gain, ...)
ou de validation (dépassement pour une réponse a un échelon [94], norme
Lo de Verreur, ...).

Le choix du critere doit se faire bien entendu en fonction des spécifications
initiales du filtre ou du régulateur.

Des critéres mixtes — ou une optimisation multicritere [104] — peuvent
étre également mis en place afin de tenir compte simultanément de différents
indices de dégradation. Il est a noter cependant que différents criteres, tels
que la sensibilité paramétrique, le bruit de quantification, etc., vont peu ou
prou “dans le méme sens”.

5.4.2 Choix de la structure

Nous avons pu montrer de nombreuses structurations possibles, toutes
exprimables avec la forme implicite spécialisée, et ainsi considérer un éven-
tail de réalisations bien plus larges que la forme d’état classiquement utilisée,
ouvrant des possibilités nombreuses dans la recherche de meilleures réalisa-
tions.

Toutes ces réalisations different principalement par le cotit de calcul qui leur
est associé (nous avons vu a la section 4.1.2 que ce colt est fonction du
nombre de coefficients non triviaux utilisés pour le calcul).

La recherche d’un compromis résilience/cott de calcul n’est pas, a priori,
une chose aisée. Une premiere voie consiste a n’envisager que des structura-
tions parcimonieuses lors de 'optimisation. On pourra choisir par exemple la
forme modale (décomposition en cascade ou parallele qui présente un faible
cout de calcul),en g ou § et avec ou sans utilisation d’une matrice E diffé-
rente de I'identité afin d’obtenir une résilience améliorée, au prix d’un cout
de calcul légerement augmenté.

Nous n’avons pas encore, a ce stade, arrété une méthodologie définitive dans
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la recherche de ce compromis. D’autres formes de réalisations sont intéres-
santes a étudier, notamment en mixant les réalisations en ¢ et ¢, avec un
parametre implicite, en décomposant en cascade/parallele, etc.

Une premiere méthodologie peut consister en I’examen de quelques struc-
turations que l'on sait réaliser un bon compromis résilience/cotit de calcul,
et en adaptant selon les besoins : le cott de calcul maximal admissible peut
étre un critere de choix pour restreindre le champs des possibilités. Une
seconde voie consiste a creuser les réalisations a posteriori comme indiqué
dans la section suivante.

5.4.3 Réalisations creuses

Une autre possibilité pour améliorer le compromis résilience/cott de cal-

cul est de considérer une réalisation dans une structuration donnée et de
trouver, parmi les réalisations équivalentes de méme structuration, celles
qui possedent d’avantage de parametres triviaux.
Cette technique de creusement de matrices est détaillée dans [54, , ]
(elle a été développée uniquement pour la forme d’état classique et pour la
mesure de stabilité) et consiste, & partir d’une réalisation optimale mais non
creuse, a trouver le coefficient le plus proche d’un parametre trivial et a ap-
pliquer un changement de base qui rapproche le plus possible ce coefficient
du parametre trivial, tout en garantissant que le critére n’évolue que tres
faiblement. En réitérant de la sorte, il est possible d’obtenir une transforma-
tion changeant certains coefficients en parameétres triviaux sans trop élever
le critere.

Il est naturellement possible d’appliquer ce principe a la forme implicite
spécialisée et généraliser ainsi le cadre d’application de ’algorithme proposé
dans [54, 114, 118] :

Etape 0 : On considére une réalisation Zy. On note

Y W
Z(T) = u-t Zo Uu (5.36)
I, I,

ou7 = (L{ w y) On considere aussi une mesure J, ainsi qu’une
réalisation Z; qui minimise 7.
On fixe 7 = 1072 et € = 10719 par exemple.

Etape 1 : On trouve les parametres (1;)1<i<r les éléments triviaux de Z,
ainsi que £ le coefficient non trivial de Z qui est le plus proche d’un
élément trivial (un nombre sera donné trivial s’il est proche de 0, —1
ou 1 & € pres).

Etape 2 : On cherche S tels que

1) J(Z(T 4+ 78)) est proche de J(Z(T))
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ii) les éléments triviaux (1;)1<i<r restent inchangés pour Z(7 +78)
iii) £ est rapproché le plus possible d’un élément trivial
iv) [|Sllp =1
Si § n’existe pas, alors Ty = 7, 'algorithme se termine, et la solution
sous-optimale est T
Etape 3: T — T +78. Si £ est devenu trivial, on va a ’étape 1, sinon
a l'étape 2.
De plus, S s’obtient de la maniere suivante :
Pour 7 tres faible, la condition i) s’écrit

(v (22)) Ve o 5)

Et la condition ii) signifie que

) T
(Vec (g’;)) Vee(S)=0  VI<i<r (5.38)

Ainsi, si on définit la matrice F/ par

(57)
B2 (Vec (gm» (5.39)
)

/N
5
¢}

o, I/
o))
=

alors Vec(S) doit appartenir au noyau de F, noté N (FE) (construit grace au
théoreme de Fredholm).
Si N(FE) est vide, alors S n’existe pas, et I’algorithme prend fin. Sinon, on
peut obtenir une base (b;)1<i<t de N(E). La condition iii), qui demande de
déplacer le coefficient £ le plus proche d’un élément trivial, nous fait choisir
Vec(S) comme la projection de Vec (%) sur V.
Avec la condition iv), nous pouvons construire Vec(S) selon

%9

a; = b Vec|— V1<i<t 5.40
‘ oT

t
=1

Vec(S) = =+

(5.42)

Le signe de I’équation (5.42) est choisi pour rapprocher £ de I’élément trivial
choisi.
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Les calculs de cet algorithme décrit ici pour la forme implicite ne sont pas
développés, mais = peut s’obtenir a partir des équations de la proposition
5.3, tandis que la derlvee d’un élément Z, ; par rapport a 7 s’écrit :

oz i’
2= e, 0 ® ((I, 0 0)ZUses) (5.43)
0y
0Z,
Blf = |elU12o ) (0 I 0)es) (5.44)
- ) 0 u- 1 )Z()Uges) (5.45)
8Z'rs
= = U, 7 5.46
BN e, U14o ) I 0)es) (5.46)
y
oul; = U1 et Uy = U
I, I
(ces équations sont déduites de I'égalité Z,s = e, Zes et de 1’équation

(5.36)).

Remarque 1 : Pour étre valables, y compris lorsque U, W et ) ne sont

pas indépendants (comme c’est par exemple le cas pour les structurations
particulieres), ces calculs mériteraient d’étre réécrits dans ce cadre plus gé-
néral.
Remarque 2 : a I’étape 1,pour le choix de &, la sensibilité vis-a-vis de ce para-
metre pourrait aussi étre pris en compte (pour rendre trivial un parametre
dont la sensibilité est forte). Cette idée pourrait permettre d’améliorer le
compromis résilience/cott de calcul.

5.5 Application au domaine automobile

Afin d’examiner et de comparer toutes ces possibilités sur un seul et

méme exemple, nous avons considéré le cas d’un régulateur assurant le
controle actif des oscillations longitudinales d’un véhicule.
Ce régulateur, développé par D. Lefebvre (PSA Peugeot-Citroén) [65, 64, (6]
dans le cadre d’une étude sur l'amélioration de ’agrément de conduite, at-
ténue les oscillations longitudinales du véhicule (de 0 & 10Hz), apparaissant
en phase de transition lorsqu’une forte demande de couple est sollicitée :

— a la suite d’une accélération brutale (production importante de couple

moteur) ;
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— d’une décélération brutale (annulation de couple moteur) ;
— ou d’un engagement brutal de ’embrayage lors d’un changement de
rapport descendant ou montant.
Le régulateur agit sur le couple moteur a partir de la mesure du régime
moteur (cf. figure 5.2).

Régime moteur
Moteur fedp \  vage Boite de Transmission,
thermique [ vage — vitesses Roues

[——]Véhicule]

Couple Moteur thermique

Régulateur d’agrément

Fi1G. 5.2 — Principe d’action du régulateur d’oscillations longitudinales

Le chassis a été modélisé en temps continu, et un régulateur continu
H,-optimal a été synthétisé [64]. Le modele discret est donné sous forme
d’état (Ap, By, Cp) (équations (5.47) et (5.48)) et le régulateur discret par
(A, B,C, D) (équations (5.49) et (5.50))

8.384e—1 1.600e—1 —3.294e—1 —4.833e—2 0 0
—3.927e—1 7.144e—1 5.040e—2 —8.245e—3 0 0
—1.566e—1 —6.105e—1 3.683e—2 4.195e—1 0 0
—1.444e—1 1.772e—1  —6.798e—1 6.508e—1 0 0
A - 1.929e—1 1.512e—1 4.030e—1 3.898e—1 9.773e—1 1.037e—2
P 2.768e—4 2.170e—4 5.783e—4 5.594e—4 2.837e—3 9.971e—1
3.238e—2 2.539e—2 6.767e—2 6.545¢—2 3.320e—1  —3.34le—1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
—6.170e—2 0 0 0 -
1.698e—2 0 0 0 (5.47)
9.868e—1 0 0 0
0 1.000e+0  —1.000e—10 0
0 1.000e—2 1.000e40 0
0 0 0 9.417e—1
—4.007e+0 9.209e—3 \ |
—5.769e+0 7.221e—3
—6.522e+0 1.924e—2
2.490e+0 1.861e—2
8.562e—1 9.441e—2
By = 1.229e—3 |+ Op = 4.953e—4 (5.48)
1.438e—1 —2.946e—3
1.000e+0 0
5.000e—3 0

0 —3.495e—1
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8.195e—1 2.812e—1 —3.317e—2 2.699¢—2 —1.649e—1 1.318e—1
—2.812e—1 —4.81Te—1 —1.668e—1 8.654e—2  —5.403e—1 1.469e—1
3.317e—2 —1.668e—1 9.749e—1 1.696e—2 —9.104e—2 7.638e—2
2.699e—2 —8.654e—2 —1.696e—2 9.601e—1 2.528e—1 5.956e—2
4= 1.649e—1 —5.403e—1 —9.104e—2 —2.528e—1 6.022e—1 3.888e—1
= 1.318e—1 —1.469e—1 —7.638e—2 5.956e—2  —3.888e—1 4.664e—1
1.059e—2 —1.837e—2 —3.357e—3 1.654e—3 —1.150e—2 —6.206e—2
6.733e—2 —1.21le—1 —2.006e—2 0.085e—3 —6.420e—2 —4.224e—1
—1.750e—3 1.942¢—3 8.44le—4  —6.046e—4 3.945¢—3 8.490e—4
—6.525e—5 2.134e—5 4.548¢—5 —3.843e—5 2.454e—4  —3.703e—4
1.059e—2 —6.733e—2 1.750e—3 6.525e—5
1.837e—2 —1.211e—1 1.942¢—3 2.134e—5
3.357e—3  —2.006e—2 8.441e—4 4.548e—5
1.654e—3 —9.085e—3 6.046e—4 3.843e—5
1.150e—2  —6.420e—2 3.945e—3 2.454e—4 (5.49)
—6.206e—2 4.224e—1  —8.490e—4 3.703e—4 :
9.832e—1 1.258e—1 7.737e—3 6.392e—4
—1.258e—1 —4.483e—2 7.258e—2 5.631e—3
—7.737e—3 7.258e—2 9.838e—1 —2.474e—3
—6.392¢—4 5.63le—3 —2.474e—3 9.418e—1
—2.372e4+0 —2.372e—2 \ |
—2.540e+0 2.540e—2
—1.210e—1 1.210e—3
—1.565e—4 —1.565¢—6
—6.245e—2 6.245¢—4
B= 1151000 | C= 1i81e s , D= —2.140e—1 (5.50)
4.083¢—2 4.083e—4
2.255e—1 —2.255¢—3
—1.528e—2 1.528e—4
—9.720e—4 9.720e—6

Le tableau 5.7, qui ne prétend pas étre exhaustif, regroupe les mesures
de sensibilité, stabilité et cotit de calcul pour diverses réalisations possibles
(nous nous restreindrons a la virgule fixe, pour ne pas alourdir le tableau).
Il faut noter que les optimisations, qui manipulent ici un vecteur d’optimi-
sation de taille 100, demandent un temps de calcul non négligeable (12h sur
un PC de bureau), car I’évaluation de MEZ ou Mzz est couteuse (norme Hy
d’une matrice de transfert de grande dimension).

— Pour la décomposition en cascade, nous avons repris exactement la
forme proposée au paragraphe 5.2.1. Il y a ici 43200 possibilités. Les
mesures de sensibilités varient fortement d’une réalisation a ’autre :
la sensibilité paramétrique "boucle ouverte varie de 3.563 a 3331, la
sensibilité paramétrique "boucle fermée” de 554.7 a 2.444e+7 et la
mesure de stabilité de 5.622e—4 a 2.081e—16. De plus, comme on peut
le remarquer sur la figure 5.3, il y a une corrélation assez étroite entre
la sensibilité boucle ouverte et la sensibilité boucle fermée, méme s’il
existe des réalisations avec une bonne sensibilité boucle ouverte et une
mauvaise sensibilité boucle fermée, et vice et versa. On peut faire les
meémes remarques avec la mesure de stabilité.

— Pour la mise sous forme retour d’état observateur (cf. paragraphe
5.2.2), nous avons étudié tous les partionnements possibles : 120 réa-
lisations ont été construites : M}j‘g varie de 4.9301e+04 a 1.5168e+11,
Mggdeaetudea.
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forme % imm % @Nm ﬁ 1/p ﬁ Nb d’op.
directe 11 5.664e+15 | 6.8023e+21 | 5.9355¢e—12 | 20+ 21x
Reéalisations équilibrée 4.881 6.438¢+4 5.1582e—5 | 1104 121x
en g optimale selon gwm 4.840 6.328¢+4 6.482e—5 | 110+ 121x
optimale selon M}” 5.214 9.617e+4 | 4.933e—5 | 110+ 121x
optimale selon p 4.932 6.476e+4 8.236e—5 | 1104 121x
Réalisations optimale selon iwm 3.563 724.0 5.076e—4 31+ 45%
en cascade optimale selon >NMM 4.743 554.7 5.399¢—4 31+ 45x%
optimale selon p 15.523 1005.3 5.622e—4 314 45%
Retour d’état optimale selon i\w\m 1.9054e+3 | 3.2395e+5 | 4.0919e—7 | 121+ 131x
Observateur optimale selon awm 2.7257e+4 | 8.4415e+4 | 7.1789e—6 | 1214 131x
optimale selon p 2.0244e+4 | 1.5982e+6 | 1.2566e—5 | 121+ 131x

TAB. 5.7 — Tableau comparatif de diverses réalisations équivalentes

9002 INC 02 - T UOISISA ‘92698000-19}
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mesures de sensibilite de differentes realisations cascade

10 T T T
*

10'F E
© ———
£
5 10°F - E
2 *
[0
3 = *
2 e *
Qo
(0]
3 10°F $ E
(2]
3 M
3 *
[
2 10'L E
0] £ 3
E ok **##

"
10°F &s - E
102 0 ‘1 ‘2 ‘3 4
10 10 10 10 10

mesure de sensibilite boucle ouverte

F1G. 5.3 — Sensibilité paramétrique boucle ouverte MEZ et boucle fermée
MZZ pour les 43200 réalisations cascade
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5.6 Conclusion

Ce chapitre présente quelques possibilités de synthese de réalisation opti-
male, notamment autour de différentes possibilités de découpage ou partion-
nement, ou autour de changements de base pour une structuration donnée :
il convient alors de faire appel a un algorithme d’optimisation.

On voit bien ici que le champ des réalisations possibles est tres vaste : dé-
coupage cascade, parallele, réalisations optimales en J, en ¢, avec un terme
implicite ou bien encore en imaginant des réalisations mixtes.

Le cotuit de calcul associé a chaque réalisation est bien entendu important,
et la syntheése de réalisation ne pourra se faire qu’a travers un compromis
cott de calcul/résilience.
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Conclusion et perspectives

Conclusion

implémentation de lois de controle-commande, qu’elles soient issues
L de l'automatique ou du traitement du signal, dans des calculateurs
embarqués est une tache difficile et complexe, tant les contraintes
peuvent étre fortes.
En ne considérant que les contraintes d’ordre numérique — les contraintes
temporelles, tout aussi importantes, n’ont pas été abordées — la transforma-
tion d’un régulateur ou d’un filtre exprimé par une équation d’entrées/sorties,
d’une réalisation spécifique ou encore d’une planche Simulink, en un code
logiciel s’exécutant sur un calculateur cible, entraine une dégradation de la
loi et de ses caractéristiques fonctionnelles :

— les coefficients exprimant les relations mathématiques sont modifiés
par le biais du processus de quantification, inévitable lors de la mise
en ceuvre des calculs en précision finie et limitée ;

— des bruits de quantification peuvent intervenir a chaque étape de cal-
cul, & chaque opération et & chaque itération.

Et, puisqu’il existe une infinité de possibilités — toutes équivalentes — de
décrire mathématiquement une loi donnée et que celles-ci ne le sont plus
des qu’elles sont implémentées en précision finie, la problématique de I'im-
plémentation consiste en la recherche d’une réalisation numérique dont la
dégradation est minime.

Apres avoir détaillé le contexte industriel de la thése et les contraintes
numériques d’implémentation qui en découlent, nous avons passé en revue
différentes réalisations possibles dans le domaine de 'automatique et du trai-
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tement du signal, ainsi que les techniques logicielles possibles.

De nombreuses études sur I'impact de la mise en ceuvre numérique de cer-
taines de ces possibilités ont été réalisées depuis de nombreuses années —
principalement regroupées dans les livres de D. Williamson [1 1 1], M. Gevers
et G. Li [31] et dernierement R. Istepanian et J. Whidborne [52] — mais ne
couvrent pas ’ensemble des implémentations possibles.

La forme implicite spécialisée, introduite au chapitre 3, permet de regrou-
per, dans un formalisme macroscopique mais suffisamment proche du code
logiciel mis en ceuvre, les diverses réalisations classiquement utilisées en au-
tomatique et traitement du signal, ainsi que certaines techniques du génie
logiciel. Il est ainsi possible d’analyser le comportement en précision finie
de ces réalisations et de les comparer, au moyen de mesures qui évaluent
leur degré de sensibilité a la quantification. Les criteres proposés sont des
extensions et améliorations de mesures précision finie existantes. De plus,
elles prennent en compte, non seulement la réalisation, mais aussi le format
de donnée utilisé — virgule fixe ou virgule flottante.

Enfin, nous avons appliqué ces mesures a des exemples académiques et du
domaine automobile, a des fins d’analyse mais aussi de synthese, explorant
un large panel de réalisations possibles. Les résultats obtenus permettent
et permettront de dégager certaines lignes méthodologiques d’implémenta-
tion. Les programmes ayant pour but l'analyse et la synthese de réalisa-
tions en vue de 'implémentation ont été organisés autour d’une boite a ou-
tils logicielle disponible sur demande (thibault.hilaire@irccyn.ec-nantes.fr,
philippe.chevrel@emn.fr), et ont vocation & assister le concepteur d’une im-
plémentation. Quelques réflexions sur l'organisation chez PSA de la chaine
de développement des lois de controle-commande, a l'interface entre 1’auto-
maticien-physicien et I’ automaticien-informaticien, ont été consignées dans
un document annexe [37].

Perspectives

De par la taille du champ d’investigation de cette thématique transver-
sale qu’est I'implémentation en précision finie, de nombreux thémes n’ont pu
étre abordés avec la profondeur qu’ils méritaient, ce qui ouvre de multiples
perspectives pour la poursuite de ces travaux.

Tout d’abord, parmi les themes qui n’ont été qu’abordés et nécessite-
raient davantage d’investigations, on trouve les travaux liés a 1’évaluation
précise des bruits de quantification, aux méthodologies de compilation sous
contrainte de précision, etc. Il conviendrait, a cette fin, d’utiliser une modé-
lisation plus microscopique de l'algorithme de réalisation, afin de tenir plus
particulierement compte de ’architecture matérielle du calculateur.



tel-00086926, version 1 - 20 Jul 2006

CONCLUSION 181

Afin d’étre exhaustif, d’autres réalisations encore pourraient étre re-
considérées a l'aide de la forme implicite spécialisée (e.g. les réalisations
Q-paramétrée [112]). Des bibliotheques de composants préprogrammés of-
frant diverses possibilités de compromis (résilience, bruits, cout de calcul,
etc.) pourraient étre construites. Un ensemble élargi de lois de controle-
commande, devrait étre considéré, telles les lois de commande Linéaires a
Parameétres Variants [21] et non-linéaires. Ceci peut se situer dans le prolon-
gement directe de ce qui a été développé ici, en mélangeant des non-linéarités
statiques implémentées sous forme de cartographies et un sous-systeme li-
néaire dans le cadre d’une représentation LFR.

La démarche de syntheése de réalisations peut également étre enrichie
en se plagant dans le cadre d’une optimisation multi-objectifs de maniére a
atteindre, lorsque cela est nécessaire, le meilleur compromis.

Enfin, la boite a outils proposée mériterait un effort de développement
supplémentaire avant de la mettre au service des informaticiens et automa-
ticiens en charge de 'implémentation.
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ANNEXE

Dérivation matricielle

ETTE annexe présente les principales définitions de la dérivée matricielle,
C ainsi que les démonstrations de quelques propositions utiles pour le
calcul de sensibilité (cf chapitre 4). On se rapportera a [96, 83] pour plus de
compléments.

Dans les notations suivantes, K représentera R, C.

A.1 Divers opérateurs

Les définitions suivantes seront utiles pour ’exploitation des calculs de
dérivations matricielles :

Définition A.1 (Produit de Kronecker)
Soient A € K™*" et B € KPX'. Le produit de Kronecker de A par B, noté
A ® B, est la matrice de K™P*™ définie par

anB alnB
A® B £ : (A.1)

AmnB

Définition A.2 (Opérateur Vec)
On note Vec lopérateur usuel transformant une matrice de K™*™ en un
vecteur colonne de K™t I vérifie

(Vec(M)) Vi<i<m,1<j<n (A.2)

(G—1)ym+i (M)ZJ
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Les trois propositions suivantes sur le produit de Kronecker sont des
résultats classiques utilisés par la suite.

Proposition A.1
Soient les matrices A, B, C, D telles que les produits suivants existent. On
a alors

(AC) ® (BD) = (A® B)(C ® D) (A.3)

Proposition A.2
Soient A, B, C' des matrices telles que le produit ABC' existe. On a

Vec(ABC) = (C" @ A)Vec(B) (A.4)

Proposition A.3
Le transposé du produit de Kronecker de A par B est égal au produit de
Kronecker des transposés de A et B

(A B)T =AT @B (A.5)

A.2 Dérivation matricielle

A.2.1 Définitions

Définition A.3 (Dérivation matricielle dans R ou C)

Soit X € R™*™ une matrice et f : R™*"™ — K une fonction matricielle a
valeur dans K, différentiable selon tous les éléments de X.

On définit la dérivation matricielle de f par rapport a X comme la matrice
de K™ dont les (i,§)°™¢ éléments vérifient

af s Of
<8X>” a aXi,j (4.6)

Cette dérivation matricielle définira la sensibilité de la fonction f par rapport
a X.

La définition de dérivation matricielle dans R ou C peut étre étendue
pour une fonction & valeur dans KP*! :

Définition A.4 (Dérivation matricielle d’une matrice)

Soit X € R™*™ et f : R™*" — KP*L. On suppose que chaque composante
de f est différentiable selon tous les éléments de X.

La dérivation matricielle de f par rapport & X est une matrice de KmP>™
partitionnée en m x n blocs de matrices de KP*!. Chaque (i, )™ bloc est

défini par
of

X

e Kpx! (A7)
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On a ainsi

af af of
8X1,1 8X1,2 e 8le,'n
af af af
ﬂ A 0X2,1 0X22 77 0Xaon (A 8)
0X ; ST '
of af of
8Xm,1 8Xm,2 e axm,n
Ou encore
0 0
<f> _ Ok 1<k<p (A.9)
0X (k—1)ym~+i,(I-1)n+j aXi,j
1<i<q
1<i<m
I<jyj<sn
Cela peut aussi s’écrire
Of = of
—— = Em" A.10
aX Z 8 ® aer ( )
r=1s=1 )
avec les matrices Eyry" de R" ™ définies par
(E:L,Zs‘m)i,j = 57‘»i58,j (A'H)
et
Em —

1 |. <« 7¢ligne

T s¢ colonne

On remarquera que lorsque X est un vecteur ligne et f(X) un vecteur co-
lonne, g—)f( est la matrice jacobienne de f. D’ailleurs, dans la littérature, on
trouve parfois une définition différente de la dérivation matricielle par une

ico : 24 A& OVeo(d) oy OA A OVec(A) \
matrice : g% = aVec(x) OU bien X = BVeo(X) T pour se ramener a une ma-

trice jacobienne. Cela évite d’avoir a considérer des sous-blocs de matrices
(ou & considérer % comme une matrice de matrice), mais les regles de dé-
rivations (comme les propositions A.4 et A.6) ne s’énoncent alors plus aussi

facilement.

A.2.2 Regles de dérivation

Proposition A.4 (dérivation d’un produit)
Soient X € RFXL Y € RX™ et Z € RPXL. La dérivée du produit XY par
rapport a Z s’écrit

AXY) 0X oY
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o(XY) kpxml
avec =57~ € R .
Démonstration :

Les regles classiques de la dérivation d’une matrice par un scalaire donnent,
pour 1<r<petl1<s<l

A(XY)  0X oy
02y, 0Zen) 07,

D’ou

oy
= ZEP’Z®<aZm )JFZEP’ ( azr,s>

T,

On peut noter que ZE%I; = ZIpEﬁ’é = ZE?SI
r,s r,s r,5
Ainsi

o7 =X () e () S (b e (x50

7,8

En utilisant la proposition A.1, on obtient

aXY) o X o OV
7N Z<E ®8er> (hoY)+> (heX) (E”’s@’azr,s

|
On en déduit facilement les deux propositions suivantes :
Proposition A.5 (Dérivation de l’inverse)
Soient A une matrice inversible de R™" dépendant de X € RP*!
Alors ( 1)
0 (A~ 0A
=— (I, A~ LI ®A™ A.13
00X ( p ® ) o0Xx ( 1® ) ( )
Démonstration :
Il suffit de remarquer que AA™! = I,, et d’appliquer la regle de la dérivation

d’un produit, avec 3% = 0y [ |
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A.2.3 Propriétés de dérivation

Théoréeme A.6
Soient X € RP*! et G et H deuz fonctions de transfert d valeur respec-

tivement dans C™*P et C*™. G et H sont supposées indépendantes de
X. On a alors

O(GXH) 0X
= G®H (A.15)
avec l'opérateur ® défini par
A T\ "
G® H 2 Vee(G). (vec(H )) (A.16)
Démonstration :
— On peut définir 2 W en fonction des E, ,
X P l ,
ox = 22 (Frem)
r=1s=1
p l
_ Z Z Ep2 l2

(r—=1)p+r,(s—1)l+s

1
Il
—
»
I
—

— On montre

(I, ®A)(B®C)=(AB)®C
(B®C)(I,® D) = B® (CD)

— On montre facilement aussi que
p2 l2
<AEi7j7 B) = AeiBje

— La proposition A.4 nous donne

AGXH) _ ox
Puis

A(GXH)

37)( = Z( ® G) (r 1)p+r (s—1)l+s (Il ® H)

r,s

i S L N

— ZE]L G.T‘HS.)
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car

(I Gl e = (L0 [ G, 0 )

T rieme loe

Et
0
Eﬁé & (GO,T-HS,O) = G*,T-Hs,*
0
(r,5)™€ bloc de taille (m x n)
— Enfin, on a
(Go,r-Hs,o)i,j = Gi,r-Hs,j
et donc

(6(GXH) -
- 1,7 S,]

0X >(T_1)m+i,(s—1)n+j

On retrouve ainsi (avec I’équation (A.2))

I(GXH) T
—ax = Vec(G). (Vec(HT))

Remarque : la définition de 'opérateur trace est
0\ T
tr(AB) = (Vec(A )) Vec(B)
alors que celle de 'opérateur ® est
0\ T
A® B = Vec(A). (Vec(B ))

Proposition A.7
Si lon reprend les conditions de la proposition précédente, avec p =1 et X
inwversible, on a alors

9 (GX—H)

ox = (GXT) e (X'H) (A.17)
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Démonstration :

G et H sont indépendantes de X, donc d’apres la proposition A.4
0 (GX y: ) ox—1
— =1 I, H

d’ou (avec la proposition A.5)

WX (o) (e x ) 2 (0 x ) qyem
et .
O(GXTH) __ (GX e (X'H) (A.18)

0X
]

Les quelques propositions suivantes portent sur I'opérateur binaire ® :

Proposition A.8

Soient X € RPX! G et H deux fonctions de transfert a valeur respectivement
dans C™*P et C*" et M une matrice constante.

On obtient les résultats suivants :

IG®Hl3=) > IGiHrls (A.19)
i, k)l

1M @ G5 = M]3 I1GII3 (A.20)

11, ® Gll; = LIGll3 (A.21)

IH @ Ll =pl HI3 (A.22)

Démonstration :
La premiere équation se vérifie par la propriété de la norme 2 :

IG® H|3 =" (G® H)l
1,5

La deuxieme équation se vérifie par

2 2
IM@Gly = Y ) IMi;Gril;
i kil
= > > M Grlls
ij kil
2
= (Do) [ Do NGkl
@] k,l
2 2
= [[M|z ]Gl
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Proposition A.9
Soient A, B et C' des matrices de dimensions appropriées.
On a alors

(A B)®C = (g . g) (A.23)
’ Ae (g) —(A®B A®C) (A.24)

Démonstration :

(A B) ®C = Vec( A B)) . (Vec(CT)>T

et

A®<B) = Vec(A).(Vec((BT CT)))T
Vec(BT

= Vec(A). ((Vec( ' ))

)
c)

= Vec(A). <(Vec BT )T (Vec CT) )
)

T

= (Vec( . (Vec(BT Vec(A). (Vec(CT ))T>

= (A®B A®CQ)

Proposition A.10
Soient G, H, X etY quatre fonctions de transfert a valeur dans C™*P, C*"
CP*P et C™!. On a

(GX)®(YH)=(1,®G)(X®Y)(,®H) (A.25)

et
(GX)® (YH) = (XT ® Im) (G ® H) (YT ® In) (A.26)
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Démonstration :
(GX)® (VH) = Vec(GX) (Vec (YH)T)T
= (XT ® Im) Vec(G) ((Y ® I,) Vec(HT)>
_ (XT © Im) Vee(Q) (vec(HT))T (Y®I,)"
— (XT ®Im) (G® H) <YT ®In>
| ]
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D
D V4 ) °
3 Démonstrations diverses

Proposition B.1 (Fonction de transfert en §)
On considére une fonction de transfert H telle que

z biz_i
H(z) = —=2

= - VzeC (B.1)
14> a2t
i=0

Alors, on peut exprimer cette fonction de transfert avec la variable p liée a

, _ 21
Vopérateur 6 (p = *x

n .
Yo dip™
=0

H(p) = VpeC (B.2)

n
L4+ cip™
=1
avec les coefficients (cx)i < €t (di)ocrgn tels que
k
=AY "aCp] Vi<k<n (B.3)
=0

k
dp =AY b VO<k<n (B.4)
=0
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Démonstration :
Avec ¢! = %{;1 et (ap=1),on a
> biz!
H(z) = S
Stazl
i=0
;)b,-p_i (A+ p_l)n_l
> aip™t (A+ pH)"
Or ‘
(A + p—l)”—i _ Zp—jAn—i—jcgbfi
§=0
d’ol
ot (@ = 3 S
i=0 i=0 j=0
n k
- et (ner)
k=0 1=0
Et
n A » n k
S (@) =3t (S acr )
i=0 k=0 1=0
Ainsi
n k
Z p—kAn—k (Z sz,?__ll>
H(p) _ k’:o l:O
Z p—kAn—k <Z alcl?—_ll>
k=0 1=0
> dip™
_ i=0
1+ > cip™®
i=1
avec
k
=AY "aCpl 1<k<n (B.5)
1=0
k
dp =AY "bCrTl 0<k<n (B.6)
1=0
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Théoréme B.2 (Calcul des sensibilités)

La sensibilité de la fonction de transfert H, mise en ceuvre par la réali-

sation R := (J, K, L, M,N,P,Q, R, S), a pour expression

Hy
OH
87 = (Hg H, Ip) ® ]}12 (B7)
JIN
oD _
3z = (LJ7V 0 Ly® [ o0 (B.8)
I
avec
Hy:z+ C(zl, —A)~! (B.9)
Hy:zw (21, —A)7'B (B.10)
H3:zw C(2I, — A)T'KJ '+ LJ! (B.11)
Hy:zw J M (2L, — A)'B+JIN (B.12)
On a bien entendu _
H OH 0D
o _ 9 0 (B.13)

et l’on pourra noter que g—g peut étre calculé a partir de g—g en rendant
cette fonction de transfert strictement propre (en supprimant les termes

9z 0z 9z

o)

: D
constants, qui valent 97/

Démonstration :

% —L®l,

IR _ATB) o (o1, - 2)'B)
o(C (anagg A7Q) _ (Clel,—A)™) @ I

~ (n® C(aL = A7) 55 (@ (1 = 4)'B)

(C(zIn — A7) @ ((2In — A)~'B)

9 (C(zlp — A)T'KJIN) N d(LJ7IN)
ON ON

(C(zl, —AT'KJ '+ Li Y)Y ® I,
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° = (IZ®LJ

(In ® (21, — A)"'B)

+(L®C) —A4)7)
8M
= (L") @ ((zI, — A)"'B)

KJ ‘M
F(necen -4 LM (1,6 (1, - 4 B)

= (Cleln—A)T'KJ '+ LJ") @ ((2I, — A)"'B)

OH(z) d(LJ'M(zI, — A)~'B) N OLJ'N
oL oL oL

= L®(J 'M(zI, - A)'B+LJ")

0 ((zI, — A)71)
0K
+ (I, ®C(zL, — A7) gg (LL® J7'N)
o (KJ'N
= (In ®C(zl, — A) 1) (OK)
+(C(eLn—A) ) ® (J7'N)

= (Czly—A) )@ (J 'M(zI, — A)'B+J'N)

JOH() o (LJ M) (1o (21 — 4)'B) + a(L;;lN)

aJ aJ
-1

+ (L ®C(zL, — A)™) OWKTN) (ng N)

+ ([ ®C(zI, — A)fl) W (Il & (ZIn — A)le)
LI Y@ (J'M(zI, — A)~'B) — (L7 ") ® (J7'N)
C(zl, — A 'KJ ) ® (J7'N)
Czl, — A 'KJ Y ® (J'M(zI, — A)~'B)

(21, —A)T'KJ '+ LI Y @ (J7'M(2L, — A) "B+ L)

) oo
0 (=1

(In® B)

° = (In®C) (Il®B)

(I, ® (21, — A)"'B)

Proposition B.3 B
On considere le systéme bouclé défini au chapitre 4.5.1. Les sensibilités g—é

OB
et 57 sont données par

-1 S -1
0A B,LJ7' 0 B, JONCG, JM
= = 1 ® 0 I, (B.14)
KJ I, 0 -

Cp 0

_ -INT
OB _ (BpLJ 0 By ® ’ ONI (B.15)
0z — \KJ' I, 0 7 ‘
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Démonstration :

Pour évaluer g—é et g—IZg, on exprime tout d’abord A et B sous la forme

My XMy + Ms, pour X € {J "}, K,L,M,N,P,Q,R,S}

Vi (Ap+B%% i—lNép Bf) +<lgp> S(C, 0)  (B16)
e <Ap +B%;DDCP BpLil1 M> N <1(3),,> RO L) (BT
. <Ap +Bté,;DC*p Kljpch> + (I(l >P(0 1) (B.18)
A — <Aﬁj%\%§p BZC) N I(i ) Q(C, 0 (B.19)
e A = <Ap E?’ZSCP BZC> + <BIP(LJJ11> N (C, 0) (B.20)
e A = <Ap +B%;Dép B;;R> + <B;’(3J11> M (0 I,) (B.21)
oA = <Ap +Q%Dép Bf) + GL) K (J7INC, J'M)(B.22)
oA = <AP ;%;Sép Bf) + (%’) L(J7INC, J'M)(B.23)
oA = <Ap E%Sép B;;R> + (B;{L> JH(NC, M) (B.24)

(BPL 1N> I+ (Bp> Si (B.25)
( <?> QI (B.26)
( NI (B.27)
B = (B D) I+ ?) K(J7INI) (B.28)
( (J7INT) (B.29)
(

L
> JYNT) (B.30)
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On utilise alors la proposition 4.5, ce qui donne

0A
a8
0A
IR
0A
P
0A
Q
0A
ON
0A
oM
A
oK
0A
oL
0A
oJ

0B
oS
0B
oQ
0B
ON
0B
0K
0B
OL
0B
0J
0B
O
0B
oP
0B
oM

0 ®(ép 0)
B

)e n)
0
L)e 1)
0 ~

In> ® (Cp 0)
B,LJ™1 ~
IP{J—I ) ® (CP O)
B,LJ~!

(el ) ® (0
0

I,

(B.31)
(B.32)
(B.33)
(B.34)
(B.35)
(B.36)
(B.37)
(B.38)

(B.39)

(B.40)
(B.41)
(B.42)
(B.43)
(B.44)
(B.45)

(B.46)
(B.47)

(B.48)
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En regroupant ces équations (grace a la définition de Z, équation (3.16)),
on obtient les équations (B.14) et (B.15). [
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Titre
Analyse et synthese de I'implémentation de lois de controle-commande en précision finie — Etude
dans le cadre des applications automobiles sur calculateur embarqué.

Résumé

Cette these CIFRE, réalisée en collaboration industrielle entre F'IRCCyN et PSA Peugeot-Citroén,
s’intéresse a ’aspect numérique de I'implémentation, au sein de calculateurs embarqués, de lois de
controle/commande (provenant de 'automatique ou du traitement du signal) sous les contraintes de
précision finie.

Le processus d’implémentation améne de nombreuses dégradations de la loi et nous nous intéressons
plus particulierement a la quantification des coefficients intervenant dans les calculs.

Pour une loi (filtre ou régulateur) donnée, il existe une infinité de réalisations numériques possibles qui,
bien que mathématiquement équivalentes, ne le sont plus en précision finie : de nombreuses réalisations
équivalentes existent : forme d’état, réalisations en delta, formes directes, structures retour d’état
observateur, décompositions en cascade, en parallele, etc.

Apres avoir présenté ces différentes possibilités, ce mémoire de these, propose un formalisme mathé-
matique — la forme implicite spécialisée — qui permet de décrire de maniére unifiée un ensemble élargi
d’implémentations. Celui-ci, bien que macroscopique, permet d’exprimer précisément les calculs a réa-
liser et les parametres réellement mis en jeu. Différentes mesures, appliquées a ce formalisme et qui
permettent d’évaluer I'impact de la quantification (en virgule fixe et virgule flottante) et d’analyser la
dégradation induite, sont ensuite proposées.

Via un probleme d’optimisation, la réalisation qui présente la meilleure robustesse face aux détériora-
tions induites par les processus d’implémentation en précision finie est trouvée.

Title
Analysis and Synthesis of the Finite Word Length Implementation of linear controllers or filters —
Application to embedded automotive control.

Abstract

These thesis, done in an industrial context with PSA Peugeot-Citroén and IRCCyN, deals with the
numerical aspect of the implementation of filters or controllers in embedded processors.

The implementation of a controller or a filter in a Finite Word Length context may lead to a deterio-
ration of the global performance, due to parametric errors and numerical noises. We focus here on the
effect of the quantization of the embedded coefficients.

It exists an infinity of equivalent relalizations of a given controller, and these realizations are no
more equivalent in finite precision : classical state-space realizations, delta-realizations, direct forms,
observer-state feedback, cascade or parallel decomposition, etc.

After having exhibits theses possibilites, this PhD thesis proposes an unifying framework — the implicit
specialized state-space — that encompasses usual realizations (and many others unexplored). This
specialized form, but still macroscopic, is directly connected to the in-line calculations to be performed
and the involved coefficients. Various analysis tools, applied to our formalism, may be used to determine
how the realization will be altered during the FWL process (with floating point and fixed point
considerations).

Then, according to these tools, optimal realizations with the best FWL robustness can be found, via
an optimization problem.



