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Introduction

L’étude des instablités hydrodynamiques qui se développent dans un milieu fermé a
bénéficié d’un intérét considérable depuis les trente derniéres années. Citons par exem-
ple, deux systemes physiques qui ont particuliérement attiré la curiosité scientifique de
nombreuses équipes de chercheurs, dans divers laboratoires du monde entier. Il s’agit du
probléme de Rayleigh-Bénard ([44]) ou de son analogue en milieu poreux, connu sous
le nom de Horton-Rogers-Lapwood ([49]-[56]) et du probleme dit de Couette-Taylor.

Les deux premiers problemes consistent a chauffer un fluide entre deux plaques
planes horizontales : celle du bas est chaude et celle du haut est froide (figure 1). On
parle alors de convection naturelle car le mouvement est induit dans le champ de
pesanteur par les variations suffisantes de masse volumique dues aux différences de
température. Lorsque la différence de température est en dessous d’un certain seuil, il
y a transport de chaleur par conduction thermique (profil linéaire de la température).
Au premier abord, cette situation semblerait étre en déséquilibre car les particules
de fluide les plus légeres se trouvent en dessous des éléments les plus lourds. Mais le
freinage visqueux et la diffusion de la chaleur atténuent toutes perturbations sur une
particule quelconque : ce sont des effets stabilisants. L’ état de conduction est donc un
état d’équilibre mécanique. Mais lorsque la différence de température est au dessus de ce
seuil critique, une perturbation sur une particule des couches inférieures, moins denses,
entraine un mouvement ascendant par la poussée d’Archimede. Les effets stabilisants
ne sont plus assez forts pour lutter contre 1’ascension de la particule. Ce mouvement
entraine les couches inférieures. Lorsqu’elles arrivent sur la plaque du haut, elles se
refroidissent et deviennent plus denses. Elles plongent donc vers intérieur, résultant
d’une poussée d’Archimede dans le sens contraire. Ce processus s’auto-entretient sous
la forme d’une structure spatiale périodique composée de rouleaux par exemple. L’
état de conduction est donc devenu instable. Ce non-équilibre aboutit a ’apparition
dans le fluide, d’un écoulement interne tendant a brasser le fluide, de facon a y établir
une température uniforme. Le gradient de température est donc le moteur de cette
instabilité dont les variations influencent la distribution de vitesse du fluide dans le
milieu.

Quant au systeme de Couette-Taylor, il est constitué par un écoulement d’un fluide
confiné entre deux cylindres coaxiaux, le cylindre extérieur est par exemple maintenu
immobile alors que le cylindre intérieur est en rotation uniforme avec une vitesse angu-
laire €. L’expérience montre que dans un premier temps, un écoulement stationnaire
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plague froide

plaque chaude

D A
Fi1G. 1 — illustration du probleme de convection naturelle : les lignes —— désignent
les isothermes, la plus chaude se trouvant en bas et les lignes épaisses - désignent les
lignes de courant. On a effectué 2 coupes du fluide --- en A (pour ascendant) et en

D (pour descendant). Au dessus de celles-ci, on a tracé la distribution suivant z de
la température T' (en —). On y a également superposé la température de I’état de
conduction en ——. Les 2 fleches indiquent les sens de I’écoulement principal dans le
cadre de la convection mixte.

purement azimutal s’installe. Il s’agit de I’écoulement de Couette. Lorsque la vitesse de
rotation dépasse une valeur critique, une structure en cellules toroidales se forme. La
cause physique de 'instabilité vient du fait que les particules de fluide proches du cylin-
dre intérieur sont éjectées vers I'extérieur par la force centrifuge et vont remplacer les
particules proches de 'autre cylindre, tout en étant freinées par les forces de viscosité.

Ainsi, bien que les mécanismes physiques qui déclenchent I'apparition d’une insta-
bilité dans le systeme de Couette-Taylor different de ceux qui provoquent la convection
naturelle, les deux systemes présentent des comportements dynamiques semblables. Le
point commun des deux systemes précédents est qu’ils sont soumis a des contraintes
extérieures et qu’ils font intervenir des phénomenes non linéaires.

En effet I’état d’équilibre d’un systeme physique est I'état le plus régulier et le
plus symétrique. Sous une contrainte extérieure de plus en plus forte, le systeme se
déstabilise et perd progressivement sa régularité. Chaque brisure de symétries est ac-
compagnée d’une bifurcation qui amene le systeme d’un état & un autre qui lui est
macroscopiquement différent.

La question qui se pose est de savoir comment décrire théoriquement les différentes
transitions des structures qui s’operent dans ces systemes lorsque la contrainte extérieure
dépasse un certain seuil. Les outils théoriques développés pour répondre a cette question
montrent que la dynamique de ces structures peut-étre décrite par un ensemble réduit
d’équations différentielles non linéaires de formes génériques. Ces équations décrivent
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I’évolution temporelle des modes actifs (instables) présents dans le systéme. Le rapport
de forme de la boite, dans une expérience de convection par exemple, conditionne le
nombre de modes actifs. Ce nombre est d’autant plus grand que le rapport de forme I’est.
Lorsque ce dernier parametre est supposé non borné, des instabilités sous la forme de pa-
quets d’ondes peuvent se développer et leur dynamique spatio-temporelle est décrite par
des équations aux dérivées partielles, appelées équations d’amplitude ou équations
d’enveloppe. La théorie des bifurcations dans les systéemes dynamiques [33], efficace
pour décrire I’évolution des instabilités dans un milieu fermé, connait cependant des
limites lorsque ces systémes sont ouverts.

Or ces derniers constituent la majorité des écoulements rencontrés dans la nature.
On peut citer quelques exemples tels que les couches de mélange, les jets, les sillages, les
couches limites et les problemes de convection naturelle et de Taylor-Couette couplés
avec un écoulement imposé de débit non nul. Dans ce genre de systeme ol se produit
un transport global de matiere vers I'aval, la dimension spatiale des instabilités ne peut
plus étre dissociée de la dimension temporelle. L’approche théorique de la stabilité de
ces systemes ouverts est appelée a identifier les mécanismes physiques qui sont derriere
I’apparition de structures macroscopiques. En effet, il est maintenant clairement établi
que les écoulements ouverts se regroupent en deux classes [50], [14] : les écoulements
instables convectifs ou les structures macroscopiques peuvent étre simplement le
résultat de 'amplification des perturbations présentes dans tout systéme expérimental
a ’entrée de I’écoulement, et les écoulements instables absolus dont le comportement
est intrinseque et peu sensible au bruit d’entrée.

Du point de vue expérimental, la nature convective ou absolue d’une instabilité
peut étre mise en évidence par des mesures spectrales d’'une quantité fluctuante par
rapport a l’écoulement de base. Ces mesures montrent un spectre de fréquence large
si I'instabilité est convective ou au contraire un pic de fréquence plus énergétique si
I’instabilité est absolue. Dans ce dernier cas, on observe I'apparition d’un mode global,
c’est & dire d’une résonance du milieu avec une structure spatiale et une fréquence
temporelle bien définies. La figure 2, illustre ce comportement dans une expérience
menée par K.L. Babcock et al [6] concernant le systeme de Taylor-Couette ouvert forcé
par un écoulement axial. Ces auteurs montrent également que les parametres pour
lesquels on observe une transition d’'un spectre large de fréquence & un spectre étroit
coincident avec ceux pour lesquels la théorie linéaire de stabilité prédit le changement
de nature de I'instabilité de 1’écoulement de base : on passe d’une instabilité convective
a une instabilité absolue. Ce résultat important a conduit A. Joulin & proposer dans sa
these consacrée a la convection mixte des mélanges de fluides binaires [53], un protocole
nouveau basé sur la transition instable convectif/absolu en vue de mesurer des effets
difficiles a quantifier comme 'effet Soret. Malheureusement jusqu’a ce jour, et & notre
connaissance, il n’existe aucune investigation expérimentale sur ce sujet que ce soit en
milieu fluide ou en milieu poreux.

Cependant, dans le cas d’un fluide pur, la convection mixte en milieu poreux est
documentée par des données expérimentales. Ces dernieres sont relativement peu abon-
dantes. Le travail mené par M. Combarnous ([26]-[28]) constitue une documentation
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o
@ ‘ N
l 1 F1G. 2 — Exemple de séries temporelles
D) 30 _ et de module de la transformée de
g “ 7~k Fourier rapide (DFT) associé, dans
g 7*° QA le probleme de Couette-Taylor ou €2
— ' ©

2

représente la fréquence. La figure a) il-

lustre le spectre en régime absolu et

1 : les figures b)-c) illustrent le spectre en
0.8 10 12

régime convectif (figure tirée de [6])

50 60

t (units of d%v) Q/{m

des plus completes sur ce sujet.

Parallelement aux intéréts pratiques de la convection mixte en milieu poreux, la ten-
tative d’étudier les différentes structures d’écoulements thermoconvectifs constitue un
intérét fondamental en matiere d’analyse de stabilité dans ce probleme type d’écoulements
ouverts.

L’un des points majeurs de ce travail consiste a réaliser une comparaison qualita-
tive et quantitative des résultats expérimentaux des écoulements de convection mixte
dans une couche poreuse avec a la fois des prédictions théoriques issues du concept
d’instabilité convective ou absolue et des résultats de simulations numériques.

Le premier chapitre est composé de trois parties. Apres une partie qui présente
le cadre général de cette étude, ainsi que les travaux expérimentaux, théoriques et
numériques antérieurs, la seconde partie expose les caractéristiques rhéologiques des
milieux poreux. Enfin la troisieme partie propose une modélisation mathématique, iden-
tifie la solution de I’état de base et met en évidence les parameétres sans dimension qui
caractérisent le probleme de la convection mixte en milieu poreux.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude de la stabilité de 1’état conductif aussi
bien vis-a-vis de perturbations tridimensionnelles propagatives que vis-a-vis de struc-
tures fixes organisées sous la forme de rouleaux longitudinaux. Une analyse spatio-
temporelle est proposée et permet de faire une distinction entre instabilité convective
et instabilité absolue. Les caractéristiques linéaires de ces deux types d’instabilité sont
déterminées et leur dépendance vis-a-vis des parametres sans dimension du probleme
est discutée.

Le chapitre trois traite de la dynamique faiblement non linéaire au voisinage d’un
point du plan des parametres ou le systeme observe une compétition entre deux types
de structures thermoconvectives : les structures tridimensionnelles propagatives et les
rouleaux longitudinaux fixes. Cette dynamique est décrite par deux équations d’am-
plitude couplées. L’intégration numérique de ces équations permet d’améliorer notre
compréhension de certaines observations expérimentales.

L’objet du chapitre quatre est de mener une comparaison quantitative des prédictions
théoriques issues de I’analyse spatio-temporelle de stabilité et des résultats expérimentaux.
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L’enjeu est fort, puisqu’il porte sur la question cruciale de savoir si les caractéristiques
linéaires du mode global, & savoir la fréquence des oscillations et la distribution spa-
tiale des instabilités dans la région absolument instable, peuvent décrire précisement
la dynamique thermoconvective observée expérimentalement. Cette description linéaire
du mode global s’est avérée pertinente a plusieurs égards, nous nous sommes interrogés
sur le role des non linéarités. Une simulation numérique directe bidimensionnelle est
alors proposée.

Le chapitre cinq décrit les outils mathématiques et les méthodes spectrales utilisées
dans un code développé au L.ILM.S.I ! par I'équipe du professeur G. Labrosse, code
validé sur une configuration de convection naturelle dans une boite fermée. Mon séjour
au L.I.LM.S.I, encadré par G. Labrosse, m’ a permis d’étendre ce code & une configuration
adaptée au probleme de la convection mixte.

Le chapitre six est consacré a I’analyse des résultats issus des simulations numériques
directes bidimensionnelles. Les fréquences d’oscillations, les nombres d’onde ainsi que
les vitesses de propagation des structures convectives, sont comparés aux résultats issus
de la théorie linéaire. De méme, 'amplitude saturée des structures thermoconvectives
obtenue numériquement ainsi que le transfert de chaleur moyen sont a leur tour com-
parés aux données expérimentales [26]. Enfin, une loi d’échelle d’établissement de ces
structures saturées, proposée par Couairon et Chomaz [32] dans le cadre de I’équation
de Ginzburg-Landau, est discutée a la lumiere des résultats de la simulation numérique
directe.

A la fin de ce mémoire, les résultats obtenus le long de ce travail sont synthétisés
sous forme de conclusion générale avec I’énoncé de certaines perspectives. L’annexe
A détaille les concepts d’instabilité absolu et convectif et I’annexe B est consacrée a
I’'obtention des équations d’amplitude.

Laboratoire d’Informatique pour la Mécanique et les Sciences de I'Ingénieur
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Introduction



Chapitre 1

Présentation de la convection
mixte en milieu poreux

Les écoulements de fluide & travers un milieu poreux se rencontrent dans des do-
maines tres variés des sciences et techniques. A titre d’exemple, on peut citer les
probléemes de purification de 1’eau, de dépollution des sols, d’extraction de pétrole et
de gaz, les problemes géophysiques, ...

Dans ce chapitre, nous exposons les travaux expérimentaux, théoriques et numériques
antérieurs. Puis nous définissons les caractéristiques rhéologiques des milieux poreux.
Enfin nous présentons une modélisation mathématique du probléeme, les parametres
adimensionnés pertinents ainsi que ’état conductif.

1.1 Convection mixte en milieu poreux et expérimentation

On parle de convection naturelle d’origine thermique lorsque le milieu est limité par
des plaques imperméables et qu’il est chauffé par le bas. En revanche, on dit qu’il y a
convection mixte lorsque I'on considere en plus du gradient de température, un débit
filtrant en imposant une pression plus forte a 'amont qu’a I’aval du milieu poreux (voir
figure 1.1).

La convection mixte au sein d’un milieu poreux saturé par un fluide a été étudiée
par M. Combarnous ([26]-[28]), tant en ce qui concerne les conditions d’apparition de la
convection, que le transfert de chaleur et la forme des cellules convectives. Les matrices
solides utilisées sont non consolidées, composées de différents milieux : billes de verre,
de quartz, de propyléne, d’anneaux de Fenske .... Différents fluides sont utilisés : de
I’eau désaérée et de I’huile aux silicones. Nous allons décrire le dispositif expérimental
et exposer quelques résultats expérimentaux.

1.1.1 Appareillage

L’appareillage complet (figure 1.2) comprend une cellule principale dans laque-
lle se développent les mouvements convectifs et un ensemble d’élements annexes qui
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o> T [

Fia. 1.1 — Configuration du domaine physique : une couche poreuse horizontale saturée
d’un fluide pesant de hauteur H, de largeur a H chauffée par le bas refroidi par le haut
et soumise a un écoulement horizontal uniforme de débit )

permettent 1’établissement de conditions aux limites stables ainsi que la mesure des
températures et des flux de chaleur.

Une cellule principale est constituée d’un bloc de makrolon qui sert d’isolateur
thermique. Dans le bloc, on y a usiné un tunnel, de 90 ¢cm de longueur, 37 cm largeur
et 5.35 cm de hauteur (figure 1.3). Une partie plus petite du bloc est au contact de
deux plaques planes métalliques destinées a la régulation de la température.

La plaque du bas est chauffée par dissipation thermique, a partir d’une série de
résistances regroupées par élément chauffant, baignant dans de I’huile et isolées par du
vide. Tous ces éléments chauffants sont controlés indépendamment les uns des autres. La
plaque du haut est maintenue a une température fixe par circulation d’eau. L’uniformité
de la température des plaques est assurée par le relevé des thermocouples placés a
proximité immédiate du milieu poreux et au centre des éléments chauffants.

A Tentrée du domaine il est imposé un profil de température linéaire (température
de conduction) par une série de résistances chauffantes, ainsi qu’un écoulement uniforme
dans le milieu poreux méme en absence de convection.

La mesure de la température a I'intérieur du tunnel, est assurée par des sondes com-
posées de thermocouples. Il est possible d’effectuer une mesure simultanée, en plusieurs
points pour des hauteurs, des largeurs et longueurs variables. Une représentation de la
distribution temporelle et spatiale de la température est donc possible.

La mesure du flux de chaleur s’effectue par le calcul de l'effet Joule par dissipa-
tion des éléments chauffants. Dans son interprétation, il est tenu compte des fuites
thermiques de I’ensemble de 'appareillage.
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\ Fi1G. 1.2 — En haut, coupe longitudinal
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: : J Fia. 1.3 — A gauche, cellule principale

[—] et emplacement des éléments chauf-
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:

fants indépendants et constitués de
résistances (d’aprés[26])

1.1.2 Résultats expérimentaux

Les expériences de convection en milieu poreux présentent ’avantage de développer
des instabilités sur des temps tres lents. Les périodes sont de l'ordre de 'heure (voir
la figure 1.5 a) ) ce qui permet & 'expérimentateur armé de patience, d’avoir le temps
d’observer 'organisation de la convection. Des différents essais entrepris, il en résulte
que le critere d’apparition de la convection thermique ainsi que le transfert de chaleur ne
sont pratiquement pas modifiés par I'existence d’un débit filtrant non nul. En revanche,
la forme des cellules convectives dépend & la fois du gradient de température AT et de
la valeur de la vitesse de I’écoulemenent moyen du fluide saturant le milieu poreux V'
(voir figure 1.4). L’enregistrement de I’évolution des températures au sein du milieu a
permis de définir plusieurs régions dans le domaine de la convection laminaire :

— la région 1 sur la figure 1.4 : lorsque la vitesse entrante V' est plus petite qu’une
. . 7% . ’ . . .

certaine vitesse V', la convection se présente majoritairement sous la forme de

rouleaux mobiles, perpendiculaires a 1’écoulement moyen : appelés rouleaux
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FIG. 1.4 — répartition des structures observées dans le plan (AT, V) ou ”oscillation”
désigne les R.T (mesure de la figure 1.5 a) ) , "stationnaire” désigne R.L (mesure
de la figure 1.6 a) ) et ”perturbation” désigne des structures désordonnées (mesure
de la figure 1.7). Les lignes horizontales en pointillé indiquent V" et celles verticales
indiquent de gauche & droite : le régime conductif (AT < 9 pour la série 6), laminaire
(9 < AT < 28 série 6) et turbulent (AT > 28 série 6).
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transversaux mobiles et notés R.T (voir figure 1.5 b)).

— la région 2 sur la figure 1.4 : lorsque la vitesse entrante V' est plus grande que 72
la convection se présente majoritairement sous la forme de rouleaux hélicoidéaux
fixes paralleles a I’écoulement moyen appelés rouleaux longitudinaux fixes et
notés R.L (voir figure 1.6 b)).

Pour des vitesses débitantes proches de V*, les essais réalisés mettent en évidence
des effets d’hystérésis qui pourraient étre associés a la transition entre les deux types
de structures convectives (fleches sur la figure 1.4, série 7).

Certains enregistrements de la température suggerent la possibilité de propagation
de rouleaux paralleles mais pas tout a fait perpendiculaires a la direction moyenne
d’écoulement ou méme parfois de rouleaux perpendiculaires mobiles dans une partie du
massif poreux alors que 'autre partie est occupée par des rouleaux stables hélicoidaux.

Néanmoins, au dela d’un certain gradient de température, nous sommes dans le
domaine turbulent et ce quel que soit la valeur de la vitesse entrante. La figure 1.7
décrit ’évolution lors d’un essai, la température en différents points du plan médian du
milieu poreux et met en évidence le caractere fluctuant, imprévisible de la température,
associé a des structures moins ordonnées.

a) b)

* ESEN-Eis 5 Plan du massif
T°C [Ra™:131;V;=6,7.10-°m/s] pid
Températures in situ

|
1 1
[ 20 of !
3di = |
dans le plan médian | 4
T, 1308 P L le | \

10 1 12 Temps (heures)

Fic. 1.5 — a) représente ’évolution lors d’un essai, de la température en différents
points du plan de symétrie horizontale du milieu poreux. Il met en évidence le caractere
oscillatoire régulier de la température associé aux R.T représentés schématiquement en
b)

1.1.3 Travaux analytiques et numériques antérieurs

La convection mixte en milieu fluide, connue sous le nom de probleme de Poiseuille-
Rayleigh-Bénard a fait I'objet de trés nombreuses investigations , tant théoriques ou
numériques qu’expérimentales. A ce sujet, dans une excellente revue bibliographique
récente, X. Nicolas [72] présente 154 références qui couvrent la période 1920-2001.

L’intérét porté a la convection mixte en milieu poreux a été beaucoup moins im-
portant. D’un point de vue théorique, Prats [78] a été le premier a analyser la stabilité
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a) b)

ESSAI 11-295 [Ra™=71;Vi=1,72.10-% m/s]
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F1G. 1.6 — a) représente I’évolution lors d’un essai, de la température en différents
points du plan de symétrie horizontale du milieu poreux et met en évidence le caractere

stationnaire de la température (apres un certain temps de transition) associé aux R.L
représenté schématiquement en b)

ESSAl 6-106 (Ra¥=1150) REGIME PERMANENT

Températures dans le plan médian

Fic. 1.7 — Mesure temporelle de la
température, elle présente un caractere
imprévisible associé au régime turbu-

L [~ fnt

4 45 Temps (heure)

linéaire de la convection mixte bidimensionnelle dans un milieu poreux d’extension
latérale infinie (a — oo). En utilisant le modele de Darcy, il montre que le seul effet de
I’écoulement principal est d’introduire des oscillations des structures convectives, alors
que le seuil d’apparition de ces structures reste le méme que celui du probleme classique
de Horton-Rogers-Lapwood.

Rees [82] a étendu cette analyse en prenant en compte les effets d’inertie modélisés
par le terme de Forchheimer en tant que correction du modele de Darcy. Il montre que
le couplage entre I’écoulement principal et les termes non linéaires d’inertie favorise
I’émergence de structures convectives organisées sous la forme de rouleaux longitudin-
aux fixes, et ce quelle que soit la valeur de la vitesse débitante de I’écoulement principal.

D’un autre coté, en utilisant récemment la théorie de la propagation des ondes,
Chung et al [25] ont proposé une loi d’établissement spatial de ces mémes rouleaux
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longitudinaux. Bien que les résultats établis dans [82] et [25] soient intéressants, ces
prédictions théoriques ne renseignent pas et n’aident pas a comprendre 1’observation
expérimentale des rouleaux transversaux propagatifs.

Il faut attendre l’excellent travail de these de F. Dufour [39] pour qu’un nou-
vel éclairage soit apporté aux circonstances dans lesquelles la déstabilisation dans
ce probleme de convection mixte, conduit & un mouvement convectif dépendant du
temps ou au contraire & un régime stationnaire structuré en rouleaux longitudinaux.
L’originalité du travail de thése de F. Dufour résident notamment dans l'utilisation
rigoureuse du concept d’instabilité absolue, grace auquel, on comprend mieux les con-
ditions nécessaires qui pilotent ’émergence des rouleaux transversaux propagatifs. La
dynamique non linéaire de ces derniers a été étudiée par F. Duffour, en appliquant le
théoreme de la variété centrale et de la forme normale. Elle a par ailleurs mené une étude
numérique [40] dans le but de décrire les écoulements bidimensionnels et périodiques
en temps. Cette étude numérique lui a permis de calculer la fréquence globale des
oscillations, les longueurs d’onde et la vitesse de phase des rouleaux transversaux.

Ce travail constitue alors une extension naturelle au travail de these de F. Dufour
[39].

1.2 Caractérisation d’un milieu poreux

On rappelle succinctement, les différentes grandeurs caractéristiques du milieu poreux.
Le lecteur intéressé, pourra consulter 'ouvrage de D.A. Nield et A. Bejan [73], pour de
plus amples informations.

1.2.1 Définition du milieu poreux

Le milieu poreux est composé d’une matrice solide, a I'intérieur de laquelle se trou-
vent des pores reliés entre eux ou éventuellement isolés. On peut distinguer :

— les matrices solides non consolidées ou la phase solide est formée de grains (par
exemple le sable, le gravier, billes de verre, d’acier, les lits de particules pas encore
fluidilisés ... ), pratique pour 'expérimentation.

— les matrices solides consolidées (par exemple les roches calcaires, le gres, I'argile,
le bois, tissu biologique ... ).

Dans le cadre de cette étude nous nous limiterons au cas de la matrice solide non
consolidée.

Les pores reliés entre eux, permettent I’écoulement d’un ou plusieurs fluides. On
peut alors classer les problemes rencontrés, suivant les phases en présence a l'intérieur
des pores :

1) le milieu est saturé d’un seul fluide ou encore un ensemble de fluides miscibles
(par exemple un sol imbibé d’eau).

2) le milieu est composé de plusieurs fluides non miscibles. Un ensemble de ménisques
sépare alors les différentes phases (par exemple un mélange eau-huile-gaz dans les
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roches pétrolieres, ou un sol partiellement saturé d’eau, la deuxieme phase étant
air).

3) le milieu est le siege d’un transport de fluide et de particules solides. Il agit
en général comme un filtre, mais ses proprietés hydrodynamiques se modifient
au cours du temps (dépollution des eaux contenant de grosses particules par
percolation a travers le sol).

Dans le cadre de cette étude nous nous limiterons au cas 1).

1.2.2 Parametres
Volume Elémentaire Représentatif (V.E.R)

L’échelle du pore d varie généralement de 0.05um pour les nanopores, a 0.5mm
pour les macropores. Or la distribution des pores et des grains est généralement tres
irréguliere. A cette échelle, la pression, la vitesse, la température varient donc tres
irrégulierement d’un point a 'autre du domaine. On est donc amené a effectuer une
moyenne spatiale de ces grandeurs. Elles ont pour but d’éliminer les fluctuations a
I’échelle du pore, mais pas les fluctuations a 1’échelle macroscopique du milieu poreux
L. Cette moyenne s’effectue donc sur des nombreux pores par l'intermédiaire d’un
Volume Elémentaire Représentatif V.E.R (voir figure 1.8) du milieu. De plus, I’échelle
[ du V.E.R doit donc vérifier :

d<i<L

On obtient donc les grandeurs caractéristiques de la vitesse, la pression et la température,
en les moyennant sur le V.E.R. Cela permet de représenter un point dans un nouveau
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a) cubique b) cubique centrée c¢) cubique a face centrée
¢ = 0.476 ¢ =0.32 ¢ = 0.255

Fic. 1.9 — modele géométrique par empilement régulier de spheéres de méme diametre
avec la porsité ¢ associée

milieu continu fictif par changement d’échelle. Il est équivalent au domaine poreux
étudié mais a I’échelle macroscopique. Lorsque les propriétés locales, définies sur le
V.E.R, sont indépendantes de la position de celui-ci, le milieu est dit homogene, a
I’échelle macroscopique. Dans la suite, sauf cas particulier, toutes les grandeurs (pres-
sion,vitesse,température) apparaissant dans les différents modeles seront définies sur le
V.E.R.

Porosité
La porosité ¢ est définie comme le rapport du volume vide occupé par les pores, sur

le volume total soit :
__ wvolume des pores

volume total

La proportion occupée par la matrice solide est donc donnée par 1 — ¢. En fait ¢ est
plus exactement appelé porosité totale. En effet, cette définition prend en compte les
pores fermés. On introduit donc une porosité accessible, définie comme le rapport du
volume des pores connectés sur le volume total. Cela n’est possible que si on connalit
suffisamment la structure du milieu poreux, elle est peu utilisée en pratique. Cette
distinction n’aura pas lieu dans 1’étude qui suit, les milieux expérimentaux se font
par empilement (matrice solide non consolidée). Pour les milieux poreux naturels ¢
n’excede pas 0.66 (pour l’ardoise en poudre). Néanmoins cela peut étre plus élevé pour
des milieux poreux industriels (0.9 en moyenne pour les fibres de verre).

Beaucoup de résultats sont issus de modeles géométriques particuliers de grains
ou de pores. Ils sont obtenus dans le cas d’empilements réguliers de spheres de méme
diametre. Ces empilements forment des réseaux et la porosité dépend fortement de
larrangement (voir (figure 1.9). Dans le cas d’un réseau cubique il y a beaucoup plus
d’espace pour le fluide (¢ = 0.476) que dans le cas d’un réseau cubique a face centré
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(¢ = 0.255) qui est le réseau régulier, le plus compact que 1’on puisse obtenir avec des
spheres de méme diametre.

Il existe de nombreux cas ou la porosité est variable mais on la considére comme
uniforme.

Surface spécifique

Cela correspond au rapport de ’aire de la surface totale de l'interface fluide-solide
Ay, sur le volume de I’échantillon V' soit :

Ay
V

qui a la dimension d’une longueur. Par exemple pour les empilements cubiques, la
surface spécifique « varie comme 1/r, avec 7 le rayon des spheres.

Comme précédemment on distinguera une surface spécifique totale et accessible.
Cette grandeur joue un role capital dans les problémes d’absorption ainsi que dans
I’échange de chaleur entre le fluide et la matrice solide.

Tortuosité

La complexité du chemin continu des fluides a travers les pores a une influence sur
les propriétés de transport du milieu. L’existence de "bras mort” (voie de garage de
I’écoulement) est importante dans les matériaux peu poreux et tres hétérogenes. Pour
tenir compte de la connection entre les pores, on définit la tortuosité T.

Généralement, on définit 7 a partir de I’analogie hydraulique <> électricité. En effet,
le transport de fluide (le débit) par différence de pression est I’analogue du transport de
charge (le courant) par différence de potentiel électrique (voir la loi de Darcy (1.6)). La
relation entre potentiel et courant est appellée conductivité (I'inverse d’une résistance).
On considere la conductivité électrique équivalente o, d'un milieu poreux saturé par un
liquide conducteur de conductivité électrique oy. Généralement le milieu poreux vide
est tres peu conducteur. C’est donc la structure géométrique des pores remplis de fluide
qui rend le milieu poreux saturé, plus ou moins conducteur (mesure de o,). On définit
donc :

T =
Op

7 s’exprime simplement dans le cas ou
le milieu poreux étudié se modélise sous
la forme d’un réseau de capillaires on-
dulés (voir la figure de gauche). On
trouve dans ce cas :

()

ou Lqp représente la longueur moyenne d’un tuyau capillaire ondulé et L représente
la longueur du milieu. On a toujours L., > L < 7 > 1, et si les tuyaux capillaires sont
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rectilignes, on obtient L., = L < 7 = 1. Plus 7 est grand plus le milieu est ”tortueux”,
il joue donc un réle important dans les problemes de diffusion.

Perméabilité

La perméabilité K se réfere a la capacité du milieu poreux a laisser passer le ou les
fluides a I'intérieur des pores. Elle ne dépend que de la géométrie de la matrice solide,
en particulier de la porosité et la tortuosité. Ainsi le milieu est d’autant plus perméable
que les pores sont connectés entre eux.

Généralement K est déterminé par des mesures expérimentales, par le biais de la
loi de Darcy régissant le mouvement du fluide dans le milieu poreux (voir (1.5)-(1.6)).
Il existe de nombreux travaux répertoriant la perméabilté pour différents milieux. On
pourra consulter le livre [73], pour trouver quelques valeurs de K, elles se situent entre
1077 — 107 pour le gravier et 10713 — 10~16m? pour I'argile stratifié.

Il est possible d’évaluer la perméabilité K grace a des géométries particulieres du
milieu, par I'intermédiaire de ¢ et d’'une dimension caractéristique de la matrice solide
a I’échelle du pore. On note notamment :

— la relation de Kozeny-Carman (1937) [9], qui donne une estimation satisfaisante
de K dans le cas d’'un empilement de grains de formes a peu prés identiques
et dont la distribution des tailles des grains n’est pas trop éloignée d’une taille
moyenne D :

D2¢3

K= 36001 —9)°

(1.2)
Cy est un coefficient de forme, il est compris entre 3.6 et 5. Il est égal a 4.8 pour
les grains sphériques et dans ce cas D représente le diametre de la sphere.

— le modele de faisceaux de tubes capillaires ondulés, paralleles en moyenne a une
direction donnée est donc fortement anisotrope [46] :

D?1
K=¢p—=
¢32T

avec T la tortuosité des tubes capillaires ondulés (1.1), D le diametre des tubes.

Si le milieu est formé de 3 ensembles de capillaires perpendiculaires deux a deux
(et donc relativement isotrope), la perméabilité serait réduite d'un facteur 3, on
peut faire I’estimation suivante : K = gbg—g%.

On peut aussi intégrer directement les équations de Navier-Stokes par voie numérique.
Cela s’effectue au cas par cas dans un domaine géométrique particulier assez sim-
ple et représentatif du milieu. On pourra consulter Uarticle de [81]. Les auteurs
retrouvent notamment la relation (1.2) et la chute de pression prévue par la loi

de Darcy (1.6).

Il existe également des modeles statistiques permettant le calcul de la perméabilité.
Cela se révele utile lorsque le milieu poreux présente des inhomogénéités dans une
large gamme d’échelle (il n’y a plus de description continue fictive équivalente).
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Remarque :
— Laloi empirique d’Archie (1942), relie le facteur de formation F' = % a la porosité
par :
F=¢™™

avec par exemple m = 3/2 pour les grés, cette loi est valable pour la formation
de roche sédimentaire (on peut également relier la perméabilité a la porosité).

— nous avons présenté des modeles de description des pores afin d’obtenir des V.E.R,
basés sur des empilement de spheres . ..ol on utilise I'invariance par translation
des propriétés, pour caractériser le V.E.R. Or les mesures (par exemple [80])
montrent que l'arrangement des pores des roches sédimentaires est proche des
géometries fractales au moins sur une certaine gamme d’échelle, c’est a dire que
les propriétés sont invariantes par changement d’échelle. Des calculs effectués sur
des structures fractales déterministes (voir notamment [7]) permettent dans ce cas
le calcul par exemple de la porosité, la perméabilité ou la loi d’Archi. . . Néanmoins
I'idée d’un caractere strictement fractal est mis en défaut par de récentes mesures,
révélant le caractere multifractal de la répartition des pores [77], ce qui appelle
une autre modélisation statistique [59].

1.3 Formulation mathématique

1.3.1 Modélisation

On considére une couche poreuse horizontale infinie (voir la figure 1.1), isotrope et
homogene d’épaisseur H, de largeur aH. Cette couche est saturée par un fluide pur
pesant, soumis & un écoulement uniforme, horizontal de débit ) . La paroi inférieure
est chauffée a la température Tjj alors que la paroi supérieure est maintenue a une
température T} < Tj. La couche est placée dans le champ gravitationnel g

Le fluide a une viscosité cinématique vy, une viscosité dynamique g, une masse
volumique py¢, et une conductivité thermique ;.

Comme nous 'avons vu précédemment, les grandeurs sont moyennées sur un V.E.R
(les moyennes volumiques sont définies dans [60]-[94]). De plus la méthode d’homogénéisation
[85]-[86] permet le changement d’échelle pour obtenir de nouvelles grandeurs contin-
ues d’un milieu poreux continu fictif équivalent. Elle repose essentiellement sur des
développements asymptotiques de la vitesse et de la pression a I’échelle du pore, puis
par une application d’un opérateur moyen d’intégration, on peut passer a 1’échelle
macroscopique. Les coefficients des équations macroscopiques ainsi obtenues refletent
la nature complexe du milieu a 1’échelle microscopique.

On introduit donc la vitesse de filtration V;, moyenne de la vitesse du fluide sur tout
le V.E.R c’est a dire {pores remplis + solides }. On peut également définir la vitesse
interstitielle V; qui représente la vitesse moyenne du fluide mais a l'intérieur de pores.
La relation de Dupuit-Forchheimer permet de relier les 2 grandeurs :

Vi = oV,
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On peut construire le nombre de Reynolds Re,, basé sur la taille moyenne des pores
d et la vitesse interstitielle :

d
Re, = V;— (1.3)
vy

1.3.1.1 Equation de conservation de la masse

On écrit la conservation de la masse pour la phase fluide transportée par la vitesse
ﬁ
interstitielle V' ;, on a alors :

—
i

0
10 | div(os 6V7) = 0

En premiere approximation la densité s’écrit comme fonction linéaire de la température :

pr=po(l —ap(T" = 1T5))

avec ay le coefficient d’expansion thermique, 7™ la température en un point donné et
T une température de référence par exemple la température de la plaque du bas. Dans
les gaz et les liquides, le coefficient d’expansion thermique o est trés petit, 1073 < o <
10~%°C~1. Nous adoptons donc ’hypothése d’Oberbeck-Boussinesq [11] pour la
densité du fluide qui montre que les variations de densité sont négligées, excepté dans
le terme gravitationnel p f? ou elles rendent compte de la poussée d’Archimede qui est
la cause de la convection thermique.
L’équation de conservation de la masse s’écrit alors :

<

div(V ;) =0 (1.4)
1.3.1.2 Equation de conservation de la quantité de mouvement

Loi de DARCY :

C’est en 1856 que Henry Darcy [35] décrit une loi sur les écoulements isothermes
dans un milieu poreux. A partir d’expériences de percolation d’eau a travers une colonne
de sable verticale saturée de hauteur H, il en déduit :

Q= K’STm (1.5)

avec @@ le débit de ’eau percolant & travers la colonne, AP, la différence de pression
motrice entre le haut et le bas de la colonne et K’ une constante dépendant de la
perméabilité de la couche poreuse du milieu et du milieu fluide. On peut montrer [89]
que K’ = % avec K la perméabilité et uy la viscosité dynamique du fluide.

On peut généraliser cette loi par :
K

v
Ty

(VP = p;7) (L6)
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La perméabilité K peut étre une constante dans le cas d’une couche poreuse isotrope
et un tenseur dans le cas anisotrope et P* représente la pression en un point du milieu
continu fictif.

Les conditions aux limites sur le bord du domaine sont des conditions de glissement :

—

Vf.ﬁ) = 0 sur 0f)

en effet méme si il y a adhérence du fluide sur le bord du domaine a I’échelle des pores,
en "moyenne” sur le V.E.R, le fluide glisse sur ce bord.

La loi de Darcy est vérifiée par de nombreux résultats expérimentaux pour des
régimes d’écoulement laminaire. Elle a également été vérifiée par des simulations di-
rectes des équations de Navier-Stokes [81] ou on vérifie bien cette chute de pression.
Selon Bear [9] il existe 3 types de régimes en fonction de Re,, :

— pour Re, < 1, le régime est laminaire, les forces de viscosité sont grandes devant
les forces d’inertie, la loi de Darcy est valable.

— pour 1 < Re, < 150, des couches limites se développent au niveau des parois
solides. En dehors de cette couche limite, il n’y a plus proportionnalité entre le
gradient de pression et la vitesse de filtration : la loi de Darcy n’est plus applicable.
Ce régime d’écoulement stationnaire laminaire persiste jusqu’a Re, = 150.

— pour 150 < Re, < 300 un régime d’écoulement instationnaire prend place.

— Rep, > 300 on est en présence d’un écoulement turbulent.

Remarque :

— a’échelle des pores, les forces prépondérantes sont donc les forces visqueuses, c’est
un écoulement déterminé par I’équation de Stokes (loi de Poiseuille appliquée a
chaque pore). Il est alors possible de retrouver la loi de Darcy par le biais de la
théorie de I'’homogénéisation a double échelle d’énergie [86] avec ’hypothese de
périodicité du milieu et d’un écoulement de Stokes.

— il y a une analogie complete entre les équations de Darcy en 2D et les équations
régissant la cellule Hell-Shaw. Cette derniere est composée de 2 vitres verticales
proches 'une de Pautre d’une distance h, entre lesquelles s’écoule un fluide [28].
On a alors 1’équivalence K « h?/2.

Plusieurs modeles empiriques ont été proposés comme des extensions de la loi de
Darcy.

Loi de Darcy-Forchheimer :

Lorsque la vitesse débitante augmente, les forces d’inertie ne sont plus négligeables.
Dans ce cas, on montre expérimentalement que pour un gradient de pression fixé, le
débit mesuré est plus petit qu'il ne le serait avec la loi de Darcy [73]. Pour prendre en
compte cet effet, Forchheimer fut le premier & proposer, en 19o1 [42], une modification
empirique de la loi de Darcy en reliant non linéairement (par un polynéme du second
ordre), la vitesse de filtration et le gradient de pression. La formulation la plus utilisée
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est la suivante [73] :

1

— Kz — — K N
; + o[Vl V == (VP = pyg) (L)
- 0 1y
due aux frottements visqueux
due aux pertes inertielles
avec cp une constante reflétant la géométrie du milieu et ||.|| la norme euclidienne de

R3. ¢p vaut approximativement 0.55 et dans le cas d’un empilement de spheres on
trouve :

d
cr =0.55 (1 - 5'5F> (1.8)

avec d le diametre des billes et D, le diametre équivalent de la couche (ici D, = aH).

Il est possible de démontrer cette loi quadratique par la théorie de 'homogénéisation
en incluant les premiers termes du transport par inertie en plus des effets visqueux [96].

Muskat [65] propose en 1946 une classification ( introduite initialement par Lindquist
[58]) du domaine de validité des lois de Darcy et Darcy-Forchheimer. Il distingue 3 zones
en fonction du nombre de Reynolds Re :

zone 1 : correspondant a de tres faibles Re, (Re, < 1), la loi de Darcy est valable.

zone 3 : correspondant a de forts Re, (10 > Re, > 1), la loi de Darcy-Forchheimer
est valable.

zone 2 : correspondant a une zone de transition entre les faibles et les grands nom-
bres de Reynolds.

De nombreuses autres relations non linéaires analytiques ont été suggérées pour la
description de 1’écoulement dans la couche poreuse. Ainsi dans la représentation de
Muskat décrite ci-dessus, la difficulté était de décrire correctement la zone 2, c’est a
dire la zone de transition. C’est dans ce contexte que Firdaouss et al. [41] ont montré
que la premiere et la seconde zone peuvent étre unifiées en une méme zone obtenue
asymptotiquement en faisant tendre Re — (. Dans cette nouvelle zone, la loi de Darcy
est modifiée par une correction cubique pour la vitesse de filtration. Leur modele est
en accord avec les expériences de G. Chauvetau [21]. Cette correction cubique apparait
également sous certaines hypotheses (E. Skjetne et al. [90], C. Mei et al [61]).

Modéele de Brinkman

Dans le cas ou la porosité est importante (de 'ordre de 0.8), il faut tenir compte
des effets de diffusion visqueuse au niveau des parois. Il convient donc de rajouter un
terme diffusif & la loi de Darcy. Brinkman en 1947 [15] propose le modele suivant :

VP* = pf? — %‘_/)f +H/A‘_/)f

ou p' est la viscosité effective qui peut étre déterminée expérimentalement [45]. A titre
indicatif on trouve pour ¢ = 0.972 on a ' ~ 7.5us. Si K devient grand, I’équation se

réduit & I’équation de Stokes avec pp = /.
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Il est aussi possible d’additionner les effets de Forchheimer et Brinkman avec 1’in-
corporation d’un terme instationnaire moyenné et d’un terme d’advection. On obtient
un modele semi-heuristique [73] :

— — —
1Vy Vig (ﬁ)
¢

1
= — ZV(¢P*) + AV 5 — %V’f .

¢ (1.9)
CFPf = T
VAVl +ord

1
2

Pf

oo o

ou ¢ peut varier spatialement. L’ajout des termes d’inertie comme dans les équations de
Navier-Stokes s’avere limité. A part pour des perméabilités élevées et des vitesses vrai-
ment élevées, ce terme peut étre négligé par rapport a la correction Forchheimer. Quant
au terme instationnaire, il est utile pour des vitesses tres élevées (Re, > 150). Nous
montrerons dans la suite que ces termes sont négligeables lorsque qu’on adimensionne
les équations (voir le paragraphe 1.3.3.2 ) .

Remarque : la gamme des vitesses utilisées dans les expériences de convection mixte
de M. Combarnous [26] (par exemple Re, =~ 1,2 pour les expériences avec de l'eau)
sont en adéquation avec le domaine de validité des équations de Darcy-Forchheimer.

1.3.1.3 Equation de conservation de I’énergie

La convection en milieu poreux favorise le transfert de chaleur entre la paroi chaude
et la paroi froide. Ce transfert de chaleur est assuré a la fois par la phase fluide et la phase
solide. Or ces deux phases ne possedent ni la méme capacité thermique (respectivement
(pc) ¢, (pc)s pour la phase fluide et la matrice solide), ni la méme conductivité thermique
(respectivement Af, As). Pour cette raison et dans le but de tenir compte du transfert
de chaleur lié & la présence des 2 phases, Combarnous et Bories [29] avaient proposé un
modele de deux équations d’énergie décrivant 1’évolution de la température des deux
phases :

v,
oT; _ ,
d(pc) ¢ 5 + (pc)f Vi VT; = div[\}VTT] = h(T} = 1T7) (1.10)
T*
(1= 6)(pe)s B2 = din] V7]~ h(T: ~T}) (1.11)

avec T}k,s désignant la température, moyennée sur un V.E.R, les indices f,; désignent
la partie fluide et la matrice solide. Au regard de (1.10) et (1.11), on constate que si
Ts > Ty, soit Ty — T > 0, le transfert de chaleur est compté positivement de la matrice
solide vers la phase fluide.

Les scalaires A} et A} sont des coeflicients de conductivité thermique équivalente et
dépendent ! des coefficients de conductivité thermique propre A 7 et Ag et de la porosité
¢. Ils dépendent aussi entre autres parametres :

1si le milieu est isotrope ce sont des scalaires; si le milieu est anisotrope, ce sont des tenseurs, par
hypothese ils sont sphériques
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— pour )\;, de la dispersion hydrodynamique due & la présence du squelette solide.
— pour A%, de I’état de division de la phase solide.

Le coefficient de transfert entre les 2 phases, h, dépend, par analyse dimensionnelle :
— des caractéristiques thermiques de la phase fluide et de la matrice solide (conduc-
tivité et chaleur volumique)
— de la porosité ¢
— une dimension caractéristique du milieu poreux par exemple VK avec K la
perméabilité ou alors la taille d’un pore, d’un grain, d’une fibre.
h peut-étre déterminé expérimentalement de maniere indirecte [73].

Lorsque ’on suppose ’équilibre thermique entre la phase fluide et la matrice solide
on a alors T }" = T7 (le coefficient de transfert h — o0). Sa justification repose sur
la comparaison des temps caractéristiques de mise a I’équilibre thermique du milieu
poreux. Sa validité a été systématiquement étudiée dans [79]. Pour les modeles variant
entre 1072 < ﬁ—; < 103, on observe qu’ au cours d’un processus transitoire, I’écart max-
imal entre les températures moyennes adimensionnées de chaque phase est de 1'ordre
de 10%.

On en déduit par sommation termes a termes des équations (1.11) et (1.10), le
modele de transfert de chaleur le plus couramment utilisé pour les milieux poreux
(équation de transport-diffusion) :

*

T
(pc)*%t* + (pe); V . VT = div[\"VT*] (1.12)

avec T* la température équivalente du milieu poreux, (pc)* = ¢(pc) ¢ + (1 — ¢)(pc)s la
chaleur spécifique volumique équivalente (car additivité des enthalpies donc des chaleurs
spécifiques volumiques) et \* = A5y Généralement A* est mesurée expérimentalement
mais il dépend de la température. On le prendra constant dans la suite. On peut quand
méme en donner une approximation assez simple. Parmi les modeles les plus usuels
[73], on distingue :

— les modeles séries A, définis par un milieu constitué de strates de solide et de

fluide perpendiculaire au transfert de chaleur, on obtient :

A= 0As (1= 9N

— les modeles paralleles All, définis par un milieu constitué de strates de solide et
de fluide paralleles au transfert de chaleur, on obtient :

1 1-—
1_0, 1-9¢

PUNDY As
Ces approximations permettent d’encadrer \* :

A< <l

Si A* ne varie pas spatialement, on peut écrire :
(pe)* OT™
(pc)¢ Ot*

le coefficient de diffusivité thermique équivalente.

+ V. VT* = k*AT*

AT

avec K* =
(pc)y
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1.3.2 Conditions aux limites

Pour une couche poreuse semi-infinie [0, o], [0, aH], [0, H], dans le repere (z*, y*, z*)
(voir la figure 1.1), on impose les conditions aux limites suivantes :
e pour la vitesse, on utilise I’équation de Darcy ou Darcy-Forchheimer, avec :
— des conditions de glissement & la frontiére (parois imperméables) :

‘_/)f.ﬁ = 0 sur la surface en z* =0, H et y* =0,aH

— une condition de débit imposée, a l'entrée :

H aH
/ / V. mdS = Q
0 0

e pour la température, on utilise I’équation de I’énergie avec :
— des parois latérales verticales adiabatiques (bloc de makrolon dans les expériences
de Combarnous) :
oT™*
oy*

— des parois horizontales isothermes :

=0 pour y* =0,aH

T* =Ty pour z* =0et T* =T} pour 2" =1

1.3.3 Adimensionnalisation et solution de conduction
1.3.3.1 Equations adimensionnées

Toutes les grandeurs physiques du probleme peuvent étre exprimées a l'aide de
quatre grandeurs fondamentales : la longueur [m], la masse [kg], la température [K]
et le temps [s]. Or les phénomenes physiques sont indépendants du choix de 'unité,
ils dépendent donc de nombres sans dimension. Pour cela on adimensionne toutes les
grandeurs par les échelles de références suivantes :

— pour la longueur : Lo = H
— pour le temps : tyg = Hz%
— pour la température : 0Ty = Ty — T}

— pour la vitesse de filtration : vy = HC:C) ;

_ 1 fon o — Hf
pour la pression : pg = Wc)f

La longueur de référence représente la hauteur H sur laquelle se développe princi-
palement le phénomeéne de convection.

Le temps de référence représente le temps de diffusion thermique équivalent sur une
surface H?.

La température de référence au sein du milieu est comprise entre la température de
la plaque du haut et celle du bas, alors la différence de température donne la référence.
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En milieu poreux, la vitesse de filtration de référence est basée sur le temps car-
actéristique de diffusion thermique x* et la longueur caractéristique H ou seule la partie
fluide est en mouvement d’oti le terme (pc) s et non (pc)*.

Au regard de la loi de Darcy, on construit la pression de référence a partir de la
vitesse de référence et la longueur de référence mais aussi les coefficients reliant la
pression et la vitesse dans Darcy-Forchheimer.

On effectue le changement de variable suivant :

t=t"/to
(l‘,?/, Z) = (x*)y*)Z*)/LO
- =
V = Vf/vo
P = P*/po
T — (T* —T3) /6T,

dans les équations (1.12)-(1.7)-(1.4).

La couche poreuse est maintenant décrite par : (x,y,z) € [0,00][.[0,a].[0,1] ou a
représente le rapport de forme transversal de la couche poreuse. Le systéme adimen-
sionné régissant 1’écoulement dans cette couche s’écrit dans le cas général :

1 MN\oV (1Da\—g (V 1 L
<¢ aPr*) a " <¢Pr*> Vv(qb) gV OPVEADAY =V 1)

...— F|[V||V + RaTeé,

aT — —
o =V VI +AT (1.14)
div(V) =0 (1.15)
avec les conditions aux limites suivantes :
( plaques isothermes
V.e. =0 et T=1lenz=0
V-é',z: etT=0enz=1
— orT
V.-é, =0 et — =0 eny=0 (1.16)
Ay
V-é’y:() eta—yzoeny:a
condition de glissement o -
paroi adiabatique

et la condition de débit :

a 1
/ / V- ée,dydz = aPe (1.17)
0o Jo
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Ce systeme d’équations et les conditions aux limites font intervenir les nombres sans
dimension suivants :

Nombre de Rayleigh de filtration Ra :
Le nombre de Rayleigh de filtration défini par :

_ KgogH(T; —T7)(pe);

Ra oo

(1.18)

En effet, en convection naturelle, les effets stabilisants se traduisent par la diffusion

thermique du fluide en mouvement ou le temps caractéristique lors d’un trajet H d’une

particule est H 2('0)\%. Les effets stabilisants sont également dus a la viscosité ou le temps

caractéristique associé est % De ce fait, le temps caractéristique de stabilisation est
t2 _ H2(pc)fK
stabilisation — A*vg

par variation de la densité, le temps de relaxation associé est donc :

2 —
: tdestablissation -
m. Le nombre de Rayleigh est donc le rapport des 2 temps :

. Les effets déstabilisants proviennent de la poussée d’Archimede

Ra =t2

/t;
stabilisation/ “destablissation

Nombre de Péclet Pe :
Le nombre de Peclet représente le rapport du transport convectif sur le transport
diffusif de la température et s’écrit :

_ VeH(po)s

P
e e

avec V, = % la vitesse de filtration moyenne a l’entrée du domaine.

Nombre de Prandtl poreux Pr* :

Pour la phase fluide, ce nombre traduit la nature méme du fluide en rapportant
les temps caractéristiques de diffusion thermique tipermigue = H 2/k + pour I'échelle de
référence H sur les temps caractéristiques de viscosité tyisqueus = H 2 / vy pour la méme
échelle H.

PT’f _ tthermique _ vy
tvisqueus Rf
As

(pc)s
De méme, en milieu poreux on rapporte les temps caractéristiques de diffusion

thermique du milieu poreux pour 1’échelle de référence H (tinermique = H?/K*) sur les
temps caractéristiques de viscosité de la phase fluide pour la méme échelle H (tyisqueus =
H?/vy), soit :

avec Ky = la diffusivité thermique du fluide.

Pr*:y—{
K

AT

avec K* = or le coefficient de diffusivité thermique équivalente.

Nombre de Darcy Da :
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Ce nombre traduit la finesse du milieu poreux. Il est défini par :

K

Da=1m

Pour les milieux de faible granulométrie, le nombre de Darcy prend de tres faibles
valeurs comprises entre 1076 et 1078,

Terme de Forchheimer F :
Le terme de Forchheimer F, comme nous I’avons vu nous donne I'intensité du terme
non linéaire dans (1.20). Il est défini par :

1
Daz

f:CF Pr

avec cp la constante géométrique dépendant de la géométrie du milieu (voir (1.8)).

Nombre de Reynold Reg :

On a déja construit le nombre de Reynolds a I’échelle des pores Re, (voir (1.3)).
Nous pouvons construire également le nombre de Reynolds pour le milieu poreux a
partir d’une longueur équivalente induit par la perméabilité K, soit :

V.Kz
vy

Reg = cp = FPe (1.19)

Nombre M :
Ce nombre est caractéristique de la couche poreuse. Il représente le rapport de la
capacité thermique du fluide sur la capacité thermique du milieu poreux :

(pc)s

M= (pc)

*

On a souvent M ~ 1.

Nombre A :
Ce nombre représente le rapport de la viscosité dynamique du milieu a celle du
fluide :

/
A=t
I

1.3.3.2 Simplification du modéle

Dans les expériences étudiées ici [26], [28], ¢ est constant spatialement (¢ ~ 0.3,0.4)
et les nombres sans dimension sont de l'ordre de : Da ~ 1072, Pr* ~ 10, Pry ~ 10,
% ~ 1, M ~1et A~ 1 (porosité faible). On en conclut donc que l'extension de
Brinkman, le terme instationnaire et le terme d’avection qui sont de 'ordre de Da,
peuvent étre négligeabés devant les autres termes en particulier devant F (de l'ordre

de v Da). Pour pouvoir prendre en compte linertie du milieu poreux, on utilise la loi
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de Darcy-Forchheimer. L’instationnarité provient alors du transport de la température.
Le systeme (1.13)-(1.15)-(1.14) avec les conditions aux limites (1.17)-(1.16) devient :

V+F||V|V =—VP + RaTé, (1.20)
%—f = -V .VT+AT (1.21)
div(V) =0 (1.22)

avec les conditions aux limites suivantes :

plaques isothermes

— ——t—
V.e,=0 et T=1enz=0
‘7~é’z: etT=0enz=1
- oT
V.-é, =0 et — =0 eny=0 (1.23)
dy
- T
V.e,=0 et — =0eny=a
S———— ay
condition de glissement
paroi adiabatique

et la condition de débit :

a rl
/ / V- eydydz = aPe (1.24)
0 Jo

Remarque :

Le systeme (1.20)-(1.22)-(1.21) avec les conditions aux limites (1.24)-(1.23) est donc
piloté par 4 parametres indépendants : Pe, Ra, a, F. Pour les expériences de M.C. Com-
barnous : le rapport de forme est fixe a = 5?’;5 ~ 6.91, F est de lordre de 1074, Pe
varie entre 0 et 40 et Ra entre 0 et 1300 (dans le régime turbulent).

1.3.3.3 solution de conduction

Une solution stationnaire simple du systeme (1.20)-(1.22)-(1.21) avec les conditions
aux limites (1.24)-(1.23) peut étre trouvée et ce quelque soit Ra, Pe, F,a, c’est la
solution de conduction définie par :

U Pe
N
Vo = Vo = 0

Wo 0 (1.25)
TO =1—-=z

Py = Ra (2 —1/22%) — Pe(1 + Rek )z + cste
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Elle est caractérisée par un profil linéaire de la température et également un écoulement
principal suivant x.

1.4 Conclusion

Nous avons exposé les travaux expérimentaux de M. Combarnous [28]-[26] ainsi
que les travaux théoriques et numériques antérieurs. Ensuite nous avons défini les car-
actéristiques rhéologiques des milieux poreux. Enfin nous avons présenté une modélisation
mathématique du probleme basée sur 1’équation de Darcy corrigée par le terme de
Forchheimer. Par ailleurs, les parametres adimensionnés pertinents du probleme ont
été déterminés ainsi que 1’état de conduction.

A partir des équations développées précédemment, il est possible d’étudier la sta-
bilité de I’état de conduction en fonction des parametres adimensionnés du probleme.
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Chapitre 2

Analyse de stabilité de la
solution de conduction

Ce chapitre est consacré a I’étude linéaire des instabilités qui apparaissent lorsque
’état de conduction (1.25) se déstabilise. Il s’agit d’étudier I’évolution au cours du temps
d’une perturbation infinitésimale, qui peut simuler, par exemple, le bruit inhérent aux
situations réelles. Si cette perturbation s’amplifie asymptotiquement dans le temps, la
solution de conduction est dite instable, dans le cas contraire, elle est dite stable. Dans
le cas particulier ou elle n’est ni amplifiée, ni atténuée, on parle de stabilité marginale.
Cette approche temporelle de stabilité est utile pour déterminer les modes les plus
déstabilisants ainsi que les conditions critiques de leur émergence.

Or dans un systeme de fluide ouvert comme celui que ’on étudie, le taux de crois-
sance des modes les plus instables peut ne pas étre suffisant pour endiguer le phénomene
de transport du a la présence de I’écoulement horizontal. Dans ce cas, toute impulsion
localisée est & la fois amplifiée et advectée, de telle sorte qu’en un point fixé de ’espace,
le systeme relaxe vers I’état de conduction pour un temps asymptotiquement grand. En
revanche, on peut déterminer les parametres physiques pour lesquels toute perturbation
localisée croit au cours du temps et envahit tout le domaine spatial, y compris contre
I’écoulement principal. La distinction entre les deux dynamiques différentes peut étre
faite grace a l'analyse de stabilité spatio-temporelle.

Les deux approches, temporelle et spatio-temporelle de stabilité linéaire sont menées
au cours de ce chapitre. Les résultats qui en découlent sont comparés a ceux obtenus
par P. Carriere et P.A. Monkewitz [18] et X. Nicolas [71] et qui concernent le probleme
de Poiseuille-Rayleigh-Bénard.

2.1 Formulation du probleme et équation de dispersion

L’analyse linéaire qui correspond & 1’étude de I’évolution d’une perturbation in-
finitésimale, donne une condition suffisante d’instabilité, I’état étudié est linéairement
stable ou instable. En effet méme si un état peut étre stable vis a vis d’une pertur-

39
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bation infinitésimale, il ne ’est peut-étre pas vis a vis d’une perturbation d’amplitude
finie (analyse non linéaire). Néanmoins 'analyse linéaire permet d’obtenir les seuils
d’instabilité primaire, les nombres d’onde et les fréquences des structures bifurquées.

Pour la convection mixte, le systeme (1.20)-(1.22)-(1.21) avec les conditions aux
limites (1.24)-(1.23), dépend de 4 parametres :

— le rapport de forme a

— le nombre de Reynolds Rex
— le nombre de Rayleigh Ra
le nombre de Péclet Pe

En superposant a la solution de conduction (1.25), de petites perturbations de la
vitesse 7 = (u,v,w)T, de la température § et de la pression p :

— — —

V=V +8(X,1)

T=Ty+0(X,1) (2.1)
P =P +p(X,t)

avec X = (z,y, z). On reporte (2.1) dans (1.20)-(1.22). Apres linéarisation on obtient
un systeme vérifié par les perturbations :

0
141+2Rqa-+5§::0
0
M1+R%ﬁ+5§=0
w(l + Reg) + % — Rah =0 (2.2)
o0 00
E-FPG%—AQ—M—O
ou o0 ow_
or Oy 0z

Les conditions aux limites pour les perturbations sont :

—f=w=0pourz=0et z=1

- g—Z:v:()poury:Oety:a

Le systeme est limité suivant y et z et considéré comme semi-infini, homogene et
isotrope dans la direction x avec des conditions aux limites qui sont indépendantes de
xr et t. Dans ces conditions on peut chercher les u, v, w, 8, p sous la forme de mode de

Fourier suivant = et oscillant dans le temps a la fréquence w. Le systeme (2.2) admet
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des solutions de la forme ! :

u uy cos(nmz) cos(Zmy)
v _ ' vy cos(nmz) sin( 2 y)
w | = Epm =9 | ) sin(nrz) cos(Zmy) | +C.C (2.3)
0 61 sin(nmz) cos(my)
P p1 cos(nmz) cos(my)

ou C.C est le complexe conjugué, ui,vi,w, 01, et p; sont les amplitudes des pertur-
bations, k est le nombre d’onde dans la direction de 1’écoulement, alors que m est un
entier. Le cas m = 0 correspond a des rouleaux transversaux (d’axe perpendiculaire a la
direction de I’écoulement moyen) et k = 0 caractérise les structures convectives prenant
la forme de m rouleaux longitudinaux (d’axe parallele a la direction de I’écoulement
). Lorsque k # 0 et m # 0, on obtient un mode complétement tridimensionnel. Le
systéme (2.2) en tenant compte de (2.3), se réécrit pour les amplitudes sous la forme

[1+2Rex 0 0 0 ik w
0 1+ Reg 0 0 — (mm) vy
0 0 1+ Reg —Ra —nm w1
11
0 0 1 (nm)? 4 (25)? —iw 4+ iPek + k2 0 o)

i ik (%) nm 0 0 I ,
K &1

Le systeme (2.4) admet une solution non triviale (1 # 0) si et seulement si det(K) =
0. Cela conduit a une relation de dispersion reliant k et w qui s’écrit :

2
Do(k,w) = — iw + ikPe + k? + (nm)? + (m> _
a
Ra k2(1+ Regc) + (™) (1 + 2Re) (2.5)

=0

TR () + (22)7) (1 2Rer) + 201+ Rer)

avec les parametres ® = [, Ra, Pe, Rex] En toute généralité k = k. + ik; € C et
w = wy + iw; € C avec 'interprétation suivante :
e R(k) = k" : nombre d’onde
S(k) = —k' : taux de croissance spatial (& 1 temps fixé t, lorsque k; < 0
I'instabilité s’amplifie dans I’espace pour = > 0 sinon elle s’amortit)
e R(w)=w": fréquence de 'onde
$(w) = W' : taux de croissance temporelle (en 1 point fixé x, lorsque w; > 0

I'instabilité s’amplifie au cours du temps, sinon elle s’amortit )

'En toute rigueur il faut écrire la solution sous la forme d’une somme de ces modes & ’aide d’une
transformée de Fourier suivant x et ¢ (car le systéme est infini dans la direction z) et & aide d’une
série de Fourier suivant y et z (car le systéme est limité suivant y et z). La linéarité du systéme permet
de traiter les modes séparément et en plus, indépendamment les uns des autres car ici chacun d’eux
vérifient exactement les conditions aux limites.

= ((2.4)
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Deux approches de stabilité linéaire sont adoptées. Lorsque la perturbation est
supposée étre étendue dans tout le systéme, une approche temporelle est suffisante.
En revanche, la réponse du systéeme a une perturbation localisée nécessite une analyse
spatio-temporelle.

remarque : Lorsque la hauteur H et la largeur a.H de la couche poreuse sont finies et
petites devant la longueur du milieu, on peut considérer que la perturbation est spatiale-
ment étendue suivant les axes z et y. La croissance spatiale de la perturbation s’effectue
suivant la direction principale de ’écoulement x. Les solutions sont alors de la forme
E)n,m. Mais lorsque a (I'axe y) devient trés grand voir infini (domaine infini ou semi-
infini), on doit introduire des solutions sous la forme e?(k=#+ky-y=wl) cog\ sin(nmz) : on
passe d’une série de Fourier (cos /sin Z7y) a une transformée de Fourier (eFvy),

2.2 Approche temporelle

A priori, il y a une infinité de modes (w, k), solutions non triviales du systéme
(2.4). Comme ’écoulement n’est pas tout le temps instable, on s’intéresse pour l'instant
a la naissance des premiers modes déstabilisant la solution de conduction. Pour cela
il faut effectuer une étude d’instabilité temporelle. Elle consiste a étudier 1’évolution
temporelle de la perturbation en supposant :

k=k ceRetweC

Lorsque la perturbation n’est ni amplifiée ni atténuée, nous sommes dans les conditions
de stabilité marginale qui sont atteintes pour :

w; =0 (2.6)

Dans ce cas, on peut extraire les expression du nombre de Rayleigh Ra et de la fréquence
wy, en fonction du reste des parametres :

wy = k,.Pe (2.7)
= ((om?+2+ (5w )
m )2
(%J’» 1(<|ilRe)Kv>
Le minimum de Ra est obtenu pour n = 1 ce qui fixe le nombre de rouleaux suivant la

hauteur 2. 11 est intéressant de caractériser les modes les plus instables selon que k est
nul ou non.

Ral™ (k) = ((mr)2 TR 4 (%W)Z) (1+ Reg) . (2.8)

2.2.1 Stabilité vis a vis des rouleaux longitudinaux fixes et des struc-
tures tridimensionnelles oscillatoires

rouleaux longitudinaux R.L (k =0) :

2y priori, les autres modes ont des seuils critiques d’apparition au moins Raﬁ"’m) > 4.(n7r)2.
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Les rouleaux longitudinaux fixes (R.L) sont décrits par k = 0 et w = 0. La rela-
tion (2.8) donne Ra(™ = (2 + 2)2(1 + Reg). Les modes longitudinaux les plus
déstabilisants correspondent a I'entier m rendant ;- + 7+ le plus petit possible. Le seuil
d’apparition des rouleaux longitudinaux est par conséquent :

Ral =2 (2 4 70 2(1+Re ) (2.9)
c m” a K)- .

Pour un rapport de forme a fixé, ce seuil est une fonction croissante de Reg : le débit
tend & stabiliser I’état de conduction. Pour Rey fixé, la figure 2.1 représente le seuil
Rau en fonction du rapport de forme transversal a.

47 T T T T T T

46 -

45 -

“ “r F1G. 2.1 - Seuil critique Ra) (normalisé

e B par 14 Rey ) d’apparition des rouleaux

42 longitudinaux ainsi que le nombre de

al rouleaux my (noté RL) en fonction du

wl rapport de forme a.

39 1 1 1 1 1 1

Nous indiquons aussi le nombre m|| des R.L naissants. Le nombre m de rouleaux
longitudinaux dépend de a :

— lorsque a est entier, Rae est minimal et vaut 47%(1 + Reg), avec m| = a. Les

maxima locaux de Rae décroissent et se rapprochent de 47%(1+ Rey) lorsque les
parois latérales sont écartées puis rejetées a U'infini, en accord avec [82].

— lorsque a® < [a]la + 1] = a? alors m|| = [a] 3.
— lorsque a? > a2 alors m) = [a+1]
~ lorsque a® = a?, deux modes longitudinaux, constitués de [a] et [a] + 1 rouleaux,

sont simultanément amplifiés : w = 0 est une valeur propre de multiplicité 2.
Cette situation correspond aux maxima locaux de la figure 2.1.

Récemment, Alves, Cotta et Pontes [2] ont déterminé les conditions critiques pour
lesquelles la convection naturelle bidimensionnelle pourrait étre le siege d’une transition
de [a] rouleaux impairs & [a] +2 rouleaux. Ces conditions critiques ont été déterminées a
la fois par une analyse de stabilité linéaire et par une intégration numérique d’équations
non linéaires obtenues par la méthode des transformations intégrales.

Les R.L sont donc décrits au seuil Ra. par my. La solution non triviale & du

systéme (2.4) donne une relation entre les amplitudes. En effet si on note w; = %, on

3le symbole [...] désignant la partie enticre.
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obtient :
( uy = 0.
Bom
V1 = —%
By
w1 = 7B
0
Y PRy
o B()?T (1 + ReK)
\ == 200>

m — = — —
avec lp = m—L. Connaissant le champ de vitesse total V (X,t) = Vo + V' (X,t), il est
possible d’en déduire la forme des structures et la trajectoire des partigﬂes de fluide. En
effet la trajectoire décrit le suivi d’une particule au cours du temps X (¢), initialement
repéré en )_f(t =0)= )—50 évoluant dans le champ de vitesse 1—/()—()(75), t).

cellule dans
un repére lié a

Fi1G. 2.2 — Représentation des R.L avec a = 6.91 donc m =7 et By = 0.1, Pe =
0.1. Sur la figure (a), on a représenté ’écoulement formé de la combinaison de R.L
et de I’écoulement moyen de vitesse Vo = Pe.&, avec les trajectoires de 4 particules
différentes. Sur la figure (b) on représente 1 rouleau particulier avec les trajectoires de
9 particules initialement dans le plan z = 0.5 mais dans un repere galiléen évoluant
avec la vitesse entrante 170. La ligne épaisse représente la trajectoire des particules au
bout du méme temps. On a contracté la dimension suivant x par rapport a la figure

(a).

Pour connaitre la trajectoire, il suffit de résoudre le systeme :

X(t=0)= X,
d)_() — —
X () = P (R0
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ici ¢’est un systéme autonome 7()—()@), t) = 1—/()—()(15)) La résolution s’effectue numériquement
par une méthode Runge-Kutta d’ordre 4. Le résultat est illustré sur la figure 2.2. On
observe que les particules pres du coeur de la cellule ont une vitesse plus faible que
celles qui sont & l'extérieur. On observe ce type de trajectoires, caractéristique des R.L,
dans des simulations numériques directes de la convection naturelle dans un cube ([88]).

structures tridimensionnelles oscillatoires S.0.3D (k # 0) :

Le nombre d’onde critique est obtenu en minimisant Ra vérifiant (2.8) par rapport
a k, qui décrit |0, +o0[, et m, qui est entier. Pour chaque valeur de m fixée, le minimum
de Ra est atteint lorsque

2 <—7g§(1 + 2Rex) + \/(1 + 2Rex) (ReK(l —my 1))

k? = 2.10
1+ Reg ( )
a condition que k% > 0, c’est & dire :
2

m 1+ ReK
— < —<1 2.11
a? 1+ 2Rex — ( )

Le seuil d’apparition des structures tridimensionnelles est alors :
2
Rai’D: <\/1+R€K( —%D)—i- 1+2R6K) e, (212)
a

ou msp est le plus grand entier vérifiant (2.11), on notera k. le nombre d’onde (2.10)
associé a mgp. En imposant Rex = 0 (i.e.F = 0) dans les relations (2.9)- (2.12), nous
retrouvons les résultats issus du modele de Darcy, indiquant que, pour a > 1, [a] + 1

modes sont simultanément amplifiés & partir de Ra. = 472. De plus, le nombre d’onde
du mode & m rouleaux dans la direction transverse est k2 = 72 (1 - T:—;) Le débit et
P’inertie poreuse détruisent cette dégénérescence en sélectionnant un seul

mode tridimensionnel.

Nous avons tracé sur la figure 2.3, Ra3P en fonction de Ref (relativement faible)
pour a = 6.91. Pour ce rapport de forme et pour Reg relativement faible, la relation
(2.11) indique que les modes instables correspondent & m = 0,...,6. De plus, le mode
le plus instable est un mode tridimensionnel avec m = msp = 6.

La solution non triviale £; du systéme (2.4) donne une relation entre les amplitudes.
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50 T T T T

48+

46

RaBD
ca 0 FiG. 2.3 — Ra3P fonction de Rey et

m3p = © s
map =1 différent m =0...6 pour a = 6.91 .

42 msp = 2 —_—
Map =3 -«
msp :zrl —_—

40 L M3D =0 - o

hi | | | | | m&ll) - 6I * |

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
Reg

En effet si on note wy = Ag, on obtient :

wy = ikc Aoﬂ' (1 + ReK)
(2Reg +1) 12 + /{02 (1+ Reg)
v = Aol (2 Reg + 1)
(2 Rex + 1) 12+ k2 (1 + Reg)
wy = Ag
Ag
L
~ Aom (14 Reg) (2 Rex + 1)
P T O Re + 1) 2+ k2 (1 + Rex)

avec [ = m™3L Les trajectoires sont illustrées sur la figure 2.4. On en déduit que plus
les particules sont proches des axes S, ou de S, plus leurs vitesses sont petites. De
plus pour une méme distance par rapport a S, ou Sy, plus on se rapproche du ”coeur”
de la cellule, plus les trajectoires deviennent petites.

2.2.2 Influence du confinement latéral du milieu et de I’inertie poreuse
sur les structures bifurquées

En tenant compte de la correction quadratique en vitesse, la nature des structures
convectives naissantes dépend de la valeur prise par le rapport de forme a :

— si a est entier, Raﬂ < Ra3P quel que soit Rex (voir la figure (2.5) : les rouleaux
longitudinaux fixes R.L sont observés quelle que soit la valeur du débit. Il en est
de méme pour un milieu poreux d’extension transversale infinie [82].

— si @ est non entier et supérieur a 1, les structures 3D oscillatoires (S.0.3D) domi-
nent tant que Rel}, < Rej, (voir la figure 2.6). Au dela de la valeur critique
Re¥,, des rouleaux longitudinaux R.L apparaissent. Ce scénario de transition a
éte observé expérimentalement [26] pour différents milieux poreux avec a = 6.9.
Nous avons représenté sur la figure 2.6, les seuils d’apparition des instabilités



Approche temporelle 47

cellule
dans un
repere
liea Vv,

F1G. 2.4 — Représentation des S.0.3D avec a = 6.91, Ag = 0.1, Pe = 0.1, F = 1073
donc map =6 , k. ~ 1.56 (L ~ 4) et Rer = 107% < 1. Sur la figure 2.4-(a) on a tracé
I’ensemble des S.0.3D ainsi qu’ un ensemble de 4 trajectoires de particules de fluide. On
y a isolé une cellule de convection dans un repere lié a Vb = Pee, que 'on a représenté
sur la figure 2.4-(b) pour la vue de face, 2.4-(c) pour la vue de coté, 2.4-(d) pour la vue
de dessus et 2.4-(e) pour une vue générale. Les lignes indiquent les trajectoires et les
lignes épaisses indiquent les trajectoires de particules fluides au bout du méme temps,
initialement repérées dans le plan z = 0.5
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40.3 40.3
40.2 - - 40.2 |
40.1 |- . 40.1 |
40 + - 40 /
39.9 8 399 (Rek, Rag).
a Ra
39.8 - - 39.8
39.7 |- . 39.7 - /
39.6 . 39.6 b :
-~ .
39.5 F=0 _ 39.5 F=0
394 | | | | | | | 394 | | | . | | 1 |
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014
Reg Reg

FiG. 2.5 — Seuil d’apparition des struc- F1G. 2.6 — Seuil d’apparition des struc-
tures 3D (o) et des R.L (—) en fonc- tures 3D (o) et eds R.L (—) en fonc-
tion de Reg pour a = 2. Les traits en tion de Reg pour a = 1.9. Les traits en
pointillé représentent ces seuils dans le pointillé représentent ces seuils dans le

cadre de la loi de Darcy

cadre de la loi de Darcy

thermo-convectives en fonction de Reg, a la fois pour des rouleaux longitudinaux
fixes (trait continu) et pour des structures tridimensionnelles oscillatoires (cer-
cles) pour a = 1.9. Les traits en pointillé représentent ces seuils dans le cadre
de la loi de Darcy sans correction non linéaire. Cette figure montre que la loi
de Darcy sans correction non linéaire ne permet pas de prévoir le réle
joué par le débit dans la sélection des structures convectives.

lorsque a < 1, il existe une valeur limite a. (a. = 0.531) telle que, sia. < a < 1, le
modele de Forchheimer prévoit I'apparition des rouleaux transversaux oscillatoires
(R.T) si Rex est modéré mais sont remplacés par des R.L lorsque Reg devient
assez grand. Pour a < a., cette transition disparait et seuls les R.T peuvent
structurer la convection quelle que soit la valeur de Reg.

Nous avons tracé sur les figures 2.7 et 2.8, le seuil d’apparition de transition Ra et

le nombre de Reynols de transition Re}, en fonction du rapport de forme.

2.2.3 Type de transition au point de codimension 2 (Re};, Ra})

Sur la base de la théorie linéaire d’instabilité, nous souhaitons caractériser le type de

transition qui s’opere entre les structures tridimensionnelles oscillatoires et les rouleaux
longitudinaux. Pour cela, on évalue le nombre d’onde £} au point de codimension 2
(Rej;, Ra}) ou s’opere cette transition.

Cette derniere est qualifiée de douce si le nombre d’onde k) s’annule au point de

codimension 2, autrement, on parle de transition abrupte. Comme le montre la figure
2.9 si a € [[a],ar], le nombre d’onde £ des structures tridimensionnelles oscillatoires
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s’annule et mgp est exactement le méme que pour les rouleaux longitudinaux (i.e mgp =
mH) : la transition entre les deux types de structures s’operent d’une facon douce. Au
contraire k; ne s’annule pas si a € [ar, [a] + 1] et 'entier m3p = [a] alors que le nombre
de rouleaux longitudinaux m) = [a] + 1. Dans ce cas, la transition observée est de

nature abrupte.

D’un point de vue phénoménologique, il y a une analogie entre la transition douce/abrupte
et la transition prévue par 'analyse de Rees et Postelnecu [83] dans un probléeme
completement différent sur la naissance de la convection d’une couche poreuse anisotrope

inclinée.
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2.3 Approche spatio-temporelle

Le concept d’instabilité absolue et convective est décrit dans [50] appliqué dans le
cadre de la mécanique des fluides, en sachant qu’il fut développé en premier lieu, en
physique des plasmas [93]. On étudie 1’évolution temporelle et spatiale d’une perturba-
tion. On considere alors :

‘ k=k-+ik,eCetw=w,+1iw; €C

2.3.1 Réponse linéaire du systeme a une perturbation localisée

L’étude de stabilité linéaire fait intervenir le développement en temps et en espace
de perturbations infinitésimales autour de I’état de base, représenté par la solution de
conduction. Le probleme peut-étre ramené a un probleme de valeurs propres dans lequel
la fréquence w et le nombre d’onde = k sont reliés par I’équation de dispersion (2.5) :
Dg(k,w) = 0 avec & = [Ra, Pe, Reg, %] La réponse impulsionnelle (ou fonction de
Green) a une perturbation localisée peut-étre cherchée, d’apres le systéme (2.2), sous
la forme :

—

(1.0, +L).G=13 (2.13)

et le vecteur o = [1,1,1,1,0]7.6,.0y—y-0:—2,-6+ avec § la fonction de Dirac et :

00000 (1+2Reg) 0 0 0 B,
00000 0 (1+ Reg) 0 0 8,
I=100000|,L= 0 0 (1+ Rex) —Ra 0.
00010 0 0 ~1 Pedy — A 0
00000 B, 8, 0. 0 0

N
De plus, G vérifie la condition de causalité suivante :
—
G =0pourt<O0

Nous renvoyons le lecteur & I’annexe A ot nous avons développé les calculs de la fonction
de Green ainsi que les concepts associés. La fonction est estimée pour des temps longs
par sa partie dominante obtenue par la méthode de la phase stationnaire. On obtient
pour le mode n =1 (mode le plus instable suivant l'axe z) :

T (b S L (K i (k) 1)
oty o o 3 Dt ol DB 2) €27

(2.14)
: ™ dQ_w(k*)
x/t fixé dk?

-
avec Z1,m et S 1 les fonctions définies en (A.12) et (A.6) de 'annexe A et pour chaque
mode m on a noté w = wi,;, et k* = ou k* est le point col défini dans le plan
complexe par :

*
1,m
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ou V est la vitesse de déplacement de l'instabilité k* le long du rayon x/t et ou
* * z
olk) = wilk) = k5

est le taux d’accroissement de 'instabilité suivant le rayon x/t. Il tient compte en plus
du terme d’accroissement temporel w;(k*), d’'un terme de contribution spatiale k) ou
la vitesse de propagation ¥ du paquet d’onde joue un réle important dans la région
instable. Dans le but de calculer le taux d’accroissement o de l'instabilité associée a
chaque rayon % et pour chacun des modes m, nous avons résolu, par un algorithme de
Newton-Raphson, le systéme suivant :

Do (k*,w(k*)) =0 (2.15)
8&](1{3*) T
(2.17)

On en déduit £*, w(k*) et donc o(ky).
Le résultat est illustré sur la figure 2.10 dans le cas m = 0 (cas 2D) ol on représente
également le comportement des perturbations dans le plan (z,t).

. @ (b) ) () ! (d) (e)
régime stable seuil convectif instabilité convective seuil absolu instabilté absolue

a (4] (o} g o

F1G. 2.10 — exemple de taux temporels o(ks) pour m = 0 (cas 2D) en haut pour
Pe = 8 avec (a) Ra = 35 < Rae, (b) Ra = Ra. = 39.53, (c) Ra. < Ra = 45 < Rap,
(d) Ra = Ray = 52.135, (e) Ras < Ra = 60 (la ligne épaisse - met en évidence les
o(ky) > 0) avec les perturbations associées, dans le plan (z, t) en bas limité spatialement
par le front lent V_ et rapide V.

Tant que Ra est inférieur au seuil d’instabilité Ra., déterminé au paragraphe
précédent, le taux o est négatif et I’état de conduction reste stable. Lorsque Ra dépasse
Ra,, o devient positif et se développe alors un paquet propagatif délimité par un front
arriere de vitesse V_ et d'un front avant de vitesse V. et centré autour du mode le plus
instable de vitesse Vi (point G de la figure 2.10-c) appelé vitesse de groupe du paquet
d’ondes. On peut distinguer deux types de situations :
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— lorsque les vitesses des deux fronts sont de méme signe, le paquet d’ondes est
amplifié dans le sens de I’écoulement et finit par quitter le domaine d’observation
pour un temps assez grand. La figure 2.10-c) illustre ce comportement. Dans
ce cas l'instabilité est dite convective. La figure 2.10-b) illustre le cas du seuil
d’instabilité convective (point C).

— en revanche, si les vitesses des 2 fronts, comme cela est indiqué sur la figure 2.10-
e), sont de signes opposés, I'instabilité s’amplifie localement, croit et envahit tout
le domaine spatial. L’instabilité est dite de nature absolue. La figure 2.10-d)
montre ’évolution d’un paquet d’ondes instable au seuil d’instabilité absolue : la
vitesse du front arriere est nulle (point A).

2.3.2 Comportement des branches spatiales

On a vu que la condition nécessaire pour que l'instabilité soit absolue est qu’il existe
un point col £* dans le plan complexe relié a une fréquence w telle que :

Do (K", w(k")) =0 (2.18)
Ow (k)

o =0 2.19)

avec w;(k*) >0 (2.20)

De plus, une condition suffisante impose que les branches spatiales dans le plan com-
plexe k suivent un processus de pincement décrit ci-dssous.

2.3.2.1 Cas des structures propagatives tridimensionnelles

Les branches spatiales des S.0.3D pour 'analyse spatiale, sont définies par :
I'= {k € (Caw € R/D[%,Ra,Pe,ReK](kaw) = 0}

La relation de dispersion (2.5) peut étre développée en polynome de degré 4 en k. Cette
équation est alors résolue numériquement en faisant varier Ra pour des valeurs fixées
des autres parametres. Nous obtenons alors 4 branches spatiales dans le plan (k,, k;).
Un exemple est illustré sur la figure 2.11.

Lorsqu’on augmente le nombre de Rayleigh, les branches spatiales se déforment. Le
systeme devient convectivement instable si I'une des branches spatiales traverse 1’axe
réel (figure 2.11 (b)). Le systeme agit alors comme un amplificateur de perturbations
permanentes. En augmentant Ra jusqu’au seuil de l'instabilité absolue, des branches
spatiales émanant de part et d’autre de I’axe réel se pincent (figure 2.11 (c)). Le point de
pincement correspond a un point col k£* ou une fréquence d’oscillation est sélectionnée.
Le systeme se comporte alors comme un oscillateur auto-entretenu.
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Fia. 2.11 — Comportement des branches spatiales des S.0.3D pour ’analyse spatiale
(i.e w; = 0) a différentes valeurs de Ra, avec Pe = 2.07, m3p = 6, a = 6.9 au seuil
convectif (a) Ra. ~ 39.53, dans le régime convectif (b), au seuil absolu (¢) Rag = 42.015
et au dela, dans le régime absolu (d). On a représenté k. par A.

2.3.2.2 Cas des rouleaux longitudinaux fixes

L’analyse temporelle de stabilité menée au paragraphe précédent a montré que
des structures thermo-convectives sous la forme de rouleaux longitudinaux peuvent
naitre des lors que le nombre de Rayleigh dépasse : Ra™ = 72 (% + %) (1 + Reg)
avec m € N*. La nature convective ou absolue de ces modes instables a été recherchée,
d’abord en cherchant des solutions du systeme (2.18)-(2.19) qui correspondent & des

R.L (i.e. wy =k, =0).

Généralement pour “, Pe et Reg fixés, on trouve deux valeurs du nombre de

Rayleigh pour lesquelles des solutions de ce type existent. Ensuite, nous vérifions pour
laquelle des deux valeurs du nombre de Rayleigh, la condition nécessaire pour que
I'instabilité soit absolue est respectée, a savoir, une des branches spatiales traverse
I’axe des réels avant que le processus de pincement ait lieu.

Prenons un exemple qui met en évidence ce comportement. Pour Pe = 0.3, m = 8 et
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Fiac. 2.12 — Comportement des branches spatiales des R.L pour I'analyse spatiale a
différentes valeurs de Ra, avec Pe = 0.3, m = 8, a = 6.9 pour (a) Ra = 42.42 < Ral;,
(b) Ra = Raly = 42.43 (c) Raly < Ra < Ra% (d) Ra = Ra% = 42.9

a = 6.9, le systeme (2.18)-(2.19) admet des solutions avec k, = w, = 0 pour Ra' = 42.43
et Ra? = 42.9. Le comportement des branches spatiales, illustré sur la figure 2.12-b)
montre que pour Ra = Ra', un processus de pincement des branches se produit. Les
deux branches concernées par ce processus émanent toutes les deux du méme demi-plan
(k; < 0) signifiant que la valeur Ra! ne correspond pas & une valeur seuil de I'instabilité
absolue. Cependant, lorsqu’ on augmente Ra jusqu’a Ra? (figure 2.12 d), une branche
spatiale traverse I’axe k, et vient se pincer avec une autre branche au point col k* = k7.
Ce processus étant respecté, nous concluons que la valeur Ra? représente le seuil de
I’instabilité absolue : Ra‘J4 = Ra?>..

2.3.3 Transition instable convectif/ instable absolu : influence du con-
finement et de l’inertie

Le seuil absolu Ra 4 représente la transition entre instabilité convective et instabilité
absolue.
Pour les S.0.3D nous avons représenté sur la figure 2.13, le seuil Ra 4 en fonction
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Fic. 2.13 — Seuil absolu Ray des F1G6. 2.14 — Seuil absolu Ra4 des R.L
S.0.3D en fonction de Pe pour m = en fonction de Pe pour m = T7(=
0 (=) et m = 6 = msp (o) avec m|),8,9...,15 avec F = 0.0001 et a =
F = 0.0001 et a = 6.91, I.C et 1.A 6.91, I.C et I.A représentent la région
représentent la région d’instabilité con- d’instabilité convective et absolue.
vective et absolue.

de Pe pour les modes instables m = 0 et m = m3p = 6 avec F = 0.0001 et a = 6.91.
Les seuils associés aux autres m = 1...5 se trouvent entre les 2 courbes, rangés par
ordre croissant de m. On ne les a pas tracé par souci de clarté. Plus Pe augmente. Le
seuil Ra 4 augmente avec Pe indiquant que le débit a un roéle stabilisant.

Le fait le plus marquant qui découle de la figure 2.13 et de la figure 2.14 est le fait
que le seuil de transition & une instabilité absolue des rouleaux propagatifs purement
transversaux (m = 0) pour Pe fixé, est inférieur & la fois a celui des structures tridi-
mensionnelles et a celui des rouleaux longitudinaux. Cela signifie qu’au seuil absolu,
le systeme sélectionne des rouleaux transversaux se propageant dans la direction de
I’écoulement. Les structures tridimenssionnelles ainsi que les rouleaux longitudinaux
ne sont pas permanentes et quittent a des temps asymptotiquement grands, le domaine
d’observation expérimentale.

Pour les R.L nous avons représenté sur la figure 2.14, le seuil absolu RCLU4 en fonc-
tion de Pe pour m = m = 7,8,...,15 avec F = 0.0001 et a = 6.91. Grace au logi-
ciel Maple, nous avons congu un programme qui calcul analytiquement et sélectionne
systématiquement le "bon” Ra pour lequel se produit un processus de pincement pour
les branches intéressantes *. On remarque que contrairement au cas des S.0.3D, ces
seuils n’existent plus au dela d’un certain Pe > Pe,, le systéme demeure convective-
ment instable vis a vis des R.L. Par exemple pour m = 8 =m +1on a Pe. ~0.3. Au
dela de ce Pe., le processus de pincement est vérifié pour k, # 0. La valeur de Pe. est
d’autant plus grand a m fixé que le rapport de forme est petit.

Les effets d’inertie sur la transition convective/ absolue des instabilités structurées
en rouleaux transversaux propagatifs, sont étudiés en faisant varier le terme de Forch-

4c’est A dire dont au moins 'une d’elles posséde des k; négatifs et positifs
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Fic. 2.15 — Caractéristiques des R.T au seuil absolu pour différents nombres de
Fourschheimer F =0 (—), F = 0.01 (o) and F = 0.1 () (a) : Ra“(Pe), (b) : w?(Pe),
(c) : k(Pe) et (d) : V2(Pe).

heimer F. N’oublions pas que F n’intervient que dans le produit Rex = F.Pe qui
représente le rapport des termes d’inertie aux termes visqueux. Ainsi lorsque F aug-
mente, le seuil absolu augmente, ce qui a un effet stabilisant sur I’écoulement (figure
2.15-(a)). Par exemple sur la figure 2.15-(a) F prend les valeurs 0, 0.01, et 0.1, le seuil
Ra 4 pour Pe = 10 prend alors les valeurs 58, 66 et 142 respectivement. Cette prédiction
pourrait étre comparée aux résultats expérimentaux dans des milieux poreux ou les ef-
fets d’inertie sont significatifs. Elle pourrait étre utilisée comme test du modele de
Forchheimer.

Quelques caractéristiques des R.T ont été déterminées au seuil absolu, comme la pul-
sation w?, le nombre d’onde k4 et la vitesse de phase Vo = z—j. Elles sont représentées
sur la figure 2.15-(b)-(c)-(d) en fonction de Pe et pour différent F = 0,0.01 et 0.1. On
remarque que la vitesse de phase Vy est a peu prés égale a Pe et ce quelque soit F.
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Ra

F1G. 2.16 — Caractéristiques des R.T dans la région absolument instable (a) : longueur
d’onde en fonction de Ra pour Pe = 1 (=), Pe=8 (o) et Pe = 16 (+); (b) : période
au seuil absolu T4 (—) et période dans la région absolument instable pour : Ra = 50
(——), Ra=80 (---) et Ra =120 (— - —) en fonction de Pe.

2.3.4 Dépendance de la période d’oscillation et de la longueur d’onde
vis-a-vis des nombres de Rayleigh et de Peclet

Dans la région des parametres ot instabilité est absolue (i.e. Ra > Ra?) nous
avons déterminé la longueur d’onde A ainsi que les périodes d’oscillations T' des rouleaux
transversaux propagatifs. Sur la figure 2.16-(a), nous avons tracé A en fonction de Ra
pour Pe = 1,8 et 16. Cette figure montre que la longueur d’onde décroit quand Ra
croit a Pe fixé et qu’elle croit quand Pe croit & Ra fixé.

Quant a la période T, la figure 2.16-(b) montre que T diverge lorsque Pe — 0,
ce qui est en accord avec la fréquence nulle au seuil de stabilité marginale associé
au probleme classique de Horton-Rogers-Lapwood. On montre aussi qu'a Ra fixé la
période T diminue si on augmente Pe et finit par étre égale a la période T4 au seuil
de Dinstabilité absolue. Le calcul de la vitesse de phase pour Ra > Ra“ montre que
celle-ci reste a peu prés égale a Pe et ce quelque soit Ra et Pe.

2.4 Analogie avec le probleme de Poiseuille-Rayleigh-Bénard

L’observation de deux types de structures convectives a déja été signalée dans la
littérature a propos d’essais expérimentaux sur la convection mixte dans des couches
fluides en I’absence de milieu poreux. M.T. Ouazzani, J.K. Platten et A. Mojtabi [75]
avaient mené une investigation expérimentale par anénométrie laser pour déterminer
les conditions d’apparition de la convection mixte (i.e. probleme de Rayleigh-Bénard-
Poiseuille) sous la forme de structures tridimensionnelles propagatives (S.0.3D) ou lon-
gitudinales fixes (R.L) dans un canal rectangulaire. A des faibles nombres de Reynolds,
leurs observations expérimentales montrent que la convection est structurée en S.0.3D.
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Lorsque le nombre de Reynolds dépasse une valeur critique Re*, valeur qui dépend du
nombre de Rayleigh, une transition s’opére des S.0.3D aux R.L.

Dans une étude théorique récente, P. Carriere, P.A. Monkewitz, [17] se sont intéressées
a la nature convective ou absolue des instabilités dans ce probleme de convection mixte
en milieu fluide d’extension illimitée transversalement. La réponse de ce systeme
a une impulsion localisée dans l'espace a été déterminée en évaluant la fonction de
Green. Il en ressort les deux points suivants :

— La courbe de transition instable convectif / instable absolu (I.C/ I.A) des rouleaux
transversaux propagatifs décrit bien la transition observée dans [75].

— Les instabilités dont le motif se présente sous la forme de R.L, sont de nature
convective, et ce quelle que soit la valeur prise par le nombre de Reynolds. A cet
égard, ce résultat remet en cause la conclusion de nombreux travaux traitant du
probléme de la convection mixte en milieu fluide [13]-[57]. Ces travaux reposent
sur différents modeles d’équations qui prévoient une transition I.C / I.A pour une
valeur critique du nombre de Reynolds.

Nous pensons que ces résultats contradictoires et le débat qu’ils suscitent ne peuvent
étre élucidés sans une étude qui tienne compte du confinement transversal du milieu.
En effet, concernant la convection mixte en milieu poreux, nous montrons que pour un
rapport de forme infini®, les R.L sont convectivement instables indépendamment de

la valeur prise par la vitesse de filtration seul. Ce résultat corrobore celui de P. Carriere
et P.A. Monkewitz.

Cependant, des lors que le confinement transversal du milieu est pris en compte®,
on trouve que les R.L subissent une transition I.C / I.A. Le rapport de forme du milieux
poreux favorisant cette transition, il est tres intéressant d’apprécier son role en milieu

fluide.

2.5 Conclusion

L’étude linéaire de stabilité temporelle montre que la nature des structures thermo-
convectives bifurquées dépend du rapport de forme latéral du milieu et de l’inertie
poreuse. Dans le cadre de 'hypotheése d’'un rapport de forme latéral infini, on trouve
que :

— la loi de Darcy conduit a une dégénérescence : toute structure convective, dont
le nombre d’onde est k. = 7 peut apparaitre au dela de Ra. = 47? et ceci
indépendamment du débit imposé.

— laloi de Darcy-Forchheimer prévoit I’appparition de rouleaux longitudinaux indépendamment
de la valeur prise par le débit. Ce résultat a été établi aussi par P. Carriere, P.A.
Monkewitz, [17] par une analyse de stabilité linéaire du probleme de P.R.B dans
le cas d’un rapport de forme latéral infini.

%i.e. parois latérales verticales rejetées a I'infini et le spectre du nombre d’onde k, est continue. On

considére des perturbations de la forme e*(Fw-#+ky y=w.1)
Sle spectre du nombre d’onde = est discret
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La prise en compte d’un rapport de forme latéral fini a pour effet de stabiliser les
rouleaux longitudinaux. Dans ce cas, le modele de Darcy-Forchheimer met en évidence
le role joué par le débit. Il existe une valeur critique Rej- telle que la solution de
conduction perd sa stabilité au profit de structures tridimensionnelles propagatives
si Rex < Rej,. En revanche pour des valeurs de Rex > Rej., on doit s’attendre a
I’émergence de rouleaux longitudinaux fixes. Ce résultat est analogue a celui de X.
Nicolas [71] dans son analyse du probleme de P.R.B avec confinement latéral du milieu.

Ensuite, une partie de ce chapitre a été consacrée a déterminer la nature convective
ou absolue des instabilités, aussi bien des structures tridimensionnelles propagatives
que des rouleaux longitudinaux fixes. Cela a été possible par I’évaluation de la réponse
linéaire du systéme a une impulsion localisée.

Lorsque le rapport de forme latéral du milieu poreux est supposé infini, seuls les
rouleaux transversaux peuvent devenir absolument instables. Les autres configurations
thermo-convectives demeurent convectivement instables et ce quelle que soit la valeur
du débit imposé. Un changement majeur intervient si ’on tient compte du confinement
latéral.

En effet, ce dernier peut promouvoir des instabilités absolues tridimensionnelles ou
sous la forme de rouleaux longitudinaux. Cependant, du fait que leur taux d’accroisse-
ment temporel dans la région d’instabilité absolue est plus petit que celui des rouleaux
transversaux, ces derniers constituent le motif le plus probable d’organisation de la
convection dans une expérience de laboratoire. Nous nous sommes donc intéressés aux
caractéristiques linéaires des rouleaux transversaux propagatifs dans le domaine insta-
ble absolu. L’influence systématique de chacun des parametres adimensionnés sur la
période d’oscillation, le nombre d’onde et la vitesse de propagation a été analysée.

Les principaux résultats de ce chapitre ont fait I’'objet d’une publication [36], [37].
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Chapitre 3

Analyse faiblement non linéaire
au voisinage du point de
codimension 2

L’analyse temporelle de stabilité menée au chapitre précédent a permis de déterminer
le seuil d’apparition des structures convectives ainsi que le nombre d’onde et la fréquence
associés. Au dela de ce seuil ol se produit la premiere bifurcation, les perturbations
se développent de maniere exponentielle et I’hypothese de petite perturbation n’est
plus valable. Les effets non linéaires jouent alors pleinement leurs roles. Un calcul an-
alytique de la solution exacte non linéaire du systeéme est généralement impossible.
Pour rendre compte du role des non linéarités, on doit alors se contenter de chercher
un développement de la solution suffisamment pres du seuil, vérifiant une équation
régissant ’amplitude des structures et dont les propriétés varient lentement dans 1’es-
pace et le temps.

La classe des équations utilisées dans ce probléme est 1’ équation de Ginzburg-
Landau [4] par analogie purement formelle avec la théorie de Ginzburg-Landau sur la
supraconductivité. Cette équation modele relativement simple par rapport aux équations
d’origine, décrit la dynamique du systeme avec des coefficients propres au systeme
étudié, sa forme reste universelle. Pour la mécanique des fluides, les équations d’am-
plitudes furent développées au début dans le probleme de Rayleigh-Bénard ([67], [87]).
On pourra consulter 'ouvrage [11] pour une introduction aux méthodes multiéchelles et
faiblement non linéaires et aux méthodes perturbatives dans [66]. Pour un développement
plus complet des équations de Ginzburg-Landau dans les structures hors équilibre, on
pourra se reporter a [34].

Nous avons montré au chapitre précédent que la sélection linéaire d’un mode plus
amplifié que les autres tombe en défaut au voisinage du point singulier (Re},, Ra*) que
I’on désigne par point de codimension 2. Concretement, dans ce voisinage, lorsque 1’état
de conduction se déstabilise, le systeme hésite a s’organiser en rouleaux longitudinaux
fixes ou en structures tridimensionnelles propagatives. Il semble alors nécessaire de
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compléter cette étude en explorant la dynamique non linéaire au voisinage de ce point.
Indépendamment de l'intérét théorique de comprendre la dynamique non linéaire au
voisinage de cette singularité, nous espérons apporter une explication, au moins quali-
tative, au phénomene d’hystérisis observé dans les essais expérimentaux, a I’émergence
des rouleaux longitudinaux dans la région des parametres ou I’état de conduction est
convectivement instable et enfin a évaluer le transport de chaleur moyen.

Pour la clarté de ce mémoire, nous avons rassemblé dans I'annexe B, les calculs des
équations d’amplitude.

3.1 Equation d’amplitude

L’étude de stabilité linéaire a montré que pour Ra = Ra et Rex = Rej., 2 types
de structures peuvent apparaitre simultanément : les R.L (avec w = 0 et k = 0) et les
S.0.3D (avec k = k} # 0 et w = w} = k}Pe). Au voisinage du point (Rej, Ra}), la
vitesse verticale peut s’écrire :

w =0+ Az, t).e"*e 7=t cos(ly) sin(m ) + B(x, t) cos(loy) sin(r z) +C.C

S.0.3D rouleaux longitudinaux

ou les amplitudes A(z,t) et B(z,t) vérifient les équations de Ginzburg-Landau couplées
suivantes (voir les détails dans l’annexe B) :

=70
A DA 92A ,Ra— Ra® , Rex — Rele ) 9
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95 _ _plP B -\ c_\ KE)_XN |BI?PB=X |A]?B (3.2
b =P e G + B (X M B ) BB AP B (2
=Xo

Chaque terme correspond a une caractéristique macroscopique du systeme. Con-
sidérons par exemple I’équation (3.1). Elle contient un terme d’instabilité linéaire (o A),

un terme diffusif <UA ‘327/21) , un terme d’advection (—Pe%), un terme de saturation non
linéaire (—y; | A |2 A) et un terme de couplage entre les deux types de structures con-
vectives (—y2 | B |? A). Les coefficients A1,2,3.4,71,2,34 sont fonction du rapport de
forme a (Annexe B). Pour a = 6.91 on obtient :
Ra’, = 39.53, Rej = 0.001188
1 = 0.3234, 72 = 0.2318, 74 = v3.Ra’, v3 = —0.4991, ) = v4.Reje, 4 = 22.1335,
)\1 = 0.125, /\2 = 0.4722, )\g = /\3.Rai, )\3 = —0.5054, )\2 = )\4.R6;(, )\4 = 19.957
va = 0.4928, vg = 0.025,
Les solutions homogenes des équations (3.1) et (3.2) donnent, en plus de état de

conduction (4, B) = (0,0), I'état fondamental de la structure bifurquée. Elles sont de
trois types :



Diagramme de stabilité par rapport a des perturbations homogénes 63

e mode des S.0.3D : (4, B) = (Asp,0) = (i\/zj?’ 0)
e mode des R.L :(4,B) = (0,Br) = (O,j: i_?>

; . — — —Y0A1+72X0 —Aov1+A2%0 :
e mode mixte : (4, B) = (A, Bn) = (i\/fﬂnz\ﬁw& , i\/,%)\ﬁw)@ , on obtient un

mode mixte mélange des 2 types de structures, par exemple pour

w1 = Apme™ @D cos(ly) sin(m 2) + By, cos(loy) sin(r 2)

3.2 Diagramme de stabilité par rapport a des perturba-
tions homogenes

Il est possible d’étudier la stabilité temporelle des états d’équilibre en fonction des

Rex —Rele o fa—Rag turbati t Ses homoge
ez~ et —qgz < Les perturbations sont supposées homogenes, on ne

considere alors que I’évolution temporelle des amplitudes lorsque ces dernieres sont
pleinement développées dans I’espace. Le calcul des valeurs propres, apres linéarisation
I autour des états d’équilibre ne présente aucune difficulté. Nous nous contentons de
présenter les résultats :

parametres :

— la solution de conduction existe partout et elle est stable si vg <0 et A\pg <O

— les R.L existent si f\‘—‘l) > 0 et ils sont stables si vy — 72%) <0.

— les S.0.3D existent si % > 0 et ils sont stables si Ag — )\23—(1’ <0

_ : : i ZhoMtyedo —doyitAeyo S : s
le mode mixte existe si P e v 0 et ey v 0 et il est stable si —y1 A1 +

Y2A2 < 0 ce qui n’est jamais le cas.

Reg —Rej, RafRaZ)
Re7, > Ra}

(figure 3.1). Il est représentatif, car on obtient qualitativement le méme diagramme

quel que soit a. Ce diagramme est composé de différentes régions a coté desquelles on

a représenté des exemples typiques du comportement temporel des amplitudes A(t) et

B(t), pour différentes conditions initiales données.

On peut regrouper ces résultats sous la forme d’un diagramme dans le plan (

Dans les 2 régions [3D] et [3D, (L)], les S.0.3D constituent le seul état stationnaire
stable. Dans la région [(M), L, 3D], les S.0.3D et les R.L sont simultanément stables,
le mode mixte est tout le temps instable. Dans les 2 régions [L, (3D)] et [L], les R.L
constituent le seul état stationnaire stable.

La sélection de l'une ou 'autre configuration convective dans la région [(M), L, 3D]
est tributaire des conditions initiales de ’essai. Sur la figure 3.1, les fleches reliant la
région [(M), L, 3D] aux régions [L, (3D)] ou [L] et inversement montrent ’existence d’un
effet d’hystérésis : les S.0.3D disparaissent au profit des R.L par une augmentation de
Reg & Ra fixé lors du passage de la région [(M), L, 3D] a la région [L, (3D)]. Lorsque
I’on inverse le chemin de parcours, les S.0.3D ne sont plus observées. Ce phénomene
d’hystérésis est confirmé par les observations expérimentales.

!du systeme dynamique des équations de Landau, basé sur les équations (3.1)-(3.2) mais privées des
termes spatiaux.
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Ce type d’étude a été mené dans le cas du probléeme de Poiseuille-Rayleigh Bénard [54]
ou dans le cas d’une couche de fluide inclinée chauffée par le bas [43].

B(t)

Ra-Ra*
Ra*

o — |
O ——-——r

(0,M), L, 3D

B(t)

—

3D,(0)

B(t)

F1G. 3.1 — Diagramme de stabilité avec le comportement typique des amplitudes A(t)

et B(t) associé a chaque zone de parametre (Reﬁ;ﬁ ic, Ragﬁa:). On note 3D : les
K c
S.0.3D, L : les rouleaux longitudinaux, M : le mode mixte, O : la solution de conduction

. .. Rex—Re} Ra—Ra}
et (---) : les structures existantes mais instables. Dans le plan ooy T Rar < ) les
K c

petits cercles représentent les R.L (vide) et les S.0.3D (noir). Dans le plan (A(¢), B(t)),
les grands cercles vides représentent les points fixes stables et les grands cercles pleins
représentent points fixes instables.

3.3 Evaluation du transfert de chaleur moyen

Les deux équations d’amplitudes couplées (3.1) et (3.2), nous permettent d’obtenir
Pexpression du nombre de Nusselt Nu définissant le transfert de chaleur moyen en
fonction du nombre de Rayleigh et du nombre de Reynolds. En effet le nombre de
Nusselt est défini par ([73]) :

chaleur transmise par (convection+conduction
Nu = par ( : ) 1t <wp>
chaleur transmise par la conduction
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T T I
1.7 —
1 AN |
L A A
o o o o f
o (o]
1.5 o o o S
] o 5
asp L4 r ° ° .
o - i F1G. 3.2 — Coefficient azp(o) du nom-
bre de Nusselt des S.0.3D
1.2 =
1.1+ -
1 | | | | | 1
1 2 3 4 5 6 7
rapport de forme a
27 . ,
avec < f >= 015—; Jo Fe % 02a f(z,y, z)dydzdz qui représente la moyenne de la fonc-

tion sur une période et w et O les perturbations, fonctions des amplitudes saturées
Asp et Br. Nu = 1 délimite la frontiére entre le régime de conduction et le régime de
convection. On obtient pour chacune des structures stables R.L et S.0.3D :

B2
Nup =1/4——L_——
v = ()
A2
N3p =1/2 2L
0 =2y g

En remplacant Asp et By, par leur valeur, on trouve :

NU,L—lzaL (%—1) (33)
Rac(Re)

Ra
N —-1= — — 1 A4
wap ~ 1= (papre— 1) (3.4

avec ay, = 2 et le coeflicient a3p dépend du rapport de forme a, comme le montre la
figure 3.2. Pour un rapport de forme «a fixé, nous avons vu que Ra! et Ra2P sont des
fonctions croissantes de Reg. Par conséquent, les expressions (3.3) et (3.4) montrent
que Nul et Nu3P diminuent quand Rey augmente d’une facon significative.

Notons qu’au regard de la figure 3.2, il existe dans la plage de rapport de forme [[a], [a]+
1], un rapport de forme particulier ag, tel que le azp associé soit maximum. On en déduit
que le transfert de chaleur des S.0.3D est optimum dans une couche poreuse avec ce
rapport de forme ag.
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3.4 Phénomene d’amplification du bruit en régime con-
vectif

L’objet de ce paragraphe est d’étudier I'influence d’'une perturbation infinitésimale per-
manente a ’entrée du milieu sur la dynamique des structures thermoconvectives dans
la région convectivement et absolument instable. Cette perturbation a I’entrée pourrait
étre générée par la présence du bruit inhérent a toute expérience dans un laboratoire.

3.4.1 Diagramme d’instabilité spatiale

Pour nous rapprocher des conditions expérimentales lors d’une série d’essais, nous avons

fixé F. La dynamique est alors décrite par les parametres R“]galgac et :

Rex — Rej, _ Pe— Pe*
Rej, ~ Pe*

avec Pe* = Rej. /F

Commengons par identifier sur la base des équations de Ginzburg-Landau linéarisées,
les régions des parametres ou l'instabilité est convective ou absolue. La réponse du
systeéme linéaire a une impulsion localisée s’écrit exactement [64] :

oA
1 [z 2]
1 [Vomﬁpe)
B
1 [z 2]
1 t|:)\0—%<;—Pe)
Gp(z,t) = 47rt'€ 1 (3.6)

suivant le rayon x/t et G4 p désigne la fonction de Green. La perturbation se développe
si le taux d’accroissement est positifi.e 04 > 0 et op > 0. Les taux maximums o4 = 7
et op = A sont obtenus le long de x/t = Pe. Ainsi le régime convectif existe si A\g > 0 ou
7o > 0. Le seuil absolu est obtenu suivant le rayon /¢ = 0 avec un taux d’accroissement
nul i.e 04 = 0 et op = 0. Pour A on obtient le seuil absolu Ra?bGL (v§' = Pe?/(4va))
et pour B on obtient le seuil absolu Raf’GL (M = Pe?/(4vp)). Ces seuils absolus issus
de I’équation de Ginzburg-Landau, sont exagérément élevés par rapport a ceux obtenus
a partir de ’équation de dispersion (figure 3.3). Nous avons également reporté les seuils

absolus dans le plan (P ege]fe* , Ragﬁa:) sur la figure 3.4. Cela permet de délimiter deux

régions : I.LA S.0.3D ou les S.0.3D sont absolument linéairement instables et I.A R.L
ou les structures S.0.3D et R.L sont absolument linéairement instables.

En présence de bruit ¢4 p(x,t) dans I’écoulement, la réponse A(z,t) et B(x,t) du
systeme linéarisé s’obtient en effectuant le produit de convolution 2 : [A, B](z,t) =

2avec (f * g)(z,t) = f_oooo fooo[f(:v,t).g(m —u,t — v)]dudv
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Fi1G. 3.3 — Seuil absolu : pour les R.L
a partir de l’étude linéaire (O) avec
m = 7...20 et & partir des équations
de Ginzburg-Landau (— - —) ainsi que
pour les S.0.3D a partir de 1’étude
linéaire (—) avec m = 6 et a partir des
équations de Ginzburg-Landau (——)

[Ga,B * ¢a pl(x,t). En particulier si 'on suppose la présence du bruit & l'entrée du
milieu, les amplitudes A(x,t) et B(z,t) peuvent étre développées de la fagon suivante :

[A(z,t), B(z,t)] = /[Ao(w)7Bo(w)]eik(w).x—iw.tdw

ou Ap(w) et By(w) désignent les modes de Fourier de 'amplitude du bruit d’entrée :
Ap(t) = A(x = 0,t) et By(t) = B(xz = 0,t), la fréquence w € R et le nombre k € C.
L’amplification spatiale est décrite par la partie imaginaire de k. A partir des deux
équations de Ginzburg-Landau (3.1) et (3.2) linéarisées, on peut déduire la relation de
dispersion k(w), reliant k et w. Une amplification du bruit d’entrée se produit des lors
que (—k;) > 0, ce qui correspond a des fréquences amplifiées appartenant a l'intervalle
]w_,w+[ :

w4+ = £Pe /v pour les 5.0.3D (3.7)
w+ = £ Per/ g pour les R.L

La fréquence wj; qui correspond au taux d’accroissement spatial le plus élevé vérifie :

% = 0. Pour les deux types de structures, on trouve wy; = 0. La réponse du systeme

., _1.3D,L D.L
est alors dominée par le terme e % % (k3PF = 0) avec :

1
D~ (_ 2 _
K= g ( Pe+\/Pe 4VOVA) (3.9)
L 1 2
[ (—Pe +/Pe? — 4)\0VB> (3.10)

- 2up

. . . _Pe* Ra—Ra’
Ensuite, pour tout point du plan des parametres (%, “Ra*a6>, nous avons com-
c

paré les taux d’accroissement spatial —k:?D et —k:iL . Il en ressort que les R.LL ont un
taux d’amplification spatial plus grand que celui des S.0.3D (i.e —kiL > —kf’D > 0)
dans la région des parametres notée I.C R.L sur la figure 3.4, alors que le contraire est
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observé dans la région des parametres notée I1.C S.0.3D de cette méme figure. Les deux
régions des parametres sont délimitées par une frontiere en trait plein (—) sur la figure
3.4.

Ra-Ra_*
Ra*
2.5 LA I 1
i1 /
225 R.L ,' SBABD / LC
g l " /" s03D
2 i / é
] /
1.75 ,' @/ o K
] / 3
1.5 ! / MO )
1 ! / .é
1254 O ,' ) ) ® ! . O
o 31 1 o & o o
1 0O—"e— = >0 2
0.75
E O' [ ] // “é o O O
05 ! ’ g o}
1 1 / «*
025 1 o e)
17 _~ ’ * O IRCL Pe-Pe*
G T T T \-d.s\ T T 0 T 1 T U 0|5 T T T ‘Y—l Pe‘k

solution de conduction

F1G. 3.4 — Diagramme spatial d’instabilité correspondant & un bruit d’entrée de 0.1%
de l'amplitude saturée. La ligne — - — (——) représente le seuil de I'instabilité absolue
des R.L (S.0.3D) et la région d’instabilité absolue associée est notée LA R.L (LA
S.0.3D). Dans le régime convectif, le taux maximum d’amplification spatiale est celui
des R.L (S.0.3D) dans la partie noté I.C R.L (I.C S.0.3D) car —kF > —k3 > 0
(=3P > —kF > 0). La ligne — délimite la frontiere entre .C R.L et I.C S.0.3D. On
vy a également représenté les différents résultats issus des simulations numériques : o
pour les R.L et o pour les S.0.3D avec a = 6.91 et Pe* = 7.67 (i.e F = 1.544 107%).
La ligne --- (TR.CV), délimite dans la région convective, les régions des parametres
ol on trouve numériquement les R.L (o) et les S.0.3D (o). Les points 1, 2, 3 ainsi que
les fleches correspondent & une série particuliere des simulations.

Nous pouvons conclure grace a cette analyse spatiale d’instabilité , que pour des écarts
pas trop élevés de Ra, les rouleaux longitudinaux sont candidats & étre observés dans
une expérience réelle. Pour des écarts suffisamment élevés, les S.0.3D propagatives sont
plutot favorites a organiser les mouvements convectifs.

Ces prédictions découlent d’une analyse purement linéaire, aussi bien pour le régime
convectif ou absolu. Que deviennent-elles si les non linéarités du modele sont prises en
compte ?
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3.4.2 Simulation des équations d’amplitude

Dans le but d’explorer la dynamique non linéaire dans la région des parametres ou a la
fois les R.L et les S.0.3D sont simultanément instables, nous avons simulé numériquement
les équations de Ginzburg-Landau couplées (3.1) et (3.2). Nous avons utilisé une méthode
de différence finie avec un schéma de Cranck-Nicholson. Les pas de temps At et d’es-
pace Ax sont choisis suffisamment petits pour que les résultats soient indépendants de
la résolution ([30]). Les conditions aux limites en sortie sont assurées en imposant la
solution asymptotique pour les R.L ou les S.0.3D a savoir 1’égalité des rapports des

amplitudes :
Az + dz,t + dt) A(z,t)

A(z,t) Az — dx,t —dt)

avec le méme type de conditions pour B(z,t) [22]. Divers types de conditions aux
limites ont été utilisés, notamment les conditions de sortie du type Orlanski (équation de
transport pour A et B a la vitesse Pe). Ces derniéres ne modifient pas le développement
des amplitudes, sauf localement en sortie lorsque les amplitudes ont un comportement
fortement instationnaire. En entrée, pour simuler simplement la présence de bruit, nous
imposons une faible et permanente perturbation, dont ’amplitude est de I’ordre de 0.1%
de Pamplitude saturée ([64]) :

A(0,t) = 0.001A3p et B(0,t) = 0.001B,

On impose également cette faible amplitude comme conditions initiales A(z,0) et
B(z,0).

Les simulations numériques ont été conduites pour les parametres représentés par des
cercles sur la figure (3.4). En particulier pour les points 1, 2, et 3 de cette figure nous
avons fixés la valeur de Mg—? et nous avons fait varier £ e;elf ¢® Les points 1, 2, et 3 de
cette figure représentent qualitativement les parametres les points 34, 35, 36 de la série
6 (figure 4.2 du chapitre quatre). Le sens des fleches indique que la solution stationnaire
obtenue a l'issue de la simulation en un point est prise comme condition initiale pour la
simulation au point suivant. Les comportements dynamiques sont illustrés sur la figure

3.5.

Les parametres du point 1 correspondent au régime absolu pour les S.0.3D (I.A S.0.3D).
A des temps suffisamment grands, la simulation numérique montre le développement
des S.0.3D au détriment des R.L (figure 3.5-a)).

Avec les parametres du point 2 (figure 3.5-b)) la simulation numérique montre que les
deux types de structures sont amplifiés au voisinage de l’entrée, formant localement
un mode mixte assimilable & la superposition des R.L et des S.0.3D 3. Lorsque l'on
s’éloigne de I'entrée et a des temps suffisamment grands, les R.L persistent durablement
et finissent par occuper tout l’espace.

La sélection d’un motif thermo-convectif particulier est la conséquence d’une inter-
action non linéaire entre les deux types de structures au cours du temps. La figure

3sur la figure (3.5)-a) le mode mixte est trop faible & cette échelle pour y apparaitre
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a)

A

!

05— 10 20 70 50

10 20 30 40 50

10 20 30 40 50

F1G. 3.5 — Représentation des amplitudes A (—) et B (——) pour différents parametres
( Pe—Pe* Ra—Rag
Pe ° Ra}
1 du diagramme b) au point 2 avec une figure intermédiaire ou I'amplitude B envahit
le domaine ¢) au point 3. Avec At = 0.001, Az = 0.005, a = 6.91 et Pe* = 7.67

(F =1.544 107%)

) associés au diagramme de la figure 3.4 correspondant : a) au point
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3.5-b)) montre que le R.L occupent une partie de 'espace alors que l'autre partie est
occupée par les structures 3D (en accord avec certaines observations expérimentales).
C’est une situation transitoire du fait que les deux types de structures sont séparés par
un front, se déplacant approximativement & une vitesse égale & Pe. A des temps grands,
les structures 3D sont envahies par les R.L et finissent par quitter le milieu. Dans les
expériences de M. Combarnous [26], le nombre de Pe correspond a des vitesses de 'or-
dre de 10~*m/s. La longueur du massif poreux étant de 90 cm, le temps nécessaire pour
que les structures 3D quittent le milieu est de 2 heures et demie apres le délai d’attente
(i.e temps de saturation) indispensable pour observer les mouvements convectifs tout
motif compris.

Enfin avec les parametres du point 3 correspondant au régime absolu I.LA R.L, les
R.L sont toujours persistants mais ils sont tres proches de I’entrée et les S.0.3D sont
inexistants. On précise que 1’on passe directement du point 3 au point 1 de la figure
(3.5), on retrouve les structures S.0.3D. Inversement, si on passe du point 1 au point
3 on retrouve les R.L.

La dynamique obtenue par les points 1, 2, et 3 de cette figure représente qualitativement
celle des points d’essai 34, 35, 36 de la série 6 (figure 4.2 du chapitre quatre). En
particulier on montre I'existence des R.L pour de faible valeur de Pe dans la zone ou
les S.0. 3D sont absolument instable. On retrouve ces R.L pour la série 11 et 7 (figure
4.3-a)-c))

A partir de simulations numériques nous pouvons évaluer approximativement la dy-
namique globale dans le plan (252 Raga}j’az) (figure 3.4 ). D’une part dans la régime
d’instabilité absolue I.A, on observe deux régions des parametres oi domine 'une des
structures :

— la région I.A S.0.3D ou les S.0.3D sont sélectionnées.

— la région LA R.L ou les R.L sont sélectionnées.

D’autre part dans le régime d’instabilité convective, nous avons déterminé la ligne dans

le plan (Pe;elje*’ Ra§a§a3> qui sépare la région ou se développent les R.L de celles ou
les structures 3D sont les plus amplifiées (en pointillés - -- sur la figure 3.4 et notée
TR.CV pour transition convective entre les R.L et les S.0.3D). On constate que les
non linéarités ont notamment pour effet d’élargir la zone d’amplification spatiale des
R.L. Plus généralement, 1’étendue de cette zone est fortement tributaire du niveau
du bruit a Uentrée. En effet nous avons déterminé une nouvelle frontiere TR.CV en

changeant le niveau d’intensité du bruit a ’entrée :
A(0,t) = 0.01A3p et B(0,t) = 0.01Bg,

Cette frontiere TR.CV se rapproche du seuil absolu des S.0.3D lorsque le niveau de
bruit augmente. Pour illustrer cette dépendance au bruit d’entrée, nous avons simulé
numériquement les équations d’amplitudes avec des parametres Ra et Pe identiques
correspondant a la la région convective I.C RL mais pour des niveaux d’intensité de
bruit d’entrée différents. Sur la figure 3.7, nous avons tracé uniquement les amplitudes
B(z,t) des R.L correspondant a trois niveaux différents. On remarque que plus ce
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niveau augmente plus 'amplitude se rapproche de 'entrée et ce, semble t-il, propor-
tionnellement & ’'intensité.

Par ailleurs, nous avons essayé de reproduire qualitativement le phénomeéne observé
sur la série 7 et qualifié d’hystérisis. Il a été mis en évidence par les fleches sur la
figure 1.4 au chapitre 1 et il est également visible également sur la figure 4.3-c) dans le
plan (Pe, Ra) au chapitre quatre. Des simulations numériques ont été effectuées dans
la région des parametres correspondant au point 1, 2 et 3 du diagramme spatial de la
figure 3.6 et les solutions stationnaires associées sont tracées sur la figure 3.8-a)-b)-c). La
simulation numérique effectuée au point 1 (placé dans la région I.C S.0.3D au voisinage
de la courbe TR.CV), montre a des temps suffisamment grands, la formation de S.0.3D
(figure 3.8-a)). Puis en partant de cette solution stationnaire comme condition initiale
et avec les parametres du point 2 dans la région I.C R.L, on observe la formation de
R.L (figure 3.8-b)). Enfin en partant de cette solution stationnaire comme condition
initiale et avec les parametres du point 3 dans la région 1.C on a toujours les R.L (figure
3.8-¢)). Or les parametres du point 3 sont trés proches de ceux du point 1 : ou Ra est
fixé et la différence entre les valeurs de £ 61565 € est de 5%. Pourtant on ne retrouve pas la
méme structure. Cela illustre le fait qu’au voisinage de la frontiere TR.CV, lors d’'une
expérience, les erreurs inhérentes aux réglages des parametres du probleme, peuvent
avoir des conséquences sur la sélection des structures convectives.

Ra-Ra*
Ra*
257 LA l' I.A I’
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solution de conduction

F1G. 3.6 — Diagramme spatial d’instabilité correspondant & un bruit d’entrée de 1% de
I’amplitude saturée. La légende est la méme que pour la figure 3.4.

Remarque : Il est également possible de créer une différence d’intensité a l’entrée du
domaine, favorable aux R.L ou aux S.0.3D. Les simulations numériques montrent que
lorsque ce sont les R.L qui sont favorisés par exemple B(0,t) = 0.002By, et A(0,t) =
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FiG. 3.7 — Amplitude B(z,t) des R.L avec

Ra—Ra’ Pe—Pe* __ Aoy
Raz ¢ =075 et ~55~ =1 (région

convective I.C RL) et pour différents niveaux de bruit a 'entrée pour A(z,t) et B(x,t)
avec At = 0.001, Az = 0.005, a = 6.91 et Pe* = 7.67 (F = 1.544 107%) .
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20 30 0 50 X
b)
104 7
Al, B
5,
05~ 10 20 30 0 50 X
c)
104 S
Al,lB
5,
0 ‘ ‘ ‘ ‘ X
0 10 20 30 0 50

F1G. 3.8 — Représentation des amplitudes A (—) et B (——) pour différents parametres

Pe—Pe* Ra—Ra} s . ) )
(5, Tﬁc> associés au diagramme de la figure 3.6 correspondant : a) au point 1

du diagramme b) au point 2 ¢) au point 3. Avec At = 0.001, Az = 0.005, a = 6.91 et
Pe* =7.67 (F = 1.544 107%)
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0.001A3p, la zone ou se développe les R.L augmente (i.e la frontiere TR.CV se rapproche
du seuil absolu des S.0.3D). Le contraire est observé lorsque ce sont les S.0.3D qui
sont favorisées.

3.5 Conclusion

Au voisinage du point de bifurcation double (Re};, Ra), les structures 3D propagatives
et les R.L fixes peuvent s’amplifier simultanément. Une analyse classique basée sur les
méthodes de développements asymptotiques et d’échelles multiples, permet de montrer
que la dynamique non linéaire résultant de I'interaction entre les structures 3D et les RL
est décrite par un modele réduit formé de deux équations de Ginzburg-Landau couplées.
L’étude de la stabilité des solutions stationnaires et homogenes a permis d’obtenir
un diagramme complet de stabilité. Ce dernier permet d’expliquer qualitativement le
phénomene d’hystérésis observé expérimentalement.

Par ailleurs, dans la région des parametres ou l'instabilité est convective, une anal-
yse spatiale de stabilité linéaire d’une part et des simulations numériques du modele
réduit en présence du bruit d’entrée d’autre part, permettent de dégager des résultats
significatifs. On montre que le plan des parametres (P 61561:6*, Ra};algaz) le domaine ou
I'instabilité est convective, est composé de deux zones distinctes, I'une favorisant les
R.L (I.C R.L) et l'autre privilégiant les structures 3D (I.C S.0.3D). La frontiere entre
les deux est tributaire du niveau du bruit d’entrée. Les simulations numériques mon-
trent que durant une phase transitoire, les deux motifs thermo-convectifs peuvent étre
observées : un motif occupant une partie du milieu alors que ’autre partie est occupée

par le deuxieme motif. Ce résultat a été validé par les travaux expérimentaux de M.

Combarnous.

Dans la région des parametres ou I'instabilité est absolue, nous avons montré qu’il existe
deux zones de parametres délimitées par le seuil absolu des R.L (I.LA R.L) et le seuil
absolu des S.0.3D (I.A S.0.3D) ou chacune des structures est dominante. Dans la zone
I.A R.L nous observons que seuls les R.L se développent et dans la zone I.LA S.0.3D
nous observons que seules les S.O 3D se développent.

Enfin nous avons montré que certaines séries d’essai effectuées expérimentalement était
décrites par les simulations numériques des équations de Gingsburg-Landau.

Nous sommes en train de rédiger une note au C.R.A.S qui résume les principaux
résultats de ce chapitre.



Chapitre 4

Comparaison des prédictions
théoriques et des résultats
expérimentaux

Cette partie aborde la question de la comparaison des résultats issus de ’analyse spatio-
temporelle de stabilité linéaire avec des résultats expérimentaux. Cette entreprise est
exigeante du fait qu’elle n’autorise aucun ajustement des parametres du probleme
d’une part et qu’elle suppose d’autre part, que l'on soit bien informé des méthodes
d’évaluation des parametres et des nombres sans dimension, caractéristiques des con-
ditions d’un essai expérimental. Cette entreprise est aussi intéressante car elle permet
de vérifier si le modele théorique, représenté par le systéme d’équations utilisé, est bien
adapté a la description des phénomenes observés. Ainsi nous avons jugé utile de rap-
peler les grandes lignes des méthodes utilisées par M. Combarnous [26] pour évaluer les
parametres du probleme

4.1 Evaluation expérimentale des nombres sans dimen-
sion et discussion

Les nombres sans dimension qui interviennent dans le probléme sont :

=A

(pc)

(6% C
Ra = % Ko(Ty — To)H (4.1)
Pe = YHleds (4.2)

1

Rex = cp Kije (4.3)
4.4)

L’évaluation des différents parametres a été réalisée dans [26].
Conductivité thermique équivalente \* :

75



76 Comparaison des prédictions théoriques et des résultats expérimentaux

L’ interprétation des essais menés en régime de conduction pure, lorsque (15 — T7)
est faible permet, de déterminer A\* lorsque 'on tient compte des fuites thermiques.
Lorsque l'on utilise cette méthode d’évaluation directe \* est notée A3. Les variations
de \* en fonction de la température moyenne de ’essai sont négligées.

Perméabilité :

La dimension relativement faible du massif poreux ne permet pas une détermination
directe de la perméabilité, ni le long de ’axe du milieu, ni dans la direction verticale.
K est donc estimé a ’aide de la loi de Kozeny-Carman en fonction de la porosité ¢ :

- d2 ¢3
K2 =366, 102

la constante Cy est choisie égale a 4.8 pour des grains sphériques de diametre d.
Caractéristiques du fluide :

Les caractéristiques physiques des fluides, varient avec la température, la viscosité no-
tamment. Nous présentons sur la figure (4.1) I’évolution, en fonction de la température

, du parametre A = %‘;{c)f intervenant dans l'expression de Ra pour 'eau et ’huile

aux silicones utilisées [26].

10° Js.oc-2m-3
L 0,4
L0,3

Huile . .
SI200. 0,65 csK Fi1G. 4.1 — Coefficient A fonction de la
température T'

0,2
Lo,

10 20 30 40 50 60 T°C

Méthode d’évaluation de Ra

De nombreux parametres interviennent dans le nombre de Rayleigh dont certains ne

sont pas accessibles, par une mesure directe (la perméabilité par exemple). M. Com-

barnous a donc procédé en deux étapes dans I’évaluation de Ra :

i) la premiere étape consiste a vérifier le critere d’apparition de la convection naturelle
(Ra. = 4m?) et ce en utilisant la valeur de A5 de la conductivité thermique et la
valeur de K5 de la perméabilité.
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ii) les résultats de cette vérification étant satisfaisants pour ’ensemble des séries d’es-
sais, connaissant alors la différence de température critique (77 — 17). au dela de
laquelle apparait la convection naturelle, on définit un rapport (Aﬂ) = (Aﬂ)l tel que :
Rac [(45),] = 4%, ie. 4n? = gA(Ty — T7) H (4£),.

L’écart moyen, pour I'ensemble des séries (6, 7, 11 et 14 entre autres) est égal & 5%.

Les valeurs numériques de Ra ont été alors estimées en utilisant (/\—q)l et en prenant

une température moyenne 1 = w pour I'évaluation du coefficient A.

Ce rappel de 'estimation expérimentale de Ra a montré que celle-ci tient compte des

variations des caractéristiques du fluide utilisé en fonction de la température moyenne.

Or le modele théorique est basé sur I'approximation de Boussinesq qui stipule que

toutes les caractéristiques du fluide restent constantes sauf la masse volumique dans le

terme lié & la poussée d’Archimede ou elle dépend linéairement de la température. Ce
constat étant fait, dans toute la suite de ce chapitre, nous utilisons les valeurs de Ra,

ainsi que les valeurs des autres parametres tels qu’ils ont été évalués dans [26].

4.2 Résultats de stabilité linéaire et expérience

Les diagrammes représentent les différents motifs thermo-convectifs observés dans ([26],
[29]), sont représentés sur les figures 4.2 et 4.3-a), b), ¢) dans le plan (Pe, Ra). Dans le
régime de la convection laminaire (i.e Ra < 260), ces motifs peuvent étre des rouleaux
longitudinaux fixes ou des structures propagatives. Les essais réalisés montrent que
les structures propagatives adoptent parfois une organisation en rouleaux purement
transversaux, et d’autres fois une organisation complétement tridimensionnelle.

Sur la figure 4.2 nous avons spécifié en plus, les conditions initiales pour chaque essai.
Dans tout le plan (Pe, Ra), chacune des structures observées a l'essai n, sert comme
condition initiale pour I'essai suivant n + 1, excepté pour le point 1 pour lequel I'essai
commence a partir de la solution de conduction. Nous y avons également omis les points
provenant de la région turbulente. Sur les figures 4.2 et 4.3, nous avons également tracé
la frontiére entre instabilité absolue et convective pour les rouleaux transversaux.
Puisque différents milieux poreux ont été utilisés dans les expériences avec de I’eau ou
de I’huile comme fluide, nous avons rassemblé, dans le tableau 6.1, certaines propriétés
thermo-physiques pour différentes séries d’expériences.

séries  solide/fluide ¢ K.107% Ag(.1071)  Ap(1071)  A*(.1071)  Per
m? W/m°C  W/m°C  W/m°C

6 verre/eau 0.371 1.147 1.5 0.6 0.85 6.95
7 verre/huile  0.351 0.228 1.5. 0.15 1.03 13.27
11 verre/eau 0.381 0.721 1.5 0.6 0.9 7.68
14 quartz/eau  0.324 0.209 6 0.6 4.25 3.29

TAB. 4.1 — Propriétés thermo-physiques pour les différentes séries d’ expériences ainsi
que la valeur des Pe*.
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F1G. 4.2 — Carte représentant les différents régimes d’écoulement dans le plan (Pe, Ra)
pour les structures observées pour la série 6 (milieu poreux constitué de billes de verre
d’un diametre de 4mm et d’eau) dans la région laminaire : les S.0.3D e et les R.L A.
Les essais sont indiqués par leurs numéros. Les nombres manquants indiquent la région
turbulente. La courbe représente la frontiére entre régime convectif et absolu prédite
par la théorie. On a Pe* ~ 7.65 et Ra ~ 39.53.
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F1G. 4.3 — Carte du régime d’écoulement comme sur la figure 4.2 pour : a) la série 11
(billes de verre d’un diamétre 3mm/ eau ), b) la série 14 (quartz d’un diametre moyen
de 2.25mm/ eau) et c) pour la série 7 (billes de verre d’un diametre 2mm/ huile). La
ligne verticale représente Pe = Pe* avec Ra ~ 39.53
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4.2.1 Approche temporelle de stabilité et expériences

L’approche temporelle de stabilité a permis de montrer que la sélection d’un motif
particulier dépendait de la valeur prise par Reg, comparée a la valeur Rej au point
de codimension 2. Les expériences ont toutes été menées dans les milieux poreux de
rapport de forme latéral a = 6.91. La valeur de Re} pour ce rapport de forme étant
tres petite (Rej, = 1.2 1073), les valeurs seuils du nombre de Rayleigh pour différents
motifs se valent et avoisinent 47%. Cette situation a été illustrée sur la figure 2.3 du
chapitre 2 et qui montre que les valeurs seuils des différents modes (i.e. m3p =0, ...6)
sont identiques lorsque Rex — O.

Cette dégénérescence, qui ne permet pas une sélection franche au seuil de I'instabilité
d’un mode privilégié, persiste-t-elle lorsqu’on est loin du seuil 7

La réponse a cette question est apportée en évaluant le taux maximum de croissance
temporelle 0,4, (point G de la figure 2.10 du chapitre 2 ainsi que le complément de
lannexe A) de chaque mode instable. Le résultat est illustré sur la figure 4.4 pour les
modes propagatifs m = 0,...,6 et pour les R.L fixes avec m = 7. Sur cette figure nous
avons tracé : a) le taux de croissance spatio-temporel o pour chaque rayon z/t a Pe et
Ra fixé et b) le maximum du taux de croissance oyq, (0t I’étude temporelle est valable)
en fonction de Ra pour Pe fixé. La figure 4.4-b) démontre sans aucune ambiguité, que
le taux maximum de croissance o,,,; est identique pour ces modes instables. Nous
concluons que la non sélection d’'un mode privilégié au seuil de 'instabilité, persiste
encore dans la région convectivement instable.

a) b)
b Bl Omax :
s Y
. 5 -
7 “ N L
, "\ x/t
/5 10.\ 15
0 T T —~—T
;o \ 41
;s \ [
, s \ a
;o \ [
, \ 3
/ m=0 \ [
s - — — - m=6 s
- T m=7 SN F
s \ 2r
, \ L m=0
/ \\ i — — — - m=6
I m=7
\ r
10k e T
10 20 45 50
Ra

F1G. 4.4 — a) taux maximum de croissance spatio-temporel o en fonction des rayons
x/t avec Ra = 45 et Pe = 7.65 (Raa = 52.135) b) taux de croissance maximum o4z
fonction de Ra avec Pe = 7.65 pour différents m = 0,6 (modes propagatifs) et m =7
(R.L). Tous les taux sont pratiquement confondus.

Sur un plan pratique nous avons estimé la valeur de Pe*, qui correspond a Rej, = F Pe”,
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pour les différents milieux poreux utilisés. Ces valeurs de Pe* sont reportées sur le
tableau 4.1 et sont aussi représentées par les lignes verticales en pointillé sur la figure 4.3.
Ces lignes verticales devraient, selon ’analyse linéaire de stabilité temporelle, séparer
la région dominée par les R.L de celle ou les S.0.3D dominent. Or ceci n’est pas le cas.
Nous concluons alors que ’approche temporelle de stabilité linéaire ne rend pas compte
des observations expérimentales.

4.2.2 Transition instable convectif/ instable absolu et expériences

Les figures 4.2 et 4.3 montrent que la frontiere entre instabilité convective et instabilité
absolue décrit presque parfaitement la transition qui se produit entre des S.0.3D ou des
structures provenant de la zone turbulente et les R.L. En examinant de pres la figure
4.2, nous pouvons observer ce comportement a travers différents scénarios :

— en augmentant Pe pour Ra fixé : point 34 au point 35.

— en augmentant ou en diminuant Ra dans la région laminaire pour Pe fixé : point 17
au point 18 et point 18 au point 19 respectivement.

— en diminuant Ra & partir de la région turbulente (Ra > 260) pour une valeur fixe
de Pe : on part des points 27, 29, 31 qui ne sont pas représentés sur la figure et on
arrive successivement aux points 28, 30, 32 respectivement.

— en diminuant Ra et en augmentant Pe : point 1 au point 2.

La question de l'existence des R.L dans la région convectivement instable (points 19,
28, 30 et 32) et dans la région absolument instable (point 36 et 38) a déja été discutée
qualitativement au chapitre précédent grace au modele d’équations d’amplitudes. Pour
une meilleure compréhension de cette question, une simulation numérique directe 3D
s’avere nécessaire.

Pour les séries 6 et 11 (eau/verre), nous avons constaté, a travers les figures 4.2 et
4.3-a), que les seuils de I'instabilité absolue de 1’état conductif vis & vis des S.0.3D,
correspondent aux seuils de transition observés expérimentalement entre les structures
propagatives et les R.L.

Cet excellent accord observé pour les séries 6 et 11, I’est moins pour les séries 7 et
14 (figure 4.3-b) et c¢)). Nous pensons que ce léger désaccord est lié a la modélisation
adoptée dans ce travail, en supposant qu’au point de vue thermique, ces milieux poreux
se comportent comme un milieu fictif unique ou le transfert de chaleur est décrit
par une seule équation. Cette modélisation est satisfaisante, tant que les conductivités
thermiques A et Ay respectivement de la phase solide et de la phase fluide sont proches.

Or i—’; = 0.1 pour les séries 7 et 14 (voir tableau 6.1). Il est alors nécessaire d’introduire
un modele qui repose sur ’assimilation du milieu poreux a deux milieux continus fictifs
équivalents, I'un solide, I'autre fluide avec un échange de chaleur entre les deux phases
a l'aide d’un coefficient de transfert.
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4.3 Longeur d’onde, périodes d’oscillations et vitesse des
structures propagatives

Les expériences [26] de convection mixte ont permis de mesurer les longueurs d’onde,
les périodes d’oscillations et les vitesses de phase des structures propagatives, pour
différents milieux poreux. Nous disposons des résultats issus de différents essais de la
série 11 avec un milieu composé d’une matrice solide en verre et de I’eau comme fluide.
Ces expériences ont été menées pour différentes combinaisons de Ra et Pe. Comme
nous ne disposons pas d’informations précises sur le caractére 2D ou 3D des structures
propagatives obervées, pour une combinaison donnée des parametres, nous avons décidé
que la comparaison des caractéristiques soit faite avec tous les modes instables (i.e.
m=0,1,...,6).

Longueur d’onde dimensionnée :

La comparaison théorie/ expérience est menée en adoptant deux stratégies complémentaires.
Dans un premier temps , pour chaque combinaison des parametres Ra et Pe utilisés
dans I'expérience, nous évaluons la longueur d’onde Ay, des modes propagatifs 2D et

3D (i.e. m=0,1,...,6). Les résultats obtenus sont indiqués sur le tableau 4.2 ou nous
précisons le type de mode propagatif dont la longueur d’onde est la plus proche de la
longueur d’onde mesurée. Ensuite , dans un second temps, nous dégageons une ten-
dance globale des variations de A en fonction de Ra pour tous les modes propagatifs
(figure 4.5).

Le tableau 4.2 montre que les écarts relatifs entre les longueurs d’onde mesurées ey
et les longueurs d’onde Ay, toutes estimées dans la région d’instabilité absolue, sont
comprises entre 0.5% et 14.5%. La dépendance de Az vis & vis de Pe a Ra fixé et vis
a vis de Ra a Pe fixé, peut-étre déduite directement du tableau 4.2 :

— pour Ra = 72, si on augmente Pe de 7.23 a 11.75, la longueur d’onde Az, croit de
8.9 cm a 10.4 cm.

— pour Pe = 11.75, augmentation successive de Ra de 72 a 101, puis ensuite a 128.5
a pour effet une décroissance successive de A¢zp de 10.4 cm a 7.1 cm et de 7.1 cm a
6.7 cm.

Ces comportements observés expérimentalement confirment la dépendance de la longueur

d’onde \;, prédite vis a vis de Pe et Ra déja signalée au chapitre 2 et illustrés sur la

figure 2.16-a).

Pour une comparaison plus qualitative nous nous sommes intéressés a la dépendance
globale de la longueur d’onde vis a vis de Ra. En utilisant une approximation de
moindre-carré, nous avons interpolé les longueurs d’ondes expérimentales A, et théoriques
Awh- Les interpolations de A.;p sont présentées sur la figure 4.5 comme fonction de Ra
pour la série 11 avec I'interpolation de Ay, des R.T (m=0) et des S.0.3D (m=6) dans

le régime absolu. Les interpolations de Ay, pour S.0.3D avec 1 < m < 5 se trouvent
entre les courbes m = 0 et m = 6. Cette figure montre que la longueur d’onde prédite
des R.T est en dessous des mesures expérimentales d’environ 10% alors que 1’écart avec
Atp, des S.0.3D est moins important.
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Pe Ra Aexp Ath erreur
(cm) (cm) (%)
256  63.95 13.3 1146 (m=6) -13.8
723 72 8.9 881 (m=3) -1
11.75 72 104 10.35 (m=5) -0.5
8.28 75 10.8 10.12 (m=6) -6.3
13.86 76.40 8.4 9.61 ( ) 144
6.17 89.5 9.2 9.33 ( ) 1.4
( )
( )

11.75 101 7.1 813 14.5
11.75 1285 6.7  7.37 10.
783 132, 9.16 7.93 (m=6) -134

TaB. 4.2 — Comparaison entre les longueurs d’onde dimensionnées prédites Ay, et
mesurées Ay respectivement, pour différentes combinaisons de Ra et Pe.
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Fic. 4.5 — Longueur d’onde dimen-
sionné A (en m) en fonction de Ra
pour les points expérimentaux o et les
droites d’ interpolation des longueurs
d’onde obtenues a partir des points
expérimentaux (—) et a partir des
oosk prédictions théoriques pour les S.0.3D
0o2b avec m = 6 (---) et R.T avec m = 0
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Vitesse de phase dimensionnée :

Les enregistrements de la température permettent la mesure de la vitesse de phase
relative des structures propagatives : V,/V;. Cette vitesse dépend de la porosité ¢ et
du rapport des capacités thermiques entre la matrice solide et fluide (pc)f/(pc)s. Les
données expérimentales de la série 11 ([26]-[28]) donnent : ¢V},/V; = 0.43. Dans le
chapitre 2 nous avons obtenu une vitesse de phase adimensionnée V,, = w,/k, a peu
pres égale a Pe. Nous obtenons apres dimensionnement : ¢V,,/V; = 1/[1—¢(pc)s/(pc)¢)]-
Pour la série 11, avec ¢ = 0.381 et (p.)f/(pc)s = 2.2 on trouve V,,/V; = 0.57.

Cette différence est peut-étre die au fait que notre modele considére des plaques hor-
izontales isothermes. Cette hypothese suppose que le coefficient de conductivité ther-
mique est infinie ce qui est rarement le cas dans les expériences réelles. Dans le contexte
du probleme de Rayleigh-Bénard pur, sans débit entrant, Carriere et al [19] ont examiné
I’importance de la conductivité des plaques horizontales. Les résultats indiquent en par-
ticulier que si la conductivité du fluide dépasse celle des plaques horizontales, le nombre



84 Comparaison des prédictions théoriques et des résultats expérimentaux

de Rayleigh critique et le nombre d’onde décroissent fortement. L’influence d’un coeffi-
cient de conduction thermique fini des plaques métalliques sur les nombres d’onde, les
fréquences et la vitesse de phase doit sans doute étre prise en compte.

Périodes d’oscillations dimensionnées

Nous avons constaté précédemment qu’il existe un écart relativement important entre
la vitesse de phase mesurée et celle prédite théoriquement. La conséquence immédiate
de cet écart est que les périodes prédites d’oscillations sont toujours plus petites que
les périodes mesurées. Néanmoins, la curiosité nous a poussé a comparer les périodes
mesurées T* avec leurs valeurs T, juste au seuil de Pinstabilité absolue. Le résultat,
illustré sur la figure 4.6, montre un excellent accord.

12000
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0 5e-05 0.0001 0.00015 0.0002 0.00025 0.0003
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Fia. 4.6 — Période dimensionnée des oscillations en fonction de la vitesse intersticielle
Vi(m/s) : expérience verre/eau (o), prédiction théorique au seuil absolu ( — pour les
S.0.3D et —— pour les R.T").

4.4 conclusion

Ce chapitre a fait 'objet d’une étude comparative entre les résultats expérimentaux
[26] et les prédictions, essentiellement issues de I’analyse linéaire de la stabilité de I’état
de conduction. Il en ressort les conclusions suivantes :

e La théorie de stabilité marginale ne rend pas compte de la réalité expérimentale.
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e Les seuils d’instabilité absolue de I’état conductif vis a vis des structures propagatives,
correspondent aux seuils de la transition observée expérimentalement des structures
oscillatoires aux rouleaux longitudinaux fixes et vice versa. Cette correspondance est
parfaite lorsque la phase fluide et la phase solide du milieu poreux ont des conduc-
tivités thermiques proches. Le modele théorique, basé sur I’hypothese d’un équilibre
thermodynamique local entre les deux phases est tout a fait justifié. Il ’est moins,
au regard des résultats expérimentaux, pour des milieux poreux ou le rapport des
conductivités thermiques des deux phases est loin de I'unité. Dans ce cas, 'utilisation
d’un modele & deux équations d’énergie s’impose, chacune d’elle décrivant le transfert
de chaleur de I'une ou 'autre phase.

e Pour différentes combinaisons des parametres Pe et Ra, les longueurs d’ondes des

structures propagatives observées expérimentalement sont en bon accord avec celle
prédites en régime absolument instable. Cependant les valeurs des vitesses de prop-
agation de ces structures sont surestimées par la théorie.
Nous pensons que ce désaccord résulte de 'hypothése trop idéalisée qui consiste a
supposer des plaques planes parfaitement conductrices de la chaleur. L’introduction
d’un coefficient de transfert de chaleur fini de ces plaques pourrait probablement
atténuer ce désaccord. Ce dernier, concernant les vitesses de phase, induit une sous-
estimation des périodes d’oscillations, comparées a I’expérience. Cependant, pour une
valeur fixée de Pe, les périodes d’oscillations prédites au seuil de I'instabilité absolue,
s’averent étre en excellent accord avec les périodes mesurées.

Les principaux résultats ont fait 'objet d’un article soumis [38].
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Comparaison des prédictions théoriques et des résultats expérimentaux



Chapitre 5

Méthodes spectrales pour la
résolution des équations de la
convection mixte en milieu
poreux

La résolution analytique des équations de la convection mixte en milieu poreux, n’est
pas aisée, voir impossible. Les résultats sont issus de nombreuses approximations mais
ils permettent de comprendre le comportement global des phénomeénes mis en jeux
lors des expériences. L’outil numérique est alors d’une grande aide, car il est pos-
sible de simuler les équations au cas par cas, en prenant pleinement en compte les
effets non linéaires du systéme. Dans le domaine, il existe de nombreuses méthodes de
discrétisation des équations comme les éléments finis, les volumes finis, les différences
finies ou encore les méthodes spectrales, chacune ayant ses spécificités. Nous avons choisi
de travailler avec les méthodes spectrales qui sont d’une grande précision et s’adaptent
bien & des géométries simples.

Dans ce chapitre, nous présenterons dans un premier temps la discrétisation tem-
porelle des équations puis la discrétisation spatiale ou nous détaillons la résolution
d’une équation type pour notre probléeme : I’équation de Helmholtz. Enfin, nous ter-
minerons par la présentation de certains résultats numériques participant a la validation
du code.

5.1 Position du probleme

Il s’agit de résoudre le systeme complet d’équation régissant le phénomeme de convec-
tion mixte par intégration numérique. On se place dans un milieu poreux bidimension-
nel Q = [—1,1].[-1, 1] dans lequel on applique les équations de Darcy couplées avec les

87
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équations de transport de la chaleur établies dans le chapitre précédent soit :

V = —VP + Ra.Té, (5.1)
div(V)=0 .
T +V -VT = AT (5.3)

ce systeme est équivalent au systeme suivant, utile dans la résolution numérique :

AP = Ra.d0,T (5.4)
V = -VP+ Ra.Té,
T +V -VT = AT

conditions aux limites :
Ce milieu est chauffé par le bas, refroidi par le haut avec un débit filtrant imposé (de
gauche a droite) c’est & dire que 'on a les conditions aux limites suivantes :

u(z = £1,z) = Pe,v(x,z =£1) =0 (5.7)
T(x=-1,2) =952 T3 =1,2) =0,T(x,2= -1) = 1, T(z,2=1) =0 (5.8)

La condition de sortie g—z(x = 1,2z) = 0 permet de se rapprocher de I'expérience, il

n’y a pas d’échange de chaleur a la sortie comparativement a 1’échange de chaleur
suivant la direction verticale. Une autre condition acceptable mais plus restrictive est
la solution de conduction en sortie T'(x = 1, 2) = (1;z)7 dans tous les cas cela ne modifie
pas les grandeurs globales (fréquences, amplitudes...). Les grandeurs sont uniquement
modifiées localement en sortie, notamment la distribution de température mais pas la

distribution de vitesse.

On peut voir sur la figure (5.1) le schéma représentant les conditions aux limites de
I’écoulement simulé .

z

V(x,1)= ‘get T(x,1)=0
| .
» e
VEL2)=[5¢ Q VL= |58
et T(-1,2)=(1-2)/2 etdT/dx (1,2)=0
—= —=

V(x,—l):‘ 3 et T(x,-1)=1

Fi1G. 5.1 — Domaine du milieu poreux €2 associé aux conditions aux limites sur 052, les
77”7 signifient qu’il n’y a aucune condition aux limites, c’est donc laissé libre.

remarque : on peut bien évidemment prendre un domaine quelconque [—a,a].[—b, D]
par exemple dans la suite, on se place dans la configuration des expériences de M.
Combarnous [26] la longueur de la couche est de 12 pour une hauteur 1 on prendra un
domaine symétrique : = [—6,6].[—0.5,0.5] .
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5.2 Solution de conduction

La solution de conduction représente la solution stationnaire du systeme (5.1) — (5.3),
c’est a dire que ’on résoud le systéeme suivant :

Vo = —V Py + Ra.Tyé. (5.9)
div(Vy) =0 (5.10)
Vo - VT = ATy (5.11)

ol les indices ¢ désignent les grandeurs stationnaires.
On ajoute a ce systeme, les conditions aux limites suivantes ce sont les mémes conditions
aux limites que (5.7) — (5.8) :

uo(x = £1,2) = Pe,vg(z,z2 = £1) =0

(1->2)
2

ITy(x =1,2)
Ox

On obtient avec ces conditions aux limites la solution de conduction suivante :

Volz, z) = (];e> (5.12)

=0,Tp(z = —1,2) =

JJo(,z=—-1)=1,Ty(z,z=1)=0

To=(1-2)/2 (5.13)
2
z
Py = Ra/2.(z — 5) — Pe.x + constante (5.14)
prise=0

sur les figures 5.2 et 5.3 on a tracé la distribution de la pression de conduction et de la
température de conduction.

5.3 Discrétisation temporelle

5.3.1 Solution en perturbation
La solution globale et donc instationnaire du systeme (5.1) — (5.3) contient au moins la
solution de conduction et ce quelque soit le temps. On pose alors pour les grandeurs :
7™ =7 + 7™
P™ = p,+ p™
Vi — v+ f/'l(n)

ott ™ désigne les grandeurs au temps t,, et *; les perturbations des grandeurs.

Les grandeurs sont discrétisées suivant un schéma d’ Adams-Bashforth. En connaissant
les grandeurs au temps t,,t,—1 (avec At le pas de temps), on obtient pour chacune
des équations et apres discrétisation temporelle, des équations équivalentes pour les
grandeurs au temps t,41 :
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PSET. -62.625 -54.75 -46.875 -39 -31.125 -23.25 -15375 -75 0375 825 16.125 24 31875 39.75 47.625

0
N 65
-0

¢

9,

5

F1a. 5.2 — Distribution de la pression de conduction pour Q = [—6,6]/[—0.5,0.5]

TSET. 0.0625 0.125 0.1875 0.25 0.3125 0.375 0.4375 0.5 0.5625 0.625 0.6875 0.75 0.8125 0.875 0.9375

F1c. 5.3 — Distribution de la température de conduction pour 2 = [—6,6]/[—0.5,0.5]

e pour I'équation 5.3) (8,7 + V - VI = AT) devient :

extrapolation =TNL(nmn=1)

+ 2(V)M . wT™ — (V)=D gDy = AT

3/20+) — o1 4 1 /27(=1)
At

soit

f(n,nfl)

=CH

on résoud donc :

(A. — CH.).Tl(n+1) = D sur Q avec  (5.15)

aTl(nJrl)

T (= —1,2) = 0, 7" (2,2 = +1) = 0, 5
X

(x=1,2)=0  (5.16)

on reconnait une équation de Helmholtz
e en prenant la divergence de I’équation (5.1) (AP = Ra.0,T) on obtient une équation
de Poisson :

A pn+l) _ Ji{}(g‘(n—kl))

avec ¢t = Ra. T &, div(.. .) la divergence calculée avec g, mais ou on rem-
3N oy . . . /
place les valeurs aux frontieres par les conditions aux limites sur la vitesse et A
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est Popérateur quasi-Poisson (voir paragraphe (5.5.2) pour plus de détail ). Pour la
perturbation de P on a :

AP = dip(n D)y — A'Ry (5.17)

=h(n+1)

(5.18)

il n’y a aucune condition explicite aux limites sur la pression.
e on résoud la vitesse sans rien changer c’est a dire

Vvt — _gpitl) L R T e,

dans ) avec comme conditions aux limites 17("“)(95 = +1,2) = Pe, V(”H)(x,z =

+1) = 0. La perturbation de la vitesse se déduit par différence : Vl(nﬂ) =yt _Ty.
Finalement, en connaissant les grandeurs au temps t,,t,—1, on les calcule au temps
tp+1 en résolvant le systeme suivant :

(A.—CH.). 1(n+1) = fn=1) sur Q avec (5.19)
(n+1)
T1(n+1)(l‘ = —1, Z) = 07T1(n+1)(x7 = :tl) = 07 8T39x (1‘ = 17 Z) =0 (520)
A/PI(”H) = h("*tD) sans condition aux limites (5.21)
Vit — g phtl) | Re T Dg, (5.22)
avec VOt (z = +1,2) = Pe, V) (2,2 = £1) = 0 (5.23)

Puis connaissant les grandeurs au temps ¢,41,t,, on les calcul au temps t,42 par le
méme systéme, ce processus itératif décrit la résolution temporelle.

5.3.2 Zone tampon

Comme la simulation numérique n’est pas effectuée sur un domaine infini mais fini, les
conditions aux limites sur les grandeurs en x = 1, peuvent induire une "réponse” sur
I’amont de I’écoulement. Cette précaution est essentiellement diie au caractere elliptique
des équations résolues : on a essentiellement des opérateurs de ”diffusion” (équation de
Poisson et de Helmholtz).

Pour limiter cet effet, en s’inspirant de [91] on a créé une zone tampon dans laquelle :
pour T on diminue la diffusion thermique dans la zone tampon et on advecte la température

a la vitesse Pe on résoud le systeme :

T +®(V)-VT = v(x)AT

avec ®(V) = (V =Vo).f(z) + Vo et v(x) = 11 — (11 — 1) % f(x) on f est une fonction
lentement décroissante de 1 jusqu’a approximativement 0 ! (figure 5.4). Dans la zone

Tp—Tq

1f(yc) = 0.5+ 0.5 tanh (4 -8 ﬂ) ol x4 est I’abscisse de la fin du domaine et xp, ’abscisse du

point ol commence la décroissance vers 0
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tampon, ¢ permet de réduire les perturbations de la vitesse Vi pour le transport de
la température et v(z) (v1 < 1) permet de réduire la diffusion thermique.
Numériquement on résoud I’ équation pour la perturbation :

(w(z).A. — CH).T" ) = gln=D (5.24)
pour P on atténue le terme source de la pression c’est a dire
AP = #(z). gD (5.25)
Finalement au bout de la zone tampon on a les équations :

o/T + 170 -0, T =11 AT (c’est du transport suivant z)
”A”Pl("+1)(x =1,2)=0

0.9

0.8

0.7

0.6

tampon

0.4
0.3

|
|
|
|
|
|
|
|
| zone
|
|
|
|
|
|
0.2 |
|

0.1 |
e by L
-10 -5 0 5 10

X

X
o
4l
AR RN R RN N RS AAREE REERE REREE R

F1G. 5.4 — fonction d’atténuation avec le début de la décroissance en xp = 0

5.4 Résolution spatiale, méthode spectrale

On présente dans ce paragraphe les rudiments nécessaires a la résolution numérique
du probleme spatial (5.19)-(5.23), I’équation type servant a décrire ce systéme est
I’équation de Helmholtz pour un scalaire A ¢’ est a dire :

(A—0).A(T) = f(7)

avec o réel. Si ¢ = 0, on retrouve une équation de Poisson. Pour résoudre cette équation
on utilise une méthode spectrale ou spectrale de collocation. Cela consiste & approcher
la solution spatiale par 1 base de polynémes de haut degré, orthogonaux par rapport a
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1 produit scalaire. On choisit les polynémes de Tchebychev car le maillage étant plus
raffiné sur le bord du domaine, ils sont donc adaptés aux problemes de couche limite
(ici couche limite thermique).

L’intérét des méthodes spectrales est la trés grande précision des résultats : pour une
fonction réguliere (ou analytique) l’erreur commise par l’approximation tend expo-
nentiellement vers zéro quand le degré du polynome augmente. De plus elles ont un
caractere global : tous les points participent au calcul des dérivées en un point donné
dans une direction donnée (contrairement aux méthodes de différences-volumes finis).
La plupart du temps elles sont écrites pour des domaines rectangulaires, cylindriques
ou sphériques, elles restent plus difficilement adaptables a des domaines de calcul quel-
conques. Pour plus de détails, on pourra consulter [12], [16] et [76] sur les méthodes
spectrales, [5] pour leurs applications en milieu poreux et [48] pour la résolution de
I’équation de Helmholtz. Dans la suite, nous avons opté pour une formulation forte des
équations a résoudre.

5.4.1 Cas unidimensionnel de ’équation de Helmholtz

Pour commencer simplifions le probleme : plagons-nous dans le cas unidimensionnel de
I'équation de Helmholtz avec x € [—1, 1] et des conditions aux limites mixtes Neuman-
Dirichlet (Robins) soit :

d2
(@ —0).A(x) = f(x) (5.26)
ax. As + ﬁi-% = 7+ (5.27)

avec + indique la valeur prise par la variable en x = +1.
Pour décomposer A, on utilise la base des polynéomes de Tchebychev c’est a dire les
polynomes notés T, tel que :

T (z) = cos(arccos(mz))
Ces polynoémes peuvent étre construits de maniere itérative :
To(xz) =1, Ti(z) =z et Tp(z) = 22T (x) — Tp—2(x)

Pour m fixé, T, € Py, ou P, désignant I’espace des polyndémes de degré m.

5.4.1.1 méthode de Galerkin

Pour décomposer A on utilise la méthode générale de Galerkin, qui permet d’ écrire
A sous la forme d’une série infinie de polynéome de Tchebychev, si A est suffisamment
régulier on a :

A(x) = amTn() (5.28)
n=0
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ou a, désigne les composantes spectrales de A dans la base des T}, . Pour pouvoir écrire
cette décomposition il faut introduire le produit scalaire suivant :

+1
< f,g>= ) f(@)g(z)w(z)dz

avec la fonction de poids w(x) = ﬁ pour laquelle les T}, sont orthogonales, en effet
ils vérifient : -
<T;,T; >= CZE‘;”' avec cp =2 et ¢; =1 pouri > 1

On peut alors écrire les composantes spectrales :

5 2
oy =< A, Tpp > ——
TCm

Dans ces conditions on peut approcher A en tronquant la série a 'ordre N (N + 1 est
appelé fréquence de coupure) que l'on note A%, soit :

N

A(z) = AL (2) = T () (5.29)
n=0

Pour exprimer la dérivée de A, on peut soit différentier directement ’expression de Ay,
soit réécrire la dérivée de Ay dans la base des T}, c’est a dire :

A% () _ i&n <dTn(x)>

dx o dx
dA?V(QU) al ~1
dr - 7;) a,Tn ()

oll @} désignent les composantes spectrales de la dérivée de A. On en déduit alors :

N
2 dr,
~1 ~ n
T g Z_: "o dr
n=0 N’
D¢
J,m

avec D7, = 20—” pour {j —n+ 1 <0 et pair } . On a donc pour la dérivée de A :
’ J

dA(z) _dA%(2) o (e -
dr CJZ\; —Z< ODj,nan)Tj(m)

On en déduit plus généralement pour la dérivée k™ de A :

k T k A9 x N N
EAl) | SR 5 <Z[D$]?,ndn> Te) 50

7=0 \n=0




Résolution spatiale, méthode spectrale 95

ot [D*]* désigne k fois le produit matriciel de D® .
Si on cherche a résoudre ’équation de Helmholtz (5.26) sans condition aux limites, on
peut écrire le systeme suivant :

Z [(Z[Dx]in)an> - U&j

7=0 n=0

d2
da?

N
—0).Al) = f(2) ~ 3 FiTk(@)

k=0

Tj(x) = (

avec fk =< f,Tn > % les composantes spectrales de f. Si on égalise les termes de
droites et ceux de gauche pour chaque T;,, on résoud donc le systeme linéaire suivant :

(D" —0.1d) . @ = 7 (5.31)

avec f le vecteur construit avec les ( fk) k—0..N s 7 le vecbeur construit avec les (@n)n=0.N,
D?, la matrice construite avec (D7, ) et Id représente la matrice identité.

Ce systeme de dimension finie peut étre résolu a condition de connaitre les fk, c’est
a dire de connaitre f de maniere continue et d’évaluer exactement l'intégrale dans
< f,T, > ce qui est rarement le cas. Pour évaluer ce produit scalaire on est donc amené
a remplacer 'intégration continue par une intégration numérique. En effet il est plus
facile d’évaluer la fonction f en certains points plutot que de l'intégrer contintiment.

5.4.1.2 méthode de collocation

résolution pseudo spectrale

On passe donc d’une intégrale continue a une intégrale approximée par la quadrature de
Gauss aux points de quadrature (appellé aussi points de collocation) de Gauss-Labatto
z; = cos(&) avec i = 0... N soit :

1 N
~ T fla:)
/_ S@pu@)de= 312

‘ C;
1=0
avecsit=0ou N alors¢; =2,8i1 <t <N —1alors¢; = 1.

Le pas d’espace Ax = x;41 — x; est donc plus resserré vers les frontieres en —1 et 1
ou le pas d’espace varie comme Ax ~ (ﬁ) , et plus espacé au centre Az ~ (). Cela
permet une meilleure résolution aux extrémités, pratique dans le cas de couche limite.
On peut donc construire le produit scalaire discrétisé noté < .,. >4 :

N
< 19 0= e D flagla) =
i=0 '

Avec la propriété pour ¢ € Pyn_; d’avoir exactement :

1 ™ N €Ty
/ o(r)w(x)dx = N Z @& )
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en particulier si 7T,,.1,, € Poy_1 on a :
T T
<Tn, T >4=<Tpn,Tn >= E_(Sm,n = _5m,n

m m

On décompose A (de méme pour f) dans la base des Ty, via le produit scalaire discrétisé,
A est alors approximé par la série tronquée notée A%

N

A(z) ~ Af(2) = ) anTn ()

n=0

ou a,, est appelé pseudo-spectre avec :

2 km
0, = — < A, T, = g
an, o < AT, >4= kN ( a; cos < ))

avec a; = A(z;), on obtient exactement A (x;) = A(z;). Pour les dérivées on obtient
des résultats similaires a (5.30) :

k T k Ac T N N
0 ()

et finalement si on cherche a résoudre I’équation de Helmholtz (5.26) sans condition
aux limites, on résout comme précédemment (voir 5.31 ) le systéme linéaire suivant :

—

(ID"? - o.1d). @ = f

—
= —
avec f et G les vecteurs basés sur les composantes pseudo-spectrales (d;)j—o.n et

(fj)j=0.N -

Le calcul est donc équivalent a celui obtenu par la méthode de Galerkin tronquée, sauf
que les composantes pseudo-spectrales sont evaluées en ne connaissant la valeur de A
et f qu’ aux points de collocation z;. Néanmoins il y a une différence (appelée aliasing)
entre le spectre et le pseudo-spectre généralement @ # a et f # f sauf si u et f sont
dans Pony_1. En effet en reprenant le calcul de a et en remplacant les a par sa série de
Galerkin (5.28) on obtient :

2
QA = Gy, + —— Z ar < T, Ty >4
TCm
k=N+1
c’est a dire que le pseudo-spectre differe du spectre d’'une quantité a laquelle contribue
toute la partie du spectre située au dela de la fréquence de coupure (définie par N) cela

est du a la non orthogonalité discrete des fonctions 75, au dela de N.

résolution dans 1’espace physique
Gréce au calcul des pseudo-spectres on peut exprimer A% par le calcul de la série 5.4.1.2
dans tout le domaine. Néanmoins il est plus pratique de travailler directement avec les
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points A; c’est a dire avec l'espace physique. Pour cela on interpole A% a l'aide de
polynomes de Lagrange h; aux points z;. On obtient exactement, sans perte :

N N
>k Ty(x) = Af(x) =Y hy(z)a;
k=0 j=0

/

(=1 (1—a?)Ty ()
¢ N2 (z—x;)
Comme on ne travaille qu’avec les a;, on obtient pour les dérivées :

avec hj(z) = et on vérifie A (z;) = a;.

N
dAR (zx) _ 3 dhy(zy)
dx — de 7
On note dhfj(;’“) = Dy ; la matrice j =0... N,k =0... N avec :
[ 2N241 1
6
Bi,;
) =, _1)i+j
DT —= __I_JQ et 82&7(
21=23) Mg (i — )
Bi;
_2N2%41
L 6 i
L’écriture se simplifie donc en :
.
dAS _ e
dx

dAS , dAS ,
avec —2 le vecteur basé sur les (=2 (2x) ) k—o..v €t @ le vecteur basé sur les (ag)x—o...N-

Plus généralement on montre : :
v A’
N _ [IDZ’]k/’E)
dxk
En travaillant directement avec les a;, la matrice D est pleine : le calcul de la dérivée
en un point fait intervenir tous les points du domaine ().

Si on cherche a résoudre ’équation de Helmholtz (5.26) sans condition aux limites, on
doit donc résoudre le systeme linéaire suivant pour j =0... N :

N
(Z[Dx]?’nan> —oaj = fj (5.32)

n=0

ou f; = f(x;), soit sous la forme matricielle on a :
u f; = f(x; i la fi iciell
(D2 —o.1d).@ = f (5.33)

_
avec f le vecteur basé sur les (f;)j=o..N-

C’est cette méthode que nous allons utiliser dans la suite.
remarque
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— on relie tout les points de I’espace pseudo-spectral a ’espace physique par la matrice
M définie par :
Mm,n = Tn(xm)

avec Tp, () = cos (™). On vérifie également

_ Y
M}, = —NE‘Tm(xn)
1

On peut alors écrire la relation suivante :
D* = M.D*.M !

ce qui permet de relier 'espace physique (E),) et 'espace pseudo-spectral (E5) comme
ceci :

_>C
dAN _ M.D*.M~! @
dx R ~~
EP
N——
Es
E,

— a partir de h, on remarque que les x; sont les zéros du polynome (1 — x2)T]/V(a:), on
aurait choisi les polynémes de Legendre , les x; seraient les zéros de (1 — 22) Ly (z)
ce qui définit une autre grille (également espacée), et un autre produit scalaire voir
[12],... .

5.4.1.3 conditions aux limites

Pour l'instant nous n’avons pas rajouté les conditions limites (5.27). Elles s’écrivent
sous la forme discrétisée suivante :

N
a_ag + G- ZDS’kak =_ (5.34)
k=0
N
aray + By Y Dipar = ¢ (5.35)
k=0
On rappelme que ag et ay représente la valeur de A en ¢ = —1 et © = +1, grace a

(5.34)-(5.35) on peut déduire leurs valeurs en fonction des autres points a; ...any_1 et
donc les remplacer. En effet de (5.34)-(5.35) on en déduit :

N-1

ap =Y Ajap+p- (5.36)
k=1
N-1

an = Z A ag + ps (5.37)

k=1
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avec
 (B+-D%B-DE ) — (ﬁ_.DS’k.(OH_ + 5+.DfV’N))
ke 0
L (- DE8e D) - (84D + 5-D5))
kT 0
(ay + B+ DYy n)-7- — (B-Dg n)-+
H== 9
(- + B DEg)- — (B4 Do)
lu’+ - 0
(0= (a-+B-.Dgp).(ar + B+.Dxn) — (B+-Dio)-(B-Dg n)

On peut donc éliminer ag et ay de (5.32), car a j fixé dans [1, N — 1] on peut écrire :

N

N-1
pr]kak_Z{ijk—i_[ ]]O)‘ +[Dm]N)‘ }ak—FDxLOM +[D ]]N':u+
k=0 k=1

=[D5)3 =%

Alors le systeme (5.32) avec incorporation des conditions aux limites, devient pour j
fixé dans [1I, N — 1] :

N-1

> DL ar — o.a; = f; — s, (5.38)

k=1
Si on réécrit sous la forme forme matricielle, le systéme linéaire (5.32) en incorporant
les conditions aux limites, il s’écrit :

(IDa)P —odd) @ (5.39)

.
=[f -
— , —
avec s le vecteur basé sur les (sj)j=1.n-1, f
(fi)j=1..N=1, (@) j=1..N—1-
remarque : pour l'incorporation d’autres types de conditions aux limites on pourra
consulter S. Nguyen [69], [68] et R. Peyret [76], par exemple si les conditions varient en
fonction de x, si on ajoute un terme de diffusion variable devant %2 .

et @ sont également basés sur les

conclusion :
— D'incorporation des conditions aux limites dans le probleme de Helmholtz libre (5.33)
modifie I'opérateur D* (matrice de dimension N + 1, N 4 1) en un opérateur D%
d

(matrice de dimension N — 1, N — 1) et modifie également le second membre f
—
(vecteur de dimension N 4 1) en f — 5 (vecteur de dimension N — 1).

— connaissant 7 — 5, le systéme (5.39) est facilement résolvable, il suffit d’inverser la
matrice [D%]? — ¢.Id pour avoir @ vecteur basé sur les a; avec j =1...N — 1 c’est
a dire sur l'intérieur du domaine, les points & la frontiere ag et ay étant calculé par
(5.36)-(5.37).
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5.4.2 Cas multidimensionnel de I’équation de Helmholtz

On généralise la méthode de résolution pseudo-spectrale dans ’espace physique, ap-
pliquée & un domaine de dimension supérieure quelconque, par la méthode de ten-
sorisation. Pour simplifier, on se place dans le cas bidimensionnel, ’extension au cas
tridimensionel, voir N-dimensionnel, est similaire. Soit Q = [—1, 1].[—1, 1], le probleme
a résoudre devient :

(A—0)A = (5.40)
afA(x = +1,2) + @fw =~F (5.41)
R e (5.42)

On discrétise le scalaire A sur l'intérieur du domaine bidimensionnel €2 par une grille
de Gauss-Labatto. On utilise une variable & 2 indices 4, j (3 indices en 3D) qui permet
d’écrire a; j = A(x;, 2), avec x; = cos(]’\r,—i),zj = cos(]@—];), i=0...Ng, j=0...N, et
N, +1, N, +1 les fréquences de coupures dans chacune des directions x, z. Les dérivées

de A au point (x;, z;) s’expriment par :

0A N

%(wi, zj) 2 Zpi,kakd' (5.43)
k=0
N.

0A L

%(xi, Zj) = Z Dj,lai,l (5.44)
=0

avec DY définie comme D*.
On introduit le produit tensoriel, il est définie par exemple pour deux matrices B et C,
par :
CI,I-B o CLN-B
C®B=

cyi1.B ... cyn.B

et vérifiant les propriétés suivantes :

(D+C)®B=D®B+C®B
(C®B)(D®FE)=CD®BE
(C®B)T =c" BT
(CeoB)'=Cc'teB™!
Ce produit tensoriel permet une écriture relativement simple des données multidimen-

sionnelles sous la forme unidimensionnels. En effet, en prenant en compte les conditions
aux limites, on peut écrire les (a; ;)i=1..Nz—1,j=1..N2—1 sous la forme d’un vecteur uni-
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dimensionnel défini par :

a1

ANz-11 ] ploc 1

sl

a1, Nz—1

L ANz—1,Nz—1 | ploc N2—1 J

On a la méme remarque pour f. Avec cette écriture, le systeme (5.40) avec les conditions
aux limites (5.41)-(5.42) se réécrit sous la forme discrétisée suivante :

(Id, ® [D5]? + [D3)? @ Idy — 0.1d, ® [d,) @ = f — 5% — 5° (5.45)

avec les s7 et les s5 définis comme en (5.38) et les vecteurs 5™, 's"* définis par :

ST s
X z
SNz—1 51
— . —
st = : et Y =
r T 7] z
51 SNz—1
s s4
| L °Nz—1 | | | Nz—1 i

et @ le vecteur basé sur les points intérieurs du domaine soit (@ij)i=1..No—1j=1..Nz—1-
Avant d’effectuer I'inversion de Popérateur de Helmholtz pour obtenir @, on va d’abord
le diagonaliser. Pour cela il suffit de connaitre les matrices diagonales des valeurs propres
de [D%)% et [D?]? que I’ on note respectivement A, et A,, ainsi que les matrices de
passage que I’ on note respectivement P, et P,, les opérateurs s’écrivent donc sous la
forme :

[DY)? = P, AP, ! (5.46)

[D3)? = P,A. P! (5.47)
En réintroduisant dans (5.45) on obtient :
(P, @ Py) (Id: ® Ay + Ax ® Idy — 0.1d. @ Idy) (P, @ Py = f — 5% — 57

soit :
—1
@ =P.®P) |(Id. @Ay + A, @ Idy —0.1d. @ Id,)| (P;'® P;h)(

=H

=l

\
]

8

\
]
—
=
.
X
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La matrice H est diagonale, son inversion s’obtient simplement par inversion des termes
diagonaux ceux qui est relativement peu cotuteux. La résolution de A s’effectue sur les
points intérieurs par (5.48), puis les points a la frontieére s’obtiennent par une formule
analogue a (5.36)-(5.37).

5.5 Résolution numérique des équations

5.5.1 Résolution de la température

Pour la résolution de ’équation (5.19) avec les conditions aux limites (5.20), on re-
connait une équation de Helmholtz du type (5.40) avec les conditions aux limites du
type (5.41)-(5.42) on peut donc directement appliquer la méthode vue ci-dessus au cas
de la température.

5.5.2 Résolution de la pression et de la vitesse

Connaissant 7" au temps t,1 il s’agit de résoudre numériquement les équations :

aun-H 8vn+1
+

=0
ox 0z
a1 ut! = Sn+1 n+1 -
1% =1 gl | T —VP 4+ Ra.T"" "€,

=g
Comme il n’y a pas de conditions explicites sur la pression au bord du domaine €2 on
ne peut donc pas utiliser directement I’équation de Helmholtz 1D, néanmoins il y en a
pour la vitesse ce qui se traduit en terme discrétisé par :

u(zr = —1,2) = Pe & ug; = Pe

(5.49)

u(r =1,2) = Pe & un,,j = Pe (5.50)
v(z,z=-1)=0&v,0=0 (5.51)
(5.52)

v(z,z=1)=0& v Ny =0

avec i € [0, Nx] et j € [0, Nz].
Comme la vitesse et la pression sont reliées par :

div(V) = 0 & div(VP) = div(§)

alors, pour connaitre la valeur du champ de pression, il faut donc réinjecter la condition
sur la vitesse, cela découle directement des équations discrétisées :

—

e on impose div(V) = 0 sur tous les noeuds du domaine méme & la frontiere, c’est a
dire pour ¢ =0...Nzxet j=0...Nz:

Ox Tir Zj

aZ (.%'Z', Zj) =0
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en faisant ressortir les composantes de la vitesse imposée, on peut écrire les dérivées
sous la forme discrétisée :

Nz—1
ou
5y Lo %) = > Djun + Df nptina, + Digtio,
k=1 imposé
8 Nz—1
l’z,ZJ Z Djlvzl"i_ NZUZNZ+D]DUZO
imposé
e on applique la loi de Darcy pour les points intérieurs :
oP .
u:—%jtg & Up = ZD ,J+gk]
Nz
oP
v= gy T e v =) PPt i
h=0

e finalement on en déduit I’équation pour la pression , définie sur tout le domaine {2
soit :

Nx—1 Nz—1 Nz
k=1 h=0

E”’DIHP
=D, ("D," P)
Nz—1 Nz—1
= E /Dzkgkj—’—,DszuNﬂUJ—i_DzOuOv]—i_ E : lgzl+D NZUZNZ+D]UU10

=1

soit sous forme tensorielle :

(14 @ (D,"D,) + (D.."D.") @ Id, | P = div(g)

=A'

avec Dy . les matrices D¥* vidées de la 1°¢ et la N; . + 1 colonne, D" . les matrice

D%* vidées de la 1%¢ et la N, , + 1 ligne, A’ Topérateur quasi-Poisson, dzv( j) la
divergence construite sur les D, , mais ot on remplace les valeurs des (§) a la frontiere
par les conditions aux limites sur la vitesse (5.49)-(5.52).

Finalement on obtient la pression en perturbation et la vitesse au temps ¢,,41 :

P1n+1 _ (A’)—lhn—i-l
‘771-1-1 —__”» 6”.Pn+1 + RCL.Tn+16Z

avec h"t! = div(g) — A" Py, "V”. construit sur les "D”, .
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~! se calcule par diagonalisation. On a donc déterminé

L’opération d’inversion, (A"
Pln+1 et la vitesse sur tout €.
remarque : la condition imposée sur la vitesse et se répercutant sur la pression a la
frontiere du domaine 0f2 est équivalente a la condition imposée a la pression par V P.ii =
a, avec 7 la normale a la frontiére OS2 et a les conditions limites de la vitesse imposée

a la frontiere (voir (5.49)-(5.52)).

5.5.3 zone tampon

En introduisant un domaine avec une zone tampon, on doit résoudre les équations (5.25)
et (5.24). La premiere équation sur la pression ne pose pas de probléme. En revanche la
deuxieme équation sur la température est plus cotiteuse en temps de calcul. En effet, les
équations numériques a résoudre sont similaires a celles obtenus sans zone tampon sauf
qu’en introduisant artificiellement une diffusion thermique v(z) variant spatialement,
la matrice H (équation (5.45)) n’est plus diagonale. Il faut alors rechercher la solution
par une méthode itérative (méthode de Richardson, de résidu minimum préconditionné
...voir [76]) a l’aide d’un opérateur plus simple, par exemple la matrice H diagonale
(5.45) et une diffusion thermique moyenne.

5.6 Validation

La méthode de ”projection-diffusion” a éte validée dans le cadre des équations de
Navier Stokes appliquées a la cavité entrainée ([8]). La décroissance exponentielle de la
divergence de la vitesse en fonction de la fréquence de coupure, est observée. L’ordre
temporel du schéma a été confirmé. De plus on montre que le schéma est stable et
consistant en temps et en espace. Ici nous n’ avons retenu que la partie ”projection” de
la méthode qui représente les équations de Darcy. A titre d’exemple, nous trouvons une
divergence de la vitesse de I'ordre de 10~ pour les simulations couramment utilisées.

Afin de confirmer la validité du code appliqué en convection mixte, nous avons comparé
en régime convectif, la solution issue de la simulation numérique (en variant la résolution
spatiale et temporelle) et la solution issue de la théorie linéaire & travers la réponse
impulsionnelle. En régime absolu nous avons testé la résolution spatiale et temporelle.

5.6.1 Régime convectif

En régime convectif, nous avons simulé la réponse a une impulsion localisée en (0, 0) du
domaine = [—6,6].[-0.5,0.5] pour différents Pe et Ra. Cette impulsion correspond
numériquement, & une modification de la valeur initiale de T' (= Tp) sur un point de
la grille au début du calcul. L’impulsion a donc une amplitude finie contrairement a la
fonction de Dirac dans la cadre de la théorie linéaire. On observe a travers différentes
simulations numériques que la réponse a cette impulsion, lui est directement propor-
tionnelle dans la région ou les non linéarités ne rentrent pas en jeu. Au dela 'amplitude
de 'onde sature.
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A partir du suivi temporel de la température T" en un point du domaine Q2 = [—6, 6].[—0.5,0.5],
il est possible d’obtenir ’amplitude des oscillations. Sur les figures 5.5 nous avons donc
tracé les amplitudes normalisées des oscillations pour trois points du domaine, avec

Pe = 8 et Ra = 51 proche du seuil absolu (Ras = 52.135, Ra, = 472 ~ 39.5). On y
distingue les résultats obtenus par la théorie linéaire (réponse impulsionnelle étudiée
dans 'annexe A), et ceux obtenus par la résolution numérique pour différents pas de
temps et différentes fréquences de coupure. Pour ce Ra, les résultats numériques de

la simulation numérique sont exactement les méme si les termes non linéaires (V.VT)

sont totalement pris en compte ou alors linéarisés (%.VT 1+ ﬁ.VTO).

On constate une excellente convergence des résultats numériques vers la solution issue
de la théorie linéaire quand le pas de temps dt tend vers 0. Pour dt = 5.107%, on
observe que la forme des paquets d’ondes est similaire, en particulier la localisation des
maxima pour les points (z = 1.37,z = 0) et (z = 3.198,z = 0) et que le temps de
passage des paquets d’ondes est également proche. Ces résultats sont confirmés a partir
des amplitudes non saturées qui montrent qu’en plus la croissance de I'instabilité entre
les points x = 1.37 et x = 3.198 est semblable.

Néanmoins, le paquet d’ondes obtenu numériquement au point proche de la sortie
(x = 5.94,z = 0), est plus étroit et croit moins que celui prévu par la théorie linéaire,
mais cette différence devient minime lorsque Ra diminue. Différentes conditions de
sortie (g—ax:% = 0 ou Tlp—y6 = 15%) ont été testées. Celles-ci n’ influencent que
la température des points tres proches de la frontiere et le développement du paquet
d’onde dans le reste du domaine n’est pas modifié.

Ces résultats écartent les problémes de réflexions parasites a la frontiere du domaine.
En effet, le principal effet serait de rallonger la durée du signal (en régime convectif,
les ondes s’amplifient). En outre, les simulations effectuées avec un domaine sans zone
tampon ou avec une zone tampon deux a trois fois plus grande, nous réconforte : le
développement du paquet d’onde n’est pas affecté dans la zone commune aux deux
types de domaine et éloignée des frontieres et ce en régime convectif ou absolu.

Notons qu’ en dessous d’une certaine résolution spatiale assez basse, il apparait des
structures propres au schéma numérique. En effet, alors que nous sommes dans la région
des parametres ou I'instabilité est convective mais relativement proche du seuil absolu,
nous observons des structures persistantes qui disparaissent pour des résolutions spa-
tiales plus importantes. Ce phénomene est similaire a celui décrit par C. Cossu et al. [30],
sur I’équation de Ginzburg-Landau linéaire lorsqu’elle est simulée par une méthode de
différence finie avec différents schémas. Les auteurs montrent que le schéma numérique
approchant I’équation (dont le schéma de Newton-Raphson), peut développer des in-
stabilités numériques (issues de la relation de dispersion numérique) pour de faibles
résolutions spatiales dont les caractéristiques sont celles d’une instabilité absolue alors
que les parametres physiques de ’équation indiquent que le régime est convectif. Pour
de plus hautes résolutions spatiales, les caractéristiques d’une instabilité convective sont
retrouvées.
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5.6.2 Régime absolu

En régime absolu, les différents essais montrent que les résultats numériques convergent
rapidement vers une solution unique lorsque le pas d’espace et le pas de temps dimin-
uent. La distribution de la vitesse et de la température mais également les amplitudes,
les fréquences, les nombres d’onde, les fronts et les longueurs d’établissement des fronts,
sont relativement peu dépendants du pas temporel et de la résolution spatiale.

Par ailleurs, pour des valeurs de I'impulsion initiale plus importante, ’amplitude de
I’onde sature rapidement. Les différences des amplitudes numériques saturées sont
minimes dans la région pleinement développée Les différents essais montrent que les
résultats numériques convergent rapidement vers la méme solution lorsque le pas de
temps et d’espace diminue.

L’effet des conditions de sortie est le méme qu’en régime convectif. Nous avons utilisé
la méme condition de sortie (g—£|x:+6 = 0) que F. Duffour et al. [40]. Ces derniers
utilisent une méthode de volumes finis pour simuler le méme écoulements en milieu
poreux. Nous retrouvons leurs principaux résultats.

5.6.3 Conclusion

Nous avons exposé dans ce chapitre la méthode utilisée pour résoudre numériquement
les équations de la convection mixte dans une couche poreuse bidimensionnelle. Nous
avons completement décrit le schéma temporel (Adams-Bashforth) ainsi que le schéma
spatial (pseudo-spectrale dans l’espace physique) associé a la résolution des équations.
Le code utilisé, déja validé en méthode de ”projection- diffusion” en configuration
"fermée” pour les équations de Navier-Stokes, s’est révélé capable de reproduire en
configuration ”ouverte”, les instabilités spatio-temporelles en régime convectif en com-
parant les résultats numériques avec la réponse impulsionnelle linéaire. En régime ab-
solu, la relative indépendance des principales caractéristiques vis a vis des résolutions
spatiales et temporelles nous pousse a utiliser cette méthode pour des comparaisons
plus approfondies.
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a)
1
0.9
0.8
théorie linéaire
07h : — — — — dt=0.005 Nx=102 Nz=34
' A dt=0.0005 Nx=102 Nz=34
o5l O dt=0.005 Nx=208 Nz=68
: A o dt=0.00005 Nx=102 Nz=34
05}
0.4
03}
0.2
01fF

Si

temps
1
0.9F
0.8
——— thlinéaire
0.7 = = = numdt=0.00005 Nx=102 Nz=32
num dt=0.005 Nx=204 Nz=68

num dt=0.0005 Nx=102 Nz=34

0.6 o
O num dt=0.005 Nx=102 Nz=34

0.4

0.3

0.9
0.8
th linéaire
0.7 — — — — num dt=0.005 Nx=102 Nz=34
= = = = » « num dt=0.0005 Nx=102 Nz=34
0.6 O num dt=0.005 Nx=204 Nz=68

A num dt=0.00005 Nx=102 Nz=34

0.4

0.3

0.2

0.1

F1a. 5.5 — Suivi temporel des amplitudes normalisées des oscillations de la température,
pour différents points du domaine 2 = [—6,6].[—0.5,0.5] : a) en (x = 1.37,z = 0) b)
en (z =3.194,z = 0) et ¢) (z = 5.94,2 = 0) avec Pe = 8, Ra = 51 (< Ras = 52.135)
et le dirac numérique initiale en (0,0) avec une amplitude de 0.01. N, et N, sont les
fréquences de coupures suivant z et z, ”dt” est le pas de temps, "num” désigne solution
issue de la simulation numérique, ”th linéaire” désigne la solution issue de la théorie
linéaire
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Chapitre 6

Analyse des résultats de la
simulation numérique de la
convection mixte
bi-dimensionnelle

Les observations expérimentales de convection mixte en milieu poreux ont mis en

évidence I’émergence des oscillations synchronisées et auto-entretenues que 1’on désigne

par mode global. L’analyse de stabilité linéaire a permis de montrer que 1’émergence

de ce mode global est possible des lors que ’état de conduction devient absolument

instable. Lorsque cela se produit, nous avons montré que le mode absolument insta-

ble correspondait & un mode propagatif structuré en rouleaux transversaux. Dans ce

contexte, la simulation numérique directe bidimensionnelle nous parailt justifiée.

Les objectifs recherchés des essais numériques sont :

— identifier les solutions non linéaires du probléme en fonction des parameétres Ra et
Pe.

— comparer I'amplitude saturée thermo-convective aux mesures expérimentales.

— discuter la loi d’échelle d’établissement de ces structures saturées.

— comparer les fréquences d’oscillations, les nombres d’onde ainsi que les vitesses de
propagation du mode global avec la théorie linéaire d’instabilité absolue.

— Estimer le transfert de chaleur global et le comparer aux résultats expérimentaux.

6.1 Mode global et convection mixte en milieu poreux

Nous avons exposé dans le précédent chapitre la méthode spectrale utilisée afin de
résoudre numériquement le systeme non linéaire (1.20)-(1.22) avec les conditions aux
limites (1.23)-(1.24) dans le cadre de la loi de Darcy (F = 0).

Cette résolution numérique indique que tant que le systeme est convectivement instable
(i.e. Ra. < Ra < Ray), toute perturbation initiale est amortie et le systéme, bien
qu’instable, retrouve asymptotiquement ’état de conduction. En revanche, lorsque le
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0.242661
0.202081
0.161502
0.120923
0.0803441
0.0397649
-0.000814185
-0.0413933
-0.0819724
-0.122552
-0.163131
-0.20371
-0.244289
-0.284868

pl
3.09619
2.77756
2.45894
2.14031
1.82168
1.50306
1.18443
0.865803

0.547177
0.22855
-0.0900763
-0.408703
-0.727329
-1.04596
-1.36458
Wl
8.78011
7.52303
6.26595
5.00887
3.75179
2.49471
1.23762
-0.0194569
-1.27654
-2.53362
-3.7907
-5.04778
-6.30486
-7.56195
-8.81903

Ul
7.98327
6.8511
5.71893
4.58676
3.45459
2.32242
1.19025
0.0580792

-1.07409
-2.20626
-3.33843
-4.4706

-5.60277
-6.73494
-7.86712

F1G. 6.1 — Simulation numérique au temps t = 15 avec dt = 5.107°, N, = 101,
N, = 34 pour Ra = 60 > Raa = 52.135 et Pe = 8 en réponse a une perturba-
tion pour la température au point (0,0) avec une amplitude de 0.01 dans le domaine
Q = [-6,6].[-0.5,0.5], voir le texte pour l'explication des figures a), b), c), d), e), f),
g)-
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systeme devient absolument instable, un mode global apparait sous forme de rouleaux

transversaux d’amplitude finie, reliés a 1’état de conduction & l’entrée par un front.

L’évolution spatiale de certaines grandeurs physiques est illustrée sur la figure 6.1, ou

nous avons fixé Pe = 8 et Ra = 60, le seuil de I'instabilité absolue étant de Raa =

52.135. Les figures décrivent dans le plan spatial (X, Z) :

a) la distribution de la température totale T'= Ty + T}.

c¢) la perturbation de la température 77 ou on observe la présence de point chaud
(maxima) et froid (minima).

e) la perturbation de pression P;.

b) les lignes de courant instantanées dans le repere lié au laboratoire.

d) les lignes de courant instantanées dans le repere lié a la vitesse d’entrée Vo = Pe 7.

f) la vitesse verticale W, = W.

g) vitesse horizontale Uj.

On peut comprendre la relation entre les grandeurs perturbés Py, 11, Uy et W1 au temps
n + 1, en examinant les équations. En effet si on connailt la répartition de T ou la
perturbation de la température 17 au temps n+ 1 alors les autres grandeurs perturbées
ou non, sont résolues numériquement par les équations (5.19)- (5.22) équivalentes a
(5.6)-(5.4). Ainsi plus les gradients verticaux de la température (5.6) sont élevés (comme
pres des parois horizontales), plus les gradients de pression (5.4) concentrés pres des
parois, sont élevés. On remarque que c’est ce que 'on peut observer en comparant les
figures 6.1-c)-e). On peut également en déduire les répartitions de Uy et W; a partir de
(5.5).

Dans le régime absolu, on observe a travers les figures 6.1 que les structures apparaissent
sous la forme de rouleaux pleinement développés et d’amplitude finie au dela de 'entrée.
Ces derniers traversent le domaine a la vitesse de phase, mais ils sont continuellement
renouvelés : ils persistent localement au cours du temps dans le repere lié au laboratoire.

6.2 Mise en évidence des structures thermo-convectives
pleinement établies

L’évaluation de I'amplitude s’effectue dans la partie ou les rouleaux sont pleinement
développés. Pour cela on suit I’évolution temporelle de la température T' ou de la
composante verticale W, en un point particulier du domaine. Sur la figure 6.2, nous
avons tracé le suivi temporel de la température au point (0,0) du domaine, obtenu
numériquement avec les mémes parameétres que ceux de la figure 6.1. Des oscillations
réguliéres et saturées apparaissent au bout d’un certain temps et persistent au cours
du temps : les structures sont pleinement développées. Il est possible d’obtenir ’am-
plitude saturée en mesurant le maximum 7T},4, et le minimum 7;,;, du suivi de T
mais & partir d’un temps suffisant pour éliminer tout régime transitoire (typiquement
on prend la deuxieme moitié du domaine temporel, soit sur la figure 6.1 a partir de
t = 7.5). On peut faire la méme opération sur la composante W et on note A, son
amplitude maximale.
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i ———

~au point (0,0). Ce suivi est obtenu
numériquement pour les méme condi-
— 5 ‘ lIO — 1I5

tions de la figure 6.1 .

temps

L’amplitude des R.T est ainsi mise en évidence, on peut donc la comparer avec celle
obtenue par ’expérience et par les prévisions de 1’étude faiblement non linéaire.

6.3 Comparaison des amplitudes saturées de la température
avec ’expérience

Il est possible d’effectuer des simulations bidimensionnelles avec des parametres adi-
mensionnés qui soient équivalentes aux expériences de M. Combarnous [26]. Dans ce
cas nous allons nous intéresser aux amplitudes pour différentes expériences. Ces am-
plitudes expérimentales sont toutes issues de mesures de la température. Cette mesure
s’effectue soit dans le temps en un point particulier : on étudie alors I’évolution tem-
porelle de la température. On peut effectuer aussi des mesures simultanées ou non en
plusieurs points du domaine, ce qui permet d’en déduire la distribution spatiale de la
température. A partir de ces données il est possible d’en déduire les maxima et les
minima de 'amplitude de la température.

La figure 6.3 décrit des oscillations régulieres de la température au cours du temps,
observées expérimentalement en différents points du plan médian du massif (i.e. z =10
avec z € [—0.5,0.5]). Cette figure nécessite quelques commentaires :

— nous observons tout d’abord que Tyd: et Trih sont relativement les mémes dans
la direction perpendiculaire a 1’écoulement (i.e. 'axe y), preuve que la convection
est structurée en rouleaux purement transversaux. De méme, ces maxima et minima
sont relativement identiques, dans la direction de 1’écoulement principal. Les points
de mesure correspondent alors & une région de I'espace ou les R.T sont effectivement
pleinement développés.

~ la température mesurée oscille autour d’une valeur moyenne Tray = 19.5°C et non
autour de la valeur de la température de conduction pure le long de 'axe médian
du massif T*(z = 0) = 21.3°C' (écart de 8.4%). Ce résultat est en contradiction avec

I’idée d’une organisation convective en R.T qui impose une symétrie Sy, par rapport



h : 7z e 9 ’ .
Comparaison des amplitudes saturées de la température avec I'expérience 113
I \ \ n i / / r
o7k [| 1 ! \ N ) /"
! i I I I | h ’
- - | | I | |
, ESsAes e B At TR AR AT TR Ay
ToC [Ra*131;V;=6,7.10>m/s] | . I L I I | o o }
Températures in situ bl 2?’. | 06 | Pl [ [ | P |
dans le plan médian e o 4| ! H ) P | [ Iy | |
TR0 L-- - VR A T Y A
i | 1 | \
i | |
osH 1‘
3 |
L1 I I I !
r25 | | | | [ - . \ | \ I
L/l | | | [ Vo Pl | | | |
0.4 r \l | 1\ | [ 1 o | ’1 | }J
| [ |
+ I ! | | |
19 | | (I [ |l o | | ‘l |
! | L \ | | I
0.3 ! ! | | |
A N Y Y \ \ | K J
NG L 1 1 1
T t’— . : 7 75 L
10 " 12 Temps (heures) tem ps

F1a. 6.3 — Evolution lors d’un essai, de
la température en différents points du
plan de symétrie horizontale du milieu
poreux obtenue.

Fi1G. 6.4 — Evolution de la température
obtenue a partir d’une simulation
numérique dans des conditions et des
parametres équivalents a la figure 6.3,

avec Pe = 6.55 et Ra 131 ou les
traits — et —— représentent respective-
ment les points 2 et 4 du plan massif
expérimental.

au centre d’'un méme rouleaux :

(ul(x7 Z,t1>,’w1(l‘, z7t1)7T1($7 Zatl))
So |
—(Ul(—iﬂ, —Z,tl),ﬂ)l(—l‘, —Z,tl),Tl(—ZL‘, _Zatl))

(6.1)

Cette symétrie centrale impose qu’en z 0 les perturbations de la température
maximale a 'instant ¢; deviennent des minimas en valeurs absolues et vice versa en
deux points symétriques par rapport au centre du rouleau.
L’évolution de la température obtenue a partir d’une simulation numérique, représentée
sur la figure 6.4 illustre bien ce comportement. Cette évolution concerne les deux
points 2 et 4 du massif poreux, & des temps numériques compris entre 3.88s et 5.049s
et qui correspondent respectivement & 11h et 13h pour les essais expérimentaux. La
température maximale obtenue numériquement et exprimée en grandeur dimensionnée

de T/um = 25.77°C alors que Thmay = 25.2 (écart de 2.26%). Pour les minima de
température, on a: Tk = 13.8°C alors que 1™ = 16.83°C' (écart de 21.9%). Apres le

suivi temporel, nous nous sommes intéressés a la distribution spatiale de la température.

La figure 6.5 représente la distribution spatiale expérimentale de la température pour
I’ensemble des points se situant sur ’axe du modele au bout du temps ¢ = 15.5 heures.
Encore une fois, nous remarquons que les oscillations de la température se font autour
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sens de I'écoulement
—_—

Tec ESSAl 11-291 [Ra™= 72;Vi=1,25.10-*m/s ]

[T2=33,4 Profil de température sur |'axe du modéle
d F=15,5 heures

LT,216,5 ?° 20 40 Xem 7 5 ;
FiG. 6.5 — mesure expérimentale de la Fig. 6.6 — distribution spatiale de la
distribution spatial de la température température suivant x issue de la sim-
suivant I’axe x sur toute la longueur de ulation numérique avec Pe = 12.25,
la plaque poreuse Ra = 72 au bout du temps numérique

t = 6 (équivalent a la configuration de
la figure 6.5) a)

d’une température moyenne de 23.5°C' et non autour de la température de conduction
pure : T*(z = 0) = 24.95°C (écart de 5.8%).

Nous avons simulé ce méme écoulement avec Pe = 12.25, Ra = 72 et au bout du temps
numérique équivalent ¢ = 6 suffisant pour avoir des structures pleinement développées.
Sur la figure 6.6, on a représenté la distribution spatiale suivant = toute la longueur du
domaine et pour z = 0 (milieu du massif poreux)

La simulation donne une valeur de la température maximale dimensionnée 7T'%" =

29.55°C alors que Ty = 28.72°C (écart de 2.9 %). Pour les minima, on trouve 74" =
20.35°C alors que TP = 18.3°C (écart de 11.2 %).

mwn

La figure 6.7-a) représente la distribution de la température mesurée dans une méme
section droite suivant z ol on a représenté les maxima et minima. Une simulation
numérique équivalente a ’expérience a été effectuée avec Ra = 102 et Pe = 12.25. Le
suivi temporel de la température des trois points du massif est indiqué sur la figure
6.8 alors que la figure 6.7-b) montre la distribution de la température instantanée
adimensionnée évaluée numériquement par la projection de T'(x, z) suivant z.

Cette distribution est parfaitement symétrique par rapport au point 7= 0.5,z = 0 et &
la température de conduction. Sur cette figure les cercles représentent les mémes points
expérimentaux que ceux de la figure 6.8-a). On observe que les maxima expérimentaux
sont assez proches des maxima obtenus numériquement alors que les minima bien

que l'accord soit parfait au point (7% = 0.33,z = —0.172), Décart entre T, 7 et
T se creuse au fur et a mesure que I'on s’approche de la plaque supérieure. Cepen-

dant, I’étendue de la température définie par Tinq: — Tmin prédite par les simulations
numériques, est sensiblement la méme que celle mesurée pour z fixée.

L’analyse des résultats expérimentaux montre que les oscillations des R.T dans le plan
z = 0 n’ont pas eu lieu autour de I’état de conduction. L’explication possible que
nous proposons est liée a la difficulté matérielle de maintenir la plaque inférieure a
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a) b)
ESSAl 11-286
[Ra*=102; V; =1,25. 10-4mss]
y4
4 i Minima
/ Maxima

AT (2)

0 21,3°C

F1a. 6.7 — mesure de la distribution spatiale de la température dimensionnée suivant
l’axe z obtenue : a) expérimentalement & partir d’une section droite de la couche poreuse
[26] et dimensionée et b) numériquement a partir de la simulation équivalente (Ra = 102
et Pe = 12.25) ou la distribution spatiale instantanée de la température adimensionée
est projetée suivant l’axe = sur z (en noire). Les o sur la figure b), représentent les
mesures expérimentales équivalentes a la figure a) et —— représente la température de
conduction.

T: 0.0625 0.125 0.1875 0.25 0.3125 0.375 0.4375 05 05625 0.625 0.6875 0.75 0.8125 0.875 0.9375

03
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FiG. 6.8 — Simulation numérique pour Pe = 12.25 er Ra = 102 équivalente a I’-
expérience de la figure 6.7 avec le suivi temporel des trois points de cette méme
expérience : a) en (z =0,z =0.172) b) en (z = 0,2 =0) ¢) en (z =,z = —0.172). Les
lignes en pointillées représentent la température de conduction.
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une température uniforme. Des variations faibles de cette température induiraient in-
exorablement une dépendance en x de la température de conduction. Elle serait aussi
a lorigine des variations de Tj,q: €t Thin le long du massif poreux. La figure 6.5 il-
lustre cette dépendance certes faible mais suffisante pour expliquer les écarts bien que
raisonnables, entre la théorie et I’expérience.

remarque
Il est possible de comparer 'amplitude A; de la vitesse verticale a celle obtenue & partir
des équations de Ginzburg-Landau. En effet celles-ci s’écrivent dans le cas bidimension-
nel :

L3
avec Ra, = 472. L’amplitude saturée vaut alors ASGL = 2v/Ra — Ra.. Sur la figure 6.9,
nous avons tracé 'amplitude A des oscillations de la vitesse verticale W en fonction
de Ra — Ra. pour uniquement Pe = 2 (indépendance de W par rapport a Pe). On
remarque que les prédictions des équations de Ginzburg-Landau sont relativement en
bon accord avec les résultats des simulations numériques méme loin du seuil Ra, = 472.

0A 0A 9%A <Ra — Rac>

16
15

i
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12
11
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o
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Fic. 6.9 — Amplitude des oscillations
A, de la vitesse verticale W obtenues
numériquement (—) et a partir de
léquation de Gingsburg-Landau (——)
avec Pe = 2.
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6.4 Longueurs d’établissement des structures thermocon-
vectives

6.4.1 Longueurs d’établissement des R.T

Nous avons vu que 'amplitude maximale des rouleaux pleinement établis, obtenue
numériquement est en bon accord quantitatif avec l'amplitude maximale mesurée expérimentalement.
Néanmoins, cet état thermo-convectif pleinement développé est relié a 1’état de con-
duction par I'intermédiaire d’un front. Ce front se forme a une certaine distance A qui
peut étre plus ou moins grande. Sur la figure 6.10-a), on a représenté 2 distributions
de température suivant l'axe z pour z = 0 obtenues numériquement pour 2 temps
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T1

0.18702
a) 0.160289
0.133558
0.106828
0.0800967
0.0533658
0.026635
-9.58741E-05
-0.0268267
-0.0535576
-0.0802885
-0.107019
-0.13375
-0.160481
-0.187212

F1G. 6.10 — a) : distribution spatiale de la température T suivant & pour z = 0 a 2
temps différents (—, ——) ou A représente la distance d’établissement du front et — - —
représente ’enveloppe stationnaire des oscillations. b) : distribution de la perturbation
de la température 77. a) et b) sont obtenus numériquement avec Pe = 2 et Ra = 45
(Ray = 40.45).

différents. Ces deux distributions prises, montrent que les maxima locaux des oscilla-
tions suivent une méme enveloppe stationnaire. Celle-ci est déterminée en retenant les
maxima locaux sur plusieurs temps. En paralléle, nous avons tracé sur la figure 6.10-b),
la distribution spatiale de la perturbation 77 dans le plan (X, Z) qui montre que les
points chauds (les maxima de la figure 6.10-a)) se forment & une certaine distance de
I’entrée.

On peut également déterminer ’enveloppe stationnaire des oscillations a partir de la
vitesse verticale W. Or comme on n’impose aucune condition & 'entrée sur W, les
caractéristiques sont moins nettes que celles obtenues avec la température. Grace aux
enveloppes stationnaires, il est possible de déterminer la distance d’établissement A.
On définit A comme la distance entre ’entrée du domaine et la moitié de I’amplitude
saturée ! qui sera notée A, dans le cas des simulations numériques.

6.4.2 Effets de Ra et Pe

La distance au front A dépend des deux parametres du probleme : Ra et Pe. Pour illus-
trer cette dépendance, nous avons tracé sur la figure 6.12, les enveloppes stationnaires
de la température T ainsi que la distribution de la perturbation de la température T3
pour différentes valeurs de Ra et Pe. Ainsi lorsque 'on augmente Ra a Pe fixé, (on
passe de la figure 6.12-a) a 6.12-b)), on constate que le front avance vers 'entrée en-
trainant les points chauds avec lui. Mais lorsque 1’on augmente Pe & Ra fixé, (on passe
de la figure 6.12-b) & 6.12-c)) on constate que le front recule ainsi les point chauds.

il est plus stable numériquement de déterminer la distance & la moitié de Pamplitude saturée plutét
qu’ a sa valeur totale
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a)

T1
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Fi1G. 6.11 — Distribution de la température T' suivant x pour z = 0 associé a la distribu-
tion de la perturbation de la température T} pour : a) Pe = 2, Ra = 41 (Ra s = 40.45)
b) Pe =2, Ra = 42 c¢) Pe = 3, Ra = 42 (Ras = 41.62).

Pour étre plus précis, nous avons tracé sur la figure 6.12 les enveloppes stationnaires
a Ra fixé pour différentes valeurs de Pe. On constate que lorsque Pe augmente a Ra
fixé, la distance A augmente : les R.T sont poussés de plus en plus vers I'aval du canal
lorsque le débit augmente. L’amplitude reste a peu pres constante, elle ne dépend donc
que de Ra comme nous l'avons vu au paragraphe 6.2. Ces résultats sont similaires a
ceux obtenus dans le cas P.R.B (voir [71]-[70]).

De méme, nous avons tracé sur la figure 6.13 a Pe fixé et pour différents Ra, les
amplitudes de la température ainsi que celles de la vitesse verticale W. On remarque que
lorsque Ra augmente, le front et donc les R.T, se rapprochent de I’entrée et I’amplitude
de W et de T augmente. Néanmoins au-dela d’un certain Ra se situant autour de
Ra. + 30, 'amplitude de T" diminue alors que 'amplitude de W continue d’augmenter.
Ce résultat est indépendant de Pe, c’est pourquoi nous n’avons tracé les enveloppes
stationnaires que pour un seul Pe.
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Fi1G. 6.12 — enveloppes stationnaires des oscillations pour différents Pe = 1,...16 a

différents Ra fixés.

6.4.3 Loi d’échelle

Récemment, par application de méthodes de développements asymptotiques raccordés,

A. Couairon et J.M. Chomaz [32] ont établi une loi d’échelle reliant la longueur d’établissement
A a Décart du seuil d’instabilité absolue Ra4. Cette loi d’échelle, établie a partir de
I’équation de Ginzburg-Landau, s’écrit :

1
vRa — Ray

On remarque que lorsque Ra — Ray, la distance Agy, diverge. Cette loi d’échelle est

valable lorsque la bifurcation est supercritique, la transition Convectif/ Absolu reste

linéaire 2.

Agr, ~ (6.2)

2dans le cas sous-critique (la transition Convectif/ Absolu est non linéaire) on obtient :

1
Agr ~In| —=—+
ot n(RafRagL)

ot Ral{* est le seuil absolu non linéaire ([31]-[23]). Les expériences réalisées sur des vagues en cellule
de Hell-Shaw confirment une telle loi ([47], [62])
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Fia. 6.13 — enveloppes stationnaires des oscillations pour différents Ra a Pe = 8

Nous avons donc obtenu la longueur d’établissement A & partir de simulations numériques
pour différents Pe (1 < Pe < 16) et différents Ra (Raa < Ra < 140).

Sur la figure 6.14, nous avons tracé A en fonction de Ra pour différentes valeurs de
Pe. On constate la divergence de A lorsque Ra — Ra, c’est & dire que les R.T sont
poussés a l'infini vers ’aval.

Pour comparer la loi (6.2) avec nos résultats, nous avons tracé sur la figure 6.15, In(A)
en fonction de In(Ra — Ra ) pour quelques Pe. On remarque que les points sont pra-
tiquement alignés pour chaque Pe. Il est donc possible d’en déduire par régression
linéaire, le coefficient directeur « de la droite approximant le nuage de points. On peut
alors écrire approximativement :

1
(Ra — Rax(Pe))”

~

On résume dans le tableau 6.1 , les coefficients « obtenus.

Pe 1 2 4 8 12 16
a 0540 0.611 0.722 0.695 0.535 0.613

TAB. 6.1 — coefficient « calculé a partir des simulations en fonction de Pe.

On remarque que « est proche de 0.5, mais les incertitudes inérant au calcul de la

longueur d’établissement A & partir de ’enveloppe stationnaire, essentiellement lorsque

Ra — Ra 4, ne nous permettent pas d’affiner nos résultats.

F. Duffour et M.C. Néel [40] ont établi une autre relation a partir de résultats numériques :
Pe

A~ Z
Ra
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F1G. 6.14 — Distance au front A calculé Fic. 6.15 — log(A) en fonction de

numériquement en fonction de Ra pour log(Ra — Ray) obtenu a partir des

plusieurs Pe. résultats numériques pour différents Pe
ou "lin” désigne la régression linéaire
associé a chaque Pe.

ce qui signifie qu’en échelle logarithmique, on obtient une droite de pente —1 pour Pe
fixé. Les résultats de nos simulations numériques ne nous permettent pas de retrouver
cette loi d’échelle.

6.5 Longueurs d’onde, période d’oscillations et vitesse de
phase des structures pleinement établies

Certaines caractéristiques des rouleaux transversaux, comme la longueur d’onde obtenue
a partir de la distribution spatiale de la température, la période d’oscillations obtenue
a partir du suivi temporel de la température et la vitesse de phase sont comparées avec
celle prédites par la théorie linéaire de I'instabilité absolue.

Au paragraphe 2.3.1, la théorie linéaire d’instabilité absolue (T.L.I.A), nous a permis
d’obtenir les nombres d’onde, les pulsations, la vitesse de propagation en étudiant la
réponse du systéme a une perturbation localisée. En toute rigueur, cette derniere est
strictement valable lorsque les perturbations sont relativement petites, c’est a dire ici,
pres de 'entrée. Loin de l'entrée du massif poreux, les effets non linéaires entrent en
jeu. La question qui se pose est de savoir si les caractéristiques linéaires d’instabilité
absolue sont similaires ou non aux caractéristiques des R.T pleinement établis, dans la
région fortement non linéaire.

A partir des données numériques, nous avons déterminé le spectre temporel de la
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F1G. 6.16 — Module de la transformée
de Fourier (F.F.T) du suivi temporel de
la température au point (0,0), en fonc-
tion de la pulsation w avec Pe = 1 et
Ra = 60 (F.F.T sur 2'* points apres
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Fi1G. 6.17 — Module de la transformée
de Fourier (F.F.T) de la distribution
spatiale de la température suivant x
pour y = 0, en fonction du nombre
d’onde k£ avec Pe = 1 et Ra = 60
(F.F.T sur 2'3 points apres transforma-

tion)

température au point (0, 0) en effectuant une transformée de Fourier rapide (F.F.T) 3.
Les nombres d’onde sont calculés de la méme maniere mais a partir de la distribution
spatiale de la température 4. On a tracé le module de la transformée de Fourier en
fonction des pulsations w (voir la figure 6.16) et du nombre d’onde k (voir la figure
6.17) sans la pulsation nulle et le nombre d’onde nul qui indique le signal moyen (ce
qui correspond & une température de 0.5 dans les 2 cas). Le spectre de ces derniers, se
réduit a la forme particuliere d’un ”pic” autour d’une pulsation précise caractéristique
du régime absolu (en régime convectif le spectre est beaucoup plus large).

Bien évidemment la pulsation w et le nombre d’onde k£ sont dépendants de Pe et Ra.

Nous avons tracé sur la figure 6.18 les pulsations adimensionnées wyp, €t wpum en fonction
de Ra & partir des données numériques (wnum) et a partir de la T.L.I.A (wy,). La figure
6.18 montre que wy,, augmente a la fois lorsque Ra croit a Pe fixé et lorsque Pe croit
a Ra fixé. Un comportement similaire est observé dans le probleme de P.R.B [70].

3plus exactement on a effectué une F.F.T aprés avoir lissé le signal par une fonction en cos? pour
limiter les effets de bord. Puis nous avons rallongé le signal avec des 0.5 (moyenne de la température
pour l'axe z = 0) pour diminuer le pas de la fréquence Aw (basée sur la période du signal qui est
maintenant plus grand). Alors une pulsation particuliere mesurée est égale & : W™*™ ~ (N +1).Aw avec
41 qui indique la fourchette d’erreur sur la pulsation. Comme Aw devient plus petit, N devient grand
et la fourchette d’erreur +1 devient plus petite par rapport a N, ce qui permet de limiter les erreurs.
Ce traitement est utile lorsque le spectre est localisé dans les basses fréquences.

4le traitement est d’autant plus utile ici que les nombres d’onde sont petits.
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F1G. 6.18 — pulsation w en fonction de F1G. 6.19 — pulsation w en fonction de
Ra pour Pe fixé a différentes valeurs. Pe pour Ra fixé a différentes valeurs
"num” désigne les résultats numériques

et "th” désigne les résultats issus de la

T.L.IA

La figure 6.18 montre également que quelque soit Ra, lorsque Pe prend des valeurs
modérées, wpyum et wy, sont confondues. Ce résultat est similaire a celui trouvé dans
un probleme tout a fait différent du notre. Récemment, J.M. Chomaz [24] a analysé
les caractéristiques du mode global qui apparait dans les écoulements paralleles dans le
sillage d’un obstacle. Par le biais d’une simulation numérique directe, il a déterminé la
fréquence globale d’oscillations dans la région pleinement non linéaire. Cette fréquence
globale s’est avérée exactement identique a celle prédite en régime linéaire absolument
instable.

Apres I’étude de la pulsation w en fonction de Pe et Ra, nous étudions le nombre
d’onde k. Pour illustrer la dépendance de k vis a vis de Ra, nous avons tracé sur la
figure 6.20, le champ de température T a Pe fixé pour 2 valeurs de Ra. Nous observons
que lorsque Ra augmente, le nombre de rouleaux augmente indiquant que le nombre
d’onde augmente également.

Sur la figure 6.21, nous avons tracé les nombres d’onde adimensionnés k™" et k"
en fonction de Ra & Pe fixé. Nous observons que lorsque Ra augmente, k™™ et k"
augmentent. Ils sont proches lorsque Pe est petit et Ra voisin de Ra 4. Pour des valeurs
élevées de Pe (Pe = 16) les résultats montrent que les valeurs de k™™ s’éloignent de
celles prises par k.
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FiG. 6.20 — Champs de température T obtenue numériquement au méme temps avec
Pe=1et a) Ra =45 et b) Ra = 120.
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Enfin nous avons tracé sur la figure 6.22, la vitesse de phase V, = % & partir des

données numériques (V™) et a partir de la T.L.LA (Véh). On observe que l'on a
pratiquement :

Vgum ~ Pe

et ce quelles que soit les valeurs de Pe et Ra

On retrouve ce résultat dans [40] pour de faibles valeurs de Pe. Pour la T.L.ILA, on
retrouve bien V;h ~ Pe quelque soit la valeur de Ra lorsque Pe < 8. Mais Véh > Pe ~
vz lorsque Pe est plus important. On en déduit que les prédictions de la T.L.I.A
sont excellentes lorsque Pe reste petit et ce quelle que soit la valeur de Ra.
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F1G. 6.22 — vitesse de phase V,, = ¢ en fonction de Ra pour différents Pe & partir des
données numériques ("num”) et a partir de la T.L.I.LA ("th”)

6.6 Transfert de chaleur

L’importance du transfert de chaleur convectif est caractérisé par le nombre de Nusselt.
Ce dernier est défini comme le rapport du flux de chaleur total au flux de chaleur de
I’état de conduction pure, traversant un élément dS. Le principal transfert de chaleur
s’effectue verticalement, le flux de chaleur total a travers dS s’écrit en grandeur adi-

mensionnée :
oT
dQ = (VV.T — —) dsS
0z
Lorsque I’élément de surface est pris sur I'une des deux plaques horizontales en z = —%
ou z = %, en vertu de I'imperméabilité de ces plaques, I'expression du flux de chaleur

se réduit a :

or 1

Le flux de chaleur moyen traversant 'une ou ’autre plaque est obtenu en introduisant
la moyenne spatiale suivant x pour la convection mixte bidimensionnelle :

1 1 [Loar 1
=+ - — R =4
< Q(z 2,t) > oL |, o2 (z 2,t)dx

avec L = 6 pour les simulations numériques effectuées ici.

Comme le flux de chaleur de I’état de conduction est égale a —1, le nombre de Nusselt
global instantané est alors :

Nu(t) = — < Q(z = i%,t) >
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Les simulations numériques montrent que Nu(t) oscille 1égerement (de I'ordre de 5%)
autour d’une valeur moyenne, que ’'on désigne par Nu.

Nous avons tracé le nombre de Nusselt moyen Nu sur la figure 6.23, en fonction de Ra et
pour différents Péclet. Les résultats numériques montrent que Nu croit avec Ra et reste
proche des valeurs de Nusselt mesurées tant que Ra < 100. Les simulations numériques
montrent également que le nombre de Péclet n’a pratiquement aucune influence sur le
nombre de Nusselt moyen.

Sur la figure 6.23, nous avons également représenté le nombre de Nusselt déterminé
au chapitre trois grace aux équations de Ginzburg-Landau couplées. Nous remarquons
que Nu3P constitue une bonne approximativement des données expérimentales sur une
plage de Ra allant jusqu’a trois fois la valeur au seuil Ra. ~ 40. Dans les expériences
citées dans ce travail, le nombre de Reynolds Reg est voisin de zéro, ce qui impliquent,
d’apres les expressions (3.3) et (3.4) (chapitre trois) du nombre de Nusselt que la
présence d’un écoulement principal ne modifie ni Nu??, ni Nu”.
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Fic. 6.23 — Nombre de Nusselt en fonction de Ra obtenu a partir
de Ginzburg-Landau :Nu*(——), Nu3P (- - -),
a partir des expériences de la série 6 (tableau 6.1) avec :
+:R.L, o:5.0.3D pour V; = 6.7 10°m.s~ 1,
0:S5.0.3D,¢: R.L pour V; =21 10°m.s~*
et du calcul numérique 2D pour Pe =1 (—) et Pe =8 (--)

Les mesures expérimentales montrent que le transfert de chaleur est identique en convec-
tion mixte ou en convection naturelle [26], ce qui confirment les résultats précédemment
obtenus. Ainsi nous avons reporté sur la figure 6.24, le nombre de Nusselt obtenu
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numériquement ainsi que celui obtenu en convection naturelle a partir des séries 6, 7,
et 14 (voir chapitre quatre). Les mesures expérimentales montrent & ’évidence que le
transfert de chaleur moyen est influencé par les différents types de milieux poreux. Or le
modele d’équations utilisées ici (1.12) conduit a une relation biunivoque entre le trans-
fert de chaleur moyen Nu et Ra : Nu = f(Ra). Ce modele ne prend pas suffisamment
en compte la nature du milieu poreux.
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Fic. 6.24 — Nombre de Nusselt en fonction de Ra obtenu a partir
de Ginzburg-Landau :Nu”(——), Nu3P(— - ),
a partir des expériences de convection naturelle :
e : série 6, o série 7, A (tableau 6.1) série 14
et a partir du calcul numérique 2D pour Pe =1 (—) et Pe =8 (---)

Pour affiner la description du transfert de chaleur, il est possible d’assimiler le milieu
poreux & deux milieux continus fictifs équivalents, I'un solide, ’autre fluide, modélisé
par le systeme d’équations (1.11) et (1.10). A partir de ces équations, on en extrait la
relation suivante :

Nu = f(Ra,x, ')

A*
avec A= 3L et x = hgz. Les résultats numériques obtenus par M. Combarnous [27] &

I’aide de ce modele en régime thermique permanent et de convection naturelle, sont en
bon accord qualitatif avec les résultats expérimentaux. En effet il a été possible malgré
I'incertitude sur les valeurs de x et A a choisir pour un milieu donné, d’expliquer la
position relative des courbes expérimentales Nu — Ra, les unes par rapport aux autres.
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6.7 Conclusion

Nous montrons, par le biais de la simulation numérique de la convection mixte en milieu
poreux, qu’en régime absolument instable, la structure des solutions non linéaires se
présente comme un front reliant ’état de conduction & ’entrée aux rouleaux transver-
saux se propageant dans la direction de ’écoulement. La distance A d’établissement
du front est d’autant plus grande que le débit est élevé, alors qu’elle décroit lorsque le
nombre de Rayleigh croit.

Une loi d’échelle reliant I'accroissement spatial A a 1’écart du seuil d’instabilité absolue
a été discutée a la lumiere des résultats de la simulation numérique. Les extremums
de la température des structures thermo-convectives mesurées sont comparés avec les
résultats numériques. Nous avons aussi évalué le transfert de chaleur moyen et ’avons
comparé a des résultats expérimentaux. Sans vouloir prétendre & une concordance par-
faite entre les extremums de la température et le transfert de chaleur expérimentaux et
numériques, nous notons cependant une grande similitude.

Les solutions non linéaires du probléme ou modes globaux se présentent sous la forme
d’oscillations parfaitement régulieres. Tant que le nombre de Péclet n’est pas trop élevé,
ces oscillations évaluées numériquemement dans le domaine pleinement non linéaire,
s’averent identiques aux oscillations déterminées par le critere linéaire d’instabilité ab-
solue. La méme correspondance est observée pour la vitesse de propagation des struc-
tures thermo-convectives.

Le nombre de Nusselt caractérisant le transfert de chaleur moyen a été évalué numériquement.
La comparaison avec des données expérimentales montre que, en plus de la contribution

de Ra, I'influence sur le transfert de chaleur des caractéristiques thermiques de la phase
solide et de la phase liquide est tres importante.

Un projet d’article est en cours de rédaction, et qui rassemble les résultats issus de ce
chapitre.
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Les résultats obtenus le long de ce travail sont synthétisés et une extension possible de
ces travaux est suggérée dans cette section.

Ce travail porte sur une étude théorique et numérique des instabilités spatio-temporelles
pouvant naitre et se développer dans un fluide confiné en milieu poreux chauffé par le
bas et soumis a un écoulement horizontal. La formulation mathématique des équations
de ce probleme repose sur la loi phénoménologique de Darcy, corrigée par un terme non
linéaire dit de Forchheimer, pour décrire la filtration du fluide dans le milieu poreux. Ce
probleme de convection mixte admet une solution de conduction pour toutes les valeurs
des nombres sans dimension du probléme, a savoir le nombre de Rayleigh de filtration
Ra, le nombre de Péclet Pe, le nombre de Reynolds Rey basé sur la perméabilité du
milieu et le rapport de forme latéral du milieu poreux a.

La stabilité de la solution de 1’état de conduction est étudiée aussi bien par rapport a
des perturbations spatialement étendues que par rapport a des perturbations localisées.
L’étude linéaire de stabilité temporelle montre que la nature des structures thermo-
convectives bifurquées dépend du rapport de forme latéral du milieu a et du nombre
de Reynolds Reg. Dans le cadre de I’hypothése d’un rapport de forme latéral infini,
on montre que le mode le plus instable correspond aux rouleaux longitudinaux fixes
R.L (i.e d’axe parallele a la direction de 1’écoulement) indépendamment de la valeur
de Reg. La prise en compte d’un rapport de forme fini a pour effet de stabiliser les
R.L. Dans ce cas, il existe une valeur critique Rej telle que la solution de conduction
perd sa stabilité au profit des structures tridimensionnelles oscillatoires (S.0.3D) si
Regk < ReJ. En revanche pour des valeurs de Rex > ReJ les S.0.3D sont remplacées
par les R.L. Ce résultat semble reproduire qualitativement les données expérimentales,
établies par M. Combarnous [26], et ou des R.L et des structures oscillatoires ont été
observés.

Une comparaison quantitative montre que les prédictions de I’approche temporelle de
stabilité n’est pas adéquate et ne rend pas compte de la réalité expérimentale. Une
approche spatio-temporelle de stabilité linéaire a été alors utilisée en évaluant la réponse
du systeme a une impulsion localisée. Cette démarche a permis de distinguer la nature
convective ou absolue des instabilités, aussi bien des S.0.3D que des R.L.

129
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Lorsque le rapport de forme latéral du milieu est supposé infini, seuls les rouleaux
transversaux propagatifs R.T (i.e d’axe perpendiculaire & I’écoulement) peuvent devenir
absolument instables, les autres configurations thermo-convectives demeurent convec-
tivement instables quelque soit la valeur du débit.

Cependant, nous trouvons que le confinement latéral peut promouvoir des instabilités
absolues S.0.3D ou sous forme de R.L. Les courbes de transition instable convectif
/ instable absolu ont été déterminées dans le plan (Pe, Ra) pour les différents motifs
thermo-convectifs instables. L’influence de l'inertie poreuse sur cette transition a été
également discutée. Ensuite une comparaison avec des données expérimentales montre
que les seuils d’instabilité absolue correspondent aux seuils de la transition observée
expérimentalement entre les R.L et les structures oscillatoires. Cette correspondance
s’est avérée parfaite quand la phase fluide et la phase solide du milieu poreux ont des
conductivités thermiques proches. Lorsque le rapport des conductivités thermiques des
deux phases est loin de I'unité, on observe un décalage entre théorie et expérience. Dans
ce cas, nous pensons que le modele théorique qui suppose un équilibre thermodynamique
local entre les deux phases n’est plus approprié.

Nous avons comparé ensuite les caractéristiques linéaires des structures propagatives
dans le régime absolument instable avec les résultats expérimentaux. Il en ressort que
pour différentes combinaisons des parametres Pe et Ra, les longueurs d’onde et les
périodes d’oscillations prédites au seuil absolu, sont en bon accord avec I’expérience.
Cependant, nous trouvons que les vitesses de propagations des structures thermo-
convectives sont surestimées par la théorie.

Dans la perspective d’étudier la dynamique faiblement non linéaire, un modele réduit,
composé de deux équations de Ginzburg-Landau couplées a été obtenu par une analyse
basée sur les méthodes de développements asymptotiques et d’échelles multiples. Ce
modele rigoureusement valable au voisinage du point de bifurcation double (Re},, Ra})
décrit 'interaction non linéaire entre les S.0.3D et les R.L.

L’étude de la stabilité des solutions homogenes de ce modele permet d’expliquer qualita-
tivement le phénomene d’hystérésis observé expérimentalement. Par ailleurs une étude
linéaire d’instabilité spatiale et la simulation numérique du modele réduit, en présence
du bruit d’entrée inhérent a toute expérience de laboratoire, nous ont permis de décrire
la dynamique globale des structures pour les parametres (Pe, Ra). Celle-ci a pu étre
comparée et confirmée a celle obtenue expérimentalement. En régime d’instabilité ab-
solue nous distinguons deux zones : une zone pour de faible valeur de Pe ou ce sont les
R.L qui se développent alors que pour des valeurs plus élevées de Pe ce sont les S.0.3D.
En régime d’instabilité convective ce sont les R.L qui sont observés pour de grandes
valeurs de Pe et les S.0.3D pour des plus faibles valeurs. La courbe de transition
convective entre les R.L. et les S.0.3D a été déterminée, celle-ci dépend de l'inten-
sité du bruit a ’entrée. Par ailleurs, les simulations numériques des deux équations de
Ginzburg-Landau couplées montrent que durant une phase transitoire, I'un des deux
motifs thermo-convectifs occupe une partie du massif poreux alors que 'autre partie est
occupée par le deuxieme motif. Ce résultat a été validé par les travaux expérimentaux
de M. Combarnous.
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Nous avons ensuite décrit les méthodes spectrales qui sont a la base de la méthode
numérique utilisée pour résoudre le systeme d’équations aux dérivées partielles du
probleme. Des simulations numériques directes de la convection mixte bidimension-
nelle ont été réalisées. Le caractére 2D de ces simulations est justifié par le fait que
I’analyse linéaire a révélé que c’est précisément le mode 2D, représentant des rouleaux
transversaux, qui est le plus absolument instable.

Les simulations numériques directes du probleme pour différentes combinaisons de Ra et
Pe, mettent en évidence ’émergence d’un mode global non linéaire, composé d’un front
reliant I’état de conduction a l'entrée aux R.T propagatifs. Ce front s’avere capable de
remonter ’écoulement principal contre ’advection et finit par s’arréter a une certaine
distance A du bord de I’entrée. Une loi d’échelle reliant la distance & 1’écart du seuil
d’instabilité absolue, a été proposée par A. Couairon et J.M. Chomaz [32] et obtenue
a partir du modele de Ginzburg-Landau est discuté ici a la lumieére des résultats des
simulations numériques. Par ailleurs, les extrémums de la température des structures
thermo-convectives mesurées ainsi que le transfert de chaleur moyen mesuré, ont été
comparés aux résultats numériques. Bien que la concordance ne soit pas parfaite, une
grande similitude se dégage de ces comparaisons.

Nous avons ensuite mené une comparaison quantitative des prédictions théoriques
émanant de I’ analyse spatio-temporelle de stabilité linéaire et des résultats des simu-
lations numériques. Tant que le nombre de Péclet n’est pas trop élevé, les oscillations
et les vitesses de propagation des R.T s’averent identiques. Le role des non linéarités
est principalement un role de saturation des R.T.

Par ailleurs, nous avons comparé le transfert de chaleur moyen obtenu numériquement
a celui obtenu expérimentalement. On montre qu’en plus de la contribution de Ra, le
transfert de chaleur est influencé par les caractéristiques thermiques du milieu, notam-
ment par le transfert de chaleur entre la phase fluide et la phase solide.

Une question majeure reste a éllucider. Il s’agit de ’émergence observée expérimentalement
des R.L dans la région convectivement instable. La contribution du bruit d’entrée et son
amplification dans la région convectivement instable sont probablement des éléments
essentiels pour comprendre ce phénomene, comme cela a été qualitativement prédit
dans ce travail a partir du modele des équations de Ginzburg-Landau couplées. Pour
s’affranchir de I'hypothese de faible écart au seuil, des simulations numériques de la
convection mixte tridimensionnelle sont envisagées.

Comme nous ’avons signalé dans ce mémoire, I'une des explications aux écarts constatés
entre les résultats de certains essais expérimentaux et les résultats numériques est la
difficulté réelle de maintenir la plaque inférieure a une température constante dans une
expérience. L'effet de la présence d’inhomogénéités de la température est une question
passionnante qui pourrait permettre au modele théorique de mieux appréhender la
complexité de la réalité expérimentale.
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Annexe A

Instabilités Convectives /
Absolues

Les milieux ouverts, qui sont les écoulements les plus couramment rencontrés, ne com-

portent pas de frontieres ou alors trés éloignées, suivant la direction principale de

I’écoulement. Si on observe une région du milieu, toute particule entrante, sort : le fluide

qui s’écoule est sans cesse renouvelé. En convection mixte, I’évolution d’une impulsion

localisée résulte d’'une compétition entre les mécanismes d’ advection par ’écoulement

principal et d’ amplification par transport de la chaleur imposée par le gradient vertical

de température. Il faut donc prendre en compte la croissance spatiale et temporelle de

la perturbation qui présente trois types de comportements (voir figure A.1) :

— la perturbation décroit dans le temps et dans ’espace : le systeme est dit stable

— la perturbation croit dans le temps et dans I’espace mais cela n’est pas suffisant pour
contrer 'advection, elle finit par sortir du domaine, 'instabilité est convective et le
systeme est dit convectivement instable.

— la perturbation croit suffisamment dans le temps et ’espace pour contrer I’advection,
la perturbation finit par envahir le domaine, 'instabilité est absolue et le systeme est

dit absolument instable.
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F1G. A.1 — Evolution d’une perturbation localisée en x = 0,¢ = 0 dans le plan (x,t),
stable en a), convectivement instable en b) et absolument instable en c).
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La différence entre instabilité convective et absolue n’est que relative en effet elle dépend
du choix du référentiel : une instabilité convective devient absolue dans le référentiel
lié au paquet d’onde, et inversement, une perturbation absolue devient convective dans
un référentiel se déplacant plus vite que le paquet d’onde. C’est pourquoi on prend un
référentiel privilégié 1ié au ”laboratoire” (voir [55]).

Lorsque l'on considere 1’évolution d’une perturbation infinitésimale, par le biais de I’-
analyse linéaire, le systeme est dit linéairement convectivement instable ou linéairement
absolument instable [23], [31]. On qualifie alors la transition du régime convectif au
régime absolu lorsque l'on augmente le(s) parametre(s) de controle, de transition
linéaire.

Cette analyse linéaire locale permet de qualifier le comportement global du systeme
dans des situations moins ”idéalistes” que la perturbation localisée. En effet, tout dis-
positif expérimental posséde un niveau de bruit non négligeable que I'on peut voir
comme une distribution stochastique de perturbation en temps et en espace et la dis-
tinction entre les différents régimes devient alors problématique. Néanmoins lorsque
le systeéme est convectivement instable, il amplifie les composantes spectrales du bruit
qui se développent et se déplacent vers ’aval. Elles sont sans cesse renouvelées par
la présence du bruit, ce qui donnent naissance a des structures entretenues. De telles
structures sont observées dans 'expérience de Couette-Taylor [6] et en optique non
linéaire dans les cristaux liquides [1].

Lorsque le systéme est absolument instable, il amplifie également les composantes spec-
trales du bruit qui se déplacent alors en amont et en aval de ’écoulement. Or parmi
les composantes spectrales, il existe un mode lié au référentiel du laboratoire, qui ne
se déplace ni vers l'aval et ni vers I’amont, ce mode a la particularité d’étre visible
tout le temps pour 'observateur lié au laboratoire. Pour cet observateur, le systeme
se comporte comme un oscillateur auto-entretenu. Les structures sont alors peu, voire
pas, sensibles au bruit. Dans les deux types de régimes (convectif ou absolu) il y a
émergence d’'un mode global.

Or I’ émergence d’'un mode global peut étre modifié par la présence de fort effets non
linéaires : il faut étudier I’évolution d’ une perturbation mais cette fois-¢i d’amplitude
finie sur laquelle on prend en compte les effets non linéaires du systeme. Le systeme
est alors qualifié de non-linéairement convectivement instable ou non-linéairement ab-
solument instable et la transition est dite transition non linéaire. On obtient qualita-
tivement le méme comportement qu’avec I’évolution linéaire d’une perturbation in-
finitésimale, mais les caractéristiques sont quantitativement modifiées : la distance
d’établissement du front vis a vis de l’entrée [31] et sa sélection [23],[51] sont différentes.
On montre par exemple que lorsque la bifurcation est supercritique (notamment via
Ginzburg-Landau d’ordre trois), la transition est linéaire, et qu’elle est non linéaire
dans le cas sous-critique (Ginzburg-Landau d’ordre cing). Pour ce probleme, on sait
que la bifurcation est supercritique, on considere donc que la transition est linéaire.

Par ailleurs, on retrouve le caractére convectif/absolu des instabilités des milieux ou-
verts dans d’autres champs scientifiques que celui de la mécanique des fluides, comme
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en optique non-linéaire [1], [95], en biochimie, en dynamique des populations ou dans
I’étude du trafic routier [63] ce qui élargit le champ d’application de ces concepts.

On présente dans cette annexe, le calcul de la réponse impulsionnelle infinitésimale
ainsi que 1’étude complémentaire des caractéristiques des régimes linéairement convec-
tivement instables et linéairement absolument instables.

A.1 Réponse impulsionnelle

Le concept d’instabilité absolue et convective est décrit dans [50], [51] et appliqué dans
le cadre de la mécanique des fluides, en sachant qu’il fut développé en premier lieu, en
physique des plasmas [93].

On considere ici le milieu homogene, c’est a dire qu’il a les mémes caractéristiques
et propriétés dans tout le milieu ainsi que les contraintes extérieures . Nous nous
intéressons donc a la réponse linéaire du systéeme a une perturbation localisée avec
condition aux limites, elle est appelée fonction de Green notée vectoriellement par 6
La perturbation localisée est représentée par la distribution de Dirac qui permet d’
exciter tous les modes de Fourier. Le systeme linéaire est obtenu au chapitre 2 (2.2),
on cherche donc :

(1.9, + L).G (z,y,2,t) = & (A1)

avec la condition de causalité

—

G(x,y,z,t) =0 pour t <0

le vecteur E) = [1,1,1,1,0]T.5m5t5y,y05,z,z(, avec ¢ la fonction de dirac appliqué a
Ty, 2, t, G = [u,v,w,0,p]" 2 et :
00000 (1+ 2 Rek) 0 0 0 Oy
00000 0 (1+ Reg) 0 0 Oy
I=|100000|,L= 0 0 (1 + Reg) —Ra 0.
00010 0 0 -1 Ped, — A 0
00000 Oy Oy 0. 0 0

La fonction de Green doit par ailleurs satisfaire aux conditions aux limites suivantes :

=w=0pour z=0et z2=1 (A.2)
00
@:v:Opouryzoety:a (A.3)

car les perturbations sont atténuées sur les bords du domaine. Pour résoudre le systeme
linéaire homogene (A.1), on utilise les transformations suivantes pour les variables = et

!sinon il faut considérer une approximation du type W.K.B.J, ol I'inhomogénéité (par exemple une
tache thermique localisée) est lentement variable dans le temps et 1’espace
Zou T est la transposée



136 Instabilités Convectives / Absolues

t d’une fonction quelconque h(z,t) :
ﬁ(kvt) Z/ h(x,t)e_““”dx et ﬁ(x,w) :/ h(zx,t)e™tdt

si k,w € R, on a une transformation de Fourier (noté T.F) et si k = k, + ik;, w =
wr +iw; € C on a une transformation de Laplace (noté T.L) qui sera vue ici comme
une extension de la T.F (on veut au moins décrire la fonction par le nombre d’onde
et la fréquence k,,w, €] — 00,00[) mais permettant en plus une atténuation ou une
amplification des nombres d’onde par k; et des fréquences par w;. En revenant a h(z,t),
la double transformation inverse en x et en ¢ s’écrit formellement pour le cas d’une
T.F:

h(x,t)—ﬁ / / h(k, w)e' R =D dudk

ce qui peut-étre vu comme une "somme” d’onde de la forme e¢!**~%%)  appelé paquet
d’onde avec un spectre particulier en h(k,w) ou h représente la double transformée de

h (h = h). Dans le cas d'une T.L, la transformation inverse s’effectue en introduisant
des contours particuliers qui prennent en compte les k; et w; (voir plus loin). Ainsi la
fonction de Dirac devient égale & 1 par la double transformation T.F ou T.L, elle excite
tous les modes k,w, en particulier ceux qui sont instables.

En prenant la double transformée de (A.1), on obtient le systeme suivant :

=

(—iw.I + L).G (k,y, 2z,w0) = [1,1,1,1,0]7.5y 00— 2 (A.4)

avec L obtenu en remplacant dans L : §” ;o (k).
xT

A.2 Calcul de la fonction de Green

A.2.1 Décomposition en fonctions propres

Pour résoudre le systeme (A.4), on utilise la décomposition en fonction propre de
l'opérateur (—iw.I + L). En effet nous avons :

N N
(twnm 1) S nm(k,y,z,w) = L. S pm(k,y, z,w) (A.5)

ou ?nm et wy, m sont appelés "abusivement” fonctions et valeurs propres. Plus exacte-
ment les valeur iwy, ,,, sont choisies de telle sorte que le noyau de I'opérateur (—iw.I + L)
ne soit pas réduit a 0. Pour cela la condition nécessaire et suffisante a imposer a wy, ,, est
Det(—iwp m.1 + L) = 0 olt wy, ,n désigne les w qui vérifient cette relation de dispersion
pour différents n et m.

Puisque I’écoulement principal se fait suivant la direction x, on étudie ’évolution spa-
tial de la perturbation suivant la direction x par Uintermédiaire de k (transformée de
Fourier). Les directions z et y étant bornées et d’extension assez petite par rapport a la
longueur du milieu poreux, la perturbation est considéré comme spatialement étendue
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dans ces deux directions (série de Fourier®). En négligant Rex < 1, les solutions sont
de la forme # :

ik 2y cos(nmz) cos(Zmy)
) —k;"‘—flg cos(nmz) sin(Zmy)
— . m
S nm(k,y,2) = A. sin(nmz) cos(Zmy) (A.6)
(n2m24-k2+12)
Ra(k2+12)

—% cos(nmz) cos(my)

sin(nmz) cos(my)

ou chaque ?nm vérifient exactement les conditions aux limites (A.2)-(A.3) avec | = 27
et A Pamplitude qui est une constante pour le probleme linéaire et qui sera déterminée
par une analyse faiblement non linéaire (voir annexe B).

En outre, wy, 1, vérifie Det(—iwy, m.1 +f/) = 0 qui est exactement la relation de dispersion
(2.5) : Dg(k,wnm) = 0 avec ® = [, Ra, Pe, Reg,n]. On obtient facilement wy, n,, =
Wn,m (k).

-
Les S, m représentent alors un nombre infini de fonctions propres correspondant a une
infinité de valeurs propres wy, ,, dépendant uniquement des valeurs prises par k. On

N
développe G en série de fonctions propres [17] :
=

.
G (k,y,2,0) = Y Com(k, 40, 20,0) S nm (K, y, 2) (A7)

n,m
En injectant (A.7) dans I’équation (A.4), on obtient :
. - T
—i Y (W = Wnm)Crind Smm = [1,1,1, 1,078, y6. (A.8)
n,m

On définie le produit scalaire suivant y, z :

N N 1 ra =
< Sn,mv Sh,j >:/ / Sn,m-Sh,jdde
0 JoO

avec — le complexe conjugué et . le produit scalaire vectoriel.

RN
En multipliant (A.7) par S*;, ;, on obtient :

—i ) (@ = Wnm)Crm < TS pm, Shy > =< [1,1,1,1,0)7.8, 4,002, S n; >
o (A.9)

= Fp j(k, o0, 20)

3si la direction est infinie par exemple pour un domaine infini ou semi-infini, il faut introduire une
transformée de Fourier ou on distingue k, de k. [17]

“les solutions ne sont pas toujours aussi simple, il faut mettre en oeuvre d’autres méthodes (par
exemple méthode de Galerkin/collocation avec polynéme Techebychev [17], FFT ...).
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ou S*j ; sont les fonctions propres de ’adjoint de l'opérateur —iwy, ;.1 + L . En effet
I'opérateur adjoint ° est défini par :

< (miwny I+ L).X,Y >=< X, (iwy5.1 + L*).Y >

avec L* est égal a 'opérateur IT ot on remplace © 8Cy e (—1)° fy e On a donc :

.

(iwpI1+L*).8%; =0

\
Gy con(hme) cos(ly)

hml :
) cos(hmz) sin(ly)
A. sin(hmz) cos(ly) (A.11)
hr
e sin(hmz) cos(ly)
n2h2 k241>
k2412

(A.10)

._.*>
S h,j(ka Y, Z)

cos(hmz) cos(ly)

avec | = %7& On peut alors calculer F} j, par exemple pour yg = 0 et zp = 0
(cela ne change rien au calcul mais cela simplifie I'écriture) on a : Fj j(k,0,0) =
Aihmkth?n® 4124k

k2412 )

=
Remarquons qu’ en multipliant (A.5) & droite par S*j; et le complexe conjugué de

=
(A.10) a gauche par S, ,,, on obtient la suite d’égalité suivante :

Wnm < I.Smm,S hj >=< L.S n,m,S hj >=< S nym,L .S hj >= Whj < S mm,I.S hj >

ce qui entralnent, en effectuant la différence du premier et du dernier terme de cette
suite d’égalité :

< 1.8 m,S"h; >=0si h#noumzj

Alors ’équation (A.9) donne alors les coefficients C), ., pour yg et 2o, en posant :

1 F’I’Z k7 )
Chnm(k, 90, 20,w) = 7 -’-m( z ) (A.12)

_ = -
onm=w) 158 S

:Zn,M(k’ymZo)

. . o
7 % * o nr  (nm)*+k*+l1
avec ' < 1.5%, m, S nm >= a/4'k2+12' Ra(FZ i)

Srappelons qu’un opérateur adjoint M* de M vérifie : < MX,Y >=< X,M*Y >
Sce qui se démontre par intégration par partie avec égalité des condition aux limites pour z et y
"pour a = 0, le produit scalaire est & redéfinir uniquement suivant z : < %, % >= fol * % .k dz ce qui

(nw)%+k>

= =
permet d’avoir < I.5% 5 m, S nm >= 1/2.2—; e
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Apres avoir résolu le probleme dans I'espace de Fourier, on revient & 1’espace physique
(x,t). En prennant la transformée inverse de (A.7) on obtient :

nm k y0720) = i(k.x—w.t
Glenat) = o > / | % By, 2)- 570 dodk (A13)

wnm—w)

avec Ly et L, des contours bien choisis pour cette intégration.

Le calcul de l'intégration s’effectue dans le plan complexe. Pour cela on ne prend en
compte que les poles de i(wn;_w) qui sont simples (fractions de polynoémes) et qui
sont obtenus pour w = wy, ;. Ces derniers (wp ) représentent donc 'ensemble (k,w)
qui vérifie la relation de dispersion (2.5) pour différents n et m : Dg(k,w) = 0 avec
® = [%,Ra,Pe, Reg,n]. Les poles sont alors décris soit par w = w(k) ou soit par
k = k(w). Le role des contours d’intégration est alors de prendre en compte ces poles
dans le plan complexe, en fonction de w (L) et en fonction de k (Lj) avec la condition
suivante : pour balayer I’ensemble des modes, les contours L., et L; doivent au moins

décrire | — oo, co[ pour w, et k.

Pour cette intégration et donc pour 'instabilité, il faut, selon les cas étudiés, distinguer
3 types d’analyse.

A.2.2 Analyse temporelle

g

0.75F

o5k

20F

-30F
-40 F

E 05F
-50 - F

60 | 0751

‘
Y

F1c. A.2 — exemple d’une branche temporelle w(k) € C, issue de la relation de dis-
persion, avec Ra = 51, Pe = 8, k € [—10, 10] pour a = 0 (structures 2D) et F = 0 (
Darcy)

Dans l'analyse temporelle, on impose : w € C (T.L) et k € R (T.F avec k; = 0), la
perturbation s’amplifie dans le temps mais de maniere homogene dans ’espace. Lorsque
k décrit Ly =] — 0o, oo[, comme les poles vérifient Dg(k,w) = 0, on en déduit une ligne
de pole w(k) € C appelée branche temporelle qui est fonction de Ra et Pe. Elle
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permet d’effectuer par la méthode des résidus et l’expression de w(k), le passage de
I L I L, & I 1, On donne un exemple de branche temporelle sur la figure A.2. Ainsi
si on souhaite au moins intégrer la fonction avec w,(k) de —oo & oo, on peut prendre
comme contour d’intégration L, =] — 0o, 00[. Mais la présence des poles particuliers
sur axe réel w;(k) = 0 (voir figure A.2) entraine la divergence de 'intégrale. On est
alors obligé de contourner ces pdles dans le plan complexe (w,,w;) ainsi que tous les
autres poles tel que w;(k) # 0. Il est donc nécessaire de prendre un contour L, passant
au dessus de tous ces pOles comme il est indiqué sur la figure A.2 et se refermant en
I'infini de la facon suivante :
— soit au dessus des poles, cela correspond & t < 0, comme on entoure aucun poéle, on
vérifie alors la condition de causalité soit E%, y,2,t) =0
— soit en entourant tous les poles, cela correspond a t > 0, seules les fréquences w, qui
ont des taux w; > 0, sont amplifiées
Il n’y a pas de limite a cette intégration, car w(k) n’a qu'une seule branche qui se trouve
toujours au-dessous d’un certain w; maximum, le calcul de 'intégrale est donc faisable
et ce quelque soit Ra et Pe.

A.2.3 Analyse spatiale

05

05

Fic. A.3 — Exemple des quatres branches spatiales k(w) € C issues de la relation de
dispersion pour Pe = 8 avec Ra = 51 > Ra. ([0, 0, A\, ¢ avec la ligne —) ainsi que pour
Ra = 30 < Ra, (ce sont les mémes branches mais avec la ligne — - —, par souci de clarté
nous n’avons pas rajouté les symboles) , w € [~168.7,168.7] pour a = 0 (structures 2D)
et F =0 ( Darcy)

Dans 'analyse spatiale, on impose : w € R et k € C (T.L), la perturbation s’amplifie
dans I'espace mais pas dans le temps. Lorsque w décrit L, =] — 00, o[, on en déduit
quatre lignes de poles distinctes (k7(w));j=1..4 appelées branches spatiales (figure A.3)
qui sont fonctions de Ra et Pe (voir les lignes —— pour Ra < Ra. et — pour Ra > Rac
pour Pe = 8 sur la figure A.3 ). Elles permettent d’effectuer par la méthode des résidus
et I'expression de &/ (w)), le passage de [, Jo, & Jo,-
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FiG. A.4 — pincement des branches spa-
tiales et contours convenable avec pour

Fic. A.5 — Branche spatiale pour Pe =
. » 8 avec Ra = 55 > Ray, w €
Pe = 8, le seuil absolu associé Ray = [—168.7, —168.7], a = 0 (structures 2D)

52135, w € [-168.7,168.7), a = O et F =0 ( Darcy), il n’y a plus aucun
(structures 2D) et 7 =0 contour convenable
( Darcy)

Pour les mémes raisons que précédemment (en inversant le role de w et k), on choisit
Lj comme il est indiqué sur la figure A.3 et se refermant en l'infini pour entourer les
branches spatiales de la facon suivante :

— soit sur le demi plan supérieur pour les x > 0, cela correspond a une instabilité se
développant dans le sens de 1’écoulement principal. En effet pour Ra < Ra. toutes
les branches correspondent a un état stable. Pour Ra > Ra. seules les branches qui
ont des k; > 0 et des k; < 0 sont a prendre en compte, ce sont les branches avec o et
O sur la figure figure A.3). En effet les instabilités se développent en e =i (voir (??)
avec w; = 0), ce changement de signe indique qu’elles se développent dans le sens des
x > 0 avec les fréquences k, pour lesquelles k; < 0.

— soit sur le demi plan inférieur pour les z < 0 cela correspond & une des instabilités
se développant dans le sens contraire a I’écoulement, qui sont stables car il n’y a pas
de changement de signe pour ces branches spatiales.

Néanmoins on ne peut pas toujours effectuer cette intégration. En effet il arrive que
les branches se pincent a Pe fixé pour un certain Ra : c’est le seuil absolu que 1'on
note Raa (figure A.4). Il est encore possible de trouver un contour convenable, mais
au dela de ce Ray on ne peut plus trouver de contours convenable prenant en compte
tous les poles et permettant de décrire k, €] — 0o, 00| avec un k; fini (figure A.5) : on ne
peut plus alors distinguer les branches pour > 0 et x < 0. On appelle ce processus, le
processus de pincement, pour lequel on observe un pincement des branches spatiales
intéressantes lorsque I’on augmente le parametre de controle, ici Ra a Pe fixé.
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F1G. A.6 — exemple de branches temporelles pour Pe = 8 et Ra = 45, a = 0 (structures
2D) et F = 0 ( Darcy), dans (w,,w;) obtenues avec les contours L1 = [—10+40.8...10+
i0.8] (en ... sur la figure), L2 = [—10 — ¢0.8..10 — i0.8] (en — - -— sur la figure) et
Lip = [-10—141.69..10 — i1.69] (en — sur la figure) et de branches spatiales dans (k,, k;)
obtenues avec les contours LY = [~158.2+i10.2...158.2+410.2] (en —— sur la figure),
L.» =[—158.2 —i4.25...158.2 — i4.25] (en — sur la figure )

A.2.4 Analyse spatio-temporelle

Dans I'analyse spatio-temporelle, on impose : w € C (T.L) et k € C (T.L), la perturba-
tion s’amplifie dans I'espace et dans le temps. Cette analyse mélange les deux dernieres
, mais elle est plus délicate car elle s’effectue pour tout (w, k) € C x C. L’espace C x C
est alors balayé par les contours d’intégration L, X L.

On se base sur la figure A.6 pour calculer de maniere équivalente 8 : f L. f I, €N exp-
rimant les branches spatiales k(w) & travers L, et [ L i) 1, €n exprimant les branches
temporelles w(k) a travers L. Pour cela, fixons Pe et Ra > Ra,, prenons un contour

quelconque Lo dans le plan (w,,w;) passant par w) : Lo =] — 00 +i.w), 00 +4.w)[ (en
... sur la figure A.6).
Ce contour décrit les branches spatiales dans le plan (k,, k;) en —— sur la figure A.6.

Entre ces branches spatiales, il est possible de trouver des contours qui puissent les
entourer et qui les prennent en compte pour l'intégration. En particulier nous avons
exhibé le contour L;1 (en ... sur la figure A.6) qui se trouve a la limite de la branche
spatiale et le contour L2 (en — - — sur la figure A.6) qui est quelconque.

Ces mémes contours L1 et L2 permettent a leur tour, de décrire des branches tem-
porelles dans le plan (w,,w;) : L décrit la branche temporelle en ... sur la figure
A.6 qui est exactement la branche temporelle passant juste en dessous de L o, et Lj2
décrit la branche — - — sur la figure A.6. Or comme L o passe au dessus de toutes ces
branches temporelles, elles sont prises en compte pour 'intégration. On en conclut que

.
8on doit pouvoir intervertir les transformations : G (z,y,z,t) = > nm ka S =

o Jog oy
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tous les poles en dessous de w? sont correctement pris en compte et ce pour un w? a

K3
priori quelconque.

Néanmoins lorsque le contour L o atteint un certain contour L,», les branches spatiales
correspondantes, se pincent (en — sur la figure A.6) comme dans l’analyse spatiale
sauf qu’ ici cela ne correspond pas au seuil absolu car Ra et Pe sont quelconques et
w! = F(wP) # 0. 11 existe alors un unique contour Ly» qui permet d’entourer la branche
spatiale dans (k,, k;) et inversement ce contour L permet de décrire 'unique branche
temporelle dans (w,,w;) (en — sur la figure A.6), juste en dessous de L,». Si on choisit
un contour en dessous L.», ’analyse n’est plus valable et on ne peut plus intégrer. Il est
donc possible d’effectuer le calcul de [ Li I L. a Pe et a Ra fixé, avec tous les contours

temporels se trouvant au dessus de Ly».

A.2.5 Estimation asymptotique

L’ analyse spatio-temporelle, est celle qui décrit de maniere complete 'instabilité dans
I’espace et le temps, ’analyse spatiale et temporelle apparaissent alors comme des cas
particuliers. Les calculs qui suivent sont développés pour ’analyse spatio-temporelle,
ils sont également valables pour les autres types d’analyse moyennant quelques adap-
tations.

On a décrit convenablement les contours d’intégration, il est alors possible de calculer
(A.13) par la méthode des résidus. En effet, pour les poles simples w(k) et le contour
L, judicieusement choisi, on obtient :

=_ b < i(kz—com.m (k).1)
G QWH(t);/Lk Zn,m(kvyOaZO)'Sn,m(kayaz)'e dk (A'14)

avec H(t) la fonction d’Heaviside. On peut calculer cette intégrale de maniére asymp-
totique pour ¢ devenant grand , en appliquant la méthode du col (]20], [10], [3]) pour
les intégrales du type :

() = —% / (0)e @ da

L’onde susceptible d’apparaitre pour ¢ grand, est celle pour laquelle la phase est con-
stante : kx —wy m(k)t = constante et ce Vk. En effet, pour un rayon z/t fixé, il existe un
nombre d’onde particulier k7, ,,, qui vérifie la stationnarité de la phase. Soit en dérivant
la phase par rapport a k :

ok

avec V' la vitesse de transport du mode k;, ,,, (ou encore appelée vitesse de groupe du
mode k;, ,,,). La condition de Cauchy des fonctions holomorphes [20] s’écrit en séparant
partie imaginaire et complexe :

V= awn,m(k;,m) . %

9si cela n’est pas possible il faut alors recourir & une intégration numérique dans le plan complexe
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0w (kpm) _ Owr™ (ki) _
P 4 (A.15)
g e =0 (A.16)

avec Wp;m = wr' " +iw"" et ki, = k3" + ik, obtenus pour chaque m et n par
Do (K}, s Wnm (K, 1)) = 0. A la vue de ces relations on en déduit que I'on calcule la
fréquence wi™ et le mode k), ,,, suivant le rayon 2/t, tel que le w;"™ associé, soit le plus
important parmi les k, possibles. La phase associée va alors dominer l'intégrale. En
réécrivant le systéme sous une forme plus contractée, kY = est donnée par la relation

suivante : 7
awn,m(k;,m) =
De (kpy s wnm (K ) =0 (A.18)

qui peut-étre résolu numériquement par un algorithme de Newton-Raphson. Ainsi, a

condition que l'on puisse trouver Lj qui entoure le point Ay, ,,, on obtient pour un

temps grand, en retenant que le premier terme du développement asymptotique :

iT * < * i(kE r—wk 1)
Glr,y.zt) ~ ‘3 Znm (K> Y0, 20)- S (s Y, 2) 70 (A.19
— X Y8 dQWn,m k'* \/%
x /[t fixé n,m k2 ( n,m)

avec Wy, m = Wnm (K7, )-

Au regard de (A.19), la fonction de Green se présente au temps long, sous la forme
d’un paquet d’ondes dans le plan (x,t) et suivant chaque rayon z/t, celui-ci est dominé
par un mode associé a k, ,, calculé par (A.15)-(A.16). On peut réécrire le paquet pour
un mode particulier, en séparant la partie imaginaire et réelle :

ei(k;‘l’mx—w:’mt) _ eta(k;‘%m)'ei(k:ﬁ;m.x—wf‘m(k;’m).t) (A20)
avec o(ky, ) = (w?m(k;’;m) — k™. %) ol o(k;, ) représente le taux de croissance du
mode £k, ,, suivant le rayon x /t. L’ étude du paquet 5, se réduit finalement a I’étude
de I’étalement de la perturbation dans le plan (z,t). Suivant chaque rayon x/t, le
mode £y, ,,, associé au taux de croissance o, est amplifié si o(k;, ,,,) > 0.
Nous présentons le comportement des perturbations dans le plan (x,t) a partir de
I'étude de o sur la figure A.7 pour n =1 et m = 0 (cas 2D).
remarque :
— On s’intéresse au mode le plus bas c’est a dire : n = 1 pour z et pour y, on s’intéressera

a chaque mode.

— si au lieu d’un dirac g), on prend une perturbation quelconque 7(3:, t) comme terme

10

source, la réponse du systeme s’obtient par le produit de convolution avec la

0définie par (f = h)(z,t) = [ [ f(x —u,t —v)h(z, t)dudv
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e
fonction de Green f x (G, dans le cas ou cela est calculable. On pourra consulter
[50] dans le cas d’une réponse du systeme a une fréquence de forcage wy en un point
particulier (f(z,t) = d(z)H (t)e™s), on y donne une estimation asymptotique.

A.3 Complément a I’ étude cinématique

@ (b) ) () ) (d) (e)
régime stable seuil convectif instabilité convective seuil absolu instabilté absolue

[¢) g (o} o a

,X/[ c

X

Fic. A.7 — exemple de taux temporels o(k,) pour m = 0 (cas 2D) en haut pour
Pe = 8 avec (a) Ra = 35 < Rae, (b) Ra = Ra. = 39.53, (c) Ra. < Ra = 45 < Rap,
(d) Ra = Raa = 52.135, (e) Raa < Ra = 60 (la ligne épaisse - met en évidence les
o(ks) > 0) avec les perturbations associées, dans le plan (z, t) en bas limité spatialement
par le front lent V_ et rapide V,

Nous détaillons ici les principales caractéristiques de 1’étude cinématique du paquet
d’ondes 6’) a partir des parametres de controle (Ra, Pe) et de la valeur du taux de
croissance spatio-temporel o suivant chaque rayon x/t. Pour l'illustration des différents
régimes, nous avons tracé o et la perturbation associée sur la figure A.7. On se restreint
ici au mode m = 0 (cas 2D) et a n = 1 (mode le plus instable suivant z), on peut
transposé les différentes conclusions pour chacun des modes m # 0,n # 1 (additivité
des modes voir la somme sur n,m (A.19)) et on note : k* = ki 5, w = w1 0.

A.3.1 taux maximal

Quelque soit Ra a Pe fixé, le taux de croissance o est négatif pour Ra < Ra. et devient
positif pour Ra > Ra, et ce sur une certaine largeur de bande de rayon z/t. Il possede
un maximum Op,qz, qui est obtenu pour :

0o (k*)
=0=k*=0 A.21
ce maximum op,q, correspond donc un k.. tel que k;mm = 0, ’analyse temporelle

est alors pertinente dans ce cas, avec o = wi(kl, ,0)-



146 Instabilités Convectives / Absolues

A.3.2 seuil convectif

11 correspond au premier point pour lequel 0,4, = 0 (point noté C sur la figure 2.10-
(b)), il est obtenu a Pe fixé pour Ra = Ra.(Pe). Le mode correspondant k. n’est ni
amplifié ni atténué, il est calculé par :

kic =0 et wi(kc) =0
Omaz = 0=
kre = ke et wyp(ke) = we = k.Pe

ou l'indice . désigne le seuil convectif : le paquet d’ondes se réduit & une onde monochro-
matique qui ne s’amplifie pas et ne croit pas mais est susceptible d’apparaitre en premier
lorsque 'on augmente le parametre de controle (Ra) a partir de 1’état de conduction.

A.3.3 régime convectif

Les perturbations croissent sous la forme d’'un paquet d’ondes inégalement amplifié
mais néanmoins centré autour du point G qui posseéde le taux maximum o, (voir
figure 2.10) avec une vitesse de groupe Vi = Pe appelée la vitesse de groupe du
paquet d’ondes et une vitesse de phase V, = Pe. Comme ce point G a un taux
de croissance maximum o,,q., le mode kg est obtenu obtenu par (A.21) et 'analyse
temporelle est alors pertinente.

Néanmoins pour le reste des modes k* € C et w* € C, une analyse spatio-temporelle est
nécessaire pour étudier I’ensemble du paquet d’ondes. Il est notamment limité par les
ailes du front arriere V_ et avant V. correspondant a 1 taux de croissance nul (o = 0).
Les 2 ailes ont une vitesse négative, le paquet se développe dans le sens de 1’écoulement
mais il disparait pour 'observateur lié au repere du laboratoire.

En régime convectif, lorsque le systeme baigne dans un bruit ambiant, il amplifie les
composantes spectrales du bruit et ce de maniere exponentielle suivant chaque rayon
x/t. Le mode k.. correspondant & o, sera donc le plus amplifié et susceptible

max
d’apparaitre majoritairement au sein du milieu.

A.3.4 seuil absolu

Il correspond au premier taux o = 0 pour lequel la vitesse du front arriere V_ = 0 c’est
le point A sur la figure 2.10-(d). il est obtenu & Pe fixé pour un certain Ra = Ra“(Pe).
Le mode correspondant k4 est calculé par :

oc=0et 8—“’(/@A):0;xw;4=o (A.22)
ok
avec la condition nécessaire que les branches spatiales intéressantes, se pincent. L’anal-
yse spatiale est alors pertinente. Ce mode a la particularité d’étre observé tout le temps
par un observateur lié au laboratoire alors que le reste du paquet s’étale et quitte le
domaine.



Complément a I’ étude cinématique 147

A.3.5 régime absolu (théorie linéaire de I’instabilité absolue)

Au dela, lorsque Ra > Ra 4 le paquet se développe dans les 2 sens de 1’écoulement (voir
figure 2.10-(e)). avec des vitesses de front arriere V_ > 0 et avant V. < 0. Il y a donc
une partie du paquet qui remonte 1’écoulement principal vers I’amont.

Ainsi lorsque le systeme baigne dans un bruit ambiant, il amplifie toutes les com-
posantes, et en particulier le mode k7, . correspondant au rayon x/t = 0 qui est amplifié
avec un taux o(k’,.) = wi(kZ ) > 0. Il est obtenu quelque soit Ra > Raa & Pe fixé

par :

0w ey (A.23)

0= %( abs

avec la condition que les branches spatiales en ce point respectent le processus de pince-
ment. Ce mode k7, reste tout le temps observé dans un repere lié au laboratoire alors
que le reste du paquet quitte le domaine observé, a droite et a gauche. L’observateur
lié au laboratoire ”voit” donc le systeme comme un oscillateur avec un unique nombre
d’onde k2% et une unique fréquence w3,

On peut résumer ’ensemble des caractéristiques des différents régimes sous la forme

d’un tableau (voir tableau A.1 ) .

seuil convectif | régime convectif seuil absolu régime absolu
valeurs des VPe VPe,VRa avec VPe VPe
parametres | Raq(Pe) Ray > Ra > Ra, Ra(Pe) VRa > Raa(Pe)
domaine kceR kg e R kaeC ko, €C
de définition | w, € R wg € C wqg €ER waps € C
stationnarité g‘,:: (kg) =0 g‘,::( s) =0
de la phase | %2=(ke) = Pe | 9=(kg) = Vo = Pe | 322(ka) =0 | $2=(kky,) =0
taux de
croissance Omaz = 0 Omaz > 0 o(ka) =0 o(klys) >0
type d’ temporelle spatiale + spatio-temporelle
analyse (marginale) temporelle pincement -+ pincement

TAB. A.1 — résumé des différents régimes et des différentes caractéristiques associées,
”pincement” désigne le processus de pincement

remarque :

Nous avons montré, lors du calcul de la fonction de Green, que les modes sélectionnés k*
sont obtenus en résolvant le systeme (A.17) et (A.18). Or une condition supplémentaire
est que ’on puisse trouver pour chaque mode, un contour temporel et spatial qui soit
convenable afin d’effectuer ’analyse spatio-temporelle.

Pour illustrer cette condition, nous avons tracé en régime absolu (Ra > Ray) , sur la
figure A.8, les modes k, k7, w;,w! en fonction des rayons z/t pour lesquels les lignes
épaissies correspondent a un taux de croissance o > 0. On en extrait par exemple, deux

modes particuliers £} et kj associés aux rayons x/t = 3 (mode se développant dans
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la région aval de ’écoulement des = > 0) et x/t = —3 (mode se développant dans la
région amont de ’écoulement des = < 0).

Sur les figures A.8-(a)-(b), nous avons tracé les contours d’intégration trouvés ainsi que
les branches temporelles et spatiales associées aux modes k3 et kj. Pour le mode £}
sur la figure A.8(b), les contours sont Ly =] — oo +ik;y,00 + ikj;[ et L1 =] — oo +
zwf 1,00 + zwj 1[; ils décrivent bien les branches temporelles et spatiales respectivement
et ils entourent bien wj, k] respectivement, correspondant a la région x > 0. On a le
méme raisonnement pour le mode k3 dans la région x < 0 a partir de la figure A.8(a).
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Fic. A.8 — exemple de mode k* avec Pe = 8 et Ra = 61 > Ras = 52.135, pour lesquels o > 0 (lignes épaissies), on a tracé
en haut k7, k¥, w;,w! en fonction des rayons z/t. On a extrait deux modes particuliers k] et k3 pour lesquels on a tracé sur

les figures (b) et (a) en bas, les branches spatiales et temporelles ainsi que les contours d’intégration L1, Ly2, L1 et L2

6V1
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Annexe B

Obtention des équations
d’amplitude

Soit le systeme adimensionné suivant :

V.(1+ FIV||) + VP - RaTe. =0

68—1;4—17-§T—AT:0 (B.1)

=

V-V=0

avec les conditions aux limites suivantes :

V.é,=0 et T=1quand z=0

V- =0 et T=0quand z =1

~ oT

V-ég=0¢e ——=0 quandy=0
Ay

~ oT
éy=0 et —=0quandy=oa
Ay

7
/ / u(zx,y, z,t)dzdy = a.Pe

Un calcul analytique de la solution exacte non linéaire du systeme a Ra et Pe fixé est
généralement impossible. Néanmoins l’approximation linéaire (voir chapitre deux) est
rigoureusement valable au seuil convectif. Ce seuil critique délimite la frontiére entre un
état de base stable et instable. Juste au seuil, la solution de conduction perd sa stabilité
au profit d’une structure sous la forme d’une onde monochromatique avec un nombre
d’onde k., et une pulsation w. précis, mais avec un taux de croissance nulle. Au dela
de ce seuil, les perturbations se développent de maniere exponentielle, et 'hypothese
d’une petite perturbation n’est rapidement plus valable, les effets non linéaires jouent
alors pleinement leurs roles.

151
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Pour rendre compte de la physique du systeme, on doit alors se contenter de chercher
un développement de cette solution suffisamment pres du seuil, sous la forme d’ une
équation régissant l'amplitude des structures dont les propriétés varient lentement
dans 1’espace et le temps. La classe des équations utilisées dans ce probleme est
I’ équation de Ginzburg-Landau [4]. Cette équation modele relativement simple par
rapport aux équations d’origine, décrit la dynamique du systeme avec des coefficients
propres au systeme étudié mais sa forme reste universelle : elle est la méme pour
différents systémes ayant les mémes symétries (translation, rotation ...).

Nous allons dans un premier temps calculer les équations d’amplitude linéaires du
systeme puis dans un deuxieme temps les équations d’amplitude non linéaires du
systeme au voisinage du point de codimension 2 o les structures R.L et S.0.3D existent
simultanément.

B.1 Partie linéaire de I’équation d’amplitude

Au chapitre deux, nous avons montré par une analyse de stabilité linéaire de la so-
lution de conduction, qu’il existe 2 types de structures susceptibles de se développer
simultanément au seuil convectif correspondant au point de codimension deux (Ra. =
Ra}, Rexg = Pej;) : les R.L (avec w)=0 et k} = 0) et les S.0.3D (avec w} # 0 et
kX # 0) et ce quelque soit la valeur de Pe. Par exemple la perturbation w par rapport
a la composante verticale de la vitesse W s’écrit au seuil critique sous la forme :

w = AgelFe 77w t) cos(ly) sin(r z) + By cos(loy) sin(r z) +C.C

~
rouleaux 3D rouleaux longitudinaux
oll
o [ =Dy
o [n=
0= s

a
o w! k! € R sont évalués au seuil convectif, w) = Pek}

et C.C représente le complexe conjugué de toute I’expression, dans la suite on omettra
le complexe conjugué. Lorsque nous nous éloignons du seuil tout en restant dans son
voisinage, on peut décrire la dynamique de la structure par de petites perturbations
synonymes de lentes variations de I'amplitude autour de ’onde porteuse soit :

w = Agell(Fke) z=(w=wi)t) gilke 2=wit) ¢og(ly) sin(r 2) + Byeitkie—wht) cos(loy) sin(7 2)
=A(z,t) —ba@yt) =B(xt) —5 (w92

avec w,k € C (il y a donc amplification ou atténuation ainsi qu'une modulation ) et
w’, k¥ purement imaginaire (c’est & dire que I'on autorise uniquement une amplification
ou une atténuation des R.L).

Au voisinage du seuil, la perturbation s’écrit sous la forme d’un paquet d’ondes, somme
de modes de Fourier e¢/*=«t) On peut alors effectuer un développement limité des
modes autour de I'onde porteuse pour chacune des structures R.L et S.0.3D .
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B.1.1 Partie linéaire des S.0.3D

En effet, au voisinage de (k},w}) du point critique (Ra}, Re},), w et k sont reliés par la
relation de dispersion Dp, g, pe mapr |(w, k) =0 = w = w(k), on en déduit alors :

ow 1 9%w

vt o] BRI TS e,

ow ow
k—k)?+ —— — Ra}
( )+ ORa C(Ra Rac) + ORek |,

(Rex — Rey) +..(B.2)

avec l'indice . indiquant que l'on a évalué les dérivées au point critique. De plus on
a gardé dans cette expression les termes de degré le plus élevé et du méme ordre :
Ra — Ra} et Rex — Reje est du méme ordre que (k — k})? et w — w, les termes croisés
sont de degré plus bas. Comme au voisinage du seuil, Ra — Ra} est petit, alors k — &,
et w — w! sont petits et on en déduit que :
la longueur k%I::g et le temps uﬁ—’;c caractéristiques de la modulation et de
Pamplification de ’amplitude A sont respectivement, trés grande devant
la longueur i—g et tres lente devant le temps i—g, caractéristiques de ’onde
porteuse .
En multipliant B.2 par ¢4 ! et en prenant la transformée de Fourier inverse on obtient
I’équation aux dérivées partielles suivantes :

A | dw| DA _i Pw| PA ([
ot " Ok|, 0z 2 0k?| 022 '\ ORa

(Ra — Ra}) +

c

% (ReK — ReK)> A

[

on retrouve la partie linéaire de ’équation (B.21) pour A avec les coefficients (B.22).

B.1.2 Partie linéaire des R.L
De méme pour les R.L, avec k = 0 et w = 0 au point critique Ra}, Pe*, on peut écrire :

9’B . Oow ow
. 0x? “\ 9Ra ORey

(Ra — Ra}) +

[

OB  Ow| 0B _ i 0w
ot Ok|, 0z 2 Ok?

(Rekx — Re*K)> B
(&

on retrouve la partie linéaire de I’équation (B.21) pour B avec les coefficients (B.22).
Ici (k:L )2 et w” sont de l'ordre de Ra — Ra, c’est & dire qu’ils sont tres petits, 13 aussi
I’amplitude évolue lentement en temps et en espace, les R.L étant indépendants de x
et t au seuil convectif.

L’étude spatio-temporelle de la relation de dispersion (voir chapitre deux et ’annexe A)
montre qu’au dela du seuil Ra., on sélectionne une bande de k et de w correspondant
a un taux de croissance positif. Ici la partie linéaire des équations d’amplitude n’est
qu'une approximation de la relation de dispersion au voisinage du seuil. Elle reflete
cette relation loin du seuil critique autant qu’une droite tangente basée sur la dérivée
d’une fonction en un point, ne reflete cette méme fonction au dela du point.
L’approximation linéaire au voisinage du seuil critique, reste valable tant que ’ampli-
tude est faible or si une amplitude se développe exponentiellement, il est alors nécessaire
de prendre en compte les non linéarités.

1 4 étant la tranformé de Fourier inverse de A
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B.2 Equations d’amplitude non linéaires

B.2.1 Développement multi-échelle

Pour cela, il faut pousser plus loin le développement limité de la vitesse 17, la température
T et la pression P par rapport a I’ analyse linéaire de la solution de conduction
(Vo, To, Po). On effectue un développement limité a 'ordre trois des grandeurs :

Pe U1 U2 us

— 0 v v v

V= te- | Ml Al P
0 w1 w9 w3

T:T0+€T1+€2T2+€3T3+...
P=Py+eP, +e’Py+e3Ps + ...

ol € < 1 mesure les ordres de grandeurs. Au voisinage du point Ra}, Pe* on prend :
Reg = Rele + €?Re3 +... et Ra= Ra} +<*Ray + ...

avec Re%{, Ragy de ’ordre de un en €. La justification de cet ordre s’effectue a posteriori.
En effet, si I’écart au seuil critique était de I'ordre de ¢ alors en développant les équations
et en appliquant ’alternative de Fredholm a ’ordre deux on obtiendrait une divergence
de la solution (voir (B.15)) .

Substituons maintenant, dans (B.1) les variables z = 2/ et ¢ = ¢/, alors toutes les
grandeurs f (V,T, P) du systéme (B.1) se réécrivent f(x,y,z,t) = f(2/,y, 2,t') et donc
le systeme (B.1) dépend donc maintenant des variables z’,y, z,t' 2.

La longueur et le temps caractéristique des variations lentes de 'amplitudes sont du
méme ordre de grandeur que v/ Ra — Ra. et Ra — Ra. respectivement, on introduit les
variables lentes en temps 71, T2 et en espace X au coté des variables lentes z = 2’ et
t=1t:

m=c-tetm=c?t
X =ex

Les amplitudes dépendent donc des variables lentes soit :

Al ) = A(X, 11, m)
B(x',t') = B(X,71,m)

on cherche donc les solutions par exemple pour la vitesse verticale wq, sous la forme :

wl(xlvyv Z,t/) = A(Xa 71, 7—2)'¢A(x7y> th) + B(X7 71,72)-¢B($,y, 2 t)

2ce sont les mémes variables, on les introduit juste pour le moment pour faire apparaitre le change-
ment de variable par la suite et ne pas avoir a trainer les ’ dans les calculs
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on découple ainsi les phénomenes rapides ¢4 g (les ondes porteuses) et lents A, B (les
amplitudes). Puis on effectue le changement de variable en temps t' — (t,71,72) et en
espace ' — (X, x), les dérivées temporelles et spatiales se modifient en :

ot ot o 019
o 0 9
9 _90 9 B.3
o0 or @ Cox (B.3)
B L

(022~ 022 ' Cox2 T “oxox

La correction quadratique de Forchheimer devient par approximation, en rappelant que
Reg = FPe:

2,2
S _ D 2 wy + vy
FIVII =Reje + e+ | FFR
————

ai

+R€%<—|—.7:U2 + ...

L |y g () e (et et
Rej, 2(Re3,)

b12

En introduisant le développement des variables en ¢, les changements d’échelles, et
la correction linéarisée de Forchheimer dans le systéeme (B.1), on obtient au final un
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développement limité du systéeme (B.1) autour de la solution de conduction :

(u353 + use? + ule) (1 + Rej +eur F + &2 (]—'a1 + Re% +fu2) +3F (ug + b12)) + .

oo+ (Pe + PeRe} + sul(Re;( + SZRe%() + &? ((RE*K + E2R6§()H.1 + PeRei( + (Re} + szReg()uz) + ES(RE;( + €2Re§<) (usz + b12)) + ...

+ 2pes s 2p2y Op +8P+<6P3+3P2+6P+8P> 0
—_— € —_— & —_— € —_— € D € —_— £ o £ e =
oz ° oz ° oz oz ° ax ' *® ax ° ax T ax?
3 2 « 2 2 3 d 3, 0 2, 0O <)
(1}35 + voe +v15)(1+ReK+su1.7:+s (.7-'a1+ReK+7:u2)+5 F(u3+612))+—P35 + —Pse” + —Pie+ —Py =0
dy dy oy dy

5 3 d 2 2] 2] 1]
(wgsd + w252 +wla) (1 + RE*K +€u1.7-_+€2 (.7-_0,1 + Rei( + .7:11,2) + Edf(u3 + b12>) + ;Pgsd + aPQEZ + EPIE + EPO - ...

... — (Ra’ + % Ray) <T353 + Toe? + The + T(]) -0

BT3+6T2+8T+8T+(8T3+8T2+8T+6T)+2(6T3+3T2+8T+0T)+
—_— € —_— £ —_— € —_— & —_— € _— 1> _— € _— € _— £ _— 1> _— 14 _—
ot ® ot 2 at 1T o 0 ar; ar; 2 or; T o 0 oy o oy > ors T T ar, ©

4+ (ugas +uge? fuje + Pe) (3T353 + iT252 + iTle + iTo +e (iTges + iT252 + iTle + in,)) 4.
oz oz oz oz oX X oX X

.+ (U3€3 + v2£2 + vle) (3T353 —+ 3T252 —+ 3Tls —+ 3To) —+ ('lU363 —+ w2£2 + wls) <3T353 + ngsz —+ nge + zT0> — ...
Oy oy oy oy Oz Oz Oz Oz

P s P P P 9 s O e O O 0 s O O 9
dx2 dx2 dx2 dx2 oy? oy? dy? dy?2 922 922 922 922
2( 2 Ty + o2 Tye? + o Tie + o T, 2 o2 Tged + o2 Tye? + o2 Tie + o2 T 0
.— € € € D IS5 —_— — & € € € =
oxz 3 axz 2 axz 1" T ox2 0 X0z oXox oxox ' 8ax0z °

1] 3 5] 2 1] 5] 5] 3 1] 2 5] 15} 5] 3 5] Py 4]
—ugze” + —uge” + —uje + —Pe+ ¢ (—ugs + ——uge +—u15+—Pe) + —wv3e” + —vge” + —v1e+ ...
ox ox ox ox oX o0X o0X o0X oy oy oy

+ g+ Lape? 4 2 0
— W3€ — W& —wil€E =
Oz 3 9z 2 dz !

Au final, en égalisant les termes du méme ordre tout en s’arrétant & ’ordre 3 en ¢, on
obtient le systeme itératif d’équation aux dérivées partielles linéaires suivant :

Ko(up, v, wo, To, Pp) =0

(u1,v1, w1, T1,P1) =0
—_—

’LL2,’U2,'UJ2,T2,P2) = SMQ

K

K(
—

K (u3, vs, w3, T3, P3) = SM3

avec K le systeme de la solution stationnaire (solution de conduction), K un systéme

—
d’équation aux dérivées partielles linéaires et SMq 3 représentant les seconds membres
—

qui contiennent les non linéarités provenant respectivement de 'ordre 1 pour SMs et
——

de 'ordre 1 et 2 pour SM3 . On résoud itérativement ordre par ordre ce systeme : la

solution a ’ordre 1 est la solution homogene de K, puis la solution a l’ordre 2 et 3 sont
des solutions particulieres de K.
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B.2.2 Ordre O

A Tordre 0 en ¢, on retrouve la solution de conduction est la solution :

ug = Pe
Vo = vo =0

w():O
T():l—z

Py = Ra} (z—1/22%) — Pe(1+ Rej;) x + cste

avec z € [0, 1], z décrit la longueur du domaine.

B.2.3 Ordre 1
B.2.3.1 Equations

En remplagant les termes d’ordre 0 par leur valeur et les injectant dans le systeme
linéarisé on retrouve les équations linéaires, a 'ordre 1 :

0
Kl(ul,vl,wl,Tl,Pl):ul (1+2R6%)+8—P1 =0
x
0
K?(uy,vi, w1, Ty, Pr) = vy (1+R€*K)+8—ypl =0
0
Kg(ul,vl,wl,Tl,Pl) = w1 (1 + Re’}{) — Ra: T + &Pl = QB.4)
9?2 0 0?2 H? 0
K* T\,P)=-w —=—T1+=T1 — =T — —T1 + Pe—T, =0
(ur,v1, w1, Th, Pr) = —wy 921t 50 a2 T g2 L+ Peg T
0 0 0
K5(ulavlaw17T17P1):&wl"i_a_yvl"i_%ul =0

Il s’agit donc de résoudre ce systeéme d’ équations aux dérivées partielles linéaires sans
second membre : on cherche donc la solution homogene de K. On peut réécrire K sous
forme matricielle :

(1.0, + L).G1 =0 (B.5)
——
=K
avec
00000 u
00000 vy
I=]100000|,Gi=] w
00010 T,
00000 P,
(1+ 2 FRes) 0 0 0 Oy
0 (1+ Re3,) 0 0 8,
L= 0 0 (1+ Ret) —Ra* 0.
0 0 ~1 Ped, — A 0
Oy d, 9, 0 0
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a2 2 2 . . . N
avec Oy, = %, et A = % + g—yg + %. On introduit I'espace des solutions > E ot u; € F

et Gy € E®, K est alors un opérateur aux dérivées partielles linéaires de E® — E°

B.2.3.2 Solutions

—
La solution G'1 du systeme (B.4) a déja été obtenue et discutée a partir du systéme
(2.2) du chapitre deux, mais ici on restreint au point de codimension deux. On a par
exemple :

B(X')Tl?T?)

wy = A(X, 11, 7)e!Fe 779 ) cos(ly) sin(r 2) + 5

cos(loy) sin(7 2)

c’est a dire que les solutions proposées sont composées de produits et sommes de terme
en :

{ei'"l'(k:x_wzt) , cos/sin(naly), cos/sin(nsloy), cos/sin(nsmz) } es (B.6)

avec ni,ng, n3,ng € [—1,1] et entier. (B.7)

avec le sous-espace S C E des fonctions périodiques 4 avec K : §° — S°. La résolution

du systeme (B.5) se résume a résoudre un probléme aux valeurs propres, en effet en
remplacant 0; par —iw} on obtient :

— —
iw:.Gl :L.G1

_
ol iw* et Gy € S° sont appelés respectivement les valeurs propres et les fonctions
propres du systeme. Les fonctions propres sont donc de la forme :

uy 1 etFe 2= t) cos( 2) cos(ly) uy,2 cos(m z) cos(lp y)
_ vy 1 etke 2=wet) cos(m 2) sin(ly) v12 cos(m z) sin(ly y)
G1= | wyye*er=wcDsin(r z) cos(ly) | + | wig sin(m2)cos(lpy) | +C.C
Ty efke==wet) gin(rr 2) cos(ly) Ty 2 sin(m z) cos(lp y)
Py etk 2=wet) cos(m 2) cos(ly) P 5 cos(m z) cos(lg y)
ap -3l

3F = C>(Q,R) est 'espace des fonctions continues et une infinité de fois continiiment différentiables
d’un ouvert Q C R* dans R, avec (z,y, 2,t) € Q =] — 00, 00[.[0, a].[0, 1].[0, T]
1S = C*(Qs,R) avec le compact Qg = [— %, 771.10,a].[0,1].[0,2%]. Par périodicité, les termes

(B.6) sont égaux (voir nuls) sur bord du domaine Qg
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, = . s s , , N 3D =
Résoudre K.G 1 = 0 revient a résoudre séparément les systemes K.G 1" =0et K.G| =
0. En résolvant ces systemes équivalents pour les amplitudes, on obtient :

( w = ik A(X, 71, 72)m (1 + Rej,)

" (2Rej +1) 12+ (k2)? (1 + Rej)
o= — A(X, 1, )Tl (2Rej + 1)

’ (2Rej + 1) 12 + (k2)* (1 + Rey)
wy = A(X, 11, 72)
 AX, T, m)
g
P - CAX 7, m)m (1+ Reg) (2Rej +1)

Tia

’ (2 Rese +1) 12 + (k2)* (1 + Re)

up g =0
B(X, 11, m2)m
Vg =——"—"27
1,2 2
B(X)7—177—2)
Wy = ——F7— -
2
T o B(X7T177-2)
1,2 2(7T2+l02)
B(X, 7, m)m (14 FPe¥)
Po=—

21,*

On peut donc réintroduire ces termes dans le systeme et extraire I’équation 'ordre 2

en e.

B.2.4 Ordre 2
B.2.4.1 Equations

En remplacgant les termes d’ordre 0 et 1 en € par leurs valeurs et les injectant dans
I’équation on obtient a 'ordre 2 en € le méme systeme qu’a 'ordre 1 mais avec un
second membre exprimé a partir des termes d’ordre 1 et en € :

KI(UQ,'UQ,U)Q,TQ,PQ) = — (.7: (U1)2 +Re§<a1) —
K?(ug, v, wa, Ta, P2) = — (v1.Fuq)
Kg(UQ,UQ,'LUQ,TQ,PQ) = - ('U)lfUl)

0?2 0
K* Ty, P) =2 ——T) — —

(ug2, v, w2, Ty, Ps) X0z o,

0

K°(ug, vz, w2, Ta, Ps) = “ax !

0
ax i Re? Pe
ng — Pe iTl — ulng — vlng

0X ox oy

On néglige les termes en F < 1 on obtient le systéme suivant :

0X
K?%(ug, v, wa, Ta, Py) =0
=0

K3(ug, va, wa, Ta, Py)

0

K®(ug,va, w2, Ta, Py) = X

0
Kl(u27U27w27T27P2) - _—Pl — RG%PG

- 0
4 T, Py) =V, -VT} +2 —T, —
K* (ug, v2, w2, Ty, Py) Vi-VT1 + ox0z ' " or X

(B.8)

a T1 —PeiTl
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ou Vi = (uq,v1, wl)T. Le second membre agit comme un terme source pour 'opérateur
K par rapport a la solution homogene.

B.2.4.2 Solutions a orde 2

—
Si on note le second membre sous la forme d’un vecteur SMo ainsi que la solution
a
Gy = [UQ,UQ,WQ,TQ,PQ]T (oit T est la transposée), le systeme (B.8) s’écrit sous la
forme :
— —
K.Gy=SM>,
. . . % . . CRN
il suffit de calculer explicitement SMs et de chercher les solutions particulieres du
—
systeme. Celles-ci étant tres longues, on ne les a pas écrites. Néanmoins G9 comme
s
S My, sont composées de produits et de sommes de terme en :

{ei'”l'(k:x_“’:t), cos/sin(naly), cos/sin(nsloy), cos/sin(nymz), Re%(} es (B9

ni,n2, N3, g € [—2,2] et entier (B.10)
et les amplitudes dépendent de A, gﬁ, gf ..., en n’oubliant pas les C.C. Les solutions

du type (B.9) contiennent les fonctions du type (B.6) mais également leurs premiéres
harmoniques, elles décrivent donc des structures plus petites.

B.2.4.3 Alternative de Fredholm

Or dans le systeme (B.8), il faut imposer une condition au second membre : ’alternative
de Fredholm. Pour cela introduisons le produit scalaire ® pour deux fonctions f,§ €

L?(S9) :

< f,G>= fg—/wc/kl//ffcy,zt G (z,y, 2 t)dy dz dz dt
Qg —

avec %, représente le complexe conjugué de x
On définie K*, 'adjoint ¢ de K & partir du produit scalaire, par :

V(f,§) € HX(S%) < K.f,§>=< f,K*.§ > (B.11)

avec H?(S%) C L%(S®). On remarque que les fonctions composées de sommes et de
— —
produits du type (B.6), (B.9) sont dans H?(S), et donc SMy € H?(S%) et G € H?(S?).

Sdéfinit sur I'espace de Hilbert L?(S®) = {fe S5/ Flla=< o f >Y%< oo} et quotienté par les

fonctions nulles presque partout , les fonctions intégrées ont donc du sens.

Sdéfinie sur Despace H?(S®) qui est Despace de Sobolev définie par H™(S®) =
{ve L*(S®) et |a] <m,D% € L*(5°)} avec a le multi-indice, on prend ici m = 2 et donc D* désigne
toutes combinaisons des dérivées 0., 0y, 0, mais de degré 2 au maximum, en effet 'opérateur K contient
des dérivées premieres et secondes qui doivent avoir du sens lorsqu’on les integre par le produit scalaire
et dans ce cas K : H(S%) — H?(S®)
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On en déduit Vi € ker K* = {# € H2(S?)\K*.# = 0}, ’alternative de Fredholm
— _
ou théoréme de Fredholm [84] par projection de SMy sur K :

—_— = — - — -
< SMsy,h>=< K.Go,h >=< G, K*h >=10 (B.12)

¢’ est a dire que le second membre ST/[ o est orthogonal a ker K*. On peut le comprendre
comme ceci : quand on calcule explicitement ST/[ 9, ce dernier comporte des termes
composés du type (B.9) qui jouent leur role de terme source et qui vont ”exciter” le
systeme a certaines fréquences. Or certains de ces termes sont composés de fonctions

5
du type (B.6) c’est a dire des termes de la solution homogene G?D’”. Dans ce cas, ces

D

. , =3 . .
derniers vont entrer en résonance avec G| et la solution va diverger tendant vers

I'inifini , il est donc nécessaire de les annuler.

On peut calculer explicitement ’adjoint & partir de (B.11). En effet en sachant que
la perturbation s’écrit sous la forme de fonction a variables séparées x,y,z,t (voir
(B.9), on peut effectuer des intégrations par partie (I.P.P) successives des termes ce qui
transforme les dérivées © 0,: — (—1)%0,:, on en déduit donc :

(14 2Re},) 0 0 0 —0y

0 (14 Re%,) 0 0 —d,

K* = 0 0 (1+ Re,) 1 9,
0 0 —Ra} -0y — Pedy — A 0
-0y —0y -0, 0 0

—
or ker K* se déduit directement de ker K = G?D’” en suivant la méme démarche (méme
relation de dispersion. . . ).

projection sur les S.0.3D

—
On obtient h3P € ker K* avec :
i e'ke 2= t) cos( 2) cos(ly) 4+ C.C 1)
(2 Re41) ipr p .
Wﬂkc #=wet) cos(m z) sin(ly) + C.C
- i(kE2(14-Res )42 2 (14Re5)) i (1% ok 4)
hap = { . _i nk;IzHRe;{) L~ )e”‘(kc 2= ) sin(7 ) cos(ly) + C.C
i(k22(14Rej)+(2+7) (142Re,) ) pilkr z—w? 1)

*
mk}

_ R itk w2 1) cos(r 2) cos(ly) + C.C 1)

sin(m z) cos(ly) + C.C

avec A € R. La condition d’orthogonalité nous fournit :

avec A = A(X, 71, 72). La variable en temps 77 et la variable en espace X sont du méme

"les termes d’ordre 1 et 2 s’égalisent sur 25 et donc le reste de I'l.P.P s’annule



162 Obtention des équations d’amplitude

ordre de grandeur, le temps 71 est le temps d’advection. L’ équation (B.13) permet de
décrire le phénomene d’ advection de I'amplitude a la vitesse Pe.

projection sur les R.L

_
De la méme maniere on trouve pour h | € ker K* :

_ 0 —
cos(m z) sin(loy) + C.C
HH =< A o 5111(71' z) cos(loy) + C.C
2
R G2 cos(loy) + C.C
_ (14+Rey)

i 1o cos(m z) cos(loy) + C.C

avec A € R. La condition d’orthogonalité nous fournit :

— o 0B 0B
M = — = —Pe— B.14
<S8 2,h||> 0:>87_1 eaX ( )

avec B = B(X, 11, 72).

remarque : Si on avait choisi Ra = Ra} + eRas ou Rex = Rej, + 5Re§( c’est a dire
du méme ordre que la perturbation de vitesse V =Vy+eVi+...alors en appliquant
I’alternative de Fredholm on trouve une divergence dans les 2 cas, par exemple dans le
cas des S.0.3D on trouve :

/2
04 _ _p, oA AvVr (B.15)
87-]_ 0X \/772 +

avec 'approximation F < 1.

B.2.5 Ordre 3
B.2.5.1 Equations

Connaissant les termes d’ordre 0, 1,2 en les injectant dans I’équation a l'ordre 3 en &,
on obtient le systéme suivant :

( 0
Kl(u37v37’w3,T3,P3) =—2Fujug — 2Re%(u1 — a1Fuy — Reje bia — —8XP2
KQ(Ug,’Ug,wg,,Tg,Pg) = — v Fus —voFu + (—RG%( — alf) U1
K3(us,v3,ws, T3, P3) = — w1 Fuy — waFuy + (—Re%( — Fai) wy + Rax T}

0 0 0? 0? 0
K* T3,P3) =— —Tp — —T T +2 Ty — Pe—<Ty...
(u37v37w37 3 3) 87'1 2 a 1+8X2 1+ aX(?z 2 eaX 2
0
= VAVTy — VoVT) — ug—T
1.VTy — VoVTy w15
K®(u3,vs,ws, Ty, P3) = — ilm

0X
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En négligeant les termes en 7 < 1 et Rej- < 1, on obtient le systeme suivant :

0
K*! Ts,P;) =—2Re% u; — — P
(us, v, ws, T3, P3) ekur — 5P
K?(us,v3,ws, T3, P3) = — Ref vy
K3(u3, v3, w3, T3, Pg) = — Re% w1 + Ray Ty
K (s 05, w5, Ts. Py) = —Vi-VTs— VT — 2y~ Oy 4 & gy 4 (B16)
b ) b ) 67-1 87—2 aX? PR
2 0 0
oo+ 2 —>-T5 — Pe —T5 — u1 —=1T;
tioxor t Tfax T Mpx !
0
5 _
\K (Ug,’Ug,’LUg,Tg,Pg) __a—Xu2

on a gardé le caractere principal du terme non linéaire de transport a savoir le mélange
des composantes des différentes tailles de structures via le terme en — V7 -V15 —V5-VT].
On a donc le systeme d’équations suivant :

— —
K.Gs=5M,

— . — . — — ,
avec SM 3 le second membre du systeme, (G'3 sa solution avec G'3 et SM g, sont composés
de produits et de sommes de terme en :

{ei'”l'(kzxf‘”zt),cos/sin(ngly),cos/sin(nglgy),cos/sz’n(nyrz), —Re%{} €S (B.17)

avec ni,ng,ng,ng € [—3,3] et entier. Or on ne va pas chercher a résoudre ce systéme
mais on va directement appliquer I’alternative de Fredolhm.

B.2.5.2 Equations de Ginzburg-Landau

On utilise l’alternat_ivg de Fredolhm décrite_grécédemment, on obtient par projection,
respectivement < SMs, hsp >= 0 et < SM3,h >= 0, les équations de Ginzburg-
Landau suivantes :

2
’ylZA2 + ’YQEBA + 8%14 — VA%A + A (73, Ras + RG%{M) =0
2
(B.18)
_ — 0 9?
M BB? + M\ AAB + 5,8 VBB T B (A3Ras + RefcAg) =0

La variable en temps 7 et du méme ordre de grandeur que la variable en espace X2, le
temps 72 est le temps de diffusion. L’ équation (B.18) permet de décrire le phénomene
de diffusion de I'amplitude.

Les coefficients A1234,71,2,34 sont réels mais tres “lourds” surtout pour les termes
non linéaires 792, Ao, nous n’avons donc pas mis leurs valeurs analytiques. Comme les
coefficients \;234,71234, varient en fonction de w}, k), FPe* 1,1y, Ra} et qu’eux
mémes varient en fonction du rapport de forme a (voir chapitre deux), nous avons tracé
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sur figure (B.22), les coefficients en fonction de a = 6.42...7.42. Néanmoins moyennant
certaines approximations on donne la valeur des coefficients (B.22).
Comme B = B(X, 1, 72) et A= A(X,7,72) dépendent des variables lentes X, 71, 72 et
pas des variables rapides x et ¢, on peut revenir aux variables x’,t' par le changement
suivant en faisant le raisonnement inverse de (B.3) :

g 10 9?1 0

0X  edx) 0X2 <2017
B.1
0 109 10 10,10 (B.19)

o 2ov com  2or ' Cax

en utilisant pour A et B : aiﬁ = —Pe% d’apres (B.13) ,(B.14). La composante verticale
W de la vitesse non perturbée s’écrit sous la forme W = 0 + c.w; + €2... avec wy =
Apa + Bop. Si on effectue le changement de variable suivant :

_ * R _ *
RGQZL;QQC’RG%(:%RQ(
< < (B.20)
A B '
A— — B— —
€ €

en injectant les transformations (B.20), (B.19) et en revenant aux grandeurs d’espace et
de temps 2/, ' dans (B.18) on obtient en simplifiant par €3, les équations de Ginzburg-
Landau écrites pour (z/,t'). C’est a dire, en substituant 2’ = = et ¢’ = ¢ pour alléger
I’écriture :

0A 0A 0?A
2 2 oA oa  0°A
MmlAFA+v|B| A+3t+P681: VAgg

...+ A(y3(Ra — Ra}) + (Rex — Rej)va) = 0

MI|IBPB+X |APB+ Z—4Pe— —vg —— ...
LI BEB+X [AF B+ otPen —vp 55

...+ B ()\3(Ra - Ra;‘) + (ReK — Re}))\z;) =0

(B.21)

On obtient des grandeurs du type, par exemple pour la vitesse verticale : W = 0 +
A.etke(@=Pet) Tohtention des équations de Ginzburg-Landau est assez algorithmique
a partir du moment o1 nous avons choisit les variables lentes et les ordres de grandeurs.
Les calculs se prétent donc bien & un calcul symbolique (calcul des termes et des
équations d’ordre 0,1,2,3 en &, projection sur les ker, intégration, fonctions propres

).

remarque : Ces équations ont été écrites pour Pe de l'ordre de 0 en g, c’est a dire
lorsque le temps de diffusion et le temps d’advection ne sont pas du méme ordre de
grandeur. Si Pe est plus petit, de I'ordre de ¢ il faut poser Pe = £Pe. Seul le temps 72
est pris en compte, le temps 71 devient inutile (le temps d’advection devient du méme
ordre que le temps de diffusion) et nous retrouvons la méme équation B.21.
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Y1 Y2 Va

JIIITT 0.2 5[ 0 iﬂlﬂm
037 F [ o
[ o I [
r 02451 R
F o - a
036 B [ o
[ o I LS
B a o L [u}
I o 0.24f 02k g
o3sf B r [
r 3 i
I r T
[ = 0235 03
034 i [
[ 0.23 04r
033 [
r 05|
i TNERIE EEE— 0.225 METETE R T TN B
65 725 7.25 6.5 7.25

L 0.55[ O
22 F
F F o
I 054
21F o -0.05
I F O
b 053F o
I I o
20 7 [ o
3 052F O
r o r [al -0.1
[ 5 F m)
[ g F 3
1F o 051 |
I o r Tl
[ o P
r o 0.508m -0.15
18F 5 F '
F o F
[ 0.49F
17F 0 F
r 048 02
[ o F
16F F
047F
Bt 000 Lo M R
6.5 6.75 7 7.25 6.5 7.25
a a

Fic. B.1 — coefficient de I’équation de Ginzburg Landau en fonction du rapport de
forme a. Notons que A\ = %.



Coefficients analytiques des équations de Ginzburg-Landau, avec I’approximation suivante :

991

F < 1,Re} < 1,Ra’ = 4%k = /=12 + 72 ~ 1.562374753,
on obtient les coefficients suivant :

(4O7r6l4 — 87218 + 72710 4 167416 — 487r8l2)
" =1/4

m2 (1274 — 121272 4 414) (474 + 41272 4 414)

B2 Ax2 (31012 + (45 2 912) 110 + (310 x4 4651272 — 1214) 1,8 + (506 42 — 607214 1122 71'6) 1,6 + (—52 7414 4 2055 78 + 630 w612) It + (9457\'10 — 47514 4+ 495 7r812) 12 + 1057r10l2)

Y2 =
8 192 (1p2 +72)2 (g% + 41p31 + (672 + 412) 1p2 + 12720y L+ 21 4) (1p% — 4131 + (672 +412) [p2 — 12721 | + 21 74)
—12 -‘y-7r2
l/A:2g,“/3:71/2,74:1/2(67&'272l2) (B.22)
7r2
(176471-10 +204 7812 — 61812 —81,01% + 21910 + 176 1,0 7% + 24 1)8 72 + 708 1p* 70 + 1806 1p2 78 — 24 1p21* 7% + 384 1p* 127 — 52101272 + 11721,%27%12 — 96 l047r214)
Ao =1/16
2 / 72 (2174 4+ 672192 + 12721 L+ lp% + 4 1p31 + 41p212) (41212 — 4131 — 12721y L+ [p4 + 6721p2 + 21 74)
(*laerﬂ'?‘) 1 12 (104+27r2l02+7r4)
vg=~——— L A=, A3 =— Ay =
B 1p2 1Tl 02+ a2t 1p2 + 72

Dans le cas des expériences de M. Combarnous [26], on a a = 6.91. .. alors :

v1 = 0.3234, v, = 0.2318, 74 = 0.4928, v3 = —0.4991, v4 = 22.1335, A; = 0.125, Ay = 0.4722, A3 = —0.5054, Ay = 19.957
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Résumé :

Cette étude concerne 1’évolution spatio-temporelles des structures thermo-convectives
en milieu poreux chauffé par le bas et soumis & un écoulement horizontal. Des données
expérimentales montrent que dans la région laminaire, deux types de structures ont été
observés : des rouleaux propagatifs transverses a 1’écoulement (R.T) et des rouleaux
fixes longitudinaux (R.L). Il est obtenu que l'analyse temporelle ne permet pas de
prédire la sélection de structures observées, alors que la transition convectif/ absolu
dans 'espace des parametres correspond parfaitement a la transition entre les deux
types de structures. Ce tres bon accord entre la théorie de I'instabilité absolue et I’-
expérience, est retrouvé également lorsque l'on compare les périodes d’oscillations et
les longueurs d’onde des R.T.

Lorsque le rapport de forme transversal du milieu et l'inertie sont pris en compte,
I'interaction non linéaire des R.T et des R.L est étudiée grace a deux équations d’en-
veloppes, obtenues rigoureusement au voisinage d’un point de bifurcation double. La
simulation numérique de ce modele réduit en présence du bruit permet d’expliquer
certaines observations expérimentales.

D’autre part la résolution numérique directe bidimensionnelle en méthode spectrale
montre que les caractéristiques des modes globaux non linéaires sont identiques a ceux
obtenues par la théorie linéaire d’instabilité absolue. Par ailleurs le transfert de chaleur
moyen est analysé et comparé a I'expérience.

Abstract :

This study deals with the spatio-temporal evolution of thermo-convective instabilities
in porous media heated from below and subject to a horizontal through flow. The
experimental data show that in laminar convection two kind of structures may appear
depending on the parameters of problem : the moving transversal rolls (T.R) and the
stationary longitudinal rolls (L.R). It is shown that while the prediction stemming
from the linear temporal stability is in a complete contradiction with experiments, the
border between convective and absolute instability correspond perfectly to the observed
transition from L.R to T.R. Moreover it has also been found that the measured and
the predicted of oscillations and the wavelength of T.R are in a good agreement at the
absolute instability regime. The competition between T.R and L.R is examined in the
framework on a model based on coupled amplitude equations. The numerical simulation
of this model in presence of noise allow to understand some experimental observations.
The direct two dimensional numerical simulation with spectral methods is performed
and show that on linear effects do not modify some of the R.T. Characteristics. The
mean heat transfer is also evaluated and compared for experimental data.



