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Notations

: Transposée de la matrice 4.

: Transposée conjuguée de la matrice 4.
: Trace de la matrice 4.

: Matrice identité de dimension #.

: Norme Euclidienne du vecteur x.

: Norme spectrale de la matrice 4, correspondant a la plus grande
valeur propre de AA.

: plus petite valeur propre de AA.

: Variable de Laplace.

: Le demi plan complexe ouvert droit.

: La matrice de transfert reliant la sortie y a I'entrée r.

: Une matrice de transfert partitionnée en quatre blocs telle que:

: Une matrice de transfert monobloc telle que:u,(s)=K(s)y2(s)

: Une matrice de transfert monobloc telle que:u;(s)=A(s)yi(s)

F(P,K)=P,+P 12K(I—P22K)'1P2 1 : La transformation linéaire fractionnaire basse de P(s) par K(s).

F.(P,A):=P+P 12A(]—P22A)'1P2 1 : La transformation linéaire fractionnaire haute de P(s) par A(s).

A|C
G, =
13

G(s)=D+C(sI-A) ' B=F (G.,,sI)

: Une matrice contenant une représentation d'état (4, B, C, D).

: La matrice de transfert associée a la représentation précedente.



H, : Sous espace de L, des fonctions matricielles analytiques dans C".

H, : Sous espace de L_ des fonctions matricielles analytiques dans
Cc".
RH, : Sous espace de RL, des matrices de fractions réelles rationnelles

G(s) analytiques dans C" et verifiant: Jlr(G* (jo)a( ]a)))d(o <oo

RH_ : Sous espace de RL_ des matrices de fractions réelles rationnelles

G(s) analytiques dans C* qui satisfont  Sup E(G( Jj a))) <oo
weR™

oo 12
{i J.tr(G*( Jjo)G(j a)))da)} : Norme 2 des matrices de transfert G(s) de RL, ou RH, notée |G|, .

—o0

IG|. = Sup o(G(jw)) : Norme infinie des matrices de transfert G(s) de RL, ou RF,.
weR™

o(G(jw)) : Gain minimal d'une matrice de transfert G(s).

g(G( J a))) : Gain maximal d'une matrice de transfert G(s).
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Chapitre 1 : Des principes de la commande robuste de procédé 1

Introduction

Une loi de commande robuste a pour objectif d’obtenir un fonctionnement acceptable d’un
systeme réel dans son contexte normal d’utilisation. En premier lieu il est fondamental que le
comportement du procédé commandé soit stable. Ainsi, on parlera de stabilité robuste pour
une loi de commande lorsque la stabilité de la boucle fermée n’est pas altérée par les écarts
entre le modele utilisé pour la syntheése de la loi de commande et le procédé a commander.
Ces imperfections de modele peuvent étre dues a des imprécisions intrinseéques liées a
I’incapacité d’avoir une connaissance totale de tous les phénomenes mis en jeu, ou bien a des
imprécisions fixées a priori, découlant d’approximations ou de réductions d’ordre, et

permettant de mettre en oeuvre certaines techniques de synthese.

Pour obtenir une loi de commande robuste il est donc nécessaire de prendre en compte ces
imperfections de modele. Pour ce faire, le modele du procédé se compose d’une famille de
systemes (éventuellement non linéaires et de dimension infinie) définie & partir d’un modele
nominal. Cette famille est donnée en spécifiant soit des perturbations sur le systéme nominal

soit des incertitudes sur le systeme.

En plus de la stabilité robuste, une loi de commande se doit d’atteindre les objectifs de
régulation et de poursuite imposés par le cahier des charges. Ces performances peuvent alors

étre traduites sous la forme d’un systeme d’équations dynamiques.

Dans le premier chapitre, nous rappellerons le role primordial du bouclage pour la
stabilisation robuste et le rejet des perturbations au sens le plus général du terme. Nous
montrerons que le rdle du bouclage est valable aussi bien dans le cas des systemes linéaires,
que dans le cas des systemes non linéaires. Nous préciserons a cette occasion les différentes
notions de stabilité utilisées pour la stabilisation robuste.

Nous rappellerons ensuite que, d’une maniere générale, le probleme de la synthese d’une loi
de commande robuste repose d’une part sur la modélisation des écarts entre le modele et le

procédé, et d’autre part sur l'utilisation de schémas de synthése incluant les différents
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objectifs a atteindre. Nous présenterons alors la notion de systtme augmenté permettant
d’associer le modele avec ses incertitudes d’une part et les objectifs de stabilité, régulation et
performances du procédé bouclé d’autre part. Le probleme de la synthése d’une loi de
commande robuste sera alors formulé sous une forme standard. La synthése consistera a
déterminer une loi de commande telle que le procédé soit stable en boucle fermée et se
comporte conformément aux spécifications du cahier des charges. Pour ce faire, un schéma de
synthese sera proposé pour permettre de séparer les objectifs du précompensateur et du

régulateur de la loi de commande: le schéma générique de commande a deux degrés de liberté.

Le probleme général de la synthese d’une loi de commande robuste étant posé, le second
chapitre traitera des différentes techniques de synthése de loi de commande en fonction de la
classe de systemes considérée. Nous rappellerons les méthodes utilisées dans le cas des

systemes linéaires multivariables, et dans le cas d’une catégorie de systemes non linéaires.

Dans le cadre de la commande robuste des systemes linéaires, les méthodes modernes de
synthese multivariable integrent un modele du procédé comportant une famille de systemes.
Elles utilisent un modele d’écarts, qui se définit soit par différents types de normes dans le
domaine fréquentiel ou temporel, ou bien par des domaines d’incertitude sur les parametres,
ou encore par des secteurs du plan complexe. Pour certains types de modélisation d’erreurs se
trouve associée une technique de syntheése. Une présentation de ces différentes techniques sera
proposée, avec une attention particuliere pour celles basées sur I’utilisation des normes H; et

H

o0

Pour la classe des systemes non linéaires, la modélisation traduit le plus finement possible le
comportement du procédé et les liens existant avec I’environnement associé (entrées, sorties,
grandeurs d’influence) par un systeme d’équations dynamiques non linéaires. Parmi les
systeémes non linéaire, il existe une catégorie particuliere de systemes, les systemes plats, pour
lesquels il est possible de parametrer simplement leur trajectoire dans 1'espace d'état. Dans ce
cas la génération de trajectoire est relativement simple a déterminer. La poursuite de ces
trajectoires en dépit de perturbations de modele et exogenes peut-Etre obtenue en utilisant une
commande comportant une boucle de linéarisation puis une boucle de régulation linéaire. Pour
les autres procédés non linéaires, la synthése de la commande est alors basée sur des méthodes

adaptées au non linéaire comme la synthese de Lyapunov par exemple.
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Dans le cadre de ce second chapitre nous nous intéresserons plus particuliecrement aux
systemes différentiellement plats. Cette classe est constituée par les modeles nominaux dont le
systeme d’équations dynamiques a la propriété d’étre différentiellement plat. Cette classe de
systemes a été introduite en 1992 par M. Fliess et al [Flie 92a]. La définition de la classe des
systemes plats et la détermination de criteres de platitude, permettent de définir un ensemble
de systemes pour lesquels la linéarisation entrée-sortie ou entrée-état, et la génération de
trajectoires en boucle ouverte, sont des problemes résolus. Nous rappellerons a ce sujet les

principaux résultats connus.

Le troisieme chapitre portera sur une méthodologie de synthése de loi de commande robuste
pour les systemes plats. Cette loi de commande intégrera une boucle de linéarisation et un
régulateur linéaire. La linéarisation sera réalisée par des techniques classiques. Cependant ces
techniques ne garantissent pas la linéarisation du comportement pour un procédé incertain. En
effet pour un procédé dont le modele comporte des parametres incertains et des dynamiques
négligées, le systeme bouclé ne se trouve plus sur sa trajectoire de références, et n'est plus
découplé. Il subsiste des dynamiques non linéaires dues aux écarts entre le modele et le
procédé. En ce sens le découplage entrée-état n’est pas robuste. De méme les perturbations de
mesure sur I’état peuvent dégrader le découplage entrée-état du systeme bouclé. Ces
perturbations éloigne le systeéme de la trajectoire de référence définie vis a vis du systéme
nominal. Ces limitations seront atténuées par une loi de commande linéaire robuste. Cette loi
de commande permettra dans certaines limites, de stabiliser le systtme au voisinage de sa
trajectoire de référence en dépit des erreurs de modélisation et des perturbations exogenes, et

de fixer la dynamique de rejet des perturbations.

Cette loi de commande sera déterminée a partir d’'un schéma de synthese pour lequel les
objectifs de régulation et de poursuite sont séparés: schéma générique de commande a deux
degrés de liberté. Cette approche du probleme proposée initialement par H. Bourles [Bour 82]
a été étudiée par B. Bergeon, e al. [Berg 90], [Ygor 92] et [Berg 94] dans le cadre des
commandes monovariables robustes. L’utilisation de ce schéma a été étendue au cas de la
poursuite robuste multivariable par E. Prempain [Prem 95a]. Dans ce chapitre, son utilisation
sera élargie au cas des systeémes non linéaires différentiellement plats. On montrera en
particulier que ce schéma permet de justifier 1’utilisation de I’approche par linéarisé tangent
pour compenser les erreurs paramétriques de modele, dans le cadre de la synthese de la boucle

de régulation. Un modele augmenté basé sur ce schéma sera proposé permettant d’associer la
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boucle de linéarisation et les spécifications de performances. La synthése multi-objectifs de la
loi de commande linéaire pourra étre résolue dans un premier temps a I’aide d’une synthese

H_ suivie d’une p-analyse pour la stabilité robuste. Nous proposerons une approche directe

par p-synthese.

Le quatrieme chapitre portera sur la mise en application de cette méthode de synthese a la
commande des machines a courants alternatifs avec une attention particuliere pour une
machine synchrone a aimant. Les différentes modélisations des machines a courants alternatifs
et les transformations associées seront rappelées. On montrera le caractere plat de ces
différents modeles de machines, et on présentera plusieurs sorties plates possibles suivant le
type de machine considérée. On proposera d’établir avec la méthode proposée dans le
troisieme chapitre, un modele augmenté pour la synthése d’une loi de commande en vitesse,
robuste vis a vis des variations du couple de charges pour les machines magnétiquement
isotropes. Ensuite on s’intéressera a la commande en vitesse d’une machine synchrone a
aimants. En utilisant la méme démarche, nous construirons un schéma augmenté pour la
synthese d’une loi de commande robuste vis a vis de variations paramétriques de modele et
d’incertitudes additives. Nous montrerons sur un exemple que la synthése débouche sur un
correcteur non diagonal. L’expérimentation sera dans un premier temps réalisée a 1’aide d’un
simulateur sous logiciel MATLAB. Dans un avenir proche la simulation des performances
obtenues grace a ce régulateur sera implanté a I’aide d’un logiciel spécifique pour la
simulation d’association convertisseur-machine POSTMS, développé par B. Dagues, M.
Fadel, X. Roboam, et P. Azéma au Laboratoire d’Electrotechnique et d’Electronique
Industrielle de Toulouse [Dagu 95]. Les caractéristiques de la machine synchrone simulée
correspondront a la machine du banc d’essai du PRCE-GdR « Commande des systemes
électrotechniques » situé au Laboratoire d’ Automatique de Nantes. Ceci nous permettra dans
le prolongement de cette these d’implanter la loi de commande sur le banc d’essai, et de
comparer les comportements prévus, simulés et réels d’une part et de comparer cette

démarche a d’autres approches du probleme.
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Chapitre 1 :

Des principes de la commande robuste

1.1 Le role du bouclage dans la commande

Considérons un procédé et des grandeurs indépendantes du procédé appelées grandeurs
exogenes qui influent sur son comportement. Certaines de ces grandeurs sont considérées
comme des moyens d’actions privilégiés et constituent I’ensemble des entrées de commande.
Le reste forme I’ensemble des perturbations exogenes du procédé. Le comportement du
procédé peut étre modélisé par un ensemble d’équations. Cet ensemble d’équations appelé
systtme dynamique permet d’obtenir, dans un domaine donné, une approximation valable du
comportement dynamique du procédé. Le comportement du procédé est alors décrit par
I’évolution de variables composant le vecteur d’état du systeme. LLa commande du procédé
réside dans la conduite de certaines variables qui constituent I’ensemble des sorties du procédé
a piloter. Ces variables sont fonction des composantes du vecteur d’état. Enfin le
comportement du procédé peut €tre évalué par la mesure d’un certain nombre de variables
constituant le vecteur de mesures. Ce dernier peut différer du vecteur de sortie. Tout ceci peut

étre schématisé par le synoptique suivant:

Entrées de perturbation —— Systéme — Sorties a piloter
dynamique
Entrées de commande —» —  Sorties de mesure
fig. 1.1

L’élaboration d’une loi de commande consiste donc a fournir au vecteur d’entrée de
commande le signal nécessaire pour obtenir le comportement voulu du vecteur de sortie, en

dépit des entrées de perturbation.
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On peut imaginer dans un premier temps exploiter le fait que le comportement du systeme est
déterminé a partir de la connaissance du modele. 1l suffit alors de déterminer un «modele
inverse» qui donne I’entrée de commande a partir de la trajectoire désirée pour la sortie. Ceci
constitue le paradigme de la commande en boucle ouverte. En effet, sous I’hypothese
restrictive que la relation entre le vecteur d’entrée de commande et le vecteur de sortie soit
inversible, on pourrait penser que la trajectoire du vecteur de sortie est conforme a la
trajectoire désirée. Il n’en est rien, car les perturbations exogenes influent sur le comportement
du vecteur de sortie et écartent celui-ci de la trajectoire désirée. De plus, en 1’absence de
perturbations exogenes la loi de commande proposée n’est valable qu’a la condition d’une
égalité parfaite entre le comportement du procédé et le comportement du modele. Cette
derniere condition tend a donner un modele fort complexe pour traduire le comportement total
du procédé. Ceci est contraire a la démarche de I’automaticien qui recherche un modele
relativement simple (généralement linéaire) pour traduire le mieux possible le comportement

d’un procédé complexe.

Une solution pour résoudre ce probleme consiste a mesurer les perturbations et les écarts entre
le modele et le procédé. C’est le principe méme de la commande par bouclage ou par

rétroaction dont le synoptique est donné ci-apres.

Entrées de perturbations ——» Systéme — Sorties a piloter

dynamique
Entrées de commande

v

Sorties de mesures

Loide

Commande

fig. 1.2
L’évaluation des perturbations est faite par 1’exploitation des signaux issus du canal de mesure
(vecteurs des sorties de mesure). Cette mesure permet d’atténuer I’effet des perturbations sur
la sortie via le canal d’action que constitue le vecteur de commande. La trajectoire de consigne
est alors considérée comme une perturbation particuliere, tandis que 1’écart entre la trajectoire
de consigne et la trajectoire réelle est une des sorties a piloter. Cette sortie est déterminée a
partir du canal de mesures. La contre réaction permet de plus de s’affranchir dans une certaine

limite des écarts entre le procédé et le modele.
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Ainsi la commande d’un procédé en boucle fermée permet de rester dans un voisinage d’une
trajectoire de référence malgré les perturbations exogeénes et un certain niveau d’erreurs de
modélisation. Autour de cette trajectoire la loi de commande est déterminée pour Etre
stabilisante. Une telle loi de commande qui permet de garantir le bon fonctionnement du

systeme réel, est appelée loi de commande robuste.

Il nous faut maintenant préciser cette notion de stabilité autour d’une trajectoire de référence

ainsi que le role de la régulation.

1.2 Stabilité robuste des systemes dynamiques

1.2.1 Rappels de quelques notions de stabilité

Dans le cas d’un systeme linéaire la stabilité autour d’une trajectoire de référence est évaluée
par I’étude des valeurs propres de la matrice d’état. La stabilisation consiste alors a modifier
par bouclage les valeurs propres de la matrice d’état pour obtenir un comportement stable.

Cela revient donc a stabiliser le seul point singulier du systeme : 1’origine.

Soit, un procédé non linéaire causal dont 1’équation différentielle non linéaire sur 1’état ne
dépend pas directement du temps, et admet une solution unique sur tout intervalle temporel.
L’étude de la stabilité locale et de la stabilisation autour d’une trajectoire de référence passe
par I’étude des singularités du systeéme. Nous rappelons ici quelques notions élémentaires que
I’on peut trouver dans des ouvrages de synthése comme [D’And 88], [Lamn 94], [Levi 93a].

Considérons le systeme dynamique commandé suivant:
=0+ ) ugx) (1.1)
i=1

ou fet gi,...gm sont des champs de vecteurs C_ définis sur une variété différentielle C_, M de

dimension 7 vérifiant f{0) = 0 et rang { g1(0),...gn(0)} = m.

Supposons qu’il existe le bouclage statique d’état suivant:
u= olx)+p(x)*v (1.2)

De telle maniere que le systeme résultant suivant soit stable:

=100+ @, x)g () = X(x) (13)
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Flot associé a une équation différentielle

La solution Xi(xp) de I’équation différentielle (1.3) a valeur initiale xo définie sur un intervalle

d’existence I(xo) est appelée flot du champ de vecteur X.
Singularités : Point singulier, orbite périodique

Un point x; de I’espace d’état R" est un point d’équilibre de I’équation différentielle (1.3) si le
champ vectoriel X s’annule en xy. Si xy est un point d’équilibre alors c’est un point fixe du flot
et on a Xi(xp) = xo. On dit encore que xy est un z€ro, un point critique, ou un point singulier du

champ de vecteurs X.

Un point d’équilibre est dit point d’équilibre hyperbolique de 1’équation différentielle si le

gradient de X en x, n’a pas de valeur propre a partie réelle nulle.

On appelle orbite £X(x) d’un point de 1’espace d’état M, 1’ensemble suivant:
Q(x) = {p,(x).t R} (1.4)
Une orbite £X(x) est dite orbite périodigue si x n’est pas un point singulier du champ X et s’il

existe un réel positif 7 tel que: ¢(x) = P r(x).

Soit W une section transverse a 1’orbite £2(x). Soit x appartenant & V(x(), un voisinage de x,
inclus dans . L’application de Poincaré appelée aussi application de premier retour associée
axet W, est 'application P:V (x,) € W — W telle que P(x) soit le premier point ou I’orbite de
x, £X(x), retourne intersecter la section transverse WW. P est un difféomorphisme local de /¥ dans
W. On peut alors définir I’équation récurrente suivante:
Zk+1 = P(2x) (1.5)

Cette équation récurrente admet x pour point fixe. L’étude du comportement de (1.3) se
ramene alors a I’étude de la stabilité de 1’équation récurrente (1.4). La nature de la singularité
est alors a étudier. Le critere d’hyperbolicité du point singulier dans le cas d’'une équation
récurrente correspond a I’image du critere en continu (I’axe imaginaire) par la transformation
du plan p au plan z soit le cercle de rayon unité. Ainsi 1’orbite périodique £2(x) sera une orbite
hyperbolique si le gradient de P en x, n’a pas de valeur propre de module égal a ’unité.

En conclusion, I’hyperbolicité d’une orbite £Xx) se traite comme celle du point singulier x vis
a vis de I’application de Poincaré. Il suffit de remplacer « n’appartient pas a I’axe imaginaire »

par « n’appartient pas au cercle unité » dans le critere d’hyperbolicité.
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1.2.2 Stabilité locale au voisinage d’une singularité

Le probleme de la stabilité locale consiste a situer les singularités possibles, puis de
déterminer leur domaine d’attraction, c’est a dire des ensembles de conditions initiales

garantissant la convergence vers 1’'une ou I’autre de ces singularités.

Stabilité au sens de Lyapounov: L-stabilité et L-stabilité asymptotique

Le point x est stable au sens de Lyapounov (L-stabilité) si pour tout voisinage U; de x, il existe
un voisinage U, de x contenant U, tel que tout flot ayant une condition initiale comprise dans

le voisinage U, reste dans le voisinage Uj.

Le point x est asymptotiquement stable au sens de Lyapounov (L-stabilité asymptotique) si
pour tout voisinage U; de x, il existe un voisinage U, de x contenant U, tel que tout flot ayant

une condition initiale comprise dans le voisinage U, converge vers Xx.

Condition nécessaire de stabilité asymptotique: Premiere méthode de Lyapounov

Si les valeurs propres du gradient de X au point singulier x sont a partie réelle strictement

négative, alors le point singulier est L-asymptotiquement stable.

Si I’une des valeurs propres du gradient de X au point singulier x est a partie réelle strictement

positive, alors le point singulier n’est pas L-stable.

Remarques: Autres outils d’analyse de la stabilité

Dans ce travail, nous utiliserons uniquement la premi¢re méthode de Lyapounov appliquée a
un systeme plat linéarisé par difféomorphisme et bouclage, pour étudier la stabilité de ce
systtme linéaire perturbé par des termes non linéaires. Nous nous contenterons donc
d’évoquer tres succinctement l’existence de méthodes plus générales pour 1’étude des
systemes non linéaires perturbés. Ces méthodes ont été initiées par le constat suivant : au
voisinage d’une singularité hyperbolique, les comportements asymptotiques du systeme et de
son linéarisé tangent sont semblables. Il est donc apparu nécessaire de déterminer la nature des
liens entre le comportement du systeme et celui de son linéarisé tangent. Une approche
possible a consisté a étudier la régularité du changement de coordonnées qui transforme le flot
du systeme non linéaire en le flot du linéarisé tangent. C’est la base de I’équivalence locale par
difféomorphisme du systeme et de son linéarisé tangent pour laquelle le théoreme de Poincaré
donne une condition suffisante. Lorsque cette équivalence n’est pas valable, il est possible

d’utiliser la notion d’équivalence topologique, et d’étudier la stabilité du flot au voisinage
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d’un point d’équilibre a I’aide du théoréme d’Hartmann Grobman. Ce théoréme a été étendu

au cas des matrices non hyperboliques sous le nom de théoréme des variétés centres. Enfin la

stabilité d’un point singulier perturbé par des variations de parametres du systeme non linéaire

s’étudie a 1’aide de la théorie des bifurcations. Pour une étude plus approfondie de toutes ces

notions on pourra se reporter aux références suivantes: , [D’And 88], [Lamn 94], [Levi

93a].pour une présentation synthétique, et [Arno 74], [Guck 83], [Ruel 89] pour les références

initiales.

1.2.3 Stabilité globale

Stabilité globale d’un opérateur associé a un systéme non linéaire

On définit I'espace étendu de Ly(R*,R™), noté L(R*R™ = (L,([0.7], R”‘) avec 7 fini,
720

comme I’espace des fonctions de [0,7] dans R™ a énergie finie sur tout intervalle temporel

(0,7) donné. Cet espace inclut I’espace des fonctions L,(R*,R™). Pour définir cette espace on

utilise la fonction xr de R* dans R™ correspondant a la troncature de la fonction x de R* dans

R™ sur I'intervalle [0,7] de la maniére suivante:

x(t), 0<t<T
)=
xr(1) { 01> (1.6)
o] ’espace LZC(R Rm) est muni d’une famille de semi-normes {|| ||2T, T2 O}avec

1/2 P 172

T
|x||2 , J||xT|| dty = J||x|| dtt la norme associée a L,([0,7],R™),
0

Remarque:

L’espace L, est tres pratique pour décrire les signaux engendrés par des systemes stables. En
revanche 1’utilisation de 1’espace étendu L,. incluant certains signaux divergeant a I’infini se

justifie pour étudier ou définir la notion de stabilité.

On considere toujours la méme catégorie de systeémes dynamiques. On rajoute a ce systéme,

une équation reliant I’état x et la sortie y. Le systeéme peut alors s’écrire de la maniere suivante:

k= f(0)+Y ug(x) (1.7)
i=1

Y = h(x,u)
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Avec les fonctions f; gi...gm et 4 remplissant la condition de Lipschitz, x(¢) le vecteur d’état de

dimension #, u(f) la commande de dimension m et y(¢) la sortie de dimension p.

Considérons que I’origine est un point d’équilibre du systeme, et que 1’état initial soit nul.
On peut associer au systeme X un opérateur G (linéaire ou non) sur 1’espace des fonctions L.

défini par un sous ensemble de I’espace produit L, x Lye.
G L,—L, x—)G(x)=y (1.8)

Le domaine de I’opérateur G sur I’espace L. est I’ensemble défini par :

Do(G)={xe L, |IveL, . y=Gx) }

(1.9)

L’image de I’opérateur G sur I’espace Lo, est I’ensemble défini par :

m(G)={y e L,[FAx e L,,.G(x)=y) e G } (1.10)

La classe R est I’ensemble des opérateurs G sur L,. dont le domaine contient 1’élément nul de

I’espace L, et I’'image de cet élément par I’ opérateur et I’élément nul.

L,-stabilité et gain d’un opérateur

La L,-stabilité d’un opérateur est une stabilité entrée sortie avec conditions initiales nulles.
Elle differe en se sens de la stabilité entrée sortie du modele, ou encore de la stabilité interne
du modele car elle ne prend pas en compte les modes non observables et les modes non

commandables.

Un opérateur entrée sortie sera dit L,-stable s'il est borné et continu, c’est a dire s’il vérifie les

deux conditions suivantes:

Un opérateur G est dit borné si et seulement si

G: L,— L, G(B)borné VB borné del, (1.11)

L’opérateur G sur L, est continu au point x s’il possede la propriété suivante:

Vxe L, VA>0,36>0VyeL,, [x-)|<d=|Gx-Gy|<A (1.12)

Remarque:

Il s’agit ici de la continuité forte sur L,.
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La notion de gain des systemes linéaires a été étendue aux opérateurs, sous la dénomination

gain de I’opérateur G de classe R notée A G). Il se définit de la facon suivante:

7(G)=intlac R'|vxe 1, VT e R3be R |Gx], , <dlx],, +b}

(1.13)

On a donc:

b= sTlg)("Gx”” - a||x||”) > |Gol, , (1.14)

Lorsque le gain est borné avec la constante b nulle on parle de gain sans biais noté %,(G). Dans
le cas des opérateurs causaux, le gain de I’opérateur sans biais peut se calculer de la maniere
suivante:

|GG,

(1.15)
x(1)eDo(G) ”x(l)”z,r

Yo (G): =

Critere de L,-stabilité:

Un opérateur sera dit L,-stable s’il possede un gain borné. Dans le cas des opérateurs causaux

I’inégalité est vérifiée avec b nul; on parle alors d’opérateur L,-stable sans biais.

Intérét et limitation de 1’approche par opérateur

Cette notion d’opérateur est particuliecrement utile dans le cas de systeme dont la non-linéarité
est représentée par une caractéristique statique entrée sortie. Par exemple considérons la non-

linéarité suivante:

v

fig. 1.3
On définit I’opérateur G par 1’équation suivante:
Ge(r) = N[x(¢)] (1.16)

Le gain de I’opérateur est alors déterminé par I’expression suivante:
- 172
[ N2 (x(0))at
Vo(G)=sup{t—-—— =1 (1.17)

[x*(e)ee

0
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De méme G. Zames [Zame 66a] a utilisé la notion d’opérateur conique pour définir des
secteurs dans le plan de la caractéristique entrée-sortie de la non-linéarité. Cette notion
d’opérateur conique est ensuite utilisée pour étudier la stabilité d’un systeme bouclé par une

non-linéarité statique.

Cependant dans le cas de systemes dont la non-linéarité s’exprime dans les équations d’état, la
notion d’opérateur perd de son intérét. En effet, il est tres facile d’obtenir un systeme pour
lequel soit I’origine n’est pas un point asymptotiquemment stable, soit la sortie part a I’infini
en un temps fini, pour une entrée bornée et des conditions initiales non nulles. Par exemple

considérons le systtme commandé suivant:
¥=-x"+u et x(0)=x, (1.18)
Ce systeme admet la solution suivante:

x(1) = 11 , Vt=0 pouru(t)=0 (1.19)

[+—
Xo

Or si la condition initiale est négative pour une entrée nulle, la sortie part a I’infini en un
temps fini (en t=-xo"). La solution de ce type de systeme ne définit pas un opérateur de Ly,

puisque la solution n’appartient pas a L. alors que I’entrée appartient a L, donc a L.
Théoréme du faible gain: cas général

Considérons le systeme bouclé de la figure 1.3 dans lequel G; et G, sont des opérateurs
causaux. Le théoreme du faible gain proposé par Zames [Zame 66] donne une condition
suffisante de stabilité du systeme bouclé ci-apres. Nous le formulerons en utilisant la notion de

gain d’opérateur définie précédemment.

u N )4
Gy

) 2]

+ Uy

G O

Fig. 1.3 Systeme bouclé
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Théoreme du faible gain [Zam 66]

Pour que le systeme bouclé de la figure 1.3 soit L,-stable il suffit que chacun des opérateurs G,
et (5, soit L,-stable, et que le produit des gains Y(G;) et Y(G,) des opérateurs GG et (G, soit
strictement inférieur a 1. Les gains des opérateurs étant définis par les relations suivantes:

|G, ()]
G )= 72
A e

1/2

je {12} avee| G, (), = | [[G (u(0) d (1.20)

Ce théoreme donne une condition suffisante trés restrictive puisqu’en aucun cas le gain de la
boucle ouverte ne doit dépasser I'unité. Ce théoréme devient plus intéressant lorsque
I’opérateur G est linéaire, stationnaire et de dimension finie, le théoréme précédent donne

alors une condition nécessaire et suffisante de stabilité du systeme bouclé.

Application du théoréme du faible gain au cas des systémes linéaires incertains

Supposons I’opérateur G linéaire invariant, de dimension finie. Alors la condition suivante est
nécessaire et suffisante pour que le systeme bouclé de la figure 1.3 soit L,-stable pour tout
opérateur (5, L,-stable de gain y((G>) inférieur a 1.

L’opérateur G, est L,-stable et son gain maximal Hél“ est inférieur ou égal a 1.

Avec HGI“ la norme infinie de 1’opérateur linéaire invariant G; définie a partir de la

transformation de Laplace G, (s)= L(G,)(s) de I’opérateur linéaire G et telle que:

= sup{g(é(Ja)))} =sup{ max M (1.21)

1G] = 7(G)= supl6; o |uely(R) o)

L, (jR)

Remarques:

Cette formulation est intéressante car on peut imaginer que le systeme bouclé de la figure 1.3
représente un systéme modélisé par un modele linéaire 1’opérateur G; et un modele d’erreur
modélisé par ’opérateur (. La quantification de la norme de D’erreur permet alors de
déterminer une condition nécessaire et suffisante de stabilité. On a donc stabilité pour un
procédé modélisé par une classe de systémes. La stabilisation est alors robuste puisqu’elle est
valable pour I’ensemble des systemes défini par un modele nominal linéaire et un modele
d’erreur non linéaire.

Dans le second chapitre, nous présenterons ce théoreme avec les outils de la théorie H_.
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1.3 Eléments nécessaires a la synthése d’un régulateur robuste

1.3.1 Introduction

La stabilité robuste d’un procédé bouclé par une loi de commande est une condition nécessaire
mais non suffisante. La loi de commande doit de plus permettre au procédé bouclé d’atteindre
et de remplir les objectifs fixés par le cahier des charges. La synthese de la loi de commande

doit donc prendre en compte tous les objectifs et inclure les limitations du procédé.

Parmi les nombreuses méthodes proposées, nous allons étudier plus particulierement deux
méthodes de synthése basées sur I’intégration de différents modeles dans le régulateur. Nous
rappellerons donc dans un premier temps la commande a modele interne de Wonham qui
constitue une premiere approche de la robustesse. Ensuite nous présenterons les intéréts de la
commande a multiples modeles de référence. Ces deux approches nous ameneront a la
formalisation du probleéme de la commande robuste, dans le cadre du probleme standard

proposé par B. Francis et J.C. Doyle [Fran 87].

1.3.2 La commande modéle interne de Wonham

Nous exposerons dans un premier temps le principe du modele interne dans le cas des
systemes linéaires. Cette présentation permettra de mieux appréhender 1’utilisation de ce
principe pour les systémes non linéaires, que nous présenterons en seconde partie. Ce principe
fixe des contraintes sur la structure du régulateur et sur le vecteur de mesures nécessaire a

I’obtention de la stabilité et la régulation asymptotiques.

Cas des systémes linéaires.

Considérons un systeme linéaire multivariable commandable, décrit par le systeme d’équation
suivant, avec x; le vecteur d’état du procédé de dimension #;, x; le vecteur de consigne et/ou
de perturbations de dimension #,, u le vecteur d’entrée de dimension m, z le vecteur a réguler
de dimension g, et y le vecteur de sortie de dimension p.

X, = Ax, + Ax, + Bu z=Dx, + D,x,

X, = 4,x, y=Cx +Gx, (122)
La loi de commande est obtenue par un régulateur linéaire ayant pour entrée y, pour sortie u et
pour vecteur d’état x. tel que:

X, =Ax +By

u=Fx +Fy (1.23)
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L’espace d’état du systeme bouclé est défini par la somme directe de I’espace associé au
systéme avec I’espace associé au correcteur. On obtient alors la représentation suivante:
] X, A +BFC, BF. | (x A, + B FC,
X, = . = . + * X, (124)
xc BCC1 Ac xc BCC2
Le systéme bouclé associé a la représentation d’état des entrées exogenes peut se mettre sous

la forme du systéme augmenté suivant:
X A, B, | x
(.Lj:|: L L:|( L) (1'25)
X, 0 4 |\x
La variable a réguler s’exprimant alors sous la forme suivante:

o
z= [ 01} -(xlj+ D,x, = D,x, + D,x, (1.26)
X

¢
Le régulateur a pour objectifs la stabilisation interne de la boucle et la régulation des écarts.
Pour avoir la stabilité interne du systeme bouclé 1’état, x;, doit tendre asymptotiquement vers
zéro en I’absence d’entrée exogene x,. On parlera de stabilité asymptotique robuste lorsque la
boucle fermée sera stable pour un systeme défini dans un voisinage du modele nominal. La
régulation consiste a avoir la variable d’écart z qui tende asymptotiquement vers zéro quels
que soient les états initiaux du systeme et des entrées exogenes. On parlera de rejet
asymptotique robuste lorsque la variable d’écart tendra vers zéro pour un systeme défini dans
un voisinage du modele nominal. La notion de robustesse envisagée ici, consiste a avoir
stabilité interne et régulation dans un voisinage du point P, élément de 1’ensemble des données
paramétriques dans R" avec N = ni(n, + my + m), constitué par les matrices A4, A3 et B,

représentant une partie du modele du procédé. La dimension du modele est supposée fixe.

En 1975, B. A. Francis et W. M. Wonham [Fran 75] introduisirent la notion de robustesse
précédente dans le cadre de la synthése de régulateur a stabilité structurelle et donnerent des
contraintes sur la sortie mesurée y et sur la structure du régulateur, nécessaires pour avoir

stabilité et régulation asymptotiques robustes.

Contrainte sur la sortie mesurée

Notion de détectabilité
La variable z est détectable depuis y si et seulement si il existe une application O de I’espace ¥

associé a y vers I’espace Z associé a z telle que z = QO (). Dans le cadre algébrique, la variable
z est détectable depuis y si et seulement si le noyau de 1’application ayant pour matrice [C},C>]

est inclus dans le noyau de I’application ayant pour matrice [D;,Ds].
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Théoreme:

Les objectifs de stabilité et régulation asymptotiques robustes sont atteints par le régulateur

seulement si la variable a réguler z est détectable depuis la sortie mesurable y.

Contrainte sur la structure du régulateur: principe du modele interne

Notion de modele interne

Une matrice d’état A, incorpore un modele interne de la matrice A, vis a vis de la variable a
réguler z de dimension ¢, si et seulement si le polyndme minimal de la matrice A, divise ¢
facteurs invariants de la matrice A4.. Le modele interne est alors la duplication en g

exemplaires dans la matrice 4. du composant cyclique maximal de la matrice A4, .

Exemple:

Considérons le modele des perturbations suivant:

_ %, 0 [ ) 0 0 .
X, = = = avec =
2y, 0 2\ x, 1o o0 (1.27)

On interprete la solution comme un ensemble de deux entrées de type échelon tel que:
1 sit20
x,.(t)= ieql;2 .
(1) {0 <o €t} (1.28)
Le polynéme minimal m(A) est le polyndme annulateur de 4, de plus faible degré. Soit
m(Ad)=A4 (1.29)
D'ot le modele interne pour un vecteur z de dimension deux comportera la double duplication

du composant cyclique maximal de la matrice A,. Soit:

A = 00 1.30
=lo o (1.30)
Le modele interne de matrice 4; admet comme facteurs invariants les deux polyndmes suivants:
a,(A) =41
a,(A) = 2 (1.31)

Le polyndme minimal m(A) divise bien au moins deux facteurs invariants du mode¢le interne.

Principe du modele interne:

Les objectifs de stabilité et de régulation asymptotiques robustes sont atteints par le régulateur
seulement si le régulateur utilise une sortie de mesures y par laquelle la variable régulée z est
détectable, et incorpore dans la boucle de retour un modele convenablement dupliqué de la

structure dynamique des signaux exogenes que le régulateur doit traiter.
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Dans le cas du systeme linéaire considéré, la condition de duplication de la structure

dynamique des signaux exogenes s’exprime sous la forme suivante:

Les objectifs de stabilité et de régulation asymptotiques robustes ne peuvent étre atteints que si
la matrice d’état A, du régulateur incorpore un modele interne de 4, qui soit commandable par

y et observable par u.

Méthode de synthese

Considérons une représentation du modele d’état du procédé et de 1’exosysteme, telle que la
variable a réguler soit observable depuis le vecteur de mesures. La représentation d’état du
régulateur se décompose de la maniére suivante:
4, 0 B,
F=[F Rl Ac=[ 0 ch,et BC{BJ (132)

Le triplet (F¢i, Ac1, Be1) est prévu pour contenir le modele interne de 1’exosystéme et permettre
la régulation robuste du vecteur z, tandis que le triplet (F¢2, 4c2, Bc2) a pour role d’assurer la
stabilisation robuste de la boucle.

La synthese du régulateur permettant d’avoir stabilité et régulation du procédé se trouvant

dans un voisinage du modele nominal (4, 43, B;), se décompose de la maniere suivante:
1 - Détermination du modele interne 4. a incorporer dans la matrice d’état du correcteur.

2 - Détermination des matrices d’entrées et de sorties associées F¢; et B telles que le

correcteur et la boucle ouverte ainsi constitués soient observables et commandables.

3 - Détermination des éléments F, A, et By du correcteur permettant d’avoir la

stabilité interne et de fixer la dynamique de la boucle.

On trouvera une construction détaillée dans [Wonh 74] que nous ne donnons pas ici car elle

n’est pas utilisée dans la suite de ce mémoire. Pour I’exemple des perturbations précédentes on

I L I P
o 0 0 o T He T 0 1 (133)

Il faut ensuite déterminer F,, A, et B, en fonction du modele du procédé nominal, et la

obtient:

dynamique de la boucle.
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Remarques:

Le principe du modele interne est une condition nécessaire pour obtenir la stabilité et la
régulation asymptotiques robustes. Dans la pratique, il n’est pas nécessaire d’utiliser la
méthode précédente pour avoir un correcteur a stabilité et régulation asymptotiques robustes,

mais un correcteur possédant ces propriétés incorpore forcément un modele interne.

La dimension de I’exosysteme 4, et la dimension du vecteur a réguler z joue directement sur la
dimension du régulateur. Ainsi pour un exosysteéme dont le polyndme minimal est de degré u,
le modele interne est de dimension tg. La dimension du systeme bouclé ainsi engendré est

alors de dimension #+14q.

La robustesse de la stabilité et de la régulation sont encore obtenues pour un correcteur défini
dans un voisinage de (F.i, F, A, Bci, Beo). Les coefficients des matrices 4., et D; étant
fixés, tous les parametres de la boucle peuvent varier dans la limite de la stabilité de boucle, et
les coefficients de la matrice A3 peuvent varier arbitrairement sans affecter les propriétés de

régulation asymptotique.

Cas des systémes dynamiques analytiques

Cette notion de modele interne initialement formalisée pour les systemes linéaires, a été
étendue au cas des systémes non linéaires par B.A. Francis et W. M. Wonham en 1976 [Fran

76]. Le principe demeure identique, mais la formulation est plus générale.

Considérons un systéme non linéaire multivariable, décrit par le systéme d’équations suivant,
avec x; le vecteur d’état du procédé de dimension 7, x, le vecteur de consigne et/ou de
perturbations de dimension n,, u le vecteur d’entrée de dimension m, z le vecteur a réguler de
dimension ¢, et y le vecteur de sortie de dimension p. On suppose de plus que le vecteur z est
détectable depuis y. Pour simplifier, on considere dans la suite du paragraphe uniquement le

casy=z.

Le systeme est alors le suivant:
X, = f(x1)+ Ayx, + Bu
X, = 4,x,

z=Dx, + D,x,

(1.34)
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La non-linéarité est modélisée par la fonction £, que 1’on décompose en série de Taylor sous la
forme suivante avec f; supposée de classe C'.
%, = A(x,)+ f(x,)+ Ax, + Bu
fiR" > R"
lim X, )=olx
Jim £i(5) = of)

1

(1.35)

La loi de commande est obtenue par un régulateur linéaire ayant pour entrée z, pour sortie u et
pour vecteur d’état x. tel que:

X,=Ax.+B.z

u=Fx_+Fz (1.36)

L’espace d’état du systeme bouclé est défini par la somme directe de 1’espace associé au

systéme avec I’espace associé au correcteur. On obtient alors la représentation suivante:

. (%) _[A+BFD, BF,|(x) |f(x)| [4+BFD, (1.37)
Xp =1 . |= : + + X,
X B.D, 4, | \x 0 B.D,

c c c

Le systéme bouclé associé a la représentation d’état des entrées exogenes peut se mettre sous

la forme du systéme augmenté suivant:
b A, B, | x X
('LJ:[ L L:|[ LJ +|:fL( L):| (138)
X, 0 4, |x, 0

La variable a réguler s’exprimant alors sous la forme suivante:

Dl’ X, (1.39)
z= ol +D,x, = D, x, + D,x,

c

Le régulateur a pour objectifs dans ce cas la stabilisation interne de la partie linéaire et la
régulation des écarts. Ceci se traduit par le fait que la matrice 4; doit étre stable, et que la
régulation de la variable z soit asymptotiquement stable. Cette condition est alors locale, et on

suppose que la partie linéaire 4; est dominante.
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Principe du mode¢le interne pour les systémes dynamiques analytiques [Fran 76]

Principe du modele interne

Supposons que la fonction £ est de classe C' avec £,(0) = 0.

sy

Df(0)= 1 =0 1.40
R/O= Jim) ] (140)

Alors le régulateur permet d’atteindre les objectifs de stabilité et de régulation asymptotiques
robustes seulement si la matrice d’état 4. du régulateur incorpore un modele interne de A, qui

soit commandable par y et observable par u.

De plus si I’on suppose que la boucle fermée est stable et que la matrice d’état 4. du
régulateur incorpore un modele interne de A4, alors la régulation est asymptotiquement robuste

vis a vis des variations paramétriques des différentes parties linéaires.

Cette derniere propriété montre qu'un régulateur linéaire déterminé a partir de son linéarisé
tangent représenté par la matrice A4;, la fonction f; respectant les mémes hypothéses, possede

une régulation asymptotique robuste.

Remarque: La stabilité robuste d’un systeme linéaire perturbé peut €tre obtenue avec une

contrainte moins sévére que 1’équation 1.39. En particulier, J.H. Kim a montré qu’une

|7 ()

contrainte du type ——— < 1, permettait d’obtenir la stabilit€ robuste [Kim 95].

I

Conclusion

Comme le montre le principe du modele interne, il est donc nécessaire pour obtenir une
stabilité et une régulation asymptotique robuste d’avoir un régulateur incorporant un modele

de I’exosysteme aussi bien dans le cas linéaire que non linéaire.

Cependant, la robustesse obtenue ne garantit qu’une régulation asymptotique. Elle ne garantit
en aucun cas une dynamique de régulation, pour un ensemble de procédé défini dans un
voisinage du modele nominal. De plus, la robustesse du régulateur a modele interne de
Wonham n’est valable que lorsque la dimension du modele du systeme perturbé est égale a
celle du systtme nominal. Cette approche ne peut donc pas prendre en compte la notion de
dynamique négligée. Enfin on ne prend pas en compte le fait que le régulateur puisse générer

des trajectoires en dehors du domaine de stabilité du linéarisé tangent.
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1.3.3 La commande a multiples modéles de références

Historique

Introduit initialement dans un contexte de commande L.Q.G [Bour 82], la commande a
multiples modeles de référence est basée sur la décomposition de la loi de commande vis a vis
de I’objectif des dynamiques de poursuite et des objectifs de régulation. Cette décomposition
se traduit par un schéma de commande a deux degrés de liberté. Une méthodologie de
synthese de ce type de loi de commande a été proposée dans le cadre de la poursuite et de la
régulation robuste d’un procédé monovariable en présence d’incertitudes paramétriques et de
dynamiques négligées [Berg 94]. L’extension de cette commande au cas multivariable a fait

I’objet de la these de E. Prempain [Prem 95].
Principe

Nous avons expliqué dans le paragraphe 1.1 qu’une loi de commande en boucle ouverte
constitue un paradigme en raison des erreurs de modélisation et des perturbations exogenes.
La fonction principale de la boucle de régulation est de réduire 1’effet des perturbations sur la
sortie et d’avoir un comportement stable malgré les erreurs de modélisation. La boucle n’a pas
pour fonction de fixer la dynamique nominale entrée-sortie. Cette tiche peut étre parfaitement

remplie par une partie de la loi de commande qui soit externe a la boucle fermée.

pu w p}’
Génération " " N
~ ref
de b 0w {7, LO- 2(0) | OO
trajectoires / *

& ) Pm —)

K linéarisation
&y
~ Vref Vm
> B 0 K
[T
Modeéle nominal régulateur Procédé linéarisé
de reférence de poursuite au nominal
fig. 1.4

Le principe est alors le suivant:
le modele nominal de référence de poursuite génere les signaux wu.(f) et yi(f). Ces deux

signaux correspondent aux signaux de référence du modele nominal de poursuite désiré. Cette
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génération est externe a la boucle de régulation. Elle s’effectue a partir du modele nominal du
procédé linéaire (ou linéarisé) G, = B;'4,, et de la dynamique entrée sortie désirée O, - B, .
Nous montrerons au troisieme chapitre 1'intérét de cette décomposition particuliere du schéma

a deux degrés de liberté.
Une boucle interne permet si nécessaire la linéarisation du comportement nominal du procédé.

Le régulateur K est alimenté uniquement par 1’écart & entre la référence yrr et le signal de
mesure V. Lorsque le procédé est parfaitement modélisé par le modele nominal, en 1’absence
de perturbations et pour un état initial nul, le régulateur K n’agit pas. Lorsqu’un signal d’erreur
&(f) apparait, di a des erreurs de modele, des perturbations, ou a un état initial non nul, alors
le régulateur permet de maintenir la stabilité de la boucle fermée tout en compensant ces
écarts, en superposant au signal de référence u.¢(¢) le signal &,(¢). La dynamique en régulation
obtenue est réglée au moyen de K et définit le modele de référence en régulation. Cette boucle
de régulation est déterminée de maniere a avoir un comportement robuste vis a vis des erreurs
de modeles. Nous proposerons dans le chapitre 3, une méthode de synthese qui intégrera la
prise en compte des objectifs de performances et les limitations du modele dans un systéme
augmenté. Cette définition précise des objectifs a atteindre et des contraintes a respecter sera
utilisée pour mettre le probleme sous une forme standard pour laquelle diverses méthodes de

résolution existent.

1.3.4 Une approche unifiée: Le probléme standard

Introduction

Le probleme standard a été proposé par B. Francis et J.C Doyle [Fran 87] pour fournir un
cadre général aux différentes méthodes de synthese de loi de commande comme la commande

L.Q.G, la commande par optimisation H, ou encore la commande par optimisation H_.

Partant du principe qu’une loi de commande est déterminée pour réguler la sortie d’un procédé
soumis a des entrées exogenes comme les perturbations, les bruits de capteurs et les signaux
de référence, la syntheése ne peut se faire qu’a partir d’'un modele du procédé (le modele
pouvant étre une famille de modeles), d’un modele des perturbations exogenes (principe du
modele interne de Wonham), des performances désirées du systeme bouclé et de la classe des

régulateurs autorisée.
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Ceci étant posé, le régulateur doit étre déterminé en premier lieu de maniere a avoir la stabilité
interne pour I’ensemble des modeles (i.e. stabilité robuste) et en second lieu d’obtenir le
comportement en régulation désirée vis a vis des entrées exogenes pour le procédé nominal.
L’entrée de consigne constitue une entrée exogene particuliere, pour laquelle nous
effectuerons un préfiltrage pour obtenir le comportement désiré en poursuite. Ce préfiltrage
sera déterminé a 1’aide du schéma de commande a multiples modeles de références R,M,.

proposé dans le paragraphe précédent.

Une fois le probleme mis sous forme standard la synthése du régulateur sera obtenue par
optimisation. Suivant la méthodologie choisie on pourra rechercher parmi I’ensemble des
régulateurs stabilisant la boucle celui qui est optimal au sens d’un critere particulier vis a vis
des objectifs de régulation. Nous rappellerons au second chapitre, dans le cadre des systemes
linéaires, la méthode d’optimisation H, et le lien avec la commande L.Q.G. ainsi que
I’optimisation H_. Nous préciserons pour chaque méthode, les différents algorithmes

permettant d’obtenir une solution.

Le probleme standard peut alors s’exprimer comme un probléme de syntheése vis a vis du
schéma fonctionnel suivant, figure 1.5. Le modele augmenté est alors constitué par I’ensemble

des modeles du procédé auquel on associe les objectifs de régulation.

Modele augmenté

Incertitudes
de modele

'

Procédé nominal
+
objectifs de performance
+
modele des perturbations
exogenes

Entrées exogenes *» Sorties a réguler

Entrées de commande Sorties mesurées

Régulateur

fig. 1.5



Chapitre 1 : Des principes de la commande robuste de procédé 25

1.4 Conclusion

La commande robuste consiste donc a garantir la stabilité d’un systéme au voisinage d’une
trajectoire de référence, en dépit de perturbations. Ce sont ces perturbations, liées aux erreurs
de modélisation et aux effets sur le systéme réel de grandeurs d’influence non mesurables, qui
nécessitent une commande par feed-back. LLa comparaison entre 1’évolution de la sortie de
référence et I’évolution de la sortie du systeme réel permet d’observer ces perturbations.
Cependant si I’on veut réduire au mieux leur effet, il est nécessaire d’inclure un modele de ces
perturbations dans le schéma de synthese de la loi de commande. On débouche alors
naturellement sur la notion de systeéme augmenté. La formulation du probléme de synthese
peut alors se mettre sous une forme tres générale dénommée « probleme standard ». Nous
montrerons dans le second chapitre quels sont les outils a notre disposition pour résoudre le

probleme standard dans le cas de la commande robuste des systeémes linéaires multivariables.

Cependant la synthése d’une loi de commande dans le cas des systemes linéaires est
grandement simplifiée par le fait que la stabilité d’un systeme linéaire s’évalue simplement en
regardant le comportement autour du seul point singulier que constitue I’origine. Dans le cas
des systemes non linéaires la notion de stabilité est plus complexe a analyser. Ces pourquoi
nous nous restreindrons au cas des systemes différentiellement plats, pour laquelle le probleme
de la stabilisation est plus simple a traiter. Nous rappellerons, a cet effet, dans le chapitre

suivant les outils développés pour la commande de ces systemes.
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Chapitre 11 :
Outils de synthése et d’analyse

de loi de commande

2.1 Outils pour les systemes linéaires multivariables

2.1.1 Classe des systémes considérés

Procédé nominal

On s’intéresse a la commande de procédé multivariable dont le comportement est modélisé
par une famille de modeles. Cette famille se définit par un systeme d’équations différentielles
linéaires a coefficients constants (systeme L.T.L.) représentant le comportement nominal du
procédé et un modele des incertitudes. Le systeme nominal Oy et le modele des incertitudes A
incluent I’ensemble des dynamiques possibles du procédé dans son contexte normal
d’utilisation. Le systéme nominal admet une réalisation (4, B, C, D) dans I’espace d’état. Il est

possible d'ecrire le modele d'état sous la forme compacte suivante:

5)-a)-(¢ oL

La matrice de fonction de transfert entrée-sortie Oy(s) se définit alors de la maniere suivante:
0,(s)=C(sI—A)"'B+D 2.2)

La matrice de fonction de transfert O(s) peut se représenter comme la matrice associée au

modele d'état Q. rebouclée par une matrice S diagonale et a valeurs complexes représentant la

dérivation d'état, dont les dimensions sont identiques a celles de la matrice A4.

sI
x|: X
A| B

”—>(C D]—’y

fig. 2.1
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En utilisant la notion de transformation linéaire fractionnaire haute F,(®,®) (Annexe A)
introduite par [Redh 60], la matrice de transfert entrée-sortie Qy(s) s'écrit:

Oy(s)=F,(0y,.S)=D+C-sI(I—A-s1)"B=C(sI—A4)"'B+D (2.3)

Famille de modeles

Une famille de modeles entrée-sortie L.T.I. notée QO(s) se définit dans le cas général par un
modele nominal QOy(s) et des incertitudes de modele représentées par une matrice A(s). Ces
dernieres englobent les écarts entre le comportement nominal et le comportement réel du
procédé dans son fonctionnement normal. Les incertitudes de modele se décomposent
habituellement en deux catégories, les incertitudes définies par une borne supérieure de 1’écart
de modele dans le domaine fréquentiel, et les incertitudes définies par les variations des
différents parametres du modele nominal. La matrice A(s) dépend du type d'incertitudes
considérées. Ce peut étre une matrice de transfert quelconque, une matrice de transfert

diagonale par bloc, une matrice diagonale a deux blocs, ou enfin une matrice diagonale réelle.

On peut représenter la famille de modeles O(s) comme une matrice de transfert P(s) contenant

le procédé nominal Qy(s) bouclée par les incertitudes de modele A(s) selon le schéma suivant:

A

Ug Ve

u P(s) 3

Les matrices de transferts sont alors partitionnée de la maniere suivante:

Vel Zoprgf e || i Do) R =Ay 2.4)
y u Py P, u Pyu, + Pu ¢ ¢

La fonction de transfert reliant la sortie y a ’entrée u et représentant la famille de modele Q(s)

peut s'écrire comme la transformation linéaire fractionnaire haute suivante:

y=F,(P.Aju=(Py+ BA(I- PAY ' By )u 0s)

La matrice de transfert P(s) peut contenir un majorant du module des incertitudes, de manicre
a ce que la matrice d’incertitude A soit bornée pour toutes les pulsations par ’unité:

Vo e R,”A(ja))"2 = 6(A(jw)) < 1 ou encore ||A(ja))||w <1 (2.6)

Nous allons maintenant préciser les différentes formes que peuvent prendre les incertitudes de

modele et déterminer pour chaque forme la matrice de transfert nominale P(s) associée.
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Incertitudes non structurées

Incertitudes additives

Les formes additives (directe et inverse) se définissent comme des incertitudes absolues vis a

vis du modele nominal. Elles peuvent se représenter a 1’aide des schémas blocs suivants:

A

Aa Aia

g —p| é‘a da
Ve ) Ve

+
u
TP o
fig. 2.2 fig. 2.3
Incertitude additive directe Incertitude additive inverse

Pour I’incertitude additive directe la famille de modeles O se définit comme la transformation

linéaire fractionnaire haute de la matrice P, par la matrice d’incertitude additive directe A, :

0 1 )
O=F/(P,A,) avec P, = {5(11 QJ soit 0= Q, + A, -4, 2.7

Pour I’incertitude additive inverse la famille de modeles Q se définit comme la transformation

linéaire fractionnaire haute de la matrice P;. par la matrice d’incertitude additive inverse Ay, :

-0,k I -
O=F(k,A,) avec P, = [_ 5P ;} soit P= (B + 4,8, )" 28)
ia~ 0 0

a

Les éléments &, et &, représentent les valeurs maximales des normes des matrices A,.d, et

Ai,. 8, en fonction de la pulsation @. On a alors:

1A, (j®)5, (@) < 8, (@) Yoe R soit A,

<1 2.9

oo

A, (j©)5, (@) < 6,(0) Yo e R soit |a,

<1 (2.10)

Les formes additives sont bien adaptées pour la modélisation d’écart de modele de type non
linéaire. Elles ne peuvent cependant pas englober I’ensemble des systemes incertains. Il peut
alors étre préférable de relativiser I’incertitude A par rapport au modele nominal Qy, ce qui

peut se faire en adoptant I’une des formes suivantes, dites formes multiplicatives.
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Incertitudes multiplicatives en entrée

Les formes multiplicatives (directe et inverse) en entrée se définissent comme des incertitudes
relatives vis a vis de I’entrée du modele nominal. Elles peuvent se représenter a 1’aide des

schémas blocs suivants:

Ae Aie
Uu > 5e u &e
¢ Ve - Ve
+ -
u
Qo b ! Qo X
+ +
fig. 2.4 fig. 2.5
Incertitude multiplicative directe Incertitude multiplicative inverse

Pour une incertitude multiplicative directe en entrée la famille de modeles Q se définit comme
la transformation linéaire fractionnaire haute de la matrice P, par la matrice d’incertitude

multiplicative A, :

o 17 .
O=F,/(P,A,) avec P, :{ } soit 0= Q,(I+ A,-4,) (2.11)

5EQ) Q)
Pour une incertitude multiplicative inverse en entrée la famille de modeles O se définit
comme la transformation linéaire fractionnaire haute de la matrice P par la matrice

d’incertitude multiplicative inverse Aj; :
-0, -6,1 . ¥
Q = EJ(PM?AM) avec Pic = QO Q SOlt Q = QO(I + Aie ’ 61'0) (212)
0

Les éléments &, et J. représentent les valeurs maximales des normes des matrices A..d et

Aie. 0 en fonction de la pulsation @. On a alors:
A, (j@)s, ()] < 8, (@) Vore R soit A, <1 2.13)

<1 (2.14)

oo

1A, (j@)8, (@) < 5.(@) Yo e R soit |a,

Cette forme est particuliecrement bien adaptée pour prendre en compte les erreurs de
modélisation concernant les actionneurs ainsi que les dynamiques négligées. On peut se
référer a [Duc 93] ou [Thom 95] pour I’application de cette représentation sur des exemples

relatifs a des procédés électriques.
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Incertitudes multiplicatives en sortie

Les formes multiplicatives (directe et inverse) en sortie se définissent comme des incertitudes
relatives vis a vis de la sortie du modele nominal. Elles peuvent se représenter a I’aide des

schémas blocs suivants:

As Ais
Ug i 65 Ve Ug és Ve
Ty - y
“ > Do é——» “ > Qo >
+ -+
fig. 2.6 fig. 2.7
Incertitude multiplicative directe Incertitude multiplicative inverse

Pour une incertitude multiplicative directe en sortie, la famille de modeles QO se définit comme
la transformation linéaire fractionnaire haute de la matrice Ps par la matrice d’incertitude
multiplicative directe A :

55 QO

0

0
0= F,(P.A,) avec P, {] } soit 0=(1+ A,6,)0, (2.15)
0
Pour une incertitude multiplicative inverse en sortie, la famille de modeles O se définit
comme la transformation linéaire fractionnaire haute de la matrice Pj; par la matrice

d’incertitude multiplicative inverse Ajs :
Y@J -8,1

”}mngza+4,@wg) (2.16)

O=F/(P,A,) avec P, =
( ) Q) Qo

A

Les éléments & et J représentent les valeurs maximales des normes des matrices Ag.d; et

Ajs. ;s en fonction de la pulsation @. On a alors:

A, (j@)s, (@) < 8, (@) Yo e R soit |a, (jw)|_ <1 (2.18)

A, (j@)d, (@) < 8,(@) Yo e R soit |, (jw)_ <1 (2.17)

Cette forme est particuliecrement bien adaptée pour prendre en compte les erreurs de
modélisation concernant les capteurs. On peut, la encore, se référer a [Duc 93] pour

I’application de cette représentation sur des exemples relatifs a des procédés électriques.
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Conclusion

Les formes non structurées constituent les représentations les plus courantes des incertitudes
de modélisation. Elles permettent de plus d’établir des conditions de robustesse en stabilité et

de développer des procédures appropriées pour la synthese de correcteur.

Cependant I'utilisation d’une seule des cinq formes précédentes pour représenter I’ensemble
des incertitudes masque la nature des incertitudes considérées. Une solution consisterait a
englober plusieurs formes dans une matrice globale A. Cette approche bien que séduisante a
priori peut cependant présenter un caractere conservateur important en fonction de la mesure
de matrice choisie. Nous préciserons cette idée dans le paragraphe sur les incertitudes

structurées.

Une approche intermédiaire consiste a se limiter a une structure a deux blocs diagonaux. Ceci
permet de mieux répartir les incertitudes suivant leur nature, et de modéliser plus facilement
les incertitudes associées a des modes instables. Ceci constitue 1’approche par incertitude
semi-structurée, et utilise la décomposition en facteurs premiers stables de la matrice de

transfert nominale du procédé.

Incertitudes semi structurées

Cette formulation dite semi-structurée est basée sur la décomposition en facteurs premiers de
la matrice de transfert Qy(s). Cette écriture particuliere permet de représenter une matrice de

transfert instable par deux matrices stables co-premicres. Ainsi, deux matrices de transfert
réelles rationnelles et n’ayant pas de pdles dans le demi-plan droit (R.H.P.), M(s) € RH~
et N (s)e RHZ " constituent une factorisation premiere a droite d’une matrice rationnelle

Oo(s) de dimension p x m si et seulement si les trois conditions suivantes sont remplies:

¢ M(s) est carrée, et inversible pour presque tout s de C (2.19)

e vse CG,(s)= N(s)M(s)" (2:20)
* M(s) et N(s) sont co-premieres a droite et vérifient donc la relation de Bezout suivante:

3 U (s)e RH"” 7(s) e RH telles que:
L 2

vse G, U(s) N(s)+ 7 (s) M(s)=1, @21)

Les définitions des différents espaces de matrices sont rappelées dans 1’annexe A.
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En raison de la non-commutativité de la multiplication matricielle, on définit de maniere duale

la factorisation a gauche, de la maniere suivante:

Deux matrices de transfert réelles rationnelles et n’ayant pas de pdles dans le demi-plan droit
®R.H.P.), M(s)e RH>7 et N(s)e RHr™ constituent une factorisation premiere a droite

d’une matrice rationnelle Qy(s) de dimension p x m si et seulement si les trois conditions

suivantes sont remplies:

M (s) est carrée, et inversible pour presque tout s de C (2.22)

e vse G,G,(s)= M(s)' N(s) (2.23)
¢ M(s) et N(s) sont co-premiéres a gauche et vérifient donc la relation de Bezout suivante:

IV (s)e RHT”,U(S) € RHT"’ telles que:
4

vse G M (s)-V(s)+ N(s)- U(s)= I, (2.24)

A partir de la représentation par factorisation premiére de la matrice de transfert nominal Qy(s)

on représente la famille de modeles a I’aide des schémas blocs suivants:

A, 0 A, 01
0 Ay 0 A, «
— Om » Ov
yg yg
Ug — N Uy |—’ On
+ 1
v y — T v- y
_u M N é u v || .
IOD L) i L > N AN M >
G G
fig. 2.8 fig. 2.9
Factorisation a droite Factorisation a gauche

Pour une factorisation a droite, la famille de modeles Q(s) se définit comme la transformation
linéaire fractionnaire haute de la matrice P,(s) par la matrice d’incertitude A, :
0 =5, M'(s) 8, M(s)
0()= E(B().8,(s) avee B(s)=|0 =8, M7(s) 8- M7 (s) (225)
I -N- M’l(s) N-M’l(s)

soit O(s)= (N(s)+ 6y -Ay(s)(M(s)+ 8, -Ay(s))" (2.26)
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Pour une factorisation a gauche, la famille de modeles QO(s) se définit comme la

transformation linéaire fractionnaire haute de la matrice P par la matrice A, :

0 0 8y
O(s) = F,(R(s) A (s)) avee B =|=8y- M'(s) —M"(s) M™-N(s) (2.27)
Ms)  —M(s) M- N(s)
soit O(s) = (M(s)+ 6. -A(s)) (N(s)+ 65-Ay(s)) (2.28)

Conclusion

Vidyasagar [Vidy 85] et Vidyasagar et Kimura [Vidy 86] ont montré qu’une telle écriture pour
la modélisation de famille de modeles permettait de prendre en compte avec des matrices
d’incertitudes sans pdles R.H.P. un ensemble de modele plus important qu’avec une approche

additive ou multiplicative.

En particulier, il est possible de représenter une famille de modeles dont le nombre de pdles
instables entre le modele nominal et le modele perturbé varie a I’aide d’une représentation par
factorisation premiere dont les matrices d’incertitudes n’ont pas de pdles R.H.P.. Dans le
méme cas de figure, les représentations par incertitude additive ou multiplicative nécessitent

des matrices d’incertitudes ayant des poles R.H.P..

La condition d’invariance du nombre de pdles R.H.P. pour la famille de modeles est alors
nécessaire pour utiliser le théoréme de stabilité robuste, ce qui n’est pas le cas pour des
matrices d’incertitudes sans poles R.H.P.. Ce dernier point a été mis a profit par D. C.
McFarlane et K. Glover pour I’analyse de la stabilité robuste [McFa 90], et pour la méthode

de syntheése H_ par «loop shaping» [McFa 92].

De plus H. Kwakernaak [Kwak 90] a proposé de se limiter a la factorisation premiere du
transfert nominal par matrices de polyndmes. Ceci constitue la base de son approche

polynomiale du probléme de la robustesse et de la synthese de régulateur.

Enfin la décomposition des incertitudes en deux blocs diagonaux permet de mieux répartir les
incertitudes en fonction des éléments auxquels elles sont associées (capteurs, actionneurs,

parametres...).
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Incertitudes structurées

Dans le cadre de I’analyse de la stabilité ou de la synthese de loi de commande pour une famille
de modeles, 1’utilisation conjointe des différentes formulations des incertitudes est intéressante
car elle permet d’effectuer facilement le lien entre I’incertitude et 1’élément physique considéré.
La matrice d’incertitude globale A est alors structurée en plusieurs blocs. De méme la prise en

compte d’incertitude paramétrique conduit elle aussi a une structuration particuliere de la

matrice d’incertitude A. Tous ces cas peuvent €tre représentés par un schéma bloc du type

suivant, pour lequel les matrices complexes A; n’ont pas forcément la méme dimension :

A, 0
0 A, O
0 0 A,
Ug |: j e
POy
u R » V
fig. 2.10

Incertitudes multiformes

La prise en compte simultanée de plusieurs formes d’incertitudes de modélisation se traduit
par une structuration en blocs diagonaux de la matrice d’incertitude globale A. Chaque bloc
diagonal correspondant a la matrice d’incertitudes associée a la forme considérée.

Incertitudes paramétriques

N

Soit une réalisation S(6) associée a une famille de modeles et dépendant du vecteur de
parametre 6 = (01,...,9”), et 0e0=S(6,) = (4, By, Cy, Dy) la réalisation associée au modele
nominal. Les variations du vecteur parametre traduisent soit les incertitudes de modélisation

associées a un parametre fixe, soit le domaine d’évolution de ce parametre pour 1’ensemble

des configurations normales de fonctionnement du procédé considéré.

Steinbuch ef al [Stein 91] ont montré que ce systeme peut se définir comme la transformation
linéaire fractionnaire haute de la matrice P; par la matrice d’incertitude A; si et seulement si, il

existe une matrice réelle S,:

A B D11 Cl D12 (2 29)
SA:{ A A}-: B, 0 0 |telleque F(S,,A(5))=S(6,+5)-5(6,) '
G D D, 0 0
21

Alors la famille de modeles s’écrit de la maniére suivante:
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0(s) = F,,(F;, (PQOC ,A(5)), sl) (2.30)
A B B,

avec B, =|C, D, D,|etA(d)= blocdiag(Sllrl ,...,5,11,”) (2.31))
¢, D, D,

La matrice d’incertitudes associée a alors une structure diagonale, dont chaque terme est réel,

et correspond a I’incertitude additive associée aux parametres de la représentation d’état.

A. Packard et J. Doyle [Pack 93] ont montré que lorsque les coefficients de la matrice d’état
s’expriment comme des fractions rationnelles en les parametres, il est toujours possible de se
ramener a I’expression ci-dessus. De plus ils donnent dans le méme article, une méthode

systématique pour construire la matrice S, lorsque la réalisation est linéaire en les parameétres.
Conclusion

Nous rappellerons dans le paragraphe suivant que les théorémes de stabilité robuste se

définissent par rapport a la mesure de la matrice A. La norme H_ constitue une mesure de la
matrice A basée sur la valeur singulicre E(A). Cependant cette mesure ne prenant pas en

compte la structure diagonale par blocs de la matrice A, elle définit une famille de matrice A
tres vaste. Certains éléments de la famille A ne correspondent pas a des cas d’incertitudes

plausibles, ce qui confere alors a cette méthode un caractere conservateur important.

Pour prendre en compte 1’organisation de la matrice globale A on utilise un outil plus adapté,
la valeur singuliere structurée u,(®) encore appelée u fonction. Ceci constitue la base de
I’approche par incertitudes structurées. Dans ce cas, la dimension de la matrice globale A est
plus importante que celle obtenu en choisissant une seule formulation des mémes incertitudes.
Cependant I'utilisation de la valeur singuliere structurée u,(®) permet d’écarter des matrices
de méme norme mais de structure quelconque, et donc d’étre moins conservateur. Chaque
bloc diagonal est alors borné en norme, ce qui revient a le considérer comme une matrice
complexe dont le module est borné.

Lorsque le bloc diagonal ne contient que des éléments réels comme c’est le cas pour les
incertitudes paramétriques associées a une réalisation d’état, il est alors nécessaire d’utiliser la

valeur singuliere structurée réelle.
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2.1.2 Théorémes de stabilité robuste pour des incertitudes non structurées

L’étude de la stabilité robuste consiste a déterminer si pour toutes les configurations de
fonctionnement normal, modélisées par la famille de modeles, le comportement dynamique du
systeme reste stable dans une approche entrée-sortie. Le modele nominal étant considéré
linéaire et stable, soit naturellement, soit par bouclage, I’étude de la stabilité robuste sera
basée sur le théoreme de Nyquist généralisé [Rose 72], ou sur le théoreme du faible gain [Zam
66a] en fonction de la nature des incertitudes. Plusieurs cas d’études seront possibles en
fonction d’une part de la position des poOles de la matrice d’incertitude A dans le plan

complexe, et d’autre part de la linéarité de ces incertitudes.

Incertitude modélisée par un opérateur non linéaire a gain borné :Théoréme du faible gain

Soit une famille de modeles Q(s) définie par un modele nominal linéaire

O, (s) = F,(F, (5),0) invariant et de dimension finie, et une incertitude de modele

représentée par un opérateur A(®) causal, non linéaire et de gain fini.
Théoreme:

La famille de modeles Q(s) sera stable pour tout opérateur A(.) causal, non linéaire et de gain

fini si et seulement si :

A(u(r)
sup "(u—)LZ le gain de A (2.32)
ueL,|  [u],,

Ve R*,7(A)|G,(jo)| <1 avec y(A)=

Ce théoreme déja énoncé au paragraphe précédent sous une forme un peu différente, est issu
de P'application du théoreme du faible gain a la L.F.T haute du modele nominal par

I’opérateur A associé aux incertitudes de modele et définissant la famille de modeles.

Ce théoreme n’a d’intérét que dans le cas d’incertitudes non linéaires. Lorsque les incertitudes
sont représentées par un opérateur linéaire, il est préférable d’utiliser le théoreme de Nyquist
généralisé car il est alors possible de considérer le cas de certains opérateurs linéaires

instables.

Incertitude modélisée par un opérateur linéaire : Théoréme de Nyquist généralisé

Généralement le modele nominal Qy(s) est le résultat de I’action d’un régulateur K(s) sur le
modele nominal Go(s) du procédé considéré. La famille de modeles corrigée par le régulateur

peut alors se représenter sous la forme du probleme standard suivant:
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ug N Ve ug |: yg

" PGy 7 u— P(Q)
Uc ) Ym
L=
— K
fig. 2.11 fig. 2.12

Le modele nominal corrigé se définit alors comme la L.F.T suivante:

Oy(s) = F;(PGO (S)’K(S)) (2.33)
L’indice / (lower) indiquant que le bouclage se fait par le bas.
La famille de modeles se définit alors comme la L.F. T suivante:

G(s) = F(F; (5),4) (2.34)

La famille de modeles G(s) est définie par trois éléments. Le modele nominal linéaire
G,(s) = F,(F;, (5),0) invariant et de dimension finie, I'incertitude de modele représentée par
une matrice de transfert rationnelle a coefficients réels A normée et n’ayant pas de pole sur

I’axe imaginaire,et la fonction de pondération &(s) scalaire définie par:

[A(i@)s (@) < () vo e R (2.35)
On définit I’ensemble des incertitudes suivant:
D, ={AeRH_|A| <1} (2.36)
D, ={aeRL.,1(G(s0))=n(G(s, A)) ] <1} (2.37)
Dy =D,vDg (2.38)

avec 77(®) la fonction donnant le nombre de poles R.H.P. de la fonction de transfert.

Théoreme:

Le régulateur K stabilise la famille de modeles G(s) pour toute incertitude A € D, ssi :

¢ K stabilise le modele nominal G,(s) = F,(F; (s5),0) (2.39)

0

s VweR",

0,(j@)| <1 que on écrit aussi [Q,(jo)|_ = |F( P, K <1 (2:40)
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Ce théoreme découle de [I'utilisation du théoréme de Nyquist généralis€é proposé par
Rosenbrock [Rose 72], en particulier pour pouvoir considérer le cas des matrices d’incertitude
ayant des pdles R.H.P. La démonstration complete se trouve dans plusieurs ouvrages de

référence comme [McFa 89], [Maci 89].

Conclusion :

La fonction de pondération &s) permet d’avoir une matrice A aussi proche que possible de la
fonction passe-tout a gain unité, afin de ne pas surestimer I’effet des incertitudes sur la
stabilit€ de la famille de modeles, et d’obtenir une contrainte raisonnable. Ainsi dans le
théoreme de stabilité robuste, la matrice d’incertitude A est normée et le critere porte sur la
matrice Q,(s) qui incorpore via la matrice P(s) la fonction de pondération &s). Cependant le
théoreme de stabilité robuste assure la stabilité pour une famille de modeles différente de celle
considérée initialement. En effet, lorsque les conditions citées précédemment sont remplies,
ce théoreme assure la stabilité pour la famille définie par un modele nominal Qq(s), et pour
toute matrice d’incertitude dont la norme infinie est inférieure a 1’unité. La nouvelle famille
contient bien évidemment la famille initialement considérée, cependant il ne peut y avoir
équivalence entre ces deux familles, car on ne considére que le gain et on ne prend pas en
compte la phase de la matrice d’incertitude. Or il existe des matrices de transfert ayant
uniquement des pdles L.H.P., dont le gain est identique mais la phase differe. Par exemple en
monovariable, les deux transferts suivants ont le méme module:

1- .
T(s)=1 et T(s)=—> 24D
1+
Il est alors évident que les contraintes a remplir pour valider le théoreme sont plus

contraignantes que les conditions imposées par la famille initiale.

Une premiere démarche consiste a comparer les résultats obtenus pour la méme incertitude
représentée suivant les différentes formes possibles, et a prendre en compte celle qui donne la

contrainte la plus faible.

N

Une seconde approche consiste a affiner notre outil de mesure. En effet, pour réduire le
caractere conservateur de cette approche, il est souhaitable de prendre en compte la
structuration de la matrice d’incertitude d’une part, et la nature des éléments la contenant
d’autre part. Pour ce faire, nous présenterons dans le paragraphe suivant un outil de mesure de

matrice plus adapté : la valeur singuliere structurée complexe et réelle.
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2.1.3 Théorémes de stabilité robuste pour des incertitudes structurées

La notion de valeur singuliere structurée u a été introduite initialement par J. Doyle [Doyl 82a]
pour analyser la stabilité robuste des systemes multivariables (u-analyse). Au méme moment
M.G. Safonov [Safo 82] proposait une notion similaire avec la marge de stabilité multivariable
km correspondant a I’inverse de la valeur singuliere structurée u. Ces techniques se sont ensuite
étendues au cadre de la synthese de correcteur a stabilité robuste (u-syntheése). Nous
rappellerons ici quelques définitions et propriétés importantes. On pourra pour approfondir le
sujet, se référer a ’article de synthese de A. Packard et J. Doyle [Pack 93] sur I’utilisation de

valeur singuliere structurée u pour I’analyse et la synthese de loi de commande robuste.
Définitions
Une matrice A appartient a la structure A si et seulement si elle peut s’écrire sous la forme
suivante:

A =blocdiag(6t Ly, ... 8% Iy O\ 1y 85 Iy AL A) (242)
avec les éléments 55 <R , et 5; € C qui définissent les ensembles des scalaires répétés réels

et complexes, et les éléments Ai et qui constituent I’ensemble des matrices pleines

complexes.

La valeur singuliere structurée de la matrice M par rapport a la structure A que 1’on note u,(M)
est définie par I’inverse de la valeur minimale de la norme de la matrice A appartenant a la

structure A qui rend 7 - MA singuliere. Soit:

1
min(c(A)/ det(I — MA) =0)

Ha(M)= (2.43)

My (M):=0 s’il n’existe pas de matrice A de A telle que - MA soit singuliére. (2.44)

Interprétation de la valeur singuliére structurée en terme de systeme bouclé.

Soit une matrice M € C""'”, bouclée par une matrice d’incertitude A. Ce systeme admet les

deux équations bouclées u = Mv et v = Au, que I’on peut représenter par le schéma suivant:

=)

fig. 2.13.
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Tant qu’il n’existe pas de matrice A de A telle que la matrice 7/ - MA soit non singuliere, la
seule solution pour les deux équations bouclées est # = v = 0. Par contre, lorsque une matrice
A de structure A est telle que la matrice I - MA soit singuliere, alors il existe une infinité de
solutions possibles pour lesquelles les normes de u et v peuvent €tre arbitrairement grandes.
Dans la perspective de 1’analyse de la stabilité des systemes, on dira que dans ce cas le
systeme bouclé est *’instable’’, par opposition au cas ’’stable’’ correspondant a la solution
identiquement nulle. Dans le cas *’instable’’ la valeur singuliere de la matrice M vis a vis de la

structure A nous donne I’inverse de la norme de la matrice de A qui déstabilise le systeme.

Remarque:
Bien que la définition de la valeur singuliere structurée se fasse par rapport a I’'inverse d’une

norme et qu’elle vérifie la linéarité vis a vis des scalaires (Va € G, u, (aM) = o, (M), 1a
fonction u,(M) ne constitue pas une norme car elle ne vérifie pas 1’inégalité triangulaire.

Cependant il est habituel de noter par abus d’écriture Sup (,u A(M(@ a)))) = || M (s)”A [Pack 92].
wWeR™ =
Propriétés et évaluation de la valeur singuliére structurée

La définition de la valeur singuliére structurée ne permet pas d’évaluer facilement sa valeur.
Pour les structures a deux et trois blocs complexes pleins le calcul exact est possible [Doyl

82a]. Dans le cas général on approche la valeur de la fonction u,(A/) a I’aide de I’encadrement

suivant, en utilisant le rayon spectral de M et la plus grande valeur singulie¢re de M g'(M )
p(M) < u, (M) < o(M) (2.45)

Pour des structures A particulieres (absence de structure, structure diagonale) les bornes sont

atteintes, et 1’évaluation de la fonction est alors relativement aisée.

Dans le cas contraire la distance entre les bornes peut étre arbitrairement trop importante. M.

G. Safonov et J. C. Doyle [Safo 84] ont proposé de faire une mise a 1’échelle des bornes par

une matrice D, et une matrice O dont les structures sont liées a celle de A et qui n’affecte pas

la fonction u,(M). On obtient alors I’inégalité suivante:
< = <info !
p(OM) < max p(OM) = p1,(M)< inf o (pmp™) (2.46)

. R R C C *
D=blocdiag(Df..... DY . .....D5 Iy, .1, ....d,I,)etQ={0€A/Q'0=1} (247)
L’inégalité haute est un probleme convexe, ce qui n’est pas le cas de la borne inférieure.
L’évaluation d’une valeur singuliere structurée nécessitera donc dans le cas général un calcul

par optimisation.
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Théoreme de stabilité robuste vis a vis d’incertitudes structurées.

Avec les notations utilisées pour le théoreme de Nyquist généralisé, le théoreme de stabilité

robuste dans le cas d’incertitudes structurées peut se mettre sous la forme suivante:

Le régulateur K stabilise la famille de modeles G(s) = F,(F;, (s),A) pour toute incertitude

AeD,NA,ssi:
¢ K stabilise le modele nominal G,(s) = F,(F; (5),0) (2.48)
*Voe R*,,ué(QO(ja))) <1 avec Q)(jw)= F,(PGO (s),K) (2.49)

La démonstration de ce théoreme [Doyl 82a] utilise conjointement la définition de u et le
théoreme de Nyquist généralisé.

Remarques

Ce théoréeme n’est valable que dans le cas linéaire puisqu’il est basé sur I’utilisation du
théoreme de Nyquist. Des extensions de ce concept au cas des systémes non linéaires et ou
instationnaires ont été envisagées. En particulier H. Bourles [Bour 93] a proposé une méthode
basée sur I’application du théoreme des petits gains au cas des opérateurs non linéaires

comportant des incertitudes structurées (Q analyse et O synthese).

2.1.4 Robustesse en stabilité et en performance, et fonctions de sensibilité nominales

Stabilité robuste

Les théorémes de stabilité robuste évoqués précédemment peuvent s’exprimer a partir des
différentes fonctions de sensibilité nominales associées au modele nominal bouclé. Cette
formulation va nous permettre de préciser le lien entre les fonctions de sensibilité et la

stabilité robuste en fonction du type d’incertitude considéré. Pour ce faire nous utiliserons la

valeur singuliere structurée, sachant qu’en 1’absence de structure, A = {A € C""”}, la valeur

singuliere structurée d’une matrice M est égale a la valeur singuliere supérieure O'(M ) .

On associe a chaque matrice d’incertitude A de A une matrice scalaire O telle

que [[A(j@)s(w)| < () Vo e R . La stabilité robuste est alors obtenue:

dans le cas d’incertitude additive A, de A, si et seulement si:

,ué(K(Ip + GK)_1 ) «—1 Vo eRouencore |KS,

5, (jw)

1 (2.50)
L ST

A,

oo



Chapitre 2 : Outils de synthese et d’analyse de loi de commande 42

dans le cas d’incertitude multiplicative en entrée A. de A, si et seulement si:

1, (KG(1, + KG)") < v e Rouencore 1, |, < 2.51)

5, (jo) A,

I,

oo

dans le cas d’incertitude multiplicative en sortie A de A, si et seulement si:

ué(GK(Jp + GK)*1)< U e e Rouencore < 1 (2.52)

8, (o) A,

L

oo

dans le cas d’incertitude multiplicative inverse en entrée A;. de A, si et seulement si:

1 (2.53)
L ST

A

Se

,ué((lm + KG)_I) < me e R ou encore |

oo

dans le cas d’incertitude multiplicative inverse en sortie A;; de A, si et seulement si:
1 2.54
3 (2.54)

8 ||Ais

oo

v e R ou encore |

S,

#é((l,,, + GK)-l) < —|5,-s (1]w)|

Cette formulation des théorémes de stabilité robuste fait apparaitre trés clairement que chaque
fonction de sensibilité nominale caractérise la robustesse du systeme bouclé vis a vis d’une
représentation des incertitudes. Ainsi, la conformation des normes de ces différentes fonctions
a des gabarits fréquentiels revient a prendre en compte de maniere plus ou moins explicite des

incertitudes dans la synthese de la loi de commande.

Performance robuste

Soit une famille de modeles G(s), définie comme la LFT d’une matrice P par une matrice
d’incertitudes Ag(s) appartenant a la structure Ag, de gain inférieur a un. La matrice des
transferts de boucle fermée 7(s, Ag, K) représente les différentes fonctions de transfert entre
les entrées de perturbations contenues dans le vecteur u et les sorties a réguler contenues dans
le vecteur y. On associe a cette matrice la matrice des pondérations Wr(s) traduisant les
performances attendues sur les différents transferts. Le probleme de performance robuste
consiste a déterminer le régulateur stabilisant K(s) tel que pour toute incertitude de modele Ag

unitaire de structure Ag, on vérifie I’inégalité suivante:

|7(s. g, KW, (s <1 (2.55)
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J.C. Doyle a montré que ce probleme pouvait se formuler comme un probléme fictif de
stabilit¢ robuste vis a vis d’incertitudes ’’augmentées’’ Ag structurées en deux blocs
diagonaux [Doyl 82b]. Cette matrice Ag est composée de la matrice d’incertitudes associée au
modele Ag et d’une seconde matrice d’incertitudes fictives Ap unitaire non structurée. La

matrice des incertitudes fictives Ap est issue de I’application du théoréme de robustesse a la

relation (2.55). En effet la condition 7(s, A, K)¥,| <1 pour tout |A[_ <1 est équivalente

a étudier la stabilité de T(s, A, K)W, rebouclé par un bloc fictif d’incertitudes Ap. Ceci qui

est encore équivalent a avoir une condition de stabilité robuste vis a vis de I’incertitude de

modélisation Ag = diag{Ag, Ap}.On peut le résumer par I’équivalence des trois schémas

suivants:
Ag
ug )}g
— P’(Qy) > Wr
u y
Fig 2.14
Probléeme de performances robustes
Ag
Ug yg
P(Qo) " Wr
u y
Ap
Fig 2.15
Probleme équivalent de stabilité robuste
u y
Ap 0
Uy Ve
0 Ag
P (Qo)
Fig 2.16

Probleme équivalent de stabilité robuste structurée
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Ainsi la condition de performance robuste (2.55) sera satisfaite pour toute matrice Ag unitaire

si et seulement si I’inégalité suivante est vérifiée:
VYoeR u, (P'(0,(jw)<1 : A, ={A=diag{A,.A, } A, €As} (2.56)

Cette derniere relation nous montre tout ’intérét du formalisme du probleme standard,
puisqu’il permet de traiter aussi bien des problemes de stabilité robuste que de performances
robustes. En effet la validation du critere de performances robustes implique la stabilité
robuste car la structure diag{Ag, 0} est un sous ensemble de la structure Ag. Par contre lorsque
la condition (2.56) n’est pas remplie mais que le critére de stabilité robuste est validé, il est
alors nécessaire de revoir les spécifications des performances pour obtenir des performances
robustes. Enfin la matrice Qy(s) constituant le modele nominal corrigé, on retrouve la encore

I’intérét des différentes fonctions de sensibilité dans la spécification des performances.
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2.1.5 Synthése par optimisation de critére

Introduction

Pour les systemes linéaires multivariables, le probléme standard consiste a déterminer un

régulateur K linéaire stationnaire stabilisant la boucle fermée et vérifiant I’inégalité suivante:

|F,(P.K)|, <yavec @ =2,00,A (2.57)

Avant de passer en revue les différentes méthodes de résolution de 1’inégalité précédente en
fonction de la norme considérée, nous présenterons la paramétrisation de Youla. Cette
paramétrisation permet de représenter I’ensemble des correcteurs K permettant d’obtenir la

stabilité interne du modele en boucle fermée.

Paramétrisation de Youla (Q Paramétrisation)

Bien que la paramétrisation de I’ensemble des correcteurs stabilisant date des années 50 [Ragg
58], son rdle principal dans la syntheése de loi de commande par optimisation H, a été mis en
évidence dans les années 70 par V. Kucera [Kuce 74] et D. C. Youla [Youl 76]. En 1981,
Zames [zame 81] étendit I’utilisation de la paramétrisation de Youla au cadre de la synthese
H_. Nous donnerons ici la formulation générale de la paramétrisation de Youla proposée par
C. A. Desoer et al. [Deso 82]. Le principe consiste a décomposer le régulateur K sous la forme
de la L.F.T suivante, dans laquelle la matrice J contient la structure d’un observateur-

controleur et Q est une matrice de transfert propre et stable.

] A ] ] A
ug ) | e u, | Ve
U —> P(Go) — ) U —> P(Go) — )
ue [ ] m ue [ ] Vm
— K | U
—> :|
0
K
fig. 2.17 fig. 2.18

K=F(J.Q0) QeRH

oo

(2.58)
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Considérons la matrice de transfert Ky d’un régulateur stabilisant le modele nominal en boucle
fermée. Le modele nominal a pour matrice de transfert G. Ces deux matrices de transfert
admettent une décomposition en facteurs premiers sur ’espace des matrices de transfert
stables de la forme suivante:

K, = U()Voil = I7071(70 (2.59)

G, = B,4;' = 4;'B, (2.60)

Le régulateur garantissant la stabilité interne du modele nominal en boucle fermée, les termes

de la décomposition en facteurs coprimes vérifient 1’identité de Bezout suivante:

Vo _170 A() U() I 0
A = (2.61)
-B, A4, B, V, 0 I

On a alors la propriété suivante:

Théoréme

La famille des régulateurs définie par (2.58), a partir de Ky et de I’ensemble des matrices de

transfert O propres et stables, garantit la stabilité interne du modele nominal en boucle fermée.

U= ﬁo + Q;jo V= 170 + QEO
U=U,+4,0 V=V,+B,0
K=uv"'=v1'0

(2.62)

De plus tout régulateur stabilisant admet une décomposition sous la forme (2.58).

Remarques:
Cette paramétrisation n’est pas définie de maniere unique mais dépend de la réalisation

utilisée pour représenter 1’ensemble observateur-contrdleur. Mais pour chaque structure J
associée a une réalisation, tous les régulateurs K sont engendrés lorsque la matrice de transfert
O parcourt I’ensemble des matrices de transfert stables.De plus pour cette formulation (2.57)
& (2.58), la boucle de retour est considérée positive. Certaines structures constituent des
paramétrisations particuliere de Youla. Ainsi on peut montrer que le modele interne de Morari
[Mora 82] constitue une forme particuliere de paramétrisation de Youla [Macie 89]. De méme
E. Prempain a montré que le modele R,M; constitue la forme minimale de la parameétrisation
de Youla pour les schémas a modele de référence [Prem 95]. Enfin, ce formalisme va nous
permettre de poser par la suite le probleme de synthese sous la forme d’un probléme
d’optimisation sans contrainte avec un critere relativement simple dépendant linéairement du

parametre Q supposé étre une matrice de transfert propre et stable.
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Syntheése Hy/LQG

Ph. De Larminat [Del.a 93] rappelle que si le critere L.Q.G. est par définition une somme de
variances, relative aux écarts et aux commandes, dont le caractere aléatoire résulte des bruits
blancs, générateurs des consignes, perturbations et bruits de mesure, il peut étre interprété a

I’aide de la norme H,. En effet considérons un systéme stochastique défini par:

{x(z) = Ax(t)+ Bu(t)+ () (2.63)
Yult) = Cx(t)+w(r)

On suppose que les bruits v(t) et w(t) sur 1’état et sur la sortie sont des bruits blancs Gaussiens
de moyennes nulles et de variances égales respectivement a V' et . On considere le critere

quadratique suivant avec Q et R des matrices symétriques définies positives:

J=, l_i)moo%j!:E[x(t)T Ox(r) +u(t) Rl = l_i)moo%;'j Hn@ vl ob

1/2 12 -1
0 x u V 0 \J
= e ¢ 2| s U = Y= 2| (2.65)
Y2 0 R u U, o w w
Ce critere peut s’écrire en raison de 1’identité de Parseval comme la norme H, d’une matrice
de transfert ayant pour réponse impulsionnelle le vecteur y;(t) du critere L.Q.G.. Ainsi la

synthese d’un régulateur L.Q.G. n’est qu’un cas particulier de la syntheése H,, pour laquelle on

cherche un régulateur K(s) stabilisant le systéme augmenté suivant:

1/2 12
Ui V Q > V11
1 > Vi2

u >
12 ,Bl,%/ C
+
A

R12

Y

v

U

+ Ly )2

fig. 2.19

La matrice P d’interconnexion dans I’espace d’état étant la suivante:

4 |V 0 B

0”1 0o 0 0 e W (2.66)
P= 0 0 0 Vl 2 = Cl D“ D12 5 Y = E(P’K) u, .
C2 D21 Dzz

C o w"? 0
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La synthese L.Q.G. peut donc s’exprimer dans le domaine fréquentiel comme la synthése d’un
régulateur linéaire invariant K stabilisant le systéme augmenté P et minimisant le critere

suivant:
J oo =||F,(P.K)|, (2.67)

La dénomination de commande L.Q.G. étant réservée au contexte stochastique, c’est a dire
lorsque les matrices ¥ et W correspondent a des variances, nous nous placerons dans un

contexte plus vaste en utilisant la dénomination de commande par optimisation H.

La résolution du probléme d’optimisation H, passe par la résolution des deux équations de

Riccati suivantes.

A-B,DLC, ~B,B! _ .
X = Ric|  ~yp~ . .y |avee C =(I-D,D})C, (2.68)
-C/'C,  -(4-B,D}C)
T
A-B,D!C -cIc -
Y = Ric ( o :) 2 avec B, = B,(I-D;,D,,) (2.69)
-B!B, ~(4-B,D},C,)

Le régulateur optimal au sens du critere Jiog se décompose alors en une structure observateur

-régulateur d’état dont les matrices de retour d’état F' et d’observation H sont les suivantes:

F=—(D},C, + B} X) (2.70)

H=—(B,D, +YC; ) (2.71)

Il est alors intéressant pour mieux appréhender la synthése H_ de montrer que cette synthese
peut se mettre sous la forme d’un probleéme d’optimisation vis a vis de 1’ensemble des
correcteurs stabilisants. Pour ce faire J.C Doyle et al [Doyl 89] d’une part et Safonov et al
[Safo 89] d’autre part ont proposé I’utilisation d’une paramétrisation de Youla particuliere
consistant a prendre pour matrice J la structure observateur-régulateur d’état optimale définie

par les matrices F et H. On obtient alors la matrice de structure suivante:

A+B,F+HC, |-H B, 2.72)
J= F 0 I '
-C, I 0
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L’ensemble des régulateurs stabilisant le modele nominal en boucle fermée s’écrit alors:

K=F,(J,0), OeRH, (2.73)

Dans ce cas, le régulateur optimal s’écrit Kop = F1(J,0). Le probleme L.Q.G revient donc a

déterminer le parametre Q tel que le critere suivant soit minimal:

J106(Q)=|F(P.F(1.0))].. QeRH. (2.74)

T
uy P > V1
_} —
[25) |: :|V2
— e
J
_’ —
us |; j V3
0
fig. 2.20

On peut montrer de plus que I’interconnexion des matrices P et J conformément a la figure
(2.20) donne une matrice de structure 7. Cette matrice de structure posseéde une la matrice
d’état triangulaire supérieure, composée de deux blocs diagonaux A+HC, et A+B)F,
correspondant respectivement a la dynamique de 1’observateur et du régulateur d’état. Ceci

correspond au principe de séparation utilisé dans le cadre de la commande L.Q.G...

A+B,F  -BF B, B,
e 0 A+HC, | B+HD, 0 |_ [Tn le} 279
Cl +D12F _Dle 0 D12 7;1 7;2
0 C, D, 0

Le transfert T, entre us et y3 étant nul (on retrouve ici le principe de la paramétrisation de

Youla), le critére a minimiser s’écrit :

7100 (Q) - "F/ (T’ Q)”z = "Tll + leQTzl||z’ Q€ RH, (2.76)

Ainsi le probleme de commande optimale H, apparait comme un probleme d’optimisation sans
contrainte sur I’ensemble des matrices de transfert propres et stables. Cette formulation est

intéressante car elle est similaire a celle que nous obtiendrons dans le cadre de la synthese H_
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Synthése H .,

Cette nouvelle approche introduite par Zames au début des années 80 [Zame 81] consiste a
remplacer la norme H, par la norme H_ dans le probleme standard. L’utilisation de cette
approche fut limitée jusqu’a la fin des années 80 en raison de I’absence d’algorithme de
résolution donnant un régulateur de dimension proche de la dimension du modele augmenté.
La méthode existante était basée sur la paramétrisation de Youla, la factorisation spectrale et
la résolution de 1’approximation de Hankel. Le régulateur avait alors une dimension de 10 a
30 fois plus grande que le modele du procédé. Ceci ne permettait pas de faire le lien avec une
structure du type observateur régulateur d’état comme pour la synthese LQG. En 1984, J. C.
Doyle proposa une solution dont la dimension du régulateur était égale a trois fois celle du
modele augmenté. Cette solution consistait a réduire le probleme général d’approximation de

Hankel a quatre blocs au cas monobloc.

En 1988 K. Glover et J. C. Doyle [Glov 88] proposerent une solution au probléme de synthese
H_ pour laquelle, la dimension du régulateur était égale a celle du modele augmenté. Le
célebre article de J.C Doyle et al [Doyl 89] fit une syntheése sur la résolution dans 1’espace
d’état des problemes de commande H,/L.Q.G. et H_ en placant ces deux approches sur un
méme pied d’égalité. Ainsi, avec 1’algorithme DGKEF, la loi de commande est obtenue par la
résolution de deux équations de Riccati, et possede une structure du type régulateur
observateur d’état. L’ensemble des régulateurs stabilisant et vérifiant que la norme H_ de la
boucle fermée est inférieure a une valeur ydésirée, s’exprime alors en fonction d’un parametre
O propre et stable comme dans la parametrisation de Youla. Le lien entre la commande H, et
la commande H_ apparait naturellement puisqu'en faisant tendre yvers I’infini les équations de
Riccati du probleme H_ sont identique a celle du probleme H,. Le régulateur L..Q.G optimal

apparait en se sens comme un cas particulier de la théorie générale de la commande H_.

N

La syntheése d’une loi de commande consiste alors a rechercher de manicre itérative (¥ -
itérations) la plus faible valeur de ¥ pour laquelle il existe un régulateur vérifiant la contrainte
de boucle fermée (probléme standard). Pour un niveau yadmettant une solution, il existe alors
une infinité de solutions, qui s’exprime en fonction du parametre O et du régulateur central
Ko = Fi(J,0) obtenu en résolvant les deux équations de Ricatti. Le choix du parametre Q

minimisant 1’ordre du régulateur ainsi obtenu reste un probleme ouvert.
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Pour un 7 donné, on cherche a déterminer le régulateur linéaire invariant K stabilisant le

systeme augmenté P et respectant le critere suivant vis a vis du schéma fig (2.21):

U —»| P —» V1

=
[—

us V3

Q

fig. 2.21
|EP.K). <7 (2.77)

Soient la réalisation suivante pour le modele augmenté P:

o8] .

On suppose de plus que cette réalisation est telle que, (4,B)) et (4,B,) soient stabilisables,
(4,C)) et (4,C,) soient détectables (de maniere a ce qu’il existe des régulateurs stabilisant), les
matrices D, et D,; ont un rang égal au nombre d’entrées des vecteurs u, et ), respectivement,

et enfin que les matrices D et Dy, soient nulles.

Théoreme de Glover Doyle [Glov 88]

Un régulateur stabilisant, vérifiant 'inégalité |F;(P,K)|_ < y existe si et seulement si les deux

équations de Riccati suivantes admettent deux solutions X et Y_ positives dont le rayon
spectral du produit p(X_ Y ) est inférieur a 72

A-B,D.C “B/B - B,B) ~
NG vom s o |avee C =(I-D,DL)C, (2.79)
_Cl Cl _(A - BZDIZCI)

X_ = Ric
(A - B1D2T1C2 )T 772C1C1T - C2TC2

Y, = Ric —
~B'B, ~(4-BD}C,)

avec B, = B, (I - D,ZT]DZI) (2.80)

Le régulateur central se décompose alors en une structure observateur -régulateur d’état dont
les matrices de retour d’état F' et d’observation H sont les suivantes auxquelles se rajoute la

matrice de mise a I’échelle Z.
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F=~(D}C, + B} X) (2.81)
H=—(B,D, +YC; ) (2.82)
Z=-7Y.X)" (2.83)

L’ensemble des régulateurs stabilisant le modele nominal en boucle fermée s’écrit alors:
K=F/(J,0), OeRH, (2.84)
avec pour matrice d’interconnexion J la matrice suivante:

A+B,F+y BB/X_ +ZH(C,+y”D,B/X.) | ~ZH Z(B,+y"Y.C/D,) (2.85)
J= F 0 I
~(¢,+y”DyB X.) I 0

Dans ce cas, le régulateur central s’écrit K}O = F1(J,0).

Remarques:

Les conditions sur la matrice D, nécessaires pour pouvoir appliquer ce théoreme peuvent Etre
obtenue par une mise a 1’échelle et modification de boucle comme 1’ont proposé M. Safonov
et al [Safo 89]. De plus, ces contraintes de régularité sur le modele augmenté ne sont plus
nécessaires avec les nouveaux algorithmes basés sur la résolution d’Inégalités Linéaires
Matricielles (L.M.I) proposé¢ par P. Gahinet [Gahi 92] [Iwas 94]. Enfin les approches
fréquentielles de Kwakernaak [Kwak 93] basées sur les factorisations spectrales de matrices
polynomiales permettent de résoudre le probleme standard sous des hypotheses plus faible que

le précédent théoreme. En contre partie, 1’algorithme de calcul est plus complexe.

p-synthese

La u-syntheése ne peut pas étre résolue sous sa forme standard car il n’existe pas de méthode
de calcul direct de la fonction yu. Cependant on peut évaluer celle ci en la majorant. Le

probleéme consiste alors a déterminer le régulateur K vérifiant I’inégalité suivante:

K(E(P.K)) < min (DF(P.K)D"')<y, VweR (2.86)
E_

La D-K itération [Doyl 85] permet d’obtenir une solution, mais cette méthode ne converge pas

forcement.
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2.2 Qutils pour les systemes non linéaires multivariables

2.2.1 Introduction

Le découplage entrée-sortie stable par retour d'état des systemes linéaires a été étudié par
P.L Falb et W.A. Wolovitch [Falb 67], qui donnerent des conditions nécessaires et suffisantes.
W.M. Wonham et A.S Morse [Wonh 70] montrérent que 1'on pouvait s'affranchir d'une partie
des contraintes en utilisant un précompensateur et un bouclage dynamique. Cependant, le
découplage entrée-sortie peut rendre une partie de I’état inobservable. Cette perte
d’observabilité de 1’état correspond a des simplifications pole-zéro dans le transfert en boucle
fermée. Pour avoir la stabilité interne, et en particulier la stabilit¢ de la partie de 1’état
inobservable, il est donc nécessaire, dans le cas linéaire, d’analyser la dynamique des zéros
finis de la matrice de transfert.

Pour le cas des systemes non linéaires, A. Isidori ef a/ [Isid 81] d'une part et R.M. Hirschorn
[Hirs 81] d'autre part, proposerent une condition équivalente pour le découplage entrée-sortie,
portant sur la régularité d'une matrice particuliere: la matrice de découplage. L'étude de la
stabilité de 1'état inobservable, lorsqu'il existe, se fait avec la notion de dynamique des zéros
proposée par C. Byrnes et A. Isidori [Byrn 86]. La stabilité interne du systeme non linéaire
bouclé, s’évalue alors, a partir de criteres de stabilité sur la dynamique des zéros, comme la
stabilité exponentielle [Byrn 86] ou la K-stabilité [Char 89a]. De plus, B. Charlet a montré en
1989 [Char 89a] que la K-stabilité était robuste vis a vis de petites variations de la dynamique
non linéaire. Par contre, dans le cas de dynamiques négligées, la robustesse de la stabilité
interne du systeme bouclé n’est pas a priori simple a obtenir, comme le montre 1’exemple de
L.H Chen et H.C Chang [Chen 90].

La méthode de découplage entrée-sortie stable, proposée par W.M Wonham et A.S. Morse
[Wonh 70] dans le cas linéaire, a son équivalent pour le cas des systemes non linéaires. Cette
technique proposée par A. Isidori et al [Isid 81] d'une part et R.M. Hirschorn [Hirs 81] d'autre
part, utilise un changement de coordonnées sur 1’état et un bouclage statique d’état permettant
a la fois de découpler et de linéariser les relations entrée-sortie. Elle correspond a la
généralisation du concept de sous espaces (A,B)-invariants au cas non linéaire, en utilisant les
distributions (f-g)-invariantes [Isid 85].

L’extension de la classe des systemes dont le comportement entrée-sortie peut étre linéarisé a
été rendue possible en remplacant le bouclage statique d’état par un bouclage dynamique.

Cette technique a été initialement développée par W. M. Wonham [Wonh 74] pour le
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découplage linéaire entrée-sortie avec stabilité. R.M Hirshorn [Hirs 79] et S.N. Singh
[Sing 80], [Sing 81] ont montré I'intérét de cette technique dans le cadre de I’inversion et du
découplage de systeme entrée-sortie non linéaire. J. Descusse et C. H. Moog [Desc 85], [Desc
87] d'une part M. Fliess [Flie 87], [Fliess 89] d'autre part, et enfin H. Nijmeijer et
W. Respondek [Nijm 88] caractériserent les systemes non linéaires entrée-sortie découplables

par bouclage dynamique d'état.

La linéarisation entrée-état permet de s’affranchir du probleme de stabilité de la dynamique
des zéros. En effet, le changement de coordonnées local sur 1’état, que constitue I’immersion
dans le cas général, est dans ce cas un difféomorphisme. Le systéme non linéaire est alors
équivalent par difféomorphisme et bouclage, a un systeme linéaire commandable. Par
conséquent, la stabilité interne est garantie par le bouclage d’état car il n'existe plus de
dynamique des zéros. Les conditions pour que le systtme non linéaire soit localement
difféomorphe a un systeme linéaire furent proposées par A. J Krener [Kren 73]. Cette

approche fut généralisée par Brockett [Broc 78] pour des lois du type u = a(x)+ fv avec B

une matrice carrée inversible. B. Jakubczyk et W. Respondek [Jaku 80], L.R Hunt, et a/
[Hunt 83] et R. Sommer [Somm 80] compléterent ce résultat en considérant les lois de

bouclage statiques du type u = a(x) + ,ﬁ(x)v avec f(x) une matrice carrée inversible pour tout

x. Cette caractérisation et le faible nombre de systémes susceptibles d’étre linéarisables par
difféomorphisme et bouclage, laissérent a penser qu’il existait un sous systéme linéarisable.
En 1986, le théoréme de R. Marino [Mari 86] donna la taille et la structure du plus grand
sous-systeme linéarisable. Dans ce cas, le systtme se décompose en une partie linéaire et une
partie non linéaire de dimension minimale. Des conditions suffisantes pour découpler et
linéariser par bouclage dynamique un systeéme non linéaire entrée-sortie furent proposées par
A. Isidori et al [Isid 86] d’une part et M. Fliess [Fliess 86] d’autre part. A. Glumineau et C. H.
Moog [Glum 89] proposerent une caractérisation des degres relatifs minimaux des sorties
apres bouclage dynamique, et par la méme la dimension minimale du compensateur
découplant. En 1989, B. Charlet ef a/ [Char 89], [Char 91] étudierent I'apport du bouclage
dynamique dans le cadre de la linéarisation entrée état. Ils montreérent que les bouclages

dynamiques sont intéressant uniquement pour les systémes multi-entrée.

La concept de platitude d'un systeme non linéaire proposée par M. Fliess, J. Lévine, Ph Martin
et P.Rouchon [Flie 92], introduit une notion d'équivalence entre un systeme linéaire

commandable et un systéme non linéaire. Cette notion est plus générale que 1'équivalence par
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difféomorphisme et bouclage statique, car cette équivalence ne conserve pas nécessairement la
dimension de 1'état. Elle porte le nom d'équivalence par bouclage endogene dans le cadre de
l'algebre différentiel [Flie 93], [Mart 92] et [Flie 95a]. Elle existe également dans le cadre de
la géométrie différentielle des jets et prolongations d'ordre infini sous le nom d'équivalence de
Lie-Bicklund [Flie 93], [Mart 92] et [Flie 95b]. Les sorties du systeme linéaire commandable
équivalent mis sous la forme de Brunovsky constituent les sorties plates du systéme.
Cependant, il n’existe pas actuellement de méthode constructive permettant de déterminer la
platitude d’un systeme et d’en donner les sorties plates. La détermination des sorties
candidates reste liée a une certaine pratique de la méthode, comme c’est le cas avec les
fonctions de Lyapounov pour I’étude de la stabilité. Toutefois, la connaissance de certains
criteres de platitude peut aider au choix des sorties plates. Ainsi les systemes linéarisables par
bouclage statique caractérisés par B. Jakubczyk et W. Respondek [Jaku 80] sont plats. Pour le
cas des systemes affines en la commande, avec un état de dimension », et une commande de
dimension n-1, B. Charlet et a/ [Char 89b] montrerent que la commandabilité et la platitude
coincident. La construction des sorties plates est alors relativement simple. Une condition
nécessaire de platitude a été proposée par P. Rouchon [Rouc 94] sous la forme du critere de la
variété réglée. Ph. Martin et P. Rouchon [Mart 95] ont montré que tout systeéme sans dérive, a
m commandes et m+2 états, est plat. E. Aranda-Bricaire ef al [Aran 95] proposerent un critere

constructif pour la linéarisation par bouclage dynamique.

Dans le cadre de ce chapitre nous nous intéresserons donc plus particulierement aux systemes
plats, qui incluent la classe des systemes linéaires commandables mais aussi une partie des
systemes non-linéaires. Pour ces systemes il existe une paramétrisation élémentaire des
trajectoires dans l'espace d'état. De plus, le probleme de la syntheése d'une loi de commande
linéaire de poursuite robuste de trajectoire est simplifié par la connaissance des sorties plates.
On utilise dans ce cas un bouclage dynamique endogene qui permet le découplage et la

linéarisation du modeéle nominal.
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2.2.2 Commande des systémes différentiellement plats [Flie 95c¢]

Platitude et défaut des systémes non linéaires

Considérons le systeme non linéaire (£,) sous forme d’état suivant:

X = f(x,u) avec x=(x1,...,xn)e R",u=(u1,...,um)e R™ (2.87)

ou f'est une fonction réguliere de x et de u, vérifiant £0,0) = 0 et rang{zl(0,0)} =m.
u

Définition de la platitude d’un systéme non linéaire:

On dit que le systeme est différentiellement plat s’il existe un vecteur y appelé sortie plate
composé de m sorties fictives (i,...,ym) telles que:

¢ L’ état x et la commande u s’expriment en fonction de y et d’un nombre fini de ses dérivées.
¢ La sortie plate y s’exprime en fonction de I’état x, de la commande u, et d’'un nombre fini

des dérivées de u.

Il existe alors trois fonctions a valeur vectorielle A=(A41,....,A,), B=(Bj,....,Bn) et C=(C},....,Cy)

telles que:
x=A,y,..., ') (2.88)
u= By, y,....,y" ") (2.89)
y=Cx,utt,...,u") (2.90)

ot ' représente la dérivée o-iéme de y par rapport au temps. On peut remarquer qu’avec
cette définition les composantes du vecteur de sortie y sont différentiellement indépendantes,
car il n’existe pas de relation différentielle entre les composantes (y,....,ym) qui soit

indépendante de u.

Remarques:

Un systeme linéaire commandable est plat, et admet pour sorties plates les sorties de

Brunovsky issues de la forme canonique de controlabilité.

Un systeme non linéaire plat étant équivalent par bouclage dynamique endogene a un systéme
linéaire commandable [Flie 92], on peut joindre, pour ces systémes, toute paire de points de

I'espace d'état par une courbe intégrale du systeme, comme en linéaire.
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Définition du défaut d’un syst€éme non linéaire

Un systéeme non plat est un systeme pour lequel aucune sortie ne permet d’exprimer 1’état x et
Ientrée u a I’aide de relations statiques du type (2.88) et (2.89). Ainsi quel que soit le vecteur
de sorties choisi, il reste nécessairement des relations différentielles entre 1’état et la sortie et
entre I’entrée et la sortie. Le défaut d’un systeme est alors défini comme le nombre minimum
de telles relations différentielles pour tout choix de sortie. Un systéme plat est donc un

systéme ayant un défaut nul.

Remarque:

Il existe beaucoup de systemes qui ne sont pas plats et qui en ce sens constituent ce que 1’on
serait tenté d’appeler de vrais systemes non linéaires. Parmi les exemples connus, on peut citer
dans le cas mono-entrée tout les systémes qui ne sont pas linéarisables par bouclage statique et
dans le cas multi-entrée le double pendule inversé. Pour ces systémes, il a été développé des
lois de commande haute fréquence permettant d’avoir un comportement moyen (basse

fréquence) plat [Flie 95a].

Planification de trajectoire

L’ objectif de la planification de trajectoire consiste a déterminer le vecteur de commande u(?)
sur un horizon temporel fini (7) pour permettre de faire évoluer le systtme dans 1’espace
d’état du point initial x(0) au point final x(7).

x(0)

x(T)

fig. 2.22

Pour les systémes plats, le calcul d’une trajectoire du systeme (2.87) s’obtient a partir du
vecteur de sortie sans intégrer d’équations différentielles. Il suffit de trouver une courbe dans

I’espace (y,....,y(“)) vérifiant les conditions initiale et finale de la trajectoire. Soit:
x(0) = AW(0),....”(0)) 2.91)

x(1) = AQ(T), ... (D)) (2.92)



Chapitre 2 : Outils de synthese et d’analyse de loi de commande 58

Il existe alors plusieurs types de courbes possibles, comme les courbes polynomiales par
exemple. Cependant, il est préférable de prendre en compte la structure et la physique du
systéme pour obtenir une courbe adaptée au probleme. Pour ce faire, les courbes de Bézier ou
les B-splines semblent particulierement utiles.

La commande en boucle ouverte # qui amene le systeme de 1’état x(0) a I’état x(7) est alors

obtenue a partir de I’expression (2.89) que nous rappelons ici:

u(ty=BOA(1),....,“ (1)) (2.93)

N

Il reste alors a étudier les singularités des fonctions 4 et B existantes. P. Rouchon et al
[Rouc 93a] proposent dans le cas des syst¢tmes non holonomes plats, un reparamétrage de la

courbe y(t) sur la planification de trajectoire pour éliminer les singularités en u = 0.

Linéarisation par difféomorphisme et bouclage statique des systémes plats mono-entrée

B. Charlet et al [Char 89] ayant montré que le bouclage dynamique n’a d’intérét que dans le
cadre de la linéarisation des systtmes multi-entrée, nous considérerons pour cette partie

uniquement le cas du bouclage statique.

Equivalence par difféomorphisme et bouclage:

Soit un systeme non linéaire (¥,) mono entrée de la forme suivante:
x=f(x)+g(x)u avec x = (x,,....x,)e R",ue R (2.94)

Le théoreme de Jakubczyk-Respondek [Jaku 80], Hunt-Su-Meyer [Hunt 83]et R. Sommer
[Somm 80] donne dans le cas multi-entrées, la condition nécessaire et suffisante suivante pour
que le systeme (2.89) soit difféomorphe a un systeme linéaire. On transforme alors le systeme
non linéaire par un bouclage statique et un difféomorphisme en un systeme linéaire

commandable. Dans le cas mono-entrée ce théoreme se réduit aux deux conditions suivantes
Gy est de rang constant et involutive sur un voisinage ¥ de I’origine (2.95)

G, estderang n (2.96)

ou la distribution de champs de vecteurs G;, est définie par

Gi = splg, adg,..., adifg} (2.97)

Avec adfig correspondant au crochet de Lie de fet de g itéré i fois. ad} = [ f ,ad_;’l] Viz1.



Chapitre 2 : Outils de synthese et d’analyse de loi de commande 59

Lorsque ces deux conditions sont remplies, le systeéme est linéarisable par un bouclage

statique et un difféomorphisme de la forme suivante:
u = ax) + fx)yv (2.98)
&= 9x) (2.99)

Pour déterminer le bouclage et le difféomorphisme il est nécessaire de résoudre dans un

voisinage V' de I’origine, le systeme d’équations aux dérivées partielles suivant:

L, =0
Loy o0 =0 (2.100)
L,y =0

Le bouclage et le difféomorphisme local se déduisent de la solution a 1’aide des formules

suivantes:
PR L/ (2.101)
L L9, L9,
¢, =L;'¢, Vi=2,--.n (2.102)
Remarque:

Nous avons ici considéré uniquement le cas linéaire en entrée car il correspond a I’hypothese
faite sur le systeme par Jakubczyk-Respondek et Hunt-Su-Meyer. Ce résultat se généralise au
cas non linéaire en entrée du type (X;) (2.87) [Levi 93b] en prenant pour distribution de

champs de vecteurs G; les distributions définies par:

2.103
o=l 210

G, =G + adf Gia pour i 2 1 (2.104)
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Linéarisation partielle par difféomorphisme et bouclage statique de systéme

Lorsqu'un systeme non linéaire ne vérifie pas les conditions du théoréme de Jakubczyk-
Respondek [Jaku 80] et Hunt-Su-Meyer [Hunt 83], le systtme n’est plus localement
linéarisable, mais plusieurs linéarisations partielles sont alors possibles. R. Marino [Mari 86]
caractérisa la taille et la structure du plus grand sous systeme linéarisable. La stabilisation n’est
alors assurée que pour la partie linéarisable. Le comportement de la partie non linéarisable est a

priori inconnue et on ne peut que constater la stabilité ou I’instabilité aprés bouclage.

Au vu de ce théoréeme on peut s’interroger sur la platitude d’un systeme partiellement
linéarisable par bouclage statique. Dans le cas de systemes mono-entrée partiellement
linéarisables par bouclage d’état statique, B. Charlet et a/ [Char 89] ont montré que
I’extension au bouclage dynamique n’apporte rien de plus au probleme de la linéarisation. Ces
systémes ne sont donc pas linéarisables et constituent des systémes non plats. Par contre dans
le cas multi-entrées il est possible de linéariser le comportement entrée-état par une extension
dynamique endogene réalisée a I’aide d’un bouclage dynamique d’état comme cela est
présenté dans le paragraphe suivant. Le systeme étant alors linéarisable sur 1’état, la
stabilisation s’effectue sur le systeme linéaire équivalent. Lorsque le syst¢tme multi entrée

n’est pas linéarisable par bouclage dynamique et difféomorphisme, ce systeme n’est pas plat.

Linéarisation par bouclage dynamique endogéne des systémes plats multi-entrées

Une fois que 1’on a résolu la principale difficulté, c’est a dire la détermination de sorties plates
1, ..., ym) du systeme, les techniques classiques de découplage par bouclage dynamique ou
quasi-statique permettent la construction du bouclage linéarisant et du difféomorphisme qui

transforme le systéme en une chaine d’intégrateurs purs formée a partir de (1, ..., Ym)-

On cherche a déterminer le bouclage dynamique endogene de la forme suivante:

{Z- = a(x,2) + b(x,2)v

R? R”
w=alx.2) + Bx. )y ze ve (2.105)

et un difféomorphisme = sur I’espace étendu &

= 5(x, R
(r2) £e (2.106)

De telle maniere que le systeme étendu résultant suivant soit linéarisable par bouclage statique.

f(] (f(x,a(x’Z)Jrﬁ(x,Z)V)j ce g .

z a(x,z)+b(x,z)v
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Alors en utilisant la technique de linéarisation par bouclage statique et difféomorphisme
présentée précédemment sur ce systeme étendu on obtient un systeme linéaire équivalent que

I’on peut mettre sous la forme canonique de Brunovsky suivante:

MO,
oo (2.108)

v =,

Avec ki,....ky les indices de commandabilité associées a (i, ..., Ym)-
Remarques:

La linéarisation par bouclage n’a d’intérét que si I’on sort du domaine ou 1’approximation
tangente est acceptable, car si un systéme est linéarisable par difféomorphisme et bouclage au
voisinage d’un point d’équilibre, alors son linéarisé tangent est commandable en ce point.
Ceci constitue une condition nécessaire mais pas suffisante. En effet il existe des systemes
dont le linéarisé tangent est commandable, mais qui ne sont pas linéarisables par bouclage.

La platitude peut €tre vue comme 1’extension de la méthode dite du couple calculé au cas des
systeémes ayant un vecteur de commande de dimension inférieure a la dimension du vecteur
d’état. Les coordonnées généralisées g sont alors remplacées par les sorties plates, le bouclage
statique est remplacé par un bouclage dynamique, et la dynamique du second ordre apres

bouclage est remplacée par y(K)z V.

2.3 Conclusion

L’approche linéaire permet de déterminer une loi de commande garantissant un niveau de
performances pour une vaste famille de modeles. Cependant cette démarche n’est valable que
sous I’hypothese restrictive de linéarité. Dans le cas des systémes plats, la linéarisation par
bouclage n’est obtenue que pour le modele non linéaire nominal, et ¢’est un régulateur linéaire
qui assure une dynamique de poursuite en dépit des perturbations. La synthese de ce
régulateur doit donc prendre en compte la famille de modeles considérée. Dans le cadre du
troisieme chapitre nous proposerons une approche pour la commande robuste des systémes
plats. Elle consistera a mettre en commun les techniques de commande robuste et de
linéarisation des systemes plats. Une méthodologie de syntheése sera proposée pour
déterminer, pour un systeme plat, la boucle de linéarisation au nominal et la loi de commande
linéaire. Cette loi de commande sera a deux degrés de liberté composée d’un précompensateur

T et d’un régulateur K garantissant la stabilité et la poursuite robustes.
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Chapitre I1I :

Commande robuste des systémes plats

3.1 Stabilité locale robuste des systémes plats

3.1.1 Classe des systémes plats considérés

Considérons le systeme (X) non linéaire plat suivant dont le vecteur de sortie y est constitué
des m sorties plates ;. On considere que le champ de vecteurs f, et les fonctions Ay, ...,h, sont

analytiques.

xeR", ueR” ie{l-,m} (3.1)

{ i = f(x,u)

v, = h(xaiu)

Le systeme étant plat (X), il existe un changement de coordonnées et un bouclage dynamique

endogene régulier transformant le systeme non linéaire en un systeme linéaire commandable.

Le bouclage dynamique endogene régulier se définit par le systeéme suivant:

{§= X(X,f,v) xe R”, 56 Rq, Ve Rm, (32)

u=U(x,&v)

—

Le changement de coordonnées est défini par le difféomorphisme E d’un voisinage V de

Porigine de I’espace d’état étendu R™ tel que:

{=E(x,¢) xeR', (eR (3.3)
Le systeme linéaire équivalent peut alors se mettre sous la forme suivante:
(k) _
yl ) vl (34)
v =,

avec ki,....ky les indices de commandabilité associées a (yy, ..., Ym)-
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3.1.2 construction du bouclage dynamique endogéne a partir des sorties plates

L'étude du découplage dynamique entrée-sortie dans le cas d'un systeme non linéaire
quelconque, consiste a déterminer un bouclage dynamique permettant d'avoir un
comportement entrée-sortie découplé et linéaire au voisinage d'un point d'équilibre. Ce
probleme largement étudié ([Dess 85],[Dess 87],[Bene 89],[Flie 86],[Nijm 86a], [Nijm 86b]
Singh 81]) admet une solution si et seulement si le systéme est inversible. L'utilisation d'un
algorithme d'extension permet de construire un bouclage dynamique découplant, en utilisant
une succession d'intégrateurs purs et un bouclage statique sur l'état étendu. Cependant, ce
bouclage peut diverger au point d'équilibre. Plusieurs algorithmes basés sur des notions de
régularités ont permis de contourner ce probleme (voir [Bene 90a], [Huij 92], [Resp 88]).
Toutes ces méthodes imposent des conditions successives de rang constant pour chaque ordre
de dérivation des sorties y, correspondant aux étapes successives de l'algorithme d'extension
dynamique.
Cependant, comme 1'a rappelé W. Respondek [Resp 92], les bouclages ainsi obtenus ne sont
pas suffisamment réguliers pour que ces méthodes constituent une démarche générale, bien
que certains criteres permettent de réduire le nombre des singularités[Sant 92].
P. Martin [Mart 93] propose d'améliorer ces notions de régularités en introduisant la notion
d'inversibilité réguliere. La condition de rang constant est ici aussi utilisée, mais au-dela d'un
certain ordre de dérivation permettant une certaine dégénérescence des rangs antérieurs. Il
indique également un algorithme d'extension dynamique applicable au cas des systemes plats,
et permettant de calculer explicitement le bouclage dynamique endogene découplant. Ce
bouclage dynamique découplant est obtenu en utilisant la technique du bouclage statique
découplant, appliqué sur I'état augmenté issu de 1'extension dynamique.

(Y[ fe)

g_f“(ifj - [X(x,g’,v)j XeR', E€R ueR veR" ie{l - m} (3.5)

Y, = hj(x,u,it,---,u(y))

On détermine alors le bouclage dynamique endogene suivant:

w=U(E )= a5, £+ Bl ) ¥e R E R, ve k" 56

tel que:

o+l . (r) _ _(r) _ n m -
V, —h,(x,u,u,---,u )—hl.(x,U (x,f,v))—vl. xeR", £eR!, veR le{l,---,m} 37)

avec la notation U (’)(x, Ev)= (u o, -,u(’))et u” désignant la i*™ dérivée temporelle de u.
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3.1.3 Perturbations de modéle, de mesures et de sorties

Considérons le systeme plat nominal suivant:

%, = fon(x,.1,) (3.8)

Avec fun champ de vecteur lisse sur un ouvert X XU < R" X R"

Les sorties plates s'expriment sous la forme suivante:

Vi = Byt u) (3.9)

La trajectoire x(¢) dépend de la condition initiale mais aussi de l'entrée u(¢) sur un intervalle de
temps donné. Il y a donc une dépendance de dimension infinie de la trajectoire sur l'entrée w.
Dans le cas des systemes plats, l'utilisation des sorties plates permet une nouvelle
paramétrisation des trajectoires, dépendant d'un nombre fini des dérivées de l'entrée. Dans ce
cas, il est commode d'utiliser un sous espace de dimension infinie comme cela est proposé
dans l'approche par difiété. On pourra se référer a l'article de M. Fliess ef al [Fliess 997] pour
une présentation plus compléte sur cette notion dans le cadre de la platitude, ou encore dans
un cadre plus général aux travaux de A. M. Vinogradov [Vino 89]. En complétant les

coordonnées (x,u) par une suite infinie de coordonnées

m?

- =(xm,u iim,---,u(”),---)e XxUXR> avec RT =R, XR X---. 1l est alors possible de

prolonger le champ de vecteur f'de la maniere suivante:

F(¢,) =/ (x0u, ) i) (3.10)

Le systeéme initial s'écrit alors dans ce cadre:

é‘lm = F;n (gnl ) avec gnl (0) = gﬂl 0 = (me ’ umO ’ umO )t ) (31 1)
La dérivation temporelle de /4 le long de la trajectoire du systéme initial s'écrit:

dh oh h h .
'm :omf‘m_i_o Mo et on, u(r 1)

dt dxm dum m du(,) m

m

(3.12)

En utilisant le formalisme de la dérivée de Lie, ceci peut se mettre sous la forme suivante:

dh

= L () (3.13)

Avec Fp, le champ de vecteur précedent, que 1'on peut aussi écrire sous la forme suivante:
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+1
E (X, 1,10, 80 ) = o (xm,um)—+z (w )814 7 (3.14)
m u=0
Le bouclage endogene associé au systeme plat est défini de la maniere suivante:
u (x S Vim )
{g X (xm’ gm’ m)
Les sorties plates yn; s'expriment alors en fonction des entrées vy, ; ainsi:
(a,+1) _ . (a+l) _
=y . VYieil---,mjou encore =v,
On note le modele étendu de la maniére suivante:
['me:f (x v ): f(x Um(xm’ m’vm))
E, mTmrs X, (. E0v) (3.17)
= hm(xm’Um(xm’ m’vm)) = hm(xm’ m’vm)
avec la notation condensée suivante:
Em(xm’gm’ m) u _( u,- ,U,E:),)
3.18
v :(Vm,"',V,Efm),“') (3.18)
d'ou
n = hm (‘xm 4 nl) (319)

La prolongation du champ étendu f. ,, se note alors F. , et peut s'écrire sous la forme suivante:

F;,m(xm’ m’um’l’.lm’i’im’.”): cm( m’ m’u )_+Z (”H)

LS e (3.20)

Considérons maintenant que le systeme plat précédent soit perturbé. On suppose que le champ
étendu perturbé F,, differe du champ étendu nominal F., d'une part, et que le systeme
perturbé ne se trouve pas sur la trajectoire de référence nominale, mais au voisinage de celle-
ci.

On note le modele étendu perturbé de la facon suivante:

X — _ f(x,Um(x,f,v))
(fj_fE(x’év)_( X, (x.&v) j 3.21)
y=hm(x,Um(x,f,v))=h,'n(x,§,17)

La prolongation du champ étendu f. se note alors F, et peut s'écrire sous la forme suivante:

F;(X,g,u,l.l,ii,'--):/‘c(x’ _+Z (u+1)

L O—W) (3.22)
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3.1.4 Famille de modéles issue de la boucle de linéarisation

On cherche a déterminer la perturbation de modele vis a vis du modele nominal bouclé

(a+1) _

m m

v,,. Pour ce faire nous allons déterminer les écarts y(k) - y(k) pour k € {0 a+ 1}.

On note les écarts sur les trajectoires d'état x, ,&, de la maniére suivante:

h=x—-x,
0&=5-¢, (3.23)
o= (v—vm,V—vm,m)

On obtient pour & = 0, la relation suivante en prenant le développement de y au voisinage des

trajectoires x,,,&,

V=V =hy(x.EV) = h(x,,.&,.7)

M o h P 2
y—y, = —”‘(x,f,ﬁ)é‘x+—’"(x,§,17)5§+—’”(xm,§m,\7)§\7+0 |5x| +|5§]
ok 2 » ( ) (3.24)
X
o

avec la notation suivante:
Dh (s )= B (£ G 0 65) 5 e 6PV )| 329

De méme, pour k=1 on obtient la relation suivante:
y - ym = LE h;n(x’ 5"7)_ LE,",h;n(xm’ m’vm)
Y- ym = LE h;n(xm’ gm’v)—i—. a

ox
<DL B (5, &, 7)| 8 | = Ly B, (35,.8,,7) + ol |6 +[52) (3.26)
o
y—y,= 5(Lﬂh;n)(xm,§m,\7)+~-
ox
(DL, B, + 8(DL, 1y )3 &, 7) | S |+ o5 +(58)
ov

avec:

5(L1( h;n )(‘xm ’ gm ’ ‘7) = Ll‘ h;n (‘xm ’ ém ’ ‘7) - L[;ymht’n (‘xm ’ gm 4 ‘7)

(3.27)
5(DL1( h;n )(‘xm i gm ’ ‘7) = DLI( h;n (xm s’ ém s’ ‘7) - DL]j,_m h;n (xm ’ ém )’ ‘7)
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Enfin pour k= o+1 on obtient la relation suivante:

PO = 3 = Ll (5, £7) — LR, (5,.6,0.7,)

'm =

y(a+1) _yr(nml) _ Lgéf“)h;n(xm,é:myv)ﬂL“'

S
DL (5, €, 7) | 8 |- Ly B (x,.6,.7)+ o] +]857)  (328)
&
Y = D = 81 h )(x, &, T
S
(DL R, + 8(DLE R, ) )x, £, )| 2 |+ o] + |57 )
&

Sachant que y,(n“”) =v, , on peut alors proposer le lemme suivant:
Lemme:

Soit un systeme plat linéarisé par un bouclage endogene, et suivant une trajectoire, y,, imposée

(a+1) _
m -

par l'entrée vy, et telle que y v, . La famille de modeles générée par une perturbation sur

le champ du systeme étendu et sur 1'état étendu au voisinage d'une trajectoire de référence
nominale s'écrit:
ox

YD =y, 4 8L h, )(x,.,.7) + (DL(F’:I)h,'n + 5(DL‘F‘f“)h,’,,))(x,,,,§,,,,V). & (329)
&

+ojed” +|og

Sachant que l'entrée v correspond a la somme de l'entrée de référence nominale vy, et du terme
ov, il apparait clairement que la fonction d'un régulateur linéaire est de générer ce terme Ov
afin de réduire l'effet des perturbations sur la trajectoire de référence. Cet écart est dii a la
différence entre le champ étendu nominal F. , et le champ étendu perturbé F. d'une part, et au
fait que le systeme perturbé ne se trouve pas sur la trajectoire de référence nominale mais au
voisinage de celle-ci. Le modele linéaire des perturbations ainsi obtenu est valable dans ce
voisinage. Il est alors possible de déterminer, pour un domaine de fonctionnement donné, ou
les perturbations de modele restent bornées, un régulateur linéaire garantissant la poursuite de

trajectoire pour une famille de modeles pour des spécifications de poursuite adaptées.
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3.1.5 Stabilité entrée-état

Dans le cas des systemes linéaires, la stabilité ne peut étre altérée que par des perturbations
endogenes ou de modele. Dans le cas d’un systeme non linéaire non affine en les commandes,
stable au voisinage de ces singularités, une perturbation d’entrée bornée peut rendre 1I’état du
systeme non borné. Ainsi le systeéme suivant est stable pour une entrée de commande u()
nulle, par contre pour une entrée unitaire #(f) = 1 correspondant a une entrée bornée, et pour

un état initial nul, 1’état diverge vers I’infini pour #>0.
X=-2x+ (x2 - 3)u (3.30)

E. D. Sontag [Sont 89] proposa de définir la stabilité entrée-état (I.S.S.) comme la
généralisation de la notion de stabilité asymptotique globale (G.A.S.) en incluant a la
majoration de 1’état un terme dépendant de la norme de I’entrée comme le montre la définition

suivante:
Définition

Un systeme est a stabilité entrée-état si et seulement si :
JyeK, BeKL, tq VEeR" Vu() Vi 20.|7(t.&u) < B(&.1)+ ¥(].) (3.31)

La classe K est définie par I’ensemble des fonctions continues, définies positives, et
strictement croissante, la classe KL est I’ensemble des fonctions [(s,r) de RxR dans R telles

que pour tout fy, [(s,f) soit de classe K, et pour toute valeur fixée so, B(so,f) décroisse vers

z€ro a I’infini.

Il montra que les systemes linéarisables par feed-back sont des systemes pour lesquels il existe
des régulateurs tels que le systeme bouclé soit a stabilité entrée-état. Les régulateurs
linéarisants constituent alors une sous catégorie des régulateurs, permettant d’obtenir la
stabilité entrée-état. Nous nous sommes limités au rappel de la définition de la stabilité entrée-
état et nous renvoyons le lecteur a ’article de E.D Sontag et Y. Wang [Sont 96] pour une
présentation générale de la stabilité entrée-état et des différentes définitions proposées par la

communauté automatique, avec en particulier le rappel de la formulation particuliere utilisée

dans le cadre du théoreme du petit gain non linéaire par Z. P. Jiang et al [Jian 94].
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Stabilité robuste entrée-état

La stabilité entrée-état des systemes plats linéarisés par difféomorphisme et bouclage est
robuste vis a vis des incertitudes de modele, et des perturbations exogenes. Cette proposition
revient, dans le cadre général, a utiliser la premiere méthode de Lyapunov en considérant le
systtme (3.30) comme un systeme linéaire stable perturbé par des termes non linéaires
d’erreurs dont on connait le linéarisé tangent. Les termes d’erreurs doivent étre suffisamment
faibles pour que leurs linéarisés tangents ne modifient pas la nature du point singulier du
systéme non perturbé.

Nous allons montrer que cette proposition se vérifie dans le cadre particulier de notre
application. Le systéme est affine en la commande et nous modéliserons les perturbations de
modele et de mesures sur 1’état, en prenant en compte des termes d’erreurs sur les champs de
commande et le champ de la dynamique propre.

X=f(x)+ (x)-u, 3.32
Jtx) ;g( ) xeR',uekR! j=1--m ( )

Y, = h/.(x,u,u,---,u(r))
Ainsi le modele dynamique sera représenté par le champ f, composé du modele f; et d’un
terme d’erreur Ax. Les champs de commande g; sont eux aussi composés des modeles gjo et de
termes d’erreurs Ag;. Le champ dynamique fj et les champs de commande g;o sont utilisés pour
la synthese du difféomorphisme et du bouclage. Les sorties plates forment m composantes du
difféomorphisme ¢, les autres composantes s’obtiennent par dérivations successives suivant le
champ de vecteurs f, jusqu’a un ordre égal a I’indice de commandabilité de la sortie considéré

moins un. Ainsi on obtient:
i .
Pr=y, Vi=1-.m

Dok g . (3.33)
¢“l:Lﬁ¢lVkZOWHh_Jon=L”3m.

Dans ce nouveau repere les champs de vecteurs relatifs au systeme avec erreur s’écrivent:
. m
i _ i i _ .
Pp = Lf¢1+k +Z”1ng¢1+k’ Vk=0,-k -1 Vi=1---,m (3.34)
J=1
ce que I’on peut encore écrire de la maniere suivante:

¢@=9ﬂ@+2%%ﬂh+hﬁh+2%%ﬁh’ (3.35)
=l J=1 '
Vk=0,-k -1, Vi=1,,m

avec:
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Lﬁ)¢i+k =¢"2+k, Vk=0,-k,—2 Vi=1---,m
Lfo¢;f, :L]}0¢11 :Aio, Vi=1,--m
ngo(/)hk =0, Vk=0,k, -2 Vi=1--m

(3.36)

i —1 i k-1 i i .o
Lg,/(l¢k1 = L L];() 1¢1 = (_1) Lad_‘f:]ilg,/0¢l - Al]’ VI’J - 1,..',m

&gjo

On rappelle que le bouclage est défini a I’aide des champs f; et g;, de la maniere suivante:

a=-A"A,, B=A", A’j:Lad}_,g/gz)’i, Ay, =Ly, Vi j=1--m. (3.37)

On obtient, en dehors des singularités de la matrice A, un systeéme qui se comporte au nominal
comme une suite d’intégrateurs, que I’on stabilise par un bouclage d’état linéaire dans le
nouveau systeme de coordonnées:
v=KE+ Lu, dim(v)=m, dim(&)= n, dim(u,)=m, K e R™, LeR™. (3.38)

La matrice K est définie sur I’état & et a valeur dans R™. La nouvelle entrée # est un vecteur
colonne composé de m fonctions du temps 2 valeur dans R. Ce bouclage étant linéaire, c’est
une application lisse (C”) vérifiant K(0) = O et telle que le systétme nominal bouclé soit a
stabilité asymptotique globale (G.A.S) sur I’espace d’état réduit des singularités de A. Le
théoreme proposé par E.D. Sontag [Sont 89] permet alors de conclure a la stabilité entrée-état
du modele composé des champs fj, et gio linéarisés par difféomorphisme et bouclage. Pour ce
méme bouclage on obtient le systeme bouclé suivant si I’on considere le modele comportant

les champs perturbés:
E=F&+Gu +(Q, + QA (KE+ Lu - A,)) (3.39)
y=H¢ (3.40)
L'ensemble (F, G, H) constitue une réalisation du systeme linéaire stable, équivalent au
modele non linéaire (f;, gio) linéarisé et stabilisé par le difféomorphisme ¢ et le bouclage
ox) + Bx) (K@x)+Luy). les termes Q et € sont des termes non linéaires dus aux écarts de

modeles Aset Ag;, et se définissent de la maniere suivante:

LAf ¢i LAf ¢i LAg] ¢i o LAgm ¢:

(3.41)

L, ¢y L, L} ¢
Q, = : = : et Q=
Ly, o7 Ly, o7

Ly, i - Ly, 9

Lo - Ly "

1 k,,
LA/¢km LAf Lfo ¢In LA ¢:‘1 LAgm¢Tml

&1
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En dehors des voisinages des singularités de A, le systeme perturbé est a stabilité locale
robuste. En effet, dans le cas d’une linéarisation par difféomorphisme et bouclage, les termes
résiduels d’erreurs sont généralement faibles et peuvent se mettre sous la forme de termes non
linéaires multipli€s par un parametre (4 petit. Le systeme perturbé linéarisé peut alors se mettre
sous la forme suivante:

E=FE+ Gu, + p(Q,+Q A (KE+ Lu, — A,)) (3.42)
Avec les matrices ’g et £’ correspondent aux matrices £ et Q en remplacant les champs Ar

et Ag par tAret UAg;.

Proposition:[Arno 74]

Soit E un point d’équilibre stable du systeéme non perturbé linéarisé vérifiant F (E) +Gu, =0,

i

alors il existe un réel strictement positif 7](2) tel que pour tout u vérifiant |,u| < 7](3), le

systeme perturbé ait un point d’équilibre exponentiellement stable Z au voisinage de Zf

Remarques:

Cette méthode peut permettre de déterminer, dans certains cas particuliers, un régulateur
assurant la stabilité exponentielle robuste. Ainsi dans le cas des variations paramétriques
inconnues mais bornées sur les champs, les termes d’erreurs peuvent &tre calculés. Il est alors
possible de déterminer le régulateur linéaire K stabilisant I’ensemble des modeles perturbés a
partir du linéarisé tangent de I’erreur de modele de type paramétrique. C’est cette idée que
nous allons mettre en oeuvre dans le cadre du schéma a deux degrés de liberté pour prendre en
compte les erreurs paramétriques de modele. Une seconde utilisation possible consiste a
déterminer a partir d’un régulateur donné, le domaine de variation des parametres pour lequel

on obtient la stabilité asymptotique.

Cette proposition est semblable a celle faite dans le cadre de la linéarisation entrée sortie par

difféomorphisme et bouclage dans la référence [Char 91].
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3.1.6 Conclusion

Nous avons montré que pour un modele comportant des champs perturbés on obtient le
systeéme bouclé suivant:

ox
P = v, + (LR, (. &) + (DL + S(DLE Ol )N, £, 7| 56 - (3.43)
ov

+o(|5x|2 +|5¢12)

Le terme y'“"

= vp constitue un systeme linéaire commandable, équivalent au modele non
linéaire utilisé pour déterminer le bouclage endogene. Les termes restants sont dus aux écarts
de modeles f; et f., et de trajectoires. Il apparait donc ici clairement que le flot dynamique du
systeme bouclé est sensible aux erreurs de modélisation, et que ces erreurs sur les champs de
vecteurs induisent des dynamiques parasites (résiduelles) non linéaires mais localement
stabilisables. Cependant, les termes d’erreur dépendent de la structure du systeme non linéaire

et il existe des systemes non linéaires pour lesquels certaines erreurs n’ont aucune influence

sur le flot du systeme bouclé.

Le flot étant localement stable, il est alors possible de stabiliser le systeme le long d’une
trajectoire de référence a ’aide d’un régulateur linéaire. Le choix de la dynamique de

régulation nécessite la connaissance:

- des performances dynamiques désirées en régulation et en poursuite,
- des inconnues de modeles basse fréquence du type erreurs paramétriques

- des inconnues de modele haute fréquence du type gabarit fréquentiel.

On propose donc d’utiliser le schéma générique a deux degrés de liberté pour séparer les
objectifs de poursuite nominale et de régulation. Le régulateur est déterminé a partir du
linéarisé tangent de l’erreur de poursuite de trajectoire, et du modele d’erreur en haute
fréquence. On se trouve donc toujours au voisinage d’un point d’équilibre le long de la
trajectoire de référence. Le régulateur linéaire assure la stabilisation du modeéle nominal

linéarisé, il régule les effets des inconnues de modele et des perturbations des champs sur la

sortie.
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3.2 Séparation des objectifs de régulation et de poursuite

Nous avons rappelé dans le cadre du premier chapitre qu'une loi de commande robuste a pour
fonction essentielle de compenser les effets des perturbations exogenes et de modele, sur la
trajectoire d'une sortie d'un systeme G, défini par un modele nominal Gy et des incertitudes.

Cette loi de commande doit, de plus, garantir la stabilité interne du systéme.

Dans le cadre de la commande linéaire standard, ce probleme a été formulé sous la forme
suivante: Déterminer une loi de commande a deux degrés de liberté, permettant d'imposer,
sous certaines conditions, la relation entre 1'entrée ¢, et la sortie y, en dépit des perturbations
exogenes (P, Ps, pm), €t pour un systtme G défini par une famille de modeles. Cette loi de

commande s'implante suivant le schéma suivant (fig 3.1).

Fig 3.1
La fonction de transfert 7(s), appelée précompensateur, constitue un premier degré de liberté.
La fonction de transfert K(s), appelée régulateur, constitue le second degré de liberté. La
détermination d’une loi de commande comporte donc deux étapes: la synthese du régulateur
K, placé dans la boucle d’une part et le calcul du précompensateur 7" d’autre part. La synthese
de ces deux éléments ne peut pas &tre disjointe, car il est nécessaire de prendre en compte
I’influence mutuelle du précompensateur 7" et du régulateur K pour obtenir une loi de
commande robuste. En effet, considérons qu'on détermine dans un premier temps, un
régulateur K, permettant de garantir pour une famille de modele la stabilité et le rejet de
perturbations exogenes vis a vis d'une sortie particuliere (stabilité et régulation robuste), sans
prendre en compte explicitement la dynamique de poursuite (transfert entre # et y). La
synthése dans une seconde étape le précompensateur 7' pose un certain nombre de probleémes.
Premierement le calcul du précompensateur 7 utilise la fonction de transfert entrée sortie pour
le modele nominal Gy, rebouclé par le régulateur K (boucle fermée nominale). Cela ne garantit
pas alors une dynamique entre l'entrée #. et la sortie y (dynamique de poursuite) pour

I'ensemble de la famille de modele G. On dit alors qu'il n'y a pas de poursuite robuste. De plus
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cette démarche pose des problemes lorsque le régulateur K introduit un z€ro parasite a partie
réelle positive dont la dynamique se trouve dans la bande passante du transfert en poursuite
désirée. Ainsi, il est intéressant d’adjoindre aux spécifications pour la synthése du régulateur
K, une spécification de poursuite, afin d’obtenir a posteriori une loi de commande robuste, a la
fois en régulation et en poursuite.

Nous nous proposons d’étudier la démarche proposée par [Prem 95] dans le cadre de la
commande robuste en poursuite des systeémes linéaires, dans le cadre de la synthese de loi de
commande robuste en régulation et poursuite des systemes plats. Cette démarche consiste a
synthétiser le modele nominal de référence M, et a déterminer ensuite le régulateur K qui
assure la robustesse. Pour ce faire, on utilise un schéma a deux degrés de liberté particulier

permettant une spécification simple des objectifs de régulation et de poursuite robustes.

3.2.1 Critéres de poursuite robuste

y21; M Vref
A Y1
+ U1 y v- y12
: o[ O,
f : Uz + &
K
Fig. 3.2

La poursuite robuste consiste & déterminer une loi de commande & deux degrés de liberté
C=[T,-K] conformément au schéma précédent (fig. 3.2), de maniére a obtenir un transfert
entre ’entrée £ et la sortie y, semblable au transfert du modele nominal de poursuite M entre ¢,
et yref dans un domaine fréquentiel fixé D, pour une famille de modele G, représentée par la

transformation linéaire fractionnaire haute suivante:
G=F|P(G,)A

u( ( 0) G) (344)

Le domaine fréquentiel est représenté par la fonction de transfert Wip appelée pondération ou

encore gabarit fréquentiel. Cette fonction posséde un gain unitaire dans le domaine fréquentiel

D et inférieur a 1'unité hors de ce domaine.
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La loi de commande doit donc remplir les deux conditions suivantes [Lim 93]:

Pour I’ensemble des procédés, la loi de commande C = [T,K] doit vérifier la stabilité interne

de la boucle fermée, et respecter la condition imposée par le gabarit fréquentiel Wp, soit:

u

F(F,(P(G,).A;).C)= E(P'(G)[T.K]) stable (3.45)

H (1+GK)™!

GT - M H <1 (3.46)

Le probleme de la poursuite robuste peut se formuler sous la forme d’un probleme standard,
en utilisant le schéma de la figure 3.3, dans lequel P, désigne le systtme augmenté, Ag la
matrice d’incertitudes normée, associée au procédé G, et Ap une matrice fictive permettant de
traduire le probleme de performance en un probleme de stabilité [Doyl 82b]. La matrice
globale d’incertitudes ayant une structure diagonale par bloc, il est intéressant d’utiliser la
fonction x pour la synthese de la loi de commande. Ainsi on obtient le critére a optimiser

suivant:

3.47
‘u(AG P)(F(P C))Sl ( )
Ap 0 ¢
0 A |[*®
Vref Pa
M
2381 Yu
. " P(Go) i
e u d y @ W 12 R
+ gy 1P
)23
Va2
C=[T,-K]

Fig. 3.3
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Cependant la mise en oeuvre de cette synthese se trouve confrontée a deux problemes.

Premiérement, il n’est pas a priori évident de choisir un modele cible M pour lequel il existe
un modele G du procédé dont le comportement en boucle fermée se confonde avec M. Cette
incompatibilité peut étre due a la différence de structure de M et de G [Dion 83] d’une part, ou

encore au niveau admis par I’entrée du procédé.

Deuxieémement la mise en oeuvre algorithmique est rendue difficile car le systtme augmenté
P, ne vérifie pas structurellement une des conditions d’application de 1’algorithme de Glover-
Doyle [Prem 95b]. I est alors nécessaire d’effectuer une régularisation en considérant un
systeme perturbé vérifiant la condition de rang de la matrice D du systeéme augmenté. Il a alors
été démontré que la solution du probléme perturbé est aussi une solution du probléme originel
en faisant tendre la perturbation vers zéro [Cope 92]. Cette méthode pose cependant un

probléme de conditionnement numérique i€ au choix du niveau de la perturbation.

Il est donc préférable de vérifier que pour un modele particulier (e nominal par exemple), le
transfert entre ’entrée de référence ¢ et la sortie y est confondu avec le modele nominal de

poursuite M. Cette condition peut se mettre sous la forme suivante:
-1

I+G,K) GT=M

( 0 ) 0 (3.48)
Cette condition d’égalité rajoute une contrainte de structure qui simplifie considérablement le
probleme de poursuite robuste [Prem 95a]. On peut de plus imposer une condition sur le
niveau admis par I’entrée du procédé, pour le cas du modele nominal Gy, La loi de commande
C est telle que I’amplitude ou I’énergie du signal de commande nominal u, est limitée a I’aide

d’une pondération W,p. Cette derniere condition peut se mettre sous la forme suivante:

Ces deux conditions s’integrent naturellement sur un schéma a deux degrés de liberté

-1
W, (I+KG,) 7ﬂ2,m <1 (3.49)

particulier, le schéma générique a deux degrés de liberté R,M,. Il permet une spécification

plus simple du probleme de la synthese d’une loi de commande robuste en poursuite.
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3.2.2 Schéma générique a deux degrés de liberté

Pour arriver a ce schéma nous allons déterminer 1’ensemble des lois de commande stabilisant
le modele nominal Gy, et vérifiant les conditions (3.48) et (3.49). Pour ce faire on pourra dans
un premier temps considérer la loi de commande Cy = [7y,-Ko] stabilisant le modele nominal
Gy en boucle fermée dans le cadre du schéma suivant. Puis a 1’aide de la paramétrisation de
Youla on déterminera I’ensemble C des lois de commande stabilisant le modele nominal Gy,.
Enfin nous utiliserons les conditions (3.48) et (3.49), pour en déduire la famille des lois de
commande stabilisant le modele nominal et vérifiant la contrainte structurelle d’égalité, et la

contrainte d’admissibilité d’entrée nominale.

r + £ Vref R
— 1 I Gy >
= +
Pm
K, +
Fig. 3.4

Ce systeme peut etre vu comme la transformation linéaire fractionnaire basse de la matrice de

structure P(Gy) par la loi de commande C = [7y,-Ky] conformément au schéma suivant.

Fe —») —» £
Pm — P(GO) > Vref
[ Co=1To,-Ko]
Fig.3.5

m

[yifJ = F(r(G) CO)( ; ) (3.50)

la matrice de structure P(Gy) étant définie de la maniére suivante:

(3.51)

La loi de commande particuliere Co=[70,Ko] assurant la stabilité interne du modele nominal

P(Gy) en boucle fermée, les quatre matrices de transfert suivantes sont stables:
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( € J _ [ (I+KG,)'F, —K(I+ GOKO)I]( r ) (3.52)
ref Gy (1 + KyGy )_1 K, (1 +GoK, )_1 Pm

L’ensemble des correcteurs stabilisants peut alors se mettre sous la forme d’une
paramétrisation de Youla comme nous I’avons rappelé au second chapitre. La loi de
commande garantissant la stabilité interne du modele nominal en boucle fermée, elle stabilise
en particulier le transfert Pj. Les décompositions en facteurs premiers sur ’espace des
matrices de transfert stables du transfert P, et de la loi de commande Cj sont alors les

suivantes:

C,=UV =V, (3.53)

elo)lo 2) (5 J )

Les termes de cette décomposition en facteurs coprimes vérifient alors 1’identité de Bezout

suivante:
7, |0 -0, 0|0 U, (110 0
(3.55)
0o (7 o0 [ I 0|=0]I 0
-B, |0 4, 0 7, 00 I

Alors toute loi de commande garantissant la stabilité interne du modele nominal en boucle
fermée peut s’exprimer en fonction de Cy et de I’ensemble des matrices de transfert [Or, O]

propres et stables, sous la forme suivante:

[7-K]=-(0 U]+ 4]0, O ])[((I) 2) - (;)OJ[Q[ 0, ]j_l (3.56)

K = (UO + A()QK )(I/() - B()QK )_1 (357)

=—(4,+KB,)- 0, =-(I+KG,)- 4,0, =-G,” (I + G,K)- B,Q, (3.58)

En remplacant K et T dans les expressions (3.37) et (3.38) on obtient les relations suivantes:

(I+G,K)'G,T=-B,0, =M (3.59)

Alors la famille des lois de commande C garantissant la stabilité interne du modé¢le nominal

W1+ KG) 1) =, (-4,0,),. <1 (3.60)

en boucle fermée et vérifiant la contrainte d’égalité, se définit de la maniere suivante a partir
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des décompositions premicres a droite et a gauche de Cy et de Gy d’une part et de I’ensemble
des matrices de transferts Qg propres et stables d’autre part.

T=-A4,0, + KM (3.61)

K= (Uo + 4,0 )(Vo - B,0 )_1 (3.62)

La matrice de transfert Op résultante des deux relations (3.48) et (3.49) sera notée par la suite

Oro. Le probleme a deux degrés de liberté est réduit a un seul: le parametre Ok.

Si 'on considere maintenant un régulateur K qui permet d’obtenir la stabilité robuste, il
stabilise bien évidement le modele nominal Gy. Alors la loi de commande C = [T, -K] avec le
précompensateur défini par la relation (3.61) vérifie les conditions (3.48) et (3.49) relatives a
I’accessibilité du modele de poursuite au point de vue structurel (3.48) et au point de vue de

I’entrée de commande (3.49). On obtient alors le schéma suivant:

d Uref + 5 y
- - +
Pm
Vref +
By K K
T |

Fig.3.6
Cependant ce schéma n’a pas une structure minimale car le régulateur K se trouve dupliqué
dans le précompensateur. Cela pose des problemes pour la synthese de la loi de commande.
Pour éviter cela il suffit de supprimer le régulateur dupliqué dans le précompensateur et
alimenter le régulateur de la boucle fermée par I’écart entre le signal de référence de sortie yrer
et la sortie mesurée. En modifiant ainsi le schéma précédant, on obtient alors le schéma
générique a deux degrés de liberté RyM, [Bour 82], [Berg 92], [Ygor 92], [Berg 94], [Prem

95a] dont le schéma est donné ci-apres.

Pu
tr Uret u
- )
o 40 =50~
+T &u
K
&
yref ym
By :\/‘_
Modele nominal , C e
T —— régulateur Procédé linéaire

Fig. 3.7
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Le transfert de boucle fermée reliant le signal d’erreur & entre la sortie de référence yrr et la
sortie mesurée yy, au signal de trajectoire de référence ¢ est alors donné par la relation suivante:

€ = ( + KG)_I(G - G())A()QT() ' (3.63)

r

Si le modele G est confondu avec le modele nominal Gy, alors le transfert entre la trajectoire
de référence t, et I’entrée du régulateur & est nul. Ceci montre bien que le régulateur
compense les écarts vis a vis du modele nominal pour obtenir une poursuite robuste, mais que
pour le procédé nominal il n’intervient pas dans le cadre de la poursuite. La spécification de
poursuite robuste peut donc se faire a partir de la fonction de transfert précédente (3.62) et

d’une fonction de pondération Wip de la maniere suivante:

[P (1+ GK ) (G = G ) 4,0, <1 (3.64)

Alors on peut montrer [Prem 95a] que s’il existe une parametrisation O du précompensateur
T vérifiant (3.45) et (3.46) et un régulateur tel que pour I’ensemble des modeles G = F,(Go,A)
on ait stabilité interne de la boucle fermée et 1’inégalité précédente (3.64) vérifiée, alors la loi

de commande C = [T, K] vérifie la spécification de poursuite robuste (3.46):

Hm,, (1+6K)"GT- M)<

=1 (3.65)

3.2.3 Spécification de poursuite nominale: synthése du paramétre Qry

La démarche consiste dans un premier temps a déterminer le modele nominal de référence
cible M, stable et la contrainte sur I’entrée de commande a partir du cahier des charges. On
cherche ensuite le parametre Oty vérifiant les deux relations suivantes:

_BOQT() = Mo (3~66)

"W21 '(_AOQJ'O )”2‘00 <1 (3.67)

Ceci peut se formuler sous la forme d’un probleme type « model matching » a partir du

systéme augmenté suivant:

MOVVIP BOVVIP
P=1 0 AW, (3.68)
I | 0

On cherche alors le parametre Ory tel que :

(M, + B,Oyo W,
AOQTOVV2P

(3.69)
<1

|F(P.0,). =
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Le calcul de Ot s’obtient alors en utilisant I’algorithme de Glover-Doyle [Glov 88]. Une fois
le parametre Or déterminé, on vérifie que le transfert de référence M = -ByOryo et la contrainte
d’entrée nominale 4oQro sont en accord avec le cahier des charges. Dans le cas contraire, il est
nécessaire de modifier les pondérations Wip et W,p ou de choisir un autre modele de référence

cible M.
Remarques:

Le parametre Orp obtenu par l’algorithme de Glover-Doyle est forcément stable, car cet

algorithme assure la stabilité interne de la boucle fermée.

Pour la synthese du régulateur on considérera le modele de référence M défini par le

parametre Ot et non le modele de référence cible M.

3.2.4 Cas des systéemes plats

Un des intéréts des systemes plats est le fait que les trajectoires d'état s'expriment en fonction
des sorties plates et d'un nombre fini & de leurs dérivées. Or pour ces systemes l'entrée u
s'exprime également comme une fonction des sorties plates et d'un nombre fini ¢#+1 de leurs
dérivées. Cette paramétrisation des trajectoires d'état du systeéme simplifie grandement la
synthé¢se du modele nominal de référence de poursuite. Le systetme plat et le bouclage

endogene associé permettent d'obtenir le schéma simplifié suivant:

pl] py
Génération e art | || Vet NV u N
> N .
de trajectoire 5 NA Ux,Ev f(x,u)(r) B
’ *T & y=h(x,u®)
Xo—>X| L ;I .
durée T K z | O
Vref ¥,
1 :u_ =
Modeéle nominal ) -
de reférence de poursuite régulateur Systéme plat linéarisé
Fig. 3.8

Le modele nominal avec le bouclage endogene est équivalent a une suite d'intégrateur que I'on
retrouve dans le modele nominal de poursuite. Nous allons préciser la démarche pour

effectuer la synthese du régulateur K dans le paragraphe suivant.
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3.3 Synthése de loi de commande robuste pour les systemes plats

3.3.1 Méthodologie de synthése

Dans le cadre de la synthése d'une loi de commande robuste pour un systeéme plat nous

proposons d'utiliser la démarche suivante:

¢ Génération des trajectoires de la sortie plate de référence yr possibles.

¢ Génération des trajectoires de l'entrée de référence vis correspondantes.

¢ Calcul du bouclage découplant.

¢ Détermination de la famille de modeles générée par des variations sur le champ
nominal et sur les trajectoires de références.

#Prise en compte d'incertitudes non structurées traduisant une certaine
méconnaissance du systeme.

¢ Mise en forme du probleme sous forme standard.

¢ Synthese du régulateur K.

3.3.2 Synthése du générateur de références a partir du concept de platitude

Le concept de platitude [Flie 95] a permis de clarifier le lien entre les dérivées a considérer et
le modele nominal. En effet ce fixer une trajectoire de sortie revient a faire évoluer 1’état
suivant une trajectoire de référence définie par le point initial x(0) = p et le point final x(#,) =
g. Or pour un systeme plat, I’état peut s’exprimer en fonction de la sortie plate y et d’un
nombre fini de ses dérivées. Il est donc possible de trouver la trajectoire de la sortie plate
Vret(t) Vérifiant ces conditions. De 1a, on en déduit ais€ément la commande u,.¢(t) a générer pour
qu’en I’absence de toute perturbation la sortie plate suive la sortie de référence.

Une solution consiste a déterminer une fonction temporelle y¢(t) en utilisant un polyndme en
t de degré minimal vérifiant les conditions initiales et finales. Cependant si 1’on cherche a
déterminer le transfert entre le signal de référence et un échelon d’entrée pour modéliser la
génération de trajectoire comme cela se fait classiquement dans le cas du schéma a deux
degrés de liberté, on constate que ce transfert est instable.

En effet, la trajectoire déterminée n’est valable que dans I’intervalle de temps [o ; #], car le
polynéme en ¢ diverge lorsque le temps tend vers I’infini. Il est alors nécessaire, Au-dela de
I’instant #,, de générer une nouvelle trajectoire yrr €t une nouvelle commande u..r, méme pour

rester sur le méme point. En se sens, un modele cible linéaire ne peut pas convenir.
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Que ce soit dans le cadre de I'approche linéaire ou dans l'approche pour les systemes plats, le
but est identique, déterminer un systeéme hors boucle capable de générer la trajectoire de
référence nominale y.r et I’entrée de référence nominale u.s .Ces deux références sont
fournies au bloc de régulation, de maniére a ce qu’en I’absence de toute perturbation (modele,
sorties, état) la sortie du systeme réel se déplace sur la trajectoire de référence, la sortie du
bloc de régulation est alors égale a I’entrée de référence u.r, la sortie du régulateur K étant

nulle.

3.3.3 Bouclage découplant

Dans le cas général, il est nécessaire d'utiliser l'algorithme d'extension dynamique pour

déterminer le bouclage dynamique endogene permettant de découpler le systeme plat.

Lorsque le systeme plat vérifie la condition nécessaire et suffisante pour étre difféomorphe a
un systeme linéaire, il n'est pas nécessaire de faire une extension dynamique. Le bouclage est
alors obtenu en appliquant directement la technique simple de découplage et linéarisation par

bouclage statique.

3.3.3 famille de modéle

La famille de modeles se compose d’un modele nominal linéaire de matrice d’état F;, et d’un
terme de perturbation linéaire. Nous utiliserons ce dernier dans le cadre de la spécification de
la famille de modeles considérée pour la synthése du régulateur linéaire K. L'expression du
terme d'erreur a été déterminé dans le paragraphe 3.1. Nous nous limiterons pour la suite au
cas de variation des parametres du champ de vecteur nominal. On écrit alors le champ

nominal f.m=f,(6,) et le champ perturbé f. n=f. ,(6) avec 6= 6,.

Le modele nominal linéaire se définit de la maniéere suivante:

o1 0 -0
0 0 o
0 0 :
F =1 O avecF=|: . . . Oletdim(F)=k (3.70)
o 0 - 0 " 1
0 0 F,
0 - o e 0

Le modele nominal peut alors se mettre sous la forme suivante:
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1
— 0 - 0
N SO] — : u U,
= . .. :BOAO_1 3.71)
: .0
0 - 0 —|—
ko

La décomposition en facteur premier n’étant pas unique, la méthode suivante permet de
déterminer une décomposition particuliere, la factorisation normalisée d’une matrice de
transfert. La décomposition a droite normalisée du transfert nominal Gy(s) vérifie alors la

relation supplémentaire suivante:
vse G B,(=s)' - B,(s)+ 4)(=s) - 4,(s)=1, (3.72)
Le systeme nominal étant strictement propre, la factorisation premiere a droite normalisée

s’exprime en fonction de la solution X de I’équation de Riccati suivante dans laquelle

(Fo, Go, Hp) constitue une réalisation du systeme linéaire nominal Gy(s):
F' - X+X F,-X-G,-G)-X+H, H,=0 (3.73)
La factorisation premiere a droite de Gy(s) est alors donnée par:

B,(s)=H,-(sI - F, +G,L) " -G,

(3.74)
-1
A,(s)=1,-L-(sI-F,+G,L) -G, (3.75)
avec L=G, - X
(3.76)
Exemple:
Lo (3.77)
N u u .
Soit [yl): . [ 1]: BOAOI( 1]
Y2 0 — [\® U,
s2
On obtient alors la factorisation premiere a droite normalisée suivante
1 s(s2 +2s+ 1) 0
A,(s)= ; , (3.78)
s3+(l+\/§)s +(1+\/§)s+1 0 s*(s+1)
1 s> +2s+1 0
By(s)=—; S (3.79)
s +(1+\/§)s +(1+\/§)s+1 0 s+1
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3.3.4 Spécification de stabilité robuste

La spécification de stabilité robuste consiste a déterminer le régulateur K pour qu’il assure la
stabilité de la boucle fermée pour la famille de modeles définie au 3.4.1. Pour garantir la
stabilité du systeme bouclé, on utilise la premiere méthode de Lyapounov. Pour ce faire, on
considere la famille de modeles constituée par le modele nominal de représentation (F,, Gy,
H,) et I’ensemble des linéarisés tangents des termes d’erreurs. Cette famille est représentée
par la réalisation S(6) dépendant du vecteur de parametres (n, G, Ghn). La réalisation
associée au modele nominal étant S(6,) = (Fy, Gy, H,,). Ce systeme peut se définir comme la
transformation linéaire fractionnaire haute de la matrice P, par la matrice d’incertitude A, si et

seulement si, il existe une matrice réelle S,:

F G Dll Hl D12

S, =% *l=|G, 0 0
A { H, 0 } | (3.80)

D, O 0
telle que F,(S,,A;(6))=S(6, +5)-5(8,) (3.81)

Alors la famille de modeles s’écrit de la maniere suivante:
0(s.0, +8)=F,(P(s).A,(5)) (3.82)
F G G, (3.83))
avec P(s)=| H, D, D, |et Ay(8)=blocdiag(8,I,.....5,I,)
Hn DZ] Dn

La matrice d’incertitudes associée possede une structure diagonale, dont chaque terme est réel.
De plus, il est possible d’inclure une limitation fréquentielle de la famille de modeles par
I’ajout d’un bloc d’incertitude non structuré A,, et d’une pondération associée w dans la
matrice de structure. La syntheése d’un régulateur assurant la stabilité robuste se pose alors

sous la forme du probléme standard suivant:

As(9)

ug |: AW':| yg

u —» P(s) —»»

T

On cherche le régulateur K tel que :

1y, (F(P(s).K))<1 (3.84)
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Remarques:

La famille de modele a pour modele nominal une matrice de transfert diagonale comportant
uniquement des intégrateurs de degrés divers. Il est alors clair que le nombre de pdles
instables du modele ne peut étre considéré constant pour 1’ensemble de la famille. Cependant,
ceci ne pose pas de probleme pour la synthese du régulateur K, car la matrice d’incertitudes A
est composée de termes réels et de transferts stables, il est donc possible d’utiliser le théoreme
du petit gain. L’algorithme de mu-syntheése commence par une synthese H_ qui détermine un
premier régulateur stabilisant I’ensemble des modeles pour une matrice d’incertitudes pleine
et complexe. Ensuite la mise a I’échelle (D-scaling) travaille sur la famille de modeles bouclée
par ce premier régulateur, pour obtenir le niveau de performance désiré en prenant compte de

la structuration de la matrice d’incertitudes.

L’approche additive bien que naturelle n’est pas utilisable ici. En effet la matrice
d’incertitudes associée a une forte probabilité d’étre instable et le nombre de pdles instables
sur la famille de modeles n’a pas de raison d’étre constant, ce qui interdit I'utilisation du
théoreme de stabilité robuste. Une approche possible, consisterait alors a déterminer la
factorisation coprime de la famille de modele vis a vis des variations paramétriques, pour

obtenir une matrice d’incertitude stable.

3.3.5 Spécification de poursuite robuste

Le probleme de la poursuite robuste ce simplifie avec l'approche par platitude puisque la
génération des trajectoires de références vérifie la condition d’atteignabilité du modele cible
au nominal. Il nous faut donc concevoir parmi 1’ensemble des régulateurs K stabilisant la
famille de modeles, un régulateur particulier vérifiant la condition suivante:

<1 (3.85)

oo

1468065

Avec S“*V une matrice de transfert contenant des dérivations sur la diagonale et dont les
ordres correspondent au rang des sorties plates. L’utilisation du linéarisé tangent de I’erreur de
modele (G-Gy) se trouve alors justifiée si I’on considere que la stabilité robuste est acquise.
Dans ce cas la sortie du systeme réel se trouve dans un voisinage de la sortie du modele de
référence, donc I’entrée du régulateur €, est proche d’un point d’équilibre, au voisinage duquel

le linéarisé tangent a un sens.
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3.3.6 Synthése du régulateur a stabilité et poursuite robuste

Supposons maintenant que la famille de modeles linéarisés se mette sous la forme suivante:

o={clg =G, (1+ma,).a,|<1} (3.86)

Le probleme de poursuite robuste peut se mettre sous la forme du probléme standard suivant:

Vref A ¢ Wngy
s AG e Y6
g y o [Gn Gm) v
S(cx+1) refjL G21 GO N
*:Tg“
K
&
Vref yy WlP >
e , \ m
P + C’-
Fig. 3.10
Dans lequel le systeme augmenté est défini de la maniere suivante:
Ya Ug WG, WGuS(aH) WG,
VVngy =B Yrer | AVEC b =|-W,G,, 0 WG, (3.87)
£, e, -G,, o | -G,

le bloc A, est un bloc d’incertitudes fictives, utilisé pour traduire les objectifs de performance.

S'il existe un régulateur K, pour lequel les deux propriétés suivantes sont respectées:

F,(P,K)est a stabilité interne pour la famille de modeles G (3.88)

(E(R.K) <1 (3.89)

ﬂdiag(éa’éc

alors le régulateur K et la paramétrisation des trajectoires du systeéme plat nominal est une
solution au probleme de stabilisation et poursuite robustes. La synthese du régulateur K peut
étre obtenue par différentes approches dont la D-K itération et de I’optimisation H_ [Prem

95a]. Le précompensateur est défini par 7=-4¢Qro+KM.
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3.4 Conclusion

Nous avons proposé une méthodologie de syntheése de loi de commande dans le cas des
systemes plats. Cette approche consiste, dans un premier temps, a formuler le probléeme de la
génération de trajectoire dans le cas d’un systeme plat. L’utilisation des sorties plates permet
de simplifier considérablement le probleme de la stabilisation car il n’y a plus de mode non
observable. D’autre part, ces sorties sont fortement utiles pour déterminer la commande a
fournir & P’entrée, a partir d’une trajectoire sur 1’état. Cependant le découplage et la
linéarisation par difféomorphisme et bouclage est sensible a la présence d’une famille de
modeles et de perturbations exogenes. Mais, ces systemes plats linéarisés ont des trajectoires
nominales de systeme linéaire, les techniques de commande linéaire classique peuvent donc
s’appliquer. Le régulateur a alors pour objectif de compenser les écarts de trajectoire par
adjonction d’un signal supplémentaire sur I’entrée de référence. Ceci apparait naturellement
dans le schéma a deux degrés de liberté générique. Nous proposons dans un second temps de
déterminer le régulateur linéaire K du schéma a deux degrés de liberté générique en posant la
synthése du régulateur sous la forme d’un probleme standard. La prise en compte des
perturbations de modele est intégrée dans une matrice d’incertitudes A déterminée a partir du
linéarisé tangent de I’erreur de modele. La méconnaissance du systeme au-dela d’une certaine
fréquence ce traduit par une pondération supplémentaire. Les perturbations exogeénes sont
modélisées par l'intermédiaire de filtre formeur et de fonctions de pondération. Une fois le

probléme posé, la synthese peut étre effectuée par différentes approches.
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Chapitre IV : Application

Commande robuste d’une machine synchrone

4.1 Modélisation des machines a courants alternatifs

4.1.1 Introduction:

Nous rappellerons dans ce paragraphe quelques notions élémentaires sur le principe de
fonctionnement et la modélisation des machines a courants alternatifs. Ces rappels permettront
de mettre en relief les intéréts et les différences entre les stratégies de commande existantes et
celle proposée dans ce mémoire. Le lecteur désirant une présentation synthétique du sujet
pourra se référer aux ouvrages et articles suivants [Lese 81], [Chat 88], [Haut 93], [Caro 95],
pour la modélisation des machines a courants alternatifs, et pour les méthodes de commande

des machines a courants alternatifs aux références [Haut 93], [Caro 95], [Leon 96], [Grel 97].

N

Toutes les machines a courants alternatifs admettent sous réserve de certaines hypotheéses
simplificatrices un modele décrit par un systeme algébro-différentiel non linéaire. Il a été
proposé pour ce systtme un nombre important de réalisations en fonction des objectifs de
commande (couple, vitesse, position), de la nature de la source de puissance (tension, courant),
du référentiel de travail ({a,b,c},{a,f} ou {d,q}) et des composantes du vecteur d’état (flux ou
courants statoriques et rotoriques). Ainsi une des premieres méthodes de commande a consisté
a choisir et orienter le référentiel de travail {d,q} de maniére a linéariser au mieux le systéme
d’équations. Ceci a débouché sur différentes commandes vectorielles a flux orienté. Pour la
machine asynchrone une comparaison des différentes orientations possibles en vue de la
commande a flux orienté est proposée dans [Piet 92]. Pour la machine synchrone, différentes
stratégies de commande linéaire sont étudiées dans [Piou 91] en fonction du choix du
référentiel ({a,b,c} ou {d,q}). Un exemple d’utilisation industrielle est proposé dans [Caza 95].
Les méthodes de linéarisation exacte entrée-sortie [Isid 86] ont trouvé rapidement comme

champ d’application la commande des machines a courants alternatifs. Ainsi, la linéarisation

des transferts entrées de commande-couple électromagnétique [Luca 89], ou entrées de

commande-vitesse [Bell 91] pour un modele de machine asynchrone dans le référentiel de
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travail {d,q}, a été obtenue par immersion et bouclage statique. Dans le référentiel de travail
{a.f}, [Mari 91] a proposé une loi de commande de linéarisation entrée-sortie. Pour la
machine synchrone, on retrouve [’'utilisation de techniques semblables dans [Piou 91],
[Geor 92], [Chel 94]. A. Glumineau et al/ [Glum 93] proposerent une approche de la
commande robuste d’'une machine synchrone par mode glissant. La technique de linéarisation
entrées-état par bouclage dynamique [Char 89b], et le concept de platitude des systémes
dynamiques [Flies 92] ont pu étre mis en pratique dans le cadre de la commande des machines
asynchrones. En particulier, la linéarisation des dynamiques entrées-état de la machine
asynchrone par bouclage dynamique a été déterminée [Chia 93], et des sorties plates ont été
proposées [Mart 96]. Nous montrerons que ces sorties sont valables les machines a courants
alternatifs « a poles lisses ».

Enfin I'implantation numérique des lois de commande non linéaires pour la commande de
systeme continu a été étudiée [Mona 88], [Geor 92], et a permis d’introduire la classe des

systemes finiment discrétisables [Chel 94].

Conversion électromécanique dans les machines a courants alternatifs

Le principe de la conversion électromécanique dans les machines a courants alternatifs est basé
sur 'interaction magnétique entre une partie mobile, le rotor et une partie fixe le stator. Les
deux parties sont constituées d’éléments ferromagnétiques permettant de conduire le flux
magnétique et de supporter les efforts, et de conducteurs électriques en cuivre ou en aluminium
formant des enroulements. Ces bobinages sont parcourus par des courants résultant de 1’action
de sources de tension ou de courant sur certains de ces circuits électriques d’une part et du
couplage magnétique de ces circuits d’autre part.

Il est possible de montrer [Chat 88] pour ce type de machine que le couple électromagnétique
entre le rotor et le stator existe uniquement si la machine a un nombre de pdles stator égal au
nombre de poles rotor. De plus, ce couple est a valeur moyenne non nulle en régime permanent
si les champs magnétiques rotorique et statorique tournent a la méme vitesse. On a donc en
régime permanent, un bobinage statorique et un bobinage rotorique parcourus par des courants
polyphasés. Chaque bobinage crée une force magnétomotrice résultante dont la répartition
spatiale est pm périodique. Sa répartition temporelle vis a vis du bobinage est égale a la phase
du courant dans le bobinage divisé par le nombre de paires de pdles p.

En régime permanent ces forces magnétomotrices exprimées dans le méme référentiel (&, &)

sont sinusoidales, et de méme pulsation en raison de la condition de synchronisme. Les
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amplitudes et les phases des forces magnétomotrices dépendent du point de fonctionnement
considéré. On peut alors leur associer, deux nombres complexes (&, &) représentés ci-apres

dans le plan complexe.

fig. 4.1
Le couple en régime permanent est alors fonction de I’amplitude des deux forces

magnétomotrices et de leur déphasage.
Cem:f(é‘r,ssﬂ) 4.1)

En régime transitoire, il n’est plus possible d’utiliser cette représentation car la condition de
synchronisme n’est plus respectée. En effet une modification du point de fonctionnement en
régime permanent se traduit par une modification de la position relative des forces
magnétomotrices. Ceci n’est possible que si les forces magnétomotrices n’ont pas de maniere
transitoire la méme vitesse. Néanmoins cette représentation est intéressante pour appréhender
les différents modes d’alimentation utilisés pour la commande en couple et en vitesse. En effet,
imposer un courant revient a imposer une force magnétomotrice dans une bobine couplée alors
qu’imposer une tension revient a imposer un flux résultant dans une bobine couplée.
Constitution des machines industrielles standard

Une machine a courant alternatif est, du point de vue électrique, un ensemble de bobinages
couplés magnétiquement. Les stators d’'une machine synchrone et d’'une machine asynchrone
sont semblables. IIs sont constitués pour les machines industrielles de trois bobinages alimentés
par des grandeurs triphasées, dont les axes sont décalés de 2m/3p avec p le nombre de paires de
poles. Ces bobinages sont répartis pour créer, lorsqu’ils sont alimentés par des courants
sinusoidaux triphasés, une force magnétomotrice résultante la plus sinusoidale possible. La
période spatiale de cette force magnétomotrice est de 27/p. Par contre en fonction du type de
machine considéré, le rotor differe. Dans le cas d’une machine asynchrone, le rotor comporte
trois bobinages répartis pour avoir une force magnétomotrice résultante sinusoidale dont la
période mécanique est de 27/p. Dans le cas d’une machine synchrone, le rotor peut comporter
un bobinage alimenté par une tension continue, ou bien des aimants permanents. La structure

magnétique du rotor est plus ou moins homogene, mais comporte toujours p paires de podles.
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Equation algébrique flux-courants

Les flux dans les bobinages statoriques s’expriment en fonction des courants statoriques i et de
la matrice des inductances propres L (6) d’une part, et de I’action des courants rotoriques i, et
de la matrice de couplage L(6) d’autre part. On obtient dans le référentiel statorique la relation

suivante:
[lf//s ] = [Lss (0)] ) [ls ] + [Lsr (0)][lr ] (42)
Avec @la position du rotor dans le référentiel statorique.

Les flux dans les bobinages rotoriques s’expriment en fonction des courants rotoriques i, et de
la matrice des inductances propres L.(6) d’une part, et de I’action des courants statoriques is et
de la matrice de couplage L(6) d’autre part. On obtient dans le référentiel rotorique la relation

suivante:

v,1= (£, @] 11+ [ O] @3)

Les matrices des inductances propres statoriques ont la mé&me structure pour une machine
synchrone ou asynchrone. Par contre les rotors de ces machines pouvant &tre tres différents, les
matrices de couplage dépendent de la structure considérée (bobinage triphasé, bobinage
continu, aimant permanent, existence d’amortisseurs...). Cependant griace a la notion de
machine primitive ou machine de Kron, il est possible de représenter toutes ces machines a

I’aide d’un seul et méme modele de machine diphasée, en utilisant certaines transformations.

Equations électriques

L’équation électrique relative aux bobinages statoriques s’écrit dans le référentiel statorique:

[w]=[R][i.]+ %[l/fs] (4.4)

L’équation électrique relative aux bobinages rotoriques s’écrit dans le référentiel rotorique:

[w.]=[R][i. ]+ %[y/r] 4.5)
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Equation électromécanique

L’équation électromécanique reliant le couple électromagnétique fourni par la machine, aux

flux et aux courants, s’obtient a partir du bilan énergétique suivant:

)= {fn] B 1] Bl = a0, () W ()W) 4O

avec dW(1) I’énergie dissipée par effet Joule, définie par la relation suivante:

a, () ={([R 1) [ 1+ (R[] [ e @0

On en déduit une relation entre I’énergie mécanique, la variation d’énergie magnétique dans la

machine et I’énergie fournie au circuit magnétique:

aw,(0)=aw, () =[i,] -dlw, ]+ [i,] -d[w,]= dW,e 1)+ dW,, (1) 4.8)

Or I’énergie magnétique dans la machine dépend de la position du rotor et du flux dans la

machine. On en déduit I’expression du couple électromagnétique suivante:

MW Y 26) _ W (i1, 6) (4.9)

ot ot

C =-

em

Il est généralement préférable d’utiliser la fonction d’état W .0(inis,6) appelée coénergie
magnétique car cette fonction dépend des courants. On construit cette nouvelle fonction d’état a

partir de I’énergie magnétique et de la relation suivante:

We W, 0)+ W, i 0) =i, ] [w, ]+ 0] [w.] (4.10)
Equation mécanique

L’équation dynamique des parties tournantes s’écrit:
d’e
dt

=C,, —C,(6.0) (4.11)

avec J le moment d’inertie total des masses tournantes, @ la position angulaire du rotor, Cep, le

couple électromagnétique fourni par la machine, et C¢, le couple exercé par la charge et les

liaisons mécaniques dépendant de la position et la vitesse du rotor.
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Machine primitive ou machine de Kron

La diversité des constitutions des machines réelles tant au niveau des enroulements (concentrés
ou répartis) que de leur géométrie propre est trop grande pour pouvoir 'utiliser dans le cadre
d’une analyse générale des machines. A chaque type de machine est donc associé un modele
dynamique. Cependant partant du constat que le principe physique d’interaction magnétique est
commun a toutes ces machines, il était naturel de rechercher une approche unifiée basée sur un
seul modele. La théorie générale des machines apporte une solution a cette question avec la
notion de machine primitive ou encore machine de Kron [Kron 51]. Ce modele est caractérisé
par une décomposition des grandeurs électriques suivant un systeme d’axes en quadrature
indicés d (axe direct) et g (axe en quadrature). Le stator de la machine de Kron est constitué
d’un enroulement aligné sur 1’axe direct d et d’un enroulement aligné sur I’axe en quadrature q.
Le rotor de la machine de Kron est a collecteur avec deux jeux de balais, calés selon les axes d
et g. On obtient ainsi deux enroulements pseudo-stationnaires en quadratu