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Abstract

Soit M une variété projective lisse. Soit .%# une filtration holomorphe sur
M, c’est & dire une filtration d’un fibré vectoriel holomorphe F induite par
des sous-fibrés. Nous introduisons une notion de Gieseker stabilité pour de
tels objets puis donnons une condition analytique équivalente en terme de
métriques sur F, dites équilibrées au sens de S.K. Donaldson, provenant d’une
construction de la Théorie des Invariants Géométriques. Si le fibré F peut étre
muni d’une métrique h solution de I’équation 7-Hermite-Einstein étudiée par
Alvarez-Coénsul et Garcia-Prada :

V=IAF, =) 7y,
i

alors nous prouvons que la suite de métriques équilibrées existe, converge et sa
limite est, & un changement conforme, solution de I’équation précédente. De
ce résultat nous déduisons, par réduction dimensionnelle, un théoréme d’ap-
proximation dans le cas des équations Vortex de Bradlow ainsi que leurs gé-
néralisations aux équations couplées Vortex.

Abstract

Let M be a smooth projective manifold. Let F be a filtered holomorphic
vector bundle over M. We introduce a notion of Gieseker stability for such ob-
jects and relate it to an analytic condition in terms of hermitian metrics on F,
called balanced metrics by S.K Donaldson, that come from the world of Geo-
metric Invariant Theory (G.I.T). If there is a metric h on F that satisfies the
7-Hermite-Einstein equation studied by Alvarez-Coénsul and Garcia-Prada :

V=IAF, =Y 7y,
%

then we prove that the sequence of balanced metrics exists, converges and
its limit, up to a conformal change, is a smooth hermitian metric on F that
satisfies the previous equation. As a corollary, we give by dimensional reduction
a theorem of approximation for Vortex equations introduced by Bradlow and
their generalizations to coupled Vortex equations.
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Introduction

Un bref survol du contexte

Les travaux fondateurs de E. Calabi et S-T. Yau ont fait apparaitre des mé-
thodes intrinséques globales en géométrie Kahlérienne, en particulier avec I'étude
de métriques de type Einstein. S.T. Yau a été en particulier le premier a soulever
la question d’une interprétation algébro-géométrique de 'existence d’une métrique
Kéhler-Einstein dans le cadre des variétés complexes. Dans [Do4| ot une partie de
ce programme est mis en oeuvre, S.K. Donaldson propose une notion de stabilité
algébrique introduite par H. Luo, pour les couples (M, Lk) ol M est projective et L
est un fibré en droites ample sur M. Cette condition d’équilibre se lit alors analyti-
quement sur les métriques mjwrs ou m, désigne le plongement naturel de la variété
dans l'espace projectif PH° (M, Lk) et wrg la métrique naturelle de cet espace, c’est
& dire la métrique de Fubini-Study. Le résultat principal de I'article est la conver-
gence des métriques mjwrg vers une métrique a courbure scalaire constante lorsque
celle-ci existe a priori. Le probléme d’approximation de la métrique a courbure sca-
laire constante est ainsi résolu par une méthode de quantification, consistant a voir
Iespace des potentiels Kdhler comme la limite a I'infini des espaces symétriques
SL(hO(M,L*) + 1)/SU(h°(M, L¥) 4+ 1) des métriques de type Fubini-Study, cette
quantification permettant de basculer dans le domaine de la dimension finie comme
cela avait été conceptualisé dans [Do3|.

Parallélement au probléme fondamental d’une bonne définition de stabilité pour
les variétés, il est bien connu qu’il existe une notion de stabilité pour les fibrés vec-
toriels holomorphes au dessus d’une variété kihlérienne!. Pour la Mumford stabilité,
les travaux de Hitchin, Kobayashi, Liibke, Donaldson, Uhlenbeck, et Yau ont permis
d’établir la correspondance —dite de Kobayashi-Hitchin— entre les fibrés holomorphes
stables (plus précisément polystables) sur des variétés compactes Kéhler et le monde
de la géométrie différentielle, via 'existence d’une métrique hermitienne h vérifiant
I’équation d’Hermite-Einstein :

V=IAF, = \dp, (1)

len fait deux notions différentes ont été développées par D. Mumford et D. Gieseker dans le cas
ou la variété sur laquelle vit les fibrés est de dimension supérieure ou égale a 2.
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ol A est une constante ne dépendant que de la topologie de E et /—1AF}, désigne
I’endomorphisme de E obtenu en contractant la courbure de Chern Fj, de la mé-
trique h contre la forme Kéahlerienne w de la variété. D’un point de vue historique,
cette correspondance a été établie par Narasimhan et Seshadri pour les courbes,
Donaldson pour les surfaces algébriques [Dol|, Uhlenbeck et Yau dans le cas Kéh-
ler, Buchdahl dans le cas d’une surface complexe |Bul|, Bartolomeis et Tian dans
le cas presque complexe, Li et Yau dans le cas d’une variété hermitienne. Ainsi,
la correspondance de Kobayashi-Hitchin donne un isomorphisme d’espaces de mo-
dules entre ’espace de modules de structures holomorphes stables a déterminant fixé
et I'espace de modules de connexions irréductibles d’Hermite-Einstein intégrables.
Les métriques d’Hermite-Einstein, tout comme les métriques de Kéahler-Einstein,
sont des uniformisants de la géométrie complexe et leur existence impose des condi-
tions trés fortes sur la géométrie des objets considérés. Notons en particulier que la
construction d’espaces de modules de connexions d’Hermite-Einstein et ’étude de
leur topologie via les connexions ASD a eu beaucoup de conséquences en dimension
4 réelle, dont notamment les fameux invariants polynémiaux de Donaldson pour les
espaces de modules de PU (r)-instantons en théorie de Jauge. Remarquons également
que cette équation est nettement plus “linéaire” que 1’équation de Monge-Ampére
considérée dans le cas des métriques Kéhler-Einstein. Avec les travaux de C. Simp-
son, cette correspondance a été étendue a des objets plus généraux, tels que les fibrés
de Higgs introduits par N. Hitchin. En suivant les idées de P. Deligne sur la théorie
de Hodge et en combinant ses résultats avec ceux de K. Corlette, C. Simpson établit
notammment un pont entre 3 mondes : la géométrie algébrique (avec les fibrés de
Higgs polystables avec premiére classe de Chern triviale), la géométrie différentielle
(avec les fibrés harmoniques) et la topologie (avec les systémes locaux semi-simples).
En particulier, cela lui a permis de voir que tout fibré plat peut étre déformé en une
variation de structure de Hodge polarisée et donner des restrictions trés fortes sur
le groupe fondamental d’une variété Kahlérienne. Il est aussi important de souligner
a ce stade que la démonstration des correspondances de type Kobayashi-Hitchin
repose toujours sur des méthodes de type flots de gradient/chaleur ou méthodes
de la continuité (par exemple dans [L-T1]), le point crucial étant de prouver que la
stabilité entraine I'existence d’une métrique vue en tant que point critique minimum
d’une fonctionnelle de type Yang-Mills sous le flot de Jauge.

Une question légitime et naturelle est donc de se demander si les résultats de
[Do4| peuvent s’appliquer dans le cas des fibrés stables et si I'on peut approcher
les solutions de Iéquation (1) par des métriques construites algébriquement. Cela
sous-entend que l'on s’attend a ce que l'analyse globable utilisée pour la corres-
pondance de Kobayashi-Hitchin contienne des techniques clé pour la construction
d’objets algébriques. Par ‘algébrique’, nous entendrons ici des métriques provenant
d’une construction de la Théorie des Invariants Géométriques (G.1.T) développée
initialement par D. Mumford? [M-F-K].

23 Dorigine pour traiter le cas des courbes, voir [M-F-K, Ses, LeP2].
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Dans le cas des équations d’Hermite-Einstein au dessus d’une courbe, I'idée de
voir des métriques particuliéres solution d’un systéme différentiel comme des limites
de métriques algébriques hy, induites par les puissances de E® L* est apparue sur une
idée de C. Simpson dans le travail de C. Drouet |Dr, Théoréme 5.1.3]. La convergence
de la suite de métriques hy vers h solution de (1) était assurée au sens Ll dans le cas
ou la suite hy considérée appartenait a un compact convexe donné de 'espace des
métriques hermitiennes, c’est & dire dans le cas ou 'on dispose de 'existence d’un
maximum pour la fonctionnelle de Kempf-Ness considérée sur £ ® L*. Ce probléme
a été ensuite étudié trés récemment par X. Wang, qui a fourni, simultanément a la
préparation de cette thése, une solution compléte en toute dimension dans [W1, W2]
en se libérant de cette contrainte. La démarche de X. Wang s’appuyait directement
sur les travaux de D. Gieseker et les idées novatrices de S.K Donaldson.

Nous nous intéressons a un probléme plus général en considérant des équations
de type Vortex qui sont a la frontiére de la Physique théorique et de la Géométrie.
En Physique, les théories bosoniques les plus générales sans théorie de la gravité
sont dénommées o-modéles non linéaires. Considérons M et F' deux variétés Riema-
niennes, £ un fibré sur M avec fibre F', et G un groupe agissant sur F’ par isométries.
Les champs de la théorie sont les sections & € C>*°(M, E) et les G-connexions A et
I’énergie du systéme est décrit par la fonctionnelle

£(®, A) = /N IFAIE + 219491 + V(@) @)

ou V(@) est un certain potentiel d’énergie. Nous nous intéressons au cas ot M et F
sont des variétés Kéhler et 'action de GG est holomorphe et hamiltonienne. Le choix
naturel V(®) = ||u(®)||* ont p est une application moment relativement a Paction
de G, conduit & considérer un modéle qui bénéficie de deux propriétés remarquables.
Tout d’abord, la théorie admet une extension supersymétrique au moins quand M
est un espace euclidien ou le demi-plan de Poincaré. Ensuite, la fonctionelle d’énergie
admet pour équation d’Euler-Lagrange I’équation de Bogomol'nyi, qui s’écrit sur une
courbe complexe sous la forme :

Ia® = 0
V=IAF, + pu(®) = 0 (3)
FyYP =0

et dont les solutions sont des états BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfeld) de la
théorie supersymétrique attachés a des solitons qui correspondent & des particules
avec charges a la fois électriques et magnétiques (appelées dyons en Physique des
Hautes Energies). Lorsque F' = C et G = U(1), l'on retrouve le modéle de Higgs
abélien standard (correspondant a la théorie de la supraconductivité) et pour F' =
C™ et G = SU(n) et le choix d’une représentation dépendant de particules couplées
aux champs de Jauge, les interactions électriques fortes-faibles.

Nous serons amenés a considérer la généralisation en dimension supérieure des
équations (3) dans le cadre K&hlérien. Dans ce contexte, ces équations sont encore
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appelées équations Vortex et furent étudiées par C.H. Taubes [Tau]| et S. Bradlow
[Bral, Bra2| puis généralisées au dessus d’une variété Kiahler pour G compact et F' un
espace vectoriel hermitien® par D. Banfield [Ba|. D’un autre coté, Garcia-Prada [GP]
a proposé de considérer plus qu’un seul fibré via la notion d’équations Vortex cou-
plées et 1a notion de Quivers, cette derniére recouvrant notamment le cas des fibrés de
Higgs [AC-GP2, AC-GP3|. Finalement, un cadre unificateur a été précisé par Liibke
et Teleman [L-T2| pour une variété hermitienne, donnant ainsi une correspondance
de Kobayshi-Hitchin trés générale sur des variétés compactes. Nous retiendrons en
fin de compte que le travail de Banfield recouvre le cas des équations d’Hermite-
Einstein, des équations Vortex de Bradlow, des équations de Seiberg-Witten réduites
(triplets de Witten), des équations de Vafa-Witten (N = 4 supersymétrique Yang-
Mills) sur une variété kdhlérienne compacte. La question d’une construction G.I.T
pour les équations de Banfield en toute généralité reste délicate méme si des progrés
considérables [Scl, G-S| ont été faits dans ce domaine dans le cas ot u provient
d’une représentation linéaire. Les équations Vortex ou les triplets (équations Vor-
tex couplées) apparaissent naturellement dans dans la théorie de Seiberg-Witten
pour des surfaces Kdhler afin d’étudier Iespace de modules de PU(2)-monopoles
[O-T3]. A. Bertram, G. Daskalopoulos et R. Wentworth [Be, B-D-W]| ont utilisé¢ de
maniére cruciale les équations Vortex pour le calcul d’invariants de Gromov-Witten
pour des applications holomorphes d’une surface de Riemann vers une Grassma-
nienne (Voir aussi & ce sujet [O-T5|, pour des développements récents utilisant les
équations de Vortex couplées). Dans le cas d’une variété symplectique, cette théo-
rie a conduit a la généralisation des invariants de Gromov-Witten hamiltoniens qui
comptent les solutions de telles équations, et qui sont reliés a I’homologie de Floer
[MR2, C-G-S, O-T4|.

Dans cette thése, nous commencerons par étudier I’équation 7-Hermite-Einstein
introduite par Alvarez-Consul & Garcia-Prada pour une filtration .# holomorphe
(c’est & dire donnée par des sous-fibrés) au dessus d’une variété projective

F0—=F—.—=>F,=F

pour lesquelles 'équation 7-Hermite-Einstein en la métrique A sur F s’écrit :
m—1
V=IAFy + ) mimil, = Cst x Idy (4)
i=1

Ici Wf ; est la projection h-orthogonale sur le sous-fibré F;, et 7; sont des réels positifs
(Cf Section 4.1). Notre théoréme principal consiste & construire explicitement une
suite de métriques lisses hermitiennes convergeant vers une métrique solution d’une
telle équation. Ces métriques sont données comme zéros d’application moment pro-
venant de la G.I.T pour 'action du groupe spécial unitaire. A ce stade, il est capital
de comprendre que c’est la notion, légérement plus faible, de Gieseker stabilité (et

3Notons que dans [MR1], 'action sur la fibre Kiihlérienne n’est plus nécessairement linéaire.
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non de Mumford stabilité) qui permet d’introduire la machinerie G.I.T. Cette no-
tion de Gieseker stabilité peut étre comprise comme une quantification de la notion
de Mumford stabilité, et a été en particulier reliée par N.C. Leung pour des fibrés
holomorphes sans structure supplémentaire, a I’existence d’une solution h; pour un
systéme elliptique non linéaire :

kwldg+v/—TF), () x(E® LF)w"

[e Todd(M)| " = S (5)
oit T'odd(M) désigne la classe de Todd de M, x(E ® LF) la caractéristique d’Euler
du fibré E® L*, r(E) le rang du fibré E et [0](™™ représente la partie (n,n) de la
forme 0 € Q**(M, End(E)). Les métriques que nous construirons ne sont pas reliées
directement au résultat de Leung, néanmoins elles proviennent d’une condition sur le
noyau de Bergman, qui est bien sir la limite du noyau de la chaleur a ¢t — +o0 pour
Iopérateur de Dirac v/—2(0+0*). D’un autre coté, le théoréme d’Atiyah-Singer local
assure que l'expression du noyau de la chaleur a t = 0 est relié au membre de gauche
de (5) par sa supertrace. Pour le noyau de Bergman de £ ® L*, nous disposons d’un
développement asymptotique lorsque & — 400 principalement grace aux travaux
de G. Tian, Z. Lu, W.D. Ruan, S. Zelditch et D. Catlin [T2, Ze, Ca, Lu, W2, B,
dont le second terme fait apparaitre la courbure du fibré. Ce fait nous permettra de
voir que si la suite de métriques équilibrées converge, sa limite est nécessairement
7-Hermite-Einstein quitte a faire un changement conforme.

Présentation des résultats de la thése

Dans une premiére partie, nous rappelons des résultats trés généraux sur la notion
d’application moment et relions quotients symplectiques et quotients G.I.T. Le but
de cette partie est d’introduire les résultats de S.K. Donaldson [Do4| concernant les
zéros d’applications moment.

Dans une deuxiéme partie, nous introduisons une notion de Gieseker stabilité
pour les filtrations holomorphes .% et faisons une construction G.I.'T pour paramé-
trer les filtrations holomorphes stables par un espace de type Gieseker.

Dans une troisiéme partie, nous appliquons la théorie de Kempf-Ness aux résul-
tats précédents. Cela nous permet d’obtenir une condition équivalente a la stabilité
en terme de métriques vivant sur les fibrés F ® L* que nous nommerons métriques
équilibrées. Ces métriques sont donc obtenues par construction algébrique, et les
métriques Hilbertiennes qui leur sont associées sur H(M, F ® L*) minimisent une
fonctionnelle explicite. Soit M une variété projective lisse de dimension complexe n,
et soit R = (Ry, ..., R;,—1) un m-uplet de polynémes rationnels de degrés inférieurs
strictement & n et tels que limy_, ;o R;(k) = 4+00. Dans ces conditions, le résultat
principal de cette partie est le théoréme suivant :

Théoréme. Soit . une filtration holomorphe

F0=F —.—>F,=F
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de longueur m au dessus d’une variété projective. Alors ¥ est R-Gieseker stable si
et seulement st son groupe d’automorphisme est fini et pour tout k assez grand, il
eriste une métrique hermitienne lisse hy, sur F @ L* telle que

m—1 k m—1 R;(k)
Bhk + € E %thk - rvV S ]Id]:®Lk’ (6)
=1

ot /B\h est la restriction sur la diagonale du noyau de Bergman de la métrique h, Wﬁl
x(FRLF)

est la projection h-orthogonale sur le sous-fibré F; et enfin €, = o
;€T3

Dans une quatriéme partie, nous suivons la démarche de [Dod4|. En fait, notre
probléme se distingue fondamentalement de celui étudié originellement par S.K Do-
naldson, au sens ou les groupes naturels agissants associés & aux équations sont
différents, puisqu’il s’agit du groupe de Jauge G du fibré E et de SU(N) avec
N = x(F @ L¥). Dans cette partie, nous supposons a priori 'existence d’une mé-
trique 7-Hermite-Einstein. Dans un premier temps, nous construisons des métriques
“presque” équilibrées (c’est a dire qui vérifie la condition d’équilibre (6) du théoréme
précédent jusqu’a un certain ordre fixe en k) en itérant des résolutions d’équations
différentielles elliptiques, c’est a dire en perturbant la métrique spéciale donnée a
priori. Ceci nous permet de considérer de basculer dans le monde de la dimension
finie grace au formalisme subtil développé par S.K. Donaldson qui s’applique au
“double” quotient symplectique par G x SU(N) (i.e le produit d'un groupe de di-
mension infinie par un groupe de dimension finie). Les métriques presque équilibrées
peuvent alors étre déformées, en suivant le flot engendré par Paction de SU(N),
vers des métriques équilibrées correspondant a celles construites par la G.I.'T pour
un choix convenable de R. Enfin, nous aurons besoin d’une étude analytique assez
fine pour obtenir des estimées controlant la convergence de ce flot. Finalement, avec
la notation hy = h; ® hik, nous obtenons

Théoréme. Soit M une variété projective lisse. Si % est une filtration holomorphe
wrréductible sur M munie d’une métrique hyg solution de [’équation T-Hermite-
Finstein (4), alors il existe une suite de métriques hy, équilibrées sur F qui converge,
quitte a faire un changement conforme, vers la métrique hyp de maniere C°.

Dans une quatriéme partie, nous utilisons des arguments de réduction dimen-
sionnelle pour obtenir une approximation en terme des métriques équilibrées que
nous venons de construire pour les métriques solutions d’équations Vortex couplées
(chaines d’équations Vortex) qui recouvrent entre autres, le cas des équations Vortex
de Bradlow, ou des triplets de Witten (monopoles non abéliens).

Dans un futur proche, nous espérons étendre ces résultat au cas des équations de
Banfield pour lesquels 'action du groupe est linéaire en suivant les lignes de |G-S]
ainsi qu’aux Quivers pour traiter le cas des fibrés de Higgs en toute généralité.
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Chapitre 1
Préliminaires

Le but de ce chapitre est d’exposer quelques objets classiques comme la notion
d’application moment provenant du monde de la géométrie symplectique et la notion
de G.I.T-stabilité provenant du monde de la géométrie algébrique. En fait, il est
bien connu (voir [M-F-K]) qu’en dimension finie les conditions de G.I.T stabilité
sont reliées a I’annulation d’applications moments.

Notre objectif est notamment de présenter dans cette section des travaux récents
de S.K. Donaldson qui permettent, dans le cas Kahlérien, de trouver sous certaines
conditions des zéros d’une application moment.

Dans toute la suite, le corps de base est le corps des nombres complexes C.

1.1 Stabilité au sens G.1.T

La Théorie des Invariants Géométriques (G.I.T) a pour but d’étudier les quo-
tients X /G ot X est un C-schéma et G est un groupe algébrique agissant dessus. La
théorie de Mumford ([M-F-K|) explique que de “bons” quotients apparaissent dans
le cas ou le groupe est réductif et agit de maniére linéaire.

Définition 1.1.1. Un groupe algébrique linéaire G est dit réductif si son radical
unipotent est trivial. Ceci est équivalent au fait que G est la complexification de son
sous-groupe compact maximal. Si de plus G est connexe et de centre fini, on dit que
G est semi-simple.

Notation. Pour W un espace de G-représentation, W& désigne le sous-espace des
éléments invariants.

Définition 1.1.2. Un groupe algébrique affine est un groupe I' muni d’une structure
I'xI’ - T

de variété algébrique affine, telle que la multiplication et linverse
(91,92) — G192

r r . . . )

p : _1 sotent des morphismes de variétés algébriques.
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Définition 1.1.3 (Quotient catégoriel - géométrique). Soit G groupe algé-
brique affine agissant par v sur un C-schéma X et soit V: Gx X — X x X le
morphisme (7y,pra) ot pro est la projection sur le deuxiéeme facteur. Un quotient
catégoriel de X est un morphisme G-invariant ¢ : X — Y tel que pour tout mor-
phisme G-invariant ¢ : X — Z, il existe un unique morphisme ¢ : Y — Z tel que
bop = et G agisse trivialement sur'Y et Z. Cela revient & dire que Uon dispose
des diagrammes commutatifs suivants :

s X 2 X X % z
]97‘2l ¢l ¢l Z
X 4y v !

Un quotient catégoriel est dit géométrique si l'image de U est (¢ x @)1 (Ay), c’est
a dire que la fibre de ¢ est précisément une orbite, et donc un quotient géométrique
est un espace d’orbite X/G au sens de la théorie des ensembles.

Définition 1.1.4 (Quotient universel). Soit G groupe algébrique affine agissant
sur un C-schéma X. Un morphisme ¢ : X — 'Y donne un bon quotient (Y, @) si :
— ¢ est affine et invariant : ¢ (gx) = ¢ () pour tout g € G, x € X.
— ¢ est surjectif, et U C 'Y est ouvert si et seulement si =1 (U) est un ouvert
de X, c’est a dire que ¢ est submersive pour la topologie quotient.
— L’homomorphisme naturel Oy — ¢,0% est un isomorphisme, ¢’est a dire que
Oy (U) ~ Ox (672 (U)) pour tout U CY ouvert.
— Si W est un sous-ensemble invariant fermé de X, ¢ (W) est encore fermé. Si
Wi, Wy C X sont des fermés invariants disjoints, alors ¢ (W) N ¢ (Ws) = .
Le morphisme ¢ constitue un bon quotient universel (resp. quotient géomélrique
universel) si Y xy X — Y’ est un bon quotient (resp. quotient géométrique) pour
tout morphisme Y’ — 'Y de C-schémas.
Quand il existe, un bon quotient géométrique de X est unique (car c’est aussi un
quotient catégoriel) et on le notera X//G.

Définition 1.1.5. Une linéarisation 1 de l'action v du groupe algébrique linéaire
réductif G sur X est la donnée d’un fibré en droites L sur X et d’une action linéaire
de G sur L induisant celle sur X. Cela revient a dire que [’on dispose du diagramme
commutatif

GxL -5 L
} l
GxX L

Lorsque X est munie d’une métrique Kdahler w, nous étendons la définition de linéa-
risation pour un groupe de Lie compact G pour lequel sa complezification G© agisse
holomorphiquement (i.e G x X — X est holomorphe) et G agisse par difféomor-
phismes symplectiques (i.e g*(w) = w pour tout g € G).



1.1 Stabilité au sens G.I.T 3

L’introduction de ces définitions sont justifiées par le théoréme fondamental sui-
vant :

Théoréme 1.1.6. Soit G un groupe linéaire réductif agissant sur un C-schéma
affine X de type fini. Notons A (X) l'anneau des coordonnées de X ainsi que Y =
Spec (A (X))G. Alors A(X)G est finiment engendré sur C, Y est de type fini et
Uapplication naturelle m : X — 'Y est un bon quotient universel pour l'action de G.

Supposons que = est un schéma projectif avec G groupe algébrique linéaire ré-
ductif et L une G-linéarisation avec L ample sur =. Le groupe G agit naturellement
sur H° (Z,L) et le morphisme naturel H° (Z,L) ® Oz — L est équivariant et induit
un plongement G-équivariant = — P (HO (2, L)v). Ainsi, la G-linéarisation L linéa-
rise 'action sur = au sens que cette action est induite par le plongement projectif
donné par L et une représentation linéaire sur H° (Z,L). Nous pouvons considérer
I’anneau gradué

RE) =PH EL)" (1.1)

k>0

Alors R (E)G est finiment engendré en tant qu’algébre Z-graduée. De plus, 'inclusion
R (2)Y ¢ R (2) induit une application rationnelle Proj(R (Z)) --»Proj (R (E)G) qui
est définie exactement sur ’ensemble ouvert des points € € = pour lequel il existe

keN,sec H° (E, Lk)G avec s (0) # 0. Sil’on veut donc former un quotient projectif,
I’on est par conséquent conduit a la définition naturelle suivante :

Définition 1.1.7 (G.I.T-stabilité). Soit = schéma projectif et 0 € =.

— Le point 0 est semi-stable respectivement a un fibré ample G-linéarisé L s’il
existe un entier k et une section globale s € H(Z,L¥F) G-invariante telle que
s(0) # 0.

— Le point 0 est polystable si 0 est semi-stable et son orbite sous l'action de G
fermée dans ’ensemble de tous les points semi-stables dans =.

— Le point 0 est stable si 0 est polystable et de plus son groupe de stabilisateurs
sous G est fini.

Notation. Nous dénoterons =°, =P° et Z°° [’ensembles des points stables, polystables
et semi-stables. Z° et =% sont des ouverts G-invariants possiblement vides.

Remarque 1.1. Ces définitions sont indépendantes du choiz de 6 dans une orbite
fizée, donc nous pouvons parler de stabilité pour une orbite.

Remarque 1.2. Dans le cas projectif = C CP", la semi-stabilité du point 6 € = est
équivalente & ce que pour un représentant 0 € C* de 0, l'on ait que 0 n’appartienne

pas & l'adhérence de l'orbite : 0 ¢ Orbg (9_)

Le résultat principal de la G.I.T est 'existence d’un quotient projectif des points
semi-stables sous I'action de G et que I'on puisse distinguer deux orbites polystables
distinctes :
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Théoréme 1.1.8. Si = est une sous-variété algébrique fermée de CP™ et si l'action
de G sur Z provient d’une action linéaire de G sur C"', la linéarisation étant
Uaction naturelle de G sur O (1), alors il existe un bon quotient universel Z//G de
=% par (G, ) et c’est une variété projective. Il existe un ouvert M C Z//G tel que
Tt (M) =25 et (M, 7T|Es) est un quotient géométrique universel de =° par G et a
une structure de variété quasi-projective.

Notons désormais v : G x = — = ’action du groupe G sur le schéma =. Pour un
sous-groupe & un parameétre g,, : G,, — G, l'action de G induit une action de G,
sur =. Comme = est projectif, Uorbite (v(gm(t),0)),cq, $'¢tend de maniére unique
A un morphisme 1 : A — = tel que le diagramme suivant commute :

Gn &5 G g
l Lo
Al Y= v(g,0)

ott G, — A' est donné par linclusion. Le point 7 (0) := limy_qY(gm(t),6) est
un point fixe de 'action de G, sur = via g,,. En particulier G,, agit sur la fibre
L) avec un certain poids r, c’est a dire que si I est la linéarisation de L, I'on a
Loy (7(0)) = £ x Idi_ . Nous définissons dans ces conditions le poids de 'action
de g,

ML<979m) =T
Si 10, g,m) est négatif, alors 0 appartient clairement & la fermeture de I'orbite de

tout représentant 6 et 6 est instable. La réciproque est vraie et constitue un critére
fort utile dans la pratique :

Critére 1.1.9 (Hilbert-Mumford). Un point 6 € = est semi-stable si et seulement
st pour tout sous-groupe non trivial a 1-paramétre g, : G,, — G, on a

10, gm) >0

Le point 6 est polystable si cette inégalité est stricte ou G, se factorise par le groupe
Stabe (0) des stabilisateurs de 0. Le point 0 est stable si et seulement si cette inégalité
est stricte pour tout G, non trivial.

1.2 Stabilité au sens de la géométrie symplectique

De maniére générale, il est relativement difficile de vérifier explicitement la sta-
bilité d'un point. Cependant le critére suivant nous permettra de voir que les points
stables sont caractérisés par des propriétés géométriques et ainsi de basculer dans
le monde géométrique différentielle :
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Théoréme 1.2.1 (Kempf-Ness [K-NJ]). Soit I'C un groupe algébrique réductif
de sous-groupe mazimal compact I' et T un espace vectoriel complexe muni d’une
représentation linéaire p : I' — GL(Y) et d’une métrique p(I')-invariante h.
— Un point 0 € PY est G.IT-stable vis o vis de la linéarisation Opy(1) si et
seulement si la fonction

g+ lle(g) - 0Il3
est propre et bornée inférieurement par une constante strictement positive sur

IC/T o1 0 est un relévement de 6 dans Uespace Y.
— Un point € PY est Opy(1)-polystable si et seulement si la fonction

g+ llplg) - 0l];

admet un minimum strictement positif, qui est unique modulo action du
groupe Stabpc (9) des stabilisateurs de 0.

A ce niveau, l'on doit noter également que l'existence d’une linéarisation (1'ac-
tion du groupe I' préservant la metrique hermitienne sur le fibré) est équivalente a
la donnée d’une application moment I' équivariante (|Bry, Dol ou [Kil, §8]), ce qui
constitue un autre pont entre géométrie symplectique et géométrie algébrique que
nous explicitons a présent.

Plus précisément, soit L un fibré ample en droites holomorphe sur une variété
kihlérienne (Z,w) et I' un groupe de Lie compact agissant de maniére symplectique
respectivement & w et tel que sa complexification I'® agisse holomorphiquement sur
Z. Supposons que l'action de I'C sur L recouvre I'action sur la variété. Considé-
rons de plus h_ une métrique hermitienne sur L telle que sa forme de courbure est
—%85 log hy = w, et qui est donc I'-invariante.

Pour tout élément ¢ € Lie(I'C), notons v I’action induite sur espace des sections
H°(Z,L), c’est a dire que pour toute section s, nous avons :

vE)(P) = S-es(e7p)|ums

H
Ainsi Vé‘ n’est autre que la dérivée respectivement au champ de vecteur X (p) (qui

est induit par action de groupe a un paramétre u — exp (u¢) p). Dés lors, si I'on
note D' la connexion de Chern associée a hy, I/CL - D;_(» est un homomorphisme du

fibré L qui est simple, et par conséquent il existe une fonction p. telle que
L L
Vs = D)-(»gs%—\/—lugs (1.2)
Dans ces conditions, 'application p:= = — Lie(T")* donnée par

(1, C) = ¢

est une application moment I'-équivariante au sens de la définition suivante :



6 Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.2.2. Une application moment i : Z — Lie ()" pour laction de T est
une application lisse I'— équivariante :

n(g-p)=Ad (g9) (1n(p))

telle que pour tout p € =,

(A (p) ) () = w, (X (p) )

c’est a dire que la composante de p le long de C est une fonction Hamiltonienne pour
le champ de vecteur défini par ( sur =. Lorsque I' est conneze, il existe au moins
localement une application moment associée a I'. L’unicité de "application moment
est controlée par H'(Lie(T'), R).

Réciproquement, si 'on dispose d’une application moment qui satisfait (1.2),
NOUS posons

X (p)=X2() — pec(p) (1.3)

- =
ot l'on a noté par X : (p) le relévement horizontal du champ de vecteurs X c (p)

—
respectivement a la connexion D et enfin e™ désigne le champ de vecteurs induit par
rotation le long de la fibre de L. De plus, ceci s’étend bien a une action, comme il est
remarqué dans [Bry|, En regardant les flots correspondants aux champs de vecteurs

complets X ¢ (p), nous obtenons une action globale, c¢’est & dire une linéarisation.

1.2.1 Intégrale d’une application moment

Considérons toujours le cas d'une variété kiahlérienne (Z,w) polarisée par L et
d’une application moment g associée & I'action d’un groupe linéaire réductif I' tel
que son complexifié agisse holomorphiquement. A 'application moment 1 correspond
naturellement une fonctionnelle

que nous appellerons “intégrale de l’application moment 1’ et qui satisfait les deux
propriétés suivantes :
~ pour tout p € Z, les points critiques de la restriction ¥, de ¥ a {p} x I'®
coincident avec les points de 'orbite Orbrc(p) en lesquels application moment
s’annule,
~ la restriction W, sur les ‘lignes’ {e** : u € R} ou \ € Lie (F(C) est convexe.

Théoréme 1.2.3 (Mundet i Riera). Il existe une unique application ¥ : ExT'C —
R qui vérifie :
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1. U (p,e) =0 pour tout p € =;
2. L (p,e) = (u(p),A) pour tout A € Lie (T);

du lu=0 —

Résumons les propriétés de 'intégrale de 'application moment démontrées dans
[MR1], par la

Proposition 1.2.4. La fonctionnelle ¥ est I'—invariante a gauche et vérifie la
relation de cocycle

U (p,7)+ ¥ (vp,7) =¥ (p,7v)

pour tout p € =, v, € I'C, ainsi que la relation d’équivariance

U (7p,7) =¥ (p,777")

pour tout p € =, v € ',y € I'C.
Enfin, %\IJ (p, e“‘“) > 0 pour tout A € Lie (') avec égalité si et seulement si le

— .
chamyp de vecteurs X y (e’)‘“p) = 0.

Remarque 1.3. Notons que pour tout p € =, un point v de ¥, est critique st et
seulement si p (yp) = 0.

Rappelons a ce stade que nous disposons d’un difféomorphisme

: C
I'x Lie(I') — Fw (1.4)
(vyu) = e
Soit p : I'® — GL (W) une représentation fidéle sur un espace vectoriel de
dimension finie muni d’une métrique hermitienne telle que p(I') € U (W). Nous
noterons p la représentation induite sur Lie (I') ainsi que I'. Nous pouvons définir
dans ces conditions une métrique donnée par la forme de Killing sur Lie (I') par

(a,b)p = Tr(p(a)p(b)").

qui est définie positive les imaginaires purs. Via le diffeomorphisme (1.4), nous pou-
vons associer & tout élement ve' € I'C oll u est dans la représentation adjointe de
[, son logarithme logpc (ye™) = u. Ceci nous conduit a la définition suivante, qui
nous sera utile dans le prochain chapitre :

Définition 1.2.5. Nous dirons que ¥ est linéairement log-propre en p € = vis & vis
de la métrique (.,.)p sur I'C s7il existe deux constantes strictement positives ci,co
telles que pour tout g € I'C et tout point p € Z,

llogre (9)r < a1V, (g9) + co.
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1.2.2 Zéros d’une application moment

Finalement, par simple application du Théoréme de Kempf-Ness et du Théoréme
1.2.3, nous obtenons en dimension finie une correspondence entre G.I.T stabilité et
zéros d’application moment :

Lemme 1.2.6. Une orbite complexe est stable si ["application moment associée a la
I'-linéarisation L s’annule le long de la T orbite avec stabilisateur fini.

Démonstration. En effet, définissons sur PY x I'C la fonctionnelle

g - Lyl
|12 11n

ol lg est un élément non nul dans la fibre de LV au dessus de p € PY. Bien sur
® est définie indépendamment du choix du représentant dans la fibre et peut étre
vue comme une fonctionnelle sur I'espace homogéne I'C/T". D’un autre coté, si 'on
note = := PY et J, J= les structures complexes sur la polarisation et la variété, ¢

satisfait
d®(p, e) — logh
e = (X
du lu=0 D u—0

d(p, g) = log

= (u(p),q)

en utilisant successivement l'identité (1.3) puis que h est [-invariante.

Ceci prouve que P est bien l'intégrale d’une application moment u et elle est bien
évidemment linéairement log-propre puisqu’en dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes. O

Quotients symplectiques et quotients G.I.T

Le groupe I' agit aussi sur I’ensemble des zéros de I'application moment et 1’on
peut munir, I'espace quotient z~! (0) /T d’une structure symplectique naturelle (sur
ses points lisses) par le théoréme de réduction de Marsden-Weinstein ; de maniére
plus générale pour toute orbite co-adjointe O C Lie (I')", T' agit sur 'image inverse
dans = et le quotient ! (O) /T admet une structure symplectique (sur ses points
lisses). Dans le cas ot = est Kéhler et 1'action est holomorphe, alors par un théo-
réme de Guillemin et Sternberg, la structure sur le quotient symplectique =1 (0) /T
est aussi Kihler parce que 'extension de 'action de I' a T'® préserve la structure
complexe. La question de relier quotients géométriques de la G.I.'T et quotients sym-
plectiques en dimension infinie est encore largement ouverte. Dans cette perspective,

nous retiendrons le théoréme suivant (Cf [M-F-K, 148-149], [H-H, §3 & §4|) :
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Théoréme 1.2.7. Soit = une variété Kdahler et p une application moment sur =
wnduite par action d’un groupe réductif I'. L’ensemble

=% (u) = {QEE:mﬂ;fl (0) #@}

est ouvert et il existe un bon quotient =% (u) — Q ou Q est un espace complexe de
Haudorff; Uinclusion p=* (0) — =% (u) induit un homéomorphisme = (0) /T — Q.
Enfin, si = est algébrique projective, ce quotient est celut obtenu par la G.1.T.

En fait, il est important de remarquer que le probléme que nous allons définir
dépassera le cadre de ce résultat (ainsi que celui des systémes d’énergies complets
présentés dans |Te]).

Un exemple d’action de SL(N)

Notons Gr(r, N) la Grassmanienne des r plans de CV. Un élément [R] € Gr (r, N)
peut étre décrit par une matrice R € My, (C) représentant r vecteurs de C" for-
mant une base orthonormale, c¢’est & dire que ’on dispose de l'identification naturelle

Gr(r,N) ={Ro € My, (C): *RoRg =1Id} //U (r) = '“g%r),Gr(nN) (0) /U (r)

ot I'on a posé Ly (r),ar(r,n) (Ro) = tRoRo—Id, application moment associée au produit
hermitien (X,Y) = tr (*XY) et Ry = R(*RR)~!/2. Ici, nous avons noté

U (T> = {RO € M, (C) ' Ro tR_() = Idrxr}

le groupe des matrices unitaires et nous désignerons par SU(N) l'ensemble des
matrices unitaires de U(N) de déterminant 1.
Sur la Grassmannienne des r quotients de C que nous noterons Gr(N,r), nous
avons un fibré universel U, \ de rang 7 que l'on peut construire ainsi :

A un sous-espace linéaire W, C (CV)V de dimension 7, on associe le sous-espace
linéaire

de codimension 7, et dans ces conditions la fibre de U, y — Gr (NN, r) est I'espace
quotient CV /Ky . Cela revient & dire en fait, que nous disposons d’un morphisme
surjectif

Ocrng) ® cN — U~

Sur Gr(r, N) vue en tant que variété projective, nous disposons d’une application
moment relativement a 'action de SU(N) et la métrique de Fubini-Study. Pour tout

réel §, on peut donner une linéarisation de cette action qui s’écrit pour g = e,

g+ (R, ¢) = (gR, ")),
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L’application moment associée pour le choix 6 = £ est

- r
tsuvy.arinn) = RER — Nld € v/ —1su(N)

ou su(N) désigne l'algébre de Lie de SU(N) formée des matrices N x N anti-
hermitiennes de trace nulle. Remarquons a ce niveau que ’application moment sur
Gr(N,r) est donnée par I’expression

- r
fsu(vy.ar(nr) = —R*R+ de € vV—1su(N). (1.5)

Nous pouvons calculer I'intégrale de I'application moment jgy(n),Gr(r,n). Nous au-
rons besoin du lemme technique :

Lemme 1.2.8. Un potentiel de la métrique de Fubini-Study au point [R] € Gr(r, N)
est donné par

log det (tﬁR) :

Démonstration. L’on peut considérer R comme un point de Stieffel de la forme

/
R= ( Tdysr )

avec Z = Z(p) = [21,-, %] € Mn_p)xr (C). 1l existe une application & antiho-
lomorphe de Gr(r,N) vers Gr (N —r,N) telle que @ ([R]) = [R*], c’est a dire

o z _ | Tdv—rx(v-r)
[drxr N _tZ .

Notons [31, ..., jn—r] = —tZ. Dans ces conditions, comme il est remarqué dans
[Mok|, un potentiel de la métrique de Fubini-Study sur la Grassmanienne est donné
explicitement par

log ||(en—rs1 + 21) A .. A (en + 2|7

=log||(e1 +31) A Alen—r +3n—r)|l
= log ||(61 +31) VANPIRVAN (eN—r +3N—7‘) VAN (eN—r—i-l -+ 21> VANPIRAN (GN -+ Z?“)H

2

—'Z Idyxr
= log det (Id(N—rx(n—r) + Z'Z)
= log det (Idrx'r + th)
= log det (tﬁR) :

Un simple calcul montre qu’au point R € Gr(N,r) nous disposons du potentiel

— log det (tﬁR) .
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Proposition 1.2.9. L’intégrale de l'application moment sy (nycrr,nN) €5t

1 ) det (tﬁ tng)

\IJHSU(N),GT(r,N) (R7 g) 5 0og dot (tﬁR)

Démonstration. Pour toute matrice S sans trace et g € SL(N), il vient

d Su _ tp t— 'Su _Su -1 tp t— Su tQ) Su

o (\IJ#SU(N) (ge ))u:()— {tr (( R ge>"e gR) ( Rge (S+ S) e gR) }u:()
= tr(thESgR)
= tr(*R'gSgR) — %tr (S)
= (nsv.erern (9(R)),S).

Enfin, \IIMSUW)(]d) = 0, ce qui permet de conclure. a

Lemmes de S.K. Donaldson

Dans [Do4|, S.K. Donaldson expose des résultats trés généraux sur les zéros
d’application moment. En particulier, il rappelle tout d’abord que I'on dispose de
I'unicité des zéros d’une application moment p : = — Lie(I')* dans une orbite
complexe, c’est a dire que si I'on a un point p et ¢ € I'C tels que

u(p) = p(Cp),

alors en fait (p € Orbr(p).
Soit zp un point de =. Notons (2;);>0 la trajectoire de zq le long du flot de gra-

dient —@’?L_c)l(||u||2) ou la norme [|.|| est induite par un produit scalaire I'-invariant
sur Lie(T) fixé a priori. Notons =™ I’ensemble des points z de = tels que leur tra-
jectoire z; ait une limite z,, dans g~1(0). La remarque de S.K. Donaldson permet
alors d’identifier toutes les orbites complexes des zéros de i avec 'ensemble =™
(|Kil, Theorem 7.4]).

Finalement, le travail de S.K. Donaldson peut étre vu comme une approche effective
de ce résultat. Pour la présenter, introduisons tout d’abord quelques notations.

En chaque point p € =, I'action infinitésimale de I' fournit une application
vl o Lie(T') — T,E.

Soit I'opérateur qb = (v31)" 3T : Lie(I') — Lie(I") ot (v37)" est 'adjoint de v>T

formé en utilisant la métrique sur Lie(I") et la métrique sur 7,=. Par définition d’une
application moment, on a également que :

q, = dur o Jzovy ",
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ou Jz est la structure complexe sur T'=. Supposons que les stabilisateurs d’un point
de = sous 'action de I" soient discrets; alors y;’r est injective et qg est inversible.
Dans ces conditions, posons
— gl
Ay =lla, Il

la norme d’opérateur de qg_l définie en utilisant la métrique fixée sur Lie(T).

Pour trouver un zéro, l'idée est de choisir un point z, suffisamment proche de ce
zéro, cette proximité requise étant controlée par la seule quantité A, puis de suivre
le flot —W(HMHQ), c’est dire

= —pu(2) (1.6)

La convergence vers le zéro de ’application moment est précisée dans la propo-
sition cruciale suivante :

Proposition 1.2.10 (Donaldson). Soit zy € = et des nombres réels X\,0 > 0 tels
que

£ Azl <

2. A, < X\ pour tout z = € - zy et ||S|| < 6.

. . . -Q/
Alors il existe un zéro z; = € - zy de 1,

p(z1) =0
avee |[S'[| < Af|p(zo)l]-
Démonstration. |[Do4, Proposition 17, p. 496]. O

Remarque 1.4. Dans le cas ou I' = SU(N), la métrique considérée sur Lie(T') est
la métrique euclidienne invariante (X,Y) = tr (tXY), et les constantes N\, 0 de la
proposition précédente sont indépendantes de N.

Nous verrons en particulier que cette proposition nous permet de basculer dans le
domaine de la dimension finie et d’appliquer la Théorie des Invariants Géométriques
au probléme que nous nous sommes fixés.

Dans le cas particulier ou ’on suppose par ailleurs que = est un quotient sym-
plectique de la forme = ==’/ /T et que I'action sur de I' sur = est induite par une
action de I' x IV sur la variété kihlérienne Z/, 'on dispose d’un lemme technique

permettant d’évaluer la quantité A.
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Lemme 1.2.11 (Donaldson).
Soient les actions infinitésimales naturelles

= Lie(I') — T2,

et
=1 Lie(l) — T:2,

induites par T' et IV sur Z' et soit z € Z représenté par z € Z'. Alors pour tout

¢ € Lie(I")
(©.6) =[x (%" ©)

~='T

2

Y

i
avec 7 : T:Z' — T2 projection orthogonale sur Im ( > . En particulier,

R = (%

= min

‘ 2
EeLie(T) |f| .

Démonstration. [Do4, Lemme 18 p. 498|. En fait, il s’agit de remarquer que par
définition de la réduction symplectique, le champ de vecteurs v>! (¢) donné par
l'action infinitésimale de & € Lie(I”) est la projection de I'image de /V\;’F sur le
complément orthogonal de I'espace tangent de 'orbite complexifice Orbrc(2). [






Chapitre 2

Stabilité pour les filtrations
holomorphes — Construction G.I.T

L’objet de cette partie est d’introduire les notions de stabilité pour une filtration
holomorphe sur une variété projective. Nous suivons les idées de Gieseker-Maruyama,
et de la théorie de Mumford et construisons un espace de Gieseker pour lesquels les
points G.I.'T stables correspondent aux filtrations holomorphes stables.

2.1 Notions de stabilité

Soit M une variété projective de dimension complexe n, et soit la donnée
d’une polarisation sur cette variété, c’est a dire d’un fibré L en droites ample sur M.
Pour tout faisceau F cohérent sans torsion sur M, nous notons r (F) le rang de F
et deg(F) le degré de F par rapport & L, c’est a dire le degré du fibré déterminant
de F

deg, (F) = deg, (N'F) = (c1(F) - L”_l) ,
et deg, (F)
Cer
F) = F) = )

le degré normalisé de F par rapport a L. De plus, en notant

n

X(F) =) (-1)'dim H (M, F),

i=0
la classe d’Euler de F, nous introduisons le polynéme de Hilbert normalisé associé :

pr(k) = pF,L(k> = %

Pour n +— p;(n) et n+— po(n) deux fonctions & valeurs entiéres, nous noterons
p1 =< p2 (resp. p1 = pa),

15
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si pour n assez grand, pi1(n) < pa(n) (resp. p1(n) < pa(n)).

Rappelons que dans le cadre des variétés projectives, nous disposons :

— de la notion de stabilité au sens de Mumford-Takemoto : F est dit Mumford
L-stable (resp. L-semi-stable) si pour tout sous-faisceau F' de F avec 0 <
r(F) <r(F),onapu(F) < u(F) (resp. u(F') < u(F)). Dans le cas ou le fibré
holomorphe E se décompose sous la forme E = @;E; avec E; fibrés vectoriels
Mumford stables de méme pente, alors £ est dit Mumford polystable.

— de la notion de stabilité au sens de Gieseker-Maruyama : F est dit Giese-
ker L-stable (resp. L-semi-stable) si pour tout sous-faisceau F' de F avec
0 <r(F) <r(F), onapg < pr (resp. pr = pr)). Dans le cas ot le fibré
holomorphe E se décompose sous la forme E = @;F; avec E; fibrés vecto-
riels Gieseker stables de méme polynéme de Hilbert, alors E est dit Gieseker
polystable.

Remarque 2.1. Le polynéme de Hilbert normalisé posséde les mémes propriétés de
convexité que le degré normalisé. Ainsi, un fibré Gieseker stable jouit de propriétés
similaires auzx propriétés des fibrés Mumford stables. Par exemple, un C-fibré E
Gieseker stable est simple, c’est a dire

End(E) = {\ld,\ € C}.

En revanche, contrairement au cas de la Mumford stabilité, on notera que si E est
Glieseker stable et L' est un fibré en droites quelconque, E ® L' peut ne pas étre
Gieseker stable.

Définition 2.1.1. Une filtration de faisceaux de longueur m est une suite finie de
sous-faisceaur cohérents

F0=Fy—F —.—F,=F

et nous dirons que .F est une filtration holomorphe si les faisceauxr F; sont de plus
des sous-fibrés.

Définition 2.1.2. Une sous-filtration de la filtration F est une filtration de fais-
ceaux de longueur m

F 0> F . —F =F
ot F' est un sous-faisceau de F et telle que F, C F; N F' pour 1 < i < m. Une
sous-filtration est dite propre si v(F') < r(F).

Définition 2.1.3. Une filtration est dite simple si tout endomorphisme f € End(F)
qui ‘préserve la filtration’ (c’est a dire que f(F;) C JF;) est multiple de lidentité.

Définition 2.1.4. Une filtration F est dite réductible si elle peut s’écrire sous la
forme

y = 91 @ yg
ot les F; # F sont des sous-filtrations. Dans le cas contraire, nous dirons que F
est irréductible.
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Voici la notion de stabilité pour les filtrations holomorphes qui recouvre bien sir
le cas de la Mumford stabilité pour des fibrés holomorphes :

Définition 2.1.5. Soit .F une filtration de longueur m + 1 et T = (74, ..., Tm) un
m-uplet de nombres réels. Soit le T-degré de F défini par

deg, (F) = deg(F) + Z 7,7 (F)

et la T-pente de F définie par

pr(#) = B2

Nous dirons que la filtration F est T-stable (resp. semi stable) si pour toute sous-
filtration propre F' — F nous avons

pr(F') <pe(F)  (resp. <)

Une filtration sera dite polystable si elle est somme directe de filtrations T-stables de
méme pente L.

Remarque 2.2. Les filtrations stables jouissent de propriétés comparables aux fibrés
stables comme par exemple l'existence d’une filtration d’Harder-Narasimhan ou le
fait de rester stable lorsqu’on tensorise par un fibré en droites. La stabilité d’une
filtration holomorphe nimplique pas la stabilité (au sens de Mumford) des sous-

fibrés.

Lemme 2.1.6. Soient F! et #2 deux filtrations de faisceauz sans torsion de méme
longueur, T-stables et de méme pente. Soit o : F' — F2 un homomorphisme non
nul tel que pour toul i, l'on ailt o(F}) C F?. Alors o est injective. En particulier, si
une filtration holomorphe est stable alors elle est simple.

Démonstration. Si ¢ est non injective alors F3 := Im(p) est un quotient (propre)
sans torsion de F! et nous obtenons .%? sous-filtration de .#? telle que

(1 (F°) > pe(Fh) = pr(F?)

par la formule du produit de Whitney. Puisque .#2 est stable et .#3 C %2, l'on a
donc nécessairement que 7(F3) = r(F?).

Maintenant, de maniére générale, il est clair que pour une sous-filtration holomorphe
F' C .Z telle que r(F) = r(F’), nous avons toujours

He(F') < pr(P). (2.1)

Ceci se voit en remarquant que si 'on a de plus F' 2 F, alors il existe un diviseur
effectif D tel que det(F) = det(F' @Oy (D)) et ainsi pu(F) = p(F')+S5a > u(F).
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Dans le cas de filtrations non holomorphes (c’est a dire données par des faisceaux
sans torsion), (2.1) reste vraie. Ainsi, nous obtenons une contradition : g est injective.

Si Z! et Z? sont deux filtrations holomorphes, alors .#3 est une sous-filtration
holomorphe de #?2, de méme pente et r(F?) = r(F?). Remarquons que pour le
cas de filtrations holomorphes, le seul cas d’égalité dans (2.1) est .#' = Z. Par
conséquent, ¢ est un isomorphisme. Ainsi, si .# est une filtration holomorphe stable,
tout endomorphisme non nul ¢ de Z tel que o(F;) C F; est un isomorphisme et
par le lemme de Schur, {¢ € End(F) : o(F;) C F;} est une algébre a division de
dimension finie et donc isomorphe a C. O

Notation. A une filtration holomorphe Z de longueur (m + 1) et une métrique
hermitienne h sur F correspondent pour tout 0 < ¢ < m + 1 des projections lisses
h-orthogonales sur le sous-fibré F; de F, que nous noterons

72
i F—F
- F
avec la convention m, . = Idr.

Le résultat principal de [AC-GP1] est Pexistence d’une correspondance de type
Kobayashi-Hitchin pour les filtrations holomorphes en termes de métrique de type
Hermite-Einstein.

Théoréme 2.1.7 (Alvarez-Cénsul & Garcia-Prada).

Fizons w une métrique Kdhler sur la variété compacte M. Soit T € R et F
une filtration holomorphe de longueur (m + 1). Une filtration holomorphe F est
T-polystable si et seulement s’il existe une métrique hermitienne lisse h vérifiant
[’équation

V—IA, Fh+zmr,” = 1 (F)Idr (2.2)

Ceci peut se réécrire sous la forme :

m—+1

V—1AF), = ZTmh (2.3)

0l

MT ? ZTJ7 ,7\:m+1 - M‘r(ﬁ)a

et m(F) = m; — Ty est la pmjectwn sur lorthogonal (respectivement a h) du
sous-fibré F;_y de F; avec la convention my(F) = m/,.
Nous dirons dans ces conditions que h est T-Hermite-Einstein. La filtration F

sera alors dite T-Hermite-Einstein.

Remarque 2.3. L’hypothese de positivité des réels ; est essentielle dans la preuve
de [AC-GP1] (Cf Section 4.1, p.89). Désormais, lorsque nous parlerons de stabilité
d’une filtration de longueur (m+ 1), ce sera toujours vis & vis d’un m-uplet de réels
positifs.
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Remarque 2.4. Bien sir, si 11 = ... = T,, = 0, Uéquation (2.2) se réécrit comme
[’équation classique d’Hermite-Einstein pour les fibrés Mumford polystables. Remar-
quons qu’en prenant la trace de (2.3), nous voyons que les paramétres T; satisfont la

relation
m+1

ZTZ (Fi/Fiz1) = deg(F),

c’est a dire que nous n’avons bzen que m degrés de liberté.

Nous introduisons maintenant un analogue de la notion de Gieseker stabilité
pour les filtrations holomorphes :

Définition 2.1.8. Soit R = (Ry, .., R,,) une collection de m polynomes a coefficients
rationnels de degrés d; < n et positifs pour k grand. La filtration holomorphe F de
longueur m + 1 est dite Gieseker R-stable (resp. semi-stable) si pour k grand, ’on
a pour toute sous-filtration propre F' de F

X(F'® L) + 550, r(FD k) _ X(F @ LM + 302, r(F) Ri(k)
r(F') r(F)

(resp. <)

Proposition 2.1.9. Si la filtration F est T-Mumford stable, alors elle est aussi
R-Gieseker stable pour
Ri(k) = k"1 + O(k"?).

Démonstration. En effet, par la formule de Riemann-Roch,
r(F)XN(FRLY) —r(F)x(F' @ L") = r(F') deg(F)k" " —r(F) deg(F )K" ' +O(k"?)

et la proposition vient en comparant les coefficients de degré n — 1 en puissances de
la variable k. ]

2.2 Construction G.I.T et espace Gieseker pour les
filtrations holomorphes

Inspirés des travaux de [Scl, Sc2, H-L1, H-L2|, nous présentons un cadre G.I.T
pour les filtrations holomorphes au dessus d’une variété projective en introduisant un
espace de Gieseker paramétrisant les filtrations holomorphes Gieseker stables. Tout
d’abord, nous remarquons que les objets Gieseker semi-stables que nous considérons
sont paramétrés par un schéma de type fini sur C.

Pour R = (Ry,.., R,,) une collection de polyndomes de degrés inférieurs a n tels
que limy_, 4 Ri(k) = +o0, notons Pr #(k) = x(F @ LF) + >0 r(F)Ri(k) le
R-polynome de Hibert de la filtration ..

Proposition 2.2.1. L’ensemble des classes d’isomorphie des filtrations Gieseker
semi-stables de faisceauz cohérents sans torsion avec R-polynéme de Hilbert fixé est
bornée.
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Démonstration. En considérant le terme d’ordre k" de &g #(k) et en utilisant d’un
autre coté la condition de semi-stabilité, on obtient que les pentes p(F;) sont toutes
bornées. Dés lors, on peut utiliser le théoréme de bornitude obtenu dans [Ma, Section
3. m

Fixons R une collection de (m — 1) polynomes comme précédemment et considé-
rons .# une filtration holomorphe de longueur m en notant r; = r(F;) avec ro = 0 et
r = r(F) ainsi que p le R-polynéme de Hibert de .#. Le théoréme de plongement de
Kodaira assure qu’il existe un entier kg tel que pour tout k > ko, les fibrés F; ® L*
sont globalement engendrés et les groupes de cohomologie de dimension supérieures
de F; ® LF sont triviaux, c’est & dire que

H (M, F; ® L*) =0, Vi > 1.

Pour un tel k, considérons un espace vectoriel V isomorphe a H°(M,F ® L*), et
soit (v;) une base de V. Il existe un shéma Quot quasi-projectif £’ paramétrisant
les classes d’équivalence de quotients {¢ : V ® L™% — F} ou §F est une filtration de
faisceaux cohérents sans torsion de longueur m avec R-polynéme de Hibert égal & p et
H°(q®idx) est un isomorphisme. Ainsi nous avons des quotients universels ¢; : V' ®
i (L7F) — §; au-dessus de 9 x M ou 9 est désigne 'union des composantes de £/
qui contiennent des éléments R-semi-stables. Les fibrés en droites det(g;) induisent
des morphismes v; : Q — Pic(M) et nous notons 2; I'union finie des composantes
de Pic(M) dont un élément est dans I'image de v;. La derniére proposition nous dit
que cette construction est indépendante du choix de k et nous pouvons supposer que
ko est suffisamment grand pour que pour tout [£] € A;, £L® L")k est globalement
engendré et sans cohomologie de dimension supérieure. Fixons un fibré en droites de
Poincaré £ sur Pic(M) x M et notons Ly, sa restriction a 2; x M. De nouveau, par
la derniére proposition, nous pouvons supposer que ﬁ% <§§7T}“WL(’"*”)’C est globalement
engendré et sans cohomologie de dimension supérieure pour k£ > ky. Introduisons
I'espace Gieseker généralisé

m—1

6 = [ (Hom (Vv & On, ma) (L 03 20) ).

=0

Le morphisme (7q). (A" (¢ ®idp 1) : NV @09 — (1) (det(F;) @y LI—Tk)
induit un homomorphisme injectit et SL(V')-equivariant

Gies : 9 — &.

De plus, il existe un morphisme SL(V)-invariant de l'espace Gieseker & vers [ [, 2;
dont les fibres sont fermeées et des sous-schémas SL(V)-invariants ; c’est a dire qu’au
dessus du point (L4, .., L,,) € [, i, nous avons 'espace

Gz, = [ B (Hom (N7 V.H(£; 0 L0779 ).
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Nous cherchons maintenant & déterminer les points (semi-)stables de cet espace.
Notons 7; la surjection naturelle de F sur le quotient F® L* /F; @ L*. A la filtration
holomorphe %, nous associons par les morphismes suivants d’évaluation,

T o (vy AN Awj ) e (p = mievy (v, ) A A Wievp(vjr_”)) ,

un point de I'espace
m—1
&, = [[ PHom (N"V, H® (M, det(F ® L*/F; @ L)) .
=0
Nous disposons d’une action de SL(V') par
gx* (T0> (3] Tm) = (TO © /\Tg_la >Tm © /\r—rmg—l) )

et I'on peut considérer pour un choix de parameétres ; > 0 la G.I.T stabilité d’un
point de Py, relativement & une SL(V')-linéarisation du fibré trés ample Og (o, ..., €m)-

Soit A : Gy — SL(V') un sous-groupe a l-paramétre et v; une base de V telle
que G, agisse sur V par A avec les poids v; € Z , c’est a dire que 1'on ait pour tout
te Gy

A(t) - v =t

Bien siir, on peut supposer également que v; < ;41 et >, 7; = 0. Pour tout multi-
indice I = (i1, ...,%—p;) de longueur [I| = r —r; avec 1 < 43 < ... < dp,, <
dim(V), soit vy := v; A ... A Vi,_,, ey = 7, + ..+ %, Le groupe SL(V)
agit sur A"V avec poids 7, relativement & la base v;. Notons le morphisme
T, : NV — H° (det(F ® L*/F; ® L¥)) induit par I'évaluation. Le Critére 1.1.9
d’Hilbert-Mumford assure qu’un point de &, est G.L.T-(semi-)stable relativement a
la linéarisation que nous nous sommes fixés et a action de SL(V) si et seulement
si, pour tout sous-groupe a un parameétre,

> pmin (u:Tn) #0} <0 (resp. ).
=0 |=r—r;

Remarquons que le théoréme de Riemann-Roch permet d’exprimer la dimension de
I’espace vectoriel V :

dim(V) =x(F ® LF) = / Ch(F ® LF)Todd(M)
M
ci(L)" 1/ r a (L)
=k | Bl gt [ (Sa(M)+a(F) B
. /M et [ (Galn+a@) B2+
Considérons a présent le cas ou V’ un sous espace vectoriel de V' et Iaction du
sous-groupe a un parameétre associé est donnée par
tfcodim(V’) 0

0 tdim(V’)
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avec vy = ... = Ydim(V') = —COdiIIl(V,) et Ydim(VH4+1 = -+ = Vdim(V) = dlm(V’) Via le
morphisme V ® Oy — F @ L* obtenu pour k suffisamment grand, nous obtenons
une filtration holomorphe
0 FyyCFvy=F
Foni=FiOF

et dans ces conditions,

gyl {or = T(or) # 0y =dim(VY) (1(F) = r(F5) = (r(Fivn) = r(Fn.a)))

—codim (V") (r(Fomy) — r(Fom.i)
=dim(V') (r(F) — r(F)) — dim(V) (r(Fon) — r(Fom.a)

Nous venons ainsi de montrer que si le point de 65;, défini par la filtration %, est
G.I.T (semi-)stable alors nous avons

e (dim(V')r(F) — dim(V)r(Fur)) + Z ei (dim(V)r(Fyry,) — dim(V')r(F)) <0,

ol Nnous avons posé
m
g = E E;.
i=0

En fait, nous avons également une réciproque de ce résultat :

Lemme 2.2.2. Le point de &, défini par la filtration F est G.LT (semi-) stable si
et seulement si pour tout sous espace V' C V,

e (dim(V")r(F) — dim(V)r(Fyr))) + Z e (dim(V)r(Fvry,) — dim(V)r(F;)) <0

ot F(vry est la fillration holomorphe engendrée par V' @ Oy et F/Fry est sans
torsion.

Démonstration. Soit (v1,...,Vaim(v)) une base de V. Si I'on note F;) = Froy.. vi)s
nous obtenons une filtration

f(o) C...C fdim(v) =F

et I'on a F(;) = F(—1) ou bien r(Fy)) > r(Fi-1)). Par conséquent il existe r entiers
compris entre 1 et dim (V') marquant les sauts de rangs. Notons les (k1, .., k,). Dans
ces conditions, par le |H-L1, Lemme 1.23|, si 'on considére l'action associée aux
(vi, i), ming{yr : To(vr) # 0} = Yy + ... + Yk, De la méme maniére, il existe r —r;
entiers compris entre 1 et dim(V') marquant les sauts de rangs pour FQLF /F ;) ;@ LF.
Notons les (K, .., kﬁ_rj). Alinsi, nous obtenons

min{yy : Tj(vr) 7 0} = 7 + -+ 7 -
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Appliquer le critére d’'Hilbert-Mumford pour vérifier la G.I.T (semi-) stabilité du

point de &, revient & considérer 'ensemble de tous les vecteurs a poids ;. Ceux-ci
sont bien str engendrés par les vecteurs a poids suivants :

O = (i —dim(V),...,i —dim(V), 4,...,i
¥ (3 im(V), v,z im(V),d,...,1)
i dim(V)—i

pour i = 1,....,dim(V'). Tout vecteur & poids v = (fyl, .--,’Ydim(v)) peut en effet étre
exprimé sous la forme v = Z?;Hl‘(v) ey avec des coefficients rationnels positifs

c; = ?hz(_v”) Appliquons le critére d’Hilbert-Mumford a v ; nous obtenons :

p® = Z&?j {I.mnlin }{W : Tj(vr) # 0}
= (|=r—r;

= —dim(V) (Z £j mlax{k;lj < z}) + 1 (Z(r — rj)ej> :

J

Si i croit, u décroit sauf pour k; ou un k‘é Il convient donc d’évaluer pu® aux
valeurs k; — 1 ou ké — 1. Ce qui revient finalement & ce que

pl = —dim(V) > “e(j' = 1)+ ) alr —m)(k — 1)

l

Finalement, nous pouvons oublier le choix de la base v; et nous obtenons que le
point de &, est G.I.T stable (resp. semi-stable) si et seulement si

e dim(V')r(F) — dim(V') 32 eir(F) < edim(V)r(For)) — dim(V) 3D eir(Fr),)
(resp. <)

pour tout sous-espace 0 £ V' C V, avec r (f(vz)) < r(F). ]

La condition de G.I.'T stabilité peut étre retranscrite sur les sous-faisceaux de F au
lieu des sous-espaces de V' (|[H-L1, Lemme 1.26]) :

dim(V N HY(F' @ LY)) (er(F) = 3, eir(F))
< dim(V) (57"(}"’) — > & (fVmHD(]-"’@)L’“),i))
(resp. <)

pour toute filtration holomorphe propre %' C .%.

En effet, si 7/ C F, soit V' = H°(F ® L¥) N V. Alors pour le morphisme
q: VO —FRL* q(V'®@Oy) C F' QL et r(F') = r(Fur)). Réciproquement,
si 'on se donne V/ C V, alors soit F' = q(V' @ Oy). Alors V! C VN HY(F' @ L¥)
et T(./'T(V/)) =r(F").
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Maintenant, il est clair que la condition de Gieseker stabilité pour la filtration
holomorphe F implique la condition précédente en choisissant € = 1 et ¢; = R,;Ef“ ),
c’est & dire

R;(k)
£ o >
" Ri(k)
g = 1-— ;21 o >0

pour
Rz(l{i> = Ti/{?n_l > 0.

Finalement nous avons prouvé le

Théoréme 1. Soit R = (Ry, ..., Ry,) une collection de m polynémes a coefficients
rationnels de degrés d; < n et positifs pour k grand. La filtration holomorphe F de
longueur m+1 est R-stable (resp. semi-stable) si pour k grand, le point associé de &,

est G.I.T stable (resp. semi-stable) respectivement a la polarisation Og. (€0y ey Em)
et laction de SL(V') ot l'on a fixé

cQ = 1_iRi(k)’




Chapitre 3

G.1.T stabilité et métriques
équilibrées

Dans ce chapitre, nous appliquons le critére de Kempf-Ness aux espaces de Gie-
seker que nous venons de construire pour les filtrations holomorphes. Ceci revient
4 transposer la condition de G.I.T stabilité en une condition d’existence d’une cer-
taine suite de métriques sur I'espace de dimension finie H°(F @ L¥), qui sont en
fait des points critiques de certaines fonctionnelles de type Kempf-Ness et que nous
nommerons métriques équilibrées. Cette notion d’équilibre pour des applications a
été conceptualisée par S.K. Donaldson dans |Do3|. Supposons que 1'on se donne
les objets suivants : une application holomorphe f : = — W ou (Z,w) est Kéhler
compacte et W espace vectoriel de dimension finie plongé par 7" en tant qu’orbite
co-adjointe dans Lie(G)* ou G est linéaire réductif. Alors, le centre de masse de f

Dans ces conditions, f est dite équilibrée si 'orbite de f sous l'action de Lie(G)*
contient un centre de masse nul. Clairement cela revient & demander que 'applica-
tion moment définie par intégration sur C°(=, W) respectivement a l’action de G
admette un zéro dans 'orbite complexe de f.

Par ailleurs, dans toute la suite, nous faisons les conventions suivantes : M dési-
gnera une variété projective lisse de dimension complexe n, et L un fibré holomorphe
en droites ample sur M équipé d’'une métrique hermitienne lisse h;, telle que la cour-
bure ¢; (L, hy) soit une métrique de Kéhler que nous noterons w, c’est a dire

w=——8dlog (hz)
2

Notation. Soit dV = ‘7‘;—7 la forme volume correspondante & w.

25
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Notation. Nous désignerons par Met(T) les métriques hermitiennes lisses pour
lespace vectoriel ou le fibré Y. Soit F un fibré hermitien. A une métrique h €
Met(F) sur le fibré F', et une forme Kdhler wy, nous ferons correspondre les mé-
triques hilbertiennes L? sur H°(M, F) et respectivement sur HO(M, F @ L¥)

Hilb,,(h) = /<.,.>hw—3€Met(H°(M,F)),

n!

. wy
Hilbg o, (h) — / (o dnongs S5 € Met(HOM, F ® 1)),
M .

Nous aurons également besoin dans ce chapitre du fait suivant :

Définition 3.0.3. 5i V| et V, sont deux espaces vectoriels de dimension finie Ny, No
munis de métriques hy, ho, et T : Vi — V5 est une application linéaire, alors la norme
d’Hilbert-Schmidt ||T'||p, n, peut étre calculée en choisissant une base orthonormée

(Uil)izl..Nl de Vi :
N1
IT1 0 =D IT@)I,,
i=1

et ’'on prouve que le résultat est indépendant du choix de la base.
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3.1 Filtrations holomorphes équilibrées

Considérons toujours la filtration holomorphe .# de longueur m + 1 avec r; =
r(F;) pour i = 0, ...,m et r = r(F) ainsi que I'isomorphisme i : V — H°(M, F® LF).
Nous noterons de plus N := h° (M,]—"@L’“) et m; les surjections naturelles sur
F® L*)F, ® L*

Considérons ZSS C (;57C le schéma ouvert des points G.I.'T semi-stables vis a de
la linéarisation Og (o, .., &) relativement a l'action de SL(V') ou l'on a fixé les
constantes :

o = 1—§:Rl<k)

g = (1<i<m)

Fixons H une métrique sur I'espace vectoriel H*(F @ L*) = i(V). Nous disposons
de la métrique quotient A sur le fibré hermitien F ® LF induite par V — F @ L*
et donc d’une métrique ||.|| sur A" (F ® L¥/F; @ L¥). Par 'isomorphisme 4, nous
obtenons une métrique hp_sur 'espace Hom(A™"V, HO(det(F ® L*/F; @ L*))) ou
i(V) est ici considéré équipé de la métrique Hilbertienne L? provenant de h. Nous
noterons pour 0 < ¢ < m,

P, := Hom (N""V,H°(det(F ® L*/F; ® L"))).

Au-dessus de &, = PP( x ... X PP,,, nous considérons la linéarisation Og- (50, s Em)

ainsi que [, [|[g = hi?o X ... x hg' la métrique correspondante. Smt le point z €
ZSS. Pour un relévement z € O@ (—€0, -y —Em)z, NOUS pouvons évaluer la métrique
- g, -

Iz = (/ Z RO m()HdW))go
XH /M |

ol (5;)i=1,..n est une base quelconque H-orthonormée de H® (M, F ® L*), C(i) >0
est une constante ne dépendant que de I’isomorphisme 1.

€j
2

dV (p)

1<i1<.. <7'T T <N

Remarque 3.1. En fait notre construction ne dépendra pas du choix de la métrique
sur les fibrés déterminants.
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Définition 3.1.1. Soit la fonctionnelle définie pour une filtration holomorphe F et
pour g € SL(V) :

2
Zl§i1<...<iT§N lg-sq Ao Agesi||”dV

Fy7(9)=eolog —dV
M Zl§i1<...<iT§N [8iy Ao A si,
2
m Zl<i <.<ip_p <N ||Tj (g siq) N Ami(g - 86, )
+Z€jlog/ =2 I 2] dv
Jj=1 M

Zl§i1<...<ir—7‘j SN ’ ﬂ-]sll /\ /\ stir—rj

Nous pouvons résumer notre situation par le lemme suivant :

Lemme 3.1.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
— la filtration holomorphe F est R-Gieseker polystable pour R = (Ry, ..., Ry)
collection de polynomes rationnels de degré n — 1. -
— Il existe un entier ko tel que pour tout k > ko, les fonctionnelles Fy z :
SL(V) — R admettent un minimum strictement positif ot l'on a imposé

R;(k) — Ri(k)
€ = , go=1-
kn 0 Zzl k;n
pour tout 1 =1, ...,m.
En particulier, nous avons que si la filtration holomorphe . est T-Mumford stable
alors il existe un entier kg tel que pour tout k > ko, les fonctionnelles Fy, z admettent

un minimum strictement positif et sont propres, ot U'on a imposé eg =1 — 3 ", T

=T

€t€i— PR

Notons aussi que nous pouvons voir I}, # comme une fonctionnelle sur ’espace
Met(V) x SL(V), ¢’est a dire sur un espace de dimension finie. Nous allons voir que
nous pouvons associer a cette fonctionnelle fk; une autre fonctionelle, cette fois-ci
sur l'espace de dimension infinie Met(F) x SL(V) et que ces deux fonctionelles ont
un comportement similaire dans un sens que nous préciserons.

3.2 Log-propreté et fonctionnelle de type Kempf-
Ness

Pour k suffisamment grand, nous disposons d’un plongement défini par les sec-
tions s; de HO(M, F @ L¥) :

M — Gr(N,r)

1,0 - » s ker (6Up V= f@ Lklp)v, (31)
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ot Gr(N,r) paramétrise la Grassmanienne des quotients de dimension r de CV.
Alinsi, nous obtenons le diagramme cartésien suivant,

VeoOy —»FLF—0 — vV —-U,y— 0

! l
M — Gr(N,r)

De la méme maniére, nous disposons d’un plongement de M dans la grassmanienne
des r — r; quotients par :

) M — GT(N,T—TJ)
i
Mp e ker(ﬂjoevp:V—>.7:®Lk/}—j®Lk|p)v'

Soient Uy . le fibré universel sur la Grassmanienne des r-quotients de Gr(N, ) et
TGri - [, Gr(N,r—r;) — Gr(N,r—r;) ainsi que 7g, : Gr(N,r)x[[, Gr(N,r—r;) —
Gr(N,r) les projections naturelles. Nous relevons les métriques de Fubini-Study sur
chacune des Grassmaniennes Gr(N,r — r;) avec poids g;. Ceci induit une métrique
symplectique sur C*° (M, [, Gr(N,r —r;)) :
0 T) =3 | cirty wors( T, T)aV
i=0 /M

pour tout 7,y € C® (M, (78,05 -5 tm) " T (T [j=g GT (N, 7 — rj))).

L’application moment associée a cette métrique pour 'action de SU(N) sur
C> (M, ]I, Gr(N,r —r;)) est

k(e = /Zngth_jdv(p)_vM[d
M -
J

/ (20+ > £/)Q0"QudV (p) — / D e (Q'Qo— Q'Qy) dV(p)

T—erjsj[

-V N

d

ol [Q;] (resp. [Qo]) représente un point de Gr(N,r — ;) (resp. Gr(N,r)) c’est &
dire que Q; : F ® LF/F; @ Lllfn — V (resp. Qo : F® Ll"; — V) est une isométrie
respectivement & h et H, et représente la matrice de 'endomorphisme 7; o ev,, (resp.
ev,) exprimée dans une base orthonormale de ker(m;0ev,)® (resp. ker(ev,)*) et dans
une base orthonormale de V. Soit U, y = 75, Uy .. Du fait que F ® LF ~ J:U, N ol
gk : M — [, Gr(N,r—r;) est induite par les ix, et les 7;, nous obtenons une nouvelle
métrique hermitienne lisse sur F @ L* associée a la métrique H sur H°(M, F @ LF).
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Définition 3.2.1. Soit F'S;, = FSi(H) € Met(F @ L*) la métrique hermitienne
lisse sur F ® L* qui admet pour expression

N “ >
<'7’>FS = < m ]d]:_ § 8'71—:/' '7‘>
FTAVE VI e M)

ot h est la métrique quotient induite par H.

Remarque 3.2. Cette définition fait sens puisque nous avons imposé que €; = Rijflk)
et qu’ainsi nous avons pour k suffisamment grand, 0 < Z;”Zl g; < L.
Définition 3.2.2. Soit la fonctionnelle définie sur SL(V') :
2
KNy z(g) = 50 log Lisi<.cisn 9% %L ) av
M Zl§i1<...<ir§N||8il /\/\Ser
2
m . Zlgi <ooliper. <N ’ 7Tj(g : 5i1) AN 71-j(g ' 87;7‘77‘~) ‘
+> —3/ log ' d ———dV
=12 Ju

TjSiq VANPRVAN ﬂ-jsir—rj

Z1§i1<...<ir,rjgzv ‘
ol (8;)i=1,..n est une base quelconque H-orthonormée de H° (M,f@ Lk).

Lemme 3.2.3. K/]\?k/o; est 'intégrale de l'application moment |1z j.

Démonstration. 1l s’agit uniquement de voir que pour toute matrice sans trace S,

d [~
— (KNus (9™)) = nralg) € SLN).

|u=0
Soit [Qo(p)] représentant le point de la Grassmanienne Gr(N,r) donné par le plon-
gement défini par (3.1), en p € M. Quitte & modifier Qy(p) en une matrice unitaire

. . —  \—1/2 .
(i.e en considérant a la place Qo (tQOQO) / ) représentant le méme point dans la
Grassmanienne, nous obtenons d’aprés la section 1.2.2 que

o sy AN ANg-si | -
/ log <21<Z1<...<ZT<N||9 g | )dV:/ log det (tQOtggQ()) av
M M

2
Zl§i1<...<ir§N [[8iy Ao A si |l

ot *Qo(p)Qo(p) = Idy -

Pour un repére holomorphe local (€;)i—;., de F ® L¥ (pour la métrique de référence
h et au voisinage du point p) et € une section canonique de L de norme 1 pour hy,
nous pouvons ainsi écrire au voisinage de p pour s; base orthonormée respectivement
a la métrique H,

S e ® ek

T

= Qo

SN €T®Ek
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De la méme maniére, soit [Q;] le point de Gr(N,r — ;) induit par m; o ev,. Dés lors,
V(o Zfﬂ/ et (*Q; ggQ)dV
det Qij)

Ainsi, il vient que pour toute matrice S sans trace et g € SU(N),

d N, — - 8_J Su_Sury . -1 t . Su ¢ Su
L5 o), 57 [ (Tm0) (@0 s900))a]
= > & | tr("Q;5Q))
j M
- Zfﬂ/ £r('Q; 'SQ;) Z€JT_TJ tr (S)
J M M
= {7k (Qos - Qm), S).
Enfin, f%(ld) = 0, ce qui permet de conclure. 0

3.3 Meétriques équilibrées pour les filtrations holo-
morphes

—_—

Nous allons voir que la deux fonctionnelles K Ny, # et ]5;; sont propres simul-
tanément. Nous déduirons de ce fait crucial que la condition de Gieseker stabilité
pour les filtrations holomorphes .% peut étre retranscrite sur la métrique sur F.

Nous aurons besoin d’un résultat de la théorie du potentiel [T1, Proposition 2.2] :

Théoréme 2. Soit Ka(M,w) = {p € C®°(M,R) : w+i0dp > 0}. Il existe des
constantes a(M), C(M,w' ,w) > 0 tel que pour tout p € Ka(M,w"), l'on ait :

/ e~ M (p=supys ¥) <w_n> < C.
M n! ) —

Lemme 3.3.1. La fonctionnelle KNy # est log-propre au sens de la Définition 1.2.5
respectivement a la métrigue ——|||.|||,, c’est & dire qu’il existe des constantes
14 q \/m |H |||Z q

V1,72 telles que que nous ayons pour tout g € SL(N),

—~— e~

KN 7(9) > 1Frz(9) — 2.

Démonstration. Posons pour s; une base de H°(F @ L*), au point p,

po(p) = log > lg-sa (A Ag-s ()

1§7:1<-..<7;'r§N

pilp) = log > ‘

1<y <. <dp—p; <N

750 50 O) A AT s )]

J
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La fonction ¢q (resp. ¢;) est dans le cone Kihler Ka(M,c;(det(F @ L¥))) (resp.
Ka(M,ci(det(F @ LF/F; ® L¥))) ), ainsi le Théoréme 2 nous assure qu’il existe
deux constantes réelles ay; > 0 et C' > 1 telles que

n
/ e—OéJVI(<Pj—SUPM @j) w_ < C
M !

n:

n
log (/ 67041\4(<Pj*5upM Wj)w_‘) < Cl,
M n:

puis par concavité du log, que

ce qui implique que

1
, > . -
foom = [ (o) =57

> Vlog | sup Z )

peM 1<in <. ip g SN

(g siy (P)) Ao Ai(g - Sir—r, (p))H2

1
B(M, k,w)

En fait, par simple concavité du log, nous avons aussi 'inégalité

10g/ > ‘ Cav(p) > /M p;dV

M 1<i1 <. iy, SN

(g s (D) A ATi(g - 8, (P))

Maintenant, en faisant la somme des inégalités précédentes pour tout j, il vient qu’il
existe des constantes ; telles que pour tout g € SL(N),

]

Définition 3.3.2 (Métriques équilibrées).

— Si la métrique H € Met(H°(M,F @ L)) vérifie pzx(p) = 0 ot le point
P = (lkos-ripm) € C(M, ][, Gr(N,r — 1)) est induit par H, alors nous
dirons que la filtration holomorphe % est k-équilibrée et que H est k-équilibrée.
Si H € Met(H°(M,F ® L¥)) est k-équilibrée, la métrique h € Met(F @ L¥)
donnée par h = FS,(H) est dite k-équilibrée.

— Nous dirons que la filtration ¥ est équilibrée s’il existe un entier ko tel que
pour tout k > ko, F est k-équilibrée.

Comme les sections s; € HO(M,F ® L¥) sont aussi des sections coordonnées du
fibré universel, il vient que la métrique hermitienne H € Met(H(M,F ® LF)) est
équilibrée si et seulement si elle est un point fixe de ’application Hilb, o I'S;. De la
méme maniére, h € Met(F @ L*) est k-équilibrée si et seulement si elle est un point
fixe de I'application F'Sy o Hilb,,.
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Proposition 3.3.3. La filtration % est k-équilibrée si et seulement si lapplication
(FSyo Hilb,,, Hilb, o FS;) : Met(F® L") x Met(H' (M, FQ L)) — Met(F® L*) x
Met(H°(M,F ® L*)) admet un point five (h, Hilb,(h)).

La condition d’équilibre pour une filtration holomorphe .# peut étre retranscrite
en terme de noyau de Bergman du fibré F. Nous précisons ce que nous entendons
par ‘noyau de Bergman’ dans la définition suivante :

Définition 3.3.4. Le noyau de Bergman d’un fibré globalement engendré (F,hp)
est un endomorphisme de fibré associé a la projection L? orthonormale de [’espace
de sections L? (M, F) vers 'espace des sections holomorphes H° (M, F),

§F7hF = Z Sz(; Sl>hF € End(F) (32)

ot S; est une base quelconque de H°(M, F), orthonormale pour la norme L? induite
par hp. Il est facile de voir qu’en fait le noyau de Bergman ne dépend que de la
métrique hr fizée sur F' et non du choiz de la base.

Le résultat suivant nous permettra dans la suite de considérer la condition d’équi-
libre sur I’espace de dimension infinie Met(F), comme un zéro d’une application
moment relativement a ’action du groupe de Jauge du fibré F.

Lemme 3.3.5. La filtration holomorphe # de longueur m + 1 est équilibrée si et
seulement s’il existe un entier kg > 0 tel que pour tout k > kg, il existe une métrique
hermitienne hy, équilibrée sur F & L* telle que l'on ait

N+ e,y 0 €T
rV

m

J=1

[d}‘@Lk (33)

x(FRL*)

ou ek - V'I’—VZJ->0 5Ty ’

Démonstration. Supposons que H soit une métrique équilibrée sur H(M, F @ LF)
et s; une base orthonormée de l'espace H°(M,F ® L*) pour H. Soit h = hy la
métrique quotient sur F @ L* induite par V — F @ L* et FS,(H) la métrique sur
F ® L* construite comme ci-dessus. Rappelons a ce stade que le noyau de Bergman
est indépendant du choix d’une base orthonormée. Nous choisissons maintenant
une base H-orthonormée de sections de H°(F ® L*) de la maniére suivante : soit
51, ..., 8y, orthogonales au noyau de (th o ev,) de H-norme 1, puis S, 41, ..., Sy, €
ker(my, o ev,) orthogonales au noyau de (73, o evp), et ainsi de suite jusqu’aux
sections s, 41, ..., $, € ker(w, , oev,) orthogonales au noyau de (;,_, , oev,). Enfin,
nous imposons s;(p) = 0 pour ¢ > r. Introduisons de plus les ensembles ., =
{rjz1+1,...,7r;} et la fonction f : i+ j ol j est tel que i € 7.

Comme nous avons,

N F
<'7 '>F5k~ - <V7" — sz €7 (Id_ zj:gjﬂ-j,h) IR .>h (34)
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il vient :
5:(9) al
S; = )
PJlh V’F — V Zj 5]'7"]'
N N
‘Si(p)’FSk

Vr—VZjajrj Vr—szajrj Uo
si®s:FSk

‘siﬁwsk
respectivement a la métrique F'Sy (ainsi que h). Nous avons donc en p € M,

Z si (- Si>FSk = Z $i (s 8i)y + Z (5i (4 5i>FSk — 5 (., Si>h)

Remarquons que le terme est le projecteur orthogonal sur I'image de s;

s,-®sfFSk N
= C’stxld—g : Ef(i 3.5
i(ﬁ%&V“VZﬁﬁm>()
N
= CstxId— Ej 7 3.6
st X V?“—szsjrj i 5]71-]7}% ( )

Ici nous avons utilisé le fait que pour la métrique quotient le noyau de Bergman est
constant, puisqu’il peut étre vu comme ’endomorphisme identité du fibré universel
sur la Grassmanienne. Ceci implique clairement I'existence d’une métrique hy = F'Sy,
sur le fibré F ® L* vérifiant (3.3).

Réciproquement, si (3.3) est vérifiée, comme les s; sont des sections coordonnées
du fibré universel, nous obtenons qu’elles sont également Hilb,,(F S )-orthonormales,
c’est a dire qu’elles sont orthonormales pour

N Z
/M <Vr — sz e (Id — zj:esjﬂfh> i .>hdv

et donc Hilb,(F'S},) est une métrique sur H°(M, F ® L*) qui est un zéro de 'appli-
cation moment fz j.

]

Théoréme 3. Soit F une filtration au dessus d’une variété projective. Alors F est
R-Glieseker stable si et seulement st son groupe d’automorphisme est fini et pour
tout k assez grand, il existe une métrique hy telle que

~ N + €k Z 0 €;Tj
Brorkn, + €k Z 5]‘7{@ = rvj> Idzgpx
§>0
o
x(F @ L)
€ —

Vr — sz>06j7’j'
Nous dirons dans ces conditions que la filtration holomorphe .F est fortement équi-
librée.
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Démonstration. On sait déja que les zéros de 'application moment pz j; sont les

—~——

points critiques de la fonctionnelle KNy z. Pour appliquer le critére de stabilité

de Kempf-Ness, il suffit de voir que K'Nj & est linéairement log-propre au sens de
la Définition 1.2.5 ce qui est clair par le Lemme 3.3.1. Maintenant nous pouvons
conclure via le Lemme 3.3.5. [






Chapitre 4

Meétriques 7-Hermite-Einstein et
filtrations holomorphes

Dans ce chapitre, nous considérons maintenant 1’équation d’Hermite-Einstein
pour une filtration holomorphe .# de longueur (m + 1) :

V=IAF,, + Y miml, = p.(F)1d (4.1)
=1

sur une variété projective lisse M de dimension complexe n. Ici Fj,,. désigne la
courbure de Chern de la métrique hermitienne hx sur le fibré holomorphe F et 7'('5 ;!
F — F laprojection sur le sous-fibré F; de F. Le but de ce chapitre est de donner une
approximation de la métrique solution de I’équation (4.1) en termes des métriques
équilibrées de la G.I.'T que nous venons de construire au chapitre précédent. Ici, nous
utilisons de maniére cruciale la condition sur le noyau de Bergman que nous voyons
comme une application moment pour le groupe de Jauge ainsi que le développement
asymptotique du noyau de Bergman de F ® L* lorsque k — oo :

Théoréme 4.0.6 (Catlin-Lu-Zelditch-Wang). Soit (M, w) une variété projective
et (L,hr) un fibré ample sur M tel que w représente la courbure de L. Soit (F,hg)
un fibré vectoriel holomorphe hermitien. Pour tout entier o > 0, nous disposons
du développement asymptotique lorsque k — +o0o du noyau de Bergman généralisé

Bhf®th

< Clk™? (4.2)
Co

~ 1
Bhsen,, — k' Id,, — <§Scal(g)ldrw + \/—1AFhF) -1

ou Scal (g) est la courbure scalaire de la métrique g associée a la forme Kdihler

i -
w:§Zgi3dz Ndz.

Cette estimation est uniforme sur M pour hrx et hy variant dans un compact pour
la topologie C*.

37
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Démonstration. La démonstration de ce résultat repose sur la technique de réso-
lution du 0 et les estimées L? d’Hérmander-Demailly. Le résultat étant local, la
principale difficulté est de choisir un bon repére de coordonnées en un point et de
construire en suivant la méthode de G. Tian [T2] des sections “peak” holomorphes
dont on connaisse le comportement en ce point [Lu, W2]. Notons que l'existence
d'un développement asymptotique du noyau de Bergman en des termes qui dé-
pendent algébriquement de hx, hy, et de leurs dérivées covariantes a été établi dans
[Ze, Cal. O

Nous commencerons cette partie par introduire des notions nécessaires et faire
une remarque sur les limites de métriques équilibrées lorsqu’on connait leur exis-
tence, en montrant qu’elles sont presque T-Hermite-Einstein. I.’objet principal de
cette partie technique est I’étude du flot de gradient associé a ’application moment
dont les zéros correspondent aux métriques équilibrées pour la filtration holomorphe
Z, en particulier lorsque 'on sait qu’il existe a priori une métrique 7-Hermite-
Einstein pour .%.

4.1 Action du groupe de Jauge

Soit A(F) l'espace des connexions C'* sur le fibré vectoriel F. D’aprés
le théoréme d’intégrabilité de Newlander-Nirenberg, se donner une structure ho-
lomorphe sur le C"-fibré vectoriel F (sur une variété complexe) est équivalent a
P’existence d’un opérateur 0

QI

:QU(F) — Q¥Y(F)

avec O(f.s) = Of.s + f.0s et 9’ = 0. Une connexion A est dite compatible avec une
structure holomorphe si la partie (0,1) de la dérivée covariante V4 = 94 + 04 de A
est justement I'opérateur 9. Nous noterons A(F, hx) 'ensemble des connexions lisses
compatibles avec la métrique hermitienne hx (i.e unitaire au sens ou dhg (z,y) =
hr (Vaz,y) + hr (2, Vay)). Toute connexion sur le fibré holomorphe F intégrable
c’est a dire dans le sous-ensemble :

AYNF hy) = {A € A(F,hg) : F3* = F3° = 0}

ou Fy € Q?(M, End(F)) désigne la coubure de la connexion, définit une structure
holomorphe sur F. Il est bien connu qu'un fibré holomorphe muni d’une métrique
hermitienne admet une unique connexion compatible avec la structure holomorphe
(i.e intégrable) et la structure hermitienne hg, dite connexion de Chern [L-T1, Pro-
position 1.1.19], ¢’est & dire qu’il existe un isomorphisme AYY(F, hz)=C(F) [A-B,
Section 8| ou 'on a posé

C(F) ={V" : F — Q" (F) telles que (V0’1)2 =0et V™' (f.s) =0f.s + f.0s}.
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ALY (F, hg) est par ailleurs une sous-variété (qui peut admettre des singularités) de

dimension infinie de 'espace symplectique A(F) qui peut étre muni de la structure
symplectique (Cf. [A-B, p.587] ou [Dol]) :
n—1

Q(A,B):/MTT(A/\B)M

pour A, B € Q'(End(F)). On désigne par G le groupe de Jauge de F, c’est a dire
le groupe des automorphismes unitaires de F :

G ={U € C®(GL(F)): 'UU = I}.
Introduisons maintenant les fonctionnelles de Bott-Chern suivantes :

Met(E) x Met (E) — Q% (M) / (Im 0 + Im )

Bl (k) o log (det (hk)

donnée par 'application 1-linéaire ’trace’ sur gl (1,C), ainsi que
Ry (.,.) : Met(E) x Met (E) — Q"' (M) / (Im 9 + Im 9)

donnée par l'application 2-linéaire (X,Y) — —tr (XY) sur gl(2,C) associée a la
forme de Killing :
—i00Ry (h, k) = tr () — tr (F) .

Retenons que pour Ry nous avons, si (ht)te 0,1 désigne une famille lisse & un para-
métre de Met (E),

%32 (e, ho) = 2v/=1 (tr ((Oshe) by - Fi,)) -

Dans ces conditions, nous avons une fonctionnelle de Donaldson modifiée dont 1’équa-
tion d’Euler-Lagrange est ’équation 7-Hermite-Einstein :

Mp(h, k) = Ry(h, k) +2/ ZTZRl (hi, k;)d
M

1=1

ol h;, k; sont les métriques induites par h, k sur les sous-fibrés F;. En particulier,
pour un endomorphisme hermitien S € L2(End(E)) de trace nulle,

d2
Mol e®) =2 [ (05| mav 2 [ SIS R 20

si 'on a supposé que 7; > 0 pour tout ¢ =1, ..., m.
Le groupe de Jauge complexifié c’est a dire I’espace des sections lisses des automor-
phismes G€ = C®(GL(F)) agit a droite sur AY(F, hr) par

Jga) = g '0daog (4.3)
oy = Godao (g
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ot A € AYY(F hg), g € G© et 04 est la partie (1,0) de la dérivée covariante
construite naturellement a partir de A. En particulier, action de G€ est holomorphe
sur C(F) qui admet une structure complexe. A (F, hz) hérite donc d’une structure
complexe pour laquelle €2 est une métrique Kéahler.

Deux structures holomorphes sont isomorphes si et seulement si elles appartiennent
a la méme orbite sous G€. Le groupe complexifié G& est un groupe de Lie, dont
Ialgébre de Lie Lie(G®) s’identifie a I'espace des sections de End(F) sur M et par
intégration au sens des distributions, espace dual Lie(G®)" a I'espace des (n,n)-
formes & coefficients distributions de End(F). Notons aussi que le centre de G© peut
étre vu comme l'espaces des zéro formes sur M.

4.2 Limite d’une suite de métriques équilibrées

Dans cette section, qui est indépendante des sections suivantes, nous étu-
dions la limite d’une suite de métriques équilibrées lorsqu’on suppose que cette
limite existe a priori. Ein particulier, nous la relions avec la solution de I'équation
d’Hermite-Einstein pour une filtration holomorphe.

Définition 4.2.1. Soit (M,w) une variété compleze et soit F une filtration holo-
morphe. Une métrique hermitienne h sur F est dite faiblement T-Hermite-FEinstein
si la courbure Fy, de la connexion de Chern associée a h € Met(F) satisfait l’équation

V=IAE, + ) mmil, = Mldy, (4.4)

ol A\, est une fonction a valeurs réelles.

Proposition 4.2.2. Supposons que (M,w) est de plus compacte. Si h est faible-
ment T-Hermite-Finstein alors il eziste une fonction f € C® (M,R) unique & une
constante prés, telle que la nouvelle métrique ef - h est T-Hermite-Einstein avec pour
parameétre A = % S 3 AdV dans Uéquation (4.4).

Démonstration. En effet, avec ce changement conforme, il vient
V—=IAE, s = V1A, Fy + V—1A,00(f)Id

et

Wﬁ i T 77}?1
Maintenant, par la théorie des opérateurs elliptiques (Cf [L-T1, Cor 7.2.9]), 'on peut
trouver sur M compact une fonction f € C*°(M,R) telle que

V=1A,00(f) = M\, — % / AdV.
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Notation. A une suite de métriques équilibrées hy, € Met(FRLF) pour une filtration
holomorphe ., nous associons la suite de métriques hy, = hy ® h;* € Met(F) que
nous qualifierons encore d’équilibrées.

Théoréme 4. Supposons que la filtration holomorphe % est équilibrée. Si la suite
des métriques équilibrées hy, de F admet une limite hoo en norme C? quand k — oo,
alors la métrique ho, est une métrique faiblement T-Hermite-FEinstein sur le fibré F
vérifiant

V—1IAF,_ + zi:m-,{j = (ﬂf (F) + % ( /M ¢ (M)w™™! — Scal(g))) Idr. (4.5)

et quitte a faire une renormalisation conforme, cette métrique est une métrique T-
Hermite-Einstein.

Démonstration. En effet, parce que h; est bornée en norme C°, nous avons un
développement asymptotique du noyau de Bergman de F :

— O(kn_2),
co

- 1
Brors ment — K" Idrcy — (§Scal(g)]drw + \/—1AFhk) g

X(FRLF)4ep . ejm;
——+—=Id. On

S 5 F
et de plus hy, est équilibrée, donc Brgrk p, + €, > &imy ;=
obtient ainsi en rassemblant les termes d’ordre k"~ !,

et donc par passage a la limite, que la métrique est faiblement 7-Hermite-Einstein.
On conclut avec la proposition précédente. O

T ~Tz‘7r‘g.
(1 (F)+ L [, e (M) ) Idy — X, 7, + Mm

= O(1/k),
— (3Scal(g)Idr +/—1AFp,)

CO

4.3 Construction de métriques “presque” équilibrées

Dans cette section, nous considérons qu’il existe une métrique faiblement 7-
Hermite-Einstein h., pour la filtration irréductible .. Par ailleurs, nous noterons
dans toute la suite,

. X(F ® LF)
k= :
Vir =V ejr;

Nous allons voir que nous disposons, par perturbations singuliéres de la métrique fai-
blemment 7-Hermite-Einstein, d'une métrique presque équilibrée, comme le précise
la proposition suivante.
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Proposition 4.3.1. Soit une filtration irréductible F telle qu’il existe ho, une mé-
trique faiblement T-Hermite-Finstein sur F vérifiant lidentité (4.5). Alors, il existe
une famille d’endomorphismes hermitiens (n;),cy € C™(End(F)) telle que les mé-
triques définies sur F pour ¢ > 1 par

q
1
<"'>hk1q = <<]d+ZET’l) .,.> ®th7
1=1 hoo

sotent hermitiennes lisses pour k assez grand et il existe une constante C,, telle
que :

5 7 X(FQLF) + e >, eiri
Brorkn,., + € Z giﬂ-}L/k?q,i = e Id+ o,(k), (4.6)

ot ||oy(k)|lcarz < Cuok™ 971, Les métriques hy, seront dites dans ces conditions
“presque équilibrées”. Ici Cy,, est une constante ne dépendant que de q,, hoo €l w.

Démonstration. Tout d’abord, nous savons que sous ces hypothéses, .% est simple.
Par le Théoréme 4.0.6, nous disposons du développement asymptotique en puis-
sances de k :

/B\]-'®Lk7hoo®hm = k"Id + a1 (hoo) K" " 4 .+ 2y (hoo )K" + O(K" 771,

et les a; sont des polynomes des tenseurs de courbure de ho, et hy, et de ses dérivées,
et le terme d’erreur est uniformément borné en norme C* pour (., '>hoo®h’,i dans une

. . / N s N
famille bornée en norme C* (ou o/ dépend de «). Retenons & ce stade que nous

avons aj(heo) = V—1ALFj ..
Ainsi, a; (heo (14+m)) = a;(heo) + D1y aia(m) + O(|Im||&s ) avec s suffisamment
grand dépendant de a et de ¢q. Pour tout (n;),.y € C’OO(End(]:)), nous pouvons

écrire
q q
% (hoo (1 +2 mkj>> = a;(hoe) + > bigk™ + Ok,
Jj=1 =1

ou les b;; sont des expressions multilinéaires en 7; et de leurs dérivées covariantes,
commencant par

bi1=ai1 ("7) .

Remarquons que si 'on pose a; = a;(hs), 'on obtient

§f®Lk,hk,q = an pap+2b K Ok,

i,l=1
= k”—l—alk'” 1 (ag—i‘bl,l) K" 2
+k"7 (a3 + bro + ba1) + ... + O(K" 971, (4.7)
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et 'on choisit inductivement les n; de maniére a ce que les coeflicients apparaissant
devant k"7 (j < q) soient constants, ¢’est a dire que le membre de droite de (4.7)
est exactement (jusqu’a 'ordre k"~771)

X(FQLF)+ e > e 7
p fd—ﬁkzé“ﬂh/,w-

Posons les développements asymptotiques (en la variable k) suivants :

X(F @ LF) + €. >, eir;
rV

Id = cok" +ck" '+

1
€y = d k" 4 dok 2 4+

Par le Lemme 6.1.2, il vient aussi le développement

ZTjﬂhfkﬂqJ = ZT]ﬂ‘h (H/ T(m)) + ..
J

= e+ ]f e + ...
N . ] 2 . F e_k . F . .
ol nous avons en fait substitué e, >, ;m,, par %37 7ym, .. En particulier, nous
_ - _ __x(E®LY)
avons d; = 1 puisque €, = ViV

D’un autre coté, nous savons que si Fy désigne la courbure de la métrique H, alors
Fr(te) = Fu + 00 + O (||¢]]?) , et donc

bl,l =V —1A (567’]1)

et de plus, quand £ est suffisamment grand,

_ } : F
€1 = Tjﬂ'hw,j
ey = g L )(Id — ;)

Ainsi nous cherchons a résoudre pour obtenir 7, :
b1,1 + d1e2 = Co —ag — dgel.

Cependant 'opérateur Q) : u +— \/—_1A58u+d11_[f’T(u) est elliptique d’ordre 2. Nous
pouvons appliquer le Lemme 6.2.2 en remarquant que [, tr(c; —as — doe;) = 0 et
que 'endomorphisme (c; — ay — dae;) préserve la filtration (il suffit de remarquer que
localement, nous pouvons construire une base (s;) telle que le noyau de Bergman
préserve la filtration). Nous obtenons ainsi une solution 7; qui est en fait auto-
adjointe puisque le terme cy — as — doe; est lui-méme auto-adjoint. Maintenant, si
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nous cherchons a construire une métrique presque équilibrée a ’ordre 3, nous sommes
conduits & résoudre :

bo1 + dies = c3 — az — by o — dze; — daes.

Nous calculons itérativement les n; en résolvant de maniére similaire, a chaque étape
a un équation différentielle de la forme

V—1A (587]]) + ZTjW}{o@,jnj<]d - Wii;,,j) =G —a; — Pj(nlv no, - 77%1)
J

ou P; est auto-adjoint, [, tr(P;+a;—c;) =0, (P;+a;—c;) préserve la filtration, et
P; est totalement déterminé par les m; calculés pour [ < j aux étapes précédentes de
l'itération. Le fait que hy 4 est hermitienne est assurée par le fait que les a; sont des
endomorphismes hermitiens, que le noyau de Bergman généralisé I'est aussi, ainsi
que 'opérateur F;. O

4.4 Applications moment naturelles

Dans [Do4|, S.K Donaldson réécrit la condition d’équilibre pour une variété sous
la forme d’annulations d’applications moments associées a des groupes de symé-
trie appropriés. Il s’agit du groupe unitaire (de dimension finie) et du groupe des
symplectomorphismes (de dimension infinie) de la variété. C’est cette méthode qui
lui permet de “mesurer” la distance entre une métrique équilibrée et une métrique
presque équilibrée. Nous adaptons cette démarche, sauf que dans notre cas, nous
travaillerons avec le groupe unitaire et le groupe de Jauge du fibré.

Nous savons que espace C°(M, F) des sections lisses de F a une forme sym-
plectique naturelle Q) associée a la métrique hermitienne hr sur F :

Q[O}(Sb 52) = 2Im (/ <317 SQ)h]_.dV) .
M

Il n'est pas difficile de vérifier que Qpy(g - s,s) = d < pceom,r)(s),g > ou g € G°
avec

e (v, 7 (8) = \/—_13<., s)hf% € Q*(M, End(F)) ~ Lz’e(gc)*.

que nous pouvons considérer & valeurs dans Lie(G®) puisque nous disposons de
I’accouplement

Q°(M, End(F)) ® Q*(M, End(F)) — C

E®( — (ENQ)

tr
M

Ainsi, piceo(ar,7)(s) est une application moment associée a l'action du groupe de
Jauge G sur C>(M, F).
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Par ailleurs, pour une filtration holomorphe %, nous pouvons considérer une
famille 6; : F; — F de sections lisses du fibré en Grasmanienne que nous noterons
Gr(r;, F) dont les fibres en p € M sont les r; plans de Fj,. Une telle section 6
donne naturellement une projection hz-orthogonale sur 'orthogonal (vis a vis de la
métrique hx) de son noyau, c¢’est a dire la projection W}iz

La métrique hz sur la fibre F, induit une forme Kahler w,f; sur Gr(r;, Fip). A par-
tir de Pévaluation ev; : C*°(M,Gr(r;, F)) x M — Gr(r;,r) ou ev;(6,p) = 0(p) et de
la projection sur le premier facteur p; : C*°(M, Gr(r;, F))x M — C*(M, Gr(r;, F)),
nous obtenons une forme symplectique Q) = (p1)« (e} (wfr) A dV).

L’action du groupe de Jauge sur C*(M,Gr(r;, F)) respectivement & ;) est
alors donnée par

z W ) .
e (M, Gr(r, 7)) (03) = V —17@{?72-? € Lze(gc) ,

Nous savons qu’il existe un entier k& suffisamment grand pour que l'on dispose

pour le fibré F sur la variété Kahler M polarisée par le fibré (L, hy) d’un plongement
ir de M dans la Grassmannienne Gr(N,r) par les sections holomorphes de F ® L*.
Cependant 1'action de G sur C*®°(M, F ® L*) ne préserve pas 'ensemble des sections
holomorphes pour une connexion A € AY(F ® LF hr @ h%) prédéfinie. Remar-
quons également, qu’en général, la dimension de 'espace des sections holomorphes
de F ® L* dépend du choix de la connexion A.
Afin de considérer des sections holomorphes globales et leurs variations selon le
groupe de Jauge, nous sommes donc contraints de modifier en méme temps la
connexion considérée. Or pour toute connexion A et pour k assez grand, il existe un
ouvert de l'orbite complexe de A dans G tel que pour toute connexion de cet ouvert,
dim(H (M, F ® L¥)) = 0 (par semi-continuité [V, Section 9.3] ou [Ha, Thm. 12.8])
et dim(H°(M,F ® L*)) soit constant (par le théoréme de l'indice d’Atiyah-Singer
ou voir [Ha, Thm. 9.9]). Finalement pour un tel k, il convient d’introduire la variété
de dimension infinie que nous présentons maintenant :

Définition 4.4.1. Soit . une filtration holomorphe de longueur m + 1, et Qq le
sous-ensemble de

C%(M, F ® L*)N x AVY(F, hy) x HCOO(]\/[, Gr(ri, F))

constitué des (N + m + 1)-uplets de la forme

{817 ... SN, A, 01, ceey Hm}
tels que les sections (s;),_; n sont linéairement indépendantes, et

Oasi = 0 VYi=1,..,n
Oty = 0 Vi=1,..m
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ot 04 représente la partie (0,1) de la dérivée covariante construite naturellement a
partir de la connexion unitaire A et de la connexion de Chern sur L sur [’espace
C=(M,F ® L*) et 94 représente la partie (0,1) de la dérivée covariante construite
naturellement a partir de A sur C°(M, Gr(r;, F)).

Dans ces conditions, I’action diagonale de G préserve Qy. Remarquons aussi que
le groupe unitaire U(N) agit naturellement sur Qp par

N N
(UZ']') * {81, ey SN,A,el, 70m} = {Z UUS]', ceey Z ustj,A,Ql, ,Gm}
j=1 j=1

et I'application moment pour cette action est donnée par :

ﬂU(N)(Sh ey SN,A) = <3z’, 3j>L2(w)
ol (.,.)r2(w) = Hilb,(h) est la métrique L? induite par h = hy @ hps.

Soit 7 : Qg — C°(M, F @ L*)N x [[, C>*(M, Gr(r;, F)) la projection naturelle.
To est en fait une immersion. En effet, avec (4.8) nous avons 0 = 94 (g5;)+€04 (s;) =
£04 (s;) (et de méme €04 (0;) = 0) pour une petite variation de (si,gA, 01, ..., Hm) et
comme 7 est un plongement, nous obtenons que £04 = 0 et dmy est injective, ce qui
permet de conclure.

Nous considérons la forme symplectique standard Q) sur C*°(M, F ® L¥). En
prenant la somme de Q) sur N copies des espaces C®(M,F @ L¥) et en considé-
rant la forme symplectique ;) sur chaque C*(M, Gr(r;, F)) avec poids exe;, nous
obtenons une forme symplectique que nous pouvons relever en utilisant I'immersion
injective my. Nous noterons (g, la forme symplectique ainsi obtenue sur Q. L’action
de G sur Q, admet alors une application moment associée a €lg, :

m
pg(S1, .y SNy A 01, oy Oy E S; .,si>—|—ek2 EiTly i+
i=1

En fait, Qy admet une structure Kihler puisque nous avons déja vu que AV (F, hg)
admet une structure complexe. Comme nous 'avons déja rappelé, le noyau de Berg-
man généralisé Brg r définit un endomorphisme de fibré qui ne dépend que de la
structure holomorphe hermitienne de F ® L* et de la forme Kihler que 'on s’est
donnée sur M. Par ailleurs, les actions de G et U(N) commutent et les deux groupes
ont un centre de dimension 1, donné par les fonctions constantes et les multiples de
I'identité respectivement, ce qui conduit a se restreindre & SU(N) en considérant
une autre application moment naturelle & valeurs dans v/—1su(V),

/'I’SU(N)(Sla'“7SN7A7917“'76 ) <<Sl78] L2(w) — (Z HSZHLQ w)) > :
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4.5 Orbites complexes et double quotient symplec-
tique
L’application moment pour 'action du produit G x SU (N) sur Qg sera donc la

somme directe pg ® psy(nvy des applications moments respectives. Pour une certaine
valeur de A, nous serons amenés a considérer le quotient symplectique

pgt (M) N gy (0)
G x SU (N)

Q// (G x SU(N)) :=

Ceci doit étre compris comme le quotient symplectique dans un premier temps de
Qp par G, via
Q//G = pg' (\d) /G

qui admet comme on 'a vu précédemment une structure symplectique naturelle.
Dans un deuxiéme temps, on fait le quotient symplectique de Qy//G par SU (N),
puisque SU (N) agit naturellement sur Qy//G. Remarquons enfin a ce niveau comme
le fait S.K. Donaldson que toute G®-orbite dans Qq contient un point dans u;l (Ad),
(resp. /L;llj(N)(O)) est unique a action de G (resp. SU (N)) prés. Cela provient du fait
général que pour une application moment I'on dispose de I'unicité des zéros (et plus
généralement pour tous les éléments dans le centre de 'algebre de Lie du groupe
qui agit), quand ils existent, & 'intérieur d’une orbite complexe. L’orbite complexe
donnée par I'action de G x SU (N) est ainsi représentée par un point dans le quotient
symplectique. Notre situation est résumée par la proposition suivante :

Proposition 4.5.1. A une filtration %, nous savons que nous pouvons faire cor-
respondre un point de Qy. Dans ces conditions, il existe une métrique k-équilibrée
au sens de la Définition 3.3.2 pour F si et seulement si 'orbite complexe dans Q
donnée par Uaction de G¢ x SL(N), contient un point dans pg" (Ad) N nglj(N)(())
pour tout A > 0. Ceci revient a dire que ['orbite complexifiée est représentée par un
point dans le quotient symplectique Qy// (G x SU (N)).

Démonstration. En effet, un point 2o = {s1,...,sn, 4,01, ...,0,,} € Qo appartient a
fig' (A d) si et seulement si

Zsi(.,si>h + € Zem,{i = CyId € Q°(M, End(F @ LF)) (4.10)

et 2y appartient a ,ugllj(N)(O) si et seulement s’il existe une constante c telle que les
sections normalisées cs; forment une base L?-orthonormale et 1'on peut modifier la
métrique h dans (4.10) par le facteur ¢. Ceci impose alors, en prenant la trace dans
(4.10), que Cy = =+ (X(]:® M)+ ey, gjrj). Il est alors clair que 'on obtient
exactement la condition d’équilibre énoncée dans le Lemme 3.3.5. O
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Considérons I'action - de SU(N) sur le quotient symplectique
Z = Qo//g-

Or Z admet comme on Pa vu, une structure Kahler (d’orbifold si le groupe des
stabilisateurs est fini en tout point). En chaque point z € Z, l'action infinitésimale
de su(N), fournit une application

v2SUN) sy (N) — TZ.,.

z
Soit 'opérateur sur su(N),

qu(N) _ (VZZ,SU(N))* VZZ,SU(N)

Z,8UN)\* z,

ol (I/z ) est I'adjoint de v; SUN) formé en utilisant la métrique invariante

sur su(N) et la métrique sur T'Z,. Supposons que les stabilisateurs d’un point de

Z sous l'action de SU(N) soient discrets; alors 25U (N)

inversible.

est injective et qu est

Notation. Soit Q une matrice hermitienne. La norme d’Hilbert-Schmidt et la norme
d’opérateur pour Q sont données par :

Q7 = > Q%
i

Qu
il = sup &
o<1 |v]

et nous noterons |||Q|||ig(w/) la norme L* d’opérateur induite par o' et la métrique
sur F pour un endomorphisme Q € C(M, End(F)).

-1
Définition 4.5.2. Soit A, la norme de Hilbert-Schmidt de <qu(N)> wis a vis de

la métrique euclidienne invariante sur su(N).

-1
Soit A, la norme d’opérateur de (qu(N)> :su(N) — su(N).

L’inégalitée A, < X est donc en particulier induite par le fait que pour tout
2
A € v—Tsu(N) Ion ait A2 < A ‘yfvSUW)(\/IA))

TZ

L’objectif des deux prochaines sections est le Théoréme 6 d’approximation d’une
métrique solution d’une équation de type 7-Hermite-Einstein.

Quelle sera notre stratégie ?
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Une filtration holomorphe 7-Hermite-Einstein et irréductible est en particulier
Gieseker R-stable oil nous avons posé R; = 7;k"!. Nous cherchons & construire
maintenant pour une telle filtration une suite de métriques k-équilibrées qui converge
vers la métrique (faiblement) 7-Hermite-Einstein qui vérifie I’équation (4.5). A une
filtration holomorphe .# k-équilibrée, 1’on sait que lui correspond un “point” d’un
certain espace a paramétres dans une orbite complexifiée (i.e sous I'action de G x
SL(N)) qui est un zéro de 'application moment pg ® prsy(ny définie précédemment.
Finalement nous sommes ramenés a trouver ce point.

— Or, d’un autre coté, nous disposons par le Théoréme 4.0.6, d’un point dans
le quotient symplectique par G, c’est a dire d'un zéro de pug, puisque par
hypothése nous savons qu’il existe a priori une métrique faiblement 7-Hermite-
Einstein : la construction d’une métrique presque équilibrée hy, , nous fournira
naturellement un point dans Z via la Proposition 4.7.2 auquel correspondra
une métrique que nous noterons h,.

— D’un autre coté, nous basculons dans un probléme de dimension finie en en
cherchant un zéro (unique a action de SU(N) prés) de pgp(nvy dans une SL(N)-
orbite via la méthode de type flot de gradient que nous avons décrite dans la
Section 1.2.2. Nous sommes donc conduits a étudier le flot de gradient de
Papplication ||usyv)||? sur Z, c’est a dire a obtenir en fin de compte une
estimée de A, en vue d’appliquer la Proposition 1.2.10.

Ainsi, en rassemblant nos résultats, nous obtiendrons une métrique k-équilibrée et
également par construction, la convergence de cette suite de métriques (lorsque
k — o0) vers la métrique faiblement 7-Hermite-Einstein.

Nous cherchons maintenant a évaluer la quantité A, afin de pouvoir appliquer
la Proposition 1.2.10. Dans notre cas particulier d’un double quotient symplectique
par action du groupe de Jauge et de SU(N), nous pourrons utiliser le lemme 1.2.11
que nous avons reformulé par souci de clarté :

Lemme 4.5.3. Soient les actions infinitésimales naturelles ﬁQQO’SU(N) c su(N) —

-9, et ﬁgg(”g . Lie(G%) — T:Qq induites par SU(N) et G& sur Qq et soit z € Z
représenté par zZ € Q. Alors pour tout £ € su(N),
2

(@S (6),€) = |z (527N

I
avec T : 15Qy — T5Qq projection orthogonale sur Im <ﬁ§0’g) . En particulier,

a2
A, = min
gesu(N) €]

-2

La section suivante a pour but de donner une borne inférieure explicite de la
quantité A,
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4.6 Formules explicites et estimées analytiques

Nous supposerons dans toute cette section que nous disposons d’'un point dans
z € Z, c’est a dire d'un zéro de 'application moment pg.

Nous regardons maintenant une seule SL (N)-orbite complexe pour le point z.
Notons 0 = 04 et fixons un représentant ((s;),_; n,Va,b1i,...,0n) € Qy de z pour
lequel nous avons par définition :

N m
Zsi(.,sZ) +€k’zgiﬂ-i¢ = CStk[d]:. (411)

i=1 i=1
pour une certaine métrique (.,.) = h € Met(F @ LF).

Nous cherchons dans un premier temps a appliquer le Lemme 4.5.3 & une varia-
tion infinitésimale du point z € Z. Soit la matrice

A= (aij)ij SRV, —15u(N)
et la base induite par ’action infinitésimale de A :
o; = Z CLZ‘jS]‘.
J
Cherchons la projection de

o:=(01,...,0n,0,...,0)

dans I'espace C*(M,F ® LF)N x T], C°(M,0;TGr(r;, F)) sur le complément or-
thogonal du sous-espace :

D (gsl,...,gsN,(Id—w*{l)gw{l,...,(]d—ﬂ{m)gwifjm> S T
g € Lie(G") .

qui est image de l'action infinitésimale de G© au point ((s;),_; n sV, 01, ..., 0m)
puisque 0;TGr(r;, F) ~ Hom(Im(6;), Im(6;)*#).

Notation. Notons

m

€k 7z s

B X — g gjnd X
=1

Uopérateur auto-adjoint sur End(F @ L¥). Si la condition
€L "
Gui 225 < L (4.12)
j=1

nous pourrons considérer lopérateur (Id — B)~' = Id+ B + $B* + ...
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Proposition 4.6.1. Avec les notations précédentes, supposons que l'on ait pour

(4.11) que Cst, = O(k™). Soit

Csty, =
1 7
— OTthajisi(.,sJ C’stk nghl Zaﬂsl( >)7T{l + ..
Z’j

Iendomorphisme hermitien de End(F ® LF) induit par la matrice A. Alors la pro-
jection orthogonale a P de o est :

By = (Id— %)™ ( Zajis,-(.,sj>> € Q%M, End(F ® L))

p= (BAsl,...,BAsN,(Id—W~ )BAﬂ' (]d—7r~ )BA7r~ ) eP.

B

Démonstration. 1l s’agit de voir qu’en fait pour tout g :

Z<BASZ al,gs>+ekz 51 ]d—7r~ )BAﬂ'h ,(Id—7r~ gm;, >—O

7

ce qui revient a voir que

ZBAsiG@s;‘ —ai®sf+ek25i(ld—7rfi)BA7r“{'i =0

c’est & dire

1 *
(Id — B)Ba = st ;m’ ® s;

puisque ’on considére un point de ,u;l (Cst x Id) et qu’ainsi nous avons une mé-
trique déterminée canoniquement via (4.11). Le fait que

Tikn_l (f@ Lk>

€itk = n—1 — O(kn_l)a
k™ vr—v > L '
permet de conclure vue que la condition (4.12) est vérifiée. O
Introduisons
Yi = 0;— Bas; 1 <i<N,
VN = (71'{[z — Id)BAW% 0<1<m,

ainsi que le vecteur

Y= (Y1, e, Ynim) € CO(M,F @ LF)N x Hcoo M, 0:TGr(r;, F)).

Notation. Dans la suite, nous poserons H%Hiz =>. ||¢1||L2(w S Sy il
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Nous pouvons ainsi réécrire les quantités 4., A, comme :

;= mi ill7 = m 4.13
? iAcsu(N)|AlI=1 Z 19l = gttt e (4.13)
A = N i = mi : 4.14
Z iAesu(N lﬂ‘Am 1 Z ||¢ ||L2 "J) (N)l,I‘lllA‘H:l HyHLQ(UJ) ( )

Introduisons maintenant une convention utile dans toute la partie technique de
notre exposé.

Définition 4.6.2. Soit hx une métrique hermitienne fixée de référence sur F et un
entier a > 2. A Uentier k, on associe la métrique

E}zhf@@h’i

sur FQL®. Nous dirons que pour R > 0, une autre métrique hermitienne fﬁ;l = h,®@h¥
sur F ® L* construite de maniére similaire est o géométrie R-bornée si l'on a les
deux conditions suivantes :

~ 1~

hy > Eh]:,
i

ot ||.||ga désigne la norme standard C déterminée par la métrique de référence hy.

<R,

Co

Ces conditions peuvent aussi se réécrire sous la forme

1 a/2
> 2he, 1hs = Brll e,y < K*2R.

Clairement, quitte a modifier R, cette définition est indépendante du choix de la
métrique hr.

Définition 4.6.3. Soit la donnée d’un point (so,...,Sn, A, 01, ...,0,) € Qo et R un
réel strictement positif. Nous dirons que la base (s;),_, n est a R-géométrie bornée
st la métrique hermitienne lisse h qui vérifie la condition (4.11) est a géométrie
R-bornée.

Avec toujours I'hypothése essentielle d’avoir pour notre filtration considérée %
un point {s1,..., sy, 4,61,....,0,,} € ,LL(EI (C'st x Id), nous imposons de plus la dé-
composition suivante vis a vis de la métrique vérifiant (4.11) :

n

w
<3i7 Sj>L2(w) = / <S“ SJ> 5” + ’I’]U, (415)
M n!

oil § = (n;;) est une matrice hermitienne N x IV de trace nulle. Remarquons égale-
ment que 17 = 0 si et seulement si % est équilibrée.
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En fixant la connexion A € A% (F, hz), nous avons un opérateur naturel associé
0 =0, sur F® LF.

Nous aurons besoin également des faits bien connus suivants :

IIRIII < IR < VNIRIII, (4.16)
[tx(SRS)[ < [ISIFIIIRIII, (4.17)
[tz(RS)] < VN[S|IIRII, (4.18)

(pour S, R matrices hermitiennes N x N).

Proposition 4.6.4. Nous avons Y, ||0¢i[72(,) = H|5BAH|;(W)‘

Démonstration. En fait, point par point, nous avons
Z 0vi* = Z }E(BASMQ + Z €kEi
= Z }5<BA)51"2 + Z €kEi

puisque les s; et 6; sont holomorphes. Le membre de droite de (4.19) est, par défi-
nition de la métrique que nous avons fixée, la norme d’opérateur |||Bal||* au point
considéré p de M : quitte a considérer les sections s; = Zj u;;s; ot U = (uy;);; est

2

Y

9 ((1d~ 7 )Bar?,)

S @)

(Id — =7 )2(Ba)r?,

i

unitaire et Ba = Bigay, OUS voyons que nous pouvons exiger que les (s;)i=1, ,
forment une base orthonormée locale en p et que s;(p) = 0 pour i > r + 1. En
intégrant sur la variété, le résultat est clair. O]

Lemme 4.6.5. Sous les hypothéses précédentes, il existe C'(jo), C"(jo) constantes
indépendantes telles que pour tout entier j < jo,

Z |Vjsi(z)‘2 < C'K'*™ en chaque point z de M,

2

IVIBAl}e, < CRIIIAI

Démonstration. Tout d’abord, il est connu que pour une section holomorphe f, point
par point, nous avons l'inégalité de Poincaré suivante :

. wn
Vir@lh<o [ Ims
B(z) n.

et pour E,

] 9 ) 2wn ) 2(4)”
vii@h<or [ s <o [ g
wref<or [ 15 <ow [
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ou B(z) est une boule géodésique centrée en z € M et C' ne dépend que de R et w.
En sommant pour tout ¢ et en utilisant le fait que

Z|Sz‘($)|2 < tr (Zsi(l’)(-asz'@») +tr(€kzej7{j)

i
< rCsty,
on obtient I'inégalité puisque Cst, = O(k™).
Par ailleurs, Ba n’étant pas holomorphe, nous regardons M’ = M x M (voir [Do4, p.
507]) ot M est équipé avec la structure complexe opposée et py, ps les projections sur

le premier et second facteur. A la connexion et la métrique sur L — M correspondent
une connexion et une métrique sur L. — M équipé de la structure complexe opposée.

_ _ Vv
Soit F' — M’ défini par p} (]-" ® Lk> @ps (F @ L*). Alors, si s¥ désigne une section

- _ V
holomorphe de (.7-" ® Lk> (via isomorphisme C'* de fibré défini par la métrique),
notons

—~ 1
BA = (Id — %71) (Ostk Zaﬂsi &® S}/>
.3

qui est une section holomorphe de F'. Ainsi, si 'on pose Xp = Zij a;;si(.,s;), on
remarque par Cauchy-Schwarz que

€ - &5 P
(=0, 20} < IS0 < (S ) ol

Dés lors,
2

HBX) = (Sa+ B(Za) + B*(Za) + ... Ba + B(En) + B (Zn) + ) 12(w)

= <EA,ZA>L2(UJ)(1+O(1//€))
= (1+O(1/k))m/}\/lZaijakl<5i78j><8k73l>%

1,5,k

L2(w)

_ (1+00/k) ?COst(,j)/?k))tr (A(Id+m) (Id+ 7) ‘A)

Or, nous savons que C'st;, = O(k™). Puisque nous avons choisi une base a géométrie
R-bornée, nous obtenons ainsi par I'inégalité (4.17),

|Ba| , < criall.
L2 (w)

Il faut remarquer & ce niveau que Ba est juste la restriction de /Bi sur la diagonale de
M'. 11 suffit maintenant d’appliquer 'inégalité pour une section holomorphe comme
dans la premiére partie de la preuve, afin d’obtenir

C~ |2 .
HVJBAH < ORI ||AI,
L2(w)
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et la conclusion vient alors immeédiatement. O

Proposition 4.6.6. Avec les hypothéses précédentes, si la base de sections holo-
morphes (si);_; n € HY(M,F @ L*) est a géométrie R-bornée, alors il existe une
constante C1 ne dépendant que de R et de la métrique de référence hx telle que pour
k assez grand, les inégalités suivantes soient vraies :

2 119¥illze < 110Balll 72 < *Ca [l aq., AL (4.20)

Si llnlll < . alors

10
1A < 5 (11BAllE ) + 1¥1152q.,) -

Démonstration. Puisque nous avons

119822, < ¢ZHABA&|@MZHBASZ-H%W

+ei\/zj: 1A (Bar) [0 ZJ: HBAm}j{j ;(w), (4.21)
et que d’'un autre coté,
1A (Basi)llzzy < [IV2(Ba) |2 + 12V Ba - Vsill 2,
HA(BAW{J') L2(w) < HVQ(BA)HLZ(UJ)JFHQVBA'VW% L2(w)

I'on conclut en utilisant le dernier lemme (2°7"¢ inégalité) en ce qui concerne la
premiére assertion.

Pour prouver la deuxiéme inégalité, on utilise le fait que I'on a une décomposition
orthogonale de C>®(M,F @ LF)N x T[], C*°(M, 0;TGr(r;, F))

a=19+p,

avec p € P, ¢ € P-L. Mais

2
HQHL%}) = Z ’aij\Q + Z ;1,0
0] 1,5,

= [|AI* + tr(AnA)

1

-5 » nous avons par (4.17),

et comme |||n||| <

10 2
9 ||g||L2(w)’

IA[]* <
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et par conséquent,

9 9 2 2 2 2
TolAIP < 1l + el 2y < 1120152 + 1BAllL2) -
O
Proposition 4.6.7. Supposons que la filtration holomorphe F soit simple et que
A € /=1su(N). Si la base (s;);_, n de H'(M,F ® LF) est a géométrie R-bornée,

alors il existe des constantes Co, C3 ne dépendant que de R et de la métrique de
réféerence hy sur F telles que pour k assez grand, l'inégalité suivante soit vraie :

2
—= 2 1
11Ball22(y < Co [0BA|[3a, + Cs (mnm - E) A,

Démonstration. Le fait que .% est simple implique que pour toute constante v > 1, il
existe une constante c(hz,y) telle que si h € Met(F) est une métrique pour laquelle
on ait 'inégalité,

1
’}/hj:> h> —hgr
Y

alors pour tout w € End(F) tel que w(F;) C F;,

= 1
Il < Bl + 77 | [ exiav

qui est juste I'inégalité de Poincaré vis a vis de la métrique w (voir aussi [Do4, Lemme
25]) dont le volume est V. Maintenant puisque Ba est hermitien, nous pouvons
décomposer Ba sous la forme

Bp=Tg, +Dp, +Tj,
ou Tp, est triangulaire supérieure et Dp, est diagonale. Si 'on note, II(Ba) =

Tp, + iDp, alors II(Ba) est un endomorphisme de F tel que II(Ba)(F;) C F.
Ainsi, en considérant la métrique renormalisée, nous obtenons

2
2 = 2 1 1 wm
||H(BA>||L2(W) <Gy HaH(BA)Hm(w) + v (/M §tr(BA)H> '
Cependant le fait que Bpa est hermitien assure également que
1
2 2
IM(Ba)[z2(0) = 5 |1 Ballz2)

ot ||AT1(Ba = 1|[0Bal}2,- Ainsi, il vient

2
)||L2(w)

2
2 2 — 2 1 w”
11Balll72) < 1Ballzaey < Co[|0Ball ) + v (/Mtr(BA)—) :
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Maintenant, ’'on remarque par (4.18) que pour k suffisamment grand, puisque A est

Jar tr(Q; si,s0))dV

Cstk = O(1), il existe c telle que

de trace nulle et que

Wt DMy =1 ) &
tr(By)— < =% =Y — Pr AP < A
[ w0 < 2L $ () S el < ca (1l + ) 1A

p:l =1

pour C5 > 1 suffisamment grand et on obtient la majoration souhaitée. O]
Voici 'objet principal de cette section :

Théoréme 5. Soit .F une filtration holomorphe simple. Pour tout R > 0, il existe
des constantes C := C(R,hx,hy) et e(R,hx,hy) < {5 telles que si, pour tout k,
la base (s;),_, n € H*(M,F @ L*) vérifiant (4.15) est a R-géométrie bornée avec
[[In|l] < e et Csty = O(k™), alors pour toute matrice A = (a;;);; € v/—1su(N), nous
avons

A < Ok ],

ou P € P+ est la projection orthogonale & P de o. Pour le point correspondant
2z € Z, nous avons

A < C%2
A, < O3

Démonstration. Les derniéres propositions donnent directement les inégalités sui-
vantes :

10
A1 < < (1Al + []152q,))

10 i
— <C2 HaBAHLz(W +Cs <|||77||| + ) IAI" + H%Hiz(w)) ’

VAN

< 00 (gl 11+ (Ul + L) A2 +
=9 L® M =) |0

En imposant ||[n]|| < ¢ et k suffisamment grand, I'on choisit € tel que C”" (e + %)2 <
%. Dés lors, il existe une constante C' indépendante de k telle que :

A2 < € (k1] o AT+ 12, ) -

Sik ||7,DHL2 [|A]] < HwHLQ alors le résultat est clair car & > 1. Sinon, apres

snnphﬁcatlon on obtient exactement I'inégalité voulue.

La deuxiéme partie du théoréme est une conséquence de I'égalité (4.13) et de ce que
A < [IA]] -



58 Chapitre 4. Métriques T-Hermite-Einstein et filtrations holomorphes

Remarque 4.1. I est clair que Uestimée (4.20) peut étre remplacée en utilisant
Vinégalité de Holder dans (4.21) par linégalité

1
2-7

1
nL A

= 2

[110Bal[|12) = K14

pour tout entier | suffisamment grand. Ceci permet d’obtenir
A, = O(k'™)

pour O arbitrairement petit.

Conjecture. Sous les mémes hypothéses que le Théoréeme 5,

A, < C%.
A, < C%*2

4.7 Théoréme d’approximation

Dans cette partie nous allons donner la fin de la preuve du Théoréme d’approxi-
mation (Théoréme 6) en utilisant les estimées analytiques de la section précédente.
Nous commencgons par prouver que nous pouvons nous ramener a un point z € Z a
partir des métriques presque équilibrées. Pour cela nous aurons besoin du résultat
technique suivant.

Soit .# une filtration holomorphe de longueur m + 1 sur M et 7 un m-uplet de
réels. Soit
q= (81, o SN, A 01, Qm) € 9

et h une métrique hermitienne lisse sur F® L¥. Considérons 1’application sur Iespace
de Sobolev End(F)“* des endomorphismes hermitiens de classe Ct® de F sur la
variété compacte M :

T z
B, n— (Z si(- Si>z> n+ PZ E]Wg(n_ﬁ),j
J

ou p € R.

Lemme 4.7.1. Sous ces hypothéses, si l'on a de plus,
o tr(>; si(l80)5) = ck™ + O(k" 1),
_ _x(F®L")
¢ 0<p<ea=yiys
o k> ko ou ko ne dépend que du choizx des données (7;,7;)i=1,..m €t c,

e T est un endormorphisme h-hermitien lisse tel que tr(T) = O(k™),
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alors il existe pour tout 0 < p < po une solution lisse 1, de
By, (n) = . (4.22)

Démonstration. Nous procédons en utilisant la méthode de continuité sur ’espace
de Banach End(F)“® par rapport au paramétre p. Tout d’abord, en p = 0, I'on voit
que I'on peut résoudre (4.22) en choisissant simplement

T = <Z Si<‘7si>ﬁ) F

i

Ainsi, si 'on note l'intervalle réel I C R tel que p € I si 1, solution de (4.22), nous
venons de prouver que I # (). Appliquons le théoréme des fonctions implicites pour
voir que [ est ouvert. Par le Lemme 6.1.2, nous savons que la différentielle en n de

~ est donnée par :
B a,h,p b

PF T
Dan’E’p(g) - (Z Si<" Si)ﬁ) S+ EH{U (§)

%

Mais, d’un autre coté, nous savons que
|||H—§,;TIII <Y mri(r— ).
i

Maintenant, notre choix de pg impose donc que Bq}i , est inversible vu que l'on a

tr(>, si(., si)3) = O(k™).

Finalement, montrons que [ est fermé. Si 'on a une solution 7 de

Bq’ap(n) =T, (4.23)
alors pour tout U € F ® L"‘;),
T; 7
7 J

Vu que p et les 7; sont positifs, nous avons immédiatement

> (o1, U)o (U, si) < (UTU ), .

%

D’un autre coté, vu que tr(I') = O(k™) et que £ = O(k™ '), il existe une constante

k
(ko) telle que

1
Z(Siv U>E-7]<U7 Si>7L-n > 1+

%

(U, TU);,

C/
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Maintenant, si 'on considére A, > 0 la valeur propre maximale de n en p et v un
vecteur propre associé, nous obtenons que

1
1+¢

(0, TV)s < Mg Z (v, 5:)7|* < (v, Tw)z (4.25)

Vu que les (s;);=1.. n forment une famille génératrice, 'on tire que A4, appartient
a un compact et ainsi que la solution 1 de ’équation considérée est bornée en norme
C° et appartient aux endomorphismes hermitiens positifs. Le lemme 6.1.2 permet
de voir qu’en différentiant (4.23), 'on obtient

> silsipon + gngff;?;an =9l — 9 (Z sil., si>z> n (4.26)

% %

Vu que I est lisse et M compacte, 'on obtient par 'estimée de C° de 1, une borne
C° sur Jn, et de la méme maniére une borne C° sur dn. En différentiant (4.26),
on voit encore que 097 est borné en norme C° et par conséquent, notre solution 7
est bornée en toplogie C™'. Enfin, le théoréme d’Arzela-Ascoli [Au, p.73-75] nous
permet de conclure que [ est fermé, et donc I = [0, ). ]

Proposition 4.7.2. Supposons de plus que F soit T-Hermite-Einstein et ¢ > 1.
Alors, & chaque métrique presque équilibrée hy, (au rang k) correspond un zéro h,
de Uapplication moment pg sur Qq tel que

~ 1
|Akg — hgllce = O (kq—l—a> :
Enfin, Uon peut décomposer
w'I’L
| )i 5 = b
ot Ny, est une matrice N X N telle que

lImz 11l = O (llog(k)llco)

ot o,(k) est donné par la Proposition 4.5.1.

Démonstration. En effet, d’aprés la Proposition 4.3.1, nous savons qu’il existe une
métrique hy, € Met(F @ LF) telle que

N+ eV > eir; _
> silsin,, = e LA+ og(k) — e Y e, (4.27)
J

i

avec o4 (k)| pare < Cqak™ 77, (Si)izl,--,lj une base Hilb,(hy ,)-orthonormée et tou-
jours g; = 3. Considérons la métrique hy = hiq(n.,.) € Met(F @ LF) et un point
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(81 .0y SN, A, 01, ..., 0,,) € Qp. Nous pouvons perturber notre métrique presque équi-
librée pour obtenir un zéro de 'application moment pg sur Qp. En effet, il suffit
juste d’appliquer le Lemme 4.7.1 avec les données

N+ eV > i EiT
N rV
et nous voyons que pour un k fixé tel que k& > kg, nous pouvons trouver une solution
lisse n de (4.22). La métrique h, = hy 4 -1 est alors un zéro de 'application moment
ltg au rang k. B
Maintenant le fait que h, = hy 4 - 7 soit proche de hy, est une conséquence de
la relation (4.24) qui nous donne pour p = ¢, et v un vecteur propre associé a une
valeur propre A > 0 de n :

(A —1)Z|<U Sidn "= (0, TV, EkaE;( O, — ;|<078i>hk,q!2

a

= <U7 Fv>hk,q_€k Z €j <U’ ﬂ—;l/k’q~(Id+(’l7—]d)),jv>hk:,q_Z |<U7 Si>hk,q ‘2
J [

Id = O(k") hi=hyy p= e

=, Tv)n,, — e Z £ (v, Wi,q,jwhk,q
j
(.
—(v, EH{k:q(n — Id)v)p, ,
1
o2 (Id = ), — 3 [0, s, (129)

d’aprés le Lemme 6.1.2. Ici 9(Id — n) est un endomorphisme de F ® LF tel que
|9(Id — n)||co = O(||Id — n||%0). D’un autre coté, il vient que

< = (ZT]TJ ) Iln — Id||co (4.29)

Puisque hy, , vérifie par définition (4.27), nous obtenons en combinant (4.29) et (4.28)
que pour des constantes co, ¢, ¢, indépendantes de £,

1
pndd=n)|

€k che k c
In = Idlloo (1= cor s ) = 2% iy = a0 < 22 (T = Tlleo + llog (k) o)
y
< Lok o

On obtient bien 'estimation souhaitée pour k suffisamment grand. Enfin, puisque
les s; sont orthonormées respectivement a Hilb,,(hy ), nous avons

w" w" w"
/J\/[<$i>$j>ﬁ;m = /]w<3i7$j>hk,qm+/]\/[<(/’7_[d)si’8j>hkwqm

n

w
= 5z‘j+/<(77—fd)8178j>hk,q—,
M n!

et 'on conclut en utilisant la premiére partie de la preuve et I'inégalité de Cauchy-
Schwartz. n
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Soit ¢ un entier strictement positif. A partir des métriques presque équilibrées
h 4, nous venons d’obtenir un point dans le quotient symplectique Z = Q,//3,

avec une métrique },;q € Met(F ® L*) qui vérifie :

Z si (., 5i>ﬁ; + €, Z ijéj = Ci1d, (4.30)
J

(2

ou q = (s1,...,5n5, 4,01, ....0,) € Qp. Ainsi, nous sommes clairement sous les hypo-
théses de la section précédente avec h := h, et en choisissant comme métrique de
référence hr := ho,, métrique faiblement 7-Hermite-Einstein vérifiant (4.5).

Regardons la SL(N) orbite de ce point q afin de construire une métrique équili-
brée, c’est & dire un zéro de psy(ny. Pour toute matrice sans trace S € v/ —1su(N),
nous pouvons utiliser 'action de SL(N) sur q € Z pour obtenir un autre point e q

du quotient symplectique, ce qui nous donne une autre métrique hermitienne hg sur
le fibré F @ L* vérifiant toujours (4.30) et qui dépend de ¢. Soit 1(S) la matrice
vérifiant la décomposition (4.15) pour cette nouvelle métrique hermitienne hs. Dans
ces conditions, avec les notations de la Proposition 4.3.1, nous avons les estimées
suivantes :

Proposition 4.7.3. Soit R > 0 et S € /—1su(N) telle que |||S|]] < 1.
1. Siq > a+ 1, alors il existe une constante Cy (indépendante de k et R) telle que
St

1
ISl + 7 < Cur,

alors la métrique f?s est R-bornée.
2. 1l existe une constante Cy (indépendante de k) telle que

HInS)I < Cs (IS + [log(k)llco) -

Démonstration. Tout d’abord, la construction étant invariante sous SU(N), nous
pouvons supposer que S = diag(});) est une matrice diagonale avec >, \; = 0. Soit
q=(51,.,sn, A, 01,....00) et ¢ = (eMsy,...,e sy, A, 01, ..., 0,,). D’aprés le Lemme
4.7.1, il existe bien ns € End(F @ L*) tel que

By~ .. (ns) = Cild.
Soit hs = fZ] - 1s. Maintenant, par définition,
Z Sif. Si)pc + €k Z ajw%j = Cstpld + 2(1 — e)si{., si)m

Nous appliquons le méme raisonnement que dans la preuve de la Proposition 4.7.2
en utilisant Pestimée du Lemme 4.6.5 (1% inégalité). Ainsi il vient que

hy— s < cllIslll.
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Par ailleurs, la métrique h, différe de la métrique de référence h,, par un terme en

O (1/k) en norme C d’aprés la Proposition 4.7.2 et donc on a Hﬁ; — ES‘ <R
Ca

en choisissant convenablement Cy. Par ailleurs, quitte a prendre Cy plus petit, on

peut aussi exiger que hg > }l%hoo puisque la quantité |||S||| est par hypothése bornée,

donc (1) est acquis.

Pour I'assertion (2), on remarque que

n(S); :/ (nseis;, 6Aj5j>h~q dV — 0i;
M
:/]\‘/[ <(775 - [d)e/\iSi, eAij>ﬁ; dV + ( y <€)\i8i, 6)\ij>;{; dV — 51]) (431)

D’apreés la premiére partie de la preuve et la Proposition 4.7.2, le terme de gauche de
(4.31) est borné en norme C° par un multiple de |||S|||*. Le terme de droite est quant
a lui, par la Proposition 4.7.2, borné par un multiple de |||S||| + ||o74(k)]||co- O

Proposition 4.7.4. Soient R et q des réels strictement positifs.

Si ||S|]| < min{d, 0k" "9} avec §(R, M, .F) suffisamment petit, alors la métrique
hNS est R-bornée, la base (s;)i—1..n est a R-géométrie bornée et q est un zéro de
Uapplication moment pg. Enfin, pisuny = n(S) ot la matrice 0 (S);; vérifie (4.15)
avec

In(S)]| = O(k*/27171).

Démonstration. Avec le choix de |||S]|| + £ < C4R, la Proposition 4.7.3 (1), nous
donne que si ||[S]|] < 0 avec

. (C4yR 1
0:=min| —,— |,
2 10
alors la métrique hs est R-bornée. A partir de la métrique presque équilibrée hy 4
qui vérifie

Z Si<., Si>hk,q = Ck[d — €k Z Ejﬂ-}i,q,j + O'q(]%'), (432)

J

et ||og(k)|| gare = O(K""7"1) nous pouvons appliquer la Proposition 4.7.2. Dans ces
conditions nous obtenons, par 'inégalité (4.16) et la Proposition 4.7.3 (2), que :

1n(S)| < VN|[[n(S)||| < Csk™2(5 + )k~

puisque N = O(k"). O

Convergence vers la métrique d’Hermite-Einstein

Voici un analogue de [Do4, Théoréme 3| et de [W2, Théoréme 1.2] pour les
métriques T7-Hermite-Einstein sur une variété projective lisse.
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Théoréme 6. Soit .F une filtration holomorphe irréductible sur une variété projec-
tive lisse, munie d’une métrique T-Hermite-Finstein hyp. Alors F est équilibrée et
il existe une suite des métriques équilibrées hy qui converge de maniere C'™ vers une
métrique ho faiblement T-Hermite-Finstein, c¢’est a dire vers hyg quitte a faire une
renormalisation.

Démonstration. Nous allons prouver que nous pouvons construire une suite de mé-
triques équilibrée qui converge vers la métrique faiblement 7-Hermite-Einstein so-
lution de (4.5) en topologie C* ot o € N* et que nous avons noté he.

Soit € fixé par le Théoréme 5 et § par la Proposition 4.7.4. Appliquons la Propo-
sition 4.7.4 avec R > 0, ¢ > 22 +2+a et ||S|| < min{dk™ 4™, £} < 6. Nous obtenons
un point z € Z, représenté par {sy,...,sn, A,01,...,0,,} € Qo. D’aprés le Théoréme
5, nous savons qu’en ce point, A, < C?k%. Toujours d’aprés la Proposition 4.7.4,
I’on voit que

A|ms|| < ACk*/27971 < CpkPn/2H1-e, (4.33)

Vu que |||S||| < [|S]|, nous cherchons a appliquer la Proposition 1.2.10 avec les don-
nées psu(n) (z0) = Mg, A = C?k? et § donné par la Proposition 4.7.4. Mais I'inégalité
(4.33) assure que Al|psy(nvy(20)|| peut étre pris inférieur a 0 pour k suffisamment
grand puisque q > 37" + 2.

Par la Proposition 1.2.10, nous obtenons alors

ISIII < [ISI] < Crk>/2 1,

ainsi que I'existence d’une métrique hs proche en norme C° de ho, & O (K3"/27911)
prés et k-équilibrée. En fait, nous avons méme

||hS . hoo”ca -0 (k3n/2—q+1+a) 7

et par conséquent la convergence en norme C® vers h,, pour tout entier a. Le
théoréme est prouvé avec la Proposition 4.2.2. O

Corollaire 4.1. La connexion d’Hermite-FEinstein sur le fibré F de la filtration
stable F est unique a un automorphisme holomorphe de F prés.



Chapitre 5

Applications aux équations Vortex

Dans ce chapitre, nous donnons des applications du Théoréme 6, notamment au
cas des équations de Vortex pour lesquelles il ne nous a pas été possible de développer
une approche directe de la méthode de S.K. Donaldson. Au lieu de travailler sur la
variété M, nous regardons les équations Vortex comme des équations 7-Hermite-
Einstein sur la variété M x P!

5.1 Filtrations équivariantes et chaines

Soit (M,w) une variété projective lisse de dimension complexe n. Considérons
X = M x P! et Paction du groupe SL(2) := SL(2,C) donnée par action triviale au
dessus de M et Paction standard sur P! via l'identification naturelle

P' = SL(2)/P

avec B le sous-groupe parabolique des matrices triangulaires inférieures de SL(2).
Nous noterons de plus p: X — M et ¢ : X — P! les projections naturelles.

Définition 5.1.1. Un faisceau cohérent F est SL(2)-équivariant (ou encore SL(2)-
linéarisé) si l’action de SL(2) sur X se releve holomorphiquement a F. Une filtration
SL(2)-équivariante F sur X est une fillration avec une structure de faisceau cohé-
rent SL(2)-équivariant F qui induit une structure de sous-faisceau S L(2)-équivariant
sur chaque F; — F et avec les isomorphismes de faisceaur SL(2)-équivariants

Fi/ Ficr = 0" (&) ® ¢"O(2i)
pour 0 < 1 < m et & sont des faisceauxr cohérents sur M avec action triviale de

SL(2).

Finalement une version de la notion de stabilité pour une filtration SL(2)-
équivariante peut étre donnée :

65
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Définition 5.1.2. Une filtration F est SL(2)-équivariante T-stable (resp. semi
stable) si F est SL(2)-équivariante et pour toute sous-filtration SL(2)-invariante
propre F' — F nous avons

1 F) < pn(F) (resp. <)

De plus, une filtration est polystable si elle est somme directe de filtrations T-stables
de méme pente fir.

Dans [AC-GP1], il est donné une relation entre une filtration holomorphe SL(2)-
équivariante T-stable . et la stabilité ordinaire pour une filtration : .%# se décompose
en tant que filtration holomorphe comme une somme directe de filtrations 7-stables
Fs pour 0 < 0 < Jp qui sont images I'une de 'autre par un élement de SL(2). Ainsi,
nous pouvons sans difficulté obtenir une correspondance de type Kobayashi-Hitchin
pour les filtrations holomorphes SL(2)-équivariantes :

Théoréme 5.1.3 (Alvarez-Cénsul & Garcia-Prada).
Soit F une filtration holomorphe SL(2)-équivariante sur X de longueur m + 1
et T un m-uplet de réels positifs. Alors F est SL(2)-équivariante T-polystable si

et seulement s’il existe une métrique SU (2)-invariante T-Hermite- Einstein vérifiant
Iéquation (2.2).

En fait, par restriction tout fibré vectoriel SL(2)-équivariant sur X définit un
fibré holomorphe B-équivariant sur M x P /P ~ M ; inversement a tout fibré holo-
morphe PB-équivariant £ on peut associer un SL(2)-fibré en considérant le quotient
de SL(2) x E par l'action de u € B donnée par u - (g,e) = (¢-u ', u-e). Sur ce
quotient noté

SL(Q) X E,

I'on dispose d’une action de ¢’ € SL(2) par ¢'- (g,¢e) = (¢'g, €). Ce principe d’induc-
tion et de restriction s’applique également aux faisceaux cohérents.

Maintenant, 'on peut voir que pour tout faisceau £ cohérent B-équivariant, 'on
dispose d’une décomposition en somme directe respectivement a ’action de C*. En
effet, un tel faisceau & est isomorphe & @, & ®V; avec action triviale sur les faisceaux
cohérents & et V; = M x ¥; est le fibré vectoriel correspondant & une représentation
irréductible ¥; de B d’aprés les résultats généraux de [Seg, 2|. Notons que & est
un fibré si et seulement si les & le sont aussi. Cette remarque justifie a la fois la
Définition 5.1.1 et permet de voir (voir [AC-GP3, Section 3.2]) qu’un fibré vectoriel
SL(2)-équivariant F sur X se décompose de maniére équivariante et unique (a
isomorphismes prés) sous la forme

F— @& oq )

ol H est le fibré en droites de classe de Chern 1 sur P!, &; sont des fibrés vectoriels
holomorphes et les n; sont des entiers relatifs distincts deux a deux. Observons aussi
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a ce niveau que les fibrés p*(&;) ® ¢*(H™) munis de la métrique SU(2)-invariante
p*he, ® q*hyns sont orthogonaux deux a deux.

Définition 5.1.4. Une chaine de faisceauzr sur M est une paire € = (&,¢) com-
posée d’un (m + 1)-uplet & = (o, ...,Em) de faisceaur cohérents sur M et d’'un
m-uplet ¢ = (@1, ..., o) d’homomorphismes ¢; € Hom(E;,E;—1). Cette chaine est
dite holomorphe si tous les faisceaur E; sont des fibrés.

Définition 5.1.5.
— Une sous-chaine de la chaine € = (&, @) est une chaine €' = (&', ¢') telle
que & est un sous-faisceau de & pour tout 0 < i < m et ¢; 0 j; = ji—1 0 ¢, ot
Ji & — &; sont les morphismes d’inclusion.
— La sous-chaine €' de € est dite propre si 0 < Y (&) < > (&),
— La chaine holomorphe € est irréductible si elle ne peut pas s’écrire

C =6 D 6
avec 6; # € sous-chaines holomorphes.

Définition 5.1.6. Pour une chaine € = (&, @), et un (m~+1)-uplet B = (Bo, ..., Bm),
nous définissons la 3-pente

Dino deg(&)) — 2210, Bir(&))
> o (&)
Une chaine est dite B3-stable (resp. semi-stable) si pour toute sous-chaine propre €

de €, Uon a pg(¢’) < pg(€). Une somme directe de chaines 3-stables de méme
pente est dite polystable.

pe(?) =

Nous disposons du théoréme [AC-GP1, Theorem 1.1] :

Théoréme 5.1.7 (Alvarez-Cénsul & Garcia-Prada).
Il existe une correspondance 1-1 entre les catégories des filtrations SL(2)-
équivariantes sur X et des chaines de faisceaux sur M.

Ainsi, en particulier nous disposons d’une correspondance 1-1 au niveau des
objets holomorphes entre les extensions sur X de la forme

0—=p&—FE—p&E@qO2) —0
et les triplets (&, &1, ¢1) ot ¢ € Hom(&E, ).

5.2 Reéduction dimensionnelle et applications

Soit W' = p*w + ¢*wrs (00 wrg désigne ici la métrique de Fubini-Study sur P?)
une métrique Kéhler sur X.

Au niveau des métriques, nous disposons du théoréme central suivant [AC-GP1,
Theorem 4.1],
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Théoréme 5.2.1 (Réduction entre chaines et filtrations holomorphes).

Soit F une filtration SL(2)-équivariante sur X et € la chaine correspondante sur
M. Soit T = (70, ..., Tm). Alors F admet une métrique T-Hermite-Finstein SU(2)-
invariante respectivement o W' si et seulement si € = (&, ¢) admet un (m+1)-uplet
de métriques hermitiennes lisses h = (ho, ..., hy,) satisfaisant la chaine d’équations
Vortex (ou équations vortex-couplées) suivante :

— 1 x
_1AFh0 + §¢1 (0] 1h0 = T[)Idgo (51)
1 *p, . *p,.
VEIAR, =5 (6" odi+ inooy) = (n—20)Ide, (1<i<m1)(52)
1
V—1AF},, — iqﬁfrﬁm 0y = (T —2m)ldg, (5.3)

Ce théoréme peut étre retranscrit au niveau de la stabilité des objets considérés,
[AC-GP1, Theorem 4.2].

Théoréme 5.2.2. Soit .F une filtration SL(2)-équivariante sur X et soit € la
chaine correspondante sur M. Alors F est SL(2)-équivariante T-stable (resp. semi-
stable) si et seulement si € est (1o, ..., T, — 2m)-stable (resp. semi-stable).

De nombreuses équations peuvent étre obtenues par le principe de réduction
dimensionelle. En particulier :
— Le cas des paires de Bradlow [Bral| est traité par |GP| : si (E, ¢) est une paire
(c’est a dire F un fibré vectoriel holomorphe et ¢ € H°(M, E)) sur une variété
kiihlérienne compacte (M, w) et si F' est donné par 'extension sur X = M x P!

0—-p'E—F—qg0O02) —0

alors (E, ¢) est A-stable au sens de Bradlow si et seulement si F' est Mumford-

stable vis & vis de la polarisation p*w + (T(E)+1§§\/7deg(E) T Wrs.

— Le cas des triplets de Witten (monopoles non abéliens) : soit L un fibré en
droite sur une surface projective S et (L, ¢,0) un triplet constitué par une
structure holomorphe £ sur L, une section holomorphe ¢ € H°(M, L) et 0 :
L — Kg un morphisme. Le triplet (L, ¢,0) est dit G-stable si deg(L) < [ et
¢ # 0 ou bien B < deg(L) et # # 0. Un triplet est G-stable si et seulement si
(¢,60) # 0 et il existe une métrique h sur L satisfaisant 1’équation :

VIAF+ 5 (6l - 167) = 5

Cela revient a considérer, avec nos notations, la chaine ((Kg, £, 0), (0, ¢)).

— Le cas des systémes cohérents étudiés dans [LeP1|, c’est a dire des couples
(E,Vg) ou Vg est un sous-espace linéaire de H(F). En fait nous pouvons
voir les systémes cohérents comme des ‘paires de Brill-Noether’, c’est a dire
déterminés par les chaines de la forme ((E, Ve ® Op/), p) ol p est injective et
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modulo Paction de GL(dim(Vg)). L’équation Vortex relative a ce systéme est
étudiée dans [B-GP3],

k
V=IAF, +) ¢ @¢" =k x Id
=1

— deg(E
[ @uopav ===,

ou k = dim(Vg) et {¢1,..., o} est une famille libre de sections holomorphes
engendrant V.

— Le cas des ‘framed modules’ étudiés par Huybrechts et Lehn ([H-L1, H-L2])
ou des fibrés décorés, constitués d’un fibré Fy avec un morphisme 0 : Fy — E;
vers un fibré fixé E;. Dans ce cadre I’équation vortex s’écrit

V—1AF, — 00 = Cst x Id
et nous sommes ramenés a considérer les extensions
0—-p'Ey—F—¢E,®0(2)—0.
— Le cas des équations d’Hitchin d’anti-auto-dualité au dessus d’une courbe com-
plexe C' [Hil] :
FiF+[®,&"] =0
ou ® € H'(M, End(F)® K¢) et Fy- est la partie sans trace de la courbure F.
La notion de stabilité est celle dans le sens usuel pour les fibrés holomorphes
restreinte aux sous-fibrés ®-invariants.

Sur 'espace de modules M des fibrés de Higgs stables de degré nul au dessus
de C', nous disposons d’une action de S! dite de Hitchin,

g-(A,®)=(A,gP) € A(E) x H* (M, End(E) ® K¢).

qui préserve la forme Kéhler naturelle sur M. Un fibré stable (E, A, ®) repré-
sente un point fixe de cette action si et seulement s’il existe une transformation
de Jauge ¥ telle que D9 = 0 et [, ¥] = /—1V (Cf [Hi2, Sim|). Le fibré E
se décompose alors holomorphiquement

d
E = EBE
i=1

et U agit avec poids (croissants) A\; € R sur chaque facteur F;. Nous disposons
aussi de morphismes
QB — Ei ® Ko

non triviaux avec ¢ = @, ®;. Si I'on note maintenant & = Ey_; ® Kg_’, alors
nous pouvons définir dans ce cas particulier, une chaine holomorphe (&, ¢) en
considérant les morphismes

O =Py @1d: & — Ei.
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— Certains quivers (non twistés) étudiés dans [AC-GP2, Section 6].

— Les équations Vortex couplées étudiées dans [O-T1] et qui sont reliées a des

invariants de Gromov-Witten tordus.

Maintenant, il est aisé de modifier les preuves des chapitres précédents pour voir
que dans le cas d’une filtration holomorphe SL(2)-équivariante stable, nous allons
obtenir une suite de métriques équilibrées SU(2)-invariantes. Cette remarque nous
permet d’obtenir le résultat suivant, ou par 'métrique algébrique’, nous entendons
une métrique provenant d’une construction G.I.'T en tant que zéro d’application
moment.

Théoréme 7. Soit € une chaine holomorphe irréductible au-dessus d’une variété
projective lisse admettant un (m + 1)-uplet h = (hg, ..., h,,) de métriques hermi-
tiennes satisfaisant la chaine d’équations vortex données par (5.1),(5.2),(5.3). Alors,
quitte a faire des renormalisations par changements conformes, chaque métrique h;
est la limite au sens C* d’une suite de métriques construites algébriquement. En
particulier, les solutions des équations Vortex de Bradlow ou des triplets de Witten
sont des limites de métriques algébriques.



Chapitre 6

Annexe

6.1 Endomorphisme Hf’T

Dans cette section, nous rassemblons quelques résultats élémentaires qui sont
utilisés dans le Chapitre 4.

Soit .%# une filtration holomorphe, h une métrique hermitienne lisse sur F et Wf ;
la projection h orthogonale sur le fibré F; C F.

Pour deux métriques hermitiennes lisses hy et hy sur F, nous savons qu’elles sont
reliées par 'existence d’'un endomorphisme 7 tel que

hi(X,Y) = hy(nX,Y)

tel que 1 est hermitien défini positif respectivement a ho. En particulier, nous re-
tiendrons que Fy, = Fy,, + 9(n '0,n).

Notation. Nous désignerons par h-n la métrique h(n-,-) pourn € End(F) hermitien
respectivement a h.

Lemme 6.1.1. Pour tout m-uplet T; de réels (non nécessairement positifs) et tout
n € End(F) h-hermitien tel que k' = h -n, nous avons

d (zm: Tﬂ}?i) ZTﬂrh zdn Id = T 2)
=1
T

Démonstration. Tout d’abord, nous pouvons nous restreindre a un des facteurs mj,;,
projection h-orthogonale sur le sous-fibré F;. Soit ¢ +— m;(t) une famille quelconque
a un paramétre réel de projections sur le fibré F; telle que m;(0) = W,Z]z Vu que 'on
a les relations

m(0)mi(t) = m(t)
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nous obtenons que
7;(0)m;(0) = m;(0)
c’est a dire que Im(m;(0)) C F; et d’un autre coté,
7:(0)'7;(0) = m;(0)" — m;(0)m;(0) =0
et donc que ker(m;(0)") D F;. Par conséquent,
mi(0)" = mi(0)m;(0)'(Id — m;(0))

et Pespace des solutions de cette équation est Hom(F;-, F;). Remarquons également
que la différentielle est nécessairement U(F;-) x U(F;) invariante. Enfin 'on peut
appliquer le lemme de Schur puisque U(F;") x U(F;) agit irréductiblement. Ainsi &
une constante multiplicative prés, la différentielle cherchée est donnée par

X — m(0)X(Id — m;(0))

Posons hy = h - (Id + n) avec 19 = 0. Maintenant, si on choisit une base h-
orthonormée (€9),—1,., dont les r; premiers vecteurs engendrent F;, alors la nouvelle
base (e ;)1_1,“7 hy- orthonormale est donnée par

R(e}) = () (6.1)

J i
ot R est I'unique matrice triangulaire supérieure avec coefficients diagonaux stric-
tement positifs qui vérifie la relation RR*» = Id + n,. Maintenant, en différentiant
(6.1) en £ = 0, on trouve pour j < n-,

<de§)t:0 - __d (0) jj J Zd o) jk -
k<j

Ainsi en différentiant h; en t = 0, il vient

T T T
t t*h _ 0 0*hg 0 0*hg 0*hg
d(g €; @ €] t> = e; ®e; 0dny — e; ®e; dnog L ®ed "o,
t=0

j=1 j=1 j=1 k=1
ce qui permet de conclure. O
Maintenant, par simple application du lemme précédent, il vient :

Lemme 6.1.2. Pour tout m-uplet T; de réels (non nécessairement positifs) et tout
n € End(F) hermitien, nous avons

ZTﬂrh (Id-+m),i ZTﬂrhz +1II,7(n) + O(n?)

ot l'on a posé l’endomorphzsme :

Hf”' LM Zﬂ'ﬂ'fﬂ] (Id—ﬂ'f:i).

i=1
Ici O(n?) est un endomorphisme hermitien tel que sa norme d’Hilbert-Schmidt soit
magorée par O(|[n||20)-
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6.2 Reésolution d’une certaine équation elliptique

Nous aurons besoin des identités Kéahler classiques :

Lemme 6.2.1. Sur une variété kihlérienne, pour un fibré holomorphe hermitien E
dont la courbure de Chern est Fr, nous avons les relations de commutation

[A, 0] = —/—10" [A, 0] = /10" Ag = Do+ [V—1Fg, Al.

Dans la suite, nous devrons supposer que les {7,...,7,,} sont nécessairement
positifs.

Lemme 6.2.2. Soit .% une filtration holomorphe simple au dessus de M et U :
End(F) — End(F) un opérateur auto-adjoint positif d’ordre zéro. Alors, pour tout
métrique hermitienne h € Met(F), il est toujours possible de trouver une solution
lisse et qui préserve la filtration au systéme linéaire elliptique

A00Q +¥(Q) =Q

pour tout endomorphisme lisse Q tel que Q(F;) C F; et lon ait fM tr(Q)dV = 0.
De plus, si F est une filtration holomorphe telle qu’il existe sur F une métrique h
faiblement T-Hermite-Finstein, et si l'on a posé

U U I1,7(U) (6.2)
alors Q est auto-adjoint si el seulement si Q' est auto-adjoint.

Démonstration. 11 suffit de voir que 'opérateur A,00 + ¥ qui est elliptique (d’ordre
2) auto-adjoint positif (les 7; sont positifs), est de noyau trivial. Regardons le noyau
de cet opérateur : (0*0) U = 0 implique |0U|, = 0, c’est a dire puisque .# est simple,
U = ~Id avec v constant sur M. Maintenant si Id € ker ¥, alors par alternative
Fredholm, le systéme elliptique admet bien une solution si (Id,Q) = [, tr(Q)dV =
0. L’unicité est évidente si 'on impose la condition [, tr(Q)dV = 0. Si, Id ¢ ker W,
alors le systéme admet une unique solution.

L’opérateur défini par (6.2) est auto-adjoint et positif. Par ailleurs, en appliquant a
nouveau les identités Kahler, nous avons

V-1A00Q™ = AQ”
= AaQ
\/_AFh7 }>

= (Aan Z ﬂ-h 4 >
d’ou 'on tire que

<\/—_1A(58Q’)+Z7r,” ) — V=1A (90Q") +Z Q"
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puis

(V=IA (30Q) + W(@))" = V=14 (30Q") + ¥(Q")

et par unicité de la solution, nous obtenons que Q' est hermitien défini positif si et
seulement si Q Dest. O

“  What good or evil angel bid
Me stop exactly when I did ?
What would have happened had I gone
A kilometre further on ? 7
W.H Auden, "Walks"
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Vortex type equations and canonical metrics

Abstract

Let M be a smooth projective manifold. Let F be a filtered holomorphic
vector bundle over M. We introduce a notion of Gieseker stability for such ob-
jects and relate it to an analytic condition in terms of hermitian metrics on F,
called balanced metrics by S.K Donaldson, that come from the world of Geo-
metric Invariant Theory (G.I.T). If there is a metric A on F that satisfies the
7-Hermite-Einstein equation studied by Alvarez-Cénsul and Garcia-Prada :

VIIAR, = Y 7,
[

then we prove that the sequence of balanced metrics exists, converges and
its limit, up to a conformal change, is a smooth hermitian metric on F that
satisfies the previous equation. As a corollary, we give by dimensional reduction
a theorem of approximation for Vortex equations introduced by Bradlow and
their generalizations to coupled Vortex equations.




