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En utlisant les représentations modulaires d’Hilbert de

Gal(Q/Q) , affirme I'existence de corps

de nombres (de petit degré) de groupe de Galois non
resoluble et ramifiés en un unique premier petit.

La géomeétrie des nombres et les
bornes de discriminant d’Odlyzko-Poitou-Serre.
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En utlisant les représentations modulaires d’Hilbert de
Gal(Q/Q) , affirme I'existence de corps

de nombres (de petit degré) de groupe de Galois non
resoluble et ramifiés en un unique premier petit.

() Pour les degrés = 5 etn = 6: aucun corps
( ).
(i) Pour le degré: = 7: aucun corps<
).
() Pourn = 8?etn = 97
La géomeétrie des nombres et les
bornes de discriminant d’Odlyzko-Poitou-Serre.
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= Etude de la ramification
= PolynOmes definissant les corps

= Reésultats numeriques
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| es notations utilisées icl sont celles Ge et

Tableaul. Groupes de Galois non résolubles de degre
Groupes
Ordre | 168 | 336 | 1344 | 20160 | 40 320

Tableaw. Groupes de Galois non resolubles de deégré
Groupes
Ordre | 504 | 1512 | 181440 | 362 880
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ng des discriminants.



La valeur minimale de la valeur absolue du
discriminant d’'un corps de nombres de degest
1257728 ( ).
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La valeur minimale de la valeur absolue du
discriminant d’'un corps de nombres de degest

1257 728 ( ).

Ses travaux (en9s0) permettent de minorer la
valeur absolue du discriminant d’'un corps de
nombres de degrépar23 007 468.
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La valeur minimale de la valeur absolue du
discriminant d’'un corps de nombres de degest
1257728 ( ).

Ses travaux (en9s0) permettent de minorer la
valeur absolue du discriminant d’'un corps de
nombres de degrépar23 007 468.

Theoreme( ). SoientK un corps de
nombres de de@m, dx son discriminantp un
premier ramife dansk ete,, (respf,) I'indice de

ramification (resp. le degrresiduel) d’un i@al
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premierp au-dessus de. Soitn = >_7  b;p’
(0 < b; < peth, # 0) le développement-adic de
I'entier n. Alors

) la valeur maximale possible dg(dx ), notéeN, ,
est donnée par:

q
Nnp = Z bi(i + 1)p' — b,
i=0

ou i désigne le nombre de coefficietsnon nuls.
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) Plus précisement :

vp(di) < Zf@(% + epup(ep) — 1).

op

En plus sip est impair, alors,(dx ) peut prendre
toutes les valeurs comprises eriret v, , a
I'exception deap™ — 1 pourn = p“, o > 1 ou pour
n =p*+1aveca > 2.

i) Si p =2 le résultat est le méme qu’en) avec en
plusv,(dx) # 1.
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K désigne un corps de nombres de deg(esp. ), Zx
sSon anneau des entiersdgt son discriminant.

L désigne une cloture galoisienne fixe Meetd;, son
discriminant.

Nous considérons les premiers et

@ designe un idéal premier d&; au-dessus dget‘3 un
iIdéal premier d&Z;, au-dessus de.
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Proposition. Si L est ramife seulement e®, alors
les cecompositions possibles de Bdl engende par
2 dans 'anneal.; d’un corpsk de dege 8 sont:

QWi = 05, 20 = pis5 €127 = p*.
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Proposition. Si L est ramife seulement e®, alors
les cecompositions possibles de Bdl engende par
2 dans 'anneal.; d’un corpsk de dege 8 sont:

QWi = 05, 20 = pis5 €127 = p*.

De plus le discriminantl prend ses valeurs dans
'ensemble

{::221, ::222, ::224 ::225, ::226, ::227, ::228,
::229 :230 ::231}.
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Proposition. Si L est ramife seulement es, alors
les cecompositions possibles de Bdl engende par
3 dans 'anneal; d’un corpsk de dege 9 sont:

37y = @’ OU3Zy = ©{ps.

Autour d’'une conjecture de B. Gross relative a I'existedeeorps de nombres de groupe de Galois non résoluble dtasuem un unique premigr petit — p. 10/



Proposition. Si L est ramife seulement es, alors
les cecompositions possibles de Bdl engende par
3 dans 'anneal; d’un corpsk de dege 9 sont:

3Zy = ° OU3Zy = ©°s5.
De plus le discriminantl prend ses valeurs dans
I'ensemble

{3167 3187 _3197 3207 _3217 3227 _3237 3247 _3257 326}_
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Proposition.

1) Sous , la cloture galoisiennd. d’'un corps de
nombresk de degeé 8 ne peutetre ramife
seulement enh.
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Proposition.

1) Sous , la cloture galoisiennd. d’'un corps de
nombresk de degeé 8 ne peutetre ramife
seulement enh.

2) Sans , SI L est ramife seulement ehalors les
decompositions possibles de Bdl 5 dansk sont:
DLk = P13, 5L = 910503, 5L = 10263,

LK = @} 2534 OUDZLE = P72,
De plusdy prend ses valeurs dans I'ensemble

{597 5107 511}_
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Preuve:
S| L est ramifie seulement €énalors il I'est
sauvagement. On montre que son groupe de Géal@st

Tso ouT,,. En notant le cardinal du groupe d’inerti€'
d'un ideal®}3|5, on montre ques(e) = 1 et quee divise
60. En utilisant le théoreme de Ore, on a

119

ldp[V16! < 5% ~ 24.338.
Sous GRH, les minorations de discriminants-aea
avec corrections locales donnent

log |dy| > 3.801 — 20766, _ _ WTIOUILLIG])
\G| (log |G]) (log |G|)? (H' (log7T|G|)2)

On obtient|d; |'/T! > 33.248 et
dp |/l > 31.678. Contradiction.
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Proposition. Si L est ramife seulement en, alors
la seule @composition possible de ekl engende
par 7 dans 'anneal.x du corpsk de dege 8 est:

Lk = pps.
De plus le discriminantlx prend ses valeurs dans

'ensemble{ 78, —77, 710, 71t 72 7S
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Polynomes définissant les corps

Les resultats sur les groupes de Galois de deg@résp.

) permettent de restreindre nos recherches aux corps
nombreskK qui sont . Dans toute la suite, tous
les corpsK dont il sera question seront SUpPpPOSESs
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Les resultats sur les groupes de Galois de deg@résp.

) permettent de restreindre nos recherches aux corps
nombresk qui sont . Dans toute la suite, tous
les corpsK dont il sera question seront SUpPpPOSESs

Soit I le produit de tous les ideaux premiersZlg
au-dessus des premiers ramifies dansliout

élement) € I\7Z a un polyndme minimafy(z)
€ Z|x| de la forme
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(z) =

—|—a1:1:7—|—a2:1:6—|—a3:1:5—|—a4:1:4—|—a5:1:3—|—a6:1:2—|—a7:1:—|—a8.



(resp.
).

On peut donc choisir les polyndmes générateurs
parmi les polyndmes irréductibles des elements

NN AVA
Nous utiliserons la forme quadratique

HOE Z'f . 16;|* et les relations de Newton:

Sk + Z 1 CL@Sk_i + ka; = 0,0US; = 2?21 Qf et
lesd; les conjugués de I'eélément primitif
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Les travaux de permettant la construction des
tables de corps de nombres donnent une majoration d:
75(0) réduisant ainsi I'ensemble des valeurs prises par
les coefficients; du polyn6me minimalfy(z) a un
ensemble finl.

Nous utiliserons une version du théoreme de Hunter
adaptée a ce contexte pAr. et s Leurs
travaux assurent I'existence d’'un élemérd 7\Z tel

gue le nombre premier ramiftedivise les coefficients,.

Autour d’'une conjecture de B. Gross relative a I'existedee&orps de nombres de groupe de Galois non résoluble dtasuem un unique premigr petit — p. 16/



Theoreme( ). SoientK un corps
de nombreprimitif de degen > 3, de discriminantiy,

[ le plus petit entier positif non nul de I'e&l I etm la
norme del. Soitv, la constante d’Hermite en dimensio
n. Alors il existe urelement) € I\Z de polyrome

minimal fy(z) = 2" + a1z ' + -+ - + a,_17 + a, tel que
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Theoreme( ). SoientK un corps
de nombreprimitif de degen > 3, de discriminantiy,

[ le plus petit entier positif non nul de I'e&l I etm la
norme del. Soitv, la constante d’Hermite en dimensio
n. Alors il existe urelement) € I\Z de polyrome

minimal fy(z) = 2" + a1z ' + -+ - + a,_17 + a, tel que

(1)
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Theoreme( ). SoientK un corps
de nombreprimitif de degen > 3, de discriminantiy,

[ le plus petit entier positif non nul de I'e&l I etm la
norme del. Soitv, la constante d’Hermite en dimensio
n. Alors il existe urelement) € I\Z de polyrome

minimal fy(z) = 2" + a1z ' + -+ - + a,_17 + a, tel que

(1)
(i1
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loration des bornes des Ccoeftll-




Definition. L’exposant de Newton-Oenp du
coefficientu; du polyrome

fo(r) =2"+arx" '+ - +a,_17 + a,, estlaplus
petite valuation em du coefficient;; de tous les
polyndbmesf, (avect € I\7Z) susceptibles
d’engendrer le corps de nombréS de degé n, et
dontp divise tous les coefficients, as, - - - , a,_1 €t
Q-
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Corollaire. Soit K un corps de nombres primitif de
degie 8 ramifie seulement et (dx = +2"). Alors il
existe urelement) € I1\Z tel que
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Corollaire. Soit K un corps de nombres primitif de
degie 8 ramifie seulement et (dx = +2"). Alors il
existe urelement) € I1\Z tel que

(1) a) Si2Zy = ¢° alors T5(6) <
b) Si2Zy = pip; 0U2Zf = p* alors
T,(0) <
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Corollaire. Soit K un corps de nombres primitif de
degie 8 ramifie seulement et (dx = +2"). Alors il
existe urelement) € I1\Z tel que

(1) a) si2Z = p° alors T5(0) <
b) Si2Zy = pip; 0U2Zf = p* alors

15(0) <
(2) Sidx = £2°! alors . Sidg = £2%, £2%,
+920, —_228 +2%Y ou +2°" alors ou

SIdK —221 ou +22%° alors ou
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L'amelioration des bornes des coefficieniglu
polynome minimalfy passe aussi par:
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L'amelioration des bornes des coefficieniglu
polynome minimalfy passe aussi par:

1. les bornes dé gui sont des
majorations pour les fonctioris, (/) = > ", 0],
avecm € Z — {0, 2}.
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L'amelioration des bornes des coefficieniglu
polynome minimalfy passe aussi par:

1. les bornes dé gui sont des
majorations pour les fonctioris, (/) = > ", 0],
avecm € Z — {0, 2}.

2. Les corrections locales d&rre et
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ltats numeriques

apes de l'algorithme:



Reésultats numeriques

On construit les polynomeg susceptibles
d’engendrer le corp&” fixe.
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On constrult les polynomeg susceptibles
d’engendrer le corp&” fixe.

La sighature du corp& étant fixee, on vérifie les
polyndmesf, ayant le bon signe du discriminadi, .
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On constrult les polynomeg susceptibles
d’engendrer le corp&” fixe.

La sighature du corp& étant fixee, on vérifie les
polyndmesf, ayant le bon signe du discriminadi, .

On vérifie la relationi;, = dxa” oUa = [Zk : Z[6)).
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On constrult les polynomeg susceptibles
d’engendrer le corp&” fixe.

La sighature du corp& étant fixee, on vérifie les
polyndmesf, ayant le bon signe du discriminadi, .

On vérifie la relationi;, = dxa” oUa = [Zk : Z[6)).
On teste l'irreductibilité defy.
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On constrult les polynomeg susceptibles
d’engendrer le corp&” fixe.

La sighature du corp& étant fixee, on vérifie les
polyndmesf, ayant le bon signe du discriminadi, .

On vérifie la relationi;, = dxa” oUa = [Zk : Z[6)).
On teste l'irreductibilité defy.

On garde legy dont le discriminant du corps a la
méeme valeur que celle dé.
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Polyndmesfy(x) Gal(L/Q)
22 r° + 62 + 1 T,
24 ° +1 T,
24 | 28 + 4% + 8x* + 42° + 1 T,
25 | 18 — 4% + 6x* — 42° + 2 15
26 | x® — 42 — 2z* — 4% + 1 155
26 | z® + 42 — 22* + 422 + 1 155
26 8 + 4zt — 422 + 1 T/
27 S + 2z* + 2 17
27 S — 2% + 2 T
27 | #® — 4% + 10z* — 8z + 2 T
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28 | #® — 4x® — 22* + 122% + 1 | T,
28 | 2% + 420 — 22 — 122% + 1 | Ty,
28 3 — 6zx* — 8x% — 1 1k
28 S — 2% — 1 Tx
28 % + 2z* — 1 Ty
28 | #® — 42% + 102" + 42 + 1 | T,
29 | 2% — 425 4+ 8z* — 822 + 2 | Thg
29 | 2% 4+ 425 +8z* + 8z + 2 | Thg
29 S — dg® I At — 15
29 8 4+ 425 4+ 42 — 2 T
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3 r® — 8x* + 8z — 2 Ty
31 1S — 8x* — 812 — 2 157
31 5178 — 2 Tg
25 % 4+ 8x* — 2 Ty
3 3 + 2 Tg
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31| 2%+ 825 +20x* + 1622 +2 | T
31| 2% — 829 4+ 20x* — 162 +2 | T}
31 5138 — 45174 + 2 T16
31 1S + 4x* + 2 16
31 | 2 + 8% + 24x* + 3222 + 18 | T}~
31 | 2% — 82% 4 24a* — 322 + 18 | T}y
31 8 + 8z2°% — 122* + 2 1~
31 % — 4z* — 822 + 2 155
31

1S — 4x* + 8x° 4 2 155
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Polyndmesfy(x) Gal(L/Q)
19 r? —3x% —6x° — 1 1y
21 r? — 32% + 1 I8
22 r — 625 + 1223 + 1 T
22 | ¥ — 9z + 27x® — 30x° + 9z — 1 T
23 z? — 62% + 923 — 3 155
23 z? — 32% + 3 Mo
23 w I — O 3 i
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25 | 2° — 92" — 325 + 27x° + 18x* — 2413 — 2722

—9x + 23 Ty
25 | 2° — 92" — 625 + 272 + 36x* — 2413 — Hdx?

—9z + 22 Ty
25 | 2° — 927 — 3% + 272° + 18z* — 153 — 27x?

—36x — 4 150
26 x) — 9x°% 4+ 272° — 3 Ty
26 9 —3 T,
26 x? — 92° + 2723 — 24 T/
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lusion



Theoreme( ). Il nexiste pas de
corps de nombregrimitif de dege 8 (resp.9)
ramifie en un unique premier, pour et
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Theoreme( ). Il nexiste pas de
corps de nombregrimitif de dege 8 (resp.9)
ramifie en un unique premier, pour et

Corollaire. Soit K un corps de nombres de dégr
n < 9 et ramife en un unique premier < 11. Alors
le groupe de Galois de sadature galoisienne est
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Theoreme( ). Il nexiste pas de
corps de nombregrimitif de dege 8 (resp.9)
ramifie en un unique premier, pour et

Corollaire. Soit K un corps de nombres de dégr
n < 9 et ramife en un unique premier < 11. Alors
le groupe de Galois de sadature galoisienne est
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