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Résumé

Avant d’estimer les paramétres intervenant dans des systémes dynamiques, linéaires ou non-
linéaires, controlés ou non controélés, il est important d’effectuer une étude d’unicité des parameétres
considérés par rapport aux données expérimentales. Cette étude est encore appelée identifiabilité.
Plusieurs méthodes ont été développées ces derniéres années, en particulier la méthode entrée-
sortie basée sur l'utilisation de l'algébre différentielle. Les résultats obtenus a partir de celle-ci
permettent de mettre en place des méthodes numériques pour obtenir une premiére estimation
des parameétres, ceci sans aucune connaissance a priori de leur valeur. Cette premiére estimation
peut alors étre utilisée comme point de départ d’algorithmes itératifs spécialisés dans I’étude des
problémes mal posés : la régularisation de Tikhonov.

Dans cette thése, deux modéles non linéaires en pharmacocinétique de type Michaelis-Menten
ont tout d’abord été étudiés. Ensuite, nous nous sommes intéressés & un modele de pollution
décrit par une équation aux dérivées partielles parabolique. Le terme source & identifier était
modélisé par le produit de la fonction débit par la masse de Dirac, dont le support est la position
de la source polluante. Le but du travail était de fournir une premiére estimation de la source
polluante. Aprés avoir obtenu l'identifiabilité du probléme continu, nous avons démontré 1’iden-
tifiabilité d’un probléme approché en reprenant les outils utilisés par la méthode entrée-sortie.
Celui-ci a été obtenu en approchant la masse de Dirac par une fonction gaussienne puis en semi-
discrétisant le systéme en espace. Les résultats d’identifiabilité ont été obtenus quel que soit le
nombre de points de discrétisation en espace. De cette étude théorique, nous en avons déduit des
algorithmes numériques donnant une premiére estimation de la source polluante.

Mots clés : Identiabilité, estimation paramétrique, systémes non linéaires, équations aux dérivées
partielles, semi-discrétisation, modeéle en biologie, modéle de pollution.

Abstract

Before estimating the parameters appearing in a linear or non-linear, controlled or uncontrolled,
dynamical system, it is necessary to study the unicity of the parameters compared to the exper-
imental data. This study is still called identifiability. Several methods were developed these last
years, in particular the input-output method based on the use of differential algebra. The results
obtained from it make it possible to set up numerical methods to obtain a first estimate of the
parameters, this without any knowledge a priori of their value. This first estimate can then be
used as starting point of iterative algorithms specialized in the study of the ill-posed problems :
the regularization of Tikhonov.

In this thesis, two nonlinear models in pharmacokinetic were first of all studied. Then, we were
interested in a model of pollution described by a parabolic partial derivative equation. The source
term to be identified was modelled by the product of the function flow with the Dirac mass, of
support the position of the polluting source. The goal of the work was to provide a first estimate
of the polluting source. After having obtained the identifiability of the continuous problem, the
identifiability of an approximated model was obtained by using the step of input-output method.
The approximated model was obtained by approaching the Dirac mass by a Gaussian function
and by discretizing the system in space then. The results of identifiability were obtained what-
ever the number of points of discretization in space. From this study, we deduced numerical
algorithms giving a first estimate of the polluting source.

Key words : Identifiability, parameter estimation, nonlinear systems, partial differential equa-
tions, semi-discretization, biological model, pollution model.
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Introduction 1

Introduction

Les travaux présentés dans ce mémoire sont basés sur 'utilisation de l’algebre différentielle
pour étudier des problemes d’identifiabilité. L’étude de I'identifiabilité est une étape importante
dans la modélisation car elle permet de savoir si le modeéle proposé est correct ou non. Elle peut
étre définie a partir de la notion de probléme inverse [30] : on dispose d’observations (mesures
expérimentales) et on veut estimer les paramétres intervenant dans les équations du modeéle.
Mais avant de résoudre numériquement ’estimation de ceux-ci se pose le probléme de leur unic-
ité, ce que 'on appelle I'identifiabilité du systéme. Si 'unicité n’est pas garantie par les données
disponibles alors, soit des données supplémentaires doivent étre ajoutées, soit ’ensemble des
données admissibles doit étre restreint. Depuis les années 1990, I’algébre différentielle a connu un
développement accrue en automatique sous l'initiative de M. Fliess. C’est & cette occasion que
I'idée de I'utiliser pour traiter des problémes d’identifiabilité est apparue.

Ce meémoire fait suite a la thése de C. Noiret [42| dans laquelle était comparée trois méth-
odes appliquées a des équations aux dérivées différentielles non linéaires : méthode entrée-sortie
basée sur l'algebre différentielle et élaborée a partir des travaux de F. Ollivier [44], méthode des
similarités [46] et méthodes des invariants [42]. La premiére s’est avérée étre la plus utilisable
pour les modéles controlés car elle est a la base d’un algorithme global pour 'estimation de
paramétres. Etant donné ce début d’étude prometteuse, j’ai étudié cette méthode sur trois ap-
plications présentées dans le premier chapitre : les deux premiéres étant en pharmacocinétique,
la troisiéme, un probléme de pollution.

Dans un premier temps, je ferai des rappels d’algebre différentielle au chapitre 2. Le chapitre
3 consistera & introduire les notions d’identifiabilité vues dans la littérature et a préciser celles
que nous utiliserons pour traiter les trois applications.

Le chapitre 4 permettra de faire le lien entre l'identifiabilité et ’estimation paramétrique.
En effet, nous verrons que les résultats théoriques obtenus grace a 'algébre différentielle pour
prouver l'identifiabilité du systéme permettent de faire une premiére estimation des paramétres.
Nous y introduirons également ’algorithme local de Levenberg-Marquardt adapté dans l'étude
de problémes mal posés et qui nous permettra, dans la suite, d’affiner nos résultats numériques.

Dans le chapitre 5, nous traiterons, théoriquement et numériquement, de deux modéles en
pharmacocinétique. Ceux-ci sont des modeéles d’équations aux dérivées ordinaires non linéaires
proposés par la faculté de pharmacie de Montpellier. L’utilisation de 'algébre différentielle in-
troduit des dérivées qu’il faut pouvoir ensuite estimer aux mieux numériquement. Pour cela,
nous introduirons dans cette partie une premiére méthode basée sur les B-splines et développée
par S. Ibrir et Diop [27]. En effet, elle présente 'avantage de ne demander aucune connaissance
statistique sur I'incertitude des mesures.

La troisiéme application, traitée dans les chapitres 6 et 7 constitue une part importante de
ce mémoire. Elle a été fournie par le conseil régional de Picardie. Il s’agit de la modélisation
d’un probléme de pollution accidentelle dans une riviére, le but du probléme étant d’identifier la



2 Introduction

source d’une pollution, c’est a dire le débit et la localisation de la source de pollution. L’équation
impliquée est une équation aux dérivées partielles parabolique. Bien que le systéme soit identi-
fiable (cf. chapitre 6), cette équation est difficilement exploitable numériquement. Par exemple,
nous verrons dans les chapitres 6 et 7 que la simple résolution directe du probléme pose des
problémes numériques. Cette équation a donc été discrétisée en espace, ce qui nous a donné un
systéme d’équations différentielles. Grace a ’algébre différentielle, nous avons pu montrer 'iden-
tifiabilité de la source de pollution, ceci quel que soit le nombre de points de discrétisation. De
plus, son utilisation a conduit & des algorithmes globaux permettant une premiére estimation des
parameétres. Cette partie numérique sera vue dans le chapitre 7. Des dérivées d’ordre trés impor-
tant sont intervenues dans notre estimation. Pour les calculer, nous avons utilisé une méthode
proposée par M. Fliess et H. Sira-Ramirez, basée sur le corps de Mikusinski. Celle-ci ne demande
pas de connaissance sur les propriétés statistiques des signaux et des bruits et, comme nous le
verrons dans le chapitre 7, elle permet de détruire les bruits structurés. De plus, ’estimation des
dérivées repose sur des formules explicites, ce qui conduit & des calculs trés rapides.



Chapitre 1

Les systémes étudiés

La premiére partie de ce chapitre est composée de généralités sur les modéles paramétriques.
Nous y présentons la notion de processus et introduisons certaines variables interagissant sur
celui-ci. Puis, dans la deuxiéme et troisiéme partie, nous expliciterons les modéles qui seront
étudiés dans les chapitres suivants.

1.1 Quels modéles ?

Les notions que nous allons introduire vont permettre de définir la notion de modélisation.
Rappelons que cela consiste a traduire en termes mathématiques des problémes réels qui peuvent
provenir de la physique, de la biologie, .... Elle dépend entiérement de ce que le modélisateur
souhaite étudier en fonction de ce qu’il peut récolter comme informations.

Un processus réel est un systéme dynamique, c’est & dire un systéme qui évolue avec le temps.
Nous choisissons arbitrairement de mettre en évidence certaines variables interagissant avec le
processus (cf graphe (1.1)) :

— des entrées ou controles notes u = (uy,...,u;). Ce sont des grandeurs connues et dont

nous maitrisons plus ou moins I’évolution. C’est I'action de I'utilisateur sur le systéme.
— des perturbations, notées b agissant sur le systéme. Elles ne sont pas maitrisées par
I'utilisateur et leurs natures sont plus ou moins inconnues.

— des sorties notées y = (y1,...,Yym) mesurées et caractérisant l’action du processus sur
I’environnement.

— des grandeurs liées au systéme mais ne pouvant étre mesurées directement. Certaines d’en-
tre elles nous intéressent, elles seront notées z.

|} —_—Y
Systeme

b — el 7,

Fi1G. 1.1 — Schéma d’un processus



4 Chapitre 1. Les systémes étudiés

Le modéle M est une régle permettant de calculer, & partir de grandeurs connues ou mesurées
sur le systéme, d’autres grandeurs dont nous espérons qu’elles ressembleront aux grandeurs du
systéme qui nous intéresse. Certains modéles font intervenir des grandeurs inconnues constantes,
appelées paramétres que 'on souhaite estimer & partir de mesures effectuées sur le processus
mais aussi a partir d’informations a priori disponibles. Ceci permet de batir le modéle par-
métriqgue M (@), ou M (6) désigne le modeéle obtenu & partir de la structure de modele M(.) dans
laquelle le vecteur de paramétre est 6. Le choix de M(.) est appelé caractérisation, en effet,
pour un méme probléme on peut obtenir plusieurs modeéles. Tous ne sont pas équivalents. Nous
intervenons durant cette étape de caractérisation en étudiant I'zdentifiabilité et I'identification
de ces parameétres. Ces notions seront étudiées dans les chapitres suivants.

Les modeéles étudiés par la suite seront des modeéles paramétriques & temps continu décrits par
des équations différentielles dont la forme générale est donnée par :

(

l
#(t,0) = f(x(t,0),0) + > wi(t)gi(x(£,0),0),
=1

1.1
:B(O, 9) = 550(0)7 ( )

C y(t,0) = h(x(t,0)).

0 est le vecteur des paramétres qui appartient & un ensemble U,y C IRY. Le vecteur z(t,0) €
Q C IR", pour tout 0 € Uyq et tout ¢t € [0,T] représente le vecteur des variables d’état et
ot © un ouvert connexe de IR". Le vecteur u de IR dans IR' est celui des commandes. Enfin
y: IR X Uyq — IR™ est le vecteur des sorties. De plus, chaque application f, g;, 1 = 1,...,1 est
défini de Q x U,y vers Q et 'application h de Q x U,y vers IR™.

1.2 Un modéle pharmacocinétique

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a un probléme d’infection intracellulaire qui
peut prendre la forme de la tuberculose par exemple. Comme les concentrations d’antibiotiques
sont souvent moins importantes a l'intérieur des cellules que dans les fluides extracellulaires, il
est trés difficile de combattre ces maladies. Un moyen d’amener au plus prés les médicaments
vers les cellules infestées va étre d’utiliser les macrophages qui constituent 1'une des premiéres
lignes de défense contre les organismes infectieux. Ce sont de grosses cellules qui se trouvent
proches de l'extérieur du corps : le poumon, le foie et qui ne détruisent que partiellement les
structures étrangéres. L’expérience principale va se faire in vivo, c’est a dire que 'on va injecter
des macromolécules solubles qui vont transporter le médicament et I’amener vers les macrophages.
Ces derniers vont ainsi absorber les macromolécules avec le médicament (cf la figure 1.2). Avant
de mener une étude in vivo, il est nécessaire d’étudier la capacité des récepteurs du macrophage a
absorber ces macromolécules solubles et de quantifier les différents aspects d’un tel procédé. Pour
effectuer cette expérience, du glucose oxydase a été utilisé car il est facilement détectable grace

a la spectromeétrie, aux techniques immunologiques,...., d’otl, le modeéle pharmacocinétique :
( . _ Vm.’El
T = iz —x1) — [
T2 = oz — 22),
Ea (0) = COa (12)
:BQ(O) = Oa
LY = i,




1.2. Un modéle pharmacocinétique 5

Macrophage — 77‘/ o
A
|
Noyau —F [} | ‘
Cellule - i Injection du
2 médicament
o @ °
oo
. L]
L J ‘
Bactérie 4 /..ﬂ
Lee
1]

Milieu
sanguin

1. Infection de la cellule par une bactérie
intracellulaire.

2. Injection de macromolécules qui transportent
le médicament.

3. Absorption des macromolécules par les
macrophages.

FiG. 1.2 — Schéma expliquant les modéles en pharmacocinétique

ou x1 (resp. x2) est la concentration de glucose oxydase & l'extérieur du macrophage (resp. a
lintérieur), V,, est le taux maximal d’absorption des récepteurs se situant sur les membranes
cellulaires des macrophages, k. est la concentration molaire du ligand (c¢’est une molécule qui
permet de reconnaitre une molécule réceptrice), ay (resp. as) est le taux de transfert a travers
la membrane du macrophage de l'intérieur vers lextérieur (resp. de I'extérieur vers l'intérieur).
L’équation (5.1) permet donc de calculer en tout temps la quantité absorbée par les récepteurs
des macrophages. Aussi, les paramétres a identifier sont

0= (alakavmon)- (13)

Une fois les macrophages mieux connus, vient 1’étude in vivo du transporteur du médicament,
une macromolécule sélectionnée qui va amener le médicament vers les macrophages. Toutefois,
cette macromolécule est trés sensible aux procédés d’étude habituellement utilisés. Pour remédier
a ce probléme, le glucose oxydase est de nouveau utilisé mais ici comme médicament toujours
pour des raisons de facilité d’étude. C’est ce qu’on appelle encore une méthode de compétition.
L’estimation précédente des parameétres (aq, ke, Vin, a2) est reprise dans le deuxiéme modeéle qui
est :

( z = ai(zg —x1) — Fa Vi1
! e ! kekg + kexs + kg ’
) = 02(331 - 452), eV
cVmT3
&3 = Pi(wg —x3) - [ E——
T4 = fa(r3z —x4),
Yy = I,
.iEl(O) = Co,
552(0) = 07
z3(0) = ~Co,
5!;4(0) = 07
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x1, 3 (resp. T2, x4) sont les concentrations de glucose oxydase et du transporteur a l’extérieur
(resp. a lintérieur) du macrophage. (31 (resp. f2) représente le taux de transfert a travers la
membrane de la macromolécule de I'intérieur vers I’extérieur (resp. de I'extérieur vers l'intérieur).
k. est le taux de ligand correspondant au glucose oxydase et k, son compétiteur. On suppose
observer y = x] et connaitre, a I’état initial la concentration de glucose oxydase a ’extérieur, soit
Cy mais pas la concentration du transporteur a ’extérieur du macrophage, i.e. . Les paramétres
a identifier qui portent alors sur le transporteur sont

0= (617;327k7a77)' (14)

Une fois identifiabilité et 1’identification faites, il est alors possible de connaitre I'interaction
du transporteur avec les récepteurs du macrophage et donc la quantité de médicament que ce
dernier peut transporter.

La difficulté de ce probléme est due a la non linéarité du modéle et au faible nombre de variables
d’état observées.

1.3 Un modéle de pollution

Pour s’assurer de la qualité de ’eau d’une riviére, il est nécessaire d’analyser sa composition
et la qualité des sédiments qu’elle transporte. On peut aussi étudier la contamination de la chair
des poissons qui y vivent ainsi que la diversité des espéces aquatiques qui fréquentent le fond de
la riviére ou encore la diversité des végétaux qui peuplent les rives.

Par qualité des eaux, on entend ses propriétés physiques, chimiques et biologiques. Elles peuvent
étre évaluées en mesurant la quantité de matiére organique en suspension, de produits azotés
et phosphorés contenus dans les eaux. La matiére organique est constituée d’un ensemble de
substances organiques dont la dégradation implique une consommation d’oxygene dissous dans
I’eau. Ces substances sont contenues dans les rejets d’origine humaine et agricole et dans les
nombreux rejets industriels. L'importance de ces pollutions est estimée par les mesures suivantes :
— DBO : Demande Biologique en Oxygéne qui est la quantité d’oxygene dissous consommé
en 5 jours par les micro-organismes vivants présents dans 1’eau pour réaliser une auto-
épuration de celle-ci.

— DCO : Demande Chimique en Oxygéne qui représente le poids d’oxygéne nécessaire a la

dégradation par voie chimique des substances polluantes.
Meéme g’il faut 5 jours pour avoir des résultats sur la DBO, sa connaissance est beaucoup plus
pertinente. Aussi, c’est sur celle-ci que nous allons travailler. Le probléme qui va nous intéresser
est celui de la détermination du débit et des positions des sources & l’origine de la pollution
observée. L’équation impliquée est alors I’équation parabolique aux dérivées partielles suivante :

' @(t )+V3—“(t )—D@(t ) + Ru(t,.) = Y_ \i(t)d(. — a;) dans [0,T] x Q
at 9 ax b axQ 9 U Y - 1' 7 . a‘Z b b
()¢ u(0,z) =g(z) dans Q (1.5)
u(t,0) =0,
ou
L %(taL):Ov

ou u, V, D, R désignent respectivement la concentration de la substance étudiée, la vitesse de
transport, le coefficient de diffusion (dispersion), le terme de réaction supposé de premier ordre.
Le membre de droite représente 'origine de la source de pollution, les a; désignent la position
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des sources possibles de pollution, \; le débit correspondant.

Le but du probléme est de déterminer, a partir de (1.5) ou d’un systéme approché, la position et
le débit d’une source polluante. Comme nous le verrons dans les chapitres 6 et 7, la résolution du
probléme direct est difficile numériquement. Il parait donc peu raisonable de chercher & résoudre
le probleme inverse qui est, par définition, mal posé, ce qui nous a conduit & approcher le systéme
(1.5).

Nous avons choisi d’utiliser I’algébre différentielle pour pouvoir & partir de I’étude théorique faire
une premieére estimation de la source polluante. Cet outil s’utilise sur des équations différentielles
dont les fonctions sont trés réguliéres. Aussi, pour mener notre étude, nous allons dans un premier
temps approcher la masse de Dirac §(. — a) par la fonction gaussienne

( ) o 1 _@ (1 6)
w(z aﬁe EEE :
D’oi, le systéme
ou ou 0%u At) _ (’”‘3)2
E(t, )+ Va_x(t’ ) - D@(t, .) + Ru(t,.) = oﬁe o2 dans [0,7T] x £,
(%) u(0,z) = g(z) dans Q (1.7)
u(t,0) =0,
ou
%(t,L) =0.

Cette approximation sera analysée par une étude de ’erreur commise sur la solution. Notons le
second membre f(¢,x). Ensuite, ce systéme approché est discrétisé par un schéma aux différences

ou
finies en espace. Supposons que 'on discrétise la riviere en N-+1 points et approchons a—(t,a:)
s
d%u ) . . )
et W(t’ z) par la méthode des différences finies centrées.
x
On a donc (z;)i=o,..,n une suite de points de discrétisation vérifiant :
2 = ih, i=1,..N-1,
o = 0, (18)
ry = L,

ou h = L/N représente le pas de discrétisation. Notons up, ;(t) = u(t, z;). Supposons la solution
u suffisamment réguliére. En utilisant le développement de Taylor a 'ordre 2 puis a U'ordre 4 par

rapport a la variable x, nous pouvons écrire pour 2 =1,..., N :
ou 1 h 0%u
%(t,.’l?i) = E[um(t) — uh7i_1(t)] + Ew(t,fﬂi + 901,2'}7/), avec | P1,i |< 1, (19)
et
0%u 1 h? 0*u
@(t, x;) = ﬁ[uh’i_l(t) — 2upi(t) + up it (2)] + E%(t’% + @9h), avec | g2, |< 1.

(1.10)
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Do le systéme :

( V D D h 0%u

up 1 (t) + (- nt h2 + R)up,1(t) — ﬁ“h,z(t) = f(t, 1) — (t,z1 + @1,1h)

2 02
h2 84
, V. D v D D
un,i(t) = (- + 73 )uni-1() + (5= + 255 + R)uni(t) — s 5unia(t) = f(t,21)
h 9%u h? 0*u )
592 (t,z; + p1,h) — 5923 (t,z; + p2,ih) pour i=2,... N-1,
/ v D vV 2D h 8%u
up, N () = (5 + 2o )unn-1(t) + (5 + 55 + RJupn(t) = ft,2n) — 5 922 (t,zN + p1,8h)
B 84
A _a? _Gm)? g 2aNd
ou f(t,x;) = v (e 02) .
Posons vV D 1% D \%4 D D
= — 4+ _—. d= 2. B=— 2 = _
a h+h2’a h—i-hz,ﬁ <h+h2+R),’y 2
A _d? _Gh)? h2a
| = a2 S = o2 =€ o2
0_\/7—1_6 ) kl,N € ; Q € ’
Ainsi, le systéme semi-discrétisé se récrit sous la forme :
up (t,0) = Apup(t,0) + by(t, 0) + hep(u)(t,0), pour tout ¢ € [0, T, (1.11)
Otl 0 = (l7 Q)’
B v 0 ... 0
a B v ... 0 k1@ up,1(1)
Ah: 7bh(t79): ,’U/h(t,e): ’
0 a B v EnIQN up, N (t)
0 0 o B
19%u h 9
232(t :L'1+<,011h) 12 92 4(t z1 + p2,1h)
eh(u)(tae) = :
1 0%u h 0*u

(t,zn + @1,nh) — (t,zn + p2,nh)

2022 12 9zt
En négligeant les termes d’ordre plus grand que deux, nous obtenons le systéme semi-discrétisé
(1.12) suivant dont nous noterons v, la solution qui est une solution approchée de (1.11) :

(Eh){ vy (t,0) = Apop(t,0) + by(t,6), pour tout ¢ € [0,T], (1.12)

Uh(()? 6) = Gh;
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g9(z1)
avec gp = :

g(zn)
Par la suite, nous noterons les composantes de vy (t), v;(t) au lieu de vy, ;(t).
Dans le chapitre 6, nous étudierons l'identifiabilité de ce modéle approché en distinguant le
cas ou le débit est constant et celui ou il dépend du temps. Nous prouverons grace a l'algébre
différentielle que le modéle est identifiable, ceci quel que soit le nombre de points de discrétisation.
Cette étude théorique nous permettra de faire une premiere estimation de la source de pollution
(chapitre 7) utilisable pour des algorithmes locaux, comme celui de Levenberg-Marquardt.
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Chapitre 2

Algébre différentielle

L’objectif de ce chapitre est d’introduire des notions d’algébre différentielle qui permettront
de définir proprement la notion de représentation et de manipulation de systémes différentiels.
Pour plus de précisions, on pourra se reporter aux ouvrages de Ritt [45] et de Kolchin [32]. En
effet, étant donné un modele, il ne suffit pas d’utiliser les opérations habituelles de 'algébre
différentielle comme la différentiation et I’élimination pour obtenir un modéle équivalent. Pour
se convaincre de cette nécessité, considérons I'exemple suivant :

Exemple 1 :Soit I idéal différentiel (c’est tout simplement un sous-ensemble d’un corps dif-
ferentiel K stable par dérivation) de l'anneau différentiel K{z,y} (defini dans la partie 2.2)
engendré par le modéle emprunté a [15] :

{ z =z, (2.1)

y:x2+:1:.

Par différentiation, on montre que le polynome y = 2z + & est dans I (en fait, (2z+ 1)z —y =0
et il faut considérer un scindage suivant que 2z + 1 est nul ou pas). Par élimination, on montre
que § = 222 + x et z = 2y — ¢ sont dans I. Ainsi, les relations y = (2y — 9)(2y — ¢ + 1) et
x = 2y — y sont des éléments de I. On pourrait donc penser que le modéle

y=2y—9)(2y —y+1),
{x:%_y (2.2)

est équivalent au modele (2.1). Or, (y = —1/4, x = —1/2) est une solution de l'idéal différentiel
engendré par ces équations et il n'y a pas de trajectoire du modeéle (2.1) qui corresponde a cette
solution. Ainsi, pour avoir une représentation équivalente, il ne faut pas prendre en compte cette
solution singuliére et ajouter l'inégalité x # —1/2 au modeéle (2.2).

Bien str, si 'on pouvait définir une base d’un idéal différentiel comme on 'entend dans le sens
courant, cela résolverait bien des problémes. Il serait facile de vérifier qu'un polynéme appartient
a l'idéal, .... Et c’est au milieu des années soixante que H. Hironaka [26] a introduit la notion
de base standard d’'un idéal dans un anneau de polynémes. A la suite des travaux fondateurs de
B. Buchberger [11] et des améliorations algorithmiques, le calcul des bases standard est devenu
courant dans la majorité des logiciels de calcul symbolique.

S’inspirant du cadre algébrique classique, différents auteurs ont proposé des méthodes d’élimi-
nation dans le cadre différentiel, notamment des généralisations de la notion de base standard
aux idéaux différentiels. Malheureusement, elles présentent deux types d’inconvénient. En effet,
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ces bases différentielles sont en général de cardinal infini, et dans le cas contraire on ne peut pas
garantir qu’il s’agisse bien d’'une base standard.

La stratégie pour éviter ce genre de probléme va étre alors de renforcer les propriétés de I'idéal
différentiel que ’on cherche a représenter en imposant qu’il soit premier ou régulier. De plus, ce
n’est pas la notion de base standard qui va étre utilisée mais celle d’ensemble caractéristique.
Pour cela, nous allons présenter ’algorithme de Rosenfeld-Grébner qui a été implémenté par F.
Boulier sous maple [5], [6], [7]. Cet algorithme va consister a calculer une liste (par cela, nous de-
vons comprendre une "intersection") d’idéaux différentiels réguliers représentés chacun par leur
présentation caractéristique a partir d’'un ensemble de polynomes différentiels et d’'une relation
d’ordre admissible donné. Informellement, les différents idéaux correspondent a différentes classes
de solution. En particulier, ’algorithme sépare les solutions de départ qui ne dépendent pas du
méme nombre de constantes arbitraires.

2.1 Anneaux et corps différentiels

Une dérivation sur un anneau R est une application de R dans R qui vérifie pour tous a, b
€ER:

d(a+b) = da + 0b (2.3)

d(ab) = (da)b + a(db) (2.4)

Un anneau différentiel (resp. corps différentiel) est un anneau (resp.corps) muni d’un en-
semble fini de dérivations A = {di,...,0,} qui commutent entre elles. Le monoide commu-

tatif engendré par les dérivations est noté ©. Ses éléments sont les opérateurs de dérivations
6 = 467 ...0%m ou les a; sont des entiers positifs ou nuls.
La somme des exposants a; est appelée 1'ordre de l'opérateur 6 et notée ord(0). L’opérateur iden-

tité est 'unique opérateur d’ordre 0. Les autres opérateurs sont dits propres. Si 0 = §7* ... o%m
et ¢ =% ... &b alors Op = 49101 §amtm,

Un idéal différentiel A de R est un idéal de R stable par dérivation, c’est a dire vérifiant :
a€A=dja€e A (2.5)

Soit R un anneau différentiel et S un sous-ensemble de R, ©S désigne le plus petit sous-
ensemble de R contenant S qui soit stable par dérivation. Si Ry C R est un sous-anneau différen-
tiel de R et si S C R, alors RyS désigne le plus petit anneau différentiel contenant Ry et .S, i.e
Ry[OS].

2.2 Polynoémes différentiels

Soit U = {uyq,...,uy} un alphabet fini quelconque et K un corps différentiel. On note K{U}
I’anneau différentiel des polynomes différentiels a coefficients dans K, construit sur I'alphabet
OU, i.e 'ensemble de toutes les dérivées OQu; avec 0 élément de ©. Les u; sont appelées indéter-
minées différentielles.

Exemple 2 Soit u; un élément de K. En algébre ordinaire, si 0 est la dérivation temporelle %

(k)

alors 1;, u; et u;’ représentent respectivement les dérivées premieres, secondes et £""¢ de u;.
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Exemple 3
p1 = ul—4u
(S) P2 = UgyUy —u+1
p3 = Ugg — Ug.

Il'y a deux dérivations qui sont 9/0, et 9/0, et deux indéterminées différentielles u et v représen-
tant deux fonctions de z, y. On peut prendre pour corps des coefficients K le corps @) des ra-
tionnels ou le corps des fractions rationnelles @(z,y). L’anneau de polynomes différentiels est
K{u,v}. Les dérivées figurant dans le systéme sont uy, u, Ugy, Uy, Vgg.

Pour pouvoir définir un systéme d’élimination des dérivées, nous allons introduire la définition
d’un ordre particulier total.

Un ordre admissible R est un ordre total sur O@U compatible avec I'action des dérivations sur
OU tel que :

Yo € OU, Vo eA, v<dv,
Yo,w e OU, YVoeA, v<w= dv<ow.

Un ordre, tel que Yo, w € OU, v > w = dv > ypw, YO € A, Vi) € A, est appelé ordre
d’élimination. Les autre ordres sont dits alternés. Dans la suite, on notera [z] < [y], I'ordre
d’élimination entre z et y, c’est a dire un ordre qui élimine la variable y ainsi que ses dérivées
ou encore

r<i<i<..<y<gyg<gyg<...
alors que [z,y] désignera un ordre alterné, soit un ordre qui vérifie
Y<T<Y<i<jGg<i<....

Tout ordre admissible est un bon ordre, c’est & dire que toute suite strictement décroissante
d’éléments de A est nécessairement finie.

Définition 1 Soit p un polynéome de K{U} n’appartenant pas & K. Supposons que OU soit
ordonné selon une relation d’ordre total admissible. L’indéterminée principale ou leader de p est
la plus grande indéterminée u € OU apparaissant dans ’écriture de p avec un coefficient non
nul. Soit S un sous-ensemble de K{U}, il sera dit triangulaire si les leaders de tous les éléments
de S sont tous distincts.

Définition 2 Soient p et ¢ deux polynoémes de K{U} n’appartenant pas a K, p est dit inférieur
a g ou p est de rang inférieur & q (noté p < q) si:

1. l'indéterminée principale de p est inférieure a celle de q,

2. ou bien p et ¢ ont méme indéterminée principale u et le degré en u de p est inférieur au
degré en u de q.

Deux polynomes p et ¢ ayant méme indéterminée principale et méme degré d en cette in-
déterminée seront dits de méme rang, ce que nous noterons p ~ ¢. Par la suite, u? sera appelé le
rang du polynéme p.
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Définition 3 Si d est le degré du leader u, alors on définit 1’initial de p (noté I) comme étant le

coefficient de u? dans p et le séparant de p (noté Sp) le polynome g_Z' Par la suite, H, désignera

I'ensemble {S), I,,}.
Soit A un sous-ensemble de K{U} \ K. On note I4 (resp. Sa) 'ensemble des initiaux (resp. des
séparants) des éléments de A et Hy = 14 U Sy.

Par la suite, tout polynome différentiel, défini sur I'algébre ordinaire munie de la dérivation
k

l
temporelle et de 'alphabet X = {z,y}, de la forme Z a;iz® + Z y(j) s’écrira p(z,vy).
i=0 j=0

Exemple 4
1. Si lordre admissible est [z] < [y] alors p(z,y) = 2? + 4 + y + §j admet § comme leader, I, = 1
et Sp =1.

Si p(z,y) = 422 + 53 +y et q(z,y) = = + 2y? alors p < q.

Exemple 5 Reprenons le systéme (.S). Soit R le classement suivant :

U< v < Uy < Uy < vy <V < Uyy < Ugy < Ugy < Vyy < Vgy < Vg < ...

Les leaders des éléments de (S) sont respectivement g, tyy, Ugq; les rangs u?, Ugy, Vg ; les
initiaux 1, vy, 1 et les séparants 2u,, vy, 1.

Si R est un domaine de factorisation unique et p € R[X] alors p peut étre écrit sous la forme
suivante :

p = aotg + a1ty + ...+ aglg, (26)

ou les t; sont des termes de X (produits de puissance de X) et les a; € R.

Définition 4 Le contenu de p sur R est le pged de ses coefficients :
cont(p) = pgcd(ag, ar, ..., ag). (2.7)

La partie primitive de p sur R est le polynéme :

p

pp(p) = cont(p)’ (2.8)

Un polynoéme est dit primitif s’il est égal & sa partie primitive.

2.3 Idéaux différentiels

Définition 5 Soit R un anneau différentiel, un idéal différentiel de R est un idéal de R fermé
pour toutes les dérivations, i.e. Va € I,V0 € ©,0a € I.

Si A C R, nous notons (A) I'idéal algébrique engendreé par A et [A] I'idéal différentiel engendré
par A (fermé par dérivation). Nous avons [A] = (©A).
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Définition 6 Nous appellerons radical de I 1’idéal formé de tous les polyndmes différentiels dont
une certaine puissance appartient a I. Il sera noté v/I.
Un idéal égal a son radical est dit radiciel.

Définition 7 Un idéal P est dit premier s’il est inclus strictement dans K{U} et tel que si
p.q € P alors pe Pougqe€ P.

Soit I un idéal différentiel et S un sous ensemble de K{U}. Notons S I’ensemble de tous les
produits finis d’éléments de S. Nous appelons saturé de I par S, I : S ’ensemble de tous les
polynomes différentiels p € K{U} pour lesquels il existe h un produit fini d’éléments de S tel
que h.p € I.

Soit S = {s1,...,s:} une famille finie d’éléments de K{U}, le saturé de l'idéal I par S est :
I:5%={pe K{U}/3ai,...,a, € INt.q.s{"...s{'p € I} (2.9)

Le saturé d’un idéal différentiel est un idéal différentiel.

2.4 Réduction

Définition 8 Soient p et ¢ deux polynomes de K{U}, p n’appartenant pas a K. Le polynome ¢
est dit partiellement réduit par rapport a p si aucune dérivée propre de I'indéterminée principale
de p n’apparait dans I’écriture de gq.

Définition 9 Le polynome ¢ est dit réduit par rapport & p s’il est partiellement réduit par
rapport a p et s’il est de degré inférieur a celui de p, en I'indéterminée principale de p.

Exemple 6 Si I'on considére les polynomes p(z,y) = = + 2 + i + 9, qi(z,y) = 322 + 1,
q@2(z,y) = 3z + 1 et r(z,y) = & avec 'ordre d’élimination [z] < [y] alors ¢, g2 et r sont ré-
duits par rapport & p. q; est partiellement réduit par rapport & go mais n’est pas réduit par
rapport a ¢s. g9 est réduit par rapport a ¢;.

Soit p un polynéme de K{U} n’appartenant pas & K. Notons u l'indéterminée principale de
p et d le degré de p en u. Il existe un polynéme r, réduit par rapport a p tel que 1’on ait :

p=Lu+r (2.10)

De plus, pour tout opérateur de dérivation propre 6, il existe un polynéme 7y, réduit par rapport
a Op tel que :

Op = Spbu + ry. (2.11)

Remarque 1 Le polynome 6p est de degré 1 en son indéterminée principale fu. Son initial est
aussi le séparant de p.

Par la suite, nous noterons ¢ 2, 1 la réduction du polynéme ¢ par p produisant un polynome 7.

Remarque 2 1l existe des entiers positifs « et g tels que le polynéme r obtenu par cette réduc-
tion vérifie IgSI‘,"q —r € [p] (cf. [5]).
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Nous obtenons ainsi les deux régles de récriture de réduction par p de 0p :

d —Tr

ul — 7 (2.12)
Ou — _S—’: (2.13)

Exemple 7 Soit I’algeébre ordinaire dans laquelle X = {z1, z2,y} et la relation d’ordre admissi-
ble donnée [y] < [z1,x2]. Soit le systéme différentiel :

z1(t) = anzi(t) + aeza(t),
B2 (t) a121 (t) + agexa(t),
Y = .

L’ordre d’élimination, appliqué a ce systéeme, conduit & :
{4 = (a11 + a22)y + (a12a21 — a11a22)y}. (2.14)

Définition 10 Soit A C K{U}. Il sera dit différentiellement triangulaire si aucun élément de A
n’appartient a K, s’il est triangulaire (les indéterminées principales sont deux a deux différentes)
et si ses éléments sont deux & deux partiellement réduits.

Il sera dit partiellement réduit (resp. réduit) par rapport a un ensemble B C K{U} si aucun
polynéme de B n’appartient a K et si tous les polynomes de A sont partiellemnet réduits (resp.
réduits) par rapport a tous les polynomes de B.

1l sera dit auto-réduit si aucun élément de A n’appartient & K et si chaque polynéme de A est
réduit par rapport aux autres polyndmes de A.

Exemple 8 Soit K{z,y} muni de la dérivation % et de l'ordre d’élimination [y] < [z].

L’ensemble A = {p; = &? + x2, py = y + 1} est un ensemble auto-réduit.
L’ensemble B = {q; = &> + x2, ¢ = 2 +y + 1} ne I'est pas.

Remarque 3 Un ensemble différentiellement triangulaire est nécessairement fini. Un ensemble
auto-réduit étant par définition différentiellement triangulaire sera également fini. Par la suite,
nous noterons de tels ensemble A sous la forme d’une séquence ordonnée A = p1 < py < ... < Py,
en précisant s’il s’agit d’un ensemble auto-réduit ou d’un ensemble différentiellement triangulaire.

Définition 11 Soient deux sous-ensembles auto-réduits de K{U},
A=p1 <py<...<pret B=q1 < g <...<qs. Nous dirons que A est inférieur & B si A et
B remplissent 'une des deux conditions suivantes :

1. pj~gqjetp <q,1<j<i<min(rs)

2. pj~qgjetr>s 1<j<s.
Sir = s et si pour toute valeur de 7 comprise entre 1 et s, le polyndéme p; est de méme rang que
q;, nous dirons que les ensembles A et B sont de méme rang.

2.4.1 Théoréme des zéros
Soit E un systéme de polynomes différentiels de K{U} et K un surcorps de K.

Théoréme 1 Un polynome différentiel p € /[E] si et seulement si toute solution de E est
solution de p.
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Soient A et S deux ensembles de polynémes inclus dans K{U} et le systéme :

{‘v’peA, p(ut,...,uy) =0,
Vge S, q(uy,...,up) #0.

Nous noterons ce systéme sous forme abrégé (A = 0,5 # 0).
Une solution dans K de (A = 0,5 # 0) est un n-uplet f = (f1,...,fn) qui annule toutes les
équations sans annuler les inéquations. On obtient alors le corollaire suivant :

Corollaire 1 Soit (A = 0,5 # 0) un systéme d’équations différentielles de K{U}. Un polynome
différentiel p € /[A] : S® si et seulement si toute solution de (A = 0,5 # 0) est solution de p.
En particulier, (A = 0,5 # 0) est sans solution si 1 € \/[A] : S°°.

2.4.2 Présentation caractéristique d’un idéal régulier

Définition 12 Un systéme (A = 0,5 # 0) défini sur un anneau de polynomes différentiels
K{U} est dit un systéme différentiel régulier pour un ordre admissible donné si

1. A est différentiellement triangulaire,

2. S contient tous les séparants de A et est partiellement réduit par rapport a A,

3. tout polynome de [A] : S partiellement réduit par rapport a A appartient a (A) : S°°.
Définition 13 L’idéal différentiel [A] : S est appelé idéal différentiel régulier défini par le
systeme réqulier (A = 0,5 # 0).

Définition 14 Soit I un idéal différentiel contenant des polynoémes non nuls. Nous appelons
ensemble caractéristique un ensemble C' C I auto-réduit et minimal (i.e qui ne contient aucun
polynéme réduit & zéro par rapport a C').

A cet ensemble, nous associons les régles de récriture (2.12) et (2.13).
Par la suite, nous noterons p <, r, la réduction de p & r par rapport a C.

Ainsi, pour tout polynéme p de I, nous avons ¢ %, 0. En effet, sip <, p1 et p1 # 0, alors CU{p; }
est un sous-ensemble auto-réduit de I inférieur a C'.

La réciproque est en générale fausse. En effet, si I n’est pas premier, 'ensemble [C] : HZ® n’est
pas nécessairement I.

La notion de présentation caractéristique C' d’un idéal régulier I, introduite dans ([6]) n’a pas
cet inconvénient. Nous avons par définition I = [C] : HZ.

Définition 15 Soient le systéme régulier (A = 0,5 # 0) sur R un anneau différentiel pour
un ordre admissible de B la base de Groebner algébrique associée & l’idéal régulier algébrique
(A) : §°°, calculé en dimension zéro [6].
Un ensemble différentiellement triangulaire C' = p; < ... < p, est appelé présentation carac-
téristique de l’idéal réqulier [A] : S°° défini par le systéme régulier (A = 0,5 # 0) s’il satisfait les
conditions suivantes :
1. pour tout g € R, nous avons g € [A] : S*° si et seulement si ¢ <, 0,
2. lensemble C' € B est minimal,
3.8 C = pll < p/2 < ... < p’n est un autre ensemble satisfaisant les deux conditions
précédentes et 1 < n est le plus petit indice tel que p; # p; alors I'indéterminée principale
de p; est plus petite que celle de p;.

Dans [7], une définition équivalente a été introduite :
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Définition 16 Un ensemble C est une présentation caractéristique de I'idéal régulier [C] : HE®
si:
1. C est un ensemble caractéristique de [C] : HZ’.
2. C est un ensemble auto-réduit fortement normalisé de K[L, N]| tel que les éléments de C
sont primitifs sur K[N] ot L est ’ensemble des indéterminées principales des éléments de
C et N l'ensemble des autres dérivées apparaissant dans 1’écriture des éléments de C.

Lorsqu’elle existe, la présentation caractéristique d’un idéal différentiel régulier ne dépend que
de l'ordre admissible choisi. Ces notions nous permettent de tester de maniére effective 1’égalité
de deux idéaux différentiels réguliers. Ainsi, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 2 [6] Deux idéaux différentiels réguliers sont égaux si et seulement si les présentations
caractéristiques définies pour un méme ordre admissible contiennent les mémes polynomes.

2.4.3 Algorithme de Rosenfeld-Groebner

A partir d’'un ensemble de polynomes différentiels et d’une relation d’ordre admissible donné,
lalgorithme de Rosenfeld-Groebner retourne essentiellement une liste (par cela, nous devons com-
prendre une "intersection") d’idéaux différentiels réguliers représentés chacun par leur présen-
tation caractéristique. Informellement, les différents idéaux correspondent a différentes classes
de solution. En particulier, 'algorithme sépare les solutions de départ qui ne dépendent pas du
méme nombre de constantes arbitraires. Il est fondé sur le théoréme suivant :

Théoréme 3 [6] Soit (A = 0,5 # 0) un systéme différentiel défini sur une K-algebre de
polynomes différentiels. Il est alors possible de calculer un nombre fini d’idéaux différentiels
réguliers donnés par leur présentation caractéristique C; pour 2 = 1,...,n tels que :

[A]: 5% =[Cy]: HE N...N[Cy] : HE. (2.15)

Les opérations utilisées sont I’addition, la multiplication, la différentiation et le test d’égalité sur
le corps K des coefficients. Cette décomposition peut contenir des composantes redondantes.

Cet algorithme a été implanté par F. Boulier dans le paquetage diffalg en MAPLE.

Le théoreme de Rosenfeld-Groebner ne traite pas toutes les solutions de [A] : S° mais seulement
celles n’annulant pas S. Ainsi, certaines solutions ne sont pas obtenues par le théoréme de
Rosenfeld-Groebner. Nous allons reprendre deux exemples tirés de [33].

Exemple 9 Soit A = {u? —4u}, S = {u,}. C’est un systéme différentiel régulier. Plagons nous
a lorigine. Le polynome u(z) = 22 n’est pas solution de A = 0, S # 0 car a l'origine, le séparant
uz(z) = 2z s’annule.

Toutefois, on montre que u(z) = x? est solution de I'idéal [A] : S*°.

De plus, 'hypothése de non annulation des inéquations est une condition suffisante qui dans
certains cas n’est pas nécessaire. Si ’on poursuit I’exemple précedent :

Exemple 10 Il existe une et une seule solution de [A] : S vérifiant ©(0) = u,(0) = 0. En effet,
l'idéal [A] : S°° contient le polynéme uz, — 2 qui implique 1z, (0) = 2 et u,x(0) = 0 pour k > 2.
On retrouve la solution u(z) = 2.

A notre connaissance, il n’existe pas de théoréme qui généralise le théoréme de Rosenfeld-
Groebner & des conditions initiales annulant S.
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Chapitre 3

Identifiabilité

Lors de la modélisation d’'un phénomeéne, il est important de savoir si le modéle est bien
défini, c’est a dire si a partir d’'un comportement entrée-sortie, il est possible d’estimer soit les
parameétres du systéme appartenant & un ensemble U,; admissible de facon unique, ce que 'on
appelle identifiabilité globale soit un nombre fini de vecteurs de paramétres indépendamment de
toute expérience, on parle alors d’identifiabilité locale. Cette démarche est importante car elle
permet de rejeter ou de conserver un modeéle qui, & priori, semble satisfaisant : c’est la recherche
d’identifiabilité paramétrique. Pour vérifier cette propriété, nous nous placons dans un cadre
idéalisé, c’est a dire que le processus et le modéle sont supposés avoir des structures identiques
(il n’y a pas d’erreur de caractérisation), les données disponibles sont supposées non bruitées et
les intervalles de temps des mesures peuvent étre librement choisis. De plus, lorsque le systéme
est controlé, 'entrée appliquée est supposée pouvoir étre choisie librement. Différentes définitions
de I'identifiabilité sont disponibles dans la littérature. Elles sont basées sur des notions d’analyse
ou d’algebre différentielles et ne sont pas toutes équivalentes.

Ce chapitre débute par un rappel des définitions de 'identifiabilité. Ces derniéres s’accompagnent
de diverses méthodes qui seront présentées dans une seconde partie.

3.1 Deéfinitions d’identifiabilité

Cette section débute par un rappel des définitions analytiques. Elles ne sont pas toutes
équivalentes mais les liens logiques ont étés étudiées dans la thése de C.Noiret [42]. Pour des
raisons de lisibilité, nous gardons les mémes notations que les auteurs auxquels nous faisons
référence.

3.1.1 Définitions analytiques

Pour U une classe quelconque d’applications définies de RT sur IR', F.Ollivier donne une
définition générale du comportement entrée-sortie [43].

Définition 17 Le comportement entrée-sortie du modele M () est ’application

C®) : U — appl(IR", IR™)

U —>y. (3.1)

Le comportement entrée-sortie de la structure M(.) est l'application C' qui a tout vecteur de
parametres 0 associe le comportement entrée-sortie du modele M ().
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Pour la plupart des modeéles, il existe des points atypiques de U,4, I’ensemble des parameétres
admissibles de IR? pour lesquels le modeéle étudié n’est pas identifiable. Pour prendre en compte
ces derniers, E. Walter et L. Pronzato ont introduit dans [48] la notion d’identifiabilité struc-
turelle. En effet, une propriété structurelle est une propriété qui est vraie partout sauf sur un
ensemble de mesure nulle. D’ot1 les définitions suivantes :

Définition 18 Le parameétre 6; est dit structurellement globalement (resp. structurelle-
ment localement) identifiable si pour presque tout 6 € U,y (resp. s’il existe un voisinage W
de 0 dans Uyy) :

0* € Uyq (vesp. 0 € W), C(6*) = C(0) = 6} = 0;.

Les structures de modeéles peuvent étre ainsi structurellement identifiables au sens des défi-
nitions suivantes :

Définition 19 Une structure de modele est structurellement globalement (resp. struc-
turellement localement) identifiable si tous les paramétres le sont.

Il est possible également d’étudier I'identifiabilité de la structure du modéle en une valeur par-
ticuliére du vecteur de parameétres. Pour cela, S. Vajda et al ont donné la définition suivante
[46] :

Définition 20 Une structure de modeéle est globalement (resp. localement) identifiable en
0* € U,g si (resp. il existe un voisinage W de 0* dans Uyy) :

0 €Uy (resp. 6 € W), C(6%) =C(6) = 0" = 4.

Remarque 4 Ces définitions ne prennent pas en compte le vecteur de conditions initiales xg.
Lorsque ce dernier sera connu, 1’étude portera sur des trajectoires partant de cette valeur initiale.
Lorsque ce n’est pas le cas, deux situations peuvent se produire :
— si cette valeur nous intéresse, I’étude portera sur le vecteur de parameétre étendu 6, =
[9, :170]7
— sinon, xg est considéré comme une perturbation du systéme considéré.

Les définitions précédentes se plagaient sur U'intervalle de temps [0, +o00[. Pour mener ’étude sur
un intervalle de temps plus restreint, S. Vajda et al. ont proposé des définitions plus restrictives
dans [46]. Elles supposent la condition initiale () totalement déterminée aprés avoir sélectionné
0 et utilisent le comportement entrée-sortie défini par :

Définition 21 Le comportement entrée-sortie du systéme M () est Iapplication :

5200 U, th[— appl([to, t1[, R™)
L ) (.0, (3.2

oil Ulto, 1] est une classe d’applications bornées, mesurables de [tg, ;[ sur IR'. On en déduit des
z0(0)

définitions semblables aux précédentes en remplacant C(6) par X,
Remarque 5 Cette derniére définition sur le comportement entrée-sortie améne une restriction
car l'identifiabilité porte sur un intervalle plus restreint. Il est clair que si le systéme est globale-
ment identifiable au sens S. Vajda, il le sera au sens de la définition 19. Mais la réciproque est
fausse en général. Pour conclure, il faudrait étudier les trajectoires de la structure aux points de
temps inférieurs a ¢y ou supérieurs a ty.
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3.1.2 Deéfinitions dans le cadre algébrique

Depuis le début des années 1990, I'algébre différentielle s’est considérablement développée
en automatique sous l'initiative de Michel Fliess [21], [?]. Elle a trouvé une application dans le
probléme de la recherche de l'identifiabilité. Par contre, il faut redéfinir les systémes considérés
en leur ajoutant d’une part des inéquations dont nous préciserons par la suite leur nature et
d’autre part des équations prenant en compte le caractére constant des parameétres (6;)i—o,... 4
a identifier, soit les équations 0, = 0,7 =1,...,q. Par la suite, lorsque nous parlerons d’idéal
généré par un systéme d’équations, nous considérerons ce dernier systéme.

En outre, nous supposons que le modeéle ne tient pas compte des conditions initiales :

l
#(t,0) = f(x(t,0),0) + > wi(t)gi(x(£,0),0),
i=1 (3.3)

y(t,0) = h(z(t,0)).

et que les fonctions f, g, h sont des fonctions rationnelles. L’entrée u sera supposée analytique
et transcendante sur I'idéal différentiel généré par les équations et les inéquations du modéle.
Dans ce cadre, lorsque 'on parlera de solution du systéme on sous-entendra un ensemble de
solutions dans lequel on ne conservera que les solutions non-dégénérées, c’est a dire les solutions
n’annulant pas certains polyndémes. Cette notion a été introduite par L. Ljung et S.T. Glad
[37]. Par la suite, I’ensemble des solutions (correspondant a la donnée d’un controle u et d’un
vecteur de parametre #) est noté Z(6,u) et nous leur faisons correspondre ’ensemble 4(6,u) des
observations.

L. Ljung et S.T. Glad proposent les définitions suivantes [37] :

Définition 22 Une structure de modele est globalement identifiable en 8* sur un ensemble
D,, s’il existe une entrée u* telle que :

g0, u*) # 0 et (O, u*) Ny(0,u") #0, 0 € D, = 0" =10,
ou D,, est un sous-ensemble de U,q.

Définition 23 Une structure de modeéle est localement identifiable en 6* s’il existe un voisi-
nage ouvert D,, de 6* tel qu’elle soit globalement identifiable en 8* sur D,,.

Ces définitions ne sont pas structurelles puisqu’elles sont définies en une valeur particuliére de
paramétres et non pour presque toutes les valeurs de parameétres. E. Walter [49] a introduit une
définition d’identifiabilité "non structurelle" suivante :

Définition 24 Une structure de modéle est globalement identifiable en 6* s’il existe une
entrée u* telle que :

g(0*,u*) = g(0,u*), 0 € Uyg = 6 = 0".

Définition 25 Une structure de modeéle est localement identifiable en 6* g’il existe un voisi-
nage ouvert V(6*) de 6* dans U,y et une entrée u* tels que :

G(0%,u*) = §(0,u*), 0 € V(") = 6 = 0.

Remarque 6 La connaissance de la condition initiale entraine la formulation de I'identifiabilité
globale (resp. locale) classique.
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Dans le cas non controlé, nous introduisons une nouvelle définition de I'identifiabilité globale qui
est la suivante :

Définition 26 Un modéle est globalement identifiable en 6 € U, s’il existe un temps fini
t1 > 0 tel que si §(0;t) = §(6;t) pour tout ¢ € [0,%] avec € U,y alors § = 0.

Le modéle est dit localement identifiable en 0 € U, si il existe un voisinage W de 0 tel que
le modéle soit globalement identifiable en 6 avec U,q restreint a W.

Nous utiliserons cette définition pour étudier l'identifiabilité des parameétres du probléme de
pollution.

3.2 Meéthodes classiques pour systémes linéaires

Les définitions données dans la section précédente étaient de nature algébriques et analy-
tiques, par conséquent les méthodes s’y rattachant également. Dans cette thése, nous ne donnons
que les techniques nous paraissant les plus pertinentes pour nos exemples. Pour de plus amples
informations sur les méthodes disponibles, le lecteur pourra se reporter a [49].

Nous allons présenter trois méthodes pour les systémes linéaires, la premiére utilise la transfor-
mée de Laplace, la deuxieme est fondée sur le théoréme d’équivalence algébrique et la troisiéme
sur I’algebre différentielle. Nos exemples vont étre tirés du probléme approché de pollution dans
une riviére quand le débit est constant.

Dans le cas d’'un systéme non linéaire, la premiére démarche proposée dans la littérature a été
de linéariser le systéme autour d’une trajectoire connue et d’utiliser les méthodes adaptées aux
structures linéaires.

Les modeéles linéaires sont des modeles (3y) de la forme :

#(t,0) = A(0)z(t,0) + B(O)u(?),
y(t,0) = C(0)z(t0), (3.4)
z(0,0) = o(0),

ou z(t,0) est un vecteur de IR™.

3.2.1 Meéthode basée sur la matrice de transfert du systéme

Définition 27 On appelle matrice de transfert d’'un systéme linéaire, d’entrée u et de sortie
le vecteur m-dimensionnel y, la matrice F(s,0) telle que Y (s,0) = F(s,0)U(s) ou s désigne la
variable de Laplace et U(s) (resp. Y (s, )) la transformée de Laplace de u(t) (resp. y(t,0)) si elle
existe.

En utilisant la transformée de Laplace appliquée au systéme (3.4), nous obtenons [4] :
F(s,0) = Hi(s,0)x0(0) + Ho(s,0)U(s),
avec,

Hi(s,6) = C(O)[sL — A©)] ",
Hy(s,0) = C(0)[sL, — A(9)]'B(0),

et I,, la matrice identité de dimension n X n.
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Proposition 1 Soit 0 dans U,y. Le modéle est structurellement identifiable si et seulement si
pour presque tout 8 € D,,, 'implication :

Vs, F(s,0) = F(s,0) =60 =0,
est vérifiée.

L’identifiabilité structurelle sera globale si D,,, = U,q, locale si D,,, est un voisinage de 6.

Remarque 7 Lorsque z((6) = 0, cette méthode s’appelle méthode par la fonction de transfert
puisque la transformée de Laplace est réduite a la fonction Hs(s,0)U(s), ou Ha(s,0) est la
fonction de transfert.

Remarque 8 Si le systéme linéaire considéré n’est plus controlé, la proposition suivante permet
de tester l'identifiabilité de ses parameétres.

Proposition 2 Soit le systéme linéaire non controlé :
o(t,0) = A(0)x(t,
c(0)

t
y(t,0) = C0)x(t,
2(0,0) = xzo(0).

)

0
9)

)
b

(3.5)

La matrice de transfert du systéme (3.5) est identique & celle du systéme linéaire controlé :

z(t,0) = A(0)z(t,0) + B(O)u(t),
y(t,0) = C(0)x(t,0), (3.6)
z(0,0) = 0,

avec B(0) = z((0). Ainsi (3.5) est identifiable si et seulement si (3.6) est identifiable.
Ce résultat est faux dans le cas non linéaire.

Exemple 11 Prenons l'exemple de la pollution de la riviére quand le débit est constant. Sup-
posons que 'on a discrétisé la riviére en 5 points xg < ... < x4 et que I'on observe v; et v4, donc
h = %. Le systéme discrétisé peut encore se mettre sous la forme :

Up, (ta 9) = Avp(t,0) + B(0),
y(t,0) = Cuopl(t,0) (3.7
’Uh(O, 9) = 0

ol A est la matrice tridiagonale de dimension 4 x4 telle que :

A=

S oL ™
oL ™=
Rm= ©
™R oo

B(0) = (klQ, kol Q? ksl QP klQ")
Et C, de dimension 2 x 4 est égal a :
0
1

10 0
C‘(ooo
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Le systéme (3.7) se récrit :

Bn(t.0) = Avy(t,0) + B(O)u(t)
y(£,6) = Cuplt,0) (3.8)
’1)]1(0,9) = 07

ou u(t) = 1. La transformée de Laplace est dans ce cas particulier égale & F'(s,0) = Hy(s,0)U(s).
Nous avons obtenu grace au logiciel maple la matrice transfert H de dimension 2x1. En particuler :

Hy(1,1) = @5 msi 53*3“:,35)‘““
avec
co = (8% — B’y — Bay)k1lQ + VP halQY — y?Bk3lQ® + (B2 — o' 7)vkalQ?,
c1 = (=3B% 4+ ay 4+ &/ V)k11Q + Y2k3lQ® — 28vklQ?, (3.9)
¢ = 3Bk11Q + vkl Q?, '
C3 = _kllQa

et den est une polynome en s de degré 4. B B

Ainsi, si 0 = (1,Q) et 0 = (I, Q), I'égalité F(s,0) = F(s,0) pour tout s conduit al=1et Q = Q.
Donc 1 et Q sont identifiables.

3.2.2 Approche par changement base d’état

Soit le modele linéaire Xy décrit par :

z = A(f)x+ B(0)u,
y = CO)r,
z(0) = z0(0).

La méthode de changement de base d’état ou méthode des réalisations minimales est basée sur
le théoreme d’équivalence algébrique et ne peut étre utilisé que si le systéme est minimal, c’est
a dire 8’1l est controlable et observable (voir annexe A). La vérification de la minimalité peut se
faire & 'aide des critéres de Kalman. Deux systémes linéaires minimaux qui réalisent le méme
comportement entrée-sortie différent seulement par une transformation linéaire. D’ou I'idée de
la méthode par changement de base d’état qui consiste a trouver une transformation linéaire T
telle que T'(z) = Z ou Z représente le vecteur d’état du systéme (25). Le nombre de solutions en
(T, 0) verifiant le systéme :

A0) = T LAWO)T,
B = T~ 'B(9),
cO) = CO)T,

conduit a l'identifiabilité structurelle globale ou locale des parameétres, ou encore & leur non-
identifiabilité.

Exemple 12 Reprenons ’exemple précédent. Nous sommes amenés a résoudre le systéme suiv-
ant :
TA = AT,
TB(6) B
c) = of
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Pour pouvoir appliquer cette méthode, il faut tout d’abord vérifier I'observabilité grace au
critére du rang de Kalman. Maple a calculé le rang de la matrice d’observabilité qui est égal a 4.

Dong, le systéme est observable. A la main, C(6) = C(0)T permet de trouver certains coefficients
de la matrice T' = (t;,j)1<i,j<4 qui s’écrit alors :

1 0 0 0
T— toq1 o2 f23 to4

t31 t32 133 134
0 0 0 1

Puis de I’égalité TA = AT, on calcule les cgefﬁcients restant et on en déduit que T est la matrice
identité. Enfin, de la relation TB(0) = B(#), on a immeédiatement 6 = (I,Q) = (I,Q) = 6. Donc
le systéme est bien identifiable globalement.

3.3 Les modéles non-linéaires

Une idée simple pour traiter un modele non-linéaire est de le linéariser autour d’une trajectoire
connue. On obtient ainsi des systémes linéaires sur lesquels on peut appliquer les méthodes
précédentes. Dans [22], Glover montre que si pour certains processus de linéarisation , le modéle
linéarisé est globalement (resp. localement) identifiable en un parameétre 6 alors le modéle non-
linéaire est globalement (resp. localement) identifiable en 6. Si le systéme linéaire, obtenu apres
linéarisation, n’est pas identifiable, on ne peut rien déduire sur I'identifiabilité du systéme non-
linéaire original. Dans ce cas, on doit étudier directement 1’'identifiabilité du systéme non-linéaire.
Nous allons voir dans la partie suivante que 1’algebre différentielle évite ce passage de linéarisation.

3.4 Meéthode entrée-sortie

La méthode présentée ici se base sur l'algebre différentielle [12], [42]. Elle a pour but d’obtenir
des relations liant les entrées, les sorties et les paramétres et reflétant le plus fidélement le
comportement entrée-sortie du modéle. Cette méthode s’applique aux modéles avec ou sans
entrées tels que les fonctions du systéme soient rationnelles et I’entrée u une fonction réguliére.

Cas ou les conditions initiales z((f) ne sont pas prises en compte

Introduisons tout d’abord une définition, donnée dans [29] qui nous permettra de restreindre
notre étude au cas des systémes différentiels sans condition initiales.

Définition 28 Une fonction analytique f définie sur un ouvert U de IR ou €' est dite différen-
tiellement algébrique (DA) si elle satisfait une équation différentielle de la forme :

Qz,f(2), [ (2); -, f(2) = 0,

pour tout z € U et o ) est un polynoéme non nul de n + 2 variables.
Une fonction de plusieurs variables est dite DA si elle est DA en chacune des variables, les autres
étant fixées.

Il a été montré dans [29] que les solutions d’un systéme différentiel calculées a partir des conditions
initiales ne sont pas DA. Aussi, nous allons dans un premier temps supposer le systéme différentiel
suivant sans condition initiale :

o [ #(t,0) = f(x(t,0),0) +u(t)g(z(t,0),0),
. {y(t,e) = h(z(t,0)). (3.10)
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avec ¢ = 0 dans le cas non controlé. u est un élément de U|0,t;] avec U[0,t;] représentant la
classe des entrées bornées et C*° définies sur [0,¢1], 6 € U,y. Les fonctions f, g, h sont réelles et
rationnelles sur un sous-ensemble ouvert connexe M de IR" pour tout § € Uyq et tout ¢ € [0,;].
Ce systéme peut alors se récrire comme un systéme polynomial complété avec 6; = 0,i=1,...,q.
Le systéme I' obtenu est décrit par les équations et inéquations polynémiales suivantes :

p(ﬁb,[b, u? 9) = 0’

Q($7y79) =0,
: r(z,0) # 0, (3.11)
0; =0, i=1,....,q.

r représente les dénominateurs des fractions du systéme initial obtenus aprés simplification.
Une solution de 2% est un quadruplet {z,y,u,0} satisfaisant T".

La méthode entrée-sortie est basée sur 'utilisation de I'algorithme de Rosenfeld-Grobner implé-
menté par F.Boulier dans le package Diffalg de MAPLE [5], [6], [7]. Etant donné I le radical de
l'idéal différentiel engendré par les équations de T' (définition 6), cet algorithme associé & 1'ordre

[0] < [y, u] < [z], (3.12)

va éliminer I'état non observé par combinaison des dérivées successives des équations de I'.
Pour cela, il décompose d’abord le radical I C K{xz,u,y,0} en intersection d’idéaux différentiels
réguliers (définition 12) admettant chacun une présentation caractéristique et calcule ces derniers
par la suite. Chacune de ces présentations caractéristiques correspond & une classe particuliére
de solutions du systéme I

Introduisons de nouvelles notations.

— L est 'ensemble des indéterminées principales (définition 1) dans ©{z, u,y, 0} des polynomes
de C, N les autres dérivées apparaissant dans C et K[N], 'anneau des polynémes a in-
déterminées dans N et a coefficients dans K.

— Iy est le radical de I'idéal différentiel engendré par les équations de I" pour la valeur par-
ticuliere du parameétre 6 et Cy est la présentation caractéristique associée a cet idéal pour
Vordre [y, u] < [z].

— C(0) est la présentation caractéristique C' évaluée en 6 pour l'ordre (3.12).

Notons Igo C K(0){u,y} l'idéal du systéme spécialisé pour la valeur 6 ne contenant que les
polynémes en u, y. L’ensemble Cgo = CyN K (0){u,y} est alors une présentation caractéristique
de l'idéal Iéo, appelée présentation caractéristique entrée-sortie et est constituée de polyndomes
appelés polynémes entrées-sorties.

La proposition suivante, démontrée dans [42], va donner une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un modéle soit globalement identifiable.

Proposition 3 Si le systéeme admet des solutions génériques (i.e qu’elles ne sont pas solution
d’équations autres que celles qui sont dans I'idéal de départ), alors il est globalement identifiable
en 0 si et seulement si pour tout 8 € Uy :

Ci=Cr=0=0. (3.13)

Cette proposition est difficilement utilisable dans la pratique. En effet, nous rencontrons deux
problémes.
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(i) Si l'on voulait vérifier (3.13), il faudrait calculer pour chaque § € Uy,q les présentations
caractéristiques. Une idée pour y remédier serait de calculer directement la présentation
caractéristique de l'ideal T et, ensuite, de I’évaluer en chaque 6. La question qui se pose
alors est de savoir comment relier C;io et C(0), ou encore Cj et C(0).

(ii) Le deuxiéme probléme rencontré est celui de I’hypothése sur la généricité qui est, en
général, difficile & vérifier.

(i) Commengons par résoudre le premier probléme qui est celui du lien entre Cy et C(6).

Bien évidemment (cela aurait été trop facile!), nous n’avons pas toujours Cz = C(6). La
preuve se trouvant dans [13] et [42].

Les polynomes différentiels de C peuvent étre considérés comme des polyndmes algébriques
a coefficient dans K[N] et ayant pour indéterminées des éléments de L.
Le résultat qui suit donne alors une condition suffisante pour avoir ’égalité des présenta-

tions caractéristiques C et C(6).

Proposition 4 Soit C' = {91, . ,éq, €1, .., Cm+n | la présentation caractéristique de I'idéal
différentiel I obtenu avec l'ordre (3.12).

Si pour tout 6 € Q, et tout i = 1,...,m+n, I'initial de ¢;(¢) € C(0) (définition 3) est non
nul et qu’aucun de ses facteurs (# 1) est un diviseur des autres coefficients de ¢;(0) € K[N],
alors Cy = C(#) pour tout 6 € Q.

Avant de continuer, nous allons donner la forme de la présentation caractéristique C' de
I'idéal I, celle-ci nous étant utile pour la suite.

Proposition 5 Si I admet une présentation caractéristique C' pour la relation d’ordre
(3.12) alors C a la forme suivante :

{9.17 e 79.q7P1(y7u79)a e aPm(y7U'79)a Ql(x7y7u'79)a oo 7Qn(x7y7u79)}7 (314)

ot indéterminée principale de P; est y; pour ¢ = 1,...,m et celle de Q; est z; pour
7=1,....n. ,
Donc les présentations caractéristiques entrées-sorties Cp° sont de la forme :

{01,...,04, Pi(y,u,0),. .., Pu(y,u,6)}. (3.15)

Les polynomes différentiels P;, ¢ = 1,...,m peuvent étre considérés comme des polynomes
en y, u et leurs dérivées avec leurs coefficients dans K (). Ils sont récrits sous la forme

n;
Piy,u,0) = moi(y,u) + Y Yri(0)mei(y, u), (3.16)

k=1
ou 7k, (0) sont des fractions rationnelles en 6 et my ;(y,u), i =1,...,m, k=0,...,n; des

polynomes différentiels en y et wu.
Les relations qui en découlent

n;
moi(y,u) + Y Yei(0)mpi(y,u) =0 (3.17)
k=1
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forment ce que I'on appellera dans la suite le systéme entrée-sortie.

(ii) Regardons maintenant le deuxiéme probléme qui était la difficulté a vérifier I’hypothése
de généricité. Quand le systéme est controlé, nous disposons d’une condition suffisante de
généricité qui est que la forte controlabilité locale implique la généricité [20]. Quand le sys-
téme n’est pas controlé, il n’existe pas de test simple pour prouver ’existence de solutions
génériques. Nous allons donc voir dans la suite des méthodes évitant d’utiliser cette notion.
Dans le reste de la section, nous considérerons tous les polynomes normalisés a coefficients
dans K(0), c’est a dire que nous faisons apparaitre le coefficient 1 (les autres coefficients
sont donc rationnels).

Comme nous allons le voir, la méthode entrée-sortie est basée sur ’étude des coefficients
en 6 des polyndémes contenus dans Cgo.

En reprenant la définition 22, il a été prouvé dans [42], [14], [14] la proposition suivante.
Proposition 6 Notons

APi(y,u) = det(myi(y,u),k=1,...,0,i=1,...,m). (3.18)

Si pour tout (y,u), solution de It’, AP;(y,u) n’est pas dans I'idéal I;O, alors I' est globale-
ment identifiable en 6 si et seulement si pour tout § € U,y (6 # 6), les deux présentations
caractéristiques Cj¥ et C%° sont distinctes.

Cette proposition utilise le comportement entrée-sortie du systéme, qui va étre remplacé
par une fonction plus simple appelée résumé exhaustif. Ce dernier est défini de la facon
suivante :

Définition 29 Nous appelons résumé exhaustif d’une structure de modéle M, une ap-
plication p de U,q dans un ensemble E telle que

V0 € Uy, V0* € Uag, C(0) = C(6%) < p(6) = p(6%). (3.19)

Cette fonction est constituée des coefficients ~y; ;(6) de (3.16). L’analyse de ce résumé
permet de conclure quant & 'identifiabilité des paramétres.

Récapitulons ce que nous avons. Pour prouver l'identifiabilité de T en 6, nous devons démontrer
que pour tout 6 € Uyq (6 # 0), les deux présentations caractéristiques Cj° et C3 sont distinctes
(proposition 6). Comme cette condition n’est pas facilement vérifiable dans la pratique, nous
avons établi des conditions qui permettent d’avoir I'égalité entre Cj et C(6) (proposition 4),
cette égalité permettant de ne faire qu'un calcul de présentations caractéristiques. Nous avons
vu que I'étude de I'égalité C(f) = C(A) peut étre ramenée a une étude plus simple, celle du
résumé exhaustif (définition 29). 11 reste alors & vérifier 'hypothése de la proposition 6 pour
prouver l'identifiabilité.

Un algorithme permettant de tester I'identifiabilité de paramétres dans un systéme d’équations
aux dérivées ordinaires a été implémenté par C. Noiret en MAPLE VII. La seconde et la cinquiéme
étapes sont basées sur ’algorithme de Rosenfeld-Groebner qui a été réalisé par F. Boulier en
MAPLE VII (Boulier et al., 1995).

Informations : f et h (les fonctions se trouvant dans ).
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Etape 1 : Le logiciel récrit le systéme original % (3.21) sous la forme (3.11).

Etape 2 : L’algorithme Rosenfeld-Grobner calcule la présentation caractéristique générale
entrée-sortie. Le logiciel permet d’avoir toutes les présentations caractéristiques partic-
uliéres.

Etape 3 : Le logiciel calcule les valeurs de 6 telles que des hypothéses techniques de la
proposition 4 sur les polynomes de C'(6) ne sont pas valides.

Etape 4 : Le logiciel sauve les coefficients {;;(#),7 = 1,...,l} en tant que résumé exhaustif.
Ce dernier est alors simplifié dans le but d’extraire le plus petit systéme générateur en terme
de degré, nombre de monomes,...

Etape 5 : Le résumé exhaustif est alors analysé par l'algorithme de Rosenfeld-Groebner qui
résout :

7k,z~(9) :’}/k,i(e), = 1,...,m, k= 1,...,7”1,1', (3 20)
0;=0,i=1,....q. ’
Etape 6 : Le logiciel valide la méthode en vérifiant les hypothéses de la proposition 6. En

particulier, il vérifie que les solutions ne sont pas dégénérées.

Des exemples complets de cet algorithme seront traités dans le chapitre 5.

Cas ou les conditions initiales z((f) sont prises en compte

Premiére méthode
Cette premiére méthode consiste & calculer les polynomes P;, i = 1,...,m de (3.16) d’apres la
méthode présentée précédemment sans considérer les conditions initiales puis de les intégrer dans
une étude d’identifiabilité grace a la proposition 7. Cette derniére donne une condition nécessaire
et suffisante d’identifiabilité globale du vecteur de paramétre 6 a partir de (3.16). Pour simplifier
les notations, nous allons prendre m = 1. Soit 1 'ordre le plus élevé de la dérivation de y dans
(3.16) et I' le modele polynomial (3.11) associé au modeéle

"I‘:(ta 9) = f(x(tv 9)’ 0) + U(t)g(x(t7 9)a 9)7
S04 y(t,0) = h(x(t,6)) (3.21)

2(0,0) = xo(0).

Proposition 7 On suppose que I" posséde des solutions non dégénérées. Le vecteur de parameétre
0 € U,y est globalement (re§p. localement) identifiable en 6 s’il existe une solution non dégénérée
tel que si 'on a pour tout 6 € Uyyq,

vk,l(ﬁ) = ’)’k,l(e), k= 1, ceey Ny
' (3.22)
y(0%,0) =y (0%,0) j=0,...,0—1

alors @ = 0. (resp. il existe un voisinage V de @ dans Uy tel que 'implication ci-dessus soit vraie
avec U,g remplacé par V.)
Si de plus le coefficient de y dans (3.16) ne s’annule pas en ¢t = 0 alors la réciproque est vraie.

Les dérivées y(j)(0+,9) pour 7 = 0,...,l — 1 peuvent étre calculées en évaluant la présentation
caractéristique en 0 ou directement a partir des équations du modéle.

Notre méthode permet de rendre compte de I'importance des conditions initiales dans une étude
d’identifiabilité. En effet, le deuxiéme modéle que I'on étudiera nécessitera I'utilisation des con-
ditions initiales pour avoir l'identifiabilité de tous les parameétres. La proposition 7 n’est pas
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toujours facile a utiliser quand le coefficient de la dérivée y) s’annule en ¢ = 0. Donnons un
exemple académique.

Exemple 13 Soit le systéme suivant

(71 = 9158% + 925[7?582 + u,
:iIQ = 93.’17% + 94.’171.’172,
(3.23)
z(0,6) =(0,1),
\ Y = 1.
La présentation caractéristique générale calculée lors de 1’étape 2 est égale a
{z1 — y, 2202y° — Gy + 019” + u, ijy — (0205y° + i + (01 — 61)y°y — y* 616,
. . 9 s s T (3.24)
=3y(u — 9) — y*uby), 61, 0o, 03, 04}.
I’étape suivante ne donne aucune restriction sur les parameétres.
L’étape 5 donne le résumé exhaustif
{=0203,0401,04, —04 + 01 }. (3.25)

L’analyse du résumé exhaustif lors des étapes 6 et 7 donne I'existence de solutions non dégénérées
et les égalités

0, = 0, 0205 = 0,0, 03 =0, O, = 0. (3.26)

Sans prendre en compte les conditions initiales, les paramétres sont non identifiables. Le terme
de plus haut degré dans le polynéme entrée-sortie est 4j et son coefficient pour ¢ = 0 est nul. La
réciproque de la proposition 7 ne peut donc pas étre appliquée. Pour obtenir des informations
supplémentaires, il faut dériver x; jusqu’a 'ordre 4, ce qui donne

29(0) = 66,4u(0) + 66,7,(0). (3.27)

En reprenant (3.26), on en déduit l'identifiabilité globale.
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Chapitre 4

Estimation paramétrique

Une fois l'identifiabilité des parameétres établie, vient I'étape de leur identification. Un algo-

rithme utilisé fréquemment pour des modeéles non linéaires de type Michaelis-Menten est celui de
Levenberg-Marquardt. Il consiste & minimiser un critére quadratique d’erreur de sortie. Toutefois,
celui-ci étant un algorithme local, il ne converge que si nous disposons au départ d’une premiére
estimation raisonnable de nos paramétres, ce que nous allons chercher & déterminer.
Pour obtenir une premiére estimation des paramétres a identifier, nous allons utiliser 1’étude
menée pour prouver l'identifiabilité de nos modele. Pour cela, nous allons introduire dans la
premiére partie de ce chapitre des critéres d’optimisation utilisant les polyndémes des présenta-
tions caractéristiques ainsi que les polyndmes intégro-différentiels déduits des précédents. Ces
critéres vont permettre de déterminer une valeur approchée de @, laquelle permettra d’utiliser
I'algorithme de Levenberg-Marquardt qui sera présenté dans la seconde partie de ce chapitre.

Notons y(t;) € IR™ le vecteur contenant les mesures effectuées au temps t; on i =0,..., M. Le
vecteur contenant les mesures effectuées s’écrira alors :
y(to)
Y = f/(tl) . (4.1)
y(tm)

De méme, y(t;,0) € IR™ désigne le vecteur des quantités correspondantes calculées pour la
valeur 6 au temps ;. y(0) désigne le vecteur construit comme précédemment rassemblant toutes
les valeurs ainsi calculées.

4.1 Méthodes pour obtenir une premiére estimation des paramétres

Rappelons que les polynémes obtenus dans la présentation caractéristique peuvent s’écrire
(nous renvoyons au chapitre 3, équation(3.16)) :

n;
-Pl(ya u, 0) = mO,i(y7 U’) + Z ,Yk,z(e)mk,z(y$ U), 1= 1a cee, M, (42)
k=1

ou m est le nombre d’observation, ; x () sont des fractions rationnelles en 6 et my ;(y,u), i =
1,....,m, k=0,...,n; des polynémes différentiels en y et u. De plus, il y a autant de polynémes
que d’observation. Les relations

Pi(y,u,0) =0,i=1,....m (4.3)
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forment ce que 'on appelle le systéme entrée-sortie quand le systéme est controlé et le systéme
paramétre-sortie sinon. Par définition, cette équation est vérifice en (y(01)), 67 étant la valeur
exacte des parameétres.

Pour simplifier les notations, nous allons supposer par la suite n’avoir qu’une observation, et le
polynoéme de la présentation caractéristique sera noté P. On l'écrira :

P(y7 U, 0) = Mo (y7 U) + Z Yk (e)mk (ya U), (44)
k=1

— Critére entrée-sortie
En considérant 'erreur sur le polynome entrée-sortie, e(6) = (P(y(t;), u(t;),0))i=o,...ar, un
premier type de critére peut-étre obtenu :

M
Jes = e(0)” = D Py(t:), u(t:), 0))". (4.5)
=0
Cette formulation revient & considérer :

M n
Jos = Z Z [ijj (y(t2)7 y(t2)7 s 7y(kj)(ti)7 u(tl)) + mﬂ(y(ti)7 y(ti)a s 7y(k0)(ti)7 U(tz))] i ‘(46)

i=0 j=1
Notons v = (71, ...,7p). Ce critére se récrit :
Jes(9) =l Ay + b2 (47)
ou
— (u(d) o (ts (ki) (¢ .
A= (myw). ).y @) (43)
b7 = (moly(t), ot . g™ (1), () (4.9)

Le minimum global de ce critére sera trouvé grace a la factorisation QR de la matrice A.
Le désavantage de ce critére est la présence de dérivées de 'observation jusqu’a un ordre
k = maz(kg,...,k,) en les temps tg,...,ty. De plus, nous ne disposons que de données
bruitées. Dans un tel cas, approcher les valeurs des dérivées par une quelconque méthode
(différence finie, interpolation polynomiale,. .. ) propage le bruit présent dans I’état observeé,
ce qui ne peut que conduire & une importante erreur sur la matrice A donc a une grande
incertitude sur ’estimation de 6.
— Criteére intégral

Pour diminuer le bruit occasionné par les dérivées de l’observation, il est possible dans
certains cas d’intégrer les polynomes entrée-sortie pour diminuer s, 'ordre maximal des
dérivées en y intervenant dans P(y,u,0) et utiliser 'erreur sur ce nouveau polynome dans
le critére. Dans ce dernier subsistera toujours des dérivées qui seront cette fois d’ordre
strictement inférieur a k, mais également des intégrales dont les intégrandes seront fonction
des observations et de ses dérivées. Celles-ci seront calculées en utilisant la méthode des
trapézes. Toutes ces manipulations fournissent un critére linéaire en les blocs v dont le
minimum est aisément calculable.

Cette méthode fournit un nouveau critére appelé critére intégral et que ’on écrit :

Jint(’)’) :H Aint'y + bint “2a (4'10)

ot la matrice A;jps et bny sont construits de maniére analogue a la matrice A et au vecteur
b de (4.7).
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Ces deux critéres ont été étudiés dans la these de C. Noiret [42] et elle en est arrivée a la conclusion
que la deuxiéme méthode est de loin la plus efficace. C’est donc celle-ci que nous reprendrons
dans nos applications numériques.

Une fois cette premiére estimation calculée, des algorithmes locaux tels que Levenberg-Marquardt
peuvent étre utilisés. C’est ce dernier que nous utiliserons dans nos applications numériques et
que nous présentons dans la partie suivante.

4.2 Un algorithme d’optimisation : celui de Levenberg-Marquardt

Une fois obtenue une premiére estimation des parameétres, nous allons chercher & minimiser
Ierreur sur les sorties, soit :

M

e(0)” =Y (y(ti,0) — y(t:))?, (4.11)

1=0

ot e(#) est erreur de sortie y(6) — v.

L’algorithme de Levenberg-Marquardt consiste & appliquer une méthode de régularisation sur ce
critére.

Opérateurs linéaires

I’estimation de paramétres peut se formuler comme un probléme de reconstruction de la solution
z & partir de données § satisfaisant des équations de type :

Tz =7, (4.12)

ounT:D(T) C X =Y est un opérateur linéaire, injectif entre les deux espaces de Hilbert X et
Y.
Ce probléme sera dit bien posé, au sens d’'Hadamard [31], si :

1. Le systéme (4.12) admet une solution.

2. Cette solution est unique.

3. La solution dépend continiiment des données du probléme.
Rappelons que les données dont nous disposons sont généralement bruitées ce qui conduit & d’im-
portants problémes numériques puisque la troisiéme condition d’"Hadamard n’est pas vérifiée et
entraine que de petites perturbations des données peuvent conduire & de trés grandes perturba-
tions sur la solution. Pour y remédier, il est possible d’utiliser des méthodes de régularisation
qui vont apporter des informations de facon partielle sur la solution. L’"art" d’appliquer ces
méthodes va consister a trouver un compromis entre ’exactitude recherchée sur la solution et la
stabilité de la méthode.
Précisons ce que nous entendons par équation bien posée en introduisant la définition suivante :

Définition 30 Soit 7' : D(T) C X — Y un opérateur linéaire de X dans Y, deux espaces
normés. L’équation (4.12) est dite bien posée si T est bijectif et d’inverse T~! : Y — X continu.

Résoudre (4.12) revient a inverser 'opérateur 7. Comme T remplit rarement les hypothéses de la
définition précédente, il faut trouver une bonne approximation de 7', d’oti la définition suivante

Définition 31 Un schéma de régularisation pour un opérateur linéaire T" borné est une famille
d’opérateurs (Ry)a>0 tel que :

Vz € X, lim || R,Tz — z ||= 0. (4.13)
a—0

Le paramétre « est appelé paramétre de régularisation.
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Soit (Rq)e un schéma de régularisation de T, j € T(X), Z I'unique antécédent de 7 et ¢°
I’approximation des données 4 telle que

15—y’ <0, (4.14)

Le but est donc de déterminer Z & partir de y° en définissant la famille {z®% = R,y°}. L'erreur
de reconstruction est alors égale & || %% — Z || et est bornée par 6 | R || + || ReTZ — Z ||. 1
faut donc choisir « pour rendre 'erreur de reconstruction la plus petite possible.

Définition 32 Une stratégie de régularisation a = «(0) est dite admissible si

lim a(8) = 0 et limsup{|| Ras)y’ — = || tel que || Az —3° <45} =0 (4.15)
d—0 6—0

pour tout z € X.

Dans la suite, nous supposons que seule une donnée bruitée y° est disponible et que
Iy’ =g <o (4.16)

Résoudre (4.12) avec une donnée bruitée 39 est équivalent a trouver le minimum de la fonc-
tionnelle Jy : 2 —| Tz — ¢° || dans X. Bien sir, la solution de ce probléme ne dépend pas
contintiment des données. Pour résoudre ce probléme de stabilité, on peut lui ajouter un terme
de pénalité a la fonctionnelle, soit :

Jo iz || Tz —y0 |2 +a |z — z* |? (4.17)

ou z* est une approximation de la solution Z. La fonctionnelle est appelée fonctionnelle de
Tikhonov et le paramétre «a est appelé paramétre de régularisation. Si nous ne disposons pas
d’une premiére approximation de Z, on peut prendre z* = 0. Le théoréme suivant justifie du
choix de la méthode.

Théoréme 4 La fonctionnelle de Tikhonov J, admet un unique minimum z®° dans X pour
tout a > 0, y° €Y et z* € X. Ce minimum est égal a

2% = (T*T + o)~ (T*y° + az*). (4.18)
L’opérateur T*T + ol est borné et inversible, donc z*° dépend continiiment de 3°.

Quand z* = 0, la méthode de Tikhonov [31] consiste donc & approcher 'opérateur T~! par les
opérateurs de régularisation (T*T +ad)~! oit T* est 'opérateur adjoint. La solution du probléme
s’écrit alors

£ = (T*T + o) 1Ty, (4.19)

Il est facile de voir que lorsque le parameétre de régularisation « tend vers 0, 'unique solution
%9 de (4.19) converge au sens des moindre carrés vers la solution de (4.12). Malheureusement
cette méthode est déficiente dans le cas des problémes mal posés car le taux de convergence de
(4.19) n’excéde pas O(0%/3).

I’étude des opérateurs linéaires va nous servir pour celle des opérateurs non linéaires. En effet,
nous allons voir que les méthodes type Newton ou Levenberg-Marquardt consistent a linéariser
Popérateur F' de (4.12) autour d’un point approchant la solution.
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Opérateurs non linéaires
L’équation a résoudre se récrit

F(z) =17, (4.20)

ou F: D(F) C X — Y est un opérateur non-linéaire, différentiable entre X et Y, deux espaces
de Hilbert réels.

Comme précédemment, nous supposons que seule une donnée bruitée y° est disponible et vérifie
| 7 —1°||<d, et que z* est une premiére estimation & priori de la solution Z.

La méthode de Gauss-Newton est en général choisie pour résoudre (4.20). Elle consiste a linéariser
'opérateur F' de I'équation (4.20) autour de la solution approchée z° ;| et de calculer £ a partir
de

Fl(zh_)(ah — 2% 1) =y’ — F(z)_)). (4.21)

Malheureusement, elle atteint vite ses limites car le probléme (4.21) est trés souvent mal posé.
Il n’aura donc pas de solution. Levenberg en 1944 [34], puis Marquardt en 1963 [38] ont imaginé
de lui appliquer le procédé de régularisation de Tikhonov, d’ou des itérés de la forme

0 0 "0 ) 1.0 0 1)

Ty = Ty — (F (25_1)"F (2h_1) + an1 D) F (2 1) (F(zn_1) — ¥°), (4.22)
ou () est une suite de paramétres de régularisation. Cette méthode a alors été appelée méthode

de Levenberg-Marquardt. Chaque itéré peut-étre caractérisé comme la solution du probléme de
minimisation

I F(x) = II? +an || 2 —a* ||, (4.23)
otl F est linéarisé autour de 20, et z* = x9 soit
0 (.0 0 0 d 1 1
I F (1) + F (25) (2 — an1) =" |I* +om || 2 — 2y |, (4.24)

Le choix de la suite (ay,) est important dans cette méthode. Si || Z — z* || est suffisamment petit,
alors on peut choisir comme suite de parameétres régularisantes la suite

o, = g (%)n (4.25)

M. Hanke [24] propose un autre choix qui consiste a définir les termes de la suite comme solution
de I'équation

Iy’ = F(z}) = F (a)) (@41 — 23) = p Il 4* = F(a)) |l (4.26)

avec 0 < p < 1 et ou mfl 41 est remplacé par son expression déduite de (4.22). Le taux de
convergence est alors o(1).

Si A,—1 est une approximation de la dérivée de Fréchet de F en x,_1, alors les itérés (4.22) se
récrivent

352 = «sz—1 - (A:z—lAn—l + an—ll)_lA:z—l(F(xg—l) - y6)~ (4.27)

D’ou I'algorithme :
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Entrer a:g = z*, N : le nombre maximal d’itérations,
n=1,
Répéter
Calcul de (o) en utilisant (4.25) ou (4.26),
Calcul de z° en utilisant (4.27),
n=n+1,
jusqu’a ce que (|| 2 — 22 | [|<107* oun = N)
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Chapitre 5

Identifiabilité et estimation
paramétrique de 2 modéles en
pharmacocinétique représentés par des
équations différentielles non linéaires

Dans cette partie, nous allons traiter les deux modeéles paramétriques en pharmacocinétique
introduits dans le chapitre 1. Pour chacun d’eux, nous étudierons d’abord I'identifiabilité du mod-
éle en nous appuyant sur les résultats d’algebre différentielle vus dans le chapitre 3, puis a partir de
cette étude théorique, nous ferons une premiére estimation des paramétres. Celle-ci nous servira
de point de départ pour appliquer l'algorithme d’optimisation locale de Levendberg-Marquard,
vu dans le chapitre 4. La principale difficulté numérique de cette partie a été 'estimation des
dérivées qui était plus ou moins sensible au bruit selon la méthode employée. Nous avons utilisé
deux méthodes différentes, I'une basée sur I'interpolation polyndémiale, ’autre proposée par Ibrir
et Diop dans [27] qui ne demande aucune connaissance statistique sur l'incertitude des mesures.
Puis nous avons comparé les résultats.

5.1 Identifiabilité et estimation paramétrique du premier modéle
en pharmacocinétique

Etudions le premier modéle pharmacocinétique qui rappelons-le est donné par :

( . Vi1
i = oq(xz—fm)—k e
C
Ty = ag(x —x2),
r1(0) = Cy, (5.1)
xQ(O) = 0,
\ Yy = i,

On observe donc I'état 21 et les parametres a identifier sont 0 = {a, k¢, Vi, ao}.

L’ensemble des valeurs admissibles pour § est R, *.

Cet exemple a été traité avec le logiciel implémenté par C. Noiret et dont 'algorithme a été
présenté dans la partie 3.4. Les étapes sont les suivantes :
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1. Le logiciel récrit le systéme de la fagon suivante :

i‘l(kc =+ {L‘1) — 041({172 — xl)(kc -+ .’171) + (Vm:Bl) = 0,
&y — ag(x) — z2) =0,

Yy—T = 07

kc +a 75 07

1 =0,6=0, V=0, ke = 0.

2. Il retourne ensuite la présentation caractéristique suivante, sous I’hypothése a # 0 :

{2kcyy + kzy + (011 + a2)yy2 + 2]{,‘0(011 + a?)yy + ((041 + 012)’% + Vm)kcy =+ 0‘2me2
+aoVinkey — gjy2}-

(Le cas particulier @y = 0 ne correspond pas & une hypothese réaliste. En effet, la mem-
brane du macrophage est perméable dans les deux sens, de 'extérieur vers 'intérieur et
réciproquement).

3. Le cas V;ke. = 0 est exclu car il ne vérifie pas les hypothéses techniques de la proposition
4 sur les polynomes de C(6). Aussi, 'ensemble Q, est défini par Q, = {6 € R'/ay #
0, Vinke # 0}.

4. Le logiciel donne le résumé exhaustif suivant :

{keaVin, k2, ke, ke(an + az), @aVin, a1 + aa, ke(keaz + kean + Vin) }.
5. L’analyse du résumé exhaustif donne :
{Vm - Vma ke = %Ca ap = Qq, (g = 552}

6. Le logiciel vérifie ensuite que le déterminant det{gy, ¥, 7y, ¥, ¥%, y} n’est pas dans Ig,
I'idéal obtenu aprés élimination des variables d’état.
On en déduit donc que le modele (5.1) est globalement identifiable sur €, ou structurellement

identifiable sur ﬂ{i.
Le polynéme entrée-sortie, donné par le logiciel est égal a :

P(y,7) = §y° + 2718y + Y20 + 1399° + 27199 + 159 + Y6y + 179, (5.2)

avec y = {ke, k2, a1 + o, ke(a1 + o), (ke(a1 + a2) + Vi) ke, @2V, aoVipke} qui est connu.

Pour ne pas avoir a estimer la dérivée seconde de y, nous allons intégrer le polynéme entrée-
sortie entre ¢y > 0 et ¢. La borne inférieure d’intégration provient de la difficulté a estimer les
dérivées au temps ¢t = 0. Ce qui nous donne :

t

Pt = ()’ — 9(to)y(to)? — 2 /t y(s)3(s)2ds

t
+ 2m@)y) — ylto)y(to) — / §(s)%ds) +72((t) — 9(to)) + vs(y(t)® — y(to)*)/3
to (5.3)

t t

y(s)2ds + 72 / y(s)ds

o2 = y(t)?) + s () — ylte)) + 6 / t

to

= 0.
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Il intervient dans cette équation des intégrales que nous ne pouvons pas calculer de maniére ex-
acte. Aussi, celles-ci vont étre estimées numériquement par la méthode des trapézes. La discréti-
sation en temps de 'intervalle d’étude a été choisie uniforme (ty = tp,,t = tx, k = no,...,n1).
On est alors ramené a résoudre le probléme de moindre-carrés suivant :

n1i 7
o A7 (0) = bi)?, 5.4
’71(49),...,77(49)kggo(jzzj1 k75 () k) (5.4)
ou
k—1
Akt = 2(p(tno) Y (tne) — Yp(t)y(te)) + Y (tis1 — ) (yp(t:)* + yp(tis1)?),
i=ng

Ak = Yp(tng) = yp(tr), Akz = (Y(tne)® — y(te)*) /3,

Apa = (Y(tng)? — y(te)?), Ak = yltns) — y(te),

(5.5)
1 k—1 1 k—1
Aps=—3 Z (ti1 — ) (y(t)* + y(tis1)?), Apyr = 3 Z (tiv1 — 1) (y(t:) + y(tiv1))
k—1
bk = Yp(tk)y(te)? — Yp(tng)y (tny)” — Z (tir1 — ) (y(t:)yn(t) + y(tiv1)y(tisr)),

ou yp(t;) est 'approximation numérique de gy(t;).

L’une des principales difficultés numériques est d’obtenir une estimation fiable des dérivées des
mesures en présence de bruit dont nous supposons inconnue la variance. Nous allons introduire
deux méthodes de dérivation que nous comparerons.

Dans une premier temps, nous avons utilisé une méthode d’interpolation polynoémiale, que
nous appelerons méthode de dérivation 1 (MD1). Apres plusieurs essais, nous avons choisi des
polynomes de degré 3. En effet, des polynomes de degré plus élevé n’ont pas permis d’améliorer
les résultats. Sachant que la donnée de départ est la trajectoire mesurée y = (yo,...,yn) Ol
y; = y(t;) pour 1 = 0,..., N, la méthode consiste & approcher chaque y; par 1’évaluation en #; du
polynéme de degré 3 :

ait3 + b¢t2 + ¢t + d;. (5.6)

Pour obtenir les coefficients a;, b;, ¢;, d; nous avons introduit la fonctionnelle suivante :

143
Fi(ai,biycindi) = Y (yr — ait® — bit” — cit — d;)”, (5.7)
k=1—3
Minimiser Fj, pour 2 = 3,..., N — 3 peut se formuler sous la forme quadratique :
| 2 — Hib; |I%, (5.8)
avec .
zi = (Yi=3s- -, Yi+3)"
0 = (ai, bi, iy di)7, (5.9)

H, = (hk,j)lc,ja tel que hk’j = tg+k—3‘
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La factorisation QR de H; permet une résolution simple et rapide de (5.8). Ainsi, des approxi-
mations de I’observation au temps ¢;, i = 3,..., N — 3 sont obtenues par la résolution de N — 5
problémes des moindres carrés linéaires du type (5.8). Les dérivées premiéres en t; sont estimées
en dérivant une fois le polynome (5.6).

La deuxiéme méthode de dérivation que nous utiliserons est une méthode de régularisation.
Elle sera appelée méthode de dérivation 2 (MD2). Les critéres proposés dans la littérature sont
composés d’un terme de moindres carrés, qui symbolise le rapprochement de la solution du
probléme d’optimisation aux mesures, et d'un autre terme de lissage qui mesure le degré de
filtrage de la solution. Nous avons choisi I’algorithme initié par S. Ibrir et Diop dans [27] basé
sur un probléme de régularisation avec un terme de lissage équivalent a I'intégrale du carré de la
g-iéme dérivée de la solution.

Faisons d’abord quelques rappels.

Définition 33 On définit par récurrence sur k la iéme fonction B-spline normalisée Bj 1
d’ordre £+ 1 pour ¢ =0,...,n —k — 1 correspondant a la séquence des noeuds 7 = (t;)I"_, par
les relations suivantes :

1site |ttt
Bi’l(t) - { 0 sinon totl

Bij1(t) = wik(t)Big(t) + (1 — wig1,5(2))Bip1,x(t), k > 1,

avec L
t%—lt’ si t; # tit1,
wij(t)y =4 "7 (5.10)
0 sinon.
Proposition 8 1. La fonction Bj . est sur chaque intervalle [t;,t;41] de degré < k.

2. La fonction B ;41 s’annule en dehors de Uintervalle [t;, t;4x41].

On peut construire 2k B-splines de degré k linéairement indépendantes en introduisant 2k noeuds
fictifs
<t 1 <...<t1<t=a,

b:tngtn+1§---§tn+k

auxquels on associe les B-splines B; 1 pour i = —k,...,—leti=mn—k,...,n—1. Les fonctions
B-splines d’ordre k41, (Bi’kﬂ)?:__l & constituent ainsi une base de ’espace vectoriel des fonctions

définies sur l'intervalle [to, t,], polynomiales de degré inférieur ou égal a k sur chaque intervalle
[ti,tir1] de classe C*~" au voisinage de chaque noeud de multiplicité r.

Proposition 9 Les dérivées des B-splines sont données par la formule :

IO aiBig) =Y o By, (5.11)

avec
ap, sij =0
ot = QSI> o <i> (5.12)
! =L &ij>0.
(trk—j — tr)/(k = J)
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Comme dans la suite nous n’aurons besoin que du calcul des dérivées premiéres, nous nous
limiterons aux B-splines cubiques. De plus, il est possible de trouver une suite de points optimaux
(cf. [8]). Mais cette détermination est cotiteuse et n’est intéressante que si 'emplacement précis de
certains points est important pour la qualité de 'approximation, comme par exemple quand les
données présentent des discontinuités ou que I'on cherche une approximation avec peu de points.
Comme nos données sont réguliéres, nous nous limiterons & une répartition uniforme des noeuds.
Examinons le cas particulier des B-splines cubiques sur les noeuds équirépartis ;41 = t; + h,
1=0,...,n—1. Alors, on a :

(t—t;)3, sit € [t;, tit1],
h3 4+ 3h%(t — tiv1) + 3h(t — tix1)? — 3(t — ti11)3, sit € [tiv1, tiral,

6h*Bia(t) = QB3+ 3h%(tiys —t) + 3h(tizs — t)2 — 3(tirs — 1)%, si t € [tiyo, tiys],  (5.13)
(tiga —t)?, sit € [tiys, tipal,
0 sinon.

Nous allons dans la suite chercher & donner une valeur approchée de y'(ti). Pour cela, nous
allons supposer observer y(t;) = 4(t;) +€(t;),l =i—4,...,i pour i =4,...,n ou €(t;) est Uerreur
de mesure en t; et § est la solution exacte. Le but de ce qui va suivre va consister a trouver
une fonction 7 exprimée dans la base des B-splines cubiques et minimisant I'erreur entre les
observations et cette fonction sur ’ensemble des noeuds 7.

D’apreés ce qui précéde, on a :
i
§t) = D o;Bja(t), tig <t <t (5.14)
j=i—4

ol a € IR et B; 4 est la iéme fonction de la base de B-spline d’ordre 4.

Introduisons la fonction cott J :

7 i—1
7= Sl -yl + A Y a0, (515)

l=i—4 [=i1—3

(2)

ou §,”/ désigne la dérivée seconde en t; de g(t) calculée par le schéma aux différences finies, At
un pas de temps régulier, A un paramétre constant qui sera précisé par la suite.

On va chercher & la minimiser sur chaque fenétre [¢;_4,...,%;] de longueur 5. J peut-étre récrite
sous forme matricielle comme :

T= Y =Y x| HY P, (5.16)
avec
Yi—4
v=| "7, (5.17)
Yi
@—4
y-| % (5.18)

Yi
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et H la matrice de taille (3) x (5) qui s’écrit :

1 -2 1 0 0
H=(01 —21 o]. (5.19)
0 0 1 -2 1
En reprenant (5.14), la fonction cout se récrit
1 i i !
J= 2 (Y = Ba) (Y = Ba) + o' B'RBa, (5.20)
ol
R=HH, (5.21)
et
Bi_44(ti—4) Bi—34(ti—4) Bi4(ti—4)
5 ?i-4,4(ti—3) .Bz'—3,4(ti—3) & ?1,4(151'—3) . (5.22)
Bi_4a(t;)  Bi—sa(ti) ... Bja(ti)

dJ
La condition d’optimalité de J est obtenue en prenant o= 0, ce qui donne aprés simplification :
«

a = (5ARB + B) 'Y, (5.23)
et par conséquent, X
Y = (I -5AR(I+5AR)"")Y.

Reste a préciser le paramétre d’ajustement A. Dans son article, Ibrir propose d’utiliser le critére
GCV (Generalized Cross Validation) introduit par Craven et Wahba en 1970 qui, dans ce cas
particulier, consiste & minimiser la fonction

LI 5AR(I + 5 R) 'Y |12

V(A = 2
[strace (BAR(I + 5AR)~1)]

(5.24)

Pour cela, il est possible d’utiliser la méthode de Newton pour calculer le minimum de V()),

d’oul les itérations : )
V()
Aet1 = A\ — = , (5.25)
V(Xk)

ot V et V sont les dérivées de V par rapport au parameétre A. En posant

P =5,
v=(pR+1)"1Y, (5.26)
W = (pR+ 1)1,

le critére V se récrit

5 |l pRo |? N
V(p) = 1 5 = 5
[$trace(pRW)]
En dérivant N et D par rapport a A, il vient que :
dN

e 2pv' R'R[I 4+ p? RW R — pR]v,
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et
dD 2
— = gtrace(pRW) [trace(RW) + trace(pR*W (pRW — I))] .

d\
Les dérivées secondes s’écrivent
d’N ) o dv ;- dS
v IOURR(I—I—S)v—l—10p{2vRR(I+S)%+vRR%v ,
dQD 2 2
v 2 [trace(RW + pR*W (pRW —I))]”,
dw 9
+2trace(pRW) tmce(RW + trace(R“W (pRW —I)) (5.27)
dW aw
+trace <pR2%(pRW — I)) + trace <pR2W(RW +pR%) }
avec
S =p’RWR - pR,
dS pdW
dw 5.28
W pew)? - rWw. 529
dp
d_v =pRW Rv — Rv
dp
Ces expressions permettent alors de calculer les dérivées
. d (N
V=0 <5) )
(5.29)

. d®> (N
V‘W(B)'

Finalement, nous obtenons ’algorithme suivant. Etant donné I’ensemble de noeuds 7,

Pour i de 5 & n faire
Construire les matrices H, B, R en utilisant respectivement (5.19), (5.22), (5.21)
Calculer A en minimisant (5.24),
Calculer le vecteur de coefficients o = (SARB + B) ™!,
Calculer la dérivée en utilisant (5.11),
Fin Pour

Revenons a notre exemple. L’état mesuré est simulé a partir du signal ¢, celui-ci étant calculé a
partir de la valeur des parameétres 8 = (0.011, 1,0.1,0.02), et il suit une loi aléatoire de moyenne
7 et de variance (0¢)2. Le coefficient o est calculé de telle sorte que Ierreur relative soit au
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maximum égale a 0.01 (resp. 0.05) avec une erreur de probabilité inférieur & 0.03 : il sera noté
o1 (resp. 03).

Puis en résolvant le probléeme (5.4) grace a la factorisation QR de la matrice A et au calcul des
dérivées selon MD1 ou MD2, nous avons obtenu une premiére estimation des parameétres des
composantes de . Nous avons alors appliqué la méthode des moindres carrés pour obtenir une
premiére estimation 6,, de 0 (6,, étant le paramétre estimé & partir de 1’état mesuré qui a été
bruité en utilisant ;). Pour améliorer les résultats, nous avons repris I’algorithme de Levenberg-
Marquardt avec comme valeur initiale 6,,. Nous avons alors obtenu les résultats suivants :

— MD1 : La premiére estimation des parameétres est égale a 6,, = (0.0833,0.139,0.058,0.027)
(resp. 6,5, = (0.0936,0.0974,0.068,0.0223)). La figure 5.1 (resp. 5.2) représente les données
mesurées (trait plein) et les sorties (trait hachuré).

Puis, la méthode de Levendberg-Marquardt a été appliquée, ce qui a donné comme esti-
mation des parameétres 0(’;“1M = (0.0106, 1.0776,0.106, 0.0259) (resp.

6LM = (0.011,0.9706,0.0978, 0.02)). La figure 5.3 (resp. 5.4) représente les données mesurées
(trait plein) et les sorties (trait hachuré).

Fic. 51 — Systéeme 1, 6, = Fic. 52 — Systéeme 1, 6, =
(0.0833,0.139,0.058,0.027) (0.0936,0.0974,0.068, 0.0223)

Fic. 53 - Systéme 1, OglM = Fic. 54 — Systéme 1, 0(’;“2M =
(0.0106, 1.0776,0.106, 0.0259) (0.011,0.9706, 0.0978, 0.02)

— MD2 : La premiére estimation des parameétres est égale a 6,, = (0.0759,0.1431,0.0811,0.0164)
(resp. (05, = (0.0343,0.1151,0.0759,0.0069))). La figure 5.5 (resp. 5.6) représente les don-
nées mesurées (trait plein) et les sorties (trait hachuré).

Puis, la méthode de Levendberg-Marquardt a été appliquée, ce qui a donné comme esti-
mation des paramétres 6ZM = (0.0109, 1.0271,0.102,0.0196) (resp.

6LM = (0.0106,1.0535,0.1044,0.0196)). La figure 5.7 (resp. 5.8) représente les données
mesurées (trait plein) et les sorties (trait hachuré).
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Fic. 55 — Systéeme 1, 6, = Fic. 56 — Systéeme 1, 6, =
(0.0759,0.1431,0.0811,0.0164) (0.0343,0.1151,0.0759, 0.0069)

FiG. 57 — Systéme 1, LM = Fic. 58 — Systéme 1, G(f:)M

o1

(0.0109,1.0271,0.102,0.0196) (0.0106,1.0535,0.1044, 0.0196)

Conclusion : La premiére estimation des parameétres obtenue grace aux polynomes entrée-
sortie ne permet pas d’avoir une reconstruction des sorties correcte. Toutefois, elle est satisfaisante
dans les deux cas puisque, prise comme valeur initiale, ’algorithme de Levenberg-Marquardt
converge.

5.2 Identifiabilité et estimation paramétrique du deuxiéme mod-
éle en pharmacocinétique

L’estimation précédente des parameétres (aq, ke, Vi, 2) est reprise dans le deuxiéme modeéle,
et nous supposons observer y = x1. Le deuxiéme modele est :

((dn ay(ze —x1) — FoVint1
ddt O T ke + ks + kg,
% = ag(z] — x2),
D= B - g) — e
ddt T PR T T ey + 13 + kgzy
% = Pa(z3 — z4),
Yy = I,
1'1(0) = 007
$2(0) = 07
$3(0) - 7007
\ 1'4(0) = 07
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On suppose qu le systéme a 1’état initial est connu, soit Cy = 10/16. Les parameétres a identifier
portent alors sur le transporteur et sont 8 = {1, B2, kq, v}

Le logiciel de C.Noiret, décrit dans la partie 3.4 a été utilisé pour étudier I'identifiabilité des
parametres (01, B2, kq,7)-

Le systéme initial n’a pas permis de conclure quant & I'identifiabilité des paramétres. FEn effet,
le polynéme entrée-sortie calculé faisait plus d’une page et le calcul de la présentation caractéris-
tique n’a pas abouti du a la complexité croissante des calculs qui a saturé la mémoire. Nous
devions alors fournir plus d’information au logiciel. Tout d’abord, ’état xo peut étre considéré
comme une nouvelle variable observée. En effet, la deuxiéme équation ainsi que la condition
initiale z2(0) = 0 constitue une équation différentielle avec condition initiale. Elle admet donc
une unique solution que 'on peut calculer directement et qui ne dépendra que de 1’observation
y. Ainsi, 'état xo a été considéré comme une variable observé. De plus, de la premiére équation
du systeme

kanSEl
1 = ai(zg— 1) — 5.30
! N S ey (5:30)
on tire 'expression de %} qui vaut
3 _ ai(ke +y) (w2 —y) = Viuy — keyy — yy (5.31)
kq yke + arke + (.’132 - y)
z3
et qui peut-étre considéré comme connu. Ainsi, la quantité Hx’;ﬁ qui intervient dans
ko ' ke
le second membre de la troisiéme équation est bien déterminée. L’algorithme peut alors étre
3
appliqué au modele avec y = (z1, x2, H—éﬁ’ 2) et 0 = (B1, P2, ka).
ka TkRe ¢

1. Le logiciel récrit le systéme comme le systéme différentiel suivant :

(

21 (kcka + kexs + koz1) — a1 (zo — x1) (kcka + kexs + kox1) + ko Vizy = 0,
i?Q — 0(2(:171 — 1172) = 0

j73(kcka + kexs + kaxl) - ﬁl (374 - x3)(kcka + kexs + kaxl) + kVinzs =0,
T4 — Pa(z3 — 14) =0,

y1 —x1 =0,

Yo — 22 =0,

ys(keka + kexs + kox1) — kews = 0,

kay4 — X3 = 07

kfcka + kchS + ka‘?l #0,

b1 =0,02=0, k, =0.

\

2. Tl retourne la présentation caractéristique suivante :

( Gayikcka + 9ayike(Br + B2)ka + yiyskeVimBe — (Y3ys — y3ya + y3)Via )
—(—y3ya9a)keVin — (Y303 — y3ui + L3y + y3ya) ke Vim,
(U397 — ysyaya)ke + (Y3ys — y3ya + y3) Vim
+(Ly3ys + v3ys + y3ui — ysy?) ke,
Y1ys + (Y3 + ysya — ya)ke,
( 92y3 + Y2ysaz + (Y3 — Ysys + ya)aoke. J

Seul le premier polynéme contient les parameétres & identifier. Les autres correspondent
a des relations connues entre les sorties introduites de facon artificielle pour simplifier le
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calcul de la présentation caractéristique. Ains‘;:, la troisieme équation y1ys+ (ys+y3ys—ya) ke
z3
kia et
1+2+ 2
3. Le paramétre k, doit étre non nul, donc ’ensemble admissible des parameétres & identifier
est restreint a Q, = {0 € R? k, # 0.}
4. Le logiciel donne le résumé exhaustif suivant :

vient de l'introduction des sorties y3 =

{kaaﬁ%ka(ﬁl +ﬁ2)}- (532)
5. L’analyse du résumé exhaustif conduit a :
{ka = I%av /81 = Bla /82 = BQ} (533)

6. Le logiciel vérifie alors que {4, 94, y3} n’est pas dans I, g, I’idéal obtenu aprés élimination
des variables d’état..
Ainsi, le deuxiéme modéle est, sans avoir considéré les conditions initiales, globalement identifi-
able dans €2, ou structurellement identifiable sur IR3. En ce qui concerne le paramétre v, il suffit
de reprendre la premiére équation en ¢ = 0, d’ot :

¥ 1 1 Vin
S ) J—— 5.34
kq <CO kc) y'(0) + a1Cy (5:34)

Pour estimer numériquement les parameétres, nous allons reprendre les deux premiers polynomes
de la présentation caractéristique que nous allons simplifier. Tout d’abord, de la deuxiéme équa-
tion, nous avons :

Y2 . .
(y3Ya — Y3ya + ¥3)Vin + (93 + Y301 — ysyi)onke = —(Usyi — ysyaga)ke (5.35)
C
qui, substitué dans la premiére équation et aprés simplification donne le polyndéme entrée-sortie :
. . B2V Vin .
P(y,0) = da+ (Br+ Bo)ia+ ——ys + =03, (5.36)
a a

=0

Comme précédemment, nous allons démontrer qu’il est possible de trouver une premiére
estimation des paramétres grace au polyndme entrée-sortie. Celle-ci sera alors utilisable comme
point de départ de méthodes locales d’optimisation.

Pour diminuer ’ordre des dérivées dans le polyndéme entrée-sortie et ainsi espérer diminuer ’erreur
sur l'estimation des paramétres, nous avons intégré une fois (5.36), ce qui donne le polynome :

Pint(y,0) = 4ja(t) — 5ja(to) + (B1 + B2) (ya(t) — ya(to))

Vin (1 Vi
b B+ S (4s(0) — ) (531)
a to a
= 0.
L’équation (5.37) peut se récrire sous la forme d’un systéme linéaire
AO = b, ou
Agy = y4£tk) —ya(to),
k
Aga = / ys(u)du,
to
Ars = ys(te) —ys(to), . (5.38)
B2Vm Vm
C) = —_ —
<ﬂ1 +/827 ka ) ka )
by = —(yalte) — va(to))j=1,..N-
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Reésoudre (5.37) revient a résoudre le probléme :

min J(©) = min | A6 b 2. (5.39)

L’état mesuré est simulé & partir du signal ¢, calculé & partir de la valeur des parameétres
0 = (51, P2, kq,y) = (0.01,0.02,0.5,50) et il suit une loi aléatoire de moyenne 4 et de variance
(09)?. Le coefficient o est calculé de telle sorte que I'erreur relative soit inférieure a 0.01 (resp.
0.05) avec une erreur de probabilité de moins de 0.03 : il sera noté o (resp. 02). L’ensemble des
valeurs admissibles pour 6 étant alors Rf.
Comme dans le cas précédent, le probléeme de minimisation (5.39) est résolu par la méthode
QR selon les deux cas de calcul des dérivees MD1 ou MD2 (par MD1, nous avions désigné une
méthode d’interpolation polyndmiale qui consistait & approcher chaque y; par I’évaluation en ;
d’un polynéme de degré 3 et par MD2 une méthode de régularisation basée sur 'utilisation des
B-splines). Nous avons obtenu alors une premiére estimation des trois composantes de ©. Puis,
nous avons appliqué la méthode des moindres carrés pour effectuer une premiére estimation de
B1, B2, kq. Le dernier parameétre «y a été calculé a partir de la relation (5.34). Notons que son
expression dépend de la dérivée de y en 0 qu’il est donc important d’estimer au mieux. Nous
avons alors obtenu les résultats suivants :

— MD1 : nous avons obtenu la premiére estimation

Oy, = (B1, 52, ka,y) = (—0.0298,0.00047,0.003,0.005). La valeur des paramétres trouvée
est loin des vraies valeurs. En effet, le conditionnement de A, de 'ordre de 1000 est treés
mauvais et induit une erreur déja trés importante sur les parametres (51, 82, kq). De plus,
7, estimé a partir de la relation (5.34) dépend de l'estimation de k, et de la dérivée de
I'observation en 0. Or, il est bien connu qu’il est difficile d’avoir de bons résultats a partir
de conditions initiales, surtout quand les données sont bruitées. Cette accumulation d’er-
reur fait que le paramétre vy est mal évalué. Toutefois, nous allons utiliser cette premiére
estimation pour utiliser des méthodes locales.

Pour prendre en compte la relation (5.34) ainsi que le caractére positif des parameétres, nous
avons utilisé la méthode de pénalité intérieure qui consiste en la résolution du probléme

suivant :
11 Vi
- 0) =min(|| A©O+0b|? Li(s+ )+ I?
ming J5(6) moln(|| ®1+ 1" + | e + <C(] + kc) + 7 (0) + 1 Co |
+e Z T)
i=1,...,4 (ei )?

ot 0 = (0;)i=1,...a = (B1, B2, ka,7), 07 = max(6;,0) et € est une constante fixée.

Ce qui nous a permis d’obtenir (51, 32, kq,y) = (0.03,0.03,0.2,17.3). La figure FIG. 5.9
représente les données mesurées (trait plein) et les sorties (trait hachuré).

En appliquant ’algorithme de Levendberg-Marquardt, nous avons trouvé

OLM = (B, B2, kqa,y) = (0.007,0.07,0.2,50.4). La courbe obtenue a partir de ces valeurs
est représentée a la figure FIG. 5.10 (trait hachuré) ainsi que les sorties (trait plein).

0,, ayant toutes ses composantes négatives, nous n’avons pas cherché a aller plus loin dans
notre démarche.
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Fia.

59 — Systéeme 2 6, = Fic. 5.10 — Systéme 2 0(’;“1M =

(0.03,0.03,0.2,17.3) (B1, Bo. ka, ) = (0.007,0.07,0.2,50.4)

— MD2 : L’expression de v dépend de y(0) que nous avons chercher & déterminer & partir

des B-splines. Pour cela, il faut déterminer ¢_3, t_o, t_1 ainsi que y(t_3), y(t_2), y(t_1)
puisque :

0

y(t) = Z a;Bj4(t), pour 0 =ty <t <. (5.40)
j=—3

Etant donné la forme de la courbe, nous avons supposé que la courbe était symétrique
par rapport au point A(0,4(0)). Nous avons donc introduit les trois points de coordonnées
(_t37 _y(t3) + 2y(t0))a (_t27 _y(tQ) + 2y(t0))7 (_th _y(tl) + 2y(t0))a ce qui nous a permis
d’utiliser (5.23) pour calculer les coefficients (c;) de (5.40). Puis, nous avons repris (5.11).
Nous avons trouvé 0,, = (1, 52, ke,y) = (0.0244,0.0263,0.7,22.736) (resp.

0y, = (0.017,0.011,0.3,0.9641)) et les courbes obtenues a partir de ces premiéres estima-
tions sont représentées sur la figure 5.11 (resp. 5.12) (en pointillé) ainsi que les courbes
obtenues & partir des vraies valeurs (en trait continu).

Fia.

511 — Systeme 2, 6, = Fic. 512 — Systéeme 2, #6,, =

(0.0244,0.0263,0.7,22.736) (0.017,0.011,0.3,0.9641)

Remarquons que la valeur de 7y est moins mauvaise que précedemment, du moins pour oy.
Nous avons remarqué numeériquement que cette différence provenait du calcul de la dérivée
en 0 qui avait été amélioré par 'utilisation de la méthode de régularisation. En fait, 'erreur
semble provenir surtout de celle de k,.

Ces estimations sont reprises comme valeurs de départ dans ’algorithme de Levendberg-
Marquardt. Nous avons trouvé 0XM = (B, 8o, ke, ) = (0.028,0.03,0.29,49.67) (resp.
6LM = (0.0374,0.0328,0.2711,49.66)). Les courbes obtenues & partir de ces estimations
et des vraies valeurs sont représentées sur la figure 5.13 (resp. 5.14).
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Fic. 513 - Systeme 2, 6XM
(0.028,0.03, 0.29, 49.67)

Fic. 514 - Systeme 2, 6XM =
(0.0374,0.0328,0.2711,49.66)

Conclusion : Dans cet exemple, il a été important de trouver une méthode permettant de calculer
de fagon efficace les dérivées. La méthode de régularisation proposée par Ibrir et Diop a montré
son efficacité. En effet, quand la variance était égale & (019)?, les résultats avaient été améliorés.
De plus, il a permis d’obtenir des résultats dans le cas ol la variance était égale a (o27).
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Chapitre 6

Identifiabilités du modéle de pollution

Rappelons le modéle que nous allons identifier et les étapes qui nous y ont conduit. Tout
d’abord, nous avons considéré le systéme suivant :

Oy vy P )+ Rult,.) = A#)S(. — a) dans [0.T]x]0, Z]

f(to :1:) - g(xa)$ dans 10 L8[$2 i i | | o

u(t,0) = 0, 7 (6.1)
ou

%(t7L) =0,

ou u, V, D, R désignent respectivement la concentration de la substance étudiée, la vitesse de
transport, le coefficient de diffusion (dispersion), le terme de réaction supposé de premier ordre.
Le membre de droite représente l'origine de la source de pollution, a désigne la position de la
source possible de pollution, A le débit correspondant.

La masse de Dirac a alors été approchée par la fonction gaussienne

1 _@-a?

Ce qui a conduit au systéme

P P 8?
8—;‘(15, )+ Va—Z(t, ) — Da—;;(t, ) + Ruf(t,.) = f(t,.) dans [0,T]x]0, L],

u(0,2) = g(z) dans ]0, L[

6.3
u(t,0) =0, (6:3)
ou
—(t, L) =0,
5 L)
X Alt) —G=p? \ e , o :
ou f(t,x) = —=e  +2 . Cesystéme a ensuite été discrétisé par un schéma aux différences finies

oV

en espace, dont nous avons négligé les termes d’ordre plus grand que deux, d’ot 'aproximation vy,
de uy, et le probléme discret dont nous traiterons 'identifiabilité & I’aide de I’algebre différentielle :
{ vh/(t,H) = Apvp(t,0) + bp(t,0), pour tout ¢ € [0,T], (6.4)

Uh (07 9) = Gh, '
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oun = (,Q),
B v O 0
a B v 0 k1l@Q g(z1)
Ap=| : : . ,Op(t,0) = : S Gh = : : (6.5)
0 a B v EnIQN g(zn)
0 0 o B

Dans la suite, pour simplifier les notations, nous noterons v(¢) la solution du systéme (6.4) au
lieu de vy (t,6).

Dans ce chapitre, nous étudierons tout d’abord l’identifiabilité du systéme continu (6.1)
quand le débit est constant et la stabilité de la méthode, c’est & dire si de faibles variations
des parameétres a identifier, soient A et a, conduisent & de faibles perturbations des mesures. Le
cas ou le débit est une fonction du temps a été étudié dans [2]. Nous rappelerons les résultats
dans la section 6.1.2. Méme si le systéme continu est identifiable, il est difficilement utilisable
dans la pratique. En effet, nous verrons dans la section 6.1.3 que la simple résolution directe du
probléme pose déja d’'importants problémes numériques. Nous justifierons alors I’approximation
de la masse de Dirac par la fonction gaussienne (6.2) en étudiant 'erreur entre les solutions des
systémes (6.1) et (6.3). Nous traiterons ensuite I'identifiabilité du modele (6.4) en (A, a) en distin-
guant deux cas : celui ou le débit est constant et celui ou il dépend du temps. Nous verrons alors
que considérer les conditions initiales permet de diminuer le nombre de points d’observation.

6.1 Identifiabilité du modéle continu

6.1.1 Cas ou le débit est constant

Pour démontrer I'identifiabilité du systéme continu, nous avons besoin du résultat suivant
sur la régularité de la solution.

Théoréme 5 Soit V := {v € H'(0,L)/v(0) = 0}. Posons V' le dual de V. Alors :
(i) il existe une fonction u € C1([0,7]; V') N C([0,T); V) solution du probléme (6.1),
(ii) elle est unique dans C([0,T]; L?(0, L)) N L?(0,T; H*(0, L)).

Démonstration : L’unicité de la solution a été démontrée dans [2].

Démontrons (i). Pour cela, nous allons travailler avec le systéme (6.6) qui a été obtenu a partir

de (6.1) en posant @(t, ) = e"“u(t,z) avec v = —55, d’ott :

~ 2~ ~
O (1) ~ D5 (t,0) + pi(t, ) = [(1,2) dans 10, T[x]0, L]

4(0,z) = g(z) dans ]0, L]

6.6
u(t,0) =0, (6:6)
@(t L) —va(t,L) =0, t €]0,T][
6'1: 7 7 - 9 ?
ou f(t,z) = e"*No(z —a), §(z) = e*%g(z) et p = v2D + R.
Notons tout d’abord que V est un espace de Hilbert pour la norme de H'(0, L).
Considérons alors 'application
AV =V (6.7)

v = Av
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telle que pour tout w € V, on ait :

L
(Av,w) = D/o gv g:d:r + p/ vwdz + %v(L)w(L).
Pour prouver (i), nous allons reprendre le théoréme VII de [10] qui est rappelé dans ’annexe B,
théoréme 13. Nous allons donc démontrer que le domaine de définition V de A est dense dans
V' et VA > 0, T+ AA est bijectif de V sur V' avec || (I + AA)~! ||< 1. En fait, il est suffisant de
prouver que l'opérateur A est un opérateur linéaire, maximal monotone, d’aprés la proposition
13 de "annexe B, soit

a) Yo €V (Av,v) >0,

b) Vh eV, FueV tel que u+ Au=h dans V.
On verifie facilement que (Av,v) > 0 pour tout v € V, donc a) est vrai. Il reste a prouver b).
Pour cela, il suffit de vérifier :

VheV, JueV, Yo eV, (u+ Au,v) =< h,v > . (6.8)
En effet, si (6.8) est vérifié, on aurait en particulier (D(]0, L[) C V) :
VheV', FueV, Vv e D(0,L]), (u+ Au,v) =< h,v > . (6.9)
En conséquence, u vérifierait :
u+ Au = h dans D'(]0, L]). (6.10)

Mais comme u appartient & V donc a V' et Au, h € V', on en déduit que u + Au = h est vrai
dans V'
Démontrons (6.8) en utilisant le lemme de Lax-Milgram. Soit & € V' donné et

L Ou Ov V
a(u,v) = / ((1 + p)uv + D——)dz + —u(L)v(L).
0 Ox Ox 2
Tout d’abord, a est clairement bilinéaire. De plus, en utilisant successivement les propriétés sur
les intégrales et Cauchy-Schwartz dans L?(0, L), les inégalités suivantes sont obtenues pour tout

(u,v) €V xV:

L u ov
| a(u,v) | s(1+p)/0 | ulz)ol |da:+D/ 202 (Lol |

2
(6.11)
V
<@+p) lwllllvllz +D || ||2|| || 5 luLv(L) |
Or, comme u et v sont dans V), on peut écrire :
2 Pov o
| w(L)o(L) =] u(L) = u(0) [*| v(L) —dw %dw)
et en vertue du théoréme de Cauchy-Schwartz, il vient
L
Ju ov
uLp(m) P <2 [ @Fdx/ 10 d
0 0 (6.12)

<L u ”?{1(9)” v ”?{1(9) .
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On obtient alors la majoration :

- LV
| alu, ) |< max(L+p, D, —=) [ u gy @ll v i) - (6.13)

Ainsi, application a(.,.) : V X V — IR est continue. La V-ellipticité est immédiatement vérifiée
car pour tout v € V,

L L

0 :

&(v,v)z(l—i—p)/ |v]? d:1:+D/ |£ > dz > min(D,1+p) || v a1 (0) -
0 0

Reste a vérifier que 'application linéaire H définie par :
H:V—IR:v—=<huv>

est continue. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, comme h € V', il existe
un unique hg € V tel que < h,v >= (hg,v) pour tout v € V. Aussi, on obtient la majoration
suivante :

Vo eV, [ H(v) [=[< h,v >y yl=] (hos 0)yy <[ o ll2ll 0 |10 - (6.14)

Les hypothéses de Lax-Milgram étant vérifiées, on en déduit I'existence d’une solution v € V du
probléme (6.8).

Comme l'opérateur A est monotone maximal, on a que pour tout ug € V et h € C1([0,7],V'), il
existe une solution u € C*([0,T]; V') N C([0,T); V) du probleme (6.6).1

Le théoréme suivant va nous permettre de conclure quant a l'identifiabilité des parameétres.

Théoréme 6 Soit le systéme suivant :

8—u(t )+ Va—u(t ) — D82—u(t ) + Ru(t,.) = Ad(. — a) dans [0, T]x]0, L[ (6.15)
at b ax 9. ax2 ? ’° * ? 9 9 °
u(0,z) = g(z) dans Q
u(t,0) = 0, (6.16)
%(taL) = 0,

ol A est constant. Alors, si on observe u(t, L) pour tout ¢ €]0,7T'[, A et a sont identifiables.

Démonstration : Remarquons tout d’abord que pour identifier A et a, il suffit d’identifier
le produit A§(. — a). En effet, supposons que :

pour presque tout = € Q, A\8(. —ay) = A2d(. — ag) dans D'(0, L).

Comme (. — a1) et §(. — ag) sont linéairement indépendants dans D'(0, L) si a; # ag, on a soit
A1 = Ao = 0 ce qui est impossible, soit a1 = as et donc A\j = Ao.
Ensuite, I’équation (6.15) prise en ¢t = 0 et la condition initiale u(0,z) = g(z) donnent :

ou

5 (02) + Vg (z) — Dg (z) + Rg(z) = Xo(z — a). (6.17)

Aussi, identifier A\d, revient a identifier g—z(ﬂ,x).
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Considérons la fonction ¢ : P = (A\,a) — u(P)(.,L) ou u(P)(., L) correspond a la solution
dépendant des parameétres (A, a). Montrer l'identifiabilité revient & montrer 'injectivité de la
fonction ¢, soit I'implication suivante :

w(P)(., L) =u(P)(.,L) = P, = P, (6.18)
o Py = (A,a1) et Py = (A2,0a2). Et si v = u(Py) — u(P,), cela revient a prouver I'implication
o(,L)=0= P, = P, (6.19)

qui est, d’aprés ce qui précéde, équivalent & montrer

ov
v(,L)=0= a(o,x) =0. (6.20)

Supposons alors que l'on ait v(¢, L) = 0 pour tout ¢ €]0,T[. De la définition de v, on déduit de
(6.15) ’équation :

ov ov 0%

E(t,x) + V%(t,a:) — D@(t,x) + Rou(t,z) = Md(z — a1)e™™ — Xod(z — az)e™ dans [0, T]x]0, I(6.21)

ov
De pl —(t,L) = 0.
e plus, on a at( ,L)
Dérivons (6.21) par rapport a ¢t au sens des distributions. Ceci est possible car d’apres le
théoreme précedent v € C([0,T]; V') N C([0,T]; V). Ce qui nous donne :

0% 0% 03v v

ov ov
En posant z = 5 I’équation précédente et la condition E(t’ L) = 0 se récrivent :

0z 0z 0%z
Py +vZ _DLE (1) + Ra(t,.) =0,
z(t, L) = 0.

Remarquons que t — z(t, L) est nulle et analytique sur ]0,7[ donc identiquement nulle sur
10, +o0[. De plus, z s’exprime dans la base de vecteurs propres (wy,), définie par le probléme :
trouver les valeurs p pour lesquelles il existe une fonction w :)0, L[— IR non identiquement nulle
vérifiant

—Dw' (z) + pw(z) = pw(z), = €[0, L] (6.24)
w(0) = 0, (6.25)
w (L) — vw(L) =0, (6.26)

la justification est donnée dans annexe B.2. z(t, x) s’écrit :

+00
z(t,x) = Z < 2(0,.),wn >y y, wy(x)e Hnt (6.27)
n=1
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De z(t, L) = 0 et aprés avoir factorisé par e #1! dans I'expression de z(t, L), il vient que :
<2(0,.), w1 >y, wi(L) + Y < 2(0,.),wn >y 5, wy(L)e Bl = 0, (6.28)

Cette série converge uniformément pour ¢ > 7 avec 7 > 0 car p, > pp—1 pour tout n > 1 et

lirf iy = +00. Ainsi, nous pouvons échanger la somme et la limite quand ¢ — +o00. Le second
n—-+0o0

terme de (6.28) converge alors vers 0. Il reste :
< 2(0,.),wy >r2 wi(L) =0 (6.29)

Comme w1 (L) # 0, le premier terme de la série est nul. En itérant le procédé, il vient que tous
les coefficients de la série sont nuls. Ainsi, Iégalité < 2(0,.),w, > pour tout n > 0 conduit a
z(0,.) =0. 1

La question qui se pose maintenant est de connaitre la stabilité de la méthode, c’est & dire
la dépendance continue de la source Ad(a — .) par rapport aux mesures ou en d’autres termes si
de faibles variations de A et a conduisent & de faibles variations des mesures. Nous allons, pour
cela prouver un résultat de stabilité lipschitzienne locale.
Jusqu’a la fin de ce paragraphe, nous noterons u(t, z, F, g) les concentrations de D.B.O calculées
a partir de la source F' avec pour condition initiale g.
Supposons avoir (X, a), (i, c) € RT x [0, L], alors pour k suffisamment petit,

A+ kp,a+ ke) € IRT x [0, L]
et la source correspondante est égale &
FF(t,z) = (A + kp)d(z — (a + ke))
D’aprés la formule de Taylor Young & I'ordre 2 appliquée & la masse de Dirac en a, on obtient :
FE(t,z) = A+ kp)d((z — a) — k)

= X(z — a) + k(ud(z — a) — Acd (z — a)) + k*(—pcd (z — a) + A—C26

11

(x —a) + €(k)).

2
(6.30)
Posons
F(t,z) = M(z — a),
F(t,z) = ud(z — a) — Acd (z — a), (6.31)
~ ’ )\02 "
F(t,z) = —pcd (z —a) + 75 (z — a) + ke(k).
Alors, les fonctions
k _
(t.2) u(t,z, F*, g) — u(t,z, F, g)
k
et . ~
(t,x) — u(t,z, F,0) + ku(t, z, F', 0)
sont solutions de :
du 0%u du R .

u(0,z) = 0.
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Or, nous avons vu (théoréeme 5) que ce probléeme admettait une unique solution dans
C([0,T),L?(0,L)) N L?(0,T; H'(0, L)). Donc

u(t,x,Fk,g) =u(t,z, F,qg) + ku(t,:c,F',O) + k2u(t,x,ﬁ',0).

Il vient alors :

k _
lim u(t7 L7F 79) u(t7 L7 F7 g)
k—0 k

=u(t, L, F,0). (6.33)

Théoréme 7 (Stabilité lipschitzienne locale). Si (u,c) # (0,0) pour 0 < ¢t < T alors :

k _
lim U(t,L,F 79) u(t,L,F,g)
k—0 k

£0. (6.34)

Démonstration : Supposons que la limite soit nulle. Par définition, u(¢, L, F, 0) est solution
du probleme :

ou - ou - 0%u . R ,

E(t’ S F,0) + V%(t, S F0) — W(t’ wF,0) 4+ Ru(t,.,F,0) = kud(. —a) — Aed (. — a)6.35)
u(O,x,F,O) = 0dans |0, L[
’LL(t,O, F,O) = 0, (636)
ou

—(t,L,F,0) = 0.

5 )

Nous allons montrer que le terme de droite, kud(.—a) — Acd (.—a) est nul et comme les fonctions
§(. —a) et § (. — a) sont linéairement indépendantes, on en déduira que (u,¢) = (0,0), ce qui
contredira 'hypothése que le couple est non nul.

0
Comme pour la démonstration de l'identifiabilité, il suffit de prouver que —u(O,:c,F,O) =0

) ot
puisque en £ =0, on a :
8’[1, ~ /
E(O,m,F,O) =kpo(. —a) — Aed (. —a).
" du - .
Dérivons (6.35) par rapport au temps et posons z(t,z) = E(t,x,F,O), ce qui donne :
0z Oz 02z
0z R N
De plus, comme E(t’L) = 0, z(¢t,L) = 0. On retrouve le systéme (6.23), d’ou 2(0,.) =
ou A
—(0,.,F)=0.1
2 0,.. )

6.1.2 Cas ot le débit dépend du temps

Ce cas a été traité dans [2]. Il a été prouvé d’une part que le systéme est identifiable sous la
condition d’avoir deux points d’observation encadrant la source de pollution et que la fonction
débit s’annule sur un intervalle [T, T] et d’autre part, la stabilité lipschitzienne locale.
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6.1.3 Pourquoi étudier un systéme approché?

La premiére chose a laquelle tout expérimentateur est confronté lors de la modélisation d’un
modeéle mathématique est celle de la simulation. Une premiére idée pour simuler une pollution
accidentelle est d’obtenir I’expression de la concentration solution du probléme (6.37) suivant :

ou ou 0%u
E(t’ )+ Vg(t, )= Dw(t, ) + Ru(t,.) = A(t)dq(.) dans [0, T]x]0, L[,

u(0,z) = g(z) dans ]0, L]

6.37
u(t,0) =0, (6.:37)
ou
—(t, L) = 0.
aw( ) )
Comme nous 'avons déja fait dans la premiére partie du chapitre 6, nous posons
i(t,z) = e’*u(t,7) avec v = — 5. Le systéme précédent se récrit :
ot 0% ~
g7 () = D5 (1) + pilt, @) = F(t,0) dans 10,T[x,
w(0,z) = g(z) dans Q (6.38)

u(t,0) =0,
ou
oz

ol f(t,z) = e"* A(t)d(z — a), §(t,z) = e"*g(x) et p= 12D + R.

—(t,L) —va(t,L) =0, t €]0,T]

Soit V := {v € H(]0, L[)/v(0) = 0}, alors (6.38) admet pour formulation variationnelle :

Vo eV, jt( (t),0) +a(a(t),v) = (f(t,.),v), (6.39)

L
ou a(w,v) = (Aw,v) D/ ——d:z: +,0/ wvdz + %w(L)v(L), (w,v) €V x V.
0

Nous avons montré au theoreme 5 qu'il existait une solution de (6.40) dans C'([0,T]; V') N
C([0,T]; V) et quelle était unique dans C([0,7T]; L?(0, L)) N L2(0,T; H' (0, L)).

d s -
{\gvev,du)v)m(u() v) = (f(t),v), (6.40)
u0) =g
De plus, nous avons prouvé dans 'annexe B qu’il existait une base de vecteurs propres (wy,)
solution du probléme spectral :

trouver les valeurs p pour lesquelles il existe une fonction w :]0, L[— IR non identiquement nulle
vérifiant

—Dw (z) + pw(z) = pw(z), z € [0, L] (6.41)

!

w(0) = w (L) — vw(L) =0, (6.42)

et qui formait une base hilbertienne orthonormale de L?(0, L). L’expression des w,, a également
été calculée dans I'annexe B. Or @ € C([0,T); L?(0, L)), donc pour tout ¢ € [0,T]), @(t) s’écrit :

a(t) =Y (i(t), wn)wy.

n>0
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Mais comme 4(t) € V (presque partout), on a :

a(a(t), wn) = pn(G(t), wn). (6.43)

Prenons alors le cas particulier v = wy, dans (6.40). En posant o, () = (u(t), w,) et en utilisant
(6.43), il vient que :

%an(t) + i (t) = (F(t), wn). (6.44)

Donc «y, est solution de I’équation différentielle linéaire a coefficients constants :

{ S ant) + pnon(t) = (7 (1), wn), (6.45)
Ozn(O) =9,

dont la solution est donnée par :

t t
an(t) = (g, wp)e ™" + / (f(8), wa)e *=)ds = (g, wp)e " + wp(a)e”® / As)e™#n(72)dg6.46)
0 0

Finalement, la solution du probléme initial (6.15) est égal a :

t
u(t.) = e | S2(guwa)e () + wa@)un()e® [ Ns)e s | (647
n>0 0

avec v = —g55, wy(z) = cpsin(&,w) ont &, est solution de yLeot(yL) = vL, p, = p + DE2,
p=R+1v?°D. De plus, & = (2n + 1)5 4+, avec 0 < &, < 5 et limy,y00en = 0.

Toutefois, il a été impossible de I'utiliser numériquement pour nos simulations comme nous
le verrons dans la section 7.1. Nous avons donc décidé de reprendre le systéme semi-discrétisé
(6.4).

6.1.4 Erreur sur la solution lorsque ’on approche la masse de Dirac par une
fonction gaussienne

A~ (a:—a,)2 N
Théoréme 8 Posons f(t,z) = #e”x)\(t)e_ o2 @ (resp. u) la solution du sytéme (6.38)

(resp. la solution obtenue en remplacant f par f dans (6.38)). Alors, si A est une fonction
majorée par une constante positive Apq, (ce qui est toujours vérifié dans la réalité), nous avons
la majoration suivante :

Ve > 0, do* >0, tel quesi 0 < o < o*, alors

[ a(t) —a(t) [l < Amezty/T—ehT, (6.48)
ou i est la constante de V-ellipticité associée a la forme bilinéaire a définie ci-dessus.

Démonstration : Reprenons la formulation variationnelle (6.39), comme @(t) — a(t) € V,
on a:

(6.49)
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a est V-elliptique car d’apreés le lemme de Poincaré, il existe une constante C > 0 telle que :
-~ 8'[1) 2 2
Yw eV, a(w,w) > D || % I7:> DC || w |5 - (6.50)

Il vient alors :

%%(II a(t) —a(t) I13) +pllat) —a@) 13 <l f(t) = fE) Iyl ) —a) |2,

< 5 1760 = ) I +5 (o) — o) 1B

(6.51)
d’ou
li(l\ i(t) — a(t) 13) + (=5 ae) —a) 13 < &1 () = £t )12 (6.52)
57l @ a(t) |5 p=3)la ut) Iz <3, . ») 115 - .
Posons ¢(t) =|| @(t) — u(t) ||3, alors (6.52) se récrit :
G0+ plt) <ol 1) = ) I (6.53)

En multipliant I'inégalité précédente par e#! puis en intégrant par rapport a t sur [0,¢], on
obtient :

t , t
/ (¢ (5) + ppls))ehds = / o(s)eh*) ds
0

(6.54)
; 2
/ I £(s.) = F(s,.) I s,
soit
(t)e!t < / | f(s s,.) 13 eds (6.55)
puisque ¢(0) =|| @(0) — (0) ||3= 0. Ce qui fait finalement :
R ) ,
[ a(t) —u@) [z < ;6_“ /O | f(s,.) = f(s,.) I3y €"°ds. (6.56)
. ; ) 1 z@-a)? . .
Majorons || f(s,.) = f(s,.) |l,». Comme lim e o> =0, au sens des distributions, il
o—=0 o+\/T
vient pour toute fonction v € V :
“+o0 1 —(z—a)Z
;ii% </_OO aﬁe 72 e”xv(a:)da:) —v(a)e’® = 0. (6.57)
Ainsi, pour tout € > 0, il existe ¢ > 0 tel que si 'on a 0 < o < & alors
| / _(12@2 e v(z)dr —v(a)e”® |< e. (6.58)
= U\/_

De méme, comme pour tout € > 0,

a—¢ 1 —(z—a)Z . “+00 1 —(z—a)Z v
1 (72 1 (7'2 =
;11)% </_OO aﬁe e v(a:)da:) + ;li)% (/a+€ aﬁe e v(a:)da:) 0,
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nous avons également Iexistence de o* > 0 tel que si 0 < 0 < ¢* alors

L 1 —(e—a)?
| / e~ Ty (2)ds — v(a)e® |< e (6.59)
0

TN/ T0

ceci pour tout v € V. D’oul
170500 = £, Iy = suppis 1< £(5,) = F(5, 0,0 > < Aage. (6.60)
Ainsi, nous obtenons la majoration suivante en reprenant (6.56) et (6.60) :
la(t) —a(t) [l < 2maecv/lI—emiT.m (6.:61)

Nous pouvons alors déterminer l'erreur commise sur la solution du systéme initial (6.37)
lorsque l'on approche la masse de Dirac par une fonction exponentielle. En effet, reprenons les
notations du début du paragraphe, soit u la solution du systéme (6.37), 4 celle de (6.3) et u la
solution du systéme (6.38). D’aprés (6.48), o vérifie :

[ a(t) —a(t) [la < Amexcy/T—ebT. (6.62)

Or, en reprenant la définition de la norme L? et comme 0 < z < L, v < 0, on obtient :

1/2

la(t) —a(t) ll. = </0L(ﬂ(t,:v) —ﬁ(tax))de>

- < /O ' e (u(t, z) — ﬁ(t,x))%) N (6.63)

1/2

> </OL(u(t,x) —ﬁ(t,x))%a:) et

>[| u(t) —a(t) |2 €.

D’ou
[ u(t) —a(t) [lo < 2me=ty/T— e iTe vk, (6.64)

La majoration (6.64) nous montre que ’on peut rendre I’erreur entre la solution calculée avec la
masse de Dirac et celle calculée avec la fonction gaussienne aussi petite que ’on veut.

6.2 Identifiabilité du modéle semi-discrétisé quand le débit est
indépendant du temps

6.2.1 La condition initiale n’est pas connue

L’utilisation de ’algébre différentielle ne prend pas en compte les conditions initiales. Aussi,
elles ne seront pas considérées dans 1’étude qui suit.
Rappelons que pour déterminer ’expression des polynémes parameétres-sorties de la présentation
caractéristique, 'algorithme de Rosenfeld-Groebner est utilisé. 1l consiste, a partir d’un ordre
d’élimination donné (ici on cherche & éliminer tout d’abord les variables d’état non observées,
puis les sorties et enfin les parameétres & identifier), & combiner les équations entre-elles en utilisant
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I’addition, la multiplication, la différentiation et le test d’égalité sur le corps IR des coefficients.
Ceci permet d’obtenir un ou des polynomes ne contenant que les variables d’observation et les
parameétres a identifier. Pour prouver 'identifiabilité de notre systéme semi-discrétisé, indépen-
damment du nombre de points de discrétisation en espace, nous allons reprendre la démarche
de cet algorithme. Supposons que 'on ait N+1 points de discrétisation. Pour nous donner une
idée sur le choix du nombre de points d’observation, nous avons utilisé le logiciel de C. Noiret
implémanté sous maple. Aprés plusieurs essais, nous en avons conclu que deux points d’observa-
tion suffisaient pour que le systéme semi-discrétisé, sans les conditions initiales, soit globalement
identifiable. Aussi, nous avons cherché a établir ce résultat, ceci quel que soit le nombre de points
de discrétisation et en supposant observer le dernier point de discrétisation. Pour cela, nous al-
lons donner explicitement 1’expression des polynoémes parameétres-sorties. Nous partirons de la
derniére équation qui nous permettra d’exprimer la variable d’état vy_1 inconnue en fonction
de la fonction d’observation. Puis en remontant dans le systéme, nous finirons par obtenir des
polynémes ne dépendant que des observations, de [ et ). Ces derniers seront par définition les
polynémes paramétres-sorties. La régularité du systéme permettra de plus de déterminer des
relations de récurrence sur les coefficients des polynomes.

Supposons que y; = vg, Y2 = vn, 1 < ¢ < N sont observés, alors le systeme (6.4) peut-étre
récrit comme un systéme de polynomes différentiels complété par y; = vy, y2 = vy et I =0,
Q =0, soit :

’[Jl(t) = ﬁ’Ul (t) + ’)”L)Q(t) + kllQ, '
0i(t) = avi—1(t) + Boi(t) + yvig1(t) + klIQ*, i=2,... ,0-1,

(Sd1n) < on(t) = a'vn_1(t) + Bon () + kxIQY, (6.65)
Y1 = Vg, Y2 = UN,
=0, Q=0.

L’idéal différentiel généré par les équations de (Sd1y) peut-étre considéré dans ’anneau différen-
tiel
K{’Ul,... 7UN7y7laQ}

généré par le corps des constantes,
K = B(O&,/B,’Y,Ot 7k1a"‘ 7kN)

les états (v;)i=1,..n, les sorties yi, y2 et les paramétres (I,Q). Les fonctions (v)i=1,. n sont
différentiellement algébriques sur K < [, Q) >, donc les fonctions y, yo également.

Proposition 10 Le radical de I'idéal généré par (Sdly) muni de l'ordre d’élimination

[0, Q] < [y1,y2] < [{vit1<i<N,izq,izN]

admet une présentation caractéristique qui contient les polynémes parameétres-sorties suivants :

( N
Inalynye) + > envgikilQ = 0,
1=q+1
(6.66)
N .
In(uy) D enikilQ' = 0,
\ i=1

avec (CN—g,i)i=q+1,...,N> (CNi)i=1,...,~n des suites de réels, fy_q(y1,v2) et fn(y1,y2) des fonctions
linéaires en ¥, y9 et leurs dérivées.
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Démonstration : Pour simplifier les calculs, posons R; = k;IQ" pour tout entier
i € [1,N]. Les suites (¢N—gq,i)i=g+1,..,N, (€N,i)i=1,.,n et les fonctions fy_, et fy sont données
dans le lemme suivant qui est démontré dans "annexe 3 :

Lemme 1 Pour tout entier r € [1, N], on a les égalités suivantes :
N
! —
ad oy, = frlun) + Z iR, (6.67)
i=N—r+1

avec f,(vy) une fonction linéaire en vy et ses dérivées et les constantes ¢,; définies par :

—sii =1, ch——ozozN 2
—sii=2, en_ 12——aaN 3 , CN2 = BaaN 3,
—si1=3,...,N est fixé, on peut les regrouper pour définir la suite (¢, ;) N43—i<r<n pPar la

relation de récurrence :
pour tout 7 € [N +3 — 4, N]|, ¢;; = —f¢r_1,; — @yCr_2

avec comme conditions initiales :
* sii=N,cqny=—-1let cogn = B,

. . / ——
xsii€[3,N—1], enit1; = —aal¥™

/ g
1, et cN_jyoi =« ﬁOéN =l

En particulier, (6.67) avec r = N — ¢ donne :
Vg€ [1,N —1], o Ny = fn—q(vnN) Z CN—q,il,
i=q+1

qui est le premier polynoéme paramétre-sortie. Ensuite, (6.67) avec r = N —2 puis r = N — 1
donne :

N

OzIOéN_3U2 = fN_Q('UN) + Z CN_Q,iRZ', (6.68)
1=3
N

a a2 = fy_1(vn) + Z en-1, ;. (6.69)
=2

N=2 ot en

En multipliant la premiére equatlon de (Sdl ~N) égale & 01 = Bvy + yv9 + Ry par o
remplacant, dans celle-ci, o’ oV "3vy et o @V 2, par leur expression donnée en (6.68) et (6.69)

respectivement, on trouve :

N N
fyo1(on) = Bfn—1(on) + ) Ben—1iRi + oy fy—2(vn) + > ayen—o,Ri + o oV Ry,

Or d’apres la preuve du lemme 1, on a défini fy(vy) par fy(vy) = fN_l(vN) — Bfn-1(vn) —
ayfn-2(vy), d’ou

N
- Z(ﬁCN—l,i +ayen—2i)Ri — Ben—12Ry — o oV 2Ry = 0.
i=3
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_ o _ — A A N—-3 _
Ave,C cNi = —PBen-1i —ayen—g; pour i = 3,...,N, cyo = —fey_12 = a Ba et ey =
—a o¥72_ nous obtenons bien le deuxiéme polynéme parameétre-sortie donné dans la proposition.

Grace aux polynomes parameétres-sorties, nous allons pouvoir démontrer 'identifiabilité des
parametres.

Théoréme 9 Quel que soit le nombre de points de discrétisation en espace et pour le choix des
deux points d’observation y; = v4, 1 < g < N, yo = vy, le modeéle (Sdly) est globalement
identifiable en (I, Q) € (IR")?, donc (\,a) € IR x [0, L] également.

Démonstration : D’aprés la proposition précédente, sachant que nous avons les deux points
d’observation y; = v, et y2 = vy, les deux polynémes paramétres sorties s’écrivent :

( N
Fr—ai,me) + D en—qikil@Q = 0
i=q+1
(6.70)
N .
vy y) + ) enikilQ’ =0
\ =1

ou fn_q, fn sont deux fonctions linéaires en y;, yo et leurs dérivées, et (cn—_gq,i)i=g+1,..,N»
(en,i)i=1,...,~ sont des suites de constantes indépendantes des observations. Alors, 1 et Q sont
identifiables si et seulement si le systéme suivant :

( N . N —_—
Z CN-q,ikilQ" = Z CN—q,ikil Q"
i=q+1 i=q+1
(6.71)
N . N —_—
Z cn,ikil Q' = Z en,ikil Q"
L =1 i=1
conduit & 1 =1 et Q = Q. La deuxiéme équation du systéme (6.71) se récrit :
N A
I = I_M (6.72)

N -
Y oimq en,iki Q1

En remplacant 1 par (6.72) dans la premiére équation de (6.71), et aprés simplification (I étant
non nul), il vient que :

N N N N
> en—gikiQ ) | D eniki @ | = | D en—qikiQ | [ D enskiQ7 |
i=q+1 j=1 i=q+1 7j=1
soit encore, en notant Iy, := {(¢,7)/i+j=Fk,q+1<i<N,1<j<N}:

2N 2N
Z Z kiijN—q,iCN,jQin_ Z Z /ﬁiijN_q’iCN’jQinZO.

k=q+2 (i,5)€lx k=q+2 (i,j)€lx
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En regroupant les deux sommes, on trouve :

2N o o

Y D kikjen—gien(Q'Q7 - Q'QY) = 0.

k=q+2 (i,j)€lx
Or d’aprés I'égalité ensembliste suivante :
Iy = {(,))i+j=kq+t1<i<j< N}
(6.73)
U {(,j):i+j=k1<j<i<N,g+1<i< N}

et le fait que les termes de la somme sur k sont nuls quand ¢ = j, on peut récrire cette somme
de la fagon suivante :

ON N
Z Z kikjen—qicn;(Q'Q7 — Q'Q7) + Z Z kikjen—qien j(Q'Q7 — Q'Q7) =0

k=q+2 (i,5)e1} k=q+2 (i,j)er?
(6.74)
avec
IL={G,j):i+j=hg+1<i<j<N}
2={(i,j):i+j=k1<j<i<Ng+1<i<N}.
On vérifie que :
2N o o 2N o o
YooY kikjengien (QQT —QQN) == D > kikjen g eni(Q'Q — Q'Q),
k=q+2 (i,j)el} k=q+2 (i,5)el?
(6.75)

avec 17 = {(4,5))i+j=k,q+1<j<N,1<i<j<N} dou en reprenant (6.74) :

2N 2N
S > kikjen—qien(QQT = Q'QN) — Y Y kikjen—qeni(Q'Q7 - Q'QT) =0

k=q+2 (i,j) eI} k=a+2 (i,j)el?
(6.76)
On décompose la deuxiéme somme sachant que :
I = {G,§))i+j=kq+1<j<N,1<i<j<N}
(6.77)
= I]% U Ji
ou Jp, ={(4,j))i+j=k1<i<qg+1<j< N} Ce quifait :
2N « — . —_ . « —_ —_ .
Z Z kikjen—qicn(Q'Q7 — Q'QY)  — Z kikjen—qieni(Q'Q — Q'Q)
k=q+2 | (i,j)el} (i,9) €l
— Y kikjen—qieni(QQ7 — Q'QY) = 0,
(i»j)eJk

(6.78)
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soit :
2N o o
Yo D kikjlen—gicn, — en—gion) (Q'Q) — Q'QY)

k=q+2 \ (i,5)el}

(6.79)
— Y kikjen—gieni(Q'Q - Q'Q7) p = 0.
(i.9)€Jk
Or, pour % > 7, nous avons la relation suivante :
. . . . i_l_] . .
QY -QQ = (Q-Q D Q. (6.80)
r=0
Ce qui fait en reprenant (6.79) :
2N i1-j B
(Q—=Q) D D kikj(en—gjen — en—gicng) ¥ Q' Q
k=q+2 Ilt r=0
(6.81)
j—1—i ' '
+ Z kikjen_qjCnNi Z QJ_T_IQH_T =0.
Jk, r=0

Ainsi, nous avons soit Q = @ soit le deuxiéme facteur du produit ci-dessus nul. Nous allons donc
démontrer que ce deuxiéme facteur qui peut étre considéré comme un polynoéme en Q, @Q a tous
ses coefficients positifs. Pour cela, nous allons nous appuyer sur le lemme suivant démontré dans
I’annexe C, lemme 5 :

Lemme 2 La suite (¢, ;) N43—i<r<N = (—BCr—1,i — QYCr—23) N43—i<r<N

pour 2 = 3,..., N fixé et admettant pour conditions initiales :
— pour i=N, ¢y = =1l et co vy = f3,
—pouri € [3,N —1], cN—jy1, = —aaN=1 et CN—it2,i = o BaN i1,
a pour expression :
1 1
—pouri=N,c,yn=—X{ — —=X), pour 3<r <N,
p T, \/Z 1 \/Z 2 P
! N—i—1 " N—i—1
a . a«a :
—powri€[3,N—1],¢pj= —— XN+ _—— _  xr—N+i
p [ ] Ty \/Z 1 \/Z 2
pour N4+3—i1<r<N.
A — A
avecA:52—4ory,X1:—¥>OetX2:ﬂ+T\/_>0.

Etudions tout d’abord le signe des coefficients cy_q,jen; — cn—g,iCN,j, POur
(i,7) € I} fixés. Plusieurs cas sont & distinguer.
— Le premier cas est celui pour lequel 1 = 2,3 < j < N — 1, donc ¢ = 1. D’apreés le lemme
1, enpo et cy—12 sont donnés dans le cas particulier 2 = 2 et cy_1, cy; sont des cas
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particuliers du lemme 2 pour lesquels j € [3,..., N]. Alors, il vient :

. , .
o aN-i-1 . aaN-i-

1
_ Jj—1 Jj—1 ! N-3
CN-1,jCN2 —CN-12CN,; = | —F—— X ——F—F5-—7X, Ba o
o VA VA

' N—j—1 ' N—j-1
P o« L aa ,
- (~a aN 3) < X/ — X3

VA 1T A
Apres factorisati o Ca2N i bt :
pres factorisation par ¢——=——, nous obtenons :
12 ON—j—4
aa - . ~ ~
CN-1,jCN2 — CN-12CN,j = R (BX{ '_pxd 4 x) - X%)
12 ON—j—4
a o ji—1 ji—1
= /A (Xf (B+X1) — X3 (ﬁ+X2)> :
Or B+ X1 =—Xs et 8+ Xy =—X;, donc aprés avoir factorisé, on trouve :
12 oON-—j—4 j—2
a « - X
CN-1,jCN,2 —CN—-12CN,; = TXlX% ! (1 — (E) ) .

Comme j —2 > 0, X et X7 sont strictement positifs et vérifient Xo > X1, ey_1jen2 —
cN-1,2¢N,; est un produit de termes positifs donc est lui-méme positif.

— Supposons que ¢ = 2, j = N, alors ¢ = 1. D’aprés le lemme 1, ¢y et cy_12 sont donnés.
En prenant respectivement les cas particuliers 4 = N, r = N —1let i = N, r = N du
lemme 2, on trouve cy_1,n et ¢y n, on en déduit alors la suite d’égalité suivante :

1 _ 1 B P
CN—1,NCN2 — CN—12CN,N = <ﬁXfV 1_ ﬁXév 1) Ba a3
L o3 < X2 >
VA VA
N-3
= O (B0 O - x)
N-3
o a -
= A (,3+X1 XNl (ﬁ+X2)XéV 1).
En reprenant 8 + X; = —Xs et 8+ Xo = —Xj, puis en factorisant par X; X5 ', on
obtient :
N-3 Y\ V-1
CN-1,NCN,2 — CN-12CN,N = %XlXév_l <1 — <f;) > .

De méme que précédemment, cy_1,vcN2 — CN—1,2CN,N est positif.
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— On suppose avoir le cas particulier : 2 < g+ 1 <47 < N —1, 7 = N. Le lemme précédent
nous conduit aux égalités suivantes :

1 B 1 3 a’aN—i—l ) a’aN—i—l )
CN—q,NCN,i = CN—q,iCN,N = <ﬁva ‘- ﬁXév q) <—Xi - X

Oll @N_i_l . Ofl @N_i_l . 1 1
( \/Z 1 \/Z 2 ) \/Z 1 \/Z 2

. . .y . N—i-1 . . )
Aprés avoir factorisé le membre de droite par **x—— puis avoir développé, on trouve :

' ON—i-1
[oe% _ ; _ ; i i
CN—g,NCNji = CN=qiCN,N = ——x—— (—X79x5 - X UK+ XTIXY + Xy OXT)
ooV —q/viyN N vi —q(vN yi N i
= A ((X1 (X1X5 — X7 X3) + Xy 1(X7 X5 — X, Xl))
' ON—ie1
(o8’ . : _ _
= T(XiXév—vaXé)(X1q—X2 9

o aN-i-1 X N—i X\ ?
= ———X7IXN(1- (= 1- (=
s (-(2) (-(%))

N — i étant positifs en reprenant les arguments du cas particulier précédent, on en déduit
que ¢N—q,NCN,i — CN—q,iCN,N est positif.
— On suppose désormais que 3 <i < 7 < N — 1. D’aprés le lemme, on a :

" N—j—1 I ON—j—1
a o j—q a o

ieq odalV-i-1 o oVl
CN—g.iCNi— CN—giCN.i = —X - X7 - Xt - — X
N—q,jCNi N—q,iCN,j \/Z 1 \/Z 2 \/Z 1 \/K 2

B a’aN—i—l Xi—q B a’aN—z'—l Xi—q a’aN—j—l Xj B a’aN—j—l Xj ‘
1 \/Z 2 \/Z 1 2

o 2aN-i-1gN—i—1
A
eN-gioNi — oN-qieng = K [(X]70 = X§(X] - X9) - (X - X5 )(x] - X))

Factorisons chaque terme de la différence par K; ; := , ce qui fait :

Développons I'expression entre crochet et regroupons les termes comme suit :
eN-qgoN — eN—qieng = K [(XT7OXE = X{7xE) + (x5 0] - xg x|
c’est 4 dire :
CN—q N — eN—gicny = Kig [ XTU(X{XE - X]X5) + X5 (] - x§x7)].
Apres factorisation, nous obtenons alors :

CN—qjCNi — CN—gicN,; = Kij(X{X3 — X{X5)(X;7— X5

. . X Jj—t X q
CN-qjCN;i — eN—gicN; = KijXiX3 (1 : (7;) ) <1 - <f;> ) :
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Or j—i >0et g >0caronestdanslecas g+1 < i < j < N, et Xy, Xo sont
strictement positifs et vérifient X < Xo. Ainsi, cn_gjcni — cN—giCn,; st un produit de
terme strictement positif donc est lui-méme positif.

Reste a étudier le signe des cy_q jen; pour 1 <4 < g+ 1 <7 < N. Ils se récrivent encore :

aaN i X N i . .
CN—qjCNi = T(X{ . ca q) A (X —X3)
12 i
— a PN vy v
A (X3 X{N) (X5 - X7) (6.82)

— MXHJ—‘I 1— X1 e 1— X1 i
= . ,
A Xy Xo

Pour les mémes raisons que précedemment, cy_q jcn,; est un produit de termes positifs donc est
positif lui-méme.
Le polynéme

2N i—1—j j—1—1
r—1 +r r—1,yi+r
Z Z k; k CN ¢,jCN,i — CN— q,zCN,] Z QZ QJ + Z ki k jiCN—q,jCN,i Z Qj Q
k=q+2 [1 r=0 r=0

est un polynome en (@, Q) dont tous les coefficients sont positifs donc il n’admet pas de racines
strictement positives. On en déduit qu’il n’y a que la solution strictement positive Q@ = Q a
I'équation (6.81). Ainsi, le systéme (6.71) conduit & Q@ = Q. Et en reprenant une des deux équa-
tions de ce systéme on a immédiatement [ = /.l

6.2.2 La condition initiale est connue

Dans ce cas, nous n’aurons besoin que d’un point d’observation. Reprenons le systéme semi-
discrétisé (6.4) et supposons observer vy = y. Considérons alors le systéme :

01(t) = Bui(t) +yva2(t) + k1lQ, .
( ) = avi—1(t) + Bui(t) + yvip1(t) + kilQ", i=2,.. . -1,
(Sdly) in(t) = o o1 (t) + Bun (t) + EnIQY, (6.83)

@
@
z

i:o,Q:o.

Théoréme 10 Quel que soit le nombre de points d’observation en espace, le modéle (Sdl’N) est
globalement identifiable en (I,Q) € (IR")?, donc (), a) € R* x [0, L] également.

Démonstration : Si la concentration du polluant est supposée connue & l'instant initial alors
la derniére équation de notre systéme semi-discrétisé prise a l'instant ¢ = 0 donne :

o (0) = o/ vy_1(0) + Bon(0) + knIQY. (6.84)

vy étant connu, sa dérivée l'est également donc [Q est connu. Q étant non nul, (6.84) peut se
récrire :

| —— (6.85)
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’UN(O) — ’UN_l(O) — ﬂ’UN(O)
kn '
En reprenant les calculs faits dans le cas ot la condition initiale n’est pas connue, on trouve que

le polynéme paramétre-sortie vaut :

avec z =

N
N+ enikilQ =0 (6.86)
i=1

ou fy est une fonction linéaire en y et ses dérivées, et la suite (cN,i)i:Lm, N a pour expression :

4 eN1 = —Oé,OlN_Q,
e = Pa a8,
A e ) (6.87)
a o .
CN;i = N (X7 —X3) pour3<i<N-—1,
CN,N = L(XN - X3
L El \/Z 1 2 bl
A — A
avecA=ﬁ2—4afy,X1=—¥>OetX2=ﬁ%\/_>0.
N
Le résumé exhaustif de la présentation caractéristique est alors Z cN,ikilQi. Pour montrer 1'i-
i=1
dentifiabilité globale, nous devons démontrer que :
N ' N A
D enikilQ =" en kil Q' (6.88)

conduit a :
{ b=l (6.89)

Remplacons [ (resp. ) dans (6.88) par son expression donnée en (6.85), ce qui donne :

N N

z ; Z
d enikiagQ = eniki= Q"
i=1 @ i=1 Q

En regroupant les deux sommes dans un méme membre, il vient :
N
> eniki(QN QT - Q'QN) =0
i=1

D’aprés 1'égalité (6.80), on peut factoriser Q — Q. Il reste alors le polynéme :

N i—1-N

Z Z CN,ikiQN_r_lQi+T-

i=1 7r=0

Or, dans la démonstration du lemme 2, nous avons vu que Xo > X;. Donc tous les coefficients
de ce dernier polynéme en ), ) sont négatifs. On en déduit que I'on ne peut avoir que ) = @
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. . . Z z -
(car on ne regarde que les solutions strictement positives) et [ = or = Q_N = [. Le modele est

donc bien globalement identifiables. B

Remarque : Le point d’observation choisi en le dernier point de disrétisation et pour lequel
on suppose avoir une condition de Neuman peut, dans certains cas, sembler un peu loin mais, dans
nos estimations numeériques, nous supposerons ne rien savoir a propos de la source de pollution.
Bien str, si on supposait mieux connaitre la localisation de la source de pollution, il serait tout
a fait possible de reprendre la démarche précédente en placant le point d’observation plus en
amont.

6.3 Identifiabilité du modéle semi-discrétisé quand le débit est
une fonction réguliére du temps

Nous allons supposer que la fonction A appartient a un espace suffisamment régulier £ (£ =
Ck([0,T]), k € INou L = C>®([0,T])).
Comme précédemment, deux cas vont apparaitre. Le premier est celui ot la condition initiale
n’est pas prise en compte, il nécessitera deux points d’observation pour avoir l'identifiabilité. Le
deuxiéme est celui pour lequel les conditions initiales sont prises en compte; il suffira alors de
disposer d’un point d’observation.

6.3.1 La condition initiale n’est pas connue

Apreés avoir étudié quelques cas particuliers grace a maple, nous avons conclu qu’il fallait deux
points d’observation pour que le systéme soit globalement identifiable. Toutefois, nous n’avons
pas été en mesure de le prouver pour un nombre quelconque de points de discrétisation en espace.
Nous n’avons traité qu’un cas particulier, celui ou nous disposons de 5 points vy < ... < vy4 et
nous avons supposé observer vy = y; et v4 = yo. Les limites de 'ordinateur ne nous ont pas
permis de prendre plus de points. Reprenons le systéme (6.4) complété des équations vy = ¥y,
V4 = Yo, Q = 0, soit :

01(t) = Bur(t) +yv2(t) + kil (1) Q, ‘
Uz(t) = avi—l(t) + IBU’L(t) + YVit1 (t) + kll(t)le 1=2,...,N-1,

(Sd2n) < on(t) = Oé/UN_l(t) + Bun (t) + Enl(t)QY, (6.90)
y.l = Vq, Y2 = UN,
Q =0.

Pour déterminer les polyndémes parameétres-sorties de la présentation caractéristique obtenue a
partir du radical de 'idéal engendré par (Sd2y) et muni de ordre d’élimination

[Q,1] < [y1, 2] < [v1,v3],

I’algorithme de Rosenfeld-Groebner implémenté dans maple a été utilisé. Rappelons que ce logiciel
note f[] la fonction f, f[t], la dérivée premiere de f, f[t,...,t] la dérivée n-iéme de f. Il nous a
n
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donné :
p1 = —a xyi[tt]+ Q2xBryilt]xa + ki« QxlI[t]xa — sy []*a
—WQ*B*yQ[]—i-a*yl[]*a'*'y-i—'yQ*yQ[t]—B*kl*Q*l[]*o/ (6.91)
kg Qx|+ ko x Q2 x| ¥ )
et

py = —yxyp[t,t] — (—p[t] xaxa +Bxyi|*axa +y%fxkyx Q[
—2sy sk Bryp[t] —yxkyx QU I[t] +y % B2 w1yl — 2 xpl] x o (6.92)
—yrkyx QP + ki xQxl]xaxa).
Nous avons ensuite réutilisé I’algorithme de Rosenfeld-Groebner pour obtenir & partir de p; et ps
une équation ne dépendant que de @) et des observations mais également une équation donnant

[ en fonction de Q). Pour cela, nous avons introduit ) dans le corps des constantes et pris 'ordre
d’élimination :

(1] < [y1, y2]- (6.93)

C’est cette élimination qui a vite montré ses limites quand on augmentait le nombre de points
de discrétisation. Nous avons obtenu :

P o= (= xpll +ultt,t] =B x| —3* Bryr[t,t] + 3+ L2 xy[t] + 2% axy* By
—2xaxyry[t]) s kZxy2xa Q¥+ (o * BZx [+ xy[t,t] —axa xyxy

—2xa *xBxyi[t] + V2 * Brypl =V xpat]) xkaxkax Y2 xa x QT+ (axa *yi[t]
—7*52*312[]+2*fy*ﬂ*y2[t]+o/*72*y2[]—7*y2[t,t]—a*a/*B*yl[])*kg*k4*fy2*a/*Q6
+yxa xa? = 3% B2 x yolt] + 3% fxyalt,t] — o v * Bys]]

oy x galt] + ax y xyalt] + Bk yal] — yalts b, 8] — kv B yal]) # ki x kg xy? 0/ Q°

=0
(6.94)
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et
o =—(VP k2 Q =P xkyx QO xkyx +’y*k3*Q3*o/2*k1 —k%*a*o/Q)*l[]

+7*y2[t,t]*k1*a/—yl[t]*a*a'Q*k1+,8*y1[]*a*o/z*kl—2*7*5*y2[t]*k1*0/
—y kg x QP yi[tt] v o + 2k x Q3 xyilka ka+2xyrkyx Q3 x Bryit] x o
vk Q¥ x B x il x @ — P kax QO x gl ¥ B+ 7P % kax Q% yalt]
-l—fy*ﬁQ*yQ[]*kl*a,—72*y2[]>ko/2>kk1

=0.

(6.95)
Le polynome (6.94) est simplifiable par Q° et ky, d’oil

o=V gl Fuilt 6, 1] = 2wyl = 3% B ya[t, 8] + 3% 57+ 1 [1]

+2 % a*y0 * y1] —Z*a*fy*yl[t])*ny*a/ * Q%+ (o *ﬂQ*yl[]—i—a’ * y1[t, t]

—axa *'y*yl[]—2>ka' * B xy1[t] + 72 * B+ ya] —72*y2[t])*k3*'72*a' * Q2

Hlaxa xyi[t] —y* B2 yal] + 2%y % Bxyat] + o « 42 xyal] — v * yalt, 1]

—axa * 3% y1[]) *kg*'yQ*o/ *Q+(y1[]>ka' x o — 3% B2 x yg[t] + 3 % B * ya[t, 1]

—a xy* B2l + o xy xyat] + ek yxyolt] + B2 o] — wolt tt] — ax vk Brypl]) sk xy7 ke

=0.

(6.96)

Pour prouver 'identifiabilité de @, il suffit de montrer I'indépendance des coefficients se trouvant
devant les puissances de @, c’est a dire que le déterminant formé a partir de ces coefficients au
sens de l'algebre différentielle n’appartient pas a I'idéal Ig°. Pour ce faire, la fonction belong_ to

se trouvant dans le package diffalg nous a permis de vérifier cette indépendance, donc () est
globalement identifiable. Enfin, de (6.95), on déduit 'identifiabilité de I, soit :

l =—(fy*y2[t,t]*k1*a’—yl[t]*a*a/2*k1+B*y1[]*a*a'2*k1—2*7*ﬂ*y2[t]*k1*o/
—yxkyx QP yi[tt] ko + 2wk x Q3 xaxy[[xa +2xyrkyx Q3 x Bryi[t] x o
—’y*k4*Q3*y1[t,t]*a’+72*k4*Q3*y1[]*a’*a+2*’y*k4*Q3*ﬂ*y1[t]*a/

—yx kg x Q3 BZx gl k@ — 4P x kg x Q3w o] % B+ % % ky % Q3 % ya[t]
—i—’y*ﬂQ*yz[]*kl*a/—"y2*y2[]*alQ*kl)/(’y3*kz*Q7—fy2*k4*Q5*k2*a/

ks x QP ral xky —k%*a*a’Q).l
(6.97)
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6.3.2 La condition initiale est connue

Dans ce cas, nous avons prouvé que quel que soit le nombre de points de discrétisation en
espace, un seul point d’observation était nécessaire pour prouver l'identifiabilité de A et a. Pour
cela, nous avons tout d’abord établi la proposition suivante :

Proposition 11 Soit N > 1 un entier donné et le systéme :

01(t) = Poi(t) +yva(t) + k(1) Q, ‘
, ( ) OLUi_l(t) + IBU’L(t) + YVig1 (t) + kll(t)Ql7 1=2,...,N-1,
(Sd2y) < on(t) = a'vn_1(t) + Bun(t) + Exl(H)QV, (6.98)
y - N7
Q=0
tel que «, oz', [, 7y soient non nuls et [ une fonction suffisamment réguliére. Si on suppose avoir
le point d’observation y = vy, le polynéme parameétre-sortie de la présentation caractéristique
obtenue & partir du radical de I'idéal engendré par (Sd2,N) et muni de I'ordre d’élimination

[Q] < [l,y] = {vit1<icn-1]

est de la forme :
N-1 .
)+ > enil®(t) =0, (6.99)
i=0
avec (¢n,)i=0,..,N—1 une suite de réels dépendant de Q; fn(¢) une fonction linéaire en y et ses
dérivées.

Démonstration : Pour simplifier les calculs, posons R; = k;Q" pour tout entier i € [1, N].
La suite de réels cy; et la fonction fy sont définis dans le lemme suivant démontrés dans I’annexe
4, lemme 6 :

Lemme 3

Pour tout entier 7 € [1, N], on a les égalités suivantes :
do oy =g () + Y il (1), (6.100)

avec g, n(t) une fonction linéaire en vy et ses dérivées définie par la relation de récurrence

g1,N = On — Pun, /
go,n =N — 280N + (B2 — a ¥)vn, (6.101)
9r+1,N = gr,N — Bgr,N — QYGr_1,N-

et les suites (¢, ;) définies par :
* pourr=1:

c10 = —Ry, (6.102)
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*x pourr =2:
!
c20 = PRy —a Ry_1,

(6.103)
02,1 = —RN.
* pour r € [3,N] :
Crr—1 = —Ry, (6104)
¢ro = —YQCr_90 — Ber_10 — @ " 2Ry, i1, (6.105)
Crj = —QYCr—2; — Per_1i+ ¢r—1-1, pour i =1,...,r — 3, (6.106)
Crpr—2 = Cr—1,7r-3 — ﬁcr—l,r—Za (6.107)
* pour r € [3,N] :
Crr—2 = €20 — (1 —2)fca 1. (6.108)
Comme vy = 0, pour r = N, (6.100) se récrit :
N-1 '
0=gnn(®)+ Y enid (1), (6.109)
i=0

Ainsi, en posant fn(t) = gn,n(t), on obtient le polynéme parameétre-sortie (6.99).1
Le théoréme suivant peut alors étre démontré :

Théoréme 11 Supposons que 0y (0) — ' vy_1(0) — Boy (0) > 0 et que A(0) = Ag > 0, v;(0) >0
pour 7 = 1,..., N soient connus. Alors, si on observe y = vy, le modeéle (SdQ,N) est identifiable
en (I,Q) € L x IRT, donc A € L et a € IR également.

Les hypotheéses faites signifient que I’on suppose connaitre la pollution et le débit au temps initial,
ce temps initial étant choisi pour que I'hypotheése oy (0) — o' vy_1(0) — Bon(0) > 0 soit vérifice.
En fait, lorsque la concentration de polluant augmente dans la riviére, on peut considérer qu’elle
est toujours vraie. En effet, d’apreés la condition de Neumann, on peut dire que vy _1(0) ~ vy (0),
d’ou :

. ' . D

On(0) — @ vy_1(0) — Bun(0) ~ on(0) + (ﬁ + R)un(0) > 0. (6.110)

Démonstration : En reprenant la proposition 11 et le lemme 3, on trouve que le polynome

parametre-sortie trouvé avec l'ordre d’élimination [Q] < [I,y] < [{vi}1<i<n—1] est de la forme :

N-1
N+ enil®(t) = 0. (6.111)
i=0

L’équation (6.111) est une équation différentielle linéaire d’ordre N — 1 (en,y—1 # 0) dont
nous avons vérifié, dans la proposition 14 de 'annexe 4, que les coefficients cy; ne dépendent
que des constantes du systéme et de Q.

Nous allons voir qu’il est possible de déterminer a et (1(0),1(0),...,I¥="D(0)) a partir des
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conditions initiales et de l'observation. Pour cela, nous allons reprendre la derniére équation
prise en 0 :

on(0) = Oé/’UN_l(O) + Bun (0) + knl(0)QN. (6.112)

a? 2ah L2
Rappelons que [(0) = c¢A(0)e” o2 avec ¢ = % et que @ =eo? , ky=e 2, dou:

—e=?  oy(0) — o' vy_1(0) — fun(0)
e = 0 , (6.113)

car A\(0) > 0. Ceci implique que a est solution de :

(6.114)

(@ — L) + o%log (@N(O) — oy (0) - mN(O)) o

cA(0)

’UN(O) - OéI’UN_l(O) - ﬂ’UN(O)
cA(0)

duisons que le discriminant de cette équation est positif ou nul. Ainsi, si 05 (0) — &/ vy_1(0) —

Bun (0) = ¢\(0), la seule solution est a = L = x, c’est & dire que la source polluante est située

en le point d’observation. Autrement, il y a deux solutions :

=L —4/0 [0) C)‘(O)
met \/ 2 g <'UN(O) - a’UN_l(O) — /B’UN(O)) E (6.115)

a étant réel et 0 < < 1 d’aprés ’équation (6.113), nous en dé-

et

= o?|lo cA(0)
moh \/ oo <1'1N(0) —a'vy_1(0) — BUN(O)) - (6.116)

Ces deux solutions sont symétriques par rapport a z, ce qui s’explique par le fait qu’en théorie,
on ne sait pas a priori si la pollution vient d’en amont ou d’en aval. De toute facon, on peut vérifier
qu’au moins 'une des deux est dans notre intervalle d’étude et il faudra s’assurer en pratique
qu’il n’y a pas de sources susceptibles de polluer en aval trop prés de notre point d’observation.
On déduit de cette étude que la position de la source de pollution ne dépend que de I'observation
et du débit a I'instant initial. Ainsi, comme les (cn,i)i=o,..,n—1 ne dépendent que des (R;);c[1,n];
donc de @ et des constantes du systéme, ces coefficients sont connus.

Il reste maintenant & établir que la condition initiale (1(0),(0),...,I0V=D(0)) peut se déter-
miner & partir de la condition initiale v;(0) pour i = 1,..., N et de 'observation. Remarquons
déja que la connaissance de la position et du débit a l'instant initial donnent [(0) puisque

a2
1(0) = cA(0)e” oZ. Montrons alors la propriété suivante par récurrence :
P(i) :"16-1(0) et (vg\z,__]j:ll) (0))j=—-1,0,....i—2 sont connus" pour 7 € [2, N].

— Pour montrer P(2), nous allons reprendre la dérivée de la Néme équation et la (N-1)éme
équation toutes les deux prises en 0. Cela donne :

n(0) = o on_1(0) + Bon(0) + knl (0)QV,
(6.117)

’[JN_l(O) aUN_Q(O) + ,B’UN_l(O) + ’)’UN(O) + k‘N_ll(O)QN_l.
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Ces deux équations conduisent alors a :
iin(0) = & avy—2(0) + & Buy—_1(0) + &/ yon (0) + Bin (0) + & ky—11(0)QN " + knl (0)Q,118)
soit

vy N (0) = O/O[’UN_Q(O) — a'BUN_l(O) — a'fyvN(O) — pBon(0) — a'k:N_ll(O) N-1
1(0) = {6.119)
knQN
Comme la fonction vy est la fonction d’observation, ses dérivées sont bien déterminées.
Donc I'(0) est connu de facon explicite et d’apres la deuxiéme équation de (6.117), dy_1(0)

est fonction de Pobservation, [(0), @ et des conditions initiales, donc est bien connu.

— Supposons maintenant la propriété vraie jusqu’au rang ig € [2, N — 1], i.e [(0=1(0) ainsi

que vg\z,o JJ 11)(0) pour 7 = —1,0,...,49p — 2 sont connus. Montrons que ’on peut en déduire

160)(0), 0%~ ; 1(0) pour j = —1,...,ip— L.
La dérivée ipéme de la derniére équation prise en 0 est égale a :

vt 0) = v (0) + Bol@(0) + k100 (0)QN, (6.120)
On en déduit que si v%@l(O) est connu, [(0)(0) le sera également, c’est ce que nous allons
prouver. La démonstration va consister a partir de la derniére équation, qui sera dérivée
ig fois, puis de remonter dans le systéme (Sd2y) en dérivant chacune des équations une
fois de moins par rapport & la précédente, chacune d’elle étant prise en 0. L’hypothése de
récurrence permettra de conclure que toutes les dérivées intervenant dans ce processus sont
connues. On a donc le systéme suivant :

[ On_is(0) = avn_io—1(0) + Bun—_iy (0) + Y03y (0) + kn—_io1(0)QN 0.

IN—ig11(0) = QN —_io(0) + BIN—ig+1(0) + YON_igt2 + kn—ig111(0)QN 0+

(6.121)
[ o2 (0) = av? 3 (0) + BoRS Y (0) + 707V (0) + kil 0D () QN
Ces expressions ont pour forme générale :
jo—k+2 —k+1 k+1 jo—k+1
o 0) = a0l SEV(0) + Bo Y (0) 4+ 40 0) o1
6.122

+k']v_k+1l(i0_k+1) (O)QN_k+1 ]

Or les termes '05\1,0 k’f:;l)( 0) (resp. '05\1,0 k’fll)(O) et 1(0=k+1)(0)) sont connus d’aprés I'hy-
pothése de récurrence appliquée au rang ig — 1 pour j = k — 3 € [—1,49 — 3] (resp. ig pour
j=k—2€0io—2et1<ig—k+1<ig—1).

Il reste a vérifier que U%O__kkﬂ)(()) pour k € [2,4p] est connu. Or, par hypothése les v;(0)

sont connus pour i = 0,..., N, donc d’aprés la premiére équation de (6.121), vn_;,(0) est
connu. Puis, d’aprés la deuxiéme équation, on en déduit que ¥n_;,+1(0) est connu. En ar-
(i0—1) (40) (0)

rivant a I’avant derniére équation il vient que vy, (0) est bien déterminé. Ainsi, vy,
est connu et donc () (0) également. La propriété est donc bien vérifice au rang ig + 1.



78 Chapitre 6. Identifiabilités du modéle de pollution

!

On en déduit que les dérivées de 1 en 0 sont connues donc (1(0),7 (0),...,IN=1(0)) est entiere-

ment déterminé.
Ainsi, on déduit l'identifiabilité de I de la résolution de I’équation différentielle (6.111) dont on

connait les conditions initiales. l
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Chapitre 7

Estimation d’une source de pollution

Dans ce chapitre, nous allons reprendre les deux cas étudiés dans le chapitre 6 : celui ou le

débit est constant et celui ou il dépend du temps. A partir des études théoriques, nous allons
chercher a faire une premiére estimation de la localisation et du débit d’une source de pollution
accidentelle.
Dans le cas stationnaire, nous avions vu que pour avoir 'identifiabilité quel que soit le nombre
de points de discrétisation, il fallait deux points d’observation lorsque les conditions initiales
n’étaient pas prises en compte et un point d’observation sinon. Pour ce qui est du débit dépendant
du temps, nous avons démontré l'identifiabilité du modele quand les conditions initiales étaient
connues, ceci quel que soit le nombre de points de discrétisation. Etant donné I'ordre important
des dérivées qui intervient dans ce dernier cas, nous avons cherché une méthode performante
pour les calculer. Nous avons opté pour une méthode proposée par M. Fliess et H. Sira-Ramirez.
Celle-ci ne demande pas la connaissance des propriétés statistiques des signaux et des bruits. De
plus, 'estimation des dérivées repose sur des formules explicites, ce qui conduit a des calculs trés
rapides.

7.1 Un probléme de simulation

Rappelons que dans le chapitre précédent, nous avons établi la solution de I’équation parabolique
qui s’écrit :

t
u(t.a) = | Y (g wn)e una) + wnla)un(e)e® [ A Vs | (1
n>0 0

Prenons par exemple, le cas particulier ¢ = 0, A = 1 et calculons la concentration en z = L
quand a = 600m. Prenons L = 1000m, V = 0.66m/s, R = 1075/s, D = 5m?/s. (7.1) se récrit :
1— —pnt
u(t,L) = 3 @ Dy, (a)wy (L) ————, (7.2)
>0 Hn

Or, comme les premiers termes de la somme sont positifs et de l'ordre de 4.10%, il faudrait
pouvoir les compenser avec des termes négatifs provenant du produit f(n) = w,(L)w,(a). Mais,
étant donné la faible décroissance de cette fonction (cf graphe 7.1), nous n’avons pas pu prendre
suffisamment de termes.

Nous avons donc décidé de reprendre le systéme semi-discrétisé pour lequel nous avions fait
une étude d’identifiabilité dans le chapitre précédent. Rappelons qu’il avait été obtenu & partir
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Tp(n)

1 v625e—003:
1 v624e—003:
1 6229—003:
1 vGZDe—OOEI:
1.61 8e—003:

1.616e-003

.................

Fia. 7.1 — Graphe du produit wy,(a)w, (z)

du systéme

ou ou 0%u
at( J+V x( ) = Dw(t,.) + Ru(t,.) = f(t,.) dans [0,T]x]0, L],

u(0,z) = g(z) dans ]0, L[

7.3
(t 0) =0, (73)
( L)=
ou f(t,z) = 7)_ a2 que nous avions discrétisé en espace par un schéma aux différences
s
finies centrées, d’o
{ up (t,0) = Apup(t,0) + by(t,0) + hey(u)(t,0), pour tout ¢ € [0,T], (7.4)
(05 0) = Gh, '
Otl 0 = (l7 Q)’
B v 0 ... 0
a B v ... 0 k1@ up,1(1)
Ah: 7bh(t79): ,’U/h(t,e): )
0 a [ v ExiQN up, N (t)
0 0 o B
1 0%u h 0*u
232(t :l?1+<,011h) 128 4(t :L‘1+<,021h)
en(u)(t, 0) = :
1 0%u h 9'u
~997 2(75 TN + p1,nh) — 12 9 (TN + panh)
En négligeant les termes d’ordre plus grand que 2, nous avions alors obtenu :
{ vy (t,0) = Apop(t,0) + bu(t,0), pour tout ¢ € [0,7], (7.5)
vp(0,0) = gn. '
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7.2 Erreur commise lors de la semi-discrétisation du systéme

Dans cette partie, nous allons comparer l'erreur entre les systémes (7.4) et (7.5). Pour cela,
nous allons supposer la solution u du probléme (7.4) suffisamment réguliére. Cette hypothése est
justifiée par le choix d’utiliser 1’algebre différentielle pour étudier I'identifiabilité du probléme.
Nous avons obtenu le théoréme suivant :

Théoréme 12 Soient uy (resp. vy) la solution du systéme (7.4) (resp. (7.5)). Si Ay est diago-
nalisable et si ses valeurs propres (\;)i=1,...n ont toutes une partie réelle négative alors :

| h | CKy,

Démonstration : Les solutions uy et vy sont égales & :
t
up(t) = gy + / el by, (€) + hen (u) (€)) d, (7.7)
0
et
t
o) = gy + [ O ) (7.5)
En soustrayant (7.7) et (7.8), nous obtenons :
! A
| wn(t) = vn(?) llo <| /0 el hey (u) (€)dE ||oo,
(7.9)

t
<|h| / | O8Il en () (€) oo de.

Comme u est supposée suffisamment réguliére, en particulier, elle est supposée 4 fois continiment
dérivable par rapport a la variable z et chacune de ces dérivées est supposée continue par rapport
au temps,

I en(@(0) o= i |55 200,01+ 000) + 15 0 01+ )|
peut alors étre majoré par
1 0%u | h| o'u
3 | 52t2) |+ . 701) |,
d’ou
len(®) oo 3 x| 2 4000) |+ 10 o s 15000 . (ro)

Notons C' le membre de droite.
De plus, comme toutes les valeurs propres (X;);=1,..n de Ap ont une partie réelle négative, nous
avons :

| € [loo< Kpe (7.11)
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maz(Re()\;))

ou ap = — >0 et Kj, =|| P |looll P " lloo; P étant la matrice de vecteurs propres

associée a la matrice Ay,.
Ce qui donne :

t
| un(®) = on(t) oo <|h| CKy, / e~(t=6an g
0

(7.12)
< || CKn
ap,
Or, d’aprés le théoreme de Gershgorin
N
o(Ay) CUN Ry avec Ry ={z€ 0 :]| z—a; |< Z | aij |}
j=1i#i
Ici, nous avons deux disques :
Ri={z€el:]z-p|<a+7},
Ry={zeC:z-f|<a +~}
Donc, si A; est valeur propre de Ay, elle vérifie : soit
D
o+ R<| Re() |,
soit
R <| Re(Ni) | -
Comme
ap = —max;(Re(\;)) = min;(—Re()\;)) = min; | Re(X\;) |,
soit D
ap, Z ﬁ + Rv
soit
ap Z R.
Ainsi, la majoration (7.12) se récrit :
h| CK,
o (t) = on(8) o< LLCER (713)

R

La constante Kp n’est autre que le conditionnement de la matrice P, de vecteurs propres de Ay,.
Numériquement, nous avons travaillé avec le systéme adimensionné et nous avons constaté que
le conditionnement était inférieur & 100 quand N + 1 < 160. En particulier, il valait 2 lorsque
N + 1 = 150, ce que nous avons pris dans nos applications numériques. De plus, nous avons
constaté que les valeurs propres de A, avaient toutes une partie réelle négative.

7.3 Le modéle dont le débit est indépendant du temps

Dans cette partie, nous allons supposer le débit constant. Dans le but de faire une premiére
estimation du débit et de la source de pollution, nous allons utiliser ’étude théorique de 6.2.
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7.3.1 Données

Nous avons supposé observer une riviére d’une longueur de 1000m et ayant les caractéristiques
suivantes : L = 1000m, V = 0.66m/s, R =107%/s, D = 5m?/s, A = 1g/m?/s. Pour la simulation
des observations, nous avons repris le systéme (7.5) avec N + 1 = 150 et o < 0.1. Puis, nous
avons résolu ce systéme d’équations aux dérivées ordinaires avec la fonction ode de scilab qui
nous a fourni le signal . Celui-ci a été bruité, le bruit suivant une loi aléatoire de moyenne ¥ et
de variance (s7)?. Le coefficient s est calculé de telle sorte que I'erreur relative soit au maximum
égale a 0.01 (resp. 0.05) avec une erreur de probabilité inférieur a 0.03 : il sera noté s; (resp. s2).
Nous supposons qu’une pollution accidentelle a lieu et qu’on I’étudie pendant 25mn, soit 1500s.
Les prélévements d’eau sont faits toutes les 75s c’est & dire que les mesures sont supposées étre
faites aux instants (¢;)i1<j<ar; ot M = 20. Pour la résolution numérique, nous avons considéré
le systéme adimensionné suivant :

ou - Ou - 9%u -
E(‘g?y) + V%(Say) - D@('S?y) + RU(S,y) - TA(S&(y) dans [07 1] X [07 1]7 (714)
u(s,0) = 0,
ou B (7.15)
%(3,1) - 07
~ vr ~ DT - . a
avecV—T,D—F,R—RT,a—E.

Comme nous 'avons vu dans la partie théorique, des dérivées d’ordre trés important des obser-
vations sont présentes dans les polynomes parameétres-sorties. Apres plusieurs calculs de dérivées
utilisant les B-splines jusqu’a l'ordre 5 nous avons constaté numériquement que les dérivées d’or-
dre compris entre 3 et 5 étaient presque nulles. Nous avons donc décidé de négliger les dérivées
a partir de lordre 3.

7.3.2 La condition initiale n’est pas connue

2 points d’observation :

Nous avons pris 30 points de discrétisation et les observations sont données par y; = u(z(5))
qui correspond & 200m et yo = u(z(N+1)). De plus, nous supposons que les entreprises polluantes
sont situées entre 200m et 800m. Nous observons par exemple les courbes 7.2 lorsque le bruit a
pour variance (s2%)? et si la source de pollution est localisée en a = 230m.

En étudiant les courbes, il apparait que la pente traduit le temps qu’il faut pour que la
pollution arrive jusqu’au point d’observation. Nous utiliserons cette remarque par la suite pour
I’estimation de a.

Tout d’abord, étant donné les deux polynomes (6.66) de la présentation caractéristique, nous
obtenons aprés simplification :

7 - fN_q(y1(t),y2(t))
N

Z e iki Q'

=1

(7.16)
N

Y (enikifn (i (1), y2(1) — en—gikifr—qg(m1(8), 42(£))Q" = 0.

v =1

Pour estimer la position de la source de pollution, nous allons utiliser la seconde équation, dont le
membre de gauche est un polynome en () et tel que ses coefficients dépendent de yq, yo et de leurs
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T ¥ T T T 1 T T
214 429 643 857 1071 1286 1500

FiG. 7.2 — Concentrations observées quand a = 230m.

dérivées. En théorie, nous devrions avoir un polynoéme & coefficients constants puisque d’apres
(6.66), fn(y1,vy2), fN—q(y1,y2) sont constants, mais les bruits introduits lors de la simulation
font que ce n’est pas le cas. Aussi, nous avons d’abord résolu les deux problémes de minimisation
par moindres carrés suivants :

Mo

mineJy(c) = mine » | (fn—q(y1(t:), y2(t:)) — ¢)%, (7.17)
i=M,

et

Mo

mingJy(c) =mine Y (fn(y1(t:), ya(ti) — )%, (7.18)
=M,

avec 4 < My < My < M et tels que My et My encadrent les pentes des courbes. Nous obtenons
alors deux minima s1, s9 respectivement, qui nous ameénent a résoudre le polynome suivant :

N
Z(CN,ikiSQ — eN—gikis1)Q = 0. (7.19)

i=1

Les racines de ce dernier sont trouvés par scilab. A chaque simulation, nous avons obtenu une
seule racine réelle ). Ceci est du a l'identifiabilité des paramétres. Cette racine réelle () nous

0,2

permet alors d’estimer la position a = o log(@). Pour calculer 1, nous avons repris la premiére

équation de (7.16), soit

I In—q(y1 (), y2(2))
= A=t =
> enikiQ'
i=1

[ étant constant, le terme de droite de (7.20) devrait 1’étre également. Toutefois, les erreurs
numeériques font que ce n’est pas le cas. Nous avons alors résolu le probléme (7.17) avec My = 4
et My = M. Nous en déduisons alors A = o/7l exp((‘%).

(7.20)




7.3. Le modéle dont le débit est indépendant du temps 85

Avant de donner les résultats numériques, remarquons que les expressions (7.19) et (7.20)
dépendent du parameétre o qu’il faut déterminer. Rappelons que son choix détermine I'approx-
imation du Dirac donc, en théorie, il faudrait le prendre le plus petit possible, ce qui n’est pas
possible étant donné les erreurs numériques introduites, par exemple, lors de I'estimation des
dérivées ou lorsque 'on a choisi de négliger celles dont d’ordre était supérieur a 3. Par contre,
nous avons remarqué que ceux qui donnaient les meilleurs résultats par rapport & ’erreur rela-
tive entre les observations simulées et les observations reconstruites se trouvaient dans l'intervalle
[1072;1071]. Soit alors & donné et (as,\s) la position et le débit calculés a partir de celui-ci.
Pour déterminer les approximations as, A\s a garder quand & € [1072;107!], nous avons calculé
05 <norm(y1 —y15) . norm(ys — ya5)

norm(yi) norm(ys)
la concentration calculée a partir du systéme (7.5) avec o remplacé par ¢ et a, A\ remplacés

respectivement par ag, As). Finalement, nous proposons I’algorithme suivant :

> ou y; (resp. ¥;5) est la concentration observée (resp.

Pour 5 de 0.01 & 0.1 faire
Calcul de as, As a partir de (7.19) et (7.20),

Calcul de 15, y2; & partir de (7.5),

Calcul de l'erreur relative e; = 0.5 <n07’m(y1 ~Y15) + norm(ys y25)>

norm(yy) norm(yz)
Fin Pour

Recherche du minimum parmi les e; d’ot a, A.

Cette méthode nous a permis d’obtenir une premiére estimation (A1, a;) (resp. (Xg,dg)) des
paramétres a identifier pour s; (resp. so). L’algorithme de Levenberg-Marquardt, implémenté
sous scilab sous le nom de Isqrsolve a été utilisé pour améliorer les résultats, d’otl une deux-
ieme valeur approchée de nos paramétres (X, @). Etant donné la faible sensibilité des résultats
aux bruits, nous avons utilisé comme valeur initiale pour ’algorithme de Levenberg-Marquardt
(5\2,62). Les résultats sont présentés dans le tableau 7.1 ainsi que ’erreur relative commise sur

norm(yi1—yis) + norm(ys—Yy2s)
norm(yi) norm(y2) :

la reconstruction des vecteurs d’observation, c’est a dire 0.5 (

(A a) (A1, a1) (A2, a2) (A a) erreur relative
sur ’observation

(1:254) | (0.2;254.5) (0.2;254.6) (1.06;254.01) | 0.06

(1;308) | (0.39;301.66) | (0.39;301.65) | (0.98;309) | 0.063

(1;325) | (0.49;331.8) | (0.48;331.69) | (0.96;323) | 0.09

(1;333) | (0.491329) (0.486;:331.69) | (1.1;332) 0.15

(1;403) | (0.163391.3) | (0.159;391.23) | (0.95;401) | 0.01

(1;445) | (0.43:431.36) | (0.43:431.28) | (0.97;443.9) | 0.054

(1;523) | (0.45;524.53) | (0.449:525.55) | (0.88;521) | 0.094

(1:566) | (6.5,796.8) (6.5:796.9) (0.96:568) | 0.12

(1;597) | Pas de résultat | - - -

(1;634) | Pas de résultat | - - -

TAB. 7.1 - (A=1, a € [250, 650]).
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Une nette dégradation des résultats a lieu quand la source de pollution se rapproche de xy.
En effet, quand on regarde les courbes de concentrations de D.B.O quand a = 566m (figure 7.3),
on remarque que la premiére observation est trop loin de la source de pollution pour donner la
moindre information. Ceci est du au coefficient R, lequel traduit la vitesse de dégradation.

T T — T T T T T
214 429 643 857 1074 1286 1500

FiG. 7.3 — Concentrations observées quand a = 566m.

7.3.3 La condition initiale est connue

Le logiciel nous a donné le polynéme parametre-sortie qui est de la forme (6.86). En prenant
la derniére équation du systéme semi-discrétisé (7.5) en 0, il vient :

in(0) = & vn_1(0) + Bun (0) + knIQN. (7.21)
soit
[ on(0) —avn-_1(0) — ﬁvN(O)‘ (7.22)
kEnQN
N (0) — a'vy_1(0) — 0
Posons z = v (0) — @ vn-1(0) = fun(0) et remplacons [ par [ = iN dans le polynéme parameétre

sortie (6.86). Cette SubSt];:é\{ltiOH donne un polynéme en ) dont I'un des coefficients dépend du
temps :
N—2
> enirikivizQ + (fn(y(1) + ennkn2)QN ! = 0. (7.23)
i=0
Pour nous ramener & un polynéme a coefficients constants, nous allons résoudre le probléme
de minimisation suivant :
Mo
mineJy(c) = mine Y (fn(y(t:) — )?, (7.24)
=My
avec My, M5 encadrant la pente de la courbe, d’oti le minimum s. Il reste alors & trouver sous
scilab les racines du polynéme :
N—2

Z CN’@'_|_1k‘i+1zQi + (S + CN’N]{NZ)QN_1 =0. (7.25)
=0
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Puis l'expression (7.22) permet de déterminer .

Comme dans le cas précédent, les expressions (7.22) et (7.25) dépendent du parameétre o,
inconnu et qu’il faut approcher. Notons le 6. Cette fois-ci, nous le faisons varier dans l'intervalle
[1073;1072], et notons (as, \s) la position et le débit calculés a partir de &. L’erreur relative
norm(y — ys)

norm(y)
(resp. la concentration calculée a partir du systéme (7.5) et de ). Finalement, nous proposons
I’algorithme suivant :

utilisée dans cette section est égale a ou y (resp. yz) est la concentration observée

Pour 6 de 0.001 a 0.01 faire
Calcul de as, As a partir de (7.19) et (7.20),

Calcul de yz a partir de (7.5),
norm(y — y&))

Calcul de l'erreur relative ez = <
norm(y)

Fin Pour
Recherche du minimum parmi les e; d’ou a, .

Cette méthode nous a permis d’obtenir une premiére estimation (A1, a;) (resp. (Xg,dg)) des
parametres a identifier pour s; (resp. s9). L’algorithme de Levenberg-Marquardt a de nouveau
été utilisé pour améliorer les résultats, d’otl une deuxiéme valeur approchée de nos paramétres
(\,a). Comme précédemment, étant donné la faible sensibilité des résultats aux bruits, nous
avons utilisé comme valeur initiale pour cet algorithme, (:\2,&2). L’erreur relative est quant a

elle calculée par rapport au vecteur d’observation, c’est & dire que 1’on calcule % Les
résultats sont présentés dans le tableau 7.2. e

(A a) (A1,a1) (A2, a2) (\, @) erreur relative

sur I'observation

(1;254) | (0.37;261.2) | (0.36;261.3) | (0,99;249) | 0.01

(1;308) | (0.36;314) (0.35;314.2) | (0,996 ;308) | 0.004

(1;325) | (0.23;327) (0.23;327.6) | (1,02;325) | 0.02

(1;333) | (0.23;341.3) | (0.23;341) (0,89:333) | 0.11

(1;403) | (0.6:399) (0.6:399) (0.98:;403) | 0.02

(1;445) | (0.19;444) (0.18:444.3) | (1.02;445) | 0.02

(1;523) | (0.25;521) (0.25;521) (1.05;523) | 0.01

(1;566) | (0.229;563.8) | (0.226;563.7) | (1.01;565) | 0.01

(1;597) | (0.82;595.9) | (0.8:59 6) (0.98;597) | 0.02

(1;634) | (0.59:631.2) | (0.59;631.4) | (1.01;632) | 0.01

(1;706) | (0.37;714.02) | (0.32;714.2) | (0.99;706) | 0.01

(1;729) | (0.3;727.23) | (0.3;727.1) (0.9;728) 0.1

(1;753) | (0.66;752.06) | (0.62;752.9) | (1.01;770) | 0.0157

TAB. 72— (A =1, a € [250, 760]).

Les résultats sont bien meilleurs quand les conditions initiales sont prises en compte puisque
la perte d’information est moins importante.
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Conclusion : Le choix d’ajouter la condition initiale plutot quun point d’observation en
amont de la source de pollution a donné de bien meilleurs résultats. En effet, on est trés vite
limité dans le second cas puisque ’on perd énormément d’information lorsque I'on se trouve trop
loin de la premiére observation.

7.4 Le modéle dont le débit est dépendant du temps

7.4.1 Données

Pour les simulations numériques, nous avons repris les données du début du paragraphe
précédent soit L = 1000m, V = 0.66m/s, R = 107°/s, D = 5m?/s, A = 1g/m?/s. Pour la
simulation des observations, nous avons repris le systéme (7.5) avec N +1 = 150 et o < 0.1.
Puis, nous avons résolu ce systéme d’équations aux dérivées ordinaires avec la fonction ode de
scilab qui nous a donné fourni le signal g. Celui-ci a été bruité, le bruit suivant une loi aléatoire
de moyenne ¢ et de variance (s)?. Le coefficient s est calculé de telle sorte que l’erreur relative
soit au maximum égale a 0.01 (resp. 0.05) avec une erreur de probabilité inférieur a 0.03 : il sera
noté s1 (resp. s2).

Les mesures sont supposées étre faites en les temps discrets (¢;)1<j<p ; ot M vaut 200 quand la
durée d’étude est égale & 4 heures correspondant au modeéle de pollution choisi. Le débit a été
construit & partir de la fonction suivante :

3
Mt =3 Bage i, (7.26)
i=1

avec o = 1.2, as = 0.4, a3 = 0.6, 51 = 1075, B, = 5.1075, B3 = 1075, 71 = 45005, 75 = 6500s,
73 = 9000s et est représentée a la figure FIG. 7.4.

(g/m*2ss)

T T T T
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Fia. 7.4 — débit utilisé

7.4.2 La condition initiale n’est pas connue

Cette fois-ci, la discrétisation est trés grossiére (5 points) mais rappelons que pour prouver
Iidentifiabilité du systéme nous étions limité numériquement avec maple.
La position de la source de pollution, donnée par @) va étre déterminée grace au polynome (6.96)
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qui peut se récrire sous la forme :

3
PW1,Y2,0) = > g5(y1,52)@Q + go(y1,92) =0, 0= (Q,Q°, Q%) (7.27)
j=1

Considérons alors le critére :

M
J(@Q) = (P (t:), e (t:), 0))°, (7.28)
i=1
qui se récrit sous la forme matricielle :
J(Q) =Il A6 +b %, (7.29)

avec A = (gj(y1(ti),y2(ti)))i=1,....M3j=1,...,3, M étant le nombre de points de discrétisation en
temps, b = (go(y1(t1),92(¢1)), .-, 90(y1(tar), y2(tar))). Ce probléme de minimisation est résolu
grace a l'algorithme QR.

Nous avons simulé différentes positions de la source de pollution et nous avons supposé que
les courbes observées étaient bruitées en utilisant s1 et so a partir des courbes 7.5, 7.6, 7.7, 7.8,
quand a = 273m, a = 442m, a = 547Tm, a = 621m respectivement. Pour les courbes 7.6, 7.7, 7.8,
nous ne voyons plus que la deuxiéme courbe d’observation yo. En effet, la premiére est quasiment
nulle.

Pour résoudre numériquement le probléme de minimisation associé a (7.29), il a fallu choisir
o, qui intervient dans les coefficints k; en considérant & de facon décroissante jusqu’a ce que
notre algorithme ne marche plus, ¢’est a dire lorsque nous avions une division par un infiniment
petit quand nous utilisions I'algorithme QR.

Les résultats trouvés pour l'estimation de la position de la source de pollution sont donnés
dans les tableaux 7.3, 7.4.

a a évalués a a évalués
273 | 312.15 273 | 312.26
442 | 442.96 442 | 443
547 | 471.08 547 | 471.35
621 | 471.08 621 | 471.35
TAB. 7.3 — estimation de la position pour s;. TAB. 7.4 — estimation de la position pour ss.

Ils sont loin d’étre suffisants. Seules les deux premiéres estimations se trouvent dans le bon
intervalle de discrétisation, soit [250, 500]. Cela est justifié par le peu de points de discrétisation
en espace que nous avons pris au départ, et pour ce qui est des résultats de a = 547 et a = 621,
ils s’expliquent par le fait que le premier point d’observation est situé trop loin de la source de
pollution et il y a donc une importante perte d’information. Comme il ne parait pas raisonnable
de partir de ces estimations pour calculer le débit, nous allons nous placer dans la situation
suivante : étant donné une source de pollution dont on connait la position a et les observations
Y1, Y2 observées, est-il possible de reconstruire le débit a partir du polynome (6.97) 7
Dans cette expression intervient le choix ¢ de . Pour I'estimer au mieux, nous sommes partis
de lexpression (6.97), qui permet de calculer [. Nous avons fait varier & entre 0.01 et 0.1 tout
en reconstruisant les observations, notées yi5, y25. Puis, nous les avons comparées avec les
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FiGg. 7.7 — concentrations observées non FiGg. 7.8 — concentrations observées non

bruitées quand a = 547m bruitées quand a = 621m
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observations 1, y en regardant la norme 1/2 <” yh — y|1|;, ” + ” :Tl? — ﬁz&) Les courbes débits
Y1 Y2
obtenues ont été retracées, la courbe en pointillée représentant la courbe initiale et la courbe en

trait plein, la courbe reconstruite :

— Pour a = 273m, nous avons obtenu la courbe 7.9 pour s; (resp. 7.12 pour s3) avec & =
0.0582 et avec une erreur relative sur les observations égale a 0.395 (resp. 0.403).

— Pour a = 442m, nous n’avons pas trouvé de ¢ donnant de résultat. En faisant varier a
entre 430m et 450m, nous avons été confrontés au méme probléme. En fait, la premiére
courbe de concentration apparait encore mais est trés faible par rapport a la seconde. 11
semblerait qu’elle perturbe plus les résultats qu’elle ne les améliore.

— Pour a = 547, nous avons obtenu la courbe 7.10 (resp. 7.13) avec & = 0.072 et avec une
erreur relative sur les observations égale a 0.223 (resp. 0.233).

— Pour a = 621, nous avons obtenu la courbe 7.11 (resp. 7.14) avec & = 0.0682 et avec une
erreur relative sur les observations égale a 0.125 (resp. 0.133).

(g/m"2s) (g/m*2ss)

4. 4
36 —— debit reconstruit a6 —— debit reconstruit
) X debit initial ) ;”& X debit initial
e
32 32 .
28+ 28+
24+ 24

2.0+ 20+

0.8 0.8

0.4 0.4

y T T T ¥ P u T ¥ P
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Fia. 7.9 — débit obtenu quand a = 273m Fia. 7.10 — débit obtenu quand a = 547m

(g/m"2s)

4.

—— debit reconstruit
36 e
X X debit initial
SAX

3.2+

28

24+

20+

y T T T T F P
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Fia. 7.11 — débit obtenu quand a = 621m

Conclusion : L’estimation de la position de la source de pollution est trés mauvaise dés que
la source se situe trop loin du premier point d’observation. Par contre, une fois connue, le débit
est bien estimé. Ceci est du a la liberté de choix & de la valeur du parameétre o. En fait, dans
ce cas, on étudie l'identification du débit quand on dispose de deux points d’observation alors
qu’un seul suffirait puisqu’on dispose déja de la localisation. D’ailleurs, on peut remarquer que
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(g/m*2%s) (gim*2/s)
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Fia. 7.12 — débit obtenu quand a = 273m Fia. 7.13 — débit obtenu quand a = 547Tm
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Fia. 7.14 — débit obtenu quand a = 621m
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I’erreur relative sur la construction du débit semble moins importante lorsque la source polluante
se rapproche du deuxiéme point d’observation. En effet, il y a moins de perte de polluant. Nous
aurions pu, comme dans le cas ou le débit est constant rechercher en méme temps a et A.
Toutefois, étant donné la discrétisation trés grossiére, cela ne nous a pas paru trés raisonnable.
Etudions maintenant le cas ot on intégre les conditions initiales dans notre étude.

7.4.3 La condition initiale est connue

Pour cette application numérique, nous allons prendre 11 points de discrétisation en espace.
La position de la source de pollution est alors donnée par 'expression (6.115) qui est :

w=t \/ 100 (w7 (750

Le débit va quant a lui étre tiré de la résolution de ’équation différentielle (6.111) que I'on
récrit sous forme de systéme d’équations différentielles du premier ordre :

{ Y(t) =AY (t)+b(¢),
Y(0) =Y,

(7.31)

!

oun Y(t) = (I(t),1'(t),...,IN=2)(t)), Yy sera déterminé de facon plus explicite par la suite et

0 1 0o ... 0
1 0 0 1 ... 0
A=-— . . . . )
CN,N—1
CNO CN,1 CN32 --- CNN-2
et
0
1
b(t) = — :
®) CN,N—1 0
In(t)

Ce systéme linéaire va étre résolu par diagonalisation. En effet, les racines du polynome
caractéristique de A étaient numériquement clairement distinctes pour chacun des cas étudiés.
Notons D = P~'AP,Y = PZ. Ce qui donne :

Y (t) = AY (t) + b(t) <= Z(t) = DZ(t) + P~ 1b(t). (7.32)

Notons (di,j)lgigN—l,lgjgN—l les coefficients de la matrice D ; (51 (t),... ,BN_l(t)) (resp. (#i)i=1,...N—1)
ceux du vecteur b(t) = P~'b(t) (resp. Z). On est donc ramené & résoudre le systéme différentiel :

#1(t) =di 121 + i (),
. (7.33)

inoi(t) =dn—1,n—121 + bn-1(D),

fn(t) étant une fonction linéaire de 'observation et de ses dérivées, elle est de la forme :

N—-1 )
Z ujy(a)
=0
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ot les coefficients u; sont donnés par maple et dépendent des constantes du systéme, ce qui nous
permet de récrire les coordonnées de b(t) de la fagon suivante :

bi(t) = P, N —1) > ujy D (). (7.34)

Posons @; j = P~(i, N — .
La solution de 2;(t) = d;;z; + bi(t),i=1,...,N — 1, est :

t~
zi(t) = 2 (0)eit + / bi(s)ei(t=3)ds (7.35)
0

En utilisant (7.34) et (7.35), on obtient :
N-1 t ‘
zi(t) = zi(0)e™i + > iy / y 9 (s)edit=9) s, (7.36)
=0 0

En effectuant successivement des intégrations par parties, on établit 1’égalité suivante :

t .
| aspen Sds—zdf SO (1) — y O 0)e ) + d L), (7.37)
0

t
avec I;(t) = / y(t)e %it=)ds d’on
0

N-— 7j—1
zi(t) = zi(0)e®! + Z i 2 (@77 W00 -y ) + dZ,iIi(t)] . (738)
7=0 =0
Ce qui nous intéresse est le calcul de z;(tg), pour k =1,..., M, M étant le nombre de points de

discrétisation en temps, ce qui fait :

N-
Zi(te) = zi(0)eFA 4

Jz(dﬂ Ty k)—y<”<0>edi»f’“m))+d{,ifi(tk>], (7.39)

=0

ou At, le pas de discrétisation en temps est constant et ot pour le calcul numérique, I'intégrale
I;(t) a été approchée par la méthode des trapeézes.

Ainsi, on obtient :
Wtg) = P(1,)z1(tk) + ...+ P(L,N — 1)zn—1 (k). (7.40)
d’ou
Mtg) = L(tg)esZ o7, (7.41)

Reste & déterminer z;(0), ce qui revient a déterminer Yy puisque Z(0) = P~'Yy. Pour cela,
nous nous sommes inspirés de la derniére démonstration du chapitre 6 qui consistait a démontrer
que la connaissance de 1(0) et de la condition initiale impliquait la connaissance des dérivées de
[ en 0. Nous avons utilisé le package diffalg de maple qui permet d’exprimer les variables d’un
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systéme différentiel par rapport a d’autres variables. Pour avoir ’expression de [’ qui est notée
[[t], nous avons tout d’abord donné l'ordre d’élimination [I[t]] < [I[],v10,v9, vs] que nous avons
appliqué sur les deux derniéres équations

pli= —vigft, 1] + a *vg[t] + B * vio[t] + k1o * Q0 x I[t]

et
p2 := —vo[t] + o vs[] + B vg[] + 7 * vio[] + kg * Q7 x I]].

Ce qui nous a donné comme résultat :

[[t] = (viot,t] — a xax vg[] — o * 3 xvg] — a 7y * v10]

—a' * kg * Qg * l[] — ﬂ *vlo[t])/klo/Qlo.

En prenant en compte les conditions initiales ainsi que les notations initiales, on obtient :

I'(0) = (§(0) — @’ aws(0) — a' Bug(0) — a yv10(0) — & keQ1(0) — BH(0)) /k10/Q'.  (7.43)

(7.42)

Pour [", Pordre d’élimination introduit est [I[t, ] < [I[t], ]}, v10, Vo, vs, v7] et il est appliqué sur
les équations

pl = —vy[t, t,t] + o * volt, t] + B * vig[t, t] + k1o * Q' « l[t, ],

P2 1= —wg[t, t] + ax vg[t] 4+ B * vg[t] 4+ v * vig[t] + kg * Q° x I[t]

et
p3 = —vs[t] + a* v7[] + B+ vs[] + v * vo[] + ks * Q%+ I[].

Ce qui nous a permis d’obtenir :

[t 1] = (vioft t,t] * Qs kig — ' *a® s v7[|* Qs kg — 2% & % B % axvg] * Q * kg
—o kaxyxvg[] x Qx kg —a xaxkgx QF xI[] x k1o — & * 2% vg[] ¥ Q * kg
—a *5*’)’*1)10[]*62*]?10—04, *5*]?9*6210*1[]*/?10—0/*’Y*Ulo[t]*Q*kw
—a x kg xviglt 1] + a? x kg ¥ ax vg[] + a? x kg B x vol] + ' % kg v % v10]]
+a2 % k2 Q0 % I[] + & * kg x B x vig[t] — B * vio[t, 1] ¥ Q * k10)/ Q" /k,.
(7.44)
Remplacons alors Iexpression de I'(0) par (7.43) dans (7.44) prise en 0, il vient que :

1"0) = (y®(0)Qkio — & v7(0)Qk19 — 2¢ Baws (0)Qk1g
—a' ayvg (0)Qk1o — o aksQ%1(0)k10 — o' B2v9(0) Qk1g
—a Byw10(0)Qk10 — & BhoQ01(0) k10 — ' v5(0)Qk1o (7.45)
—oz'k‘gjj(O) + 01,2]{,‘901’08(0) + 06,2]{59,3’09(0) + a,ngvy(O)
+a 2k3Q°1(0) + &' ko By (0) — Bij(0)Qk10)/ Q' /K3,

En itérant le procédé jusqu’a la dérivée huitiéme, on trouve ainsi Yy, d’ott Zg = (2;(0)); = P~'Yj.
Remarquons que grace a ce procédé, on peut exprimer les dérivées successives de [ prises en 0 en
fonction de y(0), 9(0), Q et 1(0).

Comme nous ’avons vu dans la partie théorique, des dérivées d’ordre trés important vont
intervenir dans nos estimations numériques. Le choix de négliger les dérivées d’ordre plus grand
que 2 ne nous a pas permis d’obtenir des résultats suffisants. Nous avons donc décidé d’inclure
les dérivées d’ordre supérieur. Comme les B-splines ne nous le permettaient pas, nous avons
opté pour une théorie développée par M. Fliess et H. Sira-Ramirez [19], [20], [21]. Elle présente
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également 'avantage de ne demander aucune connaissance a priori des propriétés statistiques des
signaux et des bruits. Les estimateurs présentent une excellente robustesse & une large variété de
bruits additifs. Ils reposent sur des formules explicites, ce qui conduit & des calculs trés rapides.
La théorie est rappelée dans I'annexe E.

Rappelons 'idée principale. Soit ’ensemble C' des fonctions continues f : [0,00) — €' muni d’une
structure d’anneau commutatif par rapport a I’addition

(f +9)@) = f(t) +9(t)

et au produit de convolution

t
(fxg)(t)=(gx f)(t /f g(t—7) dT—/Og(T)f(t—T)dT.

Le corps M des fractions de C est le corps de Mikusinsks.
Chaque élément de M est un opérateur. Toute fonction f : IR — € peut aussi s’écrire comme
{f} en tant qu’élément de M.

Lorsque 'on passera dans le corps M, nous dirons que nous passons dans le domaine opéra-
tionnel. Les régles qui nous seront utiles pour la suite et permettant de passer du domaine
temporel au domaine opérationnel et réciproquement sont :

tn_l
s = ‘-0
i ; o
r i () sii > (7.46)
4T
ST — =

ds G-i)
/ (—t)'x(t) sii < j.

j—1)
ol / / / / Rappelons que 1’on a :
.] 7') . Tj—i—1
/ / / / (—7j—i) (7'] $)dTj—i ... dTodTy,

:%/o(t‘fy Tlria(r)dr.

Tout d’abord, nous allons étudier le cas particulier du calcul des dérivées en 0. Nous généralis-
erons ensuite I’estimation des dérivées en un autre point.
Soit x une fonction réelle du temps, analytique autour de 0. En utilisant le développement de
Taylor en 0, elle s’écrit :

(7.47)

#(t) = 3 )% (7.48)

n!
n>0
Elle peut alors étre approchée sur un intervalle (0,€) par zx (¢ Z x N ] qu1 veérifie :
dN +1
= 0. (7.49)

avF N
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Dans le domaine opérationnel, on obtient alors :

SNy — sNay(0) — sV lin(0) ... — xg\],v) (0) = 0. (7.50)
. dt
Les dérivées a l’origine x%) (0) = it N (t) |+=0 sont ainsi obtenues a partir du systéme d’équations
linéaires
L, d™ (v (N-1) N _, " SN+
S {xN 0) + 2 V(0)s + ... + 25 (0)s }zs v sV ) (7.51)

m=0,....,N,v>N+1.
Remarque : Pour ceux qui connaissent ou ont lu I’annexe E, 'opérateur s (Z—mm joue le réle d’es-
timateur. Cette opération permet donc de "détruire" les bruits structurés.

Ce systéme étant triangulaire avec des éléments diagonaux non nul, les paramétres zg\z,) (0),
1=0,..., N sont linéairement identifiables.
Notons I, (resp. Jp,) le membre de gauche (resp. droite) de (7.51). I,,, s’écrit encore :

= ds™
Or, on a:
(N=4)! n_
dm J—m <N —
ds—mSN_J =9 N—j—m)! e & (7.52)
0 sinon
Ainsi, I,,, vaut :
N—m .
j (N —j)! e
=3 RO x5 (7.53)
j=0

De méme, en appliquant la formule sur le produit des dérivées et en appliquant (7.52) a J,,,, on
trouve :

m .
; (N + 1)' it Nt1—m— dsz
Jm - CZ i+ N+1-m V—.. 754

z_: m(N+1—m+i)!S ds’ (754)

Ce qui donne finalement pour m =0,...,N,v>N+1(i<m+v—N—-1):

-m N — §)! I (N +1 iy d'Ty
S o 0) i —ZC’ T G 5)

En remplacant zy par z dans (7.55), on obtient Iestimée opérationnelle [z(%) (0)]ey de z@(0).
Pour le passage au numeérique, il suffit, selon les régles du calcul opérationnel d’appliquer (7.46).
Ce qui fait :

E @0 (N —j)! tmtv—N-1
N—-j—m)l(j+m+v—-N-1)

m (m+v—i—N-1) )
=Y Cyiromra ] (~t)a(t)

+1—m+:

(7.56)
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Notons (N — j)!
. — _‘7 .
a(j,m,v) = (N—j—m)(j+m+v—N-1)
] !
(i) = CF (N +1)!

(N+1-—m+1)l

Ainsi, pour m = N, nous obtenons :

1 N ' (v—i—1) .
z(0) = a0, N, )1 Zz:;b(%N, V)/ (=)' z(t).

Puis, pour m variant de N —1 a0 :

m4v—i—N—1)

m ( |
s (0) = ! [Z b(i, m, ) / (—t)iz ()

~ a(N —m,m,v)tr—1 par
N

-m—1 (757)
Y- 2D (0)a(g,m,v)p N
j=0

<

Les itérations des intégrales permettent d’atténuer l'effet du bruit non structuré.
Pour calculer les dérivées en un autre point, il suffit de partir de

z(t) = Z ang

n>0

N n
qui peut-étre approchée par zy(t) = Z an- En remplacant z(™ (0) par [an]ey dans les calculs
n=0
précédents, nous obtenons 'estimée opérationnelle [ay]e, de a,. Ceux-ci étant obtenus, on en
déduit une approximation polynémiale au voisinage de ¢ de z(t). Pour calculer les dérivées,
il suffit alors de dériver cette approximation polynoémiale. Notons [ay]e, (t), si elle est définie,
'estimée numérique ainsi obtenue de [ay]e,. Le résultat suivant est essentiel pour la mise en
pratique, qui repose sur un compromis entre t et N.

Proposition 12 Il existe un voisinage ouvert ¥V de 0 tel que, pout tout ¢ € V, [an]e, (t) soit
définie. Alors,

limt\o[an]eN (t) = limN s yooan]ey (t) = an.

Numériquement, nous avons, comme précédemment travaillé avec le systéme adimensionné
et nous avons utilisé ’algorithme suivant :

Pour 6 de 0.01 a 0.5 faire
Calcul de as, As a partir de (7.30) et (7.41),

Calcul de yz a partir de (7.5),
norm(y — ys)

Calcul de 'erreur relative ez = 0.5
norm(y)

Fin Pour
Recherche du minimum parmi les e; d’ot a, A.
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Nous avons supposé, dans cette partie, que le bruit suivait une loi aléatoire de moyenne ¥ et
de variance (s2%)%. Etant donné I'importance de I’estimation de la dérivée et du débit en 0, nous
avons travaillé sur l'intervalle [2000, 14400]. Donc 2000 est pris comme point initial. Nous avons
simulé différentes positions de la source de pollution. Nous supposons alors observer les courbes
7.15 quand a = 442m, 7.16 quand a = 547m, 7.17 quand a = 621m, 7.18 quand a = 853m.

36 36 EI
FiG. 7.15 — Concentrations observées quand FiG. 7.16 — Concentrations observées quand
a = 442m a = b47Tm

(g/m"3) (a/m"3)

o o
FiG. 7.17 — Concentrations observées quand Fia. 7.18 — Concentrations observées quand
a = 621m a = 873m

Nous avons trouvé comme résultats :

* Pour a = 442m, ¢ = 0.280, a = 465m, ez = 0.837 et la courbe débit 7.19.

* Pour a = 547Tm, ¢ = 0.335, a = 571m, e; = 0.846 et la courbe débit 7.20.

* Pour a = 621m, ¢ = 0.359, a = 671m, ez = 0.866 et la courbe débit 7.21.

* Pour a = 853m, ¢ = 0.436, a = 835m, e; = 0.95 et la courbe débit 7.22.

Remarque : Nous avons pris v = 14 pour calculer les dérivées et le calcul des erreurs rela-
tives a été fait sur I'intervalle [3000, 14400].

Conclusion : Ce chapitre est consacré a l'estimation d’une source de pollution. Le fait
d’introduire le paramétre ¢ dans I'approximation de mon équation initiale m’a permis d’obtenir
des résultats trés satisfaisants. Toutefois, si j’ai pu dans le cas ou le débit était constant négliger
les dérivées d’ordre plus grand que trois, il a fallu que je trouve une méthode efficace pour
les calculer quand le débit dépendait du temps. Il s’est avéré que celle proposée par M. Fliess
et H.Sira-Ramirez était la plus appropriée : aucune connaissance a priori du bruit, expression
explicite des dérivées....
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(g/m2/s) (g/m*2/s)

—— debit reconstruit 35
debit initial

T T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 20 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Fia. 7.19 — débit obtenu quand a = 442m Fia. 7.20 — débit obtenu quand a = 547Tm

(g/m"2/s) (g/m*2/s)

4 4.
ial

3.01 3.01

254 259

204 2.0

154 1.5

1.04 1.0

0.5 0.5

0.0+ 0.0+
-0.51 -0.5
-1 Lt O L BN A B B | s -4 T T T T T T T T T T T T T T T T T o

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Fia. 7.21 — débit obtenu quand a = 621m Fia. 7.22 — débit obtenu quand a = 853m
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Conclusion

Dans un premier temps, nous avons traité 'identifiabilité de trois modeles non linéaires : les
deux premiers étant en pharmacocinétique, le troisiéme concernait un probléme de pollution.
Pour cela, nous avons utilisé des outils d’algébre différentielle implémentés par F. Boulier dans
maple et que C. Noiret avait repris dans le développement de son logiciel.

Si le premier modéle en pharmacocinétique a pu étre traité grace a son logiciel, le deuxiéme,

beaucoup plus complexe a demandé une étude plus poussée. En particulier, il a fallu extraire des
informations supplémentaires a partir des équations.
Le troisiéme qui est une équation parabolique dont le second membre représente la source de
pollution a été approché. En effet, la solution de 1’équation initiale s’est révélée difficilement
utilisable en pratique comme nous ’avions souligné dans le chapitre 7. Nous avons tout d’abord
choisi d’approcher la masse de Dirac par une fonction gaussienne, puis nous avons discrétisé en
espace cette équation approchée. Nous avons alors obtenu un systéme d’équations différentielles
et c’est celui-ci que nous avons étudié. Pour montrer l'identifiabilité des paramétres, ceci quel que
soit le nombre de points de discrétisation en espace, nous nous sommes inspirés de ’algorithme
de Rosenfeld-Groebner.

Dans un second temps, nous avons cherché & estimer les paramétres. Pour cela, nous avons
tout d’abord fait le lien entre I’étape du test d’identifiabilité et celle de I’estimation paramétrique.
Dans le cas des modéles en pharmacocinétique, nous avons utilisé un critére intégral permettant
de diminuer I'ordre des dérivées. L’estimation de celles-ci s’est révélée importante pour les résul-
tats numeériques du second modéle, surtout lorsque les observations étaient bruitées. Nous avons
di utiliser une méthode plus sophistiquée quune méthode d’interpolation polynoémiale pour les
calculer. Nous avons opté pour celle proposée par S. Ibrir et Diop dans [27] basée sur un prob-
léme de régularisation. L’avantage de cette méthode est qu’elle ne demande aucune connaissance
statistique sur 'incertitude des mesures. Ensuite, pour améliorer I'estimation des paramétres,
nous avons utilisé une méthode d’optimisation spécialisée dans 1’étude de problémes mal posés :
la régularisation de Tikhonov qui a conduit a l’algorithme de Levenberg-Marquardt.

Pour le probléme de pollution, nous avons directement travaillé sur les polynémes paramétres-
sorties. Quand le débit était constant, nous avons montré l'identifiabilité du modeéle avec deux
points d’observation. En ajoutant les conditions initiales, nous avons pu réduire le nombre d’ob-
servation a un. C’est ce dernier cas qui a donné les meilleurs résultats numériques. En effet,
lorque 'on avait deux points d’observation encadrant la source de pollution, on perdait trop
d’information par rapport a la source en amont. Quand le débit dépendait du temps, nous nous
sommes attachés au cas ot les conditions initiales étaient connues. Nous avons alors été amenés
a résoudre un systéme d’équations différentielles du premier ordre. Celui-ci faisait intervenir des
dérivées d’ordre trés important qu’il a fallu estimer. Nous avons opté pour une méthode pro-
posée par M. Fliess et H. Sira. Ramirez car elle présente, d’une part, I’avantage de ne demander
aucune connaissance a priori des propriétés statistiques des signaux et des bruits, d’autre part,
I’expression explicite des dérivées d’oul des calculs trés rapides.

Une suite possible & ce travail serait de reprendre 1’étude effectuée sur la troisiéme application
dans un cadre plus général, i.e étudier 'identifiabilité et ’estimation paramétrique d’un systéme
semi-discrétisé mais cette fois-ci non linéaire.
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Annexe A

Controlabilité, Observabilité

A.1 Controlabilité

Les systémes considérés sont les systémes controlés dynamiques de forme générale :

z = f(z)+ 22:1 gj(@)uj, u=(u1,...,u) €U C R,
r (A.1)

Yi =hl($)7 i=1,...,m,

ou z = (r1,...,T,) sont les coordonnées locales de M, une variété connexe analytique (i.e. un
espace connexe de dimension n localement isomorphe a IR"™). Les champs de vecteurs f,g1,...,q
sont analytiques, linéaires ou non, définis sur M. Le champ de vecteur f est appelé la dérive et
les champs de vecteurs g; les entrées.

Nous supposons que pour tout 7' > 0, pour tout controle mesurable borné u(t) = (uq(t),...,u(t))
défini sur [0, 7] et tout zy € M, il existe une solution unique au systéme d’équations différentielles
défini par I'. Cette solution est notée z(t). Elle est telle que z(0) = zq et z(t) € M pour ¢ € [0, T,
z(t) est la solution du systéme noté ', ).

Dans cette section, v°°(M) représente ’ensemble des champ de vecteurs analytiques définis
sur M. C’est est un espace vectoriel de dimension infinie mais aussi une algébre de Lie pour la
multiplication définie par le crochet de Lie [f1, fo] avec f1, fo des éléments de v°°(M). Rappelons
que le crochet de Lie est défini par :

i 1) = P2 uta) — W gy, (A2

Pour v un voisinage de x, nous introduisons les deux ensembles R”(zo,T) et RY.(x(). Le premier
est 'ensemble des points atteignables a partir de xy exactement au temps 7" > 0, suivant des
trajectoires restant dans v, ce qui se récrit pour t < 7T :

R"(z0,T) ={¢ € M/3u:[0,T] = U tel que la solution z de T, ) vérifie 2(T) = ¢

ou ((t) € v pour tout ¢ € [0,T]}. (A-3)

L’ensemble RY.(z() représente tous les points atteignables & partie de zy exactement en un temps
7,0 < 7 < T, suivant une trajectoire restant dans le voisinage v de xg, ou encore pour ¢t < 7 :

Rip(wo) = Ur<r R (20, 7). (A4)

Définition 34 Le systéme T est dit contrélable si pour chaque paire (z1,22) € M, il existe un
temps fini 7' et un controle u : [0, 7] — U tels que x(T') = z2 ot = est 'unique solution de ', 4,
pour le controle particulier u.



106 Annexe A. Controlabilité, Observabilité

A.1.1 Les systémes linéaires

Les systémes dynamiques linéaires controlés sont de la forme;

T = Ax + Bu,
(A.5)
y = Cux.

La matrice de controlabilité, Qc = [B, AB, A%B, ..., A"~ B] permet d’¢tablir la contrélabilité
du systéme linéaire. En effet, ce dernier est controlable si et seulement si le rang de Q¢ est égal
a n. Ce critére s’appelle critére du rang de Kalman pour la controlabilité.

A.1.2 Les systémes non linéaires

Si la structure du modéle est non linéaire, la notion de controlabilité est plus difficile & véri-
fier car il n’existe pas de critére algébrique aussi simple. Pour disposer d’un critére analogue, des
notions plus faibles ont été introduites dans [25], [47].

Controlabilité locale faible

Définition 35 Le systéme I' est dit localement faiblement contrélable en zy € M si Ry (zo)
contient au moins un sous-ensemble ouvert non vide de M pour tout voisinage v de zg et tout
temps T > 0.

Définition 36 T est dit localement faiblement controlable sur M §’il est localement faiblement
controlable en tout xp appartenant a M.

L’intérét de cette définition est qu’elle permet d’introduire un test algébrique simple appelé
critére du rang de controlabilité (CRC). Pour définir le critére, nous allons associer a la dérive
f et aux entrées g1, ..., g; 'algébre de Lie de controle qui est la plus petite sous-algébre de
v*°(M) qui contient f, g1, ..., g;. Elle sera notée par la suite A. Un élément caractéristique de
A est une combinaison linéaire d’éléments de la forme :

(XL X2 .. (XL xR (A.6)

ou XZ € {fagh' o 7gl}'
A T’algébre de Lie de controle A4, nous associons la distribution :

Az) =vect < X(z)/X € A >, x € M. (A.7)

Définition 37 Le systéme controlé T' satisfait le critére de rang de controlabilité (CRC) en xg
si

dim(A(zo)) = n. (A.8)
Le systéme controlé T satisfait le critére de rang de controlabilité si

Ve € M, dim(A(z)) = n. (A.9)
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Pour des systémes analytiques, la faible controlabilité locale et le CRC en tout point z € M sont
des notions équivalentes [25].

Controlabilité locale forte

Définition 38 Le systéme I' est dit localement fortement controlable sur M en zo € M si pour
tout voisinage v de xg, ’ensemble R”(xy,T) contient au moins un sous-ensemble ouvert non vide
de M pour tout T' > 0 suffisamment petit.

Définition 39 T est dit fortement localement contrélable sur M §’il est localement fortement
controlable en tout point zy appartenant & M.

Remarque 9 La controlabilité locale forte implique la controlabilité locale faible.

Comme dans le cas linéaire, il est possible de définir un test algébrique. Pour cela, nous associons
a la dérive f et aux entrées gi, ..., g; 'algébre de Lie de contréle fort, noté Ay, qui est la plus
petite sous-algebre de V°°(M) qui contient g1, ..., g; et stable par crochet de Lie avec la dérive
(i-e. [f, X] € Ap, X € Ay).
Un élément caractéristique de A est une combinaison linéaire d’éléments de la forme :

(X XL X ] i =1 e L E=2,3, (A.10)

o X7 € {f7g].7"' 791}'
A TD’algebre de Lie de controle fort Ag, nous associons la distribution :

Ao(z) =vect < X(z)/X € A>, z € M. (A.11)
Définition 40 On dit que T satistait le critére du rang de contrélabilité fort(CRCF) en zg si :
dim(Ap(z)) =n (A.12)

T satistait le critére du rang de controlabilité fort si :
Ve € M, dim(Ay(x)) = n. (A.13)

Remarque 10 La controlabilité locale forte et le CRCF en tout point z € M, ou M est une
variété connexe, sont des notions équivalentes pour des systémes analytiques.

A.2 QObservabilité

Nous notons I';,(u)(.) la fonction du temps qui, pour tout ¢ € [0,7] associe la sortie de I'
correspondant & un contrdle u(.) et un état initial z.

Définition 41 Le systéme I' est dit observable si pour toute paire (z1,z2) € M, nous avons :
{Vu, T'y,(u) =T, (u)} = 1 = 2. (A.14)

Comme précédemment, nous allons traiter les systémes linéaires puis les non linéaires.
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A.2.1 Les systémes linéaires

Pour prouver I'observabilité d’un systéme nous disposons comme pour la contrélabilité d’un
critére de rang. Pour cela, introduisons la matrice d’observabilité :

C
CA

Q= | CA (A.15)

CAn—l

Le critere est alors le suivant : le systéeme est observable si et seulement si le rang de Qg est égal
an. Clest le critére du rang de Kalman d’observabilité.

A.2.2 Les systémes non-linéaires

Dans ce cas, une autre définition, plus faible est introduite pour pouvoir remplacer le critére
de Kalman.

Définition 42 Deux états z1 et xo d'un sous-ensemble v de M sont v-indistinguables si pour
tout controle

u():[0,T] = U, T >0,

tel que les trajectoires solutions de I'y, et I'y, restent dans v pour 0 < ¢ < T alors les sorties
associées I'y, (u) et 'y, (u) sont identiques pour 0 < ¢ < T.

Définition 43 Le systéme I' est dit localement faiblement observable en xg appartenant & M
s’il existe un voisinage W de x( tel que pour tout voisinage v C W, la relation x¢ et z1 v-
indistinguables implique z; = zy.

Définition 44 Le systéme I' sera dit localement faiblement observable sur M s’il est localement
faiblement observable en tout zy € M.

Intuitivement, un systéme sera localement faiblement observable si nous pouvons distinguer in-
stantanément chacun de ses "voisins'.

Pour introduire le critére du rang d’observabilité (ORC), la notion d’algebre de Lie va de nouveau
étre utilisée.

Critére du rang d’observabilité
Introduisons tout d’abord 'espace d’observation O, I'espace linéaire sur IR des fonctions sur M

contenant hy, ..., hy,, et toutes les dérivées de Lie successives de la forme :
LX1 ---LXi---Lthja j€e {1, ey m}, k=1,2,... (Alﬁ)
Ohj
avex X; € {f,g1,..., a1} et Ly, (hj)(x) = %(95)@(55)-

L’espace d’observation O définit la codistribution d’observabilité, notée dO et telle que :

dO(q) = vect < dH(q)/H € O >, g€ M. (A.17)
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Définition 45 Le systéme Ty, satisfait le critére du rang d’observabilité (ORC) en zg si :
dim(dO(zg)) = n. (A.18)
Le systeme I'y, satisfait le critére du rang d’observabilité si :
Vo € M, dim(dO(z)) = n. (A.19)

Remarque 11 Un systéeme analytique faiblement contrélable sur une variété M connexe est
localement faiblement observable si et seulement s’il satisfait ’ORC.
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Annexe B

Compléments sur le probléme spectral

B.1 Rappel des théorémes de [10]

Dans la suite, H désigne un espace de Hilbert.

Définition 46 Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné (un opérateur linéaire
non-borné de F dans F' est une application linéaire définie sur le sous-espace vectoriel D(A) C E
a valeurs dans F'). On dit que A est maximal monotone si

a) (Av,v) >0, Yv € D(A),

b) Vg € H, Ju € D(A) tel que u+ Au = g.

Proposition 13 Soit A: D(A) C H — H un opérateur maximal monotone. Alors
a) D(A) est dense dans H.
b) A est fermé.
c¢) Pour tout A > 0, (I+\A) est bijectif de D(A) sur H, (I+XA)~! est un opérateur borné (i.e
il existe une constante ¢ > 0 telle que || Au ||[< c || u ||, Yu € D(A)) et || (I + AA)~1||< 1.

Considérons le probléme

du + Au(t) = g(t) sur [0,T]

dt (B.1)
u(0) = 0.
Le théoréme VII.10 dit :

Théoréme 13 On suppose que A vérifie D(A) = H et VA > 0, I + AA est bijectif de D(A) sur
H avec || (I +MA)~! ||< 1. Alors pour tout ug € D(A) et tout g € C*([0,T]; H), il existe une
fonction

u e CL([0,T]; H) N C([0,T]; D(A)).

B.2 Probléme spectral

Dans cette partie, nous allons résoudre le probléme spectral : Pour D >0, p > 0, v < 0 don-
nés, trouver les valeurs p pour lesquelles il existe une fonction w :]0, L[— IR non identiquement
nulle vérifiant

—Dw (z) + pw(z) = pw(z), z € [0, L] (B.2)
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!

w(0) = w (L) — vw(L) = 0. (B.3)

Ce probléme peut se récrire au sens des distributions. En effet, siv € V := {v € H(]0, L[) /v(0) =
0}, on déduit de (B.2) et de la formule de Green que :

L " L ow Ov L L
—D/ w vdx + p/ wudx = D/ + p/ wvdz — Dvw(L)v(L) = p/ wodz, (B.4)
0 0 0 afE 8113 0

soit

L dw dv

L L
+ / wvdz — Dvw(L)v(L) = u/ wodz. (B.5)
0 O Oz 0

aw 81) L o .
Posons a(w,v) = D dw +p | wvdzr — Dvw(L)v(L). Ainsi résoudre le probléme

spectral précédent rev1ent a resoudre le probléme spectral suivant :
trouver les valeurs p € IR pour lesquelles il existe une solution w € V, w # 0 de ’équation :

Yo €V, a(w,v) = p(w,v). (B.6)

Précisons p et w.
En prenant v = w dans (B.6), on en déduit que les valeurs propres pu de ce probléme spectral
sont strictement positives.
(B.2) se récrit

w' (z) + %w(:p) =0 (B.7)

qui est une équation différentielle du second ordre admettant des solutions de la forme
w(z) = Acos({x) + Bsin(&x)

ou £2 = 2L,

Des conditions (B.3), on déduit la valeur de la constante A, soit A = 0. De plus, & qui est

solution de I'équation L cot((L) = vL et vérifie &, = (2n + 1)5 + &, avec 0 < &, < 7/2 et

lim,, o0 €, = 0, d’ol1 &t = p+ DE?. Comme nous allons le voir dans la suite, les différentes valeurs

de i, que nous allons noter pu,, définissent une suite croissante tendant vers +oco et en choisissant

les B, correctement, les vecteurs propres associés, w, une base orthonormale de L?(£). Pour
cela, nous allons appliquer le théoréme 6.2-1 de [50] qui dit :

Théoréme 14 On se donne
(i) deux espaces de Hilbert V et H sur IR de dimensions infinies vérifiant

V C H avec injection continue et compacte, (B.8)

V est dense dans H, (B.9)

(ii) une forme bilinéaire (u,v) — a(u,v) symétrique, continue sur V x V et V-elliptique.
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Considérons le probléme spectral :
trouver les valeurs A € IR pour lesquelles il existe une solution u € V', u # 0 de ’équation

Yo €V, a(u,v) = XN u,v). (B.10)
Alors les valeurs propres du probléme (B.10) forment une suite croissante tendant vers +oo

et il existe une base hilbertienne orthonormale de H formée de vecteurs propres w,, tels que :
Yo €V, a(wp,v) = Ay (wpy,v), m=1,2,.... (B.12)

Démonstration : Posons H = L?(]0, L]) et reprenons l'espace V défini précédemment par
V= {v e H(]0,L[)/v(0) = 0}. Munissons le de la norme de H'(]0, L[).
Nous allons maintenant vérifier les hypothéses du théoréme avec la forme bilinéaire a telle que

L
a:VxV—R:(wv)— D/ (?9 gj;dx + ,0/ wvdx — Dvv(L)w(L) et le probléme spectral
0
défini en (B.6).

1. H étant un espace de Hilbert, montrons que V l’est également.
Considérons la fonction ¢ : H'(]0, L[) — L?({0}) : v — v(0). Elle est linéaire, continue,
et d’aprés le théoréme sur les traces, ¢~ 1({0}) est un fermé de H'(£2). Donc, V est un
espace de Hilbert pour la norme de H'(]0, L[). La continuité de 'injection provient de celle
de H'(]0,L]) dans L2(]0, L[). Pour ce qui est de la compacité, elle vient des inclusions
H?(0,L]) c V C L?(]0, L[) et de l'injection compacte de H?(]0, L[) dans L?(]0, L).

2. a(.,.) est clairement une forme bilinéaire, symétrique. De plus, on a :

|a(w,v) | <D|[l%%qe | 4p| [Fwods | +D | v| wL)v(L)|. (B.13)
Or pour w, v dans V, on peut écrire :
9 9 9 L ow L ov
[ w(EWo(L) P=] (L) —w(0) Pl (D) —o(0) P= ([ F2ary( [ Sary

0 0
et en vertue du théoréme de Cauchy-Schwartz, il vient

L ow L ov
2 g2 ow 9 ov 9
o) P <2 |6$|d$/0 12

<L w3

(B.14)

ool v 1B -
En appliquant Cauchy-Schwartz aux deux premiéres intégrales du membre de droite puis
la définition de la norme H', on obtient :

| a(w,v) | <max(D,p, D |v|L)[[w gl vl - (B.15)

Donc a est continue.
2. De plus, a vérifie I'hypothése de V-ellipticité. En effet, d’apres le lemme de Poincarré, il
existe une constante C telle que :

Yw eV, a(w,w) > D H ||L2> DC || w3 (B.16)

Ainsi, d’aprés le théoréme 6.2-1, les valeurs propres du probléme (B.6) forment une suite crois-
sante 0 < pyp < po < ... <y < ... et les vecteurs propres associés (wy,) une base hilbertienne
orthonormale de H = L?(0, L) telles que :

Yo €V, a(wp,v) = pin(wy,v).1A (B.17)
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Annexe C

Compléments de démonstrations dans
le cas ou le débit est constant

Lemme 4 Pour tout entier r € [1, N], on a les égalités suivantes :

N

ada oy = frlon)+ Y. il (C.1)
i=N—r+1

avec f,(vn) une fonction linéaire en vy et ses dérivées et les constantes ¢, ; définies par :

. . ! —
—sii=1,¢cn = —aal¥ 2
. . ! — / —
—sii=2,cy_12 = — alN =3 cn2 = Pa alN=3,
—sii=3,...,N est fixé, on peut les regrouper pour définir la suite (¢, ;) v43—i<r<n par la

relation de récurrence :
pour tout 7 € [N +3 —4,NJ, ¢,; = —fcr_1,; — ayCr_2

avec comme conditions initiales :
— si i=N, CiIN = —1 et CoN = B,

~sii€[3,N—1], enoit1,i = —a oV

L et en_ito; = o BaNTITL

Démonstration : Pour mieux se représenter les étapes de la démonstrations, nous allons nous
appuyer sur le tableau (C.1) qui regroupe tous les coefficients ¢, ; présents dans I’équation (C.1).
Tout d’abord, 'idée de la démonstration de ce lemme consiste a partir de la derniére ligne de (Sy).

i |1 ]2 3 . [N-1 [N

N CN,1 | N2 CN3 .. | eNN—1 CN,N

N -1 CN-12 | CN-13 | --- | CN-1,N-1 | CN_1N

N —2 CN-23 | --- | CN—2N—-1 | CN—2.N
Co,N_1 CoN

1 cl,N

TaB. C.1 — (¢r4).

vy étant observé, nous pourrons définir vy _1 en fonction de I'observation et de Ry, le coefficient
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devant Ry sera noté ¢y y. Celui-ci est alors est placé dans la derniere ligne du tableau. Puis en
reprenant ’avant derniére ligne de (S ), nous obtiendrons vy _s en fonction de ’observation vy,
de Ry_1 dont le coefficient sera noté ca y—1 et de Ry de coefficient cp n. Ces coefficients sont
alors placés dans I'avant derniére ligne du tableau C.1. On remontera ainsi jusqu’a la premiére
ligne, ce qui permettra de compléter le tableau C.1 et d’obtenir (C.1) pour tout r € [1, N]. Les
coefficients ¢, ; seront alors définis par :

— pour r=1,
c,N =-—1, (C.2)
— pour r=2,
coN =pf,coN-1= —a (C.3)
— pour r € [3, N],
* pouri=N—r—+1,
Cr N—r41 = —a' a2, (C4)
* pour it =N —r + 2,
CrN—rt2 = fa o 73, (C.5)
* pouri € [N —r+3,N]|,
Crji = —QYCr_2; — Ber_1;. (C.6)

La deuxiéme étape de la démonstration va consister a récrire la suite (¢,;) en la définissant
de la premiére colonne du tableau C.1 a la derniére. Cette récriture nous permettra d’utiliser les
propriétés sur les suites pour donner leur expression.

Premiére étape : Démontrons par récurrence sur r (C.1)-(C.6). Remarquons qu’il faudra
initialiser la récurrence jusqu’a 'ordre 3 étant donné la définition des coefficients.

— De la derniére équation de (Sy), il vient que :

avy_1 =0y — Bony — Ry. (C.7)
En posant fi(vn) = on — fon, ci,y = —1, (C.2) est vérifié ainsi que (C.1) pour r = 1.
D’apres 'avant derniére équation de (Sy), on peut exprimer vy_o en fonction de vy_1 et
v, C’est & dire :

auN_2 = UN-_1 — Bun—1 —yoN — Rn_1.

En multipliant cette derniére équation par o et en remplacant &’ vy_; et & 9y_1 par leur
expression tirée de (C.7), on trouve :

a avy_s = fa(vy) — & Ry_1 + SRy, (C.8)

avec fo(uy) = in — 280N + (8% — oz'fy)vN. Donc en posant ca y—1 = —a et con = 3, le
lemme est démontré pour r=2.

Pour démontrer (C.1), (C.4), (C.5), (C.6), nous allons effectuer une récurrence sur r €
[3, N].

Veérifions le cas r=3. Du systéme (Sy), on tire :

avy_3 =UN-_2 — Buny_2 —YuN_1 — Rn_o.
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En multipliant cette équation par o« et en remplacant Q' vN_1 par son expression tirée
de (C.7) et o/ ain_2, & avy_s tirés de (C.8), il vient que :

!

adPon_y = folon) = Bfa(vn) — avin + afyon
—a' aRN_o + o/ﬁRN_l — (B? — ay)Ry.

D’otl, en posant f3(vn) = fo(vn)—Bf2(vn)—ayin+aByvy, csn-2 = —a a, csn—1 = o B,
C3N = oy — (2, la propriété est vérifiee au rang r = 3.

Supposons désormais la propriété vraie jusqu’au rang r — 1 < N. Nous disposons en
particulier des relations :

N
oo oy = fralon)+ Y, R, (C.9)
1=N—-r+42
et
N
@ BoN_pi9 = fro(on) + Z cr—2iRi, (C.10)
1=N-r+3

avec fr_1(vn) et fr_o(vn) des fonctions linéaires en vy et ses dérivées. Or d’apres (Sy),
on a :

UN—r41 = QUN ¢ + BON 741 + YUN—r+2 + BN 11, (C.11)
soit encore,
QUN_—p = ON—r+1 = BON—r+1 — VON—r+2 — BN 11 (C.12)

En multipliant cette derniére équation par o &"~2 et en remplacant
& Q20N _pp1, & & 20Ny tives de (C.9) et @ @ Buy_p4o tirée de (C.10), on trouve :

ada oy, = froa(on) = Bfroi(un) —yofr_2(vy)

N
+ Z (_afycr—Q,i - ﬂcr—l,i)Ri
i=N—r+3

—Ber-1,N—r+2BN-ry2 — o' & 2Ry 1.
Posons alors f,(vn) = fr—1(vn) — Bfr—1(vn) — vafr—2(vn),

cri = —aycr—g;—PBc,1;pour N—r+3<i<N,

)

!
-2
Cr N—r+1 = — Q& o' et Cr N—r+2 = _5CT—I,N—T—|—2-
Or, par hypothése de récurrence sur les conditions initiales, on déduit de (C.5) appliqué
/ N o L
au rang r-1 que ¢,y N—ry2 = —@ a" 3, don CrN—r+2 = Pa a” 3. La propriété est donc
démontrée au rang r, elle est donc vraie pour tout r < N.

Deuxiéme étape : Récrivons la suite (¢ ;)i=n—r+1,..,n définie précédemment de la fagon suiv-

ante :

: ' N—2
pouri=1,¢cy1 = —aa ,
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3 N-3
)

. ’ _ /
pour i =2, cN_12 = —« alN=3, cnpg = Paa
pouri = 3,..., N fixé, comme la suite (¢, ;) N+3—i<r<n définie par la relation de récurrence :

pour tout 7 € [N +3 —4,NJ, ¢,; = —fcr_1,; — ayCr_2

et qui admet pour conditions initiales :
* pour i=N, ¢y = =1 et co vy = 3,

. / P / J
x pouri € [3, N — 1], eny—it1, = —a V77 et cy_jpo, = a BalV 7L

Pour le montrer, nous allons distinguer plusieurs cas selon les valeurs de .

Le casi =1, est tiré de (C.4) en prenant r = N, alorsi = N—r+1=1et cy; = —ao a2,

Le cas i = 2 provient de (C.4) (resp. (C.5)) en prenant r = N — 1, (respectivement r = N)
car alors i = N —r+1 =2 (resp. i = N —r+2 = 2) dott ex_12 = —a a3 (resp.

CNp2 = Ba/aN_?’).

Pour le cas i = N, les conditions initiales sont vérifices grace a (C.2) et (C.3). De plus,
(er,N)3<r<n = (—Bcr—1,N — @ycr_2,N)3<r<N est vrai d’aprés (C.6) pour le cas particulier
r€[3,N],i=N € [3,N].

Le casi = N étant fait, pour traiter le cas ¢ € [3, N —1], nous allons faire une démonstration
par récurrence sur i.

Notons P(i) la propriété : "Pour i € [3, N — 1], la suite (¢, ;) n43—i<r<n est définie par la
relation de récurrence linéaire d’ordre 2 suivante :

pour tout 7 € [N +3 —4,N| ¢, = —fcr—1,; — ayer_2,

avec pour conditions initiales :

cN—iv1i = —a o T ey o = o fa

* Montrons qu’elle est vraie au rang 3. Les conditions initiales proviennent de (C.4) et
(C.5) appliqués aux cas particuliers r = N — 2,4 =3 (resp. r = N — 1 et 1 = 3).

La relation

N—i—1n

Vre[N+3—14,N|, ¢;=—Pcr—1,— aycr_2;

vient du cas particulier r = N de (C.6). En effet, on vérifie bien que i € [3, N].

* Supposons la propriété vraie jusqu’au rang ig — 1 € [3, N — 2]. Montrons P(ig). Les
conditions initiales proviennent de (C.4) et (C.5) appliqués aux cas particuliers r =
N—ig+1,i=149—1 (resp. r = N —ig+ 2 et i =1ip).

Puis la relation

VT' € [N + 3 — /1:07N]a CT,io = _5Cr—1,io - OZ’YCr—Q,iO

vient de (C.6) avec r € [N —ig + 3, N|. En effet, on vérifie facilement que dans ce cas
r€[4,N]etig€e [N—r+3,N].A

Lemme 5 La suite (¢;;) Ny3—i<r<n = (=fcr—1,i — a7c£_2)N+3_¢ST§N pour 7 = 3,...,N et
admettant pour conditions initiales :

pour i=N, ¢; vy = =1 et co. vy = 5,

pour i € [3, N — 1], ex_it1; = —a' oV "1 et en_jr0; =  fa¥N L

a pour expression :

pour 1 = N, cr’N:ﬁX{—ﬁXg pour 3 <r <N,
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Nzl

— pour i € [3,N —1], cr,i:?
pour N+3—-i<r <N.
avec A = 2 — davy, X1=—%>Oet X2=7_ﬁ;\/z>0.

Nzl

r—N+1i
X1 VE

Xr N+1i

Démonstration : Considérons tout d’abord la suite (u,) suivante, j étant un entier fixé
plus grand ou égal & 0 :

Up + Pur—1 + ayur—2 = 0, pourr > j+3,
(C.13)
Uji1, Ujq2 donnés
Cette suite est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. Le discriminant du
polynéme caractéristique vaut A = 42 — 4ay car «, 3, v étant strictement positifs, on a :
B2=(a+7+R?*>4ay & (a+7)?+R>+2(a+7)R> day
(C.14)
& (a—7)2+R*+2(a+~v)R>0.

Donc il admet deux racines distinctes X; = —% > 0et Xy = M > 0; toutes deux
positives car [ est négatif. Ainsi, u, est de la forme
u, = AX| + BX;
et en prenant en compte les conditions initiales, il s’écrit :
_ Xoujp1 —ujye o, XiUjp1 — ujpo
Ur = S X1 =~
X7 (X2 — X) X5 (X — X7)

29

soit encore :
Xoujt1 — Uj+2 yr—j—1 _ Xiuj1 — ujy2 X9
—X —_ 7 .
VA VA
Revenons a notre suite initiale. D’aprés ce qu’il précéde, en prenant ¢,; = u, pour i fixé, et
comme Xo + 3 =—X; et X; + = —Xy, elle s’écrit :
— pour 2 =N, 7 =0 fixés :

Uy =

X, — X, —
Vr>1, Ny = Q—ﬁX"—1 1 —p

vaA ' VA

1 1

x5t
(C.15)

— pouri € [3,N —1], 5 = N —i fixés
Xo(—ol aN—i—1) — o BaN—i—1 ,
Vre[N—i+3,N], cpi = 2(zaa’™ ) —afa Xyl
VA
Xl(_a’aN—i—l) _ o faN-inl
VA

' N—i—1

= - (X B)X N

r—N-+i—1
X2

a'aj_l

(X1 +p) x5~ M

VA VA
_ daN-i-1 N—i—j alV-i—1 rN—H
=X 7\/_ X5

(C.16)
Ce qu’il fallait démontrer.ll
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Compléments de démonstrations dans

le cas ou le débit est une fonction
dépendant du temps

Lemme 6

Pour tout entier r € [1, N], on a les égalités suivantes :

!

r—1
o Ozr_l’UN_T = gr,N(t) + Z Cr,il(z)(t)a
=0

(D.1)

avec g, n(t) une fonction linéaire en vy et ses dérivées définie par la relation de récurrence

go.N = DN — 2B0N + (6% — & y)vy,

{ g1,N = Oy — Pun,
gr+1,8 = gr.N(t) = Bgr,N(t) — avgr—1,n(t), pour r € [3, N].

et les suites (¢, ;) définies par :
*x pourr=1:

C1,0 = _RNa

*x pourr=2:

{ 20 = RN —a Ry_1,

02,1 - —RN.

* pour r € [3,N] :

Crr—1 _RNa
_ ! 7‘—2R
Cr0 = —Yacr_20 — Bcr_10 — @ « N—r+1,
Cri=Cr—14—1 — Bcr—l,i — QyCr—2,4, pour 1=1,...,7 =3,

Crpr—2 =Cr—1,r-3 — ﬁcr—l,r—%

(D.2)
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* pour r € [3,N] :
Crp—2 = C20 — (1 —2)fBca . (D.9)

Démonstration : Nous allons démontrer (D.1) par récurrence sur 7. L’expression des suites
(¢r;), données par (D.4), (D.5), (D.6), (D.7), (D.8) découleront de cette démonstration. Comme
les expressions (D.5), (D.6), (D.7) et (D.8) sont vraies a partir de » = 3, nous démontrerons (D.1)
jusqu’a r = 3 pour amorcer la démonstration par récurrence. Puis, une autre démonstration par
récurrence sera faite pour prouver (D.9).

Montrons (D.1) par récurrence sur r.

— r=1 : nous devons établir les relations suivantes :

{ Oz,vN_1(t) = g1,8(t) + c10l(t), (D.10)
Cl1,0 = —RN- '

La derniére équation du systéme se récrit :
04,1)]\/'_1 = ’[)N - B’UN - lRN. (D.ll)
Ainsi, en posant g; y 1= On — oy et ¢ := —Ry, (D.1) et (D.3) sont vérifiés au rang 1.

— r=2 : il faut démontrer :

o auy_o(t) = 9/2,N(t) + (BRN — o Ry_1)l(t) — RNl (1),
c20=pPRN —a Rn_1, (D.12)
02,1 = —RN.

D’aprés avant derniére équation du systéme, on peut exprimer vy _o en fonction de vy _1
et vy, c’est & dire :

aUN_2 = UN_1 — oN_1 —YUN — IRN_1.

En multipliant cette derniére équation par o et en remplacant &’ vy_; et & 9y_1 par leur
expression tirée de (D.11), on trouve :

Ol,Oé’UN_Q =go.N + (,BRN — Oé’RN_l)l — RNZI, (D.13)
avec go. N = Un — 2B0N + (B% — oz'fy)vN. Donc en posant ¢y := SRy — o Ryn_q1 =
—pero — o/RN_l et co,1 := —Ry, le lemme est démontré pour r—=2.

— Pour démontrer la propriété au rang r = 3, nous devons établir :

o Puy_3(t) = gz n(t) + E/?:o cs,il (1),

3,0 = —fBca0 — aycro — a aRn_2, (D.14)
€31 = c2,0 — fBean,
C32 = —RN.

Reprenons la (N-2)éme équation. Multipliée par oz'oz, elle donne :

2

i r, li ’ ’
aavN_3=aalny_o—a afuy_g—aayuy_1 —a alRy_o.
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En reprenant les expressions (D.10) et (D.13) et remplacées dans I’équation ci-dessus, nous
obtenons :

2
li 2 .
aa’vN_3 = g3 N + E Cg,il(z), (D.15)
i=0
. li
avec g3 N = g2.N — Bg2,N — aYg1,N, 3,0 := —fBco 0 —ayci o —a aRy 2, c31 1= co0 — fea 1,
c32 = 2,1 = —Ry. Ainsi, le lemme est démontré au rang 3.

Supposons que (D.1), (D.5)-(D.8) sont vérifiés jusqu’au rang r € [1, N — 1]. Alors la
(N-r)eme équation qui est égale a :

ON—r = QUN_r—1 + BON— +YUN—r41 + RN, (D.16)
se récrit, aprés 'avoir multipliée par ool

/ !

— . / —
ad VN1 =ad oy, —ad Poy_, —

!

o oy _pp — oo YURN_,. (D.17)

Or, d’aprés 'hypothése de récurrence appliquée aux rangs r — 1 et r, on a :

r—2
o 047"_21)N-r+1 =gr-1,N t+ Z Cr—l,il(l)a
o 70 (D.18)
alar—].,UN_T — g’I‘,N —+ Zc’l‘,il(z)'
=0

Donc en reprenant (D.17) et en remplacant oz,ar_QvN_H_l, oo loy_, et & " Lon_, par
les expressions données par (D.18), on obtient :

aa"on 1 = (Grn — BgrN — YGr1.N) + (—Bero — aver_10 —a " 'Ry )l

r—2
+Z(Cr,i—1 - ﬂcr,i - a7cr—1,i)l(z) + (Cr,r—2 - ﬂcr,r—l)l(r_l) + Cr,r—ll(r)-
i=1
(D.19)

En posant g,1,n(t) := gr.n () — Bgr.n (t) — aygr-1,N(t), Cri1,0 := —Bero — @yco,N—ri1 —
Q" RNy, ¢, i= Crim1 — Beri — ayCr_1 i, pour i = 1,001 — 2, Crp1 1 1= Crpog —
Berr—1 et cry1y 1= ¢rp—1 = —Rp, la propriété est vérifiée au rang r + 1.
Ainsi, le lemme est vrai pour tout r € [1, N — 1].

Reste a vérifier I’égalité (D.9), c’est a dire ¢, o = c2,0 — (r — 2)Bca,1. Pour cela, nous allons

refaire une démonstration par récurrence sur r.
— r=1, 2, 3 : Cette propriété a été démontrée dans la preuve précédente.

— Supposons qu’elle soit vraie jusqu'au rang r € [3, N — 1], c’est & dire que l'on ait ¢, ,_o =
c2,0 — (1 — 2)Bca,1, et montrons que ¢,41,-1 = c20 — (r — 1)Bea,1.
De (D.8), on tire :

Cr4lr—1 = Crpr—2 — ﬁcr,r—l- (D20)
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Mais par hypothése de récurrence, on connait ¢, o et d’aprés (D.5) et la deuxiéme équation
de (D4), Crpr—1 =C2,1 , d’on :

Cri1r—1 = C20— (r—2)Bca1 — PBea
) 9 b ) D21
= CQ’O — (T‘ — 1)ﬂ02’1.. ( )

Proposition 14 Les coefficients (cr;)icpo,r—3 pour r € [1, N] fixé définis dans le lemme 6 ne
dépendent que des constantes du systéme et des (R;)ic[1,n]-

Démonstration : Rappelons ce que 'on a :
* pourr=1:

c1,0 = — Ry, (D.22)

*x pourr =2:
!
c20 = PRy —a Ry_1,

(D.23)
02,1 = —RN.

* pour r € [3,N] :
Crro1 = —Ry, (D.24)
Cro = —yacr_20 — Ber—10 — @ &' 2Ry_41, (D.25)
Crii = Cr—1,4-1 — ﬁcr—l,i —aycr_gj, pour i =1,...,7 =3, (D.26)
Crpr—2 = Cr—17-3 — ﬁcr—l,r—% (D27)

* pour r € [3,N] :
Crr—2 = Co0 — (1 —2)Bca . (D.28)

Pour montrer cette proposition, nous allons donner I'expression des coefficients (cng),ﬂe[l, N
puis, celle des (c,«,i)ie[l’r_g,} et montrer ainsi qu’elles ne dépendent que des constantes du systéeme
et des R;, i € [1, N].

Détermination de (cr0)ref1,n]-

10 et ca sont données par (D.22) et (D.23) respectivement et sont bien fonction des constantes
du systéme et des R;, i € [1, N].
L’équation (D.25), soit ¢, g = —yac,—20 — fer—1,0 — o o 2Ry_,41 peut se récrire sous la forme
matricielle suivante

Up = SUp_1 — Wy

ou

w= () 5= (e Jo )= Cowrome )
"\ o )07\ =B =B )T\ dd 2Ry )’
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qui définit une suite récurrente linéaire d’ordre 1 a laquelle on peut rajouter la condition

initiale uy = CN-10 ) _ _R],V .
CON—2, BRN —a Ry_1

Elle se récrit donc :
r—3 ‘
up =S 2uy =y Sw,_j. (D.29)
=0

Déterminons les puissances de S. Le polynéme caractéristique de S qui est égal a :
xs(X) = X2+ BX + ary (D.30)

a son déterminant A = 2 — 4ary positif (car 8 = —(a+ B+ R)). xs admet donc deux racines
X = —%, Xy = % et telles que 0 < X < Xo.
Effectuons alors une division eucllidienne de X™, n > 2 par xg. Ceci donne :

3(Qn, Ryn) € Ry[X]?, X™ = Qn(X)xs(X) + Rn(X), avecdeg(R,) < 2. (D.31)

D’apres le théoréme d’Hamilton Cayley, xs(S) = 0, d’ou S = R,,(.S). Aussi, pour calculer S™,
il faut calculer R,,.

Posons R, (X) = apX + b,. (D.31) pris respectivement en X; et X9 nous donne un systéme de
deux équations en les deux inconnues a,, et b,. Les solutions du systéme sont

_ XXy XXp - XXy

XX, X, — X,

Ainsi, 'expression de S™ est :

_XpoXp XX -XXp

S" =
X1—X2 Xl_X2

(D.32)

I, étant la matrice identité de dimension 2 x 2. En reprenant (D.32) et I’égalité (D.29), il vient
que :

< Cr—1,0 ) _ XI_Q - Xg_Q < ,BRN —Oz’RN_l ) _ XQXI_Q —Xng_Q < _RN )

cro X1 —Xo ayRy — 2Ry + Ba Ry_1 X1 - Xy BRN —a Ry_
K x{-x] ( o' oI 2Ry ) _ XoX{ - X1 X] < 0 )
p X1 —Xo \ —Ba a7 2Ry_14j11 X1 — Xy o IRy it ’
(D.33)
d’ou
X772 - x52 , : Xo X772 - X, X572 :
Cro = X - X, ((04’)’ — B%)RN + Ba RN—l) - X; — X, (BRNy —a Ry-1)

Xo X! — X, X)
X — X,

X1 — Xy

r—3
2
j=0

for—j—2
]0404 T RN _rqjt1.

(D.34)
On en déduit que (¢r0)rg[3,n) dépend uniquement des constantes du systéme initial et de R,
i €[1,N].
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Détermination des (cr,;)ie[1,r—3) pour r € [3, N] fixé

Nous avons défini la suite (c;)ic[1,—3) en fixant r et en faisant varier 4. Par contre, nous aurons
besoin de définir cette suite en fixant 7 et en faisant varier r. Comme r € [3, N] et i € [1,7 — 3],
si i est fixé dans [1, N — 3], alors r € [i + 3, N].

Soit donc @ € [1, N — 3]. Alors, d’aprés (D.25) avec 7 =i+ 1, on a ¢;y1; = —Ry. Puis, d’apres
(D.28) avec r =i+ 2, il vient que ¢;12; = co,N—2 —ifc21 = (i + 1)BRN — o Ry_1. Léquation
(D.26) peut se récrire :

i _ Qi i1
u, = Su,_; — wy

ou

~ Cr_1. 0 1 ) - ( 0 )
ul = T, S = ,wh =

! ( Cryi ) ( —af —f Cr—1,i—1

avec comme condition initiale

uio = < Citly ) _ < —Ry , )
2 Cit2,i (i+1)BRy —a Ry—1 )’

La suite (Ui)re[i+3, ~] est donc une suite récurrente linéaire avec conditions initiales et dont le
second membre w'™! est connu d’aprés 'hypothése de récurrence. Aussi, en effectuant le méme
raisonnement que dans le cas 2 = 0 et en reprenant les notations, on obtient I’expression de ¢, ;
qui est : L, -
rT—1— r—1—

Cri = Xl — X2

X1 —Xo

[0y = B+ 1)) Ry + o Ry

Xo X772 = Xy Xp
X1 — X,

(i + 1Ry — o' Ry (D.35)

s ‘ . ‘ .
X/ - X! Xo X! — X1 X!
[ ! 28 + i 2 Cr—j—1,i—1-

Xl—XQ Xl_X2

=0

On en déduit que les ¢,; ne dépendent que des constantes du systéme initial et des R;.l
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Annexe E

Corps de Mikusinski, Identifiabilité
linéaire, Estimateurs

Dans cet annexe, nous allons présenter une théorie de ’estimation des dérivées dans un cadre
algérique et déterministe développée par M. Fliess et H. Sira-Ramirez. Aucune connaissance a
priori des propriétés statistiques de signaux et bruits n’est requise. Les estimateurs présentent
une excellente robustesse & une large variété de bruits additifs. Ils reposent sur des formules
explicites, ce qui conduit & des calculs tres rapides.

Rappelons quelques définitions introduites dans le chapitre 2.

E.1 Algébre différentielle

Définition 47 Un anneau différentiel (ordinaire) R est un anneau commutatif muni d’une déri-
vation que ’on notera ici %, i.e, une application R — R telle que Vz, y € R,

d de dy
- %($+Q)C;E+g—37
@ _ar ay
ds( y) dsy—i_xds'

Un corps différentiel (ordinaire) est un anneau différentiel qui est aussi un corps.

c
Une constante ¢ est un élément de R tel que T 0. Un anneau (resp. corps) de constantes est
S

un anneau (resp. corps) différentiel ne contenant que des constantes.

Exemple : Soit K un corps différentiel de constantes. Le corps k(s) des fonctions rationnelles en

la variable s, & coefficients dans K, posséde bien une structure de corps différentiel par rapport

a la dérivation %, K est son sous-corps des constantes.

Un morphisme différentiel ¢ : R1 — Ry entre deux anneaux différentiels est un morphisme

d’anneaux tel que, p p
Vo € Ri, —(¢(2)) = $(=).

Une spécialisation différentielle R — K est un morphisme différentiel ou R est un anneau dif-

férentiel et K un corps différentiel.

E.2 Extension de corps différentielle

Une eztension de corps différentielle L/K est la donnée de deux corps différentiels K, L tels
que
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- KCL,

— la restriction & K de la dérivation de L est la dérivation de K.
Un élément z € L est dit dz’ﬁérentiellement algébrique sur K si x satisfait une équation différen-
tielle algébrique sur K, i.e P(z, d o ..,g;—f) = 0 ou P est un polynéme a coefficients dans K.
L’extension L/K est dite différentiellement algébrique si chaque élément de L est différentielle-
mentalgébrique sur K.
Un élément de L qui n’est pas différentiellement algébrique sur K est dit différentiellement tran-
scendant. Une extension différentiellement transcendante est une extension L/K qui n’est pas

différentiellement algébrique.

Notation : Soit S un sous-ensemble de L. Le sur-corps différentiel (resp. sur-anneau) de K
généré par S est notée K < S > (resp. K{S}).

E.3 Opérateurs différentiels linéaires

Soit K un corps différentiel. L’anneau K [d—] des opérateurs différentiels linéaires de la forme
s

(63
g aad—a, aq € K est commutatif si et seulement si K est un corps de constantes. Méme dans
S

finie

le cas général non commutatif, K [%] est un idéal d’anneau principal a gauche et a droite : tout
idéal gauche, droite est généré par un seul élément [39].

Un opérateur est dit propre (resp. strictement propre)si les a, le sont (rappelons qu’une fraction

rationnelle est dite propre si le degré du numérateur est (strictement) inférieur au degré du

1
dénominateur). Il est dit polynémial en — si aq € ko[—].
s s

E.4 Le corps différentiel d’opérateurs de Mikusinski

E.4.1 Le corps des opérateurs de Mikusinski

Munissons l’ensemble C' des fonctions continues f : [0,00) — € d’une structure d’anneau
commutatif par rapport & 'addition

(f +9)@) = f(t) +9(t)

et au produit de convolution

t
(fxg)(t)=(gx f)(t /f g(t—1) dT—/Og(T)f(t—T)dT.

C est un domaine d’intégrité, i.e sans diviseur de zero [40], [41], [51]. Notons M le corps des
fractions de C'. Ce corps est appelé le corps de Mikusinski.
Chaque élément de M est un opérateur. Toute fonction f : IR — € peut aussi s’écrire comme
{f} en tant qu’élément de M.
Le produit de deux éléments a, b € M sera écrit ab au lieu de a x b.
Exemple :

1. Toute fonction f : IR — € localement Lebesgue-intégrable, & support borné a gauche

appartient & M.
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2. L’inverse dans M de la fonction échelon unité (Heaviside)

0sit<O
l(t)_{ 1sit>0 (E-1)

est opérateur de dérivation s.
Soit f : IR — € une fonction C'! a support borné a gauche. Alors s{f} = {f'}.
Soit g : IR — € localement Lebesgue-intégrable, & support borné a gauche. Alors la fonction

t
{g} = { / g(o)do} est aussi a support borné a gauche. Le sous-corps €'(s) C M des
S —0o0

fonctions rationnelles sur €' en la variable s a la méme signification que celle usuelle en
calcul opérationnel (voir [40], [41], [51]).
E.4.2 La dérivée algébrique

Pour toute application f € C, on a que l'application f % = {—tf} satisfait les propriétés
de dérivation, i.e.,

d _df | dg
E(erg)_E s
o d df d
_ 9 a9
ds(f*g) = ds*g+f*d3-

Elle peut-étre étendue & une dérivation, appelée dérivation algébrique de M, en posant, pour

9#0, p ;

d N Rl At ok

N * - s v v @G5

S =20

Muni de cette dérivation algébrique, M devient un corps différentiel dont le sous-corps des
constantes est ('

E.5 Identifiabilité

Soit kg un corps de base, considéré comme un corps différentiel de constantes. Soit & une
extension algébrique finie de ko(¢), ou ¥ = (01,...,0,) est un ensemble fini de parameétres
inconnus. Le degré de transcendance de l'extension K/ky est donc au plus égal a r. De plus,
nous munissons k& d’une structure canonique de corps différentiel de constantes. Soit K/k(s) une
extension différentiellement algébrique finiement engendrée.

Un signal est un élément de K. Considérons un ensemble fini x = (z1,...,z,) de signaux.

Définition 48 Les parameétres 9 sont dits linéairement identifiables par rapport a x si

01
P =Q (E.2)
0,

ou
e P et () sont, respectivement, des matrices r X r et r X 1.
e les coefficients de P et () appartiennent a spanko(s)[i](l,x),
ds

e det(P) #0.
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E.6 Estimateurs

Cette partie va consister a définir la notion de bruit de facon mathématique. Soit N/ky(s)
une extension de corps différentiels, telle que, K, N soient linéairement disjoints sur kq(s) [9].
Tout élément de N est appelé bruit ou perturbation. Un bruit n est dit structuré s’il est annihilé

d
par n € ko(s) [%]’ n & ko(s) : mn = 0. Cette définition signifie que lorsqu’on lui applique un

certain opérateur algébrique, ce bruit disparait. Sinon le bruit est dit non structuré.
Soit (K ®p,(s) IV) le corps des fractions, qui est un corps différentiel de 'anneau integre
K ®jy(s) N. Introduisons la mesure bruitée y € Q(K ®py5) N), y = = + ns 4+ "t o nstT et

n™t sont des bruits structurés ou non. Alors, (E.2) devient
01
P — Q + Rstr + Rnstr (E3)
O;

ot y remplace x dans P et Q; les coefficients de R (resp. R™!), qui est une matrice
colonne r X 1, appartiennent a Spany ](ns”) (resp. Py o ](n"m)). En multipliant (E.3)

d d
Is s
d

par A € Anny,(R*") C ko(s) [E] ot est Anny, (R*'") est I'idéal & gauche des annihilateurs des
coefficients de R*!" | on obtient, si det(AP) # 0, Iestimateur

6

AP | : = AQ + AR"' (E.4)
O;

Définition 49 L’estimateur est dit propre (resp. strictement propre, polynémial en s~') si tout
coefficient de AP et AQ est somme d’une fraction rationnelle propre (resp. strictement propre,
polynomial en s~1) et de terme de la forme wy, oil y € y est une suite de signaux et w €

d . L 1
ko(s) o est propre (resp. strictement propre, polynémial en s ).
s
Il est dit minimal si A est un générateur monogéne de I'idéal principal a gauche Anny, (RS'").

Proposition 15 Il existe un estimateur (E.4) que ’on peut choisir minimal et /ou propre (resp.
strictement propre, polynémial en s~1).
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