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Introduction

Contexte

Les systémes temps réel sont de plus en plus utilisés dans le monde contemporain. Long-
temps réservés aux équipements industriels lourds (centrale nucléaire, chaine de fabrication,
avionique, systémes d’armes), leurs domaines d’utilisation sont aujourd’hui trés variés, on
peut les trouver dans des produits grand public (automobile, téléphone, domotique) pour
lesquels les temps de développement conditionnant la mise sur le marché doivent étre mini-
misés.

Ces systémes ne doivent pas seulement réaliser correctement des actions mais aussi les
réaliser dans un temps borné. Dans un systéme de pilotage automatique d'un avion, par
exemple, celui-ci doit prendre la bonne décision de contourner un obstacle en respectant
certaines contraintes temporelles. Ces contraintes, dont le non-respect peut avoir des consé-
quences catastrophiques, s’appellent « contraintes temps réel dures ». En revanche, dans un
systéme tel qu'un réseau de téléphonie mobile, le non-respect des contraintes temporelles
peut entrainer des conséquences moins graves comme la perte de signal ou un décalage dans
la conversation. Ces contraintes s’appellent « contraintes temps réel souples ».

Un systéme temps réel embarqué est composé d’un calculateur qui exécute un ensemble de
programmes en interagissant avec son environnement physique dont les changements d’états
sont percus par le calculateur au moyen de capteurs. Ces programmes forment le logiciel du
calculateur, ils décrivent les algorithmes applicatifs a réaliser. Chaque algorithme définit un
ordre total sur I'exécution d’un ensemble d’opérations arithmétiques et logiques. Le calcu-
lateur réagit aux changements d’états de l'environnement pour le maintenir dans un état
déterminé au moyen d’actionneurs. Un systéme temps réel est qualifié de réactif puisqu’il
est en permanente interaction avec I’environnement. Enfin, la plupart de ces systémes (au-
tomobiles, avions, téléphone, etc) sont aussi embarqués dans le sens o on les trouve dans
des équipements qui sont mobiles et pour lesquels les aspects d’encombrement, de poids, de
consommation doivent étre pris en compte. L’aspect embarqué impose de garantir le respect
des contraintes temps réel tout en minimisant le coiit et la taille de ’architecture matérielle.

Les programmes d’un systéme temps réel reposent principalement sur des algorithmes
applicatifs de controle-commande, de traitement du signal et des images qui nécessitent
d’importantes quantités de calculs. Lorsque ces derniers doivent étre effectués en un temps
borné, il faut utiliser des calculateurs de fortes puissances. Les limites technologiques et le
cotit des calculateurs puissants basés sur un unique processeur, diminuent souvent l'intérét



de leur utilisation. Il faut alors utiliser des calculateurs multiprocesseur basés sur le fonc-
tionnement en paralléle de plusieurs processeurs. Enfin, les calculateurs utilisés sont qualifiés
d’hétérogénes car les types des processeurs et des média de communication qui les composent
sont souvent différents.

Le probléme général des systémes temps réel consiste a distribuer les programmes sur les
processeurs composant [’architecture matérielle et pour chaque processeur, celui-ci étant une
machine séquentielle, il faut ordonnancer I’ensemble des programmes qui y ont été distribués.

Objectifs

Cette thése s’inscrit dans le cadre des recherches menées dans le projet OSTRE (Opti-
misation de Systémes Temps Réel Embarqués) de 'INRIA Rocquencourt, plus précisément
menées sur la méthodologie adéquation algorithme-architecture (AAA) pour les systémes
temps réel distribués embarqués hétérogénes. Cette méthodologie permet d’améliorer la réa-
lisation de ces systémes principalement fondée sur la distribution et 'ordonnancement, en
assurant une bonne sécurité de fonctionnement et en réduisant la durée de cette réalisation.
Pour cela on a besoin de modéles mathématiques capables de prendre en compte toutes les
caractéristiques ainsi que la diversité des systémes temps réel.

Tout d’abord, un systéme temps réel est un systéme réactif qui réagit de maniére perma-
nente avec I’environnement physique a travers des capteurs et des actionneurs. Des stimuli
sont consommeées par le systéme a travers des capteurs et le systéme produit des réactions
vers l'environnement & travers des actionneurs. Ces stimuli et réactions correspondent &
une répétition infinie d’opérations et ce comportement est en général décrit en imposant
des « contraintes de périodicité ». Notre modéle doit pouvoir exprimer des contraintes de
périodicité.

En outre, un délai est en général imposé entre la consommation d'un stimulus par le
systéme et la production de la réaction correspondant a ce stimulus, car le temps de réaction
d’un systéme avec contraintes temps réel dures est borné afin d’éviter des conséquences
catastrophiques dues au mauvais controle de ’environnement. Notre modéle doit pouvoir
exprimer ce délai. Pour cela on propose une nouvelle contrainte appelée « contrainte de
latence » mieux adaptée que d’autres contraintes pour décrire ce délai.

Les systémes temps réel reposent le plus souvent sur des algorithmes de controle-commande,
de traitement du signal et des images dont les opérations peuvent avoir des « contraintes
de précédence » 1'une par rapport 'autre. Notre modéle doit pouvoir aussi exprimer des
contraintes de précédence.

Nous cherchons donc & proposer un modéle qui prend en compte toutes les contraintes
que nous venons d’exposer afin de 'utiliser pour poser le probléme d’ordonnancement mo-
noprocesseur et le probléeme de distribution et d’ordonnancement multiprocesseur.

Nous cherchons ensuite a résoudre ces deux problémes dans le cas ou I’ordonnancement
est de type hors ligne non préemptif car cette approche est bien adaptée aux systémes
embarqués réactifs reposant sur des algorithmes de controle-commande, de traitement du
signal et des images. En effet, comme nous nous intéressons aux systémes avec contraintes



temps réel dures les choix de distribution et d’ordonnancement doivent étre déterministes.
Pour cela nous ne traitons pas I'apparition dans le systéme d’opérations non prévues, ce
qui permet d’utiliser des approches hors ligne aussi bien pour ’ordonnancement, que pour la
distribution. Ces approches ont de plus ’avantage d’étre les moins cotiteuses en termes de
surcotiit. Cela correspond parfaitement a la caractéristique « embarqué » de ces systémes.
Par ailleurs, nous choisissons I’approche non préemptive parmi les trois approches possibles
pour 'ordonnancement du point de vue de la préemption : non préemptive, préemptive sans
prendre en compte le cotit de la préemption et préemptive avec prise en compte du coiit de
la préemption. En effet, seulement le premier et le troisiéme choix permettent de traiter des
cas réalistes sans risquer de ne pas respecter une contrainte temps réel [1], et il est logique de
commencer a traiter le premier. C’est ce que nous faisons dans cette thése, en ayant comme
perspective de traiter ensuite le troisiéme choix.

On est ici dans le cas des contraintes temps réel dures et dorénavant quand il n’y a pas
de confusion possible on parlera de contraintes temps réel, tout court.

Plan de la thése

La thése contient, aprés une introduction qui décrit le contexte et les objectifs, trois
chapitres, suivis par une conclusion et des perspectives.

Le premier chapitre présente les résultats existants afin de familiaser le lecteur aux no-
tations utilisées par la suite. Ces notations sont propres & cette thése et chaque fois qu’il
y a une notation différente de celle utilisée par le reste de la communauté temps réel pour
désigner une notion commune, on explique les équivalences ou les différences qu’il peut y
avoir entre ces notations. Dans la présentation des notations, cette thése définit certaines
notions qui ont été utilisées par la communauté temps réel, mais pour lesquelles il manquait
des définitions précises. Cela est une tentative de supprimer ’ambiguité sur des notions
comme dynamique/statique ou en ligne/hors ligne. Nous avons choisi de présenter parmi
les résultats existants ceux qui nous ont aidés & mieux comprendre notre probléme ou ceux
qui ont servi d’exemple de raisonnement afin d’obtenir nos résultats. Ces choix ont motivé
nos travaux. La fin du premier chapitre justifie les choix importants faits pour poser notre
probléme de distribution et d’ordonnancement, c’est-a-dire la prise en compte de contraintes
de précédences et de périodicités dans le cas non-préemptif et I'introduction d’une contrainte
de latence. D’une part ces choix reprennent des contraintes qui existent déja et d’autre part
on explique le choix d’une nouvelle contrainte de latence qui est mieux adaptée que d’autres
contraintes, appelées contraintes relatives, qui décrivent des délais. On explique aussi que
meéme si les contraintes de périodicités et de précédences existaient déja, il n’y a aucun résul-
tat jusqu’a présent qui permet de prendre en compte des opérations qui ont des contraintes
de précédence et ont des valeurs différentes pour leur périodes. Cette thése fait aussi une
étude compléte sur 'interaction entre les contraintes de précédences et de périodicités.

Le deuxiéme chapitre est le plus important de la thése. Il présente des résultats obtenus
dans le cas monoprocesseur. L’ordre de présentation des deux premiers sous-chapitres sur
I’ordonnancement avec contraintes de précédences et de périodicités et sur ’ordonnancement



avec contraintes de précédences et de latences, est indifférent. En revanche le troisiéme sous-
chapitre sur I’ordonnancement avec contraintes de précédences, de périodicités et de latences
utilise les résultats des deux sous-chapitres précédents.

Pour le probléme de 'ordonnancement des systémes avec contraintes de précédences et
de périodicités, les études d’ordonnancabilité nécessitaient un algorithme optimal d’ordon-
nancement qui n’introduisait pas de temps creux. On a donc proposé un algorithme qui a la
particularité de rendre périodique toutes les opérations non-périodiques qui n’ont aucun suc-
cesseur périodique si on arrive a les ordonnancer au moins une fois. Cette particularité nous a
permis d’effectuer ensuite I’étude d’ordonnancabilité et d’obtenir un test d’ordonnancabilité.
En conséquence l'ordre de présentation des résultats est un ordre naturel puisque 1’étude
d’ordonnancabilité utilise les résultats de l'algorithme d’ordonnancement. Un important défi
comme suite de cette thése consistera a introduire la préemption qui impose la modifica-
tion du modéle proposé actuellement, mais qui on I'espére permettra de trouver aussi une
condition nécessaire d’ordonnancement pour les cas ot on prend en compte la préemption.

Si pour le premier probléme on a pu s’inspirer des travaux existants, la nouveauté de la
latence nous a rendu les choses plus difficiles pour le probléme d’ordonnancement des sys-
téemes avec contraintes de précédences et de latences. L’algorithme d’ordonnancement pour
ce dernier probléme utilise les résultats de I’étude d’ordonnancabilité. Celle-ci nous a permis
d’identifier les opérations qui interviennent dans une contrainte relative et ’influence réci-
proque de ces opérations dans le cas o I'on a plusieurs contraintes relatives. On a formalisé
cela a l'aide de trois relations entre des paires d’opérations sur lesquelles une contrainte de
latence a été imposée, ce qui nous a permis d’obtenir une condition d’ordonnangabilité. Cette
étude est la premiére du genre et étant donné que la latence généralise les autres contraintes
relatives, on envisage d’obtenir par la suite de nouveaux résultats intéressants.

On traite ensuite le probléme d’ordonnancement qui prend en compte les trois contraintes :
précédences, périodicités et latences. L’étude d’ordonnancabilité étant nécessaire pour 1’al-
gorithme d’ordonnancement, on commence par celle-ci. En combinant I’étude d’ordonnanca-
bilité et I’algorithme d’ordonnancement, on obtient un test d’ordonnancabilité. Ces résultats
ont eu comme conséquence de mettre en évidence un lien entre notre probléme et le pro-
bléme classique temps réel d’ordonnancement d’opérations avec contraintes de périodicités
et d’échéances. Ce dernier est un cas particulier de notre probléme et on donne un algorithme
qui construit a partir d’'une instance du probléme classique une instance de notre probléme.
Ce résultat pourra étre utilisé par la suite pour prendre en compte la gigue (variations faibles
de périodicité) dans notre probléme.

Le troisiéme chapitre traite les trois problémes précédents mais dans le cas multipro-
cesseur pour lequel on prend en compte les échanges de données entres les opérations lors-
qu’elles sont distribuées sur des processeurs différents. On prouve que ces problémes sont
NP-difficiles. En conséquence, on propose des heuristiques qui utilisent les résultats mo-
noprocesseur. Chaque heuristique est comparée a un algorithme exact et on montre que
I’heuristique est plus rapide que ’algorithme exact. Par la suite on pourrait utiliser le lien
entre notre modeéle et le modéle classique afin de proposer de nouvelles heuristiques pour le
cas multiprocesseur du probléme classique.



Chapitre 1

Etat de ’art et motivations de la thése

1.1 Notions importantes en ordonnancement

On définit tout d’abord de maniére informelle les notions d’« ordonnancement classique »
et d’« ordonnancement temps réel » [2], puis d’ordonnangabilité, notions utilisées dans ce
chapitre pour différencier les diverses approches possibles et indiquer celles que nous avons
plus particuliérement étudiées dans le cadre de cette thése. On donnera par la suite au
chapitre 2 une définition plus formelle de ces notions.

Effectuer un ordonnancement classique monoprocesseur consiste 4 déterminer pour un
ensemble d’opérations dans quel ordre relativement & une date, chacune d’elles doit étre exé-
cutée sur une unique ressource. Une opération peut s’exécuter quand toutes les informations
dont elle a besoin sont disponibles, elle est alors elle-méme dite « disponible ». Le terme
opération est pris au sens large, il peut par exemple correspondre a différentes actions a
réaliser sur une piéce mécanique (découpe, usinage, finition), ou bien un ensemble de cal-
culs nécessaires pour réaliser un algorithme de traitement du signal (filtrage, évaluation de
Perreur résiduelle, gradient adaptatif).

Un ordonnancement temps réel revient a déterminer pour chacune de ces opérations
une date de début d’exécution de l'opération permettant de respecter des contraintes rela-
tives a lI’écoulement du temps appelées « contraintes temps réel ». Un ensemble d’opéra-
tions sur lequel on impose des contraintes temps réel est habituellement appelé « systéme
temps réel » que 'on notera par la suite « systéme d’opérations ». Il peut aussi avoir des
contraintes relatives a d’autres critéres, par exemple des contraintes de précédence. Un en-
semble d’opérations est ordonnancable s’il y a au moins un ordonnancement qui satisfait
toutes les contraintes. Il est souvent possible et utile de trouver des conditions d’ordonnan-
cabilité permettant d’assurer qu'un ensemble d’opérations est ordonnancable sans avoir a
examiner tous les ordonnancements possibles.

Quand on parle d’ordonnancement classique on fait référence aux résultats obtenus en
théorie de la complexité et en recherche opérationnelle. Quand on parle d’ordonnancement
temps réel on fait référence aux résultats obtenus pour I'ordonnancement de systémes temps
réel. Etant donné que dans cette thése on emploie beaucoup plus souvent la notion d’ordon-



nancement temps réel que la notion d’ordonnancement classique par la suite on fera référence
implicitement a I’'ordonnancement temps réel quand on parle d’ordonnancement (tout court).

Dans I’état de I'art qui suit on utilisera fréquemment les notions d’ordonnancement en
ligne ou hors ligne, d’algorithme d’ordonnancement dynamique ou statique, d’ordonnance-
ment préemptif ou non-préemptif, et enfin d’algorithme d’ordonnancement qui introduit ou
non des temps creux. On définit tout d’abord les trois premiéres notions. Pour bien com-
prendre quelles sont leurs différences on va s’appuyer sur les réponses a trois questions,
détaillées ci-dessous:

— Quand est réalisé I’ordonnancement ?
La réponse a cette question fait la différence entre un ordonnancement en ligne et un
ordonnancement hors ligne.
Un ordonnancement obtenu pendant I’exécution de ’ensemble d’opérations s’appelle
« ordonnancement en ligne ». L’algorithme d’ordonnancement appliqué en ligne a un
cotit d’exécution en temps réel qui s’ajoute au cotit d’exécution des opérations elles-
mémes, mais il a ’avantage de permettre I’ordonnancement d’opérations non prévues
au départ dans ’ensemble d’opérations.
Un ordonnancement obtenu avant I’exécution de I’ensemble d’opérations s’appelle « or-
donnancement hors ligne». [.’algorithme d’ordonnancement appliqué hors ligne n’a pas
de cotit d’exécution en temps réel, et I’ensemble d’opérations doit étre entiérement
connu pour construire 'ordonnancement. Ce dernier est construit avant 1’exécution et
aucun choix d’ordonnancement n’est fait pendant ’exécution.

— Quel est I’algorithme d’ordonnancement ?
La réponse a cette question fait la différence entre un algorithme dynamique et un
algorithme statique d’ordonnancement.
La notion d’algorithme dynamique/statique d’ordonnancement est souvent confondue
avec celle d’ordonnancement en ligne/hors ligne et elle n’a de sens que pour les tiches
périodiques. Les notions de dynamique et de statique décrivent des propriétés de 1’al-
gorithme d’ordonnancement, alors que les notions de en ligne et de hors ligne précisent
le moment ou 'algorithme d’ordonnancement est utilisé, ce qui est trés différent.
Un algorithme statique d’ordonnancement détermine la date d’exécution d’une opéra-
tion choisie parmi les opérations disponibles en fonction de ’ensemble total des opé-
rations du systéme. Donc le choix d’ordonnancer une opération disponible et non pas
une autre opération disponible n’est pas fait en prenant en compte les opérations
disponibles, mais en prenant en compte ’ensemble total des opérations au début de
I’ordonnancement. Cela implique que 'ordonnancement d’une opération ne dépend pas
du temps écoulé depuis le début de 'ordonnancement, qu’il soit réalisé en ligne ou hors
ligne.
En conséquence méme utilisé en ligne, un algorithme statique ne sait pas prendre en
compte les opérations non prévues car il doit connaitre I’ensemble total des opérations
avant de commencer I’ordonnancement. Dans le cas ol les opérations peuvent avoir des
durées variables dues a des choix de séquence d’instructions différentes, la connaissance



totale de I'ensemble d’opérations permet d’évaluer plus facilement le pire cas d’une
opération c’est a dire le temps maximum nécessaire a 1’exécution de I'opération.
Un algorithme dynamique d’ordonnancement détermine la date d’exécution d’une opé-
ration choisie parmi les opérations disponibles & un instant donné en fonction de I’en-
semble des opérations disponibles & cet instant. Donc le choix d’ordonnancer une opé-
ration disponible et non pas une autre opération disponible n’est pas fait en prenant
en compte toutes les opérations du systéme, mais en prenant en compte les opérations
disponibles a l'instant auquel on fait ce choix. Cela implique que 'ordonnancement
d’une opération dépend du temps écoulé depuis le début de 'ordonnancement et reste
valable méme si I'ordonnancement est fait hors ligne.
Faire le choix d’ordonnancer une opération en utilisant seulement 1’ensemble d’opéra-
tions disponibles permet de prendre en compte des opérations non prévues. En effet,
quand apparait une telle opération, elle devient disponible et le choix de ’ordonnancer
peut étre fait. Evidemment un algorithme dynamique doit étre utilisé en ligne pour
prendre en compte des opérations non prévues. Le désavantage de ce type d’algorithme
reste la détermination du pire cas pour une opération.

— L’ordonnancement est-il préemptif?
La préemption découle de la capacité qu’ont les processeurs a étre sensibles a des inter-
ruptions. Ces derniéres ont comme origine des événements extérieurs au processeur qui
peuvent étre périodiques ou apériodiques ou des événements intérieurs au processeur.
Ces derniers peuvent correspondre par exemple au passage par une valeur particuliére
d’un compteur incrémenté par son horloge interne pouvant définir une période ou la
disponibilité d’une opération devenue prioritaire.
Dans un ordonnancement préemptif, les opérations ont le droit d’étre interrompues
pendant leur exécution par d’autres opérations qui sont dites plus prioritaires, alors
que ce n’est pas le cas d'un ordonnancement non-préemptif. Cela permet de réaliser
des ordonnancements plus fins dans le sens ou la préemption permet de découper une
opération en morceaux afin d’y intercaler une autre opération ou un autre morceau
d’opération, et donc plus généralement d’avoir plus de chances de trouver un ordon-
nancement respectant les contraintes. Cependant I'utilisation de la préemption induit
systématiquement un cotlt supplémentaire lors de 'exécution temps réel car il faut
sauver et restaurer le contexte avant et aprées 'interruption, ce qui conduit a ajouter
des opérations d’écriture et de lecture. Ce principe a aussi un coiit en termes d’occu-
pation mémoire puiqu’il faut mémoriser les informations a sauver et restaurer. Le coft
de la préemption doit impérativement étre pris en compte au risque de conduire & des
ordonnancements qui s’avéreront faux en temps réel car le cott de la préemption a été
supposé négligeable alors qu’il ne I’était pas [1].

L’énumeération des notions différentiant les approches possibles pour obtenir un ordon-
nancement montre que seul un ordonnancement en ligne utilisant un algorithme d’ordon-
nancement dynamique permet de prendre en compte les opérations non prévues. Cela est
récapitulé dans de tableau 1.1 qui décrit tous les cas possibles et leurs comportements par
rapport aux opérations non prévues. On note par X la possibilité de traiter les opérations



non prévues, par O le cas contraire. On note par EL 'ordonnancement en ligne, par HLL
I’ordonnancement hors ligne, par S 'algorithme statique et par D ’algorithme dynamique.

EL/S|EL/D [HL/S|[HL/D
P | X X X X
NP| O X 0O 0O

Fi1G. 1.1 — Tableau des approches possibles d’ordonnancement

Dans 'état de ’art qui suit on utilisera aussi la notion d’algorithme d’ordonnancement
qui introduit ou non des temps creux [3]. Un algorithme d’ordonnancement qui introduit
des temps creux est un algorithme qui peut choisir de ne pas ordonnancer des opérations
alors qu’elles sont disponibles. On appelle “ordonnancement avec des temps creux” un or-
donnancement obtenu en utilisant un algorithme d’ordonnancement qui introduit des temps
Creux.

Aprés avoir passé en revue ces différentes notions, on peut maintenant présenter les
résultats existant dans le cas monoprocesseur et dans le cas multiprocesseur pour ce que
nous appelons un ensemble d’opérations soumises & des contraintes temps réel. Afin de ne
pas perturber le lecteur on utilisera dans cet état de l'art les notions classiques utilisées
habituellement dans la littérature, de “systéme de taches temps réel” et de “taches temps
réel”.

1.2 Reésultats existant dans le cas monoprocesseur

Ce chapitre est composé de trois sous-chapitres. Le premier présente les résultats pour les
systémes de taches avec des contraintes de périodicité. Cela nous permet de rappeler quelques
modeéles existant pour ce type de systéme temps réel. Le deuxiéme traite des systémes de
taches avec contraintes de précédence et la plupart des résultats existant viennent de 1’or-
donnancement classique. Les résultats sont présentés en suivant les principales classes de
critéres utilisés pour ces problémes. Le troisiéme présente les quelques résultats qui existent
pour les systémes avec contraintes de précédences et de périodicités.

1.2.1 Contraintes de périodicité

Dans la littérature sur le temps réel, on trouve deux types de contraintes temps réel:
les contraintes temps réel absolues et les contraintes temps réel relatives. Une contrainte
absolue est définie en utilisant les caractéristiques d’une seule tache. C’est, par exemple, le
cas de I'’échéance. Une contrainte relative est définie en utilisant les caractéristiques d’au
moins deux taches. C’est, par exemple, le cas d’une contrainte de bout-en-bout.

On commence par présenter des résultats obtenus pour le cas de contraintes absolues.

Le modéle introduit par Liu et Layland [4] pour les systémes temps réel périodiques est
le plus utilisé dans le monde des systémes temps réel. Dans ce modéle une tache A posséde
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une date de réveil r4 a laquelle elle devient disponible, une échéance D4 définie par rapport
a la date de réveil, une période T4 et une durée d’exécution C'y qui est égale & la pire durée
d’exécution de la tache sur le processeur c’est a dire le temps maximum nécessaire pour
I’exécution de la tache. Si le premier réveil de la tache se fait a r4, le ¢ réveil se fait a
T4+ (1 — 1)T4, out T4 est la période de la tache. L’ordonnancement est un ordonnancement
préemptif.

r r

1 i+1]

i+1 1+1

Fi1G. 1.2 — Modéle proposé par Liu and Layland

Dans le méme article [4], pour ce modeéle, Liu et Layland donnent deux algorithmes
d’ordonnancement, un algorithme statique et un algorithme dynamique et ils font en outre
une étude d’ordonnancabilité.

L’algorithme statique appelé algorithme “rate monotonic” traite le cas ou la période
est égale a I’échéance. L’algorithme donne aux taches une priorité statique inverse a leurs
périodes. Alors, les taches avec la plus petite période sont les plus prioritaires. L’étude
d’ordonnancabilité donne une condition suffisante formulée par le théoréme suivant :

Théoréme 1 [/] Un systéeme de taches périodiques peut étre ordonnancé en utilisant [’algo-
rithme “rate monotonic” si
G (2% —1)
i=1 i~ b
Pour le cas des taches avec les échéances plus petites que les périodes D < T', I'algorithme
“rate monotonic” n’est plus optimal. Dans ce cas, les deux auteurs présentent un algorithme
dynamique appelé “EDF” (earliest deadline first) qui donne la plus grande priorité aux taches
avec ’échéance la plus proche. L’algorithme est prouvé optimal dans le sens ot si un sys-
téme de taches peut étre ordonnancé en utilisant une politique quelconque d’affectation de
priorités, alors le systéme peut étre ordonnancé aussi avec l'algorithme EDF. L’étude d’or-

donnancabilité donne une condition nécessaire et suffisante formulée par le théoréme suivant :

Théoréme 2 [/] Un systéeme de tiches périodiques peut étre ordonnancé en utilisant [’algo-
rithme EDF si et seulement st .
Ci
E <
T

i=1 !
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En utilisant le méme modéle avec préemption, Leung et Merrill [5] prouvent 'existence
d’un intervalle de temps borné nécessaire pour décider 'ordonnancabilité d’'un systéme de
taches. Ce résultat est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 3 [5] Un systéme de taches périodiques est ordonnancable si et seulement si
toutes les échéances de taches sont satisfaites dans Uintervalle de temps [0,s 4+ 2T, ot s est
la plus grande date de réveil de l’ensemble de taches et T le plus petit multiple commun des
périodes des tdches.

Pour prouver ce résultat, les auteurs donnent un lemme qui prouve l'existence d’un motif
dans I'ordonnancement a partir de s + P. Dans la preuve, ils utilisent aussi 'optimalité de
l'algorithme EDF. Ce résultat est amélioré ensuite par Grolleau et autres [6] qui prouvent
Iexistence d’'un motif dans 'ordonnancement a partir du dernier temps creux acyclique
de 'ordonnancement. De cette maniére, les auteurs prouvent que s 4+ 2P est une borne
supérieure. La notion de temps creux est définie en détails dans [3].

On a vu que Liu et Layland donnent une condition d’ordonnancabilité suffisante qui n’est
pas nécessaire pour qu’'un systéme de taches soit ordonnancé avec 1’algorithme “rate monoto-
nic”. Cette étude d’ordonnangabilité a été complétée par Lehoczky et autres 7] qui donnent
un test nécessaire et suffisant pour qu’un systéme de taches soit ordonnancé avec 1’algo-
rithme “rate monotonic”. Le test contient deux parties: la premiére partie permet d’étudier
d’une maniére itérative I'ordonnancabilité de chaque tache et cela dans I'ordre croissant des
périodes, la deuxiéme partie est une généralisation du premier test et il permet de conclure
si le systéme de taches peut étre ordonnancé en utilisant I'algorithme “rate monotonic”.
Dans le méme article, les auteurs font une étude stochatisque qui présente la distribution de
performances de I'algorithme pour des taches générées d’une maniére aléatoire.

En utilisant I'algorithme “rate monotonic”, Orozco et autres [8] proposent un algorithme
d’ordonnancement pour les systémes de taches qui ont deux parties: une obligatoire et une
facultative. L’algorithme a deux parties: une partie utilisée pour chaque ordonnancement et
une deuxiéme partie facultative qui sert a améliorer les ordonnancements obtenus lors de la
premiére partie.

Jusqu’a maintenant on a parlé de systémes de taches périodiques avec des échéances plus
petites ou égales aux périodes. Quand aucune relation n’est précisée entre les périodes et
les échéances des taches, on parle d’échéances arbitraires. Pour ce probléme Lehoczky [9]
donne un critére général pour qu'un systéme de taches périodiques puisse étre ordonnancé
en utilisant un algorithme statique, donc avec priorités fixes pour les taches. Il généralise les
résultats obtenus par Liu et Layland concernant le pire cas du taux d’utilisation ) ', %
d’un processeur.

Les taches qui n’ont pas de dates de réveil périodiques sont des taches non-périodiques. Il y
a deux types de taches non-périodiques: apériodiques et sporadiques. Une tache apériodique
est une tache pour laquelle il n’y a aucune relation entre ses dates de réveils. Pour une tache
sporadique on connait le temps minimum m écoulé entre deux dates de réveil consécutives.
Pour ce dernier type de tache, Audsley et autres [10]| prouvent qu’en utilisant 1'algorithme
EDF leurs échéances sont garanties. Pour cela ils prouvent que dans le pire des cas une tache
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sporadique se comporte comme une tache périodique avec la période m et 1’échéance D, ou
D est I’échéance de la tache sporadique.

Les taches peuvent aussi avoir, lorsqu’elles deviennent disponibles, des durées différentes
dies par exemple a la présence d’instructions conditionnelles dans les corps des taches. Dans
ce cas, Pailler et autres [11] utilisent les réseaux de Petri pour modéliser ces systémes et ils
donnent une méthode d’ordonnancement hors ligne pour ce type de systémes.

On peut aussi imposer des contraintes sur les dates de réveil d’un sous-ensemble de taches
qui ont la méme période, c’est a dire qu’il y a un intervalle fixé entre les dates de réveil de
taches appartenant au sous-ensemble. De cette maniére les dates de réveil sont liées entre
elles et forment un motif de dates de réveil. Ce type de contraintes s’appellent “time-offsets”.
Tindell fait une étude d’ordonnancabilité qui permet d’introduire les nouvelles contraintes
et de déterminer dans quel cas un systéme est ordonnancable [12]. L’auteur continue 1’étude
de systémes “time-offsets”, en donnant un test d’ordonnancabilité [13].

Un autre cas particulier concerne les systémes de taches “offset free”, c’est a dire des
taches dont les dates de réveil peuvent varier. Dans ce cas, Goossens et autres prouvent que
I’algorithme “rate monotonic” n’est plus optimal parmi les algorithmes statiques d’ordon-
nancement [14].

Dans le cas monoprocesseur les taches peuvent aussi partager des ressources. Pour le
cas de taches avec des dates de réveil s, = 0,VA € V, donc le cas de taches disponibles a
I'instant ¢ = 0, Choquet et autres [15] proposent un modéle utilisant les réseaux de Petri
qui est ensuite utilisé pour donner un algorithme d’ordonnancement pour les systémes de
taches qui partagent des ressources et qui communiquent par message. L’algorithme permet
de trouver tous les ordonnancements possibles en utilisant des techniques afin de réduire le
temps de construction des ordonnancements.

Une autre technique pour trouver un ordonnancement en minimisant les blocages dus a
lacces aux ressources est donné par Baker [16]. Cette méthode appelée “stack-based schedu-
ling” est prouvée optimale dans le sens ot elle est moins restrictive que d’autres méthodes et
elle prévient les blocages pour un ordonnancement obtenu avec 1’algorithme “rate monotonic”
et ’algorithme EDF.

Dans le cas ou les taches partagent des ressources, une tache peut attendre un message
d’une autre tache afin d’étre “réveillée”. On appelle ce type de flexibilité de la date de réveil,
la gigue de date de réveil. Audsley et autres proposent 'utilisation de I’analyse holistique
pour déterminer I'ordonnancabilité d’un systéme temps réel qui peut avoir de la gigue de
date de réveil pour certaines taches [17], [18].

Un cas particulier de contraintes temps réel sont les contraintes temps réel faibles-dures
proposées par Bernat et Burns [19]. Les taches doivent satisfaire m échéances sur toutes
les k répétitions consécutives. Des résultats d’ordonnancement sont obtenus par les mémes
auteurs en [20] et Pogi et autres proposent une version modifiée de ces résultats [21]. L'article
présente des études de performances.

Tous les résultats présentés jusqu’a maintenant utilisent la préemption. Jeffay et autres
[1] expliquent aussi 'importance de I’ordonnancement sans préemption. Tout d’abord, pour
des raisons pratiques (la partie physique ou logiciel du systéme temps réel ne le permet pas),
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I'utilisation de la préemption n’est pas toujours possible. Les algorithmes non préemptifs
sont plus faciles & implanter et ils peuvent avoir un surcoiit lors de I’exécution réelle inférieur
a un algorithme préemptif. Le surcott des algorithmes préemptifs est plus difficile & caracté-
riser et a prévoir. Comme le surcoiit d’ordonnancement est souvent ignoré dans les modéles
théoriques, I'implantation d’un algorithme non préemptif est plus proche du modéle théo-
rique. ’ordonnancement non préemptif garantit un accés exclusif aux ressources, qui élimine
le besoin de synchronisation. Le probléme d’ordonnancer des taches sans préemption forme
une base théorique pour des modéles de taches plus généraux. Le méme article présente une
étude d’ordonnancabilité pour un systéme de taches périodiques ou sporadiques avec dates
de réveil arbitraires sans préemption et sans temps creux ayant comme conclusions les deux
théorémes suivants:

Théoréme 4 Si un systeme de taches est ordonnancable alors on a:

n C;
~ i =1

- Vi, 1<i<n, VLT, <L<T;:

N
L>Ci+ ) ——C;
j=t 7
Théoréme 5 St un systeme de tiches périodiques ou sporadiques avec dates de réveil ar-
bitraires satisfait les condition du théoréeme /, alors [’algorithme d’ordonnancement EDF
non préemptif va ordonnancer tous les systéemes de taches avec des dates de réveil données
obtenues de premier systeme de tdaches.

Un systéme de taches avec des dates de réveil données s’appelle un systéme de taches
concrétes. Les auteurs prouvent que le probléme de décision pour qu’un systéme de taches
périodiques concrétes soit ordonnancable est NP-complet au sens fort, mais le méme probléme
pour des systémes de taches sporadiques concrétes est pseudo-polyndomial.

Toujours dans le cas non-preemptif, Yuan et Agrawala présente une méthode arborescente
de recherche des ordonnancements qui satisfont les contraintes temps réel [22]. La méthode
contient deux parties, une partie qui génére une séquence de taches et une deuxiéme partie
qui ordonnance les taches.

S o Ta ! Ty

C

C

A A

F1G. 1.3 — Modeéle de taches périodiques strictes sans date de réveil

Korst et autres [23| traitent un cas particulier de tache périodique qui est la tache pé-
riodique stricte sans date de réveil (voir figure 1.3). Cela signifie que le temps écoulé entre
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deux ordonnancements consécutifs d’une tache est le méme pour tous les ordonnancements
de la tache. Ce type de probléme est rencontré dans le contexte des modélisations de circuits
intégrés qui implantent des algorithmes de traitement du signal. Les taches utilisées par un
tel algorithme sont en général élémentaires, c’est a dire elles ont la durée égale a 1, elles
doivent étre ordonnancées réguliérement pour des répétitions successives d’un signal et elles
ne peuvent pas étre préemptées a cause de leurs nature élémentaire.

Les auteurs prouvent que le probléme de décision pour qu’un systéme de taches pério-
diques strictes soit ordonnancable est NP-complet au sens fort, mais ils montrent aussi que le
probléme est polyndmial pour le cas particulier avec périodes et durées d’exécution divisibles
entre elles.

Les mémes auteurs prouvent dans un autre article [24] que le probléme de décision pour
qu'un systéme de taches périodiques soit ordonnancable est NP-complet au sens fort.

Sur les contraintes relatives appelées contraintes de bout en bout il y a peu de résultats
dans la littérature et pourtant ce type de contrainte est trés important pour les systémes
temps réel. Les contraintes de bout en bout sont imposées sur une entrée et une sortie. Par
exemple, soit A la lecture de la valeur de la pression et B la modification de la température.
Si on veut imposer la modification de la température 10 secondes aprés que la pression soit
modifiée, on doit définir une contrainte de bout en bout [25]. Méme si les contraintes de bout
en bout sont souvent peu nombreuses dans un systéme temps réel, elles se propagent dans
les composantes d'un systéme temps réel. L’algorithme proposé pour résoudre ce type de
contraintes dans [25] définit des contraintes de périodicité pour un systéme qui ne posséde
a l'origine que des contraintes de précédence. Une autre particularité est que toutes les
sorties peuvent avoir maximum un seul prédécesseur et cette hypothése empéche d’avoir des
précédences entre deux taches quelconques.

Une approche statistique [26] est utilisée pour résoudre le probléme avec contraintes de
bout en bout mais sur un graphe de précédences particuliéres: les composantes connexes
du graphe sont des chaines. Chaque chaine est formée d’une liste de taches et posseéde des
contraintes de bout en bout entre I’entrée et la sortie d’une tache et on compte le nombre
de taches qui satisfont leurs contraintes.

La connaissance de la durée d’exécution des taches d’un systéme n’est pas toujours pos-
sible avant l'exécution, donc les durées exactes d’exécution ne sont connues que lors de
I’exécution du systéme. Gerber et autres étudient les contraintes de bout en bout dans ce cas
[27]. Leur algorithme contient deux parties: une partie hors-ligne et une partie en-ligne. La
partie hors-ligne de ’algorithme est une étude d’ordonnancabilité qui établit si les contraintes
peuvent étre satisfaites. Si c’est le cas, un ordonnancement provisoire est obtenu et 1’algo-
rithme en-ligne peut générer des limites supérieures et inférieures pour les dates de début
des taches a partir des dates de début et des durées d’exécution (qui sont connues a cette
étape) de taches précédentes.

Pour le cas des contraintes temps réel faibles-dures Lindsay étudie aussi des contraintes
de bout en bout [28].

La liste des résultats présentés n’est pas exhaustive, elle sert & introduire le lecteur dans
le monde de systémes temps réel avec contraintes de périodicité dans le cas monoprocesseur.
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1.2.2 Contraintes de précédence

Les principaux résultats concernant les problémes d’ordonnancement de systémes de
taches avec précédences viennent de 'ordonnancement classique. Les contraintes de pré-
cédence définissent un ordre partiel sur ’ensemble de taches. Par exemple, si deux taches A
et B ont une contrainte de précédence, cela implique que B doit s’ordonnancer aprés que A
ait été ordonnancée.

L’ordre partiel peut étre facilement représenté a l'aide d’un graphe orienté ayant comme
sommets les taches et comme arcs les précédences entre les taches. Dans la figure 1.4 ou
les contraintes de précédence sont modélisées a ’aide d’un graphe, A, B et D doivent étre
ordonnancées dans cet ordre et de méme A, C' et D. Par contre, il n’y pas d’ordre imposé

entre B et C.

()

F1G. 1.4 — Graphe de précédences

Les problémes d’ordonnancement des systémes de taches avec contraintes de précédence
sont parfois soumis a certains critéres d’optimalité. Dans ce cas, un ordonnancement ne doit
pas seulement satisfaire les contraintes de précédences des taches, mais il doit optimiser la
solution par rapport a un critére donné. Ces critéres appartiennent aux classes suivantes:

— critéres de minmax : dans ce type de probléme, il faut trouver un ordonnancement qui
optimise (minimise ou maximise) une fonction monotone des dates de début de taches;

— critéres concernant le retard maximum : dans ce type de probléme, les taches possédent
des échéances et il faut trouver un ordonnancement qui minimise le retard maximum
qui peut étre égal au plus grand retard de toutes les taches.

Un premier probléme avec critére de type minmax est étudié par Lawler en 1973 [29].
Pour chaque tache A, on définit une fonction de colt fa(sa) qui varie par rapport a la date
de fin de la tache. Le critére d’optimalité est constitué par la fonction fy., = max?_; f;(C}).
L’algorithme donné, ordonnance les taches en commencant par celles sans prédécesseur et
en avancant vers les taches sans prédécesseur. L’article prouve que I’algorithme construit
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un ordonnancement qui est solution pour le probléme. Il faut remarquer que l’algorithme
ne prend pas en compte les durées d’exécution de taches pendant I'ordonnancement. Aprés
avoir construit un ordonnancement, les auteurs utilisent les durées d’exécution pour vérifier
s’il satisfait les contraintes. Si ’ordonnancement obtenu ne satisfait pas les contraintes, alors
il n’y a pas d’ordonnancement qui le fait.

Un cas particulier de ce probléme est le cas des taches avec contraintes de précédences
et échéances. Pour cela, I'auteur formule le probléme comme un probléme de minmax. Il
redéfinit les échéances des taches par rapport aux précédences et aux anciennes échéances.

Au probléme précédent on ajoute des dates de réveil. Le probléme obtenu ainsi est prouvé
NP-difficile [30]. 11 suffit de considérer les durées d’exécution égales & une unité de temps
et le probléme devient facile et les dates de réveil sont redéfinies par rapport aux précé-
dences. Aussi pour le probléme d’ordonnancement préemptif dans le méme cas, on obtient
un probléme facile résolu par un algorithme de complexité O(n?), oi n est le nombre de
taches.

Minimiser le retard maximum pour des systémes de taches avec contraintes de précédence,
avec échéances et avec dates de réveil est connu comme étant NP-difficile. Il y a trois cas
spéciaux de problémes qui sont polyndémiaux :

— les dates de réveil sont égales pour toutes les taches. Aprés avoir redéfini les échéances
par rapport aux précédences, les taches sont ordonnancées dans l'ordre croissant des
échéances. L’algorithme est une conséquence de I'algorithme de Lawler;

— les échéances sont égales pour toutes les taches. Aprés avoir redéfini les dates de réveil
par rapport aux précédences, les taches sont ordonnancées dans l'ordre croissant des
dates de réveil,;

— les durées d’exécution de taches sont toutes égales a 1. Aprés avoir redéfini les échéances
par rapport aux précédences, & tout moment on ordonnance la tache avec la plus petite
échéance [31]. Les trois algorithmes ont une complexité de O(nlogn).

La plupart des résultats pour les systémes de taches avec contraintes de précédence sont
obtenus pour des cas particuliers de précédences. Des algorithmes polynomiaux sont donnés
pour le cas des précédences définies par des “in-trees” (chaque téche a au plus un successeur),
par des “out-trees” (chaque tache a au plus un prédécesseur) ou par des graphes séries-
paralléle. Un graphe séries-paralléle est un graphe dont la fermeture transitive ne contient
pas un Z-graphe (voir figure 1.5) [32]. On remarque qu’un “intree” et un “outtree” sont des
cas particuliers de graphes séries-paralléle.

Avant de présenter les résultats concernant les graphes séries-paralléle, on définit la no-
tion de fonction qui permet un changement d’arguments. Une fonction f qui permet un
changement d’arguments est une fonction si pour f(a) < f(B) on a: f(a...af...b) <
fla...Ba...b).

Dans le cas ou les précédences sont définies par un graphe séries-paralléle il y a un résultat
général qui prouve l’existence de solutions pour des problémes avec des critéres d’optimalité
donnés par des fonctions qui permettent des changements d’arguments, résultat donné par
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Fi1G. 1.5 — Z-graphe

le théoréme suivant [33]:

Théoréme 6 Le probleme d’ordonnancement d’un systéme de tiches avec contraintes de
précédence définies par un graphe séries-paralléle et avec un critére d’optimalité donné par
une fonction qui permet un changement d’arguments a toujours une solution.

La solution a ce type de probléme est en général trouvée en utilisant un algorithme qui
ordonnance d’abord soit les taches sans successeur, soit les taches sans prédécesseur.

Un probléme d’ordonnancement classique peut ne pas posséder un critére d’optimalité
et dans ce cas il faut trouver un ordonnancement qui satisfait les contraintes des taches.
C’est le cas d’un autre probléme important qui utilise les précédences pour modéliser les
contraintes des taches: le probléme central d’ordonnancement. Dans ce probléme, les taches
ont des contraintes de type potentiel: s4 —sp > aapg, ol asp est un nombre réel donné. Une
solution est constituée par un ordonnancement de durée minimale qui satisfait les contraintes
de type potentiel. Ces contraintes permettent de modéliser les dates de réveil et les échéances
des taches d’un systéme.

Une modélisation du probléme est faite a I’aide des graphes potentiel-taches G = (V,€)
dans [34]. L’ensemble V est égale & ’ensemble de taches plus une tache fictive de début A,
et une tache fictive fin A, 1, ot n est le nombre de taches A; de systéme. Les deux taches
fictives ont une durée nulle d’exécution. L’ensemble E contient les arcs (Ag,A;) valués par 0,
les arcs (A;,A;) correspondant aux contraintes de type potentiel valués par a4, et les arcs
(A;,An + 1) valués par Cly,.

Le probléme ainsi obtenu est résolu a I'aide d’une méthode de chemin critique appelée la
méthode potentiels-taches qui consiste a calculer des dates au plus tot et au plus tard. Cela
permet ensuite de déterminer des marges pour chaque tache, c’est a dire de déterminer le
délai dont on peut retarder une tache dans I’ordonnancement sans qu’elle ne rende 1’ordon-
nancement inacceptable comme solution pour notre probléme. Cette méthode est appelé «
de chemin critique ».

Blum et autres [35] étudient le probléme de p sommets liés par des arcs avec une matrice
qui définit les distances entre les sommets. Ils cherchent un circuit qui minimise la somme de
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toutes les latences de sommets, ot la latence d’'un sommet 7 est la distance parcourue avant
qu’on visite i.

Xu et Parnas [36] étudient le probléme des taches non-périodiques, mais ils définissent
des relations d’exclusion entre les taches qui peuvent étre ensuite utilisées pour définir des
contraintes de périodicité. L’algorithme proposé utilise une technique de retour-arriére qui
permet d’améliorer une solution intermédiaire et 1’algorithme est prouvé optimal.

On remarque que tous les résultats présentés ne font pas d’étude d’ordonnancabilité,
les auteurs préférent plutot prouver 'optimalité de leurs algorithmes. Sur I'ordonnancement
obtenu a I’aide de ces algorithmes, on vérifie si les contraintes sont satisfaites.

1.2.3 Contraintes de précédences et de périodicités

Ce chapitre traite le cas des systémes de taches avec contraintes de précédences et pé-
riodicités, toujours dans le cas monoprocesseur. Ces résultats viennent de I’ordonnancement
temps réel, mais aussi de ’ordonnancement classique.

Les résultats sur les systémes temps réel avec précédences et périodicités sont principale-
ment obtenus pour des cas particuliers de précédences et de périodes. Les quelques modéles
proposés ne permettent pas d’imposer des contraintes de précédence entre deux taches pé-
riodiques quelconques. En conséquence, on ne peut pas étudier les liens qui peuvent exister
entre précédence et périodicité.

En utilisant le modéle donné par Liu et Layland, Harbour et autres [37] traitent le
probléme d’ordonnancabilité d'un systéme de taches, dont les taches sont décomposées en
sous-taches soumises a des contraintes de précédence. Les auteurs considérent le cas des or-
donnancements a priorité variable. Mais 1’article utilise un cas particulier des contraintes de
précédence : les chaines. Donc les contraintes de précédence imposent un ordre total sur ’en-
semble des sous-taches. Cela signifie qu’il n’y a aucun choix a faire lors de I'ordonnancement
entre les sous-taches de la méme tache. Les sous-taches possédent la méme contrainte de pé-
riodicité que la tache a laquelle elles appartiennent et elles ont des échéances cohérentes par
rapport a 1’échéance de la tache a laquelle elles appartiennent. LL’étude d’ordonnancabilité
est faite tache par tache. Le méme type d’étude d’ordonnancabilité est faite pour le méme
probléme sans la possibilité de faire varier des priorités des taches [38].

Toujours en utilisant le modéle donné par Liu et Layland, Chetto et autres [39] traitent
le probléme d’ordonnancement dynamique des systémes avec taches périodiques et spora-
diques. Les taches sporadiques ont des contraintes de précédence et I’étude d’ordonnanca-
bilité concerne ce type de taches. En revanche 1’étude est faite sur des ordonnancements
obtenus en utilisant 1’algorithme EDF.

Le probléme d’ordonnancabilité consiste a décider en ligne si un ensemble de taches
sporadiques dépendantes qui doit étre ordonnancé peut étre accepté ou non. Un ensemble
est accepté si toutes les taches de ’ensemble peuvent étre ordonnancées avant leurs échéances,
tout en satisfaisant les contraintes des taches périodiques et des autres taches sporadiques
déja acceptées. Les auteurs présentent un algorithme polynoémial qui permet de prendre cette
décision.
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Spuri et autres [40] définissent des contraintes de précédence pour un systéme de taches
donné a I'aide du modéle de Liu et Layland. Ils imposent une condition importante sur les
dates de réveil et sur les échéances: elles doivent satisfaire des conditions de cohérence par
rapport a l'ordre partiel. Cela revient a redéfinir les dates de réveil et les échéances des
taches par rapport aux contraintes de précédence des taches. Mais cette redéfinition impose
des contraintes trés fortes sur les contraintes de périodicité des taches.

Un modéle plus général qui prend en compte les répétitions des taches et des contraintes
de précédence, sans que les taches soient périodiques, a été proposé par Lee [41]. Ce modéle
qui s’appelle SDF (Synchronous Data Flow) permet d’exprimer des rythmes de production
et de consommation de données entre les taches.

Baruah et autres [42| étudient les propriétés temps réel du modéle du SDF. Ils prouvent
que le probléme de décision est NP-complet si les instances sont ordonnancables sur un seul
processeur et ils donnent des cas particuliers pour lesquels le probléme devient facile.

Sur le méme modeéle, Goddard [43] définit des contraintes appelées latences qui bornent
le temps écoulé entre une entrée et la sortie obtenue en utilisant cette entrée. Ces latences
sont donc imposées seulement sur les entrées et les sorties et elles correspondent aux temps
de réponse.

Korst traite dans sa thése [44] 'ordonnancement périodique strict avec précédences. Dans
ce cas il formule les précédences comme des contraintes linéaires et il prouve que 1’ordon-
nangabilité d’'un tel systéme est de complexité O(ng) o n est le nombre des taches et ¢
est le nombre de précédences. Un corollaire de ce résultat permet de donner une condition
nécessaire et suffisante d’ordonnancabilité.

Sun et Liu [45] présentent trois algorithmes d’ordonnancement pour un systéme avec
contraintes de périodicités et de précédences, mais les précédences sont des chaines, donc il
y a toujours un ordre total entre les taches qui ont des contraintes de précédence.

Baccelli et autres [46] utilisent I’algébre (max, plus) pour vérifier 'ordonnancabilité des
systémes avec contraintes de périodicités et de précédences modélisées a I’aide de reseaux de
Pétri. Les taches possédent des priorités fixées a I'avance et la méthode permet de vérifier
I’exactitude de ce choix.

Un résultat différent de ceux qu’on a présentés jusqu’a maintenant est donné par van
Beek et Wilken [47]. Les auteurs considérent le probléme d’un graphe dont les arcs sont
répétitifs, c’est a dire s’il y a une précédence de A vers B valuée avec la valeur n alors A
doit se faire n fois afin que B devienne disponible. Les auteurs définissent des contraintes de
latence: pour A et B, si [ est une contrainte de latence, alors B doit étre ordonnancée au
moins aprés [ unités de temps aprés que A soit finie. L’algorithme donné pour résoudre le
probléme utilise la programmation par contraintes.

Serafini et Ukovich proposent un modéle de précédences généralisées, qui ressemble au
modeéle proposé par van Beek. Dans ce cas, les taches ne sont pas répétées afin de rendre
leurs successeurs disponibles, mais un successeur doit attendre un temps depuis la fin de
son prédécesseur afin qu’il soit disponible. Un autre modéle proche de celui proposé par van
Beek est proposé par Munier dans [48] qui est une extension du probléme central répétitif
[34]. Les taches sont répétées et les différences de répétition entre deux taches liées par une
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contrainte de précédence sont données par une fonction linéaire. L’auteur prouve que le plus
grand chemin dans un graphe valué associé au graphe d’origine donne les valeurs maximales
du nombre de répétitions des taches.

On remarque le peu de résultats existant pour le cas de systémes avec contraintes de
périodicités et de précédences et les limites des modéles existant qui ne permettent pas d’avoir
des contraintes de périodicité différentes entre deux opérations liées par une contrainte de
précédence.

1.3 Résultats existant dans le cas multiprocesseur

Effectuer un ordonnancement temps réel multiprocesseur consiste a déterminer pour un
ensemble d’opérations a quelle date chacune d’elles doit étre exécutée et quelle ressource
(processeur) est utilisée par chaque opération. Etant donné que tout probléme d’ordonnan-
cement de taches sur n processeurs est prouvé NP-difficile [49], les résultats existant dans le
cas multiprocesseur sont des heuristiques ou des algorithmes pseudo-polynomiaux. Puisque
en général les systémes temps réel utilisent des valeurs bornées [50], on peut trouver dans la
littérature des algorithmes pseudo-polynomiaux.

Dans le cas multiprocesseur on traite non seulement un probléme d’ordonnancement,
mais aussi de distribution. On ne doit pas seulement imposer un ordre total sur I’ensemble
des taches, mais aussi décider sur quel processeur on ordonnance quelle tache. La durée
d’exécution d’une tache peut étre différente d’un processeur a un autre.

Il peut y avoir deux types d’approche:

— résoudre le probléme d’ordonnancement d’abord et puis celui de distribution ou vice-
versa. Donc I’heuristique a deux niveaux : un qui ordonnance les taches et un deuxiéme
qui distribue les taches sur les processeurs [51], [52], [53], [54];

— résoudre les deux problémes dans le méme temps. Donc I’heuristique ordonnance et
distribue les taches en méme temps [55], [56], [57].

Oh et Baker étudient I’ordonnancabilité d’un systéme en utilisant ’algorithme “rate mo-
notonic” modifié pour le cas de n processeurs [58|. Leur méthode assure une bonne utilisation
de chaque processeur. Ils donnent une limite supérieure et une limite inférieure pour le taux
total d’utilisation de n processeurs. Ils prouvent aussi que la limite inférieure est utile dans
la pratique. Cela est du au fait qu’elle peut étre obtenue en utilisant une méthode de type
“first fit” (premiére tache qui convient est ordonnancée).

Un autre résultat pour les systémes avec taches périodiques est donné par Hong et Leung
[59]. Tls prouvent qu’il n’y a pas d’algorithme appliqué en-ligne qui est optimal pour le cas de
processeurs hétérogénes. Ils prouvent aussi, que 1’algorithme EDF n’est pas optimal dans le
cas multiprocesseur, méme appliqué hors-ligne [60]. Mais Goossens et autres [61] prouvent que
EDF reste un bon algorithme dans le sens ot ils donnent des conditions d’ordonnancabilité

qui permettent de déterminer si un systéme de taches satisfait ces contraintes en utilisant
I’algorithme EDF.
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Tindell et Clark [62] proposent une nouvelle technique appelée analyse holistique pour des
systémes de taches qui ont des échéances arbitraires (il n’y a aucune relation entre I’échéance
d’une tache et sa période). Ils proposent une méthode qui permet de borner les retards dus
aux communications et aux ressources partagées par les taches. Ainsi, ils déterminent le pire
cas pour chaque tache et ils vérifient si les temps de réponse satisfont les contraintes temps
réel du systéme. L’article étudie aussi des contraintes de bout en bout des messages c’est a
dire le temps écoulé entre le départ d’'un message depuis un processeur-source et son arrivé
au processeur-destinataire. Toujours pour des contraintes de bout en bout, Richard et autres
utilisent P’analyse holistique [63].

Il y a d’autres critéres d’optimalité qui intéressent le monde temps réel comme par:
exemple optimiser le nombre de processeurs [64], minimiser le temps de réponse des taches
[65], |66], [67] ou le temps de communication [68|.

Une autre technique est d’énumérer en utilisant les solutions possibles [69], [70], [71], [65].
Pour réduire la taille des arbres, Richard et autres utilisent I’analyse holistique [56].

Korst traite dans sa thése [44] 'ordonnancement périodique strict avec précédences ou
les précédences sont dues aux données consommeées par les successeurs. Dans ce cas s’il y a
une précédence de A & B, B utilise les données produites par A et ces données doivent étre
mémorisées, donc il y a aussi un probléme de mémoire. Il traite d’abord 1’ordonnancement
et ensuite la distribution. Il donne un résultat théorique qui prouve que pour chaque ordon-
nancement qui satisfait les contraintes il y a une distribution et une mémoire qui satisfont
les contraintes de taches.

Korst et autres [23] prouvent que le probléme de décision pour qu’un systéme de taches
périodiques strictes soit ordonnancable en minimisant le nombre de processeurs est NP-
complet au sens fort, mais ils montrent aussi que le probléme est polyndémial pour le cas
particulier avec périodes et durées d’exécution divisibles entre elles.

Les mémes auteurs prouvent dans un autre article [24] que le probléme de décision pour
qu’un systéme de taches périodiques soit ordonnancable en minimisant le nombre de proces-
seurs est NP-complet au sens fort.

Shukla et Agrawal [72] proposent un modéle pour I’exécution périodique de graphes flot
de données qui permet de prendre en compte les communications. Les auteurs présentent
une étude d’ordonnancabilité.

Ramamritham [73] présente un modéle prenant en compte des contraintes de périodicité
de taches et les taches sont formées de sous-taches qui ont des contraintes de précédence
entre elles. L’algorithme proposé détermine, d’abord la distribution des sous-taches sur les
processeurs et, I’ordonnancement des sous-taches, ensuite il détermine ’ordonnancement des
communications. Les simulations prouvent que les heuristiques sont trés efficaces.

Martel [74] étudie le probléme d’ordonnancement et de distribution de n taches qui ont
des dates de réveil, des échéances et des durées d’exécution sur m processeurs. L’auteur
donne un algorithme de complexité O(m + logn)(m?n® + n*) qui est prouvé optimal dans le
sens ol s’il y a un ordonnancement, l'algorithme le trouvera. L’algorithme est ensuite utilisé
avec des heuristiques de recherche pour trouver un ordonnancement qui minimise le retard
maximal de toutes les taches.
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Aggarwal et Chandra étudient un modéle d’architecture avec n processeurs, chaque pro-
cesseur ayant a sa disposition une mémoire de taille infinie [75]. Le cotit de lecture/écriture
depuis/dans la mémoire est pris est compte et il est appelé latence. Les auteurs donnent des
algorithmes optimaux pour des problémes particuliers comme la multiplication de matrices,
etc.

Dans le cas non-préemptif d’'un systéme de taches périodiques, Baruah donne [76] une
condition suffisante d’ordonnancabilité si le systéme est ordonnancé en utilisant 1’algorithme
EDF.

Tindell et autres étudient le probléme de distribution de taches périodiques sur n pro-
cesseurs [77], en utilisant une technique de recuit simulé. L’algorithme proposé décrit les
propriétés d’une solution sans donner le moyen de la trouver.

1.4 Motivations de la thése

Dans la suite nous préférons la notion générale d’opération a celle de tache car elle
correspond au niveau de la spécification, auquel nous nous intéressons, plutot qu’au niveau
de celui de I'implantation.

On ne fait ainsi aucune hypothése implicite sur le fait qu’une opération sera implantée
par la suite sous la forme d’une tache gérée par un systéeme d’exploitation temps réel, car
cela n’est pas obligatoire. En effet, si on a construit un ordonnancement hors ligne il pourra
étre exécuté sous la forme d’'une séquence d’instructions sans qu’il ne soit besoin d’avoir
recours a I'ordonnanceur d’un systéme d’exploitation temps réel. Pour étre cohérent avec le
terme d’opération nous utiliserons le terme “opérateur” plutdét que “ressource”, “machine”,
“processeur”. Afin de bien faire la différence entre le niveau spécification et implantation,
Korst utilise lui aussi le mot “opération” dans l'article [23].

Nous allons successivement passer en revue ce qui nous a amené a étudier les approches
hors ligne, sans préemption, pour des systémes d’opérations soumises a des contraintes de
précédences, de périodicités strictes et de latences. Le pluriel des mots précédences, pério-
dicités strictes et latences a son importance car il veut dire que ’on peut avoir plusieurs
contraintes de chacun de ces types. La motivation des choix s’appuie sur les résultats pré-
sentés dans les deux chapitres précédents.

Les applications temps réel qui nous intéressent se trouvent dans les domaines de 1’auto-
mobile, du rail, de I'avionique, de la robotique mobile, des télécommunications, etc. Ce sont
des applications temps réel dur, c’est-a-dire pour lesquelles le non respect d’une contrainte
peut avoir des conséquences catastrophiques. Par exemple le non respect d’une contrainte
de latence sur la commande de vol d’'un avion peut conduire & ne plus pouvoir controler
son altitude. Ces applications reposent toutes sur des algorithmes de traitement du signal et
d’image et des algorithmes de controle commande qui peuvent nécessiter une grande quantité
de calculs. Cependant nous savons a I'avance le nombre exact d’opérations qu’il va falloir
réaliser. Il n’apparaitra pas de nouvelles opérations lors de I'exécution de ’application. Ces
raisons nous ont fait choisir naturellement ’approche hors ligne qui est la mieux adaptée.
Cette approche a en plus I’avantage d’introduire un surcott di a I'ordonnancement minimal
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lors de I’exécution puisqu’elle consiste tout simplement en une mise en séquence des opé-
rations, et de plus elle est complétement déterministe. On connait exactement le colt de
I’ordonnancement, ce qui est nécessaire pour les systémes temps réel durs.

Il y a deux raisons pour lesquelles nous avons choisi d’étudier 'ordonnancement non
préemptif. La premiére prolonge la raison qui nous a fait choisir I’approche hors ligne. En
effet, 'incertitude du coit de la préemption qui peut amener a penser qu'un ordonnancement,
sera bon alors qu’il ne I’est pas car une erreur a été commise lors de son estimation, nous
ont conduit dans un premier temps & nous placer dans le cas non préemptif. On minimise
ainsi le nombre d’opérations a réaliser puisque 'utilisation de la préemption induit un coiit
supplémentaire de lecture/écriture pour sauvegarder le contexte au moment ou est faite
chaque préemption. Nous envisageons cependant, comme suite a cette thése, d’étudier plus
précisément le cout de la préemption afin de montrer a partir de quand (en fonction de son
cout) elle apporte un réel plus. Il y a peu de résultats dans la littérature a ce sujet, le choix
ou non de faire de la préemption est fait en général a priori sans réelle justification, et il y a
peu d’études sur l'influence du cotit de la préemption sur 'ordonnancement [1]. La seconde
raison réside dans le fait qu'une étude compléte (avec précédences, périodicité et latences)
dans le cas non préemptif nous a semblé étre un “bon tremplin” pour obtenir de nouveaux
résultats dans le cas préemptif.

En ce qui concerne la prise en compte de contraintes de précédence nous n’avons pas eu
de choix & faire. Les algorithmes de traitement du signal et d’image et les algorithmes de
controle commande sont habituellement spécifiés par les automaticiens a ’aide de “schéma
bloc¢” comportant des boites représentant les fonctions (opérations) a réaliser et des fléches
représentant des transferts de données entre ces boites, imposant un ordre d’exécution entre
les fonctions afin d’assurer que le résultat produit a l'instant ¢ sera consommé a l'instant
t. Cet aspect est important car il est a la base de la notion d’état permettant de définir le
comportement d’'un systéme relativement a son comportement passé et a un état initial. On
ne doit donc pas confondre l'instant ¢ avec I'instant ¢ — 1 et on doit étre capable de savoir
I’état du systéme a l'instant initial. Nous travaillons donc naturellement avec un ensemble
d’opérations sur lequel il existe une relation d’ordre partielle sur leur exécution qui définit
les contraintes de précédence.

Les systémes temps réel sont avant tout des systémes réactifs [78|, c’est a dire qu'ils
doivent impérativement réagir a chaque changement d’état de leur environnement au travers
de stimuli recus via des opérations d’entrée réalisant la fonction de capteur-convertisseur-
analogique-numérique échantillonnés. Le résultat de la réaction est produit vers I’environne-
ment via des opérations de sortie réalisant la fonction d’actionneur-convertisseur-numeérique-
analogique, eux aussi échantillonnés. Cela conduit donc & exécuter infiniment la séquence
suivante : réception de données via les capteurs, opérations sur ces données, émission des ré-
sultats obtenus via les actionneurs. Cette répétition infinie de chaque opération du systéme
temps réel auquel on associe une durée de temps physique, la période, entre deux répétition,
correspond a la notion de périodicité. Il peut bien str y avoir plusieurs capteurs possédant des
périodes différentes. Comme cela est dit dans [4] la contrainte de périodicité la plus répandue
est celle qui est définie par rapport a la date de réveil de la tache (opération). Comme nos
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applications temps réel reposent sur des algorithmes de traitement du signal et d’image et des
algorithmes de controle commande dont les opérations sont toujours disponibles, la notion
de date de réveil n’est pas utile. En effet, celle-ci est nécessaire quand on a en téte d’utiliser
un systéme d’exploitation temps réel dont on doit modéliser le comportement. On sait que
la tache est réveillée a un instant fixe donné par I’horloge temps réel, mais on ne sait pas
combien de temps apreés elle sera disponible. Dans notre cas on parle alors de période stricte
comme cela est fait dans Particle [23]. A partir de maintenant, on utilisera toujours la notion
de périodicité stricte méme si pour simplifier le discours on utilisera le mot “périodicité”.

La différence importante entre le modéle classique de Liu et Layland et notre modéle
concerne U'incertitude sur la disponibilité et I’exécution des taches (respectivement des opé-
rations) dans les deux modéles. Dans le modéle de Liu et Layland I'instant auquel une tache
devient disponible est toujours connu (date de réveil), et la date de début de la premiére
répétition de la tache n’a pas comme conséquence la connaissance des dates de début de
toutes les répétitions de la tache. Dans notre modéle 'instant auquel une opération devient
disponible est inconnu uniquement pour la premiére répétition de 'opération, de méme pour
la date de début. Cela a comme conséquence la connaissance des dates de début de toutes
les autres répétitions de 'opération et donc I'inutilité des autres dates de disponibilité. Cette
différence importante est détaillée en comparant les deux modéles pour une opération quel-
conque A dans la figure 1.6. On marque en pointillé les dates incertaines et en ligne continue
les autres dates. L’ordonnancement qui se trouve en haut correspond au modéle classique et
celui qui se trouve en bas de la figure correspond & notre modéle.

| | |
r 'S r 'S r 'S
N S A SA A SA
A A A
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| :
|
| A A A
1
| |
| |
| |
| |
Tp N N N

F1G. 1.6 — Différence importante entre le modele classique et notre modéle
Le modéle SDF (Synchronous Data Flow) décrit dans [41] qui est une extension du modéle

classique flot de données de Dennis [79] est plus proche de notre modéle que celui de Liu
et Layland dans la mesure ot les opérations ne possédent pas de date de réveil. Chaque
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opération consomme une partie ou la totalité des données produites par d’autres opérations
dés qu’elles sont disponibles, et réciproquement. On peut ainsi parler d’une répétition infinie
d’une opération relativement a d’autres opérations, mais ce n’est pas une contrainte de
périodicité car une durée n’est pas imposée entre deux répétitions d’'une méme opération.

La notion de périodicité apparait aussi dans ’ordonnancement classique mais, contrai-
rement & notre modéle, les opérations ont toutes la méme période. C’est le cas du modéle
utilisé pour décrire le probléme central répétitif [34] ou du modeéle proposé pour un ensemble
d’opérations périodiques par Serafini [80).

Notre modéle permet a chaque opération d’avoir sa propre contrainte de périodicité et
donc c’est un modéle multi-contraintes méme de ce point de vue.

Dans la littérature sur I’ordonnancement temps réel, le mot “latence” a déja été utilisé
a plusieurs reprises. Par exemple par Hagmann [81] pour exprimer le temps nécessaire pour
obtenir une donnée lors de la lecture depuis un disque dur, ou par Aggarwal dans [75] pour
exprimer le temps nécessaire a la communication d’une donnée depuis une mémoire vers un
processeur. Des définitions plus théoriques ont été données par Goddard [43] dans le cas de
graphes flot de données ou par Van Beek [47| dans le cas de précédences répétitives. Les
définitions théoriques existant se limitent & des cas particuliers, on ne peut pas les utiliser
pour exprimer le temps écoulé entre deux opérations quelconques d’un systéme d’opérations.
Evidemment si on veut que la latence exprime ce temps écoulé entre deux opérations, alors
elle fait partie de la classe des contraintes relatives, et l'intérét des contraintes relatives a
trés bien été justifié par Gerber [25]. Alors que les exemples donnés par Gerber ne traitent
que des contraintes de bout en bout entre une opération d’entrée et une opération de sortie,
voici un exemple de freinage pour une voiture équipée d’un régulateur de vitesse qui ne
peut étre résolu a 'aide d’'une contrainte absolue et qui nécessite une contrainte de latence
entre deux opérations qui ne sont pas toutes des entrées et des sorties. Dans la figure 1.7
Popération DEF exprime le déclenchement du frein, I'opération C'AL exprime les calculs
faits pour déterminer la force de I’appui sur le frein, 'opération D AC exprime la désactivation
du régulateur de vitesse, et 'opération DF R exprime le déclenchement du freinage sur les
roues. Si on veut limiter le temps entre 'opération C'AL et 'opération DF R une contrainte
relative plus « forte » que la contrainte de bout en bout (début-fin) s’impose.

Notre définition de la latence généralise la notion de contrainte de bout en bout qui est
imposée entre une entrée et une sortie du systéme temps réel. De plus les études existant
traitant de ce type de contrainte [25] [26] [27] sont faites dans des cas particuliers: soit les
précédences entre les opérations sont des chaines, soit les périodes ne font pas partie des
hypothéses du probléme, mais elles sont calculées par I'algorithme d’ordonnancement.

Pour conclure, nous proposons un nouveau modéle pour les systémes temps réel dont
'intérét principal est sa généralité [82]. Il permet de prendre en compte des contraintes
de précédence ainsi que plusieurs contraintes de périodicité et plusieurs contraintes de la-
tence. Ces derniéres contraintes sont nouvelles et correspondent a un réel besoin pour les
utilisateurs. Nous réalisons les études d’ordonnancement et d’ordonnancabilité [83], [84] cor-
resppondantes dans le cas monoprocesseur et dans le cas multiprocesseur.
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F1G. 1.7 — Graphe spécifiant une application de freinage
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Chapitre 2

Ordonnancement et ordonnancabilité
pour systémes avec contraintes de
précédences, de périodicités et de
latences dans le cas monoprocesseur

Le deuxiéme chapitre de cette thése est dédié aux résultats obtenus dans le cas mono-
processeur et il contient quatre sous-chapitres. Le premier sous-chapitre étudie les systémes
d’opérations avec contraintes de précédences et de périodicités, le deuxiéme sous-chapitre
étudie les systémes d’opérations avec contraintes de précédences et de latences, le troisiéme
sous-chapitre étudie les systémes d’opérations avec contraintes de précédences, de périodi-
cités et de latences, enfin le quatriéme sous-chapitre prouve que les systémes d’opérations
avec contraintes de périodicités, dates de réveil et échéances utilisés classiquement en ordon-
nancement temps réel, sont un cas particulier des systémes d’opérations avec contraintes de
précédences, de périodicités et de latences.

Les trois premiers sous-chapitres présentent le modéle utilisé, puis une condition d’or-
donnancabilité et un algorithme d’ordonnancement, prouvé optimal, dans le sens ou s’il y
a un ordonnancement l'algorithme le trouvera. Cependant 'ordre de présentation de ces
résultats est différent selon les sous-chapitres. En effet, le premier sous-chapitre présente
d’abord l'algorithme d’ordonnancement puis la condition d’ordonnancgabilité, car la condi-
tion d’ordonnancabilité s’appuie sur des propriétés particuliéres des ordonnancements ob-
tenus avec 1’algorithme d’ordonnancement proposé. En revanche, le deuxiéme sous-chapitre
présente d’abord la condition d’ordonnancabilité puis 1’algorithme d’ordonnancement, car
I’algorithme d’ordonnancement utilise les conclusions de I’étude d’ordonnancabilité faite lors
de la preuve de la condition d’ordonnancabilité. De méme le troisiéme sous-chapitre présente
d’abord la condition d’ordonnancgabilité puis 1’algorithme d’ordonnancement pour la méme
raison que précédemment.

Les quatre sous-chapitres utilisant les notions d’ordonnancement et d’ordonnancabilité
qui ont été définies d’'une maniére informelle dans le chapitre 1.1, on donne maintenant des
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définitions formelles de ces deux notions.

Définition 1 pour un systéme d’opérations, un ordonnancement S est un ordre total sur
I’ensemble des opérations qui associe & chaque opération A une date de début sa qui exprime
linstant auquel l'opération sera exécutée. Cela signifie qu’un ordonnancement S est égal a
lensemble {sa € NJA € V}. On note par S l’ensemble de tous les ordonnancements possibles
pour un systeme d’opérations.

Définition 2 un systeme d’opérations est appelé ordonnancable s’il y a au moins un ordon-
nancement qui satisfait toutes ses contraintes.

Une autre définition qui est commune aux trois premiers sous-chapitres concerne la notion
de chemin.

Définition 3 [85] un chemin orienté de opération Ay a lopération A, est la séquence
alternée des sommets et arcs différents A1(A1,A2)As ... Ap_1(An_1,40)A, ot A; € V et
(Ai,AiJrl) € 5, Vi € {1,2, Ce ,n}.

Puisqu’on utilise seulement des graphes orientés (voir chapitre 1.2.2), pour simplifier on
utilisera dorénavant le terme « chemin » au lieu de « chemin orienté ».

On note par P I'ensemble de tous les chemins du graphe G et on dit que P(A,B) € P
sil y a au moins un chemin de A & B. Si AP(A,B) € P, alors il n’y a pas de chemin de
A & B. Sl y a au moins un chemin de A & B, alors on note par M(A,B) ’ensemble des
opérations appartenant a tous les chemins de A & B, M(A,B) = {C €V avec P(A,C) € P
et P(C,B) € P} J{A,B}. Pour illustrer ces notations on donne l’exemple suivant.

Exemple 1 On considére le graphe G donné dans la figure 2.1. L’ensemble M(A,G) =
{A,B,D,C,G} nest pas vide puisqu’il y a au moins un chemin de A a G ¢’est-a-dire P(A,G) €
P. Par exemple, de A a G il y a 4 chemins: A(A,D)D(D,G)G, A(A,B)B(B,D)D(D,G)G,
A(A,D)D(D,C)C(C,G)G et A(A,B)B(B,D)D(D,C)C(C,G)G. En revanche, par exemple,
puisqu’il n’y aucun chemin de C' & E et l'ensemble M(C,E) est vide.

2.1 Contraintes de précédences et de périodicités

Ce chapitre s’'intéresse aux systémes temps réel avec contraintes de précédences et de
périodicités. Méme si séparément les deux domaines sont riches en résultats, les études ou
les deux aspects sont traités ensembles ne concernent que des cas particuliers. Le premier
sous-chapitre présente un modéle original pour les systémes temps réel avec contraintes de
précédences et de périodicités. Ce modéle permet d’imposer des contraintes de précédence
entre deux opérations quelconques et une contrainte de périodicité sur une opération quel-
conque. Il met en évidence la cohérence entre ces deux contraintes et la pertinence de la
périodicité par rapport aux précédences et vice-versa. Le sous-deuxiéme chapitre présente
un algorithme optimal (s’il y a un ordonnancement, l’algorithme le trouvera) et le sous-
dernier chapitre fait une étude d’ordonnancabilité.
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OO

F1G. 2.1 — Ensemble des opérations appartenant a tous les chemins allant d’une opération A
a une opération G

2.1.1 Modéle

Notre modéle permet de spécifier des systémes temps réel qui, on le rappelle, sont avant
tout des systémes réactifs interagissant de maniére permanente avec I’environnement au tra-
vers de capteurs et d’actionneurs. Les capteurs correspondent aux opérations du systéme qui
n’ont aucun prédécesseur et les actionneurs correspondent aux opérations du systéme qui
n’ont aucun successeur. Ces opérations s’appellent opérations d’entrée, respectivement, opé-
rations de sortie. Une opération de sortie est obtenue a partir d’une ou plusieurs opérations
d’entrée apreés plusieurs opérations intermédiaires qui sont liées a des opérations d’entrée
et de sortie par des contraintes de précédence. Ces contraintes de précédence sont définies
dans notre modéle par un graphe orienté acyclique G = (V,€), ou V est ’ensemble d’opéra-
tions et £ C V x V 'ensemble d’arcs qui représentent les contraintes de précédence. Chaque
opération peut avoir une contrainte de précédence relativement & une autre opération et
cette contrainte impose un ordre d’exécution entre les deux opérations, le successeur ne peut
étre ordonnancé que si son prédécesseur 1’a été. Evidemment, si une opération a plusieurs
prédécesseurs, elle doit étre ordonnancée aprés tous ses prédécesseurs.

Deux opérations sur lesquelles aucune contrainte de précédence n’est imposée possédent
un « parallélisme potentiel » [55]|. Cette expression vient du fait que lorsqu’on est dans le cas
multiprocesseur les deux opérations peuvent étre potentiellement ordonnancées en paralléle
(en méme temps) sur deux processeurs différents. Dans le cas monoprocesseur traité dans
ce chapitre, deux opérations qui n’ont aucune contrainte de précédence entre elles peuvent
s’ordonnancer dans un ordre quelconque. Ainsi, la relation d’ordre définie par le graphe est
une relation d’ordre partiel.

[’interaction permanente du systéme temps réel avec l’environnement implique une ré-
pétition infinie des opérations d’entrée et des opérations de sortie. Les répétitions de ces

30



opérations impliquent une répétition des autres opérations intermédiaires due aux pré-
cédences du graphe. Ainsi, il n’y a pas seulement les opérations d’entrée et les opéra-
tions de sortie qui sont répétées infiniment mais toutes les opérations du graphe G. On
a donc un graphe infini G, = (V,€5). On appellera par la suite le graphe G « motif
de la répétition infinie ». On définit V., a l'aide d’une bijection Ind : V x N — V ou
Ind(Ayj) = A; avec A; la i™° répétition de A correspondant a I'opération A appartenant
a la ¢™¢ répétition du motif. Les opérations appartenant & des motifs différents peuvent
avoir des contraintes de précédence appelés « arcs inter-motifs » et de méme les arcs ap-
partenant au méme motif s’appellent « arcs intra-motif ». L’ensemble infini de ces arcs est
Eo = {(A4;,B;),Vi € Nsi 3(A,B) € VI U{(Ai,Bj) t.q. i,j € N, i < j, A;,Bj € Voo }.

La répétition infinie du motif permet de définir une « contrainte de périodicité » pas
seulement pour une opération d’entrée ou de sortie mais aussi pour une opération quelconque
de G. Cette contrainte de périodicité impose une relation d’ordre total entre les répétitions
consécutives d’une opération et de plus ces répétitions doivent étre ordonnancées a des
intervalles de temps physique égaux dont la valeur numérique s’appelle « période ». Comme
expliqué au chapitre 1.4, cette contrainte de périodicité est une contrainte de périodicité
stricte définie au chapitre 1.2.1.

Définition 4 une opération A a une contrainte de périodicité de période Ty € N si 54, | —
sa, = Ta,Vi > 1, ou A;,Ai11 sont les répétitions consécutives i et i + 1 de 'opération A et
(A;,Air1) € Eao. On note par Ay la premiére répétition de A.

Sans perdre de généralité [86], on suppose que les contraintes de périodicité et les durées
d’exécution des opérations sont des multiples d’un tic 7 (le temps est discret). A partir de
maintenant, toutes les valeurs de périodes et de durées d’exécution sont multipliées implici-
tement par 7.

Remarque 1 Un systeme d’opérations avec contraintes de précédences et de périodicités est
ordonnancable (définition 2) s’il y a au moins un ordonnancement qui satisfait toutes ses
contraintes de précédences et de périodicités. Trouver un tel ordonnancement est le probleme
que nous cherchons a résoudre dans ce chapitre.

Remarque 2 Sans perdre de généralité, on suppose qu’il y a au moins une opération avec
une contrainte de périodicité dans chaque composante connexe du graphe d’opérations. Dans
le cas contraire la composante connexe qui ne contiendrait aucune opération avec une contrainte
de périodicité n’aurait aucune contrainte a satisfaire.

Exemple 2 La notion de contrainte de périodicité est illustrée dans la figure 2.2, o on a
les contraintes de périodicité Ty = 10 et Ty = 30 avec Cy = Cg = Co = 1. On peut définir
une contrainte de périodicité pour A puisque cette opération a une contrainte de précédence
répétée infiniment entre ses répétitions consécutives, de méme pour B. En revanche, on ne
peut pas définir une contrainte de périodicité pour C. Un ordonnancement qui satisfait les
contraintes de précédences et de périodicités est donné dans la figure 2.3.
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F1G. 2.2 — Graphe contenant des opérations périodiques et des opérations non-périodiques

F1G. 2.3 — Ordonnancement d’un systéme contenant des opérations périodiques et des opéra-
tions non-périodiques
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Les arcs intra-motif du graphe infini permettent d’exprimer des graphes comme celui de
la figure 2.4 ot il y a des contraintes de précédence entre des opérations différentes qui ont
le méme indice de répétition infinie. Pour imposer des contraintes de précédence entre des
opérations différentes qui n’ont pas le méme indice, il faudrait utiliser des arcs inter-motifs,
mais ceux-ci ne permettent pas d’imposer des contraintes de précédence de A; a B; o1 i > j.
En conséquence si on veut comme dans I'exemple de la figure 2.5 imposer une contrainte
de Ay & By, on ne peut utiliser que les arcs intra-motif, en répétant l'opération A d’une
maniére finie a I'intérieur du motif du graphe. On appellera par la suite les répétitions d’une
opération a l'intérieur du motif du graphe « répétitions finies ».

O
M) N N

5 )

1

)

2

@P

trosieme
motif

deuxieme
motif

premier
motif

Fi1G. 2.4 — Graphes d’opérations contenant seulement des opérations avec contraintes de
précédence entre les répétitions de mémes indices

On considére pour les deux graphes des figures 2.4 et 2.5 les contraintes de périodicité
Ty =10 et Ty = 30 avec Cy = Cp = 1. L’ordonnancement de la figure 2.6 satisfait les
contraintes du systéme défini par le graphe de la figure 2.4 et de méme ’ordonnancement de
la figure 2.7 satisfait les contraintes du systéme défini par le graphe de la figure 2.5. 1l est
important de noter que méme si dans les deux ordonnancements (celui de la figure 2.6 et celui
de la figure 2.7) on a un méme motif A— A — A — B qui se répéte dans 'ordonnancement, ce
motif s’installe & partir d’instants différents; a I'instant ¢ = 10 pour la figure 2.6 et a 'instant
t = 20 pour la figure 2.7. On appellera par la suite ce motif « motif de I’'ordonnancement ». La
partie de 'ordonnancement qui s’étend du début de I’ordonnancement jusqu’a I'installation
du motif s’appelle en général « régime transitoire » et la suite, qui se répéte, « régime
permanent ».

En conséquence, les répétitions finies permettent d’imposer des contraintes de précédence
entre des opérations différentes qui n’ont pas le méme indice. De cette maniére, on peut
spécifier des opérations qui doivent étre ordonnancées plusieurs fois avant I’ordonnancement
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Fi1G. 2.5 — Graphes d’opérations contenant des opérations avec contraintes de précédence
entre les répétitions d’indices différents

de leurs successeurs.

Remarque 3 Il faut noter que le motif de ’'ordonnancement et le motif de la répétition sont
différents tout en étant évidemment liés. Le motif de [’ordonnancement correspond a un des
ordres totauz obtenus a partir de [’ordre partiel auquel correspond le motif de la répétition.

t=l t=1, t=1Q t=20 t=30 =31

Al B, A, A, A,l B,

F1G. 2.6 — Ordonnancement satisfaisant les contraintes de précédences et de périodicités du
graphe de la figure 2./

La présence ou 'absence de précédences entre les répétitions différentes d’'une méme opé-
ration permettent d’avoir deux types de répétitions. Une répétition est appelée « répétition
temporelle » quand les répétitions d’une méme opération ont des contraintes de précédence
entre elles, donc il y a un ordre total imposé entre les différentes répétitions. Une répétition
est appellée « répétition spatiale » quand les répétitions d’'une méme opération sont sans
contrainte de précédence entre elles, donc elles peuvent étre ordonnancées dans un ordre
quelconque. Il faut noter qu’on peut définir une contrainte de périodicité uniquement pour
des opérations répétées temporellement.

Par exemple, dans la figure 2.8 l'opération A est répétée temporellement trois fois et
Popération C' est répétée spatialement deux fois, A; est une opération d’entrée et C; et Cy
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Fi1G. 2.7 — Ordonnancement satisfaisant les contraintes de précédences et de périodicités du
graphe de la figure 2.5

sont des opérations de sortie. L'arc de Az du i™° motif & A; du (i + 1) motif est un arc
inter-motif et 'arc de B & ' est un arc intra-motif. Il faut bien noter que la répétition infinie
du motif induit une répétition infinie de toutes les opérations.

S

(5

i éme motif (i+1)eme motif

F1G. 2.8 — Graphe non factorisé

Afin de simplifier ce modéle de graphe complexe que ’on va appeler graphe non factorisé,
on définit une contrainte de précédence répétée finiment quand les opérations répétées (spa-
tialement ou temporellement) sont en relation de précédence et ces précédences correspondent
a des arcs intra-motif. Cela permet au motif de contenir une seule répétition de chaque opé-
ration qui est répétée finiment et de décrire a ’aide d’une fonction code les arcs existant
entre deux opérations dont au moins une est répétée finiment. Pour deux opérations A et B
répétées temporellement ou spatialement, on définit codeAB: {1,2,..,n} x {1,2,...m} — {0,1}
tel que:

1, ¢’il'y a un arc de la ™ répétition de A
codeAB(i,j) = a la j™¢ répétition de B
0, sinon

ou n est le nombre de répétitions de A et m le nombre de répétitions de B. Il est évident
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que le nombre d’arcs possibles entre toutes les répétitions de A et de B est borné par nm
(on a au plus m arcs pour chaque répétition de A).

Pour le cas particulier des précédences entre les différentes répétitions d’une opération A
répétée temporellement n fois, on a la fonction codeAA: {1,2,..n} x {1,2,...n} — {0,1} telle
que:

1, pourj=it+1leti<n
0, sinon

code AA(i,j) = {

S’il n’y a aucun arc entre les répétitions consécutives de A, la fonction codeAA n’est
pas spécifice. Quand la fonction codeAA est spécifiée, le nombre d’arcs possibles entre les
répétitions consécutives de A est n — 1, sinon il est 0.

Deux opérations d’entrée ou deux opérations de sortie appartenant a deux motifs consé-
cutifs peuvent étre en relation de précédence appelée contrainte de précédence répétée infini-
ment et cette précédence est représentée par un arc co. Tous ces arcs sont, des arcs inter-motif.

Il y a des opérations qui sont a la fois répétées finiment et infiniment. Pour une opération
d’entrée (respectivement une opération de sortie) A qui est répétée temporellement infiniment
et aussi répétée temporellement finiment n fois (& I'intérieur du motif), on a un arc oo dans
le graphe factorisé correspondant & la contrainte infinie de précédence dans le graphe non
factorisé. Si codeAA a été défini pour A alors on a un arc entre la derniére répétition A,
et la premiére répétition A; appartenant au prochain motif. Si aucune fonction codeAA n’a
été définie alors on a un arc entre A; et la répétition A; appartenant au prochain motif pour
toutes les répétitions A;, i € {1,2,... n}.

[e') oo

codeAB codeBC

codeAA

F1G. 2.9 — Graphe factorisé

Le graphe obtenu en utilisant les contraintes de précédence répétées finiment et les
contraintes de précédence répétées infiniment s’appelle factorisé.

A partir du graphe non factorisé de la figure 2.8 on obtient le graphe factorisé de la figure
2.9 avec les fonctions code suivantes :

codeAB: {1,23} x {1} — {0,1} avec codeAB(i,1)=1, Vi € {1,2,3}, codeBC: {1} x
{1,2} — {0,1} avec code BC(1,i)=1 Vi € {1,2} et la fonction code AA donnée par la définition
générale d'une fonction code pour une opération temporellement répétée n fois (dans ce cas
n = 3). Les opérations A et C' ont un arc oo.

Remarque 4 Dans le cas ou on a dans le graphe factorisé deux opérations A et B avec le
méme nombre n de répétitions et la fonction codeAB : {1,2,..,n} x {1,2,...,n} — {0,1} telle

36



que
1, sii=j

codeAB(i,j) = { 0. sinon

afin de simplifier le modéle, la fonction code ne sera pas spécifiée pour ce cas particulier
de contrainte répétitive de précédence. Aussi, dans le cas ou le nombre de répétitions d’une
opération est égal a 1, on ne le mentionne pas dans le graphe factorisé.

Avant de passer a la présentation des résultats, on donne une premiére relation qui est la
conséquence de la présence des précédences entre opérations périodiques.

Lemme 1 Si deux opérations périodiques A, B ayant une contrainte de précédence (A,B) €
E appartiennent & un systéme défini par un graphe G = (V,E) alors

Ty < Tp (2.1)

Preuve En effet, la premiére répétition de A doit étre ordonnancée avant la premiére
répétition de B due a la contrainte de précédence. La contrainte de précédence répétée
infiniment entre A et B implique que A doit étre ordonnancée toujours avant B, ainsi on
obtient I’équation (2.1). Le lemme est prouvé []

De la méme facon, si les opérations A et B sont répétées finiment, respectivement, n et
m fois dans le motif répété infiniment et s’il y a au moins une contrainte de précédence d’une
répétition de A A une répétition de B, alors

nTy < mTg (2.2)

Cela permet de conclure que l'ordre partiel correspondant du point de vue ordonnan-
cement & l’ordre croissant des contraintes de périodicité d’opérations d’un chemin dans un
graphe, c’est-a-dire un ordonnancement satisfaisant les contraintes de précédence satisfait
aussi les contraintes de périodicité.

L’exemple suivant illustre 'inégalité entre les périodes des opérations qui ont des précé-
dences entre elles.

Exemple 3 Soit un graphe G = (V,€) donné dans la figure 2.10 tel que la durée de chaque
opération Cy = 1VYA € V. On présente deuxr exemples: un exemple avec les contraintes
de périodicité qui satisfont l'inégalité 2.2 et un deuxiéme exemple avec les contraintes de
périodicité qui ne satisfont pas linégalité 2.1.

St on considére que Ty = 2 et Tg = 4 alors 2Ty = Ty et il y a un ordonnancement
qui satisfait les contraintes de périodicité données dans la figure 2.11. Si on considére que
Ty =4 etTp =4 alors 2Ty > Ty et on remarque dans la figure 2.12 qu’a l'instant t = 5
de l'ordonnancement ['opération B doit étre ordonnancée avant A; qui est ordonnancée a
t =8 (les deux répétitions appartiennent au méme motif ). Done la contrainte de périodicité
ne permet pas de satisfaire les contraintes de précédence.
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P

Fi1G. 2.10 — Graphe contenant des opérations avec contraintes de précédence
périodes différentes

FiG. 2.11 — Ordonnancement satisfaisant des contraintes

t=01

A

1

A2

Al

A2

Al

t=01

A

1

t=4

t=5

A,

et ayant des

de précédences et de périodicités

t=8

A,

F1G. 2.12 — Ordonnancement ne satisfaisant pas des contraintes de précédences et de pério-

dicités
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On s’intéresse a la complexité de notre probléme d’ordonnancement, d’un systéme d’opé-
rations avec contraintes de précédences et de périodicités, car le probléme de décision associé
au méme probléme mais sans précédence a été prouvé NP-complet par Korst et autres [23].
On utilise donc son résultat afin de prouver que notre probléme est aussi NP-complet. En-
suite on utilise son autre résultat qui prouve que dans le cas ou les périodes et les durées
d’exécution forment une séquence de valeurs divisibles le probléme est polynomial, pour
prouver que cette propriété reste valable pour notre probléme aussi.

Le probléme d’ordonnancement avec valeurs quelconques de périodes et de durées d’exé-
cution, pour des systémes d’opérations avec contraintes de périodicités et sans précédence
est le suivant : on cherche un ordonnancement des opérations sur m processeurs identiques
avec m < k qui satisfait les contraintes de périodicités des opérations appartenant a V', ou V
est un ensemble de n opérations périodiques Ay, ..., A, avec T; la période et C; < T; la durée
d’exécution de 'opération A; pour tout 1 < ¢ < n, et un entier k. Le probléme de décision
associé a ce probléme est noté par PSP. Dans le méme article, le théoréme suivant prouve
que le probléme de décision PSP associé a ce probléme d’ordonnancement est NP-complet
au sens fort.

Théoréme 7 [23] PSP est NP-complet au sens fort pour k = 1.

Il faut noter que pour k = 1 puisque m < k on obtient m = 1 et on se trouve ainsi dans le
cas monoprocesseur qui nous intéresse. Dans le méme article, Korst prouve que le probléme
avec des valeurs particuliéres de périodes et de durées d’exécution est polyndomial. Les auteurs
notent par PSPD le probléme de décision PSP avec les périodes et les durées d’exécution
formant une séquence de valeurs divisibles: ay,...a; avec a;/a;41,Vi € {1,...,l — 1}. 1ls
donnent le théoréme suivant :

Théoréme 8 [23] PSPD est de complezité O(nl).

Pour pouvoir utiliser ces résultats, on donne le théoréme suivant qui prouve I’équivalence
entre le probléme sans précédence présenté par Korst pour £ = 1 et notre probléme. Pour
cela on formule le probléme de décision associé & notre probléme d’ordonnancement noté
par PP (précédences, périodicités) comme étant le suivant : y a-t-il un ordonnancement qui
satisfait les contraintes de périodicités et de précédences ou les contraintes de précédences
sont définies par le graphe G = (V,€) pour lequel V est I’ensemble de n opérations périodiques
Ay, ..., A, avec T; la période pour tout 1 <i < n?

Théoréme 9 La réponse est oui pour le probléme PSP avec k = 1 si et seulement la réponse
est outi pour le probleme PP.

Preuve On prouve ce théoréme par double implication. Tout d’abord, 'implication directe.
On prouve que la réponse pour le probléme PP est oui en supposant que la réponse est oui
pour le probléme PSP avec k = 1. Cela signifie qu’il y a au moins un ordonnancement
qui satisfait les contraintes de périodicité des opérations. On note par Spgp I'ensemble des
ordonnancements qui satisfont les contraintes de périodicité. On étudie le sous-ensemble
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S. des ordonnancements obtenus en ordonnancant les opérations dans I'ordre croissant des
périodes. Evidemment ’ensemble S. n’est pas vide. Soit YW =) un ensemble de travail.

Dans un ordonnancement quelconque S € S. on observe que les opérations avec les pé-
riodes égales a la plus petite période 77 forment un motif qui a une période 7T;. Si dans ce
motif 'ordre partiel défini par le graphe G n’était pas satisfait on peut changer les opérations
entre elles afin qu’elles satisfassent 1’ordre partiel. On ne modifie pas la période du motif,
donc les opérations du motif satisfont toujours leurs contraintes de périodicité. Aucune opé-
ration appartenant au motif ne peut avoir un prédécesseur avec une période plus grande
que la sienne (inégalité 2.1), donc en modifiant le motif on satisfait toutes les contraintes
de précédence entre les opérations avec les périodes égales a la plus petite période et leurs
prédécesseurs. On modifie W = W\{A € V avec la période égale a T} }.

On passe aux motifs des opérations avec les périodes égales & T5, la plus petite période des
opérations appartenant & VY. De la méme maniére, si dans les motifs ’ordre partiel défini
par le graphe n’était pas satisfait on peut changer les opérations entre elles afin qu’elles
satisfassent ’ordre partiel. On ne modifie pas la période des motifs, donc les opérations des
motifs satisfont toujours leurs contraintes de périodicité. On modifie WW = W\{A € V avec la
période égale & To}. On répéte ce pas de maniére récursive jusqu’au moment ot I’ensemble W
est vide. On a modifié 'ordonnancement S afin qu’il satisfasse les contraintes de précédence
définies par le graphe G tout en gardant les contraintes de périodicité satisfaites. Donc la
réponse pour le probléme PP est aussi oui.

On prouve 'implication inverse. On prouve que la réponse pour le probléme PSP avec
k = 1 est oui en supposant que la réponse est oui pour le probléme PP. Il y a donc au
moins un ordonnancement qui satisfait les contraintes de précédences et de périodicités.
Etant donné que ordonnancement satisfait les contraintes de périodicité alors la réponse
est oui aussi pour le probléeme PSP avec k = 1. Le théoréme est prouvé [-]

L’exemple suivant illustre la preuve du dernier théoréeme. Il faut noter que bien que les
deux systémes n’aient pas les mémes solutions du point de vue de I’ordonnancement, ils sont
cependant ordonnancables de telle maniére que I'un est ordonnancable si et seulement si
I’autre est ordonnancable.

OO

Fi1G. 2.13 — Graphe illustrant la preuve du théoréme 9

Exemple 4 On considére un premier systéeme avec trois opérations A, B et C' avec les durées
d’exécution C'y = Co =2 et Cg =4 et les périodes Ty =T =T = 8 et aucune contrainte
de précédence n’est définie entre deux opérations différentes. On considére un deuzriéme sys-
teme avec trois opérations A, B et C' avec les durées d’exécution Cy = Co =2 et Cg = 4
et les périodes Ty = T = T = 8 et on impose des contraintes de précédence définies par
le graphe donné dans la figure 2.13. Pour le premier systéme on trouve un ordonnancement

40



donné dans la figure 2.14 et pour le deuzieme systéme on trouve un ordonnancement donné
dans la figure 2.15. On remarque que les deux ordonnancements ont le méme motif qui se
répéte, donc si il y a un ordonnancement pour un des sytémes, [’ordonnancement existe aussi
pour 'autre systeme. En conséquence [’ordonnancabilité d’un systéme implique ’ordonnan-
cabilité de l’autre systeme.

t=0 t=4 =6 t=12

B A C B A C

F1G. 2.14 — Ordonnancement satisfaisant les contraintes du premier systéme

t=0 t=6

A B C A B C

F1G. 2.15 — Ordonnancement satisfaisant les contraintes du deuriéme systéme

Corollaire 1 Le probléeme PP est NP-complet au sens fort.

En effet, dis aux théorémes 7 et 9 le probléme de décision PP associé a notre probléme
d’ordonnancement a la méme complexité que le probléme de décision PSP.

On note par PPD le probléme de décision associé & notre probléme d’ordonnancement
des opérations avec des périodes et de durées d’exécution formant une séquence de valeurs
divisibles.

Corollaire 2 La réponse est oui pour le probleme PSPD avec k = 1 si et seulement la
réponse est oui pour le probleme PPD.

En effet, étant donné que dans la preuve du théoréme 9 on n’a pas imposé de restriction
sur les valeurs des périodes et des durées d’exécution, le théoréme 9 se particularise pour le
cas avec des périodes et des durées d’exécution formant une séquence de valeurs divisibles
et on obtient le corollaire 2.

Ce dernier résultat implique que le probléme de décision PP D est polyndémial. Par consé-
quence, dans la suite on choisira les valeurs de périodes et de durées d’exécution comme étant
une séquence de valeurs divisibles.
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2.1.2 Algorithme optimal d’ordonnancement

La relation d’ordre imposée par le graphe qui définit les contraintes de précédence est une
relation d’ordre partiel. Un algorithme d’ordonnancement transforme I’ordre partiel en un (un
des ordres possibles) ordre total qui satisfait les contraintes de périodicité des opérations. Une
fois que la premiére répétition d’une opération avec contrainte de périodicité est ordonnancée,
on connait les dates de début des répétitions suivantes de l'opération.

Remarque 5 Il s’agit d’ordonnancer un ensemble infini d’opérations donc l’algorithme aura
nécessairement un nombre infini de pas a exécuter ce qui est contradictoire avec la notion
classique d’algorithme. Cependant nous utiliserons par la suite par abus de language la notion
d’algorithme pour indiquer la maniére de trouver un ordonnancement.

Pour le déroulement de 1’algorithme d’ordonnancement, on note par ¥V I’ensemble d’opé-
rations disponibles, par sy la date de début de la derniére opération ordonnancée, par Cr
sa durée d’exécution, par Per I'ensemble des opérations qui ont une contrainte de périodi-
cité et par Prec(A) ensemble des prédécesseurs de 'opération A. Pendant le déroulement
de l'algorithme, ’ensemble WV contient les opérations disponibles, c’est-a-dire les opérations
dont les prédécesseurs sont déja ordonnancés. Aussi, pendant le déroulement de ’algorithme,
chaque fois qu'une opération est ordonnancée, st (respectivement Cr) est remplacé par la
date de début (respectivement la durée d’exécution) de cette opération.

Algorithme 1

Initialisation: W = (U, ¢ PTEC(A):@{A} et sp =0,Cr = 0.

Pas 1(opération sans contrainte de périodicité):
si JA € W t.q. A & Per, alors sy = sy + Cr et on va au Pas 1. Sinon, on passe au Pas 2.

Pas 2: on cherche une opération A € W () Per avec A; déja ordonnancée tel que:

sa, +Ta—sr—Cr= MiNp,cywnPer et B déja ordonnancée {sp, +Tp — st — Cr}

ot A; est la derniére répétition ordonnancée de A. Si on trouve plusieurs opérations A alors
le systéme n’est pas ordonnancable et ’algorithme s’arréte.

Pas 3 (opération sans contrainte de périodicité ):
si 3C € W\{{A} N Per} t.q. sy + Cr + Cc < sa, + T4 pour I'opération A trouvée précé-
demment, alors on a s¢ = sy + Cr et on va au Pas 2. Sinon, on va au Pas 4.

Pas 4 (opération avec contrainte de périodicité mais sans la premiére répétition déja ordon-
nancée):

si 3C' € W) Per avec C pas ordonnancée et sy + Cr + Co < sa, + T4 avec A étant 'opé-
ration trouvée au Pas 2, alors on a s¢ = sy + Cr avec T = Minpeyper et cp<railD}
et avec C' ayant la plus grande durée d’exécution, on enléve 'opération de W, toutes les
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opérations qui deviennent ordonnancables sont rajoutées a ¥V et on va au Pas 2. Sinon, on
va au Pas 5.

Pas 5 (opération avec contrainte de périodicité):

onasy=sy+Crt.q. sa,, =sa +T4etonvaau Pas 2.

Remarque 6 [’algorithme d’ordonnancement ne s’arréte jamais, sauf si les contraintes de
périodicité ne peuvent pas étre satisfaites au Pas 2 et dans ce cas le systéme n’est pas ordon-
nancable.

Avant de prouver 'optimalité de I'algorithme d’ordonnancement 1, on donne un exemple
d’un systéme ordonnancé en utilisant 1’algorithme.

/%

Dl

(5

i éme motif (i+1)eme motif

FiG. 2.16 — Graphe illustrant [’utilisation de [’algorithme d’ordonnancement 1

Exemple 5 Soit G = (V,£) donné dans la figure 2.16 avec les durées d’exécution Cy =
Cp = Co =1 et les périodes Ty = 5, Tg = 15. Le tableau 2.1 donne le déroulement de
l’algorithme 1.

Théoréme 10 L ’algorithme d’ordonnancement 1 est optimal (s’il y a un ordonnancement,
Palgorithme le trouvera).

Preuve On utilise un raisonnement par ’absurde. On suppose qu’il y un ensemble S de
tous les ordonnancements qui satisfont les contraintes de précédences et de périodicités et
qu’aprés avoir utilisé ’algorithme on n’a trouvé aucun ordonnancement. Cela signifie qu’au-
cun des ordonnancements appartenant & S n’est obtenu en ordonnancant les opérations dans
I’ordre croissant des périodes. Mais les précédences impliquent que les opérations disponibles
sont celles avec leurs prédécesseurs déja ordonnancés, donc leurs prédécesseurs ont des pé-
riodes plus petites que leurs propres périodes et ils sont ordonnancés avant elles. Donc les
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4% st | Cr | Pas utilisé | Décision
{A:} 0 |0 |Pas4 sa, =0

{4} 0 |1 |Pas2 A choisi
{4} 0 |1 |Pash Sa, =H

{As} 5 |1 Pas 2 A choisi
{43} 5 |1 |Pash Sa, = 10
{A,,B} 101 |Pas2 A choisi
{A,,B} 101 |Pas4 sp=11
{A1,C1,C5} |10 | 1 Pas 2 A choisi
{Al,C’l,C’g} 11 |1 Pas 3 S, = 12
{A4,,C5} 101 |Pas2 A choisi
{A1,Co} 12 |1 Pas 3 se, = 13
{A;} 131 Pas 2 A choisi
{4} 13]1 |Pas4 sa, =15
{42} 151 |Pas2 A choisi

TAB. 2.1 — Ordonnancement obtenu en utilisant l’algorithme 1

ordonnancements appartenant & S ne sont pas obtenus en ordonnancant les opérations qui
ne sont pas liées par un chemin dans l'ordre croissant des périodes. Sans perdre de généralité
on considére deux opérations A et B avec T4 < Tg qui ne sont pas liées par un chemin et
B est ordonnancée aprés A dans tous les ordonnancements appartenant a S. Etant donné
que T4 < Tp et que A et B ne sont pas liées par un chemin & partir de la répétition n
(avec n suffisamment grand) A va étre toujours ordonnancée avant B. En faisant tendre n
vers l'infini, A va étre toujours ordonnancée avant B, donc il est possible que A soit or-
donnancée avant B depuis le début d’un ordonnancement sans que les autres contraintes
soient “pénalisées”. En appliquant ce raisonnement de maniére récursive on obtient qu’il y a
des ordonnancements qui ordonnancent les opérations dans ’ordre croissant des périodes et
qui satisfont les contraintes, donc S ne contient pas tous les ordonnancements qui satisfont
les contraintes de précédences et de périodicités. On a trouvé une contradiction avec notre
supposition, donc 1’algorithme d’ordonnancement trouve toujours un ordonnancement s’il y
en a un. Le théoréme est prouvé [-]

2.1.3 Condition d’ordonnancabilité

Une condition d’ordonnancgabilité pour un systéme d’opérations avec des contraintes de
précédences et de périodicités est la conséquence directe de ’existence d’une hyper-période,
c’est-a-dire de l'existence d’un motif répété infiniment dans ’ordonnancement. Ce motif
inclut ou est égal au motif du graphe qui définit les contraintes de précédence du systéme.
Quelles que soient les opérations A et B répétées finiment, respectivement, n et m fois dans
le motif répété infiniment avec au moins une contrainte de précédence d’une répétition de A
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a une répétition de B, si ’égalité nTy = mT}p est satisfaite alors I’hyperpériode est égale au
motif du graphe .

[’existence d’une hyper-période est donnée en prouvant qu’une opération non-périodique
hérite de la période de ses successeurs et que dans un ordonnancement obtenu avec 1’algo-
rithme 1 les opérations non-périodiques sont ordonnancées avec la période de ses prédéces-
seurs. Tout d’abord on prouve que pour le cas de deux opérations A et B avec une contrainte
de précédence entre elles, B étant le seul successeur de A avec une contrainte de périodicité,
en forcant A & étre ordonnancée d’une maniére périodique entre deux répétitions succes-
sives de l'opération B, le systéme reste ordonnancable s’il était ordonnancable sans cette
contrainte supplémentaire.

Théoréme 11 Soit A et B avec (A,B) € £ deux opérations appartenant ¢ un systéeme défini
par un graphe G = (V,E). On suppose que l'opération A n’a aucune contrainte de périodicité
et B est le seul successeur de A qui a une contrainte de périodicité Tg. Soit G = (V,E)
le graphe obtenu a partir de G en rajoutant une contrainte de précédence entre ['opération
B du i motif et l'opération A du (i + 1)™° motif, Vi € N. Si le systéme défini par G est
ordonnancable alors le systéeme défini par G' est aussi ordonnancable et A hérite la contrainte
de périodicité de B (les deuzr ordonnancements satisfont la méme contrainte de périodicité
pour B et lopération A, respectivement A et B).

Preuve Soit S = {s4|A € V} un ordonnancement quelconque pour un systéme défini par
G. Alors S satisfait les contraintes de précédence de A et B et la contrainte de périodicité
de B. On exprime la contrainte de périodicité de B':

SB;, —SB;_1 = TB,V’i Z 1 (23)

ol s est la date de début de B et B; est la ¢ répétition de B. On exprime les contraintes
de précédence:

SAZ.—}-CASSB“\V/Z'ZI (24)

L’ordonnancement S peut contenir plusieurs répétitions de A avant la premiére répétition
de B. Soit ng le nombre de répétitions de A ordonnancées avant la premiére répétition de
B. Donc, on a s, +noCa < sp,. L'inégalité (2.4) implique que A, . doit étre ordonnancée
avant B,,+1. On a au moins une répétition de A entre deux répétitions consécutives de B,
c’est-a-dire Jig < ng t.q.:

SBiO + CB S SAnO+1 (25)

SAnO+1 —I— CA S SBi0+1 (26)

En additionnant les inégalités (2.5) et (2.6), on obtient sp, ., — sp, > Ca + Cp et
en utilisant (2.3), on a Tg > C4 + Cp. Cette inégalité montre qu’entre deux répétitions
consécutives de B, il y a un temps suffisant pour ordonnancer une répétition de A.

Sans perdre de généralité, on peut supposer que sy, est égal a sp, +C, o0 C <Tp—Cp
est une constante entiére. Puisque les périodes forment une séquence de valeurs divisibles
alors elles ne sont pas premiéres entre elles et comme A a été ordonnancée a s B, +C ilny
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a aucune opération périodique qui doit étre ordonnancée a sp, + C +1Tg. Cela signifie qu’il
y a un ordonnancement S’ dont les dates de début de A et B satisfont:

g _ { sp, =584, +1p—CNVi > 1 (2.7)

8Ai+1 = S4; +TB,\V/Z Z 1

Les équations de (2.7) montrent que S’ est un ordonnancement qui satisfait les contraintes
définies par G ainsi que la contrainte de précédence entre B; a A;,1. Donc, 'ordonnancement
S’ est un ordonnancement pour le systéme défini par G'. En conséquence, toutes les dates de
début de A dans I'ordonnancement S’ satisfont une contrainte de périodicité T' = Tz. Donc,
A hérite la contrainte de périodicité de B. Le théoréme est prouvé [

On généralise ce résultat pour le cas d’une opération A avec n successeurs avec contraintes
de périodicité. Le théoréme suivant prouve que dans ce cas A hérite d’'une contrainte de
périodicité égale a la plus petite période des successeurs de A.

Théoréme 12 (généralisation du théoréeme 11)

Soit A,B;Yi € {1,2,... n} avec (A,B;) € ENi € {1,2,...,n} n+ 1 opérations appartenant
a un systéme défini par un graphe G = (V,E). On suppose que A n’a aucune contrainte
de périodicité et B;Ni > 1 sont les seuls successeurs périodiques de A (By a la plus petite
contrainte de périodicité parmi toutes le opérations B;). Soit G' = (V,E') le graphe obtenu a
partir du graphe G en rajoutant une contrainte de précédence de By du 3™ motif & A du (j+
1) motif, alors le systéme défini par G' est aussi ordonnancable. A hérite la contrainte de
périodicité Tp, = minie{l,_,,,n}{TBi} (les deuzr ordonnancements satisfont la méme contrainte
de périodicité pour B; N1 > 1 et ils utilisent les mémes durées d’exécution pour A et B; N1 >

1),

Preuve Sans perdre de généralité on suppose que les opérations sont ordonnées dans ’ordre
croissant de leurs périodes, donc on a Tg, = mineqr,. {71, }-

Le choix de la plus petite période est prouvé en utilisant un raisonnement par I’absurde.
On suppose que A hérite une autre période 7T; alors T; > T;. Alors on a Ty > Ty, et comme
il y a une précédence entre A et B on a une contradiction avec l'inégalité 2.1. Donc A ne
peut hériter d’'une autre période que 77 et on a vu dans le théoréme 11 que si A hérite de la
période d’un successeur le systéme reste ordonnancable. Le théoréme est prouvé [

La propriété d’héritage de la plus petite période de ses successeurs donnée par le théo-
reme 12 est obtenue en étudiant un ordonnancement quelconque. Les théorémes suivants
qui prouvent I’héritage de périodes de ses prédécesseurs d’'une opérations sont obtenus en
étudiant des ordonnancements particuliers obtenus a 'aide de 1’algorithme optimal d’ordon-
nancement 1. On traite directement le cas d’une opération avec n prédécesseurs périodiques.

Théoréme 13 Soit B une opération appartenant & un systéme défini par un graphe G =
(V,E). On suppose que B n'a aucune contrainte de périodicité et In prédécesseurs A; pé-
riodiques. Si le systéme est ordonnancable, alors B hérite de la contrainte de périodicité

-----
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Preuve Sans perdre de généralité, on considére que A,, est 'opération avec la plus grande
contrainte de périodicité parmi toutes les A;,Vi € {1,...,n}. Puisque A, a la plus grande
contrainte de périodicité, elle sera ordonnancée la derniére parmi les opérations A; Vi €
{1,...,n} et la prochaine répétition de A, sera aussi la derniére parmi les opérations A;,Vi €
{1,...,n}. Puisque le systéme est ordonnancable, B est ordonnancée entre deux répétitions
consécutives de A, une fois que la premiére répétition de A, est ordonnancée. Puisque les
contraintes de périodicité ne sont pas premiéres entre elles et B a été ordonnancée a sp, il n’y
a aucune opération périodique qui doit étre ordonnancée a sp + 14, ,Vi > 1. Cela implique
que B hérite la contrainte de périodicité de A,, Le théoréme est prouvé []

Aprés avoir étudié séparément 1’héritage de la périodicité des successeurs d’une opération
et I’héritage de la périodicité des prédécesseurs d’une opération, le corollaire suivant traite
le cas général d’une opération qui a des prédécesseurs avec contraintes de périodicité et des
successeurs avec contraintes de périodicité.

Corollaire 3 Soit B une opération appartenant a un systéme défini par un graphe G =
(V,E). On suppose que B n’a aucune contrainte de périodicité. On suppose que In opérations
périodiques A; t.q. AP(A;,B) € P et 3m opérations périodiques C; t.q. AP(B,C;) € P. Si le
systeme est ordonnancable alors B hérite la contrainte de périodicité T' = minje{l,,_.7m}{TCj}.

Preuve Sans perdre de généralité on suppose que les opérations sont ordonnées dans I'ordre
croissant des périodes. Donc on a T, = minjeqi,...my{Tc,} et Ta, = minieq,.. {74} En
plus on a Ty, < T¢,, puisque 3P(A;,B) € P et 3P(B,C;) € P.

En regardant les théorémes 12 et 13 on observe que I’héritage des périodes des successeurs
est imposé pour avoir un ordonnancement et que I’héritage des périodes des prédécesseurs
est un choix. Donc la satisfaction de la contrainte de périodicité d'un successeur dépend de
Iopération, mais la satisfaction de la contrainte de périodicité d’un prédécesseur ne dépend
pas de l'opération. De plus la période d'un prédécesseur est plus petite que la période d’un
successeur, donc elle est plus forte. En conséquence on fait le choix de rendre 'opération B pé-
riodique avec la période de ses successeurs, sans que le systéme devienne non-ordonnancable.
On applique ce raisonnement d’une maniére récursive en utilisant la transitivité de 'ordre
partiel défini par le graphe. Le corollaire est prouvé []

Remarque 7 L’opération non-périodique A dont les prédécesseurs sont périodiques est une
opération apériodique et [’opération non-périodique B dont les successeurs sont périodiques
est une opération sporadique. En effet, dans le premier cas les contraintes de périodicité des
prédécesseurs ne donnent aucune information concernant la date de début de ’opération A,
en revanche dans le deuziéme cas les contraintes de périodicité des successeurs permettent de
placer la date de début de ['opération B entre deux répétitions consécutives de prédécesseurs
avec la plus petite période.

Exemple 6 On présente un exemple d’un systéme défini par le graphe G donné dans la
figure 2.17. On a Ty =5 et Tp = 10. En utilisant le corollaire 3, C' hérite les contraintes
de périodicité de A et de D, E hérite la contrainte de périodicité de A, et B hérite la
contrainte de périodicité de C'. Donc, on a Ty = Tg = Tc = Ty = 5 et Tp = 10. Pour
Cy=Cp=Cc=Cp=Cg=1 on obtient l'ordonnancement S (voir figure 2.18).
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premier motif deuxieme motif

Fi1G. 2.17 — Graphe illustrant I’héritage de périodes

F1G. 2.18 — Ordonnancement pour le systéeme défini a l'aide du graphe de la figure 2.17

Etant donné qu’on a fait la supposition qu’il y a au moins une opération périodique
dans chaque composante connexe du graphe et a cause de la transitivité des précédences,
I’héritage des périodes dans un graphe rend toutes les opérations du graphe périodiques.
En conséquence lors de 'ordonnancement il n’y a plus d’opération sans contrainte de pé-
riodicité & ordonnancer. Donc 'algorithme d’ordonnancement 1 devient plus simple, les pas
qui ordonnancent les opérations sans contrainte de périodicité vont disparaitre. On obtient

I’algorithme suivant :
Algorithme 2

Initialisation: W = (U, ¢ PTEC(A):@{A} et sp =0,Cr = 0.

Pas 1:

on ordonnance l'opération A € W tel que Ty = minpewTp, A ayant la plus grande durée
d’exécution. On a sy = 0, on enléve 'opération de W, toutes les opérations qui deviennent
ordonnancables sont rajoutées a VW et on va au Pas 2.

Pas 2: on cherche une opération A € W () Per avec A; déja ordonnancée tel que:

sa, +Ta — s7 — Cr = ming cpynper et B, déja ordonnancée {sp, +Tp —s7 — Cr}
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ou A; est la derniére répétition ordonnancée de A. Si on trouve plusieurs opérations A alors
le systéme n’est pas ordonnancable et 1’algorithme s’arréte.

Pas 4 (opération avec contrainte de périodicité mais sans la premiére répétition déja ordon-
nancée):

si 3C' € W avec (] pas ordonnancée et sp+ Cr+ Co < s4, + T4 avec A étant 'opération
trouvée au Pas 2, alors on a s¢ = sp + Cp avec To = minpeyy et cp<r, 11D} €t avec C
ayant la plus grande durée d’exécution, on enléve 'opération de W, toutes les opérations qui
deviennent ordonnancables sont rajoutées a ¥V et on va au Pas 2. Sinon, on va au Pas 5.

Pas 5:
ona sy =sr+ Crt.q. SAj = SA; + T4 et on va au Pas 2.

Avant de prouver 'optimalité de ’algorithme d’ordonnancement 2 on donne un exemple
de I'utilisation de I’algorithme.

Exemple 7 On reprend l'exemple 6 avec le graphe G = (V,€) donné dans la figure 2.17 avec
les durées d’exécution Cyp = Cp = Co = Cp = Cg = 1 et les périodes Ty = Tg = T =
Tg =5 et Tp = 10. L’ordonnancement obtenu en utilisant [’algorithme d’ordonnancement 2
est donné dans le tableau 2.2.

w st | Cr | Pas utilisé | Décision
{A,B} 0 |0 |Pasl sa=10
{A,B} 0 |1 |Pas2 A choisi
{A,B} 0 |1 |Pas3 sp=1
{A,B,C} 1 |1 |Pas2 A choisi
{A,B,C} 1 |1 |Pas3 s¢ =2
{A,B,E.D} |2 |1 |Pas?2 A choisi
{A.B.E.D} |2 |1 |Pas3 sp =3
{A,B,D} 3 |1 |Pas2 A choisi
{A,B,D} 3 |1 |Pas3 sp =4
{A,B} 4 |1 |Pas?2 A choisi
{A,B} 4 |1 |Pas4 s54=5

TAB. 2.2 — Ordonnancement obtenu en utilisant [’algorithme 2

Corollaire 4 L’algorithme 2 est optimal (s’il y a un ordonnancement, [’algorithme le trou-
vera,).

Preuve Evidemment 1’algorithme 2 est I'algorithme 1 appliqué a une classe particuliére de
systémes avec contraintes de périodicité, dont on a enlevé les pas qui ne sont pas utilisés.
Alors en utilisant le théoréeme 10, I'algorithme 2 reste optimal. Le corollaire est prouvé [
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On note par T le PPCM de toutes les contraintes de périodicité, qui du fait de la relation
entre les périodes, est égal a la plus grande période des opérations. Pour un ordonnancement,
S et deux valeurs quelconques t; < to du temps écoulé depuis le début de 'ordonnancement,
on note par S(t,t2) la séquence de dates de début des opérations ordonnancées de ¢; a to.

Le théoréme suivant prouve I’existence d’une hyper-période de I'ordonnancement en mon-
trant qu’il y a un motif qui se répéte dans 'ordonnancement.

Théoréme 14 pour un systéeme avec des contraintes de précédences et de périodicités, on a
S(Smaz + 1T Smaz + 1T + 1) = S(Smaz + (0 + 1) T Spmae + ((+ DT +)VO<t <T eti>0

0U Spmaz €St la date de début de la derniére opération ordonmnancée parmi les opérations du
premier motif.

Preuve La preuve est faite par double récurrence selon les entiers ¢ et t. Soit P(7),Vi > 0 la
proposition S(Smaz + 11,Smaz + 11T +1) = S(Smaz + 0+ 1) T Spmae + (1 + DT+ 1) VO <t < T.
D’abord, on vérifie que P(0) est vraie par récurrence selon t. Soit Q(t) = P(0), Q(t) est
la proposition S(Smaz;Smaz + 1) = S(Smaz + TySmae + 1T + t),Y0 < t < T. On vérifie que
S(SmazySmaz + 1) = S(Smaz + TySmax + T + 1). En effet, S(Smaz,Smaz + 1) contient seulement
la premiére opération ordonnancée qui a: soit sa propre contrainte de périodicité, soit la
périodicité héritée de ses successeurs qui est la plus petite période. Puisque T est le PPCM
de toutes les contraintes de périodicité, la premiére opération est ordonnancée, aussi, a
Smaz + 1. En conséquence, S(Spmaz +1,Smaz + 1 + 1) contient exactement la méme opération
que S(SmazsSmaz + 1) (on rappelle qu’une contrainte de périodicité est donnée par un entier).
Donc S(SmazsSmaz + 1) = S(Smaz + TySmaz + T + 1) est vraie.

En appliquant la récurrence, on suppose que Q(t) est vraie et on vérifie que Q(t + 1) est
aussi vraie (Q(t) vraie implique Q(t + 1) vraie). On a S(SpmazsSmaz +1) = S(Smaz + T Smaz +
T +t) et on veut prouver que S(SmazsSmaz + 1+ 1) = S(Smaz + TySmaz + T+t + 1), ce qui
signifie que la méme opération a été ordonnancée & S,q, + 1 €t & Spae + 1+ t. On a deux
possibilités : soit la derniére opération ordonnancée se finit avant s,,4, + t, soit non.

Dans le premier cas, puisqu’on a les mémes opérations ordonnancées de S,,q: & Spmae + €
comme de S, +71 & Syee + 1 +1, on va avoir le méme ensemble d’opérations a s,,,, +t et a
Smaz +T 41 (on suppose qu’on utilise un algorithme statique d’ordonnancement, par exemple
notre algorithme d’ordonnancement). Cela implique que la méme opération est ordonnancée
& Spaz +t et & Spee +1 +¢.

Dans le deuxiéme cas, puisque I’ordonnancement est non-préemptif, la derniére opération
va utiliser la ressource a S0 + ¢ €t & Sppar + 1 + t.

Donc, on a prouvé que Q(t + 1) est vraie si Q(t) était vraie. Puisque Q(t) est vraie, on
obtient P(0) vraie.

Suivant la récurrence, on suppose que P(i) est vraie et on vérifie que P(i + 1) est aussi
vraie (P(t) vraie implique P(i + 1) vraie). La preuve se fait exactement comme dans le cas
Q(t) vraie implique Q(t + 1) vraie.

Donc, P(i) est vraie, Vi > 0. Le théoréme est prouvé [J
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[’existence d’une hyper-période nous permet de donner une condition nécessaire d’ordon-
nancabilité en étudiant le nombre de répétitions de chaque opération dans une hyper-période.

C
Corollaire 5 Si un systéeme défini par G = (V,€) est ordonnancable, alors g T—A < 1.
A
AeV

Preuve Le théoréme 14 prouve qu’'un ordonnancement d’un systéme avec contraintes de
précédences et de périodicités a une hyper-période T" égale au PPCM de toutes les périodes.
Donc, si un systéme est ordonnancable alors il y a un ordonnancement de 0 & 7.

Puisque toutes les périodes ne sont pas premiéres entre elles, deux dates de début ne
peuvent pas étre égales. Une opération A avec une contrainte de périodicité T, va étre
ordonnancée ny = % fois de 0 a T". Donc, si un systéme est ordonnancable alors toutes les

opérations sont ordonnancées de 0 a 1" et on a Z naCy < T. Puisque ny = -, on obtient

Ty’
Aecy

que 'ordonnancabilité d’un systéme implique Z T—A < 1. Le corollaire est prouvé [

A€V
Le fait qu’on étudie des ordonnancements sans préemption ne permet pas a cette condition

nécessaire d’étre aussi une condition suffisante et le contre-exemple suivant sert a prouver

cela.
(») )

F1G. 2.19 — Graphe illustrant le corollaire 5

Exemple 8 On considére le graphe G = (V,E) donné dans la figure 2.19 avec les durées
d’exécution C'y = 2 et Cg = 4 et les périodes Ty = 2 et Tg = 4. L’inégalité ZA@, g—;‘ <1
est satisfaite, mais aucun ordonnancement non-préemptif eriste puisque la période de A
empéche la premiére répétition de B de s’ordonnancer. Dans le cas préemptif [4] la condition

est suffisante et il y a au moins un ordonnancement qui satisfait les contraintes (figure 2.20).

=0, t=2 t=4 (=6 =8

A [12B| A | 12B| A

F1G. 2.20 — Ordonnancement préemptif
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Une autre application de I'existence d’une hyper-période concerne 1’algorithme d’ordon-
nancement 1. Cet algorithme construit un ordonnancement infini, mais ’existence d’une
hyper-période permet de trouver un ordonnancement en bornant 1’algorithme borné en
nombre de pas. On est donc ainsi dans le cas d’'un algorithme classique. En plus, son utili-
sation permet de tester 'ordonnancabilité d’un systéme.

Corollaire 6 (Test d’ordonnangabilité) FEn appliquant ’algorithme d’ordonnancement
précédent de 0 G Spar + 1, il est possible de décider si un systéme avec contraintes de précé-
dences et de périodicités est ordonnancgable ou non.

Preuve Comme on avait vu dans le théoréme 14, un ordonnancement pour un systéme
avec contraintes de précédences et de périodicités a une hyper-période T égale au PPCM de
toutes les contraintes de précédence. Si I'algorithme d’ordonnancement trouve un ordonnan-
cement de 0 & S, + T, alors le systéme est ordonnancable. Au contraire, si 1’algorithme
d’ordonnancement ne trouve pas un ordonnancement de 0 & s,,,, + 1, alors le systéme n’est
pas ordonnancable. Le corollaire est prouvé [

Aprés avoir étudié I'ordonnancement et ’ordonnancabilité des systémes d’opérations
avec contraintes de précédences et de périodicités, on passe aux systémes d’opérations avec
contraintes de précédences et de latences.

2.2 Contraintes de précédences et de latences

Ce chapitre s’'intéresse aux systémes temps réel avec contraintes de précédences et de
latences. Le premier sous-chapitre présente un modéle original pour ces systémes. Ce modéle
permet d’imposer des contraintes de précédence entre deux opérations quelconques et une
contrainte de latence entre deux opérations quelconques. Il met en évidence la cohérence
entre ces deux contraintes et la pertinence de la latence par rapport aux précédences et vice-
versa. Le deuxiéme sous-chapitre fait une étude d’ordonnancabilité et le dernier sous-chapitre
présente un algorithme optimal (s’il y a un ordonnancement, I’algorithme le trouvera).

2.2.1 Modéle

Ce chapitre présente le modéle utilisé pour décrire les systémes temps réel avec contraintes
de précédences et de latences. Notre définition de la latence généralise les contraintes relatives
existant entre deux opérations devant s’exécuter dans un certain temps.

On a un systéme avec contraintes de précédence définies par un graphe orienté acyclique
G = (V,€) ou V est 'ensemble des opérations et € C V x V l'ensemble des arcs qui repré-
sentent des précédences entre les opérations. Le systéme est toujours un graphe infini obtenu
par la répétition infinie d'un sous-graphe motif. Le graphe factorisé utilise les arcs oo pour
factoriser les arcs inter-motif. Par exemple dans la figure 2.21 on a le graphe défactorisé
auquel correspond le graphe factorisé de la figure 2.22.

Par rapport au modéle proposé pour les systémes avec contraintes de précédences et de
périodicités, la répétition du motif du graphe n’est pas accompagnée par aucune contrainte
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temporelle entre deux répétitions consécutives d’'une opération appartenant a deux motifs
différents comme la contrainte de périodicité par exemple. Pour cette raison un ordonnance-
ment d’un systéme avec contraintes de précédences et de latences a le motif qui est égale au
motif du graphe et qui contient donc les répétitions du méme indice.

deuxieme
motif

premier
motif

FiG. 2.21 — Graphe défactorisé

F1G. 2.22 — Graphe factorisé

Remarque 8 On rappelle que pour les systemes avec contraintes de précédences et de pé-
riodicités on ordonnance les opérations disponibles a partir de la date de fin de la derniére
opération ordonnancée qui permet ensuite d’ordonnancer toutes les autres répétitions des
opérations disponibles. En revanche, pour les systémes avec contraintes de précédences et
de latences on va ordonnancer les opérations disponibles a partir de la date de fin de la

derniere opération ordonnancée. Par conséquent, on consideére les ordonnancements tels que
VAeVdB eV tel que sy, + Cy = sp.
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Définition 5 deux opérations différentes A et B appartenant au méme motif, telles que
dP(A,B) € P, ont une contrainte de latence Lap € N si elles sont ordonnancées telles que
sp+Cp—84 < Lag. Soit L l’ensemble de toutes les contraintes de latence définies pour un
systéme.

Remarque 9 La condition qui impose sur A et sur B d’appartenir au méme motif n’est pas
restrictive. En effet si on veut imposer une contrainte de latence sur deux opérations A et
B qui n’appartiennent pas au méme motif, il suffit alors de choisir un nouwveau motif (qui
n'est finalement qu’une convention). Evidemmment on ne risque pas d’obtenir un motif de
taille infinie puisque la durée d’une latence Lap est supposée avoir une nature finie due au
fait qu’elle répresente la limite du temps écoulé entre deuz opérations (dans le cas contraire,
la latence ne sera plus intéressante comme contrainte temps réel). On donne figure 2.23 un
exemple ot on veut définir une contrainte de latence L(C,B), C' et B appartenant & deux
motifs consécutifs. Pour cela on choisit le motif qui est égal a deux anciens motifs consécutifs.

Remarque 10 En utilisant la définition 2 donnée au début du chapitre 2, un systéme d’opé-
rations avec contraintes de précédences et de latences est ordonnancable s’il y a au moins un
ordonnancement qui satisfait toutes ses contraintes de précédences et de latences. Trouver
un tel ordonnancement est le probleme que nous cherchons a résoudre dans ce chapitre.

troisieme
motif

nouveau deuxieme motif

nouveau premier motif

F1G. 2.23 — Latence définie sur plusieurs motifs

Comme on ’avait mentionné dans le chapitre 1.4, pour les systémes réactifs une opération
de sortie est une opération sans successeur dans le motif est obtenue en réaction a une
opération d’entrée qui est une opération sans prédécesseur dans le motif, aprés I’exécution
de plusieurs opérations liées par des contraintes de précédence. Imposer un délai entre une
opération d’entrée et une opération de sortie revient & satisfaire une contrainte de latence
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pour ces deux opérations. La définition 5 généralise la notion de latence pour deux opérations
quelconques, qui ne sont pas nécessairement des opérations d’entrée et des opérations de
sortie.

Les deux prochains chapitres utilisent ce modéle afin d’étudier 'ordonnancement et 1’or-
donnancabilité des systémes temps réel avec contraintes de précédences et de latences.

2.2.2 Condition d’ordonnancabilité

On donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un systéme avec des contraintes
de précédences et de latences soit ordonnancable. Puisque le graphe est un motif répété
infiniment et que les contraintes de latence sont définies pour des opérations appartenant au
méme motif, il suffit d’étudier le motif pour obtenir une condition d’ordonnancabilité.

Les contraintes de latence sont définies sur des paires d’opérations liées par un chemin
qui impose un ordre total d’ordonnancement sur cette paire d’opérations. Donc, si on veut
ordonnancer un systéme d’opérations avec plusieurs contraintes de latence, il faut étudier
I’ordre partiel résultant de la combinaison des n paires ayant des contraintes de latence. Pour
cela on étudie les n paires deux a deux. En conséquence dans ce chapitre on présente d’abord
les relations entre deux paires d’opérations du point de vue de 'ordonnancement et ensuite
on passe a I’étude d’ordonnancabilité en prenant en compte les contraintes de latence.

Pour faciliter la lecture, par « opération appartenant a une paire (X,Y) » on désigne
par la suite une opération appartenant & au moins un des chemins allant de ’opération X a
l'opération Y de la paire considérée. De méme, par « une paire (X,Y") contient une opération
Z » on désigne que Z appartient a la paire (X,Y).

Pour deux opérations quelconques X et Y appartenant a un systéme d’opérations et un
ordonnancement S de ce systéme, on appelle « durée d’ordonnancement », le temps écoulé
entre le début de l'opération X et la fin de 'opération Y. On note ce temps dxy(S) =
sy — sx + Cy, ou sx,sy € S. Sans perdre de généralité et afin que dxy (S) soit toujours
positif, on considére que X est toujours ordonnancée avant Y. Comme on considére que les
opérations disponibles sont ordonnancées a partir de la date de fin de la derniére opération
ordonnancée (voir remarque 8), on a dxy(S) = Z Ce.

VC,sx <sc<sy

Théoréme 15 Soit G = (V,E) un graphe et (A,B) une contrainte de latence. Si le sys-
teme est ordonnancable alors la somme des durées d’exécution des opérations appartenant a
M(A,B) est inférieure ou égale G Ly p.

Preuve Si le systéeme est ordonnancable alors il y a un ordonnancement S qui satisfait les
contraintes du systéme. Donc pour 'ordonnancement S on a

0aB(S) < Lag (2.8)

Commes les opérations appartenant & M(A,B) doivent étre ordonnancées entre A et B
da al’ordre partiel alors on a ZCeM(A B) Co <64p(S) < La p. Donc ZCeM(A B) Co < Lysp.
Le théoréeme est prouvé [
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Le théoréme 15 donne une condition nécessaire pour qu’une contrainte de latence soit
satisfaite. En imposant cette condition, on garantit qu’on peut toujours ordonnancer au
moins les opérations appartenant a la contrainte de latence entre la premiére et la derniére
opération de la contrainte.

Si parmi ces opérations il n’y en a aucune appartenant a une autre paire sur laquelle une
contrainte de latence est imposée, alors cette condition est aussi suffisante (voir théoréme
16). Cela est di au fait que tous les ordonnancements satisfaisant ’ordre partiel défini par le
graphe, pour lesquels on obtient le plus petit temps écoulé entre la premiére opération et la
derniére opération de la contrainte de latence, contiennent seulement des opérations apparte-
nant a la paire sur laquelle la contrainte est imposée. Tous ces ordonnancements conduisent
donc au méme ensemble d’opérations ordonnancées entre la premiére opération de la latence
et la derniére opération de la latence, qu’on appelle « ensemble minimal correspondant a la
contrainte de latence ».

Si au contraire parmi ces opérations il y a au moins une opération appartenant a une
autre paire sur laquelle une contrainte de latence est imposée, alors la condition donnée dans
le théoréme 15 est seulement nécessaire (voir théoréme 19). Cela est di au fait que tous
les ordonnancements, pour lesquels on obtient le plus petit temps écoulé entre la premiére
opération et la derniére opération de la contrainte de latence, ne contiennent entre la premiére
opération de la latence et la derniére opération de la latence que des opérations appartenant
a la paire sur laquelle la contrainte est imposée. Tous ces ordonnancements conduisent & des
ensembles différents d’opérations ordonnancées entre la premiére opération de la latence et
la derniére opération de la latence, qu’on appelle ensembles minimaux correspondant a la
contrainte de latence.

Une premiére conséquence de ces interprétations du théoréme 15 est le corollaire 7 concer-
nant le cas d’'un systéme avec une seule contrainte de latence. On se trouve dans le cas ou il
n’y a aucune opération appartenant & une autre paire sur laquelle une contrainte de latence
est imposée et on a donc une condition nécessaire et suffisante.

Corollaire 7 Soit G = (V,E) un graphe et (A,B) la seule contrainte de latence imposée. Le
systeme est ordonnangable si et seulement si la somme des durées d’exécution des opérations
appartenant & M(A,B) est plus petite ou égale que Ly p.

Preuve S’il n’y a qu'une seule contrainte de latence alors I’étude d’ordonnancabilité consiste
a considérer les ordonnancements qui satisfont ’ordre partiel et qui contiennent entre la pre-
miére opération de la latence et la derniére opération de la latence seulement des opérations
appartenant a la paire sur laquelle la contrainte est imposée. En effet, pour cet ordonnan-
cement on obtient le plus petit temps écoulé entre la premiére opération de la latence et
la derniére opération de la latence. En conséquence il suffit de comparer la valeur de la la-
tence a la somme de durées d’exécution des opérations appartenant a la paire sur laquelle la
contrainte est imposée. Le corollaire est prouvé [

Exemple 9 Cet exemple illustre le cas d’une seule contrainte de latence. Pour le graphe
donné dans la figure 2.24 on considére une seule contrainte de latence L(A,D). On sup-
pose que toutes les opérations sont de durées égales a 1. L’ensemble minimal {A,B,C,E D}
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contient entre la premiére opération de la latence et la derniere opération de la latence seule-
ment des opérations appartenant a la paire sur laquelle la contrainte est imposée. L’opéra-
tion F' n’appartient pas a cet ensemble. Le systéme est ordonnancable si et seulement si la
contrainte de latence est supérieure ou égale a 5.

F1G. 2.24 — Graphe illustrant la remarque 7 concernant une seule contrainte de latence

Exemple 10 Cet exemple illustre le cas ot il y a plusieurs contraintes de latence. Pour le
graphe donné dans la figure 2.25 on considére les contraintes de latence L(A,C) et L(J,L). Les
ensembles minimaux pour ces contraintes contiennent seulement les opérations appartenant a
la paire sur laquelle la contrainte a été imposée étant donné qu’aucune des deux contraintes
de latence ne contient d’opérations appartenant a [’autre contrainte. Dans ce cas les deux
ensembles minimauz sont uniques et on a pour la contrainte L(A,C) l’ensemble minimal
{A,B,C} et pour la contrainte L(J,L) l’ensemble minimal {J,K,L}.

Toujours pour le graphe donné dans la figure 2.25 on considére les contraintes de latence
L(D,I) et L(J,L). Les ensembles minimauz pour ces contraintes contiennent aussi des opé-
rations appartenant a [’autre paire étant donné que chaque contrainte de latence contient des
opérations appartenant a 'autre contrainte. Dans ce cas les ensembles minimaux ne sont pas
uniques. Commes les contraintes de précédence (F,L) et (K,H) imposent que K et F soient
ordonnancées avant L et H, alors soit F' doit étre ordonnancée entre les opérations de [’autre
paire (J,L), soit K doit étre ordonnancée entre les opérations de l'autre paire (D,I). On a
donc les deux possibilités suivantes :

— soit pour la contrainte L(D,I) l’ensemble minimal est { D,F ,H I,J,K} et pour la contrainte
L(J,L) ’ensemble minimal est {J,K,L,H I},

— soit pour la contrainte L(D,I) l’ensemble minimal est {D,F,H I,L} et pour la contrainte
L(J,L) ’ensemble minimal est {J,K,L,D ,F}.
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Faire une étude d’ordonnancabilité dans le cas avec contraintes de précédences et de
latences revient donc a déterminer, pour chaque contrainte de latence, I’ensemble minimal
d’opérations, c’est-a-dire les opérations qui pourraient étre ordonnancées a l’extérieur de
la contrainte de latence et qui si elles sont ordonnancées a l'intérieur de la latence ne fe-
raient qu’allonger inutilement le temps écoulé entre la premiére et la derniére opération de la
contrainte de latence. Par ’extérieur d’une contrainte de latence on désigne, pour un ordon-
nancement quelconque, les opérations ordonnancées avant la premiére opération ou apres la
derniére opération de la contrainte de latence. Par I'intérieur d’une contrainte de latence on
désigne, pour un ordonnancement quelconque, les opérations ordonnancées aprés la premiére
opération et avant la derniére opération de la contrainte de latence.

Relations entre deux paires d’opérations du point de vue de ’ordonnancement

On prend deux paires d’opérations et on étudie les cas ou elles sont liées, ou non, par des
chemins. Les chemins qui lient deux paires sont ceux qui vont d’une opération appartenant
a une des paires vers une opération appartenant a l'autre paire.

ORONO

F1G. 2.25 — Relations entre paires d’opérations du point de vue de [’ordonnancement

Ainsi on a 22 combinaisons possibles de deux paires pour lesquelles il y a des chemins
d’une opération d’une paire vers une opération de 'autre paire et/ou vice-versa:

1. il n’y a aucun chemin & partir d’'une opération d’une des paires vers une opération de
lautre paire (dans la figure 2.25, les paires (A,C) et (J,L)). Cette relation est appelée
[,

2. il y a au moins un chemin d’une paire vers ’autre paire et il n'y a aucun chemin de
la derniére paire vers la premiére ou vice-versa (dans la figure 2.25, les paires (A,C)
et (D,I)). Cette relation est appelée Z. Ce cas couvre deux combinaisons possibles
puisque pour deux paires (X,)Y) et (V,WW) il peut y avoir soit au moins un chemin
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d’une opération de (X,Y) vers une opération de (VW) soit au moins un chemin d’une
opération de (VW) vers une opération de (X,Y"). Les deux possibilités correspondent
a la définition de la relation Z;

3. il y a au moins un chemin d’une paire vers I'autre paire et vice-versa (dans la figure
2.25, les paires (D,I) et (J,L)). Cette relation est appelée X.

Dans le cas de la relation |l de la figure 2.25, aucune précédence n’impose sur une opération
appartenant & M(A,C) d’étre ordonnancée avant ou aprés toutes les opérations appartenant
a M(J,L). Cela signifie que 'ordre partiel défini par les précédences n'impose aucun ordre
entre les opérations appartenant a M(A,C) et les opérations appartenant a M(J,L). Par
exemple les ordonnancements dans lesquels A, B et C' sont ordonnancées avant J, K et L,
ou bien J, K et L sont ordonnancées avant A, B et (', satisfont ’ordre partiel.

Dans le cas de la relation Z, les précédences imposent sur les opérations appartenant a
M(A,B) d’étre ordonnancées avant les opérations appartenant a M(H,I). Cependant elles
n’imposent aucun ordre entre les opérations appartenant & M(B,C)\{B} et les opérations
appartenant a M(D,H)\{H }. Par exemple A, B et C' peuvent étre ordonnancées avant toutes
les opérations appartenant a M(D,I), et de la méme maniére D, F';, H et I peuvent étre
ordonnancées apreés toutes les opérations appartenant & M(A,C'). Donc de maniére générale,
du point de vue de 'ordre partiel toutes les opérations appartenant & M(A,C') peuvent étre
ordonnancées avant toutes les opérations appartenant & M(D,I), et réciproquement.

Dans le cas de la relation X, les précédences imposent sur les opérations appartenant a
M(D,F) d’étre ordonnancées avant les opérations appartenant & M(L,L) et aux opérations
appartenant a M(H,I) d’étre ordonnancées aprés les opérations appartenant a M(J,K).
Cependant elles n’imposent aucun ordre entre les opérations appartenant & M(D,F') et les
opérations appartenant a M(J,K). Par exemple D et F' peuvent étre ordonnancées avant
ou apreés J et K, et H et I doivent étre ordonnancées aprés J et K, et réciproquement.

En prenant en compte ce qui précéde sur les relations entres les paires d’opérations, on
étudie la condition d’ordonnancabilité pour les contraintes de latence définies sur des paires
en relation Z et/ou en relation |l, et ensuite on étudie la condition d’ordonnangabilité pour
les contraintes de latence définies sur des paires en relation X. Enfin, on donne une condition
générale d’ordonnancabilité pour des systémes avec des contraintes de latence définies sur
des paires en relation |, Z et X.

Ordonnangabilité pour les contraintes de latence définies sur des paires en rela-
tion Z et/ou en relation Il

On commence par repérer les paires sur lesquelles des contraintes de latence ont été
définies et on s’assure qu’il y a seulement des paires en relation Z et/ou en relation Il. Par
exemple, dans la figure 2.26 on a trois contraintes de latence L(A,C,), L(D,I) et L(J,L),
définies sur des paires en relation Z et/ou en relation Il.

En utilisant les relations entre les paires d’opérations vues précédemment seule la relation
Z impose un ordre partiel sur les paires tandis que la relation Il n’impose aucun ordre. Par
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exemple, dans la figure 2.26 'ordre partiel impose seulement & A et & B de s’ordonnancer
avant H et [I.

[’étude d’ordonnancabilité cherche parmi tous les ordonnancements possibles ceux condui-
sant aux ensembles minimaux correspondant aux latence. Le lemme 2 permet de déterminer
ces ordonnancements et le lemme 3 prouve que pour les paires en relation Z et les paires en
relation Il ces ensembles minimaux sont les mémes. En conséquence, méme si du point de vu
de 'ordre partiel, les deux cas ne sont pas équivalents, du point de vue de ’ordonnacabilité
ils sont équivalents. Ceci implique qu’on peut donner une condition commune d’ordonnan-
cabilité pour les deux relations. Cette condition est donnée dans le théoréme 16 qui finit ce
sous-chapitre.

F1G. 2.26 — Contraintes de latence

Lemme 2 Soient A,B € V deuz opérations appartenant a un systéme défini par le graphe
G =V,E) avec P(A,B) € P. On note par S € S un ordonnancement tel que VH ¢ M(A,B),
soit on a sg+ Chx < sa+ Cy, soit on a sg +Cp < sy + Cy. Si S est 'ensemble des
ordonnancements S’ tel que IH ¢ M(A,B) avec sy + Ca < sy + Cy < s’y + Cpg, alors

5AB(S) < 5,43(5”) , vs' e S (29)

Preuve Puisque S est un ordonnancement tel que VH ¢ M(A,B), soit on a sy + Cy <
sa+ Cy, soit on a sg + Cp < sy + Cpy, alors on ordonnance de sy a sp seulement les
opérations appartenant & M(A,B) et on a

dap(S) = Z Cr (2.10)



Pour un ordonnancement quelconque S” € &', soit N = {H € V tel que H ¢ M(A,B) et
S+ Cy <8y +Cy<sy+Cp}t. Ona

Sap(S)= > Cr+> Cpvses (2.11)
IEM(A,B) HEN

En soustrayant les équations (2.10) et (2.11), on obtient d45(S") — da5(S) = > yen Cr
>0, VS € S. Finalement on a 045(S) < 045(5"), V5" € §'. Le lemme est prouvé [

Dans le lemme 2 I'inégalité 2.9 revient a dire que d45(S) = minysdap(S’), c’est-a-dire
que tout ordonnancement appartenant a S a la plus petite durée d’ordonnancement entre
A et B. Cela implique que dans le cas ot on impose une contrainte de latence sur la paire
(A,B), tout ordonnancement appartenant & S conduit & ’ensemble minimal correspondant
a la contrainte de latence.

Lemme 3 Pour quatre opérations A,B,C et D € V, si (A,B) Il (C,D) ou si (A,B) Z (C,D)
alors on a M(A,B) fM(C,D) = 0.

Preuve On utilise un raisonnement par ’absurde pour prouver que si (A4,B) et (C,D) sont
en relation Z alors M(A,B) N M(C,D) = (.

On suppose que IF € M(A,B)(M(C,D). Puisque F € M(A,B), respectivement F €
M(C,D), on a

PAF)eP (2.12)
et

P(F,B) e P (2.13)
respectivement

P(C.F)eP (2.14)
et

P(F,D)eP (2.15)

A partir des relations (2.12) et (2.15), respectivement, des relations (2.13) et (2.14), on
obtient P(A,D) € P et P(C,B) € P. Ceci est en contradiction avec la définition de la
relation Z, qui dit qu’il y a au moins un chemin d’une paire a ’autre paire et qu’il n'y a
pas de chemin & partir de la derniére paire & la premiére. La supposition faite qu’il y a
F e M(A,B)(M(C,D) est fausse, donc on a M(A,B)(YM(C,D) = 0.

On utilise le méme raisonement afin de prouver que si (A,B) Il (C,D) alors M(A,B)
(M(C,D) = 0. Le lemme est prouvé [

Le lemme 3 prouve qu’une contrainte de latence L(A,B) en relation Il ou en relation
Z avec une autre contrainte de latence L(C,D) ne contient aucune opération appartenant
a cette derniére (M(A,B)(M(C,D) = (). Cela implique que chaque ensemble minimal
correspondant a la contrainte de latence contient seulement les opérations appartenant a cette
contrainte, donc dans les deux cas I’ensemble minimal correspondant a chaque contrainte de
latence est le méme que ce soit pour le Il ou le Z.
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Théoréme 16 On a un systeme d’opérations défini par un graphe G = (V,€) tel que chaque
couple de deux paires sur lesquelles on a défini des contraintes de latence sont soit en relation
1, soit en relation Z. Le systéme d’opérations est ordonnancable si et seulement si

Z Cu < Lap

HeM(A,B)
pour tous A et B ayant une contrainte de latence.

Preuve Le lemme 2 montre que, pour deux opérations A et B liées par au moins un chemin,
en ordonnangant entre A et B seulement des opérations qui appartiennent & M(A,B), on va
diminuer la valeur de d45(.). Ceci signifie que si un ordonnancement, pour lequel seulement
les opérations appartenant & M(A,B) sont ordonnancées entre A et B, ne satisfait pas la
contrainte de latence L4 pour A et B, alors aucun autre ordonnancement ne le fera. De plus,
puisque M (A,B) (M (C,D) = 0, pour toutes les paires qui sont en relation Il ou en relation
Z (le lemme 3), on va considérer a partir de maintenant seulement des ordonnancements
pour lequel seulement les opérations appartenant a M(A,B) sont ordonnancées entre A et
B.

Un ordonnancement S satisfait toutes les contraintes de latence si et seulement d4p <
Lap, VA et VB ayant une contrainte de latence (définition 5). Puisque VH & M(A,B), soit
onasy+Cy<sas+Cy,soitonasg+Cp < sy+ Cy, alors un ordonnancement S satisfait
toutes les contraintes de latence si et seulement si d45 = Z Cy < Lapg, pour toutes

HeM(A,B)
les opérations A et B ayant une contrainte de latence. Le théoréme est prouvé [

Remarque 11 Dans le cas ou les contraintes de latence sont en relation Il ou en relation
Z [’ensemble minimal correspondant a une contrainte de latence est égal a [’ensemble des
opérations appartenant a cette contrainte. La premiére partie de ['exemple 10 illustre un tel
ensemble.

Exemple 11 Cet exemple illustre la condition d’ordonnancgabilité pour un systéme d’opé-
rations avec toutes les contraintes de latence en relation |l ou en relation Z. Soit le graphe
donné dans la figure 2.27 avec des contraintes de latence L(A,C), L(D,F), L(H,I) et, res-
pectivement, L(J,L) définies sur les paires (A,C), (D,F), (H,I) et, respectivement, (J,L).
Toutes les contraintes de latence sont égales a 3 et Cy = 1,YA € V. On remarque que toutes
les paires sont soit en relation I, soit en relation Z. La condition d’ordonnancabilité im-
plique qu’il suffit que les latence soient plus grandes que la somme des durées d’exécution des
opérations. On suppose que cette condition est satisfaite alors il y a au moins un ordonnan-
cement qui satisfait toutes les contraintes du systeme. Dans la figure 2.28 on donne un tel
ordonnancement.
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F1G. 2.27 — Systeme d’opérations avec contraintes de latence en relation |l ou en relation Z

A B C D E F G J K L H I

F1G. 2.28 — Ordonnancement satisfaisant toutes les contraintes de latence
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Ordonnangabilité pour les contraintes de latence définies sur des paires en rela-
tion X

Pour présenter les résultats dans le cas des systémes avec des contraintes de latence sur
des paires en relation X on introduit deux nouvelles notations.

Soient (A,B),(C,D) € V x V avec P(A,B),P(C,D) € P deux paires quelconques en
relation X. Chacune des deux paires a des opérations qui doivent s’ordonnancer afin que les
opérations de I'autre paire puissent s’ordonnancer aussi. Comme dans le cas avec des paires
en relation Il et/ou en relation Z, I’étude d’ordonnancabilité pour des paires en relation X
s’appuie sur les ensembles minimaux correspondant aux contraintes de latence.

Pour deux paires en relation X, ft désigne I’ensemble des opérations qui sont premiéres,
sur tous les chemins reliant la premiére opération d’une paire et ces opérations, relativement
a l'existence d’au moins un chemin partant de ’autre paire et aboutissant a ces opérations.

On note par ftop(A,B) lensemble des opérations E € M(A,B) pour lequel IF €
M(C,D) tel que P(F,E) € P et #G € M(A,E) pour lequel IF € M(C,D) tel que P(F,G) €
P. Ceci signifie que ftcp(A,B) est ’ensemble des opérations E appartenant a un des chemins
de A a B tel qu’il y a un chemin vers E a partir d’une opération appartenant a un des chemins
de C'a D et il n’y a pas d’opération G appartenant a un des chemins de A a E tel qu’il y
a un chemin vers G a partir d’une opération appartenant & un des chemins de C' & D. On
note par I';,(A,B) l'ensemble des prédécesseurs de ftop(A,B), c’est-a-dire 'ensemble des
opérations E € V pour lequel il y a une opération F' € ftop(A,B) tel que (E,F) € £.

Pour deux paires en relation X, [t désigne I’ensemble des opérations qui sont derniéres,
sur tous les chemins reliant ces opérations et la derniére opération d’une paire, relativement,
a l'existence d’au moins un chemin partant de ces opérations et aboutissant a I’autre paire.

On note par ltcp(A,B) Pensemble des opérations E € M(A,B) pour lequel IF €
M(C,D) tel que P(E,F) € P et G € M(E,B) pour lequel 3F € M(C,D) tel que
P(G,F) € P. Ceci signifie que ltcp(A,B) est 'ensemble des opérations E appartenant a
un des chemins de A a B tel qu’il y a un chemin de E vers une des opérations appartenant a
un des chemins de C' & D et il n’y a pas d’opération GG appartenant a un des chemins de E &
B tel qu’il y a un chemin de G vers une des opérations appartenant a un des chemins de C' a
D. On note par '}, (A,B) I'ensemble des successeurs de ltcp(A,B), ¢’est-a-dire 'ensemble
des opérations E € V pour lequel il y a une opération F' € ltcp(A,B) tel que (F.E) € €.

Exemple 12 Pour illustrer les deux notations, on donne ’exemple suivant. Dans la figure
2.29, pour (A,B) X (C,D), on a ftep(A,B) = {F,G}, ltocp(A,B) = {G}, ftap(C,D) ={G}
et ltap(C,D) ={G,I}.

[’étude d’ordonnancabilité s’appuie de nouveau sur I’ensemble minimal d’opérations ap-
partenant a une contrainte de latence L; qui doivent s’ordonnancer pour que la derniére
opération de 'autre contrainte de latence Lo puisse le faire quand on a L; X L,. Pour cela
on étudie la position dans 'ordonnancement des opérations appartenant & L; qui ne font
qu’allonger la durée d’ordonnancement entre la premiére opération de Loy et la derniére opé-
ration de L, sans modifier la durée d’ordonnancement entre la premiére opération de L
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ftC IgA,B)z{F,G}

/ e ltA éC,D)={G,I}
lctD(A,B)=gtB(C,D):{G}

F1G. 2.29 — Graphe illustrant les notions de ft et de It
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et la derniére opération de Li, une fois que les premiéres opérations ou les derniéres opé-
rations des deux contraintes ont été ordonnancées. Les opérations appartenant a L; qui ne
font qu’allonger la durée d’ordonnancement entre la premiére et la derniére opération de
L, une fois que la premiére opération de L; a été ordonnancée correspondent a I’ensemble
I'7,(L1). Les opérations appartenant a L; qui ne font qu’allonger la durée d’ordonnancement
entre la premiére et la derniére opération de L, une fois que la derniére opération de Lo
a été ordonnancée correspondent & I'ensemble I'; (Ly). Dans ce cas I'ensemble minimal de
Ly est égal & M(Ly) U{M(L2)\I'},(L2)}. Du méme, 'ensemble minimal de L, est égal a
M(Lz) USM(LO\TE, (L)

Exemple 13 Dans la figure 2.30, on considére que Ly est la contrainte de latence sur la
paire (A,B) et que Ly est la contrainte de latence sur la paire (C,D). Si on suppose qu’on
ordonnance A avant C, alors quelque soit la position dans [’ordonnancement de [’opération
E € ltcp(A,B) par rapport a C, le temps écoulé entre A et B reste le méme. Toujours dans
le cas ot on suppose qu’on ordonnance A avant C, le changement de la position de E par
rapport a C change le temps écoulé entre C' et D. Si on suppose qu’on ordonnance E apres
C on ne fait qu’allonger la durée d’ordonnancement entre C' et D.

De la méme maniere, dans la figure 2.31, on considére que Ly est la contrainte de la-
tence sur la paire (A,B) et que Ly est la contrainte de latence sur la paire (C,D). Si on
suppose qu’on ordonnance B avant D, alors quelque soit la position dans [’ordonnancement
de Uopération F' € ft,p(C,D), par rapport a B, le temps écoulé entre C et D reste le méme.
Toujours dans le cas ot on suppose qu’on ordonnance B avant D, le changement de la posi-
tion de F par rapport a B change le temps écoulé entre A et B. Si on ordonnance F avant
B on ne fait qu’allonger la durée d’ordonnancement entre A et B.

F1G. 2.30 — Opérations se trouvant au début d’une contrainte de latence qui ne font qu’al-
longer la durée d’ordonnancement pour l’autre contrainte de latence
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F1G. 2.31 — Opérations se trouvant a la fin d’une contrainte de latence qui ne font qu’allonger
la durée d’ordonnancement pour [’autre contrainte de latence

Théoréme 17 On a un systéme défini par un graphe G = (V,€) tel qu’il y a deux contraintes
de latence imposées sur les paires (A,B) et (C,D), ot (A,B) X (C,D) et Lag = 3 ye pmap CH-
Le systeme est ordonnancable si et seulement si Lop > ZHGM(A,B)UM(C,D) Cy.

Preuve Puisque Lap = ZHGM(AB) C'y alors entre 'opération A et 'opération B on peut
ordonnancer seulement des opérations appartenant & M(A,B). Donc aucune opération ap-
partenant & M(C,D) et n’appartenant pas & M(A,B) ne peut s’ordonnancer entre A et
B.

En conséquence dans le cas ou C' et D n’appartiennent pas a M(A,B), alors ces opéra-
tions doivent étre ordonnancées avant A et aprés B, ce qui implique que toutes les opé-
rations appartenant a M(A,B) seront ordonnancées entre C' et D. On a donc Lop >
> Hem(apyUmc,p) Cnr- Le théoréme est prouvé [J

Remarque 12 Dans ce théoréme on ne prend pas en compte le cas trivial ou C' et D appar-
tiennent a M(A,B). En effet si C et D appartenaient & M(A,B), alors toutes les opérations
appartenant 4 M(C,D) appartiennent aussi a M(A,B), donc la contrainte de latence im-
posée sur la paire (A,B) doit étre au moins plus grande ou égale & la somme des durées
d’exécution des opérations appartenant @ M(A,B).

Remarque 13 Pour le cas traité par le théoreme 17 [’ensemble minimal de la contrainte de
latence (A,B) est égale 4 l’ensemble des opérations appartenant a la contrainte de latence
et l’ensemble minimal de la contrainte de latence (C,D) est égale & l’ensemble contenant
toutes les opérations appartenant a ces deux contraintes de latence. Par exemple dans la
figure 2.25 si on considére que la contrainte de latence L(D,I) est égale a la somme des
durées d’exécution des opérations appartenant ¢ M(D,I) alors ’ensemble minimal de la
contrainte (D,I) est égale o {D,F,H,I} et l’'ensemble minimal de la contrainte (J,L) est
égale o {J,K,L,D,F,H,I}
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Les deux propriétés illustrées dans la exemple 13 concernant la position des premiéres et
des derniéres opérations des deux contraintes dans 1’ordonnancement sont prouvées par les
lemmes 4 et 5. Le théoréme 19 qui les suit utilise ces deux résultats pour prouver la condition
d’ordonnancabilité dans le cas ou toutes les contraintes de latence sont en relation X.

Lemme 4 Soit un systéeme défini par un graphe G = (V,€) tel que les paires sur lesquelles il
y a des contraintes de latence définies sont en relation X. Pour (A,B) X (C,D) et un ordon-

nancement quelconque S € S avec sy < S¢, si toutes les opérations E € U M(AH)

HET;,(A,B)

sont ordonnancées entre s, et so, alors 045(S) n'est pas modifié par rapport au cas ow au

moins une opération E € U M(AH) est ordonnancée apreés sc. Si au moins une
HET;,(A,B)

opération E € U M(A,H) est ordonnancée aprés sc, alors dcp(S) augmente par
HET;,,(A,B)
rapport au cas ou toutes les opérations E/ € U M(A,H) sont ordonnancées entre s 4

HeT;,(A,B)
et sc.

Preuve Puisque F € U M(AH) C M(A,B), E est toujours ordonnancée entre s,
HETG,,(A,B)
et sa position dans I'ordonnancement ne modifie pas d45(5).
Puisque FE € U M(A,H), il n’y a pas d’opération F' € M(C,D) qui doit étre or-

HET;,,(A,B)

donnancée avant E. Donc, E peut étre ordonnancée aprés C'. Si on ordonnance une opération

quelconque F € U M(A,H) aprés C, il est évident que pour un ordonnancement
HETG,,(A,B)

quelconque S, dcp(S) est augmenté avec la somme des durées d’exécution de toutes ces

opérations E. Le lemme est prouvé [

Lemme 5 On a un systéme défini par un graphe G = (V,E) tel que toutes les paires sur les-

quelles il y a des contraintes de latence définies sont en relation X. Pour (A,B) X (C,D)

et un ordonnancement quelconque S € S avec sp < s, si toutes les opérations E €
U M(H,B) sont ordonnancées entre sp et sg, alors §,5(S) n'est pas modifiée par

HeTL,(A,B)

rapport au cas ou au moins une opération E € U M(H,B) est ordonnancée avant

HeTy (A,B)
sp. St au moins une opération E € U M(H,B) est ordonnancée avant sp, alors
HeTL,(A,B)
dcp(S) augmente par rapport au cas ow toutes les opérations E € U M(H,B) sont

Hery,(A,B)
ordonnancées entre sp et Sg.

68



Preuve Puisque F € U M(H,B) C M(A,B), E est toujours ordonnancée entre s,
Herg ,(A,B)
et sp, donc d45(S) va toujours contenir la durée d’exécution de E et la position de E dans
'ordonnancement ne modifie pas d45(S).
Puisque E € U M(H,B), il n’y a pas d’opération F' € M(C,D) qui doit étre
HeTy (A,B)
ordonnancée aprés E. Donc D peut étre ordonnancée avant toutes les opérations E €
U M(H,B). Si on ordonnance une opération quelconque E € U M(H,B)
HeTL,(A,B) HeTL,(A,B)
avant D, il est évident que pour un ordonnancement quelconque S, dcp(.S) est augmentée
avec la somme des durées d’exécution des ces opérations E. Le lemme est prouvé [

Théoréme 18 On a un systéme défini par un graphe G = (V,€) tel qu’il y a deux contraintes
de latence imposées sur les paires (A,B) et (C,D), ou (A,B) X (C,D). Les deuz contraintes
de latence ne sont pas égales a la somme des durées d’exécution des opérations appartenant
a la contrainte. Le systéme est ordonnancable si et seulement si

{ LAB Z ZHEM(A,B) CH + ZHGUEEHAB(C,D)M(C’E) CH (2.16)

LCD > ZHGM(C,D) CH + ZHGUEeftCD(A,B) M(E,B) CH

0U Vice versa.

Preuve La preuve est faite par double implication.

On prouve d’abord que si le systéme est ordonnancable alors le systéme 2.16 ou vice-versa
est satisfait. Puisque le systéme est ordonnancable alors il y a au moins un ordonnancement,
S qui satisfait toutes les contraintes de précédences et de latences. Dans cet ordonnancement
A est ordonnancée avant ou aprés C.

Dans le cas ot A est ordonnancée avant C' puisqu’on est dans le cas des contraintes de
latence qui ne sont pas égales a la somme des durées d’exécution des opérations appartenant
a la contrainte alors B est ordonnancée avant D (voir figure 2.32).

FI1G. 2.32 — Ordonnancement illustrant le théoréme 18

Dans le cas ou A est ordonnancée aprés C' puisqu’on est dans le cas des contraintes de
latence qui ne sont pas égales a la somme des durées d’exécution des opérations appartenant
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a la contrainte alors B est ordonnancée aprés D (voir figure 2.33). Le théoréme est prouvé
]

FI1G. 2.33 — Ordonnancement illustrant le théoréme 18

Remarque 14 Pour le cas traité dans le théoreme 18 les ensembles minimauxr des deuz
contraintes de latence contiennent pas seulement des opérations appartenant o la contrainte
de latence, mais aussi des opérations appartenant a [’autre contrainte de latence. L’exemple
10 illustre des tels ensembles.

Exemple 14 Cet exemple illustre le théoréeme 18. On considére le systéeme d’opérations
donné dans la figure 2.3/ avec les contraintes de latence L(A,C) et L(D,I).

F1G. 2.34 — Graphe illustrant le théoréme 18

Théoréme 19 On a un systéme défini par un graphe G = (V,E) tel que toutes les paires
sur lesquelles il y a des contraintes de latence définies sont en relation X. Le systéme est
ordonnancable si et seulement si pour chaque contrainte de latence définie sur une paire
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(A,B) en relation X avec n paires (C;,D;)¥i{1,2,... n}, sur lesquelles il y a des contraintes
de latence définies, on a

Lap> Y Cy (2.17)

Hew
ou :

W = M(A,B)U U M(CiE) U U M(E.Di) U

i€{l,....s};E€lt Ap(C;,D;) ie{j+1,....k};E€fta(Ci,D;)

U Mmc.Dy),

o :

7 <k <m <n sont des nombres entiers positifs qui satisfont les relations suivantes :

He{M(C;,D;) U U M(EaB)}
Eeftc,p,(AB)

weme.ppy ) M(AE)}

EEltci D, (A,B)

Le,p, > Z Cy,Vie{k+1,...,m} et
HeM(C;,D;)

Lep, = > Cy,Vie{m+1,...n}.
He{M(C;,D;) JM(A,B)}

Preuve La preuve est faite par double implication. D’abord, on part de 'hypothése que 1’on
a un systéme ordonnancable, ce qui signifie qu’il y a un ordonnancement S € § qui satisfait
toutes les contraintes de latence: sp — s4 + Cp < Lap, VL(A,B) € §. Mais sg — s4 + Cp
est la somme des durées d’exécution des opérations qui sont ordonnancées de sy a sg. Du
fait de ’ordre partiel, ’ensemble des opérations ordonnancées de s4 & sp contient au moins
des opérations appartenant a M(C;,D;),Vi € {1,2,...,n}. Les opérations de M(C;,D;) qui
sont ordonnancées de sy a sp résultent de la fagon dont la paire (C;,D;),est ordonnancée
par rapport a la paire (A,B), Vi € {1,2,...,n} dans ordonnancement S. En conséquence on
doit étudier tous les ordres possibles pour ces deux paires d’opérations, c¢’est-a-dire six ordres
tel que A soit toujours ordonnancée avant B et C' avant D. Puisque (A,B) est en relation X
avec (C;,D;), parmi ces ordres, les ordres s4 + C4 < sp+ Cp < s¢, + C¢, < sp, + Cp, et
sc; +Cco, < sp, +Cp, < sa+C4 < sp+ Cp sont interdits. Il reste quatre cas possibles pour
ordonnancer les paires (A,B) et (C;,D;),Vi € {1,2,...,n}:

1. sa+Ca<sc,+Cc, <sp+Cp <sp, +Cp,Vie{l2 . ...j}
Sc; +CC¢ <sa+0Cx < Sp, "‘CDi <sgp+CgVie {j, . ..,]{I};
s, +Co, <sa+Ca<sp+Cp<sp,+Cp,Vie{k+1,....m};
sa+Cy < SC’Z-—I'CC’,- SsDi'f‘CDi SSB—FCB,VZ. € {m—l—l,...,n};

=L
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En utilisant le lemme 4, le cas 1 implique que toutes les opérations appartenant a
M(AE)E € T, p (AB), Vi € {1,2,...,j} sont ordonnancées de A & B. En conséquence,
puisque C; est ordonnancée avant B le reste des opérations appartenant a M(A,B), c’est-a-
dire les opérations appartenant & M(FE,B),E € fto,p,(A,B) sont ordonnancées entre C; et
D;¥ie{12,...,j}

En utilisant le lemme 5, le cas 1 implique que toutes les opérations appartenant a
M(E,D;),E € T} 5(C;,D;), Vi € {1,2,...,j} sont ordonnancées de B & D;. En conséquence,
puisque C; est ordonnancée avant B le reste des opérations appartenant a M(A,B), c’est-
a-dire les opérations appartenant a M(C;,E),E € lt,5(C;,D;) sont ordonnancées entre A et
B.

En utilisant le lemme 4, le cas 2 implique que toutes les opérations appartenant a
M(CLE).E € I',5(Ci,D;), Yi € {j+1,...,k} sont ordonnancées de C; & A. En conséquence,
puisque A est ordonnancée avant D; le reste des opérations appartenant & M(C;,D;), c’est-
a-dire les opérations appartenant & M(E,D;),E € ftap(C;,D;) sont ordonnancées entre A
et B.

En utilisant le lemme 5, le cas 2 implique que toutes les opérations appartenant a
M(EB),E € T'(., (AB), Vi € {j +1,...,k} sont ordonnancées de C; a D;. En consé-
quence, puisque A est ordonnancée avant D; le reste des opérations appartenant a M(A,B),
c’est-a-dire les opérations appartenant a M(A,E),E € ltc, p,(A,B) sont ordonnancées entre
CetD.

Le cas 3 implique que toutes les opérations appartenant a M(C;,D;) Vi € {k+1,...,m}
sont ordonnancées de A a B. Le cas 3 ne permet pas de dire si les opérations appartenant a
M(A,B) sont ordonnancées de C; a D;.

Le cas 4 implique que toutes les opérations appartenant & M(A,B) sont ordonnancées
de C; a D;)Vi € {m+1,... n}. Le cas 4 ne permet pas de dire si les opérations appartenant
a M(C;,D;) sont ordonnancées de A a B.

En conclusion, I’ensemble des opérations qui sont ordonnancées de A & B contient au
moins les opérations appartenant a

W= M(A,B)U U M(CiE) U U M(E.D;) U

1€{1,....j};E€lt ap(C;,D;) i€{j+1,....k};E€ftap(Ci,D;)
U M(CZ,DZ), ou
ie{k+1,....}
j,k,m € N sont des nombres entiers positifs qui satisfont les relations suivantes:
SDi_SCi+CD¢ > Z Cuy, VZE{L,]},

He{M(C;,D;)J U M<EaB)}
Eefto;p;(A,B)
sp, — sc, + Cp, > > Cy,Vie{j+1,.. .k}
He{M(C;,D;) U U M<A7E)}
Ee¢ltc,p,(A,B)}

SDi_SCi+CDi§ Z C’H,‘v’iE{k:—l—l,...,m}et
HEM(CZ',DZ')
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sp, —s¢; + Cp, > Z Vie{m+1,...n}.

neme.opy | Cr
EEM(A,B)
En utilisant L(A,B) > sp, — s¢, + Cp,, on obtient I'inégalité (2.17). L’implication directe
est prouvée.
On considére 'inégalité (2.17) satisfaite pour chaque paire (A,B) avec une contrainte de
latence définie sur elle. Ceci signifie qu’on peut ordonnancer de A & B les opérations appar-
tenant & W = M(A,B) | U M(C;,E) U U M(E,D;)

ie{l,....i};E€lt ap(Cy,D;) ie{j+1,...k};Ecftap(Ci,D;)

U M(C;,D;). L’ensemble W contient toutes les opérations appartenant a M(C;,D;),
ie{k+1,..}
Vi € {1,...,n} qui doivent étre ordonnancées de A & B pour satisfaire I’ordre partiel. En uti-
lisant 'inégalité (2.17) pour chaque paire (A,B) on obtient un ordonnancement qui satisfait
lordre partiel. Puisque les contraintes de latence sont déja satisfaites par I'inégalité (2.17),
le systéme est ordonnancable. L’implication inverse est prouvée et le théoréme est prouvé [

Remarque 15 Le théoreme 19 donne des conditions d’ordonnancabilité qui permettent d’ob-
tenir les ensembles minimaux correspondant aux contraintes de latence. Puisque construire
ces ensembles est probablement un probleme NP-difficile et pour rendre le probléeme simple,
on considere a partir de maintenant seulement les cas ou chaque contrainte de latence est en
relation X avec au plus une autre contrainte de latence. Ces cas correspondent a des cas réa-
listes dans l'industrie et on donne pour ces cas un algorithme d’ordonnancement polynomial
dans la section suivante.

On donne un exemple d’un systéme avec toutes les contraintes de latence en relation X.

Exemple 15 Soit le graphe G = (V,€) donné dans la figure 2.35 avec les durées d’exécution
Cy = 1VA €V et avec les contraintes de latence Lac = 3, Lpr = 9 et Lyy; = 5. On
remarque que (A,C) X (D,F) et (D,F) X (H,J). Les conditions d’ordonnancabilité sont
satisfaites et la figure 2.36 donne un ordonnancement qui satisfait les contraintes du systéeme.

Ordonnangabilité pour les contraintes de latence définies sur des paires en rela-
tion Il, Z et X

Donner une condition générale d’ordonnancabilité revient & prouver qu’il y a un ordon-
nancement qui satisfait toutes les contraintes de latence si et seulement si chaque contrainte
de latence en relation IlI, Z ou X avec une autre contrainte de latence est satisfaite. Jusqu’a
maintenant, on a obtenu séparément une condition d’ordonnancabilité pour des systémes avec
toutes les paires en relation Il et Z et une condition d’ordonnancabilité pour des systémes
avec toutes les paires en relation X. A partir de maintenant, on va étudier I’ordonnancabilité
des systémes avec des contraintes de latence Lxy plus grandes que la somme des durées
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t

F1G. 2.35 — Systeme d’opérations avec les contraintes de latence en relation X

=1

2

3

A

C

H

F1G. 2.36 — Ordonnancement satisfaisant toutes les contraintes
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d’exécution des opérations appartenant a M (X,Y) puisque les systémes qui ne satisfont pas
cette derniére condition ne sont pas ordonnancgables, le théoréme 15 le prouvant.

Le théoréme suivant donne une condition générale d’ordonnancabilité pour les systémes
avec des contraintes de latence quelconques.

Théoréme 20 Soit G = (V,E) un graphe et L un ensemble des contraintes de latence définies
sur des paires d’opérations appartenant a V. Il y a un ordonnancement qui satisfait toutes
les contraintes de latence appartenant a L d’un systeme des opérations défini par le graphe
G si et seulement si l'inégalité (2.17) est satisfaite pour chaque paire (A,B) en relation X
avec n paires (C;,D;) Vi € {1,2,...n}.

Preuve La preuve est faite par double implication et elle suit les mémes principes que la
preuve du théoréme 19. Donc I'implication directe suppose que le systéme est ordonnancable
et prouve que l'inégalité (2.17) est satisfaite. L’implication inverse construit un ordonnan-
cement qui satisfait toutes les contraintes de latence, en utilisant 'inégalité (2.17) supposée
satisfaite [

Remarque 16 Pour un systéme avec n contraintes de latence, le nombre d’inégalités de
type (2.17) qui doivent étre vérifiées est au plus n(n—1). En effet, si on supposait que toutes
les n contraintes de latence sont définies sur des paires en relation X alors chaque contrainte
de latence doit étre comparée avec n — 1 contraintes de latence.

Exemple 16 Pour le graphe dans la figure 2.37 on a toutes les durées d’exécution égales a 1,
Cy=1VA € V. On définit les contraintes de latence suivantes: Ly =7, Lcp = 12, Lyr =
3 et Lor = 4. On remarque que (A,B)X(C,D), (A,B)Z(M,F), (C,D)X(M,F) et (O,R) est
en relation |l avec toutes les autres contraintes de latence. D’abord, on vérifie que toutes
les contraintes de latence Lxy sont plus grandes que la somme des durées d’exécution des
opérations appartenant & M(X,Y). En utilisant le théoréme 20 le systéme est ordonnangable
st et seulement si les relations suivantes sont satisfaites :

Lap > Z Cx
xemany ) M@CY)}
YEltAB(C,D)
Lep > Z Cx

xemen| ) | MEyB) MO F)}
Yeftcp(A,B)
Lyr > Z Cx
XeM(M,F)
On obtient:

Lap>Cs+Ce+Cyg+Cr+Cp+Co+Cgk
Lep>Co+Cr+C;+Crk+C+Cp+Cy+Cn+Cr+Chr+Cp
Lyrp>Cy+Cn+Cr
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Puisque les trois équations sont vérifiées le systéme est ordonnancable. En effet il y a
un ordonnancement S avec sp < sp < Sp < Sgp < sS4 < sg < s¢ < sg < s; < sy <
sp < sy < sy <sp<s;<sp<sp quisatisfait toutes les contraintes de latence. Dans le
sous-chapitre suivant, on donne un algorithme qui permet d’une maniére générale de trouver
un ordonnancement qui satisfait les contraintes de latence.

F1G. 2.37 — Graphe illustrant la condition générale d’ordonnancabilité

2.2.3 Algorithme optimal d’ordonnancement

Un algorithme d’ordonnancement transforme l'ordre partiel défini par le graphe en un
ordre total (un des ordres possible) qui satisfait les contraintes de latence des opérations.
Dans notre cas, l'algorithme d’ordonnancement est appliqué seulement sur le motif et il
utilise un marquage des opérations du graphe. Ce marquage des sommets est obtenu a ’aide
de l'algorithme 3, lui aussi appliqué seulement sur le motif. Il “prévoit” quelles opérations
sont importantes pour les contraintes de latence.
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On note par G = (V,€) le graphe-motif orienté acyclique des opérations, ot V est ’en-
semble des opérations et £ C V x V est 'ensemble des arcs et par D(A) = {B € V tel que 3
au moins un chemin de A & B} I’ensemble des opérations liées par au moins un chemin de
A. On note par W '’ensemble de travail utilisé pendant le déroulement de I’algorithme.

L’algorithme de marquage associe a chaque opération A une marque qui indique si 'opé-
ration A doit étre ordonnancée avant la premiére opération d’une contrainte de latence quand
il y a au moins un chemin de A vers la derniére opération de cette contrainte de latence.
S’il y a plusieurs opérations satisfaisant cette propriété alors la marque sera égale a la plus
petite contrainte de latence. On note cette marque par marque(A) € N* [ J{oo}, ol 0o est un
nombre entier positif plus grand que tous les autres nombres appartenant & N*. Les marques
peuvent changer de valeurs pendant I'algorithme de marquage.

Lemme 6 Si une paire d’opérations (A,B) a une contrainte de latence L(A,B) et si il y a
une opération C' avec A € D(C), alors sp+ Cp — sa < Lap est vérifiée quelle que soit sc.

Preuve Si (A,B) a une contrainte de latence alors B € D(A) et s4 < sp. Puisque A € D(C)
on a s¢ < s4. Donc on obtient s¢ < s4 < sp et puisque C' est déja ordonnancée alors quand
A devient ordonnancable la date de début de B n’est pas modifiée par la date de début de
C. Le lemme est prouvé [

Algorithme 3

Initialisation: si (A,B) a une contrainte de latence L(A,B) alors marque(B) = L(A,B)
et marque(A) = oo, sinon marque(A) = marque(B) = oo. De plus, si B appartient a
plusieurs paires avec des contraintes de latence alors marque(B) = minc,pyec{L(C,B)} et
marque(A) = oo. Soit W = L.

Pas 1: pour (A,B) € W et pour chaque opération C' € V\{A,B}, il y a trois possibilités:
(a) si A € D(C) marque(C) = marque(C);

(b) si A ¢ D(C) et B € D(C), alors marque(C) = min(marque(C),marque(B));

(c) si A ¢ D(C) et B¢ D(C) alors marque(C) = marque(C).

Soit W = W\{(4,B)}.

Pas 2: si W # () alors on va au Pas 1, sinon Palgorithme s’arréte.

On note par Lx ’ensemble des latences qui sont en relation X avec d’autres contraintes de
latence et qui n’ont pas la différence entre la latence et la somme des durées d’exécution des
opérations appartenant a la paire égale & 0. On considére cet ensemble ordonné, si L(A,B)
est avant L(C,D) dans I’ensemble Lx alors Lap < Lcp.

L’algorithme d’ordonnancement utilise les marques obtenues aprés avoir appliqué 1’al-
gorithme de marquage. On note par VW l'ensemble de travail, par sy la date de début de
la derniére opération ordonnancée, par Cr sa durée d’exécution et par Prec(A) I'ensemble
des prédécesseurs de l'opération A. Pendant le déroulement de 'algorithme I’ensemble W
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contient les opérations prétes a étre ordonnancées, c’est-a-dire les opérations dont les prédé-
cesseurs sont déja ordonnancés. On remarque qu’entre deux opérations qui sont disponibles
au méme instant, il ne peut y avoir un chemin. Pendant le déroulement de I’algorithme,
chaque fois qu'une opération est ordonnancée, st (respectivement Cr) est remplacé par la
date de début (la durée d’exécution) de cette opération.

Algorithme 4

Initialisation: W = [J,.y ¢ PTEC(A):@{A} et sp =0,Cr = 0.

Pas 1 (opération avec contrainte de latence):

si 3A € W tel que marque(A) # oo alors on choisit A tel que marque(A) =
mingew{marque(B)}. Si AL(Cy,Dy) € Lx et IL(C;,D;) € Lx,Yi = 2,3,...n tel que
A€ UEngiDi(Cth)M(E,Dl),W = 2,3,...n alors soit B € W l'opération avec la plus

petite marque tel que 3i € {2,3,... n} avec B € UEng L (CiDy) M(E,D;). Si Popération B
1 1 19 K2

existe alors sg = s+ C7p, on enléve B de W, toutes les opérations qui deviennent ordonnan-

cables sont ajoutées & WV et on va au Pas 4. Si 'opération B n’existe pas alors s, = s+ Cr,

on enléve A de W, toutes les opérations qui deviennent ordonnancables sont ajoutées a W

et on va au Pas 4.

Pas 2(opération qui n’est pas premiére d’une contrainte de latence):

si A € W tel qu’il n’y a pas d’opération B € V avec (A,B) € L alors s4 = sy + Cr, on
I’enléve de W, toutes les opérations qui deviennent ordonnancables sont ajoutées a W et on
va au Pas 4.

Pas 3 (opération qui est premiére d’une contrainte de latence):

si JA € W tel qulil y a B € V avec (A,B) € L alors sy = sy + Cr avec L(A,B) =
mazcpyec et cewtL(C,D)}, on I'enleéve de W, toutes les opérations qui deviennent ordon-
nangables sont ajoutées & VW et on va au Pas 4.

Pas 4: si W = () alors I'algorithme s’arréte, sinon on va au Pas 1.

L’algorithme d’ordonnancement 4 est prouvé optimal dans le cas o chaque contrainte
de latence est en relation X avec au plus une autre contrainte de latence. Avant de prouver
Ioptimalité de I’algorithme d’ordonnancement 4 on donne un exemple d’ordonnancement
obtenu a l’aide de 1’algorithme.

Exemple 17 Soit G = (V,€) le graphe donné dans la figure 2.38 avec Cy = 2, Cp =
1 et Co = 2 et les contraintes de latence L(A2,Cy) = 10 et L(B,Cy) = 9. Apreés avoir
appliqué algorithme de marquage on obtient le tableau 2.3 ow on utilise m(A) pour désigner
marque(A).

Aprés avoir appliqué I'algorithme d’ordonnancement 4, on obtient le tableau 2.4.
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F1G. 2.38 — Graphe illustrant [’algorithme d’ordonnancement /

m(Ar) | m(Az) | m(A43) | m(B) | m(Cy) | m(Cy)
Initialisation 00 00 00 00 9 10
L(B,Ch) 00 00 00 00 9 10
L(A5,Cy) i~ i~ 10 | 10 9 10

TAB. 2.3 — Marques obtenues aprés avoir utilisé [’algorithme de marquage

Théoréme 21 L’algorithme d’ordonnancement 4 est optimal (s’il y a un ordonnancement,
Ualgorithme le trouvera).

Preuve On prouve que l'algorithme d’ordonnancement 4 construit des ordonnancements
qui satisfont les conditions d’ordonnancabilité et si ces ordonnnancements ne satisfont pas
les contraintes de latence alors aucun autre ordonnancement ne le fera d’ou 'optimalité
de I'algorithme. La preuve a trois parties: une partie concernant les contraintes de latence
définies sur des paires en relation Il, une deuxiéme partie concernant les contraintes de
latence définies sur des paires en relation Z et une derniére partie concernant les contraintes
de latence définies sur des paires en relation X.

Sans perdre de généralité, on considére que toutes les contraintes de latence ont des
valeurs différentes.

On considére deux contraintes de latence quelconques L(A,B) et L(C,D) définies sur des
paires qui sont en relation |l. Puisqu’il n’y aucun chemin d’une opération appartenant a la
paire (A,B) a une opération appartenant a la paire (C,D) alors la marque des opérations
appartenant a la paire (A,B) n’est pas modifée par la contrainte de latence L(C,D). De méme
puisqu’il n’y aucun chemin d’une opération appartenant a la paire (C,D) a une opération
appartenant a la paire (A,B) alors la marque des opérations appartenant a la paire (C,D)
n’est pas modifée par la contrainte de latence L(A,B). Donc les opérations appartenant aux
deux paires ont des marques différentes et elles vont s’ordonnancer soit dans 'ordre s4+C'y <
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w st | Cp | Pas utilisé | Décision
{A} 0 |0 |Pas2 s4, =0
{AQ} 0 2 Pas 3 SAQ =2
{A3} 2 |2 |Pasl Sa, =4
{B} 4 |2 |Pasl sp=>6
{C1,C2} 16 |1 |Pasl Soy =7
{C1} 7 12 |Pasl Scy, =9

TAB. 2.4 — Ordonnancement obtenu en utilisant [’algorithme 4

sp+Cp < sc+Cq < sp+Cp, soit dans 'ordre s¢ + Co < sp+Cp < s4+Cy < s+ Cp.
Les deux ordres correspondent bien a la condition d’ordonnancabilité pour les contraintes de
latence définies sur des paires en relation |I.

On considére deux contraintes de latence quelconques L(A,B) et L(C,D) définies sur des
paires qui sont en relation Z. Puisqu’il n’y aucun chemin d’une opération appartenant a la
paire (C,D) & une opération appartenant a la paire (A,B) alors la marque des opérations
appartenant a la paire (C,D) n’est pas modifée par la contrainte de latence L(A,B). Puisqu’il
y a un chemin entre des opérations appartenant a la paire (A,B) & au moins une opération
appartenant a la paire (C,D), alors la marque de A peut étre modifiée par la contrainte de
latence L(C,D) seulement si Lap > Lop. Dans ce cas les opérations appartenant aux deux
paires vont s’ordonnancer dans 'ordre sy + C4 < sp+ Cp < s¢ + C¢o < sp + Cp. Dans
le cas contraire, la marque de A n’est pas modifiée par la contrainte de latence L(C,D) et
les opérations appartenant aux deux paires vont s’ordonnancer soit dans 'ordre s4 + C'4 <
sg+Cg < sc+Co < sp+Cp, soit dans l'ordre sc +Co < sp+Cp < s44+Cy < sp+Cp.
Les deux ordres correspondent bien a la condition d’ordonnancabilité pour les contraintes de
latence définies sur des paires en relation Z.

On considére deux contraintes de latence quelconques L(A,B) et L(C,D) définies sur des
paires qui sont en relation X. Puisqu’il y a un chemin entre des opérations appartenant a
la paire (A,B) a4 au moins une opération appartenant a la paire (C,D), alors la marque de
I'opération A peut étre modifiée par la contrainte de latence L(C,D) seulement si Lap > Lcp.
Dans ce cas ’existence d’'un chemin entre des opérations appartenant a la paire (C,D) & au
moins une opération appartenant a la paire (A,B) ne modifie pas la marque. De la méme
maniére on raisonne pour le cas contraire oit Lag < Lcp.

Pour les trois cas, les conditions d’ordonnancabilité sont satisfaites par les ordonnance-
ments obtenus en utilisant ’algorithme 4. Le théoréme est prouvé [

On passe au cas des systémes avec contraintes de précédences, de périodicités et de
latences. On s’attend a ce que les résultats concernant les systémes avec contraintes de
périodicité soient généralisés pour ce cas. En effet I'existence des contraintes de latence
n’empéche pas I'héritage des périodes entre les opérations. Cela signifie qu’on prouve aussi
I’existence d’'un motif dans I'ordonnancement pour le cas des systémes avec contraintes de
précédences, périodicités et latences. Au contraire, les contraintes de latence sont affectées
par les contraintes de périodicité puisque les opérations qui ont des périodes plus petites que
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les opérations appartenant a une paire avec une contrainte de latence vont forcement étre
ordonnancées plusieurs fois entre la premiére et la derniére opération de la latence. Donc la
durée de I’ordonnancement entre les deux opérations va étre plus grande que dans le cas des
systémes avec contraintes de précédences et de latences.

2.3 Contraintes de précédences, de périodicités et de la-
tences

Ce chapitre commence par rappeler le modéle utilisé dans le chapitre 2.1. On continue
par I’étude d’ordonnancabilité qui commence par présenter les résultats-conséquences de
la présence de latences et de périodicités dans le méme systéme et puis on généralise les
résultats obtenus dans les deux chapitres précédents. On finit ce chapitre par donner un al-
gorithme d’ordonnancement prouvé optimal. La présence de contraintes de latence parmi les
contraintes impose 1'utilisation de I'algorithme de marquage puisque 1’algorithme d’ordon-
nancement doit étre capable de prévoir quelles sont les opérations importantes des contraintes
de latence.

2.3.1 Modéle

On commence par rappeler la définition de la périodicité :

Définition 6 une opération A a une contrainte de périodicité Ta sisa,,, —sa, = Ta,Vi > 1,
ot A;, A1 sont les répétitions consécutives i et i + 1 de l'opération A. On note par Ay la
premiere répétition de A.

Le théoréeme 22 prouve que la contrainte de périodicité est un cas particulier de latence.
Cela signifie qu’on peut définir une contrainte de latence dans un graphe d’opérations entre
deux opérations avec contraintes de périodicité. D’abord on rappelle la définition de la latence
telle qu’elle a été donnée dans le chapitre 2.2:

Définition 7 deux opérations différentes A et B appartenant au méme motif telles que
dP(A,B) € P, ont une contrainte de latence Lap € N si elles sont ordonnancées telles que
sp+Cp—8a4 < Lag. Soit L l’ensemble de toutes les contraintes de latence définies pour un
systéme.

Remarque 17 En utilisant la définition 2, un systéme d’opérations avec contraintes de pré-
cédences, de latences et de périodicités est ordonnancgable sl y a au moins un ordonnance-
ment qui satisfait toutes ses contraintes de précédences, de latences et de périodicités. Trouver
un tel ordonnancement est le probleme que nous cherchons a résoudre dans ce chapitre.

Théoréme 22 Une contrainte de périodicité est une contrainte de latence.

81



Preuve Soit A une opération périodique quelconque avec la période T'4. D’apreés la définition
de la périodicité, on a
SA;y 1 T SA; & TA,Vi > 1 (2.18)

o A;,A;11 sont les répétitions consécutives i et ¢ + 1 de lopération A. Puisque les
répétitions de 'opération A sont consécutives, alors il y a au moins un chemin de A; & A;,4.
Si les deux répétitions n’appartiennent pas au méme motif, on redéfinit le motif du graphe
comme étant deux motifs consécutifs. Donc on peut définir une contrainte de latence entre
les deux opérations puisqu’elles sont liées par au moins un chemin et qu’elles appartiennent
au méme motif. On considere Ly, 4,,, = T} et I'égalité 2.18 devient: s4,,, — = Ly, qui
est la définition de la latence (obtenue en changeant I'inégalité par I'égalité dans la définition
de la latence). Le théoréme est prouvé [

En conséquence, on utilise le modéle proposé dans les deux sous-chapitres précédents.
Pour rappeler ce modéle, on donne I’exemple suivant. Dans ’exemple on définit aussi des
contraintes de latence.

Exemple 18 Soit le graphe G donné dans la figure 2.39. En plus de la contrainte de pério-
dicité de 'opération A avec la période Ty, on définit la contrainte de latence L(As,C1). On
observe qu’a l'intérieur de la contrainte de latence il y a plusieurs répétitions de [’opération
A. Puisqu’il y a des chemins entre Ay et C1 la présence de plusieurs répétitions d’une opéra-
tion ne change en rien la définition de la contrainte de latence. Donc utiliser des répétitions
finies a lintérieur d’une contrainte de latence est possible grace au fait que la contrainte de
latence est définie pour des opérations liées au moins par un chemin.

G

A

i éme motif (i+1)eme motif

FiG. 2.39 — Graphe non factorisé
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2.3.2 Condition d’ordonnancabilité

Le premier résultat généralise 'existence d’'un motif dans 'ordonnancement pour les
systémes avec contraintes de précédences, de latences et de périodicités.

Théoréme 23 pour un systéme avec des contraintes de précédences, de périodicités et de
latences on a

S(Smaz + 1T Smaz + 1T + 1) = S(Smae + G+ DT Spmae + (1 + )T+ ) VO <t <T et i >0

0U Spmaz €St la date de début de la derniere opération ordonmnancée parmi les opérations du
premier motif.

Preuve Evidemment le théoréme est une conséquence du théoréme 14 qui prouve I’existence
d’un motif dans ’'ordonnancement pour le cas des systémes avec contraintes de précédences et
de périodicités. La preuve du théoréme 14 s’appuie sur I'héritage de périodes des opérations.
Puisque les opérations doivent hériter des périodes afin que les contraintes de périodicité
imposées au systéme soient satisfaites, ’héritage reste valable pour le cas des systémes avec
contraintes de périodicités et de latences. En plus, les latences modifient seulement 'ordre
des opérations appartenant au premier motif du graphe. L’ordre des opérations des motifs
suivants est imposé par les périodes des opérations. Donc le résultat du théoréme 14 reste
valable pour le cas des systémes avec des contraintes de précédences, de périodicités et de
latences. Le théoréme est prouvé []

Le théoréme suivant prouve que les opérations périodiques appartenant a une contrainte
de latence doivent avoir la méme période afin que le systéme soit ordonnancable.

Théoréme 24 Soit un systeme d’opérations avec contraintes de précédences, de périodicités
et de latences, ot les précédences sont définies par un graphe G = (V,€). Pour une contrainte
de latence (A,B), si les opérations appartenant & M(A,B) n’ont pas la méme contrainte de
périodicité alors la contrainte de latence n’est satisfaite pour aucune répétition du motif.

Preuve On utilise un raisonnement par l’absurde. On suppose qu’il y au moins deux opé-
rations C' et D € M(A,B) avec T # Tp.

Sans perdre de généralité on suppose que T < Tp. Puisque C' et D € M(A,B) en utili-
sant I'inégalité (2.1), on a Ty < Tg et Tp < T qui implique que T4 < Tz est satisfaite.

On note par s’; respectivement s’ la date de début de 'opération A respectivement la
date de début de I'opération B appartenant au i motif. On a s% — s + Cp = sh +iTp +
sh + T4 + Cp. Cela signifie que

limi—400Sy — 8% + Cp = 400

Donc, il n’y a pas de nombre L p € N* tel que sb — s%, + Cp,Vi > 1. La contrainte de
latence n’est satisfaite pour aucune répétition du motif. Le théoréme est prouvé [
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Si pour les contraintes de périodicité les résultats restent valables pour les systémes avec
contraintes de précédences, de latences et de périodicités, ce n’est plus le cas pour les résultats
obtenus pour les contraintes de latence. Pour mieux expliquer on donne I’exemple suivant :

Exemple 19 On donne ce contre-ezemple pour prouver que la condition d’ordonnancabilité
pour des systémes d’opérations avec contraintes de précédences et latences n’implique plus que
les contraintes de latence sont satisfaites pour des systemes d’opérations avec contraintes de
précédences, latences et périodicités. On considére le graphe donné dans la figure 2.40 avec
les durées d’exécution C'y = 1VA € V et avec les contraintes de latence Lag = 2 et Lep = 2.
On remarque que (A,B) et (C,D) sont en relation Z.

D’abord, on considére le systéme sans contrainte de périodicité, qui est ordonnancable
puisque Lap > Ca+Cp et Lop > Co+Cp. En effet l'ordonnancement donné dans la figure
2.41 satisfait les contraintes de latence.

On considere le systéeme avec contraintes de périodicité T = 3, Tg = 3, T = 6 et

Tp = 6. Les inégalités Lagp > Cy + Cp et Lcp > Co + Cp sont satisfaites mais il n’y a pas
d’ordonnancement qui satisfait les contraintes de latences et de périodicités du systéme (voir

figure 2.42 ).

O O e OO

F1G. 2.40 — Graphe illustrant le contre-exemple

F1G. 2.41 — Ordonnancement du graphe de la figure 2.40 sans contrainte de périodicité

On rappelle que dans I’étude d’ordonnancabilité la relation X est la seule relation entre
les latences qui intervient dans la condition d’ordonnancabilité. Le théoréme suivant prouve
que la relation X entre les latences implique que les périodes des opérations appartenant aux
latences doivent étre égales.

Théoréme 25 Soit un systeme d’opérations avec contraintes de précédences, de latences et
de périodicités, ou les précédences sont définies par un graphe G = (V,€). Soient L(A,B) et
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F1G. 2.42 — Ordonnancement du graphe de la figure 2.40 avec contraintes de périodicité

L(C,D) deuz contraintes de latence en relation X. Si les opérations appartenant & M(A,B)J
M(C,D) n’ont pas la méme contrainte de périodicité alors les contraintes de latence ne sont
satisfaites pour aucune répétition du motif.

Preuve En appliquant le théoréme 24 puisque (A,B) et (C,D) ont des contraintes de latence,
on obtient Ty = Tg et T = Tp. De plus les deux latences sont en relation X donc il y a au
moins un chemin de A & D et de C' & B qui implique (inégalité (2.1)) Ta < Tp et T < Tp.
On obtient donc: Ty = T = T¢ = Tp. En conséquence toutes les opérations ont la méme
période. Le théoréme est prouvé L[]

Le théoréme central de ce sous-chapitre donne une condition d’ordonnancabilité pour
qu'un systéme avec contraintes de précédences, de latences et de périodicités soit ordon-
nancable. Pour prouver ce résultat on se sert de trois lemmes. Le lemme 7 prouve que la
contrainte de latence doit avoir une valeur comparable a celle de la période des opérations
appartenant a la contrainte de latence. Le lemme 8 prouve que le temps écoulé entre la pre-
miére opération et la derniére opération dans la contrainte de latence reste toujours le méme
pour toutes les répétitions des opérations. Le lemme 9 donne le nombre des répétitions d’une
opération entre les dates de début de la premiére opération et de la derniére opération d’une
contrainte de latence dans le cas ou 'opération n’appartient pas a la contrainte de latence.

Lemme 7 Soit un systeme d’opérations avec des contraintes de précédences, latences et
périodicités, ot les précédences sont définies par un graphe G = (V,E). Soit L(A,B) une
contrainte de latence. Si ZCeM(AB) > Ty alors le systéme n’est pas ordonnancable.

Preuve On utilise un raisonnement par I'absurde. On suppose que 35 un ordonnancement,
qui satisfait toutes les contraintes du systéme. On note par FR I’ensemble des opérations
appartenant & M(A,B) qui sont ordonnancées de s4 & s4 + T4. A Uinstant s4 + T, A doit
étre ordonnancée et apreés elle toutes les opérations appartenant & FR. Cela implique que
les opérations appartenant & M(A,B)\FR ne sont jamais ordonnancées et sp — $4 — 00.
Donc la contrainte de latence (A,B) n’est pas satisfaite. Cela est en contradiction avec le fait
qu’il y a un ordonnancement S qui satisfait toutes les contraintes du systéeme. Le lemme est
prouvé [

Lemme 8 Soit un systeme d’opérations avec des contraintes de précédences, latences et
périodicités, ot les précédences sont définies par un graphe G = (V,E) et (A,B) une contrainte
de latence. Pour un ordonnancement S on a d4,p,(S) = da,,,B,,,(S),Vi > 1.
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Preuve En utilisant le lemme 7, on a d45(S) < T4 qui implique:

04;8,(5) = Ta — sa,41 + 5B,
5Ai+lBi+1 (S) =Tp — Sa;+1+ SB;

Puisque A et B ont une contrainte de latence on a Ty = T. Cela implique que d4,5,(S) =
04,181 (S),¥i > 1. Le lemme est prouvé [

Lemme 9 Soit un systeme d’opérations avec des contraintes de précédences, latences et
périodicités, ot les précédences sont définies par un graphe G = (V,E) et (A,B) une contrainte
de latence. Les opérations avec une période égale a celle de A qui appartient o la contrainte
de latence sont ordonnancées de s5 a sg. Les opérations C' avec une période plus petite que
celle de A sont ordonnancées LTA;CB fois de s4 a sp.

Preuve Pour un ordonnancement quelconque S la longueur de 'ordonnancement §45(S)
ne peut pas étre plus grande que Lap, a cause de la contrainte de latence L(A,B) donc
L

lopération C' se répéte TLCB fois de s4 & sp. Le lemme est prouvé [

Théoréme 26 Soit un systeme d’opérations avec des contraintes de précédences, latences
et périodicités, ou les précédences sont définies par un graphe G = (V,£). On note par L
I’ensemble des contraintes de latence et par P l’ensemble des opérations périodiques. S’il y
a un ordonnancement satisfaisant toutes les contraintes alors les relations suivantes sont
satisfaites :
- EAev%‘ <1
- VA tel que 3B, Ts < Ta, Yopepryer, FLCH +Ca < Ta
L -
- LAB Z ZH€W1 CH + ZHGV,TH<TA CHTLHB,VLAB S ,C ou.
W, = M(A,B)U U M(CLE) U U M(E.D;)) U

i€{1,....5};E€lt ap(Ci,D;) i€{j+1,....k};E€ftap(Cs,D;)
U wMmc.Dy),
1€{k+1,....,m}
ot j < k < m < n sont des nombres entiers positifs qui satisfont les relations suivantes :
LCiDz' > Z Cu, V’LE{L,]}

wemenony ) M(E.B)}
E€ftc,p,(AB)
Z Cu, Vie{j+1,... .k}
He{M(Cy,D:) U U M(AE)}
EeltCiDi (AvB)

LCiD¢ > Z CH’ Vi € {k + 17 s 7m} et LC«;DZ' >

{ HGM;Ci,Di) He{M(Cs,D;) JM(A,B)}
m+1,...,n

v

Le,p,

Cy, Vi €
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Preuve La premiére inégalité est impliquée par 'existence du motif dans I'ordonnance-
ment. Les lemmes indiquent quelles sont les opérations qui sont répétées plusieurs fois entre
la premiére et la derniére opération d'une contrainte de latence. Donc dans les inégalités ob-
tenues lors de I’étude d’ordonnancabilité pour les systémes avec contraintes de précédences
et de latences, on ajoute ces opérations. On obtient de cette maniére les autres inégalités.
Le théoréeme est prouvé [

2.3.3 Algorithme optimal d’ordonnancement

On note par G = (V,€) le graphe orienté acyclique des opérations o V est ’ensemble des
opérations et £ C V x V est I’ensemble des arcs et par D(A) = {B € V tel que 3 au moins
un chemin orienté de A & B} I’ensemble des opérations liées par au moins un chemin de A.

L’algorithme d’ordonnancement utilise les marques obtenues aprés avoir appliqué I'algo-
rithme de marquage 3. On note par WV 'ensemble de travail, par sy la date de début de la
derniére opération ordonnancée, par Cr sa durée d’exécution, par Per ’ensemble des opé-
rations qui ont une contrainte de périodicité et par Prec(A) 'ensemble des prédécesseurs de
Popération A. Pendant le déroulement de I’algorithme, ’ensemble WV contient les opérations
dsponibles, c¢’est-a-dire les opérations dont les prédécesseurs sont déja ordonnancés. On re-
marque qu’entre deux opérations prétes a étre ordonnancées dans le méme temps, il ne peut
pas y avoir un chemin. Aussi, pendant le déroulement de I'algorithme, chaque fois qu’'une
opération est ordonnancée, st (respectivement C7) est remplacée par la date de début (la
durée d’exécution) de cette opération.

On note par Ly ’ensemble des latences qui sont en relation X avec d’autres contraintes
de latence dont la différence entre la valeur de la latence et la somme des durées d’exécution
des opérations appartenant a la paire n’est pas égale a 0. On considére que cet ensemble est
ordonné c’est-a-dire L(A,B) précéde dans ’ensemble toute contrainte de latence L(C,D) dont
la différence entre la valeur de la latence et la somme des durées d’exécution des opérations
appartenant a la paire est plus grande que celle de la contrainte L(A,B).

L’algorithme comporte deux parties. Une premiére partie (Pas 1 au Pas 5) ordonnance
les opérations avant que la premiére répétition d’une opération périodique soit ordonnanceée.
Cette partie correspond & un régime transitoire pendant lequel aucune opération périodique
n’est ordonnancée et on ordonnance d’abord les opérations sans aucune contrainte, puis
les opérations importantes pour une contrainte de latence et finalement une opération pério-
dique. Une fois qu’une opération périodique est ordonnancée, on passe au régime permanent.
Cette deuxiéme partie (Pas 6 au Pas 9) ordonnance les opérations périodiques d’abord, en-
suite les opérations importantes pour une contrainte de latence et finalement les opérations
sans aucune contrainte.

Algorithme 5
Initialisation: W = U,y et precay—olA} €t st =0,Cr = 0.

Pas 1 (opération avec contrainte de latence):
si 3A € W tel que marque(A) # oo alors on choisit A tel que marque(A) =
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minpew{marque(B)}. Si L(Cy,Dy) € Lx et IL(C;,D;) € Lx Vi = 2.3,...n tel que
A e UEngiDi(Cl,Dl)M<E7D1>7W = 2,3,...n alors soit B € W l'opération avec la plus
petite marque tel que 3i € {2,3,... n} avec B € UEng L (CiDy) M(E.D;). Si Popération B
existe alors sg = s+ C7r, on enléve B de W, toutes les (;piérations qui deviennent ordonnan-
cables sont ajoutées & WV et on va au Pas 4. Si 'opération B n’existe pas alors s, = sy + Cr,
on enléve A de W, toutes les opérations qui deviennent ordonnancables sont ajoutées a W
et on va au Pas 5.

Pas 2 (opération sans contrainte de périodicité qui n’est pas premiére d’une contrainte de
latence):

si 3A € W tel qu'il n’y pas d’opération B € V avec (A,B) € Let A ¢ Per alors sy = sp+Cr,
on I'enléve de W, toutes les opérations qui deviennent ordonnancables sont ajoutées a WV et
on va au Pas 1.

Pas 3 (opération qui n’est pas premiére d’une contrainte de latence):

si JA € W tel qulil y a B € V avec (A,B) € L alors sy = sy + Cr avec L(A,B) =
MAT(c,pyeL avec cew{L(C,D)}, on I'enléve de W, toutes les opérations qui deviennent or-
donnancables sont ajoutées a ¥V et on va au Pas 5.

Pas 4 (opération avec contrainte de périodicité pour laquelle la premiére répétition n’est pas
ordonnancée) :

ona sy = s+ Cr tel que Ty = MINGeyw \Per avee Co nom ordonnancéellc}, on enléve A de
W, toutes les opérations qui deviennent ordonnancables sont ajoutées a WV et on va au Pas 6.

Pas 5:si AA € W[ Per avec A; déja ordonnancée alors on va au Pas 1.

Pas 6: on cherche une opération A € W] Per pour laquelle la premiére répétition A; est
ordonnancée et on a

sa, +Ta—sr—Cr= MINp cywnPer et B, déja ordonnancéelss + Tp — sv — Cr}

ou A; est la derniére répétition ordonnancée de A. Si on trouve plusieurs opérations qui satis-
font les conditions satisfaites par A alors le systéme n’est pas ordonnancable et 1’algorithme
s’arréte.

Pas 7 (opération avec contrainte de latence):

si 3C € W\{{A} N P} tel que sy + Cp + Cc < s4, + T4 avec A l'opération trouvée au Pas
6 et marque(C) # oo, alors on a s¢ = sy + Cr avec: marque(C) =

minpgew{marque(B)}. Si AL(Cy,Dy) € Lx et IL(C;,D;) € Lx,¥Vi = 2,3,...n tel que
Ae€ UEngiDi(Clle) M(E,Dy),Yi =2,3,...n alors soit B € W l'opération avec la plus petite
marque telle que 3i € {2,3,...,n} avec B € UEng L (CiuDy) M(E,D;). Si l'opération B existe

1D T
alors sg = st + Cr, on enléve B de W, toutes les opérations qui deviennent ordonnancables
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sont ajoutées a ¥V et on va au Pas 6. Si I'opération B n’existe pas alors s¢ = sy + Cr, on
enléve C' de W, toutes les opérations qui deviennent ordonnancables sont ajoutées a WV et
on va au Pas 6.

Pas 8 (opération avec contrainte de périodicité pour laquelle la premiére répétition n’est pas
ordonnancée) :

si 3C' € W()Per avec C; ordonnancée et sy + Cr + Co < sa, + Ta avec A l'opération
trouvée au Pas 6, alors on a s¢ = sy + Cr avec To = minpewnper et cp<railp}); et avec
C ayant la plus grande durée d’exécution, on enléve 'opération de W, toutes les opérations
qui deviennent ordonnancables sont ajoutées a W et on va au Pas 6.

Pas 9 (opération avec contrainte de périodicité):
ona sy = sp+Cr tel que s4,., = 54, + T4, on enléve 'opération de W, toutes les opérations

qui deviennent ordonnancables sont ajoutées a W et on va au Pas 6.

Avant de prouver 'optimalité de ’algorithme d’ordonnancement 5 on donne un exemple
d’ordonnancement obtenu a l'aide de I'algorithme.

/%

—— /<\

(5

i éme motif (i+1)eme motif

FiG. 2.43 — Graphe illustrant [’utilisation de [’algorithme d’ordonnancement 5

Exemple 20 Soit G = (V,€) le graphe donné dans la figure 2.43 avec Cy = 2, Cp =1 et
Ce = 2, les périodes Ty = 5 et Tp = 15 et les contraintes de latence L(Ag;_1,Co) = 10 et
L(B;,Cai—1) = 9. Apres avoir appliqué ’algorithme de marquage 3 on obtient le tableau 2.5,
ot on utilise m(A) pour désigner marque(A).

Aprés avoir appliqué I'algorithme d’ordonnancement 5, on obtient le tableau 2.6.

Remarque 18 Pour la preuve du théoréme 27, on note par ky les opérations A avec marque(A) #
00, par ke les opérations A avec marque(A) = oo et il n’y pas d’opération B € V avec
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m(Azi—2) | m(Azi—1) | m(Aszi) | m(B;) | m(Cai1) | m(Cy)
Initialisation o0 00 o0 o0 9 10
L(BZ‘,CQZ‘_l) (0. ¢] o0 (0. ¢] (0. ¢] 9 10
L(Agi_l,CQi) (0. ¢] o0 10 10 9 10

TAB. 2.5 — Marques obtenues apres avoir utilisé [’algorithme de marquage 3

(A,B) € L et A & Per, par ks les opérations A avec marque(A) = oo et 3B € V avec
(A,B) € L et par ky les opérations A avec marque(A) = oo et A € Per, des opérations a
ordonnancer pendant [’algorithme.

Théoréme 27 L’algorithme d’ordonnancement 5 est optimal (s’il y a un ordonnancement,
Palgorithme le trouvera).

Preuve Au début de I'ordonnancement on a deux possibilités:

1. il y a des opérations du type k; parmi les opérations disponibles. Une opération avec
marque # oo peut avoir ou non des contraintes de périodicité. La contrainte de pé-
riodicité doit étre satisfaite seulement aprés avoir ordonnancée la premiére répétition
d’une opération avec contrainte de périodicité. Une fois que le Pas 1 ordonnance la
premiére répétition d'une opération avec contrainte de périodicité, les opérations dis-
ponibles vont étre ordonnancées en passant par les Pas 7, 8 et 9. En conséquence, avant
que la répétition d’'une opération avec contrainte de périodicité soit ordonnancée, on
passe seulement par le Pas 1 pour ordonnancer les opérations. On a deux possibilités:

(a)

(b)

aucune premieére répétition d’'une opération avec contrainte de périodicité n’a été
encore ordonnancée. Cela signifie qu’il y a seulement des contraintes de latence
a satisfaire et on passe seulement par le Pas 1, dont le choix est optimal pour
satisfaire les contraintes de latence (Théoréme 21).

la répétition d’une opération avec contrainte de périodicité a été déja ordonnancée,
donc il y a une contrainte de périodicité & satisfaire. Aprés avoir calculé la date
de début de 'opération A telle que

sa; +Ta—sp—Cr = MINE cwnPer et B, déja ordonnancéetss; + 1

—sr — Cr} (Pas 6), les opérations qui restent sont ordonnancées en passant par
les Pas 7 et 8. Les Pas 7 et 8 vont choisir les opérations qui peuvent étre ordon-
nancées avant la date de début de I'opération A choisie. Puisqu’on a déja choisi
la contrainte de périodicité devant étre satisfaite, on a seulement des opérations
avec des contraintes de latence a satisfaire, dont des opérations périodiques avec
la premiére répétition non-ordonnancées. Ainsi on ordonnance seulement des opé-
rations en prenant en compte les trois relations entre les paires d’opérations sur
lesquelles des contraintes de latence ont été définies. En conséquence toutes les
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4% st | Cr | Pas utilisé | Décision
{A:} 0 |0 |Pas4 sa, =0

{4} 0 |2 |Pasé6 A choisi
{Az} 0 2 Pas 9 SAQ =5
{43} 5 |2 |Pasé6 A choisi
{43} 5 |2 |Pas9 Sa, = 10
{A,,B} 102 |Pas6 A choisi
{A,,B} 102 |Pas8 sp =12
{A1,C1,C5} [ 12 | 1 Pas 6 A choisi
{Al,Cl,C’g} 12 |1 Pas 7 Scy = 13
{A4,,C5} 132 |Pas6 A choisi
{A1,Co} 13 |2 Pas 9 sa, =15
{A2,C5} 1512 |Pas6 A choisi
{Ay,Co} 15 | 2 Pas 7 s, = 17
{42} 1712 | Pas6 A choisi
{4} 1712 | Pas9 Sa, =20
{43} 20 |2 |Pas6 A choisi
(A3} 20 |2 | Pas 9 Sa, = 25
{A,,B} 25 |2 |Pasé6 B choisi
{A,,B} 25|12 |Pas9 sp =27
{A1,C1,Co} |27 | 1 Pas 6 A choisi

TAB. 2.6 — Ordonnancement obtenu en utilisant [’algorithme 5

répétitions périodiques futures de ces opérations vont satisfaire les contraintes de
latence, tout en satisfaisant les contraintes de périodicité.

S’il y a aucune opération avec marque # oo qui peut étre ordonnancée avant la
date de début déja calculée alors les opérations restantes peuvent étre ordonnan-
cées dans n’importe quel ordre. Finalement, au Pas 9 on ordonnance les opérations
A avec la date de début déja calculée.

2. il n’y aucune opération du type k; parmi les opérations disponibles. Cela implique que
I’ordonnancement est obtenu en passant par les Pas 2, 3 et 4 avant qu'une opération
avec une contrainte de périodicité et/ou du type ki devienne disponible. Le Pas 3 est
utilisé seulement s’il n’y a pas d’opération du type ko. Une fois que le Pas 3 ordonnance
une opération, les opérations du type k; deviennent disponibles et on ne va jamais
passer par le Pas 4. Si le Pas 4 ordonnance une opération alors seulement les Pas 7,
8 et 9 vont ordonnancer les opérations restantes. Donc les Pas 2, 3 et 4 ordonnancent
soit des opérations du type ko avant qu’ils ordonnancent des opérations du type ks, soit
des opérations du type ko avant qu’ils ordonnancent des opérations du type k4. Dans
1.(b) on prouve que l'ordre dans lequel on ordonnance les opérations du type ks et k3
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n’est pas important. Une opération du type ky n’a aucune contrainte a satisfaire et une
opération du type k4 doit satisfaire sa contrainte de périodicité une fois sa premiére
répétition ordonnancée. En conséquence, pour les opérations du type ks et k4 on réduit
le nombre des opérations qui doivent étre ordonnancées pour satisfaire des contraintes
de périodicité. Une fois que les Pas 3 et 4 ont été utilisés on se trouve dans les cas 1.(a)
et 1.(b). Le théoréme est prouvé [

Aprés avoir présenté les résultats concernant notre probléme d’ordonnancement, on utilise
le modeéle temps réel classique et on étudie les conséquences des résultats obtenus dans ce
chapitre sur le modéle classique.

2.4 Cas particulier de systéme temps réel avec dates de
réveil et échéances

Dans ce chapitre on particularise les résultats obtenus en utilisant notre modéle pour
le probléme d’ordonnancement sans préemption des systémes temps réel utilisant le modéle
proposé par Liu et Layland [4]. Cela nous permet de retrouver des résultats déja connus qui
prouvent la justesse de notre approche, mais aussi la généralité de notre modéle.

Le chapitre commence par rappeler les deux modéles, en soulignant leurs différences.
On donne un théoréme qui prouve un lien entre la contrainte de latence et la contrainte
d’échéance. Le deuxiéme sous-chapitre formule le probléme avec échéances absolues comme
un cas particulier de notre modéle. Cette particularité permet de donner un algorithme
d’ordonnancement prouvé optimal et des conditions d’ordonnancabilité pour ce probléme
avec dates de réveil et échéances. De la méme maniére on prouve des résultats pour le
probléme avec dates de réveil et échéances.

2.4.1 Différences entre le modéle classique et notre modéle

Pour un ordonnancement S qui satisfait toutes les contraintes du systéme, on rappelle
que s, est la date de début de 'opération A dans I'ordonnancement S.

Dans le modéle introduit par Liu et Layland [4] une opération A posséde une date de
réveil r4 a laquelle 'opération devient disponible, une échéance D, définie par rapport a la
date de réveil, une période T4 et une durée d’exécution C'y. Si le premier réveil de 'opération
se fait a 74, le i°™M€ réveil se fait & rq + (i — 1)T4, ot Ty est la période de opération. On
considére ’ordonnancement sans préemption.

Si les opérations ne possédent pas de dates de réveil, alors les échéances sont définies par
rapport au début de 'ordonnancement. Ce type d’échéance s’appelle échéance absolue.

Dans notre modéle, une opération posséde une période Ty et une durée d’exécution C'4.
Les opérations ne possédent pas de dates de réveil et la période impose le temps écoulé
entre deux ordonnancements successifs d’'une opération. Si la premiére date de début d’une
opération est s4, alors le i*™€ ordonnancement se fait & s + (i — 1)T)4, oit T4 est la période
de 'opération. On considére 'ordonnancement sans préemption.
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i+1 1+1

F1G. 2.44 — Modele proposé par Liu et Layland

S ! TA I TA

C

A

F1G. 2.45 — Notre modéle

2.4.2 Probléme avec échéances absolues

Théoréme 28 La contrainte de latence L(A,B) est équivalente & une échéance absolue de
lopération B une fois que A est ordonnancée.

Preuve On prouve par double implication. Tout d’abord on prouve I'implication directe.
On prouve que la contrainte de latence L(A,B) peut étre exprimée comme une échéance
absolue de 'opération B une fois que A est ordonnancée.

Puisque (A,B) a une contrainte de latence L(A,B) alors on a sp < L(A,B) + s4 — Cp,
pour un ordonnancement quelconque qui satisfait les contraintes du systéme. On note par
L(A,B) + sa — Cp par Dpg et on obtient:

sp < Dp (2.19)

Une fois que A est ordonnancée s, est connue et Dp devient connu, aussi. Puisque sy
est calculée par rapport au début de I'ordonnancement alors 'inégalité (2.19) définit une
échéance absolue pour B.

On passe a I'implication inverse. On prouve que I’échéance absolue Dg d’une opération
B peut étre exprimée comme une contrainte de latence L(-,B). Puisque B a une échéance
absolue Dpg alors sg < Dp pour un ordonnancement quelconque S qui satisfait les contraintes
du systéme. On note par A la premiére opération de I’ordonnancement .S. Puisque I’échéance
de B est définie par rapport au début de I’ordonnancement on a sgp — s4 < Dpg. En plus,
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puisque toutes les opérations C' sans prédécesseur peuvent étre ordonnancées en premier
dans 'ordonnancement, on a sg — s¢ < Dp,VC € V avec B € D(C). En conséquence afin
d’exprimer I’échéance de B on définit plusieurs contraintes de latence L(C,B) = Dg pour
chaque C' telle que B € D(C). Le théoréme est prouvé [

Afin d’ordonnancer ce type de systéme d’opérations il suffit de modifier ’algorithme de
marquage qui doit prendre en compte les échéances absolues et non pas les latences. On
obtient donc I’algorithme suivant :

Algorithme 6

Initialisation: W = U4y et sue(ay—p ’r€c(A) est Uensemble de travail. Si A a une échéance
D 4, alors marque(A) = Dy, sinon marque(A) = oo.

Pas 1: Pour A € Wmarque(A) = min(marque(A),mingesuca){marque(B)}) et W =
W\{A}. On ajoute a W les opérations dont les prédécesseurs ont été tous enlevés de W.

Pas 2: On répéte Pas 1 jusqu’a W = 0.

Remarque 19 D’une maniére récursive les opérations héritent des échéances de leurs suc-
cesseurs. A la fin de lalgorithme 6, la marque d’une opération est égale soit a l’échéance
propre de [’opération, soit a [’échéance héritée de [’opération. En conséquence [’algorithme
ne modifie pas les marques des opérations sans successeur. Evidemment comme dans le cas
de l’algorithme de marquage pour les latences, ’algorithme 6 est appliqué sur le motif.

L’exemple suivant donne une application de I'algorithme 6 pour un systéme d’opérations
avec contraintes de précédences et des échéances absolues.

A

G

i éme motif (i+1)eme motif

<F

FiG. 2.46 — Graphe illustrant ['utilisation de [’algorithme 6
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Exemple 21 Soit un graphe G = (V,€) donné dans la figure 2.46 avec l’échéance absolue
D¢, . Toutes les opérations vont avoir la marque D¢, sauf Cy. Le déroulement de l’algorithme
6 est donné dans le tableau 2.7, ou on utilise m(A) pour désigner marque(A).

m(Ay) | m(Asz) | m(As) | m(B) | m(Cy) | m(Cy)
Initialisation 00 00 00 00 D¢, 00
D¢ D¢ D¢ D¢ D¢ D¢ D¢

1 1 1 1 1 1 1

TAB. 2.7 — Marques obtenues aprés avoir utilisé [’algorithme de marquage

2.4.3 Probléme avec dates de réveil et échéances

Pour un probléme quelconque avec dates de réveil et échéances, on formule un probléme
d’ordonnancement en utilisant notre modéle et on prouve que ce probléme est équivalent au
premier probléme avec dates de réveil et échéances.On considére un systéme avec n opérations
et pour chaque opération A on a la durée d’exécution Cy, la date de réveil r4 et ’échéance
par rapport a la date de réveil D,. L’opération A est périodique avec la période T4. On
construit un nouveau probléme d’ordonnancement en utilisant I’algorithme suivant :

Algorithme 7

Pas 1: pour chaque opération A on ajoute une opération fictive A" de durée nulle.

Pas 2: on ajoute une contrainte de précédence entre A’ et A. On obtient ainsi un graphe de
précédences qui a 2n opérations et n arcs.

Pas 3: on impose des contraintes de latence pour chaque paire (A", A) avec Laa = Dgy.

Pas 4: on impose des contraintes de périodicité pour chaque opération A" avec T% égale a la
période de A dans le probléme d’origine.

On donne un exemple de construction du probléme en utilisant ’algorithme 7.
Exemple 22 Pour un systéme avec trois opérations A, B et C, on obtient le graphe de

précédences donné dans la figure 2.47.

Théoréme 29 Le probleme de décision associé a ce probleme d’ordonnancement d’origine
a la réponse oui si et seulement si le probléme de décision associé au probleme d’ordonnan-
cement obtenu en utilisant [’algorithme 7 a la réponse oui.
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F1G. 2.47 — Graphe obtenu apreés avoir utilisé [’algorithme 7

Preuve On prouve le théoréme par double implication.

On note par PRE le probléme de décision associé au probléme d’ordonnancement d’ori-
gine: chaque opération A posséde une date de réveil r, auquelle 'opération devient dispo-
nible, une échéance D, définie par rapport a la date de réveil, une période T4 et une durée
d’exécution C'y. On note par PPLc le probléme de décision associé au probléme d’ordon-
nancement construit a partir de PRFE en utilisant 'algorithme 7.

On suppose que le probléme PRE a la réponse oui et on prouve que le probléme PPLc a
aussi la réponse oui. On note par S un des ordonnancement qui satisfait toutes les contraintes
d’une instance du probléme PRE. Cela implique que pour chaque opération A on a la date
de début s4 € S telle que ry < sy < Dy.

A partir de 'ordonnancement S, on construit un ordonnancement S’ pour le probléme
PPLec. Chaque opération A’ associée a une opération A de 'instance du probléme PRE a la
date de début de la premiére répétition s’y, égale a r4. Chaque opération A a la date de début
égale a la date de début de l'opération A dans 'ordonnancement S. La figure 2.48 illustre
cette construction. L’opération A" ayant la durée nulle est marquée en pointillé sur la figure.
En conséquence comme toutes les contraintes d’échéances sont satisfaites dans ’ordonnan-
cement S alors toutes les contraintes de latence sont satisfaites dans I’ordonnancement S’.
Etant donné que les opérations A’ ont une durée nulle et leur date de début est périodique
due a la périodicité de la date de réveil dans 'ordonnancement S, alors toutes les contraintes
de périodicité sont satisfaites dans I'ordonnancement A’.

L’implication inverse construit de la méme maniére a partir d’'un ordonnancement pour le
probléme PP Lc un ordonnancement pour le probléeme PRE. En conséquence, on a au moins
un ordonnancement pour le probléme d’origine si et seulement si le probléme construit a
I’aide de 'algorithme 7 a aussi un ordonnancement. Le théoréme est prouvé L]

On a exprimé le probléme avec dates de réveil et échéances a l'aide de notre modéle.
Les contraintes de latence sont toutes en relation Il, donc leurs existence ne rend pas le
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L(AA) |

t=r=s SA
A A

F1G. 2.48 — Construction d’un ordonnancement pour PPLc a partir d’un ordonnancement
PRE

probléme d’ordonnancement plus difficile. Puisque les opérations périodiques ont des durées
nulles, la contrainte d’avoir des séquences divisibles pour les périodes n’est plus nécessaire.
En conséquence on obtient un probléme d’ordonnancement de systémes avec contraintes de
précédences, de périodicités et de latences pour lequel on peut utiliser tous les résultats
obtenus dans ce chapitre.
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Chapitre 3

Ordonnancement et distribution pour
systémes avec contraintes de
précédences, de périodicités et de
latences dans le cas multiprocesseur

Dans le cas multiprocesseur on n’étudie pas seulement un probléme d’ordonnancement
mais aussi un probléme de distribution car il s’agit de choisir sur quelles ressources sont dis-
tribuées (allouées) les opérations et comment les opérations distribuées sur chaque ressource
sont ordonnancées. Cette distribution et cet ordonnancement peuvent étre réalisés en méme
temps, ou bien ils peuvent étre réalisés I'un aprés l'autre. Dans la suite nous réalisons la
distribution et I’ordonnancent en méme temps. Cependant il faut noter qu’il n’existe aucun
résultat prouvant que ’autre possibilité est meilleure. Comme la distribution et 1’ordon-
nancement correspondent en réalité a ce qui est habituellement appelé “implantation”, pour
simplifier le discours on parle par la suite de “probléme d’implantation” pour désigner le pro-
bléme de I’ordonnancement et de la distribution. De méme on utilisera le terme d’opérateur
plutdt que celui de processeur afin de rester cohérent avec la notion d’opération. Ainsi on
parlera d’implanter une opération sur un opérateur.

Ce chapitre traite le probléme d’implantation de systémes avec contraintes de précé-
dences, de périodicités et de latences dans le cas multiprocesseur. Dans ce cas on prouve que
notre probléme d’implantation est NP-difficile et en conséquence les implantations propo-
sées ne sont plus cherchées a 'aide d’algorithmes, mais a I’aide d’heuristiques. On rappelle
qu'un algorithme donne une solution pour chaque instance du probléme & résoudre et une
heuristique donne une solution seulement pour certaines instances du probléme & résoudre.

Dans le cas multiprocesseur on propose des heuristiques pour les trois problémes d’im-
plantation suivants:

— probléme d’implantation avec contraintes de périodicités et précédences;
— probléme d’implantation avec contraintes de latences et précédences;
— probléme d’implantation avec contraintes de périodicités, de latences et précédences.
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On rappelle que dans le cas monoprocesseur traité au chapitre 2, les deux premiers
algorithmes proposés étaient des cas particuliers d'un troisiéme algorithme résolvant le cas
général d’ordonnancement de systéme avec contraintes de précédences, de périodicités et de
latences. Dans le cas multiprocesseur, les deux premiéres heuristiques ne sont pas des cas
particuliers de I’heuristique dans le cas général. Chaque heuristique prend en compte les
particularités des contraintes imposées aux systémes et elle les utilise pour augmenter les
chances de trouver une implantation qui satisfait les contraintes.

Les performances de chaque heuristique sont comparées a celles d’un algorithme exact.
Bien que les heuristiques prennent en compte les temps de communication et qu’elles soient
données pour des architectures hétérogénes, afin de simplifier le probléme et sans que cela
change les conclusions, les études de performances sont faites sur des cas avec des temps de
communication nuls et des architectures homogénes.

Les trois problémes d’implantation prennent en compte les données et ils utilisent des
extensions des modéles présentés dans le chapitre 2. Ces extensions s’appliquent au modéle
proposé dans les travaux sur la méthodologie AAA/SynDEx [87], dont cette thése-méme
est la continuation. Les heuristiques présentées ici s’inspirent de ’heuristique proposée dans
AAA/SynDEx par I’équipe OSTRE de 'INRIA Rocquencourt. Pour cette raison, on débute
ce chapitre en rappelant le modéle et 'heuristique AAA /SynDEx qui traite le probléme
d’ordonnancement de systémes avec contraintes de précédence et une contrainte unique de
périodicité égale a la latence.

3.1 Contraintes de précédence et contrainte unique de
périodicité égale a la latence

3.1.1 Modéle

Les systémes temps réel modélisés dans la méthodologie AAA /SynDEx sont des systémes
qui n’ont pas de contrainte & satisfaire, en revanche le probléme d’ordonnancement et de
distribution posséde un critére d’optimalité : minimiser la cadence du systéme égale au temps
écoulé entre la premiére opération ordonnancée et la derniére opération ordonnancée du
motif. Ce dernier temps correspond & une latence que ’on cherche ici & minimiser comme la
cadence. En conséquence une opération est répétée d’'une maniére périodique avec la période
appelée cadence égale a la latence, mais cette cadence n’est pas une donnée du probléme
d’implantation, elle est déterminée par une heuristique qui la minimise. Aprés minimisation
on peut vérifier si la contrainte unique de cadence égale a la latence est vérifiée.On rappelle
que dans cette méthodologie il y a aussi des contraintes de précédence.

Afin de mieux expliquer la cadence et la latence utilisées dans le modéle AAA /SynDEx
on présente dans I’exemple donné figure 3.1 un systéme de quatre opérations de durée d’exé-
cution égale a 1 a implanter sur un seul opérateur. Evidemment dans ce cas la latence est
égale a la somme des durées d’exécution de toutes les opérations.

Un des deux ordonnancements possibles est donné dans la figure 3.2. Toutes les opérations
sont répétées a une cadence égale a la latence et ont donc la méme période.
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F1G. 3.1 — Graphe d’algorithme

0, 1 2, 3 4, 5 6, 7 8

A B C D A B C D

F1G. 3.2 — Ordonnancement pour des opérations répétées a une cadence égale a la latence

Les précédences entre les opérations sont définies a ’aide d’un graphe orienté appelé
graphe d’algorithme Gy = (Vau,€a) oU V,; représente l'ensemble des opérations et &, re-
présente les contraintes de précédence. Puisqu’on traite des systémes réactifs, le graphe
d’algorithme est le résultat d’'un motif répété infiniment. Dans le cas multiprocessor, les
opérations peuvent avoir des durées d’exécution différentes pour chaque opérateur afin de
prendre en compte des architectures hétérogénes. Une opération a besoin d'un seul opéra-
teur pour s’exécuter et il y a au moins un opérateur sur lequel elle peut s’exécuter. Le mot
“opérateur” peut désigner un processeur qui séquentialisera un ensemble d’opérations ou un
circuit intégré spécifique qui lui n’exécutera qu’'une seule opération spécifique. L’architecture
est définie par un graphe non-orienté G, = (V,.,€4) appelé graphe d’architecture ou V,,
représente 1’ensemble des opérateurs et &,, représente les média permettant aux opérateurs
de communiquer. Ce modéle simplifié peut en réalité étre beaucoup plus détaillé et a été
formalisé dans [?], mais comme il est hiérarchique on peut voir l'architecture de maniére
simplifiée (figure 3.1), c’est-a-dire sans faire apparaitre les détails internes d’un opérateur,
tels que les bus et leurs arbitres, les mémoires finies et leurs multiplexeurs et démultiplexeurs
d’accés, et les opérateurs particuliers séquentialisant les communications sur les média.

Deux opérations qui échangent des données et qui sont distribuées sur des opérateurs
différents donnent lieu a des communications entre les opérateurs. Ces communications sont
modélisées par des opérations ajoutées au graphe d’algorithme entre les opérations concer-
nées. Ensuite elles sont distribuées et ordonnancées sur les média.

Si une communication est nécessaire entre deux opérateurs qui ne sont pas directement
connectés par un médium alors les communications se font a travers des opérateurs et média
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intermédiaires établissant une route qui relie ces deux opérateurs. Par exemple dans la figure
3.3 on a une architecture composée de trois opérateurs et pour 1’algorithme donné dans la
figure 3.1 en distribuant les opérations A et C sur les opérateurs P1 et P3 on engendre une
communication qui est routée par P, via les média m1 et m2.

ml m2
P1 P2 P3

F1G. 3.3 — Graphe d’architecture

3.1.2 Heuristique

L’heuristique proposée [88] résout le probléme d’ordonnancement et de distribution en
méme temps. Donc a chaque pas on choisit l'opérateur sur lequel les opérations disponibles
sont distribuées et I'opération a ordonnancer. Le choix est fait en utilisant la théorie des
graphes et plus particuliérement leurs chemins critiques avec les notions de « date au plus
tot » et « date au plus tard » utilisées dans I’'ordonnancement classique.

Au début de I’heuristique on considére que les opérations ont une durée d’exécution égales
a la moyenne de toutes leurs durées d’exécution possibles sur les différents opérateurs et la
longueur du chemin critique R est calculée par rapport a ces valeurs. On note par C,(A)
la durée d’exécution sur l'opérateur p et par C'(A) la durée moyenne d’exécution et on a:
C(A) = M. Une fois qu'une opération est implantée (distribuée et ordonnancée)
sur un opérateur p on connait sa durée exacte d’exécution et la longueur du chemin critique
est recalculée. Sa nouvelle valeur est notée par R’

On note par I'(A) 'ensemble des successeurs de l'opération A et par ['"(A) 'ensemble
des prédécesseurs de 'opération A.

On présente les notations nécessaires a la définition de la fonction de coiit qui minimise
la latence égale a la cadence. Pour une implantation on définit les dates de début et de fin
d’exécution de chaque opération. Ces dates sont de deux types:

— dates définies depuis le début de I’'ordonnancement du motif de graphe qui font inter-
venir les dates de ses prédécesseurs,

— dates définies depuis la fin de I'ordonnancement du motif de graphe qui font intervenir
les dates de ses successeurs.

Les dates définies depuis le début sont appelées des dates au plus tot. On note par S(A)
la date de début au plus tot de l'opération A et par F(A) la date de fin au plus tot de
Iopération A. Les dates définies depuis la fin de 'ordonnancement sont appelées des dates
au plus tard. On note par S~(A) la date de début au plus tard de I'opération A et par E~(A)
la date de fin au plus tard de I'opération A. Les relations suivantes définissent ces dates et
donnent aussi la formule de calcul de la longueur du chemin critique R:

— S(A) = maxper-(a) E(B) ou 0si I'"(A) = 0,
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- E(A)=5(A)+C(A),
E~(A) = maxpepa) S™(B) ou 0 si I'(A)
- ST (A)=E(A)+C(A),
R

= IMaXpRBev,,E(B)

0,

=MaXpevy,,5—(B)"

La fonction de coiit appelée « pression d’ordonnancement » est notée par o(A) et est
définie par la relation suivante :

o(A) = S'(A) + Cy(A) + E~(A) — R

ou S’(A) est la valeur modifiée de S(A) aprés avoir ordonnancée A et donc C'(A) devient
C,(A) puiqu’on connait 'opérateur sur lequel elle est distribuée. Elle permet de minimiser la
latence ainsi que 1’allongement, du chemin critique dit aux communications inter-opérateurs.

L’heuristique utilise un ensemble de travail WW qui contient a chaque pas les opérations
disponibles.

Heuristique 1

Pas 1: pour chaque opération A € VW on choisit le meilleur opérateur pour lequel o4 est la
plus petite pression d’ordonnancement,

Pas 2: on choisit I'opération Ay qui est 'opération avec la plus grande pression d’ordon-
nancement parmi les pressions choisies au Pas 1 pour le meilleur opérateur,

Pas 3: 'opération Ag est ordonnancée sur I'opérateur correspondant et on enléve 'opération
de W, toutes les opérations qui deviennent ordonnancables sont rajoutées a W

Pas 4: si W = () alors on s’arréte, sinon on va au Pas 1.

Pour illustrer le déroulement de ’heuristique on considére ’exemple suivant :

Exemple 23 On considére le graphe d’algorithme donné dans la figure 3.4 et le graphe
d’architecture donné dans la figure 3.5. On calcule d’abord les dates au plus tot et les dates
au plus tard pour chaque opération et le tableau 3.1 donne leurs valeurs numériques. Dans
le méme tableau, la deuxieme colonne contient les durées d’exécution des opérations qu’on
consideére les mémes sur les deux opérateurs. On considére la durée de communication sur le
médium m égale a 6. La figure 3.6 donne ["implantation obtenue en utilisant [’heuristique 1.

CISOTEQ SO TE(Q
51 0 | 5 | 25
5| 5 | 20| 5 | 20
5] 5 | 10 | 5 | 10
51 20 | 25 5

S| Q|

TAB. 3.1 — Dates au plus tot et dates au plus tard des opérations
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o ;
F1G. 3.4 — Graphe d’algorithme
m
B B
F1G. 3.5 — Graphe d’architecture
i t=0 i t=5 : t=21
A B D
=5 =16
comAC comCD
t=11

F1G. 3.6 — Implantation obtenue en utilisant [’heuristique 1
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3.2 Contraintes de précédences et de périodicités

On commence ce chapitre par présenter le modéle utilisé afin de spécifier 1’algorithme
et 'architecture dans le cas des systémes temps réel avec contraintes de précédences et de
périodicités. On passe ensuite a la complexité du probléme d’implantation et on finit par
proposer une héuristique comparée a un algorithme exact.

3.2.1 Modéle

Le modéle d’architecture est le modéle d’architecture hétérogéne AAA/SynDEx. On
définit D’architecture a 1’aide d’un graphe non-orienté appelé graphe d’architecture G, =
(Vai,€a1), les opérateurs communiquent a travers les média et un opérateur peut désigner un
processeur ou un circuit intégré spécifique.

Le graphe d’algorithme définit les précédences entre les opérations. Ces précédences
peuvent étre de deux types:

— des précédences qui indiquent un échange de donnée entre les opérations. On note ce
type de précédence entre deux opérations A et B par (A,B), et dans le graphe on le
marque par une fléche avec un d sur la fléche (voir figure 3.7) ;

— des précédences qui imposent seulement un ordre. On note de précédence entre deux
opérations A et B par (A,B) et dans le graphe on le marque par une fléche simple.
Evidemment si deux opérations A et B possédent une simple précédence (A,B) alors
si elles sont ordonnancées sur des opérateurs différents aucune communication n’est

engendrée.
d
) (2)

F1G. 3.7 — Précédence avec échange de données

A part les précédences, les opérations doivent satisfaire des contraintes de périodicité.
Une fois qu'une répétition d’une opération a été ordonnancée sur un opérateur alors on
choisit d’ordonnancer toutes ses répétitions sur le méme opérateur. Evidemment pour que
le probléme ait une solution, on suppose qu’il y a au moins un opérateur sur lequel une
opération quelconque peut étre ordonnancée.

Pour un graphe d’algorithme et un graphe d’architecture donnés une solution pour notre
probléme de distribution et ordonnancement est décrite par les dates de début des opérations
et opérateur sur lequel chaque opération a été ordonnancée. L’exemple suivant illustre une
solution possible pour notre probléme.

Exemple 24 La figure 3.10 donne une des solutions possibles pour le graphe d’algorithme
donné dans la figure 3.8 et pour le graphe d’architecture donné dans la figure 3.9, ot toutes
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@ (2

first pattern second pattern

N

F1G. 3.8 — Graphe d’algorithme illustrant [’exemple 2/

F1G. 3.9 — Graphe d’architecture illustrant [’exemple 2/
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Al B|C
pr|2 1219
D2 2 4 2
ps |1 [2 |1
pal2 |4 |5

TAB. 3.2 — Durées d’exécution pour le graphe d’algorithme donné dans la figure 3.8

les durées d’exécution des opérations sont données dans le tableau 3.2 et les communications
sont my =2, mg =1, mg =1, my = 4ms = 2 et mg = 1. Les périodes sont les suivantes :
Ty=4,Tg =8 et Tc = 4. La solution proposée utilise seulement les opérateurs pi et ps.

S O O N
P | A | B, | | Ay | ;

i | COI'l’lI i | COI'l’lI
m L —
- e e

F1G. 3.10 — Solution illustrant l’exemple 2/

Un premier résultat pour ce modéle est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 30 Pour deuxr opérations A et B périodiques avec au moins une précédence
(A;,Bj)aq entre une répétition i de A et une répétition j de B, alors nTy = mTp, ol n
est le nombre de répétitions de A et m est le nombre de répétitions de B.

Preuve

Puisqu’il y a au moins une précédence entre une répétition 7 de A et une répétition j
de B, l'inégalité (3.1) est satisfaite c’est-a-dire nT4 < mTpg. On utilise un raisonnement
par I’absurde pour prouver le théoréme, en supposant que nTy < mip et qu’il y a un
ordonnancement.

On note par s¥ respectivement s% la date de début de I'opération A respectivement la
date de début de 'opération B appartenant au k™° motif. On a s% — s% + Cp = sL + T +
sk + kT4 + Cp. Cela signifie que

limg— 4008y — 8% + Cp = +00
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et on a besoin d’une mémoire de taille infinie pour sauvegarder les données produites par A
pour B. On ne peut pas mémoriser ces données et B ne peut pas étre ordonnancée et donc
la supposition faite est fausse et on obtient que n1Ty = mTg. Le théoréme est prouvé [l

On passe a la preuve de complexité de notre probléme. La preuve de complexité indique
qu’il ne peut y avoir un algorithme polynomial qui propose une implantation satisfaisant
toutes les contraintes.

3.2.2 Complexité du probléme d’implantation

Pour prouver la complexité de notre probléme d’implantation avec contraintes de précé-
dences et de périodicités noté par PPP, on se rapporte de nouveau au probléme étudié par
Korst dans [23]. On rappelle que c’est le probléme d’implantation avec valeurs quelconques
de périodes et de durées d’exécution pour des systémes d’opérations avec contraintes de
périodicité. Le probléme de décision associé au probléme d’ordonnancement est noté par
PSP et il formulé comme étant le suivant : soit )V un ensemble de n opérations périodiques
Ay, ..., A, avec T; la période et C; < T; la durée d’exécution de 'opération A; pour tout
1 <4 < n, un ensemble d’opérateurs identiques et un entier k. Y a-t-il un ordonnancement
des opérations sur m < k opérateurs qui satisfait les contraintes de périodicité des opérations
appartenant a V7

On rappelle le théoréme prouvant le fait que le probléme de décision associé au probléme
d’implantation est NP-complet au sens fort.

Théoréme 31 [23] PSP est NP-complet au sens fort pour k = n.

Théoréme 32 PPP est NP-difficile au sens fort.

Preuve Le probléme d’'implantation de Korst ne prend pas en compte I’échange de données
entre les opérations et donc la preuve d’équivalence du théoréme 9 avec le probléme de
Korst prouve que le sous-cas sans donnée de notre probléme est NP-difficile au sens fort. En
conséquence notre probléme d’implantation qui prend en compte ’échange de données est
aussi NP-difficile au sens fort. Le théoréme est prouvé [

Ce résultat implique qu’on ne peut pas toujours trouver une implantation optimale et
dans ce cas on propose 'heuristique suivante.

3.2.3 Heuristique et algorithme exact

L’heuristique proposée s’appuie sur les résultats d’ordonnancabilité monoprocesseur en
ce qui concerne 'ordonnancement et sur I’heuristique AAA/SynDEx en ce qui concerne la
distribution. Ces résultats sont les suivants:

— résultats monoprocesseur utilisées pendant ’heuristique et relations & satisfaire. Pour
un systéme d’opérations avec précédences et périodicités les relations suivantes doivent
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étre satisfaites:

— ¢’il y a une contrainte de précédence entre au moins une répétition de i de A et
une répétition de j de B alors on a:

nTy < mTp (3.1)

ol n est le nombre de répétitions de A et m est le nombre de répétitions de B ;

— ¢’il y en plus un échange de données 'inégalité (3.1) devient égalité donc on a
nl'y =nlg;

— résultats multiprocesseur AAA /SynDEx

L’heuristique est basée sur le fait que deux opérations périodiques avec le périodes T; et
T; qui ne forment pas une séquence telle que 7;/7},Vi < j ne peuvent pas étre ordonnancées
sur le méme opérateur. et 'exemple suivant illustre cette situation.

FiG. 3.11 — Graphe d’algorithme

Exemple 25 On considere le graphe d’algorithme donné dans la figure 3.11 avec Ty = 2 et
T = 3 et toutes les durées d’exécution égales a 1. Le systéme n’est pas ordonnagable dans le
cas d’un seul opérateur. La figure 3.12 montre que la troisieme répétition de [’opération A et
la dexieme répétition de [’opération B doivent avoir la méme date de début égale a 4 et cela
n’est pas possible.

1t=0 1t=1 1t=2 =4
Al B A A
B,

F1G. 3.12 — Ordonnancement monoprocesseur

Afin d’ordonnancer des opérations avec périodes qui ne forment pas des séquences des
multiples sur des opérateurs différents, on définit des classes d’opérations ot chaque classe Cr
contient seulement des opérations avec les périodes multiples entre elles avec 1" la plus petite
période des opérations appartenant a la classe. Ces classes ne s’excluent pas mutuellement.
Par exemple, une opération avec une période T' = 10 peut appartenir a la classe Cy et a la
classe Cs.
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Une fois une opération ordonnacée sur un opérateur, seulement sa classe peut utiliser cet
opérateur. En conséquence, le principe de I’heuristique proposée est le suivant :

— tant que possible choisir parmi les opérateurs p, sur lesquels ses prédécesseurs (qui ont
la méme période ou la méme multiplicité de la période mise dans une classe) ont été
ordonnancés, le meilleur opérateur p,, pour lequel 'opération A a la plus petite date
de fin:

F(Apn) = mazrpepreeny{F(B,p)} + Cap,,, ot F(B,p) est la fin de I'exécution de
I'opération B sur le opérateur p et Cy,, la durée d’exécution de l'opération A sur
Popérateur p,, ;

— si ce n’est plus possible choisir un opérateur quelconque p, parmi les opérateurs p avec
des opérations ordonnancées qui la méme période ou la méme multiplicité de la période
et pour lequel on obtient la plus petite fin de ’exécution :

F'(A,pq) = maxpeprecay{ F (B,p) + com(p,pg) } + Cap,, ot com(p,p,) est la communi-
cation entre p, et p.

L’heuristique utilise I'ensemble de travail W qui contient les opérations disponibles c’est-
a-dire les opérations qui ont tous les prédécesseurs déja ordonnancée. On note par s, et Cj,
la date de début et la durée d’exécution de la derniére opération ordonnancée sur 'opéra-
teur p. On initialise au début de I'heuristique toutes ces valeurs & 0. Afin de mettre a jour
I’ensemble ¥V on enléve 1’opération ordonnancée de W, toutes les opérations qui deviennent
ordonnancables sont rajoutées a ¥W. On note Cr la classe des opérations qui ont la méme
période ou la méme multiplicité de la période ou T est la plus petite période de la classe.
On note Per 'ensemble des opérations périodiques.

Heuristique 2

Pas 1: on choisit parmi les opérations pour chaque classe avec la plus petite période de
W celle qui a la plus petite durée d’exécution (en choisissant parmi toutes les durées sur
tous les opérateurs). On ordonnance ces opérations. On met a jour W, s, et Cj,,;

Pas 2: pour chaque opérateur p, on cherche une opération A € W[ Per avec A; déja
ordonnancée telle que:

sa, +Ta—sip— Cpp = MiNp ey per et B déja ordonnancée {sB, +Tp — sip — Cip}

ou A; est la derniére répétition ordonnancée de A. Si on trouve plusieurs opérations A pour
le méme opérateur alors le systéme n’est pas ordonnancable avec I'heuristique. On choisit
I'opérateur avec la date de fin s4, + T4 — 55, — C},, la plus petite et on va au Pas 3;

Pas 3:si 3C € W[ Cr, avec C; pas ordonnancée, C' et A appartenant a la méme classe

et s;, + Cip + Co < sa, + T, pour 'opération A et 'opérateur p trouvés précédemment,
alors on a s¢ = s;, + Cj,, et on va au Pas 5. Sinon, on va au Pas 4
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Pas 4:ona sy =55, +Cp t.q. 54,,, = 54, + T4 et on va au Pas 5;

i+1

Pas 5:s’il y a des opérations dans VW appartenant a une classe dont aucune opération n’a
encore été ordonnancée alors on choisit 'opération avec la plus petite période appartenant
a la classe de celle qui a la plus petite durée d’exécution (en choisissant parmi toutes les
durées sur tous les opérateurs) et on va au Pas 6;

Pas 6: s’il y a des opérations appartenant a une classe dont les opérateurs utilisés ne
permettent plus 'ordonnancement des opérations sans la premiére répétition ordonnancée,
alors on choisit un nouvel opérateur pour cette classe et les opérateurs déja utilisés par cette
classe ne sont plus utilisables. L’opération de la classe qui a la plus petite période et la plus
petite durée d’exécution est ordonnancée avec la date de début égale a la plus grande date
de fin de ses prédécesseurs. On va au Pas 2.

Remarque 20 L ’heuristique ordonnance le plus possible d’opérations, éventuellement reliées
par des échanges de données, qui ont la méme période sur le méme opérateur. Cela implique
une baisse des communications puiqu’elles sont engendrées par les échanges de données.

Voici un exemple d'utilisation de I’heuristique pour un graphe d’algorithme avec 9 opéra-
tions donné dans la figure 3.13 et un graphe d’architecture avec 3 opérateurs donné dans la
figure 3.14. Dans cet exemple I’heuristique produit un ordonnancement et une distribution
qui respectent les contraintes a satisfaire.

O OO

()~

F1G. 3.13 — Graphe d’algorithme illustrant ’heuristique 2

Exemple 26 On considére le graphe d’algorithme donné dans la figure 3.13 et le graphe
d’architecture donné dans la figure 3.14. On définit les périodes Ty = Tg = Tp = T = 4,
Ta=Tyg=8¢etTc=Tr =1T; =3. On aici les deux classes d’opérations C4 et C3. Les durées
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ml m2
P1 P2 P3

F1G. 3.14 — Graphe d’architecture illustrant I’heuristique 2

d’exécution sont toutes égales a 1 et les durées de communication sur les média sont égales
a 1. La figure 3.15 donne ['implantation obtenue en wutilisant [’heuristique 2. Etant donné
qu’aucune communication est faite via les média, on ne les réprésente plus sur la figure.

=0 t=1 t=2 t=3

A B E D A B E D A B E D

P
1
t=3 1 t=4 I
p H G H
2
=0 it=1 t=2 t=3 it=4 | I I I I I I
p C F | C F I C F I C F I
3

Fi1G. 3.15 — Implantation obtenue en utilisant [’heuristique 2

On présente maitenant I’algorithme exact de type branch & bound [89]. On suppose que
I’on a m opérateurs mis dans une liste dans un ordre quelconque. Sans perdre de généralité,
on suppose que ’'on a n opérations mises dans une liste selon un ordre total tel que pour
une opération quelconque ¢ tous ses prédécesseurs ont un indice plus petit qu’elle et toutes
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les opérations, qui deviennent disponibles en méme temps qu’elle et qui ont une période plus
grande qu’elle, ont un indice plus grand. L’exemple suivant suit ce type d’ordre.

Exemple 27 On consideére le graphe d’algorithme donné dans la figure 3.13 avec les périodes
Ty=Tg =1Tp =T =4, Tg =Ty =8 et Tc = Tr = 17 = 3. On obtient alors la liste
ordonnée {C,F.1,A,B,D,E,G,H} .

Algorithme 8

Initialisation : on initialise I'indice des opérations ¢ = 1 et l'indice des opérateurs 7 = 1, la
date de début de la derniére opération ordonnancée sur chaque opérateur s(j) = 0 et la
durée de la derniére opération ordonnancée sur chaque opérateur C'(j) = 0;

Pas 2: Si i < n alors on ordonnance toutes les répétitions de 'opération ¢ sur I'opérateur j,
s(j) = s(j) +C(j) et C(j) = C;, sinon on s’arréte. S'il y a au moins une contrainte qui n’est
pas satisfaite alors i prend la valeur i + 1 et on va au Pas 2. Sinon on va au Pas 3;

Pas 3: Si j > n alors ¢ prend 7 — 1 et j prend la valeur j; — 1 ou j; est I'indice de 'opérateur
sur lequel 'opération 7 a été ordonnancée et on va au Pas 2. Sinon on va au Pas 4;

Pas4:j=7+1 et on va au Pas 2.

L’algorithme ne fait que parcourir toutes les solutions possibles en utilisant une technique
branch & bound et il s’arréte dés qu’une solution est trouvée. Dans le cas ou il n’y aucune
solution possible satisfaisant les contraintes, I’algorithme s’arréte aprés avoir parcouru toutes
ces solutions. En sachant que le probléme a résoudre est un « probléme de nombre » [34] dont
la taille d'une instance est importante, I’heuristique est plus intéressante que l'algorithme 8
pour des graphes contenant beaucoup d’opérations.

Exemple 28 On considere le graphe d’algorithme donné dans la figure 3.13 et le graphe
d’architecture donné dans la figure 3.14. On définit les périodes Ty = T = Tp = T = 4,
Ta =Ty =8 et Tc = Tp =17 = 3. En utilisant ’algorithme 8, on obtient l'implantation
donnée dans la figure 3.16.

Théoréme 33 L’algorithme 8 a la complezité O(nm) ot n est le nombre d’opérations et m
est le nombre d’opérateurs.

Preuve L’algorithme parcourt n fois I'ensemble d’opérations et pour chaque opération on
teste au maximum m opérateurs. On obtient une complexité O(nm). Le théoréme est prouvé

]

Remarque 21 Un algorithme exact est, en général, un algorithme qui parcourt l'arbre de
recherche des solutions possibles. La complexité O(nm) de notre algorithme exact vient du
fait qu’on parcourt seulement une partie de cet arbre de recherche et cela est di a [’ordre
quelconque de la liste des opérateurs. Ce type d’algorithme est aussi connu sur le nom de
« méthode arborescente » (voir [34]).
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A"

F1G. 3.16 — Implantation obtenue en utilisant [’algorithme 8
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3.2.4 Etude de performances

On compare I’heuristique 2 a ’algorithme exact 8 afin d’étudier ses performances.

On suppose avoir appliqué les propriétés d’héritage des périodes (voir Corollaire 3) et donc
n’avoir que des opérations périodiques. De plus, I'algorithme exact et ’heuristique partent
d’une liste ordonnée d’opérations. Cette liste est obtenue en utilisant une fonction de rang
[90] qui donne une liste ordonnée ou toutes les opérations ont leurs prédécesseurs ordonnés
avant eux dans la liste. Ainsi I'algorithme exact et ’heuristique ont & vérifier seulement
la contrainte de périodicité. De plus, 'heuristique classe les opérations par rapport a leurs
périodes ou des multiples de leurs périodes.

25

Algorithme Exact —+—
Heuristique ---x---

’ /

Temps (secondes)
>

-

7

5 //
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Nombre d'operations = Nombre d'operateurs

F1G. 3.17 — Etude de performances comparant [’algorithme exact et heuristique

Les listes d’opérations ont été générées de maniére aléatoire et le temps nécessaire pour
leur génération n’est pas pris en compte lors du calcul de temps d’exécution ni pour I’al-
gorithme exact, ni pour I’heuristique. On a choisi un nombre d’opérateurs égal au nombre
d’opérations afin d’augmenter le nombre de problémes générés aléatoirement qui ont une
solution. Cela permet aussi de compter le nombre d’opérateurs réellement utilisés (sur lequel
il y a au moins une opération distribuée) par l'algorithme exact et I’heuristique, cela est
montré et dans le tableau 3.3.

On compare le temps d’exécution pour ’algorithme et ’heuristique pour le méme exemple.
Cette comparaison est donnée par la figure 3.17 qui présente les résultats des simulations
numériques. On observe que pour un petit nombre d’opérations, les deux mettent des temps
comparables pour trouver une solution et plus on augmente le nombre d’opérations, plus
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FiG. 3.18 — Etude de performances échelle logarithmique comparant [’algorithme ezxact et
heuristique

I’heuristique est intéressante. Afin de mieux illustrer les différences, on donne aussi les résul-
tats des simulations suivant une échelle logarithmique (voir figure 3.18).

En conclusion, 'heuristique est plus intéressante du point de vue du temps d’exécution,
mais aussi de 1’équilibrage de charge des opérateurs puisque 'algorithme exact utilise au
maximum certains opérateurs (taux d’utilisation a 100 %) et d’autres ne sont jamais utilisés.

3.3 Contraintes de précédences et de latences

On commence dans ce chapitre par présenter le modéle utilisé afin de spécifier I'algorithme
et ’architecture dans le cas des systémes temps réel avec contraintes de précédences et de
latences. On passe ensuite a la complexité du probléme d’implantation et on finit par proposer
une heuristique comparée a un algorithme exact.

3.3.1 Modéle

On utilise le méme modéle que celui présenté dans le chapitre 3.2.1 pour le graphe d’ar-
chitecture et le graphe d’algorithme sauf que les contraintes imposées aux opérations sont
des contraintes de latence.

L’exemple 29 propose un ordonnancement et une distribution pour un graphe d’archi-
tecture et un graphe d’algorithme avec des contraintes de latence. On remarque que les
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Nombre opérations | Opérateurs - algorithme exact | Opérateurs - heuristique
100 62 64
1000 628 703
2000 1256 1405
3000 1868 2112
4000 2455 2786
5000 3071 3490
6000 3702 4214
7000 4272 4894
8000 4857 5549
9000 5528 6291

10000 6076 6958

TAB. 3.3 — Comparaison entre le nombres d’opérateurs utilisés par [’algorithme exact et par

I’heuristique

opérations appartenant aux trois contraintes de latence ont des durées minimales sur des
opérateurs différents et cela facilite le choix de la distribution dans le sens ou il suffit d’or-

donnancer chaque opération sur I’'opérateur pour lequel elle a une durée minimale.

Exemple 29 On considere le graphe d’algorithme donné dans la figure 3.19 et le graphe
d’architecture donné dans la figure 3.20. On consideére les durées d’exécution données dans le
tableau 3.4 et on définit les contraintes de latence suivantes: Lyc = 8 et Lpr = 7. La durée
de communication sur le médium m est égale a 1. La figure 3.21 donne une implantation

possible.

TAB. 3.4 — Durées d’exécution des

o | O Q| | e
| o
—| po| po| | 1| |

opérations du graphe donné dans la figure 3.19

3.3.2 Complexité du probléme d’implantation

Afin de prouver la complexité de notre probléme d’implantation, on définit le probléme
de décision associé et on compare celui-ci & un probléme de décision déja prouvé NP-complet.

De cette maniére on peut conclure que notre probléme d’implantation est NP-difficile.
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F1G. 3.19 — Graphe d’algorithme

P B

F1G. 3.20 — Graphe d’architecture

:t=0 : t=2 : t=4
D E F
B
m m
:t=0 :t=3 :t=5
A B C
5

F1G. 3.21 — Solution possible pour un systéeme illustrant [’exemple 29
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On note par PPL le probléme d’implantation avec contraintes de latences et de précé-
dences définies sur un graphe d’algorithme, dans le cas multiprocesseur ou les opérateurs
sont définis a l'aide d’un graphe d’architecture. Il est facile de vérifier que PPL € NP étant
donné qu’on peut déduire en temps polynomial si un ensemble de paires (s4,p), deviné par
un algorithme non-détérministe, est une solution pour PPL.

Théoréme 34 Le probleme PPL est NP-difficile au sens fort.

Preuve Le théoréme 22 prouve que la contrainte de périodicité est un cas particulier de
contrainte de latence. En conséquence le probléme PPP qui est prouvé NP-difficile au sens
fort dans le théoréme 32 est un sous-cas de probléme PPL. On obtient que le probléme PPL
est aussi un probléme NP-difficile au sens fort. Le théoréeme est prouvé [

3.3.3 Heuristique et algorithme exact

Les contraintes de latence sont celles qui aident & décider I'opérateur a utiliser pour une
paire d’opérations sur laquelle on a défini une contrainte de latence. Le fait d’ordonnancer
des opérations appartenant a une contrainte de latence sur des opérateurs différents allonge
le temps écoulé entre la premiére opération et la derniére opération d’une contrainte de
latence avec le temps de communication de la donnée entre les opérateurs.

L’heuristique utilise I’ensemble de travail VW qui contient les opérations disponibles et
on note par s, et C, la date de début et la durée d’exécution de la derniére opération
ordonnancée sur 'opérateur p. On initialise au début de I’heuristique toutes ces valeurs a 0.

On note par Lx (voir chapitre 2.2) I'ensemble des latences qui sont en relation X avec
d’autres contraintes de latence et qui n’ont pas la différence entre la latence et la somme
des durées d’exécution des opérations appartenant & la paire égale a 0. On considére cet
ensemble ordonné, si L(A,B) est avant L(C,D) dans I’ensemble Ly alors Lag < Lcp.

On note C., la classe des opérations qui appartiennent a des contraintes de latence L
en relation X. Pour chaque classe on détermine le meilleur opérateur, c’est-a-dire celui pour
lequel la somme des durées d’exécutions d’opérations appartenant a une contrainte de latence
est la plus petite.

L’heuristique utilise aussi l'algorithme de marquage donné au chapitre 2 que 1’on rappelle
ci-dessous:

Algorithm 3

Initialisation: si (A,B) a une contrainte de latence L(A,B) alors marque(B) = L(A,B) et
marque(A) = oo, sinon marque(A) = marque(B) = oo. De plus, si B appartient a plu-
sieurs paires avec des contraintes de latence alors marque(B) = min pyec{L(C,B)} et
marque(A) = oo. Soit W = L.

Pas 1: pour (A,B) € W et pour chaque opération C' € V\{A,B}, il y a trois possibilités:
(a) si A € D(C) alors marque(C) = marque(C) ;
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(b) si A ¢ D(C) et B € D(C), alors marque(C') = min(marque(C'),marque(B));
(c)si A¢ D(C) et B ¢ D(C) alors marque(C') = marque(C).
Soit W = W\{(A,B)}.

Pas 2: si W # () alors on va au Pas 1, sinon I'algorithme s’arréte.

L’heuristique s’inspire de I'algorithme donné pour le probléme dans le cas monoprocesseur
dans le chapitre 2.

Heuristique 3

Initialisation: W = U ey o PTGC(A):@{A} et sy = 0,05 = 0.

Pas 1 (opération avec contrainte de latence):

si 3A € W tel que marque(A) # oo alors on choisit A tel que marque(A) =
minpew{marque(B)}. Si L(Cy,Dy) € Lx et IL(C;,D;) € Lx Vi = 2.3,...n tel que
A€ UEngiDi(Cth)M(E,Dl),W = 2,3,...n alors soit B € W l'opération avec la plus
petite marque tel que 3 € {2,3,...,n} avec B € UEng R (ci,Di)M(EvDi)- Si Popération
B existe alors sp = s;, + Cjp, on enléve B de W, on choilsi}c I'opérateur déja utilisé par sa
classe ou le meilleur si aucune opération de la classe n’a pas été encore ordonncées, toutes les
opérations qui deviennent ordonnancables sont ajoutées a WV et on va au Pas 4. Si 'opération
B n’existe pas alors s4 = s;, + Cj,, on enléve A de W, on choisit I'opérateur déja utilisé
par sa classe ou le meilleur si aucune opération de la classe n’a pas été encore ordonnancées,
toutes les opérations qui deviennent ordonnancables sont ajoutées a VW et on va au Pas 4.

Pas 2 (opération qui n’est pas premiére dans une contrainte de latence):

si 3A € W tel qu'il n’y a pas d’opération B € V avec (A,B) € L alors s4 = s, + C}, on
I’enléve de W, toutes les opérations qui deviennent ordonnancables sont rajoutées a W et
on va au Pas 4.

Pas 3 (opération qui est premiére dans une contrainte de latence):

si JA € W tel qulily a B € V avec (A,B) € L alors s4 = s, + C, avec L(A,B) =
maz o pyec et cewtL(C,D)}, on 'enléve de W, on choisit celui avec la somme minimale,
toutes les opérations qui deviennent ordonnancables sont rajoutées a ¥V et on va au Pas 4.

Pas 4: si W = () alors I'algorithme s’arréte, sinon on va au Pas 1.

On donne un exemple d’utilisation de I’heuristique pour un graphe d’algorithme et
un graphe d’architecture. Dans cet exemple on obtient une implantation qui satisfait les
contraintes de latence.

Exemple 30 On considére le graphe d’algorithme donné dans la figure 3.22 et le graphe
d’architecture donné dans la figure 3.23. On considére les durées d’exécution données dans
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le tableau 3.5 et on définit les contraintes de latence suivantes: Lac = 8, Lpr = 18 et
Lgr = 7. Les durées de communication sur les média sont égales a 1. On détermine pour
chaque contrainte de latence le meilleur opérateur : pour Lac on obtient ['opérateur P, avec
la somme égale a 7, pour Lpgr lopérateur P, avec 5 et pour Lgr lopérateur Py avec 4. La
figure 3.24 donne une implantation obtenue en utilisant [’heuristique 3.

()
)

(@~

F1G. 3.22 — Graphe d’algorithme

5t B

F1G. 3.23 — Graphe d’architecture

On suppose que les opérations de notre graphe d’algorithme sont numérotées de 1 a n
ot n est le nombre d’opérations. De méme on suppose que les opérateurs de notre graphe
d’architecture sont numérotés de 1 & m ot m est le nombre d’opérateurs.

L’algorithme exact parcourt tous les nombres en base n ot n est le nombre d’opérations.

Pour chaque nombre en base n, la valeur j < n occupant la i*™€ position dans le nombre

donne la place ot se trouve la jeme opération sur 'opérateur sur lequel elle a été ordonnancée
et distribuée, position qu’on appelle «rang». Afin d ’ordonnancer une opération ¢ du rang 7,
c’est-a-dire de fixer sa date de début, on choisit parmi toutes les opérations avec le rang j —1
celle qui a la fin la plus tot calculée a partir de la fin du dernier prédécesseur ordonnancé de
I’opération ¢. L’opérateur sur lequel est ordonnancée I'opération choisie parmi les opérations
de rang j — 1 est l'opérateur sur lequel 'opération 7 est distribuée. Ainsi 'opération ¢ est
ordonnancée et distribuée. Les opérations ayant le rang 0 ont la date de début 0. En avancant

dans les rangs l'algorithme construit un ensemble ordonné de paires tel que la jéme paire
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F1G. 3.24 — Implantation obtenue en utilisant [’heuristique 3

3 rang j—1

' rang j

3 rang j+1

opération k

opération i

opération |

F1G. 3.25 — Ordonnancement illustrant la définition du rang
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PR
Al 1|5
B2 |7
cl 4|5
D |10 | 2
E| 5] 2
Fl15]1
G| 1] 2
H| 2|1
I 4|1

TAB. 3.5 — Durées d’exécution des opérations du graphe donné dans la figure 3.22

corresponde toujours a la jeme opération a distribuer et ordonnancer. On appelle un ensemble
ayant cette forme une solution potentielle de notre probléme. La i*™€ paire est formée de
la date de début de 'opération i et de 'opérateur sur lequel I'opération ¢ est distribuée et
ordonnancée. Cet ensemble contient donc n paires. Si les dates de début correspondant a
une solution potentielle satisfont toutes les contraintes alors cette solution potentielle est
une solution du probléme. En parcourant tous les nombres en base n selon ce principe,
I’algorithme exact parcourt toutes les combinaisons d’ordonnancement possibles pour chaque
opérateur, donc toutes les solutions potentielles.

L(A,C)

(=)

F1G. 3.26 — Graphe d’algorithme illustrant ’exemple 31

Exemple 31 Cet exemple illustre la construction d’un ordonnancement a partir d’une so-
lution potentielle par ’algorithme exact 9. Soit Gy = Vu,Ea) le graphe d’algorithme donné
dans la figure 3.26 et Go = (Vur,Ear) le graphe d’architecture donné dans la figure 3.23.
Toutes les opérations ont la durée égale a 1.

Le graphe d’algorithme a six opérations A,B,C,D,E.F donc 001122 est une solution po-
tentielle. L’algorithme construit un ordonnancement en choisissant des opérateurs différents
pour les opérations qui correspondent au méme rang. Par exemple, ['opération A et 'opéra-
tion B ont le méme rang et elles vont étre ordonnancées sur des opérateurs différents comme
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CetDoukFE etF. Lopération A peut étre ordonnancée sur Py a l'instant t = 0, ["opération
B doit attendre la fin de A afin d’étre ordonnancée a linstant t = 1 sur 'opérateur Ps.
L’opération D a le rang 1 et aucun prédécesseur, donc elle va étre ordonnancée a l’instant
t =1 sur P,. L’opération C a le rang 1 et ses prédécesseurs finissent a l'instant t = 2, donc
elle va étre ordonnancée a l'instant t = 2. Finalement on obtient ['ordonnancement donné
dans la figure 3.27.

B C F

F1G. 3.27 — Ordonnancement obtenu a partir d’une solution potentielle

Algorithme 9

Initialisation: On commence par le nombre v = 0000...0. On va au Pas 1.

Pas 1 Si un’est pas égal & (n—1)(n—1)...(n—1) alors on va au Pas 2. Sinon, I’algorithme
s’arréte avec la réponse «aucune solution possible ».

Pas 2 A partir de u on construit une solution potentielle. Si elle satisfait les contraintes de
précédences et de latences alors ’algorithme s’arréte. Sinon v := u + 1 et on va au Pas 1.

Théoréme 35 L’algorithme 9 est de complexité O(nm), ot n est le nombre d’opérations et
m est le nombre d’opérateurs.

Preuve L’algorithme parcourt n fois I'ensemble d’opérations et pour chaque opération on

teste au maximum m opérateurs. On obtient une complexité O(nm). Le théoréme est prouvé
(]

Exemple 32 On considere le graphe d’algorithme donné dans la figure 3.26 et le graphe d’ar-
chitecture donné dans la figure 3.23. On définit les contraintes de latence suivantes: Lac = 3
et Lop = 2. Les durées d’exécution des opérations est égale a 1 sur les deux opérateurs et on
consideére les durées de communications nulles. La figure 3.28 donne la solution qui satisfait
les contraintes de précédences et de latences, solution obtenue en utilisant [’algorithme 9.
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F1G. 3.28 — Implantation obtenue en utilisant [’algorithme 9
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F1G. 3.29 — Etude de performances comparant [’algorithme exact et [’heuristique
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3.3.4 Etude de performances

On compare les performances de I'heuristique 3 a l'algorithme exact 9. Dans ce cas,
I’algorithme exact et I'heuristique partent d’une liste d’opérations dont on connait les pré-
décesseurs et les successeurs.

Les graphes de précédences ont été générés d’une maniére aléatoire et le temps nécessaire
pour leur génération n’est pas pris en compte lors du calcul de temps d’exécution ni pour
I’algorithme exact, ni pour ’heuristique. On compare le temps d’exécution pour I’algorithme
et ’heuristique pour le méme exemple. Pour chaque nombre d’opérations, on génére une
seule instance du probléme. Ces résultats ont été obtenues en utilisant un Intel Xeon CPU
avec une vitesse d’horloge de 2,6 GHz et 1Go de RAM.

La figure 3.29 donne la comparaison entre le temps d’exécution de I’heuristique et de
I’algorithme exact. On remarque que I’heuristique est clairement plus rapide que I’algorithme
exact. Cette figure prend en compte les meilleurs temps d’exécution pour ’algorithme exact,
obtenues pour des solutions trouvées au début de I'énumération. Comparer les pires temps
d’exécution de I'algorithme exact a ceux de I'heuristique n’est pas réaliste puisque le temps
d’exécution de I’heuristique est trop petit et donc non mesurable. Le tableau 3.6 donne
de tels exemples de temps d’exécution de 1'algorithme exact. Dans quelques cas le temps
d’exécution pour I'heuristique n’est pas spécifié car I'heuristique n’a pas trouvé de solution.

Nombre d’opérations | Temps (algorithme exact) | Temps (heuristique)
2 0.001 0
4 0.002 0
5 0.010 0
6 0.134 -
7 2.450 0
8 56.297 -
9 1549.256 0
10 5000 0

TAB. 3.6 — Pires temps d’exécution de l’algorithme exact

3.4 Contraintes de précédences, de périodicités et de la-
tences

On commence ce chapitre par présenter le modéle utilisé afin de spécifier 1’algorithme
et 'architecture dans le cas des systémes temps réel avec contraintes de précédences, de

périodicités et de latences. On passe ensuite a la complexité du probléme d’implantation et
on finit par proposer une heuristique comparée a un algorithme exact.
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3.4.1 Modéle

On utilise le méme modéle que celui présenté dans le chapitre 3.2.1 pour le graphe d’ar-
chitecture et le graphe d’algorithme sauf que les contraintes imposées aux opérations sont
les contraintes de périodicité et de latences.

3.4.2 Complexité du probléme d’implantation

Pour prouver la complexité de notre probléme, on se rapporte au probléme d’implantation
avec contraintes de périodicités et de précédences, dans le cas multiprocesseur. On note
par PPP le probleme d’implantation avec contraintes de périodicités et de précédences,
dans le cas multiprocesseur et par PPPL le probléme d'implantation avec contraintes de
périodicités, de latences et de précédences, dans le cas multiprocesseur. Le théoréme suivant
donne la complexité de PPPL:

Théoréme 36 Le probleme PPPL est NP-difficile au sens fort.

Preuve On remarque que PPP est sous-cas de PPPL. En effet, il suffit de ne pas définir
des contraintes de latence pour le probléme PPPL et on obtient PPP. Etant donné que

PPP est NP-difficile au sens fort alors PPPL est NP-difficile au sens fort. Le théoréme est
prouvé []

3.4.3 Heuristique et algorithme exact

L’heuristique dans ce cas doit prendre en compte toutes les contraintes: de précédences,
de périodicités et de latences. Pour les deux heuristiques données dans le cas avec contraintes
de périodicité et respectivement le cas avec contraintes de latence, on définit des classes des
opérations par rapport soit aux périodes, soit aux latences. Le théoréme suivant prouve que
toutes les opérations appartenant a la méme contrainte de latence appartiennent a la méme
classe si on considérait les classes dues aux périodes.

Théoréme 37 Les opérations appartenant a la méme contrainte de latence appartiennent a
la méme classe st on considérait les classes dues aux périodes.

Preuve Le théoréme 24 prouve que les opérations appartenant a la méme contrainte de
latence doivent avoir la méme période afin que la contrainte de latence soit satisfaite. En
conséquence les opérations appartenant a la méme contrainte de latence appartiennent a la
méme classe si on considérait les classes dues aux périodes. Le théoréme est prouvé [

En conséquence si on définit les classes dues aux périodes, on conserve les classes pour
les latences.

L’heuristique utilise I'algorithme de marquage pour prendre en compte les contraintes de
latence.

Heuristique 4
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Pas 1: on choisit parmi les opérations pour chaque classe avec la plus petite période de W
celle qui a la plus petite durée d’exécution (en choisissant parmi toutes les durées d’une opé-
ration A sur tous les opérateurs. On ordonnance ces opérations. On met a jour W, s, et Cyy, ;

Pas 2: pour chaque opérateur p, on cherche une opération A € W) Per avec A; déja
ordonnancée tel que:

sa;, +Ta—s1p—Cpp = MiNg ey Per and B, déja ordonnancée {sp, + Tp — s1p — Clp}

ou A; est la derniére répétition ordonnancée de A. Si on trouve plusieurs opérations A pour
le méme opérateur alors le systéme n’est pas ordonnancable avec I'heuristique. On choisit
I'opérateur avec la date de fin s4, + T4 — 55, — C},, la plus petite et on va au Pas 3;

Pas 3:si 3C € W[ Cr, avec C pas ordonnancée, C' et A appartenant a la méme classe
et sy + Cip + Co < sa, + T, pour 'opération A et 'opérateur p trouvés précédemment,
alors on a s¢ = s;, + Cj,, et on va au Pas 5. Sinon, on va au Pas 4

pas 4:on a sg = s, + Cjp t.q. 54,,, = 54, + T4 et on va au Pas 5;

it+1

pas 5: s’il y a des opérations dans VW appartenant & une classe dont aucune opération a
été encore ordonnancée alors on choisit 'opération avec la plus petite période appartenant
a la classe celle qui la plus petite durée d’exécution (en choisissant parmi toutes les durées
sur tous les opérateurs) et on va au Pas 6;

Pas 6: s’il y a des opérations appartenant a une classe dont les opérateurs utilisés ne
permettent plus 'ordonnancement des opérations sans la premiére répétition ordonnancée,
alors on choisit un nouvel opérateur pour cette classe et les opérateurs déja utilisés par cette
classe ne sont plus utilisables. L.’opération de la classe qui a la plus petite période et la plus
petite durée d’exécution est ordonnancée avec la date de début égale a la plus grande date
de fin de ses prédécesseurs. On va au Pas 2.

On présente maitenant ’algorithme exact de type branch & bound. On suppose que
I’on a m opérateurs mis dans une liste dans un ordre quelconque. On suppose que 'on a n
opérations mises dans une liste selon un ordre total tel que pour une opération quelconque ¢
tous ses prédécesseurs ont un indice plus petit qu’elle et toutes les opérations, qui deviennent
disponibles en méme temps qu’elle et qui ont une période plus grande qu’elle, ont un indice
plus grand. L’exemple suivant suit ce type d’ordre.

Exemple 33 On considére le graphe d’algorithme donné dans la figure 3.30 et le graphe
d’architecture donné dans la figure 3.31. On définit les contraintes de latence suivantes :
Lac =3, Lpr =4 et Lgr = 5. On obtient la liste ordonnée d’opérations {A,B,C,E,G,H,I}.
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F1G. 3.30 — Graphe d’algorithme
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F1G. 3.31 — Graphe d’architecture

Algorithme 10

Initialisation : On initialise I'indice pour les opérations ¢« = 1 et 'indice pour les opérateurs
j =1, la date de début de la derniére opération ordonnancée sur chaque opérateur s(j) = 0
et la durée de l'opération C(j) = 0;

Pas 2: Si ¢ < n alors on ordonnance 'opération ¢ sur 'opérateur j, s(j) = s(j) + C(j) et
C(j) = C;, sinon on s’arréte. S’il y a au moins une contrainte qui n’est pas satisfaite alors
1 =141 et on va au Pas 2. Sinon on va au Pas 3;

Pas 3: 817 > n alors i =7 — 1 et 5 prends la valeur j; — 1 ou j; est l'indice de 1'opérateur
sur lequel 'opération i a été ordonnancée et on va au Pas 2. Sinon on va au Pas 4;

Pas4: 7 =741 et on va au Pas 2.

Théoréme 38 L’algorithme 10 a la complexité O(nm) ot n est le nombre d’opérations et
m est le nombre d’opérateurs.

Preuve [’algorithme parcourt n fois I’ensemble d’opérations et pour chaque opération on
teste au maximum m opérateurs. On obtient une complexité O(nm). Le théoréme est prouvé

]
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3.4.4 Etude de performances

On compare ’heuristique 4 a ’algorithme exact 10 afin d’étudier ses performances.

On suppose avoir appliqué les propriétés d’héritage des périodes (voir Corollaire 3) et donc
avoir toutes les opérations périodiques. En plus, I'algorithme exact et ’heuristique partent
des listes d’opérations ot chaque liste contient les opérations disponibles & un moment donné
en utilisant en parcours en largeur du graphe de précédences. De cette maniére, afin de
vérifier si les contraintes sont satisfaites lors de la distribution et I’ordonnancement d’une
opération, l'algorithme exact vérifie seulement les contraintes de périodicités et de latences.
Donc, comme dans le cas des opérations avec contraintes de précédences et de latences, on
n’utilise pas un algorithme exact branch & bound.

3.5 T T

Algorithme Exact —+—
Heuristique ---x---

/ \\//

Temps (secondes)
& n
<

/,\\/XA
P

7N

/

N %)‘/’\

0.5 //xw

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Nombre d'operations

F1G. 3.32 — Résultats comparant [’algorithme exact et [’heuristique

Les graphes de précédences ont été générés d’une maniére aléatoire et le temps nécessaire
pour leur génération n’est pas pris en compte lors du calcul du temps d’exécution ni pour
I’algorithme exact, ni pour ’heuristique. On compare le temps d’exécution pour I'algorithme
et I’heuristique pour le méme exemple. Cette comparaison est donnée par la figure 3.32
qui présente les résultats des simulations numériques. La présence de contraintes de latence
parmi les contraintes augmente le temps d’exécution dia aux recherches des chemins ce qui
rends les perfomances de I'heuristique trés proches de celles de 1’algorithme exact.
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Conclusion et perspectives

Cette thése présente un nouveau modeéle pour décrire des systémes temps réel avec
contraintes de précédences, de périodicités et de latences. Il permet a la fois de poser clai-
rement les problémes de distribution et d’ordonnancement, et aussi de préciser les choix
faits parmi les approches possibles utilisées dans la communauté du temps réel. Pour le
cas monoprocesseur nous posons d’abord le probléme d’ordonnancement des systémes avec
contraintes de précédences et de périodicités pour lequel le modéle proposé permet d’imposer
des contraintes de précédence entre opérations avec périodes différentes. On donne des résul-
tats concernant la cohérence entre les contraintes de précédences et de périodicités. Toujours
dans le cas monoprocesseur, aprés avoir motivé l'intérét d’une nouvelle contrainte temps
réel de latence, nous posons le probléme d’ordonnancement des systémes avec contraintes de
précédences et de latences, ces derniéres pouvant étre multiples. Pour finir on établit des rela-
tions entre des paires d’opérations sur lesquelles on peut imposer des contraintes de latence.
On donne des résultats concernant la cohérence entre les contraintes de précédences et de
latences. Nous posons finalement dans le cas monoprocesseur le probléme d’ordonnancement
des systémes avec contraintes de précédences, de périodicités et de latences. On donne des
résultats concernant la cohérence entre les contraintes de périodicités et de latences. Pour
le cas multiprocesseur nous posons d’abord le probléme d’implantation (distribution et or-
donnancement) des systémes avec contraintes de précédences et de périodicités, en tenant
compte du cotit des transferts de données entre opérations distribuées sur des processeurs
différents. On donne des résultats concernant la cohérence entre les contraintes de pério-
dicités et les transferts de données. Toujours pour le cas multiprocesseur nous posons le
probléme d’implantation des systémes avec contraintes de précédences et de périodicités. On
donne des résultats concernant la cohérence entre les contraintes de latence et les transferts
de données. Nous posons finalement pour le cas multiprocesseur le probléme d’implantation
des systémes avec contraintes de précédences, de périodicités et de latences.

Cette thése dans le cas monoprocesseur donne pour chaque probléme traité un algorithme
d’ordonnancement optimal et prouve l'existence d’une condition ou d’un test d’ordonnanca-
bilité. Pour le probléme d’ordonnancement des systémes avec contraintes de précédences et de
périodicités on prouve I'existence d’une hyper-période et on donne des résultats concernant
I’héritage des périodes pour des opérations qui ne sont pas périodiques. Ces derniers résul-
tats sont ensuite étendus pour le probléme d’ordonnancement des systémes avec contraintes
de précédences, de périodicités et de latences. Dans le cas multiprocesseur on propose pour
chaque probléme traité une heuristique d’'implantation des opérations sur les processeurs qui
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est comparée a un algorithme exact.

Enfin, cette thése dans le cas monoprocesseur donne un résultat de complexité concernant
le probléme d’ordonnancement des systémes avec contraintes de précédences et de périodi-
cités. Dans le cas multiprocesseur on donne pour chaque probléme traité un résultat de
complexité qui montre que le probléme est NP-difficile au sens fort. Toujours dans le cas
multiprocesseur on calcule la complexité de chaque algorithme exact.

Une premiére perspective ouverte par cette thése vient de 1’étude compléte sur I'inter-
action entre les contraintes de précédences et de périodicités et surtout sur les opérations
non-périodiques qui soit ont des prédécesseurs périodiques, soit ont des successeurs pério-
diques. Ces opérations sont des opérations sporadiques, respectivement des opérations apé-
riodiques. Ces résultats concernant 1’héritage de périodes forment une base théorique pour
des futurs résultats d’ordonnancabilité pour ce type d’opérations, résultats qui manquent
dans la littérature.

Comme cela est dit dans 'introduction, le plus grand défi a la suite de cette thése est
I'introduction de la préemption qui impose la modification du modéle proposé actuellement,
mais qui, on ’espére, permettra de trouver aussi une condition nécessaire d’ordonnancement
pour les cas ou on prend en compte la préemption. La modification du modéle concerne
surtout la contrainte de périodicité qui actuellement est une contrainte entre les débuts des
répétitions successives d’opérations. Il faut étudier si cette définition a toujours de l'intérét
par rapport a la préemption et trouver dans le cas contraire la définition sur laquelle la
préemption a vraiment une influence (modifier 'ordonnangabilité d’un systéme par exemple).
Il faut choisir entre les différents cas possibles: début - fin des répétitions successives, fin -
fin des répétitions successives et fin - début des répétitions successives.

On s’attend aussi a ce que la préemption ait une influence sur la définition de la latence
qui est actuellement une contrainte entre le début d’une opération et la fin d’une autre
opération liées par une contrainte de latence. Les différents cas possibles sont : fin - fin, fin -
début et début - début.

Une autre perspective concerne les contraintes relatives. La définition de la latence permet
d’imposer une contrainte de latence sur deux opérations quelconques. Son caractére général
permet d’étendre les résultats obtenus sur 'ordonnancabilité de tels systémes pour d’autres
contraintes relatives.

En combinant la périodicité et la latence on peut prendre en compte la gigue (variations
faibles de périodicité) dans notre probléme. Cela nous permettra d’étendre notre étude vers
la périodicité classique.

Le lien entre notre modeéle et le modéle classique permettra de proposer de nouvelles
heuristiques pour le cas multiprocesseur du probléme classique et aussi d’obtenir des résultats
de complexité pour des problémes utilisant le modéle classique dont la complexité n’est pas
encore établie (prouvée).
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RESUME: Aprés un état de I’art sur 'ordonnancement en général et I’ordonnancement
temps réel en particulier permetttant de préciser les notions utilisées par la suite et apres
avoir motivé l'intérét d’une nouvelle contrainte temps réel de latence, nous proposons un
modeéle qui formalise les systémes temps réel avec contraintes de précédences, de périodicités
et de latences. Dans ce modeéle, les précédences sont définies par un graphe orienté acyclique
infiniment répété. Pour le cas monoprocesseur, on étudie trois problémes d’ordonnancement :
celui des systémes avec contraintes de précédences et de périodicités, celui des systémes avec
contraintes de précédences et de latences et enfin celui des systémes avec contraintes de
précédences, de périodicités et de latences. Pour chaque probléme on étudie la cohérence
entre les différentes contraintes, on donne des conditions d’ordonnancabilité et on propose
un algorithme prouvé optimal dans le sens ol s’il y a un ordonnancement, l'algorithme le
trouvera. On passe ensuite au cas multiprocesseur ou ’architecture est définie par un graphe
non-orienté. On étudie trois problémes d’implantation (distribution et ordonnancement) dans
les mémes cas qu’en monoprocesseur en tenant compte des temps de communications. On
prouve que ces trois problémes sont NP-difficiles et on propose, donc, des heuristiques. Les
performances de chaque heuristique sont comparées a celles d’algorithme exacte de type
"branch and bound", en utilisant des simulations numériques.

Mots-clé: temps réel, graphes, ordonnancement, ordonnangabilité, distribution, algo-
rithmes, heuristiques, complexité, multiprocesseur, monoprocesseur.

ABSTRACT: After a state of art on classical scheduling and on real-ime scheduling,
particularly, allowing to define the notions used afterwards and after motivating a new real-
time constraint of latency, we propose a model which describes the real-time systems with
precedence, periodicity and latency constraints. In this model, the precedences are defined
using a directed acyclic graph. In the monoprocessor case, we study three problems of sche-
duling: systems with precedence and periodicity constraints, systems with precedence and
latency constraint and systems with precedence, periodicity and latency constraints. For each
problem we study the relation between the precedences and the periodicity, respectively the
latency, we give schedulability conditions and we propose scheduling algorithms which are
proved optimal (if there is a schedule, the algorithm will find it). For the multiprocessor case
the architecture is defined by a non-oriented graph. We study three multiprocessor scheduling
problems in the same cases as in monoprocessor, taking into account communication times .
For each problem the model takes into account the communications . We prove that each pro-
blem is NP-hard and we propose heuristics. The performances of each heuristic is compared
to those of an exact algorithm of type branch and bound, using numerical simulations.

Keywords: real-time, graphs, scheduling, schedulability, distribution, algorihms, heuris-
tics, complexity, multiprocessor, monoprocessor.
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