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������ �	��
����� ����
�	��
	� �� ��
��� �� ��H� 
� �� �	��
����� �� �	��
����� ���� �	��� �� ��
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��� 
��� 
� 	����� rA , ��.����� ���� 
������ 
���������� ��� �������� DA 
�2��� ��	 	����	�
, �� 
��� 
� 	������ ��� ��	��
� TA �� ��� 
�	�� 
��$������� CA .�� ��� � ��� , �� ��	� 
�	��

��$������� 
� �� �"��� ��	 �� �	�������	 ����� , 
�	� �� ��
�� 
�$�
�
 ��������	� ���	
���$������� 
� �� �"���� 3� �� �	�
��	 	����� 
� �� �"��� �� (��� , rA� �� ime 	����� �� (��� ,
rA + (i − 1)TA� �G TA ��� �� ��	��
� 
� �� �"���� *��	
�������
��� ��� �� �	
�������
���
�	��
���(�

r

C

T T
i

i

r
i+1

s i

C

i+1
sD i+1D

���� 4�6 O ������ ������� ��� ��
 ��� �������

���� �� 
#
� �	����� K;L� ���	 �� 
�
���� *�� �� *�)���
 
������ 
��$ �� �	���
��

��	
�������
���� �� �� �	���
� �����.�� �� �� �� �	���
� 
)��
�.�� �� ��� (��� �� ���	�
��� ���
� 
��	
�����1��������

*��� �	���
� �����.�� ������ �� �	���
� Q	��� 
��������R �	���� �� ��� �G �� ��	��
�
��� � ��� , ����������� *��� �	���
� 
���� ��$ �"���� ��� �	��	��� �����.�� ����	�� , ���	�
��	��
��� '��	�� ��� �"���� ���� �� ���� ������ ��	��
� ���� ��� ���� �	��	����	��� *����
�

��	
�����1������� 
���� ��� ���
����� �������� (�	
���� ��	 �� ����	�
� ������� �

(������
 
 ��� �� ������� �� ������ ��������
�� ��
� ���� ���������� �� 
�������� ���� �!
������ "���� ���������# ��

n∑
i=1

Ci

Ti
≤ n(2

1
n − 1)

!��	 �� ��� 
�� �"���� ���� ��� ��������� ���� ������� .�� ��� ��	��
�� D < T � ���� �	���
�
Q	��� 
��������R ����� ���� ����
��� ���� �� ���� ��� 
��$ �����	� �	�������� �� �� �	���
�

)��
�.�� ������ Q��%R A��	����� 
��
���� 2	��C .�� 
���� �� ����  	��
� �	��	��� ��$ �"����
���� ���������� �� ���� �	����� *��� �	���
� ��� �	���� ����
�� 
��� �� ���� �G �� �� �)�@
��
� 
� �"���� ���� #�	� �	
������� �� ��������� ��� ������.�� .������.�� 
��>�������� 
�
�	��	����� ���	� �� �)���
� ���� #�	� �	
������� ����� ���� ���� �	���
� ��%� *����
� 
��	@

�����1������� 
���� ��� ���
����� ��������	� �� �������� (�	
���� ��	 �� ����	�
� ������� �

(������
 � ��� �� ������� �� ������ ��������
�� ��
� ���� ���������� �� 
�������� ���� �!
������ $%& �� �� ��
������ ��

n∑
i=1

Ci

Ti

≤ 1
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�� ��������� �� 
#
� 
�
��� ���� �	��
������ *��� �� +�		��� K<L �	������ ���$�������

��� ����	����� 
� ��
�� ��	�� ��������	� ���	 
���
�	 ���	
�����1������� 
��� �)���
� 
�
�"����� /� 	������� ��� 
���� ��	 �� ����	�
� ������� �

(������
 	 �'� �� ������� �� ������ ��������
�� ��� ��������(���� �� �� ��
������ ��
��
��� ��� ��������� �� ������ ���� �����)����� ���� �������*���� �� ����� [0,s + 2T ]+ �, s ���
�� ��
�  ����� ���� �� ��*��� �� ���������� �� ������ �� T �� ��
� ����� �
������ ����
� ���
�������� ��� ������	

!��	 �	����	 �� 	�������� ��� �����	� 
������ �� ��

� .�� �	���� ���$������� 
��� 
���(

��� ���	
�������
��� , ��	��	 
� s + P � ���� �� �	����� ��� ��������� ����� ������
����� 
�
���� �	���
� ��%� /� 	������� ��� �
����	� ������� ��	 S	������ �� ���	�� K8L .�� �	������
���$������� 
��� 
���( 
��� ���	
�������
��� , ��	��	 
� 
�	���	 ��
�� �	��$ ��)���.��

� ���	
�������
���� �� ����� 
����	�� ��� �����	� �	������ .�� s + 2P ��� ��� ��	��
����	���	�� *� ������ 
� ��
�� �	��$ ��� 
�2��� �� 
������ 
��� K9L�

�� � �� .�� *�� �� *�)���
 
������ ��� ���
����� 
��	
�����1������� �������� .�� �����
��� ��������	� ���	 .���� �)���
� 
� �"���� ���� �	
������� ���� ���� �	���
� Q	��� 
�����@
���R� /���� ���
� 
��	
�����1������� � ��� ��
������ ��	 *����TU) �� ���	�� K5L .�� 
������
�� ���� ��������	� �� ������� ���	 .���� �)���
� 
� �"���� ���� �	
������� ���� ���� �@
	���
� Q	��� 
��������R� *� ���� �������� 
��$ ��	���� � �� �	�
��	� ��	��� ��	
�� 
����
��	

���� 
����	� ���	����� ���	
�����1������� 
� ���.�� �"��� �� ���� 
��� ���	
	� �	������� 
��
��	��
��� �� 
��$��
� ��	��� ��� ���  ���	��������� 
� �	�
��	 ���� �� �� ��	
�� 
� ������	�
�� �� �)���
� 
� �"���� ���� #�	� �	
������� �� ��������� ���� �	���
� Q	��� 
��������R�
���� �� 
#
� �	������ ��� �����	� (��� ��� ���
� ���������.�� .�� �	������ �� 
���	������� 
�
��	(�	
����� 
� ���� �	���
� ���	 
�� �"����  ���	��� 
���� 
����	� �������	��

�� ��������� ���� �	���
� Q	��� 
��������R� �	�T�� �� ���	�� K=L �	������� �� �� �	���
�

��	
�������
��� ���	 ��� �)���
�� 
� �"���� .�� ��� 
��$ ��	���� � ��� ���� ����	� �� ���
(����������� *��� �	���
� � 
��$ ��	���� � ��� ��	��� �������� ���	 ���.�� �	
�������
��� ��
��� 
��$��
� ��	��� (���������� .�� ��	� , �
����	�	 ��� �	
�������
���� ������� ��	� 
� ��
�	�
��	� ��	����

���.��, 
��������� �� � ��	�� 
� �)���
�� 
� �"���� ��	��
�.��� ���� 
�� ��������� ����
������� �� � ���� ��$ ��	��
��� 0���
 ������ 	������� ����� �	������ ���	� ��� ��	��
�� ��
��� ��������� 
�� �"����� �� ��	�� 
���������� �	���	��	��� !��	 �� �	����
� *����TU) K:L

���� �� �	���	�  ���	�� ���	 .���� �)���
� 
� �"���� ��	��
�.��� ������ #�	� �	
�������
�� ��������� �� �� �	���
� �����.��� 
��� ���� �	��	���� 2$�� ���	 ��� �"����� J�  ���	����� ���
	�������� ������� ��	 *�� �� *�)���
 �����	���� �� ��	� ��� 
� ���$ 
������������

∑n
i=1

Ci

Ti


��� �	�������	�
*�� �"���� .�� ����� ��� 
� 
���� 
� 	����� ��	��
�.��� ���� 
�� �"���� ���@��	��
�.���� J� )

� 
��$ �)��� 
� �"���� ���@��	��
�.��� � ���	��
�.��� �� ���	�
�.���� F�� �"��� ���	��
�.��
��� ��� �"��� ���	 ��.����� �� ��) � ������ 	������� ���	� ��� 
���� 
� 	������� !��	 ��� �"���
���	�
�.�� �� �����B� �� ��
�� 
���
�
 m ������ ���	� 
��$ 
���� 
� 	����� �������������
!��	 �� 
�	���	 �)�� 
� �"���� '�
���) �� ���	�� K47L �	������ .���� ��������� ���� �	���
�
��% ���	� ��������� ����  �	������� !��	 ���� ��� �	������ .�� 
��� �� ��	� 
�� ��� ��� �"���

46



���	�
�.�� �� ��
��	�� ��

� ��� �"��� ��	��
�.�� ���� �� ��	��
� m �� ���������� D� �G
D ��� ���������� 
� �� �"��� ���	�
�.���

*�� �"���� ������� ����� ����	� ��	�.������� 
��������� 
����������� 
�� 
�	��� 
�>�	�����

H�� ��	 �$�
��� , �� �	������ 
�����	������� ���
����������� 
��� ��� ��	�� 
�� �"����� ����
�� ���� !�����	 �� ���	�� K44L ��������� ��� 	�����$ 
� !��	� ���	 
�
�����	 ��� �)���
�� �� ���

������ ��� 
����
� 
��	
�������
��� ��	� �� �� ���	 �� �)�� 
� �)���
���

�� ���� ����� �
����	 
�� ����	������ ��	 ��� 
���� 
� 	����� 
��� ����@����
��� 
� �"����
.�� ��� �� 
#
� ��	��
�� ����� , 
�	� .���� ) � �� ����	����� 2$� ���	� ��� 
���� 
� 	����� 
�
�"���� ����	������ �� ����@����
���� �� ����� 
����	� ��� 
���� 
� 	����� ���� ����� ���	�
����� �� (�	
��� �� 
���( 
� 
���� 
� 	������ /� �)�� 
� ����	������ ����������� Q��
�@�>����R�
-��
��� (��� ��� ���
� 
��	
�����1������� .�� ��	
�� 
����	�
��	� ��� ��������� ����	������
�� 
� 
���	
���	 
��� .��� ��� �� �)���
� ��� �	
�����1���� K46L� *������	 �������� �����
�

� �)���
�� Q��
�@�>����R� �� 
������ �� ���� 
��	
�����1������� K49L�

F� ���	� ��� ��	�������	 �����	�� ��� �)���
�� 
� �"���� Q�>��� (	��R� ����� , 
�	� 
��
�"���� 
��� ��� 
���� 
� 	����� ������� ��	��	� ���� �� ���� S������� �� ���	�� �	������ .��
���� �	���
� Q	��� 
��������R ����� ���� ����
�� ��	
� ��� �� �	���
�� �����.��� 
��	
��@
�����
��� K4;L�

���� �� ��� 
����	�������	 ��� �"���� ������� ����� ��	�� �	 
�� 	�����	���� !��	 ��
��� 
� �"���� ���� 
�� 
���� 
� 	����� sA = 0,∀A ∈ V � 
��� �� ��� 
� �"���� 
���������� ,
��������� t = 0� /��.��� �� ���	�� K4<L �	������� �� 
�
��� ��������� ��� 	�����$ 
� !��	�
.�� ��� ������� ������� ���	 
����	 �� �� �	���
� 
��	
�������
��� ���	 ��� �)���
�� 
�
�"���� .�� ��	�� ��� 
�� 	�����	��� �� .�� ��

���.���� ��	 
���� �� *��� �	���
� ��	
��

� �	����	 ���� ��� �	
�������
���� ��������� �� ��������� 
�� ������.��� �2� 
� 	�
��	� ��
��
�� 
� �����	������ 
�� �	
�������
�����

F�� ���	� ������.�� ���	 �	����	 �� �	
�������
��� �� 
���
����� ��� ����� �� 
�� ,
������� ��$ 	�����	��� ��� 
���� ��	 V�U�	 K48L� /���� 
����
� ������� Q����U@����
 ����
�@
��� R ��� �	����� ����
��� 
��� �� ���� �G ���� ��� 
���� 	���	������ .�� 
����	�� 
����
�� ��
���� �	������ ��� ����� �� ���	 �� �	
�������
��� ������ ���� ���� �	���
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��������R
�� ���� �	���
� ��%�

���� �� ��� �G ��� �"���� ��	�� ��� 
�� 	�����	���� ��� �"��� ���� �����
	� �� 
���� �

���� ���	� �"��� �2� 
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��� 
� 	������
��  � �� 
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��� 
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���) �� ���	�� �	������� ������������� 
� ������)�� �������.��
���	 
���	
���	 ���	
�����1������� 
��� �)���
� ��
�� 	��� .�� ���� ����	 
� ��  � �� 
�

��� 
� 	����� ���	 ��	������ �"���� K45L� K4=L�

F� ��� ��	�������	 
� ����	������ ��
�� 	��� ���� ��� ����	������ ��
�� 	��� (������@
�	��
�	������� ��	 V�	��� �� V�	�� K4:L� *�� �"���� 
������ �����(��	� m ��������� ��	 ������
��� k 	���������� ������������� ��� 	�������� 
��	
�������
��� ���� ������� ��	 ��� 
#
��
�����	� �� K67L �� !� � �� ���	�� �	������� ��� ��	���� 
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�	������ 
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������
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� �� �	��
����� ����� ��� ������	� ��������� *�� �� �	���
�� ��� �	��
���(�
���� ���� (������ , �
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�������	 
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�
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�
���� 
� �"���� ����  ���	��$� *� 
#
� �	����� �	������ ���
���
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�����1������� ���	 �� �)���
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� �"���� ��	��
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����� �� ���� ��
�� �	��$ �)��� ��

� ����������� ��� 
��$
����	�
�� �������� �

(������
 ) -� 
� ������� �� ������ ��� ��������(���� ����� �� � .
/

∑n
i=1

Ci

Ti
≤ 1

/ ∀i+ 1 < i ≤ n+ ∀L,T1 < L < Ti .

L ≥ Ci +
i−1∑
j=1

L − 1

Tj
Cj

(������
 * -� 
� ������� �� ������ ��������
�� �
 ��������
�� �*�� ����� �� ��*��� ��!
��������� �����)��� ��� ��������� �
 �������� �+ ����� ���� ������� ���������������� $%&
��� ��������) *� ����������� ��
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�����
�� �� ������� ������� �� ������	
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� 	����� 
������ ��������� �� �)���
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� �)�� ��������� � sA −sB ≥ aAB� �G aAB ��� �� ��
�	� 	��� 
����� F��
�������� ��� ���������� ��	 �� �	
�������
��� 
� 
�	�� 
���
��� .�� �����(��� ��� ����	������

� �)�� ���������� /�� ����	������ ��	
������ 
� 
�
�����	 ��� 
���� 
� 	����� �� ��� ���������

�� �"���� 
��� �)���
��

F�� 
�
��������� 
� �	����
� ��� (���� , ����
� 
��  	����� ���������@�"���� G = (V,E)

��� K9;L� *�����
��� V ��� � ��� , ������
��� 
� �"���� ���� ��� �"��� 2����� 
� 
���� A0

�� ��� �"��� 2����� 2� An+1� �G n ��� �� ��
�	� 
� �"���� Ai 
� �)���
�� *�� 
��$ �"����
2������ ��� ��� 
�	�� ����� 
��$�������� *�����
��� E �������� ��� �	�� (A0,Ai) ������ ��	 7�
��� �	�� (Ai,Aj) ��		�����
��� ��$ ����	������ 
� �)�� ��������� ������ ��	 aAiAj

�� ��� �	��
(Ai,An + 1) ������ ��	 CAi

�
*� �	����
� ����� ������ ��� 	����� , ����
� 
���� 
����
� 
� ���
�� �	���.�� ������� ��


����
� ����������@�"���� .�� �������� , �������	 
�� 
���� �� ���� �I� �� �� ���� ��	
� /���
��	
�� ������� 
� 
���	
���	 
�� 
�	 �� ���	 ���.�� �"���� ����� , 
�	� 
� 
���	
���	 ��

���� 
��� �� ���� 	���	
�	 ��� �"��� 
��� ���	
�������
��� ���� .������ �� 	��
� ���	
��@
�����
��� ������������ ��

� �������� ���	 ���	� �	����
�� /���� 
����
� ��� ������ D

� ���
�� �	���.�� E�

V��
 �� ���	�� K9<L ���
���� �� �	����
� 
� p ��

��� ���� ��	 
�� �	�� ���� ��� 
��	���
.�� 
�2��� ��� 
�������� ���	� ��� ��

���� J�� ���	����� �� ��	���� .�� 
���
��� �� ��

� 
�

4=



������ ��� �������� 
� ��

���� �G �� ������� 
��� ��

�� i ��� �� 
������� ��	���	�� �����
.���� ������ i�

P� �� !�	��� K98L ���
���� �� �	����
� 
�� �"���� ���@��	��
�.���� 
��� ��� 
�2�������

�� 	�������� 
��$������� ���	� ��� �"���� .�� ������� #�	� ������� ��������� ���	 
�2��	 
��
����	������ 
� ��	��
������ *��� �	���
� �	����� ������� ��� ������.�� 
� 	����	@�		��	� .��
��	
�� 
��
����	�	 ��� �������� ����	
�
���	� �� ���� �	���
� ��� �	���� ����
���

�� 	�
�	.�� .�� ���� ��� 	�������� �	������� �� (��� ��� 
����
� 
��	
�����1��������
��� �����	� �	�(�	��� ����I� �	����	 ������
����� 
� ���	� �� �	���
��� 3�	 ���	
�������
���
������ , ����
� 
� ��� �� �	���
��� �� ��	�2� �� ��� ����	������ ���� �����(������

����� ���	����	�� �� 
���������� �	 �� 
��������	��

/� ������	� �	���� �� ��� 
�� �)���
�� 
� �"���� ���� ����	������ 
� �	���
����� �� ��@
	��
������� ������	� 
��� �� ��� 
����	�������	� /�� 	�������� �������� 
� ���	
�������
���
��
�� 	���� 
��� ����� 
� ���	
�������
��� ������.���

*�� 	�������� ��	 ��� �)���
�� ��
�� 	��� ���� �	���
����� �� ��	��
������ ���� �	��������@

��� ������� ���	 
�� ��� ��	�������	� 
� �	���
����� �� 
� ��	��
��� *�� .���.��� 
�
����
�	������ �� ��	
������ ��� 
��
����	 
�� ����	������ 
� �	���
���� ���	� 
��$ �"���� ��@
	��
�.��� .������.���� �� �����.������ �� �� ���� ��� ���
��	 ��� ����� .�� ������� �$����	
���	� �	���
���� �� ��	��
������

�� ��������� �� 
�
��� 
���� ��	 *�� �� *�)���
� ?�	���	 �� ���	�� K95L �	������ ��
�	����
� 
��	
�����1������� 
��� �)���
� 
� �"����� 
��� ��� �"���� ���� 
���
������ ��
����@�"���� ���
���� , 
�� ����	������ 
� �	���
����� *�� �����	� �����
�	��� �� ��� 
�� �	@

�������
���� , �	��	��� ��	������ +��� ���	����� ������� �� ��� ��	�������	 
�� ����	������ 
�
�	���
���� � ��� ���B���� ���� ��� ����	������ 
� �	���
���� �
������ �� �	
	� ����� ��	 ����@
��
��� 
�� ����@�"����� /��� �� ��2� .���� ��) � ����� ����$ , (��	� ��	� 
� ���	
�������
���
���	� ��� ����@�"���� 
� �� 
#
� �"���� *�� ����@�"���� �����
��� �� 
#
� ����	����� 
� ��@
	��
����� .�� �� �"��� , ��.����� ����� ����	�������� �� ����� ��� 
�� ��������� ����	����� ��	
	����	� , ���������� 
� �� �"��� , ��.����� ����� ����	��������� *����
� 
��	
�����1�������
��� (���� �"��� ��	 �"���� *� 
#
� �)�� 
����
� 
��	
�����1������� ��� (���� ���	 �� 
#
�
�	����
� ���� �� ����������� 
� (��	� ��	��	 
�� �	��	���� 
�� �"���� K9=L�

-�����	� �� ��������� �� 
�
��� 
���� ��	 *�� �� *�)���
� /����� �� ���	�� K9:L �	������
�� �	����
� 
��	
�������
��� 
)��
�.�� 
�� �)���
�� ���� �"���� ��	��
�.��� �� ���	�@

�.���� *�� �"���� ���	�
�.��� ��� 
�� ����	������ 
� �	���
���� �� �����
� 
��	
�����1�@
������ �����	�� �� �)�� 
� �"����� �� 	������� �����
� ��� (���� ��	 
�� �	
�������
����
������� �� ��������� ���� �	���
� ��%�

*� �	����
� 
��	
�����1������� �������� , 
���
�	 �� �� �� �� �� ����
��� 
� �"����
���	�
�.��� 
����
����� .�� 
��� #�	� �	
������� ���� #�	� ������� �� ���� F� ����
���
��� ������� �� ������ ��� �"���� 
� ������
��� ������� #�	� �	
��������� ����� ���	� ����������
���� �� �����(������ ��� ����	������ 
�� �"���� ��	��
�.��� �� 
�� ���	�� �"���� ���	�
�.���

��, ���������� *�� �����	� �	�������� �� �� �	���
� ���)�I
��� .�� ��	
�� 
� �	��
	� �����

��������

4:



3��	� �� ���	�� K;7L 
�2������� 
�� ����	������ 
� �	���
���� ���	 �� �)���
� 
� �"����

���� , ����
� 
� 
�
��� 
� *�� �� *�)���
� J�� �
������ ��� ���
����� �
��	����� ��	 ���

���� 
� 	����� �� ��	 ��� ��������� � ����� 
������ �����(��	� 
�� ���
������ 
� ����	���� ��	
	����	� , ���	
	� ��	����� /��� 	������ , 	�
�2��	 ��� 
���� 
� 	����� �� ��� ��������� 
��
�"���� ��	 	����	� ��$ ����	������ 
� �	���
���� 
�� �"����� +��� ����� 	�
�2������ �
����

�� ����	������ �	�� (�	��� ��	 ��� ����	������ 
� ��	��
����� 
�� �"�����

F� 
�
��� ����  ���	�� .�� �	��
 �� ��
��� ��� 	���������� 
�� �"���� �� 
�� ����	������

� �	���
����� ���� .�� ��� �"���� ������ ��	��
�.���� � ��� �	����� ��	 *�� K;4L� /� 
�
���
.�� ��������� 3�% A3)���	����� ���� %��WC ��	
�� 
��$�	�
�	 
�� 	)��
�� 
� �	�
������
�� 
� �����

����� 
� 
������ ���	� ��� �"�����

V�	��� �� ���	�� K;6L ���
���� ��� �	��	����� ��
�� 	��� 
� 
�
��� 
� 3�%� J�� �	������
.�� �� �	����
� 
� 
������� ��� �!@��
���� �� ��� ��������� ���� �	
�����1����� ��	 �� ����
�	�������	 �� ��� 
������ 
�� ��� ��	�������	� ���	 ���.���� �� �	����
� 
������ (������

3�	 �� 
#
� 
�
���� S�

�	
 K;9L 
�2��� 
�� ����	������ �������� �������� .�� ��	����
�� ��
�� ������ ���	� ��� ���	�� �� �� ��	��� ������� �� ��������� ����� ���	��� /�� ��������
���� 
��� �
������ �����
��� ��	 ��� ���	��� �� ��� ��	���� �� ����� ��		�����
��� ��$ ��
��

� 	�������

X�	�� �	���� 
��� �� ����� K;;L ���	
�������
��� ��	��
�.�� ��	��� ���� �	���
������ ����
�� ��� �� (�	
��� ��� �	���
����� ��

� 
�� ����	������ ������	�� �� �� �	���� .�� ���	
��@
���1������� 
��� ��� �)���
� ��� 
� ��
���$��� O(nq) �G n ��� �� ��
�	� 
�� �"���� �� q
��� �� ��
�	� 
� �	���
������ F� ��	�����	� 
� �� 	������� ��	
�� 
� 
����	 ��� ���
�����
��������	� �� �������� 
��	
�����1��������

3�� �� *�� K;<L �	�������� �	��� �� �	���
�� 
��	
�������
��� ���	 �� �)���
� ����
����	������ 
� ��	��
������ �� 
� �	���
������ 
��� ��� �	���
����� ���� 
�� ���B���� 
��� ��
) � ������	� �� �	
	� ����� ���	� ��� �"���� .�� ��� 
�� ����	������ 
� �	���
�����

V������� �� ���	�� K;8L ��������� ���� ��	� A
�$� ����C ���	 ��	�2�	 ���	
�����1������� 
��
�)���
�� ���� ����	������ 
� ��	��
������ �� 
� �	���
����� 
�
������� , ����
� 
� 	�����$ 
�
!��	�� *�� �"���� �����
��� 
�� �	��	���� 2$��� , �������� �� �� 
����
� ��	
�� 
� ��	�2�	
���$������
� 
� �� ����$�

F� 	������� 
�>�	��� 
� ���$ .���� � �	������� ���.��, 
��������� ��� 
���� ��	 ���
V��U �� Z��U�� K;5L� *�� �����	� �����
�	��� �� �	����
� 
���  	���� 
��� ��� �	�� ����
	�������(�� ����� , 
�	� ���� ) � ��� �	���
���� 
� A ��	� B ������ ���� �� �����	 n ���	� A

��� �� (��	� n (��� �2� .�� B 
������� 
���������� *�� �����	� 
�2������� 
�� ����	������ 
�
������� � ���	 A �� B� �� l ��� ��� ����	����� 
� �������� ���	� B 
��� #�	� �	
�������� ��

���� ��	�� l ������ 
� ��
�� ��	�� .�� A ���� 2���� *��� �	���
� 
���� ���	 	����
	� ��
�	����
� ������� �� �	� 	�

����� ��	 ����	�������

3�	�2�� �� FU����� �	������� �� 
�
��� 
� �	���
�����  ���	�������� .�� 	����
��� ��

�
��� �	����� ��	 ��� V��U� ���� �� ���� ��� �"���� �� ���� ��� 	������� �2� 
� 	��
	�
���	� ���������	� 
����������� 
��� �� ���������	 
��� �����
	� �� ��
�� 
����� �� 2� 
�
��� �	�
�������	 �2� .���� ���� 
���������� F� ���	� 
�
��� �	���� 
� ����� �	����� ��	 ���
V��U ��� �	����� ��	 +����	 
��� K;=L .�� ��� ��� �$������� 
� �	����
� ����	�� 	�������(
K9;L� *�� �"���� ���� 	������� �� ��� 
�>�	����� 
� 	��������� ���	� 
��$ �"���� ����� ��	 ���
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����	����� 
� �	���
���� ���� 
������ ��	 ��� (������� ������	�� *������	 �	���� .�� �� ����
 	��
 ���
�� 
��� ��  	���� ����� ������� ��  	���� 
��	� ��� 
���� ��� �����	� 
�$�
����

� ��
�	� 
� 	���������� 
�� �"�����

�� 	�
�	.�� �� ��� 
� 	�������� �$������ ���	 �� ��� 
� �)���
�� ���� ����	������ 
�
��	��
������ �� 
� �	���
����� �� ��� ��
���� 
�� 
�
���� �$������ .�� �� ��	
������ ��� 
�����	

�� ����	������ 
� ��	��
����� 
�>�	����� ���	� 
��$ ���	������ ����� ��	 ��� ����	����� 
�
�	���
�����

&', �*�+!�"�� �����"�� #"�� !� �"� �+!��(�������+�

�>�����	 �� �	
�������
��� ��
�� 	��� 
�����	�������	 �������� , 
���	
���	 ���	 ��
����
��� 
����	������ , .����� 
��� ������� 
������ 
��� #�	� �$������ �� .����� 	�����	��
A�	�������	C ��� �������� ��	 ���.�� ���	������ [���� 
���� .�� ���� �	����
� 
��	
�����@
��
��� 
� �"���� ��	 n �	�������	� ��� �	���� �!@
������ K;:L� ��� 	�������� �$������ 
��� ��
��� 
�����	�������	 ���� 
�� ���	����.��� �� 
�� �� �	���
�� ����
�@���)�I
���$� !���.��
��  ���	�� ��� �)���
�� ��
�� 	��� ��������� 
�� �����	� ��	���� K<7L� �� ���� �	����	 
��� ��
�����	���	� 
�� �� �	���
�� ����
�@���)�I
���$�

���� �� ��� 
�����	�������	 �� �	���� ��� �����
��� �� �	����
� 
��	
�������
����

��� ����� 
� 
���	�������� �� �� 
��� ��� �����
��� �
����	 �� �	
	� ����� ��	 ������
���

�� �"����� 
��� ����� 
���
�	 ��	 .��� �	�������	 �� �	
������� .����� �"���� *� 
�	��

��$������� 
���� �"��� ���� #�	� 
�>�	���� 
��� �	�������	 , �� ���	��

J� ���� ) ����	 
��$ �)��� 
����	���� �

O 	����
	� �� �	����
� 
��	
�������
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����	
 �� ���� ����� 
� 
���	������� �� ����@
��	��� ���� �����	����.�� � 
��$ ������$ � �� .�� �	
������� ��� �"���� �� �� 
��$��
�
.�� 
���	���� ��� �"���� ��	 ��� �	�������	� K<4L� K<6L� K<9L� K<;LY

O 	����
	� ��� 
��$ �	����
�� 
��� �� 
#
� ��
��� ���� �����	����.�� �	
������� ��

���	���� ��� �"���� �� 
#
� ��
�� K<<L� K<8L� K<5L�

�� �� V�U�	 ���
���� ���	
�����1������� 
��� �)���
� �� ��������� ���� �	���
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�@
�������R 
�
�2� ���	 �� ��� 
� n �	�������	� K<=L� *��	 
����
� ����	� ��� ����� �����������

� ���.�� �	�������	� J�� 
������ ��� ��
��� ����	���	� �� ��� ��
��� ��(�	���	� ���	 �� ���$
����� 
������������ 
� n �	�������	�� J�� �	������ ����� .�� �� ��
��� ��(�	���	� ��� ����� 
���
�� �	���.��� /��� ��� 
H �� (��� .������ ���� #�	� ������� �� ��������� ��� 
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������� �
������ 
�� 	�@
������� ������� ��� ��� ���������	�� /���� 	��������� ��2��� 
� ���.�� ���	����� 
� �)���
�
��
�� 	��� ��.��� �� ������� ��� 
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�� ��)��.��� �� ��	��
�� ���	� 
��$ 	����������
��		�����
 , �� ������ 
� ��	��
������ J� ���� ���� �H	 ) ����	 �������	� ������	� �����
��� 
��
��	��
�� 
�>�	������ /�

� ���� ��� 
�� 
��� K;L �� ����	����� 
� ��	��
����� �� ���� 	����
��
��� ����� .�� ��� 
�2��� ��	 	����	� , �� 
��� 
� 	����� 
� �� �"��� A���	�����C� /�
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� �	����
��� 
� �� ��� �� 
��
� � �� 
��
�� �	���
�� 
� ����	I�� ��

��
� 
��� ��� ���	������ ���� ������	� 
����������� �� ������

� 
��� 
� 	����� ����� ��� ������ �� �>��� �����@�� ��� ��������	� .���
 �� � �� �#�� 
��������	
�� �)���
� 
��$���������� ��
�� 	��� 
��� �� 
��� 
�
�����	 �� ��
��	��
���� �� ���� .��
�� �"��� ��� 	�������� , �� ������� 2$� 
���� ��	 ����	�� � ��
�� 	���� 
��� �� �� ���� ���
��
���� 
� ��
�� ��	�� ���� ��	� 
���������� ���� ���	� ��� �� ��	�� ���	� 
� ��	��
� ��	����
��

� ���� ��� (��� 
��� ���	����� K69L� ' ��	��	 
� 
���������� �� �������	� ������	� �� ������

� ��	��
����� ��	���� 
#
� �� ���	 ��
���2�	 �� 
�����	� �� �������	� �� 
�� Q��	��
�����R�

*� 
�>�	���� �
��	����� ���	� �� 
�
��� ������.�� 
� *�� �� *�)���
 �� ���	� 
�
���
�����	�� ������	����
� ��	 �� 
������������ �� ���$������� 
�� �"���� A	���������
��� 
�� ���@
	������C 
��� ��� 
��$ 
�
����� ���� �� 
�
��� 
� *�� �� *�)���
 ��������� ��.��� ��� �"���

������ 
��������� ��� ������	� ����� A
��� 
� 	�����C� �� �� 
��� 
� 
���� 
� �� �	�
��	�
	��������� 
� �� �"��� ��� ��� ��

� �����.����� �� ������������ 
�� 
���� 
� 
���� 
�
������ ��� 	���������� 
� �� �"���� ���� ���	� 
�
��� ��������� ��.��� ��� ���	����� 
������

��������� ��� ������� ���.��
��� ���	 �� �	�
��	� 	��������� 
� �����	������ 
� 
#
� ���	
�� 
��� 
� 
����� /��� � ��

� �����.����� �� ������������ 
�� 
���� 
� 
���� 
� ������
��� ���	�� 	���������� 
� �����	����� �� 
��� ����������� 
�� ���	�� 
���� 
� 
������������� /����

�>�	���� �
��	����� ��� 
�������� �� ��
��	��� ��� 
��$ 
�
���� ���	 ��� ���	����� .���@
���.�� A 
��� �� 2 �	� 4�8� �� 
�	.�� �� ��������� ��� 
���� ����	������ �� �� �� �� ��������
��� ���	�� 
����� *��	
�������
��� .�� �� �	���� �� ���� ��		�����
 �� 
�
��� ������.�� ��
����� .�� �� �	���� �� ��� 
� �� 2 �	� ��		�����
 , ���	� 
�
����
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A A

A

A

s rA

rA sA s sA A
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A A

A A

s sA A

���� 4�8 O %�4������ ���������� ����� �� ������ �������
� �� ����� ������
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�
��� 3�% A3)���	����� ���� %��WC 
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��� K;4L .�� ��� ��� �$������� 
� 
�
���
������.�� N�� 
� 
������ 
� ������ K5:L ��� ���� �	���� 
� ���	� 
�
��� .�� ����� 
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���	����� �����

� ��� ��	��� �� �� �������� 
�� 
������ �	�
����� ��	 
����	�� ���	������

�� .������� ���� 
����������� �� 	����	�.��
���� �� ���� ����� ��	��	 
���� 	��������� ��2���

���� ���	����� 	�������
��� , 
����	�� ���	������� 
��� �� ����� ��� ��� ����	����� 
�
��	��
����� ��	 ��� 
�	�� ����� ��� �
����� ���	� 
��$ 	���������� 
���� 
#
� ���	������

*� ������ 
� ��	��
����� ����	�B� ����� 
��� ���	
�������
��� ������.�� 
���� ����	��@
	�
��� , ���	� 
�
���� ��� ���	������ ��� ������ �� 
#
� ��	��
�� /���� �� ��� 
� 
�
���
������� ���	 
��	�	� �� �	����
� ����	�� 	�������( K9;L �� 
� 
�
��� �	����� ���	 �� ����
���

����	������ ��	��
�.��� ��	 3�	�2�� K=7L�

���	� 
�
��� ��	
�� , ���.�� ���	����� 
�����	 �� �	��	� ����	����� 
� ��	��
����� ��

��� ����� �� 
�
��� 
����@����	������ 
#
� 
� �� ����� 
� ����

���� �� �����	���	� ��	 ���	
�������
��� ��
�� 	���� �� 
�� Q�������R � 
��, ��� �������
, �������	� 	��	����� !�	 �$�
��� ��	 ?� 
��� K=4L ���	 �$�	�
�	 �� ��
�� ��������	� ���	
������	 ��� 
����� ��	� 
� �� �����	� 
����� �� 
��.�� 
�	� �� ��	 '  �	W�� 
��� K5<L ���	
�$�	�
�	 �� ��
�� ��������	� , �� ��

��������� 
���� 
����� 
����� ��� 
�
��	� ��	� ��
�	�������	� ��� 
�2������� ���� ����	�.��� ��� ��� 
������ ��	 S�

�	
 K;9L 
��� �� ��� 
�
 	����� N�� 
� 
������ �� ��	 \�� V��U K;5L 
��� �� ��� 
� �	���
����� 	����������� *��

�2������� ����	�.��� �$������ �� ��
����� , 
�� ��� ��	�������	�� �� �� ���� ��� ��� �������	
���	 �$�	�
�	 �� ��
�� ������ ���	� 
��$ ���	������ .������.��� 
��� �)���
� 
����	�������
[��
�

��� �� �� ���� .�� �� ������� �$�	�
� �� ��
�� ������ ���	� 
��$ ���	������� ���	�
���� (��� ��	��� 
� �� ������ 
�� ����	������ 	��������� �� ������	#� 
�� ����	������ 	�������� �
�	�� ���� ��� �����2� ��	 S�	��	 K6<L� '��	� .�� ��� �$�
���� 
����� ��	 S�	��	 �� �	������
.�� 
�� ����	������ 
� ���� �� ���� ���	� ��� ���	����� 
����	�� �� ��� ���	����� 
� ��	����
����� �� �$�
��� 
� (	���� � ���	 ��� �����	� �.����� 
��� 	� ������	 
� ������� .�� ��
���� #�	� 	����� , ����
� 
���� ����	����� ������� �� .�� ��������� ��� ����	����� 
� �������
���	� 
��$ ���	������ .�� �� ���� ��� ������ 
�� ���	��� �� 
�� ��	����� ���� �� 2 �	� 4�5
�����	����� DEF �$�	�
� �� 
��������
��� 
� (	���� �����	����� CAL �$�	�
� ��� �������
(���� ���	 
���	
���	 �� (�	�� 
� ������� ��	 �� (	���� �����	�����DAC �$�	�
� �� 
������������

� 	� ������	 
� �������� �� �����	����� DFR �$�	�
� �� 
��������
��� 
� (	���� � ��	 ���
	����� 3� �� ���� ��
���	 �� ��
�� ���	� �����	����� CAL �� �����	����� DFR ��� ����	�����
	������� ���� D (�	�� E .�� �� ����	����� 
� ���� �� ���� A
����@2�C ���
�����

���	� 
�2������ 
� �� �������  ���	����� �� ������ 
� ����	����� 
� ���� �� ���� .�� ���
�
����� ���	� ��� ���	�� �� ��� ��	��� 
� �)���
� ��
�� 	���� �� ���� ��� ���
�� �$������
�	������ 
� �� �)�� 
� ����	����� K6<L K68L K65L ���� (����� 
��� 
�� ��� ��	�������	� � ���� ���
�	���
����� ���	� ��� ���	������ ���� 
�� ���B���� ���� ��� ��	��
�� �� (��� ��� ��	��� 
��
�)�������� 
� �	����
�� 
��� ����� ���� ��������� ��	 ���� �	���
� 
��	
�������
����

!��	 ������	�� ���� �	������� �� ������� 
�
��� ���	 ��� �)���
�� ��
�� 	��� 
���
������	#� �	������� ��� ��  ���	����� K=6L� J� ��	
�� 
� �	��
	� �� ��
��� 
�� ����	������

� �	���
���� ����� .�� �������	� ����	������ 
� ��	��
����� �� �������	� ����	������ 
� ��@
������ /�� 
�	���	�� ����	������ ���� ��������� �� ��		�����
��� , �� 	��� ������ ���	 ���
����������	�� ���� 	�������� ��� ���
�� 
��	
�������
��� �� 
��	
�����1������� K=9L� K=;L ��	@
	������
����� 
��� �� ��� 
����	�������	 �� 
��� �� ��� 
�����	�������	�
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� �	���
������ 
� ��	��
�@
����� �� 
� ��������� ��2� �� .���	��
� ����@������	� �	���� .�� ��� �)���
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��� ��
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��� �������� ���� ��� ���
����� 
��	@
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���� �	���� ����
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	� 
� �	���������� 
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����� 
��	
�����1�������� ��	 �� ���
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��� ������� ��� ����������� 
� �����
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� 
��	
�������
��� ���	 �� 
#
�
	����� .�� �	���
�

����

*�� .���	� ����@������	�� ��������� ��� ������� 
��	
�������
��� �� 
��	
�����1�������
.�� ��� ��� 
�2���� 
���� 
����	� ��(�	
���� 
��� �� ������	� 4�4� �� 
���� 
��������� 
��

6=




�2������� (�	
����� 
� ��� 
��$ ��������

,�-������ 
 ��
� 
� ������� ������������+ 
� �������������� S ��� 
� ����� ����� �
�
���������� ��� ���������� �
� ������� 5 ����
� ��������� A 
�� ���� �� ���
� sA �
� �6�����
��������� �
�
�� ����������� ���� �6��
���	 7��� �� ��2� �
�
� �������������� S ��� � �� 5
���������� {sA ∈ N,A ∈ V}	 8� ���� ��� S ���������� �� ��
� ��� ��������������� ���������
��
� 
� ������� ������������	

,�-������ � 
� ������� ������������ ��� ������ ��������(���� ���� � � �
 ����� 
� �����!
��������� �
� �����)��� ��
��� ��� �����������	

F�� ���	� 
�2������ .�� ��� ��

��� ��$ �	��� �	�
��	� ����@������	�� �����	�� �� ������

� ���
���

,�-������ 	 �9'� 
� ������ ������� �� ����������� A1 5 ����������� An ��� �� ���
����
�������� ��� ������� �� ���� ��4������ A1(A1,A2)A2 . . . An−1(An−1,An)An �, Ai ∈ V ��
(Ai,Ai+1) ∈ E + ∀i ∈ {1,2, . . . ,n}	

!���.���� ������� �����
��� 
��  	����� �	������ A���	 ������	� 4�6�6C� ���	 ��
���2�	 ��
�������	� 
�	������� �� ��	
� D ���
�� E �� ���� 
� D ���
�� �	����� E�

�� ���� ��	 P ������
��� 
� ���� ��� ���
��� 
�  	���� G �� �� 
�� .�� P (A,B) ∈ P
���� ) � �� 
���� �� ���
�� 
� A , B� 3� �P (A,B) ∈ P� ���	� �� ��) � ��� 
� ���
�� 
�
A , B� 3��� ) � �� 
���� �� ���
�� 
� A , B� ���	� �� ���� ��	 M(A,B) ������
��� 
��
���	������ ����	������ , ���� ��� ���
��� 
� A , B� M(A,B) = {C ∈ V ���� P (A,C) ∈ P
�� P (C,B) ∈ P}⋃{A,B}� !��	 ������	�	 ��� ��������� �� 
���� ���$�
��� ��������

./
���
 
 8� ��������� ��  ����� G ����� ���� �� 2 
�� :	;	 ���������� M(A,G) =
{A,B,D,C,G} ����� ��� *��� �
���
��� � � �
 ����� 
� ������ �� A 5 G �����!5!���� P (A,G) ∈
P	 <�� �6�����+ �� A 5 G �� � � � ������� . A(A,D)D(D,G)G+ A(A,B)B(B,D)D(D,G)G+
A(A,D)D(D,C)C(C,G)G �� A(A,B)B(B,D)D(D,C)C(C,G)G	 $� ��*�����+ ��� �6�����+
�
���
��� ��� �
�
� ������ �� C 5 E �� ���������� M(C,E) ��� *���	
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2i+2

i ème motif (i+1)ème motif

���� 6�= O 0����� ��� )��������

'2� 
� ��
���2�	 �� 
�
��� 
�  	���� ��
���$� .�� ���� �� ������	  ����� ��� )���������
�� 
�2��� ��� ����	����� 
� �	���
���� ������� 2������ .���
 ��� ���	������ 	������� A���@
�����
��� �� ��
��	����
���C ���� �� 	������� 
� �	���
���� �� ��� �	���
����� ��		�����
���
, 
�� �	�� ���	�@
���(� /��� ��	
�� �� 
���( 
� �������	 ��� ����� 	��������� 
� ���.�� ���@
	����� .�� ��� 	������ 2��
��� �� 
� 
��	�	� , ����
� 
���� (������� ���� ��� �	�� �$������
���	� 
��$ ���	������ 
��� �� 
���� ��� ��� 	������ 2��
���� !��	 
��$ ���	������ A �� B
	������� ��
��	����
��� �� ��������
���� �� 
�2��� codeAB � {1,2,..,n}×{1,2,..,m} → {0,1}
��� .�� �

codeAB(i,j) =

⎧⎨
⎩

1, ���� ) � �� �	� 
� �� ime 	��������� 
� A
, �� jme 	��������� 
� B

0, �����

�G n ��� �� ��
�	� 
� 	���������� 
� A �� m �� ��
�	� 
� 	���������� 
� B� J� ��� ���
���
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.�� �� ��
�	� 
��	�� ��������� ���	� ������ ��� 	���������� 
� A �� 
� B ��� ��	�� ��	 nm
A�� � �� ���� m �	�� ���	 ���.�� 	��������� 
� AC�

!��	 �� ��� ��	�������	 
�� �	���
����� ���	� ��� 
�>�	����� 	���������� 
���� ���	����� A
	������ ��
��	����
��� n (���� �� � �� (������� codeAA � {1,2,..,n}× {1,2,..,n} → {0,1} �����
.�� �

codeAA(i,j) =

{
1, ���	 j = i + 1 �� i < n
0, �����

3��� ��) � ����� �	� ���	� ��� 	���������� ������������ 
� A� �� (������� codeAA �����
��� �����2��� 0���
 �� (������� codeAA ��� �����2��� �� ��
�	� 
��	�� ��������� ���	� ���
	���������� ������������ 
� A ��� n − 1� ����� �� ��� 0�

���$ ���	������ 
����	�� �� 
��$ ���	������ 
� ��	��� ����	������ , 
��$ 
���(� �����@
����(� ������� #�	� �� 	������� 
� �	���
���� ������� ����	����� 
� �	���
���� ������� ��2��!
���� �� ����� �	���
���� ��� 	��	������� ��	 �� �	�∞� -��� ��� �	�� ���� 
�� �	�� ����	@
���(�

J� ) � 
�� ���	������ .�� ���� , �� (��� 	������� 2��
��� �� ��2��
���� !��	 ��� ���	�����

����	�� A	���������
��� ��� ���	����� 
� ��	���C A .�� ��� 	������ ��
��	����
��� ��2��
���
�� ����� 	������ ��
��	����
��� 2��
��� n (��� A, ������	���	 
� 
���(C� �� � �� �	� ∞ 
���
��  	���� (����	��� ��		�����
��� , �� ����	����� ��2��� 
� �	���
���� 
��� ��  	���� ���
(����	���� 3� codeAA � ��� 
�2�� ���	 A ���	� �� � �� �	� ���	� �� 
�	���	� 	��������� An

�� �� �	�
��	� 	��������� A1 ����	������ �� �	������ 
���(� 3� ������ (������� codeAA ���
��� 
�2��� ���	� �� � �� �	� ���	� Ai �� �� 	��������� Ai ����	������ �� �	������ 
���( ���	
������ ��� 	���������� Ai� i ∈ {1,2, . . . ,n}�

A B

codeAA

codeAB
C

3 2

codeBC

∞ ∞

���� 6�: O 0����� )��������

*�  	���� ������ �� ��������� ��� ����	������ 
� �	���
���� 	������� 2��
��� �� ���
����	������ 
� �	���
���� 	������� ��2��
��� ��������� )���������

' ��	��	 
�  	���� ��� (����	��� 
� �� 2 �	� 6�= �� ������� ��  	���� (����	��� 
� �� 2 �	�
6�: ���� ��� (�������� code ��������� �

codeAB � {1,2,3} × {1} → {0,1} ���� codeABA��4C]4� ∀i ∈ {1,2,3}� codeBC � {1} ×
{1,2} → {0,1} ���� codeBC(1,i)]4 ∀i ∈ {1,2} �� �� (������� codeAA 
����� ��	 �� 
�2������
 ���	��� 
���� (������� code ���	 ��� ���	����� ��
��	����
��� 	������ n (��� A
��� �� ���
n = 3C� *�� ���	������ A �� C ��� �� �	� ∞�

0
���1�
 ) %��� �� ��� �, �� � ���� ��  ����� )�������� ��
6 ���������� A �� B �*�� ��
���� ������ n �� ����������� �� �� )������� codeAB . {1,2,..,n} × {1,2,..,n} → {0,1} �����
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�
�

codeAB(i,j) =

{
1, �� i = j
0, �����

�2� �� ������2�� �� ������+ �� )������� code �� ���� ��� �����2�� ��
� �� ��� ������
����
�� ���������� ��������*� �� ����������	 A
���+ ���� �� ��� �, �� ������ �� ����������� ��
��
��������� ��� � �� 5 1+ �� �� �� ��������� ��� ���� ��  ����� )��������	

'���� 
� �����	 , �� �	���������� 
�� 	��������� �� 
���� ��� �	�
��	� 	������� .�� ��� ��
�����.����� 
� �� �	������ 
�� �	���
����� ���	� ���	������ ��	��
�.����

&
��
 
 -� ��
6 ���������� ��������
�� A+ B ����� 
�� ���������� �� ���������� (A,B) ∈
E ������������� 5 
� ������� ��2�� ��� 
�  ����� G = (V,E) �����

TA ≤ TB A6�4C

2�
��
 �� �>��� �� �	�
��	� 	��������� 
� A 
��� #�	� �	
�������� ����� �� �	�
��	�
	��������� 
� B 
�� , �� ����	����� 
� �	���
����� *� ����	����� 
� �	���
���� 	������
��2��
��� ���	� A �� B �
���.�� .�� A 
��� #�	� �	
�������� ������	� ����� B� ����� ��
������� ���.������ A6�4C� *� ��

� ��� �	���� �

�� �� 
#
� (�1��� �� ��� ���	������ A �� B ���� 	������� 2��
���� 	���������
���� n ��
m (��� 
��� �� 
���( 	����� ��2��
��� �� ���� ) � �� 
���� ��� ����	����� 
� �	���
���� 
����
	��������� 
� A , ��� 	��������� 
� B� ���	�

nTA ≤ mTB A6�6C

/��� ��	
�� 
� ������	� .�� ���	
	� ��	���� ��		�����
��� 
� ����� 
� ��� �	
�����@
��
��� , ���	
	� �	������� 
�� ����	������ 
� ��	��
����� 
����	������ 
��� ���
�� 
��� ��
 	����� �����@,@
�	� �� �	
�������
��� �����(������ ��� ����	������ 
� �	���
���� �����(���
����� ��� ����	������ 
� ��	��
������

*��$�
��� ������� ������	� ����� ����� ���	� ��� ��	��
�� 
�� ���	������ .�� ��� 
�� �	���@

����� ���	� ������

./
���
 	 -��� 
�  ����� G = (V,E) ����� ���� �� 2 
�� :	;B ��� �
� �� �
��� �� ����
�
��������� CA = 1,∀A ∈ V	 8� �������� ��
6 �6������ . 
� �6����� �*�� ��� �����������
�� ����������� �
� �����)��� ����� ����� :	: �� 
� ��
6���� �6����� �*�� ��� ����������� ��
����������� �
� �� �����)��� ��� ����� ����� :	;	

-� �� ��������� �
� TA = 2 �� TB = 4 ����� 2TA = TB �� �� � � 
� ��������������
�
� �����)��� ��� ����������� �� ����������� ������� ���� �� 2 
�� :	;;	 -� �� ��������� �
�
TA = 4 �� TB = 4 ����� 2TA > TB �� �� ������
� ���� �� 2 
�� :	;: �
�5 ��������� t = 5
�� ���������������� ����������� B ���� ���� ����������� �*��� A1 �
� ��� ����������� 5
t = 8 =��� ��
6 ����������� ������������� �
 ���� ����)>	 %��� �� ���������� �� �����������
�� ������ ��� �� �����)���� ��� ����������� �� ����������	
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A

A

A

B B

A1

2

1

2

���� 6�47 O 0����� ��������� ��� ���������� �*�� ����������� �� ���������� �� ����� ���
�������� ��4�������

A A A A AB B1 12 2 1

t=0 t=4 t=8

���� 6�44 O 8������������� �����)������ ��� ����������� �� ����������� �� �� ������������

A A AB B1

t=0 t=4 t=8t=5

2 1

���� 6�46 O 8������������� �� �����)������ ��� ��� ����������� �� ����������� �� �� �����!
�������
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�� ������	���� , �� ��
���$��� 
� ���	� �	����
� 
��	
�������
���� 
��� �)���
� 
����@
	������ ���� ����	������ 
� �	���
����� �� 
� ��	��
������� ��	 �� �	����
� 
� 
������� �������
�� 
#
� �	����
� 
��� ���� �	���
���� � ��� �	���� �!@��
���� ��	 X�	�� �� ���	�� K69L�
�� ������� 
��� ��� 	������� �2� 
� �	����	 .�� ���	� �	����
� ��� ����� �!@��
����� ��@
����� �� ������� ��� ���	� 	������� .�� �	���� .�� 
��� �� ��� �G ��� ��	��
�� �� ��� 
�	���

��$������� (�	
��� ��� ��.����� 
� �����	� 
��������� �� �	����
� ��� ���)�I
���� ���	
�	����	 .�� ����� �	��	���� 	���� ������� ���	 ���	� �	����
� ������

*� �	����
� 
��	
�������
��� ���� �����	� .������.��� 
� ��	��
�� �� 
� 
�	��� 
��$�@
������� ���	 
�� �)���
�� 
����	������ ���� ����	������ 
� ��	��
������ �� ���� �	���
����
��� �� ������� � �� ���	��� �� �	
�������
��� 
�� ���	������ ��	 m �	�������	� �
����.���
���� m ≤ k .�� �����(��� ��� ����	������ 
� ��	��
������ 
�� ���	������ ����	������ , V� �G V
��� �� ����
��� 
� n ���	������ ��	��
�.��� A1, . . . ,An ���� Ti �� ��	��
� �� Ci ≤ Ti �� 
�	��

��$������� 
� �����	����� Ai ���	 ���� 1 ≤ i ≤ n� �� �� �����	 k� *� �	����
� 
� 
�������
������� , �� �	����
� ��� ���� ��	 PSP � ���� �� 
#
� �	������ �� ����	�
� ������� �	����
.�� �� �	����
� 
� 
������� PSP ������� , �� �	����
� 
��	
�������
��� ��� �!@��
����
�� ���� (�	��

(������
 � �:?� PSP ��� C<!������� �
 ���� )��� ��
� k = 1	

J� (��� ����	 .�� ���	 k = 1 ����.�� m ≤ k �� ������� m = 1 �� �� �� �	���� ����� 
��� ��
��� 
����	�������	 .�� ���� ����	����� ���� �� 
#
� �	������ X�	�� �	���� .�� �� �	����
�
���� 
�� �����	� ��	�������	�� 
� ��	��
�� �� 
� 
�	��� 
��$������� ��� ���)�I
���� *�� �����	�
������ ��	 PSPD �� �	����
� 
� 
������� PSP ���� ��� ��	��
�� �� ��� 
�	��� 
��$�������
(�	
��� ��� ��.����� 
� �����	� 
��������� � a1, . . . al ���� ai/ai+1,∀i ∈ {1, . . . ,l − 1}� J��

������ �� ����	�
� ������� �

(������
 � �:?� <-<% ��� �� ������6��� O(nl)	

!��	 ������	 �������	 ��� 	��������� �� 
���� �� ����	�
� ������� .�� �	���� ���.���������
���	� �� �	����
� ���� �	���
���� �	������ ��	 X�	�� ���	 k = 1 �� ���	� �	����
�� !��	
���� �� (�	
��� �� �	����
� 
� 
������� ������� , ���	� �	����
� 
��	
�������
��� ����
��	 PP A�	���
������ ��	��
������C ��

� ����� �� ������� � ) �@�@�� �� �	
�������
��� .��
�����(��� ��� ����	������ 
� ��	��
������ �� 
� �	���
����� �G ��� ����	������ 
� �	���
�����
���� 
�2���� ��	 ��  	���� G = (V,E) ���	 ��.��� V ��� ������
��� 
� n ���	������ ��	��
�.���
A1, . . . ,An ���� Ti �� ��	��
� ���	 ���� 1 ≤ i ≤ n^

(������
  �� ������� ��� �
� ��
� �� �������� PSP �*�� k = 1 �� �� ��
������ �� �������
��� �
� ��
� �� �������� PP 	

2�
��
 �� �	���� �� ����	�
� ��	 
����� �
���������� -��� 
����	
� ���
��������� 
�	�����
�� �	���� .�� �� 	������ ���	 �� �	����
� PP ��� ��� �� ��������� .�� �� 	������ ��� ���
���	 �� �	����
� PSP ���� k = 1� /��� �� ��2� .���� ) � �� 
���� �� �	
�������
���
.�� �����(��� ��� ����	������ 
� ��	��
����� 
�� ���	������� �� ���� ��	 SPSP ������
��� 
��
�	
�������
���� .�� �����(��� ��� ����	������ 
� ��	��
������ �� ���
�� �� ����@����
���
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S< 
�� �	
�������
���� ������� �� �	
�����1��� ��� ���	������ 
��� ���	
	� �	������� 
��
��	��
��� ���
�

��� ������
��� S< ����� ��� ��
�� 3��� W = V �� ����
��� 
� �	������

���� �� �	
�������
��� .������.�� S ∈ S< �� ����	�� .�� ��� ���	������ ���� ��� ��@
	��
�� � ���� , �� ���� ������ ��	��
� T1 (�	
��� �� 
���( .�� � ��� ��	��
� T1� 3� 
��� ��

���( ���	
	� ��	���� 
�2�� ��	 ��  	���� G ������� ��� �����(��� �� ���� ���� �	 ��� ���	������
���	� ����� �2� .������� �����(������ ���	
	� ��	����� �� �� 
�
�2� ��� �� ��	��
� 
� 
���(�

��� ��� ���	������ 
� 
���( �����(��� ������	� ���	� ����	������ 
� ��	��
������ '����� ���@
	����� ����	������ �� 
���( �� ���� ����	 �� �	�
�������	 ���� ��� ��	��
� ����  	��
�
.�� �� ������ A��� ����� 6�4C� 
��� �� 
�
�2��� �� 
���( �� �����(��� ������ ��� ����	������

� �	���
���� ���	� ��� ���	������ ���� ��� ��	��
�� � ���� , �� ���� ������ ��	��
� �� ���	�
�	�
�������	�� �� 
�
�2� W = W\{A ∈ V ���� �� ��	��
� � ��� , T1}�

�� ����� ��$ 
���(� 
�� ���	������ ���� ��� ��	��
�� � ���� , T2� �� ���� ������ ��	��
� 
��
���	������ ����	������ , W� �� �� 
#
� 
����	�� �� 
��� ��� 
���(� ���	
	� ��	���� 
�2��
��	 ��  	���� ������� ��� �����(��� �� ���� ���� �	 ��� ���	������ ���	� ����� �2� .�������
�����(������ ���	
	� ��	����� �� �� 
�
�2� ��� �� ��	��
� 
�� 
���(�� 
��� ��� ���	������ 
��

���(� �����(��� ������	� ���	� ����	������ 
� ��	��
������ �� 
�
�2�W = W\{A ∈ V ���� ��
��	��
� � ��� , T2}� �� 	����� �� ��� 
� 
����	� 	���	���� ���.���� 
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	������ ���	 �� �	����
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�� �	���� ���
��������� ����	��� �� �	���� .�� �� 	������ ���	 �� �	����
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k = 1 ��� ��� �� ��������� .�� �� 	������ ��� ��� ���	 �� �	����
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��� ��
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�������
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�������
��� �����(��� ��� ����	������ 
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�������
���� ��� ����
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���� 6�49 O 0����� ���
������ �� ���
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 �������� D
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 ) 8� ��������� 
� ������� ������� �*�� ����� ���������� A+ B �� C �*�� ��� �
����
���6��
���� CA = CC = 2 �� CB = 4 �� ��� �������� TA = TC = TB = 8 �� �
�
�� ����������
�� ���������� ����� ��2��� ����� ��
6 ���������� ��4�������	 8� ��������� 
� ��
6���� ���!
���� �*�� ����� ���������� A+ B �� C �*�� ��� �
���� ���6��
���� CA = CC = 2 �� CB = 4
�� ��� �������� TA = TC = TB = 8 �� �� ������ ��� ����������� �� ���������� ��2���� ���
��  ����� ����� ���� �� 2 
�� :	;?	 <�
� �� ������� ������� �� ���
*� 
� ��������������
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� �� ��
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� �������������� �����
���� �� 2 
�� :	;'	 8� ������
� �
� ��� ��
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� �������������� ��
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� ��� �������+ ���������������� �6���� �
���
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� ���
��� �������	 $� ������
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��� �������	

B A C B A C

t=0 t=4 t=6 t=12
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t=0 t=6

A B A B C

���� 6�4< O 8������������� �����)������ ��� ����������� �
 ��
6���� �������

!��������
 
 �� �������� PP ��� C<!������� �
 ���� )���	

�� �>��� 
H� ��$ ����	�
�� 5 �� : �� �	����
� 
� 
������� PP ������� , ���	� �	����
�

��	
�������
��� � �� 
#
� ��
���$��� .�� �� �	����
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� 
������� PSP �

�� ���� ��	 PPD �� �	����
� 
� 
������� ������� , ���	� �	����
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��	
�������
���

�� ���	������ ���� 
�� ��	��
�� �� 
� 
�	��� 
��$������� (�	
��� ��� ��.����� 
� �����	�

����������

!��������
 � �� ������� ��� �
� ��
� �� �������� PSPD �*�� k = 1 �� �� ��
������ ��
������� ��� �
� ��
� �� �������� PPD	

�� �>��� ����� 
���� .�� 
��� �� �	���� 
� ����	�
� : �� ��� ��� �
���� 
� 	���	������
��	 ��� �����	� 
�� ��	��
�� �� 
�� 
�	��� 
��$�������� �� ����	�
� : �� ��	������	��� ���	 ��
��� ���� 
�� ��	��
�� �� 
�� 
�	��� 
��$������� (�	
��� ��� ��.����� 
� �����	� 
���������
�� �� ������� �� ��	�����	� 6�

/� 
�	���	 	������� �
���.�� .�� �� �	����
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� 
������� PPD ��� ���)�I
���� !�	 �����@
.������ 
��� �� ����� �� ������	� ��� �����	� 
� ��	��
�� �� 
� 
�	��� 
��$������� ��
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��� ��.����� 
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0
���1�
 * @� ��� �� ������������� 
� �������� ��2�� ������������ ���� ���� ������� �
��
�������������� 
� ������ ��2�� �� ��� 5 �6��
��� �� �
� ��� �������������� �*�� �� ������
�������
� ���� �������	 7�������� ��
� 
���������� ��� �� �
��� ��� ��
� �� ��� 
� � �� ������
���� ������� ��
� �����
�� �� ������� �� ���
*�� 
� ��������������	

!��	 �� 
�	����
��� 
� ���� �	���
� 
��	
�������
���� �� ���� ��	 W ������
��� 
����@
	������ 
����������� ��	 sT �� 
��� 
� 
���� 
� �� 
�	���	� ���	����� �	
��������� ��	 CT

�� 
�	�� 
��$�������� ��	 Per ������
��� 
�� ���	������ .�� ��� ��� ����	����� 
� ��	��
�@
���� �� ��	 Prec(A) ������
��� 
�� �	�
�������	� 
� �����	����� A� !��
��� �� 
�	����
���

� ���� �	���
�� ������
��� W �������� ��� ���	������ 
����������� �����@,@
�	� ��� ���	������

��� ��� �	�
�������	� ���� 
��, �	
��������� '����� ���
��� �� 
�	����
��� 
� ���� �	���
��
���.�� (��� .����� ���	����� ��� �	
��������� sT A	���������
��� CT C ��� 	�
����� ��	 ��

��� 
� 
���� A	���������
��� �� 
�	�� 
��$�������C 
� ����� ���	������

3�%������
 


�������������� � W =
⋃

A∈V �� Prec(A)=∅{A} �� sT = 0,CT = 0�

2�� 
=��������� ���� ���������� �� �����������> �
�� ∃A ∈ W ��.� A /∈ Per� ���	� sA = sT + CT �� �� �� �� !�� 4� 3����� �� ����� �� !�� 6�

2�� � � �� ���	��� ��� ���	����� A ∈ W ⋂Per ���� A1 
��, �	
�������� ��� .�� �

sAi
+ TA − sT − CT = minBi∈W

TPer �� B1 ���� ������	�
�� {sBi
+ TB − sT − CT}

�G Ai ��� �� 
�	���	� 	��������� �	
�������� 
� A� 3� �� �	���� �������	� ���	������ A ���	�
�� �)���
� ����� ��� �	
�����1���� �� ���� �	���
� ���		#���

2�� 	 =��������� ���� ���������� �� ����������� > �
�� ∃C ∈ W\{{A}⋂Per} ��.� sT + CT + CC ≤ sAi

+ TA ���	 �����	����� A �	����� �	���@

�

���� ���	� �� � sC = sT + CT �� �� �� �� !�� 6� 3����� �� �� �� !�� ;�

!�� ; =��������� �*�� ���������� �� ����������� ���� ���� �� �������� ���������� ��35 �����!
������> �
�� ∃C ∈ W ⋂Per ���� C1 ��� �	
�������� �� sT + CT + CC ≤ sAi

+ TA ���� A ����� �����@
	����� �	����� �� !�� 6� ���	� �� � sC = sT + CT ���� TC = minD∈W TPer �� CD≤TA

{TD},
�� ���� C �)��� �� ����  	��
� 
�	�� 
��$�������� �� ������ �����	����� 
� W� ������ ���
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!�� < =��������� �*�� ���������� �� �����������> �
�� � sA = sT + CT ��.� sAi+1

= sAi
+ TA �� �� �� �� !�� 6�

0
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�������
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���� 6�48 O 0����� ���
������ ��
���������� �� ���� ������� ���������������� ;

./
���
 * -��� G = (V,E) ����� ���� �� 2 
�� :	;E �*�� ��� �
���� ���6��
���� CA =
CB = CC = 1 �� ��� �������� TA = 5+ TB = 15	 �� ������
 :	; ����� �� ����
������ ��
���� ������� ;	

(������
 
" ���� ������� ���������������� ; ��� ������� =���� � � 
� ��������������+
���� ������� �� ���
*���>	
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��
 �� ������� �� 	�������
��� ��	 ������	
�� �� ������� .���� ) �� ����
��� S 
�
���� ��� �	
�������
���� .�� �����(��� ��� ����	������ 
� �	���
����� �� 
� ��	��
������ ��
.����	�� ����	 ������� ���� �	���
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�������
���� /��� �� ��2� .����@
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W sT CT !�� ������� ��������
{A1} 7 7 !�� ; sA1 = 0
{A2} 7 4 !�� 6 A ������
{A2} 7 4 !�� < sA2 = 5
{A3} < 4 !�� 6 A ������
{A3} < 4 !�� < sA3 = 10
{A1,B} 47 4 !�� 6 A ������
{A1,B} 47 4 !�� ; sB = 11
{A1,C1,C2} 47 4 !�� 6 A ������
{A1,C1,C2} 44 4 !�� 9 sC1 = 12
{A1,C2} 47 4 !�� 6 A ������
{A1,C2} 46 4 !�� 9 sC2 = 13
{A1} 49 4 !�� 6 A ������
{A1} 49 4 !�� ; sA1 = 15
{A2} 4< 4 !�� 6 A ������
· · ·
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 -��� A �� B �*�� (A,B) ∈ E ��
6 ���������� ����������� 5 
� ������� ��2��
��� 
�  ����� G = (V,E)	 8� �
����� �
� ����������� A ��� �
�
�� ���������� �� �����������
�� B ��� �� ��
� �
������
� �� A �
� � 
�� ���������� �� ����������� TB	 -��� G′ = (V,E ′)
��  ����� �����
 5 ������ �� G �� ��3�
���� 
�� ���������� �� ���������� ����� �����������
B �
 ime ����) �� ����������� A �
 (i + 1)me ����)+ ∀i ∈ N	 -� �� ������� ��2�� ��� G ���
��������(���� ����� �� ������� ��2�� ��� G′ ��� �
��� ��������(���� �� A ������ �� ����������
�� ����������� �� B =��� ��
6 ��������������� �����)��� �� ���� ���������� �� �����������
��
� B �� ����������� A+ ��������*����� A �� B>	

2�
��
 3��� S = {sA|A ∈ V} �� �	
�������
��� .������.�� ���	 �� �)���
� 
�2�� ��	
G� '��	� S �����(��� ��� ����	������ 
� �	���
���� 
� A �� B �� �� ����	����� 
� ��	��
�����

� B� �� �$�	�
� �� ����	����� 
� ��	��
����� 
� B �

sBi
− sBi−1

= TB,∀i ≥ 1 A6�9C

�G sB ��� �� 
��� 
� 
���� 
� B �� Bi ��� �� ime 	��������� 
� B� �� �$�	�
� ��� ����	������

� �	���
���� �

sAi
+ CA ≤ sBi

,∀i ≥ 1 A6�;C

*��	
�������
��� S ���� �������	 �������	� 	���������� 
� A ����� �� �	�
��	� 	���������

� B� 3��� n0 �� ��
�	� 
� 	���������� 
� A �	
��������� ����� �� �	�
��	� 	��������� 
�
B� ����� �� � sA1 + n0CA ≤ sB1 � *���� ����� A6�;C �
���.�� .�� An0+1 
��� #�	� �	
��������
����� Bn0+1� �� � �� 
���� ��� 	��������� 
� A ���	� 
��$ 	���������� ������������ 
� B�
�����@,@
�	� ∃i0 ≤ n0 ��.� �

sBi0
+ CB ≤ sAn0+1 A6�<C

sAn0+1 + CA ≤ sBi0+1
A6�8C

�� �

��������� ��� ��� ������ A6�<C �� A6�8C� �� ������� sBi0+1
− sBi0

≥ CA + CB ��
�� ��������� A6�9C� �� � TB ≥ CA + CB� /���� ��� ����� 
���	� .�����	� 
��$ 	����������
������������ 
� B� �� ) � �� ��
�� ������� ���	 �	
�������	 ��� 	��������� 
� A�

3��� ��	
	� 
�  ���	������ �� ���� �������	 .�� sAn0
��� � �� , sBi0

+C� �G C < TB −CB

��� ��� ��������� �����	�� !���.�� ��� ��	��
�� (�	
��� ��� ��.����� 
� �����	� 
���������
���	� ����� �� ���� ��� �	�
��	�� ���	� ����� �� ��

� A � ��� �	
�������� , sBi0

+ C� �� ��)

;<



� ������ ���	����� ��	��
�.�� .�� 
��� #�	� �	
�������� , sBi0
+ C + iTB� /��� �� ��2� .����

) � �� �	
�������
��� S ′ 
��� ��� 
���� 
� 
���� 
� A �� B �����(��� �

S ′ =

{
sBi

= sAi
+ TB − C,∀i ≥ 1

sAi+1
= sAi

+ TB,∀i ≥ 1
A6�5C

*�� �.������� 
� A6�5C 
���	��� .�� S ′ ��� �� �	
�������
��� .�� �����(��� ��� ����	������

�2���� ��	 G ����� .�� �� ����	����� 
� �	���
���� ���	� Bi , Ai+1� ����� ���	
�������
���
S ′ ��� �� �	
�������
��� ���	 �� �)���
� 
�2�� ��	 G′� �� �����.������ ������ ��� 
���� 
�

���� 
� A 
��� ���	
�������
��� S ′ �����(��� ��� ����	����� 
� ��	��
����� T = TB� �����
A ��	��� �� ����	����� 
� ��	��
����� 
� B� *� ����	�
� ��� �	���� �

��  ���	����� �� 	������� ���	 �� ��� 
���� ���	����� A ���� n ���������	� ���� ����	������

� ��	��
������ *� ����	�
� ������� �	���� .�� 
��� �� ��� A ��	��� 
���� ����	����� 
�
��	��
����� � ��� , �� ���� ������ ��	��
� 
�� ���������	� 
� A�

(������
 
� = ������������� �
 �������� ;;>
-��� A,Bi,∀i ∈ {1,2, . . . ,n} �*�� (A,Bi) ∈ E ,∀i ∈ {1,2, . . . ,n} n + 1 ���������� �����������
5 
� ������� ��2�� ��� 
�  ����� G = (V,E)	 8� �
����� �
� A ��� �
�
�� ����������
�� ����������� �� Bi,∀i ≥ 1 ���� ��� ��
�� �
������
�� ��������
�� �� A =B1 � �� ��
� ������
���������� �� ����������� ����� ��
��� �� ���������� Bi>	 -��� G′ = (V,E ′) ��  ����� �����
 5
������ �
  ����� G �� ��3�
���� 
�� ���������� �� ���������� �� B1 �
 jme ����) 5 A �
 (j +
1)me ����)+ ����� �� ������� ��2�� ��� G′ ��� �
��� ��������(����	 A ������ �� ���������� ��
����������� TB1 = mini∈{1,...,n}{TBi

} =��� ��
6 ��������������� �����)��� �� ���� ����������
�� ����������� ��
� Bi,∀i ≥ 1 �� ��� 
�������� ��� ����� �
���� ���6��
���� ��
� A �� Bi,∀i ≥
1>	

2�
��
 3��� ��	
	� 
�  ���	����� �� ������� .�� ��� ���	������ ���� �	
������ 
��� ���	
	�
�	������� 
� ���	� ��	��
��� 
��� �� � TB1 = mini∈{1,...,j}{TBi

}�
*� ����$ 
� �� ���� ������ ��	��
� ��� �	���� �� ��������� �� 	�������
��� ��	 ������	
��

�� ������� .�� A ��	��� ��� ���	� ��	��
� Ti ���	� Ti > T1� '��	� �� � TA > TB1 �� ��

�
�� ) � ��� �	���
���� ���	� A �� B �� � ��� ����	�
������ ���� ����� ����� 6�4� ���� A ��
���� ��	���	 
���� ���	� ��	��
� .�� T1 �� �� � �� 
��� �� ����	�
� 44 .�� �� A ��	��� 
� ��
��	��
� 
��� ���������	 �� �)���
� 	���� �	
�����1����� *� ����	�
� ��� �	���� �

*� �	��	���� 
���	��� � 
� �� ���� ������ ��	��
� 
� ��� ���������	� 
����� ��	 �� ����@
	�
� 46 ��� ������� �� ���
���� �� �	
�������
��� .������.��� *�� ����	�
�� ��������
.�� �	������ ����	��� � 
� ��	��
�� 
� ��� �	�
�������	� 
���� ���	������ ���� ������� ��
���
���� 
�� �	
�������
���� ��	�������	� ������� , ����
� 
� ���� �	���
� ����
�� 
��	
��@
�����
��� 4� �� �	���� 
�	����
��� �� ��� 
���� ���	����� ���� n �	�
�������	� ��	��
�.����

(������
 
	 -��� B 
�� ��������� ����������� 5 
� ������� ��2�� ��� 
�  ����� G =
(V,E)	 8� �
����� �
� B ��� �
�
�� ���������� �� ����������� �� ∃n ����������
�� Ai ��!
������
��	 -� �� ������� ��� ��������(����+ ����� B ������ �� �� ���������� �� �����������
T = maxi∈{1,...,n}{TAi

}	

;8



2�
��
 3��� ��	
	� 
�  ���	������ �� �����
�	� .�� An ��� �����	����� ���� �� ����  	��
�
����	����� 
� ��	��
����� ��	
� ������ ��� Ai,∀i ∈ {1, . . . ,n}� !���.�� An � �� ����  	��
�
����	����� 
� ��	��
������ ���� ��	� �	
�������� �� 
�	���	� ��	
� ��� ���	������ Ai,∀i ∈
{1, . . . ,n} �� �� �	������� 	��������� 
� An ��	� ����� �� 
�	���	� ��	
� ��� ���	������ Ai,∀i ∈
{1, . . . ,n}� !���.�� �� �)���
� ��� �	
�����1����� B ��� �	
�������� ���	� 
��$ 	����������
������������ 
� An� ��� (��� .�� �� �	�
��	� 	��������� 
� An ��� �	
��������� !���.�� ���
����	������ 
� ��	��
����� �� ���� ��� �	�
��	�� ���	� ����� �� B � ��� �	
�������� , sB� �� ��)
� ������ ���	����� ��	��
�.�� .�� 
��� #�	� �	
�������� , sB + iTAn ,∀i ≥ 1� /��� �
���.��
.�� B ��	��� �� ����	����� 
� ��	��
����� 
� An *� ����	�
� ��� �	���� �

'�	�� ����	 ���
�� ����	�
��� ����	��� � 
� �� ��	��
����� 
�� ���������	� 
���� ���	�����
�� ����	��� � 
� �� ��	��
����� 
�� �	�
�������	� 
���� ���	������ �� ��	�����	� ������� �	����
�� ���  ���	�� 
���� ���	����� .�� � 
�� �	�
�������	� ���� ����	������ 
� ��	��
����� �� 
��
���������	� ���� ����	������ 
� ��	��
������

!��������
 	 -��� B 
�� ��������� ����������� 5 
� ������� ��2�� ��� 
�  ����� G =
(V,E)	 8� �
����� �
� B ��� �
�
�� ���������� �� �����������	 8� �
����� �
� ∃n ����������
��������
�� Ai �	�	 ∃P (Ai,B) ∈ P �� ∃m ���������� ��������
�� Cj �	�	 ∃P (B,Cj) ∈ P	 -� ��
������� ��� ��������(���� ����� B ������ �� ���������� �� ����������� T = minj∈{1,...,m}{TCj

}	
2�
��
 3��� ��	
	� 
�  ���	����� �� ������� .�� ��� ���	������ ���� �	
������ 
��� ���	
	�
�	������� 
�� ��	��
��� ���� �� � TC1 = minj∈{1,...,m}{TCj

} �� TAn = mini∈{1,...,n}{TAi
}� ��

���� �� � TAn ≤ TC1 � ����.�� ∃P (Ai,B) ∈ P �� ∃P (B,Cj) ∈ P�
�� 	� �	
��� ��� ����	�
�� 46 �� 49 �� ����	�� .�� ����	��� � 
�� ��	��
�� 
�� ���������	�

��� �
���� ���	 ����	 �� �	
�������
��� �� .�� ����	��� � 
�� ��	��
�� 
�� �	�
�������	�
��� �� ����$� ���� �� �����(������ 
� �� ����	����� 
� ��	��
����� 
��� ���������	 
����
 
�
�����	������ 
��� �� �����(������ 
� �� ����	����� 
� ��	��
����� 
��� �	�
�������	 �� 
����

��� 
� �����	������ �� ���� �� ��	��
� 
��� �	�
�������	 ��� ���� ������ .�� �� ��	��
� 
���
���������	� 
��� ���� ��� ���� (�	��� �� �����.����� �� (��� �� ����$ 
� 	��
	� �����	�����B ��@
	��
�.�� ���� �� ��	��
� 
� ��� ���������	�� ���� .�� �� �)���
� 
������� ���@�	
�����1�����
�� �����.�� �� 	�������
��� 
���� 
����	� 	���	���� �� ��������� �� �	���������� 
� ���	
	�
��	���� 
�2�� ��	 ��  	����� *� ��	�����	� ��� �	���� �
0
���1�
 � ����������� ���!��������
� A ���� ��� ����������
�� ���� ��������
�� ��� 
��
��������� ���������
� �� ����������� ���!��������
� B ���� ��� �
������
�� ���� ��������
��
��� 
�� ��������� ��������
�	 $� �4��+ ���� �� ������� ��� ��� ����������� �� ����������� ���
����������
�� �� ������� �
�
�� ��)�������� ���������� �� ���� �� ���
� �� ����������� A+
�� ��*����� ���� �� ��
6���� ��� ��� ����������� �� ����������� ��� �
������
�� ���������� ��
������ �� ���� �� ���
� �� ����������� B ����� ��
6 ����������� ������
��*�� �� ����������
��
�*�� �� ��
� ������ �������	

./
���
 + 8� �������� 
� �6����� ��
� ������� ��2�� ��� ��  ����� G ����� ���� ��
2 
�� :	;F	 8� � TA = 5 �� TD = 10	 $� 
�������� �� ���������� ?+ C ������ ��� �����������
�� ����������� �� A �� �� D+ E ������ �� ���������� �� ����������� �� A+ �� B ������ ��
���������� �� ����������� �� C	 %���+ �� � TA = TB = TC = TE = 5 �� TD = 10	 <�
�
CA = CB = CC = CD = CE = 1 �� ������� ���������������� S =*��� 2 
�� :	;9>	

;5



A

B

C

D

E

A

B

C

D

E

premier motif deuxième motif

���� 6�45 O 0����� ���
������ �������� � �� ��������

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 t = 5 t = 6 t = 7 t = 8 t = 9 t =10 t =11 t =12 t =13 t =14

A B C E D A B C E A B C E D

t =15

���� 6�4= O 8������������� ��
� �� ������� ��2�� 5 ������ �
  ����� �� �� 2 
�� :	;F

����� 
���� .���� � (��� �� ����������� .���� ) � �� 
���� ��� ���	����� ��	��
�.��

��� ���.�� ��
������� �����$� 
�  	���� �� , ����� 
� �� �	���������� 
�� �	���
������
����	��� � 
�� ��	��
�� 
��� ��  	���� 	��
 ������ ��� ���	������ 
�  	���� ��	��
�.����
�� �����.����� ��	� 
� ���	
�������
��� �� ��) � ���� 
����	����� ���� ����	����� 
� ��@
	��
����� , �	
�������	� ���� ���� �	���
� 
��	
�������
��� 4 
������ ���� ��
���� ��� ���
.�� �	
��������� ��� ���	������ ���� ����	����� 
� ��	��
����� ���� 
����	�B�	�� �� �������
���� �	���
� ������� �

3�%������
 �

�������������� � W =
⋃

A∈V �� Prec(A)=∅{A} �� sT = 0,CT = 0�

2�� 
 �
�� �	
������� �����	����� A ∈ W ��� .�� TA = minD∈WTD� A �)��� �� ����  	��
� 
�	��

��$�������� �� � sA = 0� �� ������ �����	����� 
� W� ������ ��� ���	������ .�� 
���������
�	
�����1����� ���� 	�������� , W �� �� �� �� !�� 6�

2�� � � �� ���	��� ��� ���	����� A ∈ W ⋂Per ���� A1 
��, �	
�������� ��� .�� �

sAi
+ TA − sT − CT = minBi∈W

TPer �� B1 ���� ������	�
�� {sBi
+ TB − sT − CT}

;=



�G Ai ��� �� 
�	���	� 	��������� �	
�������� 
� A� 3� �� �	���� �������	� ���	������ A ���	�
�� �)���
� ����� ��� �	
�����1���� �� ���� �	���
� ���		#���

2�� ) =��������� �*�� ���������� �� ����������� ���� ���� �� �������� ���������� ��35 �����!
������> �

�� ∃C ∈ W ���� C1 ��� �	
�������� �� sT +CT +CC ≤ sAi
+TA ���� A ����� �����	�����

�	����� �� !�� 6� ���	� �� � sC = sT + CT ���� TC = minD∈W �� CD≤TA
{TD}, �� ���� C

�)��� �� ����  	��
� 
�	�� 
��$�������� �� ������ �����	����� 
� W� ������ ��� ���	������ .��

��������� �	
�����1����� ���� 	�������� , W �� �� �� �� !�� 6� 3����� �� �� �� !�� <�

2�� * �
�� � sA = sT + CT ��.� sAi+1

= sAi
+ TA �� �� �� �� !�� 6�

'���� 
� �	����	 ������
����� 
� ���� �	���
� 
��	
�������
��� 6 �� 
���� �� �$�
���

� ������������� 
� ���� �	���
��

./
���
 � 8� ������� ���6����� E �*�� ��  ����� G = (V,E) ����� ���� �� 2 
�� :	;F �*��
��� �
���� ���6��
���� CA = CB = CC = CD = CE = 1 �� ��� �������� TA = TB = TC =
TE = 5 �� TD = 10	 ���������������� �����
 �� 
�������� ���� ������� ���������������� :
��� ����� ���� �� ������
 :	:	

W sT CT !�� ������� ��������
{A,B} 7 7 !�� 4 sA = 0
{A,B} 7 4 !�� 6 A ������
{A,B} 7 4 !�� 9 sB = 1
{A,B,C} 4 4 !�� 6 A ������
{A,B,C} 4 4 !�� 9 sC = 2
{A,B,E,D} 6 4 !�� 6 A ������
{A,B,E,D} 6 4 !�� 9 sE = 3
{A,B,D} 9 4 !�� 6 A ������
{A,B,D} 9 4 !�� 9 sD = 4
{A,B} ; 4 !�� 6 A ������
{A,B} ; 4 !�� ; sA = 5
· · ·


��� 6�6 O 8������������� �����
 �� 
�������� ���� ������� :

!��������
 ) ���� ������� : ��� ������� =���� � � 
� ��������������+ ���� ������� �� ���
!
*���>	

2�
��
 ���
�

��� ���� �	���
� 6 ��� ���� �	���
� 4 �����.�� , ��� ������ ��	�������	� 
�
�)���
�� ���� ����	������ 
� ��	��
������ 
��� �� � ������ ��� ��� .�� �� ���� ��� ���������
'��	� �� ��������� �� ����	�
� 47� ���� �	���
� 6 	���� ����
��� *� ��	�����	� ��� �	���� �

;:



�� ���� ��	 T �� !!/+ 
� ������ ��� ����	������ 
� ��	��
������ .�� 
� (��� 
� �� 	�������
���	� ��� ��	��
��� ��� � �� , �� ����  	��
� ��	��
� 
�� ���	������� !��	 �� �	
�������
���
S �� 
��$ �����	� .������.��� t1 < t2 
� ��
�� ������ 
����� �� 
���� 
� ���	
�������
����
�� ���� ��	 S(t1,t2) �� ��.����� 
� 
���� 
� 
���� 
�� ���	������ �	
��������� 
� t1 , t2�

*� ����	�
� ������� �	���� ���$������� 
���� �)��	@��	��
� 
� ���	
�������
��� �� 
��@
�	��� .���� ) � �� 
���( .�� �� 	����� 
��� ���	
�������
����

(������
 
) ��
� 
� ������� �*�� ��� ����������� �� ����������� �� �� ������������+ �� �

S(smax + iT,smax + iT + t) = S(smax + (i + 1)T,smax + (i + 1)T + t),∀0 < t ≤ T �� i ≥ 0

�, smax ��� �� ���� �� ���
� �� �� �������� ��������� ����������� ����� ��� ���������� �

������� ����)	

2�
��
 *� �	���� ��� (���� ��	 
����� 	���		���� ����� ��� �����	� i �� t� 3��� P (i),∀i ≥ 0 ��
�	��������� S(smax + iT,smax + iT + t) = S(smax + (i + 1)T,smax + (i + 1)T + t),∀0 < t ≤ T �
�����	
� �� ��	�2� .�� P (0) ��� �	��� ��	 	���		���� ����� t� 3��� Q(t) = P (0)� Q(t) ���
�� �	��������� S(smax,smax + t) = S(smax + T,smax + T + t),∀0 < t ≤ T � �� ��	�2� .��
S(smax,smax + 1) = S(smax + T,smax + T + 1)� �� �>��� S(smax,smax + 1) �������� �����
���
�� �	�
��	� ���	����� �	
�������� .�� � � ���� �� �	��	� ����	����� 
� ��	��
������ ���� ��
��	��
����� ��	���� 
� ��� ���������	� .�� ��� �� ���� ������ ��	��
�� !���.�� T ��� �� !!/+

� ������ ��� ����	������ 
� ��	��
������ �� �	�
��	� ���	����� ��� �	
��������� ������ ,
smax +T � �� �����.������ S(smax +T,smax +T +1) �������� �$����
��� �� 
#
� ���	�����
.�� S(smax,smax +1) A�� 	������� .����� ����	����� 
� ��	��
����� ��� 
����� ��	 �� �����	C�
���� S(smax,smax + 1) = S(smax + T,smax + T + 1) ��� �	����

�� �����.���� �� 	���		����� �� ������� .�� Q(t) ��� �	��� �� �� ��	�2� .�� Q(t + 1) ���
����� �	��� AQ(t) �	��� �
���.�� Q(t + 1) �	���C� �� � S(smax,smax + t) = S(smax + T,smax +
T + t) �� �� ���� �	����	 .�� S(smax,smax + t + 1) = S(smax + T,smax + T + t + 1)� �� .��
�� ��2� .�� �� 
#
� ���	����� � ��� �	
�������� , smax + t �� , smax + T + t� �� � 
��$
������������ � ���� �� 
�	���	� ���	����� �	
�������� �� 2��� ����� smax + t� ���� ����

���� �� �	�
��	 ���� ����.���� � ��� 
#
�� ���	������ �	
��������� 
� smax , smax + t
��

� 
� smax +T , smax +T + t� �� �� ����	 �� 
#
� ����
��� 
����	������ , smax + t �� ,
smax+T +t A�� ������� .���� ������� �� �� �	���
� �����.�� 
��	
�������
���� ��	 �$�
���
���	� �� �	���
� 
��	
�������
���C� /��� �
���.�� .�� �� 
#
� ���	����� ��� �	
��������
, smax + t �� , smax + T + t�

���� �� 
��$��
� ���� ����.�� ���	
�������
��� ��� ���@�	��
���(� �� 
�	���	� ���	�����
�� �������	 �� 	�����	�� , smax + t �� , smax + T + t�

����� �� � �	���� .�� Q(t + 1) ��� �	��� �� Q(t) ����� �	���� !���.�� Q(t) ��� �	���� ��
������� P (0) �	����

3������ �� 	���		����� �� ������� .�� P (i) ��� �	��� �� �� ��	�2� .�� P (i + 1) ��� �����
�	��� AP (t) �	��� �
���.�� P (i + 1) �	���C� *� �	���� �� (��� �$����
��� ��

� 
��� �� ���
Q(t) �	��� �
���.�� Q(t + 1) �	����

����� P (i) ��� �	���� ∀i ≥ 0� *� ����	�
� ��� �	���� �

<7



*��$������� 
���� �)��	@��	��
� ���� ��	
�� 
� 
����	 ��� ���
����� ��������	� 
��	
��@
���1������� �� ���
���� �� ��
�	� 
� 	���������� 
� ���.�� ���	����� 
��� ��� �)��	@��	��
��

!��������
 * -� 
� ������� ��2�� ��� G = (V,E) ��� ��������(����+ �����
∑
A∈V

CA

TA
≤ 1	

2�
��
 *� ����	�
� 4; �	���� .���� �	
�������
��� 
��� �)���
� ���� ����	������ 
�
�	���
����� �� 
� ��	��
������ � ��� �)��	@��	��
� T � ��� �� !!/+ 
� ������ ��� ��	��
���
����� �� �� �)���
� ��� �	
�����1���� ���	� �� ) � �� �	
�������
��� 
� 0 , T �

!���.�� ������ ��� ��	��
�� �� ���� ��� �	�
��	�� ���	� ������ 
��$ 
���� 
� 
���� ��
������� ��� #�	� � ����� F�� ���	����� A ���� ��� ����	����� 
� ��	��
����� TA �� #�	�
�	
�������� nA = T

TA
(��� 
� 0 , T � ����� �� �� �)���
� ��� �	
�����1���� ���	� ������ ���

���	������ ���� �	
��������� 
� 0 , T �� �� �
∑
A∈V

nACA ≤ T � !���.�� nA = T
TA

� �� �������

.�� ���	
�����1������� 
��� �)���
� �
���.��
∑
A∈V

CA

TA
≤ 1� *� ��	�����	� ��� �	���� �

*� (��� .���� ���
�� 
�� �	
�������
���� ���� �	��
����� �� ��	
�� ��� , ����� ���
�����
��������	� 
�#�	� ����� ��� ���
����� �������� �� �� ����	�@�$�
��� ������� ��	� , �	����	
�����

A B

���� 6�4: O 0����� ���
������ �� ���������� '

./
���
 � 8� ��������� ��  ����� G = (V,E) ����� ���� �� 2 
�� :	;D �*�� ��� �
����
���6��
���� CA = 2 �� CB = 4 �� ��� �������� TA = 2 �� TB = 4	 ����� �����

∑
A∈V

CA

TA
≤ 1

��� �����)����+ ���� �
�
� �������������� ���!��������) �6���� �
���
� �� ������� �� A
������� �� �������� ���������� �� B �� �������������	 %��� �� ��� ��������) ��� �� ���������
��� �
G����� �� �� � � �
 ����� 
� �������������� �
� �����)��� ��� ����������� =2 
�� :	:B>	

A 1/2B A 1/2B A

t=0 t=2 t=4 t=6 t=8

���� 6�67 O 8������������� ��������)
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F�� ���	� ����������� 
� ���$������� 
���� �)��	@��	��
� �����	�� ���� �	���
� 
��	
��@
�����
��� 4� /�� �� �	���
� �����	��� �� �	
�������
��� ��2��� 
��� ���$������� 
����
�)��	@��	��
� ��	
�� 
� �	����	 �� �	
�������
��� �� ��	���� ���� �	���
� ��	�� ��
��
�	� 
� ���� �� ��� 
��� ����� 
��� �� ��� 
��� �� �	���
� ������.��� �� ����� ��� �����@
������ ��	
�� 
� �����	 ���	
�����1������� 
��� �)���
��

!��������
 + =(
�� ������������������> $� ������
��� ���� ������� ����������������
��������� �� 0 5 smax + T + �� ��� �������� �� ������� �� 
� ������� �*�� ����������� �� �����!
������ �� �� ������������ ��� ��������(���� �
 ���	

2�
��
 /�

� �� ����� �� 
��� �� ����	�
� 4;� �� �	
�������
��� ���	 �� �)���
�
���� ����	������ 
� �	���
����� �� 
� ��	��
������ � ��� �)��	@��	��
� T � ��� �� !!/+ 
�
������ ��� ����	������ 
� �	���
����� 3� ���� �	���
� 
��	
�������
��� �	���� �� �	
�����@
��
��� 
� 0 , smax + T � ���	� �� �)���
� ��� �	
�����1����� '� ����	��	�� �� ���� �	���
�

��	
�������
��� �� �	���� ��� �� �	
�������
��� 
� 0 , smax + T � ���	� �� �)���
� �����
��� �	
�����1����� *� ��	�����	� ��� �	���� �

'�	�� ����	 ���
�� ���	
�������
��� �� ���	
�����1������� 
�� �)���
�� 
����	������
���� ����	������ 
� �	���
����� �� 
� ��	��
������� �� ����� ��$ �)���
�� 
����	������ ����
����	������ 
� �	���
����� �� 
� ���������

)') �����"����� #� (�*�*#����� �� #� !"������

/� ������	� ������	���� ��$ �)���
�� ��
�� 	��� ���� ����	������ 
� �	���
����� �� 
�
��������� *� �	�
��	 ����@������	� �	������ �� 
�
��� �	� ���� ���	 ��� �)���
��� /� 
�
���
��	
�� 
��
����	 
�� ����	������ 
� �	���
���� ���	� 
��$ ���	������ .������.��� �� ���
����	����� 
� ������� ���	� 
��$ ���	������ .������.���� J� 
�� �� ���
���� �� ����	����
���	� ��� 
��$ ����	������ �� �� ��	������� 
� �� ������� ��	 	����	� ��$ �	���
����� �� ����@
��	��� *� 
��$��
� ����@������	� (��� ��� ���
� 
��	
�����1������� �� �� 
�	���	 ����@������	�
�	������ �� �� �	���
� ����
�� A���� ) � �� �	
�������
���� ���� �	���
� �� �	����	�C�

����� ������

/� ������	� �	������ �� 
�
��� ������� ���	 
��	�	� ��� �)���
�� ��
�� 	��� ���� ����	������

� �	���
����� �� 
� ��������� ���	� 
�2������ 
� �� �������  ���	����� ��� ����	������ 	��������
�$������ ���	� 
��$ ���	������ 
����� ���$�����	 
��� �� ��	���� ��
���

�� � �� �)���
� ���� ����	������ 
� �	���
���� 
�2���� ��	 ��  	���� �	����� ��)���.��
G = (V,E) �G V ��� ������
��� 
�� ���	������ �� E ⊆ V × V ������
��� 
�� �	�� .�� 	��	�@
������� 
�� �	���
����� ���	� ��� ���	������� *� �)���
� ��� ������	� ��  	���� ��2�� ������
��	 �� 	��������� ��2��� 
��� ����@ 	���� 
���(� *�  	���� (����	��� ������� ��� �	�� ∞ ���	
(����	���	 ��� �	�� ����	@
���(� !�	 �$�
��� 
��� �� 2 �	� 6�64 �� � ��  	���� 
�(����	���
��.��� ��		�����
 ��  	���� (����	��� 
� �� 2 �	� 6�66�

!�	 	����	� �� 
�
��� �	����� ���	 ��� �)���
�� ���� ����	������ 
� �	���
����� �� 
�
��	��
������� �� 	��������� 
� 
���( 
�  	���� ����� ��� ����
�� ��� ��	 ������ ����	�����
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��
��	���� ���	� 
��$ 	���������� ������������ 
���� ���	����� ����	������ , 
��$ 
���(�

�>�	���� ��

� �� ����	����� 
� ��	��
����� ��	 �$�
���� !��	 ����� 	����� �� �	
�������@

��� 
��� �)���
� ���� ����	������ 
� �	���
����� �� 
� �������� � �� 
���( .�� ��� � ��� ��

���( 
�  	���� �� .�� �������� 
��� ��� 	���������� 
� 
#
� ��
����

A

B

C

D A

B

C

D

premier
motif

deuxième 
motif

���� 6�64 O 0����� ��)��������

A

B

C

D

���� 6�66 O 0����� )��������

0
���1�
 � 8� �������� �
� ��
� ��� �������� �*�� ����������� �� ����������� �� �� ��!
���������� �� ���������� ��� ���������� ����������� 5 ������ �� �� ���� �� 2� �� �� ��������
��������� ����������� �
� ������ ���
��� ������������� ��
��� ��� �
���� ����������� ���
���������� �����������	 $� ��*�����+ ��
� ��� �������� �*�� ����������� �� ����������� ��
�� �������� �� *� ����������� ��� ���������� ����������� 5 ������ �� �� ���� �� 2� �� ��
�������� ��������� �����������	 <�� ������
���+ �� ��������� ��� ��������������� ���� �
�
∀A ∈ V,∃B ∈ V ��� �
� sA + CA = sB	
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,�-������ * ��
6 ���������� ��4������� A �� B ����������� �
 ���� ����)+ ������ �
�
∃P (A,B) ∈ P+ ��� 
�� ���������� �� ������� LAB ∈ N �� ����� ���� ������������ ������ �
�
sB + CB − sA ≤ LAB	 -��� L ���������� �� ��
��� ��� ����������� �� ������� ��2���� ��
� 
�
�������	

0
���1�
  �� ��������� �
� ������ �
� A �� �
� B ������������ �
 ���� ����) ����� ���
���������*�	 $� �4�� �� �� *�
� ������� 
�� ���������� �� ������� �
� ��
6 ���������� A ��
B �
� ��������������� ��� �
 ���� ����)+ �� �
G� ����� �� ������� 
� ��
*��
 ����) =�
�
����� 2�������� �
�
�� ���*������>	 $*��������� �� �� ����
� ��� ��������� 
� ����) ��
������ ��2��� �
���
� �� �
��� ��
�� ������� LAB ��� �
������ �*��� 
�� ���
�� 2��� �
� �

)��� �
����� ���������� �� ������ �
 ����� ���
�� ����� ��
6 ���������� =���� �� ��� ���������+
�� ������� �� ���� ��
� ������������ ����� ���������� ����� ����>	 8� ����� 2 
�� :	:? 
�
�6����� �, �� *�
� ��2��� 
�� ���������� �� ������� L(C,B)+ C �� B ����������� 5 ��
6
����)� ������
��)�	 <�
� ���� �� ������� �� ����) �
� ��� � �� 5 ��
6 ������� ����)� ������
��)�	

0
���1�
 
" $� 
�������� �� ��2������ : ������ �
 ���
� �
 �������� :+ 
� ������� �����!
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��$ ���	�� ���	 ���.������ �� ) � 
�� ���
���

���� ���	����� 
���� ���	� ��	� ��� ���	����� 
� �����	� ���	� ��M�� ����@��	�� �

4� �� ��) � ����� ���
�� , ��	��	 
���� ���	����� 
���� 
�� ���	�� ��	� ��� ���	����� 
�
�����	� ���	� A
��� �� 2 �	� 6�6<� ��� ���	�� (A,C) �� (J,L)C� /���� 	������� ��� �������
��Y

6� �� ) � �� 
���� �� ���
�� 
���� ���	� ��	� �����	� ���	� �� �� ��) � ����� ���
�� 
�
�� 
�	���	� ���	� ��	� �� �	�
��	� �� ����@��	�� A
��� �� 2 �	� 6�6<� ��� ���	�� (A,C)
�� (D,I)C� /���� 	������� ��� ������� �� /� ��� ����	� 
��$ ��
��������� ���������
����.�� ���	 
��$ ���	�� (X,Y ) �� (V,W ) �� ���� ) ����	 ���� �� 
���� �� ���
��
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���� ���	����� 
� (X,Y ) ��	� ��� ���	����� 
� (V,W ) ���� �� 
���� �� ���
�� 
����
���	����� 
� (V,W ) ��	� ��� ���	����� 
� (X,Y )� *�� 
��$ ������������ ��		�����
���
, �� 
�2������ 
� �� 	������� �Y

9� �� ) � �� 
���� �� ���
�� 
���� ���	� ��	� �����	� ���	� �� ����@��	�� A
��� �� 2 �	�
6�6<� ��� ���	�� (D,I) �� (J,L)C� /���� 	������� ��� ������� ��

���� �� ��� 
� �� 	������� �� 
� �� 2 �	� 6�6<� ������ �	���
���� ���
���� ��	 ��� ���	�����
����	������ , M(A,C) 
�#�	� �	
�������� ����� �� ��	�� ������ ��� ���	������ ����	������
, M(J,L)� /��� �� ��2� .�� ���	
	� ��	���� 
�2�� ��	 ��� �	���
����� ���
���� ����� �	
	�
���	� ��� ���	������ ����	������ , M(A,C) �� ��� ���	������ ����	������ , M(J,L)� !�	
�$�
��� ��� �	
�������
���� 
��� ���.���� A� B �� C ���� �	
��������� ����� J � K �� L�
�� ���� J � K �� L ���� �	
��������� ����� A� B �� C� �����(��� ���	
	� ��	�����

���� �� ��� 
� �� 	������� �� ��� �	���
����� �
������ ��	 ��� ���	������ ����	������ ,
M(A,B) 
�#�	� �	
��������� ����� ��� ���	������ ����	������ , M(H,I)� /����
��� �����
���
������ ����� �	
	� ���	� ��� ���	������ ����	������ , M(B,C)\{B} �� ��� ���	������
����	������ ,M(D,H)\{H}� !�	 �$�
��� A� B �� C ������� #�	� �	
��������� ����� ������
��� ���	������ ����	������ , M(D,I)� �� 
� �� 
#
� 
����	� D� F � H �� I ������� #�	�
�	
��������� ��	�� ������ ��� ���	������ ����	������ , M(A,C)� ���� 
� 
����	�  ���	����

� ����� 
� ��� 
� ���	
	� ��	���� ������ ��� ���	������ ����	������ , M(A,C) ������� #�	�
�	
��������� ����� ������ ��� ���	������ ����	������ , M(D,I)� �� 	����	�.��
����

���� �� ��� 
� �� 	������� �� ��� �	���
����� �
������ ��	 ��� ���	������ ����	������ ,
M(D,F ) 
�#�	� �	
��������� ����� ��� ���	������ ����	������ , M(L,L) �� ��$ ���	������
����	������ , M(H,I) 
�#�	� �	
��������� ��	�� ��� ���	������ ����	������ , M(J,K)�
/����
��� ����� ���
������ ����� �	
	� ���	� ��� ���	������ ����	������ , M(D,F ) �� ���
���	������ ����	������ , M(J,K)� !�	 �$�
��� D �� F ������� #�	� �	
��������� �����
�� ��	�� J �� K� �� H �� I 
������ #�	� �	
��������� ��	�� J �� K� �� 	����	�.��
����

�� �	����� �� ��
��� �� .�� �	���
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���� ��������� ���$ ���
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���� ��$ ����
���� 
���
��$ ��		�����
��� ��$ �������� *� ��
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���	
���	
��� �	
�������
���� �� �� ��

� 9 �	���� .�� ���	 ��� ���	�� �� 	������� � �� ��� ���	�� ��
	������� �� ��� ����
���� 
���
��$ ���� ��� 
#
��� �� �����.������ 
#
� �� 
� ����� 
� ��

� ���	
	� ��	����� ��� 
��$ ��� �� ���� ��� �.���������� 
� ����� 
� ��� 
� ���	
����1�������
��� ���� �.���������� /��� �
���.�� .���� ���� 
����	 ��� ���
����� ��

��� 
��	
�����@
1������� ���	 ��� 
��$ 	��������� /���� ���
����� ��� 
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��� �� ����	�
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L(A,C)

L(D,I)

L(J,L)

���� 6�68 O 7���������� �� �������

&
��
 � -����� A,B ∈ V ��
6 ���������� ����������� 5 
� ������� ��2�� ��� ��  �����
G = (V,E) �*�� P (A,B) ∈ P	 8� ���� ��� S ∈ S 
� �������������� ��� �
� ∀H 	∈ M(A,B)+
���� �� � sH + CH < sA + CA+ ���� �� � sB + CB < sH + CH 	 -� S ′ ��� ���������� ���
��������������� S ′ ��� �
� ∃H 	∈ M(A,B) �*�� s′A + CA < s′H + CH < s′B + CB+ �����

δAB(S) ≤ δAB(S ′) + ∀S ′ ∈ S ′ A6�:C

2�
��
 !���.�� S ��� �� �	
�������
��� ��� .�� ∀H 	∈ M(A,B)� ���� �� � sH + CH <
sA + CA� ���� �� � sB + CB < sH + CH � ���	� �� �	
������� 
� sA , sB �����
��� ���
���	������ ����	������ , M(A,B) �� �� �

δAB(S) =
∑

I∈M(A,B)

CI A6�47C
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!��	 �� �	
�������
��� .������.�� S ′ ∈ S ′� ���� N = {H ∈ V ��� .�� H 	∈ M(A,B) ��
s′A + CA < s′H + CH < s′B + CB}� �� �

δAB(S ′) =
∑

I∈M(A,B)

CI +
∑
H∈N

CH ,∀S ′ ∈ S ′ A6�44C

�� �����	�)��� ��� �.������� A6�47C �� A6�44C� �� ������� δAB(S ′) − δAB(S) =
∑

H∈N CH

≥ 0� ∀S ′ ∈ S� %�����
��� �� � δAB(S) ≤ δAB(S ′)� ∀S ′ ∈ S ′� *� ��

� ��� �	���� �
���� �� ��

� 6 ����� ����� 6�: 	������ , 
�	� .�� δAB(S) = min∀S′δAB(S ′)� �����@,@
�	�

.�� ���� �	
�������
��� ����	������ , S � �� ���� ������ 
�	�� 
��	
�������
��� ���	�
A �� B� /��� �
���.�� .�� 
��� �� ��� �G �� �
���� ��� ����	����� 
� ������� ��	 �� ���	�
(A,B)� ���� �	
�������
��� ����	������ , S ���
��� , ������
��� 
���
�� ��		�����
���
, �� ����	����� 
� ��������

&
��
 	 <�
� �
���� ���������� A,B,C �� D ∈ V+ �� (A,B) �� (C,D) �
 �� (A,B) � (C,D)
����� �� � M(A,B)

⋂M(C,D) = ∅	
2�
��
 �� ������� �� 	�������
��� ��	 ������	
� ���	 �	����	 .�� �� (A,B) �� (C,D) ����
�� 	������� � ���	� M(A,B)

⋂M(C,D) = ∅�
�� ������� .�� ∃F ∈ M(A,B)

⋂M(C,D)� !���.�� F ∈ M(A,B)� 	���������
��� F ∈
M(C,D)� �� �

P (A,F ) ∈ P A6�46C

��
P (F,B) ∈ P A6�49C

	���������
���
P (C,F ) ∈ P A6�4;C

��
P (F,D) ∈ P A6�4<C

' ��	��	 
�� 	�������� A6�46C �� A6�4<C� 	���������
���� 
�� 	�������� A6�49C �� A6�4;C� ��
������� P (A,D) ∈ P �� P (C,B) ∈ P� /��� ��� �� ����	�
������ ���� �� 
�2������ 
� ��
	������� �� .�� 
�� .���� ) � �� 
���� �� ���
�� 
���� ���	� , �����	� ���	� �� .���� ��) �
��� 
� ���
�� , ��	��	 
� �� 
�	���	� ���	� , �� �	�
��	�� *� ����������� (���� .���� ) �
F ∈ M(A,B)

⋂M(C,D) ��� (������ 
��� �� � M(A,B)
⋂M(C,D) = ∅�

�� ������� �� 
#
� 	������
��� �2� 
� �	����	 .�� �� (A,B) �� (C,D) ���	� M(A,B)⋂M(C,D) = ∅� *� ��

� ��� �	���� �
*� ��

� 9 �	���� .����� ����	����� 
� ������� L(A,B) �� 	������� �� �� �� 	�������

� ���� ��� ���	� ����	����� 
� ������� L(C,D) �� �������� ������ ���	����� ����	������
, ����� 
�	���	� AM(A,B)

⋂M(C,D) = ∅C� /��� �
���.�� .�� ���.�� ����
��� 
���
��
��		�����
��� , �� ����	����� 
� ������� �������� �����
��� ��� ���	������ ����	������ , �����
����	������ 
��� 
��� ��� 
��$ ��� ������
��� 
���
�� ��		�����
��� , ���.�� ����	����� 
�
������� ��� �� 
#
� .�� �� ���� ���	 �� �� �� �� ��
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+ 8� � 
� ������� ������������ ��2�� ��� 
�  ����� G = (V,E) ��� �
� ����
�
��
��� �� ��
6 ������ �
� ����
����� �� � ��2�� ��� ����������� �� ������� ���� ���� �� ��������
��+ ���� �� �������� �	 �� ������� ������������ ��� ��������(���� �� �� ��
������ ��∑

H∈M(A,B)

CH ≤ LAB

��
� ��
� A �� B ����� 
�� ���������� �� �������	

2�
��
 *� ��

� 6 
���	� .��� ���	 
��$ ���	������ A �� B ����� ��	 �� 
���� �� ���
���
�� �	
�����1��� ���	� A �� B �����
��� 
�� ���	������ .�� ����	�������� , M(A,B)� �� ��

�
����	 �� �����	 
� δAB(.)� /��� �� ��2� .�� �� �� �	
�������
���� ���	 ��.��� �����
���
��� ���	������ ����	������ , M(A,B) ���� �	
��������� ���	� A �� B� �� �����(��� ��� ��
����	����� 
� ������� LAB ���	 A �� B� ���	� ����� ���	� �	
�������
��� �� �� (�	�� �� �����
����.�� M(A,B)

⋂M(C,D) = ∅� ���	 ������ ��� ���	�� .�� ���� �� 	������� �� �� �� 	�������
� A�� ��

� 9C� �� �� �����
�	�	 , ��	��	 
� 
��������� �����
��� 
�� �	
�������
����
���	 ��.��� �����
��� ��� ���	������ ����	������ , M(A,B) ���� �	
��������� ���	� A ��
B �

F� �	
�������
��� S �����(��� ������ ��� ����	������ 
� ������� �� �� �����
��� δAB ≤
LAB� ∀A �� ∀B �)��� ��� ����	����� 
� ������� A
�2������ <C� !���.�� ∀H 	∈ M(A,B)� ����
�� � sH +CH < sA +CA� ���� �� � sB +CB < sH +CH � ���	� �� �	
�������
��� S �����(���
������ ��� ����	������ 
� ������� �� �� �����
��� �� δAB =

∑
H∈M(A,B)

CH ≤ LAB� ���	 ������

��� ���	������ A �� B �)��� ��� ����	����� 
� �������� *� ����	�
� ��� �	���� �

0
���1�
 

 %��� �� ��� �, ��� ����������� �� ������� ���� �� �������� �� �
 �� ��������
� ���������� ������� ������������� 5 
�� ���������� �� ������� ��� � �� 5 ���������� ���
���������� ����������� 5 ����� ����������	 �� �������� ������ �� ���6����� ;B ���
���� 
� ���
��������	

./
���
 

 7�� �6����� ���
���� �� ��������� ����������(������� ��
� 
� ������� �����!
������� �*�� ��
��� ��� ����������� �� ������� �� �������� �� �
 �� �������� �	 -��� ��  �����
����� ���� �� 2 
�� :	:F �*�� ��� ����������� �� ������� L(A,C)+ L(D,F )+ L(H,I) ��+ ���!
�����*�����+ L(J,L) ��2���� �
� ��� ������ (A,C)+ (D,F )+ (H,I) ��+ ��������*�����+ (J,L)	

�
��� ��� ����������� �� ������� ���� � ���� 5 3 �� CA = 1,∀A ∈ V	 8� ������
� �
� ��
���
��� ������ ���� ���� �� �������� ��+ ���� �� �������� �	 �� ��������� ����������(������� ��!
����
� �
��� �
G� �
� ��� ������� ������ ��
�  ������ �
� �� ����� ��� �
���� ���6��
���� ���
����������	 8� �
����� �
� ����� ��������� ��� �����)���� ����� �� � � �
 ����� 
� ��������!
������ �
� �����)��� ��
��� ��� ����������� �
 �������	 %��� �� 2 
�� :	:9 �� ����� 
� ���
��������������	
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L(D,F)

L(H,I)

L(J,L)

���� 6�65 O -������ ������������ �*�� ����������� �� ������� �� �������� �� �
 �� �������� �

A B C D E F G

t=0 t=1 t=2 t=3

J K L H I

���� 6�6= O 8������������� �����)������ ��
��� ��� ����������� �� �������
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��� �� ��� 
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�� ���� 
�� ����	������ 
� ������� ��	

�� ���	�� �� 	������� � �� ���	�
��� 
��$ ��������� ����������

3����� (A,B),(C,D) ∈ V × V ���� P (A,B),P (C,D) ∈ P 
��$ ���	�� .������.��� ��
	������� �� /������ 
�� 
��$ ���	�� � 
�� ���	������ .�� 
������ ���	
�������	 �2� .�� ���
���	������ 
� �����	� ���	� �������� ���	
�������	 ������ /�

� 
��� �� ��� ���� 
�� ���	��
�� 	������� �� ��M�� �� 	������� �� �����
� 
��	
�����1������� ���	 
�� ���	�� �� 	������� �

�������� ��	 ��� ����
���� 
���
��$ ��		�����
��� ��$ ����	������ 
� ��������
!��	 
��$ ���	�� �� 	������� �� ft 
��� �� ������
��� 
�� ���	������ .�� ���� �	�
��	���

��	 ���� ��� ���
��� 	������ �� �	�
��	� ���	����� 
���� ���	� �� ��� ���	������� 	�������
���
, ���$������� 
��� 
���� �� ���
�� ��	���� 
� �����	� ���	� �� ����������� , ��� ���	�������

�� ���� ��	 ftCD(A,B) ������
��� 
�� ���	������ E ∈ M(A,B) ���	 ��.��� ∃F ∈
M(C,D) ��� .�� P (F,E) ∈ P �� �G ∈ M(A,E) ���	 ��.��� ∃F ∈ M(C,D) ��� .�� P (F,G) ∈
P� /��� �� ��2� .�� ftCD(A,B) ��� ������
��� 
�� ���	������ E ����	������ , �� 
�� ���
���

� A , B ��� .���� ) � �� ���
�� ��	� E , ��	��	 
���� ���	����� ����	������ , �� 
�� ���
���

� C , D �� �� ��) � ��� 
����	����� G ����	������ , �� 
�� ���
��� 
� A , E ��� .���� )
� �� ���
�� ��	� G , ��	��	 
���� ���	����� ����	������ , �� 
�� ���
��� 
� C , D� ��
���� ��	 Γ−

CD(A,B) ������
��� 
�� �	�
�������	� 
� ftCD(A,B)� �����@,@
�	� ������
��� 
��
���	������ E ∈ V ���	 ��.��� �� ) � ��� ���	����� F ∈ ftCD(A,B) ��� .�� (E,F ) ∈ E �

!��	 
��$ ���	�� �� 	������� �� lt 
��� �� ������
��� 
�� ���	������ .�� ���� 
�	���	���
��	 ���� ��� ���
��� 	������ ��� ���	������ �� �� 
�	���	� ���	����� 
���� ���	�� 	�������
���
, ���$������� 
��� 
���� �� ���
�� ��	���� 
� ��� ���	������ �� ����������� , �����	� ���	��

�� ���� ��	 ltCD(A,B) ������
��� 
�� ���	������ E ∈ M(A,B) ���	 ��.��� ∃F ∈
M(C,D) ��� .�� P (E,F ) ∈ P �� �G ∈ M(E,B) ���	 ��.��� ∃F ∈ M(C,D) ��� .��
P (G,F ) ∈ P� /��� �� ��2� .�� ltCD(A,B) ��� ������
��� 
�� ���	������ E ����	������ ,
�� 
�� ���
��� 
� A , B ��� .���� ) � �� ���
�� 
� E ��	� ��� 
�� ���	������ ����	������ ,
�� 
�� ���
��� 
� C , D �� �� ��) � ��� 
����	����� G ����	������ , �� 
�� ���
��� 
� E ,
B ��� .���� ) � �� ���
�� 
� G ��	� ��� 
�� ���	������ ����	������ , �� 
�� ���
��� 
� C ,
D� �� ���� ��	 Γ+

CD(A,B) ������
��� 
�� ���������	� 
� ltCD(A,B)� �����@,@
�	� ������
���

�� ���	������ E ∈ V ���	 ��.��� �� ) � ��� ���	����� F ∈ ltCD(A,B) ��� .�� (F,E) ∈ E �
./
���
 
� <�
� ���
����� ��� ��
6 ���������+ �� ����� ���6����� �
�*���	 %��� �� 2 
��
:	:D+ ��
� (A,B) � (C,D)+ �� � ftCD(A,B) = {F,G}+ ltCD(A,B) = {G}+ ftAB(C,D) = {G}
�� ltAB(C,D) = {G,I}	

*����
� 
��	
�����1������� �������� 
� ������� ��	 ������
��� 
���
�� 
����	������ ��@
��	������ , ��� ����	����� 
� ������� L1 .�� 
������ ���	
�������	 ���	 .�� �� 
�	���	�
���	����� 
� �����	� ����	����� 
� ������� L2 ������ �� (��	� .���
 �� � L1 � L2� !��	 ����
�� ���
�� �� �������� 
��� ���	
�������
��� 
�� ���	������ ����	������ , L1 .�� �� (���
.������� �	 �� 
�	�� 
��	
�������
��� ���	� �� �	�
��	� ���	����� 
� L2 �� �� 
�	���	� ���@
	����� 
� L2 ���� 
�
�2�	 �� 
�	�� 
��	
�������
��� ���	� �� �	�
��	� ���	����� 
� L1
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�	���	� ���	����� 
� L1� ��� (��� .�� ��� �	�
��	�� ���	������ �� ��� 
�	���	�� ���@
	������ 
�� 
��$ ����	������ ��� ��� �	
���������� *�� ���	������ ����	������ , L1 .�� ��
(��� .������� �	 �� 
�	�� 
��	
�������
��� ���	� �� �	�
��	� �� �� 
�	���	� ���	����� 
�
L2 ��� (��� .�� �� �	�
��	� ���	����� 
� L1 � ��� �	
�������� ��		�����
��� , ������
���
Γ−

L2
(L1)� *�� ���	������ ����	������ , L1 .�� �� (��� .������� �	 �� 
�	�� 
��	
�������
���

���	� �� �	�
��	� �� �� 
�	���	� ���	����� 
� L2 ��� (��� .�� �� 
�	���	� ���	����� 
� L2
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�������� ��		�����
��� , ������
��� Γ+
L2

(L1)� ���� �� ��� ������
��� 
���
�� 
�
L1 ��� � �� , M(L1)

⋃{M(L2)\Γ+
L1

(L2)}� �� 
#
�� ������
��� 
���
�� 
� L2 ��� � �� ,
M(L2)

⋃{M(L1)\Γ−
L2
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./
���
 
	 %��� �� 2 
�� :	?B+ �� ��������� �
� L1 ��� �� ���������� �� ������� �
� ��
����� (A,B) �� �
� L2 ��� �� ���������� �� ������� �
� �� ����� (C,D)	 -� �� �
����� �
���
���������� A �*��� C+ ����� �
���
� ���� �� �������� ���� ���������������� �� �����������
E ∈ ltCD(A,B) ��� ������� 5 C+ �� ����� ���
�� ����� A �� B ����� �� ����	 
�
3�
�� ����
�� ��� �, �� �
����� �
��� ���������� A �*��� C+ �� ���� ����� �� �� �������� �� E ���
������� 5 C ���� � �� ����� ���
�� ����� C �� D	 -� �� �
����� �
��� ���������� E �����
C �� �� )��� �
������ �� �� �
��� ���������������� ����� C �� D	

%� �� ���� �������+ ���� �� 2 
�� :	?;+ �� ��������� �
� L1 ��� �� ���������� �� ��!
����� �
� �� ����� (A,B) �� �
� L2 ��� �� ���������� �� ������� �
� �� ����� (C,D)	 -� ��
�
����� �
��� ���������� B �*��� D+ ����� �
���
� ���� �� �������� ���� ����������������
�� ����������� F ∈ ftAB(C,D)+ ��� ������� 5 B+ �� ����� ���
�� ����� C �� D ����� �� ����	

�
3�
�� ���� �� ��� �, �� �
����� �
��� ���������� B �*��� D+ �� ���� ����� �� �� ����!
���� �� F ��� ������� 5 B ���� � �� ����� ���
�� ����� A �� B	 -� �� ���������� F �*���
B �� �� )��� �
������ �� �� �
��� ���������������� ����� A �� B	
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� 8� � 
� ������� ��2�� ��� 
�  ����� G = (V,E) ��� �
��� � � ��
6 �����������
�� ������� �������� �
� ��� ������ (A,B) �� (C,D)+ �, (A,B) � (C,D) �� LAB =

∑
H∈M(A,B) CH 	

�� ������� ��� ��������(���� �� �� ��
������ �� LCD ≥ ∑
H∈M(A,B)

SM(C,D) CH 	

2�
��
 !���.�� LAB =
∑

H∈M(A,B) CH ���	� ���	� �����	����� A �� �����	����� B �� ����
�	
�������	 �����
��� 
�� ���	������ ����	������ , M(A,B)� ���� ������ ���	����� ��@
��	������ , M(C,D) �� ������	������ ��� , M(A,B) �� ���� ���	
�������	 ���	� A ��
B�

�� �����.����� 
��� �� ��� �G C �� D ������	�������� ��� , M(A,B)� ���	� ��� ���	�@
����� 
������ #�	� �	
��������� ����� A �� ��	�� B� �� .�� �
���.�� .�� ������ ��� ���@
	������ ����	������ , M(A,B) ��	��� �	
��������� ���	� C �� D� �� � 
��� LCD ≥∑

H∈M(A,B)
SM(C,D) CH � *� ����	�
� ��� �	���� �

0
���1�
 
� %��� �� �������� �� �� ����� ��� �� ������ �� ��� ���*��� �, C �� D �����!
�������� 5 M(A,B)	 $� �4�� �� C �� D ������������� 5 M(A,B)+ ����� ��
��� ��� ����������
����������� 5 M(C,D) ������������� �
��� 5 M(A,B)+ ���� �� ���������� �� ������� ��!
����� �
� �� ����� (A,B) ���� ���� �
 ����� ��
�  ����� �
 � ��� 5 �� ����� ��� �
����
���6��
���� ��� ���������� ����������� 5 M(A,B)	

0
���1�
 
	 <�
� �� ��� ������ ��� �� �������� ;F ���������� ������� �� �� ���������� ��
������� (A,B) ��� � ��� 5 ���������� ��� ���������� ����������� 5 �� ���������� �� �������
�� ���������� ������� �� �� ���������� �� ������� (C,D) ��� � ��� 5 ���������� ���������
��
��� ��� ���������� ����������� 5 ��� ��
6 ����������� �� �������	 <�� �6����� ���� ��
2 
�� :	:' �� �� ��������� �
� �� ���������� �� ������� L(D,I) ��� � ��� 5 �� ����� ���
�
���� ���6��
���� ��� ���������� ����������� 5 M(D,I) ����� ���������� ������� �� ��
���������� (D,I) ��� � ��� 5 {D,F,H,I} �� ���������� ������� �� �� ���������� (J,L) ���
� ��� 5 {J,K,L,D,F,H,I}
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��$ ����	������ 
��� ���	
�������
��� ���� �	������ ��	 ���
��

�� ; �� <� *� ����	�
� 4: .�� ��� ���� ������� ��� 
��$ 	�������� ���	 �	����	 �� ���
�����

��	
�����1������� 
��� �� ��� �G ������ ��� ����	������ 
� ������� ���� �� 	������� ��

&
��
 ) -��� 
� ������� ��2�� ��� 
�  ����� G = (V,E) ��� �
� ��� ������ �
� ����
����� ��
� � ��� ����������� �� ������� ��2���� ���� �� �������� �	 <�
� (A,B) � (C,D) �� 
� �����!
��������� �
������
� S ∈ S �*�� sA ≤ sC+ �� ��
��� ��� ���������� E ∈

⋃
H∈Γ−

CD(A,B)

M(A,H)

���� ������������ ����� sA �� sC+ ����� δAB(S) ����� ��� ����2� ��� ������� �
 ��� �, �

����� 
�� ��������� E ∈

⋃
H∈Γ−

CD(A,B)

M(A,H) ��� ����������� ����� sC	 -� �
 ����� 
��

��������� E ∈
⋃

H∈Γ−
CD(A,B)

M(A,H) ��� ����������� ����� sC+ ����� δCD(S) �
 ����� ���

������� �
 ��� �, ��
��� ��� ���������� E ∈
⋃

H∈Γ−
CD(A,B)

M(A,H) ���� ������������ ����� sA

�� sC	

2�
��
 !���.�� E ∈
⋃

H∈Γ−
CD(A,B)

M(A,H) ⊂ M(A,B)� E ��� ������	� �	
�������� ���	� sA

�� �� �������� 
��� ���	
�������
��� �� 
�
�2� ��� δAB(S)�
!���.�� E ∈

⋃
H∈Γ−

CD(A,B)

M(A,H)� �� ��) � ��� 
����	����� F ∈ M(C,D) .�� 
��� #�	� �	@


�������� ����� E� ����� E ���� #�	� �	
�������� ��	�� C� 3� �� �	
������� ��� ���	�����
.������.�� E ∈

⋃
H∈Γ−

CD(A,B)

M(A,H) ��	�� C� �� ��� ���
��� .�� ���	 �� �	
�������
���

.������.�� S� δCD(S) ��� �� 
���� ���� �� ��

� 
�� 
�	��� 
��$������� 
� ������ ���
���	������ E� *� ��

� ��� �	���� �

&
��
 * 8� � 
� ������� ��2�� ��� 
�  ����� G = (V,E) ��� �
� ��
��� ��� ������ �
� ���!
�
����� �� � � ��� ����������� �� ������� ��2���� ���� �� �������� �	 <�
� (A,B) � (C,D)
�� 
� �������������� �
������
� S ∈ S �*�� sD ≤ sB+ �� ��
��� ��� ���������� E ∈⋃
H∈Γ+

CD(A,B)

M(H,B) ���� ������������ ����� sD �� sB+ ����� δAB(S) ����� ��� ����2�� ���

������� �
 ��� �, �
 ����� 
�� ��������� E ∈
⋃

H∈Γ+
CD(A,B)

M(H,B) ��� ����������� �*���

sD	 -� �
 ����� 
�� ��������� E ∈
⋃

H∈Γ+
CD(A,B)

M(H,B) ��� ����������� �*��� sD+ �����

δCD(S) �
 ����� ��� ������� �
 ��� �, ��
��� ��� ���������� E ∈
⋃

H∈Γ+
CD(A,B)

M(H,B) ����

������������ ����� sD �� sB	
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� E 
���
���	
�������
��� �� 
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�2� ��� δAB(S)�
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⋃
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CD(A,B)

M(H,B)� �� ��) � ��� 
����	����� F ∈ M(C,D) .�� 
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CD(A,B)
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��� .������.�� S� δCD(S) ��� �� 
�����
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�� 
�	��� 
��$������� 
�� ��� ���	������ E� *� ��

� ��� �	���� �

(������
 
� 8� � 
� ������� ��2�� ��� 
�  ����� G = (V,E) ��� �
��� � � ��
6 �����������
�� ������� �������� �
� ��� ������ (A,B) �� (C,D)+ �, (A,B) � (C,D)	 ��� ��
6 �����������
�� ������� �� ���� ��� � ���� 5 �� ����� ��� �
���� ���6��
���� ��� ���������� �����������
5 �� ����������	 �� ������� ��� ��������(���� �� �� ��
������ ��{

LAB ≥ ∑
H∈M(A,B) CH +

∑
H∈S

E∈ltAB(C,D) M(C,E) CH

LCD ≥ ∑
H∈M(C,D) CH +

∑
H∈S

E∈ftCD(A,B) M(E,B) CH
A6�48C

�
 *��� *����	

2�
��
 *� �	���� ��� (���� ��	 
����� �
����������
�� �	���� 
����	
 .�� �� �� �)���
� ��� �	
�����1���� ���	� �� �)���
� 6�48 �� ����@��	��

��� �����(���� !���.�� �� �)���
� ��� �	
�����1���� ���	� �� ) � �� 
���� �� �	
�������
���
S .�� �����(��� ������ ��� ����	������ 
� �	���
����� �� 
� ��������� ���� ��� �	
�������
���
A ��� �	
�������� ����� �� ��	�� C�

���� �� ��� �G A ��� �	
�������� ����� C ����.���� ��� 
��� �� ��� 
�� ����	������ 
�
������� .�� �� ���� ��� � ���� , �� ��

� 
�� 
�	��� 
��$������� 
�� ���	������ ����	������
, �� ����	����� ���	� B ��� �	
�������� ����� D A���	 2 �	� 6�96C�

A B DC

���� 6�96 O 8������������� ���
������ �� �������� ;9

���� �� ��� �G A ��� �	
�������� ��	�� C ����.���� ��� 
��� �� ��� 
�� ����	������ 
�
������� .�� �� ���� ��� � ���� , �� ��

� 
�� 
�	��� 
��$������� 
�� ���	������ ����	������

8:



, �� ����	����� ���	� B ��� �	
�������� ��	�� D A���	 2 �	� 6�99C� *� ����	�
� ��� �	����
�

C A D B

���� 6�99 O 8������������� ���
������ �� �������� ;9

0
���1�
 
) <�
� �� ��� ������ ���� �� �������� ;9 ��� ��������� ������
6 ��� ��
6
����������� �� ������� ����������� ��� ��
������ ��� ���������� ����������� 5 �� ����������
�� �������+ ���� �
��� ��� ���������� ����������� 5 ���
��� ���������� �� �������	 ���6�����
;B ���
���� ��� ���� ���������	

./
���
 
) 7�� �6����� ���
���� �� �������� ;9	 8� ��������� �� ������� ������������
����� ���� �� 2 
�� :	?� �*�� ��� ����������� �� ������� L(A,C) �� L(D,I)	

A B C

D F H I

L(A,C)

L(D,I)

���� 6�9; O 0����� ���
������ �� �������� ;9

(������
 
 8� � 
� ������� ��2�� ��� 
�  ����� G = (V,E) ��� �
� ��
��� ��� ������
�
� ����
����� �� � � ��� ����������� �� ������� ��2���� ���� �� �������� �	 �� ������� ���
��������(���� �� �� ��
������ �� ��
� ����
� ���������� �� ������� ��2��� �
� 
�� �����
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(A,B) �� �������� � �*�� n ������ (Ci,Di),∀i{1,2, . . . ,n}+ �
� ����
����� �� � � ��� �����������
�� ������� ��2����+ �� �

LAB ≥
∑
H∈W

CH A6�45C

�, .

W = M(A,B)
⋃ ⋃

i∈{1,...,j};E∈ltAB(Ci,Di)

M(Ci,E)
⋃ ⋃

i∈{j+1,...,k};E∈ftAB(Ci,Di)

M(E,Di)
⋃

⋃
i∈{k+1,...,m}

M(Ci,Di)+

�, .

j < k < m < n ���� ��� ������� ������� ������)� �
� �����)��� ��� ��������� �
�*����� .
LCiDi

≥
∑

H∈{M(Ci,Di)
S

⋃
E∈ftCiDi

(AB)

M(E,B)}
7H + ∀i ∈ {1, . . . ,j}

LCiDi
≥

∑
H∈{M(Ci,Di)

S

⋃
E∈ltCiDi

(A,B)

M(A,E)}
7H + ∀i ∈ {j + 1, . . . ,k}

LCiDi
≥

∑
H∈M(Ci,Di)

CH + ∀i ∈ {k + 1, . . . ,m} ��

LCiDi
≥

∑
H∈{M(Ci,Di)

SM(A,B)}
CH + ∀i ∈ {m + 1, . . . ,n}	

2�
��
 *� �	���� ��� (���� ��	 
����� �
���������� �����	
� �� ��	� 
� ���)������� .�� ����
� �� �)���
� �	
�����1����� �� .�� �� ��2� .���� ) � �� �	
�������
��� S ∈ S .�� �����(���
������ ��� ����	������ 
� ������� � sB − sA + CB ≤ LAB� ∀L(A,B) ∈ S� +��� sB − sA + CB

��� �� ��

� 
�� 
�	��� 
��$������� 
�� ���	������ .�� ���� �	
��������� 
� sA , sB� ��
(��� 
� ���	
	� ��	����� ������
��� 
�� ���	������ �	
��������� 
� sA , sB �������� �� 
����

�� ���	������ ����	������ , M(Ci,Di),∀i ∈ {1,2, . . . ,n}� *�� ���	������ 
� M(Ci,Di) .��
���� �	
��������� 
� sA , sB 	�������� 
� �� (�1�� 
��� �� ���	� (Ci,Di)���� �	
��������
��	 	����	� , �� ���	� (A,B)� ∀i ∈ {1,2, . . . ,n} 
��� ���	
�������
��� S� �� �����.����� ��

��� ���
��	 ���� ��� �	
	�� ��������� ���	 ��� 
��$ ���	�� 
����	������� �����@,@
�	� ��$ �	
	��
��� .�� A ���� ������	� �	
�������� ����� B �� C ����� D� !���.�� (A,B) ��� �� 	������� �

���� (Ci,Di)� ��	
� ��� �	
	��� ��� �	
	�� sA + CA ≤ sB + CB ≤ sCi
+ CCi

≤ sDi
+ CDi

��
sCi

+CCi
≤ sDi

+CDi
≤ sA +CA ≤ sB +CB ���� ����	
���� J� 	���� .���	� ��� ��������� ���	

�	
�������	 ��� ���	�� (A,B) �� (Ci,Di),∀i ∈ {1,2, . . . ,n} �
4� sA + CA ≤ sCi

+ CCi
≤ sB + CB ≤ sDi

+ CDi
,∀i ∈ {1,2, . . . ,j}Y

6� sCi
+ CCi

≤ sA + CA ≤ sDi
+ CDi

≤ sB + CB,∀i ∈ {j, . . . ,k}Y
9� sCi

+ CCi
≤ sA + CA ≤ sB + CB ≤ sDi

+ CDi
,∀i ∈ {k + 1, . . . ,m}Y

;� sA + CA ≤ sCi
+ CCi

≤ sDi
+ CDi

≤ sB + CB,∀i ∈ {m + 1, . . . ,n}Y
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�� ��������� �� ��

� ;� �� ��� 4 �
���.�� .�� ������ ��� ���	������ ����	������ ,
M(A,E),E ∈ Γ−

Ci,Di
(AB), ∀i ∈ {1,2, . . . ,j} ���� �	
��������� 
� A , B� �� �����.������

����.�� Ci ��� �	
�������� ����� B �� 	���� 
�� ���	������ ����	������ , M(A,B)� �����@,@

�	� ��� ���	������ ����	������ , M(E,B),E ∈ ftCiDi

(A,B) ���� �	
��������� ���	� Ci ��
Di,∀i ∈ {1,2, . . . ,j}�

�� ��������� �� ��

� <� �� ��� 4 �
���.�� .�� ������ ��� ���	������ ����	������ ,
M(E,Di),E ∈ Γ+

AB(Ci,Di), ∀i ∈ {1,2, . . . ,j} ���� �	
��������� 
� B , Di� �� �����.������
����.�� Ci ��� �	
�������� ����� B �� 	���� 
�� ���	������ ����	������ , M(A,B)� �����@
,@
�	� ��� ���	������ ����	������ , M(Ci,E),E ∈ ltAB(Ci,Di) ���� �	
��������� ���	� A ��
B�

�� ��������� �� ��

� ;� �� ��� 6 �
���.�� .�� ������ ��� ���	������ ����	������ ,
M(Ci,E),E ∈ Γ−

AB(Ci,Di), ∀i ∈ {j +1, . . . ,k} ���� �	
��������� 
� Ci , A� �� �����.������
����.�� A ��� �	
�������� ����� Di �� 	���� 
�� ���	������ ����	������ , M(Ci,Di)� �����@
,@
�	� ��� ���	������ ����	������ , M(E,Di),E ∈ ftAB(Ci,Di) ���� �	
��������� ���	� A
�� B�

�� ��������� �� ��

� <� �� ��� 6 �
���.�� .�� ������ ��� ���	������ ����	������ ,
M(E,B),E ∈ Γ+

CiDi
(A,B), ∀i ∈ {j + 1, . . . ,k} ���� �	
��������� 
� Ci , Di� �� �����@

.������ ����.�� A ��� �	
�������� ����� Di �� 	���� 
�� ���	������ ����	������ , M(A,B)�
�����@,@
�	� ��� ���	������ ����	������ , M(A,E),E ∈ ltCi,Di

(A,B) ���� �	
��������� ���	�
C �� D�

*� ��� 9 �
���.�� .�� ������ ��� ���	������ ����	������ , M(Ci,Di),∀i ∈ {k + 1, . . . ,m}
���� �	
��������� 
� A , B� *� ��� 9 �� ��	
�� ��� 
� 
�	� �� ��� ���	������ ����	������ ,
M(A,B) ���� �	
��������� 
� Ci , Di�

*� ��� ; �
���.�� .�� ������ ��� ���	������ ����	������ , M(A,B) ���� �	
���������

� Ci , Di,∀i ∈ {m + 1, . . . ,n}� *� ��� ; �� ��	
�� ��� 
� 
�	� �� ��� ���	������ ����	������
, M(Ci,Di) ���� �	
��������� 
� A , B�

�� ����������� ������
��� 
�� ���	������ .�� ���� �	
��������� 
� A , B �������� ��

���� ��� ���	������ ����	������ ,
W = M(A,B)

⋃ ⋃
i∈{1,...,j};E∈ltAB(Ci,Di)

M(Ci,E)
⋃ ⋃

i∈{j+1,...,k};E∈ftAB(Ci,Di)

M(E,Di)
⋃

⋃
i∈{k+1,...,}

M(Ci,Di)� �G

j,k,m ∈ N ���� 
�� ��
�	�� �����	� ������(� .�� �����(��� ��� 	�������� ��������� �
sDi

− sCi
+ CDi

≥
∑

H∈{M(Ci,Di)
S

⋃
E∈ftCiDi

(A,B)

M(E,B)}
/H � ∀i ∈ {1, . . . ,j}�

sDi
− sCi

+ CDi
≥

∑
H∈{M(Ci,Di)

S

⋃
E∈ltCiDi

(A,B)}
M(A,E)}

/H � ∀i ∈ {j + 1, . . . ,k}�

sDi
− sCi

+ CDi
≤

∑
H∈M(Ci,Di)

CH � ∀i ∈ {k + 1, . . . ,m} ��
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sDi
− sCi

+ CDi
≥

∑
H∈{M(Ci,Di)

S

⋃
E∈M(A,B)

CH

� ∀i ∈ {m + 1, . . . ,n}�

�� ��������� L(A,B) ≥ sDi
−sCi

+CDi
� �� ������� ����� ����� A6�45C� *��
��������� 
�	����

��� �	������
�� �����
�	� ����� ����� A6�45C �����(���� ���	 ���.�� ���	� (A,B) ���� ��� ����	����� 
�

������� 
�2��� ��	 ����� /��� �� ��2� .���� ���� �	
�������	 
� A , B ��� ���	������ ����	@
������ , W = M(A,B)

⋃ ⋃
i∈{1,...,j};E∈ltAB(Ci,Di)

M(Ci,E)
⋃ ⋃

i∈{j+1,...,k};E∈ftAB(Ci,Di)

M(E,Di)⋃ ⋃
i∈{k+1,...,}

M(Ci,Di)� *�����
��� W �������� ������ ��� ���	������ ����	������ , M(Ci,Di)�

∀i ∈ {1, . . . ,n} .�� 
������ #�	� �	
��������� 
� A , B ���	 �����(��	� ���	
	� ��	����� �� ���@
������ ����� ����� A6�45C ���	 ���.�� ���	� (A,B) �� ������� �� �	
�������
��� .�� �����(���
���	
	� ��	����� !���.�� ��� ����	������ 
� ������� ���� 
��, �����(����� ��	 ����� ����� A6�45C�
�� �)���
� ��� �	
�����1����� *��
��������� ����	�� ��� �	����� �� �� ����	�
� ��� �	���� �

0
���1�
 
* �� �������� ;D ����� ��� ���������� ����������(������� �
� ���������� ����!
����� ��� ��������� ������
6 ������������� �
6 ����������� �� �������	 <
���
� ������
���
��� ��������� ��� ������������ 
� �������� C<!��G���� �� ��
� ������ �� �������� ������+
�� ��������� 5 ������ �� ���������� ��
������ ��� ��� �, ����
� ���������� �� ������� ��� ��
�������� � �*�� �
 ��
� 
�� �
��� ���������� �� �������	 7�� ��� ������������� 5 ��� ��� ���!
������ ���� �����
����� �� �� ����� ��
� ��� ��� 
� �� ������� ���������������� ����������
���� �� ������� �
�*����	

�� 
���� �� �$�
��� 
��� �)���
� ���� ������ ��� ����	������ 
� ������� �� 	������� ��

./
���
 
* -��� ��  ����� G = (V,E) ����� ���� �� 2 
�� :	?' �*�� ��� �
���� ���6��
����
CA = 1,∀A ∈ V �� �*�� ��� ����������� �� ������� LAC = 3+ LDF = 9 �� LHJ = 5	 8�
������
� �
� (A,C) � (D,F ) �� (D,F ) � (H,J)	 ��� ���������� ����������(������� ����
�����)����� �� �� 2 
�� :	?E ����� 
� �������������� �
� �����)��� ��� ����������� �
 �������	

���������������� ���� �
� ���������
� �
 ���
��
 ��-��
� ��� �
� ����
� 
� �
���
���� ��� � 
� �

�����	 ��� ���
�����  ���	��� 
��	
�����1������� 	������ , �	����	 .���� ) � �� �	
��@
�����
��� .�� �����(��� ������ ��� ����	������ 
� ������� �� �� �����
��� �� ���.�� ����	�����

� ������� �� 	������� ��� � �� � ���� ��� ���	� ����	����� 
� ������� ��� �����(����� ���.��,

���������� �� � ������ ����	�
��� ��� ���
����� 
��	
�����1������� ���	 
�� �)���
�� ����
������ ��� ���	�� �� 	������� �� �� � �� ��� ���
����� 
��	
�����1������� ���	 
�� �)���
��
���� ������ ��� ���	�� �� 	������� �� ' ��	��	 
� 
���������� �� �� ���
��	 ���	
�����1�������

�� �)���
�� ���� 
�� ����	������ 
� ������� LX,Y ����  	��
�� .�� �� ��

� 
�� 
�	���
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A B C

D E F

H I J

L(A,C)

L(D,F)

L(H,J)

���� 6�9< O -������ ������������ �*�� ��� ����������� �� ������� �� �������� �

t=0 t=1 t=2 t=3

D A B E C H I F J

���� 6�98 O 8������������� �����)������ ��
��� ��� �����������

5;




��$������� 
�� ���	������ ����	������ , M(X,Y ) ����.�� ��� �)���
�� .�� �� �����(��� ���
����� 
�	���	� ���
����� �� ���� ��� �	
�����1������ �� ����	�
� 4< �� �	�������

*� ����	�
� ������� 
���� ��� ���
�����  ���	��� 
��	
�����1������� ���	 ��� �)���
��
���� 
�� ����	������ 
� ������� .������.����

(������
 �" -��� G = (V,E) 
�  ����� �� L 
� �������� ��� ����������� �� ������� ��2����
�
� ��� ������ ������������ ����������� 5 V	 @� � � 
� �������������� �
� �����)��� ��
���
��� ����������� �� ������� ����������� 5 L ��
� ������� ��� ���������� ��2�� ��� ��  �����
G �� �� ��
������ �� ����� ����� =:	;F> ��� �����)���� ��
� ����
� ����� (A,B) �� �������� �

�*�� n ������ (Ci,Di),∀i ∈ {1,2, . . . n}	
2�
��
 *� �	���� ��� (���� ��	 
����� �
��������� �� ���� ���� ��� 
#
�� �	������� .�� ��
�	���� 
� ����	�
� 4:� ���� ���
��������� 
�	���� ������� .�� �� �)���
� ��� �	
�����1����
�� �	���� .�� ����� ����� A6�45C ��� �����(����� *��
��������� ����	�� �����	��� �� �	
�����@
��
��� .�� �����(��� ������ ��� ����	������ 
� �������� �� ��������� ����� ����� A6�45C ��������
�����(���� �

0
���1�
 
+ <�
� 
� ������� �*�� n ����������� �� �������+ �� ������ ����� ������ ��
���� =:	;F> �
� ���*��� ���� *���2��� ��� �
 ��
� n(n−1)	 $� �4��+ �� �� �
������� �
� ��
���
��� n ����������� �� ������� ���� ��2���� �
� ��� ������ �� �������� � ����� ����
� ����������
�� ������� ���� ���� �������� �*�� n − 1 ����������� �� �������	
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+ <�
� ��  ����� ���� �� 2 
�� :	?F �� � ��
��� ��� �
���� ���6��
���� � ���� 5 1+
CA = 1,∀A ∈ V	 8� ��2��� ��� ����������� �� ������� �
�*����� . LAB = 7+ LCD = 12+ LMF =
3 �� LOR = 4	 8� ������
� �
� (A,B)�(C,D)+ (A,B)�(M,F )+ (C,D)�(M,F ) �� (O,R) ���
�� �������� �� �*�� ��
��� ��� �
���� ����������� �� �������	 %������+ �� *���2� �
� ��
���
��� ����������� �� ������� LX,Y ���� ��
�  ������ �
� �� ����� ��� �
���� ���6��
���� ���
���������� ����������� 5 M(X,Y )	 $� 
�������� �� �������� :B �� ������� ��� ��������(����
�� �� ��
������ �� ��� ��������� �
�*����� ���� �����)����� .
LAB ≥

∑
X∈{M(A,B)

S

⋃
Y ∈ltAB(C,D)

M(C,Y )}
7X

LCD ≥
∑

X∈{M(C,D)

⋃ ⋃
Y ∈ftCD(A,B)

M(Y,B)
⋃

M(M,F )}
7X

LMF ≥
∑

X∈M(M,F )

CX

8� �������.⎧⎨
⎩

LAB ≥ CA + CG + CH + CI + CB + CC + CK

LCD ≥ CC + CI + CJ + CK + CL + CD + CM + CN + CF + CH + CB

LMF ≥ CM + CN + CF
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<
���
� ��� ����� ��
������ ���� *���2��� �� ������� ��� ��������(����	 $� �4�� �� � �

� �������������� S �*�� sO ≤ sP ≤ sR ≤ sE ≤ sA ≤ sG ≤ sC ≤ sK ≤ sI ≤ sH ≤
sB ≤ sM ≤ sN ≤ sF ≤ sJ ≤ sL ≤ sD �
� �����)��� ��
��� ��� ����������� �� �������	 %��� ��
��
�!�������� �
�*���+ �� ����� 
� �� ������� �
� ������ ��
�� �������  ������� �� ���
*��

� �������������� �
� �����)��� ��� ����������� �� �������	

A

C

E

O

G

I

K

M

P

H

J

L

N

R

B

D

F

L(A,B)

LC,D)

L(M,F)

L(O,R)

���� 6�95 O 0����� ���
������ �� ���������  ������� ����������(�������

����� �� ���	!�� �
	���� ���������������	

F� �� �	���
� 
��	
�������
��� �	���(�	
� ���	
	� ��	���� 
�2�� ��	 ��  	���� �� ��
�	
	� ����� A�� 
�� �	
	�� ��������C .�� �����(��� ��� ����	������ 
� ������� 
�� ���	�������
���� ���	� ���� ���� �	���
� 
��	
�������
��� ��� �����.�� �����
��� ��	 �� 
���( �� ��
������� �� 
�	.�� � 
�� ���	������ 
�  	����� /� 
�	.�� � 
�� ��

��� ��� ������ , ����
�

� ���� �	���
� 9� ��� ����� �����.�� �����
��� ��	 �� 
���(� J� Q�	�����R .������ ���	������
���� �
��	������ ���	 ��� ����	������ 
� ��������
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�� ���� ��	 G = (V,E) ��  	����@
���( �	����� ��)���.�� 
�� ���	������� �G V ��� ����@
��
��� 
�� ���	������ �� E ⊆ V ×V ��� ������
��� 
�� �	�� �� ��	 D(A) = {B ∈ V ��� .�� ∃
�� 
���� �� ���
�� 
� A , B} ������
��� 
�� ���	������ ����� ��	 �� 
���� �� ���
�� 
�
A� �� ���� ��	 W ������
��� 
� �	����� ������� ���
��� �� 
�	����
��� 
� ���� �	���
��

*��� �	���
� 
� 
�	.�� � ������� , ���.�� ���	����� A ��� 
�	.�� .�� ��
�.�� �� �����@
	����� A 
��� #�	� �	
�������� ����� �� �	�
��	� ���	����� 
���� ����	����� 
� ������� .���

�� ) � �� 
���� �� ���
�� 
� A ��	� �� 
�	���	� ���	����� 
� ����� ����	����� 
� ��������
3��� ) � �������	� ���	������ �����(������ ����� �	��	���� ���	� �� 
�	.�� ��	� � ��� , �� ����
������ ����	����� 
� �������� �� ���� ����� 
�	.�� ��	 marque(A) ∈ N∗ ⋃{∞}� �G ∞ ��� ��
��
�	� �����	 ������( ����  	��
 .�� ���� ��� ���	�� ��
�	�� ����	������ , N∗� *�� 
�	.���
������� ���� �	 
� �����	� ���
��� ���� �	���
� 
� 
�	.�� ��

&
��
 + -� 
�� ����� ������������ (A,B) � 
�� ���������� �� ������� L(A,B) �� �� �� � �

�� ��������� C �*�� A ∈ D(C)+ ����� sB + CB − sA ≤ LAB ��� *���2�� �
���� �
� ���� sC	

2�
��
 3� (A,B) � ��� ����	����� 
� ������� ���	� B ∈ D(A) �� sA ≤ sB� !���.�� A ∈ D(C)
�� � sC ≤ sA� ���� �� ������� sC ≤ sA ≤ sB �� ����.�� C ��� 
��, �	
�������� ���	� .���

A 
������ �	
�����1���� �� 
��� 
� 
���� 
� B ����� ��� 
�
�2�� ��	 �� 
��� 
� 
���� 
�
C� *� ��

� ��� �	���� �

3�%������
 	

�������������� � �� (A,B) � ��� ����	����� 
� ������� L(A,B) ���	� marque(B) = L(A,B)
�� marque(A) = ∞� ����� marque(A) = marque(B) = ∞� �� ����� �� B ����	����� ,
�������	� ���	�� ���� 
�� ����	������ 
� ������� ���	� marque(B) = min(C,B)∈L{L(C,B)} ��
marque(A) = ∞� 3��� W = L�

2�� 
 � ���	 (A,B) ∈ W �� ���	 ���.�� ���	����� C ∈ V\{A,B}� �� ) � �	��� ������������ �
A�C �� A ∈ D(C) marque(C) = marque(C)Y
A�C �� A /∈ D(C) �� B ∈ D(C)� ���	� marque(C) = min(marque(C),marque(B))Y
A�C �� A /∈ D(C) �� B /∈ D(C) ���	� marque(C) = marque(C)�
3��� W = W\{(A,B)}�

2�� � � �� W 	= ∅ ���	� �� �� �� !�� 4� ����� ���� �	���
� ���		#���

�� ���� ��	 LX ������
��� 
�� �������� .�� ���� �� 	������� � ���� 
����	�� ����	������ 
�
������� �� .�� ����� ��� �� 
�>�	���� ���	� �� ������� �� �� ��

� 
�� 
�	��� 
��$������� 
��
���	������ ����	������ , �� ���	� � ��� , 0� �� �����
�	� ��� ����
��� �	
����� �� L(A,B)
��� ����� L(C,D) 
��� ������
��� LX ���	� LAB < LCD�

*��� �	���
� 
��	
�������
��� ������� ��� 
�	.��� �������� ��	�� ����	 �����.�� ����@
 �	���
� 
� 
�	.�� �� �� ���� ��	 W ������
��� 
� �	������ ��	 sT �� 
��� 
� 
���� 
�
�� 
�	���	� ���	����� �	
��������� ��	 CT �� 
�	�� 
��$������� �� ��	 Prec(A) ������
���

�� �	�
�������	� 
� �����	����� A� !��
��� �� 
�	����
��� 
� ���� �	���
� ������
��� W
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�������� ��� ���	������ �	#��� , #�	� �	
���������� �����@,@
�	� ��� ���	������ 
��� ��� �	�
�@
������	� ���� 
��, �	
��������� �� 	�
�	.�� .�����	� 
��$ ���	������ .�� ���� 
����������
�� 
#
� �������� �� �� ���� ) ����	 �� ���
��� !��
��� �� 
�	����
��� 
� ���� �	���
��
���.�� (��� .����� ���	����� ��� �	
��������� sT A	���������
��� CT C ��� 	�
����� ��	 ��

��� 
� 
���� A�� 
�	�� 
��$�������C 
� ����� ���	������

3�%������
 )

�������������� � W =
⋃

A∈V �� Prec(A)=∅{A} �� sT = 0,CT = 0�

2�� 
 =��������� �*�� ���������� �� �������>�
�� ∃A ∈ W ��� .�� marque(A) 	= ∞ ���	� �� ������� A ��� .�� marque(A) =
minB∈W{marque(B)}� 3� ∃L(C1,D1) ∈ LX �� ∃L(Ci,Di) ∈ LX ,∀i = 2,3, . . . n ��� .��
A ∈ ⋃

E∈Γ+
CiDi

(C1,D1)
M(E,D1),∀i = 2,3, . . . n ���	� ���� B ∈ W �����	����� ���� �� ����

������ 
�	.�� ��� .�� ∃i ∈ {2,3, . . . ,n} ���� B ∈ ⋃
E∈Γ+

C1D1
(Ci,Di)

M(E,Di)� 3� �����	����� B

�$���� ���	� sB = sT +CT � �� ������ B 
� W� ������ ��� ���	������ .�� 
��������� �	
�����@
1����� ���� �������� , W �� �� �� �� !�� ;� 3� �����	����� B ���$���� ��� ���	� sA = sT +CT �
�� ������ A 
� W� ������ ��� ���	������ .�� 
��������� �	
�����1����� ���� �������� , W
�� �� �� �� !�� ;�

2�� �=��������� �
� ����� ��� �������� ��
�� ���������� �� �������>�
�� ∃A ∈ W ��� .���� ��) � ��� 
����	����� B ∈ V ���� (A,B) ∈ L ���	� sA = sT + CT � ��
�������� 
� W� ������ ��� ���	������ .�� 
��������� �	
�����1����� ���� �������� , W �� ��
�� �� !�� ;�

2�� 	 =��������� �
� ��� �������� ��
�� ���������� �� �������>�
�� ∃A ∈ W ��� .���� ) � B ∈ V ���� (A,B) ∈ L ���	� sA = sT + CT ���� L(A,B) =
max(C,D)∈L �� C∈W{L(C,D)}� �� �������� 
� W� ������ ��� ���	������ .�� 
��������� �	
��@
���1����� ���� �������� , W �� �� �� �� !�� ;�

2�� ) � �� W = ∅ ���	� ���� �	���
� ���		#��� ����� �� �� �� !�� 4�

*��� �	���
� 
��	
�������
��� ; ��� �	���� ����
�� 
��� �� ��� �G ���.�� ����	�����

� ������� ��� �� 	������� � ���� �� ���� ��� ���	� ����	����� 
� �������� '���� 
� �	����	
������
����� 
� ���� �	���
� 
��	
�������
��� ; �� 
���� �� �$�
��� 
��	
�������
���
������ , ����
� 
� ���� �	���
��

./
���
 
� -��� G = (V,E) ��  ����� ����� ���� �� 2 
�� :	?9 �*�� CA = 2+ CB =
1 �� CC = 2 �� ��� ����������� �� ������� L(A2,C2) = 10 �� L(B,C1) = 9	 A���� �*���
������
� ���� ������� �� ����
� � �� ������� �� ������
 :	? �, �� 
������ m(A) ��
� ���� ���
marque(A)	

'�	�� ����	 �����.�� ���� �	���
� 
��	
�������
��� ;� �� ������� �� ������� 6�;�

5=



B B

A

A

A

C

C

A

A

A

C

C

i i+1

3i−2

3i−1

3i

3i+1

3i+2

3i+3

2i−1

2i

2i+1

2i+2

i ème motif (i+1)ème motif

���� 6�9= O 0����� ���
������ ���� ������� ���������������� �

m(A1) m(A2) m(A3) m(B) m(C1) m(C2)
J������������� ∞ ∞ ∞ ∞ : 47
L(B,C1) ∞ ∞ ∞ ∞ : 47
L(A2,C2) ∞ ∞ 47 47 : 47


��� 6�9 O ����
�� �����
�� ����� �*��� 
������ ���� ������� �� ����
� �

(������
 �
 ���� ������� ���������������� � ��� ������� =���� � � 
� ��������������+
���� ������� �� ���
*���>	

2�
��
 �� �	���� .�� ���� �	���
� 
��	
�������
��� ; �����	��� 
�� �	
�������
����
.�� �����(��� ��� ���
������ 
��	
�����1������� �� �� ��� �	
��������
���� �� �����(��� ���
��� ����	������ 
� ������� ���	� ����� ���	� �	
�������
��� �� �� (�	� 
��G ������
�����

� ���� �	���
�� *� �	���� � �	��� ��	���� � ��� ��	��� �����	���� ��� ����	������ 
� �������

�2���� ��	 
�� ���	�� �� 	������� ��� ��� 
��$��
� ��	��� �����	���� ��� ����	������ 
�
������� 
�2���� ��	 
�� ���	�� �� 	������� � �� ��� 
�	���	� ��	��� �����	���� ��� ����	������

� ������� 
�2���� ��	 
�� ���	�� �� 	������� ��

3��� ��	
	� 
�  ���	������ �� �����
�	� .�� ������ ��� ����	������ 
� ������� ��� 
��
�����	� 
�>�	������

�� �����
�	� 
��$ ����	������ 
� ������� .������.��� L(A,B) �� L(C,D) 
�2���� ��	 
��
���	�� .�� ���� �� 	������� ��� !���.���� ��) ����� ���
�� 
���� ���	����� ����	������ , ��
���	� (A,B) , ��� ���	����� ����	������ , �� ���	� (C,D) ���	� �� 
�	.�� 
�� ���	������
����	������ , �� ���	� (A,B) ����� ��� 
�
�(�� ��	 �� ����	����� 
� ������� L(C,D)� �� 
#
�
����.���� ��) ����� ���
�� 
���� ���	����� ����	������ , �� ���	� (C,D) , ��� ���	�����
����	������ , �� ���	� (A,B) ���	� �� 
�	.�� 
�� ���	������ ����	������ , �� ���	� (C,D)
����� ��� 
�
�(�� ��	 �� ����	����� 
� ������� L(A,B)� ���� ��� ���	������ ����	������ ��$

��$ ���	�� ��� 
�� 
�	.��� 
�>�	����� �� ����� ���� ���	
�������	 ���� 
��� ���	
	� sA+CA <
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W sT CT !�� ������� ��������
{A1} 7 7 !�� 6 sA1 = 0
{A2} 7 6 !�� 9 sA2 = 2
{A3} 6 6 !�� 4 sA3 = 4
{B} ; 6 !�� 4 sB = 6
{C1,C2} 8 4 !�� 4 sC2 = 7
{C1} 5 6 !�� 4 sC1 = 9


��� 6�; O 8������������� �����
 �� 
�������� ���� ������� �

sB + CB < sC + CC < sD + CD� ���� 
��� ���	
	� sC + CC < sD + CD < sA + CA < sB + CB�
*�� 
��$ �	
	�� ��		�����
��� ���� , �� ���
����� 
��	
�����1������� ���	 ��� ����	������ 
�
������� 
�2���� ��	 
�� ���	�� �� 	������� ���

�� �����
�	� 
��$ ����	������ 
� ������� .������.��� L(A,B) �� L(C,D) 
�2���� ��	 
��
���	�� .�� ���� �� 	������� �� !���.���� ��) ����� ���
�� 
���� ���	����� ����	������ , ��
���	� (C,D) , ��� ���	����� ����	������ , �� ���	� (A,B) ���	� �� 
�	.�� 
�� ���	������
����	������ , �� ���	� (C,D) ����� ��� 
�
�(�� ��	 �� ����	����� 
� ������� L(A,B)� !���.����
) � �� ���
�� ���	� 
�� ���	������ ����	������ , �� ���	� (A,B) , �� 
���� ��� ���	�����
����	������ , �� ���	� (C,D)� ���	� �� 
�	.�� 
� A ���� #�	� 
�
�2�� ��	 �� ����	����� 
�
������� L(C,D) �����
��� �� LAB > LCD� ���� �� ��� ��� ���	������ ����	������ ��$ 
��$
���	�� ���� ���	
�������	 
��� ���	
	� sA + CA < sB + CB < sC + CC < sD + CD� ����
�� ��� ����	��	�� �� 
�	.�� 
� A ����� ��� 
�
�2�� ��	 �� ����	����� 
� ������� L(C,D) ��
��� ���	������ ����	������ ��$ 
��$ ���	�� ���� ���	
�������	 ���� 
��� ���	
	� sA + CA <
sB + CB < sC + CC < sD + CD� ���� 
��� ���	
	� sC + CC < sD + CD < sA + CA < sB + CB�
*�� 
��$ �	
	�� ��		�����
��� ���� , �� ���
����� 
��	
�����1������� ���	 ��� ����	������ 
�
������� 
�2���� ��	 
�� ���	�� �� 	������� ��

�� �����
�	� 
��$ ����	������ 
� ������� .������.��� L(A,B) �� L(C,D) 
�2���� ��	 
��
���	�� .�� ���� �� 	������� �� !���.���� ) � �� ���
�� ���	� 
�� ���	������ ����	������ ,
�� ���	� (A,B) , �� 
���� ��� ���	����� ����	������ , �� ���	� (C,D)� ���	� �� 
�	.�� 
�
�����	�����A ���� #�	� 
�
�2�� ��	 �� ����	����� 
� ������� L(C,D) �����
��� �� LAB > LCD�
���� �� ��� ���$������� 
��� ���
�� ���	� 
�� ���	������ ����	������ , �� ���	� (C,D) , ��

���� ��� ���	����� ����	������ , �� ���	� (A,B) �� 
�
�2� ��� �� 
�	.��� �� �� 
#
�

����	� �� 	������� ���	 �� ��� ����	��	� �G LAB < LCD�

!��	 ��� �	��� ���� ��� ���
������ 
��	
�����1������� ���� �����(����� ��	 ��� �	
�������@

���� ������� �� ��������� ���� �	���
� ;� *� ����	�
� ��� �	���� �

�� ����� �� ��� 
�� �)���
�� ���� ����	������ 
� �	���
������ 
� ��	��
������ �� 
�
��������� �� �������
 , �� .�� ��� 	�������� �����	���� ��� �)���
�� ���� ����	������ 
�
��	��
����� ������  ���	������ ���	 �� ���� �� �>�� ���$������� 
�� ����	������ 
� �������
���
�#��� ��� ����	��� � 
�� ��	��
�� ���	� ��� ���	������� /��� �� ��2� .���� �	���� �����
���$������� 
��� 
���( 
��� ���	
�������
��� ���	 �� ��� 
�� �)���
�� ���� ����	������ 
�
�	���
������ ��	��
������ �� ��������� '� ����	��	�� ��� ����	������ 
� ������� ���� �>������
��	 ��� ����	������ 
� ��	��
����� ����.�� ��� ���	������ .�� ��� 
�� ��	��
�� ���� ������� .��
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��� ���	������ ����	������ , ��� ���	� ���� ��� ����	����� 
� ������� ���� (�	��
��� #�	�
�	
��������� �������	� (��� ���	� �� �	�
��	� �� �� 
�	���	� ���	����� 
� �� �������� ���� ��

�	�� 
� ���	
�������
��� ���	� ��� 
��$ ���	������ �� #�	� ����  	��
� .�� 
��� �� ��� 
��
�)���
�� ���� ����	������ 
� �	���
����� �� 
� ���������

)', �����"����� #� (�*�*#�����0 #� (*���#����*� �� #� !"1

������

/� ������	� ��

���� ��	 	������	 �� 
�
��� ������� 
��� �� ������	� 6�4� �� ��������
��	 �����
� 
��	
�����1������� .�� ��

���� ��	 �	������	 ��� 	��������@�����.������ 
�
�� �	������ 
� �������� �� 
� ��	��
������ 
��� �� 
#
� �)���
� �� ���� ��  ���	����� ���
	�������� ������� 
��� ��� 
��$ ������	�� �	���
����� �� 2��� �� ������	� ��	 
����	 �� ��@
 �	���
� 
��	
�������
��� �	���� ����
��� *� �	������ 
� ����	������ 
� ������� ��	
� ���
����	������ �
���� ������������� 
� ���� �	���
� 
� 
�	.�� � ����.�� ���� �	���
� 
��	
��@
�����
��� 
��� #�	� ������� 
� �	����	 .������ ���� ��� ���	������ �
��	������ 
�� ����	������

� ��������

����� ������

�� ��

���� ��	 	������	 �� 
�2������ 
� �� ��	��
����� �

,�-������ + 
�� ��������� A � 
�� ���������� �� ����������� TA �� sAi+1
−sAi

= TA,∀i ≥ 1+
�, Ai,Ai+1 ���� ��� ����������� ������
��*�� i �� i + 1 �� ����������� A	 8� ���� ��� A1 ��
�������� ���������� �� A	

*� ����	�
� 66 �	���� .�� �� ����	����� 
� ��	��
����� ��� �� ��� ��	�������	 
� ��������
/��� �� ��2� .���� ���� 
�2��	 ��� ����	����� 
� ������� 
��� ��  	���� 
����	������ ���	�

��$ ���	������ ���� ����	������ 
� ��	��
������ �����	
 �� 	������� �� 
�2������ 
� �� �������
����� .������ � ��� 
����� 
��� �� ������	� 6�6 �

,�-������ � ��
6 ���������� ��4������� A �� B ����������� �
 ���� ����) ������ �
�
∃P (A,B) ∈ P+ ��� 
�� ���������� �� ������� LAB ∈ N �� ����� ���� ������������ ������ �
�
sB + CB − sA ≤ LAB	 -��� L ���������� �� ��
��� ��� ����������� �� ������� ��2���� ��
� 
�
�������	

0
���1�
 
� $� 
�������� �� ��2������ :+ 
� ������� ������������ �*�� ����������� �� ���!
��������+ �� �������� �� �� ������������ ��� ��������(���� ���� � � �
 ����� 
� ����������!
���� �
� �����)��� ��
��� ��� ����������� �� �����������+ �� �������� �� �� ������������	 
��
*��

� ��� �������������� ��� �� �������� �
� ��
� ��������� 5 ����
��� ���� �� ��������	

(������
 �� ��� ���������� �� ����������� ��� 
�� ���������� �� �������	
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2�
��
 3��� A ��� ���	����� ��	��
�.�� .������.�� ���� �� ��	��
� TA� ����	�� �� 
�2������

� �� ��	��
������ �� �

sAi+1
− sAi

= TA,∀i ≥ 1 A6�4=C

�G Ai,Ai+1 ���� ��� 	���������� ������������ i �� i + 1 
� �����	����� A� !���.�� ���
	���������� 
� �����	����� A ���� ������������� ���	� �� ) � �� 
���� �� ���
�� 
� Ai , Ai+1�
3� ��� 
��$ 	���������� ������	�������� ��� �� 
#
� 
���(� �� 	�
�2��� �� 
���( 
�  	����
��

� ����� 
��$ 
���(� ���������(�� ���� �� ���� 
�2��	 ��� ����	����� 
� ������� ���	�
��� 
��$ ���	������ ����.������� ���� ����� ��	 �� 
���� �� ���
�� �� .������� ����	��������
�� 
#
� 
���(� �� �����
�	� LAiAi+1

= TA �� ��� ����� 6�4= 
������ � sAi+1
−sAi

= LAiAi+1
.��

��� �� 
�2������ 
� �� ������� A������� �� ���� ���� ����� ����� ��	 ��� ����� 
��� �� 
�2������

� �� �������C� *� ����	�
� ��� �	���� �

�� �����.������ �� ������� �� 
�
��� �	����� 
��� ��� 
��$ ����@������	�� �	���
�����
!��	 	������	 �� 
�
���� �� 
���� ���$�
��� �������� ���� ���$�
��� �� 
�2��� ����� 
��
����	������ 
� ��������

./
���
 
� -��� ��  ����� G ����� ���� �� 2 
�� :	?D	 $� ��
� �� �� ���������� �� �����!
������ �� ����������� A �*�� �� ������� TA+ �� ��2��� �� ���������� �� ������� L(A2,C1)	 8�
�����*� �
�5 ���������
� �� �� ���������� �� ������� �� � � ��
���
�� ����������� �� �����������
A	 <
���
��� � � ��� ������� ����� A2 �� C1 �� �������� �� ��
���
�� ����������� ��
�� �����!
���� �� ���� � �� ���� �� ��2������ �� �� ���������� �� �������	 %��� 
������� ��� �����������
2���� 5 ���������
� ��
�� ���������� �� ������� ��� ��������  ���� �
 )��� �
� �� ���������� ��
������� ��� ��2��� ��
� ��� ���������� ����� �
 ����� ��� 
� ������	

B B

A

A

A

C

C

A

A

A

C

C

i i+1

3i−2

3i−1

3i

3i+1

3i+2

3i+3

2i−1

2i

2i+1

2i+2

i ème motif (i+1)ème motif

���� 6�9: O 0����� ��� )��������
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����� �����	��� ����������������	�

*� �	�
��	 	�������  ���	����� ���$������� 
��� 
���( 
��� ���	
�������
��� ���	 ���
�)���
�� ���� ����	������ 
� �	���
������ 
� �������� �� 
� ��	��
�������

(������
 �	 ��
� 
� ������� �*�� ��� ����������� �� �����������+ �� ������������ �� ��
�������� �� �

S(smax + iT,smax + iT + t) = S(smax + (i + 1)T,smax + (i + 1)T + t),∀0 < t ≤ T �� i ≥ 0

�, smax ��� �� ���� �� ���
� �� �� �������� ��������� ����������� ����� ��� ���������� �

������� ����)	

2�
��
 ���
�

��� �� ����	�
� ��� ��� �����.����� 
� ����	�
� 4; .�� �	���� ���$�������

��� 
���( 
��� ���	
�������
��� ���	 �� ��� 
�� �)���
�� ���� ����	������ 
� �	���
����� ��

� ��	��
������� *� �	���� 
� ����	�
� 4; �������� ��	 ����	��� � 
� ��	��
�� 
�� ���	�������
!���.�� ��� ���	������ 
������ ��	���	 
�� ��	��
�� �2� .�� ��� ����	������ 
� ��	��
�����
�
������ �� �)���
� ������ �����(������ ����	��� � 	���� ������� ���	 �� ��� 
�� �)���
�� ����
����	������ 
� ��	��
������ �� 
� ��������� �� ����� ��� �������� 
�
�2��� �����
��� ���	
	�

�� ���	������ ����	������ �� �	�
��	 
���( 
�  	����� *��	
	� 
�� ���	������ 
�� 
���(�
�������� ��� �
���� ��	 ��� ��	��
�� 
�� ���	������� ���� �� 	������� 
� ����	�
� 4; 	����
������� ���	 �� ��� 
�� �)���
�� ���� 
�� ����	������ 
� �	���
������ 
� ��	��
������ �� 
�
��������� *� ����	�
� ��� �	���� �

*� ����	�
� ������� �	���� .�� ��� ���	������ ��	��
�.��� ����	������ , ��� ����	�����

� ������� 
������ ����	 �� 
#
� ��	��
� �2� .�� �� �)���
� ���� �	
�����1�����

(������
 �) -��� 
� ������� ������������ �*�� ����������� �� �����������+ �� ������������
�� �� ��������+ �, ��� ����������� ���� ��2���� ��� 
�  ����� G = (V,E)	 <�
� 
�� ����������
�� ������� (A,B)+ �� ��� ���������� ����������� 5 M(A,B) ����� ��� �� ���� ���������� ��
����������� ����� �� ���������� �� ������� ����� �����)���� ��
� �
�
�� ���������� �
 ����)	

2�
��
 �� ������� �� 	�������
��� ��	 ������	
�� �� ������� .���� ) �� 
���� 
��$ ���@
	������ C �� D ∈ M(A,B) ���� TC 	= TD�

3��� ��	
	� 
�  ���	����� �� ������� .�� TC < TD� !���.�� C �� D ∈ M(A,B) �� �����@
���� ����� ����� A6�4C� �� � TA < TC �� TD < TB .�� �
���.�� .�� TA < TB ��� �����(�����

�� ���� ��	 si
A 	���������
��� si

B �� 
��� 
� 
���� 
� �����	����� A 	���������
��� ��

��� 
� 
���� 
� �����	����� B ����	������ �� ime 
���(� �� � si

B − si
A + CB = s1

B + iTB +
s1

A + iTA + CB� /��� �� ��2� .��

limi→+∞si
B − si

A + CB = +∞

����� �� ��) � ��� 
� ��
�	� LAB ∈ N∗ ��� .�� si
B − si

A + CB,∀i ≥ 1� *� ����	����� 
�
������� ����� �����(���� ���	 ������ 	��������� 
� 
���(� *� ����	�
� ��� �	���� �
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3� ���	 ��� ����	������ 
� ��	��
����� ��� 	�������� 	������ �������� ���	 ��� �)���
�� ����
����	������ 
� �	���
������ 
� �������� �� 
� ��	��
������� �� ����� ���� �� ��� ���	 ��� 	��������
������� ���	 ��� ����	������ 
� �������� !��	 
���$ �$���.��	 �� 
���� ���$�
��� ������� �

./
���
 
 8� ����� �� ������!�6����� ��
� ���
*�� �
� �� ��������� ����������(�������
��
� ��� �������� ������������ �*�� ����������� �� ����������� �� �������� ��������
� ��
� �
�
��� ����������� �� ������� ���� �����)����� ��
� ��� �������� ������������ �*�� ����������� ��
�����������+ �������� �� ������������	 8� ��������� ��  ����� ����� ���� �� 2 
�� :	�B �*��
��� �
���� ���6��
���� CA = 1,∀A ∈ V �� �*�� ��� ����������� �� ������� LAB = 2 �� LCD = 2	
8� ������
� �
� (A,B) �� (C,D) ���� �� �������� �	

%������+ �� ��������� �� ������� ���� ���������� �� �����������+ �
� ��� ��������(����
�
���
� LAB ≥ CA +CB �� LCD ≥ CC +CD	 $� �4�� ���������������� ����� ���� �� 2 
��
:	�; �����)��� ��� ����������� �� �������	

8� ��������� �� ������� �*�� ����������� �� ����������� TC = 3+ TB = 3+ TC = 6 ��
TD = 6	 ��� ��� ������ LAB ≥ CA + CB �� LCD ≥ CC + CD ���� �����)����� ���� �� ��� � ���
���������������� �
� �����)��� ��� ����������� �� �������� �� �� ������������ �
 ������� =*���
2 
�� :	�: >	

A B C D

���� 6�;7 O 0����� ���
������ �� ������!�6�����

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 t = 5 t = 6 t = 7 t = 8

A B C D A B C D

���� 6�;4 O 8������������� �
  ����� �� �� 2 
�� :	�B ���� ���������� �� �����������

�� 	������� .�� 
��� �����
� 
��	
�����1������� �� 	������� � ��� �� ����� 	������� ���	�
��� �������� .�� ����	����� 
��� �� ���
����� 
��	
�����1�������� *� ����	�
� ������� �	����
.�� �� 	������� � ���	� ��� �������� �
���.�� .�� ��� ��	��
�� 
�� ���	������ ����	������ ��$
�������� 
������ #�	� � �����

(������
 �* -��� 
� ������� ������������ �*�� ����������� �� �����������+ �� �������� ��
�� ������������+ �, ��� ����������� ���� ��2���� ��� 
�  ����� G = (V,E)	 -����� L(A,B) ��

=;



t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 t = 5 t = 6 t = 7 t = 8 t = 9

A B C A B D A B C

���� 6�;6 O 8������������� �
  ����� �� �� 2 
�� :	�B �*�� ����������� �� �����������

L(C,D) ��
6 ����������� �� ������� �� �������� �	 -� ��� ���������� ����������� 5 M(A,B)
⋃

M(C,D) ����� ��� �� ���� ���������� �� ����������� ����� ��� ����������� �� ������� �� ����
�����)����� ��
� �
�
�� ���������� �
 ����)	

2�
��
 �� �����.���� �� ����	�
� 6; ����.�� (A,B) �� (C,D) ��� 
�� ����	������ 
� ��������
�� ������� TA = TB �� TC = TD� �� ���� ��� 
��$ �������� ���� �� 	������� � 
��� �� ) � ��

���� �� ���
�� 
� A , D �� 
� C , B .�� �
���.�� A��� ����� A6�4CC TA ≤ TD �� TC ≤ TB�
�� ������� 
��� � TA = TB = TC = TD� �� �����.����� ������ ��� ���	������ ��� �� 
#
�
��	��
�� *� ����	�
� ��� �	���� �

*� ����	�
� ����	�� 
� �� ����@������	� 
���� ��� ���
����� 
��	
�����1������� ���	
.���� �)���
� ���� ����	������ 
� �	���
������ 
� �������� �� 
� ��	��
������ ���� �	
��@
���1����� !��	 �	����	 �� 	������� �� �� ��	� 
� �	��� ��

��� *� ��

� 5 �	���� .�� ��
����	����� 
� ������� 
��� ����	 ��� �����	 ��
��	���� , ����� 
� �� ��	��
� 
�� ���	������
����	������ , �� ����	����� 
� �������� *� ��

� = �	���� .�� �� ��
�� ������ ���	� �� �	�@

��	� ���	����� �� �� 
�	���	� ���	����� 
��� �� ����	����� 
� ������� 	���� ������	� �� 
#
�
���	 ������ ��� 	���������� 
�� ���	������� *� ��

� : 
���� �� ��
�	� 
�� 	���������� 
����
���	����� ���	� ��� 
���� 
� 
���� 
� �� �	�
��	� ���	����� �� 
� �� 
�	���	� ���	����� 
����
����	����� 
� ������� 
��� �� ��� �G �����	����� ������	����� ��� , �� ����	����� 
� ��������

&
��
 � -��� 
� ������� ������������ �*�� ��� ����������� �� �����������+ �������� ��
������������+ �, ��� ����������� ���� ��2���� ��� 
�  ����� G = (V,E)	 -��� L(A,B) 
��
���������� �� �������	 -�

∑
C∈M(A,B) > TA ����� �� ������� ����� ��� ��������(����	

2�
��
 �� ������� �� 	�������
��� ��	 ������	
�� �� ������� .�� ∃S �� �	
�������
���
.�� �����(��� ������ ��� ����	������ 
� �)���
�� �� ���� ��	 FR ������
��� 
�� ���	������
����	������ , M(A,B) .�� ���� �	
��������� 
� sA , sA + TA� ' ��������� sA + TA� A 
���
#�	� �	
�������� �� ��	�� ���� ������ ��� ���	������ ����	������ , FR� /��� �
���.�� .��
��� ���	������ ����	������ , M(A,B)\FR �� ���� ��
��� �	
��������� �� sB − sA → ∞�
���� �� ����	����� 
� ������� (A,B) ����� ��� �����(����� /��� ��� �� ����	�
������ ���� �� (���
.���� ) � �� �	
�������
��� S .�� �����(��� ������ ��� ����	������ 
� �)���
�� *� ��

� ���
�	���� �

&
��
 � -��� 
� ������� ������������ �*�� ��� ����������� �� �����������+ �������� ��
������������+ �, ��� ����������� ���� ��2���� ��� 
�  ����� G = (V,E) �� (A,B) 
�� ����������
�� �������	 <�
� 
� �������������� S �� � δAiBi

(S) = δAi+1Bi+1
(S),∀i ≥ 1	

=<
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��
 �� ��������� �� ��

� 5� �� � δAB(S) < TA .�� �
���.�� �{
δAiBi

(S) = TA − sAi+1 + sBi

δAi+1Bi+1
(S) = TB − sAi+1 + sBi

!���.�� A �� B ��� ��� ����	����� 
� ������� �� � TA = TB� /��� �
���.�� .�� δAiBi
(S) =

δAi+1Bi+1
(S),∀i ≥ 1� *� ��

� ��� �	���� �

&
��
  -��� 
� ������� ������������ �*�� ��� ����������� �� �����������+ �������� ��
������������+ �, ��� ����������� ���� ��2���� ��� 
�  ����� G = (V,E) �� (A,B) 
�� ����������
�� �������	 ��� ���������� �*�� 
�� ������� � ��� 5 ����� �� A �
� ���������� 5 �� ����������
�� ������� ���� ������������ �� sA 5 sB	 ��� ���������� C �*�� 
�� ������� ��
� ������ �
�
����� �� A ���� ������������ LAB

TC
)��� �� sA 5 sB	

2�
��
 !��	 �� �	
�������
��� .������.�� S �� ��� ���	 
� ���	
�������
��� δAB(S)
�� ���� ��� #�	� ����  	��
� .�� LAB� , ����� 
� �� ����	����� 
� ������� L(A,B) 
���
�����	����� C �� 	����� LAB

TC
(��� 
� sA , sB� *� ��

� ��� �	���� �

(������
 �+ -��� 
� ������� ������������ �*�� ��� ����������� �� �����������+ ��������
�� ������������+ �, ��� ����������� ���� ��2���� ��� 
�  ����� G = (V,E)	 8� ���� ��� L
���������� ��� ����������� �� ������� �� ��� P ���������� ��� ���������� ��������
��	 -��� �
� 
� �������������� �����)������ ��
��� ��� ����������� ����� ��� ��������� �
�*����� ����
�����)����� .

/ ΣA∈V CA

TA
≤ 1

/ ∀A ��� �
� ∃B,TB < TA+
∑

H∈V ,TH<TA

LAB

TH
CH + CA ≤ TA

/ LAB ≥ ∑
H∈W1

CH +
∑

H∈V ,TH<TA
CH

LAB

TH
,∀LAB ∈ L �, .

W1 = M(A,B)
⋃ ⋃

i∈{1,...,j};E∈ltAB(Ci,Di)

M(Ci,E)
⋃ ⋃

i∈{j+1,...,k};E∈ftAB(Ci,Di)

M(E,Di)
⋃

⋃
i∈{k+1,...,m}

M(Ci,Di)+

�, j < k < m < n ���� ��� ������� ������� ������)� �
� �����)��� ��� ��������� �
�*����� .
LCiDi

≥
∑

H∈{M(Ci,Di)
S

⋃
E∈ftCiDi

(AB)

M(E,B)}
7H + ∀i ∈ {1, . . . ,j}

LCiDi
≥

∑
H∈{M(Ci,Di)

S

⋃
E∈ltCiDi

(A,B)

M(A,E)}
7H + ∀i ∈ {j + 1, . . . ,k}

LCiDi
≥

∑
H∈M(Ci,Di)

CH + ∀i ∈ {k + 1, . . . ,m} �� LCiDi
≥

∑
H∈{M(Ci,Di)

SM(A,B)}
CH + ∀i ∈

{m + 1, . . . ,n}

=8
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��	� �� �� 
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� �������� ���� 
��� ��� ��� ������ ��@
������ ��	� 
� �����
� 
��	
�����1������� ���	 ��� �)���
�� ���� ����	������ 
� �	���
�����
�� 
� ��������� �� ������ ��� ���	������� �� ������� 
� ����� 
����	� ��� ���	�� ��� �������
*� ����	�
� ��� �	���� �

����� �� ���	!�� �
	���� ���������������	

�� ���� ��	 G = (V,E) ��  	���� �	����� ��)���.�� 
�� ���	������ �G V ��� ������
��� 
��
���	������ �� E ⊆ V × V ��� ������
��� 
�� �	�� �� ��	 D(A) = {B ∈ V ��� .�� ∃ �� 
����
�� ���
�� �	����� 
� A , B} ������
��� 
�� ���	������ ����� ��	 �� 
���� �� ���
�� 
� A�

*��� �	���
� 
��	
�������
��� ������� ��� 
�	.��� �������� ��	�� ����	 �����.�� ���� �@
	���
� 
� 
�	.�� � 9� �� ���� ��	 W ������
��� 
� �	������ ��	 sT �� 
��� 
� 
���� 
� ��

�	���	� ���	����� �	
��������� ��	 CT �� 
�	�� 
��$�������� ��	 Per ������
��� 
�� ���@
	������ .�� ��� ��� ����	����� 
� ��	��
����� �� ��	 Prec(A) ������
��� 
�� �	�
�������	� 
�
�����	����� A� !��
��� �� 
�	����
��� 
� ���� �	���
�� ������
��� W �������� ��� ���	������

���������� �����@,@
�	� ��� ���	������ 
��� ��� �	�
�������	� ���� 
��, �	
��������� �� 	�@

�	.�� .�����	� 
��$ ���	������ �	#��� , #�	� �	
��������� 
��� �� 
#
� ��
��� �� �� ����
��� ) ����	 �� ���
��� '����� ���
��� �� 
�	����
��� 
� ���� �	���
�� ���.�� (��� .�����
���	����� ��� �	
��������� sT A	���������
��� CT C ��� 	�
������ ��	 �� 
��� 
� 
���� A��

�	�� 
��$�������C 
� ����� ���	������

�� ���� ��	 LX ������
��� 
�� �������� .�� ���� �� 	������� � ���� 
����	�� ����	������

� ������� 
��� �� 
�>�	���� ���	� �� �����	 
� �� ������� �� �� ��

� 
�� 
�	��� 
��$�������

�� ���	������ ����	������ , �� ���	� ����� ��� � ��� , 0� �� �����
�	� .�� ��� ����
��� ���
�	
���� �����@,@
�	� L(A,B) �	���
� 
��� ������
��� ����� ����	����� 
� ������� L(C,D) 
���
�� 
�>�	���� ���	� �� �����	 
� �� ������� �� �� ��

� 
�� 
�	��� 
��$������� 
�� ���	������
����	������ , �� ���	� ��� ����  	��
� .�� ����� 
� �� ����	����� L(A,B)�

*��� �	���
� ��
��	�� 
��$ ��	����� F�� �	�
��	� ��	��� A!�� 4 �� !�� <C �	
�������
��� ���	������ ����� .�� �� �	�
��	� 	��������� 
���� ���	����� ��	��
�.�� ���� �	
���������
/���� ��	��� ��		�����
 , �� 	� �
� �	�������	� ���
��� ��.��� ������ ���	����� ��	��
�.��
����� �	
�������� �� �� �	
������� 
����	
 ��� ���	������ ���� ������ ����	������ ����
��� ���	������ �
��	������ ���	 ��� ����	����� 
� ������� �� 2����
��� ��� ���	����� ��	��@

�.��� F�� (��� .����� ���	����� ��	��
�.�� ��� �	
��������� �� ����� �� 	� �
� ��	
������
/���� 
��$��
� ��	��� A!�� 8 �� !�� :C �	
������� ��� ���	������ ��	��
�.��� 
����	
� ��@
����� ��� ���	������ �
��	������ ���	 ��� ����	����� 
� ������� �� 2����
��� ��� ���	������
���� ������ ����	������

3�%������
 *

�������������� � W =
⋃

A∈V �� Prec(A)=∅{A} �� sT = 0,CT = 0�

2�� 
 =��������� �*�� ���������� �� �������>�
�� ∃A ∈ W ��� .�� marque(A) 	= ∞ ���	� �� ������� A ��� .�� marque(A) =

=5



minB∈W{marque(B)}� 3� ∃L(C1,D1) ∈ LX �� ∃L(Ci,Di) ∈ LX ,∀i = 2,3, . . . n ��� .��
A ∈ ⋃

E∈Γ+
CiDi

(C1,D1)
M(E,D1),∀i = 2,3, . . . n ���	� ���� B ∈ W �����	����� ���� �� ����

������ 
�	.�� ��� .�� ∃i ∈ {2,3, . . . ,n} ���� B ∈ ⋃
E∈Γ+

C1D1
(Ci,Di)

M(E,Di)� 3� �����	����� B

�$���� ���	� sB = sT +CT � �� ������ B 
� W� ������ ��� ���	������ .�� 
��������� �	
�����@
1����� ���� �������� , W �� �� �� �� !�� ;� 3� �����	����� B ���$���� ��� ���	� sA = sT +CT �
�� ������ A 
� W� ������ ��� ���	������ .�� 
��������� �	
�����1����� ���� �������� , W
�� �� �� �� !�� <�

2�� � =��������� ���� ���������� �� ����������� �
� ����� ��� �������� ��
�� ���������� ��
�������> �
�� ∃A ∈ W ��� .���� ��) ��� 
����	����� B ∈ V ���� (A,B) ∈ L �� A /∈ Per ���	� sA = sT +CT �
�� �������� 
� W� ������ ��� ���	������ .�� 
��������� �	
�����1����� ���� �������� , W ��
�� �� �� !�� 4�

2�� 	 =��������� �
� ����� ��� �������� ��
�� ���������� �� �������> �
�� ∃A ∈ W ��� .���� ) � B ∈ V ���� (A,B) ∈ L ���	� sA = sT + CT ���� L(A,B) =
max(C,D)∈L 	��
 C∈W{L(C,D)}� �� �������� 
� W� ������ ��� ���	������ .�� 
��������� �	@

�����1����� ���� �������� , W �� �� �� �� !�� <�

2�� ) =��������� �*�� ���������� �� ����������� ��
� ���
���� �� �������� ���������� ����� ���
�����������> �
�� � sA = sT + CT ��� .�� TA = minC∈W TPer 	��
 C0 ��� ������	�
��{TC}� �� ������ A 
�
W� ������ ��� ���	������ .�� 
��������� �	
�����1����� ���� �������� , W �� �� �� �� !�� 8�

2�� *� �� 	 ∃A ∈ W ⋂Per ���� A1 
��, �	
�������� ���	� �� �� �� !�� 4�

2�� + � �� ���	��� ��� ���	����� A ∈ W ⋂Per ���	 ��.����� �� �	�
��	� 	��������� A1 ���
�	
�������� �� �� �

sAi
+ TA − sT − CT = minBi∈W

TPer �� B1 ���� ������	�
��{sBi
+ TB − sT − CT}

�G Ai ��� �� 
�	���	� 	��������� �	
�������� 
� A� 3� �� �	���� �������	� ���	������ .�� �����@
(��� ��� ���
������ �����(����� ��	 A ���	� �� �)���
� ����� ��� �	
�����1���� �� ���� �	���
�
���		#���

2�� � =��������� �*�� ���������� �� �������> �
�� ∃C ∈ W\{{A}⋂

P} ��� .�� sT + CT + CC ≤ sAi
+ TA ���� A �����	����� �	����� �� !��

8 �� marque(C) 	= ∞� ���	� �� � sC = sT + CT ���� � marque(C) =
minB∈W{marque(B)}� 3� ∃L(C1,D1) ∈ LX �� ∃L(Ci,Di) ∈ LX ,∀i = 2,3, . . . n ��� .��
A ∈ ⋃

E∈Γ+
CiDi

(C1,D1)
M(E,D1),∀i = 2,3, . . . n ���	� ���� B ∈ W �����	����� ���� �� ���� ������


�	.�� ����� .�� ∃i ∈ {2,3, . . . ,n} ���� B ∈ ⋃
E∈Γ+

C1D1
(Ci,Di)

M(E,Di)� 3� �����	����� B �$����

���	� sB = sT + CT � �� ������ B 
� W� ������ ��� ���	������ .�� 
��������� �	
�����1�����
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���� �������� , W �� �� �� �� !�� 8� 3� �����	����� B ���$���� ��� ���	� sC = sT + CT � ��
������ C 
� W� ������ ��� ���	������ .�� 
��������� �	
�����1����� ���� �������� , W ��
�� �� �� !�� 8�

2�� � =��������� �*�� ���������� �� ����������� ��
� ���
���� �� �������� ���������� ����� ���
�����������> �
�� ∃C ∈ W ⋂Per ���� C1 �	
�������� �� sT + CT + CC ≤ sAi

+ TA ���� A �����	�����
�	����� �� !�� 8� ���	� �� � sC = sT + CT ���� TC = minD∈W TPer �� CD≤TA

{TD}, �� ����
C �)��� �� ����  	��
� 
�	�� 
��$�������� �� ������ �����	����� 
� W� ������ ��� ���	������
.�� 
��������� �	
�����1����� ���� �������� , W �� �� �� �� !�� 8�

2��  =��������� �*�� ���������� �� �����������> �
�� � sA = sT +CT ��� .�� sAi+1

= sAi
+TA� �� ������ �����	����� 
� W� ������ ��� ���	������

.�� 
��������� �	
�����1����� ���� �������� , W �� �� �� �� !�� 8�

'���� 
� �	����	 ������
����� 
� ���� �	���
� 
��	
�������
��� < �� 
���� �� �$�
���

��	
�������
��� ������ , ����
� 
� ���� �	���
��

B B

A

A

A

C

C

A

A

A

C

C

i i+1

3i−2

3i−1

3i

3i+1

3i+2

3i+3

2i−1

2i

2i+1

2i+2

i ème motif (i+1)ème motif

���� 6�;9 O 0����� ���
������ ��
���������� �� ���� ������� ���������������� '

./
���
 �" -��� G = (V,E) ��  ����� ����� ���� �� 2 
�� :	�? �*�� CA = 2+ CB = 1 ��
CC = 2+ ��� �������� TA = 5 �� TB = 15 �� ��� ����������� �� ������� L(A3i−1,C2i) = 10 ��
L(Bi,C2i−1) = 9	 A���� �*��� ������
� ���� ������� �� ����
� � ? �� ������� �� ������
 :	'+
�, �� 
������ m(A) ��
� ���� ��� marque(A)	

'�	�� ����	 �����.�� ���� �	���
� 
��	
�������
��� <� �� ������� �� ������� 6�8�

0
���1�
 
� <�
� �� ���
*� �
 �������� :F+ �� ���� ��� k1 ��� ���������� A �*�� marque(A) 	=
∞+ ��� k2 ��� ���������� A �*�� marque(A) = ∞ �� �� ��� ��� ����������� B ∈ V �*��

=:



m(A3i−2) m(A3i−1) m(A3i) m(Bi) m(C2i−1) m(C2i)
J������������� ∞ ∞ ∞ ∞ : 47
L(Bi,C2i−1) ∞ ∞ ∞ ∞ : 47
L(A3i−1,C2i) ∞ ∞ 47 47 : 47


��� 6�< O ����
�� �����
�� ����� �*��� 
������ ���� ������� �� ����
� � ?

(A,B) ∈ L �� A /∈ Per+ ��� k3 ��� ���������� A �*�� marque(A) = ∞ �� ∃B ∈ V �*��
(A,B) ∈ L �� ��� k4 ��� ���������� A �*�� marque(A) = ∞ �� A ∈ Per+ ��� ���������� 5
����������� ������� ���� �������	

(������
 �� ���� ������� ���������������� ' ��� ������� =���� � � 
� ��������������+
���� ������� �� ���
*���>	

2�
��
 '� 
���� 
� ���	
�������
��� �� � 
��$ ������������ �

4� �� ) � 
�� ���	������ 
� �)�� k1 ��	
� ��� ���	������ 
����������� F�� ���	����� ����
marque 	= ∞ ���� ����	 �� ��� 
�� ����	������ 
� ��	��
������ *� ����	����� 
� ��@
	��
����� 
��� #�	� �����(���� �����
��� ��	�� ����	 �	
�������� �� �	�
��	� 	���������

���� ���	����� ���� ����	����� 
� ��	��
������ F�� (��� .�� �� !�� 4 �	
������� ��
�	�
��	� 	��������� 
���� ���	����� ���� ����	����� 
� ��	��
������ ��� ���	������ 
��@
�������� ���� #�	� �	
��������� �� ������� ��	 ��� !�� 5� = �� :� �� �����.������ �����
.�� �� 	��������� 
���� ���	����� ���� ����	����� 
� ��	��
����� ���� �	
��������� ��
����� �����
��� ��	 �� !�� 4 ���	 �	
�������	 ��� ���	������� �� � 
��$ ������������ �

A�C ������ �	�
��	� 	��������� 
���� ���	����� ���� ����	����� 
� ��	��
����� ��� ���
����	� �	
��������� /��� �� ��2� .���� ) � �����
��� 
�� ����	������ 
� �������
, �����(��	� �� �� ����� �����
��� ��	 �� !�� 4� 
��� �� ����$ ��� ����
�� ���	
�����(��	� ��� ����	������ 
� ������� A-���	�
� 64C�

A�C �� 	��������� 
���� ���	����� ���� ����	����� 
� ��	��
����� � ��� 
��, �	
���������

��� �� ) � ��� ����	����� 
� ��	��
����� , �����(��	�� '�	�� ����	 ������� �� 
���

� 
���� 
� �����	����� A ����� .��

sAi
+ TA − sT − CT = minBi∈W

TPer �� B1 ���� ������	�
��{sBi
+ TB

−sT − CT} A!�� 8C� ��� ���	������ .�� 	������ ���� �	
��������� �� ������� ��	
��� !�� 5 �� =� *�� !�� 5 �� = ���� ������	 ��� ���	������ .�� ������� #�	� �	
��@
������� ����� �� 
��� 
� 
���� 
� �����	����� A �������� !���.���� � 
��, ������
�� ����	����� 
� ��	��
����� 
����� #�	� �����(����� �� � �����
��� 
�� ���	������
���� 
�� ����	������ 
� ������� , �����(��	�� 
��� 
�� ���	������ ��	��
�.��� ����
�� �	�
��	� 	��������� ���@�	
���������� '���� �� �	
������� �����
��� 
�� ���@
	������ �� �	����� �� ��
��� ��� �	��� 	�������� ���	� ��� ���	�� 
����	������ ��	
���.������ 
�� ����	������ 
� ������� ��� ��� 
�2����� �� �����.����� ������ ���
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W sT CT !�� ������� ��������
{A1} 7 7 !�� ; sA1 = 0
{A2} 7 6 !�� 8 A ������
{A2} 7 6 !�� : sA2 = 5
{A3} < 6 !�� 8 A ������
{A3} < 6 !�� : sA3 = 10
{A1,B} 47 6 !�� 8 A ������
{A1,B} 47 6 !�� = sB = 12
{A1,C1,C2} 46 4 !�� 8 A ������
{A1,C1,C2} 46 4 !�� 5 sC2 = 13
{A1,C2} 49 6 !�� 8 A ������
{A1,C2} 49 6 !�� : sA1 = 15
{A2,C2} 4< 6 !�� 8 A ������
{A2,C2} 4< 6 !�� 5 sC1 = 17
{A2} 45 6 !�� 8 A ������
{A2} 45 6 !�� : sA2 = 20
{A3} 67 6 !�� 8 A ������
{A3} 67 6 !�� : sA3 = 25
{A1,B} 6< 6 !�� 8 B ������
{A1,B} 6< 6 !�� : sB = 27
{A1,C1,C2} 65 4 !�� 8 A ������
· · ·


��� 6�8 O 8������������� �����
 �� 
�������� ���� ������� '

	���������� ��	��
�.��� (���	�� 
� ��� ���	������ ���� �����(��	� ��� ����	������ 
�
�������� ���� �� �����(������ ��� ����	������ 
� ��	��
������
3��� ) � ������ ���	����� ���� marque 	= ∞ .�� ���� #�	� �	
�������� ����� ��

��� 
� 
���� 
��, �������� ���	� ��� ���	������ 	�������� ������� #�	� �	
�����@
���� 
��� ���
��	�� .��� �	
	�� %�����
���� �� !�� : �� �	
������� ��� ���	������
A ���� �� 
��� 
� 
���� 
��, ���������

6� �� ��) ������ ���	����� 
� �)�� k1 ��	
� ��� ���	������ 
����������� /��� �
���.�� .��
���	
�������
��� ��� ������ �� ������� ��	 ��� !�� 6� 9 �� ; ����� .����� ���	�����
���� ��� ����	����� 
� ��	��
����� ��M�� 
� �)�� k1 
������� 
���������� *� !�� 9 ���
������� �����
��� ���� ��) � ��� 
����	����� 
� �)�� k2� F�� (��� .�� �� !�� 9 �	
�������
��� ���	������ ��� ���	������ 
� �)�� k1 
��������� 
���������� �� �� �� �� ��
���
�����	 ��	 �� !�� ;� 3� �� !�� ; �	
������� ��� ���	����� ���	� �����
��� ��� !�� 5�
= �� : ���� �	
�������	 ��� ���	������ 	��������� ���� ��� !�� 6� 9 �� ; �	
���������
���� 
�� ���	������ 
� �)�� k2 ����� .����� �	
��������� 
�� ���	������ 
� �)�� k3� ����

�� ���	������ 
� �)�� k2 ����� .����� �	
��������� 
�� ���	������ 
� �)�� k4� ����
4�A�C �� �	���� .�� ���	
	� 
��� ��.��� �� �	
������� ��� ���	������ 
� �)�� k2 �� k3
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����� ��� �
��	����� F�� ���	����� 
� �)�� k2 ��� ������ ����	����� , �����(��	� �� ���
���	����� 
� �)�� k4 
��� �����(��	� �� ����	����� 
� ��	��
����� ��� (��� �� �	�
��	�
	��������� �	
��������� �� �����.������ ���	 ��� ���	������ 
� �)�� k2 �� k4 �� 	�
���
�� ��
�	� 
�� ���	������ .�� 
������ #�	� �	
��������� ���	 �����(��	� 
�� ����	������

� ��	��
������ F�� (��� .�� ��� !�� 9 �� ; ��� ��� �������� �� �� �	���� 
��� ��� ��� 4�A�C
�� 4�A�C� *� ����	�
� ��� �	���� �

'�	�� ����	 �	������ ��� 	�������� �����	���� ���	� �	����
� 
��	
�������
���� �� �������
�� 
�
��� ��
�� 	��� ������.�� �� �� ���
�� ��� �����.������ 
�� 	�������� ������� 
��� ��
������	� ��	 �� 
�
��� ������.���

)'- �"� ("����+!��� #� �2��%�� ���(� �*�! "/�� #"��� #�

�*/��! �� *�$*"����

���� �� ������	� �� ��	������	��� ��� 	�������� ������� �� ��������� ���	� 
�
��� ���	
�� �	����
� 
��	
�������
��� ���� �	��
����� 
�� �)���
�� ��
�� 	��� ��������� �� 
�
���
�	����� ��	 *�� �� *�)���
 K;L� /��� ���� ��	
�� 
� 	��	����	 
�� 	�������� 
��, ������ .��
�	������ �� �������� 
� ���	� ���	����� 
��� ����� ��  ���	����� 
� ���	� 
�
����

*� ������	� ��

���� ��	 	������	 ��� 
��$ 
�
����� �� ����� ���� ���	� 
�>�	������
�� 
���� �� ����	�
� .�� �	���� �� ���� ���	� �� ����	����� 
� ������� �� �� ����	�����

���������� *� 
��$��
� ����@������	� (�	
��� �� �	����
� ���� ��������� �������� ��

�
�� ��� ��	�������	 
� ���	� 
�
���� /���� ��	������	��� ��	
�� 
� 
����	 �� �� �	���
�

��	
�������
��� �	���� ����
�� �� 
�� ���
������ 
��	
�����1������� ���	 �� �	����
�
���� 
���� 
� 	����� �� ���������� �� �� 
#
� 
����	� �� �	���� 
�� 	�������� ���	 ��
�	����
� ���� 
���� 
� 	����� �� ����������

��"�� #�$������� ��	�� �� ������ ��������� �	 ��	�� ������

!��	 �� �	
�������
��� S .�� �����(��� ������ ��� ����	������ 
� �)���
�� �� 	�������
.�� sA ��� �� 
��� 
� 
���� 
� �����	����� A 
��� ���	
�������
��� S�

���� �� 
�
��� ���	�
��� ��	 *�� �� *�)���
 K;L ��� ���	����� A �����
� ��� 
��� 
�
	����� rA , ��.����� �����	����� 
������ 
���������� ��� �������� DA 
�2��� ��	 	����	� , ��

��� 
� 	������ ��� ��	��
� TA �� ��� 
�	�� 
��$������� CA� 3� �� �	�
��	 	����� 
� �����	�����
�� (��� , rA� �� i�
� 	����� �� (��� , rA + (i − 1)TA� �G TA ��� �� ��	��
� 
� �����	������ ��
�����
�	� ���	
�������
��� ���� �	��
������

3� ��� ���	������ �� �����
��� ��� 
� 
���� 
� 	������ ���	� ��� ��������� ���� 
�2���� ��	
	����	� �� 
���� 
� ���	
�������
���� /� �)�� 
��������� ��������� �������� ��������

���� ���	� 
�
���� ��� ���	����� �����
� ��� ��	��
� TA �� ��� 
�	�� 
��$������� CA�
*�� ���	������ �� �����
��� ��� 
� 
���� 
� 	����� �� �� ��	��
� �
���� �� ��
�� ������
���	� 
��$ �	
�������
���� ��������(� 
���� ���	������ 3� �� �	�
��	� 
��� 
� 
���� 
����
���	����� ��� sA� ���	� �� i�
� �	
�������
��� �� (��� , sA +(i− 1)TA� �G TA ��� �� ��	��
�

� �����	������ �� �����
�	� ���	
�������
��� ���� �	��
������
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r

C

T T
i

i

r
i+1

s i

C

i+1
sD i+1D

���� 6�;; O ������ ������� ��� ��
 �� �������

TTA A

C C

s1

A A

���� 6�;< O C���� ������

��"�� %������� �&�� ��!������ ��������

(������
 �� �� ���������� �� ������� L(A,B) ��� ��
�*������ 5 
�� �������� �����
� ��
����������� B 
�� )��� �
� A ��� �����������	

2�
��
 �� �	���� ��	 
����� �
���������� -��� 
����	
 �� �	���� ���
��������� 
�	�����
�� �	���� .�� �� ����	����� 
� ������� L(A,B) ���� #�	� �$�	�
�� ��

� ��� ��������
������� 
� �����	����� B ��� (��� .�� A ��� �	
���������

!���.�� (A,B) � ��� ����	����� 
� ������� L(A,B) ���	� �� � sB ≤ L(A,B) + sA − CB�
���	 �� �	
�������
��� .������.�� .�� �����(��� ��� ����	������ 
� �)���
�� �� ���� ��	
L(A,B) + sA − CB ��	 DB �� �� ������� �

sB ≤ DB A6�4:C

F�� (��� .�� A ��� �	
�������� sA ��� ������ �� DB 
������ ������ ������ !���.�� sA

��� �������� ��	 	����	� �� 
���� 
� ���	
�������
��� ���	� ����� ����� A6�4:C 
�2��� ���
�������� ������� ���	 B�

�� ����� , ���
��������� ����	��� �� �	���� .�� ���������� ������� DB 
���� ���	�����
B ���� #�	� �$�	�
�� ��

� ��� ����	����� 
� ������� L(·,B)� !���.�� B � ��� ��������
������� DB ���	� sB ≤ DB ���	 �� �	
�������
��� .������.�� S .�� �����(��� ��� ����	������

� �)���
�� �� ���� ��	 A �� �	�
��	� ���	����� 
� ���	
�������
��� S� !���.�� ����������

� B ��� 
�2��� ��	 	����	� �� 
���� 
� ���	
�������
��� �� � sB − sA ≤ DB� �� �����
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����.�� ������ ��� ���	������ C ���� �	�
�������	 ������� #�	� �	
��������� �� �	�
��	

��� ���	
�������
���� �� � sB − sC ≤ DB,∀C ∈ V ���� B ∈ D(C)� �� �����.����� �2�

��$�	�
�	 ���������� 
� B �� 
�2��� �������	� ����	������ 
� ������� L(C,B) = DB ���	
���.�� C ����� .�� B ∈ D(C)� *� ����	�
� ��� �	���� �

'2� 
��	
�������	 �� �)�� 
� �)���
� 
����	������ �� ���� 
� 
�
�2�	 ���� �	���
� 
�

�	.�� � .�� 
��� �	��
	� �� ��
��� ��� ��������� �������� �� ��� ��� ��� ��������� ��
������� 
��� ���� �	���
� ������� �

3�%������
 +

J�������������� W =
⋃

A∈V �� Suc(A)=∅ Prec(A) ��� ������
��� 
� �	������ 3� A � ��� ��������
DA� ���	� marque(A) = DA� ����� marque(A) = ∞�

!�� 4� !��	 A ∈ W,marque(A) = min(marque(A),minB∈Suc(A){marque(B)}) �� W =
W\{A}� �� ������ , W ��� ���	������ 
��� ��� �	�
�������	� ��� ��� ���� ������� 
� W�

!�� 6� �� 	����� !�� 4 ���.��, W = ∅�
0
���1�
 
 %�
�� ������� ���
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��� �� 
#
� ��	��
��

::



A B

C

D

���� 9�4 O 0����� ���� �������

A B C D A B C D

0 1 2 3 4 5 6 7 8

���� 9�6 O 8������������� ��
� ��� ���������� �������� 5 
�� ������� � ��� 5 �� �������

*�� �	���
����� ���	� ��� ���	������ ���� 
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�
�� m1 �� m2�

P1 P2 P3
m1 m2

���� 9�9 O 0����� �����������
��

����� '�����	����

*����	����.�� �	������ K==L 	����� �� �	����
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�� �� ��������� .�� nTA < mTB �� .���� ) � ��
�	
�������
����

�� ���� ��	 sk
A 	���������
��� sk

B �� 
��� 
� 
���� 
� �����	����� A 	���������
��� ��

��� 
� 
���� 
� �����	����� B ����	������ �� kme 
���(� �� � sk

B − sk
A + CB = s1

B + iTB +
s1

A + kTA + CB� /��� �� ��2� .��

limk→+∞si
B − si

A + CB = +∞

478



�� �� � ������ 
���� 
�
��	� 
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���	 B� �� �� ���� ��� 
�
�	���	 ��� 
������ �� B �� ���� ��� #�	� �	
�������� �� 
���
�� ����������� (���� ��� (����� �� �� ������� .�� nTA = mTB� *� ����	�
� ��� �	���� �

�� ����� , �� �	���� 
� ��
���$��� 
� ���	� �	����
�� *� �	���� 
� ��
���$��� ��
�.��
.���� �� ���� ) ����	 �� �� �	���
� ���)�I
��� .�� �	����� ��� �
���������� �����(������
������ ��� ����	�������

����� ���
��(�	� �� 
������� ����
���	�	���

!��	 �	����	 �� ��
���$��� 
� ���	� �	����
� 
��
���������� ���� ����	������ 
� �	���@

����� �� 
� ��	��
������ ���� ��	 PPP � �� �� 	����	�� 
� ������� �� �	����
� ���
�� ��	
X�	�� 
��� K69L� �� 	������� .�� ����� �� �	����
� 
��
���������� ���� �����	� .������.���

� ��	��
�� �� 
� 
�	��� 
��$������� ���	 
�� �)���
�� 
����	������ ���� ����	������ 
�
��	��
������ *� �	����
� 
� 
������� ������� �� �	����
� 
��	
�������
��� ��� ���� ��	
PSP �� �� (�	
��� ��

� ����� �� ������� � ���� V �� ����
��� 
� n ���	������ ��	��
�.���
A1, . . . ,An ���� Ti �� ��	��
� �� Ci ≤ Ti �� 
�	�� 
��$������� 
� �����	����� Ai ���	 ����
1 ≤ i ≤ n� �� ����
��� 
����	����	� �
����.��� �� �� �����	 k� � �@�@�� �� �	
�������
���

�� ���	������ ��	 m ≤ k ���	����	� .�� �����(��� ��� ����	������ 
� ��	��
����� 
�� ���	������
����	������ , V ^

�� 	������� �� ����	�
� �	������ �� (��� .�� �� �	����
� 
� 
������� ������� �� �	����
�

��
���������� ��� �!@��
���� �� ���� (�	��

(������
 	
 �:?� PSP ��� C<!������� �
 ���� )��� ��
� k = n	

(������
 	� PPP ��� C<!��G���� �
 ���� )���	

2�
��
 *� �	����
� 
��
���������� 
� X�	�� �� �	��
 ��� �� ��
��� ������� � 
� 
������
���	� ��� ���	������ �� 
��� �� �	���� 
��.��������� 
� ����	�
� : ���� �� �	����
� 
�
X�	�� �	���� .�� �� ����@��� ���� 
����� 
� ���	� �	����
� ��� �!@
������ �� ���� (�	�� ��
�����.����� ���	� �	����
� 
��
���������� .�� �	��
 �� ��
��� ������� � 
� 
������ ���
����� �!@
������ �� ���� (�	�� *� ����	�
� ��� �	���� �

/� 	������� �
���.�� .���� �� ���� ��� ������	� �	����	 ��� �
���������� ����
��� ��

��� �� ��� �� �	����� �����	����.�� ���������

����� '�����	���� �	 �� ���	!�� �(��	

*����	����.�� �	������ �������� ��	 ��� 	�������� 
��	
�����1������� 
����	�������	 ��
�� .�� �����	�� ���	
�������
��� �� ��	 �����	����.�� '''M3)���$ �� �� .�� �����	�� ��

���	�������� /�� 	�������� ���� ��� �������� �

O 	�������� 
����	�������	 ��������� ���
��� �����	����.�� �� 	�������� , �����(��	�� !��	
�� �)���
� 
����	������ ���� �	���
����� �� ��	��
������ ��� 	�������� ��������� 
������
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#�	� �����(����� �

O ���� ) � ��� ����	����� 
� �	���
���� ���	� �� 
���� ��� 	��������� 
� i 
� A ��
��� 	��������� 
� j 
� B ���	� �� � �

nTA ≤ mTB A9�4C

�G n ��� �� ��
�	� 
� 	���������� 
� A �� m ��� �� ��
�	� 
� 	���������� 
� B Y
O ���� ) �� ���� �� ����� � 
� 
������ ����� ����� A9�4C 
������ � ����� 
��� �� �

nTA = nTB Y

O 	�������� 
�����	�������	 '''M3)���$

*����	����.�� ��� ����� ��	 �� (��� .�� 
��$ ���	������ ��	��
�.��� ���� �� ��	��
�� Ti ��
Tj .�� �� (�	
��� ��� ��� ��.����� ����� .�� Ti/Tj,∀i < j �� ������� ��� #�	� �	
���������
��	 �� 
#
� ���	����	� �� ���$�
��� ������� ������	� ����� ����������

A B

���� 9�44 O 0����� ���� �������

./
���
 �* 8� ��������� ��  ����� ���� ������� ����� ���� �� 2 
�� ?	;; �*�� TA = 2 ��
TB = 3 �� ��
��� ��� �
���� ���6��
���� � ���� 5 1	 �� ������� ����� ��� �������(���� ���� ��
��� ��
� ��
� �������
�	 �� 2 
�� ?	;: ������ �
� �� ��������� ���������� �� ����������� A ��
�� ��6���� ���������� �� ����������� B ���*��� �*��� �� ���� ���� �� ���
� � ��� 5 4 �� ����
����� ��� ��������	

A B1 1

t=0 t=1

A2

t=2 t=4

A3

B2

���� 9�46 O 8������������� ������������
�

'2� 
��	
�������	 
�� ���	������ ���� ��	��
�� .�� �� (�	
��� ��� 
�� ��.������ 
��

�������� ��	 
�� ���	����	� 
�>�	����� �� 
�2��� 
�� ������� 
����	������ �G ���.�� ������ CT

�������� �����
��� 
�� ���	������ ���� ��� ��	��
�� 
�������� ���	� ����� ���� T �� ���� ������
��	��
� 
�� ���	������ ����	������ , �� ������� /�� ������� �� ���$������ ��� 
�������
����
!�	 �$�
���� ��� ���	����� ���� ��� ��	��
� T = 10 ���� ����	����	 , �� ������ C2 �� , ��
������ C5�
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F�� (��� ��� ���	����� �	
������� ��	 �� ���	����	� �����
��� �� ������ ���� �������	 ���
���	����	� �� �����.������ �� �	������ 
� �����	����.�� �	������ ��� �� ������� �

O ���� .�� �������� ������	 ��	
� ��� ���	����	� p� ��	 ���.���� ��� �	�
�������	� A.�� ���
�� 
#
� ��	��
� �� �� 
#
� 
����������� 
� �� ��	��
� 
��� 
��� ��� ������C ��� ���
�	
��������� �� 
������	 ���	����	 pm ���	 ��.��� �����	����� A � �� ���� ������ 
���

� 2� �
F (A,pm) = maxB∈Prec(A){F (B,p)} + CApm� �G F (B,p) ��� �� 2� 
� ���$������� 
�
�����	����� B ��	 �� ���	����	 p �� CApm �� 
�	�� 
��$������� 
� �����	����� A ��	
�����	����	 pm Y

O �� �� ����� ���� �������� ������	 �� ���	����	 .������.�� pq ��	
� ��� ���	����	� p ����

�� ���	������ �	
��������� .�� �� 
#
� ��	��
� �� �� 
#
� 
����������� 
� �� ��	��
�
�� ���	 ��.��� �� ������� �� ���� ������ 2� 
� ���$������� �
F ′(A,pq) = maxB∈Prec(A){F (B,p) + com(p,pq)} + CApq � �G com(p,pq) ��� �� ��

���@
������ ���	� pq �� p�

*����	����.�� ������� ������
��� 
� �	����� W .�� �������� ��� ���	������ 
���������� �����@
,@
�	� ��� ���	������ .�� ��� ���� ��� �	�
�������	� 
��, �	
��������� �� ���� ��	 slp �� Clp

�� 
��� 
� 
���� �� �� 
�	�� 
��$������� 
� �� 
�	���	� ���	����� �	
�������� ��	 �����	�@
���	 p� �� ���������� �� 
���� 
� �����	����.�� ������ ��� �����	� , 7� '2� 
� 
���	� , ���	
������
��� W �� ������ �����	����� �	
�������� 
� W� ������ ��� ���	������ .�� 
���������
�	
�����1����� ���� 	�������� , W� �� ���� CT �� ������ 
�� ���	������ .�� ��� �� 
#
�
��	��
� �� �� 
#
� 
����������� 
� �� ��	��
� �G T ��� �� ���� ������ ��	��
� 
� �� �������
�� ���� Per ������
��� 
�� ���	������ ��	��
�.����

5
������1�
 �

2�� 
 � �� ������� ��	
� ��� ���	������ ���	 ���.�� ������ ���� �� ���� ������ ��	��
� 
�
W ����� .�� � �� ���� ������ 
�	�� 
��$������� A�� ����������� ��	
� ������ ��� 
�	��� ��	
���� ��� ���	����	�C� �� �	
������� ��� ���	������� �� 
�� , ���	 W� slp �� Clp Y

2�� � � ���	 ���.�� ���	����	 p� �� ���	��� ��� ���	����� A ∈ W ⋂Per ���� A1 
��,
�	
�������� ����� .�� �

sAi
+ TA − slp − Clp = minBi∈W

TPer �� B1 ���� ������	�
�� {sBi
+ TB − slp − Clp}

�G Ai ��� �� 
�	���	� 	��������� �	
�������� 
� A� 3� �� �	���� �������	� ���	������ A ���	
�� 
#
� ���	����	 ���	� �� �)���
� ����� ��� �	
�����1���� ���� �����	����.��� �� �������
�����	����	 ���� �� 
��� 
� 2� sAi

+ TA − slp − Clp �� ���� ������ �� �� �� �� !�� 9 Y

2�� 	 � �� ∃C ∈ W ⋂
CTA

���� C1 ��� �	
��������� C �� A ����	������ , �� 
#
� ������
�� slp + Clp + CC ≤ sAi

+ TA� ���	 �����	����� A �� �����	����	 p �	����� �	���
�

����
���	� �� � sC = slp + Clp �� �� �� �� !�� <� 3����� �� �� �� !�� ;
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2�� ) � �� � sA = slp + Clp ��.� sAi+1
= sAi

+ TA �� �� �� �� !�� < Y

2�� * � ���� ) � 
�� ���	������ 
��� W ����	������ , ��� ������ 
��� ������ ���	����� ���
����	� ��� �	
�������� ���	� �� ������� �����	����� ���� �� ���� ������ ��	��
� ����	������
, �� ������ 
� ����� .�� � �� ���� ������ 
�	�� 
��$������� A�� ����������� ��	
� ������ ���

�	��� ��	 ���� ��� ���	����	�C �� �� �� �� !�� 8 Y

2�� + � ���� ) � 
�� ���	������ ����	������ , ��� ������ 
��� ��� ���	����	� �������� ��
��	
������ ���� ���	
�������
��� 
�� ���	������ ���� �� �	�
��	� 	��������� �	
���������
���	� �� ������� �� ������ ���	����	 ���	 ����� ������ �� ��� ���	����	� 
��, �������� ��	 �����
������ �� ���� ���� ������������ *����	����� 
� �� ������ .�� � �� ���� ������ ��	��
� �� �� ����
������ 
�	�� 
��$������� ��� �	
�������� ���� �� 
��� 
� 
���� � ��� , �� ����  	��
� 
���

� 2� 
� ��� �	�
�������	�� �� �� �� !�� 6�

0
���1�
 �" ����
������
� ���������� �� ��
� �������� ������������+ �*���
�������� �������
��� ��� ����� �� �� �������+ �
� ��� �� ���� ������� �
� �� ���� �������
�	 7��� ������
�

�� ������ ��� ����
��������� �
��
������ ���� �� ������� ��� ��� ����� �� �� �������	

\���� �� �$�
��� 
������������ 
� �����	����.�� ���	 ��  	���� 
��� �	���
� ���� : ���	�@
����� 
���� 
��� �� 2 �	� 9�49 �� ��  	���� 
��	��������	� ���� 9 ���	����	� 
���� 
��� ��
2 �	� 9�4;� ���� ��� �$�
��� �����	����.�� �	�
��� �� �	
�������
��� �� ��� 
���	�������
.�� 	��������� ��� ����	������ , �����(��	��

A

B

C

D

E

F

G

H

I

d

d

���� 9�49 O 0����� ���� ������� ���
������ ����
������
� :

./
���
 �+ 8� ��������� ��  ����� ���� ������� ����� ���� �� 2 
�� ?	;? �� ��  �����
�����������
�� ����� ���� �� 2 
�� ?	;�	 8� ��2��� ��� �������� TA = TB = TD = TE = 4+
TG = TH = 8 �� TC = TF = TI = 3	 8� � ��� ��� ��
6 ������� ������������ C4 �� C3	 ��� �
����
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P1 P2 P3
m1 m2

���� 9�4; O 0����� �����������
�� ���
������ ����
������
� :

���6��
���� ���� ��
��� � ���� 5 1 �� ��� �
���� �� ����
�������� �
� ��� ����� ���� � ����
5 1	 �� 2 
�� ?	;' ����� �������������� �����
� �� 
�������� ����
������
� :	 $���� �����
�
��
�
�� ����
�������� ��� )���� *�� ��� �����+ �� �� ��� ���������� ��
� �
� �� 2 
��	

P

P

P

1

2

3

A A AB B BD D DE E E

GH H

C C C CF F F FII I II

t=0 t=1 t=2 t=3

t=3 t=4

t=0 t=1 t=2 t=3 t=4

���� 9�4< O @����������� �����
� �� 
�������� ����
������
� :

�� �	������ 
�������� ���� �	���
� �$��� 
� �)�� �	���� & ����
 K=:L� �� ������� .��
���� � m ���	����	� 
�� 
��� ��� ����� 
��� �� �	
	� .������.��� 3��� ��	
	� 
�  ���	������
�� ������� .�� ���� � n ���	������ 
���� 
��� ��� ����� ����� �� �	
	� ����� ��� .�� ���	
��� ���	����� .������.�� i ���� ��� �	�
�������	� ��� �� ��
��� ���� ����� .������ �� ������
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��� ���	������� .�� 
��������� 
���������� �� 
#
� ��
�� .������ �� .�� ��� ��� ��	��
� ����
 	��
� .������� ��� �� ��
��� ����  	��
� *��$�
��� ������� ���� �� �)�� 
��	
	��

./
���
 �� 8� ��������� ��  ����� ���� ������� ����� ���� �� 2 
�� ?	;? �*�� ��� ��������
TA = TB = TD = TE = 4+ TG = TH = 8 �� TC = TF = TI = 3	 8� ������� ����� �� �����
�������� {C,F,I,A,B,D,E,G,H} 	

3�%������
 �

J������������� � �� ���������� ����
��� 
�� ���	������ i = 1 �� ����
��� 
�� ���	����	� j = 1� ��

��� 
� 
���� 
� �� 
�	���	� ���	����� �	
�������� ��	 ���.�� ���	����	 s(j) = 0 �� ��

�	�� 
� �� 
�	���	� ���	����� �	
�������� ��	 ���.�� ���	����	 C(j) = 0 Y

!�� 6 � 3� i ≤ n ���	� �� �	
������� ������ ��� 	���������� 
� �����	����� i ��	 �����	����	 j�
s(j) = s(j) +C(j) �� C(j) = Ci� ����� �� ���		#��� 3��� ) � �� 
���� ��� ����	����� .�� �����
��� �����(���� ���	� i �	��
 �� �����	 i + 1 �� �� �� �� !�� 6� 3���� �� �� �� !�� 9 Y

!�� 9 � 3� j > n ���	� i �	��
 i− 1 �� j �	��
 �� �����	 ji − 1 �G ji ��� ����
��� 
� �����	����	
��	 ��.��� �����	����� i � ��� �	
�������� �� �� �� �� !�� 6� 3���� �� �� �� !�� ; Y

!�� ; � j = j + 1 �� �� �� �� !�� 6�

*��� �	���
� �� (��� .�� ��	���	�	 ������ ��� ��������� ��������� �� ��������� ��� ������.��
�	���� & ����
 �� �� ���		#�� 
�� .����� �������� ��� �	������ ���� �� ��� �G �� ��) ������
�������� �������� �����(������ ��� ����	������� ���� �	���
� ���		#�� ��	�� ����	 ��	���	� ������
��� ���������� �� ������� .�� �� �	����
� , 	����
	� ��� �� D �	����
� 
� ��
�	� E K9;L 
���
�� ������ 
���� �������� ��� �
��	������ �����	����.�� ��� ���� ����	������� .�� ���� �	���
� =
���	 
��  	����� ��������� �������� 
����	�������

./
���
 �� 8� ��������� ��  ����� ���� ������� ����� ���� �� 2 
�� ?	;? �� ��  �����
�����������
�� ����� ���� �� 2 
�� ?	;�	 8� ��2��� ��� �������� TA = TB = TD = TE = 4+
TG = TH = 8 �� TC = TF = TI = 3	 $� 
�������� ���� ������� 9+ �� ������� ��������������
������ ���� �� 2 
�� ?	;E	

(������
 		 ���� ������� 9 � �� ������6��� O(n m) �, n ��� �� ������ ������������ �� m
��� �� ������ ���������
��	

2�
��
 *��� �	���
� ��	���	� n (��� ������
��� 
����	������ �� ���	 ���.�� ���	����� ��
����� �� 
�$�
�
 m ���	����	�� �� ������� ��� ��
���$��� O(n m)� *� ����	�
� ��� �	����
�
0
���1�
 �
 �� �� ������� �6��� ���+ ��  ������+ 
� �� ������� �
� �����
�� ������� ��
��������� ��� ���
����� ���������	 �� ������6��� O(n m) �� ����� �� ������� �6��� *���� �

)��� �
��� �����
�� ��
������ 
�� ������ �� ��� ����� �� ��������� �� ���� ��� �J 5 �������
�
������
� �� �� ����� ��� �������
��	 7� ���� ���� ������� ��� �
��� ����
 �
� �� ��� ��
K ������� ������������ L =*��� �?��>	
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��	� �����	����.�� 6 , ���� �	���
� �$��� = �2� 
����
��	 ��� ��	(�	
������
�� ������� ����	 �����.�� ��� �	��	����� 
���	��� � 
�� ��	��
�� A���	 /�	�����	� 9C �� 
���

������	 .�� 
�� ���	������ ��	��
�.���� �� ����� ���� �	���
� �$��� �� �����	����.�� ��	����

���� ����� �	
����� 
����	������� /���� ����� ��� ������� �� ��������� ��� (������� 
� 	�� 
K:7L .�� 
���� ��� ����� �	
����� �G ������ ��� ���	������ ��� ���	� �	�
�������	� �	
�����
����� ��$ 
��� �� ������ '���� ���� �	���
� �$��� �� �����	����.�� ��� , ��	�2�	 �����
���
�� ����	����� 
� ��	��
������ �� ����� �����	����.�� ������ ��� ���	������ ��	 	����	� , ���	�
��	��
�� �� 
�� 
�������� 
� ���	� ��	��
���
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����	� �������	� �� �� ��
�� ��������	� ���	
���	  ���	����� ����� ��� �	�� �� ��
��� ��	� 
� ������ 
� ��
�� 
��$������� �� ���	 ����@
 �	���
� �$���� �� ���	 �����	����.��� �� � ������ �� ��
�	� 
����	����	� � �� �� ��
�	�

����	������ �2� 
��� 
����	 �� ��
�	� 
� �	����
��  ���	�� �������	�
��� .�� ��� ���
��������� /��� ��	
�� ����� 
� ��
���	 �� ��
�	� 
����	����	� 	�����
��� �������� A��	 ��.���
�� ) � �� 
���� ��� ���	����� 
���	�����C ��	 ���� �	���
� �$��� �� �����	����.��� ���� ���

���	� �� 
��� �� ������� 9�9�

�� ��
��	� �� ��
�� 
��$������� ���	 ���� �	���
� �� �����	����.�� ���	 �� 
#
� �$�
����
/���� ��
��	����� ��� 
����� ��	 �� 2 �	� 9�45 .�� �	������ ��� 	�������� 
�� ��
��������
��
�	�.���� �� ����	�� .�� ���	 �� ����� ��
�	� 
����	������� ��� 
��$ 
������ 
�� ��
��
��
��	����� ���	 �	����	 ��� �������� �� ���� �� �� 
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���� 9�4= O $�
�� �� ���)�������� ������� �� ��������
� ��������� ���� ������� �6��� ��
��
������
�

�����	����.�� ��� ����	�������� '2� 
� 
���$ ������	�	 ��� 
�>�	������ �� 
���� ����� ��� 	����@
���� 
�� ��
�������� ������� ��� ������� �� �	���
�.�� A���	 2 �	� 9�4=C�

�� ����������� �����	����.�� ��� ���� ����	������� 
� ����� 
� ��� 
� ��
�� 
��$��������

��� ����� 
� ���.�����	� � 
� ���	 � 
�� ���	����	� ����.�� ���� �	���
� �$��� ������� ��

�$�
�
 ��	����� ���	����	� A���$ 
������������ , 477 %C �� 
����	�� �� ���� ��
��� ���������

,', �����"����� #� (�*�*#����� �� #� !"������

�� ��

���� 
��� �� ������	� ��	 �	������	 �� 
�
��� ������� �2� 
� �����2�	 ���� �	���
�
�� ���	��������	� 
��� �� ��� 
�� �)���
�� ��
�� 	��� ���� ����	������ 
� �	���
����� �� 
�
��������� �� ����� ������� , �� ��
���$��� 
� �	����
� 
��
���������� �� �� 2��� ��	 �	�����	
��� ���	����.�� ��
��	�� , �� �� �	���
� �$����

����� ������

�� ������� �� 
#
� 
�
��� .�� ����� �	������ 
��� �� ������	� 9�6�4 ���	 ��  	���� 
��	@
��������	� �� ��  	���� 
��� �	���
� ���( .�� ��� ����	������ �
������ ��$ ���	������ ����

�� ����	������ 
� ��������

*��$�
��� 6: �	����� �� �	
�������
��� �� ��� 
���	������� ���	 ��  	���� 
��	���@
�����	� �� ��  	���� 
��� �	���
� ���� 
�� ����	������ 
� �������� �� 	�
�	.�� .�� ���
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��
�	� ���	������ ���	����	� @ �� �	���
� �$��� ���	����	� @ ���	����.��
100 62 64
1000 628 703
2000 1256 1405
3000 1868 2112
4000 2455 2786
5000 3071 3490
6000 3702 4214
7000 4272 4894
8000 4857 5549
9000 5528 6291
10000 6076 6958


��� 9�9 O 7���������� ����� �� ������� ���������
�� 
������� ��� ���� ������� �6��� �� ���
����
������
�

���	������ ����	������ ��$ �	��� ����	������ 
� ������� ��� 
�� 
�	��� 
���
���� ��	 
��
���	����	� 
�>�	���� �� ���� (������� �� ����$ 
� �� 
���	������� 
��� �� ���� �G �� ���� 
��	@

�������	 ���.�� ���	����� ��	 �����	����	 ���	 ��.��� ���� � ��� 
�	�� 
���
����

./
���
 � 8� ��������� ��  ����� ���� ������� ����� ���� �� 2 
�� ?	;D �� ��  �����
�����������
�� ����� ���� �� 2 
�� ?	:B	 8� ��������� ��� �
���� ���6��
���� ������� ���� ��
������
 ?	� �� �� ��2��� ��� ����������� �� ������� �
�*����� . LAC = 8 �� LDF = 7	 �� �
���
�� ����
�������� �
� �� ����
� m ��� � ��� 5 1	 �� 2 
�� ?	:; ����� 
�� ������������
��������	

P1 P2

A 1 5
B 2 7
C 4 5
D 10 2
E 5 2
F 5 1


��� 9�; O %
���� ���6��
���� ��� ���������� �
  ����� ����� ���� �� 2 
�� ?	;D

����� ���
��(�	� �� 
������� ����
���	�	���

'2� 
� �	����	 �� ��
���$��� 
� ���	� �	����
� 
��
����������� �� 
�2��� �� �	����
�

� 
������� ������� �� �� ��
��	� �����@�� , �� �	����
� 
� 
������� 
��, �	���� �!@��
�����
�� ����� 
����	� �� ���� ������	� .�� ���	� �	����
� 
��
���������� ��� �!@
�������
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�� ���� ��	 PPL �� �	����
� 
��
���������� ���� ����	������ 
� �������� �� 
� �	���@

����� 
�2���� ��	 ��  	���� 
��� �	���
�� 
��� �� ��� 
�����	�������	 �G ��� ���	����	�
���� 
�2��� , ����
� 
���  	���� 
��	��������	�� J� ��� (����� 
� ��	�2�	 .�� PPL ∈ �! �����

���� .���� ���� 
�
��	� �� ��
�� ���)��
��� �� �� ����
��� 
� ���	�� (sA,p)� 
����� ��	
�� �� �	���
� ���@
���	
������� ��� ��� �������� ���	 PPL�

(������
 	) �� �������� PPL ��� C<!��G���� �
 ���� )���	

2�
��
 *� ����	�
� 66 �	���� .�� �� ����	����� 
� ��	��
����� ��� �� ��� ��	�������	 
�
����	����� 
� �������� �� �����.����� �� �	����
� PPP .�� ��� �	���� �!@
������ �� ����
(�	� 
��� �� ����	�
� 96 ��� �� ����@��� 
� �	����
� PPL� �� ������� .�� �� �	����
� PPL
��� ����� �� �	����
� �!@
������ �� ���� (�	�� *� ����	�
� ��� �	���� �

����� '�����	���� �	 �� ���	!�� �(��	

*�� ����	������ 
� ������� ���� ������ .�� ��
��� , 
���
�	 �����	����	 , �������	 ���	 ���
���	� 
����	������ ��	 ��.����� �� � 
�2�� ��� ����	����� 
� �������� *� (��� 
��	
�������	

�� ���	������ ����	������ , ��� ����	����� 
� ������� ��	 
�� ���	����	� 
�>�	���� ����� �
�� ��
�� ������ ���	� �� �	�
��	� ���	����� �� �� 
�	���	� ���	����� 
���� ����	����� 
�
������� ���� �� ��
�� 
� ��

��������� 
� �� 
����� ���	� ��� ���	����	��

*����	����.�� ������� ������
��� 
� �	����� W .�� �������� ��� ���	������ 
���������� ��
�� ���� ��	 slp �� Clp �� 
��� 
� 
���� �� �� 
�	�� 
��$������� 
� �� 
�	���	� ���	�����
�	
�������� ��	 �����	����	 p� �� ���������� �� 
���� 
� �����	����.�� ������ ��� �����	� , 7�

�� ���� ��	 LX A���	 ������	� 6�6C ������
��� 
�� �������� .�� ���� �� 	������� � ����

����	�� ����	������ 
� ������� �� .�� ����� ��� �� 
�>�	���� ���	� �� ������� �� �� ��

�

�� 
�	��� 
��$������� 
�� ���	������ ����	������ , �� ���	� � ��� , 0� �� �����
�	� ���
����
��� �	
����� �� L(A,B) ��� ����� L(C,D) 
��� ������
��� LX ���	� LAB < LCD�

�� ���� CLX
�� ������ 
�� ���	������ .�� ����	�������� , 
�� ����	������ 
� ������� L

�� 	������� �� !��	 ���.�� ������ �� 
���	
��� �� 
������	 ���	����	� �����@,@
�	� ����� ���	
��.��� �� ��

� 
�� 
�	��� 
��$�������� 
����	������ ����	������ , ��� ����	����� 
� �������
��� �� ���� �������

*����	����.�� ������� ����� ���� �	���
� 
� 
�	.�� � 
���� �� ������	� 6 .�� ���� 	�������
��@
������ �

3�%������ 	

J������������� � �� (A,B) � ��� ����	����� 
� ������� L(A,B) ���	� marque(B) = L(A,B) ��
marque(A) = ∞� ����� marque(A) = marque(B) = ∞� �� ����� �� B ����	����� , ���@
����	� ���	�� ���� 
�� ����	������ 
� ������� ���	� marque(B) = min(C,B)∈L{L(C,B)} ��
marque(A) = ∞� 3��� W = L�

!�� 4 � ���	 (A,B) ∈ W �� ���	 ���.�� ���	����� C ∈ V \{A,B}� �� ) � �	��� ������������ �
A�C �� A ∈ D(C) ���	� marque(C) = marque(C) Y
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A�C �� A /∈ D(C) �� B ∈ D(C)� ���	� marque(C) = min(marque(C),marque(B)) Y
A�C �� A /∈ D(C) �� B /∈ D(C) ���	� marque(C) = marque(C)�
3��� W = W\{(A,B)}�

!�� 6 � �� W 	= ∅ ���	� �� �� �� !�� 4� ����� ���� �	���
� ���		#���

*����	����.�� �������	� 
� ���� �	���
� 
���� ���	 �� �	����
� 
��� �� ��� 
����	�������	

��� �� ������	� 6�

5
������1�
 	

J�������������� W =
⋃

A∈V �� Prec(A)=∅{A} �� slp = 0,Clp = 0�

!�� 4 =��������� �*�� ���������� �� �������> �
�� ∃A ∈ W ��� .�� marque(A) 	= ∞ ���	� �� ������� A ��� .�� marque(A) =
minB∈W{marque(B)}� 3� ∃L(C1,D1) ∈ LX �� ∃L(Ci,Di) ∈ LX ,∀i = 2,3, . . . n ��� .��
A ∈ ⋃

E∈Γ+
CiDi

(C1,D1)
M(E,D1),∀i = 2,3, . . . n ���	� ���� B ∈ W �����	����� ���� �� ����

������ 
�	.�� ��� .�� ∃i ∈ {2,3, . . . ,n} ���� B ∈ ⋃
E∈Γ+

C1D1
(Ci,Di)

M(E,Di)� 3� �����	�����

B �$���� ���	� sB = slp + Clp� �� ������ B 
� W� �� ������� �����	����	 
��, ������� ��	 ��
������ �� �� 
������	 �� ������ ���	����� 
� �� ������ ��� ��� ��� ����	� �	
�������� ������ ���
���	������ .�� 
��������� �	
�����1����� ���� �������� , W �� �� �� �� !�� ;� 3� �����	�����
B ���$���� ��� ���	� sA = slp + Clp� �� ������ A 
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���� �� ����
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� ��� ����� ���� � ���� 5 1	 8� ��������� ��
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� �������
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P1 P2

A 1 5
B 2 7
C 4 5
D 10 2
E 5 2
F 5 1
G 1 2
H 2 1
I 4 1
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��������� 
��	
�������
��� ��������� ���	 ���.��
���	����	� 
��� ������ ��� ��������� �������������

A B C

D E F

L(A,C)

L(C,F)

���� 9�68 O 0����� ���� ������� ���
������ ���6����� ?;

./
���
 	
 7�� �6����� ���
���� �� ������
����� ��
� �������������� 5 ������ ��
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C �� D �
 E �� F 	 ����������� A ��
� ���� ����������� �
� P1 5 ��������� t = 0+ �����������
B ���� �������� �� 2� �� A �2� ������ ����������� 5 ��������� t = 1 �
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�
���		#�� ���� �� 	������ D������ �������� �������� E�
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����� �� 
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�
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���$��� O(n m)� *� ����	�
� ��� �	����
�
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� �2� .�� �� ����	����� 
� ������� ���� �����(����� ��
�����.����� ��� ���	������ ����	������ , �� 
#
� ����	����� 
� ������� ����	�������� , ��

#
� ������ �� �� �����
�	��� ��� ������� 
��� ��$ ��	��
��� *� ����	�
� ��� �	���� �

�� �����.����� �� �� 
�2��� ��� ������� 
��� ��$ ��	��
��� �� �����	�� ��� ������� ���	
��� ���������

*����	����.�� ������� ���� �	���
� 
� 
�	.�� � ���	 �	��
	� �� ��
��� ��� ����	������ 
�
��������

5
������1�
 )
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!�� 4 � �� ������� ��	
� ��� ���	������ ���	 ���.�� ������ ���� �� ���� ������ ��	��
� 
� W
����� .�� � �� ���� ������ 
�	�� 
��$������� A�� ����������� ��	
� ������ ��� 
�	��� 
���� ���@
	����� A ��	 ���� ��� ���	����	�� �� �	
������� ��� ���	������� �� 
�� , ���	 W� slp �� Clp Y

!�� 6 � ���	 ���.�� ���	����	 p� �� ���	��� ��� ���	����� A ∈ W ⋂Per ���� A1 
��,
�	
�������� ��� .�� �

sAi
+ TA − slp − Clp = minBi∈W

TPer 	�� B1 ���� ������	�
�� {sBi
+ TB − slp − Clp}

�G Ai ��� �� 
�	���	� 	��������� �	
�������� 
� A� 3� �� �	���� �������	� ���	������ A ���	
�� 
#
� ���	����	 ���	� �� �)���
� ����� ��� �	
�����1���� ���� �����	����.��� �� �������
�����	����	 ���� �� 
��� 
� 2� sAi

+ TA − slp − Clp �� ���� ������ �� �� �� �� !�� 9 Y

!�� 9 � �� ∃C ∈ W ⋂
CTA

���� C1 ��� �	
��������� C �� A ����	������ , �� 
#
� ������
�� slp + Clp + CC ≤ sAi

+ TA� ���	 �����	����� A �� �����	����	 p �	����� �	���
�

����
���	� �� � sC = slp + Clp �� �� �� �� !�� <� 3����� �� �� �� !�� ;

��� ; � �� � sA = slp + Clp ��.� sAi+1
= sAi

+ TA �� �� �� �� !�� < Y

��� < � ���� ) � 
�� ���	������ 
��� W ����	������ , ��� ������ 
��� ������ ���	����� �
��� ����	� �	
�������� ���	� �� ������� �����	����� ���� �� ���� ������ ��	��
� ����	������
, �� ������ ����� .�� �� ���� ������ 
�	�� 
��$������� A�� ����������� ��	
� ������ ��� 
�	���
��	 ���� ��� ���	����	�C �� �� �� �� !�� 8 Y

!�� 8 � ���� ) � 
�� ���	������ ����	������ , ��� ������ 
��� ��� ���	����	� �������� ��
��	
������ ���� ���	
�������
��� 
�� ���	������ ���� �� �	�
��	� 	��������� �	
���������
���	� �� ������� �� ������ ���	����	 ���	 ����� ������ �� ��� ���	����	� 
��, �������� ��	 �����
������ �� ���� ���� ������������ *����	����� 
� �� ������ .�� � �� ���� ������ ��	��
� �� �� ����
������ 
�	�� 
��$������� ��� �	
�������� ���� �� 
��� 
� 
���� � ��� , �� ����  	��
� 
���

� 2� 
� ��� �	�
�������	�� �� �� �� !�� 6�

�� �	������ 
�������� ���� �	���
� �$��� 
� �)�� �	���� & ����
� �� ������� .��
���� � m ���	����	� 
�� 
��� ��� ����� 
��� �� �	
	� .������.��� �� ������� .�� ���� � n
���	������ 
���� 
��� ��� ����� ����� �� �	
	� ����� ��� .�� ���	 ��� ���	����� .������.�� i
���� ��� �	�
�������	� ��� �� ��
��� ���� ����� .������ �� ������ ��� ���	������� .�� 
���������

���������� �� 
#
� ��
�� .������ �� .�� ��� ��� ��	��
� ����  	��
� .������� ��� �� ��
���
����  	��
� *��$�
��� ������� ���� �� �)�� 
��	
	��

./
���
 		 8� ��������� ��  ����� ���� ������� ����� ���� �� 2 
�� ?	?B �� ��  �����
�����������
�� ����� ���� �� 2 
�� ?	?;	 8� ��2��� ��� ����������� �� ������� �
�*����� .
LAC = 3+ LDF = 4 �� LGI = 5	 8� ������� �� ����� �������� ������������ {A,B,C,E,G,H,I}	
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���� 9�97 O 0����� ���� �������

P P
1 2

m

���� 9�94 O 0����� �����������
��

3�%������
 
"

J������������� � �� ���������� ����
��� ���	 ��� ���	������ i = 1 �� ����
��� ���	 ��� ���	����	�
j = 1� �� 
��� 
� 
���� 
� �� 
�	���	� ���	����� �	
�������� ��	 ���.�� ���	����	 s(j) = 0
�� �� 
�	�� 
� �����	����� C(j) = 0 Y

!�� 6 � 3� i ≤ n ���	� �� �	
������� �����	����� i ��	 �����	����	 j� s(j) = s(j) + C(j) ��
C(j) = Ci� ����� �� ���		#��� 3��� ) � �� 
���� ��� ����	����� .�� ����� ��� �����(���� ���	�
i = i + 1 �� �� �� �� !�� 6� 3���� �� �� �� !�� 9 Y

!�� 9 � 3� j > n ���	� i = i − 1 �� j �	��
� �� �����	 ji − 1 �G ji ��� ����
��� 
� �����	����	
��	 ��.��� �����	����� i � ��� �	
�������� �� �� �� �� !�� 6� 3���� �� �� �� !�� ; Y

!�� ; � j = j + 1 �� �� �� �� !�� 6�

(������
 	� ���� ������� ;B � �� ������6��� O(n m) �, n ��� �� ������ ������������ ��
m ��� �� ������ ���������
��	

2�
��
 *��� �	���
� ��	���	� n (��� ������
��� 
����	������ �� ���	 ���.�� ���	����� ��
����� �� 
�$�
�
 m ���	����	�� �� ������� ��� ��
���$��� O(n m)� *� ����	�
� ��� �	����
�
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��	 ��� ��	(�	
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�� ��	��
�� A���	 /�	�����	� 9C �� 
���

����	 ������ ��� ���	������ ��	��
�.���� �� ����� ���� �	���
� �$��� �� �����	����.�� ��	����

�� ������ 
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���� 9�96 O H��
����� ��������� ���� ������� �6��� �� ����
������
�

*��  	����� 
� �	���
����� ��� ���  ���	�� 
���� 
����	� �������	� �� �� ��
�� ��������	�
���	 ���	  ���	����� ����� ��� �	�� �� ��
��� ��	� 
� ������ 
� ��
�� 
��$������� �� ���	
���� �	���
� �$���� �� ���	 �����	����.��� �� ��
��	� �� ��
�� 
��$������� ���	 ���� �	���
�
�� �����	����.�� ���	 �� 
#
� �$�
���� /���� ��
��	����� ��� 
����� ��	 �� 2 �	� 9�96
.�� �	������ ��� 	�������� 
�� ��
�������� ��
�	�.���� *� �	������ 
� ����	������ 
� �������
��	
� ��� ����	������ �� 
���� �� ��
�� 
��$������� 
H ��$ 	����	���� 
�� ���
��� �� .��
	��
� ��� ��	(�
����� 
� �����	����.�� �	�� �	����� 
� ������ 
� ���� �	���
� �$����
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��
����	�
 �� ��������	���

/���� ����� �	������ �� ������� 
�
��� ���	 
��	�	� 
�� �)���
�� ��
�� 	��� ����
����	������ 
� �	���
������ 
� ��	��
������ �� 
� ��������� J� ��	
�� , �� (��� 
� ����	 ����@
	�
��� ��� �	����
�� 
� 
���	������� �� 
��	
�������
���� �� ����� 
� �	�����	 ��� ����$
(���� ��	
� ��� ���	����� ��������� ��������� 
��� �� ��

������ 
� ��
�� 	���� !��	 ��
��� 
����	�������	 ���� ������ 
����	
 �� �	����
� 
��	
�������
��� 
�� �)���
�� ����
����	������ 
� �	���
����� �� 
� ��	��
������ ���	 ��.��� �� 
�
��� �	����� ��	
�� 
��
����	

�� ����	������ 
� �	���
���� ���	� ���	������ ���� ��	��
�� 
�>�	������ �� 
���� 
�� 	����@
���� �����	���� �� ����	���� ���	� ��� ����	������ 
� �	���
����� �� 
� ��	��
������� -�����	�

��� �� ��� 
����	�������	� ��	�� ����	 
����� ������	#� 
���� �������� ����	����� ��
��
	��� 
� �������� ���� ������ �� �	����
� 
��	
�������
��� 
�� �)���
�� ���� ����	������ 
�
�	���
����� �� 
� ��������� ��� 
�	���	�� ������� #�	� 
��������� !��	 2��	 �� ������� 
�� 	���@
����� ���	� 
�� ���	�� 
����	������ ��	 ���.������ �� ���� �
����	 
�� ����	������ 
� ��������
�� 
���� 
�� 	�������� �����	���� �� ����	���� ���	� ��� ����	������ 
� �	���
����� �� 
�
��������� ���� ������ 2����
��� 
��� �� ��� 
����	�������	 �� �	����
� 
��	
�������
���

�� �)���
�� ���� ����	������ 
� �	���
������ 
� ��	��
������ �� 
� ��������� �� 
���� 
��
	�������� �����	���� �� ����	���� ���	� ��� ����	������ 
� ��	��
������ �� 
� ��������� !��	
�� ��� 
�����	�������	 ���� ������ 
����	
 �� �	����
� 
��
���������� A
���	������� �� �	@

�������
���C 
�� �)���
�� ���� ����	������ 
� �	���
����� �� 
� ��	��
������� �� ������
��
��� 
� ��H� 
�� �	���(�	�� 
� 
������ ���	� ���	������ 
���	������ ��	 
�� �	�������	�

�>�	����� �� 
���� 
�� 	�������� �����	���� �� ����	���� ���	� ��� ����	������ 
� ��	��@

������ �� ��� �	���(�	�� 
� 
������� -�����	� ���	 �� ��� 
�����	�������	 ���� ������ ��
�	����
� 
��
���������� 
�� �)���
�� ���� ����	������ 
� �	���
����� �� 
� ��	��
������� ��

���� 
�� 	�������� �����	���� �� ����	���� ���	� ��� ����	������ 
� ������� �� ��� �	���(�	��

� 
������� ���� ������ 2����
��� ���	 �� ��� 
�����	�������	 �� �	����
� 
��
����������

�� �)���
�� ���� ����	������ 
� �	���
������ 
� ��	��
������ �� 
� ���������

/���� ����� 
��� �� ��� 
����	�������	 
���� ���	 ���.�� �	����
� �	���� �� �� �	���
�

��	
�������
��� ����
�� �� �	���� ���$������� 
���� ���
����� �� 
��� ���� 
��	
�����1�@
������� !��	 �� �	����
� 
��	
�������
��� 
�� �)���
�� ���� ����	������ 
� �	���
����� �� 
�
��	��
������ �� �	���� ���$������� 
���� �)��	@��	��
� �� �� 
���� 
�� 	�������� �����	����
����	��� � 
�� ��	��
�� ���	 
�� ���	������ .�� �� ���� ��� ��	��
�.���� /�� 
�	���	� 	����@
���� ���� ������� ����
�� ���	 �� �	����
� 
��	
�������
��� 
�� �)���
�� ���� ����	������

� �	���
������ 
� ��	��
������ �� 
� ��������� ���� �� ��� 
�����	�������	 �� �	����� ���	
���.�� �	����
� �	���� ��� ���	����.�� 
��
���������� 
�� ���	������ ��	 ��� �	�������	� .��
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��� ��
��	�� , �� �� �	���
� �$����
��2�� ����� ����� 
��� �� ��� 
����	�������	 
���� �� 	������� 
� ��
���$��� �����	����

�� �	����
� 
��	
�������
��� 
�� �)���
�� ���� ����	������ 
� �	���
����� �� 
� ��	��
�@
������ ���� �� ��� 
�����	�������	 �� 
���� ���	 ���.�� �	����
� �	���� �� 	������� 
�
��
���$��� .�� 
���	� .�� �� �	����
� ��� �!@
������ �� ���� (�	�� -�����	� 
��� �� ���

�����	�������	 �� ������� �� ��
���$��� 
� ���.�� �� �	���
� �$����

F�� �	�
��	� ��	�������� ����	�� ��	 ����� ����� ����� 
� �����
� ��
����� ��	 ������	@
������ ���	� ��� ����	������ 
� �	���
����� �� 
� ��	��
������ �� ��	���� ��	 ��� ���	������
���@��	��
�.��� .�� ���� ��� 
�� �	�
�������	� ��	��
�.���� ���� ��� 
�� ���������	� ��	��@

�.���� /�� ���	������ ���� 
�� ���	������ ���	�
�.���� 	���������
��� 
�� ���	������ ���@
	��
�.���� /�� 	�������� �����	���� ����	��� � 
� ��	��
�� (�	
��� ��� ���� ����	�.�� ���	

�� (���	� 	�������� 
��	
�����1������� ���	 �� �)�� 
����	������� 	�������� .�� 
��.����

��� �� �����	���	��

/�

� ���� ��� 
�� 
��� �����	�
������� �� ����  	��
 
�2 , �� ����� 
� ����� ����� ���
�����	�
������ 
� �� �	��
����� .�� �
���� �� 
�
�2������ 
� 
�
��� �	����� ��������
����

��� .��� �� ������	�� ��	
���	� 
� �	����	 ����� ��� ���
����� ��������	� 
��	
�������
���
���	 ��� ��� �G �� �	��
 �� ��
��� �� �	��
������ *� 
�
�2������ 
� 
�
��� �����	��
��	���� �� ����	����� 
� ��	��
����� .�� ��������
��� ��� ��� ����	����� ���	� ��� 
����� 
��
	���������� ����������� 
����	������� J� (��� ���
��	 �� ����� 
�2������ � ������	� 
� ������	#�
��	 	����	� , �� �	��
����� �� �	����	 
��� �� ��� ����	��	� �� 
�2������ ��	 ��.����� ��
�	��
����� � �	��
��� ��� ��N����� A
�
�2�	 ���	
�����1������� 
��� �)���
� ��	 �$�
���C�
J� (��� ������	 ���	� ��� 
�>�	���� ��� ��������� � 
���� @ 2� 
�� 	���������� ������������ 2� @
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