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sion engagée avec lui autour de cette thèse durant les semaines qui ont précédé
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Je remercie sincèrement Tudor Ratiu pour son travail efficace et précis en
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À tous ceux que, pour une raison ou une autre, je ne peux nommer ici
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If...

(. . .)
If you can bear to hear the truth you’ve spoken
Twisted by knaves to make a trap for fools
Or watch the things you gave your life to, broken,
And stoop and build’em up with worn-out tools ;

If you can make one heap of all your winnings
And risk it on one turn of pitch-and-toss,
And lose, and start again at your beginnings
And never breathe a word about your loss ;
If you can force your heart and nerve and sinew
To serve your turn long after they are gone,
And so hold on when there is nothing in you,
Except the Will which says to them :“Hold on !”

(. . .)
If you can fill the unforgiving minute
With sixty seconds’ worth of distance run,
Yours is the Earth and everything that’s in it,
And – which is more – you’ll be a man, my son !

Rudyard Kipling1

1
Extrait de la plaque commémorative en l’honneur de Raymond Croland (17.05.1913-08.04.1945), agrégé

préparateur de zoologie (1938-1944), commandant des forces françaises combattantes, décoré à titre posthume,
arrêté par la Gestapo au deuxième étage de l’École normale supérieure de Physique, rue Lhomond, le 14 février
1944, déporté et mort en Allemagne.
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1.3.3 Le quotient kählérien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
1.3.4 Bases de Schauder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
1.3.5 La variété stable Ms
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de Gl2(H) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
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2.6.2 Structure hyperkählérienne de l’orbite complexifiée . . . . 132
2.6.3 Identification de l’orbite complexifiée avec l’espace tan-

gent de l’orbite de type compact . . . . . . . . . . . . . . 134
2.6.4 Expression de la métrique hyperkählérienne de l’espace
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Chapitre 1

Quotients kählériens et
hyperkählériens dans le
cadre banachique

1.1 Introduction

Une variété kählérienne de dimension finie est une variété riemannienne
munie d’une structure complexe orthogonale parallèle pour la connexion de
Levi-Civita. En associant la métrique riemannienne avec la structure complexe,
on obtient une forme symplectique, appelée forme de Kähler. Une variété hy-
perkählérienne de dimension finie est une variété munie d’une métrique rieman-
nienne g et de trois structures complexes I, J , K telles que : IJK = −1, et
telles que g soit kählérienne par rapport à chacune des structures complexes.
Une variété hyperkählérienne est donc munie de trois forme de Kähler, ω1, ω2, et
ω3, et le choix d’une des structures complexes, par exemple I permet de définir
une structure symplectique complexe par : Ω = ω2 + iω3.

D. Kaledin et B. Feix ont montré indépendamment dans [Kal] et [Fei], que,
une variété N munie d’une métrique kählérienne gN étant donnée, il existe une
métrique hyperkählérienne g définie sur un voisinage de la section nulle de T ∗N ,
compatible avec la structure symplectique holomorphe naturelle de l’espace co-
tangent, et telle que la restriction de g à N soit gN , unique si l’on suppose que g
est S1-invariante. D. Kaledin utilise pour sa démonstration la notion de variété
de Hodge, alors que B. Feix utilise des techniques twistorielles. Cependant les
exemples explicites de métriques hyperkählériennes sont peu nombreux.

O. Biquard et P. Gauduchon construisent dans [BG1] la métrique hyper-
kählérienne des espaces cotangents des espaces hermitiens symétriques, et dans
[BG2] la métrique hyperkählérienne des orbites coadjointes de type compact
symétriques d’un groupe de Lie complexe semi-simple, et établissent des for-
mules pour les potentiels kählériens, permettant d’obtenir une expression expli-
cite de la métrique. Dans [BG3], ces mêmes auteurs identifient ces structures
hyperkählériennes, montrant ainsi que l’espace cotangent et l’orbite complexe
sont les deux facettes d’un même objet hyperkählérien qui apparaissent selon
la struture complexe distinguée. Ces résultats reposent sur une théorie fine des
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racines des espaces hermitiens symétriques, à savoir la théorie des racines for-
tement orthogonales, qui exprime les propriétés spécifiques de la courbure d’un
espace hermitien symétrique.

La grassmannienne restreinte Grres est un exemple d’espace hermitien symé-
trique de dimension infinie. Nous montrons qu’il peut être obtenu comme quo-
tient kählérien à partir d’une variété banachique non hilbertienne. La partie
symplectique de ce résultat a été montrée indépendamment par T. Wurzbacher
(non publié, mais exposé à plusieurs reprises, en particulier dans [Wur2]). Dans
un second temps, nous construisons une structure hyperkählérienne sur l’espace
(co-)tangent de Grres telle que la restriction à la section nulle soit la structure
kählérienne de Grres. Pour cela un quotient hyperkählérien est utilisé.

La théorie du quotient symplectique a été initiée par J.E. Marsden et A.
Weinstein dans [MW1]. Elle a été utilisée en dimension finie notamment pour
construire de nouvelles variétés symplectiques. Des applications en dimension
infinie sont fournies par J.E. Marsden et T. Ratiu dans [MR] qui développent
l’idée de V.I. Arnold selon laquelle les équations du mouvement d’un fluide s’in-
terprètent comme les équations des géodésiques d’un groupe de Lie de dimen-
sion infinie. Un autre exemple de réduction symplectique en dimension infinie
est donné dans [MW3] en relation avec l’équation de Maxwell-Vlasov (un exposé
extensif de l’histoire et des applications de la réduction symplectique est donné
dans [MW2]). La réduction kählérienne et la réduction hyperkählérienne sont
des raffinements de cette théorie. Une version de dimension infinie basée sur
l’étude des équations de Nahm est utilisée par P.B. Kronheimer dans [Kro1] et
[Kro2] pour établir la structure hyperkählérienne des orbites coadjointes semi-
simples maximales et nilpotentes d’un groupe de Lie semi-simple complexe (de
dimension finie), résultats qui furent ensuite généralisés par O. Biquard dans
[Biq] et A.G. Kovalev dans [Kov] au cas d’une orbite générale.

Dans [Kac], V.G Kac regroupe les groupes et algèbres de Lie de dimension
infinie en 4 classes (d’intersection non vide) :
1) les groupes de difféomorphismes d’une variété et les algèbres de Lie de champs
de vecteurs associées ;
2) les groupes (resp. algèbres) d’applications lisses d’une variété dans un groupe
de Lie de dimension finie (resp. dans l’algèbre de Lie associée) ;
3) les groupes de Lie et algèbres de Lie classiques d’opérateurs sur un espace de
Hilbert ou un espace de Banach ;
4) les algèbres de Kac-Moody.
Les exemples de réduction en dimension infinie cités précédemment concernent
les deux premières classes de groupes. Nous présentons un exemple de réduction
kählérienne et un exemple de réduction hyperkählérienne mettant en jeu des
groupes de la troisième classe.

Dans la section 1.2, nous exposons les généralités sur les quotients kählériens
et hyperkählériens dans le cadre banachique en mettant l’accent sur la surface
stable associée à une surface de niveau, ainsi que la théorie du potentiel kählérien
sur un quotient issue de la théorie de préquantisation de Kostant-Souriau. Nous
illustrons ces généralités par l’exemple de la grassmannienne Gr(p) des p-plans
(p < +∞) d’un espace de Hilbert pour le quotient kählérien et de l’espace
cotangent de Gr(p) pour le quotient hyperkählérien. Ces exemples sont parti-
culièrement simples car les métriques qui rentrent en jeu sont fortement rie-
manniennes, ce qui garantit l’existence d’un supplémentaire topologique à tout
sous-espace vectoriel fermé.
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Dans la section 1.3, nous réalisons chaque composante connexe de la grass-
manienne restreinteGrres comme quotient kählérien d’un espace de Banach plat
Mk par un groupe de Lie banachique G, et nous retrouvons par ce biais la struc-
ture de variété hilbertienne de Grres (plus précisément la famille à un paramètre
réel k de structures hilbertiennes proportionnelles de Grres issue des identifica-
tions possibles deGrres avec une orbite adjointe d’un groupe de Lie banachique),
ainsi que le potentiel kählérien obtenu par injection de Plücker. La nécessité
d’introduire un espace de Banach plutôt qu’un espace de Hilbert découle de
l’expression de l’application moment, faisant intervenir la trace d’un opérateur.
L’identification de l’espace quotient avec la grassmannienne restreinte (et non
avec un sous-ensemble de celle-ci) repose sur l’existence d’une base canonique
associée à chaque élément de Grres et définissant un élément de la surface stable.
La résolution des équations définissant la surface stable est également présentée.
Remarquons que l’action transitive d’un groupe de Lie banachique sur la sur-
face de niveau permet d’obtenir à peu de frais l’existence des supplémentaires
topologiques garantissant le caractère différentiable des variétés étudiées.

Dans la section 1.4, nous construisons le quotient hyperkählérien de l’espace
tangent TMk par le groupeG, et nous l’identifions soit à l’espace (co-)tangent de
la grassmannienne restreinte, soit à l’orbite complexifiée de Grres, en fonction de
la structure complexe choisie. L’identification se fait dans les deux cas par le biais
de la surface stable associée à la structure complexe distinguée. Pour chaque
valeur du paramètre k, la structure hyperkählérienne obtenue étend une des
structures kählériennes de la grassmannienne restreinte. Notons que deux struc-
tures hyperkählériennes de la famille obtenue sont essentiellement différentes
(non proportionnelles). Signalons également que l’action naturelle du groupe de
Lie banachique sur la surface de niveau n’est pas transitive. D’autre part, nous
exprimons le potentiel kählérien associé à la structure complexe naturelle de
l’espace cotangent de la grassmannienne restreinte en fonction de la courbure
de Grres. Le potentiel kählérien associé à la structure complexe naturelle de
l’orbite complexifiée est également explicité. Nous en donnons une expression
en fonction de la courbure de Grres, et une autre en fonction des angles ca-
ractéristiques d’un couple de sous-espaces appartenant à l’orbite complexifiée.
Ces formules de potentiels généralisent au cas de la dimension infinie les for-
mules obtenues par O. Biquard et P. Gauduchon dans le cadre de la dimension
finie.
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1.2 Généralités sur les quotients kählériens et
hyperkählériens dans le cadre banachique

1.2.1 Quotient kählérien

Soit M une variété banachique sur K = R ou C, munie d’une forme faible-
ment symplectique ω, et d’une action différentiable d’un groupe de Lie bana-
chique G (sur K) d’algèbre de Lie g.

Définition 1.2.1 Une application moment pour l’action d’un groupe de Lie
banachique G sur une variété banachique M est une application différentiable
µ définie sur M à valeurs dans le dual continu g′ de g satisfaisant la condition :

dµx(a) = +iXaω,

pour tout x de M et tout a de g, où Xa désigne le champ de vecteurs engendré
par l’élément a de l’algèbre de Lie g via l’action infinitésimale du groupe. L’ac-
tion de G sur M est dite hamiltonienne lorsqu’il existe une application moment
G-équivariante, i.e. telle que pour tout x de M et tout g de G,

µ(g.x) = Ad∗(g)(µ(x)).

où Ad∗ désigne l’action coadjointe de G sur g′.

Définition 1.2.2 Une valeur régulière de l’application moment est un élément
ξ de g′ tel que pour tout x appartenant à µ−1(ξ), dµx : TxM → g′ est surjective,
et telle que Ker dµx possède un supplémentaire topologique.

Remarque 1.2.3 Si ξ est une valeur régulière de µ alors µ−1(ξ) est une sous-
variété de M, appelée surface de niveau ξ. Si, de plus, µ est G-équivariante et si
ξ est un élément Ad∗(G)-invariant de g′, alors la variété µ−1(ξ) est stable sous
l’action de G et on peut considérer l’espace quotient µ−1(ξ)/G.

Dans la suite, ξ désigne une valeur régulière Ad∗(G)-invariante d’une appli-
cation moment µ associée à l’action de G sur M. Rappelons quelques résultats
classiques sur la topologie et la géométrie des espaces quotients. Les propositions
1.2.4, 1.2.5 et 1.2.6 sont respectivement la proposition 3 chap.III paragraphe 4.2
de [Bou2], la proposition 6 chap.III paragraphe 4.3 de [Bou2] et la proposition
10 chap.III paragraphe 1.5 de [Bou3], modulo changements de notations.

Proposition 1.2.4 ([Bou2]) Si G agit proprement sur une variété N , l’espace
quotient N/G muni de la topologie quotient est séparé.

Proposition 1.2.5 ([Bou2]) Si G agit librement sur N , l’action de G sur N
est propre si et seulement si le graphe C de la relation d’équivalence définie par
G est fermé dans N ×N et l’application canonique C → G continue.

Proposition 1.2.6 Soit ξ est une valeur régulière Ad∗(G)-équivariante de l’ap-
plication moment. Si, pour tout x dans µ−1(ξ), il existe un supplémentaire
topologique Hx dans Txµ

−1(ξ) de l’espace tangent à l’orbite de x, alors l’espace
quotient µ−1(ξ)/G possède une unique structure de variété banachique telle que
la projection sur le quotient π : µ−1(ξ) → µ−1(ξ)/G soit une submersion.
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Remarque 1.2.7 Soit b une forme bilinéaire anti-symétrique continue sur un
espace de Banach B telle que b réalise une injection b̃ de B dans son dual continu
B′ par b̃(X) := b(X, . ), X ∈ B. Pour tout sous-espace vectoriel A de B on a
l’inclusion :

Ā ⊂
(

A⊥b
)⊥b

,

mais pas l’égalité en général. L’égalité signifie que toute forme linéaire continue
qui s’annule sur A⊥b est de la forme b̃(X) pour un X ∈ A, ce qui constitue une
propriété particulière de l’espace vectoriel A en question (cf [MW1]).

Proposition 1.2.8 Si µ−1(ξ)/G est une variété banachique, la condition :

TxG.x =
(

TxG.x
⊥ω

)⊥ω

pour tout x ∈ µ−1(ξ) assure que µ−1(ξ)/G est une variété faiblement symplec-
tique.

2 Preuve de la proposition 1.2.8 :
Si µ−1(ξ)/G est une variété banachique et si G agit par symplectomorphismes,
on définit une 2-forme ωred sur le quotient par :

ωred,[x](X,Y ) := ωx(X̃, Ỹ ),

pour tous X , Y appartenant à T[x]µ
−1(ξ), où π∗X̃ = X et π∗Ỹ = Y . Remar-

quons que pour tout x ∈ µ−1(ξ) l’espace tangent Txµ
−1(ξ) est exactement le

noyau de la différentielle dµx de sorte que pour tout a ∈ g, la 1-forme iXaω est
nulle sur µ−1(ξ). Puisque l’espace tangent en x à l’orbite sous G, TxG.x, est
engendré par {Xa(x), a ∈ g}, on en déduit que :

Txµ
−1(ξ) = TxG.x

⊥ω

et
TxG.x ⊂ Txµ

−1(ξ)⊥ω .

On a alors π∗ωred = ω|µ−1(ξ) et la fermeture de ω implique la fermeture de ωred.

Le noyau de ωred en un point [x] est π∗Txµ
−1(ξ)⊥ω . Pour que ωred soit une

forme symplectique, il faut que Txµ
−1(ξ)⊥ω = TxG.x, c’est-à-dire que

TxG.x =
(

TxG.x
⊥ω

)⊥ω

.

2

Remarque 1.2.9 Si la variété M est munie d’une métrique g faiblement rie-
mannienne G-invariante, l’existence d’une tranche G-invariante H permet de
définir une métrique faiblement riemannienne gred sur le quotient µ−1(ξ)/G
par :

gred,[x] : T[x]µ
−1(ξ)/G× T[x]µ

−1(ξ)/G → R

(X,Y ) 7→ gx(X̃, Ỹ ),

pour tout x ∈ µ−1(ξ), où X̃ (resp. Ỹ ) est l’unique vecteur deHx tel que π∗(X̃) =
X (resp. π∗(Ỹ ) = Y ). Remarquons que dans le cas faiblement riemannien, si
TxG.x

⊥g désigne l’orthogonal de TxG.x dans Txµ
−1(ξ), on a bien :

TxG.x ∩ TxG.x
⊥g = {0},

mais en général pas :
TxM = TxG.x⊕ TxG.x

⊥g
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Dans le cas où ω et g sont reliées par une structure complexe formellement
intégrable I, i.e. si l’endomorphisme G-équivariant I défini par g(IX, Y ) =
ω(X,Y ) vérifie I2 = −1 et

N(X,Y ) := [X,Y ] + I[X, IY ] + I[IX, Y ] − [IX, IY ] = 0,

pour tous X et Y appartenant à TxM, où N désigne le tenseur de Nijenhuis,
on a le théorème suivant :

Théorème 1.2.10 Soit M une variété banachique kählérienne munie d’une
action propre et hamiltonienne d’un groupe de Lie banachique G respectant la
structure kählérienne. Si l’espace tangent à l’orbite d’un point x appartenant à
la surface de niveau µ−1(ξ) d’une valeur régulière Ad∗(G)-invariante de l’appli-
cation moment µ vérifie :

TxG.x⊕ TxG.x
⊥g = Txµ

−1(ξ),

alors le quotient kählérien M//G := µ−1(ξ)/G est une variété kählérienne lisse.

� Preuve du théorème 1.2.10 :
La condition

TxG.x ⊕ TxG.x
⊥g = Txµ

−1(ξ)

implique que
(

TxG.x
⊥ω

)⊥ω

= TxG.x,

ce qui est équivalent à
(

TxG.x
⊥g

)⊥g

= TxG.x.

Dans le cas où ces conditions sont vérifiées, l’orthogonal Hx := TxG.x
⊥g de

TxG.x dans Txµ
−1(ξ) fournit une tranche G-équivariante qui permet de définir

une structure de variété différentiable sur le quotient µ−1(ξ)/G, qu’une metrique
faiblement riemannienne. Pour définir la structure complexe sur le quotient,
remarquons que :

IHx = I(TxG.x)
⊥ ⊂ Txµ

−1(ξ) = (TxG.x)
⊥ω .

D’autre part, IHx est orthogonal à TxG.x. Ainsi l’espace Hx est stable par I et
permet de définir une structure presque-complexe Ired sur le quotient par :

Ired : T[x]µ
−1(ξ)/G → T[x]µ

−1(ξ)/G

X 7→ π∗IxX̃,

où π est la projection sur le quotient et où X̃ est l’unique élément de Hx qui se
projète sur X . De plus, pour tous champs de vecteurs X et Y sur µ−1(ξ)/G, la
projection π vérifie :

[X,Y ] = π∗
(

[X̃, Ỹ ]
)

,

où X̃ (resp. Ỹ ) est le champ de vecteur horizontal (i.e. vérifiant X̃(x) ∈ Hx) tel
que π∗(X̃) = X (resp. π∗(Ỹ ) = Y ), et la définition de Ired s’écrit :

Iredπ∗X̃ = π∗IX̃.
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L’intégrabilité formelle de I implique alors l’intégrabilité formelle de Ired car le
tenseur de Nijenhuis de Ired a pour expression :

N(X,Y ) := [X,Y ] + Ired[X, IredY ] + Ired[IredX,Y ] − [IredX, IredY ]

= π∗[X̃, Ỹ ] + Iredπ∗[X̃, IỸ ] + Iredπ∗[IX̃, Ỹ ] − π∗[IX̃, IỸ ]

= π∗(N(X̃, Ỹ )).

pour tous X , Y appartenant à T[x]µ
−1(ξ) et tous relèvements horizontaux X̃ et

Ỹ . �

Définition 1.2.11 La variété µ−1(ξ)/G munie des structures riemanniennes
gred, symplectique ωred et complexe Ired obtenues par ce procédé est appelée
quotient kählérien de la variété initiale M par le groupe G.

1.2.2 La variété stable

Définition et propriétés de la variété stable

Soit (M, ω, g, I) une variété banachique (faiblement) kählérienne, munie
d’une action hamiltonienne d’un groupe de Lie banachique G préservant ω, g
et I, et ξ une valeur régulière de l’application moment µ, telles que le quotient
µ−1(ξ)/G possède une structure naturelle de variété (faiblement) kählérienne.

Définition 1.2.12 Si l’action de G sur M s’étend en une action holomorphe
d’un groupe de Lie banachique complexe GC d’algèbre de Lie gC := g⊕ ig, alors
on peut définir la variété stable Ms associée à la surface de niveau µ−1(ξ) par :

Ms := { x ∈ M | ∃ g ∈ GC, g.x ∈ µ−1(ξ) }.

Remarque 1.2.13 Toute algèbre de Lie banachique n’est pas l’algèbre de Lie
d’un groupe de Lie, comme le montre par exemple W. Van Est et Th.J. Kor-
thagen dans [EK].

On supposera dans la suite que :

TxM = Tx(µ−1(ξ)) ⊕ I.TxG.x.

C’est une hypothèse naturelle qui sera vérifiée dans les exemples que nous
étudions dans cette thèse. Elle implique en particulier que l’espace tangent à
Ms en x est TxM et donc que Ms est un ouvert de M. En général, Ms ne
recouvre pas M. Des exemples où Ms = M sont donnés dans [Kro1], [Kro2] et
[Biq].

Proposition 1.2.14 Si GC possède une décomposition polaire de la forme GC =
exp(ig).G, alors, pour tout x ∈ µ−1(ξ), on a :

GC.x ∩ µ−1(ξ) = G.x.

2 Preuve de la proposition 1.2.14 :
Supposons qu’il existe g ∈ GC tel que g.x ∈ µ−1(ξ). Comme µ−1(ξ) est G-
invariant et que GC = exp ig.G, il suffit de considérer le cas où g = exp ia ,
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M

x

G.x
µ−1(ξ)

exp ig.x
GC.x

Fig. 1.1 – L’orbite de x sous GC intersecte la surface de niveau selon G.x

a ∈ g. Considérons la fonction h : R → R définie par h(t) = µ((exp ita).x)(a).
On a h(0) = h(1) = ξ(a). D’après le théorème de Rolle, il existe t0 ∈]0, 1[ tel
que :

0 = h′(t0) = dyµ(ia.y)(a) = −ωy(ia.y, a.y) = ‖a.y‖2,

où y = exp(it0a).x. Ainsi a.y = 0 et exp(iaR) fixe y, donc également x. On en
déduit que exp(iaR).x ∩ µ−1(ξ) = {x}. 2
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Dans toute la suite on supposera que GC possède une décomposition polaire.

Proposition 1.2.15 Si G agit librement sur µ−1(ξ), alors GC agit librement
sur Ms.

2 Preuve de la proposition 1.2.15 :
Soient x ∈ µ−1(ξ), u ∈ G et a ∈ g tels que exp(ia)u.x = x. Comme :

exp(iaR).(ux) ∩ µ−1(ξ) = {ux},

on a ux = x, et u = e. De plus, d’après la démonstration de la proposition 1.2.14,
la condition exp(ia).x = x implique que exp(iaR) stabilise x, d’où a.x = 0 et
a = 0. 2

Proposition 1.2.16 Si G agit librement sur µ−1(ξ), pour tout y de Ms, il
existe un unique élément g(y) de exp ig tel que g(y).y appartienne à µ−1(ξ).
L’application g : Ms → exp ig est lisse et permet de définir une projection lisse
q de la surface stable Ms sur la surface de niveau µ−1(ξ) par :

q(y) = g(y).y.

De plus, si ξ est Ad∗G-invariante, la projection q est G-équivariante.

2 Preuve de la proposition 1.2.16 :

� Soit y ∈ Ms et a, b ∈ g tels que exp ia.y et exp ib.y appartiennent à µ−1(ξ).
D’après la proposition 1.2.14, il existe u ∈ G tel que exp ia.y = u exp ib.y.
D’après la proposition 1.2.15, GC agit librement sur Ms. On en déduit que
exp ia = u exp ib. Par unicité de la décomposition polaire, il en découle que
exp ia = exp ib et u = Id, d’où la définition de g et q.

� Montrons que l’application :

g : Ms → exp ig
y 7→ g(y)

est lisse. Puisque GC agit de manière différentiable sur Ms, on en déduira que
q est lisse également. Considérons l’application suivante :

φ : exp ig ×Ms → M
( exp ia , y ) 7→ exp ia · y,

qui envoie exp ig×Ms sur Ms. (Rappelons que exp ig hérite d’une structure de
variété banachique de son identification avec l’espace homogène GC/G.) Nous
allons montrer que φ est transverse à µ−1(ξ) (voir paragraphes 5.11.6 et 5.11.7 de
[Bou3] pour une definition de cette notion), il en découlera que le sous-ensemble

φ−1
(

µ−1(ξ)
)

= { (g(y) , y) , y ∈ Ms }

est une variété lisse de exp ig ×Ms. La différentiabilité de l’application g sera
alors conséquence de la différentiabilité de la projection p1 : exp ig × Ms →
exp ig sur le premier facteur. La différentielle de φ au point (exp ia, y) de exp ig×
Ms est :

(dφ)(exp ia,y)

(

((Rexp ia)∗ (ib), Z)
)

:= ib · (exp ia · y) ⊕ (exp ia)∗ (Z).
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Remarquons que, pour tout élément (exp ia, y) de φ−1
(

µ−1(ξ)
)

, on a :

(dφ)(exp ia,y) (0 × TyMs) = TxMs

où x := exp ia · y, ainsi (dφ)(exp ia,y) est surjective. Il reste à montrer que le
sous-espace

(dφ)
−1
(exp ia,y)

(

Tx(µ−1(ξ))
)

admet un supplementaire fermé. Pour cela, notons que l’espace tangent TyMs

est isomorphe à

(exp(−ia))∗
(

Tx

(

µ−1(ξ)
))

⊕ (exp(−ia))∗ (ig · x) .

Ainsi l’espace tangent

T(exp ia,y) (exp ig ×Ms) = Texp ia (exp ig) × TyMs

est isomorphe à g × Tx

(

µ−1(ξ)
)

× g grâce à l’isomorphisme  suivant :

 : g × Tx

(

µ−1(ξ)
)

× g → Texp ia (exp ig) × TyMs

( b , W , c ) 7→
(

(Rexp ia)∗ (ib) , (exp(−ia))∗ (W ) + (exp(−ia))∗ (ic · x)
)

.

L’élément (b,W, c) appartient à (dφ)−1
(exp ia,y) dès que ib · x + W + ic · x ∈

Tx

(

µ−1(ξ)
)

. Puisque G agit librement sur M, on en déduit que le sous-espace

(dφ)−1
(exp ia,y)

(

Tx(µ−1(ξ))
)

est
{ (b,W,−b) , b ∈ g,W ∈ Tx

(

µ−1(ξ)
)

}.
Par conséquent,

{ (b, 0, b) , b ∈ g }
est un supplémentaire topologique qui convient.

� Soit y ∈ Ms et a ∈ g tel que exp ia = g(y). La G-équivariance de µ et la
G-invariance de ξ implique :

µ(u. exp ia. y) = Ad∗(u)(ξ) = ξ,

pour tout u appartenant à G. Comme u. exp ia = exp Adu(ia).u, on a :

q(u.y) = u.q(y).

2

Proposition 1.2.17 Si G agit librement et proprement sur µ−1(ξ), alors GC

agit (librement et) proprement sur Ms.

2 Preuve de la proposition 1.2.17 :
D’après la proposition 1.2.15, GC agit librement sur Ms. D’après la proposition
1.2.5, GC agit proprement sur Ms si et seulement si le graphe C̃ de la relation
d’équivalence définie parGC est fermé dans Ms×Ms est l’application canonique
C̃ dans GC est continue.
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� Montrons que C̃ est fermé dans Ms ×Ms. Notons C le graphe de la rela-
tion d’équivalence définie par l’action de G sur µ−1(ξ). Soit {(yn, vn · yn)}n∈N

une suite d’éléments de C̃, qui converge vers un élément (y∞, z∞) de Ms ×
Ms. D’après la proposition 1.2.14 et la continuité de la projection q, la suite
{(q(yn), q(vn · yn))}n∈N appartient à C et converge vers (q(y∞), q(z∞)). Comme
C est fermé dans µ−1(ξ)×µ−1(ξ), on en déduit que q(z∞) = u∞ ·q(y∞) pour un
u∞ dansG. Alors z∞ = g(z∞)−1u∞g(y∞)·y∞. Ainsi C̃ est fermé dans Ms×Ms.

� Montrons que l’application canonique ι̃ de C̃ dans GC est continue. Soit ι
l’application canonique de C dans G. On a :

ι̃(y, z) 7→ g(z)−1 ◦ ι(q(y), q(z)) ◦ g(y),

et la continuité de ι̃ est conséquence de la continuité des applications ι, g et q.
2

x = q(y) = g(y) · y

exp ig · x

Variété stable Ms

y

Surface de niveau µ−1(ξ)

Fig. 1.2 – Il existe une projection G-équivariante q de la variété stable Ms sur
la surface de niveau µ−1(ξ) (proposition 1.2.16).

Théorème 1.2.18 Soit M une variété banachique kählérienne munie d’une
action lisse et hamiltonienne d’un groupe de Lie banachique G, agissant libre-
ment et proprement sur M en préservant la structure kählérienne. Supposons
que l’action de G sur M s’étende en une action holomorphe d’un groupe de
Lie complexe GC = G · exp ig. Soit ξ une valeur régulière Ad∗(G)-invariante de

l’application moment µ. Si pour tout x de µ−1(ξ), l’orthogonal (TxG.x)
⊥g de

TxG.x dans Tx

(

µ−1(ξ)
)

satisfait

TxM = TxG.x ⊕ (TxG.x)
⊥g ⊕ I (TxG.x) ,

21



alors l’espace quotient Ms/GC est une variété banachique complexe isomorphe
à la variété kählérienne lisse M//G := µ−1(ξ)/G comme variété complexe. De
plus, l’existence d’un atlas holomorphe sur M implique l’existence d’un atlas
holomorphe sur Ms/GC, donc sur M//G.

� Preuve du théorème 1.2.18 :
D’après les propositions 1.2.15 et 1.2.17, GC agit librement et proprement sur
Ms. La différentiabilité de l’appliaction g et la tranche G-equivariante H de
µ−1(ξ) donnée par Hx := (TxG.x)

⊥g , permettent de définir une tranche G-
equivariante de Ms, également montée H , par :

Hy := g(y)−1
∗
(

Hq(y)

)

⊂ TyMs,

pour tout y dans Ms. L’espace tangent TyMs admet la décomposition suivante :

TyMs = Hy ⊕ Ty

(

GC.y
)

.

D’après la proposition 1.2.6, il suit que Ms/GC admet une unique structure de
variété banachique (réelle) telle que l’application quotient soit une submersion.

Puisque pour tout élément y de Ms,Hq(y) est I-invariant, et puisque l’action

de GC sur M est holomorphe, pour tout y de Ms, le sous-espace Hy de TyMs

est I-invariant et Ms/GC hérite d’une structure de variété complexe.
De plus, puisque la structure complexe du quotient Ms/GC provient de la

structure complexe de M, l’injection naturelle µ−1(ξ) ↪→ Ms induit un isomor-
phisme de variétés complexes entre µ−1(ξ)/G et Ms/GC.

Enfin, Ms étant un ouvert de M, l’existence de cartes holomorphes sur M
permet d’appliquer la proposition 1.2.6 au quotient holomorphe Ms/GC, et d’en
déduire l’existence de cartes holomorphes sur Ms/GC. �

1.2.3 Potentiel kählérien sur le quotient

Soit (M, ω, g, I) une variété kählérienne banachique, munie d’une action
d’un groupe de Lie banachique G, d’algèbre de Lie g, préservant ω, g et I et qui
s’étend en une action holomorphe d’un groupe de Lie complexe GC d’algèbre
de Lie gC = g ⊕ ig. Supposons qu’il existe sur M un potentiel kählérien G-
invariant globalement défini, c’est-à-dire une fonction K définie sur M telle que
ω = ddcK, où l’opérateur dc est définit par dc := IdI−1 et où I agit sur les
n-formes différentielles φ par :

(Iφ)x(X1, . . . , Xn) := (−1)nφ(IX1, . . . , IXn).

pour tout x de M, et tous X1, . . . , Xn de TxM. Alors l’action de G est hamil-
tonienne (cf Appendice ) d’application moment µ définie par :

µ(x)(a) := +dKx(IXa),

où x appartient à M et a appartient à g. En outre µ est G-équivariante.

Lemme 1.2.19 Si K est un potentiel kählérien globalement défini sur (M, ω, I),
alors le fibré trivial (holomorphe) L = M× C muni de la connexion de Chern
∇ associée au produit scalaire hermitien h sur L donné par h(σ(x), σ(x)) :=
e−2K(x), où σ est la section canonique σ(x) = (x, 1), préquantifie M au sens
où R∇ = iω.
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M Preuve du lemme 1.2.19 :
Etant donnée une section holomorphe σ, l’expression de la courbure de la
connexion de Chern est donnée par :

R∇ =
1

2i
ddc log h(σ, σ),

(cf appendice). Ainsi le produit scalaire hermitien vérifie ddc log h(σ, σ) = −2ω =
−2ddcK c’est-à-dire log h = −2K+φ, où φ est un élément du noyau de ddc que
l’on a pris nul ici. M

Dans la suite, on se donne une valeur régulière ξ de l’application moment
µ, telle que le quotient µ−1(ξ)/G possède une structure naturelle de variété
kählérienne.

Le but de ce paragraphe est d’expliciter un potentiel kählérien sur le quotient
µ−1(ξ)/G en construisant un fibré holomorphe hermitien en droites complexes

(L̂, ĥ) au dessus de µ−1(ξ)/G à partir du fibré (L, h), qui préquantifie µ−1(ξ)/G.
Le lemme précèdent établit le lien entre un produit scalaire hermitien sur un
fibré trivial et un potentiel globalement défini. Si le pull-back du fibré quantifiant
(L̂, ĥ) sur la variété stable Ms est un fibré hermitien trivial, alors le pull-back

du produit scalaire hermitien ĥ permet d’écrire un potentiel globalement défini
sur Ms.

L’idée de la quantification induite est de définir le fibré sur le quotient
comme l’ensemble des classes d’équivalence du fibré initial restreint à la surface
de niveau sous une action adéquate du groupe G. Pour définir une connexion
sur le quotient µ−1(ξ)/G, on a besoin d’une connexion auxiliaire sur le fibré
π : µ−1(ξ) → µ−1(ξ)/G afin de pouvoir relever un champ de vecteurs tangents
au quotient en un champ de vecteurs tangents à la surface de niveau. La dis-
tribution horizontale Hx, x ∈ M, utilisée pour définir la structure de variété
de µ−1(ξ)/G fournit une telle connexion, que l’on notera ∇̃. La dérivée cova-
riante par rapport à un vecteur tangent X d’une section du fibré sur le quotient
sera alors définie comme la dérivée covariante de la section G-invariante corres-
pondante par rapport au relèvement horizontal de X . Le point important dans
cette construction est que l’action du groupe sur l’espace total du fibré initial
est dictée par le covecteur choisi pour définir la surface de niveau.

On pourrait en effet penser que l’action de G sur le fibré trivial L = M×C

donnée par :

g.(x, zx) = (g.x, zg.x),

convient. Pour cette action, la dérivée par rapport à un vecteur vertical Xa, a ∈
g, d’une section G-invariante σ est :

∇Xaσ = ∂Xa log h(σ, σ)σ
= −2∂XaK(x).σ
= −(dKx(Xa) + idKx(IXa)).σ
= −iµa(x).σ.
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σ

µ−1(ξ)

∇Xaσ0 = −iµa(x).σ0

Fig. 1.3 – La section canonique σ0 possède une dérivée covariante non nulle sur
la surface de niveau ξ 6= 0.

Si l’on essaie d’expliciter la courbure de la connexion obtenue par le procédé
précédemment décrit, on obtient :

R∇̂
X,Y σ̂ = ∇X̃∇Ỹ σ −∇Ỹ ∇X̃σ −∇

[̃X,Y ]
σ

= R∇
X̃,Ỹ

σ + ∇[X̃,Ỹ ]σ −∇
[̃X,Y ]

σ

= iω(X̃, Ỹ )σ + ∇
[X̃,Ỹ ]−[̃X,Y ]

σ

= iωred(X,Y )σ + ∇Xaσ ( pour un a ∈ g)
= iωred(X,Y )σ − iµaσ.

L’action de G sur le fibré total précédente permet de quantifier le quotient dans
le cas où la surface de niveau est l’image réciproque de 0 par µ. Si ce n’est pas
le cas, il faut adapter l’action du groupe G pour que la dérivée covariante d’une
section G-invariante au-dessus de la surface de niveau µ−1(ξ) soit nulle. L’action
de g sur Γ(L) adéquate est :

∀σ ∈ Γ(L), ∀a ∈ g,

a.σ = −∇Xaσ − iµaσ + iξ(a).σ.

Elle correspond à l’action de l’algèbre de Lie sur l’espace total du fibré donnée
par l’application qui à un élément a ∈ g associe le champ de vecteurs X̂a sur L
dont la valeur en un point ζ ∈ L au dessus de x ∈ M est :

X̂a(ζ) = X̃a(ζ) + iµa(x).T (ζ) − iξ(a).T (ζ),

où X̃a(ζ) est le relèvement horizontal en ζ de Xa pour la connexion triviale et
T est le champ de vecteur vertical donné par T (ζ) = ζ.

Cependant cette action ne s’intègre pas toujours en une action du groupe
G. La condition d’intégrabilité est que l’application a 7→ ξ(a) soit (à i près) la
dérivée d’un caractère de G. Supposons que tel est le cas, et notons χ l’homo-
morphisme de G dans S1 tel que la différentielle dχ(e) en l’élément neutre e de
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G soit −iξ. L’homomorphisme χ s’étend en un homomorphisme de groupe de
GC dans C∗, noté également χ. L’action correspondante de G et GC sur L est
donnée par :

g.(x, zx) = (g.x, χ(g)−1.zx), (1.1)

ce qui permet d’obtenir une action sur Γ(L) par :

(g.σ)(x) := g(σ(g−1.x)),

où σ ∈ Γ(L), g ∈ GC, et x ∈ M. Dans le cas où iξ est la différentielle d’un
caractère χ, on a la définition suivante :

Définition 1.2.20 On définit le fibré en droites complexes L̂ de base µ−1(ξ)/G
en restreignant le fibré trivial L à la sous-variété réelle µ−1(ξ) et en quotientant
par l’action de G donnée par 1.1. La fibre de L̂ au-dessus d’un élément [x] ∈
µ−1(ξ) est :

L̂([x]) = [(x, zx)],

où (x, zx) ∼ (g.x, χ(g)−1zx). Les sections de L̂ s’identifient aux sections G-
invariantes de L|µ−1(ξ) :

Γ(L̂) = Γ(L)G,

c’est-à-dire aux sections σ(x) = (x, zx) du fibré trivial Γ(L|µ−1(ξ)) vérifiant :

zg.x = χ(g)−1zx.

Le potentiel K étant G-invariant, il en est de même du produit scalaire
hermitien h, qui permet donc de définir un produit scalaire hermitien sur le
quotient :

Définition 1.2.21 On définit un produit scalaire hermitien ĥ sur L̂ par :

ĥ(σ̂1, σ̂2) = h(σ1, σ2),

où σi, i = 1, 2 est la section G-invariante de L|µ−1(ξ) relevant σ̂i.

De plus on a la proposition-définition suivante :

Proposition 1.2.22 Etant donnée une section G-invariante σ du fibré L|µ−1(ξ)

définissant un élément σ̂ ∈ Γ(L̂), et un champ de vecteurs X sur µ−1(ξ)/G dont
le relèvement horizontal par rapport à la connexion G-invariante ∇̃ est noté X̃,
l’identité :

∇̂X σ̂ := ∇X̃σ,

définit une connexion sur L̂, respectant ĥ, et indépendante de la connexion G-
invariante ∇̃.

2 Preuve de la proposition 1.2.22 :
On a bien : ∇̂X ĥ = ∇X̃h = 0, car ∇ préserve h. Soit X̃1 le relèvement de X par

rapport à une autre connexion G-invariante. On a : X̃1 = X̃ +Xa, avec a ∈ g.
Si σ est G-invariante, alors :

∇Xaσ = −a.σ − iµaσ + iξ(a).σ = 0,
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de sorte que ∇X̃σ = ∇X̃1
σ. Vérifions que pour toute section G-invariante σ

l’élément ∇X̃σ est bien G-invariant. Pour tout a ∈ g on a :

a.∇X̃σ = −∇Xa∇X̃σ − iµa∇X̃σ + iξ(a)∇X̃σ
= −∇X̃∇Xaσ −∇[Xa,X̃]σ −RXa,X̃σ

= −iω(Xa, X̃)σ = 0.

2

Proposition 1.2.23 Le fibré hermitien en droites complexes (L̂, ĥ, ∇̂) préquantifie

µ−1(ξ)/G au sens où R∇̂ = iωred.

2 Preuve de la proposition 1.2.23 :
Pour tous X et Y champs de vecteurs sur µ−1(ξ)/G, et toute section σ̂ de L̂
définissant une section G-invariante σ de L|µ−1(ξ), on a :

R∇̂
X,Y σ̂ = ∇X̃∇Ỹ σ −∇Ỹ ∇X̃σ −∇

[̃X,Y ]
σ

= iω(X̃, Ỹ )σ + ∇
[X̃,Ỹ ]−[̃X,Y ]

σ

= iωred(X,Y )σ,

car [X̃, Ỹ ] − [̃X,Y ] est un élément tangent à l’orbite de G et, pour tout a ∈ g,
l’identité

a.σ = −∇Xaσ − iµaσ + iξ(a).σ = 0

implique que la dérivée covariante de σ par rapport à tout vecteur vertical est
nulle. 2

Corollaire 1.2.24 Le fibré en droite complexe hermitien (L̂, ĥ) est formelle-
ment intégrable et la connexion ∇̂ est la connexion de Chern.

2 Preuve du corollaire 1.2.24 :
La courbure de L̂ étant de type (1, 1), le fibré est formellement intégrable pour la
structure complexe définie par l’opérateur ∂̄ := ∇̂0.1. De plus, ∇̂ est C-linéaire
et préserve ĥ. C’est donc la connexion de Chern associée. 2

Il s’agit maintenant de ramener le fibré quantifiant (L̂, ĥ) défini sur µ−1(ξ)
sur la variété stable Ms. Rappelons que l’on a une submersion holomorphe :

p : Ms → µ−1(ξ)/G

et une projection :

q : Ms → µ−1(ξ),

ainsi qu’une application :

g : Ms → exp ig

telle que pour tout x de Ms, g(x).x = q(x).
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Proposition 1.2.25 La 2-forme p∗ωred est la courbure de la connexion de
Chern du fibré (L|Ms , h̄), où h̄ est défini par :

h̄(ζ, ζ) = h(g(x).ζ, g(x).ζ).

pour tout x de Ms et tout ζ de la fibre Lx au-dessus de x.

2 Preuve de la proposition 1.2.25 :
Puisque dp est C-linéaire, le pull-back par p de la connexion de Chern de ĥ est

la connexion de Chern de p∗L̂ pour p∗ĥ. Ainsi Rp∗∇̂ = ip∗ωred. De plus, la fibre
en x ∈ Ms du fibré p∗L̂ est :

(p∗L̂)x = (x, L̂p(x)) = (x, [Lq(x)]),

et l’élément q(x) dans la classe [q(x)] étant naturellement distingué, la fibre
(x, [Lq(x)]) s’identifie à la fibre (x, Lq(x)). On construit ainsi un isomorphisme
de fibrés complexes :

Φ : L|Ms −→ p∗L̂
ζ ∈ Lx 7−→ (x, g(x)∗.ζ).

On a clairement : Φ∗ĥ = h̄. Soit ∇̄ la connexion de Chern du fibré (trivial)
holomorphe hermitien (L|Ms , h̄). La courbure associée est :

R∇̄ = Φ−1 ◦Rp∗∇̂ ◦ Φ.

Le fibré étant un fibré en droites, il vient alors :

R∇̄ = Rp∗∇̂ = ip∗ωred.

2

Théorème 1.2.26 La 2-forme p∗ωred sur Ms vérifie :

p∗ωred = ddcK̂,

où pour tout x ∈ Ms,

K̂(x) := K(g(x).x) +
1

2
log |χ(g(x))|2.

� Preuve du théorème 1.2.26 :
La courbure de la connexion de Chern du fibré hermitien (L|Ms , h̄) est donnée
par :

R =
1

2i
ddc log h̄(σ, σ),

où σ est la section canonique. De plus :

h̄(σ, σ) = h(g(x).σ, g(x).σ) = |χ(g(x))|−2h(σ, σ).

Ainsi :
p∗ωred(x) = − 1

2dd
c log |χ(g(x))|−2h(σ, σ)

= ddcK(g(x).x) + 1
2 dd

c log |χ(g(x))|2.
�
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1.2.4 Exemple de la variété des p-plans (p < +∞)

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et Gr(p) l’ensemble des sous-
espaces vectoriels de dimension p de H . L’espace Gr(p) est naturellement muni
d’une structure de variété fortement kählérienne (cf Appendice A), les expres-
sions de la métrique g, de la structure complexe I et de la forme symplectique
ω en l’espace tangent en un point P ∈ Gr(p) identifié à L(P, P⊥) étant :

gGr(X,Y ) := < Tr (X∗Y )
IX := iX
ωGr(X,Y ) := −= Tr (X∗Y ),

pour tous X , Y de L(P, P⊥). De plus l’injection de Plücker définie par :

ip : Gr(p) → P(ΛpH)
W = vect{w1, w2, . . . , wp} 7→ [w1 ∧ w2 ∧ · · · ∧ wp]

est un plongement holomorphe. Soit M l’espace de Hilbert L(Cp, H) muni de
son produit scalaire 〈, 〉 :

〈X,Y 〉 := Tr (X∗Y ),

vu comme variété fortement kählérienne avec pour métrique g := <〈, 〉 et forme
symplectique ω := −=〈, 〉. M possède un potentiel kählérien K globalement
défini dont la valeur en un point x ∈ M est :

K(x) :=
1

4
〈x, x〉 =

1

4
Tr (x∗x).

Le groupe unitaire de Cp, U(p), agit sur M par :

g.x = x ◦ g−1,

où g ∈ U(p) et x ∈ M, en préservant le produit scalaire hermitien, donc la
structure kählérienne, et le potentiel K. On en déduit que l’action de U(p) est
hamiltonienne, d’application moment µ définie par :

µa(x) := +dxK(iXa)
= + 1

2< Tr (ix∗xa) = − 1
2= Tr (x∗xa)

= + i
2 Tr (x∗xa),

où x ∈ M , et a ∈ u(p). Pour tout k ∈ R+∗, le covecteur ξk := + i
2k Tr est une

valeur régulière de l’application moment. Par compacité de U(p), l’action de
U(p) sur M est propre et l’espace quotient µ−1(ξk)/U(p) est séparé. De plus,
puisque la métrique g réalise un isomorphisme entre M et son dual continu,
l’espace tangent à l’orbite en un point x ∈ µ−1(ξk), noté TxU(p).x, vérifie :

TxU(p).x⊕ (TxU(p).x)⊥ = M.

En tout point x ∈ µ−1(ξk) l’orthogonal dans µ−1(ξk) de l’espace tangent à
l’orbite de x fournit donc une tranche U(p)-équivariante et permet de définir
une structure de variété kählérienne (g, I, ω) sur µ−1(ξk)/U(p).
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La variété stable Ms est l’ensemble des applications injectives de Cp dans
H . Pour y ∈ Ms, g(y) est l’élément auto-adjoint de Gl(p) vérifiant :

(yg(y)−1)∗yg(y)−1 = kid,

i.e. g(y) = 1√
k
(y∗y)

1
2 . L’application :

ρ : µ−1(ξk)/U(p) → Gr(p)

[x] 7→ Im x

est un difféomorphisme holomorphe tel que :

g(X,Y ) = k2gGr(ρ∗(X), ρ∗(Y )),

ω(X,Y ) = k2ωGr(ρ∗(X), ρ∗(Y )).

pour tous X,Y ∈ Txµ
−1(ξk)/U(p).

Lorsque k
2 ∈ Z, l’élément −iξk = k

2 Tr (.) de u′(p) est la différentielle du

caractère χ k
2

de U(p) donné par χ k
2
(g) = (det g)

k
2 . Si π̃ désigne la projection de

Ms sur Ms/Gl(p), alors π̃∗ω vérifie : π̃∗ω = ddcKk,p, avec :

Kk,p(y) = 1
2 log |(det g(y))

k
2 |2 = 1

2 log |(det g(y))|k
= 1

4 log |(det 1
k (y∗y))|k = k

4 log det( 1
ky

∗y).

Remarquons que la structure kählérienne de Gr(p) est induite par celle de
l’espace projectif complexe de H via l’injection de Plücker iP , de sorte que :
Kk,p(y) = Kk,1(iP (y)).

1.2.5 Quotient hyperkählérien

Soient M une variété banachique munie d’une structure faiblement hy-
perkählérienne de métrique g, de formes de Kähler ω1, ω2 et ω3, et de structures
complexes I1, I2, et I3, et G un groupe de Lie banachique, d’algèbre de Lie g,
agissant sur M en préservant la structure hyperkählérienne. Supposons qu’il
existe une application moment G-équivariante µi pour chacune des formes sym-
plectique, ou de manière équivalente une application moment µ : M → g′⊗R3,
avec µ = µ1 ⊕ µ2 ⊕ µ3.

Proposition 1.2.27 Soit ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) une valeur régulière Ad∗(G)-invariante
de µ. Si G agit proprement sur µ−1(ξ) et si pour tout x ∈ µ−1(ξ) l’orthogonal
Hx de TxG.x dans µ−1(ξ) vérifie :

TxM = TxG.x⊕Hx ⊕ I1TxG.x⊕ I2TxG.x ⊕ I3TxG.x,

alors µ−1(ξ)/G est une variété hyperkählérienne lisse.

2 Preuve de la proposition 1.2.27 :
Puisque la tranche déterminée par Hx est invariante par I1, I2 et I3, l’espace
quotient µ−1(ξ)/G possède une structure de variété hyperkählérienne induite
par celle de M. 2
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Pour chacune des structures complexes Ik, k = 1, 2, 3, on peut définir une
action .k de ig sur M par : ∀a ∈ g, ∀x ∈ M,

ia.kx = Ik(a.x).

Si g ⊕ ig est l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie banachique complexe GC,
et si pour tout k = 1, 2, 3, l’action .k s’intègre en une action Ik-holomorphe
de GC sur M, on peut définir trois variétés stables Ms1 , Ms2 , Ms3 de M
(distinctes en général) relativement à chacune de ces actions, ainsi que trois
projections qk : Msk → µ−1(ξ) et trois applications gk : Msk → exp ig avec
gk(y).ky = qk(y).

Théorème 1.2.28 Si µ−1(ξ)/G est une variété hyperkählérienne lisse, alors
Ms1 , Ms2 , Ms3 sont des sous-variétés complexes lisses de M respectivement
pour les structures complexes I1, I2, et I3, et , pour k = 1, 2, 3, l’espace quotient
Msk/G est une variété Ik-complexe lisse isomorphe à la variété Ik-complexe
µ−1(ξ)/G.

� Preuve du théorème 1.2.28 :
L’espace tangent à M en un point y ∈ Ms1 se décompose en :

TyM = TyG.y ⊕ I1TyG.y ⊕H1,y ⊕ g1(y)
−1
∗ (I2TyG.y ⊕ I3TyG.y),

où H1,y = g1(y)
−1
∗ Hq1(y) est stable par I1. L’espace tangent en y à Ms1 est :

TyMs1 = TyG.y ⊕ I1TyG.y ⊕Hy,

et Ms1 possède une structure naturelle de sous-variété I1-complexe de M, un
supplémentaire topologique de TyMs1 dans TyM étant fourni par

g1(y)
−1
∗ (I2TyG.y ⊕ I3TyG.y).

Remarquons que pour tout y ∈ M et pour tout a, b ∈ g :

dµ2(I1X
a)(b) = iXbω2(I1X

a) = ω3(X
a, Xb) = dµa

3(X
b) = 0

car µ est G-invariante, et :

dµ3(I1X
a)(b) = ω2(X

b, Xa) = dµb
2(X

a) = 0.

Ainsi Ms1 est contenue dans µ−1
2 (ξ2) ∩ µ−1

3 (ξ3).
De même Ms2 et Ms3 sont des sous-variétés banachiques complexes de M

pour les structures complexes I2 et I3 respectivement, contenues respectivement
dans µ−1

1 (ξ2) ∩ µ−1
3 (ξ3) et µ−1

1 (ξ2) ∩ µ−1
2 (ξ3).

Pour k = 1, 2, 3, le sous-fibré Hk de TMsk définit par : ∀y ∈ Msk ,

Hk(y) := gk(y)−1
∗ Hqk(y)

est GC-équivariant pour l’action .k de GC sur Msk , et permet de définir une
structure de variété Ik-complexe sur le quotient Msk/GC. Les applications na-
turelles de µ−1(ξ)/G dans Msk/GC induites par les inclusions de µ−1(ξ) dans
Msk sont des difféomorphismes Ik-holomorphes. �
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Remarque 1.2.29 Si une variété banachique hyperkählérienneM possède deux
structures complexes I1, I2 orthogonales et intégrables (au sens fort), alors
chaque structure complexe appartenant à la sphère S2 déterminée par la struc-
ture hyperkählérienne est intégrable. En effet, puisque la variété (M, I1) possède
des changements de cartes holomorphes, elle est analytique et l’opérateur I1 est
analytique réel. De même I2 est analytique réel. On en déduit que I3 := I1I2
est également analytique réel, ainsi que I := aI1 + bI2 + cI3 où a2 + b2 + c2 = 1.
Le théorème de Newlander-Nirenberg s’applique donc dans ce contexte.

1.2.6 Exemple de l’espace cotangent de la variété des p-
plans (p < +∞)

Introduction

Dans ce paragraphe, nous montrons que l’espace cotangent de la variété
des p-plans, avec p < +∞, est une variété fortement hyperkählérienne et s’ob-
tient par quotient hyperkählérien de l’espace plat M := L(Cp, H) ⊕ L(H,Cp).
La simplicité de cet exemple repose sur le fait M est une variété fortement
hyperkählérienne, ce qui assure l’existence d’un supplémentaire topologique à
n’importe quel sous-espace fermé de M. Cet exemple sera adapté en section
1.4 pour montrer l’existence d’une structure hyperkählérienne sur l’espace co-
tangent T ∗Grres de la grassmannienne restreinte par le biais d’un quotient
hyperkählérien d’une variété faiblement hyperkählérienne plate. Les difficultés
rencontrées dans ce dernier cas sont essentiellement techniques, et l’esprit de
l’exemple ci-dessous sera preservé.

L’espace hyperkählérien L(Cp, H) ⊕ L(H,Cp)

Soit H un espace de Hilbert et L(Cp, H) l’espace de Hilbert des applications
linéaires de Cp dans H muni du produit scalaire 〈, 〉 défini par :

〈X,Y 〉 := Tr X∗Y,

pour tous X,Y ∈ L(Cp, H). Le dual continu de L(Cp, H) s’identifie à L(H,Cp)
via la trace. L’espace M := L(Cp, H)⊕L(H,Cp) possède une structure naturelle
de variété fortement symplectique complexe pour la 2-forme de Liouville Ω
définie par :

Ω(x,ζ)((X,X ), (Y,Y) := Tr XY − Tr YX,
pour tout (x, ζ) de M et tous (X,X ), (Y,Y) de T(x,ζ)M. D’autre part, M
est un espace de Hilbert sur C de sorte que M est naturellement muni d’une
métrique fortement riemannienne g et d’une forme fortement symplectique
réelle ω1 définies par :

g((X,X ), (Y,Y)) := < Tr X∗Y + < Tr XY∗.

ω1((X,X ), (Y,Y)) := −= Tr X∗Y −= Tr XY∗,

pour tout (x, ζ) de M et tous (X,X ), (Y,Y) de T(x,ζ)M. La métrique g ainsi
que les trois formes symplectiques réelles ω1, ω2 := <Ω et ω3 := =Ω, munissent
M d’une structure de variété hyperkählérienne avec pour structures complexes :

I1((X,X )) := (iX, iX )
I2((X,X )) := (X ∗,−X∗)
I3((X,X )) := (iX ∗,−iX∗).
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La variété kählérienne (M, g, I1) possède un potentiel kählérien ρ1 globalement
défini :

ρ1((x, ζ)) :=
1

4
( Tr x∗x+ Tr ζζ∗),

où (x, ζ) appartient à M. Le goupe unitaire G = U(p) de Cp agit sur M par :

g.(x, ζ) := (x ◦ g−1, g ◦ ζ),

pour tout g ∈ G, et tout (x, ζ) ∈ M, en préservant la structure complexe I1 et
le potentiel ρ1. On en déduit que l’action de G sur (M, g, I1) est hamiltonienne,
d’application moment :

µ1 : M → u(p)′

(x, ζ) 7→ (a 7→ i
2 Tr (x∗x− ζζ∗)a).

La 1-forme de Liouville θ définie par : θ((x, ζ)) = Tr ζx induit sur (M, I1,Ω)
une application moment complexe µC définie par :

µC : M → u(p)′ ⊕ iu(p)′

(x, ζ) 7→ (a 7→ Tr ζa.x).

Le dual continu u(p)′ de u(p) s’identifiant à u(p) via la trace, on définit une
application moment µ pour l’action tri-hamiltonienne de G sur (M, ω1, ω2, ω3)
à valeurs dans u(p) ⊗ R3 par :

µ : M → u(p) ⊗ R3

(x, ζ) 7→ ( i
2 (x∗x− ζζ∗), 1

2 (x∗ζ∗ − ζx), i
2 (ζx + x∗ζ∗))

Le quotient hyperkählérien

Théorème 1.2.30 Pour tout k ∈ R∗, µ−1(( i
2k

2id, 0, 0))/G est une variété lisse
fortement hyperkählérienne qui s’identifie naturellement à l’espace cotangent
T ∗Gr(p) de la variété des p-plans et permet de définir une famille de structures
hyperkählériennes sur T ∗Gr(p) paramétrée par k2 ∈ R+∗.

Lemme 1.2.31 Pour tout k ∈ R∗, µ−1(( i
2k

2id, 0, 0)) est une sous-variété ba-
nachique de M, stable par G.

M Preuve du lemme 1.2.31 :
L’élément ( i

2k
2id, 0, 0) de u(p) ⊗ R3 étant Ad(G)-invariant et µ étant G-équi-

variante, µ−1(( i
2k

2id, 0, 0)) est stable par G. L’ensemble µ−1(( i
2k

2id, 0, 0)) est
l’image réciproque de (0, k2 id ) par l’application :

F : M −→ L(Cp,Cp) × Sym(Cp)
(x, ζ) 7−→ (ζx, x∗x− ζζ∗),

où Sym(Cp) désigne les opérateurs hermitiens de Cp, dont la différentielle est
donnée par :

d(x,ζ)F : T(x,ζ)M −→ L(Cp,Cp) × Sym1(Cp)
(Z, T ) 7−→ (ζZ + Tx, x∗Z + Z∗x− ζT ∗ − Tζ∗).

32



Montrons qu’en tout point (x, ζ) de F−1((0, k2 id )), la différentielle d(x,ζ)F est
surjective. On décompose Cp en :

Cp = Im(ζ)
⊥ ⊕ Im(ζ).

Puisque x∗x = k2 id + ζζ∗, x est injectif et réalise une bijection sur son image.
De plus, ζx = 0 implique que Imx ⊂ Ker ζ. On introduit la décomposition de
H en :

H = Ker (ζ)⊥ ⊕ Ker (ζ) ∩ Im x⊥ ⊕ Im x|Im(ζ)⊥ ⊕ Im x|Im(ζ).

Relativement à ces décompositions de Cp et H en somme directe de sous-espaces
vectoriels fermés, x, ζ, Z et T s’écrivent :

x =









0 0
0 0
x31 0
0 x42









ζ∗ =









0 ζ12
0 0
0 0
0 0









Z =









Z11 Z12

Z21 Z22

Z31 Z32

Z41 Z42









T ∗ =









T11 T12

T21 T22

T31 T32

T41 T42









,

où x31 et x42 sont des isomorphismes et ζ12 est injectif. Ainsi relativement à la
décomposition de Cp en Im(ζ)⊥ ⊕ Im(ζ), ζZ + Tx a pour expression :

ζZ + Tx =

(

T31x31 T41x42

ζ12Z11 + T32x31 ζ12Z12 + T42x42

)

,

et x∗Z + Z∗x− ζT ∗ − Tζ∗ a pour expression :
(

x∗31Z31 + Z∗
31x31 x∗31Z32 + Z∗

41x42 − T11ζ
∗
12

x∗42Z41 + Z∗
32x31 − ζ12T

∗
11 x∗42Z42 + Z∗

42x42 − T12ζ
∗
12 − ζ12T

∗
12

)

.

Soit (U, V ) ∈ L(Cp,Cp) × Sym(Cp) dont les décompositions relativement à la

somme directe Cp = Im(ζ)
⊥ ⊕ Im(ζ) sont :

U =

(

U11 U12

U21 U22

)

V =

(

V11 V12

V21 V22

)

.

Un antécédent de (U, V ) est fourni par le couple (Z, T ) suivant :

Z =









0 0
0 0

1
2x

−1∗
31 V11

1
2x

−1∗
31 V12

1
2x

−1∗
42 V21

1
2x

−1∗
42 V22









T ∗ =









0 0
0 0

x−1∗
31 U∗

11 x−1∗
31 U∗

21

x−1∗
42 U∗

12 x−1∗
42 U∗

22









.

Ainsi d(x,ζ)µ(X,X ) est surjective. De plus, g étant une métrique fortement rie-
mannienne sur M, le noyau de la différentielle possède un supplémentaire to-
pologique. M

Lemme 1.2.32 Pour tout k ∈ R∗, µ−1
(

( i
2k

2id, 0, 0)
)

/G possède une structure
de variété fortement hyperkählérienne.

M Preuve du lemme 1.2.32 :
Le groupe G étant compact, l’espace quotient µ−1

(

( i
2k

2id, 0, 0)
)

/G est séparé.

De plus, en tout point (x, ζ) de µ−1(( i
2k

2id, 0, 0)), l’orthogonal Hx de

T(x,ζ)G.(x, ζ) ⊕ I1T(x,ζ)G.(x, ζ) ⊕ I2T(x,ζ)G.(x, ζ) ⊕ I3T(x,ζ)G.(x, ζ)

fournit une tranche G-équivariante, stable par I1, I2, I3 et permet de définir
une structure de variété fortement hyperkählérienne sur µ−1( i

2k
2id, 0, 0)/G. M
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Lemme 1.2.33 La variété stable Ms1 associée à la structure complexe I1 est
l’ensemble des couples (x, ζ) de M tels que x est injectif et ζ(x) = 0. L’applica-
tion q : Ms1 → µ−1(ξ) est donnée par q((x, ζ)) = g(x,ζ).(x, ζ) où :

g−1
(x,ζ) :=

(

k2

2
(x∗x)−1 +

k2

2
(x∗x)−

1
2

(

Id+
4

k4
(x∗x)

1
2 ζζ∗(x∗x)

1
2

)
1
2

(x∗x)−
1
2

)
1
2

.

M Preuve du lemme 1.2.33 :
Notons temporairement :

A = {(x,X) ∈ M t.q. ζ(x) = 0 et x injectif }.

� Montrons tout d’abord que Ms1 ⊂ A :
Soient (x, ζ) ∈ Ms1 et g ∈ GC tel que g.(x, ζ) ∈ µ−1( i

2k
2id, 0, 0). On a :

g ◦ ζx ◦ g−1 = 0,

ce qui implique que ζ(x) = 0. Soit g = u.|g| la décomposition polaire de g.
L’égalité :

(x ◦ g−1)∗(x ◦ g−1) − (g ◦ ζ)(g ◦ ζ)∗ = k2IdH+ ,

se réduit à :

|g|−1x∗x|g|−1 − |g|ζζ∗|g| = k2IdH+ .

Ainsi |g|−1x∗x|g|−1 = k2IdH+ + |g|ζζ∗|g| est un opérateur hermitien défini po-
sitif, et il en est de même de x∗x. On en déduit que x est injectif.

� Montrons que A ⊂ Ms1 :
Soit (x,X) ∈ A. Montrons qu’il existe un opérateur hermitien défini positif
g(x,X) tel que :

g−1
(x,X)x

∗xg−1
(x,X) − g(x,X)ζζ

∗g(x,X) = k2IdH+ .

L’opérateur x étant injectif, x∗x est défini positif et sa racine carrée (x∗x)
1
2 est

un opérateur inversible de H+ dans H+. Il suffit donc de trouver un opérateur
défini positif γ := (x∗x)

1
2 g−1

(x,X) tel que :

γ∗γ − γ−1(x∗x)
1
2 ζζ∗(x∗x)

1
2 γ−1∗ = k2IdH+

⇔ (γγ∗)2 − k2(γγ∗) − (x∗x)
1
2 ζζ∗(x∗x)

1
2 = 0

On en déduit une unique solution définie positive :

γγ∗ =
k2

2

(

IdH+ +

(

IdH+ +
4

k4
(x∗x)

1
2 ζζ∗(x∗x)

1
2

)
1
2

)

Ainsi :

g−2
(x,X) := (x∗x)−

1
2 γγ∗(x∗x)−

1
2

est auto-adjoint défini positif et sa racine carrée convient. De plus, l’équation
ζx = 0 étant invariante sous GC, on obtient bien un élément de Ms1 . M
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Lemme 1.2.34 L’application :

Ψ : Ms1 −→ T ∗Gr(p)

(x, ζ) 7−→ (Im x, 1
k2 x ◦ ζ),

est une submersion holomorphe, dont les fibres sont les orbites sous le groupe
complexifié GC = Gl(p).

M Preuve du lemme 1.2.34 :
� Puisque pour tout (x, ζ) appartenant à Ms1 , x est injectif, Im x définit un
espace de dimension p de H . De plus la condition ζ(x) = 0 implique que
ξ := 1

k2 x ◦ ζ vérifie ξ| Im x = 0, donc peut être considéré comme élément de

L(( Im x)⊥, Im x) = T ∗
Im xGr

(p).
� Ψ est surjective, un antécédent de (P, V ) ∈ T ∗Gr(p) est donné par le couple

(x, k2
√

2
x−1 ◦ V ), où x est un isomorphisme de Cp dans P .

� Montrons que deux éléments (x1, ζ1) et (x2, ζ2) de Ms1 ont la même image
par Ψ si et seulement si ils appartiennent à la même orbite sous GC. On a :

Im x1 = Im x2 ⇔ x2 = x1 ◦ g−1

avec g−1 ∈ GC, d’où :

x2 ◦ ζ2 = x1 ◦ ζ1 = x2 ◦ g ◦ ζ1,

ce qui équivaut à : ζ2 = g ◦ ζ1 car x2 est injectif.
� Exprimons la différentielle de Ψ en (x, ζ). Soient P = Imx, UP ⊂ Gr(p)

l’ouvert formé des éléments P ′ ∈ Gr(p) tels que la projection orthogonale de P ′

sur P soit un isomorphisme et ϕP l’application carte de UP dans L(P, P⊥) qui
à P ′ associe l’unique application U ∈ L(P, P⊥) dont P ′ est le graphe. Soient :

(Z, T ) ∈ T(x,ζ)Ms1

et
(x(t), ζ(t)) ∈ C1(] − ε, ε[,Ms1)

telle que :
(x(0), ζ(0)) = (x, ζ)

et
ẋ(0) = Z et ζ̇(0) = T.

Posons :
ϕP ◦ Ψ((x(t), ζ(t)) = (U(t), V (t)).

Comme
Im x(t) = Im ( Id + U(t))

et U(0) = 0, il existe g(t) ∈ C1(] − ε, ε[, GC) tel que :

x(t) ◦ g(t)−1 = Id + U(t) et x(0) ◦ g(0)−1 = Id .

En décomposant H selon P ⊕ P⊥, on a : g(t) = prP ◦ x(t), où prP désigne la
projection orthogonale sur P . Ainsi U(t) = prP⊥x(t) ◦ (prP ◦ x(t))−1 et :

d

dt |t=0
U(t) = prP⊥Z ◦ x(0)−1.
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De plus : V (t) = 1
k2 prP ◦ x(t) ◦ ζ(t)|P⊥ et :

d

dt |t=0
V (t) =

1

k2
(prP (Z) ◦ ζ + x ◦ T ◦ prP⊥).

Ainsi :

dϕP ◦ dΨ(x,ζ)((Z, T )) = (prP⊥ ◦ Z ◦ x−1,
1

k2
(prP (Z) ◦ ζ + x ◦ T ◦ prP⊥)).

On a bien :

dφP ◦ dΨ(x,ζ)(I1(Z, T )) = idϕP ◦ dΨ(x,ζ)((Z, T ))

ce qui prouve que Ψ est holomorphe. De plus, dφP ◦ dΨ(x,X) est surjective, un

antécédent de (U, V ) ∈ L(P, P⊥)×L(P⊥, P ) étant donné par : (U ◦x, k2x−1V ).
M

Lemme 1.2.35 L’espace quotient Ms1/GC est difféomorphe à l’espace cotan-
gent T ∗Gr(p) de la grassmannienne des p-plans de H via l’application :

Φ : Ms1/GC −→ T ∗Gr(p)

[(x, ζ)] 7−→ (Im x, 1
k2 x ◦ ζ),

M Preuve du lemme 1.2.35 :
Simple corollaire du lemme 1.2.34. M

� Preuve du théorème 1.2.30 :
Le théorème 1.2.30 est maintenant une simple conséquence des lemmes 1.2.32 à
1.2.34. �

Remarque 1.2.36 En particulier, pour p = 1, on obtient une structure hy-
perkählérienne sur l’espace cotangent de l’espace projectif d’un espace de Hilbert
complexe.
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1.3 La Grassmannienne restreinte comme quo-
tient kählérien

1.3.1 Introduction

La grassmannienne restreinte Grres(H) d’un espace de Hilbert polarisé H =
H+ ⊕H−, où H+ et H− sont deux sous-espaces vectoriels fermés de dimension
infinie de H en somme directe orthogonale, étudiée par A. Pressley et G. Segal
dans [PS], et par T. Wurzbacher dans [Wur1] est définie comme suit :

Grres(H) = {W s.e.v. fermé de H t.q.
pr+ : W → H+ ∈ Fred(W,H+)
pr− : W → H− ∈ L2(W,H−)}

où pr± est la projection orthogonale sur H±, Fred(W,H+) désigne l’ensemble
des opérateurs de Fredholm deW dansH+ et L2(W,H−) l’ensemble des opérateurs
de Hilbert-Schmidt de W dans H−. C’est une variété hilbertienne (cf Annexe
A) et un espace homogène sous le groupe unitaire restreint :

Ures =

{ (

U+ U−+

U+− U−

)

∈ U(H) | U−+ ∈ L2(H−, H+), U+− ∈ L2(H+, H−)

}

,

le stabilisateur de H+ étant U(H+) × U(H−). Grres possède une structure de
variété fortement kählérienne invariante sous l’action du groupe Ures. L’expres-
sion en l’espace tangent en H+ identifié à L2(H+, H−) de la métrique gGr, de
la structure complexe IGr et de la forme symplectique ωGr est :

gGr(X,Y ) = < Tr X∗Y
IGrY = iY
ωGr(X,Y ) = gGr(X, iY ) = −= Tr X∗Y.

où X et Y appartiennent à L2(H+, H−) = TH+Grres. Les composantes connexes
de Grres sont indexées par l’indice de Fredholm de la projection orthogonale
sur H+. Le but de cette section est de montrer le théorème suivant où L1(H+)
désigne l’ensemble des opérateurs à trace de H+ :

Théorème 1.3.1 La composante connexe Gr0res(H) de Grres contenant H+

s’obtient comme quotient kählérien à partir de l’espace banachique affine pa-
ramétré par k ∈ R∗ :

Mk = { x ∈ B(H+, H) | pr+ ◦ x− k.IdH+ ∈ L1(H+)
pr− ◦ x ∈ L2(H+, H−) },

via l’action hamiltonienne du groupe de Lie banachique :

G = U(H+) ∩ { IdH+ + L1(H+) }.

La partie symplectique de ce résultat a été montrée indépendamment par T.
Wurzbacher et exposé en particulier dans [Wur2]. L’organisation de cette section
est la suivante. Dans le paragraphe 1.3.2, nous définissons les groupes et actions
de groupes intervenants, en particulier le groupe U1,2 dont l’action transitive
sur le surface de niveau simplifie considérablement la démonstration. Dans le
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paragraphe 1.3.3, nous vérifions que les conditions techniques nécessaires à ce
que l’espace quotient possède une structure de variété fortement kählérienne.
Dans le paragraphe 1.3.4, nous définissons la notion de bases de Schauder, et
utilisons la variété stable associé à la surface de niveau pour identifier l’espace
quotient à la grassmannienne restreinte. Dans 1.3.5, nous explicitons les tra-
jectoires du système dynamique défini par la norme de l’application moment,
ce qui nous permet d’identifier la projection de la variété stable sur la surface
de niveau à la limite du flot de ce champ de vecteurs. Enfin dans 1.3.6, nous
explicitons le potentiel kählérien obtenu par la théorie de préquantification de
Kostant-Souriau.

1.3.2 Actions de groupes

Le groupe banachique produit U(H) × U(H+) agit naturellement sur l’en-
semble des opérateurs bornés B(H+, H) par :

(U(H) × U(H+)) × B(H+, H) −→ B(H+, H)
((U, V ), x) 7−→ U ◦ x ◦ V −1.

On notera U0
res la composante connexe de l’identité de Ures, caractérisée par la

propriété que l’indice de l’opérateur de Fredholm U+ est nul.

Proposition 1.3.2 Le plus grand sous-groupe de U(H)×U(H+) laissant stable
le sous-ensemble Mk ⊂ B(H+, H) est :

EU =
{

(U, V ) ∈ U(H) × U(H+) | U ∈ U0
res, U+ − V ∈ L1(H+)

}

.

2 Preuve de la proposition 1.3.2 :

� Soit xk =

(

k.Id
0

)

∈ Mk.

Pour (U, V ) ∈ U(H) × U(H+) avec : U =

(

U+ U−+

U+− U−

)

, on a :

(U, V ).xk = k.

(

U+V
−1

U+−V −1

)

.

Ainsi (U, V ) envoie xk ∈ Mk sur un élément de Mk ssi :

U+V
−1 ∈ IdH+ + L1(H+)

et

U+−V
−1 ∈ L2(H+, H−).

La première condition implique en particulier :

U+ ∈ Fred(H+),

et est équivalente à :

U+ − V ∈ L1(H+).

La seconde équivaut à :

U+− ∈ L2(H+, H−).
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Comme U est unitaire, on a :

U∗
+U−+ + U∗

+−U− = 0.

L’ensemble des opérateurs de Fredholm étant stable par la prise de l’adjoint,
U∗

+ ∈ Fred(H+). De plus, tout opérateur de Fredholm étant inversible modulo
des opérateurs de rangs finis, il existe C ∈ B(H+) tel que CU∗

+ − IdH+ := F
soit de rang fini. On en déduit que :

U−+ = −FU−+ − U∗
+−U−

est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Les équations :

U−U
∗
− = IdH− − U+−U

∗
+−

et :
U∗
−U− = IdH− − U∗

−+U−+,

expriment alors le fait que U− est inversible modulo des opérateurs de Hilbert-
Schmidt, c’est-à-dire que U− ∈ Fred(H−). Ainsi U ∈ Ures. De plus,

ind(U+) = ind(V ) = 0

car V est inversible, donc U ∈ U0
res. On vérifie aisément que ces conditions suf-

fisent pour que tout élément de Mk soit envoyé sur un élément de Mk.

� Il reste à vérifier que la condition imposée définit bien un groupe. Si le
couple (U, V ) ∈ U(H) × U(H+) vérifie U+ − V = T ∈ L1(H+), alors le couple
(U−1, V −1) vérifie :

(U−1)+ − V −1 = (U∗)+ − V ∗ = U∗
+ − V ∗ = T ∗ ∈ L1(H+),

d’oú la stabilité par inverse. De plus, étant donnés (U, V ), (U ′, V ′) ∈ EU , avec :

U+ − V = T et U ′
+ − V ′ = T ′

où T, T ′ ∈ L1(H+), il vient :

(UU ′)+ − V V ′ = U+U
′
+ + U−+U

′
+− − V V ′

= (V + T )(V ′ + T ′) + U−+U
′
+− − V V ′ ∈ L1(H+).

2

Remarque 1.3.3 L’action de EU sur Mk se restreint en une action libre du
groupe G = U(H+) ∩ { IdH+ + L1(H+)}, qui apparâıt comme un sous groupe
de EU via l’injection canonique :

G ↪→ EU
U 7→ (IdH , U),

et on a la suite exacte :

1 → G→ EU → U0
res → 1.

La restriction de l’action de EU sur Mk au premier facteur fait naturellement
apparâıtre le sous-groupe U1,2 de U0

res suivant :

U1,2 =

{

U =

(

U+ U−+

U+− U−

)

∈ U0
res | U+ ∈ IdH+ + L1(H+)

}

.
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1.3.3 Le quotient kählérien

L’espace affine Mk est naturellement munie de la structure faiblement kählérienne
(g, I, ω) plate suivante :

gx(X,Y ) = < Tr X∗Y
Ix(Y ) = iY
ωx(X,Y ) = gx(iX, Y ) = = Tr X∗Y

pour tout x ∈ Mk et tous X,Y ∈ TxMk.

Proposition 1.3.4 L’action de G sur Mk donnée par :

g.x = x ◦ g−1,

où x ∈ Mk et g ∈ G, est hamiltonnienne relativement à la structure symplec-
tique ω, d’application moment G-équivariante :

µ : Mk −→ g′

x 7−→ (a 7→ i
2 Tr x∗xa),

où g′ est le dual continu de l’algèbre de Lie g = {a ∈ L1(H+) t.q. a∗ = −a} de
G. De plus, µ est invariante sous l’action du groupe U1,2.

2 Preuve de la proposition 1.3.4 :
� Remarquons d’abord que l’application moment µ est bien définie sur Mk,

car x∗x appartient à l’ensemble des opérateurs bornés de H+ dans H+, noté
B(H+), et a appartient à L1(H+). Elle est C∞ car l’application de Mk dans
B(H+) associant à x l’élément x∗x est C∞ et :

‖| Tr (A.)‖| = ‖A‖, ∀A ∈ B(H+).

� L’action infinitésimale de l’algèbre de Lie g est donnée, pour tout x ∈ Mk

et tout a ∈ g, par :

a.x = −x ◦ a

De plus, pour tout x ∈ Mk et tout X ∈ TxMk,

dµa
x(X) = i

2 ( Tr X∗xa + Tr x∗Xa)
= i

2 ( Tr X∗xa + Tr ax∗X) car x∗X ∈ B(H+) et a ∈ L1(H+),
= i

2 ( Tr X∗xa − Tr (xa)∗X)
= −= Tr X∗x ◦ a

= = Tr X∗(a.x) = −= Tr (a.x)∗X

Ainsi :

dµa
x(X) = ia.xω(X)

� L’invariance sous U1,2 est claire. Vérifions la G-équivariance de µ. G agit
sur g′ par la représentation coadjointe est définie, pour tout g ∈ G et tout ξ ∈ g′

par :

Ad∗(g).ξ : g → R

a 7→ ξ( Ad(g−1)(a)).
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Ainsi :

µa(g.x) = i
2 Tr (x ◦ g−1)∗(x ◦ g−1)a

= i
2 Tr gx∗xg−1a car g ∈ U(H+)

= i
2 Tr x∗xg−1ag car x∗xg−1a ∈ L1(H+)

= µ Ad(g−1)(a)(x)

2

Proposition 1.3.5 Pour tout k ∈ R∗, la surface de niveau Nk := µ−1( i
2k

2 Tr )
est une sous-variété réelle de Mk, stable par G.

Lemme 1.3.6 La surface de niveau Nk s’identifie à :

{x ∈ Mk| x∗x = k2.IdH+}.

M Preuve du lemme 1.3.6 :
La trace identifie isométriquement le dual continu (complexe) de gC = g⊕ ig =
L1(H+) à B(H+) par :

Tr : B(H+) −̃→ L1(H+)′

A 7−→ (B 7→ Tr AB).

En particulier, l’ensemble des A ∈ B(H+) tels que pour tout B ∈ g, Tr (AB) ∈
R s’identifie au dual continu (réel) de g. Ainsi :

i Tr x∗xa = ik2 Tr a ∀a ∈ g

⇔ x∗x = k2.IdH+

M

Lemme 1.3.7 Le groupe de Lie U1,2 agit transitivement sur la surface de niveau
Nk.

M Preuve du lemme 1.3.7 :
Tout élément :

x =

(

x+

x−

)

∈ Nk

définit une famille orthogonale libre de norme |k| deH par le biais de ses vecteurs
colonnes et s’obtient à partir de :

xk =

(

k.Id
0

)

par l’action d’un élément :

U =
1

k
.

(

x+ A
x− B

)

∈ U(H),

où

(

A
B

)

est défini par une base (hilbertienne) orthogonale de norme |k| de

Im x⊥. La relation d’orthogonalité entre Im x et Im x⊥ implique en particu-
lier :

x∗+A+ x∗−B = 0,
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ce qui, associé aux conditions x+ ∈ k. IdH+ + L1(H+) et x− ∈ L2(H+, H−),
implique que A ∈ L2(H+). Ainsi U ∈ U1,2. M

2 Preuve de la proposition 1.3.5 :
� Montrons que l’application R-linéaire :

γ : Mk → k2.IdH+ + Sym1(H+),
x 7→ x∗x

où Sym1(H+) désigne le sous-espace vectoriel réel fermé de L1(H+) formés des
opérateurs auto-adjoints de H+, est une submersion. Le fait qu’elle soit C∞ est
clair, et pour tout x ∈ Nk,

dγx : TxMk → Sym1(H+)
X 7→ X∗x+ x∗X

est surjective : quel que soit Y ∈ Sym1(H+), X := 1
2k2 xY est un antécédent

de Y appartenant à TxMk.

� Au point xk =

(

k.Id
0

)

, un supplémentaire topologique de

Ker dγxk
=

{(

X+

X−

)

∈ Txk
Mk, X

∗
+ +X+ = 0

}

est :

W =

{(

Y+

0

)

∈ Txk
Mk, Y

∗
+ − Y+ = 0

}

.

Grâce à l’action transitive de U1,2 sur Nk, on conclut qu’en tout point x = U.xk

avec U ∈ U1,2, Ker dγx = U( Ker dγxk
) possède un supplémentaire topolo-

gique, à savoir U(W ). 2

Théorème 1.3.8 L’espace quotient Nk/G possède une structure naturelle de
variété fortement kählérienne.

Notations 1.3.9 On notera π : Nk → Nk/G, x 7→ [x] la projection naturelle.

� Preuve du théorème 1.3.8 :
� Montrons que G agit proprement sur Nk. D’après la proposition 1.2.5,

puisque G agit librement sur Nk, il suffit de montrer que le graphe C ⊂ Nk ×
Nk de la relation d’équivalence définie par G est fermé dans Nk × Nk et que
l’application f de C dans G qui au couple (x, y) associe l’unique élément g ∈ G
tel que y = x ◦ g−1, est continue. Soit {(xn, yn)}n∈N une suite d’élements de
C convergeant vers (x∞, y∞) ∈ Nk × Nk et {gn}n∈N la suite d’éléments de G
définie par yn = xn ◦ g−1

n . Puisque xn vérifie x∗nxn = k2 Id , on a :

g−1
n =

1

k2
x∗nxng

−1
n =

1

k2
x∗nyn.

Par continuité du produit, on en déduit que {gn}n∈N converge vers g∞ vérifiant
g−1
∞ := 1

k2 x
∗
∞y∞. En utilisant les conditions d’appartenance à Mk de x∞ et y∞,

on montre facilement que x∗∞y∞ ∈ k2IdH+ + L1(H+). De plus, l’ensemble des
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éléments unitaires formant un fermé de B(H+), l’élément x∗∞y∞ appartient à G.
Ainsi C est fermé et f : (x, y) 7→ ( 1

k2 x
∗y)−1 est continue (même différentiable).

On en déduit que l’espace quotient Nk/G est séparé. En particulier, l’orbite d’un
point x ∈ Nk est fermée et l’espace tangent TxG.x est un sous-espace vectoriel
fermé de TxMk.

� La structure de variété riemannienne de Nk/G provient du fait que l’espace
tangent à l’orbite de x possède un supplémentaire topologique dans TxNk, à
savoir :

Hx =







Y =

(

Y+

Y−

)

, Y+ ∈ L1(H+),

Y− ∈ L2(H+, H−), Y ∗x+ x∗Y = 0, Y ∗x = 0







= TxG.x
⊥g .

qui fournit une tranche G-équivariante (en fait constante), i.e. vérifiant :

Hx.V −1 = Hx.V
−1.

Les projections associées à la décomposition en somme directe explicitées par :

p1 : TxNk −→ TxG.x
Y 7−→ 1

k2 xx
∗Y

p2 : TxNk −→ Hx

Y 7−→ Y − 1
k2 xx

∗Y

sont des application linéaires continues de L1(H+) × L2(H+, H−) et G-équi-
variantes.

� De plus, G préservant la métrique g, on peut définir une métrique rieman-
nienne gred sur Nk/G par :

gred,[x] : T[x]Nk/G× T[x]Nk/G → R

(X,Y ) 7→ gx(X̃, Ỹ ),

où X̃ (resp. Ỹ ) est défini comme l’unique élément de Hx qui se projette sur X
(resp. sur Y ), appelé relèvement horizontal de X (resp. de Y ).

Pour montrer que gred identifie T[x]Nk/G à (T[x]Nk/G)′ et définit ainsi une
métrique fortement riemannienne, il suffit de considérer l’espace tangent en [xk]
car l’action du groupe U1,2 est transitive et préserve g. Or en [xk], gred est la
métrique standard de L2(H+, H−) et réalise bien un isomorphisme entre l’espace
tangent et son dual.

� Sur la variété quotient Nk/G, on définit la 2-forme alternée ωred par :

ωred,[x] : T[x]Nk/G× T[x]Nk/G → R

(X,Y ) 7→ ωx(X̃, Ỹ ),

Puisque ω restreinte à la sous-variété Nk est fermée, il en est de même de ωred

car ω|Nk
= π∗ωred et dω|Nk

= dπ∗ωred = π∗dωred = 0. Montrons que le noyau
de ω|Nk

en x ∈ Nk est exactement l’espace tangent à l’orbite de x. Par l’action
transitive de U1,2 laissant ω invariant, il suffit de le vérifier pour x = xk. Il
vient :

Txk
N⊥ω

k =
{

Y ∈ Txk
Mk, Im Tr Y ∗X = 0, ∀ X ∈ Txk

Mk | X∗
+ +X+ = 0

}
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=

{(

Y+

0

)

∈ Txk
Mk | Im Tr Y ∗

+X+ = 0, ∀ X+ ∈ L1(H+) | X∗
+ +X+ = 0

}

.

De plus, le sous-espace vectoriel de L1(H+) des éléments anti-hermitiens est un
sous-espace isotrope maximal. En effet :

= Tr Y ∗
+X+ =

1

2i
( Tr Y ∗

+X+ − Tr X∗
+Y+) =

1

2i
Tr (Y ∗

+ + Y+)X+

et :

= Tr Y ∗
+X+ = 0 ∀ X+ ∈ L1(H+) t.q. X∗

+ +X+ = 0
⇔ Tr (Y ∗

+ + Y+)X+ = 0 ∀ X+ ∈ L1(H+) t.q. X∗
+ +X+ = 0

⇔ Tr (Y ∗
+ + Y+)X+ = 0 ∀ X+ ∈ L1(H+) ( par C-linéarité de la trace )

⇔ Y ∗
+ + Y+ = 0 ( car la trace identifie B(H+) et L1(H+)′)

Ainsi :

Txk
N⊥ω

k =

{

Y =

(

Y+

0

)

∈ Txk
Mk, Y

∗
+ + Y+ = 0

}

= Txk
G.xk.

Comme l’espace tangent à Nk en xk est Txk
G.xk

⊥ω et que Txk
G.xk ⊂ Txk

G.xk
⊥ω ,

on conclut que :
Txk

N⊥ω

k ∩ Txk
Nk = Txk

G.xk.

Il reste à montrer que la forme symplectique ωred réalise un isomorphisme de
T[x]Nk/G sur (T[x]Nk/G)′, mais ceci est clair en [xk] car alors T[xk]Nk/G s’iden-
tifie à L2(H+) et ωred à la forme symplectique standard de L2(H+). Par l’action
transitive de U1,2, il en est de même en tout point x ∈ Nk.

� Reliant ω à la métrique g via la structure complexe I, l’espace tangent
TxNk apparâıt comme le sous-espace vectoriel fermé (I.TxG.x)

⊥g de TxMk et,
en chaque point x′ de l’orbite G.x, l’espace horizontal Hx′ est l’orthogonal pour
g dans Tx§k de TxG.x⊕ I.TxG.x. Ainsi Hx a la propriété d’être stable sous I et
G-équivariant. La G-équivariance de I permet alors de définir :

Ired : T[x]Nk/G → T[x]Nk/G

X 7→ π∗IxX̃,

où X̃ est le relèvement horizontal de X en TxNk. Il reste à montrer que la
structure presque complexe ainsi définie est intégrable, i.e. que le tenseur de
Nijenhuis N est nul. Soit X et Y deux éléments de T[x]Nk/G. On a :

N(X,Y ) = [X,Y ] + Ired[X, IredY ] + Ired[IredX,Y ] − [IredX, IredY ].

Soit X̃ et Ỹ les relèvements horizontaux de X et Y . Comme X̃ et Ỹ sont
des champs de vecteurs G-invariants, leur crochet [X̃, Ỹ ] est G-invariant et se
projette sur [X,Y ]. En utilisant la définition de Ired, on a ainsi :

N(X,Y ) = π∗[X̃, Ỹ ] + Iredπ∗[X̃, IỸ ] + Iredπ∗[IX̃, Ỹ ] − π∗[IX̃, IỸ ]

= π∗(N(X̃, Ỹ )) = 0.

�

La démonstration du théorème 1.3.8 permet de déduire le corollaire suivant
que nous utiliserons au paragraphe 1.3.6 pour le calcul du potentiel kählérien :
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Corollaire 1.3.10 Le G-fibré principal π : Nk → Nk/G, x 7→ [x] est naturel-
lement muni d’une connexion G-invariante ∇̃, caractérisée par la donnée des
espaces horizontaux :

Hx =

{(

Y+

Y−

)

, Y+ ∈ L1(H+), Y− ∈ L2(H+, H−), Y ∗x = 0

}

.

1.3.4 Bases de Schauder

Il nous reste à montrer que l’espace quotient obtenu est la grassmannienne
restreinte comme définie dans [PS]. L’identification se fait naturellement par
l’application qui à une classe d’équivalence de matrices

{

x ◦ g−1, g ∈ G
}

associe
l’espace vectoriel image Imx. Remarquons tout d’abord que ce dernier appar-
tient bien à Gr0res :

Proposition 1.3.11 Pour tout x ∈ Mk, l’espace vectoriel image Im x est
fermé et appartient à Gr0res.

2 Preuve de la proposition 1.3.11 :
L’appartenance de l’adhérence Im x à Gr0res est une conséquence directe des
définitions. Il reste donc à montrer que x est à image fermée. Notons :

T = x− k IdH+ ∈ B(H+, H).

T est un opérateur compact par hypothèse. Soit f ∈ Im x et {un}n∈N une suite
d’éléments de H+ telle que :

xun = kun + Tun → f.

Quitte à retrancher à un sa projection sur le noyau de x, on peut supposer que
un ∈ Ker (x)⊥.

Montrons par l’absurde que la suite {un} est bornée. Supposons qu’il existe
une sous-suite {unk

}k∈N telle que limk→+∞ ‖unk
‖ = +∞. Notons :

vk =
unk

‖unk
‖ .

La suite {vk}k∈N étant bornée et T étant compact, il existe une sous-sous-suite
{wi}i∈N telle que Twi converge vers un élément z ∈ H . Comme :

(k IdH+ + T )wi =
1

‖unki
‖xunki

→ 0,

wi converge vers − 1
k z. La limite z vérifie (k IdH+ + T )z = 0, i.e. z ∈ Ker x.

Or, pour tout i ∈ N, wi ∈ Ker (x)⊥, donc z = 0. Ceci est contredit par le fait
que les élément wi sont de norme 1.

Ainsi la suite {un} est bornée. Quitte à prendre une sous-suite, on peut
supposer que Tun converge vers un élément f ′ ∈ H . Alors la suite {un}n∈N

converge vers f − f ′ = g et un passage à la limite dans kun + Tun → f permet
de conclure que : kg + Tg = f. 2

Pour montrer que tout élément W ∈ Gr0res possède une base orthogonale
définissant un élément de Nk, nous allons montrer que la surface stable associée
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à Nk est l’ensemble des bases de Schauder des éléments de Grres, puis que la
base canonique, définie par A. Pressley et G. Segal dans [PS], associe à tout
élément de Gr0res un élément de la surface stable. Pour cela, remarquons que
l’action de G se prolonge en une action holomorphe du groupe de Lie complexe :

GC = Gl(H+) ∩ { IdH+ + L1(H+) }

sur la variété complexe (Mk, I) par : g.x = x ◦ g−1, pour tout x ∈ Mk et tout
g ∈ GC. Rappelons la définition d’une base de Schauder d’un espace de Hilbert,
équivalent en dimension infinie des bases non-orthonormée :

Définition 1.3.12 On dit que {fn}n∈N est une base de Schauder de l’espace
de Hilbert séparable F si et seulement si pour tout f ∈ F il existe une suite
unique {αn} ∈ CN telle que :

f =
∑

n∈N

αnfn.

Remarque 1.3.13 Étant donnée une base hilbertienne {en}n∈N d’un espace de
Hilbert F , les suites {fn}n∈N et {gn}n∈N formées respectivement des éléments
fn = nen et gn = 1

nen, définissent des bases de Schauder de F . Remarquons
que l’application que à en associe fn est non bornée, alors que l’application qui
à en associe gn est compacte.

Proposition 1.3.14 L’ensemble des éléments x de Mk définissant une base de
Schauder de l’espace vectoriel image Im x par le biais de ses vecteurs colonnes
est :

Ms
k = {y ∈ Mk t.q. y est injectif}.

C’est aussi l’ouvert de Mk défini par :

Ms
k = {y ∈ Mk| det

(

y∗y

k2

)

> 0}.

2 Preuve de la proposition 1.3.14 :
Un élément f appartient à l’image de x si et seulement si il existe une suite
{αn}n∈N ∈ l2(N) telle que f =

∑

n∈N αnxen, où {en}n∈N est la base canonique
de H+, i.e. ssi f =

∑

n∈N αnf(en) avec {αn}n∈N ∈ l2(N). L’unicité de cette
écriture est bien équivalente à l’injectivité de l’application x. D’autre part, les
conditions sur x ∈ Mk permettent de définir le déterminant de y∗y

k2 , qui est

positif car y∗y
k2 est auto-adjoint, et strictement positif ssi y∗y, donc y, est injectif.

2

Rappelons la définition des “bases admissibles” selon [PS] d’un élément x ∈
Gr0res :

Définition 1.3.15 Étant donnée une base hilbertienne {ek}k∈N de H+, une
suite {wk}k∈N d’éléments de W ∈ Grres est une base admissible de W si :

1. l’application linéaire w : H+ → W envoyant l’élément ek sur wk est un
isomorphisme continu,

2. l’application composée pr+ ◦w : H+ → H+, où pr+ désigne la projection
orthogonale sur H+, est un opérateur à déterminant.
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Remarque 1.3.16 Cette définition ne dépend pas de la base hilbertienne de
H+ choisie, et, par définition même, la variété des “bases admissibles” n’est rien
d’autre que Ms

1. C’est aussi la “variété de Stiefel” définie par J. Mickelsson dans
[Mic].

Théorème 1.3.17 La variété quotient Nk/G s’identifie comme variété com-
plexe à Ms

k/G
C.

Notations 1.3.18 On notera πC : Ms
k → Ms

k/G
C la projection holomorphe

naturelle sur le quotient.

Lemme 1.3.19 L’ensemble des bases de Schauder Ms
k s’identifie ensembliste-

ment à la réunion des orbites complexes NC
k :

NC
k = {y ∈ Mk | ∃ g ∈ GC t.q. g.y ∈ Nk},

M Preuve du lemme 1.3.19 :
� Montrons que : NC

k ⊂ Ms
k :

Soit y = x ◦ g−1 ∈ NC
k avec g ∈ GC et x∗x = k2.IdH+ . x étant injectif, il en est

de même de y.
� Montrons que Ms

k ⊂ NC
k :

Soit y ∈ Ms
k. y étant injectif, y∗y est défini positif et appartient à {k2.IdH+ +

L1(H+)}. Montrons que la racine carrée de 1
k2 y

∗y, notée 1
|k| |y| est dans GC.

Tout d’abord, 1
|k| |y| est injectif car Ker |y| = Ker y = {0}. Montrons que

1
|k| |y| est à image fermée. Soit {xn}n∈N une suite d’éléments de H+ telle que

la suite { 1
|k| |y|xn}n∈N converge vers un élément h ∈ H+. Par continuité de

|y|, la suite { 1
|k| |y|2xn}n∈N converge vers |y|h. Or |y|2 = y∗y et, y∗y étant un

opérateur de Fredholm, il est à image fermée. Ainsi il existe un élément h′ ∈ H+

tel que |y|h = y∗yh′ = |y|2h′. Par injectivité de l’application |y|, on en déduit
que h = |y|h′. De cela on déduit que |y| est bijectif car il est auto-adjoint et :
Im |y| = Im |y| = ( Ker |y|)⊥ = H+. Ainsi 1

|k| |y| est une bijection continue

de l’espace de Hilbert H+ dans lui-même, donc son inverse est continu. Il reste
à montrer que 1

|k| |y| appartient à {IdH+ + L1(H+)}. Notons {λn, n ∈ N} les

valeurs propres de 1
k2 y

∗y− Id ∈ L1(H+). Les valeurs propres de 1
|k| |y|− Id sont

les {
√

1 + λn − 1, n ∈ N}, et on a la majoration :

√

1 + λn − 1 ≤ λn

2
,

ce qui implique que 1
|k| |y| − IdH+ ∈ L1(H+). Il en résulte que 1

|k| |y| appartient

au groupe GC = Gl(H+)∩{IdH+ +L1(H+)} et donc que |k||y|−1 est aussi dans
GC. Ainsi x := |k|y ◦ |y|−1 vérifie : x∗x = k2.|y|−1y∗y|y|−1 = k2.IdH+ et y
appartient bien à NC

k . M

On déduit de la démonstration précédente la proposition suivante :

Proposition 1.3.20 La décomposition polaire de GL(H+) en U(H+)×Sym >0(H+),
où Sym >0(H+) désigne l’ensemble des opérateurs hermitiens définis positifs, se
restreint en une décomposition polaire de GC en G× Sym >0(H+) ∩ { Id H+ +
L1(H+)}.
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� Preuve du théorème 1.3.17 :
D’après le lemme 1.3.19, Ms

k est la surface stable associée à Nk. D’après le
théorème 1.2.18,Ms

k/G
C est une variété banachique complexe isomorphe (comme

variété complexe) à Nk/G. �

Notations 1.3.21 On notera q : Ms
k → Nk la projection qui à y associe |k|y ◦

|y|−1.

Remarque 1.3.22 L’identification du théorème 1.3.17 permet de transporter
la structure kählérienne de Nk/G sur Ms

k/G
C.

D’après [PS], tout élément P ∈ Grres possède une base admissible distinguée,
appelée base canonique. Les étapes de sa construction sont les suivantes :

Définition 1.3.23 Choisissons {en, n ∈ Z} une base hilbertienne de H telle
que {en, n ∈ N ∪ {0}} soit une base hilbertienne de H+ et {e−n, n ∈ N∗} une
base hilbertienne de H−. P ∈ Grres étant donné, on définit le sous-ensemble de
Z :

SP = {s ∈ Z | ∃f =

s
∑

k=−∞
fkek ∈ P, fs 6= 0},

et le sous-espace de Hilbert : HSP = ⊕̂k∈SP Cek, où la somme est une somme
hilbertienne.

Proposition 1.3.24 On a :

SP \N < +∞ et N\SP < +∞

2 Preuve de la proposition 1.3.24 :
� Montrons que SP \N < +∞. Supposons qu’il existe une suite {sk}k∈N

d’éléments de SP , que l’on peut supposer strictement décroissante, tendant vers
−∞. Par définition, pour tout k ∈ N, il existe un élément fsk

de P d’ordre fini
sk :

fsk
=

sk
∑

−∞
fkjej ∈ P, fksk

6= 0.

La suite {fk}k∈N constitue une famille libre de P au sens l2(N) : ∀{αk}k∈N ∈
l2(N),

∑

k∈N

αkfk = 0 ⇒ ∀k ∈ N, αk = 0.

En outre, dès que sk < 0, fk appartient à P ∩H−. On obtient donc une sous-
famille infinie d’éléments de P ∩ H−. Or la projection orthogonale de P dans
H+ étant un opérateur de Fredholm, son noyau P ∩H− est de dimension finie.
D’où une contradiction.

� Montrons que N\SP < +∞. La projection orthogonale pr+ de P dans H+

étant de codimension finie, il existe un rang n0 ∈ N à partir duquel en ∈ Im pr+.
pour tout n > n0, il existe donc fn ∈ P de la forme :

fn = en +
∑

k<0

fnkek.

Ainsi tout n > n0 appartient à SP . 2
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Corollaire 1.3.25 La projection pSP de P sur HSP est un isomorphisme.

2 Preuve du corollaire 1.3.25 :
� Montrons que pSP est surjective. Soit s0 ∈ SP . Il existe un élément fs0 ∈ P

d’ordre s0 :

fs0 = es0 +
∑

k<s0

αs0kek ∈ P

fs0 = es0 +
∑

k<s0,k∈S0

αs0kek +
∑

k<s0,k/∈S0

αs0kek.

Remarquons que, d’après la proposition précédente, les éléments k < s0 apparte-
nant à SP sont en nombre fini. Notons les k1, . . . , kn avec kn < kn−1 < · · · < k1.
Pour chacun d’eux, il existe fki = eki +

∑

j<k αkjej ∈ P, i = 1, . . . , n. En retran-
chant à fs0 une combinaison linéaire appropriée des fki , i = 1, . . . , n, on obtient
un élément f ∈ P de la forme :

f = es0 +
∑

k<s0,k/∈SP

αkek,

dont la projection sur HSP est es0 .
� Montrons que pSP est injective. Supposons qu’il existe un élément f non

nul appartenant à Ker pSP = P ∩ HSP
, où SP est le complémentaire de SP

dans Z et HSP l’espace de Hilbert engendré par les éléments en, n ∈ SP . Alors
f est de la forme :

f =
∑

k∈SP

αkek.

Or, d’après le théorème précédent, SP est borné supérieurement. Notons k0 le
maximum des k ∈ SP tel que αk 6= 0. f est alors un élément de P d’ordre fini
k0 :

f = αk0ek0 +
∑

k<k0,k∈SP

αkek.

Ainsi k0 ∈ SP , d’où une contradiction. 2

Définition 1.3.26 Pour tout s ∈ SP , on définit ys = p−1
SP

(es). La base de
Schauder {ys, s ∈ SP } est appelée base canonique de P .

Remarque 1.3.27 Relativement à la décomposition en somme directe ortho-
gonale : H = HSP ⊕H⊥

SP
, tout élement P de Grres est l’image d’une application

de la forme :

y =
H+

(

Id
B

)

HSP

H⊥
SP

où la colonne s représente le vecteur ys.

Théorème 1.3.28 L’application :

p : Ms
k → Gr0res

y 7→ Im y

est une submersion holomorphe U1,2-équivariante et GC-invariante.
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� Preuve du théorème 1.3.28 :
� L’image de p est bien contenue dans la composante connexe de H+ de la

grassmannienne car la projection orthogonale de Im y sur H+ étant de la forme
IdH+ + L1(H+), elle est Fredholm d’indice 0.

� Exprimons p dans des cartes et montrons qu’elle est holomorphe.
Notons UP ⊂ Gr0res l’ouvert de carte formé par les P ′ ∈ Grres tels que la projec-
tion orthogonale prP : P ′ → P soit un isomorphisme et ϕP : UP → L2(P, P⊥)
l’application de carte qui à un élément P ′ ∈ UP associe l’unique application de P
dans P⊥ dont P ′ est le graphe. Relativement aux décompositions orthogonales
de H selon H+ ⊕H− et P ⊕P⊥, l’application identité Id : H+ ⊕H− → P ⊕P⊥

a une décomposition par blocs :

Id =

(

a b
c d

)

où a ∈ B(H+, P ), b ∈ B(H−, P ), c ∈ B(H+, P
⊥) et d ∈ B(H−, P⊥). La condi-

tion P ′ = Im y ∈ UP se résume alors en : ay++by− ∈ Isom(H+, P ) et l’écriture
de la projection p dans la carte (UP , ϕP ) devient :

ϕP

p : Ms
k −→ Gr0res −→ L2(P, P⊥)

y =

(

y+
y−

)

7−→ Im y 7−→ (cy+ + dy−)(ay+ + by−)−1,

dont l’holomorphie est claire.
� Montrons que p est surjective. Soit P ∈ Gr0res. Nous allons montrer que (k

fois) la base canonique de P définit un élément de Ms
k, i.e. fournit une ”section”

(non continue !) du GC-fibré Ms
k au-dessus de Gr0res. Puisque P appartient à la

composante connexe de Gr0res contenant H+, la matrice de l’application identité
IdH : H → H se décompose par blocs relativement aux sommes directes
H = HSP ⊕H⊥

SP
et H = H+ ⊕H− en :

HSP H⊥
SP

H+

H−

(

Id+ r1 r2
r3 Id+ r4

)

où ri, 1 ≤ i ≤ 4 sont des opérateurs de rangs finis. Il en résulte que l’application
qui au vecteur ej ∈ H+ de la base canonique associe le vecteur kysj ∈ P , où les
sj sont ordonnés par ordre croissant et où ysj est le sj ème vecteur de la base
canonique de P , est de la forme :

y(P ) = k

(

Id+ r1 + r2 ◦B
r3 +B + r4 ◦B

)

Comme de plus P ∈ Gr0res, la projection pr− : P → H− est Hilbert-Schmidt,
propriété indépendante des bases dans lesquelles elle est exprimée, et ainsi
y(P ) ∈ Ms

k.
� Montrons que p est une submersion. Comme p est clairementGC-invariante,

il suffit de montrer que la différentielle de p est surjective pour les éléments de
Nk. Comme elle est de plus U1,2-équivariante, il suffit de montrer que dp est
surjective en un point x ∈ Nk. Or, en x = xk, l’application dϕH+ ◦ dpH+ :
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TH+Ms
k −→ L2(H+, H−) associe à

(

Y+

Y−

)

l’opérateur Y−, et est clairement

surjective. �

Théorème 1.3.29 L’espace quotient Ms
k/G

C s’identifie à la grassmanienne
Gr0res munie de sa structure kählérienne par le biais de l’application :

ρ : Ms
k/G

C −→ Gr0res

[y] 7−→ Im y.

� Preuve du théorème 1.3.29 :

� Montrons l’injectivité de ρ. Soient y1 et y2 deux éléments de Ms
k tels que :

Im y1 = Im y2. On peut toujours trouver un changement de bases g ∈ Gl(H+)
tel que y2 = y1 ◦ g−1. Notons : a1 = pr+ ◦ y1 − IdH+ ∈ L1(H+) et a2 =
pr+ ◦ y2 − IdH+ ∈ L1(H+). On a : g = IdH+ + a1 − a2 ◦ g ∈ GC car L1(H+) est
un idéal. Le théorème précédent permet de conclure que ρ est un isomorphisme
de variétés complexes.

� D’après le thérème 1.3.28, ρ est surjective. Pour montrer que la différentielle
de ρ en un point du quotient Ms

k/G
C est un isomorphisme, il suffit de considérer

dρ en un point distingué, par exemple [xk] où xk =
(

k 0
)T

. En effet,
le groupe U1,2 agit transitivement sur la surface de niveau Nk et son action
passe au quotient Nk/G qui s’identifie à Ms

k/G
C. En [xk], l’espace tangent

à Ms
k/G

C s’identifie à l’ensemble des opérateurs de la forme
(

0 Y−
)T

où
Y− appartient L2(H+, H−), et la différentielle dρ composée avec l’application

carte ϕH+ se réduit a l’application qui à
(

0 Y−
)T ∈ T[xk]Ms

k/G
C associe

Y− ∈ L2(H+, H−) = TH+Grres, qui est un isomorphisme. D’après le théorème
d’inversion locale, ρ est un difféomorphisme.

� Il nous reste à montrer l’identification en tant que variétés kählériennes de
Ms

k/G
C et Gr0res. Il suffit encore une fois de considérer l’espace tangent en xk.

On a :

Txk
§s
k/G

C = Txk
Ms

k/Txk
GC.xk =

{

Y =

(

0
Y−

)

, Y− ∈ L2(H+, H−)

}

et :

gxk
(X,Y ) = < Tr (X∗

−Y−)
Ixk

.X = iX
ωxk

(X,Y ) = = Tr (X∗
−Y−),

qui est bien la structure kählérienne de la Grassmannienne. �

Conclusion :
On a le diagramme commutatif suivant :
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Ms
k

(ω, I, g)

Nk

(ω|Nk
, g|Nk

)

Gr0res Ms
k/G

C Nk/G

-
q

??

�
�

�
�

�
�

�
�

��+

p
holo.

�
∼

holo.

∼
ρ

holo.
(ωred, Ired, gred)(ωGr, IGr, gGr)

Remarque 1.3.30 Chaque composante connexe de Grres est caractérisée par
l’indice de l’opérateur de Fredholm de projection orthogonale sur H+. En rem-
plaçant H+ par Hd, où Hd est tel que la projection de Hd sur H+ soit d’indice
d ∈ Z, il est possible de réaliser chaque composante connexe de Grres comme
quotient kählérien.

1.3.5 La variété stable Ms
k

Dans la section précédente, l’espace Ms
k apparâıt soit comme l’ensemble des

éléments de Mk définissant une base de Schauder de leur image, soit comme
réunion des orbites complexes des éléments de Nk. Le but de cette section est
d’expliciter les trajectoires du champ de vecteurs induit sur Mk par l’application
moment. La projection q définie précédemment par :

q : Ms
k → Nk

y 7→ |k|y ◦ |y|−1,

apparâıtra alors comme l’application associant à un point son point limite.
Considérons tout d’abord l’application moment µ0 = µ−k2 Tr , qui a l’avan-

tage d’être à valeurs dans l’image de l’injection de g dans son dual et donc peut
être considérée comme à valeurs dans g :

µ0 : Mk → g′ → g

y 7→ (a 7→ i
2 Tr (y∗y − k2 Id )a) 7→ i

2 (y∗y − k2 Id ).

Sur g, la forme de Killing donnée par κ(a, b) = Tr ab est définie négative, ce
qui permet de définir un produit scalaire par −κ, ainsi que la fonction :

1
2 |µ0|2 : Mk → R

y 7→ − 1
2κ(µ(y), µ(y)).

Proposition 1.3.31 Le champ de vecteurs défini sur Mk par X := −grad 1
2 |µ0|2

est :
X : Mk → TMk

y 7→ − y
2 (y∗y − k2 Id).

2 Preuve de la proposition 1.3.31 :
Soit V ∈ TyMk. On a :

dy(1
2 |µ0|2)(V ) = 1

2V. Tr 1
4 (y∗y − k2)2 = Tr 1

4 (V.(y∗y − k2)).(y∗y − k2)
= 1

4 Tr (V ∗y + y∗V )(y∗y − k2)
= 1

4 Tr V ∗y(y∗y − k2) + Tr (y∗y − k2)y∗V car (y∗y − k2) ∈ L1(H+),
= g(V, y

2 (y∗y − k2)).
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Ainsi grad1
2 |µ0|(y) = y

2 (y∗y − k2). 2

Pour expliciter le flot du champ de vecteurs X , considérons tout d’abord le
champs de vecteurs induit sur k2 IdH+ + Sym1(H+) par l’application suivante :

f : Mk → k2 IdH+ + Sym1(H+)
y 7→ y∗y

Proposition 1.3.32 Le champ de vecteurs X sur Mk se projette via l’applica-
tion f en un champ de vecteurs défini sur l’espace affine k2 IdH+ + Sym1(H+)
par :

X̃ : k2 IdH+ + Sym1(H+) → Sym1(H+)
p 7→ −p(p− k2Id).

2 Preuve de la proposition 1.3.32 :
La différentielle de l’application f en un point y ∈ Mk est :

dyf : TyMk → Sym1(H+)
V 7→ y∗V + V ∗y.

Ainsi l’image du vecteur X(y) par la différentielle de f est : dyf(X(y)) =
−y∗y(y∗y − k2 Id). On en conclut que si y1 et y2 sont deux éléments de Mk

ayant même image par f , dy1f(X(y1)) = dy2f(X(y2)), ce qui permet de définir

le champ de vecteurs projeté X̃ . 2

Proposition 1.3.33 Soit p0 ∈ k2IdH++Sym1(H+), E0 son noyau, Ek2 l’espace
propre associé à la valeur propre k2, E l’orthogonal dans H+ de E0 ⊕Ek2 et pE

0

la restriction de p0 à E. Le flot p(t) du champs de vecteur X̃ vérifiant p(0) = p0

est donné par :

p(t)|E0⊕Ek2
= p(0)|E0⊕Ek2

p(t)|E = k2(Id − e−k2t(Id − k2(pE
0 )−1))

−1
.

2 Preuve de la proposition 1.3.33 :
Sur E0⊕Ek2 , X̃(p0) est nul, ce qui implique la première partie de la proposition.
Montrons tout d’abord que l’expression de p(t)|E ci-dessus a un sens. Sur E,
notons {λn}n∈N le spectre de pE

0 − k2IdH+ ∈ L1(H+). On a :

∀n ∈ N, λn > 0,

∃N ∈ N, ∀n ∈ N, λn ≤ λN

et lim
n→+∞

λn = 0.

Ainsi le spectre de pE
0 est minoré par k2 et pE

0 est inversible dans B(E) avec :

Spec((pE
0 )−1) = { 1

k2 + λn
}n∈N.

On en déduit que :

Spec(Id − k2(pE
0 )−1) = { λn

k2 + λn
}n∈N,
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et :

Spec(Id − e−2k2t(Id − k2(pE
0 )−1)) = {k

2 + λn(1 − e−k2t)

k2 + λn
}n∈N.

Ce dernier spectre est minoré par k2

k2+λN
> 0, d’où l’inversibilité de l’application

associée. D’autre part :

dp(t)|E
dt = −k2

(

Id − e−k2t
(

Id − k2(pE
0 )−1

)

)−2 (

k2e−k2t(Id − k2(pE
0 )−1)

)

= −(p(t)|E)2
(

e−k2t(Id − k2(pE
0 )−1)

)

et :
e−k2t

(

Id − k2(pE
0 )−1

)

=
(

p(t)|E
)−1 (

p(t)|E − k2Id
)

.

2

La proposition précédente permet de déduire le :

Théorème 1.3.34 La solution du problème de Cauchy :

y(0) = y0
ẏ(t) = X(y(t))

a pour expression :

y(t)|E0⊕Ek2
= y(0)|E0⊕Ek2

y(t)|E = y0

(

Id − e−k2t
(

Id − k2
(

(y∗0y0)|E
)−1
))− 1

2 |k||y0|−1,

où E0 désigne le noyau de l’application y∗0y0, Ek2 l’espace propre relatif à la
valeur propre k2 et E l’orthogonal dans H+ de la somme directe de ces deux
sous-espaces. En particulier, pour y ∈ Ms :

lim
t→+∞

y(t) = |k|y0 ◦ |y0|−1 = q(y0).

Tout d’abord montrons le lemme suivant :

Lemme 1.3.35 La solution du problème de Cauchy :

y(0) = y0
ẏ(t) = X(y(t))

a pour expression :

y(t) = y0 exp−1

2

∫ t

0

(

y(s)∗y(s) − k2 Id
)

ds,

où exp désigne l’application exponentielle de gC dans GC.

M Preuve du lemme 1.3.35 :
Rappelons que l’application exponentielle de gC dans GC est définie comme
l’application qui à un vecteur a ∈ gC associe l’élément exp(a) = γa(1) ∈ GC où
γa(t) est solution de l’équation différentielle :

γa(0) = e = IdH+

γ̇a(t) = a(γa(t)).
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Pour les sous-groupes de Lie de GL(H+) elle cöıncide avec l’application donnée
par la série

∑

n∈N
an

n ! , celle-ci étant normalement convergente dans B(H+). Si
Lexp(a) désigne la translation à gauche par exp(a), on a :

da exp(b) = deLexp(a)

((

1 − e−ad(a)

ad(a)

)

(b)

)

.

En particulier si a et b commutent, on a :

da exp(b) = deLexp(a)(b).

Dérivons maintenant l’expression y(t) = y0 exp− 1
2

∫ t

0 (y(s)∗y(s) − k2 Id)ds. Le

point p(s) = y(s)∗y(s) suit le flot du champ de vecteurs X̃, en particulier c’est

une expression analytique en y∗0y0 et s. Il en résulte que
∫ t

0
(y(s)∗y(s)−k2 Id)ds

et y(t)∗y(t) commutent. On en déduit que :

dy(t)
dt = y0deLexp− 1

2

R t
0
(y(s)∗y(s)−k2 Id)ds

(

− 1
2

(

y(t)∗y(t) − k2 Id
))

= − 1
2y0 exp− 1

2

(

∫ t

0

(

y(s)∗y(s) − k2 Id
)

ds
)

(

y(t)∗y(t) − k2 Id
)

= − 1
2y(t)

(

y(t)∗y(t) − k2 Id
)

.

M

� Preuve du théorème 1.3.34 :
D’après la proposition 1.3.33, on a :

y(s)∗y(s)|E = k2
(

Id − e−k2s
(

Id − k2
(

(y∗0y0)|E
)−1
))−1

.

On en déduit que :

∫ t

0

(

y(s)∗y(s)|E − k2Id
)

ds

=
∫ t

0
k2e−k2s

(

Id − k2
(

(y∗0y0)|E
)−1
)(

Id − e−k2s
(

Id − k2
(

(y∗0y0)|E
)−1
))−1

ds

=
[

ln
(

Id − e−k2s
(

Id − k2
(

(y∗0y0)|E
)−1
))]t

0

= ln
(

Id − e−k2t
(

Id − k2
(

(y∗0y0)|E
)−1
))(

k2
(

(y∗0y0)|E
)−1
)−1

.

Ainsi :

y(t)|E = y(0)|E exp− 1
2 ln

(

Id − e−k2t
(

Id − k2
(

(y∗0y0)|E
)−1
))(

k2
(

(y∗0y0)|E
)−1
)−1

= y(0)|E
(

Id − e−k2t
(

Id − k2
(

(y∗0y0)|E
)−1
))− 1

2 |k||y|−1.

�
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1.3.6 Potentiel kählérien de la grassmanienne restreinte

Dans ce paragraphe, nous explicitons le potentiel kählérien obtenu en appli-
quant le procédé décrit dans la section 1.2.3. La variété kählérienne de départ
Mk possède un potentiel globalement défini, i.e une fonction K définie sur Mk

telle que ω = ddcK, à savoir :

K : Mk → R

x 7→ 1
4 Tr (x∗x− k2Id).

Le fibré holomorphe trivial L = Mk × C muni du produit scalaire hermitien :

hx : C × C → R

(z1, z2) 7→ z̄1z2e
− 1

2 Tr (x∗x−k2Id),

et de la connexion de Chern ∇ associée, vérifie R∇ = iω. Pour expliciter la
connexion de Chern, rappelons que :

∇Xσ = ∂X log h(σ, σ)σ.

Ainsi si σ s’écrit : σ = (x, zx),

∇Xσ = ∂X(− 1
2 Tr (x∗x− k2Id) + log|zx|2)σ

= (1
2 (dX − idIX)(− 1

2 Tr (x∗x− k2Id) + log |zx|2)σ
= (− 1

2 Tr x∗X + ∂X log z∗xzx)σ

L’algèbre de Lie g agit sur Γ(L) par :

∀σ ∈ Γ(L), ∀a ∈ g,

a.σ = −∇Xaσ − iµaσ − k2

2
Tr a.σ.

Cette action correspond à l’action de l’algèbre de Lie sur l’espace total du fibré
donnée par l’application qui à un élément a ∈ g associe le champ de vecteurs
X̂a sur L dont la valeur en un point ξ ∈ L au dessus de x ∈ Mk est :

X̂a(ξ) = X̃a(ξ) + iµa(x).T (ξ) +
k2

2
Tr a.T (ξ),

où X̃a(ξ) est le relèvement horizontal en ξ de Xa pour la connexion triviale et
T est le champ de vecteur vertical donné par T (ξ) = ξ.

Cette action s’intègre en une action du groupe G lorsque l’application a 7→
k2

2 Tr a est la dérivée d’un caractère de G. Ceci n’est le cas que pour les valeurs

entières de k2

2 et le caractère correspondant est :

χ k2

2

: G → S1

g 7→ (det(g))
k2

2 ,

qui s’étend en un homomorphisme de groupe de GC dans C∗, noté également
χ k2

2

. L’action correspondante de G et GC sur L est donnée par :

g.(x, z) = (x ◦ g−1, (det(g))−
k2

2 .z),
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ce qui permet de définir une action sur Γ(L) par :

(g.σ)(x) := g(σ(g−1.x)),

où σ ∈ Γ(L), et g ∈ G. Ainsi on a la définition suivante :

Définition 1.3.36 Pour k2

2 ∈ N∗, soit L̂k le fibré en droite de baseGr0res obtenu
en restreignant le fibré trivial L à la sous-variété réelle Nk et en quotientant par
l’action de G. La fibre de L̂k au-dessus d’un élément P ∈ Gr0res est :

L̂k(P ) = {(x, z) ∈ L|Nk
t.q. Im x = P}/ ∼

où (x, z) ∼ (x ◦ g−1, (det(g))−
k2

2 .z).

Le potentiel K étant G-invariant il en est de même du produit scalaire her-
mitien h, qui passe donc au quotient :

Définition 1.3.37 On définit un produit scalaire hermitien ĥ sur L̂k par :

ĥ(σ̂1, σ̂2) = h(σ1, σ2),

où σi, i = 1, 2 est la section G-invariante de L|Nk
relevant σ̂i.

Rappelons que l’on a une submersion holomorphe :

p : Ms
k −→ Gr0res

x 7−→ Imx,

et une projection :

q : Ms
k −→ Nk

x 7−→ |k|x ◦ |x|−1 = gx.x.

où gx := |x|
|k| ∈ exp ig.

Remarque 1.3.38 D’après la proposition 1.2.25, la 2-forme p∗ωred est la cour-
bure de la connexion de Chern du fibré (L|Ms

k
, h̄), où h̄ est défini, pour tout

x ∈ Ms
k et tout ξ ∈ Lx, par :

h̄(ξ, ξ) = h(gx.ξ, gx.ξ).

Proposition 1.3.39 Si k2

2 ∈ N∗, la 2-forme p∗ωGr sur le GC-fibré principal
Ms

k possède un potentiel globalement défini :

K̂(x) =
k2

4
log det

(

x∗x
k2

)

.

2 Preuve de la proposition 1.3.39 :
On a :

K̂(x) = 1
2 log |(det gx)

k2

2 |2 = 1
4 log |(det g2

x)|k2

= 1
4 log |(det 1

k2 (x∗x))|k = k2

4 log det
(

1
k2 x

∗x
)

.
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Remarque 1.3.40 L’élément 1
kx définit une base admissible de l’élément Imx

de Gr0res, de sorte que si iP désigne l’injection de Plücker et πs, s ∈ S, les
coordonnées de Plücker, on a :

det

(

x∗x
k2

)

=
∑

s∈S
|πs(Im x)|2.

On retrouve ainsi le fait que le potentiel kählérien de la grassmannienne res-
treinte défini sur la variété stable Ms

k est induit par le potentiel kählérien Kk2,1

de l’espace projectif P(l2(S)) défini sur l2(S) − {0} via l’injection de Plücker :

K̂(x) = Kk2,1 ((πs(x))s∈S ) .
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1.4 Structure hyperkählérienne du cotangent de
la grassmanienne restreinte et de la com-
plexification de la Grassmannienne restreinte

1.4.1 Introduction

Le but de ce paragraphe est d’identifier l’espace (co-)tangent de la grass-
mannienne restreinte d’une part, et l’orbite complexe OC de la projection or-
thogonale sur H+ sous l’action par conjugaison du groupe de Lie complexe
Gl2(H) := Gl(H)∩{Id+L2(H,H)} d’autre part, avec le quotient hyperkählérien
d’un espace de Banach plat non hilbertien, et d’exprimer les potentiel kählériens
relatifs aux structures complexes naturelles du cotangent et de l’orbite complexe.

Plus précisément, pour k ∈ R∗, soient :

Mk = { x ∈ B(H+, H) | pr+ ◦ x− k.IdH+ ∈ L1(H+)
pr− ◦ x ∈ L2(H+, H−) },

où L1(H+) désigne l’ensemble des opérateurs à trace de H+, B(H+, H) l’en-
semble des opérateurs bornés de H+ dans H , et T [Mk l’image de l’espace
tangent TMk dans l’espace cotangent continu T ′Mk donnée par la trace. Nous
montrons que le quotient hyperkählérien de l’espace plat T [Mk par l’action
hamiltonienne du groupe G :

G = U(H+) ∩ { IdH+ + L1(H+) },

d’algèbre de Lie :

g = u(H+) ∩ L1(H+).

possède une structure fortement hyperkählérienne (théorème 1.4.12) et peut
être identifié soit à l’espace (co-)tangent de Gr0res (théorème 1.4.16), soit à
l’orbite complexe OC (théorème 1.4.26). Les potentiels kählériens associés aux
structures complexes naturelles de T ∗Grres et OC sont calculés grâce à la théorie
de préquantification de Kostant-Souriau respectivement en 1.4.7 et 1.4.9.

Cette section est organisée comme suit. Dans 1.4.2, nous explicitons la struc-
ture faiblement hyperkählérienne de T [Mk. Dans 1.4.3, nous donnons l’expres-
sion des trois applications moments associées aux trois structures complexes et
à l’action du groupe G. Dans 1.4.4, nous montrons que la surface de niveau Wk

est une variété riemannienne de dimension infinie. Dans 1.4.5, nous effectuons
la réduction hyperkählérienne de T [Mk par G. Dans 1.4.6, nous explicitons la
surface stable Ws1

k associée à la première structure complexe, ainsi que la projec-
tion de la variété stable Ws1

k sur la surface de niveau Wk. Puis nous identifions
le quotient Ws1

k /GC à l’espace (co-)tangent de la grassmannienne restreinte.
Dans 1.4.7, nous calculons le potentiel kählérien associé à la structure complexe
naturelle de T ∗Grres et l’exprimons en fonction de la courbure de Grres. Dans
1.4.8, nous définissons la variété stable Ws3

k associée à la troisième structure
complexe et nous identifions le quotient Ws3

k /GC à OC. Dans 1.4.9, nous cal-
culons le potentiel kählérien associé à la structure complexe naturelle de OC et
nous l’exprimons en fonction de la courbure de la grassmannienne restreinte,
puis en fonction des angles caractéristiques formés par deux sous-espaces de la
grassmanienne restreinte d’intersection nulle.
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1.4.2 La structure hyperkählérienne de TMk

Mk est un espace affine modellé sur l’espace de Banach L1(H+)×L2(H+, H−).
Le fibré tangent TMk est identifié à :

TMk = {(x,X) | x ∈ Mk, X ∈ B(H+, H)| pr+ ◦X ∈ L1(H+),
pr− ◦X ∈ L2(H+, H−)}

En notant B(H+) l’ensemble des opérateurs bornés de H+ dans H+, l’espace
cotangent (continu) T ′Mk est :

T ′Mk = {(x, ξ), x ∈ Mk, ξ ∈ B(H,H+)| ξ|H+
∈ B(H+),

ξ|H−
∈ L2(H−, H+)},

le produit de dualité étant donné par la trace :

TxMk × TxMk
′ → C

(X, ξ) 7→ Tr ξ ◦X.

L’espace de Banach L1(H+) s’injectant dans son dual B(H+), on a une injection
C∞ notée ι de l’espace tangent TxMk en un point x ∈ Mk dans l’espace
cotangent T ′

xMk associant au vecteur tangent X la forme linéaire continue :

η := ι(X) : TxMk → C

Z 7→ Tr X∗Z

Ainsi T [Mk est défini par :

T [Mk = ι(TMk) = {(x, ξ), x ∈ Mk, ξ ∈ B(H,H+)| ξ|H+
∈ L1(H+),

ξ|H−
∈ L2(H−, H+)}.

Comme tout espace cotangent complexe, la variété T ′Mk possède une structure
(faiblement) symplectique complexe canonique Ω, appelée 2-forme de Liouville.
En un point (x, ξ) ∈ T ′Mk, l’espace tangent à T ′Mk est donné par :

T(x,ξ)(T
′Mk) = {(Z, η), Z ∈ B(H+, H), pr+ ◦ Z ∈ L1(H+),

pr− ◦ Z ∈ L2(H+, H−)
η ∈ B(H,H+), η|H+

∈ B(H+)
η|H−

∈ L2(H−, H+)}

et la forme symplectique de Liouville est explicitée par :

Ω(x,ξ)((Z1, η1) ; (Z2, η2)) = Tr η1Z2 − Tr η2Z1.

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 1.4.1 Le 2-forme Ω se restreint en une structure faiblement sym-
plectique complexe sur T [Mk. Autrement dit, le pull-back par ι de la forme
symplectique Ω est une structure faiblement symplectique complexe sur la variété
complexe (TMk, I1) avec pour tout (Z, T ) appartenant à T(x,X)(TMk),

I1(Z, T ) = (iZ,−iT ).
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2 Preuve de la proposition 1.4.1 :
I1 définit bien une structure complexe intégrable sur TMk, l’injection ι réalisant
(TMk, I1) comme sous-variété complexe de T ′Mk muni de sa structure com-
plexe naturelle. Ω étant fermée, il en est de même de ι∗Ω. De plus, puisque
l’application qui, à tout élément Z+ ∈ L1(H+), associe l’élément de L1(H+)′

défini par A 7→ Tr Z∗
+A, est injective, pour tout (x,X) ∈ TMk, l’application :

ρ : T(x,X)(TMk) −→ T ′
(x,X)(TMk)

(Z1, T1) 7−→ i(Z1,T1)Ω : (Z2, T2) 7→ Tr T ∗
1Z2 − Tr T ∗

2Z1

est également injective (mais non surjective). 2

Par abus de notation, on notera ι∗Ω encore Ω. On a alors :

Ω((Z1, T1) ; (Z2, T2)) = Tr (T ∗
1Z2) − Tr (T ∗

2Z1),

pour tous (Z1, T1) et (Z2, T2) de T(x,X)TMk. En séparant parties réelle et ima-
ginaire de Ω, on obtient deux structures symplectiques réelles ω2 := <Ω et
ω3 := =Ω.

Proposition 1.4.2 La variété TMk est munie d’une métrique faiblement rie-
manienne g donnée par :

g(x,X)((Z1, T1) ; (Z2, T2)) = < Tr Z∗
2Z1 + < Tr T ∗

2 T1

qui, combinée à la structure complexe I1, définit une forme faiblement symplec-
tique réelle ω1 invariante par l’action des translations :

ω1((Z1, T1) ; (Z2, T2)) = g(x,X)((I1(Z1, T1) ; (Z2, T2))

= −= Tr Z∗
1Z2 + = Tr T ∗

1 T2

2 Preuve de la proposition 1.4.2 :
Ceci découle de la densité de L1(H+) dans L2(H+). 2

Remarque 1.4.3 Les structures complexes I2 et I3 associées à ω2 et ω3, c’est-
à-dire vérifiant wi(., .) = g(Ii., .) sont données, pour tout (Z, T ) ∈ T(x,X)(TMk),
par :

I2(Z, T ) = (T,−Z)

et

I3(Z, T ) = (iT, iZ).

Remarque 1.4.4 TMk munie de (g, I1, I2, I3, ω1, ω2, ω3) est une variété (fai-
blement) hyperkählérienne plate.

Notations 1.4.5 On notera également (g, I1, I2, I3, ω1, ω2, ω3) la structure kählérienne
induite sur T [Mk par ι.
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1.4.3 Les trois applications moments

Soit le groupe de Lie banachique

G = U(H+) ∩ { IdH+ + L1(H+) },

d’algèbre de Lie :

g = {a ∈ B(H+) t.q. a + a∗ = 0} ∩ L1(H+).

G agit sur T ′Mk par :

g.((x, η)) = (x ◦ g−1, g.η : Y 7→ η(Y ◦ g)),

où g ∈ G et (x, η) ∈ T ′Mk. Cette action se prolonge en une action holomorphe
du groupe de Lie complexe :

GC = Gl(H+) ∩ { IdH+ + L1(H+), }

d’algèbre de Lie :

gC = L1(H+),

qui est hamiltonienne pour Ω et dont l’application moment est donnée par la
1-forme de Liouville :

Proposition 1.4.6 L’action de GC sur T ′Mk est hamiltonienne relativement
à la structure symplectique holomorphe Ω, d’application moment :

µC : T ′Mk −→ (gC)′

(x, η) 7−→ (b 7→ η(xb)).

2 Preuve de la proposition 1.4.6 :
L’application : (dµC)(x,η) : T(x,η)(T

′Mk) → (gC)′ associe au vecteur (Z, ξ)
l’application C-linéaire continue :

(dµC)(x,η)((Z, ξ)) : c 7→ ξ(x ◦ c) + η(Zc)
= −ξ(xc) + ηc(Z)
= +i(xc,ηc)Ω((Z, ξ)),

où (xc, ηc) est le champ de vecteurs engendré par l’action infinitésimale de
l’algèbre de Lie. 2

Proposition 1.4.7 L’action de GC sur T ′Mk se restreint en une action ha-
miltonienne de GC sur T [Mk. Via l’application ι, GC agit sur TMk par :

g.((x,X)) = (x ◦ g−1, X ◦ g∗).

où g ∈ GC et (x,X) ∈ T ′Mk. En identifiant (gC)′ à B(H+) via la trace, l’ap-
plication moment µC sur TMk est donnée par :

µC : TMk −→ L1(H+)
(x,X) 7−→ X∗x.
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2 Preuve de la proposition 1.4.7 :
Il suffit de montrer que GC préserve T [Mk, ce qui provient du fait que L1(H+)
est un idéal. 2

Proposition 1.4.8 L’action de G sur TMk est hamiltonienne relativement à
la structure symplectique ω1, d’application moment réelle :

µ1 : TMk −→ g′

(x,X) 7−→ (a 7→ i
2 ( Tr x∗xa − Tr X∗Xa))

2 Preuve de la proposition 1.4.8 :
Pour tout (x,X) ∈ TMk, et pour tout a ∈ g,

(dµ1)
a
(x,X)((Z, T )) = i

2 Tr Z∗xa + i
2 Tr x∗Za − i

2 Tr T ∗Xa − i
2 Tr X∗T a

= − i
2 ( Tr Z∗(−xa) − Tr (−xa)∗Z − Tr T ∗Xa∗

+ Tr (Xa∗)∗T )
= = Tr Z∗(−xa) −= Tr T ∗Xa∗

= i(−x◦a,X◦a∗)ω1((Z, T ))

2

Notations 1.4.9 On notera :

µ1 : TMk → g′

(x,X) 7→ (a 7→ i
2 Tr (x∗x−X∗X)a)

µ2 = <(µC) : TMk → g′

(x,X) 7→ (a 7→ 1
2 Tr (X∗x− x∗X)a)

µ3 = =(µC) : TMk → g′

(x,X) 7→ (a 7→ − i
2 Tr (x∗X +X∗x)a)

les applications moment associées aux structures complexes I1, I2 et I3,

µ : TMk → g′ ⊗ R3

(x,X) 7→ (µ1(x,X), µ2(x,X), µ3(x,X))

l’application moment relative à la structure tri-symplectique (ω1, ω2, ω3),
et Wk la surface de niveau µ−1( i

2k
2 Tr , 0, 0).

1.4.4 La surface de niveau Wk

Proposition 1.4.10 La surface de niveau Wk = µ−1( i
2k

2 Tr , 0, 0) est :

Wk = {(x,X) ∈ TMk t.q. X∗x = 0 et x∗x−X∗X = k2Id}.

2 Preuve de la proposition 1.4.10 :
La trace étant une application C-linéaire, la condition :

i

2
Tr (x∗x−X∗X)a =

i

2
k2 Tr a

pour tout a ∈ g implique :

i

2
Tr (x∗x−X∗X)c =

i

2
k2 Tr c
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pour tout c ∈ gC = L1(H+), et donc :

µ−1
1 (

i

2
k2 Tr ) := {(x,X) ∈ TMk t.q. x∗x−X∗X = k2Id}.

Ainsi :

Wk = {(x,X) ∈ TMk t.q. X∗x = 0 et x∗x−X∗X = k2Id}.

2

Théorème 1.4.11 Wk est une sous-variété riemanienne de TMk.

� Preuve du théorème 1.4.11 :
� Wk est l’image réciproque de (0, k2 Id ) par l’application :

F : TMk −→ L1(H+) × Sym1(H+)
(x,X) 7−→ (X∗x, x∗x−X∗X),

(où Sym1(H+) désigne les opérateurs hermitiens à trace deH+), dont la différentielle
est donnée par :

d(x,X)F : T(x,X)TMk −→ L1(H+) × Sym1(H+)
(Z, T ) 7−→ (X∗Z + T ∗x, x∗Z + Z∗x−X∗T − T ∗X).

Montrons qu’en tout point (x,X) de F−1((0, k2 Id )), la différentielle d(x,X)F
est surjective. On décompose H+ en :

H+ = Ker X ⊕ Ker X⊥.

Puis, rappelant que x est un opérateur de Fredholm donc à image fermée alors
que X est un opérateur compact, et que l’égalité X∗x = 0 implique que Imx ⊥
ImX donc que Imx ⊥ ImX par continuité de la projection orthogonale de H
sur Imx, on introduit la décomposition de H en :

H = Im X ⊕ Im X⊥ ∩ Im x⊥ ⊕ Im x| Ker X ⊕ Im x| Ker X⊥ .

Relativement à ces décompositions deH+ etH en somme directe de sous-espaces
vectoriels fermés, x, X , Z et T s’écrivent :

x =









0 0
0 0
x31 0
0 x42









X =









0 X12

0 0
0 0
0 0









Z =









Z11 Z12

Z21 Z22

Z31 Z32

Z41 Z42









T =









T11 T12

T21 T22

T31 T32

T41 T42









,

où x31 et x42 sont bijectifs et continus donc des isomorphismes et X12 est injectif
mais non surjectif. Ainsi relativement à la décomposition de H+ en Ker X ⊕
Ker X⊥, X∗Z + T ∗x a pour expression :

X∗Z + T ∗x =

(

T ∗
31x31 T ∗

41x42

X∗
12Z11 + T ∗

32x31 X∗
12Z12 + T ∗

42x42

)

,

et x∗Z + Z∗x−X∗T − T ∗X a pour expression :
(

x∗31Z31 + Z∗
31x31 x∗31Z32 + Z∗

41x42 − T ∗
11X12

x∗42Z41 + Z∗
32x31 −X∗

12T11 x∗42Z42 + Z∗
42x42 − T ∗

12X12 −X∗
12T12

)

.
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Soit (U, V ) ∈ L1(H+) × Sym1(H+) dont les décompositions relativement à la
somme directe H+ = Ker X ⊕ Ker X⊥ sont :

U =

(

U11 U12

U21 U22

)

V =

(

V11 V12

V21 V22

)

.

Un antécédent de (U, V ) est fourni par le couple (Z, T ) suivant :

Z =









0 0
0 0

1
2x

−1∗
31 V11

1
2x

−1∗
31 V12

1
2x

−1∗
42 V21

1
2x

−1∗
42 V22









T =









0 0
0 0

x−1∗
31 U∗

11 x−1∗
31 U∗

21

x−1∗
42 U∗

12 x−1∗
42 U∗

22









.

� En un point (x,X) ∈ Wk, le noyau de la différentielle d(x,X)F est donné
par :

T(x,X)Wk = {(Z, T ) ∈ T(x,X)TMk|X∗Z+T ∗x = 0, x∗Z+Z∗x = X∗T +T ∗X}.

Montrons que T(x,X)Wk possède un supplémentaire topologique dans T(x,X)TMk.
Considérons l’espace L2(H+, H) × L2(H+, H) muni de la structure complexe
I1(Z, T ) = (iZ,−iT ) et de la métrique fortement riemannienne donnée par la
partie réelle du produit scalaire hermitien. Notons E l’adhérence de T(x,X)Wk

dans L2(H+, H) × L2(H+, H) et E⊥g,2 son orthogonal. On a :

L2(H+, H) × L2(H+, H) = E ⊕ E⊥g,2 .

Nous allons montrer que la projection sur E, notée pE , quand restreinte à
T(x,X)TMk, est à valeurs dans T(x,X)Wk et est continue pour la topologie de
T(x,X)TMk. Un couple (Z, T ) ∈ L2(H+, H) × L2(H+, H) appartient à E ssi Z
et T sont de la forme :

Z =









Z11 Z12

Z21 Z22

x−1∗
31 a1 Z32

x−1∗
42 (X∗

12T11 − Z∗
32x31) x−1∗

42 (1
2 (X∗

12T12 + T ∗
12X12) + a2)









T =









T11 T12

T21 T22

0 −x−1∗
31 Z∗

11X12

0 −x−1∗
42 Z∗

12X12









,

où a1 appartient à l’ensemble A2( Ker X) des opérateurs de Hilbert-Schmidt
anti-hermitiens de Ker X , et a2 à l’ensemble A2(( Ker X)⊥) des opérateurs de
Hilbert-Schmidt anti-hermitiens de ( Ker X)⊥. Un couple (Z, T ) ∈ L2(H+, H)×
L2(H+, H) appartient à E⊥g,2 ssi Z et T sont de la forme :

Z =









X12T
∗
32x

−1∗
31 X12T

∗
42x

−1∗
42

0 0
x31s1 x31Z

∗
41x

−1∗
42

Z41 x42s2









T =









−X12x
−1
42 Z41 −X12s2

0 0
T31 T32

T41 T42









,

où s1 appartient à l’ensemble Sym2( Ker X) des opérateurs de Hilbert-Schmidt
hermitiens de Ker X , et s2 appartient à l’ensemble Sym2(( Ker X)⊥) des opéra-
teurs de Hilbert-Schmidt hermitiens de ( Ker X)⊥. La projection orthogonale
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de L2(H+, H) × L2(H+, H) sur E est donnée par l’application qui à un couple
(Z, T ) ∈ L2(H+, H) × L2(H+, H) associe le couple (pE(Z), pE(T )) où pE(Z)
(resp. pE(T )) a une décomposition par blocs notée (pE(Zij))1≤i≤4,1≤j≤2 (resp.
(pE(Tij))1≤i≤4,1≤j≤2 ) vérifiant :

pE(Z) =









pE(Z11) pE(Z12)
Z21 Z22

1
2 (Z31 − x−1∗

31 Z∗
31x31) pE(Z32)

pE(Z41)
1
2x

−1∗
42 (1

2 (X∗
12pE(T12) + pE(T12)

∗X12) + a1)









pE(T ) =









pE(T11) pE(T12)
T21 T22

0 −x−1∗
31 (pE(Z11))

∗X12

0 −x−1∗
42 (pE(Z12))

∗X12









.

avec :

pE(Z41) = 1
2 (Z41 + x−1∗

42 Z∗
32x31 − x−1∗

42 X∗
12T12)

pE(Z32) = Z32 − x31pE(Z41)
∗x−1∗

42

pE(T11) = T11 +X12x
−1
42 pE(Z41)

a1 = 1
2 (x∗42Z42 − Z∗

42x42) + 1
2 (X∗

12(T12 − pE(T12)) − (T12 − pE(T12))
∗X12).

Montrons que pH+ ◦ pE(Z) et pH+ ◦ pE(T ) sont des opérateurs à trace lorsque
pH+(Z) et pH+(T ) le sont. Soit :

pH+ =

(

p11 p12 p13 p14

p21 p22 p23 p24

)

l’expression de la projection orthogonale sur H+ dans une base adaptée à la
décomposition :

H = Im X ⊕ Im X⊥ ∩ Im x⊥ ⊕ Im x| Ker X ⊕ Im x| Ker X⊥ ,

et :
H+ = Ker X ⊕ ( Ker X)⊥.

Pour (x,X) ∈ Wk, les opérateurs p11, p12, p14, p21, p22, p23 sont à trace, et p13 −
x−1

31 , ainsi que p24 − x−1
42 également. La condition pH+(Z) ∈ L1(H+) implique

que Z31, Z32, Z41 et Z42 sont à trace. On en déduit que pE(Z32) et pE(Z41)
sont à trace, ainsi que a1. Par conséquent, pH+ ◦ pE(Z) est à trace. De plus,
puisque p11, p12, p21 et p22 sont à trace, la condition pH+(T ) ∈ L1(H+) implique
directement que pH+ ◦pE(T ) est à trace. Ainsi on a la somme directe algébrique :

T(x,X)TMk = T(x,X)Wk ⊕ E⊥g,2 ∩ T(x,X)TMk.

La projection sur T(x,X)Wk étant la composée de l’injection continue de T(x,X)TMk

dans L2(H+, H) × L2(H+, H) et de la projection continue de L2(H+, H) ×
L2(H+, H) sur E, elle est continue et la somme est une somme directe topolo-
gique. �
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1.4.5 La réduction hyperkählérienne

Théorème 1.4.12 La réduction hyperkählérienne de TMk via l’application
moment µ munit Wk/G d’une structure de variété hyperkählérienne.

� Preuve du théorème 1.4.12 :
� Le groupe G agit librement sur la surface de niveau Wk. Notons G le graphe

de la relation d’équivalence définie par G. Pour tout élément (x,X) ∈ Wk, x
est un opérateur de Fredholm injectif de H+ dans H , donc réalise un isomor-
phisme entre H+ et son image (fermée). On notera x−1 l’opérateur réciproque,
étendu par 0 sur Imx⊥, de sorte que x−1 désigne un opérateur de H dans
H . L’application qui á un couple ((x,X), (y, Y ) d’élḿents du graphe G associe
l’unique élément de G tel que g.(x,X) = (y, Y ), est donnée par g = x−1y. Elle
est continue pour la topologie induite sur G par celle de Wk × Wk et pour la
topologie de G induite par la norme L1 sur IdH+ + L1(H+). Montrons que le
graphe G est fermé dans Wk ×Wk. Soit {(xn, Xn), (xn ◦ g−1

n , Xn ◦ g−1
n )}n∈N une

suite d’éléments de G convergeant vers ((x,X), (y, Y )) ∈ Wk × Wk. La suite
{g−1

n = x−1
n ◦ (xn ◦ g−1

n }n∈N est une suite déléments de G convergeant vers x−1y
dans Id H+ +L1(H+) (donc dans B(H+)). Puisque l’ensemble des éléments uni-
taires est fermé dans B(H+), G est fermé dans Id H+ + L1(H+) et x−1y ∈ G.
D’après la proposition 1.2.4, l’espace quotient Wk/G est séparé. En particulier,
les orbites sous G sont fermées. On en déduit que l’espace tangent à l’orbite sous
G en un point (x,X) ∈ Wk est un sous-espace vectoriel fermé de T(x,X)Wk.

� La structure de variété riemannienne du quotient provient de l’existence
d’une tranche G-équivariante, c’est-à-dire d’un sous-fibré H ⊂ TWk en sous-
espaces vectoriels fermés tel que :

∀(x,X) ∈ Wk,

H(x,X) ⊕ T(x,X)G.(x,X) = T(x,X)Wk,

et :

Hg.(x,X) = g.H(x,X).

Un bon candidat pour H(x,X) est l’orthogonal dans T(x,X)Wk pour la métrique
G-invariante g de T(x,X)G.(x,X). Montrons que l’on a la décomposition en
somme directe topologique :

T(x,X)G.(x,X) ⊕ (T(x,X)G.(x,X))⊥ = T(x,X)Wk.

Pour montrer ce résultat, on utilise la décomposition orthogonale des adhérences
L2 des espaces considérés pour la métrique fortement riemannienne de L2(H+, H)×
L2(H+, H), et on montre que la projection orthogonale de l’adhérence E de
T(x,X)Wk sur l’adhérence de T(x,X)G.(x,X), quand restreinte à T(x,X)Wk, est à
valeurs dans T(x,X)G.(x,X).

L’orthogonal de l’adhérence de T(x,X)G.(x,X) dans E est donné par l’en-
semble des couples (Z, T ) ∈ L2(H+, H) × L2(H+, H) de la forme :

Z =









Z11 Z12

Z21 Z22

0 x−1∗
31 T ∗

11X12

0 x−1∗
42 T ∗

12X12









T =









T11 T12

T21 T22

0 −x−1∗
31 Z∗

11X12

0 −x∗−1
42 Z∗

12X12









.
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La projection orthogonale deE sur T(x,X)G.(x,X) est l’application qui au couple
(Z, T ) ∈ E d’expression :

Z =









Z11 Z12

Z21 Z22

x−1∗
31 a1 Z32

x−1∗
42 (X∗

12T11 − Z∗
32x31) x−1∗

42 (1
2 (X∗

12T12 + T ∗
12X12) + a2)









T =









T11 T12

T21 T22

0 −x−1∗
31 Z∗

11X12

0 −x−1∗
42 Z∗

12X12









associe le couple (pG(Z), pG(T )) donné par :

pG(Z) =









0 0
0 0

x∗−1
31 a1 −x31(T

∗
11X12 − x∗31Z32)x

−1
42 x

−1∗
42

x−1∗
42 (X∗

12T11 − Z∗
32x31) −x42a









pG(T ) =









X12x
−1
42 x

−1∗
42 (X∗

12T11 − Z∗
32x31) −X12a

0 0
0 0
0 0









,

où a vérifie :

a2 +
1

2
(X∗

12T12 − T ∗
12X12) = k2a − (x∗42x42a + ax∗42x42).

L’existence et l’unicité d’une solution à cette dernière équation provient du fait
que, pour (x,X) ∈ Wk, l’opérateur :

Ex42 : L2(( Ker X)⊥) −→ L2(( Ker X)⊥)
a 7→ k2a − (x∗42x42a + ax∗42x42)

est bijectif et continu, donc un isomorphisme. En effet, pour l’injectivité, rappe-
lons que x∗42x42 est un opérateur hermitien défini positif sur ( Ker X)⊥ (que l’on
munit d’une base {fi, i ∈ I}), et soit g ∈ U(( Ker X)⊥) tel que x∗42x42 = gDg∗,
où D est diagonale : g(Dfi, fj) = Diδij . La condition d’appartenance à Wk

implique que :

x∗42x42 = k2 Id +X∗
12X12,

et donc que Di > k2. Ainsi l’équation :

k2a = x∗42x42a + ax∗42x42

est équivalente à :

k2g∗ag = g∗agD +Dg∗ag,

et implique en particulier :

k2g(g∗ag.fj, fi) = (Dj +Di)g(g∗ag.fj, fi),
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c’est-à-dire : g(g∗ag.fj, fi) = 0 car (Dj +Di) − k2 > k2. Ainsi Ker Ex42 = 0.
Pour la surjectivité, étant donné u ∈ L2(( Ker X)⊥), on définit un opérateur
ã ∈ L2(( Ker X)⊥) par :

g(ãfj , fi) = 1/(k2 − (Di +Dj))g(g∗ug.fj, fi),

et gãg∗ est un antécédent de u pour Ex42 . Notons de plus que, si u ∈ L1(( Ker X)⊥),
gãg∗ ∈ L1(( Ker X)⊥). La continuité de Ex42 étant claire, on en déduit que Ex42

réalise un isomorphisme de L2(( Ker X)⊥) et se restreint en un isomorphisme
de L1(( Ker X)⊥).

Il reste à vérifier que la projection pG envoie un élément de T(x,X)Wk dans
T(x,X)G.(x,X). Soit :

pH+ =

(

p11 p12 p13 p14

p21 p22 p23 p24

)

l’expression de la projection orthogonale sur H+ dans une base adaptée à la
décomposition :

H = Im X ⊕ Im X⊥ ∩ Im x⊥ ⊕ Im x| Ker X ⊕ Im x| Ker X⊥ ,

et :
H+ = Ker X ⊕ ( Ker X)⊥.

Pour (x,X) ∈ Wk, les op”erateurs p11, p12, p14, p21, p22, p23 sont à trace et p13 −
x−1

31 ainsi que p24 −x−1
42 également. La condition pH+(Z) ∈ L1(H+) implique en

particulier que a1, Z32 et a2 sont à trace. On en déduit que a est à trace, ainsi
que pH+ ◦ pG(Z) et pH+ ◦ pG(T ). Ainsi on a bien :

T(x,X)G.(x,X) ⊕ (T(x,X)G.(x,X))⊥g = T(x,X)Wk.

On notera H(x,X) l’orthogonal de T(x,X)G.(x,X) dans T(x,X)Wk et, par abus de
notation, g la structure riemanienne induite sur le quotient.

� On en déduit que pour chaque structure symplectique ωi, i = 1, 2, 3, on a :

(T(x,X)Wk)⊥ω1 ∩ T(x,X)Wk = T(x,X)G.(x,X).

La G-invariance des structures permet de définir trois formes symplectiques sur
le quotient que, par abus de notations, on notera également ωi.

� D’après la démonstration du théorème 1.4.11, on a :

T(x,X)Wk ⊕ (T(x,X)Wk)⊥g2 = L2(H+, H) × L2(H+, H),

comme somme directe orthogonale pour la métrique fortement riemannienne
g2 donnée par la partie réelle du produit scalaire hermitien de L2(H+, H) ×
L2(H+, H), et d’après ce qui précède, la projection orthogonale pour g2 de
T(x,X)Wk sur T(x,X)G.(x,X) est à valeurs dans T(x,X)G.(x,X). On en déduit

que la projection d’un élément de T(x,X)Mk sur T(x,X)G.(x,X) est à valeurs
dans T(x,X)G.(x,X). De cela il découle que, pour j = 1, 2, 3, la projection d’un

élément de T(x,X)Mk sur IjT(x,X)G.(x,X) est à valeurs dans IjT(x,X)G.(x,X).
Ainsi, on a :

T(x,X)Mk = T(x,X)G.(x,X) ⊕H(x,X) ⊕ I1T(x,X)G.(x,X)
⊕I2T(x,X)G.(x,X) ⊕ I3T(x,X)G.(x,X),

de sorte que H(x,X) est stable par I1, I2 et I3. Le sous-fibré constitué des espaces
horizontaux étant G-équivariant, chacune des structures complexes intégrables
Ij , j = 1, 2, 3 définit une structure complexe intégrable sur le quotient. �
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1.4.6 L’identification de la variété complexe Ws1
k /GC avec

l’espace cotangent de Gr0
res

Dans ce paragraphe, nous montrons que l’espace quotient obtenu s’identifie
avec l’espace cotangent de la grassmmannienne restreinte. Pour cela, nous utili-
sons l’iomorphisme de l’espace quotient sur le quotient de la variété stable Ws1

k

associée à la structure complexe I1 par le groupe banachique GC.

Le groupe banachique complexe GC agit I1-holomorphiquement sur TMk

par :

g.((x,X)) = (x ◦ g−1, X ◦ g∗),

où g ∈ GC, et (x,X) ∈ TMk.

Proposition 1.4.13 L’ensemble Ws1

k des orbites sous GC des éléments de Wk

est l’ensemble :

{(x,X) ∈ TMk t.q. X∗x = 0 et x injectif },

et pour tout (x,X) de Ws1

k l’unique élément g(x,X) de exp ig tel que g(x,X).(x,X) ∈
Wk est donné par :

g−1
(x,X) :=

(

k2

2
(x∗x)−1 +

k2

2
(x∗x)−

1
2

(

IdH+ +
4

k4
(x∗x)

1
2X∗X(x∗x)

1
2

)
1
2

(x∗x)−
1
2

)
1
2

.

2 Preuve de la proposition 1.4.13 :
La démonstration est identique à celle du lemme 1.2.33 du paragraphe 1.2.6, avec
X = ζ∗. Notons que l’élément g−1

(x,X) obtenu appartient bien à Id + L1(H+). 2

Notations 1.4.14 On notera q1 la projection :

q1 : Ws1

k → Wk

(x,X) 7→ (x ◦ g−1
(x,X), X ◦ g(x,X)).

Proposition 1.4.15 Ws1

k est une sous-variété complexe de TMk pour la struc-
ture complexe I1, et Ws1

k /GC possède une structure naturelle de variété I1-
complexe. L’application de Wk/G dans Ws1

k /GC induite par l’injection naturelle
de Wk dans Ws1

k est un difféomorphisme I1-holomorphe.

2 Preuve de la proposition 1.4.15 :
Dècoule de la théorie générale exposée au paragraphe 1.2.5. 2

Théorème 1.4.16 L’application :

Ψ : Ws1

k −→ T ′Gr0res

(x,X) 7−→ (Im x, 1
k2 x ◦X∗)

est une submersion holomorphe, dont les fibres sont les orbites sous le groupe
complexifié GC = Gl(H+) ∩ { IdH+ + L1(H+), }.
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� Preuve du théorème 1.4.16 :
� Im x appartient à Gr0res car pr+ ◦ x ∈ {IdH+ + L1(H+)} est un opérateur

de Fredholm d’indice 0 et pr− ◦x ∈ L2(H+, H−). De plus, la condition X∗x = 0
implique que ξ := 1

k2 x ◦X∗ vérifie ξ| Im x = 0, donc peut être considéré comme

élément de L2(( Im x)⊥, Im x) = T ′
Im xGr

0
res.

� Ψ est surjective car la base canonique xP d’un élément P ∈ Gr0res (selon
[PS]) est dans Mk et pour tout V ∈ L2(P⊥, P ), X := k2V ∗ ◦ x∗−1

P (où xP

est vu comme isomorphisme de H+ dans P ) vérifie 1
k2 x ◦X∗ = V et appartient

à L2(H+, P
⊥). De plus, puisque pr− : P → H− est Hilbert-Schmidt, pr+ :

P⊥ → H+ est Hilbert-Schmidt et pr+ ◦X ∈ L1(H+).
� Montrons que deux éléments (x1, X1) et (x2, X2) de Ws1

k ont la même
image par Ψ si et seulement si ils appartiennent à la même orbite sous GC. On
a :

Im x1 = Im x2 ⇔ x2 = x1 ◦ g−1

avec g−1 ∈ GC, d’où :

x2 ◦X∗
2 = x1 ◦X∗

1 = x2 ◦ g ◦X∗
1 ,

ce qui équivaut à : X2 = X1 ◦ g∗ car x2 est injectif.
� Exprimons la différentielle de Ψ en (x,X). Soient P = Imx, UP ⊂ Gr0res

l’ouvert formé des éléments P ′ ∈ Gr0res tels que la projection orthogonale de P ′

sur P soit un isomorphisme et ϕP l’application carte de UP dans L2(P, P⊥) qui
à P ′ associe l’unique application U ∈ L2(P, P⊥) dont P ′ est le graphe. Soient :

(Z, T ) ∈ T(x,X)Ws1

k

et
(x(t), X(t)) ∈ C1(] − ε, ε[,Ws1

k )

telle que :
(x(0), X(0)) = (x,X)

et
ẋ(0) = Z et Ẋ(0) = T.

Posons :
ϕP ◦ Ψ((x(t), X(t)) = (U(t), V (t)).

Comme
Im x(t) = Im ( Id + U(t))

et U(0) = 0, il existe g(t) ∈ C1(] − ε, ε[, GC) tel que :

x(t) ◦ g(t)−1 = Id + U(t) et x(0) ◦ g(0)−1 = Id .

En décomposant H selon P ⊕ P⊥, on a : g(t) = prP ◦ x(t), où prP désigne la
projection orthogonale sur P . Ainsi U(t) = prP⊥x(t) ◦ (prP ◦ x(t))−1 et :

d

dt |t=0
U(t) = prP⊥Z ◦ x(0)−1.

De plus : V (t) = 1
k2 prP ◦ x(t) ◦X(t)∗|P⊥ et :

d

dt |t=0
V (t) =

1

k2
(prP (Z) ◦X∗ + x ◦ prP⊥(T )∗).
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Ainsi :

dϕP ◦ dΨ(x,X)((Z, T )) = (prP⊥ ◦ Z ◦ x−1,
1

k2
(prP (Z) ◦X∗ + x ◦ prP⊥(T )∗)).

On a bien :

dϕP ◦ dΨ(x,X)(I1(Z, T )) = idϕP ◦ dΨ(x,X)((Z, T ))

ce qui prouve que Ψ est holomorphe. De plus, dφP ◦ dΨ(x,X) est surjective,

un antécédent de (U, V ) ∈ L2(P, P⊥) × L2(P⊥, P ) étant donné par : (U ◦
x, k2V ∗x∗−1). �

Corollaire 1.4.17 L’espace quotient Ws1

k /GC est difféomorphe à l’espace co-
tangent T ′Gr0res de la composante connexe de H+ de la grassmannienne res-
treinte via l’application :

Φ : Ws1

k /GC −→ T ′Gr0res

[(x,X)] 7−→ (Im x, 1
k2 x ◦X∗),

et à l’espace tangent TGr0res de la composante connexe de H+ de la grassman-
nienne restreinte via l’application :

Φ̃ : Ws1

k /GC −→ TGr0res

[(x,X)] 7−→ (Im x, 1
k2X ◦ x∗).

1.4.7 Calcul du potentiel kählérien associé à la structure
complexe I1

Potentiel sur le quotient

La variété hyperkählérienne TMk possède un potentiel kählérien relatif à la
structure (g, I1, ω1) globalement défini, i.e une fonction K définie sur TMk telle
que ω1 = ddc1K, où dc1 := I1dI

−1
1 , à savoir :

K : TMk → R

(x,X) 7→ 1
4 Tr (x∗x+X∗X − k2Id).

Le fibré holomorphe trivial L = TMk ×C muni du produit scalaire hermitien :

h(x,X) : C × C → R

(z1, z2) 7→ z1z̄2e
− 1

2 Tr (x∗x+X∗X−k2Id),

et de la connexion de Chern ∇ associée, vérifie R∇ = iω1.
L’algèbre de Lie g agit sur les sections holomorphes de L = TMk × C par :

a.σ((x,X)) = −∇(−x◦a,X◦a∗)σ + iµa
1σ +

k2

2
Tr a.σ,

où σ ∈ Γ(L) et a ∈ g. Cette action correspond à l’action de g sur l’espace total
du fibré L donnée par l’application qui à a ∈ g associe le champ de vecteurs V a

dont la valeur en un point ξ ∈ L est l’élément de T(x,X)Mk × C :

V a(ξ) = (xa, Xa, iµa
1((x,X)).ξ +

k2

2
Tr a.ξ).
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Cette action s’intègre en une action du groupe G lorsque l’application a 7→
k2 Tr a est la différentielle d’un caractère de G. Ceci n’est le cas que pour les

valeurs entières de k2

2 et le caractère correspondant est :

χ k2

2

: G → S1

g 7→ (det(g))
k2

2 .

On notera également χ k2

2

son extention en un homomorphisme de groupe de

GC dans C∗. L’action correspondante de G et GC sur L est donnée par :

g.((x,X), z) = ((x ◦ g−1, X ◦ g∗), (det(g))−
k2

2 .z).

ce qui induit une action de GC sur Γ(L) par :

(g.σ)((x,X)) := g(σ(g−1.(x,X))).

où σ ∈ Γ(L), et g ∈ GC.

Définition 1.4.18 Pour k2

2 ∈ N∗, soit L̂k le fibré en droite de base T ′Gr0res ob-
tenu en restreignant le fibré trivial L à la sous-variété réelle Wk et en quotientant
par l’action de G. La fibre de L̂k au-dessus d’un élément (P,U) ∈ T ′Gr0res est :

L̂k((P,U)) = {((x,X), z) ∈ L|Wk
t.q. Im x = P et x ◦X∗ = U}/ ∼

où ((x,X), z) ∼ ((x ◦ g−1, X ◦ g∗), (det(g))−
k2

2 .z).

Le potentiel K étant G-invariant, il en est de même du produit scalaire
hermitien h, qui permet de définir un produit scalaire sur L̂k :

Définition 1.4.19 On définit un produit scalaire hermitien ĥ sur L̂k par :

ĥ(σ̂1, σ̂2) = h(σ1, σ2),

où σi, i = 1, 2 est la section G-invariante de L|Wk
relevant σ̂i.

Rappelons que l’on a une submersion holomorphe :

Ψ : Ws1

k −→ T ′Gr0res

(x,X) 7−→ ( Imx, 1
k2 x ◦X∗)

et une projection :

q1 : Ws1

k −→ Wk

(x,X) 7−→ (x ◦ g−1
(x,X), X ◦ g(x,X)),

avec :

g−1
(x,X) := (

k2

2
(x∗x)−1+

k2

2
(x∗x)−

1
2 (IdH+ +

4

k4
(x∗x)

1
2X∗X(x∗x)

1
2 )

1
2 (x∗x)−

1
2 )

1
2 .

(1.2)

Remarque 1.4.20 D’après la proposition 1.2.25, la 2-forme Ψ∗ω1 est la cour-
bure de la connexion de Chern du fibré (L|Ws1

k
, h̄), où h̄ est défini par :

h̄(ξ) = h(g(x,X).ξ, g(x,X).ξ).

pour tous (x,X) ∈ Ws1

k et tous ξ ∈ L(x,X), et où g(x,X) est défini par 1.2.
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Proposition 1.4.21 Pour tout k2

2 ∈ N∗, la 2-forme Ψ∗ω1 sur Ws1

k vérifie :

iΨ∗ω1 = ddc1K̂1,

avec, pour tout (x,X) ∈ Ws1

k ,

K̂1(x,X) =
k2

4
log det

(

x∗x
k2

)

+
k2

2
Tr

(

γγ∗

k2
− Id

)

− k2

4
Tr

(

log
γγ∗

k2

)

,

où :

γγ∗ =
k2

2

(

IdH+ +

(

IdH+ +
4

k4
(x∗x)

1
2X∗X(x∗x)

1
2

)
1
2

)

.

2 Preuve de la proposition 1.4.21 :
D’après le théorème 1.2.26, on a :

K̂1( (x,X) ) := K
(

g(x,X). (x,X)
)

+
1

2
log |χk2(g(x,X))|2.

Comme g−1
(x,X)x

∗xg−1
(x,X) − k2 Id = g(x,X)X

∗Xg(x,X),

K(g(x,X).(x,X)) = 1
4 Tr

(

g−1
(x,X)x

∗xg−1
(x,X) + g(x,X)X

∗Xg(x,X) − k2 Id
)

= 1
2 Tr

(

g−1
(x,X)x

∗xg−1
(x,X) − k2 Id

)

.

Ainsi, après conjugaison par g−1
(x,X) :

K
(

g(x,X).(x,X)
)

=
k2

2
Tr

(

g−2
(x,X)

x∗x
k2

− Id

)

,

et :
g−2
(x,X)x

∗x = (x∗x)−
1
2 γγ∗(x∗x)

1
2 .

En conjugant par (x∗x)−
1
2 , on a donc :

K
(

g(x,X).(x,X)
)

=
k2

2
Tr

(

γγ∗

k2
− Id

)

.

� D’autre part :

1
2 log |χ k2

2

(g(x,X))|2 = − 1
2 log

(

det
(

g−2
(x,X)

))
k2

2

= −k2

4 log det(x∗x)−
1
2 γγ∗(x∗x)−

1
2

= +k2

4 log det x∗x
k2 − k2

4 log det γγ∗

k2 .

De plus, l’opérateur

A :=
γγ∗

k2
− Id =

1

2

(

(

Id +
4

k4
(x∗x)

1
2X∗X(x∗x)

1
2

)
1
2

− Id

)

est auto-adjoint positif à trace. Ainsi :

log det
γγ∗

k2
= Tr log

γγ∗

k2
.

2
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Le potentiel K̂1 de l’espace tangent TGr0res

Proposition 1.4.22 Pour tout k2

2 ∈ N∗, la 2-forme Ψ∗ω1 sur Ws1

k vérifie

iΨ∗ω1 = ddc1K̂1,

avec :

K̂1((x,X)) = k2

4 log det
(

x∗x
k2

)

+ k2

4 Tr
(

( Id + 4V ∗V )
1
2 − Id

)

−k2

4 Tr log 1
2

(

Id + ( Id + 4V ∗V )
1
2

)

où V = 1
k2X ◦ x∗ est l’image de la classe de (x,X) par l’identification Φ̃ de

Ws1

k /GC et TGrres donnée au corollaire 1.4.17.

2 Preuve de la proposition 1.4.22 :
Puisque :

γγ∗

k2
=

1

2

(

Id +

(

Id +
4

k4
|x|X∗X |x|

)
1
2

)

,

l’opérateur γγ∗

k2 est conjugué à :

1

2

(

Id +

(

Id +
4

k4
xX∗Xx∗

)
1
2

)

.

Ainsi il vient :

Tr
(

γγ∗

k2 − Id
)

− 1
2 Tr

(

log γγ∗

k2

)

= Tr
(

( Id + 4V ∗V )
1
2 − Id

)

− 1
2 Tr log 1

2

(

Id + ( Id + 4V ∗V )
1
2

)

.

2

Le potentiel K̂1 en fonction de la courbure de Gr0res.

Théorème 1.4.23 Le potentiel K̂1 s’écrit :

K̂1((x,X)) =
k2

4
log det

(

x∗x

k2

)

+ k2gGr (f(I1RI1V,V )V, V ) ,

avec V = 1
k2X ◦ x∗ et f(u) = 1

u

(√
1 + u− 1 − log 1+

√
1+u

2

)

.

� Preuve du théorème 1.4.23 :
La grassmannienne Gr0res est une orbite symétrique hermitienne sous le groupe
U0

res. Sa courbure pour la connexion de Levi-Cevita est donnée par :

RX,Y Z = Y X∗Z − ZY ∗X + ZX∗Y −XY ∗Z,

pour tous X,Y, Z ∈ TPGr
0
res (voir l’Appendice B pour les grandes lignes et

[SpWu] pour les détails). L’opérateur RI1V,V agit sur TPGr
0
res par :

RI1V,V Y = −2i(V V ∗Y + Y V ∗V ).
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On en déduit que :

gGr(I1RI1V,V V, V ) = 2< Tr (V ∗V V ∗V + V ∗V V ∗V ) = 4< Tr ((V ∗V )2)
= 1

4< Tr ((4V ∗V )2),

et :
gGr

(

(I1RI1V,V )jV, V
)

= < Tr
(

4j(V ∗V )j+1
)

= 1
4< Tr

(

(4V ∗V )j+1
)

.

Il vient alors :

1
4 Tr

(

( Id + 4V ∗V )
1
2 − Id

)

− 1
2 Tr log 1

2

(

Id + ( Id + 4V ∗V )
1
2

)

= gGr (f(I1RI1V,V )V, V ) ,

avec

f(u) =
1

u

(√
1 + u− 1 − log

1 +
√

1 + u

2

)

.

�

Remarque 1.4.24 Le premier terme de cette somme est le pull-back du po-
tentiel kählérien de la grassmannienne restreinte défini sur la variété stable Ms

k

à la variété stable Ws1

k par l’injection canonique Ms
k ↪→ Ws1

k . Le second terme
est exprimé en fonction de la courbure de la grassmannienne restreinte et de
l’image de l’élément (x,X) de Ws1

k par l’identification Ws1

k /GC = TGr0res.

1.4.8 L’identification de la variété complexe Ws3
k /GC avec

l’orbite complexifiée de Gr0
res

L’orbite complexifiée OC de la grassmannienne restreinte

La composante connexe contenant H+ de la grassmannienne restreinte est
un espace homogène sous le groupe unitaire U2 := U(H) ∩ {IdH + L2(H,H)}
pour l’action par conjugaison, un point P de Gr0res étant identifié à l’opérateur
de projection orthogonale ikprP , k 6= 0, de H sur P . L’orbite complexifiée OC

de Gr0res est l’orbite sous l’action par conjugaison du groupe de Lie complexe
Gl2 := Gl(H) ∩ {IdH + L2(H,H)} de n’importe quel point de Gr0res. Elle a
été en particulier introduite par J. Mickelsson dans [Mic]. C’est l’ensemble des
opérateurs z ∈ B(H) possédant exactement deux valeurs propres ik avec k 6= 0
et 0 et tels que les espaces propres correspondants appartiennent respectivement
à la composante connexe contenant H+ de la grassmannienne restreinte Grres

et à la composante connexe contenant H− de la grassmanienne duale Gr∗res

obtenue en échangeant les rôles de H+ et H−.

Proposition 1.4.25 L’orbite complexifiée OC de la composante connexe Gr0res

de la grassmannienne restreinte d’un espace de Hilbert polarisé H = H+ ⊕H−
est l’espace homogène Gl2(H)/ (Gl2(H+) ×Gl2(H−)) et une variété banachique
complexe modelée sur l’espace de Banach L2(H+, H−)×L2(H−, H+), isomorphe
à l’ouvert de la variété Gr0res ×Gr∗0res formé des couples (P,Q) ∈ Gr0res ×Gr∗0res

tels que P ∩Q = {0}.

2 Preuve de la proposition 1.4.25 :
Notons ε := ikpr+ où pr+ désigne la projection orthogonale sur H+. Le stabi-
lisateur de ε pour l’action par conjugaison de Gl2(H) est Gl2(H+) ×Gl2(H−).
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L’espace tangent en ε à l’espace homogène Gl2(H).ε est isomorphe à
gl2(H)/(gl2(H+)×gl2(H−)) c’est-à-dire à L2(H+, H−)×L2(H−, H+). Pour tout
g ∈ Gl2(H), gεg−1 = ikprg.H+ où prg.H+ désigne la projection sur g.H+ pa-
rallèlement à g.H−. Puisque g ∈ Gl2(H), la projection orthogonale de g.H+

sur H− est un opérateur de Hilbert-Schmidt, et la projection orthogonale de
g.H+ sur H+ est un opérateur de Fredholm d’indice 0. De même, la projection
orthogonale de g.H− sur H+ est Hilbert-Schmidt, et la projection orthogonale
de g.H− sur H− est un opérateur de Fredholm d’indice 0. Ainsi g.H+ ∈ Gr0res

et g.H− ∈ Gr∗0res. De plus g.H+ ∩ g.H− = {0}. 2

La variété stable Ws3

k associée à la structure complexe I3

Rappelons que pour (Z, T ) ∈ T(x,X)TMk, I3(Z, T ) = (iT, iZ), et que l’action
de l’algèbre de Lie g sur (x,X) ∈ TMk est donnée, pour tout a ∈ g, par :

a.(x,X) = (−x ◦ a,−X ◦ a).

On en déduit une action de l’algèbre de Lie complexe gC sur TMk par :

ia.3(x,X) := I3(a.(x,X)) = (−iT ◦ a,−iZ ◦ a) = (x,X)

(

0 −ia
−ia 0

)

.

où a appartient à g. Cette action s’intègre en une action I3-holomorphe de
GC = G. exp ig sur TMk par :

exp(ia)u.3(x,X) := (x,X) ◦ u−1

(

cosh ia − sinh ia
− sinh ia cosh ia

)

.

où a ∈ g et u ∈ G. La variété stable associée à la structure complexe I3 est la
sous-variété I3-complexe de TMk :

Ws3

k := {(x,X) ∈ TMk, ∃a ∈ g, exp ia.3(x,X) ∈ Wk}.

Contrairement à la variété stable associée à la structure complexe I1, la projec-
tion Ws3

k → Wk ne peut être explicitée facilement.

L’identification Ws3

k /GC = OC

Théorème 1.4.26 L’application ψ définie par :

ψ : Ws3

k → OC

(x,X) 7→ z = i(x+X)(x∗ −X∗)

est une submersion holomorphe, dont les fibres sont les orbites sous GC pour
l’action I3-holomorphe de GC sur Ws3

k .

� Preuve du théorème 1.4.26 :
� Montrons que l’application ψ est bien à valeurs dans OC. Pour tout (x,X) ∈
Ws3

k , x∗x−X∗X = k2 Id et X∗x = x∗X , ainsi :

(x∗ −X∗)(x +X) = k2 Id
(x∗ +X∗)(x −X) = k2 Id.
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On en déduit que Ker (x + X) = {0} et Ker (x − X) = {0}. Le noyau de
l’opérateur z est donc Ker (x∗ − X∗) = Im(x − X)⊥. D’autre part le sous-
espace Im(x +X) est espace propre relatif à la valeur propre ik2 car :

z((x+X)u) = i(x+X)(x∗ −X∗)(x+X)u = ik2(x+X)u.

Ainsi Im(x + X) ∩ Ker (x∗ − X∗) = {0}. De plus la projection de H sur
Im(x+X) est donnée par :

p1 : H → Im(x +X)
u 7→ 1

k2 (x+X)(x∗ −X∗),

et est continue, et IdH − p1 est à valeurs dans Ker (x∗ − X∗) de sorte que
Im(x + X) et Ker (x∗ − X∗) sont en somme directe topologique. De plus,

puisque (x,X) ∈ TMk, Im(x + X) et Im(x − X) appartiennent à Grres, et
Ker (x∗−X∗) = Im(x−X)⊥ appartient à la grassmannienne duale Gr∗res. On

en déduit que l’application ψ est bien à valeurs dans l’orbite complexifiée OC

de la grassmannienne restreinte.
� Montrons que les fibres de ψ sont les orbites sous GC. Supposons que

ψ((x1, X1)) = ψ((x2, X2)) où (x1, X1) et (x2, X2) appartiennent à Ws3

k . Alors
Im(x1 +X1) = Im(x2 +X2) et Im(x1 −X1) = Im(x2 −X2). Ainsi il existe
g ∈ Gl(H+) tel que (x2 +X2) = (x1 +X1)◦g et g′ ∈ Gl(H+) tel que (x2−X2) =
(x1 −X1) ◦ g′. On en déduit que :

2x2 = x1(g + g′) +X1(g − g′)
2X2 = x1(g − g′) +X1(g + g′)

Puisque pour i = 1, 2, x∗i xi −X∗
i Xi = k2 Id et X∗

i xi = x∗iXi, il vient :

4(x∗2x2 −X∗
2X2) = (g∗ + g′∗)(x∗1x1 −X∗

1X1)(g + g′)
+(g∗ − g′∗)(X∗

1X1 − x∗1x1)(g − g′)
+(g∗ + g′∗)(x∗1X1 −X∗

1x1)(g − g′)
+(g∗ − g′∗)(X∗

1x1 − x∗1X1)(g + g′)

c’est-à-dire :
g∗g′ + g′∗g = 2 Id,

et :
4(X∗

2x2 − x∗2X2) = (g∗ − g′∗)(x∗1x1 −X∗
1X1)(g + g′)

+(g∗ + g′∗)(X∗
1X1 − x∗1x1)(g − g′)

+(g∗ − g′∗)(x∗1X1 −X∗
1x1)(g − g′)

+(g∗ + g′∗)(X∗
1x1 − x∗1X1)(g + g′)

c’est-à-dire :
g∗g′ = g′∗g.

On en déduit que g′ = g∗−1. En notant g = u exp(ia) la décomposition polaire
de g ∈ Gl(H+) avec u ∈ U(H+) et a ∈ u(H+), on a alors :

x2 = x1u cosh(ia) +X1u sinh(ia)
X2 = x1u sinh(ia) +X1u cosh(ia),

et (x2, X2) = (u exp(ia))−1 .(x1, X1).
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� Montrons que ψ est surjective. Soient P ∈ Gr0res et Q ∈ Gr∗0res tels que
P ∩Q = {0}. Q⊥ est le graphe d’un opérateur de Hilbert-Schmidt A : P → P⊥

et Q est le graphe de l’opérateur −A∗ : P⊥ → P . Soit f l’application qui
à une base orthonormée {ei, i ∈ N} de H+ associe la base canonique de P
correspondante (cf 1.3.15) et qui à une base orthonormée {ei, i ∈ N∗} de H−
associe la base canonique de P⊥ correspondante. Notons g = f ◦ |f |−1. Soient :

x = k(IdP + 1
2A)g|H+

X = −k
2Ag|H+

.

On a : Im (x+X) = Im (g|H+
) = P et Im (x−X) = Im (IdP +A)g|H+

= Q⊥.
Si la décomposition par blocs de l’identité relativement aux décompositions de
H en H = P ⊕ P⊥ et H = H+ ⊕H− est :

id =

(

a b
c d

)

,

alors a−Id ∈ L1(P,H+), b ∈ L2(P⊥, H+), c ∈ L2(P,H−), d−Id ∈ L2(P⊥, H−).
On en déduit que :

pr+ ◦ x = k(a+
1

2
bA)g|H+

∈ kIdH+ + L1(H+, H+)

et

pr− ◦ x = k(c+
1

2
dA)g|H+

∈ L2(H+, H−).

De même,

pr+ ◦X = −k
2
bAg|H+

∈ L1(H+, H+)

et

pr− ◦X = −k
2
dA ∈ L2(H+, H−).

Ainsi le couple (x,X) appartient à TMk. De plus, x∗x − X∗X = k2IdH+ et
X∗x − x∗X = 0. Il reste à montrer que (x,X) ∈ Ws3

k . Pour cela remarquons
que :

x∗x+X∗X = k2IdH+ + k2

4 g
∗A∗Ag

X∗x+ x∗X = −k2

4 g
∗A∗Ag.

La condition exp−ia.3(x,X) ∈ Wk est équivalente à l’équation :

cosh ia(IdH+ + 1
2g

∗A∗Ag) sinh ia + sinh ia(IdH+ + 1
2g

∗A∗Ag) cosh ia
− cosh ia 1

2g
∗A∗Ag cosh ia − sinh ia 1

2g
∗A∗Ag sinh ia = 0,

qui a pour solution :

ia = −1

4
log(IdH+ + g∗A∗Ag) ∈ L1(H+, H+).

� La différentielle de ψ en un point (x,X) ∈ Ws3

k est l’application qui au
couple (Z, T ) ∈ T(x,X)Ws3

k associe :

dψ(x,X)(Z, T ) = i(Z + T )(x∗ −X∗) + i(x+X)(Z∗ − T ∗).
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Elle vérifie dψ(x,X)(I3(Z, T )) = idψ(x,X)(Z, T ), ainsi ψ est holomorphe. Soient

z ∈ OC, P l’espace propre de z de valeur propre ik2 et Q le noyau de z. Soient
(U, V ) ∈ L2(P, P⊥) × L2(Q,Q⊥). Un antécédent de (U, V ) par dψ(x,X) est le
couple (Z, T ) ∈ L2(H+, H) × L2(H+, H) avec :

Z = − i
k2 (U(x+X) − V ∗(x−X))

T = − i
k2 (U(x+X) + V ∗(x−X)) .

De plus, puisque (x,X) ∈ Ws3

k , pr+ ◦ Z − IdH+ et pr+ ◦ T − IdH+ sont des
opérateurs à trace. On en déduit que la différentielle dψ(x,X) est surjective. �

Corollaire 1.4.27 L’espace quotient Ws3

k /GC est difféomorphe à l’orbite com-
plexe OC via l’application :

ψ̄ : Ws3

k /GC → OC

[(x,X)] 7→ z = i(x+X)(x∗ −X∗)

1.4.9 Calcul du potentiel kählérien K3 associé à la struc-
ture complexe I3

Expression du potentiel kählérien K̂3 sur la surface de niveau Ws3

k

En notant dc3 l’opérateur : dc3 := I3 ◦ d ◦ I−1
3 , où I3 agit sur les formes

différentielles φ de degré n sur TMk par :

∀X1, . . . , Xn ∈ T(x,X)TMk, (I3φ)(X1, . . . , Xn) := (−1)nφ(I3X1, . . . , I3Xn),

p3 : Ws3

k → Ws3

k /GC la projection naturelle, et q3 : Ws3

k → Wk la projection
sur la surface de niveau Wk := µ−1

1 ( i
2 Tr ) ∩ µ−1

2 (0) ∩ µ−1
3 (0), la structure

symplectique ω3 vérifie :

p∗3ω3((x,X)) = ddc3K(q3(x,X)),

où : K((y, Y )) = 1
4 Tr (y∗y+Y ∗Y −k2Id). Bien que la projection q3 ne soit pas

explicite, il est possible d’évaluer le potentiel kählérien K̂3 := K ◦ q3 associé à
la structure complexe I3 en un point de la variété stable Ws3

k en utilisant un
invariant des orbites sous GC. En identifiant g′ et g via la trace de sorte que
µ3((x,X)) = X∗x+ x∗X et en posant :

µ4((x,X)) := x∗x+X∗X.

on a :

µ3(exp ia.(x,X)) = cosh iaµ4(x,X) sinh ia + sinh iaµ4(x,X) cosh ia
+ cosh iaµ3(x,X) cosh ia + sinh iaµ3(x,X) sinh ia,

µ4(exp ia.(x,X)) = cosh iaµ4(x,X) cosh ia + sinh iaµ4(x,X) sinh ia
+ cosh iaµ3(x,X) sinh ia + sinh iaµ3(x,X) cosh ia.

Ainsi :
(µ3 + µ4)(exp ia.(x,X)) = exp ia(µ3 + µ4) exp ia,
(µ3 − µ4)(exp ia.(x,X)) = exp−ia(µ3 − µ4) exp−ia,

et :

(µ2
4 − µ2

3)(exp ia.(x,X)) = exp(ia)(µ2
4((x,X)) − µ2

3((x,X))) exp(−ia).
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Pour exp ia.((x,X)) = q3((x,X)), il vient :

µ4(q3((x,X))) = exp(ia)(µ2
4((x,X)) − µ2

3((x,X)))
1
2 exp(−ia),

et :

K̂3((x,X)) =
1

4
Tr
(

(

µ2
4 ((x,X)) − µ2

3 ((x,X))
)

1
2 − k2Id

)

.

Proposition 1.4.28 Pour tout (x,X) ∈ Ws3

k ,

K̂3 ((x,X)) =
k2

4
Tr

(

(

Id +
4

k4
(xX∗Xx∗ −Xx∗Xx∗)

)
1
2

− Id

)

.

2 Preuve de la proposition 1.4.28 :
Puisque Ws3

k ⊂ µ−1
1 ( i

2k
2)∩µ−1

2 (0), pour tout (x,X) ∈ Ws3

k , x∗x−X∗X = k2 Id
et X∗x = x∗X . Ainsi :

µ2
4((x,X)) − µ2

3((x,X)) = x∗xx∗x+ x∗xX∗X +X∗Xx∗x+X∗XX∗X
−x∗Xx∗X − x∗XX∗x−X∗xx∗X −X∗xX∗x
= x∗x(X∗X + k2) + x∗xX∗X +X∗Xx∗x
+(x∗x− k2)X∗X − x∗Xx∗X
−x∗XX∗x−X∗xx∗X −X∗xX∗x
= k4 + 4x∗xX∗X − 4x∗Xx∗X.

En conjuguant par x∗−1 vu comme opérateur de H+ dans Imx on obtient le
résultat. 2

Expression du potentiel kählérien K3 sur TGrres en fonction de la
courbure

Théorème 1.4.29 La forme symplectique ω3 de TGrres possède un potentiel
kählérien globalement défini sur TGrres donné par :

K3((P, V )) = k2

4 Tr
(

( Id + 4V ∗V )
1
2 − Id

)

= k2gGr (h (I1RI1V,V )V, V ) ,

où h(u) := 1
u

(√
1 + u− 1

)

.

� Preuve du théorème 1.4.29 :
Lorsque (x,X) appartient à la surface de niveau Wk, x∗X = 0 et :

K̂3((x,X)) = k2

4 Tr
(

(

Id + 4
k4 xX

∗Xx∗
)

1
2 − Id

)

= k2

4 Tr
(

( Id + 4V ∗V )
1
2 − Id

)

.

Le résultat provient alors des identités :

gGr (I1RI1V,V V, V ) =
1

4
< Tr

(

(4V ∗V )2
)

,

et :

gGr

(

(I1RI1V,V )jV, V
)

=
1

4
< Tr

(

(4V ∗V )j+1
)

et du fait que p∗3ω3 = ddc3K̂3 = ddc3p∗3K3 = p∗3dd
c3K3 car p3 est I3-holomorphe.

�
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Expression du potentiel kählérien K3 sur OC en fonction des angles
caractéristiques

Dans ce paragraphe, nous retrouvons l’expression du potentiel kählérien K3

donnée dans [BG3] en fonction des angles caractéristiques. Pour cela, nous uti-
lisons une section de l’application ψ donnée dans la démonstration du théorème
1.4.26.

D’après le théorème 1.4.26, tout couple (P,Q) appartenant à Gr0res ×Gr∗0res

avec P ∩ Q = {0} représente un point de l’orbite complexifiée. Un antécédent
de (P,Q) par l’application ψ : Ws3

k → OC est donné par :

x = k(IdP + 1
2A)g|H+

X = −k
2Ag|H+

,
(1.3)

où A est un opérateur de Hilbert-Schmidt de P dans P⊥ dont Q⊥ est le graphe
(déterminé modulo l’action à droite de Gl(P )), et où g est un opérateur unitaire
uniquement déterminé à partir des bases canoniques de P et Q. Remarquons que
les valeurs propres {ai, i ∈ N} de A sont indépendantes de l’opérateur A choisi
pour représentér le couple (P,Q). Dans le cas où cet opérateur est générique,
c’est-à-dire lorsque toutes les valeures propres ai sont distinctes, il est possible
de définir des paires de droites caractéristiques {li, l′i}, i ∈ N, comme suit. La
droite complexe li est la droite de P espace propre de l’opérateur A∗A associé à
la valeur propre ai, et l′i est la droite complexe de Q⊥ image de li par l’opérateur
IdP +A. L’angle θi formé par les deux droites complexes li et l′i est défini par :

cos θi = |〈ei, e
′
i〉|,

où ei est un générateur unitaire de li et où

e′i :=
ei +A(ei)

|ei +A(ei)|
.

L’angle θi est relié à la valeur propre ai par :

cos θi =
1

√

1 + a2
i

.

Cette dernière expression a un sens même dans le cas non générique, et permet
de définir de manière biunivoque les angles θi ∈] − π

2 ,+
π
2 [.

Remarque 1.4.30 L’orbite d’un couple de sous-espaces (P,Q) deGr0res×Gr∗0res

sous l’action naturelle de Gl2(H) est caractérisée par la dimension de P ∩ Q.
L’orbite d’un couple de sous-espaces (P,Q) sous l’action de U2(H) sur Gr0res ×
Gr∗0res est caractérisée par l’ensemble des angles caractéristiques θi.

La proposition 1.4.28 permet d’exprimer le potentiel kählérienK3 sur l’orbite
complexifié en fonction des valeurs propres ai de A∗A ou des angles θi entre les
droites caractéristiques.

Théorème 1.4.31 La forme symplectique ψ̄−1∗ω3 définie sur l’orbite complexifiée
OC et associée à la structure complexe naturelle de OC vérifie ψ̄−1∗ω3 = ddc3K3

avec :
K3((P,Q)) = k2 Tr

(

( IdP +A∗A)
1
2 − IdP

)

,
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où A est tel que Im(IdP + A) = Q⊥. En notant ai les valeures propres de
l’opérateur A∗A, et θi les angles caractéristiques, il vient :

K3((P,Q)) = k2
∑

i∈N

(

√

1 + a2
i − 1

)

= k2
∑

i∈N

(

1
cos θi

− 1
)

� Preuve du théorème 1.4.31 :
D’après la démonstration de la proposition 1.4.28, le potentiel K̂3 est donné en
un point (x,X) de la surface stable Ws3

k par :

K̂3((x,X)) = Tr
(

(

k4 + 4x∗xX∗X − 4x∗Xx∗X
)

1
2 − k2 Id

)

.

Pour (x,X) donné par :

x = k(IdP + 1
2A)g|H+

X = −k
2Ag|H+

,

il vient :
K̂3((x,X)) = k2 Tr

(

( IdP + g∗A∗Ag)
1
2 − IdP

)

,

ce qui après conjuguaison par g donne le résultat. �

Remarque 1.4.32 Le couple (x,X) donné par 1.3 appartient à Ws3

k mais non
à Ws1

k . Bien que sa projection sur la surface de niveau soit donnée en terme de
A et A∗ par l’action de

e4ia = IdH+ + g∗A∗Ag

(cf la démonstration du théorème 1.4.26), il n’est pas facile d’obtenir une ex-
pression simple du potentiel K̂1 en termes de l’orbite complexifiée.
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Chapitre 2

Orbites coadjointes affines
des L∗-groupes

2.1 Introduction

En dimension finie, les orbites (co-)adjointes d’un groupe de Lie compact
semi-simple possèdent une structure naturelle de variétés kählériennes, la com-
pacité du groupe n’intervenant que pour définir un produit scalaire invariant sur
l’algèbre de Lie du groupe par le biais de la forme de Killing définie négative.
Lorsqu’on passe aux groupes de Lie banachiques, la notion d’orbite (co-)adjointe
apparâıt trop restrictive et doit être élargie en la notion d’orbite (co-)adjointe
affine, qui lui est équivalente en dimension finie, mais ne l’est plus en dimension
infinie. Ceci est à relier au fait que les dérivations d’une algèbre de Lie de di-
mension infinie ne sont pas toutes intérieures. En particulier, la grassmannienne
restreinte d’un espace de Hilbert H est une orbite (co-)adjointe affine du groupe
unitaire U2(H), mais pas une orbite (co-)adjointe au sens classique du terme.

La seconde particularité du cadre banachique est que les orbites coadjointes
(affines) ne possèdent pas nécessairement de structure naturelle de variétés,
mais dès lors qu’elles en possèdent une, elles sont faiblement symplectiques. La
structure de variété d’une orbite coadjointe est conditionnée par l’existence d’un
supplémentaire topologique de l’algèbre de Lie du stabilisateur d’un point. En
particulier pour les L∗-groupes, formant une classe de groupes de Lie hilbertiens
aux propriétés algébriques semblables à celles des groupes de Lie de dimension
finie, toute orbite coadjointe affine possède une structure naturelle de variété
fortement symplectique.

Ce second chapitre est consacré à la généralisation des constructions de
métriques hyperkählériennes obtenues par O. Biquard et P. Gauduchon dans
[BG1], [BG2] et [BG3], plus précisément, à la construction de structures hy-
perkählériennes sur les complexifications des orbites coadjointes affines hermi-
tiennes symétriques des L∗-groupes semi-simples de type compact (le terme
compact est ici utilisé par analogie à la situation en dimension finie pour noti-
fier l’existence d’un produit scalaire invariant). Il est organisé en trois parties.
La première est consacrée à la classification des orbites coadjointes affines her-
mitiennes symétriques des L∗-groupes simples de type compact , ainsi qu’à la
théorie des racines fortement orthogonales qu’il a fallu développer dans ce cadre.
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La seconde partie est consacrée à la démonstration du théorème de Mostow pour
un L∗-groupe semi-simple de type compact. Dans la troisième partie, nous uti-
lisont ces deux ingrédients pour construire une structure hyperkählérienne sur
les orbites complexifiées des orbites coadjointes affines hermitiennes symétriques
des L∗-groupes simples de type compact, grâce à la fibration de l’orbite com-
plexifiée au dessus de l’orbite de type compact, puis sur l’espace (co-)tangent
de ces orbites de type compact.

Dans les sections 2.2 et 2.3, nous exposons les résultats connus sur les L∗-
groupes et les L∗-algèbres, ainsi que l’étude de leurs orbites coadjointes affines
effectuée par K.H. Neeb dans [Nee1]. En section 2.4, nous intéressons aux orbites
coadjointes affines hermitiennes symétriques des L∗-groupes semi-simples de
type compact. La classification des espaces hermitiens symétriques de dimension
infinie a été obtenue par W. Kaup dans [Kau2] sur la base d’une caractérisation
algébrique des variétés banachiques complexes simplement connexes et symétri-
ques en termes de triplets de Jordan hermitiens. Nous donnons la classification
des orbites coadjointes affines hermitiennes symétriques des L∗-groupe simples
de type compact, généralisant la démonstration de la classification des espaces
hermitiens symétriques de dimension finie de J. Wolf ([Wol2]), basée sur la no-
tion de racine de type non-compact. Ce résultat montre a posteriori que tout
espace hermitien symétrique irréductible est une orbite coadjointe affine d’un
L∗-groupe. Chacune des orbites irréductibles obtenue est l’analogue en dimen-
sion infinie d’une orbite coadjointe affine hermitienne symétrique compact ap-
partenant à l’une des familles infinies classiques. L’espace projectif d’un espace
de Hilbert, la grassmanienne des p-plans d’un espace de Hilbert avec p < +∞,
ainsi que la grassmannienne restreinte en sont des exemples.

Le théorème de Mostow auquel nous faisions référence s’énonce comme suit.
Soient G un groupe de Lie connexe compact semi-simple, dont l’algèbre de Lie
g se décompose en g = k ⊕ m, où k est l’algèbre de Lie d’un sous-groupe fermé
K de G, et GC le groupe de Lie connexe d’algèbre de Lie gC = g⊕ ig. Alors GC

est homéomorphe au produit G× exp im× exp ik. La démonstration de Mostow
utilise la compacité de G et nous en donnons une généralisation en section 2.5 au
cas où G est un L∗-groupe semi-simple de type compact, basée sur la complétude
de son algèbre de Lie.

L’orbite complexifiée d’une orbite coadjointe affine O hermitienne symé-
trique d’un L∗-groupe G semi-simple de type compact d’algèbre de Lie g, est
définie comme l’orbite de n’importe quel point de O sous l’action coadjointe
affine du L∗-groupe complexe connexe GC, d’algèbre de Lie g ⊕ ig. En section
2.6, nous montrons qu’une telle orbite complexifiée est fibrée au dessus de l’or-
bite de type compact, et possède une structure de variété hyperkählérienne.
Puis nous construisons un isomorphisme de variétés fibrées entre cette orbite
complexifiée et l’espace tangent de l’orbite de type compact. Finalement, nous
explicitons la métrique hyperkählérienne induite sur l’espace tangent de l’orbite
de type compact. Nous retrouvons ainsi, comme cas particulier, la structure
hyperkählérienne de l’orbite complexifiée de la grassmannienne restreinte et de
l’espace (co-)tangent de la grassmannienne restreinte établie dans le chapitre
premier.
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2.2 L∗-groupes et L∗-algèbres

2.2.1 Définitions, propriétés et exemples

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de L∗-algèbre et de L∗-
groupe et exposons les premières propriétés issues des définitions. Les démonstrations
en sont élémentaires mais ne figurent pas toujours dans la littérature (en parti-
culier la proposition 2.2.17). Dans la suite, les produits scalaires hermitiens sur
les espaces de Hilbert complexes considérés seront C-anti-linéaires par rapport
à la première variable, et C-linéaires par rapport à la seconde.

Définition 2.2.1 Une L∗-algèbre g sur K = R ou C est une algèbre de Lie sur
K munit d’une structure d’espace de Hilbert sur K telle que pour tout x ∈ g, il
existe x∗ ∈ g vérifiant :

〈[x, y], z〉 = 〈y, [x∗, z]〉, (2.1)

pour tous y, z appartenant à g.

Exemple 1 Soit g une algèbre de Lie complexe semi-simple de dimension finie
et g0 une forme réelle compacte de g définie par une involution σ. Si on pose
x∗ = −σ(x) et 〈x, y〉 = B(x∗, y), où B est la forme de Killing de g, alors g

devient un espace de Hilbert complexe de dimension finie, l’application x 7→ x∗

une conjugaison et la condition 2.1 est vérifiée, de sorte que g devient une L∗-
algèbre.

Définition 2.2.2 Soit g une L∗-algèbre. On note :

k := {x ∈ g, x∗ = −x}
p := {x ∈ g, x∗ = x},

de sorte que : g = k ⊕ p. On dit que g est de type compact si g = k, et de type
hermitien si g = p.

Remarque 2.2.3 La notion de L∗-algèbre de type compact est une généralisation
de la notion d’algèbre de Lie de dimension finie associée à un groupe de Lie com-
pact.

Notations 2.2.4 Pour tout x ∈ g, on note Dx l’opérateur linéaire défini par :

Dx(y) = [x, y].

pour tout y appartenant à g.

Remarque 2.2.5 D’après la propriété 2.1, l’adjoint de Dx est Dx∗ .

Proposition 2.2.6 Pour tout x ∈ g, l’opérateur Dx : g → g est borné.

2 Preuve de la proposition 2.2.6 :
Montrons que le graphe deDx est fermé. Soit {(yn, Dx(yn)} une suite d’éléments
du graphe de Dx convergeant vers un élément (y, z) de g× g. Par continuité du
produit scalaire de g, pour tout t ∈ g, il vient :

〈z, t〉 = 〈limn→+∞[x, yn], t〉 = limn→+∞〈[x, yn], t〉
= limn→+∞〈yn, [x

∗, t]〉 = 〈limn→+∞ yn, [x
∗, t]〉

= 〈y, [x∗, t]〉 = 〈[x, y], t〉.
D’après le théorème de Riesz, z = [x, y]. 2
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Proposition 2.2.7 L’application x 7→ Dx est une application continue de g

dans l’espace de Banach B(g) des opérateurs bornés sur g muni de la norme
d’opérateur.

2 Preuve de la proposition 2.2.7 :
Montrons que le graphe de l’application x 7→ Dx est fermé. Soit {(xn, Dxn)}
une suite d’éléments du graphe convergeant vers (x,D) ∈ g × B(g). Pour tout
y ∈ g, on a :

lim
n→+∞

Dxn(y) = − lim
n→+∞

[y, xn] = D(y).

Par continuité de l’application Dy, limn→+∞[y, xn] = [y, x], d’où D(y) = [x, y],
et D = Dx. 2

Remarque 2.2.8 L’application x 7→ x∗ est un automorphisme involutif de g,
R-linéaire lorsque K = R et C-anti-linéaire lorsque K = C.

Proposition 2.2.9 Pour tous x, y ∈ g, on a :

[x, y]∗ = [y∗, x∗].

2 Preuve de la proposition 2.2.9 :
Pour tous z, t ∈ g, il vient :

〈[[x, y], z], t〉 = 〈[[x, z], y] + [x, [y, z], t〉
= 〈[x, z], [t, y∗]〉 + 〈[y, z], [x∗, t]〉
= 〈z, [x∗, [t, y∗]]〉 + 〈z, [y∗, [x∗, t]]〉
= 〈z, [[y∗, x∗], t]〉.

2

Notations 2.2.10 Pour tous sous-ensembles A et B d’une L∗-algèbre g, on
note [A,B] la fermeture de l’espace vectoriel engendré par {[a, b], a ∈ A, b ∈ B}.

Définition 2.2.11 Une L∗-algèbre g est dite semi-simple si g = [g, g]. Elle est
dite simple si elle n’est pas abélienne et si elle n’admet aucun idéal fermé non
trivial.

Remarque 2.2.12 La propriété 2.1 implique que pour tout idéal i de g, l’or-
thogonal i⊥ est aussi un idéal de g. On en déduit la proposition suivante :

Proposition 2.2.13 Toute L∗-algèbre est somme directe de son centre et d’un
idéal semi-simple.

2 Preuve de la proposition 2.2.13 :
Soit C le centre de g. Par continuité du crochet, C est fermé. D’après la pro-
position 2.2.9, C est ∗-stable. On en déduit qu’il en est de même de l’idéal
C⊥. Montrons que C⊥ est semi-simple. Soit x ∈ [C⊥, C⊥]⊥ ∩ C⊥. Pour tout
u, v ∈ C⊥, on a :

〈[u, x], v〉 = 〈x, [u∗, v]〉 = 0,

donc [u, x] ∈ (C⊥)⊥ = C. Puisque C⊥ est un idéal, [u, x] ∈ C⊥ ∩ C = {0}. Il
en découle que x commute à C et à C⊥, donc appartient au centre de g. Or
x ∈ C⊥, donc x = 0. 2
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Proposition 2.2.14 Si g est semi-simple, alors :

〈x, y〉 = 〈y∗, x∗〉,

pour tous x et y de g, de sorte que l’application x 7→ x∗ est une conjugaison de
l’espace de Hilbert g. L’algèbre g est alors la complexification de la L∗-algèbre
réelle formée des éléments anti-auto-adjoints.

2 Preuve de la proposition 2.2.14 :
Soient x, a, b ∈ g. Il vient :

〈x, [a, b]〉 = −〈[x, a∗], b〉 = 〈a∗, [b, x∗]〉
= 〈[b∗, a∗], x∗〉 = 〈[a, b]∗, x∗〉.

Puisque g = [g, g], par linéarité et continuité du produit scalaire, on en déduit
que 〈x, y〉 = 〈y∗, x∗〉 pour tout x, y ∈ g. 2

Proposition 2.2.15 Soit i un idéal fermé d’une algèbre de Lie semi-simple.
Alors :

[i∗, i⊥] = 0.

2 Preuve de la proposition 2.2.15 :
Puisque i⊥ est un idéal de g, on a :

[i, i⊥] = 0.

Comme g est semi-simple, on en déduit que :

i = [i, i] et i∗ = [i∗, i∗].

Soient a, b ∈ i et z ∈ i⊥. Pour tout y ∈ g, on a :

〈y, [[b∗, a∗], z]〉 = 〈y, [[a, b]∗, z]〉 = 〈[[a, b], y], z〉 = 0.

Ainsi [[b∗, a∗], z] = 0. Par linéarité et continuité du crochet, on en déduit que
[i∗, i⊥] = 0. 2

Corollaire 2.2.16 Pour tout idéal i d’une L∗-algèbre semi-simple, on a :

[(i ∩ i∗)⊥, i] = 0.

2 Preuve du corollaire 2.2.16 :
Soient u ∈ (i ∩ i∗)⊥ et v ∈ i. Pour tout z de g dont la décomposition selon la
somme directe g = i ⊕ i⊥ s’écrit z = z0 + z1, on a :

〈[u, v], z〉 = 〈u, [z0, v∗]〉 + 〈u, [z1, v∗]〉 = 0,

car [z0, v
∗] ∈ i ∩ i∗ et [z1, v

∗] ∈ [i⊥, i∗] = {0}. D’après le théorème de Riesz,
[u, v] = 0. 2

Proposition 2.2.17 Tout idéal fermé d’une L∗-algèbre semi-simple est ∗-stable.
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2 Preuve de la proposition 2.2.17 :
Soit i un idéal fermé d’une L∗-algèbre de Lie semi-simple g. i se décompose en
somme orthogonale de deux idéaux :

i = i ∩ i∗ ⊕ (i ∩ i∗)⊥ ∩ i.

D’après le corollaire 2.2.16, on a [(i ∩ i∗), (i ∩ i∗)⊥] = 0 et :

[(i ∩ i∗)⊥ ∩ i, (i ∩ i∗)⊥ ∩ i] = 0,

ce qui implique que [i, i] = [i ∩ i∗, i ∩ i∗]. Comme g est semi-simple, i = [i, i] =
[i ∩ i∗, i ∩ i∗] = i ∩ i∗. 2

Remarque 2.2.18 Rappelons qu’en dimension infinie, une algèbre de Lie ne
s’intègre pas forcement en un groupe de Lie. Un exemple d’algèbre de Lie bana-
chique qui ne soit pas l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie est donnée par W. Van
Est et Th.J. Korthagen dans [EK]. Cependant, la proposition précédente, as-
sociée au fait que toute algèbre de Lie banachique possédant une représentation
fidèle s’intègre en un groupe de Lie banachique, permet de démontrer la propo-
sition suivante ([Nee1] ou [Nee2]) :

Proposition 2.2.19 Pour toute L∗-algèbre g, il existe un groupe de Lie hilber-
tien G d’algèbre de Lie g.

Définition 2.2.20 Un groupe de Lie hilbertien associé à une L∗-algèbre est
appelé L∗-groupe.

Exemple 2 Soient H un espace de Hilbert complexe, L2(H) l’ensemble des
opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H et id l’application identité. L’algèbre de
Lie gl2(H,C) := L2(H) muni du commutateur de deux opérateurs comme cro-
chet de Lie, de l’adjonction comme involution ∗ et du produit scalaire :

〈X,Y 〉 := Tr X∗Y,

défini pour tous X,Y de gl2(H,C), est une L∗-algèbre complexe. Le groupe de
Lie hilbertien correspondant est :

GL2(H,C) := {g ∈ GL(H), g − id ∈ L2(H)}.

Exemple 3 Soit β l’application C-bilinéaire symétrique sur gl2(H,C) définie
par :

β(X,Y ) = Tr XTY,

pour tous X,Y appartenant à gl2(H,C), où XT désigne l’application transposée
de X (relativement à la structure d’espace de Hilbert réel de H). L’algèbre de
Lie complexe orthogonale :

o2(H,C) := {X ∈ gl2(H,C), XT +X = 0}

est une sous-L∗-algèbre de gl2(H,C). Le L∗-groupe orthogonal associé est :

O2(H,C) := {g ∈ GL2(H,C), gT g = id }.
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Exemple 4 Soit Φ = {e−1, e−2, . . . , e1, e2, . . .} une base orthonormée de H, et
J l’opérateur linéaire défini par : ∀i > 0, Je−i := −ei et Jei := e−i. L’algèbre
de Lie symplectique complexe :

sp2(H, J) := {x ∈ gl2(H,C), XTJ + JX = 0}

est la sous-L∗-algèbre de gl2(H,C) préservant la forme C-bilinéaire anti-symétrique
γ définie par :

∀X,Y ∈ gl2(H,C), γ(X,Y ) := Tr (XTJY ).

Le groupe symplectique complexe associé est :

Sp2(H, J) := {g ∈ GL2(H,C), gTJg = J}.

2.2.2 Systèmes de racines des L∗-algèbres complexes

Dans ce paragraphe, g désigne une L∗-algèbre complexe semi-simple séparable.
Les résultats présentés dans cette section sont classiques. Nous incluons les
démonstrations des propositions qui seront utilisées par la suite afin de rendre
l’exposé aussi auto-suffisant que possible. Pour le reste, nous renvoyons le lecteur
à [Schu1] ou à [Bou].

Définition 2.2.21 Une sous-algèbre de Cartan d’une L∗-algèbre semi-simple
complexe g est une sous-algèbre abélienne, stable par ∗, et maximale parmi les
sous-algèbres abélienne ∗-stables.

Remarque 2.2.22 Par le lemme de Zorn, tout élément x ∈ g tel que [x, x∗] = 0
est contenu dans une sous-algèbre de Cartan. Une sous-algèbre de Cartan est
nécessairement fermée.

Proposition 2.2.23 Une sous-algèbre de Cartan h de g est une sous-algèbre
abélienne maximale et h⊥ = [h, g].

2 Preuve de la proposition 2.2.23 :
Soit h une sous-algèbre abélienne ∗-stable, maximale parmi les sous-algèbres
abéliennes ∗-stable. Montrons que h est abélienne maximale. Soit x ∈ g tel que
[h, x] = 0. Alors [h, x∗] = 0 car h est ∗-stable. Ainsi [h, x+ x∗] = [h, x− x∗] = 0.
Puisque h est ∗-stable abélienne maximale, x+ x∗ et x− x∗ appartiennent à h,
de sorte que x ∈ h. Il en découle que h est une sous-algèbre abélienne maximale.
D’autrepart, si h1 ∈ h et x ∈ g, alors pour tout h2 ∈ h :

〈h2, [h1, x]〉 = 〈[h∗1, h2], x〉 = 0,

ce qui implique que : [h1, x] ∈ h⊥. Ainsi [h, g] ⊂ h⊥. Réciproquement, si x ∈
[h, g]⊥ on a :

〈x, [h∗, y]〉 = 〈[h, x], y〉 = 0,

pour tout h de h et tout y de g, par conséquent : [h, x] ∈ g⊥ = {0} pour tout h
de h. L’algèbre h étant abélienne maximale, il en découle que x appartient à h.
Ainsi h = [h, g]⊥ et h⊥ = [h, g]. 2
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Remarque 2.2.24 Dans le cas où g est de dimension finie, on retrouve la
définition usuelle d’une sous-algèbre de Cartan h. En effet, h est abélienne maxi-
male, et ∀x ∈ h, [x, x∗] = 0, ainsi Dx est un opérateur normal, donc diagonali-
sable. D’après [Lie], ces deux propriétés caractérisent les sous-algèbres de Cartan
d’une algèbre de Lie de dimension finie. Réciproquement, si g est une algèbre
semi-simple de dimension finie et h une sous-algèbre de Cartan au sens clas-
sique du terme, alors il existe une forme réelle compacte g0 de g associée à une
involution σ telle que σ(h) = h, ce qui implique que g est une L∗-algèbre pour
l’anti-automorphisme ∗ défini par : x∗ = −σ(x), et h est une sous-algèbre de
Cartan au sens précédent.

Théorème 2.2.25 ([Schu1]) Soit g une L∗-algèbre semi-simple. Il existe une
suite d’idéaux fermés simples gj, ∗-stables, indéxée par un ensemble J , telle que
g soit somme directe hilbertienne des gj pour j ∈ J . Tout idéal fermé de g est
obtenu en sommant les gj sur un sous-ensemble de J .

Notations 2.2.26 Soit h une sous-algèbre de Cartan d’une L∗-algèbre semi-
simple complexe g. Pour toute application linéaire α : h → C, on note Vα le
sous-espace vectoriel fermé :

Vα := {v ∈ g | ∀h ∈ h, [h, v] = α(h)v}.

Définition 2.2.27 On dit que α : h → C est une racine (relativement à h) si
Vα 6= {0}.

Remarque 2.2.28 La fonction nulle est une racine et V0 = h car h est abélienne
maximale. Si α est une racine, alors c’est un homomorphisme de l’algèbre de
Banach d’opérateurs engendrée par {Dh, h ∈ h}. Comme tout homomorphisme
d’une algèbre de Banach est une application linéaire de norme au plus 1, une
racine est nécessairement une application linéaire continue dont la norme est
majorée par la norme de l’application x 7→ Dx. De plus, la propriété 2.1 im-
plique :

α(h∗) = α(h).

pour tout h de h.

Notations 2.2.29 On notera R l’ensemble des racines non nulles de g.

Remarque 2.2.30 Si α est une racine, −α est une racine et V ∗
α = V−α. Si α

et β sont deux racines distinctes alors Vα ⊥ Vβ . De plus, d’après l’identité de
Jacobi : [Vα, Vβ ] ⊂ Vα+β .

Théorème 2.2.31 ([Schu2]) Soit g une L∗-algèbre semi-simple et h une sous-
algèbre de Cartan. Alors g possède une décomposition de Cartan relativement à
h au sens au :

g = h ⊕
∑

α∈R
Vα

comme somme hilbertienne, α parcourant l’ensemble R des racines distinctes
non nulles relatives à h.

Définition 2.2.32 Pour toute racine non nulle α, on appelle coracine et on note
hα l’élément de h tel que ∀h ∈ h, α(h) = 〈h, hα〉. Remarquons que : h∗α = hα.
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Proposition 2.2.33 Si α est une racine non nulle, alors Vα est de dimension
1.

2 Preuve de la proposition Soit v1 ∈ Vα avec ‖v1‖ = 1 et v2 ∈ Vα avec
〈v1, v2〉 = 0. Pour tout v ∈ Vα, [v1, v

∗] ⊂ [vα, V−α] = h. Pour tout h ∈ h,

〈h, [v1, v∗]〉 = 〈[h, v], v1〉 = 〈h, hα〉〈v, v1〉.

D’où : [v1, v
∗] = 〈v1, v〉hα, en particulier : [v1, v

∗
2 ] = 0. De manière analogue,

[v2, v
∗
2 ] = 〈v2, v2〉hα. D’après l’identité de Jacobi et la propriété 2.1 :

0 = 〈[v∗1 , v2], [v∗1 , v2]〉 = 〈v∗1 , [[v∗1 , v2], v∗2 ]〉
= 〈v∗1 , [v∗1 , [v2, v∗2 ]] + [[v∗1 , v

∗
2 ], v2]〉 = 〈v∗1 , [v∗1 , ‖v2‖2hα]〉 + ‖[v∗1 , v∗2 ]‖2

= 〈v∗1 , ‖v2‖2α(hα)v∗1〉 + ‖[v∗1 , v∗2 ]‖2

= ‖hα‖2‖v2‖2 + ‖[v∗1 , v∗2 ]‖2.

Ainsi ‖v2‖ = 0 et v2 = 0. 2

Définition 2.2.34 Soit R l’ensemble des racines non nulles relativement à
une sous-algèbre de Cartan h de g. Par le lemme de Zorn, il est possible de
décomposer R en R+∪R− avec R+ et R− disjoint et tels que α ∈ R+ ⇔ −α ∈
R−. Une telle décomposition définit une relation d’ordre partiel strict sur R
par :

α > β ⇔ α− β > 0.

Dans la suite, on identifiera une telle décomposition avec l’ordre induit et on
appellera racines positives les éléments de R+.

Notations 2.2.35 Pour toute racine positive α ∈ R+, soit eα ∈ Vα tel que
‖eα‖ = 1. Alors e∗α ∈ V−α et ‖e∗α‖ = 1. Pour toute racine négative α ∈ R−, on
note eα := e∗−α, de sorte que pour tout α ∈ R, on a : e∗α = e−α.

Remarque 2.2.36 L’ensemble {eα, α ∈ R} forme une base hilbertienne de h⊥

et :
[eα, e

∗
α] = hα.

Proposition 2.2.37 Si β est une racine et α une racine non nulle, alors la
suite {β − kα, k ∈ Z} contient seulement un nombre fini de racines.

2 Preuve de la proposition 2.2.37 :
Si β − kα est une racine et C la norme de l’application x 7→ Dx, alors :

C ≥ ‖hβ−kα‖ = ‖hβ − khα‖ ≥ |k||‖hα‖ − ‖hβ‖|,

de sorte que k est borné. 2

Notations 2.2.38 Soit β est une racine et α une racine non nulle. On note
k1(α, β) et k2(α, β) les entiers tels que β + kα est une racine pour −k1(α, β) ≤
k ≤ k2(α, β) et tels que β − (k1(α, β) + 1)α et β + (k2(α, β) + 1)α ne sont pas
des racines.

Définition 2.2.39 On définit un produit scalaire sur h′ par :

(α, β) := 〈hα, hβ〉,

pour tout α, β appartenant à h′, où α(h) = 〈h, hα〉 et β(h) = 〈h, hβ〉, ∀h ∈ h.
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Proposition 2.2.40 Si β est une racine et α une racine non nulle telles que
α + β soit une racine, alors l’espace vectoriel engendré par les eβ−kα pour
−k1(α, β) ≤ k ≤ k2(α, β) est un sl2-module irréductible de dimension fini. En

outre Vα+β est engendré par [eα, eβ ] et n(β, α) := 2 (α,β)
(α,α) est un entier.

2 Preuve de la proposition 2.2.40 :
Posons

Hα := 2
‖hα‖2hα et Yα := 2

‖hα‖2 e−α.

On a :
[eα, Yα] = Hα [Hα, eα] = 2eα [Hα, Yα] = −2Yα,

ce qui signifie que eα, Yα et Hα forment un sl2-triplet. L’espace vectoriel en-
gendré par les eβ−kα pour −k1(α, β) ≤ k ≤ k2(α, β) est un sl2-module irréductible
de dimension finie. En particulier, ad(eα) : Vβ → Vβ+α est bijectif et Vβ+α est
engendré par [eα, eβ ]. De plus :

[Hα, eβ] =
2

‖hα‖2
[hα, eβ ] =

2

‖hα‖2
β(hα)eβ =

2

‖hα‖2
〈hα, hβ〉eβ = 2

(α, β)

(α, α)
eβ

et n(β, α) := 2 (α,β)
α,α) est entier. 2

Corollaire 2.2.41 Si α et β sont deux racines non proportionnelles telles que
n(β, α) > 0, alors β − α est une racine.

2 Preuve du corollaire 2.2.41 :
Avec les notations de la proposition précédente, on a [Hα, eβ ] = n(β, α)eβ avec
n(β, α) > 0. On en déduit que [Yα, eβ ] 6= 0 et engendre Vβ−α. 2

Définition 2.2.42 Une racine positive α est dite simple si elle ne peut s’écrire
comme la somme de deux racines positives.

Notations 2.2.43 Étant donné un ordre R = R+ ∪ R− sur l’ensemble des
racines non nulles R, on désignera par S l’ensemble des racines simples.

Définition 2.2.44 Un sous-ensemble N de l’ensemble des racines non nulles R
est appelé système de racine si :

1. α ∈ N ⇒ −α ∈ N ,

2. α, β ∈ N et α+ β ∈ R ⇒ α+ β ∈ N .

Définition 2.2.45 Un sous-ensemble N de l’ensemble des racines non nulles
R est dit indécomposable si N ne peut pas s’écrire comme l’union de deux
sous-ensembles non-vides orthogonaux.

Proposition 2.2.46 ([Schu1]) Si g est une L∗-algèbre simple alors R est indé-
composable. Soit F un sous-ensemble indécomposable de l’ensemble des racines
non nulles R d’une algèbre de Lie semi-simple g, alors le système de racine NF

engendré par F est indécomposable et la sous-algèbre g(NF ) de g engendrée par
les eα, α ∈ NF , est simple.

Un corollaire de la proposition 2.2.37 est la proposition suivante :

Proposition 2.2.47 ([Schu1]) Pour tout sous-ensemble fini F de l’ensemble
des racines non nulles R d’une L∗-algèbre simple, il existe un système fini indé-
composable de racines non nulles contenant F .
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2.2.3 Classification des L∗-algèbres simples

Dans ce paragraphe, nous énoncons les résultats à la base de la classification
des L∗-algèbres simples complexes obtenus par J.R. Schue dans [Schu1] . Dans la
suite du paragraphe, g désignera une L∗-algèbre complexe séparable semi-simple
et h une sous-algèbre de Cartan.

Remarque 2.2.48 Si g est une L∗-algèbre séparable, l’ensemble {eα, α ∈ R}
est dénombrable, de sorte que l’ensemble R des racines non nulles est dénombrable.

Théorème 2.2.49 ([Schu1]) Soit g une L∗-algèbre simple séparable et R =
{αi, i ∈ N∗} l’ensemble des racines. Pour tout n ∈ N∗, on pose Fn := {α1, . . . , αn}.
Il existe une suite {Nn}n∈N∗ de sous-ensembles finis de R tels que :

1. Fn ⊂ Nn ⊂ Nn+1

2. Nn est un système de racines indécomposable

3. R = ∪n∈N∗Nn

4. Les sous-algèbres simples g(Nn) forment une suite croissante avec

g = ∪n∈N∗g(Nn)

5. Les sous-algèbres simples de dimensions finies g(Nn) sont toutes de même
type A, B, C ou D.

Proposition 2.2.50 ([Schu1]) Étant donné une suite {Nn}n∈N∗ comme dans
le théorème précédent, il est possible de définir un ordre total sur l’espace vec-
toriel réel engendré par l’ensemble des racines tel que :

1. α > 0 ⇒ −α < 0,

2. α > 0, β > 0 ⇒ α+ β > 0,

3. Si α > 0 et α /∈ Nn alors α > β pour tout β ∈ Nn,

4. l’ordre induit sur Nn est un ordre lexicographique relativement à une base
de racines.

Proposition 2.2.51 ([Schu1]) Soit S l’ensemble des racines simples de g re-
lativement à l’ordre précédent.

1. S ∩ Nn est un système complet de racines simples de g(Nn), i.e. toute
racine positive α de Nn s’écrit comme combinaison linéaire à coefficients
entiers positifs d’éléments de S ∩ Nn.

2. Si α et β appartiennent à S, α−β est une racine si et seulement si α = β,
de sorte que k1(α, β) = k1(β, α) = 0

3. S est un système linéairement indépendant sur R et toute racine positive
α ∈ R+ est une combinaison linéaire d’éléments de S à coefficients entiers
positifs ou nuls, nuls sauf un nombre fini.

4. Si τ =
∑

i niαi avec αi ∈ S et ni = 0 sauf un nombre fini, alors pour savoir
si τ est une racine, il suffit de connâıtre 〈hα, hβ〉 pour tous α, β ∈ S.

Définition 2.2.52 Soit S l’ensemble des racines simples d’une L∗-algèbre simple
g munie d’une décomposition de l’ensemble des racines en racines positives et
négatives. Le graphe de S est l’ensemble des 〈hα, hβ〉 où α et β parcourent S.
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Définition 2.2.53 Soient g1 (resp. g2) une L∗-algèbre simple séparable, h1

(resp. h2) une sous-algèbre de Cartan et G1 (resp. G2) le graphe correspondant
à un ordre sur les racines. On dit que G1 et G2 sont isomorphes s’il existe une
application ϕ envoyant une racine simple α de g1 sur une racine simple ϕ(α) de
g2 de telle sorte que :

(α, β) = (ϕ(α), ϕ(β))

pour tout α, β appartenant à S.

Théorème 2.2.54 ([Schu1]) Soient g1 et g2 deux L∗-algèbres simples séparables
tels que les graphes G1 et G2 relatifs au choix de sous-algèbres de Cartan et
d’ordres sur les racines soient isomorphes. Alors g1 et g2 sont isomorphes en
tant que L∗-algèbres.

Définition 2.2.55 On appelle diagramme de Coxeter d’une L∗-algèbre semi-
simple g le graphe dont les sommets sont les racines simples α relatives au
choix d’un ordre sur les racines, et dont les arêtes entre deux racines distinctes
α et β sont au nombre de n(α, β).n(β, α). On appelle diagramme de Dynkin
d’une L∗-algèbre semi-simple g le diagramme de Coxeter habillé des rapports
des longueurs entre deux racines simples.

Le théorème 2.2.54 implique que le diagramme de Dynkin détermine une
classe d’isomorphisme de L∗-algèbres simples. Le théorème 2.2.49 ainsi que la
proposition 2.2.50 permettent de déduire de la classification des algèbres de Lie
simples de dimension finie le théorème suivant :

Théorème 2.2.56 ([Schu1]) Les diagrammes de Dynkin possibles d’une L∗-
algèbre simple de dimension infinie sont les suivants (ici la flèche sur une arête
pointe vers la plus longue racine) :

Type A’ :

Type B :

Type C :

Type D :

Type A :

Tab. 2.1 – Diagrammes de Dynkin possibles des L∗-algèbres simples complexes
de dimension infinie

Remarque 2.2.57 Dans [Schu1], J. R. Schue montre que chacun des cinq dia-
grammes de type A, A’, B, C et D apparâıt effectivement comme diagramme
de Dynkin d’une L∗-algèbre simple. C’est une particularité de la dimension infi-
nie que deux diagrammes de Dynkin différents peuvent définir deux L∗-algèbres
isomorphes. Plus précisement, J. R. Schue montre que les diagrammes A et A’
sont isomorphes, de même que les diagrammes B et D.
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Théorème 2.2.58 ([Schu1]) Toute L∗-algèbre complexe simple séparable de
dimension infinie est isomorphe à gl2(H,C) (Type A ou A’), o2(H,C) (Type B
ou D) ou sp2(H, J) (Type C) pour un certain espace de Hilbert H.

La classification des L∗-algèbres simples réelles a été effectuées indépendam-
ment par Balachandran, de La Harpe et Unsain. Plus précisément, ils ont montré
le théorème suivant :

Théorème 2.2.59 ([Bal], [Har2], [Uns2]) Toute L∗-algèbre réelle simple séparable
de dimension infinie de type compact est isomorphe à l’une des L∗-algèbres non
isomorphes suivantes pour un certain espace de Hilbert H :

u2(H,C) := {a ∈ gl2(H,C), a∗ + a = 0}
o2(H,R) := {a ∈ gl2(H,R), aT + a = 0}
sp2(H,H) := {a ∈ gl2(H,H), āT + a = 0},

où gl2(H,H) désigne l’ensemble des applications H-linéaire relativement à la
donnée d’un anti-automorphisme de carré -1 sur un espace de Hilbert complexe
H, et où, pour x = x0 + x1i+ x2j + x3ij ∈ H, x̄ = x0 − x1i− x2j − x3ij.

2.3 Orbites coadjointes affines

2.3.1 Généralités sur les orbites coadjointes affines

Dans ce paragraphe, nous définissons la notion d’orbite (co-)adjointe affine
introduite par K.H. Neeb dans [Nee1].

Notations 2.3.1 Soit V un espace de Banach. On note Aff(V ) = GL(V ) n V
le groupe de transformations affines de V . Un élément (g, x) ∈ Aff(V ) agit sur
un élément v ∈ V par :

(g, x).v = g(v) + x.

Remarque 2.3.2 Aff(V ) est un groupe de Lie banachique d’algèbre de Lie :

aff(V ) := gl(V ) n V,

muni de la topologie produit et du crochet de Lie suivant :

∀(A,X), (B, Y ) ∈ gl(V ) n V,

[(A,X), (B, Y )] = ([A,B], AY −BX).

Définition 2.3.3 Une représentation affine d’un groupe de Lie G est un mor-
phisme de groupe de Lie ρ : G → Aff(V ) où V est un espace de Banach. Une
représentation affine d’une algèbre de Lie g est un morphisme d’algèbre de Lie
γ : g → aff(V ).

Remarque 2.3.4 Un morphisme de groupe ρ : G→ Aff(V ) est donné par une
paire (ρl,Θ) où ρl est un morphisme de groupe de G dans GL(V ) et où

Θ : G→ V,
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satisfait :
∀g1, g2 ∈ G,Θ(g1g2) = ρl(g1)Θ(g2) + Θ(g1).

Un morphisme d’algèbre de Lie γ : g → aff(V ) est donné par une paire (γl, θ)
où γl est un morphisme d’algèbre de Lie de g dans gl(V ) et où

θ : g → V,

satisfait :
∀A,B ∈ g, θ([A,B]) = γl(A)θ(B) − γl(B)θ(A).

Définition 2.3.5 Une représentation coadjointe (resp. adjointe) affine d’un
groupe de Lie banachique G est une représentation affine ρ = (ρl,Θ) sur le
dual continu g′ de l’algèbre de Lie g de G (resp. sur l’algèbre de Lie g de G)
telle que ρl soit la représentation coadjointe Ad∗ (resp. adjointe Ad) de G sur
g′ (resp. sur g).

Une représentation coadjointe (resp. adjointe) affine d’une algèbre de Lie g

est une représentation affine γ = (γl, θ) de g sur son dual continu g′ (resp. sur
g) telle que γl soit la représentation coadjointe ad∗ (resp. adjointe ad) de g sur
g′ (resp. sur g).

Proposition 2.3.6 Un 2-cocycle continu ω sur une algèbre de Lie g définit une
représentation coadjointe affine de g par :

∀X,Y ∈ g, θ(X)(Y ) := ω(X,Y ).

2 Preuve de la proposition 2.3.6 :
Il suffit de vérifier que θ([X,Y ]) = ad∗(X)θ(Y ) − ad∗(Y )θ(X) ce qui est une
simple réécriture de la condition de cocycle :

∀X,Y, Z ∈ g, ω(X, [Y, Z]) + ω(Y, [X,Z]) + ω(Z, [X,Y ]) = 0.

2

Remarque 2.3.7 Étant donnée une représentation coadjointe affine γ = (ad∗, θ)
d’une algèbre de Lie g sur K = R ou C, l’application ω : g×g → K définie par :

∀X,Y ∈ g, ω(X,Y ) := θ(X)(Y ),

est continue, mais pas alternée en général, de sorte que l’on n’obtient pas toutes
les représentations coadjointes affines en considérant celles qui sont issues d’un
2-cocycle continu.

Remarque 2.3.8 Soit g une algèbre de Lie banachique associée à un groupe de
Lie G. Si G est simplement connexe, alors toute représentation affine γ = (γl, θ)
de g s’intégre en une unique représentation affine ρ = (ρl,Θ) de G avec dρl = γl

et dΘ = θ.

Notations 2.3.9 Pour tout 2-cocycle continu ω sur l’algèbre de Lie g d’un
groupe de Lie banachique G simplement connexe, on note Ad∗

ω la représentation
coadjointe affine de G obtenue en intégrant la représentation coadjointe affine
ad∗

ω = (ad∗, θ) où θ est défini par :

∀X,Y ∈ g, θ(X)(Y ) = ω(X,Y ).
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Pour tout f ∈ g′, le stabilisateur de f est le sous-groupe de Lie de G :

Stab(f) := {g ∈ G,Ad∗
ω(f) = f},

d’algèbre de Lie :

stab(f) := {X ∈ g, θ(X) = f ◦ ad(X)}.

Proposition 2.3.10 Soit ρω une représentation coadjointe affine d’un groupe
de Lie G provenant d’un 2-cocycle continu ω et f ∈ g′. Si le stabilisateur stab(f)
possède un supplémentaire topologique dans g, alors l’orbite coadjointe affine
Of := {ρω(g)(f), g ∈ G} de f possède une structure naturelle de variété faible-
ment symplectique.

2 Preuve de la proposition 2.3.10 :
Si stab(f) possède un supplémentaire topologique, alors l’identification Of =
G/Stab(f) permet de définir sur Of une structure naturelle de variété bana-
chique sur laquelle G agit de manière lisse et transitive. L’espace tangent à
Of en f s’identifie à g/stab(f). Sur g, on définit une forme bilinéaire alternée
continue Ωf par :

Ωf (ad∗
ω(X), ad∗

ω(Y )) := ω(X,Y ) − f([X,Y ]),

où X,Y ∈ g. Le noyau de Ωf étant stab(f), Ωf définit une forme bilinéaire
alternée non dégénérée sur g/stab(f), invariante sous l’action de Stab(f). Soit
Ω la 2-forme G-invariante sur Of cöıncidant avec Ωf sur TfOf . Ω est fermée
car ω est un 2-cocycle et l’application (X,Y ) → f([X,Y ]) un 2-cobord. Ω est
donc bien une forme faiblement symplectique sur Of . 2

Remarque 2.3.11 Soit ω un 2-cocycle sur l’algèbre de Lie g d’un groupe de
Lie simplement connexe G et Ad∗

ω la représentation coadjointe affine associée.
Soit α ∈ g′ et ω̃α := ω + dα. On a :

∀X,Y ∈ g, ω̃α(X,Y ) = ω(X,Y ) − α([X,Y ]),

et
θ̃α(X) = θ(X) + ad∗(X)(α),

de sorte que pour tout g de G :

Θ̃α(g) = Θ(g) + Ad∗(g)(α) − α.

Ainsi la translation
τα : g′ → g′

β 7→ β + α,

satisfait
Ad∗

ω(g) ◦ τα = τα ◦ Ad∗
ω̃α

(g),

ce qui exprime le fait que Ad∗
ω et Ad∗

ω̃α
sont deux représentations équivalentes.

Les orbites correspondantes vérifient : Oβ = Õβ−α + α, et cet isomorphisme
préserve les structures symplectiques. Ainsi par translation, on peut toujours se
ramener à l’orbite coadjointe de 0.
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2.3.2 Orbites kählériennes des L∗-groupes simples de type
compact

Dans ce paragraphe, nous exposons les résultats annoncés par K.H. Neeb
dans [Nee1]. Le théorème 2.3.13 sera utilisé dans la paragraphe suivant.

Soit G un L∗-groupe réel simple de type compact d’algèbre de Lie g, et
GC son complexifié, d’algèbre de Lie gC. Le produit scalaire hermitien 〈, 〉 sur
gC permet d’associé à tout 2-cocycle continu ω sur gC un opérateur continu
D : gC → gC par :

∀X,Y ∈ gC, ω(X,Y ) = 〈X∗,DY 〉. (2.2)

La condition de cocycle implique que D est un dérivation. De plus, le produit sca-
laire hermitien permet d’identifier les orbites coadjointes aux orbites adjointes.

Notations 2.3.12 Pour toute dérivation D : g → g, on note OD l’orbite ad-
jointe affine de 0 correspondant à ω(X,Y ) := 〈DX,Y ∗〉.

OD := {Ad∗(g)D − D, g ∈ G}.

Dans le cas des L∗-groupes, toute orbite (co-)adjointe affine possède une
structure naturelle de variété faiblement symplectique. Toutes les orbites (co-)ad-
jointes affines ne sont cependant pas fortement symplectiques :

Théorème 2.3.13 ([Nee2]) Pour toute dérivation D : g → g d’une L∗-
algèbre réelle il vient :

1. l’orbite (co-)adjointe affine OD est fortement symplectique si et seulement
si l’image de D est fermée,

2. Si l’image de D est fermée, alors :

(a) D est diagonalisable sur gC

(b) Ker D contient une sous-algèbre de Cartan

(c) Si g est simple et gC = gl2(H,C) (resp. o2(H,C), sp2(H, J)) pour
un certain espace de Hilbert H, alors D s’écrit : D(X) = [D,X ]
pour un opérateur antihermitien D (resp. réel antisymétrique, resp.
antihermitien anti-commutant à J) à spectre fini.

Le théorème suivant montre que toute orbite (co-)adjointe affine d’un L∗-
groupe simple de type compact possédant une structure de naturelle de variété
fortement symplectique est fortement kählérienne :

Théorème 2.3.14 ([Nee2]) Si g est une L∗-algèbre simple de type compact
et D une dérivation de g à image fermée, alors il existe un sous-groupe G+

du L∗-groupe complexe GC d’algèbre de Lie gC tel que G agisse transitivement
sur l’espace homogène complexe GC/G+ et de sorte que OD soit isomorphe en
tant que G-espace à GC/G+. De plus, la structure complexe héritée de cette
identification munie OD d’une structure de variété fortement kählérienne.

Remarque 2.3.15 Les orbites kählériennes ainsi obtenues sont les espaces de
drapeaux :
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1. Pour g = u2(H,C), gC = gl2(H,C) :
Notons d1, . . . , dk les valeurs propres de l’opérateur hermitien iD et Hj :=
Ker (iD − dj id) les espaces propres correspondants. L’orbite adjointe af-

fine
OD := {gDg−1 −D, g ∈ U2(H,C)}

est isomorphe à l’espace homogène complexe GL(H,C)/G+, G+ étant le
sous-groupe de Lie deGL(H,C) préservant le drapeauF := (F0, F1, . . . , Fk)

où F0 := {0} et Fj :=
∑j

i=1Hi. Cet espace de drapeaux a été étudié par
G.Helminck et A.Helminck dans [HH].

2. Pour g = o2(H,R), gC = o2(H
C,C) :

Notons d1, . . . , dk les valeurs propres positives de iD sur C, d0 = 0 et d−j

la valeur propre −dj pour j = 1, . . . , k, ainsi que Hj := Ker (iD − dj)
les espaces propres correspondants. L’espace de Hilbert complexe HC se
décompose en :

HC = Hk ⊕ . . . H1 ⊕H0 ⊕H−1 ⊕ · · · ⊕H−k,

où H̄j = H−j. Le groupe O2(H,R) est le sous-groupe de O2(H
C,C)

préservant la forme bilinéaire symétrique complexe définie par :

∀X,Y ∈ HC, β(X,Y ) := 〈X̄, Y 〉 = Tr XTY,

et les espaces Fj :=
∑j

i=1Hj , j = 1, . . . , k sont isotropes pour β. L’orbite
adjointe affine

OD := {gDg−1 −D, g ∈ O2(H,R)}
s’identifie à l’espace homogène complexe O2(H

C,C)/G+, G+ étant le sous-
groupe complexe de O2(H

C,C) préservant le drapeau :

{0} = F0 ⊆ F1 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ Fk ⊆ F
⊥β

k ⊆ · · · ⊆ F
⊥β

2 ⊆ F
⊥β

1 ⊆ F
⊥β

0 = H.

3. Pour g = sp2(H,H), gC = sp2(H, J) :
Le fait que D anti-commute à J implique que :

J Ker (iD − d) = Ker (iD + d).

Notons d1, . . . , dk les valeurs propres positives de iD sur C, d0 = 0 et d−j

la valeur propre −dj pour j = 1, . . . , k, ainsi que Hj := Ker (iD − dj)
les espaces propres correspondants. L’espace de Hilbert complexe HC se
décompose en :

HC = Hk ⊕ · · · ⊕H1 ⊕H0 ⊕H−1 ⊕ · · · ⊕H−k,

où JHj = H−j . Le groupe Sp2(H,H) est le sous-groupe de Sp2(H, J)
préservant la forme bilinéaire symétrique complexe définie par :

∀X,Y ∈ HC, γ(X,Y ) := 〈X̄, JY 〉 = Tr XTJY,

et les espaces Fj :=
∑j

i=1Hj , j = 1, . . . , k sont isotropes pour γ. L’orbite
adjointe affine

OD := {gDg−1 −D, g ∈ Sp2(H,H)}
s’identifie à l’espace homogène complexe Sp2(H, J)/G+, G+ étant le sous-
groupe complexe de Sp2(H, J) préservant le drapeau :

{0} = F0 ⊆ F1 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ Fk ⊆ F
⊥γ

k ⊆ · · · ⊆ F
⊥γ

2 ⊆ F
⊥γ

1 ⊆ F
⊥γ

0 = H.
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2.4 Orbites hermitiennes symétriques

2.4.1 Introduction

Un espace symétrique riemannien est une variété connexe M telle que pour
tout x de M, il existe une isométrie globalement définie, sx, qui préserve x
et dont la différentielle en l’espace tangent à M en x soit −id. L’isométrie sx

est appelée symétrie de M en x. Une variété complexe munie d’une métrique
hermitienne est un espace hermitien symétrique si la variété réelle sous-jacente,
munie de la partie réelle de la métrique hermitienne, est symétrique et si les
symétries préservent la métrique hermitienne.

En dimension finie, chaque classe d’isomorphisme d’espace riemannien symé-
trique M simplement connexe est caractérisé par un triplet (g, σ, B) comme suit.
Soit G le plus grand groupe connexe d’isométries de M et K le sous-groupe de
G fixant un point x ∈ M. Un espace symétrique étant complet, le théorème de
Hopf-Rinow assure que G agit transitivement sur M, et M est difféomorphe
à G/K. Soit g l’algèbre de Lie de G, σ l’automorphisme de g induit par la
conjugaison par la symétrie sx et g = k ⊕ m la décomposition de g en espaces
propres de σ de valeurs propres +1 et −1 respectivement. k est l’algèbre de Lie
de K et :

[k, k] ⊂ k, [k,m] ⊂ m, [m,m] ⊂ m.

En particulier l’action adjointe Ad(K) de K sur g préserve m. Une métrique
riemanniennne sur M est caractérisée par sa G-invariance et sa valeur en x.
Cette dernière est déterminée par un produit scalaire Ad(K)-invariant sur m,
noté B.

Réciproquement, un triplet (g, σ, B) détermine une classe d’isomorphisme
d’espaces riemanniens symétriques simplement connexe, car en dimension finie,
l’algèbre de Lie g est l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie simplement connexe G′,
l’automorphisme σ fournit une décomposition g = k ⊕ m en espaces propres de
valeurs propres +1 et −1 respectivement, et le quotient G′/K ′, oùK ′ est le sous-
groupe connexe de G′ d’algèbre de Lie k, est un espace riemannien symétrique
simplement connexe, l’espace tangent en un point s’identifiant à m muni de B,
la symétrie par rapport à un point étant la symétrie géodésique.

Remarquons qu’en dimension infinie, le théorème de Hopf-Rinow n’a plus
cours (cf [Eke] pour un Ansatz), et, bien qu’un espace riemannien symétrique soit
géodésiquement complet, rien ne garantit (a priori) que le groupe des isométries
agit transitivement. D’autre part une algèbre de Lie banachique n’est pas tou-
jours l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie banachique, ce qui ne permet pas de
reconstituer un espace hermitien symétrique à partir d’un triplet (g, σ, B), où g

serait une algèbre de Lie banachique quelconque.
En s’appuyant sur l’étude des triplets de Jordan hermitiens ([Kau1]), W.

Kaup a montré dans [Kau2] que tout espace hermitien symétrique M de di-
mension infinie se décompose de manière unique en un produit orthogonal
M = M+ × M0 × M−, où M+ (resp. M0, resp. M−) est un espace her-
mitien symétrique (éventuellement de dimension nulle) de courbure sectionnelle
> 0 (resp. = 0, resp. < 0), généralisant ainsi le cas de la dimension finie. En
outre, M+ et M− sont simplement connexes et M0 est le quotient d’un es-
pace de Hilbert complexe par un sous-groupe discret de translations. Un espace
hermitien symétrique de courbure sectionnelle positive (resp. négative, resp.
nulle) est dit de type compact ( resp. non-compact, resp. plat), par analogie au
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cas de la dimension finie. W. Kaup montre qu’un espace hermitien symétrique
simplement connexe M est de type compact si et seulement si toute fonction
holomorphe sur M est constante, il est de type non-compact si et seulement si
toute fonction holomorphe bornée sur M sépare les points, et il est de type plat
si et seulement si toute fonction holomorphe sur M sépare les points et toute
fonction holomorphe bornée est constante.

Un espace hermitien symétrique est dit irréductible s’il n’est pas isomorphe
à un espace plat, et s’il n’est pas localement isomorphe à un produit M1 ×M2

d’espaces hermitiens symétriques avec, pour i = 1, 2, dim(Mi) > 0. La classi-
fication des espaces hermitiens symétriques irréductibles de dimension infinie a
été obtenue par W. Kaup dans [Kau2]. La démontration en est très algébrique
et repose sur l’étude des triplets de Jordan hermitiens.

Dans le paragraphe suivant, nous retrouvons cette classification par le biais
de la classification des orbites adjointes affines hermitiennes symétriques irréductibles
OD d’une L∗-algèbre de type compact g, où D est une dérivation de g. Cette
classification est une généralisation de la classification des espaces hermitiens
symétriques irréductibles de dimension finie par le biais des racines non-compactes
des algèbres de Lie simples, obtenue par J. Wolf dans [Wol2]. En outre, ce
résultat prouve a posteriori que tout espace hermitien symétrique irréductible
est une orbite coadjointe affine d’un L∗-groupe.

2.4.2 Classification des orbites coadjointes affines hermi-
tiennes symétriques irréductibles de type compact

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théorème suivant :

Théorème 2.4.1 Les orbites adjointes affines hermitiennes symétriques irré-
ductibles des L∗-algèbres simples de type compact sont isomorphes aux espaces
homogènes suivants :

1. U2(H)/
(

U2(P0) × U2(P
⊥
0 )
)

, où P0 est un sous-espace vectoriel complexe
fermé d’un espace de Hilbert H, soit de dimension finie p, soit de dimen-
sion infinie p et de codimension infinie ;

2. O+
2 (H,R)/

(

SO(P0) ×O+
2 (P⊥

0 )
)

où P0 est un 2-plan orienté de l’espace
de Hilbert réel H ;

3. O+
2 (H,R)/U2(HJ0), où HJ0 est l’espace de Hilbert complexe obtenu en

munissant l’espace de Hilbert réel H d’une structure complexe J0, et où
O+

2 (H,R) est la composante connexe de l’identité de O2(H,R) ;

4. Sp2(H,H)/U2(P0), où P0 est un sous-espace lagrangien de l’espace de Hil-
bert symplectique complexe H.

Dans la suite, g désigne l’une des L∗-algèbres simples de dimension infinie
séparable de type compact réalisée comme sous-algèbre réelle de gl2(H,R), où
H est un espace de Hilbert réel, et G est le L∗-groupe connexe d’algèbre de
Lie g. Soit D une dérivation de g, telle que l’orbite coadjointe affine de 0 dans
g associée soit kählérienne. D’après le théorème 2.3.13, il existe D ∈ B(H)
vérifiant D∗ = −D tel que ∀x ∈ g,Dx = [D,x], et une sous-algèbre de Cartan
hC contenue dans Ker ad(D). En identifiant orbite coadjointe et orbite adjointe
par le biais du produit scalaire invariant, l’orbite adjointe OD obtenue est :

OD = {gDg−1 −D ∈ g, g ∈ G}
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Notations 2.4.2 On notera k ⊂ g le stabilisateur de 0 et K le L∗-groupe
associé :

k := {x ∈ g, [D,x] = 0}.

Définition 2.4.3 On dira que l’orbite adjointe affine OD est symétrique s’il
existe un supplémentaire topologique m de k dans g invariant sous l’action ad-
jointe de K vérifiant :

[m,m] ⊂ k.

Notations 2.4.4 Dans la suite de cette section, OD désignera une orbite ad-
jointe affine symétrique de la L∗-algèbre simple g. On notera gC l’algèbre de
Lie complexifiée de g, kC et mC les complexifications de k et m, de sorte que
gC est somme directe orthogonale de kC et mC relativement au produit scalaire
hermitien de gC.

Proposition 2.4.5 Soit hC une sous-algèbre de Cartan de gC contenue dans
Ker adD et

gC = hC ⊕
∑

α∈R
Vα

la décomposition de Cartan associée, où R désigne l’ensemble des racines non
nulles de gC relativement à hC. Alors il existe des sous-ensembles A et B de R
tels que A ∪ B = R et tels que :

kC = hC ⊕∑α∈A Vα, mC =
∑

α∈B Vα.

2 Preuve de la proposition 2.4.5 :
Puisque OD est symétrique, on a gC = kC ⊕ mC avec :

[kC, kC] ⊂ kC; [kC,mC] ⊂ mC; [mC,mC] ⊂ kC.

Soit v un vecteur non nul de Vα, et v = v0 +v1 sa décomposition selon la somme
directe gC = kC ⊕ mC. Pour tout h ∈ hC, on a :

[h, v] = [h, v0 + v1] = α(h)(v0 + v1) = α(h)v0 + α(h)v1 = [h, v0] + [h, v1].

Comme [hC, kC] ⊂ kC et [hC,mC] ⊂ mC, il vient :

[h, v0] = α(h)v0 et [h, v1] = α(h)v1.

Or Vα est de dimension 1, donc soit v0 = 0, soit v1 = 0. Ainsi Vα est contenu
soit dans kC soit dans mC. 2

Proposition 2.4.6 Pour tout α ∈ R, il existe cα ∈ R tel que [D, eα] = icαeα.
De plus c−α = −cα.

2 Preuve de la proposition 2.4.6 :
Pour tout α ∈ R et tout h ∈ h, on a :

[h, [D, eα]] = [[h,D], eα] + [D, [h, eα]] = α(h)[D, eα].

Vα étant de dimension 1, on en déduit que [D, eα] est proportionnel à eα. Puisque
D vérifie D∗ = −D, pour tout α ∈ R, on a :

〈[D, eα], eα〉 = −〈eα, [D, eα]〉 = −〈[D, eα], eα〉,
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Ainsi il existe une constante réelle cα telle que :

[D, eα] = icαeα

D’autrepart,
[D, eα]∗ = [e∗α, D

∗] = −[e∗α, D] = [D, e∗α].

Ainsi :
〈[D, e∗α], e∗α〉 = 〈eα, [D, e

∗
α]∗〉 = 〈eα, [D, eα]〉 = −icα.

2

Notations 2.4.7 On note m+ (resp. m−) le sous-espace vectoriel fermé de gC

engendré par les eα, ou α parcourt les racines telles que cα > 0 (resp. cα < 0).
On note B+ (resp. B−) l’ensemble des racines β de B telles que Vβ ∈ m+ (resp.
Vβ ∈ m−).

Définition 2.4.8 Une orbite OD est dite irréductible si et seulement si m est
un Ad(K)-module irréductible non nul.

Proposition 2.4.9 Si l’orbite OD est irréductible, m+ et m− sont des Ad(K)-
modules irréductibles, et il existe une constante c > 0 telle que : ad(D)|m+

=
ic id et ad(D)|m−

= −ic id. En particulier le spectre de ad(D) est réduit à
{0, ic,−ic}.

2 Preuve de la proposition 2.4.9 :
Pour tout k ∈ k et tout eα ∈ m±, on a :

[D, [k, eα]] = [[D, k], eα] + [k, [D, eα]] = icα[k, eα].

Ainsi : [k,m±] ⊂ m± et m± est stable par l’action adjointe de K. Supposons que
m+ se décompose en deux sous-Ad(K)-modules m1 et m2. Alors :

m− = m∗
1 ⊕ m∗

2,

et m se décompose en deux sous-Ad(K)-modules, à savoir g ∩ (m1 ⊕ m∗
1) et g ∩

(m2⊕m∗
2). L’orbite OD étant irréductible, m est un Ad(K)-module irréductible.

On en déduit l’irréducibilité de m±. Soit eα ∈ m+ et c = cα :

[D, eα] = iceα.

Le noyau Ker (D− ic) étant un sous-Ad(K)-module de m+, ad(D)|m+
= ic id.

La relation c−α = −cα implique que ad(D)|m−
= −ic id. 2

Définition 2.4.10 Étant donné un ordre sur l’ensemble des racines non nulles
R de g, une racine simple φ est dite de type non compact si toute racine α ∈ R
est de la forme :

α = ±
∑

Ψ∈S−φ

aΨΨ, aΨ ≥ 0,

ou de la forme :
α = ±(φ+

∑

Ψ∈S−φ

aΨΨ), aΨ ≥ 0.
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Lemme 2.4.11 Soient OD une orbite adjointe affine symétrique irréductible
d’une L∗-algèbre simple g, hC une sous-algèbre de Cartan de gC contenue dans
Ker adD et

gC = hC ⊕
∑

α∈A
Vα ⊕

∑

β∈B
Vβ

la décomposition de gC correspondante, avec :

kC = hC ⊕
∑

α∈A
Vα, et mC =

∑

β∈B
Vβ .

Pour tout ordre R = R+ ∪ R− sur l’ensemble des racines, il existe une unique
racine simple appartenant à B.

M Preuve du lemme 2.4.11 :
Soit {φi,Ψj}i∈I,j∈J l’ensemble des racines simples avec φi ∈ A et Ψj ∈ B.

Supposons J vide. La relation [kC, kC] ⊂ kC implique que toutes les racines
positives appartiennent à A et m = {0}, ce qui contredit le fait que m est
un Ad(K)-module irréductible non nul. Soit β une racine simple appartenant
à B. L’espace vectoriel fermé engendré par l’action adjointe de k sur eβ est
un Ad(K)-module irréductible non nul de m. Puisque l’orbite est irréductible,
ad(k)(Vβ) = m+ ou m−. M

Lemme 2.4.12 Soit β la racine simple appartenant à B. Il existe une suite
croissante de systèmes finis indécomposables Nn de racines de g telle que :

1. R = ∪n∈N∗Nn ;

2. les algèbres de Lie gn de dimensions finies engendrées par Nn sont toutes
de même type A, B, C, ou D et g est l’adhérence de l’union des gn ;

3. β est une racine de type non-compact pour chaque algèbre gn pour l’ordre
induit par l’ordre sur R.

M Preuve du lemme 2.4.12 :
Soit {α1, . . . , αn, . . .} une numérotation des racines appartenant à A. Posons
Fn = {α1, . . . , αn}. On construit par récurrence une suite croissante de systèmes
finis indécomposables Nn comme suit. D’après la proposition 2.2.47, il existe un
système fini indécomposable N1 contenant {β} ∪ F1. Supposons que Nn−1 soit
construit, il existe un système fini indécomposable Nn contenant Fn ∪ Nn−1.
Puisque toute racine de B est somme de β et de racines de A (éventuellement
en nombre infini), R = ∪n∈N∗Nn. La suite {gn}n∈N∗ de sous-algèbres simples de
dimensions finies engendrées par les systèmes Nn est une suite croissante telle
que g = ∪n∈N∗gn. Puisqu’il n’existe que 9 types d’algèbres de Lie simples de
dimension finie, au moins un des types est pris une infinité de fois. Puisque g

est de dimension infinie et que seuls les types A, B, C, ou D correspondent à
des algèbres de Lie de dimensions arbitraires, au moins un des type A, B, C, ou
D est pris une infinité de fois. Il existe donc une sous-suite Nnk

de Nn telle que
les algèbres gnk

soient toutes de même type A, B, C, ou D.
Soit Snk

l’ensemble des racines simples de gnk
pour l’ordre induit par l’ordre

sur R. Pour toute racine positive γ de Nnk
il existe une suite finie {γi, i =

1, . . . , k} de racines de Snk
telle que :

γ = γ1 + γ2 + · · · + γk,
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et telle que les sommes partielles γ1 + · · · + γj , 1 ≤ j ≤ k, soient des racines
([Bou]). Ainsi l’espace vectoriel Vγ est engendré par :

v = [eγk
, [eγk−1

, [eγk−2
, . . . , [eγ2 , eγ1 ] . . . ]]].

L’orbite étant irréductible, [D, eβ] = δβiceβ avec δβ = +1 (resp. −1) si Vβ ⊂ m+

(resp. m−). Ainsi :
[D, v] = card({i, γi = β})δβicv.

Puisque ad(kC) préserve kC, m+ et m−, on en déduit que pour γ ∈ A ∩ R+,
card({i, αi = β}) = 0 et pour γ ∈ B∩R+, card({i, αi = β}) = 1. Par conséquent
β est de type non-compact. M

Corollaire 2.4.13 Soit O = G/K une orbite coadjointe affine hermitienne
symétrique irréductible d’un L∗-groupe G, et g = k ⊕ m la décomposition de
Cartan associée où g et k désigne respectivement les algèbres de Lie de G et K.
Alors il existe une suite croissante {gn}n∈N de sous-algèbres de Lie de dimension
finie de g de même type A, B, C ou D et une suite croissante {kn}n∈N de sous-
algèbres de Lie de k telles que :

1. g = ∪gn

2. k = ∪kn

3. Pour tout n ∈ N, l’orthogonal mn de kn dans gn vérifie :

[kn,mn] ⊂ mn [mn,mn] ⊂ kn,

de sorte que (gn, kn) est une paire symétrique.

4. les orbites coadjointes On := Gn/Kn où Gn est Kn sont les sous-groupes
de Lie de G d’algèbres de Lie gn et kn respectivement, forme une suite
croissante d’orbites hermitiennes symétriques irréductibles telle que O =
∪On.

Ainsi, pour classifier les orbites coadjointes affines des L∗-groupes simples
de type compact, il suffit de connâıtre les racines simples de type non-compact
des algèbres de Lie simples de dimension finie. Une racine simple d’une algèbre
de Lie simple de dimension finie est de type non-compact si elle apparâıt avec
un coefficient +1 dans l’écriture de la plus grande racine. La liste des racines
non-compactes des algébres de Lie simples de type A, B, C, ou D de dimension
finie est donnée dans le tableau 2.2 ([Lie] ou [Wol2]).

� Preuve du théorème 2.4.1 :
Cette classification résulte directement du tableau 2.2 et du fait que toute racine
de type non-compact φ détermine une paire symétrique (g, k) où k est la L∗-
algèbre dont le diagramme de Dynkin est obtenu en supprimant φ du diagramme
de Dynkin de g (k est l’orthogonal de l’espace vectoriel fermé engendré par les
eφ+α). �

2.4.3 Description des orbites coadjointes affines hermi-
tiennes symétriques de type compact et de leurs in-
jections dans une grassmannienne

Introduction

Dans ce paragraphe, nous donnons une brève description des espaces hermi-
tiens symétriques irréductiblesG/K, où G est un L∗-groupe simple de type com-

107



Type B :

Seules α1, α2 et αn sont de type non-compact.

α4 αn−2

α2

Type D :

Type A :

Type C :

αn−1α5

α1

α3

Seule α1 est de type non-compact.

α1 α3 αn−2 αn

αn−1αn−3

αn−2

Seule αn est de type non-compact.

α1 α3 αn

αn−1αn−3α2

α2

Toute racine αi est de type non compact.

α3

αn−3

αn−2

αn−1

αn

α2

α1

αn

Tab. 2.2 – Racines simples de types non-compactes des groupes de Lie simples
de dimension finie de type A, B, C, D.

pact, et de leurs identifications avec des orbites adjointes affines hermitiennes
symétriques irréductibles.

L’injection naturelle du L∗-groupe G dans le groupe unitaire d’un espace
de Hilbert complexe H , induit une injection de G/K dans une grassmannienne
complexe, holomorphe pour la structure complexe I de G/K. En particulier, les
espaces homogènes Z(H) := O+

2 (H,R)/U2(HJ0) et L(H) := Sp2(H,H)/U2(H+)
s’injectent holomorphiquement dans la grassmannienne restreinte d’un espace
de Hilbert polarisé H = H+ ⊕H−. L’injection naturelle du L∗-groupe complexe
GC, complexifié de G, dans le groupe linéaire de H , induit une injection holo-
morphe de GC/KC dans l’orbite complexifiée de la grassmannienne en question,
pour la structure complexe i. Ainsi les complexifications Z(H)C et L(H)C de
Z(H) et L(H) sont des sous-variétés complexes, donc kählériennes, de l’orbite
complexifiée OC de la grassmannienne restreinte, pour la structure complexe
I3. Le potentiel kählérien K3 associé à la structure complexe I3, calculé dans
la section 1.4.9 du chapitre 1, se restreint en un potentiel kählérien sur Z(H)C

et L(H)C. La métrique obtenue sur Z(H)C (resp. L(H)C) se restreint en la
métrique kählérienne de Z(H) (resp. L(H)). Nous montrerons dans la section
2.6 que cette métrique est hyperkählérienne, et nous expliciterons la structure
complexe qui étent la structure complexe I.

Les grassmaniennes Gr(p) et Grres

Pour p < +∞, la grassmannienne des p-plans d’un espace de Hilbert est
décrite en Annexe A, et sa structure kählérienne a été obtenue au paragraphe
1.2.4 du chapitre 1 par quotient kählérien. Nous renvoyons le lecteur à l’An-
nexe A pour une description de l’injection de Plücker de Gr(p) dans un espace
projectif complexe. Pour tout k 6= 0, Gr(p) s’identifie à l’orbite adjointe de
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εp,k := ikprP ∈ u2(H), où P est un p-plan de référence et prP la projection
orthogonale sur P , et pour tous k, l tel que (k, l) 6= (0, 0), à l’orbite adjointe
affine de 0 pour la dérivation [εp,k,l, .], avec εp,k,l := ikprP − ilprP⊥ .

La grassmannienne des sous-espaces vectoriels de codimension p < +∞ d’un
espace de Hilbert est isomorphe à Gr(p) par l’application qui à un sous-espace
vectoriel P0 de codimension p associe son orthogonal.

La grassmannienne restreinte Grres d’un espace de Hilbert polarisée H =
H+ ⊕ H− fait l’objet du chapitre 1, paragraphe 1.3. L’injection de Plücker de
Grres dans un espace projectif a été établie par A. Pressley et G. Segal dans [PS]
et est décrite en Annexe A. Pour tous k, l tel que (k, l) 6= (0, 0), Grres s’identifie
à l’orbite adjointe affine de 0 pour la dérivation [εk,l, .], avec εk,l = ikpr+−ilpr−,
où pr± désigne la projection orthogonale sur H±.

La grassmannienne des 2-plans orientés d’un espace de Hilbert réel

La grassmannienne Gror(2, H) des 2-plans orientés d’un espace de Hilbert
réel H est l’espace homogène O+

2 (H,R)/(SO(P0) × O+
2 (P⊥

0 )), où P0 est un 2-
plan orienté de référence et où O+

2 (H,R) est la composante connexe de l’identité
du groupe orthogonal O2(H,R). Un élément P de Gror(2, H) est un 2-plan
naturellement muni d’une structure complexe JP . Pour tout k 6= 0, Gror(2, H)
s’identifie à l’orbite adjointe de kJP0 ∈ o2(H,R). La structure complexe naturelle
de Gror(2, H) consiste à composer un élément X de l’espace tangent en un
point P , identifié à l’espace des opérateurs réels de P dans son orthogonal, par
l’opérateur J−1

P .
La grassmannienne Gror(2, H) s’identifie comme variété complexe à la co-

nique C de l’espace projectif P(HC), où HC est l’espace de Hilbert complexifié
de H :

C := {(z1 : . . . : zn : . . . ) ∈ P(HC),
∑

i∈N

z2
i = 0}.

L’identification se fait par le biais de l’application qui à une base orthonormée
orientée {u, v} de P associe la droite de HC engendrée par u+ iv.

Proposition 2.4.14 L’application

f1 : Gror(2, H) → P(HC)
vect{u, v} 7→ C(u+ iv)

est une injection holomorphe de Gror(2, H) dans P(HC), et un isomorphisme
de variétés kählériennes de Gror(2, H) sur C.

2 Preuve de la proposition 2.4.14 :
Soient {u, v} une base orthonormée orientée de P ∈ Gror(2, H), et [zi]i∈N les
coordonnées homogènes de C(u + iv) relativement au choix d’une base ortho-
normée de H indexée par N. On a :

∑

i∈N

z2
i =

∑

i∈N

u2
i −

∑

i∈N

v2
i + 2i

∑

i∈N

uivi = 0,

où ui (resp. vi) sont les coordonnées de u (resp. v). Ainsi l’image de Gror(2, H)
par f1 appartient à C.

Réciproquement, soient z = [zi]i∈N un élément de C, u = <z et v = =z. La
condition d’appartenance de z à C implique que la norme de u est égale à la
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norme de v et que le produit scalaire de u et v est nul. On obtient ainsi un plan
réel P = vect{u, v}, naturellement orienté par u ∧ v.

Au voisinage d’un point P ∈ Gror(2, H), f1 se réduit à l’application qui à
un élément X = (aij)i∈N,j=1,2 de l’ouvert UP formé des applications linéaires
réelles de P dans P⊥, associe l’application C-linéaire Y = (ai1 + iai2)i∈N de
C(u + iv) dans le complexifié de P⊥. On en déduit que f1 est différentiable.
De plus, X ◦ J−1

P = iY , ce qui prouve que f1 est holomorphe. La métrique
kählérienne de Gror(2, H) étant donnée par la trace, elle provient également de
la métrique kählérienne de P(HC), et ceci permet de conclure que Gror(2, H)
s’identifie à la sous-variété kählérienne C de P(HC). 2

La variété des structures complexes orthogonales et préservant l’orien-
tation d’un espace de Hilbert réel

Soient H un espace de Hilbert réel, et J0 une structure complexe orthogonale
pour le produit scalaire (., .) de H , i.e. vérifiant

(J0X, J0Y ) = (X,Y ).

L’espace homogène O+
2 (H,R)/U(HJ0), où HJ0 est l’espace de Hilbert complexe

obtenu en munissant l’espace de Hilbert réel H de la structure complexe J0,
et où O+

2 (H,R) est la composante connexe de l’identité de O2(H,R), est la
variété Z(H) des structures complexes J sur H , orthogonales pour le produit
scalaire (., .), et proche de la structure complexe distinguée J0. Pour tout k 6= 0,
Z(H) s’identifie à l’orbite adjointe affine de 0 de o2(H,R) pour la dérivation
[kJ0, .]. En notant H+ (resp. H−) l’espace propre de valeur propre +i (resp. −i)
de l’extention C-linéaire de J0 à l’espace de Hilbert complexe HC = H ⊕ iH ,
Z(H) s’injecte dans la grassmannienne restreinte de l’espace de Hilbert polarisé
HC = H+ ⊕ H− par l’application qui à une structure complexe J associe le
sous-espace PJ de HC formé des vecteurs X de type (1, 0) relativement à J , i.e.
vérifiant JX = iX.

Proposition 2.4.15 L’application

f2 : Z(H) → Grres

J 7→ PJ

est une injection holomorphe de Z(H) dans Grres, et un isomorphisme de
variétés kählériennes de Z(H) sur la sous-variété complexe GrgC de Grres formée
des sous-espaces isotropes pour l’extention C-linéaire gC du produit scalaire (., .).

2 Preuve de la proposition 2.4.15 :
Étant donnés une structure complexe J de Z(H), et deux éléments X et Y de
PJ , on a :

gC(X,Y ) = gC(JX, JY ) = gC(iX, iY ) = −gC(X,Y ),

donc PJ est gC-isotrope.
Réciproquement, étant donné un sous-espace gC-isotrope P , l’endomorphisme

J de H qui à X associe l’unique vecteur Y tel que X − iY appartienne à P , est
une structure complexe de H orthogonale pour (., .).

La dérivation [kJ0, .] de la L∗-algèbre o2(H,R) s’étend en la dérivation [εk,k, .]
de la L∗-algèbre u2(H), (où εk,k := ikpr+ − ikpr−), ce qui implique l’identifica-
tion de variétés kählériennes. 2
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La variété des sous-espaces Lagrangiens d’un espace de Hilbert com-
plexe

Soit H un espace de Hilbert complexe et J un endomorphisme C-antilinéaire
sur H de carré −1. L’espace homogène L(H) := Sp2(H,H)/U2(H+) est la
variété des espaces lagrangiens pour la 2-forme symplectique complexe Ω définie
par Ω(X,Y ) = 〈X, JY 〉, proche d’un sous-espace lagrangien de référence H+.
En notant H− = JH+ et pr± la projection orthogonale sur H±, L(H) s’iden-
tifie à l’orbite adjointe affine de 0 de sp2(H,H) pour la dérivation [εk,k, .], avec
εk,k = ipr+ − ipr−. De ce fait, L(H) s’identifie à une sous-variété kählérienne
de la grassmannienne restreinte.

2.4.4 Sous-algèbres abéliennes maximales et racines for-
tement orthogonales

Sous-algèbres abéliennes maximales d’un espace hermitien symétrique

Soit O = G/K une orbite coadjointe affine hermitienne symétrique d’un
L∗-groupe G. On note g l’algèbre de Lie de G, k l’algèbre de Lie de K, et m

l’orthogonal de k dans g, de sorte que :

[k, k] ⊂ k, [k,m] ⊂ m, [m,m] ⊂ m.

Si A est une sous-algèbre de g contenue dans m, alors A est abélienne. Par abus
de langage, on dira que A est une sous-algèbre abélienne de m. Le théorèrme
suivant est une généralisation du théorème 8.6.1 (iii) de [Wol3] ou lemme 6.3
(iii) de [Hel] au cas d’une orbite coadjointe affine hermitienne symétrique d’un
L∗-groupe. Il est basé sur le corollaire 2.4.13.

Théorème 2.4.16 Soit A une sous-algèbre abélienne maximale de m. Alors :

m = ∪g∈KAd(g)A.

� Preuve du théorème 2.4.16 :
En décomposant l’orbite en produit d’orbites irréductibles, il suffit de considérer
le cas où O est irréductible. D’après le corollaire 2.4.13, il existe une suite
{gn}n∈N de sous-algèbres de dimensions finies de g et une suite {kn}n∈N de
sous-algèbres de dimensions finies de k telles que, si mn désigne l’orthogonal de
kn dans gn, on ait :

g = ∪n∈Ngn

k = ∪n∈Nkn

[kn,mn] ⊂ mn; [mn,mn] ⊂ kn.

On note Kn le sous-groupe de G d’algèbres de Lie k. Pour tout n ∈ N, An :=
A ∩ gn est une sous-algèbre abélienne maximale de gn. D’après la théorie de
dimension finie (cf théorème 8.6.1 (iii) de [Wol3], ou lemme 6.3 de [Hel]), on a :

mn = Ad(Kn)(An).

Comme m = ∪n∈Nmn, que ∪n∈NAd(Kn)(An) ⊂ Ad(K)(A) et que d’autre part
m ⊃ Ad(K)(A), on a m = ∪g∈KAd(g)A. �
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Remarque 2.4.17 En dimension finie, chaque sous-algèbre abélienne maxi-
male de m est le centralisateur d’un de ses éléments et toutes les sous-algèbres
abéliennes maximales de m sont conjuguées. Ceci repose sur le fait que, dans
le cas de la dimension finie, expm est fermée dans G, et, pour A sous-algèbre
abélienne maximale de m, expA est un tore (groupe abélien compact connexe)
donc possède un sous-groupe à un paramètre partout dense.

Système de racines fortement orthogonales

Soit OD une orbite (co-)adjointe affine hermitienne symétrique d’un L∗-
groupe G de type compact, où D désigne une dérivation de la L∗-algèbre g

de G. On note gC la L∗-algèbre complexifiée de g, kC la L∗-algèbre complexifiée
de k, et mC le sous-espace vectoriel fermé complexe de gC obtenu en complexi-
fiant m. Le sous-espace vectoriel mC se décompose en mC = m+⊕m−, où m± est
somme directe des espaces propres V±cα de D de valeurs propres ±icα, cα > 0.
On notera

I :=
∑

α

1

cα
D|Vcα⊕V−cα

la structure complexe naturelle de l’orbite. Soit h une sous-algèbre de Cartan
contenu dans k, R l’ensemble des racines et

gC = hC ⊕
⊕

α∈A
V α ⊕

⊕

β∈B+

(V β + V −β)

la décomposition de g en espaces propres de ad(h), avec :

kC = hC ⊕⊕α∈A V
α; m± = ⊕β∈B±V

β

Définition 2.4.18 Deux racines α et β sont dites fortement orthogonales si
α+ β et α− β ne sont pas des racines.

Remarque 2.4.19 Deux racines fortement orthogonales sont orthogonales pour
le produit scalaire de h′.

Remarque 2.4.20 D’après le lemme de Zorn, il existe des sous-ensembles maxi-
maux de racines (deux à deux) fortement orthogonales.

Notations 2.4.21 D’après le lemme 2.4.11, pour tout ordre R = R+ ∪ R−
sur l’ensemble des racines, il existe une unique racine simple appartenant à B.
Quitte à échanger R+ et R−, on peut donc supposer B+ ⊂ R+. Un tel ordre
étant choisi, pour toute racine α, il existe (hα, eα, e−α) ∈ ih × V α × V −α tels
que [hα, e±α] = ±2eα, [eα, e−α] = hα et xα := eα − e−α ∈ g (ces notations sont
légèrement différentes de celles utilisées en 2.2.2, en particulier le hα ci-dessus
vaut un nombre complexe eiθ fois le Hα de la démonstration de la proposition
2.2.40, et le e−α ci-dessus le eiθYα). En notant yα := Ixα, on a :

[xα, yα] = 2ihα; [hα, xα] = −2iyα; [hα, yα] = 2ixα.

Proposition 2.4.22 Soit Ψ un sous-ensemble maximal de racines fortement
orthogonales. Alors la somme hilbertienne

A := ⊕α∈ΨRxα
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définie une sous-algèbre abélienne maximale de m telle que :

[A, IA] = ⊕α∈ΨRihα.

En particulier, m = Ad(K)(A).

2 Preuve de la proposition 2.4.22 :
Le fait que A soit une sous-algèbre abélienne maximale provient de la propriété
[V α, V β ] ⊂ V α+β et de l’hypothèse que Ψ est un sous-ensemble maximal de
racines fortement orthogonales. 2

Proposition 2.4.23 Avec les notations précédentes, la courbure R de l’orbite
symétrique OD vérifie :

Rxα,Ixαxα = 4Ixα

Rxα,Ixαxβ = Rxα,Ixβ
= Rxα,xβ

= 0,

pour tous α et β dans un sous-ensemble maximal Ψ de racines fortement ortho-
gonales avec α 6= β.

2 Preuve de la proposition 2.4.23 :
Résulte directement de l’expression de la courbure d’un espace symétrique :

Rxα,Ixαxα = [[xα, Ixα], xα]

(cf annexe B). 2

Le lemme suivant est l’analogue en dimension infinie du lemme 2 de [BG2]
et sera utilisé pour démontrer le théorème 2.6.2.

Lemme 2.4.24 Pour tous a, b appartenant à m, on a :

〈[a, Ia], [b, Ib]〉 = ‖[a, b]‖2 + ‖[a, Ib]‖2.

Si φ est une fonction analytique paire, positive ou nulle, alors

φ(x)(ad(ia))[a, Ia] = [a′, Ia′],

avec a′ =
√
φ(x)(ad(iIa))(a).

M Preuve du lemme 2.4.24 :
Par produit, il suffit de démontrer le lemme dans le cas où g est simple et OD

irréductible. Dans ce cas, la structure complexe vaut I = 1
cD et on a :

[a, Ib] =
1

c
[a, [D, b]] =

1

c
[[a, D], b] +

1

c
[D, [a, b]].

Puisque [m,m] ⊂ k, pour a, b ∈ m, il vient :

[a, Ib] = −[Ia, b].

De même, pour a, b ∈ m, on a :

[Ia, Ib] =
1

c2
[[D, a], [D, b]] =

1

c2
[D, [a, [D, b]]]− 1

c2
[a, [D, [D, b]]] = [a, b].

113



Puisque g est formée d’éléments anti-hermitiens, on en déduit que :

〈[a, Ia], [b, Ib]〉 = −〈Ia, [a, [b, Ib]]〉
= −〈Ia, [[a, b], Ib]〉 − 〈Ia, [b, [a, Ib]]
= 〈[Ia, Ib], [a, b]〉+ 〈[b, Ia], [a, Ib]〈
= ‖[a, b]‖2 + ‖[a, Ib]‖2.

Pour démontrer la deuxième partie du lemme, supposons tout d’abord que a

appartient à une sous-algèbre abélienne maximale de la forme

A := ⊕α∈ΨRxα

où Ψ est un sous-ensemble maximal de racines fortement orthogonales. En uti-
lisant les notations précédentes, a =

∑

α aαxα, Ia =
∑

α aαyα et [a, Ia] =
∑

α a
2
α2ihα. En utilisant les relations de commutations

[xα, yβ] = 2ihαδαβ ; [hα, xβ ] = −2iyαδαβ ; [hα, yβ] = 2ixαδαβ ,

il vient :
ad(ia)2n[a, Ia] =

∑

α

(2aα)2n(a2
α2ihα).

Ainsi pour toute fonction analytique paire positive ou nulle φ, on a :

φ(x)(ad(ia))[a, Ia] =
∑

α φ(2aα)a2
α2ihα

=
∑

α φ(2aα)a2
α[xα, yα]

=
∑

α[
√
φ(2aα)aαxα,

√
φ(2aα)aαyα].

D’autre part, l’action de ad(iIa) est donnée par :

ad(iIa)2n(a) =
∑

α

(2aα)2naαxα,

ainsi
∑

α

√
φ(2aα)aαxα =

√
φ(x)(ad(iIa)(a), ce qui montre la deuxième partie

du lemme pour a dans A. Par action adjointe de K, elle est vraie pour tout
a ∈ ∪g∈KAd(g)(A). Par continuité de φ et du crochet, on en déduit qu’elle est

vraie pour tout a ∈ m = Ad(K)(A). M

Exemple de système de racines fortement orthogonales dans le cas de
Grres

Considérons le cas de (la composante connexe de H+) de la grassmannienne
restreinte Gr0res d’un espace de Hilbert polariséH = H+⊕H−, vu comme orbite
adjointe affine du L∗-groupe G = U2(H) avec comme dérivation D = [ε, .], où
ε := i(pr+ − pr−), pr± désignant la projection orthogonale sur H±. On a :

Gr0res = {gεg−1 − ε, g ∈ U2(H)} = U2(H)/ (U2(H+) × U2(H−)) .

Après le choix d’une base {en}n∈−N∗ de H+ et d’une base {en}n∈N∗ de H−,
l’algèbre de Lie u2(H) de U2(H) se décompose en

u2(H) = (u2(H+) × u2(H−)) ⊕ m,

où m est le sous-espace fermé de u2(H) composé des éléments ayant leurs deux
blocs diagonaux nuls. Soit h la sous-algèbre de Cartan de u2(H) composée des
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éléments diagonaux. L’ensemble des racines de la L∗-algèbre complexe gl2(H)
sous l’action adjointe de hC est constitué des formes linéaires sur hC :

αij := λi − λj ,

pour i, j ∈ Z∗, i < j, où λk est définie par :

λk(h) = hkk,

avec h =
∑

k∈Z∗ hkkek ⊗ e∗k ∈ hC. Soient :

xαij = ei ⊗ e∗j − ej ⊗ e∗i
yαij = iei ⊗ e∗j + iej ⊗ e∗i
hαij = ei ⊗ e∗i − ej ⊗ e∗j .

En notant I = 1
2D la structure complexe naturelle de l’orbite adjointe affine,

pour toute racine αij , on a :

Ixαij = yαij , Iyαij = −xαij , [xαij , yαij ] = 2ihαij .

L’ensemble Ψ = {λi − λ−i, i ∈ −N∗} est un sous-ensemble maximal de racines
fortement orthogonales. La sous-algèbre abélienne maximale de m définie par la
somme hilbertienne :

A =
⊕

α∈Ψ

Rxα

vérifie :
[A, IA] = ⊕α∈ΨRihα,

et :
m = ∪g∈U2(H+)×U2(H−)Ad(g)A.

La courbure R de Gr0res est donnée par :

Ra1,a2a3 = [[a1, a2], a3],

avec a1, a2 et a3 dans m. En particulier, pour α et β dans Ψ, α 6= β, on a :

Rxα,Ixαxα = 4yα = 4Ixα

Rxα,Ixαxβ = 0
Rxα,xβ

= 0
Rxα,Ixβ

= 0.
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2.5 Théorème de Mostow

2.5.1 Introduction

Dans ce paragraphe nous présentons une généralisation du théorème de Mos-
tow au cas d’un L∗-groupe semi-simple (théorème 2.5.17 pour le cas Gl2(H), et
théorème 2.5.18 pour le cas général). Le théorème auquel nous faisons référence
a été démontré en dimension finie par G.D. Mostow en 1955 et s’énonce comme
suit :

Théorème 2.5.1 (Théorème 5 de [Mos]) Soient G un groupe de Lie com-
pact semi-simple connexe de dimension finie d’algèbre de Lie g, GC le groupe
de Lie connexe d’algèbre de Lie gC, K un sous-groupe de G d’algèbre de Lie
k et m l’orthogonal de k dans g pour la forme de Killing de G. Alors GC est
homéomorphe au produit cartésien G× exp im × exp ik.

Remarquons que, puisque G est connexe, donc engendré par un voisinage de
l’élément neutre, et que l’action adjointe de K préserve exp m, tout élément de
G se décompose en un produit d’un élément de expm et d’un élément de exp k,
mais que cette décomposition n’est pas unique. Le théorème 2.5.1 est basé sur
l’existence d’une projection orthogonale de la variété des matrices hermitiennes
définie positives sur tout espace totalement géodésique, prouvée par G. D. Mos-
tow dans le cadre de la dimension finie à l’aide d’arguments de compacité qui
n’ont plus cours en dimension infinie. Nous démontrons en 2.5.4 l’existence d’une
projection analogue de la variété P des opérateurs hermitiens définis positifs
d’un espace de Hilbert sur tout sous-espace totalement géodésique, en utilisant
les propriétés d’espace à courbure sectionnelle négative de P . L’étude de l’espace
P est analogue à celle de l’espace des matrices n× n définies positives effectuée
par G.D. Mostow dans [Mos], et est présentée ici en gardant autant que possible
les mêmes notations, afin de faciliter la lecture. Pour les démonstrations qui ne
font pas intervenir la dimension infinie et qui ne sont pas nécessaires à la bonne
compréhension, nous renvoyons le lecteur à [Mos].

2.5.2 La variété P des opérateurs auto-adjoints définis po-
sitifs de Gl2(H)

L’espace de Hilbert gl2(H) se décompose en somme directe de u2(H) et
du sous-espace vectoriel fermé S2(H) constitué des éléments auto-adjoints de
gl2(H). L’application exponentielle définie par exp(A) :=

∑+∞
n=0

An

n! pour tout
A de gl2(H) envoie S2(H) sur la variété P de Gl2(H) constituée des éléments
auto-adjoints définis positifs de Gl2(H).

Notations 2.5.2 On notera LX (resp. RX) la translation à gauche (resp. à
droite) par un élément X ∈ gl2(H), definie sur gl2(H) par LX(B) := XB (resp.
RX(B) := BX). La représentation adjointe de l’algèbre de Lie gl2(H) sera notée
ad : ad(X)(B) := [X,B] = (LX −RX)(B), et DX désignera −ad(X).

Proposition 2.5.3 La différentielle de l’application exponentielle de S2(H) =
{A ∈ gl2(H), A∗ = A} dans P = {B ∈ Gl2(H), B = B∗, B > 0} est donnée en
X ∈ S2(H) par :

(dX exp)(Y ) = Lexp(X)

(

1 − e−ad(X)

ad(X)

)

(Y ),
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pour tout Y de S2(H).

Définition 2.5.4 Soit τX l’application définie sur S2(H) par :

τX : Y 7→ Lexp(−X
2 )Rexp(−X

2 )dX exp(Y ).

Pour prouver la proposition 2.5.3, nous allons utiliser le lemme suivant
([Mos]) :

Lemme 2.5.5 Pour tout X de S2(H) on a :

τX =
sinh(DX

2 )

DX/2
.

M Preuve du lemme 2.5.5 :
Soit X(t) une courbe différentiable dans S2(H). Puisque X(t) et exp(X(t))
commutent, l’équation X exp(X) = exp(X)X implique :

dX

dt
exp(X) +X

d

dt
exp(X) =

d

dt
exp(X)X + exp(X)

dX

dt
,

ainsi :
dX

dt
exp(X) − exp(X)

dX

dt
=

d

dt
exp(X)X −X

d

dt
exp(X).

Après multiplication à gauche et à droite par exp(−X
2 ), il vient :

(exp−X
2 )dX

dt (exp X
2 ) − (exp X

2 )dX
dt (exp−X

2 )

= (exp−X
2 ) d

dtexp(X)(exp−X
2 )X −X(exp−X

2 ) d
dt(expX)(exp−X

2 ).

Puisque LX etRX commutent, exp DX

2 = exp−LX

2 exp RX

2 , et l’équation précédente
devient :

(exp
DX

2
− exp−DX

2
)
dX

dt
= DXτX(

dX

dt
).

Pour tout Y appartenant à S2(H), l’identité précédente appliquée à la courbe
X(t) = X + tY et l’identité

(exp DX

2 − exp−DX

2 )

DX
=

sinh(DX/2)

DX/2
=

+∞
∑

n=0

(DX/2)2n

(2n+ 1)!
,

permettent de conclure que DX

(

τX − sinh(DX/2)
DX/2

)

Y = 0 pour tout Y ∈ S2(H).

En notant N := {A ∈ S2(H), DXA = 0}, l’application τX − sinh(DX/2)
DX/2

envoie S2(H) dans N . De plus, τX − sinh(DX/2)
DX/2 est un opérateur auto-adjoint

sur S2(H). En effet pour tous A,B appartenant à S2(H) :

〈DX(A), B〉 = − Tr ([X,A]∗B) = − Tr ([A,X ]B) = − Tr (AXB −XAB)
= − Tr (A[X,B]) = 〈A,DX(B)〉,

ainsi D2
X est auto-adjoint de même que sinh(DX/2)

DX/2 , et l’équation

d

dt

exp(X + tA) − expX

t
=

+∞
∑

n=1

1

n!

d

dt

(X + tA)n −Xn

t
=

+∞
∑

n=1

1

n!

∑

p+q=n−1

XpAXq,
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implique :

〈τX(A), B〉 = Tr (τX(A))∗B

=
∑+∞

n=1
1
n!

∑

p+q=n−1 Tr exp(−X
2 )XqAXp exp(−X

2 )B

=
∑+∞

n=1
1
n!

∑

p+q=n−1 Tr AXp exp(−X
2 )B exp(−X

2 )Xq

=
∑+∞

n=1
1
n!

∑

p+q=n−1 Tr A exp(−X
2 )XpBXq exp(−X

2 )

= 〈A, τX(B)〉,

par conséquent τX est également auto-adjoint.

De cela il découle que τX − sinh(DX/2)
DX/2 préserve N⊥, mais puisque l’image de

S2(H) par cette application est dans N , on a τX − sinh(DX/2)
DX/2 = 0 sur N⊥. Sur

N , puisque [X,Y ] = 0, exp(X + tY ) = expX exp tY et

τX(Y ) = exp(−X
2

) exp(X)Y exp(−X
2

) = Y =
sinh(DX/2)

DX/2
(Y ).

D’où τX(Y ) = sinh(DX/2)
DX/2 (Y ) pour tout Y dans S2(H). M

2 Preuve de la proposition 2.5.3 :
Du lemme précédent, il vient :

dX exp(Y ) = Lexp( X
2 )Rexp( X

2 )τX(Y )

= Lexp(X) expL−X
2

expRX
2

sinh(DX/2)
DX/2 (Y )

= Lexp(X) exp(DX/2) sinh(DX/2)
DX/2 (Y )

= Lexp(X)
exp(DX )−1

DX
(Y ) = Lexp(X)

(

1−e−ad(X)

ad(X)

)

(Y ).

2

Corollaire 2.5.6 L’application exponentiel réalise un difféomorphisme de S2(H)
sur P.

2 Preuve du corollaire 2.5.6 :
Tout élément X de S2(H) est un opérateur compact auto-adjoint sur H . Soit
{λi}i∈N le spectre de X ∈ S2(H), composé de nombres réels tels que

∑

i∈N λ
2
i <

+∞. Le spectre de DX agissant sur S2(H) est l’ensemble {λi − λj , i 6= j}, et le
spectre de τX est l’ensemble :

{ sinh(
λi−λj

2 )
(λi−λj)

2

, i 6= j}.

Puisque

1 ≤ sinh(
λi−λj

2 )
(λi−λj)

2

≤ sinh 2‖X‖2

‖X‖2
,
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τX est injectif sur S2(H) et borné. Puisque l’application qui associe à une série
entière P (x) l’opérateur P (DX) de B(H) est un morphisme d’anneau, l’inverse
de τX est l’opérateur donné par la série formelle :

τ−1
X : S2(H) → S2(H)

Y 7→ DX/2
sinhDX/2 (Y ),

dont la norme est bornée par 1. Ainsi τx est un isomorphisme de S2(H) et il en
est de même de dX exp. Par conséquent exp est un difféomorphisme local sur
S2(H).

De plus, puisque tout élément P de P possède une base orthonormale de vec-
teurs propres associés à des valeurs propres strictement positives, l’application
exponentielle de S2(H) dans P est bijective, l’application inverse étant donnée
par le logarithme. Ainsi exp est un difféomorphisme de S2(H) sur P . 2

Notations 2.5.7 Dans la suite de cette section, P sera muni de la métrique
riemannienne g induite par la métrique invariante à gauche sur Gl2(H) dont la
valeur en l’algèbre de Lie gl2(H) est donnée par la trace, i.e. :

gp(U, V ) = Tr (p−1Up−1V ).

En introduisant les notations utilisées dans [Mos], ρR(f) désignera la longueur
d’une courbe f dans P par rapport à la métrique g, et ρS(f) la longueur de la
courbe log(f) dans S2(H) par rapport au produit scalaire sur S2(H) donné par
〈X,Y 〉 = Tr XY pour tout X , Y de S2(H). La distance définie sur P par la
métrique g sera notée dist.

Remarque 2.5.8 Pour tout x de Gl2(H), l’application p 7→ x∗px est une iso-
metrie de P .

De la preuve du corollaire 2.5.6, on déduit que :

Lemme 2.5.9 Pour toute courbe différentiable p(t) de P, on a

Tr

(

d

dt
log(p(t))

)2

≤ Tr

(

p(t)−1 dp

dt

)2

,

et ρS(p) ≤ ρR(p).

Du lemme précédent, il découle :

Lemme 2.5.10 Pour tout p appartenant à P, la courbe t 7→ exp t log(p), (0 ≤
t ≤ 1) est l’unique géodésique de P joignant l’identité id à p. Plus généralement,
il existe une unique géodésique joignant deux points de P.

M Preuve du lemme 2.5.10 :
Notons p(t) := exp t log p. Il vient :

ρR(p(t)) =

∫ 1

0

(

Tr

(

p(t)−1 dp

dt

)2
)

1
2

dt.
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Puisque

Tr
(

p(t)−1 dp
dt

)2

= Tr (p(t)−
1
2

dp
dt p(t)

− 1
2 )(p(t)−

1
2

dp
dt p(t)

− 1
2 )

= Tr
(

τlog(p(t))(
d log(p(t))

dt )
)2

,

il vient :

ρR(p) =
∫ 1

0

(

Tr
(

τlog(p(t))

(

d log(p(t))
dt

))2
)

1
2

dt

=
∫ 1

0

(

Tr
(

sinh Dlog(p(t))/2

Dlog(p(t))/2
(log(p))

)2
)

1
2

dt

=
∫ 1

0

(

Tr log(p)2
)

1
2 dt = ( Tr log(p)2)

1
2 = ‖ log p‖ = ρS(p).

Comme t 7→ t log(p) est l’unique geodesique de S2(H) paramétrée à vitesse
constante joignant 0 à log(p), pour toute application g : [0, 1] → P joignant id
à p et ayant une image différente de celle de l’application p(t), on a :

ρR(g(t)) ≥ ρS(g(t)) > ρS(p(t)) = ρR(p(t)).

Ainsi l’application p(t) minimise la longueur de toute courbe joignant id à p
dans P . Il en découle que p(t) est une géodésique.

Supposons qu’il existe une autre géodésique γ telle que γ(0) = id et γ(1) =
p. Notons X := d

dtγ(0). Par unicité locale, on a γ(t) = exp tX pour tout t
dans un voisinage de 0. Puisque t 7→ exp tX est défini pour tout t ∈ R, on
en déduit que γ(t) = exp tX sur [0, 1]. Ainsi p = expX . Puisque l’application
exponentielle est injective sur S2(H), il vient X = log(p).

De plus, par l’action transitive des isométries de la forme p 7→ xpx avec p et
x dans P , il existe une unique géodésique joignant deux points de P . 2

Lemme 2.5.11 L’angle riemannien entre deux courbes f et g de P s’intersec-
tant en l’identité id est égal à l’angle euclidien entre les deux courbes log(f)
et log(g) en 0. De plus, pour tout triangle géodésique ABC de P,

c2 ≥ a2 + b2 − 2ab cos ÂCB,

où a, b, c sont les longueurs des côtés opposés à A,B,C et où ÂCB est l’angle
en A.

M Preuve du lemme 2.5.11 :
Pas de difficultés liées à la dimension infinie. Voir [Mos]. 2

2.5.3 Sous-espaces totalement géodésiques de P
Le théorème et le lemme qui suivent ont été démontrés par G.D. Mostow dans

le cas de la dimension finie dans [Mos]. Bien que l’adaptation des démonstrations
à la dimension infinie ne présente pas de difficultés majeures, nous les incluons ici
car quelques idées seront utilisées dans la suite (en particulier le lemme 2.5.13).

120



Théorème 2.5.12 ([Mos]) Soit E un sous-espace vectoriel fermé de S2(H).
Il y a équivalence entre :

1. [X, [X,Y ]] ∈ E pour tout X,Y ∈ E,

2. efe ∈ expE pour tout e, f ∈ expE,

3. expE est un sous-espace totalement géodésique de P.

Lemme 2.5.13 ([Mos]) :
Soit X un élément de S2(H). Les applications :

aX : S2(H) → S2(H)
A 7→ A. expX + expX.A

βX : S2(H) → S2(H)
A 7→ d

dt |t=0
exp(X + tA)

sont des transformation linéaires bijectives de S2(H) sur S2(H). Soit γX =
β−1

X ◦ aX . Alors :

γX = DX coth(DX/2).

M Preuve du lemme 2.5.13 :
Puisque βX = exp LX

2 ◦ exp RX

2 ◦ τX , c’est une bijection de S2(H) dans S2(H).
Soit A un élément de S2(H) appartenant au noyau de aX . De A expX +
expXA = 0, on déduit :

[(exp−X
2

)A exp
X

2
]∗ = exp

X

2
A exp−X

2
= −(exp−X

2
)A exp

X

2
.

Ainsi (exp−X
2 )A exp X

2 est anti-hermitien, mais comme il est conjugué à l’opé-
rateur symétrique A, on en déduit qu’il est identiquement nul. Ainsi A = 0 et
aX est injectif. Comme aX est un opérateur auto-adjoint de S2(H) dans S2(H),
on en déduit que aX est surjectif. La continuité de aX étant claire, le théorème
de l’application ouverte assure que aX est un isomorphisme. De plus :

γX = (exp LX

2 ◦ exp RX2
◦ τX)−1(expRX + expLX)

= DX/2
sinh DX/2 .(exp(RX − LX)/2 − exp(LX −RX)/2)

= DX
cosh DX/2
sinh DX/2 = DX cothDX/2.

M

� Preuve du théorème 2.5.12 :
� 1 ⇒ 2 : Supposons que [X, [X,Y ]] ∈ E pour tous X , Y de E. Soit f un

élément de expE, Y un élément de E et X la courbe différentiable de S2(H)
définie par :

X(t) = log(exp tY.f. exp tY ).

Il s’agit de montrer que expX(t) = exp tY.f. exp tY appartient à expE pour
tout t. On a :

d

dt |t=t0
expX(t) = Y expX(t) + expX(t)Y,
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donc

Ẋ(t) = β−1
X(t)αX(t)(Y ) = γX(t)(Y ) = DX(t) coth(DX(t)/2)(Y ).

On obtient ainsi une équation différentielle surX(t). De plus, puisqueD coth(D/2)
ne fait intervenir que des puissances paires de D, X(t) appartient à l’espace de
Banach E lorsque X(0) ∈ E. Le flot de ce champ de vecteurs étant défini pour
tout t ∈ R, en prenant t = 1 et Y = log e avec e ∈ expE, on a e.f.e ∈ expE.

� 2 ⇒ 3 : Supposons que pour tous e et f appartenant expE, le produit e.f.e
appartient à expE. D’après le lemme 2.5.10, expE contient toute géodésique
joignant id à un point quelconque de expE. Puisque l’ensemble des isométries de
la forme x 7→ e.x.e avec e ∈ expE laisse expE invariant et agit transitivement
sur expE, expE contient toute géodésique joignant deux de ses points, i.e. expE
est totalement géodésique dans P .

� 3 ⇒ 2 : Supposons que expE soit un sous-espace totalement géodésique
de P . Considérons l’application définie de P dans P par σp : x 7→ px−1p avec
p ∈ P . Pour tout vecteurs tangent X , Y en x à P , on a :

gpx−1p(dσp(X), dσp(Y )) = gpx−1p(px
−2Xp, px−2Y p)

= Tr (p−1xp−1.px−2Xpp−1xp−1px−2Y p)

= Tr (x−1Xx−1Y ) = gx(X,Y ).

Ainsi σp est une isométrie qui laisse p fixe. De plus toute géodésique de la

forme t 7→ p−
1
2 exp tXp−

1
2 à pour image t 7→ p−

1
2 exp−tXp− 1

2 par σp, de sorte
que chaque géodésique issue de p est un sous-ensemble invariant par σp. On
en déduit que si expE est un sous-ensemble totalement géodésique de P , alors
σp(expE) ⊂ expE pour tout p ∈ expE. Si τp dénote l’isométrie de P donnée

par τp(x) = p
1
2xp

1
2 , alors :

σp.σ
p

1
2
(x) = p.(p

1
2 x−1p

1
2 )−1.p = p

1
2xp

1
2 = τp(x).

Ainsi pour tous e, f de expE, e.f.e = τe(f) = σe(σ
e

1
2
(f)) ∈ expE.

� 2 ⇒ 1 : Supposons que e.f.e ∈ expE lorsque e, f appartiennent à expE.
Pour f ∈ expE et Y ∈ E soit X la courbe différentiable de S2(H) définie par :

X(t) = log(exp tY.f. exp tY ).

Alors X(t) appartient à E pour tout t ∈ R, de même que Ẋ(t) et

Z = lim
t7→0

Ẋ(t) − Ẋ(0)

t2

appartient également à E. Comme Ẋ(t) = DX(t) coth(DX(t)/2)(Y ), il vient :

Z = lim
t=0

[
(1 + (1/12)t2D2

Xt
)Y − Y

t2
+ tW ] = (1/12)t2D2

X0
Y,

où W dépend continument de t. Ainsi DX(0)(Y ) appartient à E. En prenant
f = expX on a le résultat. �
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2.5.4 Projection orthogonale de P sur un sous-espace to-
talement géodésique

Dans toute la suite E désigne un sous-espace vectoriel fermé de S2(H) tel
que [X, [X,Y ]] ∈ E, pour tout X,Y ∈ E. D’après le corollaire 2.5.6, expE est
fermé dans P .

La preuve du théorème de décomposition de Mostow donnée dans [Mos]
est basée sur l’existence d’une projection orthogonale de P sur expE qui se
déduit d’arguments de compacité n’ayant pas cours en dimension infinie. Ici
nous utilisons la complétude de expE pour obtenir un résultat analogue.

Théorème 2.5.14 Il existe une projection orthogonale continue (1-lipschitzienne)
de P dans expE, i.e. une application continue π satisfaisant dist(p, expE) =
dist(p, π(p)) et telle que la géodésique joignant p à π(p) soit orthogonale à toute
géodésique partant de π(p) et contenue dans expE.

� Preuve du théorème 2.5.14 :

� Soit p un élément de P . Notons δ la distance de p à expE dans P et soit
{en}n∈N une suite d’éléments de expE telle que dist2(p, en) ≤ δ2 + 1

n . Montrons
que {en}n∈N est une suite de Cauchy de expE.

p

P

exp E

en
ek

en,k

Considérons pour k > n la géodésique γ(t) joignant en =: γ(0) à ek := γ(1).
Cette géodésique est contenue dans expE car expE est totalement géodésique,
et est de la forme :

γ(t) = e
1
2
n exp(tX)e

1
2
n ,

où X est un élément de E. Notons en,k le milieu de la géodésique joignant en

à ek, i.e. en,k = e
1
2
n exp(1

2X)e
1
2
n . D’après le lemme 2.5.11 appliqué au triangle

géodésique joignant p, en et en,k, il vient :

dist(p, en)2 ≥ dist(en, en,k)2+dist(en,k, p)
2−2dist(en, en,k)dist(en,k, p) cos ̂enen,kp.

D’autre part, le lemme 2.5.11 appliqué au triangle géodésique joignant p, ek et
en,k implique :

dist(p, ek)2 ≥ dist(ek, en,k)2+dist(en,k, p)
2−2dist(ek, en,k)dist(en,k, p) cos ̂eken,kp.
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D’après la définition de en,k, on a : dist(ek, en,k) = dist(en, en,p). De plus,
puisque la géodésique γ est une courbe lisse, il vient :

̂eken,kp+ ̂enen,kp = 180◦,

et cos ̂eken,kp = − cos ̂enen,kp. En sommant ces deux inégalités, on obtient :

dist(p, en)2 + dist(p, ek)2 ≥ 2dist(ek, en,k)2 + 2dist(en,k, p)
2.

On en déduit que :

dist(ek, en,k)2 ≤ 1
2 (dist(p, en)2 + dist(p, ek)2) − dist(en,k, p)

2

≤ 1
2 (δ2 + 1

n + δ2 + 1
p ) − δ2

≤ 1
2 ( 1

n + 1
p ).

Ainsi dist(en, ek) ≤
√

2( 1
n + 1

p )
1
2 et {en}n∈N est une suite de Cauchy de expE.

Comme expE est fermé dans l’espace complet S2(H), la suite {en}n∈N converge
vers un élément π(p) de expE satisfaisant :

dist(p, π(p)) = dist(p, expE).

P

exp E

π(p) = α(0)id

(π(p))−
1
2 α(1)(π(p))−

1
2

p = α(1)

� Soit t 7→ α(t) la géodésique paramétrée à vitesse constante satisfaisant
α(0) = π(p) et α(1) = p. Par unicité de la géodésique joignant deux points, la

longueur de α est dist(p, expE). L’application x 7→ (π(p))−
1
2 x(π(p))−

1
2 étant

une isométrie, la courbe t 7→ (π(p))−
1
2α(t)(π(p))−

1
2 est une géodésique dont la

longueur est la distance entre (π(p))−
1
2 p(π(p))−

1
2 et expE, ainsi la projection

de (π(p))−
1
2 p(π(p))−

1
2 sur expE est id. D’après le lemme 2.5.10, il vient :

(π(p))−
1
2α(t)(π(p))−

1
2 = exp tV,

pour un vecteur V de S2(H). Puisque la longueur de la courbe t 7→ exp tV pour

t ∈ [0, 1] est ‖V ‖, V est dans l’orthogonal F de E et (π(p))−
1
2 p(π(p))−

1
2 est

dans expF . Comme E ⊥ F , d’après le lemme 2.5.11, (π(p))−
1
2α(t)(π(p))−

1
2 est

orthogonal en l’identité à toute courbe partant de l’identité et contenue dans
expE. Par conséquent α est orthogonal en π(p) à toute courbe partant de π(p)
et contenue dans expE.

� Pour montrer que π est continue, rappelons que la métrique de P est la
restriction à P de la métrique invariante à gauche de Gl2(C) dont la valeur en
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l’identité est la partie réelle du produit saclaire hermitien de l’algèbre de Lie
gl2(H). Ainsi P est une variété riemannienne de courbure sectionnelle négative.
Notons γ(t) (resp. α(t)) la géodésique joignant un point p1 (resp. p2) de P à sa
projection sur expE, avec γ(0) = π(p1) (resp. α(0) = π(p2) ) et γ(1) = p1 (resp.
α(1) = p2). L’application t 7→ dist(γ(t), α(t)) est convexe car P est CAT-0 (cf
remarque ci-dessous). Puisque, pour t = 0, γ(t) et α(t) sont orthogonales à la
géodésique joignant π(p1) à π(p2), le minimum de la distance entre γ(t) et α(t)
est atteint pour t = 0, et dist(p1, p2) ≥ dist(π(p1), π(p2))). �

Remarque 2.5.15 Une variété riemannienne est CAT-0 si la distance entre
deux points du périmètre d’un triangle de côtés donnés est inférieure à ce qu’elle
serait dans un triangle euclidien de mêmes côtés. Si, dans une variété CAT-0
(de dimension finie ou infinie), deux points quelconques peuvent être joints par
une géodésique, la distance entre deux géodésiques est une fonction convexe.
En effet, soient x(t) et y(t) deux géodésiques, et z(t) la géodésique joignant
z(0) = x(0) et z(1) = y(1). On a :

d(x(t), y(t)) ≤ d(x(t), z(t)) + d(z(t), y(t))
≤ td(x(1), z(1)) + (1 − t)d(z(0), y(0))
≤ td(x(1), y(1)) + (1 − t)d(x(0), y(0)).

Remarquons que la variété P des opérateurs auto-adjoints définis positifs de
Gl2(H) est CAT-0. En effet, il suffit de le voir pour un triangle géodésique dont
l’un des sommets est en l’identité. Puisque l’exponentielle réalise un difféomorphime
de l’ensemble S2(H) des opérateurs de Hilbert-Schmidt auto-adjoints sur P , un
triangle dont l’un des sommets est en l’identité est contenu dans une variété de
dimension 2 de courbure négative, donc CAT-0 d’après la théorie de dimension
finie.

2.5.5 Preuve du théorème de Mostow pour Gl2(H)

Théorème 2.5.16 Soit E un sous-espace vectoriel fermé de S2(H) tel que :

[X, [X,Y ]] ∈ E, ∀X,Y ∈ E,

et soit F son orthogonal dans S2(H) :

F := E⊥ = {X ∈ S2(H), Tr XY = 0 pour tout Y ∈ E}.

Pour tout opérateur auto-adjoint défini positif A de P il existe un unique élément
e ∈ expE et un unique élément f ∈ expF tel que A = efe. De plus l’appli-
cation définie de P dans expE × expF associant à A le couple (e, f) est un
homéomorphisme.

� Preuve du théorème 2.5.16 :
Notons Υ l’application de expE× expF dans P associant à (e, f) le produit

efe.
� Montrons que Υ est injective. Supposons que (e1, f1) et (e2, f2) soient deux

éléments de expE × expF tels que : e1f1e1 = e2f2e2. Considérons le triangle
géodésique T de sommets e1f1e1, e

2
1 et e22. D’après le théorème 2.5.12, expE est

totalement géodésique dans P . Ainsi la géodésique joignant e21 à e22 est conte-
nue dans expE. D’autre part, la géodésique joignant e1f1e1 à e21 appartient à
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P

exp E
e2
1

id
e2
2

a

b c

exp F

exp(tX)

e1f1e1 = e2f2e2

e1 expFe1. Puisque E est perpendiculaire à F en 0, d’après le lemme 2.5.11,
expE est perpendiculaire à expF en l’identité. Or l’application associant à un
élément x de P l’élément e1xe1 est une isométrie, donc e1 expFe1 est perpendi-
culaire à e1 expEe1 = expE en e21. Ainsi l’angle en e21 du triangle T est 90◦. De
manière analogue, l’angle en e22 du triangle T est 90◦ car la géodésique joignant
e22 à e2f2e2 = e1f1e1 est contenue dans e2 expFe2 et la géodésique joignant e22 à
e21 est contenue dans expE. Notons a la longueur du côté du triangle géodésique
T joignant e21 à e22, b la longueur du côté joignant e1f1e1 à e21 et c la longueur
du côté joignant e1f1e1 à e22. D’après le lemme 2.5.11, on a : c2 ≥ b2 + a2 et
b2 ≥ c2 + a2. Cela entrâıne a = 0 et e21 = e22. On en déduit que e1 = e2 et
f1 = f2.

� Montrons que Υ est surjective. Considérons un point p de P . D’après le
théorème 2.5.14, la géodésique joignant p à π(p) ∈ expE est orthogonale à toute
géodésique partant de π(p) et contenue dans expE. Notons γ la géodésique

satisfaisant γ(0) = id et γ(1) = (π(p))−
1
2 p(π(p))−

1
2 . Puisque l’application

x 7→ (π(p))−
1
2 x(π(p))−

1
2

est une isometrie, γ est orthogonale à toute géodésique partant de l’identité
et contenue dans (π(p))−

1
2 expE(π(p))−

1
2 = expE. D’après le lemme 2.5.11,

la courbe γ est tangente à F = E⊥ en l’identité. D’après le lemme 2.5.10,
γ est de la forme t 7→ exp tX . On en déduit que X appartient à F . Ainsi
γ(1) = expX = (π(p))−

1
2 p(π(p))−

1
2 appartient à expF . Par conséquent p = efe

avec e := (π(p))
1
2 appartenant à expE et f := (π(p))−

1
2 p(π(p))−

1
2 appartenant

à expF . Il en découle que Υ est surjective.
� La continuité de l’application qui à p associe le couple (e, f) de expE×expF

vérifiant p = efe est une conséquence directe de la continuité de la projection
orthogonale π. �

Théorème 2.5.17 (Décomposition de Mostow) Soient E et F comme pré-
cédemment. Alors tout élément g de Gl2(H) a une décomposition de la forme
g = kfe avec k ∈ U2(H), f ∈ expF et e ∈ expE. De plus l’application qui à
un élément g de Gl2(H) associe le triplet (k, f, e) de U2(H) × expF × expE
vérifiant g = kfe est un homéomorphisme.
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� Preuve du théorème 2.5.17 :

Notons Θ l’application définie sur U2(H) × expE × expF à valeurs dans
Gl2(H) associant à (k, f, e) le produit kfe.

� Montrons que Θ est injective. Supposons que a = k1f1e1 = k2f2e2 avec
(k1, f1, e1) et (k2, f2, e2) dans U2(H) × expE × expF . On a :

a∗a = e1f
2
1 e1 = e2f

2
2 e2.

Puisque f2
1 et f2

2 appartiennent à expF , d’après le théorème 2.5.16, on a e1 = e2
et f2

1 = f2
2 . Ainsi f1 = f2 et k1 = k2.

� Montrons que Θ est surjective. Considérons x dans Gl2(H). x∗x est un
élément de P et d’après le théorème 2.5.16, il existe e ∈ expE et f ∈ expF tels
que x∗x = ef2e. Soit k = x(fe)−1. On a :

k∗k = (fe)−1∗x∗x(fe)−1 = f−1e−1ef2ee−1f−1 = id .

Ainsi k appartient à U2(H) et on a x = kfe.

� La continuité de l’application qui à un élément x de Gl2(H) associe le
triplet (k, f, e) de U2(H)× expF × expE vérifiant x = kfe découle directement
de la continuité de l’application qui à x associe x∗x et du théorème 2.5.16. �

2.5.6 Théorème de Mostow pour un L∗-groupe semi-simple

Du théorème 2.5.17 nous déduisons le théorème suivant :

Théorème 2.5.18 Soient G un L∗-groupe connexe semi-simple de type com-
pact d’algèbre de Lie g, GC le L∗-groupe connexe d’algèbre de Lie gC, E′ un
sous-espace vectoriel fermé de ig tel que :

[X, [X,Y ]] ∈ E′, ∀X,Y ∈ E′,

et F l’orthogonal de E′ dans ig. Alors GC est homéomorphe au produit cartésien
G× expF × expE′.

� Preuve du théorème 2.5.18 :
Puisque gC est une L∗-algèbre semi-simple, elle est somme hilbertienne d’idéaux
fermés simples et ∗-stables gj , où j parcourt un ensemble J (cf théorème 2.2.25).
Puisque chaque L∗-algèbre simples gj est une algèbre d’opérateurs sur un espace
de Hilbert Hj , gC est une sous-L∗-algèbre de gl2(H) où H est la somme hilber-
tienne des Hj pour j parcourant J . GC est alors un sous-L∗-groupe de Gl2(H).
Puisque GC est connexe, GC est engendré par un voisinage de l’élément neutre.
L’exponentielle réalise un difféomorphisme local d’un voisinage de 0 dans gC

sur un voisinage de l’élément neutre de GC. Puisque gC est stable par prise de
l’adjoint et que (expX)∗ = expX∗, GC est également ∗-stable. Soit x ∈ GC.
D’après le théorème 2.5.17, x s’écrit x = k.f.e avec k ∈ U2(H), e ∈ expE′ et
f ∈ expF ′, où F ′ est l’orthogonal de E′ dans S2(H). Puisque GC est ∗-stable,
il contient x∗x = ef2e. Cet élément étant un opérateur hermitien défini positif
de GC, il appartient à expS2(H) ∩ GC = exp ig. Comme f2 = e−1x∗xe−1, f2

appartient également à exp ig donc à expF , de même que sa racine carré f . On
en déduit que k = xe−1f−1 appartient à GC ∩ U2(H) = G. �

127



Corollaire 2.5.19 Soient G un L∗-groupe connexe semi-simple de type com-
pact d’algèbre de Lie g, GC le L∗-groupe connexe d’algèbre de Lie gC, k une
sous-L∗-algèbre de g et m l’orthogonal de k dans g. Alors GC est homéomorphe
au produit cartésien G× exp im × exp ik.

2 Preuve du corollaire 2.5.19 :
Résulte directement du théorème 2.5.18 puisque [ik, [ik, ik]] ⊂ ik. 2
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2.6 Structure hyperkählérienne de l’orbite com-
plexifiée OC

D d’une orbite coadjointe affine
hermitienne symétrique OD d’un L∗-groupe

semi-simple de type compact et de T ′OD

Les notations utilisées dans toute cette section sont les suivantes. OD désigne
une orbite (co-)adjointe affine hermitienne symétrique d’un L∗-groupe G semi-
simple de type compact (i.e. dont l’algèbre de Lie g est de type compact), définie
par une dérivation D = [D, .] de g (cf section 2.3). L’action adjointe affine AdD

du L∗-groupe connexe GC d’algèbre de Lie gC = g ⊕ ig est donnée par un
morphisme de groupe de GC dans Gl(gC) n gC se décomposant en (Ad,ΘD)
avec ΘD : G→ gC vérifiant :

ΘD(g1g2) = Ad(g1)(ΘD(g2)) + ΘD(g1),

et donné par ΘD(g1) = g1Dg
−1
1 −D. L’orbite adjointe affine OD (resp. OC

D) de
0 pour la dérivation D est l’ensemble des éléments de g (resp. gC) de la forme :

(Ad(g),ΘD(g))(0) = Ad(g)(0) + ΘD(g) = ΘD(g) = gDg−1 −D,

avec g ∈ G (resp. g ∈ GC).

On notera g = k ⊕ m la décomposition de g en paire symétrique, avec k :=
{x ∈ g,Dx = 0} et m := k⊥. Si K désigne le L∗-groupe connexe d’algèbre de Lie
k, on a :

OD := {gDg−1 −D, g ∈ G} = G/K.

Soient kC la L∗-algèbre complexifiée de k, et mC le sous-espace vectoriel fermé
complexe de gC obtenu en complexifiant m. On notera

I :=
∑

α

1

cα
D|Vcα⊕V−cα

la structure complexe naturelle de l’orbite, où V±cα est l’espace propre de D

de valeur propre ±icα. En vertu de la décomposition de Mostow (cf corollaire
2.5.19 du théorème 2.5.18), le L∗-groupe connexe GC se décompose en :

GC = G× exp im × exp ik.

Pour tout x = gDg−1 − D ∈ OD, on notera kx := gkg−1 le stabilisateur de x
dans g et mx := gmg−1 son orthogonal.

2.6.1 Fibration de l’orbite complexifiée au-dessus de l’or-
bite de type compact

Définition 2.6.1 (Orbite complexifiée) On appellera orbite complexifiée de
OD l’orbite adjointe affine OC

D du L∗-groupe complexe semi-simple GC

OC
D = {gDg−1 −D, g ∈ GC}.

Le théorème suivant est une généralisation de la proposition 1 de [BG2] au
cas d’une orbite adjointe affine d’un L∗-groupe semi-simple.
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Théorème 2.6.2 Tout élément y de l’orbite adjointe complexifiée OC
D s’écrit

de manière unique sous la forme

y = AdD(eia).x

où x est l’unique point de l’orbite de type compact OD à distance minimale de
y, et où a appartient à mx. Les fibres de cette projection orthogonale

π : OC
D → OD

y 7→ x

sont les AdDG
n.c.
x (x) où Gn.c.

x est le L∗-groupe connexe d’algèbre de Lie kx⊕imx.
En outre, π est G-équivariante.

� Preuve du théorème 2.6.2 :
Par produit, on peut supposer que G est simple et OD irréductible, en particulier
I = 1

c D, avec c > 0. En vertu de la décomposition de Mostow, tout élément
g de GC s’écrit g = u. exp ia. exp ib avec u ∈ G, a ∈ m, b ∈ k, ou encore
g = eiuau−1

.ueib. Ainsi tout élément y = AdD(g)(0) de l’orbite complexifiée
s’écrit

y = AdD(eiuau−1

)(x)

avec x = AdD(u)(0) et uau−1 ∈ mx. Montrons que x est caractérisé par le fait
qu’il est l’unique point de OD à distance minimale de y.

Puisque tout élément de G s’écrit comme un produit d’un élément de expmx

et d’un élément de exp kx, tout autre point de l’orbite de type compacte s’écrit :

x′ = AdD(eb′

)(x) = eb′

uDu−1e−b′ −D

avec b′ ∈ mx. Posons

xt := AdD(etb′

)(x) = etb′

uDu−1e−tb′ −D

et

f(t) = 1
2‖y − xt‖2 = 1

2‖eiuau−1

uDu−1e−iuau−1 − etb′

uDu−1e−tb′‖2

= 1
2‖eiaDe−ia − etbDe−tb‖2,

où b := u−1b′u ∈ m. On a :

f ′(t) = <〈eiaDe−ia −D,−[b, etbDe−tb]〉 + <〈etbDe−tb −D, [b, etbDe−tb]〉.

Des relations de commutations

[k, k] ⊂ k; [k,m] ⊂ m; [m,m] ⊂ k,

on déduit que : eiaDe−ia −D ∈ k ⊕ im et −[b, etbDe−tb] ∈ k ⊕ m, de sorte que
seules les composantes selon k contribuent au produit scalaire. Considérons les
deux termes de cette somme séparemment. D’une part :

<〈eiaDe−ia −D,−[b, etbDe−tb]〉

= <〈 cosh x−1
x2 (ad(ia))[a, [D, a]], 1

t
sin x

x (ad(itb))[tb, [D, tb]]〉

= c2

t <〈 cosh x−1
x2 (ad(ia))[a, Ia], 1

t
sin x

x (ad(itb))[tb, Itb]〉,
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où, pour toute fonction entière f , f(x)(ad(ia)) désigne l’opérateur obtenu en
appliquant la série de f à l’opérateur symétrique ad(ia). D’après le lemme 2.4.24
du paragraphe 2.4.4,

<〈eiaDe−ia −D,−[b, etbDe−tb]〉 = c2

t <〈[a′′, Ia′′], [b′′, Ib′′]〉,

= c2

t (‖[a′′, b′′]‖2 + ‖[a′′, Ib′′]‖2)

avec a′′ :=
√

cosh x−1
x2 (ad(iIa)(a)) et b′′ :=

√

sin x
x (ad(iIb)(b)), cette dernière

expression étant valable pour t ≤ π
2‖b‖ .

D’autre part, puisque 〈etbDe−tb −D, [b, etbDe−tb −D]〉 est imaginaire pur,
on a :

<〈etbDe−tb −D, [b, etbDe−tb]〉 = <〈etbDe−tb −D, [b, D]〉.
En utilisant de nouveau les relations de commutations entre k et m, on a
etbDe−tb −D ∈ k ⊕ m, et [b,D] ∈ m, de sorte que :

<〈etbDe−tb −D, [b, D]〉 = <〈 sin x
x (ad(itb))[tb, D], [b, D]〉

= t<〈 sin x
x (ad(itb))Ib, Ib〉.

On en déduit que pour 0 < t < π
2‖b‖ , f ′(t) > 0. Remarquons que pour t = π

2‖b‖ ,

xt atteint le cut-locus de x. La dérivée seconde en 0 de la fonction f est donnée
par :

f ′′(0) = <〈eiaDe−ia −D,−[b, [b, D]〉+ <〈[b, D], [b, D]〉

= <〈[b, eiaDe−ia], [b, D]〉

= <〈[b, cosh(x)−1
x2 (ad(ia))([ia, [ia, D]]), [b, D]〉 + <〈[b, D], [b, D]〉

= <〈 cosh(x)−1
x2 (ad(ia))([a, [D, a]]), [b, [D, b]]〉+ c2‖b‖2

= c2<〈 cosh(x)−1
x2 (ad(ia))[a, Ia], [b, Ib]〉+ c2‖b‖2 ≥ c2‖b‖2.

Ainsi le hessien du carré de la distance de y à x dont l’expression est

Hess(Xc, Xd) = <〈[c, eiaDe−ia], [d, D]〉, (2.3)

est défini positif en x, et x est l’unique point de OD à distance minimale de y.
On en déduit que la fibre au dessus de x est AdGn.c.(x). La G-équivariance de
π résulte directement de la définition. �

Proposition 2.6.3 Soit y = AdD(eia)(x), avec a ∈ mx. L’application

ρ : mx ⊕ imx → TyOC
D

c 7→ Xc

est un isomorphisme. Le noyau de π∗ : TyOC
D → TxOD est Vy := {X ic, c ∈ mx},

et π∗ réalise un isomorphisme de Hy := {Xc, c ∈ mx} sur mx.
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2 Preuve de la proposition 2.6.3 :
Par G-équivariance, il suffit de considérer le cas où x = 0. Un vecteur tangent à
OC

D en y = eiaDe−ia −D est donné par l’action d’un élément c de l’algèbre de
Lie g ⊕ ig, i.e. est la dérivée en 0 de la fonction

Φc(t) = etceiaDe−iae−tc −D,

c’est-à-dire est de la forme :

Xc = [c, eiaDe−ia] = eia[e−iaceia, D]e−ia.

Pour c ∈ m ⊕ im,

[e−iaceia, D] = [Ad(e−ia)(c), D] = [exp (ad(−ia))(c), D]

= −cI cosh (ad(−ia))(c).

L’opérateur cosh (ad(−ia)) de gC dans gC étant hermitien injectif, il réalise un
isomorphisme de gC, qui préserve m ⊕ im. Comme l’espace tangent à OC

D en y
est eia(m ⊕ im)e−ia, on en déduit que ρ est un isomorphisme.

Pour c ∈ im, Xc est tangent à la fibre de π au-dessus de 0, donc π∗(Xc) = 0.
De plus, pour c ∈ m avec c = eiac′e−ia, il vient :

π(Φc(t)) = π(etceiaDe−iae−tc −D)

= π(eiaetc′De−tc′e−ia −D)

= π(etc′De−tc′ −D) = etc′De−tc′ −D.

Ainsi π∗(Xc(y)) = [c′, D] = −cI cosh (ad(−ia))(c) et π∗ réalise un isomorphisme
de Hy = {Xc, c ∈ m} dans m. 2

2.6.2 Structure hyperkählérienne de l’orbite complexifiée

Le caractère métrique de la fibration décrite au paragraphe précédent permet
de montrer de manière explicite l’existence d’une structure hyperkählérienne sur
l’orbite complexifiée d’une orbite (co-)adjointe affine hermitienne symétrique
d’un L∗-groupe de type compact G, et, de ce fait, de généraliser le théorème
3 de [BG2] (plus précisément la partie existence). Notons que, par produit, il
suffit de considérer le cas d’une orbite irréductible OC

D.

Théorème 2.6.4 L’orbite complexe irréductible OC
D possède une structure hy-

perkählérienne G-invariante compatible avec la forme symplectique ωC de Kirillov-
Kostant-Souriau se restreignant en la structure kählérienne de l’orbite de type
compact OD. La forme de Kähler ω associée à la structure complexe i de OC

D

est donnée par ω = ddcK, avec

K(y) = c<〈y, π(y)〉.

� Preuve du théorème 2.6.4 :
Pour y = AdD(eia)(x) ∈ OC

D, où x ∈ OD, et pour tout vecteur Xc de l’espace
tangent à TyOC

D engendré par l’élément c ∈ gC, on a :

dKy(X
c) = c<〈Xc, π(y)〉 + c<〈y, π∗(Xc(y))〉.
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Comme y ∈ kx ⊕ imx et π∗(Xc(y)) ∈ mx, il vient :

dKy(Xc) = c<〈Xc, π(y)〉,

et

dcKy(Xc) = −c=〈Xc, π(y)〉.

Ainsi, pour c, d ∈ gC, il vient :

ddcK(Xc, Xd) = c=〈Xc, π∗(X
d(y))〉 − c=〈Xd, π∗(X

c(y))〉 + c=〈X [c,d], π(y)〉.

Pour c, d ∈ mx ⊕ imx, le crochet [c, d] appartient à kx ⊕ ikx et on obtient l’ex-
pression de la forme ω la suivante :

ω(Xc, Xd) = c=
(

〈Xc, π∗(X
d)〉 − 〈Xd, π∗(X

c)〉
)

,

qui, combinée avec la structure complexe i, donne l’expression de la 2-forme
symétrique g suivante :

g(Xc, Xd) = g(X ic, X id) = c<〈Xc(y), Xd(π(y))〉,
g(Xc, X id) = 0,

où c et d appartiennent à mx. Pour la métrique g, les sous-espaces Hy et Vy

sont orthogonaux. La G-équivariance de π implique la G-invariance de g. Pour
vérifier que g est définie positive, il suffit par conséquent de considérer g en un
point y = eiaDe−ia −D de la fibre π−1(0). On a alors :

g(Xc, Xd) = g(X ic, X id) = c<〈[c, eiaDe−ia], [d, D]〉, (2.4)

qui, d’après l’équation 2.3 de la démonstration du théorème 2.6.2, est égale (à
la constante multiplicative strictement positive c près) au hessien en π(y) de la
distance de y à OD, donc est définie positive. Remarquons que l’expression de g
donnée par l’équation (2.4) reste invariante lorsqu’on ajoute à c ou d un élément
de k, ce qui garantit la bonne définition de g.

Il reste à montrer que g définit une métrique hyperkählérienne sur OC
D com-

patible avec ωC. Pour cela, on utilise la proposition A.6.4 de l’Appendice A,
selon laquelle il suffit de montrer que l’endomorphisme J2 défini par :

g(X,Y ) = <ωC(X, J2Y )

est de carré −1. La forme symplectique ωC naturelle de l’orbite complexe est
la 2-forme GC-invariante sur OC

D qui, en l’espace tangent au point 0 ∈ OC
D, est

donnée par (cf la démonstration de la proposition 2.3.10 de la section 2.3 et
l’équation (2.2)) :

ωC(X,Y ) = 〈X∗, [D,Y ]〉,

où X , Y appartiennent à T0OC
D. (Remarquons la présence d’un facteur c2 dans

la définition de ωC par rapport à la définition usuelle en dimension finie, qui se
répercute sur l’expression du potentiel K qui, à un élément du noyau de dc près,
vaut c2 fois le potentiel obtenu en dimension finie dans [BG2]). Par G-invariance
de g et de ωC, on est ramené à l’étude de J2 en un point de la fibre au-dessus
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de 0. Pour tout c, d ∈ m, et pour tout y = eiaDe−ia −D de la fibre π−1(0), on
obtient :

g(Xc, Xd) = c<〈[c, eiaDe−ia], [d, D]〉

= −c<〈[c, eiaDe−ia]∗, [d, D]〉

(car seules les composantes dans g contribuent au produit scalaire)

= c2<〈e−ia(e−ia[c, eiaDe−ia]eia)∗eia, [D
c , d]〉

= c2<〈(e−ia[c, eiaDe−ia]eia)∗, e−ia[D
c , d]e

ia〉

(car Ad(e−ia) est auto-adjoint )

= −<〈[D, [D, (e−ia[c, eiaDe−ia]eia)∗]], e−ia[D
c , d]e

ia〉

(car ad
2
(D) = −c2Id sur mC = Im(ad(D)))

= <〈(e−ia[c, eiaDe−ia]eia)∗,
[

D,
[

e−ia[D
c , d]e

ia, D
]]

〉

= <〈(e−ia[c, eiaDe−ia]eia)∗,
[

D, e−ia[[D
c , d], e

iaDe−ia]eia
]

〉

= <ωC(Xc, X [ D
c ,d])

Ainsi, pour d ∈ m, l’expression de I2 est :

J2X
d = X [ D

c ,d].

On montre de même que :

J2X
id = −X i[ D

c ,d].

L’opérateur I := [D
c , .] est la structure complexe de l’orbite de type compact, ce

qui implique que J2 est de carré −1. �

2.6.3 Identification de l’orbite complexifiée avec l’espace
tangent de l’orbite de type compact

Notations 2.6.5 On notera <y (resp. =y) la projection sur le premier (resp.
deuxième) facteur de la somme directe gC = g ⊕ ig d’un élément y ∈ gC.

Le théorème suivant est l’analogue du théorème 3 de [BG3].

Théorème 2.6.6 L’application

Υ : OC
D → TOD

y 7→ − 1
c Iπ(y)=y

est un isomorphisme de variétés fibrées au-dessus de OD, qui commute aux
projections naturelles π : OC

D → OD et p : TOD → OD.
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� Preuve du théorème 2.6.6 :
Notons que, pour tout y appartenant à la fibre π−1(x) de OC

D au-dessus de x ∈
OD, =y appartient à mx, et, de ce fait, peut-être considéré comme un élément
de TxOD. La G-équivariante de la projection π et de la structure complexe I de
l’orbite OD implique que Υ est G-équivariante et commute aux projections π et
p. Pour montrer que Υ est bijective, il suffit donc de montrer que Υ identifie la
fibre π−1(0) avec m.

Pour y = eiaDe−ia −D avec a ∈ m, on a :

f1(a) := − 1
c I=y = i

cI sinh(x)(ad(ia))(D)

= i
cI

sinh x
x (ad(ia))([ia, D])

= I sinh x
x (ad(ia))Ia.

Les valeurs propres de l’opérateur sinh x
x (ad(ia)) de g dans g étant minorées par

1, la condition =y = 0 implique a = 0, c’est-à-dire y = x.
Soit V ∈ m ' TxOD. Montrons qu’il existe y ∈ OC

D tel que =y = cIV .
Supposons tout d’abord que V appartient à une sous-algèbre abélienne maxi-
male A de m engendrée par un sous-ensemble maximal de racines fortement
orthogonales Ψ :

A := ⊕α∈ΨRxα

Pour tout α ∈ Ψ, on note yα = Ixα et hα = 1
2i [xα, yα]. Pour tout α, β ∈ Ψ, on

a les relations de commutations suivantes :

[xα, yβ ] = 2ihαδαβ ; [hα, xβ ] = −2iyαδαβ; [hα, yβ] = 2ixαδαβ .

Remarquons que pour a ∈ A dont la décomposition relativement à la base xα

est
a =

∑

α∈Ψ

aαxα,

on a :
ad(ia)2nIa =

∑

α∈Ψ

(2aα)2naαyα,

et par conséquent :

i
cI sinh x(ad(ia))(D) = I sinh x

x (ad(ia))Ia

= 1
2I
∑

α∈Ψ sinh(2aα)yα

= 1
2

∑

α∈Ψ sinh(2aα)xα.

Ainsi, pour tout V de A dont la décomposition selon la base xα est

V =
∑

α∈Ψ

vαxα,

l’élément y de OC
D donné par y = eiaDe−ia −D où

a :=
1

2

∑

α∈Ψ

argsinh(2vα)xα
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vérifie − 1
c I=y = V . De plus, a s’exprime en fonction de l’opérateur ad(iV ) de

la manière suivante :

a = f2(V ) = I argsinh x
x (ad(iV ))(IV ).

Puisque l’union des sous-algèbres abéliennes maximales engendrées par un sys-
tème de racines fortement orthogonales est dense dans m (rappelons que l’on
a m = ∪g∈KAd(g)(A)), on en déduit que l’image par Υ de la fibre π−1(0) est
dense dans T0OD. De ce qui précède, on déduit également que f2 ◦ f1 = Id et
f1 ◦ f2 = Id sur Ad(K)A. Par continuité de f1 et f2 on a alors f2 ◦ f1 = Id et
f1 ◦ f2 = Id sur m. Ainsi Υ identifie la fibre π−1(0) de OC

D et T0OD.
La différentiabilité de Υ provient de la différentiablité de f1 et de la définition

de variété de TOD comme sous-variété de g × g (cf Appendice A). �

2.6.4 Expression de la métrique hyperkählérienne de l’es-
pace tangent de l’orbite de type compact

D’après le paragraphe 2.6.2 et l’identification donnée en 2.6.3, l’espace tan-
gent TOD de l’orbite de type compact possède une structure hyperkählérienne
G-invariante, notée ǵalement g. Le but de ce paragraphe est d’exprimer la
métrique hyperkählérienne ainsi obtenue en termes de l’espace tangent de OD.

Rappelons l’expression de la métrique hyperkählérienne g de OC
D définie en

2.6.2. L’espace tangent à OC
D en un point y = AdD(eia)(x), où x appartient à

OD et a à mx, est eia(mx ⊕ imx)e−ia. Il est identifié à mx ⊕ imx par l’application
ρ définie dans la proposition 2.6.3 par :

ρ : mx ⊕ imx → TyOC
D

c 7→ Xc.

L’espace vertical Vy := ρ(imx) est le noyau de π, et ρ se restreint en un isomor-
phisme de mx dans l’espace horizontal Hy := ρ(mx). Pour tout y de OC

D et tous
c et d de mx, on a :

g(Xc, Xd) = g(X ic, X id) = c<〈Xc(y), Xd(π(y))〉,
g(Xc, X id) = 0.

La métrique g est G-invariante et son expression, en un point y = eiaDe−ia−
D de la fibre π−1(0) au-dessus de 0, est la suivante :

g(Xc, Xd) = g(X ic, X id) = c<〈[c, eiaDe−ia], [d, D]〉. (2.4)

Par suite, pour tous c et d de m, il vient :

g(Xc, Xd) = c<〈[c, cosh(x)(ad(ia))(D)], [d, D]〉

= c<〈[c, D], [d, D]〉 + c<〈[c, cosh(x)
x2 (ad(ia))([ia, [ia, D]])], [d, D]〉

= c3<〈c, d〉 + c2<〈[c, cosh(x)
x2 (ad(ia))([a, Ia])], [d, D]〉

= c3<〈c, d〉 + c3<〈−I[ cosh(x)
x2 (ad(ia))([a, Ia]), c], d〉

= c3<〈c, d〉 + c3<〈I[ cosh(x)
x2 (ad(ia))([Ia, a]), c], d〉.
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Les lemmes suivants expriment l’opérateur I
[

cosh(x)
x2 (ad(ia))([a, Ia]), .

]

de m

dans m en fonction de V = f1(a) = I sinh x
x (ad(ia))Ia.

Lemme 2.6.7 Pour tout a de m, on a :

cosh(x) − 1

x2
(ad(ia)) ([Ia, a]) = I

√
1 + x2 − 1

x2
(ad(iV )) [IV, V ]. (2.5)

M Preuve du lemme 2.6.7 :
Par continuité des opérateurs en question et densité des sous-algèbres abéliennes
maximales engendrées par un système maximal de racines fortement orthogo-
nales, il suffit de vérifier l’équation (2.5) pour a appartenant à une sous-algèbre
abélienne maximale A engendré par une base xα, α ∈ Ψ, où Ψ est un système
maximal de racines fortement orthogonales. En reprenant les notations utilisées
dans la démonstration du théorème 2.6.6, il vient :

V =
∑

α∈Ψ

vαxα,

et

a =
∑

α∈Ψ

aαxα =
1

2

∑

α∈Ψ

argsinh(2vα)xα.

Pour ϕ(x) = cosh(x)−1
x2 , on a :

ϕ(x)(ad(ia)) ([Ia, a]) =
∑

α∈Ψ ϕ(2aα)[aαyα, aαxα]

=
∑

α∈Ψ
cosh(2aα)−1

(2aα)2 [aαyα, aαxα]

=
∑

α∈Ψ
1
4 (cosh(argsinh(2vα) − 1)[yα, xα]

=
∑

α∈Ψ

√
1+(2vα)2−1

(2vα)2 [vαyα, vαxα]

=
√

1+x2−1
x2 (ad(iV )) [IV, V ]

M

Lemme 2.6.8 Pour tout V ∈ m, et toute fonction analytique positive ϕ, on a :

ϕ(x2) (ad(iV )) [IV, V ] = ϕ(x) (IRIV,V ) (V ).

M Preuve du lemme 2.6.8 :
Avec les notations introduites précédemment, on a :

IRIV,V = I[IV, V ] = I
∑

α∈Ψ

[vαyα, vαxα] = I
∑

α∈Ψ

v2
α(−2i)hα,

et
(IRIV,V )V = I

∑

α∈Ψ v
2
α(−2i)[hα, vαxα]

= I
∑

α∈Ψ v
2
α(−2i)(−2i)vαyα

= −I∑α∈Ψ(2vα)2vαyα

=
∑

α∈Ψ(2vα)2vαxα
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Ainsi, il vient :

(IRIV,V )n(V ) =
∑

α∈Ψ

(2vα)2nvαxα.

Par conséquent, pour tout fonction positive ϕ, on a :

ϕ(x2) (ad(iV )) [IV, V ] = ϕ(x) (IRIV,V ) (V ).

M

Notations 2.6.9 On note gO la métrique kählérienne canonique de l’orbite
adjointe affine de type compact OD dont l’expression en 0 est donnée par :

gO(Xc, Xd) = c<〈[c, D], [d, D]〉 = c3<〈c, d〉.

Cette métrique est fortement kählérienne, ce qui implique que la connexion
de Levi-Cevita ∇ est bien définie. En un point V de l’espace tangent TOD,
TV (TOD) se décompose en HorV ⊕VerV , où VerV est l’espace tangent à la fibre
de la projection canonique p de T (TOD) dans TOD, et où HorV est l’espace
horizontal associé la connexion ∇. Pour tout V de la fibre p−1(x), avec x ∈ OD,
on identifie naturellement VerV à imx, et HorV à mx par la différentielle de p.
On note g0 la métrique obtenue en transportant la métrique gO de OD sur HorV

et VerV et en demandant que HorV et VerV soient perpendiculaires.

Théorème 2.6.10 La métrique hyperkählérienne g de l’espace tangent TOD se
déduit de la métrique g0 au moyen de l’endomorphisme dont la décomposition
par blocs relative à la somme directe TV (TOD) = HorV ⊕ VerV est :

(

AV 0
0 A−1

V

)

avec
AV = Id+ IRIϕ(x)(IRIV,V )(V ),ϕ(x)(IRIV,V )(V ),

où

ϕ(x) =

(
√

1 + x − 1

x

)

1
2

.

� Preuve du théorème 2.6.10 :
L’identification Υ de OC

D avec TOD commute aux projections π : OC
D → OD et

p : TOD → OD. Ainsi la différentielle de Υ transporte l’espace vertical Vy sur
l’espace vertical VerV , où V = Υ(y). L’espace horizontal Hy est identifié à mx

par ρ−1 et HorV est identifié à mx par dp. Par G-invariance de la métrique, on
peut supposer que y appartient à la fibre π−1(0). D’après l’équation (2.4), pour
tous c, d de m, on a :

g (ρ(c), ρ(d)) = c<〈[c, eiaDe−ia], [d, D]〉

= c<〈[c, cosh(x)((ad)(ia))(D)], [d, D]〉

= c<〈[c, D], [d, D]〉 + c<〈[ cosh(x)−1
x2 ((ad)(ia))[ia, [ia, D]], c], [D, d]〉

= c3<〈c, d〉 + c3<〈[ cosh(x)−1
x2 ((ad)(ia))[a, Ia], c], Id〉

= c3<〈c, d〉 + c3<〈I[ cosh(x)−1
x2 ((ad)(ia))[Ia, a], c], Id〉.
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D’après le lemme 2.4.24, il vient :

g (ρ(c), ρ(d)) = c3<〈c, d〉 + c3<〈I[[Ia′, a′], c], d〉.

avec

a′ =

(√
1 + x2 − 1

x2

)
1
2

(ad(ia))(a).

D’après les lemmes 2.6.7 et 2.6.8, il vient :

g (ρ(c), ρ(d)) = c3<〈
(

Id + IRIϕ(x)(IRIV,V )(V ),ϕ(x)(IRIV,V )(V )

)

c, d〉,

où ϕ(x) =
(√

1+x−1
x

)
1
2

. On en déduit que pour tous c et d de m, le produit

scalaire des relèvements horizontaux cH et dH appartenant à HorV est égal à :

g(cH , dH) = g0(AV c, d)

avec
AV = Id + IRIϕ(x)(IRIV,V )(V ),ϕ(x)(IRIV,V )(V ),

où

ϕ(x) =

(√
1 + x − 1

x

)

1
2

,

ce qui démontre le théorème dans les directions horizontales. De plus, l’orthogo-
nalité des distributions Hy et Vy implique l’orthogonlité des distributions HorV

et VerV . La métrique g se déduit donc de g0 au moyen d’un opérateur de la
forme :

(

A 0
0 B

)

,

où B caractérise la métrique dans les directions tangentes aux fibres de la pro-
jection p. Remarquons que pour tous c et d de im, on a :

g(ρ(c), ρ(d)) = g(ρ(−ic), ρ(−id)).

La multiplication par −i échange Vy et Hy et induit une structure complexe
sur l’espace tangent en V à TOD, qui se déduit de g0 au moyen d’un endomor-
phisme I3 échangeant HorV et VerV , i.e dont l’expression selon la décomposition
TV (TOD) = HorV ⊕ VerV est de la forme :

I3 =

(

0 C
D 0

)

.

Rappelons que la structure symplectique ω = g(i., .) associée à la structure
complexe i de OC

D a pour expression :

ω
(

ρ(Xc), ρ(Xd)
)

= c=
(

〈ρ(Xc), π∗ρ(X
d)〉 − 〈ρ(Xd), π∗ρ(X

c)〉
)

,

où c et d appartiennent à m ⊕ im. On en déduit que la forme symplectique sur
TOD associée à la structure complexe I3 est la partie imaginaire de la 2-forme
de Liouville ω3 :

ω3(c, d) = c=
(

〈cV , dH〉 − 〈dV , cH〉
)

= c<
(

〈icV , dH〉 − 〈idV , cH〉
)

,
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où c et d appartiennent à HorV ⊕VerV et où cH (resp. cV ) désigne la projection
de c sur HorV (resp. VerV ). La forme ω3 se déduit de g0 au moyen de l’endo-
morphisme dont la décomposition par blocs relativement à la somme directe
TV (TOD) = HorV ⊕ VerV est

(

0 i
i 0

)

.

L’équation g(I3., .) = ω3(., .) impose les conditions suivantes sur les opérateurs
A, B, C et D :

(

A 0
0 B

)(

0 C
D 0

)

=

(

0 i
i 0

)

,

i.e AC = i et BD = i. D’autre part la condition I2
3 = −1 impose CD = −1. On

en déduit que B = A−1, et que I3 est représenté par :

I3 =

(

0 iA−1

iA 0

)

.

�

Proposition 2.6.11 La métrique g est l’unique métrique hyperkählérienne sur
TOD se restreignant en la métrique kählérienne de OD, compatible avec la forme
symplectique naturelle provenant de l’identification T ∗OD ' TOD, et rendant
les distributions horizontales HorV et verticales VerV perpendiculaires.

2 Preuve de la proposition 2.6.11 :
Une métrique vérifiant les conditons imposées est représentée par rapport à la
métrique g0 par un opérateur de la forme

g =

(

A 0
0 A−1

)

,

où A doit vérifier :
(Xv.(AI))V −RV,(A−1I)X = 0

(cf [BG1]). Cette dernière équation se réduit, dans chaque direction radiale, à
une équation différentielle ordinaire, d’où l’unicité. 2

Remarque 2.6.12 Via l’identification de l’espace tangent de la grassmannienne
restreinte TGrres avec l’espace tangent d’une orbite adjointe adjointe affine
comme décrit en 2.4.3, on retrouve la famille de métriques hyperkählériennes de
TGrres décrites au chapitre 1.
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ρ
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imx
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Υ
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p−1(x)
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V
yHy
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cV

O
C
D

ρ(c)

Fig. 2.1 – L’expression de la métrique hyperkählérienne de TOD se déduit de
l’expression de la métrique hyperkählérienne de OC

D
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Annexe A

Structures géométriques sur
les variétés banachiques

Le lecteur trouvera dans cet appendice les bases de la géométrie sur les
variétés banachiques et l’étude des exemples les plus naturels. Pour plus de
détails sur les notions abordées, nous renvoyons le lecteur à [Lan], [Car], [Bou],
[Bou2] et [Bou3]. Les résultats décrits ici sont classiques, mais ne figurent pas
toujours dans la littérature. En particulier, on trouvera en A.1.5 exemple 2 et 3,
une démonstration de l’équation (7.5.3) de [PS] utilisée pour définir l’injection de
Plücker de la grassmanienne restreinte Grres dans l’espace projectif (proposition
7.5.2 de [PS]). Nous invitons le lecteur intéressé par l’injection de Plücker à
consulter également [SpVa].

A.1 Géométrie différentielle dans le cadre bana-
chique

A.1.1 Différentielle d’une application entre deux espaces
de Banach

Définition A.1.1 Soient E et F deux espaces de Banach et U un ouvert de E.
Une application f : U → F est différentiable en x ∈ E s’il existe une application
linéaire continue A ∈ B(E,F ) telle que ∀h ∈ E :

lim
‖h‖E→0

1

‖h‖E

‖f(x+ h) − f(x) −Ah‖F = 0

Une application f : E → F est différentiable sur U ⊂ E si elle l’est en chaque
point de U . On note df(x) ou dxf l’application linéaire continue différentielle
de f en x : df(x) ∈ B(E,F ).

Remarque A.1.2 La condition de continuité de la différentielle exigée dans la
définition implique qu’une fonction différentiable en un point est continue en ce
point.

Définition A.1.3 Une application f : E → F est de classe C1 sur U ⊂ E ssi
df : U → B(E,F ) , où B(E,F ) est muni de la topologie associée à la norme
d’opérateur, est continue.

143



Remarque A.1.4 On ne demande pas seulement que l’application df : U ×
E → F soit continue.

Définition A.1.5 Une application f : E → F est de classe C2 sur U ⊂ E ssi
df : U → B(E,F ) est C1 sur U . On note d2f la différentielle d’ordre 2. On a :

d2f : U −→ B(E,B(E,F ))
x 7−→ {h1 7→ (h2 7→ limε→0

1
ε (df(x+ εh2)(h1) − df(x)(h1)))}

Remarque A.1.6 Il existe une isométrie naturelle entre l’espace de Banach
B(E,B(E,F )) et l’espace de Banach B(2)(E,F ) des applications bilinéaires
continues de E dans F . Plus généralement, l’espace de Banach B(k)(E,F ) des
applications k-linéaires continues de E dans F est identifié isométriquement à
l’espace B(E,Bk−1(E,F )).

Définition A.1.7 Une application f : E → F est de classe Ck+1 sur U ⊂ E
ssi dkf : U → B(k)(E,F ) est C1 sur U . Elle est de classe C∞ ssi elle est de
classe Ck pour tout k ∈ N.

Exemple 5 Soit H un espace de Hilbert et f : H → R l’application qui à
x ∈ H associe ‖x‖2 = 〈x, x〉. On a :

df : H −→ B(H,R)
x 7−→ {h1 7→ 2<〈h1, x〉}

L’application df est continue car ‖|df(x1) − df(x2)‖| ≤ 2‖x1 − x2‖. De plus :

d2f : H −→ B(H,B(H,R))
x 7−→ {h1 7→ (h2 7→ 2<〈h1, h2〉)}

L’application d2f est une application bilinéaire symétrique constante sur H . Les
dérivées d’ordre k > 2 de f sont donc nulles.

Définition A.1.8 Soient E un espace de Banach et γ une application C1 de
R dans E. La différentielle de γ en un point t ∈ R est une application linéaire
continue de R dans E . On appelle dérivée de γ en t et on note : γ′(t) l’élément
dtγ(1) ∈ E. On a : dtγ : u 7→ u.γ′(t).

Proposition A.1.9 Soient E,F,G trois espaces de Banach, f : E → F et
g : F → G deux applications différentiables respectivement sur U ⊂ E et
V ⊂ F contenant f(U). Alors la composée h = g ◦ f est différentiable sur U et :
dh(x) = dg(f(x)) ◦ df(x).

A.1.2 Variétés banachiques

Définition A.1.10 Soit M un ensemble. On appelle carte de M un triplet
(U , ϕ, E) où U est une partie de M , E un espace de Banach, et ϕ une bijection
de U sur un ouvert de E. On dit que deux cartes (U1, ϕ1, E1) et (U2, ϕ2, E2)
sont Cr-compatibles si :
- ϕ1(U1 ∩ U2) (resp. ϕ2(U1 ∩ U2)) est un ouvert de E1 (resp. E2)
- l’application ϕ1 ◦ϕ−1

2 (resp. ϕ2 ◦ ϕ−1
1 ) de ϕ2(U1 ∩ U2) dans ϕ1(U1 ∩ U2) (resp.

ϕ1(U1 ∩ U2) dans ϕ2(U1 ∩ U2)) est de classe Cr.
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On appelle Cr− atlas de M un ensemble de cartes deux à deux Cr− compatibles
et dont les domaines recouvrent M . Deux atlas sont dits Cr-équivalents si leur
réunion est encore un atlas Cr. Une variété banachique de classe Cr est un
ensemble M muni d’une classe d’équivalence d’atlas de classe Cr.

Remarque A.1.11 On ne demande pas que les espaces de Banach de deux
cartes distinctes soient les mêmes. Lorsque tous les espaces de Banach inter-
venant dans la définition sont des espaces de Hilbert, on parlera de variété
hilbertienne. Plus généralement, pour toute famille F d’espaces de Banach, on
parlera de variété banachique de type F lorsque tous les espaces de Banach
intervenants dans la définition appartiennent à F .

Exemple 1 La sphère unité d’un espace de Hilbert
Soit H un espace de Hilbert réel séparable et S(H) = {x ∈ H, ‖x‖ = 1}

l’ensemble des éléments de norme 1 de H . S(H) est une variété hilbertienne
C∞. En effet, munissons S(H) de la topologie induite par H : un ensemble O
de S(H) est ouvert s’il existe un ouvert O′ de H tel que O = O′ ∩ S(H). Soit
{ek, k ∈ N} une base hilbertienne de H permettant d’identifier H avec l2(N,R).
Les projections stéréographiques p1 et p2 respectivement de pôle nord N = e0
et de pôle sud S = −e0 définissent les applications cartes de S(H). De manière
explicite :

p1 : S(H) \ {N} −→ e⊥0
x = (xi)i∈N 7−→ p1(x) = 1

1−x0
(xi)i∈N\{0}

p2 : S(H) \ {S} −→ e⊥0
x = (xi)i∈N 7−→ p2(x) = 1

1+x0
(xi)i∈N\{0}

Les applications p1 et p2 sont des homéomorphismes et l’application de chan-
gement de cartes p2 ◦ p−1

1 définie de e⊥0 \ {0} dans lui-même est donnée par :
y 7→ y

‖y‖2 et est C∞.

Remarque A.1.12 En général la boule unité d’un espace de Banach n’est pas
une variété, même en dimension finie ( penser à (R2 , ‖.‖1 ) ou (R2 , ‖.‖∞)). La
différentiabilité de la norme est étroitement liée aux propriétés de séparabilité,
d’uniforme convexité et de réflexivité de l’espace de Banach considéré. (voir par
exemple B. Beauzamy ([Beau]) et J. Diestel ([Die]).

Exemple 2 L’espace projectif complexe
Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et P(H) l’ensemble des

droites vectorielles complexes de H , défini comme espace quotient de H \ {0}
par la relation d’équivalence ∼ qui identifie x et y de H dès lors qu’il existe
λ ∈ C tel que x = λ.y. On notera p : H \ {0} → P(H) l’application quotient.
On munit P(H) de la topologie quotient : un ensemble O ⊂ P(H) sera dit
ouvert si p−1(O) est un ouvert de H \ {0} pour la topologie induite par la
norme. Identifiant H à l2(N) grâce au choix d’une base hilbertienne, on définit
les ouverts Vi = {x = (xj)j∈N | xi 6= 0) de H et les applications :

ϕi : Vi → l2(N − i)

x = (xj)j∈N−i 7→ (x0

xi
, . . . , xi−1

xi
, x̂i

xi
, . . . ,

xj

xi
, . . . ).

où le terme accentué doit être omis. Puisque ϕi(x) = ϕi(y) si x ∼ y, ces appli-
cations passent au quotient et définissent les applications cartes ϕ̃i de l’ouvert
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Ui := p(Vi) dans l2(N − i) par : ϕ̃i(p(x)) = ϕi(x). Les applications ϕi étant
continues et ouvertes, les applications ϕ̃i sont des homéomorphismes. Les appli-
cations réciproques ϕ̃−1

i sont données par :

ϕ̃−1
i : l2(N − i) → Ui

y = (yj , j ∈ N − i) 7→ p((y0, . . . , yi−1, 1, yi+1, . . . , yj , . . . ))

Les applications de changement de cartes sont explicitées par :

ϕ̃j ◦ ϕ̃−1
i : l2(N − i, j) → l2(N)

y = (yj , j ∈ N − i, j) 7→ (y0

yj
, . . . , yi−1

yj
, 1

yj
, yi+1

yj
, . . . ,

ŷj

yj
,

yj+1

yj
. . . )

et sont C∞.

Exemple 3 La grassmannienne des p-plans de H
Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et Gr(p)(H) l’ensemble des

sous-espaces vectoriels de dimension p de H :

Gr(p)(H) = {P s.e.v. de H, dimP = p}.

Pour tout P ∈ Gr(p)(H) soit :

U(P ) = {P ′ ∈ Gr(p)(H) | P ′ ∩ P⊥ = {0}}.

L’ensemble U(P ) est en bijection avec L(P, P⊥). En effet, la condition P ′∩P⊥ =
{0} implique que la projection orthogonale prP : P ′ → P est injective, donc
surjective car P est de dimension finie. Soit (prP )−1 l’application réciproque
de P dans P ′. En notant prP⊥ la projection orthogonale de P ′ dans P⊥ et iP
(resp. iP⊥) l’injection naturelle de P (resp. P⊥) dans H , tout élément p′ ∈ P ′

s’écrit :
p′ = iP ◦ prP (p′) + iP⊥ ◦ prP⊥(p′)

= (iP + iP⊥ ◦ prP⊥ ◦ (prP )−1)(prP (p′)).

Ainsi pour tout P ′ tel que P ′ ∩ P = {0}, il existe une application appartenant
à L(P, P⊥) (à savoir prP⊥ ◦ (prP )−1) dont P ′ est le graphe. L’unicité de cette
application provient de l’unicité dans la décomposition d’un élément de P ′ en
la somme d’un élément de P et d’un élément de P⊥. L’application :

ϕP : U(P ) → L(P, P⊥)
P ′ 7→ ϕP (P ′) = prP⊥ ◦ (prP )−1

est donc injective. Elle est aussi surjective car pour tout élément u ∈ L(P, P⊥)
l’application iP + iP⊥ ◦ u est de rang p et son image est donc un élément de
U(P ). Nous allons montrer que {(U(P ), ϕP , L(P, P⊥)), P ∈ Gr(p)} est un atlas
de classe C∞ ( même Cω) de Gr(p). Soient P1 et P2 deux points de Grp(H) et
P ′ ∈ U(P1) ∩ U(P2) que l’on suppose non vide, c’est-à-dire que P ′ est à la fois
le graphe d’une application T1 de P1 dans P⊥

1 et le graphe d’une application
T2 de P2 dans P⊥

2 . Relativement aux décompositions orthogonales de H selon
P1 ⊕ P⊥

1 et P2 ⊕ P⊥
2 , l’application identité Id : P1 ⊕ P⊥

1 → P2 ⊕ P⊥
2 à une

décomposition par blocs :

Id =

(

a b
c d

)

146



où a ∈ L(P1, P2), b ∈ L(P⊥
1 , P2), c ∈ L(P1, P

⊥
2 ) et d ∈ L(P⊥

1 , P
⊥
2 ). La condition

P ′ ∈ U(P1) ∩ U(P2) équivaut à : a+ bT1 ∈ Isom(P1, P2). Ainsi :

ϕP1(U(P1) ∩ U(P2)) = {T1 ∈ L(P1, P
⊥
1 ) | a+ bT1 ∈ Isom(P1, P2)}

est un ouvert de L(P1, P
⊥
1 ). En effet, pour u ∈ L(P1, P

⊥
1 ) tel que ‖(a+bT1)

−1bu‖ <
1, l’application (a+ b(T1 + u)) est inversible. De même : ϕP2 (U(P1)∩U(P2) est
un ouvert de L(P2, P

⊥
2 ). De plus l’application de changement de cartes :

ϕP2 ◦ ϕ−1
P1

: ϕP1 (U(P1) ∩ U(P2)) → ϕP2(U(P1) ∩ U(P2))
T1 7→ T2 = (c+ d ◦ T1) ◦ (a+ bT1)

−1

est une application rationnelle en la variable T1 et donc C∞ ( même Cω) pour la
topologie de la norme d’opérateur de l’ouvert ϕP1 (U(P1) ∩ U(P2)) ⊂ L(P1, P

⊥
1 )

dans l’ouvert ϕP2(U(P1) ∩ U(P2)) ⊂ L(P2, P
⊥
2 ). Les cartes {(U(P ), ϕP ), P ∈

Gr(p)(H)} munissentGr(p)(H) d’une structure de variété banachique C∞ (même
Cω).

Exemple 4 La grassmannienne des espaces de dimension et de codimension
infinies d’un espace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable. On s’intéresse maintenant
aux sous-espaces vectoriels fermés de dimension et de codimension infinies de
H . On note :

Gr(H) = {P ⊂ H s.e.v. fermé de H, dimP = +∞, codimP = +∞}.

Nous allons munir Gr(H) d’une structure de variété banachique modellée sur
l’espace de Banach des applications linéaires continues d’un espace de Hilbert
séparable de dimension infinie dans un autre, muni de la topologie de la conver-
gence forte. La construction est l’analogue de celle de Gr(p)(H). Pour tout
P ∈ Gr(H), on définit l’ensemble U(P ) = {P ′ ⊂ Gr(H) | prP ∈ Isom(P ′, P )}
et l’application ϕP : U(P ) → B(P, P⊥) qui à P ′ ∈ U(P ) associe l’unique appli-
cation de P dans P⊥ dont P ′ est le graphe. Etant donnés deux éléments P1 et
P2 de Gr(H), la décomposition par blocs de l’application identité

Id =

(

a b
c d

)

relative aux décompositions orthogonales de H selon P1 ⊕ P⊥
1 et P2 ⊕ P⊥

2 , où
a ∈ L(P1, P2), b ∈ L(P⊥

1 , P2), c ∈ L(P1, P
⊥
2 ) et d ∈ L(P⊥

1 , P
⊥
2 ), fournit la

caractérisation suivante de l’ensemble :

ϕP1(U(P1) ∩ U(P2)) = {T1 ∈ L(P1, P
⊥
1 ) | a+ bT1 ∈ Isom(P1, P2)},

qui est donc un ouvert dans l’espace de Banach L(P1, P
⊥
1 ). De même :

ϕP2(U(P1) ∩ U(P2))

est un ouvert de L(P2, P
⊥
2 ). De plus, l’application de changement de cartes :

ϕP2 ◦ ϕ−1
P1

: ϕP1 (U(P1) ∩ U(P2)) → ϕP2(U(P1) ∩ U(P2))
T1 7→ T2 = (c+ d ◦ T1) ◦ (a+ bT1)

−1
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est une application rationnelle en la variable T1 et donc C∞ pour la topologie de
la norme d’opérateur de l’ouvert ϕP1 (U(P1)∩U(P2)) ⊂ L(P1, P

⊥
1 ) dans l’ouvert

ϕP2(U(P1) ∩ U(P2)) ⊂ L(P2, P
⊥
2 ). Les cartes

{(U(P ), ϕP , L(P, P⊥)), P ∈ Gr(H)}
munissent ainsi Gr(H) d’une structure de variété banachique C∞ (même Cω).

Exemple 5 Les grassmanniennes associées aux idéaux de Schatten
Munissons un espace de Hilbert séparable d’une polarisation H = H+ ⊕H−

c’est-à-dire d’une décomposition orthogonale en deux sous-espaces vectoriels
fermés de dimension infinie. Pour tout p ≥ 1, on note Lp(H+, H−) l’idéal bilatère
de L(H+, H−) formé des éléments T tels que :

‖T ‖p = (Tr(T ∗T )
p
2 )

1
p

est finie. En notant L∞(H+, H−) l’ensemble des opérateurs compacts de H+

dans H−, on a les injections continues suivantes :

L1(H+, H−) ⊂ Lp(H+, H−) ⊂ L2(H+, H−) ⊂ Lq(H+, H−) ⊂ L∞(H+, H−)

où 1 ≤ p ≤ 2 et 2 ≤ q ≤ +∞. En notant p+ (resp. p−) la projection orthogonale
sur H+ (resp. H−) et Fred(H+, H−) l’ensemble des opérateurs de Fredholm de
H+ dans H−, on définit la suite des grassmanniennes restreintes modellées sur
les idéaux de Schatten Lp(H+, H−), 1 ≤ p ≤ +∞ suivante :

Grp(H) = {P ∈ Gr(H) | p+ : P → H+ ∈ Fred(H+, H−),
p− : W → H− ∈ Lp(H+, H−)}.

On définit de manière analogue à celle des deux exemples précédents les en-
sembles :

U(P ) = {P ′ ∈ Grp(H) | prP ∈ Isom(P ′, P )},
où prP désigne la projection orthogonale sur P , et les applications :

ϕP : U(P ) → L(P, P⊥)
P ′ 7→ ϕP (P ′) = prP⊥ ◦ (prP )−1.

On remarque en premier lieu que puisque U(P ) ⊂ Grp(H), ϕP est en fait à valeur
dans Lp(P, P⊥) et établit une bijection entre U(P ) et Lp(P, P⊥). En second lieu,
P1 et P2 étant deux éléments de Grp(H), les ensembles ϕP1(U(P1) ∩ U(P2))
(resp. ϕP2(U(P1) ∩ U(P2))) sont des ouverts de Lp(P1, P

⊥
1 ) (respectivement de

Lp(P2, P
⊥
2 )) pour la topologie induite par la norme ‖.‖p (ceci résulte du fait que

l’ensemble des éléments inversibles d’un espace de Banach est un ouvert pour
la topologie induite par la norme). De même, les applications de changements
de cartes sont des applications rationnelles et donc C∞ (Cω) pour la topologie
induite par la norme ‖.‖p. Ainsi les cartes {(U(P ), ϕP , L

p(P, P⊥)), P ∈ Grp(H)}
munissent Grp(H) d’une structure de variété banachique C∞ (même Cω) et on
a les injections continues suivantes :

Gr1(H) ⊂ Grp(H) ⊂ Gr2(H) ⊂ Grq(H) ⊂ Gr∞(H) ⊂ Gr(H)

où 1 ≤ p ≤ 2 et 2 ≤ q ≤ +∞. La grassmanienne Gr2(H) sera également notée
Grres comme dans [PS].

Remarque A.1.13 Il est possible de définir de la même manière une grass-
mannienne associée à tout autre idéal de Schatten. (cf [Sat]).
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A.1.3 Morphismes de variétés, espace tangent et applica-
tion tangente

Définition A.1.14 Soient N et M deux variétés banachiques de classe Cr, et
f : N → M une application. On dit que f est un morphisme de variétés de
classe Cr si pour toutes cartes (U , ϕ, E) de N et (V , ψ, F ) de M l’application
ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → F est de classe Cr.

Définition A.1.15 Soit M une variété banachique de classe C∞. Un vecteur
tangent à M en un point x ∈M est une classe d’équivalence de couples (c, h), où
c = (U , ϕ, E) est une carte locale en x ∈M et h un vecteur de E, pour la relation
d’équivalence : (c, h) ∼ (c′, h′) ssi dϕ(x)(ψ ◦ (ϕ)−1)(h) = h′, où c = (U , ϕ, E) et
c′ = (V , ψ, F ). L’espace tangent en un point x ∈M est l’espace vectoriel formé
par les vecteurs tangents à M en x.

Remarque A.1.16 L’espace tangent en un point x d’un espace de Banach
E s’identifie naturellement à E. Une carte locale c = (U , ϕ, E) en x d’une
variété banachique M étant donnée, l’espace tangent TxM s’identifie à E via
l’application qui au couple (c, h) associe h.

Proposition A.1.17 L’espace tangent à M , noté TM , ensemble des vecteurs
tangents à M , muni de l’atlas {(Uα × E), (ϕα, dϕα), Eα × Eα), α ∈ ∆}, où
l’ensemble {(Uα, ϕα, Eα), α ∈ ∆} est un atlas de M , est une variété banachique.

Définition A.1.18 Soient N et M deux variétés de classe Cr, r ≤ 1, f un
morphisme de variétés de N dans M , (U , ϕ, E) une carte locale en x ∈ N et
(V , ψ, F ) une carte locale en f(x) telle que f(U) ⊂ V . La différentielle dϕ(x)Φ
de l’application Φ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 de l’ouvert ϕ(U) de l’espace de Banach E
dans l’espace de Banach F est une application linéaire continue indépendante
des cartes choisies. On la note dxf et on l’appelle l’application linéaire tangente
de f en x ∈ N .

Exemple 1 L’espace tangent à la sphère S(H) en un point x s’identifie à l’hy-
perplan Hx de H tangent à S(H) en x. En effet, tout Y ∈ Hx représente
bien une classe d’équivalence de couple (c, h) avec c = (S(H)\{N}, p1, e

⊥
0 ) ou

(S(H)\{S}, p2, e
⊥
0 ) et h ∈ e⊥0 , muni de la relation d’équivalence :

((S(H)\{N}, p1, e
⊥
0 ), h) ∼ ((S(H)\{S}, p2, e

⊥
0 ), h′) si h′ = dxp2 ◦ dp−1

1 (x)p
−1
1 (h),

en posant : h = dxp1(Y ) et h′ = dxp2(Y ).

Exemple 2 La projection p d’un espace de Hilbert complexe H sur l’espace
projectif complexe P(H) lu dans la carte (Ui, ϕ̃i) a pour différentielle en x =
(xi)i∈N :

dx(ϕ̃i ◦ p) = dxϕi : H → l2(N − i)
X = (Xi)i∈N 7→ 1

x2
i
(Xkxi − xkXi)k∈N−i.

Pour tout i, Ker dxϕi = Cx et, pour tout λ 6= 0, dxφi(X) = dλxϕi(λX).
Ainsi tout couple (y, Y ) ∈ l2(N − i) × l2(N − i) définit une unique application
u : Cx → Cx⊥ telle que (ϕi(λx), dλxϕλX) = (y, Y ), permettant d’identifier
l’espace tangent en l = Cx ∈ P(H) à L(l, l⊥).
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A.1.4 Les briques de la théorie

Théorème A.1.19 (Inégalité des accroissements finis) Soient E et F deux
espaces de Banach, f une application de classe C1 d’un ouvert U ⊂ E dans
F , x et y deux points de U tels que le segment [x, y] appartienne à U , et
k = supz∈[x,y] ‖|df(z)‖|. Alors :

‖f(y) − f(x)‖F ≤ k‖y − x‖E .

Théorème A.1.20 (Théorème de point fixe de Picard) Soit (M,d) un es-
pace métrique complet et f : M → M une application contractante, i.e. telle
qu’il existe une constante k, 0 < k < 1 vérifiant :

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) ∀x, y ∈M.

Alors f possède un unique point fixe et pour tout x0 ∈ M , la suite des itérées
(fn(x0))n∈N tend vers ce point lorsque n tend vers +∞.

� Preuve du théorème A.1.20 :
Simple conséquence de la convergence d’une série géométrique de raison k < 1.
�

Théorème A.1.21 (Théorème de Hahn-Banach) Soit E une espace vec-
toriel réel et p une sous-norme sur E i.e. vérifiant :

p(λx) = λp(x), ∀x ∈ E, ∀λ > 0,

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

Soit G un sous-espace vectoriel de E et g : G → R une application linéaire
telle, pour tout x ∈ G, g(x) ≤ p(x). Alors il existe une forme linéaire f sur E
qui prolonge g et telle que f(x) ≤ p(x) pour tout x ∈ E.

� Preuve du théorème A.1.21 :
Découle du lemme de Zorn. �

Corollaire A.1.22 Soit E un espace vectoriel normé et E′ son dual continu
muni de la norme : ‖f‖E′ = sup‖x‖≤1 ‖f(x)‖. Alors l’application canonique :

i : E → E′′

x 7→ (f 7→ f(x)),

est une injection continue de E dans son bi-dual.

Théorème A.1.23 (Théorème de l’application ouverte) Soient E et F deux
espaces de Banach et soit T une application linéaire continue et surjective de E
sur F . Alors il existe une constante c > 0 telle que l’image de la boule ouverte
de E de centre 0 et de rayon 1 contienne la boule ouverte de F de centre 0 et
de rayon c.

� Preuve du théorème A.1.23 :
Repose sur le fait qu’un espace de Banach est de Baire. �

Corollaire A.1.24 Soient E et F deux espaces de Banach et T une application
linéaire continue et bijective. Alors T−1 est continue de F dans E.
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Théorème A.1.25 (Théorème d’inversion locale) Soient E et F deux es-
paces de Banach, U un ouvert de E et f : U → F une application de classe Ck

avec k ≥ 1 telle que la différentielle de f en un point x0 ∈ E soit inversible.
Alors f est un Ck-difféomorphime local au voisinage de x0.

� Preuve du théorème A.1.25 :
D’après le théorème de l’application ouverte, la différentielle est un C∞-difféo-
morphisme de E sur F , ainsi, quitte à considérer (dx0f)−1 ◦ f au lieu de f ,
on peut supposer que E = F et dx0f = IdE . Quitte à considérer la fonction
f(x+ x0) − f(x0), on peut aussi supposer que x0 = 0 et f(x0) = 0.

Soit u(x) = x − f(x). La différentielle de u en 0 étant 0, et l’application
du : U → B(E,E) étant continue, il existe un rayon r > 0 telle que pour tout
point x de la boule de rayon 2r centrée en 0, B2r(0), la norme de l’application
linéaire du(x) est inférieure à 1/2. Alors, d’après l’inégalité des accroissements
finis, ‖u(x)‖ < 1

2‖x‖, ainsi l’image de la boule fermée de rayon r est incluse dans
la boule fermée de rayon r/2.

Montrons que f réalise une bijection de la boule fermée B̄r(0) sur la boule
fermée B̄ r

2
(0). Soit y ∈ B̄ r

2
(0), le théorème de point fixe de Picard va nous

donner l’existence et l’unicité d’une solution x ∈ B̄r(0) de l’équation f(x) = y.
Considérons en effet la fonction uy(x) = y+u(x) = y+x−f(x). Il est immédiat
que uy(x) = x équivaut à f(x) = y. Comme ‖y‖ ≤ r

2 , on a ‖uy(x)‖ ≤ r pour
tout x ∈ B̄r(0). Donc uy envoie la boule fermée B̄r(0) dans elle-même. Celle-ci
étant un espace métrique complet, il reste à montrer que uy est contractante.
Grâce à l’inégalité des accroissements finis, on a :

‖uy(x1) − uy(x2)‖ = ‖u(x1) − u(x2)‖ ≤ 1

2
‖x1 − x2‖.

On a ainsi démontrer l’existence de la bijection inverse g = f−1 : B̄ r
2
(0) →

B̄r(0).
La continuité de l’inverse g provient de la majoration :

‖x1−x2‖ ≤ ‖u(x1)−u(x2)‖+‖f(x1)− f(x2)‖ ≤ ‖f(x1)− f(x2)‖+
1

2
‖x1−x2‖,

c’est-à-dire :
‖x1 − x2‖ ≤ 2‖f(x1) − f(x2)‖.

Montrons que g est différentiable dans B̄ r
2
(0) et que dg(y) = (df(g(y)))−1.

Observons d’abord que pour r > 0 suffisamment petit, df(x) est inversible pour
tout x ∈ B̄r(0). Pour tout y1 et y2 de B̄ r

2
(0), en notant x1 = g(y1) et x2 = g(y2),

on a :

‖g(y1) − g(y2) − (df(x2))
−1(y1 − y2)‖ = ‖x1 − x2 − (df(x2))

−1(f(x1) − f(x2)‖

≤ ‖|(df(x2))
−1‖| × ‖(df(x2)(x1 − x2) − f(x1) + f(x2)‖.

La différentiabilité de f permet d’obtenir :

‖df(x2)(x1 − x2) − f(x1) + f(x2)‖ = o(x1 − x2),

et la continuité de g implique que ‖x1 − x2‖ = o(y1 − y2), ce qui permet de
conclure.
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La continuité de g, de df et de la prise de l’inverse permettent de déduire
de l’égalité dg(y) = (df(g(y)))−1 que g est de classe C1 pour tout y ∈ B̄ r

2
(0).

L’opération d’inversion étant C∞ et la différentielle df de classe Ck−1, en itérant
le processus, on obtient que g est de classe Ck. �

Corollaire A.1.26 Soit f une application Ck (k ≥ 1) d’un ouvert U d’un es-
pace de Banach E dans le produit de deux espaces de Banach F1×F2, et x0 ∈ U .
Supposons que f(x0) = (0, 0) et que dx0f est un isomorphisme continu de E
dans F1 = F1×{0}. Alors il existe un difféomorphisme local g de F1×F2 fixant
(0, 0) tel que g ◦ f : U → F1 × F2 envoie un ouvert U1 de U sur F1 × {0} et se
restreigne en un difféomorphisme local de U1 sur un voisinage ouvert de 0 ∈ F1.

Corollaire A.1.27 Soit f une application Ck (k ≥ 1) d’un ouvert U d’un es-
pace de Banach E dans un espace de Banach F , et x0 ∈ U . Supposons que
dx0f est surjective et que son noyau K possède un supplémentaire topologique
L. Alors il existe un ouvert U1 de U contenant x0, un ouvert V1 de K, un
ouvert V2 de L et un isomorphime h : V1 × V2 → U1 de classe Ck tel que
f ◦ h(v1, v2) = f ◦ h(0, v2).

Théorème A.1.28 (Théorème des fonctions implicites) Soient E, F , G
trois espaces de Banach, U un ouvert de E, V un ouvert de F et f : U ×
V → G une application de classe Ck (k ≥ 1). Soit (x0, y0) ∈ U × V et z0 =
f(x0, y0). Supposons que la différentielle de f en (x0, y0) selon la seconde va-
riable D2f(x0, y0) : F → G soit un isomorphisme. Alors il existe un voisinage
U1 de x0 dans E, un voisinage V1 de y0 dans F et une application g : U1 → V1

de classe Ck telle que ∀x ∈ U1, ∀y ∈ V1,

f(x, y) = z0 ⇔ y = g(x).

En particulier g(x0) = y0 et ∀x ∈ U1, f(x, g(x)) = z0. De plus si U1 est une
boule suffisamment petite, g est uniquement déterminé.

Remarque A.1.29 On trouvera dans la proposition A.1.32 (resp. A.1.43) du
paragraphe A.1.5 une application importante du corollaire A.1.26 (resp. A.1.27),
permettant de donner du contenu à la notion de sous-variété banachique. Le
corollaire du théoreme de Hahn-Banach sera utilisé entre autre pour définir
le crochet de champs de vecteurs. Cependant un théorème important manque
encore à la liste des ”briques fondamentales de la théorie ”, il s’agit du théorème
de Frobenius, qui nécessite les notions de fibrés vectoriels, champs de vecteurs
et formes différentielles et qui sera donc exposé plus loin.

A.1.5 Sous-variétés banachiques

Définition

Définition A.1.30 Soient M une variété banachique et N un sous-ensemble
de M muni de la topologie induite. N est une sous-variété banachique de M
si pour tout x ∈ N il existe une carte locale (U , ϕ, E) de M , appelée carte
adaptée à N en x, telle que x ∈ U et ϕ induise un homéomorphisme de U ∩
N sur l’intersection de ϕ(U) avec un sous-espace fermé de E admettant un
supplémentaire topologique.
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Exemple 1 La sphère unité d’un espace de Hilbert H est une sous-variété
hilbertienne de H . Une carte de H adaptée à S(H) en un point appartenant à
l’hémisphère nord est par exemple l’application qui à y ∈ H − {N} associe le
point p1(y) + (y − x), où p1 désigne la projection stéréographique de pôle nord
et x le point de S(H) sur la droite reliant N à y. De manière explicite, on pose
U = {y ∈ H, y0 > 0, y 6= N} et ϕ : H → H associant à y le point z = ϕ(y) de
coordonnées :

z0 = (y0 − 1)(1 + 2(y0−1)
1−2y0+‖y‖2 )

zk = ( 1
1−y0

+ 1 + 2(y0−1)
1−2y0+‖y‖2 )yk pour tout k > 0

Alors ϕ(U ∩N) = ϕ(U) ∩ {z0 = 0}. En considérant diverses applications de la
sorte, on recouvre S(H) de cartes adaptées.

Immersions

Définition A.1.31 Soient N et M deux variétés banachiques, et f : N → M
un morphisme de variétés. On dit que f est une immersion en x ∈ N si l’une
des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
- dfx : TxN → Tf(x)M est injective, son image est fermée et admet une
supplémentaire topologique dans Tf(x)M .
- il existe un espace de Banach F , un sous-espace vectoriel fermé E de F
possédant un supplémentaire topologique, des cartes (U , ϕ, E) en x ∈ N et
(V , ψ, F ) en f(x) ∈M tels que f(U) ⊂ V et ϕ = ψ ◦ f|U .
- il existe un voisinage ouvert U de x ∈ N , un voisinage ouvert V de f(x) tels
que f(U) ⊂ V et un morphisme q de V dans N tel que q(f(x)) = x pour tout
x ∈ U .
On dit que f est une immersion, si c’est une immersion en tout point de N .

Proposition A.1.32 Soit f une immersion d’une variété banachique N dans
une variété banachique M . On suppose que f induise un homéomorphisme de
N sur f(N). Alors f(N) est une sous-variété de M .

Définition A.1.33 On appelle plongement une immersion induisant un homéomorphisme
sur son image.

Exemple 2 L’injection de Plücker Gr(p)↪→P(ΛpH) :

Proposition A.1.34 L’injection de Plücker :

iP : Gr(p)(H) → P(ΛpH)
W = vect{w1, w2, . . . , wp} 7→ [w1 ∧ w2 ∧ · · · ∧ wp]

est un plongement holomorphe.

2 Preuve de la proposition A.1.34 :
Soient {en}n∈Z une base hilbertienne de l’espace de Hilbert H . L’espace de
Hilbert ΛpH a alors pour base hilbertienne {es(1)∧es(2)∧· · ·∧es(p)}s∈S , où S est
l’ensemble des injections de {1, . . . , k} dans Z telles que s(1) < s(2) < . . . s(p).
Pour tout s ∈ S, on définit les sous-espaces vectoriels :

Hs = vect{es(1), es(2), . . . , es(p)},
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les ouverts de cartes :

Us = {W ∈ Gr(p), prs : W→̃Hs},

où prs est la projection orthogonale sur Hs et les coordonnées de Plücker :

πs : Gr(p) → Hs

W 7→ det(prs ◦ w),

où w : vect{e1, . . . , ep} → H est défini par w(ei) = wi. Les coordonnées de
Pļ cker permettent d’expliciter iP :

iP (W ) = [w1 ∧ w2 ∧ · · · ∧ wp] = [
∑

s∈S det(prs ◦ w)es(1) ∧ es(2) ∧ · · · ∧ es(p)]
= [
∑

s∈S πs(W )es(1) ∧ es(2) ∧ · · · ∧ es(p)].

Montrons tout d’abord que π est bien définie, i.e. que pour toute base {w1, . . . , wp}
de W ∈ Gr(p), l’élément w1 ∧ · · · ∧ wp appartient bien à ΛpH = l2(S). Pour
cela, il suffit de montrer le lemme suivant :

Lemme A.1.35
∑

s∈S
|πs(w)|2 = det(w∗w).

M Preuve du lemme A.1.35 :
Montrons que pour tout couple (P,Q) de matrices, où P ∈ L2(H,Cp) et Q ∈
L2(Cp, H), on a :

detPQ =
∑

s∈S
detPsQs,

où Ps (resp. Qs) désigne la sous-matrice p× p de P (resp Q) formée des lignes
indexées par s ∈ S. En désignant par Sp le groupe des permutations de p
éléments, on a :

det(PQ) =
∑

σ∈Sp
ε(σ)

∏p
i=1(PQ)σ(i),i =

∑

σ∈Sp
ε(σ)

∏p
i=1(

∑

j∈Z Pσ(i)jQji)

=
∑

σ∈Sp
ε(σ)

∑

s :[1,p]→Z

∏p
i=1 Pσ(i),s(i)Qs(i),i

=
∑

s :[1,p]→Z

∑

σ∈Sp
ε(σ)

∏p
i=1 Pσ(i),s(i)Qs(i),i

=
∑

{s1,...,sp}
∑

σ′∈Sp

∑

σ∈Sp
ε(σ)

∏p
i=1 Pσ(i),σ′(si)Qσ′(si),i

=
∑

{s1,...,sp}
∑

σ′∈Sp

∑

σ∈Sp
ε(σ ◦ σ′−1)ε(σ′)

∏p
i=1 Pσ◦σ′−1(i),si)Qsi,i

=
∑

{s1,...,sp}(
∑

σ′′∈Sp
ε(σ′′)

∏p
i=1 Pσ′′(i),si

)(
∑

σ′∈Sp
ε(σ′)

∏p
i=1Qsi,i)

=
∑

{s1,...,sp} detPs detQs =
∑

s∈S detPs detQs

M

Montrons maintenant que iP est un plongement holomorphe. En notant
φs : Us → L(Hs, H

⊥
s ) les applications cartes associées aux ouverts Us de Gr(p),

Vs = {p((λs′)s′∈S) ∈ P(ΛpH), λs 6= 0} les ouverts de cartes de P(ΛpH) et φ̃s les
applications cartes associées, on a :

φ̃s0 ◦ iP ◦ φ−1
s0

: L(Hs0 , H
⊥
s0

) → l2(S − s0)
T = (Tij)i∈Z−Ims0,1≤j≤p 7→ (det Ts)s∈S−s0 ,

où Ts est la matrice p× p obtenue à partir de la matrice Z × p de l’application
Id Hs +T en choisissant les p lignes correspondant à l’image de s. En particulier,
Tij = det(Ts(ij) ) où s(ij)(k) = s0(k) pour tout k appartenant à {1, . . . , p} −

154



{j} et s(ij)(j) = i. Chacune des coordonnées de la matrice T apparaissant
comme une des composantes de l’application φ̃s0 ◦ iP ◦ φ−1

s0
, cette application,

ainsi que sa différentielle, sont injectives. Comme la variété P(ΛpH) est une
variété hilbertienne, l’image de la différentielle possède bien un supplémentaire
topologique (à savoir son orthogonal), donc iP est une immersion. Pour prouver
que iP est un plongement il suffit de montrer que iP est (globalement) injective,
c’est-à-dire que les images de deux ouverts Us1 et Us2 d’intersection vide sont
d’intersection vide. Ceci est clair car les coordonnées de Plücker associées πs1

et πs2 ne peuvent pas être non nulles en même temps. On en déduit que iP est
un plongement. De plus, dans les cartes considérées, chacune des applications
πs est une expression polynomiale des coordonnées et est donc holomorphe. On
en déduit qu’il en est de même pour iP . 2

Exemple 3 L’injection de Plücker Gr2↪→P(H) :
Soit H l’espace de Hilbert l2(S1,C) muni de la polarisation H = H+ ⊕H−,

oùH+ (resp.H−) désigne le sous-espace vectoriel deH formé des applications de
la variable z ∈ S1 s’étendant en une application holomorphe à l’intérieur (resp.
extérieur ) du disque unité. On considère la variété banachique Gr2 associée à
cette polarisation. Les composantes connexe de Gr2 sont indexées par l’indice de
l’opérateur de Fredholm donné par la projection orthogonale sur H+ restreinte à
W ∈ Gr2 ([PS]), appelé dimension virtuelle de W . Pour tout élément W ∈ Gr2
de dimension virtuelle d, l’espace z−dH+ est un espace de référence par rapport
auquel on définit la notion de bases admissibles :

Définition A.1.36 Une base admissible d’un élément W ∈ Gr2 est une suite
de vecteurs (wk)k≥−d de W , où d est la dimension virtuelle de W , vérifiant les
deux conditions suivantes :
- l’application w : z−dH+ → W associant à l’élément zk le vecteur wk est un
isomorphisme continu.
- l’opérateur pr ◦ w, où pr désigne la projection orthogonale sur z−dH+, est un
opérateur à déterminant.

Remarque A.1.37 Deux bases admissibles sont reliées par un opérateur à dé-
terminant.

Proposition A.1.38 Soit S = {S ⊂ Z, ](S − N) < ∞, ](N − S) < ∞} et
W ∈ Gr2 de dimension virtuelle d. Pour tout S ∈ S, on définit le sous-espace
de Hilbert HS engendré par (zs)s∈S et la dimension virtuelle de S par ](S −
N) − ](N − S). Alors pour tout S ∈ S de dimension virtuelle d la projection
orthogonale prS : W → HS est un opérateur à déterminant.

Définition A.1.39 Pour tout S ∈ S de dimension virtuelle d, et toute base
admissible de W ∈ Gr2 donnée par w : H+ →W , on définit :

πS(w) = det(prS ◦w).

Pour tout S ∈ S de dimension virtuelle différente de d, on pose πS(w) = 0.

Proposition A.1.40 Les coordonnées de Plücker {πS}S∈S définissent une in-
jection holomorphe π : Gr2 ↪→ P(l2(S)).
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Lemme A.1.41
∑

S∈S
|πs(w)|2 = det(w∗w)

M Preuve du lemme A.1.41 :
- Tout d’abord, w définissant une base admissible, w∗w est bien un opérateur à
déterminant.
- Pour les éléments W tels qu’il existe k ∈ Z vérifiant : zkH+ ⊂W ⊂ z−kH+ le
déterminant det(w∗w) se réduit à un déterminant de dimension fini et se déduit
du lemme A.1.35.
- L’ensemble Gr0 = {W ∈ Gr2 | ∃k ∈ Z, zkH+ ⊂ W ⊂ z−kH+} étant dense
dans Gr2, par un argument de continuité, on en déduit que la formule est valable
pour toute base admissible w. M

2 Preuve de la proposition A.1.40 :
Analogue à la démonstration de la proposition A.1.34. 2

Submersions

Définition A.1.42 Soient N et M deux variétés banachiques, et f : N → M
un morphisme de variétés. On dit que f est une submersion en x ∈ N si l’une
des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
- L’application linéaire dfx : TxN → Tf(x)M est surjective et son noyau admet
un supplémentaire topologique dans TxN .
- il existe une carte (U , ϕ, E) en x ∈ N , une carte (V , ψ, F ) en f(x) ∈M et une
application linéaire surjective u de E dans F telles que f(U) ⊂ V , ψ ◦ f = u ◦ϕ
et telles que ker u admette un supplémentaire topologique dans E.
- il existe un voisinage ouvert U de x ∈ N , un voisinage ouvert V de f(x)
contenant f(U) et un morphisme g de U dans une variétéX tels que l’application
(f, g) de U dans V ×X soit un isomorphisme.
- il existe un voisinage ouvert V de f(x) dans M et un morphisme s de V dans
N tels que s(f(x)) = x et f(s(y)) = y pour tout y ∈ V .
On dit que f est une submersion si c’est une submersion en tout point de N .
L’ensemble des points où f est une submersion est un ouvert de N donc une
sous-variété de N .

Proposition A.1.43 L’image réciproque d’un point c ∈M par une submersion
f : N →M est une sous-variété banachique de N .

Exemple 1 Soit H un espace de Hilbert réel et S(H) la sphère unité de H . On
considère l’application :

f : H → R

x 7→ ‖x‖2,

de telle sorte que S(H) = f−1(1). La différentielle de f en x ∈ H est :

dxf : H → H
h 7→ 2〈h, x〉.

L’ensemble des x ∈ X où dxf est une submersion est l’ouvert H − {0}, et
S(H) = f−1(1) est une sous variété hilbertienne de H − {0} donc de H .
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A.1.6 Groupes de Lie et algèbres de Lie banachiques

Définition A.1.44 Un groupe de Lie banachique G est une variété banachique
C∞ muni d’une structure de groupe telle que la multiplication G × G → G,
(x, y) 7→ xy, ainsi que l’inversion G→ G, x 7→ x−1 soient des applications C∞.

Définition A.1.45 On appelle algèbre de Lie d’un groupe de Lie G l’espace
tangent à G en l’élément neutre du groupe. Elle sera souvent notée g = Lie(G).

Exemple 1 Le groupe linéaire GL(H) :
Soit H un espace de Hilbert et B(H) l’ensemble des applications linéaires conti-
nues de H dans H . B(H) possède une structure naturelle d’espace de Banach
pour la norme d’opérateur :

‖|A‖| = sup
x∈H,‖x‖≤1

‖A(x)‖.

L’ensemble des opérateurs bornés inversibles de H dans H , noté GL(H), est un
ouvert de B(H) car pour A ∈ GL(H) et B ∈ B(H) tel que ‖|A−1B‖| < 1, la
série suivante est normalement convergente et définit l’inverse de A+B :

(A+B)−1 = (A(I +A−1B))−1 = (I +A−1B)−1A−1

= (
∑

n≥0(−1)n(A−1B)n)A−1

On en déduit que GL(H) est un groupe de Lie banachique d’algèbre de Lie
B(H).

Exemple 2 Le groupe unitaire U(H) :
Le groupe unitaire de H est défini par :

U(H) = {u ∈ GL(H) | u∗u = IdH}.

Considérons l’application :

f : GL(H) → Sym(H)
u 7→ u∗u,

où Sym(H) désigne les éléments auto-adjoints de B(H) i.e. vérifiant y∗ = y. La
différentielle de f en un point u de GL(H) est donnée par :

duf : B(H) → Sym(H)
a 7→ a∗u+ u∗a.

Pour u ∈ U(H), elle est surjective, un antécédent de Y ∈ Sym(H) étant donné
par 1

2uY . De plus, son noyau est donné par :

Ker duf = {a ∈ B(H) | a∗u+ u∗a = 0},

et possède un supplémentaire topologique à savoir :

Suppu = {s ∈ B(H) | s∗u− u∗s = 0},

la projection sur Ker duf parallèlement à Suppu étant l’application que à X ∈
B(H) associe 1

2 (X − uX∗u). On en déduit que f est une submersion un tout
point de U(H) et que U(H) est une sous-variété banachique de GL(H) dont
l’algèbre de Lie est l’ensemble A(H) des éléments anti-hermitiens de B(H).
Pour les détails concernant cet exemple, nous renvoyons le lecteur à [Wur1].
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Exemple 3 Le groupe unitaire restreinte Ures :
Soit H = H+ ⊕H− une décomposition de l’espace de Hilbert H en deux sous-
espaces vectoriels fermés de dimension infinie en somme directe orthogonale, et
Ures le groupe unitaire restreint défini par :

Ures = {
(

U+ U−+

U+− U−

)

∈ U(H) | U−+ ∈ L2(H−, H+),

U+− ∈ L2(H+, H−)}.

Ures est un sous-groupe du groupe unitaire U(H) que l’on munit d’une structure
de variété banachique par l’inclusion :

Ures ↪→ U(H) × L2(H,H)

u =

(

U+ U−+

U+− U−

)

7→ (u,

(

0 U−+

U+− 0

)

).

Son algèbre de Lie est :

ures = {A =

(

A+ A−+

A+− A−

)

| A∗ +A = 0,

A+− ∈ L2(H+, H−), A−+ ∈ L2(H−, H+)}.

A.1.7 Fibrés vectoriels et fibrés principaux

Définition A.1.46 Un fibré vectoriel de fibre F où F est un espace de Banach
de dimension finie ou infinie sur une variété banachique B modelée sur E est
une variété banachique T modelée sur E×F munie d’une projection p : T → B
vérifiant :
(i) ∀x ∈ B, p−1(x) est isomorphe à F
(ii) ∀x ∈ B, il existe un voisinage U de x ∈ B et un isomorphisme (appelé
trivialisation locale) Ψ : U×F → p−1(U) commutant aux projections naturelles
et tel que la restriction de Ψ à une fibre soit un isomorphisme continu.

Exemple 1 Fibré tangent de S(H) :
L’espace tangent en un point x ∈ S(H) s’identifie à l’orthogonal de x dans

H . Le fibré tangent est alors le sous-ensemble de H × H constitué des paires
(x, y) ∈ H ×H telles que x ∈ S(H) et y ∈ x⊥.

Exemple 2 Fibré normal au dessus de S(H) :
On définit le fibré normal N (H) de la sphère unité S(H) d’un espace de

Hilbert réel séparableH comme le sous-ensemble de H×H muni de la topologie
produit donné par : N (H) = {(x, λ.x) ∈ H×H,x ∈ S(H), λ ∈ R}. La projection
p : N (H) → S(H) est la projection sur le premier facteur : pour tout x ∈ S(H),
p−1(x) est un espace vectoriel réel de dimension 1. En reprenant les notations
du A.1.2, les projections stéréographiques p1 et p2 permettent de définir une
structure de variété banachique sur N (H) et de fibré de rang 1 au dessus de
S(H). Les applications cartes s’écrivent :

ϕ1 : p−1(S(H) \N) → l2(N) × R

(x, λ.x) 7→ (p1(x), λ)

et
ϕ2 : p−1(S(H) \ S) → l2(N) × R

(x, λ.x) 7→ (p2(x), λ)
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L’application de changement de cartes est donnée par :

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : l2(N) × R → l2(N) × R

(y, λ) 7→ ( y
‖y‖2 ,−λ)

Exemple 3 Fibré tangent de Gr(p)(H) :

L’espace tangent en un point P ∈ Gr(p)(H) s’identifie à l’ensemble des
applications linéaires de l’espace vectoriel P de dimension p dans P⊥. Le fibré
tangent de Gr(p)(H) est l’ensemble {(P, T ) ∈ Gr(p)(H) × B(H) | T|P⊥ =

0, Im T ⊂ P⊥}.

Exemple 4 Fibré tautologique au dessus de Gr(p)(H) :

Le fibré tautologique associé à Gr(p)(H) est le fibré vectoriel de rang p dont
la fibre en P ∈ Gr(p)(H) est l’espace vectoriel P . C’est le sous-ensemble des
couples (P, x) ∈ Gr(p)(H) ×H tels que x ∈ P .

Exemple 5 Fibré tangent de Grp(H) :

L’espace tangent en un point P ∈ Grp(H) s’identifie à l’ensemble des ap-
plications linéaires de l’espace vectoriel fermé P de dimension infinie dans P⊥

appartenant à l’idéal de Schatten Lp(P, P⊥). Le fibré tangent de Grp(H) est
l’ensemble {(P, T ) ∈ Grp(H) × Lp(H) | T|P⊥ = 0, Im T ⊂ P⊥}.

Exemple 6 Fibré tautologique au-dessus de Grp(H) :

Le fibré tautologique associé à Grp(H) est le fibré vectoriel en espaces de
Hilbert de dimension infinie dont la fibre en P ∈ Grp(H) est l’espace vectoriel
fermé P . C’est le sous-ensemble des couples (P, x) ∈ Grp(H)×H tels que x ∈ P .

Définition A.1.47 Soient B une variété banachique et G un groupe de Lie
banachique. Un fibré principal de groupe G et de base B est une variété bana-
chique Q munie d’une projection p : Q → B et d’une action de G sur Q telles
que :
- G agit sur Q à droite en laissant stables les fibres et cette action restreinte à
chaque fibre est libre et transitive.
- ∀x ∈ B, il existe un voisinage U de x dans B et un isomorphisme Ψ G-invariant
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

Ψ : U ×G −→ Q|U = p−1(U)
p1 ↘ ↙ p

U

Exemple 7 Fibration de Hopf :
La projection canonique H − {0} sur P(H) restreinte à S(H) muni S(H) d’une
structure de S1-fibré principal au-dessus de P(H) appelé fibré de Hopf.

Exemple 8 Fibré des repères de Gr(p)(H) :
Le sous-ensemble de Gr(p)(H) × L(Cp, H) formé des couples (P, x) tels que
Im x = P et det(x∗x) > 0 est un fibré principal de groupe GL(p,C) au-dessus
de Gr(p)(H) appelé le fibré des repères de Gr(p)(H).
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A.1.8 Champs de vecteurs

Définition A.1.48 Un champ de vecteurs sur un ouvert U d’une variété ba-
nachique M est une section C∞ du fibré TM . On notera Γ(U , TM) l’ensemble
des champs de vecteurs sur U .

Exemple 9 Soit G un groupe de Lie et X un élément de son algèbre de Lie.
Alors il existe un unique champs de vecteurs X̃ sur G invariant à gauche valant
X en l’élément neutre e du groupe. Il est défini par X̃(g) = dLg(X), où Lg

désigne la multiplication à gauche par g ∈ G.

Définition A.1.49 Soit X un champs de vecteurs dépendant du temps sur
une variété banachique M , et x0 ∈ M . On appelle flot ou courbe intégrale du
champs de vecteurs X en x0 une application ϕ : J →M , où J est un intervalle
ouvert de R contenant 0, telle que ϕ(0) = x0 et telle que ϕ′(t) = X(t, ϕ(t)).

Théorème A.1.50 (Existence et unicité du flot local) Soient J un inter-
valle de R contenant 0, x0 un point d’un espace de Banach E, U un ouvert de E
contenant la boule fermée B̄3a(x0) de centre x0 et de rayon 3a avec 0 < a < 1, et
X : J ×U → E un champs de vecteurs continu dépendant du temps, vérifiant :
- ∃L ≥ 1, ‖X(t, x)‖ ≤ L, ∀(t, x) ∈ J × U
- ∃K ≥ 1, ‖X(t, x) −X(t, y)‖ ≤ K‖x− y‖, ∀x, y ∈ U , t ∈ J.
Soit b < a

LK . Alors ∀x ∈ Ba(x0), il existe un unique flot :

ϕ :] − b, b[×Ba(x0) → U

tel que ϕ(0, x) = x et :

d

dt
ϕ(t, x) = X(t, ϕ(t, x)).

De plus, si X est de classe Cp, il en est de même de toute courbe intégrale
t→ ϕ(t, x) pour tout x ∈ Ba(x0).

� Preuve du théorème A.1.50 :
Remarquons que le flot ϕ cherché vérifie :

ϕ(t, x) = x+

∫ t

0

X(s, ϕ(s, x))ds.

Nous allons l’obtenir comme point fixe de l’opérateur Sx agissant sur l’espace
métrique complet C := C0([−b, b], B̄2a(x0)) muni de la distance :

d(α, β) = sup
t∈[−b,b]

‖α(t) − β(t)‖,

défini par :

Sx : α 7→ (Sx(α) : t 7→ x+

∫ t

0

X(s, α(s))ds).

� Sx préserve C car, X étant continu, pour α continue, Sx(α) est continue
et :

‖Sx(α)(t) − x0‖ = ‖x− x0 −
∫ t

0 X(s, α(s))ds‖
≤ ‖x− x0‖ +

∫ t

0 ‖X(s, α(s))‖ds ≤ a+ bL ≤ 2a.
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� D’autre part Sx est contractante car :

‖Sx(α) − Sx(β)‖ = supt∈[−b,b] ‖
∫ t

0
(X(s, α(s)) −X(s, β(s)))ds‖

≤ supt∈[−b,b]

∫ t

0
‖X(s, α(s)) −X(s, β(s))‖ds

≤ supt∈[−b,b]Kt‖α(s) − β(s)‖ ≤ a
Ld(α, β).

On en déduit que sx possède un unique point fixe γ dans C qui vérifie :

γ(t) = x+

∫ t

0

X(s, γ(s))ds.

La continuité de γ permet d’écrire :

γ′(t) = X(t, γ(t)),

et d’en conclure que γ est de classe C1. En itérant l’argument, on obtient que γ
est de classe Ck. �

Remarque A.1.51 Pour tout x ∈ Ba(x0) on a montré l’existence et l’unicité
d’une courbe intégrale γ partant de x à t = 0, mais le théorème précédent ne
dit rien sur la dépendance du flot par rapport à la condition initiale x.

Proposition A.1.52 Soient U un ouvert de M et Der(C∞(U)) l’ensemble des
dérivations sur U i.e l’ensemble de formes linéaires sur C∞(U) vérifiant la règle
de Leibnitz. L’application :

Φ : Γ(U , TM) → Der(C∞(U))
X 7→ (f 7→ X.f = df(X))

est injective.

2 Preuve de la proposition A.1.52 :
provient de l’injection canonique de E dans son bidual continu E′′ (théorème
de Hahn-Banach). Nous renvoyons le lecteur à [MR] pour les détails. 2

Remarque A.1.53 Cette proposition permet de définir le crochet de deux
champs de vecteurs :

Définition A.1.54 Soient X et Y deux champs de vecteurs sur U ⊂ M . Il
existe un unique champ de vecteur sur U appelé crochet de X et Y et noté
[X,Y ] vérifiant : [X,Y ].f = X.(Y.f)−Y.(X.f) pour toute fonction f ∈ C∞(U).

Proposition A.1.55 (Identité de Jacobi pour les champs de vecteurs)
Soient X,Y, Z trois champs de vecteurs définient sur une variété banachique M .
Alors :

[Z, [X,Y ]] = [[Z,X ], Y ] + [X, [Z, Y ]].

Proposition A.1.56 Soient X̃ et Ỹ deux champs de vecteurs invariants à
gauche sur un groupe de Lie G. Alors le crochet [X̃, Ỹ ] est un champs de vecteurs
invariant à gauche sur G.
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Remarque A.1.57 Cette proposition permet de définir le crochet de Lie sur
l’algèbre de Lie g de G par :

[X,Y ] = [X̃, Ỹ ](e),

où X̃ (resp. Ỹ ) est le champs de vecteurs invariant à gauche valant X (resp. Y )
en e.

Définition A.1.58 Soient M et N deux variétés banachiques et f : M → N
une application différentiable surjective. On dit qu’un champ de vecteurs X sur
M est projetable si ∀n ∈ N , ∀m,m′ ∈ f−1{n}, on a : dmf(X) = dm′f(X).

Proposition A.1.59 Un champ de vecteurs X sur M projetable pour f : M →
N définit un unique champ de vecteurs sur N , noté f∗X, par : ∀g : N → R

différentiable :
f∗X(g)(f(m)) = X(g ◦ f)(m).

Les flots φX et φf∗X de X et f∗X vérifient :

f ◦ φX(t, x) = φf∗X(t, f(x)).

2 Preuve de la proposition A.1.59 :
Le flot φX est solution de :

φX(0, x) = x
d
dt |t=0

φX(t, x) = X(x).

Le flot φf∗X est solution de :

φf∗X(0, y) = y
d
dt |t=0

φf∗X(t, y) = f∗X(y).

Or :

d

dt |t=0
f ◦ φX(t, x) = df ◦ d

dt |t=0
φX(t, x) = df(X(x)) = f∗X(f(x)).

Ainsi f ◦ φX(t, x) = φf∗X(t, f(x)). 2

Proposition A.1.60 Soient M et N deux variétés banachiques, f une appli-
cation différentiable surjective de M sur N et X et Y deux champs de vecteurs
sur M projetables. Alors :

f∗[X,Y ] = [f∗X, f∗Y ].

2 Preuve de la proposition A.1.60 :
En notant φU le flot d’un champ de vecteurs U on a :

φf∗[X,Y ](t, f(x)) = f ◦ φ[X,Y ](t, x),
φf∗X(t, f(x)) = f ◦ φX(t, x),
φf∗Y (t, f(x)) = f ◦ φY (t, x).

Ainsi pour toute fonction différentiable g : N → R, on a :

[f∗X, f∗Y ](g)(f(m))
= d

dt
d
ds |t=0,s=0

(g(φf∗Y (t, φf∗X(s, f(m)))) − g(φf∗X(t, φf∗Y (s, f(m)))))

= d
dt

d
ds |t=0,s=0

(g(φf∗Y (t, f ◦ φX(s,m)) − g(φf∗X(t, f ◦ φY (s,m))

= d
dt

d
ds |t=0,s=0

(g ◦ f ◦ φY (t, φX(s,m)) − g ◦ f ◦ φX(t, φY (s,m))

= [X,Y ](g ◦ f)(m)
= f∗[X,Y ](g)(f(m)).
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A.1.9 Formes différentielles

Définition A.1.61 Soit E un espace de Banach et B(k)(E) l’ensemble des ap-
plications k-linéaires continues sur E. On note ΛkE′ le sous-espace vectoriel
fermé de B(k)(E) composé des applications k-linéaires alternées i.e vérifiant :

T (eσ(1), . . . , eσ(k)) = ε(σ)T (e1, . . . , ek)

pour tous e1, . . . , ek ∈ E et tout élément σ du groupe de permutation de k
éléments.

Définition A.1.62 Soient M une variété banachique C∞ modelée sur un espace
de Banach E. Le produit extérieur d’ordre k de TM est défini par :
ΛkT ′M = ∪x∈MΛk(T ′

xM).

Proposition A.1.63 Le produit extérieur d’ordre k de TM est une variété
banachique modelée sur E × ΛkE′ et un fibré vectoriel de fibre ΛkE′ au-dessus
de M .

Définition A.1.64 Une forme différentielle d’ordre k sur M est une section
C∞ de ΛkT ′M .

Proposition A.1.65 Soient ξ un champ de vecteurs sur M et ω une k-forme
différentielle sur M . La contraction de ω par ξ définie par iξω = ω(ξ, . . . ) est
une (k-1)-forme différentielle sur M .

Définition A.1.66 La différentielle extérieure d’une k-forme différentielle ω
sur M , notée dω est une (k+1)-forme différentielle sur M définie par :

dω(ξ0, . . . , ξk) =
∑

0≤i≤k

(−1)iξi.ω(ξ0, . . . , ξ̂i, . . . , ξk)

+
∑

0≤i<j≤k

(−1)i+jω([ξi, ξj ], ξ0, . . . , ξ̂i, . . . , ξ̂j , . . . , ξk)

Définition A.1.67 Une forme différentielle ω d’ordre k est fermée si elle vérifie
dω = 0. Elle est exacte s’il existe une (k-1)-forme différentielle η telle que dη = ω.

Proposition A.1.68 Pour toute forme différentielle ω on a : d(dω) = 0.

Définition A.1.69 Le produit extérieur d’une r-forme différentielle ω par une
s-forme différentielle η est la (r + s)-forme différentielle ω ∧ η définie par :

ω∧η(ξ1, . . . , ξr+s) =
1

p !q !

∑

σ∈S(r+s)

ε(σ)ω(ξσ(1), . . . , ξσ(r))η(ξσ(r+1), . . . , ξσ(r+s)).

Proposition A.1.70

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)doωω ∧ dη
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A.1.10 Calcul de Lie

Définition A.1.71 Soit f : M → N un morphisme de variétés banachiques.
Pour toute r-forme différentielle ω sur N , on définit une r-forme différentielle
f∗ω sur M , appelée pull-back de ω par f , par :

∀ξ1, . . . , ξr ∈ TxM,

f∗ω(ξ1, . . . , ξr) = ω(dxf(ξ1), . . . , dxf(ξr)).

Proposition A.1.72 Pour tout morphisme f de variétés banachiques, on a :

f∗(ω ∧ η) = f∗ω ∧ f∗η.

f∗(dω) = df∗ω.

Lemme A.1.73 (Lemme de Poincaré) Soit U une boule ouverte d’un es-
pace de Banach E et ω une forme différentielle de degré r ≥ 1 telle que dω = 0.
Alors il existe une (r − 1)-forme différentielle η sur U telle que dη = ω.

M Preuve du lemme A.1.73 Nous allons construire un opérateur K des r-
formes différentielles dans les (r − 1)-formes différentielles, vérifiant :

dK +Kd = 0.

Grâce à cette relation, la condition dω = 0, implique que la (r−1)-forme η = Kω
convient.

Quitte à faire une translation, on peut supposer que le centre de la boule U
est 0. On définit Kω par :

∀ξ1, . . . , ξr−1 ∈ E, ∀x ∈ U ,

(Kω)x(ξ1, . . . , ξr−1) =

∫ 1

0

tr−1ωtx(x, ξ1, . . . , ξr−1)dt.

Calculons la différentielle de Kω :

∀ξ1, . . . , ξr ∈ E, ∀x ∈ U ,

(dKω)x(ξ1, . . . , ξr) =
∑

1≤i≤r(−1)i−1ξi.Kω(ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)

+
∑

1≤i<j≤r(−1)i+jKω([ξi, ξj ], ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξ̂j , . . . , ξr)

=
∑

1≤i≤r(−1)i−1ξi.
∫ 1

0 t
r−1ωtx(x, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

=
∑

1≤i≤r(−1)i−1
∫ 1

0
tr−1(ξi.ωtx)(x, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

+
∑

1≤i≤r(−1)i−1
∫ 1

0 t
r−1ωtx(ξi, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

(dKω)x(ξ1, . . . , ξr) =
∑

1≤i≤r(−1)i−1
∫ 1

0 t
r−1(ξi.ωtx)(x, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

+r
∫ 1

0
tr−1ωtx(ξ1, . . . , ξi, . . . , ξr)dt

D’autre part :

∀ξ1, . . . , ξr ∈ E, ∀x ∈ U ,
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(Kdω)x(ξ1, . . . , ξr) =
∫ 1

0
tr(dω)tx(x, ξ1, . . . , ξr)

=
∫ 1

0
trx.ωtx(ξ1, . . . , ξr)dt

+
∑

1≤i≤r(−1)i
∫ 1

0 t
rξi.ωtx(x, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

=
∫ 1

0
trx.ωtx(ξ1, . . . , ξr)dt

+
∑

1≤i≤r(−1)i
∫ 1

0 t
r(ξi.ωtx)(x, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

+
∑

1≤i≤r(−1)i
∫ 1

0
trωtx(ξi, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

=
∫ 1

0 t
rx.ωtx(ξ1, . . . , ξr)dt

+
∑

1≤i≤r(−1)i
∫ 1

0 t
r(ξi.ωtx)(x, ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξr)dt

−r
∫ 1

0
trωtx(ξ1, . . . , ξi, . . . , ξr)dt

On a donc bien dK +Kd = 0. M

Définition A.1.74 Un champ de tenseur de type (r, s) est une section C∞ du
fibré (TM)⊗

r ⊗ (T ′M)⊗
s

.

Définition A.1.75 Soit X un champ de vecteur sur une variété banachiqueM ,
α :]−ε, ε[×U → U le flot local de X défini sur un voisinage de (0, x) ∈ R×M et
η un champ de tenseur sur M de type (r, s). La dérivée de Lie de η par rapport
à X est le champ de tenseur du même type que η défini par :

LXη :=
d

dt |t=0
(α−t)∗ ◦ η ◦ αt,

où (α−t)∗ est l’application induite par l’application tangente de α−t := α(−t, .)
avec pour tout champ de vecteur Y :

(α−t)∗(Y ) = dα−t(Y ),

et pour toute 1-forme différentielle ω :

(α−t)∗(ω)(Y ) := ω(dα−t(Y )).

Remarque A.1.76 Pour toute fonction f sur M , alors :

LXf = X.f,

et pour tout champ de vecteur Y sur M :

LXY = [X,Y ].

Proposition A.1.77

LX = diX + iXd

LX(ω ∧ φ) = LXω ∧ φ+ ω ∧ LXφ.

Proposition A.1.78 (Formule de Cartan) Soit Xt un champ de vecteur dépen-
dant du temps, α son flot local et ωt une forme différentielle dépendant du temps.
Alors :

d

dt
(αt)∗ωt = (αt)∗(LXtωt) = (αt)∗(diXtωt + iXtdωt).
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A.1.11 Le théorème de Frobenius

Définition A.1.79 Soit E un sous-fibré vectoriel du fibré tangent à une variété
banachiqueM . On dit que E est intégrable en x0 ∈M s’il existe une sous-variété
N de M contenant x0 telle que l’application tangente de l’inclusion i : N ↪→ M
induise un isomorphisme de fibrés vectoriels de TN sur E. On dit que E est
intégrable s’il est intégrable en tout point de M .

Théorème A.1.80 (Théorème de Frobenius) Soit M une variété banachique
de classe Cp avec p ≥ 2 et E un sous-fibré vectoriel du fibré tangent de M . Alors
E est intégrable ssi E satisfait l’une des deux conditions équivalentes suivantes :

1. Pour tout point x ∈ M et tous champs de vecteurs X1 et X2 définis
au voisinage de x et contenu dans E, le crochet [X1, X2] est également
contenus dans E.

2. Pour tout point x ∈ M et toute 1-forme différentielle ω définie au voisi-
nage de x et qui s’annule sur E, la forme ddRω s’annule quand appliquée
aux couples de champs de vecteurs à valeurs dans E.

A.1.12 Connexions

Définition A.1.81 Une connexion générale sur un fibré E de base B est la
donnée :
- soit d’une 1-forme A sur E à valeurs dans l’espace tangent à la fibre, dont la
restriction à la fibre est l’identité ;
- soit d’une distribution de sous-espaces vectoriels fermés Hξ, ξ ∈ E, appelés
espaces horizontaux, en tout point supplémentaires à l’espace tangent à la fibre.

Remarque A.1.82 Les deux définitions cöıncident au sens où : ∀ξ ∈ E, ∀X ∈
TξB, A(ξ)X est la projection de X sur l’espace tangent à la fibre parallèlement
à l’espace horizontal Hξ, i.e. Hξ = Ker A(ξ).

Définition A.1.83 Une dérivée covariante sur un fibré E de base B est la
donnée d’une application ∇ qui a toute section s de E associe un élément ∇s ∈
Γ(s∗TF ), où TF est le fibré de base B dont la fibre est l’espace total du fibré
tangent à la fibre F .

Remarque A.1.84 La donnée d’une connexion A équivaut à la donnée d’une
dérivée covariante au sens où :
- A étant donnée, on définit ∇ par :
∀σ ∈ Γ(E), ∀X ∈ TxB, ∇Xσ = A(σ∗(X)) ;
- ∇ étant donnée, on définit A par :
∀ξ ∈ E, ∀Y ∈ TξE, A(ξ)Y = ∇Xσ, où σ ∈ Γ(E), X ∈ TxB sont tels que :
σ(x) = ξ, σ∗(X) = Y .

Définition A.1.85 Une connexion linéaire sur un fibré vectoriel E de base B
est la donnée d’une 1-forme A sur E à valeurs dans TE dont la restriction à la
fibre est l’identité, et telle que :

∀ξ1, ξ2 ∈ p−1(x), ∀λ ∈ C, A(ξ1 + λξ2) = A(ξ1) + λA(ξ2).

La dérivée covariante correspondante vérifie :

∀σ1, σ2 ∈ Γ(E), ∀λ ∈ C,∇(σ1 + λσ2) = ∇(σ1) + λ∇(σ2)
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∀σ ∈ Γ(E), ∀X ∈ TE, ∀f ∈ C∞(B),∇X(fσ) = f∇Xσ + df(X)σ.

(Cette dernière égalité est la règle de Leibniz).

Définition A.1.86 Une connexion sur un G-fibré principal Q de base B est la
donnée d’une 1-forme A sur Q à valeurs dans l’espace tangent à la fibre, dont
la restriction à la fibre est l’identité, et telle que :

∀x ∈ B, ∀ξ ∈ p−1(x), ∀X ∈ TξQ, ∀g ∈ G :

(A(ξ)X).g∗ = A(ξ.g)(X.g∗)

En identifiant l’espace tangent à la fibre à l’algèbre de Lie g via l’action in-
finitésimale du groupe, A peut être vu comme une 1-forme à valeurs dans g

vérifiant :
∀x ∈ B, ∀ξ ∈ p−1(x), ∀X ∈ TξQ, ∀g ∈ G :

(A(ξ)X).g∗ = Ad g A(ξ.g)(X.g∗)

La dérivée covariante correspondante vérifie :

∀σ ∈ Γ(Q), ∀X ∈ TM, (∇Xσ).g∗ = ∇X(σ.g)

Définition A.1.87 Puisque la donnée d’une connexion sur un fibré vectoriel
E de base B permet d’identifier les fibres voisines, elle permet aussi de dériver
les p-formes sur B à valeurs dans E, i.e. les sections de E ⊗ ΛpB. On définit la
différentielle extérieure d∇ associée à une dérivée covariante ∇ par :

∀ψ ∈ Γ(E ⊗ ΛpB),

d∇ψ(X0, . . . , Xp) =

p
∑

i=0

(−1)i∇Xi(ψ(X0, . . . , X̂i, . . . , Xp))

+
∑

i<j

(−1)i+jψ([Xi, Xj ], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j . . . , Xp)

Exemple 10 Soient B une variété, G un groupe de Lie et Q = B × G. Pour
(x, g) ∈ Q, on notera T(x,g)Q = TxB⊕TgG l’espace tangent au fibré. Dans ce cas
particulier, une connexion sur Q est une 1-forme A sur Q à valeurs dans TG,
vérifiant les conditions précédemment énoncées. Il est commode de la considérer
comme une 1-forme sur Q à valeurs dans TeG = g en identifiant TgG à g via la
multiplication à gauche (Lg−1)∗. La condition de compatibilité de A avec l’action
(à droite) de G sur Q s’exprime alors de la manière suivante :

∀x ∈ B, ∀g ∈ G, ∀X ∈ T(x,g)Q,A((x, g))X = (Ad g−1)
(

A((x, e))(X.g−1
∗ )
)

Du fait de la décomposition T(x,g)Q = TxB⊕TgG, on peut aussi considérer une

connexion Ã sur Q comme une 1-forme sur B à valeurs dans g. On retrouve la
1-forme de connexion précédente en posant :

A((x, e))|g = Id

A((x, e))|TxB = Ã

A((x, g))X = Ad g−1.A((x, e))(X.g−1
∗ )

En d’autres termes :
Ã = s∗A

où s est la section canonique : s(x) = (x, e).

167



Exemple 11 Soit Q un fibré trivial de groupe G et de base B, dont on ne fixe
pas la trivialisation. L’action de G sur la fibre permet d’identifier chaque espace
tangent à la fibre à g via l’action infinitésimale de l’algèbre de Lie. Via cette
identification, une connexion sur Q est une 1-forme A sur Q à valeurs dans g

vérifiant :
∀x ∈ B, ∀g ∈ G, ∀X ∈ T(x,ξ)Q,

A((x, ξ))X = Ad g−1A(x, ξg−1)(X.g−1
∗ ).

Dans le cas d’un fibré trivialisé, on retrouve la 1-forme précédente.
Donnons nous maintenant deux sections s et s′ et considérons α = s∗A et

α′ = s′∗A. On définit une application de jauge γ : B → G par s(x) = s′(x).γ(x).
Les deux formes de connexion α et α′ sont liées par :

α′ = Ad γα− dγ.γ−1

i.e.
∀x ∈ B, ∀X ∈ TxB,

α′(X) = Adγ(x)α(X) − dγ(X).γ−1(x).

En d’autres termes, une connexion sur un fibré trivial Q est une classe d’équiva-
lence de 1-formes sur B à valeurs dans g, modulo le groupe de jauge des appli-
cations de B dans G.

Définition A.1.88 Soit une connexion A sur un fibré E quelconque de base B
correspondant à une distribution horizontale H . La courbure R de la connexion
A est une 2-forme sur la base B à valeurs dans le fibré vectoriel des champs de
vecteurs sur E tangents aux fibres, définie par :

∀x ∈ B, ∀X,Y ∈ TxB, ∀ξ ∈ Ex,

RX,Y ξ = A(ξ).[X̃, Ỹ ],

où X̃, Ỹ ∈ Hξ sont des relèvements horizontaux de X et Y .

Proposition A.1.89 On a : d∇ ◦ d∇ = −R∇.

Exemple 12 Soit E un fibré vectoriel de base B muni d’une connexion linéaire.
Pour x ∈ B et X,Y ∈ TxB fixés, on a :

∀ξ1, ξ2 ∈ Ex, ∀λ ∈ K,

RX,Y (ξ1 + λξ2) = RX,Y (ξ1) + λRX,Y (ξ2),

de sorte que RX,Y peut être vu comme un endomorphisme de Ex. En particulier
si E est le fibré tangent de M , la courbure a pour expression :

RX,Y Z = ∇[X,Y ]Z − [∇X ,∇Y ]Z,

où X,Y, Z sont des champs de vecteurs sur M .

Définition A.1.90 Soit un connexion linéaire sur le fibré tangent d’une variété
banachique M de dérivée covariante ∇. La torsion T∇ de la connexion est
la différentielle covariante d∇I de l’application identité de TM dans TM vue
comme 1-forme de M dans TM . Pour tous champs de vecteurs X,Y sur M , on
a :

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ].
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Définition A.1.91 Soit γ : I → M une courbe sur une variété banachique
M , ∇ une connexion sur le fibré tangent TM , et V : I → TM un champ de
vecteur le long de γ. On dit que V est parallèle le long de γ si ∇γ̇(t)V (t) = 0
pour tout t ∈ I.

Proposition A.1.92 (Transport parallèle) Soit γ : I →M une courbe sur
une variété banachique dont le fibré tangent est muni d’une connexion ∇ et
a ∈ I et Va ∈ Tγ(a)M . Il existe un unique champ de vecteurs parallèle V (t) le
long de γ tel que V (a) = Va.

A.2 Variétés banachiques riemanniennes

A.2.1 Définition et exemples

Définition A.2.1 Soient M une variété banachique réelle (lisse) et g une sec-
tion du fibré T ′M �T ′M des formes bilinéaires symétriques de TM . On dit que
g est une métrique faiblement riemannienne sur M ssi, pour tout x ∈M , gx est
une application bilinéaire définie positive sur TxM , i.e. ssi :

– gx(X,X) ≥ 0, ∀X ∈ TxM ,
– gx(X,X) = 0 ⇔ X = 0.

Remarque A.2.2 La seconde condition ci-dessus implique en particulier que
gx réalise une injection de TxM dans T ′

xM par :

g̃x : TxM → T ′
xM

X 7→ {iXgx : Y 7→ gx(X,Y )}

Définition A.2.3 On dit que g est une métrique fortement riemannienne si g̃x

réalise un isomorphisme entre TxM et T ′
xM .

Remarque A.2.4 Si P est un sous-espace vectoriel de l’espace tangent en un
point d’une variété banachique faiblement riemanniennne, on a :

P ⊂ (P⊥)⊥,

mais pas égalité, même si P est fermé.

Exemple 13 1. Tout espace de Hilbert réel est une variété fortement rie-
mannienne pour la métrique donnée par le produit scalaire.

2. Pour tout 1 ≤ p < 2 l’espace de Banach lp(Z,C) muni du produit scalaire :
〈(xi)i∈Z, (yi)i∈Z〉 = <∑i∈Z x

∗
i yi est une variété faiblement riemannienne,

non fortement riemannienne.

3. Pour tout 2 < q ≤ +∞ et tout espace muni d’une mesure m de masse
finie, l’espace de Banach Lq(m) des fonctions mesurables à valeurs com-

plexes telles que ‖f‖q = (
∫

‖f‖qdm)
1
q est finie est une variété faiblement

riemanniennne non fortement riemannienne pour le produit scalaire :

〈f, h〉 = <
∫

f̄gdm.
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4. Pour tout 1 ≤ p < 2 l’espace de Banach Lp(H) des opérateurs sur un
espace de Hilbert complexe H bornés pour la norme ‖.‖p est une variété
faiblement riemannienne non fortement riemannienne pour le produit sca-
laire donné par :

〈A,B〉 = < Tr A∗B.

Définition A.2.5 On dira qu’une variété banachiqueM modellée sur un espace
de Banach E munie d’une métrique faiblement riemannienne g est plate s’il
existe en tout point x deM une carte locale dans laquelle la métrique g s’exprime
comme un produit scalaire constant sur un ouvert de l’espace modèle E.

Exemple 14 Les espaces lp(Z), Lq(m) ou Lp(H) pour 1 ≤ p < 2 et 2 < q ≤
+∞ sont des variétés faiblement banachiques plates.

A.2.2 Connexion de Levi-Civita

Proposition A.2.6 (Existence et unicité de la connexion de Levi-Civita)
Étant donnée une variété banachique M munie d’une métrique fortement rie-
mannienne g, il existe une unique connexion linéaire Dg sur le fibré tangent
TM préservant g et à torsion nulle. On l’appelle la connexion de Levi-Cevita
de g.

2 Preuve de la proposition A.2.6 :
Une connexion Dg préserve la métrique g ssi pour tous champs de vecteurs
X,Y, Z sur M :

X.g(Y, Z) = g(Dg
XY, Z) + g(Y,Dg

XZ).

Si de plus la torsion est nulle, on a pour tous champs de vecteurs X,Y sur M :

[X,Y ] = Dg
XY −Dg

YX.

Ainsi :

X.g(Y, Z) − Y.g(Y, Z) − Z.g(X,Y )
= g(Dg

XY, Z) + g(Y,Dg
XZ) − g(Dg

YX,Z) − g(Y,Dg
Y Z) − g(Dg

ZX,Y )
−g(X,Dg

ZY )
= g([X,Y ], Z) + g([X,Z], Y ) − g(X, [Y, Z]) − 2g(X,Dg

ZY ),

et :
g(Dg

ZY,X) = 1
2 (Y.g(X,Z) −X.g(Y, Z) + Z.g(X,Y )
+g([X,Y ], Z) + g([X,Z], Y ) − g(X, [Y, Z])).

Si g est une métrique fortement riemannienne, toute 1-forme sur M est donnée
par le produit scalaire contre un champs de vecteurs et, pour toute fonction
différentiable f sur M à valeurs réelles, on peut définir le gradient de f par :

g(grad(f), X) = df(X) = X.f.

En particulier : X.g(Y, Z) = g(grad(g(Y, Z)), X). D’autre part, la dérivée de Lie
de g a pour expression :

(LY g)(X,Z) = Y.g(X,Z) − g([Y,X ], Z)− g(X, [Y, Z]).
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On en déduit que :

g(Dg
ZY,X) =

1

2
(−g(grad(g(Y, Z)), X)−g([Y, Z], X)+(LY g)(X,Z)+(LZg)(X,Y ).

Finalement, en utilisant de nouveau l’isomorphisme de T ′M avec TM produit
par g et noté \, on a :

Dg
ZY =

1

2
(−gradg(Y, Z) − [Y, Z] + (iZLY g)\ + (iY LZg)\).

L’expression de la dérivée covariante caractérisant de manière univalante la
connexion, on en déduit que la connexion de Levi-Civita existe et est unique. 2

Remarque A.2.7 Il est à noter que la connexion de Levi-Civita n’existe pas
généralement dans le cas faiblement riemannien, en particulier sur les variétés
banachiques modellées sur un espace de Banach non isomorphe à son dual.

A.2.3 Géodésiques

Définition A.2.8 Soit M une variété banachique munie d’une métrique (fai-
blement) riemannienne g, et γ une courbe différentiable sur M définie sur un
intervalle [a, b] de R. La longueur de γ est définie par :

L(γ) :=

∫ b

a

√

gγ(t)(γ̇(t), γ̇(t))dt.

Proposition A.2.9 Une variété banachique connexe par arcs munie d’une métrique
(faiblement) riemannienne est un espace métrique pour la distance définie par :

∀p, q ∈M,d(p, q) = inf
γ∈C

L(γ),

où C désigne l’ensemble des courbes continue de classe C1 par morceaux de M
joignant les points p et q. En outre la topologie définie par la distance d est la
topologie de M .

Définition A.2.10 On dit qu’une courbe γ minimise la longueur entre p et q si
L(γ) = d(p, q). On appelle géodésique toute courbe C∞ γ : I → M définie sur
un intervalle I de R telle que γ̇(t) 6= 0 pour tout t ∈ I et telle que γ minimise
localement la longueur.

Remarque A.2.11 Pour toute courbe γ définie sur un segment I := [a, b] de
R telle que γ̇(t) 6= 0 pour t ∈ I, il existe un reparamétrage φ : I → I tel que
C := γ ◦ φ vérifie ‖Ċ(t)‖ = cst. En effet, en notant Lγ l’application qui à t ∈ I
associe la longueur de la courbe γ|[a,t], la reparamétrisation φ = L−1

γ convient.

Définition A.2.12 On dira qu’une courbe γ définie sur un intervalle I de R

est paramétrée par la longueur si ‖γ̇(t)‖ = cst pour tout t ∈ I.

Remarque A.2.13 SoitH un espace de Hilbert et γ une géodésique paramétrée
par la longueur définie sur un intervalle I de R. Alors :

γ̈(t) = 0 pour tout t ∈ I.
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En effet, soit β(u, t) :] − ε, ε[×I → H une variation de la courbe γ i.e une
application C∞ telle que β(0, t) = γ(t), ∀t ∈ I. La courbe γ minimisant la

longueur Lγ([t, t′]) =
∫ t′

t 〈γ̇(s), γ̇(s)〉 1
2 ds entre t et t′, on a :

δLγ([t, t′]) =
1

2

∫ t′

t

〈
(

∂
∂t

∂
∂uβ

)

(0, s), γ̇(s)〉
〈γ̇(s), γ̇(s)〉 1

2

ds = 0.

Ceci étant vérifié pour tout segment [t, t′] ⊂ I, on en déduit que pour tout s ∈ I
on a :

〈
(

∂

∂t

∂

∂u
β

)

(0, s), γ̇(s)〉 = 0.

En particulier pour toute variation β vérifiant 〈γ̇(s), ∂
∂uβ(0, s)〉 = 0 ∀s ∈ I, on

a :

〈γ̈(s), ∂
∂u
β(0, s)〉 = −〈γ̇(s), ∂

∂t

∂

∂u
β(0, s)〉 = 0 pour tout s ∈ I.

De plus, γ étant paramétrée par la longueur, on a :

〈γ̈(s), γ̇(s)〉 = 0 pour tout s ∈ I.

Soit {ei, i ∈ N} une base hilbertienne de H telle que e0 = γ̇(t0) pour t0 ∈ I.
Par transport parallèle le long de γ on définit une famille de bases hilbertiennes
{ei(s), i ∈ N∗} de γ̇(s)⊥ telles que ei(t0) = ei. En outre chaque courbe s 7→ ei(s)
fournit une variation de γ par :

βi(u, s) = γ(s) + uei(s)

vérifiant pour i 6= 0 : 〈γ̇(s), ∂
∂uβ(s)〉 = 0 ∀s ∈ I, d’où on déduit : 〈γ̈(s), ei(s)〉 = 0

∀s ∈ I. Puisque la famille {ei(s), i ∈ N∗} ∪ γ̇(s) est une base hilbertienne de H
pour tout s ∈ I, on a bien : γ̈(s) = 0 ∀s ∈ I.

Proposition A.2.14 Si M est une variété fortement riemannienne, une courbe
γ définie sur un intervalle I de R est une géodésique si et seulement si :

Dg
γ̇(t)γ̇(t) = 0 pour tout t ∈ I.

A.3 Variétés banachiques symplectiques

A.3.1 Définitions et exemples

Définition A.3.1 Une 2-forme alternée ω sur une variété banachique M est
une forme faiblement symplectique si :

– ω est fermée : dω = 0
– ω est non dégénérée, i.e. ∀x ∈M , le noyau de ωx défini par :

Ker ωx = {X ∈ TxM,ωx(X,Y ) = 0, ∀Y ∈ TxM}

est nul.
La forme ω est fortement symplectique si de plus l’injection :

ϕx : TxM → T ′
xM

X 7→ iXω

est un isomorphisme.
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Définition A.3.2 Soit B un espace de Banach, ω une forme bilinéaire continue
alternée sur B, et P un sous-espace vectoriel de B. On appelle orthogonal de P
pour ω et on note P⊥ω le sous-espace vectoriel fermé :

P⊥ω = {X ∈ B | ω(X,Y ) = 0, ∀Y ∈ P}

Remarque A.3.3 Si ω est une forme bilinéaire continue surB telle que Ker ω =
{0}, alors pour tous sous-espaces vectoriels P et Q de B, on a :

P⊥ω = P̄⊥ω

P ⊂ Q⇒ Q⊥ω ⊂ P⊥ω

P̄ ⊂
(

P⊥ω
)⊥ω

Si ω ne réalise pas d’isomorphisme entre B et son dual alors en général P 6=
(P⊥

ω )⊥ω .

Définition A.3.4 Soit P un sous-espace vectoriel d’un espace de Banach B
muni d’une forme bilinéaire alternée continue. On dit que P est isotrope si ω|P
est dégénérée, i.e. si P ∩ P⊥ω 6= {0}. On dit que P est totalement isotrope si
P ⊂ P⊥ω .

Exemple 15 1. Soit H un espace de Hilbert sur R ou C muni d’une base
hilbertienne {ei, fi}i∈N. La 2-forme bilinéaire alternée ω définie par :

ω(ei, fj) = δij , ω(ei, ej) = 0, ω(fi, fj) = 0

est une forme fortement symplectique sur H.

2. Soit H un espace de Hilbert sur C et HR l’espace de Hilbert sur R sous-
jacent muni d’une base B = {ei, fi}i∈N avec fi =

√
−1ei. On notera

B(HR, R) l’espace des applications R-linéaires de HR dans lui-même. L’ap-
plication J dont l’expression dans la base B est :

J =

(

O −Id
Id 0

)

∈ B(HR,R)

définit une forme fortement symplectique sur L2(HR,R) par :

ωR(A,B) = Tr (ATJB),

où AT désigne la transposée de A. Le sous-espace vectoriel

F =

{(

A 0
0 D

)

∈ L2(HR,R)

}

est totalement isotrope pour ωR, et ωR se restreint en une forme fortement
symplectique sur le sous-espace vectoriel fermé L2(H,C) (resp. L2(H, C̄))
des formes C-linéaires (resp. C-antilinéaires) d’expression :

∀C,D ∈ L2(H,C)(resp.L2(H, C̄)),

ωC(C,D) = −2= Tr C∗D.

173



3. Pour tout 1 ≤ p < 2 l’espace de Banach lp(Z,C) muni de la 2-forme :
ω((xi)i∈Z, (yi)i∈Z) = −Im

∑

i∈Z x
∗
i yi est une variété faiblement symplec-

tique, non fortement symplectique.

4. Pour tout 2 < q ≤ +∞ et tout espace muni d’une mesure m de masse
finie, l’espace de Banach Lq(m) des fonctions mesurables à valeurs com-

plexes telles que ‖f‖q = (
∫

‖f‖qdm)
1
q est finie est une variété faiblement

symplectique, non fortement symplectique pour la 2-forme définie par :

ω(f, h) = −=
∫

f̄gdm.

5. Pour tout 1 ≤ p < 2 l’espace de Banach Lp(H) des opérateurs sur un es-
pace de Hilbert complexe H bornés pour la norme ‖.‖p est une variété fai-
blement symplectique non fortement symplectique pour la 2-forme définie
par :

ω(A,B) = −= Tr A∗B.

A.3.2 La structure symplectique canonique d’un cotan-
gent

Proposition A.3.5 Soit M une variété banachique et T ′M le fibré cotangent
dont la fibre en un point x ∈ M est le dual continu de l’espace tangent en x.
Alors T ′M est une variété banachique naturellement munie d’une forme faible-
ment symplectique, appelée 2-forme de Liouville.

2 Preuve de la proposition A.3.5 :
� La variété banachique T ′M est naturellement munie d’une 1-forme, la 1-

forme de Liouville θ, définie pour tout (x, ξ) de T ′M et tout vecteur tangent Z
à T ′M en (x, ξ) par :

θ(x,ξ)(Z) := ξ(π∗(Z)),

où π est la projection naturelle de T ′M sur M .
� La 2-forme de Liouville Ω est, par définition, la différentielle de θ. C’est

donc une 2-forme alternée fermée.
� Pour montrer que Ω est non-dégénérée, il suffit de raisonner dans une carte

locale, ce qui permet de se ramener au cas où M est un espace de Banach. Dans
ce cas, l’expression de la 1-forme de Liouville est la suivante :

∀(x, ξ) ∈ T ′M, ∀(Z, η) ∈ TxM ⊕ T ′
xM,

θ(x,ξ)(Z, η) = ξ(Z) = ξ(π∗(Z, η)).

On en déduit l’expression de la 2-forme Ω suivante :

∀(x, ξ) ∈ T ′M, ∀(Z1, η1), (Z2, η2) ∈ T(x,ξ)(T
′M) = TxM ⊕ T ′

xM,

Ω(x,ξ)((Z1, η1), (Z2, η2)) = dθ(x,ξ)((Z1, η1), (Z2, η2))
= (Z1, η1).ξ(Z2) − (Z2, η2).ξ(Z1) − ξ([Z1, Z2])
= η1(Z2) + ξ(Z1.Z2) − η2(Z1) − ξ(Z2.Z1)
−ξ([Z1, Z2])
= η1(Z2) − η2(Z1).
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Soit (x, ξ) ∈ T ′M et (Z1, η1) un élément du noyau de Ω(x,ξ). Pour tout (Z, ξ) ∈
TxM ⊕ T ′

xM , on a :

η1(Z) − ξ(Z1) = 0,

en particulier pour tout Z ∈ TxM , on a η1(Z) = 0 donc η1 = 0, et pour tout
η ∈ T ′

xM on a η(Z1) = 0 ce qui implique que Z1 = 0 par l’injection de TxM
dans son bidual. Ainsi Ω est non dégénérée. 2

Remarque A.3.6 Si M est une variété banachique modellée sur un espace de
BanachB réflexif, alors la forme symplectique de Liouville de T ′M est fortement
symplectique. En effet, pour (x, ξ) ∈ T ′M , considérons l’injection :

Ω̃(x,ξ) : T(x,ξ)T
′M = TxM ⊕ T ′

xM −→ T ′
(x,ξ)(T

′M) = T ′
xM ⊕ T ′′

xM

(Z1, η1) 7−→ ((Z, η) 7→ η1(Z) − η(Z1))

Si B′′ = B, cette application est surjective car pour tout (η1, φ) ∈ T ′
xM⊕T ′′

xM , il
existe Z1 ∈ TxM tel que φ soit l’évaluation en Z1 et ainsi :∀(Z, η) ∈ TxM⊕T ′

xM ,

(η1, φ)(Z, η) = η1(Z) + φ(η) = η1(Z) − η(−Z1) = Ω̃(x,ξ)(−Z1, η1)(Z, η).

Par conséquent Ω̃ est une bijection continue de l’espace de Banach T(x,ξ)(T
′M)

dans son dual et est donc bicontinue.

A.3.3 La structure symplectique canonique d’une orbite
coadjointe

Proposition A.3.7 Soit G un groupe de Lie banachique d’algèbre de Lie g et
θξ ⊂ g′ l’orbite coadjointe d’un élément ξ ∈ g′. Si l’algèbre de Lie du stabilisateur
de ξ est fermée dans g et possède un supplémentaire topologique, alors θξ possède
une structure naturelle de variété banachique faiblement symplectique, dont la
forme symplectique est appelée forme de Kirillov-Kostant-Souriau.

2 Preuve de la proposition A.3.7 :
� Il vient :

g.ξ ◦ ada(b) = g.ξ([a, b]) = ξ(g−1[a, b]g)
= ξ([g−1ag, g−1bg]) = ξ ◦ ad(g−1ag)(g−1bg).

Ainsi on a : g.ξ ◦ ada = ξ ◦ adg−1ag ◦ Ad(g−1) et :

Tg.ξθξ := {g.ξ ◦ ada, a ∈ g}
= {ξ ◦ adc ◦ Adg−1, c ∈ g}.

On en déduit que la fermeture et l’existence d’un supplémentaire fermé de Tξθξ

dans g′ implique la fermeture et l’existence d’un supplémentaire fermé de Tg.ξθξ

dans g′, et permet de définir sur θξ une structure de sous-variété banachique de
g′.
� L’application Ωg.ξ qui à η1 = g.ξ ◦ ada et η2 = g.ξ ◦ adb de Tg.ξθξ associe :

Ω(η1, η2) := g.ξ([a, b]),
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est bien définie sur Tg.ξθξ. En effet, si a′ et b′ sont tels que g.ξ ◦ ada = g.ξ ◦ ada′

et g.ξ ◦ adb = g.ξ ◦ adb′, alors g.ξ ◦ ad(a − a′) = 0, g.ξ ◦ ad(b − b′) = 0 et :

g.ξ([a′, b′]) = g.ξ([a + (a′ − a), b + (b′ − b)])
= g.ξ([a, b]) + g.ξ ◦ ad(a′ − a)(b)
−g.ξ ◦ ad(b′ − b)(a) + g.ξ ◦ ad(a′ − a)(b′ − b)
= g.ξ([a, b]).

De plus Ω est alternée.
� Ω est fermée car si ηi = g.ξ ◦ adai, i ∈ {1, 2, 3}, sont trois vecteurs tangents à
l’orbite en g.ξ, on a :

dΩ(η1, η2, η3) = η1.Ω(η2, η3) − η2.Ω(η1, η3) + η3.Ω(η1, η2)
−Ω([η1, η2], η3) + Ω([η1, η3], η2) − Ω([η2, η3], η1)

Or :
η1.Ω(η2, η3) = η1.gξ([a2, a3])

= ad∗
a1

(gξ)([a2, a3]) = gξ([a1, [a2, a3]]),

et : [η1, η2] = gξ([a1, a2]). Ainsi :

dΩ(η1, η2, η3) = 2g.ξ([a1, [a2, a3]] − [a2, [a1, a3]] + [a3, [a1, a2]]),

qui est nul d’après l’identité de Jacobi. Ainsi dΩ = 0.
� Ω est non dégénérée car pour η1 = g.ξ ◦ ada, l’égalité Ω(η1, η) = 0 pour tout
η ∈ Tg.ξθξ équivaut à : g.ξ([a, b]) = 0 pour tout b ∈ g c’est-à-dire η1 = 0.
Ainsi Ω définit une forme faiblement symplectique sur θξ. 2

A.3.4 Exemples de Gr(p) et Grres

Soit p ∈ N∗ et Gr(p) la grassmannienne des p-plans d’un espace de Hilbert
H . Pour p = 1, Gr(1) désigne l’espace projectif de H .

Proposition A.3.8 Soit P0 un sous-espace vectoriel de dimension p de référence
et P⊥

0 son orthogonal dans H. Soit ε l’élément de l’algèbre de Lie u(H) du groupe
unitaire de H défini par :

ε := iprP0
,

où prP0
désigne la projection orthogonale sur P0. Alors Gr(p) s’identifie à l’orbite

adjointe de ε dans u(H) et possède une structure naturelle de variété symplec-
tique.

2 Preuve de la proposition A.3.8 :
Soit :

φ : Gr(p) → u(H)
P 7→ iprP .

φ est injective et U(H)-équivariante pour l’action naturelle de U(H) sur Gr(p)

et l’action adjointe de U(H) sur u(H) :

φ(g.P ) = iprg.P

= igprP g
−1.
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L’image de dφ s’identifie à u(H)/Stabε = u(U)/(u(P0) × u(P⊥
0 )) = Tεθε et

φ définit un difféomorphisme φ̃ de Gr(p) sur l’orbite θε de ε dans u(H) dont
l’application tangente en P = g.P0 ∈ Gr(p) est donnée par :

dφ̃P : TPGr
(p) = L(P, P⊥) −→ Tgεg−1θε

A 7−→
P P⊥

(

0 −A∗

A 0

)

P
P⊥ .

L’espace P0 étant de dimension finie, l’application :

fε : u(H) → R

A 7→ Tr εA

est bien définie et est une forme linéaire continue sur u(H). La trace identifie
l’orbite adjointe de ε avec l’orbite coadjointe de Tr ε et le pull-back par φ̃
de (− 1

2 fois) la forme de Kirillov- Kostant- Souriau est la 2-forme fortement
symplectique ΩGr(p) dont l’expression en P est : ∀A,B ∈ L(P, P⊥),

ΩGr(p),P (A,B) = − 1
2 Tr

(

i 0
0 0

)[(

0 −A∗

A 0

)

,

(

0 −B∗

B 0

)]

= −= Tr A∗B.

2

Remarque A.3.9 Pour p = 1, on appelle forme symplectique de Fubini-Study
la forme fortement symplectique sur l’espace projectif d’un espace de Hilbert
ainsi obtenue.

Proposition A.3.10 La grassmanienne restreinte relative à la décomposition
d’un espace de Hilbert H en somme directe orthogonale de deux sous-espaces
vectoriels fermés H+ et H− de dimension infinie, définie par :

Gr2(H) = {P ∈ Gr(H)| p+ : P → H+ ∈ Fred(H+, H−),
p− : W → H− ∈ L2(H+, H−)},

est une variété fortement symplectique pour la 2-forme définie par :

∀P ∈ Gr2(H), ∀A,B ∈ L2(P, P⊥),

ωP (A,B) := −= Tr A∗B.

2 Preuve de la proposition A.3.10 :
Le seul point délicat est de montrer que ω est fermée. Pour cela rappelons que
Gr2(H) s’injecte dans l’espace projectif P(l2(S)) par l’injection de Plücker, où
S = {S ⊂ Z, ](S − N) < ∞, ](N − S) < ∞}. De plus, la forme symplectique ω
est le pull-back de la forme symplectique de Fubini-Study sur P(l2(S)). Elle est
donc fermée. 2

A.3.5 Le Théorème de Darboux

Étant donnée une variété banachique (M,ω) faiblement symplectique, on
dira que la structure symplectique ω est intégrable si pour tout x ∈M il existe
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une carte locale (U ,Φ, E) en x dans laquelle la forme symplectique ω de M s’ex-
prime comme une forme symplectique constante sur l’ouvert Φ(U) de l’espace
de Banach modèle E. Dans le cas de la dimension finie, le théorème de Dar-
boux affirme que la fermeture de ω implique son intégrabilité. Ce théorème ne
se généralise pas aux variétés banachiques faiblement symplectiques mais reste
valable dans le cas d’une variété fortement symplectique :

Théorème A.3.11 (Darboux) Soit ω une forme fortement symplectique sur
une variété banachique M . La condition dω = 0 est équivalente à l’existence en
tout point x ∈M d’une carte locale (U ,Φ, E) dans laquelle ω s’exprime comme
une forme symplectique constante sur l’ouvert Φ(U) ⊂ E.

� Preuve du théorème A.3.11 :
Le problème étant local, il suffit de supposer que M est un ouvert d’un espace
de Banach E. Soit V un voisinage ouvert de 0 dans E et ω0 la valeur de ω en
0. Il s’agit de trouver un difféomorphisme de V , Φ, tel que Φ∗ω = ω0. Pour
tout x ∈ V , on considère dans l’espace vectoriel des formes bilinéaires alternées
le segment joignant ωx à ω0, et on note : ωx(t) = ω0 + t(ωx − ω0). Pour tout
t ∈ [0, 1] et tout x ∈ M , ωx(t) est fermée. D’autrepart, Isom(E,E′) étant un
ouvert de l’espace de Banach B(E,E′), il existe une boule B(ω0, r) centrée en
ω0 et de rayon r entièrement contenue dans Isom(E,E′). Puisque l’application :

Ψ : E −→ B(E,E′)
x 7−→ (Z 7→ iZωx)

envoie 0 sur ω0 et est continue, il existe une boule B(0, δ) centrée en 0 ∈ E
telle que Ψ(B(0, δ)) ⊂ B(ω0, r). Pour tout x ∈ B(0, δ), le segment [ω0, ωx] est
contenu dans B(ω0, r) et est donc formé de formes non dégénérées. Une forme
fermée sur B(0, δ) étant exacte, il existe une 1-forme σ sur B(0, δ) telle que :

dσ = ω − ω0.

Puisque pour x ∈ B(0, δ), ωx(t) ∈ Isom(E,E′) quel que soit t ∈ [0, 1], il existe
un champ de vecteurs dépendant du temps Xt sur B(0, δ) tel que :

iXtωt = −σ.

Soit φt le flot du champ de vecteurs Xt partant de φ0 = Id. On a :

d
dt |t0(φ

∗
tωt) = φ∗t0(LXt0

ωt0 + d
dt |t0ωt)

= φ∗t (diXt0
ωt0 + iXt0

ωt0 + ω − ω0)
= φ∗t0(−dσ + dσ) = 0.

Ainsi l’application : t 7→ φ∗tωt est constante. Comme φ0 = Id, on a : φ∗0ω1 = ω1,
φ∗0ω0 = ω0 et φ∗1ω1 = φ∗0ω0 = ω0, ainsi φ est un difféomorphisme qui convient.
�

A.3.6 Application moment

Définition A.3.12 Soit (M,ω) une variété banachique faiblement symplec-
tique et G un groupe de Lie banachique d’algèbre de Lie g agissant sur M par
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symplectomorphismes, i.e. tel que ∀g ∈ G, g∗ω = ω. Une application µ : M → g′

est une application moment pour l’action de G si :

∀a ∈ g, ∀x ∈M, ∀X ∈ TxM,

〈dµx(X), a〉 = iXaω(X),

où 〈, 〉 est le produit de dualité entre g et g′, et Xa est le champ de vecteurs
engendré par l’action infinitésimale de l’élément a de l’algèbre de Lie de G.

Proposition A.3.13 Soit θ une orbite coadjointe d’un groupe de Lie bana-
chique G. Alors l’injection canonique µ de θ dans g′ est une application moment
pour l’action coadjointe de G sur θ.

2 Preuve de la proposition A.3.13 :
On a pour tout élément ξ de l’orbite θ, pour tout η = −ξ ◦ adb de Tξθ, et tout
a dans g :

〈dµ(η), a〉 = 〈η, a〉 = −ξ ◦ adb(a)
= ξ([a, b]) = Ω(ξa, η) = iξaΩ(η).

A.4 Variétés banachiques presque-complexes

A.4.1 Définitions

Définition A.4.1 Une structure presque-complexe sur une variété banachique
réelle M est la donnée d’une section C∞ J du fibré End(TM) des endomor-
phismes de l’espace tangent telle que ∀x ∈M , J2

x = −1.

Définition A.4.2 Une structure presque-complexe J sur une variété bana-
chique M est dite intégrable si en tout point x ∈ M , il existe une carte locale
(U , φ, E) où U est un voisinage ouvert de x, E un espace de Banach complexe
et φ un difféomorphisme de U sur un ouvert de E vérifiant :

dφ ◦ J = idφ.

Définition A.4.3 Une structure presque-complexe J sur une variété bana-
chique M est dite formellement intégrable si le tenseur de Nijenhuis défini par

Nx(X,Y ) =
1

4
([X,Y ] + J [JX, Y ] + J [X, JY ] − [JX, JY ])

pour tout x appartenant à M et tous X , Y appartenant à TxM , est nul.

A.4.2 Le Théorème de Newlander-Nirenberg

Dans la cas d’une structure presque-complexe analytique réelle sur une variété
analytique réelle, le théorème de Newlander-Nirenberg ([NN]) est équivalent au
théorème de Frobenius, est reste donc valable dans le cadre banachique. Nous
donnons ci-dessous les grandes lignes de la démonstration, que le lecteur retrou-
vera dans l’article de J-P. Penot ([Pen]) et nous renvoyons le lecteur à l’article
de D. Beltita ([Bel]) pour les détails.

Remarquons également qu’un exemple de structure presque-complexe formel-
lement intégrable sur une variété banachique réelle qui ne possède pas d’ouvert
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biholomorphique à un ouvert d’un espace de Banach complexe est donné par I.
Patyi dans [Pat], ce qui implique que le théorème de Newlander-Nirenberg n’est
pas vrai en toute généralité dans le cadre banachique, et constitue une différence
importante avec le cas de la dimension finie.

Théorème A.4.4 (Newlander-Nirenberg) Une structure presque-complexe
analytique réelle J sur une variété banachique analytique réelle M est intégrable
si et seulement si le tenseur de Nijenhuis est nul.

� Preuve du théorème A.4.4 :
Soit JC l’extension C-linéaire de J au fibré vectoriel complexe TCM := TM⊗R

C, et T (1,0)M (resp. T (0,1)M) le sous-fibré de TCM constitué des espaces propres
de JC relativement à la valeur propre +i (resp. −i). On a : TCM = T (1,0)M ⊕
T (0,1)M en somme directe topologique, les projections pr1 et pr2 sur le premier
et deuxième facteur étant données par :

pr1 : TCM → T (1,0)M
X 7→ 1

2 (X − iJX)

pr2 : TCM → T (0,1)M
X 7→ 1

2 (X + iJX)

On a les équivalences suivantes :

N ≡ 0 ⇔ [T (1,0)M,T (1,0)M ] ⊂ T (1,0)M

⇔ [T (0,1)M,T (0,1)M ] ⊂ T (0,1)M.

Le problème étant local on peut supposer que M est un ouvert d’un espace de
Banach E. Soit x0 ∈ M et MC l’ouvert de l’espace de Hilbert complexifié EC

formé des éléments de la forme x + iy avec x, y ∈ M . D’après le théorème de
Frobenius, pour tout x dans un voisinage de x0 de MC, il existe localement des

sous-variétés M(1,0)
x et M(0,1)

x de MC respectivement tangentes aux distribu-
tions T (1,0)M et T (0,1)M . L’opérateur JC laissant les distributions T (1,0)M et
T (0,1)M invariantes, on en déduit qu’il existe un difféomorphisme JC-équivariant

envoyant un voisinage de x0 dans MC sur le produit d’un ouvert de M(1,0)
x0

et d’un ouvert de M(0,1)
x0 . Puisque la projection pr1 est un isomorphisme JC-

linéaire, on en déduit l’existence d’un difféomorphisme local JC-équivariant de

la variété réelle M sur un ouvert de la variété complexe M(1,0)
x0 .

A.4.3 Fonctions analytiques et holomorphes sur un espace
de Banach

Définition A.4.5 Un polynôme homogène de degré q sur un espace de Banach
E (réel ou complexe) à valeur dans un espace de Banach F est la restriction à
la diagonale d’une fonction q-linéaire de Eq dans F .

Définition A.4.6 Une fonction f d’un ouvert de E dans F est analytique si
pour tout x de E, il existe un voisinage ouvert V de x et une série convergeante
de la forme :

+∞
∑

q=0

Pq,
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où les Pq sont des polynômes homogènes de degré q de E dans F , avec rayon de
convergence R > 0 tels que pour tout y dans l’intersection de V avec la boule
de rayon R centrée en x, on a :

f(y) =

+∞
∑

q=0

Pq(y − x).

Dans ce cadre, la formule de Cauchy, le principe du maximum, le lemme
de Schwarz et l’unicite du prolongement analytique sont valables. On trouvera
dans le livre de T. Franzoni et E. Vesentini ([FV]) quelques détails sur cette
théorie.

A.4.4 La connexion de Chern

Définition A.4.7 Soit (M,J) une variété banachique presque-complexe. L’opérateur
J induit un opérateur de carré−1 sur les n-formes différentielles surM , également
noté J , et défini par :

∀φ ∈ Γ(M,ΛnT ′M), ∀x ∈M, ∀X1, . . . , Xn ∈ TxM,

(Jφ)x(X1, . . . , Xn) := (−1)nφ(JX1, . . . , JXn),

d’inverse :

(J−1φ)x(X1, . . . , Xn) = φ(JX1, . . . , JXn),

ainsi qu’un opérateur différentiel dc sur les formes différentielles sur M défini
par :

dc := J ◦ d ◦ J−1.

Définition A.4.8 Soit C l’opérateur agissant sur les formes différentielles par :

∀φ ∈ ΛnT ′M, ∀X1, . . . , Xn ∈ Γ(TM),

Cφ(X1, . . . , Xn) :=

n
∑

j=1

φ(X1, . . . , JXj, . . . , Xn).

Une forme différentielle φ de degré n est dite de type (p, q) si Cφ = (p − q)iφ.
On note Λp,qM l’ensemble des formes de type (p, q). On a :

ΛnT ′M ⊗R C =
∑

p+ q = n
p ≥ 0, q ≥ 0

Λp,qM.

En particulier, le fibré T ′M ⊗ C se décompose en :

T ′M ⊗ C = Λ(1,0)M ⊕ Λ(0,1)M,

où Λ(1,0)M (resp. Λ(0,1)M) est le sous-fibré de T ′M ⊗ C constitué des sous-
espaces propres de J pour la valeur propre −i (resp. +i).
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Définition A.4.9 Soit M un ouvert d’un espace de Banach réel B muni d’un
opérateur J de carré −1, MC l’ouvert de l’espace de Banach BC obtenu à partir
de B en étendant le corps des scalaires à C, JC l’extension C-linéaire de J , et

x ∈ M . En notant pr1 (resp. pr2 ) la projection de TxM
C sur T

(1,0)
x M (resp.

T
(0,1)
x M ) associant à un vecteur tangent X le vecteur 1

2 (X − iJCX) (resp.
1
2 (X + iJCX), on définit deux opérateurs ∂ et ∂̄ agissant sur les fonctions C∞

sur M à valeurs complexes par :

∂f = dCf ◦ pr1,
∂̄f = dCf ◦ pr2,

où dCf est l’extension C-linéaire de df . En particulier, on a :

d = ∂ + ∂̄,
∂∂̄ = 1

2idd
c,

∂2 = ∂̄2 = 0,
∂ ◦ ∂̄ + ∂̄ ◦ ∂ = 0.

Définition A.4.10 Une structure pré-holomorphe sur un fibré vectoriel com-
plexe E au-dessus d’une variété complexe M est la donnée d’un opérateur
différentiel ∂̄ d’ordre 1 agissant sur les sections de E et à valeurs dans les sections
de Λ(1,0)M ⊗C E, i.e. tel que : ∀σ ∈ Γ(E), ∀f ∈ C∞(M,C),

∂̄(f.σ) = f.∂̄σ + ∂̄f.σ,

On note d∂̄ l’opérateur différentiel induit par ∂̄ sur les formes différentielles :

d∂̄ : Λp,qM → Λp,q+1M

Définition A.4.11 Une structure pré-holomorphe ∂̄ est dite formellement intégrable
si

d∂̄ ◦ d∂̄ = 0.

Définition A.4.12 Un fibré vectoriel complexe sur une variété complexeM est
dit holomorphe s’il existe un ensemble complet de trivialisations holomorphes.

Le théorème de Newlander-Nirenberg dans le cas analytique a pour conséquen-
ce le théorème suivant :

Théorème A.4.13 (Koszul-Malgrange) Un fibré vectoriel complexe E sur
une variété complexe M , muni d’une structure pré-holomorphe ∂̄ et possédant un
ensemble complet de trivialisations analytiques réelles, est un fibré holomorphe
si et seulement si :

d∂̄ ◦ d∂̄ = 0.

Théorème A.4.14 Soit E un fibré vectoriel complexe sur une variété complexe
M muni d’un produit scalaire hermitien h réalisant pour tout x ∈ M un iso-
morphisme C-antilinéaire entre l’espace vectoriel complexe Ex et son dual E′

x,
et ∂̄ une structure pré-holomorphe sur E. Alors il existe une unique connexion
∇ sur le fibré E, appelée connexion de Chern, telle que :

1. ∇ : Γ(E) → Γ(T ′M ⊗C E) est C-linéaire,
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2. ∇ préserve h,

3. ∀σ ∈ Γ(E), ∀X ∈ TM , ∇0,1
X σ := 1

2 (∇Xσ + i∇JXσ) = ∂̄Xσ.

� Preuve du théorème A.4.14 :
Soit τ : E → E′ l’isomorphisme C-antilinéaire induit par h, et ∂̄E′

la structure
pré-holomorphe sur E′ induite par ∂̄ :

∀s ∈ Γ(E′), ∀x ∈ Γ(E),

∂̄E′

(s)(x) = ∂̄(s(x)) − s(∂̄x).

Alors la connexion définie par :

∇ = ∂̄ + τ−1 ◦ ∂̄E′ ◦ τ

convient. �

Proposition A.4.15 Si E est un fibré complexe de rang 1, muni d’une struc-
ture pré-holomorphe formellement intégrable ∂̄ sur une variété complexe M et
σ une section locale sans zéro vérifiant ∂̄σ = 0, l’expression de la connexion de
Chern est :

∇Xσ = (∂X log h(σ, σ)) .σ,

pour tout X appartenant à TM , et pour toute section σ de E. La courbure de
la connexion de Chern a pour expression :

R∇ = ∂∂̄ log h(σ, σ) =
1

2i
ddc log h(σ, σ).

2 Preuve de la proposition A.4.15 :
� Soit σ une section locale de E dans le noyau de ∂̄ et ne s’annulant pas. Soit s
la section duale du fibré E′ définie par : s(σ) = 1. On a :

∂̄E′

s = ∂̄(s(σ)) − s(∂̄σ) = 0.

L’application τ : Γ(E) → Γ(E′) a pour expression :

∀σ′ ∈ Γ(E), τ(σ′) = h(σ′, σ).s,

ainsi :
∂̄E′

τ(σ) = ∂̄E′

h(σ, σ).s = ∂̄h(σ, σ).s,

et :

∇σ = ∂σ = τ−1 ◦ ∂̄E′

τ(σ) = 1
h(σ,σ)∂h(σ, σ).σ = ∂ log h(σ, σ).σ.

� On a :

R∇ = −d∇ ◦ d∇
= −d∂ ◦ d∂ − d∂̄ ◦ d∂̄ − d∂ ◦ d∂̄ − d∂̄ ◦ d∂ .

La structure pré-holomorphe étant formellement intégrable, on a :

d∂̄ ◦ d∂̄ = 0,
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ce qui implique :
d∂ ◦ d∂ = τ−1 ◦ d∂̄ ◦ d∂̄ ◦ τ = 0.

Ainsi la courbure R∇ est de type (1, 1), et pour toute section σ dans le noyau
de ∂̄ il vient :

Rσ = −d∂ ◦ d∂̄σ − d∂̄ ◦ d∂σ

= −d∂(∂̄σ) − d∂̄(∂ log h(σ, σ).σ)
= −∂∂̄ log h(σ, σ).σ − ∂ log h(σ, σ).∂̄σ
= −∂̄∂ log h(σ, σ).σ
= +∂∂̄ log h(σ, σ).σ.

2

A.5 Variétés banachiques kählériennes

A.5.1 Définitions et exemples

Définition A.5.1 Une variété banachique faiblement (resp. fortement) kählérienne
M est une variété banachique réelle munie d’une métrique faiblement (resp. for-
tement) riemannienne g, d’une forme faiblement (resp. fortement) symplectique
ω et d’une structure presque-complexe formellement intégrable J telles que :
∀x ∈M, ∀X,Y ∈ TxM,

ω(X,Y ) = g(JX, Y ),
g(JX, JY ) = g(X,Y ).

Proposition A.5.2 Soit (M, g, ω, J) une variété fortement kählérienne. Alors
DgJ = 0 où Dg désigne la connexion de Levi-Civita.

2 Preuve de la proposition A.5.2 :
On a : ∀x ∈M, ∀X,Y, Z ∈ TxM,

dω(X,Y, Z) = g(DXJY, Z) + g(JY,DXZ) − g(DY JX,Z)
−g(JX,DY Z) + g(DZJX, Y ) + g(JX,DZY )
−g(J [X,Y ], Z) + g(J [X,Z], y) − g(J [Y, Z], X)
= g((DXJ)Y, Z) + g(IDXY, Z) + g(JY,DXZ)
−g((DY J)X,Z) − g(JDY X,Z)− g(JX,DY Z)
+g((DZJ)X,Y ) + g(JDZX,Y ) + g(JX,DZY )
−g(J [X,Y ], Z) + g(J [X,Z], Y ) − g(J [Y, Z], X)
= g((DXJ)Y, Z) − g((DY J)X,Z) + g((DZJ)X,Y ).

Ainsi :

dω(X, JY, Z) = g((DXJ)JY, Z) − g((DJY J)X,Z) + g((DZJ)X, JY )
dω(JX, Y, Z) = g((DJXJ)Y, Z) − g((DY J)JX,Z) + g((DZJ)JX, Y ).

D’autrepart :

N(X,Y ) = [X,Y ] + J [X, JY ] + J [JX, Y ] − [JX, JY ]
= DXY −DYX + JDXJY − JDJYX + JDJXY
−JDY JX −DJXJY +DJY JX
= −(DXJ)(JY ) + (DY J)(JX) + (DJY J)(X) − (DJXJ)(Y ),
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d’où :

g(N(X,Y ), Z) = −g((DXJ)(JY ), Z) + g((DY J)(JX), Z)
+g((DJY J)X,Z) − g((DJXJ)Y, Z).

Ainsi :

dω(X, JY, Z) + dω(JX, Y, Z) + g(N(X,Y ), Z)
= g((DZJ)X, JY ) + g((DZJ)(JX), Y )
= g(DZ(JX), JY ) − g(JDZX, JY ) − g(DZX,Y ) − g(JDZ(JX), Y )
= 2g(DZ(JX), JY ) − 2g(JDZX, JY )
= 2g((DZJ)X, JY ),

et :
{

dω = 0
N ≡ 0

}

⇒ DJ ≡ 0.

2

Proposition A.5.3 Soit (M, g) une variété fortement riemannienne et J une
section de End(TM) telle que :

– g(JX, JY ) = g(X,Y )
– J2 = −1
– DgJ ≡ 0.

Alors la 2-forme ω définie par ω(., .) := g(J., .) est une forme fortement sym-
plectique sur M et (M, g, ω, J) est une variété kählérienne.

2 Preuve de la proposition A.5.3 :
En effet :

dω(X,Y, Z) = X.g(JY, Z) − Y.g(JX,Z) + Z.g(JX, Y )
−g(J [X,Y ], Z) + g(J [X,Z], Y ) − g(J [Y, Z], X)
= g(DXJY, Z) + g(JY,DXZ) − g(DY JX,Z)
−g(JX,DXZ) + g(DZJX, Y ) + g(JX,DZY )
−g(J [X,Y ], Z) + g(J [X,Z], Y ) − g(J [Y, Z], X)
= g(JY,DXZ) − g(JX,DY Z) + g(DXJZ, Y )
+g(JX,DZY ) − g(DY JZ,X) + g(D − ZJY,X)
= g(JY,DXZ) − g(JX,DY Z) + g(JDXZ, Y )
g(JX,DZY ) − g(JDY Z,X) + g(JDZY,X) = 0,

et :

N(X,Y ) = −(DXJ)(JY ) + (DY J)(JX) + (DJY J)(X) − (DJXJ)(Y ) = 0.

2

Exemple 16 1. Soit H un espace de Hilbert complexe, 〈, 〉 le produit scalaire
hermitien. H muni de g := <〈, 〉 et ω := −=〈, 〉 et de la structure complexe
i est une variété fortement kählérienne.

2. Pour tout 1 ≤ p < 2, l’espace de Banach lp(Z,C) muni des structures g, ω,
et J définies par : ∀(xi)i∈N, (yi)i∈N ∈ lp(Z,C),

g((xj)j∈N, (yj)j∈N) := <∑j∈N x̄jyj

ω((xj)j∈N, (yj)j∈N) := −=∑j∈N x̄jyj

J(xj)j∈N := (ixj)j∈N

est une variété faiblement kählérienne, non fortement kählérienne.
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3. Pour tout 2 < q ≤ +∞ et tout espace muni d’une mesure de masse finie
m, l’espace de Banach Lq(m) muni des structures g, ω, et J définies par :
∀f, g ∈ Lq(m),

g(f, g) := <
∫

f̄ gdm
ω(f, g) := −=

∫

f̄ gdm
Jf = if

est une variété faiblement kählérienne, non fortement kählérienne.

4. Pour tout 1 ≤ p < 2 l’espace de Banach Lp(H) muni des structure g, ω,
et J définies par : ∀A,B ∈ Lp(H),

g(A,B) := < Tr A∗B
ω(A,B) := −= Tr A∗B
JA := iA

est une variété faiblement kählérienne, non fortement kählérienne.

5. Pour p < +∞, la grassmannienne Gr(p) des p-plans d’un espace de Hilbert
H munie de : ∀A,B ∈ TPGr

(p) = L(P, P⊥),

g(A,B) := < Tr A∗B
ω(A,B) := −= Tr A∗B
JA := iA

est une variété fortement kählérienne.

6. La grassmanienne restreinte Gr2(H) d’un espace de Hilbert polarisé : H =
H+ ⊕H− munie de : ∀A,B ∈ TPGr

(p) = L2(P, P⊥),

g(A,B) := < Tr A∗B
ω(A,B) := −= Tr A∗B
JA := iA

est une variété fortement kählérienne.

A.5.2 Potentiel kählérien

Définition A.5.4 Une fonction réelle φ sur une variété kählérienne (M, g, ω, J)
est un potentiel kählérien si ω = ddcφ.

Exemple 17 Soit H un espace de Hilbert vu comme une variété kählérienne,
les définitions de g, ω, J étant celles du paragraphe précédent. Alors un quart de
la norme induite par le produit scalaire hermitien est un potentiel kählérien sur
H. En effet : ∀x ∈ H, ∀X,Y ∈ TxH,

d〈x, x〉(X) = 〈X,x〉 + 〈x,X〉,

dc〈x, x〉(X) = −2<〈JX, x〉,

et :
ddc〈x, x〉(X,Y ) = −2<〈JY,X〉+ 2<〈JX, Y 〉

= −4=〈X,Y 〉.
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Proposition A.5.5 Soit M une variété kählérienne muni d’un potentiel kählérien
ρ globalement défini et G un groupe de Lie agissant sur M en préservant ρ et
la structure complexe J . Alors l’action de G possède une application moment
G-équivariante µ avec, pour tout x dans M , et tout a dans Lie(G) =: g :

µa
x = −dc

xρ(X
a) = dxρ(JX

a),

où Xa est le champs de vecteurs induit par l’action de l’élément a de l’algèbre
de Lie g.

2 Preuve de la proposition A.5.5 :
Puisque G préserve J et ρ, pour tout g ∈ G, on a :

µa
g.x = dg.xρ(Jg.xX

a(g.x))

= dg.xρ(Jg.xg.X
g−1ag(x))

= dg.xρ(g.JxX
g−1ag(x))

= dxρ(JxX
g−1ag)

= µ
Ad(g−1)(a)
x .

Ainsi µ est G-équivariante. De plus :

dµa
x = −diXadcρ

= iXaddcρ− LXadcρ
= iXaω.

2

A.6 Variétés banachiques hyperkählériennes

A.6.1 Définitions et exemples

Définition A.6.1 Une variété banachique faiblement (resp. fortement ) hy-
perkählérienne M est une variété banachique munie d’une métrique faiblement
(resp. fortement) riemannienne g et de deux structures complexes I1 et I2 telles
que :

– I1 ◦ I2 = −I2 ◦ I1
– g(IjX, IjY ) = g(X,Y ), j = 1, 2.
– ωj := g(Ij ., .) est fermée.

On appelle formes de Kähler les formes symplectiques ωi, i ∈ {1, 2}.

Remarque A.6.2 L’endomorphisme I3 := I1 ◦ I2 est aussi une structure com-
plexe sur M et plus généralement pour tout a ∈ S2, a = (a1, a2, a3) avec
∑

a2
i = 1, l’endomorphisme Ia :=

∑

aiIi est une structure complexe sur M
compatible avec g. Ainsi une variété hyperkählérienne possède une famille de
structures kählériennes paramétrée par S2.

Remarque A.6.3 L’espace tangent d’une variété hyperkählérienneM est muni
d’une action des quaternions, et ∀x ∈M , TxM est un H-espace vectoriel.

Proposition A.6.4 Une variété symplectique complexe (M, I1,Ω) munie d’une
métrique kählérienne g relativement à I1 est hyperkählérienne de formes de
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Kähler ω1(., .) := g(I1., .), ω2 := <Ω et ω3 := =Ω ssi l’endomorphisme I2
défini par :

ω3(X,Y ) := =Ω(X,Y ) = ω1(I2X,Y )

vérifie (I2)
2 = −1.

Lemme A.6.5 Soit M une variété réelle munie de deux structures symplec-
tiques réelles, ω1 et ω3, et d’une structure presque-complexe I2 telle que ω3(X,Y ) =
ω1(I2X,Y ). Alors I2 est intégrable.

M Preuve du lemme A.6.5 :
Il suffit de montrer que le crochet de deux vecteurs de types (1, 0) est de type
(1, 0). Or :

I2X = iX ⇔ ω3(X,Y ) = ω1(iX, Y ) = iω1(X,Y )∀Y ∈ TM
⇔ iXω3 = i.iXω1.

Ainsi il suffit de montrer que pour tous vecteursX et Y de type (1, 0), i[X,Y ]ω3 =
i.i[X,Y ]ω1. Or :

i[X,Y ]ω3 = iLXY ω3 = LX(iY ω3) − iY LXω3

= LX(i.iY ω1) − iY LX(ω3)
= i.LX(iY ω1) − iY (iX ◦ dω3 + diXω3)
= i.LX(IY ω1) − i.iY (diXω1)
= i.(LX(iY ω1) − iY LXω1)
= i.(i[X,Y ]ω1).

M

2 Preuve de la proposition A.6.4 :
D’après le lemme A.6.5, I2 est intégrable. La fermeture de Ω implique la ferme-
ture de ω2 := <Ω et ω3 := =Ω et :

Ω(I1X,Y ) + Ω(X, I1Y ) = 2iΩ(X,Y )
⇒ g(I2I1X,Y ) + g(I2X, I1Y ) = −2g(I1I2X,Y )
⇔ g(I2I1X,Y ) = −g(I1I2X,Y )
⇒ I1I2 = −I2I1.

2

Exemple 18 1. H et tout H-espace vectoriel de dimension finie est une
variété hyperkählérienne.

2. Si H est un espace de Hilbert, alors l’espace cotangent de H, T ′H, muni de
la structure complexe naturelle I1 et de la forme symplectique de Liouville
Ω est une variété hyperkählérienne. En notant ∗ la dualité entre H et H ′,
on a : ∀(X, ξ), (Y, η) ∈ T ′H,

Ω((X, ξ), (Y, η)) = ξ(Y ) − η(X)
g((X, ξ), (Y, η)) = <(〈X,Y 〉 + 〈ξ, η〉)

ω1((X, ξ), (Y, η)) = −=(〈X,Y 〉 + 〈ξ, η〉)
ω2((X, ξ), (Y, η)) = <(〈ξ∗, Y 〉 − 〈X∗, η〉)
ω3((X, ξ), (Y, η)) = =(〈ξ∗, Y 〉 − 〈X∗, η〉)

I1(X, ξ) = (iX, iξ)
I2(X, ξ) = (ξ∗,−X∗)
I3(X, ξ) = (iξ∗,−iX∗)
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A.6.2 Potentiel hyperkählérien

Définition A.6.6 Un potentiel hyperkählérien sur une variété hyperkählérienne
(M, g, I1, I2, I3) est une fonction réelle φ sur M qui est une potentiel kählérien
pour chacune des structures complexes.

Exemple 19 Sur un H-espace vectoriel V de dimension finie, la fonction φ
définie sur V par :

φ(x) :=
1

4
‖x‖2

où ‖.‖ est la norme induite par le produit scalaire euclidien 〈., .〉 de l’espace
vectoriel sur R sous-jacent, est un potentiel hyperkählérien. En effet, ∀x ∈ V ,
∀X ∈ V , ∀i ∈ {1, 2, 3} :

dxφ(X) =
1

2
<〈x,X〉,

ainsi :

dci
x φ(X) = −1

2
<〈x, IiX〉,

et :
(ddciφ)x(X,Y ) = − 1

2X.<〈x, IiY 〉 + 1
2Y.<〈x, IiX〉

= − 1
2<〈X, IiY 〉 + 1

2<〈Y, IiX〉
= <〈IiX,Y 〉 = −=〈X,Y 〉.
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Annexe B

Géométrie des espaces
homogènes

B.1 Définitions

Définition B.1.1 On appellera espace homogène toute variété banachique M
de la forme M = G/H, où G est un groupe de Lie banachique et H un sous-
groupe de Lie fermé connexe.

Remarque B.1.2 G agit sur la variété M par multiplication à gauche. H est
le groupe d’isotropie du point base donné par la classe de H que l’on notera
x0. L’isotropie du point x = g.x0, g ∈ G est alors Hx = gHg−1. L’application
passage au quotient π : G → G/H définit un G-fibré au dessus de M munit
d’un action de H sur les fibres par multiplication à droite.

Définition B.1.3 L’espace homogène M = G/H est dit réductif s’il existe un
supplémentaire H-invariant, noté mx0 de la sous-algèbre de Lie hx0

= h de H
dans l’algèbre de Lie g de G. Alors pour tout x ∈M , g se décompose en :

g = hx ⊕ mx,

où hx est l’algèbre de Lie de l’isotropie Hx et mx se déduit de mx0 par action
adjointe d’ un élément de G envoyant x0 en x et vérifie Ad(g)mx = mx pour
tout g ∈ Hx.

Exemple :
Si G est muni d’un produit scalaire G-invariant, alors l’orthogonal de hx fournit
un supplémentaire H-invariant.

Conséquence :
Dans le cas réductif, on a une identification canonique de l’espace tangent TxM
avec mx.

B.2 Connexion homogène

Notations B.2.1 Dans le cas réductif, pour tout x ∈ M on notera πmx (resp.
πhx) la projection de g sur mx (resp. sur hx) parallèlement à hx (resp. mx).
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Définition B.2.2 Dans le cas réductif, le fibré tangent TM est naturellement
muni d’une connexion, appelée connexion homogène, et définie par l’expression
de la dérivée covariante :

DXY = πmx([X,Y ]),

pour tous vecteurs X,Y de TxM identifié à mx, ou encore :

Dξaξb = πmx([πmx(a), πmx(b)]),

où a, b ∈ g et ξa, ξb sont les éléments de l’espace tangent à M en x induits par
l’action infinitésimale de g.

Proposition B.2.3 La torsion T de la courbure homogène est donnée par : ∀a,
b ∈ mx,

T (ξa, ξb) = πmx([a, b]).

En particulier la connexion homogène est à torsion nulle ssi M est un espace
homogène symétrique i.e vérifiant :

[mx,mx] ⊂ hx.

2 Preuve de la proposition B.2.3 :
Pour tous X,Y ∈ TxM on a :

T (X,Y ) = DXY −DYX − [X,Y ].

Pour tous a et b ∈ g :

T (ξa, ξb) = πmx([πmx(a), πmx(b)]) − πmx([πmx(b), πmx(a)]) − ξ[ab].

En particulier, pour a, b ∈ mx,

T (ξa, ξb) = πmx([a, b]).

2

Corollaire B.2.4 Si M est un espace symétrique, la connexion homogène est
la connexion de Levi-Cevita de toute métrique G-invariante.

Proposition B.2.5 La courbure R de la connexion homogène est donnée par :

Rξa,ξbc = −[πhx [a, b], c].

En particulier la connexion homogène est à courbure nulle ssi M vérifie :

[mx,mx] ⊂ mx.

2 Preuve de la proposition B.2.5 :
Pour tous X,Y, Z ∈ TxM on a :

RX,Y Z = DXDY Z −DY DXZ −D[X,Y ]Z.
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Pour tous a, b, c ∈ mx :

Rξa,ξbξc = DξaDξbξc −DξbDξaξc −Dξ[a,b]ξc

= Dξaπmx([b, c]) −Dξbπmx([a, c]) − πmx([[a, b], c])
= πmx([a, πmx([b, c])]) − πmx([b, πmx([a, c])]) − πmx([[a, b], c])
= πmx([a, [b, c]] − [b, [a, c]] − [[a, b], c]) − πmx([a, πhx([b, c]
−πmx([b, πhx([a, c])

= −[a, [b, c]] + [b, [a, c]] − [ξa, ξ[b,c]] + [ξb, ξ[a,c]]
= −[[a, b], c] − [ξa, [ξb, ξc]] + [ξb, [ξa, ξc]]
= −[[a, b], c] − [[ξa, ξb], ξc]

= −[[a, b], c] − [ξ[a,b], ξc]
= −[[a, b], c] − [πmx([a, b]), c]
= −[πhx([a, b]), c]

2

B.3 Exemples

Le lecteur trouvera dans [SpWu] un exposé détaillé des exemples suivants.
Nous ne relatons ici que ce qui est utilisé dans le corps du texte, et nous ren-
voyons le lecteur à [SpWu] et à [Wur1] pour les détails.

Exemple 20 (Les grassmanniennes Gr(p)) Soit Gr(p) la grassmanienne des
p-plans d’un espace de Hilbert H muni d’une base hilbertienne {en}n∈Z. Soit
U(H) le groupe unitaire de H et x0 = vect{e0, . . . , ep−1}. Gr(p) est un espace
homogène sous le groupe unitaire U(H), le groupe d’isotropie de x0 s’identifiant
à U(x0) × U(x⊥0 ). L’algèbre de lie u(H) se décompose en :

u(H) = hx0 ⊕ mx0,

où hx0 =

{(

a 0
0 d

)

, a ∈ u(x0, d ∈ u(x⊥0 )

}

,

et mx0 =

{(

0 b
−b∗ 0

)

, b ∈ B(x0, x
⊥
0 )

}

.

Gr(p) est un espace homogène symétrique et :

[(

0 b
−b∗ 0

)

,

(

0 c
−c∗ 0

)]

=

(

−bc∗ + cb∗ 0
0 −b∗c+ c∗b

)

.

En identifiant Tx0Gr
(p) à mx0 , on en déduit l’expression de la courbure de la

connexion homogène : ∀a, b, c ∈ Tx0Gr
(p) = B(x0, x

⊥
0 ),

Ra,bc =

[(

−ab∗ + ba∗ 0
0 −a∗b + b∗a

)

,

(

0 c
−c∗ 0

)]

= −ab∗c+ ba∗c+ ca∗b− cb∗a

Exemple 21 (La grassmannienne restreinte Gr2) La grassmannienne res-
treinte Grres d’un espace de Hilbert polarisé H = H+ ⊕H−, où H+ et H− sont
deux sous-espaces vectoriels fermés de dimension infinie de H en somme di-
recte orthogonale est un espace homogène symétrique sous le groupe unitaire
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restreint :

Ures = {
(

U+ U−+

U+− U−

)

∈ U(H)| U−+ ∈ L2(H−, H+),

U+− ∈ L2(H+, H−)},

le groupe d’isotropie étant U(H+) × U(H−). La courbure de la connexion ho-
mogène est donnée par :

∀X,Y, Z ∈ L2(H+, H−),

RX,Y Z = −XY ∗Z + Y X∗Z + ZX∗Y − ZY ∗X.
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2002.

[Har1] de la Harpe, P. Classification of simple real L∗-algèbras, Univ. of War-
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