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If...

(...)

If you can bear to hear the truth you’ve spoken
Twisted by knaves to make a trap for fools

Or watch the things you gave your life to, broken,
And stoop and build’em up with worn-out tools;

If you can make one heap of all your winnings
And risk it on one turn of pitch-and-toss,

And lose, and start again at your beginnings
And never breathe a word about your loss;

If you can force your heart and nerve and sinew
To serve your turn long after they are gone,
And so hold on when there is nothing in you,
Except the Will which says to them :“Hold on!”

If you can fill the unforgiving minute

With sixty seconds’ worth of distance run,
Yours is the Earth and everything that’s in it,
And — which is more — you’ll be a man, my son !

Rudyard Kipling!

L Bxtrait de la plaque commémorative en I'honneur de Raymond Croland (17.05.1018-08.04.1045), agrégé
préparateur de zoologie (1938-1944), commandant des forces frangaises combattantes, décoré a titre posthume,
arrété par la Gestapo au deuxieme étage de I’Ecole normale supérieure de Physique, rue Lhomond, le 14 février
1944, déporté et mort en Allemagne.
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Chapitre 1

Quotients kahlériens et
hyperkahlériens dans le
cadre banachique

1.1 Introduction

Une variété kahlérienne de dimension finie est une variété riemannienne
munie d’une structure complexe orthogonale parallele pour la connexion de
Levi-Civita. En associant la métrique riemannienne avec la structure complexe,
on obtient une forme symplectique, appelée forme de Kéhler. Une variété hy-
perkahlérienne de dimension finie est une variété munie d’'une métrique rieman-
nienne g et de trois structures complexes I, J, K telles que : IJK = —1, et
telles que g soit kahlérienne par rapport a chacune des structures complexes.
Une variété hyperkahlérienne est donc munie de trois forme de Kéhler, wy, wo, et
ws, et le choix d’une des structures complexes, par exemple I permet de définir
une structure symplectique complexe par : 0 = wsg + iws.

D. Kaledin et B. Feix ont montré indépendamment dans [Kal] et [Fei], que,
une variété N munie d’'une métrique kéhlérienne g, étant donnée, il existe une
métrique hyperkahlérienne g définie sur un voisinage de la section nulle de T* N,
compatible avec la structure symplectique holomorphe naturelle de ’espace co-
tangent, et telle que la restriction de g a IV soit gy, unique si I’on suppose que ¢
est S'-invariante. D. Kaledin utilise pour sa démonstration la notion de variété
de Hodge, alors que B. Feix utilise des techniques twistorielles. Cependant les
exemples explicites de métriques hyperkahlériennes sont peu nombreux.

O. Biquard et P. Gauduchon construisent dans [BG1] la métrique hyper-
kéhlérienne des espaces cotangents des espaces hermitiens symétriques, et dans
[BG2] la métrique hyperkdhlérienne des orbites coadjointes de type compact
symétriques d’un groupe de Lie complexe semi-simple, et établissent des for-
mules pour les potentiels kahlériens, permettant d’obtenir une expression expli-
cite de la métrique. Dans [BG3], ces mémes auteurs identifient ces structures
hyperkahlériennes, montrant ainsi que ’espace cotangent et ’orbite complexe
sont les deux facettes d’'un méme objet hyperkahlérien qui apparaissent selon
la struture complexe distinguée. Ces résultats reposent sur une théorie fine des
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racines des espaces hermitiens symétriques, a savoir la théorie des racines for-
tement orthogonales, qui exprime les propriétés spécifiques de la courbure d’un
espace hermitien symétrique.

La grassmannienne restreinte Gr;.s est un exemple d’espace hermitien symé-
trique de dimension infinie. Nous montrons qu’il peut étre obtenu comme quo-
tient kahlérien a partir d’'une variété banachique non hilbertienne. La partie
symplectique de ce résultat a été montrée indépendamment par T. Wurzbacher
(non publié, mais exposé & plusieurs reprises, en particulier dans [Wur2]). Dans
un second temps, nous construisons une structure hyperkahlérienne sur ’espace
(co-)tangent de Gr,s telle que la restriction & la section nulle soit la structure
kéhlérienne de Gr,..s. Pour cela un quotient hyperkéahlérien est utilisé.

La théorie du quotient symplectique a été initiée par J.E. Marsden et A.
Weinstein dans [MW1]. Elle a été utilisée en dimension finie notamment pour
construire de nouvelles variétés symplectiques. Des applications en dimension
infinie sont fournies par J.E. Marsden et T. Ratiu dans [MR] qui développent
I'idée de V.I. Arnold selon laquelle les équations du mouvement d’un fluide s’in-
terprétent comme les équations des géodésiques d’'un groupe de Lie de dimen-
sion infinie. Un autre exemple de réduction symplectique en dimension infinie
est donné dans [MW3] en relation avec I’équation de Maxwell-Vlasov (un exposé
extensif de I'histoire et des applications de la réduction symplectique est donné
dans [MWZ2]). La réduction k&hlérienne et la réduction hyperkahlérienne sont
des raffinements de cette théorie. Une version de dimension infinie basée sur
Pétude des équations de Nahm est utilisée par P.B. Kronheimer dans [Krol] et
[Kro2] pour établir la structure hyperkéhlérienne des orbites coadjointes semi-
simples maximales et nilpotentes d’un groupe de Lie semi-simple complexe (de
dimension finie), résultats qui furent ensuite généralisés par O. Biquard dans
[Biq] et A.G. Kovalev dans [Kov] au cas d’une orbite générale.

Dans [Kac], V.G Kac regroupe les groupes et algebres de Lie de dimension
infinie en 4 classes (d’intersection non vide) :

1) les groupes de difféomorphismes d’une variété et les algebres de Lie de champs
de vecteurs associées;

2) les groupes (resp. algebres) d’applications lisses d’une variété dans un groupe
de Lie de dimension finie (resp. dans I’algebre de Lie associée);

3) les groupes de Lie et algebres de Lie classiques d’opérateurs sur un espace de
Hilbert ou un espace de Banach;

4) les algebres de Kac-Moody.

Les exemples de réduction en dimension infinie cités précédemment concernent
les deux premieres classes de groupes. Nous présentons un exemple de réduction
kéhlérienne et un exemple de réduction hyperkahlérienne mettant en jeu des
groupes de la troisieme classe.

Dans la section 1.2, nous exposons les généralités sur les quotients kéhlériens
et hyperkahlériens dans le cadre banachique en mettant ’accent sur la surface
stable associée a une surface de niveau, ainsi que la théorie du potentiel k&hlérien
sur un quotient issue de la théorie de préquantisation de Kostant-Souriau. Nous
illustrons ces généralités par 'exemple de la grassmannienne Gr(®) des p-plans
(p < 400) d'un espace de Hilbert pour le quotient kidhlérien et de lespace
cotangent de Gr® pour le quotient hyperkihlérien. Ces exemples sont parti-
culierement simples car les métriques qui rentrent en jeu sont fortement rie-
manniennes, ce qui garantit I’existence d’un supplémentaire topologique a tout
sous-espace vectoriel fermé.
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Dans la section 1.3, nous réalisons chaque composante connexe de la grass-
manienne restreinte Gr,.s comme quotient kidhlérien d’un espace de Banach plat
M, par un groupe de Lie banachique G, et nous retrouvons par ce biais la struc-
ture de variété hilbertienne de Gr...s (plus précisément la famille & un parametre
réel k de structures hilbertiennes proportionnelles de Gr,..s issue des identifica-
tions possibles de Gr,..s avec une orbite adjointe d’un groupe de Lie banachique),
ainsi que le potentiel kdhlérien obtenu par injection de Pliicker. La nécessité
d’introduire un espace de Banach plutét qu’un espace de Hilbert découle de
I’expression de I'application moment, faisant intervenir la trace d’un opérateur.
L’identification de l’espace quotient avec la grassmannienne restreinte (et non
avec un sous-ensemble de celle-ci) repose sur l'existence d’une base canonique
associée a chaque élément de Gr,..s et définissant un élément de la surface stable.
La résolution des équations définissant la surface stable est également présentée.
Remarquons que 'action transitive d’un groupe de Lie banachique sur la sur-
face de niveau permet d’obtenir a peu de frais 'existence des supplémentaires
topologiques garantissant le caractere différentiable des variétés étudiées.

Dans la section 1.4, nous construisons le quotient hyperkéhlérien de I’espace
tangent T My, par le groupe G, et nous l'identifions soit & I’espace (co-)tangent de
la grassmannienne restreinte, soit a ’orbite complexifiée de G5, en fonction de
la structure complexe choisie. L’identification se fait dans les deux cas par le biais
de la surface stable associée a la structure complexe distinguée. Pour chaque
valeur du parametre k, la structure hyperkahlérienne obtenue étend une des
structures kéhlériennes de la grassmannienne restreinte. Notons que deux struc-
tures hyperkahlériennes de la famille obtenue sont essentiellement différentes
(non proportionnelles). Signalons également que 'action naturelle du groupe de
Lie banachique sur la surface de niveau n’est pas transitive. D’autre part, nous
exprimons le potentiel kidhlérien associé a la structure complexe naturelle de
I’espace cotangent de la grassmannienne restreinte en fonction de la courbure
de Grpes. Le potentiel kdhlérien associé a la structure complexe naturelle de
Porbite complexifiée est également explicité. Nous en donnons une expression
en fonction de la courbure de Gr...s, et une autre en fonction des angles ca-
ractéristiques d’un couple de sous-espaces appartenant & 1’orbite complexifiée.
Ces formules de potentiels généralisent au cas de la dimension infinie les for-
mules obtenues par O. Biquard et P. Gauduchon dans le cadre de la dimension
finie.
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1.2 Généralités sur les quotients kiahlériens et
hyperkahlériens dans le cadre banachique

1.2.1 Quotient kahlérien

Soit M une variété banachique sur K = R ou C, munie d’une forme faible-
ment symplectique w, et d’une action différentiable d'un groupe de Lie bana-
chique G (sur K) d’algebre de Lie g.

Définition 1.2.1 Une application moment pour l'action d’un groupe de Lie
banachique G sur une variété banachique M est une application différentiable
1 définie sur M & valeurs dans le dual continu g’ de g satisfaisant la condition :

dﬂm(a) = +’I:Xau)7

pour tout x de M et tout a de g, ou X*° désigne le champ de vecteurs engendré
par I’élément a de 'algebre de Lie g via I'action infinitésimale du groupe. L’ac-
tion de G sur M est dite hamiltonienne lorsqu’il existe une application moment
G-équivariante, i.e. telle que pour tout z de M et tout g de G,

u(g-z) = Ad*(g)(u(x)).

ot Ad* désigne I’action coadjointe de G sur g'.

Définition 1.2.2 Une valeur réguliere de ’application moment est un élément
¢ de g’ tel que pour tout x appartenant & u=1(€), du, : T M — g’ est surjective,
et telle que Ker du, possede un supplémentaire topologique.

Remarque 1.2.3 Si £ est une valeur réguliere de p alors u=1(€) est une sous-
variété de M, appelée surface de niveau £. Si, de plus, u est G-équivariante et si
¢ est un élément Ad*(G)-invariant de g/, alors la variété u—1(€) est stable sous
l'action de G et on peut considérer I'espace quotient p=1(€)/G.

Dans la suite, £ désigne une valeur réguliere Ad*(G)-invariante d’une appli-
cation moment u associée a I’action de G sur M. Rappelons quelques résultats
classiques sur la topologie et la géométrie des espaces quotients. Les propositions
1.2.4, 1.2.5 et 1.2.6 sont respectivement la proposition 3 chap.IIl paragraphe 4.2
de [Bou2], la proposition 6 chap.III paragraphe 4.3 de [Bou2] et la proposition
10 chap.III paragraphe 1.5 de [Bou3], modulo changements de notations.

Proposition 1.2.4 ([Bou2]) Si G agit proprement sur une variété N, l’espace
quotient N'/G muni de la topologie quotient est séparé.

Proposition 1.2.5 ([Bou2]) Si G agit librement sur N, laction de G sur N
est propre si et seulement si le graphe C de la relation d’équivalence définie par
G est fermé dans N x N et Uapplication canonique C — G continue.

Proposition 1.2.6 Soit & est une valeur réguliére Ad*(G)-équivariante de l'ap-
plication moment. Si, pour tout x dans pu=1(§), il existe un supplémentaire
topologique H, dans Tyu~1(€) de Uespace tangent a l'orbite de x, alors I’espace
quotient u=(£)/G posséde une unique structure de variété banachique telle que
la projection sur le quotient  : p~ (&) — p=1(€)/G soit une submersion.

14



Remarque 1.2.7 Soit b une forme bilinéaire anti-symétrique continue sur un
espace de Banach B telle que b réalise une injection b de B dans son dual continu
B’ par b(X) :=0b(X,.), X € B. Pour tout sous-espace vectoriel A de B on a
I’inclusion :
Ac (At

mais pas l'égalité en général. L’égalité signifie que toute forme linéaire continue
qui s’annule sur A+ est de la forme B(X ) pour un X € A, ce qui constitue une
propriété particuliere de l’espace vectoriel A en question (cf [MW1]).

Proposition 1.2.8 Si = 1(£)/G est une variété banachique, la condition :
e
r.Ga = (T.G.a™)

pour tout x € pu~(€) assure que u=(€)/G est une variété faiblement symplec-
tique.

O Preuve de la proposition 1.2.8 :
Si u=(€)/G est une variété banachique et si G agit par symplectomorphismes,
on définit une 2-forme wy¢q sur le quotient par :

Wred,[z] (Xa Y) =Wy (Xv i/)a

pour tous X, Y appartenant a T[z],u_l(f), ot X = X et 7.Y = Y. Remar-
quons que pour tout # € pu~1(€) lespace tangent T,u~1(£) est exactement le
noyau de la différentielle du, de sorte que pour tout a € g, la 1-forme ixw est
nulle sur p=1(€). Puisque I'espace tangent en x a l'orbite sous G, T,G.z, est
engendré par {X%(x),a € g}, on en déduit que :

Top~ (&) = T,G.a™
et
T.G.x C Tmufl(é)l‘“’.
On a alors m*wyeq = w),-1(¢) et la fermeture de w implique la fermeture de wy.eq-

Le noyau de wycq en un point [z] est 7. Tpu~ (€)1, Pour que wyeq soit une
forme symplectique, il faut que T,pu~1(£)*> = T,G.x, c’est-a-dire que

T,G.x = (TzG.xLW)Lu
O

Remarque 1.2.9 Si la variété M est munie d’une métrique g faiblement rie-
mannienne G-invariante, ’existence d’une tranche G-invariante H permet de
définir une métrique faiblement riemannienne g,.q sur le quotient p=1(¢)/G
par :
Gredfe] ¢ Tk '(§)/Gx T '(§)/G — R
(X,Y) = ge(X,Y),

pour tout z € p~ (), ot X (resp. Y) est I'unique vecteur de H, tel que 7, (X) =
X (resp. m(Y) = Y). Remarquons que dans le cas faiblement riemannien, si
T,G.zt= désigne I'orthogonal de T,G.z dans T.pu~ (), on a bien :

T,G.zNT,G.xr s = {0},
mais en général pas :

T.M=T,Gx & T,G.a
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Dans le cas ou w et g sont reliées par une structure complexe formellement
intégrable I, i.e. si 'endomorphisme G-équivariant I défini par g(IX,Y) =
w(X,Y) vérifie I2 = —1 et

N(X,Y):=[X,Y] + I[X,IY] + I[IX,Y] — [IX,IY] =0,

pour tous X et Y appartenant a T, M, ou N désigne le tenseur de Nijenhuis,
on a le théoréeme suivant :

Théoréme 1.2.10 Soit M une variété banachique kdahlérienne munie d’une
action propre et hamiltonienne d’un groupe de Lie banachique G respectant la
structure kahlérienne. Si ’espace tangent a l'orbite d’un point x appartenant o
la surface de niveau p=1(€) d’une valeur réguliere Ad*(G)-invariante de I'appli-
cation moment | vérifie :

T,G.x®T,G.ate = Tt (8),
alors le quotient kihlérien M/ /G = u=1(€)/G est une variété kihlérienne lisse.

B Preuve du théoréme 1.2.10 :
La condition
T,G.x & T,G.xrs = Tou~t(€)
implique que

(TIG.:EJ‘“) - =T,G.x,

ce qui est équivalent a

(TzG.:cJ‘g) e =T,G.x.

Dans le cas ou ces conditions sont vérifiées, ’orthogonal H, := T,G.xts de
T,G.x dans T~ (&) fournit une tranche G-équivariante qui permet de définir
une structure de variété différentiable sur le quotient =1 (£)/G, qu'une metrique
faiblement riemannienne. Pour définir la structure complexe sur le quotient,
remarquons que :

IH, = [(T,G.2)* C Tou= ' (€) = (T,G.x) .

D’autre part, I H, est orthogonal a T,,G.z. Ainsi 'espace H, est stable par I et
permet de définir une structure presque-complexe I,..q sur le quotient par :

Ired : T[:c]:u_l(é-)/G - T[:E]:u’tl(é-)/G
X = el X,

ol T est la projection sur le quotient et ott X est I'unique élément de H, qui se
projete sur X. De plus, pour tous champs de vecteurs X et Y sur u=1(€)/G, la
projection 7 vérifie :

X, ¥] = (IX,7]),
ot X (resp. Y) est le champ de vecteur horizontal (i.e. vérifiant X (x) € H,) tel

que 7, (X) = X (resp. m(Y) =Y), et la définition de I,..q s’écrit :

L«edﬂ*X = W*IX.
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L’intégrabilité formelle de I implique alors I'intégrabilité formelle de I,..4 car le
tenseur de Nijenhuis de I,..4 a pour expression :

N(Xv Y) = [X5~Y]~+ Ired[X7 Irng]~+ Ired[IredXLY]hi* [IredXLITe@’Y]
— 1 [X, V] + Leama[X, IV] + Lpeama[IX, Y] — . [IX, IV]
— m(N(X, V).

pour tous X, Y appartenant & Tm;Fl(é ) et tous relevements horizontaux X et
Y. ]

Définition 1.2.11 La variété p='(£)/G munie des structures riemanniennes
Zred, Symplectique wyeq et complexe I,..4 obtenues par ce procédé est appelée
quotient kahlérien de la variété initiale M par le groupe G.

1.2.2 La variété stable
Définition et propriétés de la variété stable

Soit (M,w,g,I) une variété banachique (faiblement) kéhlérienne, munie
d’une action hamiltonienne d’un groupe de Lie banachique G préservant w,g
et I, et £ une valeur réguliere de I'application moment pu, telles que le quotient
p=1(€)/G possede une structure naturelle de variété (faiblement) kiihlérienne.

Définition 1.2.12 Si l'action de G sur M s’étend en une action holomorphe
d’un groupe de Lie banachique complexe G d’algebre de Lie g€ := g®ig, alors
on peut définir la variété stable M? associée a la surface de niveau pu~1(£) par :

M ={zeM | 3 geG greu (6}

Remarque 1.2.13 Toute algebre de Lie banachique n’est pas ’algebre de Lie
d’un groupe de Lie, comme le montre par exemple W. Van Est et Th.J. Kor-
thagen dans [EK].

On supposera dans la suite que :
ToM =T, (u(8) ® 1.T,G.x.

C’est une hypothese naturelle qui sera vérifiée dans les exemples que nous
étudions dans cette these. Elle implique en particulier que 'espace tangent a
M en x est T, M et donc que M? est un ouvert de M. En général, M* ne
recouvre pas M. Des exemples ot M?® = M sont donnés dans [Krol], [Kro2] et

[Biq].

Proposition 1.2.14 Si G€ posséde une décomposition polaire de la forme G =
exp(ig).G, alors, pour tout x € p=1(£), on a :

GCaxnpu (&) =G

O Preuve de la proposition 1.2.14 :
Supposons qu'il existe g € G© tel que g.x € p~1(¢). Comme p~1(€) est G-
invariant et que G¢ = expig.G, il suffit de considérer le cas oul ¢ = expia ,

17



F1G. 1.1 — L'orbite de x sous G intersecte la surface de niveau selon G.x

a € g. Considérons la fonction A : R — R définie par h(t) = p((expita).x)(a).
On a h(0) = h(1) = &(a). D’apres le théoreme de Rolle, il existe tg €]0, 1] tel
que :

0= 1 (to) = dyp(ia.y)(a) = —wy(iny, a.y) = [ay|?,
ou y = exp(itpa).z. Ainsi a.y = 0 et exp(iaR) fixe y, donc également z. On en
déduit que exp(iaR).z N pu~1(€) = {x}. 0
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Dans toute la suite on supposera que GE posséde une décomposition polaire.

Proposition 1.2.15 Si G agit librement sur p~*(¢), alors G agit librement
sur M?*.

O Preuve de la proposition 1.2.15 :
Soient x € u=1(£), u € G et a € g tels que exp(ia)u.z = x. Comme :

exp(iaR). (uz) N i~ (€) = {ua},

on a ux = x, et u = e. De plus, d’apres la démonstration de la proposition 1.2.14,
la condition exp(ia).z = z implique que exp(iaR) stabilise z, d’olt a.z = 0 et
a=0. o

Proposition 1.2.16 Si G agit librement sur p=1(€), pour tout y de M?, il
existe un unique élément g(y) de expig tel que g(y).y appartienne a p='(€).
L’application g : M® — expig est lisse et permet de définir une projection lisse
q de la surface stable M? sur la surface de niveau p=1(&) par :

a(y) = 9(y)-y.
De plus, si € est Ad"G-invariante, la projection q est G-équivariante.

O Preuve de la proposition 1.2.16 :

. Soit y € M? et a, b € g tels que expia.y et expib.y appartiennent & p~1(€).
D’apres la proposition 1.2.14, il existe u € G tel que expia.y = wuexpib.y.
D’apres la proposition 1.2.15, G® agit librement sur M*. On en déduit que
expia = uexptb. Par unicité de la décomposition polaire, il en découle que
expia = expib et u = Id, d’ou la définition de g et q.

. Montrons que 'application :

g : M® — expig
y = g)

est lisse. Puisque G agit de maniere différentiable sur M?, on en déduira que
q est lisse également. Considérons I'application suivante :

¢ : expigx M* — M
(expia,y) ~— expia-y,
qui envoie expig X M?® sur M*. (Rappelons que exp ig hérite d’une structure de
variété banachique de son identification avec I’espace homogene G¢/G.) Nous

allons montrer que ¢ est transverse & u~1(&) (voir paragraphes 5.11.6 et 5.11.7 de
[Bou3] pour une definition de cette notion), il en découlera que le sous-ensemble

o (W) ={ ),y ,y e M}

est une variété lisse de expig x M?. La différentiabilité de I'application g sera
alors conséquence de la différentiabilité de la projection p; : expig x M* —
exp ig sur le premier facteur. La différentielle de ¢ au point (expia, y) de exp ig x

M? est :
(dD) (exp iay) ((Rexpia), (1b), Z)) :=ib - (expia - y) & (expia), (Z).
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Remarquons que, pour tout élément (expia,y) de ¢~ (/fl(f)), on a :
(d¢)(expiu7y) (0 x TyM?) = T,M?

ol x := expia -y, ainsi (d¢)(expia7y) est surjective. Il reste a montrer que le
sous-espace

() expiay) (Te(n7(£))

admet un supplementaire fermé. Pour cela, notons que I’espace tangent T, M?*
est isomorphe a

(exp(—ia))s (Tn (17'())) ® (exp(—ia))s (ig - z).
Ainsi I'espace tangent
Texpia,y) (expig x M?®) = Texpia (expig) x T, M?*
est isomorphe & g x T, (/fl(f)) X g grace a I'isomorphisme j suivant :

7 oaxTy (M_l(‘f)) xg — Texpia(expig) x TyM?®
(b, W, ) — ((Rexpm)* (ib) , (exp(—ia))s (W) + (exp(—ia)), (ic - z)) )

L’élément j(b, W,c¢) appartient & (d¢))(;)1{pm7y) des que b - x + W +ic-x €
T, (;Fl(g)). Puisque G agit librement sur M, on en déduit que le sous-espace

(d9) texp 10,y (T (171(6))
est
{2(6,W,=b) , beg,WeT, (') }-
Par conséquent,
{1(b,0,6) , beg}

est un supplémentaire topologique qui convient.
. Soit y € M?* et a € g tel que expia = g(y). La G-équivariance de p et la
G-invariance de ¢ implique :

pw(u. expia. y) = Ad"(u)(§) =&,

pour tout u appartenant & G. Comme u. expia = exp Adu(ia).u, on a :

q(u.y) = u.q(y).

|

Proposition 1.2.17 Si G agit librement et proprement sur p~*(£), alors G©
agit (librement et) proprement sur M?.

O Preuve de la proposition 1.2.17 :
D’apres la proposition 1.2.15, G€ agit librement sur M*. D’apres la proposition
1.2.5, G€ agit proprement sur M* si et seulement si le graphe C de la relation
d’équivalence définie par G est fermé dans M?* x M? est I’application canonique
C dans G€ est continue.
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. Montrons que C est fermé dans M?* x M?*. Notons C le graphe de la rela-
tion d’équivalence définie par I'action de G sur p=1(€). Soit {(Yn,Vn - Yn) tnen
une suite d’éléments de C, qui converge vers un élément (Yoos Z00) de M* x
M?. D’apres la proposition 1.2.14 et la continuité de la projection g, la suite
{(q(yn), q(vn - Yn)) }nen appartient a C et converge vers (¢(Yoo), ¢(200)). Comme
C est fermé dans p=1(€) x p=1(£), on en déduit que ¢(2o0) = Uoo - ¢(Yoo) POUr UN
Uoo dans G. AloTs Zoo = G(200) o g (Yoo ) Yoo Ainsi C est fermé dans M* x M®.

. Montrons que I’application canonique i de € dans G est continue. Soit ¢
I’application canonique de C dans G. On a :

-1

iy, z) = g(2)7 oulq(y),q(2)) o g(y),

et la continuité de ¢ est conséquence de la continuité des applications ¢, g et q.

O

v =q(y) =9()-y Surface de niveau pu~* ()

Variété stable M?

F1a. 1.2 — Il existe une projection G-équivariante q de la variété stable M?® sur
la surface de niveau pu=t(&) (proposition 1.2.16).

Théoréme 1.2.18 Soit M une variété banachique kahlérienne munie d’une
action lisse et hamiltonienne d’un groupe de Lie banachique G, agissant libre-
ment et proprement sur M en préservant la structure kdhlérienne. Supposons
que laction de G sur M s’étende en une action holomorphe d’un groupe de
Lie complere G© = G - expig. Soit & une valeur réguliere Ad*(G)-invariante de
Uapplication moment u. Si pour tout x de p=1(€&), Uorthogonal (TzG.x)J‘g de
T,G.x dans T, (u=1(€)) satisfait

M = T,Ga @ (T.Gx)" & I(T,G.x),
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alors Uespace quotient /\/IS/G(C est une variété banachique complexe isomorphe
a la variété kihlérienne lisse M/ /G = u=*(€)/G comme variété complexe. De
plus, Uexistence d’un atlas holomorphe sur M implique existence d’un atlas

holomorphe sur M*/G®, donc sur M//G.

B Preuve du théoréeme 1.2.18 :

D’apres les propositions 1.2.15 et 1.2.17, GC agit librement et proprement sur
M?. La différentiabilité de I'appliaction g et la tranche G-equivariante H de
p~(€) donnée par H, := (T,G.z)"*, permettent de définir une tranche G-
equivariante de M?, également montée H, par :

Hy = g(y);"! (Hyy)) C TyM?,
pour tout y dans M?. L’espace tangent T, M?® admet la décomposition suivante :
T,M*=H, ®T, (G y).

D’apres la proposition 1.2.6, il suit que M*/G® admet une unique structure de
variété banachique (réelle) telle que I'application quotient soit une submersion.

Puisque pour tout élément y de M?, H, est [-invariant, et puisque I’action
de G® sur M est holomorphe, pour tout y de M?, le sous-espace H, de T, M?*
est I-invariant et M®/GC hérite d'une structure de variété complexe.

De plus, puisque la structure complexe du quotient M*/G provient de la
structure complexe de M, I'injection naturelle p=1(£) — M? induit un isomor-
phisme de variétés complexes entre u~'(€)/G et M?*/GC.

Enfin, M?® étant un ouvert de M, I'existence de cartes holomorphes sur M
permet d’appliquer la proposition 1.2.6 au quotient holomorphe M?*/G®, et d’en
déduire 'existence de cartes holomorphes sur M?*/GC. |

1.2.3 Potentiel kahlérien sur le quotient

Soit (M,w,g,I) une variété kdhlérienne banachique, munie d’une action
d’un groupe de Lie banachique G, d’algebre de Lie g, préservant w, g et I et qui
s’étend en une action holomorphe d’un groupe de Lie complexe G€ d’algebre
de Lie g€ = g @ ig. Supposons qu’il existe sur M un potentiel kihlérien G-
invariant globalement défini, ¢’est-a-dire une fonction K définie sur M telle que
w = dd°K, ou l'opérateur d° est définit par d° := IdI~! et ou I agit sur les
n-formes différentielles ¢ par :

(I6)s(X1,..., Xn) = (—1)"6(IX1,...,IX,).

pour tout z de M, et tous Xq,..., X, de T, M. Alors 'action de G est hamil-
tonienne (cf Appendice ) d’application moment p définie par :

p(a)(@) = +dK,(IX°),
ou z appartient a M et a appartient a g. En outre p est G-équivariante.

Lemme 1.2.19 Si K est un potentiel kahlérien globalement défini sur (M,w, ),
alors le fibré trivial (holomorphe) L = M x C muni de la connexion de Chern
V associée au produit scalaire hermitien h sur L donné par h(o(zx),o(z)) =
e 2K og o est la section canonique o(z) = (z,1), préquantifie M au sens
ot RY =iw.
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A Preuve du lemme 1.2.19 :
Etant donnée une section holomorphe o, l'expression de la courbure de la
connexion de Chern est donnée par :

1
RY = dec log h(o, o),

(cf appendice). Ainsi le produit scalaire hermitien vérifie dd® log h(o,0) = —2w =
—2dd°K c’est-a-dire logh = —2K + ¢, ou ¢ est un élément du noyau de dd® que
I'on a pris nul ici. A

Dans la suite, on se donne une valeur réguliere ¢ de l'application moment
u, telle que le quotient p~1(¢)/G posséde une structure naturelle de variété
kéhlérienne.

Le but de ce paragraphe est d’expliciter un potentiel kahlérien sur le quotient
p~1(€)/G en construisant un fibré holomorphe hermitien en droites complexes
(L, h) au dessus de =1 (€)/G & partir du fibré (L, h), qui préquantifie = (¢)/G.
Le lemme précedent établit le lien entre un produit scalaire hermitien sur un
fibré trivial et un potentiel globalement défini. Si le pull-back du fibré quantifiant
(L, h) sur la variété stable M?* est un fibré hermitien trivial, alors le pull-back
du produit scalaire hermitien h permet d’écrire un potentiel globalement défini

sur M?.

L’idée de la quantification induite est de définir le fibré sur le quotient
comme ’ensemble des classes d’équivalence du fibré initial restreint a la surface
de niveau sous une action adéquate du groupe G. Pour définir une connexion
sur le quotient p~1(¢)/G, on a besoin d’une connexion auxiliaire sur le fibré
7w pm () — pi(€)/G afin de pouvoir relever un champ de vecteurs tangents
au quotient en un champ de vecteurs tangents a la surface de niveau. La dis-
tribution horizontale H,, € M, utilisée pour définir la structure de variété
de u~1(€)/G fournit une telle connexion, que I’on notera V. La dérivée cova-
riante par rapport a un vecteur tangent X d’une section du fibré sur le quotient
sera alors définie comme la dérivée covariante de la section G-invariante corres-
pondante par rapport au relevement horizontal de X. Le point important dans
cette construction est que ’action du groupe sur ’espace total du fibré initial
est dictée par le covecteur choisi pour définir la surface de niveau.

On pourrait en effet penser que 'action de G sur le fibré trivial L = M x C
donnée par :

g.(sc, ZI) = (g.z, Zg.x),

convient. Pour cette action, la dérivée par rapport a un vecteur vertical X% a €
g, d’'une section G-invariante o est :

Vxeo = 0xalogh(o,o)o
= —QaXnK(ZE).O'
= —(dK,(X®) + idK,(IX%)).0
= —iu%(x).o.
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g

Vxaog = —iu®(x).09

bbb

g0

]

Fi1G. 1.3 — La section canonique oy posséde une dérivée covariante non nulle sur
la surface de niveau & # 0.

Si 'on essaie d’expliciter la courbure de la connexion obtenue par le procédé
précédemment décrit, on obtient :

RYyé =VgVyo—VyVgo— Viyi©

_pv I v

= RX)?a:i— V[X’Y]a V[X,Y]a

=iw(X,Y)o + V[X,f’]f[j(jf]o
= iwred(X,Y)o + Vxao ( pour un a € g)
= Wwred(X,Y)o —ipo.

L’action de G sur le fibré total précédente permet de quantifier le quotient dans
le cas ou la surface de niveau est 'image réciproque de 0 par p. Si ce n’est pas
le cas, il faut adapter ’action du groupe G pour que la dérivée covariante d’une
section G-invariante au-dessus de la surface de niveau p=1(£) soit nulle. L’action
de g sur I'(L) adéquate est :

Vo € T'(L),Va € g,
a.0 = —Vxao —ip'oc +i&(a).o.

Elle correspond a I'action de I'algebre de Lie sur I'espace total du fibré donnée
par 'application qui a un élément a € g associe le champ de vecteurs X® sur L
dont la valeur en un point ¢ € L au dessus de z € M est :

X*(¢) = X*(0) +ip*(2).T(¢) — i&(a).T(C),

ot X %(¢) est le relevement horizontal en ¢ de X pour la connexion triviale et
T est le champ de vecteur vertical donné par T'(¢) = ¢.

Cependant cette action ne s’integre pas toujours en une action du groupe
G. La condition d’intégrabilité est que 'application a — &(a) soit (a i pres) la
dérivée d’un caractere de G. Supposons que tel est le cas, et notons x ’homo-
morphisme de G dans S! tel que la différentielle dy(e) en I’élément neutre e de
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G soit —i¢. L’homomorphisme x s’étend en un homomorphisme de groupe de
GC dans C*, noté également y. L’action correspondante de G et GC sur L est
donnée par :

9-(x, 20) = (9.7, x(9) " -2a), (1.1)

ce qui permet d’obtenir une action sur I'(L) par :

(g.0)(x) :=g(o(g~".x)),

ot 0 € T'(L), g € G®, et x € M. Dans le cas ot i¢ est la différentielle d'un
caractere x, on a la définition suivante :

Définition 1.2.20 On définit le fibré en droites complexes L de base u~1(€)/G
en restreignant le fibré trivial L a la sous-variété réelle pu~L(€) et en quotientant
par l'action de G donnée par 1.1. La fibre de L au-dessus d’un élément [z] €

pH(E) est )
L([z]) = (=, z2)],

ol (2,2:) ~ (g.2,x(9)  2). Les sections de L s'identifient aux sections G-
invariantes de Lj,—1(¢) :

I(L) = D(L)S,

c’est-a-dire aux sections o(z) = (2, z,;) du fibré trivial I'(L|,-1(¢)) vérifiant :

zg.e = X(9) " %a-

Le potentiel K étant G-invariant, il en est de méme du produit scalaire
hermitien h, qui permet donc de définir un produit scalaire hermitien sur le
quotient :

Définition 1.2.21 On définit un produit scalaire hermitien h sur L par :
fz(&l, (3'2) = h(O’l, 0'2),
ol 03,4 = 1,2 est la section G-invariante de L,-1(¢) relevant &;.

De plus on a la proposition-définition suivante :

Proposition 1.2.22 Etant donnée une section G-invariante o du fibré Lj,—1(¢)

définissant un élément 6 € T(L), et un champ de vecteurs X sur p1(€)/G dont
le relévement horizontal par rapport a la connezxion G-invariante V est noté X,
lidentité :

ﬁxﬁ = V)*(U,

définit une conmexion sur L, respectant h, et indépendante de la connexion G-
nvariante V.

O Preuve de la proposition 1.2.22 :
On a bien : @Xﬁ =V h =0, car V préserve h. Soit )~(1 le relevement de X par
rapport & une autre connexion G-invariante. On a : X1 =X+ X% aveca € g.
Si o est G-invariante, alors :

Vxeo =—a.0 —ipo +i&(a).c =0,
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de sorte que Vgo = Vy o. Vérifions que pour toute section G-invariante o
I’élément V ;o est bien G-invariant. Pour tout a € g on a :

a.Vgo =-Vx«Vgo—iu*Vgo+i{(a)Vio
= —V;(VXaa— V[X“,X]U_ RX“,XU
= —iw(X* X)o = 0.

d

Proposition 1.2.23 Le fibré hermitien en droites complexes (L, h, V) préquantifie
p=L(€)/G au sens ot RY = iwyeq.

O Preuve de la proposition 1.2.23 : R
Pour tous X et Y champs de vecteurs sur p~1(£)/G, et toute section & de L
définissant une section G-invariante o de Lj,-1(¢), on a :

RYy6 =VgVyo—VyVgo— Vo
= iw(X,Y)o+V, . =3

[X,Y]-[X,Y]
= iwred(X,Y)o,

e~

car [X, f/] — [X,Y] est un élément tangent & lorbite de G et, pour tout a € g,
I'identité
a.0 =—-Vxao —ipc+ié(a).c =0

implique que la dérivée covariante de o par rapport a tout vecteur vertical est
nulle. O

Corollaire 1.2.24 Le fibré en droite complexe hermitien (i,iz) est formelle-
ment intégrable et la connexion V est la connexion de Chern.

0O Preuve du corollaire 1.2.24 :
La courbure de L étant de type (1, 1), le fibré est formellement intégrable pour la

structure complexe définie par Popérateur & := V°1. De plus, V est C-linéaire
et préserve h. C’est donc la connexion de Chern associée. O

Il s’agit maintenant de ramener le fibré quantifiant (L, h) défini sur p=1(€)
sur la variété stable M?®. Rappelons que l'on a une submersion holomorphe :

p: M — (/G

et une projection :

ainsi qu’une application :
g : M® —expig
telle que pour tout x de M?, g(z).x = q(z).
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Proposition 1.2.25 La 2-forme p*wreq est la courbure de la connexion de

Chern du fibré (Ljpqs,h), ot h est défini par :
h(¢,¢) = hlg(@)-¢, g()-Q).
pour tout x de M? et tout ¢ de la fibre L, au-dessus de x.

O Preuve de la proposition 1.2.25 : .
Puisque dp est C-linéaire, le pull-back par p de la connexion de Chern de h est

la connexion de Chern de p*i/ pour p*h. Ainsi R?"V = ip*wyeq. De plus, la fibre
en r € M? du fibré p*L est :

(p*i>ﬂﬁ = (zaip(z)> = (:L', [Lq(m)])a

et I'élément ¢(z) dans la classe [g(x)] étant naturellement distingué, la fibre
(7, [Lq(z)]) s'identifie & la fibre (2, Ly()). On construit ainsi un isomorphisme
de fibrés complexes :

D Ljpgs — p*li

On a clairement : ®*h = h. Soit V la connexion de Chern du fibré (trivial)
holomorphe hermitien (Ljaqs, h). La courbure associée est :

RV =3"1oR"V o0,
Le fibré étant un fibré en droites, il vient alors :

RY = RPY = ip*wyeq.

Théoréme 1.2.26 La 2-forme p*wyeq sur M?® vérifie :
p*wred = ddcka

ot pour tout v € M?,

R(z) = K(g(x).a) + 3 log [x(o(x)l”

B Preuve du théoréme 1.2.26 : -
La courbure de la connexion de Chern du fibré hermitien (Ljrs,h) est donnée
par :

1 _
R = —dd°logh(o,0),
21

ou o est la section canonique. De plus :

h(o,0) = h(g(x).0,9(x).0) = x(9(z))|~*h(0, ).
Ainsi :

Pwred(z) = —zddlog|x(g(x))|"*h(0, 0)

= dd°K (g(x).x) + 5 dd°log |x(g(z))[*.
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1.2.4 Exemple de la variété des p-plans (p < +00)

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et Gr-() ’ensemble des sous-
espaces vectoriels de dimension p de H. L’espace Gr(®) est naturellement muni
d’une structure de variété fortement kihlérienne (cf Appendice A), les expres-
sions de la métrique g, de la structure complexe I et de la forme symplectique
w en lespace tangent en un point P € Gr®) identifié¢ & L(P, P') étant :

gor(X,Y) =R Tr (X*Y)
IX =:iX
wer(X,Y) = =8 Tr (X*Y),

pour tous X, Y de L(P, P*). De plus l'injection de Pliicker définie par :

i, : Gr® — P(APH)
W =vect{wi,wa,...,wp} +— [wi Awa A+ Awp

est un plongement holomorphe. Soit M ’espace de Hilbert L(CP, H) muni de
son produit scalaire (,) :

(X,Y) = Tr (X*Y),

vu comme variété fortement k&hlérienne avec pour métrique g := R(,) et forme
symplectique w = —S(,). M possede un potentiel kidhlérien K globalement
défini dont la valeur en un point x € M est :

Le groupe unitaire de C?, U(p), agit sur M par :

g.xr==xo gil7
o g € U(p) et © € M, en préservant le produit scalaire hermitien, donc la
structure kahlérienne, et le potentiel K. On en déduit que 1'action de U(p) est
hamiltonienne, d’application moment p définie par :

pt(z) = +d. K(GEX®)
= +%§R Tr (iz*za) = —13 Tr (z*za)
=+ Tr (z*za),

otz € M , et a € u(p). Pour tout k € RT™, le covecteur & :=+%k Tr est une
valeur réguliere de l'application moment. Par compacité de U(p), Paction de
U(p) sur M est propre et espace quotient u=1(&)/U(p) est séparé. De plus,
puisque la métrique g réalise un isomorphisme entre M et son dual continu,
'espace tangent & I'orbite en un point x € p=1(&;), noté T, U(p).x, vérifie :

T.U(p).x ® (T,U(p).x)" = M.
En tout point z € pu~!(&) lorthogonal dans p=!(&) de l'espace tangent &

Porbite de x fournit donc une tranche U(p)-équivariante et permet de définir
une structure de variété kihlérienne (g, I, w) sur p=(&)/U(p).
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La variété stable M?® est I’ensemble des applications injectives de CP dans
H. Pour y € M?, g(y) est I’élément auto-adjoint de Gl(p) vérifiant :

(yg(y) ") *ygly) ™" = kid,

ie. g(y) = ﬁ(y*y)% L’application :

p i p @)U — G

[x] — Imax
est un difféomorphisme holomorphe tel que :
g(X,Y) = kgar(ps(X), pu(Y)),
W(X,Y) = Fuge(pe (X), pu(Y)).
pour tous X,Y € T,u= (&) /U(p).

Lorsque & € Z, 'élément —i&, = & Tr (.) de w/(p) est la différentielle du
caractere Xk de U(p) donné par Xk (9) = (det g)g. Si 7 désigne la projection de

(
M? sur M?®/Gl(p), alors T*w vérifie : 7*w = dd°K}, p, avec :

Kiply) = Llog|(detg(y))s|* = %gogl(detg(y))l’c
= 1 log|(det +(y*y))|* = & logdet(3y*y).

Remarquons que la structure kédhlérienne de Gr(?) est induite par celle de
I’espace projectif complexe de H via l'injection de Pliicker ip, de sorte que :

Kip(y) = K1 (ip(y)).

1.2.5 Quotient hyperkahlérien

Soient M une variété banachique munie d’une structure faiblement hy-
perkahlérienne de métrique g, de formes de Kéhler wi, wsy et ws, et de structures
complexes Iy, I, et I3, et G un groupe de Lie banachique, d’algebre de Lie g,
agissant sur M en préservant la structure hyperkahlérienne. Supposons qu’il
existe une application moment G-équivariante p; pour chacune des formes sym-
plectique, ou de maniere équivalente une application moment y : M — g’ @ R3,
avec fi = fi1 ® pz @ p3.

Proposition 1.2.27 Soit £ = (&1, &2,&3) une valeur réguliére Ad* (G)-invariante
de u. Si G agit proprement sur u=*(£) et si pour tout x € pu~1(€) lorthogonal
H, de T,G.x dans u=*(&) vérifie :

TM=T,GxdH, d L1 T,.G.x® LT,Gx®I3T,G.x,
alors p=1(€)/G est une variété hyperkihlérienne lisse.
O Preuve de la proposition 1.2.27 :
Puisque la tranche déterminée par H, est invariante par Iy, Iy et I3, 'espace

quotient p~1(£)/G possede une structure de variété hyperkihlérienne induite
par celle de M. O
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Pour chacune des structures complexes I, k = 1,2,3, on peut définir une
action ., de g sur M par : Va € g,Vx € M,

z'a.kz = Ik (CLSC)

Si g @ ig est l'algébre de Lie d’un groupe de Lie banachique complexe G,
et si pour tout k = 1,2,3, 'action . s’integre en une action Ii-holomorphe
de G® sur M, on peut définir trois variétés stables M>1, M>2, M* de M
(distinctes en général) relativement & chacune de ces actions, ainsi que trois
projections qx : M® — p=1(€) et trois applications gr : M®* — expig avec
96(Y) kY = @ ().

Théoréme 1.2.28 Si = 1(€)/G est une variété hyperkihlérienne lisse, alors
ML MB2 0 M3 sont des sous-vari€tés complexes lisses de M respectivement
pour les structures complexes I, I, et Is, et , pour k = 1,2,3, l’espace quotient
M /G est une variété I-complexe lisse isomorphe 4 la variété Ij-compleze

n(E)/G.

B Preuve du théoréme 1.2.28 :
L’espace tangent & M en un point y € M** se décompose en :

TM=T,Gy® LT,Gy® Hyydag(y);  (ILT,Gy® T,G.y),
ou Hyy= gl(y)ngql(y) est stable par I;. L’espace tangent en y & M*! est :
T M =T,Gy® LhT,Gy® Hy,

et M*1 possede une structure naturelle de sous-variété I-complexe de M, un
supplémentaire topologique de T, M?®! dans T\, M étant fourni par

91 (y); (LT,G.y @ I3T,G.y).
Remarquons que pour tout y € M et pour tout a,b € g :
dpz (11 X)(6) = ixowa (1 X®) = wa (X%, X®) = dug(X®) = 0
car u est G-invariante, et :
dps(11X°)(b) = wa (X, X®) = dp3(X*) = 0.

Ainsi Mt est contenue dans py ' (€2) Nz (€3).

De méme M?2 et M?3 sont des sous-variétés banachiques complexes de M
pour les structures complexes I et I3 respectivement, contenues respectivement
dans pi ' (&2) N pg ' (&) et pyt(62) N pg  (€s)-

Pour k = 1,2, 3, le sous-fibré Hy, de T M** définit par : Yy € M*"*,

Hi(y) == gx(y)7 "Hy, ()

est GC-équivariant pour l'action ., de G sur M*, et permet de définir une
structure de variété Iy-complexe sur le quotient M /GC. Les applications na-
turelles de u~!(¢)/G dans M** /G® induites par les inclusions de p~'(¢) dans
Mk sont des difféomorphismes Ix-holomorphes. |
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Remarque 1.2.29 Siune variété banachique hyperkahlérienne M possede deux
structures complexes I, Iy orthogonales et intégrables (au sens fort), alors
chaque structure complexe appartenant & la sphere S? déterminée par la struc-
ture hyperk&hlérienne est intégrable. En effet, puisque la variété (M, I1) possede
des changements de cartes holomorphes, elle est analytique et 'opérateur I; est
analytique réel. De méme I5 est analytique réel. On en déduit que I3 := I1 1>
est également analytique réel, ainsi que I := al; +bly +cl3 ou a? + b2 +c? = 1.
Le théoreme de Newlander-Nirenberg s’applique donc dans ce contexte.

1.2.6 Exemple de P’espace cotangent de la variété des p-
plans (p < 400)

Introduction

Dans ce paragraphe, nous montrons que l’espace cotangent de la variété
des p-plans, avec p < 400, est une variété fortement hyperkahlérienne et s’ob-
tient par quotient hyperkahlérien de 'espace plat M := L(CP, H) & L(H, CP).
La simplicité de cet exemple repose sur le fait M est une variété fortement
hyperkahlérienne, ce qui assure ’existence d’un supplémentaire topologique a
n’importe quel sous-espace fermé de M. Cet exemple sera adapté en section
1.4 pour montrer I'existence d’une structure hyperkahlérienne sur ’espace co-
tangent T*Gr..s de la grassmannienne restreinte par le biais d’un quotient
hyperkahlérien d’une variété faiblement hyperkahlérienne plate. Les difficultés
rencontrées dans ce dernier cas sont essentiellement techniques, et Iesprit de
I’exemple ci-dessous sera preserveé.

L’espace hyperkahlérien L(C?, H)® L(H,CP)

Soit H un espace de Hilbert et L(CP, H) I'espace de Hilbert des applications
linéaires de CP dans H muni du produit scalaire (,) défini par :

(X,Y) = Tr XY,

pour tous X,Y € L(CP, H). Le dual continu de L(CP, H) s’identifie & L(H,CP)
via la trace. L'espace M := L(CP, H)®L(H, C?) possede une structure naturelle
de variété fortement symplectique complexe pour la 2-forme de Liouville
définie par :
Qo) (X, X),(Y,Y) = Tr XY — Tr VX,

pour tout (z,{) de M et tous (X,X), (Y,)) de T(, M. D’autre part, M
est un espace de Hilbert sur C de sorte que M est naturellement muni d’une
métrique fortement riemannienne g et d’'une forme fortement symplectique
réelle wy définies par :

g((X,X),(Y,)) =R Tr X*Y +R Tr XY*.
wi((X,X),(Y,)) = -9 Tr XY — & Tr XY~

pour tout (z,¢) de M et tous (X,X), (Y,)) de T(, ) M. La métrique g ainsi
que les trois formes symplectiques réelles wy, wy := RQ et wg = J, munissent
M d’une structure de variété hyperkahlérienne avec pour structures complexes :

L((X,X)) = (iX,iX)

IL((X, X)) = (X7, —X7)

(X, X)) = (iX*, —iX"*).
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La variété kiahlérienne (M, g, I;) possede un potentiel kidhlérien p; globalement
défini :

1
pr((@0) =7

ou (z, () appartient & M. Le goupe unitaire G = U(p) de CP agit sur M par :

(Tr z*z+ Tr (C),

g.(z,¢) =(zog ", goQ),

pour tout g € G, et tout (z,() € M, en préservant la structure complexe I; et
le potentiel p;. On en déduit que l'action de G sur (M, g, I;) est hamiltonienne,
d’application moment :

por Mo = u(p)
(2,¢) — (a5 Tr (z"z — (C")a).

La 1-forme de Liouville 6 définie par : 6((z,¢)) = Tr {x induit sur (M, I;,Q)
une application moment complexe u& définie par :

pt s Mo = u(p) ®iu(p)
(z,{) — (ar— TrCa.x).

Le dual continu u(p)’ de u(p) s’identifiant & u(p) via la trace, on définit une
application moment g pour l'action tri-hamiltonienne de G sur (M, w1, wa,ws)
a valeurs dans u(p) ® R? par :

w: M — u(p)@Rg '
(z,¢) + (f@*z = ("), 5(a*C" = Ca), 5(Cx 4+ 27C*))

Le quotient hyperkéhlérien

Théoréme 1.2.30 Pour tout k € R*, n~((£k%d,0,0))/G est une variété lisse
fortement hyperkdhlérienne qui s’identifie naturellement o [’espace cotangent
T*Gr®) de la variété des p-plans et permet de définir une famille de structures
hyperkihlériennes sur T*Gr®) paramétrée par k* € RT*.

Lemme 1.2.31 Pour tout k € R*, ;= 1((4k%d,0,0)) est une sous-variété ba-
nachique de M, stable par G.

A Preuve du lemme 1.2.31 :

L’élément (%k?id,0,0) de u(p) ® R® étant Ad(G)-invariant et p étant G-équi-
variante, 1~ 1((£k%id, 0,0)) est stable par G. L’ensemble p~'((4k%d,0,0)) est
I'image réciproque de (0, k2 id ) par I'application :

F . M — L(CP,CP) x Sym(CP)
(‘T’C) — (CZC,ZC*.’L'—gC*),

ot Sym(CP) désigne les opérateurs hermitiens de CP, dont la différentielle est
donnée par :

d(m,()f : T(m,g)./\/l h— L((Cp,(Cp) X Syml((Cp)
(Z,T) — ((Z+Tx,x*Z+ Z*x—(T*—T¢").
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Montrons qu’en tout point (z,¢) de F~1((0,%?% id )), la différentielle d(z,c)F est
surjective. On décompose CP en :

C” =Tm(¢)" @ Im(().

Puisque z*x = k? id + (C*, x est injectif et réalise une bijection sur son image.
De plus, ¢z = 0 implique que Imz C Ker . On introduit la décomposition de
H en:

H= Ker ()t ® Ker ()N Im 2z~ @ Im Tyt @ Im Ty (g)-

Relativement a ces décompositions de CP et H en somme directe de sous-espaces
vectoriels fermés, x, (, Z et T s’écrivent :

0 0 0 Ci2 VATRRVAY! T

B 0 0 . [0 o0 | Zar Za «_ | Im
T oz 0 ¢ = 0 O Z= Z31  Z32 = T3
0 x4 0 O Za1 Zao Ty

ou 31 et x40 sont des isomorphismes et (12 est injectif. Ainsi relativement a la
décomposition de C? en Im(g“)J‘ @ Im(¢), ¢(Z + Tz a pour expression :

T31231 Tyixa2 )

Z+Tx =
¢ v < G2Z11 + T32x31  Ci12Z12 + Tagwas
et x*Z + Z*x — (T* —T(* a pour expression :

31231 + Z5, %31 T35 Z32 + Z3 %42 — T11(To
Tpola1 + Zioxar — Cu2dTy  TioZaos + Zjomas — Th2(ls — Ci12175

Soit (U,V) € L(CP,CP) x Sym(CP) dont les décompositions relativement & la
somme directe C? = Im(¢)" @ Im(¢) sont :

Ui Upe Viin Vio
( Ua1 Uz ) ( Vo1 Vaa )

Un antécédent de (U, V') est fourni par le couple (Z,T') suivant :

0 0 0 0

7 0 0 T 0 0
= 1,.—1x 1 . —1x = —lsyrx — 17
?xsll Vi ?95311 Vig 95311 Uty 95311 U3
—1x% —1x% —Llxyr* —Lkyrx
3%y Vo 5%y Voo Ty Ufy @y Uy

Ainsi d, ¢)pu(X, X) est surjective. De plus, g étant une métrique fortement rie-
mannienne sur M, le noyau de la différentielle possede un supplémentaire to-
pologique. A

Lemme 1.2.32 Pour tout k € R*, p=' ((4k?d,0,0)) /G posséde une structure
de variété fortement hyperkdahlérienne.

A Preuve du lemme 1.2.32 : _
Le groupe G étant compact, espace quotient p~' ((£4%d,0,0)) /G est séparé.
De plus, en tout point (z,¢) de p~'((£k?d,0,0)), Iorthogonal H, de

T2,0)G(7,¢) © [1T(3,0)G (2, () ® LT (5,0)G.(2,¢) © I3T(1,0)G (7, ()

fournit une tranche G-équivariante, stable par Iy, I3, I3 et permet de définir
une structure de variété fortement hyperkihlérienne sur p~*(44%d,0,0)/G. A
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Lemme 1.2.33 La variété stable M?®' associée a la structure complexe Iy est
lensemble des couples (x,() de M tels que x est injectif et {(x) = 0. L’applica-
tion g M — 1= (€) est donnée par q((z,C)) = gia.c)-(z,C) o -

N

_1 T 4*;**;%*,;%
gl = | )+ @) (1d+@<z D x>z> (w2t )

A Preuve du lemme 1.2.33 :
Notons temporairement :

A={(z,X)eM t.q. {(z)=0 etz injectif }.

. Montrons tout d’abord que M?* C A : .
Soient (z,() € M*t et g € G tel que g.(z,¢) € p~'(4k%d,0,0). On a :

golxog t=0,
ce qui implique que ((x) = 0. Soit g = wu.|g| la décomposition polaire de g.
L’égalité :
(wog ) (zog ) —(9o()(goQ)* = K Idu.,
se réduit a :
9|~ 2t xlg| ™t — |gl¢CFlgl = kP Idp, -
Ainsi |g| "tz z|g|™! = k*Idp, + |g|¢(*|g| est un opérateur hermitien défini po-
sitif, et il en est de méme de z*z. On en déduit que = est injectif.

. Montrons que A C Mt :
Soit (x,X) € A. Montrons qu'il existe un opérateur hermitien défini positif

9(z,x) tel que :
—1 * —1 o * . kQId
9z, x)T T9(2,X) 9(2,x)6C G(a,x) = Hy-
L’opérateur z étant injectif, x*x est défini positif et sa racine carrée (m*:z:)% est
un opérateur inversible de H; dans H. Il suffit donc de trouver un opérateur
. o 1
défini positif v := (z*z)ig(ml,x) tel que :

1

7*7 o ’yil(SC*SC)%CC*(ZE*Z')E’Yil* — kQIdH+
& (1) = k(") = (2" 2) 7" (a"2)2 = 0
On en déduit une unique solution définie positive :
2

1
k 4 * 5 * [,k 5 2
W= <IdH+ + (IdH+ +oa 2)2¢C 50)5) )

Ainsi :

N[

_ * \—1 0k
Yax) = (@ 2) 2y (a"2)

est auto-adjoint défini positif et sa racine carrée convient. De plus, I’équation
¢z = 0 étant invariante sous GC, on obtient bien un élément de M*. A
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Lemme 1.2.34 L’application :

UooMR s TG
(2,¢) +— (Imz,gzzo(),
est une submersion holomorphe, dont les fibres sont les orbites sous le groupe

complezifié G© = Gl(p).

A Preuve du lemme 1.2.34 :
. Puisque pour tout (x,({) appartenant & M*1, x est injectif, Im x définit un

espace de dimension p de H. De plus la condition {(z) = 0 implique que
& = k—lzx o ¢ vérifie §| 1y , = 0, donc peut étre considéré comme élément de
L((Tm z)*, Tm z) = 7%, ,Gr®.

. U est surjective, un antécédent de (P, V) € T*Gr®) est donné par le couple
(x, \k/—%z*l o V), ot & est un isomorphisme de CP dans P.

. Montrons que deux éléments (z1, (1) et (x2,(2) de M5! ont la méme image
par ¥ si et seulement si ils appartiennent & la méme orbite sous G€. On a :

Imz; = Imas S as=x,0g "
avec g~ € GC, d’on :
Te0( =x10(1 =T20g0(1,

ce qui équivaut a : (o = g o (3 car o est injectif.

. Exprimons la différentielle de ¥ en (z,¢). Soient P = Imx, Up C Gr®)
I'ouvert formé des éléments P’ € Gr® tels que la projection orthogonale de P’
sur P soit un isomorphisme et ¢p Papplication carte de Up dans L(P, P1) qui
& P’ associe 'unique application U € L(P, P*) dont P’ est le graphe. Soient :

(Z, T) S T(LOMSI

et
(z(t),¢(1) € C'(J — e e[, M)
telle que :
(2(0),¢(0)) = (z,¢)
et
i(0) = Z et {(0) =T.
Posons :
pp o W((x(t), (1) = (U), V(1))

Comme

Im z(t) = Im (Id +U(¢))
et U(0) = 0, il existe g(t) € C'(] — ¢, €[, GF) tel que :
z(t)ogt) ' = Id +U(t) et 2(0)0og(0)~' = Id .

En décomposant H selon P @ PL, on a : g(t) = prp o z(t), ot prp désigne la
projection orthogonale sur P. Ainsi U(t) = prp.a(t) o (prpox(t))~! et :

d

%H:OU(t) =prprZoz(0)7 .
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De plus : V(t) = gzprp o x(t) o {(t)pr et :

4
dt |t=0

V(t) = %(prp(Z) o(+xzoToprp.).
Ainsi :

dopod¥ i, o((Z,T)) = (prpLoZoa™!, %(prp(Z) ol+xzoToprpL)).
On a bien :

d¢p o dq](%ﬁ) (Il (Z, T)) = idgﬁp o d\IJ(m,O((Z, T))

ce qui prouve que ¥ est holomorphe. De plus, d¢p o d¥, x) est surjective, un
antécédent de (U, V) € L(P, P+) x L(P+, P) étant donné par : (Uoz, k*xz~1V).
A

Lemme 1.2.35 L’espace quotient M*®1 /GC est difféomorphe a 'espace cotan-
gent T*Gr®) de la grassmannienne des p-plans de H via Uapplication :

d: M/GE — T*Gr®
[(z,Q)] = (Ima,ro]),

A Preuve du lemme 1.2.35 :
Simple corollaire du lemme 1.2.34. A

B Preuve du théoreme 1.2.30 :
Le théoreme 1.2.30 est maintenant une simple conséquence des lemmes 1.2.32 a
1.2.34. |

Remarque 1.2.36 En particulier, pour p = 1, on obtient une structure hy-

perkéhlérienne sur I’espace cotangent de ’espace projectif d’un espace de Hilbert
complexe.
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1.3 La Grassmannienne restreinte comme quo-
tient kahlérien

1.3.1 Introduction

La grassmannienne restreinte Gr,..s(H) d’un espace de Hilbert polarisé H =
H, & H_, ou H; et H_ sont deux sous-espaces vectoriels fermés de dimension
infinie de H en somme directe orthogonale, étudiée par A. Pressley et G. Segal
dans [PS], et par T. Wurzbacher dans [Wurl] est définie comme suit :

Grres(H) ={W s.ev.ferméde H t.q.
pry W — Hy € Fred(W,Hy)
pr— W — H_eL*(W,H.)}

ou pry est la projection orthogonale sur Hy, Fred(W, H;) désigne 'ensemble
des opérateurs de Fredholm de W dans H, et L?(W, H_) '’ensemble des opérateurs
de Hilbert-Schmidt de W dans H_. C’est une variété hilbertienne (cf Annexe
A) et un espace homogene sous le groupe unitaire restreint :

U U_

Upes = { ( U+ U+ ) cUH)| U_,€l*H_,H,),U,_€L*H. H) }
+7 -

le stabilisateur de H, étant U(Hy) X U(H_). Gres posséde une structure de

variété fortement k&hlérienne invariante sous I’action du groupe U,..s. L’expres-

sion en l'espace tangent en H identifié & L?(H,, H_) de la métrique gg,., de

la structure complexe I, et de la forme symplectique wg;- est :

g (X, Y) =R Tr X*Y
I, Y =iY
wer(X,Y) = gg, (X,iY) = -3 Tr X*Y.

ot X et Y appartiennent & L?(H,, H_) = T, Grres. Les composantes connexes
de Grpes sont indexées par 'indice de Fredholm de la projection orthogonale
sur H, . Le but de cette section est de montrer le théoreme suivant ot L(H, )
désigne I'ensemble des opérateurs a trace de H :

Théoreme 1.3.1 La composante connexe GTEeS(H) de Gryes contenant H
s’obtient comme quotient kdahlérien a partir de [’espace banachique affine pa-
ramétré par k € R* :

Mk:{ IEGB(H+,H) | p7"+OIL'*l€.IdH+ ELl(H+)
pT,O:CEL2(H+,H,) }7

via [’action hamiltonienne du groupe de Lie banachique :
G=UH)N{ Idu, + L*'(Hy) }.

La partie symplectique de ce résultat a été montrée indépendamment par T.
Wurzbacher et exposé en particulier dans [Wur2]. L’organisation de cette section
est la suivante. Dans le paragraphe 1.3.2, nous définissons les groupes et actions
de groupes intervenants, en particulier le groupe U/ 2 dont l'action transitive
sur le surface de niveau simplifie considérablement la démonstration. Dans le
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paragraphe 1.3.3, nous vérifions que les conditions techniques nécessaires a ce
que lespace quotient possede une structure de variété fortement kahlérienne.
Dans le paragraphe 1.3.4, nous définissons la notion de bases de Schauder, et
utilisons la variété stable associé a la surface de niveau pour identifier ’espace
quotient a la grassmannienne restreinte. Dans 1.3.5, nous explicitons les tra-
jectoires du systeme dynamique défini par la norme de I’application moment,
ce qui nous permet d’identifier la projection de la variété stable sur la surface
de niveau a la limite du flot de ce champ de vecteurs. Enfin dans 1.3.6, nous
explicitons le potentiel kdhlérien obtenu par la théorie de préquantification de
Kostant-Souriau.

1.3.2 Actions de groupes

Le groupe banachique produit U(H) x U(H,) agit naturellement sur l'en-
semble des opérateurs bornés B(H,, H) par :

U(H) xU(H,)) x B(H. H) — B(Hy H)

(o, v), x) — UozoV™l
On notera U2, la composante connexe de I'identité de U,..s, caractérisée par la
propriété que l'indice de 'opérateur de Fredholm U, est nul.

Proposition 1.3.2 Le plus grand sous-groupe de U(H) x U(H ) laissant stable
le sous-ensemble My, C B(Hy, H) est :
Eu={UV)eUH)xUH) | Uel

res)

Up-VeL'(Hy)}.

O Preuve de la proposition 1.3.2 :
k.Id

.Soit:ck< 0 >€Mk

Pour (U, V) e U(H) x U(H;) avec : U = ( Ur U—st ),ona:

U, U
U, vt
(U, V).xy = k. ( U++_V,1 ) .

Ainsi (U, V) envoie x, € My, sur un élément de My, ssi :
UV~ eldy, + L' (Hy)

et
U, V™ le L*(Hy Ho).

La premiere condition implique en particulier :

Uy € Fred(Hy),

et est équivalente a :
Uy -V e LY(H,).

La seconde équivaut a :
Uy € L*(Hy,Ho).
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Comme U est unitaire, on a :
UlU_y+U;_U_=0.

L’ensemble des opérateurs de Fredholm étant stable par la prise de ’adjoint,
Ui € Fred(Hy). De plus, tout opérateur de Fredholm étant inversible modulo
des opérateurs de rangs finis, il existe C € B(Hy) tel que CUY — Idy, = F
soit de rang fini. On en déduit que :

U =—-FU_y-U; U_
est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Les équations :

UU*=Idg. —Uy Ul _
et :

UrU_ =1Idy_ —U* U_,

expriment alors le fait que U_ est inversible modulo des opérateurs de Hilbert-
Schmidt, c’est-a-dire que U_ € Fred(H-). Ainsi U € U,.s. De plus,

nd(Us) =ind(V) =0

car V est inversible, donc U € U?, . On vérifie aisément que ces conditions suf-

fisent pour que tout élément de My, soit envoyé sur un élément de M.

. Il reste a vérifier que la condition imposée définit bien un groupe. Si le
couple (U,V) € U(H) x U(H ) vérifie Uy —V =T € L'(H,), alors le couple
(U1, V1) vérifie :

(U Ny =V I=U")y -V*"=U; —V*=T"€ L'(Hy),
d’o1 la stabilité par inverse. De plus, étant donnés (U, V), (U, V') € &, avec :
Up—V=Tet U -V =T
ou T,T' € L*(Hy), il vient :
o)y -vv =U0UL+U_ U, _-VV'
=(V+T)(V'+T)+U_4U,_—-VV'e L' (Hy).

O

Remarque 1.3.3 L’action de &, sur My, se restreint en une action libre du

groupe G = U(Hy)N{ Idy, + L*'(H)}, qui apparait comme un sous groupe
de &y via l'injection canonique :

et on a la suite exacte :

1-G—& —U°. —1.

res
La restriction de I'action de &, sur My au premier facteur fait naturellement

apparaitre le sous-groupe U o de U2, suivant :

ul,gz{ U= ( UUi UU—j ) eUl, | Uyeldy, +LYHs) }
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1.3.3 Le quotient kahlérien

L’espace affine M, est naturellement munie de la structure faiblement kéhlérienne
(g, I,w) plate suivante :

g (X, Y) =R Tr X*Y
L(Y)=1iY
we(X,Y) = g, (iX,Y) =S Tr X*Y

pour tout x € My, et tous X,Y € T, M.

Proposition 1.3.4 L’action de G sur My, donnée par :

gr=xzog !,

oux € My et g € G, est hamiltonnienne relativement a la structure symplec-
tique w, d’application moment G-équivariante :

poo My — g
x — (a5 Tra*za),

ot g’ est le dual continu de l'algébre de Lie g = {a € L*(H,) t.q. a* = —a} de
G. De plus, p est invariante sous l’action du groupe Ui 2.

O Preuve de la proposition 1.3.4 :

. Remarquons d’abord que I'application moment x4 est bien définie sur My,
car x*x appartient a l’ensemble des opérateurs bornés de H; dans H,, noté
B(H,), et a appartient & L'(H,). Elle est C> car lapplication de M) dans
B(H,) associant a x I'élément z*z est C™ et :

I Tr (Al = [|All,vA € B(H).

. L’action infinitésimale de I’algebre de Lie g est donnée, pour tout x € My
et tout a € g, par:
axr=—-zxoa

De plus, pour tout x € My, et tout X € T, My,

dpg(X) = 5( Tr X*za+ Tr 2*Xa)
=5(Tr X*za+ Tr az*X) car #*X € B(Hy) et a € L'(Hy),
=5(Tr X*za— Tr (za)*X)
=-3Tr X*zoa
=0 Tr X*(a.z) = -9 Tr (a.2)*X
Ainsi :

dpg(X) = iq.ow(X)

. L’invariance sous U 2 est claire. Vérifions la G-équivariance de p. G agit
sur g’ par la représentation coadjointe est définie, pour tout g € G et tout £ € g’
par :

R

Ad*(9)€ : @
a E(Ad(g~1)(a)).

—
—
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Ainsi :

pigx) =5 Tr(zog ) (zog ta
=5 Tr gr*rg la car g € U(H)
L Tr z*zg 'ag car x*xg ta € LY(Hy)

= p Adls™D() ()
O

Proposition 1.3.5 Pour tout k € R*, la surface de niveau Ny, := ,u_l(%k:2 Tr)
est une sous-variété réelle de My, stable par G.

Lemme 1.3.6 La surface de niveau N}, s’identifie a :
{z € My| z*z =K>Idy, }.

A Preuve du lemme 1.3.6 :
La trace identifie isométriquement le dual continu (complexe) de g¢ = g @ ig =
LY(H,) a B(H,) par :

Tt : B(H.) —— L'“(H.)
A — (B~ Tr AB).

En particulier, ’ensemble des A € B(H.) tels que pour tout B € g, Tr (AB) €
R s’identifie au dual continu (réel) de g. Ainsi :

i Tr z*za =ik®> Tra Vaeg
&S gtr = l<:2.IdH+

A

Lemme 1.3.7 Le groupe de Lie U o agit transitivement sur la surface de niveau

Ni.

A Preuve du lemme 1.3.7 :

Tout élément :
T = ( T+ ) € Ny
T_

définit une famille orthogonale libre de norme |k| de H par le biais de ses vecteurs
colonnes et s’obtient & partir de :

o — k.Id
Lo
par l'action d’un élément :

71 T4 A
UE.<$_ B>eu(H),

ol ( g ) est défini par une base (hilbertienne) orthogonale de norme |k| de

Im xt. La relation d’orthogonalité entre Im x et Im x' implique en particu-
lier :
i A+2* B =0,
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ce qui, associé aux conditions z; € k. Idy, + L'(Hy) et z— € L*(Hy, H_),
implique que A € L?(H,). Ainsi U € U ». A

O Preuve de la proposition 1.3.5 :
. Montrons que 'application R-linéaire :

v My, — kK2Idg, + Sym'(H;),

T —

ott Sym'(H, ) désigne le sous-espace vectoriel réel fermé de L'(H, ) formés des
opérateurs auto-adjoints de H, est une submersion. Le fait qu’elle soit C*° est
clair, et pour tout z € N,

dye + TpyMp — Syml(H+)
X — X'z +a2*X

est surjective : quel que soit Y € Sym! (Hy), X = ﬁxY est un antécédent
de Y appartenant a T, M.

« Au point zp = < k.Id

0 >, un supplémentaire topologique de

Ker dv,, = {( ))ng ) € TszkaX—T- + X4 = O}

W:{( e ) ekaMk,Yj_‘—YJr:O}.

Gréce & l'action transitive de U; o sur Ny, on conclut qu’en tout point z = U.xy,
avec U € U2, Ker dy, = U( Ker dv,,) possede un supplémentaire topolo-
gique, & savoir U(W). O

est :

Théoréme 1.3.8 L’espace quotient Ni/G posséde une structure naturelle de
variété fortement kdahlérienne.

Notations 1.3.9 On notera n : Ny, — Ny /G, x — [z] la projection naturelle.

B Preuve du théoréeme 1.3.8 :

. Montrons que G agit proprement sur Nj. D’aprés la proposition 1.2.5,
puisque G agit librement sur N, il suffit de montrer que le graphe C C Ny x
Ny de la relation d’équivalence définie par G est fermé dans N, x N} et que
Papplication f de C dans G qui au couple (z,y) associe I'unique élément g € G
tel que y = x o g~ !, est continue. Soit {(2,,¥yn)}nen une suite d’élements de
C convergeant vers (Teo,Yoo) € Nk X Ni et {gn}nen la suite d’éléments de G
définie par y, = z, o g, *. Puisque x,, vérifie 272, = k*> Id , on a :

_ 1 _ 1
gnl = ﬁz;zngnl = ﬁz;yn

Par continuité du produit, on en déduit que {gy, }nen converge vers g, vérifiant
gt = k—lzx;‘oyoo En utilisant les conditions d’appartenance a My, de o et Yoo,
on montre facilement que % yoo € k*Idg, + L*(Hy). De plus, I'ensemble des
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éléments unitaires formant un fermé de B(H.), 'élément x5 y.. appartient a G.
Ainsi C est fermé et f : (z,y) — (7z2*y) ! est continue (méme différentiable).
On en déduit que Pespace quotient Ny /G est séparé. En particulier, I'orbite d’un
point x € N}, est fermée et I’espace tangent T, G.z est un sous-espace vectoriel
fermé de T, M.

. La structure de variété riemannienne de Ny /G provient du fait que I’espace
tangent & l'orbite de z possede un supplémentaire topologique dans TN, &
savoir :

Y.
Hm _ Y = ( Yi_ ) aY"r € Ll(H"r)a
Y. € LX(Hy Ho),Y*z + Y = 0,Y*z =0
:TzG.:cJ‘g.

qui fournit une tranche G-équivariante (en fait constante), i.e. vérifiant :
H,y-1=H, VL
Les projections associées a la décomposition en somme directe explicitées par :

p1: TNy — T,Gx
Y — k%zx*Y
p2 TxNk — H:n
Y — Yfk%z:c*Y

sont des application linéaires continues de L'(H,) x L?(H,,H_) et G-équi-
variantes.

. De plus, G préservant la métrique g, on peut définir une métrique rieman-
nienne gg.q sur Ny /G par :

Sredfz] * ToNe/G X TgNk/G — R
(X,Y) —  g.(X,Y),

ott X (resp. Y) est défini comme P'unique élément de H, qui se projette sur X
(resp. sur Y'), appelé relevement horizontal de X (resp. de Y).

Pour montrer que g,  identifie Ti; Ny /G & (11, Ny /G)' et définit ainsi une
métrique fortement riemannienne, il suffit de considérer 'espace tangent en [z]
car laction du groupe U o est transitive et préserve g. Or en [z, 8.4 €st la
métrique standard de L?(H, H_) et réalise bien un isomorphisme entre I’espace
tangent et son dual.

. Sur la variété quotient N /G, on définit la 2-forme alternée w;..q par :

wred’[z]: T[I]Nk/GXT[I]Nk/G — R o
(X,Y) = we(X,Y),

Puisque w restreinte & la sous-variété N}, est fermée, il en est de méme de wy.eq
car win;, = T'Wred et dwjn;, = dT*Wreq = T dwreq = 0. Montrons que le noyau
de wyn, en x € N} est exactement I’espace tangent & 'orbite de z. Par 1'action
transitive de U 2 laissant w invariant, il suffit de le vérifier pour x = xj. Il
vient :

T Ny ={Y € T,,Mp, Im Tr Y*X =0, V X € T, My, | X3+ Xy =0}
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Y.
= {( J ) €Ty My | Im TrY7X, =0, VX, e L'(Hy) | XiJrXJrO}.
De plus, le sous-espace vectoriel de L*(H, ) des éléments anti-hermitiens est un
sous-espace isotrope maximal. En effet :
. 1 . . 1 x
% T‘I‘ Y+X+ = Z( T‘I‘ Y+X+ — Tr X+Y+) = Z Tr (YJF +Y+)X+

et :

ST YiX, =0 ¥ X4 € LY(H) tg. X1+ X, =0
= Tr (Y:+Y+)X+ =0 VXJr ELl(H+) t.q. Xi‘i’XJr =0
& Tr (Y7+Y)X: =0 VX, €L'(H;) (par C-linéarité de la trace )
& Yi4+Y,=0 ( car la trace identifie B(H;) et L'(Hy)")

Ainsi :

Ty N = {Y = ( 1;+ ) € Ty My, Y + Y, = o} =T, Gz

Comme ’espace tangent & Ny, en xj, est Tsz.ka” et que T, G.xp, C ka_G.sz“,
on conclut que :
Lo
To Ny NTy Ny = Ty, Gy,

Il reste & montrer que la forme symplectique w,..q réalise un isomorphisme de
TNk /G sur (T1; Ny /G)', mais ceci est clair en [23] car alors Tj,,jNi /G s’iden-
tifie & L?(Hy ) et wyeq 2 la forme symplectique standard de L?(H ). Par I’action
transitive de U 2, il en est de méme en tout point x € N.

. Reliant w a la métrique g via la structure complexe I, l'espace tangent
T, N apparait comme le sous-espace vectoriel fermé (I .TIG.JU)Lg de T, M, et,
en chaque point 2’ de lorbite G.z, I'espace horizontal H,: est I’orthogonal pour
g dans T8 de T,G.x ® I[.T,G.x. Ainsi H, a la propriété d’étre stable sous I et
G-équivariant. La G-équivariance de I permet alors de définir :

Irea + TgNe/G — TgNi/G
X = el X,

ol X est le relevement horizontal de X en T, Ny. Il reste & montrer que la
structure presque complexe ainsi définie est intégrable, i.e. que le tenseur de
Nijenhuis N est nul. Soit X et Y deux éléments de Tj,)N}/G. On a :

N(X; Y) = [X; Y] + Ired[X7 Iredy] + Ired[IredX7 Y] - [IredX; IredY]-

Soit X et Y les relevements horizontaux de X et Y. Comme X et Y sont
des champs de vecteurs G-invariants, leur crochet [X,Y] est G-invariant et se
projette sur [X,Y]. En utilisant la définition de I,.4, on a ainsi :

N(X,Y) =7 [X, Y]+ Leqmu| X, IY] 4 Leqm, [IX,Y] — m, [IX, Y]
=m.(N(X,Y))=0.

|
La démonstration du théoreme 1.3.8 permet de déduire le corollaire suivant
que nous utiliserons au paragraphe 1.3.6 pour le calcul du potentiel kéhlérien :
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Corollaire 1.3.10 Le G-fibré principal © : Ny — Ny /G, x — [z] est naturel-
lement muni d’une connexion G-invariante V, caractérisée par la donnée des
espaces horizontaux :

e = {< 3}} ) Yy e L'(Hy), Y- e L*(Hy ,H.),Y*z = 0}.

1.3.4 Bases de Schauder

Il nous reste & montrer que ’espace quotient obtenu est la grassmannienne
restreinte comme définie dans [PS]. L’identification se fait naturellement par
I’application qui a une classe d’équivalence de matrices {z og lgeqd } associe
Pespace vectoriel image Imz. Remarquons tout d’abord que ce dernier appar-

. . N (.
tient bien a Gr., :

Proposition 1.3.11 Pour tout x € My, Uespace vectoriel image Im x est
fermé et appartient ¢ Gro

res”

0O Preuve de la proposition 1.3.11 :
L’appartenance de I'adhérence Im z & Gr?,, est une conséquence directe des
définitions. Il reste donc a montrer que z est a image fermée. Notons :

T=x—kldy, € B(Hy,H).

T est un opérateur compact par hypothese. Soit f € Im z et {uy, }nen une suite
d’éléments de H telle que :

TUp = Kty + Tu, — f.
Quitte a retrancher a u,, sa projection sur le noyau de x, on peut supposer que

un € Ker (z)*.
Montrons par 'absurde que la suite {u,,} est bornée. Supposons qu’il existe

une sous-suite {un, }ren telle que limy_ 1o ||tin, || = +00. Notons :
Vg = U .
[t |

La suite {vk }ren étant bornée et T étant compact, il existe une sous-sous-suite
{w;}ien telle que Tw; converge vers un élément z € H. Comme :

= TUp, — 0
R

w; converge vers —+z. La limite z vérifie (k Idy, + T)z = 0, i.e. z € Ker z.
Or, pour tout i € N, w; € Ker (x)*, donc z = 0. Ceci est contredit par le fait
que les élément w; sont de norme 1.

Ainsi la suite {u,} est bornée. Quitte & prendre une sous-suite, on peut
supposer que Tu, converge vers un élément f’' € H. Alors la suite {uy}nen
converge vers f — f/ = g et un passage a la limite dans ku,, + Tu, — f permet
de conclure que : kg +Tg = f. O

Pour montrer que tout élément W € Gr?,, posséde une base orthogonale
définissant un élément de Ny, nous allons montrer que la surface stable associée
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a N}, est 'ensemble des bases de Schauder des éléments de Gr,.s, puis que la
base canonique, définie par A. Pressley et G. Segal dans [PS], associe & tout
élément de Grl,, un élément de la surface stable. Pour cela, remarquons que
I’action de G se prolonge en une action holomorphe du groupe de Lie complexe :

G =GI(H{)N{ Idg, + L'(Hy) }

sur la variété complexe (My,I) par : g.x = x 0 g1, pour tout z € My et tout

g € GC. Rappelons la définition d’une base de Schauder d’un espace de Hilbert,
équivalent en dimension infinie des bases non-orthonormée :

Définition 1.3.12 On dit que {f,}nen est une base de Schauder de I’espace
de Hilbert séparable F' si et seulement si pour tout f € F il existe une suite
unique {a,,} € CN telle que :

f= Zanfn

neN

Remarque 1.3.13 Etant donnée une base hilbertienne {en}nen d'un espace de
Hilbert F, les suites {fn}nen €t {gn}nen formées respectivement des éléments
fn = ne, et g, = %en, définissent des bases de Schauder de F. Remarquons
que I'application que a e, associe f, est non bornée, alors que I’application qui
a e, associe g, est compacte.

Proposition 1.3.14 L’ensemble des éléments x de My, définissant une base de
Schauder de l’espace vectoriel image Im x par le biais de ses vecteurs colonnes
est :

2 =1{y € My, t.q. y est injectif}.

C’est aussi louvert de My, défini par :

O Preuve de la proposition 1.3.14 :

Un élément f appartient a I'image de z si et seulement si il existe une suite
{an}nen € 12(N) telle que f = Y neN OnTen, Ol {€y}nen est la base canonique
de Hy, ie ssi f =Y cyanf(en) avec {an}nen € I*(N). L'unicité de cette
écriture est bien équivalente a l'injectivité de I'application x. D’autre part, les
conditions sur x € My permettent de définir le déterminant de f—zy, qui est
positif car yk—2y est auto-adjoint, et strictement positif ssi y*y, donc y, est injectif.
O

Rappelons la définition des “bases admissibles” selon [PS] d'un élément z €
Gro.,

res °
Définition 1.3.15 Etant donnée une base hilbertienne {er}tren de Hy, une
suite {wg }reny d’éléments de W € Gry.s est une base admissible de W si :

1. lapplication linéaire w : Hy — W envoyant ’élément ej sur wy est un
isomorphisme continu,

2. l'application composée pry ow : Hy — H,, ou pry désigne la projection
orthogonale sur Hy, est un opérateur a déterminant.
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Remarque 1.3.16 Cette définition ne dépend pas de la base hilbertienne de
H, choisie, et, par définition méme, la variété des “bases admissibles” n’est rien
d’autre que M7. C’est aussi la “variété de Stiefel” définie par J. Mickelsson dans
[Mic].

Théoréme 1.3.17 La variété quotient Ny /G s’identifie comme variété com-
pleze a M§/GC.

Notations 1.3.18 On notera nc : M} — ./\/lZ/G(C la projection holomorphe
naturelle sur le quotient.

Lemme 1.3.19 L’ensemble des bases de Schauder M3, s’identifie ensembliste-
ment a la réunion des orbites complexes /\/',;C :

NE={yeM; | 3geG° tq gycNi},

A Preuve du lemme 1.3.19 :

. Montrons que : NF C M; :
Soit y=20g7 ' € N,E: avec g € GC et 2¥x = /{:Q.IdH+. x étant injectif, il en est
de méme de y.

. Montrons que M3 C N :
Soit y € M3 . y étant injectif, y*y est défini positif et appartient & {l€2.IalH+ +
L'(Hy)}. Montrons que la racine carrée de 75y*y, notée ﬁ|y| est dans G©.
Tout d’abord, ﬁ|y| est injectif car Ker |[y| = Kery = {0}. Montrons que
|T1||y| est & image fermée. Soit {z,}nen une suite d’éléments de H telle que
la suite {ﬁ|y|xn}n€N converge vers un élément h € Hy. Par continuité de
ly|, la suite {ﬁ|y|2xn}n€N converge vers |y|h. Or |y|* = y*y et, y*y étant un
opérateur de Fredholm, il est & image fermée. Ainsi il existe un élément h' € H
tel que |y|h = y*yh' = |y|*h’. Par injectivité de I’application |y|, on en déduit
que h = |y|h/. De cela on déduit que |y| est bijectif car il est auto-adjoint et :
Im |y| = Im |y| = (Ker |y|)* = Hy. Ainsi ﬁ|y| est une bijection continue
de V'espace de Hilbert H; dans lui-méme, donc son inverse est continu. Il reste
a montrer que |71||y| appartient & {Idg, + L*(Hy)}. Notons {\,,n € N} les

valeurs propres de k—lzy*y —Id € L*(Hy). Les valeurs propres de ‘17‘|y| — Id sont
les {v/1+ A, —1,n € N}, et on a la majoration :

\/1+)\n_1§A_2n)

ce qui implique que ﬁ|y| —Idy, € L*(Hy). 11 en résulte que |71||y| appartient
au groupe G¢ = GI(Hy)N{Idy, +L'(Hy)} et donc que |k||y|~* est aussi dans
GC. Ainsi z := |k|y o |y|7! vérifie : 2z = K2.|y|lyryly|T! = k2. Idg, et y
appartient bien & NF. A

On déduit de la démonstration précédente la proposition suivante :

Proposition 1.3.20 La décomposition polaire de GL(Hy) en U(Hy)xSym ~°(H,),
ou Sym >O(H+) désigne l’ensemble des opérateurs hermitiens définis positifs, se

restreint en une décomposition polaire de G en G x Sym ~°(Hy)N{ Id , +
(M)},
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B Preuve du théoréme 1.3.17 :
D’apres le lemme 1.3.19, M3 est la surface stable associée & Nj. D’apres le
théoreme 1.2.18, M3 /G est une variété banachique complexe isomorphe (comme
variété complexe) a Ni/G. [ ]

Notations 1.3.21 On notera q : M; — N, la projection qui a y associe |k|y o
lyl .

Remarque 1.3.22 L’identification du théoreme 1.3.17 permet de transporter
la structure kihlérienne de Nj,/G sur M3 /GC.

D’apres [PS], tout élément P € Gr,.s posséde une base admissible distinguée,
appelée base canonique. Les étapes de sa construction sont les suivantes :

Définition 1.3.23 Choisissons {e,,n € Z} une base hilbertienne de H telle
que {e,,n € NU{0}} soit une base hilbertienne de H, et {e_,,n € N*} une

base hilbertienne de H_. P € Gr,s étant donné, on définit le sous-ensemble de
Z :

Sp={s€Z | 3f= ) frex€P [f#0},

k=—0o0

et le sous-espace de Hilbert : Hg, = @kespCek, ou la somme est une somme
hilbertienne.

Proposition 1.3.24 On a :
SpA\N < 400 et N\Sp <400

O Preuve de la proposition 1.3.24 :

. Montrons que Sp\N < +oo. Supposons qu’il existe une suite {sg}ren
d’éléments de Sp, que I'on peut supposer strictement décroissante, tendant vers
—o0. Par définition, pour tout k£ € N, il existe un élément f;, de P d’ordre fini
Sk -

Sk
foo =Y frjes € P, frsy #0.

La suite {fx}ren constitue une famille libre de P au sens [2(N) : V{ay }ren €
12(N),

> arfr=0=Vk €N a; =0.

kEN
En outre, des que s < 0, fr appartient & PN H_. On obtient donc une sous-
famille infinie d’éléments de P N H_. Or la projection orthogonale de P dans
H . étant un opérateur de Fredholm, son noyau P N H_ est de dimension finie.
D’ott une contradiction.

. Montrons que N\Sp < +00. La projection orthogonale pr de P dans H;

étant de codimension finie, il existe un rang ng € N a partir duquel e,, € Im pr.
pour tout n > ny, il existe donc f,, € P de la forme :

fn = €n +ankek-

k<0

Ainsi tout n > ng appartient a Sp. O

48



Corollaire 1.3.25 La projection ps,, de P sur Hg, est un isomorphisme.

O Preuve du corollaire 1.3.25 :
. Montrons que pg, est surjective. Soit so € Sp. Il existe un élément f;, € P
d’ordre s :

fso = €50 + Z osoker € P

k<so
fso = €5 + § Q5o kCE + E Q5o kCk-
k<so,k€S0 k<so,k¢So
Remarquons que, d’apreés la proposition précédente, les éléments k < sy apparte-
nant a Sp sont en nombre fini. Notons les kq,...,k, avec k, < k1 < --- < ky.
Pour chacun d’eux, il existe fi, = ex, +Zj<k apie; € Pii=1,...,n. Enretran-
chant & f5, une combinaison linéaire appropriée des fi,,% = 1,...,n, on obtient

un élément f € P de la forme :

f=es+ Z Ok,

k<so,k¢Sp

dont la projection sur Hg, est es,.
. Montrons que ps, est injective. Supposons qu’il existe un élément f non
nul appartenant a Ker ps, = P N Hg, o Sp est le complémentaire de Sp

dans Z et Hg, l'espace de Hilbert engendré par les éléments e,,n € Sp. Alors

f est de la forme :
F=Y" e
keSp

Or, d’apres le théoreme précédent, Sp est borné supérieurement. Notons kg le
maximum des k € Sp tel que o # 0. f est alors un élément de P d’ordre fini
ko :

[ =omeer, + Z Qpe.

k<ko,k€Sp

Ainsi kg € Sp, d’ot1 une contradiction. O

Définition 1.3.26 Pour tout s € Sp, on définit y, = pgi (es). La base de
Schauder {ys, s € Sp} est appelée base canonique de P.

Remarque 1.3.27 Relativement a la décomposition en somme directe ortho-
gonale: H =Hg, ®H Sﬁ), tout élement P de Gr,.s est 'image d’une application

de la forme :
Hy

Yy = ( 1d ) Hg,
1
B Hg,
ol la colonne s représente le vecteur ys.
Théoreme 1.3.28 L’application :

p: M — Gr?

res

Y —  Imy

est une submersion holomorphe U 2-équivariante et GC-invariante.
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B Preuve du théoréme 1.3.28 :

. L’image de p est bien contenue dans la composante connexe de H; de la
grassmannienne car la projection orthogonale de Im y sur Hy étant de la forme
Idy, + L'(H), elle est Fredholm d’indice 0.

» Exprimons p dans des cartes et montrons qu’elle est holomorphe.

Notons Up C G0, 'ouvert de carte formé par les P’ € Gr,.s tels que la projec-
tion orthogonale prp : P’ — P soit un isomorphisme et pp :Up — L?(P, P1)
I’application de carte qui & un élément P’ € Up associe I'unique application de P
dans P+ dont P’ est le graphe. Relativement aux décompositions orthogonales
de H selon Hy @ H_ et P@® P+, 'application identité Id: Hy @ H_ — P @ P+
a une décomposition par blocs :

a b
=4 0)
otva€ B(Hy,P),be B(H_,P), c€ B(Hy,Pt) et d € B(H_, P*). La condi-

tion P' = Im y € Up se résume alors en : ayy +by_ € Isom(Hy, P) et Uécriture
de la projection p dans la carte (Up, pp) devient :

PP
D : M; — Gr%, — L3P, PL)
y= ( zf ) — Imy —— (cyy +dy-)(ays +by-)7",

dont ’holomorphie est claire.

. Montrons que p est surjective. Soit P € Gr?,,. Nous allons montrer que (k
fois) la base canonique de P définit un élément de M3, i.e. fournit une ”section”
(non continue!) du G¢-fibré M; au-dessus de Gr?,,. Puisque P appartient a la
composante connexe de Grl, . contenant H, la matrice de I'application identité
Idy : H — H se décompose par blocs relativement aux sommes directes

H=Hs, ®HE ot H=H, ® H_ en:

Hg, Hé‘P
Hy Id+r D)
H_ r3 Id+ry

our;,1 <1i <4 sont des opérateurs de rangs finis. Il en résulte que 'application
qui au vecteur e; € Hy de la base canonique associe le vecteur kys, € P, ou les
s;j sont ordonnés par ordre croissant et oll ys, est le s;eme vecteur de la base
canonique de P, est de la forme :

(P) = Id+7ri+1r0B
Y - r3+B+rs0B
Comme de plus P € Gr%__, la projection pr_ : P — H_ est Hilbert-Schmidt,

res?

propriété indépendante des bases dans lesquelles elle est exprimée, et ainsi
y(P) e M;.

. Montrons que p est une submersion. Comme p est clairement G®-invariante,
il suffit de montrer que la différentielle de p est surjective pour les éléments de
Nj. Comme elle est de plus U 2-équivariante, il suffit de montrer que dp est
surjective en un point € Nj. Or, en © = xy, Papplication dyg, o dpm,
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Y_
surjective. [

Y.
T, M; — L*(Hy,H_) associe & ( + > lopérateur Y_, et est clairement

Théoreme 1.3.29 L’espace quotient ./\/lZ/G(C s’identifie a la grassmanienne

Grl., munie de sa structure kihlérienne par le biais de Uapplication :

p: M/GE — Gl

Tes

[y] — Imy.

B Preuve du théoréme 1.3.29 :

» Montrons I'injectivité de p. Soient ¥, et y» deux éléments de M; tels que :
Im y; = Im y2. On peut toujours trouver un changement de bases g € GI(H.)
tel que y» = y1 o g~'. Notons : a1 = pry oy — Idy, € L'(Hy) et ap =
pryoys—Idy, € L'(Hy). Ona:g=1Idy, +a1 —asog € GE car L'(H,) est
un idéal. Le théoreme précédent permet de conclure que p est un isomorphisme
de variétés complexes.

. D’apres le théreme 1.3.28, p est surjective. Pour montrer que la différentielle
de p en un point du quotient M3 /G est un isomorphisme, il suffit de considérer
dp en un point distingué, par exemple [z] ol zp = ( kK O )T. En effet,
le groupe Ui 2 agit transitivement sur la surface de niveau N et son action
passe au quotient Ny/G qui s’identifie & M3 /GC. En [z)], espace tangent
& M;/G® s’identifie & I'ensemble des opérateurs de la forme ( 0 Y_ )T ou
Y_ appartient L?(H,, H_), et la différentielle dp composée avec I'application
carte @, se réduit a l'application qui a ( 0 Y_ )T € T[I,C]./\/IZ/G(C associe
Y_ € L*(Hy,H_) = T, Gryes, qui est un isomorphisme. D’apres le théoréme
d’inversion locale, p est un difféomorphisme.

. Il nous reste & montrer 'identification en tant que variétés kahlériennes de

M /GE et Grf,,. 1l suffit encore une fois de considérer l'espace tangent en zy.

On a:

T,,.8:/GC = Ty, M3 )T, G vy, = {y = ( OY, ) Y. € L2(H+,H_)}

et :
8., (X,Y)=RTr (X*Y)
Ip, . X =1iX
Wy (X, Y) =S Tr (XEYL),
qui est bien la structure kéhlérienne de la Grassmannienne. |
Conclusion :

On a le diagramme commutatif suivant :
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3 N

q
(wvlvg) (W|Nkag\./\fk)
p
holo.
p
0 s C
Grres holo. MG holo. Ni/G
(wGT, IGT; gGr) (Wred, Ired7 gred)

Remarque 1.3.30 Chaque composante connexe de Gr,.s est caractérisée par
Iindice de l'opérateur de Fredholm de projection orthogonale sur H. En rem-
placant Hy par Hy, o Hy est tel que la projection de Hy sur H soit d’indice
d € Z, il est possible de réaliser chaque composante connexe de Gry.s comme
quotient kahlérien.

1.3.5 La variété stable M;

Dans la section précédente, ’espace M}, apparait soit comme ’ensemble des
éléments de M, définissant une base de Schauder de leur image, soit comme
réunion des orbites complexes des éléments de NVj. Le but de cette section est
d’expliciter les trajectoires du champ de vecteurs induit sur My, par ’application
moment. La projection ¢ définie précédemment par :

qg: Mj — N
y = fklyolylTt
apparaitra alors comme 'application associant & un point son point limite.
Considérons tout d’abord I’application moment po = p—k? Tr , qui a I'avan-

tage d’étre a valeurs dans I'image de I'injection de g dans son dual et donc peut
étre considérée comme a valeurs dans g :

po = Mi — _ g - g
y — (aH%Tr(y*y—kQId)a) — %(yy k2 1d).

Sur g, la forme de Killing donnée par k(a,b) = Tr ab est définie négative, ce
qui permet de définir un produit scalaire par —k, ainsi que la fonction :
%|M0|2 M — R1
y = —geu(y), my))-
Proposition 1.3.31 Le champ de vecteurs défini sur My, par X := —grad 3 |po|?
est :

X ./\/lk — TMk
y — 7%(y*y—k2 1d).

O Preuve de la proposition 1.3.31 :
Soit V € TyMj. On a :

dy(3lpol)(V) = 3V. Tr 2(y*y —k*)? = Tr 1(V.(y*y — k%)).(y*y — k?)
i Tr (Vg +5°V) (5 — &)
Tr V*y(y*y — k%) + Tr (y*y — k?)y*V car (y*y — k?) € L' (H,),
= (V Lyy — k2))
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Ainsi gradg|uol(y) = §(y*y — k?). O
Pour expliciter le flot du champ de vecteurs X, considérons tout d’abord le
champs de vecteurs induit sur k% Idg, + Sym'(H, ) par 'application suivante :

f@ My — k*Idy, + Sym'(H:)
Yy = Yy

Proposition 1.3.32 Le champ de vecteurs X sur My se projette via I’applica-
tion f en un champ de vecteurs défini sur l’espace affine k> Idy, + Sym* (Hy)
par :
X . K? Idg, + Sym'(Hy) —  Sym'(Hy)
p = —p(p — k*Id).

0O Preuve de la proposition 1.3.32 :
La différentielle de lapplication f en un point y € My est :

dyf : TyMy — Sym'(H,)
|4 = YV + V.

Ainsi I'image du vecteur X(y) par la différentielle de f est : dy,f(X(y)) =
—y*y(y*y — k% Id). On en conclut que si y; et yo sont deux éléments de My,
ayant méme image par f, dy, f(X(y1)) = dy, (X (y2)), ce qui permet de définir

le champ de vecteurs projeté X. O

Proposition 1.3.33 Soit pg € kQIdH++Sym1 (Hy), Eo son noyau, Ey2 Uespace
propre associé a la valeur propre k%, E l'orthogonal dans H, de Eg® Eyz et p§
la restriction de po ¢ E. Le flot p(t) du champs de vecteur X vérifiant p(0) = po
est donné par :

p()|BoaE,. = P(0)|E02@Ek2
p(t) g =k (Id— e~ (Id— K (p) ™)) ™"

0O Preuve de la proposition 1.3.33 :

Sur Ey® Ey2, X (po) est nul, ce qui implique la premiére partie de la proposition.
Montrons tout d’abord que I’expression de p(t) g ci-dessus a un sens. Sur E,
notons {\, }nen le spectre de pff — k?I1dy, € L*(Hy). On a:

Vn € N, A\, > 0,

AN eN,Vn e N, A\, < Ay

et lim A\, =0.

n—-+4oo

Ainsi le spectre de pf est minoré par k? et p{’ est inversible dans B(F) avec :

1

Spec((py)~!) = {m}neN-

On en déduit que :

_ An
Spec(ld — k*(py) ") = {m}HGNv
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et : )
k2 + A, (1 —e7F)
k2 +>\n }HEN'

Spec(Id — e 2 *(1d — K2(pF) 1)) = {

. . ’ 2 \ . . a1 ’ . .
Ce dernier spectre est minoré par kZi—AN > 0, d’ou 'inversibilité de ’application
associée. D’autre part :

e — k2 (1d - e (1d - k2(pg)_1))72 (k2e ¥t (1a — K2(pf) ™))
~(p()e)? (711~ K2 (pF) )

et :
2 _ -1
ekt (Id — k2(p¥) 1) = (p(t)|E) (p(t)|E — kQId) .
La proposition précédente permet de déduire le :
Théoréme 1.3.34 La solution du probleme de Cauchy :

y(0) = yo
y(t) = X(y(t))

a pour expression :
y(t)\EUEBEkz = y(0)|E0€BEk2

y(t)e = Yo (Id— ek (Id— k? ((9690)|E)_1))7% kllyol 1,

ot Ey désigne le noyau de Uapplication yiyo, Ex2 lespace propre relatif a la
valeur propre k* et E l'orthogonal dans H, de la somme directe de ces deux
sous-espaces. En particulier, pour y € M?® :

tim_y(t) = [Klyo o [vol ™ = a(uo).
— 400
Tout d’abord montrons le lemme suivant :

Lemme 1.3.35 La solution du probléme de Cauchy :

y(0)
y(t)

Yo

(y(1))

a pour 6:L’p’r’655i0n J
1 t
y(t) = yo GXP—§/ (y(s)*y(s) — k* Id) ds,
0

ol exp désigne Uapplication exponentielle de g dans G©.

A Preuve du lemme 1.3.35 :

Rappelons que 'application exponentielle de g€ dans G€ est définie comme
I'application qui & un vecteur a € g© associe I'élément exp(a) = v4(1) € G on
~a(t) est solution de I’équation différentielle :

Ya(0) =e
Ya(t) = a(va(t))-



Pour les sous-groupes de Lie de GL(H}.) elle coincide avec 'application donnée
par la série )y =, celle-ci étant normalement convergente dans B(H ). Si
Lexp(a) désigne la translation a gauche par exp(a), on a :

teo8) = i (55 ).

En particulier si a et b commutent, on a :
do exp(b) = deLexp(a)(b).

Dérivons maintenant I’expression y(t) = yo exp —3 fg(y(s)*y(s) — k% Id)ds. Le
point p(s) = y(s)*y(s) suit le flot du champ de vecteurs X, en particulier c’est

une expression analytique en ygyo et s. Il en résulte que fot (y(s)*y(s) — k% Id)ds
et y(t)*y(t) commutent. On en déduit que :

d?i—gt) = yodeLeXp—% (;'(y(s)*y(s)—kz Id)ds (7% (y(t)*y(t) —k? Id))
= ~dyoexp—1 (s (u(s)y(s) — K 1d) ds) (y(t)y(t) — 1 1)

= —5y(t) (y(t)"y(t) — k* 1d) .

B Preuve du théoréme 1.3.34 :
D’apres la proposition 1.3.33, on a :

y(s)*y(s)p = k* (Id — e (Id — k? ((yéyo)\E)_l))il

On en déduit que :

Jo W(s)y(s)z — K21d) ds

-1

_ fot E2e—ks (Id _ 2 ((ySyo)w)il) (Id — ks (Id — k? ((yéyo)\E)il)) ds

t

_ [m (Id — ks (Id —k? ((9590)IE)_1))}

0

-1

—In (Id — ek (Id e ((yéyo)\E)_l)) (k2 ((yéyo)w)_l)
Ainsi :

-1

y(t) g =y(0)gexp f% In (Id ekt (Id — k2 ((yéyo)\lE)fl)) (k2 ((yéyo)w)fl)
= y(O)p (14— e (1a =k ((iwo)r) ")) Ikllyl
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1.3.6 Potentiel kidhlérien de la grassmanienne restreinte

Dans ce paragraphe, nous explicitons le potentiel k&dhlérien obtenu en appli-
quant le procédé décrit dans la section 1.2.3. La variété kahlérienne de départ
M, possede un potentiel globalement défini, i.e une fonction K définie sur My,
telle que w = dd°K, a savoir :

K:MkHR

x — 1 Tr (z*z — k?1d).

Le fibré holomorphe trivial L = Mj x C muni du produit scalaire hermitien :

h, : CxC — R
_ _1 * . 1.2
(21,22) + Zizge”3 Tr (@ @—kld)

et de la connexion de Chern V associée, vérifie RY = iw. Pour expliciter la
connexion de Chern, rappelons que :

Vxo = 0dxlogh(o,0)o.

Ainsi si o s’éerit : 0 = (2, 25
) 2

Vxo Ox (=% Tr (z*x — k2Id) + log|z.|?)o

(3(dx —idix)(—3 Tr (z*z — k*Id) + log |2z,|?)o
(=% Tr 2* X + Ox log 2} zz)

NJI»—I

L’algebre de Lie g agit sur I'(L) par :

Vo € T'(L),Va € g,

k2
a.0c =—Vxao —iputoc — Cl Tr a.0.

Cette action correspond a l'action de ’algebre de Lie sur ’espace total du fibré

donnée par l'application qui a un élément a € g associe le champ de vecteurs
X% sur L dont la valeur en un point £ € L au dessus de © € My est :

X&) = X&) +ip®(x).T(€) + % Tr a.T(€),

ot X%(€) est le relevement horizontal en & de X® pour la connexion triviale et
T est le champ de vecteur vertical donné par T'(§) = &.

Cette action s’intégre en une action du groupe G lorsque 'application a —
% Tr a est la dérivée d’un caractere de G. Ceci n’est le cas que pour les valeurs

entieres de %2 et le caractere correspondant est :
X2 @ G — St
2
k2
g = (det(g))=,

qui s’étend en un homomorphisme de groupe de G€ dans C*, noté également
X 12 . L’action correspondante de G et GC sur L est donnée par :
2

2

g.(x,2) = (wo g™, (det(g)) % .2),
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ce qui permet de définir une action sur I'(L) par :

(9.0)() = g(a(g™" @),

ou o € I'(L), et g € G. Ainsi on a la définition suivante :

Définition 1.3.36 Pour % € N*, soit Ly le fibré en droite de base Gr9__ obtenu

res
en restreignant le fibré trivial L & la sous-variété réelle NV et en quotientant par

I'action de G. La fibre de Ly, au-dessus d'un élément P € Grl,, est :

Ly(P) ={(z,2) € L|n;, t.q. Imx = P}/ ~
ot (z,2) ~ (z 0971, (det(g)) % .2).

Le potentiel K étant G-invariant il en est de méme du produit scalaire her-
mitien h, qui passe donc au quotient :

Définition 1.3.37 On définit un produit scalaire hermitien h sur i/k par :

h(61,62) = h(o1,02),
ol 04,4 = 1,2 est la section G-invariante de L relevant ;.

Rappelons que 'on a une submersion holomorphe :

p: M — Gro

res
T —  Imx,

et une projection :

q: Mp — N
x — |k|z o|z|™! = g2

ol g, = % € expig.

Remarque 1.3.38 D’apres la proposition 1.2.25, la 2-forme p*wy.q est la cour-
bure de la connexion de Chern du fibré <L|Mi’ h), ot h est défini, pour tout
x € M{ et tout £ € Ly, par :

B(&,g) = h(gmf,ng)

Proposition 1.3.39 5i %2 € N*, la 2-forme p*wa, sur le GC-fibré principal

M posséde un potentiel globalement défini :
R k2 *
K(x) = Zlogdet (2—236) .
O Preuve de la proposition 1.3.39 :
On a: ,
K(z) =%log|(detg,)™ |2 = §log|(det g2)[*"

= 1 log|(det 75 (z*2))|* = %2 logdet (za*z) .
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Remarque 1.3.40 L’élément %x définit une base admissible de 1’élément Imz
de Gr% ., de sorte que si ip désigne l'injection de Pliicker et 7,, s € S, les

res’

coordonnées de Pliicker, on a :
r*x
det (?) = Z |7TS(IH1 SC)|2
sES

On retrouve ainsi le fait que le potentiel kidhlérien de la grassmannienne res-
treinte défini sur la variété stable M3 est induit par le potentiel kidhlérien Ky ;
de T'espace projectif P(I?(S)) défini sur 1?(S) — {0} via l'injection de Pliicker :

K(z) = Kj21 ((m5(7))ses) -
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1.4 Structure hyperkahlérienne du cotangent de
la grassmanienne restreinte et de la com-
plexification de la Grassmannienne restreinte

1.4.1 Introduction

Le but de ce paragraphe est d’identifier 'espace (co-)tangent de la grass-
mannienne restreinte d’une part, et I'orbite complexe OC de la projection or-
thogonale sur H, sous l'action par conjugaison du groupe de Lie complexe
Gla(H) := GI(H)N{Id+L?(H, H)} d’autre part, avec le quotient hyperkéhlérien
d’un espace de Banach plat non hilbertien, et d’exprimer les potentiel kdhlériens
relatifs aux structures complexes naturelles du cotangent et de ’orbite complexe.

Plus précisément, pour k£ € R*, soient :

Mk:{ Z'GB(H+,H) | p7"+OZL'*l€.IdH+ GLl(H+)
pr_ox € L*(Hy,H_) },

ot L'(H,) désigne I’ensemble des opérateurs a trace de Hy, B(Hy,H) I'en-
semble des opérateurs bornés de H, dans H, et T°M;, l'image de Pespace
tangent 7'My, dans l’espace cotangent continu 7’ Mj donnée par la trace. Nous
montrons que le quotient hyperkéhlérien de 1'espace plat T° M, par Paction
hamiltonienne du groupe G :

G=U(Hy)N{ Idy, +L'(Hy) },

d’algebre de Lie :
g=u(Hy)NL'(Hy).

posséde une structure fortement hyperkdhlérienne (théoreéme 1.4.12) et peut
étre identifié soit & I'espace (co-)tangent de Grl.. (théoréme 1.4.16), soit &
l'orbite complexe OC (théoréme 1.4.26). Les potentiels kithlériens associés aux
structures complexes naturelles de T*Gry s et OF sont calculés grace a la théorie
de préquantification de Kostant-Souriau respectivement en 1.4.7 et 1.4.9.

Cette section est organisée comme suit. Dans 1.4.2, nous explicitons la struc-
ture faiblement hyperkihlérienne de 7° Mj,. Dans 1.4.3, nous donnons 1’expres-
sion des trois applications moments associées aux trois structures complexes et
a laction du groupe G. Dans 1.4.4, nous montrons que la surface de niveau Wy
est une variété riemannienne de dimension infinie. Dans 1.4.5, nous effectuons
la réduction hyperkihlérienne de T° M, par G. Dans 1.4.6, nous explicitons la
surface stable YW, associée a la premiere structure complexe, ainsi que la projec-
tion de la variété stable W;l sur la surface de niveau W;. Puis nous identifions
le quotient W;'/G® a l'espace (co-)tangent de la grassmannienne restreinte.
Dans 1.4.7, nous calculons le potentiel kdhlérien associé a la structure complexe
naturelle de T*Gr,.s et 'exprimons en fonction de la courbure de Gry..s. Dans
1.4.8, nous définissons la variété stable W;?* associée a la troisieme structure
complexe et nous identifions le quotient W;* /G a OF. Dans 1.4.9, nous cal-
culons le potentiel kihlérien associé & la structure complexe naturelle de O€ et
nous 'exprimons en fonction de la courbure de la grassmannienne restreinte,
puis en fonction des angles caractéristiques formés par deux sous-espaces de la
grassmanienne restreinte d’intersection nulle.
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1.4.2 La structure hyperkdhlérienne de 7'M,

M, est un espace affine modellé sur 'espace de Banach L'(H, )x L?(H,, H_).
Le fibré tangent T'M, est identifié a :

TMk:{(Z',X) | xGMkaXGB(HJrvH” pTJrOXGLl(HJr)v
pr_oX € L*(H,, H )}

En notant B(Hy) l'ensemble des opérateurs bornés de Hy dans H, 'espace
cotangent (continu) 7'My, est :

TIMk :{($,§),$€Mk,£eB(H,H+)| €\H+ GB(H"F)’
€\H7 € L2(H—aH+)}a

le produit de dualité étant donné par la trace :

TkaXTka/ — C
(X,¢) —  TrfoX.

L’espace de Banach L'(H ) s’injectant dans son dual B(H ), on a une injection
C* notée ¢ de l'espace tangent T, M) en un point z € M; dans l'espace
cotangent T, M, associant au vecteur tangent X la forme linéaire continue :

n=uX): TyMp — C
Z —  Tr X*Z

Ainsi T° M, est défini par :

Tka = L(TMk) = {(:C,f),z S Mk7§ € B(H7 H+)| g\HJr S Ll(H+)a
§u_ € L*(H_,Hy)}.

Comme tout espace cotangent complexe, la variété T’ M}, posséde une structure
(faiblement) symplectique complexe canonique €2, appelée 2-forme de Liouville.
En un point (z,£) € T’ My, espace tangent a T My, est donné par :

T(I,f)(TIMk) = {(Z’T/)’ Z e B(H-F’H)a pryoZ e LI(H-F)a
pr_oZ € L*(Hy,H_)
n€ B(H,Hy), mnu, €B(Hy)
NH- € L2(H*5H+)}

et la forme symplectique de Liouville est explicitée par :
Qae)(Z1,m) 3 (Z2,m2)) = TrmZy — Tr 22y

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 1.4.1 Le 2-forme ) se restreint en une structure faiblement sym-
plectique complexe sur T° My,. Autrement dit, le pull-back par v de la forme
symplectique € est une structure faiblement symplectique complexe sur la variété
complexe (T My, I) avec pour tout (Z,T) appartenant a T(, x)(T My),

L(Z,T) = (iZ, —iT).
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O Preuve de la proposition 1.4.1 :
I, définit bien une structure complexe intégrable sur T' My, 'injection ¢ réalisant
(T My, I;) comme sous-variété complexe de T/ My muni de sa structure com-
plexe naturelle. Q étant fermée, il en est de méme de *Q). De plus, puisque
I'application qui, & tout élément Z, € L'(H,), associe 1’élément de L'(H,)
défini par A — Tr Z7 A, est injective, pour tout (x, X) € T My, 'application :

P Tax)(ITMi) — T(, ) (TMy)
(Zl,Tl) — ’L'(Zth)Q Z(ZQ,TQ)!—) Tr Tl*ZQ_ Tr T;Zl

est également injective (mais non surjective). a

Par abus de notation, on notera ¢*Q2 encore 2. On a alors :

Q((Zl,Tl) ;(ZQ,TQ)) = Tr (Tl*Zg) — Tr (T2*Zl),

pour tous (Z1,T1) et (Z2,Ts) de T(Iyx)TMk. En séparant parties réelle et ima-
ginaire de {2, on obtient deux structures symplectiques réelles wo := R et
w3 = 0.

Proposition 1.4.2 La variété TMjy est munie d’une métrique faiblement rie-
manienne g donnée par :

g(m,X)((ZlaTl) ;(ZQ,TQ)) =R Tr Z;Zl +% Tr T;Tl

qui, combinée a la structure complexe Iy, définit une forme faiblement symplec-
tique réelle w1 tnvariante par ’action des translations :

w1((Z1,T1) 5(Z2,12)) = 9o, x) ((11(Z1,T1) ;(Z2,12))
= S T 212, + S Tr T,

O Preuve de la proposition 1.4.2 :
Ceci découle de la densité de L1(Hy) dans L?(Hy). O

Remarque 1.4.3 Les structures complexes Is et I3 associées a wo et ws, c’est-
a-dire vérifiant w;(.,.) = g(I;.,.) sont données, pour tout (Z,T) € T(, x)(T My),
par :

L(Z,T)=(T,-2)
et
I5(Z,T) = (iT,iZ).

Remarque 1.4.4 T M;, munie de (g, I1, I, I3,w1,ws,ws) est une variété (fai-
blement) hyperkéhlérienne plate.

Notations 1.4.5 On notera également (g, I1, I, Is, w1, wae, ws) la structure kihlérienne

induite sur T° My, par ¢.
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1.4.3 Les trois applications moments
Soit le groupe de Lie banachique
G=U(Hy)n{Idy, +L'(Hy)},
d’algebre de Lie :
g={ac B(H) t.q.a+a* =0}ynLY(H,).
G agit sur T My, par :

g-((z,n) =(zog™lgm : Y = n(Y og)),

o g € G et (x,n) € T'Mj. Cette action se prolonge en une action holomorphe
du groupe de Lie complexe :

G® =GI(Hy)N{ Idu, + L*(Hy), }

d’algebre de Lie :
g(C = Ll(H-i-)’

qui est hamiltonienne pour €2 et dont I'application moment est donnée par la
1-forme de Liouville :

Proposition 1.4.6 L’action de G€ sur T' My, est hamiltonienne relativement
a la structure symplectique holomorphe Q, d’application moment :
MC . T/./\/lk _ (g(C)/
() +— (b—mn(zb)).
O Preuve de la proposition 1.4.6 :

L’application : (du®) .y @ Tiwn)(T'Myi) — (g°) associe au vecteur (Z,€)
I’application C-linéaire continue :

(A1) @y (Z,€)) = ¢ = &z o) +n(Ze)
=—§(x) +n°(2)
= +i(z‘,n‘)Q((Za§))a

ou (z¢,7n°) est le champ de vecteurs engendré par l'action infinitésimale de
I’algebre de Lie. O

Proposition 1.4.7 L’action de G sur T'M,, se restreint en une action ha-
miltonienne de G sur T° My,. Via Uapplication 1, G€ agit sur TMy, par :

g-((z, X)) =(xog™ ", X og").

ot g € G€ et (x,X) € T'My,. En identifiant (g%)' a B(H,) via la trace, lap-
plication moment pu® sur TM,, est donnée par :

u o TMp — L'(Hy)
(2, X) — X'z
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O Preuve de la proposition 1.4.7 :

1l suffit de montrer que G€ préserve T° My, ce qui provient du fait que L'(H)
est un idéal. ]

Proposition 1.4.8 L’action de G sur T My est hamiltonienne relativement a
la structure symplectique w1, d’application moment réelle :

wmo: TM, — ¢ _
(z,X) +— (a— 5( Tra*za— Tr X*Xa))

O Preuve de la proposition 1.4.8 :
Pour tout (z, X) € T My, et pour tout a € g,

(dpn)f, x) (2, T))

LTr Z*za+ £ Tra*Za— 5 Tr T*Xa— 4 Tr X*Ta
=—4(Tr Z*(-za) — Tr (—za)*Z — Tr T*Xa*

+ Tr (Xa*)*T)

=3 Tr Z*(—za) - $ Tr T* Xa*

= i(—zoa,Xo0a")W1((Z,T))

Notations 1.4.9 On notera :

11 TMir — g9 _

(2,X) — (a— 3 Tr(z*z— X*X)a)
= R(GE): TMy — g

(z,X) — (a— 3 Tr(X*z—2"X)a)
pz =S : TMy, — ¢ ,

(2, X) = (ar—5 Tr(z*X + X*x)a)

les applications moment associées aux structures complexes Iy, Is et I3,

p: TMp — goR3
(va) = (ul(z,X)7M2(z,X)7M3(x7X))

Uapplication moment relative a la structure tri-symplectique (w1, w2, ws),
et Wy, la surface de niveau p~'(4k* Tr ,0,0).

1.4.4 La surface de niveau W;
Proposition 1.4.10 La surface de niveau Wi, = ;Fl(%kQ Tr,0,0) est :
Wi ={(2,X) €TMy t.q X*z=0 et z*z — X*X = k*Id}.

O Preuve de la proposition 1.4.10 :
La trace étant une application C-linéaire, la condition :

Iy (x*x—X*X)azEk2 Tr a
2 2
pour tout a € g implique :
i * * ’L 2
5 Tr (2'z — X X)c:§k: Tr ¢
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pour tout ¢ € g¢ = L'(H, ), et donc :

ufl(%kQ Tr) = {(z,X) € TMy, t.q. %z — X*X = k*Id}.

Ainsi :

Wi = {(2,X) € TMy t.q. X*z =0cet 2"z — X*X = k?Id}.

Théoréeme 1.4.11 W, est une sous-variété riemanienne de T My.

B Preuve du théoréme 1.4.11 :

. Wy, est I'image réciproque de (0, k% Id ) par I'application :

F o TM,g
(z, X)

—

L) x Sym(H,)
(X*z,z*x — X*X),

(ot Sym' (H ) désigne les opérateurs hermitiens & trace de H, ), dont la différentielle

est donnée par :

diex)F o Ta,x)T My

(2,T)

— L'(Hy) x Sym'(Hy)

—

Montrons qu’en tout point (z, X) de F~1((0,k* Id )), la différentielle d(,, x)F

est surjective. On décompose H en :

H, = Ker X & Ker X*.

Puis, rappelant que = est un opérateur de Fredholm donc a image fermée alors
que X est un opérateur compact, et que I'égalité X*z = 0 implique que Imz L
ImX donc que Imz 1 ImX par continuité de la projection orthogonale de H

sur Imz, on introduit la décomposition de H en :

(X*Z +T*x,2* 7 + Z*x — X*T — T*X).

H=Tm X& Im X*N Imz* & Im 2| ger x ® Im ) ger xL-

Relativement a ces décompositions de H et H en somme directe de sous-espaces

vectoriels fermés, x, X, Z et T s’écrivent :

0 0 0 Xio VAR

B 0 0 o o _ | %=
r= T31 0 X = 0 0 Z= Z31
0 40 0 0 241

ou r31 et x42 sont bijectifs et continus donc des isomorphismes et X715 est injectif
mais non surjectif. Ainsi relativement & la décomposition de Hy en Ker X &

Ker X1, X*Z + T*z a pour expression :

T3 31
X*Z +Tx = . o S
v ( X211 + T3
et 2*Z + Z*x — X*T —T*X a pour expression :

x5, 231 + 231231
Thola1 + Zipx31 — X{5T11
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Soit (U, V) € LY(H,) x Sym'(H,) dont les décompositions relativement & la
somme directe H, = Ker X & Ker X sont :

Uin Upe Viin Vio
U= V= .
( Us1 Uz ) < Vo1 Vaz >

Un antécédent de (U, V) est fourni par le couple (Z,T') suivant :

0 0 0 0

0 0 0 0
Z = —1x% —1x% T = —1xgrx —1xyr*
351 Vi g3 Vi w30 Ufy @3 Usy

1, .—1x 1, . —1x —1xyrx —1xrrx
3%y Vo1 5%y Voo Ty Uy w45 Usy

. En un point (z, X) € Wk, le noyau de la différentielle d(, x)F est donné
par :

T xyWr = {(Z,T) € Tio x)TMi| X" Z +T* 0 = 0,27 + Z*x = X*T+T*X}.

Montrons que T\, x)Wk possede un supplémentaire topologique dans T(,. x)T M.
Considérons l'espace L?(H,, H) x L?(Hy, H) muni de la structure complexe
L(Z,T) = (iZ,—iT) et de la métrique fortement riemannienne donnée par la
partie réelle du produit scalaire hermitien. Notons E l'adhérence de T\, x)Wk
dans L?(H,,H) x L?(H4, H) et E+#2 son orthogonal. On a :

L*(H ,H)x L*(H, ,H) = E® E*=2,

Nous allons montrer que la projection sur E, notée pg, quand restreinte a
T, x)T My, est a valeurs dans T(, x )W et est continue pour la topologie de
T(z,x)TMp. Un couple (Z,T) € L?>(Hy,H) x L*(H,, H) appartient & E ssi Z
et T sont de la forme :

Z11 VAD)
7 Z121 Zao
.T3_1 *0.1 Zgg
T (X1yTn — Ziyws1) gy (3(X{oTha + Tio X12) + az)
T T2
T T:
T 21 22

— 1% r7x )
0 71'311 Z11X12

1% 7%
0 —Tyo Z12X12

oll a; appartient & I'ensemble A?( Ker X) des opérateurs de Hilbert-Schmidt
anti-hermitiens de Ker X, et ag & 'ensemble A?(( Ker X)) des opérateurs de
Hilbert-Schmidt anti-hermitiens de ( Ker X)*. Un couple (Z,T) € L?*(H, H)x
L?(H,, H) appartient & E+2 ssi Z et T sont de la forme :

— 1% —1 —1
X1oT5hws ™ XaoTjhwyy” — X229 41 —X1252
7 — 0 0 T 0 0
- —1x* - ’
3151 231241 %49 131 T30
Z41 4252 Ty Tyo

ou s1 appartient a I’ensemble Sme( Ker X)) des opérateurs de Hilbert-Schmidt
hermitiens de Ker X, et so appartient a I’ensemble Sme(( Ker X)1) des opéra-
teurs de Hilbert-Schmidt hermitiens de ( Ker X)*. La projection orthogonale
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de L?(Hy,H) x L?>(H, H) sur E est donnée par I'application qui & un couple
(Z,T) € L*(H.,H) x L*(Hy, H) associe le couple (pg(Z), pE(T)) ol pp(Z)

B

(pe(Tij))1<i<a1<j<2 ) vérifiant :

pE(Z11) pE(Zi2)
Z21 2&2
7) = 2
Pe(Z) 5(Za1 — a3, Z3131) PE(Z32)
pe(Za1) %zlzl*(%(Xiksz(Tw) +pe(Ti2)*X12) + a1)
pE(Ti) pe(Ti2)
To Too
T) =
pe(T) 0 —9531 “(pe(Z11))* X1z
0 *5042 “(pe(Z12))* X12

avec :

pE(Zn) = 5(Zu1 + 235 Zipws1 — w35 " X1y Tho)

pE(Z32) = Z32 - £E31PE(Z41) T

pe(Ti) = T + X192, pe(Za)

a1 = §(259 242 — Zjpwaz) + 5(X7o(Th2 — pe(Ti2)) — (The — pe(Ti2))* X12).

Montrons que pg, o pr(Z) et pu, o pe(T) sont des opérateurs a trace lorsque
P, (Z) et pg, (T) le sont. Soit :

. = P11 P12 P13 P14
* P21 P22 P23 P24

Pexpression de la projection orthogonale sur H; dans une base adaptée a la
décomposition :

H=Tm X& Im X*N Imz* & Im 2| ger x ® Im 2} ger x 25

et :
H, = Ker X @ ( Ker X)*

Pour (z, X) € Wy, les opérateurs pi11, p12, P14, P21, P22, P23 sont a trace, et pig —
x37, ainsi que pas — 2, également. La condition py, (Z) € L'(Hy) implique
que Zsi1, Z32, Z41 et Zyo sont & trace. On en déduit que pp(Zs2) et pr(Za1)
sont a trace, ainsi que a;. Par conséquent, py, o pp(Z) est a trace. De plus,
puisque p11, P12, P21 et pao sont A trace, la condition py, (T') € L' (H,) implique
directement que pg, opr(T') est a trace. Ainsi on a la somme directe algébrique :

T(x7X)TMk = T(I,X)Wk @ Ete2n T(z,X)TMk-
La projection sur T{,, x )Wy étant la composée de l'injection continue de T{, x)T' My
dans L?(H,,H) x L?*(Hy,H) et de la projection continue de L?(H,,H) x

L?(Hy, H) sur E, elle est continue et la somme est une somme directe topolo-
gique. ]
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1.4.5 La réduction hyperkahlérienne

Théoréme 1.4.12 La réduction hyperkdhlérienne de T My, wvia Uapplication
moment p munit Wi /G d’une structure de variété hyperkdhlérienne.

B Preuve du théoréme 1.4.12 :

. Le groupe G agit librement sur la surface de niveau Wy. Notons G le graphe
de la relation d’équivalence définie par G. Pour tout élément (z,X) € Wy, «
est un opérateur de Fredholm injectif de Hy dans H, donc réalise un isomor-
phisme entre H, et son image (fermée). On notera x~! 'opérateur réciproque,
étendu par 0 sur Imat, de sorte que 2~ ! désigne un opérateur de H dans
H. L’application qui 4 un couple ((x, X), (y,Y) d’élihents du graphe G associe
I'unique élément de G tel que g.(z, X) = (y,Y), est donnée par g = 2~ 'y. Elle
est continue pour la topologie induite sur G par celle de Wy x Wy et pour la
topologie de G induite par la norme L* sur Idy, + L'(H;). Montrons que le
graphe G est fermé dans Wy x Wj. Soit {(xn, Xp), (znogyt, Xnogyt) nen une
suite d’éléments de G convergeant vers ((z, X), (y,Y)) € Wi x W;. La suite
{91 =z, o (2,09,  }nen est une suite déléments de G' convergeant vers z =1y
dans Id g, +L'(H) (donc dans B(H, )). Puisque 'ensemble des éléments uni-
taires est fermé dans B(Hy ), G est fermé dans Id gy, + L'(Hy) et 27 'y € G.
D’apres la proposition 1.2.4, 'espace quotient Wy, /G est séparé. En particulier,
les orbites sous G sont fermées. On en déduit que I'espace tangent a l’orbite sous
G en un point (2, X) € Wy est un sous-espace vectoriel fermé de T\, x)Wk.

. La structure de variété riemannienne du quotient provient de l’existence
d’une tranche G-équivariante, c’est-a-dire d’un sous-fibré H C TW; en sous-
espaces vectoriels fermés tel que :

V(z, X) € Wk,

Hx) © T x)G.(2,X) = T(g, x)Wh,

et :
Hy.(z,x) = 9-H(z,x)

Un bon candidat pour H(, x) est 'orthogonal dans T{, x)Wjy pour la métrique
G-invariante g de T(, x)G.(z, X). Montrons que l'on a la décomposition en
somme directe topologique :

T(Lx)G(SC,X) D (T(I,X)G(za X))J_ = T(z,X)Wk-

Pour montrer ce résultat, on utilise la décomposition orthogonale des adhérences
L? des espaces considérés pour la métrique fortement riemannienne de L2(H, , H) x
L?(Hy, H), et on montre que la projection orthogonale de 1'adhérence E de
Tz, x)Wi sur I'adhérence de T, x)G.(x, X), quand restreinte a T, x) Wk, est a
valeurs dans T(, x)G.(z, X).

L’orthogonal de I'adhérence de T, x)G.(v, X) dans E est donné par l'en-
semble des couples (Z,T) € L?>(Hy,H) x L*>(Hy, H) de la forme :

Z11 Z12 111 T2

7 Za1 Z22 T 15 1o
0 a3 T X2 0 —a3 "2 X1
0 2 TH X 0 —aiy ' Z{pX1e
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La projection orthogonale de E sur T{, x)G.(z, X) est 'application qui au couple
(Z,T) € E d’expression :

Z11 Z12
7 ?12*1 Zoo
Ty 01 Z32

T (XPoTn — Zigwsr)  why  (5(X$pTho + T X12) + az)

T T1o
15 1o
T = a2
0 71'311 Z11X12
0 —a557"75HX12

associe le couple (pg(Z),pe(T)) donné par :

0 0
0 0
Z) = *— * * =1, ,—1x%
pa(Z) T31 'ay —z31 (177 X12 — $31ZB2)5E42150421
vy (X1yTn — Zipwa) —Z420
Xiowyy 3y (X$o T — Z5pw31)  — X120
0 0
pG(T) - 0 0 )
0 0

ou a vérifie :

1 * * * *
az + §(X12T12 - T12X12) = k2a - ($42$420. + Cl$42$42).

L’existence et I'unicité d’une solution & cette derniere équation provient du fait
que, pour (z, X) € Wy, lopérateur :

Erp : L*((Ker X)) — L2(( Ker X)t)
a — k?a— (Thom400 + ax35T42)

est bijectif et continu, donc un isomorphisme. En effet, pour 'injectivité, rappe-
lons que x5 42 est un opérateur hermitien défini positif sur ( Ker X)* (que I'on
munit d'une base {f;,i € I}), et soit g € U(( Ker X)) tel que x}o240 = gDg*,
ou D est diagonale : g(Df;, f;) = D;d;;. La condition d’appartenance & W
implique que :

Thorsr = k2 Id + X5 X1a,

et donc que D; > k2. Ainsi I’équation :
k*a = 2}o2400 4 aThe 242

est équivalente a :
k*g*ag = g*agD + Dg*ag,

et implique en particulier :
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cest-a-dire : g(g*ag.f;, fi) = 0 car (Dj + D;) — k* > k?. Ainsi Ker &;,, = 0.
Pour la surjectivité, étant donné u € L?(( Ker X)), on définit un opérateur
a € L%(( Ker X)1) par :

g(afj, fi) = 1/(k* = (Di + D;))g(g"ug. 3. fi).
et gag* est un antécédent de u pour &,,,. Notons de plus que, siu € L' (( Ker X)),
gag* € L*(( Ker X)1). La continuité de &,,, étant claire, on en déduit que &,,,
réalise un isomorphisme de L?(( Ker X)') et se restreint en un isomorphisme
de L'(( Ker X)%1).
Il reste & vérifier que la projection pg envoie un élément de T\, x)Wi dans
T(LX)G.(,I, X) Soit :

PH. = P11 P12 P13 Pi4
* P21 P22 P23 P24
Pexpression de la projection orthogonale sur H; dans une base adaptée a la
décomposition :
H=TmX® Im XN Im 2t @ Im 2| ker x @ Im 2| ger x15
et :
Hy = Ker X @ ( Ker X)*.

Pour (z, X) € W, les op”erateurs p11, p12, P14, P21, P22, P23 sont a trace et p13 —
x5 ainsi que poy — 23, également. La condition py, (Z) € L*(H, ) implique en
particulier que a;, Z32 et as sont a trace. On en déduit que a est a trace, ainsi
que pg, opa(Z) et pu, opa(T). Ainsi on a bien :

T(LX)G.(:C,X) S (T(m,X)G.(:L', X))J'g = T(z,X)Wk-

On notera H, x) l'orthogonal de T(LX)G.(x, X) dans Tz, x)Wk et, par abus de
notation, g la structure riemanienne induite sur le quotient.
. On en déduit que pour chaque structure symplectique w;, i =1,2,3,on a :

(Tiw,x)We) ™ N TiaxyWie = T, x)G-(2, X).

La G-invariance des structures permet de définir trois formes symplectiques sur
le quotient que, par abus de notations, on notera également w;.
. D’apres la démonstration du théoreme 1.4.11, on a :

T(x,X)Wk @ (T(LX)Wk)lgz = L2(H+,H) X L2(H+,H),

comme somme directe orthogonale pour la métrique fortement riemannienne
g2 donnée par la partie réelle du produit scalaire hermitien de L*(H,,H) x
L?(Hy,H), et d’aprés ce qui précede, la projection orthogonale pour gz de
Tz, xyWi sur T, x)G.(z, X) est a valeurs dans T, x)G.(x, X). On en déduit
que la projection d'un élément de T(, x)My sur T(, x)G.(z, X) est a valeurs
dans T(Iyx)G.(x,X). De cela il découle que, pour j = 1,2, 3, la projection d’un
élément de T, x) My, sur I;T, x)G.(v, X) est & valeurs dans [;T(, x)G.(x, X).
Ainsi, on a :

T(z,X)Mk = T(LX)G.(,T, X) (&) H(m,X) ) IlT(z,X)G-(wa X)
@IQT(m,X)G.(.T, X) &) IgT(LX)G.(:C, X),

de sorte que H(, x) est stable par I, I3 et I3. Le sous-fibré constitué des espaces
horizontaux étant G-équivariant, chacune des structures complexes intégrables
1;, j =1,2,3 définit une structure complexe intégrable sur le quotient. |
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1.4.6 L’identification de la variété complexe W;'/G® avec

I’espace cotangent de Gr?,

Dans ce paragraphe, nous montrons que l’espace quotient obtenu s’identifie
avec l'espace cotangent de la grassmmannienne restreinte. Pour cela, nous utili-
sons Iiomorphisme de l'espace quotient sur le quotient de la variété stable W;*
associée a la structure complexe I; par le groupe banachique G©.

Le groupe banachique complexe GC agit I;-holomorphiquement sur T M,
par :

g9.((z, X)) = (mog_l,X og*),
ot g € GC, et (x,X) € TMy.

Proposition 1.4.13 L’ensemble W;' des orbites sous GC des éléments de Wi,
est l'ensemble :

{(z,X) e TMy, t.q. X 2 =0 et x injectif },

et pour tout (x, X') de W} lunique élément g, x) de expig tel que g(,, x).(x, X) €
Wi, est donné par :

=

B N - T P
9w x) = ?(:c x) +?(z r)" 2 IdH++ﬁ(:c )2 X X (2*x)2 | (zFz)"2 | .

O Preuve de la proposition 1.4.13 :
La démonstration est identique a celle du lemme 1.2.33 du paragraphe 1.2.6, avec
X = ¢*. Notons que 1’élément g(_ml,X) obtenu appartient bien & Id + L'(H,). O

Notations 1.4.14 On notera ¢ la projection :

@ Wt = W
(,X) — (mog(;%x),Xog(z_’X)).

Proposition 1.4.15 W} est une sous-variété complexe de T My, pour la struc-
ture complexe I, et V\/,jl/G(C posséde une structure naturelle de variété I-
compleze. L’application de Wy /G dans VV,?/G(C induite par l'injection naturelle
de Wy, dans W;' est un difféomorphisme I;-holomorphe.

O Preuve de la proposition 1.4.15 :
Decoule de la théorie générale exposée au paragraphe 1.2.5. O

Théoréme 1.4.16 L’application :

oW — TGrY

Tes

(,X) — (Imz, FHzoX")

est une submersion holomorphe, dont les fibres sont les orbites sous le groupe
complezifié G = GI(Hy)N{ Idg, + L'(Hy), }.
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B Preuve du théoréme 1.4.16 :
. Im z appartient & Gr?, car pry ox € {Idy, + L'(H,)} est un opérateur
de Fredholm d’indice 0 et pr_ox € L?(H,, H_). De plus, la condition X*z = 0
implique que £ := k%ac o X* vérifie §| 1, , = 0, donc peut étre considéré comme
élément de L*(( Im z)*, Im x) =T, ,Grl.,.

. U est surjective car la base canonique xp d'un élément P € G0, (selon
[PS]) est dans Mj, et pour tout V € L2(PL,P), X := k*V* oz} ! (ot xp
est vu comme isomorphisme de H, dans P) vérifie k—lzx o X* =V et appartient
a L?(H,,P'). De plus, puisque pr_ : P — H_ est Hilbert-Schmidt, pr
Pt — H, est Hilbert-Schmidt et pr, o X € L*(H,).

. Montrons que deux éléments (x1,X;) et (w2, X2) de W;' ont la méme
image par VU si et seulement si ils appartiennent & la méme orbite sous GC. On
a:

Im z; = Ingézgleogfl

avec g~ € GC, d’on :
x90X) =1x10X; =ax920g0 X7,

ce qui équivaut a : Xo = X o0 g* car a2 est injectif.

. Exprimons la différentielle de ¥ en (z, X). Soient P = Imz, Up C Gr2,,
I'ouvert formé des éléments P’ € Grl,, tels que la projection orthogonale de P’
sur P soit un isomorphisme et @p I'application carte de Up dans L?(P, P*) qui

4 P’ associe I'unique application U € L2(P, P*) dont P’ est le graphe. Soient :

(Z, T) c T(m,X)Wzl

et
(2(t), X (£) € C' (| — e, e[, W})

telle que :

(x(0), X(0)) = (z, X)
et

£(0) = Z et X(0)=T.
Posons :

pp o W((x(t), X(t)) = (U(t), V(1)).

Comme

Im z(t) = Im (Id +U(t))
et U(0) = 0, il existe g(t) € C'(] — ¢, €[, G®) tel que :
z(t)ogt) ' = Id +U(t) et 2(0)0og(0)™' = Id .
En décomposant H selon P @ PL, on a : g(t) = prp o x(t), ou prp désigne la
projection orthogonale sur P. Ainsi U(t) = prpra(t) o (prpox(t))~! et :

d

— Ul = Z o z(0)" L.
@ ji—o (t) = prprZ o z(0)

De plus : V(t) = Zzprp o z(t) o X(t)T‘PL et :

d

1 . .
E\t:OV(t) = ﬁ(pTP(Z)OX +zoprp.(T)").
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Ainsi :
dop o d¥, x)(Z,T)) = (prproZoa™!, %(pr(Z) o X* +xoprp.(T)%)).
On a bien :
dep o d¥ (g x)(11(Z,T)) = idpp 0 d¥ (4 x)((Z,T))

ce qui prouve que ¥ est holomorphe. De plus, dpp o d¥(, x) est surjective,
un antécédent de (U, V) € L?(P,Pt) x L?*(P*,P) étant donné par : (U o
z, K2V 1), [}

Corollaire 1.4.17 L’espace quotient VV,?/G(C est difféomorphe a [’espace co-
tangent T'Grl,, de la composante conneze de H, de la grassmannienne res-

treinte via l’application :

O OW/GE — TGO

Tes

[(z,X)] — (Imaz,FzoX"),

et a Uespace tangent TGrl,, de la composante connexe de H, de la grassman-

nienne restreinte via l’application :

d: W/GE — TGr?

res

[(z,X)] — (Umaz,7zXoz*).

1.4.7 Calcul du potentiel kahlérien associé a la structure
complexe [;

Potentiel sur le quotient

La variété hyperkahlérienne T'M;, possede un potentiel kihlérien relatif a la
structure (g, I1,w;) globalement défini, i.e une fonction K définie sur T M, telle
que wi = dd* K, ou d°* := Ildll_l, a savoir :

K : TMk — R
(,X) — 1 Tr(z*z+X*X —k*Id).

Le fibré holomorphe trivial L = T M}, x C muni du produit scalaire hermitien :

h(z,X) : CxC — R
_ _ 1 * * _ 1.2
(21,22) +— 21Zpe” 3 Tr @ aFXTX—RId)

et de la connexion de Chern V associée, vérifie RV = iw;.
L’algebre de Lie g agit sur les sections holomorphes de L = T M, x C par :
2

a.0((z, X)) = =V(_zoa,Xoa")0 + ipuio + o) Tr a.o,

oo € T'(L) et a € g. Cette action correspond & l’action de g sur I’espace total
du fibré L donnée par I'application qui a a € g associe le champ de vecteurs V¢
dont la valeur en un point £ € L est I'élément de T(, x)Mj x C:

2
V(e = (o, X i (o, X))+ o T a).
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Cette action s’integre en une action du groupe G lorsque I'application a —

k? Tr a est la différentielle d'un caractere de G. Ceci n’est le cas que pour les
2

valeurs entieres de % et le caractere correspondant est :

X2 @ G — St
2
k2
g~ (det(g)s.
On notera également Y ,2 son extention en un homomorphisme de groupe de
2

G® dans C*. L’action correspondante de G et GC sur L est donnée par :

2

9-((w,X),2) = ((zog™", X 0 g"), (det(g) "7 -2).
ce qui induit une action de G® sur I'(L) par :
(9.0)((2,X)) =g(o(g™".(,X))).
otto € I'(L), et g € G©.

Définition 1.4.18 Pour % € N*, soit Ly, le fibré en droite de base T'GrY,, ob-
tenu en restreignant le fibré trivial L a la sous-variété réelle Wy, et en quotientant
par I'action de G. La fibre de Ly au-dessus d'un élément (P,U) € T'Gr?,, est :

Le(P,U)) = {((2,X),2) € Lyw, t.q. Imz =P etz o X* =U}/ ~
ol (2, X),2) ~ (o9, X 0 g%), (det(g) "7 .2).

Le potentiel K étant G-invariant, il en est de méme du produit scalaire
hermitien h, qui permet de définir un produit scalaire sur Ly :

Définition 1.4.19 On définit un produit scalaire hermitien h sur Ly, par :
B(&la 6‘2) = h(Ul, 02)3

olt 0,7 = 1,2 est la section G-invariante de Ly, relevant ;.

Rappelons que 'on a une submersion holomorphe :

TEes

(z,X) +— (Imz,zzo0X¥)

oW — T'Gr0

et une projection :

q1 W]jl —>Wk

(:L',X) — (ZL' Og&%x)vX Og(z,X));
avec
-1 k/’2*_1k/’2*_1 4 Ll oo e aLil, . 1.1
g(m,X) = (?(‘T ‘T) +?($ :E) Q(IdHJr‘f'ﬁ(.’L' .’L')QX X(:E ZC)Z)?(;C ,CC) 2)2_

—_
\)

(1.2)

Remarque 1.4.20 D’apres la proposition 1.2.25, la 2-forme ¥*w; est la cour-
bure de la connexion de Chern du fibré (L)1, h), ot h est défini par :

h(¢) = h(9@,x)-£ 9w, x)-€)-

pour tous (z, X) € W' et tous £ € L, x), et ol g, x) est défini par 1.2.
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Proposition 1.4.21 Pour tout %2 € N*, la 2-forme V*wy sur W' vérifie :
iU W, = dd K,

avee, pour tout (x,X) € Wi,

2

R k r*r 1{52 ,y,y* k2 ,y,y*
Kl(x,X):Zbgdet (F) —l—? Tr (k:2 — Id — Tr | log )

ou :
k2 1

. 4 L s 1)
~7y ?<IdH++<IdH++ﬁ(x )2 X* X (z z)z) )

O Preuve de la proposition 1.4.21 :
D’apres le théoreme 1.2.26, on a :

. 1
Kl( (ZL', X)) =K (g(m,X)' (va)) + 5 IOg |Xk2(g(z,X))|2'
Comme gax)x*xgax) —k* 1d = g(z, ) X * X g2, x)

K(g(z,X)'(za X)) =1 Tr (g(;fx)x*xg(;l,x) + g(m,X)X*Xg(z,X) - k2 Id)

I

—1 * —1
=1Tr (g(myx):c TGy x) ~ k2 Id) .

|

. N . . 1 X
Ainsi, aprés conjugaison par 9(z,x)

k2 _o T'x

et :
— * * -1 1
Iyt e = (a*2) "2y (2" 2)2.

En conjugant par (x*x)_%, on a donc :

]{?2 'Y'Y*
K(g(m,X)-(waX)) = ? Tr ( 12 - Id) .

. D’autre part :

k:2

2

L10g [ysz (9e )2 = — 3 log (det (972)) )

_1
2

=— k4—2 log det(z*z)~ 2yy* (2*x)

= +% log det ””;21 - k4—2 log det 'Y,;Y;.

De plus, 'opérateur

est auto-adjoint positif a trace. Ainsi :

glell
k/’2

log det = Tr log
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0

Tes

Le potentiel K, de I’espace tangent T'Gr

Proposition 1.4.22 Pour tout % € N*, la 2-forme W*wy sur W} vérifie
z'\Il*wl = dd“? Kl,

avec !

> Tr (( Id +4V*V)E — Jd)

Kl((x,X)) = %logdet (121) + %
L(rd+(1d +4V*V)%)

ouV = k—lzX o xz* est limage de la classe de (x,X) par Uidentification P de
VV,?I/G(C et TGrres donnée au corollaire 1.4.17.

O Preuve de la proposition 1.4.22 :

Puisque :
1 4 ] ?
=5 Id+ (Id + k—4|x|X X |z ,
ol

lopérateur L- est conjugué a :
1 4 o\
5 <1d+ (Id+ﬁ$X Xz > ) .

- 1) =3 (logZy) = T (14 +4V*V)* - 1d )
~1 T logd (14 + (14 +4VV)F).

Ainsi il vient :

e (

O

0

res”*

Le potentiel K, en fonction de la courbure de Gr

Théoreme 1.4.23 Le potentiel Ky sécrit :
2

N k z*T
Ki((z, X)) = T log det <?) + k296 (f(LRnvv)V,V),

avec V = 5 X ox* etf(u):%(\/lJrufl—logHiEH").

B Preuve du théoréme 1.4.23 :

La grassmannienne Gr?,, est une orbite symétrique hermitienne sous le groupe

U?... Sa courbure pour la connexion de Levi-Cevita est donnée par :
RxyZ=YX"Z-ZY*"X+ZX*Y - XY"Z,

pour tous X,Y,Z € TpGrl,, (voir I’Appendice B pour les grandes lignes et
[SpWu] pour les détails). L’opérateur Ry, v,y agit sur TpGrd,, par :
RrnvyvY = =2i(VV'Y + YV*V).
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On en déduit que :

gGT(IlRIIV_,VV, V) =28 Tr (V*VV*V + V*VV*V) = 4R Tr ((V*V)Q)
— IR Tr (4V*V)2),
et : ) ) )
aGr ((Ilelv,V)JV, V) =R Tr (4J(V*V)J+1)
= i?R Tr ((4V*V)j+1) .
Il vient alors :

7T (( Id +4V*V)% - Id ) — 1 Tr log ( Id +(Id +4V*V)%)
= gar (f(LRLvV)V, V),

avec

S

f(u) = <\/1+—ullog@>.

Remarque 1.4.24 Le premier terme de cette somme est le pull-back du po-
tentiel kdhlérien de la grassmannienne restreinte défini sur la variété stable M3
a la variété stable W;' par l'injection canonique Mj — W;*. Le second terme
est exprimé en fonction de la courbure de la grassmannienne restreinte et de
'image de I’élément (x, X) de W;' par l'identification W' /G€ = TG0

res’

1.4.8 L’identification de la variété complexe W;*/G* avec

l'orbite complexifiée de Gr?,,

L’orbite complexifiée O de la grassmannienne restreinte

La composante connexe contenant H, de la grassmannienne restreinte est
un espace homogene sous le groupe unitaire Us := U(H) N {Idy + L*(H, H)}
pour 'action par conjugaison, un point P de Grl, . étant identifié & 'opérateur
de projection orthogonale ikprp, k # 0, de H sur P. L’orbite complexifiée O
de Gr?,, est l'orbite sous 'action par conjugaison du groupe de Lie complexe

res
Gly := GI(H) N {Idy + L*(H, H)} de n’'importe quel point de Gr?,,. Elle a
été en particulier introduite par J. Mickelsson dans [Mic]. C’est I’ensemble des
opérateurs z € B(H) possédant exactement deux valeurs propres ik avec k # 0
et 0 et tels que les espaces propres correspondants appartiennent respectivement
a la composante connexe contenant H; de la grassmannienne restreinte Gri.cs
et a la composante connexe contenant H_ de la grassmanienne duale Gr

Tes
obtenue en échangeant les roles de Hy et H_.

Proposition 1.4.25 L’orbite complezifiée OF de la composante connexe Gro,,

de la grassmannienne restreinte d’un espace de Hilbert polarisé H = Hy & H_
est l'espace homogéne Gla(H)/ (Gla(Hy) x Gla(H-)) et une variété banachique
complexe modelée sur l’espace de Banach L?>(Hy, H_)x L*(H_, H. ), isomorphe
a Uouvert de la variété Grl,, x Gri, formé des couples (P, Q) € Grl,, x Grio,
tels que PN Q = {0}.

O Preuve de la proposition 1.4.25 :
Notons € := ikpr4 ou pri désigne la projection orthogonale sur H,. Le stabi-
lisateur de € pour P’action par conjugaison de Gla(H) est Glo(Hy) x Glo(H_).
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L’espace tangent en e a I’espace homogeéne Gla(H).€ est isomorphe &
gl (H)/(gly(Hy ) x gly(H_)) c’est-a-dire & L2(Hy, H_)x L?>(H_, H,). Pour tout
g € Gla(H), geg' = ikprg g, ol prym, désigne la projection sur g.H, pa-
rallelement & g.H_. Puisque g € Gly(H), la projection orthogonale de g.H
sur H_ est un opérateur de Hilbert-Schmidt, et la projection orthogonale de
g.Hy sur Hy est un opérateur de Fredholm d’indice 0. De méme, la projection
orthogonale de g.H_ sur Hy est Hilbert-Schmidt, et la projection orthogonale
de g.H_ sur H_ est un opérateur de Fredholm d’indice 0. Ainsi g.H, € Gr?

Tes

et g.H_ € Gr:0,. De plus g.H, Ng.H_ = {0}. O

res”*

La variété stable 1V;® associée a la structure complexe I3

Rappelons que pour (Z,T) € T(y x)T Mg, I3(Z,T) = (iT,iZ), et que I'action
de l'algebre de Lie g sur (x, X) € T My, est donnée, pour tout a € g, par :

a(r,X)=(—zoa,—Xoa).

On en déduit une action de I’algebre de Lie complexe g€ sur T M, par :

ia.3(x, X) := I3(a.(x, X)) = (—iToa,—iZoa) = (v, X) ( _(;a _ga ) .

ou a appartient a g. Cette action s’integre en une action Is-holomorphe de
G® = G. expig sur TMj, par :

exp(ia)u.s(z, X) = (2, X) ou™ ( coshia  —sinhia > .

—sinhia  coshia

oua € getu€ G. La variété stable associée a la structure complexe I3 est la
sous-variété Is-complexe de T My, :

Wyt = {(x,X) € TMy,3a € g,expiaz(z, X) € Wi}

Contrairement a la variété stable associée a la structure complexe I, la projec-
tion W;* — Wy, ne peut étre explicitée facilement.

L’identification W;?/G® = O
Théoreme 1.4.26 L’application v définie par :

P Wee — O¢
(,X) — z=ilz+X)(z*—X")

est une submersion holomorphe, dont les fibres sont les orbites sous G€ pour
Vaction I3-holomorphe de G€ sur W;e.

B Preuve du théoréme 1.4.26 :
. Montrons que I’application ¢ est bien & valeurs dans OF. Pour tout (z, X) €

Wi, ot — X*X = k* Id et X*z = 2* X, ainsi :

(" — X*)(x+X)=k?1d
(x* + X*)(x — X) = k% 1d.
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On en déduit que Ker (x + X) = {0} et Ker (x — X) = {0}. Le noyau de
l'opérateur z est donc Ker (z* — X*) = Im(x — X)*. D’autre part le sous-
espace Im(x + X) est espace propre relatif & la valeur propre ik? car :

2((z+ X)u) = i(z + X)(z* — X*)(z+ X)u = ik*(z + X)u.

Ainsi Im(z + X) N Ker (z* — X*) = {0}. De plus la projection de H sur
Im(z + X) est donnée par :

et est continue, et Idy — p; est & valeurs dans Ker (z* — X*) de sorte que
Im(z + X) et Ker (z* — X™*) sont en somme directe topologique. De plus,
puisque (z,X) € TMy, Im(x + X) et Im(z — X) appartiennent & Gr.s, et
Ker (z* — X*) = Im(z — X)* appartient & la grassmannienne duale Gr},,. On
en déduit que 'application 1/ est bien & valeurs dans I'orbite complexifiée O
de la grassmannienne restreinte.

. Montrons que les fibres de 1) sont les orbites sous GC. Supposons que
P((x1,X1)) = ¥((x2, X2)) ont (x1,X1) et (w2, X2) appartiennent a W;?. Alors
Im(z; + X1) = Im(xs + Xo) et Im(zq — X1) = Im(ze — X2). Ainsi il existe
g € GI(Hy) tel que (z2+ X2) = (z1+X1)oget ¢ € GI(Hy) tel que (x2 — X5) =
(r1 — X1) og’. On en déduit que :

20y =mxi(9+9)+Xilg—9)
2Xy =m(g—9¢)+Xi(g+9)

Puisque pour i = 1,2, zfz; — X} X; = k? Id et X z; = 27 X, il vient :

4(wixe — X3Xo) = (9" +¢"™) (@i — X{X1)(g+9')
+(g*79*)(X1X1*:01:01)(9 q')
+(g" +9™) (@7 1%1)(9 q)
+(g* —g’*)(Xi‘fcl Xi)(g+9)

c’est-a-dire :
g9 +9"g=21d,

et :
4(Xjxo —a3X0) = (9" — g") (@i — X{X1)(g +9')
+(g" + 9" (X7 X1 —2im1)(9 — ¢)
+(g" — g’*)(w’{Xl - X{z1)(g—9)
+(g* +9")(XTz1 — 271 X1)(9 + ¢')

c’est-a-dire :

g*g/ — g/*g
On en déduit que ¢’ = g*~!. En notant g = uexp(ia) la décomposition polaire
de g € GI(Hy) avecu € U(Hy) et a € u(Hy), on a alors :

x2 = xjucosh(ia) + Xjusinh(ia)
X2 = zjusinh(ia) + Xju cosh(ia),

t (22, Xo) = (wexp(ia)) ™' .(21, X1).

78



. Montrons que 1 est surjective. Soient P € Grl,, et Q € Gr:Y; tels que
PN@Q ={0}. Q* est le graphe d’un opérateur de Hilbert-Schmidt A4 : P — P+
et @Q est le graphe de l'opérateur —A* : P+ — P. Soit f lapplication qui
& une base orthonormée {e;,;i € N} de H, associe la base canonique de P
correspondante (cf 1.3.15) et qui & une base orthonormée {e;,i € N*} de H_
associe la base canonique de P+ correspondante. Notons g = f o |f|~!. Soient :

z =k(ldp + %A)gw+

Ona:Im (zr+X)=1Im (g95,) = PetIm (r—X)=1Im (Idp + A)g|a, =Q" .

Si la décomposition par blocs de 'identité relativement aux décompositions de
Hen H=P&®P-et H=H, ®H_ est:

o a b
id = (c d)’

alorsa—Id € LY(P,H,),be L>(P+,H,),c€ L*(P,H_),d—1d € L*(P*+,H_).
On en déduit que :

1
pryox =k(a+ ibA)g|H+ € kldy, + L' (Hy, Hy)

et
pr_ox =k(c+ %dA)g|H+ € L*(Hy, H-).
De méme,
pryoX = fgbAg‘}u e LY (H., Hy)
et

k
prooX =-cdA € L*(Hy, H).

Ainsi le couple (z,X) appartient & TMy,. De plus, ¥z — X*X = k?Idy, et
X*x —2*X = 0. Il reste & montrer que (z,X) € W;*. Pour cela remarquons
que :

v*r+ X*X = k*ldy, + kffg*A*Ag

Xtz +a*X = —E g* A" Ag.

La condition exp —ia.3(x, X) € Wy, est équivalente & I’équation :

coshia(ldy, + 1g*A*Ag)sinhia + sinhia(Idy, + 1g*A*Ag) coshia
— coshiagg* A* Ag coshia — sinh ia g* A* Ag sinhia = 0,

qui a pour solution :
1
ia = _Z log(Id}I+ +g*A*Ag) [ Ll(H+’H+).

. La différentielle de ¢ en un point (z,X) € W;? est I'application qui au
couple (Z,T) € T(y,x)W;* associe :

Az, x)(Z2,T) =i(Z +T)(a* — X*) +i(z + X)(Z* - T).
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Elle vérifie di(z, x)(I3(Z,T)) = idi(q,x)(Z,T), ainsi 1 est holomorphe. Soient
z € OF, P lespace propre de z de valeur propre ik? et @ le noyau de z. Soient
(U, V) € L*(P,P+) x L*(Q,Q%). Un antécédent de (U, V) par dip(, x) est le
couple (Z,T) € L*(Hy,H) x L?>(H, H) avec :

(
E(:u—i—X ~V*(z - X))

7 =
T =% (U +X)+V(z - X)).

De plus, puisque (z,X) € Wi?, pry o Z —Idy, et pry oT — Idy, sont des
opérateurs a trace. On en déduit que la différentielle di)(, x) est surjective. W

Corollaire 1.4.27 L’espace quotient W;*/G® est difféomorphe a lorbite com-
pleze O via Uapplication :
v WB/GE — O°
(@X)] — z=i(@+ X)@* - X)

1.4.9 Calcul du potentiel kahlérien K3 associé a la struc-
ture complexe I3

Expression du potentiel kihlérien K5 sur la surface de niveau wpe

En notant d® l'opérateur : d®® := I3odo 13_1, ou I3 agit sur les formes
différentielles ¢ de degré n sur T My, par :

VXq,...,X, € T(Iyx)TMk, (13¢)(X1, . ,Xn) = (—1)”¢(I3X1, RN Ian),

3 WpP — V\/,ig'/G(C la projection naturelle, et g3 : W;* — W la projection
sur la surface de niveau Wy = pi (3 Tr) N py ' (0) N pg ' (0), la structure
symplectique w3 vérifie :

paws((z, X)) = dd* K (g3(z, X)),

ou: K((y,Y)) = i Tr (y*y+Y*Y — k?Id). Bien que la projection g3 ne soit pas
explicite, il est possible d’évaluer le potentiel kdhlérien Ks:=Ko g3 associé a
la structure complexe I3 en un point de la variété stable WW;* en utilisant un
invariant des orbites sous GC. En identifiant g’ et g via la trace de sorte que
us((z, X)) = X*z + 2* X et en posant :

pa((z, X)) =%z + X*X.
ona:

)sinhéa + sinhéapy(z, X ) coshia
) coshia + sinhiaps(z, X ) sinhia,
) coshia + sinh dapy(z, X) sinhia

ps(expia.(z, X)) = coshiapy(z,
+ coshiaus(z,
pa(expia.(r, X)) = coshiaps(z,

Shols

+ coshiaps(z, X) sinhia + sinh daus(z, X) coshia.
Ainsi : _ ‘ ‘
(s + pa)(expia.(z, X)) = expia(us + pa) expia,
(u3 — pa)(expia.(xz, X)) = exp—ia(us — pa)exp —ia,
et :

(1 — 13) (exp a.(z, X)) = exp(ia) (13 (. X)) — 3((, X)) exp(—ia).
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Pour expia.((z, X)) = ¢3((z, X)), il vient :

pa(as (. X)) = exp(in) (3((2 X)) — (. X)) exp(~ia)
et :
Ry X)) = 7 T (4 (2. X)) — 23 (2. X)) * — K10)

4
Proposition 1.4.28 Pour tout (z,X) € W;?,
— Id) .
0O Preuve de la proposition 1.4.28 :
Puisque W;* C pi ' (£6%)Npy " (0), pour tout (z, X) € Wi, a*z—X*X = k? Id
et X*xr = 2*X. Ainsi :
pi((z, X)) — pi3((z, X)) =az*zz*z+*2X*X + X*Xao*e + X* X X*X
— ' Xo* X — " X X*x — X zo* X — X e X2
=r*r(X*X + k%) + ' 2 X* X + X* Xa*w
+r*r — k)X X —o* X' X
— " XX — X xx* X — X"z X"z
=k* +doreX*X — 4" X2 X.

=

R 2

4
Ks((z,X)) = % Tr <( Id + o (z X" Xzx* —Xx*X:z:*))

En conjuguant par 2*~! vu comme opérateur de H, dans Imz on obtient le

résultat. O
Expression du potentiel kdhlérien K3 sur TGr,.s en fonction de la
courbure

Théoréme 1.4.29 La forme symplectique ws de T'Gry.s posséde un potentiel
kdhlérien globalement défini sur TGrpes donné par :

Ks((P,V)) =% 1r (( Id +4V*V)E — Id)

= k*9cr (h(LRnvv)V,V),
ot h(u) =1 (VI+u—1).

B Preuve du théoréme 1.4.29 :
Lorsque (z, X) appartient & la surface de niveau Wy, *X =0 et :

KB((Z" X)) =

Emr (14 + eX Xat)? - 1d )
BT ((1d +4v7V)E - 1 ).
Le résultat provient alors des identités :
1 *
gar (L RpvyV,V) = Z?R Tr ((4V*V)?),

et :
‘ 1 ,
gar (LRLvV)YV,V) = Z% Tr ((4V*V)'*)

et du fait que pjws = dd*® Ks= dd®®*p3 K3 = p3dd® K3 car p3 est I3-holomorphe.
|
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Expression du potentiel kiihlérien K3 sur OF en fonction des angles
caractéristiques

Dans ce paragraphe, nous retrouvons ’expression du potentiel kdhlérien K3
donnée dans [BG3] en fonction des angles caractéristiques. Pour cela, nous uti-
lisons une section de I’application ¥ donnée dans la démonstration du théoreme
1.4.26.

D’apres le théoreme 1.4.26, tout couple (P, Q) appartenant a Gr,, x Grid,

avec PN Q = {0} représente un point de l'orbite complexifiée. Un antécédent
de (P, Q) par Dapplication 1 : W;* — OF est donné par :

1
= 0 L, .
242Y|Hy s
oll A est un opérateur de Hilbert-Schmidt de P dans P+ dont Q-+ est le graphe
(déterminé modulo I’action & droite de GI(P)), et oll g est un opérateur unitaire
uniquement déterminé & partir des bases canoniques de P et Q. Remarquons que
les valeurs propres {a;,i € N} de A sont indépendantes de opérateur A choisi
pour représentér le couple (P, Q). Dans le cas ol cet opérateur est générique,
c’est-a-dire lorsque toutes les valeures propres a; sont distinctes, il est possible
de définir des paires de droites caractéristiques {l;,1;}, ¢ € N, comme suit. La
droite complexe [; est la droite de P espace propre de I'opérateur A, A associé a
la valeur propre a;, et I} est la droite complexe de Q' image de l; par 'opérateur
Idp + A. L’angle 6; formé par les deux droites complexes I; et I} est défini par :

/
cos0; = [(e;, €7)],
ou e; est un générateur unitaire de [; et ou

i+ Ale;
o= Gt (e4)

P e+ Al
L’angle 6; est relié a la valeur propre a; par :
1

\/1+a12.

Cette derniere expression a un sens méme dans le cas non générique, et permet

de définir de maniere biunivoque les angles 0; €] — %, +7[.

cosb; =

Remarque 1.4.30 L’orbite d’un couple de sous-espaces (P, Q) de Gr¥, x Gr0,
sous l’action naturelle de Gla(H) est caractérisée par la dimension de P N Q.
L’orbite d’'un couple de sous-espaces (P, Q) sous I'action de Uz (H) sur Gr2,, x

Tes
Gr0, est caractérisée par I'ensemble des angles caractéristiques 6;.

La proposition 1.4.28 permet d’exprimer le potentiel k&hlérien K5 sur l'orbite
complexifié en fonction des valeurs propres a; de A* A ou des angles 0; entre les
droites caractéristiques.

Théoréme 1.4.31 La forme symplectique 1~ *ws définie sur lorbite complezifiée
OCF et associée a la structure complexe naturelle de OF vérifie v~ ws = dd® K
avec :

K3((P,Q)) = k* Tr (( dp + A*A)? — Idp),
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ot A est tel que Im(Idp + A) = Q*. En notant a; les valeures propres de
Uopérateur A*A, et 0; les angles caractéristiques, il vient :

Ks(P.Q) =k Ly (VI+aZ - 1)
= K Lien (b — 1)

B Preuve du théoréme 1.4.31 : R
D’apres la démonstration de la proposition 1.4.28, le potentiel K5 est donné en
un point (z, X) de la surface stable W;* par :

~ 1
K3((z, X)) = Tr ((k:4 A e XX — At Xat X)? — & Id) .
Pour (¢, X) donné par :

z=k(dp + L A)gm,

_ _k
X = 7§A9\H+a
il vient : A )
K3((z,X)) = k2 Tr (( Idp + g* A*Ag)® — Idp) :
ce qui aprés conjuguaison par g donne le résultat. |

Remarque 1.4.32 Le couple (z, X) donné par 1.3 appartient a W;* mais non
a W;'. Bien que sa projection sur la surface de niveau soit donnée en terme de
A et A* par laction de

e4ia — IdHJr + g*A*Ag

(cf la démonstration du théoreme 1.4.26), il n’est pas facile d’obtenir une ex-
pression simple du potentiel K7 en termes de 'orbite complexifiée.
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Chapitre 2

Orbites coadjointes affines
des L*-groupes

2.1 Introduction

En dimension finie, les orbites (co-)adjointes d’un groupe de Lie compact
semi-simple possedent une structure naturelle de variétés kahlériennes, la com-
pacité du groupe n’intervenant que pour définir un produit scalaire invariant sur
I’algebre de Lie du groupe par le biais de la forme de Killing définie négative.
Lorsqu’on passe aux groupes de Lie banachiques, la notion d’orbite (co-)adjointe
apparait trop restrictive et doit étre élargie en la notion d’orbite (co-)adjointe
affine, qui lui est équivalente en dimension finie, mais ne ’est plus en dimension
infinie. Ceci est a relier au fait que les dérivations d’une algebre de Lie de di-
mension infinie ne sont pas toutes intérieures. En particulier, la grassmannienne
restreinte d’un espace de Hilbert H est une orbite (co-)adjointe affine du groupe
unitaire Uz(H ), mais pas une orbite (co-)adjointe au sens classique du terme.

La seconde particularité du cadre banachique est que les orbites coadjointes
(affines) ne posseédent pas nécessairement de structure naturelle de variétés,
mais des lors qu’elles en possedent une, elles sont faiblement symplectiques. La
structure de variété d’une orbite coadjointe est conditionnée par I’existence d’un
supplémentaire topologique de l'algebre de Lie du stabilisateur d’un point. En
particulier pour les L*-groupes, formant une classe de groupes de Lie hilbertiens
aux propriétés algébriques semblables a celles des groupes de Lie de dimension
finie, toute orbite coadjointe affine possede une structure naturelle de variété
fortement symplectique.

Ce second chapitre est consacré a la généralisation des constructions de
métriques hyperkahlériennes obtenues par O. Biquard et P. Gauduchon dans
[BG1], [BG2] et [BG3], plus précisément, a la construction de structures hy-
perkéahlériennes sur les complexifications des orbites coadjointes affines hermi-
tiennes symétriques des L*-groupes semi-simples de type compact (le terme
compact est ici utilisé par analogie a la situation en dimension finie pour noti-
fier 'existence d’un produit scalaire invariant). Il est organisé en trois parties.
La premiere est consacrée a la classification des orbites coadjointes affines her-
mitiennes symétriques des L*-groupes simples de type compact , ainsi qu’a la
théorie des racines fortement orthogonales qu’il a fallu développer dans ce cadre.
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La seconde partie est consacrée a la démonstration du théoreme de Mostow pour
un L*-groupe semi-simple de type compact. Dans la troisieme partie, nous uti-
lisont ces deux ingrédients pour construire une structure hyperkéhlérienne sur
les orbites complexifiées des orbites coadjointes affines hermitiennes symétriques
des L*-groupes simples de type compact, grace a la fibration de I'orbite com-
plexifiée au dessus de 'orbite de type compact, puis sur espace (co-)tangent
de ces orbites de type compact.

Dans les sections 2.2 et 2.3, nous exposons les résultats connus sur les L*-
groupes et les L*-algebres, ainsi que 1’étude de leurs orbites coadjointes affines
effectuée par K.H. Neeb dans [Neel]. En section 2.4, nous intéressons aux orbites
coadjointes affines hermitiennes symétriques des L*-groupes semi-simples de
type compact. La classification des espaces hermitiens symétriques de dimension
infinie a été obtenue par W. Kaup dans [Kau2] sur la base d’une caractérisation
algébrique des variétés banachiques complexes simplement connexes et symétri-
ques en termes de triplets de Jordan hermitiens. Nous donnons la classification
des orbites coadjointes affines hermitiennes symétriques des L*-groupe simples
de type compact, généralisant la démonstration de la classification des espaces
hermitiens symétriques de dimension finie de J. Wolf ([Wol2]), basée sur la no-
tion de racine de type non-compact. Ce résultat montre a posteriori que tout
espace hermitien symétrique irréductible est une orbite coadjointe affine d’'un
L*-groupe. Chacune des orbites irréductibles obtenue est I’analogue en dimen-
sion infinie d’une orbite coadjointe affine hermitienne symétrique compact ap-
partenant a I’'une des familles infinies classiques. L’espace projectif d’un espace
de Hilbert, la grassmanienne des p-plans d’un espace de Hilbert avec p < +o0,
ainsi que la grassmannienne restreinte en sont des exemples.

Le théoreme de Mostow auquel nous faisions référence s’énonce comme suit.
Soient G un groupe de Lie connexe compact semi-simple, dont ’algebre de Lie
g se décompose en g = £ @® m, ou ¢ est I'algebre de Lie d’un sous-groupe fermé
K de G, et G€ le groupe de Lie connexe d’algebre de Lie g© = g @ ig. Alors G
est homéomorphe au produit G X expim x exp it. La démonstration de Mostow
utilise la compacité de G et nous en donnons une généralisation en section 2.5 au
cas ou G est un L*-groupe semi-simple de type compact, basée sur la complétude
de son algebre de Lie.

L’orbite complexifiée d’une orbite coadjointe affine O hermitienne symé-
trique d’'un L*-groupe G semi-simple de type compact d’algebre de Lie g, est
définie comme 'orbite de n’importe quel point de O sous 'action coadjointe
affine du L*-groupe complexe connexe GC, d’algebre de Lie g @ ig. En section
2.6, nous montrons qu’une telle orbite complexifiée est fibrée au dessus de 1'or-
bite de type compact, et possede une structure de variété hyperkéhlérienne.
Puis nous construisons un isomorphisme de variétés fibrées entre cette orbite
complexifiée et 'espace tangent de 'orbite de type compact. Finalement, nous
explicitons la métrique hyperkahlérienne induite sur l'espace tangent de 'orbite
de type compact. Nous retrouvons ainsi, comme cas particulier, la structure
hyperkéhlérienne de 'orbite complexifiée de la grassmannienne restreinte et de
Pespace (co-)tangent de la grassmannienne restreinte établie dans le chapitre
premier.
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2.2 L*-groupes et L*-algebres

2.2.1 Définitions, propriétés et exemples

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de L*-algebre et de L*-
groupe et exposons les premieres propriétés issues des définitions. Les démonstrations
en sont élémentaires mais ne figurent pas toujours dans la littérature (en parti-
culier la proposition 2.2.17). Dans la suite, les produits scalaires hermitiens sur
les espaces de Hilbert complexes considérés seront C-anti-linéaires par rapport
a la premiere variable, et C-linéaires par rapport a la seconde.

Définition 2.2.1 Une L*-algebre g sur K = R ou C est une algebre de Lie sur
K munit d’une structure d’espace de Hilbert sur K telle que pour tout = € g, il
existe * € g vérifiant :

([z,9],2) = (y, [«", 2]), (2.1)

pour tous y, z appartenant a g.

Exemple 1 Soit g une algebre de Lie complexe semi-simple de dimension finie
et go une forme réelle compacte de g définie par une involution o. Si on pose
z* = —o(x) et (x,y) = B(z*,y), ot B est la forme de Killing de g, alors g
devient un espace de Hilbert complexe de dimension finie, l'application x — x*
une conjugaison et la condition 2.1 est vérifiée, de sorte que g devient une L*-
algébre.

Définition 2.2.2 Soit g une L*-algebre. On note :

¢t ={reg " =—a}
p={rega =z},

de sorte que : g = £ @ p. On dit que g est de type compact si g = ¢, et de type
hermitien si g = p.

Remarque 2.2.3 Lanotion de L*-algebre de type compact est une généralisation
de la notion d’algebre de Lie de dimension finie associée a un groupe de Lie com-
pact.

Notations 2.2.4 Pour tout = € g, on note D, 'opérateur linéaire défini par :
Da(y) = [z,y].

pour tout y appartenant a g.

Remarque 2.2.5 D’apres la propriété 2.1, 'adjoint de D, est D, «.

Proposition 2.2.6 Pour tout x € g, lopérateur D, : g — g est borné.

O Preuve de la proposition 2.2.6 :
Montrons que le graphe de D,, est fermé. Soit {(yn, Dz (yn)} une suite d’éléments
du graphe de D, convergeant vers un élément (y, z) de g X g. Par continuité du
produit scalaire de g, pour tout ¢ € g, il vient :

<Zv t> = <hmn~>+oo [:C, yn]v t> = limy, 400 <[$7 yn]v t>
= limy— 400 (Yn, [27,2]) = (limp— 00 Yn, [27,1])
= (y, [z%,t]) = ([z, 9], 1).

D’apres le théoréme de Riesz, z = [z, y]. O
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Proposition 2.2.7 L’application © — D, est une application continue de g
dans Uespace de Banach B(g) des opérateurs bornés sur g muni de la norme
d’opérateur.

O Preuve de la proposition 2.2.7 :
Montrons que le graphe de lapplication z — D, est fermé. Soit {(xy, Dy, )}
une suite d’éléments du graphe convergeant vers (z, D) € g x B(g). Pour tout
yeg,ona:
S Dy, (y) = — lm [y, 2] = D(y).
Par continuité de lapplication Dy, limy, 400 [y, 2] = [y, z], d’ott D(y) = [z,y],
et D=D,. O

Remarque 2.2.8 L’application x — z* est un automorphisme involutif de g,
R-linéaire lorsque K = R et C-anti-linéaire lorsque K = C.

Proposition 2.2.9 Pour tous x,y € g, on a :
[z,y]" = [y", 2"].

O Preuve de la proposition 2.2.9 :
Pour tous z,t € g, il vient :

(lz, ], 2], 8) = ([[=, 2], 9] + [, [y, 2], £)
= < L, Z]a [ta y*]> + <[ya Z]v [:L'*, t]>
= (z, [z*, [t y]]) + (2, [y, [=, 1]])
= (2 [ly", 2"],t])

|

Notations 2.2.10 Pour tous sous-ensembles A et B d’une L*-algebre g, on
note [A, B] la fermeture de ’espace vectoriel engendré par {[a,b],a € A,b € B}.

Définition 2.2.11 Une L*-algebre g est dite semi-simple si g = [g, g]. Elle est
dite simple si elle n’est pas abélienne et si elle n’admet aucun idéal fermé non
trivial.

Remarque 2.2.12 La propriété 2.1 implique que pour tout idéal i de g, l'or-
thogonal it est aussi un idéal de g. On en déduit la proposition suivante :

Proposition 2.2.13 Toute L*-algébre est somme directe de son centre et d’un
idéal semi-simple.

O Preuve de la proposition 2.2.13 :
Soit C' le centre de g. Par continuité du crochet, C' est fermé. D’apres la pro-
position 2.2.9, C' est *-stable. On en déduit qu’il en est de méme de l'idéal
C*. Montrons que C* est semi-simple. Soit x € [C+,Ct]t N C*. Pour tout
u,v € CH, on a:

([u,z],v) = (@, [u",v]) =0,

donc [u,z] € (C+)+ = C. Puisque C* est un idéal, [u,z] € C+ NC = {0}. 11
en découle que x commute & C et & C, donc appartient au centre de g. Or
x € C+, donc z = 0. O
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Proposition 2.2.14 Si g est semi-simple, alors :

(z,y) = (y*,2"),

pour tous x et y de g, de sorte que l'application x — x* est une conjugaison de
Uespace de Hilbert g. L’algébre g est alors la complexification de la L*-algebre
réelle formée des éléments anti-auto-adjoints.

O Preuve de la proposition 2.2.14 :
Soient x,a,b € g. Il vient :

('T’ [a’ b]> = _<['T’ a*]’ b> = <a*’ [b
Puisque g = [g, g, par linéarité et continuité du produit scalaire, on en déduit
que (z,y) = (y*,x*) pour tout x,y € g. O

Proposition 2.2.15 Soit i un idéal fermé d’une algeébre de Lie semi-simple.
Alors :

[i*,it] =0.

O Preuve de la proposition 2.2.15 :
Puisque i+ est un idéal de g, on a :

[i,it] = 0.
Comme g est semi-simple, on en déduit que :
i=[i,i] et i*=I[i*i*].
Soient a,b €iet z € i*. Pour tout y € g, on a :
(y, [[b%, %], 21) = (v, [[a, 8], 2]) = ([[a, ], 4], 2) = 0.

Ainsi [[b*,a*], z] = 0. Par linéarité et continuité du crochet, on en déduit que
[i*,it] = 0. i

Corollaire 2.2.16 Pour tout idéal i d’une L*-algébre semi-simple, on a :
[(iNi)*,i] = 0.
0O Preuve du corollaire 2.2.16 :
Soient u € (iNi*)L et v € i. Pour tout z de g dont la décomposition selon la
somme directe g =1 &® il g%écrit z =29+ 21, on a :
<[ua U]’ Z> = <u7 [ZO’U*D + (ua [ZlaU*D =0,

car [z0,v*] € iNi* et [21,v*] € [it,i*] = {0}. D’apres le théoréme de Riesz,
[u,v] = 0. |

Proposition 2.2.17 Tout idéal fermé d’une L*-algébre semi-simple est x-stable.
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O Preuve de la proposition 2.2.17 :
Soit i un idéal fermé d’une L*-algebre de Lie semi-simple g. i se décompose en
somme orthogonale de deux idéaux :

i=ini* @ @(ini’)* ni.
D’apres le corollaire 2.2.16, on a [(iNi*), (iNi*)1] =0 et :
[(ini)* Ni, (ini*)T ni] =0,
ce qui implique que [i,i] = [iNi*,iNi*]. Comme g est semi-simple, i = [i,i] =
[Nifini*] =iNni*. O

Remarque 2.2.18 Rappelons qu’en dimension infinie, une algebre de Lie ne
s'inteégre pas forcement en un groupe de Lie. Un exemple d’algébre de Lie bana-
chique qui ne soit pas ’algebre de Lie d’un groupe de Lie est donnée par W. Van
Est et Th.J. Korthagen dans [EK]. Cependant, la proposition précédente, as-
sociée au fait que toute algebre de Lie banachique possédant une représentation
fidele s’integre en un groupe de Lie banachique, permet de démontrer la propo-
sition suivante ([Neel] ou [Nee2]) :

Proposition 2.2.19 Pour toute L*-algébre g, il existe un groupe de Lie hilber-
tien G d’algébre de Lie g.

Définition 2.2.20 Un groupe de Lie hilbertien associé a une L*-algebre est
appelé L*-groupe.

Exemple 2 Soient H un espace de Hilbert complexe, L*(H) l’ensemble des
opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H et id [’application identité. L’algébre de
Lie gly(H,C) := L*(H) muni du commutateur de deuz opérateurs comme cro-
chet de Lie, de l’adjonction comme involution x et du produit scalaire :

(X,Y) = Tr X*,

défini pour tous X,Y de gly(H,C), est une L*-algébre complexe. Le groupe de
Lie hilbertien correspondant est :

GLy(H,C) :={g€ GL(H),g— id € L*(H)}.

Exemple 3 Soit 8 lapplication C-bilinéaire symétrique sur gly(H,C) définie
par :
BX,Y)= Tr XY,

pour tous X, Y appartenant a gly(H,C), ou X désigne Uapplication transposée
de X (relativement a la structure d’espace de Hilbert réel de H). L’algébre de
Lie complexe orthogonale :

02(H,C) == {X € gl,(H,C), X" + X =0}

est une sous-L*-algébre de gl,(H,C). Le L*-groupe orthogonal associé est :

O02(H,C) :={g € GL:(H,C),g"g= id }.
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Exemple 4 Soit ® = {e_1,e_2,...,€1,€a,...} une base orthonormée de H, et
J DVopérateur linéaire défini par : Vi >0, Je_; := —e; et Je; :=e_;. L’algébre
de Lie symplectique complexe :

spo(H,J) = {x € gl,(H,C), X" J+JX =0}

est la sous-L*-algébre de gly(H, C) préservant la forme C-bilinéaire anti-symétrique
~ définie par :

VX,Y € gly(H,C),y(X,Y) := Tr(XTJY).
Le groupe symplectique complexe associé est :

Spo(H,J) :={g € GLy(H,C),g" Jg = J}.

2.2.2 Systemes de racines des L*-algebres complexes

Dans ce paragraphe, g désigne une L*-algebre complexe semi-simple séparable.
Les résultats présentés dans cette section sont classiques. Nous incluons les
démonstrations des propositions qui seront utilisées par la suite afin de rendre
I’exposé aussi auto-suffisant que possible. Pour le reste, nous renvoyons le lecteur
a [Schul] ou & [Bou].

Définition 2.2.21 Une sous-algebre de Cartan d’une L*-algebre semi-simple
complexe g est une sous-algebre abélienne, stable par *, et maximale parmi les
sous-algebres abélienne *-stables.

Remarque 2.2.22 Par le lemme de Zorn, tout élément x € g tel que [z, z*] =0
est contenu dans une sous-algébre de Cartan. Une sous-algebre de Cartan est
nécessairement fermée.

Proposition 2.2.23 Une sous-algébre de Cartan b de g est une sous-algébre
abélienne mazimale et b~ = [b, g].

O Preuve de la proposition 2.2.23 :
Soit h une sous-algebre abélienne *-stable, maximale parmi les sous-algebres
abéliennes *-stable. Montrons que h est abélienne maximale. Soit = € g tel que
[h, 2] = 0. Alors [h, 2*] = 0 car § est x-stable. Ainsi [h, 2 + z*] = [h, 2 — 2*] = 0.
Puisque h est x-stable abélienne maximale, x + x* et x — x* appartiennent a b,
de sorte que x € h. Il en découle que h est une sous-algebre abélienne maximale.
D’autrepart, si hy € h et x € g, alors pour tout he € b :

<h2a [hlvxD = ([hfth]a‘T) =0,

ce qui implique que : [hy,2] € b. Ainsi [h,g] C ht. Réciproquement, si z €
[h,g]* ona:
(z,[h",y]) = ([h, 2], y) =0,

pour tout h de b et tout y de g, par conséquent : [h, 2] € gt = {0} pour tout h
de . L’algebre b étant abélienne maximale, il en découle que = appartient a §.

Ainsi b = [, g]* et bt = [h, g]. -
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Remarque 2.2.24 Dans le cas ou g est de dimension finie, on retrouve la
définition usuelle d’une sous-algebre de Cartan h. En effet, b est abélienne maxi-
male, et Vo € b, [z, 2*] = 0, ainsi D, est un opérateur normal, donc diagonali-
sable. D’apres [Lie], ces deux propriétés caractérisent les sous-algebres de Cartan
d’une algebre de Lie de dimension finie. Réciproquement, si g est une algebre
semi-simple de dimension finie et h une sous-algebre de Cartan au sens clas-
sique du terme, alors il existe une forme réelle compacte gy de g associée a une
involution o telle que o(h) = b, ce qui implique que g est une L*-algebre pour
Panti-automorphisme x défini par : 2* = —o(x), et h est une sous-algebre de
Cartan au sens précédent.

Théoreme 2.2.25 ([Schul]) Soit g une L*-algébre semi-simple. Il existe une
suite d’idéaux fermés simples g;, *-stables, indéxée par un ensemble J, telle que
g soit somme directe hilbertienne des g; pour j € J. Tout idéal fermé de g est
obtenu en sommant les g; sur un sous-ensemble de J.

Notations 2.2.26 Soit h une sous-algebre de Cartan d’une L*-algebre semi-
simple complexe g. Pour toute application linéaire o : h — C, on note V, le
sous-espace vectoriel fermé :

Vo ={veg | Yhebh,[h,v]=a(h)v}.

Définition 2.2.27 On dit que a : h — C est une racine (relativement a b) si

Vo # {0}

Remarque 2.2.28 La fonction nulle est une racine et Vj) = h car h est abélienne
maximale. Si « est une racine, alors c’est un homomorphisme de 'algebre de
Banach d’opérateurs engendrée par {Dy, h € h}. Comme tout homomorphisme
d’une algebre de Banach est une application linéaire de norme au plus 1, une
racine est nécessairement une application linéaire continue dont la norme est
majorée par la norme de 'application x — D,. De plus, la propriété 2.1 im-
plique :

a(h®) = a(h).
pour tout A de b.

Notations 2.2.29 On notera R l’ensemble des racines non nulles de g.

Remarque 2.2.30 Si « est une racine, —« est une racine et V) = V_,. Si o
et [ sont deux racines distinctes alors V,, L Vg. De plus, d’apres I'identité de
Jacobi : [V, V] C Vags.

Théoréme 2.2.31 ([Schu2]) Soit g une L*-algébre semi-simple et b une sous-
algébre de Cartan. Alors g possede une décomposition de Cartan relativement a

h au sens au :
g=ho > V,
acR

comme somme hilbertienne, o parcourant ’ensemble R des racines distinctes
non nulles relatives a b.

Définition 2.2.32 Pour toute racine non nulle «, on appelle coracine et on note
he Vélément de b tel que Vh € b, a(h) = (h, hy). Remarquons que : hY, = h,.
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Proposition 2.2.33 Si a est une racine non nulle, alors V,, est de dimension
1.

O Preuve de la proposition Soit v; € V,, avec ||v1]| = 1 et vy € V,, avec
(v1,v2) = 0. Pour tout v € V,, [v1,v*] C [va, Vo] = bh. Pour tout h € b,

<h’ [UlaU*D = <[h,’l)],U1> = <h,ha><’l},?}1>.

Dot : [v1,v*] = (v1,v)ha, en particulier : [v1,v3] = 0. De maniére analogue,
[v2,v3] = (va,v2)he. D’apres l'identité de Jacobi et la propriété 2.1 :

0 = <[U ) U2 ] ['UUUQ]) <U1’[[UT’U2]5U§]> ) )
= (v1, [o7, [Uzavzl] [[quz]aw]); (vf, [v1, [Jv2[[*Ral) + |I[oT, 03]
= (v7, Hvz|| 0;( )UT>+|H12)T,U§]||
= [hallPllvall® + [I[v7, v3]]1*.
Ainsi |lvz|| = 0 et v = 0. O

Définition 2.2.34 Soit R l’ensemble des racines non nulles relativement a
une sous-algebre de Cartan b de g. Par le lemme de Zorn, il est possible de
décomposer R en R UR_ avec R4 et R_ disjoint et tels que o € Ry & —a €
R_. Une telle décomposition définit une relation d’ordre partiel strict sur R
par :
a>p3sa—pF0>0.

Dans la suite, on identifiera une telle décomposition avec l'ordre induit et on
appellera racines positives les éléments de R .

Notations 2.2.35 Pour toute racine positive a € R4, soit e, € V,, tel que
lleal] = 1. Alors e, € V_, et |lef|| = 1. Pour toute racine négative o € R_, on
note e, :=e’ , de sorte que pour tout « € R,ona: e} =e_,.

Remarque 2.2.36 L’ensemble {e,,a € R} forme une base hilbertienne de h=+
et :
[easel] = ha-

Proposition 2.2.37 Si 8 est une racine et o une racine non nulle, alors la
suite {8 — ka, k € Z} contient seulement un nombre fini de racines.

0O Preuve de la proposition 2.2.37 :
Si B — ka est une racine et C' la norme de 'application x — D, alors :

C = |hp—rall = [k = khall = [Kll[hall = [1Ps]l],
de sorte que k est borné. O

Notations 2.2.38 Soit § est une racine et a une racine non nulle. On note
k1(a, B) et ko(a, B) les entiers tels que 5 4 ka est une racine pour —kq («, 5) <
k < ka(a, B) et tels que 5 — (ki(o, B) + 1) et 8+ (k2(c, B) + 1) ne sont pas
des racines.

Définition 2.2.39 On définit un produit scalaire sur §’ par :

(a, 8) = (hashg),
pour tout «, 3 appartenant a b’, ot al(h) = (h, hy) et B(h) = (h, hg), Yh € b.
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Proposition 2.2.40 Si § est une racine et a une racine non nulle telles que
a + 3 soit une racine, alors lespace vectoriel engendré par les eg_po pour

—ki(a, 8) < k < ka(a, B) est un slo-module irréductible de dimension fini. En

outre Vo1 est engendré par [eq,eg] et n(f, ) := 2533 est un entier.

O Preuve de la proposition 2.2.40 :
Posons

2 2
H, = Hha”Qha et Y, := Moz o

On a:

e, Yol = Ho [Ha,ea] =260 [Ha,Ya] = —2Y,
ce qui signifie que e,,Y, et H, forment un slo-triplet. L’espace vectoriel en-
gendré par les eg_pq pour —k1 (o, 8) < k < ka(e, 3) est un sly-module irréductible
de dimension finie. En particulier, ad(eq) : Vs — Vg4q est bijectif et Vg est
engendré par [eq, eg]. De plus :

2 2 2 (Oz,ﬂ)
[Ha,ep] = W[hmeﬁ] = Wﬂ(ha)ea = W<hmhﬂ>€ﬁ =2—=

et n(fB, ) := 2(;—5) est entier. O

Corollaire 2.2.41 Si a et B sont deux racines non proportionnelles telles que
n(B,a) > 0, alors 8 — « est une racine.

O Preuve du corollaire 2.2.41 :
Avec les notations de la proposition précédente, on a [H,,eg] = n(8, a)eg avec
n(B,a) > 0. On en déduit que [V, eg] # 0 et engendre Vg_,. O

Définition 2.2.42 Une racine positive « est dite simple si elle ne peut s’écrire
comme la somme de deux racines positives.

Notations 2.2.43 Etant donné un ordre R = R4+ UR_ sur 'ensemble des
racines non nulles R, on désignera par S 1’ensemble des racines simples.

Définition 2.2.44 Un sous-ensemble N de I’ensemble des racines non nulles R
est appelé systeme de racine si :

1. aeN=—-acN,
2. a,feENetat+BeR=a+peN.

Définition 2.2.45 Un sous-ensemble N de I’ensemble des racines non nulles
R est dit indécomposable si N ne peut pas s’écrire comme 'union de deux
sous-ensembles non-vides orthogonaux.

Proposition 2.2.46 ([Schul]) Sig est une L*-algébre simple alors R est indé-
composable. Soit F' un sous-ensemble indécomposable de [’ensemble des racines
non nulles R d’une algébre de Lie semi-simple g, alors le systéme de racine Np
engendré par F est indécomposable et la sous-algébre g(NF) de g engendrée par
les eq, 0 € N, est simple.

Un corollaire de la proposition 2.2.37 est la proposition suivante :

Proposition 2.2.47 ([Schul]) Pour tout sous-ensemble fini F de ’ensemble
des racines non nulles R d’une L*-algebre simple, il existe un systeme fini indé-
composable de racines non nulles contenant F.
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2.2.3 Classification des L*-algebres simples

Dans ce paragraphe, nous énoncons les résultats a la base de la classification
des L*-algebres simples complexes obtenus par J.R. Schue dans [Schul] . Dans la
suite du paragraphe, g désignera une L*-algebre complexe séparable semi-simple
et h une sous-algebre de Cartan.

Remarque 2.2.48 Si g est une L*-algebre séparable, 'ensemble {e,,a € R}
est dénombrable, de sorte que ’ensemble R des racines non nulles est dénombrable.

Théoreme 2.2.49 ([Schul]) Soit g une L*-algébre simple séparable et R =
{ai,i € N*} ’ensemble des racines. Pour toutn € N*, on pose F,, := {aq,...,an}.
Il existe une suite {Ny}nen- de sous-ensembles finis de R tels que :

1. F, C Nn C Nn+1
2. N, est un systéme de racines indécomposable
3. R - UnGN*Nn

4. Les sous-algébres simples g(N,,) forment une suite croissante avec
g= UneN*g(Nn)

5. Les sous-algébres simples de dimensions finies g(N,,) sont toutes de méme
type A, B, C ou D.

Proposition 2.2.50 ([Schul]) Etant donné une suite {Ny }nen- comme dans
le théoréme précédent, il est possible de définir un ordre total sur l’espace vec-
toriel réel engendré par ’ensemble des racines tel que :

1.a>0=—-a<0,
2.a>0,>0=>a+83>0,
3. Sia>0etad¢N, aors a> 3 pour tout § € N,

4. Vordre induit sur Ny, est un ordre lexicographique relativement & une base
de racines.

Proposition 2.2.51 ([Schul]) Soit S l’ensemble des racines simples de g re-
lativement a 'ordre précédent.

1. SN N, est un systéme complet de racines simples de g(Ny), i.e. toute
racine positive a de N, s’écrit comme combinaison linéaire & coefficients
entiers positifs d’éléments de S N N,,.

2. Si« et 3 appartiennent a S, a— 3 est une racine si et seulement si o = 3,
de sorte que ki(a, 8) = k1(8,a) =0

3. § est un systéme linéairement indépendant sur R et toute racine positive
a € Ry est une combinaison linéaire d’éléments de S a coefficients entiers
positifs ou nuls, nuls sauf un nombre fini.

4. SiT =3, n0; avec a; € S et n; = 0 sauf un nombre fini, alors pour savoir
si T est une racine, il suffit de connaitre (ho,hg) pour tous a, 5 € S.

Définition 2.2.52 Soit S I'ensemble des racines simples d’une L*-algébre simple
g munie d'une décomposition de I'’ensemble des racines en racines positives et
négatives. Le graphe de S est ensemble des (hq, hg) ol a et B parcourent S.
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Définition 2.2.53 Soient g; (resp. go) une L*-algébre simple séparable, b
(resp. h2) une sous-algebre de Cartan et Gy (resp. G2) le graphe correspondant
a un ordre sur les racines. On dit que G; et Go sont isomorphes s’il existe une
application ¢ envoyant une racine simple « de gy sur une racine simple () de
g2 de telle sorte que :

(o, B) = (p(), 9(B))

pour tout «, § appartenant a S.

Théoréme 2.2.54 ([Schul]) Soient gy et g2 deux L*-algébres simples séparables
tels que les graphes Gy et Go relatifs au choiz de sous-algébres de Cartan et
d’ordres sur les racines soient isomorphes. Alors g1 et go sont isomorphes en
tant que L*-algébres.

Définition 2.2.55 On appelle diagramme de Coxeter d'une L*-algebre semi-
simple g le graphe dont les sommets sont les racines simples « relatives au
choix d’un ordre sur les racines, et dont les arétes entre deux racines distinctes
a et @ sont au nombre de n(a, 3).n(B,a). On appelle diagramme de Dynkin
d’une L*-algebre semi-simple g le diagramme de Coxeter habillé des rapports
des longueurs entre deux racines simples.

Le théoreme 2.2.54 implique que le diagramme de Dynkin détermine une
classe d’isomorphisme de L*-algebres simples. Le théoreme 2.2.49 ainsi que la
proposition 2.2.50 permettent de déduire de la classification des algebres de Lie
simples de dimension finie le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.56 ([Schul]) Les diagrammes de Dynkin possibles d’une L*-
algébre simple de dimension infinie sont les suivants (ici la fléche sur une aréte
pointe vers la plus longue racine) :

Type A O - -0 o - -
Type A’ ++ - - O O - -0 o - -
Type B © O - - O o - -
Type C © O - -0 o - -

TypeDZ>C o -0 o - -

TAB. 2.1 — Diagrammes de Dynkin possibles des L*-algebres simples complexes
de dimension infinie

Remarque 2.2.57 Dans [Schul], J. R. Schue montre que chacun des cinqg dia-
grammes de type A, A’, B, C et D apparait effectivement comme diagramme
de Dynkin d’une L*-algebre simple. C’est une particularité de la dimension infi-
nie que deux diagrammes de Dynkin différents peuvent définir deux L*-algebres
isomorphes. Plus précisement, J. R. Schue montre que les diagrammes A et A’
sont isomorphes, de méme que les diagrammes B et D.
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Théoréme 2.2.58 ([Schul]) Toute L*-algébre complexe simple séparable de
dimension infinie est isomorphe a gly(H,C) (Type A ou A’), 02(H,C) (Type B
ou D) ou spy(H,J) (Type C) pour un certain espace de Hilbert H.

La classification des L*-algebres simples réelles a été effectuées indépendam-
ment par Balachandran, de La Harpe et Unsain. Plus précisément, ils ont montré
le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.59 ([Bal], [Har2], [Uns2]) Toute L*-algébre réelle simple séparable
de dimension infinie de type compact est isomorphe a l'une des L*-algébres non
isomorphes suivantes pour un certain espace de Hilbert H :

HQ(HaC) = {GEQ[Q(H,(C),(I*-FC(:O}
02(H,R) := {a€gl(HR),al +a=0}
spo(H,H) := {a€ gly(H,H),a’ +a= 0},

ot gly(H,H) désigne l'ensemble des applications H-linéaire relativement a la
donnée d’un anti-automorphisme de carré -1 sur un espace de Hilbert complexe
H, et ou, pour x = xg+ x11 + 225 + 2317 € H, T = 29 — 17 — 27 — x317.

2.3 Orbites coadjointes affines

2.3.1 Généralités sur les orbites coadjointes affines

Dans ce paragraphe, nous définissons la notion d’orbite (co-)adjointe affine
introduite par K.H. Neeb dans [Neel].

Notations 2.3.1 Soit V un espace de Banach. On note Aff(V) = GL(V) x V
le groupe de transformations affines de V. Un élément (g,x) € Aff(V') agit sur
un élément v € V par :

(g,2)v=g)+ .
Remarque 2.3.2 Aff(V) est un groupe de Lie banachique d’algebre de Lie :
aff(V) = gl(V) x V,
muni de la topologie produit et du crochet de Lie suivant :
V(A, X),(B,Y) egl(V) xV,
[(A,X),(B,Y)] = ([A, B], AY — BX).

Définition 2.3.3 Une représentation affine d’un groupe de Lie G est un mor-
phisme de groupe de Lie p : G — Affi(V) ou V est un espace de Banach. Une
représentation affine d’une algebre de Lie g est un morphisme d’algebre de Lie

v g — aff(V).

Remarque 2.3.4 Un morphisme de groupe p : G — Aff(V) est donné par une
paire (p;, ©) ol p; est un morphisme de groupe de G dans GL(V) et ou

O :G-V,
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satisfait :
V1,92 € G,0(g9192) = pi(91)O(92) + O(g1)-

Un morphisme d’algébre de Lie v : g — aff(V') est donné par une paire (v, 6)
ol 7; est un morphisme d’algebre de Lie de g dans gl(V) et ol

0 :g—V,

satisfait :
VA,B € g,0([A, B]) = v1(A)0(B) — v (B)I(A).

Définition 2.3.5 Une représentation coadjointe (resp. adjointe) affine d’un
groupe de Lie banachique G est une représentation affine p = (p;,©) sur le
dual continu g’ de l'algebre de Lie g de G (resp. sur lalgebre de Lie g de G)
telle que p; soit la représentation coadjointe Ad™ (resp. adjointe Ad) de G sur
g’ (resp. sur g).

Une représentation coadjointe (resp. adjointe) affine d’une algebre de Lie g
est une représentation affine v = (7;,6) de g sur son dual continu g’ (resp. sur
g) telle que ; soit la représentation coadjointe ad™ (resp. adjointe ad) de g sur

g’ (resp. sur g).
Proposition 2.3.6 Un 2-cocycle continu w sur une algébre de Lie g définit une
représentation coadjointe affine de g par :

VX,Y € g,0(X)(Y) i=w(X,Y).

O Preuve de la proposition 2.3.6 :
11 suffit de vérifier que 6([X,Y]) = ad"(X)0(Y) — ad™(Y)0(X) ce qui est une
simple réécriture de la condition de cocycle :

VXY, Z € g,w(X,[Y,Z]) +w(Y,[X, Z]) + w(Z,[X,Y]) = 0.
O

Remarque 2.3.7 Etant donnée une représentation coadjointe affine ~ = (ad*, 0)
d’une algebre de Lie g sur K =R ou C, I'application w : g x g — K définie par :

VX,Y € g,w(X,)Y) =0(X)(Y),

est continue, mais pas alternée en général, de sorte que ’on n’obtient pas toutes
les représentations coadjointes affines en considérant celles qui sont issues d’un
2-cocycle continu.

Remarque 2.3.8 Soit g une algebre de Lie banachique associée a un groupe de
Lie G. Si G est simplement connexe, alors toute représentation affine v = (v, 6)
de g s’intégre en une unique représentation affine p = (p;, ©) de G avec dp; =
et dO© =46.

Notations 2.3.9 Pour tout 2-cocycle continu w sur ’algebre de Lie g d'un
groupe de Lie banachique G simplement connexe, on note Ad}, la représentation
coadjointe affine de GG obtenue en intégrant la représentation coadjointe affine
ad), = (ad”, 0) ol § est défini par :

VX,Y € g,0(X)(Y) = w(X,Y).
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Pour tout f € g/, le stabilisateur de f est le sous-groupe de Lie de G :
Stab(f) = {g € G,Ad3(f) = f},
d’algebre de Lie :
stab(f) ={X €¢,0(X) = foad(X)}.

Proposition 2.3.10 Soit p,, une représentation coadjointe affine d’un groupe
de Lie G provenant d’un 2-cocycle continu w et f € g'. Si le stabilisateur stab(f)
possede un supplémentaire topologique dans g, alors lorbite coadjointe affine
Or ={pu(9)(f),g € G} de f posséde une structure naturelle de variété faible-
ment symplectique.

O Preuve de la proposition 2.3.10 :

Si stab(f) possede un supplémentaire topologique, alors I'identification Oy =
G/Stab(f) permet de définir sur Oy une structure naturelle de variété bana-
chique sur laquelle G agit de maniere lisse et transitive. L’espace tangent a
Oy en f s’identifie & g/stab(f). Sur g, on définit une forme bilinéaire alternée
continue Qf par :

Qf(adf(X),adl(Y)) = w(X,Y) = f([X, Y]),

ou X,Y € g. Le noyau de Qy étant stab(f), Qy définit une forme bilinéaire
alternée non dégénérée sur g/stab(f), invariante sous l'action de Stab(f). Soit
Q la 2-forme G-invariante sur Oy coincidant avec {2 sur TrOy. € est fermée
car w est un 2-cocycle et 'application (X,Y) — f([X,Y]) un 2-cobord. Q est
donc bien une forme faiblement symplectique sur Oy. O

Remarque 2.3.11 Soit w un 2-cocycle sur 'algebre de Lie g d’'un groupe de
Lie simplement connexe G et Ad] la représentation coadjointe affine associée.
Soit a« € ¢’ et Wy :=w+da. On a:

VX,V € 9,0,(X,Y) =w(X,Y) — a([X,Y]),

et

0a(X) = 0(X) + ad"(X)(a),
de sorte que pour tout g de G :

Oa(9) = O(9) + Ad*(9)(e) — .

Ainsi la translation
T g = ¢
B = B+a,
satisfait
Ad(g9) o Ta = 7o 0 Ad},_(9),

ce qui exprime le fait que Ad, et Ad;, sont deux représentations équivalentes.

Les orbites correspondantes vérifient : Og = Og_a + «, et cet isomorphisme
préserve les structures symplectiques. Ainsi par translation, on peut toujours se
ramener a l’orbite coadjointe de 0.
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2.3.2 Orbites kahlériennes des L*-groupes simples de type
compact

Dans ce paragraphe, nous exposons les résultats annoncés par K.H. Neeb
dans [Neel]. Le théoréme 2.3.13 sera utilisé dans la paragraphe suivant.

Soit G un L*-groupe réel simple de type compact d’algebre de Lie g, et
G son complexifié, d’algebre de Lie g©. Le produit scalaire hermitien (,) sur
gC permet d’associé & tout 2-cocycle continu w sur g€ un opérateur continu
D : g% — g° par:

VX,Y € g% w(X,Y) = (X*,DY). (2.2)

La condition de cocycle implique que D est un dérivation. De plus, le produit sca-
laire hermitien permet d’identifier les orbites coadjointes aux orbites adjointes.

Notations 2.3.12 Pour toute dérivation D : g — g, on note Op l'orbite ad-
jointe affine de 0 correspondant & w(X,Y) := (DX, Y™).

Op :={Ad*(9)D - D, g € G}.

Dans le cas des L*-groupes, toute orbite (co-)adjointe affine posseéde une
structure naturelle de variété faiblement symplectique. Toutes les orbites (co-)ad-
jointes affines ne sont cependant pas fortement symplectiques :

Théoréme 2.3.13 ([Nee2]) Pour toute dérivation D : g — g dune L*-
algébre réelle il vient :

1. Dorbite (co-)adjointe affine Op est fortement symplectique si et seulement
si l'image de D est fermée,

2. Si limage de D est fermée, alors :
(a) D est diagonalisable sur g©
(b) Ker D contient une sous-algébre de Cartan

(c) Si g est simple et g = gly(H,C) (resp. 0o(H,C), spy(H,J)) pour
un certain espace de Hilbert H, alors D s’écrit : D(X) = [D, X]
pour un opérateur antihermitien D (resp. réel antisymétrique, resp.
antihermitien anti-commutant ¢ J) a spectre fini.

Le théoréme suivant montre que toute orbite (co-)adjointe affine d'un L*-
groupe simple de type compact possédant une structure de naturelle de variété
fortement symplectique est fortement kahlérienne :

Théoréme 2.3.14 ([Nee2]) Si g est une L*-algébre simple de type compact
et D une dérivation de g a image fermée, alors il existe un sous-groupe G4
du L*-groupe compleze GC d’algébre de Lie g© tel que G agisse transitivement
sur l’espace homogéne compleze GC/G . et de sorte que Op soit isomorphe en
tant que G-espace & GC/Gy. De plus, la structure complexe héritée de cette
identification munie Op d’une structure de variété fortement kahlérienne.

Remarque 2.3.15 Les orbites kidhlériennes ainsi obtenues sont les espaces de
drapeaux :
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1. Pour g = uy(H,C), g* = gl,(H,C) :
Notons dy, . . ., di les valeurs propres de I'opérateur hermitien iD et H; :=
Ker (iD — d;id) les espaces propres correspondants. L’orbite adjointe af-
fine

Op :={gDg™' — D.g € U2(H,C)}

est isomorphe & 'espace homogene complexe GL(H,C)/G4, G+ étant le
sous-groupe de Lie de GL(H, C) préservant le drapeau F := (Fy, F1, ..., F})
ot Fy :={0} et F; :=3 ], H;. Cet espace de drapeaux a été étudié par
G.Helminck et A.Helminck dans [HH].

2. Pour g = 02(H,R), g* = 02(HE,C) :
Notons di, ..., d les valeurs propres positives de iD sur C, dy =0 et d_;
la valeur propre —d; pour j = 1,...,k, ainsi que H; := Ker (iD — d;)
les espaces propres correspondants. L’espace de Hilbert complexe HC se
décompose en :

H°=H,&.. HH&Hy®&H_&---&®H_y,

ot Hj = H_;. Le groupe O>(H,R) est le sous-groupe de O2(H®,C)
préservant la forme bilinéaire symétrique complexe définie par :

VX,Y € HS 3(X,Y) = (X,Y)= Tr X1,

et les espaces F; = Zgzl Hj, j=1,...,k sont isotropes pour /3. L’orbite
adjointe affine

Op :={gDg™' —D,g € O2(H,R)}

s’identifie & I’espace homogene complexe Oz (HC, C)/G, G4 étant le sous-
groupe complexe de Oz (H®, C) préservant le drapeau :

(=R CRCRC---CRCF"C.--CF"CF"CF"=H.

3. Pour g= spQ(HaH)$ g(C = 5p2(Ha J) :
Le fait que D anti-commute a J implique que :
J Ker (iD —d) = Ker (iD +d).
Notons di, ..., dy les valeurs propres positives de iD sur C, dy =0 et d_;
la valeur propre —d; pour j = 1,...,k, ainsi que H; := Ker (iD — d;)
les espaces propres correspondants. L’espace de Hilbert complexe HC se
décompose en :

H(C:Hk@...@Hl@HO@H_l@"'@H—ka

ou JH; = H_;. Le groupe Spa(H,H) est le sous-groupe de Sps(H,J)
préservant la forme bilinéaire symétrique complexe définie par :

VX, Y € HC v(X,Y) = (X,JY) = Tr XTJY,

et les espaces F; := 25:1 Hj;,j=1,...,k sont isotropes pour 7. L’orbite
adjointe affine

Op = {ngf1 —D,g € Sp2(H,H)}

s’identifie & I’espace homogene complexe Spa(H, J)/G4, G4 étant le sous-
groupe complexe de Spa(H, J) préservant le drapeau :

(V=R CFRCRC - CHRCFC---CF CFCF~ =H.
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2.4 Orbites hermitiennes symétriques

2.4.1 Introduction

Un espace symétrique riemannien est une variété connexe M telle que pour
tout x de M, il existe une isométrie globalement définie, s,, qui préserve x
et dont la différentielle en l'espace tangent a M en x soit —id. L’isométrie s,
est appelée symétrie de M en x. Une variété complexe munie d’une métrique
hermitienne est un espace hermitien symétrique si la variété réelle sous-jacente,
munie de la partie réelle de la métrique hermitienne, est symétrique et si les
symétries préservent la métrique hermitienne.

En dimension finie, chaque classe d’isomorphisme d’espace riemannien symé-
trique M simplement connexe est caractérisé par un triplet (g, o, B) comme suit.
Soit G le plus grand groupe connexe d’isométries de M et K le sous-groupe de
G fixant un point x € M. Un espace symétrique étant complet, le théoréme de
Hopf-Rinow assure que G agit transitivement sur M, et M est difféomorphe
a G/K. Soit g l'algebre de Lie de G, o l'automorphisme de g induit par la
conjugaison par la symétrie s, et g = £ @ m la décomposition de g en espaces
propres de o de valeurs propres +1 et —1 respectivement. ¢ est 1’algebre de Lie
de K et :

[6,€] C & [¢, m] Cm,[m,m] Cm.

En particulier I'action adjointe Ad(K) de K sur g préserve m. Une métrique
riemanniennne sur M est caractérisée par sa G-invariance et sa valeur en .
Cette derniere est déterminée par un produit scalaire Ad(K)-invariant sur m,
noté B.

Réciproquement, un triplet (g, o, B) détermine une classe d’isomorphisme
d’espaces riemanniens symétriques simplement connexe, car en dimension finie,
Palgebre de Lie g est Palgebre de Lie d’un groupe de Lie simplement connexe G,
l’automorphisme o fournit une décomposition g = £ @ m en espaces propres de
valeurs propres +1 et —1 respectivement, et le quotient G’ /K’, o K’ est le sous-
groupe connexe de G’ d’algebre de Lie £, est un espace riemannien symétrique
simplement connexe, I’espace tangent en un point s’identifiant & m muni de B,
la symétrie par rapport a un point étant la symétrie géodésique.

Remarquons qu’en dimension infinie, le théoreme de Hopf-Rinow n’a plus
cours (cf [Eke] pour un Ansatz), et, bien qu’un espace riemannien symétrique soit
géodésiquement complet, rien ne garantit (a priori) que le groupe des isométries
agit transitivement. D’autre part une algebre de Lie banachique n’est pas tou-
jours 'algebre de Lie d’un groupe de Lie banachique, ce qui ne permet pas de
reconstituer un espace hermitien symétrique a partir d’un triplet (g, o, B), ou g
serait une algebre de Lie banachique quelconque.

En s’appuyant sur I’étude des triplets de Jordan hermitiens ([Kaul]), W.
Kaup a montré dans [Kau2] que tout espace hermitien symétrique M de di-
mension infinie se décompose de maniére unique en un produit orthogonal
M = My x Mg x M_, ot My (resp. Mo, resp. M_) est un espace her-
mitien symétrique (éventuellement de dimension nulle) de courbure sectionnelle
> 0 (resp. = 0, resp. < 0), généralisant ainsi le cas de la dimension finie. En
outre, M, et M_ sont simplement connexes et My est le quotient d’un es-
pace de Hilbert complexe par un sous-groupe discret de translations. Un espace
hermitien symétrique de courbure sectionnelle positive (resp. négative, resp.
nulle) est dit de type compact ( resp. non-compact, resp. plat), par analogie au
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cas de la dimension finie. W. Kaup montre qu’'un espace hermitien symétrique
simplement connexe M est de type compact si et seulement si toute fonction
holomorphe sur M est constante, il est de type non-compact si et seulement si
toute fonction holomorphe bornée sur M sépare les points, et il est de type plat
si et seulement si toute fonction holomorphe sur M sépare les points et toute
fonction holomorphe bornée est constante.

Un espace hermitien symétrique est dit irréductible s’il n’est pas isomorphe
a un espace plat, et s’il n’est pas localement isomorphe a un produit M; x Mo
d’espaces hermitiens symétriques avec, pour i = 1,2, dim(M;) > 0. La classi-
fication des espaces hermitiens symétriques irréductibles de dimension infinie a
été obtenue par W. Kaup dans [Kau2]. La démontration en est treés algébrique
et repose sur 1’étude des triplets de Jordan hermitiens.

Dans le paragraphe suivant, nous retrouvons cette classification par le biais
de la classification des orbites adjointes affines hermitiennes symétriques irréductibles
Op d’une L*-algebre de type compact g, ou D est une dérivation de g. Cette
classification est une généralisation de la classification des espaces hermitiens
symétriques irréductibles de dimension finie par le biais des racines non-compactes
des algebres de Lie simples, obtenue par J. Wolf dans [Wol2]. En outre, ce
résultat prouve a posteriori que tout espace hermitien symétrique irréductible
est une orbite coadjointe affine d’un L*-groupe.

2.4.2 Classification des orbites coadjointes affines hermi-
tiennes symétriques irréductibles de type compact

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.1 Les orbites adjointes affines hermitiennes symétriques irré-
ductibles des L*-algébres simples de type compact sont isomorphes aux espaces
homogeénes suivants :

1. Us(H)/ (U2(Po) x Uz(Pg-)), ou Py est un sous-espace vectoriel compleze
fermé d’un espace de Hilbert H, soit de dimension finie p, soit de dimen-
sion infinie p et de codimension infinie;

2. OF (H,R)/ (SO(Py) x OF (P5-)) ou Py est un 2-plan orienté de l’espace
de Hilbert réel H ;

3. OF (H,R)/Uy(Hy,), ou Hjy, est lespace de Hilbert compleve obtenu en

munissant ’espace de Hilbert réel H d’une structure complexe Jy, et ot
OF (H,R) est la composante conneze de lidentité de Oo(H,R) ;

4. Spa(H,H)/Ua(Fy), ot Py est un sous-espace lagrangien de ’espace de Hil-
bert symplectique complexe H.

Dans la suite, g désigne 'une des L*-algebres simples de dimension infinie
séparable de type compact réalisée comme sous-algebre réelle de gly(H,R), ot
H est un espace de Hilbert réel, et G est le L*-groupe connexe d’algebre de
Lie g. Soit D une dérivation de g, telle que 'orbite coadjointe affine de 0 dans
g associée soit kahlérienne. D’apres le théoreme 2.3.13, il existe D € B(H)
vérifiant D* = —D tel que Va € g, Dz = [D, z], et une sous-algébre de Cartan
hC contenue dans Ker ad(D). En identifiant orbite coadjointe et orbite adjointe
par le biais du produit scalaire invariant, I’orbite adjointe Op obtenue est :

Op={gDg™' —Deg,geG}
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Notations 2.4.2 On notera ¢ C g le stabilisateur de 0 et K le L*-groupe
associé :

t :={xecg[D, z] =0}

Définition 2.4.3 On dira que l'orbite adjointe affine Op est symétrique s’il
existe un supplémentaire topologique m de ¥ dans g invariant sous ’action ad-
jointe de K vérifiant :

[m,m] C &

Notations 2.4.4 Dans la suite de cette section, Op désignera une orbite ad-
jointe affine symétrique de la L*-algebre simple g. On notera g€ l'algebre de
Lie complexifiée de g, €€ et m® les complexifications de € et m, de sorte que
g€ est somme directe orthogonale de €€ et m® relativement au produit scalaire
hermitien de g®.

Proposition 2.4.5 Soit h® une sous-algébre de Cartan de g€ contenue dans

Ker adD et
“=pe ) V.,
aER

la décomposition de Cartan associée, ou R désigne l’ensemble des racines non
nulles de g€ relativement o hC. Alors il existe des sous-ensembles A et B de R
tels que AUB =R et tels que :

=Y iV mC=>_ 5V

O Preuve de la proposition 2.4.5 :
Puisque Op est symétrique, on a g€ = € @ m® avec :
(€€, €C] c €€, [EC mC) cmC; [mC mC) c €C.

Soit v un vecteur non nul de V,,, et v = vg+v; sa décomposition selon la somme
directe g = €€ @ m®. Pour tout h € h<, on a :

[h,v] = [h,vo + v1] = a(h)(vy + v1) = a(h)ve + a(h)vy = [h,vo] + [k, v1].
Comme [HC, €°] C €€ et [hC, m®] C m®, il vient :
[h,vo] = a(h)vy et [h,v1] = a(h)v;.

Or V, est de dimension 1, donc soit vg = 0, soit v; = 0. Ainsi V,, est contenu
soit dans €€ soit dans mC. O

Proposition 2.4.6 Pour tout a € R, il existe ¢, € R tel que [D,es] = icneq-
De plus c_o, = —cq4.

O Preuve de la proposition 2.4.6 :
Pour tout o € R et tout h € h, on a :

[h’ [Da eoz]] = [[h’ D]a eoz] + [Da [ha eoz]] = O‘(h)[Da 604]'

V., étant de dimension 1, on en déduit que [D, e, ] est proportionnel a e,,. Puisque
D vérifie D* = — D, pour tout « € R, on a :

<[Daell]ae!l> = 7<60¢7 [Daell]> = 7<[Dae(l]aea>v
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Ainsi il existe une constante réelle ¢, telle que :
[D,eq] = icaen

D’autrepart,
[D,eq]" = e}, D*] = —[ek, D] = [D,el].

Ainsi :
([D,el], er) = {ea, [D,er]*) = (e, [D, ea]) = —icq.

ol Yo page

O

Notations 2.4.7 On note m, (resp. m_) le sous-espace vectoriel fermé de g©
engendré par les e,, ou « parcourt les racines telles que ¢, > 0 (resp. ¢, < 0).
On note B (resp. B_) lensemble des racines 5 de B telles que Vg € m (resp.
Vg S m_).

Définition 2.4.8 Une orbite Op est dite irréductible si et seulement si m est
un Ad(K)-module irréductible non nul.

Proposition 2.4.9 Si l'orbite Op est irréductible, my et m_ sont des Ad(K)-
modules irréductibles, et il existe une constante ¢ > 0 telle que : ad(D)|y, =
ic id et ad(D)|w_ = —ic id. En particulier le spectre de ad(D) est réduit a
{0,ic, —ic}.

O Preuve de la proposition 2.4.9 :
Pour tout k € £ et tout e, € my, on a:

(D, [k, eq]] = [[D, k], ea] + [k, [D, ea]] = icalk, €al-

Alnsi : [, m4] C my et my est stable par action adjointe de K. Supposons que
m4 se décompose en deux sous-Ad(K)-modules my et my. Alors :

m_ =mj G mj,

et m se décompose en deux sous-Ad(K)-modules, & savoir g N (my & m}) et gN
(mgo®m3). L'orbite Op étant irréductible, m est un Ad(K')-module irréductible.
On en déduit l'irréducibilité de my. Soit e, € m4 et ¢ =¢, -

[D, eq] = iceq.

Le noyau Ker (D —ic) étant un sous-Ad(K)-module de m, ad(D)n, = icid.
La relation c¢_, = —c, implique que ad(D)n_ = —ic id. O

Définition 2.4.10 Etant donné un ordre sur I'ensemble des racines non nulles
R de g, une racine simple ¢ est dite de type non compact si toute racine « € R
est de la forme :

a == Z ayV¥,ay >0,
VES—¢

ou de la forme :

a==(p+ Z ay¥),agy > 0.
TES—¢
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Lemme 2.4.11 Soient Op une orbite adjointe affine symétrique irréductible
d’une L*-algebre simple g, hE une sous-algébre de Cartan de g€ contenue dans

Ker adD et
“=hody Va® ) Vs
acA peEB

la décomposition de g© correspondante, avec :

E=0"0) Vo, eem®=> Vs

acA pBeEB

Pour tout ordre R = R4 UR_ sur l’ensemble des racines, il existe une unique
racine simple appartenant a B.

A Preuve du lemme 2.4.11 :

Soit {¢i, U, }ier, jes 'ensemble des racines simples avec ¢; € A et U, € B.
Supposons J vide. La relation [€C, €] C € implique que toutes les racines
positives appartiennent & A et m = {0}, ce qui contredit le fait que m est
un Ad(K)-module irréductible non nul. Soit S une racine simple appartenant
a B. L’espace vectoriel fermé engendré par l'action adjointe de £ sur eg est
un Ad(K)-module irréductible non nul de m. Puisque I'orbite est irréductible,
ad(t)(Vz) = my oum_. A

Lemme 2.4.12 Soit 3 la racine simple appartenant o B. Il existe une suite
croissante de systémes finis indécomposables N,, de racines de g telle que :

1. R= UneN*Nn ;

2. les algebres de Lie g,, de dimensions finies engendrées par Ny, sont toutes
de méme type A, B, C, ou D et g est l’adhérence de 'union des g, ;

3. B est une racine de type non-compact pour chaque algébre g,, pour Uordre
induit par Uordre sur R.

A Preuve du lemme 2.4.12 :
Soit {aq,...,an,...} une numérotation des racines appartenant & A. Posons
F, ={a1,...,a,}. On construit par récurrence une suite croissante de systeémes
finis indécomposables N,, comme suit. D’apres la proposition 2.2.47, il existe un
systeme fini indécomposable A contenant {3} U Fy. Supposons que N;,—1 soit
construit, il existe un systéme fini indécomposable A/, contenant F, U N, _1.
Puisque toute racine de B est somme de § et de racines de A (éventuellement
en nombre infini), R = Upen+N,. La suite {gn tnen+ de sous-algebres simples de
dimensions finies engendrées par les systémes N, est une suite croissante telle
que g = Upen+gn. Puisqu’il n’existe que 9 types d’algebres de Lie simples de
dimension finie, au moins un des types est pris une infinité de fois. Puisque g
est de dimension infinie et que seuls les types A, B, C, ou D correspondent a
des algebres de Lie de dimensions arbitraires, au moins un des type A, B, C, ou
D est pris une infinité de fois. Il existe donc une sous-suite A,,, de N,, telle que
les algebres gy, soient toutes de méme type A, B, C, ou D.

Soit S, I'ensemble des racines simples de g, pour l'ordre induit par ’ordre
sur R. Pour toute racine positive v de N, il existe une suite finie {v;,i =
1,...,k} de racines de S, telle que :

Y=ENtret ot
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et telle que les sommes partielles yq + --- 4+, 1 < j <k, soient des racines
([Bou)]). Ainsi 'espace vectoriel V, est engendré par :

U= ey (e [ s [egns ]I
L’orbite étant irréductible, [D, eg] = dgiceg avec dg = +1 (resp. —1) si V3 C my
(resp. m_). Ainsi :
[D,v] = card({i,y; = B})dgicv.
Puisque ad(¢®) préserve €€, m, et m_, on en déduit que pour v € ANR,,
card({¢,a; = B}) = 0 et pour v € BNR4, card({i, a; = §}) = 1. Par conséquent
( est de type non-compact. A

Corollaire 2.4.13 Soit O = G/K wune orbite coadjointe affine hermitienne
symétrique irréductible d’un L*-groupe G, et g = € & m la décomposition de
Cartan associée ou g et ¥ désigne respectivement les algebres de Lie de G et K.
Alors il existe une suite croissante {gn tnen de sous-algébres de Lie de dimension
finie de g de méme type A, B, C ou D et une suite croissante {€,}nen de sous-
algébres de Lie de t telles que :

1. g ="Ugn

2. E=U¢,

3. Pour tout n € N, l"orthogonal m,, de &, dans g, vérifie :

(b, my] Cmy,  [my,m,] C &y,

de sorte que (gn, t,) est une paire symétrique.

4. les orbites coadjointes O, .= G, /K, ot G, est K, sont les sous-groupes
de Lie de G d’algébres de Lie g, et ¥, respectivement, forme une suite
croissante d’orbites hermitiennes symétriques irréductibles telle que O =

UO,,.

Ainsi, pour classifier les orbites coadjointes affines des L*-groupes simples
de type compact, il suffit de connaitre les racines simples de type non-compact
des algebres de Lie simples de dimension finie. Une racine simple d’une algebre
de Lie simple de dimension finie est de type non-compact si elle apparait avec
un coefficient +1 dans ’écriture de la plus grande racine. La liste des racines
non-compactes des algébres de Lie simples de type A, B, C, ou D de dimension
finie est donnée dans le tableau 2.2 ([Lie] ou [Wol2]).

B Preuve du théoréeme 2.4.1 :
Cette classification résulte directement du tableau 2.2 et du fait que toute racine
de type non-compact ¢ détermine une paire symétrique (g, ) ou ¢ est la L*-
algebre dont le diagramme de Dynkin est obtenu en supprimant ¢ du diagramme
de Dynkin de g (€ est I'orthogonal de 1’espace vectoriel fermé engendré par les
€gta)- u

2.4.3 Description des orbites coadjointes affines hermi-
tiennes symétriques de type compact et de leurs in-
jections dans une grassmannienne

Introduction

Dans ce paragraphe, nous donnons une breve description des espaces hermi-
tiens symétriques irréductibles G/ K, ou G est un L*-groupe simple de type com-
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Q2 Qn—3 Qn—1
Type Ap—0O0—0O - - O—O0—0—0O
a1 (6%} Qn—2 Qn

Toute racine «; est de type non compact.

a2 Qn—3 Qn—1

Type B O O

a1 a3 QAn—2 Qn

Seule a,, est de type non-compact.

a2 Qn—3 Qn—1

Type C O=—=(0—0 - - O0—0—0—=0

(631 a3 Qn—2 Qn,

Seule a1 est de type non-compact.

o
as as Qn—1
Type D : - - O——0—>0
o2 Qn—2 Qn
o

Seules a1, a2 et a, sont de type non-compact.

TAB. 2.2 — Racines simples de types non-compactes des groupes de Lie simples
de dimension finie de type A, B, C, D.

pact, et de leurs identifications avec des orbites adjointes affines hermitiennes
symétriques irréductibles.

L’injection naturelle du L*-groupe G dans le groupe unitaire d’un espace
de Hilbert complexe H, induit une injection de G/K dans une grassmannienne
complexe, holomorphe pour la structure complexe I de G/K. En particulier, les
espaces homogenes Z(H) := Of (H,R)/Uz(H,) et L(H) := Sp>(H,H)/Us(Hy )
s'injectent holomorphiquement dans la grassmannienne restreinte d’un espace
de Hilbert polarisé H = Hy @ H_. L’injection naturelle du L*-groupe complexe
G, complexifié de G, dans le groupe linéaire de H, induit une injection holo-
morphe de G€/KC dans I'orbite complexifiée de la grassmannienne en question,
pour la structure complexe 4. Ainsi les complexifications Z(H)® et L(H)C de
Z(H) et L(H) sont des sous-variétés complexes, donc k&hlériennes, de Porbite
complexifiée O de la grassmannienne restreinte, pour la structure complexe
I5. Le potentiel kdhlérien K3 associé a la structure complexe I3, calculé dans
la section 1.4.9 du chapitre 1, se restreint en un potentiel kithlérien sur Z(H)®
et L(H)®. La métrique obtenue sur Z(H)C (resp. L(H)®) se restreint en la
métrique kdhlérienne de Z(H) (resp. L(H)). Nous montrerons dans la section
2.6 que cette métrique est hyperkédhlérienne, et nous expliciterons la structure
complexe qui étent la structure complexe I.

Les grassmaniennes Gr® et Gryes

Pour p < +00, la grassmannienne des p-plans d’un espace de Hilbert est
décrite en Annexe A, et sa structure kiahlérienne a été obtenue au paragraphe
1.2.4 du chapitre 1 par quotient kahlérien. Nous renvoyons le lecteur a I’An-
nexe A pour une description de I'injection de Pliicker de Gr() dans un espace
projectif complexe. Pour tout k # 0, Gr® s’identifie & Porbite adjointe de
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€pk = kprp € uz(H), ou P est un p-plan de référence et prp la projection
orthogonale sur P, et pour tous k,l tel que (k,l) # (0,0), & Porbite adjointe
affine de 0 pour la dérivation [ep 11, .], avec €, g1 := ikprp — ilprp. .

La grassmannienne des sous-espaces vectoriels de codimension p < +o00 d’un
espace de Hilbert est isomorphe & Gr®) par I’application qui & un sous-espace
vectoriel Py de codimension p associe son orthogonal.

La grassmannienne restreinte Gr,.s d'un espace de Hilbert polarisée H =
H, & H_ fait 'objet du chapitre 1, paragraphe 1.3. L’injection de Pliicker de
Grres dans un espace projectif a été établie par A. Pressley et G. Segal dans [PS]
et est décrite en Annexe A. Pour tous k, 1 tel que (k,1) # (0,0), Gr,.s s’identifie
a l'orbite adjointe affine de 0 pour la dérivation ey, .], avec ey = ikpr, —ilpr_,
ou pr4 désigne la projection orthogonale sur H.

La grassmannienne des 2-plans orientés d’un espace de Hilbert réel

La grassmannienne Gr°" (2, H) des 2-plans orientés d’un espace de Hilbert
réel H est I'espace homogene OF (H,R)/(SO(Py) x OF (Pg-)), ou Py est un 2-
plan orienté de référence et o Oy (H,R) est la composante connexe de 1'identité
du groupe orthogonal O3(H,R). Un élément P de Gr°"(2,H) est un 2-plan
naturellement muni d’une structure complexe Jp. Pour tout k # 0, Gr°"(2, H)
s’identifie & I'orbite adjointe de kJp, € 02(H, R). La structure complexe naturelle
de Gr°"(2,H) consiste & composer un élément X de l'espace tangent en un
point P, identifié a ’espace des opérateurs réels de P dans son orthogonal, par
Popérateur J;l.

La grassmannienne Gr°"(2, H) s’identifie comme variété complexe & la co-
nique C de I'espace projectif P(H®), ot H® est I'espace de Hilbert complexifié

de H :
C={(z1:...:2n:...) EP(HC),ZZZ?:O}.
ieN
L’identification se fait par le biais de 'application qui & une base orthonormée
orientée {u,v} de P associe la droite de H® engendrée par u + iv.

Proposition 2.4.14 L’application

fi: Grev(2,H) — P(H®)
vect{u,v} +— C(u+iv)

est une injection holomorphe de Gr°" (2, H) dans P(H®), et un isomorphisme
de variétés kihlériennes de Gro™(2, H) sur C.

O Preuve de la proposition 2.4.14 :

Soient {u,v} une base orthonormée orientée de P € Gro"(2, H), et [z;]ien les
coordonnées homogenes de C(u + iv) relativement au choix d’une base ortho-
normée de H indexée par N. On a :

2 _ 2 2 . _
g z; = g u; — vy + 29 g u;v; =0,
ieN ieN ieN ieN

ol u; (resp. v;) sont les coordonnées de u (resp. v). Ainsi 'image de Gr°" (2, H)
par fi appartient a C.

Réciproquement, soient z = [z;];eny un élément de C, u = Rz et v = Jz. La
condition d’appartenance de z a C implique que la norme de u est égale a la
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norme de v et que le produit scalaire de u et v est nul. On obtient ainsi un plan
réel P = vect{u, v}, naturellement orienté par u A v.

Au voisinage d'un point P € Gre"(2, H), f1 se réduit a Papplication qui &
un élément X = (a;j)ien,j=1,2 de l'ouvert Up formé des applications linéaires
réelles de P dans P, associe 'application C-linéaire Y = (a;1 + ia;2)ien de
C(u + iv) dans le complexifié de PL. On en déduit que f; est différentiable.
De plus, X o J;l = 1Y, ce qui prouve que f; est holomorphe. La métrique
kéhlérienne de Gre" (2, H) étant donnée par la trace, elle provient également de
la métrique kithlérienne de P(HC), et ceci permet de conclure que Gro" (2, H)
s’identifie & la sous-variété kithlérienne C de P(HC). O

La variété des structures complexes orthogonales et préservant ’orien-
tation d’un espace de Hilbert réel

Soient H un espace de Hilbert réel, et Jy une structure complexe orthogonale
pour le produit scalaire (.,.) de H, i.e. vérifiant

(JoX, oY) = (X,Y).

L’espace homogene OF (H,R)/U(H ,), ot Hj, est I'espace de Hilbert complexe
obtenu en munissant ’espace de Hilbert réel H de la structure complexe Jy,
et ot OF (H,R) est la composante connexe de l'identité de Oo(H,R), est la
variété Z(H) des structures complexes J sur H, orthogonales pour le produit
scalaire (., .), et proche de la structure complexe distinguée Jy. Pour tout k # 0,
Z(H) s’identifie & lorbite adjointe affine de 0 de 02(H,R) pour la dérivation
[kJo,.]. En notant H (resp. H_) lespace propre de valeur propre +i (resp. —)
de Pextention C-linéaire de Jy & l'espace de Hilbert complexe H® = H @ iH,
Z(H) s’injecte dans la grassmannienne restreinte de l'espace de Hilbert polarisé
H® = H, @ H_ par Papplication qui & une structure complexe J associe le
sous-espace Py de H® formé des vecteurs X de type (1,0) relativement & .J, i.e.
vérifiant JX = iX.

Proposition 2.4.15 L’application

for Z(H) — Grypes
J = PJ

est une injection holomorphe de Z(H) dans Gryes, et un isomorphisme de
variétés kahlériennes de Z(H) sur la sous-variété compleze Groc de Grys formée
des sous-espaces isotropes pour l'extention C-linéaire gc du produit scalaire (., .).

0 Preuve de la proposition 2.4.15 :
Etant donnés une structure complexe J de Z(H), et deux éléments X et YV de
Py, on a:

9c(X,Y) = ge(JX, JY) = ge(iX,iY) = —ge(X,Y),

donc Pj est gc-isotrope.

Réciproquement, étant donné un sous-espace gc-isotrope P, 'endomorphisme
J de H qui a X associe I'unique vecteur Y tel que X — Y appartienne a P, est
une structure complexe de H orthogonale pour (.,.).

La dérivation [kJy, .] de la L*-algebre 02 (H, R) s’étend en la dérivation [e k, -]
de la L*-algebre up(H), (olt €1, := ikpr, — ikpr_), ce qui implique Iidentifica-
tion de variétés kéhlériennes. O
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La variété des sous-espaces Lagrangiens d’un espace de Hilbert com-
plexe

Soit H un espace de Hilbert complexe et J un endomorphisme C-antilinéaire
sur H de carré —1. L’espace homogene L(H) := Spo(H,H)/Us(Hy) est la
variété des espaces lagrangiens pour la 2-forme symplectique complexe ) définie
par Q(X,Y) = (X, JY), proche d’un sous-espace lagrangien de référence H,.
En notant H_ = JH, et pry la projection orthogonale sur Hy, L(H) s’iden-
tifie & l'orbite adjointe affine de 0 de sp,(H, H) pour la dérivation [eg k., .], avec
€k = ipry — ipr_. De ce fait, L(H) s’identifie & une sous-variété kéhlérienne
de la grassmannienne restreinte.

2.4.4 Sous-algebres abéliennes maximales et racines for-
tement orthogonales

Sous-algebres abéliennes maximales d’un espace hermitien symétrique

Soit @ = G/K une orbite coadjointe affine hermitienne symétrique d’un
L*-groupe G. On note g l'algebre de Lie de GG, € I'algebre de Lie de K, et m
I'orthogonal de £ dans g, de sorte que :

[e,e] C e, [t,m]Cm,[mm]Cm.

Si 2 est une sous-algebre de g contenue dans m, alors 2 est abélienne. Par abus
de langage, on dira que 2 est une sous-algebre abélienne de m. Le théorerme
suivant est une généralisation du théoréme 8.6.1 (iii) de [Wol3] ou lemme 6.3
(iii) de [Hel] au cas d’une orbite coadjointe affine hermitienne symétrique d’un
L*-groupe. Il est basé sur le corollaire 2.4.13.

Théoréme 2.4.16 Soit A une sous-algébre abélienne maximale de m. Alors :

B Preuve du théoréme 2.4.16 :
En décomposant ’orbite en produit d’orbites irréductibles, il suffit de considérer
le cas ou O est irréductible. D’apres le corollaire 2.4.13, il existe une suite
{gn}nen de sous-algébres de dimensions finies de g et une suite {&,},cn de
sous-algebres de dimensions finies de ¢ telles que, si m,, désigne 'orthogonal de
¢, dans g,, on ait :

g = Unengn
t= UnENEn
(€, mp,] C My [my, my] C &

On note K, le sous-groupe de G d’algebres de Lie £. Pour tout n € N, 2, :=
2 N g, est une sous-algebre abélienne maximale de g,. D’apres la théorie de
dimension finie (cf théoréme 8.6.1 (iii) de [Wol3], ou lemme 6.3 de [Hel]), on a :

M, = Ad(K,)(2y).

Comme m = Upenmy,, que UpenyAd(K,)(2L,) C AA(K) () et que d’autre part
m D Ad(K) (), on a m = Uge g Ad(g)2L. ]
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Remarque 2.4.17 En dimension finie, chaque sous-algebre abélienne maxi-
male de m est le centralisateur d’un de ses éléments et toutes les sous-algebres
abéliennes maximales de m sont conjuguées. Ceci repose sur le fait que, dans
le cas de la dimension finie, expm est fermée dans G, et, pour 2 sous-algebre
abélienne maximale de m, exp2l est un tore (groupe abélien compact connexe)
donc possede un sous-groupe & un parametre partout dense.

Systéme de racines fortement orthogonales

Soit Op une orbite (co-)adjointe affine hermitienne symétrique d'un L*-
groupe G de type compact, ou D désigne une dérivation de la L*-algebre g
de G. On note g° la L*-algebre complexifiée de g, €€ la L*-algebre complexifiée
de £, et mC le sous-espace vectoriel fermé complexe de g& obtenu en complexi-
fiant m. Le sous-espace vectoriel m® se décompose en m® = m* @m~, ot m* est
somme directe des espaces propres Vi., de D de valeurs propres *+icq, cq > 0.
On notera 1

I: za: Dy, v,
la structure complexe naturelle de 'orbite. Soit h une sous-algebre de Cartan
contenu dans €, R ’ensemble des racines et

“=CoPvie P Vi+vr

acA BeB
la décomposition de g en espaces propres de ad(h), avec :
€ = f)C@@aeAVO‘; my :@gggivﬁ

Définition 2.4.18 Deux racines « et § sont dites fortement orthogonales si
a+ (et o — [ ne sont pas des racines.

Remarque 2.4.19 Deux racines fortement orthogonales sont orthogonales pour
le produit scalaire de b'.

Remarque 2.4.20 D’apres le lemme de Zorn, il existe des sous-ensembles maxi-
maux de racines (deux & deux) fortement orthogonales.

Notations 2.4.21 D’apres le lemme 2.4.11, pour tout ordre R = R4y UR_
sur I’ensemble des racines, il existe une unique racine simple appartenant a B.
Quitte a échanger R4 et R_, on peut donc supposer By C R4. Un tel ordre
étant choisi, pour toute racine «, il existe (hy,€n,€—q) € ith X V¥ X V7% tels
que [ha,e1a] = 2264, [€as€—a] = ha €t Ty := €4 — e_q € g (ces notations sont
légerement différentes de celles utilisées en 2.2.2, en particulier le h, ci-dessus
vaut un nombre complexe e? fois le H, de la démonstration de la proposition
2.2.40, et le e_, ci-dessus le €”?Y,). En notant y, := Iz,, on a :

[-Taaya] = 2ihq; [hou woz] = —2iYq; [hou yoz] = 2ix,.

Proposition 2.4.22 Soit ¥ un sous-ensemble maximal de racines fortement
orthogonales. Alors la somme hilbertienne

A= @QE‘I/R'TOL
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définie une sous-algebre abélienne mazximale de m telle que :
[, IA] = BacwRihg,.
En particulier, m = Ad(K)(2).

O Preuve de la proposition 2.4.22 :
Le fait que A soit une sous-algebre abélienne maximale provient de la propriété
[Ve, VP ¢ VotP et de I'hypothese que ¥ est un sous-ensemble maximal de
racines fortement orthogonales. |

Proposition 2.4.23 Awvec les notations précédentes, la courbure R de ’orbite
symétrique Op vérifie :

Ry 10,a =4z,
Rma,lzaxﬁ = Rza,lzg = Rza,zg =0,

pour tous « et B dans un sous-ensemble mazximal ¥ de racines fortement ortho-
gonales avec a # f3.

O Preuve de la proposition 2.4.23 :
Résulte directement de ’expression de la courbure d’un espace symétrique :

Rzo“Izaxoz = [[:COU I‘/L'Ot]a :L'a]

(cf annexe B). O
Le lemme suivant est ’analogue en dimension infinie du lemme 2 de [BG2]
et sera utilisé pour démontrer le théoreme 2.6.2.

Lemme 2.4.24 Pour tous a, b appartenant a m, on a :
([a, Ta], [b, 16]) = |[[a, 6] |* + [[a, T6][|*.
Si ¢ est une fonction analytique paire, positive ou nulle, alors
¢(x)(ad(ia))[a, Ta] = [a', Ia’],
avec o' = \/é(x)(ad(ila))(a).

A Preuve du lemme 2.4.24 :
Par produit, il suffit de démontrer le lemme dans le cas ou g est simple et Op
irréductible. Dans ce cas, la structure complexe vaut I = %D et on a :

L1, D1,6] + 11D, [a, b]].

1
16] = ~[a, [D, b]] = =
a.16] = 2o, (D, = . !
Puisque [m,m] C ¢, pour a, b € m, il vient :
[a,Ib] = —[Ia,b].

De méme, pour a, b € m, on a :

70, 16] = 5 [[D, ], [D,6]] = (D, [a, [D,]]] - 5o, [D, D, b]]] = [a, b].

c? c?
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Puisque g est formée d’éléments anti-hermitiens, on en déduit que :

<[aala]’[balb]> _<Iaa [U., [ba[b]b

—(Ia,[[a,b], I6]) — (Ia,[b, [a, Ib]]
= ([La, Ib],[a,b]) + ([b, Ia], [a, Ib](
= [I[a, b]II* + [ [a, T0]|%.

Pour démontrer la deuxieme partie du lemme, supposons tout d’abord que a
appartient a une sous-algebre abélienne maximale de la forme

A= DocvRry

ol ¥ est un sous-ensemble maximal de racines fortement orthogonales. En uti-
lisant les notations précédentes, a = > aaZa, fa = ) aaya et [a,la] =
>, a22ih,. En utilisant les relations de commutations

[:L'a, yﬁ] = Qiha(saﬁ; [haa :L'g] = 72iya5aﬁ; [homyﬁ] = 27::6&5&[37

il vient :
ad(ia)”"[a, Ta] = Y (2a4)"" (a2 2iha).

(03

Ainsi pour toute fonction analytique paire positive ou nulle ¢, on a :

o(x)(ad(ia))[a, fa] =3, ¢(2aa)az2ihqg
=20 $(2a0)al [za; Yol
= Za[\/a@aa)aaxav \/5(2‘1&)‘1&%1]-

D’autre part, l'action de ad(ifa) est donnée par :

ad(ila)*(a) = > _(2a0)""Ga%a;
ainsi > vV0(2aq)aara = Vé(x)(ad(ila)(a), ce qui montre la deuxieéme partie
du lemme pour a dans 2. Par action adjointe de K, elle est vraie pour tout
a € Ugex Ad(g)(2). Par continuité de ¢ et du crochet, on en déduit qu’elle est
vraie pour tout a € m = Ad(K) (). A

Exemple de systéme de racines fortement orthogonales dans le cas de
GTT’GS

Considérons le cas de (la composante connexe de H ) de la grassmannienne
restreinte G0, d’un espace de Hilbert polarisé H = H, @ H_, vu comme orbite

adjointe affine du L*-groupe G = Us(H) avec comme dérivation D = [e,.], ou
€ :=i(pry —pr_), pry désignant la projection orthogonale sur Hy. On a :
Grye, = {9eg™" —€,9 € Us(H)} = Ua(H)/ (U2(Hy) x Uz(H-)).

Apres le choix d’une base {e,}ne—n+ de Hy et d’une base {e,}nen de H_,
lalgebre de Lie uy(H) de Uz (H) se décompose en

ug(H) = (u2(Hy) X up(H-)) & m,

ol m est le sous-espace fermé de ug(H) composé des éléments ayant leurs deux
blocs diagonaux nuls. Soit h la sous-algebre de Cartan de ug(H) composée des
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éléments diagonaux. L’ensemble des racines de la L*-algebre complexe gl,(H)
sous l’action adjointe de hC est constitué des formes linéaires sur hC :

i = A — A,
pour ¢,j € Z*, i < j, ou A est définie par :

Ax(h) = Bk,
avec h =), . hrrer ® e, € hC. Soient :

e . * — . *
Ta,; =€ —€; Q¢

— * . *
Yoy = 16, @ €5 + 165 Q€5

p— . * ) *
ha;; = e; @ €] e; @ €j.

En notant I = %D la structure complexe naturelle de 'orbite adjointe affine,
pour toute racine «;;, on a :

I:Cai]‘ = yaija Iya-;j = 756011']‘; [zaij I yai]‘] = 2'Lhai]. .

L’ensemble ¥ = {\; — A\_;,i € —N*} est un sous-ensemble maximal de racines
fortement orthogonales. La sous-algebre abélienne maximale de m définie par la
somme hilbertienne :

A= P Raa

acv
vérifie :
[Q[a IQ[] = @ae\PRihav
et :

m = Ugep, (Hy ) xUs (i) Ad(g)2L.

La courbure R de Gr¥, est donnée par :
Ra, 0,03 = [[a1, a2], as],
avec ai, ag et ag dans m. En particulier, pour a et § dans ¥, o £ 3, on a :

Rma,fxaxa =4y, = 4l zy

Rma,fmaxﬁ =0
Rypzp =0
R 12y = 0.
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2.5 Théoréme de Mostow

2.5.1 Introduction

Dans ce paragraphe nous présentons une généralisation du théoreme de Mos-
tow au cas d’'un L*-groupe semi-simple (théoreéme 2.5.17 pour le cas Gla(H), et
théoréme 2.5.18 pour le cas général). Le théoréme auquel nous faisons référence
a été démontré en dimension finie par G.D. Mostow en 1955 et s’énonce comme
suit :

Théoreme 2.5.1 (Théoréme 5 de [Mos]) Soient G un groupe de Lie com-
pact semi-simple connexe de dimension finie d’algébre de Lie g, GC le groupe
de Lie connexe d’algébre de Lie g, K un sous-groupe de G d’algébre de Lie
t et m lorthogonal de ¥ dans g pour la forme de Killing de G. Alors G€ est
homéomorphe au produit cartésien G X expim X exp if.

Remarquons que, puisque G est connexe, donc engendré par un voisinage de
I’élément neutre, et que 'action adjointe de K préserve expm, tout élément de
G se décompose en un produit d’un élément de expm et d’un élément de exp &,
mais que cette décomposition n’est pas unique. Le théoreme 2.5.1 est basé sur
Pexistence d’une projection orthogonale de la variété des matrices hermitiennes
définie positives sur tout espace totalement géodésique, prouvée par G. D. Mos-
tow dans le cadre de la dimension finie a l'aide d’arguments de compacité qui
n’ont plus cours en dimension infinie. Nous démontrons en 2.5.4 'existence d’une
projection analogue de la variété P des opérateurs hermitiens définis positifs
d’un espace de Hilbert sur tout sous-espace totalement géodésique, en utilisant
les propriétés d’espace a courbure sectionnelle négative de P. L’étude de I'espace
P est analogue a celle de I'espace des matrices n x n définies positives effectuée
par G.D. Mostow dans [Mos], et est présentée ici en gardant autant que possible
les mémes notations, afin de faciliter la lecture. Pour les démonstrations qui ne
font pas intervenir la dimension infinie et qui ne sont pas nécessaires a la bonne
compréhension, nous renvoyons le lecteur & [Mos].

2.5.2 La variété P des opérateurs auto-adjoints définis po-
sitifs de Gly(H)

L’espace de Hilbert gly(H) se décompose en somme directe de ug(H) et
du sous-espace vectoriel fermé Sa(H) constitué des éléments auto-adjoints de
gly(H). L’application exponentielle définie par exp(A) := :i% ATT pour tout
A de gly(H) envoie So(H) sur la variété P de Gla(H) constituée des éléments

auto-adjoints définis positifs de Glo(H).

Notations 2.5.2 On notera Lx (resp. Rx) la translation & gauche (resp. &
droite) par un élément X € gl,(H), definie sur gly(H) par Lx(B) := X B (resp.
Rx(B) := BX). La représentation adjointe de 'algebre de Lie gl,(H) sera notée
ad : ad(X)(B) := [X,B] = (Lx — Rx)(B), et Dx désignera —ad(X).

Proposition 2.5.3 La différentielle de Uapplication exponentielle de So(H) =
{A e gly,(H),A* = A} dans P = {B € Gla(H),B = B*, B > 0} est donnée en
X € 8:(H) par :

_ mad(X)
(dX exp)(Y) = Lexp(X) (W) (Y)a
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pour tout Y de So(H).
Définition 2.5.4 Soit 7x Uapplication définie sur So(H) par :

T Y — Lexp(_%)R %)dx exp(Y).

exp(—

Pour prouver la proposition 2.5.3, nous allons utiliser le lemme suivant
([Mos]) :

Lemme 2.5.5 Pour tout X de Sz(H) on a :
sinh(£x)
Dx /2

T =

A Preuve du lemme 2.5.5 :
Soit X (¢) une courbe différentiable dans Sa(H). Puisque X () et exp(X(t))
commutent, I’équation X exp(X) = exp(X)X implique :

dX d d dX
v exp(X) + X%exp(X) = %exp(X)X + exp(X)E,
ainsi : IX ix p p
7 exp(X) — exp(X)E = %exp(X)X - X%exp(X).
Apres multiplication a gauche et a droite par exp(—%), il vient :
(exp —5) 47 (exp 5) — (exp 5) 4 (exp —5)

= (exp — %) grexp(X) (exp —5)X — X (exp — %) g (exp X) (exp — 5 ).

Puisque Lx et Rx commutent, exp D—X =exp —L =X exp RX , et ’équation précédente
devient : D De dX Ix
X X
exp— —exp———)— = Dx7x(—).
(exp =5 P ) = P ()

Pour tout Y appartenant & So(H), l'identité précédente appliquée a la courbe
X(t) = X +tY et I'identité

(exp B —exp—55) _ sinh(Dx/2) _ i’" (Dx /2)>"
DX Dx/2 s (2n+ 1)' ’

permettent de conclure que Dx (TX — M) Y =0 pour tout Y € Sa(H).

Dx/2
En notant N := {A € S3(H),DxA = 0}, 'application 7x — %
envoie Sy(H) dans N. De plus, 7x — % est un opérateur auto-adjoint

sur So(H). En effet pour tous A, B appartenant a Sa(H) :

(Dx(A),B) =—Tr ([X,A]"B) = — Tr (|4, X]B) = — Tr (AXB — XAB)
=—Tr (A[X, B]) = (A, Dx(B)),

sinh(Dx /2)

Dx/3 et I’équation

ainsi D% est auto-adjoint de méme que

+oo n +oo
dexp(X +tA) —expX _ Z 1 d(X—i—tA -X —Z Z XPAXY,

dt t n! dt
n=1 n= 1 " ptg=n—1
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implique :
(rx(4),B) = Tr (7x(4))"B

= Z:g % prg=n—1 Tr exp(—%)XqAXp GXp(—g)B

+
=y % pig=n_1 ¥ AXP exp(—%)B exp(—%)Xq
Jr
=> # pig=n_1 LT Aexp(—%)XpBXq exp(—%)
= (4, 7x(B)),
par conséquent 7x est également auto-adjoint.
De cela il découle que 7x — % préserve N'-, mais puisque I'image de

S>(H) par cette application est dans N, on a 7x — %D/XQ/Q) =0 sur N*. Sur
N, puisque [X,Y] =0, exp(X +tY) = exp X exptY et

X X sinh(Dx /2
e (¥) = exp(= ) exp(X)Y exp(~ ) =Y = T ),
Dot 7x(Y) = %(Y) pour tout Y dans Sa(H). A

O Preuve de la proposition 2.5.3 :
Du lemme précédent, il vient :

dx eXp(Y) = Lexp(%)Rexp(%)TX(Y)

inh

= Lexp(x) eXP(DX/Q)%(Y)

exp(Dx)—1 _e—ad(X)
= Lexp(X) p(D))(() (Y) = Lexp(X) (1 ad(X) ) (Y)

d

Corollaire 2.5.6 L’application exponentiel réalise un difféomorphisme de Sa(H)
sur P.

O Preuve du corollaire 2.5.6 :
Tout élément X de Sa(H) est un opérateur compact auto-adjoint sur H. Soit
{Ai}ien le spectre de X € Sy(H ), composé de nombres réels tels que Y, AF <
+00. Le spectre de Dx agissant sur So(H) est Pensemble {A; — \;,7 # j}, et le
spectre de Tx est ’ensemble :

sinh(2522)
(o5 i#dk

2

Puisque

sinh (2520 _ sinh2[|X |l

TG T X
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Tx est injectif sur So(H) et borné. Puisque 'application qui associe & une série
entiere P(x) Popérateur P(Dx) de B(H) est un morphisme d’anneau, 'inverse
de 7x est I'opérateur donné par la série formelle :

% 0 Se(H) — So(H)
Dx /2
Y = ez

dont la norme est bornée par 1. Ainsi 7, est un isomorphisme de Sz(H) et il en
est de méme de dyx exp. Par conséquent exp est un difféomorphisme local sur
Sa(H).

De plus, puisque tout élément P de P possede une base orthonormale de vec-
teurs propres associés a des valeurs propres strictement positives, 'application
exponentielle de So(H) dans P est bijective, Papplication inverse étant donnée
par le logarithme. Ainsi exp est un difféomorphisme de So(H) sur P. m]

Notations 2.5.7 Dans la suite de cette section, P sera muni de la métrique
riemannienne g induite par la métrique invariante & gauche sur Glo(H) dont la
valeur en lalgebre de Lie gly(H) est donnée par la trace, i.e. :

gp,(U, V) = Tr (p~'Up~ V).

En introduisant les notations utilisées dans [Mos], pr(f) désignera la longueur
d’une courbe f dans P par rapport a la métrique g, et ps(f) la longueur de la
courbe log(f) dans Sy(H) par rapport au produit scalaire sur So(H) donné par
(X,Y) = Tr XY pour tout X, Y de S2(H). La distance définie sur P par la
métrique g sera notée dist.

Remarque 2.5.8 Pour tout z de Gly(H), I'application p — z*px est une iso-
metrie de P.

De la preuve du corollaire 2.5.6, on déduit que :

Lemme 2.5.9 Pour toute courbe différentiable p(t) de P, on a

Tr (%log(p(t)))Q < T (p(t)‘l%)Q,

et ps(p) < pr(p).

Du lemme précédent, il découle :
Lemme 2.5.10 Pour tout p appartenant a P, la courbe t — exptlog(p), (0 <
t < 1) estl’unique géodésique de P joignant lidentité id ap. Plus généralement,

il existe une unique géodésique joignant deux points de P.

A Preuve du lemme 2.5.10 :
Notons p(t) := exptlogp. Il vient :
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Puisque

dlo, t
= Tt (Tiogtpton( gd(t()))) :

pr(p) = [y (Tr (Tlog(p(t)) (%))2) dt

_rt sinh Diog(p(1))/2 )2 2
7f0 (Tr ( Diog(p(t))/2 (1Og(p)) ) dt

1

= [, (Tr log(p)?)? dt = ( Tr log(p)®)* = ||logp|| = ps(p)-

Comme ¢ — tlog(p) est I'unique geodesique de Sz(H) paramétrée a vitesse
constante joignant 0 & log(p), pour toute application g : [0, 1] — P joignant id
a p et ayant une image différente de celle de 'application p(t), on a :

pr(9(t)) = ps(g(t)) > ps(p(t)) = pr(p(t)).

Ainsi application p(t) minimise la longueur de toute courbe joignant id & p
dans P. Il en découle que p(t) est une géodésique.

Supposons qu'il existe une autre géodésique « telle que y(0) = id et y(1) =
p. Notons X := %7(0). Par unicité locale, on a y(t) = exptX pour tout ¢
dans un voisinage de 0. Puisque ¢t +— exptX est défini pour tout ¢ € R, on
en déduit que y(t) = exptX sur [0,1]. Ainsi p = exp X. Puisque lapplication
exponentielle est injective sur Sy(H), il vient X = log(p).

De plus, par I'action transitive des isométries de la forme p — xpx avec p et
z dans P, il existe une unique géodésique joignant deux points de P. O

Lemme 2.5.11 L’angle riemannien entre deux courbes f et g de P s’intersec-
tant en identité id est égal & Uangle euclidien entre les deuz courbes log(f)
et log(g) en 0. De plus, pour tout triangle géodésique ABC de P,

A >a?>+b* - 2abcosA/C’§,

ot a, b, c sont les longueurs des cotés opposés a A, B,C' et ou ACB est l’angle

en A.

A Preuve du lemme 2.5.11 :
Pas de difficultés liées & la dimension infinie. Voir [Mos]. O

2.5.3 Sous-espaces totalement géodésiques de P

Le théoreme et le lemme qui suivent ont été démontrés par G.D. Mostow dans
le cas de la dimension finie dans [Mos]. Bien que I'adaptation des démonstrations
a la dimension infinie ne présente pas de difficultés majeures, nous les incluons ici
car quelques idées seront utilisées dans la suite (en particulier le lemme 2.5.13).
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Théoréme 2.5.12 ([Mos]) Soit E un sous-espace vectoriel fermé de Sa(H).
Il y a équivalence entre :

1. [X,[X,Y]] € E pour tout X,Y € E,
2. efe e exp E pour tout e, f € exp E,
3. exp E est un sous-espace totalement géodésique de P.

Lemme 2.5.13 ([Mos]) :
Soit X un élément de So(H). Les applications :

ax . SQ(H) — SQ(H)

A — AexpX +expX.A
Bx: S(H) — S(H)
A — %“:0 exp(X +tA)

sont des transformation linéaires bijectives de Sa(H) sur So(H). Soit vx =
5;(1 oax. Alors :
vx = Dx COth(Dx/Q).

A Preuve du lemme 2.5.13 :
Puisque Bx = exp LTX o exp RTX o Tx, c’est une bijection de So(H) dans Sa(H).
Soit A un élément de Sa(H) appartenant au noyau de ax. De Aexp X +
exp XA =0, on déduit :

X X, X X X X

[(exp 5 )A exp 2] = exp Aexp 5 = (exp 5 )Aexp 5

Alnsi (exp ,%)A exp % est anti-hermitien, mais comme il est conjugué a 'opé-

rateur symétrique A, on en déduit qu’il est identiquement nul. Ainsi A = 0 et

ax est injectif. Comme ax est un opérateur auto-adjoint de So(H) dans So(H),

on en déduit que ax est surjectif. La continuité de ax étant claire, le théoreme
de 'application ouverte assure que ax est un isomorphisme. De plus :

vx = (exp LTX 0 exp %Tx)’l(eprx +exp L)

o7z (exp(Rx — Lx)/2 — exp(Lx — Rx)/2)

= Dx $515X2 = Dx coth Dx /2.

A
B Preuve du théoréme 2.5.12 :

. 1 = 2 : Supposons que [X,[X,Y]] € FE pour tous X, Y de E. Soit f un
élément de exp E, Y un élément de E et X la courbe différentiable de S3(H)
définie par :

X (t) = log(exptY.f.exptY).

Il s’agit de montrer que exp X (t) = exptY.f.exptY appartient & exp E pour
tout ¢. On a :

d
— expX(t) =YexpX(t) +exp X(2)Y,
dt |t=t,
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donc
X(t) = 5;},5)04)((1:) (Y) = ’YX(t)(Y) = DX(t) COth(DX (t)/Q)(Y)

On obtient ainsi une équation différentielle sur X (¢). De plus, puisque D coth(D/2)
ne fait intervenir que des puissances paires de D, X (t) appartient a l'espace de
Banach E lorsque X (0) € E. Le flot de ce champ de vecteurs étant défini pour
tout t € R, en prenant t =1 et Y = loge avec e € exp E, on a e.f.e € exp E.

. 2 = 3 : Supposons que pour tous e et f appartenant exp E, le produit e. f.e
appartient a exp E. D’apres le lemme 2.5.10, exp E contient toute géodésique
joignant id a un point quelconque de exp E. Puisque I’ensemble des isométries de
la forme x +— e.x.e avec e € exp E laisse exp E invariant et agit transitivement
sur exp E, exp F contient toute géodésique joignant deux de ses points, i.e. exp
est totalement géodésique dans P.

. 3 = 2 : Supposons que exp E soit un sous-espace totalement géodésique
de P. Considérons 'application définie de P dans P par o, : x — pz~!p avec
p € P. Pour tout vecteurs tangent X, Y en z a P,on a :

8pe—1p(dop(X),dop(Y)) = gpu-1,(pr™?Xp, pr~2Yp)
= Tr (p~lap~lpz?Xpp~lap~pr?Yp)
= Tr (z71X271Y) = g.(X,Y).

Ainsi o, est une isométrie qui laisse p fixe. De plus toute géodésique de la
forme ¢ — p*% exp tXp*% a pour image t — p*% exp —tXp’% par o, de sorte
que chaque géodésique issue de p est un sous-ensemble invariant par o,. On
en déduit que si exp F/ est un sous-ensemble totalement géodésique de P, alors
op(exp E) C exp E pour tout p € exp E. Si 7, dénote I'isométrie de P donnée
par 7,(x) = péxp%, alors :

1 1, _ 1 1
op.0 3 (@) =p(p2a~'p?)"Lp=prap> = 7(x).

Ainsi pour tous e, f de exp E, e.f.e = 7.(f) = ae(ae% (f)) eexpE.
. 2 =1 : Supposons que e.f.e € exp E lorsque e, f appartiennent & exp E.
Pour f € expF et Y € E soit X la courbe différentiable de S2(H) définie par :

X(t) =log(exptY.f.exptY).

Alors X (t) appartient & E pour tout ¢ € R, de méme que X (¢) et

7 = tim X =XO)
t—0 t2

appartient également & E. Comme X(t) = Dx s coth(Dx4)/2)(Y), il vient :

(14 (1/12)*D% )Y - Y
Z = lim| L
t=0 2

+tW] = (1/12)t° D%, Y,

ot W dépend continument de ¢. Ainsi Dx ) (Y) appartient & E. En prenant
f =exp X on a le résultat. |
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2.5.4 Projection orthogonale de P sur un sous-espace to-
talement géodésique

Dans toute la suite F désigne un sous-espace vectoriel fermé de Sz(H) tel
que [X,[X,Y]] € E, pour tout X,Y € E. D’apres le corollaire 2.5.6, exp E est
fermé dans P.

La preuve du théoreme de décomposition de Mostow donnée dans [Mos]
est basée sur 'existence d’une projection orthogonale de P sur exp E qui se
déduit d’arguments de compacité n’ayant pas cours en dimension infinie. Ici
nous utilisons la complétude de exp E pour obtenir un résultat analogue.

Théoréme 2.5.14 [l existe une projection orthogonale continue (1-lipschitzienne)
de P dans exp E, i.e. une application continue 7 satisfaisant dist(p,exp E) =
dist(p, w(p)) et telle que la géodésique joignant p a w(p) soit orthogonale a toute
géodésique partant de 7(p) et contenue dans exp E.

B Preuve du théoréme 2.5.14 :
. Soit p un élément de P. Notons § la distance de p a exp F dans P et soit
{en }nen une suite d’éléments de exp E telle que dist?(p, e,,) < 62+ % Montrons
que {en nen est une suite de Cauchy de exp E.

Considérons pour k > n la géodésique v(t) joignant e, =: v(0) a ey := v(1).
Cette géodésique est contenue dans exp E car exp F est totalement géodésique,
et est de la forme :

1 1
v(t) = e exp(tX)ez,

ot X est un élément de E. Notons e, ; le milieu de la géodésique joignant e,

1 1
aeg, le. epp = €7 exp(%X)e%. D’apres le lemme 2.5.11 appliqué au triangle
géodésique joignant p, e, et ey, k, il vient :

dist(p, en)2 > dist(ey, enﬁk)2+dist(en7k,p)272dist(en, en.k)dist(en k, p) COS €nen kD

D’autre part, le lemme 2.5.11 appliqué au triangle géodésique joignant p, e et
en,, implique :

dist(p, ex)? > dist(ex, en x )2 +dist(en x, p)* —2dist(ex, en & )dist(en &, p) COS €xen £D-
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D’apres la définition de e, , on a : dist(eg,en k) = dist(en,enp). De plus,
puisque la géodésique v est une courbe lisse, il vient :

€kCn kP + Enenkp = 180°,
et COS €en kP = — COS €nen xp- En sommant ces deux inégalités, on obtient :
dist(p, e,,)? + dist(p, e )* > 2dist(ey, en,k)2 + 2dist(en7k,p)2.

On en déduit que :

dist(eg, enk)? < %(dist(p, en)? + dist(p, ex)?) — dist(en k, p)?
O )
<3+ 3)

Alnsi dist(ey, er) < \/5(% + 1—17)% et {en tnen est une suite de Cauchy de exp E.
Comme exp F est fermé dans 'espace complet So(H ), la suite {e,, }nen converge
vers un élément w(p) de exp F satisfaisant :

dist(p, w(p)) = dist(p, exp E).

@) EaM@E@) 2, _ o)

m(p) = a(0)

. Soit t — «(t) la géodésique paramétrée & vitesse constante satisfaisant
a(0) = m(p) et a(1) = p. Par unicité de la géodésique joignant deux points, la
longueur de « est dist(p, exp E). L'application z — (m(p))~2z(x(p))~2 étant
une isométrie, la courbe t — (7(p))~za(t)(w(p)) "2 est une géodésique dont la
longueur est la distance entre (7(p))~2p(w(p))~2 et exp E, ainsi la projection
de (m(p))~2p(w(p))~ % sur exp E est id. D’aprés le lemme 2.5.10, il vient :

(7(p)) "2 a(t)(n(p)) "% = exptV,

pour un vecteur V' de Sa(H). Puisque la longueur de la courbe ¢ — exptV pour
t € [0,1] est V], V est dans I'orthogonal F de E et (m(p))~2p(w(p))~ 2 est
dans exp F. Comme E L F, d’aprés le lemme 2.5.11, (m(p)) " 2au(t)(m(p)) "2 est
orthogonal en l'identité a toute courbe partant de l'identité et contenue dans
exp E. Par conséquent « est orthogonal en 7(p) & toute courbe partant de 7(p)
et contenue dans exp E.

. Pour montrer que 7 est continue, rappelons que la métrique de P est la
restriction & P de la métrique invariante a gauche de Glz(C) dont la valeur en
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I'identité est la partie réelle du produit saclaire hermitien de l'algebre de Lie
gly(H). Ainsi P est une variété riemannienne de courbure sectionnelle négative.
Notons y(t) (resp. a(t)) la géodésique joignant un point p; (resp. p2) de P a sa
projection sur exp E, avec v(0) = m(p1) (resp. a(0) = 7(p2) ) et v(1) = p1 (resp.
a(l) = po). L’application t — dist(y(t), a(t)) est convexe car P est CAT-0 (cf
remarque ci-dessous). Puisque, pour ¢t = 0, v(¢) et «(t) sont orthogonales & la
géodésique joignant m(p1) & 7(p2), le minimum de la distance entre v(t) et «(t)
est atteint pour ¢t = 0, et dist(p1,p2) > dist(7(p1), 7(p2)))- |

Remarque 2.5.15 Une variété riemannienne est CAT-0 si la distance entre
deux points du périmetre d’un triangle de co6tés donnés est inférieure a ce qu’elle
serait dans un triangle euclidien de mémes c6tés. Si, dans une variété CAT-0
(de dimension finie ou infinie), deux points quelconques peuvent étre joints par
une géodésique, la distance entre deux géodésiques est une fonction convexe.
En effet, soient xz(t) et y(t) deux géodésiques, et z(t) la géodésique joignant
z(0) = x(0) et (1) =y(1). On a :

d(x(t),y(1)) < d(z(1), 2(t)) +d(=(t), y(t)
< td(w(1), 2(1)) + (1 = £)d(2(0), 4(0))
<td(z(1),y(1)) + (1 = 1)d(x(0), (0)).

Remarquons que la variété P des opérateurs auto-adjoints définis positifs de
Gla(H) est CAT-0. En effet, il suffit de le voir pour un triangle géodésique dont
I'un des sommets est en I'identité. Puisque ’exponentielle réalise un difféomorphime
de l’ensemble Sy (H) des opérateurs de Hilbert-Schmidt auto-adjoints sur P, un
triangle dont 'un des sommets est en 'identité est contenu dans une variété de
dimension 2 de courbure négative, donc CAT-0 d’apres la théorie de dimension
finie.

2.5.5 Preuve du théoréme de Mostow pour Gly(H)

Théoréme 2.5.16 Soit E un sous-espace vectoriel fermé de So(H) tel que :
[X,[X,Y]] € E,VX,Y € E,
et soit F' son orthogonal dans Sa(H) :
F:=Et={X €S8y(H), Tr XY =0 pour tout Y € E}.

Pour tout opérateur auto-adjoint défini positif A de P il existe un unique élément
e € expE et un unique élément f € exp F tel que A = efe. De plus 'appli-
cation définie de P dans exp E x exp F' associant & A le couple (e, f) est un
homéomorphisme.

B Preuve du théoréme 2.5.16 :

Notons T P’application de exp E x exp F' dans P associant a (e, f) le produit
efe.

. Montrons que Y est injective. Supposons que (e1, f1) et (e, f2) soient deux
éléments de exp F x exp F' tels que : e; fie; = esfoes. Considérons le triangle
gbodésique T' de sommets e fieq, €2 et e3. D’apres le théoréme 2.5.12, exp E est
totalement géodésique dans P. Ainsi la géodésique joignant e? & e3 est conte-
nue dans exp E. D’autre part, la géodésique joignant e; fie; & ef appartient a
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e1fiel = eafaen

e1 exp Fe;. Puisque E est perpendiculaire a F' en 0, d’apres le lemme 2.5.11,
exp F est perpendiculaire a exp F' en 'identité. Or 'application associant & un
élément = de P 1’élément e;xe; est une isométrie, donc e exp Fey est perpendi-
culaire & ej exp Fe; = exp E en e?. Ainsi I'angle en e? du triangle T est 90°. De
maniere analogue, 'angle en €2 du triangle T est 90° car la géodésique joignant
€3 & e foea = €1 f1e1 est contenue dans ep exp Feg et la géodésique joignant €2 &
e? est contenue dans exp E. Notons a la longueur du coté du triangle géodésique
T joignant €2 & €2, b la longueur du coté joignant ej fie; & e? et ¢ la longueur
du coté joignant eq fre; a e%. D’apres le lemme 2.5.11, on a : ¢ > b% + a2 et
b2 > c? 4+ a?. Cela entraine a = 0 et e? = €2. On en déduit que e; = ez et
J1=Ja.

. Montrons que Y est surjective. Considérons un point p de P. D’apres le
théoreme 2.5.14, la géodésique joignant p & 7(p) € exp E est orthogonale & toute
géodésique partant de 7(p) et contenue dans exp E. Notons v la géodésique
satisfaisant v(0) = id et v(1) = (x(p)) " 2p(x(p))~2. Puisque I'application

1

z — (m(p))” 2z (r(p))

W=

est une isometrie, v est orthogonale a toute géodésique partant de l'identité
et contenue dans (7(p))~ 2 exp E(m(p))~2 = exp E. D’apres le lemme 2.5.11,
la courbe 7 est tangente & F = E* en l'identité. D’aprés le lemme 2.5.10,
~v est de la forme t — exptX. On en déduit que X appartient a F. Ainsi
v(1) =exp X = (ﬂ'(p))_%p(ﬂ(p))_% appartient & exp F'. Par conséquent p = efe
avec e := (m(p))? appartenant & exp E et f := (m(p)) " 2p(m(p))~ % appartenant
a exp F. Il en découle que Y est surjective.

. La continuité de ’application qui a p associe le couple (e, f) de exp E'xexp F
vérifiant p = efe est une conséquence directe de la continuité de la projection
orthogonale 7. |

Théoreéme 2.5.17 (Décomposition de Mostow) Soient E et F' comme pré-
cédemment. Alors tout élément g de Gla(H) a une décomposition de la forme
g=kfe aveck € Us(H), f € expF et e € expE. De plus lapplication qui a
un élément g de Glo(H) associe le triplet (k, f,e) de U2(H) x expF X exp E
vérifiant g = kfe est un homéomorphisme.
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B Preuve du théoréme 2.5.17 :

Notons O lapplication définie sur Us(H) X exp E x exp F' & valeurs dans
Glo(H) associant a (k, f,e) le produit & fe.

. Montrons que © est injective. Supposons que a = ki fie1 = ko foes avec
(k1, f1,e1) et (ko, fo,e2) dans Us(H) x exp E X exp F. On a :

a*a=eifier = esfjes.

Puisque f7 et f3 appartiennent & exp F', d’apres le théoréme 2.5.16, on a e; = ey
et f12 = f22 Ainsi fl = f2 et k1 = ko.

. Montrons que © est surjective. Considérons = dans Gla(H). z*z est un
élément de P et d’apres le théoreme 2.5.16, il existe e € exp E et f € exp F tels
que z*z = ef?e. Soit k = z(fe)~!. On a:

Bk = (fe) " a*z(fe) ' = fle tefPee ™ f7 = id .

Alnsi k appartient & Us(H) et on a x = kfe.

. La continuité de lapplication qui & un élément = de Gly(H) associe le
triplet (k, f,e) de Us(H) x exp F X exp E vérifiant = k fe découle directement
de la continuité de 'application qui & x associe x*x et du théoreme 2.5.16. W

2.5.6 Théoreme de Mostow pour un L*-groupe semi-simple

Du théoreme 2.5.17 nous déduisons le théoreme suivant :

Théoréme 2.5.18 Soient G un L*-groupe connexe semi-simple de type com-
pact d’algébre de Lie g, GC le L*-groupe connexe d’algébre de Lie g, E' un
sous-espace vectoriel fermé de ig tel que :

X, [X.Y] € B'VX,Y € E,

et F Uorthogonal de E' dans ig. Alors GC est homéomorphe au produit cartésien
G xexpF xexpFE'.

B Preuve du théoréme 2.5.18 :
Puisque g© est une L*-algebre semi-simple, elle est somme hilbertienne d’idéaux
fermés simples et *-stables g;, ot j parcourt un ensemble J (cf théoréme 2.2.25).
Puisque chaque L*-algebre simples g; est une algebre d’opérateurs sur un espace
de Hilbert H;, g© est une sous-L*-algebre de gly(H) ott H est la somme hilber-
tienne des H; pour j parcourant J. GC est alors un sous-L*-groupe de Gla(H).
Puisque G est connexe, GC est engendré par un voisinage de 1’élément neutre.
L’exponentielle réalise un difféomorphisme local d’un voisinage de 0 dans g©
sur un voisinage de 1’élément neutre de G€. Puisque g€ est stable par prise de
'adjoint et que (exp X)* = exp X*, GC est également *-stable. Soit = € GC.
D’apres le théoreme 2.5.17, x s’écrit « = k.f.e avec k € Uz(H), e € exp E' et
f €expF’, ot F' est I'orthogonal de E’ dans So(H). Puisque G© est *-stable,
il contient z*z = ef?e. Cet élément étant un opérateur hermitien défini positif
de G©, il appartient & expSa(H) N G¢ = expig. Comme f2? = e lz*we™!, f2
appartient également & expig donc a exp F', de méme que sa racine carré f. On
en déduit que k = ze~ ' f~! appartient & GC N Uy (H) = G. [ |
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Corollaire 2.5.19 Soient G un L*-groupe connexe semi-simple de type com-
pact d’algébre de Lie g, G© le L*-groupe connexe d’algébre de Lie g, € une
sous-L*-algébre de g et m lorthogonal de ¢ dans g. Alors GC est homéomorphe
au produit cartésien G X expim X exp it.

O Preuve du corollaire 2.5.19 :
Résulte directement du théoréme 2.5.18 puisque [it, [i¥, i8] C it. O
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2.6 Structure hyperkahlérienne de ’orbite com-
plexifiée Of d’une orbite coadjointe affine
hermitienne symétrique Op d’un L*-groupe
semi-simple de type compact et de 7O

Les notations utilisées dans toute cette section sont les suivantes. Op désigne
une orbite (co-)adjointe affine hermitienne symétrique d'un L*-groupe G semi-
simple de type compact (i.e. dont I’algebre de Lie g est de type compact), définie
par une dérivation D = [D, .] de g (cf section 2.3). L’action adjointe affine Adp
du L*-groupe connexe G d’algebre de Lie g¢ = g @ ig est donnée par un
morphisme de groupe de G dans GI(g®) x g© se décomposant en (Ad,©p)
avec ©Op : G — g(C vérifiant :

O©p(9192) = Ad(91)(©p(92)) + Op(91),

et donné par ©p(g1) = g1Dg; ' — D. L'orbite adjointe affine Op (resp. 0%) de
0 pour la dérivation I est 'ensemble des éléments de g (resp. g*) de la forme :

(Ad(g), ©p(9))(0) = Ad(9)(0) + ©p(g) = Op(9) = gDg ™" — D,

avec g € G (resp. g € G°).

On notera g = ¥ @& m la décomposition de g en paire symétrique, avec ¢ :=
{z € g,Dx =0} et m := &1, Si K désigne le L*-groupe connexe d’algebre de Lie
¢, ona:

Op :={9gDg ' —D,gc G} =G/K.

Soient €€ la L*-algebre complexifiée de £, et mC le sous-espace vectoriel fermé
complexe de g€ obtenu en complexifiant m. On notera

I = Z éD‘VCa@V*Ca

la structure complexe naturelle de l'orbite, ot Vi, est I’espace propre de D
de valeur propre +ic,. En vertu de la décomposition de Mostow (cf corollaire
2.5.19 du théoreme 2.5.18), le L*-groupe connexe GC se décompose en :

G® = G x expim x expit.
1

— D € Op, on notera £, := gkg~! le stabilisateur de x
son orthogonal.

Pour tout x = gDg~

dans g et m, := gmg~!

2.6.1 Fibration de ’orbite complexifiée au-dessus de ’or-
bite de type compact

Définition 2.6.1 (Orbite complexifiée) On appellera orbite complexifiée de
Op lorbite adjointe affine (9% du L*-groupe complexe semi-simple G©

0% ={gDg™' — D,g € G°}.

Le théoréme suivant est une généralisation de la proposition 1 de [BG2] au
cas d’une orbite adjointe affine d’'un L*-groupe semi-simple.
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Théoreme 2.6.2 Tout élément y de lorbite adjointe complexifiée OF, s’écrit
de maniére unique sous la forme

y = Adp(e").x

ot x est l'unique point de lorbite de type compact Op a distance minimale de
y, et ot a appartient a my. Les fibres de cette projection orthogonale

77:(9%—>(’)D
y = T

sont les Adp G- (x) ot G est le L*-groupe conneze d’algébre de Lie &, ®im,.
En outre, w est G-équivariante.

B Preuve du théoréme 2.6.2 :

Par produit, on peut supposer que G est simple et Op irréductible, en particulier
I = %]D), avec ¢ > 0. En vertu de la décomposition de Mostow, tout élément
g de G€ s%écrit ¢ = u.expia.expib avec u € G, a € m, b € £, ou encore
g = e ye® Ainsi tout élément y = Adp(g)(0) de Porbite complexifiée
s’écrit

y=Adp (e ) (x)

avec z = Adp(u)(0) et uau~! € m,. Montrons que x est caractérisé par le fait
qu’il est 'unique point de Op a distance minimale de y.

Puisque tout élément de G s’écrit comme un produit d’un élément de exp m,
et d’un élément de exp £, tout autre point de 'orbite de type compacte s’écrit :

2’ = Adp(e®)(z) = e®uDu"le " = D
avec b’ € m,. Posons
Xy = AdD(etb/)(z) = e yDu"te ™ — D

et

f(t) _ %Hy o $t||2 _ %|‘eiuau*1uDu—1e—iuau*1 . etb/uDu—le—tb’||2
_HeiaDe—ia _ ethe—thQ’
2

ot b:=u"'b'u €m. On a:
f'(t) = R(e®De ™ — D, —[b,e® De ™)) + R(e® De™® — D, [b, e’* De*]).
Des relations de commutations
g Cet [m]Cm; [mm|Cé

on déduit que : €®De™® — D € £® im et —[b, e!®De~ ] € £ ® m, de sorte que
seules les composantes selon £ contribuent au produit scalaire. Considérons les
deux termes de cette somme séparemment. D’une part :

R(e'®De~" — D, —[b, e'® De~*])
= R(cehx=1 (ad(ia))[a, [D, a]], 1 £2X (ad(itb))[tb, [D, tb]])
— 2qR(eehl (ad(ia))[a, Ta], L3823 (ad(ith)) [tb, Itb]),
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ol, pour toute fonction entiere f, f(x)(ad(ia)) désigne I'opérateur obtenu en
appliquant la série de f a Popérateur symétrique ad(ia). D’apres le lemme 2.4.24
du paragraphe 2.4.4,

R(e®Dei® — D, —[b,e®De])) = < R([a", Ia"], [b", I6"]),

= S (lla”, 6"]||* + [[[a”, T6"]]1%)

avec a” 1= /<=L (ad(ila)(a)) et b 1= /S22 (ad(ilb)(b)), cette derniere

expression étant valable pour ¢ < 2Hb||

D’autre part, puisque (e!* De=t* — D [b, e!® De='* — D]) est imaginaire pur,
on a:

R(e®De™™ — D, [b, e De*]) = R De™*® — D, [b, D]).

En utilisant de nouveau les relations de commutations entre € et m, on a
e®De ™ — D ce®dm, et [b, D] € m, de sorte que :

R(e'® De= — D, [0, D)) = R(52 (ad(itv))|tb, D], 6, D))
= t%(%(ad(itb))lb,lb)
On en déduit que pour 0 < ¢ < ﬁ, f/(t) > 0. Remarquons que pour t = ﬁ,

x; atteint le cut-locus de x. La dérivée seconde en 0 de la fonction f est donnée
par :

f7(0) =R{e®De~" — D, —[b,[b, D]) + R([b, D], [b, D])

= R([b, e!*De~"], [b, D])

= R([b, <SG (ad(ia)) ([ia, [ia, D)), [b, D]) + R((6, D], [6, D))

= R(GL (ad(ia)) ([a, [D, a])), [b, [D, b]]) + 2| 6]

= AR(RG= (ad (i) [a, Ta, [b, T6]) + 2 [[b]2 = ¢ b]|2.
Ainsi le hessien du carré de la distance de y & x dont 1’expression est

Hess(X ¢, X°) = R([¢, e’ De "], [0, D)), (2.3)

est défini positif en x, et = est 'unique point de Op a distance minimale de y.
On en déduit que la fibre au dessus de x est AAG™“(x). La G-équivariance de
7 résulte directement de la définition. ]
Proposition 2.6.3 Soit y = Adp(e™®)(z), avec a € m,. L’application

p: mydim, — T,0%
¢ — X°

est un isomorphisme. Le noyau de m, : T,0% — T,Op est V, := {X* ¢ € m,},
et m, réalise un isomorphisme de Hy, :={X, ¢ € my} sur my.
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O Preuve de la proposition 2.6.3 :
Par G-équivariance, il suffit de considérer le cas ou x = 0. Un vecteur tangent a
0% en y = e De™ " — D est donné par I'action d’un élément ¢ de 1'algebre de
Lie g @ ig, i.e. est la dérivée en 0 de la fonction

@t(t) — etceiuDefiueftc —D

3

c’est-a-dire est de la forme :
X¢ = [¢,e®De~%] = ¢i®[e~1%¢ei®, Dl
Pour ¢ € m & im,
[e~®ce’ D] = [Ad(e™*)(c), D] = [exp (ad(—ia))(c), D]
= —cI cosh (ad(—ia))(c).

L’opérateur cosh (ad(—ia)) de g© dans g€ étant hermitien injectif, il réalise un
isomorphisme de g, qui préserve m @ im. Comme I’espace tangent & (9% en y
est €!%(m @ im)e~, on en déduit que p est un isomorphisme.

Pour ¢ € im, X ¢ est tangent a la fibre de 7 au-dessus de 0, donc 7, (X*¢) = 0.

De plus, pour ¢ € m avec ¢ = e!®c’e™%, il vient :

m(P(t)) m(effei® De et — D)
7T(eiaetc’Deftc’efia - D)
™

(et‘,De’t‘, - D)= et De=t¢ — D.

Ainsi 7, (X (y)) = [¢/, D] = —cI cosh (ad(—ia))(c) et 7, réalise un isomorphisme
de H, = {X*,c € m} dans m. O

2.6.2 Structure hyperkahlérienne de 'orbite complexifiée

Le caractere métrique de la fibration décrite au paragraphe précédent permet
de montrer de maniere explicite ’existence d’une structure hyperkéhlérienne sur
Porbite complexifiée d’'une orbite (co-)adjointe affine hermitienne symétrique
d’un L*-groupe de type compact G, et, de ce fait, de généraliser le théoreme
3 de [BG2] (plus précisément la partie existence). Notons que, par produit, il
suffit de considérer le cas d'une orbite irréductible O%.

Théoréme 2.6.4 Lorbite complexe irréductible OF, posséde une structure hy-
perkihlérienne G-invariante compatible avec la forme symplectique w® de Kirillov-
Kostant-Souriau se restreignant en la structure kahlérienne de lorbite de type
compact Op. La forme de Kdhler w associée a la structure complexe i de (9%
est donnée par w = dd°K, avec

K(y) = Ry, 7(y))-

B Preuve du théoréme 2.6.4 :
Pour y = Adp(e®)(x) € 0%, olt € Op, et pour tout vecteur X de l'espace
tangent a TyO% engendré par I’élément ¢ € g€, on a :

dKy(X) = R(XE, m(y)) + Ry, m (X ()
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Comme y € &, @ im, et m. (X (y)) € my, il vient :
dKy(X) = cR(XE 7 (y)),

et
K, (X) = —c3(X*,m(y)),

Ainsi, pour ¢, € g%, il vient :
dd°K (X, X°) = eS(X S, m(X°(9)) — eS(X°, ma(X(y))) + eS(X 7 (y)).

Pour ¢,0 € m, @ im,, le crochet [c,d] appartient & €, @ ik, et on obtient I'ex-
pression de la forme w la suivante :

W(XXT) = 3 (X, (X7) — (X7, m (X)),

qui, combinée avec la structure complexe i, donne ’expression de la 2-forme
symétrique g suivante :

(X, X?) = g(X', X7) = R(X“(y), X°(7(y))),
g(X*, Xw) 0,

ot ¢ et 0 appartiennent a m,. Pour la métrique g, les sous-espaces H, et V
sont orthogonaux. La G-équivariance de 7 implique la G-invariance de g. Pour
vérifier que g est définie positive, il suffit par conséquent de considérer g en un
point y = e*De~%® — D de la fibre 771(0). On a alors :

g(X X%) = g(X* X)) = cR([c,e*De™"], [0, D]), (2.4)

qui, d’apreés ’équation 2.3 de la démonstration du théoreme 2.6.2, est égale (&
la constante multiplicative strictement positive ¢ pres) au hessien en 7(y) de la
distance de y a Op, donc est définie positive. Remarquons que 'expression de g
donnée par I’équation (2.4) reste invariante lorsqu’on ajoute & ¢ ou ? un élément
de &, ce qui garantit la bonne définition de g.

Il reste & montrer que g définit une métrique hyperkihlérienne sur O% b com-
patible avec w®. Pour cela, on utilise la proposition A.6.4 de ’Appendice A,
selon laquelle il suffit de montrer que ’endomorphisme J, défini par :

g(X,Y) = RuC(X, J,Y)

est de carré —1. La forme symplectique w® naturelle de 1'orbite complexe est
la 2-forme G®-invariante sur (9% qui, en l'espace tangent au point 0 € O%, est
donnée par (cf la démonstration de la proposition 2.3.10 de la section 2.3 et
Iéquation (2.2)) :

wC(XaY) = (X", [D,Y]),

ou X, Y appartiennent a TOO%. (Remarquons la présence d'un facteur ¢? dans
la définition de w® par rapport & la définition usuelle en dimension finie, qui se
répercute sur I'expression du potentiel K qui, & un élément du noyau de d° pres,
vaut ¢? fois le potentiel obtenu en dimension finie dans [BG2]). Par G-invariance
de g et de w®, on est ramené & 1’étude de J; en un point de la fibre au-dessus
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de 0. Pour tout ¢, 0 € m, et pour tout y = e*De~*® — D de la fibre 771(0), on
obtient :

g(X X% = cR(c,e*De"], [0, D])
= —cR([c, e De~"]* [0, D])
(car seules les composantes dans g contribuent au produit scalaire)
= AR(e~1% (e8], i® De~i)¢in)* ¢l [%, ?])
= AR((e[c, €1 De—1] i) *, efiu[%,b]eicw
(car Ad(e~?®) est auto-adjoint )
— —R([D, [D, (e~ "*[c, e® De~1%]ei®)*]], e~ 2 [ 2 p]ein)
(car ad®(D) = —c?Id sur m€ = Im(ad(D)))
— R((e~™[c, e De~1%]ei%)*, [D, [efiu[%,o]eia7DH>
— R((e~™[c, e De~1%]ei%)*, [D, efiu[[%v 0], e De~ie]eie])
= RwC(X©, X[2:2])
Ainsi, pour 9 € m, 'expression de I est :
JoX? = x[e:,
On montre de méme que :
JoX® = _xile2l,

L’opérateur I := [%, .] est la structure complexe de lorbite de type compact, ce
qui implique que Js est de carré —1. |

2.6.3 Identification de l’orbite complexifiée avec 1’espace
tangent de 'orbite de type compact

Notations 2.6.5 On notera Ry (resp. Sy) la projection sur le premier (resp.
deuxieme) facteur de la somme directe g€ = g @ ig d’un élément y € gC°.

Le théoréme suivant est ’analogue du théoréme 3 de [BG3].

Théoréme 2.6.6 L’application

T: O% — TOp

y = —ely)Sy

est un isomorphisme de variétés fibrées au-dessus de Op, qui commute aux
projections naturelles T : (9% — Op etp:TOp — Op.

134



B Preuve du théoréme 2.6.6 :
Notons que, pour tout y appartenant & la fibre 77! (z) de O% au-dessus de = €
Op, Sy appartient a m,, et, de ce fait, peut-étre considéré comme un élément
de T,,Op. La G-équivariante de la projection 7 et de la structure complexe I de
lorbite Op implique que T est G-équivariante et commute aux projections 7 et
p. Pour montrer que Y est bijective, il suffit donc de montrer que Y identifie la
fibre 771(0) avec m.
Pour y = ¢ De™* — D avec a € m, on a :

fi(a) :=—1IQy = LIsinh(x)(ad(ia))(D)
= L1382 (ad(ia))([ia, D))

= [880x (3d(ja)) a.
Les valeurs propres de 'opérateur S‘“xhx (ad(ia)) de g dans g étant minorées par
1, la condition Sy = 0 implique a = 0, c’est-a-dire y = x.

Soit V€ m ~ T,0Op. Montrons qu'il existe y € OF tel que Sy = cIV.
Supposons tout d’abord que V' appartient a une sous-algebre abélienne maxi-
male 2 de m engendrée par un sous-ensemble maximal de racines fortement
orthogonales W :

A= BocvRry

Pour tout a € ¥, on note y, = Iz, et hy = %[wa,ya]. Pour tout o, 8 € ¥, on
a les relations de commutations suivantes :

[-Tou yﬁ] = Qihaéaﬁ; [haaxﬁ] = _Qiyaéaﬁ; [hou yﬁ] = 2i$a6aﬁ-

Remarquons que pour a € 2 dont la décomposition relativement a la base z,,
est

on a :

et par conséquent :
iIsinhx(ad(ia))(D) = I920%(ad(ia))la
= %I > acw Sinh(2a4)ya
= % Y acw Sinh(2a4)74.

Ainsi, pour tout V' de 2 dont la décomposition selon la base x,, est

V= Z VaZa,

acW¥

I’élément y de (9% donné par y = e*De™ — D ot

1 .
a=g Z argsinh(2v, )zs

acV¥
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vérifie —%I%y = V. De plus, a s’exprime en fonction de 'opérateur ad(iV) de
la maniere suivante :

a = fo(V) = 12X 4(V)) (IV).

Puisque 'union des sous-algebres abéliennes maximales engendrées par un sys-
téme de racines fortement orthogonales est dense dans m (rappelons que 1'on
am = UyerAd(g)(A)), on en déduit que I'image par T de la fibre 771(0) est
dense dans ToOp. De ce qui précede, on déduit également que fo o f; = Id et
f1 0 fo =1d sur Ad(K)2. Par continuité de fi et fo on a alors fo o f1 = Id et
f1 0 fo =1d sur m. Ainsi Y identifie la fibre 771(0) de O% et TyOp.

La différentiabilité de Y provient de la différentiablité de f1 et de la définition
de variété de TOp comme sous-variété de g x g (cf Appendice A). ]

2.6.4 Expression de la métrique hyperkihlérienne de I’es-
pace tangent de l'orbite de type compact

D’apres le paragraphe 2.6.2 et l'identification donnée en 2.6.3, I’espace tan-
gent TOp de l'orbite de type compact posséde une structure hyperkahlérienne
G-invariante, notée galement g. Le but de ce paragraphe est d’exprimer la
métrique hyperkéhlérienne ainsi obtenue en termes de ’espace tangent de Op.

Rappelons I'expression de la métrique hyperkahlérienne g de (9% définie en
2.6.2. L’espace tangent & O, en un point y = Adp(e’®)(x), out = appartient a
Op et a a my, est e®(m, @im,)e . Il est identifié & m, & im, par Papplication
p définie dans la proposition 2.6.3 par :

p: mydim, — Ty(’)%
c —  X°.

L’espace vertical V,, := p(im;) est le noyau de 7, et p se restreint en un isomor-
phisme de m, dans I'espace horizontal H, := p(m,). Pour tout y de O% et tous
cet 0 dem,, ona:

g(X ¢, X?) = g(X*, X®) = R(X(y), X°(7(y))),
g(X¢, X®) = 0.

La métrique g est G-invariante et son expression, en un point y = e**De ™% —
D de la fibre 7=1(0) au-dessus de 0, est la suivante :

g(X X% =g(X™, X)) = cR([c, e De™ "], [0, D]). (2.4)
Par suite, pour tous ¢ et 0 de m, il vient :

(X, X?) = cR([c, cosh(x)(ad(ia))(D)], 0, DJ)
= eR([¢, D], [0, D) + R ([, “Z52 (ad(éa)) ([ia, [ia, D]))], [0, D))
= AR(e,0) + AR([e, “E5 (ad(ia)) ([a, Ta])], [0, D))
— AR(c,0) + AR(—I1[<) (ad(ia))([a, Ia]), c], )
= AR(c,0) + SRU[EX (ad(ia)) ([a, a)), ], ).
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Les lemmes suivants expriment l'opérateur I Coiﬁ(ad(ia))([a,la]), } de m

dans m en fonction de V = fi(a) = 122X (ad(ia))/a.
Lemme 2.6.7 Pour tout a de m, on a :

cosh(z) — 1 Vi+a2 -1

2 (ad@ia)) ([a,a]) = [——

(ad(iV)) [TV, V]. (2.5)
A Preuve du lemme 2.6.7 :

Par continuité des opérateurs en question et densité des sous-algebres abéliennes
maximales engendrées par un systéme maximal de racines fortement orthogo-
nales, il suffit de vérifier ’équation (2.5) pour a appartenant & une sous-algébre
abélienne maximale 2 engendré par une base x,, @ € ¥, ou ¥ est un systéme
maximal de racines fortement orthogonales. En reprenant les notations utilisées
dans la démonstration du théoreme 2.6.6, il vient :

V= Z VaZa,

acV¥
et 1
a= Z UaZa = 5 Z argsinh(2v,, )4 .
acV¥ acv
Pour p(x) = COS}ZE#, on a:

p(x)(ad(ia)) ([{a,a]) =3, cyp (2aa)aaYa; aGatal
= ZQG\P COS?Q(,jZ‘;E)?l [%ya, aawa]
= new i(cosh(argsinh(%a) — 1) [Ya, Ta]

_ V1+(2v4)2—1
= Dot o

@om)T— [Vaas Vaal
= VIBEL (ad(iV)) [TV, V]
A
Lemme 2.6.8 Pour tout V € m, et toute fonction analytique positive p, on a :
¢(2?) (ad(@iV)) [IV, V] = ¢(z) (I R1v,v) (V).

A Preuve du lemme 2.6.8 :
Avec les notations introduites précédemment, on a :

IRy =I[IV,V] =1 [Va¥a,VaTal =1 Y v2(~2i)ha,

acW¥ acV¥

et
URrvyv)V =13 cy 02 (=20) [ha, VaTa]

= IZae'I/ Ui(_Qi)(_Qi)vaya
=-1 Zaeq/(2voz)2vayoz

=2 acy (2va)*vaZa
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Ainsi, il vient :

(IRvy)"(V) = Y (206) VaTa-

acV¥

Par conséquent, pour tout fonction positive ¢, on a :
p(x*) (ad(iV)) [IV, V] = o(x) (I R1v,v) (V).
A

Notations 2.6.9 On note g, la métrique kéhlérienne canonique de l'orbite
adjointe affine de type compact Op dont l'expression en 0 est donnée par :

g0(X X°) = c®{[c, D], [0, D]) = R{c,).

Cette métrique est fortement ké&hlérienne, ce qui implique que la connexion
de Levi-Cevita V est bien définie. En un point V' de l'espace tangent T'Op,
Ty (TOp) se décompose en Hory @ Very, ot Very est 'espace tangent & la fibre
de la projection canonique p de T(T'Op) dans TOp, et ot Hory est 'espace
horizontal associé la connexion V. Pour tout V de la fibre p~1(z), avec € Op,
on identifie naturellement Very a im,, et Hory a m, par la différentielle de p.
On note g, la métrique obtenue en transportant la métrique g, de Op sur Hory
et Very et en demandant que Hory et Very soient perpendiculaires.

Théoréme 2.6.10 La métrique hyperkahlérienne g de l’espace tangent TOp se
déduit de la métrique gy au moyen de l'endomorphisme dont la décomposition
par blocs relative & la somme directe Ty (TOp) = Hory @ Very est :

Ay 0
0 Ayt

Av = 1d + IR1p(5)(IRvv)(V)o(2)(IR1vv ) (V)

avec
ol

X

o) (@)5 |

B Preuve du théoréme 2.6.10 :
L’identification T de 0% avec TOp commute aux projections 7 : 0% — Op et
p: TOp — Op. Ainsi la différentielle de T transporte I'espace vertical V,, sur
I'espace vertical Very, o V = T(y). L’espace horizontal H, est identifié & m,
par p~! et Hory est identifié & m, par dp. Par G-invariance de la métrique, on
peut supposer que y appartient a la fibre 771(0). D’aprés I'équation (2.4), pour
tous ¢, 9 de m, on a :

g(p(c), p(d)) = R([c, e De™"], [0, D])
= cR([c, cosh(x)((ad)(ia)) (D)}, [0, DI)
= eR([c, D], [0, D)) + cR([“=251= ((ad) (ia))[ia, [ia, D], ], [D,2])
= R(e,0) + SR HF((ad) (ia)) [, Ta], o], 1)
= AR(c,0) + SR ((ad)(ia))[Ia, a], ], TD).
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D’apres le lemme 2.4.24, il vient :
g(p(c), p(0)) = AR(c,0) + ARU[[Ia’, a'], ], ).

avec

X

o = <7”1+§21> " (ad(ia)) ().

D’apres les lemmes 2.6.7 et 2.6.8, il vient :

g(p(c), p(0)) = AR+ IR 1) (1 R1v v ) (V) ()T R1vy ) (V) €0

1
ou p(x) = (7”‘;"_1) * . On en déduit que pour tous ¢ et 0 de m, le produit
scalaire des relevements horizontaux ¢ et 9¥ appartenant & Hory est égal & :
g(cHa OH) = 8o (AVC, a)
avec

Ay =1d + IR14(x)(1Rrv,v ) (V)0 () (I R1vv ) (V)

ou

X

o) = (@) ,

ce qui démontre le théoreme dans les directions horizontales. De plus, I'orthogo-
nalité des distributions H, et V, implique ’orthogonlité des distributions Hory
et Very. La métrique g se déduit donc de g, au moyen d’un opérateur de la

forme :
A 0
0 B )’

ou B caractérise la métrique dans les directions tangentes aux fibres de la pro-
jection p. Remarquons que pour tous ¢ et 9 de ém, on a :

8(p(c), p(0)) = g(p(—ic), p(—id)).

La multiplication par —i échange V, et H, et induit une structure complexe
sur l'espace tangent en V a TOp, qui se déduit de gy au moyen d’un endomor-
phisme I3 échangeant Hory et Very, i.e dont I’expression selon la décomposition
Ty (TOp) = Hory @ Very est de la forme :

0 C
= (5 )

Rappelons que la structure symplectique w = g(i.,.) associée a la structure
complexe ¢ de O% a pour expression :

w (p(X), p(X?)) = S ({p(X), mep(X?)) — (p(X°), mp(XF))) ,

ou ¢ et 0 appartiennent & m @ im. On en déduit que la forme symplectique sur
TOp associée a la structure complexe I3 est la partie imaginaire de la 2-forme
de Liouville wj :

w3(e,0) =S ((V,0) — (0¥, M)
R ((icV, 07) — (", ¢H)) |
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oil ¢ et 0 appartiennent & Hory @ Very et ot ¢ (resp. ¢) désigne la projection

de ¢ sur Hory (resp. Very). La forme wz se déduit de g, au moyen de I’endo-
morphisme dont la décomposition par blocs relativement a la somme directe
Ty (TOp) = Hory @ Very est

0 1

i 0 )°

L’équation g(Is.,.) = ws(.,.) impose les conditions suivantes sur les opérateurs

A B, CetD:
A0 0 C\ (0 4
0 B D o) \i 0)°

i.e AC =i et BD = i. D’autre part la condition I? = —1 impose CD = —1. On
en déduit que B = A™1, et que I3 est représenté par :

0 A
Is_(m 0 )

Proposition 2.6.11 La métrique g est l'unique métrique hyperkdhlérienne sur
TOp se restreignant en la métrique kahlérienne de Op, compatible avec la forme
symplectique naturelle provenant de lidentification T*Op ~ TOp, et rendant
les distributions horizontales Hory et verticales Very perpendiculaires.

O Preuve de la proposition 2.6.11 :
Une métrique vérifiant les conditons imposées est représentée par rapport a la
métrique g, par un opérateur de la forme

(A0
g = 0 A—l )

(X".(Al))v — Ry,(a—1)x =0

ou A doit vérifier :

(cf [BG1]). Cette derniere équation se réduit, dans chaque direction radiale, &
une équation différentielle ordinaire, d’ou 'unicité. a

Remarque 2.6.12 Vial'identification de I’espace tangent de la grassmannienne
restreinte T'Gr,.s avec 'espace tangent d’une orbite adjointe adjointe affine
comme décrit en 2.4.3, on retrouve la famille de métriques hyperkahlériennes de
TGryes décrites au chapitre 1.
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TOp

Fia. 2.1 — L’expression de la métrique hyperkdhlérienne de TOp se déduit de
Uexpression de la métrique hyperkdhlérienne de (9%
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Annexe A

Structures géométriques sur
les variétés banachiques

Le lecteur trouvera dans cet appendice les bases de la géométrie sur les
variétés banachiques et ’étude des exemples les plus naturels. Pour plus de
détails sur les notions abordées, nous renvoyons le lecteur a [Lan], [Car], [Bou],
[Bou2] et [Bou3]. Les résultats décrits ici sont classiques, mais ne figurent pas
toujours dans la littérature. En particulier, on trouvera en A.1.5 exemple 2 et 3,
une démonstration de I’équation (7.5.3) de [PS] utilisée pour définir I'injection de
Pliicker de la grassmanienne restreinte Gr,..s dans l'espace projectif (proposition
7.5.2 de [PS]). Nous invitons le lecteur intéressé par l'injection de Pliicker a
consulter également [SpVa].

A.1 Géométrie différentielle dans le cadre bana-
chique

A.1.1 Différentielle d’une application entre deux espaces
de Banach

Définition A.1.1 Soient E et F' deux espaces de Banach et U un ouvert de F.
Une application f : U — F est différentiable en x € FE s’il existe une application
linéaire continue A € B(E, F) telle que Vh € E :
1
lim
1hll—0 |[2]l

I f(z+h)— f(z)— Ahllz =0

Une application f : F — F est différentiable sur U C FE si elle I’est en chaque
point de U. On note df(x) ou d, f lapplication linéaire continue différentielle
de fenx:df(x) € B(E,F).

Remarque A.1.2 La condition de continuité de la différentielle exigée dans la
définition implique qu’une fonction différentiable en un point est continue en ce
point.

Définition A.1.3 Une application f : E — F est de classe C! sur U C E ssi
df :U — B(E,F),ou B(E,F) est muni de la topologie associée a la norme
d’opérateur, est continue.
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Remarque A.1.4 On ne demande pas seulement que 'application df : U x
I’ — F' soit continue.

Définition A.1.5 Une application f : E — F est de classe C? sur U C E ssi
df :U — B(E,F) est C! sur U. On note d?f la différentielle d’ordre 2. On a :

&f . U — B(E,B(E,F))
a o {hy = (ho = lime_o 2(df (z + cha)(h) — df () (h1)))}

Remarque A.1.6 Il existe une isométrie naturelle entre ’espace de Banach
B(E,B(E,F)) et lespace de Banach B®)(E, F) des applications bilinéaires
continues de E dans F. Plus généralement, I’espace de Banach B(*) (E,F) des
applications k-linéaires continues de E dans F' est identifié isométriquement a
I'espace B(E, B¥=1(E, F)).

Définition A.1.7 Une application f : E — F est de classe C**! sur U ¢ E
ssi d¥f U — BW(E,F) est C' sur U. Elle est de classe C* ssi elle est de
classe C* pour tout k € N.

Exemple 5 Soit H un espace de Hilbert et f : H — R l'application qui a
x € H associe ||z||> = (z,z). On a :

df : H — B(H,R)
x  — {hy — 2R(hy,z)}

L’application df est continue car |||df (x1) — df (x2)]|| < 2||x1 — x2]|. De plus :

d’f : H — B(H,B(H,R))
z +—— {h1— (ha = 2R(h1, h2))}

L’application d? f est une application bilinéaire symétrique constante sur H. Les
dérivées d’ordre k > 2 de f sont donc nulles.

Définition A.1.8 Soient E un espace de Banach et v une application C' de
R dans E. La différentielle de v en un point ¢ € R est une application linéaire
continue de R dans E . On appelle dérivée de v en ¢ et on note : v/(t) I’élément
diy(1) € E. On a: dpy :uw— ury/(t).

Proposition A.1.9 Soient E, F,G trois espaces de Banach, f : E — F et
g : F — G deux applications différentiables respectivement sur U C E et
V C F contenant f(U). Alors la composée h = go f est différentiable sur U et :

dh(z) = dg(f(x)) o df (x).

A.1.2 Variétés banachiques

Définition A.1.10 Soit M un ensemble. On appelle carte de M un triplet
(U, p, E) ou U est une partie de M, E un espace de Banach, et ¢ une bijection
de U sur un ouvert de E. On dit que deux cartes (Ui, p1, E1) et (Us, p2, E2)
sont C"-compatibles si :

- 1(Uh NUs) (resp. @a(Uh NUz)) est un ouvert de Ey (resp. Es)

- lapplication ¢q 0 ;! (resp. p2 0 o) de o (U NUs) dans o1 (U NUs) (resp.
p1(Us NUs) dans @o(Us NUs)) est de classe C".
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On appelle C"— atlas de M un ensemble de cartes deux a deux C"— compatibles
et dont les domaines recouvrent M. Deux atlas sont dits C"-équivalents si leur
réunion est encore un atlas C". Une variété banachique de classe C" est un
ensemble M muni d’une classe d’équivalence d’atlas de classe C".

Remarque A.1.11 On ne demande pas que les espaces de Banach de deux
cartes distinctes soient les mémes. Lorsque tous les espaces de Banach inter-
venant dans la définition sont des espaces de Hilbert, on parlera de variété
hilbertienne. Plus généralement, pour toute famille F d’espaces de Banach, on
parlera de variété banachique de type F lorsque tous les espaces de Banach
intervenants dans la définition appartiennent a F.

Exemple 1 La sphére unité d’un espace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert réel séparable et S(H) = {z € H,|z| = 1}
Pensemble des éléments de norme 1 de H. S(H) est une variété hilbertienne
C®. En effet, munissons S(H) de la topologie induite par H : un ensemble O
de S(H) est ouvert s'il existe un ouvert O’ de H tel que O = O’ N S(H). Soit
{ek, k € N} une base hilbertienne de H permettant d’identifier H avec I*(N,R).
Les projections stéréographiques p; et ps respectivement de pdle nord N = eg

et de pdle sud S = —e( définissent les applications cartes de S(H). De maniére
explicite :
pro SH)\{N} — e
= (ri)ien +— pi1(®) = 25 (@i)ien (0}

o SUD\(S) —
T = (-Ti)ieN — P2($) = m(xi)ieN\{O}
Les applications p; et py sont des homéomorphismes et ’application de chan-
gement de cartes pp o p; ' définie de eg \ {0} dans lui-méme est donnée par :
Y W et est C°.

Remarque A.1.12 En général la boule unité d’un espace de Banach n’est pas
une variété, méme en dimension finie ( penser a (R?,||.|[;) ou (R?,|.||e)). La
différentiabilité de la norme est étroitement liée aux propriétés de séparabilité,
d’uniforme convexité et de réflexivité de 1’espace de Banach considéré. (voir par
exemple B. Beauzamy ([Beau]) et J. Diestel ([Die]).

Exemple 2 L’espace projectif complexe

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et P(H) Pensemble des
droites vectorielles complexes de H, défini comme espace quotient de H \ {0}
par la relation d’équivalence ~ qui identifie x et y de H des lors qu'’il existe
A € C tel que x = \.y. On notera p : H \ {0} — P(H) l'application quotient.
On munit P(H) de la topologie quotient : un ensemble O C P(H) sera dit
ouvert si p~1(0) est un ouvert de H \ {0} pour la topologie induite par la
norme. Identifiant H & [?(N) grace au choix d’une base hilbertienne, on définit
les ouverts V; = {z = (2)jen | ; #0) de H et les applications :

vi Vi —  ?(N—1)
[L‘:([L'j)jeN_i — (i—(‘j,,m;—:l’z—z,,i—:,)

ol le terme accentué doit étre omis. Puisque ¢;(x) = ¢;(y) si & ~ y, ces appli-
cations passent au quotient et définissent les applications cartes ¢; de 'ouvert
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U; = p(V;) dans I*(N — i) par : @;(p(x)) = ¢i(z). Les applications ; étant
continues et ouvertes, les applications ¢; sont des homéomorphismes. Les appli-
cations réciproques @, ! sont données par :
g7+ IP(N—4) — U

y:(yjajeNil) = p((y()v'-';yiflvlay’H*la'"aij"'))

Les applications de changement de cartes sont explicitées par :

pio@; !+ P(N—1i,j) - P(N) A
_ o4 i Yo Yi—1 1 Yit1 Yi Yj+1
y*(yjajeN Zv.]) — (y[j” Y5 ’yj’ yj 7"'7y;a le )

et sont C°°.

Exemple 3 La grassmannienne des p-plans de H
Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et Gr(P)(H) I’ensemble des
sous-espaces vectoriels de dimension p de H :

Gr?) (H) = {P s.e.v. de H, dimP = p}.
Pour tout P € GrP)(H) soit :
UP)={P e GrP(H) | P'nPt=1{0}}.

L’ensemble U(P) est en bijection avec L(P, P1). En effet, la condition P’NP+ =
{0} implique que la projection orthogonale prp : P’ — P est injective, donc
surjective car P est de dimension finie. Soit (prp)~! Iapplication réciproque
de P dans P’. En notant prp. la projection orthogonale de P’ dans P et ip
(resp. ip.) l'injection naturelle de P (resp. P) dans H, tout élément p’ € P’
s’écrit :
P =ipoprp(p’) +ipsoprpi(p’)
= (ip +ipr oprpr o (pre) =) (pre(®)).

Ainsi pour tout P’ tel que P’ N P = {0}, il existe une application appartenant
a L(P, Pt) (a savoir prp. o (prp)~') dont P’ est le graphe. L'unicité de cette
application provient de I'unicité dans la décomposition d’un élément de P’ en
la somme d’un élément de P et d'un élément de P*. L’application :

op : UP) — L(PPY)
P = pp(P) =prpso(pre)”!
est donc injective. Elle est aussi surjective car pour tout élément u € L(P, P1)
lapplication ip + ip1 o u est de rang p et son image est donc un élément de
U(P). Nous allons montrer que {(U(P), ¢p, L(P,P*)),P € Gr(®)} est un atlas
de classe C*° ( méme C*) de Gr(). Soient P; et P» deux points de GrP(H) et
P’ e U(Py) NU(P,) que l'on suppose non vide, c’est-a-dire que P’ est a la fois
le graphe d'une application T} de P; dans Pi- et le graphe d’une application
Ty, de P, dans Ps-. Relativement aux décompositions orthogonales de H selon
P, @ Pi- et P, @ Pst, lapplication identité Id : P, & P~ — P, ® Ps~ & une
décomposition par blocs :
a b
e (2 0)
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otta € L(Py,P), b€ L(Pt, Py), c€ L(Py,Ps-) et d € L(Pi-, Ps"). La condition
P e U(P) NU(Py) équivaut & : a + bTy € Isom(Py, P). Ainsi :

op, (UP) NU(P)) ={Ty € L(P,, P{") | a+ bT) € Isom(Py, Py)}

est un ouvert de L( Py, Pih). En effet, pour u € L(Py, Pi) tel que ||(a+bT1) " tbul| <
1, Papplication (a + b(T1 + u)) est inversible. De méme : ¢p, (U(P1) NU(P2) est
un ouvert de L(Py, Ps-). De plus I'application de changement de cartes :

op, 0 0p ¢ ep (UP)NUPR)) —  op,UP) NU(P,))
T — ng(c—l—doTl)o(a—i—le)_l

est une application rationnelle en la variable T} et donc C*° ( méme C¥) pour la
topologie de la norme d’opérateur de 'ouvert op, (U(P1) NU(P,)) C L(Py, Pit)
dans l'ouvert @p,(U(P1) NU(Py)) C L(Ps, Ps"). Les cartes {(U(P),¢p), P €
Gr(®) (H)} munissent Gr®) (H) d’une structure de variété banachique C*° (méme

).

Exemple 4 La grassmannienne des espaces de dimension et de codimension
infinies d’un espace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable. On s’intéresse maintenant
aux sous-espaces vectoriels fermés de dimension et de codimension infinies de
H. On note :

Gr(H) ={P C H s.e.v. fermé de H, dim P = 400, codim P = +00}.

Nous allons munir Gr(H) d’une structure de variété banachique modellée sur
I’espace de Banach des applications linéaires continues d’un espace de Hilbert
séparable de dimension infinie dans un autre, muni de la topologie de la conver-
gence forte. La construction est I’analogue de celle de Gr®)(H). Pour tout
P € Gr(H), on définit 'ensemble U(P) = {P' C Gr(H) | prp € Isom(P’,P)}
et application pp : U(P) — B(P, Pt) qui a P’ € U(P) associe I'unique appli-
cation de P dans P+ dont P’ est le graphe. Etant donnés deux éléments P; et
P, de Gr(H), la décomposition par blocs de 'application identité

a b
rd= < c d >
relative aux décompositions orthogonales de H selon P; @ Pi- et P, @ Ps-, ou
a € L(P,P), b € L(Pt,P), ¢ € L(Py,Ps) et d € L(Pi-, Pyh), fournit la
caractérisation suivante de ’ensemble :
op, (UP) NU(P,)) = {Ty € L(P,P{) | a+bTy € Isom(P1, Py)},
qui est donc un ouvert dans 'espace de Banach L(Py, Pi*). De méme :
op, U(P) NU(P,))

est un ouvert de L(Ps, Ps"). De plus, I'application de changement de cartes :

ep, 09p ¢ pr (UP)NUP)) —  op,UP) NU(P,))
T = Ty=(c+doTyi)o(a+bTy)?
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est une application rationnelle en la variable T} et donc C'* pour la topologie de
la norme d’opérateur de ouvert p, (U(P1) NU(Pz)) C L(P1, Pi) dans Pouvert
op,(U(P) NU(Py)) C L(P, Pi). Les cartes

{(M(P)v PP, L(Pv PL))? P e GT(H)}
munissent ainsi Gr(H) d’une structure de variété banachique C*° (méme C¥).

Exemple 5 Les grassmanniennes associées aux idéauz de Schatten

Munissons un espace de Hilbert séparable d’une polarisation H = H, & H_
c’est-a-dire d’'une décomposition orthogonale en deux sous-espaces vectoriels
fermés de dimension infinie. Pour tout p > 1, on note LP(H, H_) I'idéal bilatere
de L(Hy, H_) formé des éléments T tels que :

|T|l, = (Tr(T*T)%)7

est finie. En notant L°°(Hy, H_) 'ensemble des opérateurs compacts de H
dans H_, on a les injections continues suivantes :

Ll(H-i-aH—) - LP(H-HH—) - L2(H+5H—) - Lq(H-l‘aH—) - LOO(H-HH—)

oul <p<2et2<q<+oo. Ennotant p; (resp. p—) la projection orthogonale
sur Hy (resp. H_) et Fred(H;, H_) ensemble des opérateurs de Fredholm de
H, dans H_, on définit la suite des grassmanniennes restreintes modellées sur
les idéaux de Schatten LP(Hy, H_), 1 < p < 400 suivante :

Grp(H)={PeGr(H) | py :P—HyeFred(H ,H_),
p— W —H_eLP(H,H )}

On définit de maniere analogue a celle des deux exemples précédents les en-
sembles :
U(P)={P' € Grp(H) | prp € Isom(P',P)},

ou prp désigne la projection orthogonale sur P, et les applications :

op : UP) — L(PPY
P’ —  op(P'") =prp.o(prp)—1t.

On remarque en premier lieu que puisque U(P) C Grp(H), pp est en fait & valeur
dans LP(P, P1) et établit une bijection entre U(P) et LP(P, P*). En second lieu,
P et P, étant deux éléments de Grp(H), les ensembles @p, (U(P1) N U(P2))
(resp. wp, (U(P1) NU(P))) sont des ouverts de LP(Py, Pit) (respectivement de
LP(Py, Ps")) pour la topologie induite par la norme ||.||, (ceci résulte du fait que
I’ensemble des éléments inversibles d’un espace de Banach est un ouvert pour
la topologie induite par la norme). De méme, les applications de changements
de cartes sont des applications rationnelles et donc C* (C*) pour la topologie
induite par la norme ||.||,. Ainsi les cartes {(U(P), op, LP(P,P+)), P € Gr,(H)}
munissent Gr,(H) d’une structure de variété banachique C* (méme C“) et on
a les injections continues suivantes :

Gri(H) C Grp(H) C Gro(H) C Grq(H) C Groo(H) C Gr(H)

oul<p<2et2<qg< +oo. La grassmanienne Gro(H) sera également notée
Grres comme dans [PS].

Remarque A.1.13 Il est possible de définir de la méme maniére une grass-
mannienne associée a tout autre idéal de Schatten. (cf [Sat]).
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A.1.3 Morphismes de variétés, espace tangent et applica-
tion tangente

Définition A.1.14 Soient N et M deux variétés banachiques de classe C", et
f + N — M une application. On dit que f est un morphisme de variétés de
classe C" si pour toutes cartes (U, ¢, F) de N et (V,9, F) de M Dapplication
ofop ™t 1 pU) — F est de classe C".

Définition A.1.15 Soit M une variété banachique de classe C'*°. Un vecteur
tangent & M en un point € M est une classe d’équivalence de couples (¢, h), ot
¢ = (U, p, E) est une carte locale en z € M et h un vecteur de F, pour la relation
d’équivalence : (¢, h) ~ (¢, ') ssi dyy (¥ o (@) 1) (h) = W, ot c = (U, p, E) et
d = (V,9, F). Lespace tangent en un point « € M est I’espace vectoriel formé
par les vecteurs tangents a M en x.

Remarque A.1.16 L’espace tangent en un point x d’un espace de Banach
E s’identifie naturellement & E. Une carte locale ¢ = (U, ¢, F) en = d’une
variété banachique M étant donnée, ’espace tangent T, M s’identifie a E via
Papplication qui au couple (¢, h) associe h.

Proposition A.1.17 L’espace tangent a M, noté T M, ensemble des vecteurs
tangents a M, muni de Uatlas {(Us X E), (¢a,dva), Ea X Ey),a € A}, ot
Uensemble { Uy, Yo, Fw),« € A} est un atlas de M, est une variété banachique.

Définition A.1.18 Soient N et M deux variétés de classe C", r < 1, f un
morphisme de variétés de N dans M, (U, ¢, E) une carte locale en x € N et
(V,9, F') une carte locale en f(x) telle que f(U) C V. La différentielle d,(,)®
de T'application ® = 1 o f o p~! de I'ouvert o(U) de I'espace de Banach E
dans l’espace de Banach F' est une application linéaire continue indépendante
des cartes choisies. On la note d, f et on 'appelle I'application linéaire tangente
de fenxz € N.

Exemple 1 L’espace tangent a la sphere S(H) en un point x s’identifie & ’hy-
perplan H, de H tangent & S(H) en z. En effet, tout Y € H, représente
bien une classe d’équivalence de couple (c, h) avec ¢ = (S(H)\{N},p1,e5) ou
(S(H)\{S},pa, e5) et h € eg, muni de la relation d’équivalence :
(SCH)\{NY. pryeg ) h) ~ (S(H)\{S}, p2, eg ), 1) si b’ = dupz o d,,-1yp1 (),
en posant : h = d;p1(Y) et b/ = d,pa(Y).

Exemple 2 La projection p d’un espace de Hilbert complexe H sur ’espace
projectif complexe P(H) lu dans la carte (U;, @;) a pour différentielle en z =

(-Ti)ieN :
de(Piop) = dpp;: H I2(N — 1)
X S (Xpwi — o Xi)ken—i-

7

N
= (Xi)ien +
Pour tout i, Ker d,p; = Cx et, pour tout A # 0, d,¢:;(X) = dazi(AX).
Ainsi tout couple (y,Y) € (N — i) x I?(N — 4) définit une unique application
u : Cx — Cat telle que (¢;(A\z),drz9AX) = (y,Y), permettant d’identifier
l'espace tangent en | = Cz € P(H) & L(l,1+).
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A.1.4 Les briques de la théorie

Théoreme A.1.19 (Inégalité des accroissements finis) Soient E et F' deus
espaces de Banach, f une application de classe C' d’un ouvert U C E dans

F, x et y deux points de U tels que le segment [x,y] appartienne & U, et
k= SUPze(x,y] |||df(Z)H| Alors :

11(y) = (@)l < klly — 2 5.

Théoréme A.1.20 (Théoréme de point fixe de Picard) Soit (M,d) un es-
pace métrique complet et f : M — M wune application contractante, i.e. telle
qu’il existe une constante k, 0 < k < 1 vérifiant :

d(f(z), f(y)) < kd(z,y) Vx,y € M.

Alors [ posséde un unique point fize et pour tout o € M, la suite des itérées
(f™(x0))nen tend vers ce point lorsque n tend vers +oo.

B Preuve du théoréme A.1.20 :
Simple conséquence de la convergence d’une série géométrique de raison k < 1.
[ |

Théoréeme A.1.21 (Théoréme de Hahn-Banach) Soit E une espace vec-
toriel réel et p une sous-norme sur E i.e. vérifiant :

p(Az) = \p(z),Vz € E,¥YA >0,

p(z +y) < p(x) +py).

Soit G un sous-espace vectoriel de E et g : G — R une application linéaire
telle, pour tout x € G, g(x) < p(x). Alors il existe une forme linéaire f sur E
qui prolonge g et telle que f(x) < p(x) pour tout x € E.

B Preuve du théoréme A.1.21 :
Découle du lemme de Zorn. [ |

Corollaire A.1.22 Soit E un espace vectoriel normé et E' son dual continu
muni de la norme : || f|| g = supy, <1 | f(2)||. Alors lapplication canonique :

t: E — E”
z — (ffl2),

est une injection continue de E dans son bi-dual.

Théoréeme A.1.23 (Théoréme de ’application ouverte) Soient E et F deux
espaces de Banach et soit T une application linéaire continue et surjective de E
sur F'. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que l'image de la boule ouverte
de E de centre 0 et de rayon 1 contienne la boule ouverte de F' de centre 0 et
de rayon c.

B Preuve du théoréme A.1.23:
Repose sur le fait qu'un espace de Banach est de Baire. |

Corollaire A.1.24 Soient E et F deuz espaces de Banach et T une application
linéaire continue et bijective. Alors T—' est continue de F dans E.
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Théoréme A.1.25 (Théoréme d’inversion locale) Soient E et F deux es-
paces de Banach, U un ouwvert de E et f :U — F une application de classe C*
avec k > 1 telle que la différentielle de f en un point xg € E soit inversible.
Alors f est un C*-difféomorphime local au voisinage de xg.

B Preuve du théoréme A.1.25:
D’apres le théoreme de I’application ouverte, la différentielle est un C*°-difféo-
morphisme de E sur F, ainsi, quitte & considérer (d,f)~! o f au lieu de f,
on peut supposer que E = F et dg,f = Idg. Quitte a considérer la fonction
f(z+xo) — f(xo), on peut aussi supposer que xg = 0 et f(xg) = 0.

Soit u(z) = & — f(x). La différentielle de u en 0 étant 0, et 'application
du :U — B(E, FE) étant continue, il existe un rayon r > 0 telle que pour tout
point z de la boule de rayon 2r centrée en 0, Ba,.(0), la norme de lapplication
linéaire du(x) est inférieure & 1/2. Alors, d’apres l'inégalité des accroissements
finis, ||u(z)|| < 1||z|, ainsi 'image de la boule fermée de rayon r est incluse dans
la boule fermée de rayon r/2.

Montrons que f réalise une bijection de la boule fermée B,.(0) sur la boule
fermée B (0). Soit y € Bz (0), le théoreme de point fixe de Picard va nous
donner I'existence et I'unicité d’une solution = € B,.(0) de I'équation f(x) = y.
Considérons en effet la fonction uy(z) = y+u(x) = y+z— f(z). Il est immédiat
que uy(x) = = équivaut a f(z) = y. Comme |y[| < 5, on a [luy(z)|| < r pour
tout € B,(0). Donc u, envoie la boule fermée B, (0) dans elle-méme. Celle-ci
étant un espace métrique complet, il reste a montrer que u, est contractante.
Grace a l'inégalité des accroissements finis, on a :

1
luy (1) = uy(@2)|| = [lu(z1) = u(@)l < Fllzr — 22

On a ainsi démontrer I'existence de la bijection inverse g = f~1 : Bg(O) —
B,.(0).

La continuité de l'inverse g provient de la majoration :

21 = 22| < [Ju(@1) —ulz)l| + [ f(21) = f(z2)]| < ||f(w1)*f($2)|\+%II~"E1*$2H,

c’est-a-dire :
21 — 22|l <2 f(21) — f(z2)].

Montrons que g est différentiable dans B (0) et que dg(y) = (df (g(y))) "
Observons d’abord que pour r > 0 suffisamment petit, df (x) est inversible pour
tout z € B,.(0). Pour tout y; et y2 de Bz (0), en notant z1 = g(y1) et 2 = g(y2),
on a :

lg(yr) = g(y2) — (df (22)) " (w1 — y2)ll = llzr — @2 — (df (w2)) 7' (F (1) — f(z2)]

< Idf (22) 1< I(df (22) (1 = @2) = flz1) + f(a2)].
La différentiabilité de f permet d’obtenir :

ldf (z2) (21 — 22) — f(21) + f(22)]| = o(21 — 22),

et la continuité de g implique que ||z1 — x2|| = o(y1 — y2), ce qui permet de
conclure.
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La continuité de g, de df et de la prise de I'inverse permettent de déduire
de Dégalité dg(y) = (df(g(y)))~" que g est de classe C' pour tout y € B (0).
L’opération d’inversion étant C> et la différentielle df de classe C*~!, en itérant
le processus, on obtient que g est de classe C*. |

Corollaire A.1.26 Soit f une application C* (k > 1) d'un ouvert U d’un es-
pace de Banach E dans le produit de deuz espaces de Banach Fy X Fa, et xg € U.
Supposons que f(xo) = (0,0) et que d, f est un isomorphisme continu de E
dans Fy = Fy x {0}. Alors il existe un difféomorphisme local g de Fy x Fy fixant
(0,0) tel que go f U — Fy x Fy envoie un ouvert Uy de U sur Fy x {0} et se
restreigne en un difféomorphisme local de Uy sur un voisinage ouvert de 0 € F;.

Corollaire A.1.27 Soit f une application C* (k > 1) d’un ouvert U d’un es-
pace de Banach E dans un espace de Banach F, et xo € U. Supposons que
dyx, f est surjective et que son noyau K posseéde un supplémentaire topologique
L. Alors il existe un ouvert U; de U contenant xg, un ouvert Vi de K, un
ouvert Vo de L et un isomorphime b : Vi x Vo — Uy de classe C* tel que

foh(vy,v2) = foh(0,vs).

Théoréme A.1.28 (Théoréme des fonctions implicites) Soient E, F, G
trois espaces de Banach, U un ouvert de E, V un ouvert de F' et f : U X
V — G une application de classe C* (k > 1). Soit (zo,y0) € U X V et z9 =
f(xo,y0). Supposons que la différentielle de f en (xo,yo) selon la seconde va-
riable Daf(xo,y0) : F — G soit un isomorphisme. Alors il existe un voisinage
Uy de zo dans E, un voisinage V1 de yo dans F' et une application g : Uy — V1
de classe C* telle que Vo € Uy, Yy € V1,

f(z,y) = 20 &y = g(x).

En particulier g(xo) = yo et Vo € Uy, f(z,g(x)) = z0. De plus si Uy est une
boule suffisamment petite, g est uniquement déterminé.

Remarque A.1.29 On trouvera dans la proposition A.1.32 (resp. A.1.43) du
paragraphe A.1.5 une application importante du corollaire A.1.26 (resp. A.1.27),
permettant de donner du contenu a la notion de sous-variété banachique. Le
corollaire du théoreme de Hahn-Banach sera utilisé entre autre pour définir
le crochet de champs de vecteurs. Cependant un théoréeme important manque
encore a la liste des ”briques fondamentales de la théorie 7, il s’agit du théoreme
de Frobenius, qui nécessite les notions de fibrés vectoriels, champs de vecteurs
et formes différentielles et qui sera donc exposé plus loin.

A.1.5 Sous-variétés banachiques
Définition

Définition A.1.30 Soient M une variété banachique et N un sous-ensemble
de M muni de la topologie induite. N est une sous-variété banachique de M
si pour tout & € N il existe une carte locale (U, p, E) de M, appelée carte
adaptée a N en z, telle que © € U et ¢ induise un homéomorphisme de U N
N sur lintersection de o(U) avec un sous-espace fermé de E admettant un
supplémentaire topologique.
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Exemple 1 La sphere unité d’un espace de Hilbert H est une sous-variété
hilbertienne de H. Une carte de H adaptée & S(H) en un point appartenant &
I’hémisphere nord est par exemple 'application qui & y € H — {N} associe le
point p1(y) + (y — x), olt p; désigne la projection stéréographique de pole nord
et x le point de S(H) sur la droite reliant N & y. De maniére explicite, on pose
U={ye Hyo>0,y# N}etp : H— H associant a y le point z = ¢(y) de
coordonnées :

2 —1
20 = (yo — 1)(1+ 2l

2(yo—1
zk:(l_lyo—i-l—i—%)yk pour tout k>0

Alors p(U N N) = p(U) N{z = 0}. En considérant diverses applications de la
sorte, on recouvre S(H) de cartes adaptées.

Immersions

Définition A.1.31 Soient N et M deux variétés banachiques, et f : N — M
un morphisme de variétés. On dit que f est une immersion en x € N si 'une
des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

-dfy  TeN — TyyM est injective, son image est fermée et admet une
supplémentaire topologique dans T’y ;) M.

- il existe un espace de Banach F', un sous-espace vectoriel fermé E de F
possédant un supplémentaire topologique, des cartes (U, o, E) en € N et
(V,¥,F) en f(x) € M tels que f(U) CV et o =10 fy.

- il existe un voisinage ouvert U de x € N, un voisinage ouvert V de f(x) tels
que f(U) C V et un morphisme g de V dans N tel que ¢(f(z)) = = pour tout
T EeEU.

On dit que f est une immersion, si c’est une immersion en tout point de V.

Proposition A.1.32 Soit f une immersion dune variété banachique N dans
une variété banachique M. On suppose que f induise un homéomorphisme de
N sur f(N). Alors f(N) est une sous-variété de M.

Définition A.1.33 On appelle plongement une immersion induisant un homéomorphisme
sur son image.

Exemple 2 L’injection de Pliicker GrP)—P(APH) :
Proposition A.1.34 L’injection de Plicker :

ip : Gr®)(H) — P(APH)
W =vect{wi,wa,...,wp} +— [wi Awa A Awp

est un plongement holomorphe.

O Preuve de la proposition A.1.34 :
Soient {ey}nez une base hilbertienne de lespace de Hilbert H. L’espace de
Hilbert AP H a alors pour base hilbertienne {e 1y Aeg@2) A Aegp) fses, olt S est
Pensemble des injections de {1,...,k} dans Z telles que s(1) < s(2) < ...s(p).
Pour tout s € S, on définit les sous-espaces vectoriels :

HS = vect{es(l), 65(2), ey es(p)},
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les ouverts de cartes :
Uy ={W e Gr'?” pr, : WSH,),
ou prs est la projection orthogonale sur H et les coordonnées de Pliicker :

s Gr?®  —  H,
w — det(prs ow),

ou w : vect{ey,...,ep} — H est défini par w(e;) = w;. Les coordonnées de
P1 cker permettent d’expliciter ip :

ip(W) =[wi Awa A--- ANwp] = [3 cgdet(prs ow)egqy Aegiay A+ Aegp)]
= [ZSES Ws(W)es(l) Aegiy N A €S(p)].

Montrons tout d’abord que  est bien définie, i.e. que pour toute base {w1, ..., wp}
de W € Gr®) I'élément wy A --- A w, appartient bien & APH = 1?(S). Pour
cela, il suffit de montrer le lemme suivant :

Lemme A.1.35
Z |7s (w) > = det(w*w).
seS
A Preuve du lemme A.1.35 :
Montrons que pour tout couple (P, Q) de matrices, o P € L?(H,CP) et Q €
L?(CP,H), on a:
det PQ = det P,Q,

seS

ou P (resp. Q) désigne la sous-matrice p x p de P (resp Q) formée des lignes
indexées par s € S. En désignant par S, le groupe des permutations de p
éléments, on a :

det(PQ) - = %UESP EEU) g?—l(PQ)Uﬁg =Y ves, £(0) T2y (X ez Po(i)i Qii)
= ves, €0) 2 p—z izt Po(i),s(i) @s(iy,i

Zs (Lpl—2 Zaesp £(o) Hf:1 Pa(i),s(i)Qs(i),i

- Z{Sl »»»»» sp} EU’GSP Zaesp (o) [Ti=1 Po(iyor (s) Qo' (s:).i

= Z{sl,...,sp} Zg/esp desp (oo’ (o) Hf:l Pooor=1(i),s:)@sii

= Y ornsn) Coes, €0 Ty Portiys) (Lores, €(0) T @si)

=D (51,51 AU Psdet Qs = 3~ s det Py det Qs

A

Montrons maintenant que ip est un plongement holomorphe. En notant

bs :Us — L(H,, H) les applications cartes associées aux ouverts U de Gr®),

Ve = {p((\s)sres) € P(APH), Ay # 0} les ouverts de cartes de P(APH) et ¢, les
applications cartes associées, on a :

bso 0ipodyt ¢ L(Hsy, HE) — 12(S - s0)
T = (Tij)iez—1mso1<ij<p —  (det Ts)ses—s,

ou T est la matrice p X p obtenue a partir de la matrice Z x p de I'application
Id g, 4T en choisissant les p lignes correspondant a I'image de s. En particulier,
T;; = det(Tyup) on s(9) (k) = so(k) pour tout k appartenant & {1,...,p} —
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{j} et s49)(j) = i. Chacune des coordonnées de la matrice T apparaissant
comme une des composantes de 'application (E)SU oipo gb;ol, cette application,
ainsi que sa différentielle, sont injectives. Comme la variété P(APH) est une
variété hilbertienne, 'image de la différentielle possede bien un supplémentaire
topologique (& savoir son orthogonal), donc ip est une immersion. Pour prouver
que ip est un plongement il suffit de montrer que ip est (globalement) injective,
c’est-a-dire que les images de deux ouverts Uy, et U, d’'intersection vide sont
d’intersection vide. Ceci est clair car les coordonnées de Pliicker associées g,
et ms, ne peuvent pas étre non nulles en méme temps. On en déduit que ip est
un plongement. De plus, dans les cartes considérées, chacune des applications
s est une expression polynomiale des coordonnées et est donc holomorphe. On
en déduit qu’il en est de méme pour ip. O

Exemple 3 L’injection de Plicker Gro—P(H) :

Soit H D'espace de Hilbert [?(S1, C) muni de la polarisation H = Hy & H_,
ou H (resp. H_) désigne le sous-espace vectoriel de H formé des applications de
la variable z € S! s’étendant en une application holomorphe & l'intérieur (resp.
extérieur ) du disque unité. On considere la variété banachique Gry associée a
cette polarisation. Les composantes connexe de Grsy sont indexées par l'indice de
lopérateur de Fredholm donné par la projection orthogonale sur H restreinte a
W € Gry ([PS]), appelé dimension virtuelle de W. Pour tout élément W € Gry
de dimension virtuelle d, I'espace z~%H est un espace de référence par rapport
auquel on définit la notion de bases admissibles :

Définition A.1.36 Une base admissible d'un élément W € Gry est une suite
de vecteurs (wg)g>—q de W, ol d est la dimension virtuelle de W, vérifiant les
deux conditions suivantes :

- l'application w : z~%H, — W associant & I’élément z* le vecteur wy est un
isomorphisme continu.

- I'opérateur pr o w, o pr désigne la projection orthogonale sur z=¢H ., est un
opérateur a déterminant.

Remarque A.1.37 Deux bases admissibles sont reliées par un opérateur a dé-
terminant.

Proposition A.1.38 Soit S = {S C Z,4(S — N) < 00,f(N - 5) < oo} et
W € Gry de dimension virtuelle d. Pour tout S € S, on définit le sous-espace
de Hilbert Hg engendré par (z°)scs et la dimension virtuelle de S par §(S —
N) — (N = 5). Alors pour tout S € S de dimension virtuelle d la projection
orthogonale prg : W — Hg est un opérateur a déterminant.

Définition A.1.39 Pour tout S € S de dimension virtuelle d, et toute base
admissible de W € Gry donnée par w : Hy — W, on définit :

mg(w) = det(prg ow).
Pour tout S € S de dimension virtuelle différente de d, on pose mg(w) = 0.

Proposition A.1.40 Les coordonnées de Plicker {ms}scs définissent une in-
jection holomorphe ® : Gra — P(I3(S)).
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Lemme A.1.41

A Preuve du lemme A.1.41 :

- Tout d’abord, w définissant une base admissible, w*w est bien un opérateur a
déterminant.

- Pour les éléments W tels qu’il existe k € Z vérifiant : zFH, C W C 27FH, le
déterminant det(w*w) se réduit & un déterminant de dimension fini et se déduit
du lemme A.1.35.

- L’ensemble Gro = {W € Gry | 3k € Z,2*H; C W C 27*H,} étant dense
dans Gry, par un argument de continuité, on en déduit que la formule est valable
pour toute base admissible w. A

O Preuve de la proposition A.1.40 :
Analogue a la démonstration de la proposition A.1.34. O

Submersions

Définition A.1.42 Soient N et M deux variétés banachiques, et f : N — M
un morphisme de variétés. On dit que f est une submersion en z € N si I'une
des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

- L’application linéaire df, : TN — Ty, M est surjective et son noyau admet
un supplémentaire topologique dans T, N.

- il existe une carte (U, p, E) en 2 € N, une carte (V, 9, F) en f(x) € M et une
application linéaire surjective u de E dans F telles que f(U) CV, Yo f=uop
et telles que ker u admette un supplémentaire topologique dans E.

- il existe un voisinage ouvert U de x € N, un voisinage ouvert V de f(z)
contenant f(U) et un morphisme g de U dans une variété X tels que application
(f,g) de U dans V x X soit un isomorphisme.

- il existe un voisinage ouvert V de f(x) dans M et un morphisme s de V dans
N tels que s(f(x)) =x et f(s(y)) =y pour tout y € V.

On dit que f est une submersion si c’est une submersion en tout point de N.
L’ensemble des points ou f est une submersion est un ouvert de N donc une
sous-variété de N.

Proposition A.1.43 L’image réciproque d’un point ¢ € M par une submersion
f N — M est une sous-variété banachique de N.

Exemple 1 Soit H un espace de Hilbert réel et S(H) la sphere unité de H. On
considere I'application :
f: H — R

O il
de telle sorte que S(H) = f~1(1). La différentielle de f en x € H est :

def +: H — H
h  — 2(h,z).

L’ensemble des € X ou d,f est une submersion est ouvert H — {0}, et
S(H) = f~1(1) est une sous variété hilbertienne de H — {0} donc de H.
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A.1.6 Groupes de Lie et algebres de Lie banachiques

Définition A.1.44 Un groupe de Lie banachique G est une variété banachique
C* muni d’une structure de groupe telle que la multiplication G x G — G,
(x,y) — @y, ainsi que Pinversion G — G, x — x~! soient des applications C*.

Définition A.1.45 On appelle algebre de Lie d’un groupe de Lie G l'espace
tangent & G en ’élément neutre du groupe. Elle sera souvent notée g = Lie(G).

Exemple 1 Le groupe linéaire GL(H) :

Soit H un espace de Hilbert et B(H) ’ensemble des applications linéaires conti-
nues de H dans H. B(H) posseéde une structure naturelle d’espace de Banach
pour la norme d’opérateur :

Al = sup [[A(z)].
e, |z||<1

L’ensemble des opérateurs bornés inversibles de H dans H, noté GL(H), est un
ouvert de B(H) car pour A € GL(H) et B € B(H) tel que |||[A7!B]|| < 1, la
série suivante est normalement convergente et définit 'inverse de A + B :

(A+B)™! =(AI+A'B)t=(I+A"1B)"tA"!
= (X, so(=D"(A7'B)MA!

On en déduit que GL(H) est un groupe de Lie banachique d’algebre de Lie
B(H).

Exemple 2 Le groupe unitaire U(H) :
Le groupe unitaire de H est défini par :

UH)={ueGL(H) | v'v=1dg}.
Considérons ’application :
f:+ GL(H) — Sym(H)
U —  u*u,

ou Sym(H) désigne les éléments auto-adjoints de B(H) i.e. vérifiant y* = y. La
différentielle de f en un point v de GL(H) est donnée par :

dyf : B(H) — Sym(H)

a —  a*u+u*a.

Pour u € U(H), elle est surjective, un antécédent de Y € Sym(H) étant donné
par %UY. De plus, son noyau est donné par :

Kerd,f ={a€ B(H) | a"u+u"a =0},
et possede un supplémentaire topologique a savoir :
Supp,, = {s€ B(H) | s*u—u"s=0},

la projection sur Ker d, f parallelement a Supp,, étant I’application que a X €
B(H) associe 1(X — uX*u). On en déduit que f est une submersion un tout
point de U(H) et que U(H) est une sous-variété banachique de GL(H) dont
lalgebre de Lie est l'ensemble A(H) des éléments anti-hermitiens de B(H).

Pour les détails concernant cet exemple, nous renvoyons le lecteur & [Wurl].
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Exemple 3 Le groupe unitaire restreinte Uyes :

Soit H = Hy & H_ une décomposition de I'espace de Hilbert H en deux sous-
espaces vectoriels fermés de dimension infinie en somme directe orthogonale, et
U,es le groupe unitaire restreint défini par :

Upes = {( U+ U_+ ) < U(H) | U_+ S L2(H_,H+),
U, U

Uy € L*(Hy, H- )}

Uy s est un sous-groupe du groupe unitaire U (H ) que 'on munit d’une structure
de variété banachique par I'inclusion :

Upes < U(H) x L>(H, H)
(U, U4 0 U_,
u = ( U, U ) > (u,( U, 0 ))

Son algebre de Lie est :

v =ta= (A A )1 avaso
+7 —
Ay- € L*(Hy, H-), Ay € L*(H-, Hy)}.

A.1.7 Fibrés vectoriels et fibrés principaux

Définition A.1.46 Un fibré vectoriel de fibre F' ou F est un espace de Banach
de dimension finie ou infinie sur une variété banachique B modelée sur E est
une variété banachique 7" modelée sur E x F' munie d’une projectionp : T — B
vérifiant :

(i) Vo € B,p~!(z) est isomorphe & F

(ii) Vo € B, il existe un voisinage U de = € B et un isomorphisme (appelé
trivialisation locale) ¥ : U x F — p~ (i) commutant aux projections naturelles
et tel que la restriction de ¥ a une fibre soit un isomorphisme continu.

Exemple 1 Fibré tangent de S(H) :

L’espace tangent en un point z € S(H) s’identifie & Porthogonal de = dans
H. Le fibré tangent est alors le sous-ensemble de H x H constitué des paires
(,y) € H x H telles que x € S(H) et y € z.

Exemple 2 Fibré normal au dessus de S(H) :

On définit le fibré normal N (H) de la spheére unité S(H) d’un espace de
Hilbert réel séparable H comme le sous-ensemble de H x H muni de la topologie
produit donné par : N'(H) = {(z,\.z) € Hx H,z € S(H), A € R}. La projection
p : N(H) — S(H) est la projection sur le premier facteur : pour tout z € S(H),
p~1(x) est un espace vectoriel réel de dimension 1. En reprenant les notations
du A.1.2, les projections stéréographiques p; et pa permettent de définir une
structure de variété banachique sur N'(H) et de fibré de rang 1 au dessus de
S(H). Les applications cartes s’écrivent :

~H(S(H)\ N)
T, \.x)

Y1 -

3

—
—

—~

et
@2+ p ' (S(H)\S)
T, \.x)

1l
~ o~
S
V]
—
8
>
=
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L’application de changement de cartes est donnée par :

w2 ot 1 PN)xR — PP(N)xR
(y7)‘) = (HyyHZa_)‘)

Exemple 3 Fibré tangent de Gr®) (H) :

L’espace tangent en un point P € Gr(P)(H) s’identifie & I’ensemble des
applications linéaires de 'espace vectoriel P de dimension p dans P*. Le fibré
tangent de GrP)(H) est ensemble {(P,T) € Gr?)(H) x B(H) | Tp. =
0,Im T C P4},

Exemple 4 Fibré tautologique au dessus de GrP)(H) :

Le fibré tautologique associé & Gr(®) (H) est le fibré vectoriel de rang p dont
la fibre en P € Gr(P)(H) est I'espace vectoriel P. C’est le sous-ensemble des
couples (P, z) € Gr®) (H) x H tels que = € P.

Exemple 5 Fibré tangent de Grp(H) :

L’espace tangent en un point P € Gr,(H) s’identifie & 'ensemble des ap-
plications linéaires de I'espace vectoriel fermé P de dimension infinie dans P+
appartenant a l'idéal de Schatten LP(P, P1). Le fibré tangent de Gr,(H) est
lensemble {(P,T) € Gry(H) x LP(H) | Tjpr =0,Im T C P*}.

Exemple 6 Fibré tautologique au-dessus de Grp(H) :

Le fibré tautologique associé & Grp(H) est le fibré vectoriel en espaces de
Hilbert de dimension infinie dont la fibre en P € Gr,(H) est 'espace vectoriel
fermé P. Cest le sous-ensemble des couples (P, z) € Gr,(H) x H tels que z € P.

Définition A.1.47 Soient B une variété banachique et G un groupe de Lie
banachique. Un fibré principal de groupe G et de base B est une variété bana-
chique @ munie d’une projection p : Q — B et d’'une action de G sur Q telles
que :

- G agit sur () a droite en laissant stables les fibres et cette action restreinte a
chaque fibre est libre et transitive.

-Vx € B, il existe un voisinage U de x dans B et un isomorphisme ¥ G-invariant
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

V:UXG — Qu=p U

P1 o\ /P
u

Exemple 7 Fibration de Hopf :
La projection canonique H — {0} sur P(H) restreinte & S(H) muni S(H) d’une
structure de S'-fibré principal au-dessus de P(H) appelé fibré de Hopf.

Exemple 8 Fibré des repéres de Gr®) (H) :

Le sous-ensemble de Gr®) (H) x L(CP, H) formé des couples (P,z) tels que
Im z = P et det(z*z) > 0 est un fibré principal de groupe GL(p, C) au-dessus
de Gr®)(H) appelé le fibré des reperes de Gr®) (H).
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A.1.8 Champs de vecteurs

Définition A.1.48 Un champ de vecteurs sur un ouvert & d’une variété ba-
nachique M est une section C° du fibré TM. On notera I'(U, T M) I'ensemble
des champs de vecteurs sur U.

Exemple 9 Soit G un groupe de Lie et X un élément de son algebre de Lie.
Alors il existe un unique champs de vecteurs X sur G invariant & gauche valant
X en D’élément neutre e du groupe. Il est défini par X(g) = dLy(X), ott L,
désigne la multiplication a gauche par g € G.

Définition A.1.49 Soit X un champs de vecteurs dépendant du temps sur
une variété banachique M, et xg € M. On appelle flot ou courbe intégrale du
champs de vecteurs X en x( une application ¢ : J — M, ou J est un intervalle
ouvert de R contenant 0, telle que p(0) = zg et telle que ¢'(t) = X (¢, o(t)).

Théoréeme A.1.50 (Existence et unicité du flot local) Soient J un inter-
valle de R contenant 0, xg un point d’un espace de Banach E, U un ouvert de E
contenant la boule fermée B3a(x0) de centre xq et de rayon 3a avec 0 < a < 1, et
X JxU — E un champs de vecteurs continu dépendant du temps, vérifiant :
-3AL > 1, || X ()| < L, Y(t,x) € T xU

SAK > 1, || X () — X (4 y)|| < K|z —yl|, Vo, y €U, t € J.

Soit b < 3% . Alors Va € B, (xo), il existe un unique flot :

© ] =b,b[xBg(xg) = U

tel que ¢(0,2) = x et :

el ) = X(t, (1,2,

De plus, st X est de classe CP, il en est de méme de toute courbe intégrale
t — p(t,z) pour tout x € By(xo).

B Preuve du théoréme A.1.50 :
Remarquons que le flot ¢ cherché vérifie :

o(t,x) =x +/0 X (s, (s, 2))ds.

Nous allons I'obtenir comme point fixe de 'opérateur S, agissant sur 'espace
métrique complet C := C°([—b, b], Bau (7)) muni de la distance :

d(a, B) = sup |la(t) = B@),

te[—b,b]
défini par :
¢
Sy tar (Sp(a) it —|—/ X (s,a(s))ds).
0

. S, préserve C car, X étant continu, pour « continue, S,(«) est continue
et :

192 (a)(t) — zol = llz— 20 — foth(S, a(s))ds||
< ||z — zo|| + fo | X (s,a(s))|lds < a+ bL < 2a.
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. D’autre part S, est contractante car :

H&@—&WW-4meMﬁW®Mm X (s, 8(s)))ds]|
< supre by Jo X (5,0(s)) = X (s, 8(s)) | ds
< supe(—pp) Ktlla(s) = Bs)|| < £d(e, ).

On en déduit que s, possede un unique point fixe v dans C qui vérifie :

t)x+/0 X (s,7(s))ds

La continuité de « permet d’écrire :

v'(t) = X(t,7(t)),

et d’en conclure que 7 est de classe C'. En itérant I’argument, on obtient que
est de classe C*. |

Remarque A.1.51 Pour tout z € B,(z¢) on a montré l'existence et 'unicité
d’une courbe intégrale v partant de z & t = 0, mais le théoréme précédent ne
dit rien sur la dépendance du flot par rapport a la condition initiale x.

Proposition A.1.52 Soient U un owvert de M et Der(C™(U)) I’ensemble des
dérivations sur U i.e l’ensemble de formes linéaires sur C°(U) vérifiant la régle
de Leibnitz. L’application :

® : IU,TM) — Der(C™U))
X = (fe X f =df(X))

est injective.

O Preuve de la proposition A.1.52 :
provient de l'injection canonique de E dans son bidual continu E” (théoréme
de Hahn-Banach). Nous renvoyons le lecteur & [MR] pour les détails. O

Remarque A.1.53 Cette proposition permet de définir le crochet de deux
champs de vecteurs :

Définition A.1.54 Soient X et Y deux champs de vecteurs sur Y C M. Il
existe un unique champ de vecteur sur U appelé crochet de X et Y et noté
[X,Y] vérifiant : [X,Y].f = X.(Y.f) = Y.(X.f) pour toute fonction f € C(U).

Proposition A.1.55 (Identité de Jacobi pour les champs de vecteurs)
Soient X, Y, Z trois champs de vecteurs définient sur une variété banachique M .

Alors :
[Za [Xv Y]] = [[Z,X],Y] + [Xa [Za Y]]

Proposition A.1.56 Soient X et Y deux champs de wvecteurs invariants a

gauche sur un groupe de Lie G. Alors le crochet [f(, 57] est un champs de vecteurs
invariant a gauche sur G.
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Remarque A.1.57 Cette proposition permet de définir le crochet de Lie sur
I’algebre de Lie g de G par :

[X,¥] = [X,Y](e),
ot X (resp. Y) est le champs de vecteurs invariant & gauche valant X (resp. Y)

en e.

Définition A.1.58 Soient M et N deux variétés banachiques et f : M — N
une application différentiable surjective. On dit qu’un champ de vecteurs X sur
M est projetable si Vn € N, Vm,m' € f~Hn}, on a: dpf(X) = dp f(X).

Proposition A.1.59 Un champ de vecteurs X sur M projetable pour f : M —
N définit un unique champ de vecteurs sur N, noté f, X, par : Vg : N — R
différentiable :

[+ X(g)(f(m)) = X(go f)(m).
Les flots ¢px et ¢f.x de X et f . X vérifient :
foox(t,x) =¢rx(t, f(2))

O Preuve de la proposition A.1.59 :
Le flot ¢x est solution de :

ox(0,2) =z
% \t:o(bX (t,z) = X(z).

Le flot ¢, x est solution de :

¢r.x0,y) =y
%ﬁ:oqﬁf*X(ta y) = f*X(y)

Or :
% Foox(tba)=dfod  Gx(ta) = df(X(x) = f.X(f(x).
[t=0 dt |t=0
Ainsi f o ¢x(t,x) = ¢5. x (¢, f(x)). O

Proposition A.1.60 Soient M et N deuz variétés banachiques, f une appli-
cation différentiable surjective de M sur N et X etY deux champs de vecteurs
sur M projetables. Alors :

X Y] =X, Y.

O Preuve de la proposition A.1.60 :
En notant ¢y le flot d’'un champ de vecteurs U on a :

b 1x,v)(t, f(x) = fodx,y(t ),
¢f*X(ta f(:L')) = f © d)X(taz)a
br.y(t, f(z)) = fody(t,x).

Ainsi pour toute fonction différentiable ¢ : N — R, on a :

[fX, [ Y](g)(f(m))
= G 5 j1—0.0m0(9(P1.y (01, x (5, F () — 9(b1. x (¢, O1.v (5, F(M)))))
=4 5 11=0,5=0(9(Dr.y (8, f 0 ¢x (s,m)) — g(d7. x (L, f 0 by (s,m))

44 ii—0.smog 0 oy (t,¢x(s,m)) —go fodx(t, ¢y (s,m))
X,Y](go f)(m)
= [ X, Y](9)(f(m)).

I
|~ Sl

U
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A.1.9 Formes différentielles

Définition A.1.61 Soit £ un espace de Banach et B*)(E) I’ensemble des ap-
plications k-linéaires continues sur E. On note A¥E’ le sous-espace vectoriel
fermé de B*) (E) composé des applications k-linéaires alternées i.e vérifiant :

T(ea(l), ey ea(k)) = E(O’)T(el, ceey ek)

pour tous e,...,ex € E et tout élément ¢ du groupe de permutation de k
éléments.

Définition A.1.62 Soient M une variété banachique C'*° modelée sur un espace
de Banach F. Le produit extérieur d’ordre k de T'M est défini par :
AFT'M = Upep AF(TLM).

Proposition A.1.63 Le produit extérieur d’ordre k de T M est une variété
banachique modelée sur E x A*E' et un fibré vectoriel de fibre A*E’ au-dessus
de M.

Définition A.1.64 Une forme différentielle d’ordre k sur M est une section
C*>® de AFT'M.

Proposition A.1.65 Soient & un champ de vecteurs sur M et w une k-forme
différentielle sur M. La contraction de w par & définie par icw = w(§,...) est
une (k-1)-forme différentielle sur M.

Définition A.1.66 La différentielle extérieure d’une k-forme différentielle w
sur M, notée dw est une (k+1)-forme différentielle sur M définie par :

(o, &) = D (~D)&w(Eo, - bir- &)

0<i<k

+ Z (71)14»]“}([5175]]5505;ézvvé]vagk)

0<i<j<k

Définition A.1.67 Une forme différentielle w d’ordre k est fermée si elle vérifie
dw = 0. Elle est exacte sl existe une (k-1)-forme différentielle 7 telle que dn = w.

Proposition A.1.68 Pour toute forme différentielle w on a : d(dw) = 0.

Définition A.1.69 Le produit extérieur d’une r-forme différentielle w par une
s-forme différentielle 7 est la (r + s)-forme différentielle w A n définie par :

1
W/\n(glv s 7§T+S) = p|—q| Z E(O—)W(ga(l)v s aga(r))n(ga(r—i-l)v s 7§o’(r+s))-

T 0ES(rts)
Proposition A.1.70

dwAn) =dwAn+(—1)"“wAdy
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A.1.10 Calcul de Lie

Définition A.1.71 Soit f : M — N un morphisme de variétés banachiques.
Pour toute r-forme différentielle w sur N, on définit une r-forme différentielle
f*w sur M, appelée pull-back de w par f, par :

v&la"'agr ETIMa

frwlén, .. 6) = wldef(§1), -, da f (&)

Proposition A.1.72 Pour tout morphisme f de variétés banachiques, on a :

frlwnn) =frwnf.

f(dw) = df *w.

Lemme A.1.73 (Lemme de Poincaré) Soit U une boule ouverte d’un es-
pace de Banach E et w une forme différentielle de degré r > 1 telle que dw = 0.
Alors il existe une (r — 1)-forme différentielle n sur U telle que dn = w.

A Preuve du lemme A.1.73 Nous allons construire un opérateur K des -
formes différentielles dans les (r — 1)-formes différentielles, vérifiant :

dK + Kd = 0.

Gréce & cette relation, la condition dw = 0, implique que la (r—1)-forme n = Kw
convient.

Quitte a faire une translation, on peut supposer que le centre de la boule U
est 0. On définit Kw par :

Véi,..., 61 € EXNr e U,

1
(Kw)a(€r- o bnt) = / Yo (2, Er, - e ).
0
Calculons la différentielle de Kw :

V&, ... & e ENT U,

(AEKw)s (&1, ,6) = Vigie, (FD) T G KW, 6 &)
+ Zlgiqgr(*l)iHKW([&ia§j]7§1a N TR &)
= Y cien (FU) TG [t (@, 6 6 )dE
= i (CDT TN G ) (@, 61 Gy 6
Y cien (LT g (6,61 G )

(dKW)I(glv . 7§T) = Zlgif’r(il)iil fOl tril(gi'wtx)(za 515 s aéia s ’gT)dt
4 fol tr—lwtm(El’ - 7€ia . ,fr)dt
D’autre part :

Vé1,..., 6 € BN e U,
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(Kdw)o (1,1 &) = [y t7(dw)iw(@, 61y, &)
= [ trrww(Er,. .., &) dt
+ e (D [y T Ewia (2,61, & 6
= [ trrww(&, .., &)dt )
i (CD fy 7 (Ewra) (.61, & 6 )dt
+ Y cien (CU fy w6, G &)
= [ trrwm (&, .., &)dt
+ Y cien (D fy t(Ewen) (@, 61, Gy E)dE
1 [y (€ iy &)

On a donc bien dK + Kd = 0. A

Définition A.1.74 Un champ de tenseur de type (7, s) est une section C* du
fibré (TM)®" @ (T'M)®".

Définition A.1.75 Soit X un champ de vecteur sur une variété banachique M,
a :]—e,e[xU — U le flot local de X défini sur un voisinage de (0,z) € Rx M et
7 un champ de tenseur sur M de type (r, s). La dérivée de Lie de n par rapport
a X est le champ de tenseur du méme type que 7 défini par :

d
Lxn = %lt:O(a—t)* 010 Qy,

ol (a—¢)« est application induite par application tangente de a—; = a(—t,.)
avec pour tout champ de vecteur Y :

(a—)(Y) = da_(Y),
et pour toute 1-forme différentielle w :
(@)« (@)(Y) = w(da(Y)).
Remarque A.1.76 Pour toute fonction f sur M, alors :
Lxf=X.f,
et pour tout champ de vecteur Y sur M :
LxY =[X,Y].

Proposition A.1.77
Lx =dix +ixd

Lx(wWNA@)=LxwNd+wALxe.

Proposition A.1.78 (Formule de Cartan) Soit X; un champ de vecteur dépen-
dant du temps, a son flot local et wy une forme différentielle dépendant du temps.

Alors :

d : .
E(at)*wt = ()« (Lx,wi) = ()« (dix,wi + ix,dw).
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A.1.11 Le théoréme de Frobenius

Définition A.1.79 Soit E un sous-fibré vectoriel du fibré tangent & une variété
banachique M. On dit que F est intégrable en o € M s’il existe une sous-variété
N de M contenant zq telle que 'application tangente de I'inclusion ¢ : N — M
induise un isomorphisme de fibrés vectoriels de TN sur E. On dit que E est
intégrable s’il est intégrable en tout point de M.

Théoréeme A.1.80 (Théoréme de Frobenius) Soit M une variété banachique
de classe CP avecp > 2 et F un sous-fibré vectoriel du fibré tangent de M. Alors
E est intégrable ssi E satisfait 'une des deux conditions équivalentes suivantes :

1. Pour tout point x € M et tous champs de vecteurs Xi et Xo définis
au voisinage de x et contenu dans E, le crochet [ X1, X3] est également
contenus dans E.

2. Pour tout point x € M et toute 1-forme différentielle w définie au voisi-
nage de x et qui s’annule sur E, la forme dgrw s’annule quand appliquée
aux couples de champs de vecteurs a valeurs dans E.

A.1.12 Connexions

Définition A.1.81 Une connexion générale sur un fibré E de base B est la
donnée :

- soit d’'une 1-forme A sur F a valeurs dans I'espace tangent & la fibre, dont la
restriction a la fibre est I'identité;

- soit d’une distribution de sous-espaces vectoriels fermés H¢, { € E, appelés
espaces horizontaux, en tout point supplémentaires a ’espace tangent a la fibre.

Remarque A.1.82 Les deux définitions coincident au sens ou : V&€ € F, VX €
TeB, A(§)X est la projection de X sur I'espace tangent a la fibre parallelement
a 'espace horizontal Hy, i.e. He = Ker A(¢).

Définition A.1.83 Une dérivée covariante sur un fibré E de base B est la
donnée d’une application V qui a toute section s de E associe un élément Vs €
L(s*TF), ou TF est le fibré de base B dont la fibre est l'espace total du fibré
tangent a la fibre F'.

Remarque A.1.84 La donnée d’'une connexion A équivaut a la donnée d’une
dérivée covariante au sens ou :

- A étant donnée, on définit V par :

Vo e I'(E),VX € T, B, Vxo = A(0.(X));

- V étant donnée, on définit A par :

VE € E,VY € T¢E, A(§)Y = Vxo,ou o € I'(E), X € T, B sont tels que :
o(x) =¢, 0.(X) =Y.

Définition A.1.85 Une connexion linéaire sur un fibré vectoriel E de base B
est la donnée d’une 1-forme A sur E & valeurs dans TE dont la restriction a la
fibre est 'identité, et telle que :

Vér, & € p(2), YA € C, A& + M) = A(&1) + AA(&2).
La dérivée covariante correspondante vérifie :

VO’l,O'Q S F(E),V)\ S (C,V(O'l + )\0'2) = V(O’l) + )\V(UQ)
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Vo e I'(E),VX e TE,Vf € C*(B),Vx(fo) = fVxo +df(X)o.
(Cette derniere égalité est la réegle de Leibniz).
Définition A.1.86 Une connexion sur un G-fibré principal @ de base B est la

donnée d’une 1-forme A sur @) a valeurs dans l'espace tangent a la fibre, dont
la restriction a la fibre est 'identité, et telle que :

Vo € B,V¢ € p~i(2),VX € T:Q,Vg e G :

(A(€)X).gx = A(§.9)(X.gx)
En identifiant I'espace tangent a la fibre a 'algebre de Lie g via l'action in-
finitésimale du groupe, A peut étre vu comme une 1-forme a valeurs dans g
vérifiant :
Vo € B,V¢ € p~i(z),VX € T:Q,Vg e G :
(A()X).g. = Ad g A(£.9)(X.g:)
La dérivée covariante correspondante vérifie :

Vo € T(Q),YX € TM,(Vx0).9. = Vx(0.9)

Définition A.1.87 Puisque la donnée d’une connexion sur un fibré vectoriel
E de base B permet d’identifier les fibres voisines, elle permet aussi de dériver
les p-formes sur B a valeurs dans F, i.e. les sections de E ® AP B. On définit la
différentielle extérieure dv associée & une dérivée covariante V par :

Vi € T(E @ APB),

P

AV (Xo, .., Xp) = Y _(—1)'Vx, (¥(Xo, ..., Xiy .., X))
=0
+ 3 (D)X, X1, Xo, - Xy XL X)

i<j

Exemple 10 Soient B une variété, G un groupe de Lie et Q@ = B x G. Pour
(7,9) € Q, on notera T, 5Q = T, BO&T,G l'espace tangent au fibré. Dans ce cas
particulier, une connexion sur @ est une 1-forme A sur @ a valeurs dans TG,
vérifiant les conditions précédemment énoncées. Il est commode de la considérer
comme une 1-forme sur Q) a valeurs dans T.G = g en identifiant T,G a g via la
multiplication a gauche (Lg-1).. La condition de compatibilité de A avec laction
(a droite) de G sur Q s’exprime alors de la maniére suivante :

Vo € B,Vg € G,VX € T(,,»Q, A((x,9))X = (Ad g ) (A((x,e))(X.g*_l))

Du fait de la décomposition T, »Q =T, B®T,G, on peut aussi considérer une

connezion A sur Q@ comme une I-forme sur B a valeurs dans g. On retrouve la
1-forme de connexion précédente en posant :

A((z,e))g = 1d
A((z, €)= A
A((2,9)X = Ad g~ A((2,€))(X.g. )

En d’autres termes : R
A=5s*A

ot s est la section canonique : s(x) = (z,e).
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Exemple 11 Soit Q un fibré trivial de groupe G et de base B, dont on ne fize
pas la trivialisation. L’action de G sur la fibre permet d’identifier chaque espace
tangent a la fibre a g via l'action infinitésimale de [’algébre de Lie. Via cette
identification, une connexion sur Q est une 1-forme A sur @ a valeurs dans g
vérifiant :

Vx € B,Vg € G,VX € T, Q,

A((@, €)X = Ad g7 Az, &g ") (X g ).

Dans le cas d’un fibré trivialisé, on retrouve la 1-forme précédente.

Donnons nous maintenant deuz sections s et s’ et considérons o = s*A et
o = s A. On définit une application de jauge v : B — G par s(x) = s'(x).y(x).
Les deux formes de connexion « et o sont liées par :

o = Ad yo— dyy~t

e Vo € B,VX € T, B,
o/ (X) = Ady(x)a(X) — dy(X) 7~ (a).

En d’autres termes, une connexion sur un fibré trivial Q est une classe d’équiva-
lence de 1-formes sur B a valeurs dans g, modulo le groupe de jauge des appli-
cations de B dans G.

Définition A.1.88 Soit une connexion A sur un fibré E quelconque de base B
correspondant & une distribution horizontale H. La courbure R de la connexion
A est une 2-forme sur la base B & valeurs dans le fibré vectoriel des champs de
vecteurs sur E tangents aux fibres, définie par :

Ve € B,VX,Y € T, B,V¢ € E,
RX,Y& = A(f)[Xv i/]v
ot X,Y € He sont des relevements horizontaux de X et Y.
Proposition A.1.89 On a : dY odY = —RV.

Exemple 12 Soit E un fibré vectoriel de base B muni d’une connezxion lin€aire.
Pour x € B et X,)Y € T, B fixés, on a :

v&laé? S ECMVA S Kv
Rxy (&1 + A2) = Rx,y (&) + ARx v (&2),

de sorte que Rx y peut étre vu comme un endomorphisme de E,. En particulier
si E est le fibré tangent de M, la courbure a pour expression :

RxyZ =Vixy)Z —[Vx,Vy|Z,
ou X,Y,Z sont des champs de vecteurs sur M.

Définition A.1.90 Soit un connexion linéaire sur le fibré tangent d’une variété
banachique M de dérivée covariante V. La torsion TV de la connexion est
la différentielle covariante dvI de I’application identité de TM dans TM vue
comme 1-forme de M dans T'M. Pour tous champs de vecteurs X,Y sur M, on
a:

T(X,Y)=VxY -VyX —[X,Y].
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Définition A.1.91 Soit v : I — M une courbe sur une variété banachique
M, V une connexion sur le fibré tangent TM, et V : I — TM un champ de
vecteur le long de 7. On dit que V' est parallele le long de v si Vi)V (t) =0
pour tout t € 1.

Proposition A.1.92 (Transport parallele) Soity : I — M une courbe sur
une variété banachique dont le fibré tangent est muni d’une connexion V et
a€l etV € TyqyM. Il existe un unique champ de vecteurs parallele V (t) le
long de ~ tel que V(a) = V.

A.2 Variétés banachiques riemanniennes

A.2.1 Définition et exemples

Définition A.2.1 Soient M une variété banachique réelle (lisse) et g une sec-
tion du fibré 7'M @ T’ M des formes bilinéaires symétriques de T M. On dit que
g est une métrique faiblement riemannienne sur M ssi, pour tout z € M, g, est
une application bilinéaire définie positive sur T, M, i.e. ssi :

- g, (X, X)>0,VX € T, M,

- g, (X, X)=0& X =0.

Remarque A.2.2 La seconde condition ci-dessus implique en particulier que
g, réalise une injection de T, M dans T, M par :

g, : Tb.M — Ti:M
X — {ixg: Y — g.(X,Y)}

Définition A.2.3 On dit que g est une métrique fortement riemannienne si g,
réalise un isomorphisme entre T, M et T\, M.

Remarque A.2.4 Si P est un sous-espace vectoriel de I’espace tangent en un
point d’une variété banachique faiblement riemanniennne, on a :

Pc(PY)
mais pas égalité, méme si P est fermé.

Exemple 13 1. Tout espace de Hilbert réel est une variété fortement rie-
mannienne pour la métrique donnée par le produit scalaire.

2. Pour tout 1 < p < 2 l’espace de Banach IP(Z,C) muni du produit scalaire :
((x:)iez, (Yi)iez) = %Ziez xfy; est une variété faiblement riemannienne,
non fortement riemannienne.

3. Pour tout 2 < q < 400 et tout espace muni d’une mesure m de masse
finie, Uespace de Banach L1(m) des fonctions mesurables & valeurs com-

plexes telles que || f|lq = ([ Hqudm)% est finie est une variété faiblement
riemanniennne non fortement riemannienne pour le produit scalaire :

() = [ Fydm.
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4. Pour tout 1 < p < 2 lespace de Banach LP(H) des opérateurs sur un
espace de Hilbert complexe H bornés pour la norme ||.||, est une variété
faiblement riemannienne non fortement riemannienne pour le produit sca-
laire donné par :

(A,B) =R Tr A*B.

Définition A.2.5 On dira qu’une variété banachique M modellée sur un espace
de Banach F munie d’une métrique faiblement riemannienne g est plate s’il
existe en tout point  de M une carte locale dans laquelle la métrique g s’exprime
comme un produit scalaire constant sur un ouvert de I’espace modele E.

Exemple 14 Les espaces P(Z), LI(m) ou LP(H) pour 1 <p <2 et2<q<
400 sont des variétés faiblement banachiques plates.

A.2.2 Connexion de Levi-Civita

Proposition A.2.6 (Existence et unicité de la connexion de Levi-Civita)
Etant donnée une variété banachique M munie d’une métrique fortement rie-
mannienne g, il existe une unique connexion linéaire D& sur le fibré tangent
TM préservant g et a torsion nulle. On Uappelle la connexion de Levi-Cevita
de g.

O Preuve de la proposition A.2.6 :
Une connexion D8 préserve la métrique g ssi pour tous champs de vecteurs
X, Y, Z sur M :

X.g(Y,Z)=g(DYY,Z) +g(Y,D% Z).

Si de plus la torsion est nulle, on a pour tous champs de vecteurs X,Y sur M :
[X,Y]=D%Y — D} X.
Ainsi :

Xg(Y,2)-Yg(Y,Z) - Zg(X,Y)
= g(DiY,Z)—I—g(Y,D%(Z)—g(D%/X,Z)—g(Y,D%/Z)—g(D?}X,Y)
7g(X7DgZY)
= g([X,Y],Z)+g([X,Z],Y)7g(X,[Y,Z])72g(X,D§Y),
et :
g(DLY,X)= 1(Yeg(X,Z)—Xg(Y,Z)+ Zg(X.,Y)
+8([X, Y], Z) + g([X, 2], Y) — g(X, [Y, Z])).

Si g est une métrique fortement riemannienne, toute 1-forme sur M est donnée
par le produit scalaire contre un champs de vecteurs et, pour toute fonction
différentiable f sur M a valeurs réelles, on peut définir le gradient de f par :

g(grad(f), X) = df (X) = X.f.

En particulier : X.g(Y, Z) = g(grad(g(Y, Z)), X). D’autre part, la dérivée de Lie
de g a pour expression :

(‘CYg)(Xv Z) = Y'g(Xa Z) - g([Yv X],Z) - g(Xa [Yv Z])
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On en déduit que :
&(DEY, X) = & (~a(arad(s(Y, 2)), X)-a([Y, 2], X)+(Lyg) (X, 2)+(Lzg)(X, ).

Finalement, en utilisant de nouveau 'isomorphisme de T'M avec T'M produit
par g et noté f, on a :

1
D3Y = o(—gradg(Y, 2) = [Y, Z] + (izLyg)* + (iv Lz8)").

L’expression de la dérivée covariante caractérisant de maniére univalante la
connexion, on en déduit que la connexion de Levi-Civita existe et est unique. O

Remarque A.2.7 Il est & noter que la connexion de Levi-Civita n’existe pas
généralement dans le cas faiblement riemannien, en particulier sur les variétés
banachiques modellées sur un espace de Banach non isomorphe a son dual.

A.2.3 Géodésiques

Définition A.2.8 Soit M une variété banachique munie d’'une métrique (fai-
blement) riemannienne g, et v une courbe différentiable sur M définie sur un
intervalle [a, b] de R. La longueur de v est définie par :

b
L(y) = / o G0, A(0)dt.

Proposition A.2.9 Une variété banachique connexe par arcs munie d’une métrique
(faiblement) riemannienne est un espace métrique pour la distance définie par :

Vp,q € M,d(p,q) = inf L(v),
veC

ou C désigne Uensemble des courbes continue de classe C' par morceaux de M
joignant les points p et q. En outre la topologie définie par la distance d est la
topologie de M.

Définition A.2.10 On dit qu’une courbe v minimise la longueur entre p et ¢ si
L(vy) = d(p, q). On appelle géodésique toute courbe C*® ~ : I — M définie sur
un intervalle I de R telle que () # 0 pour tout ¢ € I et telle que  minimise
localement la longueur.

Remarque A.2.11 Pour toute courbe 7 définie sur un segment I := [a,b] de
R telle que 4(t) # 0 pour ¢ € I, il existe un reparamétrage ¢ : I — I tel que
C :=yo¢ vérifie ||C(t)|| = cst. En effet, en notant L., Papplication qui & t € I
associe la longueur de la courbe 7|1, 1), la reparamétrisation ¢ = L7 I convient.

Définition A.2.12 On dira qu’une courbe v définie sur un intervalle I de R
est paramétrée par la longueur si ||¥(t)|| = est pour tout ¢ € I.

Remarque A.2.13 Soit H un espace de Hilbert et v une géodésique paramétrée
par la longueur définie sur un intervalle I de R. Alors :

4(t) = 0 pour tout ¢ € I.
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En effet, soit G(u,t) :] —¢e,e[xI — H une variation de la courbe v i.e une
application C°° telle que 6(0 t) = 'y( ), Vt € I. La courbe v minimisant la

longueur L ( ft ), 2ds entre t et t', on a :
SL([t,¢]) = %/t ((Z 59;(2,;(8)1;(5»515 =0.

Ceci étant vérifié pour tout segment [t,t'] C I, on en déduit que pour tout s € T

o (53m%) 090300 =0,

En particulier pour toute variation § vérifiant (¥(s), %B(O, s))=0Vsel,on

a
(3(5), (0, 8)) = ~(3(5), o2 3(0,)) = 0 pour tout s € I

De plus, 7 étant paramétrée par la longueur, on a :

(3(s),%(s)) = 0 pour tout s € I.

Soit {e;,i € N} une base hilbertienne de H telle que eg = #(tg) pour ¢y € I.
Par transport parallele le long de v on définit une famille de bases hilbertiennes
{ei(s),i € N*} de 4(s)* telles que €;(tg) = e;. En outre chaque courbe s — e;(s)
fournit une variation de y par :

Bi(u, s) = v(s) + ue;(s)

vérifiant pour i # 0: (¥(s), %ﬁ(s)) =0Vs € I, d’oltt on déduit : (¥(s),ei(s)) =0

Vs € I. Puisque la famille {e;(s),i € N*} U4(s) est une base hilbertienne de H
pour tout s € I, on a bien : 4(s) =0 Vs € I.

Proposition A.2.14 Si M est une variété fortement riemannienne, une courbe
v définie sur un intervalle I de R est une géodésique si et seulement si :

Dg(t)ﬁ(t) =0 pour tout t € I.

A.3 Variétés banachiques symplectiques

A.3.1 Définitions et exemples

Définition A.3.1 Une 2-forme alternée w sur une variété banachique M est
une forme faiblement symplectique si :

— w est fermée : dw =0

— w est non dégénérée, i.e. Vx € M, le noyau de w, défini par :

Ker w, = {X € TyM,w,(X,Y) =0,VY € T,M}

est nul.
La forme w est fortement symplectique si de plus l'injection :

or + TuM — TiM
X = ixWw

est un isomorphisme.
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Définition A.3.2 Soit B un espace de Banach, w une forme bilinéaire continue
alternée sur B, et P un sous-espace vectoriel de B. On appelle orthogonal de P
pour w et on note P+ le sous-espace vectoriel fermé :

Pte ={XecB | w(X,Y)=0,VY € P}

Remarque A.3.3 Siw est une forme bilinéaire continue sur B telle que Ker w =
{0}, alors pour tous sous-espaces vectoriels P et ) de B, on a :

ple — plo
PcCQ= Q' c Pt
Pc (Pe)™

Si w ne réalise pas d’isomorphisme entre B et son dual alors en général P #
(Py)te.

Définition A.3.4 Soit P un sous-espace vectoriel d’un espace de Banach B
muni d’une forme bilinéaire alternée continue. On dit que P est isotrope si w|p
est dégénérée, i.e. si PN Pt~ # {0}. On dit que P est totalement isotrope si
P C pte.

Exemple 15 1. Soit H un espace de Hilbert sur R ou C muni d’une base
hilbertienne {e;, fi}ien. La 2-forme bilinéaire alternée w définie par :

w(ei, fj) = 6ij, wleie;) =0, w(fi,fj) =0

est une forme fortement symplectique sur H.

2. Soit H un espace de Hilbert sur C et Hr [’espace de Hilbert sur R sous-
jacent muni d’une base B = {e;, fi}ien avec f; = \/—le;. On notera
B(Hg, R) l’espace des applications R-linéaires de Hg dans lui-méme. L’ap-
plication J dont l’expression dans la base B est :

O -Id
J<Id 0 >€B(HR,R)

définit une forme fortement symplectique sur L?(Hg,R) par :
wr(A,B) = Tr (ATJB),

ou AT désigne la transposée de A. Le sous-espace vectoriel

F= {< 64 OD > ELQ(HR,R)}

est totalement isotrope pour wgr, et wr se restreint en une forme fortemfnt
symplectique sur le sous-espace vectoriel fermé L?(H,C) (resp. L*(H,C))
des formes C-linéaires (resp. C-antilinéaires) d’expression :

VC,D € L*(H,C)(resp.L*(H,C)),

we(C, D) = =28 Tr C*D.
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3. Pour tout 1 < p < 2 l'espace de Banach IP(Z,C) muni de la 2-forme :
w((xi)iez, Yi)iez) = —Im Y ;e xiyi est une variété faiblement symplec-
tique, non fortement symplectique.

4. Pour tout 2 < q < 400 et tout espace muni d’une mesure m de masse
finie, Uespace de Banach L1(m) des fonctions mesurables a valeurs com-
plezes telles que || fllq = ([ ||f||qdm)% est finie est une variété faiblement
symplectique, non fortement symplectique pour la 2-forme définie par :

w(f,h) = —S/fgdm.

5. Pour tout 1 < p < 2 l’espace de Banach LP(H) des opérateurs sur un es-
pace de Hilbert complexe H bornés pour la norme ||.||, est une variété fai-
blement symplectique non fortement symplectique pour la 2-forme définie
par :

w(A,B) =-S5 Tr A*B.

A.3.2 La structure symplectique canonique d’un cotan-
gent

Proposition A.3.5 Soit M une variété banachique et T'M le fibré cotangent
dont la fibre en un point © € M est le dual continu de [’espace tangent en x.
Alors T'M est une variété banachique naturellement munie d’une forme faible-
ment symplectique, appelée 2-forme de Liouwville.

O Preuve de la proposition A.3.5:

. La variété banachique 7'M est naturellement munie d’une 1-forme, la 1-
forme de Liouville 8, définie pour tout (z,£) de 7'M et tout vecteur tangent Z
aT'M en (z,£) par :

Ooe)(2) = £(m.(2)),

oll 7 est la projection naturelle de 7'M sur M.

. La 2-forme de Liouville Q est, par définition, la différentielle de 6. C’est
donc une 2-forme alternée fermée.

. Pour montrer que €2 est non-dégénérée, il suffit de raisonner dans une carte
locale, ce qui permet de se ramener au cas ou M est un espace de Banach. Dans
ce cas, l'expression de la 1-forme de Liouville est la suivante :

V(z,&) € T'"M,¥(Z,n) € ToM & T\ M,

Ow.)(Z:n) = §(Z) = &(ma(Z, m))-

On en déduit I'expression de la 2-forme €2 suivante :
V(.’L',§) < TIM, V(Zl, 771), (ZQ,T]Q) S T(Lf)(T/M) =T,M @ T;M,

Qo) (Z1,m), (Z2,m2)) = dOw,e)((Z1,m), (Z2,72))
= (Z1,m)-£(Z2) — (Z2,m2)-£(Z1) — &([Z1, Z2])
=m(Zz2) +&(Z1.2Z2) —n2(Z1) — §(Z2.21)
—&([21, Z2))
= (Z2) — n2(Z1).
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Soit (x,§) € T'M et (Z1,m) un élément du noyau de Q, ¢). Pour tout (Z,§) €
T.M@T,M,on a:

m(Z) —&(Z1) =0,

en particulier pour tout Z € T, M, on a n1(Z) = 0 donc 71 = 0, et pour tout
n € TiM on an(Zy) = 0 ce qui implique que Z; = 0 par l'injection de T, M
dans son bidual. Ainsi 2 est non dégénérée. ]

Remarque A.3.6 Si M est une variété banachique modellée sur un espace de
Banach B réflexif, alors la forme symplectique de Liouville de 7" M est fortement
symplectique. En effet, pour (z,£) € T'M, considérons I'injection :

Qoo @ TwoI'M=T,MOTIM — T(, o (T'M) = T;M & T/ M
(Z1,m) — ((Z,n) = m(Z) —n(Z1))

Si B” = B, cette application est surjective car pour tout (11, ¢) € T.M&T) M, il
existe Z1 € T,,M tel que ¢ soit I’évaluation en Z; et ainsi :V(Z,7n) € T,M®T, M,

(m,0)(Z,n) =m(Z) + d(n) = m(Z) — n(—2Z1) = Vae) (= Z1,m)(Z, n).

Par conséquent (2 est une bijection continue de I'espace de Banach Tz,e)(T'M)
dans son dual et est donc bicontinue.

A.3.3 La structure symplectique canonique d’une orbite
coadjointe

Proposition A.3.7 Soit G un groupe de Lie banachique d’algébre de Lie g et
0¢ C o' Vorbite coadjointe d’un élément & € g'. Sil'algébre de Lie du stabilisateur
de & est fermée dans g et posséde un supplémentaire topologique, alors 0 posséde
une structure naturelle de variété banachique faiblement symplectique, dont la
forme symplectique est appelée forme de Kirillov-Kostant-Souriau.

O Preuve de la proposition A.3.7 :
. 11 vient :

g-§ o ada(b) £([a,6]) = &(g " [a, b]g)

=9
=¢([g " ag, g7 'bg]) = £ cad(g'ag) (g~ 'bg).
Ainsi on a: g.£ ocada = £oadg tago Ad(g™!) et :

Tgf@g = {g§ oada,a € g}
= {¢oadcoAdg~!,c€ g}

On en déduit que la fermeture et I'existence d’'un supplémentaire fermé de 70,
dans g’ implique la fermeture et I'existence d’un supplémentaire fermé de T} 0

dans ¢, et permet de définir sur 6¢ une structure de sous-variété banachique de
I

g
. L’application Q4. ¢ qui & n; = g.§ o ada et 9y = ¢g.£ o adb de Ty, (0, associe :

9(7717772) = g.f([a, b])a
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est bien définie sur T, ¢0¢. En effet, si a’ et b’ sont tels que g.£ cada = g.£ oadd’
et g.£oadb=g.£oadb’, alors g€ oad(a—a')=0,g.Load(b—0V)=0cet:

g.&([a",b]) =g&([a+(a' —a),b+ (b'—b)])
= g.£([a,b]) + g.£ cad(a’ — a)(b)
—g.£oad(b’ —b)(a) + g.£oad(a’ —a)(b/ — b)
= g.f([a, b])

De plus Q est alternée.
. Q est fermée car si n; = g.£ oada;, i € {1,2,3}, sont trois vecteurs tangents a
Porbite en ¢g.£, on a :

dQ(ni,m2,m3) = m-Q(n2,m3) — 12.Q(n1,m3) + 13-Q2(01,72)
_Q([U1a772]a773) + Q([nla 773], n2) — Q([U2a773]a 771)

Or:
m-Qn2,m3) = m-g&([az, as])
= ady, (g€)([az, a3]) = g&([ay, [az, as]]),

et : [m1,m2] = g&([a1, az]). Ainsi :
d2 (1, n2,m3) = 29.€([a1, [a2, az]] — [az, [a1, az]] + [as, [a1, a2]]),

qui est nul d’apres I'identité de Jacobi. Ainsi d2 = 0.

. Q est non dégénérée car pour 11 = ¢.€ o ada, I’égalité Q(n1,n) = 0 pour tout
n € Ty ¢0¢ équivaut a : g.£([a,b]) = 0 pour tout b € g c’est-a-dire 1, = 0.

Ainsi € définit une forme faiblement symplectique sur 6. O

A.3.4 Exemples de Gr® et Gry.s

Soit p € N* et Gr(®) la grassmannienne des p-plans d’un espace de Hilbert
H. Pour p =1, Gr) désigne I’espace projectif de H.

Proposition A.3.8 Soit Py un sous-espace vectoriel de dimension p de référence
et POL son orthogonal dans H. Soit e ’élément de l'algébre de Lie u(H) du groupe
unitaire de H défini par :

€ =1prp,,
ou prp, désigne la projection orthogonale sur Fy. Alors Gr®) sidentifie & Uorbite

adjointe de € dans u(H) et posséde une structure naturelle de variété symplec-
tique.

O Preuve de la proposition A.3.8 :
Soit :
¢ Gr®)  — u(H)
P —  ipIp.
¢ est injective et U(H)-équivariante pour I'action naturelle de U(H) sur Gr®)
et 'action adjointe de U(H) sur u(H) :

¢(9-P) =ipryp
=igprpg .
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L’image de d¢ s’identifie & u(H)/Stabe = u(U)/(u(Py) x w(Ps")) = T.0; et

¢ définit un difféomorphisme ¢ de Gr®) sur Torbite 6. de e dans u(H) dont
'application tangente en P = ¢g.Py € Gr®) est donnée par :

dop : TpGr® = L(P,PY) — T, ,10.

P Pt
A — 0o —-A* P
A 0 Pt

L’espace Py étant de dimension finie, 'application :

fe: uwH) — R
A — TreA

est bien définie et est une forme linéaire continue sur u(H). La trace identifie
Porbite adjointe de € avec 'orbite coadjointe de Tr e et le pull-back par gz~5
de (—1 fois) la forme de Kirillov- Kostant- Souriau est la 2-forme fortement
symplectique Qg,.»y dont I'expression en P est : VA, B € L(P, Pt),

i 0 0 —A* 0o -—-B*
Qar p(A, B) —2 T ( 0 0 ) [( A4 0 )’( B0 )}

= -3 Tr A*B.

O

Remarque A.3.9 Pour p = 1, on appelle forme symplectique de Fubini-Study
la forme fortement symplectique sur ’espace projectif d’un espace de Hilbert
ainsi obtenue.

Proposition A.3.10 La grassmanienne restreinte relative a la décomposition
d’un espace de Hilbert H en somme directe orthogonale de deuzr sous-espaces
vectoriels fermés Hy et H_ de dimension infinie, définie par :

Gray(H)={P e Gr(H)| p+ :P— Hy € Fred(Hy,H_),
p- :W —H_€eL*(Hy, H)},

est une variété fortement symplectique pour la 2-forme définie par :
VP € Gro(H),YA, B € L*(P, P*),
wp(A,B) =-S5 Tr A*B.

O Preuve de la proposition A.3.10 :
Le seul point délicat est de montrer que w est fermée. Pour cela rappelons que
Gro(H) s'injecte dans I'espace projectif P(12(S)) par I'injection de Pliicker, ol
S={5CZt(S—N) < o0,i(N—-95) < oo} De plus, la forme symplectique w
est le pull-back de la forme symplectique de Fubini-Study sur P(I?(S)). Elle est
donc fermeée. |

A.3.5 Le Théoreme de Darboux

Etant donnée une variété banachique (M,w) faiblement symplectique, on
dira que la structure symplectique w est intégrable si pour tout x € M il existe
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une carte locale (U, @, E) en = dans laquelle la forme symplectique w de M s’ex-
prime comme une forme symplectique constante sur 'ouvert ®(U/) de 'espace
de Banach modele E. Dans le cas de la dimension finie, le théoreme de Dar-
boux affirme que la fermeture de w implique son intégrabilité. Ce théoréme ne
se généralise pas aux variétés banachiques faiblement symplectiques mais reste
valable dans le cas d’une variété fortement symplectique :

Théoréme A.3.11 (Darboux) Soit w une forme fortement symplectique sur
une variété banachique M. La condition dw = 0 est équivalente a [’existence en
tout point x € M d’une carte locale (U, P, E) dans laquelle w s’exprime comme
une forme symplectique constante sur ouvert ®(U) C E.

B Preuve du théoréme A.3.11 :
Le probleme étant local, il suffit de supposer que M est un ouvert d’un espace
de Banach E. Soit ¥V un voisinage ouvert de 0 dans F et wy la valeur de w en
0. Il s’agit de trouver un difféomorphisme de V, ®, tel que ®*w = wy. Pour
tout = € V, on considere dans I’espace vectoriel des formes bilinéaires alternées
le segment joignant w, & wp, et on note : w;, (t) = wp + t(wm — wg). Pour tout
t € [0,1] et tout € M, w,(t) est fermée. D’autrepart, Isom(E, E’) étant un
ouvert de 'espace de Banach B(E, E’), il existe une boule B(wq,r) centrée en
wo et de rayon r entierement contenue dans Isom(E, E’). Puisque 'application :

v: E — B(EFE)
x — (Z—izwy)

envoie 0 sur wy et est continue, il existe une boule B(0,6) centrée en 0 € F
telle que ¥(B(0,0)) C B(wg,r). Pour tout x € B(0,0), le segment [wg,w,] est
contenu dans B(wp,r) et est donc formé de formes non dégénérées. Une forme
fermée sur B(0,d) étant exacte, il existe une 1-forme o sur B(0, J) telle que :

do = w — wp.

Puisque pour z € B(0,4), w,(t) € Isom(E, E') quel que soit ¢ € [0, 1], il existe
un champ de vecteurs dépendant du temps X; sur B(0,0) tel que :

ix,ws = —0.
Soit ¢4 le flot du champ de vecteurs X; partant de ¢g = Id. On a :

%\to ((b;wt) = ¢2k0 (‘CXtO we, + %ﬁowt)
= (b;fk (dixto Wi + iXtO Wy +w — WO)
= ¢i (—do +do) = 0.

Ainsi I'application : ¢ — ¢;w; est constante. Comme ¢g = Id, on a : ¢pjw1 = wi,

Powo = wo et piwi = Piwo = wo, ainsi ¢ est un difféomorphisme qui convient.
[ |

A.3.6 Application moment

Définition A.3.12 Soit (M,w) une variété banachique faiblement symplec-
tique et G un groupe de Lie banachique d’algebre de Lie g agissant sur M par
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symplectomorphismes, i.e. tel que Vg € G, g.w = w. Une application y : M — ¢’
est une application moment pour ’action de G si :

Vae g, Ve e M\VX € T, M,

(dpe(X),a) = ixaw(X),

ou (,) est le produit de dualité entre g et g’, et X* est le champ de vecteurs
engendré par ’action infinitésimale de 1’élément a de 1'algebre de Lie de G.

Proposition A.3.13 Soit 0 une orbite coadjointe d’un groupe de Lie bana-
chique G. Alors linjection canonique p de 6 dans g’ est une application moment
pour action coadjointe de G sur 6.

O Preuve de la proposition A.3.13 :
On a pour tout élément & de l'orbite 8, pour tout n = —& o adb de T¢6, et tout
a dans g :
(dp(n), a) n,a) = —£ o adb(a)

= < ,
= &([a, b]) = Q&% n) = icQ(n).
A.4 Variétés banachiques presque-complexes

A.4.1 Définitions

Définition A.4.1 Une structure presque-complexe sur une variété banachique
réelle M est la donnée d’une section C* J du fibré End(T'M) des endomor-
phismes de I'espace tangent telle que Vo € M, J2 = —1.

Définition A.4.2 Une structure presque-complexe J sur une variété bana-
chique M est dite intégrable si en tout point x € M, il existe une carte locale
(U, ¢, E) ou U est un voisinage ouvert de x, E un espace de Banach complexe
et ¢ un difféomorphisme de U sur un ouvert de E vérifiant :

db o J = ido.

Définition A.4.3 Une structure presque-complexe J sur une variété bana-
chique M est dite formellement intégrable si le tenseur de Nijenhuis défini par

N,(X,Y) = i([X, Y]+ JJX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY])

pour tout x appartenant a M et tous X, Y appartenant a T, M, est nul.

A.4.2 Le Théoréeme de Newlander-Nirenberg

Dans la cas d’une structure presque-complexe analytique réelle sur une variété
analytique réelle, le théoreme de Newlander-Nirenberg ([NN]) est équivalent au
théoreme de Frobenius, est reste donc valable dans le cadre banachique. Nous
donnons ci-dessous les grandes lignes de la démonstration, que le lecteur retrou-
vera dans l'article de J-P. Penot ([Pen]) et nous renvoyons le lecteur & larticle
de D. Beltita ([Bel]) pour les détails.

Remarquons également qu’un exemple de structure presque-complexe formel-
lement intégrable sur une variété banachique réelle qui ne possede pas d’ouvert
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biholomorphique & un ouvert d’un espace de Banach complexe est donné par 1.
Patyi dans [Pat], ce qui implique que le théoréme de Newlander-Nirenberg n’est
pas vrai en toute généralité dans le cadre banachique, et constitue une différence
importante avec le cas de la dimension finie.

Théoréme A.4.4 (Newlander-Nirenberg) Une structure presque-complexe
analytique réelle J sur une variété banachique analytique réelle M est intégrable
st et seulement si le tenseur de Nijenhuis est nul.

B Preuve du théoréme A.4.4 :

Soit J© I’extension C-linéaire de J au fibré vectoriel complexe T®M := T'M ®g
C, et TOOM (resp. T(OV M) le sous-fibré de TCM constitué des espaces propres
de JC relativement & la valeur propre +i (resp. —i). On a : T°M = TWHOM @
TV M en somme directe topologique, les projections pr; et pry sur le premier
et deuxieme facteur étant données par :

pr, : T°M — T®OM
X — %(X—iJX)

pro : T°M — TOLM
X = (X +iJX)

On a les équivalences suivantes :

N=0 < [TOOMTOEOM]) c 70O M
< [TOVM, TODM) c TODM.

Le probleme étant local on peut supposer que M est un ouvert d’un espace de
Banach E. Soit 29 € M et M€ I'ouvert de I'espace de Hilbert complexifié E€
formé des éléments de la forme x + iy avec x,y € M. D’apres le théoreme de
Frobenius, pour tout « dans un voisinage de z de MC, il existe localement des
sous-variétés MS’O) et Méo’” de M€ respectivement tangentes aux distribu-
tions TMOM et TOVM. L’opérateur JC laissant les distributions 7HO M et
71 M invariantes, on en déduit qu’il existe un difféomorphisme JC-équivariant

.. . 1,0
envoyant un voisinage de o dans MC sur le produit d’un ouvert de My, )

et d’un ouvert de ./\/lz?jl). Puisque la projection pr; est un isomorphisme J°-
linéaire, on en déduit I'existence d’un difféomorphisme local JC-équivariant de

i s 1,0
la variété réelle M sur un ouvert de la variété complexe My, ),

A.4.3 Fonctions analytiques et holomorphes sur un espace
de Banach

Définition A.4.5 Un polynéme homogene de degré ¢q sur un espace de Banach
E (réel ou complexe) & valeur dans un espace de Banach F' est la restriction a
la diagonale d’une fonction g-linéaire de E? dans F'.

Définition A.4.6 Une fonction f d’'un ouvert de E dans F' est analytique si
pour tout z de E, il existe un voisinage ouvert V de x et une série convergeante

de la forme :
+oo
> P
q=0
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ot les P, sont des polynomes homogenes de degré q de E dans F, avec rayon de
convergence R > 0 tels que pour tout y dans l'intersection de V avec la boule
de rayon R centrée en x, on a :

+o0
fly) = ZPq(y—x).

Dans ce cadre, la formule de Cauchy, le principe du maximum, le lemme
de Schwarz et 'unicite du prolongement analytique sont valables. On trouvera
dans le livre de T. Franzoni et E. Vesentini ([FV]) quelques détails sur cette
théorie.

A.4.4 La connexion de Chern

Définition A.4.7 Soit (M, J) une variété banachique presque-complexe. L’opérateur
J induit un opérateur de carré —1 sur les n-formes différentielles sur M, également
noté J, et défini par :

Vo € T(M,A"T' M), Yz € M,YX1,...,Xn € TuM,

(J)z(X1,..., Xpn) = (—1D)"0(JX1,...,JX,),

d’inverse :

(Jil(b)m(Xl;---,Xn) = ¢(JX1,...,JXn),

ainsi qu’un opérateur différentiel d° sur les formes différentielles sur M défini
par :
d° :==JodoJ L.

Définition A.4.8 Soit C l'opérateur agissant sur les formes différentielles par :

Vo € A"T'M,VX1,..., X, € T(TM),

n

CoH(X1,...,Xn) =Y &(X1,...,TXj,..., Xp).

J=1

Une forme différentielle ¢ de degré n est dite de type (p,q) si Co = (p — q)i¢.
On note AP9M Densemble des formes de type (p,q). On a :

A" T'M @p C = Z AP

ptq=n
p>0,g>0

En particulier, le fibré T"M ® C se décompose en :
T'M @ C =AM @ A0,

ott AGOM (resp. AODM) est le sous-fibré de 7'M @ C constitué des sous-
espaces propres de J pour la valeur propre —i (resp. +i).
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Définition A.4.9 Soit M un ouvert d’un espace de Banach réel B muni d’'un
opérateur J de carré —1, M Pouvert de I’espace de Banach B® obtenu & partir
de B en étendant le corps des scalaires & C, J€ 'extension C-linéaire de J, et
x € M. En notant pr; (resp. pry ) la projection de T, M sur T M (resp.
7Y M ) associant a un vecteur tangent X le vecteur %(X —iJ®X) (resp.
(X +4JCX), on définit deux opérateurs O et 9 agissant sur les fonctions C>

sur M a valeurs complexes par :

Of =d"fopry,
Of = d"f opry,

ott d®f est extension C-linéaire de df. En particulier, on a :

d=0+0,

00 = Ldd,

02 =0° =0,
Hod+000=0.

Définition A.4.10 Une structure pré-holomorphe sur un fibré vectoriel com-
plexe E au-dessus d’une variété complexe M est la donnée d’un opérateur
différentiel 9 d’ordre 1 agissant sur les sections de E et & valeurs dans les sections
de AWM ®@¢ E, ie. tel que : Vo € T'(E),Vf € C°(M,C),

d(f.0) = f.00 + 0f.0,

On note d? I'opérateur différentiel induit par 0 sur les formes différentielles :

d? - APIM — APatlpg

Définition A.4.11 Une structure pré-holomorphe 9 est dite formellement intégrable
si

d?od® =0.

Définition A.4.12 Un fibré vectoriel complexe sur une variété complexe M est
dit holomorphe s’il existe un ensemble complet de trivialisations holomorphes.

Le théoréme de Newlander-Nirenberg dans le cas analytique a pour conséquen-
ce le théoréme suivant :

Théoréme A.4.13 (Koszul-Malgrange) Un fibré vectoriel complexe E sur
une variété complexze M, muni d’une structure pré-holomorphe 0 et possédant un
ensemble complet de trivialisations analytiques réelles, est un fibré holomorphe
s et seulement si : o

d?o0d? = 0.

Théoréme A.4.14 Soit E un fibré vectoriel complexe sur une variété complere
M muni d’un produit scalaire hermitien h réalisant pour tout x € M wun iso-
morphisme C-antilinéaire entre [’espace vectoriel complexe E, et son dual E!,
et 0 une structure pré-holomorphe sur E. Alors il existe une unique connexion
V sur le fibré E, appelée connexion de Chern, telle que :

1.V :T(E) - T(T'"M ®c E) est C-linéaire,
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2. V préserve h,
3. Yo €T(E), VX € TM, V}'o = 1(Vxo +iV;xo) = dxo.

B Preuve du théoréme A.4.14 : -
Soit 7 : B — E’ I'isomorphisme C-antilinéaire induit par h, et 0¥ la structure
pré-holomorphe sur E’ induite par 0 :

Vs e T(E'),Vx € T(E),

0% (s)(x) = A(s(x)) — s(dw).
Alors la connexion définie par :
V=0+7100or
convient. [

Proposition A.4.15 Si E est un fibré complexe de rang 1, muni d’une struc-
ture pré-holomorphe formellement intégrable O sur une variété complexe M et
o une section locale sans zéro vérifiant 0o = 0, expression de la connexion de
Chern est :

Vxo = (0x logh(o,0)) .o,

pour tout X appartenant a TM, et pour toute section o de E. La courbure de
la connexion de Chern a pour expression :

= 1
RY = 00logh(o,0) = ?ddC log h(o, o).
i

O Preuve de la proposition A.4.15 : -
. Soit o une section locale de F dans le noyau de 0 et ne s’annulant pas. Soit s
la section duale du fibré E’ définie par : s(c) = 1. On a :

% s = d(s(0)) — s(o) = 0.

L’application 7 : T'(E) — I'(E’) a pour expression :

Vo' € T(E),7(0") = h(o',0).s,
ainsi :

% 7(0) = 8% h(5,0).5 = Oh(o, 0).s,
et :
Vo =00 =1"0d"7(c) = ﬁ@h(o, 0).c =dlogh(o,0).0.
.Ona:

RY = —dVodY o ) )
=—d%0d? —d%0d® —d?od? —d%odP.

La structure pré-holomorphe étant formellement intégrable, on a :
d?od® =0,
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ce qui implique : -

d?od?=7"10d’0d’ o1 =0.
Ainsi la courbure RY est de type (1,1), et pour toute section o dans le noyau
de 0 il vient :

Ro = —d?o0d’ —d?od’
= —d?(0o) — d?(Dlog h(o,0).0)
= —00logh(o,0).0 —dlogh(a,c).00
= —00logh(o,0).0
= +d0logh(o, 7).0.

A.5 Variétés banachiques kahlériennes

A.5.1 Définitions et exemples

Définition A.5.1 Une variété banachique faiblement (resp. fortement) kidhlérienne
M est une variété banachique réelle munie d’une métrique faiblement (resp. for-
tement) riemannienne g, d’une forme faiblement (resp. fortement) symplectique

w et d’une structure presque-complexe formellement intégrable J telles que :
Vee M\VX,Y e T,M,

w(X,Y) =g(JX,Y),
g(JX,JY) = g(X,Y).

Proposition A.5.2 Soit (M, g,w, J) une variété fortement kahlérienne. Alors
D9J =0 ou DY désigne la connexion de Levi-Civita.

O Preuve de la proposition A.5.2 :
Ona:Vee M\VX,Y,Z €T, M,

dw(X,Y, Z)

g(DxJY,Z) +g(JY,DxZ) — g(Dy JX, Z)
—g(JX,DyZ) +g(DzJX,Y) +g(JX,DzY)
—g(J[X, Y], Z) +g(J[X, Z],y) — g(J[Y, Z], X)
g((DxJ)Y Z)+8(IDxY,Z) +g(JY,Dx Z)
(Dy )X, Z JDyX,Z)—g(JX,DyZ)
(

(J

) —8(
(D )X,Y) +g(JDzX,Y) +g(JX, DY)

(X,Y],Z) + g({[XZ] V) —g(JIY, Z],

—g
+g
—-g X)

g((DxJ)Y Z) - g((Dy J)X, Z)+g((DzJ)X,Y)

Ainsi :
dw(X,JY,Z) = g((DxJ)JY,Z) — g((Dyy ))X, Z) + g(DzJ) X, JY)
dw(JX,Y,Z) =g((Dyx )Y, Z) —g((Dy J)J X, Z) + g((DzJ)JX,Y).

D’autrepart :

N(X,Y) =[X,Y]+JIX,JY]+J[JX,Y] - [JX,JY]
=DxY —-DyX+JDxJY —JD;jvX +JD;xY
—JDyJX —DjxJY +DjyJX
= —(Dx)IY) + (Dy J)TX) + (DyyJ)(X) = (D J)(Y),
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d’ou :

g(N(Xa Y),Z) = *g((DXJ)(JY)aZ) +g((DY‘])(JX)aZ)
+g((Dyy )X, Z) —g(Dyx J)Y, Z).
Ainsi :
dw(X,JY,Z)+ dw(JX,Y, Z) + g(N(X,Y), Z)
=g((DzJ)X,JY) +g((DzJ)(JX),Y)
=g(Dz(JX),JY) —g(JDzX,JY) —g(DzX,Y) —g(JDz(JX),Y)
=2¢(Dz(JX),JY)—2g(JDzX,JY)
=2g((DzJ)X,JY),
et :

dw=0 _
{NO } = DJ=0.

O
Proposition A.5.3 Soit (M, g) une variété fortement riemannienne et J une

section de End(TM) telle que :
- 9(JX,JY) = g(X,Y)

- J?=_
- D9J =0.
Alors la 2-forme w définie par w(.,.) := g(J.,.) est une forme fortement sym-

plectique sur M et (M, g,w, J) est une variété kihlérienne.

O Preuve de la proposition A.5.3 :

En effet :
dw(X,Y,2) =Xg(JY,Z)-Yeg(JX,Z)+ Zg(JX,Y)
—s(J[X,Y], Z) +g(J[X, Z],Y) — g(J]Y, Z], X)
:g(DXJY Z)+g(JY,DxZ)—g(DyJX,Z)
—e(JX,DxZ)+g(DzJX,Y)+g(JX,DzY)
—g(J[X, Y], Z) + g(J[X, Z],Y) — g(J[Y, Z], X)
:g(JY DXZ) g(JX,DyZ)+¢g(DxJZ,Y)
+g(JX,DzY)—g(DyJZ, X)+g(D—ZJY,X)
=g(JY,DxZ)—g(JX,DyZ)+g(JDxZ,Y)
g(JX,DzY)—g(JDyZ,X)+g(JDzY,X) =0,
et :

N(X,Y)=—-(DxJ)(JY)+ (Dy J)(JX)+ (DyyJJ)(X)— (DsxJ)(Y) =0.
O
Exemple 16 1. Soit H un espace de Hilbert compleze, (,) le produit scalaire

hermitien. H muni de g := R(,) etw = —(,) et de la structure compleze
i est une variété fortement kdhlérienne.

2. Pour tout 1 < p < 2, l’espace de Banach IP(Z,C) muni des structures g, w
et J définies par : V(x;)ien, (i)ien € P(Z,C),
9((z;)jen, (Yj)jen) =R enTiy;
w((@5)jen, (Yj)jen) = =S en TiY;
J(xj)jen = (izj)jen

est une variété faiblement kdhlérienne, non fortement kdhlérienne.
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3. Pour tout 2 < g < 400 et tout espace muni d’une mesure de masse finie
m, Uespace de Banach L£1(m) muni des structures g,w, et J définies par :
Vf, g € Li(m),

9(f.9) =R [ fgdm
w(f,g) ==~ [ fgdm
Jf=if
est une variété faiblement kahlérienne, non fortement kdahlérienne.

4. Pour tout 1 < p < 2 l'espace de Banach LP(H) muni des structure g,w,

et J définies par : VA, B € LP(H),

9(A,B) =% Tr A*B
w(A,B) :=-% Tr A*B
JA =iA
est une variété faiblement kdahlérienne, non fortement kdahlérienne.
5. Pourp < +00, la grassmannienne Gr®) des p-plans d’un espace de Hilbert

H munie de : YA, B € TpGr® = L(P, P1),

g(A,B) =R Tr A*B
w(A,B) :=-% Tr A*B
JA =iA
est une variété fortement kahlérienne.
6. La grassmanienne restreinte Gro(H) d’un espace de Hilbert polarisé : H =

H, ® H_ munie de : YA, B € TpGr®) = L?(P, P1),

g(A,B) =R Tr A*B
w(A,B) :=-% Tr A*B
JA =iA

est une variété fortement kahlérienne.

A.5.2 Potentiel kdhlérien
Définition A.5.4 Une fonction réelle ¢ sur une variété kahlérienne (M, g, w, J)

est un potentiel kdhlérien si w = dd®¢.

Exemple 17 Soit H un espace de Hilbert vu comme une variété kahlérienne,
les définitions de g,w, J étant celles du paragraphe précédent. Alors un quart de
la norme induite par le produit scalaire hermitien est un potentiel kdhlérien sur
H. En effet : Ve € HVX,)Y € T,H,

dlz, x)(X) = (X, z) + (, X),

d°(xz,x)(X) = —2R(J X, x),

et :
dd®{z,z)(X,Y) = -2R(JY,X)+2R(JX,Y)
= —43(X, V).

186



Proposition A.5.5 Soit M une variété kdhlérienne muni d’un potentiel kahlérien
p globalement défini et G un groupe de Lie agissant sur M en préservant p et
la structure complexe J. Alors Uaction de G posséde une application moment
G-équivariante p avec, pour tout x dans M, et tout a dans Lie(G) =:g :

pg = —dgp(X*®) = dap(JX7),

ou X% est le champs de vecteurs induit par l'action de l’élément a de [’algébre
de Lie g.

O Preuve de la proposition A.5.5 :
Puisque G préserve J et p, pour tout g € G, on a :

How = dgap(JoaX(g.7))
:d9~wp(Jg~wg-Xgl *(z))
- dgxp(ngXg ug(x))
= dzp(Jngilag)
_ luzAd(gfl)(ﬂ)_

Ainsi p est G-équivariante. De plus :

dps = —dixadp
= iXuddcp - £Xa dcp
= anw.

A.6 Variétés banachiques hyperkahlériennes

A.6.1 Définitions et exemples

Définition A.6.1 Une variété banachique faiblement (resp. fortement ) hy-
perkéahlérienne M est une variété banachique munie d’une métrique faiblement
(resp. fortement) riemannienne g et de deux structures complexes I et Iy telles
que :

- 110]2 = 7]2011

- g(I]X5 IJY) = g(XaY)a j = 172

- w; =g(I;.,.) est fermée.
On appelle formes de Kéhler les formes symplectiques w;, i € {1,2}.

Remarque A.6.2 L’endomorphisme I3 := I oI5 est aussi une structure com-
plexe sur M et plus généralement pour tout a € S? a = (a1,az,a3) avec
>~ a? = 1, 'endomorphisme I, := > a;I; est une structure complexe sur M
compatible avec g. Ainsi une variété hyperkédhlérienne possede une famille de
structures kihlériennes paramétrée par S2.

Remarque A.6.3 L’espace tangent d’une variété hyperkahlérienne M est muni
d’une action des quaternions, et Vo € M, T, M est un H-espace vectoriel.

Proposition A.6.4 Une variété symplectique compleze (M, I, ) munie d’une
métrique kdhlérienne g relativement a Iy est hyperkdhlérienne de formes de
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Kahler wi(.,.) = g(I1.,.), wa = RQ et wy = [0 ssi l'endomorphisme Iy
défini par :

W3(X, Y) = %Q(X, Y) = wl(IQX, Y)
vérifie (I3)? = —1.

Lemme A.6.5 Soit M une variété réelle munie de deux structures symplec-
tiques réelles, w1 etws, et d’une structure presque-complexe Iy telle que w3 (X,Y) =
w1 (I X,Y). Alors I est intégrable.

A Preuve du lemme A.6.5 :
11 suffit de montrer que le crochet de deux vecteurs de types (1,0) est de type
(1,0). Or :

LX =iX & wsy(X,Y)=w(iX,Y) = iw (X, Y)VY € TM
S ixws = 1.IxW1.

Ainsi il suffit de montrer que pour tous vecteurs X et Y de type (1,0), i;x,yjws =
iipx,ywi. Or:

ix,y|ws =icyyws = Lx(iyws) —iyLxws
= ﬁx(i.iywl) - iyﬁx(W3)
= i.ﬁx(iywl) — iy(ix o dws + ding)
= i.ﬁx(lywl) — i.iy(dixwl)
= i.(ﬁx(iywl) — ’L'yﬁxwl)
= i.(i[Xﬁy]wl).
A
O Preuve de la proposition A.6.4 :
D’apres le lemme A.6.5, I est intégrable. La fermeture de € implique la ferme-
ture de wo = RO et w3z = IN et :

QLX,Y) +QX,LY) = 2iQ(X,Y)
= g([g[lX, Y) + g(IQX, 11Y) = —Qg(llng, Y)
=4 g(IQIlX, Y) = 7g(11]2X, Y)
= L1, =—11.
O

Exemple 18 1. H et tout H-espace vectoriel de dimension finie est une
variété hyperkahlérienne.

2. Si H est un espace de Hilbert, alors l’espace cotangent de H, T'H, muni de

la structure complexe naturelle I et de la forme symplectique de Liouwville

Q est une variété hyperkahlérienne. En notant * la dualité entre H et H',
on a :¥(X.,£),(Y,n) € T'H,

Q(X,6),(Y,m) = £(Y) — 7)7(X)

9((X,€), (Y, m) = RUX,Y) + (5, m)

wi((X, ), (Y,n)) = =S((X,Y) + (&, m)
W2((Xa 5)7 (Yv 77)) - §R(<§*7Y> - <X*a77>)
WB((Xa 5)7 (Yv 77)) = %(<§*7Y> - <X*a77>)



A.6.2 Potentiel hyperkahlérien

Définition A.6.6 Un potentiel hyperkahlérien sur une variété hyperkahlérienne
(M, g, I, I, I5) est une fonction réelle ¢ sur M qui est une potentiel kihlérien
pour chacune des structures complexes.

Exemple 19 Sur un H-espace vectoriel V de dimension finie, la fonction ¢
définie sur V par :

L2
o(x) = e
ot ||.|| est la norme induite par le produit scalaire euclidien (.,.) de l’espace

vectoriel sur R sous-jacent, est un potentiel hyperkdahlérien. En effet, Vo € V,

VX eV, Vie{l1,2,3}:
1

aimnsit :
dii (X)) = =5 Rz, [;X),
et :
(A4 9)o(X,Y) = —g Xz, LY) 4 3¥-R(a, LX)
= —IR(X, LY) + $R(Y, [ X)
=RLX,Y) = -S(X,Y).
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Annexe B

Géométrie des espaces
homogenes

B.1 Définitions

Définition B.1.1 On appellera espace homogéne toute variété banachique M
de la forme M = G/H, ou G est un groupe de Lie banachique et H un sous-
groupe de Lie fermé conneze.

Remarque B.1.2 G agit sur la variété M par multiplication a gauche. H est
le groupe d’isotropie du point base donné par la classe de H que l’on notera
xo. L’isotropie du point x = g.xg, g € G est alors H, = gHg~'. L’application
passage au quotient 7 : G — G/H définit un G-fibré au dessus de M munit
d’un action de H sur les fibres par multiplication a droite.

Définition B.1.3 L’espace homogéne M = G/H est dit réductif s’il existe un
supplémentaire H -invariant, noté my, de la sous-algebre de Lie b, = b de H
dans Ualgebre de Lie g de G. Alors pour tout x € M, g se décompose en :

g:hz@mzz

ou b, est l'algébre de Lie de l’isotropie H, et my se déduit de mg, par action
adjointe d’ un élément de G envoyant xo en x et vérifie Ad(g)m, = m, pour
tout g € H,.

Exemple :
Si G est muni d’un produit scalaire G-invariant, alors 'orthogonal de b, fournit
un supplémentaire H-invariant.

Conséquence :

Dans le cas réductif, on a une identification canonique de ’espace tangent T, M
avec my.

B.2 Connexion homogene

Notations B.2.1 Dans le cas réductif, pour tout x € M on notera Ty, (resp.
Ty, ) la projection de g sur my (resp. sur b)) parallélement a b, (resp. my).
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Définition B.2.2 Dans le cas réductif, le fibré tangent T M est naturellement
muni d’une connexion, appelée connexion homogéne, et définie par I’expression
de la dérivée covariante :

DxY =my, ([X,Y]),
pour tous vecteurs X,Y de T, M identifié a m,, ou encore :
Dea€" = mm, ([T, (), T, (B))),

ot a,b € g et &, £° sont les éléments de Uespace tangent ¢ M en x induits par
Uaction infinitésimale de g.

Proposition B.2.3 La torsion T de la courbure homogéne est donnée par : Va,
b emg,

T(E%,€°) = mm, ([a, b]).

En particulier la connexion homogene est a torsion nulle ssi M est un espace
homogeéne symétrique i.e vérifiant :

O Preuve de la proposition B.2.3 :
Pour tous X, Y € T, M on a:

T(X,Y)=DxY — DyX — [X,Y].
Pour tous a et b € g :
T(€%,€°) = T, ([T, (@) T, (0)]) = Tom, ([m, (B), 7, (0)]) — €107,
En particulier, pour a, b € m,,
T(€%,€°) = mm, ([a, b]).

d

Corollaire B.2.4 Si M est un espace symétrique, la connexion homogéne est
la connexion de Levi-Cevita de toute métrique G-invariante.

Proposition B.2.5 La courbure R de la connexion homogéne est donnée par :
Rea gve = —[my, [a, b], c].
En particulier la connexion homogene est a courbure nulle ssi M vérifie :
[m,, m,] C my.

O Preuve de la proposition B.2.5 :
Pour tous X,Y,Z €T, M on a :

RxyZ =DxDyZ — DyDxZ — Dixy)Z.
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Pour tous a, b, c € m,, :

Rea ¢06° = DgaDeo€® — Dgu Do — Deja )€€
= Deamm, ([b,¢]) — Devm, ([a, ]) — 7w, ([[a, b], c])
T, ([0 T, ([0, €])]) = 7, ([0, T, ([0, ¢])]) — 7w, ([0, b], ¢])

= ﬂ-mm([a’ [ba C]] - [b’ [Cl, C]] - [[Cl, b]a C]) - me([a, ﬂ-hm([b’ C]
—Tm, ([6, 7, ([, ¢])

= —[a, [, c]] + [b, [a, c]] — €7, &%) + [¢°, glo]

= —[[a, 0], c] — [€°, [€°, &) + [¢°, [¢7, €]

= 7[[a7 b]a C] - [[ga,gb],gc]

= 7[[a7 b]a C] - [g[a,b],gc]

= 7[[a7 b]a C] - [sz([av b])a C]

= —[th([a,b ),C]

B.3 Exemples

Le lecteur trouvera dans [SpWu] un exposé détaillé des exemples suivants.
Nous ne relatons ici que ce qui est utilisé dans le corps du texte, et nous ren-
voyons le lecteur & [SpWu] et & [Wurl] pour les détails.

Exemple 20 (Les grassmanniennes Gr(?)) Soit Gr®) la grassmanienne des
p-plans d’un espace de Hilbert H muni d’une base hilbertienne {en}nez. Soit
U(H) le groupe unitaire de H et xy = vect{eg,...,ep—1}. Gr®) est un espace
homogéne sous le groupe unitaire U(H), le groupe d’isotropie de xq s’identifiant
a U(zo) x U(zy ). Lalgebre de lie w(H) se décompose en :

u(H) = by, @ my,,

ot by = {( 8 2 ),aeu(xo,deu(xé)},

et my, = {( (ib* 8 ),bGB(xo,xé)}.

Gr®) est un espace homogéne symétrique et :

0 b 0 c [ —bc* + cb* 0
-b* 0 )\ —c* O o 0 —b*c+c*b |’

En identifiant TIUGr(p) a my,, on en déduit l’expression de la courbure de la
connexion homogéne : Va,b,c € TZOGr(p) = B(xo, J:OL),

R _ —ab* +ba* 0 0 c
@bt = 0 —a*b+b*a )\ —c* 0
= —ab*c + ba*c+ ca*b — cb*a

Exemple 21 (La grassmannienne restreinte Gry) La grassmannienne res-
treinte Gryes d’un espace de Hilbert polarisé H = Hy ® H_, ou Hy et H_ sont
deux sous-espaces vectoriels fermés de dimension infinie de H en somme di-
recte orthogonale est un espace homogéne symétrique sous le groupe unitaire
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restreint :
U'res = {< U+ U7+ ) € U(H)| U7+ S L2(I{7,I{+)7
Uy € L*(Hy, H-)},

le groupe d’isotropie étant U(Hy) x U(H_). La courbure de la connexion ho-
mogeéne est donnée par :

VXY, Z € L*(Hy,H_),

RxyZ=-XY"Z+YX"Z+ZX'Y - ZY*X.
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