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Introduction

L'utilisation des revétements d'algébres a été initiée par K. Bongartz et P. Gabriel dans [9] et C. Riedt-
mann dans [36]. Les revétements d'algebres nécessitent de considérer les k-algeébres comme des k-catégories
(ou encore des algébres avec plusieurs objets, voir [31]). Lorsque A’ — A est un revétement de k-catégories,
la théorie de la représentation de A’ est plus simple a étudier que celle de A (en particulier, si A est de repré-
sentation finie alors A’ I'est, si A est domestique alors A’ 'est) et les A-modules peuvent étre vus comme des
A’-modules : en suivant les idées exposées par E. L. Green dans [19], si A’ — A est un revétement galoisien de
groupe G alors la catégorie des A’-modules est équivalente 3 la catégorie des A-modules G-gradués. De cette
facon une algebre n'admettant aucun revétement galoisien non trivial serait relativement simple a étudier du
point de vue de sa théorie de la représentation. Ces algébres seraient donc des algébres «simplement connexesy.

La définition de la notion de revétement établit un lien fort avec la notion correspondante en topologie.
En particulier, un revétement de carquois définit un revétement entre les algebres (ou catégories) de chemins
associées.

Dans [9], les revétements d'une algébre sont mis en paralléle avec ceux de la catégorie des modules
indécomposables qui lui est associée. Plus précisément, si A est une k-algébre de type de représentation fini
et si Ind(A) est la catégorie des A-modules indécomposables, alors :

- tout revétement A’ — A de k-catégories définit un revétement Ind(A’) — Ind(A) entre les catégories
de modules indécomposables associées,

- si C — Ind(A) est un revétement, alors C est la catégorie des modules sur une k-catégorie convenable,
cette derniére étant un revétement de A.

L'un des intéréts d'une telle mise en paralléle est qu'il est plus facile de manipuler les revétements de Ind(A)
que ceux de A, 'une des raisons a cela étant que le carquois de Ind(A) (i.e. le carquois d'Auslander Reiten
de A) est localement plus simple que le carquois ordinaire de A. De cette facon K. Bongartz et P. Gabriel
ont mis en évidence un groupe fondamental et un revétement universel associé a toute k-algebre de type de
représentation fini (voir [9] et [17]). Ces considérations ont en particulier permis de définir la notion d'algebre
simplement connexe : une algébre de type de représentation fini et connexe A est simplement connexe lorsque
le carquois d’'Auslander-Reiten de A muni des relations de meéches est simplement connexe. Notons que dans
[8], R. Bautista, F. Larrion et L. Salmeron ont établi une caractérisation de cette propriété en termes de
séparation de I'algébre A lorsque cette derniére est triangulaire.

Il est donc naturel de se demander s'il est possible d’obtenir un résultat similaire pour d'autres algébres
(de type de représentation infini). Une réponse a cette question a été apportée par R. Martinez-Villa et
J. A. de la Pefia dans [29]. En effet, étant donnée une k-algebre de dimension finie, connexe et basique A,
un groupe fondamental lui est associé : si kQ/I ~ A est une présentation par carquois et relations admis-
sibles, le groupe fondamental 71 (Q, I) obtenu est un quotient du groupe fondamental de I'espace topologique
sous-jacent a @) par des relations dépendant de I'idéal I. Du point de vue des carquois liés (i.e. des couples
formés d'un carquois @ et d'un idéal admissible I) nous disposons donc d'un groupe fondamental et d'un
revétement universel, et la catégorie des revétements d'un carquois lié et connexe (Q,I) est équivalente a
celle des ensembles discrets muni d'une action du groupe m1(Q, I). Néanmoins, le groupe 71(Q,I) a le désa-
vantage de dépendre du choix de la présentation kQ/I ~ A puisqu'il peut exister des présentations distinctes
kQ/I ~ A et kQ/J ~ A telles que les groupes 71(Q, I) et m1(Q, J) ne sont pas isomorphes. Notons qu'avec
la définition du groupe fondamental d'un carquois lié, . Assem et A. Skowronski ont étendu la notion d'algébre
simplement connexe (voir [2]) : une algébre de dimension finie, connexe et basique A est simplement connexe
si et seulement si le groupe fondamental du carquois lié de toute présentation de A est trivial.



La principale motivation de cette thése est |'étude de I'aspect non canonique du groupe fondamental tel
que défini dans [29]. Plus précisément, nous essaierons de répondre a la question suivante : est-il possible
d’associer a une k-algébre de dimension finie un groupe “fondamental” qui ne dépend que de I'algébre (et
pas du choix d'une présentation) et qui vérifie des propriétés analogues a celles du groupe fondamental d'un
espace topologique connexe par arcs? Notons que cette question naturelle a été posée a l'issue de la thése
d'Eric Reynaud (voir [35]) par D. Guin et M. Saorin. Les principaux axes de travail de cette theése seront les
suivants :

- comparer les diverses présentations d'une k-algebre fixée,
- comparer les groupes fondamentaux associés a des présentations distinctes d'une méme algéebre,

- comparer les revétements d'une méme algebre A associés aux groupes fondamentaux de présentations
différentes de A,

A
M B
de A et ceux de A et de B.

Le dernier point est en complément du reste du travail dans cette thése. |l rejoint certains résultats qui éta-

- lorsque A = est une algebre de matrices triangulaires, établir un lien entre les revétements

. . . . : 0
blissent des liens entre la théorie de la représentation de [ M B } et celle de A et de B. Par exemple,
0
M B
B et de M au moyen d'une suite exacte longue. Plus tard, ce résultat a été généralisé au cas d'une extension

] par C. Cibils dans [13] d'une part et S. Michelena et M. |. Platzeck dans [30] d'autre

D. Happel a relié, dans [22], la cohomologie de Hochschild d'une extension ponctuelle [ ] a celle de

0
M B
part : la suite exacte longue relie la cohomologie de Hochschild de I'extension avec celle de A, de B et de M.

quelconque {

Voyons a présent plus en détail le contenu de cette thése Chapitre par Chapitre.

Le Chapitre 1 est I'occasion de faire de brefs rappels sur quelques notions de base de la théorie de la
représentation. Pour plus de détails sur la théorie de la représentation des algébres nous renvoyons le lecteur
a [1] ou [6]. Nous rappellerons également la définition et quelques propriétés de la notion de k-catégorie (voir
[31]). Cette notion généralise celle de k-algebre.

Le Chapitre 2 est consacré aux présentations de k-algébres et de k-catégories par carquois et relations
admissibles. Nous commencerons (dans la Section 2.1) par introduire des notions combinatoires essentielles
sur les carquois. Dans la Section 2.2, nous étudierons le groupe des automorphismes de I'algébre des chemins
d'un carquois au moyen de deux types d'automorphismes : les dilatations et les transvections. Les dilatations
sont des automorphismes associant a une fleche un multiple scalaire de cette fleche. Pour définir et étudier les
transvections, nous introduisons la notion de raccourci (introduite par |. Assem, D. Castonguay, E.N. Marcos
et S. Trepode dans [4]) et la notion de double raccourci (introduite par I'auteur dans [27], voir [28] pour une
version plus détaillée). En termes simples, un raccourci d'un carquois est la donnée d'une fleche « et d'un
chemin u paralléle a (et différent de) «, cette donnée pouvant étre représentée par un diagramme de la forme :

y

ou le trait plein représente la fleche « et le trait en pointillés représente le chemin w. Un double raccourci est la
donnée de deux raccourcis, le second se greffant sur le premier. Avec les conventions prises dans le diagramme
précédent, nous pouvons représenter un double raccourci comme suit :

y

Une transvection @ . - (dont la définition dépend de la donnée d'un raccourci (o, u) et d'un scalaire 7)
associe a la fleche a la somme o+ 7 u, toute autre fleche étant inchangée par cette transvection. La définition



des dilatations et des transvections est inspirée de celle des matrices bien connues de dilatation et matrices
de transvection de GL,(k) et dans le cas du carquois de Kronecker généralisé a n fleches, la notion de
transvection (resp. de dilatation) que nous introduisons coincide avec la notion de matrice de transvection
(resp. de dilatation) de GL, (k). L'utilisation de ces automorphismes nous permet de démontrer le premier
résultat important de cette these :

Proposition Soit Q un carquois fini et sans cycle orienté, alors le groupe Auto(kQ) des automorphismes
p de la k-algébre kQ vérifiant o(x) = x pour tout sommet © € Qo est engendré par les dilatations et
transvections.

Notons que la démonstration de la Proposition ci-dessus utilise la génération (bien connue) de GL,, (k) par les
matrices de dilatation et celles de transvection. La Section 2.3 est consacrée a la définition proprement dite
des présentations admissibles. En particulier nous rappelons qu’'une k-algébre de dimension finie et basique
admet des présentations admissibles par carquois et relations admissibles (fait du a P. Gabriel, voir [6] ou [9]).
L'un des buts principaux de cette thése est de comparer les groupes fondamentaux associés a des présentations
admissibles distinctes d'une méme algebre. Il est donc naturel d'essayer de relier deux présentations admissibles
d'une méme algebre. Dans cette optique nous donnons une démonstration compléte du résultat suivant qui
est bien connu :

Proposition Soit A une k-algébre de dimension finie basique et triangulaire. Soient v: kQ — A et
p: kQ — A deux présentations admissibles de noyauz respectifs I et J. En supposant que v(e;) =
wley) pour tout sommet © € Qo (i.e. v et u sont des présentations relatives au méme systéme complet
d’idempotents primitifs et deuzx & deux ortogonauz) alors il existe un automorphisme ¥ € Auto(kQ) tel
que Y(I) = J et tel que le diagramme ci-dessous commute :

Q) —Y = kQ

o

KO/ P2 k)T

ot les fleches verticales sont les surjections canoniques et ot v: kQ/I — A (resp. i: kQ/J — A) est
Uisomorphisme induit par v (resp. par u)

Ainsi, un automorphisme ¢ € Auty(kQ) est un moyen de passer d'une présentation admissible d'une k-algebre
3 une autre présentation de cette méme algebre. De ce point de vue, les dilatations et les transvections peuvent
étre considérées comme un moyen de transformer une présentation admissible en une présentation admissible
qui reste trés proche de la premiére.

Le Chapitre 3 est consacré a l'introduction de notions combinatoires sur les carquois :
() la dérivation des chemins,
(i) les ordres sur I'ensemble des chemins d'un carquois,
(#it) les ordres sur |'ensemble des raccourcis d'un carquois.

Dans la Section 3.1 nous traitons de la dérivation des chemins, dans la Section 3.2 nous étudions les ordres sur
les chemins (resp. sur les raccourcis) et dans la Section 3.3 nous donnons quelques applications a I'étude des
présentations admissibles des algébres monomiales (i.e. s'écrivant comme le quotient de I'algébre des chemins
d'un carquois par l'idéal engendré par un ensemble de chemins). Dans un carquois @, un chemin v sera dit
dérivé d'un chemin w si v est obtenu a partir de u en remplacant certaines fleches apparaissant dans u par des
chemins paralléles. De cette facon, avec |'ordre que nous introduisons sur I'ensemble des chemins, si v est dérivé
de u alors v < u. Notons que I'ordre que nous introduisons sur I'ensemble des chemins d'un carquois est inspiré
des travaux de D. R. Farkas, C. D. Feustel et E. L. Green sur les bases de Grobner d'un idéal admissible d'une
algébre de chemins d'un carquois (voir [15]). L'introduction des notions (%), (i¢) et (i%¢) ci-dessus résulte de la
nécessité de pouvoir traiter le probléme suivant : si A admet une présentation par le carquois avec relations ad-
missibles (Q, I) alors les éléments de I sont appelés «relations de (Q, I)». Parmi ces relations nous distinguons
les «relations minimales de (Q,I)» introduites par R. Martinez-Villa et J. A. de la Pefia dans [29]. En termes
imagés, une relation minimale est une relation r dont les seules sous-expressions qui sont des relations sont (
et r (une sous-expression de r est une combinaison linéaire de chemins ou les chemins apparaissant avec un
coefficient non nul apparaissent dans r avec le méme coefficient non nul). Etant donné ¢ € Auty(kQ), nous
savons que (Q,v(I)) définit une autre présentation admissible de A, mais si r est une relation minimale de



(Q,I) alors 1(r) peut ne pas étre une relation minimale de (Q,v(I)). Il est donc intéressant de rechercher des
sous-expressions de 1)(r) ol a défaut de pouvoir décrire facilement les chemins apparaissant avec un coefficient
non nul dans ) (r). A cette fin, la dérivation des chemins et les ordres sur les chemins et les raccourcis sont utiles
dans le cas ou le carquois considéré est sans cycle orienté et sans fleches multiples. Ainsi I'image d'un chemin u
par un produit de transvections est la somme de u et d'une combinaison linéaire de chemins dérivés de u. Nous
montrons également que pour I'ordre que nous introduisons sur les raccourcis, tout produit i) de transvections
peut &tre réécrit en produit de transvections ¢ = ©q, u, .7 - - Pas,uy,m de sorte que la suite associée des
raccourcis soit strictement décroissante : (o, up) > ... > (aq,u1). Une telle écriture permet alors de déter-
miner 1 () pour toute fleche a en recherchant les occurences de la fleche « dans la suite de fleches s, . . ., ay,.

Le Chapitre 4 est consacré a la comparaison des groupes fondamentaux d'une k-algebre de dimension
finie, connexe, basique et triangulaire. Ce Chapitre est divisé en deux Sections. La Section 4.1 concentre
les aspects les plus techniques de la comparaison de groupes fondamentaux. De cette facon, la lecture des
résultats importants du Chapitre est simplifiée, mais surtout, le lecteur peut constater que de nombreux
résultats intermédiaires dans la comparaison des groupes fondamentaux de présentations admissibles relévent
de I'algebre linéaire et ne nécessitent pas |'existence d'une structure multiplicative. Les méthodes utilisées dans
cette Section sont relativement élémentaires et il est intéressant de noter |'utilisation des bases de Grobner dans
une version linéaire (i.e. sans utiliser de structure multiplicative, ces bases sont également appelées bases sous
forme d'échelon réduite dans la littérature francaise) pour démontrer certains des résultats les plus difficiles
de cette Section (et également de cette theése). Dans la Section 4.2 nous rappelons la définition de la relation
d’homotopie ~ et du groupe fondamental 71 (Q, I') d'un carquois muni de relations admissibles (ou carquois
lié) (Q,I) ainsi que les ont définis R. Martinez-Villa et J. A. de la Pefia dans [29]. Nous passons ensuite a
la comparaison des groupes fondamentaux de différentes présentations admissibles d'une méme k-algebre (de
dimension finie basique et triangulaire). Comme nous I'avons dit plus haut, les transvections et les dilatations
permettent de passer d'une présentation admissible a une autre sans trop changer I'idéal des relations. Les
deux Propositions suivantes que nous démontrons illustrent cette affirmation :

Proposition Supposons que Q n’a pas de cycle orienté, soit (Q,I) un carquois lié et soit D une dilata-
tion. Alors les relations d’homotopie ~1 et ~p(yy coincident. En particulier, si Q est connexe, les groupes
fondamentauz 7 (Q,I) et m(Q, D(I)) sont isomorphes.

Proposition Supposons que QQ n’a pas de cycle orienté, soit (Q,I) un carquois lié et soit ¢ = Qo ur
une transvection. Posons J = o(I). Alors les relations d’homotopie ~1 et ~j sont comparables (pour la
relation d’ordre non total «étre plus fine quey). En particulier, l’'un des deuz groupes fondamentaux parms
m(Q, 1) et m(Q,J) est un quotient de l'autre.

Ces deux Propositions nous permettent de démontrer la comparaison suivante obtenue par M. J. Bardzell et
E. N. Marcos dans [7] lorsque I'algébre est contrainte.

Proposition (voir [7]) Soit A une k-algébre de dimension finie, connexe, basique, triangulaire et contrainte.
Alors deux présentations admissibles de A ont des groupes fondamentaux isomorphes.

Etant donnée une k-algebre de dimension finie basique connexe et triangulaire A, la comparaison ci-dessus
des relations d"homotopie des présentations admissibles de A nous permet alors de considérer ces relations
d'homotopie comme les sommets d'un carquois I'. Nous démontrons que I' est connexe, n'a pas de cycle
orienté, et d'aprés un argument du 3 M. Sudrez-Alvarez, T' est fini. Puisque T est fini et n'a pas de cycle
orienté, I" a au moins une source (i.e. un sommet qui n'est le terminus d'aucune fleche) et tout sommet de
T est le terminus d'un chemin dont la source est une source de I'. En outre T" est tel que si kQ/I ~ A et
kQ/J ~ A sont deux présentations admissibles et si il existe dans I un chemin de source ~ et de terminus
~ g, alors ~p est plus fine que ~ et le groupe fondamental 7 (Q, J) est un quotient de 71 (Q, I).

La question de savoir si I' n’a qu'une seule source est alors naturelle : en effet, en supposant que I' a une
source unique, si kQ/Iy ~ A est une présentation admissible telle que ~, est la source de " et si kQ/I ~ A
est une autre présentation admissible, alors le groupe fondamental 7 (Q, I) est un quotient de 7 (Q, Iy). Le
reste de la Section 4.2 est donc consacré a I'étude de I'unicité de la source de I". En utilisant les résultats
démontrés dans la Section 4.1 a I'aide des bases de Grobner nous obtenons la Proposition suivante :

Proposition Soit A une k-algébre de dimension finie et basique, de carquois ordinaire Q. Si Q n’a pas
de double raccourci et si k est de caractéristique nulle, alors le carquois I' a une seule source.



En traduisant le fait que I" a une source unique en termes de groupe fondamental, nous obtenons le Théoréme
principal de cette theése (que nous avions énoncé dans [27] et démontré dans [28])

Théoréme Supposons que A est connexe. Supposons que le carquois QQ de A n’a pas de double raccourci
et que k est de caractéristique nulle. Alors il existe une présentation admissible kQ /Iy ~ A telle que pour
toute autre présentation admissible kQ/I ~ A, Uapplication identité sur les promenades de @ induit un
morphisme surjectif de groupes 7 (Q, Iy) = 7 (Q, I).

En utilisant les résultats obtenus dans la Section 3.3 sur les algébres monomiales nous obtenons également la
Proposition suivante :

Proposition Soit A une k-algebre de dimension finie basique et monomiale, de carquois ordinaire Q.
Si Q na pas de cycle orienté et n’a pas de fleches multiples alors le carquois T a une seule source.

L'intérét de cette derniére Proposition est moindre que celui de la précédente. En effet, le principal objectif
de la Section est d'exhiber une présentation admissible privilégiée kQ/Iy ~ A de A telle que le groupe
fondamental de toute présentation est un quotient de 71(Q, Ip). Or ce fait est bien connu dans le cas des
algébres monomiales. De ce point de vue, la Proposition ci-dessus sur les algébres monomiales n’apporte donc
rien de nouveau, néanmoins elle est intéressante a double titre :

- elle énonce un résultat d'unicité de la source de I" dans une situation ou le carquois () peut avoir des
double raccourcis alors que I'hypothése contraire est omniprésente dans cette these,

- elle permet (plus loin dans le texte) d'exhiber le revétement universel (en termes de catégories et plus
seulement en termes de carquois lié) d'une algébre monomiale triangulaire et sans fleches multiples.

Le Chapitre 5 est consacré a une application des résultats de comparaison du Chapitre 4. Etant donnée
une k-algebre connexe, de dimension finie, basique et triangulaire, . Assem et J. A. de la Pefia ont établi dans
[5], pour une présentation admissible v: kQ — A de noyau I, I'existence d'une application linéaire injective :

0,: m(Q,I) — HH'(A)

oll HH'(A) désigne le second groupe de cohomologie de Hochschild de A. Aprés un bref rappel (dans la
Section 5.1) sur la cohomologie de Hochcshild, nous décrivons en détail (dans la Section 5.2) I'application 6,,.
Enfin dans la Section 5.3 nous nous intéressons a 'image de 6, (laquelle est une sous-algebre de Lie abélienne
de HH'(A)). Rappelons que dans [16], D. R. Farkas, E. L. Green et E. N. Marcos ont caractérisé I'image
de 6, en termes de dérivations diagonalisables. Nous donnons dans la Section 5.3 une autre démonstration
de cette caractérisation en utilisant les bases de Grobner. Nous nous attachons ensuite a comparer 6, et 0,
pour deux présentations admissibles distinctes, et plus particulierement dans le cas ou p est déduite de v par
composition avec une transvection ou une dilatation. Nous obtenons de cette facon les résultats suivants :

Proposition Soitv: kQQ — A une présentation, soit D: kQ — kQ une dilatation. Soit i la présentation
p=voD: kQ— A. Posons I = Ker(u) et J = Ker(v) de sorte que J = D(I). En identifiant m1(Q, I)
et m1(Q, J), nous avons l’égalité :

0, =0,

Proposition Soit v: kQ — A une présentation, soit p = @q .+ une transvection. Soit u la présentation
pw=voyw: kQ —» A. Posons I = Ker(u) et J = Ker(v) de sorte que J = p(I). Supposons que « ~j u.
Rappelons qu’alors l'application identité sur les promenades de Q induit un morphisme surjectif de groupes
p: m(Q,I) - m(Q, J). Alors il existe un diagramme commutatif :

Hom(m1(Q, J), k™)

Hom(’frl (Q» I)v k+)
O p* est Uinjection induite par p. En particulier Im(6,) C Im(6,,)



Proposition Soit v: kQ — A une présentation et posons I = Ker(v). Soit ¥: kQ — kQ € Auty(kQ)
tel que, W(I) = I et posons u la présentation p = v op: kQ — A de sorte que Ker(u) = I. Posons
: A5 A Pautomorphisme de la k-algébre A tel que le diagramme suivant commute :

A—A

P
Alors le diagramme suivant commute :
HH'(A)
/
Hom(m1(Q, 1), k™) ~ | b,
0,
HH!(A)

En particulier, Im(0,,) est 'image de Im(6,) par l'automorphisme 1,: HH*(A) = HH'(A) induit par
la conjugaison des dérivations de A par: A = A.

L'utilisation de I'unicité de la source de I' nous permet alors d’'établir le Théoréme suivant :

Théoréme Supposons que l'une au moins des deux conditions suivantes est satisfaite :
- le corps k est de caractéristique nulle et que @ n’a pas de double raccourci,
- A est monomiale et (Q n’a pas de fléches multiples.

Alors nous avons les faits suivants :

(i) les sous-algebres de Lie de HH'(A) constituées d’éléments simultanément diagonalisables et maxi-
males pour cette propriété sont exactement les sous-algébres de la forme Im(0,) ot v: kQ — A est
une présentation admissible telle que ~gep(,) est la source de T'.

(ii) si G et G' sont deux telles sous-algebres alors il existe 1: A = A un automorphisme de k-algébre

tel que G' = . (G).

Dans le Chapitre 6 nous utilisons les résultats obtenus dans le Chapitre 4 pour la recherche du revétement
universel d'une k-algébre de dimension finie, connexe, basique et triangulaire. Etant donnée une telle k-algébre
A (considérée comme une k-catégorie au moyen d'un systéme complet d'idempotents primitifs deux a deux
orthogonaux), un revétement universel de A est un revétement galoisien connexe C — A vérifiant la propriété
suivante : pour tout revétement galoisien connexe C' — A, il existe un diagramme commutatif de k-catégories :

A

<)

ou la fleche horizontale est un isomorphisme de k-algebres dont la restriction au systéme complet d’idempotents
est I'application identité. Dans la Section 6.1 nous rappelons quelques notions sur les foncteurs couvrants (ou
revétements) et les revétements galoisiens et démontrons quelques propriétés utiles. Pour exhiber un revétement
universel nous utilisons les propriétés du revétement universel de carquois lié défini par R. Martinez-Villa et
J. A. de la Pefia dans [29]. Aussi, dans la Section 6.2, nous faisons quelques rappels sur les revétements de
carquois liés, en particulier nous redémontrons le fait connu suivant : un revétement (galoisien) de carquois
lié définit, par passage aux k-catégories, un revétement (galoisien) de k-catégorie (ce dernier est donc dit
présentable par un revétement de carquois lié). Afin de pouvoir utiliser les propriétés du revétement universel
de carquois lié pour la recherche d'un revétement universel de A, nous avons besoin de faire le cheminement
inverse pour un revétement galoisien : étant donné un revétement galoisien, est-il possible de le présenter, i.e.
est-il possible de construire un revétement de carquois lié dont le revétement de k-catégorie associé soit le



revétement galoisien de départ ? Nous apportons une réponse a cette question en démontrant la Proposition
suivante (qui a été démontrée dans [29] dans le cas particulier ou les k-catégories concernées sont sans fleches
multiples) :

Proposition Soit F': £ — B un revétement galoisien de groupe G avec B localement bornée. Supposons
que le carquois ordinaire de B n’a pas de boucle. Alors F' est présentable. Si en outre £ est connexe, alors
F est présentable par un revétement galoisien.

Cette derniere Proposition nous permet de prouver le troisieme Théoréme de cette these :

Théoréme Supposons que l'une au moins des deuzr conditions suivantes est satisfaite :
- @ n’a pas de double raccourci et k est de caractéristique nulle,
- A est monomiale et Q n’a pas de fléches multiples.

Alors A admet un revétement universel.

Il est important de noter que la seule unicité de la source du carquois I' ne suffit pas a démontrer le Théoréme
ci-dessus, nous utilisons en fait un raffinement de la propriété «étre une source de I'n. En particulier, I'existence
d'un revétement universel dans le cas d'une algebre monomiale triangulaire sans fleches multiples est un résultat
non trivial et qui ne découle pas directement du fait que le groupe fondamental d'une présentation quelconque
est un quotient du groupe fondamental d'une présentation monomiale.

Notons enfin que bien que nous disposions d'un revétement universel dans les cas cités ci-dessus, I'analogie
avec la situation topologique n'est pas parfaite. En effet, nous verrons qu'étant donnée une k-algébre A, la
catégorie des revétements de A n'admet pas nécessairement de produit (et donc pas nécessairement de produit
fibré). Pour cette raison, la catégorie des revétements de A n'est en général pas équivalente a la catégorie des
ensembles discrets munis de I'action d'un groupe fixé et la catégories des revétements a fibre finie de A n’est
en général pas galoisienne (au sens de [20]).

Dans le Chapitre 7 nous allons nous intéresser a un probléme différent de ceux traités dans les Chapitres

A 0
M B
construire un revétement galoisien de A a partir d'un revétement galoisien de A, d'un revétement galoisien de
B et d’une donnée supplémentaire portant sur M. Plus précisément, nous définissons la notion de «graduation
sur (B, M, A)» comme étant la donnée d'une G 4-graduation de A (G4 un groupe), d'une G g-graduation de
B (G p un groupe) et d'une graduation de M par un G g x G%’-ensemble F, de facon que ces trois graduations
soient compatible avec la structure de B — A bimodule sur M. A partir d'une telle donnée, nous construisons
un revétement galoisien de A de groupe noté (G, F,G 4). Aprés avoir vérifié que tout revétement galoisien
de A peut é&tre construit de cette facon (ce qui intuitivement semble naturel) nous démontrons le fait suivant :

précédents : étant donnée une k-algebre de matrices triangulaires A = , hous regarderons comment

Proposition Supposons que A est connexe et que :

B | kQa/Isa O
A=RQIT=1 )y kQp/Ip

Notons 1 (Qa,Ia) (resp. m1(Qp, I5)) le produit libre des groupes fondamentauz des composantes connexes

de (Qa,14) (resp. (@B, Ig)). Alors il existe une graduation naturelle sur (B, M, A) par (71(Qp,IB), F,m1(Qa,14))
avec ' bien choisi. Le revétement galoisien de A associé a cette graduation est celui défini par le re-
vétement universel du carquois lié (Q,I). En particulier, 71(Q,I) et (m(Qp,Ip), F,m(Qa,14)) sont
isomorphes.

Cette Proposition montre que la construction n'est pas trop grossiére puisque le revétement de A (resp.
de B) défini par la G 4-graduation (resp. G g-graduation) de A (resp. de B) est connexe.
Nous établissons ensuite (en toute généralité) le lien suivant entre les groupes Gp,G4 et (Gp, F, G 4).

Proposition SiGg][[Ga désigne le produit libre des groupes, alors le conoyau du morphisme de groupes
GpllGa — (Gp, F,G4) (défini par les morphismes naturels Gg — (Gp, F,G4) et G4 — (Gp, F,G4))
est libre.

En appliquant cette Proposition au cas ou A = kQ/I, nous obtenons le corollaire suivant :
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Corollaire Supposons que A = kQ/I. Alors le conoyau du morphisme naturel de groupes

m1(Qp,Ip) [ [ 71(Qa, Ia) — m(Q, 1)

est libre.

Notons que ce dernier résultat a déja été démontré dans le cas d'une extension ponctuelle (i.e. en supposant
que A = k) par |. Assem, J. C. Bustamante, D. Castonguay et C. Novoa dans [3].

Les définitions, remarques, exemples, et résultats de cette theése sont numérotés selon les Sections : «Dé-
finition 6.3.1» désigne une définition de la Section 3 du Chapitre 6. Il nous arrivera parfois d'énoncer une
Proposition ou une Définition connue et dont la paternité n'est pas clairement établie, nous la signalerons
alors en la qualifiant de «bien connue». De prime abord le texte peut sembler un peu long. En effet, les dé-
monstrations dans cette thése ont été écrites avec un souci double : d'une part s'assurer, dans la mesure du
possible, qu'il n'y a pas de faille dans les raisonnements, d'autre part, permettre au lecteur une compréhension
des démonstrations a la seule lecture de celles-ci.



Chapitre 1

Des k-algebres aux k-catégories

Nous commencons par faire un court rappel, dans la Section 1.1, sur quelques notions basiques de la théorie
de la représentation des algebres. Dans ce texte nous nous intéressons, entre autres, aux revétements d'une
k-aglebre de dimension finie. Les revétements nécessitent de considérer les k-algébres comme des k-catégories.
Aussi nous ferons, dans la Section 1.2, un rappel sur les k-catégories.

1.1 Notions sur la théorie de la représentation

1.1.1 Rappels basiques

Nous rappelons ici quelques notions élémentaires et fixons quelques notations et appellations de la théorie
des représentations des algebres. Pour une étude plus approffondie de ces notions nous renvoyons a [6] ou
a [1]. Dans ce texte nous considérerons des k-algébres associatives unitaires et de dimension finie sur k,
pour simplifier nous les appellerons k-algébres de dimension finie. Le terme k-algébre désignera une k-algebre
associative non (nécessairement) unitaire. Si A est une k-algébre, le centre de A est la sous-algebre de A :

Z(A) = {re€A| Va€A) ar =za}

Lorsque A est k-algebre de dimension finie, un A-module est un module a gauche sur A et de dimension
finie sur k. La catégorie des A-modules sera notée mod(A). Rappelons (voir [6, I.4 p. 14]) qu’une telle algébre
A n’a qu'un nombre fini de classes d'isomorphisme de modules projectifs indécomposables (resp. modules
simples) et que si t désigne le radical de A alors I'application P — P/tP établit une bijection entre les classes
d'isomorphisme de modules projectifs indécomposables et celles des modules simples. En particulier, A est dite
basique (ou Morita réduite) lorsque A = Py @ ...® P, ou les P; sont des modules projectifs indécomposables
deux a deux non isomorphes. La Proposition suivante montre que dans |'optique de I'étude des A-modules,
nous pouvons supposer que A est basique :

Proposition 1.1.1 (voir [6, I1.2 p. 35]) Soit A une k-algébre de dimension finie. Soit A = P1@. . .@P
une décomposition de A ou P; est indécomposable, d; > 1 pour tout i et P; ¢ P; sii # j. Soit P =
P,@...®» P, et posons I' = Enda(P)°P. Alors T est basique et A et T' sont Morita équivalentes par
l’équivalence suivante :
mod(A) — mod(T")
X — Homa(P,X)

Avec les notations de la Proposition 1.1.1, nous dirons que I" est la Morita réduction de A.

Exemple 1.1.2 Soitn > 1 un entier et posons A = M, (k). Alors M, (k) est indécomposable, P = M, (k)
et I' = k est la Morita réduction de M, (k).

Soit A une k-algébre de dimension finie. Alors A est dite connexe si il n'existe pas de décomposition de
A en produit direct A = A; x Ay de deux algebres non nulles. L'étude de la connexité peut se faire au moyen
des idempotents de A. Rappelons qu’'un idempotent de A est un élément e € A tel que e = e. Par exemple
1 et 0 sont des idempotens de A. Un idempotent e de A est dit central si e € Z(A). Ainsi, A est connexe si
et seulement si 1 ne peut s'écrire comme somme d'idempotents centraux 1 = e; + ey avec eq, es # 1.

Pour une k-algébre A de dimension finie, les idempotents permettent également de décrire les A-modules
projectifs indécomposables. Rappelons que :

11
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— deux idempotents e1, es sont dits orthogonaux si e;es = ese; = 0,
— un idempotent e est dit primitif lorsque e ne peut s'écrire comme somme e = e;+e5 de deux idempotents
orthogonaux tels que e, es # e,

— un systéme complet d'idempotents est un ensemble {ey, ..., e,} d'idempotents tels que 1 = e; +
oot epn.

Avec ces notions, e € A est un idempotent si et seulement si Ae est un A-module projectif, et lorsque c'est le

cas, Ae est projectif indécomposable si et seulement si e est primitif. De plus, si {e1,...,e,} est un systéme

complet d'idempotents primitifs deux a deux orthogonaux alors A = Ae; & ... ® Ae, est une décomposition
de A en somme de A-modules projectifs indécomposables. Réciproquement, si A = P; @& ... ® P, est une
décomposition en somme de projectifs indécomposables, alors la décomposition 1 = e; +...+e, avec e; € P;
définit un systéme complet {ej,...,e,} d'idempotents primitifs deux a deux orthogonaux et P, = Ae;.
Remarquons qu’avec ces notations nous avons un isomorphisme de k-espaces vectoriels :

Homa(P;, Pj) = Homa(Ae;, Ae;) —  e;Ae;
f = fled)

1.1.2 Algebres graduées

Soit G un groupe. Une k-algébre G-graduée est une k-algébre de dimension finie A, munie d’une dé-

composition A = @ A, en somme directe de sous-espaces vectoriels, telle que AgA, C Ay, pour tous
geG

g,h € G. Notons que cela implique 1 € A;. A une telle algébre G-graduée est associée la catégorie des
A-modules G-gradués décrite comme suit. Un A-module G-gradué est un A-module M muni d'une décompo-

sition M = € M, en somme directe de sous-espaces vectoriels, telle que A,M;, C Mgy, pour tous g, h € G.
g€eG
D’autre part, si M et N sont deux A-modules G-gradués, un morphisme M — N dans la catégorie des

A-modules G-gradués est un morphisme de A-modules f: M — N tel que f(M,) C Ny pour tout g € G.

1.2 Des algebres aux k-catégories

Afin d’étudier les revétements galoisiens d'une k-algébre de dimension finie (et notamment les revétements
galoisiens dont le groupe n'est pas fini), nous rappelons quelques notions sur les k-catégories.

1.2.1 k-catégories et idéaux

Etant donnée une catégorie C, nous noterons Cy la collection des objets de C, et si x,y sont deux objets
de C, I'ensemble des morphismes z — y de C sera noté ,C,.

Définition 1.2.1 Une k-catégorie est une catégorie C telle que :

- Co est un ensemble,

- chaque ensemble ,C, est un k-espace vectoriel,

- la composition des morphismes est k-bilinéaire.
Un morphisme de k-catégories F': C — C' est un foncteur tel que chaque application F: ,C, —
F(y)C},(gu) est une application k-linéaire.

Ces définitions permettent de définir la catégorie des k-catégories. En particulier, un isomorphisme de
k-catégories F': C — C’ est un morphisme tel que F': Cy — C}) est une bijection et tel que chacune des appli-
cations linéaires F': ,C, — F(y)C%(w) est un isomorphisme. Un tel isomorphisme est appelé automorphisme
lorsque C = C’. Nous noterons Aut(C) le groupe des automorphismes de C :

Aut(C) ={f:C — C | f est un isomorphisme}

Parmi les automorphismes de C citons les automorphismes f: C = C dont la restriction a Cy est I'identité,
c'est a dire tels que f(x) = x pour tout objet de = de C. L'ensemble de ces automorphismes sera noté
Auto(C) .

AUto(C) = {f € AUt(C) | (V.’E € C()) f(x) = .’E}

Ces automorphismes forment un sous-groupe distingué de Aut(C) et ils apparaitront dans I'étude des revéte-
ments galoisiens de C.
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Exemple 1.2.2 Les k-algébres de dimension finie fournissent de nombreux exemples de k-catégories :
une k-algébre de dimension finie A définit une k-catégorie dont ’ensemble des sommets est réduit a un
point et telle que l’algébre des endomorphismes de ce point est A. Plus généralement, une décomposition
1=e1+...4+e, de lunité de A en somme d’idempotents deuzx a deuzx orthogonaux définit une k-catégorie
dont l'ensemble des objets est {1,...,n} et dont U'espace des morphismes e; — e; est ejAe;, la composition
des morphismes étant induite par le produit de A.

Si il n'y a pas d’ambigiité sur le systéme complet {eq,...,e,} d'idempotents deux a deux orthogonaux,
la k-catégorie ainsi définie sera encore notée A. Dans la suite, nous utiliserons cette construction dans le cas
ou les idempotents e; sont primitifs. A cette fin, la Proposition suivante montre que le choix de ce systéeme
importe peu.

Proposition 1.2.3 Soit A une k-algébre de dimension finie et basique. Soit {e1, ... ,en} (resp. {e},...,eL})
un systéme complet d’idempotents primitifs et deuz o deux orthogonauz de A. Soit C (resp. C') la k-
catégorie associée. Alors C et C' sont isomorphes.

Remarque 1.2.4 Soit A une k-algébre de dimension finie et soit {e1, ..., ey} un systéme complet d’idem-
potents deux & deux orthogonaux. Alors Auto(A) s’identifie naturellement avec le groupe des automor-
phismes f: A = A de Ualgébre A vérifiant f(e;) = e; pour tout i.

Remarque 1.2.5 Soit C une k-catégorie telle que Cy est fini. Nous pouvons alors définir une k-algebre
associative unitaire (non nécessairement de dimension finie) A = @ yCo. Le produit dans A de deuz

z,y€Co
morphismes étant leur composition lorsqu’ils sont composables et nul lorsqu’ils ne le sont pas. L’unité de

A est alors 1 = 3 Id, et Uensemble {Id, | © € Co} est un systéme complet d’idempotents deux ¢ deux
z€Co
orthogonauz. La k-catégorie associée a A a l'aide de ces idempotents est alors égale a C.

Définition 1.2.6 Soit C une k-catégorie. Un idéal I de C est la donnée de sous-espaces vectoriels 41, C
4Ca pour tous x,y € Cy tels que la composition vu de deuxr morphismes u € ,Cp et v € .C, vérifie
vu € I, dés queuw € I, ouv € LI

Définition 1.2.7 Soit C une k-catégorie et soit I un idéal de C. La catégorie quotient C/I est la
k-catégorie définie comme suit :

- l’ensemble des objets est Cy,
- y(C/D)y = yCs/ yIy pour tous objets x,y,

- la composition des morphismes est induite par celle des morphismes de C :
(v mod ,1I,)(u mod ,I) = (vu ,I)

Lapplication identité sur les objets et chacun des quotients yC, — (C/I), définissent alors un mor-
phisme naturel C — C/I.

L'intersection d'une famille quelconque d’'idéaux de C est un idéal de C. De cette facon, étant donné un
ensemble £ de morphismes de C, I'idéal engendré par E est |'intersection de tous les idéaux contenant les
morphismes appartenant a F.

Si I et J sont deux idéaux d'une k-catégorie C, alors I'idéal produit I.J est défini comme suit :

y(IJ)g =Vect(vu |ue (I, ve J;, z€Co)
En particulier, les puissances de I'idéal I sont définies par I° = C et I"t! = ["].

Par ailleurs, nous écrirons I C J si pour tous x,y € Co nous avons ,I, C ,J,.

Enfin, si ¢ € Aut(C) est un automorphisme de C, nous noterons (1) (resp. 1 ~1(I)) I'idéal défini par :

yODe =( g1y y-10)) (resp. 0 (Do = 7 () luw))
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Remarque 1.2.8 Soit A une k-algébre de dimension finie et soit {e1, ..., ey} un systéme complet d’idem-
potents primitifs et deuzx & deux orthogonauz. Notons A la k-catégorie ainsi associée a A. Alors les asso-

ctations :
{idéaux de A} +— {idéauz de A}

I — {ejfei}gje{lp_,n}
© L — I
i,j€{1,...,n}

sont bijectives et inverses l'une de [’autre.

1.2.2 Propriétés locales et globales d’une k-catégorie
Définition 1.2.9 Une k-catégorie localement bornée est une k-catégorie C vérifiant les propriétés sui-
vantes :

(1) deux objets distincts de C ne sont pas isomorphes,

(43) pour tout x € Cy les espaces vectoriels @ ,Cr et @ LCy sont de dimension finie,
y€Co y€Co

(#i1) pour tout x € Cy, la k-algébre ,C, est locale.
Une k-catégorie localement de dimension finie est une k-catégorie C vérifiant les conditions (i) et
(#it) ci-dessus et telle que :

(i) Uespace vectoriel ,C, est de dimension finie pour tous x,y € Cy.

Remarque 1.2.10 S une k-catégorie est localement bornée alors elle est localement de dimension finie.
Soit A une k-algébre de dimension finie et basique. Alors la k-catégorie associée a A au moyen d’un sys-
téme complet d’idempotents primitifs et deuz ¢ deuzx orthogonauz est localement bornée (donc localement
de dimension finie).

La notion de k-catégorie localement de dimension finie permet de définir le radical d'une k-catégorie. Cette
définition est due a K. Bongartz et P. Gabriel. Pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a [9].

Définition 1.2.11 (voir [9]) Soit C une k-catégorie localement de dimension finie. Le radical RC est
lidéal tel que yRC, est I’ensemble des morphismes x — y qui ne sont pas des isomorphismes. La puissance
n-iéme (RC)"™ du radical sera notée R"C.

Remarque 1.2.12 Soit A une k-algébre de dimension finie et basique. Alors le radical de A vue comme
k-catégorie correspond au radical de A vue comme k-algébre.

Définition 1.2.13 Soit C une k-catégorie. Nous dirons que C est connexe si pour tous x,y € Cy il
eviste une suite o = ,%1,...,Tn_1,Tyn = Yy d’objets de C telle que ,Co,, © 4,,,Co; # 0 pour tout
ie€{0,...,n—1}.

Définition 1.2.14 Soit C une k-catégorie. Une composante connexe de C est une sous-catégorie pleine
de C qui est connexe et dont l’ensemble des objets est maximal pour cette propriété.

Remarque 1.2.15 La k-catégorie C est la réunion disjointe de ses composantes connexes.

Remarque 1.2.16 La k-algébre de dimension finie A est connexe si et seulement si la k-catégorie asso-
ciée l’est.

Propriété 1.2.17 Soit C une k-catégorie conneze et soit E C Cy un sous-ensemble non vide vérifiant
Uimplication suivante pour tous x,y € Cy :

WCe#0 = (zr€eEswyck)
Alors E = Cy.

Preuve : Soit z( € F et soit x € Cy. Puisque C est connexe, il existe une suite xg, ..., z, = = d'objets de K
telle que +,Cz, ., @ 4,,,Ce; # 0 pour tout i € {0,...,n —1}. Ayant zg € E, I'hypothese faite sur £ implique
successivement z1 € E, 20 € E,...,x, € E. Donc z € E pour tout x € Cp. Il
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1.2.3 Catégories GG-graduées

Dans [14] (voir également [19]) C. Cibils et E. N. Marcos ont établit un lien entre la notion de revétement
galoisien de k-catégorie et la notion de k-catégorie graduée. Nous utiliserons ce lien au Chapitre 6. Aussi nous
faisons un bref rappel sur les k-catégories graduées.

Définition 1.2.18 Soit G un groupe. Une k-catégorie G-graduée est une k-catégorie C munie, pour

tous x,y € Co, d’'une décomposition ,C, = @ ,CI en somme directe de sous-espaces vectoriels vérifiant
geG
la condition suivante :

(V:c,y,z € CO) (Vg7h € G) ch ycg g chh

Les morphismes appartenant a ,CJ seront dits homogénes de degré g.

Remarque 1.2.19 Si C est une k-catégorie G-graduée, alors pour tout x € Cy, la k-algébre ,C, est
G-graduée, en particulier, le morphisme identité 1, de x est homogéne de degré l'unité de G.

Définition 1.2.20 Soit C une k-catégorie G-graduée. Un idéal homogéne de C est un idéal I tel que :

geG

Remarque 1.2.21 Pour montrer qu’un idéal I est homogéne il suffit de montrer que pour tout u € I,

la décomposition uw = ) ug avec ug € (CI vérifie ug € I, pour tout g € G.
geG



Chapitre 2

Présentations admissibles

Dans ce Chapitre nous rappelons ce qu'est une présentation d'une k-algébre (ou k-catégorie) par carquois
et relations admissibles (carquois liés). Il s'agit d'une présentation par générateurs et relations indroduite par
P. Gabriel : les générateurs sont les sommets et les fleches d'un carquois et les relations sont des combinaisons
linéaires de chemins du carquois. Le caractere «admissible» des relations assure que pour une k-algébre fixée,
deux présentations sont relatives au méme carquois.

Dans la Section 2.1 nous introduirons les notions combinatoires de base sur les carquois. Nous rappelons
également la définition de I'algeébre et de la catégorie k() des chemins d'un carquois Q.

Dans la Section 2.2 nous étudierons les automorphismes de la catégorie des chemins d'un carquois. Pour
cela nous définissons deux notions qui seront centrales tout au long de ce texte : les raccourcis (déja connus
dans la littérature, voir [4]) et les double raccourcis (notion nouvelle, introduite par I'auteur dans [27]). Ces
deux notions nous permettront de définir deux types d'automorphismes : les dilatations et les transvections. Les
dilatations et les transvections sont des analogues des matrices de dilatation et des matrices de transvection.
Le résultat principal de la Section 2.2 est le suivant : si () est un carquois sans cycle orienté, alors Aut(kQ)
est engendré par les transvections et les dilatations (en analogie avec la génération de GL,, (k) par les matrices
de transvection et celles de dilatation).

Enfin la Section 2.3 est consacrée a la définition proprement dite des présentations admissibles.

2.1 Carquois et catégorie des chemins

2.1.1 La catégorie des carquois

Un carquois @ est un quadruplet (Qo,@1,s,t) ot Qo, Q1 sont des ensembles et s,¢: Q1 — Qo sont
des applications. Les éléments de Qo (resp. Q1) sont appelés les sommets (resp. les fleches) de Q. Etant
donnée une fleche o € Q1, le sommet s(«) (resp. t(«v)) est appelé la source (resp. le terminus) de «.. Nous
utiliserons alors la notation a: s(a) — t(a) ou s(a) = t(a).

Il nous arrivera dans la suite d'avoir a considérer plusieurs carquois simultanément. Dans une telle situation
nous utiliserons la méme notation (s, t) pour désigner les applications source et terminus de I'un des carquois
considérés.

Exemple 2.1.1 Soit Q le carquois défini par
: QO = {17273a4}7
Q1 ={1%31%225%33%4).

1l est plus commode d’écrire Q sous la forme d’un diagramme :

Avant de poursuivre nous introduisons quelques propriétés de finitude associées a un carquois. Etant donné
un carquois @) et un sommet x € @, nous noterons z (resp. 27 ) I'ensemble des fleches de @) de source

16
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(resp. de terminus) x :

T ={a€ Q| s(a) =2}
- ={a €@ |tla) =z}

En particulier, nous dirons d'un sommet & € Qo qu'il est une source (resp. un terminus) de @ si et seulement
siz™ =0 (resp. xt = 0), c'est a dire si et seulement si il n'existe aucune fleche de @ dont le terminus (resp.
la source) est x.

Définition 2.1.2 Soit QQ un carquois. Nous dirons que :
- Q est fini si les deur ensembles Qg et Q1 sont finis,

- Q est localement fini si les ensembles T et x~ sont finis pour tout x € Qq.

Remarque 2.1.3 Le carquois Q) est donc localement fini si et seulement si de chaque sommet il ne part
et n’arrive qu’au plus un nombre fini de fléches.

Soit @ un carquois. Un sous-carquois Q’ de () est la donnée de deux sous-ensembles Q) C Qo et Q] C Q1
tels que si @ € Q] alors la source et le terminus de « appartiennent a Q. Les applications source et terminus
s,t: Q1 — Qo induisent alors des applications s',t': Q) — Q} qui font de Q' = (Q{, @}, s, ') un carquois.

Soient @ et Q' deux carquois. Un morphisme de carquois f: Q — Q' est la donnée de deux applications :
forQo—Qp et fi: Q1 — Q)

telles que pour toute fleche 2 % y de @, la fleche f; () de Q' a pour source (resp. pour terminus) fo(s(a)) =

Fol) (resp. (fo(t(a)) = fo(y)) :
folz) 2% fow)

Afin d'alléger les notations, nous utiliserons la notation f pour désigner chacune des applications fy: Qo — Qf
et f1: Q1 — QY associées au morphisme de carquois f: Q — Q’.

Exemple 2.1.4 Soit Q un carquois, le morphisme 1g: Q — Q est tel que les applications Qo — Qo et
Q1 — Q1 sont les applications identité.

Nous disposons donc de la catégorie des carquois décrite comme suit :
- les objets sont les carquois,
- les morphismes sont les morphismes de carquois,
- la composition gf de deux morphismes f: Q — Q' et g: Q' — Q" est le morphisme h: Q — Q" tel
que ho = gofo et h1 = g1 f1.
Pour chaque carquois @), son morphisme identité est le morphisme 1g: Q@ — @ décrit dans |'Exemple 2.1.4. En
particulier, il est aisé de vérifier qu'un morphisme de carquois f: Q@ — Q' est un isomorphisme si et seulement

si f: Qo — Qf et f: Q1 — Q] sont bijectives.
Etant donné un carquois ), nous noterons Aut(Q) le groupe des automorphismes de @ :

Aut(Q) = {f: Q@ — Q| f est un isomorphisme}

Les carquois interviennent dans I'étude des algebres par le biais des présentations admissibles d'algebres
(dues a P. Gabriel) que nous introduisons plus loin. Ces présentations sont des présentations par «générateurs
et relationsy» ol les générateurs sont les sommets et les fleches d'un carquois. L'un des attouts des présentations
admissibles est qu'étant donnée une k-algébre de dimension finie, le carquois intervenant dans une présentation
admissible est toujours le méme : c'est le carquois ordinaire de |'algébre dont nous rappelons a présent la
définition.

Définition 2.1.5 (voir [6, II1.1]) Soit A une k-algébre de dimension finie et basique. Soit {e1,... en}
un systéeme complet d’idempotents primitifs deux a deux orthogonauzx et soit ¢ le radical de A. Le carquois
ordinaire de A est défini par :

- lensemble des sommets est {1,...,n},

- pour tous sommets i, j, le carquois a exactement dimy ej(t/tz)ei fleches de source i et de terminus
J-
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Exemple 2.1.6 Le carquois ordinaire de la k-algébre k est réduit a un sommet sans fléche.
Sin > 1, le carquois ordinaire de la k-algébre des matrices n X n triangulaires supérieures est :

Notons que cette définition se généralise au cas des k-catégories localement de dimension finie.

Définition 2.1.7 (voir [9]) Soit C une k-catégorie localement de dimension finie. Le carquois ordinaire
de C est défini comme suit :

- l’ensemble des sommets est Cop,

- st x,y sont des sommets alors le carquois a exactement dimy, ,RCy/ y’R2CE fleches de source x et
de terminus y.

Nous avons vu dans le Chapitre précédent qu'il est possible d'associer une k-catégorie a une k-algebre de
dimension finie. La Proposition suivante bien connue établit la cohérence entre cette association et la définition
du carquois ordinaire.

Proposition 2.1.8 Soit A une k-algébre de dimension finie et basique. Soit {e1,...,en} un systéme
complet d’idempotents primitifs deux a deux orthogonauz. Alors le carquois ordinaire de A et celui de la
k-catégorie associée a A sont isomorphes.

La Proposition 2.1.8 montre en particulier que la classe d'isomorphisme du carquois ordinaire d'une k-
algeébre de dimension finie et basique ne dépend pas du choix d'un systéme complet d'idempotents primitifs
deux a deux orthogonaux.

Remarque 2.1.9 Soit C une k-catégorie localement bornée (par exemple une k-algébre de dimension
finie). Alors le carquois ordinaire de C est localement fini.

2.1.2 Chemins et promenades dans un carquois

Soit @ un carquois. Si z,y € Qg sont deux sommets de @, un chemin u de ) de source x et de terminus
y est une suite aq, ..., a, (n > 0) de fleches de @ telles que :

- sin=0alors z =y,

- s(aiy1) = t(ay) pour tout i € {1,...,n —1}.

- slan) =z et t(ay) =v.
Le chemin u sera dit de longueur n et noté

U=0y...« ou encore I = a—0>(E — ... = Ty %x =
n 1 0 1 n—1 n

afin de préciser les sommets apparaissant dans u. Si n = 0 le chemin sera noté u = e, et il sera dit stationnaire
en z ou trivial. Enfin nous étendons les fonctions source et terminus s,t: Qg — @)1 au chemin u en posant
s(u) = z et t(u) = y. Une boucle de @Q est une fleche dont la source et le terminus coincident. Deux chemins
de @) seront dits paralléles si ils ont la méme source et le méme terminus. En particulier, nous dirons que Q
est sans fleches multiples si deux fleches distinctes de () ne sont pas paralleles. Enfin un cycle orienté de
() est un chemin non trivial de () dont la source et le terminus coincident.

L'utilisation du carquois ordinaire permet d'introduire certaines classes d'algébres (ou de k-catégories) bien
connues et dont nous rappelons la définition :

Définition 2.1.10 Soit C une k-catégorie localement bornée (par exemple une k-algébre de dimension
finde et basique). Soit Q le carquois ordinaire de C. Nous dirons que C est :

- triangulaire si () n’a pas de cycle orienté,
- contrainte si pour toute fleche x = y € Q, Uespace vectoriel 4Ca est de dimension 1,
- sans boucle si QQ n’a pas de boucle,

- sans fléeches multiples si Q est sans fleches multiples (le terme utilisé dans la littérature anglo-
sazxonne est «square-freey ).

Remarque 2.1.11 Soit Q un carquois sans cycle orienté. Alors une fleche quelconque apparait au plus
une fois dans un chemin de Q.
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Exemple 2.1.12 Soit Q le carquois :
2 4
SN N
1 - 3 y 5

e1, €2, €3, €4, €5, b, a, cb, ea, ecb, da, dcb, fea, fech, c, ec, dc, fec, e, d, fe, f

Les chemins de @ sont :

Définition 2.1.13 Soit Q un carquois, soient u et v deux chemins de Q. Si s(v) = t(u) alors la conca-
ténation vu de v et de u est le chemin de QQ défini comme suit :

- siu (resp. v) est stationnaire alors vu = v (resp. vu = u).

csiu=ap...a1 et v =Ly ...01 (0, 3; € Q1) alors :
Uuz,@m...ﬂlozn...al

Remarque 2.1.14 La notation u = o, ...a1 est ambigiie dans la mesure ot les termes «; peuvent étre
des fleches ou des chemins de longueur au moins 2. Aussi, lorsque nous écrirons u = o, ...« il sera
sous-entendu (sauf mention expresse du contraire) que les termes «; sont des fleches. Nous adopterons
également cette convention pour lutilisation des symboles B7,7y2, as.

Nous pouvons a présent rappeler la définition de la catégorie et de |'algébre des chemins d'un carquois .

Définition 2.1.15 Soit QQ un carquois. La catégorie des chemins de Q est la k-catégorie, notée kQ,
définie comme suit :

- l’ensemble des objets est Qo,

- six,y € Qo, Uespace ykQ, est le k-espace vectoriel de base la famille des chemins de Q de source
x et de terminus y.

- pour x,y, z € Qg la composition des morphismes est donnée par la concaténation des chemins :

szyX kam — szz

(v, u) —  vu
Six,y € Qo et siue ykQg, nous écrirons s(u) =z et t(u) =y.

Définition 2.1.16 Soit Q un carquois. L’algébre des chemins kQ de Q est la k-algébre associative
non nécessairement unitaire ayant pour base la famille des chemins de @ et dont le produit v.u de deux
chemins est la concaténation vu lorsqu’elle est définie et O sinon.

Notons que la catégorie des chemins d'un carquois vérifie la propriété universelle suivante :

Propriété 2.1.17 Soit Q un carquois et soit C une k-catégorie. Soit fo: Qo — Cy une application et soit
{fatacq, une famille de morphismes de C telle que fo € f,(y)Cfo(x) POUr toute fléche x Ly e Q. Alors
il existe un et un seul morphisme F: kQ) — C tel que :

- F(x) = fo(x) pour tout x € Qy,
- F(a) = fo pour toute fleche a € Q.

Pour cette raison, la k-catégorie kQ est dite k-catégorie libre.

En particulier, si f: Q — Q' est un morphisme de carquois, nous noterons f: kQQ — kQ’ le morphisme
étendant les applications f: Qo — Qj et f: Q1 — Q.

Propriété 2.1.18 Soit Q un carquois, alors kQ est une k-algébre unitaire si et seulement si Qg est fini.

Dans ce cas Uunité est 1 = > e, et celte expression est une décomposition en somme d’idempotents
T€Qo
primitifs deux a deuz orthogonaux. Si Qy est fini alors kQ est une k-algébre de dimension finie si et

seulement st Q1 est fini et Q n’a pas de cycle orienté.
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Propriété 2.1.19 Soit QQ un carquois localement fini et sans cycle orienté. Alors kQ est une k-catégorie
localement de dimension finie. Le radical R(kQ) de la k-catégorie kQ est exactement ’idéal de kQ en-
gendré par Uensemble fleches de Q). Nous le noterons kQT. Plus précisément, pour z,y € Qo, l’espace
y(kQ1) C ,kQ, est engendré par les chemins non triviauz de Q de source z et de terminus y.

Remarque 2.1.20 Le carquois ordinaire de kQ est donc Q

Dans la suite, kQ™ désignera également I'idéal de la k-algébre k(@ engendré par les fleches de Q. Cet idéal
est donc engendré par les chemins non triviaux de Q.

Définition 2.1.21 Soit Q un carquois. Soit r un élément de la k-algébre kQ. Donc r est une combinaison
linéaire des chemins de Q et nous appellerons le support de r, noté supp(r), l'ensemble des chemins de
Q qui apparaissent dans cette combinaison linéaire avec un coefficient non nul.

n
Tout élément r € kQ est une combinaison linéaire de chemins r = Y ¢; u;. Afin d'éviter de répéter que
i=1
nous supposons que les scalaires t1,...,t, sont non nuls et que les chemins uy,...,u, sont deux a deux
distincts, nous introduisons la notion de forme normale de r.

Définition 2.1.22 Soit Q un carquois et soit r € kQ). Une forme normale de r est une expression de

la forme :
n
r = Z ti U;
i=1
outy,...,ty, € K* et ot uy,...,u, sont des chemins deux a deuz distincts de Q.
n
Remarque 2.1.23 Sir = > t; u; est une forme normale de r, alors supp(r) = {uy, ..., up}.

1=1

Exemple 2.1.24 Soit Q le carquois :

a d
Soit 1y = da+2 fecb+ fea et ro = dcb — fech. Alors supp(r1) = {da, fecb, fea}, supp(ra) = {dcb, fecb}
et supp(r1 + 2 r2) = {da, fea, dcb}.

Remarque 2.1.25 Considérons kQ comme un k-espace vectoriel de base la famille des chemins de Q.
Pour chaque chemin u de @, nous disposons de la forme linéaire u*: kQ — k telle que pour tout chemin

v de Q :
“(v) 1 stv=u
u(v) =
0 sinon

Dans ce cas, le support de r € kQ est décrit par :

supp(r) = {u | u*(r) # 0}

Notons que supp(r) = @ < r = 0. Notons également que si Q est fini et sans cycle orienté alors
{u*}u chemin €st la base de Uespace vectoriel (kQ)* duale de la base de kQ formée des chemins de Q.

Afin d’alléger les notations dans les démonstrations nous introduisons la notion de sous-expression.

Définition 2.1.26 Soit Q un carquois et soient r,v’ € ,kQ,. Nous dirons que 1’ est une sous-
expression de r si les conditions suivantes sont satisfaites :

- supp(r’) C supp(r),

- siu € supp(r') alors u*(r) = u*(r').
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n
Remarque 2.1.27 Soient r,r' € ,kQ,. Soit r = Z t; u; une forme normale. Alors v’ est une sous-

=1
expression de r si et seulement si il existe E C {1,...,n} tel que :
’I"/ = th U
icE

Notons deux propriétés utiles relatives a la notion de sous-expression.

Propriété 2.1.28 Soit QQ un carquois, et soitr € ,kQ,. Supposons que r =11 +...+1, avec supp(r;) N
supp(rj) =0 sii# j. Alors :

- supp(r) = supp(r1) U... U supp(ry),

- 1; est une sous-expression de v pour tout i € {1,...,n}.
Preuve : L'égalité r = vy +...+r, entraine supp(r) C supp(r1)U...Usupp(r,). D'autre part, cette derniére

réunion est disjointe par hypothése. Soit u € supp(r1)U...Usupp(ry,). Donc il existe un unique i € {1,...,n}
tel que u € supp(r;). Il vient alors :

u (r)=u"(r) +...+u"(rp) =u"(r;) #0
Ceci démontre que :
- u € supp(r),
- si u € supp(r;) alors u*(r;) = u*(r).

Donc supp(r) = supp(r1) U ... U supp(r,) et r; est une sous-expression de r pour tout ¢ € {1,...,n}. O

Propriété 2.1.29 Soit QQ un carquois. Soit r € ,kQ, et soit v’ une sous-expression de r. Supposons que
r=ri+...+1r, avec supp(r;) Nsupp(r;) =0 sii# j. Supposons également que :

sii€{1,...,n} alors supp(r;) C supp(r’) ou supp(r;) N supp(r') =0

Alors il existe des indices i1, ...,im € {1,...,n} deux & deux distincts et tels que v’ =r; + ...+ 71, .

Uz

Preuve : Pour chaque i € {1,...,n} écrivons une forme normale r; = t;,; uij. Nous avons donc une
Jj=1

forme normale pour 7 :

n ng
r=y Y tig g

i=1 j=1
Puisque r’ est une sous-expression de r, il existe E C {(,7) | i € {1,...,n} et j € {1,...,n;}} tel que:
r= )t uig
(i.4)eE

Ceci entraine en particulier :
supp(r’) = {ui; | (i,7) € E}
Or, sii € {1,...,n} nous avons supp(r;) C supp(r’) ou supp(r;) N supp(r’) = O, donc :

{(,7) [j=1....,n} CEou EN{(i,j) | j=1,...,n} =0
Posons 41,...,4m € {1,...,n} les indices deux a deux distincts tels que :

Nous avons donc ' =r;, + ...+ 71 . O

Rappelons a présent la notion de promenade d'un carquois.

-1

Soit @ un carquois. Pour chaque fleche z = y de @Q nous définissons son inverse formel y —— z de
source s(a™!) =y et de terminus t(a~!) = . Par abus de notation, nous écrirons a! = a pour toute fleche
a € Q1. Etant donnés deux sommets =,y € g, une promenade ~ de () de source = et de terminus y est

une suite o', ..., a5 (n > 0) de fleches et d'inverses formels de fleches tels que :
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-sin=0,alorsz =y,

- s(agiyt) =t(af") pour tout i =0,...,n — 1.

- s(aft) =z et t(a®) = y.
Cette promenade sera notée v = a5 ... a5'. Si n = 0, nous noterons v = e, et cette promenade sera dite
stationnaire en . Les fonctions source et terminus s, ¢ définies sur I'ensemble des chemins sont étendues a
la promenade v en posant s(v) = z et t(y) = y. Enfin, si ¥ = a5 ...a5' est une promenade de ), nous

Y Y Y Y v n 1

noterons v~ ! la promenade définie par : y~1 = v si y et stationnaire, et Y1 = a7 ..., " sinon.

NN

b~ tcta, b lcld 'da et a=td~! sont des promenades de Q.

Exemple 2.1.30 Soit Q le carquois :

Remarque 2.1.31 Les chemins d’un carquois Q sont donc des promenades de Q.

Soit () un carquois et soient v et 7' des promenades de (). La concaténation ~'~y de ~y et de 7/ est définie
lorsque s(v') = t(v) de la fagon suivante :

- 'y =~ (resp. vy = +') lorsque v’ (resp. ) est stationnaire.

I~y — m M En €1 ¢i ~v — En €1 J— m {3
Ay =00 el at siy =l ..oyt ety =0 L B
Si f: Q — @' est un morphisme de carquois et si v est une promenade de @, alors nous définissons la

promenade f(v) par :

flan)™ ... flan)® siy=ar...af

Définition 2.1.32 Un carquois Q est dit connexe si pour tous sommets x,y € Qg il existe une prome-
nade de source x et de terminus y.

Proposition 2.1.33 Soit Q un carquois. Alors la k-catégorie kQ est connexe si et seulement si QQ est
conneze. Si Q est fini alors la k-algébre kQ est connexe si et seulement si ) est connezxe.

2.2 Automorphismes de kQ

Fixons pour cette section un carquois () quelconque. Nous allons nous intéresser aux automorphismes de kQ
dont la restriction a Qg est I'application identité. Rappelons que ces automorphismes forment le sous-groupe
Auto(kQ) de Aut(kQ) :

Auto(kQ) = {¢: kQ = kQ € Aut(kQ) | (Vr € Qo) ¥(v) = x}

Remarque 2.2.1 D’un point de vue plus général, le groupe des automorphismes d’une k-algebre de
dimension finie a déja été étudié, voir par exemple [21], [34], [38] et [37].

Commencons par donner deux Propriétés sur les éléments de Auto(kQ).

Propriété 2.2.2 Supposons que Q est localement fini et n’a pas de cycle orienté. Soit ¢ € Auto(kQ).
Alors p(kQF) = kQ* et Y((kQH)?) = (kQT)?.

Preuve : Soient z,y deux sommets de Q. Comme Q n'a pas de cycle orienté, ,kQ; est de dimension

finie. Soit # — y un chemin non trivial. Puisque @ n'a pas de cycle orienté, x et y sont distincts, donc
Y(u) € kQy = ,kQF. Ceci démontre que ¥( 4kQF) C ,kQF. Or 4kQF est de dimension finie et
Y € Aut(kQ), donc ,kQ; et ( ,kQF) ont la méme dimension. Ceci montre que :

(Vz,y € Qo) ¥(4kQ7) = 4kQy

autrement dit ¢(kQ1) = kQT. D'autre part :
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- p((kQT)?) = Y(kQTEQT) C Y (kQT)Y(RQT) C kQTEQT = (kQT)?,
- pour tous z,y € Qo le k-espace vectoriel ,(kQ™1)2 est de dimension finie,
- pour tous z,y € Qo les espaces ,(kQT)2 et 1(,(kQT)2) ont la méme dimension car ¢ € Aut(kQ).

Donc 9 ((kQ)?) = (kQ™)?. 0

Propriété 2.2.3 Supposons que Q est localement fini et n’a pas de cycle orienté. Soit ¥ € Auto(kQ).
Soient x,y € Qo deuzx sommets distincts de sorte que ,kQ, = ,kQF. Notons E le sous-espace vectoriel
de ykQ. engendré par les fleches v — y de Q et soit v: E — 4kQ, Uinclusion. Nous avons ykQ, =
Eo y(k:Q“‘)i et sip: ykQu — E désigne la projection associée d cette décomposition, alors lapplication
linéaire :
EYS kQ, Y Q. B E
yhlea yhle
est un isomorphisme.

Preuve : Soit = = y € Q. Puisque ¢ € Auto(kQ), il existe r € ,kQ, tel que av = (). Ecrivons

_ +3\2 . " . . . .
r=r1+ryavecr € Eetry e ,(kQ"):. La Propriete 2.2.2 page précédente implique en particulier que
Y(r2) € 4(kQ™)2. Nous avons donc :

¥(r1) +¢(r2)

= u(r1) mod ,(kQT)2

= pu(r1) mod ,(kQT)3
Or pyu(r1) € E, donc a = ppe(ry). Ceci démontre que pie est injective. Puisque E est de dimension finie,
cela démontre également que py est bijective. O

Q
|

Nous allons étudier le groupe Auto(kQ) a I'aide de deux familles d'automorphismes : les transvections et
les dilatations. La terminologie est inspirée des matrices de transvections et des matrices de dilatation. Pour
rappel, étant donné un entier n > 1, une matrice de dilatation est une matrice diagonale inversible de taille
n X n dont tous les coefficients diagonaux sauf éventuellement un sont égaux a 1 :

1

1
D’autre part, une matrice de transvection est une matrice de taille n x n de la forme :
In+XAE;;

ou A € k, ol I,, désigne la matrice identité de taille n et oll F; ; est la matrice carrée n x n dont tous les
coefficients sont nuls sauf le coefficient en ligne 7, colonne j, lequel est égal a 1.
La définition des transvections de kQ utilise la notion de raccourci de (Q que nous introduisons a présent.

2.2.1 Raccourcis et double raccourcis dans un carquois

Nous définissons dans cette sous-Section deux objets combinatoires associés a un carquois : les raccourcis et
les double raccourcis. Les raccourcis ont été introduits dans [4] dans I'étude des algébres schuriennes fortement
simplement connexes.

Définition 2.2.4 (voir [4]) Soit Q un carquois. Un raccourci de Q est un couple (o, u) ot o est une
fleche de Q et u est un chemin de Q, distinct de « et paralléle d o

NN

Les raccourcis de Q sont (a,cb) et (d, fe).

Exemple 2.2.5 Soit Q le carquois :
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Exemple 2.2.6 Soit Q le carquois :

Les raccourcis de Q sont (a, ged), (a,gfed), (a, gb), b cd), (b, fed) et (c, fe).

Définition 2.2.7 Soit Q un carquois. Un double raccourci de Q) est un quadruplet (o, u, 3,v) tel que :

- (o, u) et (B,v) sont des raccourcis de Q,

- la fléche B apparait dans le chemin u (i.e. il existe des chemins uy et ug tels que u = usBuy ).

Exemple 2.2.8 Le carquois de I’Exemple 2.2.5 page précédente n’a pas de double raccourci.

Exemple 2.2.9 Soit Q le carquois :

Les double raccourcis de Q sont (a, ged, ¢, fe), (a,gb,b,cd), (a,gb, b, fed) et (b, cd, e, fe).

Remarque 2.2.10 Soit Q un carquois, alors :

- st a, B sont deux fleches distinctes et paralléles de Q, alors («a, 3, 5, ) est un double raccourci,

< 8l C=ap...a1 est un cycle orienté, alors (aq,aic, aq,arc) est un double raccourci.

Remarque 2.2.11 Soit Q un carquois sans cycle orienté et soit (a,u, 3,v) un double raccourci. Alors
il existe des chemins uy et us (uniques d’aprés la Remarque 2.1.11 page 18) tels que u = usfuy. Afin
d’éviter la multiplication des notations dans la suite, le chemin usvuy sera dit obtenu a partir de u en
remplagant ’occurence de 3 par v. Notons que («, usvuy) est alors un raccourci.

Il nous arrivera dans la suite de considérer des carquois sans double raccourci. Aussi nous donnons une
caractérisation «visuelle» de cette propriété. Nous omettons sa démonstration qui est immédiate.

Proposition 2.2.12 Un carquois @ est sans double raccourci si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées :

- @ na pas de cycle orienté,
- @ na pas de fleches multiples,

- Q n'a aucun sous-carquois Q' de la forme suivante :

ot les lignes pleines sont des fléches et les lignes pointillées sont des chemins (les sommets et les
fléches de ces chemins sont supposés étre des sommets et des fleches de Q' ).
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2.2.2 Transvections et dilatations

Nous pouvons a présent définir les transvections et les dilatations de kQ).

Définition 2.2.13 Une dilatation est un automorphisme D: kQ — kQ tel que D(«a) € k*a pour toute
fleche a € Q1.

Soit (o, u) un raccourci de Q@ et 7 € k. La transvection ¢, - : kQ — kQ associée au triplet (o, u, T)
est l'automorphisme de kQ défini comme suit :

C Yaur(@) =a+Tu,

- Yaur(B) = B pour toute fleche B telle que B # c.
La transvection ., sere dite relative au raccourci (o, u).

Notons que la définition de ¢, ., - est correcte grace a la propriété universelle de k() (voir la Propriété 2.1.17
page 19). De plus, les tansvections et les dilatations sont des éléments de Auto(kQ).

Remarque 2.2.14 L’ensemble des dilatations est un sous-groupe de Auty(kQ).

Définition 2.2.15 Le sous-groupe de Auty(kQ) constitué des dilatations est noté D. Le sous-groupe de
Auto(kQ) engendré par les transvections est noté T .

Commencons par établir quelques propriétés des groupes 7 et D.

Propriété 2.2.16 Si D est une dilatation et si p est une transvection, alors Do D™ est une transvection.
En conséquence, T est stable par conjugaison par les éléments de D.

Preuve : Ecrivons ¢ = @q 4,-. Puisque D est une dilatation, il existe \, u € k* tels que :
D@)=Xa et Diu)=pu

Nous avons alors :

1 1
DD o) = D@(X a) = XD(a +Tu)=a+ %T u
DeD~1(3) = /3 pour toute fleche 8 # «
Donc DD~ = ¢ 4 1. O

Propriété 2.2.17 Supposons que @ n’a pas de cycle orienté. Soient Qg .+ €t Yo, deux transvections.
Alors Yo u,r €t Yo,y commutent et :

. QOOA,U,TQO(X,U,V(O[) =a+TUu+UVo,
- Pau,rPawy(B) =B pour toute fléche B # a.

- _ -1 _
En particulier, o urPauy = Paurtv € oy r = Pou,—7-

Preuve : Puisque Q n’a pas de cycle orienté, la fleche o n"apparait ni dans w ni dans v. Donc :

CaurPoawr(®) = Pau-(d+rvv)=a+Tut+vv

wa,v,u(pam,‘r(a) = (pa/u,z/(a + 7 u) =a+vuv+TUu
D’autre part, si § est une fleche différente de «, alors :

@a,u,r‘pa,v,u(ﬂ) = /8 = @a,v,u‘ﬁo&,u,?’(ﬁ)

La description annoncée de ¢ r¥a,v,s €St donc vérifiée. Les autres assertions sont conséquence directe du
calcul que nous venons de faire. O

Propriété 2.2.18 Soient 9o - €t g, deur transvections. Si (o, u, 5,v) et (5,v, o, u) ne sont pas des
double raccourcis et si a # 3 alors Yo - €t Yg.,,, commutent et :

C PaurPpuv() =a+ T u,
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. @a,u,‘r@ﬁ,v,u(ﬂ) = 6 +v o,
© Pau,rPpew(Y) =7 pour toute fleche v & {a, B}.
Preuve : Ni (a,u,3,v) ni (8,v,,u) n'est un double raccourci, autrement dit :
- la fleche (8 n'apparait pas dans le chemin wu,
- le fleche o n’apparait pas dans le chemin v.

Ceci entraine les égalités suivantes :

Poww(t) =u et paur(v)=v

Nous avons donc (rappelons que 3 # «) :
*PaurPBor() = Paur(@) =a+Tu=psou(a+TU) =0s000aur ()
* PaurPpor(B) = Caur(B+vo)=08+vv=9080,08) = s0rPaur(B)

: ‘Pa,u,f‘PB,v,V('Y) = ‘Poz,un’('Y) == ‘Pﬂ,v,uWa,u,T(’V) pour toute fleche v & {a, 3}.
Ceci démontre la Propriété. O

Propriété 2.2.19 Supposons que Q n’a pas de cycle orienté. Soit («,u, B3,v) un double raccourci. Notons
w le chemin obtenu d partir de u en remplacant ’occurence de 3 parv. Si (o, u, 5,v) # («, 8, B, &) alors :

oo Pau,r = Pou,r Paw,rv PBw,v
En particulier, si Tv # 0, alors ¢o.ur €t ©g,u,, ne commutent pas.

Preuve : Soient uq, us les chemins tels que :
u = ugBui et w = ugvu,

Puisque @ n'a pas de cycle orienté et que (o, u, 8,v) # («, 3, 3, a) nous avons :

- a# B (si a = alors u = ugauy alors que u et « sont paralléles et que @ n'a pas de cycle orienté
donc u = « ce qui est faux),

-« n'apparait ni dans v ni dans w = usvuy,
- (8 n'apparait ni dans u1, ni dans usg, ni dans u.
Nous avons donc :
C PR rPanur (@) =pgep(@+TU)=a+Tu+ TV W,
© P Paur(B) = puw(B) =B+v o0,
© v Paur(y) = pour toute fleche v & {a, 5}.
D’autre part :
* Payu,rPasw, P (Q) = PaurPawr (@) =a+Tu+ TV W,
* PaurPawrPBow(B) = PaurPawr(B+V0) = aur(B+rvv)=LF+v0,
© PaurPow,rPswy (Y) =y pour toute fleche v & {«, 8}.
Nous avons donc bien |'égalité annoncée. O

Propriété 2.2.20 Soient o # [ deux fleches paralléles et soient T,v des scalaires non nuls. Alors pq g+
et ©g,a,, NE commutent pas.

Preuve : Nous avons :

* PaprPpav(@) =a+T B
C PpavPapr(e) =(1+T1V)a+T B O

Propriété 2.2.21 Supposons que Q n’a pas de cycle orienté. Soient v, €t pg.4,, deux transvections
avec T # 0 et v # 0. Si ces deux transvections commutent alors :

- (a,u, B,v) nlest pas un double raccourci,
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- (B, v, a,u) nlest pas un double raccourci,
© Payu,r €t pg . commutent pour tous ' € k et V' € k.

Preuve : C'est une conséquence directe da la Propriété 2.2.17 page 25, de la Propriété 2.2.18 page 25, de la
Propriété 2.2.19 page précédente et de la Propriété 2.2.20 page ci-contre. (]

La Propriété 2.2.21 page précédente fournit en particulier une autre caractérisation du fait que @) n'a pas
de double raccourci.

Proposition 2.2.22 Un carquois n’a pas de double raccourci si et seulement si :
- il n’a pas de cycle orienté,
- deux transvections quelconques commutent.
Preuve : Si () n'a pas de double raccourci, alors @ n'a pas de cycle orienté d’aprés la Remarque 2.2.10 page 24,

en outre les transvections commutent deux a deux d'aprés la Propriété 2.2.17 page 25 et la Propriété 2.2.18
page 25. La réciproque est une conséquence directe de la Propriété 2.2.21 page précédente O

2.2.3 Tout automorphisme est produit de dilatations et de transvections

Dans cette sous-Section nous allons démontrer le résultat principal de la présente Section. Avant d’énoncer
ce résultat, nous rappelons un résultat classique d'algebre linéaire qui sera utile pour sa démonstration.

Proposition 2.2.23 (voir [26, Chap XIII, §9]) Soit n > 1 et soit A € GLp(k). Alors il existe des
matrices de transvection T4, ..., T, telles que Ty ... T, A est diagonale.

Proposition 2.2.24 Soit Q un carquois localement fini et sans cycle orienté. Supposons que Q n'a qu’un
nombre fini de raccourcis (par exemple : Q est fini et sans cycle orienté). Alors le groupe Auto(kQ) est
engendré par T UD. En particulier Auty(kQ) = DT =TD.

Preuve : Puisque D normalise 7 (d'apres la Propriété 2.2.16 page 25), les deux ensembles D7 et 7D sont
des sous-groupes de Auto(kQ) et DT = TD. Nous n'avons donc qu'a démontrer que Auty(kQ) = TD.
Remarquons que si ¢ € Auto(kQ) et si « est une fleche de @ telle qu'il n'existe pas de raccourci de @ de
la forme (o, u) (i.e. relatif a la fleche ), alors ¢(a) € k*a. Puisque @ n'a qu'un nombre fini de raccourcis,
nous disposons donc, pour chaque ¥ € Auty(kQ), d'un entier bien défini :

n(y) = Card({a € Q1 | Y(a) € k™a})
Ainsi :
YveDen) =0

Nous allons démontrer, par récurrence sur n > 0, I'assertion suivante que nous noterons H,, :
«Si v € Auto(kQ) vérifie n(v) < n, alors il existe p € T tel que 1) € Dy

Cela montrera bien que Auto(kQ) = TD. L'assertion Hy est vraie puisque : ¢ € D < n(y) = 0. Soit n > 1,
supposons que H,,_1 est vraie et soit ¥ € Auto(kQ) tel que n(y)) = n. En particulier il existe une fleche

z 25 y de Q telle que Y(ay) € k*ayq. Soient a, ..., aq les fleches de @ de source x et de terminus y. Pour
poursuivre nous aurons besoin du Lemme qui suit.

Lemme 2.2.25 [] existe ¢ € T tel que :

() € k*a+ ,(kQT)2 pour toute fléche = y € Q,

- si o € Q1 nlest pas paralléle d oy et vérifie Y(a) € k*a, alors pip(a) € k*a.
Preuve : Adoptons les notations de la Propriété 2.2.3 page 23. Nous avons donc :

- E=Vect(aq,...,aq),

- ykQe =E & 4(kQT)Z,

c vt B — ykQ, linclusion,

- p: ykQ, — E la projection associée a la décomposition ,kQ, = E® ,(kQ™)2.
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D’apres la Propriété 2.2.3 page 23, |'application linéaire :
FPES kQr L kQ. B E

est un isomorphisme. La matrice de f dans la base (ay, ..., aq) de E est donc une matrice de GL4(k). D'apres
la Proposition 2.2.23 page précédente, il existe des applications linéaires f1,..., f,. vérifiant les conditions
suivantes :

- f1. frf(a;) € K*a; pour tout i € {1,...,d},
- pour tout j € {1,...,r} il existe deux fleches distinctes «;; et oy, ainsi qu'un scalaire v; tels que :
. ai,—|—yj Q. Siizij
(V’Le {17,d}) fj(ai) = ’ J .
a; sinon
Pour chaque j € {1,...,7} posons :

w; = Soozij S5V
Posons ¢ = ¢1 ..., € T. Soit i € {1,...,d}. Nous avons donc :
Y(ai) = Yu(a)

pye(eq) mod ,(kQT)2
flai) mod ,(kQT)3

De plus la définition des transvections ¢, ..., @, entraine :
oflai) = w100 f(ai)
= fi-- frf(a)

e k*oy

Enfin, ¢( ,(kQT)2) C ,(kQT)2 d'aprés la Propriété 2.2.2 page 22, donc :

e(a;) € K a; + 4 (kQT)2

Soit a présent a € @1 une fléche non paralléle 3 a; (donc distincte de ay, ..., a4) et telle que ¥(a) € k*a.
Alors p;(a)) = a pour tout i, puis ¢(a) = « et enfin :

eyY(a) € k*a
Ceci achéve la démonstration du Lemme. |

Le Lemme 2.2.25 page précédente fournit donc I'existence de ¢ € 7 tel que, en posant ;1 = @11, nous
avons :

(i) ¥1(a) € k*a+ ,(kQ)2 pour toute fleche = y € Q,
(71) si @ € Q1 n'est pas paralléle a a; et vérifie () € k*a, alors ¥4 (a) € k*a.
Pour chaque i € {1,...,d} nous avons donc une forme normale :

ng
Yi(a) = A a; + ZTi,j Ui,j
j=1
ol \; € k* et ol u;1,...,Uy, sont des chemins de longueur au moins 2 de source z et de terminus y. Pour
ie{l,...,d} et je{l,...,n;} posons :

Pig = (pauui,jﬁ T;’:"

i

Pour (i,7) # (i, '), le quadruplet (o, w; j, s, ui i) n'est pas un double raccourci car : @ n'a pas de cycle
orienté, o; et o sont paralléles et u; ; est de longueur au moins 2. Pour cette raison les transvections ¢; ;

(ie{l,...,d} et j €{1,...,n;}) commutent deux a deux. Posons alors :
d mn;
w2 =[] %is
i=1j=1

Pour o € 1 nous avons donc :
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- i,j(a) = « pour tous i, j puis pa(a) = a pour toute fleche o non paralléle a oy,

alo) =t 3 -t w
i=
En particulier pa(u; ;) = u; ; pour tous ¢,j (en effet, nous avons vu plus haut qu'aucune des fleches ay
n'apparait dans u; ;). Ces égalités nous donnent donc :
(731) @atp1 (o) =P(a) si @ € Q1 n'est pas paralléle 3 a; (i.e. o & {a1,...,aq4}),
(1v) a1 () = A o pour tout i € {1,...,d}.
Posons 1y = pa1)1, les points (i) — (iv) entrainent donc :
(v) o) € k*ay; pour tout i € {1,...,d},
(vi) si € Q1 n'est pas parallele a ay et si ¢¥(a) € k¥, alors 92(a) € k* .

Etant donné que ¥ (1) € k*a1, les points (v) et (vi) entrainent :
n(y2) < n(y) =n
L'hypothese de récurrence H,,_1 s'applique donc a 1) :
il existe w3 € T tel que w31y € D

Ainsi w301 € T vérifie p3pap11) € D. L'assertion H,, est donc démontrée. Nous avons donc montré que
H,, est vraie pour tout n > 0. Ceci montre que Auto(kQ) = TD. |

Remarque 2.2.26 Etant donné ¢ € Auty(kQ) il existe donc, d’aprés la Proposition 2.2.24 page 27, des

transvections o1, ..., @, ainsi qu’une dilatation D vérifiant :
Y=Dop1...0n

Il existe également des transvections ¢4, ..., ¢, vérifiant :
Y=¢1...onD

Remarque 2.2.27 [l est naturel de se demander si [’énoncé de la Proposition 2.2.24 page 27 peut étre
renforcé : est-ce que Auty(kQ) est le produit semi-direct T x D ¢ La réponse est non dans le cas général.
En effet supposons que Q est le carquois de Kronecker 1 = 2 et soient «, 3 les deuz fleches de Q. Une
vérification immédiate montre que Auty(kQ) est naturellement isomorphe o GLa(k). En particulier, si

nous posons Y = Yg.a,-29a.5, - 198,a,1¥a,8,1 alors :

Yo)=2a e G(B)=

Ainsi ¢ € T N'D. Donc Auto(kQ) n'est pas le produit semi-direct T x D dans ce cas. En revanche, si Q
est un carquois localement fini, sans cycle orienté, avec un nombre fini de raccourcis (en particulier, si
Q est fini et sans cycle orienté) et si Q n’a pas de fléches multiples, alors DNT = {Idyg} et Auty(kQ)
est le produit semi-direct T x D.

2.3 Carquois liés et présentations admissibles

Définition 2.3.1 Soit Q un carquois localement fini. Un idéal admissible de kQ est un idéal I de la
k-catégorie kQ vérifiant les propriétés suivantes :
- I C(kQ™M)2.
- pour tout sommet x € Qq il existe un entier ny tel que ,(kQT)2s C I, et I(kQ*)Z* C I, pour
tout y € Cy.

Remarque 2.3.2 Soit Q un carquois fini et I un idéal de kQ. Alors I est admissible si et seulement si
il existe un entier n > 2 tel que (kQT)" C I C (kQ1)2.

Définition 2.3.3 Un carquois lié est un couple (Q,I) ot Q est un carquois localement fini et I un idéal
admissible de kQ. Un élément v € I, sera alors appelé une relation de I.
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Les relations de la forme u ot w est un chemin seront dites relations monomiales.

Définition 2.3.4 Un idéal admissible I de kQ est dit monomial si il est engendré par un ensemble de
chemins.

Remarque 2.3.5 Dans la suite nous attribuerons au carquois lié (Q,I) les propriétés satisfaites par Q
(e.g. connexité, sans double raccourci, sans cycle orienté...).

Parmi les relations de I nous distinguons les relations minimales introduites par J. A. de la Pefia et
R. Martinez-Villa dans [29].

Définition 2.3.6 (voir [29]) Soit (Q, I) un carquois lié. Considérons kQ comme une k-algébre associative
non unitaire et I comme un idéal de kQ. Soit r € I. Alors r sera dite relation minimale si et seulement
si les conditions suivantes sont satisfaites :

A 7& 07
- sir=11+719 oury,ro €I sont a support disjoints, alors r =11 our = 1.
Selon la Définition 2.3.6, une relation minimale est en particulier une combinaison linéaire de chemins.

Vérifions que I'appellation «relation minimale» est cohérente avec |'appellation «relation», c'est a dire qu’'une
relation minimale est une combinaison linéaire de chemins paralléles.

Propriété 2.3.7 Soit (Q,I) un carquois lié et r une relation minimale de I. Alors il existe x,y € Qo
tels quer € 1.

Preuve : Nous considérons ici k) comme une k-algebre non unitaire et I comme un idéal de kQ. Ecrivons r

sous forme normale :
n
r= E )\7, U;
i=1

Posons = = s(uy) et y = t(uy). Posons également :
E={ie{l,....;n}|s(w)=zett(w)=y} et F={l,...,n}\E

Notons 1 = > A; u; et 79 =7 —71. Ainsi :
i€E
cri=eyre€letrg=r—rcl,
- supp(r1) = {u; | i € E} et supp(ra) ={u; | i € F}.
En particulier supp(r1)Nsupp(r2) = 0 et la minimalité de r implique 71 = 0 ou 5 = 0. Puisque u; € supp(r1),
nous avons 71 # 0 puis 7o = 0. De cette facon r =11 € ,I,. O

Remarque 2.3.8 Au sens de la Définition 2.3.3 page précédente, une relation minimale est donc une
relation.

La définition que nous prenons ici pour la notion de relation minimale est un peu différente de celle introduite
dans [29] puisqu'une relation monomiale est une relation minimale. Cette différence n'a aucune incidence sur
I'utilisation des résultats de [29], en outre elle permet d'alléger le texte comme dans la Proposition suivante
bien connue.

Proposition 2.3.9 Soit (Q,I) un carquois lié. Alors toute relation de I peut s’écrire comme somme de
relations minimales de I & supports deuzr a deux disjoints.

Preuve : Supposons que la conclusion de la Proposition est fausse. Il existe donc une relation r € I, qui
ne peut pas s'écrire comme somme de relations minimales a supports deux a deux disjoints, et nous pouvons
supposer que Card(supp(r)) est minimal pour cette propriété. En particulier r # 0 et 7 n’est pas une relation
minimale. Il existe donc r{,72 € I, des relations telles que :

Ty tre=r,

- T 7é O, T2 7é O,
- supp(r1) N supp(ry) = 0.
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Ces trois conditions entrafnent en particulier que supp(r) = supp(r1) Usupp(rs) et supp(r1) # 0, supp(rs) #
(. La minimalité de Card(supp(r)) implique donc que r; et o s'écrivent tous deux comme sommes de re-
lations minimales a supports deux a deux disjoints. Il en résulte que r = r1 + ro est également une somme
de relations minimales a supports deux a deux disjoints. Cette contradiction montre que la conclusion de la
Proposition est vraie. O

Définition 2.3.10 Soient (Q,I) et (Q',I') deux carquois liés. Un morphisme de carquois liés f: (Q,I) —
(Q',I') est un morphisme de carquois f: Q — Q' tel que f(I)C T'.

Si (Q,I) est un carquois lié, 1g: Q@ — Q est un morphisme de carquois liés (Q,I) — (Q,I), il sera noté
1(@.r) (le morphisme identité de (Q, I)). Nous obtenons ainsi la catégorie des carquois liés :

- les objets sont les carquois liés,
- les morphismes sont les morphismes de carquois liés,
- la composition est induite par la composition des morphismes de carquois.
En particulier, nous noterons Aut(Q,I) le groupe des automorphismes du carquois lié (@, ). Nous avons

d :
one Aut(Q, 1) ={f: (Q,I) = (Q,I)| f:Q — Q est un isomorphisme et
fI) =1}

Si (@, 1) est un carquois lié et si f: kQ — C est un morphisme de k-catégories (ou de k-algebres) tel que
I C Ker(f), nous noterons f: kQ/I — C le morphisme induit par f. En particulier, si f: (Q,I) — (Q',I')
est un morphisme de carquois liés, nous noterons f: kQ/I — kQ’/I' le morphisme de k-catégories induit par

f.

Définition 2.3.11 (voir [9] ou [6]) Soit A une k-algébre de dimension finie. Une présentation admis-
sible de A est un morphisme surjectif de k-algébres p: kQ — A tel que (Q, Ker(u)) est un carquois lié
fini.

Soit C une k-catégorie. Une présentation admissible de C est un morphisme de k-catégories pi: kQ — C
qui est plein, établit une bijection Qo — Co, et tel que (Q, Ker(u)) est un carquois lié.

Remarque 2.3.12 Une présentation admissible kQ — A de noyau I sera parfois notée kQ/I ~ A
lorsque nous ne nous intéresserons qu’au carquois lié (Q,I) (et pas au morphisme surjectif kQ — A).

Avec les notations de la Définition 2.3.11, nous dirons que (Q,I) présente A (resp. C). L'intérét de
I'utilisation d’un idéal admissible est donné par la Proposition suivante due a P. Gabriel.

Proposition 2.3.13 (voir [9]) Soit A une k-algébre de dimension finie et basique (resp. C une k-catégorie
localement bornée). Alors A (resp. C) admet des présentations admissibles et le carquois de toute présen-
tation admissible est le carquois ordinaire de A (resp. C).

Remarque 2.3.14 Soit C une k-catégorie localement bornée de carquois ordinaire Q. Nous rappelons ici
comment obtenir une présentation admissible de C. Supposons donnés, pour tous x,y € Qq, des éléments
yuél), ce yuéy"”) € 4RC, dont les images dans (RC/RQC)w constituent une base de (RC/RQC)w.
Alors le carquois QQ a evactement yn, fléches de source x et de terminus y. De plus, tout morphisme
v: kQ — C établissant, pour tous x,y € Qqo, une bijection de l’ensemble des fleches de Q de source x et

de terminus y vers l’ensemble { yug}), ceey yuéyn”)} est une présentation admissible.

Remarque 2.3.15 Si A est une k-algébre de dimension finie et basique et si v: kQ — A est une présen-
tation admissible, alors {v(esz)}zeq, est un systéme complet d’idempotents primitifs deux ¢ deuz orthogo-
nauz. Ce systéme fait de A une k-catégorie et v: kQ — A est une présentation admissible de k-catégorie.
La présentation v sera alors dite présentation relative au systéme {v(e;)}zecq,. Rappelons que d’aprés
la Proposition 1.2.3 page 13, deuz choixz de systémes complets d’idempotents primitifs deux & deux or-
thogonaux de A définissent deux k-catégories isomorphes. En particulier, deux systémes définissent des
k-catégories ayant les mémes présentations. Pour cette raison, lorsqu’il nous arrivera de considérer une
k-algébre de dimension finie et basique A, il sera sous-entendu (sauf mention expresse du contraire) que
nous choisissons en méme temps un systéme complet {e;}rcq, d’idempotents primitifs deux & deux ortho-
gonauz. En particulier, lorsque nous étudierons une présentation admissible v: kQ — A il sera toujours
sous-entendu que v(ey) = ey pour tout x € Qo (i.e. que v est relative au systéme {ey}zeq, )-
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Définition 2.3.16 Une k-algébre A de dimension finie est monomdiale si et seulement si il existe une
présentation admissible kQ/I ~ A telle que I est monomial (voir la Définition 2.3.4 page 30).

L'exemple bien connu qui suit montre qu'une algebre peut avoir des présentations par des carquois liés
distincts.

Exemple 2.3.17 Soit A =kQ/I ou Q est le carquois :

N
a d
et I =< da >. Notons v: kQ — kQ/I = A la surjection canonique. Ainsi A est monomiale, v est une

présentation admissible monomiale et nous disposons d’une présentation admissible p: kQ — A définie
par :

o) = via)+v(ch) sia=a
) {um) siaeQi\{a)

cette présentation est de noyau J =< da — dcb >.

Une k-algébre de dimension finie peut avoir des présentations admissibles par des carquois liés distincts.
Néanmoins celles-ci ne sont pas indépendantes comme le montre la Proposition suivante.

Proposition 2.3.18 Soit A une k-algébre de dimension finie basique et triangulaire. Soient v: kQ — A
et pu: kQ — A deuz présentations admissibles. Posons I = Ker(v) et J = Ker(u). Alors il existe
¥ € Auto(kQ) tel que (I) = J et tel que le diagramme ci-dessous commute :

Q) —' -~ kQ

o

kQ/I % kQ/J
et ou les fleches verticales sont les morphismes naturels.

Preuve : Notons p: kQ — kQ/I et q: kQ — kQ/J les surjections naturelles et notons § = ji~'v: kQ/I —
kQ/J de sorte que 6 est un isomorphisme de k-catégories vérifiant 6(x) = x pour tout x € Qg (voir la
Remarque 2.3.15 page précédente). Puisque ¢ est surjectif, nous avons :

(Vo =y € Q1) (F(a) € ykQa) q(v(@)) = 0(p(a)) (4)

Nous disposons ainsi d'un morphisme de k-catégories ¢: kQ — kQ tel que () = x pour tout & € Qq et la
propriété (i) ci-dessus nous assure que le diagramme suivant est commutatif :

EQ —Y = kQ

Pi iq
kQ/T —>kQ/J
Montrons que 1 est un isomorphisme de k-algebres. Puisque 6 et p sont surjectifs, il vient :
(Vu € kQ) (v € kQ) a(u) = 6(p(v)) = q((v))
Etant donné que J = Ker(q) est admissible, nous obtenons :
(Vu € kQ) (v € kQ) u—1(v) € J C (kQ)?

Ceci montre que :
kQ C ¥(kQ) + (kQT)?

Donc, aprés une récurrence immédiate :

(Vn>1) kQ CY(kQ) + (kQT)*"
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Puisque @ est fini et n'a pas de cycle orienté, la longueur des chemins de (Q est bornée, donc il existe n > 1
tel que (kQ1)?" = 0. Donc kQ C ¥(kQ). Ainsi 1: kQ — kQ est un morphisme surjectif d'algébres, c’est
donc un isomorphisme pour raison de dimension. Donc ¢ € Auty(kQ). Nous disposons donc d'un diagramme
commutatif d'espaces vectoriels :

P

0 I kQ kQ/1 0
.
0 J kQ —> kQ/J 0
ou les lignes sont exactes et les fleches verticales sont des isomorphismes. Donc ¢(I) = J. O

Remarque 2.3.19 FEn utilisant la Proposition 2.3.18 page ci-contre et la Remarque 2.2.26 page 29 nous
en déduisons que si A est une k-algébre de dimension finie basique et triangulaire, si kQ/I ~ A et
kQ/J ~ A sont deux présentations admissibles, alors il existe une dilatation D ainsi que des transvections
©1,- .-, pn telles que J = Doy, ... o1(I). Il existe également des transvections ¢, ..., ¢l telles que J =

P D(D).



Chapitre 3

Combinatoire sur les chemins d’un
carquois

Dans le Chapitre 4 nous allons comparer les groupes fondamentaux associés a diverses présentations d'une
k-algebre de dimension finie et basique. Les méthodes que nous allons utiliser seront simples d'un point de vue
conceptuel. En contrepartie les démonstrations seront techniques. La plupart de celles-ci sont basées sur un
procédé de récurrence et ces récurrences se feront sur un ensemble de chemins d'un carquois (ou un ensemble
de couples de chemins, ou un ensemble de raccourcis). De ce fait nous aurons besoin d'ordonner les chemins
(ou les couples de chemins, ou les raccourcis) et afin d'alléger les preuves dans le Chapitre prochain, il est
judicieux de traiter cette question a part. Le présent Chapitre est consacré a la définition de ces ordres, a leurs
propriétés ainsi qu'a certaines de leurs conséquences.

Dans tout ce Chapitre () désignera un carquois fini et sans cycle orienté.

3.1 Dérivation des chemins

3.1.1 Définition et premieres propriétés
La notion de raccourci permet de définir celle de dérivation d'un chemin. Cette derniére est utile pour

alléger les démonstrations.

Définition 3.1.1 Soit QQ un carquois. Soient u = v, ... a1 et v deux chemins de Q.
Nous dirons que v est dérivé d’ordre 1 de u si il existe it € {1,...,n} ainsi qu’un raccourci (o, u)
tel que :
V=0p...0541U0G;_1...01

Plus généralement, si m > 2, nous dirons que v est dérivé d’ordre m de u si il existe m indices
1<i1 < ... <y < 1 ainsi que des raccourcis (o, ,uy), ..., (ay, ,Um) tels que v est obtenu a partir de u
) \ - .
en remplagant l’occurence de la fleche o, par u; pour tout j € {1,...,m} :

V=0p...04 +1UnQ;G,, —1... OlijJrlUjOzi_j,l QG UG 1 - O
Si il existe un entier m > 1 tel que v est dérivé de uw d’ordre m, nous dirons que v est dérivé de u.

Remarque 3.1.2 Siv est dérivé d’ordre m de u, alors il existe une suite de chemins vy, v1, ..., U, telle
que vo = u, Uy, = et telle que vi41 est dérivé d’ordre 1 de v; pour tout i € {0,...,m — 1}.

Voyons a présent quelques propriétés liées a la dérivation des chemins, rappelons que @) n'a pas de cycle
orienté.

Propriété 3.1.3 Siu,v sont deux chemins tels que v est dérivé d’ordre | et dérivé d’ordre I’ de u, alors
=1.

Preuve : Ecrivons u: £g — 27 — ... — Tp_1 —= x,,. Donc il existe :

- desindices 1 < i1 < ... <1 < n,

34
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- desindices 1 < j; < ... <jr < n.

ainsi que des raccourcis :

(@i, v1), ..., (g, vr),
(ajuwl)a ) (ajz/awl’)'
tels que :

V=0p...04; 410104 -1 ...04;+1V1QG; 1 ...071

V=0n... ajl,Jrl’LUl/OéjL,,l cee QG WG 1 ... (0
Notons que dans les deux écritures ci-dessus v est écrit comme une concaténation de chemins :

V=Cp...C1

/

_ /
V=1Cp,...C

ol ¢; (resp. ¢}) est un chemin de source z;_1 et de terminus x; pour tout i € {1,...,n}. Plus précisément :
s, =vgpourt e {l,....l} et c;=qa; pourie{l,... n}\{i1,..., i},
/

<, =wy pourt € {1,...,1'} et ¢f = a; pour i € {1,...,n}\{j1,...,jr}.

Puisque @ n’a pas de cycle orienté, ¢; = ¢ pour tout i € {1,...,n}. Par ailleurs, les couples (a;,,v;) et
(ay,,w;) sont des raccourcis, donc :

=1, i1=71,...,5p = Ji et v;, =w;, pour tout t

En particulier, [ =1’ O

Propriété 3.1.4 Si v est dérivé d’ordre | de u et si w est dérivé de v, alors w est dérivé de u d’ordre
au moins l.

Preuve : D'apres la Remarque 3.1.2 page ci-contre, il existe une suite de chemins wg = v,...,w,, = w telle
que w;41 est dérivé d'ordre 1 de w;. Il suffit donc de démontrer la Propriété lorsque w est un dérivé d'ordre 1
de v, ce que nous supposons désormais.

Ecrivons v = «,, . .. 1. |l existe donc :

- desindices 1 < i1 < ... <1 < n,
- des raccourcis (v, v1),- ., (4, V1),

tels que v est obtenu a partir de u en remplacant 'occurence de la fleche «;; par le chemin v; pour chaque
Jje{l,... 1}

V=0p...045 4101041 ... aij+1vjaij,1 QG110 -1 .. O
Puisque w est dérivé d'ordre 1 de v, I'une des deux situations suivantes est satisfaite :

il existe 49 € {1,...,n}\{i1,...,4;} ainsi qu'un raccourci (ay,, c) tel que w est obtenu a partir de v en
remplagant |'occurence de a;, par c.

il existe j € {1,...,1}, il existe une décomposition v; = wyfws, avec B € Q1, ainsi qu'un raccourci (3, c)
tels que w est obtenu a partir de v en remplacant I'occurence de 3 par c. En particulier, (a;,, wacw;)
est un raccourci.

Ces deux situations impliquent respectivement :

- w est obtenu a partir de u en remplacant I'occurence de la fleche «;, par c et celle de la fleche «;, par
v pour tout ¢t € {1,...,1}. Ainsi w est dérivé d'ordre [ + 1 de w.

- w est obtenu a partir de u en remplagant I'occurence de la fleche c;; par wacw; et I'occurence de la
fleche oy, par vt, pour tout t € {1,...,I1}\{j}. En particulier, w est dérivé d'ordre [ de u.

Remarque 3.1.5 D’aprés les Propriétés 3.1.3 page précédente et 3.1.4, st u,v,w sont des chemins tels
que :

- v est dérivé de u,
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- w est dérivé de v,
- w est dérivé d’ordre 1 de u.

Alors v est dérivé d’ordre 1 de u.

Notons que I'exemple ci-aprés montre que I'inégalité fournie par la Propriété 3.1.4 page précédente peut
étre une égalité.

Exemple 3.1.6 Soit (a,u, 3,v) un double raccourci et soit w le chemin obtenu a partir de u en rempla-
cant l’occurence de B par v. Alors :

- u est dérivé d’ordre 1 de a,
- w est dérivé d’ordre 1 de u,

- w est dérivé d’ordre 1 de o.

La Propriété 3.1.4 page précédente implique en particulier :

Propriété 3.1.7 La relation «étre dérivé dey est une relation transitive.

3.1.2 Application : description du support de I'image d’un chemin par un
automorphisme

Voyons dans cette sous-Section quelques exemples d'utilisation de la notion de dérivation des chemins. Les
résultats que nous allons établir seront utiles par la suite.
Supposons dans cette sous-Section que () est un carquois sans cycle orienté et sans fleches multiples. Le

fil directeur des résultats qui vont suivre est le suivant :

étant donnés deux chemins u,v de @), étant donné ) € T, existe-t-il un critére pour montrer que
v € supp(v(u)) et si c'est le cas est-il possible de calculer le coefficient avec lequel v apparait dans ¢ (u) ?

Notons que I'hypothése faite sur (Q permet de démontrer le résultat suivant :

Propriété 3.1.8 Soit v € T. Soit a € Q1. Alors ¥(a) = a4+ 1 ot r est une combinaison linéaire de
chemins paralléles a o et de longueur au moins 2.

Preuve : Soit = 2> Yy € Q1. Soit ¢ = @4 4, Une transvection. Puisque () n'a pas de fleches multiples, u est
un chemin de longueur au moins 2. Donc ¢(8) € B+ ,(kQT)2 d'aprés la définition de . D’autre part, la
Propriété 2.2.2 page 22 nous donne ( ,(kQ1)2) = ,(kQ™)2. Donc :

p(B+ y(kQT)I) C B+ 4 (kQT)3
Donc, si 1) est un produit de transvections, nous avons :
V(B+ y(BQT)Z) C B+ y(hQT):

Donc ¢(8) = B+ r ol r est une combinaison linéaire de chemins de longueur au moins 2. |

L'exemple suivant montre qu'il n’est pas possible de supprimer I'hypothése sur les fleches multiples.
Exemple 3.1.9 Soit Q le carquois 1 = 2 et soient «, (8 les deux fleches de Q. Alors :

Pa,p,—1 PBa1Pap1(0) =2 a
Remarquons que Auto(kQ) est isomorphe ¢ GLy(k).

Commencons par décrire le support supp(w(u)) (¥ € T et w un chemin) a partir de la donnée du support
de ¥ () lorsque « est une fleche quelconque.

Propriété 3.1.10 Soit ¢ € T et soit u = ay, ... a1 un chemin. Soit, pour chaque i, une forme normale

my
Y(ou) = a; + > Aij Ui ou chaque w; ; est un chemin paralléle & «; et de longueur au moins 2 (voir la
j=1
Propriété 3.1.8). Alors le support de ¥ (u) est l’ensemble des chemins décrit de la maniére qui suit. Pour
tout r € {0,...,n} soient :
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1< << <,
- qie{l,...,my} pour chaque l € {1,...,r},
le support de (r) contient le chemin obtenu d partir de uw en remplagant, pour chaque | € {1,...,r},
Uoccurence de chaque fléche oy, par le chemin u;, j, :
Op oo QG 41 WG, 5, O 1+ o Ol 1 Wy 5, Oy 1 e e Qg 41 UGy gy Qi —1 -+ - (V]

en outre le coefficient de ce chemin dans (u) est :

A .. )\iij

11,71

En particulier, y(u) —u est une combinaison linéaire de chemins dérivés de u et de longueur strictement
plus grande que celle de u.

Preuve : Nous avons :

My, mi
¢(U) = ’(/J(Oén) .. .w(al) = | Qp + Z )\n] umj ...... (651 + Z)\Lj ul)j
j=1 Jj=1
En développant ce produit nous obtenons la description annoncée. O

Remarquons que la Propriété 3.1.10 page précédente admet le raffinement suivant. Ce dernier nous sera
utile par la suite :

Propriété 3.1.11 Soient uy,us,us des chemins tels que us et uz sont tous deux dérivés de uy (par
exemple ug, us € supp(¥(u1))\{ui} avec ¥ € T ) et vérifiant les conditions suivantes :

- ug est dérivé d’ordre 1 de uq,
- ug est dérivé de us.

Alors il existe des chemins u',u”,0" ainsi qu’un raccourci (o, 8) tels que :
u =u" o, uy =u'0u et us =u'0'vu
et tels que 0" est dérivé de 0.

Preuve : Puisque u3 est dérivé d'ordre 1 de uy, que ug est dérivé de uy et que us est dérivé de uq, la
Remarque 3.1.5 page 35 implique que us est dérivé d’ordre 1 de u;.
Ecrivons alors u; = «, ... a7 donc il existe :

-i,7€{1,...,n},
- deux raccourcis (o, 0) et (o, 8'),

tels que :
/
U2 = 0y ... Oéi+100ti_1 ..o et uz =y .. .Oéj+10 Qj_1...071

Puisque ) n'a pas de cycle orienté et puisque u3 est dérivé de uy nous avons nécessairement 7 = j et 6 est
dérivé de 0. Le raccourci («;, 0) ainsi que les chemins ' = a;—1...a1, v’ = a, ... ;41 et €' conviennent
donc. |

La description du support de ¢ (u) (lorsque 1 € T et u est un chemin) nous permet, étant donné r € kQ,
d'exhiber des sous-expressions de r a partir de sous-expressions de ¥ (). Les deux résultats qui suivent illustrent
notre propos. Rappelons que @ est un carquois fini, sans cycle orienté et sans fleches multiples.

Proposition 3.1.12 Soit ¢ € T, soit r € ,kQ, et soit r' une sous-expression de 1(r). Notons ~ la
relation d’équivalence sur l’ensemble des chemins de ) engendrée par :

v € supp(¥(u)) = u~v
Supposons que pour tous u,v € supp(¥(r)) vérifiant u ~ v, nous ayons :
u € supp(r') & v € supp(r’)

Alors 9p=1(1") est une sous-expression de r.
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Preuve : Nous noterons ~' la relation d'équivalence induite par ~ sur I'ensemble supp(r) :
(Vu,v € supp(r)) u~'v&u~wv
Ainsi le support de r s'écrit
supp(r) =ci U...Ucy

comme réunion disjointe des ~'-orbites de supp(r). Nous disposons donc de sous-expressions 71, ...,7r, der
telles que :
r=ry+...+r, et supp(r;) = ¢; pour tout i € {1,...,n}

En particulier, supp(r;) N supp(r;) = 0 si i # j. Ecrivons chaque r; sous forme normale :

n;
=y tig g
i=1

Cela nous donne donc une forme normale pour 7 :

n n;g

i=1 j=1
Nous avons donc :
() =Y(r) +...+Y(rn) =ri+... 41,

En notant 7} = 4(r;), pour tout i € {1,...,n}.
e Soit i € {1,...,n} et soient u,v € supp(r;). Donc il existe v',v" € supp(r;) tels que u € supp(yp(u'))
et v € supp(yp(v')). Donc :

- u~u caru € supp(y(u')),
- v~ carv € supp(yp(v')),
s~ (e w = 0" car W/ 0" € supp(r;) = ¢;.
Nous obtenons ainsi :
u,v € supp(ri) = u~v (4)
e Soient i,j € {1,...,n} et montrons que si i # j alors supp(r;) N supp(r};) = 0.
Si v € supp(r;) N supp(r’), alors il existe :
- u € supp(r;) = ¢; C supp(r) tel que v € supp(y(u)) (et donc v ~ u),
- u € supp(rj) = ¢; C supp(r) tel que v € supp((v')) (et donc v ~ u').
Ainsi u >~ v >~ v/, avec u, v’ € supp(r). Donc u ~ u’ avec u € supp(r;) = ¢; et v’ € supp(r;) = ¢;. Puisque
¢i,c; sont des orbites de supp(r) pour =’ cela implique ¢ = j. Donc :

i # j = supp(ry) N supp(rf) =0 (i)
e Puisque ¢(r) =r} + ...+ ), l'implication (i7) et la Propriété 2.1.28 page 21 impliquent :
7} est une sous-expression de () pour tout i € {1,...,n}.

e Soit i € {1,...,n} tel que supp(r;) Nsupp(r’) # 0. Fixons u € supp(r}) Nsupp(r’) et soit v € supp(r}).
Ainsi :

- u € supp(r'),

- u~ v dapres (i).
L’hypothese faite sur 7/ implique donc que v € supp(r’). En résumé :

supp(r}) C supp(r') ou supp(r}) N supp(r') = 0 pour tout i € {1,...,n} (i74)

Gréce a (i7) et (ii1), la Propriété 2.1.29 page 21 s'applique a ¢(r) =} + ...+ ], et a la sous-expression 7’
de (r). Il existe donc des indices 1 < i1 < ... < i, < n tels que :

r_ 0 /
=Ty e T

En particulier :
’L/J_l(T/) =T + ... —l—rim

Donc ¥~ 1(r') est une sous-expression de 7. O
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Propriété 3.1.13 Soit ¢ € T, soit r € LkQ, et soit u € supp(r). Alors 'une au moins des deux
assertions suivantes est satisfaite :

- u € supp(P(r)),
- il existe v € supp(r) tel que u # v et u € supp(¢Y(v)).
En particulier, si il n’existe pas dans supp(r) de chemin dont u est un dérivé alors :

u € supp(P(r)) et u*(P(r)) =u*(r)

Preuve : Ecrivons une forme normale de r :

n
T = E ti (73
i=1

et supposons par exemple que u = u;.
e Supposons que u & supp(1(r)). Notons que u*(1)(u)) = 1 d’aprés la Propriété 3.1.10 page 36. Puisque
u & supp(y(r)), il vient :

0= () = 3t () =t -+ Yt (0(ow)

Puisque t; # 0, il existe ¢ > 2 tel que u (¢ (u;)) # 0. Donc :

u; € supp(r), uy € supp((u;)) et wuy # u; (car i # 1)
v = u; convient donc.
e Supposons a présent que u n'est dérivé d’aucun chemin de supp(r). Nous avons alors :

n

wt((r) =t w (W$(u) + )t ut ((ui)

i=2
Rappelons que u*(¢(u)) = 1. D'autre part, si i € {2,...,n} alors u # u;. Donc :
u € supp((u;)) = u € supp((u;) — u;) = u est dérivé de u;

Or u n'est pas dérivé de u; par hypothése. Donc :

u & supp(v(u;)) pour tout i > 2

Nous avons donc :
w(Y(r) =ti =u"(r) #0
Donc u € supp((r)) et u*(¢(r)) = w*(r). O

3.2 Ordre sur les chemins, ordre sur les raccourcis

3.2.1 Ordre sur ’ensemble des chemins d’un carquois

Pour cette sous-Section fixons ) un carquois fini que nous supposerons sans cycle orienté. Dans le Cha-
pitre qui va suivre nous aurons besoin d'un ordre sur I'ensemble (fini) des chemins de Q. Nous serons plus
particulierement intéressés par les ordres < vérifiant les propriétés suivantes :

(1) ey < u pour tout sommet = € Qo et tout chemin non trivial u,
(#) si (o, u) est un raccourci alors u < «,
!,,!

(#i1) siu < u', si v < etsiles concaténations de chemins vu et v'u’ sont définies, alors vu < v'u/'.

Avant d'étudier |'existence de tels ordres, notons une conséquence utile de leurs attributs.

Propriété 3.2.1 Soit < un ordre (non nécessairement total) sur l’ensemble des chemins de Q). Supposons
que < vérifie les conditions (i) et (iii) ci-dessus. Siu et v sont deux chemins de Q, alors :

vestdérivedeu = v<u
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Preuve : Supposons que v est dérivé de u d'ordre m. D’aprés la Remarque 3.1.2 page 34, il existe une suite
Vg, . .., Uy de chemins de @ telle que vg = u, v, = v et telle que v;41 est dérivé d'ordre 1 de v; pour tout
i € {0,...,m — 1}. ll nous suffit donc de démontrer que v < u si v est dérivé d'ordre 1 de u. Dans ce cas il
existe des chemins wy, us ainsi qu'un raccourci (o, w) tels que :

U = Uy et v = ugwuy
Puisque < vérifie (i) et (i4i) nous avons bien v < u. O

Nous allons exhiber de tels ordres a partir d'une construction due a D. R. Farkas, C. D. Feustel et E. L. Green
dans [15] et que nous rappelons brievement. Fixons un ordre total e, <1 ... < e;, < a1 < ... < a4, ol
Z1,...,Tp sont les sommets de @) et oy, ..., oy sont les fleches de Q. Cet ordre définit I'ordre lexicographique
=< sur I'ensemble des chemins non triviaux de ) et nous |'étendons a tous les chemins de ) de la facon
suivante :

cegy < ... < eg,
- e, < u pour tout sommet x et tout chemin non trivial w.

Pour chaque fleche av € O fixons un entier positif ou nul W («) appelé le poids de «. La fonction W: Q1 — N
sera appelée la fonction de poids. Etant donné un chemin u : xg 2o — > Ty 42 2, nous
appellerons poids de u I'entier W(u) = W(ay) + ... + W(ay,) (le poids W(e,) d'un chemin stationnaire
étant nul). L'ordre < sur I'ensemble des chemins est alors défini comme suit. Etant donnés deux chemins u, v
de @, nous posons :

W(u) < W(v)

u<vES < oou
W(u) =W(v) et u <v

L'ordre obtenu est alors total. Pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a [15].
Pour nos besoins, nous appliquerons cette construction dans deux situations, nous obtiendrons ainsi deux
types d'ordres qui seront dits respectivement :

- naturel,
- associé a un raccourci (a, ug).

Décrivons a présent ces deux types d'ordres.

18" situation : I'ordre naturel. Supposons que @ n'a pas de fleches multiples. Fixons un ordre arbitraire
e1 <...<ep <ag <Q...<agsurl'ensemble Qo U Q1. Pour toute fleche «, le poids W (a) de a sera égal
au nombre de raccourcis de () de la forme (o, ). L'ordre ainsi défini sur I'ensemble des chemins de @ sera dit
naturel.

Exemple 3.2.2 Soit Q le carquois :

Rappelons que les raccourcis de Q sont (a, gcd), (a,gfed), (a,gb), (b,cd), (b, fed) et (¢, fe). La fonction
de poids W: Q1 — N est donc donnée par :

W(a) =3, W(b)=2, W(c)=1, W(x)=0six+#a,b,c

Posons :
1<2<43<4<5<a<b<ce<d<deqf<g

Alors Uordre naturel < restreint a l’ensemble des chemins de Q) de source 1 et de terminus b est :
gfed < ged < gb < a

Avant de démontrer que |'ordre naturel vérifie les conditions (i), (i¢) et (ii7) données ci-dessus nous donnons
un Lemme qui sera utile dans la suite.



41

Lemme 3.2.3 Soit (o, u) un raccourci. Alors W(u) < W(a).

Preuve : Pour a € )1, posons :
R(a) = {(a,u) | (a,u) est un raccourci de Q}

Ainsi W(a) = Card(R(a)).
Ecrivons u = a,, ...a1 avec a; € Q1 pour tout i € {1,...,n}. Notons que si i # j, alors a; # a; car Q
n'a pas de cycle orienté. Pour cette raison R(a;) N R(a;) = 0 dés que i # j. Nous avons donc :

{ R(a1)U...U R(a,) est une réunion disjointe,
W) =W(ar) + ...+ W(a,) = Card(R(a1)) + ...+ Card(R(ay)).

Posons R(u) = R(ay)U...UR(ay,). Si (a;,v) est un raccourci, alors v est un chemin de longueur au moins 2
car @ n'a pas de fleches multiples. Ainsi, les deux chemins paralléles « et ay, ... a;41va;—1 ... a; sont distincts
parce que de longueurs distinctes. Pour cette raison (a, ay, ... a;41va;—-1 ...a1) est un raccourci de Q). Nous
disposons donc d'une application :

0: Ru) — R(a)
(a;,v) — (,an...0;1100;—1...01)

Montrons que I'application 6 est injective. Si (a;,v) et (a;,v") sont deux raccourcis tels que 0(a;,v) = 0(a;,v'),
alors : @y ... Qi 410Q—1 ...01 = Qp ... Q110" a;—1 ...a1 Donc v = puis (a;,v) = (a;,v").
Sil<j<i<mnetsi(a;,v)et(aj,v) sont deux raccourcis tels que 6(a;,v) = 6(a;,v’), alors

/
Ap - Q1051 ... A1 = OQp - - - Qj41V QGj—1 ... A7

Doncwva;_1...a1 =a;... ajﬂv’aj,l ...a1. Or v et a; sont paralléles et @ n'a pas de cycle orienté. Donc v =
a;, ce qui est impossible puisque (a;,v) est un raccourci. Cette contradiction montre que 6(a;,v) # 6(a;,v’)
si (ai,v) et (a;,v") sont deux raccourcis tels que i # j. L'application 6 est donc bien injective et donc :

Card(R(u)) = Card(6(R(u)))

D’autre part, si il existe un raccourci (a;, v) tel que (o, u) = 0(a;,v) alorsay, ...a1 = u=ayp ...a;4100;—1 ... a1.
Cette égalité entraine a; = v et contredit le fait que (a;,v) est un raccourci de Q. Nous avons donc
(o,u) € R(a)\0(R(u)). Pour cette raison :

W(a) = Card(R(a)) > Card(0(R(u))) = Card(R(u)) = W (u)

Propriété 3.2.4 Tout ordre naturel vérifie les conditions (i), (i), (ii1) écrites au début de la sous-Section.

Preuve : Pour a € 91, posons :
R(a) = {(e,u) | (e, u) est un raccourci de Q}

Ainsi W(a) = Card(R(«)).

e Si w est un chemin non trivial, alors u > e, et W(u) > 0 = W (e,) pour tout x € Qo par construction de
>~ et de W. Donc u > e, pour tout chemin non trivial u et tout « € Q. La propriété (i) est donc satisfaite.

e D'apres le Lemme 3.2.3, si (a,u) est un raccourci, alors W(«) > W (u), puis & > u. La propriété (i)
est donc vérifiée.

e Soient u,v,u’,v’ des chemins tels que u < v/, v < v’ et tels que les concaténations vu et v'u’ sont
définies. D'apres la construction de I'ordre < nous avons en particulier :

W(u) < W) et W(v) < W(')
Supposons d'abord que I'une des deux inégalités ci-dessus est stricte. Dans ce cas, W (vu) = W(v) + W(u) <

W (') + W(u') = W(v'u') ce qui entraine vu < v'u’. Si W(v) = W(v') et W(u) =W ('), alors u < u’ et
v < v, puis vu < v'u’ par construction de I'ordre lexicographique <. La propriété (ii7) est donc vérifiée. O
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2"de situation : I'ordre associé a (g, up). Dans cette situation nous ne faisons aucune hypothése sur les
fleches multiples de @), nous supposons seulement que () n'a pas de cycle orienté. Fixons («ag, ug) un raccourci
et écrivons ug = ay, ...a1. Puisque (o, ug) est un raccourci et puisque @ n'a pas de cycle orienté, les fleches
ap et a; sont distinctes pour tout i € {1,... n}.

Fixons un ordre total <1 sur Q1 U Qo :

oy 1. <eg, Qap <. <ag

De facon que :
an < Qg

Posons W: Q1 — N la fonction de poids triviale :
W(a) =0 pour toute fleche a € Q4

L'ordre < qui en résulte sera dit associé au raccourci (g, ug). Notons que < coincide avec I'ordre lexicogra-
phique < défini par <1. L'ordre < ne vérifie pas en général la propriété (ii) énoncée en début de sous-Section
(3 savoir u < « pour tout raccourci (o, u)). Néanmoins, il vérifie la Propriété suivante, ce qui sera suffisant
pour nous.

Propriété 3.2.5 Les conditions (i) et (iii) écrites au début du sous-Section sont satisfaites par <. De
plus ug < ayg.

Preuve : Puisque < et l'ordre lexicographique < défini par <1 coincident, les conditions (i) et (iii) sont
vérifiées. De plus, a,, <1 ag donc ug = a,, ...a; < ag puis ug < ag. O

3.2.2 Ordre sur ’ensemble des raccourcis d’un carquois

Nous supposerons dans cette sous-Section que ) est un carquois fini sans cycle orienté et sans fléches
multiples. Dans la suite nous aurons besoin d'un ordre < sur I'ensemble (fini) des raccourcis de @ vérifiant les
propriétés suivantes :

(¢) si (e, u, B,v) est un double raccourci, alors (3,v) < (o, u),

(it) si (o, u) et (o,v) sont des raccourcis et si (o, u, 3, w) est un double raccourci tel que v est obtenu a
partir de u en remplacant I'occurence de 8 par w, alors (o, v) < («, u).
Un tel ordre sera dit admissible.
Fixons < un ordre naturel ainsi que nous l'avons construit a la sous-Section précédente, et notons W la
fonction de poids correspondante. Définissons I'ordre < sur les raccourcis de ) par :

0 < a
(B,v) < (a,u) & ¢ ou
b=aetv<u

Cet ordre sera dit associé a <.

Exemple 3.2.6 Soit Q le carquois :
3
/X
23—+
d g
b

1 5

a
Les raccourcis de Q sont (a, ged), (a,gfed), (a, gb), (b,cd), (b, fed) et (c, fe). Reprenons < l'ordre naturel
que nous avons construit dans I’Exemple 3.2.2 page 40. Alors les chemins apparaissant dans un raccourci
se comparent comme suit :

fe < fed < gfed < ¢ < ed < ged < b < gb < a
Donc lVordre associé sur l’ensemble des raccourcis est :

(c, fe) < (b, fed) < (byed) < (a,gfed) < (a,gcd) < (a,gb)
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Proposition 3.2.7 L’ordre < associé a l’ordre naturel < est admissible.

Preuve : o Si (o, u,3,v) est un double raccourci, alors le Lemme 3.2.3 page 41 entraine W(u) < W(a).
D'autre part, W(8) < W(u) car u = usfuq avec ug, uz des chemins. Donc W(3) < W(«) puis § < a et
enfin (8,v) < (a,u). La propriété (i) est donc satisfaite.

e Supposons que («,u) et (a,v) sont des raccourcis, et supposons qu'il existe un double raccourci
(o, u, B, w) tel que v est le chemin obtenu a partir de u en remplacant 'occurence de 8 par w. Il existe
donc des chemins uy, us tels que :

u = ugBui et v = uswuq
D’apres le Lemme 3.2.3 page 41 nous avons W (3) > W (w). Donc :
W () = W(uz) + W(B) + W(ur) > Wluz) + W(w) + W(ur) = W(v)

puis u > v. Ceci montre que (o, v) < (o, u). La propriété (ii) est donc satisfaite. 0.
Remarquons une propriété sur I'ordre sur les raccourcis associé a un ordre naturel :

Propriété 3.2.8 Soit < un ordre naturel sur l’ensemble des chemins de @Q et soit < l’ordre admissible
associé sur U'ensemble des raccourcis de Q. Soit ) € T. Soient (o, u) un raccourci et v un chemin distinct
de u et tel que v € supp(yp(u)). Alors :

- (a,v) est un raccourci,

- (o) < (o u).

Preuve : Puisque ¥(u) — u est une combinaison linéaire de chemins dérivés de (donc paralléles a) u et de
longueur supérieure strictement a celle de u, le couple (a,v) est bien un raccourci. D'autre part, puisque v
est dérivé de u, nous avons v < u d'aprés la Propriété 3.2.1 page 39 et la Propriété 3.2.4 page 41. Donc
(o, v) < (v, u) par construction de I'ordre < sur les raccourcis de Q. O

3.2.3 Application a I’écriture des produits de transvections

Dans cette sous-Section nous allons appliquer les constructions précédentes (les ordres naturels et les ordres
associés sur les raccourcis) a I'écriture des produits de transvections. Plus précisément, étant donné ¢ € 7,
nous recherchons une écriture ¥ = ¢,, ... 1 OU ¥1,...,¢, sont des transvections et ce, de facon que ¢ ()
soit «facilement calculabley. Par exemple :

Exemple 3.2.9 Supposons que («,u, 3,v) est un double raccourci, soit w le chemin obtenu a partir de
u en remplacant l'occurence de B par v et soient T,v € k*. Posons :

¥ =vsvsaur €T (4)
Alors :
Y()=a+7Tu+TV W
Remarquons que le chemin w € supp(y(a)) est tel que le raccourci (o, w) n’est le raccourci sous jacent &

aucune des transvections @o .- €t Y34, apparaissant dans lécriture (i).
En revanche, nous avons l’égalité :

’(/} = Pa,u,7Pa,w,rvPB,v,v (ZZ)
et 1’égalité (o) = a+ 7 u+ TV w peut étre interprétée de la fagon suivante :
- les chemins u,w € supp(y(a) — a) sont exactement les chemins 0 tels que le raccourci (o, ) est le
raccourci sous-jacent d l'une des transvections Qo u,rs Powrv OU Pa..,, de Uécriture (ii),
- le chemin u (resp. w) apparait dans () avec le scalaire T (resp. vT) et ce scalaire est exactement
celui intervenant dans la définition de la transvection po .y (T€SP. Paw,rv)-
Ainsi, pour déterminer 'image d’une fléeche par 1, il est plus efficace de partir de Uécriture (it) que de
Uécriture (7).
Remarquons en outre, que si < est un ordre admissible sur les raccourcis alors (o, u) > (o, w) > (B, v),
de sorte que lécriture (ii) (contrairement (i)) est un produit de transvections selon une suite strictement
décroissante de raccourcis.

Le but de cette sous-Section est de formaliser le phénomeéne décrit dans I'Exemple ci-dessus. Pour cela
nous introduisons une filtration de 7 par des sous-groupes.
Dans toute cette sous-Section () désignera un carquois sans cycle orienté et sans fleches multiples.
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Filtration de 7 a ’aide d’un ordre admissible sur les raccourcis

Pour ce paragraphe, fixons un ordre < admissible sur I'ensemble des raccourcis de Q. Commencons par
définir les groupes qui participent a la filtration de 7.

Définition 3.2.10 Soit (o, u) un raccourci, alors T (qy) est défini comme étant le sous-groupe de T
engendré par les transvections de la forme pg,r ot (B,v) < (a,u) :

Te(aw) =< Ppur; (Byv) <(oyu)etTek>

Le sous-groupe T¢ (o) est défini de la méme maniére en remplacant les inégalités strictes par des inégalités
larges :
T<tam) =< ©pur; (Bv) < (a,u) et 7€k >

Enfin T () est le sous-groupe de T défini par :
T(oc,u) = {@a,uﬂ' | TE k}

Remarque 3.2.11 e La Propriété 2.2.17 page 25 nous assure que T(q ) est bien un sous-groupe de T .
o Soit (o, u) un raccourci, alors :

* Taw) et Te(au) sont des sous-groupes de T¢ (o u),
* T¢(a,u) est engendré par Tiq u) U T (a,u)-
o Si (B,v) < (a,u) alors T¢(g,v) € T<(au)- De plus :

T = U T<(B,v)

(B,v) raccourci

Propriété 3.2.12 Les propriétés suivantes sont vérifiées :
e Soit (a,u) un raccourci, alors T (y,,) normalise T (o -
e Soit (a,u) un raccourci, alors :

Tg (ayu) = 7'(a,u) T< (a,u)

En particulier T_ (o) est un sous-groupe distingué de T (q,u)-
e Soit (ay,v1) < ... < (ar,v;) la suite strictement croissante de tous les raccourcis de Q. Alors :
T = Té(ar,vr)
Te(as o) = T<(aiv,v;_1) POUT tout i € {2,...,7}
T<(aiw)) = Lo Tairvi1) - - Lar o) pour tout i € {1,...,7}
Preuve : e Par définition, nous avons :
- T(a,u) est I'ensemble transvections de la forme ¢q o - (7 € k),

- T (a,u) est engendré par les transvections de la forme g ., avec v € k et (83,v) < (a,u).

Pour prouver que 7(, ) normalise 7, ., il suffit donc de montrer que si 7, € k et si (58,v) < (o, u), alors

@B,v,u@a,u,‘r S Spa,u,T T<(a,u)

Soient 7,v € k et (8,v) < (a,u). Puisque (8,v) < (a,u), le quadrulpet (5,v,,u) n'est pas un double
raccourci. Nous avons deux situations possibles selon que (o, u, 3,v) est ou n'est pas un double raccourci.

1¢" cas : (a,u,(,v) est un double raccourci. Puisque () n'a pas de fleches multiples nous avons
(o, u, B,v) # (o, B, B, ). La Propriété 2.2.19 page 26 nous donne donc :

PBvvPau,m = Pa,u,rPa,w,rvPpv,v

ol w est le chemin obtenu a partir de u en remplacant I'occurence de 3 par v. Notons au passage que puisque
< est un ordre admissible, nous avons (o, w) < (a,u). De ce fait Yo w,rv980,0 € T<(a,u) et donc :

LB vPau,r = Pau,rPaw,rvPBurv € Saa,u,'rT<(a,u)
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2" cas : (a,u,3,v) n'est pas un double raccourci. Donc (o, u,3,v) et (3,v,a,u) ne sont pas des
double raccourcis. La Propriété 2.2.17 page 25 et la Propriété 2.2.18 page 25 impliquent donc que 4 4 - €t
©8,0,, cOmmutent. Ainsi :

P vPau,m = Pa,u,mPB,v,v S @a,u,TT<(a,u)

De ce fait, 7(4,,) normalise 7 (4 4)-

e D’'apres la Remarque 3.2.11 page précédente, T (q,.) est engendré par 7, ) U7 (q.u). Donc T¢(q,u) =
Taw)T<(a,u) € T<(a,u) €st un sous-groupe distingué de T¢(q .-

e Puisque (a,,v,) est le plus grand raccourci, nous avons, d'apres la définition de 7 :

T - Tg(ar,'lh-)

D’autre part, pour i € {1,...,r — 1}, il n'y a pas de raccourci (3,v) tel que (a;,v;) < (8,v) < (@i41,Vi41)
donc :

Te(aivie) = T<(aiw)
Le point précédent implique donc que pour tout ¢ € {2,...,r} nous avons :

Té(ai,vi) = ﬂaixvi)Tg(ai—lyvifl)

I vient donc pour tout ¢ € {1,...,7}:

Té(ai,vi) = 77(117‘,,1)1‘)7'((17:—1,1)1‘—1) s 7—(111-,1)1)

Application a I’écriture des produits de transvections

Rappelons que @ désigne un carquois fini sans cycle orienté et sans fleches multiples.
Le travail effectué dans le paragraphe précédent s'applique a I'écriture des produits de transvections de la
facon suivante.

Propriété 3.2.13 Soit ¢ € T et soit < un ordre admissible sur ’'ensemble des raccourcis de Q. Alors il
existe un entier n > 0 ainsi que des transvections ¢; = pa, u;.r pouri € {1,...,n} vérifiant les conditions
suivantes :

“ Y= Pan o Parun,ms

- 7; # 0 pour tout i.

(o, u1) < (ag,u2) < ..o < (0, Up).
Si de plus (a,u) est un raccourci tel que 1 € T¢(qu) (Tesp. Y € Te(a,u)) alors nous pouvons supposer que
(v, ;) < (o, u) (resp. (ou,u;) < (o, w)) pour tout i € {1,...,n}.

Preuve : Remarquons que nous pouvons supposer que ¥ # Idyg (si ¥ = Idkg alors n = 0 convient). Soit
(a1,v1) < ... < (ar,vy) la suite strictement croissante de tous les raccourcis de Q. Soit (a,u) un raccourci
tel que ¥ € T¢(q,4) (la Remarque 3.2.11 page ci-contre nous assure qu'il existe un tel raccourci). Il existe
donc t € {1,...,7} tel que (a,u) = (as,vs). Or T<(a, ur) = Z(ar,v0) - - - L(ay,0y) d'apres la Propriété 3.2.12
page précédente. |l existe donc des scalaires vq, ..., v; tels que :

1/’ = Pag,vi,vg -+ Par,vr,m

Soient alors 1 < 41 < iy < ... < i, <t les indices tels que : v; # 0 < j € {i1,...,i,} pour tout j. Posons
(aj,uj,7;) = (ai;,vi;,vi;) pour chaque j. Etant donné que ©q, v, 0 = Idrg, nous avons :

Y = o, - - Parur,m

Avec 7; # 0 pour tout ¢ et (g, u1) < ... < (Qn,un) < (ag,ve) = (o, u).

Supposons a présent que le raccourci (o, u) vérifie ¥ € T (4. Puisque ¢ # Idyq, il existe (o, u’) <
(a,u) tel que 1 € T¢(ar ). Le raisonnement qui vient d'étre fait en supposant que ¢ € 7¢(, ) peut donc
s'appliquer en remplagant (o, u) par (o/,u’). Nous pouvons donc supposer que (v, u;) < (o/,u') < (o, u)
pour tout 7 € {1,...,n}.

(|

Remarquons que la Propriété 3.2.13 se simplifie dans le cas ou le carquois () n'a pas de double raccourci
(rappelons que cela implique que deux transvections quelconques commutent) :
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Propriété 3.2.14 Supposons que le carquois Q n’a pas de double raccourci. Soit » € T. Alors il existe
un entier n = 0 ainsi que des transvections ©; = Pa, u;.r; Pour i € {1,...,n} satisfaisant les conditions
suivantes :

(1) v=1...0n,

(#) 1; # 0 pour tout i,
(id) (o, ui) # (g, u5) sii# j.
Preuve : C'est une conséquence directe de la Propriété 3.2.13 page précédente, aprés avoir choisi un ordre
admissible sur I'ensemble des raccourcis. (]

Nous pouvons a présent établir une description généralisant le phénomeéne observé dans |I'Exemple 3.2.9
page 43. Plus précisément :

Proposition 3.2.15 Soit n > 1 et pour chaque i € {1,...,n} s0it ©; = Yo, u;r une transvection.
Supposons que 7, # 0 pour tout i et que (a1,u1) < (ag,uz) < ... < (Qn,u,) (o0 < est un ordre
admissible quelconque sur l’ensemble des raccourcis de Q). Posons ¢ = ¢y, ...p1 et soit a« € Q1. Alors
Y(a) admet pour forme normale :
Y(a) =a+ Z Ti Ui
i, A=,

En particulier, le support de () est :

supp(P(a)) = {a} U {u; | @i = a}

Preuve : Montrons par récurrence sur i € {1,...,n} que |'assertion suivante, notée H;, est vraie :

«pi...p1(a) =a+ Z Tj Uj»

L'assertion H; est vraie par définition de v1 = wa, uy,r- SOit i € {2,...,n}, supposons que H;_; est vraie.
Ainsi :
pict-pi@)=at Y Ty
J<i—1, a=a;
Donc :
piopr(@=pil)+ Y 7 piluy)

i<i—1, a=aqaj

Soit j < ¢, montrons que ¢;(u;) = u;. Si la fleche «; apparait dans le chemin u; alors (o, u;, a;, u;) est
un double raccourci et donc (e, u;) < (a;,u;) (car < est admissible) avec j < ¢ —1 < 4, ce qui contredit
I'hypothese (aq,u1) < ... < (an,un). Ceci montre que @;(u;) = u; dés que j < i. Avec la définition de
Vi = Poy,us,7 NOUS avons donc :

Montrons que cette expression est une forme normale. Notons tout d'abord que si i vérifie @ = a4, alors
a # u; puisque (o, u;) est un raccourci. D'autre part, si 1 < i < j < n vérifient a = o; et a = o, alors
(04, u;) < (v, u;). En particulier, I'hypothése o« = «; = a; implique u; # w;. Enfin, les coefficients 7; sont
tous non nuls, donc I'expression ci-dessus de ¢, ... ®1(a) est bien une forme normale. O

Avant de poursuivre, notons une conséquence utile de la Proposition 3.2.15.

Corollaire 3.2.16 Avec les mémes notations que celles la Proposition 8.2.15, soit u = a,...a; un
chemin non trivial de Q (a; € Q1). Soit j € {1,...,r} et soiti e {1,...,n}. Sia; = ay, alors :

Qp ... Qjp1Ua—1 . .. a1 € supp(Y(u))



47

Preuve : C'est une conséquence directe de la Proposition 3.2.15 page précédente et de la Propriété 3.1.10
page 36. (]

Notons qu'en supposant que () n'a pas de double raccourci, il est plus simple d'étudier supp(v(«)) pour
PpeT etae Q.

Proposition 3.2.17 Supposons que Q n’a pas de double raccourci. Soient p1,...,p, des transvections
(Vi = Qau;,r ). Posons = @, ...01 et soit (a,u) un raccourci. Alors :

u € supp(Y(a)) = (i e{l,...,n}) (a,u) = (ay, u;)
Preuve : Démontrons par récurrence sur [ € {1,...,n} que |'assertion suivante, notée H;, est vraie :
«u € supp(gr ... p1(a)) = (Fie{l,...,1}) (a,u) = (v, us)»

H, est vraie par construction de ;. Soit [ € {1,...,n — 1}, supposons que H, est vraie et supposons

que u € supp(@i41-..¢1(a)). Pour démontrer que H;i1 est vraie, nous pouvons supposer que (o, u) #

(i, u;) pour i € {1,...,1}. Rappelons que d'aprés la Propriété 3.1.8 page 36, nous avons une forme normale
m

@r...p1(a) = a+ > t; v; ol chaque v; est un chemin paralléle a « et de longueur au moins 2. En particulier,
j=1

(a,v5) est un raccourci pour tout j € {1,...,m}. Etant donné que (cq41,u;4+1) est un raccourci et que Q

n'a pas de double raccourci, nous en déduisons que la fleche o1 n'apparait pas dans le chemin v; pour tout

j€{1,...,m}. Donc ¢;41(v;) = v; pour tout j. Nous avons donc :

m
rr101- - p1(a) = pry1(a) + Z tj vj (1)
j=1

Nous avons supposé que (a,u) # (a;,u;) pour tout i € {1,...,1}. Puisque H; est vraie, cela entraine que
m

u & supp(pi ... p1(c)). Etant donné que ;... @1 () = a+ > t; v; est une forme normale, nous en déduisons

Jj=1
que u & {v1,...,vn}. L'égalité (1) ci-dessus entraine donc u € supp(p;+1(a)). Donc (o, u) = (qyq1,ui41)
(car H; est vraie). Donc H;y; est vraie. Ceci démontre par récurrence que Hy, ..., H, sont vraies. La Pro-
position est ainsi démontrée. O

Notons que la Proposition 3.2.17 peut étre affinée en utilisant la Proposition 3.2.15 page précédente. La
démonstration est conséquence directe de cette derniere.

Proposition 3.2.18 Supposons que Q) n’a pas de double raccourci. Soit n > 1 un entier, et pour chaque
ie{l,...,n}, soit v; = Qu, u;r une transvection. Posons ¥ = ¢, ... 1. Supposons que 7; # 0 pour tout
i et que (o, u;) # (aj,uy) sii # j. Alors pour toute fléche o, nous avons l’égalité :

() =a+ Z Ti Ug

i tel que o = «;

Cette égalité est une forme normale. En particulier, le support de () est :

supp(¥(a)) = {a} U {u; | a; = a}

Les descriptions faites dans la Proposition 3.2.15 page ci-contre et dans la Proposition 3.2.18 nous seront
utile par la suite. Notons qu'elles nous permettent également d’établir un résultat d’unicité dans I'écriture
établie dans la Propriété 3.2.13 page 45. Plus précisément :

Corollaire 3.2.19 Soit ¢ € T et soit < un ordre admissible sur l’ensemble des raccourcis de Q. Alors il
existe un unique n = 0 et une unique suite @1, ..., g, de transvections (p; = Yo, u;r pouri € {1,...,n})
vérifiant les conditions suivantes :

Y =¢n...1,

- 1 # 0 pour tout ¢ € {1,...,n},

cag,ur) << (apy ).
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Preuve : Rappelons que I'existence est fournie par la Propriété 3.2.13 page 45.
Posons A, R, T les ensembles suivants :

A={a €@ |¢Y(a) #a}
R = {(a,u) | (o, u) est un raccourci, o € A et u € supp((a))}
T={(a,u,7) | (0,u) € Ret T =u"(¢(a))}

En reprenant les notations de la Propriété 3.2.13 page 45, nous allons démontrer que :

A={ay,...,an}
R={(a1,u1),...,(an,un)}

T= {(a17u177—1)7 R (aruun»Tn)}

Soit o € (1 nous avons, grace a la Proposition 3.2.15 page 46, la forme normale suivante :

Pla) =a+ Z Ti U

i tel que a = 5

Donc :

cpla) #Fasae{o,...,an},

si («,u) est un raccourci, alors u € supp(¢(a)) < (o, u) € {(ag,u1), ..., (an,un)},

=i (
- si (o, u) = (a4, u;), alors u* (Y(a)) = 7.

Ces trois points montrent bien que :

A={oq,...,a,}
R = {(al,ul), ey (Olnaun)}

T = {(a1,u1,71)s ., (Qp, Un, Tn) }

Les deux familles (ordonnées selon I'ordre < sur les raccourcis) {@a;,u;,r bi=1,...n €t {Pa,u,r}(a,ur)er Sont
donc égales. L'unicité est ainsi démontrée.

Ici encore, le Corollaire 3.2.19 page précédente se spécialise au cas ol le carquois n'a pas de double
raccourci. Nous obtenons ainsi le Corollaire suivant dont la démonstration est immédiate.

Corollaire 3.2.20 Soit ¢ € T un produit de transvections commutant deux a deux. Alors la suite de
transvections @1, . . ., n fournie par la Propriété 3.2.14 page 46 est unique a la permutation des indices
PTES.

3.3 Application aux algeébres monomiales

Dans le Chapitre précédent nous avons obtenu un moyen de comparer deux présentations d'une k-algébre
de dimension finie a I'aide de transvections et de dilatations. Nous allons appliquer cela a I'étude des algebres
monomiales triangulaires et sans fleches multiples. Plus précisément, étant donné un carquois lié (Q, I) tel que
I est monomial, nous allons étudier le sous-groupe de Auto(k(Q) constitué des automorphismes conservant
I'idéal I, nous le noterons Auto(kQ,I) :

Auto(kQ, T) = {t» € Auto(kQ) | (1) = I}

L'intérét de cette étude est double. D’une part les résultats obtenus nous permettront d'exhiber le revéte-
ment universel d'une algebre monomiale triangulaire. Remarquons au passage, a |'intention du lecteur averti,
que ce point comporte une certaine subtilité :

- le groupe fondamental de toute présentation d'une algebre monomiale est le quotient du groupe fonda-
mental de toute présentation monomiale, et ce dernier groupe n’est autre que le groupe fondamental du
carquois ordinaire de I'algebre,
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- si kQ/I ~ A et kQ/J ~ A sont deux présentations monomiales alors il est possible de montrer que
I = J, autrement dit, le carquois lié (et donc le revétement universel de ce carquois lié) d’une présentation
monomiale ne dépend pas du choix de cette présentation. Remarquons que la démonstration de ce fait
nécessite que @ n'ait pas de fleches multiples (sans cette hypothése, I'unicité du carquois lié monomial
est fausse).

Néanmoins, étant donné un revétement galoisien de k-catégories F': C — A, il n'est pas évident (bien que
cela semble naturel) que F est le quotient du revétement galoisien £ — A défini par le revétement universel
d'une présentation monomiale de A. L'une des raison de cette difficulté est que de la catégorie des revétements
galoisiens d'un carquois lié (Q, I) n'est pas équivalente la catégorie des revétements galoisiens de la k-catégorie

EQ/I.
L'autre intérét de la présente étude, est que nous n'y supposons pas que le carquois () est sans double
raccourci contrairement a ce qui sera souvent fait par la suite.

Tout au long de cette Section, ) désignera un carquois fini, sans cycle orienté et sans fleches multiples.
Nous fixons Iy un idéal admissible et monomial de kQ. Nous noterons A = kQ/Iy. Fixons également un ordre
naturel < sur I'ensemble des chemins de ). Nous noterons < |'ordre associé sur I'ensemble des raccourcis de

Q.
Proposition 3.3.1 Si D: kQ — kQ est une dilatation, alors D(Iy) = Iy.

Preuve : Soit u un chemin de Q. Puisque D est une dilatation il existe A € k* tel que D(u) = A u. Donc
u € Iy = D(u) = Au € Iy. Ceci montre que D(1y) C I puis que D(Iy) = Iy pour des raisons de dimension.(J

Etant donné que Auto(kQ) est engendré par les transvections et les dilatations, nous nous intéressons
désormais aux produits de transvections laissant I invariant.

Proposition 3.3.2 Soit (a,u) un raccourci de Q. Alors l'une des deux propriétés swivantes est vérifiée :
: @(a,u,r) (IO) = IO pour tout T € k,
* Q(aur) (lo) # o pour tout T € k*.

Preuve : Soit 7 € k* tel que @q,u,-(lo) = Io. Fixons t € k. Soit v un chemin appartenant a Iy. Si a n'apparait

pas dans v alors @q ., (v) = v € Iy. Supposons maintenant que « apparait dans v. Puisque @ n'a pas de
cycle orienté, nous avons v = vy ol vz, v; sont des chemins de @) dans lesquels o n'apparait pas. Donc :

Caur(V) =0+ T vauvr et Pou(V) =+t vauv

Or v € Iy et wour(lo) = Iy donc T veuvy € Iy puis vauvy € Iy. Pour cette raison ¢4 4+ (v) € I et ceci
pour tout chemin v € Iy. Comme I est engendré par les chemins qu'il contient, il vient ¢q 4.+(lo) C Iy puis
Ya,u,t(lo) = Iy pour tout t € k. O

Lemme 3.3.3 Soient ©1 = Qaqur,ms---2Pn = Pan.un.m de€s transvections (n = 0) vérifiant les proprié-
tés suivantes :

-1 Z0 pour touti =1,...,n,
(o, ur) <ol < (apy ).
Soit Y = @ ... 1. St P(Iy) = I alors vi(lo) = Iy pour tout i € {1,...,n}.

Preuve : Fixons ¢ € {1,...,n} et soit u = a,...a1 € Iy une relation monomiale de Iy. Si a; # «; pour tout
jed{l,...,r}, alors ¢qa, v, (w) =u € Iy. Supposons qu'il existe j € {1,...,r} tel que a; = ;. Puisque Q
n'a pas de cycle orienté, nous avons a;: # «; pour tout j' # j. De ce fait nous avons :

Povg,ug,mi (U) =U+T; Q... Aj41U;A5—1 .. 0G1
D’autre part, d’aprés le Corollaire 3.2.16 page 46, nous savons que :
Qp ... Qj41Ua5—1 ... a1 € supp(Y(u))

Cette derniere propriété implique : @, ...aj41u;6j-1...a1 € Iy (rappelons que ©(Iy) = Ip, que ¥ (u) € Iy
et que Iy est monomial). Donc g, u; ~(u) € Iy et ce, pour toute relation monomiale u € Iy. Donc
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Ya; i, (Lo) = Io pour chaque i € {1,...,n}.
O

Le Lemme 3.3.3 page précédente et la Proposition 3.3.1 page précédente nous donnent immédiatement la
Proposition suivante.

Proposition 3.3.4 Le sous-groupe {¢ € T | ¢¥(Ilo) = Ip} de T est engendré par des transvections qu’il
contient. Donc Auty(kQ, Iy) est engendré par les transvections qu’il contient et les dilatations.

Exemple 3.3.5 Soit A =EkQ/I ou Q est le carquois :

/NN

et I =< d'a, du+va, v'u >. Nous avons noté ici u (resp. u') le chemin de longueur 2 paralléle d a
(resp. a’). Alors :

T N Auto(kQ,I) = {aurParw,r | TEk}

Donc Auto(kQ,I) est non trivial, il ne contient aucune transvection et donc n’est pas engendré par des
transvections.

Le Lemme 3.3.3 page précédente fournit également la Proposition suivante. Elle sera particulierement utile
dans I'étude du revétement universel de A. La Proposition qui suit comporte un résultat d'existence et un
résultat d'unicité. Nous démontrerons |'unicité dans le Chapitre 4 en utilisant les bases de Grobner.

Proposition 3.3.6 Soit I un idéal admissible de kQ tel que les k-algebres A et kQ/I sont isomorphes.
Alors il existe un et un seul produit de transvections ¥y € T tel que :

: 1pI(IO) = ]a
- st (o, u) est un raccourci tel que u € supp(Yr(e)), alors @ u,-(Io) # Iy pour tout T # 0.
Preuve : Ainsi qu'annoncé, nous allons démontrer I'existence de vy, I'unicité sera quant a elle démontrée au

Chapitre 4 (plus précisément a la Proposition 4.1.21 page 57). Posons A; = {¢ € Auto(kQ) | v(Io) = I}.
Raisonnons par |'absurde et supposons que pour tout ¥ € Ay il existe un raccourci (o, u) tel que :

- u € supp(Y(a)),
- Ya,u,r(lo) = Io pour tout 7 € k.
Posons, pour ¢ € Ay :

Ry ={(a,u) | (o, u) estun raccourci,

u € supp(ih(a)),
Ya,u,r(lo) = Iy pour tout T € k}

Ainsi, pour tout ¢ € Ay, I'ensemble Ry, est non vide et nous disposons d'un raccourci (., uy) défini par :
(auy, uy) = maz Ry
Choisissons ¢ € Ay tel que (o, uy) = min{(ay, uy ) | ' € Ar}. Posons :

(a,u) = (a’t/nuw)v T = U*(¢(a))» le = ’(/}SDOC,U,*T
Ainsi :
Gou,—7(Io) = Iy (car (a,u) € Ry,) puis ¢’ (Ip) = I de sorte que ' € A

e Montrons tout d’abord que (v, uy) & Rys. D'apres la Propriété 3.2.13 page 45, il existe n > 0 ainsi
que des transvections ©1 = Qa, uy,ms- - Pn = Pan,un,m, Verifiant les conditions suivantes :

CY=Pn ..,
-7, #0 pour tout i € {1,...,n},
(o, ur) < o< (O, Up).

D’autre part, puisque u € supp(¢(«)) et u*((a)) = 7, la Proposition 3.2.15 page 46 implique I'existence
d'un indice i € {1,...,n} tel que (o, u;, 7;) = (o, u, 7). Posons 11 = ¢;_1 ...¢1, nous avons donc :
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“ Y1 € T<(O(,u)1

Y = VYPau—r = Pn - ‘Pi+1§00¢,u,7'7/)190;,1u,~r-
D’apres la Propriété 3.2.12 page 44 nous savons que cpa,u,fwlgo;hn. € T-(a,u), la Propriété 3.2.13 page 45
fournit donc un entier m > 0 ainsi que des transvections @] = ©a, vy 15+« P = LB, v VErifiant les
conditions suivantes :

* Pau V1o = PP

- vj # 0 pour tout j € {1,...,m},

- (Bry01) < oo < (B vm) < ().
Nous avons donc :

: W = Pon,tin,mn - Ptig1,0i41,Ti41 PBm Vm Vm * -+ PB1,v1,010

-1 #0ety; #0pourtous je{l,...,i+1}etle{1,...,m},

- (Bry01) < oot < (B vm) < (ayu),

o) < (g1, Uigt1) < oo < (i, Up)-
La Proposition 3.2.15 page 46 implique donc que u & supp(¢’(a)), d'ou :

(a7u) g Rw’
En particulier (o, u) # maz(Ry/) = (ayr, uyr ). D'autre part, la minimalité de (o, uy) = (o, u) implique :
(Oé, U) < ((X¢/, U”l/)')

e Montrons a présent que (ay/,uy) < (a,u). Pour cela il suffit de démontrer I'implication suivante
pour tout raccourci (8,v) de @ :

v € supp(Y'(B)) et (a,u) < (B,v) = @pwt(lo) # Iy pour tout t € k*

Soit (3,v) un raccourci de @ tel que v € supp(¥’'(6)) et (o, u) < (B,v). L'égalité ' = g, - entraine :

¥(B) si f# «
P(B) =7 P(u) sif=a

1¢" cas : a # (. Alors v € supp(¢'(3)) = supp(¥(B3)) avec (a,u) < (B,v). Donc, par définition de
(o, u) = (v, uy) = mazx Ry, il vient :

©wg,v.t(lo) # Iy pour tout t € k*

2" cas : a = (3. Donc :
~YN(B) =9(B) — 7 Y(u),
- v € supp(¥'(B)),

-~ (a,u) < (B,v) = (a,v).

Remarquons que si v & supp(1(5)) alors v € supp(1p(u)) ce qui entraine, d'apres la Propriété 3.2.8 page 43,
que (a,u) > (a,v) = (B,v) alors que nous avons supposé (o, u) < (B,v). Donc nécessairement v €

supp((B)) = supp(p(a)). Ainsi (8,v) = (a,v) est un raccourci tel que :
- v € supp(y(a)),
: (a’u) < (Oz,’U) = (67 11),

ce qui, d'aprés la définition de (a,u) = (ay, uy) = maz Ry, implique :
©wg,v.t(lo) # Iy pour tout t € k*

Nous venons donc de montrer que si (o, u) < (8,v) et si v € supp(¥'(3)), alors ¢g.,.(lo) # Io pour tout
t € k*. Nous avons donc bien :

(a¢/,u¢1) < (Oé, u)
Ceci contredit I'inégalité (o, u) < (ayr, uyr) exhibée plus haut. Cette contradiction montre qu'il existe ¢y € Aj
tel que Ry, = 0. O



Chapitre 4

Etude des groupes fondamentaux
d’une algebre triangulaire

Nous allons a présent entrer dans la thématique principale de cette these : la recherche d'un groupe
fondamental pour une k-algebre de dimension finie. Pour ce faire, nous allons partir de matériaux déja existants :
le groupe fondamental associé a une présentation admissible. Etant donnée une présentation admissible kQ /I ~
A, le groupe fondamental m1(Q,I) (introduit dans [29]) est défini de facon analogue a celui d'un espace
topologique : il est construit comme quotient des lacets de ) par une relation d'homotopie ~; entre les
promenades de Q.

Notre travail va consister a comparer les groupes fondamentaux associés a des présentations admissibles
d'une méme algebre. L'élément moteur de ce travail est que si kQ/I ~ A et kQ/J ~ A sont des présentations
admissibles telles que J est |I'image de I par une dilatation ou une transvection, alors il existe une relation
simple entre les relations d’homotopie ~; et ~;, de sorte que I'un des deux groupes fondamentaux 71 (Q, I)
ou m1(Q, J) est un quotient de I'autre.

Il est intéressant de noter que de nombreux résultats de comparaison des groupes fondamentaux sont
le fait de raisonnements d'algeébre linéaire sans qu’aucune structure multiplicative ne soit nécessaire. Ces
raisonnements sont regroupés dans la Section 4.1, ils utiliseront en particulier la notion de base de Grdbner
adaptée a I'algébre linéaire (i.e. sans utiliser de structure multiplicative).

4.1 Relations d’équivalence dans un espace vectoriel

Dans la présente Section nous avons rassemblé tous les résultats techniques que nous utiliserons dans
la comparaison des groupes fondamentaux d'une k-algébre de dimension finie. |l est intéressant de noter que
cette Section ne fait intervenir que des notions d'algebre linéaire élémentaire et aucune structure multiplicative
éventuelle.

Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et muni d'une base (ey, ..., e,). Afin d'alléger I'écriture, il
nous arrivera d'écrire «e; < e;» au lieu de «i < j» . De cette maniere, la base de E est totalement ordonnée :
€1 < ... < e,. Nous noterons (e7,...,e*) la base de E* duale de (eq,...,e,). Rappelons que cette base

duale est caractérisée par : ef(e;) =1sii=jetef(e;) =0sii#j.

Définition 4.1.1 Soit r € E, le support de r est l’ensemble noté supp(r) :
supp(r) = {ei | €;(r) # 0}

Remarque 4.1.2 Le support de 0 € E est l’ensemble vide. D’autre part, pour tout r € E nous avons
=Y, A€ avec A, = el (r) € k* pour tout e; € supp(r).

e; Esupp(r)

Si r € E, nous appellerons forme normale de r toute égalité de la forme r = A e; + ...+ A e,
telle que les indices i; sont deux a deux distincts et telle que A;, # O pour tout [. Nous aurons alors

supp(r) = {ei,, ..., e, }.

Faisons a présent quelques rappels sur le logarithme et I'exponentielle d'une application linéaire £ — F.
Pour plus de détails sur ces notions, nous renvoyons le lecteur a [32]. Notons que ces définitions ne sont valables
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que lorsque le corps k est de caractéristique nulle ou lorsque car(k) > n. Soit v: E — E une application
linéaire nilpotente, alors I’exponentielle de v est notée exp(v) et elle est définie par :

exp(v) = le' !

120

L'application linéaire exp(v): E — E est alors un isomorphisme tel que exp(v) —Idg: E — E est nilpotente.
Soit a présent ¢b: E — FE un isomorphisme linéaire unipotent i.e. tel que ¢ — Idg est nilpotent. Le logarithme
de ¢ est noté In(v) et il est défini par :

EERYAST
) = 3 CV 0 1y

1>1

L'application in(%)) est alors nilpotente. Le lien entre les applications logarithme et exponentielle est rappelé
dans la Proposition ci-dessous.

Proposition 4.1.3 (voir [32, Thm 3.3.3]) Le logarithme et l’exponentielle sont deux applications inverses
l'une de l'autre établissant une bijection ensembliste :

{u: E — E | u est nilpotente} — {u: E — E | u est unipotente}

4.1.1 Relation d’équivalence associée a un sous-espace vectoriel

Dans cette sous-Section nous fixons un sous-espace vectoriel E de F. Les éléments de F' seront appelés
relations de F'.

Définition 4.1.4 Soit r € F. Nous dirons que r est une relation minimale de F sir # 0 et sir ne
peut pas s’écrire comme somme de deuz relations non nulles de F et a supports disjoints.

Exemple 4.1.5 e Supposons que E a pour base (e1,es2,e3) et que F = Vect(e; + ea,ea + e3). Alors
€1+ ea, ea +e3 et e; + 2e5 + ez sont des relations minimales de F'.

e Supposons que E a pour base (e1, ez, e3,eq,¢€5) et que F = Vect(e1+ex+2es5,e1+ea+es+eq, e3+es+e5).
Alors les relations minimales de F sont (au multiple prés par un scalaire non nul) e; + ea, e3 + ey et es.

Proposition 4.1.6 Soitr € F, alorsr s’écritr =ri+...4+1, ot lesr; € F sont des relations minimales
a supports deuz a deux disjoints : supp(r;) N supp(r;) =0 si i # j.

Preuve : Supposons qu'il existe des relations de F' qui ne peuvent pas s'écrire comme somme de relations
minimales de F' a supports deux a deux disjoints. Parmi ces relations soit r € F telle que Card(supp(r))
est minimal. En particulier » # 0 et 7 n’est pas une relation minimale de F. Donc il existe 71,72 € F\{0}
telles que : 7 = rq + 1o et supp(ry) N supp(re) = O. En particulier Card(supp(r;)) < Card(supp(r)) pour
1 = 1,2. Donc, d'aprés I'hypothése de minimalité sur r, chaque r; est une somme de relations minimales de
F a supports deux a deux disjoints. Etant donné que supp(r1) N supp(r2) = O la décomposition de 7, et de
ro fournit une décomposition de r = r; + 75 en somme de relations minimales de F' a supports deux a deux
disjoints, ce qui est contradictoire avec I'hypothese de départ. O

La Proposition 4.1.6 nous donne immédiatement le Corollaire suivant.

Corollaire 4.1.7 L’espace F' admet une base constituée de relations minimales de F'.

Les résultats de cette Section nous intéressent dans la mesure ol nous pouvons les appliquer aux carquois
liés. L'exemple suivant montre comment ces derniers apparaissent ici.

Exemple 4.1.8 Soit Q un carquois fini et sans cycle orienté et soit I un idéal admissible de kQ. Posons
E =kQ et F = I. Prenons pour base de E la famille formée des chemins de @ (pour un ordre quelconque).
Alors les relations minimales de F' sont exactement les relations minimales du carquois lié (Q,I).

Nous pouvons a présent définir la relation d'équivalence associée a F'.
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Définition 4.1.9 La relation d’équivalence associée a I est notée =p. C’est la relation d’équivalence
sur l’ensemble {eq,...,e,} engendrée par la propriété :
sir € F est une relation minimale, alors e; =g ej pour tous e;,e; € supp(r).

Cette définition admet la caractérisation suivante et dont la démonstration est immédiate.

Proposition 4.1.10 Soient i,j € {1,...,n}, alors e; =p e; si et seulement si il existe une suite de
relations minimales 71, ...,rp telles que :

- e; € supp(r1) et ej € supp(ry),
- supp(ry) N supp(riy1) # O pour tout 1 € {1,...,p— 1}.

Définition 4.1.11 Soit {r;};cc une famille de relations minimales de F. Nous dirons que = est dé-
terminée par la famille {r;};cr si dans la Proposition 4.1.10 il est possible d’imposer que les relations
T1,...,Tp appartiennent systématiquement a la famille {r;}icc-

La relation d'équivalence =g est donc déterminée par la famille des relations minimales de F'. Nous allons
démontrer qu'il est possible de restreindre cette famille a toute famille de relations minimales engendrant F'
(remarquons qu'un phénomene similaire dans le cadre des carquois liés a été énoncé dans [7]). Pour établir
cela nous démontrons d’'abord le Lemme qui suit.

Lemme 4.1.12 Soit € F une relation minimale et soient uq,...,u, € F des relations minimales et
2

linéairement indépendantes telles que r = > A\ w; avec A\; € k* pour tout l. Alors pour tous l,I' €
=1

{1,...,p} il existe une suite d’indices ly,...,lq € {1,...,p} telle que :
(@) =1y et =g,
(i1) supp(uq,) N supp(uy,,) # 0 pour tout t € {1,...,d —1}.

Preuve : Notons ~ la relation d’équivalence sur les indices 1,...,p engendrée par :
supp(ur) O supp(uy) #0 = 1~
Il nous suffit donc de démontrer que la relation ~ n'a qu'une seule classe d'équivalence, a savoir {1,...,p}.

Si c1 et co sont deux classes d’équivalence distinctes de ~, alors supp(u;) N supp(u; ) = 0 pour tout | € c; et
tout I’ € ¢y. Ceci implique en particulier que > A\ w; et Y. \; u; sont deux relations de F' a supports deux a

lecy l€ca
deux disjoints. Notons alors ¢1,...,cn les classes d'équivalence de ~, et pour chaque i € {1,..., N} posons
r; = Y. A\ u;. Puisque les u; sont linéairement indépendants, chaque r; est une relation non nulle de F et les
lec,
r; sont a supports deux a deux disjoints. Enfin I'égalité {1,...,p} =c;U...Ucy entralner =7 +... +7rn.
La relation r est minimale donc N = 1 et ~ n’a effectivement qu’'une seule classe d'équivalence. Le Lemme
est donc démontré. (]

Grace au Lemme 4.1.12 nous pouvons démontrer que =5 peut étre reconstruite a partir d’'une famille gé-
nératrice quelconque de relations minimales de F'. Notons qu'un résultat similaire a été énoncé par M. Bardzell
et E. N. Marcos dans [7] a propos de la relation d’homotopie d'un carquois lié.

Proposition 4.1.13 (voir également [7]) Soient ri,...,7, des relations minimales de F engendrant
Uespace vectoriel . Alors =p est déterminée par les relations minimales r1,...,7p.
Preuve : Notons = la relation d'équivalence sur {ei,...,e,} engendrée par :

(Vi e{l,...,p}) eiej € supp(r) = e; = ¢;
Etant donné que chaque r; est une relation minimale, la définition de = implique :
€; =€ = €; =F €;

Il nous suffit donc de démontrer que pour toute relation minimale r de F', deux éléments quelconques de
supp(r) sont =-équivalents. Soit r € F' une relation minimale. Les relations minimales rq, ..., r, engendrent
F, donc il existe des relations minimales wy, ..., u, prises parmi {ri,...,r,} ainsi que des scalaires \; € k*

a
tels que 7 = ) A\ u;. Nous pouvons en outre supposer que ui,...,u, sont linéairement indépendants.
1=1
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a

Puisque u; € {r1,...,7,} pour tout I, le Lemme 4.1.12 page ci-contre (appliqué a r = > X\ u;) et la dé-
=1

finition de = impliquent que pour tous e;,e; € |J, supp(u;) nous avons e; = e;. En particulier, pour tous

ei,e; € supp(r) € U, supp(u;) nous avons e; = e;. Ainsi deux éléments quelconques du support d'une rela-

tion minimale de F' sont =-équivalents. Donc = et =p coincident. |

Afin de pouvoir comparer les relations d'équivalence associées a deux sous-espaces vectoriels de E, nous
aurons besoin d'une base «standard» de F' formée de relations minimales. Nous présentons cette base dans la
Définition qui suit.

Définition 4.1.14 Une base de Grobner de F est une base (r1,...,14) de F vérifiant les propriétés
sutvantes :

(i) pour tout j € {1,...,d} il existe un entier i; € {1,...,n} tel que :
rj € ey, + Vect(e; 5 i < iy)

(#0) i1 <2 <...<lg,
(ii) sij#j" alors ei; & supp(ri,),

La Propriété qui suit est une conséquence de la Définition 4.1.14, nous en omettons la démonstration.

Propriété 4.1.15 Avec les notations de la Définition 4.1.14, si v € F est non nul, alors il existe j €

{1,...,d} tel que max(supp(r)) = e;,. Plus généralement, sir € F, alors la décomposition de r selon la
d
base de Grobner de F est : 7= 3 ef (r)r;.
=t

Notons que la définition que nous utilisons pour les bases de Grébner est un peu différente de la définition
classique puisque nous n'utilisons aucune structure multiplicative. Les bases de Grébner ainsi que nous les
avons définies sont également appelées bases réduites sous forme d’échelon dans la littérature francaise et elles
sont reliées aux matrices sous forme d’échelon réduite (voir [24] pour plus de détails sur ces matrices). L'atout
principal d'une telle base est souligné par la Proposition qui suit.

Proposition 4.1.16 Le sous-espace F' admet une et une seule base de Grobner.

Voyons, a titre d'exemple, quelques propriétés de la base de Grobner de I'idéal I d'une présentation
admissible d'une algebre monomiale.

Propriété 4.1.17 Soit Q un carquois fini, sans cycle orienté et sans fleches multiples. Soit Iy un idéal
admissible et monomial de kQ (ainsi kQ/Iy est une k-algébre monomiale) et soit v € T wun produit
de transvections. Posons I = ¥(Ip) (ainsi, (Q,I) définit une présentation admissible de kQ/Iy) et soit
< un ordre naturel sur l’ensemble des chemins de Q. Considérons kQ) comme un k-espace vectoriel de
dimension finie muni de la base des chemins de Q) totalement ordonnée par <. Ainsi I est également un
sous-espace vectoriel de kQ. Alors :

- pour tout chemin u tel que u € Iy, il existe un et un seul élément, noté r,, de la base de Grébner
de I tel que u € supp(ry),

- pour tout élément r € I de la base de Grobner de I, il existe un et un seul chemin u tel que u € Iy
et tel que r =1y,

- pour tout chemin u tel que u € Iy, nous avons u = max(supp(ry)), w*(ry) =1 et r, — u est une
combinaison linéaire de chemins dérivés de u.

Preuve : Soit u; < ... < u, la suite strictement croissante des chemins de Q. Notons (r1,...,74) la base de
Grobner de I et soient 1 < i3 < ... <ig < n les indices tels que r; € u;; + Vect(u; ; i <ij) pour tout
je{l,...,d}.

e Soit u € Iy un chemin. Alors t(u) € T et u = max(supp(¢(u))) (d'aprés la Propriété 3.1.10 page 36).
La Propriété 4.1.15 implique donc qu'il existe un unique indice j € {1,...,d} tel que u = u;;. En particulier,
u € supp(r;) et si j’ # j alors u = u;; & supp(r;/) par définition de la base de Grobner de I. Donc 7, := 7
est I'unique élément de la base de Grébner de I tel que u € supp(ry). De plus, u = max(supp(ry)) = i, .
Notons que de cette facon, tout chemin appartenant a I appartient également a {u; ..., u;,}.
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e Soit r; un élément de la base de Grobner de I, posons r = r;. Alors u;; = max(supp(r)) donc uy,
n'est dérivé d'aucun chemin de supp(r). La Propriété 3.1.13 page 39 implique donc que u;;, € supp(y=1(r)).
Or =1 (r) = ¢~(rj) € Iy et Iy est monomial. Donc u;, € Iy est un chemin tel que u;; € supp(r;). Donc
i = Tu, d’aprés le point précédent. Si de plus u est un chemin tel que u € Iy et tel que r; = r, alors
u = maz(supp(r,)) (d'aprés le point précédent) et donc u = max(supp(r;)) = u;,. Ceci montre que pour
tout élément r; de la base de Grébner de I, il existe un et un seul chemin u tel que u € Iy et tel que r; = 7,.
Notons que ceci montre (avec le point précédent) que :

{tiy, ..., ui, } = {u chemin | u € Iy}
e Montrons par récurrence sur j € {1,...,d} que la propriété suivante, notée H,, est vraie :
« supp(rj — u;;) est constitué de chemins dérivés de u;,»

D’apres la Propriété 3.1.10 page 36, nous savons que : u;, = max(supp(¢(u;,)). Ayant P(u;) € I, la
Propriété 4.1.15 page précédente, entraine que ¥(u;,) € 1 + Vect(r; ; j <1) = {ri}. Donc ri = ¢ (u;,).
Donc 1 — u;, = ¥(u;, ) — w4, est, d’aprés la Propriété 3.1.10 page 36, une combinaison linéaire de chemins
dérivés de u;,. Donc Hy est vraie. Soit j € {2,...,d}, supposons que Hy,...,H,_1 sont vraies et montrons
que Hj est vraie. D'apres la Propriété 3.1.10 page 36, nous savons que : u;; = max(supp(i(ui;))) et
supp(Y(ug;) — u;;) est constitué de chemins dérivés de u;;. Etant donné que 1)(u;,) € I, nous en déduisons,
grace a la Propriété 4.1.15 page précédente, que :

) =1+ ) i, ((ui)) 7y
3" <jetus, € supp(d(us;))

Donc :
Tj - ui_j = (ZZJ(UZJ) - uij) - Z u;k/ (’l/}(u’L])) T'j/

J
j'<jet uig, € supp(¥(ui;))

Notons que si j' < j est tel que u;, € supp(tp(uy;)), alors :
- U, est dérive de u;;,,
- supp(rj — uij,) est constitué de chemins dérivés de wu; , (car Hjs est vraie),

donc supp(rj:) est constitué de chemins dérivés de u;,;. Donc supp(r; —u;,) est constitué de chemins dérivés
de u;,. Donc Hj est vraie. Ceci démontre que Hj, ..., Hy sont vraies. Donc, si u € I est un chemin, alors
7, — U est une combinaison linéaire de chemins dérivés de wu. O

Remarque 4.1.18 Avec les notations de la Définition 4.1.14 page précédente, la base de Grobner de F
est totalement ordonnée : r1 < ... <rg.

Nous disposons donc d'une base associée de maniére unique a I'espace vectoriel F' (a partir de la base
(e1,...,ep) de E). Jusqu'a la fin de la sous-Section nous conserverons les notations de la Définition 4.1.14
page précédente pour la base de F'. La Proposition qui suit met en évidence I'intérét de cette base.

Proposition 4.1.19 La base de Grobner de F est constituée de relations minimales de F'.

Preuve : Soit j € {1,...,d} et supposons que r; n'est pas une relation minimale. Donc 7; = r + r’ ou
r,r’ € F\{0} vérifient supp(r) N supp(r’) = 0. Ceci implique que supp(r;) = supp(r) U supp(r’) et nous
pouvons donc supposer que max(supp(r)) = e;;. Posons ey = max(supp(r’)). D'apres la Propriété 4.1.15
page précédente, il existe j’ tel que i’ = i;. Ayant i’ <, il vient j' < j. Donc e;, € supp(r’) C supp(r;)
avec j # j' ce qui est contraire a la Définition 4.1.14 page précédente. Ainsi r; est bien une relation minimale
de F pour tout j. .

Remarque 4.1.20 D’aprés la Proposition 4.1.19 nous savons donc que =g est déterminée par les élé-
ments de sa base de Grobner.

Grace a l'introduction des bases de Grébner, nous pouvons a présent démontrer |'unicité du produit de
transvections v¢; dans la Proposition 3.3.6 page 50.
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Proposition 4.1.21 Soit A une k-algébre de dimension finie, basique, triangulaire et monomiale. Soit
Q le carquois ordinaire de A et supposons que @ n’a pas de fleches multiples. Soit Iy l’idéal admissible
et monomial de kQ tel que kQ/Iy ~ A. Soit kQ/I ~ A une présentation admissible quelconque. Alors il
existe un et un seul produit de transvections 1y € T tel que :

(1) r(lo) =1,
(43) st (o, u) est un raccourci tel que u € supp(r(a)), alors @o . (lo) # Iy pour tout T # 0.

Preuve : Rappelons que I'existence d'un produit de transvections ¢y € 7 vérifiant les conditions () et (i%)
de I'énoncé a été établie dans la Proposition 3.3.6 page 50. Pour la présente démonstration, fixons < un ordre
naturel sur I'ensemble des chemins de Q. Puisqu'il existe ¢ € T tel que p(Ip) = I (par exemple ¢ = 1)y),
nous pouvons utiliser la Propriété 4.1.17 page 55. Pour chaque chemin w tel que u € Iy, nous noterons donc
7, I'élément de la base de Groébner de I qui lui est associé.

Soient t,1)’ € T vérifiant les conditions (i) et (ii) de I'énoncé. Pour montrer que ¢» = ', il suffit
de montrer que ¥ (o) = ¥'(«) pour tout @ € Q1. Si a € @1, alors (d’aprés la Propriété 3.1.10 page 36)
a € supp(P(a)), a*(¢(a)) = 1 et () — « est une combinaison linéaire de chemins paralléles & u et de
longueur au moins 2, et il en est de méme pour v’. Pour montrer que v = ¢/, il suffit donc de montrer que
0* (¢(a)) = 6* (' () pour tout raccourci (o, 8).

Soit a € Q1. Raisonnons par |'absurde et supposons qu'il existe un chemin 6 tel que (o, 0) est un rac-
courci, tel que 0*(¢(a)) # 6* (' (a)) et tel que 6 est maximal pour ces deux propriétés. Puisque 6* (¥ (a)) #
0*(1'(«)), nous pouvons supposer, quitte a échanger ¢ et ¢’, que 0*(¢()) # 0. En particulier, § €
supp((a)). Puisque v vérifie la condition (i7) de I'énoncé, il existe des chemins u, us tels que :

ugouy € Iy et Iy & @a.0,1(uaaur) = ugauy + ugbuq

Nous noterons u = ugau et w = ugsfuy. Ainsi, u € Iy et w & Iy. Notons que puisque («, 0) est un raccourdi,
la Propriété 3.1.10 page 36 implique que :

(1)

Posons alors :

Ay ={v € supp(yp(u)) | v#u et ve Iy}
Ay ={v € supp(¢'(u)) | v#u et vely}

Puisque u € Iy, nous avons ¥ (u),9’'(u) € I. En outre, u = maz(supp(p(u))) et u*(¢(u)) = 1 (resp.
u = max(supp(y’'(u))) et u* (' (u)) = 1) d'aprés la Propriété 3.1.10 page 36. Nous en déduisons, grice a la
Propriété 4.1.15 page 55 et a la Propriété 4.1.17 page 55 sur la base de Grobner de I, que :

P(u) =ru+ 3 v (P(u)) 1y

vEAy,
Pu) =re+ 3 v (u)
VEA
Donc :
w*(P(u) =w*(ra) + 3 0" (Y(u)) w*(ry)
vEAy, (2)
w* (Y (u)) = w(ry) + gll v (¢ (u) w*(ry)

Soit v € Ay (resp. v € Ayr) tel que w*(r,) # 0. Donc w € supp(r,). Etant donné que v € Iy et
que w & Iy, nous avons donc w € supp(r,)\{v} = supp(r, — v). D'aprés la Propriété 4.1.17 page 55, cela
implique que w est dérivé de v. Ainsi :

- u = usauy et w = ugxbu; avec («, @) un raccourci,
- w est dérivé de u,
- w est dérivé de v.

Ceci implique, d’apres la Propriété 3.1.11 page 37, qu'il existe un chemin 6’ tel que :
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- (a, @) est un raccourci,
- 0 est dérivé de 0’ (et donc 0" > 0),
c v = ugf uy.

La maximalité de 6 entraine donc que 6*(¢(a)) = 6" (¢'(«)). Etant donné que v = uscuy et que v =
u260'uy, la Propriété 3.1.10 page 36 implique que : v*(¢(u)) = 0™ (Y () et v*(¢'(u)) = 6™ (¢)'(«)). Donc
v*(¥(u)) = v*(¢'(u)). Rappelons que v*(¢(u)) # 0 (resp. v*(¢¥'(u)) # 0) car v € Ay (resp. v € Ay/),
donc v* (¢’ (u)) # 0 (resp. v*(¢(u)) # 0) et v € Ay (resp. v € Ay). Ceci est vrai pour tout v € Ay (resp.
v € Ay) tel que w*(r,) # 0. Nous avons donc :

{{v € Ay | w*(ry) # 0} = {v € Ay | w*(r,) # 0}

vEdy et wn) A0 —s ot (B(w) = v* (1 () ®)

Les points (2) et (3) impliquent que w*(¢(u)) = w*(¥'(u)). Avec le point (1), nous en déduisons que
0*(Y(a)) = 0*(¢Y'(a)). Or nous avons supposé que 0*(¢(a)) # 0*(¢'(«v)). Cette contradiction montre que
pour tout raccourci (a, 6), nous avons 6* (¥ (a)) = 0*(¢'(«)). Donc ¢ = 9. O

La Remarque 4.1.20 page 56 permet de démontrer la Proposition suivante. Celle-ci sera utile dans I'étude
des dérivations d'une k-algébre de dimension finie.

Proposition 4.1.22 Soit d: E — E une application linéaire telle que d(e;) = t; e; avec t; € k pour tout
1 €{1,...,n} et telle que d(F) C F. Alors :

- d(rj) € k.rj pour tout j € {1,...,d},
- sie; =f ej alorst; =1t;.
Preuve : e Fixons j € {1,...,d}. Nous avons 7; € e;; + Vect(e; ; i <ij), d(F) C F et d(e;) = t; e; pour
tout s € {1,...,n}. Donc:
() supp(d(r;)) C supp(r;),
(i1) d(rj) € FNVect(er,...,e;,) = Vect(ry,...,r5).

Il existe donc des scalaires 7,...,7; € k tels que :
d(T’j) =T T1+...+Tj ’I”j

D’autre part, e;, € supp(ry/) si et seulement si [ =1’. Donc pour tout j' € {1,...,5 — 1} :
(iii) e, € supp(d(rj)) & 1 # 0,
(iv) ei, & supp(ry).

(i) et (iv) impliquent que e; , & supp(d(r;)) pour tout j* € {1,...,j — 1}, puis (i) entraine 7 = ...
7;—1 = 0. Ainsi : '

d(rj) =7 rj avec T; € k

szeij+2)\i €;

e Soit j € {1,...,d} et écrivons :

Donc :
Tj eij + ZTj)\i €, = Tj 7"]' = d(’l‘j) = tij eij + Z)\th €;
i<iy i<iy

Ceci implique que :

© T = i

- si i < i; vérifie \; # 0, alors t; = 7;.
Ainsi :

e; € supp(r;) = t; =7,

e Soient ¢,i’ € {1,...,n} tels que ¢; =p ey. D'aprés la Remarque 4.1.20 page 56 il existe une suite
d'indices j1,...,Jm € {1,...,d} telle que :

- e; € supp(r;,) et ey € supp(r;,.),

- supp(rj,) N supp(rj,,,) # 0 pour tout [ € {1,...,m — 1}
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Le point précédent nous donne alors :
-t = 75, et ty = T s
- Ty =ty =Ty, pourle{l,...,m—1}.
Donc 75, = 75, et :
e; = ey =>1; =1ty

Nous terminons cette sous-Section par démontrer quelques propriétés liées a la base de Grobner de F.

Propriété 4.1.23 e; € F &1y =e¢;

Preuve : Si r; = ey, alors e; € F. Réciproquement, si e; € I, alors il existe j tel que i; = 1, et nécessaire-
ment j = 1. Doncry €e; + Vect(e; ; i <1) c'est a dire 1 = ey. O

Dans les trois Propriétés qui suivent, nous effectuons le quotient de E par un vecteur non nul de E et nous
nous intéressons a la relation d’'équivalence associée a I'image de F' dans ce quotient.

Propriété 4.1.24 Supposons que e; € F et soitp: E — E/k.eq la surjection canonique. L’espace E [k.eq
est alors muni d’une base ordonnée p(es) < ... < p(e,). Pour cette base de E/k.e1, le sous-espace
p(F) = F/k.e; admet p(r3) < ... < p(rq) pour base de Grobner. Enfin, pour i,j > 2, nous avons :

€ =F €; = p(ez) EF/k.el p(ej)

Preuve : Clairement, (p(ez),...,p(e,)) est une base de p(E). Puisque e; € F', la Propriété 4.1.23 implique
que 71 = ey. En particulier, (p(r2),...,p(rq)) est une base de p(F). Soit j € {2,...,d}, alors r; € e;; +
Vect(e; ; i <1ij) et eq & supp(r;). Donc :

(1) p(rj) € plei;) + Vect(ple:) 5 2 <i<iy),

(") p(e;) € supp(p(rj)) si et seulement si e; € supp(r;), pour tout i > 2,

(i) iy < ... <iq.
Nous savons que si j # j’ alors e;, & supp(r;/). Le point (i’) ci-dessus implique donc que :
(éi1) si j,j' > 2 sont distincts alors p(e;;) & supp(p(rj/)).
En résumé, la base (p(r2)...,p(rq)) de p(F) vérifie les conditions (i), (ii) et (i2i) de la Définition 4.1.14
page 55 pour p(F'). C'est donc bien la base de Grobner de p(F). Il ne nous reste donc plus qu'a démontrer la
comparaison annoncée entre =p et =p,(r). D'apres la Proposition 4.1.19 page 56, nous savons que :

(1) =F est déterminée par les relations minimales rq,...,74 de F.

(2) =p(r) est déterminée par les relations minimales p(r2),...,p(rq) de p(F).
Etant donné que supp(r1) = {e1}, la relation minimale r; est la seule dont le support contient e;. Donc la

classe de =p-équivalence de e; est {e;}. Pour cette raison =p est déterminée par les relations minimales
ro,...,Tq. D'autre part, le point (i) ci-dessus montre que la bijection ensembliste :

p:{ea,...,en} — {p(ea),...,p(en)}

fait se correspondre le support de r; et celui de p(r;) pour tout j > 2. Avec les points (1) et (2) ci-dessus
nous avons donc pour tous ¢,j > 2 :

e =rej & p(ei) =p(F) p(ej) =

Propriété 4.1.25 Supposons que e; € F' et soit q: E — E/k.ey la projection canonique. L’espace E[k.eq
est alors muni d’une base ordonnée q(es) < ... < q(e,). Pour cette base de E/k.eq, le sous-espace q(F)
admet q(r1) < ... < q(rq) pour base de Grébner. Enfin, pour i,j = 2 nous avons la comparaison suivante
entre =p et =F) ¢

qlei) =qry alej) = ei =r ¢
Preuve : Clairement, (g(e2),...,q(e,)) est une base de ¢(FE). Puisque e; ¢ F', la Propriété 4.1.23 implique

que 71 # ep et donc ¢; > i1 > 1 pour tout j > 1. En outre, (g(r1),...,¢(rq)) est une base de g(F'). Soit
je{l,...,d}, alorsrj € e;; + Vect(e; ; i <ij) aveci; > 1. Donc :
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(1) q(rj) € qlei;) + Vect(qle) 5 2 <i<iy),

(") q(e;) € supp(q(r;)) si et seulement si e; € supp(r;), pour tout i > 2,

(i) i1 < ... <iq.
Nous savons que si j # j’ alors : e;; & supp(rj) et ij,i; > 2. Le point (i') ci-dessus implique donc que :
(i7) si j # j' alors g(e;;) & supp(q(r;)).
En résumé, la base (q(r1)...,q(rq)) de q(F) vérifie les conditions (i), (i7) et (iii) de la Définition 4.1.14

page 55 pour g(F'). C'est donc bien la base de Grébner de ¢(F'). Il ne nous reste donc plus qu'a démontrer la
comparaison annoncée entre =f et =, ). D'apres la Proposition 4.1.19 page 56, nous savons que :

(1) =F est déterminée par les relations minimales 71, ...,74 de F.
(2) =q(r) est déterminée par les relations minimales q(r1),...,q(rq) de q(F).
De plus, le point (i') ci-dessus montre que pour tout j € {1,...,d} et pour tout ¢ € {2,...,n} nous avons :

q(e;) € supp(q(r;)) = e; € supp(r;)

Donc pour 4,5 > 2 nous avons bien :
alei) =qr) a(e;) = € =r ¢€; O

Propriété 4.1.26 Soit 7: E — E/k.r1 la surjection canonique. Alors E/k.r1 est muni d’une base or-

donnée : m(e1) < ... < 7@ < ... < 7w(ey). Pour cette base de E/k.ry, le sous-espace w(F') = F/k.ry
admet w(re) < ... < w(rq) pour base de Grébner. Enfin, pour i,j > 2 nous avons :

m(e;) =x(r) T(e;) = e =r ¢

Preuve : Etant donné que r1 € ¢;;, + Vect(e; ; i < i1), le (n — 1)-uplet (w(e1),...,m(es,),-..,m(en))
est bien une base de w(E). D'autre part, (7(r2),...,m(rq)) est une base de 7w(F'). Soit j € {2,...,d}. Nous
avons r; € e;; + Vect(e; ; i <ij) avec ey, & supp(r;). Donc :

(i) m(rj) € m(es;) + Vect(m(e;) ; i <ijeti#iy),

(i) m(e;) € supp(m(r;)) si et seulement si e; € supp(r;), pour tout i # iy,

(it) ia < ... <iq.
Si j,j’ sont distincts et tous deux différents de 1, alors e;, & supp(r;/). Le point (i') ci-dessus implique donc
que :
(éi1) si j,j' € {2,...,d} sont distincts alors 7(e;;) & supp(m(rj)).
En résumé, la base (mw(ry)...,m(rq)) de w(F") vérifie les conditions (i), (ii) et (iii) de la Définition 4.1.14
page 55 pour w(F). C'est donc bien la base de Grobner de w(F). Il ne nous reste donc plus qu'a démontrer
la comparaison annoncée entre =p et =, (r). D'apres la Proposition 4.1.19 page 56, nous savons que :

(1) =F est déterminée par les relations minimales 71, ...,74 de F.
(2) =n(r) est déterminée par les relations minimales 7(rz), ..., 7(rq) de 7(F).
De plus, le point (i) ci-dessus montre que pour tout j € {2,...,d} et pour tout ¢ € {1,...,n}\{i1} nous
avons :
m(e;) € supp(n(rj)) = e; € supp(r;)
Donc pour 4,5 > 2 nous avons bien :
m(ei) =x(r) T(ej) = ei =r ¢ O

4.1.2 Comparaison des relations d’équivalence associées a deux sous-espaces
liés par un automorphisme

Nous nous intéressons ici au probléeme suivant dont nous conserverons les notations tout au long de la
sous-Section :

Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et muni d’une base totalement ordonnée e; < ... < e,.
Soit I un sous-espace de E, soit 1): E — E un isomorphisme linéaire qui est unipotent et posons J = ().
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Est-il possible de comparer, au sens de la finesse, =y et =; 7

Rappelons que «=; est plus fine que = ;» signifie que : e; =7 e; = e; =5 e; pour tous 4,j € {1,...,n}.

Afin d’alléger les énoncés de comparaison de =; et =, nous introduisons a présent les conditions sur
qui seront utilisées dans ces résultats. Nous dirons que 1) vérifie la condition (C) si les conditions suivantes
sont satisfaites :

(CO) la matrice de ¢ dans la base (e, ..., e,) de F est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux égaux
al,

(C1) sie; € supp(vp(e;)) avec i # j, alors Y(e;) = ej,

(C2) sii# j, alors les ensembles supp(1)(e;) — e;) et supp(¢(e;) — e;) sont disjoints.

Notons que la condition (CO) imposée sur la matrice de 1 signifie que pour tout ¢ € {1,...,n} nous
avons :

Y(e;) € e; + Vect(e; 1<)
Voici quelques propriétés de ).
Propriété 4.1.27 Si ¢ vérifie (C) alors (v — Idg)* = 0. En outre si nous posons v = 1 — Idg alors
Yv=1Idg+v ettt =Idg —v.

Preuve : Soit i € {1,...,n}, alors il existe des entiers j; < ... < j; < i (avec t > 0) tels que :
t
Ple) =ei+ Y N ey,
=1

ou les scalaires \; sont tous non nuls. En particulier, supp(¢(e;) —e;) = {ejy,- .., €5, } et ¥(e;,) = e;, pour
tout I € {1,...,t}, puisque la condition (C) est satisfaite. Donc :

(¢ — Idp)*(e;) = (¥ — Idp) (Z A ejz) =0
=1

et ceci pour tout i € {1,...,n}. Donc (¢ — Idg)? = 0. Notons alors v = ) — Idg, de sorte que ¢ = Idg +v.
Avec (1)—1Idg)? = 0 nous avons 12 —2¢+Idr = 0 ce qui, en composant avec )1, s'écrit : ¢! = Idg—v. [

Remarque 4.1.28 Sous les hypothéses de la Propriété 4.1.27 (i.e. 1 vérifie la condition (C)) et avec les
mémes notations, nous avons donc pour i € {1,...,n} :

supp( ™ (e;)) = supp(v(ei))
Ceci entraine en particulier que ="' et ¥ vérifient simultanément ou non la condition (C).

La condition (C) peut paraftre technique, néanmoins la Proposition suivante montre qu’elle est satisfaite
dans les cas qui nous intéresseront par la suite.

Proposition 4.1.29 Soit Q un carquois fini et sans cycle orienté, posons E = kQ. Prenons pour base
de E la famille des chemins de Q). Soit ¢ = @q - une transvection. Soit < un ordre associé a (o, u) sur
Uensemble des chemins de Q. Alors v vérifie la condition (C).

Preuve : Puisque () n'a pas de cycle orienté, o n'apparait pas dans u et donc ¥(u) = u.
(C0), (C1) Soit v un chemin de Q.

- si a n'apparafit pas dans v, alors ¥(v) = v et supp(¢(v) —v) = 0.
- si a apparait dans v alors il existe des chemins v; et vy dans lesquels o n'apparait pas (car Q est sans
cycle orienté) et tels que v = voarwy. Donc (v) = v + 7 vouvy avec vouv; < vearv; = v d'apres la

Propriété 3.2.5 page 42. De plus, supp(v(v) —v) = {vauvi} avec ¥(vouvy) = vouwy car a n'apparait
ni dans v1, ni dans vg, ni dans w.
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Ce deux points montrent bien que la matrice de 1) dans la base constituée des chemins de @) et ordonnée par
< est triangulaire supérieure a éléments diagonaux égaux a 1. La condition (CO0) est donc satisfaite. Ces deux
points montrent également que la condition (C1) est satisfaite.
(C2) Soient ¢ et ¢’ deux chemins distincts. Nous avons donc plusieurs cas selon que « apparait ou non dans
couc :

1°" cas : si @ n'apparait pas dans ¢ (resp. dans ¢’). Alors ¥(c) = ¢ (resp. ¥(c¢’) = ¢’) et donc les ensembles
supp((c) — ¢) et supp(p(c’) — ¢’) sont disjoints parce que I'un des deux au moins est vide.

27 cas : si ¢ = cpacy et ¢ = chac), alors :

supp(Y(c) — ¢) = {caucr } et supp((c) — ') = {cyuc)}

Si ces deux ensembles ne sont pas disjoints, alors coucy = chuc). Etant donné que @ n’a pas de cycle orienté,
cela entraine ¢y = ¢, ¢1 = ¢} puis ¢ = ¢’ ce qui est impossible.
En conclusion supp(¢(c) — ¢) N supp(yp(c’) — ¢’) = (. Donc (C2) est bien satisfaite. O

Avant d'établir les résultats de comparaison de =; et =; nous démontrons un Lemme intermédiaire.

Lemme 4.1.30 Supposons que ¢ vérifie la condition (C) et posons v = ¢ — Idg. Supposons en outre
que :
si i # j vérifient e; € supp(v(e;)) alors e; #r e; (H)

Soit r € I une relation minimale de forme normale r = Y, A es. Alors :
sES

Y(r) = Z)\S es + Z)\S v(es)

sesS ses

supp((r)) = {es | s € S} || | ] supp(v(es))

seS
En outre il existe une décomposition de (r) € J en somme de relations minimales de J a supports deux
a deux disjoints Y(r) =ri + ...+ 1y, telle que :
supp(r) = {es | s € S} C supp(r1)

supp(ry) C |_| supp(v(es)) pourt > 2
sesS

Preuve : Puisque r est une relation minimale de I, nous avons S # () et ¢)(r) € J\{0}. Remarquons également
que d'apres la Propriété 4.1.27 page précédente nous avons :

Yp=Idp+v et ¢=1Idp—v
D’autre part, la condition (C) entraine :
e; & supp(v(e;)) pouri=1,...,n (1)

Commencons par déterminer le support de ¢(r). Ayant ¢» = Idg + v, il vient :

W(r) = Z)\S es + Z As v(es) (2)
sesS ses
Notons que :
- d'apres la condition (C), les ensembles supp(v(es)) (s € S) sont deux a deux disjoints,
- d'aprés (1), nous avons es & supp(v(es)) pour tout s € S,

- si 8,8 € S sont distincts, alors e; =5 ey (car es, e € supp(r) et r est une relation minimale de I), ce
qui entraine (par (H)) que ey & supp(v(es))
Ces trois propriétés démontrent, a partir de (2), que :

supp((r)) = {es | s € S} || | ] supp(v(e,)) (3)

ses
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D’aprés la Proposition 4.1.6 page 53, la relation ¢ (r) de J s'écrit comme de relations minimales de J a
supports deux a deux disjoints :
Yr)y=ri+...+71,, (4)

Parmi ces relations minimales, il en existe une, soit 7;,, dont le support contient au moins un des éléments de
{es | s € S} C supp(1p(r)). Quitte a changer I'indexation des relations r;, nous pouvons supposer que to = 1
et r;, = r1. Il existe donc une partie non vide S; de S et un élément u; € E tels que :

ry = E As €5+ Uy
s€S,

r1 est une relation minimale de J

supp(uy) C |_| supp(v(es))
seS

Notons que la derniére propriété ci-dessus implique que ¥ (u1) = u;. Ayant ¢y~ = Idg — v, il vient :

I> 1/171(7'1) = Z As €5 — Z As v(es) + ug

SEST SES,

et avec les mémes arguments que ceux utilisés plus haut pour déterminer supp(v(r)) (rappelons que supp(uy) C
|| supp(v(es))), nous avons :
s€S

supp(v " (r1)) = {es | s € S1} UP avec P C I_I supp(v(es))
ses

Grace a la Proposition 4.1.6 page 53, la relation 1~!(r;) de I peut s'écrire comme somme de relations
minimales de I & supports deux a deux disjoints. Parmi ces relations minimales, choisissons en une, soit 7,
dont le support contient au moins un élément de {es | s € S1} C supp(vh~1(r1)). Il existe donc une partie
non vide S{ de Sy ainsi qu'un élément u} € E tels que :

!/ I
r] = E As €5 + U]
seS|
7} est une relation minimale de [

supp(u}) C P C |_| supp(v(es))
seS

En particulier, puisque les deux ensembles {e, | s € S} et | | supp(v(es)) sont disjoints (d'apres (3)), nous
seS
avons :

supp(ry) = {es | s € S1} |_|supp(u'1)
Fixons so € S} et soit e € supp(u}). Alors il existe s € S tel que e € supp(v(es)), ce qui implique :
- e =g e, car: e es, € supp(r]) et r} est une relation minimale de I,
- e #res car e € supp(v(ey)) (d'apres (1) et (H)),
- eg = €y, Car : eg, €5, € supp(r) et r est une relation minimale de 1.

Nous obtenons donc une contradiction : e =y e et e Z es. Cette contradiction démontre que supp(u}) = 0,
c'est a dire u}f = 0 (remarquons au passage que |'utilisation de I'indice sy € S montre que les conditions
Sy # 0 et S} # () sont indispensables). Donc :

= E As€s st une relation minimale de I

seS|
La minimalité de r = > A e, entralne donc que S; = S puis que S; = S. Ainsi, la relation minimale
ses
r1 = Y, As es +uy de J vérifie la propriété :

ses

{es | s € S} C supp(r1) (5)
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Etant donné que ¢(r) = 1 + ... + r,,. est une décomposition en somme de relations minimales de J a
supports deux a deux disjoints, les points (3) et (5) entrainent que pour tout ¢ > 2 nous avons :

supp(ry) C supp(p(r))\supp(r1) € | | supp(v(es)) (6)
seS
Le Lemme est donc démontré grace aux points (2), (3), (5) et (6). O

Nous pouvons a présent établir et démontrer quelques Propositions permettant de comparer =; et =.

Proposition 4.1.31 Supposons que ¢ vérifie la condition (C) et posons v =) — Idg. Supposons satis-
faites les deux conditions suivantes :

ej € supp(v(ei)) = e; #r1¢€;j (H1)
ej € supp(v(e;)) = e; #Je; (H2)

Alors I = J et en particulier =; et =; coincident.

Preuve : Soit r € I une relation minimale de I. Ecrivons r sous forme normale : 7 = " Ag es. Grice a la
ses
condition (H1) nous pouvons appliquer le Lemme 4.1.30 page 62 a r. Donc il existe u € E vérifiant :

ry = E As €5 + u  est une relation minimale de J.
ses

supp(u) C | | supp(v(es)) ()
seS

supp(ri) = {es | s € S} U supp(u)
Soit s € S et soit e € supp(u). D'aprés la condition (%) sur supp(u) nous savons qu'il existe s’ € S tel que
e € supp(v(es)). Nous avons donc :
- e#yey care € supp(v(es)) (voir (H2)),
- e=jescar:e es €supp(ry) et r1 est une relation minimale de J,
- es =g ey car:eg ey € supp(r1) et r1 est une relation minimale de J.

Nous avons donc e =; es =; ey # e. Cette contradiction montre que supp(u) = @) puis u = 0. Donc :

J9r1:Z>\Seszr

seS

Ainsi : r € J pour toute relation minimale r de I. Puisque I est engendré par ses relations minimales (grace
au Corollaire 4.1.7 page 53), il vient I C J. Finalement I = J car I et J ont la méme dimension (J = ¢(I)
et ¢ est un automorphisme de F). O

Proposition 4.1.32 Supposons que ¥ vérifie la condition (C) et posons v =1 — Idg. Supposons satis-
faites les deux conditions suivantes :

e; € supp(v(e;)) = e 1 e; (H3)
ej € supp(v(e;)) = e =je; (H4)

Alors =1 est plus fine que =;. Plus précisément, =; est la relation d’équivalence engendrée par :

€ =1 € = € =7 €

e; =y e; dés que e; € supp(v(e;))

Preuve : e Rappelons tout d’abord que gréce a (H3) et grace au Lemme 4.1.30 page 62, pour chaque relation
minimale r de I nous disposons d'une décomposition :

Yr)y=ri+...+71,, (1)
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en somme de relations minimales de J a supports deux a deux disjoints de facon que :

supp(r) C supp(r1) = supp(r) |_| |_| supp(v(e;)) (2)
e; Esupp(r)
supp(re) C | | supp(v(e:)) pour2<t<n, (3)
e; Esupp(r)

e D’autre part, d'aprés la Définition 4.1.9 page 54 de =, la relation d'équivalence = est engendrée par :

(Vr € Min(I)) e;ej € supp(r) =e; =1 ¢; (4)
ol Min(I) désigne I'ensemble des relations minimales de I.
e Définissons alors = comme étant la relation d'équivalence sur {eq,...,e,} engendrée par :
(Vr € Min(I)) e;,ej € supp(r) = e; = e, (5)
e; € supp(v(e;)) = e; =e; (6)

Gréace a (4) il nous suffit donc de démontrer que = et = coincident pour démontrer la Proposition.

e Notons que puisque ¢: E — E est un isomorphisme, que J = 9(I) et que I est engendré par ses
relations minimales (voir Proposition 4.1.6 page 53), I'espace J est engendré par {¢(r) | » € Min(r)}. En
utilisant (1) il vient donc :

J=Vect(ry |t €{l,...,n.} et r € Min(I))

Etant donné que chaque r, est une relation minimale de J, la Proposition 4.1.13 page 54 implique que =;
est engendrée par :
(Vr e Min(r)) (Vte{l,...,n.}) e;,e; €supp(ry) = e =je; (7)

e Démontrons que = est plus fine que =;.
Soit  une relation minimale de I et soient e;,e; € supp(r) de sorte que e; = e; en vertu de (5). D'aprés
(2) nous avons supp(r) C supp(ri). Donc, en utilisant (7), il vient e; =; e;. Supposons a présent que
e; € supp(v(e;)) de sorte que e; = e; (selon (6)). Alors e; =; e; d'apres (H4). Ces deux arguments
démontrent bien que = est plus fine que =.

e Démontrons a présent que =; est plus fine que =.
Soit r une relation minimale de I, soit ¢ € {1,...,n,} et soient e;,e; € supp(r;) de sorte que e; =y e;
(d'aprés (7)). D'aprés (1), (2) et (3) nous savons que :

eives €supp(r) | | || supp(v(e))
e€supp(r)
Notons que pourl =ioul =7 :
- sie; & supp(r) alors il existe ey € supp(r) tel que e; € supp(v(ey)). Ceci entraine, par (6), que e; = eyr.
- si e; € supp(r), alors e; = ey en posant I’ = 1.

En résumé :
il existe e;r, e;r € supp(r) tels que e; = ey et ej = ey

Or (5) entraine e;; = e/, donc e; = ey = ejr = e;. Ainsi :
e; = e; dés que e;, e; € supp(ry)

Ceci démontre que = est plus fine que =, et que = et = coincident. O
La Proposition qui suit est en quelque sorte le symétrique de la Proposition 4.1.32 page ci-contre.

Proposition 4.1.33 Supposons que v vérifie la condition (C) et posons v =1 — Idg. Supposons satis-
faites les deuz conditions suivantes :

ej € supp(v(e;)) = e =1 e, (H5)
ej € supp(v(e;)) = e e (H6)
Alors =5 est plus fine que =;. Plus précisément, =y est la relation d’équivalence engendrée par :

€ =J € = € =] €

e; =1 e; dés que e; € supp(v(e;))
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Preuve : D'apreés la Remarque 4.1.28 page 61, I'isomorphisme 1) ~! satisfait également la condition (C) et
1! = Id — v. La Proposition est donc une conséquence directe de la Proposition 4.1.32 page 64 appliquée
3 I'isomorphisme 1!, au sous-espace J (a la place de I) et au sous-espace I = ¢)~1(J) (4 la place de J).OJ

Nous allons a présent démontrer une autre comparaison entre =; et =;. Nous n'y faisons aucune hypothese
concernant (C). Rappelons que ¢: E — E est unipotent et que ¢(I) = J.

Proposition 4.1.34 Supposons que le corps k est de caractéristique nulle et posons v = In(v). Supposons
que v vérifie les conditions suivantes :

- v(e;) € Vect(ej 5 j < 1) pour tout i,
- st # j vérifient e; € supp(v(e;)), alors e; 1 e; et e; £ €.

Alors I = J et en particulier =; et =; coincident.

Preuve : Nous allons démontrer la Proposition 4.1.34 par récurrence surn > 1. Sin =1 alors I'égalité I = J
est évidente. Supposons que n > 1 et que la conclusion de la Proposition 4.1.34 est vraie lorsque I'espace
vectoriel ambiant est de dimension au plus n — 1. Notons 1 < ... < rg (resp. ] < ... < 1) la base de
Grobner de I (resp. de J) et soient i1, ...,iq (resp. 47, ...,i;) les indices tels que 7; € e;; +Vect(e; ; i < i)
(resp. 1 € ey + Vect(e; ; i <)) pour tout j. Pour prouver que I = J, nous allons démontrer que I et .J
ont la méme base de Grobner. A cette fin nous allons procéder en 4 étapes :

a) montrer que les suites i; < ... < ig et 3} < ... < coincident,

b) montrer que ¥(r1) =71,

c) montrer que r; = 7} et v(r1) = 0 (en utilisant I'hypothése de récurrence appliquée a E/k.e1),

d) montrer que 7o =1%,...,7q = 1l (en utilisant I'hypothese de récurrence appliquée a E/k.ry).
a) Pour alléger le texte, posons E; = Vect(e; ; j < i). Puisque v(e;) € Ej_1 et r; € e;; + E;, 1, et puisque
1 = exp(v), nous avons (r;) € J N (eij —l—Ei].,l) pour tout j. La définition de la base de Grobner de J

implique alors que {i1,...,iq} C {i},...,4,}. Pour raison de cardinalité ces deux ensembles d'indices sont
égaux. Donc nous avons iy =iy, ...,i, = i,

b) Ayant iy = 4, il vient ¢(r1) — ] € J N E; 1. La définition de la base de Grdbner de J implique
P(ry) —rp =0.

c) Montrons que r; = 7] et que v(r;) = 0. Notons tout d’abord que la Propriété 4.1.23 page 59 et les
égalités Y(r1) = r| et (e;) = ey impliquent : ey € I & 1 = e & 1] = e < e; € J (et dans ce cas,
v(r1) = v(ey) = 0). Pour montrer que 71 = 1} et que v(r;) = 0, nous pouvons donc supposer que e & I et
€1 ¢ J.

Posons q: E — E/k.ey la surjection canonique. D'apres la Propriété 4.1.25 page 59, I'espace vectoriel E/k.e;

admet g(es) < ... < g(ey,) pour base totalement ordonnée et pour cette base, les propriétés suivantes sont
satisfaites :

(1) g(r1) < ... < q(rq) est la base de Grébner de I,

(2) Q(ez) Eq([) q(ej) = €; =] €; pour ’Lv] € {27 cee ,TL},

(3) q(r}) < ... < q(r}) est la base de Grébner de J,

(4) q(ei) =q(J) q(ej) — €; = €5 pour 1, € {2, .. .,n}.
Notons que puisque v(e;) = 0 et ¢(e1) = ey, les endomorphismes v,1): EE — E induisent des endomorphismes
v,1¢: E/k.e; — E/k.ey. Par hypothése sur v et ) nous avons alors :

(5) ©: E/k.e; — E/k.e; est un isomorphisme linéaire unipotent,
(6) (D)) = q(J),

(7) 7 =1In(3),

(8) supp((q(ei))) = {ale;) ; 2<j <nete; € supp(v(e))},

(9) wlg(ei)) € Veet(q(e;) 5 2 <j <).
Soient alors i, j € {2,...,n}. L'hypothese liant v, =; et = ainsi que les points (2), (4) et (8) donnent :

e; #r1 ¢ N { q(ei) Zq1) ales) (10)

q(e;) € supp(v(q(es))) = e; € supp(v(e;)) = { e 2y e q(ei) Zq0) ale;)
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Les points (5), (6), (7), (9) et (10) montrent que les données E/k.e1, q(I), q(J), 1 vérifient les hypothéses de
la Proposition 4.1.34 page précédente. Puisque dim(E/k.e;) = n — 1, I'hypothése de récurrence s'applique :
avec la description (voir les points (1) et (3)) des bases de Grobner de ¢(I) et g(J) nous obtenons :

(Vje{L,....d}) q(r;) =q(r))

En particulier : 7} = r1 + X e1 avec A € k. Donc (¢ — Id)(r1) = A e1. Or b(e1) = e donc (¢ — Id)?(r1) = 0.
Il vient donc v(r1) = In(¢)(r1) = X e;.

Montrons par I'absurde que A\ = 0. Si A # 0 alors e; € supp(v(r1)). Donc il existe ¢; € supp(ry) tel
que e; € supp(v(e;)). Ceci implique que e; Z5 e; et puisque deux éléments quelconques de supp(ry) sont
=;-equivalents, nous avons donc e; & supp(ri). Etant donné que r; = r1 + A ey, il vient supp(r]) =
supp(ri)U{e1}. Ainsi e;,e1 € supp(ri)U{e1} = supp(r}), ce qui implique e; = e;1. Cette derniére propriété
contredit e; € supp(v(e;)). Donc A =0, r1 =7 et v(r;) =0.

d) Montrons a présent que ro = 14,...,74 = r};. A cette fin nous allons appliquer I'hypothése de récurrence
a E/k.ry. Soit m: E — E/k.rq la surjection naturelle. D'aprés la Propriété 4.1.26 page 60, |'espace vectoriel

E/k.ry admet m(ey) < ... < 7w(e;;) < ... < m(e,) pour base totalement ordonnée et pour cette base, les
propriétés suivantes sont satisfaites :

(1) mw(re) < ...<m(rq) est la base de Grobner de 7 (I),
(2') m(e:) =r(r) w(ej) = ei =1 ej pour i, j € {1,...,n}\{i1},
(3") m(ry) < ...<m(r}) est la base de Grébner de 7(.J),
(4") m(es) =r(yy m(ej) = ei =y e pouri,j € {1,...,n}\{i1}.

Notons que puisque v(r1) = 0 et 9)(r1) = r1, les endomorphismes v, ¢: E — E induisent des endomorphismes
v,: E/kori — E/k.r1. Par hypothése sur v et ¢ nous avons alors :

(5) 4: E/k.ry — E/k.ry est un isomorphisme linéaire unipotent,
(6") P(n(1)) = n(J),

(7') & = In(4)),

(8") v(m(es)) € Vect(m(es) 5 j€{L,....i —1}\{ir}).

Pour pouvoir appliquer I'hypothése de récurrence 3 E/k.ry, w(I), 7(J) et v, il ne nous reste donc plus qu’a
montrer que I'implication suivante est satisfaite, pour tous i,j # 47 :

m(e;) € supp(D(m(e;))) = m(ei) #nr) w(e) et m(es) Zr(s) m(e;)
Soient i, j # iy vérifiant w(e;) € supp(P(m(e;))). Remarquons que :

)
- supp(D(m(e;))) = {m(er) | er € supp(v(e;))} si e, & supp(v(e;)),

- supp(D(m(e;))) C {m(e;) | er € supp(v(e;)) et I # in}U{nm(er) | I < iy et e; € supp(ri)} si e;, €
supp(v(ei)).

Distinguons alors les cas e; € supp(v(e;)) et e; & supp(v(e;)) :

- si ej € supp(v(e;)) alors e; #r e and e; #Z; e;, ce qui implique, grace aux points (2’) et (4') ci-dessus :
m(e;) Zr(r) T(€;) et m(e;) Ex(y) m(ej).

- si e; & supp(v(e;)) alors nécessairement e;, € supp(v(e;)) et e; € supp(r1). Etant donné que r1 =711,
la propriété e; € supp(ri) implique que e; =y e;, et e; =5 e;,. D'autre part, la propriété e;, € supp(v(e;))
implique que e;, #r e; et e;, £ e;. Donc e; #;1 e; et e; #£; e;. Grace aux points (2') et (4') ci-dessus, il
vient : w(e;) Zrr) m(es) et w(ej) Ea(g) m(ei).

Ainsi, les données E/k.rl,w(I),w(J),zl} vérifient les hypothéses de la Proposition 4.1.34 page précédente, et
dim(E/k.r1) = n—1. Nous pouvons donc appliquer I'hypothése de récurrence, elle nous donne : 7(I) et w(J)
sont égaux et donc ont la méme base de Grobner. La description (1’) et (3') de ces bases implique alors que
m(rj) = m(r;) pour tout j € {2,...,d}. Donc pour chaque j > 2 il existe \; € k tel que r; = 7% + A; 71.
Remarquons que A; est nécessairement nul car ¢;, (r;) = e;, () = 0 (par construction de la base de Grdbner).
Donc r; = r} pour tout j = 2,...,d et 7; = r{. Ceci montre que [ = J. O
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4.2 Relation d’homotopie et groupe fondamental d’un carquois
lié

4.2.1 Définitions

Définition 4.2.1 (voir [29]) Soit (Q,I) un carquois lié. La relation d’homotopie de (Q,I) est notée

~r. C’est la relation d’équivalence sur l’ensemble des promenades de @ engendrée par les propriétés
sutvantes :

1. ey ~pa~la et ey ~p aa™t pour toute fléche x Ly de Q.

2. si u,v,u’, v sont des promenades de Q telles que u ~y u' et v ~y v, alors vu ~j v'u’' dés que
les promenades vu et v'u’ sont bien définies (i.e. ~y est compatible avec la concaténation des
promenades).

3. u ~y v pour tous u,v € supp(r) ot r est une relation minimale de I.

Dans toute la suite, la classe de ~-équivalence d’une promenade v de Q sera notée [Y]r ou [y] sl n’y a
pas d’ambiguité.

Avec les notations de la Définition 4.2.1, deux promenades équivalentes pour ~; seront dites homotopes
si il n'y a pas d'ambiguité sur la relation d’homotopie concernée.

Propriété 4.2.2 Soit (Q,I) un carquois lié. Alors deux promenades homotopes sont nécessairement
paralléles.

Preuve : 1. Si 2 5 y est une fleche, alors ar™! et ey (resp. a~la et e;) sont paralléles.

2. Si u,v,u’,v" sont des promenades de () telles que u ~; v’ et v ~y v’ et si u et u’ (resp. v et v’) sont
paralléles, alors vu et v'u’ sont paralléles (lorsque ces deux promenades sont définies).

3. Si r est une relation minimale, alors la Propriété 2.3.7 page 30 implique qu'il existe z,y € Q) tels que
r € y,I,. Donc deux chemins quelconques de supp(r) sont paralléles. (Il

Si @ est un carquois alors () est également un espace topologique définissant une relation d’homotopie et
un groupe fondamental (lorsque @Q est connexe). Ce dernier sera noté m1(Q).

Remarque 4.2.3 Les propriétés 2 et 3 dans la Définition 4.2.1 sont exactement les propriétés définissant
la relation d’homotopie de Q). Donc, siy ~1 ', alors v et v' sont homotopes (& extrémité fizée) en tant
que chemins de l’espace topologique sous-jacent a Q.

1/2\4
N2

et soit I =< ca —db >. Alors ca — db est une relation minimale, donc ca ~jy db. Dans ce cas deux
promenades sont ~-homotopes si et seulement si elles sont paralléles.

Exemple 4.2.4 Soit Q le carquois :

Exemple 4.2.5 Soit Q le carquois :
2
N
l————3

et soit I =< ¢b >. Alors la relation d’homotopie ~p est exactement la relation d’homotopie de I’espace
topologique sous-jacent a Q.

La Proposition qui suit généralise le phénoméne constaté dans |'Exemple 4.2.5. Elle est une conséquence
directe de la Définition 4.2.1 et de la Remarque 4.2.3.
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Proposition 4.2.6 Soit (Q,I) un carquois lié ot I est un idéal monomial Alors ~; coincide avec la
relation d’homotopie de l’espace topologique sous-jacent a Q.

La relation d'homotopie ~; de (@, I) définit par restriction une relation d'équivalence sur I'ensemble des
chemins de Q. Ci-aprés, nous donnons une relation d'équivalence sur ces mémes chemins et qui est reliée a
~. Cette relation d'équivalence a été introduite par J. C. Bustamante dans [10].

Définition 4.2.7 (voir [10]) Soit (Q,I) un carquois lié. La relation d’homotopie naturelle de (Q,I)
est notée =1. C’est la relation d’équivalence sur l’ensemble des chemins de QQ engendrée par les propriétés
suivantes :

1. uw =y v dés que u,v € supp(r) ot r est une relation minimale de I.

2. siu=yu etv==v, alors vu =y v'u’ siles chemins vu et v'u’ sont bien définis.

Rappelons que, étant donné un carquois lié (Q, I) fini et sans cycle orienté, nous disposons d'une relation
d'équivalence =; sur I'ensemble des chemins de @ (voir la Définition 4.1.9 page 54). Nous disposons donc de
trois relations d'équivalence sur I'ensemble des chemins de ) : ~;, =; et =;. La Propriété qui suit établit une

comparaison entre ces relations d’équivalence. Elle est conséquence directe de la Définition 4.1.9 page 54, de
la Définition 4.2.1 page ci-contre et de la Définition 4.2.7.

Propriété 4.2.8 Soit (Q,I) un carquois lié fini et sans cycle orienté. Alors = est plus fine que =g et
~r est plus fine que ~7.

Notons que ces trois relations d'équivalence peuvent ne pas coincider comme le montrent les deux Exemples
qui suivent.

Exemple 4.2.9 Soit Q le carquois :
N
a d

et [ =< da—dcb>. Alors da — dcb est une relation minimale. Deuzx promenades sont ~p-équivalentes si
et seulement si elles sont paralléles. En outre a ~y cb alors que a Zy cb et a %y cb.

SN
N

et I =< ba — dc, eba >. Alors les relations minimales de I sont (a la multiplication prés par un scalaire
non nul) ba — de, eba et ede. En particulier eba ~; ede, eba = edc alors que eba Z; edc.

Exemple 4.2.10 Soit Q le carquois :

La relation d'équivalence ~; permet de définir le groupe fondamental d'un carquois lié connexe. Ce dernier
a été défini par R. Martinez-Villa et J. A. de la Pefia dans [29]

Définition 4.2.11 (voir [29]) Soit (Q,I) un carquois lié connezxe et soit xo € Qy. Le groupe fonda-
mental de (Q,I) en xg est noté m1(Q, I, xq). C’est Uespace quotient par la relation d’homotopie ~ de
l’ensemble des promenades v de @ de source et terminus égal a xg.

La concaténation des promenades de Q confére d m1(Q, I, o) une structure de groupe. L’élément
neutre est alors [ey,] et Uinverse de [y] est [y~1].

La Remarque 4.2.3 page ci-contre justifie la Propriété suivante.

Propriété 4.2.12 Soit (Q,I) un carquois lié connezxe et soit xog un sommet de Q. Alors lapplication
identité sur les promenades de @ induit un morphisme surjectif de groupes :

™ (Q; Z‘O) - Wl(Q, Ia Jfo)
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La construction du groupe fondamental d'un carquois lié est similaire a celle du groupe fondamental d'un
espace topologique connexe par arcs. En particulier, nous retrouvons I'indépendance du groupe fondamental
par rapport au point de base.

Proposition 4.2.13 (voir [29]) Soit (Q,I) un carquois lié connezxe et soient xg,x1 deux sommets de Q.
Alors m(Q, I, x0) et m1(Q, I, x1) sont deux groupes isomorphes.

Dans la suite nous noterons donc 71 (Q, I) pour désigner le groupe m1(Q, I, xo).

N
i) o p
Soit [ =< da > et J =< da—dcb >. Alors 71(Q, I,x0) est le groupe libre sur un générateur : [a=tcb|; et

m(Q, J,x0) est le groupe trivial. Rappelons que d’aprés I’Exemple 2.53.17 page 32, les k-algébres kQ/I et
kQ/J sont isomorphes.

Exemple 4.2.14 Soit Q le carquois :

Il est utile de pouvoir donner une présentation du groupe fondamental d'un carquois lié a I'aide de géné-
rateurs et relations. Avant cela rappelons la définition suivante.

Définition 4.2.15 Soit Q un carquois. Un arbre maximal de Q) est un sous-carquois T de Q tel que :
. TO = QO;
- Uespace topologique sous-jacent a @ est un arbre (i.e. T est connexe et w1(T) est le groupe trivial).

La présentation qui suit du groupe fondamental d'un carquois lié connexe a été établie par J. C. Bustamante
dans [10].

Proposition 4.2.16 (voir [10]) Soit (Q,I) un carquois lié connezxe et soit xg un sommet de Q. Soit T
un arbre mazimal de Q). Pour chaque sommet x € Qq il existe une et une seule promenade v, de T de
source xo et de but x.

Soit F = L(Q1) le groupe libre sur l'ensemble des fléches de Q.

Soit N le sous-groupe distingué de F' engendré par l'ensemble constitué des éléments suivants :

- aa! et a o pour toute fleche o € Q,
-« pour toute fleche a € Ty,
- uv™! pour tous chemins u,v tels que u,v € supp(r) ot r est une relation minimale de I.

Dans ces conditions, le morphisme de groupes :

F=LQ:1) — m(Q,I,0)
Sy — [VJIO"YI]

passe au quotient par N et induit un isomorphisme de groupes :

F/N l>7T'1(62,I,l‘0)

a d
Posons I =< da+ fecb, fea + dcb >. Alors les relations minimales de I sont (a4 la multiplication par un
scalaire non nul prés) da + fech et fea + dcb. Soit T l'arbre mazimal de @ :

SN
Donc m1(Q, 1) ~< a,d | da, ad™! >, c’est a dire m1(Q, 1) ~ Z/27.

Exemple 4.2.17 Soit Q le carquois :

Alors :
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4.2.2 Espaces classifiants

Dans tout le texte nous considérons les k-algebres comme des k-catégories et nous étudions les groupes
fondamentaux des présentations de cette k-catégorie. D'autre part, a une petite catégorie C est associé un
espace topologique appelé espace classifiant. Il est donc intéressant de comparer le groupe fondamental de cet
espace classifiant avec celui d'une présentation lorsque C est la k-catégorie associée a une k-algebre.

Rappelons d'abord la définition de I'espace classifiant.

Définition 4.2.18 Soit C une petite catégorie. L’espace classifiant E(C) de C est le CW-compleze
construit de la fagon suivante :

- les 0-cellules sont les objets x € Cy de C,

- les 1-cellules sont les morphismes de C. La cellule associée av morphisme u € ,C, est attachée aux
0-cellules x et y,

- sin = 2, les n-cellules sont les n-uplets (un,...,u1) de morphismes de C tels que la composition
uiu; est bien définie pour tout i € {1,...,n — 1}. La n-cellule (uy,,...,u1) est attachée de fagon
naturelle auz n — 1-cellules (wp, ..., Uip1U;, ..., u1) pouri € {1,...,n—1}.

Remarque 4.2.19 Soit C une petite catégorie et soient u,v € ,C, deur morphismes. Alors u et v
définissent chacun une 1-cellule de E(C) attachée aux 0-cellules x et y. Donc u et v définissent chacun
un chemin d’extrémités x et y de l’espace topologique E(C).

Proposition 4.2.20 Soit C une k-catégorie. Soient u,v € 4C, deux morphismes. Alors u et v sont
homotopes d extrémités fixées en tant que chemins de E(C). En conséquence la relation d’homotopie de
E(C) est triviale.

Preuve : Remarquons le fait suivant : si u, v sont deux morphismes de C alors u (resp. v) définit un chemin
~Yu (resp. ) de E(C) dont le support est I'image de la 1-cellule u (resp. v) dans E(C). Si de plus v o u est
défini alors la 2-cellule (v,u) se recolle le long des 1-cellules v, u et vou, de ce fait, les chemins 7,7, et Yyou
sont homotopes a extrémités fixées. Nous identifions désormais un morphisme de C et le chemin de E(C) qu'il
définit.

e Soit 2 € Cy. Notons 1, (resp. 0,) le morphisme identité (resp. nul) de I'objet x. Alors le couple (1,,0,)
définit une 2-cellule se recollant sur les 1-cellules 1., 0, et 0,. Etant donné que 2 de ces 1-cellules sont égales,
1, et 0, sont homotopes a extrémité fixée.

e Soit u € ,Cy. Alors uo0, et uo 1, sont homotopes a extrémités fixées car 0, et 1, le sont. Donc u est
homotope au morphisme nul 0 € ,C,, et ce pour tout u € ,C,. La Proposition est ainsi démontrée. (]

L'existence de morphismes nuls montre que la construction de |'espace classifiant n’est pas adaptée aux
k-catégories. Notons que dans le cadre des carquois liés, J. C. Bustamante a construit un CW-complexe associé
a tout carquois lié et qui permet de retrouver le groupe fondamental de ce dernier. Nous rappelons ici cette
définition. Pour plus de détails sur cette construction nous renvoyons le lecteur a [10].

Définition 4.2.21 (voir [10]) Soit (Q,I) un carquois lié. L’espace classifiant B(Q,I) de (Q,I) est le
CW-complexe défini comme suit :

- les 0-cellules sont les sommets x € Qg de Q,

- les 1-cellules sont les classes u de =-équivalence de chemins u tels que uw ¢ I. La 1-cellule u est
attachée auz 0 cellules s(u) et t(u),

- pour n = 2, les n-cellules sont les n-uplets (Un,...,ut) de classes de =-équivalence telles que
Up ... uy & I. La n-cellule (U, ...,u1) est attachée aux n — 1-cellules (Un, ..., Uir1Us, ..., UT) pOUT
ief{l,...,n—1}.

Proposition 4.2.22 (voir [10]) Soit (Q,I) un carquois lié conneze. Alors le groupe fondamental de (Q, I)
et celui de 'espace B(Q, I) sont isomorphes.
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4.2.3 Comparaison des groupes fondamentaux des présentations d’une al-
gebre triangulaire, groupe fondamental d’une algebre sans double rac-
courci

Ainsi que nous I'avons vu dans la Section 2.3, une k-algébre de dimension finie et basique A peut avoir des
présentations admissibles distinctes avec des groupes fondamentaux non isomorphes. Dans cette sous-Section
nous essayons de comparer les groupes fondamentaux des présentations admissibles de A.

Dans toute la sous-Section () désignera un carquois fini et sans cycle orienté.

Rappelons que si ~ et ~' sont deux relations d'équivalence sur I'ensemble des promenades de @, la relation
~ est dite plus fine que ~' si et seulement si :

(¥, v~y =y~ A

Par définition du groupe fondamental d’un carquois lié, nous avons donc la Propriété suivante :

Propriété 4.2.23 Supposons que Q est connexe. Soient I et J deur idéauxr admissibles de kQ. Si ~g
est plus fine que ~j alors Uapplication identité sur les promenades de @Q induit un morphisme surjectif
de groupes :

Wl(QvI) - Wl(QaJ)

Dans cette sous-Section nous allons principalement nous intéresser a la question suivante : «étant donnée
A une k-algébre de dimension finie et basique, existe-t-il une présentation admissible de A dont la relation
d’homotopie est plus fine que toutes les relations d’homotopie des présentations admissibles de A ?». D'apres
la Propriété 4.2.23, le groupe fondamental de toute présentation admissible serait un quotient naturel de cette
présentation particuliere.

Remarque 4.2.24 Les résultats que nous allons démontrer dans les deux paragraphes suivants sont
également valables lorsque Q est un carquois localement fini (et pas seulement fini) et sans cycle orienté.
En effet, Uhypothése de locale finitude permet de remplacer lutilisation de la dimension finie de kQ
(lorsque @ est fini) par Uutilisation de la dimension finte de ,kQ, (lorsque Q est localement fini) avec
z,y € Qo bien choisis. De méme, lutilisation (lorsque Q est fini) d’un ordre naturel sur l’ensemble des
chemins de Q (resp. d’un ordre admissible sur ’ensemble des raccourcis de Q) peut étre remplacée par
Vutilisation (lorsque Q est localement fini) d’un ordre naturel sur l’ensemble des chemins de Q' (resp.
d’un ordre admissible sur l’ensemble des raccourcis de Q') ot Q' est le sous-carquois plein conveze de Q
contenant les sommets x,y € Qo bien choisis (Q' est alors fini et sans cycle orienté car Q est localement
fini et sans cycle orienté).

Comparaison de ~; et ~; lorsque J est ’image de I par une transvection ou une dilatation.

Rappelons que Q) désigne un carquois fini sans cycle orienté. Dans ce paragraphe, nous fixons I un idéal
admissible de £Q, nous fixons ¢ € Auto(kQ) un automorphisme de kQ dont la restriction a Qg est |'application
identité et nous posons J = (I). Nous allons comparer ~; et ~; lorsque ¢ est une dilatation ou une
transvection.

Proposition 4.2.25 Si ¢ est une dilatation, alors ~j et ~; coincident.

n
Preuve : Posons D = . Soit r € , I, une relation minimale et soit 7 = )" ¢; u; une forme normale. Puisque
i=1
D est une dilatation, pour chaque i € {1,...,n} il existe \; € k* tel que D(u;) = A; u. Donc nous avons
une forme normale :

J > D(’I“) = Zti/\i ;g
1=1

En particulier : supp(D(r)) = supp(r). Soit E C {1,...,n} tel que v’ = > t;\; u; € J. Alors :
icE

I> D_l(r/) = Zti Uq

icE
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Puisque r est une relation minimale de I, il vient E = ). Ceci montre que D(r) est une relation minimale de
J et a le méme support que r, et ce pour toute relation minimale r de I. Par définition de ~; et ~; nous
avons donc :

~1 est plus fine que ~;

En remplacant D par D~! (D~! est une dilatation et D~!(J) = I) dans le raisonnement que nous venons
de faire nous obtenons :
~; est plus fine que ~;

Donc ~ et ~; coincident. O

Nous allons a présent étudier le cas ol  est une transvection. Auparavant nous donnons une définition
utile pour cette comparaison.

Définition 4.2.26 Soient ~ et ~' deuz relations d’équivalence sur l’ensemble des promenades de Q et
soit (o, u) un raccourci de Q. Nous dirons que ~' est engendrée par ~ et o ~' u si ~' est la relation
d’équivalence engendrée par :
— —_ \ (0%
oot~ ey et ata~ e, pour toute fleche v = y € Q1
- ou ~ V' dés que v ~' V', u~ U et que les promenades v'u’ et vu sont définies,
/ ! !
Y~ =y
ca~ .

Nous noterons alors ~'=<~,a ~' u >.

/

Remarque 4.2.27 Avec les notations de la Définition 4.2.26, si ~
~ est plus fine que ~' et a ~' u.

est engendrée par ~ et a ~' u, alors

Le situation ol ¢ = g, 4.~ €st une transvection se divise en 4 cas selon que « et u sont équivalents ou non
pour la relation ~; (resp. ~ ;). Jusqu'a la fin de ce paragraphe nous fixons un ordre < associé au raccourci
(o, u).

Proposition 4.2.28 Supposons que ¢ = @q v, r st une transvection. Si o %y u et o~y u, alors ~y est
engendrée par ~j et o ~j u.
Preuve : Posons ¢ = ¢ 4, et v = ¢ — Idyg. Soit v un chemin :

- si a n'apparait pas dans v alors ¢)(v) = v, v(v) = 0 et supp(v(v)) =0,

- si v apparait dans v, alors il existe des chemins v; et vo dans lesquels « n'apparait pas (car @ n' a
pas de cycle orienté) et tels que v = vyaw;. Donc v(v) = T vauvy avec v = vaawy %1 vouwvy et
V = VoQXU1 ~Yj V2UV7.

Ces deux points montrent que v vérifie les conditions de la Proposition 4.1.32 page 64. De ce fait, la relation
=7 est engendrée par :

o= ==,
- v =7 vouvy pour tout chemin v s'écrivant v = vy .
Or la relation ~; est engendrée par :
- BB~L ~ye, et B1B ~ e, pour toute flache z > y de Q,
cwv ~ywv' siw~gw, v~y v etsiles concaténations wv et w'v’ sont définies,
- v =j5w = w~jv, pour tous chemins v et w.
En utilisant la comparaison de =; et = ci-dessus nous en déduisons que ~ ; est engendré par :
- BB~y e, et BB ~ e, pour toute fleche x LN y de Q,
- wv ~ywv' siw~yw, v~y v etsiles concaténations wv et w'v’ sont définies,
o= =0 ~g,
- v~ v2uvy pour tout chemin v s'écrivant v = vy .
En utilisant la compatibilité de ~; avec la concaténation, nous en déduisons que ~; est engendrée par :
BB~ ~y e, et BB~ e, pour toute flache z 2 y de Q,

cwv ~ywv' siw~gw, v~y v etsiles concaténations wv et w'v’ sont définies,
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cv=pv = v~
s~y U

Donc ~; est bien engendrée par ~; et par a ~; u. O

En utilisant |'égalité <p;}u77 = Qa,u,—r, en remplacant ¢ par ¢! et en échangeant les roles de I et J, la

Proposition 4.2.28 page précédente donne le résultat symétrique suivant.

Proposition 4.2.29 Supposons que ¢ = pq ., est une transvection. Si o~y u et a ;5 u, alors ~p est
engendrée par ~j et o~y u.

Proposition 4.2.30 Supposons que ¢ = pq - est une transvection. Si o by u et a by u, alors I = J
et ~y et ~j coincident.

Preuve : Posons ¢ = ¢ 4, €t v = ¢ — Idyg. Soit v un chemin :
- si a n'apparait pas dans v alors ¢¥(v) = v, v(v) = 0 et supp(v(v)) =0,
- si « apparait dans v, alors il existe des chemins vy et vo dans lesquels « n'apparait pas (car @ n’ a

pas de cycle orienté) et tels que v = vyaw;. Donc v(v) = T vauvy avec v = vaawy 1 vauvy et
U = Uaay by Vauv.

Ces deux points montrent que 1 vérifie les conditions de la Proposition 4.1.31 page 64. Donc I = J et
nécessairement ~; et ~ coincident. O

Avant de traiter le dernier cas de la situation ou ¢ est un transvection nous démontrons un Lemme afin
de rendre la démonstration plus lisible.

Lemme 4.2.31 Supposons que ¢ = @q 4.r €5t une transvection et supposons que o~y u. Soit r € I une
relation minimale de I. Alors :

v,w € supp(r) = v~y w

Preuve : Ecrivons

r= Z Ae 0.+ Z Ap UpQUp + Ly VpUUp
ceC beB

de facon que :
“ A, \p € k¥ et up € k pour tous c € C et b € B,
- les chemins 0., vpaup, vpuuy (c € C,b,b' € B) sont deux a deux distincts,
- la fleche « n'apparait pas dans le chemin 6., pour tout c € C.

Nous avons donc :

o(r) = Z Ae 0.+ Z Ao Vptip + (i + TAp) Vptitp € yJy
ceC beB

De plus il existe une décomposition ¢(r) =71 + ...+ r, en somme de relations minimales de J a supports
deux 3 deux disjoints. Distinguons les cas B = () et B # ().

1* cas: B=1{. Alorsr= > X, 6. avec p(f.) = 6. pour tout ¢ € C. Donc :
ceC

o(r)=re 4Jg

Ainsi r est une relation de J, montrons qu’elle minimale. Soit C’ C C' un sous-ensemble non vide tel que

Yo Ae b€ yJy. Alors :
ceC’

W20 (D X 0) = Ao be

ceC’ ceC”

Puisque r est une relation minimale de I, nous avons C’ = C. Ceci montre que r est également une relation
minimale de J. En particulier :

v,w € supp(r) = v~y w

Le Lemme est donc démontré dans ce cas.
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2" cas : B # (). Supposons qu'il existe un entier i € {1,...,n} tel que vyauy & supp(r;) et vyuuy &
supp(r;) pour tout b € B. D'apres la description de () ci-dessus, il existe donc C’ C C un sous-ensemble

non vide tel que :
Ty = Z )\c ec
ceC’

Donc :

e 397 () = ) Ac e

ceC’

Puisque 7 est une relation minimale de I et que B # (), cela implique que C’' = ) ce qui est contradictoire.
Donc un tel indice 7 n'existe pas et :

(Vie{l,...,n}) (Fbe B) vyaup € supp(r;) ou vyuup € supp(r;) (4.1)
Notons alors = la relation d’équivalence sur I'ensemble d’indices {1,...,n} engendrée par :
si il existe b € B tel que vpouy € supp(r;) et vpyuuy € supp(r;), alors i = j
Puisque 71, ..., 7, sont des relations minimales et puisque o ~ ; u, cette définition entraine :

i=j= (Yv,w € supp(r;) Usupp(r;)) vr~yw

Montrons que la relation d'équivalence = n'a qu’une seule orbite. Soit ¢ C {1,...,n} une =-orbite et posons :
r = Z i € yJa
i1€co

Notons que d'aprés (4.1) il existe b € B tel que vyau, € supp(r') ou vyuuy € supp(r’). Par construction de
= et par définition de ¢y nous avons donc :

(3b € B) wyauy € supp(r’) (4.2)

Puisque ¢(r) = r1 +. ..+, est une décomposition en somme de relations minimales de J et a supports deux
a deux disjoints et puisque 7’/ = > 7y, il existe 0., mp, e € {1,0} pour chaque c € C,b € B,V € B tels que :

1€co

r = Z NeAe Oc + Z M\ Vpty + €5 (NoT + 1) VpUUp
ceC beB
Soit b € B tel que n, = 1. Donc vyauy, € supp(r’) et il existe ¢ € ¢ tel que vyauy € supp(r;). Donc :
- si ApT + pp = 0 alors ey (Ao + 1p) = AT + pn,

- si AT + pp # 0 alors vyuuy, € supp(p(r)) donc il existe j € {1,...,n} tel que vyuuy € supp(r;).
Par définition de =, cela implique que ¢ = j, que j € ¢y, et que vyuup € supp(r’). Donc g, = 1 et
eb( AT + o) = N7 + fp.

Donc ey (A7 + pp) = ApT + i dés que 7, = 1. Posons :

C'={ceC|n.=1} et B={beB|n =1}
Notons que (4.2) montre qu'il existe b tel que 1, # 0. Donc B’ # (). Les ensembles C’ et B’ vérifient :
r = Z Ae 0.+ Z Ap vpaup + (up + TAp) vpuup
ceC” beB’

Il vient alors :

e ') = Z A 0. + Z Ao Upup + iy vpuup € 1,
ceC’ beB’

Puisque r est une relation minimale et B’ # (), nous avons nécessairement C' = C, B’ = B, v’ = ¢(r) et
co ={1,...,n}. Ceci démontre que {1,...,n} est une =-orbite. De cette facon :

v ~7 w pour tous v, w € supp(p(r))

Fixons by € B, ainsi vp,0up, € supp(p(r)) et :
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- sice C, alors 6, € supp(p(r)) donc 0. ~ 5 vy, i,
- si b e B, alors vpauy € supp(p(r)) donc vyoup ~ 5 Vb, Qclip,,
- si b € B, alors vpaup ~ . Uy, Qlip, €t Vpauy ~ 5 vyt donc vpuup ~ g vp, iy, (rappelons que a ~j u).

Ceci montre que v ~; w pour tous v, w € supp(r). (]
Nous pouvons a présent examiner le dernier cas de la situation ou ¢ est une transvection.

Proposition 4.2.32 Supposons que ¢ = @q . - est une transvection. Si o ~; u et a ~j u, alors ~p et
~j coincident.

Preuve : Soit © € I, une relation minimale. D'aprés le Lemme 4.2.31 page 74 nous avons :
v, w € supp(r) = v~y w

D’apres la définition de ~; et ~; cela implique que ~; est plus fine que ~ ;. Echangeons les roles de I et de
J dans le raisonnement que nous venons de faire (I = ¢}, (J) = @a,u,—+(J)) nous obtenons donc que ~
est plus fine que ~;. Ceci montre que ~ et ~; coincident. O

En regroupant la Proposition 4.2.28 page 73, la Proposition 4.2.29 page 74, la Proposition 4.2.30 page 74
et la Proposition 4.2.32, il vient :

Proposition 4.2.33 Supposons que ¢ = @q 4.~ est une transvection. Alors le tableau suivant exprime le
lien entre ~y et ~; en fonction de la comparaison de o et u selon ~j et ~ ;.

adyu an~gu
04741u I=Jet~=~y ~yg=vL, oY g U >
o ~7 U NI:<NJ7aNIu> ~Np=nrv g

Signalons que la Proposition 4.2.25 page 72 nous permet de retrouver le résultat suivant qui a été démontré
par M. Bardzell et E. N. Marcos dans [7]

Proposition 4.2.34 (voir [7]) Soit A une k-algébre de dimension finie, basique, connexe et de carquois
Q. Supposons que A est contrainte et triangulaire. Alors deux présentations admissibles quelconques de
A ont des groupes fondamentauzx isomorphes.

Preuve : e Soit v: kQ — A une présentation admissible de noyau .J et soit (a, u) un raccourci de (). Posons
x = s(a) et y = t(a). Puisque A est contrainte et puisque a € ,kQg\ I, (car I est admissible) il existe un
scalaire A € k tel que :
v(u) = A v(a)

Donc u — Aa € 4I,. L'admissibilité de I entraine A =0 et u € I, est un chemin de longueur au moins 2.
Donc :

- @ n’a pas de fleches multiples,

- si (o, u) est un raccourci, alors u est une relation de I.

Ceci implique en particulier que si v = voaw; est un chemin de Q) avec vy et vo des chemins, alors vouv, € I.
e Soit ¢ = g4, UNe transvection et soit I un idéal admissible tel que (@, I) présente A. Montrons que
n

©(I) = I. Soit r une relation de I (non nécessairement minimale) et écrivons r = >~ A; u; une forme normale.
i=1
Pour chaque i € {1,...,n} nous avons donc :
- si v n'apparait pas dans u;, alors ¢(u;) = u;,

- si v apparalt dans u; alors il existe des chemins vy, vo dans lesquels o n'apparait pas (car @ est sans
cycle orienté) et tels que u; = voawy. Donc p(u;) = u; + 7 vauvy et vauv, € I d'aprés ce que nous
avons écrit au point précédent.

Donc ¢(u;) — u; € I en toute circonstance. Il vient donc :

p(r)—r= Z Ai (pug) —ug) €1
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Ceci montre que ¢(r) = r + (¢(r) — ) € I pour toute relation r de I. Ainsi ¢(I) C I et pour raison de
dimension :
o(I)=1Isi (Q,I) présente A et si p est une transvection

e Soient a présent u: kQ — A et v: kQ — A deux présentations admissibles de noyaux respectifs I et J.
D’apres la Remarque 2.3.19 page 33 il existe une dilatation D ainsi que des transvections 1, ..., ¢, (avec
Vi = Yo us,m Pour tout @ € {1,...,n}) telles que :

J =Dy, ...p1(I)
Posons :
“do=1,
cLi=¢@i...o1(I) pourt € {1,...,n}.

D’apres la Proposition 4.2.25 page 72, ~; et ~y coincident (J = D(I,,) et D est une dilatation). De plus
I'étude faite au point précédent montre que :

Il = @1(10) = IO? """" 7I7L = QO(In—l) = 1in-1

Donc I = Iy =1, et ~; et ~, coincident. Donc ~; et ~; coincident. (Il

Comparaison de ~; et ~; lorsque J I'image de I par un produit de transvections.

Dans ce paragraphe nous cherchons a généraliser les Propositions du paragraphe précédent. Nous fixons
donc un idéal admissible I de kQ, nous fixons ¢ € Auty(kQ) et nous posons J = 1(I). Nous allons étudier le
cas ou 1 est un produit de transvections. Nous commencons par étudier une généralisation du Lemme 4.2.31
page 74.

Rappelons que ) est un carquois fini et sans cycle orienté.

Lemme 4.2.35 Supposons que Q n’a pas de fléches multiples et que v est un produit de transvections.
Supposons également que pour toute fléche a € Q1 et tout chemin u € supp(y(a)) nous ayons a ~j u.
Alors pour toute relation minimale r € I de I nous avons les deux implications suivantes :

v,w € supp(P(r)) = v~y w
v,w € supp(r) = v~y w

Preuve : e Notons tout d'abord que si v € supp(¢)(u)) alors u ~; v. En effet, d'aprés la Propriété 3.1.10
page 36, il existe :

- des raccourcis (Q1,u1), - .., (Qm, Um,) tels que u; € supp((ey)) (et donc «; ~y u;) pour tout i €
{1,...,m},
- des chemins v, ..., Up,.
tels que :

C U=V O Um—10m—1 . - - V11 Vg,
sV =VUpUmUm—-1Um—1-.-0V1ULYQ.

Ayant «; ~; u; pour tout i € {1,...,m}, il vient u ~; v. Ainsi :
v € supp(t() — u~y v (i
Notons ~ la relation d’'équivalence sur I'ensemble des chemins engendrée par :
v € supp(P(u)) = u~wv

Avec cette définition, le point (i) entraine :

UV = U~V (i)
e Ecrivons ¢(r) =r1 + ...+ r, comme somme de relations minimales r1,...,r, de J et a supports deux
a deux disjoints. Notons = la relation d'équivalence sur I'ensemble {1,...,n} définie par :

i=j <= (Juesupp(r;)) (v e supp(r;)) u~wv
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Puisque 71, ..., 7, sont des relations minimales de J, I'implication (ii) donne :
i=j = (Yu,v e supp(r;)Usupp(rj)) ur~yv (#i1)
Montrons que {1,...,n} est une =-orbite. Soit ¢ C {1,...,n} une =-orbite et posons :
r = Z i
i€c
Ainsi :
-l e,

- 1’ est une sous-expression de ¥(r),

- supp(r') = || supp(ri).
i€c

Soient u,v € supp(y(r)) tels que u ~ v. Si 4,5 € {1,...,n} sont les indices tels que u € supp(r;) et
v € supp(r;), alors ¢ = j. Etant donné que ¢ est une orbite, il vient donc :

u € supp(r') & i €ce jEce v e supp(r')

Donc r et r’ vérifient les hypothéses de la Proposition 3.1.12 page 37. Donc 1 ~!(r’) est une sous-expression
de r. D'autre part :

L) £ 0 (17 #£ 0 car ¢ £ D),
SpTHr) €1,
- 7 est une relation minimale de 1.
Nous avons donc :
P = o =) = ¢(r), ete={1,...,n}

L'ensemble {1,...,n} est donc bien une =-orbite. L'implication (#ii) entraine donc :
u,v € supp(YP(r)) = u~yo (1v)

La premiére des deux implications annoncées est donc démontrée.

e Démontrons a présent la seconde implication annoncée. A cette fin, fixons < un ordre naturel sur
I’ensemble des chemins de Q). En particulier, la Propriété 3.1.10 page 36, la Propriété 3.2.1 page 39 et la
Propriété 3.2.4 page 41 impliquent que pour u et v des chemins, nous avons :

v € supp(Y(u))\{u} = v <u

Notons que < définit I'ordre (total) lexicographique (encore noté <) sur I'ensemble des couples de chemins :

u<u
(u,v) < (u',0') &< ou
u=u'etv<v
Supposons que la seconde implication qui nous reste a démontrer est fausse, nous disposons donc d'un ensemble
non vide :

S = {(u,v) € supp(r)® | u 5 v}
Posons (u,v) = maz(X).
Notons que si u & supp(1(r)) (resp. v & supp(1p(r))), alors la Propriété 3.1.13 page 39 implique qu'il existe

ul' € supp(r) (resp. v € supp(r)) tel que u € supp(y(u'))\{u'} (resp. v € supp(y(v'))\{v'}). Nous avons
alors :

Cw <o car u € supp(()\{w'} (resp. v < o/ car v € supp(()\{v'}),
cu~gu caru € supp(Y(u')) (resp. v~y v’ car v € supp((v'))) d'apres (i).
Donc v by u ~yu' (resp. uw by v ~yv'). Ainsi:

(u',v) € ¥ et (u,v) < (u,v) (resp. (u,v") € X et (u,v) < (u,v"))
ce qui contredit la maximalité de (u,v) = maxz(X). Ceci montre que :

u € supp(¥(r)) et v € supp(w(r))

Nous avons donc :
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- u,v € supp(Y(r)),
- U 74J V.

Ceci contredit (iv), montre que X = () et achéve la preuve du Lemme. a
Le Lemme 4.2.35 page 77 fournit la comparaison suivante de ~j et ~ ;.

Proposition 4.2.36 Supposons que QQ n’a pas de fléeches multiples et que ¥ est un produit de transvec-
tions. Supposons également que pour toute fléche o € @Qq et tout chemin u € supp(¥(«)) nous ayons
a ~ju. Alors ~p est plus fine que ~ ;.

Preuve : C'est une conséquence directe du Lemme 4.2.35 page 77 et de la définition de ~7. (]

La Proposition 4.2.36 fournit la généralisation suivante de la Proposition 4.2.32 page 76. Nous omettons
la démonstration qui est immédiate.

Proposition 4.2.37 Supposons que Q n’a pas de fléeches multiples et que i est un produit de trans-
vections. Supposons également que pour toute fleche a € Q1 et tout chemin u € supp(v(«a)) (resp.
u € supp(v~1(a))) nous ayons o ~y u (resp. a ~y u). Alors ~; et ~; coincident.

Remarquons que la Proposition 4.2.37 s’agit effectivement d'une généralisation de la Proposition 4.2.32
page 76 puisque si 1 est une transvection, alors 1)(c) et 1~ (a) ont le méme support pour toute fleche a.
Rappelons que @ est un carquois fini et sans cycle orienté.

Notons également la généralisation suivante de la Proposition 4.2.30 page 74.

Proposition 4.2.38 Supposons que QQ n’a pas de double raccourci. Supposons que 1 est un produit de
transvections et supposons que k est de caractéristique nulle. Supposons également que pour toute fléche
a € Q1 et tout chemin u € supp((a)) distinct de a, nous ayons a %y u et a by u. Alors I = J et ~j
et ~j coincident.

Preuve : Nous allons appliquer la Proposition 4.1.34 page 66. A cette fin fixons < un ordre naturel sur
I’ensemble des chemins de Q. Notons la propriété suivante satisfaite par ¢ :

Lemme 4.2.39 Soit (a,u) un raccourci tel que u € supp(¢(a)). Ecrivons u = By, ... [01. Alors :

¥(B;) = B; pour tout j € {1,...,m}

Preuve : Nous avons un raccourci (o, u) avec u = f3,,...01. En particulier, si il existe un raccourci de la
forme (53;,v), alors (o, u, 8j,v) est un double raccourci alors que @) n'a pas de double raccourci. Donc pour
tout j, il n'existe pas de raccourci de la forme (3;,v). D'aprés la Propriété 3.1.8 page 36, cela entraine que

Y(B;) = B; pour tout j. '

En considérant k@) comme une k-algébre de dimension finie, posons v: kQQ — kQ |'application linéaire
définie par :

n
() S (P(oy) —ai)ai—1 ... Si U= . ..a1 est un chemin non trivial
=qi=1

0 siu=ez T € Qp

Le Lemme qui suit résume les propriétés de v qui nous seront utiles.

Lemme 4.2.40 Soient u,v deux chemins, alors :

uFErv

v € supp(v(u)) = { Wty v

Pour tout chemin u :
v(u) € Vect(v ; v < u)

Enfin v est une dérivation de kQ (i.e. v(ab) = v(a)b+ av(b) pour tous a,b € kQ).



80

Preuve : o Ecrivons u = ay, ... 1. Siv € supp(v(u)), alors il existe i € {1,...,n} ainsi que w € supp(¢(a;)—
a;) tels que :

V=0p...051W0Q;—1...07

Par hypothése sur ¢ nous avons a; %5 w et «; #; w. Etant donné que =; (reps. =) est plus fine que ~;
(resp. ~ ), il vient :

uZrv et uF v

De plus v est dérivé de u donc v < u d'aprés la Propriété 3.2.1 page 39 et la Propriété 3.2.4 page 41.
e Soit u un chemin, nous venons de voir que si v € supp(r(u)) alors v < u. Donc :

v(u) € Vect(v ; v <u)

e Afin de démontrer que v est une dérivation, il nous suffit de démontrer que v(vu) = v(v)u + v (u) pour
u et v deux chemins quelconques. Soient u et v deux chemins de ). Par définition de v nous avons :

u € ykQr = v(u) € ykQ,
En particulier :
s(v) # t(u) = v(vu) =0 =v(v)u + vv(u)
Supposons a présent que s(v) = t(u) et écrivons :

U =0p ... 00,

. v:ﬂmw-ﬂl-

Donc :

o8

s
Il
-

Bm .. Brog, ... aiﬂ(w(ai) — ai)ai,l oot

O B (0(85) = Bi)Bia - P en
v(u) +v(v)u

v(vu) =v(Bm ... Jrom ... 0q) =

I
S M

Donc v est bien une dérivation. O

Nous avons v¢: k@) — k(@ un automorphisme de I'espace vectoriel k() de base la famille des chemins
ordonnée par |'ordre naturel < et vérifiant ¢»(I) = J. Afin d'utiliser la Proposition 4.1.34 page 66 et conclure
I = J, il suffit, d’aprés le Lemme 4.2.40 page précédente, de démontrer que In(y)) = v. Le Lemme suivant
fournit cette égalité.

Lemme 4.2.41 exp(v) =¥ et v = In(v).

Preuve : Notons que d'aprés le Lemme 4.2.40 page précédente, v: kQQ — k(@) est une application linéaire
nilpotente, donc exp(v) est bien défini.

e Soit @ € Q1. D'apres le Lemme 4.2.39 page précédente et par définition de v, si v € supp(¢(a) — ),
alors v(v) = 0. Donc v?(a) = v(¥(a) — @) = 0. Ainsi :

exp(v)(a) = a+v(a) = (a) pour toute fleche o € @

D'autre part, si z € Qp, alors v(e;) = 0 donc exp(v)(ey) = ex = P(ey).

e Puisque v est une dérivation, exp(v): kQ — kQ est un morphisme de k-algébres. Ainsi ¢, exp(v): kQ —
k@ sont des morphismes de k-algebres et ils coincident sur @1 U Qg lequel engendre la k-algébre kQ. Donc
exp(v) = v puis v = In(y). O

Le Lemme 4.2.40 page précédente et le Lemme 4.2.41 montrent que si nous posons E = k(@ et que nous le
munissons de la base constituée des chemins de @), ordonnée par I'ordre naturel <, alors ©: E — E vérifie les
conditions de la Proposition 4.1.34 page 66. Donc I = J et ~; et ~; coincident. Ceci achéve la démonstration
de la Proposition 4.2.38 page précédente ]
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Exemple 4.2.42 Soit Q le carquois :

SNSN

En notant u (resp. u’) le chemin de longueur 2 et paralléle ¢ a (resp. a’), posons [ =< d'a+v'u, a'u+
wa >. Soit Y = Yau1Pa w1 €t posons J = (I). Supposons que k est de caractéristique 2. Alors
J =< da, du+v'a> Donc :

I #FPI) =,

cadyueta Ly,

cadrueta gru.

Nous pouvons donc constater que I'hypothése sur la caractéristique de k£ ne peut étre supprimée dans la
Proposition 4.2.38 page 79. Néanmoins, lorsque I est un idéal monomial la situation se simplifie. Le résultat
suivant étend la Proposition 4.2.38 page 79 au cas d'une caractéristique quelconque et d'un carquois sans
fleches multiples (pouvant admettre un double raccourci).

Proposition 4.2.43 Supposons que QQ n’a pas de fleches multiples. Supposons que I est un idéal mono-
mial de kQ. Supposons enfin que pour tout raccourci (a,u) :

u € supp(P(a)) = a 45 u
Alors I = J et ~ et ~; coincident.

Preuve : Fixons un ordre naturel < sur I'ensemble des chemins de Q et soit uy < ... < uy la suite strictement
croissante des chemins de ). Pour démontrer que I = J, nous allons démontrer que tout chemin appartenant
a I appartient également a J. Notons R,, I'assertion suivante :

«{ut,...,un NI C Jn

Nous allons démontrer que Ry,..., Ry sont vraies par récurrence sur n € {1,...,N}. Si uy € I, alors
¥(ur) € J, or Y(u1) = ug +r avec r € Vect(u; ; i < 1) = 0 (d'aprés la Propriété 3.1.10 page 36). Donc
uy = Y(uy) € J. Ainsi Ry est vraie. Soit n € {1,..., N — 1} et supposons que R, est vraie. Pour démontrer
que R, 41 est vraie, nous aurons besoin du Lemme suivant :

Lemme 4.2.44 Soin € {1,...,N — 1} tel que R,, est vraie. Alors :

{r e J\{0}

— cJ
maz(supp(r)) < supp(r) €

Preuve : Notons H; |'assertion :
«r € J\{0} et max(supp(r)) <r = supp(r) C J»

Nous allons démontrer par récurrence surl € {1,...,n} que Hy,..., H, sont vraies. Si r € J\{0} est tel que
maz(supp(r)) < uq, alors r =t uy avec t € k*. Donc u; = + r € J et supp(r) C J. Donc H; est vraie.

Soit [ € {1,...,n — 1} tel que H; est vraie et soit r € J\{0} tel que maz(supp(r)) < w;41. Puisque
H; est vraie, nous pouvons supposer que u;+1 = maz(supp(r)). De cette facon, u;4+1 n'est dérivé d'aucun
chemin de supp(r). La Propriété 3.1.13 page 39 implique donc que :

UT+1(7/’71(7")) = U7+1(7') #0

Donc :
w1 € supp(yp=t(r)) et p7i(r) el

Comme I est monomial, il vient : u;11 € I. Etant donné que [+ 1 < n et que R,, est vraie, nous en déduisons
que ui4+1 € J. Posons alors :

=1 —uf (1) ug

Donc 1’ € J et maz(supp(r')) < w;y1. Puisque H; est vraie, cela entraine : supp(r’) C J. Or supp(r) =
supp(r’)U{u;y1} avec uyy1 € J. Donc supp(r) C J. Donc Hj4 1 est vraie. Ceci montre que Hy, ..., H, sont
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vraies. Le Lemme est ainsi démontré. O

Montrons a présent que R,y est vraie. Si w1 &€ I, alors TN {uy,...,upi1} =TI N{u,...,uy} CJ
car R, est vraie, nous pouvons donc supposer que u,11 € I. Posons u = u,4+1. La Propriété 3.1.10 page 36
implique alors que :

{u*w(u» =1

v € supp(YP(u) —u) = vest dérivéde u = v <u

Puisque 9 (u) € J, nous avons une décomposition de 9 (u) :
Yu)=r+...+1p

en somme de relations minimales de J a supports deux a deux disjoints. Quitte a réindexer ces relations
minimales, nous pouvons supposer que u € supp(ri). En particulier, nous avons, d'aprés le Lemme 4.2.44
page précédente :

ie{2,...,p} = maz(supp(r;)) < u = ups1 = supp(r;) C J (1)

e Soit v € supp(y)(u)) tel que v est dérivé de u d'ordre 1. D'apres la Propriété 3.1.10 page 36, nous avons
alors :
u==00a0 , v==0wl et we supp(y(a))

avec 0, 6’ des chemins et («, w) un raccourci. En particulier : & £ ; w et donc w 74 5 v. Etant donné que 7 est
une relation minimale de J et que u € supp(ry), nous avons donc nécessairement v & supp(ry). |l existe donc
i €{2,...,p} tel que v € supp(r;). Le point (1) ci-dessus donne supp(r;) C J, donc v € J et ~1(v) € I.
D’autre part, la Propriété 3.1.11 page 37 implique que v € supp(y)~!(v)). Donc v € I car p~L(v) € T et I

est monomial. Ainsi :
{v € supp(y(u)) N {v eInJ

v est dérivé d'ordre 1 de u v & supp(r1)

(2)

e Soit v € supp(r1)\{u} C supp(y»(u) —u). Donc v est dérivé de u d’ordre au moins 2 (voir le point (2)
ci-dessus). Il existe donc, d'apres la Propriété 3.1.10 page 36, m > 2, il existe des chemins 6y, ..., 0, et des
raccourcis (aq,v1)y ..., (Qm, Um) tels que :

u = t‘)mamOm_l N 010&190
v = vamem,l . 91’0190
v; € supp(Y(ay)) pouri € {1,...,m}
Puisque m > 2, nous disposons d'un chemin :
V' = 01,0 0m—1 0101 —20um 2 . .. 01016

Puisque 0; € supp(¢(c;)) pour tout i € {1,...,m}, il vient donc, d’aprés la Propriété 3.1.10 page 36 :

v € supp(p(u)) et v’ est dérivé d'ordre 1 de u
v € supp(¥(v'))

Donc :
- v < U= Upg et v € supp(P(v')),
- v eINnJ (daprés le point (2) ci-dessus), en particulier, ¥ (v') € J.
D’apres la Propriété 3.1.10 page 36, nous avons maz(supp(p(v'))) = v’ (avec v’ < uy,). Le Lemme 4.2.44
page précédente entraine alors que supp(¢(v')) C J et donc que v € J. Ainsi :
v € supp(rm)\{u} =veJ

Etant donné que r; est une relation minimale de J et que u € supp(ri), nous avons : 11 = t u avec

d
t € k*. Donc upy1 = 1 71 € J. Rappelons que supp((u)) = | | supp(r;). Avec le point (1) ci-dessus
i=1

nous avons donc supp(y(u)) C J. Donc R,y est vraie. Ceci démontre que Ry,..., Ry sont vraies. Donc
INn{uy,...,un} C J. Puisque I est monomial, cela entraine que I C J. Enfin I et J ont la méme dimension
(J =v()) donc I = J. La Proposition 4.2.43 page précédente est donc démontrée. a
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Le carquois I' des relations d’homotopie d’une k-algéebre.

Fixons dans ce paragraphe une k-algébre A de dimension finie et basique et dont le carquois ordinaire est
@ (fini et sans cycle orienté). La Proposition 4.2.33 page 76 justifie la Définition suivante.

Définition 4.2.45 Soient ~ et ~' deuz relations d’équivalence sur l’ensemble des promenades de Q.
Alors ~' est un successeur direct de ~ si il existe des idéauzr admissibles I,J de kQ ainsi qu’une
transvection @q ., tels que :

- les k-algebres kQ/I, kQ/J et A sont isomorphes,
- J = (pa,u,T(I);

=T et N/:NJ}

cadiu et an~yu.

Avec les notations de la Définition 4.2.45, nous dirons de la transvection ¢ = @4 4~ qu'elle induit une
succession directe ~—~'. Notons que le triplet (I, J,¢q, ) n'est pas unique comme le montre I'exemple
suivant.

Exemple 4.2.46 Soit Q) le carquois :

SN

Notons u (resp. u') le chemin de longueur 2 et paralléle ¢ a (resp. o' ). Soit I =< d'a +vu'u > et
A=kQ/I. Posons :

I =gui(l) =< da+du+uu >,
Iy =g uwi(l) =< da+va+uvu >.

Alors ~p,=r~, est un successeur direct de ~p et les deux triplets (1,11, pqu1) €t (I, I2, parw 1) Etablissent
la succession directe ~y—rp, .

Remarque 4.2.47 Si ~' est un successeur direct de ~, alors ~ est plus fine strictement que ~'.

La notion de succession directe nous permet de disposer les relations d'homotopie des présentations ad-
missibles de A dans un carquois comme suit.

Définition 4.2.48 Le carquois I' des relations d’homotopie de A est défini par :
- Densemble des sommets est {~; | I est admissible et kQ/I ~ A comme k — algébres},

- il y a une fléche (et une seule) ~—~" dans T si et seulement si ~' est un successeur direct de ~.

Voyons quelques exemples de calculs du carquois I'.
Exemple 4.2.49 Soit A =kQ/I ou Q est le carquois :
7N
a d

et I =< da —dcb >. Posons J = q.cp1(I) =< da >. Alors ~p est un successeur direct de ~; et un
rapide calcul montre que I' est égal a :

NJ—)NI
En outre m(Q,I) ~ 1 et m(Q,J) ~ Z.

L'exemple qui suit montre que I" peut ne pas étre un arbre.

Exemple 4.2.50 Soit A =kQ/I ou Q est le carquois :

SNSN
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et [ =< da—va—du+vu > ot u (resp. u') est le chemin de longueur 2 et paralléle d a (resp.
a'). Remarquons que a ~1 u et a’ ~r u'. Remarquons également que tout produit de transvections s’écrit
Ca,utPa’ - avee t,t' € k. Posons :

- = @a',u',1(1) =< ad'a—du >,
< I = Qoa,u,l(-[) =< da—1va >,
I3 = QOa,u,lSDa’,u’,l(I) =< da >,

- m1(Q, I) est le groupe trivial,

- m1(Q, I1) ~ 7Z est le groupe libre a un générateur : [a'~ /]y,

- m(Q, I2) =~ 7Z est le groupe libre a un générateur : [ua=1]y,,

- m1(Q, I3) =~ Z % Z est le groupe libre a deux générateurs : [a'~ u']y,, [ua=t]r,,

Ainsi les groupes m1(Q, I1) et m1(Q, I2) sont isomorphes, mais lapplication identité sur les promenades de
@ n'induit aucune application bien définie entre ces groupes parce que ~g, et ~r, ne sont pas comparables.
Posons Y1 = PautPa v pour t,t’ € k, ainsi :

Yrp(I3) =< da+tadu+t au +tt' v'u >
donc :
- sitt' # 0 alors ~y, (1) coincide avec ~rp,
- sit#0 ett' =0 alors ~y, (1) coincide avec ~p,,
~sit=0ett #0 alors ~y (1, coincide avec ~r,.

Ainsi, I est égal a :
I

N
NS

L'exemple suivant montre que le carquois I' peut avoir plusieurs sources.

Exemple 4.2.51 Supposons que k est de caractéristique 2. Soit A = kQ/I od Q est le carquois :

SNSN

et I =< da+v'u, du+uv'a > ot u (resp. u') est le chemin de longueur 2 et paralléle a a (resp. a’).
Posons :

I =paun(l) =< da+adutuu, dutuatdu >,
I =g wi(lh) =< da+du+va+2uu, dut+va+2uu >=< da, va+adu >.

Alors T' est égal a :

~I ~I

L

NIl
Donc T' a plusieurs sources. Notons que ~g, est plus fine que ~y et que ~y, . Ainsi m1(Q,I) ~ Z/2Z et
m(Q,I1) ~ 1 dont tous deuz quotients de m1(Q,Iz) ~ Z.

Ainsi que nous |'avons remarqué plus haut, si il existe dans I" un chemin de source ~; et de terminus ~ ,
alors ~ est plus fine que ~ ;. Le carquois I" est donc lié a la relation de finesse entre les relations d"homotopie
des présentations admissibles de A. L'exemple qui suit montre cependant que I' n'est pas égal au diagramme
de Hasse cette relation de finesse.
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Exemple 4.2.52 Soit A =kQ/Iy ot Q est le carquois suivant :
NN
a b c

et In =< wa — bu, cvu — wba >. Ici nous avons noté u = uguy (resp. v = vau1, TESP. W = Wowi) le
chemin de longueur 2 de Q et paralléle a (resp. b, resp. ¢). Remarquons que 71 (Q, Iy) ~ Z. Posons alors :

.= ewi(lo) =< va—bu, cvu+ wou —wba > (donec m(Q, 1) ~Z/2Z),

Ao =g u1(lp) =< va+vu—bu, cvu —wba —wbu > (donc m(Q, I2) =0),
Une rapide vérification montre que I' est égal a :
NIO

.

~I

e

/\/12
Ainsi T' contient un raccourci et donc ne peut pas étre le diagramme de Hasse d’un ensemble partiellement
ordonné.

1

Enoncons a présent quelques propriétés du carquois I'.

Propriété 4.2.53 Notons r le nombre de raccourcis dans QQ, alors :
(i) T est conneze,
(it) la longueur des chemins de I" est bornée par r,

(i7) T n’a pas de cycle orienté,

(v) T admet au moins une source,
(vi

Preuve : (i) Soient ~ et ~' deux sommets de I'. Il existe donc deux présentations admissibles kQ/I ~ A et
kQ/J ~ A telles que ~=~; et ~'=~ ;. D'aprés la Remarque 2.3.19 page 33, il existe :

- une dilatation D,

)
)
(iv) le nombre de fléches de T' dont la source est un sommet fixé de T' est fini majoré par r,
)
)

chaque sommet est le terminus d’un chemin de I' dont la source est une source de I'.

- des transvections ¢1,. .., @n.
tels que :
J=Dpy...01(I)
Posons alors :
In=1I et Li=¢;...01(I) pourle{l,...,n}

Ainsi :
- ~'=rvj et ~ coincident d'aprés la Proposition 4.2.25 page 72,
- pour I € {1,...,n}, la Proposition 4.2.33 page 76 implique que I'une des assertions suivantes est
satisfaite :

1. ~j, et ~p,_, coincident,
2. ~p—e~po €1,
3. ~po, v € Iy.
Donc il existe une promenade de I" de source ~ et de terminus ~'. Donc I" est connexe.

(1) Soit ~g—~1— ... —rvy_1—~, un chemin de longueur n dans T". Supposons que pour i € {1,...,n},
la succession directe ~;_;—n~; soit induite par la transvection ¢q, v, . Ainsi :

(VZ € {1, S ,Tl}) (o7} 741'_1 u; et a; ~; u;

En particulier, si 1 <7 < 7 < n alors :
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<y ~jo1 u;car i < j—1 (~; est plus fine que ~;_1),

g b1
Donc (o, u;) # (¢, u ). Les raccourcis (1, u1), ..., (@, un) sont donc deux a deux distincts, ce qui force
n<r.

(#4i) Si T a un cycle orienté, alors la longueur des chemins de T" n'est pas bornée. Donc I n'a pas de cycle
orienté.

(iv) Soit ~ un sommet de T et soient :

NN L, Yy

des fleches distinctes de I de source ~. Pour chaque i € {1,...,n} il existe une transvection @, v, -, induisant
la succession directe ~—n~y;. Ainsi :

o 76 u; et ~y=<evy oy v up >

Puisque ~;#~; si i # j, il vient (a;,u;) # (oj,u;) si @ # j. Les raccourcis (aq,u1),. .., (e, uy,) sont donc
deux a deux distincts ce qui implique n < r. Donc Card(~") < r.

(v) et (vi) Soit ~& TI'y. Puisque la longueur des chemins de I" est bornée, il existe un chemin de I" de
terminus ~ :

NI L Ny I =

et de longueur maximum pour cette propriété. La maximalité implique qu'il n'existe pas de fleche ~'—~y. De
ce fait ~g est une source de I" et ~ est le terminus d'un chemin de I" dont la source est une source de I". [J

Notons également la propriété suivante de I due a M. Suarez-Alvarez :

Propriété 4.2.54 Le carquois I' n’a qu’un nombre fini de sommets.

Preuve : Puisque @ n'a pas de cycle orienté, il n'y a qu'un nombre fini de chemins dans @. Donc il n'y a
qu'un nombre fini de relations d'équivalence sur |'ensemble des chemins de Q. D'autre part, si (Q, ) présente
A, alors ~; est uniquement déterminé par sa restriction a I'ensemble des chemins de ). Ceci montre que I'g
et I' sont finis. (]

Remarque 4.2.55 Supposons que @ est connexe. St ~j et ~; sont deur sommets de I' tels qu’il existe
dans T un chemin de source ~y et de but ~j, alors ~ est plus fine que ~; et 'application identité sur
les promenades de Q induit un morphisme surjectif de groupes m (Q,I) - m(Q, J).

L'intérét de T' est souligné par la Proposition suivante. Nous omettons sa démonstration qui est une
conséquence directe de la Remarque 4.2.55.

Proposition 4.2.56 Supposons que @ est connexe. Si I' n'a qu’une seule source, et si la présentation
kQ/Iy ~ A est telle que ~j, est la source de T, alors pour toute autre présentation kQ/I ~ A, lapplication
identité sur les promenades de Q) induit un morphisme surjectif de groupes m(Q, Io) — m1(Q,I).

Avant d'étudier I'unicité de la source de I'" notons quelques conséquences intéressantes lorsque cette pro-
priété est vraie. Jusqu'a la fin de ce paragraphe nous supposons que ) est connexe, que I a une source unique
et nous fixons kQ /Iy ~ A une présentation admissible telle que ~j, est la source de I". Si +y est une promenade
de @, nous noterons [y] sa classe de ~,-équivalence.

Proposition 4.2.57 Le groupe m1(Q, Iy) est la limite projective du systéme projectif de groupes obtenu
a partir de T' de la facon suivante :
- chaque sommet ~; est remplacé par le groupe 71(Q, I),
- une fléche ~y—r; est remplacée par le morphisme surjectif de groupes m1(Q,I) — m1(Q, J) induit
par Dapplication identité sur les promenades de Q.

Preuve : C'est une conséquence directe du fait que I" n’a qu’une seule source. (Il

Il est intéressant de savoir a quoi ressemblent les groupes fondamentaux des présentations d'une k-algebre
fixée. Ce point a déja été étudié par J. C. Bustamante et D. Castonguay dans [11]. Il est possible d'étudier
cette question en utilisant le carquois I'. Pour cela fixons un sommet de base xy € Qg et pour chaque sommet
T € @ fixons une promenade v, de Q) de source xg et de terminus =. Nous avons alors la Proposition suivante.
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Proposition 4.2.58 Soit kQ/I ~ A une présentation admissible de A. Alors il existe une suite de
raccourcis (aq,u1), ..., (Qn,u,) de Q telle que :

m(Q,I) ~m(Q,1y)/ < ['y;ila;lui'ymi] pour i=1,...,n >
ou le sommet x; est la source de la fleche a; pouri=1,...,n.

Preuve : o Pour ~ ;& I'y nous noterons N, le noyau du morphisme surjectif de groupes :

m(Q) — m(Q,J)
vy o— [l

Ainsi N, est le sous-groupe distingué de 71 (Q) engendré par :

{7771y, | v et 4" promenades de source z et telles que v ~; 7'}

Nous avons donc 1 (@, J) = m1(Q)/N~,.
e Posons ~=~. Il existe un chemin de I :

N =TT L e =Y
Pour chaque i € {1,...,n} il existe une transvection ¢, 4, -, induisant la succession directe ~;_;—n~;. Ainsi :
=1, Oy g Uy >
Donc ~=~,, est la relation d'équivalence engendrée par :

Y~ Y =y~
- oy ~u; pour tout i € {1,...,n}.

Donc N., est le sous-groupe distingué de 71(Q) engendré par :
NNIO U {7;110[1_1’“177"1 | i€ {13 s ,’ﬂ}}
en notant z; = s(a;) pour ¢ € {1,...,n}. Nous avons donc :

7T1(Q7I) Wl(Q)/NNI
(m(Q)/Nuyy) /< It tuie,] 5 i€ {1, ,n} >
7T1(Q,Io)/ < [’Y;c_,ilaz‘_lum/zi] ; (RS {15""”} >

el

1

|

La Proposition 4.2.58 fournit une borne supérieure au nombre de classes d’isomorphisme de groupes qui
peuvent étre groupe fondamental d'une présentation de A.

Corollaire 4.2.59 Notons r le nombre de raccourcis de Q. Alors il y a au plus 2" classes d’isomorphisme
de groupes qui peuvent étre le groupe fondamental d’une présentation admissible de A.

Preuve : C'est une conséquence directe de la Proposition 4.2.58. O

Etude de I’unicité de la source de I

Fixons A une k-algébre de dimension finie, basique et dont le carquois ordinaire est @) (lequel est, rappelons
le, un carquois fini et sans cycle orienté). Nous allons étudier I'unicité de la source de I' dans deux cas :

- @ n’a pas de double raccourci et k est de caractéristique nulle,

- A est monomiale et Q n'a pas de fleches multiples.

Commencons par étudier le cas ol () n'a pas de double raccourci et k est de caractéristique nulle. Le
Lemme suivant montre comment relier “efficacement” deux sources de T'.

Lemme 4.2.60 Supposons que QQ n’a pas de double raccourci. Soient ~ et ~' des sources de I'. Alors
il existe kQ/I ~ A et kQ/J ~ A deux présentations admissibles de A ainsi que des transvections ¢1 =

Paiur,ms 1 Pn = Pag tun, ™ telles que :
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s oN=avT et N/:NJ

s =pn.c01(D),
<oy b1 ug et g by u; pour tout i € {1,...,n}.

Preuve : Rappelons que d’aprés la Propriété 2.2.17 page 25 et la Propriété 2.2.18 page 25, 7 est un groupe
commutatif puisque () n’a pas de double raccourci.

e Soient I,.J’ tels que (Q,I) (resp. (Q,J’)) présente A et tels que ~y=~ et ~j;=~'. D'aprés la Re-
marque 2.3.19 page 33, il existe une dilatation D et des transvections 1, ..., @, telsque J' = Dy, ... p1(I).
Notons que d'aprés la Proposition 4.2.25 page 72, ~; et ~; coincident avec J = ¢, ... @1 (I) = D71(J").
L'ensemble X décrit ci-apres est donc non vide :

(Q,1) et (Q,J) présentent A,

/

~r=n~ et ~ =~

n €N,
il existe 1 € T un produit de n transvections tel que J = ¢(I)

Y= Jn)

e Choisissons alors (I,J,n) € X tel que n est minimal pour cette propriété. Nous disposons donc de
transvections @1, ..., ¢y (Vi = Qa;u;, Pouri € {1,...,n}) telles que ¢, ... 1 (1) = J.

Soit i € {1,...,n} et supposons que a; ~ u; (resp. a; ~y u;). Posons I' = p;(I) (resp. J' = ¢; *(J) =
Caviui—7:(J)). Si o ol u; (resp. cv o4y ;) alors la Proposition 4.2.33 page 76 entraine que ~; (resp. ~ )
est un successeur direct de ~/ (resp. de ~ /) ce qui n'est pas car ~=n~r (resp. ~'=~ ;) est une source de
I'. Donc a; ~ u; (resp. a; ~j u;) et la Proposition 4.2.33 page 76 implique que ~=~; (resp. ~'=~;) et
~p (resp. ~ ;) coincident. Ainsi :

g et =y (resp. ~mr et ~ =),

T =0n . pip19i-1 - p1(L7) (resp. J = pn oo @ir10i—1 - o1 (D).
Donc (I, J,n —1) € ¥ (resp. (I, J',n — 1) € X) ce qui contredit la minimalité de n. Ceci montre que :

a; ru; et a;byu; pourtouti € {1,...,n}

Le Lemme 4.2.60 page précédente nous permet de conclure a |'unicité de la source de I'.

Proposition 4.2.61 Supposons que Q n’a pas de double raccourci et supposons que k est de caractéris-
tique nulle. Alors T' n’a qu’une seule source.

Preuve : Soient ~, ~'€ T’y tels que ~ (resp. ~') est une source de I". D'aprés le Lemme 4.2.60 page précédente
il existe I, J tels que (Q,I) et (Q,J) présentent A et il existe des transvections (commutant deux a deux car
Q@ n’a pas de double raccourci) ¢1,...,¢n (i = Pa;u;.m Pouri € {1,...,n}) telles que :

- ~=n~vy et N/:NJ’

cJ=pn o1 (D),
<oy A ou; ety U u; pour tout i € {1,...,n}.
Posons 9 = ¢, ...¢1. Donc J = ¢(I) et si («,u) est un raccourci, alors (d'aprés la Proposition 3.2.17
page 47) :
u € supp(¥(a)) = Ji e {1,...,n} (o,u) = (ay,u;)

Donc :
adru
u € supp(¢(a)) = { oy
Puisque car(k) = 0, la Proposition 4.2.38 page 79 s'applique. Ainsi I = J et ~=~j;=~;=~'. Donc T n'a
qu’une seule source. O

Nous pouvons a présent démontrer le premier Théoreme de ce texte.

Théoréme 4.2.62 Soit A une k-algébre de dimension finie conneze et basique. Supposons que le carquois
ordinaire () de A n’a pas de double raccourci et supposons que k est de caractéristique nulle. Alors il existe
une présentation admissible kQ/Iy ~ A telle que pour toute autre présentation admissible kQ/I ~ A
Uapplication identité sur les promenades de Q induit un morphisme surjectif de groupes m (Q, o) —»

771(Q7I).
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Preuve : C'est une conséquence directe de la Proposition 4.2.61 page ci-contre et de la Proposition 4.2.56
page 86 (]

Remarquons que, étant donné un chemin ~y— ... —~, de I, il n'existe pas nécessairement des présen-
tations admissibles kQ/I; ~ A (i € {1,...,n}) telles que ~;=~y, pour tout i et telles que pour chaque ¢
il existe une transvection ¢; = @q, v, - telle que la succession directe ~j, , —~, soit induite par le triplet
(I;—1,I;, v;) (en termes peu rigoureux nous pourrions dire que «nous ne contrdlons pas les successions directes
~i_1—~;»). Notons que si, par chance, toutes ces conditions étaient vérifiées, alors nous aurions o; ~y, u;
pour chaque i € {1,...,n}. La Proposition suivante montre que lorsque ~q est |'unique source de T', ces
conditions peuvent étre satisfaites pour au moins un des chemins de I" de source ~( et de but ~,,.

Proposition 4.2.63 Supposons que QQ n’a pas de double raccourci et que k est de caractéristique nulle.
Soit kQ/Io ~ A une présentation admissible telle que ~p, est la source de T' et soit kQ/I ~ A une autre
présentation admissible. Alors il existe :

- une dilatation D,
- des transvections @1, ...,¢0n (Pi = Pa;u;.n pour touti € {1,...,n}).
vérifiant les propriétés suivantes :
- I =Degy,...¢1(1o),
-y ~g, upen posant I; = ;... p1(lp), pour tout i € {1,...,n}.
Si de plus ~y est source de T’ (i.e. ~y=rp, ) alors ~p, et ~y,_, coincident (i.e. a; ~p,_, w;, d’aprés la

Proposition 4.2.33 page 76) pour tout i € {1,...,n}.

Preuve : e D'aprés la Remarque 2.3.19 page 33, il existe une dilatation D ainsi que ¢ € 7 tels que I = D (Iy).
Posons J = D~(I). Nous allons montrer par récurrence sur m > 0 que I'assertion suivante, notée H,,, est
vraie :

«si (Q, J) présente A et si J est I'image de Iy par un produit de m transvections, alors il existe :

- n =0,
- des transvections v = Par,ur,mise P = Pon tin,Tnr
tels que :
J=pn...p1(1o),
- ; ~g, u; pour tout i € {1,...,n}, en posant I; = ¢; ... p1(Ip).

»
Notons que pour démontrer la premiere partie de la Proposition il suffit de démontrer que H,,, est vraie
pour tout m > 0.
Hj, est bien évidemment vraie. Soit m > 1, supposons que H,,_1 est vraie et supposons que J =

Pl v -+ - L1101 (l0)-
1¢" cas : il existe i € {1,...,m} tel que (; ~; v;. Puisque les transvections commutent deux a deux (Q

n'a pas de double raccourci) nous pouvons supposer que i = m. Posons J' = ©g . 1 v, 1w 198, 0100 (L0)-
Puisque H,,_1 est vraie, il existe :

-n =0,
- des transvections @1, ..., ¢n (i = Y, u,;,~ POUr tout i),
tels que :
S =¢n...p1(lo),
(%) a; ~p, u; pour tout i € {1,...,n}, en posant I; = ;... p1(Ip).

Posons ©ni1 = Panirunsiress 2= Phmvmom- ANSi J = @n1(J") = ppi1...01(1o), et si nous posons
I = ¢i...01(do) pour i € {1,...,n+ 1}, nous avons a; ~, u; pour i < n d'aprés (x) et apt1 = Bm ~J
Up41 = Uy, par hypothése. L'assertion H,, est donc vraie dans ce cas.

2" cas : 3; 77 v; pour tout i € {1,...,m}. Posons alors ¢ = ©g, . . - - Pp, 0., desorte que: ¥

est un produit de transvections commutant deux a deux et J = ¢ (Ip). Puisque ~, est la source de T, ~,
est plus fine que ~; donc :
Bi 1, v; pourtout i€ {1,...,m}

D’aprés la Proposition 3.2.17 page 47 (rappelons que @) n'a pas de double raccourci), nous avons pour tout
raccourci (o, u) :
u € supp(¥(a)) = (Fie{l,...,m}) (,u) = (8;,v;)
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Ainsi J = (1), 1 est un produit de transvections commutant deux a deux et :

(Va € Q1) { Zizupp(tb(a)) =adruetadyu

La Proposition 4.2.38 page 79 s'applique donc (rappelons que car(k) = 0). Donc Iy = J. Donc H,, est
également vraie ici (avec n = 0).

H,, est donc vraie pour tout m > 0. Ceci démontre I'existence de la dilatation D et des transvections
©1, ..., Pp Vérifiant :

~ I =Dy ...p1(1o),
- ~g, u; en posant I; = ¢; ... ¢1(lp), pour tout i € {1,...,n}.

e Supposons a présent que ~; est la source de I' (donc ~j=n~y,). Les transvections @; = ©q, u;.x
(i € {1,...,n}) mises en évidence au point précédent vérifient o; ~j, u; pour tout ¢ € {1,...,n}. Notons
que, pour chaque i € {1,...,n}, nous avons o; ~y, , u; ou a; 7%r,_, u;. Donc, d'aprés la Proposition 4.2.33
page 76, I'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

-~y et ~j, | coincident,

« ~p,_,—r~g, est une fleche de T'.

Etant donné que ~y=~7 (car I = D(I,) et D est une dilatation), les sommets ~,, ..., ~; =~ définissent
un chemin de I' de source ~j, et de terminus ~. Et ce chemin est trivial si et seulement si a; ~p, , u; pour
tout ¢ € {1,...,n}. Nous avons supposé que ~; est source de I", donc ce chemin est trivial et «; ~p,_, u;
(i.e. ~j, et ~p,_, coincident) pour tout ¢ € {1,...,n}. O

A présent, laissons de coté le cas «() n'a pas de double raccourci et k est de caractéristique nulley, et
examinons |'unicité de la source de I' dans le cas ou A est monomiale. Notons tout d'abord la Proposition
suivante dont la démonstration est immédiate.

Proposition 4.2.64 Si kQ/Iy ~ A est une présentation admissible monomiale, alors ~j, est une source

deT.

Si A est connexe et monomiale, alors le groupe fondamental de toute présentation de A est un quotient
du groupe fondamental de toute présentation monomiale de A. Pour cette raison I'étude de |'unicité de la
source de I" a moins d'intérét dans ce cas. Néanmoins elle est utile dans I'optique de I'étude des revétements
galoisiens de A.

Jusqu'a la fin du paragraphe nous supposons que @ n'a pas de double fleches et nous fixons kQ /Iy ~ A
une présentation monomiale de A.

Lemme 4.2.65 Soit kQ/I ~ A une présentation admissible. Alors le produit de transvections vy défini
par la Proposition 3.3.6 page 50 vérifie la propriété suivante :

pour toute fleche a et tout chemin u € supp(¢r(a)) nous avons a ~ u.

Preuve : Posons ©» = ;. Fixons un ordre naturel < sur I'ensemble des chemins de @) et soit < I'ordre admissible
associé sur I'ensemble des raccourcis de ). D'apres la Propriété 3.2.13 page 45 il existe des transvections

Oy 0n (Pi = Py s Pouri € {1,...,n}) telles que :
C Y =n..e1,
c(ag,ur) < oo < (@ Up),
- 7; # 0 pour tout ¢ € {1,...,n}.

La Proposition 3.2.15 page 46 implique de plus que pour tout raccourci (o, u) :

u € supp(¥(a)) & (Fie{l,...;n}) (a,u) = (a,u)

En particulier, pour démontrer le Lemme, il nous suffit de monter que a; ~y u; pour tout i € {1,...,n}. A
cette fin, nous allons démontrer par récurrence descendante sur m € {1,...,n + 1} que |'assertion suivante,
notée H,,, est vraie :

«oy; ~ru; pouri € {m,m+1,...,n}»
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Notons que H,,41 est vraie puisque I'ensemble {n + 1,n + 2,...,n} est vide. Soit alors m € {1,...,n} et
supposons que H,, 11 est vraie. Pour montrer que H,, est vraie, il suffit de démontrer que av,;,, ~1 . Puisque
U, € supp(¥(auy,)), la définition de ¢ = 11 (voir la Proposition 3.3.6 page 50) donne ¢q,, u,..1(lo) # lo.
Puisque I est monomiale, cela implique qu'il existe un chemin u € Iy tel que ¢q,, v, 1(u) & Ip. Nous avons
donc :

Cavry um,1(1) = w4 v avec v un chemin tel que v & I

Nous disposons donc de chemins vy, vs tels que :
U = Va1 €t v = Vo & I
Puisque ¢ (u) € I, il existe une décomposition :
Yuw)=ri+...+ryn

avec 71,...,7Nn des relations minimales de I et a supports deux a deux disjoints. Notons que d’aprés la
Propriété 3.1.10 page 36, nous avons u,v € supp(¢(u)). Quitte a réindexer les relations minimales r1,...,ry
nous pouvons supposer que v € supp(ry). Soit alors ¢ € {1,...,N} tel que u € supp(r;). Nous allons
distinguer deux cas selon que i =1 ou i # 1.

1¢" cas : ¢ = 1. Alors u,v € supp(ry), et r1 est une relation minimale de I. Donc voamv; = u ~y v =
VoUm V1 €t iy ~1 Uy

2" cas : i # 1. Nous avons alors :

- supp(r1) C supp(y(u)),

- u & supp(r1),
La Propriété 3.1.10 page 36 implique donc que supp(ri) est constitué de chemins dérivés de u. Supposons
d'abord qu'il n'existe pas dans supp(r;1) de chemin dont v est dérivé. Alors la Propriété 3.1.13 page 39 implique
que v € supp(b~1(r1)) (avec ¥~ 1(r1) € Iy). Puisque Iy est monomial, cela entraine v € Iy ce qui n'est pas
(par construction de v). Cette contradiction montre :

il existe w € supp(ry) tel que v est dérivé de w

Donc w est dérivé de u, v est dérivé de w et v est dérivé d'ordre 1 de u. D'apres la Propriété 3.1.11 page 37
nous disposons donc d'un raccourci («, 8) ainsi que de chemins u/,u”, 0" tels que 6’ est dérivé de 6 et :
u=1u"au, w=u"0u etv=u"0v
Or:
U = Vo V1 €t U = VU, V1
Donc (rappelons que @ n'a pas de cycle orienté) :

/ 1 /
vi=u, vo=u", a=q,, et =u,

Ayant w = v9bv; € supp(t(u = veay, 1)), il existe (d’aprés la Proposition 3.2.15 page 46) j € {1,...,n}
tel que o = auy, et (a,0) = (o, u;). Ainsi :

- (age) = (a,0),

© Uy, = 0" est dérivé de 0 (en particulier u,, = 6" < 6),

. Oéj = Q.
Donc u,, = 0" < 8 = u;, puis (Qp, Um) < (m,u;) = (a;,u;) ce qui donne enfin m < j, ou encore
m+1 < j. Puisque H,, 11 est vraie, nous en déduisons que a; ~r u; (remarquons que si m = n alors m < j

contredit j € {1,...,n}, cette contradiction montre que dans le cas m = n, c’est le 1 cas qui est vérifié et
non le second, ceci montre que H,, est vraie). Donc :

© Qi T Uy,
- v~y w car v,w € supp(ry) et v est une relation minimale de I,
U= V0V = V2001, U = V2UmV1, W = V2U;V1.
Donc :
V20 V1 = V20V ~1 V22UV = W ~ UV = V2Um U1
Donc ay, ~1 Upy,.
Ceci montre que H,, est vraie dés que H,,11 I'est. Donc H; est vraie : a; ~y u; pour i € {1,...,n}. O

Le Lemme 4.2.65 page ci-contre nous permet d'exhiber une Proposition similaire a la Proposition 4.2.63
page 89.
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Proposition 4.2.66 Soit kQ/I ~ A une présentation admissible. Alors il existe :
- une suite de transvections Y1 = Vo, uy,ris- -1 Pn = Povn,tin,mn s

- une suite d’idéaux Iy, ..., I, tels que kQ/I; ~ A pour tout i € {1,...,n}.

tels que :
I = 0o s (Lic1) pouri e {1,...,n},
. I = In’
(e 7 NIi (17

En particulier, il existe un chemin de I' de source ~p, et de terminus ~yr. Si de plus ~y est une source
de T, alorsn=0 et I = I.

Preuve : Fixons < un ordre admissible sur I'ensemble des raccourcis de (). D'aprés la Proposition 3.3.6
page 50, nous avons :

VI = Pagun,mn - - - Parur,m
Avec :
c(ag,ur) < o< (@ ug),
- 7; # 0 pour tout i € {1,...,n}.

Posons ¢; = o, uirm et Ii = pi...p1(Lo) pouri € {1,...,n}.
Soit ¢ € {1,...,n}. Donc :

. (al,ul) <... < (Oéi,ui),
- 7; # 0 pour tout j € {1,...,i}.

D’aprés la Proposition 3.2.15 page 46 cela implique, pour tout raccourci (o, u) :

u € supp(p; ... p1(a)) = Fje{l,...,i} (o,u) = (aj,u;)

Puisque ¢y, ... @1 = 1y, il vient donc pour tout raccourci (o, u) :

u € supp(p; ... p1()) = u € supp(Vr()) = @a,ur o) # Iy pour tout 7 € k*

Ceci démontre que ¢; ... @1 = 9r,. Le Lemme 4.2.65 page 90 implique alors que o; ~, u;. Ainsi :

I = Ya; ;7 (Lio1) pour i € {1,...,n},

- I =1,,

<oy~ up pour i € {1,...,n}.
En particulier, la Proposition 4.2.33 page 76 implique que : ~, et ~;, , coincident ou ~j, , —~. € I'1, pour
tout i € {1,...,n}. La suite ~p,,...,~y, =~ de sommets de I" définit donc un chemin de T" de source ~,
et de terminus ~;. Supposons a présent que ~; est une source de I'. Le chemin de source ~, et de terminus

~ est donc nécessairement trivial. Donc ~y=~j . Ayant ~;=~7 , la propriété o, ~j, u, ne peut étre.
Doncn=0et I = I. O

La Proposition 4.2.66 nous donne immédiatement |'unicité de la source de I" en caractéristique quelconque
et sans hypothése sur les double raccourcis de Q.

Corollaire 4.2.67 Si A est monomiale et si Q n’a pas de fleches multiples alors ' a une seule source.



Chapitre 5

Application a I’étude de HH'(A)

Dans ce Chapitre nous appliquons I'étude faite au Chapitre 4 a I'étude du second groupe de cohomologie
de Hochschild d'une k-algebre de dimension finie : étant donnée une présentation admissible v: kQ — A de
noyau I d'une k-algeébre de dimension finie (avec @ sans cycle orienté), |. Assem et J. A. de la Pefia ont établi
dans [5] I'existence d'un morphisme injectif de groupes 0, : m1(Q,I) — HH"'(A), nous allons comparer les
morphismes 0, pour différentes présentations admissibles de A.

5.1 Rappels sur ’algébre de Lie HH'(A)

Dans cette Section nous faisons un rappel sur la cohomologie de Hochschild d’une k-algébre de dimen-
sion finie et plus précisément sur I'espace H H'(A). Pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a [23] ou [33].

Soit A une k-algebre de dimension finie. La cohomologie de Hochschild de A a été définie par G. Hoch-
schild dans [23]. En considérant A comme un A — A-bimodule, le i-éme groupe (i > 0) de cohomologie de
Hochschild de A est noté HH'(A) et il est défini par :

HH'(A) = Extlyg 400 (A, A)

Le produit de Yoneda confére alors 8 HH*(A) = @ HH'(A) une structure de k-algébre associative unitaire
>0
et graduée commutative (c'est a dire que gf = (—=1)™"fg pour f € HH"(A) et ¢ € HH™(A)). En outre
HH'(A) est muni d'une structure d'algébre de Lie (plus généralement M. Gerstenhaber a mis en évidence
dans [18] une structure d'algebre de Gerstenhaber sur HH*(A)). D'aprés un résultat du a B. Keller (voir
[25]), la cohomologie de Hochschild de A est invariante par équivalence dérivée et il en est de méme pour
la structure d'algébre de @ HH*(A) ainsi que pour la structure d'algébre de Lie de HH!'(A). Dans la suite
>0
nous pourrons donc supposer que A est basique.

Notons que HHC(A) est isomorphe (en tant que k-algébre) au centre Z(A) de A. Le groupe HH'(A)
peut étre quant a lui décrit en termes de dérivations. Rappelons qu'une dérivation de A est une application
k-linéaire d: A — A telle que :

(Va,b € A) d(ab) = ad(b) + d(a)b

En particulier, une dérivation intérieure de A est une dérivation de la forme :
a — aag — aga avec ag € A

Notons Der(A) I'espace des dérivations de A et Int(A) le sous-espace de Der(A) constitué des dérivations
intérieures de A. Rappelons que le crochet entre applications k-linéaires A — A :

[f,gl=fog—gof

fait de Der(A) une algébre de Lie dont Int(A) est un idéal. Il existe alors un isomorphisme naturel d'algébres
de Lie :
Der(A)/Int(A) ~ HH'(A)

Dans les deux Sections qui suivent nous allons utiliser une description un peu différente de HH'(A) en
termes de dérivations unitaires. Celles-ci ont été introduites par J. A. de la Pefia et M. Saorin dans [33].
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Définition 5.1.1 (voir [33]) Soit A une k-algébre de dimension finie et soit {e1,...,en} un systéme com-
plet d’idempotents primitifs deux a deux orthogonauzr de A. Une dérivation unitaire est une dérivation
d: A — A telle que :

d(e;) =0 pour tout i € {1,...,n}

L’espace des dérivations unitaires de A sera noté Derg(A).

J. A. de la Pefia et M. Saorin ont démontré dans [33] que I'algébre de Lie HH'(A) peut étre décrite a
I'aide des dérivations unitaires comme suit :

Proposition 5.1.2 (voir [33]) Soit A une k-algébre de dimension finie et soit {e1,...,e,} un systéme
complet d’idempotents primitifs deuzx & deux orthogonaux de A. Alors Derg(A) est une sous-algébre de
Lie de Der(A) et le morphisme induit par Uinclusion Derg(A) — Der(A) :

Der(A)o/Derg(A) N Int(A) — Der(A)/Int(A)

est un isomorphisme d’algébres de Lie. En particulier, Derq(A)/Dero(A) N Int(A) et HH'(A) sont
isomorphes en tant qu’algébres de Lie.

Nous identifierons désormais HH'(A) avec I'espace quotient Derg(A)/Dero(A) N Int(A).
Notons en outre la description suivante de Derg(A) N Int(A) lorsque A est basique :

Proposition 5.1.3 (voir [33]) Soit A un k-algébre de dimension finie et basique. Soit {e1,...,en} un
systéme complet d’idempotents primitifs deuxr o deux orthogonauzx de A, et soit E la sous-algébre de
A engendrée par ces idempotents. En particulier, E = Vect(ey,...,e,). Alors Derg(A) N Int(A) est le
sous-espace de Derg(A) des dérivations de la forme :

a—ae—ea ouve€l

5.2 Le morphisme 0,: Hom(m(Q,I), k") — HH!(A) induit par une
présentation de v: k() -» A de noyau [

Soit A une k-algébre de dimension finie connexe, basique et triangulaire. Soit ) le carquois de A. Dans
cette Section nous fixons :

- v: kQ — A une présentation admissible de A de noyau I,
- un sommet de base xg € Qg pour le groupe fondamental 71 (Q,I) = m1(Q, I, zo),
- un arbre maximal T de Q.

Etant donné un sommet = € Qg de @, nous désignerons par -y, |'unique promenade de 1" de source z( et
de terminus z. Rappelons que la présentation v fixe un systéme complet d'idempotents primitifs deux a deux
orthogonaux {v(e;) | © € Qo}. Ces données vont nous permettre de définir une application :

0,: Hom(m (Q,I),kT) — HH'(A)

Cette application a été introduite par |. Assem et J. A. de la Pefia dans [5] (voir également [16]). Ici
kT désigne le groupe additif du corps de base k et Hom(mi(Q,I),k™) est I'ensemble des morphismes de
groupes 71 (Q, I) — k™. Notons que Hom(m1(Q,I), k™) est naturellement muni d'une structure de k-algébre
commutative (et donc de k-algeébre de Lie abélienne) induite par celle de k.

Décrivons a présent I'application 6,,. Pour plus de détails sur cette description, nous renvoyons le lecteur a
[5]. Soit f: 71(Q, I) — k un morphisme de groupes. Si 2 - y est un chemin de @, alors [y tuye] € m(Q, 1)
et f([v, 'uyz]) € k. Nous disposons donc d'une application k-linéaire :

kEQ — kQ

u un chemin  +— f(['y;(i)u%(u)]) u

Cette application conserve I'idéal I et induit une dérivation unitaire :

FA L k)T — kQ/T D A
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f est donc telle que pour tout chemin u de source = et de terminus ¥ :
Flw(w) = f([vy turaln) v(w)
L'image de f dans HH'(A) sera notée 0,(f).

Remarque 5.2.1 Dans cette construction, nous obtenons bien une dérivation car f: m(Q,I) — kT est
un morphisme de groupes.

|. Assem et J. A. de la Pefia ont démontré dans [5] la Proposition suivante :
Proposition 5.2.2 (voir [5]) L’ application linéaire :
0,: Hom(my (Q, 1), k") — HH'(A)
est injective.

Donnons a présent quelques propriétés du morphisme 6,,.

Remarque 5.2.3 Soit d: A — A une dérivation unitaire et soit u = qy, ...a; un chemin. Alors :

n

div(u)) =dv(ay)...v(ag)) = Z viag) ... v(aip)d(v(e))v(ai—1) ... v(ar)

=1

Donc d est uniquement déterminé par {d(v(a))}acq, - En particulier d = 0 si et seulement si d(v(a)) =0
pour tout o € Q7.

Proposition 5.2.4 0, est un morphisme d’algébres de Lie. Son image est une sous-algébre de Lie abé-
lienne de HH'(A).

Preuve : Nous noterons @ = v(u) pour tout u € kQ. Soient f,g € Hom(m1(Q,I), k™). Nous disposons de
deux dérivations unitaires : B
f,g: A—A

telles que :
X F(@) = ([ aal)
(Vz =y e Q) { 9(@) = g([v, Lora))

Et 0,(f) € HH'(A) (resp. 6,(g9) € HH"'(A)) est I'image dans HH'(A) de la dérivation f (resp. 7). De
cette facon, [0, (f),0,(g)] est I'image dans HH'(A) de la dérivation [f,g]. Or :

(Vz Sy e@i) fog(a)

Q
«

flg(lvy o)) a)
9([vy o) ([ o)) @
= gof(a)

Ainsi [f,g] = 0 et [0,(f),0,(9)] = 0. Puisque Hom(m1(Q,I),kT) est une algébre de Lie abélienne, cela
démontre que 6, est un morphisme d'algebres de Lie et que son image est une sous-algebre abélienne de
HH(A). O

L'exemple suivant montre que 6, n’est pas surjectif en général.

N
a
Soit A = kQ et soit v: kQ — A = kQ [identité. Soit d: A — A la dérivation unitaire définie par :

d(a):{Cb sta=a

Exemple 5.2.5 Soit Q le carquois :

0 sia=boua=c

Alors limage de d dans HH'(A) n’appartient pas a Im(6,).
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5.3 Caractérisation des éléments dans 1’image de ’un des 6,

Pour cette Section nous fixons A une k-algebre de dimension finie, connexe, basique et triangulaire. Nous

désignerons par t le radical de A. Fixons {e1,...,e,} un systéme complet d'idempotents primitifs deux a
deux orthogonaux et soit @ le carquois ordinaire de A, de sorte que Qo = {1,...,n}. Nous noterons F la
sous-algebre semi-simple de A engendrée par les idempotents e;,i = 1,...,n. Ainsi E = Vect(ey,...,e,). En

particulier, pour e € E, nous noterons d.: A — A, a +— ea — ae la dérivation unitaire associée a e.

Afin d'alléger le texte, le terme «dérivation» désignera systématiquement «dérivation unitairen. D’'autre
part, par «présentation de A» nous entendrons toute présentation admissible v: kQ — A telle que v(e;) = e;.
Enfin I'expression «base de A» désignera une base B de |'espace vectoriel A telle que :

- B Q Ui,j ejAei,

. {61,...,6n} QB,

- B\{e1,...,en} Cr.

Ainsi, pour tout u € B, nous noterons s(u) et t(u) (la source et le terminus de u) les indices tels que
U € ey(y)Aey(y). L'intérét de telles bases est donné par la Remarque suivante.

Remarque 5.3.1 o Soitv: kQ — A une présentation admissible. Pour tousi,j € {1,...,n} Uensemble :
{v(u) | u chemin non trivial de source i et de terminus j}

engendre e;ve;. De plus {v(a)} est une famille linéairement indépendante d’éléments de cet en-

i=2jeQ
semble. 1l existe donc une base B (non unique) de A telle que :

- v(a) € B pour toute fleche o € Q1,
- pour tout r € B il existe un chemin u tel que v(u) =r.

e Réciproquement, si B est une base de A, alors pour tous i,j il existe une famille d’éléments de
BnNejre; dont les images dans t/v* constituent une base de e;(t/t*)e;. Ainsi une telle base B définit (de
fagon non unique) une présentation v: kQ — A telle que v(a) € B pour toute fléche o € Q1.

Nous allons étudier les dérivations de A qui sont diagonalisables dans une base de A. Notons que ces
dérivations ont été étudiées par D. R. Farkas, E. L. Green et E. N. Marcos dans [16]

Lemme 5.3.2 Soit d: A — A une dérivation. Supposons qu’il existe une base B de A qui est une base
de diagonalisation de d (i.e. d(u) € k.u pour tout uw € B). Soit e € E. Alors B est également une base de
diagonalisation de d + 0.

n
Preuve : Ecrivons e = ) #; €;. Soit u € B. Posons i = s(u) et j = t(u) de sorte que u = ejue; € e;Ae;.
=1

Donc :
de(u) = delejue;)
= zn: ti (erejue; — ejue;er)
= l(?;— ti)u
Donc 6. (u) € k.u puis (d + d.)(u) € k.u pour tout u € B. O

Le Lemme 5.3.2 montre que la Définition suivante n'est pas ambigué.

Définition 5.3.3 Soit f € HH'(A). Alors f sera dit diagonalisable si I'une quelconque des dérivations
d: A — A représentant f est diagonalisable dans une base de A. Une telle base de A sera alors dite une
base de diagonalisation de f.

Définition 5.3.4 Soit {f,\}x une famille d’éléments de HH'(A). Alors les f seront dits simultanément
diagonalisables si il existe une base de A qui est une base de diagonalisation commune auz fy.

Notons la Propriété suivante sur les familles simultanément diagonalisables. Rappelons que le crochet de
Lie de HH!(A) est induit par le crochet de Lie sur les dérivations.

Propriété 5.3.5 Supposons que @ n’a pas de fleches multiples. Soit {fx}x une famille d’éléments dia-
gonalisables de HH'(A). Alors les éléments fy sont simultanément diagonalisables si et seulement si
[Fx, ] = 0 pour tous indices A\, .
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Preuve : Pour chaque )\ soit dy: A — A une dérivation représentant f. Fixons également une présentation
admissible v: kQ — A. Pour a € Q1 posons @ := v(«a). Commencons par montrer que I'hypothése faite sur
le carquois @ implique que Im([d,d']) C t? pour d,d’ des dérivations quelconques. Soit u € e;te; non nul,
étant donné que () n'a pas de cycle orienté, nous avons i # j puis ejte; = e;Ae;. Donc d(u) € e;ve;. Ceci
montre que :

dfr) C v (1)

En conséquence, pour u,v € t, nous avons d(vu) = d(v)u + vd(u) € t?. Autrement dit :
d(t?) C? (2)
Par ailleurs, puisque @ n'a pas de fleches multiples, (1) et (2) entrainent :
(Vo€ @) 3tek) Buer?) d@)=tat+u (3)
De (1), (2) et (3) nous déduisons finalement que :
Im(d,d']) C +* (4)

e Supposons la famille {f)} simultanément diagonalisable. Alors il existe B une base de diagonalisation
commune aux fy. Donc la matrice de I'application linéaire d): A — A est diagonale pour tout A. Donc les
endomorphismes d, commutent deux & deux. Ceci montre que [fy, fxr] = 0 pour tous A, .

e Supposons que [fx, fa/] = 0 pour tous A, \'. Donc :

V(A A) (3PN € B) [dy, dy] = dyooan

, n ,
Ecrivons eA) = 3 tEA’)‘ ) e; pour chaque (A, \'). Fixons 7,5 € {1,...,n}, il vient donc :
i=1

AN AN
(Vu € ejre;) [dy, du](u) = () =ty

Ainsi :

(¢) [dx,dx]: ejre; — ejte; est une homothétie pour tout (A, \'),

(73) da(e;) = dx(e;) = 0 pour tout A,
(Z’LZ) ejAei =ejte; D k.e; ® k‘.ej.
Le point (i) implique, avec (4), que [dx,dx](@) = 0 pour tous A\, X’ et pour toute fleche a. Ceci entraine
que [dx,dx] = 0 pour tous A, X'. Donc, il existe une base B; ; de I'espace vectoriel e;te; qui est une base de
diagonalisation commune des endomorphismes dy : ejte; — e;te;. Posons :

B:{el,...,en}UUBi,j

1,9

Ainsi B est une base de A et c’est une base de diagonalisation de dy pour chaque A. Donc la famille {fx}
est simultanément diagonalisable. |

La Proposition suivante montre que chaque présentation définit une famille de d'éléments de HH!(A)
simultanément diagonalisables. Notons que ce fait a déja été observé dans [16].

Proposition 5.3.6 (voir également [16]) Soit v: kQ — A une présentation de A. Alors Im(0,) est une
famille d’éléments de HH'(A) qui sont simultanément diagonalisables.

Preuve : D’aprés la Remarque 5.3.1 page ci-contre, il existe une base B de A telle que :

r € B = il existe un chemin u tel que r = v(u)
ae@ =v(a)eB

Posons I = Ker(v) et soit f € Hom(m1(Q, I), k™). Nous disposons donc d’une dérivation unitaire f: A — A
telle que pour tout chemin u de source = et de terminus y :

Fv(w) = f(lyy Mura]) v(u)
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La base B de A est donc une base de diagonalisation de f puis de 6, (f). Donc Im(6,) est une famille
diagonalisable simultanément. O

Intéressons nous a la réciproque de la Proposition 5.3.6 page précédente. Pour cela nous disposons du
Lemme suivant. Remarquons que ce Lemme a déja été démontré dans [16], nous en donnons ici une démons-
tration différente et utilisant des bases de Grébner.

Lemme 5.3.7 (voir [16]) Soit f € HH'(A) diagonalisable et soit B une base de diagonalisation de f.
Siv: kQ — A est une présentation telle que v(a) € B pour toute fléche o € Q1 (voir la Remarque 5.3.1
page 96), alors f € Im(0,).

Preuve : Posons I = Ker(v). Soit d: A — A une dérivation représentant f. Puisque B est une base de
diagonalisation de f contenant {v(a)}aeq,, nous en déduisons I'existence de scalaires {t, }acq, tels que :

d(v(a)) = tq v(a) pour toute fleche o € Qq
Puisque d est une dérivation, il vient alors pour tout chemin v = o, ... a1 :
dv(ay...a1)) =dw(ag)...v(ar)) = (ta, + ...+ ta,) V(an...aq)
Nous noterons donc t,, = to, + ...+ ta, de facon que :
d(v(u)) = t, v(u) pour tout chemin u

Plus généralement, si v = a" ... aj' est une promenade de (), nous poserons :

t= 31,
=1

Avec la convention t, = 0 si «y est stationnaire.

Nous allons montrer que I'application vy +— t., induit un morphisme de groupes g: m1(Q, ) — k* dont
I'image par 6, est f.

e Construisons le morphisme g: m(Q,I) — k*. Remarquons que par construction de v — ¢, nous
avons :

(i) te, =0 pour tout x € Qq et ty, =ty +t, pour toutes promenades v,v' telles que s(v’) = t(7),
(it) toa-1 = te—14 = 0 pour toute fleche « € Q1,
111) twou = tworw A& que u, v, v’, w sont des promenades telles que ¢, = t, et telles que wvu et wv'u sont
(i) que u,v,v’, p q q
définies.
Posons d': kQ — kQ I'application linéaire définie par :

d'(u) = t, u pour tout chemin u

Ainsi, pour tout chemin u, nous avons d(v(u)) = t, v(u) = v(t, u) = v(d'(u)) par définition de ¢,. Il vient
donc :
(Vr € kQ) d(v(r)) = v(d'(r))
Et en particulier :
rel=v(d(r)=duv(r)=d0)=0=d(r)el

Ainsi I'application linéaire d': kQ — kQ vérifie les conditions suivantes :

- kQ est un k-espace vectoriel de base la famille des chemins et I est un sous-espace de k(Q,

- d'(u) = t, u pour tout chemin wu,

-d(I)C .
La Proposition 4.1.22 page 58 s'applique donc a d’ (rappelons la démonstration de cette Proposition a utilisé
les bases de Grdbner). Nous avons donc :

uEIu':>tu:tu/

Rappelons que =; est la relation d'équivalence la plus fine sur I'ensemble des chemins telle que deux chemins
dans le support d'une relation minimale de I soient =;-équivalents. Donc :
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(iv) si r est une relation minimale, alors t,, = t, dés que u,v € supp(r).

Les points (i7), (éi%) et (iv) impliquent |'existence d'une application bien définie :
m(Q, 1) = kT, [yt
Le point (¢) montre que cette application est un morphisme de groupes que nous noterons g :
g: m(Q,I) — kTt
b —

e Montrons que 6,(g) = f. Par construction de g nous avons :

g([v;luvm]) =t,=1y,, = tu —ty, + 1y, pour tout chemin u de source z et de terminus y

Donc 0, (g) € HH(A) a pour représentant la dérivation g: A — A telle que :
g(v(u)) = (tu —ty, +t,,) v(u) pour tout chemin u de source z et de terminus y

Posonse = > t,,e, € E. Ainsi :
z€Qo

de(v(u)) = (t,, — ty,) v(u) pour tout chemin u de source z et de terminus y

Nous avons donc :
(g +6e)(w(u)) =t, v(u) = d(v(u)) pour tout chemin u

Donc g — d est une dérivation intérieure, ce qui montre bien que g représente f. Ainsi f = 6,(g) € Im(6,)0

Proposition 5.3.8 Soit {f\}x une famille d’éléments de HH'(A) simultanément diagonalisables. Alors
il existe une présentation v: kQ — A telle que fx € Im(6,) pour tout \.

Preuve : Soit BB une base de diagonalisation simultanée de { f\} .. D'aprés la Remarque 5.3.1 page 96, il existe
une présentation admissible v: kQ — A telle que v(«) € B pour tout fleche o € 1. Le Lemme 5.3.7 page
précédente, appliqué a chaque fy, montre que fy € Im(6,) pour tout \. O

Le Lemme 5.3.7 page ci-contre fournit également une condition suffisante pour que 8, : Hom/(m(Q, 1), k™)
soit un isomorphisme.

Proposition 5.3.9 Supposons que Q n’a pas de raccourci. Soit v: kQQ — A une présentation de A. Alors
0,: Hom(m(Q, 1), k") — HH'(A) est un isomorphisme. En particulier HH'(A) est abélienne.

Preuve : D'aprés la Proposition 5.2.2 page 95, il nous suffit de démontrer que 6, est surjectif. Soit f €
HH'(A) et soit d: A — A une dérivation représentant f. D'aprés la Remarque 5.3.1 page 96, la présentation
v de A fournit une base B de A telle que :

- pour tout r € B il existe un chemin u vérifiant r = v(u),
- v(a) € B pour toute fleche a € Q.

Soit = y € Q. Puisque Q n'a pas de raccourci, nous avons eykQe, = k.a puis eyAe, = kv(a).
Ayant d(a) € e, Ae,, il existe un scalaire ¢, tel que d(v(a)) =t v(a). Soit r € B. Donc il existe un chemin
U= Qy...ap tel que r = v(u). Dans ces conditions :

diry =dv(u)) =dv(an)...v(a1)) = (tay + -+ +ta,) V(an ... 1) € kv(r)

Donc B est une base de diagonalisation de d. Ainsi f est diagonalisable et B est une base de diagonali-
sation de f telle que v(a) € B pour toute fleche o. Le Lemme 5.3.7 page précédente entraine donc que
f € Im(0,) et ceci pour tout f € HH'(A). Donc 6, est bien un isomorphisme et HH'(A) est abélienne car
Hom(m1(Q,I),k™) I'est. |

Nous allons a présent comparer les images de 8, et 6, lorsque v et 1 sont deux présentations de A.
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Proposition 5.3.10 Soit v: kQQ — A une présentation, soit D: kQ — kQ wune dilatation. Soit p la
présentation p=v o D: kQ — A. Posons I = Ker(u) et J = Ker(v) de sorte que J = D(I). Rappelons
que m(Q,I) = m(Q, J) (voir la Proposition 4.2.25 page 72). Nous avons l’égalité :

6, =0,

Preuve : Soit f: m(Q, ) — k™ un morphisme de groupes, f définit donc deux dérivations dy,ds: A — A
telles que pour toute fleche z % y € Q; :

En outre 6, (f) (resp. 0,,(f)) est représenté par d; (resp. dz). Soit = y € Q1. Puisque D est une dilatation,
il existe t € k* tel que D(a) =t «, ainsi :

(@) = di(¥(D(a)))

= tdi(v(a))
= tf([v, 'ave]) V(a)
vy tavz]) ple) = da(p(e))

Ainsi di,ds: A — A sont deux dérivations coincidant sur x(Q1). Donc dy = ds et 6, (f) = 6,(f) pour tout
f e Hom(m (Q,I),k™). O

Proposition 5.3.11 Soit v: kQ) — A une présentation, soit ¢ = Qg une transvection. Soit u la
présentation p = v o p: kQ — A. Posons I = Ker(u) et J = Ker(v) de sorte que J = p(I). Supposons
que o ~j u. D’aprés la Proposition 4.2.33 page 76 et la Remarque 4.2.55 page 86, Uapplication identité
sur les promenades de @ induit un morphisme surjectif de groupes p: m(Q,I) — m(Q,J). Alors le
diagramme suivant est commutatif :

Hom(m1(Q, J), k™)

Hom(m1(Q,I),k™)
O p* est Uinjection induite par p. En particulier Im(6,) C Im(6,,)

Preuve : Soit f: m(Q,J) — k* un morphisme de groupes. Ainsi p*(f) est la composition 71 (Q, I) 2,
m(Q,J) L, k. Donc nous disposons de dérivations di: A — Aetdy: A — A représentant 6, (f) et 6,,(p*(f))
respectivement et telles que pour toute fleche z % 3 :

di(v(a)) = f([v, "avz]s) v(a)
dy(p(a)) = p*(f) (17, ' avalr) p(a)

Afin de montrer que 6,(f) = 6,(p*(f)) nous allons montrer que d;(u(a)) = d2(p(a)) pour toute fleche a.
Soit 2 % y une fleche. Par définition de p nous avons p([vy tavelr) = [, ' ave] 5. Donc :

(1, tavels) = (v, tavaln)) = p*(F) ([ tavalr)
1% cas : a # «. Alors v(a) = u(a) et :
di(p(a)) = di(v(a)) = f(lv, 'avels) via) = p*(F) ([, ' avelr) pla) = da(u(a))

2" cas : a = «. Alors :

- pa) = pla) = v(e) + 7 v(w),

-~y u donc h Yary,]; = [Wy Mg
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Donc :
di(p(a)) = di(v(e)) +7 di(v(u))
= [y tavals) via) +7f([vy uyals) viw)
= f(hy‘la%] ) (v(@) + 7 v(w)
= ()l evalr) wa)

= da(p(@)) = d2(p(a))
Ainsi d; et do sont deux dérivations coincidant sur |'ensemble 1(Q1), donc elles sont égales. Donc :
(Vf € Hom(m(Q, 1), k")) 6,(f) =0, 0p*(f)

La Proposition est ainsi démontrée. O

Rappelons que si g: A — A est un automorphisme de k-algébres tel que g(e;) = e; pour tout i, alors g
définit un automorphisme de |'espace des dérivations de A :
d—godog™?!

Cet automorphisme conserve |'espace des dérivations intérieures et définit donc un automorphisme g, de
I'algebre de Lie HH'(A) :
Jx: HHY(A) — HHY(A)

classe de d —— classede godog™!

Proposition 5.3.12 Soit v: kQ — A une présentation et posons I = Ker(v). Soit ¥: kQ — kQ €
Auto(kQ) tel que W(I) = I et posons p la présentation p = voh: kQ — A de sorte que Ker(u) = I.
Posons 1: A = A Uautomorphisme de la k-algébre A tel que le diagramme suivant commute :

kQ — > kO
A——>A

Alors le diagramme suivant commute :

Hom(m1(Q,I),k™) ~ | s

HH'(A)

En particulier, Im(0,,) est limage de Im(6,) par Uautomorphisme ¢,: HH'(A) = HH(A) défini par
P A A
Preuve : Soit f € Hom(m(Q,I),k™) et montrons que 0,(f) = ¥.(0,(f)). Soient di,d2: A — A les
dérivations telles que pour toute fleche z = y :

di(v(e)) = f([ry o)) v()

da(p(@)) = f([ry ') pla)
Ainsi d; (resp. dz) représente 6, (f) (resp. 6,,(f)) et pour montrer que 1, (6, (f)) = 0,,(f) il suffit de montrer
que Y ody o1p~! = dsy. Soit = y une fleche de Q. Alors :

dyop(v(a)) = dropopoy~(a) carv=poy!

= dyopop(y~l(a)) caropu=poy

= da(p(a))

= [y 'ave]) pla)

D’autre part :

Ypodi(v(a)) = (f(ly, o)) v(a))
= [y ova]) P(v(a))
= f(ly,'av]) Yopoy™(a) carp=rvorp
= fllyytave]) popoyp™a) carpop=po
= [y, o)) pla)
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Nous avons donc v o d; (v(a)) = dg 0 9)(v(c)) pour toute fleche a € Q1. Donc 14 (6, (f)) = 6,.(f) pour tout
f € Hom(m(Q,I), k™). La Proposition est ainsi démontrée. O

Avant d'énoncer et de démontrer le résultat principal de ce Chapitre, nous démontrons un Lemme qui sera
utile pour prouver ce résultat.

Lemme 5.3.13 Supposons que l'une au moins des deux conditions suivantes est satisfaite :
- le corps k est de caractéristique nulle et QQ n’a pas de double raccourci,
- A est monomiale et QQ n’a pas de fléches multiples.

Rappelons que sous ces conditions (voir le Théoréme 4.2.62 page 88 et le Corollaire 4.2.67 page 92), T a
une seule source.

Soit v: kQ — A une présentation admissible de noyau Iy tel que ~p, est la source de I' et soit
e kQ — A une présentation admissible quelconque de noyau I. Alors il existe :

- V' kQ — A une présentation admissible de noyau Iy,
-4 A S A un automorphisme de k-algébre,
tels que :
Im(60,) € Im(6,/) = . (Im(6,))

Si de plus ~p est également la source de T', alors Im(0,) = Im(0,/) = ¥,.(Im(0,)).

Preuve : D’aprés la Proposition 2.3.18 page 32, il existe ¢ € Auto(kQ) tel que p(ly) = I et tel que le
diagramme suivant commute :

EQ —2—~ kQ

o

kQ/Io % kQ/I1

(les fleches verticales désignant les applications surjectives naturelles). En particulier, le diagramme suivant

commute :
—> kEQ

D’aprés la Proposition 4.2.63 page 89 (dans le cas ot car(k) = 0 et  n'a pas de double raccourci) et la
Proposition 4.2.66 page 92 (dans le cas ol A est monomiale et @ n’a pas de fleches multiples) il existe :

- une dilatation D,

- des transvections ¢1, ..., ¢n (i = Vo, u;.~ pour chaque 7),
vérifiant :
- I = D(pn .. .(pl(lo),
a; ~g, u; pour tout ¢ € {1,...,n}, en posant I; = @;...1(1o).

Posons ¢ = ¢ tDy,, ... 1 € Autg(kQ). Ainsi 1(Iy) = Iy et nous avons une présentation admissible :
vV =voty: kQ —» A de noyau I

Posons alors ¢: A = A |'automorphisme de k-algébre tel que le diagramme suivant commute :

kQ —L > kO
A A

D'apres la Proposition 5.3.12 page précédente, nous savons donc que :

Im(0,) = ¥ (Im(6,))
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1

Montrons & présent que Im(6,) C Im(6,/). Nous avons p = v~ ' = /o' ... D™, Pour alléger les

notations, posons :

/ /, —1 /7, —1 -1 / —1 —1
o=V, M1 =VE 5, ...y M =VP; SDZ y ey Un =V Q1 Py

De cette facon, nous avons :

Ker(u;) = Ker(l/gol_l e goi_l) =pi...o1(Ker(V)) =@;...o1(Io) = I;

Soit s € {1,...,n}. Alors :
- fi—1: kQ — A et p;: kQ — A sont deux présentations admissibles de A,
© M = Hi-10 ‘P;l avec ‘p;l = Pai,ui,—Tio
- Ker(u;) =1;, Ker(pi—1) = I;—1 et a; ~p, u;.

La Proposition 5.3.11 page 100 implique donc que :

(Vi € {L....n}) Im(6,,) C Im(8,, ) 1)

Nous en déduisons que :
Im(6,,,) € Im(0,,,) = Im(6,,) (2)

Nous savons de plus que p = u'gal_l oo ¥D7Y = p,, D71 avec D1 une dilatation. D'aprés la Proposi-
tion 5.3.10 page 100, cela entraine que :
Im(0,) = Im(0y,,) € Im(6,r) = i (Im(6,)) 3)

Si de plus ~ est la source de T", alors la Proposition 4.2.63 page 89 et la Proposition 4.2.66 page 92 impliquent
que pour tout ¢ € {1,...,n}, nous avons :

o~y Uy et ~p=ep (4)

(plus précisément : si @ n'a pas de double raccourci et si car(k) = 0 alors la Proposition 4.2.63 page 89
implique que (4) est satisfait et si A est monomiale et si Q n'a pas de fleches multiples, la Proposition 4.2.66
page 92 implique que n = 0 et donc (4) est également satisfait).
Pour i € {1,...,n}, nous avons donc :

© Hi—1 = Hi © P AVeC Qi = Do u,Tin

- Ker(u,) =1;, Ker(pi—1) = Ii—1 et a; ~p,_, uj,
ce qui, d'apres la Proposition 5.3.11 page 100, implique que Im(6,, ,) € Im(6,,). Donc toutes les inclu-

sions dans (1) sont des égalités. Donc les inclusions dans (2) et (3) sont aussi des égalités. Donc Im(0,) =
Im(0,,) = ¥ (Im(6,)). Le Lemme est ainsi démontré. O

Les trois Propositions qui précédent nous permettent d'énoncer une caractérisation des éléments de
HH?!(A) qui appartiennent 3 I'image de I'un des morphismes 6,,.

Théoréme 5.3.14 Supposons que l'une au moins des deuzr conditions suivantes est satisfaite :
- le corps k est de caractéristique nulle et Q n’a pas de double raccourci,
- A est monomiale et QQ n’a pas de fléches multiples.

Rappelons que sous ces conditions (voir le Théoréme 4.2.62 page 88 et le Corollaire 4.2.67 page 92), T a
une seule source. Alors nous avons les faits suivants :

(i) les sous-algébres de Lie de HH'(A) constituées d’éléments simultanément diagonalisables et mazi-
males pour cette propriété sont exactement les sous-algébres de la forme Im(0,) ot v: kQ — A est
une présentation admissible telle que ~ger(y) est la source de T

(i1) si G et G' sont deux telles sous-algebres alors il ewiste 1: A = A un automorphisme de k-algébre

tel que G’ = 1. (G).

Preuve : Pour alléger la preuve, les sous-algébres de HH'(A) constituées d'éléments simultanément diago-
nalisables et maximales pour cette propriété seront appelées «sous-algébres maximalesy.

(i) Soit G une sous-algébre maximale de HH!(A). D'aprés la Proposition 5.3.8 page 99, il existe une
présentation admissible : kQ — A telle que G C Im(d,,). De plus, d'aprés le Lemme 5.3.13 page précédente,
il existe une présentation admissible v: kQ — A vérifiant :
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© ~Ker(v) €St la source de T,

- Im(0,) € Im(0,).

Donc G C Im(6,) et d'apres la Proposition 5.3.6 page 97, Im(0,) est constituée d'éléments simultanément
diagonalisables. Par maximalité de G nous avons donc G = I'm(6,) avec : ~ge,(,) est la source de I'. Donc
toute sous-algébre maximale de HH'(A) est de la forme Im(6,) ol v est une présentation admissible de A
telle que ~g.r(,) est la source de T'.

Supposons a présent que 1: k() — A est une présentation admissible telle que ~ g, (,) est la source de I’
et montrons que Im(6,,) est une sous-algébre maximale de HH'(A). Notons que I'm(6,,) est contenue dans
une sous-algébre maximale G. D'aprés la description (que nous venons de faire) de ces sous-algébres maximales
nous en déduisons qu'il existe v: k@) — A une présentation admissible de A telle que :

* ~Ker(v) €St la source de T,

- Im(0,) = G est une sous-algébre maximale

- Im(0,) € Im(0,).
D’apres le Lemme 5.3.13 page 102 nous savons qu'il existe un automorphisme 1: A = A de k-algébre tel
que Im(6,) = ¥«(Im(6,)). Etant donné que 9 est un automorphisme de la k-algébre A, I'automorphisme
1, transforme toute sous-algébre maximale en une sous-algebre maximale. Donc Im(6,,) est une sous-algebre
maximale.

(ii) Soient v, ;1 deux présentations admissibles de A telles que ~ g, ()=~ er(u) €st la source de T'. Ainsi
Im(6,) et Im(6,) sont deux sous-algébres maximales de HH'(A). D'aprés le Lemme 5.3.13 page 102, il
existe un automorphisme de k-algebre 1): A = A tel que Im(0,,) = ¥.(Im(6,)). O



Chapitre 6

Revétements de catégories et
d’algebres, revétement universel

Ce Chapitre est consacré a I'étude des revétements de k-catégorie. La problématique est la suivante : étant
donnée une k-algebre de dimension finie et basique A, est-ce qu'il existe un revétement galoisien connexe de
A vérifiant une propriété universelle par rapport aux revétements galoisiens connexes de A et ce, de facon
analogue a la propriété universelle satisfaite par le revétement universel d'un espace topologique connexe par
arcs par rapport a ses revétements galoisiens? Nous commencerons (dans la Section 6.1) par rappeler les
définitions de base et les propriétés des revétements de k-catégorie. Ensuite (dans la Section 6.2) nous ferons
des rappels sur les revétements de carquois lié. Ces derniers nous seront utiles pour deux raisons : d'une part
un revétement de carquois lié définit, par passage aux k-catégories un revétement, d'autre part nous disposons
(grace au travail effectué par R. Martinez-Villa et J. A. de la Pefia dans [29]) d'un revétement universel
de carquois lié. Nous démontrerons également des résultats de présentabilité des revétements de k-catégorie
répondant au probléme suivant : étant donné un revétement de k-catégorie, est-il possible de lui associer un
revétement de carquois lié dont le revétement de k-catégorie associé est le revétement de départ ? (notons que
cette question a déja été traitée dans [29] dans le cas d'un revétement galoisien d'une k-catégorie sans fleches
multiples). Dans la Section 6.3 nous nous intéresserons a I'existence proprement dite du revétement universel
d'une k-algebre de dimension finie.

6.1 Revétements de k-catégories et propriétés basiques

Dans cette Section nous rappelons la définition de foncteur couvrant ainsi que quelques unes de ses
propriétés (voir [9]). Nous verrons ensuite quelques propriétés locales et globales de k-catégories qui sont
conservées par un foncteur couvrant. L'un des outils de travail principaux dans I'étude des revétements est la
notion de morphisme de revétements, nous pourrons constater que |'analogie avec la situation topologique est
forte. Enfin nous achéverons cette Section par un rappel de la définition d'un revétement galoisien (voir [14]
par exemple) ainsi que par I'énoncé de quelques propriétés des revétements galoisiens qui nous seront utiles
dans la suite.

6.1.1 Définition et premieéres propriétés

Définition 6.1.1 (voir [9]) Un foncteur couvrant est un foncteur k-linéaire F': & — B entre k-
catégories vérifiant les propriétés suivantes :
(i) F~1(z) # 0 pour tout x € By,

(#1) pour tous x,yo € By et pour tous Tg, Yo € Eo tels que F(Tg) = xo et F(§o) = yo, les applications
suivantes induites par F' sont des bijections :

F
@ iz yo Bao

JEF 1 (yo)
F
@ 7€ voBao
FEF~1(xo)

Etant donné z € By, Uensemble F~'(z) = {2 € & | F(&) = x} est appelé la fibre de F en z.

105
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En référence a la situation analogue en topologie, un foncteur couvrant F': £ — B sera également dit
revétement de 5.

Lemme 6.1.2 Soit F': £ — B un morphisme de k-catégories tel que :
- B est connexe,
- la condition (ii) de la Définition 6.1.1 page précédente est satisfaite.
Alors F' est couvrant.
Preuve : Posons E = {x € By | F~1(x) # 0} C B. Remarquons que si z € & alors F(z) € E. Donc E est

non vide.
Soient zg,yo € By et supposons que :

: yOBEO #Ov
- F () # 0.

Nous disposons d'un isomorphisme fourni par (ii) dans la Définition 6.1.1 page précédente :
F
@ 9€55 — yoBao
GEF = (yo)
Puisque ,, B, # 0, I'ensemble F~!(y) est non vide. Ainsi :
zo € Eet yByy #0 = y € F (a)

En échangeant les roles de xq et yg et en utilisant le second isomorphisme fourni par (ii) dans la Définition 6.1.1
page précédente, le raisonnement que nous venons de faire donne également :

yeretyOBmO#O:{EoEE (b)

Avec la Propriété 1.2.17 page 14, les points (a) et (b) impliquent que E = By. Donc F~1(x) # () pour tout
x € By. Donc F' est couvrant. O

Exemple 6.1.3 Soit C une k-catégorie. Posons € =C et B=CUC. Alors le morphisme € — B décrit
par :

C

Ide

C L C

vérifie la condition (ii) de la Définition 6.1.1 page précédente et n'est pas un foncteur couvrant.
Remarque 6.1.4 F': £ — B est un foncteur couvrant si et seulement si F°P: E°P — BP [’est.

Remarque 6.1.5 Soit p: £ — B un foncteur couvrant, alors p est un isomorphisme si et seulement si
p: E — By est injectif.

Etant donnée une k-catégorie B, nous disposons de la catégorie des revétements de B :

- les objets sont les foncteurs couvrants F': £ — B,

- étant donnés deux foncteurs couvrants F': £ — B et F': £ — B, un morphisme u: ' — F” est la
donnée d'un morphisme u: & — £’ de k-catégories tel que le diagramme suivant commute :

£ “ &
A
B

- la composition des morphismes v: F” — F' et u: F/ — F de revétements de B est la composée v o u
des morphismes associés de k-catégories.

En particulier, le morphisme identité Idr d'un foncteur couvrant F': £ — B est donné par Idg: &€ — £. Nous
noterons Aut(F') le groupe des automorphismes du foncteur couvrant F': €& — B. Une vérification immédiate
donne alors :

Aut(F) ={u: € - €| Fou=F et u est un isomorphisme}
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6.1.2 Propriétés locales et globales liées aux foncteurs couvrants

Dans cette sous-Section nous allons donner quelques propriétés locales et globales des k-catégories qui
sont liées aux foncteurs couvrants.

Remarque 6.1.6 Soit F': £ — B un foncteur couvrant, soit u € B, et soient gy € F~'(y), 7o €

F~Y(z). D’aprés la Définition 6.1.1 page 105 nous savons qu’il existe une unique combinaison linéaire
>ooogu € @ &z telle que Y, F( gu) = u. La combinaison linéaire Y. gu sera

JEF~1(y) gEF~1(y) JEF~1(y) JEF~(y)

appelée le relévement de v (par rapport ¢ F) de source Tg.

De la méme maniére, il existe une unique combinaison linéaire >  uz € @ 5& telle
2eF-1(z) 2eF-1(x)
que Y.  F(ugz) = u. La combinaison linéaire Y.  wuz sera appelée le relévement de u (par
2eF-1(x) 2eF—1(z)

rapport a F') de terminus g;.

Propriété 6.1.7 Soit F': £ — B un foncteur couvrant. Si € est connexe, alors B est conneze.

Preuve : Soient z,y € B. Fixons 2’ € F~!(z) et y € F~'(y). Puisque £ est connexe, il existe :

- une suite zg = o', x1,...,T,_1,T, =y d'objets de &,

- un morphisme non nul u; € ;,&, , U 4, ,&;, pour chaque i € {1,...,n}.
Ainsi x = F(zg), F(x1),...,F(z,) = y est une suite d'objets de B et puisque F' est un foncteur couvrant,
F(u;) € p)Br@,_1) Y Fe;1)Br(z;) est un morphisme non nul pour tout i € {1,...,n}. Donc B est
connexe. 0

La Propriété 6.1.7 justifie la définition suivante.

Définition 6.1.8 Un foncteur couvrant F: & — B est dit connexe lorsque £ est connexe.

Lorsque p: & — B est un foncteur couvrant, certaines propriétés de 3 sont également satisfaites par £.
Par exemple, la Propriété suivante, due & K. Bongartz et P. Gabriel dans [9], montre qu'il nous est permis de
considérer les présentations admissibles de £ lorsque B admet une présentation admissible.

Propriété 6.1.9 (voir [9]) Soit F': £ — B un foncteur couvrant. Supposons que deux objets distincts de
& ne sont pas isomorphes. Alors B est localement bornée si et seulement si £ [’est.

Notons que certaines propriétés liées au carquois ordinaire d'une catégorie localement bornée sont conser-
vées. Ainsi nous disposons du résultat suivant bien connu. Dans la suite, nous ['utiliserons librement sans
référence.

Propriété 6.1.10 Soit p: £ — B un foncteur couvrant avec B et £ localement bornées. Alors :

- st B est triangulaire, alors € est triangulaire,

- st B est schurienne (i.e. dimy 4By < 1 pour tous z,y € By), alors £ est schurienne.

D'autres propriétés liées au carquois ordinaire sont conservées par un foncteur couvrant. Pour les établir,
nous utilisons la Propriété suivante démontrée par K. Bongartz et P. Gabriel dans [9].

Propriété 6.1.11 (voir [9]) Soit p: € — B un foncteur couvrant avec B et € localement bornées. Si
x,y € & alors :

p( nga:) c p(y)RBp(m)
p( yRQSr) < p(y)RQBp(m)
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De plus, pour xo,y0 € By et 7o € p~1(x0), 70 € p *(v0), les applications suivantes induites par p sont
des isomorphismes :

@ i REz — yo RBx,
g€p~ (o)

P ar&E L LRB,
zep~t(zo)

@ 9 (R‘S/R25)55 — Yo (RB/RZB)%

9€p~(yo)
D & (RER%E), —— , (RB/R?B)

T Zxo

zep~1(zo0)

La Propriété 6.1.11 page précédente permet d’obtenir le résultat suivant apparu dans [9] (voir également
[29]). Dans la suite nous I'utiliserons librement sans référence.

Propriété 6.1.12 (voir [9] ou [29]) Soit p: £ — B un foncteur couvrant avec B et € localement bornées.
Alors :

- st € a des fleches multiples, alors B en a également.
- 81 B est contrainte, alors £ est contrainte,
- 81 B n’a pas de boucle alors £ n’a pas de boucle.

Nous finissons cette sous-Section en démontrant deux propriétés montrant que certaines restrictions d'un
foncteur couvrant sont des foncteurs couvrants.

Propriété 6.1.13 Soit F': £ — B un foncteur couvrant. Soit B' C B une sous-catégorie pleine et soit £’
la sous-catégorie pleine de € telle que &, = F~Y(B}). Alors le morphisme F': &' — B’ induit par F est
un foncteur couvrant.

Preuve : e Soit = € Bj,. Par définition de & nous avons F'~1(z) = F~1(x) C &. D'autre part F~1(z) # 0
car F est couvrant. Donc F'~!(x) # ) pour tout = € Bj.
e Soient xg,yo € B} et soit 7o € F'~1(xg). Puisque F est couvrant nous avons I'isomorphisme :

F
@ i€ = yoBao (a)

YEF~(yo)

Puisque zq,yo € By, To € &, nous avons F~1(yg) = F'~1(yy) C &. D'autre part, puisque B’ (resp. £’) est
une sous-catégorie pleine de B (resp. £), I'isomorphisme (a) ci-dessus coincide avec le morphisme :

!
r F /
@ i vo Bz,

GEF' = (yo)

Ce dernier est donc un isomorphisme.
e Soient 7,y € B} et o € F'~!(yo). Le raisonnement que nous venons de faire, appliqué au foncteur
couvrant F°P: £ — B°P (voir la Remarque 6.1.4 page 106), implique que le morphisme suivant est un

isomorphisme :
; F /
@ gb gi Yo Bwo

2€F'~1(20)

Donc F' est un foncteur couvrant. O

Propriété 6.1.14 Soit F: £ — B un foncteur couvrant. Si B et conneze et si £' est une composante
conneze de &, alors la restriction Fe: &' — B est un foncteur couvrant.

Preuve : Posons F' = Fig/: &' — B.
e Soient xg,yo € By et soit 7o € F'~1(xg) = F~1(x9) N E). Puisque F est un foncteur couvrant, nous
disposons d’un isomorphisme :
F
@ @555 - yono (CL)

g€F~(yo)
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Remarquons que si § € F~1(yg) vérifie ;€ # 0, alors § € &) et ;&= = 95/?6 puisque : Ty € & et £ est
une composante connexe de £. L'isomorphisme (a) ci-dessus coincide donc avec le morphisme suivant :

r F
@ ﬂgﬁ - yoBon
JEF' =1 (yo)
En particulier, ce dernier est un isomorphisme.
e Soient zq, Yo € By et 9o € F'"L(yo) = F~1(yo) NE). Puisque F°P: £°P — B°P est un foncteur couvrant

(voir la Remarque 6.1.4 page 106) et que F‘Ogiop = F'°P |e raisonnement que nous venons de faire implique

que le morphisme suivant est un isomorphisme :

_ gl LA B
Yo~ Yo~xo

EEF'~1 (o)

e Le morphisme de k-catégories F’: &' — B vérifie donc la condition (ii) de la Définition 6.1.1 page 105
et BB est connexe. Le Lemme 6.1.2 page 106 implique donc que F” est un foncteur couvrant. O

6.1.3 Propriétés des morphismes de revétements

Cette sous-Section est consacrée a I'étude des morphismes de revétements. L'une des propriétés principales
qui vont apparaitre est que lorsque les k-catégories considérées sont connexes, un morphisme de revétement
est uniquement déterminé par I'image d'un objet et un seul.

Nous commencons cette sous-Section par trois Propositions : étant donnés deux morphismes de k-catégories
connexes q et r, elles démontrent que si deux des morphismes parmi ¢, r et gor sont des foncteurs couvrants,
alors le troisieme I'est également. Notons que seule I'implication «gor et g couvrants = r est couvranty utilise
la connexité.

Proposition 6.1.15 Supposons donné un diagramme commutatif de k-catégories et de foncteurs k-

linéaires :
E————¢
B

Si q et r sont des foncteurs couvrants, alors p est un foncteur couvrant.

Preuve : e L'application py: & — By est surjective comme composition & — &) 4, By d’applications
surjectives.
e Soient xg,yo € By et 7o € p~ (). Ayant p = g o, il vient :

pw)= || ')
2€q~ 1 (yo)

Le morphisme induit par p :

@ i€z = voBao (a)

g€p~1(yo)

@ @ ’9555 & yonu

2€q7 1 (yo) y€r—1(2)

s'écrit donc :

et ce dernier est la composée suivante de morphismes induits par ¢ et r respectivement (car p=qor) :

@ @ @555 - @ 257/"(56) = yoBmo

z2€q~ 1 (yo) gET1(2) 2€q7 1 (yo)

q . .
&b 257’,(%) — 4o B, est un isomorphisme, car ¢ est un foncteur couvrant,
2€q71(yo)

691( | iEm — =€ (7) est un isomorphisme pour tout z € g (o), car r est un foncteur couvrant.
ger—1(z
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Le morphisme (a) induit par p est donc un isomorphisme.
e Soient 7,90 € Bo et o € p~'(yo). Puisque r°P et ¢°P sont des foncteurs couvrants (d'aprés la
Remarque 6.1.4 page 106) et que p°? = ¢°? o r°P, le raisonnement que nous venons de faire montre que le

morphisme :
p
@ 7€ = yoBao
s€p~t(z0)
est un isomorphisme. Donc p est un foncteur couvrant. O

Proposition 6.1.16 Supposons donné un diagramme commutatif de k-catégories et de foncteurs k-

linéaires :
£ 0 o &
B

Sip et r sont des foncteurs couvrants, alors q est un foncteur couvrant.

Preuve : p: & — By est une application surjective et égale 3 la composition & — &} 2, By. Donc gq: &) — By
est surjective.

e Soient g, yo € By et g € ¢ (xg). Fixons 7y € r~1(zg) de sorte que p(Tg) = xo. Puisque p est un
foncteur couvrant, le morphisme suivant est un isomorphisme :

g€p~1(yo)

et ce dernier est égal a la composée des morphismes suivants (voir la preuve de la Proposition 6.1.15 page

précédente) :
T 14
B D - D S b
z€q~ (yo) GEr~1(2) z€q~*(yo)
. . T / .
Puisque r est un foncteur couvrant, le morphisme @ b - @ & est un isomor-
z€q~H(yo) gET—1(2) z€q~(yo)

phisme. Le morphisme suivant est donc également un isomorphisme :
/ q
@ 25556 - yono
2€q~ 1 (yo)

e Soient 7,90 € Bo et Yo € ¢ '(yo). Puisque p°? et r°P sont des foncteurs couvrants (d'aprés la
Remarque 6.1.4 page 106) et que p°? = ¢°? o r°P, le raisonnement que nous venons de faire implique que :

/1 4q
@ %Sz - yoB%
2€q~ (o)

est un isomorphisme. Donc ¢ est un foncteur couvrant. O

Proposition 6.1.17 Supposons donné un diagramme commutatif de k-catégories et de foncteurs k-
linéaires :

Supposons en outre que &' est connexe ou que lapplication r: Ey — &) est surjective. Si p et q sont des
foncteurs couvrants, alors r est un foncteur couvrant.

Preuve : e Soient zq,yo € &, et 75 € r~!(xg). En particulier, ¢(x¢) = p(Zo). Puisque p est un foncteur
couvrant, nous disposons d'un isomorphisme :

P & B

9€p~1(q(yo))
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Ainsi que nous |'avons vu dans la Preuve de la Proposition 6.1.15 page 109, cet isomorphisme est la composée :

B D &= D €S awBaeo

z€q~(q(yo)) g€r—1(2) 2€q71(q(yo))

Puisque ¢ est un foncteur couvrant, ) £y 4 a(yo)Ba(zo) €st un isomorphisme. Donc le morphisme
z€q~(q(yo))

b D == D E

z2€q~(q(yo0)) g€r—1(2) z€q~(q(yo))

suivant est un isomorphisme :

Etant donné que nous avons, pour tout z € ¢~ (q(yo)) :

/
r| P iém| < L,

ger—1(2)

Le morphisme @ ;&7 — -&,, est un isomorphisme pour tout z € ¢~ !(g(yo)). En particulier :
ger—1(z)

r /
@ :’;gﬁ - yogwo

ger—1(yo)

est un isomorphisme.
e Soient zq,yo € & et 7o € 7 1(yo). D'aprés la Remarque 6.1.4 page 106, p° et ¢°? sont des foncteurs
couvrants, de plus p°? = ¢°P o r°P. Le raisonnement que nous venons de faire montre donc que :

T I
@ ij)gj - yogaro

zer—1(zo)
est un isomorphisme. Ainsi r: £ — £’ vérifie la condition (i7) de la Définition 6.1.1 page 105 et I'une des deux
conditions suivantes est satisfaite :
- &' est connexe,
- r: & — & est une application surjective.

Le Lemme 6.1.2 page 106 implique donc que 7 est un foncteur couvrant. (Il

L'exemple qui suit montre que I'hypothése «&’ est connexen ne peut pas é&tre supprimée dans la Proposi-
tion 6.1.17 page ci-contre.

Exemple 6.1.18 Soit B une k-catégorie. Posons & = B et &' = B| |B. Posons p = Idg: B — B et
sotent r: B— BUDB et q: BUB — B les morphismes de k-catégories définis comme suit :

B B U B

B U B B

Alors p=gqor, p et q sont des foncteurs couvrants et r n’est pas un foncteur couvrant.

Nous en venons au théme principal de cette sous-Section : la détermination d'un morphisme de revétements
connexes par |'image d'un objet.

Proposition 6.1.19 Soientp: £ — B et q: &' — B deuz foncteurs couvrants connexes. Deux morphismes
de revétements r,r': p — q coincident si et seulement si il existe x € &y tel que r(z) = r'(z).

Preuve : Puisque £’ est connexe, la Proposition 6.1.17 page précédente implique que 7 et 1’ sont couvrants.

Soit C = {x € & | r(xz) ='(x)}. Supposons que C # ().
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e Soient z € C, y € & tels que ,& # 0. Fixons u € &, \{0}. Puisque 7 et 1’ sont des foncteurs
couvrants, nous avons :

r(u) € )& \{0} et 7(u) € 1) Erry \{0}

Notons que q(r(y)) = q('(y)) = p(y). En particulier r(u) — r'(u) € ) & (- De plus :
y'€q=(a(r(v)))

q(r(u) —1r'(u)) = gor(u) —gor'(u) = p(u) — p(u) =0
Puisque ¢ est un foncteur couvrant, il vient :
0=r(u) —r'(u) € D vEra)
y'€q(a(r(y)))

Ayantr(u) € )&,y \{0} et r'(u) € 1) &) \{0} nous avons nécessairement r(y) = r'(y) et r(u) = r’(u).
Ainsi :

reCetuc E\{0} =yecCetr(u)=r"(u) (7)
De la méme maniere :

yeCetue ,&\{0} = ze€Cetr(u)=r'(u) (i7)
Gréice a la Propriété 1.2.17 page 14, les points (¢) et (i¢) impliquent que C' = & et que r =1’ O

La Proposition 6.1.19 page précédente s'applique en particulier aux automorphismes d'un revétement
connexe. Nous obtenons ainsi le Corollaire suivant dont la démonstration est immédiate.

Corollaire 6.1.20 Soit p: £ — B un foncteur couvrant conneze et soit g € Aut(p). Alors g = Id, si et
seulement si il existe x € &y tel que p(x) = x.

L'exemple qui suit montre que I'hypothése de connexité ne peut étre supprimée dans le Corollaire 6.1.20

Exemple 6.1.21 Soit B une k-catégorie conneze. Soit p: BUBLUB — B le foncteur couvrant défini par :
B U B U B

Soit g: BUBLIB = BUBUB l’automorphisme de k-catégorie firant une composante conneze et permutant
les deuz autres :

U U
Y B B
L] I ds L
B B

Alors g € Aut(p), g fixze au moins un objet de BUBUB et g # Idp.pus-

Remarque 6.1.22 Sip: £ — B est un foncteur couvrant, alors pour tout x € By, nous disposons d’une
action de Aut(p) sur p~1(x) :

Aut(p) x p~z) — x
(9 s 2) — g@)
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6.1.4 Revétements galoisiens

Définition 6.1.23 Soit G un groupe. Une G-catégorie est une k-catégorie C munie d’un morphisme de
groupes G — Aut(C). Une G-catégorie libre est une G-catégorie C telle que l'action induite de G sur
Co est libre.

Remarque 6.1.24 SiC est une G-catégorie libre, alors le morphisme structurel G — Aut(C) est injectif.

Propriété 6.1.25 Si p: £ — B est un foncteur couvrant, alors Uinclusion Aut(p) — Aut(E) confére a
E une structure de Aut(p)-catégorie. Si de plus € est connexe, alors € est une Aut(p)-catégorie libre.

Preuve : £ est une Aut(p)-catégorie d'aprés la Remarque 6.1.22 page précédente. Supposons que & est
connexe. Le Corollaire 6.1.20 page ci-contre montre que £ est une Aut(p)-catégorie libre. O

L'exemple 6.1.21 page précédente fournit un foncteur couvrant p: £ — B tel que £ n'est pas une Aut(p)-
catégorie libre.

Nous définissons a présent la catégorie quotient d'une G-catégorie libre. Pour plus de détails nous renvoyons
le lecteur a [14] par exemple.

Définition 6.1.26 (voir [14]) Soit G un groupe et soit C une G-catégorie libre. La catégorie quotient
C/G est la k-catégorie définie comme suit :
- Uensemble des objets est Cy/G,

- étant donnés o, 3 € Co/G, Uespace vectoriel @  ,Cq est un G-module, et nous posons :
r€a,yef

s/, = | D ) /C

rzE€a,yeP

- Soient v € 4 (C/G)g et u € 5(C/G), deux morphismes de C/G. Soient v' € .Cy et u’ € 4Cy
des représentants de v et u respectivement. Alors il existe un unique g € G tel que gy = y'. La
composition vou € ~(C/G), a alors pour représentant :

vVogu € ,Cyu

Remarque 6.1.27 La composition des morphismes dans la catégorie quotient C/G est bien définie parce
que laction de G sur Cqy est libre.

Etant donnée une G-catégorie libre C, nous disposons d'un morphisme naturel de k-catégories C — C/G
défini comme suit :

- I'image d'un objet = € Cy est son orbite G.z € (C/G),,
- I'image d'un morphisme u € ,C, est son orbite G.u € ¢, (C/G)q .-

Dans toute la suite, lorsque nous considérerons un morphisme C — C/G sans autre précision ce sera toujours
le morphisme naturel que nous venons de décrire. Notons que le morphisme C — C/G vérifie la propriété
universelle suivante bien connue.

Propriété 6.1.28 Soit C une G-catégorie libre et soit F: C — C' un morphisme de k-catégories tel que
Fog = F pour tout g € G. Alors il existe un unique morphisme F: C/G — C' tel que le diagramme

sutvant commute :

c—LE oo

| A

c/G

Propriété 6.1.29 (voir [13]) Soit C une G-catégorie libre. Alors C — C/G est un foncteur couvrant.

Remarque 6.1.30 Conservons les notations de la Propriété 6.1.28. Alors la Proposition 6.1.15 page 109,
la Proposition 6.1.16 page 110 et la Propriété 6.1.29 montrent que F est un foncteur couvrant si et
seulement si F' [’est.
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Remarque 6.1.31 Si C est une G-catégorie libre, alors G C Aut(C — C/QG) et G agit transitivement
sur les fibres de C — C/G (la fibre de G.x € (C/G)g est G.x C Cp).

Nous pouvons a présent rappeler la définition d'un revétement galoisien de k-catégorie.

Définition 6.1.32 (voir [13] par exemple) Soit p: € — B un foncteur couvrant. Alors p est un revéte-
ment galoisien de groupe G si £ est une G-catégorie libre telle qu’il existe un diagramme commutatif
de k-catégories :

ot le morphisme horizontal E/G — B est un isomorphisme. Le revétement galoisien p: € — B sera dit
connexe si £ est conneze.

Remarque 6.1.33 Avec les notations de la Définition 6.1.32 nous avons Aut(p) = Aut(E — E/G).

La Remarque 6.1.31 et la Remarque 6.1.33 fournissent la Propriété suivante.

Propriété 6.1.34 Soit p: £ — B un revétement galoisien de groupe G. Alors il existe un morphisme
injectif de groupes G — Aut(p). En outre G et Aut(p) agissent transitivement sur les fibres de p.

Sous les hypothéses et avec les notations de la Propriété 6.1.34, le morphisme G — Aut(p) sera appelé
le morphisme naturel G — Aut(p). Notons que d'aprés la Propriété 6.1.29 page précédente nous avons la :

Propriété 6.1.35 Un revétement galoisien est un foncteur couvrant.

P

ai
-
N
-
as

Posons € =kQ' et B=kQ. Soit F: & — B défini par :
- F(a1) =a, F(b;) =b et F(¢;) =c pouri € {1,2},
- F(ag) = a+ cb.

Alors F est un foncteur couvrant et n’est pas un revétement galoisien.

Exemple 6.1.36 Soit Q le carquois :

Soit Q' le carquois :

Proposition 6.1.37 Soit p: £ — B un foncteur couvrant conneze. Alors € est naturellement une Aut(p)-
catégorie libre. En outre p est un revétement galoisien si et seulement si Aut(p) agit transitivement sur
chaque fibre p~t(x) de p. Enfin, si p est revétement galoisien de groupe G, alors le morphisme naturel
G — Aut(p) est un isomorphisme de groupes.

Preuve : e Nous savons, d'aprés la Propriété 6.1.25 page précédente, que & est une Aut(p)-catégorie libre.

e Si p est un revétement galoisien, la Propriété 6.1.34 affirme que Aut(p) agit transitivement sur les fibres
de p. Réciproquement, supposons que Aut(p) agit transitivement sur les fibres de p. D'aprés la Propriété 6.1.28
page précédente il existe un diagramme commutatif de k-catégories :

E—=8B
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Puisque p est un foncteur couvrant, la Remarque 6.1.30 page 113 entraine que p est un foncteur cou-
vrant. Montrons que I'application p: & /Aut(p) = (£/Aut(p)), — Bo est injective, cela montrera (d'apres
la Remarque 6.1.5 page 106) que p: £/Aut(p) — B est un isomorphisme. Si z,y € &y sont tels que
p(m(z)) = p(r(y)), alors p(x) = p(y). Puisque Aut(p) agit transitivement sur les fibres de p, il existe
g € Aut(p) tel que g(z) =y. Donc 7(x) = w(y). Ainsi p: £/Aut(p) — B est un foncteur couvrant et I'appli-
cation p: & /Aut(p) = (€/Aut(p)), — Bo est injective. Donc p est un isomorphisme d'apres la Remarque 6.1.5
page 106. De cette facon, p est un revétement galoisien. En résumé, nous avons I'équivalence :

p est un revétement galoisien < Aut(p) agit transitivement sur les fibres de p

e Supposons que p est un revétement galoisien de groupe G. D'apreés la Propriété 6.1.34 page précédente, le
groupe G agit transitivement sur les fibres de p et nous disposons d'une injection naturelle G — Aut(p). Soit
g € Aut(p) et soit z € &. Ayant p(g(z)) = p(x) il existe ¢’ € G tel que g(x) = ¢'(x) (G agit transitivement
sur p~1(p(z))). La Proposition 6.1.19 page 111 implique alors que g = ¢’ € G. Ceci montre que le morphisme
naturel G < Aut(p) est un isomorphisme. O

Sip: £ — B est un revétement galoisien connexe de groupe GG, la Proposition 6.1.37 page précédente nous
permet d'identifier G et Aut(p) au moyen du morphisme naturel G — Aut(p), ce que nous ferons désormais.
Notons que cette identification n’est pas possible lorsque le revétement galoisien en question n'est pas connexe,
ainsi que le montre I'exemple qui suit.

Exemple 6.1.38 Soit B une k-catégorie connexe et soit € = B| |B||B. Soit p: Bl |B||B — B le
foncteur couvrant décrit par :

Nous avons vu dans UEzemple 6.1.21 page 112 que € n’est pas une Aut(p)-catégorie libre.
Soit o: £ = & lautomorphisme de la k-catégorie £ effectuant une permutation des composantes
connezes de £ de la fagon suivante :

B B
U U
o B B
U U
B B

Donc o € Aut(p) et o = Idg. Notons que le sous-groupe < o >= {Idg,0,0°} ~ Z/37 de Aut(p) est tel
que 0?2 effectue également une permutation des composantes connexes de £. En particulier :

& est une < o > —catégorie libre

Ceci implique que < o >C Aut(p) (car € n'est pas une Aut(p)-catégorie libre).
Ayant < o >C Aut(p), il existe un diagramme commutatif de k-catégories (d’aprés la Propriété 6.1.28

page 113) :

£/ <o>—— B
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D’aprés la Remarque 6.1.30 page 113, le morphisme p est un foncteur couvrant (rappelons que B est
connezxe) et une vérification immédiate montre que p: &/ < o >— By est injective. Donc p est un
isomorphisme. Ainsi :

p est un revétement galoisien de groupe < o >~ Z/3Z et Aut(p) #< o >

Notons que comme en topologie, nous avons la :

Propriété 6.1.39 Si p est un revétement galoisien connexe de groupe G, alors G = Aut(p) est égal
l’espace des endomorphismes p — p du revétement p.

Preuve : Par construction, tout automorphisme de p est un endomorphisme de p. Soit F': p — p un endomor-
phisme de p. Soit « € &. D'apres la Propriété 6.1.34 page 114 il existe g € Aut(p) = G tel que g(x) = F(z).
La Proposition 6.1.19 page 111 implique alors F' =g € G. a

La ressemblance avec la situation topologique ne s'arréte pas |a, plus particuliérement, la Propriété 6.1.13
page 108 et la Propriété 6.1.14 page 108 se généralisent au cas d'un revétement galoisien.

Proposition 6.1.40 Soit p: £ — B un revétement galoisien de groupe G. Supposons que B est conneze
et soit £ une composante conneve de E. Alors la restriction pje:: £ — £ est un revétement galoisien.

Preuve : e D'aprés la Propriété 6.1.14 page 108 nous savons que p’ = pje: £ — B est un foncteur couvrant.
e Soient x,y € &) tels que p'(z) = p'(y). Donc p(z) = p(y). Puisque p est galoisien de groupe G, la
Propriété 6.1.34 page 114 implique qu'il existe g € G C Aut(p) tel que g(z) = y. Ainsi :
- g(&') est une composante connexe de £ (rappelons que g € Aut(&)),
- g(ENeNEL# .
Donc ¢g(&') = &' et g induit un automorphisme ¢’ € Aut(E’) tel que ¢’'(z) = y et puisque po g = p il vient
plog =y ie g € Aut(p’). Ainsi p’ est un revétement connexe tel que Aut(p’) agit transitivement sur les
fibres de p’. Donc p’ est un revétement galoisien. O

Proposition 6.1.41 Soit p: £ — B un revétement galoisien de groupe G. Soit B’ une sous-catégorie
pleine convexe de B. Soit £ la sous-catégorie pleine de € définie par £, = p~1(B}). Alors le morphisme
&' — B’ induit par p est un revétement galoisien de groupe G.

Lorsque nous étudierons le revétement universel d'une k-algébre, nous aurons parfois a vérifier qu'un
morphisme de k-catégories donné est un revétement galoisien. La Proposition qui suit sera utile en ce sens.

Proposition 6.1.42 Supposons donné un diagramme commutatif de k-catégories :
£—"s g
pJ{ iq
B T> B
Supposons en outre que :
- & et & sont conneze,
- p (resp. q) est un revétement galoisien de groupe G (resp. G'),
cpEe Auto (B)

Alors il existe un unique application \: G — G’ telle que :
(Vge @) Alg)or=royg
En outre, \ est un morphisme surjectif de groupes et r est un revétement galoisien de groupe Ker(\).

Preuve : La Proposition 6.1.15 page 109, appliquée a ¢ et a p implique que g or = ¢ o p est un foncteur
couvrant. Puisque &’ est connexe, la Proposition 6.1.17 page 110 implique que r est un foncteur couvrant.
Fixons zg € & et posons z(, = r(xg) € &).
e Etablissons I'existence et I'unicité de I'application \. Soit g € G = Aut(p). Alors :

q(r(g(z0))) = ¢ o plg(xo)) = ¢ o p(xo) = q(r(x0)) = q(xp)

Puisque ¢ est galoisien de groupe G, il existe ¢ € G’ tel que ¢'(xf) = r(g(x0)). De plus, g’ est unique pour
cette propriété (d'apres la Proposition 6.1.19 page 111). Aussi nous noterons A\(g) = ¢’. Nous avons en outre :
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“qoA(g)or=qor=gypop,
cgorog=yopog=yop.
Donc :
- q: & — Bet pop: £ — B sont deux revétements connexes de B,

- A(g) or et r o g sont deux morphismes de revétements v o p — ¢,

- AMg) o r(zo) = Ag)(xp) = r(g(zo)).
La Proposition 6.1.19 page 111 implique donc que A(g) or = r o g. Ainsi :

(VgeG) (3\(g) €G’) Mg)or=rog (4)

Ceci démontre I'existence et |'unicité de I'application \.
e Montrons que A est un morphisme de groupes. Soient g,¢’ € G. Alors :

Mg'g)or=rogog=Ag)orog=Ayg)oAg)or

La caractérisation (i) de A donne donc A(¢’g) = A(¢’)\(g) pour tous g,¢’ € G. Donc A est un morphisme de
groupes.

e Montrons que A est surjectif. Soit ¢’ € G’ et soit x € r~1(g'(x)) (z existe car r est un foncteur
couvrant). Alors :

p(x) = ¢(p(z)) = a(r(z)) = g o g'(z5) = q(zp) = q(r(z0)) = ¢(p(x0)) = p(z0)
Donc il existe g € G tel que g(zp) = x. Nous avons ainsi :
Ag)(zg) = Ag) o r(w0) = 7 0 g(z0) = r(x) = ¢'(20)

Puisque ¢ est galoisien de groupe G’, il vient A(g) = ¢’. Donc X est surjectif.
e Soit g € G, la caractérisation (i) de A donne :

Mg)=1&rog=g<&ge Aut(r)

Donc Ker(A) = Aut(r). Afin de démontrer la Proposition, il ne nous reste donc plus qu'a démontrer que
Ker()\) agit transitivement sur les fibres de p (en vertu de la Proposition 6.1.37 page 114). Soient z, 2’ € &
tels que r(z) = r(a’). Donc :

p(z) = pop(x) =qor(z) =qor(x)=pa)
Puisque p est galoisien de groupe G, il existe g € G tel que g(x) = 2’. En outre :
Ag)(r(z)) =r(g(x)) =r(@) = r(z)

Donc A(g) = 1 (car g est galoisien de groupe G’) puis g € Ker(\). Ainsi Ker(\) = Aut(r) agit transitivement
sur les fibres du foncteur couvrant connexe r. Donc r est galoisien de groupe Ker (). O

6.2 Présentation des revétements

6.2.1 Revétements de carquois liés

Nous faisons dans cette sous-Section quelques rappels sur les revétements de carquois lié. Pour plus de
détails nous renvoyons le lecteur a [29] ou [10].

Définition 6.2.1 Soit p: Q' — Q un morphisme de carquois. Nous dirons que p est un revétement de
carquois si p vérifie les conditions suivantes :

(i) p~(z) # 0 pour tout z € Qo,
(#) pour tout x € Qf, les deux applications induites par p :

xt — p(x))+ et = — p(x)

sont des bijections.
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Définition 6.2.2 (voir [9], [19] et [29]) Un revétement de carquois lié est un morphisme de carquois
liés p: (Q',I') — (Q,I) vérifiant les propriétés suivantes :
(1) p: Q" — Q est un revétement de carquois,
(ii) pour toute relation minimale r € I, et pour tout ' € p~'(x) il existe y' € p~'(y) et r' € 1.,
tels que p(r') =,
(iit) pour toute relation minimale r € I, et pour tout y' € p~t(y) il eviste 2’ € p~(x) et ' € 1,
tels que p(r') =r.

Exemple 6.2.3 Soit Q le carquois :

ai
—_—
N
-
asz

et soit I' =< c¢1by, caby >. Alors le morphisme de carquois liés p: (Q',1') — (Q,I) défini par :

et soit [ =< cb >. Soit Q' le carquois :

p(z;) =z pour tout x € {a,b,c,d} et tout i € {1,2}
est un revétement de carquois lié.

Remarque 6.2.4 Soit p: (Q',I') — (Q,I) un revétement de carquois lié. Soit v une promenade (par
exzemple un chemin) de Q de source x et de terminus y. Pour tout ' € p~1(x) (resp. y' € p~1(y)) il
existe une unique promenade v' de Q' de source x’ (resp. de terminus y') et telle que v = p(v'). Si de
plus v est un chemin, alors v est un chemin également. Cette promenade ' est appelée le relévement
de v de source x’ (resp. de terminus y') par rapport a p.

La propriété suivante sur les revétements de carquois lié est immédiate a vérifier, nous en omettons la
démonstration. Dans la suite nous I'utiliserons librement et sans référence.

Propriété 6.2.5 Soit p: (Q',I') — (Q,I) un revétement de carquois lié alors :
- 81 Q' est connexe, alors Q) est conneze,

- 51 Q' a un cycle orienté (resp. des fléches multiples, resp. une boucle, resp. un raccourci, resp. un
double raccourci) alors QQ en a aussi.

Voyons a présent le lien entre les revétements de carquois lié et les foncteurs couvrants. Notons tout
d'abord la :

Proposition 6.2.6 Soit p: Q' — @Q un revétement de carquois. Alors p: kQ' — kQ est un foncteur
couvrant.

Preuve : o L'application p: Q{ — Qo est surjective car p: (Q',I') — (Q,I) est un revétement de carquois
lié.

e Soient 2,y € Qo et ' € p~1(z). Si u est un chemin de  de source z et de terminus ¥, la Remarque 6.2.4
montre qu'il existe y' € p~!(y) ainsi qu'un chemin v’ € , kQ’, tel que p(u’) = u. Puisque ,kQ, est |'espace
vectoriel de base la famille des chemins de () de source x et de terminus y, |'application suivante :

D Q5 k. (i)
y'ep—1(y)

est surjective. Montrons qu’'elle est également injective. Soit > ry € é o kQ.,,. Soient iy €
y'€p~(y) y'€p~t(y)

p~(y) et u' € supp(ry ), alors v’ est I'unique chemin v de Q' de source 2’ vérifiant I'égalité p(v) = p(u’)

(d'apres la Remarque 6.2.4), donc :

(vy" € p~(y)) (Vv € supp(ry)) v #v = p(u') # p(v)
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Donc :
0 P "
(Vy” c p_l(y)) p(u’)*(p(ry/')) = {u’*(r /) ; z/ f Z!/
Y =

Ceci démontre en particulier que :

Y. o #E0= ) plry) #0

y'ep~(y) y'ep~1(y)

L'application (i) est donc injective et bijective.
e Soient ,y € Qo et ¥’ € p~1(y). En échangeant les réles de z et y et en remplacant x’ par 3/, le point
précédent montre également que I'application :

B QD Q.

z’€p~1(z)

est bijective. Donc p: kQ’ — kQ est un foncteur couvrant. O

Proposition 6.2.7 Soit p: (Q',I') — (Q, I) un revétement de carquois lié. Alors p: kQ'/I" — kQ/I est
un foncteur couvrant.

Preuve : e L'application p: Qf — Qq est surjective car p est un revétement de carquois lié.
e Soient 9,90 € Qo et To € p~ (o). Nous disposons d'un diagramme commutatif d'espaces vectoriels
et d'applications linéaires :
“kQ' - »p
@ Y on - yoleo

gep~t(yo)

i

kQ' /I - P
gepg?(yo) Y Q/ o HyokQ/ITO

ou les fleches verticales sont surjectives. Puisque p: kQ' — k(@ est un foncteur couvrant (d'aprés la Pro-

position 6.2.6 page ci-contre), la fleche horizontale supérieure du diagramme ci-dessus est bijective, donc
I'application :

D .

@ ?kQ//Iéa “yo kQ/ I, (4)

yep~—1(yo)

est surjective. Montrons qu’elle est également injective.
Soit > rg€ @  ghkQp telque Yo p(rg mod I') = 0. Cela signifie que 37 p(rg) € 1. Il

jep~1(y) yep~(yo) j€p~*(y) jg€p~1(y)
existe donc des relations minimales 71, ...,7r, de I telles que :
z plrg) =ri+...+m,
j€p~(y)
Puisque p: (Q',I') — (Q,I) est un revétement de carquois lié, il existe, pour chaque ¢ € {1,...,n}, un

sommet 7; € p~(yo) et une relation 7; € 7.1 tels que r; = p(7;). Ainsi :

i=1 g€p(y)
Puisque p: kQ' — kQ est un foncteur couvrant, il vient :
n
D= ) me D gen
i=1 gep~t(y) gep~t(yo)

Nous en déduisons que :
(Ygep ) = Y, €l

i tel que g; = ¢
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Donc Y~ ry mod I' = 0. L'application () est donc injective et bijective.
g€P~(y)
e Soient 7¢, o € Qo et 7o € p~(yo). En échangeant les réles de z( et yo et en remplacant 7y par 7o, le
point précédent montre également que I'application :

@ yAOkQ//Ié i yokQ/Ifto

zep~1(zo)

est bijective. Donc p: kQ'/I' — kQ/I est un foncteur couvrant. O

Le principal sujet d'étude de cette Section est la réciproque de la Proposition 6.2.7 page précédente. Un
élément de réponse est fourni par la Proposition suivante. Elle est due a K. Bongartz et P. Gabriel dans [9].

Proposition 6.2.8 (voir [9]) Soit p: € — B un foncteur couvrant entre k-catégories localement bornées.
Soit Qg (resp. Q) le carquois € (resp. B). Supposons que le carquois de B n’a pas de fleches multiples,
alors il existe un morphisme de carquois : Qg — Qg tel que r(x) = p(x) pour tout sommet x de Qc¢.

Notons également que si un morphisme de carquois définit un foncteur couvrant, alors ce morphisme de
carquois est un revétement de carquois lié. Plus précisément :

Propriété 6.2.9 Soit p: (Q',I') — (Q,I) un morphisme de carquois lié tel que p: kQ'/I' — kQ/I est
un foncteur couvrant. Alors p est un revétement de carquois lié.

Preuve : o L'application p: Q{ — Qo est surjective car p est un foncteur couvrant. Posons & = kQ'/I’ et
B = kQ/I. Nous noterons v: kQ — B et u: kQ' — & les morphismes naturels.
e D’aprés la Propriété 6.1.11 page 107, nous avons, pour tous z,y € @, un isomorphisme induit par p :

y'ep~(p(y))

Soit x € Q. Nous disposons donc d'un diagramme commutatif d'espaces vectoriels et d"applications linéaires :

@) L d D g (RS/RQ‘C")z

yE€Bo gep~1(y)

P ~J{ﬁ

o)) @ 4 (RB/R?B)

y€Bo

N

p(z)

Puisque p et v sont des présentations admissibles, les lignes horizontales sont des isomorphismes. Donc
k@) 2y k(@) est un isomorphisme. Donc I'application :

p: ozt — pl)*
a — pla)

est bijective. Les mémes arguments montrent que |'application :

p: x- — px)
)

est bijective. Donc p: Q' — Q est un revétement de carquois.

e Soit r € ,I, une relation minimale et soit 2’ € p~!(z). Puisque p: Q' — Q est un revétement de
carquois, la Proposition 6.2.6 page 118 implique que le morphisme p: kQ" — kQ est un foncteur couvrant.
Donc il existe > rz€ @B  3kQ. telquer= >  p(ry). En particulier :

gep~t(y) gep~(y) gep~t(y)

0=rmodI= Z p(rg mod I")
G€p~*(y)
Puisque p est un foncteur couvrant, il vient :
Z rg mod I' =0
€P~(y)

Donc ry € I’ pour tout § € p~*(y). Donc :
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sr= 3 plry),

g€~ (y)
- 15 € I' et p(ry) € I pour tout § € p~*(y),
- supp(p(ry)) N supp(p(ry+)) = 0 pour tous y',y” € p~*(y) distincts (car p: kQ' — kQ est un foncteur
couvrant).
Etant donné que r est minimale, il existe y' € p~!(y) tel que p(r, ) =r avec ry € ,I.,.
e Soit 7 € I, une relation minimale et soit ¥’ € p~!(z). En échangeant les roles de x et de y et

en remplacant ' par 3/, le raisonnement fait au point précédent montre qu'il existe 2’ € p~!(x) ainsi que
r’ e I, tel que p(r’) =r. Donc p: (Q',I') — (Q,I) est un revétement de carquois lié. O

Faisons a présent un rappel sur les revétements galoisiens de carquois lié. A cette fin, définissons le groupe
Aut(p) des automorphismes d’un revétement p: (Q’,I') — (Q, I) de carquois lié. Il est défini par :

Aut(p) = {g € Aut(Q',I') | pog = p}

En particulier, si € Qo, alors Aut(p) agit naturellement sur p~1(x).

Remarque 6.2.10 Soit p: (Q',I') — (Q,I) un revétement de carquois lié et soit g € Aut(p). Alors
Dautomorphisme g € Aut(kQ'/I') induit par g vérifie pog = p. Autrement dit § € Aut(p). Nous disposons
ainsi d’un morphisme de groupes Aut(p) — Aut(p).

Définition 6.2.11 (voir [10]) Soit p: (Q',I') — (Q,I) un revétement de carquois li¢ ot Q' est conneze.
Soit G — Aut(p) un morphisme de groupes. Le groupe G agit donc par automorphismes sur (Q',1).
Alors p est un revétement galoisien de groupe G si pour tout x € Qg laction de G sur p~1(x) est
libre et transitive.

Etablissons, comme dans la Section 6.2 une caractérisation de la propriété «étre galoisien» pour un revé-
tement de carquois lié.

Proposition 6.2.12 Soit p: (Q',I') — (Q,I) un revétement de carquois lié ot Q' est connexe. Alors
Aut(p) agit librement sur les fibres de p.

Preuve : Soit g € Aut(p) et xg € Qy tel que g(xg) = 2. Alors :

- p: kQ'/I' — kQ/I est un foncteur couvrant d’aprés la Proposition 6.2.7 page 119,

- g € Aut(p) (voir la Remarque 6.2.10),

- g(x0) = zo.
Puisque kQ'/I" est connexe, le Corollaire 6.1.20 page 112 implique que g = Idyq /. Ceci implique en
particulier que :

- g(x) = z pour tout z € Qy,
- g(a) —a eI C (kQ)? pour toute fleche a € Q.

Or g € Aut(Q',I'), donc g(a) € @} pour toute fleche o € Q). Donc g(«) = « pour toute fleche o € Q) et
g:Id(Q’,I’)- O

La Proposition 6.2.12 nous permet d'obtenir une caractérisation des revétements de carquois lié qui sont
des revétements galoisiens.

Proposition 6.2.13 Soit p: (Q',I') — (Q,I) un revétement de carquois lié tel que Q' est conneze. Alors
p est galoisien de groupe G si et seulement si Aut(p) agit transitivement sur p~1(x) pour tout x € Q.
Dans ce cas G — Aut(p) est un isomorphisme.

Preuve : e D’aprés la Définition 6.2.11, si p est galoisien de groupe G alors G agit transitivement sur les
fibres de p (au moyen de I'action définie par le morphisme de groupes G — Aut(p)). Donc Aut(p) agit
transitivement sur les fibres de p.

e Supposons que Aut(p) agit transitivement sur les fibres de p. Alors la Proposition 6.2.12 implique que
p est un revétement galoisien de groupe Aut(p).

e Supposons enfin que p est un revétement galoisien de groupe G. Puisque I'action de G sur (Q',I’)
définie par le morphisme de groupes G — Aut(p) est libre, ce méme morphisme est injectif. Soit g € Aut(p)
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et xg € Qf. Remarquons que p(zo) = p(g(xo)). Puisque p est un revétement galoisien de groupe G, il existe
g € G tel que ¢'(z0) = g(xo). Ainsi g'g 1 (zg) = mo et g'g~* € Aut(p). D'aprés la Proposition 6.2.12 page
précédente cela implique que g = ¢’. Donc G — Aut(p) est un isomorphisme de groupes. O

Notons également suivante caractérisation suivante des revétements galoisiens, elle est due a J. C. Busta-
mante dans [10].

Proposition 6.2.14 (voir [10]) Soit p: (Q',I') — (Q, I) un revétement de carquois lié avec Q' conneze.

Fizons x(, € Q[ et soit xg = p(x(). Alors Uapplication v — p() induite par p entre les promenades de
Q' et celles de Q induit un morphisme injectif de groupes :

DPx: Wl(Qlajlaxé)) — 7T1(Q,I,£L‘0)

En outre p est galoisien si et seulement si p,(m1(Q’,I')) est un sous-groupe distingué de 71 (Q,T).
SN
a d
al d1
/X
do as

et soit I' =< dyay, doas >. Alors le morphisme de carquois liés p: (Q',I') — (Q,I) défini par :

Exemple 6.2.15 Soit Q le carquois :

et soit [ =< da >. Soit Q' le carquois :

p(x;) =x pour tout x € {a,b,c,d} et tout i € {1,2}

est un revétement galoisien de carquois lié de groupe Z/27. Le générateur du groupe Z /27 agit sur (Q',1")
en permutant x1 et xo pour tout x € {a,b,c,d}.

Nous avons vu plus haut qu'un revétement de carquois lié définit un foncteur couvrant. Nous avons
également la Proposition analogue, et bien connue, pour les revétements galoisiens :

Proposition 6.2.16 Soit p: (Q',I') — (Q,I) un revétement galoisien de groupe G. Alors p: kQ'/I' —
kQ/I est un revétement galoisien de groupe G.

Preuve : Remarquons que kQ’/I’ est connexe car p est un revétement galoisien.

e Nous savons d'aprés la Proposition 6.2.7 page 119 que p: kQ'/I' — kQ/I est un foncteur couvrant.
Montrons que Aut(p) agit transitivement sur les fibres de p (lesquelles sont les fibres de p). Soient z, 2’ € Q)
tels que p(x) = p(z’). Puisque p est un revétement galoisien de groupe G, il existe g € G tel que g(x) = z’.
Donc g € Aut(p) (voir la Remarque 6.2.10 page précédente) vérifie G(z) = z’. Ainsi :

p(z) = p(a’) = (3g € Aut(p)) g(x) = '

Avec la Proposition 6.1.37 page 114 nous en déduisons que p est un revét ment galoisien de groupe Aut(p).

e Il ne nous reste donc plus qu'a démontrer que Aut(p) et G sont isomorphes. Montrons que le morphisme
de groupes Aut(p) — Aut(p) est un isomorphisme (en vertu de la Proposition 6.2.13 page précédente, la
composition G — Aut(p) — Aut(p) sera alors un isomorphisme). Puisque p agit librement sur ses fibres et
que p et p ont les mémes fibres, le morphisme Aut(p) — Aut(p) est injectif. Si g € Aut(p) et si g € Q.
alors p(xg) = p(g(xp)). Puisque p est un revétement galoisien de groupe G = Aut(p), il existe ¢’ € Aut(p)
tel que ¢'(z) = g(zo). D'aprés le Corollaire 6.1.20 page 112 cela implique que g = ¢’. Le morphisme de
groupes Aut(p) — Aut(p) est donc un isomorphisme de groupes. Donc p est un revétement galoisien de
groupe Aut(p) ~ Aut(p) ~ G. O

Nous allons a présent donner la définition du revétement universel d'un carquois lié connexe. Cette définition
est due a R. Martinez-Villa et J. A. de la Pefia dans [29] (voir également [9] et [19]). Soit (@, I) un carquois

lié connexe et soit xg € QQg. Nous définissons le carquois ) de la facon suivante :
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- Qo est I'ensemble des classes [v] de ~-équivalence de promenades vy de @) de source zg,
- Etant donnés [y], [Y'] € Qo, I'ensemble des fleches [y] — [] est I'ensemble des couples (a, []) tels que
a €@ et[y]=[an].
Nous disposons alors d'un morphisme de carquois pg: Q — Q défini comme suit :
- po([3]) = t(7) pour tout [y] € Q,
- po((@,[7])) = a pour tout (a, [7]) € Q1.

Soit T = py '(I). Alors po: (Q,I) — (Q,I) est un revétement galoisien de groupe m;(Q,I). L'action de
m1(Q, I) sur (Q’',I') est décrite comme suit : soit g = [y] € m1(Q, I) ol ~y est une promenade de @ de source
et terminus xq. Alors :

- g.[Y] = [¥'v~ 1] pour tout [v'] € Qo,
- g.(e, [¥]) = (o, [¥'7™1]) pour toute fleche (a, [7]) € Q.

Le revétement pq: (Q,f) — (@, I) sera appelé le revétement universel de (Q, I) (défini par le sommet ).

Exemple 6.2.17 (voir [10]) Soit Q le carquois :

PAVA

et soit [ =< a'a+ c/bcb, a'cb+ bVa >. Alors 71(Q, 1) ~ Z/27. Soit o = [b=c™La] le générateur de

11(Q, I). Alors Q est égal a :
//\
b , oc
\(/ ob
/

et I =< d'a+ Vb, od'oa+ocdab/ocob, ga'ch+oc'ob'a, a’'ocob+c'b'oa >. Le revétement universel
p: (Q,I) — (Q,I) est défini par :

plox) = p(x) = pour tout x € Q1

La propriété principale du revétement universel est décrite dans la Proposition suivante due a R. Martinez-
Villa et J. A. de la Pefia dans [29].

Proposition 6.2.18 (voir [29]) Soit (Q,I) un carquois lié, soit xo € Qq et soit po: (Q,I) — (Q,I) le
revétement universel de (Q, I). Pour tout revétement connexe p: (Q',1") — (Q,I) il existe un revétement
q: (Q,1) — (Q', I') tel que le diagramme suivant commute :

Q. 1)

@ 1)
Si de plus p est galoisien de groupe G, alors q est galoisien de groupe m (Q',I') et il existe une suite

exacte de groupes :
1—-m(Q, I 2 m(Q,I) -G —1
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Nous rappelons maintenant une autre maniére de considérer les revétements galoisiens de carquois lié, elle
est due 3 E. L. Green (voir [19]).

Etant donné un carquois (), une fonction de poids sur () est une application W: Q1 — G ou G est un
groupe. Une telle fonction de poids s'étend sur les chemins et les promenades de ) de la facon suivante :

Wiasr...a5t) = W(an)™ ... W(ag)™?

Si u est une promenade (en particulier si u est un chemin ou une fleche) de @, I'élément W (u) de G sera
appelé le poids de u. Notons que si deux promenades v et 7' de (Q sont telles que la concaténation 7/~ est
définie, alors W (') = W ()W (»).

Si (@, I) est un carquois lié et si W: Q1 — G est une fonction de poids sur @, nous dirons que W est

admissible si pour toute relation minimale » € I, deux chemins quelconques u,v € supp(r) ont le méme
poids.

Exemple 6.2.19 (voir [19]) Soit (Q,I) un carquois lié conneze et soit xy € Qo. Pour chaque sommet

x € Qo fixons v, une promenade de Q de source xq et de terminus x (de fagon que vz, = €y,) €t posons
W: Q1 — m(Q,I) la fonction de poids :

W: Ql — 771(@71)
=y — [y lav]

Alors W est une fonction de poids admissible.

Soit (@, I) un carquois lié et soit W: Q1 — G une fonction de poids admissible. Posons Q#G le carquois
défini par :

- (QEG)o = Qo x G,

- étant donnés (z, s), (y,t) € (QiG)o, les fleches (z,s) — (y,t) de QG sont les fleches z — y de @ de
poids ¢~ ts.

Nous disposons donc d’'un morphisme de carquois Q4G — @ décrit par :

(QiG)o — Qo (Q1G)1 — @

(2,5) — w (,9) S () = =5y

Nous noterons IfG I'idéal de k(Q4G) image réciproque de I par le morphisme k(QiG) — kQ induit par
QIG — Q. Alors (Q1G, I§G) est un carquois lié, nous I'appellerons le carquois lié smash-produit de (Q, I)
et de G (la fonction de poids W étant sous-entendue) et nous le noterons (@, I)G. Dans toute la suite, le
morphisme de carquois liés (Q1G, ItG) — (Q, I) sera celui défini par le morphisme de carquois QG — @
décrit ci-dessus. E. L. Green démontre dans [19] que ce morphisme de carquois liés est un revétement :

Proposition 6.2.20 (voir [19]) Le morphisme de carquois liés (Q, iG — (Q,I) est un revétement. Si
de plus Q41 est connezxe, alors c’est un revétement galoisien de groupe G.

L'intérét de cette construction est qu'elle permet de retrouver tous les revétements galoisiens de carquois
lié :

Proposition 6.2.21 (voir [19]) Soit p: (Q',I') — (Q,I) un revétement galoisien de groupe G. Alors il
existe une fonction de poids admissible W: Q1 — G ainsi qu’un diagramme commutatif de carquois liés :

(@ DG = (@, 1)

A

(@, 1)
ot le morphisme horizontal est un isomorphisme. En outre, si p est le revétement universel de (Q,I)

défini par le sommet xo € Qo, alors nous pouvons supposer que W: Q1 — m1(Q, I) est l'une quelconque
des fonctions de poids décrites dans I’Exemple 6.2.19.
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6.2.2 Présentation de revétements

Nous avons vu dans la sous-Section précédente qu'un revétement de carquois lié définit un foncteur cou-
vrant. Dans ce paragraphe nous allons nous intéresser a I'opération inverse : partant d'un foncteur couvrant,
est-il possible de construire un revétement de carquois lié dont le foncteur couvrant associé est le foncteur
couvrant de départ?

Définition 6.2.22 Soit F': £ — B un foncteur couvrant. F' est dit présentable si il existe des présenta-
tions admissibles p: kQ' — & (de noyau I') et v: kQ — B (de noyau I) ainsi un revétement de carquois
ligs p: (Q',I) — (Q,I) tel que le diagramme suivant commute :

KT L

L
kQ/I 2—B
Si en outre p est un revétement galoisien, nous dirons que F est présentable par un revétement galoisien.

Remarque 6.2.23 Si F': £ — B est un foncteur couvrant présentable, alors B et £ sont localement
bornées puisqu’elles admettent chacune une présentation admissible.

Avec les notations de la Définition 6.2.22, si @« € ()7 alors tout relevement de v(«) par rapport a F (a
source ou terminus fixé) s'écrit u(a') avec o’ € Q] vérifiant o = p(a). Donc tout relévement de v(«) est un
morphisme de C’ et pas seulement une somme de morphismes non paralléles. Partant de cette remarque nous
pouvons démontrer le Lemme suivant sur la présentabilité d'un foncteur couvrant :

Lemme 6.2.24 Soit F': £ — B un foncteur couvrant avec B localement bornée. Supposons que v: kQ —
B est une présentation admissible (de noyau I ) telle que pour toute fleche x = y € Qy et tout 2’ € F~(x),
le relévement de v(a) de source &' par rapport d F est un morphisme de E.

Alors il existe une présentation admissible v': kQ' — & (de noyau I') ainsi qu’un revétement de
carquois lié p: (Q',I') — (Q, I) tels que le diagramme suivant commute :

RQ I Z g
/| lF
kQ/I —~—B
En particulier, F' est présentable.

Preuve : e Soient x,y € &. Rappelons que d'aprés la Propriété 6.1.11 page 107, le foncteur couvrant F'
définit un diagramme commutatif d’espaces vectoriels :

I RE. A
y’eF—EP(F(y)) v o RBr@) (1)

Pli P2

2
y’eF*GEF(y)) v (REIREE), 20— r(y) (RB/R*E) )

ol les fléches verticales sont les surjections naturelles et les fleches horizontales (A et ) sont les isomorphismes
induits par F.

Posons A = {v(a) | F(z) = F(y) € Q1} € p,)RBr). Etant donné que v: kQ — B est une
présentation admissible, I'ensemble py(A) est une base de p(,) (RB/RQB)F(I). Posons B = A71(A). Les
éléments de B sont donc les relévements respectif de source = par rapport a F' des éléments de A. D’apres
I’hypothese faite sur la présentation v, I'ensemble B est donc constitué de morphismes de £. Donc :

Yy EF1(F(y))

Bc »RE:
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Posons B,y = BN ,RE, pour y’ € F~1(F(y)), de sorte que B = Uy,eF,l(F(y)) B,,. Remarquons que nous
avons en particulier p1(B,) C (RE/RQE)I pour tout y' € F~1(F(y)). Puisque ps(A) est une base de

F(x) (RB/RQB) , puisque 6 est un isomorphisme et puisque le diagramme (1) commute, il vient :

p1(B) = 0 'py(A) est une base de @ v (RE/RE)
y'€EF-1(F(y))
Etant donné que p1(B) = U p1(By) et que p1(By) C 4 (RE/R%')I , nous en déduisons que
y' EF~1(F(y))
p1(B,y) est une base de ,» (RE/R2E)_ pour tout y' € F~*(F(y)). Nous avons donc :

- F(By) (qui est égal a \(B,) C A) est constitué d'images par v de fleches de Q,
- p1(By) est une base de ,, (RE/RE) .

e En appliquant le point précédent a tous x,y € &y, nous déduisons, grace a la Remarque 2.3.14 page 31
qu'il existe une présentation admissible v/: kQ' — & telle que :

(v %y € Q) (3F(x) > Fly) € Q1) F(V(a)) = v(a) (2)

Remarquons que si & — y € Q' est une fleche de Q' et si o/, sont des fleches de @ de source F(z),
de terminus F'(y) et vérifiant F(v/(«)) = v(a’) = v(a”), alors v(a/ — a”) = 0 donc & — o € Ker(v) C
(kQT)? et o/ = o La fleche o/ dans la propriété (2) ci-dessus est donc unique, nous la noterons p(a). Soit
p: Q) — Qo 'application z +— F(x). Nous disposons donc d'un morphisme de carquois p: Q" — @ vérifiant
la propriété suivante :

(Va e @) F(/(a)) = vlp(a))

De ce fait, le diagramme ci-dessous commute :
hQ €
kQ ——B
Posons I' = Ker(v'). Notons que :
uwe I, = v(p(u) = F(V'(u) = F(0) =0= p(u) € py)lpwm

Donc p: (Q',I') — (@, I) est un morphisme de carquois liés et le diagramme ci-dessous commute :

kQ//[/gg

kQ/T —— B

Rappelons que 7 et 1 sont des isomorphismes. Puisque F' est un foncteur couvrant, la Propriété 6.2.9 page 120
implique que p est un revétement de carquois lié. Le Lemme est ainsi démontré. O

Grace au Lemme 6.2.24 page précédente nous pouvons démontrer un premier résultat établissant la pré-
sentabilité d'un foncteur couvrant.

Propriété 6.2.25 Soient F: C' — C et F': C"" — C' deux foncteurs couvrants. Supposons que F o F' est
présentable. Alors F et F' sont présentables.

Preuve : Puisque FF': C" — C est présentable, il existe des présentations admissibles v: kQ — C (de noyau
I) et v": kQ" — C"” (de noyau I") ainsi qu'un revétement de carquois lié p: (Q",I") — (Q,I) tels que le
diagramme suivant commute :

kQ///I// v cr

| e

kQ/I ——=¢
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e Montrons que F est présentable. Soit z = y € Q; une fleche de Q et soit 2’ € F~'(z). Fixons
2" € F'=1(2’) (donc 2’ € (FF')~1(x)). Puisque p: Q" — Q est un revétement de carquois, il existe une

fleche 2" 2= " € Q" telle que o = p(’’). Nous avons donc :

S F (W) € prynCl,

- F(F' (")) = v(p(@”)) = v(a).
Donc le relevement de v(a) de source z’ par rapport a F' est égal a F'(v" (o)) € pr(y)C,, cest donc
un morphisme de C’. Ceci étant vrai pour toute fleche o de @, nous en déduisons, d'aprés le Lemme 6.2.24
page 125, I'existence d'une présentation admissible /: kQ" — C’ (de noyau I’) ainsi que d'un revétement de
carquois lié ¢: (Q',I') — (Q,I) tels que le diagramme suivant commute :

KQ /T Y ¢

d lF

kQ/I —2—¢

Ainsi F' est présentable.
e Montrons a présent que F' est présentable. Posons ¢’: Qi — Q} I'application = +— F'(x). Soit 2 = y €

Q' une fleche de Q”. Puisque q: Q' — @ est un revétement, il existe une unique fleche F'(z) 2= ¢/ € Q)
de source F'(x) telle que ¢(a’) = p(«). Nous avons alors :

F(F'V (@) = v(p(e)) = v(q(a)) = F(V'(a'))

Puisque F est un foncteur couvrant, nous en déduisons que v/(a) = F'(v"(«)) (en particulier, y' = F'(y)).

Ainsi, pour toute fleche 2 %+ y € QY de Q" il existe une et une seule fleche F'(z) <= F'(y) € Q) de Q’, que
nous noterons ¢'(«), telle que ¢(¢’(a)) = p(«) et vérifiant :

Frov(a) =v'(q'(a))

Nous avons ainsi construit un morphisme de carquois ¢’: Q" — @’ tel que go ¢’ = p et tel que le diagramme
suivant commute :

kQ" v’ >
q/l lF’
kQ/ $ C/

En particulier :
u€ I =1 (¢ (u)=F " (u)=F0)=0=>uec yulye

Donc ¢': (Q",I") — (Q',I’) est un morphisme de carquois liés, et le diagramme suivant commute :

k‘Q”/I” v cr

kQ’/I’ L>C’

Avec la Propriété 6.2.9 page 120, il vient : ¢’ est un revétement de carquois lié. Ainsi, ¢’ est un revétement,
goq = p et I’ est présentable. O

N

1 a

Exemple 6.2.26 Soit Q le carquois :

Soit Q' le carquois :
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\ - /
Posons € =kQ' et B=kQ. Soit F: £ — B deﬁm par :

- F(a1) =a, F(b;) =b et F(c¢;) = ¢ pouri € {1,2},

- F(ag) = a+ cb.
Alors F est un foncteur couvrant non présentable.

Le Lemme 6.2.24 page 125 nous permet également de démontrer la présentabilité des revétements de
k-catégories contraintes.

Proposition 6.2.27 Soit F': C' — C un foncteur couvrant. Supposons que C est localement bornée et
contrainte. Alors F est présentable.

Preuve : Soit ) le carquois ordinaire de C et soit v: kQ) — C une présentation admissible quelconque. Notons
I = Ker(v). Soit a € Q1 une fléche de source z et de terminus y de Q et soit 2’ € F~!(x). Puisque C est
contrainte, nous avons dimy, ,C; = 1. D'autre part, nous disposons de |'isomorphisme induit par le foncteur

couvrant F':
@ y/C;/ S e
y'EF~1(y)
Donc il existe un unique yo € F~1(y) tel que :
- dimy, o, Ch, =1,
yCr =0 poury’ € F~H(y)\{yo}.

Puisque v(c) # 0, le relevement de v(«) de source 2’ par rapport a F appartient nécessairement a ,,,C’,, c'est
donc un morphisme de C’. Le foncteur couvrant F et la présentation admissible v vérifient donc les hypothéses
du Lemme 6.2.24 page 125. Donc F' est présentable. (]

Tous les foncteurs couvrants ne sont pas présentables. Néanmoins la question de la présentabilité est plus
aisée a traiter dans le cas des revétements galoisiens de k-catégories. Avant d'examiner ce cas nous donnons
une description alternative des revétements galoisiens, elle est due a C. Cibils et E. N. Marcos dans [14].

Définition 6.2.28 (voir [14]) Soit C une k-catégorie G-graduée. La catégorie smash-produit C{G est
définie comme suit :

- l’ensemble des objets est Cy x G,
- st (x,8) et (y,t) sont des objets de CiG, alors l’espace des morphismes (x,s) — (y,t) est yC{ls,
- la composition des morphismes est induite par la composition des morphismes de C.

Nous dirons que la G-graduation de C est connexe si C§G est conneze.

Remarque 6.2.29 Si la G-graduation de C est connexe, alors G est engendré par ’ensemble des degrés
des morphismes homogénes non nuls de C.

Etant donnée une k-catégorie G-graduée C, nous disposons d'un morphisme naturel CG — C défini comme
suit :

- I'image de l'objet (x,s) € C4G est = € Cy,

- I'image du morphisme u € (1) (C4G),, o) = yC;f:lS est u € ,Cy.

Dans toute la suite, lorsque nous considérerons un morphisme C{G — C sans autre précision, ce sera celui
que nous venons de définir. L'intérét de cette construction est donné par la Proposition suivante due a C. Cibils
et E. N. Marcos dans [14]
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Proposition 6.2.30 (voir [14]) Le morphisme C4G — C associé & une G-catégorie C est un revétement
galoisien de groupe G. Réciproquement, si F': C' — C est un revétement galoisien de de groupe G, alors
1l existe une G-graduation sur C ainsi qu’un diagramme commutatif de k-catégories :

ot la fleche horizontale est un isomorphisme.

Remarquons que la construction smash-produit pour les carquois liés et pour les k-catégories coincident
au sens suivant :

Propriété 6.2.31 Soit (Q,I) un carquois lié. Soit W: Q1 — G une fonction de poids admissible. Po-
sons (Q',I') = (Q, DIG et soit p: (Q',I') — (Q,I) le revétement de carquois lié associé a W (voir la
Proposition 6.2.20 page 124). Alors W définit une G-graduation de kQ/I, notons F: (kQ/I){G — kQ/I
le morphisme naturel. Il existe alors un diagramme commutatif de k-catégories :

kQ' /T = (RQ/D1G

A

kQ/I

ot la fleche horizontale est un isomorphisme.

Preuve : Pour u € ,kQ, nous noterons & = u mod I € (kQ/I),.

e Pour z,y € Qo et g € G, soit ,kQJ le sous-espace vectoriel de ,kQ, engendré par les chemins de @
de source z, de terminus y et de poids g. Puisque W est une fonction multiplicative des chemins de @ (par
rapport a la concaténation) nous obtenons ainsi une G-graduation de kQ. Puisque TV est une fonction de
poids admissible, I'idéal I est un idéal homogene de la k-catégorie G-graduée kQ (en effet, I est engendré par
I'ensemble de ses relations monomiales, et toute relation monomiale est un morphisme homogene de kQ) car
W est admissible). De cette facon, kQ/I est une k-catégorie G-graduée.

e Soit 1: (QHIG)o = Qo xG — (kQ/I#G)o = Qo x G I'application identité. Soit (z,s) = (y,t) € (QIG);.
Ainsi a est une fleche de Q de source x, de terminus y et de poids t~'s. Donc & € y(kQ/I)fgls et nous
posons :

((@,8) S (g, t) =a e o(kQ/D s = 4(kQ/I)L

De cette facon, F'otp(a) = p(«) pour toute fleche o € (QEG);. Ainsi, nous avons un diagramme commutatif :

HQIG) —2> (kQ/ )G

l lF

kQ kQ/I

ou la fleche verticale du bas est le quotient kQ — kQ/I. En particulier :
re yItG)y = Foy(r)=p(r) mod I =0=¢(r) =0

la derniére implication résultant du fait que F' est un foncteur couvrant. Ceci montre que ¢(I$G) = 0. Nous
avons donc un diagramme commutatif (rappelons que (Q',I') = (Q, I)#G) :

kQ' /T (RQ/DG

X /
kQ/I
Il ne nous reste donc plus qu'a montrer que : kQ’/I' — (kQ/I)4G est un isomorphisme. Rappelons que par

construction_z/_): Qo — ((kQ/I1)iG)o est I'application identité. D'apres la Proposition 6.1.17 page 110 nous
savons que ¢: kQ'/I'" — (kQ/I)4G est un foncteur couvrant. Etant donné que ¢: Q) — ((kQ/I)1G)o est
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bijective, nous en déduisons que 1 est un isomorphisme. La Propriété est ainsi démontrée. O

L'utilisation du smash-produit va nous permettre de présenter les revétements galoisiens de catégories sans
boucle. Notons que la Proposition qui suit a déja été démontrée par R. Martinez-Villa et J. A. de la Peia dans
le cas plus particulier ou les carquois ordinaires des k-catégories concernées sont supposés étre sans fleches
multiples (voir [29]). La démonstration de la Proposition 6.2.32 utilise les constructions smash-produit dues a
E. L. Green (dans [19]) d'une part et a C. Cibils et E. N. Marcos (dans [14]) d'autre part.

Proposition 6.2.32 Soit F': £ — B un revétement galoisien de groupe G avec B localement bornée.
Supposons que le carquois ordinaire de B n’a pas de boucle. Alors F' est présentable. Si en outre £ est
connezxe, alors F' est présentable par un revétement galoisien.

Preuve : D’apres la Proposition 6.2.30 page précédente, nous pouvons supposer que B3 est G-graduée, que
E = BiG et que F': £ = BiG — B est le morphisme naturel. Nous noterons @) le carquois ordinaire de B.
La démonstration va se faire en plusieurs étapes :

- construire une présentation admissible v: kQ — B (de noyau I) telle que I'image par v d'un chemin de
@ est un morphisme homogeéne de B,

- la présentation v définit une fonction de poids admissible W sur le carquois lié (Q, I), nous obtenons
ainsi un revétement de carquois lié ¢: (Q',I') = (Q, DiG — (Q,I),

- construire une présentation admissible p: kQ’' — & telle que Fou=vogq,
- montrer que Ker(u) = I’ et conclure.

e Soient z,y € By tels que , (RB‘/RQB)z # 0. Puisque B n’a pas de boucle, nous avons x # y et

yBe = yRBy. Puisque B, = €@ B, il existe une base de , R, constituée d'éléments homogenes. De cette
geG

base il est possible d'extraire une famille d'éléments dont les images dans ,, (RB/RQB)I forment une base de
y (RB/R?B) . D'aprés la Remarque 2.3.14 page 31, cela définit une présentation admissible v: kQ — B et
par construction, pour toute fleche a € Q1, le morphisme v(«) de B est homogeéne. Donc pour tout chemin
u de @, le morphisme v(u) de B est homogene.

e Posons I = Ker(v) et soit W: Q1 — G la fonction de poids associant a toute fleche @ € Q1 le degré
du morphisme homogeéne v(«) de B. De cette facon, pour tout chemin u de @ de source z et de terminus y
nous avons :

v(u) € BV
Montrons que W est une fonction de poids admissible de (Q,I). Soit » € I, une relation minimale et soit

n
r = > t; u; une forme normale. Pour chaque ¢ € {1,...,n}, nous avons v(u;) € B ) Donc :
i=1

(Vi € {1, . ,n}) l/(ul) = F(z/(ul) € (y,l)g(m,W(u,;)))

Ainsi 0 = v(r) = > t; v(u;) est I'image de > t; v(u;) € @ (y,1)E(z,g) Par I isomorphisme suivant induit
i=1 i=1 9eG
par I :

F
P w1l — 4B
geG

Il vient donc 0= > t; v(u;) € @ (y,1)E(w,q)- Cela signifie que pour tout g € G :
i=1 geG

7
I'élément Z ti v(ui) de (y1)Ew,q) = yBI est nul
i tel que W(u;)=g

Donc :

(Vg € G) Z tiui € yly
i tel que W(u;)=g

n
Puisque r est une relation minimale et puisque r = Y ¢; u; est une forme normale, il vient :
i=1

Vge@G) {ie{l,....n} | W(uw;)) =g} =0ou{l,...,n}
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Posons g = W (uy), donc :
(Vie{l,....n}) W(u)=g=W(u)

ceci montre que T est une fonction de poids admissible de (Q,I). Nous noterons (Q',I') = (Q, I)iG et
q: (Q,I') — (Q,I) le morphisme naturel. Notons que d'aprés la Proposition 6.2.20 page 124, ¢ est un
revétement de carquois lié et il est galoisien de groupe G si Q' est connexe.

e Construisons a présent la présentation p: kQ' — E£. Nous poserons pu(z,s) = (x,8) € & pour tout
(z,5) € Q) = Qo x G. Soit (x,8) = (y,t) € Q). Donc a = q(a) est également une fleche de @ de source
x, de terminus y et de poids ¢~ 1s. Ainsi v(a) € ,BL 5. Posons alors :

e} —1g
,LL((J),S) - (yat)) = l/(Oé) € (y,t)g(gms) = yB;
Nous disposons ainsi d'un morphisme de k-catégories u: Q' — & tel que v(g(a)) = F(u(e)) pour toute

fleche a € Q). Donc le diagramme suivant commute :

kQ'LS

k;Q _v.o B
Montrons que p: kQ' — &£ est une présentation admissible, pour cela il suffit de monter que :
- k@' — & est plein,
- Ker(u) est un idéal admissible de kQ'.
Soit u € (y,1Em,s) = yBifls. Puisque v est une présentation admissible, il existe une combinaison linéaire

n n
>~ t; u; de chemins de @ telle que u = F(u) = > t; v(u;). Nous pouvons en outre supposer que W (u;) =
i=1 1=1

t~1s pour tout i € {1,...,n} (ceci est possible car I est un idéal homogéne de kQ). Donc uy, ..., u, sont
des chemins de @ de source z, de terminus y et de poids W (u;) = t~1s, ce sont donc également des chemins
de Q' de source (x, s) et de terminus (y,t) vérifiant g(u;) = w; pour tout i € {1,...,n}. Donc :

cu=F(u) = I/(i:l t; u;),

n
- >t ug =g
i=1

Nous avons donc :

t; u; € (y’t)]{in%s)).
=1

?

n n
F(u) —vo Q(Z t ul) =Fo M(Z t; u; € (y,t)k‘Ql(w,s))
i=1 i=1

n
Puisque F est un foncteur couvrant, cela entraine : uw = p(>_ t; u;). Donc p: Q' — & est plein.
i=1

Montrons a présent que Ker(u) est un idéal admissible deikQ’. Pour cela il suffit de montrer que Ker(u) =
I'.Siue i, alorsq(u) € I = Ker(v) et Fou(u) = voq(u) = 0. Donc p(u) = 0 (car F' est un foncteur
couvrant) puis u € Ker(u). Ainsi I' C Ker(u). Siu € (ypKer(p)a,s) alors voq(u) = Fopu(u) = F(0) =0
et ¢(u) € Ker(v) = I. Nous avons donc :

q: kQ'/I' — kQ/I est un foncteur couvrant (d'apres la Proposition 6.2.7 page 119),

- q(umod I') = 0.
donc u € I'. Ceci montre que Ker(u) C I'. Donc I’ = Ker(u).

e v: kQ — Bet u: kQ' — & sont donc des présentations admissibles de noyaux respectifs I et I’, et

q: (Q',I') — (Q,I) est un revétement de carquois lié (galoisien de groupe G si Q' est connexe) tel que
F opu =vogq. Nous disposons donc d'un diagramme commutatif :

KT L

] iF

kQ/I B
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Ceci montre que F' est présentable. Si de plus £ est connexe, alors Q' est connexe et q: (Q',I') — (Q, ) est
un revétement galoisien de groupe G. (]

L'exemple qui suit montre que I'hypothése sur les boucles de £ ne peut pas étre supprimée dans la
Proposition 6.2.32 page 130.

Exemple 6.2.33 Supposons que car(k) = 2. Soit & = Ms(k) Ualgébre des matrices 2 X 2 a coefficients

dans k. Posons :
1o fo o o1 ,_oo
700 o0 2T lo 10 “Tlooolr T |1 oo

La décomposition Ll) ﬂ = e + e fait de € une k-catégorie telle que :

151 = k.el, 252 = k.62, 152 = k.a, 251 =kb
Soit B = k[X]/(X?) (B est une k-catégorie avec un seul objet). Alors le morphisme F: € — B défini par :
F(e1) =1, F(e) =1, F(a)=F(b) =1+ X mod X?*

est un revétement galoisien connexe de groupe Z/2Z. En outre F' n’est pas présentable car F(RE) C RB.

6.3 Revétement universel d’une algebre sans double raccourci

ou monomiale sans fleches multiples
Soit A une k-algebre connexe de dimension finie et basique. Fixons un systeme complet d’'idempotents
primitifs deux a deux orthogonaux {e1, ..., e, } faisant de A une k-catégorie. Notons @ le carquois ordinaire de
A. Fixons zy € Qp un sommet de base pour le calcul des groupes fondamentaux des présentations admissibles

de A. Dans toute cette Section, nous supposerons que () n’a pas de cycle orienté.
Commencons par définir la notion de revétement universel d’une k-algébre.

Définition 6.3.1 Soit F: C — A un revétement galoisien connexe. Alors F est un revétement uni-
versel de A si pour tout revétement galoisien connere F': C' — A il existe un diagramme commutatif

de k-catégories :
C
Xf/
F
h—=

—>wA

CI

i

avec P € Auto(A).

Le lecteur peut constater que la définition du revétement universel d'une algébre est plus faible celle du
revétement universel d'un espace topologique (du fait de I'existence de ¢ € Auty(A)). Nous verrons plus loin
qu'il n'est pas possible de renforcer cette définition.

Afin d’alléger le texte nous introduisons la notion d'équivalence entre revétements galoisiens.

Définition 6.3.2 FEtant donnés deur revétement galoisiens F: C — A et F': C' — A, nous dirons que F
et I’ sont équivalents si il existe un diagramme commutatif de k-catégories :
c —= c’
Fl lp'
A 7> A
ot les fléches horizontales sont des isomorphismes et ot ¢ € Autg(A).

En termes imprécis, un revétement universel de A est donc un revétement galoisien connexe de A qui
est factorisé «a équivalence prés de revétements galoisiensy par un tout revétement galoisien connexe de A.
Notons la propriété suivante d'une telle factorisation.
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Propriété 6.3.3 Supposons que A a un revétement universel F': C — A. Soit m1(A) = Aut(F) le groupe
de ce revétement galoisien. Soit F': C' — A un revétement galoisien de groupe G. Alors tout morphisme
F":C — (' fourni par la Définition 6.3.1 page ci-contre est un revétement galoisien. Si H est le groupe
du revétement galoisien F’, alors il exriste une suite exacte courte de groupes :

1-H-m(A)—-G—-1

Preuve : C'est une conséquence directe de la Proposition 6.1.42 page 116. (]

Remarque 6.3.4 Soit A une k-algébre de dimension finie et supposons que A admet un revétement
universel. En combinant la propriété universelle du revétement universel d’un carquois lié et la présen-
tabilité des revétements galoisiens de A (voir la Proposition 6.2.32 page 130), nous savons que A admet
un revétement universel de la forme kQ/I — kQ/I ~ A ot (Q,I) — (Q,I) est le revétement universel
du carquois lié (Q,I) présentant A.

Remarque 6.3.5 Soit A une k-algebre de dimension finie et basique. La Définition 6.3.1 page précédente
pose naturellement la question suivante : si F': C — A est un revétement universel, est-ce que C est une
catégorie simplement connexe au sens de [2] ¢ Autrement dit, est-ce que le groupe fondamental de tout
carquois lié présentant C est trivial ? 1l s’agit d’une question délicate puisqu’en général, nous ne savons
pas si A admet un revétement galoisien par une catégorie est simplement connexe. Néanmoins, si A
admet un revétement universel F: C — A et si il existe un revétement galoisien F': C' — A tel que C’
est simplement connexe, alors les revétements galoisiens F et F' sont équivalents. En effet, en reprenant
les notations de la Définition 6.3.1 page ci-contre, nous disposons d’un morphisme F"': C — C’ et d’aprés
la Propriété 6.3.3, ce morphisme est un revétement galoisien. Dans ces conditions, F"': C — C' est
présentable par un revétement galoisien de carquois liés (Q,I) — (Q',I') (avec C' ~ kQ'/I'). FEtant
donné que C' est simplement connexe, ce revétement galoisien de carquois liés est un isomorphisme.
Donc F": C — C’' est un isomorphisme et F' et F' sont équivalents. Donc F': C' — A est un revétement
universel avec C' simplement conneze.

Dans cette Section nous allons étudier |'existence d'un revétement universel de A. Nous allons nous inté-
resser a deux situations :
- () n’'a pas de double raccourci et k est de caractéristique nulle,

- A est monomiale et () n'a pas de fleches multiples.

6.3.1 Comparaison des revétements galoisiens de A induits par les revéte-
ments universels de carquois lié des présentations admissibles de A

Pour cette sous-Section, fixons I un idéal admissible de kQ. Soit ¢ € Auty(kQ) et posons J = ¢(I).
Nous disposons donc des revétements universels de carquois lié :

- p (Q,f) - (QvI) de groupe 7Tl(QvI)v
- q: (Q,j) — (Q, J) de groupe m1(Q, J).

En analogie avec la comparaison que nous avons faite entre ~; et ~; dans la sous-Section 4.2.3, nous allons
établir un lien entre les revétements galoisiens de k-catégories qui leur sont associés a savoir p: kQ/I — kQ/I

et g: kQ/J — kQ/J.

Proposition 6.3.6 Supposons que @ est une dilatation. Alors il existe un diagramme commutatif de
k-catégories :

kQ/I —=kQ/J
T’i lq
kQ/I —2=kQ/J
ot kQ/I = k@/j est un isomorphisme.

Preuve : D'aprés la Proposition 4.2.25 page 72, les relations d’homotopie ~ et ~; coincident. Donc les
carquois ) et () sont égaux, de méme que les morphismes de carquois p: Q — Q et ¢: @ — Q. Puisque ¢
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est une dilatation, pour tout chemin u de Q il existe t,, € k* tel que p(u) = ¢, u. Nous disposons donc d'une
dilatation D: Q — Q définie par :

D(u) =ty u pour tout chemin u de Q

En particulier : ~
(Vo€ Q1) qoD(a) = tya) q(@) = tpa) pla) = pop(a)

Donc le diagramme suivant est commutatif :

KQ — kQ (dh)

EQ —2 = kQ

Montrons que D(I) C J. Sir € I, alors ¢(D(r ) = go(p( )€ I) e J. Donc D(r) € ,J. (par construction
du revétement universel ). Ceci montre que D(I) C J. Le diagramme (d;) définit donc un diagramme
commutatif :

KQ)T 2> k()

kQ/I —2=kQ/J

Remarquons que :
D (resp. @) est un foncteur couvrant (d'apres la Proposition 6.2.7 page 119),
- @: kQ/I — kQ/J est un isomorphisme.

Donc G et @pop sont des foncteurs couvrants. Puisque kQ/I est connexe (car (Q I) est le revétement universel
de (Q, J)), la Proposition 6.1.17 page 110 implique que D: kQ/I — kQ/.J est un foncteur couvrant. Comme
de plus la restriction de ce foncteur couvrant 3 I'ensemble des objets est I'identité de Qg (rappelons que D
est une dilatation), D est un isomorphisme (d'aprés la Remarque 6.1.5 page 106). O

Proposition 6.3.7 Supposons que ¢ = @~ est une transvection et supposons que o ~j u. Alors il
existe un diagramme commutatif de k-catégories :

KO/ — =k
kQ/I —2=kQ/J

ot Y est un revétement galoisien de groupe le noyau du morphisme surjectif de groupes m1(Q,I) —»
m1(Q, J) induit par application identité sur les promenades de Q.

Preuve : Rappelons que d’aprés la Proposition 4.2.33 page 76, la relation d’homotopie ~ est plus fine que
~j. En particulier, I'application identité sur les promenades de @ induit un morphisme surjectif de groupes
m(Q,I) — 71 (Q, J). Nous disposons donc d'un morphisme de k-catégories F': kQ — k(Q défini par :

(V1 € Qo) F(Iln) =y

~ ) (a,[v]s) sia#«
el e @) Hebl) = {(a, b +7 i bls) sa=a

Ou (u, [y]) désigne le chemin de Q de source 4], de terminus [u7]; = [ay]s et tel que q(u, [y];) = u.
Donc :

(V7)1 € Qo) ao F([31) = a([7]s) =t(v) = ¢ op(ll1)

a o o Fla _ q(a,[v]s) = a=pop(a,[v]r) sias#a
e bl e @y ae e bl {q«a,mw(u,mm:awu:wop(a,hm so=a
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Donc le diagramme suivant commute :

kQ —— k() (d})

Pl lq
EQ —2 > kQ

Montrons que FI(I) C J. Siu € I, alors q(F(u)) = ¢(p(u)) € ¢(I) = J et donc F(u) € J (car q est le

revétement universel de (Q,J)). Ainsi F(I) C .J. Pour cette raison, le diagramme (d}) définit le diagramme
commutatif suivant :

KO/T —L 10/ (do)
kQ/I —2=kQ/J

Posons ) = F. Le diagramme (ds) peut &tre réécrit de la facon suivante :

kQ/I kQ/J

N

kQ/J

Notons que :
- @ o p est un revétement galoisien de groupe 71 (Q, I),
- @ est un revétement galoisien de groupe 71 (Q, J),
- kQ/I et kQ/J sont connexes.

La Proposition 6.1.42 page 116 implique donc que F': k@/f — kQ/j est un revétement galoisien de groupe
le noyau du morphisme surjectif de groupes \: m(Q, I) - m1(Q, J) défini par :

(Vg e m(Q,I)) Fog= AMg)o F

Montrons que A: m(Q,I) — m(Q,J) n'est autre que le morphisme de groupes induit par I'application
identité sur les promenades de (), a savoir égal a I'application : [v]; — [y]s. Soit ¢ = [7]; € m(Q,I)
(7 étant une promenade de @ de source et de terminus x), ainsi [v]; € m1(Q,J). Alors [es,]r € Qo,
F([ewoh) = [6;1;0]] € QO et:

A9)([exo]5) = Ag) © F([exo)1) = F(g(lexy)r)) = F(Iv ') = vy
Y ([exo)) = v

Donc A(g), [v]s € m1(Q, J) = Aut(q) sont des automorphismes du foncteur couvrant connexe § et ils vérifient
Mg)([exo)s) = [V]s([€xo)s)- Ceci implique, d'aprés le Corollaire 6.1.20 page 112, que A(g) = [v]s. Donc A
est I'application [y]; € m1(Q,I) — [y];. Donc ¢ = F est un revétement galoisien de groupe le noyau du
morphisme surjectif de groupes m1(Q, ) — m1(Q,J) induit par I'application identité sur les promenades de

Q. O
Notons que la Proposition 6.3.7 page précédente admet la généralisation suivante.

Proposition 6.3.8 Supposons que QQ n’a pas de fleches multiples et que ¢ est un produit de transvections.
Supposons que pour toute fléche a € Q1 nous ayons a ~y u pour tout u € supp(p(a)). Alors il existe un
diagramme commutatif de k-catégories :

Q)T —> k(]

ﬁi . lf?
KQ/T—>kQ/J

ot ¢ est un revétement galoisien de groupe le noyau du morphisme surjectif m(Q,I) — 7 (Q, J) induit
par Uapplication identité sur les promenades de Q.
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Preuve : Rappelons que d'apres la Proposition 4.2.36 page 79 la relation d’homotopie ~; est plus fine que
~ 7, en particulier, I'application identité sur les promenades de @ induit un morphisme surjectif de groupes

m(Q,I) —» m(Q, J).

n

Soit ¢ = Y t; u; une combinaison linéaire de chemins de @ et qui sont ~ j;-homotopes. Soit v une
i=1
promenade de @ de terminus égal a s(uy). Pour chaque i € {1,...,n}, nous avons (u;,[y]s) le chemin de

Q de source [v]s relevant le chemin u; de @ par rapport au revétement ¢. Le chemin (u;,[v]s) est donc

n
de terminus [u;y]; = [u17]s. Nous disposons donc d'une combinaison linéaire > t; (u;,[v]s) de chemins
i=1
paralléles de @, cette combinaison linéaire est le relevement de ¢ de source [v]; par rapport a p. Dans cette
démonstration nous la noterons (¢, [v]).
L'hypothese «a ~; u pour tout u € supp(¢(a)) et pour toute fleche a € Q1» permet donc de définir un
morphisme de k-catégories F': kQ — kQ de la facon suivante :

(V1 € Qo) F(Il) =Dls
(V(e, (1) € Q1) Fla, ylr) = (p(@). 1]y

Ainsi :

(Vvlr € Qo) qo F([v]r)
(V(a,[¥]1) € Q1) qo F(a, Y1)

Donc le diagramme suivant commute :

q([V]s) = t(v) = e(p(Vr))
q(p(a), (7)) = w(a) = pop(a, [7]1)

kQ —— kO (d)
kQ —>kQ
Nous pouvons a présent suivre la démonstration de la Proposition 6.3.7 page 134 en partant du diagramme

dy de cette preuve (3 partir du diagramme d) dans la preuve de la Proposition 6.3.7 page 134, le fait que ¢
est une transvection n'est pas utilisé) et aboutir a la conclusion annoncée. ]

6.3.2 Condition suffisante sur A pour que A admette un revétement universel
Intéressons nous a présent a |'existence d'un revétement universel de A. Nous allons établir cette existence
dans deux situations :
- car(k) =0 et @ n'a pas de double raccourci,
- A est monomiale et QQ n'a pas de fleches multiples.

Ces deux situations se traitent de facon identique, aussi nous introduisons un hypotheése (vérifiée dans chacun
de ces deux cas) pour éviter des répétitions. Rappelons que I" désigne le carquois des relations d’homotopie
des présentations admissibles de A.

Nous dirons que A vérifie I'hypothése (H) si il existe une présentation admissible vq: kQ — A (de noyau
noté Iy) telle que pour toute présentation admissible kQ/I ~ A il existe :

- une dilatation D,

- des transvections ¢1, ..., ¢n (i = Qo u;m pouri € {1,...,n}),
vérifiant les conditions suivantes :

- I = DgDn . @1([0),
- oy ~g, u; pour tout i € {1,...,n}, (en posant I; = ¢; ... p1(ly)).

Remarque 6.3.9 D’aprés la Proposition 4.2.63 page 89 (resp. la Proposition 4.2.66 page 92), si car(k) =
0 et si Q n'a pas de double raccourci (resp. si A est monomiale et si Q n'a pas de fleches multiples), alors

A vérifie (H).

Remarque 6.3.10 Supposons que A vérifie (H). Soit kQ/I ~ A une présentation admissible. En repre-
nant les notations de (H) nous disposons donc de présentations admissibles kQ/I; ~ A (i € {0,...,n}),
telles que :
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-~y et~y coincident (car I = D(I,) et D est une dilatation),
cvp=evgy ou g = €T (car I = oy (Lie) et i g, ug).
Donc il existe une chemin de I' de source ~p, et de terminus ~y. En particulier, I' a une seule source :

NIO'

Proposition 6.3.11 Supposons que A vérifie I’hypothése (H). Soit po: (Q,1) — (Q,I) le revétement
universel de (Q,I) de groupe m1(Q, Ip). Alors ypo: kQ/I — A est un revétement universel de A.

Preuve : Soit F': C — A un revétement galoisien connexe de groupe G. D'apres la Proposition 6.2.32 page 130,
il existe :

- une présentation admissible v: kQ — A (de noyau noté I),
- une présentation admissible p: k@ — C (de noyau noté I’),
- un revétement galoisien ¢: (Q',I') — (Q,I) de groupe G,

tels que le diagramme suivant commute :

KQ I s (d1)

kQ/I —2— A
Soit p: (Q,f) — (@, I) le revétement universel de groupe 71(@, I). D'aprés la Proposition 6.2.18 page 123,

il existe un revétement galoisien r: (Qj) — (@', I') tel que g or = p. Nous disposons ainsi d'un diagramme
commutatif :

KO/ (d2)
kQ/I —~— A
Puisque A vérifie I'hypothése (H), il existe une dilatation D ainsi que des transvections @1, ...,¢, (p; =
Paviui,m pour i € {1,...,n}) telles que :
= Dgﬁn . 301(.[0),
- ~g, u; pour tout i € {1,...,n}, en posant I; = @; ... p1(Ip).

Pour chaque i € {1,...,n}, posons p;: (QW, 1)) — (Q, I;) le revétement universel de groupe 71 (Q, I;). Re-
marquons que I = D(I,,), donc, d'apres la Proposition 6.3.6 page 133, il existe un isomorphisme 6: kQ(")/I(") —
kQ/I tel que le diagramme suivant commute :

kQM /I L 1/ ]
;Dnl \LP
kQ /I, — 2> kQ/I

D'autre part, pour ¢ € {1,...,n}, nous avons o ~p, u; avec I; = ©Yu, u;,7 (Li—1), donc, d'aprés la Proposi-
tion 6.3.7 page 134, il existe un revétement galoisien ;: kQU~1) /10=1) — Q) /I (en posant I(®) = T
et QO = Q) tel que le diagramme suivant commute :

RQU-1 /16=1) P b0 /1)

kQ/ Ly — kQ/1;

Posons ' = 01, ... 01 : kQ/T — kQ/f Donc le diagramme suivant commute :

kQIT—2 k)T (ds)

Po p

kQ/IODM%Q /1
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Posons alors :
cp=porFoy): kQ/I —C,
- p=0Dg,...g17 ' A= A(notons que p € Auto(A) car D, oy, ..., p, € Auto(kQ) et v et vy sont

deux présentations relatives au méme systéme complet d’'idempotents primitifs deux a deux orthognaux
de A).

Les diagrammes (d2) et (ds3) étant commutatifs, nous obtenons le diagramme commutatif :
C
lF
A

avec p € Autg(A). Donc Dgpg est un revétement universel de A. O

O

k

/I —

Yopo

P
)

<

_

La Remarque 6.3.9 page 136 et la Proposition 6.3.11 page précédente impliquent directement les théorémes
suivants :

Théoréme 6.3.12 Soit A une k-algebre de dimension finie connexe et basique. Soit Q le carquois ordi-
naire de A. Supposons que :

- k est de caractéristique nulle,
- @ n’a pas de double raccourci.

Soit v: kQ — A une présentation admissible (de noyau Iy) telle que ~p, est la source de T'. Soit
p: (Q, 1) — (Q,1Iy) le revétement universel de groupe m (Q,Io). Alors vp: kQ/I — A est un revéte-
ment universel de A.

Théoréme 6.3.13 Soit A une k-algébre de dimension finie connexe et basique (en caractéristique quel-
conque). Soit Q le carquois ordinaire de A. Supposons que :

- A est monomiale
- @ n’a pas de fléeches multiples.

Soit v: kQ — A une présentation admissible monomiale (de noyau Io). Soit p: (Q,f) — (@, 1) le
revétement universel de groupe m1(Q, Io). Alors vp: kQ/I — A est un revétement universel de A.

L'exemple qui suit montre que I'hypothese sur la caractéristique de k ne peut pas étre supprimée dans le
Théoréme 6.3.12

Exemple 6.3.14 Supposons que k est de caractéristique 2. Soit A = kQ/I ot Q est le carquois :

SN\

et I =< da+v'u, du+v'a > ot u (resp. u') est le chemin de longueur 2 et paralléle d a (resp. a’).
Nous avons vu dans I’Exemple 4.2.51 page 84 que le carquois T' associé a A est égal a :

~Is ~I
~I

avec 11 (Q,I) ~Z/27 et :
- =¢gui(l) =< da+du+du, dut+va+vu >etm(Q,L)=0,

I = oy wa(l) =< da+du+va+2 vu, dut+va+2du >=< da, Wa+adu > et
7T1(Q712)’ZZ.
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Supposons que A admet un revétement universel.

Nous savons donc (voir la Remarque 6.3.4 page 133) qu’il existe une présentation admissible kQ/J ~
A telle que le revétement universel de A est présenté par le revétement universel de carquois lié de (Q, J).
En outre, d’apreés la Propriété 6.3.3 page 133, nous savons que pour toute autre présentation kQ/J' ~ A il
existe un morphisme surjectif de groupes w1 (Q, J) — 71 (Q, J'). D’apreés la forme de T, nous en déduisons
que ~j=n~rp,. Par ailleurs, un calcul rapide montre que J est nécessairement l’image de Iy par une
dilatation. D’apres la Proposition 6.3.6 page 133 nous pouvons donc supposer J = I5.

Notons alors p: (Q, L) — (Q, L) et q: (Q,I) — (Q,I) les revétements universels de carquois lié.
Ainsi kQ/I, — kQ/Iy ~ A est un revétement universel de A et kQ/T — kQ/I ~ A est un revétement
galoisien connexe de A. Nous disposons donc d’un diagramme commutatif :

KO/ Ty —> kO/T

kQ/I, —>kQ/I

avec g un isomorphisme tel que g(x) = x pour tout x € Qq. Il existe donc ¢ € Auto(kQ) et 1h: kQ — k@
tels que :

cp(l)=Tetp=g,

cY(l) C T etap = f.

Soit alors o € Q1. Soit & € Q1 tel que p(&) = a. La commutativité du diagramme ci-dessus implique
l’égalité :

gotp(a) = pop(a)=yp(a)

En particulier, (&) est un relévement de p(a) par rapport au revétement q: k@ — kQ. Etant donné que
q est le revétement universel de (Q, Is), cela signifie que :

() est une combinaison linéaire de chemins ~,-homotopes de Q, et ce pour toute fléche o € Q1.

Cette derniére propriété implique, aprés une rapide vérification, que ¢ est une dilatation. Ayant Iy = p(I),
il vient ~j=~yp, ce qui est fauz. Cette contradiction montre que A ne peut pas avoir de revétement
universel.

6.3.3 Limites de la définition du revétement universel

Dans cette sous-Section, nous allons voir que la définition que nous avons prise pour le revétement univer-
sel d'une k-algebre, bien que semblant naturelle, est moins puissante que celle du revétement universel d'un
espace topologique.

Rappelons (voir la Définition 6.3.1 page 132) que si A est une k-algébre de dimension finie, connexe et

basique, un revétement universel de A est un revétement galoisien connexe F': C — A tel que pour tout
revétement galoisien connexe F’: C’ — A il existe un diagramme commutatif de k-catégories :

C
Y{”
F
[

*VA

CI

i

avec 1) € Auty(A).

Remarque 6.3.15 Le revétement universel, quand il existe, vérifie une propriété de factorisation par
rapport aux revétements galoisiens connexes. Soit A une k-algébre de dimension finie, basique, connexe
et triangulaire. Supposons que F': A — A est un revétement universel et supposons que la propriété de
factorisation vérifiée par F est valable pour tous les revétements connexes de A (et pas seulement pour les
revétements galoisiens connexes de A). Soit F': C — A revétement connexe. La propriété de factorisation
fournit une égalité :

F'F" =yF
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ots F"': A — C est un morphisme et ¢ € Auto(A). En particulier, F'F" = ¢Fy est un revétement
galoisien. D’aprés la Proposition 6.2.32 page 130, nous en déduisons que F"'F' est présentable. Donc F’
est présentable d’aprés la Proposition 6.2.27 page 128. Ainsi :

tout revétement connexe de A est présentable

Or nous avons vu dans I’Exemple 6.2.26 page 127 qu’il peut exister des revétements connexes non pré-
sentables de A. Ceci montre que la propriété de factorisation du revétement universel, quand ce dernier
existe, ne peut pas étre étendue a tous les revétements.

Ainsi que nous I'avons déja remarqué, cette définition différe un peu de celle du revétement galoisien d'un
espace topologique connexe par arcs du fait de 'existence de ¥ € Auto(A). L'exemple suivant montre qu'il
n'est pas possible de «contrdler ¥», en particulier, il n'est pas possible d'imposer ¢ = Id 4.

Exemple 6.3.16 Supposons que car(k) = 0. Posons A =kQ/I ot Q est le carquois suivant :
2 4
7NN
1 - 3 . 5
et I =< ba, bdc — fea, fedc >.

Nous prendrons 1 comme point de base pour le groupe fondamental m1(Q,I). Posons T arbre maxi-

mal :
2 4
SN N
1 3 5
Donc 71 (Q,I) ~< a,b | ba~! >~ 7 (plus précisément, m1(Q, I) admet pour base le générateur [c~*d ta)).
Nous identifions désormais m1(Q, 1) et Z.

Une vérification immédiate montre que le carquois T' des relations d’homotopie des présenatations
admissibles de A est :

~I
~J

Ot J = padc1(I) =< ba+bde, bdc — fea, fedc > (le groupe m1(Q,J) est trivial). En particulier, ~p
est la source de T'.

A laide de Uidentification w1 (Q,I) = Z faite plus haut, la fonction de poids W: Q1 — Z = m(Q, I)
(admissible sur (Q, 1)) définie par l'arbre mazimal T et le sommet 1 est donc la suivante :

)0 siae{cde,f}
W(a)_{l si a € {a, b}

Notons p: (Q,I) — (Q, 1) le revétement universel de (Q,I) de groupe w1 (Q,I) = Z. D’aprés la Proposi-
tion 6.2.21 page 124 nous avons donc :

Qo =1{1,2,3,4,5} x Z

1)

,Z

+

,Z

~.

b

(1
(1
(2,4
(3,
(3,1
(4

A~ o~ T~
= Ot w N W
.

.

.
—_— — — — — —

b

I= 1o le lale s

\_/ \'S \/
= =
+

AR

=

—~
ot
~.

,Z
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de plus p: Q — Q est le morphisme donné par :
(V(i,5) € {1,2,3,4,5} x Z) p(i,j) =1
(V(i,j) = (m) € Q1) p((i,5) = (m)) ==
Remarquons que Q a la forme suivante :

(Li—2) —>(2,i—2) —> -

|

De plus I est l'idéal de Q engendré par :

- tous les chemins (1,4) < (3,1 + 1) LN (5,4 2) (i.e. tous les chemins verticaux de longueur 2),

- tous les chemins (1,1) 5 (2,14) 4, (3,i) 5 (4,4) ER

longueur 4),

(5,4) (i.e. tous les chemins horizontauz de

- toutes les relations de commutativité “bdc — fea” dans les rectangles du dessin ci-dessus.
Posons A = k@/f D’apres le Théoréme 6.3.12 page 138, le morphisme :

prA— A
défini par p est un revétement universel de A (c’est un revétement galoisien de groupe w1 (Q,I) = 7).
Posons alors :
¢ = Pa,dc,1¥b, fe,—1
Donc Y(I) = I. C’est pourquoi nous disposons d’un automorphisme ¥: A — A € Autyg(A) tel que le
diagramme suivant commute (rappelons que A =kQ/I) :

kQ —L > kO
A" A

les fléches verticales étant les surjections naturelles. Puisque v € Auto(A), nous disposons d’un revéte-
ment galoisien de groupe Z : - ~ ~

F=vyop:A— A
Puisque p: A — A est un revétement universel de A, nous disposons d’un diagramme commutatif de
k-catégories :

A= i (d)

ot 0 € Auto(A). En particulier, FF'((1,0)) = p((1,0)) = 1. Par construction de p, parce que 1 € Auto(A)
et parce que F = ¢p, il existe donc n € Z tel que F'((1,0)) = (1,n).

Supposons que § = Id, et déduisons-en une contradiction.
Rappelons que A =kQ/I. Notons :
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- a la fleche (1,0) % (3,1) de Q (donc p(a) = a),
- u le chemin (1,n) = (2,n) 4, (3,n) de Q (donc p(u) = dc),
o la fleche (1,n) S (3,n+ 1) de Q (donc p(a/) = a),

Si ¢ est un chemin de Q (resp. de Q) nous noterons ¢ = ¢ mod I (resp. ¢ = ¢ mod I) son image dans
A=kQ/I (resp. A=kQ/I). Nous avons alors :

FpF' (@) = 6p(a) = p(a) = a "
¥p(@) — ¢p(u') = ¥(a) —p(de) = a

Remarquons que pF'(a) est de terminus le terminus de t(a) = t(a) = 3. Donc le terminus de F'(Q) est

égal a (3,1) avec i € Z. Donc (rappelons que F'((1,0)) = (1,n)) :

F'(a) € (3,2');1(1@) y (2)
& = €any1) Aan D 3m)Aan

Puisque 1p est un foncteur convrant, les points (1) et (2) ci-dessus impliquent que :
Fllay=a' -4

Or F'(a) est un morphisme de A (car F': A — A est un morphisme et & est un morphisme de ;1) et
a', u' sont deux morphismes non nuls et non paralléles de A. Cette contradiction montre que 0 ne
peut pas étre égal a Idj;.

L'Exemple 6.3.16 page 140 que nous venons de détailler montre donc que la Définition 6.3.1 page 132 ne
peut pas étre renforcée. Nous avons donc mis en évidence une différence de taille entre la notion de revétement
universel d'un espace topologique et celle d’une k-algebre. Cette différence a des conséquences non négligeables
comme le montre I'exemple qui suit.

Rappelons (voir [20]) qu'une catégorie galoisienne est une catégorie R munie d'un foncteur fibre 7: R —
Ens (ol Ens est la catégorie des ensemble finis) et vérifiant un certain nombre de propriétés parmi lesquelles
la suivante : « la catégorie C admet des produits fibrés (et donc des produits). De plus, pour tout diagramme
dans C :

Y

|

Z—X
la fibre (Y xx Z) du produit fibré Y x x Z est le produit fibré (dans Ens) F(Y) x z(x) F(Z)».

Exemple 6.3.17 Soit A =kQ/I ou Q est le carquois :
2 4
SN N
1 - 3 y 5

et I =< da, dcb+ fea, fecb >. Posons G = 7Z/2 =< o|o? >. Soit Q' le carquois :

1—>>03

b 9 e od
%
4
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et soit :
I' =< oda, doa,
deb+of oe a, od oc ob+ feo a,
fech, of oge oc ob >

Donc le morphisme naturel de carquois liés p: (Q',I') — (Q,I) (x,0x — x) est un revétement galoisien
de groupe G. Posons alors A’ = kQ'/I'. Donc p définit un revétement galoisien de groupe G :

F=p:A - A

Définissons un autre revétement galoisien F': A — A de groupe G de la fagon suivante :
. F'(amod I') = F'(ca mod I') = a+ ¢b mod I,
. F'(x mod I') = F'(cx mod I') = x mod I pour toute fléche x # a de Q’.

Supposons que la catégorie des revétements de A muni du foncteur fibre naturel (qui a
un revétement r: C — A associe r~1(1)) est une catégorie galoisienne.
Nous disposons donc du produit de F' et de F'. Nous avons ainsi un diagramme commutatif :

C
RN
A A’
NS

A

tel que F"" = F op; = F' o py est un foncteur couvrant de fibre le produit des fibres de F' et de F'. Nous
pouvons donc supposer que :

Co = Q) X, Q) = U {(z,2),(z,02), (0z,x), (02, 00)}

TE€EQo

Notons que la Proposition 6.1.17 page 110 implique que p1 et pa sont des foncteurs couvrants.

Pour aboutir a une contradiction, nous allons calculer le relévement u de a mod I € 3A; de source
(1,1) par rapport & F"'. Puisque py et o sont des foncteurs couvrants, nous avons les relévements suivants :

-~ pr(ur) +pi(uz) = a mod I' avec u1 +uz € (533 C1,1) D (63,03)C1,1)s

- p2(v1) +pa(v2) = a mod I' avec vi +v2 € (353)C1,1) D (63,03)C(1,1);

- pa(vs) +pa(ve) = cb mod I' avec v3 +v4 € (53.3C1) D (3,3C1)-
Remarquons que a mod I = F(a mod I') = F'(a mod I' — ¢b mod I'). Donc :

F"(uy 4+ u2) = Fp1(u1 + u2) = F(a mod I') = a mod I
F"(vy + vy —v3 —v4) = F'pa(vy + vy —v3 —vg) = F'(a mod I' —cb mod I') = a mod I

Donc u = uy + ug = v1 + v — v3 — v4. En comparant les source et les terminus de uq,us, Vg, Vg, V3, Vg, il
vient :

cvp=v4 =0,

© U = U3,

- U = Ug.
Notons que v3 # 0 et vo # 0 car a mod I' # 0 et cb mod I' # 0. Puisque p1 est un foncteur couvrant,
nous avons une application injective :

P1: (03,03)0(1,1)@ (03,3C1,1) = o347 (1)

- U3 € (03,3)C(1,1)\{0}7
- U2 € (03,03)6(1,1)\{0}7
- 5341 = k.(a mod I') est de dimension 1.



144

Pour raison de dimension, l'application (1) ci-dessus ne peut donc pas étre injective. Cette contradiction
montre que le produit F" de F et de F' n’existe pas.

L'Exemple 6.3.17 page 142 montre donc qu'étant donnée une k-algébre de dimension finie, basique et
connexe A, la catégorie des revétements a fibre finie de A n'est pas, de maniére naturelle, une catégorie
galoisienne. En particulier, la catégorie des revétements de A n'est pas équivalente a la catégorie des ensembles
discrets munis de I'action d'un groupe fixé.



Chapitre 7

Revétements galoisiens d’extensions
de catégories

Le dernier Chapitre de cette thése est consacré a une étude de certains revétements galoisiens des algeébres

. . . 0 L . , , N L . R
de matrices triangulaires [ M B } Plus précisément, étant donné un revétement galoisien d'une algebre
v Bl nous essaierons de le décrire a |'aide de données sur A, B et M. Cette question rejoint d'autres

études faites sur les algebres de matrices triangulaires :
- dans [22], D. Happel a établi, lorsque A = k, I'existence d'une suite exacte longue reliant les cohomologies

de Hochschild de B (a coefficients dans B et dans M) et la cohomologie de Hochschild de [ ];\4 OB }

- dans [3], I. Assem, J. C. Bustamante, D. Castonguay et C. Novoa établissent, pour une algebre de la
forme [ o0
M B

la présentation induite de B.

} un lien entre le groupe fondamental d'une présentation de cette algebre et celui de

- dans [12], D. Castonguay et J. A. de la Pefia établissent une condition suffisante sur une présentation
kQ/I ~ Z[ % ] pour que 71(Q,I) soit libre. Pour ce faire ils utilisent le lien évoqué au point
précédent entre m1(Q, I) et le groupe fondamental de la présentation induite de B.

Dans la Section 7.1 nous rappelons la définition des algébres de matrices triangulaires, dans la Section 7.2 nous
introduirons la notion de graduation sur (B, M, A) (A, B étant des k-catégories et M un B-A-bimodule M)
et construisons le revétement galoisien associé. Dans la Section 7.3 nous appliquerons cette construction pour
retrouver le revétement galoisien associé au revétement universel de carquois lié d’une présentation admissible

de { ﬁ[ % ] a partir d'une graduation sur (B, M, A). Enfin dans la Section 7.4 nous établirons un lien entre

A 0 S . A
M B } induit par une graduation sur (B, M, A) et cette méme
graduation, ce lien généralise le résultat de [3] cité plus haut.

le groupe du revétement galoisien de

7.1 Rappels sur les algebres de matrices triangulaires

7.1.1 Algebres de matrices triangulaires

Une algébre de matrices triangulaires est décrite au moyen de deux k-algébres de dimension finie A et
B, et d'un B-A bimodule M de dimension finie sur k. L'algébre de matrices triangulaires associée au triplet

. A 0
(B, M, A) est notée [ M B

A 0 a 0
{M B}{[m b] |a€A,b€B,m€M}
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] Elle est définie par :
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L'addition et la multiplication sont induites par I'addition et le produit des matrices ainsi que par la structure
d’algebre (resp. de module) de A et de B (resp. de M) :

a1 0 + a9 0 _ a) + as 0
mi b1 mo bQ - mi + mo bl + bg

a; O o] @2 0| aias 0
miy by mo by | | mias+bima biby

Rappelons (voir [6]) que pour une telle algébre A = [ ;14 OB , il est possible de décrire les modules en
fonction des A-modules et des B-modules. Plus précisément soit (X,Y, f) un triplet ou :

- X € mod(A),

- 'Y € mod(B),

- i M®a X — Y est B-linéaire.

Alors le k-espace vectoriel X @Y est muni d'une structure de A-module comme suit :

f
=L o

De cette maniére, tout A-module est isomorphe a X @Y pour un triplet (X,Y, f) adéquat. Pour plus de
f

détails sur cette description nous renvoyons le lecteur a [6, I11.2].
Lorsque A = k (resp. B = k), I'algébre A est notée B[M] (resp. [M]A) et elle est dite extension ponctuelle
de B par M (resp. coextension ponctuelle de A par M).

7.1.2 k-catégories de matrices triangulaires

Définissons donc a présent la notion de k-catégorie de matrices triangulaires (ou extension de k-catégories).
Pour cela nous rappelons auparavant la notion de bimodule.

Définition 7.1.1 Soient A et B deux k-catégories. Un B-A bimodule M est la donnée :
- d’un k-espace vectoriel y M, pour tout (b,a) € By x Ay,
- d’applications linéaires :
By ® yMa® Ay —  y My
Jem®g — fmyg
pour tous a,a’ € Ag, b, b’ € By.

de facon que l’association :

(b,a) € By x Ag — p M,
(fag)e b/Bb>< aAa/H(memg)

est un foncteur B x A°? — Vect, ou Vect désigne la catégorie des k-espaces vectoriels.

Remarque 7.1.2 Pour alléger les notations nous écrirons fm (resp. mg) au liew de fml, (resp. lymg)
pour f € By (resp. g € Ay ) et m e yM,.

Définition 7.1.3 Soient A et B deux k-catégories et M un B-A bimodule. La k-catégorie [ /Ji‘/l OB ]

associée au triplet (B, M, A) est définie comme suit :
- l’ensemble des objets est Ay LI By,

- espace des morphismes x — y est égal d :

yAz  sixy € Ag
yBx sty € By
yMy size Ay ety e By
0 six € By ety e Ay
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- la composition des morphismes est induite par celle des morphismes de A, celle des morphismes de
B et par les applications structurelles du B-A bimodule M.

]1?4[ OB une algébre de matrices triangulaires. Fizons {e1,...,en} (resp. {€nt1,

un systéme complet d’idempotents primitifs et deuzx o deux orthogonauz de A (resp. de B) définissant la

k-catégorie A (resp. B). Dans ce cas M = @ f;Me; et nous disposons d’un B-A bimodule M défini
i,

Remarque 7.1.4 Soit {

comme suit :
- M= fiMe; pour tousi € {1,...,n}, je{n+1,...,n+m},
- pouri,i’ € {1,...,n} et j,j7 € {n+1,....,n+m} Uapplication linéaire :

J/B] ® ]MZ ® iAi' e j/Mi/
est Uapplication structurelle fj Bf; @ fjMe; ® e;Aey — fyMey du B-A bimodule M.

La k-catégorie [ .J/il/l % ] ainsi définie est la k-catégorie associée a [ au moyen du systéme

A
M B
complet d’idempotents primitifs et deux & deux orthogonaux {ei,. .., entm}-

7.2 Revétements galoisiens d’une catégorie de matrices trian-
gulaires

7.2.1 Graduation sur (B, M, A)

Dans la suite, nous utiliserons la notation (B, M, A) pour désigner un triplet constitué de k-catégories A,
B et d'un B-A-bimodule M. D'autre part, si F' est un ensemble, une F-graduation de M est la donnée, pour

tous z € Ao, y € By d'une décomposition en somme directe de sous-espaces vectoriels , M, = P yMaJ;
feF

Définition 7.2.1 Soient A, B des k-catégories et soit M wun B-A-bimodule. Une graduation sur
(B,M,A) est la donnée de groupes Ga, Gp, d'un Gp x G -ensemble F (i.e. F est muni d’une ac-
tion de Gp a gauche, d’une action de G4 a droite, ces deuz actions étant compatibles au sens naturel),
d’un élément fo € F' ainsi que :

- d’une G 4-graduation de A,

- d’une Gp-graduation de B,

- d’une F-graduation de M,

sujettes a la condition :

wBIE WM A% C M9
pour tous a,a’ € Ag, b,b' € By, ga € Ga, gp € Gp et f € F. Dans la suite, nous dirons que (B, M, A)
est gradué par G, F,G4 (I’élément fo € F étant sous-entendu,).

L'utilisation de I'élément fy € F peut paraitre artificielle, néanmoins elle est nécessaire pour que le
revétement que nous allons construire soit de «taillen raisonnable (i.e. connexe pour certaines graduations
«naturellesy)

Exemple 7.2.2 Soit A = 1;\14 % } une k-catégorie de matrices triangulaires, soit G un groupe et
fizons une G-graduation de A. Posons :

- Ga=G,

- Gp =G,

- F=Get fo=1g€e G=F.
Alors la G-graduation de A définit une graduation sur (B, M, A) par Gg, F,G 4.

...,6n+m})
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7.2.2 Revétement galoisien associé a une graduation sur (B, M, A)

A 0
M B
construire le revétement galoisien de A associé a une graduation sur (B, M, A). Commencons par construire
le groupe de ce futur revétement galoisien.

Dans cette sous-Section, A désignera la k-catégorie de matrices triangulaires } Nous allons

Définition 7.2.3 Soient Ga, Gp deuz groupes, soit F un Gp x G%'-ensemble et soit fo € F. Notons
L(F) le groupe libre de base F. Notons x le produit libre des groupes, nous disposons donc d’applications
naturelles :

-1p: Gg — Gpx L(F)x G4 un morphisme de groupes,
- up: F— Gp*x L(F) %G s une application,
- ta: Ga — Gpx L(F) * G4 un morphisme de groupes.
Nous définissons le groupe (Gp, F,G4) (fo étant sous-entendu) par :

(Gp,F,Ga) = G+ L(F)«Ga/N

ot N est le sous-groupe distingué de Ggx L(F) * G4 engendré par :
{tr(fo)} | {er(98f9a) " tB(gB)ir(f)ialga) | g5 € G, fE€F, ga € Ga}

Remarque 7.2.4 Avec les hypothéses et notations de la Définition 7.2.3, les compositions respectives
des applications tp,Lp,ia avec le quotient Gp x L(F) * Gao — (Gp, F,G4) définissent les applications
sutvantes :

- Ap: G — (Gp, F,G4) un morphisme de groupes,
- Ap: F — (Gp, F,G ) une application,
- Aa: Ga — (G, F,G4) un morphisme de groupes.

Dans la suite nous conserverons ces notations.

Notons que le groupe (Gp, F, G 4) vérifie la propriété universelle suivante :

Propriété 7.2.5 Soient G4, Gp des groupes, soit F' un Gp x G -ensemble et soit fy € F. Soit G un
groupe muni de :

- wp: Gg — G un morphisme de groupes,
- pp: F'— G une application,
- pa: Ga — G un morphisme de groupes.

soumis aux conditions sutvantes :

(Vgp € Gg) (Vf € F') (Vga € Ga) ¢B(98)pr(f)palga) = ¢r(9pfga)
or(fo) =1

Alors il existe un et un seul morphisme de groupes p: (Gp, F,G ) — G tel que :

© poAp =g,
© POoAR = pF,
- poAa=a.
Preuve : C'est une conséquence directe de la Définition 7.2.3. O

Construisons a présent une (Gp, F,G4)-graduation de A associée a la graduation sur (B, M, A) par
G37 Fa GAa fO-

Définition 7.2.6 Soit une graduation sur (B, M,A) par Gp, F,Ga, fo. Soient x,y € Ao et soit g €
(Gp, F,Ga). Rappelons que yAy, =0 si x € By et y € Ag. Nous poserons :

AP = D A% sizy e Ao,
ga€X, (9)
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: yA(wg) = & yBJE six,y € By,
gBENS(9)

: yA:(Izg): @D M sizeAetye By.
FEXR(9)

Propriété 7.2.7 Soit une graduation sur (B, M, A) par Gp, F,G 4, fo. La Définition 7.2.6 page ci-contre
établit une (Gp, F Ga)-graduation de A.

Preuve : Nous noterons G = (G, F,G4).

e Soient =,y € Ay, nous avons une partition : G4 = || A\;'(g). De plus A, = ,A, = @ LA,
9€q ga€G A

yhe = @ @ yAgrA = @ yAgcg)

9€G gaer; () 9ea

Donc :

e Soient x,y € By. En remplacant A par B dans le point précédent, nous obtenons de méme :

vAe = @ yA.(xg)

geqG

e Soient 2 € Ay et y € By, nous avons une partition : F = || A\z'(g). De plus A, = M, = @ ,M].

geG fEF
Donc :
e B =Dy
geqG feA;l(g) geG
e Soient z,y,z € Ag et g,¢' € G.
(i) Si x,y,z € A alors :
- @ k| @ ) @
g E€XT"(g) ga€X, (9) 914 c )\Xi(g')
ga € A4 (9)

Or A4 est un morphisme de groupes donc :

AN P LA = Al

T

gAE€X,"(d'9)
(#4) Si z,y,z € By alors le point précédent donne (aprés avoir remplacé A par B) :
ZAz(;g ) yA;g) C ZA:(Eg 9)

(791) Si x,y € Ag et z € By alors :

e @ ) (@ ar)e @
fexzt(g) gAENL (9) ferz'(g)
~1
ga €Ay (9)

Or Ar(fga) = Ar(f)Aa(ga) donc :

ZAZ(!g') JAY C @ M= AW

e R (g'9)
(iv) Si x € Ag et y,z € By alors le point précédent donne (aprés avoir remplacé A par B) :
ZAZ(]g’) yA,ch) C ZA;g'g)

Ceci acheéve la preuve de la Propriété. O
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Définition 7.2.8 Soient Gp, F,G 4, fo graduant (B, M, A). Le revétement galoisien Af(Gp, F,G4) —
A défini grice a la Propriété 7.2.5 page 148 sera dit induit par la graduation de (B,M,A) par
GB7 F7 GA) fO-

Voyons a présent comment exprimer tout revétement galoisien de A comme un revétement galoisien induit
par une graduation sur (B, M, A).

Proposition 7.2.9 Soit F: A — A un revétement galoisien de groupe G. Alors F et le revétement
galoisien de A induit par la graduation sur (B, M,A) décrite dans I’Exemple 7.2.2 page 147 sont des
revétements galoisiens de A isomorphes.

Preuve : e D'apres la Proposition 6.2.30 page 129, il existe une G-graduation de A ainsi qu'un diagramme
commutatif :

AtG A (d1)

NS

A

ou la fleche verticale est un isomorphisme. Les espaces de morphismes homogénes de A pour la G-graduation
que nous venons d'introduire seront notés selon la notation : §A, pour éviter une confusion avec les espaces
des morphismes homogenes de A (resp. de B) pour la G 4-graduation (resp. la Gp-graduation) de A (resp.
de B).

e Rappelons que G4 = Gg = F = G et que fo = 1g € F = G. Grace a la Propriété 7.2.5 page 148, les
applications suivantes :

- ldg: Gg =G — G,
- ldg: G4 =G — G,
. IdgiF:G—>G,

définissent un morphisme de groupes :
P (GBaFvGA) — G

tel que podp = oy = ol = Idg.
eSoit=Aa:G=G4 — (GB,F,GA). Alors :

pol=pols=Idg par construction de ¢

De plus :
“lopodls=00ldg=Aa=1dgy Fa.) °Aa,
“lOopodlp=~0oldg=Aa=1Idg, Fracs °AB,
cOopodlp==0oldeg=Ar=1dG, FraG. °AF-

D’apres la Propriété 7.2.5 page 148, cela entraine que 0 o p = Id (g, F.a,)- Ainsi :

¢: (Gg, F,G4) — G est un isomorphisme de groupes d'inverse § = Ay = Ap = A\p (1)

En particulier, As, Ar, A sont des isomorphismes.
e Soient z,y € Ag et soit g € (Gp, F,G4). D'aprés (i), nous avons :

- six,y € Ag alors yAég) = & yAIA = yAﬁ(g) = f(g)Az,
gAEX, (9)
- six,y € By alors yASE) = & yBIE = ny(g) = f(g)AJ.,
ge€XG (9)
- sixz € Ag et y € By alors yAgcg) = & M= ny(g) = ﬁ(g)Am.
fexy ()
Ainsi :
(Vz,y € Ao) (Vg € (G, F,Ga)) ,AW = 24,
Donc :

(V(z,8), (y,t) € Ao X (GB, F,G4)) (yy(A(GB, F,GA))(w,5) = (y,0(t)) (MG (,0(s))
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L'application bijective :
(M(GB, F,Ga))o —  (AfG)o
(z,5) +— (z,9(s))
définit donc un isomorphisme de k-catégories Af(Gp, F,G 4) — MG et le diagramme ci-dessous est commu-
tatif :

AM(Gp, F,G 4) = MG (d2)
A
Les diagrammes (dy) et (d2) montrent que la Proposition est satisfaite. O

La Proposition 7.2.9 page ci-contre montre que tout revétement galoisien de A est isomorphe au revétement
galoisien de A induit par une graduation sur (B, M, A). La réponse apportée par la Proposition 7.2.9 page
précédente est néanmoins insatisfaisante dans certains cas. En effet, si A = k, alors la G 4-graduation de A
fournie par la Proposition 7.2.9 page ci-contre n'est pas connexe. Nous allons voir dans la Section qui suit
que la Proposition 7.2.9 page précédente peut-étre affinée dans le cas ol A — A est le revétement galoisien
associé au revétement universel d'une présentation admissible de A.

7.3 Application au revétement galoisien induit par le revéte-

ment universel universel associé a une présentation admis-
sible

{ ﬁ ) } Soit (Qa, I4)
(resp. (Qp,IB)) le sous-carquois plein (et convexe) de (@, I) dont I'ensemble des sommets est Ag (resp. By),
desorte que A = kQa/I4 et B = kQp/Ip. Le but de cette Section est de montrer que le revétement galoisien
de A associé au revétement universel de (Q, ) est induit par une graduation sur (B, M, A) a partir d'une
m1(Qa, Ia)-graduation (resp. m1(Qp, Ip)-graduation) de A (resp. B) telle que décrite par I'Exemple 6.2.19
page 124 et la Propriété 6.2.25 page 126 (remarquons que les notations m1(Qa,l4) et m(Q@p,Ip) sont
abusives car A et B ne sont pas nécessairement connexes).

Soit (@, I) un carquois lié connexe et posons A = kQ/I. Supposons que A =

7.3.1 Graduation sur (B, M, A) a I’aide des groupes fondamentaux de présen-
tations admissibles de B et de A

Commencons par introduire des notations qui seront utilisées tout au long de la Section.

e Soit X I'ensemble des fleches de ) dont la source est un sommet de Q4 et le terminus est un sommet
de @p. Ainsi :

+ Qo= (Qa)o U (@B)o,

- Q1= (R UXU(Qa),

- M est l'idéal de A = kQ/I engendré par {a mod I | « € X}.

e Soient Ay, ..., A, les composantes connexes de A et soient (QY,I}),...,(Q}, I'l') les composantes
connexes de (Qa, 1) de sorte que kQ% /Iy = A; pour tout i € {1,...,m}. Pour chaque i € {1,...,m}
soit a; € (QY)o un sommet de base pour le groupe fondamental 7y (Q, I'y, a;) = m1(Q%, I'y) et soit T4 un
arbre maximal de Q. La donnée de a; et de T définit une fonction de poids admissible de (Q%,I’) (voir
I'Exemple 6.2.19 page 124) que nous noterons W7 :

Wi (Q)r — m(Q I4)

Rappelons que d'aprés la Propriété 6.2.31 page 129, la k-catégorie kQ', /I est m1(Q%, I';)-graduée au moyen
de la fonction de poids W et que (Q, I'))imi(QY, I4) — (Q4, I) est le revétement universel de carquois
lié (voir la Proposition 6.2.21 page 124).

Posons alors 71 (Q 4, 14) le produit libre des groupes 71 (Q%, I4) (i € {1,...,m}) :

m(Qa, 1a) = [[m(Q%, I4)

i=1
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Les fonctions de poids admissibles W}, ..., W4 définissent donc une fonction de poids W4 de (Qa,14) :

Wa: (Qa)1 — m1(Q1,1a)

. . m )
de sorte que Wa(a) = W) () si « est une fleche de QY (rappelons que (Q4)1 = || (Q%)1). Etant donné

i=1

que (QY,IY),...,(Q%,I7) sont les composantes connexes de (Q4,4), I'ensemble des relations minimales
de (Qa,I4) est la réunion disjointe des ensembles des relations minimales de (Q%, %) (i € {1,...,m}). De
ce fait :

Wa: (Qa)1 — m(Q1,14) est une fonction de poids admissible de (Qa,14)
Ainsi kQ 4 /14 est m1(Qa, La)-graduée (gréce a la Propriété 6.2.31 page 129). Nous noterons G4 = m1(Qa,14).

e En procédant de la méme maniére pour B nous obtenons successivement :

- Bi,..., B, les composantes connexes de B,
- Bj = kQ%/Ié pour tout j € {1,...,n},
- (QL,1%),...,(Q%,I%) sont les composantes connexes de B,

- un point de base b; de Q% pour le groupe fondamental 7 ( %,I{B) et un arbre maximal T]J:-;, de Q?B
définissant la fonction de poids admissible W}, : (Q%)1 — m(Q%, I3) de (Q%, I}),
- 11(Qp, Ip) est le produit libre de groupes [] m1(Q%, I%),
j=1
- W4,...,WE définissent la fonction de poids admissible Wg: (Qp)1 — m(Qp,Ip) de (Q5,Ip),
- B=kQp/Ip est m1(Qp,p)-graduée au moyen de la fonction de poids Wg.

Nous noterons G = m(Qp, IB). 4

e Si 7 est une promenade de Q (resp. de Qa, Q%, Qp, Q%) nous noterons [v] (resp. [v]a, (V4. V)5,
[v]%) sa classe d’homotopie pour la relation d’homotopie ~ (resp. ~r,, ~i, ~1p, NIJJ‘S). Le lien entre ces
différentes notations est fourni par le Lemme suivant :

Lemme 7.3.1 Soient v, deuz promenades de Q' (resp. de Q%) alors :
= e Wa=[a (resp. W = W1 < Bs = [V]s):
- Ma=Wa=Dhl=0W](resp. Ws =11z = =01

Preuve : C'est une conséquence directe des faits suivants :

- I'ensemble des relations minimales de (Q 4, I4) est la réunion des ensembles des relations minimales des
composantes connexes (Q%,14) (i € {1,...,m}),

- I'ensemble des relations minimales de (@, Ip) est la réunion des ensembles des relations minimales des
composantes connexes (Q%,I%) (7 € {1,...,n}),

- les relations minimales de (Qp,Ip) et de (Q4, I4) sont des relations minimales de (@, I).

O

e Posons xp = a1 le sommet de base pour le groupe fondamental 71(Q, I, 29) = m1(Q,I). Les arbres

TS, ..., 7%, TL, ..., T sont des arbres deux a deux disjoints de Q. Il existe donc un arbre maximal 7' de @
tel que :

- TNQY =T, pouriec{l,....,m},
- TNQp =T}, pour je{1,...,n}.
Pour = € @y nous noterons alors 7, la promenade de T de source xg et de terminus x. Le Lemme 7.3.1

montre que les applications suivantes (pour i € {1,...,m} et j € {1,...,n}) sont bien définies et sont des
morphismes de groupes :

7T1(Qf4,jf4,ai‘) — Wl(Qvlva)

My — e v7a

™ ( {BJ'J{?’bj) — 771(?717560)
s — [, 7w,
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Nous disposons donc de morphismes de groupes :
m1(Qa, 14) £5 m(Q,1)
m™(Qp, 1) “5 m(Q, 1)

De cette fagon, m1(Q, I) est un G x G = m(Qp,Ip) X m(Qa,I4)°P-ensemble.
D’autre part, I'arbre maximal T' de @ définit une fonction de poids W admissible de (@, 1) :

w: Q1 — m(Q,1)

TSy — [y to]
La fonction de poids W fait donc de A = kQ/I une k-catégorie 1 (Q, I)-graduée. Nous noterons (Q 1:) =

(Q, Ntm1(Q, ). Nous disposons ainsi de p: (Q,1) — (Q,I) le revétement universel de groupe m(Q, I).
Le résultat suivant nous donne une compatibilité entre W, W4 et Wp.

Propriété 7.3.2 Le diagramme suivant (ot les fléches non nommées sont les inclusions) commute :

(Qa) @1 (@s)

S

m1(Qa, Ia) 2> m(Q, 1) <22 7(Qp, Ip)

Preuve : Soit © = y une fléche de Q%. Notons ~% (x) (resp. v (y)) la promenade de T% de source a; et de
terminus x (resp. y). Alors W4 () = [(7v4(y)) " *ar’ (z)]%y. Donc :

CpaWa(e) = [va, (YaW) ™ evia (=) 7a,

- W(a) = [vy_la%].

Or v, et ¥4 (2)Va: (resp. vy et ¥4 (y)va;) sont des promenades de source z( et de terminus x (resp. y) de
I'arbre T', donc :

[l = a(@)va] et [w] = [Ya(¥)7a]
Donc ¢ 4Wa(a) = W(a) pour toute fleche o de QY et pour tout i € {1,...,m}.

De la méme maniére, nous avons ¢ Wg(a) = W(«a) pour toute fleche o de Q. O
e Soient x € Ay et y € By. Alors M, = &b 49 est I'espace vectoriel des classes modulo I des
ge™(Q,1)

chemins de ) de source x et de terminus y.

Remarquons que si g € m1(Q, I) est tel que yAY # 0 alors il existe un chemin de u de @, de source z, de
terminus y et de poids W (u) = g. Ecrivons alors ©w = upau, avec up (resp. ua) un chemin de Qp (resp. un
chemin de Q) et & € ¥ (une telle écriture est unique). Alors :

g=W(u)=W(up)W(a)W(ua) = ppWp(up)W(a)paWa(ua) = Wg(up).W(a) Wa(ua)
Posons alors F le sous-Gp x G%-ensemble de 71(Q, I) engendré par I'ensemble {W(a) | o € X} :

F={gpW(a).ga | g € m(Qp,Ip), a € X, ga € m(Qa,1a)}

Ainsi M est F-gradué. Remarquons également que ¥ N7} # (), donc I'élément neutre de 71 (Q, I) appartient
a I'. Nous poserons fy = 1, (q,;) € F. D'apres la Propriété 7.3.2 et parce que A est m(Q, I)-graduée,
G, F,G4, fo graduent (B, M, A).

7.3.2 Calcul du revétement galoisien associé

Conservons dans cette sous-Section les notations et hypotheéses de la sous-Section précédente.
La Proposition qui suit établit le lien entre p: kQ/I — kQ/I et le revétement galoisien de A = kQ/I
induit par la graduation sur (B, M, A). Rappelons que p: (Q,I) — (Q,I) est le revétement universel.
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Proposition 7.3.3 Il existe un diagramme commutatif de k-catégories :

(kQ/D4(Gp, F,Ga) —= 8O/

T A

kQ/T

ot la fléche verticale est un isomorphisme et ot (kQ/I4(Gp, F,G4) est le smash-produit induit par la
graduation sur (B, M, A) introduite dans la sous-Section 7.3.1.

Nous allons démontrer la Proposition 7.3.3 en plusieurs étapes : d'abord établir I'existence d'un morphisme
naturel de groupes (Gg, F,G4) — 71(Q, I), puis montrer que ce morphisme est un isomorphisme, et enfin
montrer que cet isomorphisme est compatible avec les deux graduations de A = kQ/I (la (G, F,Ga)-
graduation et la 7 (Q, I)-graduation).

D'apres la Propriété 7.2.5 page 148 nous disposons d'un morphisme de groupes :
@: (GBaFv GA) - Wl(QvI)

tel que :
cpoda=pa:Ga=m(Qa,1a) — m(Q, 1),
“polp=ypp: Gp=m(Qp,I5) — m(Q,I),
- polp: F— m(Q,]I) est I'inclusion ensembliste.

L’isomorphisme inverse de ¢

Pour démontrer que ¢ est un isomorphisme, nous allons construire I'inverse m1(Q,I) — (Gp,F,G4) a
partir d'une application définie sur I'ensemble des promenades de @ et a valeurs dans (G, F,G4), puis en
démontrant que deux promenades ~-homotopes ont la méme image par cette application. Commencons par
introduire quelques notations. Soient :

- P I'’ensemble des promenades de @,

- P4 I'ensemble des promenades de () 4,
- Pp I'ensemble des promenades de @,
YE={al|aeX}ux.

De cette facon, tout élément de P s'écrit de facon unique comme concaténation d'éléments de P4 U P UX*.
Nous définissons alors les applications suivantes :

fBZ PB — (GB,F7GA)
v — ApoWg(y)
fA: PA — (GB,F,GA)
7 = AaoWa(y)
fr: ¥ — (Gp,F,GA)
o — (ApoW(a))"

Nous avons alors les faits suivants. lls sont conséquence directe de la multiplicativité de W, et Wy (par
rapport a la concaténation) et du fait que A4 et A sont des morphismes de groupes.

- falaa™) = fa(a=ta) =1 pour toute fleche o € (Q )1,

- flaa™t) = fg(a~ta) =1 pour toute fleche a € (Qp)1,

- fa(¥'y) = fa(¥') fa(y) pour 7,7 € Pa telles que s(7') = t(7),

~ fB(Y') = fe(?)fB(7) pour 7,7 € Pg telles que s(v') = t(7).

Puisque toute promenade v € P est produit (de maniére unique) de promenades appartenant & Py U PgUYX*,
les fonctions fa, fr, fg définissent une unique application :

f:P—(Gp,F,Ga)

vérifiant les propriétés suivantes :
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(i) fipa = fa, fips = fB €t fiz+ = fF,

(i7) f(aa™) = f(a=ta) =1 pour toute fléche o € Q1,
(iid) f(v'v) = f(¥)f(7) pour 7,7 € P telles que s(y') = t(7),
(iv) f(ex) =1 pour tout = € Qp.

La propriété suivante de f nous sera utile par la suite.

Propriété 7.3.4 f(v) = 1 pour toute promenade de T.

Preuve : Soit v une promenade de T’

(a) si ~y est une promenade de Q4 alors il existe i € {1,...,m} tel que 7 est une promenade de T%. Donc
F(7) = Aa(Wa(y)) et Wa(y) = Wi(y) =1 par construction de W et de W,

b) si v est une promenade de (Qp alors il existe j € {1,...,n} tel que v est une promenade de T%. Donc

(0) siy P jedl,..., que y P B

F(7) = Ap(Wg(7)) et Wp(v) = Wi(v) = 1 par construction de W3, et de Wi,

(c) siy = a° avec a € ¥ et ¢ € {£1} alors a € Ty. Donc f(y) = Ap(W(a))® et W(a) = 1 par
construction de W. Etant donné que fo =1, il vient f(v) = 1.

De maniére générale, v est une concaténation de promenades de T" appartenant 3 P4, Pg ou ©*. Les points
(a), (b), (c) et (i) ci-dessus montrent donc que :

f est une promenade de T = f(vy) =1

Nous pouvons a présent montrer que f passe au quotient par la relation d'homotopie ~;.

Propriété 7.3.5 Deux promenades ~p-homotopes de QQ ont la méme image par f.

Les points (i%) et (i4i) ci-dessus montrent qu'il suffit de démontrer I'implication suivante :
r est une relation minimale de I = f(u) = f(v) pour tous u,v € supp(r)

Soit 7 € I une relation minimale et soient u, v € supp(r). Posons x = s(u) et y = t(v).
1¢" cas : z,y € Ap. Alors r est une relation minimale de (Qa,I4). Puisque Wa: (Qa)1 — m1(Qa,l4) est
admissible, il vient W (u) = Wy (v). Donc :

fu) = fa(u) = XaWa(u) = AaWa(v) = fa(v) = f(v)

28Me cas : z,y € By. En remplacant A par B dans le raisonnement fait au 1¢” cas, nous obtenons de la méme

maniére f(u) = f(v).
3°me cas : x € Ag et y € By. Alors u = upaua et v = vpfva avec uy et vy (resp. up et vg) des chemins
de Q4 (resp. Qp) et «, B € X. Par définition de f nous avons donc :

f(w) = fe(up)fr(a)fa(ua) et f(v)= fo(v)fr(B)fa(va)

Par construction de fg, fr, fao nous avons donc :

f(uw) = Ap(Wg(up))Ar(W(a)Aa(Wa(ua))
= Ar(Wg(ug).W(a).Wa(ua))

Or, par définition de I'action de m1 (@5, I5) X m1(Qa,L4)° sur m1(Q, I), nous avons :
Wa(up) W(a)Wa(ua) = p(Wp(up))W(a)pa(Wa(ua))

De plus wp(Wgp(up)) = W(up) et pa(Wa(ua)) = W{(ua) d'aprés la Propriété 7.3.2 page 153. Donc
W(u) € F et f(u) = Ap(W(u)). En remplagant u par v nous obtenons de la méme maniere : W(v) € F
et f(v) = W(v). Or r € I est une relation minimale et W est une fonction de poids admissible, donc
W(u) = W(v) et f(u) = f(v).

Ainsi f(u) = f(v) quels que soient u,v € supp(r). Ceci démontre que deux promenades ~;-homotopes
ont la méme image par f. O
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D’apres la Propriété 7.3.5 page précédente nous disposons d'une application bien définie :

f: P/~ — (G, FGa)
] — f(7)

D’apres les points (iii) et (iv) ci-dessus, f définit, aprés restriction & I'ensemble des classes de ~-homotopie
des promenades de source et terminus xg, un morphisme de groupes :

92 7T1(Q,I) — (GB,EGA)
] — ()

Nous allons démontrer que 6 est I'inverse de ¢.

Propriété 7.3.6 0o = Idc, ra,)

Preuve : Par définition de ¢ et en vertu de la Propriété 7.2.5 page 148, il suffit de démontrer que fopol 4 = A 4,
fop
lambdap = A\p et @ ovarphi o Ap = Ap.

e Soit 7 une promenade de la composante connexe Q% de Q4, de source et terminus a;, de sorte que
(7)Y € m1(Qa, I4). Etant donné que ¢ o A4 = 4, nous avons :

0opora(lla) =00pa(l]a)
Or, pa([7]4) = [a,'77Va:] (par construction de ¢.4), donc :

00 poAa((]s) =0(lva, VVa,])

Or:
0(va vvas)) = FOva vvas) = FOR ) ) f (Yar)

par construction de 6 et car f est multiplicative. D'autre part, étant donné que 7, et %—il sont des promenades
de T', nous savons (d’aprés la Propriété 7.3.4 page précédente) que f(74,) = f(7,,') = 1. Donc :

0opora((]y) =F(7)

Etant donné que v € P4 (car ~y est une promenade de Q% donc de Q4) il vient, par définition de f4 :

0opora(lvla) = fa(y) = Aa(Wa(v))

Enfin, par construction de W4, nous avons W (v) = [y]#, donc :

00 pora(lrla) = Aa(l]a)

3

Cette égalité est valable pour tout i € {1,...,m, } et pour tout [v]% € m1(QY, I%) — [[ m1(@%, I), donc :
j=1

0o @ o /\A = >\A (1)
e En remplacant A par B, le raisonnement que nous venons de faire s'applique également a 6 o p o Ap,

nous obtenons ainsi :
fopolp=Ap (2)

e Soit g € F. Donc il existe ga € G4 = 71(Qa,14), g5 € G = m(@B,I5) et a € X tels que
9=95.W(a).ga = pp(98)W(a)pa(ga). Donc:
foporr(g) =00polr(vp(gn)W(a)palga))

Or:
“ Ar(pB(g)W(a)palga)) = Ar(ge-W(a).94) = Ap(9)A\r (W (a))Aa(ga),
. 9 oo )\A(gA
. 9 oo )\B(gB

) = MXa(ga) d'aprés I'égalité (1) ci-dessus,
) =

Ap(gp) d'apres I'égalité (2) ci-dessus.
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Donc :
8opolr(g) =Ap(gn) 0oporr(W(a)) palga)

Notons x la source de o et y son terminus. Donc W (a) = [, 'av.], puis, par construction de 6 et par
multiplicativité de f :

O(W (@) = (v, ) fr(@) f(72)
Etant donné que ~, et 7;1 sont des promenades de T, nous savons (d'aprés la Propriété 7.3.4 page 155) que
f(y, ') = f(72) = 1. D'autre part, par construction de fr, nous avons fr(a) = Ar(W(a)). Donc :

0opolr(g) =Ap(gB)Ar(W(a))palga) = Ar(gn-W(a).ga) = Ar(g)
Cette derniére égalité étant vraie pour tout g € F, il vient :
Bopodp=Ap (3)
Les égalités (1), (2) et (3) ci-dessus montrent que 0 o ¢ = Id(q, .G 4)- O
Nous pouvons a présent démontrer que ¢: (Gp, F,G4) — m1(Q,I) est un isomorphisme de groupes.

Proposition 7.3.7 ¢: (G, F,G4) — m(Q, I) est un isomorphisme de groupes d’inverse 6: 71(Q,I) —
(Gg,F,Ga).

Preuve : Ayant 0 o ¢ = Id (g, r r,) (d'apres la Propriété 7.3.6 page précédente) il nous suffit de démonter
que ¢ est surjectif. Rappelons que p o Ay = 4, po A = v et ¢ o Ap est I'inclusion F — m1(Q, I). Soit
[v] € m1(Q, I) (ainsi «y est une promenade de () de source et terminus xg). En particulier, [y] = W (7). Nous
savons qu'il existe des promenades v, ..., 7, appartenant & P4 U P UX™T et vérifiant I'égalité v = 7,....71.
En particulier, [y] = W(vy) = W(9;) ... W(m). Or, pour chaque i € {1,...,7} nous avons :

- si i € Pa alors W(vi) = @aWa(vi) = ¢(Aa(Wa(yi))) € Im(p),
- si i € Pp alors W(vi) = opWg(vi) = ¢(As(Wa (7)) € Im(p),
- siy € X7F, alors il existe a € ¥ ainsi que € € {£1} tels que v = a. Dans ce cas W (v;) = W(a)® =
e(Ar(W(a))) € Im(p).
Donc W (~;) € Im(p) pour tout i € {1,...,r}. Ceci montre que [y] = W(y) € Im(yp) pour tout

[v] € m(Q,I). Donc ¢ est surjective. Donc ¢: (Gp, F,G4) — G est un isomorphisme de groupes d'in-
verse 6. (|

Preuve de la Proposition 7.3.3 page 154

Rappelons que la notation yA,ch) est utilisée pour désigner les espaces de morphismes homogenes pour
la (Gp, F,G4)-graduation de A = kQ/I décrite dans la sous-Section 7.3.1. Nous utiliserons la notation
habituelle ,AY pour désigner les espaces de morphismes homogenes pour la 71 (Q, I)-graduation de A (définie
au moyen de la fonction de poids W). Rappelons également que A = kQ4/Is (resp. B = kQp/Ip) est
Gy = m(Qa,Ia)-graduée (resp. Ggp = m (@B, Ip)-graduée) au moyen de la fonction de poids W, (resp.
Wg). Rappelons enfin que (Q,f) =(Q, Dim (Q,I) et que p: (Q,f) — (@, I) est le revétement universel de
groupe 71 (Q, I).

e D'apres la Propriété 6.2.31 page 129 nous disposons d'un diagramme commutatif de k-catégories :

kQ/T = (kQ/Dim(Q, 1) (d1)
X /
kQ/I
ou la fleche horizontale est un isomorphisme.

e Soient 7,y € Ag et g € (G, F,G4).
1" cas : x,y € Ap. Alors :

Remarquons que si As(ga) = g, alors :
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- @(g) = p(Aalga)) = palga),
yAdA est |'espace vectoriel engendré par les classes module I4 de chemins de Q4 de source z, de
terminus y et de poids (selon W4) ga.
Soit g4 € )\Zl(g) et soit w un chemin de @4 de source x, de terminus y et tel que W4(u) = ga. Donc
W (1) = pa(Wa(u) = o(g) et umod I € ,AL. Ceci démontre que ;A C ALY
28me cas : x,y € By. Nous pouvons alors utiliser le raisonnement fait au premier cas en remplacant A par B.
Donc ;A € ALY
3%me cas : x € Ag et y € By. Alors :
A= P M
)
Rappelons que F C m1(Q,I) et que la F-graduation de M est deduite de la m1(Q,I) graduation de A,
autrement dit , M/ =, Al pour tout f € F. D'autre part, si f € A\.'(g) alors ¢(g9) = ¢(Ar(f)) = f par
construction de ®. Donc yAzg) C yAf(g).
e Ainsi :
(Vg € (Gp, F,Ga)) (Va,y € Ag) 4A C ,ALW (%)
Etant donné que ¢: (Gp, F,G4) — m1(Q, I) est un isomorphisme, toutes les inclusions (%) ci-dessus sont des
égalités. L'application bijective :

(Aﬁ(GB?F7GA))O - ( g I(Q ))
(,5) — (z,9(g))

définit donc un isomorphisme de k-catégories A(Gg, F, G 4) — Afim1(Q, I) de sorte que le diagramme suivant
commute :

ﬂ(GB,F GA Aﬁﬂ'l Q I) (dg)

\/

Les diagrammes (d;) et (dz) fournissent le diagramme désiré dans la Proposition 7.3.3 page 154. Cette derniére
est donc démontrée. O

7.4 Conoyau du morphisme Gy, * G4 — G

Soit A = ﬁ g} une k-catégorie de matrices triangulaires. Supposons donnée une graduation sur
(B,M, A) par Gg,F,G 4, fo. Dans la Section 7.2 (voir la Définition 7.2.3 page 148) nous avons construit
le groupe (G, F,G4) ainsi qu'un revétement galoisien de A de groupe (Gp, F,G4). Rappelons que nous
disposons de morphismes de groupes Aa: G4 — (Gg,F,Ga), \p: Gg — (G, F,G4) et d'une application
Ar: F — (Gp, F,G4) vérifiant la propriété universelle décrite dans la Propriété 7.2.5 page 148. Remarquons
que les morphismes de groupes A4 et Ap définissent un morphisme de groupes noté A :

A Gp[[Ga— (G F.Ga)

Le but de cette Section est de déterminer le conoyau du morphisme de groupes A. Remarquons que dans [3],
I. Assem, J. C. Bustamante, D. Castonguay et C. Novoa ont étudié une question similaire : en supposant que
A =k, ils ont démontré que pour une présentation admissible de A par (Q, ) (définissant une présentation
admissible de B par (Qp,I5)), le conoyau du morphisme 71(Qp, Ig) — 71 (Q,I) est libre.

Rappelons que F est un G x G%’-ensemble. Fixons des notations pour cette Section

Définition 7.4.1 Soit Fy lorbite de fo € F. Alors F\Fy est un Gp x G -ensemble. Soit alors E espace
quotient de F\Fy par laction de Gg x G%'. Le groupe libre de base E sera noté L(E).

Définition 7.4.2 Soit np: F — L(E) lapplication définie comme suit :

GpxGP.f sifé&F

(VfeF) mp(f) = {1 si f € Fy
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Remarque 7.4.3 L’application mp: F — L(E) est constante sur les orbites de F.

L’application 7w nous permet de définir un candidat pour le conoyau de A\: Gg[[Ga — (GB, F,GA).

Propriété 7.4.4 I existe un et un seul morphisme de groupes w: (Gp, F,Ga) — L(E) vérifiant :
- mo g est le morphisme trivial,
- mo A\ est le morphisme trivial,

. 7TO/\F:7TF.

Preuve : Posons m4: G4 — L(E) et mg: L(E) les morphismes triviaux.
Nous avons :

moAr(fo) =7r(fo) =1

Soient f € F, ga € G4 et gg € Gp. Donc gg.f.ga et f sont dans la méme orbite de F. D'aprés la
Remarque 7.4.3 nous avons donc 7 (gp.f.g4) = mr(f). D'autre part ma(ga) = 75(gp) = 1 donc :

78(9)7F(f)TA(94) = 7F(9B-f.94)

D’aprés la Propriété 7.2.5 page 148 nous savons donc qu'il existe un et un seul morphisme de groupes
7: (Gp, F,Ga) — L(E) vérifiant les propriétés annoncées. O

Proposition 7.4.5 Le conoyau du morphisme naturel \: Gg[[Ga — (G, F,G4) est w, c’est donc un
groupe libre de base E

Preuve : e Rappelons que A\: Gg[[Ga — (G, F,G 4) est le morphisme de groupes défini par A 4: G4 —
(Gp,F,GA) et A\p: Gg — (G, F,G4). Donc la composition mo A\: Gg[[Ga — L(E) est le morphisme
de groupes défini par :

- moda: Ga — L(E),

- moApg: Gp — L(E).
Or ces deux morphismes sont triviaux par construction de 7 (voir la Propriété 7.4.4). Donc moX: G [[Ga —
L(FE) est le morphisme trivial.

e Rappelons que E est |'espace quotient de '\ Fy pour I'action de Gp x G%. Donc si e € E, alors il existe
f € F\Fytel que e = Gp x G .f et e = p(f) = m(Ap(f)). Donc le morphisme 7: (Gg, F,Ga) — L(E)
est surjectif. C'est donc un épimorphisme.

e Soit u: (Gg, F,G4) — G un morphisme de groupes tel que uo X\: Gg[[Ga — G est le morphisme
trivial. Par construction de A, cela signifie que uoAs: G4 — G et uo Ag: Gg — G sont les morphismes
triviaux. En particulier, pour f € F, g4 € G4 et gg € G nous avons :

w(Ar(98-f.94)) = w(A(98)Ar(f)Aal(ga)) = u(Ar(f))

Donc u o Ap: F — G est une application constante sur les orbites de F'. Il existe donc une application
u: E — @G telle que le diagramme suivant commute :

e

E

la fleche horizontale étant le quotient. L'application @: E — G définit un morphisme de groupes @: L(E) — G.
Montrons que @ om: (Gg, F,Ga) — G coincide avec u. Nous avons :

- omoAy est le morphisme trivial (car mo A4 est trivial) et uo A4 est le morphisme trivial (par hypothése
sur u),

- GomoAp est le morphisme trivial (car moAp est trivial) et uo Ap est le morphisme trivial (par hypotheése
sur u),

-si f € Fy = Gp x GP.fo, alors wo Ap(f) = uo Ap(fo) =1 (la premiére égalité résulte du fait que
uwo Ap est constant sur les orbites de F' et la seconde du fait que Ap(fy) = 1). D'autre part 7(f) =1
par construction donc 4o w(f) =1 =wuo Ap(f),
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- si f € F\Fy alors 1(Ap(f)) = G x GY.f puis wom(Ap(f)) = w(Ap(f)) d'aprés la commutativité du
diagramme (d) ci-dessus.

Ceci démontre, grice a la Propriété 7.2.5 page 148 que % o m = u. Etant donné que 7 est surjectif, & est
I'unique morphisme L(E) — G vérifiant @ o m = u. Ceci démontre que 7 est le conoyau de \. |

Appliquons a présent la Proposition 7.4.5 page précédente au cas étudié dans la Section 7.3 : supposons
que A = kQ/I ot (Q,I) est un carquois lié connexe. Nous reprenons désormais les notations et hypothéses
mises en places dans la Section 7.4. Rappelons briévement celles d’entre elles que nous utiliserons :

- A=kQa/Is et B=kQp/Ip,

- X est I'ensemble des fleches de () de source un sommet de Q4 et de terminus un sommet de g,

- m(Qa,1a) (resp. m(Qp,Ip)) désigne le produit libre des groupes fondamentaux des composantes

connexes de (Qa,l4) (resp. de (@B, IB)),

- Wi Q1 — m(Q, 1) (resp. Wa: (Qa)1 — m1(Qa, 1), Wp: (Qp)1 — m1(Qp, Ip)) est une fonction de
poids admissible de (Q, I) (resp. (Qa,14), (@p5,IB)).

Nous disposons en outre de deux morphismes naturels de groupes :

pa:m(Qala) = m(Q,I) et pp: m(Qp,Ip) = m(Q,I)

de sorte que (voir la Propriété 7.3.2 page 153) :

- W(a) = ¢aWa(a) pour toute fleche o de Q 4,

- W(a) = ¢pWg(«a) pour toute fleche a de Q.
Les morphismes w4 et pp conferent a m1(Q, I) une structure de 7 (Qp, Ig) X ™ (Qa,l4)°P-ensemble et F
désigne le sous-m1(Qp, ) X m1(Qa,I4)°P-ensemble de m1(Q, I) engendré par {W(a) | a € X}. De cette

facon nous disposons d'une graduation sur (B, M, A) par m1(Qp,I5), F,m1(Qa,I4), fo = 1. Enfin nous avons
mis en évidence un isomorphisme de groupes (voir la Proposition 7.3.7 page 157) :

@ (’/Tl(QAaIA)aFa 7T1(QB7IB)) e ’/Tl(QaI)

tel que po g =pa et podp = pp.
Notons alors :

(e8,94): m(Qp, 1) [ [ m1(Qa, 1a) — m(Q, 1)

le morphisme de groupes induit par les morphismes naturels v 4: 1 (Qa,14) — T (Q,I) et op: m(QpB,I5) —
m1(Q,I). Rappelons que Fy désigne |'orbite de fo = 1 € F' sous l'action de m1(Qp,I5) X m(Qa,14)°? et
que E désigne I'espace quotient de F'\ Fy par l'action de m1(Qp,I5) X m1(Qa, L4)°?.

A I'aide de la Proposition 7.4.5 page précédente nous pouvons a présent démontrer le Corollaire suivant.
Notons que dans le cas ou @ est fini et ou A = k, ce Corollaire a déja été démontré par |. Assem, J. C. Bus-
tamante, D. Castonguay et C. Novoa dans [3]

Corollaire 7.4.6 Le conoyau de (pp,pa) est libre de base 'espace quotient de F\Fy par laction de
(@B, I5) X T1(Qa, 14)°P.

Preuve : Pour alléger le texte, nous reprenons les notations G4 = m1(Qa,Ia) et Gg = m(Qp, I). Nous
disposons du morphisme de groupes :

X Gp[[Ga— (G, F,Ga)

défini par Aa: G4 — (G, F,G4) et Ap: (G, F,Gp). D'aprés la Proposition 7.4.5 page précédente, nous
savons que le conoyau de X est libre de base £ = (F\Fy)/Gp x G%F.

Etant donné que ¢: (G, F,G4) — 71 (Q,I) est un isomorphisme de groupes, ¢ o A et \ ont le méme
conoyau. Or, par construction de A, le morphisme :

poX: Gp[[Ga— m(Q. 1)

est défini par les morphismes de groupes p o Ay = pa: G4 — m(Q,I) et po A = pp: Gg — m(Q, ).
Donc po A = (¢B,pa). Le Corollaire est ainsi démontré. O
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Revétements galoisiens et groupe fondamental d’algébres de dimension finie

Résumé : Cette thése est consacrée a I'étude des revétements galoisiens et a la recherche du revétement
universel et du groupe fondamental pour les algébres de dimension finie, connexes et basiques sur un corps
algébriquement clos. Pour ce faire, nous partons d'une construction déja existante : le groupe fondamental
associé a toute présentation d'une telle algébre A par son carquois ordinaire () et des relations admissibles.
Nous commencons par comparer les différentes présentations de A. Les automorphismes de I'algébre kQ des
chemins de () permettent de relier deux présentations de A et parmi ceux-la, nous distinguons les dilatations et
les transvections : elles engendrent le groupe des automorphismes de k@), en outre, les groupes fondamentaux
de deux présentations de A reliées par une dilatation ou une transvection sont liés entre eux par un passage au
quotient. Ceci permet d'exhiber un groupe fondamental pour A lorsque le corps de base est de caractéristique
nulle et lorsque @ n'a pas de double raccourci. Ces raisonnements se transposent a I'étude des revétements
galoisiens de A, puisqu’'a chaque présentation de A est associé un revétement galoisien de A et de groupe le
groupe fondamental de la présentation. Ainsi, sous les hypothéses précédentes fournissant le groupe fonda-
mental de A, un revétement universel de A existe. Ce dernier résultat est également démontré pour un corps
de caractéristique quelconque, lorsque A est monomiale et lorsque @ n'a ni fleches multiples ni cycle orienté
tout en admettant d'éventuels double raccourcis.

Galois coverings and fundamental group of finite dimensional algebras

Summary : This thesis is devoted to the study of the Galois coverings of finite dimensional algebras. In
particular, it investigates the existence of a universal cover and a fundamental group for finite dimensional
connected and basic algebras over an algebraically closed field. For this purpose, we start from an already
existing notion : the fundamental group associated with any presentation of such an algebra A by its ordinary
quiver (@ and admissible relations. We first compare the different presentations of A. The automorphisms of
the path algebra kQ allow one to link two arbitrary presentations of A. Among these automorphisms, we
distinguish the dilatations and the transvections : they generate the group of automorphisms of k@), moreover,
the fundemantal groups of two presentations of A linked by a transvection or a dilatation are related by a
quotient relation. These properties allow us to exhibit a fundamental group for A when the ground field has
characteristic zero and when ) has no double bypass. These considerations can be translated in terms of
Galois coverings since any presentation gives rise to a Galois covering with group the fundamental group of
the presentation. Hence, under the above hypotheses granting a fundamental group, A admits a universal
cover. This last result is extended to the case where A is monomial, @) has no oriented cycles and no multiple
arrows (but may have double bypasses) and where the ground field may have any characteristic.

mots-clés : algebre de dimension finie, algébre monomiale, algébre triangulaire, extension d'algébre, exten-
sion ponctuelle, revétement, foncteur couvrant, revétement galoisien, groupe fondamental, revétement univer-
sel, carquois, présentation admissible, transvection, dilatation, carquois lié, raccourci, double raccourci, cycle
orienté, fleches multiples, cohomologie de Hochschild.
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