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CHAPITRE 1

Introduction

Nous allons nous intéresser aux multiplicateurs, i.e les opérateurs sur des espaces
de Banach de fonctions sur un groupe localement compact abélien (LCA) qui com-
mutent avec les translations. Nous avons pu traiter ce probléme dans un cadre trés
général, mais le point de départ de la thése était ’étude des opérateurs de Wiener-
Hopf. A Torigine, on s’est proposé de démontrer qu'un opérateur de Wiener-Hopf
sur un espace a poids LZ(R™) posséde un symbole. Plus précisément, on dit que &
est un poids sur R si ¢ est une fonction mesurable, strictement positive sur R
vérifiant les propriétés suivantes :

~ J
(1.1) ot (z) = sup essy>o% < 00, pour z > 0,
o I(y)
1.2 0t (x) = —
(1.2) (x) = sup essyzoa(y ) < 400, pour z < 0
et on pose

+0o0
LE(RY) = {f mesurable sur R" | /0 |f(z)]26(z)?dx < +oo}.

Soit
Pt L}

loc

R) — L,

ZOC(R+)
lopérateur défini par la formule : P*f(z) = f(z), p.p.- x > 0 et Pt f(xz) =0, pour

x < 0. Un opérateur T borné sur L3(R") est appelé opérateur de Wiener-Hopf si
PYS_,TS.f =Tf, Ya e R", Vf € L;(R"),

ou S, désigne 'opérateur défini sur L] (R) par S,f(z) = f(z — a), p.p.. On note
W;s Pespace des opérateurs de Wiener-Hopf sur L2(R™) et on note C°(R™) lespace
des fonctions de classe C*° a support dans R*. Il est bien connu (cf. [17]) que pour

tout T' € W, il existe une distribution pur telle que

(1.3) Tf =P (ur* f), pour f € C°(RY).
3



De plus, il existe une fonction h € L>(R), appelée le symbole de T', telle que
(1.4) Tf = PtF 1 (hf), pour f € L*(RT).

On s’est fixé comme premier objectif de généraliser (1.3) et (1.4) pour 7" € W, ou
d vérifie (1.5). Le probléme était similaire au probléme de I'existence du symbole
d’un multiplicateur sur un espace a poids L2 (R), qui était aussi un probléme ouvert.
Dans la premiére partie du Chapitre 2, nous traitons d’abord ce dernier probléme.
On appelle poids sur R toute application mesurable, strictement positive sur R
vérifiant la condition suivante :

w(z +1t)

w(x)

Soit L2 (R) I’espace vectoriel des fonctions f mesurables sur R telles que

/ ()2 (2)2dz < +o0.
R
Pour a € R, on définit sur L2 (R) Popérateur de translation S, par la formule :

(Saw f)(x) = f(x —a) pp.

(1.5) O(t) := sup ess,er < +00, pourtoutt € R.

On a
w(z + a)
w(x)

et grace a I’hypothése (1.5), I'opérateur S, est borné. On note M, 'ensemble

(1-6) ||Sa,wH = Sup €SS zeRr

des multiplicateurs sur L2 (R), c’est-a-dire 'ensemble des opérateurs bornés, qui
commutent avec S, pour tout a € R. L’algébre M des multiplicateurs sur L?(R)
est bien connue (|18, [22]) : si M € M, il existe h € L*(R) tel que

(1.7) Mf =hf, Vf € L*(R).

La fonction h est appelée le symbole de M. Nous généralisons ce résultat pour tout
espace a poids. Nous nous sommes inspirés de résultats analogues dans le cas discret.
Plus précisément, Shields montre dans [33| que tout multiplicateur sur
12(Z) = {v = (Vn)nez | Z [v,[20?(n) < —l—oo}
nez

est associé & une fonction holomorphe bornée sur

1
2€C|——= <z <p5)},
{ | p(571) <
S désignant le shift sur [2(Z). Le cas ol ﬁ = p(S) semble n’avoir été traité

que trés récemment par Esterle dans [10]. Dans la premiére partie du Chapitre 2,
4



nous établissons un résultat analogue a (1.7) pour tout multiplicateur sur L?(R),
pour tous les poids w vérifiant seulement I’hypothése (1.5). En tenant compte des
similitudes entre les opérateurs de Wiener-Hopf et les multiplicateurs, il est naturel
de conjecturer que tout opérateur de Wiener-Hopf admet une représentation ana-
logue & (1.4). Tl est bien connu que tout opérateur de Wiener-Hopf sur L*(R™) est
déterminé par PTM, o M est un multiplicateur sur L?(R) ([17]) et dans ce cas
(1.3) et (1.4) sont des conséquences immédiates des résultats sur les multiplicateurs.
Nous n’avons pas pu déterminer si tout opérateur de Wiener-Hopf sur LZ(R™) est
la restriction & L2(R*) d’un multiplicateur sur L2 (RR), o w est un poids sur R bien
choisi, tel que w|g+ = 4. Néanmoins les méthodes développées pour les multiplica-
teurs sur les espaces a poids, adaptées avec quelques modifications a la situation des
opérateurs de Wiener-Hopf, nous ont permis de résoudre le probléme que 1’on s’était
initialement proposé de traiter. Plus précisément on obtient le résultat suivant.

THEOREME 1.1. Soient § un poids sur R et T' € W;. Alors
1) Pour tout a € Js, on a (Tf), € L*(RT), pour f € C*(R").
2) Pour tout a € Js il existe une fonction v, € L>*(R) telle que

(Tf)a= P+.7:_1(Va(/fﬁ), pour f € C°(RT).
3) De plus, siry <ry, il existe une fonction v € Hoo(é(;) telle que pour tout a € j(;
v(z +ia) = vy(z), p.psurRT
et |V]loo < e[ T.

Ici on utilise les notations suivantes :
(fa(x) = f(x)e ", p.p., Vf € LERY), Va € R,

+— lim 6+(n)w. r- = lim 0+(—n) =
T —HETwé (n)n, r; _nl—lglooé (—n)~n,

Js = [nry,Inrf], Qs :={2 € C| Imz € Js},

2 —_—
cs = exp/ 21Indt(u)du.
1

Nous nous sommes ensuite proposé de revenir au probléme de I’existence du
symbole d’'un multiplicateur sur un espace de Banach de fonctions définies non plus
sur R, mais sur un groupe LCA. Ce probléme étant beaucoup plus général que le
probléme traité dans le Chapitre 2, nous nous sommes d’abord penchés sur le cas
du groupe Z. Soit

S :C%3 (2(n))nez — (x(n —1))nez.
5



Dans le Chapitre 3, nous considérons les espaces de Banach E de suites sur Z, véri-
fiant les propriétés suivantes :

(H1) L’ensemble F(Z) des suites finies sur Z est dense dans E et pour tout
n € Z, la fonction

Pn i x — x(n)

est continue de E dans C.
(H2) Ona S(E)C Eou SYE)CE.

(H3) On a v, (E) C E,Vz € T et sup, ¢ |[1:]| < +00, ol 'opérateur ¢, est défini
par la formule v, (a)(n) = a(n)z" Vn € Z.

Dans la suite nous désignons par spec(S) le spectre de 'opérateur S & domaine
F(Z) dense dans E. Nous associons a tout multiplicateur sur £ une fonction es-

sentiellement bornée sur spec(S) et qui est de plus holomorphe sur spec(S), si
spec(S) # (). Pour tout k € Z, nous appelons e, la suite sur Z, dont tous les coeffi-
cients sont nuls a I’exeption de ey (k) qui est égal & 1. On a pour tout M € M(E),
(1.8) Ma = ax M(eg), Ya € F(Z).

On note M la suite M (e0). On peut associer a chaque multiplicateur une série de
Laurent formelle M définie par la formule

M(z) =Y M(n)z", ¥z € C.
nez
A tout a € E, on peut aussi associer une série formelle en posant
a(z) = Za(n)z”, vz e C.
nez

La propriété (1.8) entraine au sens formel
Ma(z) = M(2)a(z), Vz € C.

Notons C,. = {z € C | |z| = r}, pour r > 0. Nous démontrons dans le Chapitre 3 le

théoréme suivant.

THEOREME 1.2. Soit ¥ un espace de Banach de suites sur 7. vérifiant les hypo-
theses (H1) et (H3). De plus on suppose les opérateurs S et S~ sont bornés sur E.
6



1) Nous avons spec(S) = {ﬁ < 7| < p(S)}.
2) Soit M € M(E). Pour r > 0 tel que C, C spec(S), M € L>(C,) et on a
M) < M), .. sur . O

3) Sip(S) > ﬁ, M est holomorphe sur spec(S).

Ainsi nous généralisons le résultat de Shields [33]. Nous allons aussi démontrer
dans le Chapitre 3 que si F est un espace de Banach vérifiant les conditions (H1),
(H2) et (H3) le Théoréme 1.2 reste valable. Dans ce cas nous verrons que si S est
borné et S~! n’est pas borné, on a p(S™!) = +00. De méme si S~! est borné et S
n’est pas borné, on a p(S) = +oo. Nous remarquerons que si les opérateurs S et S~!
ne sont pas bornés sur F, le Théoréme 1.2 n’est pas valable en général. Les méthodes
employées dans le cas des multiplicateurs servent aussi & associer dans le Chapitre
3 & tout opérateur de Toeplitz un symbole. Dans le Chapitre 4, nous considérons la
situation générale ou G est un groupe LCA. On note G le groupe dual de G. Pour
r € G, soit S, Popérateur défini sur L] (G) par

loc

Saf(y) = fly — ), pp.
Pour x € @, on note I'y, I'opérateur
Llloc(G> > f - Xf

Nous allons considérer des espaces de Banach E satisfaisant les conditions suivantes :

(H1) C.(G) C E C L;,.(G), les deux inclusions étant continues, et C.(G) est

loc

dense dans E.

(H2) Pour tout = € G, S.(E) C E et sup,cx ||S:]| < 400, pour tout compact
K caG.

(H3) Pour tout y € G, I'\(E) C E et sup, g [ITy[| < +o0.

Les hypothéses ci-dessus ont été suggérées par les conditions posées dans le cas
de Z, mais on demande ici que toutes les translations soient bornées sur E. On
appelle multiplicateur sur £ tout opérateur borné

M:F—F
7



tel que
SeM = MS,, Vx € G.

L’algébre des multiplicateurs sur E sera notée M(E). Soit G le groupe des mor-
phismes continus de G dans C* et soit G+ le groupe des morphismes continus de GG
dans R* On munit G de la topologle de la convergence uniforme sur tout compact.
On va rechercher un sous-ensemble G 1 5 de G tel que pour tout M € M(E ) et pour
tout f € C.(G) la fonction (M f)6~' appartienne & L2(G), pour tout 6 € Gp. Ceci
permettra de définir de maniére naturelle la “transformée de Fourier généralisée” de
MF sur Gp. En tenant compte des arguments de [28] et [26], un candidat naturel
est ’ensemble

Ge={0€C1| [ 10 @as| < 11,1, vF € (@)},
ot My € M(FE) est I'opérateur de convolution
E>g— fxg.

Notons A(E) 'algébre fermée engendrée par les opérateurs My, avec f € C.(G)
et B(FE) l'algébre fermée engendrée par les translations. Dans le Chapitre 4, nous
verrons que ’ensemble G est isomorphe & ’ensemble non vide des caractéres de
l’algébre A(FE). On pose
Il est facile de remarquer que -

Gp = GLG.
Soit U un ouvert de C?. Une fonction

I:Us\—TII(\)eq

est dite analytique sur U, si pour tout x € GG, la fonction

UsX—TIN)(z)eC

est analytique sur U. On note d la mesure discréte sur G. Nous obtenons le résultat

suivant.

THEOREME 1.3. Soit E un espace de Banach vérifiant les hypothéses (H1), (H2)
et (H3).
i) Soient M € M(E) et § € Gp. Pour tout f € C.(G), (Mf)0~' € L2(G). Posons
pour tout 6 € G}, et pour presque tout y € @,

MF(5x) = (M) (x).
8



1l eziste une fonction hy € Loo(é\;ﬂ, d®m) telle que

(Mf)=hyf, Vf € Ce(G)
et ||harlloo < ClIM||, 0ot C est une constante ne dépendant pas de M.
i1) Soit U un ouvert de CP. Soit 11 : U — évE une fonction analytique. Il existe
une fonction Hyqr € LOO(@,H‘X’(U)) telle que pour tout A € U pour presque tout
x €@,
MF () = Hun()WF ()Y ), Vf € Co(G).

Dans le Chapitre 4, nous verrons que G} est log-convexe et compact. Nous
remarquons aussi que

Gp C{0€G, 07" ()] < p(S.), Vo € G}.
Si G est un groupe discret ou un groupe compact nous verrons que
Gp={0€G, 107" (x)] < p(S,), Vo € G}.

Nous conjecturons que la caractérisation précédente est valable pour tout groupe
LCA. Dans les trois chapitres nous approximons un multiplicateur pour la topologie
forte des opérateurs par une suite ou par une suite généralisée d’opérateurs de convo-
lutions par des fonctions continues a support compact. Mais les méthodes employées
ensuite dans le cas d’'un groupe LCA général sont trés différentes de celles utilisées
dans le Chapitre 2. En effet dans le Chapitre 2, nous nous servons d’une méthode
constructive, alors que dans le Chapitre 4, nous utilisons les caractéres des algébres
A(E) et B(F) et des propriétés des algébres de Banach et nous faisons largement
usage de ’axiome du choix, ce qui permet en particulier de traiter les groupes LCA

non o-compacts.






CHAPITRE 2

Symbole d’un opérateur de Wiener-Hopf sur L3(R")

1. Introduction

Dans ce chapitre on expose les résultats démontrés dans [28] et |29]. On appellera
poids sur R toute application mesurable, strictement positive sur R vérifiant la
condition suivante :

w(z +1)

w(x)

Soit L2 (R) I’espace vectoriel des fonctions f mesurables sur R telles que

/R|f(x)|2w(x)2dx < 400.

(2.1) W(t) := sup essyer < 400, pourtoutt € R.

On munit L2 (R) de la structure Hilbertienne associée au produit scalaire

< fg =< fig Su= / F(2)g(2)w(z)dz,

de sorte que I’espace C'°(R) des fonctions de classe C'™ et & support compact est
dense dans L2 (R). Pour a € R, on définit sur L2 (R) I'opérateur de translation S, ,
par la formule : (S, f)(z) = f(x —a) p.p- On a
w(x + a)

w(x)

et grace a ’hypothése (2.1), 'opérateur S, est borné. On note M, 'ensemble des

(2.2) | Sawll = sup ess zer

multiplicateurs sur L2 (R), c’est-a-dire I'ensemble des opérateurs M € B(L2(R)), qui
commutent avec S, pour tout a € R, B(X) désignant ’ensemble des opérateurs
bornés sur un espace de Banach X. L’algébre M des multiplicateurs sur L?(R) est
bien connue ([18], [22]) : si M € M, il existe h € L>(RR) tel que

(2.3) Mf = hf, Vf € I*(R),

f désignant la transformée de Fourier d’une fonction f € L*(R). La fonction h est
appelée le symbole de M. Réciproquement, la formule (2.3) associe & toute fonction
11



h € L*(R) un multiplicateur sur L?*(R). Des résultats analogues sur l'existence
du symbole d’un multiplicateur sont connus dans le cas discret. Plus précisément,
Shields montre dans [33] que tout multiplicateur sur

2(Z) = {v = (w)ez | 3 loal?0*(n) < +00}

nez
est associé a une fonction holomorphe bornée sur
1
{z € Cl === <zl < p(9)},
p(S71)

S désignant le shift sur I7(Z). Le cas ol ;g = p(S) ne semble avoir été traité que
trés récemment par Esterle dans [10]. Dans le cas continu des études approfondies
du symbole d’un multiplicateur sur L2 (R) ont été faites pour w un poids particulier
fixé (cf. [35] et |34]). Cependant, l'existence du symbole d’un opérateur de M,
semble ne pas avoir été étudiée pour un poids quelconque. On se propose d’établir
un résultat analogue a (2.3) pour tout multiplicateur sur L2 (R), pour tous les w
vérifiant seulement 1’hypothése (2.1). Etant donnés les résultats de [33] et [10], il

est naturel de considérer la bande
A,={2€C|InR, <Imz<IR}'},

ou
RY = lim G(x)> = lim_[|(S1.0)"]" = p(S1)

et

1 1 1
1 S(—p)E = S 1) T = ——.
» xffoo”( ) n_l)ffooH( 10)" | (S 1)

Soit M € M,. Pour a € R et f € L2(R), on définit la fonction

(fla: t — e f(2).

On va montrer que pour a € I, ;= [In R, In R} ] et f € C°(R), la fonction (M f),
appartient a L%(R) et qu’il existe v, € L>°(R) tel que

L —— —_

(M [a(@) = va(@)(f)alz) P-P-
et
3
valle < CL 7Y, €= exp( [ 2mity)dy)
2
Ceci est une généralisation directe & M, du résultat (2.3) concernant M si

R, <1< R!.
12



De plus, quand R, < R}, la fonction
v:z=a+1ir — v,(2)

est holomorphe sur fiw. Nous reprenons ici certaines méthodes de [10] et [33], mais
le cas continu présente de sérieuses difficultés supplémentaires par rapport au cas
discret. En effet, si w est un poids quelconque, il n’est pas du tout évident que
(]\//[f\)a € S(R), pour M € M,,, a € I, et f € C=(R). Nous traitons en premier
le cas des opérateurs de convolution avec une fonction de C2°(R). Tout d’abord,
dans la partie 2 de ce chapitre, nous nous ramenons au cas d’un poids continu, qui
vérifie des propriétés supplémentaires. Dans la partie 3, on démontre que pour tout
M € M,, il existe une suite (¢, )neny C CZ(R) telle que M est la limite pour la
topologie forte des opérateurs de la suite (My, Jnen, 00 My, : f — f % ¢, est le
multiplicateur sur L2 (R) associé & ¢,. De plus, nous disposons d’un contréle sur la
norme de M, . Puis, dans la section 4, grace & plusieurs lemmes techniques, nous

montrons que
6(a)] < ||Tsll, V6 € CZ(R), Va € A,

Nous déduisons de ces résultats, a la section 5, le théoréme concernant les multipli-
cateurs sur L2 (R) énoncé ci-dessous.

THEOREME 2.1. Soit w un poids sur R et soit M € M,,.
1) Ona (Mf), € L*(R), pour f € C*(R) et a € I,.
2) Pour a € 1, il existe une fonction v, € L>(R) telle que

(M [)a(x) = va(x)(fa(z), Vf € CZ(R), p.p.
De plus, on a ||Va||oo < C, || M]], Va € 1,.
3) Si R, < R}, il existe une fonction v € H*(A,) telle que :

()

Mf=vf, Vf € CX(R),

ot ]\/47(:13 +ia) = (]\/[/f\)a(x) pour a € Iow, f € C2(R).
4) spec(S,) ={2 € C| R, <|z| < R}

Dans ce chapitre nous allons étudier aussi un probléme assez similaire. On dira
que  est un poids sur Rt = [0,00[ si 0 est une fonction mesurable, strictement
positive sur RT vérifiant les propriétés suivantes :

Sz +y)
o(y)

13
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(2.5) 0 < sup essy>o , pour < 400 x < 0.

6(y)
o(y — x)
Notre objectif est de démontrer un théoréme de représentation pour les opérateurs
de Wiener-Hopf sur I’espace

“+oo
Li(RY) = {f mesurable sur R | / |f(z)?0(x)*dx < —l—oo}.
0

Il est clair que 'espace L3(R™) est un espace de Hilbert si on le munit de la forme
sesquilinéaire définie par la formule

< fog>=<f,g>;= . f(2)g(z)0(x)?dz, Vf € L3(RT), Vg € L3(R).
R
On définit, pour a > 0,
Uus : L3(RT) — L3(RT)
par la formule :
Ussf(z) = f(x —a), pppourx > a, U,sf(x) =0, pour 0 <z < a.
On définit, pour a > 0,
Vos: LART) — LZ(RT)
par la formule :
Vosf(z) = f(z + a), p.p. pour x > 0.
Posons
6 (a) = ||Uasll, Ya =0

et
dt(a) = ||V_usll, Ya < 0.
Quand il n’y a pas de risque de confusion, nous écrirons U, (resp. V;) au lieu de U, s
(resp. Vo5 et U (resp. V) au lieu de Uy (resp. V;). On définit
Pt Llloc(R) - Llloc(R+)
par la formule : P* f(z) = f(z), p.p. © > 0 et P*f(z) = 0, pour x < 0. et on définit
P~ Llloc(R) - Ll (]R_)

loc

par la formule : P~ f(z) = f(x), p.p. x < 0et P~ f(z) =0, pour z > 0.

DEFINITION 2.1. Un opérateur T € B(L3(R™)) est appelé opérateur de Wiener-
Hopf si
V.TU.f =Tf, Va € R, Vf € L3(RT).
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On note W; l'espace des opérateurs de Wiener-Hopf sur LZ(R™) et on note
C>®(R*) T'espace des fonctions de C'°(R) a support dans RT. Le cas § = 1 est
bien connu (cf. [17]). En effet, pour tout 7" € W7, il existe une distribution ur telle
que

(2.6) Tf = PHur + f), pour f € C¥(RY).
De plus, il existe une function h € L>(R), appelée le symbole de T, telle que
(2.7) Tf = Pr*F Y (hf), pour f € L*(R").

Nous allons généraliser les résultats (2.6) et (2.7) pour T € W, ou § vérifie (2.1).
En tenant compte des similitudes entre les opérateurs de Wiener-Hopf et les multi-
plicateurs, il est naturel de conjecturer que tout opérateur de Wiener-Hopf admet
une représentation analogue & (2.7). Tout opérateur de Wiener-Hopf sur L?(R™) est
déterminé par PT™M, out M est un multiplicateur sur L*(R) ( [17]) et dans ce cas
(2.6) et (2.7) sont des conséquences immédiates des résultats sur les multiplicateurs.
Par contre, on ne sait pas si tout opérateur de Wiener-Hopf sur L3(R™) est la res-
triction & L2(R™) d’un multiplicateur sur L2 (R), ot w est un poids sur R bien choisi,
tel que w|g+ = 0. Néanmoins les méthodes développées pour les multiplicateurs sur
les espaces a poids peuvent étre adaptées avec quelques modifications a la situation
des opérateurs de Wiener-Hopf. Nous détaillerons les étapes du raisonnement qui
différent. Nous obtenons le résultat ci-dessous.
Posons

+— lim 6t(n)w. r- = lim 0+(—n) =
T —HETwé (n)=, r; _nl—lglooé (—n)~n,

Js:=[nry,Inrf], Qs :={2 € C| Imz € Js},
2 —_—
cs = exp/ 21Indt(u)du.
1

THEOREME 2.2. Soient § un poids sur R et T' € W;. Alors
1) Pour tout a € Js, on a (Tf), € L*(RT), pour f € C*(R").
2) Pour tout a € Js il existe une fonction v, € L>(R) telle que

(Tf)a = PYF ™ (va(f)a), pour f € CZ(RY).
3) De plus, siry <y, il existe une fonction v € Hoo(dg) telle que pour tout a € j(;
v(z +ia) = ve(z), p.psurRT

et |[vlloo < sl T
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2. Symbole d’un multiplicateur sur L?(R)

2.1. Exemples. Nous allons donner quelques exemples de poids sur R.

Exemple 1. Soit w(z) = 1, pour z < 0 et w(x) = €”, sinon. Alors on a
|Saw| = €%, VYa € R.

Il est clair que w vérifie (2.1), R =eet R, =1.Ici,on a R, > R}, .

Exemple 2. Soit w(x) = €%, pour tout x € R. On a ||S, .| = €* < +o0, pour
tout a € R. On remarque que R} = R, =e.

Exemple 3. Soit w(z) = e, pour tout = € R. On a ||S,.|| = +0oo, pour tout
a # 0. La fonction w ne vérifie pas la condition (2.1). Cependant, dans l’espace
L2(R) tous les multiplicateurs sont triviaux, i.e. égaux a une constante fois I'iden-
titée (cf. [24]).

2.2. Préliminaires. Dans cette section, on montre que tout poids w est en fait
équivalent & un poids wy qui vérifie de bonnes propriétés de régularité. Dans ce but,
nous reprenons ici des arguments développés par Beurling et Malliavin dans [4].
Posons

(@) = In(w(z)) p.p.
et soit
b(t) := supessger |y(z +t) —y(z)|, Vt€R.
D’aprés (2.1), on a b(t) < +oo, pour tout ¢ € R. La fonction b est paire et sous-
additive. De plus, elle est mesurable. Comme I'union des ensembles

E,={teR|b(t) <n}

est R, la mesure de FE,, est strictement positive pour n assez grand. Soit M > 0 tel
que

E={tcR|bt) < M)}
16



est de mesure non nulle. Quitte & réduire E, on peut supposer que la mesure de
E est finie. On pose g(x) = xg * x_g(z), pour tout € R, ot xx est la fonction
caractéristique de E. Le support de g est contenu dans

Ei={teR|t=t —ty, t; € E, t, € E}.

La fonction g est continue car c’est la convolée d’une fonction de L'(R) avec une
fonction de L*(R). Comme ¢(0) est égal a la mesure de F, qui est strictement
positive, g est strictement positive sur un voisinage de 0 et £ contient un intervalle
ouvert non vide. Comme b est sous-additive, on a pour tout compact K de R

(2.8) sup b(z) < +o0.
zeK

Posons My = sup,¢(_1 1) b(z). On fixe a > 0. On va montrer que
SUP €8Sze[—q,q] |7(T)] < F00.
Soit M, tel que |b(t)] < M, pour tout ¢ € [—2a, 2a]. Soit

J, = {(x,t) € [—a,a] x [~2a,2d] | |7(z +1) — 4(z)] > Ma}.

On a ffga <ffa XJa dx) dt = 0 et d’apreés le théoréme de Fubini on obtient

/a</2aXJadt> dz = 0.
—a N -2a

Cela implique que pour presque tout = € [—a,al, on a |y(z +t) —y(z)| < M,, pour
presque tout t € [—2a, 2a]. On fixe zg € [—a, a] pour lequel on a

V(o + 1) — (o) < M,
pour presque tout ¢ € [—2a, 2a] et on obtient
[v(@o + 1) < Ma + (o),

pour presque tout ¢ € [—2a,2a]. Ainsi, on a |y(z)| < |y(xo)| + M,, pour presque
tout z € [—a, a]. Cela implique que =y est localement intégrable. On peut définir un
poids wy, par la formule :

1

(2.9) o) = exp( [

_1
2

Yz + ) du), Vz € R.
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Le poids wy est continu. On pose vy(z) = In(wy(z)). La fonction 7y est liptchitzienne.
En effet, pour tout x € R on a

et

De plus, on a

T+t
Yo(x + 1) — y(z) = / Yo' (u) du, pour tout x € R, pour tout ¢t € R,

car v est absolument continue. Comme
sup ess;er |70’ ()| = b(1) < My,
on obtient
(2.10) Ivo(z +1t) —v(z)| < Molt], Vz € R, Vt € R.
De plus, on a

Jo(y) = sup exp (o(z +y) — Y0(x)) < eMolyl. Yy € R,
T€R

d’aprés (2.10). Ainsi, pour tout K compact de R on a :

(2.11) sup Wo(y) < 400
yeK

et le poids wy vérifie la propriété :

(2.12) lim sup wy(y) = 1.

noreo <l

De plus, le poids wq est équivalent au poids w. En effet, on a

wol) = exp </_; Yz +u) — v(ac)du)

w(x)

De méme, on a




Posons 3, = sup ess;cr “:f(%). On a

(NI

8, = exp / sup essyer (1(z + u) — 7(z)) du

1
2

= exp/2 Ino(u) du.

(NI

On remarque que

SUp €SS,cr w(z) = exp /2 Ino(—u)du = f,

wo(x)

1
2

et on a
Bt w(z) < wolr) < By w(x) pp.

Comme le poids w est équivalent & un poids continu, w vérifie la propriété suivante :
(2.13) 0 < infessyex w(y) < supessyex w(y) < +oo, pour tout K compact de R.
De plus, d’aprés (2.11), on obtient :

(2.14) supw(y) < 400, pour tout K compact de R.
yeK

L’équivalence entre w et wy implique que L2 (R) = L2 (R). Pour T € B,, = B(L2(R)),
on note

|7 f 1.
jerz®), f20 |1fllo

I f e

1T 5. = -
rerz @), 120 [1fllwo

et |Tp., =

Si aucune confusion n’est possible, la norme de T sera notée ||7’||. On remarque que

Ao 1T N5, < NIT sy < B 1Tl
Cela implique
RY = R'

w wo?

R, = R,

et les bandes A, et A,, associées aux poids w et w, sont égales.

Pour démontrer I’existence du symbole d’un opérateur de M., on peut donc sans
perte de généralité supposer que w est continu.
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2.3. Approximation d’un multiplicateur sur L2(R). Nous allons mainte-
nant approximer un multiplicateur de L2 (R) par une suite d’opérateurs de convolu-
tion avec des fonctions de C2°(R). Pour K C R compact on pose

Ck(R)={f € C>(R)| supp f C K}.
Soit
H'R)={f e L*R)| f € L*(R)},

la dérivée étant calculée au sens des distributions. Soit w un poids sur R. On pose

* _ 1 X
w*(z) = o) Ve e R

et
F.9) = o9l = / f(2)g(~x)d,

pour f € L2(R) et g € L2.(R). Les deux lemmes suivants sont connus (cf. [24]),
mais nous allons donner leurs preuves car nous utiliserons ultérieurement les mémes
arguments.

LEMME 2.1. Soit w un poids sur R. Soient M € M, et f € C°(R). Alors M(f')
est la dérivée de M(f) au sens des distributions.

Preuve. Soit (h,),en une suite réelle qui converge vers 0 et soit f dans C°(R).

Alors on a
(S—hnf)glx) - f(ﬂf) . f’(l’)‘ S 2||f/Hooa Vn c N.
Par convergence dominée, on obtient
. S—hnf - f ! _
nl—l>r—iI-100H L=
et cela entraine (S f) — M
. —hn _ i / —
nETooH hon M|, =0

Comme M est un multiplicateur,

+o0 _ 2

converge vers M (f') dans L?

loc

M f au sens des distributions est M (f"). O

et w (R). On en déduit que la dérivée de

LEMME 2.2. Soit w un poids sur R. Pour tout M € M,,, il existe une distribution
pn d’ordre 1, telle que M f = up  f, pour f € CP(R).
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Preuve. Nous reprenons le schéma utilisé par Hormander (cf.[18]) dans le cas
d’un multiplicateur sur L?(R). Soit B la boule unité de R. Soit g une fonction de
classe C', égale & 1 au voisinage de 0 et a support dans B. Si f € C°(R), on a
gM f € HY(R). Donc gM f est égale p.p. a4 une fonction continue et on peut définir
(M f)(0) comme la valeur de gM f en 0. Soit uy; Papplication sur C2°(R) définie par
(uar, f) = (M£)(0), ou f(z) = f(—x). Nous allons démontrer que I’application i),
est une distribution. On va appliquer le lemme de Sobolev (cf.[31], p.186) a gM f.
Nous avons

(MO = [gMHO)] < Co(lgM llzzm + IoMFY |23 )

ol Cy > 0 ne dépend pas de f. Cela montre qu’il existe une constante C' telle que :
1 5 1
oo zo(([ p@pis) + ([ 0y @r)’)
lz[<1 lz]<1

et avec une autre constante C' > 0 on obtient, grace a (2.13) :
(M) < C(IM L+ 1M e) < CIMI (7L + 1))
Soit K un compact de R. Si f € C°(R) on a :
(M )O)] < CU) (Il + 17 1)

ou C(K) ne dépend que de K et donc l'application py - f — (M [f)(0) est une

distribution. On a :

(Mf)(y) = S—y(Mf)(0) = (MS_,)(f)(0)
=< g, f(y — ) >, Vf € C(R), Vy € R.
On conclut que
Mf=uyx*f,VfeCR). O
On dira que M € M, est a support compact quand la distribution pu;; associée a
M est a support compact.

DEFINITION 2.2. Soit M € M, a support compact. On appellera symbole de M
la fonction fip; définie sur C par :

~ —is:c)

fna(s) = (s e
Le symbole de S; est ,(s) = e~i**. Si ¢ € C(R), le symbole de M, est ¢.

On déduit du Lemme 2.2 le résultat (certainement bien connu) suivant.
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COROLLAIRE 2.1. Soit w un poids sur R. L’algébre M, est commutative.
Preuve. Pour M € B(L?(R)), on note M* I'opérateur sur L2.(R) tel que
[Mf,h] = [f, M*h], ¥Vf € L3(R), Vh € L2.(R).
Pour M € M,,, f et he€ C>(R), on a
(ar * f) s o= fx (par = h).
Cela entraine :
(M f,h] = ((uar * f) * h)(0) = (f * (uar % 0))(0) = [f, Mh]

et M f = M*f, pour tout f € C°(R). Soit U € M,,. Alors on a

[UMf,h] = [Mf,Uh] = [M*f,Uh] = [f, MUR|, Vf € C*(R), Vh € CZ(R).

Donc (MU)h = (UM)*h = (UM)h, Yh € C*(R) et MU = UM pour tout M et
tout U dans M,,. O

PROPOSITION 2.1. Soient w un poids sur R et M € M,,. Alors il existe une
suite (Y )nen de multiplicateurs & support compact telle que

hrf HYnf - Mwa =0, vf S LZ(R)
et |Vl < |IM]|, VneN.

Preuve. Pour f € L2(R) et t € R, posons (V;f)(z) = f(x)e ", pour tout
x € R. Il résulte du théoréme de convergence dominée que (V;);cr est un groupe
fortement continu d’opérateurs sur L2(R). On fixe M € M. Soit 7 I’application
définie par la formule :

T:R— VoMoV, € BLL(R))
Alors 7 (t) € M., pour tout ¢ € R. En effet,
T(8)(Sa f)(x) = M(f(s = a)e ") (x)e™
= M(f(s — a)e Ve (@)™ = M(f(s — a)e™ "=V (x)e" )

=S, (T(t)f)(z), Vae R, Vt e R, Vz €R.
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De plus, ||7(t)|| = ||M]|, pour tout t € R et 7(0) = M. L’application t — M oV}
est continue pour la topologie forte des opérateurs. D’autre part, V; est unitaire pour
tout ¢ et 7 est continue pour la topologie forte des opérateurs. Pour n € N, soient

gn(n) = (1 - )%‘)X[—nm(n), vn € R

et
1 —cos(nz)

%1(55) = , Vo € R.

Tx’n
On a 9,(n) = gu(n), Vn € R, ¥n € N. La suite (7,)nen est une suite régularisante
c’est-a-dire ~,, est réelle positive, ||7,|,: = 1 pour tout n et

lim Yo (x)dx = 0, Ya > 0.

n—+00 lz|>a
On pose Y, := (7 x7,)(0). Alors pour f € L?(R), on obtient
lirf \Yof — Mf|l. =0.
Pour n € Net f € L2(R), on a

IYarf Il = (T = 7 (0) £1IE

-/ :°<T<y>f><xm<—y>dy\2w<x>2dx

< [ () 1T wn@hani) vt

[e.e]
En appliquant I'inégalité de Jensen & la mesure v, (y)dy et a la fonction convexe z?
et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient

i< [ N / T W) ) (@) P () () dady

“+00

+oo
S/_ TIPS vn(y)dyé/ AP A () ly

= IM*|IfI2, Vn €N, Vf € LE(R).

On conclut que M est la limite pour la topologie forte des opérateurs de la suite
(Yo )nen et que ||Y,,|| < || M]], Yn € N. Nous allons maintenant nous intéresser a la dis-
tribution associée a Y. Soit f € C°(R) et soit n € N. En reprenant ’argument de la
preuve du Lemme 2.1, on montre que la dérivée de M ( f gn) au sens des distributions

est M((fgn)’> Soit g € C'°(R) une fonction égale & 1 au voisinage de 0 et & support
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dans B. Alors gM(fg,) € H'(R) et on peut définir (M (fg,))(0) = (gM(fg.))(0).
On pose :

En appliquant le lemme de Sobolev a gM(fg,) on obtient

2(Fg) O] < o (IMFgn) ez + 1 (M(Fon)) lezcs)).

ol Cy est une constante indépendante de f. Par le méme raisonnement, que dans la
preuve du Lemme 2.2, on montre qu’il existe C > 0 telle que :

(M (Fg)O)] < C(IFgullo + (FgnYIl)-
Pour f € C%(R), on obtient :

(M(Fgu))(O)] < ) (110 + 117l )

ou C(K) ne dépend que du compact K C R. On conclut que purg, est bien une
distribution d’ordre 1. Il est clair que uarg, est a support compact. Exprimons
maintenant Y,, en fonction de pp,g,. Nous avons

(TN = [ TN

o)
“+oo

— [ ML A e (s)ds

— 00

“+o00

= /_ (atzr [y — 2)e W) ey, (5)ds

(e}

-/ T int Sy — @) ) (s)ds

o)
—+00

— (are s fly — @) / u(s)e %% )

— linta s £ = 2)9a(@)) = (1a190)es Fly — 7)), VF € CZ(R).

On conclut que

Yof = pugn * f, ¥n €N, Vf e CP(R). O

Pour ¢ € C°(R), on définit M, : f — ¢ * f, qui est le multiplicateur sur L?(RR)
associé & ¢. On note CP(R) l'espace des fonctions de classe C*° sur R & support
dans le compact K. On remarque que pour ¢ € C¥(R), g € L2(R), la fonction

R >z — ¢(x)S.9 € LL(R)
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est uniformément continue sur R et
/K [¢(x)Szglldz < [|¢]|oollgll Sup [Sz][m(K) < +oo.

On conclut que [, ¢(x)Sygdx est une intégrale de Bochner convergente pour la
topologie forte des opérateurs (cf. [16], Chapitre 3). Nous avons, la formule suivante

(2.15) M, — /R 6(2)S,de.

En effet, soit K un sous-espace compact de R. On a My(CE(R)) C CF, ) (R) et
la restriction de [, ¢(x)S,dz & C7(R) peut étre considérée comme une intégrale de

Bochner sur C?(R) a Valeurs dans C%? )(R). Comme les intégrales de Bochner

+supp(¢
commutent avec les formes linéaires continues, on obtient, pour g € C°(R),

Mog(z) = (6% g)(a / o(y)g(z — y)dy = / RLOETIBI

= < / e fb(y)Syg) (z), Vo € R

et la densité de C>°(R) dans L2 (R) entraine la formule (4.6). On remarque que pour
¢ € LL(R) 'opérateur de convolution avec ¢ est aussi un multiplicateur sur L (R).

PROPOSITION 2.2. Soit w un poids sur R. Soit M € M,,. Alors il existe une
suite (Yn)neny C CX(R) telle que

lim My, = M

n—-4o00

au sens de la topologie forte des opérateurs, et telle que pour tout n € N, on a
[ My, || < K [| M},
0t kn = supy, <1 1Syl

Preuve. Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que tout multiplica-
teur & support compact est la limite au sens de la topologie forte des opérateurs d’une
suite (My, Jnen C My, ot ¢, € CZ(R), pour tout n € N. Soit M € M,, a support
compact et soit (6,),en une suite régularisante telle que pour tout n > 1 la fonction
0,, est réelle, positive, paire et & support dans [—%, l]. Alors, pour f € L2(R) on a

hm 10, % f— fllo =0.

Pour n € N, posons M, f = M(0, = f), pour tout f € L2(R). La suite (M, )nen
converge vers M pour la topologie forte des opérateurs et M, = My, , ol

Yo = pm * 6, € OSO(R)
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Ona M,f=0,%xMFf, car M, est une algébre commutative et

stz = [ - e

< [T 1 - viowiy) vt

[e.9] o0

2
w(z)?dw

+oo +oo
< / / (M F)(& — ) *6a(9)(x)?dydz, Vn €N, Vf € I2(R),

d’aprés l'inégalité de Jensen appliquée a la mesure de probabilité 6, (y)dy et la
fonction convexe z2. En utilisant le théoréme de Fubini, on trouve :

+oo

1Mo fI2 < / 15,12 1M 12 6 (y)dy

— 00

2
< (sup IS,1)" IMS]2, ¥n €N, Vf € L2(R).

ly|<i

n

Par conséquent, on obtient

| M,|| < k,||M]|, pour tout n € N. O

2.4. Symbole d’un multiplicateur M. Dans cette section nous démontrons

que pour w un poids sur R continu :
(2.16) |6(a)] < | My, Yo € C2°(R), Yo € A,.

Pour w continu, posons

R:J: lim <sup M) , R,1= lim (sup &>_ ,

ztoo\y>0  w(y) T ameo N0 w(z 4 y)

8=
8=

RY,= lim (sup &>, R, , = lim (sup w>_m
“ a—too \y<o w(—x + ) “ et \yco w(y)

On remarque que R}, > R_, et R}, > R, et nous définissons

8=

[w,l = [ln R

w,1

lnR‘:l], Aw,l = {Z eC | Imz e Iw,l}>

I,o:=[InR,

w,2)

InR,], Aup:={2€C|Imz e L,,}.

Pour établir (2.16), nous avons besoin de plusieurs lemmes.
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LEMME 2.3. Soit 6 un poids sur N, tel que :
o(n) \»
i (sp ) 5y
P—IEIOO ilgo) 5(71 + p) -
Alors :

e d(n+ 1)
£ 1 0.
RPN PN R

Pour la preuve du Lemme 2.3 on peut se rapporter au début de la démonstration
du Lemme 3.1. de [10].

REMARQUE 2.1. Soit w un poids continu sur R. Alors on a les égalités :

(2.17) R, = lim (sup My, R, = lim (sup M>_p,
T et \nen w(n) " potoo\nen w(n + p)

(2.18) R}, = lim (sup Ln))); , Roy,= lim <sup w)_;,

p—too \peny W(—p — n p—too\peny  w(—n)

. +P)\r . w(n) \=7
2.19 Rt =1 w(nf R =1 - .
(219) o= i (sup =2 )T R = lim (sup =)

En effet, pourz e Ronax=n+t,oun€Zettec|0 1] et

w(n) .
) @) < sup G(tw(n),
SUP¢e(o, 1) w(t) teo, 1]

ce qui entraine les égalités voulues.

LEMME 2.4. Soit w un poids continu sur R et soit

n

B, = {z €C|InR,; <Im z et hr_{l e kImz (k)2 = —i—oo}.

Alors pour tout o € B, il existe une suite (fox)ren C L2 (R), vérifiant les deuz
conditions suivantes :

(2'20) 7’) ||fa,k“w = 17 Vk € N.
(2.21) i) Mm S for =€ farllo = 0.
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Preuve. On fixe o € B, et € €0, [ On pose A = €7, fo = X[—eq €t

— Z APTLS, fe
p=0

Ona:
ol = [ [ Ao =) o)t Z A [ o - pPule)de
R p=0 —e+p
_ZW 2p= 2/ fo(2)w(x + p)idz = Z|A\‘2p—2/ w(z + p)?da.
p=0 €
Maintenant, on va montrer que
liminf, M —0.
19112
On a . .
1Sgn = Agn 12 =11 DA Spiafe = D ASfe |2
p=0 p=0
n+1
= ZA PSpfe— ZA‘pSpfe 12 =1 A" S fe = fe 112

p=0

= \)\|_2”_2/ w(x+n+1)2dx+/ w(z)*dw

—€

et cela implique
| Sgn—Agn 12 A2 [Lw(@z+n+1)2de+ [ w(z)de
L e +p>2dx
On définit le poids o par la formule

o(p) = (/_6 w(x+p)2dx)%, Vp € Z.

€

Alors on a :
| Sgn = Agn I2 A" 20(n +1)* 4 0(0)?

lga 2 XA 20(p)?
On remarque que w(p) < O(—z)w(x + p), Vp € Z, Vx € [—¢, €]. Cela implique

w(p)
SUPgc [—e,€] (D(S)

w(p+x) > , Vp €Z, Vr € [—€,¢€

et il existe C' > 0 telle que

w(p+z) > Cw(p), Vp € Z, Vr € [—¢,€]
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et donc

o(p) = (/ w(z +p)2dx>§ > (/ 02w(p)2d$)% = Kw(p), Vp € Z,

—€ —€

ou K est une constante réelle positive.

De méme, w(p + z) < &(z)w(p), Vo € [—¢, €] et il existe C’ > 0 telle que :
w(p+z) < C'w(p), VpEZL

et donc )

o(p) < (/ C’zw(p)zdl’)Q = K'w(p), Ve,

—€

ou K’ est une constante réelle positive.

L’inégalité Kw(p) < o(p) < K'w(p) entraine :
o(n) S Kw(n)

, VYn € Z, Vp e L.
on+p) — K'w(n+p) " p
Nous avons
neN U(n +p) neN W(n +p>

ou M est une constante réelle positive. Ainsi,
1 1
Jim (1o )2 Dt a8 (s SER) 2 2L 2
d’aprés (2.17). On peut appliquer le Lemme 2.3 au poids |A\| Po(p) et on obtient :
Ao (n + 1)
> peo [AI72Po (p)?

Comme lim,, o0 Y0 |\[7#w(p)? = +00 et comme les poids w et o sont équiva-

= 0.

liminf,

lents, on a

n—-4oo

lim Z I\ "% (p)? = +oo
p=0
et
lim o o(0)
n—too 3o [AI7Po(p)?
Finalement, on conclut que :

=0.

H SGn — Agn ||31 _
| 9n 112
29
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Il existe donc une sous-suite de neN, qu’on va noter (f,)ren, Vérifiant les
€Ny s €Ny

llgnllw
deux conditions :

lim || Sfa,k - e_iafa,k ||w - 07
k—-+o00

| for lo=1, VkeN. O

LEMME 2.5. Soit w un poids continu sur R et soit p € N*. Alors pour tout
o € By, il existe une suite (hokp)ren C L3 (R) telle que :

(2.22) i) |l hagp o= 1, VE € N.
(2.23) i) im (|51 hogp =€ hagpllo = 0.
——+00 P
Preuve. On fixe o € B ;. Soit p le poids p(z) = # w($), Vo € R. On définit

Papplication V,, : L% (R) — L3(R) par la formule : (V,f)(z) = f(3), pour f € LZ(R)
etz €R. Ona:

Jir@roze = [ (D) w(L) @ = [ 1000 ¢

et on en déduit que V, est une isométrie surjective de L7 (R) sur L2(R). On remarque

que
StV = Vp 51,
et
Vp* St,p S%M Vp*.
On a: 1 ) 1
p(z) )z ( Wiy >§X5
su = [su , Yy eR
<:c>13 plx +y) z>18 w(%y) 4
et donc
R, (R1)7-

Ainsi, si @« € B,

w,1y

ona % € B, Soit (fax)ken C L2(R) une suite vérifiant les
propriétés (2.20) et (2.21) pour = et le poids p. Alors

kgrfoo IV Stpfok — v Vy fakllo =0

et
lim HSl V;fa,k—€_i% Vo faglle =0

k——4o00

On pose : harp = Vi far et on obtient ||happll, = 1, VK € Net

lim ||Slw akp — 64% ha,k,pr = 0. O
k—-+o00
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LEMME 2.6. Soit w un poids continu sur R. Pour tout o € B, il existe une
suite (g )ken C L2 (R) telle que :

(2.24) i) || tak lo= 1, Vk € N.

(2.25) i) im  ||Sy uap — € ugpll. = 0, Vt €R.

k—+o00

Preuve. Soit o dans B et soit p € N* fixé. Soit (ha,kp)ren C L2 (R) une suite
vérifiant les propriétés (2.22) et (2.23) pour p!. Pour tout ¢ € N* tel que ¢ < p on

a
_ia p! —_ja P
151 hagpr = €0 hagp llo =11 (S1)® hagpr = (€77) 7 happ [l
_ja _ia
< 11 153 = ue™ | [ S1 happ — € hagpt [l -
uE(C,u%!:Lu;él
Le produit

[T sy —ue)
p!

p!
ueC,u 7 =1, u#l
est majoré par une constante qui ne dépend pas de k et donc :

k1—1>r—i1-100 H Sé ha’kvp! —e ' ayk,p! H“’ = 0.

Par extraction diagonale, on peut alors construire une suite (uq )ren telle que :

kkrfoo [ Sﬁ Un — e~ Uak o= 0, Vp e N*

et
| Yok lo= 1, VE €N
et on a

Hm || St ttar — € % Ugp o= 0, Vp € N*.
k—+o00 P

Pour tout p € N* et tout ¢ € N, on a

. o
S% ua7k —€ ' P ua7k - Ca,q,P (‘SWl —€ ZP ]> ua7k7
p
ou C, 4, est une combinaison linéaire finie de translations. Donc

15 ta = €% taplle < [Cagpll 151 tak =€ oo, Vh € N.

et

Jim 18 o — ¢ ol = 0.

D’autre part, on a :
124 1249 —;a
||S_% Uak — €7 Ugpllw < |77 HS_%H lle™" 7 uqr — Sa Uakllw, Yk €N.
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et
lim ||S_ g Uoyk — ' Ua k|lw = 0.
k——+o00
Comme Q est dense dans R, on en déduit que :

lim [|S tar — e " ugpllo =0, VEER. O

k—+o00

LEMME 2.7. Soit w un poids continu sur R et soit

2k Im z

B, = {z €C|Imz < In Rf, et nEToo 2 W = —i—oo}.

Alors pour tout o € B, il existe une suite (Vax)ren C L2.(R), vérifiant les deux

w,l

conditions suivantes :

(2.26) i) o =1, VkeN.

2.2 7) i c Vg — € My,
(2.27) i7) k_l)ril | St Vak — € Vol

o =0, Vt €R.

Preuve. On fixe a € B] ;. Alors @ € B , et d’aprés le Lemme 2.6, il existe une
suite (far)ren C LA (R) telle que

|farlle =1, VkeN

et
Jim 1S, far - e fanllr =0, Vt R
On a:
1501 far — e fanlld
° 1
/ far(x —t) —e ™ fs(x )‘ de
21
/ far(r —t) — e fak(x)‘ de.
On pose Vo x(2) = far(—1), Vo € Ret on a |[vailles =1, V& € N. On obtient

Vo (T +1) Vo (2)| W (z)?dx

“+oo ] 2
2 _/ _ezta T )
oo ’ k)
2
) w*

- ||S—t,w* Va,k — eita

19,1 far—e " fa
w

On a donc

ita

Hm [[Syur Vo — € =0, VteR. O

Ua,k|
k—400
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On remarque que si W est le poids défini par la formule
U(r) =w(—z), Vr eR.

Alors

1 1
Rf,=—, R;,=—.
SRR

LEMME 2.8. Soit w un poids continu sur R et soit
Bf, = {Z €C|Imz<InR}, et Zezklmzw(—k)z = —1—00}.

Alors pour tout o € Bw2, il existe une suite (Yor)ren C L2 (R), vérifiant les deuz
conditions suivantes :

(2'28) 7’) ||ya,k||w = 1> Vk € N.

(2.29) i) lim 1St Yok — € " “Yokllo = 0, V£ € R.

k—+

Preuve. Soit a € B} ,. On a
Im(—a) >1 L In R,
m n——=1n
Rw2
et —a € Bg,. D’aprés le Lemme 2.6 appliqué au poids w, il existe une suite

(u_ar)ren C L2(R) vérifiant les propriéteés :

| vk lo= 1, VE €N

et
lim [[Sip t_ar — €™ U_aille =0, Vt €R.
k—+o00
On a
) , 2
HSt,w U—ak — ezta u—a,k”% - /’U—Ohk’(x - t) - eZtau—a,k’(x) w(—l’)2dl'
2 2 it 2
/ a2 — 1) = ()| (e = [S_r o — € i
Ol Yo k(T) = U_gr(—2), pour tout x € R, pour tout n € N. On en déduit que
lim HS—tw Yok — 6 ya,k“w = 07 vVt € R.
k——+oco
On obtient

khm 1St Yok — € " Yaurllo =0, Vt € R. O
+
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LEMME 2.9. Soit w un poids continu sur R et soit

—2kIm z

B,,= {ZE(C| Imz>InR,, et Z

> m = +oo}.

Alors pour tout o € B,, il existe une suite (zox)ren C L3 (R) vérifiant les deus
conditions sutvantes :

(2.30) i) llzanl

w*:17 VkGN

2.31 1) . — e it
(2.31) i1) khrf | St Zak — € 2ok

o =0, Vt e R.
Preuve. Soit a € B ,. On a

1
Im(—a) <In— =In R},
Rw,2
et —a € B;l. D’aprés le Lemme 2.7 appliqué au poids @, il existe une suite
(V_ak)ken C LA (R) vérifiant les propriétés :

|v_ak |2 =1, VkeN

et
khIJP 1S, 1 V_ak — e v_qrlls =0Vt €R.
On a
1S, 1 v_gqir — €™ v_qilA = /‘v p(@ —t) — e v_g 1 (2) Qde
by T ekl - - w(z)?
/‘v_ak —z —t) —e"v_gp(— )) w*(z)%dr = 15—t Zag — €™
ol 24k (x) = V_gi(—2), Yo € R, Yk € N. On en déduit que
lim ||S ¢ Zap — €™ o =0, Vt € R.
k——4o0
On obtient

—ita

lm [|S;u Zak — €

=0, VteR O
k—+o0

Zoz,k’

LEMME 2.10. Soit w un poids continu sur R. Alors

1) Pour tout a € B, il existe une suite (uqp)ren C L2(R) telle que :

w,l>

(232)  luaplo =1, Vk €N, lim || Myuas — d(0)ua =0, Vo € CZ(R).
2) Pour tout a € B, il existe une suite (Vo )ren C L2 (R) telle que :

(233)  fvaplles =1, ¥k €N, Jim [|M vas — S(0)varller =0, ¥6 € CZ(R).
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3) Pour tout a € B, il existe une suite (Yo x)ren C L2(R) telle que :
(234)  Yaurllo =1, vk €N, lim || My g — H(@)ya lo=0, Vo € CZ(R).

4) Pour tout o € B ,, il existe une suite (zox)ren C L2 (R) telle que :

(2.35) | o =1, Vk eN, hm | M zan — o() o =0, Vo € CF(R).

Preuve. On fixe a € B ;. Soient ¢ € D|_q4(R) et (uar)ren C L2(R) une suite
vérifiant les propriétés (2. 24) et (2.25). On obtient :

~ +oo .
| My thoe — Bt |12, = / | / (S, o) — & i) )y i)

+eo 4 . 2
< [ 100 ([ ]Sy nante) = €ty i, i €N,

Xi=a.al® 3. ot 1a fonction convexe

d’aprés I'inégalité de Jensen appliquée & la mesure . o

22. En appliquant le théoréme de Fubini, on trouve :

a “+oo
| Myt = Sl < 0% / ( / k() = € g ()

2

w(x)%lx) dy

< 1l6IP / 1S, ok — e #ug 42 dy, Yk € N,

—a

Comme pour k € Net y € [—a,al,

1) tak = € ttaulle < 11Sy =0l < sup (ISl +|e™]) < +oo,

s€[—a,al

grace au théoréme de convergence dominée de Lesbegue, on conclut que :
lim HM(z) Ua ke — ¢(a)ua,kHw =0.
k—-o00

De méme, en appliquant les Lemmes 2.7, 2.8 et 2.9 on montre (2.33), (2.34) et
(2.35). O

LEMME 2.11. Soit w un poids continu sur R et soit ¢ € CX(R). Alors
(2.36) ()| < || My ||, Vo € Ay | Aua.

Preuve. On remarque que d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwartz, pour tout
z € C au moins une des séries > ,_ e 2Fm2u(k)? et D), ikl - diverge et donc
Au1 C B UBJ . Soit ¢ € C°(R) fixée. On suppose que o € A, 1 () B ;. Soit
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(tak)ken € L2 (R) une suite vérifiant la propriété (2.32). Comme ||u, |l = 1, pour
tout £ € N, on a
d(a) = < G g p — My g, Yoy >+ < My Uy, g >, Vk €N
et on obtient
16()] < | < Bl tak — My o, tUag > |+ | My, Vk € N.
On a

lm | < ¢(a)tar — My gy, tar > | < lim ||¢()tar — My tg ]l =0
k—+oo k—+00

et on trouve
[p(a)] < || M-
Sia e AuiN B;l, grace au méme argument et a la propriété (2.33), on montre que
|p(a)| < [IM]l-
Comme [|[My|| = || M]|, on obtient :
()] < My, Vo€ Ay

e—2kIm

Pour tout z € C au moins une des séries > ,_, e?*™2w(—k)? et > 1_, S—z diverge

et donc A, » C B, J BJ,. Grace aux propriétés (2.34) et (2.35) on montre de méme
($(a)] < IMyll, Va € Ay O
THEOREME 2.3. Soit w un poids continu sur R et soit ¢ € C(R). Alors

(2.37) [G(a)| < || My |, Yo € A,

Preuve. Grace a la Remarque 2.1, en appliquant au poids discret obtenu en
restreignant w a Z une propriété standard des shifts bilatéraux associés a des poids
sur Z (cf. [33], théoréme 7 et [30], théoréme 3), on trouve :

R:,2>7 R_ - mlIl(Rw 1 R;,2)'

w

R} = max(R}

w,1

Cela implique que la frontiére de la bande A, est contenue dans A, |J As 2.
Pour toute fonction ¢ € C°(R), $ est entiére et il est clair que

16(2)] < C||¢]| ™™ < K||¢]|c0, V2 € Ao,

ou C' >0,k >0et K >0. On peut donc griace au principe de Phragmen-Lindel6f
(cf. |32], p.235), déduire de (2.36) I'inégalité :

16()] < | My, Vo € CX(R), Vo € A, 0
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2.5. Symbole d’un multiplicateur sur L?(R). Dans cette section, nous al-
lons démontrer le Théoréme 2.1, énoncé dans 'introduction.

Preuve du Théoréme 2.1. Soit w un poids sur R. Soit M € M,,. On va utiliser
le poids wy, qui a été introduit au début de ce chapitre. On rappelle que les poids
w et wy sont équivalents et L2 (R) = L2 (R). D’aprés la Proposition 2.2 appliquée
au poids wy et au multiplicateur M, il existe une suite (¢,)nen C C°(R) telle que
M est la limite de (M, )nen au sens de la topologie forte des opérateurs et telle
que pour tout n € N, on a |[My, ||z, < kul|M|p,,, olt k, = SUp|, <1 o(y). Soit
a€l, =1,, Daprés le Théoréme 2.3, appliqué au poids continu wy, on a

[(@n)a(@)] = én(@ +ia)| < [[My, |lp., < Eall M5y, < kB M| 5.,

pour tout z € R. Comme la suite (k,),en est bornée, on peut, quitte a remplacer
(@)%N par une sous-suite convenable, supposer que (@)neN converge pour
la topologie faible o(L>*(R), L'(R)) vers une fonction v, dans L>(R). De plus, on
obtient

[Valloo < Cu | M][,,

ot C,, = (3,2, car lim,_ 4o k, = 1 (cf. (2.12)). Nous avons
tim [ ((6n)a(@) = val®)) g(x) dz =0, ¥g € L'(R)
n—-—+0oo R
et on remarque que

lim [ ((G0)al@)(N)a(@) = va(@)(N)a(2)) 9(x) dw =0, Vg € L*(R), Vf € C(R).

n—-+o0o R

—

On conclut que <(En\)a@> , converge faiblement dans L%(R) vers v,(f),, pour
ne

f e Ce(R).

On fixe f € C*(R). Comme (M, f)o € CZ(R), on a

/\ —

= 6u(z +ia)f(x +ia) = fn(x +ia) ()a(x), Yz € R

et par conséquent,

1M, Dallie = 1Mo, Dallze < kB2 M5 [1(Fallz, ¥n € N.
37



Quitte & remplacer ((M¢n f)a> . par une sous-suite convenable, on peut supposer
que <(M¢nf)a> oy converge faiblement dans L?(R) vers une fonction h, € L*(R).
On a
|0V pate) = 017120 o)) da
< CagllMy, f = Mfllw, Vg € CZ(R), Vn € N,

ou C, 4 est une constante, qui ne dépend que de g. Comme (M, f)nen converge vers
M f dans L2 (R), on obtient :

i [ (Mo, alw)g(e) do = [ (MPalalg(o) dz, ¥y € CX(R),

n—+eo JRr R
On conclut que (M f), = h, et (Mf), € L*(R). Comme pour tout g € L*(R),

— —— —

Jim (Vo Flas )iz = 1 ((@)a (D)2 = (v Fas )1
et
ngffoo«ma,gﬁ? = <(]\/4f\)a>§l>m,
on obtient . -

(Mf>a = Va(f)w

On conclut que pout toute fonction f € C°(R) et tout a € I, on a

—

(M [)a(z) = va(x)(fa(z) p-p.

Supposons maintenant que R, < R} (i.e. ffw # (). Comme
(Mf), € L*(R) C S(R)', Va € 1,,, Vf € C(R),
d’apres le Théoréme 7.4.2 de [19] on a
]\/17(:1: +ia) = (m(x), Vr € R, Va € [Ow, Vf e CF(R)
et ]\/47’ est holomorphe sur ffw. Soit f € C°(R), f # 0. La fonction v := @ n’a
que des pseudo singularités dans fL et s’étend en une fonction holomorphe sur /L.
Nous avons
v(z +ia) = v,(z), p.p.poura € I,

et

Mf=vf, pourf e C=(R).

De plus, |v(«a)| < C, ||M]|p,, pour tout o € A, et on a v € H*(A,).
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Il est clair que

1
spec(S) C {z €eCl—<|7| < p(S)}.
p(S71)
On va démontrer I'inclusion réciproque. Soit a € R tel que pour tout M € M., les
propositions 1) et 2) de Théoréme 2.1 soient vérifiées. On suppose que e~ ¢ spec(S).
Alors (S — e7™])~! est un multiplicateur et il existe v, € L=(R) telle que

f(((S — e_m])_lg)a> = Va(/g)\a, Vg € CP(R).

En penant g = (S — e I)~! f pour f € C°(R), on obtient

— —_—

(Nat) =va()(e™ — ) (f)a(t), pp, Vf € CZ(R).

Cela entraine que v,(t)(e " — e~*) = 1 p.p., ce qui est absurde. On conclut que
e~ € spec(S). Comme tous les éléments de I'intervalle [ln ﬁ, In p(S )] vérifient

les propositions 1) et 2) du Théoréme 2.1, on a

{z eC| ﬁ < |zl < p(S)} C spec(S).

On en déduit que

spec(S) = {z eC| ﬁ <|z| < p(S)}.

3. Symbole d’un opérateur de Wiener-Hopf

Dans cette partie, nous allons nous intéresser aux opérateurs de Wiener-Hopf sur
L3(R™). Dans la suite S, va désigner pour tout a € R 'opérateur défini sur L} (R)

loc

par la formule

Saf(z) = [z = a), pp.

1
loc

L’espace L3(R") peut étre considéré comme un sous-espace de L], (R) en posant
f(x) =0, pour tout = € R™, pour tout f € LZ(R™).
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3.1. Distribution associée a un opérateur de Wiener-Hopf. Nous allons
prouver que tout opérateur de Wiener-Hopf est associé a une distribution. Nous nous
inspirons des méthodes employées dans la partie précédente, mais ici la définition de
la distribution associée & un opérateur de Wiener-Hopf est moins naturelle. Notons
C°(R™) espace des fonctions de C*°(R) a support dans |0, +o0o[. Tout d’abord,
remarquons que d’aprés un raisonnement trés similaire & celui exposé dans la sous-

section 2.2, le poids J est équivalent au poids continu §; défini par la formule

2
01(x) = exp </ In(o(z + t))dt).
1
De plus, 07 est tel que Ind; est une fonction liptchitzienne. Cela entraine

lim sup :51:(15) =1

n—-—+o00 OStS%
et pour tout compact K C R, nous avons

sup gi(t) < +00.
tek

Par conséquent, pour K C R™,

0 < inf §(z) < supd(z) < +oo.
zeK zeK

LEMME 2.12. Si T € W; et f € C*(RT), alors (Tf) =T(f").

Preuve. Soient f € C°(R") et (hy,)n>0 C R une suite convergente vers 0. On

a
S _
( hnf>§;r) f(l’) —f/(l’)’ §2||f/||oo,V$€R+
et en utilisant le théoréme de convergence dominée, on obtient
PYS . f—f
lim || =2 g~
Ainsi nous trouvons
TPtS_, f—Tf
lim | Z —7(f)|| =o.
Hm s (),

Comme T € Wy, on en déduit que
TPYS_, f=TS_, f=PtS_, TS, S_, f=P"S_, Tf.

On voit que

nETOO 0 OO‘(Tf)(x+h];Lz B (Tf>(x) —T(f,)(l’) 2(5(ZE)2CZZL’:0
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P*S_, Tf-Tf

. converge vers T'(f') au sens des distributions et T'(f") =

Il s’en suit que
(Tf). O

PROPOSITION 2.3. Soit § un poids sur RY. SiT est un opérateur de Wiener-Hopf
sur L3(R™), il exziste une distribution ur d’ordre 1 telle que

Tf =P (pr=[), VfeCXRY).

Preuve. Pour f € C®(R), posons f(x) = f(—z), pour z € R. Soit f € C®(R)
et soi’E 2 tel que supp fc — +oof et S,f € C°(RT), pour z 2 % Nous avons
(TS.f) =T(S.f) et (TS.f) € L2 (R). Cela entraine que T'S. f est égal presque

partout a une fonction continue sur R* (cf. [31], p.186). De plus, pour a > 0 et

Z 2 zZf, NOUS avons
(TS.saf) (2 + @) = (PTS_oTS.(S.))(2) = (TS.f)(2).

On conclut que {(TSZf)(z)} N est constant pour z > zy et on pose
z€R

< pp, f >= lim (TS.f)(z).

z——+00

Soit K un compact de R et soit zx tel que zx > 1 et K C| — 00, zx[. Choisissons
une fonction g € C2°(R) qui est positive, & support dans [z — 1, zx + 1] et telle que
g(zx) = 1. Pour f € C2(R), nous avons ¢7'(S., f) € H'(R) et le lemme de Sobolev
(cf.[31]) implique que

(TS f)(zi)] = 19(z2) (TS ) (26)]

(0TS0 F) W) ).

ot C' > 0 est une constante. Cela entraine qu’il existe une constante C(K), ne

g<y>2\<TSZKf><y>\2dy)% + </

ly—2zx|<1

<e((]

y—2k|<1

dépendant que de K, telle que

s, DE0 <o) ([ 1S, Delrpa)

ly—zx|<1 (y)?

+</@,_ZK<1 \(T(SZKf)’)(y)F%dy)%)

Comme

1
sup — < 400 et sup o(t) < +oo,
tG[ZK—l,ZK—‘rl] 6(t) tE[ZK—l,ZK-i-l}
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il en découle que pour f € CP¥(R) on a

(5o lay) +(

y—2k|<1

(TS. f)(2x)] < C(K>”T”<</

ly—2zx|<1

K)|17] /|f edz)’ /\ ppar))

CENTN U lloo + 1 lloe) = CEDNT NI Flloo + 11/ lo0)

ot C(K) est une constante, qui ne dépend que de K. Etant donné que pour tous
z >z et f € CP(R) nous avons

(TS:f)(2) = (TS f)(20),

nous déduisons que pr est une distribution. D’autre part, pour y > 0 et f € C°(R™)

nous avons pour z > Y
(TF)(y) = (S—yTf)(0) = (5-,S-.TS.1)(0)
= (S—Z(S—yTSy)S—ySzf)(O) = (S—ZTS—ySzf)(O)

= (TS5 f)(2).
Par conséquent, on a

i (TS.5_,f)(2) = (Tf)(y).

Ensuite, on voit que, pour y > 0 et f € CX(RY),

lim (TS.S_,f)(2) =< pr,S_,f >

zZ——+00

=< Uz, f[(y —x) >= (ur * )(y)

et nous concluons que

(Tf)(y) = (pr = f)ly), y =0, f € CZ(RT). O
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4. Approximation des opérateurs de Wiener-Hopf

Ici, on va utiliser la méme méthode que celle qu’on a déja mise en oeuvre pour
obtenir I’approximation des multiplicateurs. Etant donné que quelques modifications
techniques s’imposent, nous donnons les détails. On note 7, I'opérateur de Wiener-
Hopf défini par la convolution avec p pour f € C2°(R™T). Si u est une distribution a
support compact, on dit que 7}, est un opérateur de Wiener-Hopf & support compact.

PROPOSITION 2.4. Soient 6 un poids sur R et T € Ws. Alors, il existe une
suite (Y, )nen d’opérateurs de Wiener-Hopf a support compact telle que

IYof =T flls =0, pour f € Li(R™)

lim
n—-+o0o

IYall < |7, Vn € N.

Preuve. On pose (U.f)(z) = f(z)e ™, pour f € L3(RY), t € Ret x € R,
en appliquant le théoréme de convergence dominée, nous obtenons que le groupe
(Up)ter est continu pour la topologie forte des opérateurs. Soit 7" € W et posons

T({t)=U_4oToU,Vt eR.
Ona7(0)=T.Poura>0,z>0et f € L2(R) nous avons
(5T ()Saf)(x) = (T(t)Suf)(x + a)
= (T (s — a)e )z + )
— (S T(f(s — a)e™" =) (z)
= " (S_oTSa(Uf)) (@) = (T (1)) (2).
Cela montre que 7 (t) € Ws. De plus, il est clair que |7 (t)|| = ||T||, pour t € R.
L’application 7 est continue de R dans W;. Posons Y,, := (7 %7,)(0), ot (7,)nen est

la suite régularisante définie dans la sous-section 2.3. Alors pour f € L3(R"), nous
obtenons

i [[Yf — Tlls =0

Ainsi, pour n € N et f € LZ(RT), nous trouvons

WaflE = 1T <)) = [ | [T @] s

<[ (T b)) e

(e e
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En appliquant I'inégalité de Jensen et le théoréme de Fubini, on obtient

Wtz < [ [ TN @i sy

< / IT@) 212 9a(v)dy
</ TITIENANE )y

= |ITIPIlFI3, Vn €N, Vf € LiRT).
Nous concluons que ||Y,|| < ||T||, ¥n € N. Considérons maintenant la distribution
associée a Y,. Soit K un compact de R et soit zx > 1 tel que K C] — 0o, zx[. En
nous servant du lemme de Sobolev et des arguments exposés dans la preuve de la
Proposition 2.1, on obtient pour f € C¥(R),

(75, (Fau)) (26
SO(K)HT\I(( /| s Gaawra) ([ 1sa) k)
)

K| / (Fogu) () P / (Fony(@)Pds) )

CE) U flloo + 11 llo0)
oi C(K) et C(K) ne dépendent que de K. Par conséquent,

(TS.(Fg)) ()| < CAE) (I flloe + 1 lle0), ¥z 2 2ic, Vf € CR(R)

et on conclut que prg, défini par
< pirgn, f >= lim (TS.(fg.))(2)

est une distribution d’ordre 1. D’autre part, nous avons

(Yo f) () = / (T (=)) () ya(s)ds

1

= [ TOL @ = [ < e o= > (5

—< g fly — ) / ()6 ds S=< pipa, f(y — D)gala) >
= (urgn * [)(y),Yy > 0, Vf € CZ(R").

Finalement, nous obtenons

Y, f = P+(,uTgn x ), Vf € CEO(RJF), Vn € N.
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Comme supp prg, C [—n,n], cela compléte la preuve. O]

PROPOSITION 2.5. Soit 6 un poids sur R*. Si T € W, alors il existe une suite
(Dn)nen C C°(R) telle que

lim ||y, f = Tflls = 0,9f € L;(RT)
et
1ol < ( sup 0%(1)) |7, ¥n €N.
o<t<l
Preuve. Soient 1" € Wj; et pp la distribution associée a 7'. On suppose que i
est & support compact. Soit (6,,),en C C°(R) une suite telle que supp 6§, C [0, =],
01’1/ Z 07

lim 0,(z)dr =0, Ya >0

n—-4o0o >a

et

10,llzr = 1, Vn € N.
Pour f € L3(R"), on a

lim |6, * f — f|ls = 0.

n—-+o0o

Posons

T.f =T(0,* f), Vf € LZR").
On voit que (T},),en converge vers T' pour la topologie forte des opérateurs et 7,, =
Ty,, ou ¢, = ur * 6, € C=(R). Pour f € LZ(R"), on a

ITaf 115 = I1P* (e # 0 FIIS
= 1P (O * pr % £

= [T [ enstur = @ sy
< | - [ a5, 1)) Pl oy

Grace au théoréme de Fubini, nous avons

1

i< [ ([ S0 swds)dy

=

< / "0 IT(S, I dy

< [ TIPS w1y
0
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<ITIR( sup 3+ (w)?) 115

1
OSZ/S;

Nous déduisons que ||7,] < <sup0§y§; ng(y)) |T|| et la Proposition 2.5 découle
d’une appliquation immédiate de la Proposition 2.4. [J

4.1. Représentation d’un opérateur de Wiener-Hopf. Dans cette sous-
partie, la principale difficulté va étre d’appliquer les méthodes déja exposées dans le
cas des multiplicateurs en contournant le fait que

UpsVois # 1.

On pose
§*(x) = 6(—z)"', Vz e R™.

Nous introduisons I’espace

Li(R7) = {f mesurable sur R™ | |f(z)26*(x)?dz < +oo}.

R-
On définit

Fral=Foals = [ " H@)g(—a)de, VF € LARY), Vg € L2.(R")

Pour a € R, notons U, s« 'opérateur de translation défini pour f € L% (R™) par
(Uas-f)(x) = f(z —a), pp.x <O0.
Pour a € R™, notons V, 5. 'opérateur de translation défini pour f € L% (R™) par
(Voo f)(x) = f(z —a), pp.x <a, (Vosf)x)=0,2>a.

LEMME 2.13. Soit § un poids continu sur RT.
1) Pour o € By = {z eC|Inry <Im 2z et lim,jo0 D pge 2FM25(k)* = +oo},

il existe une suite (uqr)reny C LE(RT) telle que

(2.38) i) ||tarlls =1, Vk € N.
(2.39) i) khT |Uss Uar — € " uaills =0, Vt € R.
2) Pour a € B = {z €C|Imz < Inrfet lim, . o Zzzo% = —l—oo}, il

eziste une suite (Vg1 )ken C L3 (R7) telle que

(2.40) i) || vax llse = 1, Vk € N.
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(2.41) i) lim || Vig Var — € "
k——+o00

o = 0, VteR.

Preuve. La preuve utilise les arguments développés dans le cadre des multiplica-
teurs (cf. Lemmes 2.4, 2.5, 2.6, 2.7). En posant f. = xjo.q €t gn = >, elptbag f
il suffit juste de répeter la méme construction. [

Pour T € B(L3(R™)) on note T* I'opérateur de B(L3.(R™)) tel que

[T'f.g] =1[f.T"g], Vf € Ly(R*), Vg € Lj.(R").
0

LEMME 2.14. Soit § un poids continu sur R*.
1) Pour a € By, il existe une suite (uqx)ren C L3(RY) telle que

~

(2.42) lluaklls =1, Vk € N, kl_lgloo | Tp o — P()ta ||s= 0, Vo € CZ(R).

2) ) Pour o € By, il existe une suite (vox)ren C L. (R7) telle que

~

(2.43) |vakllsr = 1, Vk € N, klirf |T5 vap — d(Q)varlls- =0, Vo € CZ(R).

Preuve. Soit o € By et soit ¢ € C7°, . (R). On suppose qu'il existe une suite
Ua i )wen C L2(RT) vérifiant les propriétés (2.38) et (2.39). On obtient
K 6

| T ey — G() gy ||2

_ [ aqs(y)(Syua,k(x) — e—iyaua,k(x))dy
[

< [T

En appliquant I'inégalité de Jensen et le théoréme de Fubini on trouve

Ty ta s — D)o i|?

<oz [ ([

< 1l6IP / 10yt — e~ g2 dy, Vi € N.

—a

2

§(x)*dx

, 2
Sy ta k() — e_zyaua,k(x))dy> §(z)%dr, Vk € N.

) 2
Sy Uak(T) — e_zyaua,k(if)‘ 5(x)2dx>dy

Comme pour k € N et y € [—a, al,

Uy ok — ¢ ¥ uarlls < sup (5:(3) + |e_i8°‘|) < 400.

s€[—a,al

D’aprés le théoréme de convergence dominée, nous avons
hm |75 var — ¢(a)ualls = 0.
k——o00
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De méme s'il existe une suite (v, 1 )ren C L3 (R7) vérifiant (2.40) et (2.41) on obtient
lassertion 2). [

LEMME 2.15. Soit § un poids continu sur R™ et soit ¢ € C>°(R). Nous avons
(2.44) Be)| < 1| T, |, Va € 0.

Preuve. On remarque que d’aprés l'inégatlité de Cauchy-Shwartz, on obtient

. , . _ 2k Im z .
que pour z € C au moins une des séries > - e 2 ™M=5(k)? et > S diverge et

3(k)2
ona Qs C By |J By . Soit ¢ € C°(R). Supposons que « € Q5 () By . Soit (ugx)ken C
L%(R) une suite vérifiant (2.38) et (2.39). Comme ||u,x|ls = 1, pour k € N, on a

~ ~

¢(O&) =< ¢(a)ua,k — T¢ Uak 5 Uak > + < T¢ Uak 5 Uak = Vk € N

et on trouve

~ ~

‘¢(a)| < | < ¢(O‘)ua,k’ - T¢ Ua,k 5 Uak = ‘ + ||T¢H> vk € N.
On a

Hm | < ¢(@)tar — Tp ok Uar > | < Hm [|G(a)tar — Ty tiarlls =0
k—+o00 k—+o00

et par conséquent
[p(e)] < [[Toll

Si o € Q5 () By, en utilisant les mémes arguments et la propriété (2.20), on a
|o()| < (T3]
Comme [|Ty|| = [|T;||, on obtient
[p()] < Tsll, Ve € Qs

et la preuve est compléte. O

Maintenant, nous allons démontrer le résultat principal de cette partie.

Preuve du Théoréme 2.2. Soient § un poids sur R* et 7' € W;. Soit (¢,)nen C
C°(R) une suite telle que (7}, )nen converge vers T' pour la topologie forte des
opérateurs et qui vérifie

I T, | < Ball T, avec by = sup &+ (y)

1
0<y<i

Fixons a € Js. Nous avons

—

[(Dn)a(@)| = |dn(z +ia)] < ||Ty, || <kl T, Vo € R.
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Nous pouvons extraire de ((¢,,)qs)nen une sous-suite, qui converge pour la topologie
faible* o(L>(R), L'(R)) vers une fonction v, € L*(R). Pour simplifier les notations,
cette sous-suite sera aussi notée ((¢y,)q)nen - Nous avons

Ivall < Tim ( sup 3°(1)) |7

o<t<li
—_ —n

lim (@T)a(:@) . Va(x)> g(z)dz =0, Vg € L'(R).

n—+oo Jp
Remarquons que pour g € L*(R), f € C=(R),

—_ —

tim [ (Gn)a(@)(Fal@) = va(@) (Fa()) g() dz = 0.

n—-+00 R

On conclut que, pour f € C°(R), <@@) , converge pour la topologie faible

ne
—_—

de L2(R) vers ,(f),. Comme on a (T, o = PH(60)a*(f)a) = PHF(@n)a(Fa);
la suite ((Ty, f)a)nen converge pour la topologie faible de L*(R) vers PYF (v, (f)a)-
De plus, nous avons

/]R+ Ty, fa(2) = (T f)a(2)llg(x)|dz

< Ca,g||T¢nf - Tf”57 v.g € CEO(R),
o C,4 > 0 ne depend que de g et de a. Alors, nous obtenons que ((T%f)a)

neN
converge au sens des distributions vers (7'f),. Par conséquent, on conclut que

(Tf)a = PYF  (va(f)a)
et (Tf), € LA(R").

Dans la suite, on suppose que J5 # (). Etant donne que (gzﬁn)neN est une suite

de fonctions holomorphes uniformément bornées sur Q(;, on peut remplacer (¢n)neN
par une sous suite qui converge uniformément sur tout compact vers une fonction

Ve HOO(Q(;) Ainsi, pour tout a € Js, la suite (¢n( +1ia))nen converge vers v(. +ia)
au sens des distributions. D’un autre coté, la suite ((¢,)q)nen converge vers v, pour

la topologie o(L'(R), L*(R)) et nous déduisons que pour a € Js,

v(x +ia) = v,(z) p.p.

Il est clair que
[Vl < lim (sup 5%(1)) |T].

o<t<i
— —n
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Si 0 est tel que lim,, . 4o SUPy<yc 1 6t(t) = 1, on obtient ||v||s < ||T||. Sinon nous
avons |||l < ¢s||T||, ot ¢s est la constante définie dans 'introduction. Cela com-
pléte la preuve. [
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CHAPITRE 3

Multiplicateurs et opérateurs de Toeplitz sur les espaces de

Banach de suites.

1. Introduction

Les résultats exposés dans ce chapitre sont développés dans [26]|. Soit E un
espace de Banach de suites complexes sur Z. Nous allons noter S 'opérateur appelé
le shift défini par

S:Ct>2 — (v(n—1))nez € CE
Son opérateur inverse S~! est défini par
St Clsx — (2(n+1))uez € CE

Soit F'(Z) I’ensemble des suites dont tous les coefficients sauf un nombre fini sont
nuls. Nous supposons que F'(Z) est dense dans E.

DEFINITION 3.1. On appelle multiplicateur sur E tout opérateur M borné sur E
tel que

MSa = SMa, Ya € F(Z).
Nous désignerons par M(E) l’ensemble des multiplicateurs sur E.
Pour z € T={z € C||z| = 1}, posons
U, Eox — (2(n)z")nez.

On remarque que si pour z € T, 1, (F) C E et si on suppose que pour tout n € Z,
I’application

pn:E>2r— 2(n)eC
est continue, alors le théoréme du graphe fermé nous donne que v, est un opérateur

borné sur E. Dans ce chapitre on considére des espaces de Banach vérifiant seule-
ment les hypothéses suivantes :
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(H1) F(Z) est dense dans E et pour tout n € Z, p, est continu de E dans C.
(H2) Ona S(E)C Fou ST'ECE.
(H3) On a ¢,(E) C E, Vz € T et sup, g ||| < +o0.

Dans la suite, si S(E) C E, nous désignons par spec(S) le spectre de 'opérateur
S a domaine E. Si S n’est pas borné spec(S) désigne le spectre de S, la ferme-
ture de S|r(z). Rappelons que S est la plus petite extension fermée de S|p(z). Plus
précisément, son domaine est

D(g) ={z € FE, Axy)pez C F(Z)t.q. x,, — x et Sz, — y € E}

et Sz = y. Nous nous proposons de montrer qu’on peut associer & tout multiplicateur
sur E une fonction L*> sur spec(S) qui est en plus holomorphe sur speé(S), si
speZ(S) # (). Pour tout k € Z, nous appelons e;, la suite sur Z, dont tous les
coefficients sont nuls & I'exception de ex(k) qui est égal a 1. Il est clair que tout

multiplicateur restreint & F'(Z) est un opérateur de convolution. En effet, pour M €
M(E) et a € F(Z), on a pour N assez grand

Ma = M( XN: a(k)ek> — M( XN: a(k)(Skeo)) - XN: a(k)S*(Mey).

Ainsi, on voit que pour n € Z,
N

(Ma)(n) = ) a(k)(M(eo))(n — k)

k=—N

et par conséquent
(3.1) Ma = ax M(eg).

Dans la suite nous allons noter M la suite M (eg). On peut associer a chaque multi-
plicateur une série de Laurent formelle M définie par la formule

M(z) =Y M(n)z", vz € C.

nez
Nous allons appeler M le symbole de M. A tout a € E, on peut aussi associer une
série formelle en posant

a(z) = Za(n)z", Vz e C.

ne”Z
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La propriété (3.1) entraine la représentation suivante dans 'ensemble des séries de
Laurent formelles dont les coefficients sont des suites dans £. On a

Ma(z) = M(2)a(z), Vz € C.

Nous cherchons les valeurs de r pour lesquelles on peut donner un sens partout
ou presque partout & M (re?). Les résultats déja obtenus dans ce domaine pour
des espaces de Banach particuliers, nous aménent a conjecturer que méme sous nos
hypothéses le symbole de tout multiplicateur est une fonction L* sur la frontiére du
spectre de S et holomorphe bornée a l'intérieur du spectre de S si ce dernier n’est
pas vide. Nous allons maintenant donner un apergu des résultats connus. Dans le
cas particulier E = [P(Z), nous avons le résultat classique suivant.

PROPOSITION 3.1. Soit E = IP(Z), ou 1 < p < 4o00. Alors, pour tout M €
M(E), M € L*(T) et on a

1M | zoemy < ([ M]].

On rappelle que dans ce cas il est bien connu que spec(S) = T. Pour p = 2, on
a évidement ||M |eo(ry = [|M]|. Les multiplicateurs ont aussi été étudiés dans les
espaces a poids. On appelle poids sur Z toute suite strictement positive. On associe
4 un poids w les espaces

P(Z) = {(a(n))nez € C*| Y la(n)Pw(n)’ < +o0}

nez

1
lallwpy = Z la(n)[Pw(n)’)>,

nez
pour 1 < p < 4o00. Shields a démontré dans [33] le résultat suivant :

munis des normes

PROPOSITION 3.2. (Shields 1974) Soit w un poids sur Z tel que S et S~ sont
bornés sur I2(Z) et spec(S) # 0. Alors pour tout M € M(I12(Z)), on a

2 =[S M) ()

nez

et M € Hoo(speZ(S)).

L’hypothése speZ(S) # () exclut une large classe d’espaces de Banach. Par
exemple dans le cas particulier [?(Z) 'intérieur du spectre de S est vide. Cependant,
ce n’est que récemment que Esterle a observé dans [10] que I'on a la proposition
suivante.
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PROPOSITION 3.3. ([10]) Soit (2(Z) un espace & poids tel que S et S™' sont
bornés et ﬁ = p(S) = r, alors pour tout M € M(I2(Z)), on obtient

[M(rz)| < [M], p.p. surT.

Gelar considére dans [13] une plus large classe d’espaces de Banach a poids qui
possédent une base de Schauder. C’est une hypothése plus forte que (H1), (H2)
et (H3), comme le montre ’exemple 5, exposé ultérieurement. Le situation dans
laquelle, nous nous plagons est beaucoup plus générale. L’hypothése (H1) est trivia-
lement vérifiée dans les espaces de Banach dont la norme est définie par une série
convergente. Quant a 'hypothése (H3), il suffit d’avoir ||(z(n))nez|| = [|[(|x(n)])nezl|
pour qu’elle soit vérifiée. Néanmoins, il existe aussi des espaces de Banach dans les-
quels ||(x(n))nez|| # [(|x(n)])nez|| et qui vérifient pourtant (H3). Nous verrons un
exemple ultérieurement. Notons C, = {z € C||z| = r}, pour r > 0. Dans ce chapitre

nous allons démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 3.1. Soit ¥ un espace de Banach de suites sur Z vérifiant les hypo-
theses (H1), (H2) et (H3). Alors, on a :
1) Si S n'est pas borné, mais S™' est borné, p(S) = +oo et si S est borné, alors que
S~ nlest pas borné, p(S™1) = +oc.
2) Nous avons spec(S) = {ﬁ <|z| < p(S)}.
3) Soit M € M(E). Pour r > 0 tel que C, C spec(S5), M € L>(C,) et on a
1M (2)| < |[|M]|, p.p. sur C,. ]

4) Si p(S) > ﬁ, M est holomorphe sur spec(S).

Dans ce chapitre, nous allons aussi nous intéresser aux opérateurs de Toeplitz
sur des espaces de Banach de suites sur Z* = N. On identifie z € CZ" & un élément
de CZ en posant z(n) = 0, pour n < 0 et on adopte une convention analogue pour
les éléments de CZ .

Soit F(Z7") (resp. F(Z™)) 'espace des suites sur Z* (resp. Z~), dont tous les
coefficients sauf un nombre fini sont nuls.

DEFINITION 3.2. Nous définissons sur CZ* les opérateurs S et S_; par les for-
mules suivantes.

Pouru € C¥, (S(u))(n) =0, sin=0et (S(u))(n) = tp_1, sin>1

(S—1(w))(n) = upsy, pourn > 0.
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Nous allons considérer les espaces de Banach ET de suites sur Z*, vérifiant les
propriétés suivantes :

(H1) L’espace F(Z") est dense dans E™T et pour tout n € Z*, l'application
Pn - * — x(n) est continue de E* dans C.

(H2) On a S(Et) C ET ou S_4(E*) C E™.

(H3) Pour z = (z(n)),ez € ET, nous avons v,(z) = (2"z(n))nez € ET, pour
tout z € T et sup, g ||72] < +o0.

Nous remarquons que si v, (z) € ET, pour tout z € ET, alors v, : ET — E* est
borné. Il est facile de voir que si S(E™) C E, alors par le théoréme du graphe fermé,
on obtient que S|+, la restriction de S & E™ est un opérateur borné de E* dans E*.
Nous dirons que S (resp. S_1) est borné quand S(E*) C E* (resp. S_1(ET) C E™T).
Dans la suite, si S|g+ (resp. S_1|g+) est borné, spec(S) (resp. spec(S_1)) désigne
le spectre de S|g+ (resp. S_q|g+). Si S (resp. S_;) n’est pas borné, spec(S) (resp.
spec(S_y)) désigne le spectre de la fermeture de S|pz+) (resp. S_1|pz+))-

DEFINITION 3.3. Un opérateur borné sur E* est appelé opérateur de Toeplitz s’il
vérifie ’équation fonctionnelle :

(S.1TS)u = Tu, Yu € F(Z").
Pour u € I*(Z7) & E™ nous introduisons
(PT(u))(n) = up, ¥n >0,
(P (u))(n) =0, Vn < 0.
Pour un opérateur de Toeplitz T, posons pour n > 0,
f(n) =<Tey,e_, >
T(—n) =< Te,, e > .
Il est facile de voir qu’on a
Tu = PT(T ), Yu € F(Z").
Comme dans le cas des multiplicateurs, nous définissons formellement

T(z) = Zf(n)z", vz e C.
nez
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On appelle T le symbole de 7. En tenant compte des similitudes entre les multi-
plicateurs et les opérateurs de Toeplitz il est logique de s’attendre & ce que T soit
une fonction L sur la frontiére de spec(S) N (spec(S_1))~'. Il est également naturel
de conjecturer que T est holomorphe sur l'intérieur de spec(S) N (spec(S—1))~Y, si
ce dernier n’est pas vide. Il est clair que si M est un multiplicateur sur £~ @ ET,
ot £~ et E sont des espaces de Banach de suites respectivement sur Z~ et Z™*,
alors Pt M est un opérateur de Toeplitz sur E+. Cependant, malgré la richesse de
la littérature sur les opérateurs de Toeplitz, il semble qu’il n’a pas été établi que
tout opérateur de Toeplitz est induit par un multiplicateur sur un espace de Banach
de suites sur Z judicieusement choisi. On ne peut donc pas appliquer directement
aux opérateurs de Toeplitz les raisonnements que nous allons déployer dans le cas
des multiplicateurs. Néanmoins, nous allons appliquer le méme schémas de preuve
en le modifiant. La principale difficulté est que S n’est plus un opérateur inversible
d’inverse S_;. Cependant, nous allons nous servir du fait que S_;S = I. On obtient

le théoréme suivant.

THEOREME 3.2. Soit ET un espace de Banach de suites sur Z* vérifiant les

hypothéses (H1), (H2) et (H3). Soit T un opérateur de Toeplitz sur ET.

1) Pourr € [—p(slfl),p(s)]; 81 p(S) < +00 ou pour r € [ﬁ? +00 [’ 81 p(8) = +oo,

onaT € L®(C,) et
T(2)] < |IT||, p.p sur C,.

2) Si' S et S_1 sont bornés et si ﬁ < p(S), alors la fonction T € H>(£2), ot

Q= {ZE(C| g|z\gp(3)}.

1
p(S-1)

o

3) Si S n’est pas borné, mais S_1 est borné, T e H>(U), ou

UZZ{ZE(C|@§|Z‘}.

o

4) Si S est borné, mais S_1 n’est pas borné, T e H>(V), ou

V= {z eCllzl < p<S)}.
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2. Exemples

Nous allons consacrer cette partie a la présentation de différentes familles d’es-
paces de Banach qui vérifient les hypothéses (H1), (H2) et (H3).

Exemple 1.

Soit w un poids sur Z. Il est trés facile de voir que les espaces [P (Z) pour 1 <
p < 400 vérifient nos hypothéses. Nous allons donner quelques cas particuliers qui
illustrent les situations suivantes : S et S~! sont bornés et le spectre de S est soit
une couronne d’intérieur non vide soit un cercle, un des opérateurs S et S~! n’est
pas borné ou tous les deux ne sont pas bornés. Quel que soit le poids w la norme de
Sk est toujours donnée par

154 = sup 22 EE)

ez w(n)

Dans les exemples suivants on considére F = [2(Z), ou w est défini comme suit.

1. Soit w(n) = e, Vn € Z. Alors S et S~! sont bornés et ||S|| = e, [|[S7|| =7},
p(S) = e et p(S~') = e7!. Ainsi le spectre de S est le cercle de rayon e et il est
d’intérieur vide. Dans ce cas le symbole de chaque multiplicateur est une fonction
L sur ce cercle.

2. Soit w(n) =e",sin >0etw(n) =1,sin <0.Alorson a ||S|| =e, [|S7!]| =1,
p(S) = e et p(S~') = 1. Dans ce cas le spectre du shift est la couronne délimitée
par les cercles de rayon respectif 1 et e.

3. Soit w(n) = n!, sin > 1 et w(n) = 1, sinon. Alors on voit que [|.S|| = +o0,
1S =1 et p(S7!) = 1. Le spectre du shift est alors le complémentaire dans C du
disque de centre 0 et rayon 1. Le symbole de tout multiplicateur est holomorphe sur
ce domaine.

4. Posons w(n) = n, si n < 1 et w(n) = 1 sinon. Alors on a pour k& > 0,
|S*|| = 1+ k et ||S~*|] = 1. Ainsi on obtient que p(S) = e et p(S™!) = 1. Dans cette
situation on remarque que

swp 15 = sup |2 =e< |8
z€spec(S) z€spec(S)
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Cet exemple nous montre que 1’égalité

sup [M(z)| = [|[M]]
z€spec(S)
qui est vérifiée par tout multiplicateur sur [?(Z), ne peut pas étre généralisée, méme
dans le cas particulier des espaces [2(Z).

5. Soit w(2n) = 1 et w(2n+1) = |n|+1, pour tout n € Z. Alors on remarque que
les opérateurs S et S~! sont tous les deux non bornés. Nous allons examiner ce cas
particulier pour voir si le Théoréme 3.1 est quant méme vérifié. On remarque que
|S?|| = 2 et S? est borné. Par ailleurs on a spec(S) = C. En effet, supposons qu’il
existe A € spec(S). Posons A = (S—AI)~'. On a alors AS—A\A = I et en multipliant
cette égalité par S on trouve AS? — MAS = S et ainsi S = AS? — M\ — A\2A. Ceci
est absurde car I'opérateur AS? — A\I — \2A est borné, alors que S ne l’est pas. Par
conséquent, il est clair que spec(S) = C. Si le Théoréme 3.1 était valable, le symbole
de S? qui est 2z? aurait été borné sur C. Il est évident que c’est impossible. Ainsi,
nous constatons que notre résultat ne peut pas étre généralisé pour les espaces de
Banach sur lesquels ni S ni S~! ne sont bornés.

Exemple 2.
Quels que soient les poids w; et wq, pour tous p et g tels que 1 < p < 400, 1 <g<
+00, I'espace £, (Z) N 1%, (Z) muni de la norme

2]l = max{[lz]lw, ps [[€]lwsq}

satisfait nos conditions (H1) et (H3).

Exemple 3.
Soit K une fonction convexe continue et croissante sur R* telle que (0) = 0 et
K(x) > 0, pour x > 0. Par exemple, K peut étre la fonction 27, pour 1 < p < +o0.
Des fonctions beaucoup plus compliquées comme par exemple zPtsin(los(=log(@)) , ~
1 4+ /2 vérifient aussi les conditions requises. Soit w un poids sur Z. Posons

lkw(Z) = {(x(n))nez € C%| ZIC(‘x(tn”)w(n) < 400, pour un t > 0}
et
||| = inf{t >0 ;K<|x(tn)‘>w(n) < 1}.
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L’espace i, (Z), appelé espace d’Orlitz a poids (|31], [23]) est un espace de
Banach vérifiant nos hypothéses (H1) et (H3). Pour que (H2) soit vérifiée il suffit
que l'on ait

w(n+1)
sup ————- < +00
nez. w(n)

ou
w(n—1)
sup —————— < +00.
nez w(n)
Pour plus d’informations sur ce type d’espaces le lecteur peut se reporter a [31] et
|23]. Nous pouvons appliquer le Théoréme 3.1 & I, (Z) et ainsi entre autres nous

obtenons la forme exacte du spectre du shift.

Exemple 4.
Soit (¢(n))nez une suite réelle telle que g(n) > 1, pour tout n € Z. Pour une suite
a = (a(n))nez € CZ, posons

Jally = et > 0] 3[4

nez

q(n)
<1l

Considérons I’espace
l{q}(Z) ={a€ cZ | la|| gy < 400}

C’est un espace de Banach d’apreés [6], [25]. 11 est évident qu’il vérifie nos hypothéses
(H1) et (H3). Si S ou S! est borné sur I{}(Z) le Théoréme 3.1. est valable dans
(7).

Exemple 5.
Désignons par Co o 'espace des fonctions continues, 27-périodiques et a valeurs
complexes sur R. Pour f € Cj s, on note f la suite des coefficients de Fourier de
f- Posons

C= {f | fe C[0,27r]}

et Hf” = || flloo, pour f € Clo2x. L’hypothése (H1) est vraie car toute fonction de
Clo,2x) est la limite uniforme des moyennes de Césaro de sa série de Fourier. Ainsi,

on a
k

N
. 1 ¢ int _
Jim Zkzo 2 fme™ — £0)] =0
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Vérifions (H3). Pour a € R et f € Cjo 24, On a

1 2

Yeie(f)(n) = — | ()" e "t

:27T0

1 2 .
=— t+ a)e " dt.
5= [ rerae
On constate que 9o ( f) est la suite des coefficients de Fourier de la fonction
t— f(t+ a),

qui est dans Clgan. Il est évident que la norme de 'opérateur 1. est égale a 1.
L’hypothése (H3) est donc vérifiée par C. Il est aussi trés facile de voir que les
opérateurs S et S~! sont tous les deux bornés. Notre théoréme s’applique donc dans
I’espace C, qui pourtant n’a pas de base de Schauder et n’entre donc pas dans le
cadre des espaces de Banach étudiés par Gellar. Nous faisons remarquer au lecteur
que dans C il existe des suites a telle que

k
I . —all £0.
Jim | n;ka(n)e al| #

En effet, il est bien connu qu’en général une fonction continue et 27-périodique n’est

pas la limite uniforme de sa série de Fourier. Cependant, les suites finies sont bien
denses dans C.

3. Multiplicateurs

Soit E* ’espace dual de E. Nous allons noter ||| la norme de E et ||.||. la norme
de E*. Pour y € E* et x € E, on utilise la notation usuelle < z,y >:= y(x). Pour
k € 7Z, posons < x,e, >= x(—k). Ainsi, nous pouvons considérer que e, est un

élément de E*. On remarque que si on pose |||z||| = sup ¢y ||:(x)]|, nous obtenons
une norme sur F équivalente a la norme ||.||. L’avantage de la norme |[||.||| est que
nous avons

sup |||v.(2)||| =1, Vz € T.

[lell]=1
Par conséquent, sans perte de généralité, on peut dorénavant considérer que ¢, est
une isométrie de £ dans E, quel que soit z € T. Nous allons prouver le lemme
suivant.
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LEMME 3.1. Pour x € E, on a

S (3 ) o =0

Preuve. Fixons x € E. La fonction
U, Tz —,(x)e E

est continue. En effet, pour © € F(Z) la continuité est évidente et pour x € F
quelconque elle découle immédiatement des hypothéses (H1), (H2) et (H3). Nous
introduisons les noyaux de Fejer (gi)ren C L'(T) définis par la formule

k
gk(elt) = ;:0 ] E etmt

|m|<p
(k1)
1 Sin(~—=—2)\ 2
- (Y vier,
k+1 sin 3

Rappelons que nous avons ||gx||z1r) = 1, pour k € N et

lim gr(e™)dt =0, ¥ > 0.
koo Js<t|<n
De plus, pour |n| < k,

- L/ ity ,—in n
i) = o= [ e =1- L

et pour |n| > k,

Grace a la continuité de ¥,, nous avons

(ge * ¥a)(1) = Wa(1)[| = 0.

lim ||
k—4o00
Nous allons écrire ds au lieu de dm(s), oi m est la mesure de Haar sur T telle que
m(T) = 1. Pour tout n € Z, on a

(5 000 = ([ o2 (@)as) o)

Ainsi, nous obtenons
k

(ge * W) (1) = Z (1 — k|j_|1>$(n)6n = zk: ﬁ(i x(n) en>.

n=—=k p=0 n=—p




Etant donné que W, (1) = x, ceci compléte la preuve du lemme. [J

Nous aurons besoin aussi du lemme suivant.

LEMME 3.2. Soit E un espace de Banach vérifiant les conditions (H1), (H2) et
(H3). Pour x € E et M € M(E), la fonction

My To>z— (Y,oMot),-1)(x) €EFE
est continue.

Preuve. Fixons © € F(Z) et M € M(E). 1 est facile de voir que

—

(3.2) My (2) = (o Motp,—1)(x) =1, (M) *xx, Vz€T.
En effet, pour un certain £ € N assez grand, on a

((lbz oMo wz—l)(ﬂf))(n) =2z" Z M(n —p)zPx(p), Vn € Z.

Ip|<k

Ceci implique que pour tout = € F(Z), la fonction
To>z— (YooMot,1)(z) € E

est continue. Prenant en compte la densité de F'(Z) dans E, nous déduisons que M,
est continue de T dans E, pour tout z € E£. [

Dans la suite, nous allons noter M, 'opérateur de convolution par ¢ € F(Z), si
¢ x E C E. Nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME 3.3. Soit E un espace de Banach vérifiant les conditions (H1), (H2) et
(H3). Soient M € M(E), x € E.
1) On a

lim [|[Mgx — Mz|| =0,
k——o00

ot pour k € N, My est défini par la formule

k

M= Y (3 T s7) = 3 (1= ) s

p=0 n=—

2) De plus, |[Mx| < [|M]|, Vk € N.
3) S§i S~! n’est pas borné, mais S est borné, M(n) = 0, pour n < 0, alors que si S~
est borné, mais S n’est pas borné, M(n) =0, pour n > 0.
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]

RS
I'assertion 1) découle immeédiatement de la densité de F(Z) dans E. Cependant,

Preuve. On a 1imk_>+oo<1 )]/\J\(n) = J/\J\(n), pour n € Z et par conséquent

il est moins simple d’obtenir le controle de la norme de My. La preuve utilise les
arguments de [33] adaptés a notre situation qui est beaucoup plus générale. Nous
allons nous servir de nouveau des noyaux de Fejer définis dans la preuve du lemme
précédent. Fixons M € M(E). Comme pour tout = € E, la fonction M, est continue
de T dans E et M, (1) = Mz, nous avons

Jm (e M)(1) = Mzl =0, Ve € B.

Maintenant, fixons x € F(Z). En tenant compte de (4.11), pour k£ € N, nous obte-

nons

(g0 ¥ Mo)(1) = / Ge(H)IM (= V)d

_ / G () sr (M (2))dz = / 91(2) (W (3T) # )z,
Cela entraine

(g * My)(1) = </11‘ gk(Z)wzfl(]/W\)dZ> * .

Par ailleurs, on remarque que pour |n| < k, on a

(/Tgk(Z)?ﬂz—l(]\/f\)dz) (n) :Agk(z)z_"f\//f(n)dz

= ) 3T(n) = (1 - 725 Ww)

alors que pour |n| > k, on a

(Agk(z)wz—l(f/\/f\)dz> (n) = 0.

L’égalité
k

My = Z <1— id )]\/J\(n)en,

E+1

n=—

implique que
M= ([ o) (D)),
T

Maintenant, il devient facile de majorer || My||. On a

Mall = [V = all = | [ 0u(:) e (31) = s

- | /T 96(2) (1o © M o 15,) (a)d2
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< / (ge()] [ 1M1 lalld=
T

< [[M[[la]l, Ya € F(Z)
et la densité de F'(Z) dans E nous donne |My|| < ||M]|, Vk € N.

Supposons que S~! n’est pas borné tandis que S est borné. Fixons k € Z. Comme

I’opérateur
k

My = 2(1— i )M\(n)S”

E+1

n=-—
est borné, il est clair que S*~!My est aussi un opérateur borné. Etant donné que

nous avouns

k o\ : —
S M= (1 - = ) M(-k)S™" + n:;H(l - %)M(n)b‘”*k’_l,

que
k

> (1) s

n=—k+1

est borné et que S~! n’est pas borné, nous concluons que ]\/4\(—/5) = 0. De méme, en
composant My et S?, pour p =k —2, k—3, ...., 1, on montre que J/\/[\(—n) = 0, pour
n > 0. Si S~! est borné alors que S n’est pas borné, par le méme raisonnement,
nous pouvons compléter la preuve du lemme. [1.

LEMME 3.4. Soit E un espace de Banach vérifiant les conditions (H1), (H2) et
(H3). Soit ¢ € F(Z) tel que ¢ x E C E.
1) Si les opérateurs S et S~ sont tous les deux bornés, alors on a

~ 1
< || Myl|, ¥V Q.= < < p(S)y¢.
B < 1My, Ve € 0= { -y < 12l < o(5) }
2) Si S n’est pas borné, tandis que S~ est borné et si ¢ € F(Z™), alors on a

~ 1

o(2)| < || M, ,VZEO::{ZE(C 227}.

[0(2)] < || Myl | || (ST

3) Si S est borné, tandis que S~ n’est pas borné et si ¢ € F(Z*), nous avons

6()] < Ml ¥z €U = {z € C 12| < p(8) .
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Preuve. Supposons d’abord que S et S~! sont tous les deux bornés. Soit z €
spec(S). Deux cas se présentent :
1. 11 existe une suite (h,)peny C E qui vérifie

pgian(s —:Dh,| =0
17yl =1, ¥p € N.

2. L’opérateur adjoint du shift S* admet z pour valeur propre et donc il existe
y € E*\{0} tel que S*y = zy.

Supposons que nous sommes dans le premier cas. On remarque qu’on a

lim || S*h, — 2*h,|| =0, Vk € Z.

p—-oo
Ainsi pour tout ¢ € F(Z), pour N > 0 assez grand, on a
N

6% hy = d(2)hy | < D (sup [6(R))IS*hy, — 2y .

=N |EISN
Nous en déduisons
JTim 6% By — 6(2)hyl| = 0.
Comme
[6(2)] = 9(2)hpl| < [16(2)y — & % Byl + (|6 5 Py |,
il en découle que
|6(2)] < L 16(2)hpll < [ M)l
Maintenant supposons qu’on est dans le deuxiéme cas. On a

M(y) = é(n)(S*)"(y)

nez

=Y o(n)(z"y) = d(2)y
nez
et il est évident que

|6(2)] < M| = [|My).
Nous concluons que pour tout ¢ € F(Z), on a

62| < M), V= € spec(S).

Si un des opérateurs S et S~! n’est pas borné, la preuve est trés similaire. Si S
n’est pas borné, alors que S—! est borné, nous utilisons le spectre de S et les mémes
arguments. Ainsi si ﬁ = p(S) , la preuve est achevée.
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Revenons au cas oll les opérateurs S et S~! sont tous les deux bornés et supposons
que ﬁ < p(S). Fixons ¢ € F(Z). Soient 0 < Ry < Ry deux réels tels que les
cercles Cg, et Cr, de rayon respectif R; et Ry appartiennent a spec(S). Comme la
fonction ¢ est holomorphe sur C\{0} et |¢(z)| < | My||, pour z € Cgr, UCR,, d’aprés

le principe du maximum, on obtient
6(2)] < 1Myl 2 € Q1= {2 € C Ry < |2l < R

Etant donné que les cercles Csy et C' 1 sont inclus dans spec(S), on a

p(S—h)

|6(2)] < || M|, pour z € .

En tenant compte du fait que si ¢ € F(Z), la fonction z — QNS(Z_l) est holomorphe
sur C et que si ¢ € F(Z"), ¢ est holomorphe sur C, la preuve du lemme se compléte

par les mémes arguments. [

Preuve du Théoréme 3.1. Supposons que S et S~! sont tous les deux bornés.
Soit M € M(E). Nous allons utiliser la suite (My)gen construite dans la preuve du
Lemme 3.2. Rappelons que

(3.3) khIP Mgz — Mz|| =0, Vx € £

et |My|| < | M]|, Vk € N. Pour alléger les notations posons ¢, = My, pour k € N,

de sort que My = M,, . Pour r > 0 et a = (a(n))nez € E, notons (a),(n) = a(n)r™.
On fixe r € [ﬁ, p(S)]. D’aprés le Lemme 3.4, nous avons

|(@r)r(2)] < [| Mo, || < [[M]|, V2 € T, Vk € N.

Nous en déduisons que quitte a remplacer ((qﬁk)T) par une suite convenable
keN

qu’on notera aussi <(q§k)r) , on obtient que (((;Sk)T) converge pour la topologie
keN keN

o(L>=(T), L'(T)) vers une fonction v, € L°>°(T). Plus précisément, on a

k—+o00

lim [ ((00),(2)9(2) = vi()g(2) ) d= = 0, Vg € L(T)
T
et ||r]|co < || M]]. I1 est clair que

tim | (00 (2)(@)n(2)9(2) = () (@)n()g(2) ) d= = 0, Vg € L¥(T), Va € F(Z)

k—+o00
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et par conséquent pour a € F(Z), (@(a)r>k , converge pour la topologie faible
€
de L?(T) vers v,.(a),. La transformation de Fourier de [>(Z) dans L*(T) définie par
F:1%(Z) > (a(n))nez — alr € L*(T)

est une isométrie et donc la suite <(M¢ka),«>k - ((gbk)T * (CL)T)k , converge vers
€ €
U, * (a), pour la topologie faible de [?(Z). Grace a (3.3), on trouve

klir}rrl | < (My,a), — (Ma),, b>| < klirf | My, a — Mal| ||(b),—1||« =0, Vb € F(Z).

Cela entraine
(Ma),(n) = (o * (a),)(n), Vn € Z, Ya € F(Z).

Ainsi, on montre que

—

(M), * (a), = Uy % (a),,Va € F(Z)

et

Par conséquent, on a

M(rz) = Z M(n)r”z" = Z r(n)z" =v,(2), Vz € T.
nez nez
Comme ||, || < ||M]|, il en découle que M est essentiellement borné par || M| sur

tout cercle de Q. Si p(5) = ﬁ, il est évident que spec(S) = Cs) = Q.

A partir de maintenant, nous supposons que p(S) > ﬁ. Etant donné que

—~ o
(¢dr )ken est une suite de fonctions holomorphes uniformément bornées sur €2, d’aprés

le théoréme de Montel, nous pouvons en extraire une sous-suite qui converge uni-

o
formément sur tout compact de 2 vers une certaine fonction holomorphe v. Nous

o~

notons cette sous-suite aussi (¢ )gen. Alors, pour r €] ﬁ, p(S)][, la suite ((¢x)r)ken

converge uniformément sur T vers la fonction 2 — v(rz) et nous obtenons
v(rz) = v.(2).

—

Nous concluons que v(rz) = M(rz), pour z € T et on a

v(z) = M(z2) = Z M\(n)zn, pour z € Q.

nel

Par conséquent, M est holomorphe sur €2.
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Maintenant, montrons que spec(S) = 2. Supposons qu’il existe C, C € tel
que C, n’est pas inclus dans spec(S). Soit a € C, tel que a ¢ spec(S). Alors
(S —al)™' € M(FE) et pour r > 0, si C,. C €, il existe une fonction v, € L>(T)
telle que

—_—

]—"(((S - oz])_la)T> (2) = 1, (2)(a),(2), ¥z € T, Va € F(Z).
En remplagant a par (S — al)a, on trouve

(@),(2) = () F(((S = al)a), ) (2)

=1 (2)(rz — oz)(/a\)/r(z), Vz e T, Ya € F(Z),
eton a (rz—a)y(z) =1. On a a = rzg, 290 € T. Pour tout € > 0, il existe z. € T
tel que |rze — rzo| < € et |v.(20)] < ||r|loo- Cela implique que 1 < €1 || et nous
aboutissons a une contradiction. Nous en déduisons que C,. C spec(S), 2 C spec(S)
et donc on a spec(S) = Q.

Si nous supposons qu’un des opérateurs S et S~! n’est pas borné, nous obtenons
les mémes résultats en remplacant (2 par O ou Y. Pour les définitions de O et U le
lecteur peut se reporter au Lemme 3.4. On remarque que quand spec(S) = O, nous
déduisons p(S) = +o00, alors que quand spec(S) = U, nous avons p(S™') = +oo. [

4. Opérateurs de Toeplitz

Dans cette partie, nous démontrons le Théoréme 3.2. Par le méme raisonnement
que dans la preuve du Lemme 3.1, pour tout x € £, on trouve

5 S -0

Si ¢ € F(Z) est tel que PT (¢« ET) C E*, nous notons T, 'opérateur sur £
défini par Tyx = PT(¢ % x), pour x € F(Z"). En appliquant les mémes méthodes
que celles de la section précédente, nous obtenons le résultat suivant. .
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LEMME 3.5. Soit E* un espace de Banach vérifiant les conditions (H1), (H2)
et (H3).
1) Soit T un opérateur de Toeplitz sur ET. Alors la suite (¢n)nen, 0U ¢, est définie
par la formule

n 1 P
on =3 (2 The)
n+1
p=0 k=—p
vérifie les propriétés
lim || T, — Tf|, Yz € E*,

et
1T, | < |IT||, Vn € N.

2) Si S est borné, alors que S_1 n’est pas borné, f(k‘) =0, pour k < 0.
3) Si S n'est pas borné, mais S_1 est borné, T'(k) =0, pour k > 0.

LEMME 3.6. Soit E™ un espace de Banach vérifiant les conditions (H1), (H2)
et (H3).
1) Si S et S_1 sont bornés, pour tout ¢ € F(Z), nous avons
1
< |z| < p(S }
sy = =S

2) Si S n’est pas borné, alors que S_1 est borné, pour ¢ € F(Z~), nous avons

6) < 1Tl vz e @i={z e

~ 1
B < IITy], v €V i={z € €| g < sl }

3) Si S est borné, mais S_1 n’est pas borné, pour tout ¢ € F(Z™1), nous avons
6(2) < ITull, vz € U= {2 €Tz < p(8)}.

Preuve du Lemme 3.6. Nous exposons seulement la preuve de 1). Les preuves
de 2) et 3) emploient les mémes arguments. Supposons que S et S_; sont bornés.
Soit

A € spec(S) N (spec(S_1)) "
Comme X\ € spec(S), il existe une suite (f,)nen, fn € ET telle que
(3.4) nl_l)rfooHan_)‘an =0et[|fa]| =1, Vn €N

ou bien il existe

(3.5) a € ET\{0}, S*a = \a.
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Si on a (3.4), alors on obtient
(3.6) lim 1S¥f, — Ao full =0, VEk € N.

On a
lim Hsli1fn - )\_kan

n——+00
< lim (ST [IATF]IA"fy = 8" full = 0, ¥k €N
Comme A™! € spec(S* ), il existe une suite (g, )nen, 9o € BT qui vérifie

(3.7) lim ||S* 9, — A 'gull« = 0et |lgnlls =1, Vn €N

n—-4oo

ou bien il existe
(3.8) be EN\{0}, (S*,)'b=S_1b= )"
Si (3.7) est vérifié alors, on trouve

(3.9)  lim [|(S*)*g, — Ngul|l. = Oet lim 1(S* )*gn — A *g,|l. =0, V& € N.

n—-4o0o

On voudrait avoir (3.6) ou (3.9). Pour s’assurer qu’au moins une de ces propriétés
est vraie il suffit de montrer que (3.5) et (3.8) s’excluent mutuellement. Supposons
que nous ayons simultanément (3.5) et (3.8). Soit a € ET"\{0} tel que S*(a) = Aa
et soit b € ET\{0} tel que S_;b = A"'0. Pour uw € ET" et n > 0, posons

u(—n) =< ey, u >=< S"eg, u >=< ey, S"u > .
Comme F(Z") est dense dans E™, application
u — (u(=7))n>0
est injective. On a
a(—n) = A"a(0), n>0
et
b(n)\" =b(0), n > 0.

Comme a # 0 et b # 0, nous avons a(0) # 0, b(0) # 0. Pour k£ € N, définissons
u € F(Z*) par

n

up = nz:% %—1-1 b(p)e, = Z(l -7 Z 1>b(n)en.

p=0 n=0
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Nous trouvons limy_, ; « ||ug—b|| = 0 et par conséquent limy_, oo < ug, a >=<b,a >.
Par ailleurs, on a

k
. . n
P D (R TR
b n
- i 31 ) o

, k
_ kkrfm(g + 1>a(0)b(0) = +o0.
Ceci est absurde et nous concluons que les propriétés (3.5) et (3.8) sont incompatibles
et donc nous avons obligatoirement (3.6) ou (3.9). Ainsi, nous pouvons appliquer les

mémes arguments que ceux de la preuve du Lemme 3.6 et nous en déduisons que
6| < |IToll, Vo € F(Z), YA € spec(S) N (spec(S_1)) ™.

En utilisant le principe du maximum, nous trouvons

(3.10) 6N < ITsll, V6 € F(Z), YA € Q.

Si S est borné, mais S_; n’est pas borné, quel que soit A € spec(S) il existe une
suite (hp)nen, hn € ET telle que lim,—,; « ||Shy, — ARy || = 0 et ||hy|| = 1 ou bien il
existe ¢ € E"\{0} tel que S*c = Ac. De méme que dans la preuve du Lemme 3.4,
on montre que

6(N)| < ||T4ll, Vo € F(Z*), YA € spec(S).

Si S_; est borné, nous utilisons le spectre de S_; et la méme méthode. Dans les

deux cas, nous concluons en nous servant du principe du maximum. [J

Maintenant nous avons tous les outils nécessaires pour exposer la preuve du
Théoréme 3.2.

Preuve du Théoréme 3.2. La preuve utilise les mémes arguments que la
preuve du Théoréme 3.1. Néanmoins, quelques modifications s’'imposent et nous
allons donner les principales étapes. D’abord, supposons que S et S_; sont tous les
deux bornés. Soient T un opérateur de Toeplitz sur E et (¢ )ren C F(Z) une suite
qui vérifie

kl_l)riloo |Ty.a — Tal|| =0, Va € E*
et
1T ]l < ITNl, VE € N.
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Pour » > 0 et a € E*, notons (a),(n) = a(n)r". Fixons r € [ﬁ,p(S)]. Nous

avons grace au lemme précédent
[(@6)r(2)] < [T, ]| < [T, V2 €T, VE € N.

Il est donc possible d’extraire de (@) une sous-suite qui converge pour la
keN
topologie o(L>(T), L*(T)) vers une certaine fonction v, € L°(T). Pour alléger

les notations cette sous-suite sera aussi notée <(q§k)r> . Cela entraine que, pour
keN

a € F(Z), (@(Z):) converge pour la topologie faible de L*(T) vers v,(a),.
keN
Désignons par 7, = (7,(n))nez la suite des coefficients de Fourier de v,. La transfor-
mation de Fourier étant une isométrie de [?(Z) dans L?(T), la suite <(¢k)r * (a)r>
keN

converge vers 1, * (a), pour la topologie faible de [?(Z). D’un autre coté, <T¢ka>
kEN

converge vers T'a pour la topologie de ET. Par conséquent, nous avons

lim [(T,a)r(n) — (Ta)(n)]

k—-oo
< nETm 1Ty, (a)(n) — T(a)(n)] =0, Vn €N, Va € F(Z").

On conclut que

(Ta), = PY (0, x (a),), Ya € F(Z%).
Comme R

(Ta), = P*((T % a),), Va € F(Z"),
on obtienj T(n)r™ = ,(n), Vn € Z. L’estimation |V llee < |IT|| implique que la
fonction T est essentiellement bornée par ||T'|| sur chaque cercle inclus dans €.

_1
p(8-1)’

3.1, on démontre que la fonction T est holomorphe sur 2.

Si nous supposons que p(S) > de méme que dans la preuve du Théoréme

En remplacant €2 soit par U soit par V' et en se servant des mémes arguments,
on obtient les résultats si S ou S_; n’est pas borné. [

72



CHAPITRE 4

Multiplicateurs sur les espaces de Banach de fonctions sur un

groupe localement compact abélien

1. Rappels sur les groupes localement compacts

On dit qu’un groupe topologique abélien G est localement compact si G en tant
qu’espace topologique est localement compact, ce qui équivaut au fait que I'unité de
(G posséde un voisinage compact. Le groupe dual d’un groupe G localement compact
abélien (LCA), i.e. ’ensemble des morphismes continus de G dans

T={z€C, ||| =1},

noté G est aussi un groupe LCA pour la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact. Par exemple, on a @ = R, Z =Tet le groupe dual de tout groupe
discret est compact. De plus, on a G=0Get G;<\G2 = é\l X é\g, si G, G5 et G sont
des groupes LCA. Nous avons le théoréme de structure suivant (voir [36] p.110).

THEOREME 4.1. i) Tout groupe abélien localement compact G est de la forme
R? x Gy, G étant un groupe qui contient un sous-groupe compact H tel que Gy/H
soit discret.

i) Tout groupe abélien localement compact et conneze est de la forme RP x H, o
H est un groupe compact et conneze.

On note C(G) (resp. Cy(G)) I'espace des fonctions continues sur G (resp. 1’espace
des fonctions continues sur G qui convergent vers 0 a I'infini), avec la convention
Co(G) = C(G) si G est compact). On normalise les mesures de Haar dx sur G et
dy sur G (c’est a dire les mesures invariantes par translation) de facon a obtenir la

formule d’inversion de Fourier sous la forme

g(z) = /@ F(g)(x)x(x)dx, p.p.surG,
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pour g € LY(G), F(g) € L'(G), ou
F: LY(G) — Co(G)

est définie par la formule usuelle
F@)) = [ ala)@e. pp. v € 1'(G)

Dans ce cas la transformation de Fourier F : L*(G) — LQ(@) est unitaire. La
transformée de Fourier d’une fonction f sera souvent notée f.

2. Topologie de C.(G)

On note I I’ensemble des sous-ensembles compacts de GG. Pour K € K, on pose
Cx(G) = {f € C(G) | supp(f) C K}.
On a
Ck(G) = {f € C(K) | flrrx) = 0},
ou Fr(K) désigne la frontiére de K. Posons
Ce(G) = UgexCk (G)
et
|7l = max | F(2)], V1 € Cu(G)

Alors (Ck(G), ||-||c) est une algébre de Banach pour tout K € . On munit C.(G)
de sa topologie inductive localement convexe naturelle, c’est a dire de la topologie
localement convexe la plus fine pour laquelle I'injection

est continue pour tout K € K. Cette topologie est caractérisée par le fait qu'une
application linéaire

¢:C(G) — F
dans un espace vectoriel F' localement convexe est continue si et seulement si ¢|c, ()
est continue pour tout K € K.
Rappelons qu’une partie B d’un espace vectoriel topologique E est dite bornée si
pour tout voisinage V de 0 il existe A\ > 0 tel que A\B C V. Si F et F sont deux
espaces vectoriels topologiques, on dit qu'une application linéaire

¢ E—F
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est bornée si ¢(B) est un borné de F' pour tout borné B de E. Toute application
linéaire ¢ continue de E dans F' est bornée mais la réciproque est en général fausse.
De méme si ¢ : E — F' est continue, alors ¢ est séquentiellement continue, mais la
réciproque est fausse en général. Cependant ces deux réciproques sont trivialement

vraies si I/ est normé, ce qui donne le résultat bien connu suivant.

PROPOSITION 4.1. Soit E un espace localement conveze, et soit ¢ : C.(G) — E
une application linéaire. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) ¢ est bornée.
(2) ¢ est séquentiellement continue.
(3) ¢ est continue.

Preuve. On sait que (1) et (2) sont des conséquences de (3). Supposons que (1)
est vérifié. Soit K € K . Comme i : Cx(G) — C.(G) est continue, elle est bornée.
Donc ¢ o i est bornée donc continue pour tout K et ¢ est continue. De méme, si
(2) est vérifiée, alors ¢ o i est séquentiellement continue, donc continue pour tout
K € K et ¢ est continue. [

On remarque que dans la proposition ci-dessus, on ne considére a priori que des
bornés particuliers de C.(G), c’est a dire les ensembles de la forme ix(B), ou B est
un borné de Cx(G). De méme, on ne considére a priori que des suites convergentes
particuliéres d’éléments de C.(G), c’est a dire les suites de la forme (ix(f,))n>1, Ol
(fn) est une suite convergente d’éléments de Cx(G) avec K € K. Pour le confort
du lecteur nous allons montrer dans ’annexe 1 que les bornés de C.(G) et les suites
convergentes d’éléments de C.(G) sont de la forme ci-dessus. Ces résultats sont
certainement bien connus, mais nous n’avons pas pu trouver de référence précise

dans la littérature pour les groupes non o-compacts.

3. Motivation et présentation du probléme

Soit L}, .(G) lespace des fonctions mesurables a valeurs complexes sur G telles
que f|x soit intégrable pour la mesure de Haar sur tout compact K C G. Pour

r € G, soit S, Popérateur défini sur L] (G) par

loc

S:f(y) = fly— ), pp.

Pour y € @, on note I'y 'opérateur

Lioe(G) 2 f — X[
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Soit £ C L}, .(G) un espace de Banach, et supposons que I'application identité

loc

i:E— L (G)

loc

soit continue. D’aprés le théoréme du graphe fermé si S,(F) C E, pour z € G,
lopérateur S, est borné de £ dans E. De méme, si I',(E) C E, avec x € @, Popé-
rateur I'y est un opérateur borné de £ dans E. Nous allons considérer des espaces
de Banach FE satisfaisant les conditions suivantes :

(H1) C.(G) ¢ E C L} (G), les deux inclusions étant continues, et C.(G) est

loc

dense dans E.

(H2) Pour tout x € G, S,(E) C E et sup,cx ||Sz|| < +00, pour tout compact
K caG.

(H3) Pour tout x € G, ' (E) C E et sup 1Ty || < 4o0.

xeG |
Posons [||f|[| = sup, g Iy f]l, pour f € E. La norme [||.|[| est équivalente & la

norme de £ et sans perte de généralité, on peut considérer dans la suite que I', est

une isométrie sur F pour tout y € G.

Notons que si condition (H2) est vérifiée, pour que l'inclusion £ C L; (G) soit

continue il suffit qu’il existe un voisinage compact K de l'unité tel que

(4.1) /K f(@)ldz < Cx|flls. Vf € CL(O),

avec Cx > 0 (la condition est évidemment nécessaire). En effet un argument de
densité montre que si I'inégalité ci-dessus est vérifiée pour tout f € C.(G), elle est
vraie sur E. Soit V' un voisinage de 1'unité compact vérifiant (4.1).

Pour tout K compact de G, il existe x1, ...,z € K tels que K C Uj<j<pz; +V
et on a pour tout f € F,

f(@)|de < ) |/ ()|dx
J /

1<j<k V&tV
=Y [ raits= 3 [ 1S Nolds <Cr 3 1Sl
1<j<k’V 1<j<k 7Y 1<j<k
DEFINITION 4.1. On appelle multiplicateur sur E tout opérateur linéaire borné

M:FE—F
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tel que
SeM = MS,, Vx € G.

L’algébre des multiplicateurs sur E sera notée M(E).

Soit B(F) l'algébre fermée engendrée par {S,},cc. On désignera par A, Ven-
semble des caractéres d’une algébre de Banach A. On note o({S,}.cc) le spectre
simultané de la famille {S, },cc défini par

—

o({Se}eec) = {(7(S2))zea, v € B(E)}.

Dans le cas particulier £ = LP(G), pour 1 < p < 00, il est bien connu [22] que

~

pour tout M € M(E), il existe hys € L>®(G) tel que ||har]|oo < [[M]] et on a
(4.2) Mf = hyuf, Vf € C.(G).

La fonction h,; est appelée le symbole de M et 'application M — h,; est une

o~

isométrie de M(FE) sur L>(G) si E = L*(G).
Soit GG I’ensemble des morphismes continus de G dans C* et soit G I’ensemble
des morphismes continus de G dans R™ = [0, 400[. On munit G de la topologie

caractérisée par la base de voisinages de 1'unité :
W(V,K)={0eG|0 Y (K)cCV}.

Ici V' et K parcourent respectivement 1’ensemble des voisinages de I'unité de C* et
I’ensemble des voisinages compacts de I'unité de G. 1l est facile de voir que G muni
de cette topologie est un groupe topologique. On remarque que pour f € C.(G) et
0 e é, I’intégrale

[ s )
e
est bien définie. Pour f € C.(G), on pose f(0) = [, f(x)0!(x)dx, pour tout 6 € G.

On remarque que f la = f et f est “la transformée de Fourier généralisée” de f définie
sur G. On va rechercher un sous-espace CTE de G tel que pour tout M € M(E) et
pour tout f € C,(G) la fonction (M f)6~" appartienne & L%(G) pour tout 6 € Gp.
Ceci permettra de définir de maniére naturelle la “transformée de Fourier généralisée”
de M f sur G . En tenant compte des arguments de [28] et [26], un candidat naturel
est ’ensemble
Gp={0€ G |fO)| < IMyll. Vf € C(@)},
ou M; € M(E) est l'opérateur de convolution

E>g— fxyg
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(voir le début de Section 2). Nous allons voir ultérieurement que Gp est pas vide.
Il est évident que XCTE = CTE pour tout y € G. Notons que si G est un groupe
compact, alors I'image de || est le sous-groupe compact trivial de R* pour tout
0 e Cf?; et donc é; =G. On remarque que si 1, ..., &, € G sont “indépendants”, i.e.
si le systéme y(z;) = €, 1 < i < n a une solution y dans G pour tout (e, ..., e,) € T"
alors I’ensemble
{(0(z1),...,0(z,)), 0 € G}

est un domaine de Reinhardt (voir ’annexe 2 de ce chapitre). Posons Gh = GpNG*.
Il est clair que si 6 € C?:E, alors

0] : G>x— |0(z)]
appartient a C?/Er Il est clair que C:’; = é\]/g@

DEFINITION 4.2. On dira qu’un ensemble C de fonctions sur G a valeurs dans
R* est log-conveze si la fonction

Gor— dx)(x) ™ eR
appartient & C pour tout A € [0, 1].
Nous prouverons le théoréme suivant.

THEOREME 4.2. Soit E un espace de Banach vérifiant les hypothéses (H1), (H2)
et (H3). N
i) L’ensemble G}, est non vide, compact et log-conveze.
i1) Nous avons

(4.3) Gp={0 €G]0 ()| < sup n(z)”", ¥z € G}.

ne€Gg

On va voir que quand G est un groupe discret on a
(4.4) Gp={0eG |07 (2)] < p(S,), Vz € G},

ce qui est aussi évident quand G est compact. Nous conjecturons que la formule
(4.4) est vraie pour tout groupe LCA.

Soit U un ouvert de C?. Une fonction
M:U3A—TII(\)eq
sera dite analytique sur U, si pour tout x € G, la fonction

UsX—TIN)(z)eC
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est analytique sur U. On note d la mesure discréte sur G;. Nous obtenons le résultat

suivant.

THEOREME 4.3. Soit E un espace de Banach vérifiant les hypothéses (H1), (H2)
et (H3).
i) Soient M € M(E) et 6 € Gp. Pour tout f € C.(Q), (Mf)6~ € L*(G). Posons
pour tout 6 € G}, et pour presque tout x € @,

MF(Sy) = (M) (x)-

Alors il existe une fonction hy; € LOO(GVE, d®m) telle que

(Mf) = hy f. Vf € C(G)

et ||harlloo < C|| M|, o C est une constante ne dépendant pas de M.
ii) Soit U un ouvert de CP. Soit 11 : U — G une fonction analytique. I existe
une fonction Hyp € L®(G,H>(U)) telle que pour tout X € U pour presque tout
x €G,

MF(T)x) = Han()WN)F ()Y ), Vf € C(G).

Nous allons maintenant donner quelques interprétations du Théoréme 4.3. Po-
sons
L={z€C| Rez€|0,1]}.

Fixons ¢ et ¢ € C/JVLZ Supposons que ¢ # 1. La fonction
IM:L3)\— ¢y

est analytique sur L. Ceci montre que le Théoréme 4.3 ii) donne des propriétés
d’analyticité de hy; dés que G, n’est pas un singleton méme si Gg a un intérieur
vide dans G. Posons

Q5.9 = T(L).

On voit que pour § = ¢*p1=* € Q, 4, avec \ € 6, on a la représentation
‘9(1,) — (ﬁ(I)Re)‘@D(:E)I_ReA X e iImAln £ w(z) Vo € G.

Introduisons le morphisme

iln &

v:Go>x —e WD)ET

et posons
={x € G| x(z) = (v(z))",Vr € G, avect € R}.
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On note S, I'ensemble convexe défini par
Sow = {n € Gf [ n(w) = 6lw)'v(x)' ", Vo € G, avect € 0,1},

On voit que € 4 est isomorphe a Sy, x vX. Nous allons discuter quelques exemples.

Exemple 1. G = Z.
Tout ¢ € G est donné par

¢p:Z>n— 2" €C,

ouzeCet = < |z| < p(5). Sip(S) > 7, on peut choisir ¢ et 1 tels que

1
p(S—1
o(n) = p(S)", ¥n € Z,
b(n) =p(S7H™", Vn e Z.
Observons que S,y est isomorphe au segment [ﬁ, p(S)] et

VFQZ:T.

Ainsi, on obtient

Qs ~ {2 €€l < [ <0(9)}

et le Théoréme 4.3 donne exactement le résultat concernant les multiplicateurs sur
un espace de Banach de suites, démontré dans le Chapitre 3.

Exemple 2. G =R.

Tout ¢ € G, est donné par ¢(z) = €, Yz € R, pour un certain a € [In p(S 7 In p(S1)]-

Supposons que £ = L2 avec w un poids et supposons que m < p(Sl) Dans ce
cas il est naturel de choisir

P(x) = emPEVT vy € R,
Y(x) = e M- vy e R,

Cela entraine .

Spp & [ln 5 In 0(51)] ;

et il est évident que

Qyyp ~ {z €eClImze [ln@,lnp(&)}}.

Par conséquent, le Théoréme 4.3 implique (mais de maniére non constructive) le
théoréme de représentation des multiplicateurs sur L2 (R) exposé dans le Chapitre
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Exemple 3. G = ZF.
On pose e; = (€1, ..., ¢jk), avec e;; = 0 pour i # j, et e;; = 1. On définit S; = S,.
On déduit de (4.4) que

—

Z% =~ U(Sl, ceeey Sk)
Chaque ¢ € 7k est de la forme = ¢., ot 2= (z1,...,21) € C* et ¢, est défini sur
ZF par la formule ¢, (ny, ...,ng) = 27*...z;*. Donc si nous posons z" = 2{'...z;"*, pour
tout z = (21,...,2) € CF et n = (ny,...,nx) € Z*, chaque ¢ € Z% est de la forme
¢ = ¢, oll ¢.(n) = 2" pour tout n € ZF, pour un certain z € C**. Posons

Fp={zeC* |, cZ}.

On remarque que Fg vérifie les propriétés suivantes.
(1) (211, ..., 2,.e") € Fg, pour tout (z1, ..., 2) € Fg et pour tout (61, ...,0;) € RE.
2) L’ensemble {(log |21|, ..., 1og |2k|) } (2. 2. eF, €st convexe et compact.

( LTyeees k) E

o o

En particulier Fz est un domaine de Reinhardt log-convexe si Fr # (). On suppose
que }QE # () et on pose

H:J’SEBZ—>¢Z€2%.
Il est trivial que II est analytique. Notons F'(Z"*) I'ensemble des suites finies sur ZF.
On déduit du Théoréme 4.3 que pour tout M € M(FE) il existe une fonction Hy 1 €
L>® (2;, HOO(J’SE)) vérifiant pour tout u € F(ZF) et pour presque tout x € ZF,

Mu(é2x) = Hun(0)(2)i(62X), ¥z € Fi.

Choisissons x = (X1, Xx) € ZF vérifiant la formule ci-dessus. On pose x ! =

(0, X ) et 2x = (21X1, -y 2KXk), POUT 2 = (21, ..., 2) € CF. Définissons
QM : :FE >z — HM,H(X)(szX_l) c C

Alors 0y € H®(Fg). Soit 6 € T* tel que y = ¢s. Il est clair que nous avons
b.5 = ¢.¢ps, pour tout z € C**. Nous obtenons pour u € F(Z¥), pour z € Fg,

Mu(¢.) = Mu(¢.5-105) = O (2)i $5-1 65) = Oar(2)ii(6).

Autrement dit il existe 0y, € HOO(]-SE) tel que 0p(2) = ha(é.) p.p. sur J’SE R~

o

—_—

Z'gf x T* muni de la mesure d ® m. Nous avons donc le résultat suivant
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COROLLAIRE 4.1. Soit E un espace de Banach de suites sur 7' vérifiant les

conditions (H1), (H2) et (H3). Supposons que ZA’J?; # 0. Alors, pour M € M(E), il
eziste 0y € H™(Fg) tel que pour tout f € F(ZF),

J\Aﬁ@z) = QM(z)f<¢z), Vz € J’SE

Exemple 4. G = R*.

Chaque élément de R* est de la forme
Vg i & —> e <% aveca € C*.

Définissons
. *k
E:C*"3a— 1, eRY,
et remarquons que £~ (y) € C*, Vi € RE.

Supposons que R # (). On pose

U = £ (R5) ~ B + iRl

o

—_—

On rappelle que ’ensemble R'Ef est log-convexe. Soit
:Ug2a— 1, €RE.

Pour tout z € RF, la fonction @ — T(a)(z) = e *<*"> est analytique sur Ug.
Fixons M € M(FE). En appliquant le Théoréme 4.3, on obtient

Mf(ax) = Hyn(x)(a) f(¢a), Ya € Ug, pp.,

ou Hyn € LOO(@,H‘”(UE)). Fixons y € RF vérifiant la formule ci-dessus. Soit
5 € R* tel que y = 5. On a

M f(thas-11s) = Harn(vs)(a) f($us-116s), Ya € Ug, Vf € C.(R").
On obtient
M (Ya) = Han(¥s)(a)f(4), Ya € Up, Vf € Co(RY).
On pose
Ju(a) = Hyn(vs)(a), Va € Ug.
Donc on a Jy € H®(Ug) et

Mf() = Ju(a) f (), Va € Ug, Vf € Co(R").
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Cela démontre le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.2. Soit E un espace de Banach de fonctions sur R* vérifiant

(H1), (H2) et (H3). Supposons que I@ # 0. Alors, pour M € M(E), il eziste
Jy € H™® (UE> tel que

Mf(a) = Jar(a) f(a), Ya € Ug, Vf € Co(R).

Nous allons donner maintenant quelques exemples d’espaces de Banach vérifiant
les conditions (H1), (H2) et (H3).
kov Exemple 1. Soit w une fonction mesurable positive sur G. Pour 1 < p < +o0,
posons

LP(GQ) = {f mesurable sur R | /G |f(z)|Pw(x)Pde < —i—oo},

IFlln = ([ 15 Petoyae)” for € 12

Il est clair que l’espace de Banach L?(G) satisfait (H1) et (H3). La condition (H2)
est vérifiée si et seulement si

w(z +y)
w(y)

Voici un cas particulier concret, ol on peut calculer Gg explicitement. On pose

(4.5) 0 < sup essyei < +o00, Vx € G.

w(n, k) = ™=k y(n k) € Z?
et E = [2(Z?). Alors on a ||S, x| = max(e", e*) et p(S,x) = max(e”, e*). Ici
72, ~ (51,0, 50,1)
et d’aprés le Théoréme 4.2,
7%~ {(21,2) € C* |1 < || <e, i € {1,2}, |a1]|za] = €}.

On remarque que O’(Sl 0,901) # spec(Sl 0) X spec(Sp 1) et 'intérieur de o (S, 0,50 S0.1)
est vide bien que spec(51 0) # 0 et spec(So 1) # 0. Cependant, il est clair que Z a

au moins deux éléments.

Exemple 2. Soit w un poids continu sur . Posons

Cow(G) ={f € C(G) ] fw e Cy(G)}.
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On munit Cy,(G) de la norme ||f|| = || fw||~- Il est clair que Cp,(G) satisfait les
conditions (H1) et (H3) et il suffit que w ait la propriété :

sec w(x)
pour que Cy ,(G) vérifie (H2).

Exemple 3. Soit A une fonction réelle continue sur [0, +ool, telle que A(0) =0
Aly)
Yy

< 400, Yy € G,

est croissante sur R*. Soit L,(G) l'espace des fonctions mesurables

/ (U(N%l<+m
G t
pour un ¢t > 0 et soit

|mu4ﬁt>m/ d<q

pour f € L,(G). Alors L4(G) est un espace de Banach appelé espace de Birnbaum-
Orlicz (cf. [4]). I est clair que L4(G) satisfait (H1), (H2) et (H3).

ety —

sur G telles que

4. L’ensemble évE

Dans cette section nous allons donner une nouvelle caractérisation de C?:E et
établir des propriétés de C:’; qui vont jouer un role important dans la preuve du
théoréme principal de ce chapitre. On remarque que pour ¢ € Ck(G), g € E, la
fonction

Gox— ¢(x)S,g € E

est uniformément continue sur G et
Ajﬂﬂ&mwméWMQWM&NSMWM3<+W-

On conclut que [ x ®(7)S,gdx est une intégrale de Bochner convergente pour la
topologie forte des opérateurs (cf. [16], Chapitre 3). Nous avons la formule suivante

(4.6) A@:/¢@&m.

G
En effet, soit K un sous-espace compact de G. On a My(Ck(G)) C Crtsupp(s)(G) et
la restriction de [, ¢(2)S,dx & Ck(G) peut étre considérée comme une intégrale de
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Bochner sur Cx(G) a valeurs dans Ck 4 supp(s)(G). Comme les intégrales de Bochner
commutent avec les formes linéaires continues, on obtient, pour g € C.(G),

Mog(z) = (6% g)(a / o(y)g(x — y)dy = / A9y

([ owsg)w,vea

et la densité de C.(G) dans E entraine la formule (4.6). Soit A(E) 'adhérence dans
M(E) de I'algébre engendrée par {My}scc.(c)- On note pug)(A) le rayon spectral
d’un élément A de A(E). Nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION 4.2. Si f € C.(G), f >0, f#0, alors pacey(My) > 0.

Preuve. On fixe f € C.(G) tel que f > 0 et f # 0. Soit V' un voisinage compact
de 0 tel que supp(f) C V et soit F' un ensemble fini de G tel que V+V C F 4+ V.
On pose
nV :={s1+ ...+ sp, S1,...,8, € V}.
On remarque que

(4.7) nVCcn—1)F+V,Vn>1.
Notons | f|l1 = [, f(z)dz. On a

/ fr@)de = £, Yo > 1,
nV

ou f*" est la puissance n-iéme de f dans ’algébre de convolution L' (G). On a d’aprés

(4.7) et (2.2)
e)dr = x)dx
/nf() /(nl)ﬂvf()

S / S @

s€(n—1)F

<Cv Y ISl

s€(n—1)F
Soient k le cardinal de F' et D = max,cp ||S_s||. Alors on a

Z ||S—s|| < pr—1pn—t

s€(n—1)F

et par conséquent
A1 = /Gf*(”“)(x)dx < Cyk" D[ f V) < Gy D (M) [ £l Yo > 1.
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On en déduit
(o) =
2 G 17 1GD)"

Al
= kD

et donc on a

pam)(My) >

On observe que la proposition précédente démontre en particulier que A(FE)
n’est pas radicale. On remarque que S, o My = Mg, (), pour tout ¢ € C, (G) Donc
RoT € A(E), pour tout R € B(FE) et pour tout 7" € A( ). Soit v € A( ). On a

VRoTi)  y(RoTy)
W) D)
pour R € B(E), T1,T, € A(F) \ Ker(v). Maintenant on fixe ¢ € C.(G), tel que
My ¢ Ker(y) et on définit

A,:B(EF)—C
par la formule

(R o My)

, VR € B(E).

Il est clair que

’Y(Pq oRyo0 qu) . 7(31 oRyo M;)

Ay(RiRy) = ) = FO02) = A, (R1) A, (R),
pour Ry, Ry € B(E). Comme A, (I)=1,ona A, € B( ). On remarque que
1
4.9 <|AL(SH)| < p(Sz), Vo € G.
(4.9) 5 |2 (S2)] < p(Sa)

Nous avons le lemme suivant.

LEMME 4.1. Soit E un espace a de Banach vérifiant (H1) et (H2).
i) Pour 0 € Gg, il eziste 7 € A( ) tel que

o ye(My)
o) = 5o )

pour ¢ € C.(G) tel que My, ¢ Ker(vyp) et on a

(4.10) <107 (2)| < p(S.), Vo € G.

p(S-z)
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ii) L’application T : C?:E 50 — 7 € A/(E) est un homéomorphisme de é\;; sur
A(E) pour la topologie de Gelfand.

Preuve. Fixons 6 € CTE et définissons
(4.11) Yo(M,) = / b(2)0-) (2)dz, Yo € CL(G).

1 résulte de la définition de Gz E que g s'étend par continuité a A(E) et il résulte du
théoréme de Fubini que cette extension est un élément de A(E). Nous allons prouver

que
Yo (M)
4.12 0 =
(4.12) (x) 70(Ss 0 M)
On a
) = [ st
:/¢(x—y dx—/¢ “a + y)da
') [ S @)de = 07 ().
Ainsi, on obtient (4.12). On remarque que (4.9) implique
1
4.13 <07 (x) < p(S,), Vz € G,
(41 S0 < (s

ce qui achéve la démonstration de i).
Fixons v € A(E) et ¢ € C.(G) tels que M, ¢ Ker(y). On pose

o (My)
0,(z) = m Vo e G.

Soit (¢n)n>0 C Ck(G) une suite qui converge uniformément sur K vers ¢ € Cx(G)
. Pour tout g € F/, on obtient

1My, 9 — Mygll < / [0 — &0 sup 15y [l 9]l dy
K yeK

et cela entraine que lim,,_, | || My, —My|| = 0. Par conséquent, I’application linéaire
C.(G) 3¢ — M, € A(E)

est séquentiellement continue et donc continue de C.(G) dans A(F). Comme l'ap-
plication
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est continue de G dans C.(G) on voit que I’application
Xr — Sm o M¢ = Mgz((z))

est continue de G dans A(E). On en déduit que la fonction 6, est continue sur G.
On va maintenant montrer que ¢, € G. Posons

n:C(G) > ¢ — y(My).

L’application 7 est une forme linéaire continue sur C.(G) et il existe donc une mesure
w ( cf. [15], Chapitre 3) telle que

:Kf@@@wweaﬁl

Cela montre que pour f, ¢ € C.(G), on a

waMﬂ=éWMWMM)

/ /¢ t—mdaz)d,u()

En utilisant le théoréme de Fubini, on obtient

(Mo 247) = [ o) [ 1t = yint)) o

/¢ (S, 0 Mf)da
et
(4.14) (M) = ./¢ 2)dz, Vo € C(Q).
Par conséquent, on conclut que
|| ot @a] = (M) < 11,1
et donc 0, € é\]/g Définissons
R : A/(E) — G,

par la formule

RO)e) = M8 v € (B, o € G,
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pour ¢ € C.(G) tel que M, ¢ Ker(vy). Nous avons 7R = R7T = . Soit 6, € Gp. Si
on fixe ¢1,...,0r € C.(G) et € >0, on a

‘slup )/ dx—/é’_l(x)gbi(x)dx < €,
i=1,...k G

pour tout 0 € évE tel que

o) m(Uisupp(7))

On conclut que 7 est continue. On va maintenant montrer que R est continu. Soit

sup |0y (2) — 07\ ()] <
xE€Usupp(¢;) 0 (1+Supz‘:1,...,k

(7a) C A(F) une suite généralisée qui converge vers v € A/(E) pour la topologie
de Gelfand. On fixe f € C.(G) tel que v(My) # 0. Il existe 3 et § > 0 tel que
s(My)] > 6, ¥a > 3. On a R(ya)(z) ' = 225220 On obtient

Ve (M

R(Ya) (@)™ = R(7a) () ' < 0 allllSs 0 My — S, 0 My

<678y 0 My — Sy 0 My, Va,y € G, Ya > §.

On en déduit que la famille (R(74))a>p est équicontinue sur G. Comme R(7,)
converge simplement vers R(7), R(7.) converge uniformément sur tout compact de
G vers R(). Donc R est continu et la preuve du lemme est compléte. [J

Avant de prouver le Théoréme 4.2, nous allons donner quelques résultats préli-

minaires.

PROPOSITION 4.3. Soit G un groupe topologique, et soit ¢ : G — R un mor-
phisme unitaire. Alors ¢ est continu si et seulement si ¢ est localement borné.

Preuve. 1l est clair que tout morphisme continu est localement borné. Supposons
que ¢ est localement borné et soient U un voisinage de O et M > 0 tel que ¢p(U) C
[—M, M]. Soient € > 0 et n > 1 tel que >~ M~ ¢. 11 existe un voisinage V de 0 tel que
nx € U, d’ou n|¢(z)| < M pour tout x € V. Par conséquent, |¢(z)| < € pour tout
x €V, et cela entraine que ¢ est continu en Og et donc continu sur G. [

COROLLAIRE 4.3. Soit E C L},
Soit x € B( ). Alors, Uapplication

(G) un espace de Banach vérifiant (H1) et (H2).

G>x— |x(S.)| € RT

est continue.
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Preuve. Soit K = K~! un voisinage compact de Og. D’aprés ’hypothése (H2),
on a

1 < M :=sup ||S,|| < +o0.
zeK

On a, pour z € K,
Ix(@)| < M, |x(x)]7 < M.
On obtient,
—log M <log|x(z)| <log M, Yz € K,

et on en déduit de la proposition précédente que 'application x — log|x(z)]| est
continue sur G. [J

Maintenant, nous allons utiliser (H3). On rappelle que cette condition implique
que CTE a la propriété suivante

XGp =G, Yy € G.

Il est bien connu qu'un domaine de Reinhardt (cf. ’annexe 2) X contenant 0 est
monomialement convexe si est seulement si c’est un domaine log-convexe contenant
le polydisque de rayon )(z), pour tout z € X \ {0}. De plus, un domaine de Rein-
hardt X tel que 0 € X est monomialement convexe si et seulement si X est le
domaine de convergence d’une série entiére (cf. [21]). La preuve du Théoréme 4.2
qui suit présente des analogies avec la preuve de résultats similaires (certainement
bien connus) pour les domaines de Reinhardt contenus dans C**.

Preuve du Théoréme 4.2. D’aprés la Proposition 4.2 et le Lemme 4.1, il
est clair que G n’est pas vide. On munit G de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact. Montrons d’abord que G}, est compact. Nous allons

d’abord montrer que G} est équicontinu sur G. Soit # € G. On a

1
—— <07 (x) < p(S,), Vx € G.
p(S-z)
Par conséquent, pour tout voisinage compact Vj de O, on a
1
< 69_1(]}) < CVO, Vo € Vo,
C_y,
olt Cy, = sup,ey, p(Sz) < 400 et C_y, = sup,ey, p(S—z) < +o0. Fixons § > 0. Il
existe n > 0 tel que (Cy)n —1 < det 1 — - ! 1 < 0. L’application © — nz est
V)™
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continue sur G et donc il existe un voisinage Wy de 0 tel que nx € Vj, pour tout
r € Ws. Alors,

1
<07 (nx) < Cy,, Vo € Wi
C v
et
1
71§¢9 ()S(CVO) Vx € W.
(C—Vo);

Cela entraine que

1-0<0(z)<1+96
et par conséquent 6-1(0) —§ < 671(z) < 071(0) + 4, pour tout z € W;. Ainsi il est
clair que G} est équicontinu en 0 et donc G est équicontinu sur G. On a vu que

I'ensemble {9_1(m)}€€a: est borné pour tout x € G et il résulte de la définition de
E

évE que G7, est fermé dans G pour la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact. Il résulte alors d’une variante standard du théoréme d’Ascoli ([37]) que
GJEC est compact. Prouvons maintenant que G+ est log-convexe. La question ne se

pose que si G+ a au moins deux éléments. Soient 7, et 1y € Gr tels que || # |n2|-
On pose L = {z € C| Rez € [0,1]}. Pour A € L, on définit

Or(2) = [m(2)|m(2)]' ™, 2 € G.

Pour f € C.(G) et pour = € supp(f), on a

sup |F(2)63 )| < f e sup ( sup Jm()l' swp (o)) < oo
le[0,1] ™ zesupp(f) z€supp(f)

La fonction
GxL:(z,\)— f(x)0,'(x) € C

est séparément continue et uniformément bornée et donc mesurable sur G x L (|20]).
On déduit alors des théorémes de Morera et de Fubini que pour tout f € C.(G), la

F:\— /Gf(x)e/(l(x)dx

est analytique sur la bande L. D’aprés le principe de Phragmen-Lindelof, on obtient

<
PO < x| [ @6 )]

“lagl /f 2 ).

acR m (@)

fonction F' définie par

< max Sup’/f ‘772 ||771x

a€R JI



ia ~ . . —
€ G,on a || 7"|n " € Gg.

En prenant en compte le fait que || € C}/E et que Z—;
De méme |n;|'=|n,|* € Gy et on obtient
[FN] < [[Myl, YA € L.

Cela implique que 6, € é\]/g, VA e L.

On va maintenant montrer que l'on a

(4.15) Gy = {9 € G107\ (@) < sup |n~\(a)], Va € G}.

neGg

Soit 6 € G+ tel que 6 ¢ 5‘;5 Alors il existe ¢ € C.(G) et € > 0 tels que
(4.16) | / S(x)0 (x)d[> | My | +<.
¢

Soit K = supp(¢). Comme la famille {¢17_1, n e é\fg U {9}} est équicontinue sur K,
pour tout x € K, il existe un voisinage V, de x dans K tel que

sup [0()™(9) = o)™ ()] < 5 Vi € GEU {0}

La famille {V; },ck est un recouvrement d’ouverts de K, donc il existe a4, ...,a, € K
tels que K C Uj_,V,,. On pose V. = {z € K |z ¢ V,,}. Définissons K} =V, et

K’i —= Vai ﬂ (U]7é7,‘/aj)c,

pour 1 <i<p.On a

‘ /K o(z)n~Hx)dr — i o(a;)n " (a;)m(K;)

<3, ™ = e o =

Nous avons, pour n € G,

\/cb i dx—Zm wm(K)




et
e R O | R O e e T

et donc nous obtenons

Z d(ai)n™" (a;)m(K;) — Z d(a;)0™" (a;)m(K;)

>

Wl m™

Par conséquent, on a

(67 (@), s 07 () # (17 (@), e (), Vi € G
Posons
¢ = { (1og (a1)], .. log In(a,)]), 1 € G }.

Comme G}, est compact, C est convexe et fermé et

(logf(a1), ...,logb(a,)) ¢ C.
Donc, il existe une forme linéaire £ sur R? telle que
£((logb(ar), ... log b(a,))) > ilgc<(1og n(a)l, ... og n(ay)))).
neGp
On pose
A= {(al, .y ap) € RP|aylogB(ay)+...4+a,log O(a,) > S@I(al log n(ay)+...4+ay, log n(ap))}.
neGh
Comme

sup |logn(a;)| < +o0,
nEGJE

pour 1 <7 < p, A est un ouvert et comme AA C A, pour A > 0, A NZP # (). Soit
(n1,...,n,) € ANZP. 1l résulte de la définition de A que 'on a

0~ (a7™ ...a;™) > sup |n~'(a7™..a; ™).
neGp
Cela montre que
{0€G o @)] < swp (@)} € G,
neGe

ce qui démontre (4.15). O
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COROLLAIRE 4.4. On a
Gp={0 € G107 (@) < pa)(S.) , ¥ € G},

ot pap)(Sz) = SUD_ 177 |AL(Sz)|. On rappelle que A, est défini par la formule

(4.8).

COROLLAIRE 4.5. G5 est connexe si et seulement st G est connezxe.

5. Quasimesures

Dans cette section, nous allons donner quelques résultats concernant la représen-
tation d’un multiplicateur en tant qu’opérateur de convolution. Soit By 1’ensemble
des parties boréliennes de G. Une mesure sur GG est une application

p:Bg, — C

de la forme pu = py — po + i3 — ijty, OU p; est une mesure positive sur G pour
i=1,...,4 telle que p;(K) < 400, pour tout compact K C G et ou

Be, ={U € B | sup 11;(U) < 400, i = 1,...,4}.

Notons M (G) l'ensemble des mesures sur G. Le théoréme de représentation de
Riesz montre que chaque forme linéaire continue sur C.(G) peut étre représen-
tée de maniére unique sous la forme L(f) = [, f(z)dur(z), ou py € M(G). No-
tons M,(G) l'ensemble des mesures sur G a variation bornée, muni de la norme
|l an, ) = |p|(G), qui peut étre identifié comme ci-dessus avec le dual de C.(G).
Nous désignerons par M.(G) 'ensemble des mesures a support compact sur G. L’es-
pace M(G) sera muni de la topologie vague. Rappelons qu’une suite généralisée
(o) C M(G) converge vaguement vers 1 € M(G) si et seulement si

/Gf(x)du(x) = li;n/Gf(a:)d,ua(x), Vi e CG).

Nous avons besoin des définitions suivantes pour introduire les résultats de Gau-
dry exposés dans ([13]).

DEFINITION 4.3. Soit K un compact de G. On pose

Dk(G) = {U € Ce(G) |u= Zfi * i, [ir 91 € Ok (G) et Z 1 filloollgilloo < +oo}.
i=1 i=1
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On munit Di(G) de la norme :
me@:mﬂiﬂmummw=§3m%ﬁ%ecmmﬁEJmmmwm<+m}
i=1 i=1 i=1

DEFINITION 4.4. Soit D(G) = limDg(G) muni de la topologie limite inductive

localement convexe. On appelle quasimesures les éléments du dual D(G)" de D(G).

On remarque que l'espace D(G) est dense dans C.(G) (cf. [13]). Nous avons le
théoréme suivant.

THEOREME 4.4. (Gaudry) Pour tout M opérateur de C.(G) dans l’espace des
mesures M(G), qui commute avec les opérateurs de convolution avec une fonction
de C.(Q), il existe une quasimesure i telle que

Mf = pxf,Vf € C.(G).

On remarque que pour tout f € C.(G), application g — f * g est continue
de D(G) dans D(G) et p* f, pour f € C.(G) est une quasimesure définie par la
formule

<pxf,g>=<u,fxg>, Vg€ D(G).
Si f € D(G), alors la fonction

prf:Goy—<p,, f(x—y)>
est continue sur G. D’aprés le Théoréme 4.4, la restriction a C.(G) d’un multiplica-
teur sur LP(G), ou G est un groupe LCA et p > 1 est définie comme la convolution
avec une quasimesure (cf. [13], [3]). D’autre part, Edwards donne un théoréme de
représentation valable pour les multiplicateurs de C.(G) dans M.(G). Posons

B(G) = {Ff, f € I'(G)}
et
1F sy = 1]l
Nous désignons par P(G) le dual de B(G). Les éléments de P((G) sont appelés des

pseudomesures. Notons P!(G) I'ensemble de toutes les pseudomesures telles que
sx f € My(G), pour f € C.(G). Nous avons le théoréme suivant (cf. [10]).

THEOREME 4.5. (Edwards)
1) Les opérateurs linéaires continus T de C.(G) dans M,(G) qui commutent avec les
translations sont exactement ceuzr de la forme :
Tf=sxf VfeC/(G),
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ou s € PY(QG).
2) Les opérateurs linéaires continus T de C.(G) dans M.(G) qui commutent avec les
translations sont exactement ceuxr de la forme :

Tf=sxf VfeC(Q),
ot s est une pseudomesure a support compact.

De plus, ce résultat implique qu’une quasimesure & support compact est une
pseudomesure [13]. La transformée de Fourier d’une pseudomesure s peut étre définie
de la maniére suivante : § est la forme linéaire continue sur L'(G) donnée par

8(f) = s(f).
On remarque que § peut étre considéré comme un élément de LOO(@). D’aprés le
Théoréme 4.5, tout opérateur 7" de C.(G) dans M,(G) continu pour la topologie
vague de M(G) commutant avec toute convolution avec une fonction de C.(G),
vérifie :

(4.17) Tf=hf, Vf € CG),

o~

ot h € L*(G). Une représentation similaire existe aussi pour les multiplicateurs sur
LP(G), ou p <1 < +oo (cf. [3]).

6. Théoréme de représentation

1
loc

Banach satisfaisant (H1), (H2) et (H3) nous notons comme précédemment

My:f— fx¢

I'opérateur de convolution associé & ¢ € C.(G). En utilisant des arguments de [13]

6.1. Approximation d’un multiplicateur. Si £ C L; .(G) est un espace de

et [14], on obtient le lemme suivant.

LEMME 4.2. Soit E C L}, .(G) un espace de Banach vérifiant (H1), (H2) et (H3).
Pour tout M € M(E), il existe une suite généralisée (¢,) C C.(G) tel que :
i) M = lim, My, pour la topologie forte des opérateurs.

i) || My, || < C||M]||, ou C est une constante indépendante de M.
Preuve. Fixons M € M(E) et f € E. On définit T} : G — E par la formule

T(x) = xM(xf), x € G.
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Il est facile de voir que 7% est continu de G dans E. Notons 15 I’élément neutre de
G. Soit (k,) C L'(G) une suite généralisée telle que k, € C.(G), lkall i@ = 1,
kao(x) > 0, et lim, fxév ko(x)dx = 0, pour tout voisinage V de 15. Nous avons

lim(k + Ty)(1g) = Ty(15) = Mf, ¥f € E.

Définissons Y, (f) = (ko *T¢)(15). Nous allons montrer que 'opérateur Y, est défini
par la convolution avec la quasimesure k,u. Nous remarquons qu’en général le pro-

~

duit d’une quasimesure avec Fg, pour g € L'(G) nous donne une autre quasimesure
(cf. [13]). Ici

< Kalty g >=< 1, kag >, ¥g € D(G).

Comme E est une fonction & support compact, E,u est une pseudomesure. Nous
avons, pour f € D(G), z € G,

Val@) = [ FabOX @M )y

G

= /@ka(x)x‘l(fr) <y, (XY — ) > dx
= /ak‘a(x) <ty X(=y) f(y — ) > dx

=< [y, (/@ /fa(x)x(—y)dx>f(y —z) >

=< piy, (ko) W) (y — ) >= (pka * f)(z).

De plus, nous obtenons le controle de la norme de 'opérateur Y,. En effet,

Vsl = ko = T = | [ BalOr MO |

< /Aka(x)Hx‘lM(x‘lf)lldxé M1 £
G

Maintenant pour approximer M par une suite généralisée d’opérateurs de convolu-
tions avec des fonctions de C.(G) il suffit d’approximer les opérateurs Y,. Dans ce
but, posons v = E;,u. On note V 'opérateur de convolution avec v. Considérons une
suite généralisée (hg) C C.(G) * C.(G) telle que :
i) [|hgllr (@) = 1, pour tout f3.
ii) hg s’annule en dehors d’un compact K fixé.
iii) hg(z) > 0, Vo € G.
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iv) Pour tout voisinage O de O, limg fzg{@ hg(x)dz = 0.
Alors, hg * f converge vers [ dans E, pour tout f € E. Posons

Vs(f) =V(hg = f), Vf € E.

Nous avons
lim [[Vaf = V]| =0, ¥f € E.

De plus, il est facile de controler la norme de V3. En effet, pour tout f € C.(G), on
a
Vaf = Vf*hg
et
Vsl = s = VA1 = | [ mot)sucv s

< [ s, Dy < (suplls,1) V11

G yeK

Ainsi, nous obtenons ||Vz|| < C||V]|, ou C est une constante. D’autre part,
Vaf = (vxhg) x f, | € Ce(G).
Nous avons, pour g € D(G),
<vkxhg g>=<v,g*xhg >=<1,, / (Syhg)(x)g(y)dy > .
G
On rappelle que v € P(G) et Syhg € C.(G) * C.(G). 1l est facile de voir que
C.(G) * C.(G) C B(G).

En effet, pour f,g € C.(G), f*g = F YFfFg) et comme Ff, Fge L2(G), on a

~

(FfFg) € L'(G). Observons que

<vkhg,g>= /G < Uy, (Syhg)(x) > g(y)dy.
On en déduit que la quasimesure v * hg est la fonction définie par
(v *hg)(y) =< vy, hg(x —y) >=<v,Syhg >, Yy € G.
La fonction

G:G3y— (Gox— [ (Sh)nair) € '@

~

est continue de G dans L!(G). En effet,

G(y) - x — x(Wha(xY),
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~

pour tout y € G. Il est facile de voir que pour ¢ € C.(G) la fonction

y — (5 5 x — X(y)¢(x))

~ ~

est continue. Compte tenue de la densité de C.(G) dans L'(G) on obtient que G
est continue car c’est la limite uniforme d’une suite de fonctions continues. Donc la
fonction
G >y — Syhs € B(G)
est continue de G dans B(G). On en déduit que v * hg € C.(G). Ceci achéve la
démonstration. []
Nous allons maintenant prouver le Théoréme 4.3.

6.2. Preuve du Théoréme 4.3. Fixons M € M(E) et 6 € Gp. Soit (¢,) C
C.(G) une suite généralisée telle que (M, ) converge vers M pour la topologie forte
des opérateurs et tel que ||My, || < C|M]. Nous avons, pour § € Gg et pour

¢ € Ce(G),
@(X) = /G(ba(x)@_l(x)x(—x)dx, Yy € G.

Etant donné que

—

[fadH oo < [[M, || < Cl[M]l,

quitte & remplacer (¢,) par une sous-suite généralisée convenable, nous obtenons
—_—

~ ~

que (¢,0~1) converge pour la topologie faible* o(L>(G), L'(G)) vers une fonction

~

hae € L°(G). De plus, on a ||hargllee < C||M]||. Comme

im /G G109 (x)dx = /G hara(0)9(0)dx, Vg € L'(@),

on trouve

i [ 5070070 (0glx)dx

= [ haaCOTE (0900, ¥ € C(G), Vg € (G
a
Cela implique que la suite généralisée

(F(Mo1)07) = (F((0ur £)67)) = (Sa8717077)

~ —_—

converge pour la topologie faible de L?(G) vers hysof60~1 . Par conséquent,
lim(My, )9~ = F ™ (hago fOT),
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au sens de la topologie faible de L?(G). D’autre part par construction,
lim [|(Mg, f) = (M) =0, ¥f € E
et on obtient pour g € C.(G),

/G 900~ (9) My f — MF)(y)dy| = 0.

lim
o

On remarque que les fonctions (M f)0~t et F~1(h Mﬂﬁ_\l) définissent la méme forme
linéaire continue sur C.(G) pour chaque f € C.(G). Nous obtenons

(M0 (2) = F (haraf0 1) (@), pp. VS € Co(C).
Notons que (M f)0~! = f_l(hMﬂf/e:) € L2(G). Ainsi, pour presque tout y € G,

on a
FUMFITX) = haro)F(F07)(x), Vf € Cl(G).
Posons pour M € M(E), § € G}, et pour presque tout y € G

ha(dx) = hM,é(X)'

Nous avons, pour tout § € G}, et pour presque tout y € @,
E X

MF(6x) = har(%) F(5x), ¥f € C.(G).

Cela compléte la preuve de I’assertion i).

Prouvons maintenant ii).
Soient U un ouvert de C? et Il : U — Gg une fonction analytique. Comme
pour tout A € U, TI(\) € G, nous avons

sup |TI(A) ™! (z)] < sup p(S.) < sup [|S, | < +oo,
rzeK zeK zeK

pour tout compact K C G. Pour tout y € @, la fonction
G x U3 (x,)) — da(x)TI(N) " (z)x(—2)

est séparément continue et uniformément bornée et donc c’est une fonction me-
surable sur G x U, voir [20]. Soient Dy, ..., D, des disques ouverts de C tels que
Dy x ...x D, C U.Pour }\j, j# 1 fixés et pour tout triangle T C D;, en utilisant le
théoréme de Fubini, on a

/T /G Ga()TI(A1, . Ap) ™ (2)x(— ) dNidr
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/ Palz /H(Al, )\p)_l(m)d)\i>dx.

Comme \; — II(\q, ..., \,)"*(z) est analytique sur U;, nous obtenons d’apres le
théoréme de Morera que la fonction

Di 3 A\ —>/qua(x)ﬂ()\l,...,)\p)_l(m)x(—x)dx

est analytique, et la fonction

U5 A— F((6IN )00 = [ a0 (@) x(-a)da
est séparément analytique, donc analytique sur U. On pose
Ao :G3x — ¢a(lI(.)x) € HX(U).
Nous avons pour tout a,

18all L@ < Cf|My, |-

G H=(U))

La suite généralisée (A,) C LOO(G, H>*(U)) est uniformément bornée. Munissons U
de la mesure de Lebesgue. Nous pouvons identifier le dual de L'(U) a L>(U), la
dualité étant définie par la formule

< f,g>= /f x)dx, Vf € LY(U), Vg € L=(U).

L’espace H>(U) est fermé pour la topologie 0<L°°(U), Ll(U)>. On pose
HE(U) ={fe L'(U)| < f,g>=0,Yg € H*(U)}.
On peut identifier le dual de H>°*(U) := LY (U)/HT(U) avec H*(U). Posons
<P(f),9>=<f,9> Vf e L'(U), Vg € H*(U),

ou P: LY U) — LY U)/H(U) désigne la surjection canonique. Munissons main-
tenant G de la mesure de Haar. Nous pouvons identifier le dual de L'(G, H°(U))
et L>®°(G,H>*(U)), la dualité étant donnée par la formule

< fig>= [ < 100,900 > dx. ¥f € LG HE), Vg & L¥(C.H= ()
a
On peut extraire de (A, ) une suite généralisée qui converge pour la topologie faible*

o (LG H=(U)), L (G, 1 (U)))
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vers une fonction Hyp € L>=(G,H*(U)). On notera aussi (A,) cette suite généra-
lisée. On a

fim [ <9000 A0 > dy

B /@ < g(x)(.), Hun(x)(.) > dy, Vg € LY(G, H=(U)).

Posons Ly : H*(U) 5 F — F(\), pour tout A € U. Notons que L, € H°(U),
pour A € U. Fixons g € L'(G) et définissons G € L' (G, H(U)) par la formule

GOX)(A) = g(x) Ly,

pour tout A\ € U, pour presque tout xy € G. Nous avons pour presque tout y € @,

<GMX)(), Aa()() >= g(x)Aa(X)(N), YA€ U
et
<G()), Hun() () >= g(0x)Hun(x)(A), VA € U.

On en déduit que

li;n/ég(x)gb;(ﬂ(k)x)dxz/

G

g(X>HM,H(X)()‘)dX-

En utilisant la définition de hj; donnée dans la preuve de i), on conclut que pour
presque tout x € G,

Hyn(x)(A) = h (H(A)x>, VA € U.
Nous obtenons que pour tout A € U et pour presque tout x € @,

M (X)) = Hu()WF (LX), ¥F € C(G). O

7. Annexe 1 : Les Bornés de C.(G)

Nous allons donner une caratérisation simple des bornés de C.(G). Nous allons
utiliser le lemme suivant, certainement bien connu.

LEMME 4.3. Soit G un groupe LCA et soit S C G. Alors les deux conditions
sutvantes sont équivalentes.
i) S est relativement compact.
ii) Toute suite d’éléments de S posséde un point d’accumulation.
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Preuve. L’implication (i) = (i) est vérifiee dans tout espace topologique séparé.
Supposons que S C G n’est pas relativement compact. Soit V = V! un voisinage
compact de 'unité dans G. Soit 1 € S. On va construire par récurrence une suite
(n)nen d’éléments de S telle que z,V Nz,V = ), pour p # ¢. Supposons qu’on
a construit une suite finie (x1, ..., x,) vérifiant cette propriété. Comme S n’est pas
relativement compact U, <,,z,V? ne contient pas S. Soit x,,.1 € S tel que z,,11 ¢
Un<m®n V2. Comme z,,1 & z,V% 21V N2,V =0, Vn < m et la suite finie
(Zn)n<m+1 posséde la propriété cherchée. On peut donc construire par récurrence
une suite (z,)nen telle que z,V Nz, V = (), pour p # ¢q. Soit © € G et supposons
que z, € V. Alors x € z,V, ce qui prouve que 2V contient au plus un terme de la
suite (z,,)n>0 et cette suite n’a évidement aucun point d’accumulation dans G. O

La proposition suivante montre que les conditions suivantes, évidemment suffi-

santes caractérisent les bornés et les suites convergentes vers 0 dans C.(G).

PROPOSITION 4.4. 1) Un ensemble B C C.(G) est borné si et seulement s’il
vérifie les deux conditions suivantes :
i) Usepsupp(f) est relativement compact.

i) supyep | 1 < +00.
2) Une suite (¢n)nen C Co(G) converge vers 0 pour la topologie de C.(G) si et
seulement si il existe K € K tel que supp(¢,) C K, pour tout n € N et

i ([l = 0.
Preuve. Soit B une partie bornée de C.(G). Comme l'inclusion
i:Ce(G) — Cy(G)
est continue, C,(G) désignant ’ensemble des fonctions bornées sur G, on a

sup || flee < 400
feB

Supposons que Usepsupp(f) n’est pas relativement compact. Alors

S =Upepf'(C\ {0})

n’est pas relativement compact dans G. Soit (z,),en une suite de S qui n’a aucun
point d’accumulation dans G. Pour tout n € N, il existe f,, € B tel que f,(z,) # 0.
On pose

o) = S o
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pour tout g € C.(G). Cette série est bien définie car, (z,),eny n’ayant aucun point
d’accumulation, I'intersection de (z,,),en avec le compact supp(g) est finie pout tout
g € C.(G). On voit que p est une semi-norme. Soit K € K et soit

Ux={n>1|z, € K}.
Alors

g9(@n)]
(9) = Y i < Cicllgllees
7 Z [an)] =W

pour g € C(G), out Cx = 3. ey ey < +00 avec la convention Cx = 0

si Uk est vide. Ceci prouve que la semi-norme p est continue pour la topolo-
gie de C.(G) et I'ensemble {p(f)}sep est borné, ce qui est absurde. Par consé-
quent, Urepsupp(f) est relativement compact et B vérifie la propriété i). Si la suite
(hn)nen C Co(G) converge vers 0, 'ensemble {¢,, },en est un borné de C.(G) et donc
K = Up>osupp(¢n) est compact. D’autre part comme l'injection C.(G) — Cy(G)

est continue, lim,, ;o ||¢n]l0 = 0.

8. Annexe 2 : Les domaines de Reinhardt de C"
Soit
Y:C"32z— (|z1]y -, 20]) € RT™
DEFINITION 4.5. Un domaine U C C" est appelé domaine de Reinhardt si
Y YW)) =U.

Pour a = (ay, ...,a,) € R™, on note D(a) le produit dans C" des disques de C
de centre 0 est de rayon a; pour t =1, ....n.

DEFINITION 4.6. Un domaine de Reinhardt est appelé :
1) complet si D(Y(z)) C U, pour tout z € U N C*",
2) log-conveze si {(log|z], ...,log|z,|), z € UNC™} est un convexe de R™.

DEFINITION 4.7. Soit X un sous-ensemble de C". Soit A C X et G une famille
de fonctions continues sur X. On pose

Agi={w € X ||f(2)| < sup|f(w)], ¥Vf € G},

L’ensemble f/lg est appelé ’enveloppe G-convexe de A dans X.

DEFINITION 4.8. Un ensemble X est appelé G-convexe si I/(\g est compact pour
tout compact K C X.
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On dit qu'un ouvert X est monomialement, polyndmialement ou holomorphi-
quement convexe si X est G-convexe pour G respectivement égal a la famille des
monomes z1"...z;*, ny > 0,...,n, > 0, des polynoémes Clzy, ..., z,] ou des fonctions

holomorphes sur X.

DEFINITION 4.9. On dit qu’un ouvert X C C" est un domaine d’holomorphie s’il
eriste f € H(X) qui ne peut se prolonger en une fonction holomorphe au voisinage
d’aucun point de la frontiére de X.

THEOREME 4.6. Soit X un domaine de Reinhardt de C" contenant Ocn. Alors
les conditions sutvantes sont équivalentes :
1) X est mondmialement conveze.
2) X est polynomialement conveze.
3) X est holomorphiquement conveze.
4) X est un domaine complet et log-conveze.
5) X est le domaine de convergence d’une série entiére.

Le lecteur peut trouver une démonstration du Théoréme 4.6 dans le Chapitre 1
de |21|. Soit maintenant X C C*" un domaine de Reinhardt. On obtient un résul-
tat analogue au Théoréme 4.6. (certainement bien connu, mais que nous n’avons
pas trouvé dans la littérature) en remplagant les mondmes par les applications
(215 ey 21) — 2700 20%, Mo, ..., ng € Z, les polyndmes par les polynémes de Laurent
et la condition “complet et log-convexe” par la condition “log-convexe”. La démons-
tration du Théoréme 4.6 utilise des idées semblables a celles suggérées a ’auteur par
son directeur de thése pour établir I’équivalence des analogues des conditions 1), 2)
et 4) pour les domaines de Reinhardt de C*".
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