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Introduction Générale

Dans les écoulements de faible épaisseur entre deux surfaces solides, on approche les
équations de Stokes ou de Navier-Stokes par une équation dite de Reynolds :

div(h*Vp) = div(S h),

ou h est I’épaisseur de I’écoulement et S un vecteur donné représentant le cisaillement de
I'une des deux surfaces solides.

L’une des premiéres justifications mathématiques rigoureuses de 1’équation de Reynolds
approchant le systéme de Stokes est di a G. Bayada et M. Chambat [5]. Pour les équa-
tions de Navier-Stokes ce probléme a été étudié par S.A. Nazarov [14]; A. Assemien [1];
A. Assemien, G. Bayada et M. Chambat [1]. Lorsqu’on prend en compte le caractére
non-Newtonien du fluide, ce probléme a été étudié par A. Mikeli¢ et R. Tapiéro [13]; A.
Bourgeat, A. Mikeli¢, R. Tapiéro [9], et par F. Boughanim [8].

Toutes les études qu’on vient de citer supposent des conditions d’adhérence aux pa-
rois. De nouveaux résultats en théorie de lubrification indiquent que 1’hypothése de non
glissement du fluide aux parois n’est plus réspectée [10, 11, 12, 15] . En effet, les phé-
noménes physiques gouvernant le comportement des contacts lubrifiés sont complexes.
Ceux-ci dépendent étroitement des réponses couplées des surfaces et du lubrifiant a des
sollicitations mécaniques externes variées. Lorsque I'épaisseur des films formés est faible
devant la déformation élastique des surfaces solides, on parle de régime élastohydrody-
namique (EHD) dominé par le comportement piézo-visqueux du lubrifiant (distribution,
roulements a billes, engrenages). Dans des conditions plus sévéres de vitesse et de pression,
I’effet hydrodynamique n’est plus suffisant pour séparer les surfaces. Le contact fonctionne
alors en lubrification limite, ol les propriétés des surfaces sont prépondérantes. Pour ces
deux régimes de lubrification, I’endurance du tribo-systéme est entre autres, basée sur
la formation de films lubrifiants minces (< 0, 1um). Le contact liquide-solide peut étre
modélisé par la loi de frottement de Coulomb ou de Tresca.

L’étude du phénoméne de lubrification par des fluides Newtoniens avec glissement
a été récemment étudié par G. Bayada et M. Boukrouche [3] lorsque le glissement est
donné par la loi de frottement de Tresca, par M. Boukrouche, G. Lukaszewicz 6] lorsque
le glissement est donné par la loi de frottement de Coulomb, et par F. Saidi [16] lorsqu’on
prend aussi en considération ’effet de température. En réalité, la plupart des fluides uti-
lisée en lubrification tels que les huiles et les graisses sont de nature non-Newtonienne, ce
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qui justifie I'intérét de cette thése.

Nous nous intéressons donc & des écoulements tridimensionnels stationnaires avec glis-
sement des fluides non-Newtoniens (sauf en troisiéme chapitre ou le fluide est supposé
Newtonien). Nous rappelons d’abord qu’un fluide Newtonien est un milieu continu dont
le tenseur des contraintes o est donné par

o(u,p) = —pl + pD(u),

ou
- u est la vitesse,

- p est la pression,
- I est le tenseur identité,
- 1 est la viscosité,

- D(u) = (d;j(u))1<i,j<s est le tenseur des taux de déformations, avec

dij(u) = §<6xj + 8x,~)'

On peut ainsi caractériser les fluides Newtoniens par le fait qu’il y a une relation linéaire
entre le tenseur 7 = o + pl et le tenseur des taux de déformations. La dénomination de
non-Newtonien est appliquée a tous les autres fluides.

Dans le premier chapitre, nous considérons I’écoulement stationnaire isotherme in-
compressible d’un fluide non-Newtonien dont la viscosité suit la loi de puissance :

r—2
2

o (u,p®) = —p T +2u | D) |2 D(u’) avec r > 1, (0.0.1)

dans un film mince Q¢ de R3 :

OF = {(2/,23) eR® : (2/,0) €Ew, 0<uzs<ech()},

oll w est un domaine borné de R? d’équation x5 = 0 qui constitue la frontiére inférieure
du domaine et h € C!(R). La frontiére de ¢ sera notée ['* = @ U ' UTY, avec

e ['{ est la frontiére supérieure d’équation w3 = ch(xy, x3),

o I'S est la frontiére latérale.



L’écoulement du fluide est gouverné par les équations suivantes

(

“ou div(\Dw)v—?D(ue)) +Vps = f° dans O,
div(u®) = 0 dans Q°,

u® =0 sur I'],

(Pr)

u® =g sur I'y,

u.n =0 sur w,

sur w,

|og | < k* =
|os | = k5 =

NHO =0

uy = s
FA>0 tel que vy =s— Aot

\

ou f¢, g, s, k* sont des données du probléme, et o7 est la composante tangentielle du
tenseur des contraintes. La fonction vectorielle g = (g1, g2, g3) vérifie les conditions sui-
vantes :

/ gnds =0, (0.0.2)
I_‘E

1

g=0 sur IY, (0.0.3)

g3 =0 sur w. (0.0.4)

On montre d’abord qu’a ¢ > 0 fixé le probléme ci-dessus admet une solution faible
unique. Ensuite, nous étudions I'analyse asymptotique du probléme en faisant un chan-
gement d’échelle, nous ramenons I’étude sur un domaine €2 indépendant de &, sur lequel
nous définissons des nouvelles inconnues concernant la vitesse et la pression notées us, p°
respectivement. Nous obtenons des estimations a priori indépendamment de ¢ sur la vi-
tesse u¢ et la pression p° en utilisant les inégalités de Korn, Poincaré et Young. Grace 3
ces estimations, nous obtenons un théoréme de convergence, qui nous permet de passer a
la limite lorsque ¢ tend vers zéro. Nous montrons que la pression limite p* ne dépend pas
de la variable z. Ensuite, nous obtenons le probléme limite suivant :

APy P20 G garaz =Y [ o6 - iy +
2 4~" 0z 0z 02" ‘ — Qp O~ :

+5(0) — j(ur) > ) fi(gi —uH)da'dz V¢ e I(K), (0.0.5)
i=1



avec II(K) est un convexe de (W"(2))?,

s
: 0.0.6
>0 tel que s* =5+ \7* } pP.p sur w, ( )

/w(l};_ﬂp J+E / / Al ,»s)dédy) Vo(a')da'

-/3 (/OhA*woa («,€) s) Vol )d' =0, VpeW(w),  (0.0.7)

L o,
>’II

ou

r—2

A8 = (%Z(%@( ’£>)Z> o

— %/Ohfoy/jf(x',t)dtdgdy — %/Oh/;f(x’,t)dtd&

i6) = [E16-s|dr

Enfin, nous montrons 'unicité de (u*, p*) solution du probléme limite.

Dans le deuxiéme chapitre, nous supposons que la viscosité du fluide dépend de la
température. Nous couplons ’équation de la conservation de la quantité du mouvement
avec 1’équation de la conservation de ’énergie déduite de la loi de Fourier.

Le probléme complet dans le méme domaine €2° donnée au chapitre 1 s’écrit



) div(u(T€)|D(u€)|r*2D(u€)) +Vp© = f° dans O,
—V.(K°VT?) +r°T° = 2415(T%) | D(uf) |"  dans Q,
div(u®) = 0 dans Q°,

u® =0 sur I,

u® =g sur I'g,

(P3)
UE.TL:OSUI‘W7
o7 | < kK = ui = s sur
o7 | = k* = I A>0 tel que ufy =s— Aog -
T =0 sur [5UTS,
oTe 0
=0 sur w,
\ On

avec K¢, r® sont des données du probléme.

Le probléme variationnel obtenu est fortement non-linéaire, ce qui rend leur résolution
complexe. Pour montrer donc I'existence des solutions faibles nous utilisons un probléme
auxiliaire paramétré par un scalaire positif ¢ petit. Grace au théoréme de point fixe de
Schauder nous montrons I’existence des solutions faibles du probléme auxiliaire. Puis, nous
obtenons l'existence des solutions du probléme d’origine (P5) en tendant le scalaire ¢ vers
zéro. Ensuite, nous étudions ’analyse asymptotique du probléme de la méme maniére
qu’au premier chapitre, la difficulté ici est surtout technique et réside dans I’obtention
des estimations a priori indépendamment de € concernant le gradient de la température.
Enfin, nous obtenons le probléme limite suivant :

r—2

: ~ (R 1 : 8§Z§Z 2 i 8§Z§Z d . * / : * a - * /
Z/QN(T ) (5 Z(az) 9 $(¢i—ui)d$dz—2/ﬂp axi(ﬁbz‘—ui)dxdz

+3(8) = j(u >Z/fl . —ul)da'dz, Vo e TI(K)  (0.0.8)

8T* 8@/}
82 82

dz'dz + /rT*wdx'dz =0 Vo € WFlUpL(Q), (0.0.9)
0
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= s*=s
= dA>0 tel que s*=s+ \7*

[ (5w me [ [ e ane o5 e o) vow

h u
-5 ( i@ o 5>%§< 9 s) Vo(a!)da’ =0, ¥ € W' (w), (0.0.11)

A
>

} p.p sur w, (0.0.10)

avec
¢t = T*(',0).

Le troisiéme chapitre sera consacré a I’étude du systéme de Navier-Stokes avec une
condition de non adhérence a la paroi de Tresca dans un film mince Q° C R"” n=2,3 :

—pAu + &7 (ut.V).u® + Vp® = f° dans Q°, avec v € R, (0.0.12)

div(u®) =0 dans Q°. (0.0.13)

Ici nous supposons que w est un domaine rectangulaire de R"~!, nous reprenons les mémes
conditions aux limites sur la vitesse u® que dans le probléme (Pf). Nous supposons de
plus que la fonction g vérifie

/rf (9)* gn ds = 0. (0.0.14)

L

Nous montrons d’abord 'existence des solutions faibles en utilisant un théoréme de point
fixe de Schauder. Nous prouvons ensuite I'unicité des solutions en utilisant le fait que le
domaine )¢ est mince. Enfin, nous obtenons le probléme limite suivant

Z/ 0u; 0(¢ e da:’dz — Z/ da:/dz +
+/wi€(| p—s|—|u—s|)do > ;/ﬂﬁ(g& —u¥)da'dz. Yo e TI(V), (0.0.15)

ol II(V) est un convexe de (H'(Q))>.

|~

<

|
plr| =

p.p Ssur w, (0.0.16)

T [

= s*=3s
= dA>0 tel que s*=s+ A"



h3 h . =
/ (——Vp* — 28" + F)Voda' = — | ¢hGm Vo € H'(w), (0.0.17)
w 12:“ 2 ow

avec

Qﬂ

1 h(x’)é ) p
= h(x’)/o (', 2)dz.

Dans le quatriéme chapitre, nous considérons un fluide de Bingham dans le méme
domaine €2° donné au chapitre 1 avec des conditions non-linéaires sur le bord. Nous conser-
vons les mémes conditions aux limites sur la vitesse supposées en premier chapitre sauf
sur ['{, ol nous supposons que

op(u®) + Fu® =0 sur T, (0.0.18)

u.n =0 sur I'], (0.0.19)

avec [ > 0 est une donnée du probléme.

A ¢ fixé nous montrons I’existence et ’unicité des solutions faibles de ce probléme. Puis,
nous utilisons un résultat concernant l'inégalité de Korn obtenu dans [7] pour trouver
les estimations a priori sur la vitesse et la pression. Ensuite, nous étudions l'analyse
asymptotique du probléme de la méme maniére que dans les chapitres précédents. Lorsque
¢ tend vers zéro, nous obtenons une inéquation variationnelle limite.
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Chapitre 1

Etude de ’écoulement d’un fluide
non-Newtonien dont la viscosité suit la
lol de puissance avec une condition de
frottement liquide-solide de Tresca :

I- cas i1sotherme

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre nous nous intéressons a I’étude de I’écoulement isotherme
d’un fluide non-Newtonien incompressible en régime stationnaire dont la viscosité suit la
loi de puissance dans un domaine de faible épaisseur (¢ avec la condition de frottement
de Tresca sur une partie du bord.

Notre objectif est d’étudier le comportement asymptotique des solutions lorsque ¢
tend vers zéro. Lorsqu’on néglige les frottements, le probléme a été déja étudié par A.
Mikeli¢ et R. Tapiéro [16] lorsque la viscosité du fluide suit la loi de puissance et par F.
Boughanim [3| lorsque la viscosité du fluide suit la loi de Carreau.

Nous commencons par introduire les équations qui gouvernent cet écoulement ainsi
que les conditions aux limites dans la section 1.2.

Dans la section 1.3, nous donnons la formulation faible du probléme. Nous montrons
ensuite I’existence et 'unicité des solutions faibles en utilisant un probléme auxiliaire.

Dans la section 1.4, nous étudions I'analyse asymptotique du probléme, en effectuant
un changement d’échelle. Ensuite, nous obtenons une formulation variationnelle faible dé-
finie sur un domaine 2 indépendant de . Nous obtenons des estimations a priori ainsi
que des résultats de convergence faible.
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Enfin, dans la section 1.5, nous obtenons le probléme limite et nous montrons 'unicité
de ces solutions.

1.2 Position du probléme

Nous considérons I’écoulement incompressible isotherme visqueux d’un fluide non-
Newtonien dans un film mince Q° C R?, oil 0 < € < 1 est un réel positif déstiné a tendre
vers zéro. La frontiére de ()° sera notée I'* = U I'; U], avec

o ' est la frontiére supérieure d’équation z3 = eh(xy, z2),

o I'S est la frontiére latérale,

e w est un domaine borné de R? d’équation x5 = 0 qui constitue la frontiére inférieure du
domaine €)°.

On suppose que h est une fonction de classe C' définie sur w telle que

0 < Nonin < W(2") < Nypaz, V(2',0) € w.

On note x = (x1, 19, 23) € R, 2’ = (21, 15) € R% Le domaine §)° est donné par :

O ={(2",23) €R® :(2/,0) cw, 0<ax3<eh(a)}.

On désigne par 0° = (0i;)i<; j<3 le tenseur des contraintes et par D = (dij)i<ij<s le
tenseur des taux de déformations :

1, 0u;  Ouy

dij(u) = = (57— + ==~

), 1<i,j<3.

On suppose que la loi de comportement du fluide suit la loi de puissance [2]

05 = —p iy + 2u| D ()| "2 diy (uF), (1.2.1)

v

3 1
avec | D(u®) |= (Z dfj(u€)> ‘et 1<r< oo,
ij=1
ol
- u® est la vitesse du fluide,
- p° est sa pression,
- | est sa viscosité,
- 0;; est le symbole de Kronecker.

Dans toute la suite nous utilisons la convention de sommation d’Einstein pour les
indices répétés sauf mention contraire, et on se limite a des écoulements stationnaires.
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Les équations qui gouvernent 1’écoulement isotherme en régime stationnaire d’un fluide
non-Newtonien incompressible dont la viscosité suit la loi puissance sans effet d’inertie
dans le domaine {2° sont les suivantes :

e [’équation de la conservation de la quantité de mouvement

aUfjﬂ”—o i =1,2,3 (1.2.2)
afL'j i_al_aaa .

ou f = (ff, f5, f5) représente une densité massique des forces extérieures.
e [’équation d’incompressibilité

div(u®) =0 dans Q°. (1.2.3)

Le vecteur normal extérieur unitaire a I'* sera noté n = (ny, n2, n3). La normale unitaire
extérieure a w est le vecteur (0,0, —1).

On définit les composantes normales et tangentielles u, € R et uf = (uf)i1<i<3 € R?

de la vitesse par

£

_ 3 _ 3
U, = U .n=u;n,,

£

€ __ . )
Up, = Uy — U, N,

Les composantes normales et tangentielles o}, et 05 = (07, )1<i<s € R® du tenseur des
contraintes sont définies par
g __ 15

£ _ €. E. s
or, =05n; —o,ng, =123

Afin de donner les conditions aux limites pour la vitesse sur la frontiére de €°,
1
nous allons introduire la fonction vectorielle g € (W!=+1(I'¥))3 (I'ensemble des traces
de (WL (0))3 sur ') telle que :

/ gn ds=0. (1.2.4)
e

Nous pouvons montrer comme dans [1] que cette condition est équivalente & 1’existence
d’un reléevement G° € (W'7(QF))? de g sur Q° vérifiant

div(G°) =0 dans Q°, G° =g sur 'Y, G°=0sur I'{, G°n=0 sur w. (1.2.5)
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Nous supposons que la vitesse est connue sur I'f U TS
u® =0 sur IY, (1.2.6)

u® =g sur I'7, avec g3 = 0. (1.2.7)

Sur w la vitesse est supposée inconnue. Nous supposons qu’il n’y a pas de flux sortant a
travers w

un=0 sur w, (1.2.8)

cette condition s’appelle condition d’'imperméabilité ou de non-pénétration.
Nous supposons aussi ’existence du frottement liquide-solide sur w, ce frottement est
modélisé par une loi non linéaire de type Tresca [7]

|U§“|< ke?u%_s
|U§“| = k* = dAX>0 tel que u%:s_)\o-% sur w, (1.2.9)

ou | . | désigne la norme euclidienne de R?, s la vitesse de cisaillement. Cette loi signifie
qu’il existe un seuil de frottement k¢ tel que :

e Lorsqu’il y a égalité, le seuil de frottement est atteint, il y a une réaction au mou-
vement relative du fluide —\o5.. Le fluide et la surface se déplacent tangentiellement 'une
par rapport a 'autre et il y glissement.

e Lorsqu’il y a inégalité, il n’y a pas de frottement, donc la vitesse du fluide est égal
a la vitesse de cisaillement s.

Remarque 1.2.1. La troisiéme composante de la vitesse vérifie
ui; =0 sur I'". (1.2.10)

En effet, d’aprés les conditions aux limites (1.2.6)-(1.2.7) et le fait que g3 = 0 sur
I's, u§ = 0 sur I'j UTS. Dautre part, d’aprés la condition aux limites (1.2.8), on a
us, = uiny +ujne +usng = 0 sur w, or n = (ny, ng, n3) = (0,0, —1) est le vecteur normal
unitaire extérieur & w. Donc u§ = 0 sur w. [

Le probléme complet consiste donc a trouver un champ de vitesse u® et une pression
p° vérifiant les équations et les conditions aux limites suivantes :
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-2/ div<|D(u€)|”*2D(u€)> + Vp® = f¢ dans 7,
div(u®) = 0 dans Q°,

u® =0 sur If,

(Pb%)

u® =g sur I'y,

u*n =0 sur w,

Sl < Kk = up =s
r T sur w
1=k = I A>0 tel que u5 =s— Ao}

| o
[ o

Afin de donner la formulation variationnelle du probléme fort (Pb%), nous allons établir
la remarque suivante :

Remarque 1.2.2. La condition auz limites de Tresca (1.2.9) est équivalente a la relation
ponctuelle suivante

)

(u — s).op +k°|usx—s|=0 sur w. (1.2.11)

Preuve.

e Supposons que u° vérifie la condition aux limites de Tresca.
> Si | 0° |< k7, alors uf = s, d’ou (1.2.11).

>> Si | 0° |= k° alors il existe A > 0 tel que u5. = s — Ao, d’oul

(uf — 5).05 + Kk |us—s|=—N| o5 |? +X |05 [P=0.

e Réciproquement, on suppose que ( us — s).05 +k° | us — s |= 0.
> Si | 0% |= k¢, alors de (1.2.11) on a
(up —s).op = —[up —s]||oz|,
d’ou 'existence d’un A > 0 tel que u5 — s = —\ 07
> Si | 0% |< k¢, alors

(ug —s).op +k [up —s[=0 —uz —s|lop | +k° | up — s
[up —s| (K=o ),
N————

>0

(AVARAYS



donc | u5 — s |= 0, d’ou u§ = s.[0

1.3 Formulation variationnelle du probléme

Dans cette section nous définissons le cadre fonctionnel dans lequel nous allons
travailler, et nous obtenons la formulation faible du probléme (Pb%).

Pour 'ouvert €2 on définit les espaces et les ensembles suivants

o

XL ;

(W () = {v € (L"(X))°

(Q°) pour i,5=1,..,3 }

J

I’espace de Sobolev muni de la norme

| |l = Z/ o " de+ )

1<:<3 1<4,5<3

/ 8112 . %
Or; ] '

VVO1 () désigne le sous espace vectoriel des fonctions de W17 (QF) nulles sur I'*. On note
1

/ . 1
W=17(Q7) son dual topologique avec ~ + — = 1.
roor
Ensuite, nous définissons les convexes fermés non vides de (W17 (Q°))3

={v € (VVLT(Q&))3 cv=G"sur I',, v=0 sur I'], v.n =0 sur w},

K5, ={ve K°: div(v) = 0}.
On note L} (€) le sous espace vectoriel des fonctions de L’ (Q°) a4 moyenne nulle :
LY () ={qe L' () ;/ qdr =0},

Enfin nous introduisons les deux sous espaces vectoriels des fonctions de W1 (Q°) nulles
respectivement sur I'{ et sur '] U T}

Wr () = {¢ e WH(2) 19 =0 sur I},

Wedip: () = { € WH(Q) 19 =0 sur TTUT7}.

Pour simplifier I’écriture, on note :

a(u,v) = /E 2 |D(u)|"2D(u) : D(v) du, (1.3.1)
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avec

D(u) : D(v) = d;j(u)d;;(v).

On définit 'opérateur non linéaire A par :
A - (Wl,r(Qe))B . ((Wl,r(Qe))?,)’
u —  Au)

tel que
(A(u),v) = a(u,v).

Pour v € (W'7(09))3, on définit la fonctionnelle j¢ par

J°(v) 2/ K v —s|da, (1.3.2)
7° est continue et convexe.

Enfin, on note

B (q,v) = —/E q g:; dzr, Y(q,v) € Lj (QF) x (WL (Q9))?, (1.3.3)
(ff,v) = ffu dr, Yve (W (Q9))>3 (1.3.4)
e

Lemme 1.3.1. Soient u®, p° des solutions du probléme (ijc), alors elles vérifient la for-
mulation variationnelle suivante :

Trouver u® € K5, p° € Lj () tels que
(A(u?), ¢ —u?) + B*(p%, ¢ —u?) +j5(0) — j°(v°) = (f%, ¢ —v), V¢ € K*.

Preuve. On multiplie 'équation (1.2.2) par ¢ —u® ol ¢ € K¢, en intégrant et en utilisant
la formule de Green, on obtient

Pby(K°) {

a & 3 € 3
/ Uiej 8_(@ —u;)dr — / 0¢j”j(¢z‘ —u;)ds = fi (¢i — ug)dz. (1.3.5)
e l‘j Te Qe
Les conditions aux limites (1.2.6) et (1.2.7) impliquent que

/rs afjnj(qﬁi —ui)ds = / o n;(¢; — us)da'.

D’autre part, of;n; = o, + o}, n; et (¢; — uf)n; = 0 sur w, alors

/ oiing(¢i — ui)ds = / or(¢p — u®)da'.
FE

w
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Donc de (1.3.5), on obtient

/6 s i(@ —uj)dz — / o7.(¢ — u)dz’ = . i (67 — ug)d, (1.3.6)

*J aSL’j

en ajoutant et en retranchant le terme /

F(lé—s| — | — s )de — / 05 (6 — u)da',
on a @ @

/E o5 (%J(gzﬁZ —ug)dx + / E(lo—s|—]u —s|)dd —/w o7.(¢p — u®)da'

w

- / E(lg—s|—|u—s|)de' = [ fi(¢i—uS)dz. (1.3.7)
w Qe
Posons
5= [ oio—wan+ [ K05 - u = s as',
en utilisant la remarque 1.2.2, on montre que
9= [0 =)+ 65 i

or
op(p—s)>|lor|. |op—s|>—k°|dp—s| sur w,

donc (3 est positif.

En revenant a (1.3.7), on déduit que

€ (1€ € i -
/E o5 (u®,p%) 8xj<¢z Ui)d37+/

w

E(lg—s|—|u —s|)da’ > . [ (6 — u5)du.

En remplagant of;(u®, p°) par sa valeur, on obtient

(A(w), ¢ =) + B(p% 0 —w)+j(¢) —J°(w) = ([0 —u), Voe K", (1.3.8)

d’ou le lemme (.

Lorsque les fonctions test appartiennent a K
vitesse :

on obtient le probléme variationnel en

v

Trouver u® € Kj;, tel que

Pb(Kéw) { (A(ug)’ §Z5 o ue) +j€(¢) _ js(us) > (f€’¢ — uE)’ ng € Kéw.

Ce probléme peut s’écrire encore de la facon suivante :
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Trouver u® € Kj;, tel que
(A(u®), ¢ —u®) + j*(¢) — j°(u®) + Oz, (}) — k= (u®) > (f, ¢ — uf),
Vo € (Wi (€))%,

Avec Ok~ désigne la fonction indicatrice du convexe Ky, définie par

5 0 si veK §w
e = .
Kaiv +00 smon

Nous rappelons que la fonction indicatrice d’un convexe fermé est convexe et semi-continue
inférieurement.

1.3.1 Reésultats d’existence et d’unicité

Soit V' un espace de Banach et V’ son dual. On désigne par ( , ) le produit de dualité
dans V.

Définitions 1.3.1. Soit A un opérateur de V — V.
o A est dit hémicontinu, si et seulement si pour toute suite (\,), convergente vers A

(A(u+ M), w) = (Alu+ Iv),w) Y(u,v,w) € V>

e A est dit monotone, si et seulement si

(A(w) — A(v),u—v) >0 VY(u,v) € V>

o A est dit strictement monotone si et seulement si
(A(w) — A(v),u—v) >0 Y(u,v) € V* tel que u # v.

e A est dit pseudo-monotone si :
(i) A est borné,

(it) si u; — u faiblement dans V et lim sup(A(u;), u; —u) <0 alors
j—too

lim inf(A(u;), u; —v) > (A(u),u —v) Yo € V.

j—-+oo

Proposition 1.3.1. Si l'opérateur A est borné, hémiconitnu, et monotone, alors A est
pseudo-monotone.

Preuve. Voir [14].
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Théoréme 1.3.1. Soit A un opérateur pseudo-monotone de V- — V', ¢ une fonction
convexe propre semi continue inférieurement. On suppose qu’il existe vy tel que

o(vg) < +oo et —oosi ||u|[— +oo.

Alors pour f donné dans V', il existe u € V solution de l'inéquation variationnelle suivante

Preuve. Pour la preuve voir [14| pages 251-253.

Théoréme 1.3.2. Supposons que & € (L (Q°))?, k* € L®(w) tel que k* > 0 presque
partout sur w. Alors le probléme Pb(Kg;, ) admet une solution unique uc.

Preuve. Cette preuve est basée sur la théorie des opérateurs non-linéaires introduite par
Lions dans [14]. D’aprés le théoréme 1.3.1 et la proposition 1.3.1, il suffit de montrer que
la fonctionnelle j° + 0= et 'opérateur A vérifient les propriétés suivantes :

i) j° + 5K§m est convexe semi-continue inférieurement et propre.
ii) A est borné et hemicontinu.

iii) A est strictement monotone.

iv) Il existe ¢ € (Wlllr(QE))?’ telle que

(J° + 0K, ) (@) < +o0,

et
(A(v),v =) + (J° + 0Kz, )(9)

ol

— 400 quand || v |1, — +oo Vv € (Wﬁ:(QE))?’
i) Il est évident que la fonctionnelle j¢ + Ok, est convexe, semi-continue inférieurement
et propre.

ii) Vérifions que A est borné. On note

1
oho= ([ 1D e
C’est facile de remarquer que | v |1,<| v |1, on en tire que I'opérateur A est borné.
Vérifions que A est hemicontinu. Soit (\,),en une suite dans R telle que A, converge
vers A lorsque n tend vers +oo.
Pour tout z € Q¢ et (u,v,w) € (WE%T(Q‘E))?’, 'application

A: R—R
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A —| D(u(x) + Mo(x)) 7% D(u()) : D(w(x)),

est continue, donc

| D(u() + Awv(@) " D(u(2)) : D(w(z)) —| D(u(z) +v(z)) "™ D(u(z)) : D(w(z))

lorsque n tend vers +-oco.

D’autre part, on a

r—2

(Dt A) 72 = [ 3 @A) |

1<i,j<3

r—2
2

- [ 3 (d%(u)+—Aid%(v)+-2kndm(u)dw(v))] )

1<i,j<3

or (A,)nen est convergente donc bornée, on déduit qu’il existe une constante M > 0 telle
que

Y

] | D(u+ Ao |2 D(u) : D(w)’ < M H(u,v)|D(u) : D(w)

avec

r—2
2

Hiu,v) = | Y (d(w) +d4 () +2 | dig(u)dig(v) | )]

Et comme o
H(u,v)}D(u) : D(w)} € L'(r),

donc d’aprés le théoréme de convergence dominé de Lebesgue

(A(u 4+ A\pv),w) — (A(u+ ), w),

n—-4o0o

i.e A est hemicontinu.

iii) Pour montrer que A est strictement monotone, il suffit d’utiliser les deux inégali-
tés suivantes (voir par exemple [19)]) :

1\r—1
(lz|"Pz= |y Ty, z—y) Z(§> |z —y |, Vo,yeR® Vvr>2 (1.3.9)

(le o= lylPy,o—y) 20 -D(z|+]y)?|a—y|* o,y eR’
V1 <r <2(1.3.10)
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iv) Soit ¢ € K§,, fixé. D’abord de la définition (1.3.2) de j, on a
(je + 5K§1v)<¢) < +o00.
D’autre part, d’apres I'inégalité de Holder

(A®), 0) < v,/ ¢h,
< ol e e Yo e (W' (929))%,

en utilisant I'inégalité de Korn [11], il existe K7 > 0 telle que
[ v 2 Ky flvfh, Yo e (W (€))7,

donc
A(v),v - ¢) . _
A.v=¢) > Kool = 1o 152006
(NI
> ol (- 1y
[CH P
lorsque || v ||;,— +o0.

Ceci achéve la preuve du théoréme 1.3.2.[]

Afin de prouver l'existence et 'unicité des solutions (u°, p?) du probléme Pb;(K*¢), nous
allons introduire un probléme auxiliaire Pby(K*) défini par :

Trouver u® € K5, p° € L () tels que :

Pby(K*) § (A(uf),0) + B (p%,0) = (f*,¢), Yo (Wy" (),
u® vérifie la condition aux limites de Tresca (1.2.9).

Nous allons montrer d’abord que les deux problémes Pb; (K¢) et Pby(K*¢) sont équivalents,
puis nous montrons 'existence et I'unicité des solutions du probléme Pby(K®).

Lemme 1.3.2. Pour toute solution (u®,p®) du probléme Pby(K¢), on a l’égalité suivante

[ o) d = (40, 0) - (. div(o) - (0) (1.3.11)
Vo € (I/I/'I%’Ljpi(ﬂe))3 tel que ¢.n =0 sur w.

Preuve. Soient u°, p® des solutions du probléme Pby(K¢). En remplacant o5.(u, p®) par
sa valeur et en utilisant le fait que ¢.n = 0 sur w, il vient que

/ op(us,p%).¢ da’ = /Ufj(ue7p€)”j¢i da’ —/Ui(ue7p€)ni¢idfb"
= /Ufj(ue,pa)nj@dw’. (1.3.12)
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Comme ¢ = 0 sur I'f UT'], en utilisant la formule de Green, on obtient

/ a £ &€ £ € £ £ 8 {
/afj(ua,pe)njgbi dx' = <—8 (05;(u", p%)), i) +/ o5 (us,p )8¢ dx, (1.3.13)
w IL‘j Qs IL‘j

et comme u®, p° sont des solutions du probléme Pby(K¢), on vérifie facilement que

a £ 13 £ €
a—xj(aij(u P )) =—fi

En remplagant o7 (u, p°) par sa valeur dans le deuxiéme terme du second membre dans
(1.3.13), on déduit donc (1.3.11). O

Théoréme 1.3.3. Sous les hypothéses du théoréme 1.3.2, les problémes Pby(K¢) et Pby(K®)
sont équivalents.

Preuve.
> Montrons que Pb(K¢) = Pby(K°®).
Soient u®, p° des solutions du probléme Pb;(K*). Donc

(A(w?),¢ —u?) + B(p", ¢ —u’) +5°(¢) —j°(v°) = (f*, ¢ — ), Vo € K*. (1.3.14)

On choisit ¢ = u° + ¢ avec ¥ € (W, (Q°))3, on obtient

(A(u), ) + B*(p%,%) = (f5,%), Vb e Wy ()% (1.3.15)

Montrons que u®, p° vérifient la condition aux limites de Tresca.
En utilisant la formule de Green dans (1.3.15), il vient que

(—div(2 | D) [ D(u)) + Vp* — f2.0) = 0 b € (Wo" ()",

donc
—div(2u | D(uf) |72 D(uf)) + V£ — f© =0 dans (W1 (€))7,

et comme € € (U'(QE))?’, alors
—div(2p | D(u* |72 D(uf)) + Vp* — f* =0 dans (L’J(Qe))g. (1.3.16)

Choisissons maintenant dans (1.3.14) ¢ = u® + ¢ avec 1p = (¢1,1,0) € (Wé%ﬁpi(ﬂe))g,
il vient que

a(uf, ) — (p, div(y)) + 7°(u + ) — 5°(u) > (f*, %))
W = (1,19,0) € (Wil (29))°, (1.3.17)
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en utilisant la formule de Green, on obtient
( —div(2p | D) |72 D(u)) + Vo — f2,0) +
w2 [ 1D0) 172 dyfu )iy do’ 4 (0 + ) = ) 20
r V)3
Vi = (11,12,0) € (Wil ()"

En utilisant (1.3.16) et le fait que n = (0,0, —1) est le vecteur normal extérieur unitaire
4 w, on obtient

“2p [ D) PR dafuf e’ 5+ 0) - ) 20, (1318)
cette inégalité peut s’écrire encore,

/k€(| b+ut—s|—|u —s|)d’ — / op dx’ >0 Wy e (WéLFgL(QE))Q (1.3.19)

w

Cette inégalité reste valable pour tout ¢ € (D(w))?, et en utilisant la densité de D(w)
dans L"(w), on obtient

/ke(l Yp+ut—s|—|u—s|)d —/a;.w de’ >0 Yy e (L'(w)?  (1.3.20)

w

cette inégalité implique (voir par exemple le théoréme 4.2 [2]) que u° vérifie la condition
aux limites de de Tresca (1.2.9).

> Réciproquement montrons que Pby(K*¢) = Pby(K*).

Soient u®, p° des solutions du probléme Pby(K*). D’aprés le lemme 1.3.2, on a pour tout
¢ € K*

(A, 6 = ) = (07, divio — ) = (0= ) = [ 070 —u)as,
en utilisant la remarque 1.2.2, il vient que

/ (6 —w)de +(8) — ) = / 56— 5) 1K | §—s| de’ —

— /aé.(ue—s)—i—ks\ue—ﬂda:'

J/

-~

=0
= /Ué«.(¢—8)+k‘6|¢—8|dl‘/20 )

ainsi s’achéve la démonstration du théoréme 1.3.3. [
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Théoréme 1.3.4. Sous les hypothéses du théoréme 1.3.2, il existe u* € K, unique et il
eziste p° € L () unique (4 une constante additive prés), solutions du probléme Pby(K*).

Preuve. Soit u° la solution du probléme Pb(K3,, ). On montre comme dans la preuve du
théoréme 1.3.3 que u® est solution du probléme suivant

Trouver u® € Kj;, tel que:
(A().0) =(f%9), Yo € (Wop, () (13.21)

ufvérifie la condition de Tresca,

ou
Wit () = {v € Wo ()« div(v) = 0},

En particulier u® vérifie :

(A(u®) — f,0) =0 VopeV ={ve D) div(v) =0}. (1.3.22)

D’aprés le théoréme 2.8 [1], on déduit qu’il existe p° € W17 () tel que :

A(u®) — f* = Vp° p.p dans Q°. (1.3.23)

En intégrant (1.3.23) sur Q°, on montre facilement que u°, p° sont des solutions du pro-
bléme Pby(K*®). Et d’aprés le théoréme 1.3.3, on déduit que v, p° sont également des
solutions du probléme Pb;(K*®). O

1.4 Analyse asymptotique du probléme

1.4.1 Changement du domaine de référence

Pour 'analyse asymptotique du probléme nous allons utiliser le changement d’échelle

xs3
z=—
€

comme dans [2, 4, 5]... Cette méthode consiste a transposer le probléme initialement posé
dans le domaine (2° dépendant de ¢ en un probléme équivalent posé sur un domaine fixe
() indépendant de «.

Le domaine fixe () est défini par :

Q={(,2) eR*: 2’ cw ;0 <z < h(a)}.
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On note I' = w UTI'y UI'} sa frontiére. Nous définissons sur €2 des nouvelles inconnues

(2, 2) = ui (2!, x3), i = 1,2
e g (2, x3)
(2, 2) = e"p* (2, x3).

(1.4.1)

Pour les données du probléme, on suppose qu’elles dépendent de € de la maniére suivante

— Er—lke
(2',2) = € f(a', x3)
(2, 2) = g(a', x3).

(1.4.2)

Q> ~—, T

avec l%, f , g ne dépendent pas de ¢
Soit G(z',2) = (Gy(2/, 2), Go(2', 2), Gs(2/, 2)) tel que

oy 0GL  0Gy  0Gs .
div(G) o, + Ors + % 0 dans ,et G =g sur

Ainsi on peut définir le relévement G° de g précédemment introduit comme suivant

GE(',m3) = Gi(r',2) i=1,2,
G5(a, x3) = eGs(a’, 2).
Ce choix nous permet de maitriser la dépendence de G° en ¢ d’une facon explicite, ce qui
est utile dans la suite pour obtenir des estimations a priori.

1.4.2 Formulation variationnelle sur 2

Pour la suite, nous avons besoin & définir une classe de fonctions qui vérifie la
condition (D’) donnée par

v = (v,v) € (L*())* tel que : /(vlﬁ + wﬁ)da:’dz =0, V0 € C°(w).
Q 8.’171 61’2

On définit maintenant le cadre fonctionnel sur €2
Ly(Q) ={qe L"(Q): / qdx'dz = 0},
Q

K={oeWYQ)P:p=G sur T,UT;p.n=0sur w},
Kdiv = {()0 € K: le(@) = 0}7
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I(K)={¢ € (WI’T(Q))2 c o= (p1,902), pi= G, sur T,UT, pour i = 1,2},
(K) = {@g € II(K) : ¢ vérifie (D)},

V. ={v=(v1,1) € (L"(Q))*: 881;1 e L"), i=1,2 ;0=0 sur'y}.

V. est un espace de Banach muni de la norme

o llv.= E:MMU +l 5,

V.,={veV.,: v vérifie la condition (D)},

82}1

1
= @)

V. est un sous espace vectoriel de V.

En multipliant 'inégalité (1.3.8) par ¢!, et en passant au domaine fixe ) en intro-
duisant les nouvelles inconnues définies par (1.4.1) et les fonctions définies par (1.4.2), on
montre que le probléme Pb;(K¢) est équivalent au probléme Pb;(K) donné par

Trouver u¢ dans Ky, et p¢ dans Lj (Q) tels que

N

a(uF, ¢ — i) = (pF, div(g — 1)) + j(¢) — j(u) Zf@,@—@-

(&%—@ V6 € K, (1.4.3)
avec
3<¢>=/m¢—s|dx/,
et A
S A A*:f ous 9 .
~ € _ 5 5 T‘ 2 u . L € /
a(us, ¢ —u?) / | D(uF) + 8332)8@ (i — us)da'dz
1<4,5<2
ou:  Lou5. [0 . - o - .
D 6 7“ 2 3 J— . — € 2 _ € /
+MZ/\ (ue) 8 +e 6:70,)(82(@ u$) + € axi(% u3)> da'dz
NN oug 9, - -
2 £ r—2 3_ _ € !
ot [ D) 72 GE = i)',
ou

29



1.4.3 Estimations a priori

Nous essayons maintenant a chercher des estimations a priori sur u¢, pc. Pour cela
nous avons besoin d’établir le lemme suivant

Lemme 1.4.1. (Inégalité de Poincaré)
On rappelle que 0 < h(z') < hpae Vo' € w. On a linégalité suivante

o Ous ,
|| U/i ||L7‘(Q)§ hmaw || g ||L7‘(Q)’ 1 = 1,2,3. (144)

Preuve. Soient 0 < z < h(z') et i=1,2,3 fixe, on a

) h(z") e ) h(z") e
i) = [ G i ) = - [ G o,
car uZ (2’ h(z')) = 0.
En utilisant I'inégalité de Holder, alors
. e M Qs
(' 2) S (an)? [ | GO |7 o' (1.4.5)
Intégrons (1.4.5) par rapport a z de 0 & h(z'), on obtient
CON M) o
|l e < ey [ 1SRG T e, (146
0 0 23

en intégrant cette inégalité sur w, il vient que

W) M e
// | us (2!, 2) " da'dz < (hpas)” // | —(',&) |" da'dg,
wJ0 wJ0 ag

d’ou,
. s
Norey< hoae || = || ory - O
| [|r@) < I @
Lemme 1.4.2. (Inégalité de Korn)
Pour tout p € K¢, on a
I Ve llzro< C Nl D(@) @), (1.4.7)

ou C' est une constante positive qui ne dépend ni de € ni de .
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Preuve. Soient Q; = wx]0, A*[ un ouvert borné de R? indépendant de ¢ telle que
h* > hpae, €t @ une fonction de K°. Remarquons d’abord que 2° C €2;. Nous définissons
» dans ; par :

¢ dans €)F,
0 dans Q,/Q°.

I'inégalité de Korn sur le domaine fixe 2; implique I'existence d’une constante C' > 0
indépendante de ¢ telle que

()5:

| Vo llzran< C |l D(9) [lrr@) -

Or
| Vo l|lor@n=ll Vo |l @:),
I D(@) =l D(@) [[£r @),
d’ou (1.4.7) découle. [

Remarque 1.4.1. L’inégalité de Korn s’appelle aussi l’inégalité de coercivité. Pour des
preuves de cette inégalité lorsque r = 2 vous pouvez consulter [12, 13, 18]. Pour le cas gé-
néral 1 < r < 0o, il existe plusieurs preuves avec des conditions aux limites plus générales
voir 8, 10, 11, 17, 22). Le cas ou r = 1 est exclu, grice au contre exemple de Ornstein
(1962) voir [20].

Théoréme 1.4.1. Sous les hypothéses du théoreme 1.3.4, il existe une constante C' indé-
pendante de € telle que

ous
> e 'HLTQ)‘I»HE ||Lrn)+

1<i,j<2 8%
2 A
ous 8u
+3 (155 1 + 19958 I ) < (148)
i=1
op :
H a[L‘Z Hw—l,r’(ﬂ)g C 1 = 172, (149)
op*
= (o< Ce. (1.4.10)
Preuve. Soit u° la solution du probléme Pb(Kj,, ). Donc
a(u®,u) < a(u®, @) +5°(¢) + (f%,u7) = (f5,0) Vo € Kg,. (1.4.11)

En appliquant I'inégalité de Korn [11], il existe une constante Cx indépendante de ¢ telle
que

2uCk || VU© |- o) < alu®, uf). (1.4.12)
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En utilisant I'inégalité de Poincaré, on obtient
|| u’ ||LT(QE)§ ghmax || Vu® ||LT(QE) . (1413)

Nous rappelons I'inégalité de Young

r 7/

ab <=+ = V(a,b) e R, (1.4.14)
T T

En utilisant (1.4.13), il vient que

ur CK Ehmaa:
WP T Pees (( )7 | v ||ms) <(— |72 0 (gs)),

IN’CK)

en appliquant 'inégalité de Young pour

= () Y e
b=(;’%) I 7%l ey
on obtient
I gy - 10 < 255 90 [ +(hjg) I £ e, - (1:4.15)
Gy
De méme
£ Ny - 119 e 25196 [y +—2 | £ g - (1416)

r Ck
r (“T) ’
En utilisant les inégalités de Holder et de Young, il vient que

atw,0) | < 2 [ D)7 D) do

< | ((“"’”;CKW | D(w) |) (ﬁ(ﬁﬁ | D(9) |> di

C , 22r 1
KOk [ Dlusy | dw 4+ 2P / | D) [ de,

> 9 o ( ICK)LI
d’ou
MC . 227’—1,u .
a(uf, ¢) < =5 || V© ||}, (©@°) +W | D(®) |7-(0ey - (1.4.17)
K T
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En utilisant (1.4.11)-(1.4.17) et en choisissant ¢ = G*, on déduit que

22r=1y nCg 2" ! /
C v € T - R < - VGE T - R max - € T " . .
uKuuuum_Qw%w+ ) I Wi 4o |

(1.4.18)
Et comme

’ ’ _ ~ ’
e’ || fa ||2T/(Qs): 51 " || f ||2r’(Q)a

au;: r -r an:: r .
| s ||LT(QE): S| % ||L,~(Q) pour =12,

en multipliant (1.4.18) par €"~! on déduit (1.4.8), avec

227’71” ,UCK Zhr’

T VGA " r &/ ¢ T/Tl .
o Sl i + sz 1 v

C = (uCk)™ [(T

Pour obtenir les estimations sur la pression (1.4.9)-(1.4.10), on choisit ¢ = u® £ ¢ dans
(1.3.8) avec ¥ € (W, (€2))?, on obtient

/ V() de = alel, 9) — (F7,0) V€ (Wo (@)

En utilisant (1.4.16)-(1.4.17), il vient que
227’71

r(r'Ck)

c e MO € MO r
| : pidiv(y) dx |< TK | Vu© [|Lr ey +( z + 2K) | VY I2r e

Er/h’:r/m:v e ||r’
W 1 ey - (1.4.19)
On prend ¥ = (¢1,0,0), ¢ = (0,15,0), 1 = (0,0, 3), respectivement dans (1.4.19), et en
passant au domaine fixe €2 on obtient (1.4.9)-(1.4.10).0

1.4.4 Résultats de convergence

Théoréme 1.4.2. Sous les hypothéses du théoreme 1.4.1, il existe u;* dans V, (1=1,2),
et p* dans LS’(Q) tels que pour des sous suites de u®, p° notées encore us, p° on a les
résultats de convergence faible suivants

us —u;* (1<i<2) faiblement dans V., (1.4.20)
Ous - .
58—2 —0 (1<14,5<2) faiblement dans L"(), (1.4.21)
j
dus . ,
€, 0 faiblement dans L"(S), (1.4.22)
2
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ous
o2

6—3 —0 (1<i<2) faiblement dans L"(52), (1.4.23)
L
euj — 0 faiblement dans L"(Q), (1.4.24)
pe — p*  faiblement dans LSI(Q). (1.4.25)

Preuve. D’aprés (1.4.8), il existe une constante C indépendante de ¢ telle que

’8u

@< C (1<i<2),

utilisons cette estimation et 1'inégalité de Poincaré, on déduit que la suite (uS,us). est
bornée dans V,, et comme cet espace est réflexif on obtient le résultat de convergence
faible (1.4.20) dans V.

Montrons que u* € V.. En effet, on a div(u®) = 0 sur Q, donc pour tout ¢ € C°(w) :

U Ous 8u3 ) / ous  ous,
de'dz = Vi dy =
/ch(:v)(axl+8 " + 5 )dvdz = q(x )(0x1+0x2) 2'dz =0,

car u>.n = 0 sur I't Uw. Et comme u; — w; ¢ = 1,2 dans V,, donc u* vérifie la
condition (D’).

ouy  ous, ., -
[ )G+ Sz~ 0, vy e €l (1.4.26)

Aussi les convergences (1.4.21)-(1.4.23) découlent & partir de (1.4.8). Pour démontrer
(1.4.24), on utilise d’abord 'inégalité de Poincaré, donc il existe une constante C' > 0 qui
ne dépend pas de ¢ telle que

€ H u3 HL’" < ghmax ”

et comme L"(2) est réflexif, alors il existe une fonction [ € L"(12) telle que
euj — 1 sur L7(Q).

Montrons dans un premier temps que cette limite [ dépend seulement de 2/, puis montrons
que [ = 0.
On a div(u®) = 0 dans €, donc

Ous
! Sdaldz = D(Q). 1.4.2
Z/ 8xzda:dz+/ﬂq( )9 da'dz =0, Vg € D(Q) (1.4.27)

Utilisons la formule de Green, on obtient

- dq dq
e / e —
;:1 /qui idx dz + /Qeug = 0, Vg € D(2),
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on tend ¢ vers zéro, et en utilisant (1.4.20), on déduit que

d’ou
al
0z
Comme dans [2] par exemple, on choisit ¢(2/,z) = 20(z') — v, 0 € C°(w) avec

=0, pp dans Q.

y= Q™ / 20dx’dz,
0

en utilisant le fait que div(uf) dans 2, on obtient

>[5

Par la formule de Green, il vient que

2
~ 00 n

E /zu?a—d:c’dz—ir/ugﬁd:c’dz:(),

‘ Q O; Q

1=1

et comme uS — uf pouri=1,2 dans V, et eu — O pouri=1,2 dans L"(Q), d’ou

Ous
z / 3 / —
oz, dx'dz + / z@—az dz'dz = 0.

/ Oldx'dz = / [hOdx' =0, Vho € C5°(w).
Q w

Par la densité de C3°(w) dans L"(w), on déduit que
[ = 0 presque partout dans ().

C’est facile de prouver (1.4.25). En effet, d’aprés (1.4.9)-(1.4.10), il existe une constante
C" > 0 telle que
IV )< €

comme p° € L7 (), donc il existe une constante C” > 0 telle que (voir par exemple [21]) :
17 @< C" 1 VI* w1y

D’ou
| 2% [|r@y< C'C7,

et par conséquent (1.4.25) découle.
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1.5 Etude du probléme limite

Lemme 1.5.1. Sous les mémes hypotheses du théoréme 1.4.1, les solutions limites u*, p*
vérifient les relations suitvantes

p (2, 2) = p*(2') presque partout dans Q, (1.5.1)
ouy  ous, .,

dz'dz = 0. 1.5.2

/ (8x1+8x2):cz 0 (1.5.2)

Preuve. On choisit ¢ dans (1.4.3) tel que b; = us pour i = 1,2, b3 = uj + ¢ avec
© € W, (Q), donc

. dp e 8d§8g0 1, 2L 0uE Lous g\ .,
= D(ug) |” D i
(357 u/ﬂ(e [ D) "% 55, T3¢ [ D)™ E el

— e(fs,0) = pA(p) — e(fz, ),

avec

L MEDp 1 o m e, QU O D
_ 2 e\ |[r—2 3 2 e\ |[r—2 i 2 3 !
Aa(cp)—n/Q (6 | D) 7 55 +5¢ [ D) | ;1(—82 te axi)ax)dxdz-

On a liII(l] e(fs,¢) = 0, nous devons montrer maintenant que ]iII(l) A (p) = 0.
e— PN

En effet, on a

e
ous

D () |,

ous .
23 1<| D(we
252 1<l D) |

| e

ous
0z

en utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

‘ AE(QO) |§ 8(/ | [)(1}?) ‘7’ dx'dz / ‘ ‘ dx IdZ %

2

/|Du€ " dalds ZIZ /| rards)T. (15.3)

D’autre part, nous savons d’aprés I'inégalité de Holder discréte que pour tout (a;)1<i<n €
R™,

QO lal <n?(X lal) Vr>1,
i=1 i=1
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alors il existe une constante C'(r) > 0 qui dépend seulement de r telle que

2 87;% r - 8uA§ r 28u§ r
| D(u <Z|ax]|+|582|+;(| i el Dl R

i,7=1

De (1.4.8) il existe une constante C' > 0 indépendante de ¢ telle que

2 A~ /\

ous ous
Do ot ey + e vy +
J

~

2
8u5 8 ¢
S (H oy + 1 € Hm) <c.

En utilisant (1.5.3)-(1.5.4), on déduit que

(Q] Vi € Wy (Q),

| Alp) | (C(r)O) €|| o IIU
d’ou
hn%A( ¢) =0,
et par conséquent
~ 8 . ap% o 1,r
lim(p, 57) = —lim(Z=,9) =0 Vo e Wy" ()

En utilisant de (1.4.25), on déduit (1.5.1).
D’aprés (1.5.1), p* appartient a L” (w). Donc il existe (6,,) dans C5°(w) tel que 6,, — p*
dans L"' (w), et grace a (1.4.26) avec ¢ = 6,,,, on obtient (1.5.2) lorsque m — +o0o.0]

Lemme 1.5.2. (Lemme de Minty) On suppose que F et G étant deux fonctions
convexes semi continues inférieurement d’un convere K dans R, F étant Gateaux-différentiable
de dérivée F'.

Alors si u € K, les deux inégalités suivantes sont équivalentes

(F'(u),v —u) + G(v) — G(u) >0, YveK, (1.5.5)

(F'(v),v —u) +Gw) —G(u) >0, YvekK. (1.5.6)
Preuve. [ est Gateaux-différentable et convexe, donc F’ est monotone et hémicontinue :

(F'(v) = F'(u),v—u) >0, Yo,ueV, (1.5.7)

Vu,v,w € V, X — (F'(u+ M), w) est continue de R dans R. (1.5.8)
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En sommant (1.5.5) et (3.4.29), on trouve (1.5.6).
Prenant v = (1 — M)u + Aw, A €]0, 1], en remplagant dans (1.5.6), on obtient :
(F'(1 = Nu+ Aw), \(w —u)) + G(1 = Nu+ Iw) — G(u) >0,
avec la convexité de G on a :
AMF'(1=Nu+ dw), (w—1u)) + MG(w) — G(u)) >0

on dévise par A, puis a l'aide de (1.5.6) on passe a la limite quand A\ — 0 on obtient
(1.5.5). O

Théoréme 1.5.1. Avec les mémes hypothéses du théoréme 1.4.2, (u*,p*) vérifient

u: — u} fortement dans V, pour i=1,2, Vr>1, (1.5.9)
AN QU 20 D o N D
M;/Q(Q;(az)) 5, 5, %~ ui)de Z—;(paa—xi(¢i—ui))+
2
+3(0) =) 2 Y (fudi—ui) Vo €N(K),(15.10)
i=1
pre W (w), (1.5.11)
0 1 < o T zﬁu op*
—n=—| (= =fi, 1=12 d L (Q). 1.5.12
”&(2@21 5 8>+8x2 fo ans L) (15.12)
Preuve. Pour la preuve de (1.5.9), on va distinguer deux cas :
1% cas (r > 2) :
Soit ¢ la solution PbK;w. En utilisant I'inégalité suivante
1\r—1
(|| 22— |y ?y, z—y)> <§> |z —y|” VYr>2 et x,y€eR" (1.5.13)

et en appliquant I'inégalité de Korn, on obtient pour tout ¢ € K,

(% . 1uCKZ/ |—u — o) | de +
FF) ) < [ 5 = oo+ al6,6 - )
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En multipliant I'inégalité précédente par "~ ! et en passant au domaine fixe 2, on aura

1N\7—1
(5) uCKZ I = 80 ey +30) — 5(0) < Z | i = doawas +
+5/f3 — ¢)da'dz + a(d, ¢ — uF).
Soit uF = (us,u5), u* = (ul,u}), et ¢ = (b1, o), donc ¢ € I(K) et

llr?jglp{( ) uCk || %<_ ¢) [ +j () = j(9)} <

1 06\ 6o - , ,

par la définition de la limite supérieure, il existe £(J) > 0 tel que

(5) RO I i = ) iy 30 = 306) < [ 5 S (G 92 26— et

+> / filu; = g)da'dz+35 Ve < £(9).

Utilisons maintenant [4] (lemme 5.3) qui assure la densité de II(K) dans V. pour la norme
de V.. 1l existe donc une sous suite ¢ € H(K ) qui admet u* comme limite dans V, d’ou

Iyt - * r Y Sox
(5) Ok | i =) [y +508) — ) <5 Ve<(d).  (1514)

Et comme ¢ est arbitraire, par la semi-continuité de la fonction 7, on déduit la convergence

forte de u® vers u* dans V.

2€me (g (l<r<2):
La démonstration est la méme que dans le premier cas, il suffit juste d’utiliser I'inégalité
suivante :

(el a=lyye—y) = -D(z|+]y) 7 le—yl’ YryeR"

e Pour montrer I'inégalité variationnelle limite (1.5.10), en utilisant d’abord le lemme
1.5.2 et le fait que div(u¢) = 0 dans (, alors (1.4.3) est équivalente &

C o sy 0 0y e e
(6,0 — i) = S0, 90 — (7, ) + §(8) — i) >

=1

(fir i — %) + e(fs, 03 —u3) Vo € K. (1.5.15)

Mw

=1

39



En utilisant les résultats de convergence du théoréme 1.4.2 et le fait que j est convexe et
semi-continue inférieurement, on obtient

r—2

]- 2 8¢z ’ aqu 0 - * / 2 & 8§Z§Z & 8¢§3
2
+ild Z fir i — ). (1.5.16)

= 1 2 8¢;z ’ 8¢;, 8 ~ . , . a R .
MZ/ (5 Z( 92 )2> 5. g(‘bi—uz)dfﬂ dz — Z(p ’8—%(¢i_ui))+
+i(0 > D (fin i = ui). (1.5.17)

En utilisant le lemme de Minty, on obtient (1.5.10).
e D’aprés [4] (lemme 5.3), nous pouvons choisir ¢ dans (1.5.10) tel que

donc

r—2

2

’ our 8gol 2 O R
2 , B N _ | |

i=1 =1

DWAGE

=1

Utilisons maintenant la formule de Green, et en choisissant ¢; = 0 et @, € Wy (),
puis p; € Wy (Q) et ¢, = 0, on obtient

2 *
_uZ 1 6“ au + dp =f;, pouri=1,2 dans W_l’r/(Q)-(1-5-19)
82 2 82

ox;
i=1

En choisissant ¢ dans (1.5.18) tel que
e, 2) = 0()2(2 — h(x)), pour i-12,

avec 6 € W, (w). On a

dp  0Oh 00 .
9 8@9 + 2(z — h)ﬁxi’ pour i = 1,2,
¢
925 _
3 = ( h)6,
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donc

r—2

1 up o) Ol / 60 !
“/Q<§Z( Z)) aZH(ZZ—h)dxdz— 8% 2(z — h)dx'dz +

i=1

Oh .
+/p*z—9d:c'dz:/fiﬁz(z—h)d:c'dz. (1.5.20)
o 0z Q

Comme de (1.5.1) on a p* ne dépend pas de z, donc

*60 ! _ 1 * 360 !
/Qp asviz(z—h)dxdz——g/wph 0—:cl-dx’
oh 1 oh

* Odxr'dz = = *h?——0dx’.
[regpotas=g [ v o

1 00 1 oh 1 0
- *hg—d / - *hZ_ed A * h30d /
6/wp or; x+2/wp Ox; ’ 6/wp 5901‘( )z

/K@d:c + = / 88 (h*0)da’ _/Mﬁd:c Vo € Wy (w)

et

Or

il vient que

avec
r—2

UCONE our * Our
K, = - }: 2 (9, _
‘ M/O <2 : ( 0z ) ) Dz (22 = h)dz,

h(z")
M; = / fiz(z — h)dz
0

En utilisant la formule de Green, on obtient

et

/Kiedx’ h3gp Odx’ /Mﬂdz’, Vo € Wy (w), (1.5.21)
w xz w
donc pour i = 1,2 on a
K, — —h?’ap — M;, dans W' (w) (1.5.22)
"6 Oz v ' e

*

8 € L"(Q) pouri = 1,2, donc K; € L" (w).Onaaussi M; € L" (w) pour i =
Z
1,2 (car f e L"(Q) et h € L™(w)). Donc d’apreés (1.5.22) on déduit que

op*
ox;
d’ou (1.5.11) découle, et par conséquent (1.5.19) devient (1.5.12).00

Comme

€ L (w) pouri=1,2,
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Théoréme 1.5.2. Sous les mémes hypothéses que le théoreme précédent, les traces

2 . =2,
s =u*(2',0) T = (% Z (%uz (:c',()))2> ai(:L",O),

0z
i=1
vérifient

/l%(| Y+ —s|—]|s —s|)da — / pr*pds’ >0 Vi € (L(w))?,  (1.5.23)
et la condition auz limites de Tresca suivante

M|T|< k:>$_3
: . 1.5.24
pl ™| = k=>5|)\20 tel que S*:s+)\7-*} p-p sur w ( )

Aussi u*, p* vérifient I’équation généralisée faible de Reynolds

/(%Vp +F+/ / A (x ,S)dfdy) Vo(z')dx'

- [A([ rwoS ,§)d£) Vo)d =0, Yo e W), (15.29)

ol

o ) 1”;2 i h
A*(a:',s>:<—2(%§< 's))) ot Fa) -+ / P, )dy = 5-F (b

Preuve. En utilisant le lemme 5.3 du [4], on peut choisir ¢ dans (1.5.10) tel que ¢; =
wf +1; pour i = 1,2, ot ¢ € (Wpiip, (Q))? avec

Wfl‘ltJFL(Q) ={oeW"(Q): ¢=0sur T{UT.},
donc

1 2 . Y
“Z/ 5; 2.0 ) o azd dz_;( )+

" 0x;

2
+ W+ s Z fir ).

Rappelons que n = (0,0, —1) est le vecteur normal unitaire extérieur & w, en utilisant la
formule de Green, il vient que

1 our o\ "2 Ouf op*
Z/ M, ( §;< 2 )2) 62) ox; }wldx dz +

+/ k(| + s —s|—|s —s|)de' — / purbdr’ > Z/ fihida'dz.  (1.5.26)
w w i=1 79
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2
En utilisant (1.5.12), on déduit que pour tout ¢ € ( 1317[JFL((2)>

/l%(| Y+s —s|—|s —s|)dd — / ut*pdr’ >0, (1.5.27)

cette inégalité reste valable pour tout ¢ € (D(w))?, et par la densité de D(w) dans L"(w)
on déduit (1.5.23).

Nous obtenons aussi (1.5.24) comme dans [4] (Théoréme 4.2).

Pour prouver (1.5.25), on intégre deux fois (1.5.12) entre 0 et z, on obtient

s du} 20p*,
[ A 9T s+ et + ) =

23
¢
= / / fi(z' y)dydE pour i=1,2, (1.5.28)
o Jo
en partculier pour z = h, donc
h * 2 * h 13
o h* Op . .
— A" (x d h N = (2, y)dyd =1,2.
p [ A oG e+ et + ) = [ [ R duds pour =1
(1.5.29)
Intégrant (1.5.28) entre 0 et h, on obtient
Mh2 h
—Vp / / A*(x (', €)dedy + ol =/ F(a',y)dy,  (1.5.30)
0

avec
Fi(2',y) = //flxtdtd51—12
De (1.5.29)-(1.5.30), on déduit (1.5.25). O

Théoréme 1.5.3. La solution (u*,p*) de l'inéquation variationnelle limite (1.5.10) est
unique dans V, x (L (w) N W (w)).

Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions (U',p!), (U?,p?) de I'inéquation varia-
tionnelle (1.5.10), alors

1~ ,0U} 9 d , 2 o .
<§Z( 0z ) ) 0z 8z<¢i_Ui1)dx dz_z(pl’a—ﬂfi(@_[]}))—i_

i=1 /@ i=1 i=1

+5(8) - 5(UY > Z(ﬁ-,é@- ~ Ul V¢ eTI(K)(1.5.31)
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Z/ <% Z ) 38U; ;z(ﬁﬁz — U?)da'dz — i(p{ 8%2@;1 —U2) +

i=1 i=1
2

+7(9) = J(U*) =) (fuudi = U7) Vo € T(K)(1.5.32)

i=1

On prend ¢ = U? dans (1.5.31), puis ¢ = U' dans (1.5.32) et en sommant les deux
inéquations, il vient que

MZ/ (g ;1(”

utilisons les deux inégalités suivantes

'r 28U1 1 2 a r— 26U2 8 2 /
— (= <
P 2 E 82 >8Z<U —Uf)dx'dz <0,

=1

(e[ Pa—ly| Py, a—y)>(a|+|y) ?le—y|? VI<r<2 et z,yeR"

. . 1, ,
(|| 237_‘3” 2y,x—y)2(§) l\x—y\, Vo, y e R Vr > 2,

on obtient :
I 57U =U%) Iz @p=0.

Utilisons I'inégalité de Poincaré, on déduit que

| Ut = U? ||y.= 0. (1.5.33)

L’unicité de p* dans L} (w) N W' (w) découle & partir de (1.5.25). En effet, on a

/ (gvp o / / N ,f)dédy) Vo(a')do!

-/ Z(/Ohfh( 9 85( f)dé“) Vo)de' =0, ¥oeWr(w),  (15.34)

2
/(h_Vp +F+//A2 8U ,g)dgdy).w(a:’)da:’
oU

[ ([ 0% wote) wotwiar =0, voew ), 153

ou
r—2

Aj(@', € _(%Z(aw >2>2 pour j =1,2.

=1
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en retranchant (1.5.35) du (1.5.34) et en utilisant (1.5.33) on obtient

h'3 1 2 /

En prenant ¢ = p! — p?, et en appliquant ’inégalité de Poincaré, il vient que

Ip" = p* |l (= 0.0
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Chapitre 2

Etude de ’écoulement d’un fluide
non-Newtonien dont la viscosité suit la
lol de puissance avec une condition de
frottement liquide-solide de Tresca :
II- cas non-isotherme

2.1 Introduction

Dans le premier chapitre nous avons supposé que le fluide est isotherme. Il est
plus réaliste de prendre en considération 1'effet de la température surtout lorsque le fluide
est non-Newtonien. Nous allons donc reprendre I’étude faite dans le premier chapitre
en supposant de plus que le fluide est non-isotherme. Ceci nous conduit & un probléme
variationnel fortement couplé en vitesse-pression-température. Nous montrons d’abord un
théoréme d’existence des solutions faibles grace au théoréme de point fixe de Schauder.
Puis, nous étudions le comportement asymptotique des solutions faibles du probléme
considéré lorsque I’épaisseur du domaine tend vers zéro et nous obtenons le probléme
limite. La différence avec le premier chapitre c’est que nous n’avons pas pu confirmer
I’'unicité des solutions du probléme d’origine ni celles du probléme limite. D’autres travaux
ont été fait dans ce sens, en particulier le travail de F. Saidi [12| lorsque le fluide est supposé
Newtonien, en couplant 1’équation de la conservation de la quantité du mouvement avec
I’équation de la conservation de I’énergie et en tenant compte du frottement sur une partie
de la frontiére du domaine de travail. Nous citons aussi les travaux sans frottement de F.
Boughanim [3] lorsque le fluide est supposé non-Newtonien dont la viscosité suit la loi de
puissance et la dépendance en température est donnée par la loi d’Arrhenuis [2].
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2.2 Description du probléme et équations de base
Dans ce chapitre €2° désignera le méme domaine mince considéré en premier chapitre
QF ={(2,23) €R® : (2/,0) €w, 0<ux3<eh(a)}.
Nous rappelons que ' est sa frontiére, avec

=0 ul; Urs.

Nous considérons I’écoulement stationnaire non-isotherme incompressible d’un fluide non-
Newtonien dont la viscosité suit la loi de puissance. Pour des forces extérieures f¢ données,
nous supposons que 1’écoulement du fluide est gouverné par les équations suivantes :

e La loi de la conservation de la quantité de mouvement

€.
axj +ff=0 dans €, (2.2.1)

ou le tenseur o° est décomposé comme suivant

0% = 178y + 22°(T%) [ D) [l (u). (2:22)

v

Avec

- u® = (uf, uj, u§) est la vitesse du fluide,
- p® est sa pression,

- T* est sa température,

- pf est sa viscosité.

e La loi de la conservation de I’energie
—V.(K°VT®) +r°T* = 2u°(T7) | D(uw®) |" dans ), (2.2.3)

K¢, r® désignent respectivement, la conductivité thermique et ’apport massique de la
chaleur.
e Le fluide est supposé incompressible

div(u®) =0 dans °. (2.2.4)

Afin de décrire les conditions aux limites, on introduit d’abord la fonction
9= (91,92, 93) telle que

/ gn ds=0. (2.2.5)

La vitesse sur le bord est donnée en fonction de g sauf sur w.
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e Sur ['{, nous considérons une condition de non glissement
u*=g=0. (2.2.6)
e Sur ['7, la vitesse est connue et paralléle au plan de w
u* =g avec g3 =0. (2.2.7)
e Sur w, il n’y a pas de flux sortant, donc
uz = g3 = 0. (2.2.8)

Sur w la vitesse tangentielle est connue et vérifie loi de Tresca [8], ot k° est le seuil de
frottement

or | < kfF = usm = s
| T | . T . . sur w (2.2.9)
|o7 | = k* = FA>0 tel que uj =s— Aoy
oll $ = g sur w, | . | désigne ici la norme euclidienne de R?, n = (ny,ns,n3) est le vecteur
normal extérieur a I'°.
On note
U, = Ut o= uing ;o ug = U — Uy, (2.2.10)
€ 5 5 . e _ € €
o, = (0"n).n=oinm; ; o7 =o;n; —o,n;, (2.2.11)

respectivement, la vitesse normale, la vitesse tangentielle, la composante normale et tan-
gentielle du tenseur.
Pour la température 7° nous supposons une condition de Newmann homogéne sur w

ore
on

0 sur w, (2.2.12)

et une condition de Dirichlet homogeéne sur I'] UT']

T°=0 sur TI7UTIS. (2.2.13)
2.3 Probléme variationnel et résultat d’existence

Dans cette section nous définissons le probléme variatonnel, et nous établissons un
résultat d’existence en utilisant le théoréme de point fixe de Schauder.
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2.3.1 Cadre fonctionnel et probléme variationnel

Soient r et gtelsquel <r <ocoetl <gq < %, et r’, ¢’ leurs conjugués respectivement.
Afin de donner une formulation faible du probléme (2.2.1)-(2.2.13), on introduit d’abord
quelques espaces de Sobolev standards :
ovs

8;1:2- € L"($¥) pour i,j=1,..,3 },

(W (@))* = fv € (L")

Wy (Q°) est la fermeture de D(Q°) dans W (QF). L'espace dual de W, () sera noté
par W‘lv”/(QE). On suppose que la fonction ¢ introduite dans la section 2.2 appartient a
(W=7 (T¢))3, espace des traces des fonctions de (W17 (€2))3 sur . Il est connu d’aprés
[1] (lemme 3.3) que (2.2.4) est équivalente a I'existence d’une fonction G* telle que

G° e (WH () avec div(G°) =0 dans €, et G° =g sur I*. (2.3.1)
Nous considérons le cadre fonctionnel suivant sur €° :

Willn; () = { € W () ¢ = 0sur [T UTL},
Hll“{UFi(Qe) ={pe H'(¥): ¥ =0sur [{UTL},
Ke={v e W (Q)? :v=G sur TS, v=0 sur IS, v.n=0sur w},
K5, ={ve K°: div(v) = 0},
et
LY (QF) = {qe L"(¥) : / qdz =0}

£

La formulation variationnelle du probléme (2.2.1)-(2.2.13) s’écrit donc :

Trouver uf € K5, p° € L§ (), T¢ € Wé%ri (QF) telles que

(T, 6 = o) = (7, div(0) + °(0) = J°(u) = (0 — ) Vo e K*, (23

K*VTVdzx +/ reTpdx = 2/ p(T9) | D(u®) |" dx
QE 1= QE
Vi € Wiilp (), (2.3.3)
ol
AT, & — ) = 2 / WE(T9) | D(wf) 2 D(u) - D(— ),
avec



o) = [ K05 ar

Remarquons que ¢’ = =L > 3, par les injections de Sobolev v est L>°(€)*). Par conséquent
q—1

le terme de droite dans (2.3.3) a un sens.

2.3.2 Reésultat d’existence

Pour les données de ce probléme, nous supposons les hypothéses suivantes :

fee (Wh(99))3, (2.3.4)
ue, K € CH(R), (2.3.5)

et il existe des constantes p,, p*, K;, K7, r;, v dans R telles que

*

0 <y <p < p* (2.3.6)
0< K¢ < K* < K, (2.3.7)
0<rs<re <l (2.3.8)

Les constantes p,, p* ne dépendent pas de ¢, par contre les constantes K7, K, r{, r;
dépendent de ¢.

Théoréme 2.3.1. (Théoréme de point fixe de Schauder) [10] page 222

Soit X un espace de Banach et M un ensemble fermé conveze et non vide de X. Soit T
une application continue de M dans M telle que T (M) est relativement compact. Alors
T a un point fixe.

Lemme 2.3.1. Soit 6 € W . (Q°). Notons u§ € K3, Uunique solution de Uinéquation
1 L
variationnelle

Alors il existe une constante C° qui ne dépend pas de 0 telle que

Et Uapplication 0 — uf € K5, est continue pour la topologie forte.
6 div
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Preuve. On obtient I’estimation (2.3.9) comme dans le théoréme 1.4.1 du premier cha-
pitre. Soit

(6,)n une suite qui convege fortement vers 6 dans Wléquri (Q°). De (2.3.9) on déduit qu’il
existe u® € K° telle que uy — u®, montrons d’abord que u® = uj. En effet, on a

a(bn;ug,, o —ug,) + J°(0) — 5" (ug,) = (f*, 0 —up,) Vo€ Ky,
d’aprés le lemme de Minty cette inégalité est équivalente a
a(bn; b, ¢ —up,) +5°(¢) — (f5, 0 —ug,) > j°(ug,) Vo € Kg,,

et comme ¢,, — 0 fortement dans Wﬁl‘fJFL(QE) et uf € C°(€F), alors on peut extraire
une sous suite 0, telle que p(6,,) — p©°(0) presque partout. En passant a la limite dans
I’inéquation précédente, il vient que

all: 6,0 — ) + 5°(0) — (5,6 — ) > liminf j°(u5) > () Vo € K,
Appliquons une deuxiéme fois le lemme de Minty, on obtient
aliu, ¢ —u’) + (o) —j°(u) = (f5, 0 — ") Vo € Ky,

or pour # fixé cette derniére inéquation variationnelle admet une solution unique, donc
u® = ugj. D’autre part, on a

a(On; ug, , ug — up,) + j°(up) — j*(ug,) = (f%, ug — ug,),

en sommant les deux inégalités, il vient
e € 3 3 « € 3 3
a(On; ug ug, — ug) — a(f;ug, ug — ug) <0,
en ajoutant et en retranchant le terme a(0; uj, uj — ug), on obtient

+a(0; ug, ug, — up) — a(by; ug, up, — up)

< a(b;ug, up, —ug) — a(On; ug, ug, —ug) — 0. (2.3.10)
Orsir>2ona
1
(ol a |y g —9)> () [z -yl pourtont oy ¢ E"

en utilisant cette inégalité, il vient que

1
(O, » 1, — 1) = aOn; uf, uf, —wg) 2 ()" | D, = u5) v,
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avec l'inégalité de Korn et (2.3.10), on déduit que uj converge fortement vers uj dans
K, pour r > 2.

Sil<r<2ona
(lzPa=ly [ ye—y) =@ -D(z[+]y])*[z—y|* pourtout z,y € R",
en utilisant cette inégalité comme dans [5], on montre que
a(On; ug, ,ug, — ug) — a(bn; ug, ug — up) >

| D(ug, — ug) H%T(QE)
(I D(ug, ) l|rey + [| D(ug)

> N*(T - 1)

|LT(QE))2_T

or

I D(ug) HLT(QE)SH V(up) ||LT(QE),

d’aprés (2.3.9) on déduit que
1
a(On; ug, , up, — ug) — a(On; ug, ug, — ug) > p(r — 1)@ | D(up, — 1) |70,

la constante C*° ne dépend pas de n. En utilisant I'inégalité de Korn et (2.3.10), on obtient
la convergence forte de uj vers uj pour la norme de (W'7(Q°))?. O

Théoréme 2.3.2. Pour tout r > 1 et sous les hypothéses (2.3.4)-(2.3.8), le probléme
(2.2.1)-(2.2.13) admet au moins une solution faible (u®,p°, T¢) € K5, x L () XWI};quL (Q°).
Preuve. Soit 0 > 0. Nous considérons la fonction

2p5(A) | D(w) |"

- B () x KS,. (2.3.11
()\,U) - m5<)‘7v) 1_'_25'u5()\) | D(U) ‘r v<)‘7v) € WI‘lLJI‘L( ) X B gy ( 3 )

: , 1 . . -, . . . .
Soient 0 fixé dans WF{{JFEL (9°) et uj I'unique solution de I'inéquation variationnelle sui-
vante

a(0;ug, ¢ — ug) +7°(0) — j (ug) = (f5, 0 —up) Vo € Ky, (2.3.12)
On a

/ 2p°(0) | D(ug) |"
os 1+ 20p°(0) | D(ug) ["

| ms(0, ug) ||L1(QE)
< 27 || D(ug) |z oe) -
En utilisant (2.3.9) et le fait que
I D(ug) [[zroe) <l Vg [lzre),
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alors il existe une constante C§ qui ne dépend ni de ¢ ni de 6 ni de uy telle que

| ms(0,ug) || < CF. (2.3.13)
Considérons alors le probléme intermédiaire suivant :

Trouver 75 € Wl%qupi (Q°) telle que :

KTV + / rTie = [ oms(0,uf)e, Vo€ Hi o (). (2.3.14)

QE € QE

En appliquant le lemme de Lax-Milgram ce probléme admet une solution unique.

Considérons maintenant ’application suivante :

Yo BO,C) WL (@) — B(0,C) N WL ()
0 — Ty

ot B(0,C) est la boule fermée de W;{{JFEL (Q°) d’origine 0 et de rayon C' par rapport a la
norme | . |14, avec

q Y 1,q €
|v|1,q:( vl dx) Vo € Wi e ().

Cherchons la constante C' > 0 telle que application Y soit bien définie. On choisit d’abord
dans (2.3.14) ¢ = p(T¥), ou ¢ est définie par

i dr 1
= ¢ si S LR—, S — 2.3.1
o) = signtt) [ e = st - e (2309
avec £ > 0. Comme ¢'(t) = __& donc
(1+ [ ¢ )&+
| VI 2
KEVTEV (o(T5))d: = / VS gy
0 1) (90( 5)) 0 <1+ ‘ T(Sg |)§+1

d’autre part de (2.3.8) et (2.3.15)
/ rTso(T5 )dz > 0,
de (2.3.14) et (2.3.13) on déduit que

| VT§ |2 1 Cf
B e (—> e 2.3.16
/gs iz e = e ) Ima o< e (2.3.16)
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2 2 3 .
Utilisons I'inégalité de Holder avec les puissances — et ———, pour ¢ < —, on obtient

qg (2-9q) 2

| VT |? q/2 Das(o—ay\ 2=/
VT; < (/ ) ( (14 | T¢ )€/ q)) ’
Lorvmes (o o) U U

on choisit ¢ tel que

(€+1)g <o
(2-19) 3—q
en utilisant (2.3.16), il vient que
Ce \a/2 N (2—9)/2
/Q vz < () (/ iz ) (2.3.17)
Or
(a+b)P <207 (a? + 1) V(a,b) € R} Vp > 1, (2.3.18)
donc
(14| T3 T <2771 (1+ | T3 |7).
Et comme

(a+ 0P <a’+b V(a,b) € R} Vp€]0,1], (2.3.19)
: e 2—q
appliquons cette inégalité pour p = —5 donc

. CT \4/2 .\ (2=
/ | VTS |o< 2l —1)(2—q)>/2(£_K1€> (|Q€ (2-0)/2 +(/ FHs q>/2). (2.3.20)
QF * Qe

Utilisons maintenant 'inégalité de Poincaré-Sobolev, puis (2.3.20), il existe une constante
C, > 0 ne dépend pas de ¢ telle que

e |q* e €
([ 1751 )" < T lsacar
. CF \ 12 e
< olla —1)(2—q))/2q(§_K1€> C*< Qe |2 +(/ |7z )" ‘”/2q>. (2.3.21)
* Qe

D’autre part, pour tout a >0, ¢; >0, co >0 et 0<s<t

si at <+ ey a® alors a < ma:c{l, (1 + @)ﬁ}, (2.3.22)

q’ on a bien 0 < s < tq, car

1
t1—81:6>0,

o7



a > 0, on déduit que

(953

a partir de (2.3.21) et (2.3.22) et du fait que

ou

1 2-g\-1
A = ma:p{[2((Q*—1)(2—Q))/2q(%)1/20*(|QE|(2—q)/2q +1)}(q* W 1}
*

- ma:p{ [2(((1*_1)(2_(1))/2(1<£([;§€)1/2C*< | F |(2—Q)/2q +1)}67 1 }

A est une constante qui ne dépend pas de 6. Et comme

A>let0<(2—q)/2 <1,

donc
IIRNCEY
< | 7% |7 ) < A. (2.3.23)
Qe
On revient & (2.3.20), on déduit que
/ | VT |7< Q(q*—l)(2—q)/2(%>q/2< | QF |(2—q)/2 +A>, (2.3.24)

il suffit de prendre

C = {2@*—1)(2—@/2 <%)q/ 2( | (@0 +A) }1/q.

En utilisant le lemme 2.3.1 et en appliquant le théoréme du point fixe de Schauder pour
I’application YT, nous obtenons 'existence d’un triplet

(ugapg7 TSE) S Kéw X LSI(QE) X WI}’%qUFi (Qs)ﬁ’ B<O7 é)
Ou (u§, p5) résout (2.3.2), avec
us = uge, P5 = Pre, et Ty résout (2.3.14) avec ms = ms(T5, ug).
Nous obtenons aussi I’estimation suivante sur la pression p5 comme dans le théoréme 1.4.1
du premier chapitre

” P
8.’172‘

1@< C i=1,2,3. (2.3.25)
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En utilisant (2.3.9), (2.3.24) et (2.3.25), et en prenant une suite 6 — 0, on obtient

uy — u® faiblement dans K3,
p5 — p° faiblement dans L"I(Qe)v

Ts — T° faiblement dans Wﬁ%qupi (€) et fortement dans Li. - (€2°).

V)

Par le méme argument que dans la preuve du lemme 2.3.1 uj p— u® fortement dans K

—0

et par conséquent

ms = m(T5,u5) — 2u°(T) | D(u) [ dams LH(€),

en passant a la limite terme & terme, on conclut facilement que (uf, p®, 7¢) résout (2.3.2)-
(2.3.3). Ainsi s’achéve la preuve du théoréme 2.3.2. [

2.4 Analyse asymptotique

2.4.1 Changement du domaine et probléme variationnel sur (2

Pour I'analyse asymptotique du probléme, nous utilisons comme dans le premier
chapitre un changement d’échélle en posant z = —, ainsi le domaine €2° se transforme a
€

un domaine €2 indépendant de e
Q={(2,2) €R® tel que (2/,0) €Cw et 0 <z < h(a)}.

On note I' = w UT; UT, sa frontiére.
Maintenant, nous définissons de nouvelles fonctions sur €2 :

~ ~

us (2, z) = ui (2’ x3) pour i = 1,2, ; u§(a’, 2) = g1

us (', x3),
pAE("LJ? Z) = ngtf(x/’l,g) ; Ta(l‘/) Z) = Te(xla "L‘3)7

A

K(2',2) = e 2K (2! a3) , 7', 23) = " (2, 2)

p=us ; g, 2) =g, 2), (2.4.1)
avec
_3(2-9
3—q
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On suppose aussi que R
K, <K<K~ (2.4.2)

cette hypothése est compatible avec I'hypothése (2.3.7).
Soit G' un relévement de ¢ indépendant de ¢ tel que

oG, 080G, oG
1+ 2+ 3

div:(&) = oy 0T 0z

=0, et G = § sur 0.

Le vecteur GG¢ introduit précédemment sera défini de la maniére suivante
Go(a! ) = Gi(a!, 2) i = 1,25 G5(a, z5) = eGs(2, 2).

Comme dans [4], on dit que v = (v, v9) € (L"(2))? vérifie la condition (D’) si

/( ﬁ +02ﬁ)d:p'd2’ =0, VO e CSO(W)-
Q

U1
31’1 8372

Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur €2 comme ce qui suit
Li(Q)={qeL”(Q): / qdx'dz = 0},
Q

K={pec(W"(Q)3: o= _(p1,p2,p3), ©= G sur ZUTL; on=0 sur w},
Kagiw ={p € V: div(yp) =0},
(K)={pc (W"(Q)?*: ¢=(p1,92), ¢i =G sur T,UT, i=1,2},
(K)={p eII(K): @ vérifie (D')}.
ov;
0z
V. est un espace de Banach pour la norme

V, ={v=(v1,1) € (L"(Q))*:

eL’(Q), i=1,2; v=0 sur I'1}

2
" iy 2
Lo lve= O vl + | 5 @)™

i=1

on note V, le sous espace vectoriel des fonctions de V. qui vérifient la condition (D’).

En introduisant les nouvelles inconnues et les nouvelles fonctions définies par (2.4.1), nous
montrons que le probléme (2.3.2)-(2.3.3) est équivalent & trouver

(e, p*, 7€) € Kaiy x Ly () x Wil n () tels que :

~

]

(T 0%, ¢ — ) — (57, div. (6 — uF)) + (o) — j(us) >

7

+e(fs, 03 —u5) Vo € K, (2.4.3)

Il
-
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ol
5<<%>=/1%|<%—s\d:c',
Ous 61[; )

(Tt o — i) =< Y [ pld) | Dl I (G + 55
( =et B MO D 1 G+

¢ — uf)da'dz

Ay O LOus (D - o, N\,
3 [ A | Dty 12 (G4 258 (L i)+ (- ) ) e

L ouE 9 - .
2 ~ e e) |7—2 773 ¥ € !
te / FTE) | D) [ 5552 (6 — i)'
. 1 oz Ous oz 1 Ol oz :
5 — 21 = ) J\2 3\2 - ) 2 312
| D(w) | [8 (4 Z<8xj+8xi) +<0z)>+22<8z te 8332)]
1<4,5<2 i=1
= ¢| D) |
et
/ e?K(T°) V.1V )dx'dz + / PT5 = 2 / e (T?) | D(a°) " Pda'dz
Q Q Q
Vo e Wh(Q), (2.4.4)
avec a 8 18
_ (v Ovz 10U3\¢
Vev = (0:61’8372’5 62) ’

2.4.2 Estimations sur la vitesse et la pression

Lemme 2.4.1. Sous les hypothéses du théoréme (2.3.2), il existe une constante stricte-
ment positive C' indépendante de € telle que

2 ~ ~ 2 ~ ~
auf r aug r 8”? r 28U§ r
ijzzl I €axj ”LT(Q) + || 65 HLr(Q) +; <H 5% HLT(Q) + e e HLT(Q) <C
(2.4.5)
Ip* .
I5 lw-rr@=C, i=12, (2.4.6)
Op*
25 lw-rr@= Ce. (2.4.7)
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Preuve. On a
AT ) < alT%507,6) + 55(0) + (F, ) — (f7,0) Vo e K5, (248)

D’aprés 'inégalité de Korn [11], il existe une constante Cx > 0 indépendante de ¢ telle
que

2uCre || VU© [0y < a(T%5 0, uf). (2.4.9)
Utilisons I'inégalité de Poincaré, alors
|| u’ ||LT(QE)§ ghmax || Vu® ||LT(QE)7 (2410)

par I'inégalité de Young et (2.4.10) on obtient

ghmax s T CK
I F5 Ml eyl o llzr@e) < (W Wl mf)) <( 5 )* || Vs | g Q)
2
< H CK €" Nina
= [V (I t— e I f 17, (@) (2.4.11)
r (M 2 ) "
de méme
M*CK e’ hr

|/ ”LT/(QE)” ¢ HLT(QE)

| Vo 7 e A || ff HU @) (2.4.12)

e

d’autre part, en utilisant ’'inégalité de Holder puis celle de Young, on obtient

aT0)| < 2 [ | D) Do) | da

/s ((%W | D(u) I’"‘l) << éi)%(ﬂ*) | D(¢) |> dz

IN

*C / 227‘ 1 * *
S % K/ |D(u€) |(r—1)7" dl‘+ % (ML) / |D(¢)) |7" d:E,
2 . r(r'Cg)+ c
donc
1 Ck 22 ()"
T ut, ¢) < Vu© [|5ri6ey +———7— || D T O - 2.4.13
a(Te;us, @) 5 | Vu© (|7 e) T C) | D(®) |7 ( )

En utilisant (2.4.8)-(2.4.13) et en choisissant ¢ = G*, on déduit que

2 () M*CK)
<O [V [l < =R AN V(G I+
1Cre || 1% (Q9) < r(r'Cy)7 9 | V(G*) ||} (@)
2e” h':na:v €
p(ErCy T 1 ey - (24.14)
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et comme

ous O
T F Mo | 8—332 Iron=¢ i

9z

1—r H

TN N 0= I pour i=12,

multipliant (2.4.14) par "' on déduit (2.4.5), avec

227’—1”* (lu*)r ,U*CK Qhr

7 \Y r ——mar L
el )19 e e 1 W

Cr = (1Cr) [(

Puis nous montrons (2.4.6)-(2.4.7) comme dans le théoréme 1.4.1.

2.4.3 Estimations sur la température

Dans le lemme suivant on obtient des estimations sur le gradient de la température
dans le domaine fixe €.

Lemme 2.4.2. Sous les hypothéses du théoréme (2.3.2), et pour ¢ < &g il eriste une
constante C' indépendante de ¢, telle que on a les estimations suivantes :

T
I 25 lwra@=C, (2.4.15)
2 A€
or (2.4.16)

Preuve. Pour montrer les estimations (2.4.15)-(2.4.16), nous allons utiliser les mémes
techniques utilisées dans la preuve du théoréme 2.3.2, on choisit dans (2.4.4) ¢ = ¢(T°),
avec ¢ est la fonction définie par (2.3.15), il vient que

/ Mdaz’dz < / | D(u#) | da'dz,
o (14 | 7= )&t fK

d’autre part, il existe une constante C'(r) > 0 dépend seulement de r

Yo r adj ; r
[1pti 1 asta <o) 3 Heam vty + =25 110
J

1<ij<2
e
3 (15 Wi+ 1855 1) ]
en utilisant cette inégalité et (2.4.5), on déduit que

| V. T |2 ) CLt*y oy
— — didz < (—/——)e” 2.4.1
/Q<1+|T€ )&t v (K*ﬁ)g ’ (2.4.17)
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avec (] est une constante indépendante de <. Utilisons encore I'inégalité de Holder avec
les puissances 2/q et 2/(2 — q), pour g < 3/2, on obtient

Pe |2 _
Jrverepos ([ LY ( [ o pemme-a)
Q o (14 | T¢|))stt Q

on choisit £ tel que (£ +1)g¢/(2 — ¢q) < ¢*, et utilisons (2.4.17), il vient que

. ag CLp*\ /2 . N (2—9)/2
Jrvae < e (S ([ 7o)
Q * Q

E— 2(q*—1)(2—q)/2(01“*)q/2<|Q|<2—q>/2 +(/ 7o )¢,
o éK* Q

(2.4.18)

Utilisons maintenant 1’inégalité de Poincaré-Sobolev, il existe une constant C, > 0 telle
que

(frrm)™
Q

IA

Co || VT | oo

< O, || V.T? ||pay (car e < 1)

<e s 2(q*—1)(2—q)/2q((2_1[’(‘*)1/20*< | Q |0/ 4 ( / | T | )&/ 2"),
* Q

utilisons 'inégalité (2.3.22), on aura

(/ || >(2_q)/2 < ¢ (2.4.19)
avec
¢ = ma:p{ﬁ 5(2%(1) (qi**(tzq))_l(*”%), 1}
= ma:p{ﬁ 53(2_‘1) (_H%), 1}’
et
g = [2(‘1*_1)(2—‘1)/&1(%) 1/20*< | Q |9/ +1>} (=50
_ [2@*1)(2@/%(%)1/20*( | |20/ +1>}6

3(2 —
Nous rappelons que a = %, donc 3(2 — q)(—1 + %) < 0. D’o1i, pour € < ¢

avec B
ey = Bl3EOC143)]

9
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on a
(. = 301+,

On revient & (2.4.18), nous déduisons que
sq/ VT 1< o 2(q*1)(2q)/2(%)q/2< Q|02 4 g 63(2,(])(,1%))’
0 B EK

par un calcul facile, on vérifie que

aq N
7+3(2—q)(—1+§)_0.

D’ou
= / | V. T |'< C, (2.4.20)
Q

avec

O = 9@ -1(-0)/2 (%)q/ 2( Q|0 +ﬁ).

On voit bien que la constante C' ne dépend pas de . [

Pour la suite, on introduit ’espace fonctionnel suivant

Vi={veWwh(Q) : % € LY(0)}.

2.5 Résultats de convergence et probléme limite

Grace aux estimations obtenues dans la section précédente nous obtenons d’abord
des résultats de convergence. Puis nous établissons I’équation faible généralisée de Rey-
nolds.

Nous commencons par 1’énoncé du théoréme de convergence.

Théoréme 2.5.1. Sous les mémes hypothéses des lemmes (2.4.1) et (2.4.2), il existe
u* = (ur,ub) € V., p* € Ly (), T* € V4, et une suite ¢ — 0 tels que

~

ui =~ w; (1<i<2) faiblement dans V., (2.5.1)
Ous - .
3 Lt =0 (1<4,j<2) faiblement dans L"(Q), (2.5.2)
T,
duj . ,
€5 — 0 faiblement dans L"(52), (2.5.3)
2
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ous
2

8—3 —0 (1<i<2) faiblement dans L"(f2), (2.5.4)
Li
euj — 0 faiblement dans L'(Q), (2.5.5)
pF—p* faiblement dans L" (), (2.5.6)
T —~T* faiblement dans VY, (2.5.7)
£ — 0 faiblement dans L), i=1,2. (2.5.8)

Preuve. D’aprés (2.4.5)-(2.4.7) nous obtenons (2.5.1)-(2.5.6) comme dans le théoréme
1.4.1 du premier chapitre, (2.5.7)-(2.5.8) s’obtiennent a partir de (2.4.15)-(2.4.16). O

Théoréme 2.5.2. Sous les hypothéses des lemmes (2.4.1)-(2.4.2) et supposons que (K)' €
L>®(R), les fonctions limites u*, p*, T* vérifient

Vr > 1 us — u} fortement dans V., (2.5.9)
p*(x1, e, 2) = p*(x1,22) presque partout dans $Q, (2.5.10)
pe W (w), (2.5.11)

H50) = ) 2 Y (i = ut) Vo €T, (25.12)

=1
O (ol QU 2 AUt Opt g
—&@(T (5 ;1( L)) T ) tg=fe i=12 dans L7(@), (25.13)
o , . 0T
—— T = LY(Q). 2.5.14
82(1( aZ)+7~T 0 dans L%(9) (2.5.14)

Preuve. On montre (2.5.9) comme dans (1.5.9) du théoréme 1.5.1.
D’autre part, en utilisant le lemme de Minty et le fait que div(u) = 0, alors I'inégalité
(2.4.3) est équivalente &

2
(T 6, ¢ — i) — (7, div(9)) + j(¢) — J(0e) = > _(fi i — )
i=1
+e(fa by —u3) Vo€ K. (2.5.15)
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D’aprés (2.4.15)-(2.4.16), il existe une sous suite Te qui converge presque partout vers 7™,
donc ﬂ(T&) converge presque partout vers f(7*) puisque /i est continue. En passant a la
limite dans (2.5.15), en tenant compte des résultats de convergence du théoréme 2.5.1 et
le fait que ; est faiblement semi continue inférieurement, on obtient

(1R 06i,)  0bio L ) O3
ZAM<T><§Z<32>2> 8z%<¢i—ui)dxdz—2<p,8%)—( —.)

i=1

2
+7(¢) Z fiy i —ul), Vo e I(K). (2.5.16)

Comme dans le lemme 1.5.1, on a

(G2 + 52) i’ a= o

donc
2 (1™ ! - 6(52 N a(bz * / & * 0 *
;/QN(T ) (5 ;( 9 )2> 5 8z(¢ u;)da'dz — ;(p ’8—m(¢i —u))
2
+3() = jw) = Y (fun i —u2), Vo € (K. (2.5.17)

i=1

Utilisons & nouveau le lemme de Minty, donc I'inéquation (2.5.17) donne (2.5.12).
D’autre part, en utilisant le lemme 5.3 [4], on peut choisir ¢ dans (2.5.12) tel que

Gi=uite i=12 Vo, e Wy (Q) i=1.2,

donc

r—2

2

2 3 )
Z/ T (5 Oz ) 92 02 dx'dz Z(p ) 8.TZ) Z(f“ 901) (2-5-18)

=1 =1 =1

utilisons maintenant la formule de Green, en choisissant p; =0 et s € VVO1 (), puis
01 € Wy (Q) et ¢y =0, on obtient

o . 12
a_< 5205

On choisit ¢ dans (2.5.18) tel que

) g]; = f; i=1,2 dans W Y(Q). (2.5.19)

QOi(.T/, Z) = (9(.1”)2(2 - h(l’l)>, pour i=1,2,
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avec § € W, (w), on obtient

1 our,) ° our 06
~ * - 3 —Z 2 _ / _ * _ /
/Q,LL(T ) (2 ;( 8,2) ) 5 0(2z — h)dz'dz /Qp a%z(z h)dz'dz
* oh / 7 /
+/p z2-—0dx'dz = [ fi0z(z — h)dx'dz, (2.5.20)
o Oz Q
donc
/K.edx'+1/*8< ) ’—/Mﬂd:c’
g i 6 wp B g i )
ou

K; = / (T%) ( <aaz*> ) 8;;’* (2z — h)dz,

M; :/ fiz(z—h dz
0

Utilisons la formule de Green on obtient

op*
K, — —h3
6 Oux;

— M;, pour i=1,2 dans W~ (w), (2.5.21)

*

ou? ' . /
au’ e L") i=1,2, donc K; € L"(w), et on a aussi M; € L" (w)
2

(puisque fe L”(Q) et he L®(w)). De (2.5.19) on déduit que

comme

op*
8.’172‘

el (w) i=1,2,

d’ou (2.5.11) découle, et par conséquent (2.5.19) devient (2.5.13).
D’autre part, en passant a la limite dans (2.4.4), on obtient

ar* o - ~ /

/ K o0 da'dz + / PT*dr'dz = 0 Vi € Wpd L (Q),
az aZ Q 1=t

en particulier cette égalité reste vraie pour toute lﬁ € VVO1 ’ql(Q), en utilisant la formule de

Green, il vient que

0 , 0T

- T = ~la 2.5.22
aZ(K 8Z)+7“T 0 dans W~ 9(€), (2.5.22)
2%
or K € C'(R) tel que (K)' € L*(R), donc 52 € L1(Q), d’ou
0 , 0T~
—— T = 100). 5.2
5 (K 5 )+ 7T* =0 dans L9(Q) (2.5.23)
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Théoréme 2.5.3. Sous les mémes hypothéses que le théoréeme 2.5.2, les traces

*x k(] X 1 au* / 2 : 8u* / e S ot AW
S —U(IL‘,O),T _<QZ( 82 (:an))> 32 ($70)7C —T(IL‘,O)
vérifient

//2;(| b+ —s|—|s —s \)dxf—/g@*)rwdxfzo v e (L' (w))?,  (2.5.24)

w

et la condition de Tresca limite sur w

N(C)I I< Z = 5 =5 p.p sur w, (2.5.25)

= I A >0 tel que s*:s+)\7'*}

et u*, p* vérifient ’équation limite de Reynolds :
h3 ’ n " Y ~ / / ou* ’ ’ /
[(Gr@r+ i+ [ [ areainw. o5 @ gaiy) voi)
w 0 0

_ /wg </0 ﬂ(T*(a:’,§))A*(x’,§)%l§(x’,£)d§) No(z')dx' =0, Vo € WH(w) (2.5.26)

ot

2

A6 = (é > <x’,§>>2) ,

i=1

F') = i/oh/oy/;f(x’,t)dtdfdy — %/Oh/jf(x’,t)dtdg.

Preuve. La preuve est semblable a celle du théoréme 1.5.2 du premier chapitre. [
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Chapitre 3

On the Navier-Stokes system in a thin
film flow with Tresca free boundary
condition and its asymptotic behavior

3.1 Introduction

In [1] the authors studied the influence of the Reynolds number with respect to the
thin film ratio parameter ¢ in the justification of the well known equation of the lubrica-
tion theory, which was the basic Reynolds equation. They considered the widely assumed
no-slip boundary conditions. This widely assumed no-slip boundary conditions when the
fluid has the same velocity as surrounding solid boundary is not respected any more since
the shear rate becomes too high |2], 6] , [3].

We are interested here to generalize the results obtained in [1] to the case taking into
account this phenomenon described by the Tresca free boundary conditions.

For ¢ small but fixed, we study first the influence of the Reynolds number with respect
to the thin film thickness to obtain the existence and uniqueness of velocity and pressure
solutions of our problem. Then we study the rigorous justification of the limit problem
when ¢ — 0.

The plan of this chapter is as follows, we present in section 3.2 the basic equations and
assumptions, in section 3.3 we give the weak formulation of the problem, in section 3.4 we
give the main results on existence result, the needed estimates on velocity and pressure
then the uniqueness result, in section 3.5 we study the limit problem by the asymptotic
analysis.
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3.2 Basic equations and assumptions

Let w be a rectangular domain in R"~!

n—1

w = H]O, a;[x{0}

i=1

n=2 or 3and a; >0 fori=1,..,n— 1. We denote 2’ = (z1,..,2,_1) and = = (2, z,,).
We suppose that the domain w is the bottom of the gap whose the top I'] is defined by
x, = H(z') = eh(2’) where (0 < € < 1) is a small parameter that will tend to zero and
h is a function such that » € C°(R) and 0 < hyin < A(2") < hpae V(2/,0) € w. We
denote by 2° the domain of the flow,

O = {(@',2,) ER" :(,0) €w, 0<a,<ch(@)).

Let I'* be the boundary of Q°. We have I'* = @ UT UT$ where I'; is the lateral boundary.
For a given body forces f¢ = (ff,.., f7) the motion of the fluid is described by :
e The incompressibility equation

div(u) = uf, = Y 8?’ —0 in O (3.2.1)
=1

e The law of conservation of momentum, with the Reynolds number &7

usul ;= fi+o5.. in QF, yeER (3.2.2)

77 15,]

where the stress tensor ¢ is decomposed as follows
0 = —P"0ij + 2pdi;(u), (3.2.3)

where u® = (uj,..,u5,) is the velocity field, p° is the pressure, and 0,; is the Kronecker

) n

symbol. The components of the symmetric deformation velocity tensor is given by

£ 1 £ £
dij(u®) = 5(%] + uj,). (3.2.4)

To describe the boundary conditions, we introduce first a vector function g = (g1, .., g»)
such that

/ gn ds =0, (3.2.5)
FE

and
/ (9)* gmnds = 0. (3.2.6)
rg
The actual velocities on the boundary, except for the components of the tangential velocity
on w, are given in terms of g.
e On I'Y, no slip condition is given. The upper surface being assumed to be fixed so

€

ut=g=0. (3.2.7)
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e On I';, the velocity is known and parallel to the w-plane
u® =ePg with g, =0 and § € R. (3.2.8)
e On w, there is no flux condition across w so that
u;, = gn, = 0. (3.2.9)

The tangential velocity on w is unknown and satisfies the Tresca friction law [7] at w with
k= upper limit for stress

o5 | < k° = uf =&
(05| = & = 3 A>0 such that us —efs—ros [ OF @ (3:210)
where s = g on w, | . | is the euclidean norm in R"~!, n = (ny,..,n,) is the unit outward

normal to I'*. Using Einstein’s summations we have

€ __ € e . € __ & &
up = Ut =uing ;o Up = U — Ugn,, (3.2.11)

G e € E _ ~8n. _ ~fn.
op = (0°n)n=o;nn; ; o =o;n; —o,n, (3.2.12)

which are respectively, the normal and the tangential velocity on w, and the components
of the normal and the tangential stress tensor on w.

3.3 Weak formulation

We denote H'(Q2°) the Sobolev space and Hj () the closure of D(Q°) in H'(QF).
The dual space of H}(QF) is denoted by H1(Q°). We assume that the function g is in

(Hz= ()", the space of traces on I'* of functions from (H'(Q°))™. Due to (3.2.5) it is well
known [8] (lemma 2.2) that there exists a function G¢ such that

Ge e (HY(QF))" with div(G5) =0 in  Q°, and G =g on I*. (3.3.1)
We denote
Ge = PGe. (3.3.2)
We consider the functional framework on 2*
Hll“{UFi(Qe) ={pe H'(¥): v =00nT;UT7},
Vei={v € (HY()" :v=G"on TS, v=0 on I, v.n=0 on w},
Vi, ={veVe: div(v) = 0},

Ly(¥) = {q e L*(¥) : / qdx = 0}.

€
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Using the following notations :

a: VExVE =R

€

(u,v) = a(u,v) = / dij(u)d;;(v)da'dx,,
b: VExVEXVE =R
(u,v,w) — b(u,v,w) = / uv; ;wida’ day,
Ve S RT
v—>j5(v):/k:5|v—5ﬁs | do.

A formal application of (3.2.1)-(3.2.10) leads to the following variational problem as in
71 :

Problem 1. Find u¢ € Vi, , p° € L%(¥), such that

2pa(u®, ¢ — ') + 7b(u, u', ¢ — u®) — (p°, div(9)) + j(¢) — j°(u7)
> (f50—u’) Vo e Ve, (3.3.3)

we remark that a, b and j° satisfy the following properties :
i) a is a bilinear form
e continuous
| alu, v) [<]| w [[(z@eell v | @ @e))n
e coercive, by Korn’s and Poincaré’s inequalities da > 0 such that :

a(v,v) > a||v ||?H1(QE))” Vv € (H'(QF))" such that v =0 on T

ii) b is a trilinear form
e continuous : 3K; > 0 such that :

| b(u, v, w) |< Ky | eyl v el wllm @)
e from (3.2.6) b is antisymmetric so
b(u, v, w) + b(u, w,v) =0, Y(u,v,w) € (V).

iii) j¢ is convex continuous but non differentiable in (H'(QF))".
ZE?’L
The constants K; and a do not depend on . We introduce the change of scale z = —

We get a fixed domain €2 :

Q={(2',2,) eR": (2/,0) Ew, 0 <z, < h(z')},
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and we denote by I' = wUT'; UL, its boundary, then we define the following functions in
Q
ui (2, w,) = ePus (2, 2) for i=1,.,n—1; us(a',2,) = " Tug (2, 2);

e (2!, xy,) = e F PP 2).

For the data we suppose that depend on ¢ in the following way :

fo(@ @) = e 2P (2 2); kS =Pk

Ge(x', x,) = PGi(a ay) pour i=1,..,n—1; GE(2',x,) = " T1Cs(2, xy).

We define the functional framework on €2 by :

HL(Q)={pe H(Q): vy =00nT},

V={veH®Q": v=Gonl,,v=0 on I't,vn=0o0n w},
Viiw ={v eV div(v) =0},

L) ={qe L*Q) :/qu:p:O}.

3.4 Existence and uniqueness results

3.4.1 Existence

Theorem 3.4.1. There exists jig such that for > g, the problem (3.3.3) has at least
one solution (u?,p®), under the condition § = 5 — .

Proof. Here we will apply the Schauder fixed point theorem. At the beginning we look
for a constant C' > 0 such that the following application will be well defined

A B(0,0)N Vg, — B(0,C) NV,

§—u

where B(0,C) is the (H'(92°))" closed ball of radius C, u® is the unique solution of the
following variational inequality :

QMCL(UE, (b - u€> + 87b<§7 UE, (b - uz—:) + j€<¢) - j€<u€>
> (f5,6—uf) Vo € Vi, (3.4.1)

In particular for ¢ = G¢, as G° = £°s on w and from (3.2.6) b(¢, u®,u) = 0, we get

2ua(u®,uf) < 2pa(u®, G°) + €7b(€, v, G°) + (f5, G5 — u). (3.4.2)

In the other hand using Poincaré’s and Young’s inequalities, we obtain
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2pa(u®, G°) < —a(u®u®) 4+ 2pa(G*, G7) <

V]S
MI’;

a(uu’) + 2 || VG© II? (3.4.3)

LQ(QE )n2 Y

and

|| fE ||(L2(QE))7L|| ua || L2 Qe )n<
S hmamg H VUE ’ (L2(Q2)) 2” f ” L2(Qe))n

2 2
ap 2 hmam
o | w H(Hl(ﬂs))n + a | f ” (L2(02))m> (3.4.4)

<

| £ H(L?(Qf |l G [l(z2(0e))n <
) 2h2

H VG [ 2oy Z” I f= 122 0e) - (3.4.5)

Also using the continuity of b, Young’s inequality then Poincaré’s inequality, and taking
into account that 0 < & < 1, we obtain

| €70(&,u, G°) [< Kae” [ € (lneepn |l v e | G Nl e goe)n

< K e"C [ [l ey | G5 o ey

K,\C
allu gl || G* ||(H1(QE))n i|

K10€2A{

1 o
<[5 v |

gch( a

H 2 2
m | u ||(H1(Qs))n I G* ||(H1(Qf))” )

ap e |12
K10€2W(1 + h2

ma:v) €
b | VG 12y |

ap
S ch{ || ’LL5 ||?H1(Qs))n +

4K,C
KO (1 + hygy) .
+— | VG 1y |

au L2 QE

Using (3.4.2), we deduce

KCZQV +h’72nax €

ap || w H?Hl(ﬂs))” < ( al L2 Qe))n? 2 T
2e2h? A
maz o 3.4.6
ol A [0 (3.4.6)
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To have || u® ||(g1(0e)»< C, it is enough to set

(K10)2 27(1 + h?nax) €
2e2h?
9L | e epyn < CF 3.4.7
e | £ (347
i.e.
€ 2€2h$na:v €
m H VG HLz(QE n2 +W | f H(L2(Qf))n<
K)%2(1+h2,.)
< (2 _( 1 mazx € |12 ) 4.
<c i g VG By | (3.4.8)
But from (3.3.2) we have :
I VG 2oy S €77 VG F gy Ve €]0,1],

to give a meaning to (3.4.8), and then to obtain || u® ||(z1(q<))»< C, it’s enough to have

1 Ki\/1+h2,,
= =L | VG [ g

B=5—7 and pu>p

e Let us show that A is Lipschitzian on B(0,C)NV; . Indeed, let uj and uj two solutions
of (3.4.1) such that u§ = A(&;) and u§ = A(&2). Then

2/1@(“?7“3 - ui) + €7b<§17 uiug - ui) _'_jE(ug) - j€<U§) - (f€7 u; - ui) >
QMCL(U;, Ui - ug) + €7b<£27 u; Ui - ug) + je(ui) - J€<u;> - (f€7 Ui - ug) >
By adding both inequalities, we get
—2#&(U§ - u; Ui - ug) + €7b<§17 U‘i, ug - ui) + gfyb(é% U;, Ui - ug) > 07
using that a is coercive, we obtain
2ua [l uf =l [[E ey < 2uaui — ug,uf — )
< eMb(& — &oy u,uy — up) + €70(8r, U, ul — u3) —
- 87b(£27 ug? ui - u§>7

as
7b(8a, u, ut — uy) — €7(&2, u5, Ui — up) = €7b(E2, u — ug, uy —u3) =0,

by Sobolev embeddings, we get

prev || ug — ug ”%Hl(ﬂf))ng
< K" || uf ey |l ui — ug [la@en | €0 — &2 [l @e)n
S KlC'eV || ui — U; ||(H1(QE))7L|| 51 — §2 ||(H1(Qa))n, (349)
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whence
K1 Ce7

| AG&1) = A&2) [l ey < I & — & Ml @y - (3.4.10)

Thus by Schauder fixed point theorem, there exists at least one solution u* for the following
variational inequality :

2pa(u®, ¢ —u) 4 7b(u, vt — ') + 5 () — 7 (u7) >
> (f ¢ —u) Yo € Vg, (3.4.11)

We can prove the existence of the pressure as in theorem 3.2 |[5].

3.4.2 Some needed estimates

Before showing the uniqueness of the weak solutions to the problem 1, we need to esta-
blish some estimates on the gradient of the velocities field. These estimates with others on
the pressure, will be useful to study the limit problem in section 3.5. First, we introduce
two technical lemmas which will be used to obtain the needed estimates.

Lemma 3.4.1. For all ¢ € H{ () we have the following estimates :
For n =3, we have

99

2
10 @< 41 52 N

i ol 57 ||L2 Q) - (3.4.12)

3 99

16l < A v ”LQ(Q I By HLz H HLz (3.4.13)

Forn =2, we have

o 5¢
|| ¢ ||L4 [ —_—— || ||L2 a ||L2 . (3414)

Proof. Let ¢ € H}, p, (©2). We extend ¢ by 0 in B =|0, a;[x]0, as[x]0, hmae[, we obtain

16 o=l & Ism < / sup 6% sup 62 sup

1 xr2
= / sup ¢ ( / sup ¢> sup ) d:c1> dxsdz.
]07a2[><}07hmax[ T1 ]0 a1[ z2

Using Cauchy-Schwarz inequality, we get

1

16 1760)< ([ . sup¢4dx2dz>2 X
0,a2 X

07hmaz[ r1

1
X ( / (/ sup ¢? sup ¢2da:1)2d:c2dz> ° (3.4.15)
}07a2[><}07hmax[ }0,@1[ x2 z
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using for the second times Cauchy-Schwarz inequality

( / sup ¢? sup gz52dx1)2 < / sup ¢rdxy / sup ¢rdzxy,
10 10,01 10

a2 z x2 ,ai| #

we return at (3.4.15) and using Fubini’s theorem, we deduce

1 1
16 1760y < (/ sup ¢4d$2d2>2 (/ sup ¢4dx2dz)2 X
}OyaQ[X]Oyhmaz[ 1 }0,al[><]0,hmaz[ T2

X ( / sup ¢4dx1dx2> , (3.4.16)
]

0,a1[x]0,a2[ =

However ¢ vanishes for z = h,,,4., then

hmaz
¢4(.T1,.§L’27Z) = —4/ ¢3(x1,x2,t)%(x1,x2,t)dt, (3417)

¢ ¢ 1
(/]0 [ Sup¢4da:1da:2 <2/‘¢3 <2H¢>HL6(Q |5 e (34.18)

x]0,a2[ %

We have also as in (3.4.18)

2 8¢

(/ sup ¢4d:c2dz> < 2] ¢ HL6 H HLQ(Q (3.4.19)
10,a2[x]0,~Amaz] T1

1 3 8¢)
(/ sup¢4dx1dx2>2 < 2| ¢ ||26(Q)|| 3 ||L2 . (3.4.20)

10,a1[x]0,hmax| T2 Z2

Multiplying (3.4.18), (3.4.19) and (3.4.20), we get
9 00 00

16 W2y = 21 6 Nzl 7 ool e s (- H HL2 (3.4.21)

then we deduce (3.4.12).
In the other hand from (3.4.17), we have

d¢ 99
I 7@ < 4hmax/B | 6° || 5, | 42 < 4hmas || ool 5, lex@ (3-4.22)

then using (3.4.12) we get (3.4.13).

e When n = 2 we have B =0, a1[x]0, hpqa|. To obtain (3.4.14), we use first Fubini’s
theorem, we get

a1 hmaz
4d 2d 2d 3.4.23
/B¢ xg(/o sup m)(/o sup ¢*dz) (3.4.23)

xr1
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as ¢ is vanishes for z = h,,,,, we have

hmax
¢ (21, 2) = —Q/Z qb%(xl,t)dt,

then @ 00
| sw e <26 ol G o
0o =z <
In the same way
hm(lx 2 8¢
sup¢°dz < 2| ¢ [zl 5 [z,
0 1 T

therefore
0o 0o

16 122 < 411 ¢ 1720 | 52, =@l 57

Using Poincaré’s inequality, we get

9¢
16 2@ < hmas || 57~ llz2)

whence (3.4.14) holds.

Lemma 3.4.2. V¢ € H'(Q) such that : ¢ = G on T, and ¢ = 0 on 'y, we have

forn =3,
¢ 1 o)) 0 1
16 @< COU A | 1 5 720 (max{ I 5o e g o )+
+|| ||L2 Q)] (3.4.24)
forn =2,
99
16 < COC) (|l 5 Tyl 52 N+ 1 5 Ny ) (3.4.25)

Proof. See [1].

Theorem 3.4.2. For any solution (u®, p%) to (3.3.3), there exists a constant C' > 0
(which does not depend on ) and €, such that for ¢ < e, we have

S 2 2 2
2
ij=1 Ox; 9z
— 2 O
FY (155 ey + 1255 [y ) < © (3.4.26)

=1 v
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op*
ox;

1(Q<C izl,..,n—l,

819

-1(Q) < Ce.

(3.4.27)

(3.4.28)

Proof. From (3.4.11) with the choice ¢ = G°, and as b(u®, u®, u°) = 0 and j°(G®) = 0, we

get
2ua(u®, u®) < 2ua(u®, G%) +7b(u®, u®, G°) + (f°,u® — G°).

(3.4.29)

By Korn’s inequality, there exists a constant C'x which does not depend on ¢ such that

a(u’, u’) = Ck || VU© || 12 (qeyn2 (3.4.30)
Using Poincaré’s inequality, we get
H u® H(LQ(QE))TLS hmax € H Vu® ”(L2(QE))7127
and using Young’s inequality, we obtain
MC 2h%m
12 lzz@en | v Nza@ep < == 1 V& I 0oy I f2 2oy
)
In the same way we have
MCK thna:v
1£2 lizz@ene | G llzzi@enn < = I VG 12 ey I fe 2oy
(©))
Using Cauchy-Schwarz inequality then Young’s inequality, we obtain
200, G%) | < 2 [ D) || DIG) | da
Qe
< [ (VaGx| b | ,/ = | (e |
Qe
MCK 2 €\ |2
< — |D()\d:c—|— |D(G)\d;1:
2 Qe CK
As | D(v) [l zogqeyn2 < I Vo ||(L2(QE))nz Vv € Ve, we deduce
2/’La(u€7 GE) ” v : ” L2 QE n2 H VGE H(LQ(QE )n .
From (3.4.29), we deduce
nCx 2#
2h2
+ uanx | /e ||(L2(Qs +e7b(us, ut, G°). (3.4.31)
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By dividing by ¢ and passing to the fixed domain €2, we get

ous ous,
uaﬁ%{gju Sl + 1 e +
i,j=1
n—1 e ~
ous, K b(u®, u, G)
3 (12 gy + e ) e
i=1
where 12 o
max M K

K=o | f W + (55 + 56) 196 gy

Now, we define I¢, J¢ by :
8u edug,
£ __ .
I¥ = max (  Jnax  dmax | | o, " |22 )
1<j<n-1
7= max () 2 . 2% ey )
= max L2(Q) 1§I§l§an)il 0z L2(Q)
Thus
Jg K b z—:’ 57 Ge
NCKEQB((?)Q + (15)2) <5+ e’*%.

e In the other hand, if n=2, we have

b(u, us, GF) = 3011 / 0 TN G da' dz + 3941 / dg%éldl«'dH
Lo, q 0z

- 0us 4 . Ou§ 4
+€3ﬁ+3/u§a—2G2dx'dz+e3ﬁ+3/ug%ng:p’dz,
Q Q z

T

(3.4.32)

(3.4.33)

(3.4.34)

(3.4.35)

by Holder inequality we can estimate any term of b in the preceding formula, as follows :

L Ou§ 4 . ous ]
Qui axi Glda:’dz SH ui HL4(Q) 1 HLQ(Q)H G1 HL4(Q) .
Using lemma 3.4.2, we get
« ous ous ous
I oy < OO G Iyl G2 Iy + 1l 5o 1wy )

< 09,0 (IEZJEZ + Jfa),
in the same way

oug |1
o, 2@l e

8u2

s e < C@G)( e

IA

o9, G) (Ifiﬁ +Je3).
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Consequently

| b(uf, uf, GF) | < Ce¥ (el + J°) (151 + J°2)

= 0535{51<I€i(§)%+161(§)%>+
(N} (3.4.36)

Using Young’s inequality in (3.4.36) successively for

) ()6
()62 < (1) ()

as [ =3 —~, then we obtain

¥ £ ,,€ 3 €\ 2 €N\ 2
e v &) 525{053[§I€2+§(J—> +1152+Z(J—)]+
€ 8 8\ e 8 8\ ¢

v g g ] ve{(T) + )
< 525{05% [
5 J°

+ —C<€4 ? —054 <

f”u(‘f) | +oet+

5 >2}, (because € < 1).

We return at (3.4.35) and dividing by £2°, we get
5 C
(,MCK _ 105%)1‘32 n (“TK . 205%)

+{%(§>2 Lo ‘]e} < KI, (3.4.37)

whence
o)+ (2 o) ) -

_/”LCK(‘F ¢ %)2<£”
2 - g2

(3.4.38)

To obtain estimate (3.4.26), the left side of (3.4.38) must be strictly positive, which induce
3 1 ,uC'K

- 4 —
the choice & < g2, where g5, = 10
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e When n = 3, we obtain in the same way

| b(u®, uf, GF) |< C¥ (e + J°) (I°2 J°2 + J°5)

< 0535{5% (I€2 (?)% + Ie(g)%) +
+eb <F(§)5 + (§)3> } (3.4.39)
thus
W) < woferlH (L) (L) ]
vt [F (D) (DT (3.4.40)

Using Young’s inequality successively for

LN - (D)6
(D)) es) - ((£)0)(5).

thus
ML) <l ) Y -
e R RGO}
< {Cg% [2162 2(%)2 + ;‘i) + %} } (3.4.41)

We return at (3.4.32) and by dividing by £2°, we get

e oo (5 St (2«
ST ss an

To obtain estimate (3.4.26), it is enough that any term of the left of (3.4.38) must be
5 3 uC
strictly positive, which induce the choice € < g¢ 3, where €7 3 = I_OMTK

We put €1 = min(eg2,€03), the estimate (3.4.26) is valid in both cases n = 2 and n = 3,
when ¢ < ¢;.
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e To prove (3.4.27) and (3.4.28), we choose ¢ = u® + 1 with ¢ € Hj(Q°) in (3.3.3). We
obtain

[ prdivida'dn, = (et o) + b ) = (£,0)
Using (3.4.26), and the following Sobolev imbedding
| v lea@) < C |l v | mae),
so passing to the fixed domain €2, we obtain the estimates (3.4.27) and (3.4.28).

3.4.3 Uniqueness

Theorem 3.4.3. With the same assumptions as in theorems 3.4.1 and 3.4.2, there exists
gl such that for e < &, then u¢, such that (u®,p%) is a solution of (3.3.3), is unique.

Proof. Let (u'€, p'¢), (u?<,p**) be two different solutions for (3.3.3). We choose ¢ = u**
then ¢ = u'© in (3.3.3) when the solutions are respectively (u'¢, p!¢) and (u*, p*¢). Then

2”a(u1,e’u2,a 15) + gyb( 15 1a’u2,e o ul,a) +j6(u2’8) _ ] ( ) (fe 2,6 15)’
2ua<u2,e’u1,5 - u2,z—:) 4 5Vb(u s ’u2,€’ ul,z—: o u2,€) +j€(u1’€) o ] ( ) (fz—: le 26)

Adding both inequalities, we get
opa(utt — ue ute - u?e) 4
L (b(u2,a’u2,a’ Wb ) (e b e - u2,a)> > 0.
Let v¢ = u'* — u*¢. We have

b<u1,z-:7 ul,z—:’ UE) - b(UE, ul,e7 UE) — b<u2,e’ ul,e UE

from (3.2.6) b(u*®,v°,v°) = 0, thus
2ua(v®,v¥) + 7b(ve, u vF) < 0. (3.4.43)
Using Korn’s inequality, we obtain
2uCr || VO© || (z2(0e)yn +€7b(v%, u"e, v%) < 0. (3.4.44)
As

1<7,5<n
Alz-:
/ v 3 de dz +
z
1<i,57<n—1 1<j<n—-1

b(v°, u Z / g 8% vidr'd, =
Al'g
= Z / Z@:L’Z 5d:EdZ+€ Z
~le Ale
+ef Y / z?fag veda'dz + & / (v2)? aa" daz/dz} (3.4.45)
1<i<n—1 Q
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multiplying inequality (3.4.44) by £!72% and passing to the fixed domain, and taking into

account that v+ 5 = %, we obtain

_1 ~
QNCK{ Z ”LQ(Q + ” 5 n ”L2 () +
8’0 n
+z ( 12 ey + 2% 2 )} +
=1
Alle Al.a
5 6 !

M\»—A

1<i,57<n—1 1<j<n—1

Z / vad:pdere /Q( )288—gdx'dz}§0.

1<i<n—1

(3.4.46)

Now we want to estimate all the terms which come from the trilinear form b. We have
ve € H} (Q), so we can apply lemma 3.4.1. Computation is very similar for all terms, for

instance, for n = 2
~1l,e

50
el /Q(v‘f) 5;11 dx'dz <
ouy* o0 1 o0
< thamg ” HLQ(Q H - ”22 Q H ! ”L2 Q
0, 0y @1 9 ©)

ov§ ov§
L By + 1l 2 ey )

HL2(Q) Oz

3 00t
<_hma:r 2 (
< Shmaa? | e oy (1ot

3 PR o0s ov%
< Shmaoe? e Nz { 25t I + | 2 I +

5 005 o005
o e 11257 Tae) |-

+le

We add all the terms of b and using estimate (3.4.26), then we return to (3.4.46)

deduce
3 . 905 9
<2/~LCK - ihmamCEQ){ | Bz, 72(0) + |l e 1720 +
6A ov5
+ ]l € 2 Il } <0. (3.4.47)

When ¢ < ;5 with €, 5 defined by

the first term in (3.4.47) is positive, thus v¢ = 0 in 2, what implies that v* = 0 in Q¢
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When n = 3, a similar computation leads to

5 L00° 5 a“f 8@1
: dr'dz < 16h2 s { .
o [ @ Gara: =18 i
01}1 8@1
N 5o il 2 ey

1 aAlE 81]
< 8hmax52 || 7 ||L2 () { || 8 - ||L2

ov§ ov§
Hm1m2+w4mm}

1 8A1 € 81]
@me——mm{ZHe|mmﬂw3mm+
i,j=1
o L 0%
22 (1 G N + 1275 ey ) - (3.4.48)
=1
Then we obtain in the same way
e
(2uCi 8 mﬁe{Zn |m )+ 1652 ey +
i,j=1
o a5
+ 30 (155 e + 1 252 ey ) | <0 (3.4.49)
i=1 ’

The first term in (3.4.49) is positive when ¢ < ¢; 5, where

1 1 uC
’512,3:_'u =

4 Chmaa: .

For ¢ < ¢} = min{e; , €13}, the proof of uniqueness of u¢ is complete. [J
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3.5 Limit problem

We multiply variational inequality (3.3.3) by £'~2”, and passing to the fixed domain
(), we obtain

ni /Q [52/‘<g—§ + gf) - 1565@]} %(ﬁbz — uf)da'dz +
ij=1 i

~

+§/M(6u§ *52%)3@ — uf)da'dz +
—~ Jo 0z ox; ) 0z"" "

ous N A .
+/ (2ue? 2 = )5 (F — 1iz)da'dz +
Q

0 0z
n—1 N A~
Oue  Out. 9 - .
2 2 n Jy_ 2 L - d ,d
J“Z/Q’f#(*f 8:cj+8z)8xj(¢ us,)da'dz +
7j=1
5 n—1 ~ an‘? N ~ , 9 n—1 N 61[;21 . N /
+e2 ”ZZI Quia—xi(% — uf)da'dz 4 £ ; Qula—xz(qbn — ug)dx'dz +
n—1 ~ R
: Loug L o [ . 0u, - R
- Z/“a—<¢ — u)da’dz + e /u 52 (G0 — th)da'dz >
n—1 o ) )
> Z/ fi(i —df)dx’dz+/€fn(¢n — ug)dx'dz +
i=1 VO Q

+/w/;‘(\<;§—s\—|d€—s\)da (3.5.1)

Let now
8vi

0z

V. ={v e (L*(Q)" ' : such that €cL*(), i=1,.,n—1 and v=0o0nT}

be the Banach space with the norm

n—1 1

an 2

I = (30 o e + 11 5 B )
i=1

Following [4], we say that v = (vq,..,v,_1) € (L*(Q))""! satisfies the condition (D) if,

€z

n—1
o0
/Zvia -da'dz = 0. V0 € C°(w)
Q1 ¢
Let B
V. ={v €V, : such that v satisfies the condition (D)}

be a subspace of V..
And

I(V)={pe (HQ)": ¢=(d1,..,0n1) ¢ =G onT;UTL}.
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Theorem 3.5.1. Under the same assumptions as in theorem 5.4.3, for any solution
(us,p%), after extraction of a subsequence, there ezrist u* = (uj,..,u;_,) € V. and p* €
L3(2) such that

u; = ut (1<i<n—1) weakly in V., (3.5.2)
ous o 72
o 0 (1<i,j<n-—1) weakly in L*(Q), (3.5.3)
Lj
Ous, s
e—=— —=0 weakly in L*(Q), (3.5.4)
0z
o OUE, o
e —0 weakly in L*(Q), (3.5.5)
8l‘i
eut — 0 weakly in L*(Q), (3.5.6)
p° —p* weakly in L3(9). (3.5.7)

Proof. From (3.4.26) there exists a fixed constant C' > 0 which does not depend on ¢

such that .

ous

I,

using this estimate and Poincaré’s inequality in the domain €2, we deduce (3.5.2).
We have div(u®) = 0 in €, we obtain for ¢ € C5°(w) :

~

o o o O
/Qq(x)( 2 s, + % )d:pdz = /Qq(:p);%dxdz = 0.

(2

Asué —uf i=1,..,n — 1, thus u* satisfies condition (D’) :
n—1 8u*
! 7 / o 0
/Qq(a:) ;Zl 8—%d1’ dz=0 Vq e C(w).

Also (3.5.3)-(3.5.5) follows from (3.4.26). We prove (3.5.6)-(3.5.7) as in theorem 4.2 [5].
U

Theorem 3.5.2. Under the same assumptions as in the theorem 3.4.3, (u*,p*) satisfy

p* e HY(w), (3.5.8)

Pur  Ipr : S
—hoa o fi for (i=1,.,n—1) in L*(Q). (3.5.9)
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Proof. Choosing in (3.5.1) ¢; = u¢ for i = 1,..,n — 1, ¢,, = uZ, £ ¢ with

Y in H(9), we deduce
us o LOous;, .\ Oy
dxdz+/ﬂ<2u5 ER —p)azd:pder

Z/z—:,u 0:5] 8,2)8@
Aﬁa—i”z/}da:’dz: / e fodddz,
Q

9 - OUE 9
+e2 ué —= da:/dz+s2/u
;/ﬂ @axii/f o "0

Using the results of convergence (3.5.2)-(3.5.7), we obtain

/p*a—wda:’dz =0, Vi € Hy(Q), (3.5.10)
Q 82
then
W in B (3.5.11)
5 . 5.

Choosing now ¢; = uS £1); (for i =1, .., ) with v; in H}(Q) and ¢, = uZ, in (3.5.1),
we obtain

u> —p%éi,]] 0¢s dx'dz +

Z/E“axj i o

n—1
29 ) % g ’dz+ezZ/ j@/)jdx'dz+

*; / <8z Iz
teb Z / j w]da:’dz = Z / Fibida'dz.

Using (3.5.2)-(3.5.7), and choosing ¢; € H}(2) when n =2, and 1, = 0 and ¢, € H}(Q2)
then 1, € H}(Q) and 1, = 0 when n = 3, then we obtain the following equality :

(3.5.12)

n—1 a A n—1 au* 8’17[) n—1
— *Lda'd it AP fipsda’d 3.5.13
using the Green formula, we obtain
(3.5.14)

2, %
8 o — fi for (i=1,.,n—1) in H ().

8,22 * ox;
To prove that p* is in H'(w), let us recall that p* does not depend on z from (3.5.11)
then following [4] we choose v; in (3.5.13) such that (2, 2) = z(z — h(2'))0(2") with 0
in H}(w), and using the Green formula we deduce

1 h30 - -
—/p ol )d ! /hul*ﬁd:p’ :/fﬂdx',

6 ox;
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where

Whence

2uhu’ — =fi (i=1,..,n—1) in H }w). (3.5.15)

As f; isin L2(Q), u} in V., in particular in L2(w), therefore v} and f; are in L2(w). Then
2, %
8: in L?(Q),

from (3.5.15) we get (3.5.8) follows. As f; in L(w), from (3.5.15) we have
whence (3.5.9) holds.

Remark 3.5.1. All the terms of the trilinear form b disappear when e tends to zero,
because of the great power of £ in (3.5.1) (5 and 3).

Now we define the traces (s*,7*) by :

s =u*(2',0) ; T = (2,0).

Theorem 3.5.3. Under the same assumptions as in theorem 3.4.3, (u*,p*) satisfy the
following limit inequality

Z/ 8u8 da:dz—Z/ dxdz—i—

+/ (| d—s|—|u —s|)do > Z/Qﬁ(q@i —uf)da'dz. Vo eTl(V)  (3.5.16)
@ i=1

Also (s*,7*) satisfy the following inequality
//2;(\ Y4+ —s|—|s"—s|)do— /MT*Q/}dU >0, Yo € (L*(w)™ !, (3.5.17)

= s* =35
. . 3.5.18
= 3 A >0 such that s*:3+)\7'*} ac on v ( )

Proof. Using theorem 3.5.2 we can pass to the limit in (3.5.1), then using (3.5.8) to obtain
(3.5.16).
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Choosing ¢ such that ¢; = uf + ¢ (for i = 1,..,n — 1) and ¢; € H{ p, in (3.5.1)

and ¢, = u5, where H} . ={ve€ H(Q):v=0 onT; UI'.}. We obtain

S [ (25 05y )2 avae s

’i,j:l ;
n—1 R )
8’11/25 28’&% 8 .
+;/§2’u( 0z te axi)giﬁida:dsz

~

n—1 n—1 ~
5 ~ O0ut 9 . Oug
+e2 us —~;dx’'dz + €2 /u6 "ohada’dz +
Y K > [ g

ij=1

n—1
—l—/]%(h/}—i-dg—S‘—|ﬁ5—8\)d022/fi1pl-dx’dz_
v =179

Using theorem 3.5.1, we can pass to the limit in (3.5.19), we obtain

(3.5.19)

n—1 n—1
N our oy ., . X X
;/Q‘p a—md‘”d“;/ﬂf‘aad””/ﬂwﬂ —s| =] —s)do

n—1
>3 [ o'
=1

(3.5.20)

using now the Green formula, equation (3.5.9), and the fact that ¢; =0 on I'; UT, and

cos(n, ;) = 0 on w, we deduce

/i%<\ Y+ —s|—[s"—s \)da—/m*wdo— >0, Ve (Hyop,)" " (3.5.21)

This inequality remains valid for any ¢ € (D(w))"!, and by density of D(w) in L*(w), it

remains also valid for any ¢ € (L*(w))""!. Whence (3.5.17) follows.

To prove (3.5.18), we take 1) = £(s* — s), in (3.5.17), and we obtain
/(/2; | — 5 | —pr(s" — 8))dor = O,

we take 1) = p — (s* — s) with p € (L*(w))""}, in (3.5.17), we get

/ (| o | = o)do > / (k|5 —s | —ur*(s* — 8))do-

w

from equality (3.5.22), we deduce
JE Lol -nraar =0, Ve (2w,
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taking first o = (1, .., 1) such that p; >0, i=1,..,n — 1, in (3.5.24), we obtain
[l 1=l costr o)) [ o do =
= [e=l 7 L cost ) 1 120 (3.5.25)
then

p| 7 | cos(t*,p) < k aeon w. (3.5.26)

taking now —¢p, with ¢; > 0 for i =1,..,n — 1, and (3.5.24), we obtain

/<1%|so|+mf*|cos<r*,go>|go|>da=/<l%+u|f*|cos<f*,so>>|so|zo,

w

whence
p| 7| cos(t*, ) < —k a.e on w. (3.5.27)
From (3.5.26)-(3.5.27) we obtain
p| 7 |<k aeon w, (3.5.28)
then

ks —s|>pl|rT

| s —s|>urr.(s"—s) aeon w,
k| s —s|—pr*.(s"—s)>0 aeon w,
from (3.5.22) we deduce

k| s —s|—pr*(s"—s)=0. (3.5.29)

If yu | 7 |= k, then from (3.5.29) we have
|| ] s —s|=pur*.(s"—s)=0a.eon w,
then cos(s* — s, ut) = 1, which implies existence of A > 0 such that s* — s = A\ut*.
If u | 7* |< k, from (3.5.29) we have
ks —s|—pr*(s*—s)=0> (k= | pr|) | s* — s | a.e on w,

whence s* — s = 0 a.e on w, then (3.5.18) follows. [J
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Theorem 3.5.4. The pair (u*,p*) in theorem 8.5.1 satisfies the following weak form of
the Reynolds equation

3 x
/(%Vp = gs + F)Vdy' = phG.n Yo € H (w), (3.5.30)
ow

where F(z') = (Fy(2'), Fy(z')) with

N 1 [hE) h
Fa) =+ / P, 2)dz — L Fy(a! h(a)
©Jo 2

x 1 h(a')
Fi(2', 2) //f,x tydtdn ; G = ,/ G2, 2)dz.
( W) ), (2, 2)

Proof. Integrate twice (3.5.9) between 0 and z, we obtain

2
i (x 2) = %Vp*(x/) +ous*(2) + per(@') — F(a', 2), (3.5.31)
As u*(2', h(2")) = 0, in particular
h2
7Vp*(a:’) + pus*(z") + ph(z" )T (2) — F(2, h(z')) = 0. (3.5.32)
Integrate equation (3.5.31) with respect to z, in the interval (0, h(z')), we obtain
~ h3 h?
huu*(z') = FVp*(a:’) + phs*(2") + ,LL?T*CL’I) — hF(2), (3.5.33)

where for any function v, we set

9) = 37

h(z")
/ (', 2)dz, Vi’ € w.
0

In the other hand, for all ¢ € H'(w), we have

h<x’> OuE O
€ _ _ K3 n d /d
/(bdlvu Ydz'dz =0 = /(b / El 8xi+ 8,2) xdz

1=

_ /w ¢(xf>(z ;;” 5 (@, B)) = i (,0) ) do!

i=1

as us(2/,0) = 0 on 90 = w UL, UT L, we obtain




Using Green formula, we get

~ n—1 ~
Z/hu ——dr’ = Z/ huig.cos(n, ) = ;/@w hGip.cos(n, x}).

As uS — uf in V, consequently in L?(w), therefore ui — u? in L?*(w), and as dw € 99, we
deduce

n—1

Z/hu ——dr' = Z Qﬁhéi.cos(n,x;) Vo € HY(w). (3.5.34)
i—1 Y Ow
Now, multiplying (3.5.33) by V¢, then integrate it in w, using (3.5.34), we obtain
h3 * * h2 * h - / A
(VP 4 hs" 4 o = ZF)Vodd! = [ ghnGin. (3.5.35)
w 6:“ 2 H Ow

Using (3.5.32) to eliminate the term containing 7* from (3.5.35), the weak form of the
Reynolds ( 3.5.30) follows. [J

Theorem 3.5.5. Under the same hypothesis of theorem 3.4.3, there exists a unique So-
lution (u*,p*) in V. x (L3(w) N H'(w)) of inequality (3.5.16).

Proof. Let (U,p'), (U2,p?) two solutions of (3.5.16). Taking ¢ = U2 and ¢ = U’
respectively, as test function in (3.5.16). Using lemma 5.1 [5], we get

/ | |2 dr'dz < 0. (3.5.36)
Using Poincaré’s inequality, we deduce

| Ut = U ||y,= 0. (3.5.37)

The uniqueness of p* in L3(w) N H'(w) follows then from (3.5.30). Indeed from (3.5.37)
s* is unique in (3.5.30), then we get

h3
/ A ) L

taking ¢ = p' — p?, and by Poincaré’s inequality we deduce | p' — p* ||;2(y=0. O
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Chapitre 4

Comportement asymptotique d’un
fluide de Bingham dans un film mince
avec des conditions non-linéaires sur le

bord

4.1 Introduction

Un fluide de Bingham est un milieu visco-plastique, vérifiant les lois générales de la
mécanique des milieux continus et ayant une loi de comportement non-linéaire particuliére.
Un exemple courant de fluides de Bingham est la pate dentifrice, celle-ci ne peut sortir du
tube sous 'effet de son propre poids, il faut lui appliquer une contrainte suffisante pour
qu’elle s’écoule. Ce fluide rentre dans la catégorie des fluides non-Newtoniens et a une loi
de comportement

_dy
0ij = —pdij + gm +2pudy;, (4.1.1)
ou
1
Dy = édijdija (4.1.2)

et les scalaires positifs § et p sont respectivement le seuil de plasticité et la viscosité.
L’expression (4.1.1) n’a de sens que si Dy # 0.

Si D;; = 0, alors le tenseur des contraintes est indéterminé, ce qui revient & dire que
le déviateur des contraintes o” est indéterminé car

oc=-pl+oP. (4.1.3)
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Nous résumons les lois de comportement du fluide de Bingham par (voir [5] pages 276-
279) :

/2 _ .
U{§2<g@d“:0 ; (4.1.4)
Orr Zg@dwzi(l—#)gf; o
ou
1
o= 50505. (4.1.5)

Les travaux qui traitent 1’étude théorique et numérique d’'un fluide de Bingham
abondent dans la littérature par exemple [4, 5, 7, 8, 9|. L’inégalité variationnelle donnant
Pexistence et 'unicité de la vitesse et la pression a été formulé par Duvaut et Lions [5].
Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’étude asymptotique d’un fluide de Bingham
dans un film mince, avec des conditions non-linéaires sur le bord. Dans [2] R. Bunoui et S.
Kesavan ont étudié un probléme semblable, mais avec seulement des conditions au bord
de Dirichlet.

4.2 Position du probléme

Nous considérons le domaine mince €2° comme dans le premier chapitre. Nous
supposons ici que la fonction h est telle que :

h € C*(R). (4.2.1)

Nous considérons la loi de comportement (4.1.1) sous la forme

d;j(u®)
£ (uF) = —p°6; -1 g 4 oud;(uf 4.2.2
Tl = O i A (122
et
(O‘il)lﬂ < gEil <~ dij(us) =0 193
- V571 € oL
(i = gt & dylu) = (1 — kol 423

Pour des forces extérieures f* = (ff, f5, f5), 'écoulement du fluide est gouverné par
I’équation de la conservation de la quantité de mouvement en négligeant le terme d’inertie :

—div(c®) = f*. (4.2.4)
Nous supposons aussi que le fluide est incompressible

div(u®) = 0. (4.2.5)
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Nous supposons les mémes conditions aux limites sur la vitesse qu’au premier chapitre,
sauf sur la frontiere de haut I'{ ol nous supposons que :

or(u®) + I*u =0, sur I, (4.2.6)

u*n =0 sur I'Y, (4.2.7)

avec [ > 0 donnée.

4.3 Probléme variationnel

On considére 'espace de Sobolev H'(). On note || . ||1.0- sa norme, || . [|o.o- la
norme de L?(QF), et H1(QF) le dual topologique de H}(QF).

On définit les ensembles suivants :

Ke={¢pc (H()*: ¢ =G sur'5, ¢p.n=0sur [{ Uw},

K5, = {6 € K*: div(o) =0},
L) = g e X [ qde =0}
ou G° est tel que
G € (H'(Q))? avec div(G®) = 0 dans Q°, G° = gsur IS, G°.n = 0 sur 'Y Uw. (4.3.1)

Proposition 4.3.1. La formulation variationnelle du probleme s’écrit

Trouver u® € K5, p° € Lij () tels que

a(u®, ¢ —u°) — (pf,dive) + [° / ut(¢p —u)dr +

Iy

+i(9) = i) = (¢ — ), Ve K* (4.3.2)
ot
a(u®, ¢ —u’) = 2,u/ dij(u®)di; (¢ — u®)dw, (4.3.3)
QE
(p°,div ¢) = / p° div ¢ dz, (4.3.4)

jlo) = / kK| ¢—s|da + \/§§81/ | D(¢) | dx. (4.3.5)

£
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Preuve. Soient o7;(u®) 1 <i,j < 3 les composantes du tenseur de contraintes associées
au champ de vitesse u® par les lois de comportement (4.2.2)-(4.2.3). Pour tout ¢ € K¢,
on a:

dof.(u®
- [ B e = (57,6 ) (1.36)

Par intégration par parties, il vient que
Ap; — u
| o ® = ar = [ oo -ty = (rab—u). (43D
5 J 83:] Te J
En utilisant la symétrie de ¢¢, on a

1 1 1
o5 (u)diy (V) = 507;(u) Wiy + ¥50) = 505 Wi + 505:(u )i = 07 ()i (4.3.8)

2

En utilisant (4.3.8) et I’expression du tenseur de contraintes donnée par (4.2.2), on obtient

/ a;;.(ue)wdx — a(uf,d—u) +get | Dir(uf) V2 (1) dig (6 — uF)dr —
e j

QE
—/ p°div(¢ — u®)dx. (4.3.9)
D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte, il vient que
dis (u)dig(9) < 2D} (w) D1 (6),

donc le deuxiéme terme du membre de droite dans (4.3.9) peut étre majorer par
295—1/ (D17(9) = Dy (wf))de = \/595—1/9 (1 D(¢) | = | D(v) )dz.  (4.3.10)

Le deuxiéme terme du membre de gauche dans (4.3.7) sera divisé en trois parties, vu que
I* =wUl'jUTlj. D’abord l'intégration sur w avec la condition de Tresca donne

/ke(\ p—s|—|u —s|)ds’ > — / o5, (u)n; (¢ — uf)da. (4.3.11)

w

Sur '}, on a

- [ ontmio—adr = — [ lo ) + (@ )n)nnios — e

1 1

_ _/FE[—ZEUf + (0°(u”).n).n.ni)(d; — ug)]dr

1

= la/ u® (¢ — u)dr, (4.3.12)

1
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car n.(¢ —u®) = 0 sur I'].
Enfin sur I', on a

—/ o (u)n;(¢; — ui)dr = 0, (4.3.13)

L

car ¢ = u® = G° sur [';.
De (4.3.7)-(4.3.13), on obtient I'inéquation variationnelle suivante

alu 6 = ) = (v ) +1° [ (0= a)dr +50) — ) 2 (10 - ),

avec la fonctionnelle j est déja définie dans (4.3.5). O

Remarque 4.3.1. Sur K¢ la forme bilinéaire a n’est pas forcément coercive, pour éviter
cette difficulté nous effectuons le changement de variable classique u® = v° + G°, avec
ve e Ve o
VeE={pe (H' () :¢p=0sur 5 et ¢p.n=0sur S Uw}.
On note
Vie=1{06€V®: divg=0dans Q}.

La formulation variationnelle (4.3.2) devient
Trouver v° € V5, p° € Li () tels que
(V.6 = ) = (0 div(@) + [ vF(6— v)dr +3(6) = 5(07) 2

rg
> (f5, ¢ — %) —a(G, ¢ —v°) — le/ GE(¢p — v°)dr Vo € VE, (4.3.14)
rs

ou

j(¢):/k5|¢|dx’+\/§ge_l/ | D(¢+G®) | de Yo € V=.

£

Théoréme 4.3.1. Sous les hypothéses f¢ € (L*(Q))%, k¢ € L (w), et G° vérifient
(4.8.1), alors le probléme variationnel (4.3.2) admet une solution unique u® € K3, et
p° € Ly () (unique a une constante additive pres).

Preuve. Lorsque les fonctions test appartiennent a V7, , I'inéquation variationnelle (4.3.14)
devient

a(v", ¢ —v°) + 5(¢) — j(v°) = U(¢ — v°) Vo € VG, (4.3.15)
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avec

00, 8) = (v, 8) + I / Fodr V(v,) € (Vi)

Iy

(o) = (f%,0) —a(G",¢) — 15/ G¢pdr Yo eVy,.

Iy
e La forme bilinéaire a(.,.) est coercive sur V; x V7 . En effet, d’aprés I'inégalité de
Korn, il existe une constante C'x > 0 tel que

) = alw,0) +1° [ Gdr 2 0G| 6 R V0 € Vi

e La forme bilinéaire a(.,.) est continue sur V; x V7 . En effet, d’aprés l'inégalité de
Cauchy-Schwarz et la continuité de I’application trace définie de H'(Q2°) dans L*(T%), il
existe une constante C'(Q2°) > 0 telle que

(0,8 | < 2] @ ol @ oe +EC(Q) | lhell ¥ o
(20+ECEO) 116 ol ¥ o ¥(6,4) € (Vi,)*

<
<

e La fonctionnelle j est convexe, semi-continue inférieurement et propre sur V. En effet,
soient ¢ et ¢ deux éléments de V. On a

1J(@) =) | < + V25! /E(|D(¢+G€) | — | D +G°) | )da

/qu 61— |9 |)de

[r1o-vidr+ Ve [ D) - D) do
< W B A lloow | 6 = ¥ llow +V2572 || & — % [0,

IN

ou | w | est la mesure de w. Comme ’application trace sur w est continue de H'(€)°) dans
L*(w), alors il existe une constante positive C(2) telle que

15(8) = 5@) 1= (1w [} K oo C(O%) + V2557 ) 1 0= ¥ i -

Nous déduisons que la fonctionnelle j est Lipschitzienne, donc a fortiori semi-continue
inférieurement sur V.

e Il ne nous reste qu’a montrer que la forme linéaire [ est continue. En effet, d’apres
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité de I'application trace définie de H'(Q)F)
dans L?(T%), il existe une constante C'(Q2°) > 0 telle que

11U 1< (1117 logr +(1+ECO)) | G- lluer ) 11 6 lhor Vo € Vi,

D’apreés la théorie des inéquations variationnelles (voir par exemple [6]), I'inéquation va-
riationnelle (4.3.15) admet une solution unique v°.
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Par conséquent, comme dans |3|, il existe p* € L3(2°) déterminée de maniére unique a une
constante additive prés telle que (u® = v° + G*, p°) satisfaisant I'inéquation variationnelle
en vitesse-pression (4.3.2). [

Lemme 4.3.1. (Inégalité de Poincaré) On a

2

ou’

[u*dr < 2hmas 5/ |uf |2 dT + 2(hmax)252/ dzx. (4.3.16)
Qe F? (953 8:173
Preuve. Soient 2’ = (1, 25) € w et £ tel que 0 < & < h%(2'), on a
he(z') e
u (2, &) = us (2, he(2))) — / Ou (2, 2)dz,
¢ 0z
donc
@ due
u(2’, )" < 2Ju(a’, h*(a"))|* + 2h€(9€')/ |5, (@ 2Pz
0 2

Intégrons par rapport a & sur [0, h°(z’)] on obtient

W) Oue

he (@)
/0 luf (', &) |2de < 27 (2")|us (', he(2))]? + 2(h6(a:'))2/0 | P (', 2)2dz,

en intérgant maintenant par rapport a «’ sur w, on obtient (4.3.16). [J

Lemme 4.3.2. La solution u® de linéquation variationnelle (4.3.2) vérifie l’estimation
sutvante

1 I
éa(us,ue) +V2ge7t | |D(u)|dx + 5/ |u|2dT + / k¥ u® — s|da’ <
Qe g w

33 5l¢
< 20 vGEPdr + 2 | |G Pdr +V2eet | IVGE|da +
32 Qs 4 F? Qs
32h2 2 Ahee
ol ARG G N [ (4.3.17)
32 Qs /,L lE ’

Preuve. On choisit ¢ = G dans (4.3.2), comme div(G®) = 0 dans Q° et G° = s sur w, il
vient que

a(uf,uf) +V2get [ |D(uf)|dx + 15/ |uf|*dr + / ke Ju® — s|da’ <
Qe rg w

< a(uf,G%) + V25t | |D(G?)|dx + le/ u*Godr + (f°,u® — G°). (4.3.18)
Qs r

5
1
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Nous rappelons I'inégalité de Young

2 2

b
ab < 772% +77_2§, Y(a,b) € R? 1 >0,

en utilisant cette inégalité avec n =1, on a

donc

1 1
a(u®,G%) < éa(ue,ue)Jréa(Ge,Ge)

1
< ol ) +p | VG Pdr.
(953

1
En utilisant inégalité de Young (4.3.19) pour n = —, il vient que

V2

|

D’autre part, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

€
1

(f5u” = G°) <[ f° Mloge v Hlos + [ ° llogell G lloos -

En utilisant I’inégalité de Poincaré (4.3.16), on obtient

1/ llo.os

On applique I'inégalité de Young (4.3.19) pour

a:(/QE|Vu€ \Qd:c)l/2

b - ﬁhmam € H fE HQQE

n=/1/16

donc

V2hmao € || 1 llo.ce (/ | Vu© |? dx)1/2 <
QE

<M 16h2, &>

=32 Jo
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ZE
u“Godr < — |uf|PdT + I |G#|2dr.
4 Jrs s

0 o < V2 s < || F lloe ( / | Vs |2 dz) ' +
QE

@) 5 o ([ fuar) ™
1

|V [P dr 4 =

(4.3.19)

(4.3.20)

(4.3.21)

(4.3.22)

(4.3.23)



On applique maintenant 1’inégalité de Young pour

a= \/l_e(/ |u5\2al7')1/2

£

b= ma:v la ” f€ ”OQ6
1
LG

on obtient

(2mae €)1 £ oo (] luPr )2 <

€

e tham € e
< — | |uPdr + £ 1150 -
4 rs
D’ou de (4.3.22), (4.3.23) et (4.3.24)

£ [’L £ 6hr2nax £

| £ flo,ae [l u® [lo,0e< 32/, |V 2 dv + — £ 1.0 +
€ . 2R ez € .
+7 [ lwPdr + == G-
Iy
De méme

£ € € 16hr2nax €

I Moozl G [lo,0=< 5 |va 2 dv + — I £ 16,0 +

[¢ 2h ez €
+— [ |G*Pdr +

L | £ R

En utilisant (4.3.20)-(4.3.26) dans (4.3.18), on obtient (4.3.17). O

Lemme 4.3.3. (Inégalité de Korn) On a

1
IV (uf — G°)dr < —a(u® — G, u®
Qs H

r{
ol

C(I5) =2 || Dob® lle@) (1+ | Dih® ¢ )-
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u® — G°) + C(I) lu® — G5|2d7',

(4.3.24)

(4.3.25)

(4.3.26)

(4.3.27)

(4.3.28)



Preuve. [1] On a

1 1 8v,~ 6vk 2
;CL(U’U) T2 /QE <8xk - 8@) de
ov; 8vk
— 2 ?
=) Vol d:z:—l—/ﬂs 0, 8xidx

0%v; v,
= Vol2dr — / " ved Logn;
/S;s | ,U| v Qe 837]@6.1‘@ vk v + o00eE axk ,Uk?n

ov; Ovy, ov; ov;
= v02d1‘+/ L dx — ) +/ L UEn.
o | | Qs 8372 83% a0e 01’@ Wk o80e 83% F

Si div(v) = 0, alors

/ Ovi %da: =0,
Q

- Ox; Oxy,
donc
1 ov; ov;
20y = — / ’ — / L Upn;. 4.3.2
. |Vou|*dx Ma(v,v) + . O, (R o 9 vgn (4.3.29)
Pour v = u® — G%, on a (u® — G¢).n = 0 sur J9)°, donc
o(us — G%)
— =0 4.3.30
R I (4.3.30)

d’autre part, u* — G* = 0 sur ['7, donc

o(u; — G5) / o(ué — G%)
i i ue_Gani — L ? ua—GETLi
/;gs al'k ( k k;) Pl al'k ( k k)
o(u; — G5)
= uj, — Gf) ——=——n,.
. 0™

Notre but maintenant est d’estimer cette derniére intégrale. On a
(u®* = G°).n=0sur ' Uw,

donc 5

8—((u€ —G®)n) =0sur '] Uw,
Tk,

ce qui implique que

3

a(uf - Gf) € €
S ST = = 3w~ G (4.3.31)

i=1

Or n;; = 0 sur w, donc de (4.3.31), on a

€ € a(uf — Gf)
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< K(T%) / uf — G=[2dr, (4.3.32)
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ou
K(I']) <2 max|n;,(7)].
Tel'§

Comme
[ = {(z1,29,23) € R ¢ w3 — h" (w1, 20) = 0},
donc le vecteur normal unitaire extérieur a I'] s’écrit
_ (— g5 (@1, 22), — 52 (21, 22), 1)
[+ [Vh@)P

= n(xy, 7).

Pour i = 1,2, 0n a
Ohs O*h? Oht O%h®

ons B e2y—32
(xlwr?) - (1 + |Vh ‘ ) (axl 0x,; 01, + 0xo 01,014

Or;

ns,z‘(xh 1’2) =

donc
‘n37i(.’171,.1’2)‘ S Q‘DlhEHDQhE‘ S |D2h€‘<1 + ‘D1h€|2).

Par un calcul similaire, on a pouri=1,...,3 et 7 =1,2
|7’Lj7i(ZL'1,ZL‘2)| S 2|D1h8||D2h8| S |D2h6|(1 + |D1h6|2).

D’ou K(I'5) < C(T5), ou la constante C'(I'5) est déja définie dans (4.3.28). En utilisant
(4.3.29) et (4.3.32), on obtient (4.3.27).

Lemme 4.3.4. On a

4
/ Vue|?de < —a(u®,uf) + 10/ \VGe| +
Qs K Qs

+ 4C(F§){/ \u€\2d7+/ \GE\QdT}. (4.3.33)
I rs

Preuve. D’aprés (4.3.27), on a

Vu|’de < 2| |[V(u —G)Pdz+2 | |VG|dx
Qe Qe Qe

2
< ;a(ua — G5 Ut — GO +20(T%) | |uf —GPdr +2 | |VGE|da.
Qs

Iy
(4.3.34)
Or
a(u® = G u® — G°) = a(u’,u’) + a(G°,G%) — 2a(u®, G°)
< 2a(uf,u®) + 2a(G%, G%)
< 2a(u®,uf) + 4u/ | VG© |? dax. (4.3.35)
Qe
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En combinant (4.3.34) et (4.3.35), on obtient

4
Vufde < a(u ) +10 | VG + 20@5)/ uf — G¥[2dr
Qs re

(913
4
< —a(uf,u®) +10 [ |VGE|?dr + 4C(T%) {/ |uf |2 dr + |G5|2d7} . (4.3.36)
H Qs re re
Remarque 4.3.2. On a C(T) = O(2). Si nous supposons que
IF =1, (4.3.37)
alors C(Te

(4.3.38)

Lemme 4.3.5. Sous I’hypothése (4.5.38), on a

le’;‘
/ \Vu5|2da:§53/ \VGa\Zd:c+48—/ |Ge|?dT +
Qs Qs H Jre

1

512 h2 &2 | 4l

[ IVGrldr+ (e

13272 g; ) 1177 134-3.3

p? pule
Preuve. Nous majorons dans (4.3.33) a(uf,u®) et | |uf|*dr a T'aide de (4.3.17), il vient
s
que
33 104¢ ge !
/ VePdr < 2 [ V6 de + / G Pdr +8v2 52 / VGE|dr +
Qs 4 Jo K Jrs B Jae

1 . 256 h2,,. €% 32hga € .
O B e e e ) [P
33C(I7)p

4 [

10 \VGa\Qd:c++4C(F§)/ G2 [2dr + VG 2dx +
Qe rs Qe

PE
+ 1oc<r§)/ |G€|2d7+8\/§gal%/ VGE|da +
Fi QE

pC(I)

256 h2,, C(T5) €2 32hmaC(I5) &
+
Ale o

€2 max

)17 1B e
(4.3.40)
en utilisant (4.3.38), on trouve (4.3.39).
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4.4 Changement de domaine et estimations a priori

Dans cette section nous effectuons un changement de domaine et nous obtenons
des estimations a priori. On pose z = %, le domaine ()° se transforme a un domaine fixe
) ne dépend pas de €. On note ' = ', UT'; U @ la frontiére de 2. Nous définissons des
nouvelles variables pour la vitesse et la pression comme suivant

we(a!, 2) = uS (2!, 2) ; u5(a, 2) = e tuG (e, )

ﬁ(l‘la Z) = €2p6(l‘/7 l’g)-
Pour les données, on suppose qu’elles dépendent de  de la fagon suivante :
g, 2) = g(a' w3) 5 (@', 2) = (2!, a3)
[=clt, k= cke.

On définit maintenant un relévement G(z/,z) = (G1(a’, 2), Go(2’, 2), Gs(2’, z)) de §, tel
que ) )
Gi(2',2) = gi(z/, x3) pour i=1,2 et Gs(a',2) = e 'g5(a', 3)

et

o O0Gr  0Gy  0G,
div(G) = 0ry + 0o + 0z

on choisit le vecteur G° défini précédement tel que

=0 ; Gn=0 sur I'y Uw,
Gi(x',2) = GS(2/, 23) pour i=1,2 Ga(a',z) = e 'G5(a, 3).

Soit
K={oe(HQ)?: ¢=CGsurT;, p.n=0sur T} Uw}.

Lorsque nous passons au domaine fixe {2 en introduisant les nouvelles variables dans
I'inéquation variationnelle (4.3.2) et aprés la multiplication par &, nous obtenons
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6u 8u . o R . ,
Z / 6:5] Z) —P 5@'7]‘] %(% —uf)dz'dz +
ﬁ 28d§ 2 L e /
+;/gﬂ(@z Te 8xz)az<¢z Ui)dl’dz—i—
o .o - .
228 ) — € /
+/Q(2WS 9, P )8 (3 — u§)da'dz +

8u3 UAE 0 ,
+Z/ 10 1 By i+

+;/wlAUAf(:L"’h(x’))(éi(x"h(x/)) (:1: h )\/1+ ‘ th(x/) |2d:L’ n

/dig2d§(x',h(az’))(ég(:c',h(:c')) ug (', h(z >\/1_|_ | Vhe(z') |2da’ +
/ (|¢—s|—|u€—s|)da:+fg/|D ) | dr'dz —

—\/_g/ | D(u#) | da'dz > Z/fl ; dx'dz+/5f3(q§3—d§)dx'dz

Vo € K,

(4.4.1)

. 1 2 2 8’UZ' 8vj 2 1 2 8’UZ' 8’03 2 61)3 2 1/2
| D(v) |= [Z Y e (s, 50 +§;(8z +e 8:702) +22(52) | v e Ka2)

Notre but maintenant est d’obtenir des estimations a priori sur la vitesse u® et la

Lemme 4.4.1. On a

/ | VG* |? da'dz < 51/ | VG | d2'dz Ve €]0,1],
Qe Q

/ | VG© | da'dz < / | VG | d2'dz Ve €]0,1].
Qs 0
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(4.4.3)

(4.4.4)



Preuve. Ces deux résultats sont immédiats en faisant un changement de domaine et en
utilisant le fait que ¢ €)0, 1].

Lemme 4.4.2. On a

G2 dr < C(Q, ) /(| G+ | VG P)da'ds Ve €0, 1], (4.4.5)
re Q

ot C(, h) est une constante indépendante de e.

Preuve. Pour : = 1,2, on a

/ | GE P dr = /|G€(a; he(2)) |2 /1+ | Vhe(a') |2da’

< / | Gi(2!, h(z)) |2 \/1+ | Vhe(a') [2da’ = | G; | dr'(4.4.6)

I

(car par définition G5(a/, h*(2')) = Gi(f, h(x'))), et

| G5 )P dr = /|G5x he(2)) |2 1+ | Vhe(2') |2 da’
rs
1 hs 7 |2
< /\ngh > /11 | Vh(z' \2V+|V @) P
V1+ | Vh(a') 2
< max /1+ | Vhe(!) 2 [ | G5 |*dr'. (4.4.7)

r'ew Fl

De (4.4.6) et (4.4.7), on déduit que
/ | G° |? dr < max+/14 | Vh(2') \2/ | G | dr’ Ve €]0,1]. (4.4.8)
Iy v'ew I

D’autre part, d’aprés la continuité de I’application trace de H'({2) dans L?(T';), on a
/ |G [P dr < C©) /(\ G2+ | VEP), (4.4.9)
I Q

ou la constante C(€2) dépend seulement de €2, les estimations (4.4.7) et (4.4.9) donnent
(4.4.5).
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Théoréme 4.4.1. Sous les hypothéses du théoréeme (4.8.1) ainsi que (4.3.37)-(4.3.38),
on a les estimations suivantes

2

) ouE |, 2o,
3 Z I 8—4 1720 +Z | 8—; 172(0) +
i—1

ij=1
~ 2 ~
Ous oug
+e? || 823 12 +e* D | 6;’ 720 < C, (4.4.10)
i=1 v
| Jloo< C pour i=1,2, (4.4.11)
| € [lo.0< C, (4.4.12)
One
I ai lr-1)< C pour i=1,2, (4.4.13)
op*
I la-1@< Ce. (4.4.14)

Preuve. En passant au domaine fixe €2, on a

2
6/ | Ve |? do'dws = & Z I
Qe

i,j=1

Ous 2
+&? | a—;’ 32 +e* > |
=1

Ous 2O
e+ e +
Ox; ©) Zzl 0z ©)

ous

En passant au domaine fixe {2 dans le membre de droite dans l'inégalité (4.3.39), puis en
utilisant (4.4.3)-(4.4.5), alors
IC

Q,h A
e/ | Vu© | da'des < (53 +48%)/ | VG |? d2'dz +
0 0

1C(Q, h . j .
+ 48M/ | G |? dx'dz+32\/§g/ |VG|dx'dz
12 Q K Ja

512 h? 64h 5
maz | "f‘"”) 2 4.4.16
(2 =) 117 I (4.4.16)

d’ou (4.4.10) découle.
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e Pour obtenir (4.4.11)-(4.4.12), il suffit d’appliquer 'inégalité de Poincaré (4.3.16) dans
le domaine 2 :

/\dﬂQd:c < 2Nhmas / \d§\2d7'+2(hmax)2/ ’%Fdx'dz pour i =1,2 3. (4.4.17)
Q I o' 0z

Grace a (4.4.10), on peut majorer les termes
ous
2(hmaz)? | |=21?d2’dz pour i = 1,2
(s [ 15 Pl
par une constante indépendante de €, et pour ¢ = 3 on a

C
2
max /| d,d<_2

Il ne nous reste donc qu’a estimer les termes

/ lu|?dr’ i =1,2,3.
I
On a, pour i =1,2

/\d§|2d7" = /|u:vh 1> /14 | Vh(2') |2 do’
1N
JITTVREP

= ui (z', h(z') 2 1+ | Vhe(2!) |2
/| ) EVIF TR Y St
< max /1+ | Vh(z/) \2/ | u$ |? dr, (4.4.18)

r'ew

et

/|d§|2d7’ — /|u3xh > \/1+ | Vh(2') |2 da’
I'1
- /|u3xh )P VI V)

V14| Vh(') |2
V14| Vhe(2!) 2

< —max VI+ | VA 2| | ug)? dr. (4.4.19)

E ' Ew F?

D’autre part, d’aprés (4.3.17) et (4.4.10), on a

33 5 J A
/ w2 < SO 2/ |G€|2d7++2\/§%/|VG|dx+
re c Q

161
MC 64hgnaar Shmam
_A+( s

161 ul (1)2
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or

|G#2dr < C(Q) /(| G1?+| VG P)de'dz,
rs Q
donc

lué2dr < C(Q, 1,1, G, f,h). (4.4.21)

Iy

D’ou (4.4.11)-(4.4.12) découlent a partir de (4.4.17), (4.4.18), (4.4.19) et (4.4.21).

e Pour obtenir la premiére estimation sur la pression (4.4.13), on choisit dans (4.4.1)
¢ = (u§ + ¥, u§, uf). En utilisant les deux inégalités suivantes

(a+b)* <2a*+20* V(a,b) € R?
Va+b<Va+Vh Y(a,b) € R?,

il vient que

| D(9) |< V2| D(w) | +V2 | D(v) |.

En remplacant dans (4.4.1) ¢ par sa valeur donnée précédemment, et en utilisant la
formule de Green, on obtient

8”1 l;; 8?/) /
/8261 Z/ ax] axl)axjdx dz +
dus 20U .,
+ / (82 +e ax1>8zdxdz+
s [ U )0 b)) T TV P!+
+ 2g/\D ) | da'dz + (2 — V2 /\Du6 |da:’dz—/f1pdxdz (4.4.22)

or

[ dus (! () b)) VT TV P! <
Z / i (2 (a de)
([ 1ot dex) “
< Imax /14 VI< 2 /|u1x h(z \/mdx)
(] 1onwyr dex’)m}
<imax Tv VAP ( [ i dT')m( wr dT')m, (4.4.23)

' ew

|/\\
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et comme

e 12 / 1/2 !
( | | dT) <, (4.4.24)

I'1

et d’apreés la continuité de I’application trace de H'(Q) dans L*(T';), il existe une constante
C" indépendante de ¢ telle que

( / [ F dT’)w <C" ¢ |luo, (4.4.25)

d’ou
/ i (2!, b)), h(a)/1+ [ VB Pda’ < Cy || 4 o, (4.4.26)

avec

C, = C'C"lmax \/1+ | Vi |2.
' Ew

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

2 As
< 3 e |—||m+|| o loa ) I 22 " lon +
j=1

8361

8u1

Ous
+ +e” | 3||OQ)|| ||osz+0 | ¥ [lLe +

- (2—\/§)g |Q|(/Q|D(u5) |2dx’dz)1/2+

NI / | D) P dr'd2) 1 | flloall ¢ loa . (4.4.27)

( / | D(w) |2 de'd=) "> <[l ¢ e Ve €10, 1), (4.4.98)
Q
donc d’aprés (4.4.10), il existe une constante C' ne dépend pas de ¢ telle que
wdaf’dz < pC Z || ||on + || ||on ) +Cll ¥ [ho +

g\/\ QIC+29vVI QY e - (4.4.29)

De méme si on choisit ¢ = (d‘i — ), u5,u5), on a

8361

o

0
/ml@bdm e Zn o+ 52 o)+ Cull ¥ o+

g\/l QIC+29V Q[ ¥ (10, (4.4.30)
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de (4.4.29)-(4.4.30), on déduit que

8901 82

+ (2—@gv\9|0+2§v\9\ Il +
+ Gl f llogll ¥ llue; (4.4.31)

d’ot (4.4.13) découle pour i = 1.

o 2.9 0
| [ Fovdrdz| < u0(30 15 oo+ 1 G o)+ Coll 6 lha +
j=1 !

Lorsque i = 2, il suffit de choisir ¢ = (u5,u5 + 1, u5). Pour obtenir (4.4.14), on prend
¢ = (uf, uj, us £ ).

Théoréme 4.4.2. Sous les mémes hypotheses du théoreme 4.4.1, il existe u* = (u1*, uz*) €
V., et p* € LE(Q) tels que

~

ui =~ u* (1<i<2) faiblement dans V,, (4.4.32)
ous o . 2

o 0 (1<i,j<2) faiblement dans L*(), (4.4.33)

Ly

dus . 2
e, 0 faiblement dans L*(2), (4.4.34)
z
82% —0 (1<i<2) faiblement dans L*(), (4.4.35)
T

p° —p* faiblement dans L*(Q), p* dépend seulement de x'. (4.4.36)
euj — 0 faiblement dans L*(S2), (4.4.37)

Preuve. De (4.4.10) et (4.4.11), on obtient (4.4.32). De (4.4.10) et (4.4.32), on obtient
(4.4.33). De (4.4.33), et du fait que div(us) = 0, on obtient (4.4.34). De (4.4.12) et (4.4.10),
on obtient (4.4.35). De (4.4.13) et (4.4.14), on obtient (4.4.36). De (4.4.12), div(u®) = 0,
et avec un choix particulier du fonction test on obtient (4.4.37).
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4.5 Inéquation variationnelle limite

Théoréme 4.5.1. Les limites u*, p* vérifient l'inéquation variationnelle limite suivante
2 ~
our d(op; — uf) 01 Do
L AP ) gt — (— —)d'd—

-/ p*(x’)[a%1<x' ) 5;’ (&) + dale! W) () ' +

+Zz [ ) @l W) = i b)) +
/(|¢—s\—\u—s\)dx+fg/(§z (22 s -
—\/ig/g(%Z(%f)Q)de'dz i (fi, i — u?) ¥o € TI(K) (4.5.1)

=1 =1

ou
(K) = {¢ = (¢1,¢2) € (H'(Q))*: s € H'(Q), tel que ¢ = (¢1, 2, ¢3) € K}

Preuve. En passant tous les termes non linéaires a droite et les termes linéaires a gauche
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dans I'inéquation variationnelle 4.5.1, on obtient

8u 8u 8u oue
Zd /d 3 7 dx /d
Z/ 8@ >8xj . Z+Z/ )8,2 +
2 U5 O -, 12?5 Ou; dus
+/Q % 0 ——dz dz—l—Z/au I, 8z)8x]dxdz+

+Z;/lu o' h(x'))us (o, (x’))\/1+ | Vhe(2') |2da’dz +

+/zg ug (', h(2"))u§ (', h(2')) /14 | VR () |2da’ +

/ s|dx+\/_g/|Du€|dx'dz<
GBI U a(bz ous 8125 (25@
< 2 J / 7 3 /
_”ZZI/Q&’M(&:J+0xi)8xjdxdz+2/ﬂ'u<8z te &L’Z)@ Tz +
3 ¢3 / 'ng 812; aq;?’ /
+/92 5 9 r'dz +Z/ ax] 82)8xjdxdz+

+Z / lis (2!, h(a") i@, h(a!))/1+ | VRe(2') [Pda'dz +
i=1 7%

/552153(93’ h(a'))ds(a', h(a')) /14 | VRe(a') [Pda’ +
/k|¢—s\d:c+fg/ | D(¢ \d:cdz—i—Z/ &Ud:cder
n / ﬁsﬁdfc/dﬁz / filus — §y)da’dz + / efa(u — ¢3)da’dz. (4.5.2)
o 0z —1 /9 Q

Le terme

/Zeng(x', h(z"))us(x’, h(z'))\/1+ | Vhe(a!) |2da’,

est positif, donc on peut le négliger dans le membre de gauche dans (4.5.2). Puis, on
applique la lim ionf a gauche et la lim0 a droite dans (4.5.2). D’aprés les résultats de
e— s
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convergence du théoréme 4.4.2, on déduit que
2 au* au* 2 .
;/ﬂ 8; 8; da'dz + ;l/w“;(‘”/’h(f’fl))uf(w',h(w’))d:p’ +
1 2 our. o 1
+/w]€‘u*_8‘dx'+\/§g/ (alzl(a;) ) dr'dz <

gliminf Z/e,u gu j)gz’daz’dsz
J
ous L Ous\ ous | L, 0u§ o |
+Z/ (82 T )azdxd”/ ey, gy et

dg 8u au?, !
+Z/€” Oz, 82)8xjdxdz+

5> [ it Wi b T VR Pl
i=17%

+//2: | us — s | da’ + \/ig/ | D(uF) | dx'dz}, (4.5.3)
w Q

dx'dz +

8u 8gbl » ous L OUs dob;
lli%{mzlf 8:10,)8% dz+;/g,u( 0z te 6:10?) 0z

+ZQ: / lus (@' (@) il W)/ 1+ | Vhe () Pda’dz +
/k\¢—s|dx +fg/ | D(& |da:’dz+2/ axldx’dsz

+/ a¢3daz/dz+2/fz us — )d;z:’dz+/5f3( ég)dx/dz} =

_ Z / o %‘Zidx'dwgi / (@, (@) ila!, h(a'))da’ +
/k|¢>—s|dx +\/_g/< Z(%‘i’) ) dx’dz+é/52fi(uf—q§i)dx’dz+

001 0da , 093 , ,
+/Qp(:p)<8—x1+8—x2>dxdz+/ﬂp( )5 dadz. (4.5.4)
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Or

/ (") 8¢3 dx'dz _//h(x a(bgd:c dz—Lp*(x’)ég(x’,h(x'))dx’,

car Qgg(l’ ,0) = 0. Comme ¢1n1 + gbgng + qbgng = 0 sur I'y, alors
oh

Q§3 = ;—31(651”1 + §Z§2n2) =1+ | Vh(2') |2(¢;1”1 + ¢§2”2) ¢1 + ¢23

donc

¢3 oh / /
/Qp( )8 dx'dz —/p (Zgbl ) 8%( ))dx
De (4.5.3)-(4.5.5), on déduit (4.5.1).
Remarque 4.5.1. [1/ On a

(K) = {¢ = (1, ¢2) € (H'(Q))*: 6= G = (G1,G)}.

Oh

4172

(4.5.5)

Lemme 4.5.1. [1] Soit ¢ = (¢1, b2) € TI(K) telle que ¢ vérifie la condition (D') suivante

/Q (gfgl(x', z)g—i(:p') + Qgg(l'/, z)j—i(x'))dx'dz =0V € Cy(w).

Alors

061 O\ .,
/Qp (x)<6—xl +8—x2>d:vdz+
oh oh

+ [ @) (G b)) 5+ bl b)) )’ =0,

2

Remarque 4.5.2. Le lemme 4.5.1 implique que

2

ur O — ) ,
Z/Q iz +
+Zz / ) (il (') — i, ha)))de +

/<|¢—s|—|u—s|)dx+fg/(§z ) ara -

=1

. 1 2 8ul* 2 5 ’ ;2 * 1
_\@g/ﬂ<§;(8z) ) d!EdZZ;(fo)i—ui) Vo € B(K),

ot
Y(K)={¢cl(K) : ¢ veérifie la condition (D')}.
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Remarque 4.5.3. Dans [2] R. Bunoui et S. Kesavan ont obtenu le modéle limite suivant :

0 ou* / < %u; / R / *(
52 [h s @)+ 8 T ] = S 2) = V' @), (458)
lorsque
ou*
5, @) #0,

avee frr = (i, f2).

Nous prévoyons dans la suite de nos travauzr de chercher un modéle limite du méme
type que (4.5.8) afin de compléter l'inéquation variationnelle limite (4.5.1) par une autre
équation du type Reynolds, pour pouvoir étudier ['unicité des solutions du probléme limite.
La difficulté qu’on a rencontrée jusqu’a maintenant réside dans le fait qu’on a moins de
liberté dans le choix des fonctions test a cause des conditions aux limites que nous nous
sommes imposées.
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