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@ Soient Xy, ..., X, (i.i.d.) issus d’une densité f (inconnue) sur RY.
@ Probleme : Trouver une fonction f(x) = fo(X; X1, ..., Xn) qui soit

“proche” de f.
I —tolls = [ 1~
— calculable;

@ Critere L;
— interprétable “graphiquement”;
— interprétable en terme de probabilités.

/\f—fn|:25up‘/f—/fn
BeB B B
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Les histogrammes modifiés

@ Soit / un entier et soith = 1/¢,
@ Soit g une densité connue associée a la loi de probabilité vg;
@ SoitP = {Ay,..., A/} une partition de RY telle que vg(A;) = h;
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Les histogrammes modifiés

@ Soit / un entier et soith = 1/¢,
@ Soit g une densité connue associée a la loi de probabilité vg;
@ SoitP = {Ay,..., A/} une partition de RY telle que vg(A;) = h;

fa(x) = [(1 = an)Mn (?(X))

+ an} g(x)
nun(A(x)) +1

] g(x)

ou A(X) = A six € A.
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Un exemple
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Un syteme dynamique
ixons I'échantillon X4, ..., X, et le nombre de classes ¢
%
g 1/99
‘\ //
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— suite ou trajectoire d'estimateurs de f : {BPg}>o.




Un syteme dynamique

Fixons I'échantillon X4, ..., X, et le nombre de classes /.

— suite ou trajectoire d'estimateurs de f : {BPg}>o.

Théoréme (Berlinet et Biau, 2004)

Si / divise n alors la suite de densités {Bfg}pzo est presque srement
stationnaire.
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Une application

@ La densité de référence est un estimateur a noyau : g = g .
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Une application

@ La densité de référence est un estimateur a noyau : g = g .

@ La fenétre est sélectionnée de deux maniéres différentes :

© Méthode Plug-in L.
@ Méthode du double noyau.
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Une application

@ La densité de référence est un estimateur a noyau : g = g .

@ La fenétre est sélectionnée de deux maniéres différentes :
© Méthode Plug-in L.
@ Méthode du double noyau.

@ Choisir un estimateur f, dans la famille d’estimateurs "itérés";

@ Comparer I'estimateur sélectionné a I'estimateur a noyau initial :

If = falla<lIf = Gnnlls ?
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Les densités te
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Figure: Les 9 densités tests.
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Résultats

f Ll(gmhpi) Ll(fn) WIN Ll(gmhdn) Ll(fn) WIN
D1 0.18 0.20 ° 0.21 0.21 °
D2 0.07 0.08 ° 0.17 0.14 °
D3 0.37 0.30 ° 0.34 0.28 °
D4 0.22 0.20 ° 0.22 0.19 °
D5 1.20 0.35 ° 0.46 0.32 °
D6 0.75 0.30 ° 0.36 0.31 °
D7 0.31 0.27 ° 0.40 0.25 °
D8 0.57 0.37 ° 0.28 0.27 °
D9 0.34 0.27 ° 0.46 0.26 °
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Choisir une densité

f
fng, 0 €O —

Etant donné un échantillon
aléatoire Xi,..., Xy issu de f,
trouver le meilleur f, 5, 0 € ©.
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Choisir une densité

fn79, 0 G @

Etant donné un échantillon
aléatoire Xi,..., Xy issu de f,
trouver le meilleur f, 5, 0 € ©.

E{/|fn—f|} <Cc(1+5(n) gQgE{/]fn,g—f]}+Zz(n). }
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La méthode combinatoire (1)

@ Contexte géneral : F=classe d’estimateurs f,y, 0 € ©.

@ Exemples : fenétre de I'estimateur a noyau, pas de
I'histogramme...

@ “Data splitting” : Soit m < n,

X1, Xn_m Xn-m1, - - Xn
N — s —
! !
construction de échantillon de
I'estimateur :f,_m ¢ validation
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La méthode combinatoire (2)

@ Critere de sélection pour une densité f,_m o € F :

/fnm,a - Nm(A)‘ .
A

Ay = sup
AcAg
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La méthode combinatoire (2)

@ Critere de sélection pour une densité f,_m o € F :

Ap = sup / fa-mo — Mm(A)“
A

AcAg

@ Classe de Yatracos :

Ao = {{X : fazmo(X) > fame (X)) : (6,0') € ©7}.
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La méthode combinatoire (2)

@ Critere de sélection pour une densité f,_m o € F :

Ap = sup / fa-mo — Mm(A)"
A

AcAg

@ Classe de Yatracos :

Ao = {{X : fazmo(X) > fame (X)) : (6,0') € ©7}.

@ Lestimateur de la distance minimum :

: 1
Ny < inf Ag + =
6co n
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Théoréme (Devroye et Lugosi, 2001)

Soit f,, I'estimateur de la distance minimum. On a :

E{/|fn—f|} gB()ien(faE{/|fn_m79—f|}+4EA+§,

/f_'um ‘

= Sup
AcAg
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|
g

Théoreme (Devroye et Lugosi, 2001)
Soit f,, I'estimateur de la distance minimum. On a :

E{/|fn—f|} gBaiggE{/Hn_mﬁ—ﬂ}+4EA+§,

ou
s | [1-min)]
AEA@
. log2 S 4,(m) 3
_ < _ - e A SvA —.
E{/|fn f|}_39|2(1;E{/|fn_m79 f|}+8E{ - +n
ou

Sug(m) = ) mXaOéRd Card{{xy,....,xm} NA:Ac Ag}.
1,..., m
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Le modele
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Le modele

0= {(g,Pg),g €G,Pg={A1,..., Al e P, L <1, g(A) = 1/6}. J
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Le modele

fn,0

0= {(g,Pg),g €G,Pg={A1,..., Al e P, L <1, g(A) = 1/6}. J
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Résultats

Ao = {{X : fa_mo(X) > fa_me (X)} : (6,0") € ©2}.
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Résultats

Ao = {{X : fa_mo(X) > fa_me (X)} : (6,0") € ©2}.

Théoréme

S4e(m) < Sp(m)[Sp(m(n —m))]*,
ou

D= {{(x z) e RY xR* :azg(x) —g'(x) >0} : a € R% (g, g)egz}

et Sp(j) est le coefficient de pulvérisation associé a la classe des
ensembles de P.
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Résultats

Corollaire (1)
E{/yfn —fy} gsgiQéE{/yfn_m,g—fy}

log2 + log Sp(m) + 4r log Sp(m(n — m 3
+8\/g gD()mgP(( ))+ﬁ'
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Résultats

Corollaire (1)
E{/yfn —fy} gsgigéE{/yfn_m,@—fy}

log2 + log Sp(m) + 4r log Sp(m(n — m 3
+8\/g gD()mgP(( ))+ﬁ'

G : famille exponentielle en dimension 1.

{ Sp(j) =" +1

Sp(j) < (j + 1)<
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Résultats

Corollaire

Si Sp(j) et Sp(j) sont polynomiaux en j. Alors les choix

n

= — r=n? 0<a<1/2
logn

donnent

{/\fn—f\}<3|nf E{/\fn mg—f\} < 'fga“/2>
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Simulations
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Résultats

L

n=200,m=50,r=16 |

| 9 | Jlng —f1 | Jltngy —fI| fn |

0 0.21 015 | 9.68
92 0.33 030 |12.92
Js 0.17 011 | 7.28
Ja 0.18 010 | 8.28
gs 0.43 040 | 1428
g6 0.23 019 |10.84
g7 0.82 081 | 15.64
Js 0.22 017 | 9.04
Jo 0.24 017 |10.92

[g1o] 022 010 | 8.28 |
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Estimateurs a noyau

Soit Xq,..., X, un échantillon i.i.d. de densité f

f nhz (X_XI)
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Estimateurs a noyau variable

Soit Xq,..., X, un échantillon i.i.d. de densité f

1< 1 X — X
fn(x) = ﬁi; h(x,Xi)K<h(x,Xi))

ot h:RY x RY — (0, 00).
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Estimateurs a noyau variable

Soit Xq,..., X, un échantillon i.i.d. de densité f

1< 1 X — X
fn(x) = ﬁi; h(x,Xi)K<h(x,Xi))

ot h:RY x RY — (0, 00).

Bonnes propriétés :

@ En grande dimension;
@ En terme de vitesses de convergence (réduction du biais);
@ A distance finie pour certaines classes de densités.
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Exemple

k_

— f densité a estimer; — Laborne /8/n;
— fu n tel que hg = argmin, ¢ [ [fan — fl; — minp L1 (fon);

— fn,n(x) POUr une certaine fonction ho(x).

— Ll(fn,ho(x))-
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Le modele

On considere des fenétres de la forme

h(x, X;,0) = o(x, Xi, A) J

avec
@ \eRP
® \ — ¢(X, X, A) polynomiale de degré < ¢.
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Le modele

On considere des fenétres de la forme

j1=1

h(x, Xi, ) Z¢(X Xla)‘jl)lBl( ) J

avec
@ \jj, € RP
@ \j, — (X, Xi, A,j,) polynomiale de degré < /.
(*] Plz{Bl,...,Brll} ePy
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Le modele

On considere des fenétres de la forme

h(x,Xi,0) = ¢(X,Xi,)\jljz)lgjllxgjzz(X,Xi) J

(j1,J2)€d

avec

@ Ay, € RP

@ \j, — o(X,Xi, \j,) polynomiale de degrés < ¢.
o Plz{B%,...,Brll} ePy

o P,={B%....B2} P,

0J={1....rn} x{1,...,r}
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Le modele

On considere des fenétres de la forme

h(X7Xi79): Z ¢(X7Xi7)‘jljg)lBjixszz(X)Xi) J

(j1,J2)€d

avec

@ Ay, € RP

@ )i, — o(X,Xi, \j,) polynomiale de degré < /.
o Plz{BjI_',...,Brll} ePy

o P,={B%....B2} P,

0J={1....rn} x{1,...,r}
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La méthode combinatoire

On utilise la méthode combinatoire pour sélectionner ¢ dans :

©= {(Pb P2,A) :Pr € P1,PrePyAe erer}.
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La méthode combinatoire

On utilise la méthode combinatoire pour sélectionner ¢ dans :

©= {(Pb P2,A) :Pr € P1,PrePyAe errZD}‘

Théoréme

So(m) < (n,m, £, Sp(n))*"?,

ou ¢ est polynomial en ses arguments.
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La méthode combinatoire

On utilise la méthode combinatoire pour sélectionner ¢ dans :

©= {(Pb P2,A) :Pr € P1,PrePyAe errzp}‘

Théoréme

Sae(M) < ¥(n,m,£,Sp(n))""",
ou ¢ est polynomial en ses arguments.

Corollaire
En particulier, le choix m = n/logn donne

E{/|fn—f|}§5(l+0( N )gg(l;E{/Hng—ﬂ} (\/_)

L. Rouviére (Université Montpellier 1) 23/ 36




e Classification de Courbes
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300

“Sh”, uiyu, udcln’ “aO", “aa”.
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Le modele mathématique

@ Soit (X1,Y1),. .., (Xntm, Yn+m) un échantillon de copies
indépendantes du couple (X,Y) € F x {0,1}. Le probléme de la
classification consiste a prédire le label inconnu Y d’une nouvelle
observation X.
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observation X.

@ Le statisticien crée une regle de classification
g:F—{0,1}

qui représente sa prédiction concernant le label de X.
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Le modele mathématique

@ Soit (X1,Y1),. .., (Xntm, Yn+m) un échantillon de copies
indépendantes du couple (X,Y) € F x {0,1}. Le probléme de la
classification consiste a prédire le label inconnu Y d’une nouvelle
observation X.

@ Le statisticien crée une regle de classification
g:F—{0,1}

qui représente sa prédiction concernant le label de X.
@ On définit la probabilité d’erreur pour une régle par

L(g) = P{9(X) #Y}.
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Classification

@ Laregle de Bayes

g*(x):{ 0 siP{Y =0[X =x}>P{Y =1|X =x}

1 sinon,

est optimale au sens ou pour toutes regles g : ¥ — {0,1},

P{g"(X) # Y} <P{g(X) #Y}.
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Classification

@ Laregle de Bayes

o= {0 SIPLY =0X =x} = P{Y =1)X =x}
9 1 1 sinon,

est optimale au sens ou pour toutes regles g : ¥ — {0,1},

P{g"(X) # Y} <P{g(X) #Y}.

@ Le probleme est alors de construire une régle raisonnable § a
partir des observations (X1, Y1), ..., (Xntm, Yn+m) telle que

lim EL() = L*. J
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Classification

@ Laregle de Bayes

o= {0 SIPLY =0X =x} = P{Y =1)X =x}
9 1 1 sinon,

est optimale au sens ou pour toutes regles g : ¥ — {0,1},

P{g"(X) # Y} <P{g(X) #Y}.

@ Le probleme est alors de construire une régle raisonnable § a
partir des observations (X1, Y1), ..., (Xntm, Yn+m) telle que

lim EL() = L*. J

@ En dimension finie : arbres, plus proches voisins, noyau...
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Ondelettes de Daubechies

- W = ° Wo.o ° Wo.1
© Wa . a N ° Wa.s N ° Wa 12

— : ondelette mére
— : bases de Wy
— 1 éléments de la base de W,.
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Réduction de la dimension

@ VoCViCV,C...CVyC...CLy([0,1]);
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Réduction de la dimension

@ VoCViCV,C...CVyC...CLy([0,1]);

@ Les observations X; sont approchées par

2J
Xi(t) = > Xju(t).
=1

L. Rouviére (Université Montpellier 1) 29/ 36



Réduction de la dimension

@ VoCViCV,C...CVyC...CLy([0,1]);

@ Les observations X; sont approchées par

2J
Xi(t) = > Xju(t).
=1

» échantillon d’apprentissage (X1, Y1), ..., (Xn, Yn);
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Un seuillage global

@ Ordonnons les 27 fonctions {v1, ..., } en {¢,, ... , ¥j,, } suivant

n n n
PIRIEED DUEEIES S J
i=1 i=1 i=1
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Un seuillage global

@ Ordonnons les 27 fonctions {v1, ..., } en {¢,, ... , ¥j,, } suivant

n n n
PIRIEED DUEEIES S J
i=1 i=1 i=1

@ Les coefficients d’ondelettes sont rangés a 'aide un seuillage
global suivant la moyenne des carrés des coefficients de
I'échantillon d’apprentissage.
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Un seuillage global

@ Ordonnons les 27 fonctions {v1, ..., } en {¢,, ... , ¥j,, } suivant

n n n
PIRIEED DUEEIES S J
i=1 i=1 i=1

@ Les coefficients d’ondelettes sont rangés a 'aide un seuillage
global suivant la moyenne des carrés des coefficients de
I'échantillon d’apprentissage.

@ On notera
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La procédure

@ Pour chaqued =1,...,27, soit Dﬁ,d) une classe de regles
g@ :RYI x (RY x {0,1})" — {0,1}.
@ Soit Sc(d)(m) le coefficient de pulvérisation associé a cette classe,

et soit S(CJH)(m) le coefficient de pulvérisation de toutes les régles
{g@.d=1,...,2%}.
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La procédure

@ On sélectionne d et g(9) par minimisation de la probabilité d’erreur
empirique basée sur I'échantillon de validation :

’ X3 Yi

L. Rouviére (Université Montpellier 1) 31/36



Théoréme

A * * * 2 d *
E{lnsm(@)} —L* <Lp —L* + E{d L Ln(g >)} i
=1, 9 n

+ o {\/BIOg (4i§n)(2m)) ) } |

+
\/(m/2)log (as8) (2m))
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Corollaire

Si chagque ensemble Dﬁ,J) contient une regle convergente. Si,de plus,

logS®)(2m
lim m=o0, et lim E{gCTn()}:o,

n—oo n—oo

alors

J—o0 N—00

v
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lllustrations

@ W-QDA quand Dﬁ,d) représente une “Analyse discriminante
guadratique” en dimension d.

@ W-NN quand Df]d) contient toute les régles des kppv.

@ W-T quand Dﬁd) contient tous les arbres binaires.

@ W-BOOST lorsque I'on applique 'algorithme “Adaboost” sur les
coefficients sélectionnés;
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lllustrations

@ W-QDA quand Dﬁ,d) représente une “Analyse discriminante
guadratique” en dimension d.

@ W-NN quand Df]d) contient toute les régles des kppv.

@ W-T quand Dﬁd) contient tous les arbres binaires.

@ W-BOOST lorsque I'on applique 'algorithme “Adaboost” sur les
coefficients sélectionnés;

@ F-NN désigne une méthode basée sur les coefficients de Fourier.

@ MPLSR désigne la régression PLS multivariée.
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Reconnaissance vocale

300
“Sh”, “iy", "dC|", “a.O", “aa”.

4509 observations, n=m=250
50 partitions
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Reconnaissance vocale

20 J

=
1Sy
—

0 100 200 300

1717 observations, n=m=250
50 partitions
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Reconnaissance vocale

20

i
o

I,
b
i
U"‘“\N\M’ r‘ W“ w . " »
‘ 'wﬂ”W%MMWWWH
“ao”, “aa

1717 observations, n=m=250
50 partitions

L. Rouviére (Université Montpellier 1)

300

| Méthodes || Erreurs | d |

W-QDA 0.23 19
W-NN 0.21 22
W-T 0.22 9
W-BOOST 0.21 21
F-NN 0.25 42
MPLSR 0.20 5
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Un exemple simulé

r |L 0
0 1 0 1
0 1 o 1

500 observations, n = m = 50,
50 répétitions
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Un exemple simulé

M el [ Méthodes [ Erreurs | d |

’ s } W-QDA 0.08 8

. W-NN 0.12 | 24
' | W-T 0.13 |20

’ b : W-BOOST 0.08 43

0 T F-NN 035 |76
7 MPLSR 044 | 4

500 observations, n = m = 50,
50 répétitions
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© Densité

o [térer les histogrammes modifiés en “grande dimension”;

@ Mise en oeuvre effective sur machines des méthodes
combinatoires;
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© Densité

o [térer les histogrammes modifiés en “grande dimension”;

@ Mise en oeuvre effective sur machines des méthodes
combinatoires;

@ Classification pour des courbes dicrétisées
@ “Design” aléatoire;

@ Obtenir des vitesses;

@ Méthodes a noyau.
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