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Introduction

Depuis quelques années, la fin du progrés technologique pour les circuits
intégrés est annoncée dans les conférences de parallélisme et présentée comme
une des motivations du domaine de recherche en calcul paralléle. Chaque
procédé de gravure des processeurs a ses limites, et les limites physiques pa-
raissent absolues tant que le procédé suivant n’est pas inventé. Aujourd’hui
cette fin tant annoncée n’a toujours pas eu lieu, mais cela ne rend pas le
calcul paralléle inutile, bien au contraire. La démocratisation actuelle de I'in-
formatique, liée & la baisse des prix du matériel (en particulier «l’entrée de
gamme») a mis a la disposition du plus grand nombre une grande puissance
de calcul sous la forme de grappes de processeurs. Cette évolution a rendu
viable le modéle de plate-forme de calcul & bas prix.

Dans la derniére liste des 500 machines de calcul les plus puissantes pu-
bliée en novembre 2003 (voir [Top500]) 52 machines sont inscrites sous la dé-
nomination de «réseaux de stations de travaily (NOW - networks of worksta-
tions) et 123 machines sont des clusters vendus par des grands constructeurs
comme IBM, HP ou Dell. Les courbes fournies sur le site web de ’organisa-
tion Top500 [Top500] montrent que sur les 5 derniers classements ce nombre
de clusters double a peu prés chaque année.

Ce changement de paysage du calcul paralléle a créé une nouvelle de-
mande d’algorithmes spécifiques pour tirer le meilleur parti de ces archi-
tectures. Pour concevoir ces algorithmes et démontrer leur efficacité, il faut
s’appuyer sur des modéles qui tentent de décrire fidélement le comportement
réel des machines tout en restant suffisamment simples & manipuler.

Modéles

Les problémes qui apparaissent avec ce nouveau type de plates-formes
sont en fait des problémes de gestion efficace de ressources. Il s’agit de déter-
miner le placement des calculs et des données sur une architecture répartie,
ainsi que le déroulement dans le temps de I'exécution des programmes paral-
léles. Ces problémes d’ordonnancement sont étudiés depuis longtemps déja,
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mais les caractéristiques des nouvelles grilles de calcul (résilience, hiérarchie,
hétérogénéité) sont trés différentes de celles des super-calculateurs dédiés du
siécle dernier, d’oui la nécessité d’élaborer de nouveaux modéles et de nou-
veaux algorithmes.

Pour une premiére introduction au domaine du parallélisme, plusieurs
livres en frangais sont disponibles comme par exemple [CT93, LR03, MJT04|.

Modéles classiques

On distingue généralement trois niveaux de modéles :

— Les modeéles d’architecture

— Les modeles de calcul

— Les modéles de programmation

Les modéles d’architecture tentent de représenter mathématiquement le
plus fidélement possible le comportement global d’une plate-forme a I’aide de
quelques parameétres. Les modéles de calcul se situent plus loin dans 1’abstrac-
tion et prennent en compte certains aspects de la gestion des ressources (pré-
emption, duplication, etc.). Les modéles de programmation sont utilisés pour
exprimer le parallélisme des applications de la fagon la plus précise possible
pour en tirer le maximum de profit lors du déploiement de ces applications.
La séparation entre ces trois niveaux de modéles est floue, les modéles de cal-
cul pouvant aussi bien étre également des modéles d’architecture (comme les
PRAM [FW78],LogP [CKP*96]) ou des modéles de programmation (comme
BSP [Val90)).

Les modeéles étudiés dans cette thése sont des modeles de calcul. Ces
modeéles récents, ainsi que les problémes que j’ai étudié dans ces modéles, ont
tous pour ancétre le probléme suivant, posé dans le modéle multiprocesseurs
le plus simple qui soit [U175].

Définition 1 On dispose de m machines identiques, reliées entre elles de
facon compléte par un réseau tellement rapide que les communications ont un
temps nul. 1l s’agit d’ordonnancer en un temps minimum sur cette machine
un graphe G = (V, E) de tdaches identiques de temps d’exécution 1 reliées
entre elles par des relations de précédence®.

En notant o(i) la date de début d’exécution de la tdche i, il s’agit de
déterminer pour toutes les tdaches une date de début d’exécution telle que :

1. pour tout j, |{i/o(i) =j} <m
2. pour tout e = (i,j7) € E, o(i) + 1 < o(j)

3. max; o (i) soit le plus petit possible

3Cette représentation des applications est utilisée depuis les années 70 [CD73].

Pierre-Francois DuTOT 11 octobre 2004
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La premiére condition est qu’a chaque instant au plus m machines sont
utilisées, la deuxiéme indique que les relations de précédence doivent étre
vérifiées, et la derniere est ’objectif sur la longueur de I’ordonnancement. Ce
probléme d’apparence simple est en fait complexe & résoudre. Si m est une
des entrées du probléme, alors il est NP-dur au sens fort [Ull75], tandis que
si m est fixé la complexité reste inconnue.

Le modéle délai étend ce modéle en rajoutant des temps de communica-
tions entre les taches n’ayant pas lieu sur les mémes processeurs. Les taches
peuvent également avoir des temps d’exécution quelconques, ainsi que des
temps de communications quelconques. L’évolution suivante du modéle est
de considérer des processeurs ayant des vitesses différentes, le temps de calcul
d’une tache sur un processeur étant alors le rapport entre le temps nominal
de la tache et la vitesse du processeur. Certaines études portent également
sur les processeurs non liés, ou chaque tache a un temps d’exécution qui
dépend du processeur sur lequel elle est exécutée.

Les temps de communications ont aussi fait I’objet d’études plus raffinées
avec le modéle LogP par exemple, ot I’on introduit les notions de latence, de
surcotit et de gap (écart entre deux communications). Une étude intéressante
sur plusieurs modéles est celle de Bampis et al. [BGTI7].

Tous ces raffinements successifs du modéle de base visent & se rappro-
cher du comportement réel des machines. Mais la conception d’un modéle
universel qui resterait utilisable par les théoriciens est un graal qui semble
maintenant abandonné. Il parait difficile d’adapter le modéle classique aux
nouvelles caractéristiques des supports d’exécution. Ces nouveaux supports
ont besoin de nouveaux modéles qui leur soient propres, et c’est dans cet
esprit qu’ont été concus et utilisés les deux modéles suivants.

Modéle des taches malléables

Le modéle des taches malléables [TWY92] a été créé pour séparer deux
problémes difficiles : d’une part la parallélisation fine au niveau de l’ins-
truction, et d’autre part une parallélisation plus large au niveau supérieur,
c’est-a-dire au niveau des fonctions ou méme des programmes. Les taches
malléables sont donc des boites noires renfermant des procédures ou des pro-
grammes paralléles qui ont été traités individuellement et qu’il faut agencer
sur une machine paralléle, ou une grille d’ordinateurs. La différence entre
les taches malléables et les taches paralléles (qui sont également des taches
pouvant s’exécuter sur plusieurs processeurs) réside dans le choix du nombre
de processeurs a réserver aux taches. Dans le cadre des taches paralléles clas-
siques ce nombre est déterminé par 'utilisateur, tandis que pour les taches
malléables c’est ’ordonnanceur qui doit déterminer 'allocation des taches.

Pierre-Francois DUTOT 11 octobre 2004
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Pour un apercu des travaux existants sur le modéle des taches paralléles,
nous conseillons [Dro96| et [Dro04b].

Les communications & grain fin sont donc implicitement incluses dans le
temps d’exécution des taches, et les communications entre les taches elles-
mémes sont supposées suffisamment petites pour pouvoir étre négligées dans
une premiére approche. Le temps d’exécution des taches suivant le nombre
de processeurs alloués peut étre déterminé soit théoriquement par analyse du
code et du graphe de tache généré, soit plus pragmatiquement en analysant
les traces d’exécution des programmes soumis a une grille de calcul [FR95|.

Depuis les tout premiers articles [TWY92| dans lesquels le modéle ap-
parait, les différents groupes travaillant sur le sujet se sont surtout attachés
soit & produire des heuristiques pour ordonnancer rapidement, en fournis-
sant des garanties par rapport a une minoration de I'ordonnancement opti-
mal [MRT99| (la plus récente pour les taches indépendantes étant de 3/2),
soit, a donner des schémas d’approximations polynomiaux inapplicables pour
les cas réels [JP02].

Les résultats les plus récents portent sur les problémes avec contraintes de
précédence [LTWO01, LM00|. La encore on a des garanties sur le rapport entre
I'optimal et ’ordonnancement calculé par une heuristique (soit un rapport de
% + ¢ dans le cadre des arbres et des graphes séries/paralléles). Le modéle
des chaines de taches est important & maitriser car il représente bien 1’exé-
cution séquentielle d’un programme qui comporte des blocs d’instructions
parallélisables. Plusieurs ouvrages reviennent sur I’ensemble des résultats du
domaine, comme par exemple [Lud95| ou plus récemment [MT02].

Le modéle général des taches malléables est actuellement utilisé pour
paralléliser des applications réelles [BDMT99|, de méme que le modéle plus
restreint des taches identiques par phases [DK99].

Notre premier objectif ici est de cerner la frontiére qui existe entre les pro-
blémes simples que I’on peut résoudre en temps polynomial, et les problémes
plus complexes qui appartiennent & la classe des problémes NP-difficiles au
sens fort. La maitrise de cette frontiére permet de renforcer la légitimité des
algorithmes d’approximation présentés dans la littérature.

Les problémes étant souvent difficiles, le deuxiéme objectif est de four-
nir des heuristiques sur deux problémes précis : I'ordonnancement sur une
architecture hiérarchique et 'ordonnancement bi-critére.

Modéle des taches divisibles

Le modéle des taches divisibles a été créé pour modéliser le comportement
d’applications ayant un trés fort degré de parallélisme [CR88]. Par exemple,
la recherche d’un mot dans une base de données peut étre effectuée par

Pierre-Francois DuTOT 11 octobre 2004
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plusieurs processeurs en méme temps, chaque processeur ayant accés a une
partie de la base de données. Le partage de la charge de travail dans cet
exemple se fait & un niveau de granularité trés fin, en effet I'unité de base est
le mot alors que la base de données en contient en général plusieurs millions.
Ce type de comportement existe aussi pour beaucoup d’autres applications,
comme l’analyse de données [SETI|, la recherche des nombres premiers de
Mersenne |[Mers| ou des applications de bio-informatique comme ’étude du
protéome [Dec| ou du repliement des protéines [Fold].

Les projets grand public cités ci-dessus utilisent actuellement la puis-
sance de calcul fourni gracieusement par des volontaires par I'intermédiaire
du réseau internet, sans utiliser d’algorithme évolué pour le placement des
taches. L’étude du déploiement de telles applications sur des grilles de calcul
hétérogénes reste cependant un sujet intéressant. En effet de nombreuses ap-
plications peuvent étre écrites de cette fagon et elles ne peuvent pas toutes
bénéficier de la publicité qu’ont eu les premiéres applications (donc elles ne
peuvent attirer autant de participants bénévoles).

Dans le modéle général, le travail a effectuer est un volume de calculs qui
peut étre partitionné et distribué entre les processeurs de n’importe quelle
fagon. Le temps de calcul sur chaque processeur dépend linéairement de la
taille du morceau qui lui est attribué et de sa vitesse, et similairement le
temps de communication entre deux processeurs dépend linéairement du vo-
lume transmis ainsi que de la vitesse du lien. Il existe plusieurs sites qui
regroupent des informations sur le domaine, ainsi qu’une bibliographie com-
pléte. Je conseille en particulier les sites de Maciej Drozdowski [Dro04al et
de Tom Robertazzi [Rob04].

Pour une premiére approche du sujet, je me suis concentré sur le cas
particulier ou le travail ne peut étre partagé qu’en blocs de tailles égales
(appelés taches unitaires). Les ordonnancements optimaux pour le probléme
des taches unitaires sont des approximations des ordonnancements généraux.
En augmentant le nombre de taches unitaires on peut théoriquement se rap-
procher aussi prés que ’on veut d’'un ordonnancement optimal général, au
prix d’un temps de calcul rapidement prohibitif. I’étude des taches unitaires
permet toutefois d’avoir des algorithmes d’approximation pour le cas général
et de fixer des bornes de complexité.

Contributions
Le théme principal de ce travail a donc été ’étude de la gestion efficace de

ressources, et en plus particulier 'ordonnancement de taches sur des plate-
formes paralléles. Dans ce domaine encore trés vaste, je me suis concentré sur
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I’étude de deux modeéles récents et prometteurs que sont les taches malléables
et le paradigme maitre-esclave. Ce document est donc organisé en deux par-
ties, la premiére aborde I’étude du modéle des taches malléables, tandis que
la seconde est centrée sur le modéle des taches divisibles.

L’architecture de la premiére partie correspond globalement a 1’ordre
naturel qui va des problémes les plus simples que j’ai rencontré en début de
thése jusqu’aux résultats les plus récents. Le premier chapitre présente une
introduction au modeéle, ainsi qu’aux différentes techniques de preuves utiles
dans le cadre des taches malléables.

Le deuxiéme chapitre est un premier regard sur les aspects les plus simples
du modéle qui avaient jusqu’a présent été négligés par les précédents travaux.
Les résultats portent sur la complexité du modéle en général et sur un cas par-
ticulier oul toutes les taches sont identiques et doivent s’exécuter par phases®.
Ces travaux ont fait I'objet d’une publication [Dut02a| aux 14° Rencontres
francophones du Parallélisme en 2002.

Le troisiéme chapitre est le plus proche de mon sujet de thése original
«Ordonnancement Hiérarchique». Il porte sur I’étude de I'ordonnancement
des taches malléables sur des processeurs ayant deux niveaux de communi-
cations. Pour les architectures les plus courantes, un algorithme efficace et
garanti est donné. Cet algorithme [DTO01] a été présenté a la 13° conférence
SPAA (Symposium on Parallel Algorithms and Architectures) en 2001.

Le quatriéme chapitre de cette partie présente les travaux les plus récents
de cette thése. Les contacts fréquents avec d’autres chercheurs du laboratoire
ayant a leur charge ’administration de grilles de calcul a conduit & une ré-
flexion sur les critéres d’évaluation de nos algorithmes, ainsi qu’a la produc-
tion d’algorithmes plus polyvalents qui optimisent simultanément plusieurs
critéres. La famille d’algorithmes présentés dans ce chapitre a fait 1'objet
d’un article [DT| actuellement soumis au journal Algorithmica. Un article
lié & cette thématique a été accepté pour publication dans la 16° conférence
SPAA [DEMTO04|, mais n’est pas reproduit ici. La principale différence entre
les deux articles est le parti pris de départ. Dans l'article d’Algorithmica
nous avons choisi de chercher des heuristiques garanties et de démontrer les
valeurs des facteurs d’approximation, tandis que dans l'article de SPAA les
algorithmes sont congus pour étre les plus efficaces et rapides possible dans
le cas général en sacrifiant les garanties sur les cas pathologiques qui n’appa-
raissent pas dans l’utilisation normale d’une plate-forme de calcul.

La deuxiéme partie s’intéresse au modéle maitre-esclave, qui permet
d’étudier une autre classe d’applications, c’est-a-dire les applications forte-

4Les définitions sont données dans le premier chapitre.
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ment paralléles ou paramétriques. Cette partie est présentée de facon chro-
nologique, puisque c’est également le cheminement le plus naturel.

Le premier chapitre décrit un algorithme pour un réseau hétérogéne
simple : les chaines de processeurs. Sur cette topologie, un algorithme op-
timal en temps polynomial existe. Cet algorithme a été présenté a 1’école
thématique sur la Globalisation des Ressources Informatiques et des Don-
nées |Dut02b| en décembre 2002.

Dans le chapitre suivant la topologie est légérement plus complexe, dans
le but (avoué) d’approcher les arbres. Cette topologie est celle des pieuvres,
c’est-a-dire d’un ensemble de chaines reliées au méme noeud maitre. Il y
a ici aussi un algorithme optimal en temps polynomial, qui a fait I'objet
d’une publication & IPDPS (International Parallel and Distributed Processing
Symposium) en avril 2003.

Enfin le dernier chapitre de cette partie montre que pour une topologie
plus complexe, le probléme devient difficile & résoudre. En effet le probléme
de I'ordonnancement de taches identiques en maitre-esclave sur un arbre de
processeurs est NP-dur au sens fort. Cette preuve [Dut04] est parue dans le
journal EJOR (European Journal of Operational Research).
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Premiére partie

Taches Malléables






Chapitre 1

Introduction

1.1 Modéle des taches malléables

Le modeéle des taches malléables tel qu’il a été introduit par Turek, Wolf
et Yu [TWY92] repose sur les hypothéses suivantes. Une téche i peut étre
allouée sur un nombre quelconque p(i) de processeurs. Son temps d’exécution
ti(p(i)) dépend du nombre de processeurs sur lesquels elle est allouée. Cette
allocation est exclusive, c’est-a-dire qu’un processeur ne peut travailler que
sur une tache a la fois.

Dans le cadre de ce travail, les taches ne peuvent pas étre préemptées,
c’est-a-dire que ’exécution d’une tache se déroule sans interruption sur tous
les processeurs qui lui ont été alloués de fagon exclusive. La préemption seule
est rarement considérée en ce qui concerne les taches malléables. Le modéle
des taches modelables est proche du modéle des taches malléables, et prend
en compte la préemption en permettant également le redéploiement, c’est-
a-dire le changement de 1’ensemble des processeurs exécutant la tache. Le
chapitre [DMT04| aborde plusieurs problémes d’ordonnancement dans les
deux modéles.

Une hypothése fréquemment admise dans les travaux sur les taches mal-
léables (comme par exemple [MRT99, LTWO01]) est que les taches sont mono-
tones. Le temps d’exécution est alors une fonction décroissante du nombre de
processeurs, et le travail total W;(p(i)) (produit du nombre de processeurs al-
loués & une tache par son temps d’exécution) est alors une fonction croissante
du nombre de processeurs, ce qui est conforme au comportement général des
applications paralléles jusqu’a un certain point. Au delad de ce seuil ou le
temps d’exécution devient fortement lié aux temps de synchronisations et de
communications, il suffit de laisser un certain nombre de processeurs inactifs
pour garder le meilleur temps d’exécution possible.
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Définition 2 Hypothése de monotonie
Une tache i est dite monotone si son temps d’exécution t;(j) vérifie les inéga-
lités suivantes pour tout 7 < m, ot m est le nombre de processeurs disponible.

ti(j) > t(j+1)
Jxti(j) =Wi(j) < Wi(j+1)

Pour la suite, il est utile de définir deux types de tache ayant des profils
complétement opposés (voir figure 1.1) :

Définition 3 Totalement malléable
On dit d’une tdche qu’elle est totalement malléable si son travail ne dépend
pas du nombre de processeurs qui lui sont alloués.

Vi Wi(j) = Wi(j + 1)

Définition 4 Séquentielle
On dit d’une tiche qu’elle est séquentielle si son temps d’exécution ne dépend
pas du nombre de processeurs qui lui sont alloués.

Vi ti(j) = t:(j + 1)

temps
1 processeur | | \ |
1 1
2precssaurs || ]
1/2 1
3 processeurs
1/3 1

FIG. 1.1 — A gauche une tache totalement malléable, & droite une séquentielle

1.2 Ordonnancement par phases

Dans la suite nous aurons besoin d’introduire le concept d’ordonnance-
ment par phases (voir figure 1.2). Il s’agit en fait de coordonner 1’exécution
des taches pour faciliter la gestion du systéme. Les taches étant identiques,
elles peuvent étre groupées en phases, toutes les taches d’une phase ayant
leur début d’exécution synchronisé. Si les taches ont la méme allocation elles
ont le méme temps d’exécution, donc elles finiront toutes en méme temps.
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Cette synchronisation est nécessaire dans certains modéles comme le mo-
dele BSP [Val90|, ou les calculs locaux et les phases de communication sont
séparés, les programmes étant découpés en phases (généralement appelées
«Super Stepy ). Ici le découpage calcul /communication n’est pas aussi absolu
puisqu’il y a des communications a 'intérieur des taches malléables. Mais les
taches étant identiques et synchronisées au début, on peut synchroniser les
super steps des taches entre elles.

Définition 5 Ordonnancement par phases

Un ordonnancement est dit “par phases” s’il y a une partition des tiches en
groupes telles que pour toutes les tdches d’un groupe [’exécution commence
au méme instant, et que deux tdiches appartenant a des groupes différents ne
peuvent pas s’exécuter en méme temps.

temps

9 77 7

F1aG. 1.2 — Une suite de phases avec successivement 1, 2, 3, 4 et 9 taches

On peut exhiber quelques exemples pour lesquels la contrainte de I’ordon-
nancement par phases fait augmenter le temps de ’'ordonnancement optimal.
Le plus grand écart que 'on ait constaté est de 3/2 pour 'exemple décrit
dans la figure 1.3. Il s’agit de deux chaines, I'une de taille 2 et ’autre de taille
1. Les taches sont toutes identiques, de longueur 1 sur 1 processeur, et de
longueur 1/2 sur deux et sur trois processeurs. Le nombre total de proces-
seurs est de trois. Il semblerait' que cette valeur de 3/2 est 1’écart maximum
possible dans le cas des chaines.

1.3 Allocation minimale de temps ¢

L’allocation minimale de temps t de la tache ¢ (appelée allocation cano-
nique dans la thése de Grégory Mounié [Mou00]) est I’allocation ayant le plus

1 Ce probléme est encore ouvert 4 ma connaissance.
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1 1
2 2 -
3 T 3
1 3/2

FiGc. 1.3 — Ordonnancement sans la contrainte de phase et avec cette
contrainte

petit nombre de processeurs telle que le temps d’exécution de la tache t;(j)
soit inférieur ou égal & t. On notera cette allocation p;(i).

Cette valeur n’est définie que quand ¢ est plus grand que le temps d’exé-
cution de la tache sur toute la machine c’est-a-dire quand ¢ > t;(m), m étant
le nombre de processeurs de la machine.

Quand les taches sont monotones, on peut montrer la propriété suivante
sur le temps d’exécution dans ’allocation minimale de temps ¢.

Propriété 1 Pour tout t tel que p,(i) est défini et différent de 1, on a :

pe(i) — 1

(@)

ti(pi(2)) >

En effet si ’allocation est minimale et plus grande que 1, alors en enlevant
un processeur a la tache, son temps devient plus grand (strictement) que t.
Le travail étant croissant avec le nombre de processeurs alloués, on a :

Wi(pe(i)) > Wilpe(i) — 1)
ti(pe(1)) x pe(i) > ti(pe(i) — 1) X (pe(i) — 1)
ti(pe(i)) x pe(i) > U x (pe(d) — 1)

Une simple division donne alors le résultat énoncé. On peut remarquer que le
résultat reste vrai si I’allocation minimale est réduite & un processeur puisque
la propriété dans ce cas particulier traduit juste que le temps d’exécution sur
un processeur est non nul?.

211 arrive qu’il soit théoriquement intéressant de considérer des taches de temps d’exé-
cution nul. Ce n’est pas le cas ici puisque les taches sont soit indépendantes soit identiques.
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1.4 Techniques de preuve

Certaines techniques de preuve revenant réguliérement dans cette partie
sont présentées ici en détail. Examinons d’abord les preuves de garanties de
performance.

La performance d’'un algorithme d’ordonnancement sur un ensemble de
taches est le rapport entre la valeur du critére optimisé par 1’algorithme et
la meilleure valeur possible de ce critére pour I’ensemble de taches considéré.
Par exemple pour le makespan un algorithme qui finit toutes les taches en 20
unités de temps quand I'optimal est 10 unités de temps a une performance de
2. De fagon plus générale, on parle de garantie de performance, c’est-a-dire
de la performance que I'on est siir d’avoir avec un algorithme sur I’ensemble
(généralement infini) des instances possibles.

La comparaison avec un ordonnancement optimal est compliquée par le
fait que bien souvent connaitre la valeur de cet optimal est déja en soi un
probléme difficile. La comparaison est alors effectuée par rapport a une valeur
que l'on sait inférieure & 'optimal. Si 'on a un algorithme qui obtient pour
le critére considéré une valeur qui est le double d’une valeur inférieure a
I’optimal, on est & moins de deux fois I’optimal.

Dans les preuves sur les ordonnancements de taches multiprocesseurs
indépendantes, les deux bornes inférieures classiques pour le makespan sont :

— Le temps de la tache la plus longue3.

— Le travail moyen effectué par les processeurs.

Pour les taches malléables, ces deux valeurs dépendent évidemment de
I’allocation choisie pour les taches. A allocation fixée, elle restent utilisables.
Sinon on considére ’allocation qui minimise la valeur de la borne, c’est-a-dire
I’allocation sur toute la machine pour chaque tache pour le temps de la tache
la plus longue et ’allocation sur un processeur pour le travail moyen.

1.5 Approximation duale

Une technique récente et particuliérement intéressante pour obtenir des
algorithmes d’approximation garantis est la méthode d’approximation duale
introduite par Hochbaum et Shmoys [HS87].

Un algorithme de p-approximation duale est un algorithme qui prend
une valeur ¢ et rend soit un ordonnancement de durée au plus pt si ¢ est plus
petit que 'optimal, soit une erreur si ¢ est plus grand que 'optimal. Avec un

3Quand les taches sont liées par des relations de précédence, on utilise la longueur du
plus long chemin dans le graphe de précédence.
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algorithme de p-approximation, on peut effectuer une recherche dichotomique
sur t pour approcher ’optimal aussi prés que ’on veut.

Soit n le nombre de taches. Le temps total d’exécution sur un processeur
et le temps moyen d’exécution sur un processeur donnent deux bornes (une
inférieure et une supérieure) du makespan séparées au plus de n. En log,(n)+s
étapes, on se trouve donc a moins de 1 4 27° de 'optimal.

Dans le cas de 'approximation duale, la connaissance de ¢ permet de
borner le travail effectué par 'optimal. Si ¢ est plus grand que l'optimal,
toutes les taches ordonnancées par 'optimal ont une allocation supérieure
ou égale a p,(7), p¢(i) étant 1’allocation minimale pour la tache i en temps ¢.
Donc le travail total (W*) fait par 'optimal est au moins :

W > Z (ti(pe(2)) x pu(i))

Une borne supérieure est également disponible, puisque le travail total
de l'optimal est effectué dans le diagramme de Gantt dans un rectangle de
taille m par t.

W*<mxt

On peut donc complétement encadrer la valeur du travail total.

Propriété 2
D (tilp(@) X pili)) <W* <m xt

i

Cette propriété illustre bien une des deux bornes inférieures décrites ci-
dessus. En divisant les deux termes de gauches par m on retrouve que le
temps d’exécution moyen (W*/m) est inférieur au temps de I'ordonnance-
ment optimal (¢). L’autre borne revient a écrire que ¢ est plus grand que le
plus grand des t;(p;(7)), ce qui ici est trivial par définition de p; (7).

1.6 Discussion géométrique sur les ordonnan-
cements

A premiére vue, une fois I’allocation choisie, le modeéle des taches mal-
léable devient trés proche du probléme de «Strip packing», c’est-a-dire du
pavage de rectangle par des rectangles orientés. Ce probléme étudié de-
puis les années 80 [BCRS80|, est encore aujourd’hui I'objet de nombreuses
études [LMMO2].
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O 0T
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F1G. 1.4 — Allocation optimale et non contigué.

Dans cette section nous allons montrer qu’il existe des instances pour
lesquelles il n’est pas possible de trouver une représentation telle que chaque
tache soit représentée par un unique rectangle dans le diagramme de Gantt.

La figure 1.4 montre le diagramme de Gantt d’un ordonnancement opti-
mal pour I'instance composée des huit taches décrites dans le tableau 1.6 a
ordonnancer sur quatre processeurs.

Tache | 1 |2 | 3|4 (5|6 7] 8
lproc. |13 |18 20 (22|66 |12| 3
2proc. |13 |18 120|223 |3 | 6 | 1.5
dproc. |13 |18 1202223 | 6 | 1
dproc. |13 |18 1202223 | 6 | 1

TAB. 1.1 — Temps d’exécution des huit taches de la figure 1.4

On peut facilement vérifier que ces taches sont monotones (leur temps
décroit et leur surface croit quand le nombre de processeurs augmente). La
surface totale minimale est la somme des nombres de la premiére ligne (100).
Cette valeur divisée par le nombre de processeurs disponibles (4) donne une
borne inférieure au temps optimal de complétion des taches (25). Ce temps
est atteint avec ’ordonnancement présenté dans la figure 1.4, ou la tache 8
est allouée sur les processeurs a, c et d.

Nous allons maintenant démontrer qu’il n’y a pas pour cette instance
d’ordonnancement contigu qui finisse en 25 unités de temps. On peut déja
constater que permuter les processeurs dans le diagramme de Gantt ne résout
pas le probléme.

Regardons d’abord quelles sont les allocations possibles pour les 8 taches.
Le profil des taches 1 & 4 est tel que ces taches doivent étre effectuées sur
un seul processeur. Elles sont également trop longues pour que deux d’entre
elles soient exécutées I'une & la suite de 'autre sur un processeur. Numérotons
donc les processeurs en fonction de la tache séquentielle qui leur est allouée
(processeur 1 pour la tiche 1 et ainsi de suite). Le temps libre restant dans
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la limite des 25 unités de temps est de 12 unités de temps pour le processeur
1, 7 pour le processeur 2, 5 pour le 3 et 3 pour le 4.

La tache 7 étant la plus grande de celles qu’il reste & allouer, c’est un

bon point de départ pour une étude de cas.

— Si la tache 7 est faite séquentiellement, la seule allocation possible fait
qu’elle occupe tout le temps libre du processeur 1, ce qui laisse les
processeurs 2, 3 et 4 avec respectivement 7, 5 et 3 unités de temps
libre. La seule facon de faire 5 avec les temps d’exécution des taches
restantes est de mettre la tache 5 sur trois processeurs et la tache 6 sur
deux, ce qui laisse pour les trois processeurs 2, 3 et 4 un temps libre de
2, 0 et 1. La huitiéme tache ne peut donc pas étre allouée correctement.

— Si la tache 7 est faite sur plusieurs processeurs, son profil interdit d’en
utiliser plus que deux (sinon le travail total augmenterait). Les seuls
processeurs ayant assez de temps libre sont donc les processeurs 1 et
2, ce qui laisse aprés allocation de la tache un temps libre de 6, 1, 5 et
3 unités de temps.

La seule fagon de remplir le processeur 2 est d’allouer la tache 8 sur
trois processeurs. Ce qui laisse trois possibilités pour le temps libre
restant sur les quatre processeurs :

-5,0,4et3

- 5,0,5et 2

- 6,0,4et 2

Avec seulement deux taches, seul le cas 5, 0, 5 et 2 peut étre parfaite-
ment rempli. La tache 5 étant alors allouée sur trois processeurs et la
tache 6 sur les processeurs 1 et 3.

1 5 6 c
2 ! 8 d
3 6 b
4 [ ° a

Fi1G. 1.5 — La seule allocation possible.

L’allocation du seul cas possible est décrit dans la figure 1.5. Cette fi-
gure représente juste l'allocation et pas les ordonnancements qui peuvent en
résulter. Les taches sont représentées sur les processeurs sur lesquels elles
sont allouées. Les numéros sur la gauche de la figure sont les numéros des
processeurs utilisés dans la discussion précédente. Les lettres a droite de la
figure indiquent comment cette allocation correspond a ’ordonnancement de
la figure 1.4. Comme nous ’avons dit précédemment, aucune permutation
des processeurs ne peut rendre cette allocation contigué. Il n’y a donc pas
d’allocation contigué qui soit optimale pour cette instance particuliére.
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Chapitre 2

Complexité

Dans ce chapitre, nous allons aborder une premiére série de problémes
d’ordonnancement pour les tiches malléables. Ces problémes relativement
simples permettent de se familiariser avec les taches malléables. Dans tout le
chapitre il s’agit d’ordonnancer des taches malléables pour minimiser le temps
total d’exécution (makespan), d’abord pour des taches identiques avec des
relations de précédence sous forme de chaines, puis pour des taches identiques
avec des relations de précédence quelconques et enfin pour des chaines de
taches quelconques.

2.1 Chaines de taches identiques par phases

L’algorithme que nous allons décrire pour les chaines est dérivé de 1’al-
gorithme que 1'on utilise dans le cas de tiches indépendantes [Dec00]. Cet
algorithme utilise la programmation dynamique pour diminuer le coit et
s’exécuter en temps polynomial. Dans toute la suite de ce chapitre, nous
noterons m le nombre total de processeurs.

Dans le cas de taches indépendantes, 1’algorithme optimal est le suivant :

On calcule 'ordonnancement optimal pour n taches grace aux or-
donnancements que 1’on connait pour un nombre de taches compris
entre n—1 et n—m (m étant le nombre maximum de taches dans une
phase, une par processeur). Dans chaque cas on ajoute une phase
contenant le nombre nécessaire de taches aux ordonnancements pré-
cédents, et I’on ne garde pour la solution que I'ordonnancement le
plus intéressant. On itére ensuite ce procédé jusqu’a atteindre le
nombre de taches souhaité.
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Dans le cas des chaines, une tache de chaque chaine au plus peut étre
mise dans chaque phase, et donc chaque phase ne peut contenir plus de
taches qu’il n'y a de chaines. Cela nous donne une limite sur le nombre
d’ordonnancements précédents a considérer qui peut étre plus petite que
m. Il faut également garder pour chaque étape en mémoire quelles sont les
longueurs de chaines qui restent a ordonnancer.

Dans I’algorithme décrit ci-dessous, on notera S; I’ensemble des phases
utilisées pour l’ordonnancement de I’étape i (c’est-a-dire des ¢ premiéres
taches considérées). Chaque phase dans S; est représentée par le nombre
de taches qu’elle contient. Par exemple S; = {3,1} signifie qu’on ordon-
nance 4 taches par une phase contenant trois taches suivie d’une phase n’en
contenant qu'une. En particulier on a toujours Sy = () et S; = {1}. Sy est
suivant les cas égal & {1,1} ou {2}, c’est-a-dire soit deux phases 'une a la
suite de ’autre contenant une tiche chacune, soit une seule phase contenant
deux taches. On notera P; I’ensemble de chaines restant & ordonnancer apreés
I’étape i. Chaque chaine peut également étre uniquement représentée par le
nombre de taches qui la composent. Ainsi, P, est I’ensemble initial de chaines
et P est déduit du précédent en réduisant d’un le plus grand nombre (une
tache a été prise sur la chaine la plus longue). | P;| est le nombre de chaines a
I’étape i. On note enfin par | la concaténation d’ensembles, et ¢(.5;) la somme
des temps de chaque phase composant la suite de phases contenues dans S;,
c’est-a-dire, le temps total d’exécution des ¢ taches ordonnancées selon cette
suite de phases. On pose par convention que si S; n’est pas défini, ¢(.S;) est
égal a +o0.

La fonction Réduire( Py, ) utilisée ci-dessous enléve une tache aux ¢ plus
grandes chaines de P.

Entrée : fonction t(), P,
On initialise S, & 0
Pour j = 1 & n faire

S; est indéfini

Pour i = 1 & min(j,m) faire

Si |Pj_;| > i alors
Si t(S;) > t(S;—i|{i}) alors
Sj = Sj-il{i}

P;=Réduire(P;_;,1)

Afficher S,.

La concaténation du singleton {i} a S;_; dans I’algorithme correspond a la
création d’'une nouvelle phase contenant ¢ taches et rajoutée a la suite de
phases S;_;.
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Il nous reste donc a prouver que le résultat de cet algorithme est bien un
ordonnancement optimal pour le probléme des chaines de taches identiques.

Théoréme 1 Le résultat de [’algorithme est un ordonnancement optimal
pour le probléeme des chaines de tdches identiques par phases.

Preuve. La preuve se fait par induction sur le nombre de taches de 1’ordon-
nancement. Soit P™ un ensemble de chaines ayant n tiches au total, et S%.,
un ordonnancement optimal pour P" taches. Soit P"~/ I’ensemble de chaines
déduit du précédent en enlevant les taches contenues par la derniére phase
de Sh.. Ces taches sont nécessairement indépendantes et sans successeurs,
ce sont les derniéres de quelques chaines.

On peut montrer que ’ordonnancement obtenu en enlevant la derniére
phase Sp. — {j} est un ordonnancement équivalent a S}, ;. En effet, si
I'optimal S7,,_; était plus petit, alors nous pourrions reconstruire un ordon-
nancement pour P" plus petit que 'optimal S}., ce qui est absurde.

Par hypotheése d’induction, notre algorithme calcule un ordonnancement
optimal pour P"~7. Sur I'entrée P", a la phase n — j, P} ; contient j taches
finales, puisque ce sont les taches qui ont la plus petite priorité. Avec quelques
échanges simples on peut garantir que les j taches restantes sont les mémes
que celles que 'on a retirées a Sp,.

La derniére constatation a faire est que le résultat de l'algorithme a
I’étape n — j sur l'entrée P" est identique au résultat rendu avec ’entrée
P"=3. Allonger certaines chaines d’une tache revient juste a leur donner une
priorité plus forte par rapport aux chaines de méme longueur. Pour I’étape
n, 'algorithme considére le résultat de I’étape n — 7 plus une phase de taille
j comme une des solutions possibles. Notre algorithme reconstruit donc bien
un ordonnancement optimal pour P". O

On peut remarquer que les taches étant identiques, nous pouvons changer
I’ordre des phases a la fin de 'ordonnancement. Il existe donc toujours un
ordonnancement pour lequel les phases sont triées par nombre croissant de
taches.

2.2 Exemple de déroulement de I’algorithme

Considérons une machine & 5 processeurs, et des taches malléables &
ordonnancer par phases ayant le profil suivant :

Nombre de processeurs |1 |2 |3 |4 |5
Temps d’exécution 6131222
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Py étant composé d’une chaine de trois taches et une chaine de deux taches
(donc n =5). On note Py = {3, 2}

Le déroulement de I’algorithme est le suivant :

On commence par initialiser Sy comme étant ’ensemble vide. On initiali-
sera ensuite chaque S; comme étant indéfini avant de les utiliser. Pour les
premiéres itérations, on place d’abord une seule tache ;7 = 1 en une seule
phase S; = Sp|{1} = {1}, puis deux téaches j = 2, d’abord en mettant les
taches en deux phases d’une tache Sy = S1|{1} = {1, 1}, puis en prenant la
meilleure option (¢(S2) > t(Sp|{2})) de mettre les deux taches en une seule
phase Sy = Sp|[{2} = {2}.

L’étape suivante j = 3 est la premiére ol le nombre de chaines disponibles
va limiter le nombre de taches que I'on peut mettre par phase. On peut donc
soit rajouter une phase d’'une tache a I’ordonnancement S5 prévu pour deux
taches, soit rajouter une phase de deux taches a I'ordonnancement S;. Les
deux ordonnancement ayant le méme temps d’exécution, c’est le premier qui
est choisi.

A T’étape j = 4 on essaie de mettre une phase d'une tache sur Ss, puis
on fait le meilleur choix de mettre une phase de deux sur S5. Enfin pour la
derniére étape, la meilleure solution est de mettre une phase d’une tache sur

Sy

Sur la figure 2.1, on a représenté chaque étape de ’algorithme pendant
laquelle S; et P; sont mis a jour. S; est représenté par 1’ordonnancement
correspondant, et P; par les chaines, moins les taches déja ordonnancées
entourées par des pointillés.

2.3 Graphe de taches identiques par phases

Intéressons nous maintenant au cas plus général ou le graphe de précé-
dence est quelconque. Dans ce cas, si I’on a un algorithme pour ordonnancer
de facon optimale les taches identiques par phases, on peut utiliser cet al-
gorithme dans le cas particulier de taches séquentielles de durée unitaire.
Notre algorithme résout donc également le probléme de 1'ordonnancement
des graphes de taches UET (P | prec, p;=1 | Cpae) qui est NP-difficile au
sens fort [CK02].

Le probléme d’ordonnancer des graphes de taches identiques par phases
est donc NP-difficile au sens fort.
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temps
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Si= (2 L1 Pi={1) Si={22}Pi={1} S={2.2.1}P=0

F1G. 2.1 — Toutes les étapes du déroulement de I’algorithme ou S; et P; sont
mis a jour.

2.4 Chaines de taches différentes

Si 'on s’intéresse maintenant au cas plus large de taches différentes les
unes des autres, le probléme des chaines devient NP-difficile au sens fort
méme quand le nombre total de processeurs m est fixé.

La preuve dérive d’une des preuves de Du et Leung dans [DL89)|. La prin-
cipale différence ici est que 1’allocation des taches est fixe dans le probléme
considéré par Du et Leung. Pour reprendre le méme schéma de preuve, il faut
considérer deux types de taches. Le premier type est une chaine de taches
tampons. Cette chaine sert & créer des trous dans lesquels on peut placer
de petites taches correspondant a une instance de 3-PARTITION [GJ79]. Le
deuxiéme type de taches est formé par ces taches qui traduisent un probléme
de 3-PARTITION.

Définition 6 3-PARTITION
Etant donnés z un entier, (a;)1<i<3. un ensemble de 3z entiers de somme
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totale zB, existe-t-il un découpage en z triplets tel que la somme des trois
éléments de chaque triplet soit exactement B ?

Propriété 3 3-PARTITION est NP-complet au sens fort.

Revenons a nos taches malléables. Soit A une tache totalement malléable
jusqu’a m — 1 processeurs, et telle que ¢, 1 = t,, = B, et soit B une tache
totalement malléable de durée 1 sur m processeurs. Notre chaine de taches
tampon est constituée de z taches de type A et z—1 taches de type B, chaque
tache de type B étant intercalée entre deux de type A. Le temps minimum
d’exécution de la chaine est donc de 2B + 2z — 1. L’ordonnancement optimal
représenté dans la figure 2.2 laisse z emplacements de taille B. Notons T;
les taches séquentielles de temps d’exécution a;. Trouver un ordonnancement
pour I'ensemble de la chaine et des taches T; revient & résoudre le probléme
3-PARTITION.

taches de petite taille

VT L

m \ 7 > r

taches A taches B

F1G. 2.2 — Ordonnancement optimal

Donc le probléme d’ordonnancement de chaines de taches malléables dif-
férentes est NP-difficile au sens fort, méme lorsque m est fixé supérieur ou
égal a deux.

2.5 Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a I’ordonnancement sous
le modéle des taches malléables d’un probléme frontiére. D’une part nous
avons montré qu’ordonnancer des chaines de taches identiques en ayant la
contrainte des phases est un probléme polynomial en fournissant un algo-
rithme pour le résoudre, et d’autre part nous avons également montré que
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prendre une structure de précédence quelconque, ou considérer des taches
différentes les unes des autres rendait tout de suite le probléme beaucoup
plus difficile. Les résultats peuvent étre résumés dans le tableau suivant :

chaine graphe quelconque
taches identiques par phases P NP-difficile
taches différentes NP-difficile NP-difficile

Nous avons donc cerné plus précisément la limite dans ce cadre entre
les problémes simples et les problémes plus complexes. Reste & classer le
probléme d’ordonnancer des taches malléables identiques en relaxant la con-
trainte de phase, puisque nous avons exhibé un exemple pour lequel ’ordon-
nancement par phases et I’ordonnancement sans phases était différents.
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Chapitre 3

Ordonnancement Hiérarchique

Jusqu’a présent, nous avons étudié des problémes sur une machine pa-
ralléle qui peut étre soit une machine multiprocesseur, soit un réseau de
machines monoprocesseurs identiques reliées entre elles par un réseau de
communication. Une approche possible pour augmenter encore un peu plus
la vitesse des plates-formes de calcul est d’utiliser plusieurs machines ayant
chacune plusieurs processeurs. Cependant, les vitesses de communications
entre deux processeurs d’'une méme machine ou entre deux machines sont
trés différentes. C’est ce probléme de machines ayant deux niveaux de com-
munications que nous allons étudier dans ce chapitre.

Bampis, Giroudeau et Konig ont beaucoup travaillé sur la version théo-
rique du probléme, ot les taches sont monoprocesseurs, ont un temps d’exé-
cution unitaire et des communications unitaires entre multiprocesseurs mais
nulle au sein d’une machine. Ils ont ainsi montré [BGK99b, Gir00| que pour
des machines biprocesseurs, il est impossible! d’avoir un algorithme polyno-
mial garanti 4 5/4 de 'optimal. Dans un autre article [BGK99a), ils ont fourni
un algorithme ayant une performance garantie de 8/5 pour le cas des bipro-
cesseurs. La performance de cet algorithme tend vers 2 quand ’on augmente
le nombre de processeurs au sein d’'une méme machine.

Il n’existe pas a ma connaissance de publications sur 'ordonnancement
de taches paralléles sur machine hiérarchique. Les recherches appliquées? ac-
tuelles se limitent aux problémes niveau systéme comme la gestion des com-
munications collectives [KdSF100] (comme par exemple le broadcast). Une
des difficultés inhérentes au probléme est que le modéle doit étre adapté si
I’on veut pouvoir utiliser plusieurs machines pour la méme tache. Sinon, en
n’autorisant I'’exécution d’une tache qu’au sein d’un seul multiprocesseur,
on revient a la superposition de deux problémes : d’'une part une partition

'A moins d’avoir P = NP.
2Par opposition aux recherches théoriques.
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des taches en autant de paquets qu’il y a de machines multiprocesseurs et
d’autre part le probléme classique d’ordonnancement sur chacun des multi-
processeurs.

3.1 Modifications du modéle de base

Le modéle des taches malléables a été concu pour séparer le probléme de
I’ordonnancement interne aux taches du probléme d’ordonnancement entre
les différentes taches. Ce qui fait la simplicité du modéle est le fait que sur la
plupart des plates-formes de calcul paralléle les processeurs sont identiques.
Pour un nombre de processeurs donné, le choix des processeurs ne change
donc pas (ou de fagon négligeable) le temps d’exécution de la tache.

Sur une plate-forme de calcul ayant plusieurs niveaux de communications,
ceci n’est malheureusement plus vrai. Le temps de communication entre deux
processeurs partageant la méme carte meére est jusqu’a mille fois plus rapide
que le temps de communication entre deux processeurs distant [CSG99]. 11
faut donc adapter les taches malléables pour prendre en compte ce compor-
tement de localité.

Plate-forme

L’ordonnancement sur plate-forme hiérarchique est déja dur pour des
taches unitaires (s’exécutant sur un seul processeur), et des temps de com-
munications unitaires inter-cluster, comme nous ’avons dit précédemment.
Nous allons donc fournir une heuristique pour obtenir des ordonnancements
garantis pour le probléme de I'ordonnancement de taches malléables sur une
plate-forme hiérarchique.

Dans ce chapitre la plate-forme est composée de m multiprocesseurs®,
chacun de ces multiprocesseurs ayant k processeurs identiques. Ce travail
est restreint aux cas oul k£ est une puissance de deux, pour deux raisons :
par souci de réalisme d’abord, puisque les machines multiprocesseurs sont
généralement bi- ou quadri-processeurs, plus rarement avec huit processeurs
(mais & ma connaissance rarement avec 47 processeurs), et également par
souci de performance puisque la version a deux et quatre processeurs a la
méme garantie de performance de 3/2 que la version homogéne, alors que la
version avec un k quelconque sur laquelle nous avions commencé a réfléchir
aurait eu une garantie de 2.

30n utilisera parfois I’abbréviation SMP qui vient de I’anglais «Symmetric MultiPro-
cessorsy.
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Dans un premier temps nous allons présenter la construction générale
pour k > 2. Le cas particulier £ = 2 fait 'objet d’une analyse séparée. Dans
ce cas particulier, certaines propriétés générales ne sont pas conservées, mais
le probléme du placement est suffisamment simplifié pour rendre le probléme
facile.

Placement

Une variante des taches malléables consiste & donner un temps d’exécu-
tion aux taches qui dépend de I’ensemble de processeurs alloué. Cette va-
riation, noté set; dans la notation trois champs usuelle, est beaucoup plus
complexe [DBBD95, DBS95]|. Pour simplifier notre probléme, nous adoptons
une régle de dominance.

Définition 7 (Régle de placement idéal)

Pour un nombre donné de processeurs, nous dirons qu’une tdche est placée
de facon idéale quand son temps d’exécution est minimal pour ce nombre de
Processeurs.

Intuitivement cette régle semble dire que dans 'optimal, toutes les taches
seront nécessairement placées de facon idéale. Malheureusement il n’en est
rien, une tache paralléle ayant peu de communications aura une faible péna-
lité, et peut se retrouver a boucher les trous dans I’'ordonnancement optimal.

Cette régle est inspirée de l'expérience qui tend a montrer que plus on
regroupe les processeurs effectuant 1a méme tache, plus ’exécution est rapide.
Pour une tache s’exécutant sur moins de k£ + 1 processeurs, le placement, le
moins coliteux sera certainement de prendre tous les processeurs sur le méme
multiprocesseur.

Pour étendre cette régle aux taches utilisant plus de k processeurs, nous
allons donc tenter de minimiser le nombre de multiprocesseurs impliqués dans
le calcul de la tache.

Hypothése 1 (Placement de pénalité minimale)
Dans la suite du chapitre, nous allons supposer qu’un des placements idéaux
pour une tiche T; allouée sur a;k + b; processeurs (avec a; € [0;m] et b; €
[0; k — 1]) est d’avoir ezactement a; multiprocesseurs lui sont dédiés et les b;
processeurs restant sont situés sur le méme multiprocesseur.

Cette hypothése ne force pas la contiguité des processeurs. En effet les
b; processeurs peuvent étre choisis n’'importe comment sur leur multiproces-
seur, et les a; multiprocesseurs dédiés ne sont pas forcément contigus. Dans
la figure 3.1 deux taches vérifiant I'hypothése de placement minimal sont pré-
sentées, la troisiéme tache étant mal placée puisqu’elle est a cheval sur deux
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temps K
[ ] Tache 1

I Tache 2
Il Tache 3

— processeurs

F1G. 3.1 — Les taches 1 et 2 sont placées idéalement, alors que la tache 3 ne
Pest pas (m = 4).

multiprocesseurs. Exceptionnellement dans ce chapitre toutes les figures se-
ront représentées avec les processeurs en abscisse et le temps en ordonnée.
En effet dans les figures il sera plus important ici de détailler la disposition
suivant les processeurs plutot que le déroulement dans le temps.

L’ordonnancement que nous allons construire vérifiera cette propriété
de placement de pénalité minimale. Cependant la garantie de performance
compare le résultat de l'algorithme & un optimal ol les taches peuvent étre
placées n’importe comment. La seule hypothése vraiment contraignante ici
est que pour un nombre de processeurs donné, ces taches soient au moins
aussi rapides avec ce placement qu’avec un placement différent.

Propriétés
Les taches étant monotones, les deux propriétés définies dans le chapitre 1
restent valides. Nous les redonnons ici, en introduisant la notation propre au

chapitre, c’est-a-dire qu’il n’y a plus m machines homogénes, mais m clusters
de k machines.

Propriété 4

(@)

ti(pe(2)) >
Cette propriété est celle de 1'allocation minimale (voir propriété 1).

Propriété 5 Si le makespan optimal est plus petit que t, alors pour toute
fonction d’allocation p telle que pour tout i on ait p(i) < p(i), on a

Zp(z)tl(p(z)) <mxkxt
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Cette propriété est directement dérivée de la propriété 2.
Dans la suite de ce chapitre, nous allons considérer (sans perte de géné-
ralité) que la valeur ¢ utilisée pour I'approximation duale est 1.

3.2 Structure de 'ordonnancement

temps

2(1-1/K)
3
I

1

Premiere étagere

(P1)

‘ —1 processeurs
1 mk

F1G. 3.2 — Structure générale de I’ordonnancement.

L’ordonnancement que 1’on va construire est basé sur un découpage du
diagramme de Gantt temps/processeurs qui est représenté dans la figure 3.2.
Les taches seront réparties en trois groupes appelés Py, P et Py, qui seront
respectivement associés aux parties «Premiére étagere», «Deuxiéme étagére»
et «Totalement actifs». L’algorithme d’ordonnancement est construit en deux
phases.

1. Dans la premiére phase, nous commencons par séparer les taches dans

les deux ensembles P; et P, par programmation dynamique, comme
dans l'article [MRT99|, Puis nous allouons a chaque tache de P; le
nombre de processeurs correspondant a I’allocation minimale de temps
1, et & chaque tache de P, 'allocation minimale de temps /. La troi-
siéme partie est vide pour le moment.
Ensuite ’allocation de quelques taches est réduite en suivant quelques
régles de réduction, jusqu’a I'obtention d’un ordonnancement faisable
(Pordonnancement n’est pas fait a ce niveau, seuls certains critéres sont
vérifiés).

2. La deuxiéme phase est 'ordonnancement des taches. Cet ordonnan-
cement est finalement une version légérement modifié du «Strip pa-
cking», c’est-a-dire du pavage d’un rectangle par des petits rectangles.
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Les transformations de I’étape précédente nous donnent des propriétés
sur ’allocation des taches qui rendent ce probléme simple.

Les propriétés de 'allocation et de I'ordonnancement permettent de
garantir une exécution en temps 2(1 — lk). La structure étant celle
présentée dans la figure 3.2.

Cet algorithme est en fait trés largement inspiré d’un algorithme congu
pour le cas homogéne, qui n’est pas encore paru a ce jour [MRTO01].

3.2.1 Premiére partition des taches

La premiére partition des taches en deux ensembles se fait par program-
mation dynamique, en résolvant le probléme de sac & dos suivant :

= min W (i,p1(2)) + W <z 1 ) ]
Bin GZ - ; Pip(0)

Ou p(7) est lallocation minimale de temps ¢ définie dans le chapitre 1.3.

Cette équation signifie que I'on souhaite minimiser le travail total des
taches quand on leur alloue le nombre minimal de processeurs pour qu’elles
s’exécutent en temps 1 pour celles de la premiére étagére et en temps 1/ pour
celles de la seconde.

On ajoute la contrainte qu’au plus mk processeurs sont utilisés sur la
premiére étagére. Sans cette contrainte la meilleure solution serait de mettre
toutes les taches dans la premiére étagére.

Les équations de programmation dynamique qui permettent de résoudre
ce systéme sont les suivantes :

W, £) = min ( W(i—1,f)+W (z pl/z(i)) )
’ W(i—1,f —pi(d) + W (i, pr (i)

Avec i l'indice de la tache et f le nombre de processeurs libres sur la
premiére étagére. Comme ce probléme est un probléme en nombres entiers,
la complexité est de O(nmk) ou n est le nombre de taches.

L’analyse sur laquelle se base cette construction est la suivante. Méme
dans la solution optimale, il ne peut y avoir plus de m processeurs occupés
pour plus de 1/ unité de temps. Les taches qui durent plus de !/ unité de
temps sont parmi celles qui sont en train de s’exécuter & t = 15 Il y a
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donc une partition naturelle dans I'optimal entre les taches «longues» et les
taches «rapides». Cette distinction ne se fait pas sur le travail associé & une
tache quand elle s’exécute sur un processeur mais est plutot liée au degré de
parallélisme de la tache.

La partition que 1'on obtient avec le sac-a-dos n’est généralement pas
celle de 'optimal, mais comme c’est la séparation qui a le plus petit travail
total, le travail W* est plus petit que le travail de optimal /7Pt

Le makespan de 'optimal étant de 1, la surface totale de 'optimal dans
le diagramme de Gantt est bornée par le produit du nombre des processeurs
par le temps c’est-a-dire WPt < mk.

Donc si la valeur W* obtenue par programmation dynamique est supé-
rieure & cette borne mk, il y a une contradiction avec le fait que W* est la
plus petite surface possible. C’est donc dés le résultat de la programmation
dynamique que I'on peut déterminer si la valeur de ’optimal est plus grande
que celle que 1'on a choisie dans le cadre de I'approximation duale.

Dans le cas contraire, les étapes suivantes finiront toujours par fournir
un ordonnancement faisable en temps 2(1 — /).

3.2.2 Reéduction de ’allocation

Le probléme d’ordonnancer un ensemble quelconque de taches sur un
cluster sans étre en contradiction avec la régle de placement minimal étant
complexe, nous allons faire une premiére réduction de 1’allocation des taches.

k

 —

FiG. 3.3 — Exemple avec 4 taches m =3, k = 4.

Les propriétés de monotonie garantissent que la réduction de I’allocation
n’augmente pas le travail d'une tache. C’est pourquoi toutes les transfor-
mations que nous allons effectuer sur les taches réduisent ’allocation. Nous
conservons ainsi la propriété que le travail total est inférieur a celui que fait
I’optimal.

Dans 'exemple de la figure 3.3 il suffit de réduire ’allocation d’une des
taches & un processeur pour avoir un ordonnancement qui satisfasse la pro-
priété de placement. Cependant, cette solution n’est pas la meilleure du point
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de vue du makespan, et est difficilement généralisable. Dans la figure 3.4 deux
solutions différentes sont représentées. A gauche toutes les taches ont été réal-
louées sur deux processeurs, et un multiprocesseur est laissé libre. A droite, les
deux taches les plus petites sont superposées. Dans la premiére solution c’est
donc T'allocation qui est modifiée pour obtenir un ordonnancement simple
alors que dans la seconde I’allocation est conservée mais 1’ordonnancement
se complexifie. C’est la premiére solution que nous avons généralisée dans
notre algorithme.

Fia. 3.4 — Réarrangement des taches de la figure 3.3.

La généralisation se fait de la facon suivante :

Pour toutes les taches T; du premier ensemble de taches P;, I'allocation
aprés la programmation est p; (7). Soit a; et b; tels que pi(i) = a;k+b; avec b;
plus petit que k. Si b; est non nul, soit j; le plus grand entier tel que 27 < b;.
La nouvelle allocation de la tache T} est alors de a;k+ 27 processeurs. Si b; est
nul, I’allocation reste la méme que précédemment. Par exemple si p; (i) = 15
et que k vaut 8, la tache T; est réallouée sur 12 = 8 + 4 processeurs. Avec la
méme tache, si k vaut 4 ’allocation devient 3 x 4 + 2 = 14 processeurs.

Dans la suite, on notera 'allocation a;k + 27 sous la forme a;k + b} si
2Ji est la puissance de deux immédiatement inférieure & b;. Par convention
quand b; est égal & 27 ou que b; est nul on a b; = bf.

Toutes les taches dont ’allocation a été strictement réduite sont déplacées
de P, dans Pp.,. Nous pouvons maintenant prouver deux lemmes intéres-
sants sur ces taches.

Lemme 1 Les tdches réduites s’exécutent en un temps inférieur ou égal a
2(1 — 1y).

Preuve. Les hypothéses de monotonie impliquent que le travail décroit quand
on réduit ’allocation. Nous avons donc quand r est plus petit que s :

ti(r)r < t;(s)s

L’allocation minimale de temps 1 étant a;k + b;, nous avons également
ti(a;k + b;) < 1 pour toute tache T; dans P;.
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En remplacant ici s et r par les allocations avant et aprés réduction, on
obtient I’'inégalité suivante :

Ce qui améne au résultat final aprés quelques majorations simples :

tlak+bf) <SRN b
2 — 1
ti(aik + b)) < i
k—1 1
ti(ask + b} =21 ——+
l(al + z) k/Q ( k)

O

Lemme 2 Toutes les tiches de l’ensemble Pyin s’exécutent en un temps
supérteur a 1.

Preuve. Toutes les taches de I’ensemble Py, ont eu leur allocation réduite
par rapport a ’allocation minimale de temps inférieur & 1. Leur temps d’exé-
cution est donc strictement plus grand que 1. O

3.3 Principe régissant ’ordonnancement

Avant d’ordonnancer définitivement les taches, il peut étre nécessaire
d’effectuer encore quelques transformations sur ’allocation des taches. Avant
de voir pourquoi de telles transformations sont parfois nécessaires et quelles
sont ces transformations, nous allons présenter le schéma général de ’ordon-
nancement.

3.3.1 Ordonnancement de Py,

Nous souhaitons d’abord ordonnancer les taches de P,.;, a gauche du
diagramme de Gantt en utilisant le moins de processeurs possible (c’est-a-
dire sans laisser de processeurs inutilisés) tout en respectant la contrainte de
placement définie précédemment.

L’allocation d’une tache 7; dans P,.;, étant de la forme p(i) = aik:eri, il
est raisonnable de vouloir ordonnancer les deux parties de la tache (quotient
a; et reste bll) séparément. La premiére partie correspond & a; multiproces-
seurs dédiés a la tache. La seconde partie doit étre ordonnancée entiérement
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sur un seul multiprocesseur. Pour s’assurer que les restes de toutes les taches
seront tous ordonnancés correctement, nous allons nous servir du fait que ce
sont tous des puissances de 2, ainsi que k. Nous trions donc tous les restes par
ordre décroissant et les allouons de gauche a droite sur les multiprocesseurs
tel que présenté dans la figure 3.5.

plein

2(1-1/k

1

F1G. 3.5 — Résultat de 'ordonnancement de Ppc;p.

Lemme 3 Cet ordonnancement respecte le critére de placement de pénalité
minimale.

Preuve. 11 faut ici prouver que les restes des taches s’exécutent bien a I'inté-
rieur d’un seul multiprocesseur, et ce pour toutes les taches de P,i,. Cela
revient & prouver que les processeurs kl et kl+ 1 ne sont pas alloués au méme
reste de tache.

Pour un reste de taille 27, toutes les parties de taches ordonnancées a sa
gauche sont soient sur un (ou plusieurs) multiprocesseur, soient sur un mul-
tiple de 27 processeurs puisque les restes sont ordonnancés par taille décrois-
sante. Il existe donc un entier I’ tel que ce reste soit ordonnanceé sur les proces-
seurs 2/1'+1 4 27(I'+1). Soit d; Pentier tel que k = 27d;. Si kl = 27d;l > 271'+1
alors d;l > I' et donc d;jl > 1"+ 1et kl+1=2/djl+1>2/(I'+1)+ 1. Ceci
étant vrai pour tout [, le reste est dans un seul multiprocesseur. O

3.3.2 Ordonnancement de P;

L’ordonnancement de P; se fait de fagon trés similaire, la seule différence
notable étant que ’on remplit le diagramme de Gantt de la droite vers la
gauche. Toutes les taches sont allouées sur a;k + bf processeurs et le méme
schéma peut étre utilisé.

Lemme 4 Le nombre de processeurs utilisés par les deur ensembles P; et

Pyiein est inférieur a mk.
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Preuve. Les taches de P, étant des taches de P, dont l'allocation a été
réduite, la contrainte sur le nombre de processeurs de P; définie lors du
partitionnement des taches garantit que le nombre de processeurs utilisés
par les deux ensembles est inférieur a mk. O

Ce lemme permet de constater qu’il n’y a pas de recouvrement entre les
taches de Pp.i, ordonnancées de gauche a droite et celle de P, ordonnancées
de droite a gauche. A cette étape, I’ordonnancement ressemble & celui de la
figure 3.6.

F1G. 3.6 — Ordonnancement de P,.;, (gauche) et de P, (droite). Quelques
processeurs peuvent étre inutilisés.

3.3.3 Ordonnancement de P,

Pour construire une solution bornée par 2(1 — 1), nous ne pouvons pas
nous permettre de réduire 1’allocation de toutes les taches de P, pour utili-
ser la méme technique d’ordonnancement. Cependant, nous pouvons laisser
quelques processeurs inutilisés et garder un ordonnancement faisable. L’es-
pace «en tropy» entre 1 et 2(1 — /) compense la perte que 1’on va s’autoriser.
Pour toute tache T; de P», allouée précédemment sur a;k + b;, on réserve des
boites ayant a;k + 27! processeurs, j; étant défini comme précédemment. On
notera bZT cet arrondi & la puissance de 2 supérieure, avec pour convention
bl = b; quand b = b;.

Notez la différence entre «réservery et «allouer». Allouer plus de pro-
cesseurs risquerait de faire augmenter le travail et donc de fausser tous les
raisonnements sur le travail. Pour les raisonnements théoriques qui suivent les
taches restent donc allouées sur a;k + b; processeurs, les autres restant inuti-
lisés. Pour les implantations de 1’algorithme, les processeurs réservés peuvent,
étre tous utilisés pour accélérer I’exécution.

Les boites ayant des nombres de processeurs faciles a ranger, la technique
précédente sera & nouveau utilisée. Un exemple complet est présenté dans la
figure 3.7.
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Fi1G. 3.7 — Ordonnancement de P,. Les aires hachurées correspondent aux
boites englobant des taches allouées a %k: processeurs.

A cette étape, 'ordonnancement n’est pas forcément réalisable, puisque
rien ne prouve que les taches de la deuxiéme étagére n’empiétent pas sur
celle de Pp;,. Pour parer a ce probléme nous allons procéder a quelques
transformations dans la section 3.4.

3.3.4 Propriétés des étagéres

Avant de continuer la description de 1’algorithme, quelques propriétés
utiles pour la démonstration de la garantie de I’algorithme peuvent déja étre
présentées. L’analyse de la garantie de 1’algorithme se basant principalement
sur la quantité de travail, examinons d’abord ce que 1’on peut en dire.

Dans la suite nous noterons sy, sy et S,y le nombre de processeurs utili-
sés respectivement par P;, P» et P,.i,. Apres la premiére phase d’allocation
NOUS avons : 51 + Spein < mk. Toutes les transformations que nous utiliserons
garderont cette propriété vraie. Le lemme 2 montre que le travail de Py,
est plus grand que Spein-

Comme pour le nombre de processeurs utilisés, nous noterons nq, ns et
Nplein, 1€ nombre de taches de chaque ensemble.

Lemme 5 Le travail de Py est au moins s1/2.

Preuve. Aprés le premier partitionnement, toutes les taches de P; s’exécutent
en plus de 1/2 unité de temps. En effet dans le cas contraire, elles seraient
dans I’ensemble P;. Donc le travail de I’ensemble P; est au moins s;/2. Les
transformations que ’on propose dans la section suivante améliorent cette
occupation moyenne a 3/4 unité de temps.

Si toutes les taches séquentielles de P, sont mises a ’écart pour étre
insérées a la fin, on peut montrer que 'occupation moyenne des taches de P,
est de 1/4.
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Lemme 6 Une tiche T; allouée en partie dans une boite de taille 29 a une
aire au moins égale a la moitié de l’aire représentée par les processeurs réser-
vés par la tiche pendant une demi-unité de temps. C’est-a-dire qu’elle utilise
en moyenne les processeurs qui lut sont réservés pour au moins 0.25 unité de
temps.

Preuve. Soit T; une tache allouée en partie dans une boite de taille 27. L’al-
location minimale de temps 1/2 de cette tache est a;k + b; avec b; > 2971,
C’est par définition de ’allocation minimale la plus petite allocation telle
que la tache s’exécute en moins de 1/2. Son travail est donc par monotonie
supérieur a 1/2(a;k + b; — 1).

(aik + 2771 >

1 .

N~
1 =

Nous verrons dans la suite une version légérement différente de ce lemme,
ou l'on garantit dans certaines configurations que l'utilisation moyenne des
processeurs est au moins de 3/8 unité de temps.

Les taches séquentielles de P, seront insérées a la fin sur les processeurs
ayant une charge totale inférieure & une unité de temps. Nous verrons que
tant qu’il y a des taches a insérer il reste des processeurs ayant une charge
inférieure & 1, et que les taches peuvent étre insérées sans détériorer la qualité
de 'ordonnancement.

On considére donc dans la majeure partie de la preuve qu’il n’y a pas de
petites taches dans I’ensemble P,. Nous reviendrons & la fin de ’algorithme
sur leur insertion. Toutefois il faut raisonner sur la quantité totale de travail.
Ces taches n’étant pas ordonnancées comme les autres de P, leur quantité
de travail n’est pas compté dans Ws. Cette quantité est ajoutée & Weip.

3.4 Transformations

Dans cette section, nous allons détailler les trois transformations qui per-
mettent de déplacer une tache d’un ensemble (P, ou P;) vers un autre en-
semble (P; ou Ppein). Ces transformations vont permettre de réduire le dé-
passement de ’ensemble P, en vue d’obtenir un ordonnancement faisable.
Leur principale caractéristique est qu’elles n’augmentent pas la quantité de
travail effectué. Elles peuvent étre faites dans n’importe quel ordre. Pour que
I’ordonnancement soit faisable il suffit que le nombre de processeurs utili-
sés par Py, plus le nombre de processeurs utilisés par P soit inférieur au
nombre de processeurs disponibles mk. Nous verrons plus tard le détail du
placement.
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3.4.1 De P, vers P; ou Py,

Soit f le nombre de processeurs inutilisés entre P et P.;, sur la premiére
étagere (f = mk—(s1+ Spiein))- Soit T; une tache de P, pour laquelle p; (i) est
égal a a;k+b; avec aik:+b} < f (rappelons que b} est la plus grande puissance
de 2 telle que b} < b;). On peut alors déplacer la tache T; de I'étagére P &
I’étagére P, ou Py, suivant son temps d’exécution sur a;k + bf processeurs,
et toujours vérifier les propriétés démontrées dans les lemmes 1, 2, 4 et 5.

Dans deux cas particuliers, cette transformation doit étre adaptée. Ces
deux cas correspondent en fait aux cas ou les autres transformations ne sont
pas possibles et il ne reste qu’une ou deux taches dans P,. On verra que si
I’ordonnancement n’est toujours pas faisable et qu’il ne reste qu’une ou deux
taches dans P, il peut arriver qu’elles soient trop grandes pour avoir leur
allocation réduite comme décrit ci-dessus sans pour autant dépasser la limite
2(1 — 1/2%) fixée. Dans ces deux cas, la transformation va étre appliquée a
une tache de P, sans pour autant réduire son allocation p1(7) a une allocation
de type a;k + 27. 11 faut donc trouver une facon de placer la tache sur tous
les processeurs libres tout en respectant la contrainte de placement.

Quand il ne reste qu'une tache a descendre de P, vers un des deux autres
ensembles, il suffit de mixer les autres taches de P, et P, comme sur
la figure 3.8. Les processeurs libres sont alors tous regroupés a droite du
diagramme de Gantt, et la derniére tache peut tous les utiliser et étre bien
placée avec une allocation a;k + b;.

F1G. 3.8 — Les processeurs inutilisés sont dans une meilleure configuration
aprés le mélange des deux ensembles Py et Ppeip.-

Quand il reste deux taches, on montrera qu’il suffit d’en descendre une
pour rendre 'ordonnancement faisable. Puisqu’il reste alors une tache dans
I’ensemble P, le mélange présenté ci-dessus n’est pas possible. Heureusement
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nous pouvons montrer que peu de processeurs sont nécessaires pour la tache
restant dans P. Il suffit de mélanger les portions de taches qui sont sur les
deux SMPs partiellement utilisés comme indiqué dans la figure 3.9. Nous
montrerons dans ’analyse que ’espace dégagé pour la derniére tache de la
deuxiéme étagére est suffisant.

F1G. 3.9 — Seules quelques portions de taches sont mélangées.

Aprés cette transformation, nous pouvons montrer la version plus forte
du lemme 6 qui nous servira dans l'analyse :

Lemme 7 Quand cette transformation n’est pas possible et qu’un des pro-
cesseurs est libre sur la premiére étagére, on peut garantir que les tdches de
P, utilisent en moyenne les processeurs qui leur sont réservés pendant 3/8
unité de temps (en réduisant le nombre de processeurs réservés si nécessaire).

Preuve. Quand k est supérieur ou égal a 8, les taches ne remplissant pas
assez les boites qui leur ont été allouées peuvent voir leur allocation réduite
sans dépasser la limite que 1'on s’est fixé. En effet, si elles occupent les pro-
cesseurs en moyenne pendant moins de 3/8 unité de temps, leur travail dans
cette allocation a;k + b] est inférieur a 3/8(azk + b)). L’allocation autorisée
immédiatement inférieure n’ayant pas été choisie, il est par contre supérieur
a 1/2(a;k + b)) si b} est non nul, et supérieur a a;k/2 si b est nul. Dans tous
les cas, réserver ’allocation autorisée immédiatement inférieure & celle qui
était prévue meéne a des temps d’exécution inférieurs & 3/4 unité de temps.
Avec des taches commencant leur exécution au temps 1, on reste en dessous
de la limite 2(1 — 1/k) pour k > 8.

Pour k£ = 2, le cas est traité a part. Il reste donc a considérer k = 4, pour
lequel on ne peut pas réduire I'allocation des taches. C’est 14 que I’hypothése
du processeur inutilisé est utile. Si aucune tache de P, n’a pu étre déplacée, et
qu’il reste un processeur de libre entre P; et Py, cela signifie qu’il n’y a pas
de taches dans P, qui ait un travail inférieur a 3/2 (sinon elle aurait pu étre
descendue par la transformation précédente). Donc les taches ont toutes une
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allocation dans P, de plus de 6 processeurs. Or s’ils occupent moins de 3/8
unité de temps en moyenne, c’est que leur travail est inférieur a 3/ 8(a,~k:+bg ).
Si bl = b = b;, alors le travail de la tache T} est supérieur & (a;k + b; — 1).
Ce qui nous améne aux inégalités suivantes :

1

D’ott a; = 0 et b; < 4, ce qui est exclu puisqu’il reste un processeur libre
sur la premiére étagére. Sib) > b; > by, alors on a b = 2b; par définition. Ce
qui permet d’écrire :

1 3
émm+@yw%<§@k+m

ak < 2b}

Puisque le processeur libre impose a; > 1 et que k£ vaut 4, cela impose
by > 2 donc b} = 4, ce qui contredit b; > b;.

3.4.2 De P, vers Py,

Pour appliquer la transformation précédente, il faut bien entendu qu’il y
ait suffisamment de processeurs libres entre les deux ensembles P, et Ppcin.
Pour augmenter le nombre de processeurs libres, on peut réduire I'allocation
d’une tache de P;. Il faut cependant faire attention a ne pas trop augmenter
le temps d’exécution de la tache pour ne pas dépasser la limite de 2(1 — 1/k)
unités de temps.

Cette réduction ne peut donc étre appliquée qu’a un petit sous-ensemble
des taches de P;. Les taches ayant un temps d’exécution de moins de (1—1/k)
peuvent avoir leur allocation réduite de moitié. Pour la preuve, nous aurons
uniquement besoin de réduire 1'allocation des taches de P, ayant un temps
d’exécution inférieur a 3/4.

La réduction en elle-méme consiste & transformer une allocation a;k + 27
en a;k + 27i~! quand cela est possible. Cette réduction ne peut évidemment
pas s’appliquer aux taches de P; s’exécutant sur un seul processeur. Ces
taches seront traitées par la troisiéme transformation.

Lemme 8 Toutes les tiches de P allouées a plus d’un processeur ont un
temps d’exécution supérieur a 3/4 quand cette transformation n’est plus pos-
sible.
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Preuve. Tout d’abord, regardons par monotonie quelle est 1’allocation des
taches s’exécutant en 3/4 unité de temps ou moins.

L’allocation minimale nous garantit que ¢;(p;(¢) — 1) > 1. Par monotonie
du travail nous avons :

pr()ti(p1(é)) = (p1(i) — Dts(pr (1) — 1)
D’ou 'on peut conclure :

1
p1(7)

Donc les taches s’exécutant en 3/4 unité de temps ou moins sont allouées
sur moins de 4 processeurs. Le cas k = 2 étant traité a part, les taches
dans P, ne peuvent étre allouées sur 3 processeurs. Donc seules les taches
sur deux processeurs sont concernées. En devenant séquentielles, leur temps

d’exécution est au plus doublé, elles finissent donc en 3/2 unités de temps
dans Ppein- O

ti(pa(i)) > 1 =

3.4.3 Superposition de deux taches séquentielles de P;
dans Py,

Si deux taches allouées a un seul processeur s’exécutent en un temps
inférieur & 1 — 1/k, on peut les effectuer sur un méme processeur en moins
de 2(1 — 1/k) unités de temps. Les taches séquentielles de temps inférieur a
1/2 ayant été exclues précédemment, les nouvelles taches formées par cette
superposition ont un temps d’exécution supérieur a 1.

3

Lemme 9 Le travail total effectué dans P, est supérieur a Z(Sl -1+ %

quand cette transformation et la précédente ne sont plus possibles.

Preuve. Quand la superposition n’est plus possible, il reste au plus une tache
séquentielle dans I’ensemble P;. Cette tache a un temps d’exécution stricte-
ment supérieur & 1/2. Tous les autres processeurs sont occupés par des taches
multiprocesseurs qui vérifient le lemme 8.

3.5 Analyse

A cette étape de ’algorithme tous les ordonnancements ou presque sont
faisables. Nous allons commencer la preuve qui démontre leur faisabilité pour
débusquer les quelques cas pathologiques qui nécessitent un traitement sup-
plémentaire.
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Supposons que nous sommes dans un de ces cas pathologiques. Aucune
des trois transformations précédentes ne peut étre appliquée, et ’'ordonnance-
ment n’est toujours pas faisable (c’est-a-dire qu’il y a toujours trop de taches
dans I’ensemble P, par rapport au nombre de processeurs disponibles). Nous
allons raisonner sur la quantité de travail a faire et sur celle faite dans chaque
partie. Voici donc d’abord quelques propriétés et rappel de propriétés sur le
travail.

Nous avons déja défini f = mk — s1 — Spein le nombre de processeurs
libres entre P, et Ppin. Le travail total est découpé en la somme des travaux
de chaque partie :

lein

Wiotat = Wp, + We, + Wh,

Propriété 6 W, < mk puisque 1 est le temps d’exécution optimal de
I'instance (c’est ’hypothése de approximation duale).

Propriété 7 Wszem > Spiein Puisque les taches de P.;, durent toutes plus
de 1 unité de temps (voir lemme 2).

Pour éviter d’écrire deux fois la preuve, suivant s’il y a ou non dans P; une
derniére tache séquentielle plus petite que 3/4, nous noterons x la variable
booléenne associée. La valeur de = est 1 s’il y a une petite tache dans P, et
0 sinon.

Propriété 8 Wp, > %31 —7 Ceci est une réécriture plus générale du lemme 9.

Sachant que le travail total est la somme du travail des différentes parties,
et connaissant les trois inégalités précédentes, on peut en tirer une majoration
du travail restant a effectuer dans la partie P, de I'ordonnancement :

f i S1+x
4

Toutefois, si nous supposons que I’ordonnancement n’est pas faisable, cela

signifie qu’avec le lemme 6 qui donne ’occupation moyenne des processeurs

dans P,, nous pouvons également minorer le travail restant a faire dans P; :

J+s+1
4
De ces deux inégalités concernant W5, nous pouvons déduire qu’il y a au

moins un processeur libre sur la premiére étagére. En effet, un rapide calcul
nous donne :

> Wp2 (31)

WP2 >

sita f+si+1

4 4
3 11—z
— >

4f

f+

>0
1 =
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Puisqu’il y a un processeur libre on peut utiliser le lemme 7 pour minorer
le travail de P, par une borne plus grande que la précédente :

A 3(f+s1+1
Propriété 9 Wp, > %

Et puisque I'ordonnancement n’est toujours pas faisable, c’est que la
deuxiéme transformation n’est pas possible.

Propriété 10 Wp, > nQ%

N

Preuve. Ceci signifie juste qu’aucune des no taches de P, ne pouvait étre
descendue sur la premiére étagére. S’il y en avait une avec un travail infé-
rieur & %%, elle pourrait étre allouée dans P, avec un temps d’exécution
inférieur & 3/2. En effet s’il y a f processeurs libres, la plus grande allocation
de forme autorisée (a;k + b)) est supérieure a (f +1)/2.

Plus généralement, nous avons vu dans le paragraphe 3.4.1 que s’il restait
une seule tache dans P, on pouvait utiliser tous les processeurs libres en
mélangeant P et Pp.i,. Donc dans tous les cas, on peut écrire Wp, > % f.

Avec ces deux minorations de Wp, et la majoration proposée dans 1’équa-

tion 3.1, on peut déduire deux nouvelles inégalités intéressantes :

3 1
f+31ix> Wp, > (f+§1+ )
8f+2s1+2x > 3f+3s1+3
5f+2xr—3 > s (3.2)
Et :
s1+x f+13
W 2
f+ 1 > Wp, >ng 55
Af +s1+x > 3nao(f+1)
S1+x > 3?12(f + 1) — 4f (33)

En combinant les deux (3.2 et 3.3) , on obtient une borne sur le nombre
de taches dans P, quand 'ordonnancement n’est toujours pas faisable :

3f+x—1 > mna(f+1)

Donc quand & ce stade 'ordonnancement n’est pas faisable, il ne peut
rester qu’une ou deux taches dans I’ensemble P,. Il y en a forcément au moins
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une, sinon ’ordonnancement serait faisable (le seul probléme possible étant
justement que les taches de P, dépassent).

Nous allons donc maintenant examiner séparément le cas ou il reste une
tache et le cas ou il en reste deux.

Cas ny =1

Tout d’abord, s’il reste une tache dans P, et que ’ordonnancement n’est
pas faisable, nous savons qu’elle a besoin d’occuper plus de processeurs que
mk — Spiein = $1 + f. Donc son travail est supérieur & (s; + f)/2. L’équation
3.1 nous donnant une majoration de Wp,, on obtient le résultat suivant :

S1+x S f+s

4 2
2f +x > s (3.5)

f+

La variante de la propriété 10 Wp, > % f et I’équation 3.1 nous donnent
une inégalité similaire :

s1+ 3f

[+ > =

4 2
S1+x > 2f (36)

Les inégalités 3.5 et 3.6 étant strictes, x vaut nécessairement 1 et s; est
égal a 2f. Il y a donc une tache séquentielle dans P, dont le temps d’exécution
est compris (strictement) entre 1/2 et 3/4 qui n’a pas pu étre superposée a
une autre tache séquentielle. Pour rendre I'ordonnancement faisable il suffit
dans ce cas de superposer cette tache a la deuxiéme plus petite tache de P;
et d’ordonnancer la tache de P, sur les f + 1 processeurs libres.

Montrons d’abord que le placement de la séquentielle sur la plus petite
tache multiprocesseur de P, n’est pas en contradiction avec la borne 2(1—1/k)
que l'on s’est fixée. Pour cela il faut commencer par montrer Wp, < %31. Par
I’absurde, si Wp, > %51 on peut remplacer la propriété 8 par cette inéquation
dans le calcul de I’équation 3.1, ce qui nous donne comme majoration du tra-
vail f+s1/4 > Whp,. Avec s; = 2f, ceci est en contradiction avec ’hypothése
que la tache restant dans P, ne peut étre ordonnancée sur f processeurs
(WP2 > %f )

Soit 1 et ro deux réels strictement positifs définis tels que la derniére
tache séquentielle de temps inférieur & 3/4 dans P; ait pour temps d’exécution
1/2+7r; et que la deuxiéme plus petite tache de P, ait pour temps d’exécution
3/4 4 ro.

1 3
Wp =z St+mnt (51— 1)(Z+r2)
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3
181 > I/Vp1

> T1—|—(81—1)T2>T1—|—T2

o |

La superposition des deux taches aura donc un temps d’exécution inférieur
a 3/2.

Il reste donc & montrer qu’il existe une deuxiéme tache dans P;. S’il n’y
en avait qu’une, I’équation 3.1 s’écrirait f + % > Wp,, ce qui avec la variante
de la propriété 10 nous donne :

1 3
—>Wp > —
f+2 P> 2f

Soit f = 0, ce qui contredit I'existence d’au moins un processeur libre.

Pour finir, on peut montrer que la tache de P, peut étre ordonnée sur
les f + 1 processeurs en un temps inférieur a 3/2. En effet avec s; = 2f et
Péquation 3.1 on a 3(f + 1) > f + = > Wp,. L’ordonnancement obtenu
est similaire a celui présenté dans la figure 3.10%.

F1G. 3.10 — Aspect de 'ordonnancement apreés les derniéres transformations.

Cas ny =2

Dans ce cas il reste deux taches dans P,. Pour terminer I’ordonnancement,
il faut ordonnancer une des deux sur une partie des f processeurs libres, et
montrer que la disposition des taches permet de placer la deuxiéme tache sur
la deuxiéme étagére en respectant le critére de placement.

Nous allons commencer par montrer par 'absurde que la plus grande
tache peut étre allouée sur f processeurs sans que le temps d’exécution ne
dépasse 3/2. Si la grande tache a un travail supérieur a % f, sachant que la

4Je vous promets que cette figure correspond 3 un cas possible.

Pierre-Francois DUTOT 11 octobre 2004



28

3.5. ANALYSE

petite a un travail supérieur a 2(f + 1) (voir propriété 10) on a les inégalités
suivantes :

We, > or+o(f =212
f+311—:1: > Wh,
Af +s1+x > 9f+3
si+x > 5f+3

Ce qui contredit I'inéquation 3.2.

La plus grande tache peut donc étre placée sur les f processeurs libres.

Etudions maintenant la disposition des processeurs occupés pendant moins
de une unité de temps pour le placement de la derniére tache de Ps.

1. Sila tache que ’on vient d’ordonnancer sur les f processeurs libres a un

temps d’exécution supérieur a 1, son travail est plus grand que f. Nous
pouvons alors borner le travail de la petite tache grace a I'inéquation
3.1. Ce travail est inférieur & %'. Cette tache a donc besoin d’au plus %
processeurs pour étre ordonnancée. Si s; est plus grand que k, il y a un
(ou des) SMP(s) entiérement réservé(s) a des taches de P; et au plus un
partiellement utilisé par P; avant le réarrangement décrit dans la figure
3.9. Utiliser le (ou les) SMP(s) réservé(s) suffit pour placer la derniére
tache de P». Si s; est plus petit que k, lors du mélange décrit dans la
figure 3.9 le SMP ayant le plus processeurs utilisés par des taches de P;
en a au moins s;/2. Donc la deuxiéme tache peut toujours étre placée.

. Si la tache que I'on ordonnance sur les f processeurs dure moins de 1

unité de temps, les f processeurs qu’elle utilise peuvent également étre
utilisés pour la deuxiéme tache. En majorant différemment le terme de
gauche de I'inéquation 3.1, grace a I'inéquation 3.3 utilisée avec ny = 2,
on a :

S1+x + s 2f —s1 +x + s
1 _f 1+f 1 <f 1

f+ 4 2 4 2
+ s
Wp, < f+ s
2
Donc la petite tache a un travail inférieur a £ Jfl, elle utilise au plus

% processeurs. Comme dans le cas précédent, il y a toujours assez

de processeurs dans une bonne configuration aprés le mélange présenté
dans la figure 3.9.
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3.6 Résumé de Palgorithme

L’algorithme est donc constitué des étapes suivantes :

1. Faire une partition des taches entre P, et P, par le sac a dos (par
programmation dynamique).
Complexité : O(mnk)

2. Si le poids total minimum est plus grand que mk alors 'optimal est
plus grand que 1. Il faut réessayer avec une valeur plus grande.

3. On enléve les taches séquentielles de Ps.
Complexité : O(ny)

4. On réduit les taches de P; a leur allocation a;k + b}, en mettant dans
Pein toutes celles qui sont réellement réduites.
Complexité : O(n;)

5. Tant que I'ordonnancement n’est pas faisable et qu’une des trois trans-
formations est possible, on fait une transformation.
Complexité : O(2ny + ny)

6. Si I’ordonnancement n’est toujours pas possible, on fait la transforma-
tion qui correspond au cas particulier no, = 1 ou ny, = 2 suivant le
nombre de taches dans P.

Complexité : O(1)

7. On place définitivement les taches en insérant les petites taches enlevées

a l'étape 3.
Complexité : O(n) pour le placement O(nperiesmk) pour 'insertion.’
Cette insertion se fait entre les taches de la premiére et celles de la
deuxiéme étagére. Puisque le travail total est inférieur a mk, il y a des proces-
seurs qui font moins de 1 unité de travail. On peut ajouter & ces processeurs
une petite tache (inférieure 4 1/2) sans pour autant dépasser la charge maxi-
male de 3/2. Avant insertion, les processeurs travaillent sur au plus deux
taches. En placant la (ou les) tiche(s) insérée(s) entre ces deux taches en
décalant la deuxiéme tache si nécessaire, on est sir de ne pas terminer la
derniére tache aprés linstant 3/2.
La complexité de I’algorithme est de I’ordre de O(mnk), la taille de I'ins-
tance étant du méme ordre puisque chaque tache a mk temps d’exécution en
fonction du nombre de processeurs alloués.

Théoréme 2 L’algorithme d’ordonnancement présenté ici offre une garan-
tie de performance de 2(1 — 1/k) pour le probléme de l’ordonnancement de

SNpetites €tant le nombre de petites taches.
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taches malléables monotones indépendantes sur une machine composée de m
multiprocesseurs identiques ayant chacun k processeurs, ou k est une puis-
sance de deux supérieure ou é€gale a 4.

Par construction la taille de la boite contenant les taches de ’ensemble
P,jcin st exactement 2(1—1/k), et 'on a montré que pour toutes les instances
il était possible d’ordonnancer les taches sans dépasser cette limite.

3.7 Cluster de biprocesseurs

Pour k& = 2 la borne 2(1—1/k) vaut 1. Le meilleur algorithme connu pour
le cas homogéne étant de 3/2 (voir [Mou00]) et le probléme étant NP-complet
au sens fort, nous allons nous contenter® ici de faire un ordonnancement ayant
une garantie de 3/2.

F1G. 3.11 — La tache rouge’ est la seule mal alignée.

[’idée dans le cas des biprocesseurs est de prendre le résultat de 1’al-
gorithme homogéne et de changer légérement le placement des taches pour
garantir le placement de pénalité minimale pour toutes. Le seul probléme
de placement que 'on puisse avoir, quand k& vaut 2 et que les allocations
sont contigués comme dans le cas homogéne, est d’avoir une tache ayant un
nombre de processeurs alloués pair qui ne soit pas alignés avec les SMPs
(voir figure 3.11). Pour éviter d’avoir ce probléme, il suffit de placer toutes
les taches ayant un nombre pair de processeurs sur les bords du diagramme
de Gantt comme sur la figure 3.12. Ce qui revient simplement & mettre les
taches paires de P, sur la gauche et celle de P, et P, sur la droite.

Les lecteurs attentifs remarqueront que dans l’article original, une der-
niére transformation similaire & celle que nous avons présentée dans le cas
ny = 1 peut parfois étre nécessaire. S’il reste des taches dans P,, leur pla-
cement peut étre perturbé par cette tache de P, qui se termine entre 5/4 et

6Si on avait réussi a faire mieux que 3/2, le résultat ferait un chapitre de plus.
"Elle apparait foncée sur les impressions noir et blanc.
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F1G. 3.12 — Les taches sont placées sur des processeurs contigus.

3/2. Heureusement on peut toujours prouver que cette transformation n’est
utile que lorsque ny vaut 1 comme précédemment.

3.8 Conclusion

L’algorithme d’approximation garanti présenté ici est & ma connaissance
le premier & permettre d’utiliser une structure hiérarchique pour des taches
malléables. La garantie obtenue pour les petites valeurs de k£ étant la méme
que dans le cas homogéne, il parait difficile de faire mieux sans changer
radicalement d’approche. Il serait plus intéressant de s’intéresser au cas ol
les SMPs sont de tailles différentes, ou dans un contexte hétérogéne. Les
modifications faites au modéle ne sont malheureusement plus suffisantes dans
ce cas, et ’on atteint les limites du modéle des taches malléables.
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Chapitre 4

Ordonnancement Multi-critére

4.1 Rappel des notations

Comme dans les chapitres précédents, nous considérons n taches a or-
donnancer sur m processeurs. Le temps d’exécution de la tache T; allouée
sur p(i) processeurs est toujours noté ¢;(p(i)) et la date a laquelle la tache
T; commence a s’exécuter (sur tous les processeurs qui lui sont alloués) est
toujours noté o(i). La date de fin d’une tache est C; = o(i) + t;(p(i)). Le
travail est toujours noté W;(p(i)).

4.2 Ordonnancement avec un critére unique

Le probléme de 'ordonnancement tel qu’il est défini dans le chapitre 1,
est la minimisation sous certaines contraintes (non recouvrement des taches,
nombre limité de processeurs, . ..) d'une fonction objective. Une des fonctions
les plus utilisées est le makespan. C’est d’ailleurs celle que 1’on a utilisé dans
les chapitres précédents. Cette fonction permet de minimiser le temps total
d’occupation de la machine si I’on se place du point de vue d’un «locataire»
qui loue une machine multiprocesseur pendant un certain temps. Elle permet
aussi de minimiser le temps d’attente du résultat quand la machine est utilisée
par un unique utilisateur qui est intéressé par le résultat global de tous ses
calculs mais pas particuliérement par une sous partie.

Il y a cependant d’autres situations pour lesquelles ce critére est moins
intéressant, voire contre productif. Par exemple, un utilisateur ayant pro-
grammé 100 taches sur une machine peut vouloir obtenir rapidement les
résultats des 10 premiéres pour vérifier qu’il ne s’est pas trompé, et pour
pouvoir planifier les 100 taches suivantes qu’il soumettra (en modifiant cer-
tains paramétres en fonction des premiers résultats par exemple). Dans ce
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cas, il faut trouver une autre fonction d’estimation qui colle mieux & la réalité,
c’est-a-dire qui satisfasse les utilisateurs. Il existe plusieurs critéres qui ont
été proposés dans la littérature, parmi lesquels nous avons choisi le makespan
et la somme des temps de complétion pour leurs caractéres antagonistes et
leur fréquente utilisation.

Le critére de la somme des temps de complétion est mathématiquement
défini comme X;C; ou C; est le temps de fin de la tache i. Minimiser ce critére
revient souvent & favoriser I’exécution des petites taches par rapport aux
taches plus importantes. Avec un seul processeur, I’ordonnancement optimal
consiste a trier les taches par temps d’exécution croissant et a les exécuter
dans cet ordre, avantageant ainsi les taches les plus petites. Dans un contexte
de taches malléables, ce comportement est encore vrai quand les taches sont
toutes trés peu paralléles ou au contraire toutes trés paralléles. Quand elles
sont toutes trés paralléles, 'optimal est alors de toutes les allouer sur m
processeurs et de reprendre le schéma d’ordonnancement & un processeur.

Pour ne pas pénaliser les grandes taches, ou plus simplement pour mo-
déliser une gamme de problémes plus large, un poids w; est parfois associé a
chaque tache!. On cherche alors & minimiser la somme pondérée des temps
de complétion ¥;w;C;. On peut remarquer que I'optimisation de la somme
des temps de complétion est équivalente a la minimisation de la moyenne des
temps de complétion, puisque la seule différence entre les deux valeurs est la
division par n, le nombre de taches.

4.2.1 Optimisation du makespan

Comme on I’a vu depuis le début de cette partie, 'ordonnancement se
raméne souvent a savoir «ol» et «quand» une tache va étre calculée. Avec les
taches malléables la question «ou» peut étre scindée en deux : «combien de
processeurs» et «lesquels». Les premiers algorithmes d’ordonnancement de
taches malléables ont donc abordés les deux premiéres parties séparément,
pour que les questions «lesquels» et «quand» puissent étre résolues avec un
algorithme classique d’ordonnancement de taches multiprocesseurs (parfois
appelées «rigides»). Cette partie est souvent résolue avec une approxima-
tion par un algorithme de strip packing, c’est-a-dire d’ordonnancement de
rectangles.

En 1992, Turek Wolf et Yu [TWY92| ont introduit I'idée de spécialiser la
premiére phase («combieny ) pour minimiser le critére global. Leur algorithme

! Attention & ne pas confondre w; le poids associé & la tache i avec le W; le travail de
la tache 3.
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essaye de minimiser dans cette phase deux bornes inférieures du makespan
pour le probléme de tache rigide, le travail total et le plus long chemin.

— Le travail total est la somme des travaux de toutes les taches. Le temps
total d’exécution est plus grand que la charge moyenne des processeurs,
donc plus grand que le travail total divisé par le nombre de processeurs.

— Le plus long chemin est le temps minimum d’exécution de toutes les
taches quand le nombre de processeurs est infini et que les communi-
cations sont négligeables. Ce temps minimum est le temps d’exécution
d’un chemin du graphe des taches (quand il y a des relations de pré-
cédence entre les taches) ou d’une téiche seule quand il n’y a pas de
relations de précédence.

Leur algorithme arrive au compromis en partant d’une allocation séquen-
tielle de toutes les taches, en augmentant & chaque fois le nombre de proces-
seurs alloués a la plus grande tache jusqu’a ce que le travail total divisé
par le nombre de processeurs soit plus grand que le temps d’exécution de la
plus grande tache. La garantie de performance est alors fixée par la garantie
de l'algorithme utilisé pour ordonnancer les taches rigides. Le meilleur algo-
rithme connu ayant une garantie de 2, I'algorithme complet a une garantie
de 2.

Pour obtenir une meilleure approximation, la solution adoptée par G.
Mounié dans sa thése [Mou00| est de favoriser la deuxiéme phase en accep-
tant de perdre un peu sur la premiére phase. Les allocations étant calculées
de maniére a préparer I’ordonnancement qui va suivre, la garantie est bien
meilleure (3/2 + €). C’est sur ces travaux que repose le chapitre 3.

4.2.2 Optimisation de la somme des temps de complé-
tion

La minimisation de la somme (parfois pondérée) des temps de complé-
tion est également étudiée depuis trés longtemps. Les premiers algorithmes
polynomiaux optimaux remontent aux années 50 [Smi56| pour le probléme
a4 une machine avec ou sans pondération, et la complexité du probléme &
plusieurs machines a été prouvée dans le papier original de Graham [Gra69).
Le probléme & une machine est simplement résolu en ordonnant les taches
suivant une régle de dominance appelée régle de Smith, qui est dans le cas

pondéré d’exécuter les taches triées dans 'ordre croissant de leur rapport?
Li
w; "

Cette régle de dominance simple dans le cas de taches indépendantes a
été étendue pour obtenir des algorithmes optimaux pour plusieurs classes

2A nouveau t; est le temps d’exécution et w; le poids de la tache.
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de graphes de précédence. Pour les problémes NP-difficiles, plusieurs algo-
rithmes reposent également sur un tri des taches (généralement par résolution
d’un programme linéaire relaxé), suivi d’une politique inspirée de 1’ordon-
nancement de liste [Que93]. Ce travail a ensuite été étendu au probléme
multiprocesseurs [HSSW97], toujours avec des taches s’exécutant sur un seul
processeur.

Pour les taches malléables, ’approche géométrique est celle qui a donné
les meilleurs résultats. Il s’agit généralement de construire un ordonnance-
ment comme une succession d’étagéres (comme celles utilisées dans le cha-
pitre précédent), en triant ces étagéres comme dans la régle de Smith, suivant
le rapport de leur taille et du poids des taches qui les composent.

L’algorithme «smart SMART» de Schwiegelshohn et al. [SLW 98] basé
sur ce principe, a une garantie de performance de 8 dans le cas non pondéré et
de 8,53 dans le cas pondéré. C’est a ma connaissance le meilleur algorithme
publié avant cette thése.

4.3 Tour d’horizon du multi-critére

L’objectif de cette section est de présenter rapidement les principes de
I’ordonnancement multi-critére et les idées importantes du domaine. Le lec-
teur intéressé peut lire par exemple le livre de T’kindt et Billaut [TB02|, ou
celui de Collette et Siarry [CS02| pour un résumé plus complet.

Comme nous 'avons dit au-dessus, les ordonnancements qui minimisent
le temps total d’exécution et ceux qui minimisent la somme des temps d’exé-
cution donnent des résultats trés différents, et généralement mauvais pour
I’autre critére. Siles deux critéres sont importants, comme par exemple quand
plusieurs utilisateurs ayant des points de vues différents partagent une ma-
chine, ou qu’une équipe loue une machine (minimisation du makespan) mais
veut quand méme mettre des priorités aux différentes taches (minimisation de
la somme pondérée des temps), il faut concevoir et utiliser des algorithmes
plus généraux. Ces algorithmes peuvent dans ’absolu étre moins bons sur
chaque critére que d’autres algorithmes spécialisés, tout en étant meilleurs
sur 'autre. Ce qui compte réellement, c’est que ces algorithmes ne soient pas
plus mauvais qu’'un autre algorithme connu sur les deux critéres en méme
temps.

Nous allons maintenant présenter deux approches différentes pour conce-
voir des algorithmes bi-critéres.
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4.3.1 Premiére construction générique

Nous allons d’abord présenter une construction applicable a tous les types
de problémes d’ordonnancement pour lesquels on connait a la fois un algo-
rithme pour le makespan A, . et un pour la somme des temps de complétion
As ¢, (présenté dans [PSTW97]). On notera pc,,,, la garantie de ’algorithme
Ac,.. €t psc, la garantie de lalgorithme As~ ¢, .

Deux phases, deux algorithmes (Ay ¢, ; Ac,..)

Proposition Il est possible de mixer les algorithmes As~¢, et Ac,,,, en
un algorithme ayant a la fois une garantie de 2py-¢, sur la somme des temps
de complétion et une garantie de 2p¢,, .. sur le makespan.

On peut d’abord remarquer que si I’on retarde ’exécution de I’ordonnan-
cement fourni par l’algorithme A, . par un temps constant A\pc,, . C .., on
augmente le facteur de garantie de A\p¢, . . Le principe du nouvel algorithme
est donc de commencer par utiliser I’ordonnancement fourni par 1’algorithme
As~ ¢, puis de changer au bout de pc,,,,Cr,,, unités de temps pour passer
a l'ordonnancement A, . pour ordonnancer les taches n’étant pas encore
finies. Les taches finissent donc toutes avant la date 2p¢,, ., C;..- La garantie
sur le makespan est donc 2pc, . . Pour montrer la garantie sur la somme
des temps de complétion, il suffit de constater que seules les taches finissant
dans I'ordonnancement produit par Ay~ ¢, aprés le temps p¢, ., Crq. 00t leur
temps de complétion augmenté. Ces taches finissant dans le nouvel ordon-
nancement avant la date 2p¢, . Cr . la somme des temps de complétion est
au plus doublée. La garantie sur la somme des temps de complétion est donc

de QpZ C;-

Corollaire Avec les meilleurs algorithmes spécialisés connus pour le ma-
kespan et la somme des temps de complétion (voir sections 4.2.1 et 4.2.2),
I’algorithme bi-critére obtenu a une garantie de 3 4 € sur le makespan et de
16 sur la somme des temps de complétion.

Le nouvel ordonnancement étant obtenu en enlevant des taches a deux
ordonnancements faisables, il est potentiellement plein de trous. On peut en
pratique améliorer le résultat en exécutant les taches dés que possible, mais
cela n’étant pas quantifiable le résultat théorique (au pire des cas) reste le
méme.

Réglage fin des paramétres

Avec ce schéma d’ordonnancement, il est possible de diminuer la garan-
tie sur un critére en augmentant celle de I'autre critére. Il suffit pour cela
de changer d’ordonnancement plus ou moins t6t. Si la date ol I'on passe a
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I’ordonnancement généré par A, .. est A\pc,,..Cr . la garantie sur le makes-
pan devient alors (1+ \)pc,..., et celle de la somme des temps de complétion
devient alors %pz c,- Pour équilibrer les deux rapports, on peut prendre
A = 5,33 ce qui donne une garantie de 9,5 sur les deux critéres. La courbe
compléte est représentée dans la figure 4.1.

20

15

0 5 10 15 20
Cmax

F1G. 4.1 — Courbe du compromis Cq, / >, wiCi.

4.3.2 Spécialisation d’un algorithme

Pour obtenir un ordonnancement bon sur deux critéres différents, un
autre type de construction est possible. Il s’agit d’utiliser un algorithme effi-
cace sur l'un des critéres comme brique de base d'un ordonnancement ayant
une garantie sur 'autre critére. C’est cette approche que Hall et al. ont pri-
vilégiée (voir [HSWI6| et [HSSWOIT]). Leur algorithme de base est un algo-
rithme qui prend en entrée un ensemble de taches pondérées et un temps D,
et essaye de minimiser le temps nécessaire pour faire au moins autant de poids
que 'optimal (pour le poids) en temps D. Ceci est proche de I'optimisation
du makespan, puisque si le temps imparti & 'algorithme est C, .., I'algo-
rithme rendra un ordonnancement ayant toutes les taches (puisque 1’optimal
arrive a faire toutes les taches en un temps C7 ).

L’idée principale est d’utiliser cette brique de base pour ordonnancer des
intervalles de temps ayant une taille a croissance géométrique. L’algorithme
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de base étant garanti, on sait borner le temps total d’exécution. Nous al-
lons présenter ici la construction avec les notations de [HSW96]|, puisque
c’est cette construction dont nous nous sommes inspirés pour notre famille
d’algorithmes.

L’algorithme de base est techniquement noté MSWP de 'anglais Maxi-
mum Scheduled Weight Problem?®. Comme nous ’avons briévement dit plus
haut, il prend en entrée un ensemble de tiches S et un temps D, et rend
un ordonnancement d’un sous-ensemble de S en temps pD (p étant le fac-
teur d’approximation de I’algorithme), tel que tous les sous-ensembles de S
ayant un poids supérieur au sous-ensemble choisi aient un makespan optimal
supérieur a D.

Partant de I’hypothése que la plus petite tache a un temps de complétion
d’au moins 1 quand toutes les machines lui sont allouées*, on coupe I’échelle
de temps en lots de taille 2!. On définit 7, = 1 et 7, = 21 (pour tout
[) comme les bornes du découpage temporel. L’ordonnancement est alors
construit itérativement de la facon suivante. A chaque étape I, on considére
I’ensemble J; des taches disponibles (et pas encore ordonnancées) au temps
7;. L’algorithme de MSWP est alors invoqué avec cet ensemble de taches et
le temps D = 7y, et le résultat est placé entre p7; et pryyy.

Pour prouver que I’ordonnancement final sera garanti sur la somme pon-
dérée des temps de complétion, il faut ici montrer un lemme de dominance.
Soit S; et W, respectivement I’ensemble de taches ordonnancées par I’algo-
rithme MSWP a I'étape [ et le poids de cet ensemble. On définit de la méme
facon S; et W, comme étant I’ensemble des taches ordonnancées entre 7;_;
et 7; dans un ordonnancement fixé, et le poids des taches de cet ensemble.
L’ensemble S = (U,_,S;) — (U, Sk) est I'ensemble des taches faites dans
cet ordonnancement fixé avant la date 7; mais que I'algorithme n’a pas fait
avant p7;. Comme ces taches finissent toutes avant 7; dans ’ordonnancement
fixé, et qu’elles sont toutes disponibles & 1’étape [ de I’algorithme, le poids de
I’ensemble choisi a I’étape [ par ’algorithme est plus grand que le poids de
S. Ce qui permet d’écrire :

l l
VI, Y W =Y Wi
k=1 k=1

3Probléme du Poids Ordonnancé Maximal. La définition est dans la suite du texte.

4Cette hypothése n’est pas aussi anodine qu’on pourrait le penser. Non seulement elle
donne la taille de départ des lots (batches) pour Palgorithme, mais elle permet en plus de
s’affranchir de tous les scénarios d’adversaire utilisant des taches de taille e. La différence
de tailles entre les différentes taches ne peut donc se faire que par I'utilisation de taches
géantes, qui de toutes fagons feront augmenter le temps de complétion général.
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Lemme 10 Le poids ordonnancé par [’algorithme entre 0 et p1iiq est au
moins ausst grand que le poids fait par n'importe quel ordonnancement entre
0 et .-

Soit L tel que toutes les taches d’un ordonnancement optimal pour la
somme pondérée des temps d’exécution soient finies a la date 7. Les taches
de S; étant toutes finies au temps p7i4 1, la somme pondérée des temps de com-
plétion de ’ordonnancement est inférieure a Zle pTi41W,. Grace au lemme
précédent, au fait que 7,1 = 47,1 et au fait que les taches de S; finissent
toutes aprés le temps 7;_1, on peut écrire la série d’inégalités suivantes, qui
menent & la garantie pour la somme pondérée des temps de complétion.

L L L n
mele < 4027'171% < 4027'171‘% < 402%‘0;

=1 =1 =1 j=1

Pour la garantie sur le makespan, il suffit de constater que s’il reste des
taches a I'étape L, c’est qu’a I’étape L — 1 toutes n’ont pas pu terminer. Donc
Tr-1 < C},..., or 'ordonnancement construit se finit au pire au temps p771,
ce qui implique que la garantie sur le makespan est de 4p également.

Une modification rendant un paramétre aléatoire permet d’améliorer ces

résultats et d’obtenir la garantie de ﬁp pour les deux critéres®. Comme
nous réutiliserons cette technique, elle sera présentée en détail dans la suite

de ce chapitre.

Optimisation hors-ligne

L’algorithme que nous venons de présenter a été concu dans le cadre de
la résolution de problémes en ligne (on-line), c’est-a-dire ou les taches ne sont
connues que lorsqu’elles deviennent disponibles. Puisqu’ici nous nous sommes
uniquement intéressés aux problémes hors-ligne (off-line), nous pouvons lé-
gérement modifier I’algorithme pour gagner un facteur 2 supplémentaire sur
le makespan. Il s’agit de trouver la valeur minimale ¢,,;, pour laquelle I’al-
gorithme MISWP ordonnance toutes les taches. Ce temps est une borne
inférieure du makespan optimal, mais surtout on peut choisir la valeur de 7
pour que 77, = t,. L’ordonnancement étant fini au temps p77.1, la garantie
est alors de 2p.

5 Attention, ceci est une garantie en moyenne, donc pas forcément atteignable pour les
deux critéres en méme temps.
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4.4 Une nouvelle famille d’algorithmes pour les
taches malléables

4.4.1 Un meilleur algorithme MSWP

Dans ’article [CPS196], les auteurs utilisent un algorithme pour le pro-
bléme MSWP ayant une garantie de 3 + € (pour le modéle des téches mal-
léables). Or pour les taches malléables, le meilleur algorithme d’approxima-
tion pour les tiches indépendantes a une garantie de 3/2 + € (voir la thése
de Gregory Mounié [Mou00]). On peut donc gagner un facteur 2 en adaptant
cet algorithme pour en faire un algorithme résolvant le probléeme MSWP.
Cette modification se fait au niveau du sac & dos qui partitionne les taches
en taches trés paralléles et taches moins paralléles (voir le chapitre précédent
pour une description détaillée du probléme de sac a dos et sa résolution par
programmation dynamique). Au lieu de partitionner les taches disponibles
en deux ensembles (paralléles vs. non paralléles), nous allons les scinder en
trois ensembles : paralléles, non paralléles et rejetées.

Le seul défaut de cette approche est que la complexité de I'algorithme est
fortement augmentée. En effet en prenant des poids entiers, la complexité est
multipliée par un facteur nw,,q,, oil n est le nombre de taches et w,,., est le
poids maximum d’une tache. Cependant dans les problémes réels, les poids
sont généralement entiers et I’écart n’est pas trés important (avec des écarts
trés importants, 'ordre d’exécution des taches est fixé par les poids et I'on
peut approximer par des algorithmes d’ordonnancement avec contraintes de
précédence).

On passe donc de 12+ € 4 6 + € (et méme 3 + ¢ pour le makespan) pour
I’algorithme présenté dans la section 4.3.2, qui devient alors meilleur que
celui de la section 4.3.1.

4.4.2 Une famille d’algorithmes

Nous pouvons ici aussi rajouter un parameétre variable pour (comme dans
la section 4.3.1) avoir une meilleure garantie sur un critére au détriment de
I’autre. Pour introduire le paramétre, nous allons d’abord étudier la trans-
formation d’un ordonnancement optimal pour la somme des temps de com-
plétion (noté O%-,) en un ordonnancement O similaire & ceux produits par
I’algorithme pour un paramétre fixé o > 1.

1. Soit C7, ... le temps de complétion optimal de I'instance considérée. Soit

k le plus petit entier tel qu’il n’y ait pas de taches qui puissent s’exécuter
en moins de %
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2. Si 'on considére le début de 'ordonnancement O*E ¢, Jusqu’au temps

c
71 = =% on a un ordonnancement pour un sous-ensemble de taches.
L’ algorlthme MSWP peut ordonnancer ce sous-ensemble de taches en

pg’”‘” Ces taches sont placees dans l’'ordonnancement O entre 7, =
c c
P o= 1(; ) et o =71 + P4 m” = Pp= 2"(2% n-

3. On procéde de méme pour tous les intervalles [7_;; Tk—j+1] (pour j
allant de £ —2 a 1), en ordonnangant avec MSWP les taches restantes

L cx c "
ayant un temps de complétion C; < 7,_; = =22 en p—=e= unités de

temps, placées entre 7;,_; = p% et Tpr1—j = p%

4. Toutes les taches restantes peuvent alors étre ordonnancées en pC7, ..
unités de temps, et placées a la fin de 'ordonnancement.

C c*

ot L Craz
d T T T T
S [ I I ordonnancement
&l | | optimal pour
F* | Lot ! | Z C;

@\ \ 6 @)
<
)
—
a,
=
a(a 1) pcmam O;w,w C:;Laz

FI1G. 4.2 — Transformation d’un ordonnancement O*Z c, en ordonnancement
bi-critére (ici k =4 et a = 2).

Cette transformation est illustrée dans la figure 4.2. Les nombres entre
parenthéses sur la figure permettent d’identifier quelles taches sont placées
a quelle étape. Si I'on note CF le temps de complétion des taches avant la
transformation et C! le temps de COIélpletIOIl apresc *la transformatlonc pour

toute tache i telle que Ymar < C% < Smar on a Pty < CF < prhisyy

apreés la transformation, d’ou 'on peut déduire l'inégalité : C* < ajl pC3.
Cette inégalité nous donne directement une garantie de aa—flp sur la somme
des temps de complétion. La garantie sur le makespan se calcule en faisant

la somme des temps d’exécution de tous les intervalles, c’est-a-dire -~ p.
? a—1
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Nous allons maintenant définir une famille d’algorithmes basés sur ce
principe d’intervalles croissants.

Description de ’algorithme

Comme nous nous placons dans un contexte hors-ligne nous pouvons,
avant de faire un quelconque ordonnancement, exécuter plusieurs fois 1’algo-
rithme MSWP pour obtenir par dichotomie la plus petite borne C,q, telle
que MSWP puisse ordonnancer toutes les taches en temps pé’mam. Cette
borne est une borne inférieure de C;,,. +¢€, ol € est une constante qui dépend
de la taille de la derniére itération de la dichotomie.

Grace a cette borne et au temps d’exécution des taches, on peut détermi-
ner le plus petit k tel qu’aucune tache ne s’exécute en moins de % unités
de temps. L’algorithme s’exécute itérativement, en utilisant a chaque étape j
I'algorithme MSWP avec une date D; = gﬁff pour remplir une étagére de

taille p%. Par définition de émax, la derniére étape est certaine de contenir
toutes les taches n’ayant pas été ordonnancées dans les étapes précédentes.

Le temps de complétion total est donc au plus de -5 pC’ ... Pour obtenir
la garantie de performance sur la somme des temps de complétion, il faut
a nouveau utiliser le lemme 10. Comme précédemment, la garantie se fait
entre le début d’un intervalle et la fin de 'image du suivant. Les garanties
de performance sont donc de —%5p pour le temps de complétion et de aa—fl p
pour la somme des temps de complétion.

Analyse des résultats

Pour illustrer ces résultats, nous avons tracé dans la figure 4.3 ’ensemble
des couples de garanties de performance que 1'on peut obtenir quand « est
plus grand que 1 (en prenant le meilleur MSWP possible, c’est-a-dire p =
3/2). Une simple étude de courbe montre que la garantie sur la somme des
temps de complétion atteint son minimum pour o = 2. Ce minimum est donc
de 4p. En ce point la garantie de performance sur le makespan est de 2p. Les
valeurs atteintes pour a > 2 sont indiquées par un trait continu, le trait en
pointillés indiquant les valeurs pour o < 2. On peut voir sur la courbe que
seuls les algorithmes correspondant a un paramétre o supérieur ou égal a 2
sont intéressants. En effet ce sont pour le moment les meilleurs algorithmes
connus pour le probléme, c’est-a-dire que pour chacun d’entre eux il n’existe
pas encore d’algorithme ayant une meilleure garantie sur les deux critéres en
méme temps.

Pour donner un point de comparaison nous avons ajouté sur la courbe les
points représentant les algorithmes présentés dans [CPS™96]. Ces algorithmes
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Cmax

F1G. 4.3 — Courbe de la famille d’algorithmes

ayant été écrits pour la version hors-ligne du probléme, nous avons divisé par
deux leur garantie sur le makespan pour obtenir une comparaison honnéte.
Ceci correspond & la détermination d’une borne inférieure émax du makes-
pan optimal par 'algorithme MSWP, qui permet de fixer ensuite la taille
du premier intervalle de facon a terminer par un intervalle de taille pC’mam.
On fait en fait ’économie de 'incertitude sur la taille du dernier intervalle
par rapport a C,,... Les deux points matérialisés par un + correspondent
donc au résultat (12;12) (par l'algorithme déterministe) amélioré en (6;12),
tandis que les deux X correspondent au résultat (8,67;8,67) (par I’algorithme
aléatoire) amélioré en (4,34;8,67).

4.5 Introduction de ’aléatoire

Nous allons maintenant améliorer un peu plus les résultats précédents
en utilisant Iapproche aléatoire présentée dans [CPS*96]. Le principe de
base de cette approche est d’utiliser plusieurs fois un des algorithmes de
la famille précédente, en faisant varier un paramétre aléatoire pour obtenir
plusieurs ordonnancements d’'une méme instance et ne garder que le meilleur.
Les garanties de performance telles qu’on les a présentées sont basées sur
I’analyse du pire cas. Or les instances qui atteignent ces valeurs de pire cas
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sont différentes suivant la valeur du paramétre que I'on va faire varier. En
moyenne le résultat est donc bien meilleur.

Le paramétre que nous faisons varier aléatoirement est un facteur multi-
plicatif sur le temps. Les pires cas pour la somme des temps de complétion
étant atteints quand une tache qui finissait juste aprés une des bornes d’in-
tervalle est ordonnancée de fagon a finir juste avant la frontiére de I'intervalle
image, faire varier 1’échelle de temps permet de faire passer la tache en ques-
tion du début d’un intervalle & la fin de I'intervalle précédent. Nous allons
donc multiplier tous les temps par un facteur (3 choisi dans l'intervalle |1/c; 1].
Ce facteur étant généralement inférieur a 1, il faudra rajouter une étagére de
taille pémax a la fin de ’ordonnancement pour étre siir de bien ordonnancer
la totalité des taches. Rajouter ce lot nous fait malheureusement perdre le
gain obtenu avec le passage vers les problémes hors-ligne. En contrepartie,
la version en ligne de notre algorithme devient quasiment aussi compétitive
que la version hors ligne, et reste meilleure que les versions existantes.

Théoréme 3 En multipliant les variables temporelles de [’algorithme précé-
dent par une variable aléatoire prise uniformément dans l'intervalle |1/c; 1],
on obtient en moyenne une garantie de ﬁp sur la somme des temps de
complétion et de (1 + m(%))p sur le temps total de complétion.

Comme dans la section 4.3.2, nous allons comparer ’ordonnancement
obtenu par notre algorithme & un ordonnancement optimal pour la somme des
temps de complétion. Les notations sont exactement les mémes, a ’exception
du fait que maintenant 7; et 7; valent respectivement g’,?ff et p—o=pe=—. Le
lemme 10 est également toujours valide ici.

Considérons donc un ordonnancement optimal pour la somme des temps
de complétion. Soit 7y,(;) la date de début de I'intervalle dans lequel se finit la
tache T; (c’est-a-dire Tfi) < CF < Tin)+1)- Comme dans la section 4.3.2, la

" , L - 1%
somme des temps de complétion est bornée par ) ;_; 7141 W}, et nous pouvons
écrire les inégalités suivantes :

L L 9 L 9 L
_ — o - o
E%W<a2§%_w< ET_W<—§T_W
+1W > — 1—1 l_po‘_ll_l 1—1 l_po‘_ll_l -1V

=1

A partir de cette étape, ’analyse va étre plus fine que dans la section 4.3.2.
Nous n’allons pas majorer directement le terme ZlL: | iAWy par > w,CF,
mais simplement 1’écrire différemment sous la forme Z?Zl W;Tfin(i), €N Tem-
plagant les sommes partielles T, par les taches qui les composent.
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n

2 n
> wiC; < paa_ N > witsing
=1

i=1

La derniére inégalité porte donc sur les dates de début des intervalles dans
lesquels les taches se terminent dans I’optimal. L’espérance étant une fonction
linéaire, il suffit de connaitre I'espérance de 7y;,; en fonction de C; pour
connaitre une borne sur ’espérance de la somme des temps de complétion.
On écrit 3 sous la forme a~*, ot X est une variable aléatoire uniformément
distribuée sur U'intervalle ]0; 1].

Soit y; € [0; 1] et [; entier tel que Cf = OFW%. Si 3 = o~ est inférieur
ou égal & o™ on a par définition 7y, qui est égal & ﬁ%, et sinon 7y, (;)
vaut ﬁ%. A partir de cette constatation un calcul simple nous permet
d’évaluer 'espérance de 7y:,(;) en fonction de C7.

1
E[Tfin(i)] = / Tfm(z')dX
0
i S 1 S
= / a‘XCIm“de+/ a‘XCm“:”dX
0 ai+1 i o{li

Vi 1
= / oz_Xoﬂi_lC;‘dXJr/ a X" CrdX
0

Vi

1 Vi 1
= a"C’ (—/ ofXdX+/ ofXdX)
a Jo -

= oGy <é <_1i(_;i) * ln(la)) i <_1S(:) * 1(;1(—;)))
Blryme] = G <_ali(a) * 1n(1a)> - aaln_((i)cgk

Ce qui nous permet de conclure sur ’espérance de la somme des temps
de complétion :

E

;wici] < In(a) ;wﬂi

La garantie sur la somme des temps de complétion est donc %. La
garantie sur le makespan dans le pire cas est augmentée a cause de ’étagére
supplémentaire de taille fixe pCpnq, et devient donc “=p+p = %p. On
peut également définir une garantie en moyenne sur le makespan, puisque la
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longueur totale d’exécution varie aussi en fonction de . Cette valeur moyenne
est de of +p = (1+ﬁ)p.

Il faut cependant souligner le fait qu’il peut trés bien ne pas exister de
valeur de [ telle que 'ordonnancement obtenu soit aussi bon que les valeurs
moyennes le suggérent sur les deux critéres en méme temps. C’est pour cela
que sur la figure 4.4 nous avons représenté a la fois la courbe des deux valeurs
moyennes (trait épais) et celles de la valeur moyenne pour la somme des
temps de complétion et de la valeur pour le pire cas du makespan (trait fin).
Pour permettre une comparaison avec les résultats précédents, la courbe de
la famille précédente est tracée en pointillés.

T I | I
12 - . ......... [EEIEETIR ZWZCZ moyen / pire Cmax
: : valeurs moyennes
10 pires cas - -« - --
8 e S P ST A R —]
Z w;C;
6 I T T ]
4 L Rt e e e ]
2 b e ]
| | | | | |
2 4 6 8 10 12
Cmaaﬂ

F1G. 4.4 — Comparaison des différents algorithmes

On peut noter que contrairement au cas précédent, le minimum des
courbes pour la somme des temps de complétion est atteint pour la valeur
a =e~2 72 au lieu de a = 2. La valeur minimale est alors de ep, qui vaut
environ 4,08 si ’on prend I’algorithme MSWP introduit dans ce chapitre
(p = 3/2). La garantie sur le makespan vaut alors en moyenne 3, et au pire
3, 88 environ.

4.6 Conclusion

Les techniques utilisées ici ont été présentées avec les taches malléables et
’algorithme de Mounié [Mou00| pour faciliter ’exposé. Cependant ce sont des
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procédés génériques qui peuvent étre étendus a d’autres problémes. On peut
tout a fait utiliser cette approche avec ’algorithme du chapitre précédent
pour obtenir une famille d’algorithmes garantis sur les deux critéres dans un
cadre de plate-forme hiérarchique.

Ces algorithmes bi-critéres ont une garantie beaucoup plus petite que
les précédents, ouvrant la voie d’une utilisation pratique. En simplifiant le
principe de ces algorithmes on obtient en effet des résultats trés bons en
moyenne [DEMTO04| qui par contre ne sont plus théoriquement garantis.
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Taches Divisibles






Chapitre 5

Chaines de Processeurs

L’application étudiée dans cette partie sera composée d’un seul ensemble
de taches identiques et indépendantes les unes des autres. Ce modéle, proche
de certaines applications réelles comme SETI [SETI| ou la recherche de
nombres premiers de Mersenne [Mers|, est trés similaire au modéle des téaches
divisibles introduit par Cheng et Robertazzi [CR88|. Ce modéle correspond
particuliérement aux applications de type paramétrique [Ciment|, pour les-
quelles un grand nombre de calculs indépendants sont fait a partir d’'un jeu
de données qui ne varie que par quelques paramétres.

Dans le modéle des taches divisibles, ’ensemble du travail & effectuer
peut étre partitionné en blocs de n'importe quelle taille et est ensuite dis-
tribué a un ensemble de processeurs. Dans les premiers travaux de Cheng
et Robertazzi [CR88], il s’agissait de partager ’analyse d’un grand ensemble
de données entre plusieurs processeurs reliés en chaines. La propagation des
données se fait dans cet article en une seule fois, c’est-a-dire qu’il n’y a qu’une
communication entre deux processeurs voisins. Le temps de calcul et le temps
de communication étant liés au volume de données traité, I’ordonnancement,
optimal est obtenu par une formule analytique simple.

Beaucoup d’autres topologies ont été étudiés par la suite avec des pro-
cesseurs homogénes, comme les arbres [CR90], ou avec des processeurs hété-
rogénes, comme les bus [SRLI8| ou les étoiles [CRL00|. La différence entre
ces deux architectures est que dans le cas du bus le temps de communica-
tion est le méme pour tous les processeurs, alors que dans le cas de I’étoile
les liens peuvent étre de différentes natures, et donc avoir des vitesses diffé-
rentes. Dans les deux cas les solutions étudiés dans ces articles correspondent
a un déploiement en une seule fois, ce qui conduit & des ordonnancements
relativement simples.

La centralisation des données traitées n’est généralement pas pris en
compte dans les travaux sur les taches divisibles. En effet, pour de nom-
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breuses applications comme la recherche d’un mot dans une base de données,
ce retour est beaucoup plus simple que I’envoi initial de données, donc beau-
coup plus rapide. Il a également été récemment démontré qu’en gardant le
méme ordre pour le retour que pour le déploiement! on obtenait une solution
asymptotiquement optimale [AGRO03].

Cependant, on peut remarquer que le travail étant parfaitement divisible,
il n’y a pas lieu de se limiter & une propagation des données en une seule
communication. Scinder les communications en plusieurs étapes permet de
commencer le travail sur les premiéres parties sans avoir besoin d’attendre la
totalité du travail a faire localement.

Cette constatation a conduit plusieurs auteurs [YC03, BLR03] & considé-
rer des ordonnancements composé de plusieurs distribution de travail (multi-
round). Ces algorithmes sont asymptotiquement optimaux, c’est-a-dire que
quand le nombre de tournées augmente, le rapport entre le temps de com-
plétion optimal et le temps obtenu par ’algorithme tend vers 1.

Plutot que de distribuer le travail en plusieurs tours, une autre solution
est la distribution de ce travail en paquets de méme taille. En effet cela
permet une plus grande souplesse dans ’ordre dans lequel on envoie des
données aux différents travailleurs. C’est le cadre de cette partie. Une treés
bonne bibliographie sur les taches identiques dans le cadre maitre esclave et
sur les modéles proches est disponible en ligne [BLRO02b].

Le critére d’optimisation étudié dans le cadre de ce travail est la minimi-
sation du temps total de complétion (makespan). Ce critére est proche de la
maximisation du nombre de taches effectuée en régime permanent, qui a été
étudié en détail dans la thése d’Arnaud Legrand [Leg03].

Les réseaux étudiés dans ce chapitre se limiteront aux chaines de proces-
seurs hétérogenes. Résoudre le probléme des taches divisibles sur les chaines
de processeurs hétérogénes permet de résoudre le probléme pour une classe
de graphes ayant certaines propriétés particuliéres [Li02]. C’est également
avec les arbres a un seul niveau (déja traités dans la littérature [BLR02a|)
un premier pas vers les structures plus complexes qui seront traitées dans les
chapitres suivants.

5.1 Définitions

Dans ce chapitre, nous allons considérer une chaine de processeurs iden-
tique a celle de la figure 5.1. Chaque processeur posséde un lien de communi-
cation de latence ¢; et un temps de cycle de w;. Ce qui signifie qu’une tache

1C’est-a-dire 'ordre FIFO (First In First Out).

Pierre-Francois DuTOT 11 octobre 2004



CHAPITRE 5. CHAINES DE PROCESSEURS 83

mettra c; unités de temps pour arriver sur le premier processeur si le lien
est inoccupé et w; unités de temps pour étre exécutée si le processeur est
libre. On appelle parfois « maitre » la source de taches qui est connectée au
premier processeur.

F1G. 5.1 — Le premier noeud est la source des taches.

Les liens et les processeurs sont & utilisation exclusive. Il ne peut pas y
avoir de partage d’un lien entre deux taches ou de partage d’un processeur.

Mathématiquement pour définir un ordonnancement, on donne habituel-
lement la date T'(i) de début d’exécution d’une téche (notée o(i) dans la
partie précédente), ainsi que le processeur P(i) qui lui est alloué. Ici plu-
sieurs contraintes font que plus d’informations sont nécessaires. D’abord les
communications exclusives font qu’il faut ordonnancer aussi les transmis-
sions. On peut également retarder dans chaque processeur le calcul ou la
réémission d’une tache (alors qu’on ne peut en aucun cas linterrompre). Il
faut donc préciser pour chaque tache 'ensemble C(i) des temps de début de
transmission pour tous les liens de communication empruntés. Cet ensemble
est décrit sous la forme d’un vecteur ayant pour longueur le nombre de liens
traversés. L’élément k& de ce vecteur, noté C}, est la date d’émission? de la
tache ¢ par le processeur k — 1.

Définition 8 Ordonnancement. L ’ordonnancement de n tiches sur p pro-
cesseurs est défini par la donnée de trois fonctions P(i), T'(i) et C(i) décrites
ci-dessous. On note 1..p l’ensemble des entiers de 1 a p.

P@GE) @ 1L.n—1.p
T@#) : l.n— N
C(i) : l.n— {N'icl.p}

Définition 9 Ordonnancement réalisable. Un ordonnancement est réa-
lisable s’il vérifie les quatre propriétés suivantes :

Vi€ 1.n Vk € 2..P(i) Ci +a1<Ci (5.1)

21l s’agit en fait du début de la communication entre les processeurs k — 1 et k. Le
processeur maitre a par convention le numéro 0.
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Viel.n Chuy +cpay < T(0) (5.2)
Vi,jel.n P(i) = P(j) = |T(i) — T(j)| > wpu  (5.3)
Vi,jel.nVkel.p (k<P()andk < P(j)) = |CL — CI| > e (5.4)

La premiére condition traduit que la tache est complétement recue par
un processeur avant d’étre réémise. La deuxiéme en est le prolongement final,
c’est-a-dire qu’il faut que la tache soit complétement recue avant d’étre cal-
culée. La troisiéme condition implique que deux taches ne peuvent s’exécuter
en méme temps sur un processeur et la derniére que deux taches ne peuvent
pas étre transmises en méme temps sur un lien de communication.

Dans la figure 5.2, nous donnons un exemple de représentation graphique
d’un ordonnancement assez simple sur une chaine réduite a deux processeurs.
Chaque trait vertical représente une unité de temps. Les fleches en diagonale
sont les transmissions et les fléches horizontales sont les temps d’exécution. La
deuxiéme tache émise par le maitre est retardée d’une unité de temps avant
d’étre exécutée pour ne pas empiéter sur 'exécution de la tache précédente.
Cette représentation permet de montrer I’ordonnancement des communica-
tions, et remplacera donc dans toute cette partie les diagrammes de Gantt
présentés dans la premiére partie.

R
2

o 14

F1G. 5.2 — Représentation graphique d’un ordonnancement.

Définition 10 Temps total de calcul T,,,.. Le temps total de calcul est
la différence entre la date d’émission de la premiére tiche par le maitre et la
date de terminaison de la derniére exécution.

Nous aurons besoin par la suite de comparer des vecteurs de communica-
tions. Pour cela nous allons utiliser un ordre lexicographique étendu dans le
cas ou les vecteurs sont de tailles différentes. Pour comparer deux vecteurs de
tailles identiques, nous comparons les valeurs des composantes deux a deux,
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la premiére différence indique lequel est le plus grand. Si les vecteurs sont de
tailles différentes, soit les premiers éléments du plus long sont différents de
I’autre vecteur et dans ce cas on fait la méme comparaison que pour deux
vecteurs de mémes tailles, soit un vecteur est préfixe de I’autre et dans ce cas
le plus long est inférieur au plus court?.

Définition 11 Comparaison de vecteurs. Soit A = {ay,...,a;} et B =
{b1,...,b;} deux vecteurs de communications, on dit que A est inférieur a
B (noté A < B) si et seulement si une des deuz conditions suivantes est
vérifiée :

-1>] ethelj ar = by
- Jk € 1.min(i; ) tel que ay # by et si l est le plus petit indice tel que
ay et by different, alors a; < b

5.2 Algorithme

— Entrée : n taches et une chaine (¢;)ic1.p, (W;)ie1.p
— Sortie : Un ordonnancement réalisable pour les n taches, c’est-a-dire
les trois fonctions P, T et C.

L’algorithme qui donne I'ordonnancement optimal des taches est com-
plétement décrit dans la figure 5.3. Le principe de cet algorithme est de
construire I’ordonnancement a partir de la fin du temps alloué, en remontant
le temps et sans jamais remettre en cause les choix effectués. [.’idée principale
derriére cette construction est de réduire au maximum 1’utilisation des res-
sources de communication pour pouvoir ordonnancer le maximum de taches
en un minimum de temps. En partant de la fin de I'ordonnancement, on peut
en placant chaque tache choisir ’allocation qui va permettre de laisser le
plus de place aux taches précédentes. Nous montrerons plus loin que cette
solution est optimale.

Pour expliquer le déroulement de ’algorithme il faut introduire ici deux
nouvelles définitions. On notera h I’enveloppe des communications (respecti-
vement o 'occupation des processeurs) a une étape donnée de I’algorithme,
c’est-a-dire le vecteur des temps a partir desquels les liens de communications
(respectivement les processeurs) sont utilisés pour la premiére fois.

La description de ’algorithme en langage courant est la suivante. D’abord
on définit une limite supérieure au temps total d’exécution qui correspond

3Contrairement aux apparences, ceci n’est pas ’ordre lexicographique sur les mots. Les
huit sous ensembles de l’ensemble {1,2,3} sont triés dans 'ordre {} < {1} < {1,2} <
{1,2,3} < {1,3} < {2} < {2,3} < {3} par l'ordre lexicographique sur les mots, alors que
mon ordre est : {1,2,3} < {1,2} < {1,3} < {1} < {2,3} < {2} < {3} < {}.
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// Calculer une borne supérieure du temps total
To = ¢; + (n-1) * max(wy,c;) + wy
// Initialisation des vecteurs h et o.
for i =1 to p do
hi = 0; = Too
endfor
// Initialisation des C(i)
for i =1 to n do
C(i) = {0;---;0}
endfor

// Calcul des vecteurs de communications
for i = n downto 1 do
for k = p downto 1 do
kCIZC = min(ok — Wk — Ck,hk - Ck)
for j = k-1 downto 1 do
*Ci = min("Clyy — ¢, hy —¢))
endfor
if C(i) < *CO(i) then C(i) = *C(i)
endfor
P(i) = length(C(i)) // Placement des té&ches
T(i) = ope — wpg)
op@ = T(i)
for k = 1 to P(i)
hk = C]i,
endfor
endfor

// Décalage temporel
for i = n downto 1 do
T(i)=T(i)— C}
for k = P(i) downto 1 do
L= (-
endfor
endfor

return C,P and T

F1G. 5.3 — L’algorithme en pseudo-code.
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au temps nécessaire pour effectuer toutes les taches séquentiellement sur le
premier processeur. L’ordonnancement va étre ensuite calculé pour finir &
cette date, puis on décalera I’échelle des temps pour faire coincider 1’origine
des temps avec I’émission de la premiére tache. On initialise ensuite h et o
avec la valeur (T, ..., T,) puisqu’au départ aucune tiche n’est placée. La
derniére initialisation est celle des vecteurs de communications de chaque
tache. Comme par la suite on prendra le plus grand parmi tous les vecteurs
possibles, I'initialisation se fait avec le plus petit vecteur possible.

La derniére notation importante pour décrire I’algorithme est la notation
du processeur destination. On note *C} la date d’envoi de la tache i par le
processeur [ si la tache ¢ va s’exécuter sur le processeur k. Cette notation
permet de comparer entre eux plusieurs vecteurs de communications de la
tache 7 suivant le processeur ou elle sera allouée. Par extension de la nota-
tion, on écrira *C/(i) le vecteur complet tel que la tache i est allouée sur le
processeur k.

La partie principale de I'algorithme est constituée de deux boucles, I'une
sur les taches et l'autre sur les processeurs. Pour chaque tache on essaie
successivement de placer la tache sur les p processeurs en créant a chaque
fois le plus grand vecteur de communication possible étant données les taches
suivantes. On place effectivement la tache sur le processeur qui maximise ce
vecteur de communications suivant 1’ordre défini précédemment. La derniére
petite procédure effectue le décalage temporel nécessaire pour mettre le temps
a 0 lors de I’émission de la premiére tache.

La complexité de cet algorithme est de O(np?), la comparaison de vec-
teurs étant en O(p).

5.3 Propriétés

Avant de nous lancer dans la preuve de I'optimalité de I’algorithme, il est
intéressant de montrer quelques propriétés sur la structure des solutions que
I’on construit.

Le premier lemme concerne les vecteurs de communications. On peut
montrer que si I’on considére deux vecteurs de communications maximaux
pour l'allocation d’une tache sur deux processeurs différents et qu’on leur
retire leurs ¢ premiers éléments, alors I’ordre sur les deux vecteurs tronqués
reste le méme. [’idée sous-jacente est présentée dans la figure 5.4.

Lemme 11 Soit h une enveloppe, o une occupation, k et | deuxr proces-
seurs et i une tdche. Si *C(i) < 'C(i) alors pour tout ¢ < min(k,l) on a

{"Cy -5ty < {1Cg -5 ClY
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F1G. 5.4 — On peut toujours éviter de croiser les communications.

Les deux processeurs k et [ étant différents, les deux vecteurs sont de
tailles différentes. Si 'un des deux vecteurs est préfixe de 'autre, alors le
lemme est vrai. Sinon soit r le plus petit indice pour lequel il y a une diffé-
rence. *C? < !C? puisque *C(i) < 'C(i).

Par construction si r est plus petit que & et [ la différence entre kCiet!C!
vient d’une différence entre min(*C?, | —¢,,h, —c,) et min(‘C? = —¢pyhe— ),
donc entre *C?_ et 'C!, . Cette différence existe donc jusqu’a r = min(k, ).

Il n’existe donc pas d’indice ¢ plus grand que r tel que kC’; > lC’é , ce qui
conclut la preuve. O

Le deuxiéme lemme montre que la structure de la solution pour une
chaine est comparable a la structure d’une solution sur un probléme restreint.

Lemme 12 Soit (¢;)ic1.p, (Wi)ic1., une chaine de processeurs, et n tdches a
ordonnancer sur cette chaine. Soit n' le nombre de tiches telles que P(i) > 2
apres notre algorithme. L’ordonnancement de ces n' tdches sur la sous-chaine
(¢i)ie2.p, (W;)ica.p st le méme que celui produit par notre algorithme si l’on
lui fournit en entrée n' et la chaine (¢;)ica. p, (Wi)ic2.p @ un décalage temporel
pres.

Plus formellement soit (o(1))ic1.ns les n' tdches telles que P(o(i)) > 2,
(0(3) étant une fonction croissante de 1..n' dans 1..n), et soit Typip = oW,
st I’on note avec un chapeau toutes les fonctions concernant le nouveau pro-
bleme de n' tdches sur (¢;)ica. p, (Wi)ica.p ON G =

Viel.n P(i) = P(o(i))
Vie L' T(i)=T(0(i) — Tonise
Vie l.n' Vg e 2..P() C’q = 5@ — Tsnigt

Par construction de notre algorithme, la valeur de *C} ne dépend pas de
la valeur de *C! puisque la construction du vecteur se fait de k vers 1.
Nous avons montré dans le lemme précédent que si *C(i) < 'C(i) alors
{kCi - kCi} < {IC% .- 'C}. Les taches placées sur le premier proces-
seur ne changent ni I’enveloppe ni 'occupation des processeurs situés aprés.
L’exécution sur la chaine (¢;)ie2. p, (W;)ico., est donc identique & 1’exécution
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sur la chaine (¢;)ie1. p, (W;)ie1.p pour les n' tches allouées sur les processeurs
autres que le premier. Il n’y a que les références temporelles qui changent.O

5.4 Optimalité

Théoréme 4 L’algorithme présenté en figure 5.3 fournit une solution opti-
male.

La preuve des cas limites comme p = 1 ou n = 1 est simple. Pour p =1
notre algorithme charge le processeur sans temps morts et pour n = 1 notre
algorithme teste toutes les possibilités avant de choisir une de celles ou la
date d’émission par le maitre est la plus tardive.

La preuve générale de ce théoréme est faite par I’absurde. On suppose
qu’il existe une chaine pour laquelle il existe un nombre de taches tel que
notre algorithme soit moins bon que l'optimal. Sans perte de généralité on
peut considérer une des chaines les plus petites telles que notre algorithme
ne soit pas optimal ; pour cette chaine on peut également considérer le plus
petit nombre de taches tel que notre algorithme ne soit pas optimal.

Soit (¢;)ie1.p, (Wi)ic1.p cette chaine et n ce nombre de taches. Comme
nous avons considéré la plus petite chaine telle que notre algorithme ne soit
plus optimal, notre algorithme est optimal sur (¢;);ca. ,, (W;)ic2., quelque soit
le nombre de taches. De méme, sur (¢;)ic1.p, (W;)ic1., DOtre algorithme est
optimal pour n — 1 taches.

[’idée principale de la preuve est d’étudier les différents cas possibles
quand la premiére tache de 'ordonnancement optimal est enlevée. On se re-
trouve avec un ordonnancement de n — 1 taches, donc nécessairement pas
plus rapide que celui de notre algorithme. La comparaison de cet ordonnan-
cement avec celui produit par notre algorithme ameéne une contradiction soit
sur le fait que p est la plus petite taille de chaine posant probléme, soit que
n est le plus petit nombre de taches pour lequel il y a un probléme.

Pour la preuve formelle, nous allons indicer a gauche les notations pré-
cédentes pour indiquer de quel cadre elles proviennent. Ainsi ;) C(i) est
le vecteur de communication de la tache ¢ dans la solution optimale pour n
taches, et ,4n)C(7) est le vecteur de communication de la tache i dans la
solution optimale pour n taches.

Par hypothése alg(n) n’est pas optimal donc opt(n)Limas < agn)Lmaz- De
plus alg(n — 1) Pest, donc si I’on enléve une tache de la solution optimale on
obtient : opt(n)TmaJ: - opt(n)012 > alg(nfl)TmaJ: = alg(n)TmaJ: - alg(n)012' Ce qul
implique q4(n)CT > opt(n) C7. Par ailleurs on a o, C7 > ¢ puisque les liens
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sont exclusifs. Donc le lien du premier processeur est inoccupé pendant un
certain laps de temps dans la solution fournie par notre algorithme entre la
premiére et la deuxiéme téache.
Nous allons maintenant considérer deux cas :
~ ag(m)P(1) = 1. Puisqu’il y a un temps d’inactivité du premier lien aprés
la transmission de la tache, on avait nécessairement 0; —wi—c; < h1—c;
lorsque }, g(n)Cll a été calculé, ce qui signifie que le processeur 1 est
pleinement chargé par notre algorithme durant les ,;4(,)Trma, unités de
temps. Comme 'optimal est plus rapide, il ne peut pas faire autant
de taches sur le premier processeur. Donc il en fait plus sur la sous-
chaine (¢;)ic2.p» (Wi)ic2.p- EN aig(n)Tmae — ¢1 — 1 unités de temps, notre
algorithme n’est donc pas optimal sur la sous-chaine de taille p — 1, ce
qui contredit la minimalité de p.
— agn)P(1) > 1. La tache n’a donc pas pu étre placée sur le premier
processeur ce qui veut a nouveau dire qu’il est pleinement chargé. Donc
a nouveau sur la sous-chaine (¢;);ca. p, (W;)ico., 'optimal fait au moins
autant de taches que notre algorithme en moins de temps. En effet le
fait que le premier lien soit inactif aprés I’envoi de la premiére tache
montre que q,,)Cs = ¢1 (sinon la communication aurait été retardée).
Notre algorithme utilise donc 4g(n)Lmez — €1 unités de temps alors
que sur la sous-chaine 'optimal en utilise au plus ,pi(n)Tinee — 1. Cela
contredit donc I'optimalité sur la sous-chaine.
([

5.5 Conclusion

Le probléme d’ordonnancer des taches identiques sur des chaines de pro-
cesseurs identiques est donc polynomial en p et en n, avec un algorithme re-
lativement simple. L’étape suivante est la résolution du méme probléme avec
des arbres de processeurs. Les travaux publiés sur les graphes fork étant de
conception trés différente la jonction des deux semble étre une tache ardue.
On verra dans le chapitre suivant qu’elle est possible pour une sous-classe
d’arbre. Le chapitre d’aprés montre que toute tentative d’algorithme optimal
polynomial pour le probléme général des arbres est vouée a I’échec & moins
que P ne soit égal & NP.
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Chapitre 6

Réseau en Pieuvre

Nous allons dans ce chapitre présenter un algorithme pour le probléme
précédent sur un réseau plus complexe appelé «pieuvrey.

On appelle «pieuvres» les arbres n’ayant qu’un seul nceud d’arité supé-
rieure ou égale a deux. Ce nceud est le nceud maitre de notre distribution de
taches. Un exemple simple est dessiné dans la figure 6.1. Comme dans le cas
de la chaine, un ordonnancement réalisable sur une pieuvre est un ordonnan-
cement dans lequel les liens de communications et les processeurs ne sont pas
utilisés par plus d’'une tache a la fois. La seule différence se situe au niveau
du processeur maitre, en effet la contrainte «1-porty» implique le fait que le
maitre ne peut envoyer de taches qu’a un seul de ses fils.

F1G. 6.1 — Une pieuvre

Pour obtenir un algorithme d’ordonnancement sur les pieuvres, il est
intéressant de regarder ce qui existe déja pour des formes plus simples de
réseau. C’est en combinant un algorithme pour les arbres a un seul niveau (qui
sont un cas particulier de pieuvre ou tous les processeurs sont liés au maitre),
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et l'algorithme du chapitre précédent que nous avons obtenu 1’algorithme
présenté ici.

Rappelons d’abord briévement l'algorithme d’ordonnancement sur les
arbres 4 un niveau proposé par [BLR02a|. Cet algorithme ordonnance de
facon optimale les taches identiques sur un arbre hétérogéne avec la poli-
tique suivante : privilégier les liens de communications les plus rapides (ce
sont ceux qui bloquent le maitre le moins longtemps) et ordonner les téiches
suivant le temps d’exécution sur le processeur cible.

La premiére étape de cet algorithme est de créer pour chaque noeud (c¢;,w;)
plusieurs nceuds a usage unique (voir la figure 6.2 avec m; = max(c;, w;)).
Ces nceuds a usage unique ont le méme lien de communication que le nceud
d’origine, mais des vitesses de calcul différentes pour prendre en compte le fait
que le nceud d’origine ne pouvait faire deux taches en méme temps. Les nceuds
a usage unique sont ensuite sélectionnés pour I'ordonnancement en les triant
par temps de communication croissant et insérés dans un ordonnancement
par temps d’exécution décroissant. L’algorithme s’arréte lorsque l’insertion
n’est plus possible, c¢’est-a-dire lorsque le temps total passé & envoyer les
taches ayant un temps de calcul plus grand plus le temps passé a envoyer et
calculer la tache courante dépasse le temps 7};,, imparti a 'ordonnancement.

Une propriété intéressante pour conclure sur 'optimalité de I’algorithme
est que chaque ordonnancement peut étre transformé en un ordonnancement
ou les taches sont envoyées par le maitre triées par temps de calcul décrois-
sant.

w; w;  w; +m; W+ nokmy

Fi1G. 6.2 — Transformation d’un noeud simple en nceud multiple.

Tout ceci est décrit plus longuement, avec le calcul précis de la complexité
dans larticle original [BLR02a] que le lecteur intéressé est invité a consulter?.

'La version francaise est disponible dans le chapitre 3 de la thése d’Arnaud Le-
grand [Leg03]
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6.1 Présentation de 'algorithme

Comme dans le cas de l’algorithme pour les arbres a un niveau, nous
allons considérer qu’une des entrées du probléme est le temps 1};,, imparti a
I’ordonnancement. Les notations sont reprises du chapitre précédent.

L’algorithme de chaine tel qu’il est présenté dans le chapitre précédent
n’utilise pas une limite de temps comme 7};,,,, mais un nombre de taches. On
peut facilement passer en entrée un temps limite en plus du nombre n de
taches, et ajouter des taches jusqu’a ce que la limite de temps soit atteinte
ou que n taches aient été ordonnancées. Il suffit pour cela de changer T, en
Tyim, de changer la boucle for sur les vecteurs de communications en while
et d’arréter le calcul quand la limite ou le nombre de taches est atteint.

L’algorithme sur les arbres a un niveau (qui sont des cas particuliers
de pieuvres) reposait sur une transformation de chaque noeud en noeuds a
usage unique. Cette décomposition permettait de décider quel noeud aurait
des taches a exécuter, ainsi que ’ordre dans lequel ces taches seraient exé-
cutées. Avec une chaine a la place de chaque processeur dans ’arbre & un
niveau, la puissance de calcul est moins facilement transformable en noeuds
a usage unique. Cette transformation peut cependant étre déduite de I’or-
donnancement optimal sur la chaine. Soit C% (pour i de 1 & n) les différents
temps d’émission des taches par le processeur maitre dans ’ordonnancement
optimal pour la chaine seule et ¢; le temps de communication du maitre
au premier esclave de la chaine. On peut remplacer la chaine par n proces-
seurs a usage unique ayant tous un lien c¢; et ayant un temps d’exécution
de Ty, — C% — c1. Cette transformation nous donne un arbre & un niveau
pour lequel ordonnancement optimal de v taches, avec v € [|1;n|], a le
méme temps d’exécution que 'optimal sur la chaine pour le méme nombre
de taches.

F1a. 6.3 — Transformation de la figure 2.1.

Le résultat de cette transformation appliquée a I’exemple de la figure 2.1
est décrit dans la figure 6.3. Dans cet exemple, la tache qui était faite par le
deuxiéme processeur correspond au processeur de temps d’exécution 8.
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Toutes les chaines reliées & un méme maitre peuvent étre transformées
de la méme facon. Pour un temps limite 7;;,, donné, on calcule pour chaque
chaine un ordonnancement optimal, puis ’on crée comme indiqué un arbre
a un niveau constitué de processeurs a usage unique.

Ces arbres a usage unique sont groupés, et I’on peut ainsi appliquer
I’algorithme polynomial qui concerne les arbres & un niveau. Cet algorithme
nous permet de choisir quels sont les noeuds qui devront effectivement étre
utilisés, c’est-a-dire ou les taches devront étre réellement exécutées. Cette
conversion des noeuds sélectionnés vers un ordonnancement de pieuvre est
une correspondance directe entre les noeuds et le chemin dont ils sont issus.

Plus formellement, 1’algorithme s’écrit de la facon suivante :

(1) Etant donnés 7};,, n et une pieuvre
(2) Pour chaque chaine de la pieuvre
calculer n, C, P, et T
(3) Créer 1’arbre a un niveau associé
(4) Calculer 1’optimal sur 1l’arbre & un niveau
(6) Convertir les résultats en ordonnancement de pieuvre

Théoréme 5 L’algorithme sur les pieuvres est polynomial en n le nombre
de tdches et en p le nombre de processeurs.

La complexité de la ligne 2 est > _np?, ol p. est la longueur de la
chaine c¢. On peut majorer la somme des carrés par le carré de la somme :
S np? < np*. La ligne 3 est une simple réécriture des résultats obtenus
a létape précédente (il y a moins de p chaines, donc moins de np noeuds
créés). La ligne 4 est quadratique en le nombre de noeuds a usage unique,
sa complexité est donc inférieur & n?p?. La derniére ligne correspond & une
simple réécriture des résultats, elle est donc linéaire en la taille du résultat.
La complexité globale est donc de l'ordre de O(n?p?). O

Lemme 13 Un ordonnancement réalisable pour [’arbre d un niveau peut étre
transformé en un ordonnancement réalisable pour la pieuvre.

A chaque noeud de I’arbre & un niveau est associé une tache et son allo-
cation dans une chaine de la pieuvre. Pour une chaine donnée, nous pouvons
considérer toutes les taches ordonnancées sur cette chaine qui ont été choi-
sies. L’ordonnancement de chaine obtenu en ne considérant que ces téaches
est 'ordonnancement optimal privé de quelques téaches. La seule différence
est que le temps d’émission par le maitre peut étre différent dans le cas de
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I’arbre & un niveau, puisque les communications ont pu étre faites plus tot. Il
ne peut cependant pas y avoir d’inversion dans I’ordre d’émission des taches
puisqu’elles sont triées par temps d’exécution décroissant par 1’algorithme
d’arbre.

La faisabilité est déterminée par le non recouvrement des communica-
tions vers les différents fils d’un méme noeud, et le non recouvrement des
exécutions des taches. Le non recouvrement des communications est assuré
par 'algorithme d’arbre & un niveau, puisque le noeud maitre est le seul
noeud & avoir plusieurs fils, et le non recouvrement des temps de calcul est
garanti par l'algorithme de chaine pour chacune des chaines. O

Lemme 14 Un ordonnancement de pieuvre peut étre transformé en ordon-
nancement d’arbre & un niveau.

Ce lemme peut paraitre surprenant & premiére vue puisque l'arbre a
un niveau a été construit a partir d’ordonnancements particuliers sur les
différentes chaines qui composent la pieuvre, et que I’on va montrer ici que
n’importe quel ordonnancement de pieuvre peut étre lié & un ordonnancement
sur 'arbre plat.

Une propriété intéressante de notre algorithme de chaine est que I’ordon-
nancement optimal pour n taches est construit itérativement & partir de la
solution pour n — 1 taches. Pour tout nombre ¢ de taches inférieur ou égal a
n, 'ordonnancement des ¢ derniéres taches est un ordonnancement optimal
en temps.

Quand on considére un ordonnancement quelconque sur la pieuvre, cha-
que tache ordonnancée sur une chaine est donc recue par le premier processeur
de la chaine plus t6t ou a la méme date que dans I'ordonnancement généré
par notre algorithme, donc suffisamment t6t pour pouvoir étre liée au noeud
a usage unique correspondant. Ceci est vrai pour toutes les chaines de la
pieuvre. O

Théoréme 6 L’ordonnancement obtenu par notre algorithme de pieuvre est
optimal.

La preuve de ce théoréme est le simple enchainement des lemmes précé-
dents. Le lemme 14 montre que chaque ordonnancement de pieuvre peut étre
transformé en un ordonnancement pour I’arbre plat de méme durée. Cela
vaut donc pour un ordonnancement optimal sur la pieuvre en 7}, unités de
temps. Cet ordonnancement obtenu par transformation sur ’arbre plat est
réalisable, mais pas forcément optimal. Comme nous obtenons I’optimal sur
I’arbre plat, nous faisons au moins autant de taches que I’ordonnancement op-
timal considéré sur la pieuvre. En revenant a un ordonnancement de pieuvre
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comme indiqué dans le lemme 13, on produit un ordonnancement réalisable
de pieuvre qui contient au moins autant de taches qu’un ordonnancement
optimal. O

6.2 Exemple

Pour illustrer le déroulement de 1’algorithme, voici un exemple détaillé
sur une petite pieuvre avec 1j;,,, égal & 20 unités de temps. La pieuvre est
présentée dans la figure 6.4. Les ordonnancements optimaux fournis par 1’al-
gorithme de chaines pour les deux chaines sont respectivement dans les figures
6.5 et 6.6. L’arbre a un niveau qui en découle est donné dans la figure 6.7,
avec les noeuds choisis par l'algorithme d’arbre soulignés en pointillés. On
peut remarquer que l’algorithme sélectionne en priorité les noeuds qui ont
un faible temps de communication.

L’ordonnancement final sur la pieuvre est enfin présenté dans la figure 6.8.
Les taches étant triées par temps décroissant d’exécution dans I’ordonnan-
cement d’arbre & un niveau, les taches de la branche gauche sont intercalées
avec celles de la branche de droite.

6.3 Conclusion

Les structures plus générales posent tout de suite des problémes trop
difficiles pour étre résolus par une approche directe comme on le verra dans
le chapitre suivant. Il faut donc envisager des heuristiques, ou changer légé-
rement d’objectif pour avoir des résultats utilisables sur des clusters ayant
une structure plus complexe ou sur des réseaux locaux de machines de bu-
reaux qui ne sont généralement pas organisés au départ pour faire du calcul
paralléle.
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F1G. 6.6 — Ordonnancement optimal sur la chaine de droite
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- O R=0

F1G. 6.8 — Ordonnancement optimal sur la pieuvre.
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Chapitre 7
Arbres

Nous utiliserons a nouveau dans ce chapitre la représentation d’ordon-
nancements introduite dans les chapitres précédents. Sur la figure 7.1, I'or-
donnancement d’'un arbre est décrit. Les lignes verticales pointillées repré-
sentent les unités de temps, les traits pointillés horizontaux représentent les
différents processeurs, et les fléches représentent les communications et les
calculs de taches. Utiliser cette représentation pour des arbres quelconques
peut s’avérer fastidieux. Heureusement les arbres que ’on va utiliser dans ce
chapitre restent suffisamment simples.

Les noeuds et les arcs de ’arbre sont valués, les nombres représentant le
temps nécessaire pour respectivement calculer ou transmettre une tache.

012 3 456 7809

F1G. 7.1 — Un arbre (& gauche) et son ordonnancement (& droite)

Dans les chapitres précédents, il était implicitement admis que les noeuds
avaient une mémoire suffisamment importante pour contenir tous les mes-
sages qu’on leur transmettait. Cette hypothése est réaliste dans la plupart des
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problémes paramétriques, les données nécessaires aux calculs étant petites.
Dans ce chapitre cette hypothése n’est méme plus nécessaire, une mémoire
ne pouvant contenir qu’une seule tache suffit.

7.1 Description des problémes

7.1.1 3-Partition

Nous allons utiliser ici une version légérement modifiée du probléme clas-
sique 3-partition [GJ79] comme probléme de référence pour notre démons-
tration de NP-complétude. Nous allons donc rappeler dans cette section les
notations et les modifications faites au probléme classique.

Définition 12 3-partition
Soit S et n deuz entiers, et soit (y;),c, 5, une suite de 3n entiers tels que
pour tout 1, % <y < g

La question du probléme de décision 3-partition est «Peut-on partition-
ner l’ensemble des y; en n triplets tels que la somme de chaque triplet soit
exactement S ?».

Théoréme 7 Le probleme de décision 3-partition est NP-complet au sens
fort.

Dans toute la suite, nous utiliserons les rationnels x; définis par z; = iS +
¥, ot les y; sont issus d’une instance de 3-partition. Si un triplet de y; a pour
somme S, le triplet de x; correspondant a pour somme %, et réciproquement.
Une partition des y; en triplets de somme S est donc équivalente a une
partition des z; en triplets de somme %.

Cette modification permet en fait de garantir que les x; sont contenus
dans un intervalle plus petit que celui qui contenait les y;. En effet les x; sont

compris (strictement) entre 25 et 53

7.1.2 POTMEAH!

Nous allons maintenant présenter formellement le probléme de 1'ordon-
nancement de taches maitre-esclave sur un arbre de processeurs hétérogénes.

Définition 13 POTMEAH

Probléme de ’Ordonnancement de Taches Maitre-Esclave sur un Arbre de proces-
seurs Hétérogeénes.
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Soit T=(V,E) un arbre. Soit vy un noeud spécial appelé «Maitres. Pour
tous les autres noeuds v; soit w; le temps de calcul d’une tdche. A chaque
aréte e; est associé le temps ¢; de transmission des données de cette tiche.
Finalement soit n un nombre de tdches et D une date limite.

La question associée au probleme de décision POTMFEAH est : «FEst-il
possible d’ordonnancer n tiches en temps D sur ’arbre T 9.

7.2 Réduction

L’arbre utilisé pour la réduction est présenté dans la figure 7.2. L’instance
du probléme POTMEAH que I’on va considérer est d’ordonnancer 4n taches
avec pour date limite D = E + nS + %, ou F est un temps énorme par
rapport au reste (pour la démonstration on fixe £ = (n + 1)S pour garder
des valeurs polynomiales par rapport aux données d’entrée). Le noeud maitre
est connecté a un noeud de distribution, auquel il envoie une tache toutes
les % unités de temps. Le noeud de distribution est trop lent pour pouvoir
calculer ne serait-ce qu’une tache (2E > D). Il est donc obliger de distribuer
les taches aux noeuds inférieurs. Chaque noeud inférieur ne peut calculer
qu’une seule tache puisque les temps de calcul sont tous supérieurs ou égaux

aFE (et 2E > D).

Maitre

Distribution

Pl P2 Pl P3n-1 P3n Qn-l Ql QO

F1G. 7.2 — Arbre utilisé dans la réduction

Cette structure est construite pour reproduire le probléme de 3-partition
dans le cadre de 'ordonnancement de taches maitre esclave. Dans la ré-
duction a 3-partition utilisée dans le chapitre 2, les entiers a regrouper par
triplets étaient remplacés par des taches de temps d’exécution différents. Ici
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ce mécanisme n’est plus possible puisque les taches sont identiques. Il faut
donc trouver une autre fagon d’avoir des entités valuées qui se partagent
une ressource découpée en n parties de taille S. Comme précédemment cette
ressource est le temps, mais cette fois le seul moyen de partager le temps
entre plusieurs éléments concurrents est d’utiliser la contrainte 1-port. En
effet, seules les communications sont en concurrence dans ce modéle. C’est
donc le lien de communication sortant du noeud de distribution qui permet
de recréer les x;. Pour créer les n intervalles de taille S & remplir par les x; il
a fallu ajouter les noeuds (); et le lien de communication de temps % reliant
le maitre au noeud de distribution.

7.2.1 Faire un ordonnancement & partir de 3-partition

Montrons d’abord qu’a partir d’une solution de 3-partition, nous pouvons
construire un ordonnancement de 4n taches faisable en temps % +nS+ E.

Pour simplifier la lecture, les x; seront ordonnés comme dans la solution
du probléme de 3-partition (c’est-a-dire 3511 + T3j42 + Tajps = %S pour
j €0..(n—1)). L’ordonnancement est le suivant :

1. Utiliser le lien entre le maitre et le distributeur le plus possible, en

envoyant une tache toute les % unités de temps. Les 4n taches sont

donc envoyées en n.S unités de temps.
2. Le distributeur envoie dés que possible les taches dans ’ordre d’arrivée
selon le principe suivant :
— La tache 45 + 1 sur le lien 3511 (pour j € 0..(n — 1))
— La tache 4j + 2 sur le lien 3515 (pour j € 0..(n — 1))
— La tache 4j + 3 sur le lien z3;,3 (pour j € 0..(n — 1))
— La tache 45 + 4 sur le lien % allant vers le processeur ),,_1_; (pour
j€0..(n—1))

Le diagramme d’un exemple avec n = 2, 75/8 = 15 et les entiers
(21, T2, 3, x4, T5,6) = (4,4,7,4,5,6) est donné dans la figure 7.3.

Comme la somme de chaque triplet (23,41, Z3j12, Z3;+3) est exactement
%, le temps total d’envoi d’un groupe de 4 taches par le noeud de distribution
est exactement S.

Comme les z; sont plus grands que %, pendant que le distributeur envoie
une tache x; il recoit au moins une tache du maitre. Le groupe de 4 taches
étant transmis en S unités de temps, la transmission de la tache vers un
processeur (); se termine en méme temps que 'arrivée de la tache suivante
sur le noeud de distribution. Le lien sortant du distributeur est donc rempli
sans temps mort.
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F1G. 7.3 — Ordonnancement de 8 taches & partir d’une solution de 3-partition

11 octobre 2004
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La premiére tache mettant % unités de temps pour parvenir au distribu-
teur, la derniére tache a quitter le noeud distributeur arrive sur son noeud de
calcul au temps nS + %, ce qui laisse juste le temps pour exécuter la derniére
tache sur le processeur ().

De fait, tous les processeurs (); recoivent leur tache juste a temps pour
finir leur exécution a la date D.

7.2.2 D’un ordonnancement sur arbre & une solution de
3-Partition

Nous allons maintenant montrer que tout ordonnancement de 4n taches
en D unités de temps est lié & une solution de 3-partition et que sa structure
est similaire & celle présentée dans la figure 7.3.

Comme signalé précédemment, chaque noeud peut calculer au plus une
tache, a l’exception du noeud de distribution et du noeud maitre. Etant
donnés le nombre de noeud et le nombre de taches, chaque noeud doit donc
étre utilisé. De plus, le temps minimal de calcul E et le temps total de
communication aprés le noeud de distribution n.S fait qu’il ne doit pas y
avoir de temps mort entre deux envois du distributeur.

Montrons d’abord quelques propriétés sur le processeur (),,_; et la tache
qui lui est associée.

Lemme 15 La tdche associée au processeur (,,_1 est une des 4 premiéres a
étre envoyées par le noeud maitre.

Le temps de calcul du noeud @, ; étant de E + (n — 1)S, la téache
s’exécutant sur ce noeud doit y arriver au plus tard & la date S + %. La
cinquiéme tache ne peut y arriver avant la date % + %, puisqu’il faudrait
envoyer 5 taches du maitre puis envoyer la cinquiéme sur le lien allant au
processeur (),_;. Les taches suivantes arrivent encore plus tard, la tache
calculée par (), est donc une des 4 premiéres. O

Lemme 16 Les trois premiéres tiches sont allouées a des processeurs P;.

Comme on l'a dit plus haut, le lien quittant le distributeur doit étre
occupé en permanence par des émissions de taches. Il faut donc toujours qu’il
y ait une tache disponible pour I’émission quand une transmission s’achéve.
Quand une tache est envoyée sur un lien de temps z;, le maitre a le temps
d’envoyer la suivante au distributeur pendant la transmission.

Par contre, si au moins une des trois premiéres taches est envoyée a un
processeur (;, le temps de communication des trois premiéres taches est stric-
tement inférieur a % + 1%5 + 1—565 = %S . Il y a donc nécessairement un temps
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mort pour le lien sortant du distributeur entre la réception de la premiére
tache et I’émission de la quatriéme. Cette pause rend ’ordonnancement de
4n taches en temps D impossible comme nous 'avons déja souligné. O

Le corollaire immédiat des deux lemmes précédents est que la quatriéme
tache est allouée au processeur @),,_;.

Lemme 17 Les trois premieres tdiches émises par le distributeur utilisent
son lien de communication pendant exactement %S unités de temps.

Le processeur J,,_1 ayant un temps d’exécution de £ + (n — 1)S, il doit
recevoir sa tache au plus tard au temps %S. Ce qui implique que les trois
premiéres taches sont émises en %S unités de temps au plus.

Comme la cinquiéme tache n’arrivera sur le distributeur qu’au temps %S ,
et que le lien sortant doit étre utilisé en permanence, il faut que la tache émise
vers (),,_1 occupe le lien jusqu’a cette date. Donc il est nécessaire que les trois
premiéres taches utilisent le lien pendant au moins %S unités de temps. O

Théoréme 8 Ordonnancer 4n tdches en un temps D = %JrnSJrE unités de
temps permet de reconstruire une instance au probléme 3-partition associé.

Nous venons de montrer que les trois premiéres taches émises par le noeud
maitre formaient un triplet de somme exactement %. Cette propriété peut
étre récursivement étendue aux autres triplets de taches 45 + 1, 45 + 2 et
47 + 3, les taches 4j + 4 étant ordonnancées sur les processeurs ,,—1—;. Un
ordonnancement de 4n taches en temps D sur I’arbre considéré permet donc
de reconstruire une partition de ’ensemble des x; en triplets de somme %S )
Ces triplets sont une solution du probléme de 3-partition associé. O

7.3 Extensions du modéle

Le modéle utilisé jusqu’a présent peut étre légérement modifié pour pren-
dre en compte des détails spécifiques a certaines architectures. Deux modifi-
cations classiques que nous étudierons rapidement ici sont d’une part ’ajout
de latence pour les communications et d’autre part la prise en compte du
modéle 1-port strict, ot ’envoi et la réception simultanés sont impossibles.

Ces deux contraintes supplémentaires peuvent rendre les problémes plus
simples ou plus compliqués suivant les cas. Ici on peut étendre la preuve pré-
cédente pour montrer que ’ordonnancement sur les arbres reste NP-complet
au sens fort.
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7.3.1 Avec latences

Dans un modéle avec des latences, il est souvent judicieux de regrouper
des communications pour partager le coiit de la latence entre plusieurs mes-
sages. Pour pouvoir conserver la méme architecture de preuve, il va falloir
modifier légérement les temps de communication pour inclure la latence, et
montrer que les communications ne peuvent étre groupées sans induire de
retard dans ’ordonnancement.

Soit [ le temps de latence des communications. Dans un premier temps,
nous considérons que [ est plus petit que 1—%. Nous pouvons modifier 'arbre
présenté dans la figure 7.2 pour soustraire [ de tous les temps de communi-
cations c;. Cette modification rend I’ordonnancement présenté dans la figure
7.3 directement réalisable avec les temps de latences.

Il faut donc prouver que ce type d’ordonnancement est toujours le seul
possible, c’est-a-dire qu'une solution au probléme POTMEAH est toujours
liée & une solution du probléme de 3-partition associé.

Nous allons maintenant montrer qu’il n’est pas possible de grouper des
communications et de rester optimal en temps. Tout d’abord, les communi-
cations qui partent du noeud de distribution ne peuvent étre groupées entre
elles. En effet chaque noeud de calcul n’exécute qu’une seule tache. Le seul
probléme est donc au niveau du noeud maitre.

Lemme 18 La premiére tiche est envoyée seule par le maitre.

Comme précédemment, la somme des temps de communication sur les
liens sortant du noeud de distribution est n.S. Le plus petit temps d’exécution
est . Donc le début des envois par le distributeur doit se faire au temps %
Ce qui implique que la premiére tache & envoyer est disponible sur le noeud
de distribution a cet instant 1a, donc qu’elle a été envoyée seule par le noeud
maitre.

Lemme 19 La deuzriéme tdiche est envoyée seule par le maitre.

La deuxiéme tache doit étre préte a 'envoi quand le distributeur termine
I’émission de la premiére. Or I’émission de la premiére par le distributeur
dure strictement moins de % unités de temps, puisque cette valeur borne les
x;. Soit j le nombre de taches envoyées dans le lot contenant la deuxiéme

tache, on a :

S 58
I+5(=—-1)<—
EAYIRRERT:
et ’on peut minorer le terme de gauche par :
S S S S 35 S
T N R Y ST PR _
Hi(=0=07-0-DI>j —U-V=its+
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On obtient alors une majoration de j :

> 16 (55 S - 4
753516 167 " 3
Cela montre que la deuxiéme tache a été émise seule.
Lemme 20 La troisieme tdiche est envoyée seule par le maitre.

On peut reprendre le méme calcul que dans le lemme précédent, avec un
temps d’émission de la part du distributeur de moins de 1% cette fois (ce qui

16
correspond & 2z;). On a donc :

S S 105
= (=)< 22
4—|—l+j(4 1) < G

Ce qui avec la méme minoration de j nous donne j < 5/3.

Lemme 21 La quatriéme tiche est envoyée seule par le maitre.

Le méme calcul est encore réutilisable, avec un temps d’émission de la
part du distributeur de moins de % (ce qui correspond a 3x;), pour atteindre
cette fois la majoration j < 2. La quatriéme tache est donc également trans-
mise seule.

On ne peut évidemment pas continuer indéfiniment de cette fagon, mais
heureusement ces quatre lemmes nous suffisent. En effet, avec ces quatre
lemmes toutes les propriétés démontrées dans la section 7.2.2 sont & nouveau
vraies. On peut donc & nouveau utiliser une récurrence comme dans le théo-
réeme 8 pour montrer que toutes les communications sur des liens de temps
x; se font par groupes de trois communications de somme exactement %.

La condition préliminaire [ < % signifie que cette preuve n’est vraie que
pour un modéle ol la latence est moins grande que la moitié de la durée de la
plus petite communication. On peut cependant la modifier pour augmenter
le rapport entre la latence et la plus petite communication. En remplacant?
chaque noeud de calcul par un graphe fork, constitué d’un noeud pére ne
pouvant calculer (w; = 2F) et de k fils ne pouvant faire qu’une tiche chacun
(en réglant finement leur w; et ¢;) et chaque lien de communication ¢; par
- L on peut forcer le groupement des tiches en paquets de taille k entre le
distributeur et les noeuds de calcul (pour n’avoir a payer qu’une fois la latence
a ce niveau). Pour le lien entre le maitre et le distributeur, on démontre
des lemmes similaires aux quatre lemmes ci-dessus. Les nouveaux lemmes
s’écrivent de la facon suivante :

2Les w; et ¢; utilisés ici sont ceux de la preuve originale sans latence.
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Le premier groupe est composé d’exactement £ taches.
Le deuxiéme groupe a moins de %k taches.
Les deuxiéme et troisiéme groupes ont a eux deux moins de % taches.

Les groupes deux, trois et quatre ont a eux trois moins de 4k taches.

ANl

Les groupes deux, trois, quatre et cinq ont ensemble exactement 4k
taches.

La latence est ici toujours inférieure a 1—%, mais le temps de transfert sur

le lien le plus rapide (%) peut étre aussi petit que 'on veut. La preuve
compléte étant fortement similaire, elle n’est pas reproduite ici.

7.3.2 Avec un seul canal de communication

Dans cette section nous allons étudier le modéle ou les noeuds n’ont
qu’un seul port de communication, c¢’est-a-dire qu’ils ne peuvent pas recevoir
et envoyer de messages en méme temps. Ce modéle est plus réaliste que le
précédent car la plupart des ordinateurs ne disposent que d’une seule carte
Ethernet. Cette contrainte supplémentaire ne rend pas le probléme plus facile
pour autant, puisque ’on va montrer qu’il reste NP-difficile au sens fort.

La preuve est trés proche de celle présentée dans le cas général, ’arbre issu
de la transformation étant légérement adapté. Une transformation ad hoc est
présentée dans la figure 7.4. Les noeuds insérés ne calculent pas. Le premier
permet de recevoir du maitre en permanence et le second de mettre les taches
a disposition du distributeur. Le deuxiéme noeud est essentiel, puisque les
communications entrantes et sortantes sont rarement synchronisées, comme
on peut le constater sur le diagramme 7.3.

Maitre Distribution

\I/%@o @0@<

F1G. 7.4 — Arbre avec communications de durée zéro.

Plus généralement, on peut émuler la présence de deux cartes de commu-
nications (une entrante et une sortante) en remplagant chaque noeud par une
succession de trois noeuds avec des liens trés rapides Cette transformation
avec des liens de temps nul est présentée dans la figure 7.5.

Cependant, 'utilisation de liens de temps nul est discutable. En effet le
temps de transmission des liens étant nul, plusieurs communications peuvent
étre effectuées les unes a la suite des autres dans le méme instant. Du point
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Cin
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Cin

Cout

0

Cout

=

FiGc. 7.5 — Transformation d’un noeud.

de vue macroscopique le comportement est celui d’un lien sur lequel le pa-
rallélisme de communications est autorisé (et le temps de transfert nul).

C’est, pour éviter ce genre de probléme que dans la preuve principale les
liens vers les processeurs (); ont un temps non nul (la premiére écriture avait
été faite avec des temps nuls). On peut ici & nouveau modifier légérement
I’arbre pour obtenir un arbre sans liens de temps nul. Il suffit en fait de
choisir pour ces liens un temps petit que I'on retranche au lien précédent et
au lien suivant. Le nouvel arbre obtenu est présenté dans la figure 7.6. Dans
cette figure les liens z; sont égaux a x; — 3—52 pour tout «.

Dans la figure 7.7 est représenté le diagramme de 1’exécution sur I'arbre
modifié de la figure 7.6. La preuve de la NP-complétude est trés similaire aux
précédentes. Il faut montrer ici que les communications entrant et sortant
d’un noeud ne sont jamais en conflit.

En fait la preuve se fait uniquement sur le deuxiéme noeud aprés le
maitre, puisque ’on considére que le premier recoit et émet directement les
taches, et que le distributeur ne va chercher une tache qu’avant d’envoyer
vers ses ﬁls Les communications entrantes sur ce noeud ont lieu pendant les

s

instants z— —5a z— pour tout ¢ entre 1 et 4n. Les communications sortantes

ont elles heu (pour tout j entre 1 et n) aux instants suivants :
— 42 aj4 + 5 pourlatache4j—3
= J7 + Ty >j4+ a]4+xk + 35 <j4+ﬁpourlatache4]—2
- jé’ +1€]EJ +xk1+1 j 4 + (:Ek +xk1+1 +xk]+2) xk]+2 > ] 4 + 75;9 1235
g, 3 a] +x;§7+xkj+1+3—2 I3 +(xk +xkﬂ+1+xk1+2) Ty T35 <
j4+——§+ j4+§pour]ataohe4j—1
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Maitre

4 32

Distribution

F1G. 7.6 — Arbre modifié, sans lien de communication de temps 0.

_ 48 — 78478 5,48 S S 4 295
Jg Tk F Ty Tk = 1575 3T+ Tk F Ty T 05,35 =I5+

pour la tache 4j

32

On peut projeter ces temps dans l'intervalle [0;.S/4], en prenant pour
tout réel r le projeté p = r — A% ou A est un entier. Les projections de ces
temps de communication sont entre g—g et % pour les réceptions et entre 0
et g—g pour les émissions. Il n’y a donc pas de recouvrement au niveau de ce

noeud.

7.4 Conclusion

Nous avons montré dans les chapitres précédents que le probléme de
I’ordonnancement sur des chaines et des pieuvres était polynomial. Avec cette
preuve de NP-complétude sur les arbres a un niveau, la frontiére entre les
problémes simples et les problémes complexes est définitivement fixée. Ce qui
rend ici le probléme difficile est ’existence d’'un noeud ayant plusieurs fils en
dessous du noeud maitre. Les seuls arbres n’ayant pas d’autres noeuds que
le maitre avec une arité plus grande que 2 sont les pieuvres. Il n’y a donc pas
d’autres sous-classes d’arbre a considérer.
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Par contre le probléme avec I’arité maximale fixée reste un probléme
ouvert. Il peut étre intéressant en pratique de considérer par exemple le
probléme pour les arbres binomiaux. Une autre continuation théorique se-
rait de montrer des résultats d’inapproximabilité. Du coté pratique, on peut
s’intéresser aux heuristiques d’approximation garanties. Le résultat de com-
plexité sur les arbres pérennise les travaux sur ces heuristiques qui existent
déja [BCF102].
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Conclusion et perspectives

L’étude menée dans le cadre de cette thése montre bien que les modéles ne
peuvent étre universels, et doivent donc étre manipulés & bon escient. Avant
de modéliser le comportement d’une grappe ou d’une application pour tenter
d’optimiser le temps de calcul, il faut donc bien réfléchir aux comportements
des applications, aux souhaits des utilisateurs ainsi qu’aux capacités réelles.
C’est, au prix d’une relation étroite entre les administrateurs responsables de
I’ordonnancement des travaux sur les machines, les développeurs qui écrivent
les applications paralléles et les utilisateurs qui attendent les résultats que
peut se faire une gestion efficace des ressources de calcul.

Nous avons présenté ici deux modéles pertinents, le modéle des taches
malléables et le modéles des taches divisibles. Ces deux modéles sont opposés
sur bien des aspects. Les taches malléables masquent les communications
et supposent que le réseau est homogéne et complet. A I'inverse, les taches
divisibles mettent les communications au centre du probléme, et peuvent étre
déployées sur un réseau quelconque. Ces deux visions reposent pourtant sur
un point de vue macroscopique, ou les taches élémentaires ne sont plus prises
en compte, mais noyées par leur nombre. En fait les deux modéles sont duaux
et permettent a eux deux de représenter une large palette de situations.

La recherche d’un modéle unique qui puisse recouvrir toutes les situations
est une quéte difficile, qui semble faire place aujourd’hui a une spécialisation
des modéles pour des situations bien définies. Mais les problémes de grille
ne sont pas toujours aussi spécialisés. Il peut y avoir sur une méme grille
plusieurs profils d’utilisateurs ayant des souhaits trés différents. Imposer a
tous ces utilisateurs un modéle unique est beaucoup trop restrictif, il n’est
pas raisonnable de vouloir convaincre un utilisateur ayant une application
rodée de la recoder entierement pour qu’elle puisse étre intégrée dans un
autre modéle. On peut donc imaginer que I’avenir réside dans des approches
mixtes qui font cohabiter plusieurs modéles.

Un ordonnancement de taches malléables peut par exemple prendre en
compte des taches multiprocesseurs dont I’allocation est fixée a ’avance, ou
une réservation d’une partie de la grille pour des calculs urgents. On peut éga-
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lement faire cohabiter le modéle des taches malléables avec celui des taches
divisibles, en remplissant les temps morts d’'un ordonnancement de taches
malléables par un ordonnancement de taches divisibles, la machine étant
alors vue par les taches divisibles comme un ensemble de processeurs dispo-
nibles pendant quelques fenétres temporelles. Il se pose alors des questions de
déploiements bien plus compliqués que ceux qui ont été abordés ici. Un des
plus grands défis est alors d’essayer de satisfaire des demandes treés différentes
en nature, puisque chaque utilisateur peut avoir son propre objectif.
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