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� �I�.�#����%�������" -�% �+��'{CD���(� ! ��� ����'�%���� ��' � 'f- ����'�"��
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� �&���6��! �d> ���i�����j"�-�%��	� '

"������h� �A�u%&����� #&* :B*$Jy����! �$%���'¢" �0"����B> %)���NK��������Q��!������T"�� '����#�P���
2
��'O��! �$� '����T"�� '����#�P���

1
*X� ����'P8�%)� ��� ����� ' '��&� '���� �#"���� '��#CD��������"��I������%&�������

1
�����

1
����� %����	��������� ��'Z"��

������%&� �����
1/2

������"����Y> ��' �����$'�������������� %������	��� �	��*X� � � �&� (���� '	��' �4�h"��W� �	�&%���� 
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3/2
��� '0��!�-�%�����'V� �}> �P�����

� �����	��(.����"���� �A��� % ���'"���� %)���NK � ����*

����� � .�.�) � 
 ����)�� � �
� ��� 
'.10 * 0 � 0�� ��2
t

�h! �$�#��� %��+'������I� �����P� �$���2"�� '	���i���
t

"��6��� 'P8�%)���
i

_ �$��� ���P-�� �."%" �:� �"�$# ��
 � �"
���!

 #�� � ��"������h��� 'f�.���	�'"��0k$�<-�%����e7{b �&�����P-'� b �$� )�) 
 c ��� 'O��! �$�#��� %��+'������ �87 ��� 'O���E���#���
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� �����	����

� �	����������� ���!�! "� #�#$� %�'���( �	� ��)�)�*
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������� #&*;: � � �<"�����������%���� ��� ' ���+������� %���� '	������� '�� "�� �������	� ��' �85���% %���'	'	�
%���� '��	����� '	�

� ��'���' ���&��(��	��"�������� %������	��� �	� '����#����CD���Z���$'����i���M"	! �?>B-�%�� '������ "��Z��� 'P8+%)���
ti(j)�	��� ' ���.� -��	������� �&�[-�% �$�U/

t
* � � � ��'������ %���'�'�� �$�P���&% �+'	�����

pt(i)
*

g ��'	'	�25+�$������� �	! ��� '0"�-d�������MCD����CD������"
t
����'0���P���E%�������"jCY� ����� '����i���T"9! �?>.- 


%�� '	�����i"��A� � 'P8�%)������� � '	�&� '��A� �1� ��%)����� ��%4! ����' 
�/ 
 "������ACD���+��"
t > ti(m)

�
m

-�' ��� '
��� ���&��(��	��"��1����� %������	��� �	�2" ������� �+%)�������4*

�K���+��"(����� 'P8�%)� ��� �	��� '0� �����+'���������� ���(� ��� ''� ��� '��	���E���Z���	�$���	�P-�'f- �����N5��+� '	�
�����'��� '	���i���0"	! �d>B-�%�� '������L"������'��! �$�#��� %��+'������i� �����#� �$���A"�� '����W� �

t
*

+?*-,JA3*L5 HF(+H $ �	�Q� �'���Q� �
t

� ��";� � �
pt(i)

� ������# � 
 # �����"# � #�����
 �F� �
1
!/��
 � S

ti(pt(i)) >
pt(i) − 1

pt(i)
t

� � ��� ��' �	�D��! �$�#��� %��+'������ ����'�� �����#� �$��� ��'����#� ��%�������" �VCD���
1
� �$�����	� ��� ��������5+��� '

���\����� %����	�������1/i� � 'P8�%)���4� ����� '����W���M"���5&����� '����P���2%��	����"`_ ��'	�	��%�'���� ��� '?cACD���
t
*

�!� '	���85+���#�S-�' �+� '�%��	�����	���+� ' �85���%6��� ���&� ( �	��"��1����� %����	��������� �$�P���&�.-���� ��� � �

Wi(pt(i)) > Wi(pt(i) − 1)

ti(pt(i)) × pt(i) > ti(pt(i) − 1) × (pt(i) − 1)

ti(pt(i)) × pt(i) > t × (pt(i) − 1)

� ��� ���#�i�����T" �P5&����������" ���������$�����	�¢��� ��-������ ' �+'O-�������%�-$* � ��� ��� '��	��� �+��CD�����hCD���'���
��-��<����'��+' ����� '��E5&���+� �	�B��! �$�#��� %��+'������1� �����#� �$��� ��� '���-�".����'	�T/K����� �	�&%������	�����O�������<CD���
� �K�����&���	�P-�'�-A"�������%���% ���O���+��'���%����������"'��	�$"���� '93<����'	�ACD���A��� '	���i���O"	! �d>B-�%�� '������ �<���
����� �	�&%������	����� ����'������ �D������*
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���������	��
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g ����' �+������� '���%)� ���#CD�����M"���� �	���B5��$�	�d5�������� ' �<-�%&�.���#���	��� ��� 'T"������ %���'	'	�1������'	���
����� '2� ��-������ 'f-���� ��%�� ���L"�-�' ���P��*.�¢> �$� ��� �����'"	! ��( ����"=�����'�������.5����M"��6%�������� '	�����0" �
� ���e� ����� ����%��$*

�!�I� ���<� ����� ����%��Z"	!;� � �4�#%�������'���� �1"	! ���<"��������+��%���� ��� '$�<������� ��� �	����(�����" �
'98�%)����� ����'1��� �	�$��� ����'$��� '��	�����j5��4����� �K"�� %��	� 'f���	� �&� '	�#� ���<-Z������� ! �4�#%�������'���� � ��'
����� ���P�#���������E5+�$�������V� �����	��(.���'"���%�� %��	� 'f�����'� �&� �V� ! �����	��� (����A"�� 'P8�%)� ��� %��������#"�-���-$*
� ��� �d> ���i�����'� �&���O��� � ��� � ���%�"
���� �4�#%�������'���� �VCD���H������' '	�&� '����V������'P8�%)� ��� ��� �+)
� ����'�-��¢"�� '	���i���¢CD�����."i� ! �$� '��P� �$� ����' # ) � ����'�-��¢"�� '	���i��� �K��� �0� ���<� ���<� ��� %��E" �
� *	~ ��� ������� ���P����%&-��.-����4���$� ��� �����<����" ��% ���	��� '����Z"���� ���<� ����� ����%��4� %4! ����'�
y/ 
y" ���	�
" ��� ��� ���<� ����� ����%��2CY� ��� ! ��� ����' � ���0"	! �85������ �@5���%1��� �$�P%����	� 'f��� �������0� ! �����	��� (����
_ %&-��.-����4����� ��� ' ���.����� cV"�������� ��' �+��%����A� �����	��(.������*

�!� %��&�i�������+���	��� �85���%���� ����"�����������%���� ��� ' �$� '��P� �$� ����' %��&�i�����PCD��-��1�����A���
� �+��'�CD��� (������ ���&�.5���� ' %��������NK�'��	�i� �(5+�$��������"�� %���' �$� '��P� �$�"����'Z"�-�3�/ ��� �����V� �
� �	��(��P��� �V" �PG %��P���$*8��� %��&�i�����	���������$����' �$�������!��� ��%�'���-��E���������$��� ��� '¢/A�����E5+�$�������
CD���6��! ��� ����� ' ���.� -�������� �	��/W� ! �&� '��#� �$� * � �U��! ��� �i��� �$�#%����	��'���� �KCD��� ��( '������ '2� �&���
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� ! �$� '��P� �$� � ��� ����'2/{� �������T" ��" ���B>[� �����0��! �&� '	�#� �$��*

~ �+���������(�������.5���� �����[����� ����" ��������� %���� ��� '	��"�� '98�%)�����=����� '��P���	�&%����	�	�����	�
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 ����� '	�

� �!� '	���i���'"��1� � 'P8+%)���1� �����P���'������%$��� H�*
� �!� '	���85+���#�9� �@7���� �d� ��%�'���-6�����0�����A� �	�&%������	�����	��*
���&���Z�����$'P8�%)� ����� �$�#�P- ��(.������� %�����"����B>^5+�$�������	��"�-�� ���."���� '{-d5 �P"����i� ��� 'Z" �

� ! �4�#���&% � '������ %)�����������M� �&� �E����� '98�%)������*�� �$�P���&% �+'	�������B>.-��$�����#��� ������'	��� ''� '	�#��������(.������*
�&����������� %���� �	�#".���	�E��! �$�#��� %��+'������1CY� �.� �����P� ���	�O� �'5��4����� �¢"��T��� ( ���	���4��%4! ����'�
y/ 
y" ���	�
� ! �4�#���&% � '������ �<��� '��&� '	�0� �K� ��%)�������0� �$��� %)���$CD��� 'P8�%)� �A� �&���h��� '����W���h" �A��� 'P8�%)� �
�������#� �A������%&� � ��''��! �$�P���&% �+'	����� �����'���=���	�&%����	�������A� �$���0��� '	���85+���#�S� �@7����	*
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������'���%)�����PCY� � ��-�%���� '	� ��'K������'	��%��.���#���	��� ��� '���� '�-������	�	��� '��{� �&������( '	�������2"����
�4�#%�������'���� ���V"9! �$�.���	�8> �#� �+'������j%�������� '	��� ����''���Z�W-�'f���Y"��K"9! �$�.���	�8> �#� �+'������j".���$���
��� '��	�Y"���� '��K����� 6 �&%)�&(��$��� ��' �Y��� �@7&� � 6 � ` a�
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� ���M5+�$�������
t
��' �	���." �	��� 'E� � ����" ��������� %���� ��� 'E"��2"�� ��-�� �$�j���P���

ρt
�	�

t
����'E���#� �

� ��'	��'VCD���K��! �&� '	�#� �$�����	��� 'E��� � �����	��� � �	�
t
����'E���#� �E%��	����"ICD���K� ! �$� '��P� �$� * F 5���%�� �

Z�� �4�?�o¨Kª �<�	�	�d¤��}���U�$!d����ª �;£<�<���o�d��¨@���U���eª��)� � !d�4�U¨@� �}��£<¤e£<¨@�<�o¤���� !d�K�@���;ª ���a�Oª��0ª !d� ���}�e�o��¨@�
�}ª;�4� ª !�� �0¤��}�e�T� �2¨o�?�o�	ª � �d� � � �o�X¨@� �o� £�¤�£<¨}�e�o¤e�d«
� �����	����

� �	����������� ���!�! "� #�#$� %�'���( �	� ��)�)�*



� = � ��� � 	�� � � � �)�0����� ���/� ����� � ��� ���

�$�#%����	��'���� �X"��
ρ

 �4�����	�8> �#� �+'	�����	������� ��� '���� ��%�'������������ �	��%)������%)���T"���%)����'��$� �PCY� �

�����
t

� �&��� �4�����	�&%)�����A� ! �$� '��P� �$� �$�����	� ���<���ACD���1��! ���(5���� '8*
�&����'

n
��� ���&��(��	�A"�� 'P8�%)������*B� ��'	���i��� '	��' �4�u"	! �?>B-�%�� '������ �����R���W���	�&%����	�	�����

��'M��� '����W���M� �@7����L"9! �?>.-�%�� '	����� �����M���L����� %������	��� �K"������ ��� 'K"����B> ( ���	�����{_a� ���
���.� -��	�������	�"��'U�������<���S-��	���������@c	"�� � ��� � ���%�"
 ��-�������-���� �$�1���#� � "��

n
*@� �

log2(n)+s-�' �4� ��������� �	� '����&�.5���" ����%�/i� �������T"��
1 + 2−s "��1��! �&� '��P� �4��*

~ �����i��� % ���i"��=��! �$�������@> �P� �+'	����� ".���$���4�h� � %���� ������������� %��="��
t

� ���<� ��'i"��
( ���������W��� '��	�@5+���P� ��� ��%�'���-\���+�j��! �&� '	�#� �$��* � �

t
����'I���#���W%����+��"�CD���\� ! �$� '��P� �$� �

'��&� '	���{������'98�%)����� ���<"�����������%�-����������{� ! �$� '��P� �$����� '{� ��� �$�#��� %��+'������ �<���H-��	���������
�&�[-�% �$����/

pt(i)
�
pt(i)

-�'���� ''��! �$�#��� %��+'������W� ��� �#� �$���'� �&���0� ��'98�%)���
i
��� '	���i���

t
*

~ ����%1��� '	���85+���#� '���'��$�O_
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2ρ

:Q` *8.
D 0(�Q*!'/46.e0E969%*=5?,:9%*=.<. ) '/4

α > 2
. ) ,:9e5Q,52/5)Pa'57=*8.�.D0'4<';,^9%4%0E5Q9VA ) ,:9�5?,a'=$ �?*l9�4%0'5�9V*8,

. ) 5Q,F9�5)�8�)78.V5?,-2/5)Pa'D0',:9<�?*8. D 0(�Q*!'/46.j. ) '/4
α < 2

: ��,@.W*!'P9 D ) 5Q4e.;'/4/�?0@A ) '/4�2W*BPa'/*
.6*!'5�Q.<�Q*8.e0��)1 ) 465Q9;*5,+*=.ZA ) 464�*=.;. ) ,52D0',:9^NH'/,@.D0'4�0(,H0=9%46*

α
.;'-.l7=4�5?*	'/4 ) 'y7!1:0��xNJZ

. ) ,:9e5Q,F9;7846*8.�.�0',:9%.	:WX~,^* B�*=9RA8*-. ) ,:9j. ) '/44�?*�, ) ,+*=,F9��?*=.�,7*858�)�Q*!'/46.g0(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*8.
A ) ,/,a'/.b. ) '/4��?*4./4 ) 2-�)0!,7*($�A(�i*8.S96H N H 2/5Q4�*4Pa'/*j. ) '/4�A6*/0'A!'/,U2=�i*8,:9�4�*e*	' > 58�W,g�1* > 5Q.69�*
./0'.�*=,/A ) 46*j2=�10(�)1 ) 4�5�9+*5,7*g0 !:0',:9|';,/*j,7*85)�8�?*	'/4�*b1:0E4%0',:9%5Q*Y.S'/4m�Q*8.I2/*!' > A=4�5Q9;0846*8.�*=,
,Hn!,7*e9%*	,M.;.!:

X ) '/4T2 ) ,;,/*84T'/,B. ) 5Q,F9R2/*ZA ) ,H.D0'4�0'5?. ) ,K, ) '/.U0 D ) ,;.#0"+ ) ';9+7�.;'/4T�?0RA ) ';4�2W*b�?*8.
. ) 5Q,F9�.j4�*!.;4;78.6*8,:9�0E,F9R�?*8.<0(�81 ) 4�5�9+*5,7*8.g./4;7=.�*8,:9;78.R2D0E,/. 1h"!X�K + Y � 4 :�"�*8.C0(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*8.
X~5Q*84�46*�Hk�b4�0',�� ) 5?.<�I�����~� ��� ) A�9 ) 2;4�*EZ'���'�
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���

�sZ

Z � � � ��� �sZ

∑

ωiCi

Cmax

++

××

�����	�W�-:36 % " ) '/462�*^2/*^�h0eJM0�,+58�)�?*42=�10(�)1 ) 4�5�9+*5,7*8.

0"!�0',:9I7=9+7�7=A84�5�9%.T. ) '/4T�?0 D *846.�5 ) ,H* ) 4�.IH �?581�,/*|2-'M./4 ) 25�80!,7*($', ) '/.n0 D ) ,/.I2/5 D 5Q.;7b.D0E4
2/*!' > �?*	'/4j1:0'4�0',:9%5Q*K.;';4/�?*e,+0�^E*8.;./0',W. ) ';4 ) 2;9�*8,/5Q4j'/,/*�A ) ,M./0'4%0'5Q. ) , * ) ,/,5n�9%*�:
"�*8A85UA ) 4�46*8.;. ) ,52[Nz�?0A257=9�*84;,75?,/0E9%5 ) ,@2=�k'/,/*72 ) 46,/*75?,-JE7=4�5?*	'/4�*

C̃max

25'K,@0%^'*8.IH
.D0', ) .;9�5),+0(�x.D0E4�� �O0��)1 ) 465Q9;*5,+*l���f� 6H$=Pa'/5d.�*=4;,7*=9^2/*I' > *=4l*=,/.;'/5�9%*O�h0@9%0'5)�8�?*
25'W./4�*	,+5Q*84e5Q,F9�*84 D 0��)�?*L2/*CJM0�� ) ,WN]9%*84S,+5Q,/*84<.D0'4j'/, 5Q,F9�*84 D 0��)�?*L2/*�9�0'58�)�Q*

ρC̃max

:��,@JM0'5�93*8,WJM0'5Q9j�%�k78A ) , ) ,75?*C2/*O� �15Q,/A8*=469%5�9+'52;*�.;'/4^�h0]9%0'5)�8�?*e2-' 2/*=4�,/5Q*84�5Q,F9�*84 D 0��)�?*.D0'4-4�0(.5. ) 469ON
C̃max

:T` *8.B2/*	' > . ) 5?,:9%.e,@0E9;78465h0(�Q5?.;7=.L./0'4B'/,
+
A ) 464�*8.S. ) ,52/*8,:9

2 ) ,/Ak0('d4;7=.;'5��9�0E9 3 �sZ��Q�RZc9 3 .D0E44� �O0��)1 ) 465Q9;*5,+*4257�9%*84S,+5Q,/5?.S9%*?9�0(,H7!�?5 ) 4;7R*8, 3 �����sZc9�$
9�0',52;5?.xPa'/*b�Q*8.R2;*!' >

×
A ) 4�4�*=.;. ) ,52/*=,:9n0('�4;7=.;'5��9�0E9 3 �-$L����� �o$3���(9 3 ./0'4x� �O0(�81 ) 465Q9+*-,+*

0(�)780E9 ) 5Q4�*?9#0(,H7!�Q5 ) 4S7R*8, 3 �-$36'�����-$L���c9G:

���	� 
 3 7 $/ &�" ; 79.  #3 &,? 6�(�� 6	��� 79 -.1$/?
� ) '/.m0(�8� ) ,;.C,@0E5?,:9%*=,D0',:9m0(,H7!�Q5 ) 46*84�'/, .W*!' .5�8'/.B�?*=.�4;7=.;'5��9�0E9�.B./4;7=A!7!2;*8,:9%.

*8,q';9%58�?5Q.%0',:9A� �O0(.-./4 ) A6*/* 0(�87
0E9 ) 5?46* ./4S78.�*=,:9+78* 2D0',/. 1h"!X�K + Y �54 :b` *W./4�5Q,/A858.�* 2/*
2D0'.�*@2;*LA=*=969%*L0(.5./4 ) A6*;* *8.69z2=�k';9�5)�?5Q.�*=4 .5�8'/.�5Q*!'/46.�J ) 5?.�';,t2/*=.d0(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*8.H2/*
�h0 JM0(,75)�8�?*^./4;7=A!7	2/*8,:9%*�$<*=,@JM0'5?.�0',:9 D 0E4�5?*=4j'/,K.D0'4�0(,M0�9%46*�0(�)780E9 ) 5?4�*L. ) '/4 ) 2;9�*8,/5Q4
.5�)'/.65?*	'/4�. ) 4;2 ) ,/,D0',/A=*!,7*8,:9%.T2g�h'/,;*|,Mn	,+*#5?,/.S9�0',;A8*!*�9~,/*|1:0E4;2/*=4RPa'/*|�?*�,+*=5)�8�?*!';4!:
`j*=.O1:0'4%0E,F9�5?*=.H2;*V.W*84 J ) 4;,+0',/A=*]9%*!�8�?*=.BPQ'g� ) , �?*=.+0W./4S78.�*=,:9+78*=.]. ) ,F972D0E.;78*=.@.S'/4
�%�10',D0(�H!P.6*L2-'@./5?46*KA
0E.!:��e4��?*8.Y5?,/.S9�0',;A8*8.<PQ';5v0E969%*8581�,/*=,F9eA8*8. D 0��?*!';4�.<2;*C./5?46*KA80'.
XU5Q*8464�*�Hk�D4%0',�� ) 5?.��I�&���~� ��� ) A=9 ) 2/4�*EZ'���E�
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. ) ,:9C2/5
Bg7=4�*=,F9�*8.l.;'/5 D 0E,F9e�h0 D 0(�?*	'/4^25' .D0'4�0(,H0=9%46*MPa'/*M�%� ) , D 0zJM0'5?46* D 0'465?*=4!:�X~,, ) !�*=,/,/*��?*�4;7=.;'5��9�0E9g*=.6942 ) ,;Ak2;5?*8,U,7*858�)�?*	'/4!:
` *j.D0E4%0(,H0=9�4�*<Pa'/*R, ) '/.mJM0E5?. ) ,/. D 0'465?*84�0(�)780E9 ) 5?4�*	,+*=,:9�*=.69b'/,�JM0EA=9%*	'/4|,C'-�Q9%5 H

.-�?5?A80E9%5 Jv.S'/4j�?*k9%*	,M./.	:=` *8./.;5?4�*=.RA80'./. ) '/4<�?0+. ) ,M,7*e2/*=.e9%*	,M./.<2/*-A ) ,M.5�87=9�5 ) ,
7�9�0',:9R0E9�9�*85Q,F9�.�Pa'D0E,52y'/,/*k9&#'A6*;*ePa'/5)'D,/5?.6.%0'5�9 +S'/.69�*-0(./4S08.4'/,/*L2/*8.Y2 ) 46,/*8.�2=�i5?,PH
9�*84 D 0��)�?*#*8.S9 ) 4;2 ) ,;,D0',/A	78*�2/*|JM0�� ) ,HN�'D,/5?4G+S';.69%*g0 D 0',:9d�h0<J�4 ) ,:9%58084�*m2/*��%�i5?,:9%*=4 D 0(�)�Q*58,@0�1�*($cJM0'5Q4�* D 0'4�5Q*84I�%�k78A6*/*	�)�Q*42;*Y9%*	,M.;.m.W*84;,7*=9�2/*4JM0'5?46*�.D0E.�.�*=4m�?0k9&#EA6*/*R*=,�Pa'/*8.IH
9�5 ) ,K25' 257825'P9C2=�k'/,B5Q,F9�*84 D 0��)�?*ONz�h0 'D,[2;* �%�i5?,:9�*84 D 0(�8�?*C.;4;78A	7!2/*=,:9?: � ) '/.K0(�)� ) ,/.
2 ) ,/Ad,C'5��9%5).-�?5?*=4D9 ) '/.��Q*8.�9�*!,H./.i.D0'4='/,^JM0'A�9%*!';4

β
A6* ) 5Q.�5c2/0',/.i�%�i5?,:9%*=4 D 0(�8�?* ]1/α; 1]

:
"�*4JM0'A=9�*!'/4I7=9%0',:9m1(78,57=4%0(�Q*!,7*8,:9n5?,-JE7=4�5?*	'/4IN

1
$F5)�5JM0('52;4%034%0P+ ) 'P9%*84I'/,/*47=9%0(1c0=4�*42/*

9%0'5)�8�?*
ρC̃max

NO�?0 'D,U2/*/�%� ) 4S2 ) ,/,D0E,/A8*	,+*=,F9�. ) '/4bn�9%46*k.��/4b2/*32/5Q*8, ) 4S2 ) ,/,D0E,/A8*=4
�?0_9 ) 9�0��?5Q9;7C2/*=.l9&#EA6*/*8.	: �V0P+ ) ';9�*843A8*M� ) 93, ) '/.^JM0'5Q9^,+0(�)*;*!'/46*!'/.6*!,7*8,:9e.W*84S2/4�*H�?*
1�0'5?, ) 2;9�*8,a' 0 D *=A��?*O.D0'.6.%0(1'* D *=4�.C�Q*8.�./4 ) 25�)0	,+*=.L* ) 4�.SH �?581�,/*(:WXU,GA ) ,:9%46*!.D0E469%5Q*($
�?0 D *846.�5 ) ,^*8,y�Q5)1�,;*�2;*K, ) 9�4�*K0(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*/2/* D 5?*=,:9jPa'D0'.65),7*8,:9�0(';.�.�5tA ) ,M. 7=9�5Q9%5 D *Pa'/*��h0 D *846.�5 ) ,V* ) 4�.��?581�,/*($P*=9V4�*=.69�*�,7*858�)�Q*!'/46*<Pa'/*��?*8. D *846.�5 ) ,/.Y* > 5?.69%0',:9%*=.!:
� �!A *+,0I�12������� ��� � �M� � � � �
� � � ��	/\ �'"N� �:& � ��	 � � � �D$ " ����� ��	3� � ��� ���i��$ "N��� ��� � �W" ����� 

� ��� �����'" � � �j\ �'"�� �:& � � ��� � ���J$ ��" ���W"N� 	 � � �D� �
$ " ����� ��� �U� �
��	 ��� ��� � ��"G\ ����� �

]1/α; 1] �$
� $'& ��� ��� ����� � $	� ����� � � � �+� �'" �
� �M� �`� � α
ln(α)

ρ
	 � " ��� 	�$ ��� �_� ��	 � � � ��	d� �

� $ � � � � �M� $
� ����� �
(1 + 1

ln(α)
)ρ

	 � " � � ��� � ��	 �I$ � ���t� � � $ � � � � ��� $
� �
" ) ,H,7* 2D0',;.��h0L.�*8A�9%5 ) , �5:L6-: Zo$#, ) '/.[0(�8� ) ,;.+A ) ,M./0'4�*=4 �%� ) 4S2 ) ,/,D0E,/A8*	,+*=,F9

) 2;9%*=,Q'�.D0'4 , ) 9%46*U0(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*xNb'/, ) 4;2 ) ,/,D0',;A8*!,7*8,:9 ) .;9�5),+0(� . ) ';4��h0!. ) ,M,7*R2/*=.
9�*!,H./.T2/*ZA ) ,M.-�)7=9�5 ) ,g:�` *=.~, ) 9�0 9%5 ) ,/.v. ) ,F9U* > 0'A=9�*!,7*8,:9d�?*=.T,Mn	,+*=.!$cNj� �1* > A8*!.P9%5 ) ,
2-'yJM0'5Q9�Pa'/*C,+0'5?,:9%*=,D0',:9

τl

*=9
τ̄l D 0��?*8,:9�46*8.S.�*=A=9%5 D *	,+*=,F9 C̃max

αk−l

*=9
ρ C̃max

αk−l(α−1)

:g`j*
�Q*!,H,+*K����*8.6947	1:0(�?*	,+*=,:9Z9 ) ' + ) '/4�. D 0(�?582/*e5QA85%:" ) ,;.�5)2-784 ) ,/.m2 ) ,/A<'/, ) 4;2 ) ,/,D0',;A8*!,7*8,:9 ) .;9%58,@0��5. ) '/4��?0k. ) ,H,+*42/*8.n9%*	,M./.
2;*#A ) ,M.-�)7=9�5 ) ,g:PK ) 5�9

τfin(i)
�?042D0 9%*d2/*I257825'P9R2/*I�%�i5?,:9%*=4 D 0(�8�?*R2D0E,/. �Q*!Pa'/*	��.6*�'/,/5Q9��h0

9$#'A6*/*
Ti 3 A(�i*8.69SH�N H 2/5?46* τfin(i) ≤ C∗

i < τfin(i)+1
9�:(" ) ,H,+*�2D0',/.R�?0Y.6*8A=9�5 ) ,K�5:36o:}Zo$ �h0

. ) ,H,+*I2/*8.<9%*!,H./.R2;*�A ) ,M.5�87=9�5 ) ,k*8.S9~2 ) 4�,57=*|.D0'4 ∑L
l=1 τ̄l+1W̄l

$E*�9v, ) ';.R. ) ' D ) ,;.7=A8465?4�*^�Q*8.Z5?,-7!1:0(�Q5Q9;78.!.S'/5 D 0',:9%*=.^]

L
∑

l=1

τ̄l+1W̄l ≤ α2
L
∑

l=1

τ̄l−1W̄l ≤ ρ
α2

α − 1

L
∑

l=1

τl−1W̄l ≤ ρ
α2

α − 1

L
∑

l=1

τl−1Wl

aZ.D0E469%5Q4g2/*UA=*=9�9�*T7=9%0(.�*�$?�%�10',D0�� !�.�* D 0bn=9�4�*T.5�8'/. 'D,/*TPa'/*d2D0E,/.��h0!.6*8A=9�5 ) ,��-:36-: Zo:
� ) '/.!,g�O0(�8� ) ,;.I./0'.|,+0P+ ) 4�*=4�2;5?4�*=A=9�*!,7*8,:9|�Q*Y9%*=4;,7* ∑L

l=1 τl−1Wl

./0'4 ∑n
i=1 wiC

∗
i

$
,+0'5Q.R.�58,M.-�?*!,7*8,:9��%�k78A=4�5?46*e2/5
Bg7=4�*	,M,7*8,:9e. ) '/./�?0MJ ) 4;,7* ∑n

i=1 wiτfin(i)

$�*8, 4�*	,mH
.-�h0��80',:9��?*8.Z. ) ,H,+*=.4./0'469�5?*!�8�?*=.

Wl

.D0'4b�Q*8.Z9&#'A6*;*8.4PQ';5��?*8.ZA ) ,H. ) .6*8,:9?:
X~5Q*84�46*�Hk�b4�0',�� ) 5?.<�I�����~� ��� ) A�9 ) 2;4�*EZ'���'�
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n
∑

i=1

wiC̄i ≤ ρ
α2

α − 1

n
∑

i=1

wiτfin(i)

`j0b2/*=4�,/58084�*U5Q,57!1:0��?5Q9;7R. ) 469�*I2 ) ,/AU.;'/4i�Q*8.i2D0E9�*8.�2/*d257825'P9x2/*=.<5Q,:9%*84 D 0(�)�Q*8.=2D0E,/.
�?*8.SPa'/*!�Q.��Q*8. 9&#EA6*/*8.<.�*U9%*84S,+5Q,/*8,:9i2D0E,/. � � ) .;9%58,@0(� :�`d�i*8.S.l7=4%0',;A8*m7�9�0',:9 '/,/*dJ ) ,/A�9%5 ) ,
�?5?,-7
0'5Q4�*($j58�#.S' 	m9O2/*[A ) ,;,D0��?9�4�*�� �1*=.;. 784�0',/A8*A2;*

τfin(i)

*8,ZJ ) ,/A�9%5 ) , 2/*
C∗

i

. ) ';4
A ) ,/,/0��?9�4�*C'/,;*72 ) 46,/*�.;'/4^� �1*=.;. 784%0E,/A8*B2/*O�?0]. ) ,H,+*e2/*8.�9%*	,M.;./2/*mA ) ,H.5�)7�9%5 ) ,=:��, 78A8465Q9

β
. ) '/.b�h0^J ) 4;,7*

α−X $ ) O
X

*=.69b'/,;* D 0'4�5?0'25�?*Y0(�87
0E9 ) 5?46*�'/,;58J ) 4S,M7	,+*=,F9
2/5?.S9%4�5Q25'57=*�.;'/4��%�i5?,:9�*84 D 0(�8�?* ]0; 1]

:
K ) 5Q9

γi ∈ [0; 1[
*=9

li
*=,:9%5?*=4<9�*!�-Pa'/*

C∗
i = α−γi C̃max

αli

: KP5
β = α−X *=.69U5?,oJE784�5Q*!'/4

) 'U7!1:0(�=N
α−γi

) ,d0B.D0'4b257V'D,/5�9%5 ) ,
τfin(i)

Pa'/5 *=.69�7	1:0(�iN
β C̃max

αli

$D*�9g.�5Q, ) ,
τfin(i)

D 0�';9 β C̃max

αli+1

:#a ./0'469�5?4H2/*^A8*�9�9�*^A ) ,;.69�0 9�0E9�5 ) , ';, A
0(�QA!'5�V.�58,M.5�Q*`, ) '/.�.W*84S,+*�9
2=�h7 D 0(�)'/*=4b�%�i*8.S.l7=4%0',/A=*L2;*

τfin(i)
*=,zJ ) ,;A=9%5 ) ,A2/*

C∗
i

:

E[τfin(i)] =

∫ 1

0

τfin(i)dX

=

∫ γi

0

α−X C̃max

αli+1
dX +

∫ 1

γi

α−X C̃max

αli
dX

=

∫ γi

0

α−Xαγi−1C∗
i dX +

∫ 1

γi

α−XαγiC∗
i dX

= αγiC∗
i

(

1

α

∫ γi

0

α−XdX +

∫ 1

γi

α−XdX

)

= αγiC∗
i

(

1

α

(

−
α−γi

ln(α)
+

1

ln(α)

)

+

(

−
α−1

ln(α)
+

α−γi

ln(α)

))

E[τfin(i)] = C∗
i

(

−
1

α ln(α)
+

1

ln(α)

)

=
α − 1

α ln(α)
C∗

i

"�*ePQ';5C, ) ';./.�*=4;,7*=9j2;*-A ) ,;A!�)';4�*-.S'/4j�%�i*8.S.l7=4%0',;A8*C2/*B�?0+. ) ,M,7*e2;*8.R9�*!,H./.
2/*3A ) ,H.5�)7�9%5 ) ,y]

E

[

n
∑

i=1

wiC̄i

]

≤
αρ

ln(α)

n
∑

i=1

wiC
∗
i

`j0W1:0'4�0',:9%5?*_.S'/4 �?0L. ) ,M,7*U2/*8.79%*	,M./.H2/*`A ) ,H.5�)7�9%5 ) ,>*8.69M2 ) ,;A αρ
ln(α)

:I`j0
1:0'4%0E,F9�5?*Y.;'/4��?*<,@0�^E*8.S.D0',U2D0',/.b�Q*/./5?46*eA
0E.Z*8.69V0�'51c,7*8,:9+7=*LN-A80('/.6*�2;*/�%�k7=9�0�1c0846*
.;'5.5.-�)7!,7*8,:9%0'5?46*H2;*79%0'5)�8�?* ' > *

ρC̃max

*�9e2/* D 5?*8,:9e2 ) ,/A α
α−1

ρ + ρ = 2α−1
α−1

ρ
: �e,

.�*	';9b7!1�0(�?*	,+*=,F9m257 '/,/5?4|';,/*/1:0'4�0',:9%5?*Y*8,A, ) !�*8,;,/*�.;'/4b�Q*<,+0�^'*=.;.D0E,=$5.5'/5Q.;Pa'/*/�?0
XU5Q*8464�*�Hk�D4%0',�� ) 5?.��I�&���~� ��� ) A=9 ) 2/4�*EZ'���E�
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� ) ,51c';*!'/4f9 ) 9�0��?*R2=�i* > 7=A!';9�5 ) , D 0'4�5Q*~0('/.6.�5:*8,^J ) ,/A�9%5 ) ,/2/*
β

:X"�*=969%* D 0(�?*	'/4�, ) !'*8,/,;*
*=.6942/* ρ

ln(α)
+ ρ = (1 + 1

ln(α)
)ρ

:
� �xJM0�';93A8*	.�*=,52D0',:9k. ) '-�?5)1',/*84j�Q*eJM0'5�9/Pa'=�158�R.W*!';9�9�4;08.�2;5?*8, ,/*O.D0E.�* > 5?.S9%*84/2;*

D 0(�Q*!'/4m2/*
β
9�*!�8�?*<Pa'/*/� � ) 4;2 ) ,;,D0',/A=*!,7*8,:9 ) 2;9�*8,a'_. ) 5�9g0('/.6.�5�2 ) ,APa'/*^�?*=. D 0(�?*	'/4�., ) !�*=,/,/*8.��?*�.S'51c1c0=4�*8,:9Y.;'/4��Q*8.�2/*!' > A84�5�9+0=4�*8.V*8,z,Hn!,7*e9%*!,H./.	: "<�1*=.69j. ) '/4ZA=*!�?0

Pa'/*Z.S'/4T�h0�'_1c'/46*!�5:i��, ) '/.U0 D ) ,/.~4�*	./4;7=.�*8,:9;7<Nj�?0�J ) 5?. �h0RA ) '/462�*b2/*=.T2/*!' > D 0(�?*	'/4�., ) !�*=,/,/*8. 3 9%4�0'5Q9M7!.D0E5?.69m*=9@A8*!�8�?*=. 2/*y�?0 D 0(�Q*!'/4H, ) !'*8,/,/*@. ) '/4M�h0L. ) ,H,+*z2/*=.
9�*!,H./.m2;*eA ) ,H.5�87=9%5 ) ,m*=9b2;*<�h0 D 0(�?*	'/4�. ) '/4��?*4./5?46*RA80'.m25' ,@0�^E*8.S.D0', 3 9�4%0'5�9 'D,&9�:
X ) '/4�.�*=4;,7*=9�9�4�*�'/,/*lA ) ,H.D0'4�0'5?. ) , 0 D *8AC�Q*8.V4;78.S'5�Q9%0E9%.4./4S78A!7	2/*8,:9�.!$=�?0+A ) '/4�2W*L2;*
�?0eJM0(,75)�)�Q*�.;4;78A	7!2/*=,:9%*K*=.69V9%4�0'A!7=*k*=,V. ) 5Q,F9�5)�8�)78.	:

Z

�

�

�

���

�sZ

Z � � � �
� �sZ

∑

ωiCi

Cmax

∑

ωiCi
, ) !�*=, 
 ./5Q4�*

CmaxD 0(�?*	'/4�.b, ) !�*8,;,/*8../5Q4�*8.ZA80'.

�����	�W�-:1� % " ) ,H.D0'4%0E5?. ) ,A2/*8.42/5CBl7846*8,:9%.V0(�81 ) 465Q9+*-,+*=.

�e, .W*!';9 , ) 9%*=4yPa'/* A ) ,:9�4%0'5Q4�*!,7*8,:9^0(' A
0'. ./4;7=A!7!2;*8,:9?$/�Q*[,75?,/58,C'5, 2/*=.
A ) '/462�*=.L. ) '/4^�h0[. ) ,M,7*B2/*=.l9%*	,M.;.�2;*+A ) ,M.-�)7=9�5 ) , *=.69K0E9�9�*85Q,F9�. ) '/4/�?0 D 0(�Q*!'/4
α = e ' 2, 72

0('z�?5Q*!'U2/*
α = 2

:&`j0 D 0��?*!';44,75?,;5),+0(�?*V*8.S9e0(� ) 4�.b2;*
eρ

$ Pa'/5 D 0(';9*=, D 5Q4 ) , 4, 08
.65I� � ) ,[./46*8,52 �%�10(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*����f� 6 5?,:9%4 ) 2-'/5Q9^2D0E,/.KA=*@A6*D0(.;5Q9%46*

3 ρ = 3/2
9G: `t0H1:0'4�0',:9%5?*k.;';4<�?*�,+0�^'*=.;.D0', D 0�';9�0(� ) 4�.g*=,y, ) !'*8,/,/*

3
$b*=9�0�' ./5Q4�*

3, 88
*=, D 5Q4 ) ,=:

�,��� �  #3�; 6 "z
 .1 43
` *8.<9%*8A6*;,/5)Pa'/*=.I'P9%5)�Q5?.S78*8.t5?A=5 ) ,F9R7=9+7m./4;7=.�*8,:9;78*8.n0 D *=Ab�?*=.C9&#'A6*;*8.T,+0(�)�87
0'25�Q*8.j*=9

� �O0��)1 ) 465Q9;*5,+*�2/*-0 ) ';,/5)7�1L0 ) 'D��� 4{. ) '/4�JM0'A858�?5Q9�*84l�%�i* > . ) .;7(: "�*	.�*=,52D0',:9<A8*n. ) ,:9�2/*=.
X~5Q*84�46*�Hk�b4�0',�� ) 5?.<�I�����~� ��� ) A�9 ) 2;4�*EZ'���'�
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./4 ) A!7	2578.|1(78,57=4�5)Pa'/*=.bPa'/5g.W*!' D *8,:9�n=9�4�*j7�9%*=,525'/.�Ne2g�O0('P9%4�*=.b./4 ) 25�)0	,+*=.!:H��, .�*	';9
9 ) ';9MNyJM0'5�9O';9%58�?5?.6*84-A=*=969%*`0(.5./4 ) A6*/*`0 D *=A �%�10(�81 ) 4�5�9+*5,7*H25' A6*/0(./5Q9�4�*z./4;7=A!7	2/*8,:9
. ) ';4 ) 2;9�*8,/5Q4�';,/*<JM0(,75)�8�?*|2=�10(�81 ) 4�5�9+*5,7*8.d1:0E4%0',:9%5Q.#.S'/4|�Q*8.m2;*!' > A8465Q9+0=4�*=.|2D0',/.�'/,
A
0(2/46*^2/*^.5�h0E9�*�H%J ) 4;,7*<*/58784�0'4�A6*/58Pa'/*(:

"�*=.]0(�81 ) 465Q9+*-,+*=.�2/5�HTA84�5�9+0=4�*8. ) ,:9M'/,/*V1:0'4%0E,F9�5?*_2W*
0('/A ) '5. .5�)'/.H.W*=9%5�9%*zPa'/*
�?*8.�./4S78A!7	2/*8,:9�.!$ ) ' D 4�0',:9C�h0 D ) 5Q* 2=�k'/,/*M';9%58�?5Q.%0E9�5 ) ,W./4�0E9%58PQ';*(:&X~, .�5),H.5�Q5 'b0',:9^�Q*
./4�5Q,/A858.�*z2/*^A=*8.[0(�81 ) 465Q9+*-,+*=. ) , ) 2;9�5?*8,:9+*8, *1Bf*�9A2/*8.@4;78.S'5�Q9%0E9%.79%4S08.]2 ) ,/.+*8,
, ) !�*=,/,/* 1 ��X�0=\g�'� 4�Pa'/5�.D0'4gA ) ,:9%4�*3,/*3. ) ,:9�.-�)'/.Z9+*-7 ) 465)Pa'/*!,7*8,:941:0'4�0',:9%5Q.!:

XU5Q*8464�*�Hk�D4%0',�� ) 5?.��I�&���~� ��� ) A=9 ) 2/4�*EZ'���E�
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`T�10(.5.5�Q5?A
0 9%5 ) ,C7=9;'52/5)7=*�2/0',/.UA8*�9�9%*4.D0'4S9%5Q*Z.�*84�0kA ) ,H. ) .S78*�2=�k'/,7.�*!'-�W*=,/.�*	,-25�Q*
2;*V9$#'A6*/*8.#5)2/*=,:9%5)Pa'/*=.#*�9�5Q,5257	.�*=,52D0',:9%*=.m�Q*8.d'/,/*=.m2/*=.�0('P9%4�*=.!:-"�*�, ) 250!�Q*($c./4 ) A6*;*
2;* A8*84S9�0'5Q,/*8.L0(.-.5�?5QA
0E9�5 ) ,/.`4;7=*!�)�Q*8.^A ) ,H,+* K���
 �
13K���
 � 4 ) ' �?0 4�*=A6*/*846A6*/* 2;*
, ) ,-2/46*8.T./46*!,75?*846.x2/*�0d*84�.6*8,/,;* 1L0`*846.R4 $'*8.S9~9%4S08.~.�58,+58�h0'5Q4�*U0('B, ) 250!�Q*m2/*=.U9$#'A6*/*=.
2;5 D 5?.65?25�Q*8.V5?,:9%4 ) 25';5Q9�.D0'4/"m*;*8,51[*�9 � ) 2�*=469�0����85-1h"2����� 4%:="�*C, ) 250	�?*kA ) 464�*8.S. ) ,52
./0'469�5?A!'-�?5)0=4�*	,+*=,F9e0(' > 0(.5.5�Q5?A
0 9%5 ) ,/.<2/*-9 !Q.W*O.D0'4%0�,M7�9%4�58Pa'/* 1h"�5),7*8,:9R4 $=. ) '/4j�Q*8.SH
Pa'/*	�)�Q*8.4'/,y1�4�0',52 , ) ,-2/46*L2/*lA
0(�QA!'5�Q.g5?,5257	.�*=,52D0',:9�.R. ) ,F9�JM0'5Q9�NH.D0'469�5?4�2=�k'/, +6*	'
2;*�2 ) ,/,57=*8.4PQ';5 ,/* D 0E4�5?*/Pa'/*�.D0'4bPa'/*	�)Pa'/*=.�.D0E4%0(,H0=9�4�*8.	:

�e0E,/. �Q*V, ) 2-0!�?*z2/*=.+9&#EA6*/*8.�2;5 D 5?.65?25�Q*8.!$T� �1*=,/.�*	,-25�Q*V25' 9%4%0 D 0'58��NG* B�*8A�9+'/*=4
.W*!'P9Cn=9�4�*�./0'469�5Q9%5 ) ,/,57m*=,B25� ) A8.�2/*],g�158,M. ) 469�*OPQ';*!�)�Q*79%0'5)�8�?*m*=9K*8.S9-*8,;.;'/5�9%*�2/5Q.SH
9�4�5Q25'57AN@'/,>*8,;.�*!,K25�?*A2/*A.;4 ) A8*8.6.�*	'/4�.	:��R0',/.O�?*=.C./4�*	,+5Q*846.-9%4%0 D 0(' > 2/*z"m*/*=,51
*�9A� ) 2�*=469%0����=5 1h"2�����54%$P5)�b.!�10(1�5Q.�.�0'5Q9m2/*<.D0E469�0�1�*84��%�10',D0(�H!P.6*<2=�k'/,A1�4�0',52]*=,/.�*	,-25�Q*
2;*L2 ) ,/,578*=.Y*=,:9%4�*�.5�8'/.�5Q*!'/46.4.;4 ) A8*8.6.�*	'/4�.Y4�*!�Q5)7=.V*=,`A6*/0��h,/*=.!: `j0H.;4 ) .D0�1:0E9%5 ) ,A2/*=.
2 ) ,/,57=*8.v.6*�JM0'5�9x2D0E,/.CA=*=9~0E469%5QA!�Q*n*=,C'/,/*#.�*	'5�?*IJ ) 5?.	$ A��1*=.69SH�N H 2/5?46*�Pa'=�i5)��,=�*!K04Pa'=�h';,/*
A ) ,H,C'/,/5QA
0E9�5 ) ,3*8,:9�4�*|2/*	' > .;4 ) A8*8.6.�*	'/4�. D ) 5?.65?,/.	:�` *�9�*!,H./.x2;*�A
0��?A!'-�P*�9R�?*n9%*	,M./.
2;*�A ) ,H,C'/,/5QA
0E9�5 ) ,M7=9%0',:9b�?5878.!0�' D ) �)'-,+*�2/*/2 ) ,/,-78*8.Z9�4%0'5�9+7($Q�%� ) 4S2 ) ,/,D0E,/A8*	,+*=,F9
) .;9%58,@0(��*8.S9 ) 2;9%*=,Q'z.D0'4�'/,;*^J ) 4;,C'5�Q*�0',D0�� !F9%58PQ';*�.�5),H.5�Q*(:

@�*80('/A ) '5.[2g�O0('P9%4�*=.k9 ) . ) � ) 1'5?*8. ) ,:9L7�9+7H7=9;'52/5)7=.^.D0'4^�h0[.;';5Q9%*70 D *=AM2;*8.�./4 ) H
A=*8.6.�*!';4�.4* ) , ) 1c08,;*8.!$PA ) ,H,7*<�?*=.Z0'462/4�*=.71#"2����� 4 $ ) '_0 D *8A/2/*=.b./4 ) A8*=.�.�*	'/4�.4*57�9+7�H
4 ) 1c0=,/*8.	$tA ) ,H,+*B�Q*8.�25'/.,1LK ��`���� 4 ) 'W�?*8.^7�9 ) 58�?*8. 1h"2�4`t�'�54%:i`j0A2/5
Bg7=4�*8,;A8*7*8,:9%46*
A=*8.L2/*!' > 0'46A6*/5Q9�*8A=9;'/4�*=.K*=.69CPa'/*M2D0',/.L�?*mA
0E.e25' 25'/.e�Q*79�*!,H./.�2/*@A ) ,M,e'/,/5?A80 H
9�5 ) , *8.69��Q*C,Mn	,+*L. ) '/4R9 ) '/./�?*=././4 ) A8*=.�.�*	'/4�.	$j0(� ) 4�.jPa'/*B2D0E,/./�?*-A80'./2/*B� �h7�9 ) 58�?*
�Q*8.4�?5Q*8,/.�.W*!' D *8,:9/n=9�4�*L2/*L2;5CBl784�*=,:9%*8.Y,D0E9;'/4�*=.!$W*=9�2 ) ,/AK0 D ) 5?4�2/*=. D 5Q9�*8.6.�*8.<2/5CBl7�H
46*8,:9%*=.!: �e0',;.T�?*8.T2;*!' > A80'.d�?*=.~. ) �8';9%5 ) ,/.x7�9+'52;5)78.d2D0E,/.~A8*=.#0E469%5QA!�Q*8.vA ) 4�46*8.;. ) ,52;*8,:9
NV'/, 257	.5� ) 5Q*!,7*8,:9l*8, '/,;*].�*	'5�?*HJ ) 5?.	$tA=* Pa'/5#A ) ,52-'/5Q9eN 2/*=. ) 4;2 ) ,/,D0',;A8*!,7*8,:9�.
46*!�?0E9%5 D *!,7*8,:9g.65),H.5�?*=.!:

`j0 A=*8,:9%4�0(�?5Q.%0E9�5 ) , 2/*=. 2 ) ,;,578*=. 9%4�0'5Q9;78*8.d,=�i*8.S9y1c7=,5784�0(�?*	,+*=,F9 .D0'.z./4�5Q.`*=,
A ) ,H.;9%*V2D0',/.��Q*8.79%4%0 D 0(' > .;';4 �?*=.@9&#EA6*/*8.�2;5 D 5?.65?25�Q*8.!:��~, * B�*=9!$�. ) '/4M2/*^, ) ,mH
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2/4�*	'/.�*=.�0(.-.5�?5QA
0E9�5 ) ,/.<A ) ,H,7*|�h0e46*8A6*/*=4�A6*/*42=�k'/,M, ) 9T2/0',/.d'/,/*g2D0'.6*b2/*�2 ) ,/,-78*8.	$
A8*R46*=9 ) '/4n*8.69!2�*80('/A ) '5.�.5�8'/.#.65),H.5�?*�Pa'/*��%�i*8, D ) 5W5?,;5Q9%5?0(�52/*�2 ) ,/,-78*8.	$-2 ) ,/AR2W*
0('�H
A ) '5.K.5�8'/.34%0(./582/*(: � �n0U7!1:0��?*!,7*8,:9^7�9+774;78A=*!,H,+*=,:9L2-7!, ) ,:9%4;7HPa'=�i*8,[1�0'4;2D0E,F9��Q*
,Mn	,+* ) 4;2/46*b. ) ';4T�?*Z4�*�9 ) ';4TPQ';*4. ) '/4T�Q*b257!.-� ) 5Q*!,7*8,:9�� ) , ) 2;9�*8,D0E5Q9T'/,;*V. ) �)'P9%5 ) ,
0'.��Q,H.;9 ) 9�5)Pa'/*	,+*=,F9 ) .;9%58,@0(�Q*�� Y��-�V�����%:

"�*	.�*=,52D0',:9!$ ) ,C.W*!'P9v4�*	,@0E4;Pa'/*84 Pa'/*|�?*n9%4�0 D 0'58�{7=9%0',:9T.D0'4 JM0'5Q9�*!,7*8,:9�2/5 D 5?.65?25�Q*($
5)�n,=���G0 .D0E.C�?5Q*!' 2/*@.�*A�?58,+5�9%*=4^N '/,/*A./4 ) .D0(1�0E9%5 ) ,[2/*=.C2 ) ,;,578*=.7*=,Z'/,/*].6*!'5�Q*
A ) ,H,C'/,/5QA
0E9�5 ) ,g:)KPA85Q,52/*=4L�Q*8.kA ) ,H,C'/,/5QA
0E9�5 ) ,;.k*=, .5�8'/.�5Q*!'/46.L7�9�0(.W*8.L.�*=4;,7*=9L2/*
A ) ,H,+*=,/A8*=4d�?*Z9%4�0 D 0'58�/.;';4��Q*8.I./4�*	,+58084�*=.d.D0'469�5?*=.#.�0',/.#0 D ) 5?4U2W*8. ) 5?,H2=�10E9�9�*8,52/46*<�?0
9 ) 9%0(�?5�9+7<2-'d9�4%0 D 0'5)�gNOJM0'5Q4�*j� ) A80(�?*	,+*=,:9?:

"�*�9�9�*VA ) ,/.S9�0E9%0E9%5 ) ,m0eA ) ,-25'/5Q9d.-�)'/.65?*!';4�.U0(';9�*!'/46.����^"!���-$�@|`9�V��� �_N3A ) ,/.65)257NH
4�*84d2/*=. ) 4;2 ) ,/,D0',/A=*!,7*8,:9%.nA ) ,M. ) .;7�2/*�.5�8'/.�5Q*!'/46.d2/5?.S9%4�5Q25';9�5 ) ,B2/*Z9�4%0 D 0'5)� 3 ��� � �M��
"�$ � �W�X9�:�"�*=.�0(�81 ) 4�5�9+*5,7*8.R. ) ,:9�0E.��Q,M.P9 ) 9�5)Pa'/*!,7*8,:9 ) .;9�5),+0(' > $ A(�i*8.S96H N H 2/5Q4�*HPa'/*
PQ'/0',52[�Q*m, ) ,-2/46*O2/*79 ) '/46,578*=.K0('-1c,+*=,:9%*($i�Q*�4%0(.5. ) 4S9l*=,:9%4�*M�?*-9�*!,H./.L2;*+A ) ,mH
.5�)7�9%5 ) , ) .;9%58,@0���*�9��Q*e9%*	,M./. ) 2P9%*8,a'z.D0'4��%�10(�81 ) 4�5�9+*5,7*Z9%*=,52 D *84�. 1

:
XT�8';9 M'94Pa'/*L2/*L2;5?.69�4�5Q25'/*84��Q*39�4%0 D 0'5)� *=,y.5�8'/.�5Q*!'/46.g9 ) '/46.!$ '/,/*l0(';9%46*l. ) �)'P9%5 ) ,

*8.69z�?0 2/5?.S9%4�5Q25';9�5 ) , 2;* A8* 9%4�0 D 0'58�R*=,t.D0�PQ';*=9%.U2/*W,Hn!,7* 9�0E5)�)�Q*(: �~, *1Bf*�9dA8*!�?0
.�*=4;,7*=9U'/,/*W.5�8'/.A1�4�0',52/* . ) '5.5�?*=.�.6* 2D0E,/.U�%� ) 4;2/46*@2D0',/.U�Q*!Pa'/*!� ) , *=, D ) 5Q* 2/*=.
2 ) ,/,57=*8.�0�' > 2/5CBl7846*8,:9%.k9%4%0 D 0'58�)�?*	'/4�.	:i"<�i*8.69C�?*7A
0(2/46* 2/*+A8*�9�9%*M.D0'4S9%5?*�: �Y,/*79%4;0=.
2 ) ,;,/*�2/5?2-�?5 ) 1�4%0(.-*/5?*V.;'/4��Q*8.!9"!EA6*/*8.V5)2/*=,:9%5)Pa'/*=.�2D0',/.��?*RA
0(2/46*^,@0��Q9%46*e*8.6A!�h0 D *k*�9.;'/4��?*=.b, ) 250	�?*8.b.;4 ) A6*/*8.V*8.S9�2;5?.;. ) ,/5Q25�?*R*8,z�?5)1',/*#� @|`9�Y��� 2$� :

` *VA8465Q9+0=4�*42=� ) .;9%58,+5Q.%0E9�5 ) ,B7�9+'52;5)742D0',/.��?*gA
0(2;4�*<2;*RA8*g9%4�0 D 0E5)�D*8.S9|�?0�,75?,/58,+5 H
.%0E9�5 ) ,A25'[9�*!,H./.Z9 ) 9%0(�g2/*3A ) ,M.-�)7=9�5 ) , 3 � � % ��	 ���
�Q9�:-"�*3A8465Q9+0=4�*�*=.69�./4 ) A6*/*^2/*^�?0
,@0 > 58,+5Q.%0E9�5 ) ,O25'_, ) ,K2/4�*/2/*e9&!'A6*/*=.Z* B�*8A=9;'578*k*8,_4S7!1�58,+*�.�*=4;,+0',/*8,:9!$5Pa'/5 0C7=9;7
7=9+'-2/5)7�*=,V257�9�0'58�=2D0',;.4�?0-9+*50=.�*^2=�kYR4�,/0('52y` *	1�4%0',-2'�k` *!1:�(�)�%:

` *=.�4;7=.�*80(' > 7=9+'-2/5)7=.m2D0',;.�A8*RA6*D0(./5�9%4�*V.�*<�?5),75Q9�*84 ) ,:9U0(' > A6*D0��?,/*8.�2/*<.;4 ) A8*8.IH
.�*!';4�.�*57=9;784 ) 1c08,;*8.!: ��78. ) '52/46*^�?*/./4 ) 25�)0	,+*�2/*8.Z9&!'A6*/*8.�2/5 D 5?.�5Q25�?*=.!.;';4b�?*8.ZA6*/0��h,/*=.
2/*C./4 ) A=*8.�.6*!'/46.^*57=9;784 ) 1c08,/*=.^.�*=4;,7*=9/2/*K4;78. ) '52/46*B�?*C.;4 ) 25�80!,7*e. ) '/4�'/,/*�A!�?0'.�.6*
2/*V1'4%0(.5*;*8.]0*��0',:9[A8*=469�0E5?,/*=.M./4 ) ./465)7=9;78.M.D0'469�5?A	'5�?58084�*=.+�h` 5h���,� :|"<�i*8.S9�7	1:0(�?*	,+*=,:9
0 D *8AM�?*8.k0'462/4�*=.eNU'/,L.�*	'5�#,;5 D *80(' 3 257.-;Nd9%4�0'5Q9;78.^2D0',;.��?0z�Q5Q969+784�0E9+';4�*/� @|`9�Y���'0)� 9
'/, ./46*!,75?*=4I./0'. D *846.|�?*=.n.S9%4S'/A=9;'/4�*=.|.5�)';.#A ) ,M.-�?* > *=.�Pa'/5W.�*=4 ) ,:9n9%4%0E5Q9+7=*8.I2D0',/.��?*=.
A6*D0(./5�9%4�*=.g.;'/5 D 0E,F9�.!:

� ��0 1 �32 3,.879.  #3U

�R0',/.gA8*�A6*D0�./5Q9�4�*($;, ) '/.V0(�8� ) ,/.#A ) ,;.�5)2-784�*=4�'/,/*3A6*D0��?,/*/2/*/./4 ) A=*8.�.6*!'/46.Y582/*8,�H

9%5)Pa'/*4N�A8*	�)�Q*b2/*��h054_1c'/46*
6o:Q�(:Q"m*D0(Pa'/*4./4 ) A8*=.�.�*	'/4I. ) .6.;0	2/*<'/,H�?5Q*8,B2/*VA ) ,M,C';,/5�H
A
0E9�5 ) ,A2/*��h0 9%*8,;A8*

ci

*�94'/,d9�*!,H./.�2/*3A���A!�Q*^2/*
wi

: "�*^Pa'/5j.�5)1',/574D*/Pa'=�k'/,/*39"!EA6*/*
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,7*=969%4�0
c1

'/,/5Q9;78.C2;*@9%*	,M./.e. ) ';4-0'464�5 D *84l.;'/4C�Q* ./46*!,75?*=4L./4 ) A=*8.6.�*!';4�.�5m�Q* �Q5?*8,
*=.69�5Q, ) A8A!'-.l7]*�9

w1

'/,;5Q9+7=.C2/*@9�*!,H./.C. ) '/4Ln=9%46*]* > 7=A!';9;78*_.�5��?* .;4 ) A8*8.6.�*	'/4�*8.S9
�Q5?2/46*(:+�e,`0(.5.W*!�8�?*/.D0'4 J ) 5?.-�j,+0��?9�4�* �z�?0m. ) '/46A8*�2/*k9&!'A6*/*=.�Pa'/5j*8.S9RA ) ,/,/*=A=9;78*-0�'
.;4�*!,75?*=4b./4 ) A8*=.�.6*!'/4	:

w
1

w
2

w
p

c
2 p

cc
1

�����	�[6o:����A` *^./46*!,75?*84Z, ) *	'52`*=.694�h0-. ) '/46A8*�2/*8.Z9"!EA6*/*8.	:

` *8./�Q5?*=,/.Y*�9/�?*=.j./4 ) A=*8.�.6*!'/46.3. ) ,:9^N�';9�5)�Q5?.%0 9%5 ) ,d* > A!�)';.�5 D *(: � �<,/*C.W*!';9j.D0'.W�
0 D ) 5?4b2/*^.D0E469�0�1�*/2=�k'/,V�Q5?*=,d*=,:9%4�*^2/*	' > 9"!EA6*/*8. ) 'U2/*^.D0'4S9�0(1�*/2g�h'/,V./4 ) A8*=.�.6*!'/4	:

� 0 9+*57	,@0E9�5)Pa'/*	,+*=,F9I. ) '/4d257�4D,/5?4d'/, ) 4;2 ) ,/,D0',;A8*!,7*8,:9!$ ) ,M2 ) ,/,/*4*D0'2/5�9+'/*	��H
�Q*!,7*8,:9H�h0W2D0E9�*

T (i)
2/*z257825'P9�2=�i* > 78A	';9%5 ) , 2=�k'/,/*_9"!EA6*/* 3 , ) 9+7=* σ(i)

2D0',;.M�?0
./0'469�5?*A./4S78A!7	2/*8,:9�*X9�$�0'5?,;.�5bPa'/*z�?*A./4 ) A=*8.�.6*!'/4

P (i)
Pa'/5b�8'/5Z*8.S9]0(�8� ) '-7(: �JA=5�.5�)'PH

.65?*	'/4�.YA ) ,:9%4�0'5?,:9�*8.�J ) ,:9jPa'/*e.-�)'/.42=�i5?,-J ) 4S,@0 9%5 ) ,/.Z. ) ,:9R,578A=*8.�.�0'5?46*8.	: �e�10'2 ) 4;2V�?*8.
A ) ,H,C'/,/5QA
0E9�5 ) ,/.+* > A!�8'/.�5 D *=.UJ ) ,F9�PQ'g�158�<JM0(';9 ) 4;2 ) ,;,D0',/A=*84_0('/.6.�5/�Q*8.@9�4%0',/.S,+5Q.SH
.65 ) ,;.!: ��, .�*	';9�7	1:0(�Q*!,7*8,:9@46*=9%0'4;2/*=4 2D0E,/.@A6*D0�PQ';*@./4 ) A8*=.�.�*	'/4��Q*`A80(�?A	'5� ) ' �h0
4S7!7	,+5Q.�.�5 ) ,@2=�k'/,/*m9"!'A6*;* 3 0(� ) 4�.jPa'=� ) ,L,/*O.�*	';93*8, 0('/A	'/, A80'.^�%�i5?,:9%*=4�4 ) ,M.;4�*X9G: � �
JM0�';9b2 ) ,;Aj./4;7=A85Q.�*84b. ) '/4�A6*D0(Pa'/*�9"!'A6*;*/�%�i*8,/.6*!,-25�Q*

C(i)
2/*=.g9�*!,H./.|2/*<257825'P9�2/*

9�4%0',;.;,75?.�.65 ) , . ) ';4�9 ) ';.|�?*=.|�?5Q*8,/.|2;*eA ) ,H,C'/,;5?A
0 9%5 ) ,@*!,H./4S'/,:9+78.	:&"�*=9g*=,/.�*	,-25�Q*
*=.69�257=A8465Q9Z. ) '/.b�h0�J ) 4;,7*<2=�k'/, D *=A=9�*!'/4V0*�:0',:9�. ) '/4|� ) ,51c';*!'/4��?*e, ) ,-2/4�*<2/*/�?5Q*8,/.
9�4%0 D *=4�.S78.!: `T�h7	�)7	,+*=,F9

k
2/*mA8* D *=A=9�*!'/4	$<, ) 9+7 Ci

k

$ *=.69L�h0�2D0E9�*O2=�h7	,+5Q.�.65 ) ,���2/*O�h0
9&!'A6*/*

i
.D0'4��?*<./4 ) A8*=.�.�*	'/4

k − 1
:

��AJCE<�-;.0-/*><�� ! ,�&!*8<!<! �< �P��12��<>.�� ��� $ "���$
��� �
� � � � ��� �f� �
n
��� ��� ��	 	 � " p

�W"%$ 

� ��	�	 � � " 	 ��	��~� ��� �D� ���'"	������$
��� � �Y� � ��"%$ � 	 �
$
� � �M� $
��	 P (i) � T (i)

���
C(i)

� ��� "N������	
� ��
S� ��	�	�$ � 	 ���'� �f$ � � 1..p

��� ����	 � � & � �k� ��	 ��� �M� ��" 	l� � 1 � p
�

P (i) : 1..n → 1..p

T (i) : 1..n → IN

C(i) : 1..n → {IN i|i ∈ 1..p}

��AJCE<�-;.0-/*><� ! ,�&!*8<!<! �< �P��12��<>.B,�A  ?(�-�"# �!�(��"��# � $ "6��$
��� �
� � � � ��� � ��	���" � �'
� � 	 �:& � ��	�� ���=\ � "N� � � � ��	 � � ���M" � �W"%$��W"�� � � � 	 	 � �F\ �
� ����	�$
∀i ∈ 1..n ∀k ∈ 2..P (i) C i

k−1 + ck−1 ≤ Ci
k 3 6Q:Q� 9

%	K?E :'& ( � A ; 9*)m�+( A ; @-, @-.Sq/,�; @,9WE0(�1	G32425,/)�A61*(";IA G7)#9*)�;DBI9�EC9�:58�BIG-1	9�:I:D9*,�BH:
k − 1

9	;
k
\ w 98�BDG-1 9�:I:<9',�B924(;:C;IBD9<(�8=(�B>1	G3)@?�9*)�;DACG3)
E 9<)@,/24. BIG
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∀i ∈ 1..n C i
P (i) + cP (i) ≤ T (i) 3 6o:C�c9

∀i, j ∈ 1..n P (i) = P (j) =⇒ |T (i) − T (j)| ≥ wP (i) 3 6o:C�c9
∀i, j ∈ 1..n ∀k ∈ 1..p (k ≤ P (i)

�
�W�
k ≤ P (j)) =⇒ |C i

k − Cj
k| ≥ ck 3 6o:1�{9

`j0A./46*!,75)0846*�A ) ,-2/5Q9�5 ) ,^9�4%0(25';5Q9/Pa'/*H�h0@9&!'A6*/*m*8.S9lA ) ,H.5�)0�9%*!,7*8,:9346*�^!';*M.D0E4
'/,B./4 ) A8*=.�.6*!'/4n0 D 0',:9T2=�kn=9%46*Z4;7	7!,75?.�*�:c`j0j2/*	' > 5)0!,7*!*=,7*=.69d�Q*m./4 ) � ) ,-1�*!,7*8,:9F4/,D0(�%$
A(�i*8.69SH�N H 2/5?46*^PQ'g�158�iJM0�';94PQ';*e�h0-9&!'A6*/*K. ) 5Q9VA ) ,M.-�)0=9�*!,7*8,:9V4�*�^!'/*l0 D 0E,F9�2=�kn=9�4�*KA80(��H
A!'5�878*(:a`j0e9%4 ) 5?.65)0	,+*#A ) ,52;5Q9%5 ) ,�5),H.5�Q5)Pa'/*mPa'/*42/*	' > 9"!EA6*/*8.n,/*�.�*	' D *=,:9�.	�1* > 7=A!';9�*84
*8,U,Mn	,+*V9%*	,M./.Z.S'/4|'/,U./4 ) A=*8.6.�*!';4V*�9��h0e2;*84�,;5)0846*jPa'/*^2/*!' > 9"!EA6*/*8.g,/*/.W*!' D *8,:9.D0'.�n=9�4�*�9%4�0',/.;,75?.6*8.Z*=,V,Hn!,7*e9%*	,M./.g.S'/4�'/,V�Q5?*=,A2/*3A ) ,H,C'/,/5QA
0E9�5 ) ,g:

�R0',/.T�h0W451c'/4�*�6Q: �o$E, ) '/.d2 ) ,/, ) ,/.T';,7* > *!,H.5�?*b2/*Z46*!./4S78.6*8,:9�0E9�5 ) ,H1�4�0(.5*/58PQ';*
2=�h';, ) 4;2 ) ,/,D0',/A=*!,7*8,:9U0'.6.�* �Z.�5),H.5�Q*n.S'/4R'/,;*ZA6*D0��h,;*�4;7	25'/5�9%*bN<2;*!' > ./4 ) A8*=.�.6*!'/46.!:
"m*D0(Pa'/*Y9�4%0'5�9 D *=469%5QA
0(�b46*!./4S78.�*=,:9%*j'/,;*<'/,/5�9+7�2/*V9%*!,H./.	:o` *=. � 0=A6*/*8.�*8,�2/5?0(1 ) ,/0(�?*
. ) ,:9��?*=.�9%4%0E,/.;,75?.6.�5 ) ,/. *=9��?*=. � 08A6*;*8.x* ) 4�5 � ) ,:9�0��?*8.f. ) ,:9��?*=.j9�*!,H./.�2=�i* > 78A	';9%5 ) ,=: `j0
2/*!' > 580!,7*39&!'A6*/*�7!,75?.6*/.D0'4��?*/,+0��?9�4�*e*=.69Y4�*�9�0'4S2578*^2=�k'/,/*�'/,/5�9+7^2/*�9%*	,M./.V0 D 0',:92=�hn�9%46*k* > 78A!'P9+78*e. ) ';4Z,/*L./0'.g*!,H./5)7�9%*84g.S'/4��%�i* > 78A	';9%5 ) ,V2;*��?0-9"!'A6*/*�./4S78A!7	2/*8,:9�*(:
"�*=9�9�*m4�*!.;4;78.6*8,:9�0 9%5 ) , .W*84S,+*�9/2/*O, ) ,F9�4�*=4/�%� ) 4;2 ) ,/,D0',/A=*!,7*8,:9/2/*=.lA ) ,H,C'/,/5QA
0 H
9%5 ) ,/.!$�*�9k4�*!,H.5�?0'A8*=4%0A2 ) ,/AO2D0E,/.�9 ) ';9�*mA8*=969%*H.D0'4S9%5?*B�Q*8./2/5?0(1�4�0(,M,7*8.<2/* �k0',:969
./4;7=.�*8,:9;78.<2/0',/.��h0C./46*!,75)0=4�*/.D0'4S9%5Q*(:

2

3

5
0 14

3

�����	�[6Q: ���%�V*	./4;7=.�*=,F9%0E9%5 ) ,z1�4%0(.-*/5)Pa'/*/2=�k'/, ) 4;2 ) ,/,D0',/A=*!,7*8,:9?:

� AJCE<�-;.0-/*8< ��� � ��12��"B.K*?.K ?( &!� �P ?( �J�!(
Tmax

��� ����� � ��	��I$ � ���U� � � ��� ��� ����	�����+�'� # � " ��� � � ��� ��" � ���@� ��� �3� � ��� � 	�	�� $
�`� � �����W" � � ����" � � � ��� �����'" � � � �����M" � ��� ���
� �����l� � � ��" � ��� �'� 	�$
� � � ���]� ��" �D����" ���6	 ����� ��� $
� �

� ) '/.n0('/4 ) ,/.U2W*8. ) 5?,O.D0'4T�?03.S'/5Q9�*b2/*gA ) ,H.D0'46*84T2/*=. D *8A�9%*!';4�.m2;*VA ) ,H,C'/,/5QA
0 H
9%5 ) ,/.!:DX ) '/4gA8*	�h0�, ) ';.R0(�8� ) ,;.|';9%58�?5Q.�*84�'/, ) 4;2/46*^�?* > 5QA ) 1�4�0(.5*/58Pa'/*/7=9�*8,525'V2D0',/.��Q*
A
0'. ) OB�Q*8. D *8A�9%*!';4�.U. ) ,:9d2/*!9%0'5)�8�?*=. 2/5
Bg7=4�*=,F9�*8.	::X ) ';4~A ) ,H.D0'46*84R2/*	' > D *8A�9%*!';4�.I2/*
9�0'58�)�?*=.�582/*8,:9%58Pa'/*8.	$/, ) '/.gA ) ,M./0'4 ) ,;.b�?*8. D 0(�Q*!'/46.b2/*8.gA ) ,M. ) .�0',:9%*8.b2;*!' > NB2/*	' > $
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�?0L./46*!,75)0=4�*42/5CBl7846*8,/A=*R5?,-2/5)Pa'/*4�?*	PQ';*!�W*8.69|�?*4.5�)'/.I1�4�0',52=:��P5 �?*8. D *=A=9�*!'/46.Z. ) ,:9|2;*
9%0'5)�8�?*=.<2/5
Bg7=4�*8,:9�*8.!$ . ) 5Q9^�Q*8././46*!,75?*=4�./7!�87!,7*8,:9%.^25'W.5�8'/./� ) ,51_. ) ,:9^2/5
Bg7=4�*8,:9�.�2;*
� �O0�';9%46* D *8A�9%*!';4-*=9L2D0',/.lA8*7A
0'. ) ,WJM0'5Q9��h0U,Hn!,7*7A ) ,H.D0'4%0E5?. ) ,KPa'/*M. ) '/4L2;*!' >
D *8A�9%*!';4�.m2;*4,Hn!,7*8.v9%0'5)�8�?*=.!$'. ) 5Q9d';, D *8A=9�*!'/4n*8.S9m.;4;7�4 > *42/*��%�10(';9�4�*Z*�9�2/0',/.UA8*gA
0E.
�Q*/.5�)';.b� ) ,51m*=.69V5?,-JE7=4�5Q*!'/4Z0�'V.5�8'/.ZA ) '/469 ( :
��AJCE<�-;.0-/*>< � � = *812�! �,0 ?-�"#*8< & ���8� �%.K��� ,�" � � $ ��� A = {a1, . . . , ai}

���
B =

{b1, . . . , bj}
� � � 	K\�� � � � � " 	]� � � $ ����� �D� � ���M� $
��	 � $
� �'����� � � A

��	��R��� � � "N� � � " �
B � �f$ � � A ≺ B � 	�� ��� 	 � � � � � ��� ��	�� � � �`� ��	`� � � 	 � $
�W�'���M� $
��	�	 � �F\ �
� ����	 ��	��
\ � "N� �'� � $

� i > j
���

∀k ∈ 1..j ak = bk� ∃k ∈ 1..min(i; j)
� ��� � � � ak 6= bk

����	��
l
��	�� � � � � � 	 � �������!���W�'� � � � ��� � � �

ak

���
bk

�'� # ��" ��� �
�
���?$ " 	

al < bl

� ��� 	 6��- -$/.17�*�5 ?

��
 <>.K,0A ���
n
9&!'A6*/*=.V*�94'/,/*3A6*D0��?,/*

(ci)i∈1..p

$
(wi)i∈1..p� � *+,K.0-/�
� �Y, ) 4S2 ) ,/,D0E,/A8*	,+*=,F9R4;780(�?5Q.%0'25�Q*j. ) '/4��?*=.

n
9"!EA6*/*8.	$�A��1*=.696H N H 2;5?4�*

�?*8.!9�4 ) 5Q.|J ) ,/A�9%5 ) ,/.
P

$
T
*=9

C
:

`T�10(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*MPa'/5b2 ) ,/,/*A�%� ) 4S2 ) ,/,D0E,/A8*	,+*=,F9 ) .;9%58,@0(�I2/*=.m9&!'A6*/*=.7*=.697A ) ,mH
.-�)0=9�*!,7*8,:9U257=A84�5�9z2D0',/.U�h0 451c'/4�*'6o: �-:b` *W./465?,/A=5).W*y2/* A8*�9^0(�81 ) 465Q9+*-,+*d*8.S9V2;*
A ) ,/.S9%4;';5?4�*�� � ) 4S2 ) ,/,/0',/A8*	,+*=,:9mN^.D0'4S9%5Q4T2/*��h054D, 2-'79�*!,H./.n0(�)� ) '57($E*8,+4�*!, ) ,:9�0E,F9
�Q*n9�*!,H./.C*�9v.�0',/.X-�0(,+0'5Q. 4�*!,7*=969%46*�*8,KA
0('/.6*|�?*=.CA6* ) 5 > * B�*8A�9+'57=.!:{`T�i5)257=*m./465?,/A=5).D0��?*
2;*84�465)0=4�*�A8*�9�9�*7A ) ,/.S9%4;';A=9%5 ) , *8.S9^2/*m4;7!2-'/5?46*m0('W,@0 > 58,C'5, �%�k';9%58�?5Q.%0E9�5 ) ,z2/*8.346*8.SH
. ) '/46A8*8.42/*�A ) ,M,e'/,/5?A80E9%5 ) ,�. ) '/4b. ) ' D ) 5?4 ) 4;2 ) ,;,D0',/A=*84��?*j,+0 > 5),e'5,�2;*39&!'A6*/*=.
*=,M';,H,75?,;5),C'5, 2/*Z9�*!,H./.!: �~,H.D0'4S9�0',:9d2/*��h0W4/,M2/*b� � ) 4;2 ) ,;,D0',/A=*!,7*8,:9?$ ) ,M.W*!';9
*=, .5�?0(^
0',:9@A6*D0(Pa'/* 9&!'A6*/* A6* ) 5?.65?4H�%�10(�)� ) A80E9%5 ) ,ZPa'/5 D 0[.W*84S,+*�9�9�4�*z2/*y�h0E5?.�.6*84O�?*
.-�)'/.�2/* .-�h0'A=*@0(' > 9&!'A6*/*=.C./4;7=A!7	2/*8,:9%*=.!: � ) '/.L, ) ,:9�4�*84 ) ,/.L.5�)'/.�� ) 5?,KPQ';*@A8*�9�9�*
. ) �)'P9%5 ) ,[*8.69 ) .P9%5),+0(�Q*(:

X ) '/4g* > .5�Q5)Pa'/*84��Q*�2-784 ) '5�?*	,+*=,F942/*^� �O0(�81 ) 465Q9+*-,+*V5)�gJM0�';9V5?,:9%4 ) 25';5?4�*R5?A85�2;*!' >
, ) ' D *	�)�Q*8.m2-7�4D,/5�9%5 ) ,/.!:L�e,], ) 9%*84�0

h
�%�i*8, D *!� ) .5.�*�2/*8.�A ) ,H,C'/,/5QA
0E9�5 ) ,;. 3 4�*=.;.W*8A�9%5�H

D *!,7*8,:9 o
�%� ) A=A!'5./0E9%5 ) ,V2;*8.j./4 ) A=*8.6.�*!';4�.69jNM'/,/*C7�9�0(.W*e2 ) ,/,57=*C2/*e� �O0��)1 ) 465Q9;*5,+*�$

A��1*=.69SH�N H 2/5?46*m�?* D *=A=9�*!'/4T2/*=.C9%*	,M.;.RN<.D0E469%5Q4 2;*8.;Pa'/*	�?.R�Q*8. �?5?*=,/.�2/*!A ) ,M,C';,/5?A80E9%5 ) ,/.
3 4�*=.;.W*8A=9�5 D *!,7*8,:9<�Q*8.b./4 ) A=*8.6.�*!';4�.69g. ) ,:94';9�5)�?5Q.;7=.|. ) '/4b�h0B./46*!,75)0846*jJ ) 5?.	:

`j0�2/*8.6A84�58.;9%5 ) ,^2/*I�%�10(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*C*8,��h0E,51:0(1�*~A ) '/4�0',:9<*=.69 �h0Z.;';5 D 0',:9%*�:��L�O0'2 ) 4S2
) ,[257�4D,/5Q9L'/,/*M�?58,+5�9%*-.S'5.l7=4�5Q*!'/46*]0('L9%*!,H./.39 ) 9%0(�d2=�i* > 78A	';9%5 ) , Pa'/5nA ) 464�*8.S. ) ,52
o { G7)�;DB�( ACBD9'2 9')�; (3,�� ( 8/8=(�BD9')=1	9 :S� 1 9'1 A=)�& 9�:<; 8=(�:UE & G�BH@,BI9 E 9��*A61	G � B�( 8�� A�� ,�9 : ,�BQEC9�:"23G�;I:�\ w 9 :� , A�;�:<G7, : 9') :D9*2nq E 9 : @,9WE & 9*)):<9'2nq�EC9

{1, 2, 3}
:DG3)�; ;IBDA0.�: @/( )): E & G�BI@,BI9

{} < {1} < {1, 2} <
{1, 2, 3} < {1, 3} < {2} < {2, 3} < {3}

8 ( B E & G�BI@,BI9 EC9��,A01 G � B (38���A��7, 9F: ,�BeEC9�: 23G�;I:6�=( ECG�BH:�� ,�92 G7)
G�BI@�BD9 9�:<;��
{1, 2, 3} < {1, 2} < {1, 3} < {1} < {2, 3} < {2} < {3} < {}

\
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������������������������� �!��#"$�$������%&��'(�$)� #�*'��+'(��

T∞ , c1 -/. �10�2&3546)���7 . w1 8 c1

3 - w1���:9;�1"�'1"$��
�"&����'#"����<%��(�*=(�(��'(�������
h
��'

o >? �$�<" , 2@'��A :%��
hi , oi , T∞�$��% ? ���

���:9;�1"�'1"$��
�"&����'#"����<%��(�
C(i)? �$�<" , 2@'��A�:%��

C(i) , {0; · · · ; 0}�$��% ? ���
���
	���
�����
B%��(�*=(�(��'(�������
%����&��)�)����1"&����'1"����#�

? �$�<" , �:%��$C&��'��D2E%��? ���5F ,  :%��+C&��'��D2E%��
kCi

k , )G";� . ok − wk − ck 8 hk − ck

3
? �$�IH , F#0�26%��+C&��'��D2E%��

kCi
j , )J";� . kCi

j+1 − cj 8 hj − cj

3
�$��% ? ���
" ?

C(i) ≺ kC(i)
'�K��$�

C(i) , kC(i)�$�(% ? �$�
P (i) , length(C(i))

����L�
��(���+)��$��'�%(�(�A'�M(��K��(�
T (i) , oP (i) − wP (i)

oP (i) , T (i)? ���5F , 2@'�� P (i)
hk , Ci

k�$�(% ? �$�
�$��% ? ���

���*N(!(���(
���O��P'(�$)� ��$���(

? �$�<" , �:%��$C&��'��D2E%��

T (i) = T (i) − C1
1? ���5F , L . "�3A%��+C&��'��Q2E%��

Ci
k = Ci

k − C1
1�$�(% ? �$�

�$��% ? ���
����'&������	 8 L��$��%PR

�����	� 6o: � �U`T�10(�)1 ) 4�5�9+*5,7*Y*=,V.;.�*!'-2 ) HJA ) 2;*(:

XU5Q*8464�*�H.]D4%0',_^ ) 5?.�`ba
cedFc ��� ) A=9 ) 2/4�*f�'���E�
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0�' 9�*!,H./.�,57=A8*8.6.%0'5Q4�*O. ) '/4e*��f*=A=9+';*84�9 ) 'P9%*8.^�Q*8.R9&!'A6*/*8.3.S7!Pa'/*8,:9�5?*!�8�?*	,+*=,F93.S'/4/�?*
.;4�*!,75?*=4B./4 ) A8*=.�.6*!'/4	:|`T� ) 4;2 ) ,;,D0',/A=*!,7*8,:9 D 0Wn=9�4�*d*8,/.S'/5Q9�*`A80(�?A	'5�)7A. ) '/4#4D,/5Q4HN
A=*=969%*�2D0E9%*�$_.5'/5Q. ) ,V257=A
0(�Q*84�0O� �h7=A6*/*!�8�?*/2/*=.V9�*!,H./.�. ) '/4bJM0'5?46*�A )�� ,/A8582/*84��%� ) 465)1�5Q,/*
2;*8.39%*!,H./.30 D *=AM� �h7	,+5Q.�.65 ) ,@2/*O�?0�./4�*	,+58084�*-9&!'A6*/*�:!��,L5?,;5Q9%5?0(�?5Q.�*k*8,/.S'/5Q9�*

h
*=9

o0 D *8AB�h0 D 0��?*!';4 (T∞, . . . , T∞)
.5';5?.;Pa'=�10('W257	.D0'469�0('/A!';,/*-9"!'A6*;*-,=�i*8.69^.-�h0'A	78*(:g`j0

2;*84�,;5)0846* 5Q,/5Q9�5h0(�Q5?.%0 9%5 ) ,B*8.S9]A8*	�)�Q*V2/*=. D *=A=9�*!'/46.z2;* A ) ,M,C';,/5?A80E9%5 ) ,/.O2/* A6*/0(Pa'/*
9&!'A6*/*�:=" ) ,H,7*/.D0'44�h0�.;'/5�9%* ) ,z./4�*=,52/4%0H�?*^.5�8'/.�1'4%0',52z.D0'4S,+5�9 ) '/.4�?*=. D *8A=9�*!'/46.. ) .6.�5?2-�?*8.	$5�%�i5?,;5Q9%5?0(�?5Q.%0E9�5 ) ,m.6*^JM0E5Q9g0 D *=AL�Q*/.5�)';.b.�*�9%5Q9 D *8A�9%*!';4�. ) .�.65?25�Q*(:

`j0/2/*846,/5)0=4�*Z, ) 9�0E9�5 ) ,�58,M. ) 469%0',:9%*|. ) '/4T2-78A8465?46*b�%�10(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*n*=.69I�h0e, ) 9�0E9�5 ) ,
2-' ./4 ) A=*8.6.�*!';4L2/*=.69�5?,D0E9�5 ) ,g:��e, , ) 9%* kCi

l

�?0�2D0E9%*O2=�i*8, D ) 5d2/*B�h0]9"!EA6*/*
i

.D0'4/�?*
.;4 ) A8*8.6.�*	'/4

l
.65|�h0`9&!'A6*/*

i D 0^.	�1* > 7=A!';9�*84m.;';4B�?* .;4 ) A8*8.6.�*	'/4
k
:T"�*�9�9�*[, ) 9�0 9%5 ) ,

.W*84S,+*�9C2/*@A ) ,H.D0'46*84k*8,:9%46*[*!' > .5�)';.�5?*	'/4�. D *=A=9%*	'/4�.B2;*]A ) ,H,C'/,;5?A
0 9%5 ) ,/.^2/*��h0
9&!'A6*/*

i
.;'/5 D 0',:9^�?*B./4 ) A=*8.�.6*!'/4 ) O *!�8�?*�.6*84%0d0(�8� ) '57=*(:fXC0'4�* > 9�*8,/.65 ) , 2/*B�h0[, ) 9�0 H

9�5 ) ,g$ ) ,W78A=4�5Q4%0 kC(i)
�?* D *8A�9%*	'/4lA ) ,H.5�?*�9R9%*	�TPa'/*B�h0@9&!'A6*/*

i
*8.S9K0��)� ) '578*l.;'/4/�Q*

.;4 ) A8*8.6.�*	'/4
k
:

`j0L./0'469�5?*4./4�5Q,/A858.D0(�?*�2/*��%�10(�)1 ) 4�5�9+*5,7*�*=.69ZA ) ,/.69�5Q9;'578*�2/*<2/*	' > 2 ) '/A!�Q*8.!$Q�%�k'/,/*
.S'/4U�?*=.]9"!'A6*/*=._*=9z�%�10(';9�4�*^.S'/4U�?*8.A.;4 ) A8*8.6.�*	'/4�.	:YX ) '/4_A6*D0(Pa'/* 9&!'A6*/* ) , *8.6.%0'5Q*
.S'/A8A=*8.6.�5 D *!,7*8,:9H2/*�.5�?0'A8*=4L�?0d9&!'A6*/*].S'/4C�?*=.

p
./4 ) A8*=.�.�*	'/4�.�*=, A84S7
0',:9BN`A6*D0(Pa'/*

J ) 5?.x�Q*|.5�8'/.R1�4�0',52 D *=A=9%*	'/4d2/*!A ) ,M,e'/,/5?A80E9%5 ) ,e. ) .6.�5?2-�?*|7�9�0',:9d2 ) ,;,578*=.T�?*8.v9&!'A6*/*=.
.S'/5 D 0',:9�*8.!:8�e,z.5�h0EA8*�*	��*8A�9%5 D *!,7*8,:9��h0K9&!'A6*/*3.;'/44�?*<./4 ) A8*=.�.�*	'/4<Pa'/5�,+0 > 5),75?.6*RA=*
D *8A�9%*!';4b2/*RA ) ,M,e'/,/5?A80E9%5 ) ,/.U.;';5 D 0',:9|� � ) 4S2/4�*4257�4D,/5g.;4;78A	7!2/*	,M,7*8,:9!:5`j0e2/*=4�,/58084�*
.W*=9�5Q9�*T./4 ) A!7	25'/4�*U*��f*=A=9+';*I�Q*T2578A80(�h0�1�*C9%*	,M. ) 46*!��,57=A8*=.�.%0E5?4�*d. ) '/4�,7*=969%4�*T�Q*v9%*	,M./.
Nm�O� ) 46.|2/*^�%�k7!,75?.6.�5 ) ,A2/*^�h0C./46*!,75)0=4�*e9"!EA6*/*(:

`j0[A ) ,H.5�Q* > 5Q9;7C2/*mA8*�9K0��)1 ) 465Q9;*5,+*k*8.S9�2/*
O(np2)

$=�h0]A ) ,M./0'4%0'5Q. ) ,@2;* D *8ANH9�*!'/46.�7=9�0E,F9V*=,
O(p)

:

��

� ���������������i��

Y D 0',:9�2;*V, ) '/.I�h0',/A=*84T2D0E,/.d�h0j./46*!' D *<2/*��%� ) .;9�5),+0(�?5�9+7d2/*��%�10(�81 ) 4�5�9+*5,7*($x58�/*8.S9

5Q,:9+7846*8.6.%0',:9�2/*j, ) ,:9%46*84|Pa'/*	�)Pa'/*=.b./4 ) .;4�5)7�9+7=.!.;'/4m�h0K.S9%4;';A=9+';4�*/2/*=.!. ) �8';9%5 ) ,/.�PQ';*
� � ) ,dA ) ,/.S9%4;';5Q9?:

` *y./46*!,75?*=4M�Q*!,H,+*dA ) ,;A8*846,/*@�?*=. D *8A=9�*!'/46.U2/*^A ) ,M,C';,/5?A80E9%5 ) ,/.!: �e, .W*!';9
, ) ,:9%46*84LPQ';*@.�5��%� ) ,GA ) ,/.65)250=4�* 2;*!' > D *=A=9%*	'/4�.B2;*]A ) ,H,C'/,;5?A
0 9%5 ) ,/.^,@0 > 58,@0(' >
. ) '/4O� �O0(�8� ) A
0E9�5 ) ,K2=�k'/,/*_9"!'A6*;*`.S'/4O2/*!' > .;4 ) A8*8.6.�*	'/4�.M2/5��l7846*8,:9%.7*=9HPa'=� ) , �Q*!'/4
46*=9�5?4�*^�Q*!'/46.

q
./46*!,75?*846.�7!�)7	,+*=,:9%.!$W0(� ) 4�.�� � ) 4S2/4�*3.S'/4<�Q*8.�2/*!' > D *8A�9%*!';4�.e9%4 ) ,5Pa'57=.

46*8.S9%*��?*j,Hn!,7*(:_`T�i5)257=*3. ) '/.IH7-�0'A=*8,:9%*k*8.S94./4;7=.�*8,:9;78*e2/0',/.��h0b4_1('/4�*f6o:i�5:
�'��1 12� � � � $ ��� h � � � ���_\����?$�� � �

� o � � � $ ����� �����M� $
� � k
���

l
� � � 	 �W"%$ � ��	�


	 � � " 	 ���
i � � � � � ��� � � � � kC(i) ≺ lC(i)

���?$ " 	 �D$ � " �J$ � � q ≤ min(k, l)
$
� �

{kCi
q; · · · ;

kCi
k} ≺ {lCi

q; · · · ;
lCi

l}
�
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� � �5� ���

�����	� 6o:i� ���e,z.�*	';9g9 ) ' - ) '/4�.b7 D 5�9%*=442;*kA=4 ) 5Q.�*=4b�?*8.gA ) ,M,e'/,/5?A80E9%5 ) ,/.	:
` *=.H2;*!' > .;4 ) A8*8.6.�*	'/4�.

k
*=9

l
7�9�0',:9H2/5��l7846*8,:9%.	$T�?*=.B2/*!' > D *8A�9%*!';4�.7. ) ,:9H2/*

9�0'58�)�?*=.C2/5 �g7=4�*8,:9�*8.!: �P5�� �h'/, 2/*=.M2/*	' > D *=A=9%*	'/4�.+*8.S9 ./4S7�4 > *V2/*V� �O0�';9%46*($U0(� ) 4�.B�Q*
�?*!,H,7*�*8.69 D 4�0'5%: ��5?, ) ,`. ) 5�9 r

�Q*L.5�8'/.4.�*�9%5Q9Y5?,-2/5?A=*L. ) '/44�?*	PQ';*!�t5)� �`0M'/,;*C2/5��l7�H
4�*8,;A8*(: kCi

r < lCi
r

.5'/5Q.;Pa'/* kC(i) ≺ lC(i)
:

X<0'4vA ) ,/.69�4;'/A�9%5 ) ,�.�5
r
*=.69d.5�8'/.x.W*=9�5Q9RPa'/*

k
*=9

l
�h0<2;5��l784�*=,/A8*�*8,:9%46* kCi

r

*�9 lCi
rD 5Q*8,:9d2=�k'/,/*�2/5 �g7=4�*8,;A8*g*8,:9%46*�,75?, 3 kCi

r+1−cr

$
hr−cr

9C*=9I,75?, 3 lCi
r+1−cr

$
hr −cr

9�$
2 ) ,/Ag*8,:9�4�* kCi

r+1

*=9 lCi
r+1

:o"�*=969%*42/5��l7846*8,/A=*g* > 5?.S9%*42 ) ,/A -S'/.;Pa'=�hN
r = min(k, l)

:
� �b,=�i* > 5Q.69%*�2 ) ,/A4.D0'.I2=�i5?,52;5?A8*

q
.5�8'/.�1'4%0',52MPa'/*

r
9�*!�&Pa'/* kCi

q ≥
lCi

q

$FA8*�PQ';5
A ) ,/A	�)';9��?0C./4�*	' D *�: 2

` *W2/*	' > 5)0!,7*@�?*	,M,7*y, ) ,:9%46*@PQ';* �?0B.69%4S'/A=9;'/4�*K2/*W�h0 . ) �)';9�5 ) , . ) '/4A';,/*
A6*D0��h,;*�*8.S9vA ) ,M./0'4%0'2-�?*IN<�h0g.69�4;'/A�9+'/46*|2=�k'/,/*!. ) �)'P9%5 ) ,l.S'/4x'/,e./4 ) 2-�)0!,7*n4�*8.S9%46*85?,:9!:
� ��1 12����� � $ ��� (ci)i∈1..p � (wi)i∈1..p

� � � ��� ����� �e� ���W"%$ � ��	�	 � � "�	 � ��� n
��� ��� ��	 �$ "���$
��� �
� � ��" 	 � " � ��� � � ��� ����� � � � $ ��� n′ � ���f$ � &8" �R� � � � ��� ��	 ������� ��	 � � � P (i) ≥ 2���W" ��	 �f$ �M" �	���i��$ "N��� ��� � � ��� $ "6��$
��� �
� � � � ��� � � � � ��	 n′ ��� ��� ��	 	 � " ��� 	�$ � 	�
 ��� ����� �

(ci)i∈2..p � (wi)i∈2..p

��	�� � � ����� � � � � � ��� � ���W"%$8� � ��� ���'"��f$ �M" � ���i��$ "N��� ��� � 	�� ��� $
�
� � � �
$ � "��D��� ��� ��� ��" � � n′ ��� ��� ��� ����� � (ci)i∈2..p � (wi)i∈2..p � � � � ��� ������� �	��� � �D$ " ����W" ��	 �

 �� � 	 �
$ " � ����� � � ��� � 	�$ ���
(σ(i))i∈1..n′

� ��	
n′ � � ��� ��	 � ����� ��	�� � � P (σ(i)) ≥ 2 �

� σ(i) �
�
�
� � � � � �
$
� � �M� $
� � "�$ � 	�	 �
� � ��� � 1..n′ � �
��	 1..n � � ��� 	�$ ��� Tshift = C

σ(1)
2 �	�� ��� $
� �f$ � � �(\�� �3� � ��� ��� � � � �J$ � ����	 � ��	 �
$
� � �M� $
��	 � $
� � ��" � �
� � � � �f$ � \�� � � �W"%$ 


& � � � �l� �
n′ ��� ��� ��	 	 � " (ci)i∈2..p � (wi)i∈2..p

$
� � $

∀i ∈ 1..n′ P̂ (i) = P (σ(i))

∀i ∈ 1..n′ T̂ (i) = T (σ(i)) − Tshift

∀i ∈ 1..n′ ∀q ∈ 2..P̂ (i) Ĉi
q = C

σ(i)
q − Tshift

XC0'4+A ) ,/.S9%4S'/A=9�5 ) , 2/* , ) 9%4�* 0(�)1 ) 4�5�9+*5,7*($R�?0 D 0(�Q*!'/4H2/* kCi
2

,;* 257	.�*=,52 .D0'.M2/*
�h0 D 0��?*!';4V2/* kCi

1

.-'/5?.SPQ';*[�h0 A ) ,;.69%4S'/A=9�5 ) ,t25' D *8A=9�*!'/4 .6* JM0'5�9z2/*�� D *=4�.B�c:
� ) '/.`0 D ) ,;. , ) ,:9%4;7K2D0',;. �?*W�Q*!,H,+*@./4S78A	7!2/*=,F9yPQ';*G.�5 kC(i) ≺ lC(i)

0�� ) 46.
{kCi

2, · · · ,
kCi

k} ≺ {lCi
2, · · · ,

lCi
l}

:d` *8.�9"!'A6*;*8.H.5�h0'A	78*=.7.S'/4H�?*A./46*!,75?*84e./4 ) A8*=.SH
.�*!';4Y,/*3A6*D0E,51�*8,:9Y,/5��%�i*8, D *!� ) .5.�*k,/5�� � ) A8A	'5.D0E9�5 ) ,A2/*=.�.;4 ) A8*8.6.�*	'/4�.Y.�5Q9;'578.Y0(./4S08.	:
`d�i* > 7=A!';9�5 ) ,`.;'/44�h0mA6*D0��?,/*

(ci)i∈2..p

$
(wi)i∈2..p

*=.69�2 ) ,/Ak5)2;*8,:9%58PQ';*eNH�%�i* > 78A	';9%5 ) ,
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