
HAL Id: tel-00011516
https://theses.hal.science/tel-00011516

Submitted on 1 Feb 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Algorithmes d’ordonnancement pour les nouveaux
supports d’exécution

Pierre-François Dutot

To cite this version:
Pierre-François Dutot. Algorithmes d’ordonnancement pour les nouveaux supports d’exécution.
Réseaux et télécommunications [cs.NI]. Institut National Polytechnique de Grenoble - INPG, 2004.
Français. �NNT : �. �tel-00011516�

https://theses.hal.science/tel-00011516
https://hal.archives-ouvertes.fr


INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

N◦ attribué par la bibliothèque
|__/__/__/__/__/__/__/__/__/__/

THÈSE

pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’INPG

Spécialité : “Informatique : Systèmes et Communications”

préparée au laboratoire Informatique et Distribution
dans le cadre de l’École Doctorale “Mathématiques,

Sciences et Technologies de l’Information, Informatique”

présentée et soutenue publiquement

par
�����������	��
�����������������������

le 27 Août 2004

Titre :

Algorithmes d’ordonnancement pour
les nouveaux supports d’exécution

Directeur de thèse : Denis TRYSTRAM

JURY

M. MICHEL COSNARD, Président
M. VAN-DAT CUNG, Examinateur
M. KLAUS JANSEN, Rapporteur
M. YVES ROBERT, Rapporteur
M. ARNOLD ROSENBERG, Examinateur
M. DENIS TRYSTRAM, Directeur de thèse



�

���������	��
���������������������! "� #�#$�&%�'���(��	� ��)�)+*



� ��� �������	��� ��
���

� � ����� ��� ' %���� ' ��������� ��� '�������� �����	��� ��� ( ����� � '�������� ������� � ����� ��� ! �+�#"���" �
����� %��$�#�#��%&����� ��''��� �	�$� '������("�� �����'���	�&%)������*,+�� ����".-��	�$%��������0/ %���'�'��$����%&��� ��''� �
����� '��1"����2%������2/ ����� ���	%�����������'�������%&� �$�43��65+�����'"�����% ���	�	�87�����"9!;:�'��	� ����%��������<-$� ��'
3��1�=! �?> %������6���+� �@5+��� %�� �$�����<���A"��$%����B>=CD���E3�! ��� �&��(����#-$*

F 5+��� '1����� �	��� ����%������ ��� '�� �$G %����������H� �I� �	��� �#���	��� ��� ��-�� ����'�� �&���KJ�	��( ���#���$�
CD����� ���L� �$�����.� ��� '���� ��'2� �$�	�&� '	�������'"������A�����M� �&� ��� '��'"��NG %��#����� ��'M����� '���%�� 

���#���	��� ��� 'O"��+���O� �K"����	���P���	�'���#%����E"��	��� '��4�Q� ����"���� 'R�����R� ����� �85��+� 'R��� �	�&� '	�����+��%��4*
+.! ���<�S���	�T� �&�.5������!'8! ���P"����U"��V� �'�W:�� �O� ��������/ �<����� ����'	��� %�� � '������	�XCY������"Z5&������"��	�
'	��� '��&� ��*

+.! ���#� ���	�����V-�% �4����� ��� ' �	��� ����%������T� �Z� �$� �#�#���'"�����! �85������ �	�$� '����Y�="���� �0� ���
%)� ���N>�"�� % �����	�P���	�L"������ ���("���� �+����-������ ��'["	! �@5������ %���� '�����(���-\/]��� ��-����	����'	�^".�
� ��'`_a� ����%��Zb �$� ���,cd*Mb ���	%��Z/ F ����� 
eb �������^� �$��� �	� �	������%�'f� �	� ��' �����\� ��'	��'��
%)� �&�B>S*hg ���B>`CD��� ��� '����#�i-�� �[� �&� �	�	� �$� %)���&%��$� �+'�� ���.5���� '�-�%��	�����j/Lk$�<-�%����<7
_#lHmonDpSq4rQs,q�lut&vVwyxDzBcM� �&��� ��� ����"���� ���."����'��� ���$���$"�������*

���&����� �I����� '���� '	���85+���#� � '	�&� '1"	! ��( ����"I3��{5��&��" ������� ����� ����%������1���{������� ������" �
� ����%��&�P�#��%$������� %4! ����'�
y/ 
y" ���	�}|�� ���`"�������%�'���� ��"�� 'f�.���	�[~ �������{� �e7 � '��	�$��*�Jy�E�=! �
� �+��' %����B� ����%�� ����� �L� �	������� ' ��� '�������� �$�����	��CD���\� ��� � ' �$%��L"��L~K� F -�'�����'
�<���I��� �<�o3���' '	��' �4����� ��� 'W"��P�S-������ '8� ��'63�! ��� ( ��� ����� �����jCD�	! �#� � � �	��%��	��'	'��L������*
~ ���	%�� '���� �85���%=~ ������� � '	�&�o3��&� �	��-�'f- '��<��� �����	��%)����������� ' ��� � '��&���{����� �<�o3���'	��� ���
�4�#� �+� 'A"��6��! ���.� ����� �+'��PCY� ��/W���W��� '	'�-���� 'f����� ���\���+�	���+� 'K�����A"��Z���i��� �#�����	�&��� ���$�u" �
��� �	�&%����&���&%����$�Y"��1��!��$���&���&%���� ��'A"��1� ��� �&����'��PCD���$*

+��25��&��"��	�����V-�% �4����� ��� ' �	��� ����%������R�����V� ��� (������T"��M� ����3<���<7$�BCD��� �	��� '0� �&���
�������#�.������'E5����D���A"����������I� �&��� �+�	�	����'	���'/{� � ���&� '	������� %��$*Hb ���	%��U/ib ��%)������g ��� 

������"�CY� � � ��%�%���� 'f-Z" �6���<-����#"���� %��03<���e7&� ��'MCD����� �?> %����P�#-�"�������%�� ���$���$*Hb ���	%���/
�O5����0� ��( ��� ' ��'0��� �$� �E+��+���	���	�.CD��� ��� 'T-d5��4�#��-A� � 'f�����	� ��'V5$-����P�u-�'��&���V�����V� ��'	��'��
".-�' �+�#����"������1������� �	���B5����Z�����1���P����������%&������*�b ���	%��R/(� ��� 
y~ �+'ZgE����% ��' F �����&�#"
� ������� ( ����%��uCD���!��� '���%�%���� 'f-�"	!�:�'����$�d> �$� �����+'	�������'"��1� ��'f�.���	�4*

+��'5��&�."��������V-�% �$����� ��� ' �	��� ����%������O�����V"����B> %�� �4� '������	�RCD��� ��� '�'	���85+���#�P�#- �85���%
� ��� �Yk$�<-�%����e7 ��'E� ����������*QJy���R� ���<� ��� ' �85���%1k����#�P� �$��� �T��� ��� %����A"��j%����&��� � � � '	���

�y�B���d�	�8�����<�}���e�}�0�d�;��� �<�o�?������� �?��� � �d�¢¡E£<¤���� � �0¥)¤?� �<�a�a¦§¡)¦§¨@� � �f©'�f���<¤Xª;���9� � � �e���<«



*

CY� �R3��2� ! ��� %������D�	*u+�� �	�&�.������'	�K/�� ���������,"�� ��-�� �	�	��� �	� 'f�����	�4����'U3�! �����H���	�2� �&�B5������
'����85+���P�#�����E/ ���&�B5�� �4� �85���%6�P���	���+�A��� ����� '����@*

Jy� ����� '�� ����%����	� ( ���$��%��&���L" ��%������M/ ����� ����%������0"������A���1����( �����+'	�������$�B/ %��&� 

� ����%����M���+�K�h�W� ���D�������,� � �$" ��' �X�����	��� '��u� ��� %���(����	���$�B>����������<"��	� %)���	��� �&���+

%��#CD����CD������! ��� ' �<����� ����'�-{� ����"���� ' ����� ������-�����"�� 'f�����	�$*�+����	�&��������'	�{/[b ���D�
��'2�����$"="�� �<-������	���M"��+���M��������� � �&�.5����#����� % �����	�P���	��� �����<� ��%�'��N5������ ��'O3��$���&������� '��6/
�X��������� '0"���� �����	����� � ( ����� �$'�������� �	����� '����&�["��$��'	�	������*

����� 'f�.���	� %$! ��� ' �$���	�����������["	!;� � � �#�P��������"�� �	�������["�� � �#"���_ ��'[���`"���� � 

���������LCD��� ����� '?cd����'I"����j"���� ���������i"�� (����	( ��%������ ��'I� ��'�� ��� '	�&� 'W%���� �	�$* � �$���
'��&��� %���� ( �����0� �&� ��� '��0���+�	��-�� ���[������� %��$�W���4%������4�}3��25��&��"��	����� ����� ����%������ '��$���
�����A� ��� (������M"��\� �+( ���	�+'������	�4���85���%����\� �����<-���������'	��%��.���#���	�1� �&���Z_ �	��'��������Z5���'����
�	�&��� � �85+��� 'M" ���������K� ��������'	�@c	�

F " �	�����	��
 ��� �����9g ���	�����$�SgV7&�	�P���HgV7&�	�P�#���4�,~ ��� ���{_ ��! �$� '	�	��~ ��� ���)c?�9� � '����P���4� ��� 

�<7 �4��� ����������� '8�8k$������%������}k ��-�%����e7&�@k����P�#� �4��� �4��+���%�CD�������o+�� �+� 
eb �+�	%$�@+�� ��� 
�b ��%)� �����
+����	����� �85H�$+������ ���D+������+'f���+�	�&+$�.�������	�o� �����������o� ����%�,�4� ����� 
 F �.%��������ob ���������	�$b �$� �	� 

%����.�}b �o> �#� �$��� ��%��&� �+��� � ���N5&������� �h���P���#�.� �4� � �����	�	�4� � �������	�4�}�A-�� � ��� �$� �������&'�-����������
��' '��$��� %����Y>=CY� �03�! ��� �P�W� ����CD����(.����� ��� ' �&��(����#-���*

�������}��£<¤���� �����}�.� �U���e�����}�;�<�T� �e� � �f�f�d�;ª ª �e�u�f�d��¤S���e�}���u�e���X� £ �"!��$#h�?�4� � �P�d�}� �"!��o�.�d�%�@� &��4�d�('
���������	��
���������������������! "� #�#$�&%�'���(��	� ��)�)+*



� ����� � � ��� � � ����� �����

	 ��
 � �������
 ����� ���

	 ������� � ��� ������  �!��� � �#"
$ %'&)(+*-,/.10324(+56,�& 7/$

#&* # b �Y"�������"���� '98�%)�����M� �$�#�P- ��(.����� *�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* � #
#&* � � ��" ��������� %���� ��� 'A�����0�.�����	��� *�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* ���
#&*;: F �#���&% � '������j� �����P� �$���M" �$'	���i���

t
*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* � :

#&* * ����%)��� �#CD�����A"��1�������.5���*�*6*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* �4<
#&* < F �����	�8> �#� �+'	�����I".���$��� *�*6*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* �4<
#&*;= ~ ���	%����	�������=%&-��$�W-�'��	�PCD��� *6*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* � =

7 >?,�@BA3C6DFE#5G(+H 7JI
� * # gE���LK �����A" �$'98�%)�������P"���� '	�#CD�����A�����0�.�����	��� *6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* �NM
� * � �X> ���i������" ��".-��	�$������� ��� 'A"��1� ! �$�P%�������'f�.� � *6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�*O: #
� *;: k ���$�.����"�� 'P8�%)� �����#"���� '	�#CD�����A�����0����������� *�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�*O: �
� * * gE���LK �����A" �$'98�%)�����A" �P�S-��	��� '����(*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�*O:4:
� * < g ��� %��#� �	����� *�*6*�*1*6*�*�*6*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�*O: *

Q RS*L.#,�&3&#TU&12VDW@XDW&�(ZY[56H\*-T�*L2N]156^�01D Q)_
:.* # b �Y"��N��% �+'	����� �T"��=� �Y"������K"��$(������1*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�*O:4`
:.* � �&'	����%�'f�����1"��1��! ����"�����������%���� ��� ''*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* * #

:.* � * # � �	��� �#���	�����+��'�� '������I"�����'98�%)����� *6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* * �
:.* � * � �A-�"���%�'������=" ��� ! �4�#���&% � '������ *6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* * :

:.*;: � �	����%��P� � ��-�%����	�	��� 'A��! ����"�����������%���� ��� 'A*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* *F<
:.*;:.* # � ��"���� ������%���� ��� 'A"��

Pplein

*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* *F<
:.*;:.* � � ��"���� ������%���� ��� 'A"��

P1

*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* * =
:.*;:.*;: � ��"���� ������%���� ��� 'A"��

P2

*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* *Fa
:.*;:.* * � �	�&�����#-�'f-��'"����'-�' �4%&������� *�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* * `

:.* * ������� �<� ���<� �+'	����� �Z*1*6*�*�*6*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* *VM
:.* * * # ~ �

P2

5����	�
P1

�&�
Pplein

*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* <+)



= ���������
	�������������������

:.* * * � ~ �
P1

5����	�
Pplein

*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* <��
:.* * * : �B�.� ����� ���	� '�������"���"����B> 'P8�%)� ��� �<-�CD����� '	�����#�����M" �

P1

"���� �
Pplein

*�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* < :
:B* < F ���$�N7&�	� *6*1*�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* < :
:B* = �A-������i-1"��1��! �$�#%����	��'���� ��*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* <4M
:B* a gE�#��� '����'"��$(��P���	�&%����	��������� *�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* = )
:B* ` g ����%��P���	����� *1*�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* = #

� R *N.#,�&3&#TU&12VD @BD &)(�� 01C (+5��92V*L5 (��\*-D �JQ
* *�# � �$�.� ��� "���� ����'��+'�������� *�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* =V:
* * � � �<"�����������%���� ��� ' �85���%6� � %��	� 'f�����1�����#CD����*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* =V:

* * � *�# � � '	�#� ����� '������I"��[� � �����<����� *6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* = *
* * � * � � � '	�#� ����� '������I"��1� � ���&�W� ��"���� '	���i���'"��$%��&�i���P-�'������ *�* = <

* * : � �&� �A"9!;�����	�������["��=������'	� 
 %��	� 'f���	� *�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* =V=
* * :B*�# � �	��� �P����� %������ '���� %�'������[%&-��.-��	�PCD��� *�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* = a
* * :B* � �B�H-�%�� �$�����	�+'������I"	!���� �$�#%����	��'���� �`*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* =V`

* * * � ����� �$� �#�P���A"	! �4�#%�������'���� ��� *�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* a #
* * * *�# ����� ���P�#������� �4�#%�������'���� �Kb �! � *�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* a #
* * * * � ������� �4� �P�#���A"	! �$�#%����	� 'f��� ��� *6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* a #

* * < J� '	�	�Y"���%�'������=" �6� ! �$�P- �+'	������� *�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* a+*
* * = g ����%��P���	����� *1*�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* aVa

	W	 ��������� �#" �%$ ��� � ��� � � & "
' > ]#T)( &1D!* .1D�+?*-,/2VD!*,* D 0#*-* ./$

< *�# ~2-���� ��'��������I*1*�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* ` �
< * � F �#%����	� 'f��� � *�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* ` <
< * : �����&�����#-�'�-�� *1*�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* ` a
< * * � � '��#� �$����'f-(*1*�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* ` M
< * < g ����%��P���	����� *1*�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* M�)

� / H0*'D T�0 DW&
+?5 DW021/*-D I/$
=B*�# ���<-������ ' �+'	�����="��1��! �$�P%����	� 'f��� � *�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* M :
=B* � �¢> ���W����� *6*1*�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* M =
=B* : g ����%��P���	����� *1*�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* M =

_ 3Z*541*-D0* IJI
a *�# ~ ����%��	�P� '������="����'������(��#��� ��� *�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* # )�)

a *�#$*�# : 
�"��� '�� '������L*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* # )�)
a *�#$* � � � �AbL� F�6 *6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* # )�)

���������	��
���������������������! "� #�#$�&%�'���(��	� ��)�)+*



����� ��� 	���� ����������� �� a

a * � �'-�"�� %�'������ *�*6*�*1*6*�*�*6*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* # ) #
a * � * # � �������K��� ����"�����������%���� ��� 'M/{������'	���T" � : 
 ����� '���'	����� *6*�*�* # ) �
a * � * � ~Z!���� ����" ��������� %���� ��� ' �<��� ����(��	�(/\� ��� �	�$�#� '	�����`" � : 


�"��� '�� '������ *1*6*�*�*6*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* # )�*
a *;: �X>&'������	�������'"��=� �Y"������K*�*6*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* # )F<

a *;:.* # F 5���%�� �+'	����%���� *�*6*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* # ) =
a *;:.* � F 5���%���� �	���.� % �����4� "��$%��&�i��������% �+'	����� *�*6*�*6*�*1*6*�*�* # ) `

a * * g ��� %��#� �	����� *�*6*�*1*6*�*�*6*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* #�# )

� ����� ����� ��� � � 
�� ��� ��� �/�J
��%$�� � �����

� �����	����
� �	����������� ���!�! "� #�#$� %�'���( �	� ��)�)�*



` ���������
	�������������������

���������	��
���������������������! "� #�#$�&%�'���(��	� ��)�)+*



� ����� � � ��������� �=���

#&* # � % �$��%)���E����� '98�%)��� '	��' �$����� ��� '�� �$�P�#-���(����4�@/2"�������'	�V� ��� ��-�CD����� 

'	�����P��� *�*�*6*�*6*�*1*6*�*�*6*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* ���

#&* � �����$����� '���"��1�����+�	��� �85���% �<��%�%����	���P5���� ��� ' #&� � �U:.� * ��' M 'P8�%)� ����* � :
#&*;: � ��" ��������� %���� ��� ' �������L� � %���� '��	����� '�� "�� �������	� ��' �85���% %���'	'��

%���� '����+��� '�� *�*6*�*1*6*�*�*6*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* � *
#&* * F �#���&% � '������ �&� '	�#� �$��� ��'������ %���� '��#%$���$* *6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* �4a
#&* < �!� �	������� �$�P���&% �+'	�����W� �����	��(����4* *�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* � `
� * # ���&� '	���A�����A-�'��$� ���2".�L"�-��	�&������� ��� 'A"��Z� ! �4�#%�������'���� � �
	

Sj

��'
Pj����� 'M� ���T/23��$����* *1*6*�*�*6*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�*O:4:

� * � � ��" ��������� %���� ��� '��&� '	�#� �$�	*�*6*�*�*6*�*1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�*O: *
:.* # � ��� '98�%)����� # ��' � ����� ''��� ��%�-���� �#"�-��$����� ��� '�� �4�������ECD����� � 'P8�%)��� :

���1� ! ����''�����6_
m = 4

cd* *�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�*6*�*6*�*�*6*1*�*6*�* * )
:.* � �&'	����%�'f�����1%&-���-����$����"��1��! ����" ��������� %���� ��� '�* *6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* * #
:.*;: �X> ���i�����$�85���% * '98�%)�����

m = 3
�
k = 4

* *�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6* * :
:.* * �'- ���������.%���� ��� ''"���� '98�%)�����M"��1���{��%&���	� :.*;:.* *�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* *�*
:.* < �'-��<����'��+''"��1��! ����" ��������� %���� ��� ''"��

Pplein

*O*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* * =
:.*;= � ��" ��������� %���� ��� '�"��

Pplein

_a% �$� %)���@c ��'�"��
P1

_ "��	��� '��8cd*��K�����#CD�����
����� %������	��� �	�A� ���.5���� '2:�'	�	�$���D� '	�#������-���* *1*6*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�* *Fa

:.* a � ��" ��������� %���� ��� '�"��
P2

*}� ���"�����	��������%)�D����-����"%����	�����<� ���."���� ' �4�B>
( �4K�'	��� ����%&����(���� ''"���� '98�%)����� �$�P���&��-����'/ 3

4
k

���	�&%����	����������*I*1*�*6*�* * `
:.*;` � ���U����� %������	��� �	�����D� '��P������-�� �	��� '�"���� ��� ���O� ���#�#���������"%����.�u%&� ���+'	�����

�$� �����'�����W-�� ����%��K"����A"����B> ��� �	����(������
P1

��'
Pplein

* *6*�*1*6*�*�* <+)
:.* M � ���������'CY� ���#CD�����M� ��� '��������T"�� 'P8+%)�������	��� 'A�i-�� �+��%&-�����*H*6*�*1*6*�*�* < #
:.* # ) F ��� ��%�'R"��0� ! ����"���� ������%���� ��� ' �$���<���h�����h"��������#���	��� '����+���<� ���<� � '���������* <4a
:.* #�#]�!� 'P8�%)� � ���&��%��$����'A� � ����������� �$� �4���#%���-��4*W*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�*O= )
:.* # � � ��� '98�%)�������	��� 'A������%�-���� ��� �A" ���A���	�&%����	�	�����	��%���� '	�#%&� ��*X*�*1*6*�*�*O= #
* * # g �&� �	( ��".� %��&�W� �	�&� ���

Cmax  ∑i ωiCi

*L*�*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�*O=4`



# ) �)�������
	������ ����� � ���

* * � � �	�����<� ����� �+'������ "	!���� ����"���� ������%���� ��� '
O∗�

Ci

��� ����" ��������� %���

� ��� '�(�� 
%��	��'�������_ ��%��

k = 4
��'

α = 2
c?*I*6*�*�*6*�*6*�*1*6*�*�*6*�*6* a��

* * : g �&���	( �1"��1� ��� �$� �#�P���A"	! �4�#%�������'���� ���O*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* a+*
* * * g �&�W�����������	���(" ���A"��P�S-������ '����$�P%����	� 'f��� ��� *�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* aVa
< *�# �!�1������� ����� ��� ����" ����'A��� �	�&����%���"���� '98�%)������**6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* `V:
< * � ��������-��	��� '��+'�������%����$��� �#CD���1"	!���� ����"���� ������%���� ��� '8*T*1*�*6*�*�*6*�* ` *
< * : �O! �$�P%����	� 'f��� � ����� �	���."��+
%��B" �$* *�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* `V=
< * * � �=� ��� ' '��$�o3��&�����0-�5&��'	���'"��$%������������0����� %��&�i��������% �+'	����� ��* *�*6*�* `V`
=B*�# � ���1�������.5&�	�*�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* M #
=B* � � �	�����<� ����� �+'������("	!���� �.���." ���#�i����� ��� �.���."����.��'��P�����4* *�*�*6*�* M �
=B* : � �	�����<� ����� �+'������("��1� �Z�u%$���	� � * #&* *�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* M :
=B* * � ���1� ��'�� '����������.5&���$*^*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* MFa
=B* < � �<"�����������%���� ��� ' �&� '��#� �$� �����'��� %)���NK ����" ��%��$��%)���4*W*�*6*�*�*6*�* MFa
=B* = � �<"�����������%���� ��� ' �&� '��#� �$� �����'��� %)���NK ����" ��" �	��� '�� *1*�*6*�*�*6*�* MFa
=B* a F �	( �	��/i� � � �P5����$� ����"�� ��'0���+�A����'��	�����<� ����� �+'������	* *1*�*6*�*�*6*�* M `
=B* ` � �<"�����������%���� ��� ' �&� '��#� �$� �����'����� �����B5 ���$* *�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* M `
a *�# � � ���	(����W_ /{% �$��%)� �@c ��'��	��� ���<"�����������%���� ��� '�_a/{"��	��� '��8c *�*6*�* MVM
a * � F �	( �	�1� '��P������-K"��+���'� � ��-�"���%�'������ *�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* # ) #
a * : � �<"�����������%���� ��� '\"��X` '98�%)�����L/ ���+��'����("	!������ ���&�#� '������ " � : 


������'	��'	����� *6*1*�*6*�*�*6*�*6*�*�*�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* # ) :
a * * F �	( �	� �85���% %��$�W��� ����%��+'��������T"��1"�� ��-�� ��-��	�.* *6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* # ) `
a * < � �	�����<� ����� �+'������("	!���� � � ����"	* *�*�*�*6*�*6*�*�*6*�*6*1*�*6*�*�*6*�* # )VM
a * = F �	( �	�1� �Y"��N�u-$� �������A�������("��$%��&�W�Z������%��+'������I"�� '	���i��� ) *�*�*6*�* #�# )
a * a � �<"�����������%���� ��� '2"�� ` 'P8+%)�����������'� ! ����(��	��� �Y"��P�u-4*�*1*�*6*�*�*6*�* #�#�#

���������	��
���������������������! "� #�#$�&%�'���(��	� ��)�)+*



��
�=��� � � � ����� 


~ ���������0CY� ���#CD����� ������-������u� �����=".�(���	�&%������ '���%)� ���&���$%��#CD���K� �&���E����� %�����%���� '��
��� 'f-�%���-������ ' ��� ������%�-��E"������X������%����B� -��	����%����¢"��V�������4�#�#-�������� �"��'����<-��	��� 'f-�� %��&�i� �
� ���L"����I� ��'��N5�� '��������{"���"��$� �������["�� ����%)�����	%)��� ��� % �$��%����'���+���$�P�#�����$*OgE���$CD���
� �	�&%�-�".-�"��1%����85Y���	��" ���0����� %����	��������� � �����0���P� � '������ ��''�����0���P� � '����V���Q7&�	�PCD�����'��� 

�	�������	��� ' ��(����&�#����� ' �+� '2CD���Z���Z����� %�-�"�- �����N5��+� ' �	! ����'K����� ���Q5���� '�-$* F �o3��&���<"	!;�D���
%���'�'��[��� '���� ' ��������� %�-�� �	! � '	�&�o3��&����������� ��� �������	�¢� ������%������ � � ������" ���������
%��$��%��������+���$�P�#����� ���Y� '��#���$�+(������ �$� %���� '����+���	�4*Q�!��"�-�� � %����+'	���	�+'������ ��%�'f�����#���0" �A� ! ��� 

� ����� �+'��PCY� �$�H���#-���/I��� (������	�	�{" ���������N>L"�� � �+'�-��������E_ ��� ����� '���%������������4��! ��� '	��-��{" �
%��$�W� ���.c �{� ���T/�����"����<� ������'	�����W"��[���#���0%�������" � �&� (�����������%��	����"������ ���	�	����%��
" � %��$��%���� �	�$���1� �I� ����� �{"���%��	�$��� ���1"������	�&%����	����������*Xg ��'	'	�W-d5��&�P� '������ � �	���."��
5&����(����2����� �B"�������"��1�����+'�� 
 � ���<� �M"��$% �$��%����	/ (��+�A� �	�N>S*

~ �+���M���{"��������#���	�1������'���" ��� <+)�) � ��%)� �������A" � %��$��%���� �����A�.�#���'�������	�	��� '����A��� 

(.���#-�� ��� � �}5���� ( �	� �+)�) :W_ 5������	�����&� <+)�)�
 c <�� � ��%)��������� �	��� ' ������%�����'���� ���&���R� �1"�-�

� �&� �����+'	������" ��� ��-���� �$�Y>i"�� ��' � '��������h"�� '��	�@5+���P���(_ � �  
������������������������������� �"!
�$# ��%��c ��' # � :6� ��%)��������� �	��� 'E"���� %��P����'	���	�R5�����"����0���+�V"����E%��	����"�� %���� ��'��<��%�'	�������
%��&�i� ��J%
0b^� 6 � �&��~ ���P��*u� ��� %��&���	( ���0� �&� �	������� �����A��� ����'	�'& ��(�"��1��! ����%��������	� 

'	�����W� �$� <�)�) � ���&� <�)�)�
 � ��� '������ '0CD��� �<���T����� < " ���	� ������� %������	����� ��� '�� %�� ���$� (��	�
" � %��#��� '����	�'"��&��(.��� �{� �������<��� %)���$CD��� �����.-��$*

g � %)������%���� ��� 'i"������@7&�	�$%��["�� %��$��%����T���+���$�P�#����� � %��<-�-=����� ���&�.5����P���["���

� ����" �\"	! �$�#%����	��'���� ��� �<�S-�%��N�uCD�����=� �$��� '����	���I���\� ���P�#�������i����� '��K"�� %���� ����%)��� 

'	��%�'f��������* � �&��� %�����%���5������ %����$�$�P%�������'f�.� ������'�"�-�� ��� '	�	���M������� �dG %���%�� 'f-4� �#� � �$� '
��! �4�����.7���� �<���E" ���R� �Y"��������OCD����'���� '	��� 'T" �M"�-�%������	�'�u"�������� ��� 'V��� %��&�W� ��� '���� ��� '
�<-���� "����A� �+%)��������� '��&� ' ��� ����� ' ��� '����.G �	�$�W� ��� '��	�P�W�.�����T/i� �����P����������*

( )+*-,/.10�2

� ���{� �	��(��P��� ����CD��� �$�������	�������	��� ' �85���% %�� � �&�.5����$� 'y7B� �("��(�����+'���� 
�� ����� ���
����� ' ���W� ��� 'O"����V���	��(��#��� ���R" �M%�����'	����� ��G % �+%��2" � �����	���&����%�����*BJy� ��! �$%���'R"��A"�-�'	��� 

� ��� ���'���1������%���� ��� 'M"���� % �4��%��.��� ��'2"����M"�������-���� �����M����� �+�	%)��� '���%�'f����� �<-����+��'����$�
�+�������uCY� �2���A"�-��	�&������� ��� 'R"������V��� '����W� �V"��M��! �d>B-�%�� '������i"����V���	�&%����$�i� ���O�������4� 

�P��������*9g ����� �	��(��P��� ���M"	! ����"���� ������%���� ��� ' �	��� 'K-�'f�."��#-��K"����.�����K������%�'	���i���2".-�3�/.�



# � ��� � ��� 	 ��� �������

� �����O����� % ���	��%�'�-�������'	�#CD�����T"���� ���&�.5����#�����V%��	�P�#�����h"�� %��$��%����¢_ ��-��	�#��������%��4�Y� �#-��	���	%)� ���$�
��-�'�-��	�$%&-���-���'�-@c ����� ' '��<���T"��N�9-��	��� '	���0"�� %����P�����E"���� ����� ��� 
% �4��%��.� �+'	�������E"�-�"��#-��T"��
�	�#��%����i" ���	� �������U"	! � 	 � � ��-�%������	� 'f-j"9!;-�� ��( ���	���1"�� � �&�.5����$�B> � �Y"��������$��'Z"�� ���&�&

5�� �4�B> �$�#%����	� 'f��� ����*

���&���i�����=���	��� �P����� ��� '����B"�� %�'������ �$��"��&� �������(".�������	�$�#�P-�������� �$�����P���	���������
���P5&���������Z� �	����� �+�����	��� '¢" ����� ������(������!%��&�i� �R�������d> ���W����� �;gE� M :.�4�U� ) :Y�&bL+$� )�*"
 *

� ��	�/��� � � ���� � ��
 ��� �
� �["�����'�����%&����%$-���-����$����� ��� ' '�������� ���N5����$�B>["��1� �B".������� �

� � ���A� �Y"��������E"	! �+�	%)��� '���%�'f�����
� � ���A� �Y"��������E"��$% �$��%����
� � ���A� �Y"��������E"��1���	�&%����$�i� � '������
� ���M� �B".�������M"9! ����%)����'	��%�'f����� '	��� '���� 'K"�� �������<-������ '������ �+'���-�� �+'	�#CD����� ��� ''���

���#�����u"�������� ��� 'O� ���	����(����E��� %��&�i� ����'���� ��� 'h%&����(��$�Y"	!;� ���0��� � '���
�� ����� �T/K� ! �+�#"��V"��
CY� ���#CD�����X���+���$�i��'	�	����*}� ����� �Y"��������U"�� % �$��%���� ��� ����'������ '����#���U�������1"���� ��� ! ��( ��'��	��%�

'������ ��'R���	��������� ' ��� %��$�W� '	� %�����' �+����� ���<� ��%�'��O"��'���1%�����'	������"������	�����	�&� �	%�����_ ����- 

���i� '������	�o"���������% � '������	�+��'�%4*�c?*Q� ���O� �Y"��������X"��0���	�$%����$�i� �+'������ ����� 'O� '��P������-��X� �&� �
�d>B���	�P� ���'���1�����	�$�#�P-�������� �2"���� �$�.������% �+'	�������E"��Z���{� �+������� �{���#� �M���<-�%����	��� ���	����(����
� �&� ����� '	���	���'���1� �}> �P����� "��6� �	�$��'M�����	�0"���"�-������������ ��� 'M" � %���� �4��������% �+'	����� ��*
��� �<-����+���+'	����� ��� '	�	� %�����'	�	����� ���N5�� �4�B>�"��0� �B".������� ��� '���&���4�&�����h� �Y"��������¢" ��%��$� 

%����,� �&�.5+��� ' �4���	��� (������i:�'	�	�2-�% �$����� ��� 'R"����R� �Y"��������O"	! ����%)����'	��%�'����	��_ %��&�W� �'�����
�R� F b � �  a ` 
 �;� �&% � �;gT� � + M = 
 c �&�I"����T� �Y"��������R"��K� �	�&%��	�$�i� �+'	������_ %��&�i� �

 � � � � �$� M�) 
 cd*

� ���I� �Y"��������W-�'���"��#-��I"���� � %���'	'�� 'f�����	� �	��� 'I"����I� �Y"��������j" � % �$��%���� *Vg ���
� �Y"�������� �<-�%���� '���� �+��������CD���'�����h� �	��(��P��� ���hCD���X3�! ����-�'���"��P-A"�������%����R� �Y"����������+��� '
'��&���V� �$��� ��� %�:�'	�	�K���M� �	��(��P��� � �<���P5+��� '��B� ����-2"������V���2� �Y"������M���.��'��P���	�&%����	���������
�������P��� �	�P�W�����KCD��� �	����' � �M�#� aV< 
 *
� H�� &35G(-5 ,�& $�� ��"# ��� ������� �

m � ����� #��� �-#�� �� �$#�� � � ��!'����" #$# � � �� �$��� ��"%" � �&� �
�1�(' ���� � � �)"+*�� �,�%�"���  �-# ��� �.� � ��"%" � � �� ��� ��� #�� �/� � ��" � �0� � �1� �  #$� �"�$# ��%���� �2� 
��� � � � 3��"5476�"��38 �:9"#����;8 ���<� ��  �"=� ������>�  ��� � � � � #� # � � � ��� �1� ����� � � ����� #���
� ?9"� ���3� �

G = (V, E)
� ���A@���� � �-#�� �� ��#�� � � �&� ��� � � � �&�;8 �<BC#���� �$# ��

1
����" #$# � �

�� ����� ��"%" � ���%�"�D� � �'����" �"�$# ��%�E� �F� �-#���#G� ��=� �IH:4
J  ���� �" �

σ(i)
" �K� �"���L� �L��# M � �1�;8 �<BC#���� �$# ��N� �O" � �A@���� �

i
! #%"��38 �:9"#��P� �

��#������ � #������� �Q� � � �Q� ��� �D" � �'�$@���� � �D� ��R� �"���E� �E��# M � ���;8 �<BC#���� �$# �� � ��"%" �R� � �ES
T 4U� �Q� ��� �Q� �

j
!
|{i/σ(i) = j}| ≤ m

V 4U� �Q� ��� �Q� �
e = (i, j) ∈ E

!
σ(i) + 1 ≤ σ(j)

W 4
maxi σ(i)

����#��X" �F�)"Y� ��� ����#��2� ��� ��#�M " �
ZG[S�e�a� �h�����o� £��a�<��� �)��� !��M¨@��� � � �}ª ��¤e�)��� !��o�	�<�a� �@� � ª � � £e�O¨@� �}�}��� ª �<� �?�o�}£e���;\�]	^_[9�`\�a�b#«

���������	��
���������������������! "� #�#$�&%�'���(��	� ��)�)+*



��� � ��� 	 ��� ������� # :

�!�W� �	��� �#���	� %�����" ��'������ ����'2CD�	! / %)���$CD��� ��� ��' �+� ' �$�\�.�#���
m

� ��%)� ������� ����� '
� '��#�����<-������h� � "����B> �#��� � ����"��PCD���[CY� ������� �	��� �+'	�������{" �����<-�%�-�"�����%��\" ���P5���� 'j:�'����
5$-����P�u-������&��'V� ��"����	���P����� ����'V��! ��(Y3���%�'��N� �<���V����������%&� �����O"��A��! ����" ��������� %���� ��� '�*Yg �
� �	��(��P��� ��"	! �$�����+�	��� %�� �	�P�W����������' ��� � ��� ' %��$�W�����d> ��/ ��-��	�&��" �	�$* �&�

m
����'1��� �

" ��� ��� '���-����K".�L������(��#��� �4� �$�����	� �#� ����'	� �"
y"�� � �$� �	�����M� ��� ' � �M�P� aV< 
 ��' ����" ���ACY� �
���

m
����''�.>B-6��� %��&�i�����d> ��'�- �	����'�� ��� %������D���4*

� ��� �B"������M"�-������9-�'����." %���� �Y"������ ��� �	�}3��&� '���� ''"���� '	���i���0"�� %��&�W�Z������%�� 

'	����� � ��� '����Z����� 'P8�%)� ��� �9! �87 �+� 'M�����A������� �<���M�����'�i:�� ���'���	�&%����	����������*S�!����'98�%)�����
� ���B5���� 'W-�% �4����� ��� ' �@5������{" ��� '����W� �{"	! �?>B-�%�� '������ CD������%�����CD�����������������ECD���["����
'	���i����"�� %��&�i��������% �+'	�������2CY� ����%�����CD������*¢�h!�-�5��&�#� '	����� �<���P5+��� '��i"�� � �Y"������ ��� '
" � %���� �	�#".-��	���¢"����¢���	�&%����	��������� �87���� 'h"�����5 � '����	�	���h"��P�S-������ '������&��� '	���i���X"�� % �$��%����
"9!;��� � 'P8+%)��� �<���A���\����� %����	�������M-�'���� ' �$�����	�'��� �	�$��� ����'���� '	�	�6��� '����W�������&� �����$�
" �i��� 'P8�%)� � ��'1� �I5&��'����	���i".� ����� %������	��� ��*�g ��� ' ���������1-�'���"����6� ����'	��� '�-�% �4����� ��� '
�<���I�����I����� %������	��� �	� ����� ���#-���� �
	 %)���$CD��� '98�%)��� � � � '����i���I"9! �?>.-�%�� '	����� CD���
".-�� ����"�"���� �	�&%������	����� �<���'����CY� ��� ���P��� ����'��d>B-�%�� '�-��$*

� ��� '����i���¢" � %��&�i����� ��% � '��������!��� '��$�����	�B� �+��'���! ��(Y3���'X"	!�-�'f�."����h���P��� �	�4G ��-����
�85���%2���'� �Y"������'� �&% �`�������?> ���W�.���$� �
	i��! ��� ��� '����B".����'h����� ����'	�������O"��A� � '���� %��$�Q" �
�<���	%���� ' ��'R"��09 ���=_ -�%�����' ��� '	�	�A"����B> %��&�i��������% �+'	�������fcd* � ���'-�'���"������ 'f-��	���	���+� '	�
�<���'���#� �	�������	�'� �B".������� ��� '�%����P����"�� 
 �4�W��������� �."54 � 
0k1� MVa 
 *

���&��� %���� �	�4G ����� ��� '�������%�%������	�N� �{"�� � �Y"������i"�� (������j5&������� '�/ ��� ���$��� �	�+

%)� ���{"�� %��$�W� ����'	��� ��� ' �<-����E"����{� ��%)����������*Ob ������� � %�����%���� '	����� "	!����]� �B"������
� ���P5����	�����VCY� � ����� '����	����'6� '	�#��������(.���{����������� '���-����	��%��������$����'Z���`%��	���$�hCD��� �	��� (����
� ����� '	�����+� ' �+(�����"�������-$*UJy�O�����	�NK�'K"��PG %��P���{"	! �$"��4� '����6���{� �Y"������ %������	���#CD��� �$�B>
� �&�.5����#����� % �+����%�'f-������ '��#CD������"���� �<����� ����'	�1"	! �?>B-�%�� '������	*Ug ���$���$�.5����$�B> �<����� ����'	�
��� ' ( ����������"�� ���&�.5�� �$�Y>�� �Y"��������{CD���0������� �	������� 'i���	�$���	��������' %$! ��� 'j"������ %���'
����������''CD�	! ��� '2-�'f-$%�������������'A� '	�#������-��T�����0"����Y>=� �Y"�������� �<���P5+��� '���*

� ��0�/��� ��� � 
W������� ��� ������ ������ �
� �Z� �Y"������6"���� 'P8+%)������� �$�#�P- ��(.�����'� �� �� M�� 
 �j-�'f- %���-�-�� �$��� �<-����������K" ���B>

� �	��(��P��� ���("��NG %��#����� �0"9!;��� �^������'[���`�������4�#�#-��������+'	�����]����� �$� ���P5�� �$� "�� � ! ����� 

'	����%�'������	� ��'6"9! �$� '��	�i����� '1�����i�����	�$�#�P-��������+'	�����=���P���1� ���<%�� �$� ���P5�� �$� ���.�S-��	���������
%4! ����' 
�/ 
 "������ �4� ���N5����$� " ����� ����%�'	����� � �$� �i:�� �["����i���	�$%����$�i� ����*¢�!��� '98�%)�����
� �$�P�#- �+(������ �	��� 'V"�����%'"���� ( �4K�'������������	�����	���B� ����� ��� 'R"����V���	�&%�-�"�������� �&�W" ���R���	�+

%����$�i� ���0�����	�$�#�P�������TCD���!��� '2-�'f- '��	����'�-�� ���."��P5&�#".�����P����� ��� ' ��'ACY�9! �P�	� �$� ' �$%�����%����
�<���i�����L� ��%)�������[�����	�$�#�P�����4�"�&� �����=%��	�P�#���I"	! ����"������+'	��������*R�!� "��N�9-��	��� %�� ��� '����
����� '98�%)�����1� �$�#�P- ��(.��������'1����� '98�%)�����1���+���$�P�#��������_aCD��� ����� '6-�% �$����� ��� '�"����$'98�%)�����
� �&�.5+��� ' ��! �d>B-�%�� '���� �����R���P���	���������V����� %������	��� �	�)c �<-����#"��A"������V��� %)����� >i"�� ���$� (��	�
" �A� �	�&%������	�����	�0/ �<-��	���<5���� �4�B> 'P8�%)� ����*Y~ �+���V��� % �$" �	�A"���� 'P8+%)�����V�������4�#�#������� %������ 

���#CD����� %�� ���&� ( �	� ��� '1"�-�'	���<� ����-�������� !;� '��#�����	�+'���������' �+��"����2CY� �i� �&���2����� '98�%)�����
� �$�P�#- �+(������ %$! ����'���! ����"�����������%������6CD���V" ����'6"�-�'	���<� ����������! �$�#��� %��+'������ "���� 'P8+%)������*
� �����	����
� �	����������� ���!�! "� #�#$� %�'���( �	� ��)�)�*



# * ��� � ��� 	 ��� �������

� �&���i��� �$� ���	����"���� '��	�@5+�$�Y> �d> ��� ' ��� '�� �����i���=� �B"������("���� '98�%)�����W�����	�$�#�P���������
���&��� %������	���#�#����������~ ��� M = 
 ��' �;~ ��� )�* ( 
 *

� ��� %��&�i��������% �+'	����� �T/�%��	�����I��� ����� ''"�����%$�#�i������%�� '���� ��� ' ����%��P���	���0"������0���
'����i���6"	! �?>B-�%�� '������`"���� 'P8�%)������� ��'������ %��&�i��������% �+'	����� � ��� '����I����� 'P8+%)����� ���#����� 

�W:�� ��� ����� ' ���.��� ����-���� ���BG �	�$�i� ��� 'E� ��'�� '����R� �&���R� �&�B5������V:�'��	����-�%&���P%&-����V"��+���
���������	��� �P����� �$������� %)� �$*U� � '����W���1"	! �d>B-�%�� '	�����^"���� '98�%)�����$�<���P5+��� '1��� � �&� (����
"��0���	�&%����	��������� �$�P���&�.-��¢� ��� 'O:�'����0"�-�'	����� ���.- �	��� ' 'f��-����	�PCD����� ��� 'O����� �����$�N7 ���0"��
%��Y"�� ��'2".�L%��	�$�����1"�� 'P8�%)����%&-���-��<-$� �	��� 'M�.�#���'���	�$%&� �+'��PCY� ��� ��� '���� �+���$�P7&�	��� '
����� '	����%����'"	! �d>B-�%�� '������L" ���'���	�$%����$�i� ��� �	�$��� ���0/������1%��	�P�#���2"��$% �4��%��.� � �X� MF<�
 *

~ ��������������� '	�&� '�� �	��� �����	������'	��%������ ���� �� M ��
 "������������<CY� �����Z���j� �Y"������ �$�&

�������LK�'8�.�����A"��N�9-��	��� '	�M%����&��� ��� '��	�@5+���P�#����� ' ��� �2���$�<�o3���' �	� �	��� ' ����� '��&� ' �+'�' ��%)��-��
�	��� '�/^� �	�Y"��������("������������	����'	�#CD������� �&��� ���<"�����������%���� �	�$���P"���� ��� '8�"���]� �&���	� ��� 

����� '�"�����% ���	��� '������K����� ���$�.� ��� '1/j��� �{� ��������� '�������"��Z��! ����"�����������%���� ��� ' �&� '�� 

� �$��� b��X� MVM 
 _ � �I���P��� ��-�%���� '	�W� �&���1����� 'P8�%)� ��� ����"�-�� ����"���� '	���1-�'���� '6" �

3/2
c?�

�	��� 'E/1"���� �����V"���� �	%)��-�� �+�E"	! �$�������8> �P� � '��������O� �&�N7&���&� � �$�B>������$��������% �+(������h� �&� �
����� %���� ��-������ �;+�� ) ��
 *

� ��� �<-����.��' � '��������U���P���!��-�%���� '	�¢� ����'���� ' �<���X�����U������(��#��� �����@5���% %���� '��	����� '	����"��
����-�%�-�" ����%�� ���B�� ) #&�&��b )�)�
 *$��/ ����%����	� ��� �K"����h% ���	��� '������"�<���h��� ���$��� ��� ' ��� '����
��! �&� '��P� �4����'h� ! ����"���� ������%���� ��� ' %��$��%����#-V�����X� ���T�������	����'��PCD���1_ ������'���� �	�$��� ����'X"��
3+

√
5

2
+ ε

"������R��� % �4"��	�A"���� ����(��	��� ��'R"����E%��	�$������� �<-��������  �����	�$�#�P�������)c?*Q� �M� �Y"������
"���� %)���LK ������" � 'P8�%)�����$����'$�P�W� ��� ' ��� '2/[� �NK�'��	���	��� %���� �#���	������-��	��� '	� (������ ��! �d>B- 

%�� '	����� ��-�CY� ��� '������#����"9!;��� ���	�$%����$�i� �(CY� � %��&�W� ��� '��["���� (���� %��W"	! ��� ��'��<��%�'	����� �
�������4�#�#-���������(�������* �h�#��������� �	� �$�.5&���$%���� ����5&����������� ' �<���E� ! �����	��� (����M"���� ��-��<����'��+'��V"��
"��&� �������4� %��&�W� �K���+���?> ���i����� ��� ��" MF<�
 �$�=�.�#��� ��-�%����W� ��� ' � b=� ) ��
 *

� �\� �Y"�������%&-���-��	�$�K"���� 'P8�%)� ���(� �$�#�P- ��(������ ��� ' ��%�'������P����� ��� 'j� '��P������-=� �&� �
�������4�#�#-������	���0" ��� �4��������% �+'	����� ���<-����#������� 
T~�b=� MVM"
 �H"��6�W:�� ��CD��������� �B"����������#� �
�	��� '�������� 'A"���� '98�%)����� �P"���� '��PCD�����'�����0�.�����	������~K� MVM 
 *

����'����O���	��� �����!��(Y3���%�'��N����%�� ��� 'X"�� %����	�����X���0� ����� '��P���	�OCD���&�d> ��� '�� ��� '����E�����U���	� 

(��#��� ���/��# � �)" � �XCD���2� ! ���W� ��� ' ��-��	�&�."��	� ��� '	���i���O� �$�P7&���&� � �$� ����'V�����R���	��(��#��� ���
���#��� %��&�i�����?> ���KCD��� �4������� '������������ '�/I� � %�� �����	�{"��������	��(.�#��� ��� � �"
y"��NG %��#����� �$�
�	��� �'� ����'8*.�!��� �NK�'��	���	�M"�� %���'	'���� ����� '��#���	�K� ���<� ��'0"��$�	���.� ����%����0�����#-�%���'	�#� ��'f-'"����
�$�#%����	��'���� ���E"9! �$�.���	�8> �#� �+'������I���<-������ 'f-��2"���� �A���{����'�'f-����+'����	�4*

� ���6������(��P��� ����-�'���� '����&�.5���� '�"��NG %��#�������	���{"����B> �#��� � ��(Y3���%�'	�P� ����'6"��{� �&��� 

������"����{� ����������'	�#CD����� �����6"����Y> ������(��#��� ���Z���<-�%���� ����! ����" ��������� %���� ��� '�������� ���
���	%)��� '���%�'f� �	�1���#-�������%)���#CD��� ��'A��! ����"�����������%���� ��� '�(�� 
 %�����'f���	�4*

� ��	�/��� � � �B
 ����� � � ���%$ ��� � ��� � �
� �O� �B"������h"�����'98�%)������"��N5&���	��(������!�0-�'f- %��<-�-R� �$���U� �Y"�-����������	��� %��&�i� ����'���� ��� '

"	! �4��������% �+'	����� � �87 ��� 'A��� '��<���T� ��� ''"���%��<-1"��������	�$�#�P-�������� ���;gT� `V` 
 *��"��� �?> ���i�����4�
� � �	��%)������%)���`"	!���� � ��'["��+���L��� � (��+�	�^"�� " ������-����L� ��� 'L:�'��	� ��� ��%�'f��-�� ���+�
���������	��
���������������������! "� #�#$�&%�'���(��	� ��)�)+*



��� � ��� 	 ��� ������� # <

�.�#��������� �	������� %����	���������$���^�W:�� ��'	���i����� %)���$CD�������	�&%����	������� �87 ��� ' ��%�%�����/I��� �
������'	���["��=� � (������L"��="������.-�����*E� �=����� ' �$%��["��=� � %)���+��%���"�� '	���85+���#�E"������ %���'
�?> ���i�������	�'� ����'R/���� � �P5����$�j" �M%��	���D��� �+�	��'�- '��<���O���	� ��� ��� ��'V��!�������'�-'"�� (����	����� '
���M� ��' �$�����	�RCD���2��� (��+�	�2" �2"���� ��-���� ��� %���� '������ ' ���I%&-��.-����4�H�.�#��������� �	�E� �#�P����������*
g �$'y7Y� ��"�� %��&�i� ����'	��� ��� ' �d> ��� '�� �$�����	�U� �$��� ( ���$��%��$���L"	! �$� '	�	��� �$�.������% �+'	���������
%��&�i� �W��! �����$�N7 ���j"��j"�������-������ �.�h�0J 
 �X��� �	��%)������%)���["���� � �&� (�������������� �����	�Z" �
b ���	������� � �;b ���	� 
 �$� "����$�$�.������% �+'	�������A"�� (����+
���.� ���<� �+'	�#CD���$%��$�W� �Z� !;-�'f��"��{".�
� �	��'�-��&� � �;~ ��% 
 �&�["�� �	����������� ��� ''"����A� �	��'�-���� ��� � ���&�P" 
 *

� ���j���	�o3���'��W%������."�����(�����% %�� 'f-�� %�� 
y"����	��� �I� '��P�����	��� ' ��%�'f�����#����� ��� 'j���^��� ��� 

�	����%��{"�� % �$��%������ �&�������X%��	��%������������ ��� '1�����2"����K5��&����� '����������K���+�K��! ��� '������i-�"����������
".� ��-��	� �4� ��� '����	����'8������� �Z� '	�#�����	����"	! �4�#%�������'���� �{-d5��&�P��-j� �&�������i������%���� ��� '6"����
'98�%)������*��h!�-�'���"��2".�I"�-��.��������� ��� 'E" ��'	���#����� �$��������%��+'�������� ��� �E"����T%��	�P�#�����h"�� % �$��%����
�.-�'f-��	�&%$������� �	����'	� %���� ����"���� 'E��� ���}3���' ��� 'f-��	��������� '�*.� � �d� ��'E"������&��(��	�����	��� �$� 

�.����%��+'��������A� ���.5���� 'Z:�'��	�{-�%�����'����K"�� %���'	'	�{� ������� ��'$���P����� ���{� ���.5���� '������ '��$� '����
(H-��.-���%������M"������W����(.����%���'�-�CD�	! ��� ' ���\�����2������� �#������� �$��������%��+'��������6_a"�����%����#����� � �
� ���B5���� ' �+'	'	������� �$� '���� ''"��1����� '���%��#���+� '	� (S-���-�5��&�����)c?*

~ �+���V���0� �Y"������T%&-���-��	�$���$��� '��	�85��+�#�u/ ��� ��%�'f����� ����'V����5��&�P��� �0" ��%��$��%������hCD���
� ��� '�:�'	�	�W������'	��'	�������.- ��'�" ����'	�	��(���- ��� '����j�����6� �	�&%������	�����	�{"�� �	! �#�i� ��� '��{CD�����#���
� �+�����	*U� � '����W� ��" � %��$��%���� ��� � %)���4CY� �W����� %������	��� �Z"�-�� ����" ������-���������� ��� '�"���� �
'����#�P���I".� � ���	%�� �$��CD���'�#��� ����' �+'�'��	��(���- ��'i"�� ��� 5&��'	���	���$� ��' �	�P� �P� �����	��� ��� '6���
'	���i���E" � %��&�i����� ��% � '������ ��� '	�	�K" ���B>j���	�&%����	���������A".-�� ����"(������-���������� ��� 'R"��I5��+

�P��� � '	�������<� ��� �+�������MCD���\" �L� � 5&��'����	���\"�� �������	*OJy���d> ��� '��\�.�#��������� �	� ����'	���jCD���
����%����&��� ��� ''"���� ���.� ���<� � '�������� �<���0���2"��&� �������4� �+�������9CD�	!������$(���(.�����$%����$�.����� %��$� 

�.�#��'	�$*�+�� %������	���#�#��� ���^����� '���%����������2����� ����'	���1"��Wb ��%�����31~ �	� ��"���& � � �	��~ �	� )+* � 
 ��'
" �����&� � ��( ��� ' � ����� ������( )�* 
 *

���&���j� ���L������� �#���	� �$������� %)����"�� �<�o3���'��U3��=� � ��� ��� %�����%���� '��<- �����W��� % �+�
������'	��%��.������� �
	���� '��	�85��+�#� ���\� ��� 'j:�'	�	�\���+��' �4%&-LCD�	! ��� (���� %��j"�� ' ���P�#������-�% �4�����
_ �$��� ���P-�� '98�%)�����0� ����'����������)c?*Y�!��� ����" ��������� %���� ��� '	� �&� '��P� �4�B>i� �$���T���M���	��(��#��� �
" ��� 'P8�%)� ���O����� ' �����	���"�	��� 'R"���� �$�.���	�8> �#� �+'���������"��������<"��������+��%���� ��� '	�O%&-���-����$�Y>9*
� � �$�.%&� ��� ' ��� 'T��� ���$� (��	�M"�� '98�%)�����0� ����'���������� ���I� ��� ' '���-����	�#CD����� ��� ' �	� ���$� 

� �	�&%)�������$���	���E���<����CD���W��! ��� 5���� '�"	!;� � ����"�����������%���� ��� ' �$� '��P� �$�h%$-���-����$� � �4�
� �	�N>{"	!;� � '����W���R"���% �$��%������	�$���P"���� ��� 'V���	�&� ��(�� '��P��*$�h!;-�'f��"��A"���� 'P8+%)�����V������'����������
� ���<� ��'�'��&� '	��� �����h"	! �@5������h" ��� �$�#%����	��'���� ���¢"	! �$��� �	�8> �#� �+'�������� �&���O��� %����O%&-���-����$�
��'A"����.> ���'"�����( ���	�����'"��$%��&�i�����?> ��'f-4*

� )��������
	������)�� 2

� � '������ �E� �	��� %��#���$�Q"�� %�� '��	�85��+�#� �M" ����%T-�'f-E� !;-�'f��" �E"��V� �'%���� '���������G %���%��T" �
�������	�&����%������!��'$��� ���P���K���+��'���%����������2��! ���<"��������+��%���� ��� 'K"�� 'P8�%)�����$������"����1��� �+'	��

� ����� ���¢���+���$�P�#��������*4~ ����� %��0" �&� �+����� ����%����	� '	�����¢5+��� '��4�d3��T� � ������� %�����%���� '	��- ��� �
� �����	����
� �	����������� ���!�! "� #�#$� %�'���( �	� ��)�)�*



#+= ��� � ��� 	 ��� �������

��!�-�'f�."��E"��0" ���B>Z� �Y"�������� ��-�%���� '	� ��'h�����&� ��'	'	�������¢CD��� �	��� '¢������'P8�%)� ���h� �$�#�P- ��(������
��'0���K�����	�$"��#%$� �A� �LK�'�����
 ���	%�� �85��4*ug ��"��&%��.� ��� ' ����''" ����% ���<% ��������- ���["����B>I����� 

'������������{���	��� �P���	�$�+( ���<"�����!�-�'���"��1"��=� �Y"������K"���� 'P8�%)�����M� �$�P�#- �+(�������� ' ����" ���'CD���
� � �	��%����."�� ����'�%���� '���-����<���'����� �B"������K" ��� 'P8�%)� ���A"��P5&������(�������*

�h! ���	%)� ��'���%�'����	�^"�� � � ������� �#����� ������'	��� %����	������� ����" %&����(��$����� ��� '[/�� ! ����"����
���+'f� �	��� CD��� 5+��"����A���	��(��#��� ���A�����'���P��� �	�#�i�������0CD���T3�! ��� ������%���� '��<- ���L"�-�(�� 'M"��
'f�����	�23<����CD�	! �$�B> ��-��<����'��+'��2�������.�#��� �<-�%���� '���*U� �{������� ����� %)���$��� '���������-��	��� '	�W� ���
��� '����B"�� %�'������ �4�I� �Y"������$�&�������	�HCD�	! �$�B>(" �P�S-��	��� '���� '	��%)��� �#CD�����0" �K���	���.5����0� '��P�����
"������'��� %��$"�����" ��� 'P8�%)� ���A� �$�P�#-���(�������*

� �h"����B> �#��� � %)���4����'	�	� ��� 'U���1���	��� ����� ����% �+��"$����� �����!���<� ��%�'	������� ���P��� �	�P�W�.�����
"��{� �Y"������RCY� ���85��+����� ',3<����CD�	!;/K����-��	��� 'R-�'f- ��-�%&���P%&-��������������X����-�%�-�" ��� '�� '��	�85��4�B>S*
�!���!��-��<����'��+'��U� ����'	��� '������U��� %��&�i�����?> � 'f-¢".�Z� �B"������ ���6%$-���-����$� ��' �<������� %����U����� 

'���%���������� �
	 '��&� '	���O����� 'P8�%)�������	��� ' �#"���� '��#CD��������'R"����N5���� ' ��! �d>B-�%�� '	���R�����O�������������}*
g ��� '��	�@5+�$�Y> ��� '�� ����'K��! ��(Y3���'1"9!;��� �W��� (�����% �+'	����� ��~2� ' ) � � 
 �$�B> # *�� � ����%���� '������
� ������%��&�����������'"�� �"���	�$�#�P-�������� ����� ��)�) � *

� � '����������#��� � %)���$��� '���� ����'{���i�.�#���6���	�&%)���j" �j� ��� �<�o3���'Z"�� '�������� �����#%������$�
� � ��"���� ������%���� ��� ' 6 �P-��	���	%)���PCD�����&*XJy�V� ����'�� ������� !;-�'f��" �I"��I� ! ���<"�����������%���� ��� '
"���� 'P8+%)�����1� �$�#�P- ��(������������1"����1���	�&%����	�	�����	� �87 ��� '�"����B> ���N5�� �4�B> "�� %��$�W��� ��� 

% �+'	��������*!� �&� �Z�������+�	%)��� '���%�'f�������6���������P����%��&�����+� '	��������� �$�#%����	� 'f��� � ��G % �+%�� ��'
% �����+� '	�!����'M"���� ��-$*9g ��' �$�#%����	��'���� � �;~M� ) # 
 �W-�'�-Z���<-������ 'f-{/i� � #+: � %����.� -��	��� %��
� � FMF _���� � � ����#%� � ��	� �"� �."%" ��"�
	" 9 ��� #��%� � � �")��
 �-��� #���������� ��� ��c ��� ��)�) #&*

� �TCD��� '��	�P��� � %)���4����'	�	�T"�� %���'�'��0����� '����E���<-��	��� '��'�����"'��	�@5+�$�Y>������¢���P��� �<-�%���� '��
"�� %���'	'�� '��������$*D� ����%���� '���%�'	�h� ��-�CD����� '�� �@5���%'"	! �$� '	�	����%)�����	%)�������	�V"���� ��( ���	�+'������	�
�@7���� '�/I������� %)�����<%���� ! �$".� ������� '���� '�������"��Z%��	�P�#�����M" � % �$��%����"� %�����".����'1/I� ��� ��- 

���d> ����� �<���0����� %�����'f���	���A"9!;-d5��4�#���+'	�����j"��$����� �$�P%����	� 'f��� ����� �+�������9CD�	!;/i�������	�Y"���% 

'������^"9! �$�P%�������'f�.� ���2���P���1� �&�N7D5��4����� '	��CY� � �$� '��P� ���	��� ' ���#���.��' �+��-�� ��� '1���P���	���������
%��	� 'f���	����*E�!� � �4� �P�#���("9! �$�P%�������'f�.� ���i� ��-������ 'f-��("������ %�� %)���4����'	�	� �^� ����'W��! ��(Y3���'
"	!;� � �+��'���%���� �;~M� 
 ��%�'������P����� ��� ' ���&��� ��� �4�\3��$���	���4� F �P%�������'f�.� ��% �.* � � ��� '���%����
���#-K/ %���'	'	� '���-�� �+'	�#CD��� �i-�'f- ��%�%���� '�-6� �&���'��� (�����% �+'	�����("��+���M��� #+= � %����.� -��	��� %��
� � FMF ��~K�Rb�� )�* 
 �B� �������	! ��� 'T���+� �	�����	�Y"���� ' ��%�� *D�������	����%��P���$���0"��P�S-�������%�� ��� '����
�����W"����Y> ��� '���%������ ����'j���L������'	�M�������i"��\"�-������ '8*V~ �����I� ! �+��'���%����="9! F �#%�������'���� ��% �
���&��� �85������ %)�������	�U"�� %)������%)�����K" ���A����������� '��#CD�����2% �+����� '������ ��'M"���"�-�� ��� '������A�����
5��4����� �	�2" ���K� ��%�'���� �	�K"	! �$��� �	�8> �#� �+'������	��' ���."����MCY� �{"������K� ! �+��'���%�����" � � � FMF �����
�$�#%����	��'���� ��� �	��� ' %����������K� �&���M:�'����������2���P������G % ��%���� ��' ���$� �#"����2� ���	����(����6"��+���
��� % ���V%&-��.-����4� ��� ����%��	�N� ��� 'E�����R% ���	��� '������ �<���E����� % ���V���+'����&���$%��#CD�����RCD��� �	! �$����� 

�������	�	��� 'M�����'"������'��!�� '	�#�������+'	����� �����<� �4���K"	!������1�����+'�� 
 � ���<� �2"��$% �$��%���� *

�!� "����B> �#��� ��������'	��� ��! ��� '�-������	��� �$� � �B"������ � �NK�'	�	� 
����%����@5��$�KCD����� ���<� ��'
"	!;-�'f��" ����������� �$� '	�	� %�� �+�	�	�i"	! �$��������%��+'���������� %$! ����' 
�/ 
 "������W����� �$��������%��+'��������2� ��� '�� 


�� �<� ¨@£��o�}�;� � !d�o�U�$!d���U¨�!��}�}£e��� ¨}�?�4�	ª;� �}���e�T� �e� ¤��o�"�}����� ��«
���������	��
���������������������! "� #�#$�&%�'���(��	� ��)�)+*



��� � ��� 	 ��� ������� # a

� ��� '��������$�P�#���������&� ���+���$�i-�'	�	�#CD������*	g ��'	'	�{����� '���������'1� ��-������ 'f-���"���� ������� %)���	�+

� �&���&%��#CD���$�B��������CD��� %$! ����'A-�% �$����� ��� ''��� %)����� ������� ��� 'A�������P��� ���+'����	����*

� � ������� ����� %)���$��� '��	� "�-�%��	��'\��� �$�#%����	��'���� � � �&���\� � �<-���� �$� ��-�'�-����&%&��� �
���#�i����� �X����� %)���LK �����{"��I����� %����	����������*��B����%���'�'�� '	�&� �$���&%����$�U��� �$�P%�������'f�.� � �&� 

'	�#� �$� ��� '����W���i� �&�P7&���&� � �4� �d> ����'��4*Tg ��' �$�P%�������'f�.� � � -�'�-L���<-������ 'f- /^��!�-�%��&���
'���-�� �+'	�#CD��� �<����� � k�����(��4�����	�+'������ "����i� �����	�&����%����WJ�.� ����� �+'��PCY� ��� ��'�" ���i~ ��� 

�.-���� ��~2� ' )�� ( 
 ���="�-�%�����(��	� ��)�) � *

~ �+���0��� %)���$��� '��	� �����N5��+� 'E� � '	�&� �&���&%���� ��� '0�#-�%&������� ��� '0���P��� %��$�W�����d> �$�Y"���� �
���$(�� 'Z_ �85��$��-@c'"	! �4�����	�&%)�����M���������	( �	����*Sg ��'	'	� '	�&� �&���&%���� ����' %����P����"����2�������.5&�������
%4! ����' 
�/ 
 "������\"	!���� ��������� (.��� "�� %)���LK ����� �	�����#-���� �4� �i:�� � � � ����" � �LK�'����$*RJy�M7
� ��%�� �$�����	�K� � �$�#%����	��'���� � �&� '��P� �4����� '����W���j� �&�N7&���&� � �$� �¢CD��� � � �+��'W��! ��(Y3���'
"9!;��� �E����(.����%��+'������1/'J �R~ ���j_$6� � ���  �"��# �� �." � �"� �."%" ��" �")����# ����� #�M � ���G� � ���:� � � ��#��9
��� � � ����#%� � c ��� �@5&���#� ��)�) :.*

� �.��� ���Z"����	������� %)���$����'	�	��" � %���'	'��Z������'	���6� ��� '	�	�ZCD���{� �&���M������'	�&� �&���&%����
�.�#����%��&�i�����d> �$�,���1������(��P��� �6"��d5&����� '2"��PG %��P���1/ ��-����&��"����$*S� � ��� ��'M�������	��(��#��� �
" �Z��! ���<"��������+��%���� ��� 'A"�� 'P8�%)� ��� �P"���� '	�#CD����� ����� �NK�'�����
���	%�� �85��$��� �2��� ���	(����6" �
� �	�&%������	�����	� ����'	� �"
y".��� �4� �������A� ����'�*Hg ��'	'	�Z�������.5�� ��~2� ' )�*"
 ��� '2���+������"������A���
3��$���	���4� �R+ � �_AJ � ����� � �"�� �Q� �� �." ��� � � ��� �"�$# �� �."���� ��� �"�-���$cd*

� �����	����
� �	����������� ���!�! "� #�#$� %�'���( �	� ��)�)�*



#+` ��� � ��� 	 ��� �������

���������	��
���������������������! "� #�#$�&%�'���(��	� ��)�)+*



� �=��� �����=� � � �I���	�

� � ��� ��� ���/��� � ��� ���





� � � � �H�=��� �

��
�=��� � � � ����� 


����� ( )+*-,/.�0 *-0�2 �����
	-0�2�� '.1.��� 	 .�0�2

� �K� �B".�����A"���� 'P8�%)� ���0� �$�#�P- ��(������ '����9CD�	! �#� �Z-�'�- ��� '	�	�Y"�����'V�����V��� �	���,�� �&�N�
��'6�R� ���� �� M � 
 �	��� ����� ��� �Z�����Z�Q7Y� �+'f�����	���������N5��+� '	����* � � � 'P8+%)���

i
� ��� 'Z:�'����

�4�#���$��-�� �����h� � ���&� (����ECD������%�����CD���
p(i)

"��E���	�&%����	�	�����	��* � ��� '	���i���¢"	! �d>B-�%�� '������
ti(p(i))

"�-�� ���."\"�� ���&� (����1"��1���	�&%����	�	�����	� �����'������CD�����������#��� ��� ' �4�#���$��-��4*,g ��'�'��
�4�#���&% � '������ ����' �d> %��P���	�N5��4� %$! ����' 
�/ 
 "�������CD�	!���� � �	�&%������	�����$����� ��� ' '��	�@5+���P�#�����ACY� �
�<���'����� 'P8+%)���Z/{���Z� ������*

~ �+���6��� % �$"����W" � %�� '��	�85��+�#���S�����$'98�%)���������i� ���.5���� '{�����1:�'	�	�i����-����i� 'f-������
%4! ����' 
�/ 
 "������KCD������! �d>B-�%�� '������["	!������ 'P8+%)��� �	�1"�-��	�&����� ���+��� ��� '����	�<��� '������ ��� � '��&���
�����O����� %����	���������VCD���,�P������� 'O-�'�- �4�#���$��-��¢" �'� �+����� �d> %��P���	�N5��4*D���1���<-����i� '	����� ���������
����' ��������� ��� ' %��������#"�-���-�� ��� %��ZCD���!%�����%����	���Z����� '98�%)�����2� �$�P�#-���(�������*.�!��� �B"������
" ��� 'P8�%)�����2� �B" ��� �+(������ ����'M����� %)����"���� �Y"�������"�����'P8�%)� ���A� �$�P�#-���(�������� ��'M���	����"
��� %��&�i� '	�W�������<-����i� '	����� ���`� ����� ��'�' ��� 'Z-�% �$����� ��� '6��� ����"�-������������ ��� '���%4! ����' 

/ 
y"����	�I��� %)������%���� ��� 'j"��(� ! �����	��� (����=" �������	�&%����	��������� �d>B-�%�� '���� 'j��� 'P8�%)���4*R�!�
%)���$����'	�	� ��~�b�� )�* 
 ��( ����"�� �.�#��������� �	�(������(��#��� ���I"	! ����" ��������� %���� ��� '="���� �(�����
" ���B>=� �B".��������*

�����K�Q7Y� ��'���������� ��-�CD�����W� ��� ' �4"�� ���	�M"������T����� '	���85+�$�B> �����0����� 'P8�%)�����0� �4� 

�P- ��(.�����0_ %��$�W� �E���+� �d> ���i�����'� bL��� MVM �&�Y�� ) # 
 c"��� 'OCY� �0����� '98�%)����� �	��� 'O� �����+

'	��������*Q� � '����W� �h"	! �?>B-�%�� '������ ����' �$�����	�X�����T� ����%�'������{"�-�%��	�����	�	��� '��0"�� ���&��(��	�T" �
� �	�&%������	�����	��� ��'h��� '��	�@5+���P�&'	��' �4�

Wi(p(i))
_a�����B"�� ��'¢".� ���&� (����T"��T� �	�&%������	�����	� �$� 


���&��-��h/2����� 'P8�%)���0����� �	��� '����i����"	! �?>B-�%�� '������,c"��� '��$�����	�X� ���T� ����%�'�������%�������������� '	�
".� ���&� ( �	�2" �2����� %����	����������� %��KCD��� ��� ' %����.� ����� � �$� %��$�W� ����'	��� ��� 'V%&-���-����$�H"����
�4��������% �+'	����� �{�������4�#�#�������M3<����CD�	!;/ ��� %���� ' ����� � ����� '�* F ��"���� /^"�� %�� �������P��� 	����
'	���i���E"9! �?>.-�%�� '	�����j"���5&����� 'E� ��� '���� ��� 'V���P- �4�B> '����i���R"�� �e7&��%)���	�������	�+'�������� ��'E" �
%��&�i��������% �+'	��������� �#� ���BG 'E"��2���������	���V��� %���� ' ����� ���&��(��	�A"��2� �	�&%������	�����	� ������%�'	�P� �
� �&���0%�����"����'����� ���#�P������� '	���i���0"	! �d>B-�%�� '������L� ���	����(����$*



��� ������� � � 	1���	� � �P� ��� �� ��� �����
	 � �����

� H�� &35G(-5 ,�& 7�� � � ���%�3* ���E� � � ������ �� # �
 ����$@���� �

i
� ���,�"#���� � ������ �������# ���� � � � � �0�;8 �<BC#���� �$# ��

ti(j) �
#���# � �F" � ��#�=#$9 �"!

" #���# ����� # � �" � � � � �Q� � � �Q� �
j < m

! ���
m

� ���2" �/�� � M ����� �,� ���:� � � ����� � ���"# ��� �� #�M " � 4

ti(j) ≥ ti(j + 1)
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t > ti(m)
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-�' ��� '
��� ���&��(��	��"��1����� %������	��� �	�2" ������� �+%)�������4*
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t
*

+?*-,JA3*L5 HF(+H $ �	�Q� �'���Q� �
t

� ��";� � �
pt(i)

� ������# �  # �����"# � #����� �F� �
1
!/�� � S

ti(pt(i)) >
pt(i) − 1

pt(i)
t

� � ��� ��' �	�D��! �$�#��� %��+'������ ����'�� �����#� �$��� ��'����#� ��%�������" �VCD���
1
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�!� '	���85+���#�S-�' �+� '�%��	�����	���+� ' �85���%6��� ���&� ( �	��"��1����� %����	��������� �$�P���&�.-���� ��� � �

Wi(pt(i)) > Wi(pt(i) − 1)

ti(pt(i)) × pt(i) > ti(pt(i) − 1) × (pt(i) − 1)

ti(pt(i)) × pt(i) > t × (pt(i) − 1)
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.;4 ) 1�4�0(,H,@0E9�5 ) ,W2 !�,D0�,+58PQ';*X9�:�Y<'Z�Q5?*	'[2/*�./0'469�5Q9%5 ) ,/,/*=4L�Q*8.k9&#'A6*/*=.B2/5?.S. ) ,/5?25�Q*8.
*=,W2/*!' > *8,/.6*!,-25�Q*8. 3 ./0'4%0(�8�)0	�?*8.L\ 	 ��, ) ,W.D0'4�0(�)�80!�?*=.69G$�, ) '/.30(�)� ) ,/.��?*8.�.6A85Q,52/*84�*=,
9�4 ) 5Q.Z*8,/.6*!,-2-�?*8.^]_.D0E4%0(�8�)0!�Q*8.	$P, ) ,V.D0E4%0(�8�)0!�Q*8.!*�9g4�* +6*=9+7=*8.	:

` *Z.�*	'5�_257�JM0(';9T2/*gA=*=9�9�*g0(.5./4 ) A6*;*Z*8.69IPa'/*b�?0eA ) ,H.5�?* > 5Q9+7�2/*b�%�10(�81 ) 4�5�9+*5,7*U*8.S9
J ) 469%*	,+*=,:9n0('51c,7*8,:9+7=*(:[X~,7* B�*=9n*8,O./46*8,D0E,F9I2/*=.d. ) 582/.~*8,:9�5?*846.!$c�?0eA ) ,H.5�Q* > 5Q9;7!*8.S9
,e'5�Q9�5).5�Q5)78*4.D0'4b';,UJM0EA=9%*	'/4

nωmax

$ ) O
n
*8.69��Q*�, ) ,-2;4�*/2/*e9$#'A6*/*8.g*�9

ωmax

*=.69��?*
. ) 582/.<,+0 > 5),C'-,f2g�h'/,;*-9&#'A6*/*�:i"�*!.W*8,-2D0',:9^2D0',/./�Q*8.j.;4 ) 25�80!,7*8.Y4;78*	�?.	$=�?*=.<. ) 5)2/.
. ) ,:9�1c78,-784%0��?*!,7*8,:9�*8,:9%5Q*84�.Z*�9b�%�k78A80'469!,=�1*=.69�.D0E.�9%4S08.Z5),H. ) 469%0',:9 3 0 D *8A/2/*=.b78A80'469�.
9�4;0=.k58,M. ) 4S9�0',:9%.	$l� � ) 4;2/46*B2=�1* > 78A!'P9%5 ) ,K2;*8.�9&#'A6*;*8.k*8.69 ' > 7O.D0E4/�?*8./. ) 582/.�*=9^� � ) ,
.W*!'P9R0�.5./4 )?> 5),7*84�.D0E442;*8.Y0(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*8.m2g� ) 4S2 ) ,/,/0',/A8*	,+*=,:9e0 D *=AKA ) ,:9%4%0E5?,:9%*=.42;*
.;4;78A	7!2/*=,/A8*?9�:�e,U.D0'.6.�*^2 ) ,/A^2/*

12 + ε
N

6 + ε 3 *�9�,Mn	,+*
3 + ε

. ) '/4b�Q*/,@0�^E*8.S.D0',&9m. ) '/4
� �O0��)1 ) 465Q9;*5,+*A.;4;78.6*8,:9+7@2/0',/.��?0 .�*=A=9�5 ) , �5:L6-: Zo$IPQ';5<2/* D 5Q*8,:9_0(� ) 4�.H,7*85)�8�?*	'/4OPQ';*
A=*!�8'/5�2/*^�h0-.6*8A=9�5 ) ,d�5:L6-:��c:

� � � �� �qp<rts6� ;u��?�? r =�� � ? �dv 	 �_: � ; r�w
� ) '/.R. ) ' D ) ,/.v5QA85P0('/.�.65/4%0"+ ) ';9%*=4x'/,B./0'4%0(,H0=9�4�* D 0E4�5h0E25�?*I. ) '/4 3 A ) ,H,+*I2D0',;.

�?0+.6*8A=9�5 ) ,`�5:L6-:Q�X9Y0 D ) 5Q4�';,/*e,7*858�)�?*	'/4�*^1:0E4%0',:9%5Q*3.;'/4j';,^A8465Q9+0=4�*l0('y257�9%465),7*8,:9<2;*
� �O0�';9%46*(:jX ) '/4l5Q,:9%4 ) 25'/5Q4�*B�Q*H./0'4%0(,H0=9�4�*�$ , ) '/.l0(�)� ) ,/./2=�10'2 ) 4;2K7=9;'52/5Q*84��h0]9%4�0',/.SH
J ) 4;,+0E9%5 ) ,U2=�h';, ) 4;2 ) ,/,D0',;A8*!,7*8,:9 ) .;9%58,@0���. ) ';4��?0+. ) ,M,7*L2;*8.Y9�*!,H./.<2;*KA ) ,mH
.-�)7=9�5 ) , 3 , ) 9+7 O∗� Ci

9!*8,V'/, ) 4;2 ) ,;,D0',/A=*!,7*8,:9
Ō
.65),75)�?0'5?46*<NmA8*	' > ./4 ) 25'/5�9%.b.D0E4

� �O0��)1 ) 465Q9;*5,+*4. ) '/4b'/,z.D0'4�0(,M0�9%46* ' > 7
α > 1

:
�c: K ) 5Q9

C∗
max

�?*!9%*	,M.;.T2/*gA ) ,H.5�)7�9%5 ) , ) .;9�5),+0(�Q2/*b�%�i5?,/.S9�0',;A8*ZA ) ,/.�5825784S78*(: K ) 5Q9
k

�?*T.5�8'/.�.�*�9%5�9 *8,:9%5Q*84�9�*!�cPa'=�i5)��,g� !30E5Q9�.D0E.�2/*~9&#'A6*/*=.iPQ';5{.5'/5?.6.�*=,F9t.	�1* > 7=A!';9�*84
*8,z, ) 5Q,/.|2/* C∗

max

αk

:
X~5Q*84�46*�Hk�b4�0',�� ) 5?.<�I�����~� ��� ) A�9 ) 2;4�*EZ'���'�



�)Z � � � � � � ���(� � ���)�)����� � ��� 	 �����/� �����

Zo: KP5T�%� ) , A ) ,/.�58250846*M�Q*B257825'P9e2/*H�%� ) 4S2 ) ,/,D0E,/A8*	,+*=,F9
O∗� Ci

+S';.;Pa'=�10(' 9�*!,H./.
τ1 = C∗

max

αk−1

$ ) , 0H'/, ) 4;2 ) ,/,D0',;A8*!,7*8,:9�. ) '/4�';, . ) '/.SHT*8,/.6*!,-25�Q*L2;*k9$#'A6*/*8.	:
`T�O0(�81 ) 465Q9+*-,+*Z����� 6 .W*!'P9 ) 4S2 ) ,/,/0',/A8*=4�A=*Y. ) '/.SHT*8,/.6*!,-2-�?*<2;*Y9&#EA6*/*8.#*8,
ρC∗

max

αk−1

:I"�*=.79$#'A6*/*=.+. ) ,:9M.-�h0'A	78*8.O2D0E,/.O�%� ) 4;2 ) ,/,D0',/A=*!,7*8,:9
Ō
*8,:9�4�*

τ̄1 =

ρ C∗

max

αk−1(α−1)

*=9
τ̄2 = τ̄1 + ρC∗

max

αk−1 = ρ C∗

max

αk−2(α−1)

:
6-: �e, ./4 ) A!0	2/*@2/*y,Hn!,7* . ) '/4@9 ) '/.A�Q*8.]5Q,F9�*84 D 0��)�?*=. [τk−j; τk−j+1] 3 . ) '/4 j0(�)�?0',:9T2/*

k−2
N

1
9�$:*8, ) 4;2 ) ,/,D0',*�
0',:9�0 D *8AR� ��� 6 �?*=.U9$#'A6*/*=.�4�*=.69%0',:9%*8.

0 !:0',:9C';,G9%*	,M./.L2/*@A ) ,H.5�)7�9%5 ) ,
Ci < τk−j = C∗

max

αj

*=,
ρC∗

max

αj

'/,/5Q9;78.L2/*
9%*	,M./.	$5.5�?0'A!7=*8.g*8,:9%46*

τ̄k−j = ρ C∗

max

αj(α−1)

*=9
τ̄k+1−j = ρ C∗

max

αj−1(α−1)�5: \ ) ';9%*=./�?*8.e9$#'A6*/*=.�4�*8.S9�0',:9�*8.�.�*	' D *=,F9l0(� ) 4�.<n=9%46* ) 4;2 ) ,/,D0',;A!78*=.3*8,
ρC∗

max'/,/5�9+78.b2;*39�*!,H./.!$D*�94.5�h0'A	78*=.�NB�?0I'/,z2;*L� � ) 4S2 ) ,/,/0',/A8*	,+*=,:9?:

pP{UzRpPnsn%v�n/x�m<Xcm�n�l
pPtRlfoLX3v | t%p Us{
∑

Ci

α
α−1ρC∗

max

C∗

max

α
C∗

max

1
α−1ρC∗

max
1

α(α−1)ρC∗

max

C∗

max

α4

����� ���8� �
	
�

�����

��
�����

��
�����

�����	�f�5: Z % \t4%0',/. J ) 4;,+0E9�5 ) ,z2=�k'/, ) 4;2 ) ,/,D0',;A8*!,7*8,:9
O∗� Ci

*8, ) 4;2 ) ,;,D0',/A=*!,7*8,:9
2/5�HTA84�5�9+0=4�* 3 5?A85 k = 4

*=9
α = 2

9�:

"�*�9�9�*m9�4%0',;.SJ ) 4S,@0E9�5 ) , *=.69k5)�8�)'/.S9%4S78*B2D0',;.��?0/'_1c'/46*+�-:}Zo:=`j*=.3, ) ,-2/46*8.k*8,:9%46*
.D0'4�*=,:9+*50=.�*8.K.;'/4��h0 '_1c'/46*M.W*84S,+*�9�9�*8,:9e2g�1582/*8,:9%5H'D*84�Pa'/*!�8�?*=.k9$#'A6*/*8.l. ) ,:9L.5�h0EA!78*=.
NVPa'/*!�8�?*H7=9%0(.�*�: K�5�� � ) , , ) 9�*

Cs

i

�Q*79�*!,H./.�2/*]A ) ,M.5�87=9�5 ) ,W2/*=.K9&#'A6*;*8.�0 D 0',:9C�?0
9%4%0E,/.SJ ) 4S,@0 9%5 ) , *=9

Ct

i

�Q*K9%*	,M.;./2/*�A ) ,H.5�87=9%5 ) , 0(.;4;08.^�?0+9%4�0',/.SJ ) 4;,+0E9%5 ) ,=$ . ) ';4
9 ) ';9�*k9$#'A6*/*

i
9�*!�)�Q*^PQ';* C∗

max

αj < Cs

i ≤ C∗

max

αj−1

) ,^0
ρ C∗

max

αj−1(α−1)
< Ct

i ≤ ρ C∗

max

αj−2(α−1)0(./4;0=.B�h0`9�4%0',;.SJ ) 4S,@0E9�5 ) ,g$�2g� ) O � � ) ,Z.W*!'P9O257!25';5?4�* �%�i5?,57	1:0(�?5�9+7z]
Ct

i < α2

α−1
ρCs

i

:
"�*=9�9�*�5?,57	1:0(�Q5Q9+7k, ) ';.j2 ) ,/,;*B2/5?46*8A=9�*!,7*8,:9/'/,;*B1:0'4%0E,F9�5?*L2/* α2

α−1
ρ
.;'/4j�?0@. ) ,M,7*

2/*8.e9�*!,H./.j2/*�A ) ,M.-�)7=9�5 ) ,g:l`j0�1:0E4%0',:9%5Q*-.;';4j�?*C,+0�^E*8.;./0', .�*�A
0��?A!'-�?*-*=,yJM0'5?.�0',:9
�h0-. ) ,M,7*/2/*8.Z9�*!,H./.�2=�1* > 78A!'P9%5 ) ,V2/*�9 ) '/.��?*=.V5Q,:9%*84 D 0(�)�Q*8.!$PA(�i*8.S96H�NxH 2/5Q4�* α

α−1
ρ
:

XU5Q*8464�*�Hk�D4%0',�� ) 5?.��I�&���~� ��� ) A=9 ) 2/4�*EZ'���E�



� ������������� � �
	 ��� 	��� � ��� ����� � ������������� � ����������� �56

� ) '/.[0(�8� ) ,;.M,+0'5?,:9�*8,D0',:9M257 '/,/5?4�';,/* JM0(,75)�8�?*�2=�10(�81 ) 4�5�9+*5,7*8.72D0'.S78.].S'/4]A=*
.;4�5?,;A85).W*/2=�i5?,:9%*=4 D 0(�8�?*8.�A84 ) 5?.�.�0',:9%.	:
����"��P,�-/�!.0-/*8<�& �
(��  ?(�)+*+,�-/.K��12�

" ) ,H,7*d, ) '/.7, ) '/.M.5�h0�� ) ,/.O2D0',;. '/, A ) ,:9%* > 9%* * ) 4�.IH �?581�,/*[, ) '/. . ) ' D ) ,/.!$0 D 0',:9b2/*jJM0E5?4�*�'/,UPa'/*!�QA ) ,5Pa'/* ) 4;2 ) ,;,D0',/A=*!,7*8,:9?$/* > 78A!'P9%*84�.5�8'/.�5Q*!'/46.|J ) 5?.��%�10(�)1 ) H
465Q9;*5,+*3����� 6u. ) '/4 ) 2;9%*=,/5?4b./0'4b2/5?A6* ) 9 ) ,75?*<�h0B.5�)';.4.W*=9�5Q9�*�2 ) 46,/*

C̃max
9%*!�8�?*

Pa'/* ���f� 6 .5'/5Q.�.6* ) 4S2 ) ,/,D0E,/A8*=479 ) ';9%*=.M�Q*8.m9&#'A6*;*8.@*=, 9�*!,H./.
ρC̃max

:m"�*�9�9�*
2 ) 46,/*Z*8.S9�';,/*g2 ) 46,/*Z5?,oJE784�5Q*!'/46*b2/*

C∗
max +ε

$ ) O
ε
*8.69I'/,;*ZA ) ,/.S9�0',:9�*�Pa'/5_257	.�*=,52

2;*��?0K9�0'58�)�Q*<2/*^�h0B2/*=4�,/580846*�5Q9+7=4%0E9�5 ) ,A2;*��?0C2/5?A6* ) 9 ) ,75?*�:
.�4$#'A=*�NeA8*�9�9%*g2 ) 4�,;*Z*=9n0('�9%*	,M.;.T2=�1* > 78A!'P9%5 ) ,M2/*=.~9&#'A6*/*=.!$ ) ,O.W*!';9d2-7=9%*=4;,75�H

,;*84��?*^.5�8'/.b.�*�9%5�9
k
9�*!��Pa'=�10('/A	'/,/*l9$#'A6*/*k,/*3.!�i* > 78A	';9%*l*8,V, ) 5Q,/.|2/* C̃max

αk

'/,/5�9+78.
2;*g9�*!,H./.!:a`T�10(�)1 ) 4�5�9+*5,7*#.	�1* > 78A!'P9%*R5�9+7=4%0E9�5 D *	,+*=,:9?$�*=,M';9�5)�Q5?.%0E,F9RN�A6*D0(Pa'/*47=9�0�.�*

j� �O0��)1 ) 465Q9;*5,+*R���f� 6 0 D *8Ae'/,/*�2D0E9%*
Dj = C̃max

αk−j

. ) '/4g4�*!,H.5�Q5?4b'/,/*L7=9%0(1c0846*L2;*
9%0'5)�8�?*

ρ C̃max

αk−j

:�XC0'4T257V'D,/5�9%5 ) ,C2/*
C̃max

$��h0j2/*=4�,/58084�*m7=9�0�.�*Z*=.69UA8*=469%0'5?,/*b2;*ZA ) ,:9%*=,/5?4
9 ) ';9�*8.��?*=.g9$#'A6*/*=.V,g�O0 !:0E,F9�.D0'.�7�9+7 ) 4;2 ) ,/,D0',;A!78*=.�2/0',/.��?*=.47�9�0(.W*8.�./4S78A	7!2/*=,F9�*8.	:

` *#9�*!,H./.x2;*!A ) ,H.5�87=9%5 ) ,39 ) 9%0(�F*8.69R2 ) ,/A�0('C.5�8'/.x2/* α
α−1

ρC∗
max

:'X ) '/4 ) 2;9%*=,/5?4
�?0 1:0'4�0',:9%5Q*M2/*A.W*84 J ) 4;,+0',/A=*@.S'/4C�h0`. ) ,H,+*M2/*8.l9%*!,H./.C2;*[A ) ,H.5�)7�9%5 ) ,=$ 5)�dJM0(';9
N , ) ' D *80(' 'P9%5)�Q5?.6*84e�Q*��?*	,M,7* �
�-:T" ) ,H,7*�./4;7=A!7	2/*!,H,+*=,:9?$T�h0y1�0'4%0',:9�5?*].6*�JM0'5Q9
*=,:9%4�*H�?*O257=25';9L2=�k'/,G5Q,F9�*84 D 0��)�?*�*�9��h0 'D, 2;*M� �158,@0(1'*C25'G.S'/5 D 0',:9!:i`j*=.L1�0'4%0',:9�5?*8.
2;*C.�*=4SJ ) 4S,@0E,/A8*l. ) ,:9^2 ) ,;AC2/* α

α−1
ρ

. ) '/4j�Q*l9�*!,H./.<2/*�A ) ,H.5�)7�9%5 ) ,`*�9/2/* α2

α−1
ρ. ) '/4b�?0�. ) ,H,+*<2/*8.g9%*	,M./.b2;*lA ) ,M.-�)7=9�5 ) ,g:

� <  ?(�� "#� &!��"G,�A�":�!(;.K H.0"
X ) '/4U5)�8�)'/.S9%4�*=4vA8*=.#4S78.S'5�Q9%0E9%.	$:, ) '/.n0 D ) ,;.n9�4%0'A	7�2D0E,/.d�h0 '_1c'/46*g�5:36/� �1*=,/.�*	,-25�?*

2;*8.3A ) '-.5�?*=./2/*B1:0'4�0',:9%5?*=./2/*B.W*84SJ ) 4;,+0',/A8*BPa'/*O� � ) , .�*	';9 ) 2;9%*=,/5?4<PQ'/0',52
α
*8.S9

.-�)'/.j1'4%0',52@Pa'/*
1 3 *8,W./46*8,D0E,F9^�Q*C,7*85)�8�?*	'/4V� ��� 6 . ) .�.65?25�Q*($�A(�i*8.69SH�N H 2/5?46*

ρ =
3/2

9G:��V,/*-.65),H.5�?*L7=9+'-2/*C2/*�A ) '/4�2W*C, ) ,:9%46*ePa'/*B�h0H1:0'4�0',:9%5?*l.;'/4<�h0@. ) ,M,7*e2;*8.
9�*!,H./.R2/*�A ) ,H.5�)7�9%5 ) ,-0E969%*=5?,:9~. ) ,B,+5Q,/5),C'-,�. ) '/4

α = 2
:{"�*|,75?,/58,C'5, *=.69T2 ) ,/A

2;*
4ρ

:
X~,]A=*�. ) 5?,:9��h0^1:0'4�0',:9%5?*�2/*�.�*=4SJ ) 4S,@0E,/A8*g.;';4m�?*�,+0�^'*=.;.D0E,]*8.S9|2/*
2ρ

:Q` *8.
D 0(�Q*!'/46.e0E969%*=5?,:9%*=.<. ) '/4

α > 2
. ) ,:9e5Q,52/5)Pa'57=*8.�.D0'4<';,^9%4%0E5Q9VA ) ,:9�5?,a'=$ �?*l9�4%0'5�9V*8,

. ) 5Q,F9�5)�8�)78.V5?,-2/5)Pa'D0',:9<�?*8. D 0(�Q*!'/46.j. ) '/4
α < 2

: ��,@.W*!'P9 D ) 5Q4e.;'/4/�?0@A ) '/4�2W*BPa'/*
.6*!'5�Q.<�Q*8.e0��)1 ) 465Q9;*5,+*=.ZA ) 464�*=.;. ) ,52D0',:9^NH'/,@.D0'4�0(,H0=9%46*

α
.;'-.l7=4�5?*	'/4 ) 'y7!1:0��xNJZ

. ) ,:9e5Q,F9;7846*8.�.�0',:9%.	:WX~,^* B�*=9RA8*-. ) ,:9j. ) '/44�?*�, ) ,+*=,F9��?*=.�,7*858�)�Q*!'/46.g0(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*8.
A ) ,/,a'/.b. ) '/4��?*4./4 ) 2-�)0!,7*($�A(�i*8.S96H N H 2/5Q4�*4Pa'/*j. ) '/4�A6*/0'A!'/,U2=�i*8,:9�4�*e*	' > 58�W,g�1* > 5Q.69�*
./0'.�*=,/A ) 46*j2=�10(�)1 ) 4�5�9+*5,7*g0 !:0',:9|';,/*j,7*85)�8�?*	'/4�*b1:0E4%0',:9%5Q*Y.S'/4m�Q*8.I2/*!' > A=4�5Q9;0846*8.�*=,
,Hn!,7*e9%*	,M.;.!:

X ) '/4T2 ) ,;,/*84T'/,B. ) 5Q,F9R2/*ZA ) ,H.D0'4�0'5?. ) ,K, ) '/.U0 D ) ,;.#0"+ ) ';9+7�.;'/4T�?0RA ) ';4�2W*b�?*8.
. ) 5Q,F9�.j4�*!.;4;78.6*8,:9�0E,F9R�?*8.<0(�81 ) 4�5�9+*5,7*8.g./4;7=.�*8,:9;78.R2D0E,/. 1h"!X�K + Y � 4 :�"�*8.C0(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*8.
X~5Q*84�46*�Hk�b4�0',�� ) 5?.<�I�����~� ��� ) A�9 ) 2;4�*EZ'���'�



�E� � ��� � � � ��� 	 � � � ��� 	� ��� � � � ������� 	 ��� �

Z

�

�

�

���

�sZ

Z � � � ��� �sZ

∑

ωiCi

Cmax

++

××

�����	�W�-:36 % " ) '/462�*^2/*^�h0eJM0�,+58�)�?*42=�10(�)1 ) 4�5�9+*5,7*8.

0"!�0',:9I7=9+7�7=A84�5�9%.T. ) '/4T�?0 D *846.�5 ) ,H* ) 4�.IH �?581�,/*|2-'M./4 ) 25�80!,7*($', ) '/.n0 D ) ,/.I2/5 D 5Q.;7b.D0E4
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C̃max
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25'W./4�*	,+5Q*84e5Q,F9�*84 D 0��)�?*L2/*CJM0�� ) ,WN]9%*84S,+5Q,/*84<.D0'4j'/, 5Q,F9�*84 D 0��)�?*L2/*�9�0'58�)�Q*
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C̃max
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` *j.D0E4%0(,H0=9�4�*<Pa'/*R, ) '/.mJM0E5?. ) ,/. D 0'465?*84�0(�)780E9 ) 5?4�*	,+*=,:9�*=.69b'/,�JM0EA=9%*	'/4|,C'-�Q9%5 H

.-�?5?A80E9%5 Jv.S'/4j�?*k9%*	,M./.	:=` *8./.;5?4�*=.RA80'./. ) '/4<�?0+. ) ,M,7*e2/*=.e9%*	,M./.<2/*-A ) ,M.5�87=9�5 ) ,
7�9�0',:9R0E9�9�*85Q,F9�.�Pa'D0E,52y'/,/*k9&#'A6*;*ePa'/5)'D,/5?.6.%0'5�9 +S'/.69�*-0(./4S08.4'/,/*L2/*8.Y2 ) 46,/*8.�2=�i5?,PH
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9�5 ) ,K25' 257825'P9C2=�k'/,B5Q,F9�*84 D 0��)�?*ONz�h0 'D,[2;* �%�i5?,:9�*84 D 0(�8�?*C.;4;78A	7!2/*=,:9?: � ) '/.K0(�)� ) ,/.
2 ) ,/Ad,C'5��9%5).-�?5?*=4D9 ) '/.��Q*8.�9�*!,H./.i.D0'4='/,^JM0'A�9%*!';4

β
A6* ) 5Q.�5c2/0',/.i�%�i5?,:9%*=4 D 0(�8�?* ]1/α; 1]

:
"�*4JM0'A=9�*!'/4I7=9%0',:9m1(78,57=4%0(�Q*!,7*8,:9n5?,-JE7=4�5?*	'/4IN

1
$F5)�5JM0('52;4%034%0P+ ) 'P9%*84I'/,/*47=9%0(1c0=4�*42/*

9%0'5)�8�?*
ρC̃max

NO�?0 'D,U2/*/�%� ) 4S2 ) ,/,D0E,/A8*	,+*=,F9�. ) '/4bn�9%46*k.��/4b2/*32/5Q*8, ) 4S2 ) ,/,D0E,/A8*=4
�?0_9 ) 9�0��?5Q9;7C2/*=.l9&#EA6*/*8.	: �V0P+ ) ';9�*843A8*M� ) 93, ) '/.^JM0'5Q9^,+0(�)*;*!'/46*!'/.6*!,7*8,:9e.W*84S2/4�*H�?*
1�0'5?, ) 2;9�*8,a' 0 D *=A��?*O.D0'.6.%0(1'* D *=4�.C�Q*8.�./4 ) 25�)0	,+*=.L* ) 4�.SH �?581�,/*(:WXU,GA ) ,:9%46*!.D0E469%5Q*($
�?0 D *846.�5 ) ,^*8,y�Q5)1�,;*�2;*K, ) 9�4�*K0(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*/2/* D 5?*=,:9jPa'D0'.65),7*8,:9�0(';.�.�5tA ) ,M. 7=9�5Q9%5 D *Pa'/*��h0 D *846.�5 ) ,V* ) 4�.��?581�,/*($P*=9V4�*=.69�*�,7*858�)�Q*!'/46*<Pa'/*��?*8. D *846.�5 ) ,/.Y* > 5?.69%0',:9%*=.!:
� �!A *+,0I�12������� ��� � �M� � � � �� � � ��	/\ �'"N� �:& � ��	 � � � �D$ " ����� ��	3� � ��� ���i��$ "N��� ��� � �W" ����� 
� ��� �����'" � � �j\ �'"�� �:& � � ��� � ���J$ ��" ���W"N� 	 � � �D� �
$ " ����� ��� �U� ���	 ��� ��� � ��"G\ ����� �

]1/α; 1] �$
� $'& ��� ��� ����� � $	� ����� � � � �+� �'" �� �M� �`� � α
ln(α)

ρ
	 � " ��� 	�$ ��� �_� ��	 � � � ��	d� �

� $ � � � � �M� $
� ����� �
(1 + 1

ln(α)
)ρ

	 � " � � ��� � ��	 �I$ � ���t� � � $ � � � � ��� $
� �
" ) ,H,7* 2D0',;.��h0L.�*8A�9%5 ) , �5:L6-: Zo$#, ) '/.[0(�8� ) ,;.+A ) ,M./0'4�*=4 �%� ) 4S2 ) ,/,D0E,/A8*	,+*=,F9

) 2;9%*=,Q'�.D0'4 , ) 9%46*U0(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*xNb'/, ) 4;2 ) ,/,D0',;A8*!,7*8,:9 ) .;9�5),+0(� . ) ';4��h0!. ) ,M,7*R2/*=.
9�*!,H./.T2/*ZA ) ,M.-�)7=9�5 ) ,g:�` *=.~, ) 9�0 9%5 ) ,/.v. ) ,F9U* > 0'A=9�*!,7*8,:9d�?*=.T,Mn	,+*=.!$cNj� �1* > A8*!.P9%5 ) ,
2-'yJM0'5Q9�Pa'/*C,+0'5?,:9%*=,D0',:9

τl

*=9
τ̄l D 0��?*8,:9�46*8.S.�*=A=9%5 D *	,+*=,F9 C̃max

αk−l

*=9
ρ C̃max

αk−l(α−1)

:g`j*
�Q*!,H,+*K����*8.6947	1:0(�?*	,+*=,:9Z9 ) ' + ) '/4�. D 0(�?582/*e5QA85%:" ) ,;.�5)2-784 ) ,/.m2 ) ,/A<'/, ) 4;2 ) ,/,D0',;A8*!,7*8,:9 ) .;9%58,@0��5. ) '/4��?0k. ) ,H,+*42/*8.n9%*	,M./.
2;*#A ) ,M.-�)7=9�5 ) ,g:PK ) 5�9

τfin(i)
�?042D0 9%*d2/*I257825'P9R2/*I�%�i5?,:9%*=4 D 0(�8�?*R2D0E,/. �Q*!Pa'/*	��.6*�'/,/5Q9��h0

9$#'A6*/*
Ti 3 A(�i*8.69SH�N H 2/5?46* τfin(i) ≤ C∗

i < τfin(i)+1
9�:(" ) ,H,+*�2D0',/.R�?0Y.6*8A=9�5 ) ,K�5:36o:}Zo$ �h0

. ) ,H,+*I2/*8.<9%*!,H./.R2;*�A ) ,M.5�87=9�5 ) ,k*8.S9~2 ) 4�,57=*|.D0'4 ∑L
l=1 τ̄l+1W̄l

$E*�9v, ) ';.R. ) ' D ) ,;.7=A8465?4�*^�Q*8.Z5?,-7!1:0(�Q5Q9;78.!.S'/5 D 0',:9%*=.^]

L
∑

l=1

τ̄l+1W̄l ≤ α2
L
∑

l=1

τ̄l−1W̄l ≤ ρ
α2

α − 1

L
∑

l=1

τl−1W̄l ≤ ρ
α2

α − 1

L
∑

l=1

τl−1Wl

aZ.D0E469%5Q4g2/*UA=*=9�9�*T7=9%0(.�*�$?�%�10',D0�� !�.�* D 0bn=9�4�*T.5�8'/. 'D,/*TPa'/*d2D0E,/.��h0!.6*8A=9�5 ) ,��-:36-: Zo:
� ) '/.!,g�O0(�8� ) ,;.I./0'.|,+0P+ ) 4�*=4�2;5?4�*=A=9�*!,7*8,:9|�Q*Y9%*=4;,7* ∑L

l=1 τl−1Wl

./0'4 ∑n
i=1 wiC

∗
i

$
,+0'5Q.R.�58,M.-�?*!,7*8,:9��%�k78A=4�5?46*e2/5
Bg7=4�*	,M,7*8,:9e. ) '/./�?0MJ ) 4;,7* ∑n

i=1 wiτfin(i)

$�*8, 4�*	,mH
.-�h0��80',:9��?*8.Z. ) ,H,+*=.4./0'469�5?*!�8�?*=.

Wl

.D0'4b�Q*8.Z9&#'A6*;*8.4PQ';5��?*8.ZA ) ,H. ) .6*8,:9?:
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n
∑

i=1

wiC̄i ≤ ρ
α2

α − 1

n
∑

i=1

wiτfin(i)

`j0b2/*=4�,/58084�*U5Q,57!1:0��?5Q9;7R. ) 469�*I2 ) ,/AU.;'/4i�Q*8.i2D0E9�*8.�2/*d257825'P9x2/*=.<5Q,:9%*84 D 0(�)�Q*8.=2D0E,/.
�?*8.SPa'/*!�Q.��Q*8. 9&#EA6*/*8.<.�*U9%*84S,+5Q,/*8,:9i2D0E,/. � � ) .;9%58,@0(� :�`d�i*8.S.l7=4%0',;A8*m7�9�0',:9 '/,/*dJ ) ,/A�9%5 ) ,
�?5?,-7
0'5Q4�*($j58�#.S' 	m9O2/*[A ) ,;,D0��?9�4�*�� �1*=.;. 784�0',/A8*A2;*

τfin(i)

*8,ZJ ) ,/A�9%5 ) , 2/*
C∗

i

. ) ';4
A ) ,/,/0��?9�4�*C'/,;*72 ) 46,/*�.;'/4^� �1*=.;. 784%0E,/A8*B2/*O�?0]. ) ,H,+*e2/*8.�9%*	,M.;./2/*mA ) ,H.5�)7�9%5 ) ,=:��, 78A8465Q9

β
. ) '/.b�h0^J ) 4;,7*

α−X $ ) O
X

*=.69b'/,;* D 0'4�5?0'25�?*Y0(�87
0E9 ) 5?46*�'/,;58J ) 4S,M7	,+*=,F9
2/5?.S9%4�5Q25'57=*�.;'/4��%�i5?,:9�*84 D 0(�8�?* ]0; 1]

:
K ) 5Q9

γi ∈ [0; 1[
*=9

li
*=,:9%5?*=4<9�*!�-Pa'/*

C∗
i = α−γi C̃max

αli

: KP5
β = α−X *=.69U5?,oJE784�5Q*!'/4

) 'U7!1:0(�=N
α−γi

) ,d0B.D0'4b257V'D,/5�9%5 ) ,
τfin(i)

Pa'/5 *=.69�7	1:0(�iN
β C̃max

αli

$D*�9g.�5Q, ) ,
τfin(i)

D 0�';9 β C̃max

αli+1

:#a ./0'469�5?4H2/*^A8*�9�9�*^A ) ,;.69�0 9�0E9�5 ) , ';, A
0(�QA!'5�V.�58,M.5�Q*`, ) '/.�.W*84S,+*�9
2=�h7 D 0(�)'/*=4b�%�i*8.S.l7=4%0',/A=*L2;*

τfin(i)
*=,zJ ) ,;A=9%5 ) ,A2/*

C∗
i

:

E[τfin(i)] =

∫ 1

0

τfin(i)dX

=

∫ γi

0

α−X C̃max

αli+1
dX +

∫ 1

γi

α−X C̃max

αli
dX

=

∫ γi

0

α−Xαγi−1C∗
i dX +

∫ 1

γi

α−XαγiC∗
i dX

= αγiC∗
i

(

1

α

∫ γi

0

α−XdX +

∫ 1

γi

α−XdX

)

= αγiC∗
i

(

1

α

(

−
α−γi

ln(α)
+

1

ln(α)

)

+

(

−
α−1

ln(α)
+

α−γi

ln(α)
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E[τfin(i)] = C∗
i

(

−
1

α ln(α)
+

1

ln(α)

)

=
α − 1

α ln(α)
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i
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∑
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αρ
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∑
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∗
i
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ln(α)

:I`j0
1:0'4%0E,F9�5?*Y.;'/4��?*<,@0�^E*8.S.D0',U2D0',/.b�Q*/./5?46*eA
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ρ
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β
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ωiCi
, ) !�*=, 
 ./5Q4�*

CmaxD 0(�?*	'/4�.b, ) !�*8,;,/*8../5Q4�*8.ZA80'.

�����	�W�-:1� % " ) ,H.D0'4%0E5?. ) ,A2/*8.42/5CBl7846*8,:9%.V0(�81 ) 465Q9+*-,+*=.

�e, .W*!';9 , ) 9%*=4yPa'/* A ) ,:9�4%0'5Q4�*!,7*8,:9^0(' A
0'. ./4;7=A!7!2;*8,:9?$/�Q*[,75?,/58,C'5, 2/*=.
A ) '/462�*=.L. ) '/4^�h0[. ) ,M,7*B2/*=.l9%*	,M.;.�2;*+A ) ,M.-�)7=9�5 ) , *=.69K0E9�9�*85Q,F9�. ) '/4/�?0 D 0(�Q*!'/4
α = e ' 2, 72

0('z�?5Q*!'U2/*
α = 2

:&`j0 D 0��?*!';44,75?,;5),+0(�?*V*8.S9e0(� ) 4�.b2;*
eρ

$ Pa'/5 D 0(';9*=, D 5Q4 ) , 4, 08
.65I� � ) ,[./46*8,52 �%�10(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*����f� 6 5?,:9%4 ) 2-'/5Q9^2D0E,/.KA=*@A6*D0(.;5Q9%46*

3 ρ = 3/2
9G: `t0H1:0'4�0',:9%5?*k.;';4<�?*�,+0�^'*=.;.D0', D 0�';9�0(� ) 4�.g*=,y, ) !'*8,/,/*

3
$b*=9�0�' ./5Q4�*

3, 88
*=, D 5Q4 ) ,=:

�,��� �  #3�; 6 "z
 .1 43
` *8.<9%*8A6*;,/5)Pa'/*=.I'P9%5)�Q5?.S78*8.t5?A=5 ) ,F9R7=9+7m./4;7=.�*8,:9;78*8.n0 D *=Ab�?*=.C9&#'A6*;*8.T,+0(�)�87
0'25�Q*8.j*=9

� �O0��)1 ) 465Q9;*5,+*�2/*-0 ) ';,/5)7�1L0 ) 'D��� 4{. ) '/4�JM0'A858�?5Q9�*84l�%�i* > . ) .;7(: "�*	.�*=,52D0',:9<A8*n. ) ,:9�2/*=.
X~5Q*84�46*�Hk�b4�0',�� ) 5?.<�I�����~� ��� ) A�9 ) 2;4�*EZ'���'�
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./4 ) A!7	2578.|1(78,57=4�5)Pa'/*=.bPa'/5g.W*!' D *8,:9�n=9�4�*j7�9%*=,525'/.�Ne2g�O0('P9%4�*=.b./4 ) 25�)0	,+*=.!:H��, .�*	';9
9 ) ';9MNyJM0'5�9O';9%58�?5?.6*84-A=*=969%*`0(.5./4 ) A6*/*`0 D *=A �%�10(�81 ) 4�5�9+*5,7*H25' A6*/0(./5Q9�4�*z./4;7=A!7	2/*8,:9
. ) ';4 ) 2;9�*8,/5Q4�';,/*<JM0(,75)�8�?*|2=�10(�81 ) 4�5�9+*5,7*8.d1:0E4%0',:9%5Q.#.S'/4|�Q*8.m2;*!' > A8465Q9+0=4�*=.|2D0',/.�'/,
A
0(2/46*^2/*^.5�h0E9�*�H%J ) 4;,7*<*/58784�0'4�A6*/58Pa'/*(:

"�*=.]0(�81 ) 465Q9+*-,+*=.�2/5�HTA84�5�9+0=4�*8. ) ,:9M'/,/*V1:0'4%0E,F9�5?*_2W*
0('/A ) '5. .5�)'/.H.W*=9%5�9%*zPa'/*
�?*8.�./4S78A!7	2/*8,:9�.!$ ) ' D 4�0',:9C�h0 D ) 5Q* 2=�k'/,/*M';9%58�?5Q.%0E9�5 ) ,W./4�0E9%58PQ';*(:&X~, .�5),H.5�Q5 'b0',:9^�Q*
./4�5Q,/A858.�*z2/*^A=*8.[0(�81 ) 465Q9+*-,+*=. ) , ) 2;9�5?*8,:9+*8, *1Bf*�9A2/*8.@4;78.S'5�Q9%0E9%.79%4S08.]2 ) ,/.+*8,
, ) !�*=,/,/* 1 ��X�0=\g�'� 4�Pa'/5�.D0'4gA ) ,:9%4�*3,/*3. ) ,:9�.-�)'/.Z9+*-7 ) 465)Pa'/*!,7*8,:941:0'4�0',:9%5Q.!:
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`T�10(.5.5�Q5?A
0 9%5 ) ,C7=9;'52/5)7=*�2/0',/.UA8*�9�9%*4.D0'4S9%5Q*Z.�*84�0kA ) ,H. ) .S78*�2=�k'/,7.�*!'-�W*=,/.�*	,-25�Q*
2;*V9$#'A6*/*8.#5)2/*=,:9%5)Pa'/*=.#*�9�5Q,5257	.�*=,52D0',:9%*=.m�Q*8.d'/,/*=.m2/*=.�0('P9%4�*=.!:-"�*�, ) 250!�Q*($c./4 ) A6*;*
2;* A8*84S9�0'5Q,/*8.L0(.-.5�?5QA
0E9�5 ) ,/.`4;7=*!�)�Q*8.^A ) ,H,+* K��� �
13K��� � 4 ) ' �?0 4�*=A6*/*846A6*/* 2;*
, ) ,-2/46*8.T./46*!,75?*846.x2/*�0d*84�.6*8,/,;* 1L0`*846.R4 $'*8.S9~9%4S08.~.�58,+58�h0'5Q4�*U0('B, ) 250!�Q*m2/*=.U9$#'A6*/*=.
2;5 D 5?.65?25�Q*8.V5?,:9%4 ) 25';5Q9�.D0'4/"m*;*8,51[*�9 � ) 2�*=469�0����85-1h"2����� 4%:="�*C, ) 250	�?*kA ) 464�*8.S. ) ,52
./0'469�5?A!'-�?5)0=4�*	,+*=,F9e0(' > 0(.5.5�Q5?A
0 9%5 ) ,/.<2/*-9 !Q.W*O.D0'4%0�,M7�9%4�58Pa'/* 1h"�5),7*8,:9R4 $=. ) '/4j�Q*8.SH
Pa'/*	�)�Q*8.4'/,y1�4�0',52 , ) ,-2/46*L2/*lA
0(�QA!'5�Q.g5?,5257	.�*=,52D0',:9�.R. ) ,F9�JM0'5Q9�NH.D0'469�5?4�2=�k'/, +6*	'
2;*�2 ) ,/,57=*8.4PQ';5 ,/* D 0E4�5?*/Pa'/*�.D0'4bPa'/*	�)Pa'/*=.�.D0E4%0(,H0=9�4�*8.	:

�e0E,/. �Q*V, ) 2-0!�?*z2/*=.+9&#EA6*/*8.�2;5 D 5?.65?25�Q*8.!$T� �1*=,/.�*	,-25�Q*V25' 9%4%0 D 0'58��NG* B�*8A�9+'/*=4
.W*!'P9Cn=9�4�*�./0'469�5Q9%5 ) ,/,57m*=,B25� ) A8.�2/*],g�158,M. ) 469�*OPQ';*!�)�Q*79%0'5)�8�?*m*=9K*8.S9-*8,;.;'/5�9%*�2/5Q.SH
9�4�5Q25'57AN@'/,>*8,;.�*!,K25�?*A2/*A.;4 ) A8*8.6.�*	'/4�.	:��R0',/.O�?*=.C./4�*	,+5Q*846.-9%4%0 D 0(' > 2/*z"m*/*=,51
*�9A� ) 2�*=469%0����=5 1h"2�����54%$P5)�b.!�10(1�5Q.�.�0'5Q9m2/*<.D0E469�0�1�*84��%�10',D0(�H!P.6*<2=�k'/,A1�4�0',52]*=,/.�*	,-25�Q*
2;*L2 ) ,/,578*=.Y*=,:9%4�*�.5�8'/.�5Q*!'/46.4.;4 ) A8*8.6.�*	'/4�.Y4�*!�Q5)7=.V*=,`A6*/0��h,/*=.!: `j0H.;4 ) .D0�1:0E9%5 ) ,A2/*=.
2 ) ,/,57=*8.v.6*�JM0'5�9x2D0E,/.CA=*=9~0E469%5QA!�Q*n*=,C'/,/*#.�*	'5�?*IJ ) 5?.	$ A��1*=.69SH�N H 2/5?46*�Pa'=�i5)��,=�*!K04Pa'=�h';,/*
A ) ,H,C'/,/5QA
0E9�5 ) ,3*8,:9�4�*|2/*	' > .;4 ) A8*8.6.�*	'/4�. D ) 5?.65?,/.	:�` *�9�*!,H./.x2;*�A
0��?A!'-�P*�9R�?*n9%*	,M./.
2;*�A ) ,H,C'/,/5QA
0E9�5 ) ,M7=9%0',:9b�?5878.!0�' D ) �)'-,+*�2/*/2 ) ,/,-78*8.Z9�4%0'5�9+7($Q�%� ) 4S2 ) ,/,D0E,/A8*	,+*=,F9
) .;9%58,@0(��*8.S9 ) 2;9%*=,Q'z.D0'4�'/,;*^J ) 4;,C'5�Q*�0',D0�� !F9%58PQ';*�.�5),H.5�Q*(:

@�*80('/A ) '5.[2g�O0('P9%4�*=.k9 ) . ) � ) 1'5?*8. ) ,:9L7�9+7H7=9;'52/5)7=.^.D0'4^�h0[.;';5Q9%*70 D *=AM2;*8.�./4 ) H
A=*8.6.�*!';4�.4* ) , ) 1c08,;*8.!$PA ) ,H,7*<�?*=.Z0'462/4�*=.71#"2����� 4 $ ) '_0 D *8A/2/*=.b./4 ) A8*=.�.�*	'/4�.4*57�9+7�H
4 ) 1c0=,/*8.	$tA ) ,H,+*B�Q*8.�25'/.,1LK ��`���� 4 ) 'W�?*8.^7�9 ) 58�?*8. 1h"2�4`t�'�54%:i`j0A2/5
Bg7=4�*8,;A8*7*8,:9%46*
A=*8.L2/*!' > 0'46A6*/5Q9�*8A=9;'/4�*=.K*=.69CPa'/*M2D0',/.L�?*mA
0E.e25' 25'/.e�Q*79�*!,H./.�2/*@A ) ,M,e'/,/5?A80 H
9�5 ) , *8.69��Q*C,Mn	,+*L. ) '/4R9 ) '/./�?*=././4 ) A8*=.�.�*	'/4�.	$j0(� ) 4�.jPa'/*B2D0E,/./�?*-A80'./2/*B� �h7�9 ) 58�?*
�Q*8.4�?5Q*8,/.�.W*!' D *8,:9/n=9�4�*L2/*L2;5CBl784�*=,:9%*8.Y,D0E9;'/4�*=.!$W*=9�2 ) ,/AK0 D ) 5?4�2/*=. D 5Q9�*8.6.�*8.<2/5CBl7�H
46*8,:9%*=.!: �e0',;.T�?*8.T2;*!' > A80'.d�?*=.~. ) �8';9%5 ) ,/.x7�9+'52;5)78.d2D0E,/.~A8*=.#0E469%5QA!�Q*8.vA ) 4�46*8.;. ) ,52;*8,:9
NV'/, 257	.5� ) 5Q*!,7*8,:9l*8, '/,;*].�*	'5�?*HJ ) 5?.	$tA=* Pa'/5#A ) ,52-'/5Q9eN 2/*=. ) 4;2 ) ,/,D0',;A8*!,7*8,:9�.
46*!�?0E9%5 D *!,7*8,:9g.65),H.5�?*=.!:

`j0 A=*8,:9%4�0(�?5Q.%0E9�5 ) , 2/*=. 2 ) ,;,578*=. 9%4�0'5Q9;78*8.d,=�i*8.S9y1c7=,5784�0(�?*	,+*=,F9 .D0'.z./4�5Q.`*=,
A ) ,H.;9%*V2D0',/.��Q*8.79%4%0 D 0(' > .;';4 �?*=.@9&#EA6*/*8.�2;5 D 5?.65?25�Q*8.!:��~, * B�*=9!$�. ) '/4M2/*^, ) ,mH
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2/4�*	'/.�*=.�0(.-.5�?5QA
0E9�5 ) ,/.<A ) ,H,7*|�h0e46*8A6*/*=4�A6*/*42=�k'/,M, ) 9T2/0',/.d'/,/*g2D0'.6*b2/*�2 ) ,/,-78*8.	$
A8*R46*=9 ) '/4n*8.69!2�*80('/A ) '5.�.5�8'/.#.65),H.5�?*�Pa'/*��%�i*8, D ) 5W5?,;5Q9%5?0(�52/*�2 ) ,/,-78*8.	$-2 ) ,/AR2W*
0('�H
A ) '5.K.5�8'/.34%0(./582/*(: � �n0U7!1:0��?*!,7*8,:9^7�9+774;78A=*!,H,+*=,:9L2-7!, ) ,:9%4;7HPa'=�i*8,[1�0'4;2D0E,F9��Q*
,Mn	,+* ) 4;2/46*b. ) ';4T�?*Z4�*�9 ) ';4TPQ';*4. ) '/4T�Q*b257!.-� ) 5Q*!,7*8,:9�� ) , ) 2;9�*8,D0E5Q9T'/,;*V. ) �)'P9%5 ) ,
0'.��Q,H.;9 ) 9�5)Pa'/*	,+*=,F9 ) .;9%58,@0(�Q*�� Y��-�V�����%:

"�*	.�*=,52D0',:9!$ ) ,C.W*!'P9v4�*	,@0E4;Pa'/*84 Pa'/*|�?*n9%4�0 D 0'58�{7=9%0',:9T.D0'4 JM0'5Q9�*!,7*8,:9�2/5 D 5?.65?25�Q*($
5)�n,=���G0 .D0E.C�?5Q*!' 2/*@.�*A�?58,+5�9%*=4^N '/,/*A./4 ) .D0(1�0E9%5 ) ,[2/*=.C2 ) ,;,578*=.7*=,Z'/,/*].6*!'5�Q*
A ) ,H,C'/,/5QA
0E9�5 ) ,g:)KPA85Q,52/*=4L�Q*8.kA ) ,H,C'/,/5QA
0E9�5 ) ,;.k*=, .5�8'/.�5Q*!'/46.L7�9�0(.W*8.L.�*=4;,7*=9L2/*
A ) ,H,+*=,/A8*=4d�?*Z9%4�0 D 0'58�/.;';4��Q*8.I./4�*	,+58084�*=.d.D0'469�5?*=.#.�0',/.#0 D ) 5?4U2W*8. ) 5?,H2=�10E9�9�*8,52/46*<�?0
9 ) 9%0(�?5�9+7<2-'d9�4%0 D 0'5)�gNOJM0'5Q4�*j� ) A80(�?*	,+*=,:9?:

"�*�9�9�*VA ) ,/.S9�0E9%0E9%5 ) ,m0eA ) ,-25'/5Q9d.-�)'/.65?*!';4�.U0(';9�*!'/46.����^"!���-$�@|`9�V��� �_N3A ) ,/.65)257NH
4�*84d2/*=. ) 4;2 ) ,/,D0',/A=*!,7*8,:9%.nA ) ,M. ) .;7�2/*�.5�8'/.�5Q*!'/46.d2/5?.S9%4�5Q25';9�5 ) ,B2/*Z9�4%0 D 0'5)� 3 ��� � �M��"�$ � �W�X9�:�"�*=.�0(�81 ) 4�5�9+*5,7*8.R. ) ,:9�0E.��Q,M.P9 ) 9�5)Pa'/*!,7*8,:9 ) .;9�5),+0(' > $ A(�i*8.S96H N H 2/5Q4�*HPa'/*
PQ'/0',52[�Q*m, ) ,-2/46*O2/*79 ) '/46,578*=.K0('-1c,+*=,:9%*($i�Q*�4%0(.5. ) 4S9l*=,:9%4�*M�?*-9�*!,H./.L2;*+A ) ,mH
.5�)7�9%5 ) , ) .;9%58,@0���*�9��Q*e9%*	,M./. ) 2P9%*8,a'z.D0'4��%�10(�81 ) 4�5�9+*5,7*Z9%*=,52 D *84�. 1

:
XT�8';9 M'94Pa'/*L2/*L2;5?.69�4�5Q25'/*84��Q*39�4%0 D 0'5)� *=,y.5�8'/.�5Q*!'/46.g9 ) '/46.!$ '/,/*l0(';9%46*l. ) �)'P9%5 ) ,

*8.69z�?0 2/5?.S9%4�5Q25';9�5 ) , 2;* A8* 9%4�0 D 0'58�R*=,t.D0�PQ';*=9%.U2/*W,Hn!,7* 9�0E5)�)�Q*(: �~, *1Bf*�9dA8*!�?0
.�*=4;,7*=9U'/,/*W.5�8'/.A1�4�0',52/* . ) '5.5�?*=.�.6* 2D0E,/.U�%� ) 4;2/46*@2D0',/.U�Q*!Pa'/*!� ) , *=, D ) 5Q* 2/*=.
2 ) ,/,57=*8.�0�' > 2/5CBl7846*8,:9%.k9%4%0 D 0'58�)�?*	'/4�.	:i"<�i*8.69C�?*7A
0(2/46* 2/*+A8*�9�9%*M.D0'4S9%5?*�: �Y,/*79%4;0=.
2 ) ,;,/*�2/5?2-�?5 ) 1�4%0(.-*/5?*V.;'/4��Q*8.!9"!EA6*/*8.V5)2/*=,:9%5)Pa'/*=.�2D0',/.��?*RA
0(2/46*^,@0��Q9%46*e*8.6A!�h0 D *k*�9.;'/4��?*=.b, ) 250	�?*8.b.;4 ) A6*/*8.V*8.S9�2;5?.;. ) ,/5Q25�?*R*8,z�?5)1',/*#� @|`9�Y��� 2$� :

` *VA8465Q9+0=4�*42=� ) .;9%58,+5Q.%0E9�5 ) ,B7�9+'52;5)742D0',/.��?*gA
0(2;4�*<2;*RA8*g9%4�0 D 0E5)�D*8.S9|�?0�,75?,/58,+5 H
.%0E9�5 ) ,A25'[9�*!,H./.Z9 ) 9%0(�g2/*3A ) ,M.-�)7=9�5 ) , 3 � � % ��	 ����Q9�:-"�*3A8465Q9+0=4�*�*=.69�./4 ) A6*/*^2/*^�?0
,@0 > 58,+5Q.%0E9�5 ) ,O25'_, ) ,K2/4�*/2/*e9&!'A6*/*=.Z* B�*8A=9;'578*k*8,_4S7!1�58,+*�.�*=4;,+0',/*8,:9!$5Pa'/5 0C7=9;7
7=9+'-2/5)7�*=,V257�9�0'58�=2D0',;.4�?0-9+*50=.�*^2=�kYR4�,/0('52y` *	1�4%0',-2'�k` *!1:�(�)�%:

` *=.�4;7=.�*80(' > 7=9+'-2/5)7=.m2D0',;.�A8*RA6*D0(./5�9%4�*V.�*<�?5),75Q9�*84 ) ,:9U0(' > A6*D0��?,/*8.�2/*<.;4 ) A8*8.IH
.�*!';4�.�*57=9;784 ) 1c08,;*8.!: ��78. ) '52/46*^�?*/./4 ) 25�)0	,+*�2/*8.Z9&!'A6*/*8.�2/5 D 5?.�5Q25�?*=.!.;';4b�?*8.ZA6*/0��h,/*=.
2/*C./4 ) A=*8.�.6*!'/46.^*57=9;784 ) 1c08,/*=.^.�*=4;,7*=9/2/*K4;78. ) '52/46*B�?*C.;4 ) 25�80!,7*e. ) '/4�'/,/*�A!�?0'.�.6*
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A
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c1
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	��������������������������������� �!��#"$�$������%&��'(�$)� #�*'��+'(��
T∞ , c1 -/. �10�2&3546)���7 . w1 8 c1

3 - w1���:9;�1"�'1"$���"&����'#"����<%��(�*=(�(��'(�������
h
��'

o >? �$�<" , 2@'��A :%��
hi , oi , T∞�$��% ? ���

���:9;�1"�'1"$���"&����'#"����<%��(�
C(i)? �$�<" , 2@'��A�:%��

C(i) , {0; · · · ; 0}�$��% ? ���
���
	��������B%��(�*=(�(��'(�������
%����&��)�)����1"&����'1"����#�

? �$�<" , �:%��$C&��'��D2E%��? ���5F ,  :%��+C&��'��D2E%��
kCi

k , )G";� . ok − wk − ck 8 hk − ck

3
? �$�IH , F#0�26%��+C&��'��D2E%��

kCi
j , )J";� . kCi

j+1 − cj 8 hj − cj

3
�$��% ? ���
" ?

C(i) ≺ kC(i)
'�K��$�

C(i) , kC(i)�$�(% ? �$�
P (i) , length(C(i))

����L���(���+)��$��'�%(�(�A'�M(��K��(�
T (i) , oP (i) − wP (i)

oP (i) , T (i)? ���5F , 2@'�� P (i)
hk , Ci

k�$�(% ? �$�
�$��% ? ���

���*N(!(���(���O��P'(�$)� ��$���(
? �$�<" , �:%��$C&��'��D2E%��

T (i) = T (i) − C1
1? ���5F , L . "�3A%��+C&��'��Q2E%��

Ci
k = Ci

k − C1
1�$�(% ? �$�

�$��% ? ���
����'&������	 8 L��$��%PR

�����	� 6o: � �U`T�10(�)1 ) 4�5�9+*5,7*Y*=,V.;.�*!'-2 ) HJA ) 2;*(:
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�	� ��� ������� ��� �	� ��
	��� � � ���� � � ��� ������� � ���

0�' 9�*!,H./.�,57=A8*8.6.%0'5Q4�*O. ) '/4e*��f*=A=9+';*84�9 ) 'P9%*8.^�Q*8.R9&!'A6*/*8.3.S7!Pa'/*8,:9�5?*!�8�?*	,+*=,F93.S'/4/�?*
.;4�*!,75?*=4B./4 ) A8*=.�.6*!'/4	:|`T� ) 4;2 ) ,;,D0',/A=*!,7*8,:9 D 0Wn=9�4�*d*8,/.S'/5Q9�*`A80(�?A	'5�)7A. ) '/4#4D,/5Q4HN
A=*=969%*�2D0E9%*�$_.5'/5Q. ) ,V257=A
0(�Q*84�0O� �h7=A6*/*!�8�?*/2/*=.V9�*!,H./.�. ) '/4bJM0'5?46*�A )�� ,/A8582/*84��%� ) 465)1�5Q,/*
2;*8.39%*!,H./.30 D *=AM� �h7	,+5Q.�.65 ) ,@2/*O�?0�./4�*	,+58084�*-9&!'A6*/*�:!��,L5?,;5Q9%5?0(�?5Q.�*k*8,/.S'/5Q9�*

h
*=9

o0 D *8AB�h0 D 0��?*!';4 (T∞, . . . , T∞)
.5';5?.;Pa'=�10('W257	.D0'469�0('/A!';,/*-9"!'A6*;*-,=�i*8.69^.-�h0'A	78*(:g`j0

2;*84�,;5)0846* 5Q,/5Q9�5h0(�Q5?.%0 9%5 ) ,B*8.S9]A8*	�)�Q*V2/*=. D *=A=9�*!'/46.z2;* A ) ,M,C';,/5?A80E9%5 ) ,/.O2/* A6*/0(Pa'/*
9&!'A6*/*�:=" ) ,H,7*/.D0'44�h0�.;'/5�9%* ) ,z./4�*=,52/4%0H�?*^.5�8'/.�1'4%0',52z.D0'4S,+5�9 ) '/.4�?*=. D *8A=9�*!'/46.. ) .6.�5?2-�?*8.	$5�%�i5?,;5Q9%5?0(�?5Q.%0E9�5 ) ,m.6*^JM0E5Q9g0 D *=AL�Q*/.5�)';.b.�*�9%5Q9 D *8A�9%*!';4�. ) .�.65?25�Q*(:

`j0/2/*846,/5)0=4�*Z, ) 9�0E9�5 ) ,�58,M. ) 469%0',:9%*|. ) '/4T2-78A8465?46*b�%�10(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*n*=.69I�h0e, ) 9�0E9�5 ) ,
2-' ./4 ) A=*8.6.�*!';4L2/*=.69�5?,D0E9�5 ) ,g:��e, , ) 9%* kCi

l

�?0�2D0E9%*O2=�i*8, D ) 5d2/*B�h0]9"!EA6*/*
i

.D0'4/�?*
.;4 ) A8*8.6.�*	'/4

l
.65|�h0`9&!'A6*/*

i D 0^.	�1* > 7=A!';9�*84m.;';4B�?* .;4 ) A8*8.6.�*	'/4
k
:T"�*�9�9�*[, ) 9�0 9%5 ) ,

.W*84S,+*�9C2/*@A ) ,H.D0'46*84k*8,:9%46*[*!' > .5�)';.�5?*	'/4�. D *=A=9%*	'/4�.B2;*]A ) ,H,C'/,;5?A
0 9%5 ) ,/.^2/*��h0
9&!'A6*/*

i
.;'/5 D 0',:9^�?*B./4 ) A=*8.�.6*!'/4 ) O *!�8�?*�.6*84%0d0(�8� ) '57=*(:fXC0'4�* > 9�*8,/.65 ) , 2/*B�h0[, ) 9�0 H

9�5 ) ,g$ ) ,W78A=4�5Q4%0 kC(i)
�?* D *8A�9%*	'/4lA ) ,H.5�?*�9R9%*	�TPa'/*B�h0@9&!'A6*/*

i
*8.S9K0��)� ) '578*l.;'/4/�Q*

.;4 ) A8*8.6.�*	'/4
k
:

`j0L./0'469�5?*4./4�5Q,/A858.D0(�?*�2/*��%�10(�)1 ) 4�5�9+*5,7*�*=.69ZA ) ,/.69�5Q9;'578*�2/*<2/*	' > 2 ) '/A!�Q*8.!$Q�%�k'/,/*
.S'/4U�?*=.]9"!'A6*/*=._*=9z�%�10(';9�4�*^.S'/4U�?*8.A.;4 ) A8*8.6.�*	'/4�.	:YX ) '/4_A6*D0(Pa'/* 9&!'A6*/* ) , *8.6.%0'5Q*
.S'/A8A=*8.6.�5 D *!,7*8,:9H2/*�.5�?0'A8*=4L�?0d9&!'A6*/*].S'/4C�?*=.

p
./4 ) A8*=.�.�*	'/4�.�*=, A84S7
0',:9BN`A6*D0(Pa'/*

J ) 5?.x�Q*|.5�8'/.R1�4�0',52 D *=A=9%*	'/4d2/*!A ) ,M,e'/,/5?A80E9%5 ) ,e. ) .6.�5?2-�?*|7�9�0',:9d2 ) ,;,578*=.T�?*8.v9&!'A6*/*=.
.S'/5 D 0',:9�*8.!:8�e,z.5�h0EA8*�*	��*8A�9%5 D *!,7*8,:9��h0K9&!'A6*/*3.;'/44�?*<./4 ) A8*=.�.�*	'/4<Pa'/5�,+0 > 5),75?.6*RA=*
D *8A�9%*!';4b2/*RA ) ,M,e'/,/5?A80E9%5 ) ,/.U.;';5 D 0',:9|� � ) 4S2/4�*4257�4D,/5g.;4;78A	7!2/*	,M,7*8,:9!:5`j0e2/*=4�,/58084�*
.W*=9�5Q9�*T./4 ) A!7	25'/4�*U*��f*=A=9+';*I�Q*T2578A80(�h0�1�*C9%*	,M. ) 46*!��,57=A8*=.�.%0E5?4�*d. ) '/4�,7*=969%4�*T�Q*v9%*	,M./.
Nm�O� ) 46.|2/*^�%�k7!,75?.6.�5 ) ,A2/*^�h0C./46*!,75)0=4�*e9"!EA6*/*(:

`j0[A ) ,H.5�Q* > 5Q9;7C2/*mA8*�9K0��)1 ) 465Q9;*5,+*k*8.S9�2/*
O(np2)

$=�h0]A ) ,M./0'4%0'5Q. ) ,@2;* D *8ANH9�*!'/46.�7=9�0E,F9V*=,
O(p)

:

��
� ���������������i��

Y D 0',:9�2;*V, ) '/.I�h0',/A=*84T2D0E,/.d�h0j./46*!' D *<2/*��%� ) .;9�5),+0(�?5�9+7d2/*��%�10(�81 ) 4�5�9+*5,7*($x58�/*8.S9

5Q,:9+7846*8.6.%0',:9�2/*j, ) ,:9%46*84|Pa'/*	�)Pa'/*=.b./4 ) .;4�5)7�9+7=.!.;'/4m�h0K.S9%4;';A=9+';4�*/2/*=.!. ) �8';9%5 ) ,/.�PQ';*
� � ) ,dA ) ,/.S9%4;';5Q9?:

` *y./46*!,75?*=4M�Q*!,H,+*dA ) ,;A8*846,/*@�?*=. D *8A=9�*!'/46.U2/*^A ) ,M,C';,/5?A80E9%5 ) ,/.!: �e, .W*!';9
, ) ,:9%46*84LPQ';*@.�5��%� ) ,GA ) ,/.65)250=4�* 2;*!' > D *=A=9%*	'/4�.B2;*]A ) ,H,C'/,;5?A
0 9%5 ) ,/.^,@0 > 58,@0(' >
. ) '/4O� �O0(�8� ) A
0E9�5 ) ,K2=�k'/,/*_9"!'A6*;*`.S'/4O2/*!' > .;4 ) A8*8.6.�*	'/4�.M2/5��l7846*8,:9%.7*=9HPa'=� ) , �Q*!'/4
46*=9�5?4�*^�Q*!'/46.

q
./46*!,75?*846.�7!�)7	,+*=,:9%.!$W0(� ) 4�.�� � ) 4S2/4�*3.S'/4<�Q*8.�2/*!' > D *8A�9%*!';4�.e9%4 ) ,5Pa'57=.

46*8.S9%*��?*j,Hn!,7*(:_`T�i5)257=*3. ) '/.IH7-�0'A=*8,:9%*k*8.S94./4;7=.�*8,:9;78*e2/0',/.��h0b4_1('/4�*f6o:i�5:
�'��1 12� � � � $ ��� h � � � ���_\����?$�� � �

� o � � � $ ����� �����M� $
� � k
���

l
� � � 	 �W"%$ � ��	�

	 � � " 	 ���
i � � � � � ��� � � � � kC(i) ≺ lC(i)

���?$ " 	 �D$ � " �J$ � � q ≤ min(k, l)
$
� �

{kCi
q; · · · ;

kCi
k} ≺ {lCi

q; · · · ;
lCi

l}
�
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��� ����� � �� � �� � �5� ���

�����	� 6o:i� ���e,z.�*	';9g9 ) ' - ) '/4�.b7 D 5�9%*=442;*kA=4 ) 5Q.�*=4b�?*8.gA ) ,M,e'/,/5?A80E9%5 ) ,/.	:
` *=.H2;*!' > .;4 ) A8*8.6.�*	'/4�.

k
*=9

l
7�9�0',:9H2/5��l7846*8,:9%.	$T�?*=.B2/*!' > D *8A�9%*!';4�.7. ) ,:9H2/*

9�0'58�)�?*=.C2/5 �g7=4�*8,:9�*8.!: �P5�� �h'/, 2/*=.M2/*	' > D *=A=9%*	'/4�.+*8.S9 ./4S7�4 > *V2/*V� �O0�';9%46*($U0(� ) 4�.B�Q*
�?*!,H,7*�*8.69 D 4�0'5%: ��5?, ) ,`. ) 5�9 r

�Q*L.5�8'/.4.�*�9%5Q9Y5?,-2/5?A=*L. ) '/44�?*	PQ';*!�t5)� �`0M'/,;*C2/5��l7�H
4�*8,;A8*(: kCi

r < lCi
r

.5'/5Q.;Pa'/* kC(i) ≺ lC(i)
:

X<0'4vA ) ,/.69�4;'/A�9%5 ) ,�.�5
r
*=.69d.5�8'/.x.W*=9�5Q9RPa'/*

k
*=9

l
�h0<2;5��l784�*=,/A8*�*8,:9%46* kCi

r

*�9 lCi
rD 5Q*8,:9d2=�k'/,/*�2/5 �g7=4�*8,;A8*g*8,:9%46*�,75?, 3 kCi

r+1−cr

$
hr−cr

9C*=9I,75?, 3 lCi
r+1−cr

$
hr −cr

9�$
2 ) ,/Ag*8,:9�4�* kCi

r+1

*=9 lCi
r+1

:o"�*=969%*42/5��l7846*8,/A=*g* > 5?.S9%*42 ) ,/A -S'/.;Pa'=�hN
r = min(k, l)

:
� �b,=�i* > 5Q.69%*�2 ) ,/A4.D0'.I2=�i5?,52;5?A8*

q
.5�8'/.�1'4%0',52MPa'/*

r
9�*!�&Pa'/* kCi

q ≥
lCi

q

$FA8*�PQ';5
A ) ,/A	�)';9��?0C./4�*	' D *�: 2

` *W2/*	' > 5)0!,7*@�?*	,M,7*y, ) ,:9%46*@PQ';* �?0B.69%4S'/A=9;'/4�*K2/*W�h0 . ) �)';9�5 ) , . ) '/4A';,/*
A6*D0��h,;*�*8.S9vA ) ,M./0'4%0'2-�?*IN<�h0g.69�4;'/A�9+'/46*|2=�k'/,/*!. ) �)'P9%5 ) ,l.S'/4x'/,e./4 ) 2-�)0!,7*n4�*8.S9%46*85?,:9!:
� ��1 12����� � $ ��� (ci)i∈1..p � (wi)i∈1..p

� � � ��� ����� �e� ���W"%$ � ��	�	 � � "�	 � ��� n
��� ��� ��	 �$ "���$
��� �� � ��" 	 � " � ��� � � ��� ����� � � � $ ��� n′ � ���f$ � &8" �R� � � � ��� ��	 ������� ��	 � � � P (i) ≥ 2���W" ��	 �f$ �M" �	���i��$ "N��� ��� � � ��� $ "6��$
��� �� � � � ��� � � � � ��	 n′ ��� ��� ��	 	 � " ��� 	�$ � 	� ��� ����� �

(ci)i∈2..p � (wi)i∈2..p

��	�� � � ����� � � � � � ��� � ���W"%$8� � ��� ���'"��f$ �M" � ���i��$ "N��� ��� � 	�� ��� $
�
� � � �
$ � "��D��� ��� ��� ��" � � n′ ��� ��� ��� ����� � (ci)i∈2..p � (wi)i∈2..p � � � � ��� ������� �	��� � �D$ " ����W" ��	 �

 �� � 	 �
$ " � ����� � � ��� � 	�$ ���
(σ(i))i∈1..n′

� ��	
n′ � � ��� ��	 � ����� ��	�� � � P (σ(i)) ≥ 2 �

� σ(i) �
��� � � � � �
$
� � �M� $
� � "�$ � 	�	 �� � ��� � 1..n′ � ���	 1..n � � ��� 	�$ ��� Tshift = C

σ(1)
2 �	�� ��� $
� �f$ � � �(\�� �3� � ��� ��� � � � �J$ � ����	 � ��	 �
$
� � �M� $
��	 � $
� � ��" � �� � � � �f$ � \�� � � �W"%$ 

& � � � �l� �
n′ ��� ��� ��	 	 � " (ci)i∈2..p � (wi)i∈2..p

$
� � $

∀i ∈ 1..n′ P̂ (i) = P (σ(i))

∀i ∈ 1..n′ T̂ (i) = T (σ(i)) − Tshift

∀i ∈ 1..n′ ∀q ∈ 2..P̂ (i) Ĉi
q = C

σ(i)
q − Tshift

XC0'4+A ) ,/.S9%4S'/A=9�5 ) , 2/* , ) 9%4�* 0(�)1 ) 4�5�9+*5,7*($R�?0 D 0(�Q*!'/4H2/* kCi
2

,;* 257	.�*=,52 .D0'.M2/*
�h0 D 0��?*!';4V2/* kCi

1

.-'/5?.SPQ';*[�h0 A ) ,;.69%4S'/A=9�5 ) ,t25' D *8A=9�*!'/4 .6* JM0'5�9z2/*�� D *=4�.B�c:
� ) '/.`0 D ) ,;. , ) ,:9%4;7K2D0',;. �?*W�Q*!,H,+*@./4S78A	7!2/*=,F9yPQ';*G.�5 kC(i) ≺ lC(i)

0�� ) 46.
{kCi

2, · · · ,
kCi

k} ≺ {lCi
2, · · · ,

lCi
l}

:d` *8.�9"!'A6*;*8.H.5�h0'A	78*=.7.S'/4H�?*A./46*!,75?*84e./4 ) A8*=.SH
.�*!';4Y,/*3A6*D0E,51�*8,:9Y,/5��%�i*8, D *!� ) .5.�*k,/5�� � ) A8A	'5.D0E9�5 ) ,A2/*=.�.;4 ) A8*8.6.�*	'/4�.Y.�5Q9;'578.Y0(./4S08.	:
`d�i* > 7=A!';9�5 ) ,`.;'/44�h0mA6*D0��?,/*

(ci)i∈2..p

$
(wi)i∈2..p

*=.69�2 ) ,/Ak5)2;*8,:9%58PQ';*eNH�%�i* > 78A	';9%5 ) ,
XU5Q*8464�*�H.]D4%0',_^ ) 5?.�`bacedFc ��� ) A=9 ) 2/4�*f�'���E�
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	��� � � ���� � � ��� ������� � ���

.S'/4I�h03A6*D0��h,;*
(ci)i∈1..p

$
(wi)i∈1..p

. ) '/4d�Q*8.
n′ 9"!'A6*/*=.!0(�8� ) '-78*8.~.S'/4I�?*8.I./4 ) A=*8.�.6*!'/46.

0�';9%46*8.�Pa'/*L�Q*/./4�*	,+5Q*84	: � � ,=� �_0BPa'/*L�Q*8.Z4S7	JE7846*8,/A=*8.V9%*!,H. ) 4�*	�)�?*=.|Pa'/5 A6*D0',-1�*8,:9?:
2

��
�� � � � ��� ���	� �i�
� �!A *+,0I�1	��
 ��� ���i��$ "N��� ��� � �W" � 	 ��� � � ��� � � � " �� ��� �
$ � " �D��� � � ��	�$ � � ��� $
�G$�� �M��
� ��� � �

`j0O./4�*	' D *L2/*8.YA
0'.4�?58,+5�9%*8.�A ) ,H,+*
p = 1

) '
n = 1

*8.69R.�58,M.5�Q*(:DX ) '/4
p = 1, ) 9%46*30(�)1 ) 4�5Q9;*5,7*RA6*D0'4S1�*^�?*j.;4 ) A8*8.6.�*	'/4Y.�0',/.g9%*	,M./.b, ) 4S9%.Z*=9�. ) '/4

n = 1
, ) 9%46*

0��)1 ) 465Q9;*5,+*�9�*8.69�*[9 ) ';9�*8.C�Q*8.B. ) .�.65?2/58�?5�9+78.l0 D 0',:9B2/*[A6* ) 5Q.�5Q4e'/,/*A2;*[A8*!�8�?*=. ) OZ�h0
2/0E9%*^2=�k7!,75?.6.�5 ) ,A.D0'4��?*/,+0��?9�4�*Y*8.69��h0C.-�)'/.!9%0'4;2/5 D *�:`j0V.;4�*!' D *A1c7=,5784�0(�?*H2/*@A=*+9;*57 ) 4S0!,7*@*=.69eJM0E5Q9%*H.D0'4��%�10'2/.S'/4;2;*(:���,G.;'5.5. ) .6*
Pa'=�i5)�#* > 5?.S9%*�';,/*[A6*D0��?,/*�. ) '/4e�?0(Pa'/*!�8�?*75)�n* > 5?.S9%*A'/, , ) ,-2/46* 2/*]9&!'A6*/*8.-9�*!��PQ';*
, ) 9%46*+0��)1 ) 465Q9;*5,+*l. ) 5�9^, ) 5?,/.�2 ) ,WPa'/*M� � ) .;9%58,@0(� : �;0',/.�.�*=469�*H2;*H1(78,57=4%0(�Q5Q9+7 ) ,
.W*!'P9lA ) ,/.65)257=4�*84^'/,;*H2;*8.3A6*D0��?,/*8.^�?*=.^.5�)'/./.W*=9�5Q9�*8.e9%*	�)�Q*8./Pa'/*m, ) 9�4�*70(�)1 ) 4�5�9+*5,7*
,;*K. ) 5Q9�.D0'. ) .;9%58,@0�� �5. ) '/4VA8*=969%*-A6*/0��h,/* ) ,y.W*!'P9<7	1:0(�?*	,+*=,:9RA ) ,/.�58257846*84��?*�.5�)'/.
.W*=9�5Q9g, ) ,-2/4�*/2;*39&!'A6*/*=.V9�*!��Pa'/*3, ) 9�4�*k0(�)1 ) 4�5�9+*5,7*R,/*3. ) 5Q9�.D0E. ) .;9%58,@0��%:
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(ci)i∈1..p
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A=*=9�9�*[A6*D0��?,/*[*=9
n
A=*[, ) ,-2;4�*A2/*]9&!'A6*/*8.	:I" ) ,H,+*
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.-�)'/. ) .;9%58,@0(� $x, ) 9%46*g0(�)1 ) 4�5�9+*5,7*U*8.69 ) .;9%58,@0(��.;';4
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(wi)i∈2..p

PQ';*!�)Pa'/*g. ) 5Q9
�Q*m, ) ,-2/46*O2/*79&!'A6*/*=.!:��R* ,Hn!,7*($�.S'/4
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n − 1
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n − 1
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.-�)'/.Z4�0(./5)2;*/PQ';*kA=*!�8'/5�2/*3, ) 9�4�*30(�81 ) 4�5�9+*5,7*(:o`j0�A ) ,H.D0'4�0'5?. ) ,A2/*�A8*�9 ) 4;2 ) ,/,D0',PH
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.S'/44�?*/JM0'5Q9�Pa'/*
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0(2;4�*]*	�)�?*=.e./4 ) D 5Q*8,/,;*8,:9?: YR5?,;.�5
opt(n)C(i)

*8.S9
�Q* D *8A�9%*!';4j2/*-A ) ,M,e'/,/5?A80E9%5 ) ,U2/*e�?0m9&!'A6*/*

i
2D0',/.��h0m. ) �8';9%5 ) , ) .;9%58,@0��?*/. ) '/4

n9&!'A6*/*=.!$~*=9
alg(n)C(i)

*8.S9O�?* D *8A�9%*!';4H2;*[A ) ,H,C'/,/5QA
0E9�5 ) , 2/*A�h0d9"!'A6*/*
i

2D0',/.B�?0
. ) �)'P9%5 ) , ) .;9%58,@0��?*<. ) '/4

n
9&!'A6*/*8.	:

X<0'4<*��Q. ) 9+*50=.�*
alg(n)

,=�i*8.S9/.D0'. ) .;9%58,@0(��2 ) ,/A
opt(n)Tmax < alg(n)Tmax

:��Y*
.-�)'/.

alg(n− 1)
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opt(n)Tmax − opt(n)C

2
1 > alg(n−1)Tmax = alg(n)Tmax − alg(n)C

2
1

: "�* Pa'/5
58,M.-�?5)Pa'/*

alg(n)C
2
1 > opt(n)C

2
1

:�XC0'4�0E5)�)�Q*!'/46. ) , 0
opt(n)C

2
1 ≥ c1

.5';5?.;Pa'/*e�?*8.��?5Q*8,/.
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0��?A!'-�)7($~A=* Pa'/5V.�581�,/574/*zPa'/*V�?*U./4 ) A=*8.�.6*!'/4
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1
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