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Introduction générale

Les progres expérimentaux réalisés ces vingt dernieres années en miniaturisation des circuits
électriques ainsi qu’en cryogénie ont permis un important développement de la physique méso-
scopique. Les électrons présent dans un métal se comportent & la fois comme une particule et
comme une onde. A cause du comportement ondulatoire d’origine quantique, les électrons ont
une phase dont ils gardent la mémoire sur une distance lg, la distance de cohérence de phase.
Ainsi, en abaissant la température, il est possible de réaliser des circuits suffisamment petits
pour que les effets ondulatoires deviennent importants et que les électrons interférent entre eux.
A cette échelle, dite mésoscopique, les propriétés de transport des électrons dans les métaux
peuvent étre fortement modifiées et pour les décrire il est nécessaire d’utiliser la mécanique
quantique.

En connectant un conducteur mésoscopique a un supraconducteur, dont la propriété la plus
connue est de conduire ’électricité sans résistance, on augmente ces effets d’interférence car le
supraconductivité est une manifestation macroscopique de la cohérence quantique. Au sein d’un
supraconducteur les électrons sont groupés et forment des paires, les paires de Cooper, qui ont
toutes la méme phase. Ainsi quand on place cette « source » de cohérence & proximité d’un
métal conventionnel, deux électrons issus d’'une méme paire de Cooper peuvent interférer sur
une grande distance une fois passés dans le métal. C’est ce que 'on appelle 'effet de proximité.
Celui-ci peut étre encore accru par la diffusion des électrons sur les impuretés du réseau cristallin
car, dans ce cas, les électrons restent au voisinage du supraconducteur plus longtemps ce qui
augmente le nombre d’interférences. Cet effet de proximité se manifeste notamment dans la
caractéristique courant - tension d’une jonction métal normal - supraconducteur [1, 2], mais
pas uniquement : U'effet de proximité peut aussi se manifester dans le bruit en courant c.-a-d.
dans les fluctuations du courant électrique qui traverse le circuit. L’intérét pour le bruit dans
les conducteurs mésoscopiques est récent, une quinzaine d’années environ, et on sait maintenant
que la mesure du bruit permet d’accéder a des informations sur le transport de charge qui ne
sont pas présentes dans la conductance, comme par exemple la charge élémentaire transportée.

C’est dans ce contexte que ce situe les travaux de cette these ol je me suis intéressé a la
dépendance en énergie du bruit en courant dans les structures hybrides mésoscopiques métal
normal - supraconducteur.

Ce manuscrit est organisé de la facon suivante. Aprés un premier chapitre introductif, le
second chapitre de ce mémoire de these est consacré a 1’étude du bruit en courant dans une
jonction tunnel métal - normal supraconducteur a voltage non nul en prenant en compte la
diffusion des électrons sur les impuretés du réseau cristallin. On montrera que si les réservoirs ne
sont pas a I’équilibre thermodynamique, le bruit et le courant sont deux quantités indépendantes.



Dans le troisieme chapitre, on étudiera les corrélations croisées du courant dans un séparateur
de faisceau (beam splitter en anglais) constitué d’un supraconducteur connecté via des jonctions
tunnel a deux métaux. On y verra que la corrélation croisée du courant contient des informations
sur la taille des paires de Cooper qui ne sont pas présentes dans la matrice de conductance.
Puis nous prendrons en compte les effets de I'environnement électromagnétique extérieur sur le
transport de charge, ce qui peut induire une conductance croisée non nulle.

Puis dans le quatrieme chapitre, nous dériverons le modele théorique quasi-classique permet-
tant de décrire la supraconductivité mésoscopique diffusive pour aboutir a I’équation d’Usadel.
Cela nous permettra ensuite dans le cinquiéme chapitre d’étudier le bruit dans une double jonc-
tion en série métal normal - métal normal - supraconducteur ou cette fois les jonctions ne sont
pas tunnel. On y montrera que la transparence des barriéres joue un role important dans la
dépendance en énergie du bruit.



Chapitre 1

Le bruit dans les conducteurs
mésoscopiques

Dans ce premier chapitre nous introduisons des notions qui nous seront utiles tout au long de
cette these. Nous allons commencer par définir ce que I’on appelle un conducteur mésoscopique.
Ensuite nous décrirons rapidement le formalisme de Landauer-Biittiker qui permet de décrire
le transport de charge dans les conducteurs mésoscopique et notamment le bruit. Puis nous
poserons les bases de la description statistique du courant électrique.

1.1 Un conducteur mésoscopique

Pour définir un conducteur mésoscopique il est nécessaire de préciser les différentes échelles
caractéristiques associées au transport des électrons dans les métaux. La plus petit échelle est la
longueur d’onde de Fermi Ar associée a la longueur d’onde des électrons. Elle est de 'ordre de
quelques angstroms dans les métaux et peut atteindre quelques dizaines de nanometres dans les
gaz bidimensionnels d’électrons piégés entre deux semi-conducteurs. Les électrons en mouvement
dans les métaux subissent plusieurs types de chocs que 1’on peut classer en deux catégories.

e Il y a d’abord les chocs élastiques, c.-a~-d. sans échange d’énergie, qui sont essentiellement
dus aux collisions avec les impuretés ou les défauts du réseau cristallin, ils conservent la
phase de 1’électron. L’échelle caractéristique associée est [ la distance moyenne entre deux
collisions, elle est de 'ordre de quelques centaines d’angstroms dans les métaux et peut
aller jusqu’a quelques micrometres dans les semi-conducteurs.

e La seconde catégorie de choc correspond aux collisions inélastiques lors desquelles 1’élec-
tron échange de I’énergie, ces chocs sont responsables de la perte de cohérence de phase. On
définit donc la longueur de cohérence de phase lg sur laquelle les électrons gardent mémoire
de leur phase. Ces chocs proviennent des collisions électron-électron ou électron-phonon!,
les phonons correspondants aux modes de vibration du réseau cristallin. A suffisamment
basse température (7' < 1K), ce sont les collisions électron-électron qui dominent et déter-
minent la longueur lg. Elle est alors de 'ordre de quelques micrometres dans les métaux

LOn suppose ici qu’il n’y a pas d’impuretés magnétiques. Bien qu’engendrant des collisions élastiques elles sont
responsables de perte de cohérence.
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pour atteindre une dizaine de micrometres dans les semi-conducteurs.
C’est cette longueur lg qui caractérise 1’échelle mésoscopique : sur des longueurs L < lg, les
fonctions d’ondes électroniques peuvent interférer, mais si L > lg, la description classique du
mouvement des électrons est suffisante. Ainsi, pour des températures suffisamment basses et des
échantillons suffisamment petits, les effets d’interférence des électrons deviennent importants,
on a alors un conducteur mésoscopique. C’est ce type de conducteurs qui vont nous intéresser
dans ce manuscrit.

On peut aussi distinguer deux régimes de transport selon la valeur du rapport entre [ et la

taille de I’échantillon :

e Si ’échantillon est beaucoup plus grand que [, ’électron subit beaucoup de collisions sur
les impuretés quand il traverse le conducteur, c’est le régime diffusif, c’est la cas d’une
grande partie des échantillons métalliques.

e Si I’échantillon est du méme ordre que [, I’électron ne subit pratiquement aucun choc
quand il traverse le conducteur, c’est le régime balistique. C’est en général le cas des gaz
bidimensionnels piégés entre deux semi-conducteurs.

Dans cette these on s’intéressera surtout aux métaux diffusifs.

1.2 Le formalisme de Landauer-Biittiker

Ce formalisme développé par Landauer [3, 4], Imry [5] et Biittiker [6, 7] permet de décrire
le transport a basse température, voltage et fréquence en négligeant les interactions électron-
electron. On peut trouver plus de détails sur ce formalisme et ses applications aux corrélations
du courant dans l'article de revue de Blanter et Biittiker [8]. Nous I'introduisons ici briévement.

Un conducteur mésoscopique connecté a deux électrodes est modélisé par une région désor-
donnée connectée via des guides d’ondes idéaux a deux réservoirs. La région désordonnée centrale
est le lieu de collisions élastiques et conserve la cohérence de phase. On la caractérise par une
matrice de diffusion qui connecte les fonctions d’ondes entrantes et sortantes de chaque coté
de cette région. Si on note ¢ la sous-matrice qui connecte les états entrant a droite aux états
sortant & gauche du conducteur, les valeurs propres de tt! que I’on note Ty, 15, .., T}, sont toutes
comprises entre 0 et 1. Le nombre de valeurs propres, n, correspond au nombre de canaux de
transmission du conducteur et T, est la probabilité qu’a un électron entrant dans le canal m
d’étre transmis a travers le conducteur mésoscopique. En donnant ’ensemble de ces probabilités,
que l'on appellera aussi transparences, on caractérise de facon générale un conducteur mésosco-
pique ou une barriere. Il se peut qu’il n’y ait que quelques canaux de transmission comme dans
les points quantiques. Pour des contacts plus larges avec un grand nombre de canaux, on utilise
aussi la densité de canaux p(T) =), 6(T — T),) pour caractériser une barriere.

La conductance

Si la température est nulle, dans la limite d’une faible différence de potentiel V' appliquée au
conducteur, on montre avec ce formalisme que la conductance est [3] :

G903 T, (1.1)
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>

t

Fig. 1.1: Le courant électrique en fonction du temps fluctue autour de sa valeur
moyenne (I). L’amplitude des fluctuations est caractérisée par le bruit S défini
équation (1.2). Le bruit présenté ici est blanc : I(t) est indépendant de I(t + dt).

ot gg = 2¢2/h = (12.906 k) ! est le quantum de conductance (le facteur 2 dans gg provient
de la dégénérescence de spin).

Le bruit

Le courant moyen (ou la conductance) n’est pas la seule observable intéressante liée au
transport de charge. En effet, méme quand on applique au bord du conducteur mésoscopique
une différence de potentiel constante, le courant électrique en fonction du temps fluctue autour
de sa valeur moyenne, c’est le bruit. La quantité mesurée expérimentalement pour quantifier ce
bruit est la puissance spectrale S(w) définie classiquement par

oo

S(w) = 2/ dt e™? [(I(O)I(t)) — <I>2] (1.2)
—00

ou (...) désigne la moyenne sur les différentes réalisations du signal I(t). En général ce bruit

est constant dans jusqu’a une fréquence de coupure élevée 1/7y, ou 79 ~ h/(eV') est I'échelle de

temps caractéristique de décroissance de la fonction d’auto-corrélation g(t) = (I(0)I(t)) — (I)?,

le bruit est alors dit blanc. C’est pourquoi par la suite on confondra le bruit S et S(0).

Le bruit blanc dans un conducteur mésoscopique & deux origines différentes principales :

e Il y a d’abord le bruit thermique ou Johnson-Nyquist qui provient des fluctuations ther-
miques du nombre d’occupation des électrons dans les réservoirs. C’est le bruit qui domine
a ’équilibre, c.-a-d. quand le courant moyen est nul. A 'aide du théoréme fluctuation - dis-
sipation, on montre qu’il est donné par S = 4kpT'G. Ce bruit donne acces a la température
du conducteur mésoscopique quand on connait déja sa conductance.

e Il y a ensuite le bruit de grenaille (shot noise en anglais) qui est le bruit qui nous intéressera
principalement dans ce mémoire. Il a pour origine le caractere discret des charges qui
traverse le conducteur. C’est un bruit de partition d’origine quantique qui vient du fait
qu’une particule a une probabilité T}, de traverser le canal n et 1—T,, d’étre réfléchie, le tout
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combiné a la statistique de Fermi. Il domine quand la jonction est hors-équilibre, kT < eV
(V étant la différence de potentiel a travers I’échantillon), et persiste a température nulle.
Pour un conducteur mésoscopique décrit avec le formalisme de Landauer-Biittiker il est
donné par [9]

S = 2(]8‘/962 ZTn(l - Tn) (1'3)

ou ¢ est la charge élémentaire transportée. Le bruit de grenaille associé au canal n est
nul si T, = 0 ou T,, = 1 car les particules sont toutes réfléchies ou toutes transmises,
il n’y a plus de partitionnement. La réduction du bruit de grenaille a été observée expé-
rimentalement dans des points quantiques ouverts [10, 11]. La mesure du bruit permet
d’accéder a la charge qg. Cela a été utilisé pour mesurer les charges fractionnaires dans
leffet Hall quantique [12, 13] et le doublement de la charge dans les jonctions métal normal
- supraconducteur [14, 15]. Il permet aussi d’obtenir une information supplémentaire sur
la distribution de transparence de la barriere.

Il existe un dernier type de bruit qui n’est pas blanc : le bruit en 1/f. Il est présent a
basse fréquence et provient des fluctuations de conductance en fonction du temps causées par
le mouvement aléatoire des impuretés. Nous ne nous intéresserons pas a ce type bruit. En
pratique, on ne peut pas éviter le bruit en 1/f dans les expériences de mesure du bruit a basse
fréquence. C’est pourquoi les mesures de bruit se font plutot vers les kHz ou MHz, ce qui est sans
conséquence, le bruit de grenaille étant blanc & ces fréquences. En outre, comme le bruit en 1/ f
est proportionnel & I%, on peut le distinguer dans les mesures des autres types de bruit. Notons
aussi que l'on peut créer un bruit de partition en utilisant des excitations radio-fréquence méme
si on est a I’équilibre. Il a été récemment été observé dans un point quantique [16].

1.3 La statistique complete du courant

Apres nous étre intéressés au courant moyen et au bruit en courant, nous allons introduire
la statistique complete du courant. Initié par Levitov et al. [17] dans les problemes de transport
électronique, il s’agit d’étudier distribution de probabilité du nombre de charges transmises
pendant un temps fixé.

1.3.1 Description statistique du courant électrique

Le courant électrique qui traverse un circuit mésoscopique peut étre analysé en termes de
probabilités : c’est un processus stochastique. On vient de voire qu’en plus du courant moyen,
il est intéressant d’étudier le bruit lié au second corrélateur du courant (I(¢)I(t')) car cela
permet d’obtenir de nouvelles informations sur les propriétés de transport. On est alors naturel-
lement amené & se demander si le troisieme corrélateur (I(¢)I(t')I(t")) et ceux d’ordre supérieurs
contiennent de nouvelles informations sur le transport comme la charge élémentaire transportée.
Pour I'instant, cette question a principalement été étudiée par les théoriciens car les corrélateurs
d’ordres supérieurs a 2 sont tres difficiles & mesurer, bien que récemment Reulet et al. [18, 19]
aient réussi a mesurer le troisieme corrélateur du courant dans une jonction tunnel.
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Ainsi, du point de vu du théoricien, il serait intéressant d’obtenir ’ensemble des corrélateurs
du courant qui sont définis classiquement par

(I"Y(t, o tn) = (I(t) ... I(t)) . (1.4)

On aurait alors entierement caractérisé le signal. C’est ce que 'on appel obtenir la statistique
compléte du courant (Full Counting Statistics en anglais).

On obtient formellement les corrélateurs a partir de la fonctionnelle génératrice x|[f] définie
de la facon suivante pour une fonction test f :

+0 .p

A = Yo [ dtde f(t) S )
n=0

n!

= (exp <z / T f(t)I(t)>>. (1.5)

—00

Les corrélations s’obtiennent par dérivation fonctionnelle successives de x :

0" x[f]
5f(t1) ... 0f(tn)

(I (t, .. tn) = i (1.6)

=

En général, on préfere aux corrélateurs les cumulants (ou corrélateurs irréductibles)
((I"))(t1,...,t,) définis par :

6" In x[f]
6f(tr)...of(tn)

(It tn) =" (1.7)

=

Les cumulants possedent la propriété, comme leurs noms le suggere, de s’additionner pour des
processus aléatoires indépendants. Par exemple, si le transport de charge est élastique, les cu-
mulants s’obtiennent en additionnant les cumulants de chaque énergie. Ceci explique pourquoi
leurs utilisation est particulierement intéressante. Le cumulant d’ordre n dépend des corrélateurs
d’ordre inférieur ou égal a n. Les quatres premiers cumulants sont donnés par :

(I (@) = (I(t))
() (t1,t2) = (81(t1) 0I(ta))
(IP))(t1,t2,t3) = (61(t1) 0I(ta) 61(t3))
(I (t1,ta,t3,ta) = (61(t1) 61 (t2) 61 (ts) 61 (ta)) — ((8I(t1) 01 (t2))(01(ts)I(ta))
+(61(t1) 01(t3))(0I(ta) 6L (ta)) + (0I(t1) 6L(ts))(01(t2) 5I(t3)>)

ou l'on a posé 01(t) = I(t) — (I).

On suppose qu’aucun parametre extérieur ne varie au cours du temps (cela impose une
différence de potentiel constante), le courant électrique est alors un processus stationnaire.
Les corrélateurs et cumulants sont invariants par translation temporelle : ((I"))(t1,...,t,) =
((I"N(t1+7,...,t,+7), V7. Le courant moyen est constant, et le cumulant d’ordre n ne dépend
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réellement que de n— 1 indices temporels. Il est alors utile d’introduire la transformée de Fourier
des cumulants :

(TN (Wi, .. wn) = / 1. .. b, ettt Fiontn ((ryy (g gy (1.8)
I (t, .. tn) = /ni—‘?...dQ—“:‘e—imtl—---—wn<<fn>>(w1,...,wn). (1.9)

La stationnarité impose la conservation de la somme des fréquences, ainsi :
(TN (w1, wn) =270 (w1 + ...+ wy) (T")) (w1, .- ., wn1) (1.10)
avec (I (Wi, - -y wn1) :/ ldtl...dtn_l<(I”>>(t1,...,tn_1,0). (1.11)
R?’L

Ce sont ces quantités ((I")) (w1, . . . ,wp_1) qui nous intéressent pour P'étude de transport, surtout
leur valeur a fréquence nulle car, comme nous allons le voir, elles sont reliées a la statistique du
nombre de charges transportées.

La transformée de Fourier du second cumulant a fréquence définit le bruit en courant :

—+00

s=2()0) =2 [ d [1O10) - 1] . (112

—00

Lien avec la statistique quantique du courant

Jusqu’a présent, on a considéré que le courant était une variable classique. Cependant, pour
étudier le transport & basses températures, on doit prendre en compte les effets quantiques, le
courant devient alors un opérateur agissant dans un espace de Hilbert. La définition classique des
corrélateurs Eq. (1.4) n’est plus pertinente car les opérateurs courant & des temps différents ne
commutent pas entre eux. Il est donc nécessaire de trouver quel doit étre ’'ordonnement temporel
des opérateurs courant sous la moyenne quantique. Pour résoudre ce probleme difficile, il faut
notamment se pencher sur le processus de mesure du courant [17]. Cependant, si on s’intéresse
uniquement a la transformée de Fourier des cumulants & fréquence nulle, ’ordre des opérateurs
courant n’est pas important si le transport est stationnaire.

Prenons l'exemple du corrélateur d’ordre 3. La stationnarité impose (I(t1)I(t2)I(t3)) =
(I(ty +7)I(tg + 7)I(t3 + 7)) V7. Alors, par de simples changements de variable et sans jamais
commuter les opérateurs entre eux on montre que :

/ dtrdts (1(t)I(t)1(0)) = / dtrdts (1(0) (1) (t2)) = / dtrdts (1) I(O)I(82)) . (1.13)

On trouve le méme type de relations pour les corrélateurs d’ordre plus élevé. Ainsi, 'ordre des
opérateurs courant n’est pas important si on se contente d’étudier la transformée de Fourier des
cumulants a fréquence nulle, ce qui sera le cas dans toute cette these. Selon la convention usuelle,
on utilise ’expression suivante pour la formulation quantique du bruit en courant a fréquence
nulle :

S = / dt ({1(0) —(I),I(t) —(I)}), (1.14)
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{,} désignant 'anti-commutateur. Bien entendu, si on s’intéresse aux corrélateurs a fréquence
non nulle, 'ordre temporel des opérateurs est important.

1.3.2 Les charges

A cause du caractere discret des charges transportées (—e pour les électrons, —2e pour les
paires de Cooper), il est judicieux de s’intéresser en premier lieu a 1’étude du nombre de charges
Qr transportées pendant un temps 1" a travers le conducteur. Cela simplifie le probleme car Qr
est une variable aléatoire alors que le courant est un processus stochastique.

Pour étudier la statistique de Q7 on utilise la fonction génératrice des cumulants

¢ =Inx(\) = In(e?9T) =1In

ZP(n)eM"%] : (1.15)

ou qg est la charge élémentaire transportée et P(n) la probabilité que n charges g aient traversé
I’échantillon pendant le temps 7T'. La connaissance de la fonction génératrice ¢ est équivalente a
la connaissance de la distribution de probabilités P(n) car on a :

o

2m/qo0 )
P(n) =L / d) P —indao (1.16)
0

Le cumulant d’ordre n est défini par ((Q7)) = i"d¢/dA|[x=¢. Les deux premiers cumulants
sont simplement la valeur moyenne et 1’écart type de Qr :

(Qr) = (Qr) (1.17)
(QF) = (Qr)*—(Qr?) (1.18)

Le cumulant d’ordre 3 (appelé skewness en anglais) caractérise 'asymétrie de la distribution
P(n) :
(@%) = (Qr — (Qn))*, (1.19)

et le cumulant d’ordre 4 (appelé curtosis en anglais) caractérise l'aplatissement de la distribution
P(n) :
{QT) = (Qr — (Qr)" = 3((Qr — (Qr)*)*. (1.20)

Voyons maintenant des exemples de statistiques qui apparaissent naturellement dans ’étude
du transport de charge.

Processus binominal

Un premier exemple intéressant a étudier est celui de la statistique binominale. Elle corres-
pond au cas o N charges gy tentent de traverser une barriere, la probabilité de traverser étant
p, et celle d’étre réfléchie ¢ = 1 — p. La probabilité P(n) que n charges aient traversées sur les
N ayant essayé est donnée par la distribution binominale :

P(n) = Crp"g" . (1.21)
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On en déduit que la fonction génératrice est

n=N

x(\) = (ei’\QT> = Z P(n)ei’\qon = (pei)‘qo + q)N . (1.22)
n=0
On en déduit les premiers cumulants :
(@) = aNp,
(@) = a@Np(1-p),
(@) = @Np(1-p)(1-2p).

Pour une jonction polarisée en tension et pour un temps de mesure 7' long, on peut estimer
que le nombre de tentatives est donné par N ~ 2eV't/h. Cela correspond au nombre maximal
d’électrons qui peuvent traverser un canal de conduction pendant le temps T' en tenant compte
du principe d’exclusion des Fermions. En effet, chaque électron occupe une largeur en énergie
de lordre de dE ~ h/T d’apres le principe d’incertitude d’Heisenberg. Le nombre maximal
d’electron qui peuvent passer est donc 2eV/dE, le facteur 2 provenant des deux états de spin de
I’électron.

Cette distribution permet de décrire les fluctuations du courant dans des circuits avec un seul
canal de transmission a température nulle comme par exemple un point quantique. Dans ce cas,
la probabilité p est égale a la transparence T' du canal. Si il y a plusieurs canaux de transmission
indépendants, les cumulants sont obtenus en sommant les cumulants de chaque canal.

Processus de Poisson

Une autre statistique qui nous sera tres utile par la suite est celle du processus de Poisson.
Il décrit le transport séquentiel de charge gg & travers une barriere de tres faible transmission de
fagon non corrélée. Il est entierement caractérisé par le taux de transition I', c.-a-d. la probabilité
par unité de temps qu’une charge traverse la barriere.

Comme c’est un processus de Markov stationnaire, la probabilité P(n,7) que n charges aient
traversé la barriere pendant un temps 7 satisfait 1'’équation maitresse suivante [20] (voir Fig. 1.2) :

d
G P(t) =TP(n—1,t) =T P(n,1) (1.23)

avec la condition initiale P(n,0) = d,0. On trouve la solution en utilisant la fonction génératrice

X(A)

d d | |
SX =Y =Pt =T <e“‘10 - 1) X. (1.24)

Ainsi, x(\) = exp (Ft (ei)‘qo — 1)) On en déduit que la distribution de probabilité est donnée
par :

P(n,t) = (F;!)ne”, (1.25)
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Fig. 1.2: Processus de Poisson : le nombre de charges ayant traversé la barriere
augmente de 1 a chaque événement élémentaire de taux I'.

cette distribution de probabilité exponentielle est ce que 'on appel la distribution de Poisson.
Cette distribution a la propriété d’avoir tout ces cumulants égaux, a un facteur de normalisation
pres :

1

q8<<Q%>> = Inx(A)| =TT. (1.26)

(igoA)™ A=0
La statistique poissonnienne correspond en fait a un cas limite de la statistique binominale :
on suppose que la probabilité de passage est tres petite : p = I'T/N < 1. Cela revient a dire
que I' < eV/h, ou encore, comme le courant moyen par canal est (I) ~ (Qr)/T = eVT (sila
température est nulle et o = e), que la conductance G par canal satisfait G = (I)/V < gg/2.
Par conséquent, si la transparence de chaque canal de la barriere est beaucoup plus petite que
1, le transport est poissonnien.

Processus de Poisson bi-directionnel

En réalité, le courant électrique ne résulte pas uniquement du passage des électrons de gauche
a droite de la barriere. Il existe aussi un flux de charge traversant la barriere dans 'autre sens
qui doit étre pris en compte pour étudier la statistique du transport de charges. On considere
donc deux processus poissonniens indépendants avec deux taux de transition a priori différents :
I'_. qui correspond au passage des charges de gauche a droite et I'._ de droite a gauche de la
jonction (voir Fig. 1.3). L’équation maitresse satisfaite par la probabilité P(n,t) que n charges
qo aient traversées la barriere de droite a gauche pendant un temps ¢ est :

%P(n, t)=T_P(n—1,t)+T_Pn+1,t)— (I_ +T_)P(n,t). (1.27)

Comme pour résoudre ’équation (1.23), on utilise encore une fois la fonction génératrice, et on
trouve :

x(A\) = (eA9) = exp <F_,t <ei>‘q° — 1)) exp <I‘<_t <ei>‘q° — 1)) . (1.28)

On remarque que la fonction génératrice des cumulants ¢ = Iny est la somme des fonctions
génératrice de chaque processus indépendant :

B = In(en(=n)) = ((hn=) (emdam)) — 6 () + 6 (-N). (1.20)
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| re

Fig. 1.3: Processus poissonnien bi-directionnel : le nombre de charges ayant tra-
versé la barriere augmente (diminue) de 1 (—1) & chaque événement élémentaire
de taux I'_, (I').

Les trois premiers cumulants sont alors donnés par

(@) = @@ -T)t, (1.30)
(@t = a@(@-—-To)t, (1.31)
(@) = ¢ @--To)t. (1.32)

C’est cette distribution qui permet de décrire les fluctuations du courant dans les jonctions
tunnel, la mécanique quantique permettant de calculer les taux de transition.
1.3.3 Lien entre statistique des charges et du courant

Nous devons maintenant faire le lien entre les corrélateurs temporels du courant ((I™)), dont
les trois premiers sont accessibles expérimentalement, et la statistique du nombre de charges
transportées. Pour cela, on part du lien entre la charge qui a traversé le circuit pendant un
temps T et le courant :

T
QT:/O dt' I(t'). (1.33)

On en déduit que le cumulants d’ordre n de Qp est donné par

Q7))

/T dt’y ... At (I (.t ) (1.34)
0

ezwi _ 1

_ /H%[TT] 2m5(wr + -+ wn) (TN (w1, wom 1) (1.35)

1

En faisant le changement de variable u; = w;T’, on montre alors que pour des temps de mesure
T long, on a :

Q) = T<<fn>>(o,...,0):T/ dty ... dty (I, . tn_1,0). (1.36)

T—+o0 n
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Ainsi, pour des temps longs, les cumulants de Qr sont égauzx d la transformée de Fourier a
fréquence nulle des cumulants du courant.
Le courant moyen et le bruit sont donnés finalement par

() = {Qr)/T, (1.37)
S = 20Q)/T. (1.38)

De plus, le temps de corrélation du signal électrique est en général tres petit. Dans ce cas les
cumulants dans l'espace de Fourier ((I"™)) sont constants, le bruit est blanc. Les cumulants de
la charges transportées ((Q7)) suffisent alors pour décrire le signal.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre introductif, nous avons d’abord précisé ce qu’est un conducteur mésosco-
pique, puis introduit brievement le formalise de la matrice de diffusion de Landauer-Biittiker
pour enfin discuter plus en détail de la statistique du transport de charge. Avec cette premiere
base, nous allons maintenant pouvoir nous intéresser plus en détail au bruit dans les structures
mésoscopiques métal normal - supraconducteur ou la réflexion Andreev joue un roéle crucial.






Chapitre 2

Bruit en courant d’une jonction
tunnel métal normal -
supraconducteur

Introduction

Beaucoup de progres théoriques ont récemment été faits dans la compréhension des fluctua-
tions de courant dans les structures hybrides mésoscopiques métal normal (N) - supraconducteur
(S) [8, 21-23]. Ils sont notamment dus au développement des techniques de calcul de la statis-
tique complete du courant (Full Counting Statistics) [17, 24, 25]. 11 a ainsi été possible de calculer
les fluctuations du courant dans un fil diffusif en bon contact avec un supraconducteur en pre-
nant en compte les effets de proximité quel que soit le voltage et la température sous le gap A
du supraconducteur [26]. La limite opposée d’une jonction tunnel entre un métal normal et un
supraconducteur a été beaucoup moins étudiée. C’est peut-étre parce qu’il n’est possible que
depuis récemment de mesurer le bruit dans une telle structure [15]. Pourtant I'amplitude du
rapport bruit sur courant est bien plus importante dans les jonctions tunnel.

La premiere étude théorique du bruit dans une jonction NIS (I désigne une fine couche
d’isolant jouant le role de barriere tunnel) a été faite par Khlus [27] en 1987 mais sans inclure les
effets de proximité. Plus tard, de Jong et Beenakker ont pris en compte ces effets de proximité
pour des voltage et température tendant vers zéro [28]. Les effets a voltage et température fini
n’ont été considérés que récemment en utilisant des calculs numériques [29]. D’autres structures
plus compliquées contenant plusieurs barrieres tunnel ont été étudiées. Dans certaines limites,
elles peuvent se réduire & une seule barriere NIS reliée & une région normale complexe [30-32].
En fait, on s’attend a ce que le bruit a température et voltage fini (de l'ordre de I’énergie de
Thouless Ey,) dépende de la géométrie de I’échantillon quand il y a une barriere tunnel [33].
Mais jusqu’a présent cela n’a jamais été étudié de facon générale.

I1 a été montré par Hekking et Nazarov [34, 35] que le courant sous le gap peut étre fortement
affecté par les diffusions cohérentes des électrons au voisinage de la jonction. Deux électrons ve-
nant du supraconducteur peuvent se propager sur une longueur de ordre de {. = \/hD /e avant
d’étre déphasés (D est la constante de diffusion). Si les énergies typiques fournies par l'extérieur
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eV et kT sont suffisamment petites, la longueur de cohérence &.o,, = \/ hD/ max(eV, kgT) peut
étre beaucoup plus grande que le libre parcours moyen [. Dans ce cas, a faible voltage et basse
température les paires d’électrons peuvent sonder la géométrie de la jonction sur une échelle de
longueur & > [. De plus, comme la jonction est tunnel, les paires d’électrons doivent essayer
un grand nombre de fois de la traverser avant de finalement réussir, la diffusion leur permettant
de rester plus longtemps au voisinage de la barriere. Tout cela augmente le nombre d’inter-
férences des électrons et modifie énormément la dépendance en énergie du courant. De plus la
conductance dépend fortement de la géométrie de I’échantillon car les électrons auront « sondé »
sur une échelle ..}, la jonction [34, 35]. Dans ce chapitre, nous allons étudier comment les mémes
effets de diffusion cohérente de paires d’électrons influent sur le bruit en courant d’une jonction
tunnel NIS.

Nous allons montrer qu’a 1’équilibre thermodynamique on obtient une relation de Schottky
généralisée pour tout voltage et température inférieure au gap du supraconducteur :

S(V,T) = 4ecoth(eV/kgT)I(V,T). (2.1)

A cause de leffet de proximité et de la barriere, la caractéristique courant-tension est a la fois
non-universelle et non-linéaire. Mais, comme on le voit & partir de ’équation (2.1), le rapport
F = S/(2el) = 2coth(eV/kpT), appelé facteur de Fano, est universel. En particulier, quand
kT < eV le facteur de Fano est 2, ce qui indique que la charge élémentaire transporté est 2e,
celle des paires de Cooper. Par contre, si le métal normal n’est pas a I’équilibre thermodynamique,
nous proposons une méthode pour calculer le facteur de Fano une fois que la géométrie de
I’échantillon est connue. Nous montrerons que dans ce cas le bruit et le courant sont indépendants
I'un de Pautre et dépendent de la géométrie de la structure. On aura ainsi une forte déviation
de (2.1).

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Apres avoir modélisé la jonction, on étudie
le transport de charge di aux quasi-particules dans une jonction NIS. Cela nous permet de
souligner I'importance de la réflexion Andreev dans le transport sous le gap. Nous étudierons
ensuite le transport par réflexion Andreev puis discuterons un exemple hors équilibre réaliste ou
la relation (2.1) n’est plus valide.

2.1 Modélisation de la jonction NIS

On s’intéresse donc dans ce chapitre au transport des électrons a travers une jonction NIS
formée d’un métal normal et un supraconducteur connecté par une fine couche d’isolant (voir
Fig. 2.1). On applique a la jonction une différence de potentiel V' constante et on mesure le
courant qui la traverse. Pour décrire le transport de charge a travers la jonction, nous utilisons
I’approche standard de 'hamiltonien tunnel.

2.1.1 Le métal normal

On modélise I’électrode normale par un réservoir d’électrons libres. Sa dynamique est décrite
par ’hamiltonien suivant :

Hy = Z&kc;rwcka. (2.2)
ko
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(N
~
v

Fig. 2.1: Schéma de la jonction NIS composée d’un métal normal (N) connecté &
un supraconducteur (S) via une fine couche d’isolant (I). Un potentiel V' continu
est appliqué aux bornes de la jonction, et on mesure le courant I qui la traverse.

L’indice k labélise les états propres de Hy de valeurs propres £k. Les deux états de spin des
électrons sont indicés par o =7, |. L’hamiltonien (2.2) est valable méme en présence de désordre
provenant d’impuretés ou de défauts dans le réseau cristallin. Mais dans ce cas k n’a aucun
lien avec I'impulsion de I’électron et sert juste a indicer les états propres. Les opérateurs de
destruction et création ¢ et ¢! satisfont les relations usuelles d’anti-commutation :

{Cklol’ CL2O’2} 51(11(250102 ) (23)
_ T T _
{Cklo'l ’ Ck202} - {Cklol ’ Ck202} =0. (2'4)

L’électrode normale est portée au potentiel V. Ainsi le potentiel chimique dans I’électrode
normal est décalé : uy — pn + eV. Le nombre d’occupation d’un état ko a la température T’
est donc donné par :

tr(e PN of

Nko = <chacko> = tr(e—/@l?g;ka) = f(fk - eV) . (2'5)

ot Ky =Hy—¢€eV Y, c;'mcka, B=1/(kgT) et f(&) = (14+exp(BE))~! est la fonction de Fermi.

2.1.2 Le supraconducteur

On modélise le supraconducteur par un hamiltonien Hpcg de type Bardeen Cooper Schrieffer
(BCS)[36]. Ce modele reproduit bien les effets dus aux quasi-particules dans les supraconducteurs
de type s (dont le gap est a symétrie sphérique dans l’espace des impulsions). En plus de
bien décrire la supraconductivité conventionnelle, il présente ’avantage de permettre les calculs
analytiques. Il est donné par [37] :

_ Tt
HBCS - Z qu:r;odqa + Z A[dqld—q'[ + d—quql] : (26)
qo q
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L’indice q numérote les états propres de I’hamiltonien du métal dans 1’état non supraconducteur,
(q sont ses valeurs propres. On convient que I'état —q est égal a I’état q renversé temporellement.
Comme pour ’hamiltonien de I’électrode normale, Hgcg peut contenir du désordre, dans ce cas
q ne correspond pas a l'impulsion des électrons. Les opérateurs fermioniques d:rla et dgs de
création et destruction satisfont les relations d’anti-commutation usuelles :

{dqlal’d:rlz@} = Oq1q290104 5 (2.7)
{dQ101’dQ2U2} = {d:rhal’d:rlzaz}zo' (2.8)

L’hamiltonien BCS peut étre diagonalisé par la transformation canonique de Bogoliubov :
qu = Ugq T quiql ’ (2.9)
dyy = UqYgq — vqu_qT . (2.10)
Les coefficients uq et vq sont parfois appelé facteurs de cohérence BCS, ils sont donnés par
v =1—ud = (1—{q/Eq)/2 et ont la propriété u_q = uq et v_q = vq. L’énergie des excitations
est donnée par Fq = 4 /gg + A2, Les opérateurs de quasi-particules fermioniques 7 et v1 satisfont

les mémes types de relations d’anti-commutation (2.7) que d et d'. L’hamiltonien de I’équation
(2.6) devient alors & une constante additive pres :

Hpes =Y Eqevao (2.11)
qo

On voit ainsi que pour créer une excitation dans le supraconducteur il faut fournir une énergie
supérieure au gap A.

On suppose que le supraconducteur est fixé a la masse, ainsi le nombre d’occupation d’un
état avec une quasi-particule est donné par :

tr(e PBCS 4 o7g0)
tr(e*ﬁHBCS)

Ngo = <’7<1:-10’7q0> = = f(Eq) : (212)
Donc quand 1'énergie thermique kpT' est beaucoup faible que le gap A, ng, ~ 0, il n'y a
pratiquement pas de quasi-particules présentes dans le supraconducteur.

2.1.3 La jonction tunnel

Les électrons peuvent passer d’un réservoir a 'autre par effet tunnel. On prend en compte
ces transferts avec ’hamiltonien suivant :

Hy = Z [tkqCLodqa + tl*(qd:rlackg] ) (2.13)
k,q,0

Le premier terme correspond au passage des électrons de 1’électrode normale vers le supracon-

ducteur : dgs détruit un électron dans le supraconducteur et c;r( » crée un électron dans le métal

normal. Le second terme de (2.13) permet le passage des électrons dans ’autre sens. Le couplage
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entre les deux réservoirs est controlée par 'amplitude tunnel fiq4. On la suppose indépendante
du spin des électrons, ce qui revient a supposer qu’il n’y a pas d’impuretés magnétiques au
voisinage de la barriere. On peut la réécrire de la fagon suivante :

tkq = /dr dr' t(r, v') g (r)hg(r') (2.14)

ou t(r,r’) est 'amplitude quantique pour qu’un événement tunnel se produise du point r du
métal normal au point r’ du supraconducteur. Toute I'information sur le désordre est contenue
dans les fonctions propres ¢y q. L’amplitude tunnel est par hypothese un petit parametre, le
transport se faisant par effet tunnel, la probabilité ]tkq]2 qu’un électron traverse la barriere est
tres faible.

Ainsi, la dynamique de la jonction NIS est décrite par I’hamiltonien suivant :

H=Hy+ Hpcs+ Hr. (2.15)

Les deux premiers termes Hy + Hpog = Hy correspondent & 1’évolution libre des électrons. Hr
est la perturbation.

2.2 Transport de charge via les quasi-particules

Nous allons tout d’abord évaluer le courant qui passe a travers la jonction NIS a 'ordre
\tkq\Q, soit le plus bas en perturbation. Ce courant est dii aux quasi-particules présentes dans
le supraconducteur. On peut deviner que si eV, kpT < A, 'énergie disponible sera insuffisante
pour exciter des quasi-particules dans le supraconducteur, le courant et le bruit seront alors nuls.
Voyons plus en détail comment le transport de charge par les quasi-particules est supprimé.

On définit d’abord l'opérateur courant I dont la valeur moyenne quantique (I) correspond
au courant moyen (I) mesuré a travers la jonction. Il est défini par la dérivée temporelle de
l'opérateur N =5, c;r( +Ciko qui représente le nombre de particules de 1’électrode normale :

AN e

I=e— = [N, H]. (2.16)

En utilisant les relations d’anti-commutation (2.3) et (2.7) on obtient :

e

I=—- (- Jh avee J =" tugek,dy, - (2.17)
k,q,0
La valeur moyenne du courant est alors donnée par (voir I'annexe A)
(1) = (S%(t,~00)I(1)S(t, —00))o (2.18)
ou 'opérateur d’évolution est :
; t
S(t,—o0) = Texp [_ﬁ/ dt’HT(t')] . (2.19)
—00
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Ici, les opérateurs évoluent avec la partie libre Hy de I’hamiltonien totale : pour un opéra-
teur O quelconque : O(t) = exp(iHot/h)O exp(—iHyt/h), donc CLU(t) = eigkt/hclta et ’yl;(,(t) =
etEat/ h’yl;(,. De plus, la moyenne d’un opérateur O sur la partie libre de 'hamiltonien est don-
née par (O)g = tr(pgO) avec py = exp(—FKo)/tr(exp(—FKo)) et Ko = Hy — eV >, c;rwcko.
Les détails de la dérivation (2.18) sont présentés dans 'annexe A. En développant I'opérateur
d’évolution au premier ordre en Hr, on obtient :

(1) = 1O -5 [ a0, Hr@ o+ .. (220)

— 00

Le premier terme de (2.20) est nul. On réécrit le second terme de la fagon suivante :

<I> = e (Ng}lasi _ NﬂlaSi) (221)
avec
quasi 1 oo ! T4 quasi 1 oo 1Tt et
N = . dt' (J(0)JT(t'))o et NI =2 . dt" (J1(')J(0))o . (2.22)

De la méme facon on calcule le bruit en courant a fréquence nulle :

+00
Sw=0) = / de[({1(2), 1(0)}) — 2(I(£))(1(0))] - (2.23)
a 'ordre le plus bas en perturbation (~ |txq|?), il n’est pas nécessaire de développer I'opérateur
d’évolution et on trouve :

S = 2% (NS Nawest) (2.24)

Les quantités N2 asi représentent les taux de transfert des électrons allant de N & S ou de S a
N. Ils sont donnés par :

Nawesi 4% > ltkql? [ud (1= f(Eq)) 6(Eq — &) + vaf (Eq)d(Eq + &) f(& — V)
kq

NSt = 4% Z |tkq|2 [u?qf(Eq)‘s(Eq — &) + U<231 (1= f(Eq)) 0(Eq + gk)] (1= F (& = eV))
kq

Pour simplifier les calculs, on suppose que I'amplitude tunnel est constante : tyq = ¢, cela revient
a considérer que la jonction est ponctuelle quand les fonctions propres sont des ondes planes, cf.
Eq. (2.14). Bien que cette hypotheése ne remette pas en cause les conclusions de cette section,
nous verrons par la suite qu’elle est en générale fausse car 'amplitude de transfert tunnel dépend
de ’angle d’incidence de I’électron sur la barriere.

Le transport provient surtout des électrons qui sont au voisinage de la surface de Fermi. On
peut alors transformer les sommes sur k et q par des intégrales :

-

[e’¢) “+oo
— v d¢ et — v, dc¢. (2.25)
Zk: NO/C>c> Zq: S0 /Oo
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pN S
ps 7i 2A

(a) (b)

Fig. 2.2: Densité d’état en fonction de I'énergie & T'= 0 dans le métal normal et
le supraconducteur. Figure (a) : uy — ps = eV < A, aucune charge ne traverse la
jonction, I = 0. Figure (b) : eV > A, les charges traversent la jonction, I > 0.

ou vy est la densité d’état par spin du métal normal au niveau de Fermi et vgg la densité d’état
par spin au niveau de Fermi du supraconducteur quand il est dans 1’état normal. On obtient
finalement apres calcul :

(e ) =G [Cap B (G IHEVHEZD ) e

Dans lexpression précédente vg(E) = vso|E|O(JE| — A)/VE? — A? est la densité d’état du
supraconducteur!, Gp = gq]t]21/N01/50 la conductance de la jonction lorsque le supraconducteur
est dans 1’état normal. Ainsi en combinant (2.21) et (2.26), on constate qu’a température nulle
la conductance est proportionnelle a la densité d’état du supraconducteur :

dI vs(V)

-4 2.2
C=w =g (2:27)

donc si |V| < A, la batterie ne fournie pas suffisamment d’énergie pour que les électrons puissent
traverser la barriere : le courant est nul (cf. Fig. 2.2). A température finie, la conductance est
proportionnelle a la densité d’état du supraconducteur moyennée sur une largeur kg7'. Dans la
limite kT < A la conductance & température nulle est supprimée exponentiellement :

2TA  _A/kpT
G‘V:OZGT ]{B—T (& /kB .

Nous avons tracé la conductance en fonction de V' en figure 2.3. On voit bien que pour des énergies
inférieurs au gap (eV, kT < A) le courant relatif aux quasi-particules est pratiquement nul.

1@ est la fonction de Heaviside.
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Fig. 2.3: Conductance différentielle normalisée par G, la conductance dans I’état
normal, en fonction du voltage appliqué a la fonction. La courbe pointillé corres-
pond & T = 0, la courbe continue & kT /A = 0.1.

Pour le bruit en courant, le comportement est similaire. En effet a partir de I'équation (2.26)
on voit que NUast = efeV Nauasi car (1 — f(E)) f(E +eV) = eV f(E)(1 — f(E +eV)). Donc en
combinant (2.21) et (2.23) on trouve que

eV
2kgT

Squasi(V, T) = 2e coth < ) Tuasi(V,T') (2.28)
et comme le courant de quasi-particule est nul sous le gap, le bruit 'est aussi.

Nous venons ainsi de voir que pour des énergies (eV, kpT) < A, aucune charge n’est trans-
portée par les quasi-particules. Elles ne contribuent donc ni au courant, ni au bruit.

2.3 Transport de charges par réflexions Andreev

2.3.1 La réflexion Andreev

Nous venons de voir que si les énergies disponibles eV et kT sont beaucoup plus faible que
le gap A, elles ne sont pas suffisantes pour exciter les quasi-particules dans le supraconducteur,
elles ne peuvent donc pas transporter de courant. Dans ce cas, il est nécessaire d’aller a un
ordre supérieur en perturbation pour trouver le premier terme qui donne un courant non nul. Il
faut pour cela développer l'opérateur d’évolution S dans ’équation (2.18) & l'ordre Hrp suivant.
Nous allons utiliser une démarche légerement différente, bien que totalement équivalente a la
précédente. Elle présente 'avantage de faciliter les discussions physiques.

Méme si une quasi-particule ne peut exister dans le supraconducteur a cause de la conser-
vation d’énergie, deux électrons du métal normal peuvent passer quasi-instantanément dans le
supraconducteur (sur un temps de l'ordre de /A ~ 10~!!'s pour I'aluminium) et former une
paire de Cooper. Ce phénomene s’appelle la réflexion Andreev [38]. Comme le fait d’ajouter
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une paire de Cooper au condensat ne colte pas d’énergie, ces processus existent a basse éner-
gie. Le systeme ne passe alors que virtuellement par un état avec une quasi-particule dans le
supraconducteur.

L’amplitude de probabilité pour passer d’un état initial |i) & un état final | f) au second ordre
en perturbation est (cf. [39], chapitre 6) :

A=Y {f[Hr|m)(m|Hr|i)

2.29
B0 — i (229)

m

L’état |m) est un état virtuel d’énergie EO,, Ho|lm) = EJ |m) et I'état initial a une énergie E? :
Holi) = EP|i). L’état initial a la forme suivante : |i) = |in) ® |[BCS). Ici |iy) est un état a n
particule de Hy et |[BCS) est le fondamental variationnel BCS [37]. Ce dernier correspond au
vide des opérateurs quasi-particules : 74,|BCS) = 0. On cherche un état final pour lequel deux
électrons du métal normal sont passés dans le supraconducteur sans créer de quasi-particule.
Pour que cet état soit atteint, il faut que les éléments de matrice (i|Hp|m) et (m|Hrp|f) soient
non nuls simultanément. On trouve alors que les deux électrons en jeu doivent étre de spin
opposé, I'état final est donc [f) = ¢ [9).-

Il y a deux sortes d’états intermédiaires possibles |m;) = ’y:rchkT i) ou |mg) = ’y:rl Lok 1|7), ceux-
ci dépendent de ’état du spin (T ou |) de 'électron qui entre le premier dans le supraconducteur.
En utilisant (2.9) on calcule les éléments de matrice :

(flHr|m1) = —ti_qvq (ma|Hrli) = tiquq
(flHTIm2) = —t§_q¥q (ma|Hrli) = tiquq
et les différences d’énergie sont données par E,,, — E; = B, —&—€V, By, — E; = B, — 5{{ —eV.

On trouve finalement que I'amplitude de probabilité pour que deux électrons k 1 et k/ | du
réservoir normal créent une paire de Cooper est [34, 35] :

1 1
Ay = e o e . 2.30
. gququqvq{§k+€V_Eq+§1,<+eV_Eq} ( )

Il existe aussi le processus opposé qui détruit une paire de Cooper et crée deux électrons k T et
k' | dans le réservoir normal. L’amplitude de probabilité associée est simplement Af,,. On peut
alors écrire un hamiltonien effectif Heg qui ne prend en compte que les processus de réflexion
Andreev. A basse énergie, il décrit correctement le transport de charge de la jonction NIS car
ce sont ces processus qui dominent. Il est donné par [40] :

Heg = Hy+Jg+ Jl (2.31)
avec Jog = ZAﬁk,cLTcleO, (2.32)
Kk’

ici by = (2/Ns) >_q $qdqid—q| est Vopérateur destruction d’une paire de Cooper dans le conden-
sat, ¢q = Vq/Uq est la fonction d’onde de la paire et Ng le nombre de fermions dans le supra-
conducteur. En pratique, comme le supraconducteur est dans sa phase cohérente, les valeurs
moyennes de lopérateur b, sont triviales : (b,) = (b}) = (bb,) = 1. Dans la suite, on remplacera
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cette opérateur par le nombre 1. L’hamiltonien (2.31) avec une amplitude Ay constante a déja
été utilisé par plusieurs auteurs pour décrire de fagon phénoménologique l'influence des modes
collectifs sur la réflexion Andreev [41, 42].

On utilise alors la méme approche que pour I’étude du transport de charge di aux quasi-
particules dans la section 2.2. La perturbation est maintenant Hr e = J g+, ;rﬂ, avec un nouveau
couplage A ~ t2. L’opérateur courant est proportionnel & la dérivée de 'opérateur nombre de
particules dans le reservoir normal :

1) = e S = [, N) = =20 00) — i0)] (2.33)
Un facteur 2 apparait dans 'opérateur courant par rapport aux quasi-particules. En effet, c’est
maintenant une charge élémentaire 2e qui est transférée. L’opérateur d’évolution en représenta-
tion interaction devient

S(t, —00) = Texp [—% /_ too dt’HTeﬁc(t’)] . (2.34)

En développant cet opérateur au premier ordre non nul en A, on en déduit le courant moyen (I)
et le bruit a fréquence nulle S :

(I = 2e(N_ —N_), (2.35)
S = 8*(N_+N_), (2.36)
avec
1 oo ! T oy 1 oo 17t o
N_, = =N dt’ (J,z(0)Jog(t'))o et J\L:ﬁ 3 dt’ (Jg(t")Jg(0))o . (2.37)

Ce résultat dépend seulement du fait que le transport de charge peut étre décrit comme un
processus au premier ordre par rapport a une amplitude tunnel.

Dans ce cas, Levitov et Reznikov [43] ont montré que la statistique du nombre de charge est
bi-poissonnienne, la fonction génératrice des cumulants étant :

P(\) = In(eP@0) = (&2 — 1)tgN_, + (72 — 1)tgN_ . (2.38)

Pour plus de détails, se reporter a la section 1.3. Les dérivées successives de cette fonction par
rapport a i\ prises en A = 0 donnent I’ensemble des cumulants. On voit en effet que 'on a
bien Ity = d¢/0(i)), et Sty = 20%¢/0(i\)?. Ainsi la statistique du courant est entierement
déterminée par les deux premiers cumulants, le courant moyen [ et le bruit a fréquence nulle S.

On suppose maintenant que le réservoir normal est a 1’équilibre thermodynamique. Nous
allons montrer que dans ce cas le courant et le bruit sont proportionnels. La valeur moyenne
quantique d’un opérateur O est (O)y = tr[exp(—FKn)0]/Z ou Z est la fonction de partition
grand canonique Z = trlexp(—BKy)]. Les opérateurs ¢, et CLJ dans I’équation (2.37) évoluent
avec Hy : ¢ (t) = etHN/ hckae*itHN /11 est plus commode que l'évolution temporelle et la
moyenne statistique se fassent avec le méme opérateur K, cela permet d’extraire facilement la
différence de potentiel eV'. Comme on a la relation

cko.(t) — e—’ievt/ﬁeitKN/ﬁckoe—’itKN/ﬁ7 (239)
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on voit ainsi que 'on peut remplacer ¢, (t) évoluant avec Hy par e~ *V/fie, (t) ou cette fois
., (t) évolue avec K. Cela revient a faire le changement de jauge {x — &k + eV La différence
de potentiel apparait alors comme une phase provenant du remplacement J g (t) — e2ieVt/n ()
ou cette fois les opérateurs évoluent avec K. On peut alors développer les taux de transfert N=
dans I’équation (2.37) sur la base |n) des états propres de Ky de valeur propre E,. On obtient
alors I = 2eC_ et S = 8e2C, avec

Co=i3) / dt e 2V (| S|P e £ | Pe™nm") (2.40)
nm ¥~

et wym = (Ep — Ep)/h, 2 =3 e P et Jyy, = (n|J|m). En manipulant un peu I’équation
(2.40), on trouve que

_2m —28eV e PEn 2
Ce=> (1 +e ) > 5| uml*8(2eV — By + En). (2.41)

nm

On en déduit immédiatement la relation fondamentale entre le courant et le bruit [40] :
S(V,T) = 4ecoth (eV/kpT)I(V,T). (2.42)

La démonstration du résultat (2.42) utilise uniquement le fait que I'on puisse écrire ’hamil-
tonien effectif sous la forme (2.31) et que l'opérateur Jog satisfasse la relation de commutation

QN Jet] = 2eJest (2.43)

ou lopérateur Qn = —elN est lopérateur de charge dans le réservoir normal. Cela revient a
dire que le proccessus tunnel élementaire ne peut changer la charge que de +2e. Il n’est pas
nécéssaire de spécifier Jog. Nous l'avons donnée Eq. (2.32) dans le cas faible désordre car nous
I'utiliserons par la suite. Ainsi, si il y a des intéractions dans le réservoir normal dont I'intensité
moyenne U est plus petite que le gap du supraconducteur A, la relation de commutation (2.43)
reste valable car le supraconducteur ne peut accepter ou donner qu’une charge élémentaire 2e.
C’est pourquoi le résultat (2.42) reste valable en présence d’intération ou faible désordre. C’est
ce qui fait 'importance de ce résultat [40].

La relation (2.42) a été démontrée pour un systéme tunnel générique par Sukhorukov et
Loss dans [44] et récemment discuté par Levitov [45] en absence de supraconductivité. Elle
peut étre vue comme une généralisation du théoreme fluctuation - dissipation a voltage fini
[44]. Ainsi les non-linéarités en voltage et température du bruit sont exactement les mémes que
celles du courant a un facteur multiplicatif 2ecoth (eV/kgT) pres. Le facteur de Fano F =
S/(2el) est alors universel. Dans une récente expérience, Lefloch et al. [15] ont mesuré le bruit
de grenaille dans une jonction tunnel supraconducteur - semi-conducteur. Ils ont observé qu’a
basse température le courant et le bruit sont proportionnel bien que le courant soit fortement
non-linéaire comme le prévoit la relation (2.42).

Sil’on compare la relation (2.42) & celle obtenue pour les quasi-particules (2.28), on remarque
que le facteur multiplicatif est deux fois plus grand pour la réflexion Andreev et que ’énergie
caractéristique du coth est deux fois plus petite : kg7 pour la réflexion Andreev contre 2kgT
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Fig. 2.4: Dispositif expérimental de Pothier et al. [49]. La dépendance en flux
magnétique du courant et du bruit peut étre utilisée pour mesurer avec précision
le doublement du facteur de Fano.

pour les quasi-particules. Ces deux différences sont les conséquences du changement de charge
élémentaire transportée qui passe de e pour les quasi-particules & 2e pour la réflexion Andreev.

A partir de la relation (2.42), on constate qu’il y a deux comportements limites différents :

e A Téquilibre (eV < kpT), on retrouve le théoreme fluctuation-dissipation usuel S =
4kpT G ou G est la conductance & voltage nul de la jonction. Ainsi les fluctuations a
Péquilibre S(V = 0) sont proportionnelles a la dissipation G.

e Hors équilibre (eV > kpT'), on est dans la limite du bruit de grenaille et on a S = 4el.

On vient donc de démontrer qu’a ’équilibre thermodynamique, le bruit ne contient pas plus
d’information sur le transport que le courant. Le bruit avait été calculé par Martin [46] dans
la limite cohérente eV < Epp. Nous avons généralisé ce résultat a des valeur arbitraires de
eV/Ery, ala condition que eV < A. Quand la jonction n’est plus tunnel, la relation (2.42) n’est
plus valable, la situation est plus riche car la dépendance en énergie du Facteur de Fano est plus
compliquée. Par exemple, dans le cas d’un fil diffusif normal bien connecté & un supraconducteur,
elle a été calculée [26] et mesurée [14, 47, 48].

Pour souligner la généralité du résultat, considérons le cas non-trivial d’un jonction en forme
de fourchette ou le métal normal enserre un flux magnétique ® avant d’étre connecté au su-
praconducteur, c.f. figure 2.4. Les anomalies du courant sous le gap ont été mesurés dans cette
structure par Pothier et al. [49] en fonction du flux magnétique ®. Le transport de charge reste
dominé par le transfert tunnel de paires de Cooper, le flux magnétique modifie seulement I’am-
plitude tunnel Ay d’un facteur de phase dépendant du flux. Notre calcul reste donc valable, et
la dépendance en ® du bruit est donné par S(®) = 4ecoth(eV/kpT)I(®P). La mesure du bruit
dans cette géométrie permettrait donc de tester le domaine de validité de (2.42), et en modulant
le flux on pourrait mesurer précisément le doublement de la charge a basse température.
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2.3.2 Réservoirs hors-équilibre

Quand le métal normal n’est plus a I’équilibre thermodynamique, la relation (2.42) entre le
bruit et le courant n’est plus valide. On doit calculer explicitement le courant et le bruit. En
combinant les formules (2.35) et (2.37) on peut écrire :

4re
I = T§|Akk/|25(£k+£k/+2ev)}l(gkagk’)a
16me? 9
S = —— D A (6 + & + 2eV) Ho ()
KK/
avec
Hy(€,8) =n(E)n(€) £ [1 —n(@)][t —n(¢)], (2.44)
et n(fk) = <CLoCko>0' On introduit la dépendance énergétique en remplagant ) , par

Jd€ > (& — &), de méme pour la somme sur k' qui devient une intégrale sur &’. On fait
ensuite le changement de variable &, = (£ + &')/2 et € = £ — &’ L’intégration sur &, est immé-
diate et fait sortir un facteur 1/2. On aboutit a :

I\ 2me [T°° H_(e/2 —eV,—¢/2 —€V)
<S> = ) dedEer) <46H+(5/2—6V, —5/2—6V)> ' (245)

ou 'on a défini

A(e,€V) =) 6(e/2 = eV — &)b(—¢/2 — eV — &) Arae | (2.46)
kk’

Si le métal normal est a I’équilibre thermodynamique, n(§) est la fonction de Fermi f(§). Dans
ce cas, les fonctions Hy et H_ sont liés par :

v

H. (e/2 —eV,—¢/2 — V') = coth (k:BT

)H(6/2—6V, —e/2—¢€V), (2.47)
On retrouve alors immédiatement la relation (2.42) entre le bruit et le courant. Mais si le métal
normal n’est pas a ’équilibre, dans ce cas n(§) # f(§), le bruit et le courant sont indépendants.

Pour poursuivre, il faut calculer la fonction A(e,eV'). Pour cela, on suit la démarche adoptée
par Hekking et Nazarov [34, 35]. On combine les équations (2.14) et (2.29) et on remplace comme
précédemment les sommes par des intégrales sur les énergies. On obtient

Ae,eV) = /dCdC’d€d£'F(C;E,E')F(C’;ﬁ,i’)E(C, (16,8)0(c/2 — eV = £)6(—¢/2 — eV = &)

avec

/ 1 1
F(G:€,€) = u(Qv(() {f—i—eV—E(C) + §/+ev_E(C)}
et

2[¢, ¢, 6,8 = /d3r1...d3r4/d3r'1...d?’rﬁlKg(rl,rg)Kg/(rg,m)><

KC(r/27 rll)KC' (r§,7 rﬁl) t*(rh rll)t*(r27 I‘IQ)t(I‘g, rg)t(r4, ril) . (2.48)
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Ici

Ke(ri,r2) = 0(¢ = G vu(rn) i (ra) (2.49)
k

est la densité spectrale ou densité d’état non-locale (on a utilisé Yig = 1q), €t ... correspond
a la valeur moyenne sur les différentes réalisations du désordre. On s’intéresse au transport sous
le gap : kgpT,eV < A; et a cause des fonctions de Fermi on a &, < A, ce qui nous permet

d’approximer F(¢;¢,¢') ~ F(¢) = —4u(¢)v(¢")/E(Q)-

Calcul de la fonction =

Pour calculer la fonction Z, on va préciser la forme de 'amplitude tunnel et la relier a Gr,
la conductance de la barriere dans I’état normal. D’aprés Prada et Sols [50], pour une barriere
tunnel plane B située en z = 0, ’amplitude tunnel est donnée par :

t(ry,ra) = &' (21) 8 (22) 62(r) — ry)t(r)) (2.50)

ot r1 est du coté normal, ra du coté supraconducteur et r} /2 sont les coordonnées de ry/, dans

le plan parallele a la barriere.
Quant au courant qui traverse la barriere dans 1’état normal, il est donné par

1= TS a6k + eV — o) (&) — F(Go)] (2.51)

kq

On en déduit que la conductance a voltage nul est (T' = 0) :

Gr = 947> ltkql?0(&)6(Cq) (2.52)
kq
= gQ47T2/d3r1d3r2 K(]]V(I'Q,I'l) K@q(rl,rg)t(rl,rg)t*(rl,rg) (253)

La conductance G fait donc intervenir les fonctions spectrales K au niveau de Fermi moyennées
sur le désordre dans le métal normal (N) et dans le supraconducteur (& I’état normal) (S). Elles
sont données par (cf. [51] chapitre 3) :

N/S

K / sin kpr —

2.54
kgr ( )

(r2,r1) = vnysg(r1 —r2) avec g(r) =
ol vy/g est la densité d’état par unité de spin du métal normal (N) ou du supraconducteur
(S) dans I'état normal et [ le libre parcours moyen. On utilise ensuite 'expression (2.50) et une
fois que l'on a effectué les intégrations latérales sur z; et 2z, la conductance dans 1’état normal
devient :

I * Ul Ul * I
Gr = 47r2gQVNVS/d2r'1d2r'2§2(r1'—r2') M) HIETE) | (o5
B
avec

g(r) = g, (2.56)
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Comme la fonction G2 est & courte portée (de 'ordre de Ar), on peut approximer le second terme
(qui est réel) par sa valeur au centre de masse (limite quasi-classique) :
t rl\ t* rl\ t r\l t* rl\ rl\ rl\ 2
(r})t*(ry) +t(ry) (1)%‘“ 1+ 2)‘ (2.57)
2 2
Nous pouvons alors séparer dans ’équation (2.55) les intégrales sur la variable relative r = r| —rj

et la variable du centre de masse R = (r| + rj)/2. L’intégrale sur r converge et vaut dans la
limite [ > Ap :

/d%g? = 1k%/2. (2.58)

On trouve finalement :

Gr = 2rkigounvs / d’R[tR)|* = / d’R gr(R) (2.59)
B B
ou lon a introduit la conductance de la barriere par unité de surface gr(R) =
2m3k% go vn vs|t(R)[?. Nous avons donc réussi a faire le lien entre I'amplitude tunnel et la
conductance de la barriere dans I’état normal.

On peut maintenant poursuivre le calcul de =. Il nous faut évaluer les valeurs moyennes sur
le désordre d’un produit de deux fonctions spectrales présent dans (2.48) dans la limite de faible
désordre krl > 1. Nous ne détaillerons pas ici cette étape du calcul, il est par exemple présenté
dans le récent livre de Akkermans et Montambaux [51], complément C4.5. On trouve :

14
Kg(rl, rg)Kgl(rQ, I'4) = V?Vg(rl — rg)g(rg — I'4) + ?N Re [Pg_g/(rl, rg)] (g(r1 — r4)g(r2 — I'3)

+g(r1 —r2)g(rs —11)) (2.60)

ou P est ce que l'on appelle un cooperon. Il correspond a la propagation cohérente de deux
électrons ayant une faible différence d’énergie et d’impulsion qui interferent. Il satisfait une
équation de diffusion dans le métal normal :

(—=hDV? —ig)P.(r1, 1) = 63(r; — 19). (2.61)

On a le méme type d’expression pour K¢(rh,r])Ke(r),rh) a la différence que le cooperon se
propage cette fois dans le supraconducteur.

On trouve donc que E, qui est donné par 1’équation (2.48), est la somme de 9 termes qui
sont chacun des produits de fonction g et de cooperon P.(r,r’) & longue portée (de lordre
de y/hD/e). En utilisant la forme de 'amplitude tunnel (2.50) on effectue les intégrales sur
les variables spatiales orthogonales a la barriere, les fonctions g deviennent alors des §g. On
remarque ensuite que l'on peut classer les 9 termes donnant = en deux catégories : ceux ou les
quatre variables ri,ro, r3, ry situées sur la barrieres sont espacées de quelques A\r et ceux ou ces
variables peuvent étre beaucoup plus éloignées les une des autres (de l'ordre de y/hD/¢c). Les
termes & courte portée sont dominés par les termes a longue portée. Ce sont donc ces derniers
que nous gardons [35]. Ils sont au nombre de trois :

En(E—¢) +Es(( =) +Ens(E-E€5¢ ()
avec Ez = / I'4 t* (I'l)t*(I'Q)t(I'g)t(I'4) E(I‘l, ro,rs, I'4)

—
— —
—
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(a) (b)

I N G\

(©

Fig. 2.5: Différentes contributions du transport sous le gap : (a) un cooperon ce
propage dans le métal normal, (b) un cooperon se propage dans le supraconducteur
et (¢) il y a un cooperon dans chaque électrodes.

et
2
Fy(E=¢) = P8 Re[Peg(rim)] P —1)F (s 1) (262)
2
Fs(C—¢) = D5 Re[Polram)] P - 1)@t —11)  (263)
Fns(€—-¢&5¢—-¢) = V];;/S Re [Pe_¢/(r1,r3)] Re [Pr_¢r(re,r1)] X
§°(ry —r4)7%(r3 —12). (2.64)

Ces trois contributions sont schématisées en Fig. 2.5. La figure 2.5(a) représentant =y cor-
respond & la propagation d’un cooperon dans le métal normal, la figure 2.5(b) représentant =g
correspond a la propagation d’un cooperon dans le supraconducteur. Quant a la figure 2.5(c)
représentant Zyg, il y a deux cooperons, un de chaque coté de la barriere. Qualitativement, ce
diagramme correspond a la corrélation de deux cooperons différents, il doit donc étre plus petit
que les deux autres contributions [35]. De plus, dans la limite sous le gap eV, kgT < A, on peut
aussi négliger =g devant =, le cooperon ayant une portée plus courte dans le supraconducteur
que dans le métal normal. On en déduit finalement que le terme dominant est =5 qui correspond
a la propagation cohérente de deux électrons avec une faible différence d’énergie € et une faible
différence de moment dans le métal normal. On procede ensuite comme pour le calcul de la
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Fig. 2.6: Schéma du dispositif expérimental de larticle [52] : un fil métallique de
longueur L est placé entre deux grandes électrodes. Il est connecté a l'aide d’une
jonction tunnel a la position x sur un supraconducteur.

conductance dans I’état normal (Eq. (2.55) et Eq. (2.57)) et on trouve [34, 35] :

Q

—_ / / —_ / — th%’ 2 2
E[(, (6 =E(E-E) =E(e) = W/sd rid°ry [Pe(ry,re) + Pc(ry,r2)].  (2.65)

ol on a utilisé I'équation (2.55) pour relier #|(r)|> & la conductance dans I’état normal Gr.
Comme = ne dépend plus de ¢ et ¢’ on peut effectuer sans difficulté I'intégrale sur ces variables
qui donne un facteur 72,

Finalement on obtient A(¢) = m2Z(g) qui peut étre calculé connaissant la forme de la jonction.
Ainsi, connaissant A(e) et n(£), on utilise les équations (2.44) et (2.45) et on obtient le courant

et le bruit hors de 1’équilibre.

2.3.3 Exemple : un fil métallique hors équilibre

Nous sommes maintenant en mesure de calculer le courant et le bruit dans un systeme
hors-équilibre. Considérons un cas réaliste. Pothier et al. dans [52] ont mesuré la distribution
hors-équilibre des électrons dans un petit fil métallique de longueur L. Pour cela, ils ont utilisé
une jonction tunnel connectée a un supraconducteur placé a différentes positions z le long du
fil. Ils ont mesuré le courant des quasi-particules, mais il est tout a fait envisageable de mesurer
le courant et le bruit sous le gap.

La fonction de distribution stationnaire n(x, F) dans le fil est donnée par I’équation de
Boltzmann [53-55]

1 0%f(z,F)

™ 92 + Zcoll(xy E7 {f}) =0. (266)

Ici 7p = L?/D est le temps type de diffusion le long du fil et Z.on(z, E, {f}) est I'intégrale
de collision provenant des processus de diffusion inélastique. Les conditions aux bords sont
imposées par les réservoirs a chaque extrémité du fil : n(0,E) = f(E 4 eU) et n(L, E) = f(E).
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En I’absence de diffusion inélastique Z..; = 0, ’équation (2.66) se résout facilement et la fonction
de distribution des électrons le long du fil est donnée par :

n(z,§) = fr(§+eU)[l —z/L] + fr(§)z/L. (2.67)

Ainsi, a température nulle, la fonction de distribution a une double discontinuité.

On suppose que la dimension latérale caractéristique du fil w est beaucoup plus petite que
Ecorr- On peut alors considérer que la diffusion est a une dimension, le long du fil. En utilisant
une variable sans dimension u = x/L, I'équation de diffusion (2.61) devient

d? . € L
d—u%P(uhUQ) + Z@P(Ul,ﬂg) == —mé(’dl - U2) (268)

ol Etvl[l/ = hD/L? est I'énergie de Thouless du fil. Pour résoudre cette équation, on utilise les
conditions aux limites au niveau des réservoirs : P(0,u2) = P(1,u2) = 0 [56]. Cela revient a dire
que 'amplitude qui diffuse jusque dans le réservoir ne peut pas revenir dans le fil. On cherche
ensuite une solution de la forme P = P> + P° olt P> (u; — ug) est une solution particuliere
obtenue & I'aide de la transformée de Fourier et PY est la solution de 1’équation homogene de
(2.68). Les constantes sont fixées grace aux conditions aux limites. La solution finale a la forme
suivante :

L
P(ui,ug) = s75—5— le_zlul_u2| -

(2.69)

e — 1

ez(u1+u2) + e*Z(Ul“r'UJQ*Q) _ ez(ulfzm) _ ez(ulug)]
-~ 2hDw?z

avec z = 4/ —1 6/Et‘ﬁ/ On suppose que la jonction tunnel est suffisamment petite pour que P

puisse étre considéré comme constant sur la jonction. Ainsi en combinant les équations (2.69) et
(2.65), on trouve

2
(e) = __Grht o(e) avec o(e) = Re [

~ 16m3edvy Dw?

sinh(zup) sinh(z(1 — ug))
zsinh(z)

(1]

] (270

ou ug est la coordonnée moyenne de la jonction le long du fil. Dans la limite ou le fil est infini,

on voit que ¢(g) = 1/4/(e).
On introduit la conductance du fil Gy = 2w?e? Dy /L et en utilisant 'équation (2.45), on
obtient les expressions générales du courant et du bruit :

I G7 H_(g/2 —eV,—¢/2 —€V)
<S> N 4eGTw de ¢(¢) <4eH+(5/2 eV, —e/2 — eV)> ' (271)

ou les fonctions Hy ont été définies par 'Eq. (2.44). Puis en combinant cette expression avec
I’équation (2.67) on trouve le courant et le bruit pour tout voltage et température inférieurs au
gap A.

Placons nous a température nulle. Le courant et le bruit sont fonctions de deux variables :
V et U. Par la suite, nous allons fixer le potentiel U & une valeur constante eU = ZOOEXX qui
est de 'ordre de grandeur typique des expériences, cela crée ainsi une distribution hors-équilibre



2.3 Transport de charges par réflexions Andreev 33

des électrons dans le fil. Nous allons donc nous intéresser a la dépendance en V' du courant et
du bruit. On définit le facteur de Fano différentiel de la fagon suivante :

(0S/0V) 108

f - I
(2¢0I/0V)  2e0I |,

(2.72)

il est directement proportionnel a la dérivée du bruit par rapport au courant a potentiel U
constant.

Le courant et F ont été tracés figure 2.7 pour différentes positions ug de la jonction sur le fil.
On constate d’abord sur la figure 2.7(a) que le courant est non linéaire, ou en d’autre termes,
que la conductance n’est pas constante. Cela provient de la dépendance en énergie de la fonction
¢(e) (cf. Eq. (2.70)) qui rend compte des interférences des électrons dans le fil désordonné.

On constate ensuite que le comportement de F est plus inhabituel :

e le facteur de Fano différentiel est négatif pour certaines valeurs de V',

e bien que la jonction soit tunnel, F n’est pas identique a 2,

e il y a des discontinuités dans F mais pas dans le courant.

Habituellement, un facteur de Fano différentiel est positif, cela vient juste du fait qu’il est en
général définit par [(0S/0V)/(0I/0V)|. Nous avons préféré garder l'information sur le signe en
ne mettant pas de valeur absolue dans la définition de F. Comme le bruit est toujours positif,
le signe de F donne le sens de propagation du courant.

Si le facteur de Fano différentiel n’est pas égal a £2, c’est parce que les électrons dans le fil
ne sont pas a I’équilibre thermodynamique. On constate en effet sur la figure 2.7(b) que quand
la jonction est au niveau d’un réservoir normal & 1’équilibre (up = 0 ou ug = 1), on retrouve bien
F = +2.

Les discontinuités sont intrigantes, leurs origine est néanmoins simple. A température nulle
la distribution en énergie des électrons (cf. Eq. (2.67)) dans le fil possede deux discontinuités.
Ainsi les dérivées des taux de transition ON=/0V sont discontinues. Par conséquent 05/0V et
F sont discontinues, car S o« N_, + N._. Ces discontinuités ont lieu quand V' =0, V = U/2 et
V = U. On peut alors légitimement se demander pourquoi il n’y a pas de discontinuité dans
le dérivée du courant fig. 2.7(a). C’est parce que le supraconducteur joue le role d’un miroir
entre électrons et trous par rapport & son potentiel V. Les discontinuités dans ON=/9V sont
a la méme énergie et de méme poids. Elles s’annulent exactement quand on les soustrait, or
I o< N_, — N_, cela explique que la dérivée du courant soit continue alors que celle du bruit est
discontinue. On peut obtenir analytiquement la conductance et le bruit différentiel :

oI G

W = oo (p(2eU — 2eV)(1 — ug) + H(2eV )ug)
ol G2,

T = G (2eU — 2eV ) (ug — 1)

a8 4e G%

W - O (p(2eV)[uo(1 — up)O(2eV — eU) — ug + 2uiO(eV)]
W
+6(2eU — 2eV)[ug — 1 + 2(ug — 1)?0(eV — el) + 2up(1 — up)0(2eV — el)))
0S8 4e G2,

T - G ¢(2eU — 2eV) (1 — ug + 2ug(ug — 1)O(2eV — eU) — 2(1 — u)*O(2eV — 2eU)),
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Fig. 2.7: Courant et facteur de Fano différentiel en fonction de V/U pour dif-

férentes positions ug de la jonction a température nulle, eU = 200Etvk‘]/ et on a
Iy = GZEY /(4e Gw) .
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Fig. 2.8: Bruit en fonction du courant & température nulle pour eU = 200Etv}‘f .
On a Iy = G2 Ew/(4e Gw) et So = ely.

On constate ainsi que la conductance différentielle est directement proportionnelle & la fonction
¢(g) qui caractérise la diffusion des électrons dans le fil.

On peut aussi noter sur la figure 2.7(b) que la facteur de Fano différentiel s’annule quand
ug = 0.6, cela correspond a un maximum du bruit en fonction du courant comme on peut le
voir figure 2.8 olt nous avons tracé S(I) Enfin, si V< 0 ou V > U, le bruit et le courant sont
strictement proportionnels car un des taux de transition N= est nul, c’est pourquoi le facteur
de Fano différentiel est égal a 2 pour ces énergies.

Comparaison avec la théorie des circuits

Pour vérifier nos résultats, il est intéressant de les comparer avec ceux obtenus par une
méthode alternative appelée théorie des circuits [22-24, 26, 57]. Les hypotheses qu’elle utilise
sont les mémes que celles que nous avons utilisées dans la section précédente. Elle a cependant
I'avantage de pouvoir traiter des jonctions de transparence arbitraire et pas seulement tunnel.
Néanmoins, sa mise en ceuvre nécessite souvent des calculs numériques et elle devient difficile
pour des structures complexes. Pour un fil diffusif, on peut résoudre numériquement la théorie
des circuits sans trop de difficultés et donc comparer les résultats avec ceux obtenus avec la
méthode de 'hamiltonien tunnel. Nous allons ici nous contenter d’une bréeve introduction a la
théorie des circuits qui est expliquée plus en détail dans le chapitre 4.

Nous allons suivre la démarche utilisée par Belzig et Nazarov dans [26] qui modélisent un fil
diffusif avec la technique des fonctions de Green semi-classiques. On discrétise le fil en N noeuds,
chacun d’eux représente un morceau du fil suffisamment petit pour que ’on puisse y négliger les
inhomogénéités, voir la figure 2.9. Les nceuds sont décrits par une matrice de Green G 4 x 4 dans
I’espace de Nambu( ") - Keldysh (=) qui satisfont la condition G? = 1. Ils sont connectés entre
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Fig. 2.9: Schéma du fil discrétisé en six noeuds connectés entre eux par des jonc-
tions tunnel.

eux par des jonctions tunnel de conductance gr = (N 4 1)Gyy, ainsi la conductance classique
total du fil est bien Gyy. Plus le nombre de nceuds est grand, plus le modele représente fidelement
le fil normal. Les conditions de Kuprianov - Lukichev [58] ainsi que le terme de décohérence de
I’équation d’Usadel donnent I’équation qui doit étre satisfaite a chaque nceud 7 :

[A;,Gi]=0  avec  A;=gr(Giy1 +Gi_1) — 2i 73, (2.73)

€
w
NE}Y
ol 73 = 73®1, and o, Tj(i,j=1,2,3) sont les matrices de Pauli. Les fonction de Green des extrémités

sont données par les solutions de I’équation d’Usadel d’un métal normal a 1’équilibre thermody-

namique : G = 73 ® 73 + (fro + fro7s) © (61 + i62) avec fro = 1— fy — f-, fro = f- — [+,
f+(e) = f(e £ eUr r), Urr est le potentiel & gauche (L) z = 0 ou a droite (R) x = L. L "équa-

tion (2.73) a comme solution analytique G = A;/ \/E . On a ainsi modélisé un fil normal bien
connecté a deux électrodes de potentiel Ug et Ur. Il nous reste maintenant a ajouter la jonction
tunnel avec le supraconducteur. On le connecte au noeud s (0 < s < V) avec une barriere tunnel
Gp. Comme il est techniquement plus facile de considérer le supraconducteur a la masse, on fixe
UL, =U—V et Up = —V. Le contact avec le supraconducteur modifie I’équation (2.73) de la
fagon suivante :

As =Jgr (gs+1 + Gs—l) +Gr GS(X) - (274)

21———"73.
NEW "
Notons qu’en ’absence de connection avec le supraconducteur, la fonction de Green peut
étre obtenue analytiquement. En effet, I’équation (2.73) est la forme discrétisée de 1’équation
d’Usadel :

DO, (G 9,G) +iE[73,G] = 0. (2.75)
ott D est la constante de diffusion. Or sans supraconducteur on remarque que [73,G(0)] =
[73,G(L)] = 0, on peut chercher une solution qui commute avec 73 pour tout z. Dans ce cas
I’équation d’Usadel devient 0,(G 9,G) = 0 qui se résout facilement & l'aide de la condition de
normalisation G? = 1 et des conditions au bords G(0) = G, G(L) = Gg. On obtient :

Cl(x) = Gy [Gr Gr]™" (2.76)

Cette méthode ne convient pas lorsque le fil est connecté & un supraconducteur car [73, GS] #0,
on est alors obliger d’utiliser le calcul numérique.

On va supposer que G < gr, on peut donc négliger les corrections a 1’énergie de Thouless
venant de la présence du réservoir supraconducteur. La fonction de Green Gg(x) est la solution
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Fig. 2.10: Facteur de Fano (en valeur absolue) en fonction de V/U. Les lignes
pleines correspondent au calcul tunnel (cf. équation (2.71)) et les points aux ré-
sultats numériques de la théorie des circuits. La position de la jonction NIS est
x/L =9/18,8/18,4/18 et 1/18 de haut en bas (on a utilisé 18 neeuds). On a fixé
eU = 200EY .

semi-classique dans le réservoir supraconducteur modifiée par le champ de comptage x. Elle est
donc donnée par Gg(x) = e IXTK Gg e3XTK avec ,C’;g = Ty ® let 7 = 73 ® &1. Une fois que 'on
connait 'ensemble des fonctions de Green G du fil, on peut en théorie obtenir tous les cumulants
du courant qui traverse la jonction NIS en calculant

700 =~ 5L [ e ur {7l G} (2.77)

8
Le courant est donné par I = J(x = 0) et le bruit est proportionnel & la premiere dérivée de J
par rapport & x : S = —2ied.J/Jdx. Par le calcul numérique, on obtient simultanément le courant
et le bruit car I est proportionnel a la partie réelle de J et S a sa partie imaginaire.
Pour calculer les fonctions de Green des noeuds on procede par récurrence. On donne d’abord
des valeurs quelconques aux fonctions de Green qui modélisent le fil (par exemple la solution
pour un réservoir normal). La fonction de Green du premier noeud & coté de 1’électrode de gauche

est calculée en utilisant G; = A;/ \/./T% , on calcule ensuite celle du nceud voisin de la méme fagon.
On procede ainsi jusqu’a 'autre extrémité du fil. Ce calcul est réitéré jusqu’a ce qu’il converge.
On obtient alors numériquement toutes les fonctions de Green du fil.

Nous avons donc calculé le courant et le bruit pour eU = 200EtV}[1/ , pour différentes valeurs
de V. Nous avons utilisé 18 nocuds. On a choisi la conductance G beaucoup plus petite que
gr (g7/Gr ~ 10%) et nous avons vérifié que le bruit et le courant sont bien proportionnels &
G2 comme le prédit 'équation (2.71). Nous avons tracé (cf. figure 2.10) le facteur de Fano en
fonction de V/U (0<V<U/2)) pour différentes positions s de la jonction NIS le long du fil. On
constate un bon accord entre la théorie des circuits et la méthode de 'hamiltonien tunnel. On
remarque que F' diverge pour certaines valeurs de ug et V', alors que pour un systeme a ’équilibre
il devrait étre égal a 2. Cela vient du fait que le courant & travers la jonction NIS peut s’annuler
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Fig. 2.11: Facteur de Fano différentiel (en valeur absolue) en fonction de V/U. Les
lignes pleines correspondent au calcul tunnel (cf. équation (2.71)) et les pointillés
aux résultats numériques de la théorie des circuits. La position de la jonction NIS
est z/L = 9/18,8/18,4/18 et 1/18 de bas en haut (on a utilisé 18 nceuds). On a
fixé eU = 200E)} .

sans que le bruit s’annule aussi. Cela se produit quand les taux de transmissions N= sont égaux
mais non nuls. Cet effet n’est pas di aux interférences entre les ondes électroniques mais juste
a la forme de la fonction de distribution des électrons dans le fil.

Une méthode plus précise pour vérifier la consistance des deux approches est de comparer les
facteurs de Fano différentiels F(eV') obtenu par chaque méthode. Le calcul numérique employé
ne permet pas d’obtenir les dérivées du courant et du bruit avec une grande précision. Cependant,
on peut voir sur la figure 2.11 qu’il y a un accord raisonnable entre les deux méthodes, 1’écart
relatif restant de ’ordre des erreurs numériques.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons calculé le bruit en courant d’une jonction tunnel métal normal-
supraconducteur pour des différences de potentiels eV et des températures kg1 tres inférieures
au gap mais finies. On a montré que si le métal normal est a ’équilibre thermodynamique, le
rapport entre le bruit et le courant est universel, ceci restant valable en présence de désordre ou
d’interactions. L’efficacité de la méthode de I’hamiltonien effectif permet de I'adapter a d’autres
problemes intéressants de transport de charge dans des circuits mésoscopiques hybrides. Nous
I'utilisons notamment dans le chapitre suivant pour étudier les corrélations croisées. Si la jonction
n’est pas tunnel, cette méthode ne peut plus étre utilisée, le relation (2.42) n’est en générale plus
vérifiée. Nous verrons dans le chapitre 5 comment est modifié le facteur de Fano d’une cavité
connectée par des jonctions quelconques & un métal normal et un supraconducteur.



Chapitre 3

Corrélations croisées dans les
jonctions tunnel métal normal -
supraconducteur

Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons étudié le bruit en courant dans une seule jonction
tunnel métal normal - supraconducteur. Nous allons maintenant enrichir la géométrie en ajoutant
une seconde jonction tunnel entre le supraconducteur et une nouvelle électrode normale placée
a une distance typique R de la premiere (cf. Fig. 3.1). Ceci va nous permettre d’étudier non
plus uniquement le bruit en courant mais aussi les corrélations entre les courants qui traversent
chaque jonction.

Il y a plusieurs intéréts a étudier une telle structure. Celle-ci permet d’abord de sonder la
taille des paires de Cooper!. En effet, si la distance entre les deux jonctions est de l'ordre de
la taille des paires de Cooper, il est possible que deux électrons d’une méme paire de Cooper
soient transmis chacun dans une électrode normale différente. Ce processus de transport de
charge non-local, que 'on appelle réflexion Andreev croisée (abrégé dans la suite par CAR de
Crossed Andreev Reflection en anglais), peut étre utilisé pour sonder la forme des paires de
Cooper. La premiere idée pour extraire la dépendance en distance de CAR fut d’étudier la
matrice de conductance [60-63]. Or CAR n’est pas le seul processus de transport non-local, il y
a aussi le cotunneling élastique (abrégé dans la suite par EC de Elastic Cotunneling en anglais)
[64] qui correspond au passage d'un électron d’une électrode normale & I'autre en passant par
le supraconducteur. Mais en pratique ces deux processus se compensent dans la partie hors
diagonale de la matrice conductance. Ils sont de plus dominés par la réflexion Andreev directe
(transfert des deux électrons dans la méme électrode normale) dans la partie diagonale de la
matrice conductance. Il a récemment été montré qu’en présence de fortes interactions électron
- électron, il est possible de réduire la contribution directe [65-67]. Nous allons montrer dans ce
chapitre comment dans le cas sans interaction on peut accéder directement aux contributions

'Pour du niobium dans 1’état supraconducteur, la taille des paires de Cooper est de l'ordre de 10 — 15 nm, cf.
[59] .
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CAR et EC en mesurant la corrélation croisée du courant dans les deux électrodes normales.

L’étude de la corrélation croisée dans cette structure est aussi intéressante a cause de son
signe. En effet, Biittiker dans [68] a montré que, dans un circuit électronique sans interaction
ou les réservoirs sont a 1’équilibre thermodynamique et les différences de potentiels constantes,
les corrélations croisées sont négatives a cause de la statistique de Fermi. Cela a récemment été
confirmé expérimentalement dans des expériences de type Hanbury Brown-Twiss [69, 70]. Jusqu’a
présent, il n’a jamais été observé de corrélations croisées positives dans les circuits électriques.
Mais si une des conditions de Biittiker n’est pas remplie, il se peut que la corrélation croisée
change de signe. Ainsi en utilisant une électrode supraconductrice qui permet d’injecter des paires
d’électrons corrélées dans le circuit, il a été prédit que ’on peut observer des corrélations croisées
positives [30, 31, 46, 71-77]. La plupart des calculs ont été fais pour une géométrie en Y ou le
supraconducteur est attaché par une seule jonction aux électrodes normales [30, 31, 72-75, 77].
C’est la géométrie habituelle pour I'étude des interférences en optique, mais elle complique
I'interprétation du changement de signe car elle mélange les processus élémentaires de transport
de charge CAR et EC. Nous verrons que dans la géométrie que nous utilisons les corrélations
peuvent étre positives et qu’elle permet des interprétations simples de leur signe. En outre, cette
structure est aussi intéressante du point de vue du calcul quantique car les paires de Cooper
dans un supraconducteur de type s sont dans ’état de spin singulet, le processus CAR crée donc
une paire non locale d’électrons intriqués dans les électrodes normales.

Dans ce chapitre, nous montrerons que CAR a une contribution positive aux corrélations
croisées tandis que celle d’EC est négative. Nous montrerons également que la réflexion Andreev
direct ne masque pas ces effets. Nous verrons aussi que 'on peut sélectionner les contributions
de CAR et EC uniquement en modifiant les potentiels des électrodes normales. Ainsi cette
structure permet de sonder directement CAR et EC et de mesurer le changement de signe des
corrélations croisées. Nous verrons aussi comment un environnement électromagnétique extérieur
peut induire une conductance croisée non-nulle.

3.1 Etude d’une double jonction tunnel métal normal-
supraconducteur

3.1.1 L’hamiltonien effectif

On considere donc un supraconducteur conventionnel Bardeen-Cooper-Schrieffer connecté
par des jonctions tunnel a deux électrodes normales A et B séparées d’une distance typique R,
cf. Fig. 3.1. Pour décrire le transport de charge, on utilise comme dans le chapitre 2 'approche
standard de 'hamiltonien tunnel :

H=Hs+ H{ + HS + H} + HE (3.1)
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Fig. 3.1: Schéma du composant a trois terminales que 'on étudie.

ou HY (Hg) décrit avec ou sans désordre I’électrode normale « (le supraconducteur). Ils sont
donnés par :

HYy = ) &ecpld, (3.2)
ko

Hs = Y Cqdlpdao + > [Ad dl o + A*d_gpdg)]. (3.3)
qo q

ou A est le gap supraconducteur. L’indice o labélise les deux états de spin, k et q correspondent
aux nombres quantiques qui labélisent les états propres dans les électrodes isolées. La partie
tunnel de I’hamiltonien est

HE = [t ol dao + thadlyci,]  avec  thy = / Brd®r o (r, )L () g (r) (3.4)
kqo

et t*(r,r’) est Pamplitude quantique pour qu’un électron passe par effet tunnel de la position
r dans I’électrode normale o a la position r’ dans le supraconducteur. On choisit de fixer le
supraconducteur a la masse et de porter les électrodes A et B aux potentiels V4 et Vpg.

On s’intéresse au transport de charge dans le régime sous le gap : |eVy4|, |eVp|, kgT < A.
Dans ces conditions, aucune quasi-particule ne peut étre créée dans le supraconducteur pendant
un temps plus long que i/A. Comme dans le cas d’une barriere simple que 1'on a étudiée dans
le chapitre 2, nous allons chercher quels sont les processus du second ordre en amplitude tunnel
qui transportent des charges.

La réflexion Andreev

Nous avons déja étudié le premier processus, la réflexion Andreev. Une paire de Cooper est
détruite dans le supraconducteur et deux électrons de spins opposés sont créés dans les électrodes
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Fig. 3.2: Les trois types de processus qui transportent des charges.

normales. Il est possible que les électrons créés le soient chacun dans une électrode différente. La
paire de Cooper est séparée spatialement (cf. 3.2(b)). Ce processus dépend fortement du rapport
entre la taille des paires de Cooper et la distance R entre les jonctions. En utilisant la formule
(2.29), nous trouvons que l'amplitude de probabilité quantique pour qu’une paire de Cooper
soit détruite dans le supraconducteur et qu’un électron de spin haut soit crée dans I’électrode «
(o = Aou B) ainsi qu'un électron bas dans ’électrode 5 (8 = Aou B) est :

1 1
AL ="t
Z kafp ot e +eVa— Eq +§g+evﬁ—Eq

(3.5)

Le processus CAR correspond a o # £3.

Cotunneling élastique

En présence de deux jonctions tunnel connectées au supraconducteur, la réflexion Andreev
n’est plus le seul processus a basse énergie qui transporte des charges. Il en existe un autre du
méme ordre que 'on appelle le cotunneling élastique. Il correspond a la séquence suivante : un
électron qo de Pélectrode B est détruit et un électron ko est créé dans 1'électrode A (voir figure

3.2(c)).
Pour calculer 'amplitude quantique de transition, on procede comme dans la section 2.3.1.
L’état final est de la forme \ f)= cﬁT cpT‘ i) ou |i) est I’état initial. Il y a deux états intermédiaires

virtuels possibles |mq) =~ q leT| i) ou |mg) = W(J;TCPTM. Les éléments de matrices sont donnés
par :

(flHr|my) = —t52vg, (mq|Hrli) = —tﬁqvq,
(f|Hrma) = tkquq’ (mao|Hrli) = ffquq,

et la différence d’énergie est donnée par E,,, — E; = Ey + &k +eVa, By, — E; = Eg— &, — eV
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En utilisant la formule (2.29), on obtient amplitude de ce processus :

’LL2 ’02
Tup = > tieqtin 4 - 4 : 3.6
kp g ka'pa | B¢, —eVp  Eq+&cteVa (36)

On obtient la méme amplitude pour le passage d’un électron de spin | de B vers A.

Ce processus est dit élastique car ’énergie de 1’électron détruit est la méme que celle de I’élec-
tron crée. En effet, a basse énergie aucune excitation ne peut subsister dans le supraconducteur.
De plus, le spin est conservé. Contrairement a la réflexion Andreev, le cotunneling élastique
existe encore si le supraconducteur est dans la phase normale en méme temps que le cotunneling
inélastique.

On est maintenant en mesure d’écrire un hamiltonien effectif qui ne prend en compte que les
processus de basse énergie [78] :

HY = Hy+HR+)Y [Jap+he]+T+T" (3.7)
a76
avec Jo3 = Z Aﬁgcﬂcﬂ et T= Z Tkpcﬁicga . (3.8)
kp kpo

ol h.c. correspond a ’hermitique conjugué. Cet hamiltonien est équivalent a I’hamiltonien initial
a basse énergie. Il permet d’obtenir facilement le bruit et le courant.

3.1.2 Courant et corrélations

Dans cette structure il y a deux courants indépendants a étudier I4 et Ig, les courants qui
passent a travers les jonctions tunnel A et B. Ils dépendent chacun des deux potentiels V4 et
Vg, la conductance différentielle est donc une matrice 2 x 2 :

T OI4/0Va 014/0Vp \ _ [ Gaa Gas (3.9)
dIp/0Va OIp/0Vp Gpa Gpp )~ '

Si les potentiels sont suffisamment petits, on peut se satisfaire de 'approximation linéaire et le

courant est donné par :
Iy Gaa Gap > ( Va >
= . 3.10
< Ip > ( Gpa GBB VB (3.10)

Dans cette limite on a la relation de réciprocité d’Onsager-Casimir, Gap = Gpa, qui provient
de la réversibilité des équations microscopiques, c.-a-d. de leur invariance sous le changement
t — —t. On constate aussi avec la relation (3.10) que si la conductance croisée G4p est non
nulle, on peut faire passer un courant a travers la jonction B alors que la différence de potentiel
a travers cette jonction est nulle, Vp = 0, mais V4 # 0, il y a un courant non-local.

Passons maintenant au calcul des courants. On commence par définir les deux opérateurs
courant associés aux charges passant a travers la jonction A ou B. En représentation Heisenberg,
ils sont proportionnels a la dérivée temporelle de 'opérateur « nombre de particules » N, =
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S ke te i I, = —e dN,/dt = (ei/h)[H*, N,], a = Aou B. En calculant les commutateurs,
on trouve :

IA:%[2JAA+JAB+JBA+T]+h.c. ; IB:%[2JBB+JAB+JBA_T]+}L-C-- (3.11)

Pour calculer la valeur moyenne du courant et ses corrélations, on utilise la théorie perturbative
dépendante du temps.
A Tordre le plus bas (~ t%), le courant moyen est donné par la formule de Kubo (cf.

Eq. (A.19)) :
t
(In) = _ﬁ/ dt' ([ (t), Heﬁ(t’)bo. (3.12)
Le symbole (...)o correspond a la valeur moyenne quantique et statistique. En utilisant la sta-
tionnarité (c.-a-d. (A(t)B(0))o = (A(0)B(—t))o), on obtient finalement :
(In) = e[2(NA*— NAY) 4 (NAB - NAB) + (NEC — NEO)] | (3.13a)
(Ip) = e[2(NBP — NBP) 4 (NAP — NAB) — (NEY — NEO)T | (3.13b)

ou les taux de transitions N~ sont donnés par

1 [T 1 [t
N = [ a0, N = / At (JT () Jua(0))0 . (3.14a)
2 [t 2 [t
AL /_ At (JapO) s, NAP = = /_ dt' (Tt (1) Ta5(0)) (3.14b)
EC _ i e ! ey EC i e ! J[
e = L [Caraortene, N = [Caratoron e

Le facteur 2 dans (3.14b) vient du fait que Jp4 donne la méme contribution a NéB que
Jap. Apreés avoir évalué la valeur moyenne et l'intégration temporelle, les taux de transition
deviennent :

2
o = 7 Z ARS P HAM (&, €5)0(Exc + &p + 2eVa) | (3.15a)
a8 = l Z | Ay [P HAM (616, £p)6 (i + &p + €V + Vi) (3.15b)
0 = Z | Tiep|* HE (1, )0 (6ic — &p + €Va — €V) (3.15¢)

ot HAM(&,&p) = f(€)f(€p) » HA 6k, 6p) = [1 = f(&)][1 = £(&p)] , HE'(6x6p) = f(&)[1 —
[(&p)] = H®(&p, &k) » f(&k) est la fonction de Fermi. Les formules (3.13) sont en accord avec

les résultats de Falci et al. dans Particle [63].
On constate que le courant moyen est la somme de la contribution des trois processus élé-
mentaires : la réflexion Andreev directe (N44 ou NPB), la réflexion Andreev croisée (NCAR)
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et le cotunneling élastique (NFY). Ce sont ces deux dernieres contributions qui dépendent de
la distance R entre les jonctions. Comme nous le verrons par la suite, la conductance croisée
qui dépend uniquement de CAR et EC est en faite nulle. La dépendance en R est alors unique-
ment présente dans la partie diagonale de la matrice conductance et comme la réflexion Andreev
directe domine les autres processus, la dépendance en R est noyée dans le signal direct, elle
est donc pratiquement impossible a observer par des mesures de conductance. C’est pourquoi
nous allons maintenant nous pencher sur les corrélations de courant qui, comme on va le voir,
permettent d’accéder directement aux amplitudes des processus non-locaux.
Les corrélateurs du courant sont définis par

+oo
Sy = / ST (1) 51500} (3.16)

ou 01, (t) = I,(t) — (In), @ et 3 sont égaux a A ou B. On fait ce calcul au premier ordre non nul
en tiq. On doit donc développer 'opérateur d’évolution par rapport a I’hamiltonien tunnel. A
lordre le plus bas, cela revient & remplacer la moyenne thermique (...) sur I’hamiltonien total
HT par la moyenne thermique (...)o sur la partie libre Hy. On constate alors que 'on peut
négliger le terme (I,)o(I5)0 ~ t8 devant (I,15)o ~ t*. On obtient ainsi :

Saa = 2% [4(NAY + NAY) + (NAB + NAP) 4 (NEC 4 NEO)] (3.17a)
Sap = 2¢*[(NAP + NAP) — (NEC 4 NEO)] | (3.17b)

ou les taux de transitions N= ont été définis par les équations (3.15). On remarque d’abord
que comme le courant, les trois processus élémentaires (réflexion Andreev directe, CAR et EC)
contribuent au bruit dans les jonctions (SAA par exemple). Par contre, seuls les processus CAR
et EC contribuent & la corrélation croisée S4p. En effet, la réflexion Andreev directe ne correle
pas les électrons de deux électrodes. Ainsi, la corrélation croisée Sap est une mesure directe de
I’amplitude de la réflexion Andreev croisée et du cotunneling élastique et ainsi elle permet de
sonder la taille des paires de Cooper.

Il est intéressant d’introduire SCA% = 2¢2 (NéB + NéB) et SEC = 2¢2 (NEC + NEC), on
peut alors réécrire la corrélation croisée sous la forme suivante : Sap = SCAR _ GEC  Comme
les taux de transition N< sont des quantités positives, on en déduit que la réflexion Andreev
croisée donne une contribution positive a S4p, alors que le cotunneling élastique y contribue
négativement. Cela peut s’expliquer facilement si I'on remarque que chaque processus de type
CAR crée des courants instantanés de méme signe dans les électrodes alors que EC crée des
courants instantanés de signe opposé.

3.1.3 Statistique complete du transport de charge

Pour obtenir la statistique complete du transport, nous allons procéder comme dans la section
1.3. La charge élémentaire transportée est celle de ’électron : gg = —e. On considere les deux
variables aléatoires suivantes :

e n,, le nombre de charges élémentaires —e ayant traversé la barriere tunnel A pendant un

temps to,



46 CHAP. 3: CORRELATIONS CROISEES DANS LES JONCTIONS TUNNEL

e 1y, le nombre de charges élémentaires —e ayant traversé la barriere tunnel B pendant un
temps .

Nous cherchons la probabilité p(ng,ny, to) que n, charges aient traversé la barriere A et n; la
barriere B pendant un temps tg. Le transport résulte de la combinaison de huit processus de
Poisson indépendants qui ont comme taux de transition :

e NAA qui correspond & la transition (ng,n,) — (ng F 2,m3) (cf. Fig. 3.3(a)),

° NgB qui correspond a la transition (ng,np) — (ng, np F 2) ,

e NAPB qui correspond a la transition (ng,np) — (ng F 1,mp F 1) (cf. Fig. 3.3(b)),

e NEC qui correspond 4 la transition (ng,np) — (ng F 1,m, F 1) (cf. Fig. 3.3(c)).

On en déduit que I’équation maitresse satisfaite par p(ng, np,t) est (cf. Fig. 3.3) :

d
(e, 1) = NAp(ng = 2,my, ) + N2p(na + 2, m, 1)

+NBBp(ng,ny — 2,t) + N2Bp(ng, ny + 2,1)
+NAB p(ng —1,nb—1,t)—|—Nf,Bp(na+1,nb—i—1,t)
+NECp(ng — 1,y +1,t) + NECp(ng +1,n — 1, 1)
— (NAA ¢ NAA 4 NBB L NBB | NAB | NAB L NEC L NECY p(ng,my,t) .

(3.18)
Pour résoudre cette équation, on utilise la fonction génératrice suivante :
X(Aay o) = (e Ca@atM@)) = N p(ng, mp, t) exp [—ie (Aana + Aam)] (3.19)
Na,mp
et apres un peu de calculs on trouve que la fonction génératrice des cumulants est :
¢ =Iny = N4, (e2ie>‘“ - 1) + N4, (6721'6)\“ - 1)
+NBBy, (62ie)\b _ 1) + NBBy, <e—2ie)\b _ 1)
FNABy, <eie(>\a+>\b) _ 1) + NABy, <eﬂ'e(Aa+Ab) _ 1)
+NECy, (eie(ka—kb) - 1) 4+ NECy, <e_ie(>‘“_>‘b) - 1) . (3.20)
Les cumulants sont simplement donnés par
ontm
(QaQy") = 8)\ga>\¢ N (3.21)

On retrouve alors les premiers corrélateurs du courant, Eq. (3.13) et Eq. (3.17) :
(L) = ((Qu))/to = e [2(NA4 — NA4) 4 (NAP — NAB) 4 (NEC _ NEC)]
Saa = 2((Qa)/to = 2¢° [4 (N2 + N2 4 (NAP + N2P) 4 (NEC + NEO)]
Sap = 2((QuQp))/to = 2¢* [(NAP + NAP) — (NEC + NEOY] .
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Fig. 3.3: Processus élémentaires qui peuplent et vident I’état central (ng, np) trés
légerement hachuré.
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Puis on peut calculer les corrélateurs du courant d’ordre plus élevé. Ceux mélangeant les deux
courants sont particulierement intéressants :

(@) /to = € [(NAP + NAP) — (NEC + NEO)] (3.23)
(@@ /to = €' [NAP + NAP 4 NEC 4 NECT. (3.24)

Ces résultats peuvent se simplifier un peu. On montre en effet que

HAM(E,, &) = exp (B (& + &) HA (G, &) (3.25)
HEYE,&) = exp (B (& — &) HS (6, &) - (3.26)

On en déduit a 'aide des équations (3.15) que les taux de transition de chaque processus ne sont
pas indépendants :

NAA _  —28eVapyAA (3.27a)
NAB  —  B(eVateVp) NAB (3.27Db)
NEC = ¢=B(eVa—eVp) NEC (3.27¢)

On a donc des relations de type « équilibre détaillé » entre les taux de transition. Cela provient
du fait que le transport de charge est stationnaire et que les réservoirs sont a I’équilibre ther-
modynamique. C’est le méme type de relation qui nous a permis de relier le courant et le bruit
dans une jonction NIS (Eq. (2.42)). Il n’y a donc que quatre quantités réellement indépendantes
qui caractérisent le transport : les quatre taux N_, qui seront calculés en utilisant la mécanique
quantique. Introduisons les courants résultant de chaque processus :

15,(Va, T) = 2e(NA4 - NAY) (3.28a)
Rar(Va+ Ve, T) = e(NAP - N2AP) (3.28D)
Ipe(Va—Vp,T) = e(NEC - NEC). (3.28¢)

Les corrélateurs d’ordre deux sont alors donnés par :

V. vV, 1% Vi — eV
Saa = 2e [QI%A coth <6—A> +18ARcoth (M) —i—I%Ccoth <M>] )

kpT 2kpT 2kpT
eVa+eVp eVy —eVp
SAB = 2e |:‘[8'AR coth <W> - I%C coth (W)] . (329)

Pour pouvoir prédire quantitativement le transport de charge il nous reste a calculer les
quatre courants élémentaires I°. Les deux courants Ig gqetl % g provenant de la réflexion Andreev
directe ont été calculés il y a quelques années par Hekking et Nazarov dans [34, 35] en présence
de désordre. Nous sommes déja revenus sur ces calculs dans le chapitre 2 ou l'on étudiait une
seule jonction NIS. Quant aux courants élémentaires de la réflexion Andreev croisée Ig AR et du
cotunneling I%C, ils ont précédemment été évalués par Falci et al. [63] en absence de désordre
et par Feinberg [79] en méme temps que nous [78] pour un supraconducteur diffusif. Nous allons
revenir en détail sur ces calculs dans la section suivante, afin de pouvoir obtenir quantitativement
la corrélation croisée.
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3.1.4 Les corrélations croisées

Nous allons suivre la méthode des articles [34, 35]. Nous l'avons déja utilisée dans la section
2.3.2. Comme on vient de le voir il nous suffit, en combinant (3.17b) et (3.27), de calculer NAB
et NEC pour obtenir la corrélation croisée.

On part de (3.15), on change les sommes sur k et q en intégrales par la manipulation usuelle :
> = [ deadn 3 5(6~ €0)6l6n — n). (3.30)
kp kp

On fait en suite le changement de variable (de Jacobien égal a 2) :

E = (€a+&p)/2 §a = E+e
{8 — (€a—£5) /2 ‘:’{53 — e (3.31)

On effectue immédiatement une des deux intégrales sur les énergies grace a la fonction de Dirac.
On obtient :

NAB  — % /ds AAnd(a —eUfMd o — eUAnd)Hﬁnd(&? —eUhnd o — eUAnd) (3.32)
NEC = % / dE A“YE — eU", E + eU* ) HS (E — eU", E + eU) (3.33)
avec
AM(EqEp) = Y an?0(8a — G)I(En — &p)IART 1, (3.34)
kp
AN Ealp) = Y 4mP0(€a — §)3(EB — &p)|Tiepl* (335)

kp

otton a posé UAM = (V4 4Vp)/2 et Ut = (V4—Vp)/2 . On remplace maintenant les amplitudes
tunnel par leurs expressions (3.5) et (3.6). En effectuant le méme type de manipulations que
précédemment, on aboutit & :

Annd/eot (g ep) = / dgd¢! FAMYON (s ea, E) FAMON (s €a, E)ZA YN (4, €55 ¢, C') (3.36)

And  _ o u()v(¢) u(¢)v(C) o WM

g - [fA—i—eVA—E(() + £B+€VB—E(C')] ~ —4 EQ) (3.37)
“ () ) 0, W) —v*()

" o [E(C) —¢ép—eVp  E(()+éa+ eVA] ~ 2n s (3.38)
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(a) Diagramme représentant (b) Diagramme représentant
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Fig. 3.4: Diagrammes représentant les contributions CAR et EC au transport de

charge. 224 contient des propagateurs anormaux dans le supraconducteur, Z°°t

uniquement des propagateurs normaux.
et

EAM (4, 653G C) = 3 064 — E)B(ER — £p)(C — CQ)(C — Ca HigtE_ ot tBe o

kp
aq’
(3.39)
Zeot (€, €5 ¢, ) = Z 5(€a — &)d(EB — €p)O(C — Cq)d(¢' — CQ’)tﬁqtgétﬁé’tEQ’
a
(3.40)

On a pu faire les approximations dans les équations (3.37) et (3.38) car £4 et {p sont aux
maximum de l'ordre de max(eVy,eVp, kpT) < A a cause des fonctions de Fermi.

Ce sont les fonctions = qui contiennent I'information sur la forme des jonctions ainsi que sur
la facon dont les électrons se

propagent dans les électrodes (diffusif ou balistique). Si on s’intéresse a leur représentation
diagrammatique (cf. Fig. 3.4), on constate qu’elles ont des structures différentes : sAnd faig
intervenir des propagateurs anormaux, signe de la réflexion d’Andreev (Fig. 3.4(a)), et =
des propagateurs normaux, signe d’un effet tunnel usuel (Fig. 3.4(b)). Comme les propagateurs
anormaux n’existent que dans I’état supraconducteur, on comprend bien que la réflexion Andreev
croisée disparait pour des énergies de 'ordre du gap A mais pas le cotunneling élastique.

On utilise maintenant la représentation spatiale des amplitudes tunnel (3.4), on obtient :
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A, €p:¢, ¢ = /d3r1...d3r4/d3r'1...d3rﬁlK§A(r3,r1) K¢, (ra,r0) X
K (v, rh) Ko (r), rh) ta(ry, v))tp(ra, v9)th (rs, r3)t5(re, r)) (3.41a)
EeEL, €3¢, (] = /d3r1...d3r4 /d3rg...d3rgK5A(r3,r1) Kep, (r2,14) X

K¢ (ry,r5) Ker(x),v5) ta(ry, 1))tp(re, 15)t) (rs, 15)t 5 (rs, 7)) (3.41D)

ou les fonctions K sont les densités spectrales précédemment définies, voir Eq. (2.49) et
désigne la moyenne sur les impuretés dans chaque réservoir, si il y en a.
On utilise ensuite la forme suivante pour les amplitudes tunnel dans U'espace réel [50] :

to(r1,r2) = 8 (21 — 2a) 8 (22 — 20) 2(r] — Eh)ta(r)), a=A B. (3.42)

ou la jonction « est située dans le plan z,. Comme nous 'avons vu dans le chapitre 2 on peut
relier |to|? & la conductance par unité de surface gr, de la barriere a dans 1’état normal, cf.
Eq. (2.59) :

gToz(R) = 27(3]{% 94Q Vo VS‘ta(R)‘Q (3'43)

ol V4, VB et vg sont les densités d’état par unité de spin des réservoirs A, B et du supraconducteur
dans I’état normal.

Les densités spectrales dans les électrodes normales K¢, et K¢, se propageant dans des
espaces distincts, ne peuvent interférer entre elles. De plus, ¢’est principalement pour une énergie
proche de I’énergie de Fermi que ces densités spectrales contribuent donc K¢, ,, ~ Ko = v,g oli g
est donné par (2.54). Ainsi, les fonctions E ne dépendent finalement que ¢ et ¢’ et en combinant les
équations (3.36), (3.37) et (3.38) on constate que AA/0t (¢, ¢5) ~ AARd/e0t(() (). Ceci a comme
conséquence importante que les courants élémentaires de chaque processus sont nécessairement
linéaires :

Rur(Va+ Ve, T) = (Va+Vg)Gear (3.44)
Ipc(Va =V, T) = (Va—Vp)Gre, (3.45)

ainsi la conductance croisée est donnée par Gap = Goar — Gec. Comme on 'a vu dans le
chapitre 2, ce n’est pas le cas de I, 8 ar(Va) qui peut étre fortement non-linéaire. Les conductances
sont données par

Goan = 904™(0,0) = gq [ dGd’ 674G A(¢)Z(c. ) (3.46)
Gro = 504 (0,0) = g [ dGdC' 67O (E(C.¢) (3.47)

avec
PUAR(¢) = 2rr = dFC(¢) =2 S (3.48a)

21 A2 T LA
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Elles suffisent pour déterminer la corrélation croisée car en utilisant ’équation (3.29), on a [78] :

eVa+ eVp

Sap = 2e (VA+VB)G0ARCOth< ohpT

> — (V4 — Vi) Gge coth (Mﬂ

2kpT
(3.49)
On voit immédiatement a partir de cette relation que ’on peut changer le signe de la corrélation
croisée en modifiant uniquement les potentiels des réservoirs :
e SiVy=Vp =V et que la température est suffisamment basse :

SaB 2462(GCAR’V’ — kgTGEc) %462GCAR‘V’, (3.50)

la corrélation croisée est positive et elle est directement proportionnelle & I’amplitude de
réflexion Andreev croisée.
e SiVy = —Vp =U et que la température est suffisamment basse :

Sap = —462(GE0’U‘ — kBTGCAR) ~ —462GE0‘U’, (3.51)

la corrélation croisée est négative et proportionnelle a 'amplitude de cotunneling élastique.
On peut ainsi accéder facilement et de facon indépendante a ’amplitude des processus CAR et
EC.
Pour obtenir des résultats quantitatifs, nous devons maintenant faire des hypotheses plus
précises sur la facon dont les électrons se propagent au voisinage de la jonction.

Transport balistique

On suppose donc qu’il y a tres peu d’impuretés dans les électrodes, c’est la limite propre ou
sans désordre, il n’y a pas de diffusion. Il faut pour cela que la longueur de cohérence balistique
dans le supraconducteur &, = hvp /A satisfasse [ > &,. Dans ce cas K¢ K é = E fé et les modes
propres sont des ondes planes. On en déduit que la densité spectrale dans le supraconducteur
s’écrit en dimension 3 :

2
Ke(r) = / ((217:){3 e®T5(¢ — R2K2/(2m) 4 ur) (3.52)

ou up est DPénergie de Fermi. On peut factoriser la dépendance en (,¢’ du noyau Z et ainsi
effectuer les intégrales sur 1’énergie des équations (3.48). On trouve, en utilisant A < pp :

/dC¢CAR(C)K<(r) = QWQVSSIZkaG_‘rV& (3.53a)
F

/d<¢EC(<)K<(r) - QWQVS%G—W@’ (3.53b)
F

ou vg est la densité d’état au niveau de Fermi par unité de spin du supraconducteur dans 1’état
normal.
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Il reste maintenant & intégrer sur les variables spatiales orthogonales aux barrieres dans les
fonctions = données par les équations (3.41). Nous trouvons :

( Goar ) = 47T4gQI/AI/BV§/ d2r1d2r3/ d?rod’ry g(r1 —r3) g(ro — ry)
GEC’ Sa Sp

N tp(ra)ts(re) foar(r — r2) foar(rs —14)
XEale)Ea(rs) ( tE(I'QﬁB(r@JFEC(rl —13) fro(rs — 14) ) (3.54)

ou les fonctions g sont définies dans 'Eq. (2.56), les intégrales se font sur les surfaces S, des
deux jonctions et

foar(r) \ _ 1 d ( sin(kpr)e /S /(kpr) \ _ 2 € /% [ cos(kpr)
< fec(r) > ~ordr < cos(kpr)e™"/% /(kpr) ) ~ kF(kFT)2 < —sin(kpr) ) (3.55)

la seconde égalité venant de A\p < [,r car r =~ R (R est la distance typique entre les deux
jonctions).

On va considérer le cas ou les jonctions ont un seul canal de transmission, c.-a~-d. S4,Sp ~ )\%.
On calcule alors les conductances en fixant r{ = rg , ro = rq et r{ = ro = R dans I’équation
(3.54) et on trouve [63] :

(3.56)

( Gcar
GEec

kS e 2R/% [ cos?(kpR)
= dntgovavpri|t4|?SA|ts|*PSE-L . F .
) 9QVAVB S| A| A| B| B 9 (k‘FR)4 SIDQ(]CFR)
En utilisant I’équation (3.43) on peut réécrire les conductances Goagr/pe en terme des conduc-
tances G4 et Grp des jonctions & un canal dans I’état normal® :

Goar \ _ GraGrp Sak¥ Spki e 2H/% ( cos?(kpR)
Gec ) 9o 3n 31 (kpR)* \ sin®(kpR) )~

(3.57)

Ces deux conductances bien qu’apparemment différentes sont égales une fois moyennées sur
quelques canaux car les fonctions sin?(kpr) et cos?(kpr) oscillent tres vite. Ainsi dans la limite
balistique 'amplitude de CAR et EC sont égales, Goar = Ggc, la conductance croisée est alors
nulle Gap = 0. Nous allons voir que c’est aussi le cas si le transport est diffusif. Notons que
pour des interfaces transparentes, Mélin et Feinberg [80] ont montrés que la compensation EC
et CAR ne tient plus et que le cotunneling élastique 'emporte sur la réflexion Andreev croisée.

Transport diffusif

On suppose maintenant que le transport dans les électrodes est diffusif. Cela revient & imposer
que la longueur de cohérence diffusive du supraconducteur & = /&l = /hD/A satisfasse
&g > 1. On effectue donc la moyenne sur les différentes configurations du désordre dans chaque
électrode des fonctions = définies par les équations (3.41). On procede comme dans la section
2.3.2 du chapitre 2. Pour les deux électrodes normales, on a la moyenne sur le désordre une seule

20n ne trouve pas exactement les mémes conductances que dans Particle [63] car ils utilisent une amplitude
tunnel dans ’espace réel différente, mais une fois moyennées sur plusieurs canaux on trouve bien Gcar = Ggc.
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Fig. 3.5: Représentation diagrammatique de la contribution dominante de = ou le
cooperon se propage dans le supraconducteur. On a utilisé les mémes conventions
que dans la figure 2.5 page 30.

fonction spectrale K, dont la valeur est donnée par I'équation (2.54). On dispose aussi de la
moyenne d’'un produit de deux fonctions spectrales KK dans le supraconducteur qui est donnée
par une équation similaire a I’équation (2.60) qui fait apparaitre un cooperon se propageant
dans le supraconducteur. On utilise ensuite les amplitudes tunnel (3.42) qu’il faut intégrer sur
les variables spatiales orthogonales aux jonctions. On constate alors que chaque fonction = est
la somme de 3 termes différents qui sont des produits de fonctions g & courte portée (de I'ordre
de Ap) (cf. Eq. (2.56)) et de fonctions P & longue portée. Parmi ces trois termes on garde

uniquement celui & longue portée car c¢’est lui qui domine. On trouve alors que ZAM = Z°t = =
avec
— 1
E(C-¢) = _VAVBVS/ d2r1d2r3/ d?rad’ra [ta(rs)*|tp(ra)
™ Sa Sp
X§2(1‘3 — I‘1)§2 (1‘4 — 1‘2) Re [PC—C'(r17 1‘2)] s (358)

cela correspond au diagramme Fig. 3.5. On effectue alors les intégrales sur r3 et r4 qui convergent
(cf. Eq. (2.58)) et on utilise I’équation (3.43) qui relie les amplitudes tunnel aux conductances
dans I’état normal (Eq. (3.43)), on obtient alors :

1
E(¢-¢) = 16572/ d2I‘A/ d’rp gra(ra)gre(re)Re [Pe_¢(ra,rp)] - (3.59)
™ VSgQ SA SB

I ne nous reste plus qu’a intégrer sur les énergies en utilisant ’équation (3.46) pour trouver
les conductances. Comme = ne dépend que de ¢ — ', on peut effectuer 'intégrale sur (¢ +(’)/2.
Bien que les fonctions ¢CA% et ¢FC soient différentes, I'intégrale donne le méme résultat pour
CAR et EC : A274(0,0) = A®*(0,0) = Aq avec [78, 79] :

1 A 9 9
Ad = 27‘(2 g gé /de’;‘ AQ T 52 //S d I‘Ad rp gTA(rA)gTB(rB) Re [PC,C/(I‘A,I‘B)] (3.60)

A,SB
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On en conclut d’abord que les courants élémentaires des processus CAR et EC, ont les mémes
amplitudes. Ainsi, Goar = Ggc, donc la conductance croisée est nulle Gap = 0I14/0Vp =
0Ip/0V4 =0 car :

IA(VA,VB) = Ig(VA,T)—i-ZgQAdVA (3.61)
Ig(Va,VB) = I%(Vp,T)+290A4Vp. (3.62)

Il n’y a pas de signature de la réflexion Andreev croisée et du cotunneling élastique dans la
partie hors diagonale de la matrice de conductance (G4p = 0) car les deux processus se contre-
balancent exactement dans la limite faiblement désordonnée. Il est alors difficile d’extraire de
mesures de conductance la contribution Az qui dépend de la distance R entre les jonctions car
ce ne sont que de petites corrections devant le terme de la conductance Andreev direct Ig /B
On constate alors que le grand intérét de la mesure des corrélations croisées est qu’elle permet,
par un ajustement judicieux des potentiels, de mesurer directement Acar ou Agc.

Ceci est d’autant plus important qu'une expérience récente de mesure de conductance croisée
[59] montre une légere différence entre Goar et Gre qui reste a ce jour inexpliquée. En complé-
tant ces mesures par des mesures de corrélation croisées, on pourrait extraire indépendamment
Goar et Gee.

Plusieurs méthodes ont été suggérées pour briser ’égalité des amplitudes CAR et EC : en
utilisant des électrodes ferromagnétiques en configuration anti-paralleles a la place des électrodes
normales [63], on peut diminuer 'amplitude de EC car elle met en jeu deux électrons de méme
spin sans affecter Pamplitude CAR. Il a aussi été proposé d’utiliser le blocage de Coulomb en
insérant des points quantiques entre les jonctions pour élimer la contribution EC [62].

Il reste une derniere étape pour achever le calcul. On peut remarquer que le péle du cooperon
P. (par rapport a la variable ¢) est dans le demi-plan sous l'axe réel. Cela se voit en utilisant
I'espace réciproque on P.(q) ~ 1/(—ic+hDg?). On peut alors effectuer sans difficulté I'intégrale
sur ’énergie de I’équation (3.60) en utilisant le théoreme des résidus. On trouve [79, 81, 82] :

1
Aa=7 2 // d’rad’rp gra(ra)grs(rs) Re [Pya(ra, vp)] (3.63)
VS 9q JJSaSs

Avec cette équation, il est maintenant possible de calculer quantitativement la corrélation croisée
une fois que la géométrie de la jonction est connue.

Cas de la diffusion libre Le cooperon tel que nous 'avons définis dans 1’équation (2.61) est
la transformée de Fourier temporelle de la fonction de Green, au sens mathématique du terme,
de I’équation différentielle de diffusion :

o .
[5 - DAT] P(r,v',t) =6(t)6(r —¢') avec P.(r,r')= /dt e=t/hp(r v 1), (3.64)
Cette équation que I’on retrouve souvent en physique permet de décrire beaucoup de phénomenes
de diffusion. Elle a notamment été utilisée par Fourier pour étudier la diffusion de la chaleur. On
suppose maintenant que le supraconducteur est suffisamment grand devant 1’échelle de variation
caractéristique du cooperon &;. On peut alors négliger les effets de bord et considérer que le
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Fig. 3.6: Amplitude Ay pour deux contacts carrés normaux sur un film supra-
conducteur diffusif en fonction de la distance R entre les contacts. De haut en bas
L/¢; = 00,5,2,1,0.5. La courbe insérée donne la dépendance en L quand R = 0.
La quantité go = 2e%v5Dd est la conductance du film supraconducteur dans 1’état
normal.

cooperon se propage dans un milieu infini. Il est donc invariant par translation spatiale ce qui
nous permet de travailler dans I'espace réciproque P:(q) = [ dr? P.(r,0)exp(iq.r) ot d est la
dimension de l'espace. En utilisant 1’équation (3.64), on trouve que P:(q) = 1/(—ie + hDg?),
donc a trois dimensions :

Py; = = —V2rl/ea 3.65
2 (1) / (27)2 2A + hDg2 ~ 4xhDr|© (365)

On voit que 'amplitude des corrélations croisées diminue exponentiellement par rapport a la
distance entre les deux jonctions avec une échelle caractéristique de l'ordre de ;. On a de plus
calculé explicitement 'amplitude A; dans un cas expérimentalement réalisable ou le supracon-
ducteur est un film métallique fin d’épaisseur d < &g, connecté a deux électrodes normales
carrées de coté L et séparées d’une distance R (cf. le dessin inséré Fig. 3.6). L’espace dans lequel
se propage le cooperon est a deux dimensions. On trouve de la méme facon que 'on a obtenu
(3.65) que :

Pyae) = — o Ko(—V3lel/€), (3.66)
ou Ky est la fonction de Bessel modifiée de second ordre. Comme on pouvait le prévoir, la
dépendance est essentiellement dominée par Py;a(R). La dépendance en fonction de la taille est
plus intéressante. Pour de grandes valeurs de L/&;, Pamplitude Ayz(R = 0) pour des jonctions
trés voisines augmente linéairement avec L ; cela vient du fait que la contribution principale
est due a de fines bandes de largeur &; et de longueur L sur chaque contact. Cela peut étre
utilisé expérimentalement pour augmenter la valeur du signal en augmentant la taille latérale
des contacts [79]. Pour de petits contacts, L < &4, le contact en entier contribue avec la méme
valeur donnant Ay ~ L*Pya (R).
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3.2 Effets d’un environnement électromagnétique

Une récente expérience de Russo et al. [59], ou la conductance non-locale a été mesurée dans
une structure multiterminale NIS semblable a celle que 'on a étudiée, montre que les amplitudes
des processus CAR et EC seraient en fait légerement différentes et que leur dépendance en
voltage est non-linéaire. Or, ceci est contraire a ce que les calculs dans la limite balistique ou
diffusive que 'on a présentés prédisent. Une idée pour améliorer le modeéle est d’ajouter les
interactions avec ’environnement électromagnétique au voisinage des jonctions qui, en général,
rendent les caractéristiques (V') non-linéaires et pourraient aussi rendre le terme hors-diagonale
de la matrice de conductance non nul.

Cependant, comme nous allons le voir, la conductance non-locale observée dans [59] ne peut
s’expliquer par la présence d’un environnement électromagnétique car 1’énergie de charge est
trop petite devant la température dans cette expérience. Néamoins, si dans I'avenir des mesures
de conductance non locale ou de corrélation croisée sont faites sur des jonctions plus petites,
les effets de I'environnement électromagnétique tels que nous les décrivons dans cette section
doivent pouvoir étre observés.

3.2.1 Modélisation de ’environnement

Une jonction tunnel se résume a deux métaux 'un en face de 'autre séparés par une fine
couche d’isolant. Elle se comporte donc aussi comme un condensateur de capacité C' qui peut
ressentir l'environnement électromagnétique du circuit électrique auquel elle est connectée [83,
84]. Quand une charge élémentaire —e traverse la jonction tunnel, le circuit extérieur doit fournir
une charge additionnelle pour rétablir I’équilibre électrostatique. Ceci a un colt en énergie de
I'ordre de l'énergie de charge E. = ¢%/(2C). Plus les jonctions sont petites, plus 1’énergie de
charge est grande (la capacité C' diminue quand la surface la surface de la jonction diminue). A
suffisamment basse température, il est possible d’avoir kT < FE¢, les effets de charge deviennent
importants. Par exemple, si I’énergie de charge est plus grande que les énergies disponibles eV
et kpT, les électrons ne peuvent pas traverser la jonction et la conductance est nulle, c’est ce
que l'on appelle le blocage de Coulomb.

Les effets d’environnement électromagnétique sur la conductance sous le gap d’une jonction
NIS ont été étudiés en détail par Hesse et Diener [85] et par Huck et al. [86] en incluant les effets
d’interférence mésoscopiques. Le cas d’un supraconducteur connecté a deux jonctions tunnel
(cf. Fig. 3.1) a été étudié par Recher et Loss [67] sans prendre en compte les interférences
mésoscopiques et en s’intéressant uniquement a I 4. Nous allons étudier le terme de cotunneling
élastique et la réflexion Andreev croisée en présence de faible désordre.

Pour modéliser ce type de phénomene, on utilise la théorie phénoménologique dit « P(FE) »
dont on peut trouver une introduction claire et détaillée de Ingold et Nazarov dans [84]. Le
supraconducteur étant fixé a la masse, il y a deux environnements électromagnétiques extérieurs
indépendants que l'on caractérise par les deux impédances Z4(w) et Zp(w) en série entre les
sources de voltage et les jonctions tunnel (cf. Fig. 3.7). Les fluctuations de chaque environnement
sont modélisées par un bain d’oscillateurs harmoniques linéairements couplés avec la fluctuation
Qa = Qa — CuV, de la charge Q. de la jonction capacitive (o = A, B). Cette charge est
induite par le transfert tunnel des électrons. On utilise donc un hamiltonien bosonique de type
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normal . supraconducteur = normal
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Fig. 3.7: Les jonctions tunnel NS de capacité C, et de conductance tunnel dans
Pétat normal g, (o = A, B) sont en série avec une source de voltage V,, et une
impédance extérieur Z,.

.||| 9

Caldeira-Leggett [84, 87] :

2 L. (BN 1 - 2
Henv,a: ; QCna (g) 2Ln7a (¢a—7,z)n,a) ] s (367)

ou la pulsation propre de chaque oscillateur de I'environnement est wy o = 1/1/Ly oCh . On
considere ensuite la limite d’'un nombre infini d’oscillateurs. Cela permet de simuler des effets
dissipatifs dans un systeme a la dynamique quantique hermitienne donc a priori réversible. En
effet, le temps mis par 1’énergie donnée par les électrons au bain d’oscillateur pour revenir est
tellement long que cette énergie semble perdue. La phase v, est la variable conjuguée de Q..
Elle est reliée & la fluctuation de la différence de potentiel U, = Q,/C, a travers la jonction « :

b —E/t At Ua(t') — SVt (3.68)
Of_h . (0% hOé' .

Ces opérateurs satisfont les relations de commutation [TZJQ, Q@] = iedy 3. Ces hamiltoniens per-
mettent de simuler n’importe quelle impédance Z,(w) par I'intermédiaire de 'admittance Y, qui
est reliée aux grandeurs caractéristiques des bains d’oscillateurs :

S
(Za(w)) ™t = /dt exp(—iwt)Y,(t) avec Y,(t) = Z I

~ cos <t/(\/Ln7aCn7a)> (3.69)

Le couplage entre I'environnement électromagnétique d’une jonction et les électrons qui la
traversent se fait par I'intermédiaire de I’hamiltonien tunnel :

Hf = Z [ chkT dgoe™ Wy % dilacﬁoeﬂi’] . (3.70)
kqo
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Ainsi Ienvironnement « voit » la charge de la jonction et la fluctuation de charge influe sur
transfert tunnel des électrons.

Comme nous nous intéressons au transport de charge a des énergies inférieures au gap du
supraconducteur, le durée de vie d’'une quasi-particule dans le supraconducteur, qui est de ’ordre
de h/A ~ 107125 pour un gap de 200 ueV), est un temps treés petit devant les autres temps
caractéristiques du systeme. On peut donc dire que quand deux électrons passent par effet tunnel
dans le supraconducteur pour former une paire de Cooper, ils le font quasi-simultanément. Cela
nous permet d’introduire de la facon suivante les phases ¢, dans les opérateurs J et T de
I’hamiltonien effectif (3.7) :

Jag = ARSet Stemivee et T=Y Tipclch e Waee. (3.71)
kpo

Le nouvel hamiltonien prenant en compte les interactions avec ’environnement électromagné-
tique s’écrit alors :

Heg = Hy + HY + Honvod + Hony 3+ Y [Jag + hoc] + T+ T" (3.72)
a’ﬁ

Partie libre

Partie perturbative

3.2.2 Taux de transition

Pour trouver les taux de transitions tunnel de tous les processus élémentaires, on procede
de la méme fagon que dans le paragraphe 3.1.2. On obtient les méme types de formules que les
équations (3.15), a la différence pres que les fonctions delta de Dirac qui prenaient en compte
la conservation de I’énergie sont remplacées par de nouvelles fonctions P a cause des transferts
d’énergie inélastique avec ’environnement :

2

as _ 7TZ|A HAM (&, €5) P (6 + &p + 2eVa) | (3.73a)
4

AP = ”Z\AAB ZHA (6, &5) PAP (6 + & + eV + V) (3.73b)

B Z [ Tip 2 HE" (€ ) PE (€1 — & + eVa — V) | (3.73¢)
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avec
aa L e —itE/h) ,—2ia(0) 2ita (t)
PYY(E) = pyrs dte (e e )a (3.74a)
aa 1 e —itE/hy 2itha(t) ,—2it)a (0)
P*(E) = pyrs dte (e e )a (3.74b)
+m . .7 .7 .7 .7
PAB(E) = %h At e=itB /M (e=i5a0) iTa(®)y (=105 (0) in (D)) (3.74¢)
+m . .7 .7 .7 . T
PAB(E) = %h At ¢~ ItE /(A0 (~iDa0)y , (oi0n(0) ~iPB(0)y (3.74d)
+m . .7 .7 .7 . T
PPC(E) = %h At e~ itB /M (e=iBa0) iTa®)y (0105 (0) ~itn (D)) (3.74¢)
+m . .7 .7 . T . T
PPC(E) = %h At e~ ItE /(00 (=iDa0)y , (~n(0) 9B (0)y (3.74f)

oit {)gq = tr[e PHenva N/ Zenv.a avee Zeny.q = tr[e~BHenv.a], En I’absence d’environnement, les
valeurs moyennes valent 1 et on retrouve bien les fonctions delta de Dirac. Comme ’hamilton-
nien de 'environnement est quadratique on peut utiliser le théoreme de Wick généralisé. En le

combinant avec la stationnarité des fluctuations & Péquilibre (($2(t))env.a = ($2(0))env.a) O
montre que [84] (Ve e2ba(0)y = ¢**7a(t) o Ton a introduit les fonctions de corrélation

de phase Ju(t) = ([Ya(t) — Pa(0)]1a(0))env.a- Elles sont données par

* dw ReZ 1
Jo(t) = 2/ dw ReZia(w) {coth <—ﬁhw> [cos(wt) — 1] — isin(wt)} (3.75)
0 w RQ 2
ot Zi o = (iwCy + Zy 1 (w)) ™! est I'impédance totale de la branche a et Rg = 2/gg ~ 25.8k()
est la résistance quantique par unité de spin.
On réécrit alors les fonctions P(E) de I’équation (3.74) de la fagon suivante :

P (E) = PX%(-E)=P*"(E) (3.76)
PAB(E) = PAB(E) = PEC(E) = PEC(~) = PAP(B) (3.77)
o I i
P*(E) = el dt exp [4Ja(t) + ﬁEt] , (3.78)
PAB(E) % _—:Odt exp [JA(t) + Jp(t) + %Et] . (3.79)

On constate donc que les environnements interviennent de la méme maniére pour la réflexion
Andreev croisée et le cotunneling élastique. Les fonctions P, (E) et Pap(E) ont des propriétés
particulieres :

e Elles sont réelles, car on a, a cause de la stationnarité, J,(—t) = Jx(t).

e Elles sont normées [dE P(E) =1, car J,(0) = 0.
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e Elles satisfont une relation du type équilibre détaillé P(—FE) = e P P(E), car en utilisant

la permutation circulaire de la trace, on montre que J(—t) = J(t — iBh).

e Elles sont positives, cela se voit par exemple avec ’équation (3.97) que l'on utilisera dans

la suite pour calculer P numériquement.
Tout cela nous amene a interpréter physiquement ces fonctions comme des probabilités d’exciter
(E > 0) ou d’absorber (E < 0) des modes de I'environnement électromagnétique. A température
nulle, P(F) = 0 pour F < 0, il est uniquement possible d’exciter des modes de I’environnement.

Nous allons maintenant nous consacrer a I’étude des effets de ’environnement sur la réflexion
Andreev croisée et le cotunneling élastique car se sont les seuls processus qui contribuent aux
corrélations croisées et a la conductance non locale Gop = 014/0Vp. Pour une étude des effets
de I'environnement sur la réflexion Andreev directe, nous invitons le lecteur a se reporter a
larticle [86].

Pour obtenir les corrélations croisées, il nous suffit de calculer les courants élémentaires des
processus CAR et EC (cf. Eq. (3.29)). Pour cela, on part des équations (3.73b), (3.73c) et
(3.77). On change les sommes sur k, p par des intégrales sur £4,&p en introduisant les fonctions
AAnd/eot (¢ ep) définis par (3.34) et (3.35). On fait ensuite le changement de variable £4 =
—(E +¢€)/2,64 = —(FE — €)/2 de jacobien 1/2. On utilise finalement la relation d’équilibre
détaillé de Pap et les liens entre H_ et H_, (Eq. (3.25)). On aboutit a :

0,, = & /dEda AMY_F/2 — /2, —E/2 +¢/2)HA (—E/2 — £/2, —~E/2 + ¢/2)

2e

xPap(eVa+eVp — E)[1 —exp (—F(eVa+€Vp))], (3.80)
e = 92—3 /dEde A —F/2 —¢/2,—E/2 +¢/2)H® (~E/2 —¢/2,—E/2 + ¢/2)

xPap(eVy —eVp —e)[1 —exp (=0 (eV4 — eVp))] . (3.81)

On va maintenant supposer que l’énergie caractéristique de Pap, qui est de ordre de
max(e?/(2C4),e?/(2Cp)) est beaucoup plus petite que le gap, on peut alors négliger la dépen-
dance en énergie de AAnd/eot qang les équations ci-dessus, comme nous 'avions fait en I’absence
d’environnement (on a toujours (eVa,eVp, kpT) < A) : AArd/OY(_E/2 /2 —E/2 +¢/2) ~
AAnd/eot(( 0). Dans ce cas, on peut effectuer dans I, (respectivement %) lintégrale sur e
(E). On trouve :

GcAr . GEec .
Ian= """ Jon(Va+ Vi), Tho="""jone(eVa —cVp), (3:82)
ou la fonction jeny qui est donnée par :
el +oo E
. —pe
]env(eU) = (1 — € ) /OO dF m PAB(GU — E) (383)

et Goar = goA*M(0,0), Gre = ggAt(0,0). Hors comme nous I'avons vu dans la section pré-
cédente, les conductances Goar et Ggo sont égales que le transport des électrons soit balistique
ou diffusif. On constate ainsi que 'unique différence entre les courants élémentaires CAR et EC
vient du fait que la fonction jeny est évaluée a des valeurs différentes. Cette fonction ne dépend
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que des environnements électromagnétiques des jonctions. On déduit de (3.82) les corrélations
croisées et la conductance non-locale :

SaB . eVa +eVp . eVy —eVp
a_~ env th T al - env - th a1 m b
5eConn [ Jenv(Va + Vi) co ( T ) Jenv(Va = Vp) co ( T ﬂ
o0l Y X
GAB - ﬁ - GCAR |:.]env(6VA + eVB) - jenv(eVA - 6‘/B):| . (384)

On constate ainsi que la présence d’'un environnement électromagnétique peut expliquer une
conductance croisée non-nulle, & cause des non-linéarités du courant élémentaire jen, qu’il en-
gendre. Ce ne serait pas le cas en l'absence d’environnement car dans ce cas jl,, = 0. La
conductance non-locale peut méme changer de signe sur des échelles caractéristiques de ’ordre
des énergies de charge en dehors des axes V4 = 0 et Vp = 0 ou elle est nulle.

Ces effets de I’environnement ne peuvent cependant pas expliquer les résultats expérimentaux
de Russo et al. [59]. En effet, méme si I'environnement explique une dépendance en énergie
de Gap, les jonctions utilisées dans I'expérience ont des surfaces « grandes » (4 x 8y m?),
ce qui donne une énergie de charge trés faible devant la température® des mesures (1.6 K),
les effets de I’environnement deviennent négligeables. Ensuite, ’environnement ne permet pas
d’expliquer pourquoi ils observentle fait que EC domine CAR a faible voltage, car nous trouvons
que Gap(Va = 0,V # 0) = 0. Pour expliquer ces différences, il faut peut-étre prendre en
compte les interactions électron-électron de fagon locale et non globale comme on vient de le
faire en utilisant la théorie de P(F). C’est une piste a développer qui sort du cadre de cette
these.

Notons tout de méme : pour des jonctions plus petites, les effets de ’environnement que nous
venons de décrire deviennent pertinents et doivent étre pris en compte.

3.2.3 Environnements ohmiques

Pour obtenir des résultats plus quantitatifs sur la conductance non-locale ou les corrélations
croisées, on doit préciser les impédances des environnements. On se place dans la cas d’environ-
nement purement ohmiques : Z,(w) = R,. La conductance non-locale dépend uniquement de
Jenv (Eq. (3.83)) qui dépend de la probabilité Psp. A température nulle, cette relation devient
simplement :

eU
fon(eV) = [ 4B (U~ B) Pa(E). (3.85)

En partant de la définition (Eq. (3.79)) de P4p, on remarque qu’elle est le produit de convo-
lution des probabilités d’émission et d’absorption de chaque environnement :
o
Pap(E) = / dE' Py(E') Py(E — E') (3.86)
—00
avec Po(E) = (2rh)~! [ dt exp(iEt/h+ Ju(t)). Ces fonctions ont été étudiées en détail dans la
littérature [84].

3Une jonction tunnel de surface 0.1 x 0.1 g m? faite d’une couche d’oxyde de 10 A a une énergie de charge qui
correspond a environ 1 K.
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Fig. 3.8: Conductance non locale & température nulle dans le plan (Va, V) dans
la limite ou les deux environnements ont de tres grande impédance. Elle n’a que
trois valeurs distinctes : +G¢ar, 0.

Faible impédance

Supposons qu’une des deux impédances soit faible devant la résistance quantique, par exemple
Ry < gél. Dans ce cas, J4 = 0 et Po(F) = 06(F). Donc Psp(F) = Pg(E), cela revient a négliger
les effets de I'environnement de la jonction A, seuls ceux de la jonction B comptent. Si les deux
impédances sont faibles devant la résistance quantique gél alors Pap(F) = 6(E), les effets de
I’environnement sont négligeables et la conductance non-locale est toujours nulle.

Forte impédance

Supposons maintenant qu’une des deux impédances est forte devant la résistance quantique,
par exemple Ry > gél. Dans la limite ot kT < E. 4 = e?/(2C4), on montre que Pa(E) =
d(E—E.q), on est dans le régime de fort blocage de Coulomb pour la jonction A. Alors Pyg(E) =
Pp(E — E. 4), ce sont les modes de I'environnement de la jonction B d’énergie supérieures &
E. A qui contribuent.

Quand les deux impédances sont grandes devant la résistance quantique on a Pap(F) =
(E — E. A — E.p) & température nulle, ainsi :

Jenv(eU) = (|eU| — Ec.a — E. B)O(eU — Ec 4 — Ec B) . (3.87)

Il y a donc de régions du plan (V4, Vg) ou la conductance non locale est non nulle :
e quand V4 = Vi > (E. 4 + E. B)/2, la conductance non-locale est positive,
e quand V4 = —Vp > (E. a4 + Ec B)/2, la conductance non-locale est négative.
Ces résultats sont résumés dans la figure 3.8 ol nous avons tracé G4p dans le plan (Vy, Vp).
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Cas général

On se place maintenant dans le cas ou les impédances des électrodes sont quelconques. On
suppose aussi que la température est nulle. La somme des deux fonctions de corrélation de phase
(3.75) devient

T dw Re Z ,
Jap(t) = Ja(t)+ Jp(t) =2 / dw Re Zp(w) (e7™t —1) (3.88)
0 w Rq
Z Z
avec Re Z7(w) _ Re ta(w) n Re Z; p(w) _ 1 1 - 1 1 .
Rq Rq Rq gal+ (w/wa)*  gpl+(w/wp)
(3.89)

ol go = Rg/Rq est la conductance adimensionnée de I'environnement o et w, = 1/(RoCo) =
9aEeo/(mh) est inverse du temps de décharge classique d’un condensateur en série avec une
résistance. Elle correspond a une fréquence de coupure de l'impédance totale provenant du
comportement capacitif d’une jonction. En calculant la transformée de Fourier de ’exponentielle
de cette fonction on obtient la probabilité P4p puis jenv (eU) qui est directement lié aux courants
élémentaires de la réflexion Andreev croisée et du cotunneling. On peut obtenir analytiquement
cette fonction dans la limite des petites ou grandes énergies. Pour des énergies intermédiaires,
on doit procéder numériquement.

Pour obtenir le comportement de je,, & basse énergie, on voit que d’apres (3.85), il suffit de
connaitre Pag(E) au voisinage de E = 0. Or & température nulle, le produit de convolution
(3.86) donnant Pap se réduit a :

E
Pag(E) = /0 dE' Py(E") Pg(E — E') . (3.90)

Il suffit donc d’utiliser la limite & basse énergie de fonctions P, pour obtenir Psp. Elles sont
donnée par [88] :

exp(—27/ga) 1 [ T E ]/
Py(E)= ——F——"—=|— 3.91
=TT/ F g B 391)
ou v =~ 0.577 est la constante d’Euler. On substitue cela dans (3.90) et on obtient :
—2 1 E %95 E %95
Po(E) = o(F) S2(=21/948) 1 [1 } [1 } , (3.92)
I'(2/gap) E |94 Ecn 95 Ee,p

ol on a posé gap = (ng + ggl)_l. C’est la conductance adimensionnée des deux résistances R 4
et Rp en série. Finalement, en utilisant (3.85) on en déduit la fonction jen,(eU) a faible énergie :

jenv(eU) =

exp(—27/94B) . [ me|U] (3.93)

2/9aB
I'(2+2/g4aB) (gAEQA)gAB/QA(gBEC,B)gAB/gB:|

Cela donne une anomalie & potentiel nul de la conductance des courants élémentaires djep,/dV ~
V2/94B  Ainsi, au voisinage de (0,0) dans le plan (Vy4, Vp) la conductance non-locale est non
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nulle uniquement sur les axes V4 = 0 et Vp = 0, elle est positive dans les quart de plan
(Va>0,Ve >0)et (Vg <0,Vp <0), elle est négative dans les quarts de plan (V4 > 0,Vp < 0)
et (V4 <0,Vp>0).

Passons maintenant & la limite haute énergie de jeny. Comme Pgp(E) est nul pour des
énergies négatives, on peut étendre le domaine d’intégration de (3.85) sur R :

+oo

Jenv(eU) = / dE (eU — E) Psp(F). (3.94)
—0o0

Le premier terme de 'intégrale donne simplement eU a cause de la normalisation de P4p. Pour

obtenir le second terme, on calcule la dérivée de exp(Jap(t)) = [dE eF¥"Pyp(E) at=0. On

trouve :

+oo
/ dE E Pap(E) = ihJ,5(0) = E. 4o+ E. 5. (3.95)

—00

Ainsi, dans la limite ou la différence de potentiel eU est grande :
Jenv(eU) = eU — (Ec,A + E.B) . (3.96)

La pente est la méme qu’en absence d’environnement. Il y a de plus un décalage de e2/(2C4) +
e?/(2Cp) provenant du gap de Coulomb.

Pour des différences de potentiel intermédiaires, on est obligé de procéder numériquement.
Pour cela on utilise une méthode proposée par Ingold et Nazarov dans [84]. A température nulle,
la fonction P4p(E) satisfait I’équation intégrale suivante :

E !

EPsp(E) = 2/ ap RelZr(E=E) /i p gy (3.97)
0 Rq

On part d’une valeur quelconque de P4p(0) puis avec I’équation (3.97) on calcule les valeurs

suivantes de Pap(dE) par récurrence. Il faut ensuite normaliser la fonction obtenue. Cette mé-

thode va nous permettre de calculer la conductance non-locale, car une fois que Pap est connue,

on a simplement :

/ e|Va+Vp|

e|U]
Jeny(€U) = / dE Psp(E) donc Gup = GCAR/ dE Psp(E). (3.98)
0 elVa—Vg|

Pour illustrer la levée de dégénérescence de la conductance non-locale, nous avons tracé le
contour G 4p dans le plan (V4, V) (cf. Fig. 3.9) ainsi que G 4p en fonction de Vg pour différentes
valeurs de V4 (cf. Fig. 3.10).

Nous avons pris des énergies de charge telles que E. 4 = E.p ce qui revient a considérer
que les deux jonctions ont des capacités égales ou des formes géométriques similaires. On a
aussi choisi des environnements de résistances différentes. On constate ainsi que la conductance
non-locale peut étre positive oll négative selon la valeur des potentiels. Et dans le quart de plan
(V4 > 0,V > 0), on voit que G4p(Vp) admet un maximum qui, quand on augmente V4, se
transforme en plateau de hauteur Goapg centré en Vg = Vy.

Ainsi, nous avons pu montrer que la présence d’un environnement électromagnétique produit
une conductance non-locale non nulle dans les jonctions tunnel métal normal - supraconducteur.
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EC,AEC,B

eVB/

EVA/ Ec,AEc,B

Fig. 3.9: Représentation en contour de la conductance non-locale Gap/Gcar
dans le plan (Vy4,Vp) pour des énergies de charge finies. On a fixé E. 4 = E. p,

ga =02, gp=5et T =0.
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Fig. 3.10: Conductance non locale G 4p en fonction de eVp pour différentes va-
leurs du potentiel V4 pour des énergies de charge finies. On a fixé E, 4 = E. p,

ga =02, gp=5et T =0.
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Conclusion

Dans ce chapitre nous avons calculé la corrélation croisée courant - courant dans une structure
hybride multiterminale supraconducteur constituée d’une électrode supraconductrice connectée
a deux électrodes normales. Nous avons montré que I’on pouvait sonder séparément deux méca-
nismes de transport non-local, la réflexion Andreev croisée et le cotunneling élastique, unique-
ment en modifiant les différences de potentiel entre les électrodes. Nous avons ensuite calculé
l'amplitude de cet effet dans une structure réaliste et nous avons montré qu’ils peuvent étre
mesurés dans des structures diffusives pourvu que la distance entre les électrodes normales soit
inférieure ou de ’ordre de la longueur de cohérence dans le supraconducteur.

Aux vues de récentes mesures du doublement du bruit de grenaille dans une jonction tunnel
métal normal - supraconducteur [15], nous pensons que la mesure des corrélations croisées dans
une telle structure est possible avec la technologie actuelle. Cela permettrait de compléter de
récentes mesures de conductance croisée [59] ou il a été observé une amplitude de cotunneling
élastique plus grande que celle de la réflexion Andreev, ce qui reste encore inexpliqué.

Nous avons aussi calculé la statistique complete du courant permettant d’obtenir I’ensemble
des corrélateurs courant - courant. Nous avons finalement étudié leffet d’un environnement
électromagnétique sur le transport de charge dans cette structure et nous avons montré que cela
peut expliquer une conductance croisée non nulle a énergie finie.






Chapitre 4

Supraconducteurs mésoscopiques
diffusifs

Introduction

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés au transport de charge a travers des jonctions
tunnel ou la probabilité qu’un électron traverse la barriere est tres faible. On a ainsi vu dans
le chapitre 2 que pour une jonction tunnel entre un métal normal et un supraconducteur il
existe une relation universelle de type fluctuation - dissipation (2.42) entre le courant et le bruit
a voltage et température finis en présence de désordre. On est ensuite amené & se demander
comment cette relation est modifiée si la barriere n’est pas tunnel et que le désordre est toujours
présent. Pour répondre & cette question, on ne peut pas utiliser des calculs perturbatifs comme
dans les chapitres 2 et 3, 'amplitude tunnel n’étant plus un petit parametre. Dans ce chapitre,
nous allons donc utiliser des techniques quasi-classiques pour décrire les phénomeénes de transport
dans les conducteurs hybrides supraconducteurs diffusifs. Ces méthodes ont été introduites par
Eilenberger [89] et Larkin et Ovchinninkov [90]. Elles sont tres utilisées pour décrire le transport
de charge dans les structures hybrides diffusives car elle permettent de garder uniquement les
degrés de liberté pertinents. Il existe plusieurs articles de revue décrivant ces méthodes [91-94]
auxquelles le lecteur peut se reporter pour obtenir plus de détails.

Nous allons procéder de la fagon suivante : dans un premier temps nous introduirons 1’ha-
miltonien qui décrit la dynamique des électrons, puis ’équation de Dyson associée aux fonctions
de Green. Dans la limite quasi-classique, on en déduira 1’équation d’Eilenberger [89] qui dans
la limite diffusive donne I’équation d’Usadel [95]. Nous utiliserons ce résultat dans le chapitre
suivant pour décrire le transport de charge dans une double barriere N-N’-S ot les transparences
sont quelconques.
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4.1 Modélisation

Pour décrire un supraconducteur de type s, nous partons de I’hamiltonien champ moyen
BCS qui a la forme suivante (on pose i = kg = 1 dans tout ce chapitre) :

i v
Hycs = [ dr 3" ulw) {% - u] Yo () + AU 0] () + A )y () (1) (41)

ol les opérateurs de champ Q,Z)i(r) et ¥, (r)créent et détruisent des électrons de spin o a la position
r. Ils satisfont les relations d’anticommutation usuelles pour des opérateurs fermioniques :

{to, (®), 05,0} = 6010, 0°(r — 1), (4.2)

{0, (1), 00, ()} = {0, (0), 0], ()} =0. (4.3)
Le potentiel de paire A(r) est déterminé de facon auto-consistante A(r) = A(¢| (r)y1(r)), A étant
le potentiel d’appariement attractif des électrons qui provient d’une interaction effective des
électrons via les phonons du réseau cristallin. Dans un métal normal, ce potentiel d’appariement
est nul, donc A = 0. Mais si ce métal est a proximité d’un supraconducteur, les corrélations
supraconductrices (1| (r)y(r)) peuvent étre non-nulles bien que le potentiel de paire soit lui
strictement nul. C’est ce que 'on appelle l'effet de proximité. Il influence beaucoup les propriétés
de transport dans les systémes hybrides. On introduit a ce stade la notation compacte de Nambu-
Gorkov. On utilise un nouvelle opérateur de champ ¥, combinaison de deux opérateurs de champs

a un électron :
_ [ ¥(r)
U(r) = < T/JI(T) ) . (4.4)

L’hamiltonien BCS peut ainsi s’écrire de fagon plus compacte :

Hpcs = / d®r i(r) ( ;gvz)_ H v_ff}i ) U(r) (4.5)
2m

L’opérateur de champ V¥ est 'opérateur de champs naturel pour 'hamiltonien BCS.

4.1.1 Modélisation du désordre

Dans les métaux, il y a généralement des impuretés comme par exemple des défauts dans
le réseau cristallin sur lesquelles les électrons diffusent. Ces impuretés sont a priori disposées
aléatoirement. Pour prendre en compte ce phénomene, on ajoute a ’hamiltonien BCS le terme
suivant :

Honp = 3 [ €0} (0)Vim 1) 1) (4.6)

olt Vimp(r) = 32N w(r — r;) correspond & N; impuretés identiques localisées en r; distribuées
uniformément. C’est le modele d’Edwards [96]. Il faut ensuite prendre la limite thermodyna-
mique, ou le volume §2 du métal tend vers l'infini tout en gardant la concentration en impuretés
n; = N;/§ constante.

H = Hgcs + Hinp - (4.7)

Les impuretés seront par la suite traitées perturbativement.
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4.1.2 Fonctions de Green

Maintenant que I'hamiltonien est spécifié, nous allons utiliser des méthodes de calcul basées
sur les fonctions de Green. C’est un outil tres puissant pour les problemes a N corps et une fois
les fonctions de Green connues, on pourra en déduire les propriétés de transport de charge.

Dans le cas qui nous intéresse, les fonctions de Green sont des matrices 4 x 4, résultant du
produit tensoriel de matrices 2x 2 dans 'espace de Keldysh, noté () et de matrices 2x2 de I’espace
de Nambu noté (7). Les éléments de 1’espace produit seront notés (7). Nous utilisons l'espace de
Keldysh [97] car nous voulons décrire des phénomeénes de transport hors-équilibre ot notamment
la différence de potentiel a travers I’échantillon est non nulle. Quelques détails sur cette approche
sont donnés dans 'annexe A. L’espace de Nambu apparait & cause de la supraconductivité, car
comme on vient de le voir, I'opérateur de champ naturel est la composition de deux opérateurs
de champ électroniques.

On utilise les conventions usuelles, la fonction de Green est donnée par :

o= (§07 12)

ou G R, Ga et Gk sont les fonctions de Green retardée, avancée et Keldysh dans ’espace de
Nambu. Elles sont données par

Gr(1,2) = 0(t —t2) (G>(1,2)—€;<(1,2)) (4.92)
Ga(1,2) = —0(ts—t1) (G>(1,2)—C:<(1,2)> (4.9b)
Gk(1,2) = G~(1,2) +G<(1,2) (4.9¢)
> _ (¥ (vl (2) (W (D)) (2)) .
@) <—<w1<1>w$<2>> —<w1<1>w1<2>>> (4:102)
A< _ (Wl (2w (1)) (¥ (2)9y (1))
e = (—wmw](l» —<m<2>¢1<1>>>' (4.10%)

On a utilisé dans ces expressions la notation compacte 1 = (t1,r;) et 2 = (t2,r2) ou (...) =
tr [e‘ﬁH .. ] / [e‘ﬁH ] désigr}e la moyenne statistique quantique. On définit de la méme facon
la fonction de Green libre Gy dont I’évolution des opérateurs de champ ainsi que la moyenne
statistique se fait avec Hpcs.

On va maintenant chercher I’équation d’évolution des fonctions de Green. Pour cela, on utilise
le fait que les opérateurs de champ évoluent avec I’équation d’Heisenberg :

-y
i— = [ H]. (4.11)

On commence par la fonction de Green libre, en absence d’impuretés on obtient :

Gol(1)Go(1,2) = 16(1—2) (4.12)
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avec
. o V3
Gol() = 173—+—+M+A (4.13)
oty
et
X Ao A 0 A
A = ~ A p— ~ 4.1
<OA> avec (—A*O)’ (4.15)

ou 7;,6; (i,j = 1,2,3) sont les matrices de Pauli. La fonction de Green libre satisfait aussi une
équation d’évolution conjuguée de la précédente :

. ~—1 .

Go(1,2)G, (2) = 16(1-2) (4.16)
avec

~ —1 0 V2
ol cette fois les dérivées agissent & gauche sur les coordonnées indicées 2 de Go(1,2).
Passons maintenant au calcul de la fonction de Green en présence d’impuretés. Pour le

moment, on n’effectue pas la moyenne sur les différentes configurations du désordre. On calcule
la fonction de Green perturbativement et on présente le résultat sous la forme compacte usuelle

G(1,2) = 60(1,2)+/d3d4 Go(1,3)V(3,4)G(4,2) (4.18a)
G(1,2) = G0(1,2)+/d3d4 G(1,3)V(3,4)Go(4,2) (4.18Db)

o V(1,2) = 1Vipp(rs — r2)d(t; — tg) Les intégrales se font sur les coordonnées spatiales et
temporelles. On applique ensuite G 1( ) a gauche de (4.18a), ce qui nous permet d’obtenir
I’équation de Dyson :

Gol(1)G(1,2) = 16(1 — 2) + /d3 V(1,3)G(3,2). (4.19)

~ —1
L’équation de Dyson conjuguée est obtenue en appliquant G, (2) a droite de (4.18b) :

G(1,2)G, (2) =16(1 —2)+ /d3 G(1,3)V(3,2). (4.20)

L’étape suivante est de faire la différence entre ces deux équations ce qui élimine le terme
non-homogene en delta de Dirac. Nous verrons par la suite en quoi ceci est important pour
I’approximation quasi-classique. On obtient finalement :

GyH(1)G(1,2) —G(1,2)§;1(2) = /d3 [V(1,3)G(3,2) — G(1,3)V(3,2)] . (4.21)

Le second membre de cette équation est ce que I'on appelle 'intégrale de collision. Cette équation
va étre le point de départ de 'approximation quasi-classique.
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Le courant électrique L’utilité des fonctions de Green vient du fait que l'on connait des
méthodes systématiques pour les calculer et que l'on sait les relier aux quantités physiques
mesurables. Prenons ’exemple du courant électrique qui va nous servir par la suite. L’opérateur
densité de courant est donné par :

I = =5 D [ Vh60 o) — 1) Vo ()| (4.22)
o=T,l

On remarque alors a l'aide des définitions (4.10) des fonctions de Green que la valeur moyenne
de l'opérateur densité est :

(J)(x1) = ——— lim [(v1 —Vy)tr (+361<(x1,t,><2,t))} . (4.23)

2m 2—1

Mais on a aussi G< = (Gx + G4 — Gr)/2, or G4 — GR est proportionnel & la densité spectrale
qui ne dépend que des propriétés a ’équilibre du systéeme. Ce terme ne contribue donc pas au
courant hors-équilibre. On va donc retirer ce terme de I’expression de la densité de courant, qui
devient :

(3)(x1) = —— lim [(Vy — Vo) tr (FeG(x1, 1, %2,1))] - (4.24)

4dm 2—1
ou T = 7301, les matrices 0;,7;(; j—1,2,3) sont les matrices de Pauli dans I'espace de Keldysh
() - Nambu (7). On constate ainsi que connaissant la fonction de Green on peut en déduire le
courant.

4.2 Approximation quasi-classique

4.2.1 Représentation de Wigner

La fonction de Green G(1,2) oscille par rapport a la variable r; — ry sur une échelle de
longueur caractéristique de l'ordre de la longueur d’onde de Fermi Ap. C’est une échelle tres
petite comparée a la taille typique d’un échantillon mésoscopique. On s’intéresse donc surtout
aux variations de la fonction de Green sur des échelles plus grandes que Ap. On fait alors
un changement de variables spatiales en introduisant la coordonnée du centre de masse R =
(r1 + r2)/2 et la coordonnée relative r =r; —ry :

rr = R+r/2
{ rr = R-—r/2 (4.25)
Pour les variables temporelles, on effectue le méme type de changement de variables :
t1 = T+ t/2

Cependant, on s’intéresse surtout aux phénomenes de transport stationnaire. La fonction de
Green dépend alors en pratique uniquement de la variable temporelle relative t. Par la suite,
nous ignorerons donc la dépendance en T.
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On effectue ensuite la transformée de Fourier de la fonction de Green par rapport aux deux
variables r et ¢ :

G(R,p, E) = / Brdt e PTGR 4 1/2, /2R —1/2, —1/2) (4.27)

La nouvelle fonction de Green G(R,p, E) est la transformée de Wigner de G. Cette fonction
est tres piquée au niveau de I’énergie de Fermi y = p% /(2m). De plus I'énergie de Fermi est de
loin I’échelle d’énergie la plus grande, méme devant le gap supraconducteur A. On aura donc
toujours des variations d’énergie 0§, < p donc des variations d’impulsion dp < pr. On peut
donc en pratique fixer le module de 'impulsion & pp dans tous les pré-facteurs de la fonction de
Green. Seul ce qui se passe au voisinage de la surface de Fermi compte.

4.2.2 Moyenne sur les différentes configuration du désordre

Avant de poursuivre et d’arriver réellement a ’approximation quasi-classique, nous allons
nous intéresser a la contribution des impuretés dans 1’énergie propre. On va voir qu’elle fait
intervenir la représentation de Wigner de la fonction de Green.

On a considéré avec I'hamiltonien Hjy,, des impuretés statiques non magnétiques. Il nous
faut alors moyenner sur les différentes configurations du désordre les équations de Dyson (4.19)
et (4.20). La méthode a été développée par Abrikosov et Gorkov [98], on peut en trouver une
explication détaillée dans [93]. On part de I’équation (4.28), la moyenne sur le désordre du terme
de gauche est trivial, G étant dorénavant la fonction de Green moyennée sur le désordre. Le terme
de droite de (4.21) est un peu plus compliqué & moyenner sur le désordre. Il faut développer G
ordre par ordre en Vipp & l'aide des équations de Dyson (4.18a) et (4.18b) puis moyenner cette
série perturbative sur les différentes réalisations du désordre. A Pordre le plus bas en 1 /(krl),
on obtient dans le cadre de ’approximation de Born auto-consistante

Gol(1)G(1,2) —G(1,2)é51(2) = /d3 [Zimp(1,3)G(3,2) — G(1,3)Simp(3,2)] . (4.28)

Yimp est I'énergie-propre, « self energy » en anglais, qui est donnée en représentation de Wigner
par

- d3 “
Sinp(Rop.B) =i [ B ulp — pr)PG(R.p1. ). (429

elle correspond au diagramme de la figure 4.1. Maintenant, la fonction de Green G dans I’équation
(4.28) est celle moyennée sur le désordre.

Comme on en a fait la remarque précédemment, les deux vecteurs d’onde de (4.29) sont sur
la surface de Fermi, donc v(p — p1) ne dépend en fait que de ’angle 6 entre p; et p. De plus,
comme on suppose que la diffusion des impuretés est isotrope, on a v(f) = vy9 = cst. On utilise
de plus le changement de variable :

dpy d2Q
/ P — / 47:’1 / dé,, , (4.30)
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g \\
% X

Fig. 4.1: Représentation graphique de 1’énergie propre iimp. La double ligne re-
présente la fonction de Green complete, la ligne en pointillés les impuretés.

ou &, = p?/(2m) — p, d*Qp, est angle solide élémentaire et 1 est la densité d’états par unité
de spin. On obtient ainsi
1 d%Qp,

Yimp(R, E) = —
imp(R, ) 2mT, A7

/ dé,, C(R.p1,E), (4.31)

1

ounT = 2mn;1p|v|? est le temps entre deux diffusions élastiques. L’énergie propre fait donc

intervenir la fonction de Green intégrée sur ’énergie et moyennée sur les directions de pp.

4.2.3 L’approximation quasi-classique

Comme nous ’avons déja remarqué, ’échelle caractéristique de variation de la variable rela-
tive r est beaucoup plus petite que I’échelle de variation du centre de masse R. On peut donc
écrire que \VRG | < pp. La premiére étape de I'approximation quasi-classique va donc étre de
développer la différence des équations de Dyson (4.28) a I'ordre le plus bas en fonction du petit
parametre Ap| VRG]

Commencons par le terme de gauche de (4.28). On exprime d’abord les opérateurs Laplacien

V%’Q présents dans Ga et é(; (2) en fonction des nouvelles variables R et p :

2
Via V_%{ Pr-VR p% vp.-VR ﬁ

—= = + == 4.32
2m 8m ' 2m 2m T 2m’ (4.32)
ou pour la seconde égalité, nous avons utilisé le critere quasi-classique. On obtient ainsi :
. . . ~—1 . .
[Gol(l)G(l, 2) — G(1,2)G, (2)} =[ET3+ A,G|+ivp.VRG. (4.33)
R,p.E

Il nous reste maintenant a calculer I'intégrale de collision avec comme énergie propre (4.31). Pour
ce faire, on utilise le développement en gradient du produit de convolution de deux fonctions A
et B :

/d3/1(1, 3)B(3,2)

— exp [5 (VR.VS — V;‘.Vg)] AR,p,E)B(R,p,E)  (4.34)
Rp,E

ott V4 agit uniquement sur A. Dans la limite quasi-classique, on garde uniquement le premier
terme de ce développement, soit A(R,p, E)B(R,p, E). La différence des équation de Dyson
(4.28) devient alors :

[E73 + A, G+ ive. VRG — [Yimp, G] = 0. (4.35)
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On peut alors passer a la seconde étape en introduisant la fonction de Green quasi-classique

Natt

IR B) =~ [ dg G(R.p.E) (4.30)

Elle dépend uniquement de la direction pr de I'impulsion & I’énergie de Fermi. Il faut faire
un peu attention au domaine d’intégration de (4.36), sinon l'intégrale diverge. On peut soit
introduire une fréquence de coupure [99] ou un contour d’intégration spécial prenant en compte
uniquement les poles au voisinage de I’énergie de Fermi [89].

Nous allons donc maintenant intégrer (4.35) sur I’énergie pour faire apparaitre la fonction de
Green quasi-classique. On constate alors 'importance d’avoir soustrait les équations de Dyson,
ce qui a éliminé le terme en 52.

On obtient finalement I’équation d’Eilenberger [89] :

X . I A .

i

ol (...)p, désigne la moyenne angulaire au niveau de la surface de Fermi.

Condition de normalisation L’équation d’Eilenberger ne permet de trouver la fonction de
Green quasi-classique qu’a une constante multiplicative pres. Cela vient du fait que ’on a éliminé
le terme homogene de I’équation de Dyson. Il nous faut donc une condition supplémentaire pour
trouver §. On remarque alors que dans un milieu homogene la fonction de Green quasi-classique
est normée :

P =1. (4.38)

Cette condition est compatible avec 1’équation d’Eilenberger en milieu non-homogene [89, 100].
En effet, supposons que § est solution de I’équation d’Eilenberger, multiplions ensuite a gauche
léquation (4.37) par g et additionnons ceci avec (4.37) multipliée a droite par §g. On obtient
I’équation suivante pour G :

7

27
On constate alors qu’une solution triviale de cette équation intégro-différentielle en §% est 1.
Comme on aussi §°> = 1 dans les réservoirs, nous allons imposer §> = 1 dans tout le métal. On
aurait pu choisir une autre condition de normalisation [101, 102], cependant celle-ci est pratique
et utilisée pratiquement dans toute la littérature.

Courant électrique Nous allons maintenant exprimer la densité de courant électrique (4.24)
a l’aide de la fonction de Green quasi-classique. On utilise le fait que Vi — Vo = 2V, alors :

(A% 2
@®) =32 fap [ S prafia(Rope. B). (4.40)

Le courant est donc lié a la moyenne sur la surface de Fermi de la fonction de Green quasi-
classique.
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4.3 Limite diffusive

L’équation d’Eilenberger (4.37) peut se simplifier énormément quand le libre parcours moyen
I = wvpT; est beaucoup plus petit que la plus petite des longueurs typiques du probleme
vp/E,vp/A,L ou L est la taille de I’échantillon. Dans ce cas les électrons subissent un grand
nombre de diffusions avant de perdre I'information sur leur phase, ce qui rend aléatoire la di-
rection de 'impulsion V. C’est la limite diffusive. Les fonctions de Green sont alors presque
isotropes.

L’idée est donc de développer la fonction de Green quasi-classique en fonction de la direction
Vg, ce qui est formellement équivalent a un développement en harmoniques sphériques :

9VF)=go+Vpr.&i+... (4.41)

ol o et g; sont indépendant de ¥r et on a gy = (§)p,- La condition de normalisation (4.38)
devient :

dodo = 1 (4.42a)
gog1+ 8190 = 0. (4.42b)

On substitue ensuite ce développement dans ’équation d’Eilenberger. On moyenne sur toutes
les directions de ’espace la partie paire en V. Cela donne en dimension 3 :

[+ A, go] + z‘%FVR.gl = 0. (4.43)

L’ordre impair donne :

1

[Ef’g + A, \A/F.gl] + wpVvp.VRrRJo + [go, {’F-gl] =0. (4.44)

2T,
L’approximation diffusive consiste alors a négliger le premier terme de cette équation devant le
troisieme. On multiplie ensuite (4.44) a gauche par gy puis on utilise les conditions de normali-
sation (4.42). On trouve alors :

g1 = —1doVRrio.- (4.45)
On aboutit finalement en injectant cela dans (4.43) a I’équation d’Usadel [95] :
[E73+ A, o] —iDVR (§oVrgo) =0, (4.46)
ou D = vpl/3 est la constante de diffusion en dimension 3.
Le courant électrique Il nous reste maintenant a écrire la densité de courant dans la limite
diffusive. On part de I'expression (4.40) et on utilise le développement en harmoniques sphériques

de g. Seul le terme en g; contribue, & cause de la moyenne sur toutes les directions de V. Ainsi,
en utilisant (4.45), on trouve :

IR) = D8 / dE trl7x0 Vo) (4.47)

4
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4.4 Conditions aux bords

Pour résoudre 1'équation d’Usadel couplée a la condition de normalisation, il est nécessaire
de préciser les conditions aux bords de la fonction de Green. Pour un métal diffusif tres bien
connecté a un réservoir, il suffit d’imposer que la fonction de Green soit égale a celle du réservoir
aux bords.

Dans les réservoirs, les fonction de Green sont homogenes et connues, mais a cause de pro-
blemes de divergence leur évaluation est un peu délicate, voir le livre de Kopnin [93] pour plus
de détails. Pour un réservoir normal, on obtient :

Gy = < 78% Q(fTO_‘i‘AfLO%?,) ) (4.48)
73

Iei, fro=f(E—¢eV)—f(E+eV), fro=1— f(E+eV)— f(E —eV), le potentiel du réservoir
étant V.
Si le réservoir est supraconducteur, la fonction de Green devient :

. }?S f(s
= ~ . 4.49
gs < 0 i > ( )

La partie retardée Rg est donnée par :

B 1 ( E A )
T VE+m? AR\ -A B

ou ici la coupure de la racine carrée va de —|A| a |A| sur 'axe réel E. La partie avancée est
reliée de la fagon suivante a la partie retardée :

(4.50)

Ag = —3 R 73 (4.51)
et la partie Keldysh vient de la condition d’équilibre du réservoir :
Ks = [f(E) - f(—E)] (As — Rs) (4.52)

ou f(FE) est la fonction de Fermi (par convention, on a fixé le potentiel du supraconducteur a la
masse).

Si le métal diffusif n’est pas parfaitement connecté avec le métal voisin, la condition de
continuité n’est plus si simple. Zaitsev [103] calcula les conditions aux bords pour une interface
de transparence quelconque. Kuprianov et Lukichev [58] simplifierent ces conditions dans la
limite diffusive pour des barrieres tunnel puis Nazarov dans [104] les généralisa a des barrieres
de transparence quelconque toujours dans le cas diffusif.

On peut résumer ces conditions aux bords de la fagon suivante. Pour une barriere le long
de la surface S quelconque caractérisée par des canaux de transparence {I',} qui sépare deux
métaux diffusifs, on a :

/8(12812. (Ulglvgl) = flg = —/Sd2812. (Ugggvgg) (453)
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{Tn}

Fig. 4.2: Schéma d’une barriere entre deux métaux permettant de mettre en place
les notations de la formule (4.2) de condition aux bords.

ou §; est la fonction de Green a gauche de la barriére, g est la fonction de Green a droite
(cf. figure(4.2)), d2S12 est le vecteur unitaire perpendiculaire & la surface orienté de 1 vers 2 et
o; = 2e2D,v; est la conductivité dans I’état normal du métal de gauche (1 = 1) et de droite
(i = 2). On a introduit dans (4.53) une matrice courant I» définie par

¥ 2Fn[§1,£72]
I = .
1279 En: 4+ Tn({31, 92} — 2)

(4.54)

Finalement, en utilisant (4.47) et (4.53) on voit que le courant électrique traversant la barriere
est donné par

1 «
I, = _/ dQSng(R) = —@ /dEtI"[f’Kflz] . (4'55)
S

Avec I'équation d’Usadel (4.46), la condition de normalisation (4.42a) et les conditions aux
bords que l'on vient de décrire, nous avons tous les outils pour calculer les caractéristiques
courant-tension de conducteurs mésoscopiques diffusifs.

4.5 Statistique complete du courant

Comme nous 'avons déja vu, ’étude du courant d’un circuit mésoscopique peut étre effica-
cement complétée par I’étude du bruit en courant ainsi que les corrélateurs d’ordre supérieurs.
Cela permet d’accéder a de nouvelles informations sur le transport de charge.

On va donc chercher a calculer la fonction génératrice des cumulants ¢ associée a la variable
aléatoire N : nombre de charges ayant traversé le dispositif pendant un temps ty. Cette fonction
est définie de la fagon suivante :

p(\) = —In(e™) = —In [Z pnem)‘] (4.56)

ot p(n) est la probabilité que n charges aient traversé I’échantillon pendant le temps ty. On a
légerement modifié nos définitions de la section 1.3, cela permet notamment que le champ de
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comptage A soit sans dimension. Le nombre de charges N ayant traversé I’échantillon est lié au
courant I(t) qui le traverse par

1 [t
N = ——/O dt I(t). (4.57)

(&

Ainsi, comme nous ’avons vu dans la section 1.3, quand le temps de mesure t( est suffisamment
long on a :

| = == (4.58)
1 0% t
“Eow|,, ~ (V=38 (4.59)

ot S = [dt(({I(0),I(t)})) est par définition le bruit en courant a fréquence nulle. On en déduit

donc la relation suivante :

0I(\)
O

avec I(\) = _tedd (4.60)

S = 2ei .
A=0 to O

Cette formule nous sera utile par la suite car elle permet de calculer le bruit & partir du courant
sans avoir a calculer explicitement ¢.

La fonction génératrice des cumulants réécrite a 'aide de la mécanique quantique a été
proposée pour la premiere par Levitov et al. [17] en utilisant un spin 1/2 couplé au courant pour
compter les charges qui passent & travers le circuit. Elle est donnée par [17, 22, 24, 26] :

e~ = (Tp exp [—;—6 /C dt )\(t)Ic(t)]> (4.61)

ou I¢ est 'opérateur courant qui traverse la surface C et T désigne 'ordonnement temporel de
Keldysh sur le contour C' de Keldysh (cf. annexe A.3.2). Ce contour va de 0 & to sur la branche +
ou A(t) = A puis va de tp & 0 sur la branche — ou A(f) = A. On prenant les deux premieres dérivées
de ¢, on vérifie sans difficulté que 'on obtient bien le courant et le bruit. On constate alors
que pour calculer () il suffit de calculer la valeur moyenne de 'opérateur Iz quand on ajoute
a ’hamiltonien initial la perturbation extérieure dépendante du temps H.(t) = A(t)/(2e)Ic(t),
l'opérateur courant étant donné par :

(&
Ie=—o— [ d’r VP(r). J;lwwa—wwa (4.62)

ou la fonction F(r) est choisie de fagon & ce qu’elle passe de 0 & 1 en traversant la surface C.
Alors, de la méme facon que I'on a obtenu le courant (4.24), on trouve [24, 57] :

IN) =D pn, = —& / d*ry VF(ry). lim [(V1 = Va)tr (e G(ry, tra, 5 A))] - (4.63)

ou la fonction de Green G(rl,t,rg,t; A) est celle de 'hamiltonien total H + H.. On a ainsi
pratiquement obtenu la fonction génératrice car on a dp/OX = itg/el(N).
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Fig. 4.3: Dans le réservoir la fonction F' qui caractérise la surface de comptage C
passe de 0 & 1 en la traversant. Le circuit mésoscopique est connecté a droite du
réservoir sur cette figure.

Le calcul de Pexpression (4.63) est la méthode générale d’obtenir la statistique complete du
courant. On va maintenant essayer de la calculer dans un réservoir, on impose donc que la surface
de comptage C caractérisée par la fonction F'(r) est située a l'intérieur d’un réservoir homogene.
Ceci est bien possible car on peut toujours séparer 1’échantillon mésoscopique en réservoir et
éléments diffuseurs. On suppose de plus que 1’échelle caractéristique A ~ |V F|~! sur laquelle F
passe de 0 & 1 est telle que A\p < A < [,vp/A. Sous ces hypotheses on utilise ’approximation
quasi-classique. On dérive donc a nouveau ’équation d’Eilenberger (4.37) en présence de H, et
on obtient :

DY : A VIS

1
Compte tenu des hypotheses sur A, ce sont les termes en gradient qui dominent dans I’équation
(4.64) qui devient ainsi :

A
Vi VR, ¥, B;\) =[5 VF(R).vrik, §(R, ¥p, E; )] (4.65)

C’est une équation différentielle linéaire en g, la solution est donc entierement déterminée par
la donnée de ¢ aux bords du réservoir. Or la fonction de Green loin de la surface de comptage
C est connue : c’est la solution de 1’équation (4.65) avec A = 0 car loin de C on a VF = 0. C’est
donc la fonction de Green du réservoir §(Vp, E;0), en Pabsence de champ de comptage, qui ne
dépend plus de la position R. On en déduit que la solution de 1’équation (4.65) est

JR,Vp, B \) = e MR 25(5 5 B 0)eM RITR /2 (4.66)

On prend ensuite la limite diffusive suffisamment loin de la surface de comptage C ot F' =1 et
on trouve finalement que :

Go(E; \) = e” K20 (B 0)eiNTr /2 (4.67)

Ainsi le champ de comptage intervient uniquement par la modification des conditions aux bords
en modifiant les fonctions de Green des réservoirs. De plus, d’apres (4.65) et (4.62), on constate
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que le champ de comptage ne modifie pas I’équation du mouvement du systeme mésoscopique
en I'absence de champ de comptage (4.46) car on a VF = 0 loin de la surface C.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons décrit une méthode générale pour étudier le transport de charge
dans les systemes hybrides mésoscopiques supraconducteur - métal normal diffusifs. On a pour
cela d’abord utilisé I'approximation quasi-classique qui se justifie par le fait que la longueur
de Fermi est de loin la plus petite échelle du probleme. On a ensuite utilisé le fait que si la
diffusion est suffisamment importante, les fonctions de Green sont isotropes. Cela nous a permis
d’obtenir I’équation d’Usadel (4.46), qui, complétée par les conditions aux bords (4.53), (4.54)
et (4.67), permet d’obtenir la statistique complete du courant dans un circuit mésoscopique a
priori quelconque.

L’équation d’'Usadel a été discrétisée par Nazarov [104] ce qui & donné lieu a la théorie
des circuits. Elle revient & décomposer le circuit en noceuds et connecteurs. A chaque noeud,
on a une relation de type conservation d’une matrice courant spectral ressemblant aux lois de
Kirchoff qui permet de déterminer le courant dans tout le circuit. Cette approche simple et
systématique permet de s’affranchir de la résolution de I’équation différentielle diffusive présente
dans I’équation d’Usadel.

Nous allons utiliser cette méthode dans le chapitre suivant pour étudier la dépendance en
énergie du bruit en courant d’'une double jonction métal normal - métal normal - supraconduc-
teur.



Chapitre 5

Bruit en courant dans une double
barriere métal normal -
supraconducteur

Introduction

Il été récemment montré que dans des structures métal normal - supraconducteur le bruit
en courant peut avoir une dépendance en énergie non triviale car différente de celle du courant
[23, 26, 105, 106]. Diverses structures montrant cet effet ont été étudiés dans la littérature :
un long fil diffusif [26, 107], une jonction tunnel [29, 78] quand les réservoirs sont hors équi-
libre (cf. le chapitre 2) ainsi qu'une double barriere tunnel [32]. Cette derniére structure est
particulierement intéressante car les effets d’interférences deviennent plus importants quand on
augmente le nombre d’allers - retours des électrons dans le métal diffusif. On s’attend donc a
ce qu’une structure de type Fabry-Perot constituée de deux barrieres entre un supraconducteur
et un métal normal présente une forte dépendance en énergie de la conductance et du bruit.
Ceci a été prédit il y a une dizaine d’année par Volkov et al. [108] pour une structure du type
N-I-N’-I-S a I’aide des fonctions de Green quasi-classiques (ici N et N’ sont des métaux normaux,
S un supraconducteur et I est un fine barriere d’isolant). Ces résultats ont ensuite été confirmés
expérimentalement par Quirion et al. [109] pour métaux diffusifs et observé par Giazotto et al.
[110] pour des métaux balistiques. Quant au bruit, il a été récemment étudié théoriquement
dans cette structure tunnel par Samuelsson [32], ’hypothese que les jonctions sont tunnel sim-
plifiant beaucoup le calcul théorique. Cependant, on peut s’attendre & ce que le courant et le
bruit dépendent aussi de la transparence des barrieres. Nous allons montrer dans ce chapitre que
pour le bruit cette dépendance peut étre importante dans certains cas limites. Pour le courant,
ces effets des transparences ont été confirmés par Clerk et al. [111] en utilisant la théorie des
matrices aléatoires. Mais jusqu’a présent le comportement du bruit n’a jamais été étudié lorsque
les barrieres ne sont pas tunnel, c’est ce que nous allons faire maintenant.

Nous allons donc calculer dans ce chapitre le bruit en courant dans une structure N-N’-S sans
restriction sur la transparence des deux barrieres. On utilise la technique des fonctions de Green
quasi-classiques [89, 90, 95] décrite dans le chapitre précédant. On utilisera des conditions aux
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{FN’n,} {FSn/}

M
=~
|4

Fig. 5.1: Vue schématique de la double jonction N-N-S. {T'n,, } et {T's,,/ } sont les
transparences des barrieres N-N’ et N’-S.

bords modifiées introduisant le champ de comptage [17, 22, 24] ainsi qu’une paramétrisation de la
fonction de Green proposée par Houzet et Pistolesi dans I'article [107], ce qui nous permettra de
donner une expression de la dépendance en voltage du bruit en fonction d’un parametre complexe
qui doit étre trouvé numériquement. Nous avons aussi obtenu des résultats analytiques dans
certains cas limites, dans tous les autres cas le calcul numérique est immédiat. Nous montrerons
aussi que pour des conductances de méme ordre de grandeur dans ’état normal, la transparence
des barrieres joue un role important dans la dépendance en énergie du bruit. Pourtant, il est
souvent difficile de controler la transparence lors du processus de fabrication des échantillons.
On peut certes obtenir une estimation de la transparence moyenne I' connaissant la taille de la
jonction S et sa conductance gy : I' ~ go)\% /(9S), mais on ne peut rien savoir sur la distribution
des transparences. Il suffit pourtant d’une tres faible proportion de canaux ouverts pour changer
le comportement d’une jonction a priori tunnel. Nous pensons donc qu’en mesurant le courant
et le bruit, puis en le comparant avec les expressions que l'on obtient dans ce chapitre, on
peut obtenir des informations importantes sur la distribution de transparence des barrieres.
C’est pourquoi, & nos yeux, une théorie qui prédit le courant et le bruit pour des transparences
quelconques est un outil tres utile.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. On commencera par introduire le modele puis
dériver les équations principales dans la section 5.1. Nous donnerons ensuite les expressions du
courant et du bruit dans les sections 5.2 et 5.3 tout en discutant les limites haute et basse
énergies. Finalement on étudiera le transport quand l'une des conductances domine dans la
section 5.4 avant de conclure.

5.1 Modélisation

On consideére donc une double jonction N-N’-S avec deux jonctions que I'on caractérise de
la facon la plus générale possible par un ensemble de canaux de transmission de transparence :
{T'nn} pour la barriere N-N’ et {T'g,s} pour la barriere N’-S; n et n’ labélisant les canaux (voir
la figure 5.1). Ainsi les conductances des barrieres sont données par gy(g) = 9q >.T N(S)n> OU
9o = 2¢2/h est la conductance quantique. On suppose que les résistances g;[ls des barrieres
sont beaucoup plus grandes que la résistance du métal diffusif N’, on néglige donc la chute de
potentiel dans le grain N’. Cela revient a dire que I'on suppose que le temps 7p mis par un
électron venant des électrodes pour visiter entierement N’ est beaucoup plus petit que le temps
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de sortie 7, le temps que met ’électron pour sortir de N’. L’électron a donc le temps de voir
toute la région centrale avant de ressortir. En termes d’énergie, cela revient a dire que 1’énergie
de Thouless Ety, = h/tp = hD/L? (D est la constante de diffusion et L la taille typique
de N’) doit étre beaucoup plus grande que E; = h/7 = (gn + g5)d/(4m gg), 0 étant Iécart
moyen entre les niveaux énergétiques de N’. Nous allons aussi supposer que le grain central est
suffisamment petit pour L < & = /hD/A ! (ce qui est équivalent & Er, > A) ot A est le
gap du supraconducteur. On peut ainsi négliger la dépendance spatiale de l'effet de proximité
dans N’. L’effet de proximité est alors entierement controlé par E; et le transport de charge ne
dépend pas de la forme de N’. On peut ainsi considérer que N’ est un conducteur isotrope de
dimension zéro.

Nous allons aussi supposer que gy > gg ou gy’ est la conductance de N’ seul, ce qui
permet de négliger des effets de localisation faible. Puis, pour éviter les phénomenes de blocage
de Coulomb, on suppose que l'on n’a pas simultanément gy < gg et gs < gg. Finalement on
requiert que le temps de sortie soit beaucoup plus petit que les temps de mémoire de phase
et inélastique. Toutes ses conditions peuvent étre remplies expérimentalement, elles le sont par
exemple dans [109].

Avec toutes ces hypotheses, nous allons pouvoir appliquer la version discrétisée de ’équation
d’Usadel, la théorie des circuits [23, 24, 26, 57, 104], pour calculer le courant, le bruit et les autres
cumulants. Comme la dépendance spatiale interne de N’ est négligeable, on peut modéliser la
région centrale par un seul nceud. On discrétise donc le conducteur en trois noeuds caractérisés
par des fonctions de Green quasi-classiques isotropes dans I’espace de Nambu-Keldysh (voir le
chapitre 4), G N/52 pour les réservoirs N et S et G pour N’ qui dépendent Pénergie E et du
champ de comptage A. Dans notre cas, le champ de comptage est introduit par la modification
de la fonction de Green du réservoir normal comme suit, cf. (4.67) [22] :

GN()\) _ ei)\i—K/Q GNO 6*1')\77(/2’ (51)

ott G est la fonction de Green quasi-classique dans la limite diffusive, cf. (4.48) :

Cino = ( 75 2(fro+ fr073) ) ’ (5.2)

0 —73

fro=f(E—eV)=f(E+eV), fro=1—f(E+eV)— f(E—¢€V), f étant la fonction de Fermi &
la température T" du circuit et V' le potentiel du réservoir du réservoir N. Pour des énergies plus
petites que le gap, la fonction de Green du réservoir supraconducteur est donnée par Gg = 75 1,
cf. (4.49).
La fonction de Green du nceud central satisfait la condition de normalisation G2 = 1 et la
propriété de symétrie [107] 3
GT(=)\) = =7, G(\) 71 (5.3)

'Pour un grain de cuivre D ~ 64 cm?s™! et si le supraconducteur est de Paluminium, A ~ 200 peV, la condition
devient L < 100 nm.

2Dans ce chapitre, nous noterons G les fonctions de Green quasi-classiques isotropes et non jo comme dans le
chapitre 4 pour éviter toute confusion avec les conductances gn/s-

3Dans Particle [107] il y a une erreur de frappe dans la propriété de symétrie.
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avec 7, = 73 ® g2. (On a le méme type de relation pour GN/S)- Elle est solution de I’équation
d’Usadel [95], cf. (4.46) (on a § = 0 car N’ est un métal normal) :

WDV (GVG) +iE[Gp,G) =0, Gp=%c]1. (5.4)

On integre ensuite cette équation sur le volume V de N’ et on utilise le théoreme de Green-
Ostrogradski. On trouve :

/ d*S - (09GVG) + T[GE,C:]:O, (5.5)
(%)%

ol 1y est la densité d’état par unité de spin N’, et og = 22Dy est sa conductivité dans ’état
métallique normal. On utilise ensuite les conditions aux bords 0V du grain N’, cf. (4.53) [104] :

- / d’S. (00GVG) = Iy + Is (5.6)
2%

avec

: 20N G (A), G(V)]
B gQZ4+FNn {Gn(N), GV} —2) (7]
)

= QPSnGs, ( ]
55 = 0 T (0, G) D) o)

Ainsi G est entierement déterminé par ’équation (5.4) qui prend la forme d’une équation de
conservation de la matrice densité de courant :

fN+is+fE:O, (58)
ou
. 2itE . .
Ig = —9q—5—[GB, GO\ (5.9)

Ici I est ce que I'on appelle le courant de « fuite ». Il permet de prendre en compte le déphasage
relatif électron - trou quand ils se propagent dans N’ dont le I’écart moyen entre niveau est § =
1/(1V). L'estimation du temps de sortie E./h = d(gn + gs)/(4mh gg) vient de la comparaison
du poids des termes In+ Ig et Ig.

Une fois que la matrice G est connue, on obtient le courant, le bruit & fréquence nulle et tous
les autres cumulants d’ordre plus élevé en dérivant I(\) définie par, cf. (4.54) :

I(\) = —é / dFE tr[ixIy] = é / dE tr[fxIs]. (5.10)

La seconde égalité provient de I’équation de conservation de la matrice courant (5.8) sachant
que tr[7xIg] = 0. Les deux premiers cumulants sont le courant moyen :

=10\ (5.11)

‘AzO’



5.2 Le courant 87

et le bruit en courant, cf. (4.60)
OI(\)
JE2
Si les barrieres sont tunnel , I';, < 1Vn, les conditions aux bords se simplifient beaucoup car
on peut négliger le dénominateur des équations (5.7a) et (5.7b). Dans ce cas la matrice G(\)
peut étre trouvée analytiquement [30, 32]. Il est alors possible d’étudier non seulement le courant
et le bruit mais aussi tous les autres cumulants. Dans le cas de transparences arbitraires, aucune
solution analytique de G(\) n’est connue pour I'instant.
Cependant, si 'on se restreint a ’étude des deux premiers cumulants, I et S, qui sont en
pratique les plus accessibles expérimentalement, il suffit de développer G’(A) au voisinage de
A=0:

S = 2ie (5.12)

G(\) = Go — i%@l +O(\?). (5.13)

Il est alors possible de trouver Gy donnant le courant puis Gy donnant le bruit quelle que soit
la transparence des barrieres. C’est ce que nous allons faire dans la suite.

5.2 Le courant

Pour calculer le courant, il nous faut trouver Gy & partir de (5.8) puis le substituer dans
(5.11). Le point important est prendre en compte la condition de normalisation sans redondance
dans la paramétrisation de la matrice. Quand le champ de comptage est nul, la forme générale
de la solution est bien connue. Elle correspond & la paramétrisation suivante de Gy :

- R K
Gy = . 5.14
o=(5 45) (5.14)
avec
R = #3cosh+ifysinhf, A= —%; Rl 75, (5.15)
K = Rf—fA,  [=fo+%sfr. (5.16)

Ici, les parametres fr et fr, sont réels comme 'impose la relation de symétrie (5.3) quand A = 0.
Le parametre complet 6 caractérise 'appariement dans I'tlot central N’ :

e O = —im/2 correspond a état supraconducteur BCS,

e 0 =0 correspond a un état normal.
Pour constater cela, il suffit par exemple de comparer la paramétrisation de Gy aux fonctions
de Green dans les réservoirs. La densité d’état de la région N’ est donnée par la partie réelle de
0 : v =1ryRecoshb.

On substitue ensuite cette forme de G dans (5.8) ce qui nous permet d’obtenir les équations
donnant fr, fr, et 6. La partie retardée ou avancée de cette équation donne I’équation pour @ :

gN{(Zn)sinh 0 — iegp sinh 0 + igs(Zg) cosh 6 = 0, (5.17)
ottonaposée=E/E., gp=gn+9s, Zny = [l +Tn(coshf—1)/2]7 et Zg = [1+Tg(isinh 6 —

1)/2]71. Ici,
_ 2 lanfTan)

(L)) = St

(5.18)
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correspond a la moyenne sur la transparence des canaux de la jonction @« = N ou S. La partie
Keldysh de (5.8) donne :

fr = Jro (5.19)
gn tanh 61

— - _ _ g g 2
fr/fro = c= 2egp sin s ([(2—=Txn) cosby + I'y cosh01]|Zn]|%). (5.20)

Ici, on a décomposé 6§ = 61 +1i603 en partie réelle et imaginaire. Finalement, avec (5.11) on obtient
le courant moyen [112] :

= 2ie dE fro(E) G(E) (5.21)
avec
G(E) = cgs coshf ([—sinfy 4+ I'g(cosh @) + sinby)/2])|Zs|?). (5.22)

Ce résultat est en accord avec celui obtenu a l’aide des matrices aléatoires par Clerk et al. dans
[111] lorsque les barrieres ont des transparences constantes. A température nulle, la conductance
différentielle G = dI/dV est simplement égale a G(eV').

Par la suite nous allons nous intéresser a la dépendance en énergie de la conductance a
température nulle, la température ayant comme unique effet de moyenner G(F) sur une largeur
de ordre de kgT.

5.2.1 Limite cohérente

Commencons par étudier la limite basse énergie, soit le cas complétement cohérent. On trouve
que le parametre 6 est imaginaire pur et que ’équation (5.17) devient :

Gooh = (GN) 1+ (gs) ™, (5.23)
ou
gN = gn Ccos a(Z%;) + gN<FN§]2\,>(1 —cosa)/2,
gs = gssina(Z3) + gs(I'sZ&)(1 —sina)/2,

avec Zy = [L 4+ In(cosa—1)/2]7! et Zg = [1 + Dg(sina — 1)/2] 1. Le paramétre a = —Im
est solution de

gn sina (Zy) = gs cosa (Zg) . (5.24)

La conductance du circuit dépend alors fortement du quotient gn/gs.

Quand le grain central est bien connecté au réservoir normal (gn > gg), la solution de
I’équation (5.24) est & = 0 = 0, N’ est donc dans I’état normal. La conductance différentielle est
alors donnée par :

2

1 F n
Goon ~ 98" = 2g5(Ts/(2—T)*) =290 Y m - (5.25)
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electron {Rsn}

Andreev mirror

Fig. 5.2: Représentation de la double jonction N-N’-S dans le régime incohérent.
Les électrons sont réfléchis en trou au niveau de la barriere N’-S par le mécanisme
de la réflexion Andreev.

La conductance est dominée par la réflexion Andreev au niveau de la barriere N’-S [113].

Dans la limite opposée quand le grain N’ est bien connecté avec I’électrode supraconductrice
(gs > gn), on trouve § = —im/2, le grain est dans I’état supraconducteur. La conductance est
alors dominée par la réflexion Andreev a la barriere N-N’ :

n I3
C;coh = g]%f d = 29N<PN/(2 - FN)2> = 2gQ § : (2 — ]I\:]r:[n)z : (526)
n

On remarque aussi que Gy, est invariant sous la permutation des canaux des deux barrieres
{Tnn} < {LTgn} dans’équation (5.23). Ainsi la conductance dans la limite cohérente ne dépend
pas de 'ordre des barrieres devant le supraconducteur, alors que ’état du grain en dépend. Il
peut étre normal ou supraconducteur selon le rapport gn/gs.

5.2.2 Limite incohérente

Dans la limite opposée eV > E., le transport est incohérent. L’importante différence d’éner-
gie entre un électron et le trou obtenu par réflexion Andreev détruit les effets d’interférence. On
trouve que le métal central N’ est dans I’état normal (§ = 0), et la conductance différentielle est
donnée par :

G—l

class

= gn' + (5™ (5.27)

Cette expression (5.27) n’est plus invariante sous I’échange des barrieres N-N’ et N’-S. L’inter-
prétation physique de la conductance est simple car on peut traiter chaque canal de transmission
de fagon indépendante, les électrons n’interférant pas [114]. Pour qu’une paire de Cooper soit
transférée a travers la double barriere, il faut que l’électron suive les étapes suivantes (voir la
figure 5.2) :

e traverser la barriere N-N’,
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Fig. 5.3: Conductance différentielle normalisée par sa valeur dans la limite incohé-
rente en fonction de eV/E, quand les deux interfaces N-N’ et N’-S sont désordon-
nées (cf. Eq. (5.29)) pour différentes valeurs du rapport des conductances gn/gs.
La température est nulle. On constate qu'un maximum apparait au voisinage de
eV =~ E. quand gy = ¢gg, il devient plus prononcé quand gn/gs — O.

e étre réfléchi en un trou au niveau du miroir Andreev N’-S avec la probabilité Rg, =
I'% /(2 —Tgy)? par canal,
e le trou doit finalement ressortir en traversant la barriere N-N’.
Ainsi, dans la limite incohérente, la double barriere est équivalente & trois jonctions en série
de transparences {I'ny}, {Rsn} et {T'nn}, la charge élémentaire transportée étant 2e. Donc la
conductance est simplement donnée par ’addition en série de trois conductances multipliée par
un facteur 2 :

Gclass = 2[(9@ Z FNn)_1 + (QQ Z RSn’)_l + (QQ Z FNn)_l]_l s (5'28)
n n' n
ce qui correspond bien avec (5.27).

5.2.3 Energies intermédiaires

Pour des énergies intermédiaires, la forme de la conductance différentielle G dépend a la fois
du rapport des conductances des deux barriéres mais aussi de ’ensemble des transparences des
barrieres. Une situation particulierement intéressante est celle d’une interface désordonnée qui
se forme entre deux métaux en I’absence de barriere d’oxyde. Dans ce cas, il a été démontré que

la distribution de la transparence des canaux est universelle [115], et elle donnée pour la barriere
a=NouS:

pa(l) =Y 6 —Toy) = 22 ! (5.29)

gomI3/2/1-T"
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C’est une distribution de type bimodale avec a la fois un grand nombre de canaux transparents
(T proche de 1) et de canaux tunnel (I' proche de 0). La moyenne sur les canaux (5.18) devient

1 f(I)

(Ca) = [ ar VTt (5.30)
Nous avons donc tracé la conductance quand les deux barrieres N-N’ et N’-S sont désordonnées
pour différents rapports gs/gn en figure 5.3. On voit qualitativement une transition entre un
régime type « reflectionless tunneling » (maximum de conductance a voltage nul) caractéristique
des jonctions tunnel lorsque gy < gg jusqu’a un comportement de type « re-entrance » ou le
maximum de conductance est a eV ~ E quand gs < gn. On peut expliquer ces deux régimes
de fagon qualitative. Quand gy < gg, les électrons tentent un grand nombre de fois de traverser
la barriere N’-S avant d’y parvenir. Ainsi, a basse énergie les chemins quantiques s’additionnent
de facon cohérente donnant une conductance élevée. Quand ’énergie augmente, la contribution
cohérente diminue, la conductance aussi. C’est ce qui explique le maximum de conductance
a V =0 quand gy < gg. Dans le cas contraire ou gy > gg, les électrons sont facilement
transformés en trou au voisinage de la barriere N’-S, mais la réflexion Andreev donne un facteur
—i qui induit des interférences déstructives des ondes électroniques a énergie nulle [116]. Quand
on augmente 1’énergie, la perte de cohérence peut alors faire augmenter le courant donnant lieu
a un maximum de conductance a énergie non nulle. Ce comportement est assez proche de celui
que l'on observe dans un fil diffusif [108] mais D'effet est ici plus grand a cause de la structure
Fabry-Perot. Nous discuterons de I'influence de la transparence des barrieres sur la conductance
en méme temps que le bruit dans la section 5.3.3.

5.3 Le bruit

Nous passons maintenant a ’étude du bruit en courant. Comme nous ’avons déja expliqué,
il faut développer la relation de conservation du courant spectral (5.8) au premier ordre en .
On développe donc chaque courant spectral : Ig = Ig + )\Ié + O(A?) avec 3 =N, S, ou E. On
trouve :

Iy ign ((Dn)([Gn1, Gol — [Gro, G1))
—(I'n[Gno, Gol DN({G w1, Go} — {Gno, G1})Dn))

I§ = —igs((Ds)[Gs,G1]
—(I's[Gs,Go)Ds{Gs,G1}Dg)),
j}ﬂ = _%[GE’GI] >

ott Dy = (4 +T0({Ga0,Go} —2))7!, @ =N ou S, et Gn1 = [Fx, Gnol. Le bruit en courant &
fréquence zéro est donné par : '
i

1 / dFE tr[fxId]. (5.31)

Ici, la matrice inconnue G définie par I'équation (5.13) satisfait &

. . . jl jl
IN+IE+1E = fff I!f =0. (5.32)
x 1A

S
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Il y a aussi la condition de normalisation de G qui impose {Go, G1} = 0. On peut y satisfaire

en cherchant G; de la forme G; = [G’o,qg] ou la matrice ¢ est a priori quelconque. Mais en
utilisant aussi la relation de symétrie (5.3) qui devient ¢l = —71é7r, on trouve que l'on peut
utiliser la paramétrisation suivante pour ¢ [107] :
; afroft — cffs bz +d
j= ( ) Cbmrd ) (5.33)
CT3 a* froTi + cf T3

ol b, c et d sont réels tandis que a est complexe. On trouvera par la suite que le parametre c¢ est
celui donné par I'équation (5.22).

On insére ensuite cette paramétrisation dans I’équation (5.32) ce qui nous donne ensuite un
ensemble complet d’équations pour les parametres de ¢ :

e [’équation donnant a est obtenue grace a la partie anti-diagonale de la partie retardée de

(5.32) : tr[f1 5] =0,

e la partie Keldysh de la méme équation donne b : tr[f'gf}(] =0,

e ¢ est donné par tr[ﬁf%] =0,

e enfin d s'obtient par tr[I}] = 0.

Ensuite, a partir de ’équation (5.31) on trouve le bruit en courant a fréquence nulle [112] :

5= / AE {G(B)[1 — f2,] + Sr(E) 2} (5.34)

Nous donnons dans le paragraphe suivant les expressions de a, b, d et St. Elles paraissent
complexes car longues. Cependant, le seul parametre a priori difficile & calculer est €, mais on
doit déja le calculer pour obtenir la conductance. En dehors de certains cas limites, il est donc
nécessaire de résoudre I'équation (5.17) numériquement. Mais une fois 6 connu, il suffit de le
remplacer par sa valeur dans les expressions donnant a, b, d et Sy pour trouver directement le
bruit en courant.

Formules finales donnant le bruit

Pour alléger les expressions on utilise les notations raccourcis cosh#; = ¢; , sinh6; = sy,
cos By = co, et sinfy = s9. Une fois 6 connu, on trouve d’abord a :

_ —2iegpcie1ss + gsc?c{ZsAs) + gn(ZnNAN)

5.35
a . (5.35)
avec

As = 2c+Ts(2c102Z5 + Zgcico +iZg5251) S2 — F52|ZS|201022 cosh @,

Ay = 2c%cise —4ccysy — 2isinh 6 — 2T NZNeasa (—s1 — 1+ c1¢) (s1 — ¢ + ¢10)

+isinh 0 I'y Z (COSh9 + creac® — 2 61620)
+1 Si1r1h9111\72|ZN|2 (s1 —c1+cie) (—s1 — 1 + c10) $92

2 2
B = gn(2iZy cosh® —iZn?T ysinh ) + gs(iZs*T gcosh @ — 2 Zgsinh 0) + 2 gpe cosh .
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On calcule ensuite b qui est donné par

b = c(1—2ffy) + ffobr

avec
br = =26 = (2" [0 + DBy + Thfh + T + ThA))

et

Bo = 16cignerar +16€egpciceaaz — 16 sagnsiaz,

51 = —8cignsi (—1 + 2022) (c— 1)2 + 8aign (2012 —1—-3cica + 2022)
+ay (32 egD0120022 —32gpecicea + 24 sngsl) ,

B2 = —8cignsi(c— 1)2 (1 + c1c9 — 2022) +4a1gn (40102 +eied —4e? -4+ 2+ 01302)
+as (8 CEGDCICa (2 012022 + 012 + 2+ 022 — 60102) + 4 599N 81 (012 — 24 022)) ,

Bs = —2(c1—c2)’cignsi(c—1)> = 2a1 (e1 — e2)” gn (crc2 — 1)
+2az <4C(C1 — )’ egperez (crez — 1) — (c1 — ¢2) 329N31> ;

B = egpciccaaz (1 — 62)4

L’expression du parametre d est plus simple, mais il n’est pas nécessaire de la calculer pour
trouver le bruit :

d = _QfLOfTO (1 + 02 + a9 tan 92) .

Finalement la forme explicite de Sp(E) est :

C
ST = gi—61<’Z5‘4 [OCQ + F5a1 + F%QQ + F%Oégb

avec

ag = —16 359 — 8bpsy — 16 ceoan ,

a1 = 8ajcsy (—1 + 2 022) + 24 ceaan + 16 Py + 24 P so + 12bpey — 8breiey® + 12bysy ,

oy = 8ajcsy (—2 022 + 1+ 0132) + 4 agceo (012 —1- 022) -4 (4 c1 — 32022 + 389+ 82012)
+br (—12 c1 + 801022 —6s9+2 82022 —6 32012) ,

a3 = —2aqcs (—022 + 012 + 1+ 20132) — 2ascey (—022 + 012 +1+ 20132)

+2¢3 (s24+2c1 + soc1? —2c100% — 82022) +br (-3 cre9® 4 89+ c1® +3¢1 + 3s901% — 82022) .

Premiéres discussions du résultat

Commentons maintenant un peu plus en détail le résultat (5.34). On remarque d’abord qu’a
Péquilibre, quand eV < kpT, on retrouve le théoreme fluctuation - dissipation [117] qui relie les
fluctuations du courant a 1’équilibre a la conductance :

S|

wWehyr = T G(T), (5.39)
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qui s’obtient directement de (5.34) en notant que fro = 0 dans ce cas.

Pour la limite opposée hors-équilibre, le bruit n’est plus lié & conductance du circuit et doit
étre calculé avec (5.34). Quand la température est suffisamment faible (kT < eV, E;), le
Facteur de Fano différentiel est devient :

1 ds(Vv St(eV
7L:1+M. (5.40)
2eG(V) dV G(eV)

C’est la quantité sans dimension a laquelle on peut accéder par des mesures de bruit.
Nous allons maintenant discuter du comportement du facteur de Fano a température nulle

pour les différentes valeurs de la différence de potentiel a travers le circuit.

F(V)=

5.3.1 Limite cohérente

Dans la limite cohérente (eV < E.), on peut obtenir une expression analytique fermée
du facteur de Fano dépendant du parametre «, solution de I’équation (5.24). Mais comme son
expression est assez compliqué, nous nous contenterons des cas limites.

On constate que, comme Gegp, le facteur de Fano est invariant sous l’échange des trans-
parences des barrieres {I'np} < {Tgp}. Sile métal N’ est tres bien connecté avec avec le
supraconducteur gg > gy, on trouve

2>, Rnn(1 — Rnm)
zn RNn

c’est le facteur de Fano de la barriere N-N” seule out N’ est dans I’état supraconducteur [28].
Dans la limite opposée, gy > gg, on a

[ 2 Zn Rsn(1 — Rgyp)
coh Zn RSn

la réflexion Andreev a lieu cette fois & la barriere N’-S.

Dans la limite cohérente, le facteur de Fano dépend aussi fortement de la transparence des
barrieres :

e Quand les deux barrieres sont tunnel, on trouve [30, 32, 118] :

2
PNn

Fcoh = 7o T2 V92
(2-T%,)

avec Ryp = (5.41)

I3,
(2-T% )2

(5.42)

avec Rg, =

_ 59N 5
Fcoh 2 (912\; + g%)Q (543)
le facteur de Fano est maximum et est égal a 2 quand gy < gg ou gy > gg ce qui
correspond & la valeur d’une seule barriere tunnel metal normal-supraconducteur. Il atteint
un minimum Fop = 3/4 quand gy = gg [119].
e Le comportement est tres différent pour des barrieres transparentes (I'y =I's = 1) ol on
trouve [120] :

16 g% 9% (9n + 9s)
((gn + 95)? + 498 95)*(V/ (v + 95)? + 4gngs — (gn + gs))

le facteur de Fano tend vers 0 quand gy < gs ou gy > gg car le facteur de Fano d’une seule
barriere transparente est toujours nul. Il atteint ensuite un maximum Fyop = (vV/2+1)/4 ~
0.6036 quand gy = gs.

Fcoh =

(5.44)
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Fig. 5.4: Facteur de Fano de la double jonction N-N’-S dans la limite cohérente
a température nulle en fonction de go/gn ol go = gngs/(gn + gs) est la conduc-
tance de la double barriere dans ’état normal. Les deux jonctions sont tunnel,
transparentes ou désordonnées.

e Si les deux barrieres sont désordonnées, notre calcul permet de montrer que le facteur de
Fano passe par un minimum F, ~ 0.687 en gy = gs entouré de maximums Fop, = 3/4
quand gy < gs ou gy > gs qui correspond a la valeur d’une barriere désordonnée métal
normal - supraconducteur.

5.3.2 Limite incohérente

Passons maintenant & la limite incohérente eV >> E.. A partir de I'équation (5.40) on trouve
la formule suivante pour le facteur de Fano différentiel :

r 1-T 2 Rg, (1—R
(génd)fi Zn Nn ( Nn/ ) + 29Ng§nd(gN + génd) + 29?\[ Zn Sn ( Sn)
Fl _ Zn FNn Zn RSn
class (gN _i_g?nd)?,

On peut retrouver ce résultat en utilisant la méthode développée par Belzig et Samuelsson dans
[121] qui permet d’obtenir dans la limite grande énergie ’ensemble des cumulants des circuits
hybrides métal normal - supraconducteur.

L’interprétation physique est la méme que pour G- En effet, dans cette limite, le circuit
peut étre schématisé par I’association en série de trois barriéres de transparence {I'ny,}, {Rsn/ },
et {I'ny} avec des cavités décohérentes entre elles. La charge élémentaire transférée est celle des
paires de Cooper 2e (voire la figure 5.2). Or, on peut montrer que le facteur de Fano différentiel
de deux jonctions en série séparées par une cavité décohérente est (pour une charge élémentaire
e) [23, 122] :

BB+ g9+ 92) + B F

Fia(g1, F1; 92, 1) = (01 +92)° ; (5.45)
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ougi =99 ,Linet F; = (3, Tin(1=T4))/ >, Tin, i = 1 ou 2 labélise les jonctions. A partir de
I’équation (5.45) on en déduit que le facteur de Fano pour trois barriéres en série est simplement
Fi23(g1, F13 92, Fo; 93, F3) = Fi2(912, F12(91, F1; g2, F2); 93, F3) ot g1z = g192/(91 + g2) est la
conductance classique de la jonction 1 et 2 en série. En prenant en compte le fait que la charge
élémentaire transportée est 2e, on montre facilement que

Foass = 2Fi23(91, F13 92, F2; 93, F3); (5.46)
avec
g1=92 = 90 Tnn:  93=9Q Y Ron, (5.47)
n n
r 1-T Rgn (1 - R
Fiep = Zalde(=Taw) o 2 Rsn (1= Rsn) (5.48)
Considérons maintenant le cas ou une des deux barrieres dominent le transport. Remarquons

d’abord que d’apres I’équation (5.45) il faut comparer génd a gy et non pas gg par rapport a

gn. C’est logique, le métal N’ est dans I’état normal. Mais cela peut étre important car si on
effectue un calcul ot N’-S est tunnel [32], cela revient & supposer que gSAnd =0 donc Fiass = 0
quelle que soit la transparence de la barriere N-N'.

Quand gSAnd < gn, c’est U'interface N’-S qui domine le transport de charge, on n’est donc pas
surpris de trouver que le facteur de Fano est celui d’une barriere métal normal - supraconducteur
seule [28] : Fdass =2 Zn RSn (1 — RSn)/Zn RSn-

Dans la limite opposée, gSAnd > gn, on trouve Foass = >, I'nn (1 —T'nin/2)/> 2, Tn. Ce
n’est pas le facteur de Fano d’une barriere N-N’ seule. Cela n’a rien d’étonnant car dans la limite
ou la résistance est dominée par la barriere N-N’, la supraconducteur a comme unique effet de
doubler le nombre de jonctions (cf. figure 5.2). Le circuit est donc équivalent & deux jonctions
identiques séparées par une cavité décohérente dont le facteur de Fano s’obtient immédiatement
d’apres (5.45) au facteur 2 pres du doublement de la charge : Fijass = (Fn—n7+1)/2. Par contre,
il peut sembler surprenant de trouver Fij,ss = 1/2 quand la barriere N-N” est transparente alors
que pour une jonction simple transparente le bruit est nul. L’origine de cet effet provient de la
cavité N’ qui est chaotique (ou décohérente) : un électron venant de N qui entre dans N’ a une
probabilité 1/2 de sortir par N-N’ en électron et une probabilité 1/2 de sortir par N-N’ en trou.
Dans le second cas, la charge transférée a travers le circuit est 2e avec la probabilité I' = 1/2. On
a donc une conductance gy comme pour un contact de Sharvin mais avec un facteur de Fano
2 x 1/4 (pour le terme I'(1 —T)).

Remarque sur la formule (5.45)

A Paide de (5.45) on montre facilement que le facteur de Fano d’un nombre infini de jonctions
identiques en série est F' = 1/3 quelles que soit les transparences choisies pour la barriére seule.
On retrouve ainsi tres rapidement le facteur de suppression 1/3 du bruit de grenaille [123] d’un
fil diffusif que I'on sait pouvoir étre modélisé par un grand nombre de jonctions tunnel en série
[104] sans utiliser la distribution des canaux de Dorokhov [124] pour un fil diffusif.

De méme on trouve a partir de (5.45) que le facteur de Fano d’un nombre infini de jonctions
identiques accolé a un supraconducteur est F' = 2/3. On retrouve donc tres facilement le facteur
de suppression 2/3 du bruit de grenaille d’un fil diffusif connecté & un supraconducteur [28].
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Fig. 5.5: Facteur de Fano différentiel en fonction de eV/E, & température nulle
pour deux interfaces désordonnées. Un creux apparait au voisinage de eV =~ eV/E,
qui devient de plus en plus piqué quand gx/gs diminue.

5.3.3 Energies intermédiaires

Pour des valeurs de I’énergie intermédiaires, on doit étudier le facteur de Fano numéri-
quement, de la méme fagon que pour la conductance. Notre résultat permet d’étudier n’importe
quelle situation. On s’est d’abord intéressé au cas ou les deux barriéres sont désordonnées comme
nous ’avons fait pour la conductance dans la section 5.2.3. On a donc tracé en figure 5.5 le facteur
de Fano différentiel pour deux interfaces désordonnées. On constate qu'un minimum apparait
quand gy = gg et devient de plus en plus piqué quand gy /gs — 0. Ce creux est assez similaire
au minimum du facteur de Fano différentiel dans un fil d’or en contact avec un réservoir normal
et un réservoir supraconducteur [48].

5.3.4 Effets de la distribution des canaux

Considérons maintenant 'effet crucial de la transparence des canaux. La situation optimale
pour cette étude correspond a des conductances égales pour les deux barrieres dans I’état normal,
gN = gs, c’est 1a que leffet de la transparence des jonctions est maximale dans la structure a
double barriere. Nous allons voir qu’en modifiant les transparences pour deux barrieres ayant
pourtant la méme conductance dans ’état normal, on peut fortement changer le comportement
de la conductance et du bruit de la double barriere N-N’-S. Pour simplifier la présentation, nous
allons nous concentrer sur I’étude du cas de transparences constantes I';, = I' ,¥n. On fait donc
varier la transparence et le nombre de canaux de chaque barriere pour garder constant le rapport
gn/gs = 1. Notons que si les canaux sont transparents, il n’est pas nécessaire que la taille de
la jonction soit tres petite pour garder la méme conductance que dans le cas tunnel. Il suffit de
considérer une jonction large bi-modale avec une majorité de canaux completement fermés.

On a calculé la dépendance en énergie de la conductance et du bruit en faisant varier la
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Fig. 5.6: Conductance différentielle et facteur de Fano en fonction de eV/E; a
température nulle. Les deux barrieres ont une distribution de transparence mono-
modale. Dans 'encart gauche, la jonction N’-S est tunnel (I's = 0.01) et dans
Iencart droit la jonction N’-S est transparente (I's = 1).
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Fig. 5.7: Conductance différentielle et facteur de Fano en fonction de eV/E, &
température nulle. Les deux barrieres ont une distribution de transparence mono-
modale. Dans I’encart gauche, la jonction N-N’ est tunnel (I'y = 0.01) et dans
Pencart droit la jonction N-N’ est transparente (I'y = 1).
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transparences des interfaces. Nous avons reporté les résultats en figure 5.6 et 5.7. Dans la figure
5.6 on a fixé I's = 0.01 (a gauche) et I's = 1 (& droite) et nous faisons varier I'y de 0.1 & 0.9.
Dans la figure 5.7 on a tracé le méme type de courbe en interchangeant le role de 'y et I'g.

Remarquons d’abord l'importance de la transparence pour prédire la valeur de la conduc-
tance et du bruit. La connaissance de la conductance seule ne suffit pas pour déterminer les
transparences. Par contre, si on connait a la fois la conductance et le bruit, on obtient des in-
formations importantes sur la distribution des canaux. Un seconde remarque importante est le
comportement qualitativement similaire de la conductance et du bruit qui est particulierement
visible quand 'y > I'g (encart gauche de la figure 5.6). Le facteur de Fano différentiel semble
relié linéairement a la conductance différentielle, F(E) ~ vy — 11 G(E) ou vy et 71 sont des
constantes positives. Ce comportement a été démontré analytiquement pour un contact tunnel
entre un supraconducteur et un fil diffusif [107]. Ce comportement semble le méme sur ’ensemble
des courbes avec plus ou moins d’exactitude, le facteur de Fano ressemblant & la conductance
renversée. Bien sur, ¢’est un comportement qualitatif, les facteurs de proportionnalité dépendant
de la transparence [107].

5.4 Bruit en courant pour gg/gy grand ou petit

Quand une des deux conductances domine, on peut penser que le transport de charge dépend
uniquement des caractéristiques de l'interface avec la plus petite conductance. Ce n’est vrai que
partiellement.

Cas ol gy < gg

Discutons le cas ou la conductance de I'interface N-N’ est beaucoup plus petite que celle de
I'interface N’-S. On part de I’équation (5.8) que 'on divise par gg, ce qui fait disparaitre le terme
Iy dans la limite g /gs — 0. Ainsi, la fonction de Green de grain central N’ ne dépend plus du
contact N-IN’; en particulier, elle devient indépendante du champ de comptage A qui apparait
seulement dans Iy. Dans ce cas, G = Gy et cette fonction de Green dépend uniquement du
parametre @ solution de (5.17) car on a vu que fy = fro et fr dépendent seulement de 6. Une
fois que cet angle est connu, G est connu. Donc en utilisant (5.7a) et (5.10) on trouve directement
I(\) que l'on calcul au niveau de la jonction N-N’. On en déduit la fonction génératrice des
cumulants ¢(\) par intégration sur A de I(\) = —ie/(2ty) 0p/ON [22] :

P(\) = _%0 > /dE Tr ln[l + FZ"({GN(A), GO} —2)] , (5.49)

Le courant et le bruit sont alors donnés par (4.60) et (5.12), mais on a aussi acces a tous les
autres cumulants.

Il semble donc que le transport ne dépende seulement des propriétés de la barriere N-N’ qui
a la plus petite conductance. Mais en fait, la transparence de la barriere N’-S modifie aussi le
transport par I'intermédiaire de ’angle 6 qui, dans cette limite, est donné par :

1
<1 +Dg(isinhf —1)/2

> coshf — esinh§ = 0. (5.50)
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Ainsi, I'g, en influant sur 6, influe sur ’état du grain N’. Si par exemple la barriere N’-S est
tunnel I'g,, < 1Vn, on trouve que G est une fonction de Green BCS avec un gap effectif égal &
E-. Cela veut dire que le courant est donné par la formule de Blonder et al. [125] et le bruit par
la formule de Khlus [27] qui sont valables pour une seule barriere NS. Si la barriere N’-S n’est pas
tunnel, la fonction de Green n’est plus de type BCS. Le courant et le bruit sont alors donnés par
Iéquation (5.49) une fois que l'on a spécifié la distribution des transparences des deux jonctions.
Ainsi, le transport de charge dépend de la transparence de N’-S méme si gy < gg. Cet effet a
été étudié pour la premiere fois par Melsen et al. dans [126] quand ils s’intéressaient & la densité
d’états d’un cavité chaotique connectée a un supraconducteur.

Il est aussi intéressant de discuter de la condition gg > gy elle-méme. On peut voir de
I’équation (5.27), qui donne la conductance dans la limite incohérente, que la condition est plutot
gg‘ > gn. Dans le régime ot N’-S est tunnel on trouve alors F' = 2 si € < 1 car le transport est
dominé par la réflexion Andreev et F' = 1 pour € > 1 car le transport est dominé par le tunnel
des quasi-particules au niveau de N-N’. Mais si on prend d’abord la limite I'g — 0, on ne pourra
jamais avoir la condition ggl > gn car ggl = 0. C’est pour cela que les calculs qui ont été faits
a l'aide des conditions au bords tunnel de Kuprianov-Luckichev [58] ne donnent pas le méme
résultat dans la limite gn/gs — 0. Par exemple, si on prend la limite ¢g; /g2 dans I"équation (28)
de larticle [32] on trouve F(g) = 2 pour € < 1 et F(¢) = 2 — 1/e? pour ¢ > 1. Les deux calculs
sont valables pour des barrieres tunnels mais dans [32] la limite g = (I's)gs/2 < gn < gs est
prise implicitement. Cela montre bien le grand intérét de calculer le bruit pour des transparences
quelconques comme nous ’avons fait.

Cas ou gy > gg

On peut faire le méme type d’étude dans la limite opposée gy > gg. Cependant le résultat est
plus trivial car dans cette limite 1’équation (5.17) donnant 6 donne sinh(#) = 0 donc 6 = 0 quelle
que soit la distribution des transparences a l'interface N-N’. Le grain N’ est donc toujours dans
I’état normal quelle que soit la valeur de . Ainsi le transport de charge sera simplement celui de la
barriere N’-S seule ot N” est normal. On aura donc G = g4 et F =23 Rg,(1—Rsn)/ Y., Rsn
pout tout € < A.

5.5 Discussion a la lumiere de récentes expériences

Intéressons-nous maintenant a quelques expériences récentes de mesure de transport dans
des structures hybrides métal normal - supraconducteur [15, 109]. On trouve en général que
la théorie quasi-classique que nous avons utilisée donne un accord qualitativement bon avec
les expériences de dépendance en énergie de la conductance, méme si un accord quantitatif est
difficile a obtenir. En général, quand on peut négliger les effets de chauffage et le blocage de
Coulomb, la difficulté principale est de deviner la distribution de la transparence des canaux.

Prenons lexemple de Quirion et al. [109] ou ils étudient la dépendance en énergie de la
conductance de la structure étudiée dans ce chapitre. Dans le premier échantillon qu’ils ont étu-
dié, avec la procédure de fabrication utilisée, ils s’attendent a ce que gy = gg et que les jonctions
soient tunnel I'y, I'g < 1. L’accord entre les mesures et la formule de Volkov et al. [108] obtenue
dans la limite tunnel est bon. Cependant dans le second échantillon ou N-N’ est inchangée, on
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s’attend a ce que gg > gy et qu’il y ait un certain nombre de canaux transparents dans la
barriere N’-S car la conductance par unité de surface est plus grande que dans I’échantillon pré-
cédant, cependant la distribution de I'g reste inconnue. Les auteurs ont trouvé qu’il n’était pas
possible d’ajuster les données expérimentales avec la théorie tunnel de Volkov. Mais en méme
temps, si on le se réfere a la courbe en haut a gauche de la figure 5.7, on constate que I’on ne peut
pas expliquer un pic & voltage fini observé dans la conductance avec une transparence constante
I's proche de 1. Les canaux de la barriere N’-S n’ont donc pas une transparence constante. Il est
en faites tres difficile d’essayer d’ajuster la conductance quand trop de parametres sont inconnus,
mais en faisant des mesures de bruit dans le méme échantillon ce la peut rendre cet ajustement
possible. De plus la configuration étudiée dans [109] est idéale car la double barriére permet de
garder un courant faible et ainsi d’éviter les effets de chauffage. Nous pensons donc qu’en faisant
des mesures jointes de bruit et de courant, on doit pouvoir obtenir des informations nouvelles
sur la transparence des barrieres et ainsi faire des interprétations quantitatives de mesures.

Intéressons-nous maintenant a une seconde expérience du méme groupe [15]. Ils ont mesuré le
bruit dans une jonction tunnel semiconducteur - supraconducteur et ont observé une transition
de facteur de Fano de 2 a 1 en augmentant le voltage, ce qui est caractéristique de passage
d’un transport par réflexion Andreev a un transport par les quasi-particules. Cependant, on ne
comprend toujours pas vraiment pourquoi ’énergie caractéristique de transition est beaucoup
plus petite que le gap du supraconducteur. Une explication possible peut étre fournie par nos
calculs. En effet, 'interface étant complexe, on pourrait la modéliser par une double barriere
constituée d’une région intermédiaire normale bien connectée au supraconducteur et connectée
par l'intermédiaire d’une barriere tunnel Schottky au métal normal. On se trouve alors dans le
cas discuté section 5.4 ol gy < ¢gg et le comportement observé peut étre interprété par une
transition du facteur de Fano de 2 & 1 a I’énergie E; plus petite que la gap supraconducteur.

Notons enfin qu’il existe de récentes expériences de mesure de conductance dans des struc-
tures N-N’-S ou les barrieres sont des points quantiques dont on peut controler le nombre de
canaux de transmission et la transparence [127, 128].

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le dépendance en énergie du bruit en courant d’une
double barriere N-N’-S pour des valeurs arbitraires de la transparence des barrieres. L’expression
donnant le bruit ne dépend d’un seul nombre complexe 6 qui doit étre calculer numériquement.
Ce nombre est aussi indispensable pour la conductance. Nous avons aussi décrit analytiquement
plusieurs cas limites : gn/gs grand ou petit, le cas completement cohérent eV < kpT et le cas
completement incohérent eV > kpT'. Nous avons aussi étudié numériquement la dépendance en
énergie du bruit dans le cas ou les deux conductances sont égales gy = gg. On peut tirer quelques
conclusions générales de notre analyse : la dépendance en énergie a une structure beaucoup plus
prononcée que dans le cas d’une structure étendue comme par exemple un fil [107]. Nous avons
aussi vu que la dépendance en énergie du courant et du bruit sont qualitativement reliés bien que
quantitativement indépendants et que le distribution des transparences des barrieres joue une
role important dans la détermination du bruit et du courant comme le montre les figures 5.6 et
5.7. Finalement, a la lumiere de récentes expériences, on a pu voir que des mesures simultanées de
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courant et de bruit peuvent donner des indications importantes sur la transparence des barrieres,
qui sont indispensables si I’on veut interpréter quantitativement les expériences.






Conclusion générale

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a la dépendance en énergie du bruit en courant
dans les circuits hybrides métal normal - supraconducteur.

Nous avons d’abord étudié dans le chapitre deux la dépendance en énergie du bruit en courant
d’une jonction tunnel métal normal - supraconducteur en prenant en compte la diffusion des
électrons sur les impuretés du réseau cristallin. On a montré que si les réservoirs sont a ’équilibre
thermodynamique, le bruit et le courant sont proportionnels mais que si les réservoirs sont hors-
équilibre le bruit et le courant sont indépendants. Nous avons aussi proposé dans ce cas une
méthode pour calculer le bruit de facon quantitative une fois la géométrie de la jonction connue.

Ensuite, dans le chapitre trois, nous avons étudié une géométrie de type séparateur de fais-
ceau constituée d’un supraconducteur connecté a deux métaux normaux par des jonctions tunnel.
Nous avons montré que la corrélation des courants traversant les deux jonctions est une quan-
tité qui dépend des propriétés de transport non-local du circuit, et que ’on peut par un simple
ajustement des potentiels mesurer I'amplitude de la réflexion Andreev croisée ou du cotunne-
ling élastique et changer le signe de la corrélation croisée. Nous avons aussi étudié 'effet d’un
environnement électromagnétique sur le transport de charge dans cette structure et montré que
I’environnement induit des non-linéarités qui peuvent expliquer une conductance croisée non
nulle. Cependant, cela n’explique pas pourquoi il a été observé dans une expérience récente
[59] que la conductance croisée est dominée par le cotunneling élastique a faible voltage. Une
perspective est donc d’essayer d’expliquer ce phénomene en prenant notamment en compte les
interactions électron - électron de facon locale et non globale comme on I’a fait avec ’environ-
nement électromagnétique.

Finalement dans le chapitre cing, on s’est intéressé a l'effet de la transparence des barrieres
sur la dépendance en énergie du courant dans une double barriere en série métal normal - métal
normal - supraconducteur. Nous avons montré que la transparence des barrieres joue un role
important dans la dépendance en énergie du bruit, et qu’en combinant des mesures de bruit
a des mesures de conductance on peut obtenir des informations nouvelles sur la transparence
qui est souvent difficile & contréler lors de la fabrication des échantillons. Il serait intéressant
d’appliquer la méme technique a une structure de type séparateur de faisceau pour notamment
voir les effets de la transparence des barrieres sur la dépendance en énergie de la conductance
croisée et de la corrélation croisée.

Nous avons ainsi vu tout au long de cette these que les effets d’interférences des électrons dans
les circuits mésoscopiques couplés a l'effet proximité d’un supraconducteur et a la diffusion sur
les impuretés donnent des comportements non triviaux de la dépendance en énergie du bruit en
courant que I'on rencontre pas dans la conductance. La mesure du bruit permet donc d’obtenir
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des informations nouvelles sur le transport de charge.



Annexe A

Rappels sur la théorie perturbative
hors-équilibre

A.1 Un systeme hors-équilibre

Dans cette appendice, nous donnons quelques éléments de la théorie perturbative hors-
équilibre qui sert de base au formalise de Keldysh [97]. On dérive cette méthode a partir de
I’hamitionien tunnel utilisé dans les chapitres 2 et 3. On considére donc un hamiltonien H de
la forme H = Hg + Hp ou la partie libre Hy représente les réservoirs d’électrons et le terme
Hyp permet aux électrons de passer a travers les jonctions tunnel, c’est I’élément perturbatif
considéré comme « petit » devant la partie libre.

On impose une différence de potentiel de part et d’autre de la jonction. Le systeme n’est plus
a 1’équilibre thermodynamique car la matrice densité n’est pas proportionnelle a exp(—g(Hy —
prNL—prNR)) ,ici Np(g) est 'opérateur nombre de particules & gauche (droite) de la jonction et
pr(r) le potentiel chimique associé. La différence de potentiel est eV = ur, — ugr (8 = 1/(kgT)).

On suppose que 1'on connecte les deux réservoirs avec Hr a un instant tg que 'on fera tendre
vers —oo. A tout instant t < tp, on est en présence de deux réservoirs d’électrons qui ne se
voient pas. Ainsi, bien que la différence de potentiel soit non-nulle, le systéme est & ’équilibre
thermodynamique. On définit alors sans ambiguité 'opérateur densité dans ’ensemble grand
canonique :

e—B(Ho—pLNL—prNR)

Po= tr[e=f(Ho—prNL—prNR)]

(A1)

La valeur moyenne d’un opérateur quelconque est alors (A)g = tr[pgA].
Ensuite, a 'instant ¢, on branche la perturbation Hr ce qui brise I’équilibre thermodyna-
mique. On traite alors Hr de fagon perturbative, la différence de potentiel restant arbitraire.

A.2 Les différentes représentations

Pour bien mettre en place la théorie perturbative, il est nécessaire de rappeler brievement
les différentes représentations opératorielles utilisées en mécanique quantique.
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Représentation Heisenberg

Jusqu’a présent, les opérateurs que 1’on a considérés étaient implicitement écrits en représen-
tation Schrodinger. On définit de la maniere suivante la représentation Heisenberg d’un opérateur

Ag :

Ap(t) = UT(t, t9)AsU(t, to), (A.2)
U(t,tp) étant opérateur d’évolution complet défini par
d
iS(tte) = HU(t 1) (A3)
Ulto,to) = 1.
Cet opérateur est unitaire Ut = U~! et satisfait la loi de groupe
Ul(t1,t2)U(t2,t3) = U(t1, t3). (A.4)
L’équation d’évolution temporelle de 'opérateur Ay (t) est donnée par 1'équation
dA dA
im (1) = [A(t), H) + iU (t,10) = Ut o). (A.5)

Pour la plupart des opérateurs que 1’on rencontre, le dernier terme en dAg/dt est nul. Cependant,
il existe des exceptions comme pour 'opérateur densité :

i—— = —lps, H]. (A.6)

Cela provient du fait que cet opérateur peut étre décomposé sur une base de projecteurs de la
facon suivante : p = >, w;|1); >< |, chaque [¢); > vérifiant I’équation de Schrédinger. Ainsi, en
utilisant (A.5) et (A.6), on obtient dg—f = 0. L’opérateur densité est constant en représentation
Heinsenberg, pg = pg. La valeur moyenne d’un opérateur A au temps ¢t ou de deux opérateurs
a des temps différents est alors définie sans ambiguité par :

(A(t)) = tr{poAu(t)} = (Ar(t))o (A7)
(A(t1)B(t2)) = tr{poAn(t1)Bu(t2)} = (An(t1)Bu(t2) )o- (A.8)

Représentation interaction

On définit de la maniere suivante la représentation interaction d’un opérateur Ag :

Ao(t) = Ul (t,t0) AsUo (. to), (A.9)
Uo(t,to) étant 'opérateur d’évolution libre défini par
dU,
id—to(t,to) = HoUo(t, to) (A.10)
Uo(to,to) = 1.

Comme Hjy ne dépend pas du temps, on a Uy(t,tg) = exp[—i(t — tg)Hp]. Comme U, Uy est
unitaire et satisfait une loi de groupe du méme type.
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L’opérateur S

Nous allons maintenant établir un lien entre les représentations Heinsenberg et interaction.
Pour cela nous introduisons l'opérateur S défini par U (¢, tg) = Up(t, to)S(t,to). En utilisant (A.3)
et (A.10), on obtient ’équation d’évolution de S :

D) = VwSn) (A11)
S(to,tg) = 1 (A.12)
avec  Vo(t) = UJ(t,to)HrUo(t, to).

La solution formelle est donnée par

st = S [an a1 Vit

n!
n

Texp [—z’ / t dtlvo(tl)] . (A.13)

to

ou T est le T-produit qui ordonne les opérateurs du temps le plus récent au plus ancien. Il est
défini par

TIA®)B({)] = 0@t —tYAX)B{')+ec0(t' —t)B(t)A(t), (A.14)
avec € = +1 si les opérateurs sont bosoniques, et —1 si ils sont fermioniques. Cette relation se

généralise sans difficulté pour un nombre n d’opérateur. L’opérateur S est unitaire ST = S~! et
satisfait la loi de groupe

S(t1,t2)S(ta,t3) = S(t1,t3). (A.15)
Nous pouvons finalement écrire les valeurs moyennes (A.7) de la facon suivante :

(A@6)) = (St t0)Ao(t)S(t,t0) o (A.16)
(A(t1)B(t2)) = (ST(tr1,t0)Ao(t1)S(t1,2) Bo(ta)S(ta, t0) ) (A.17)

A.3 Le contour de Keldysh

Pour calculer perturbativement des valeurs moyennes comme (A.17), il faut développer I'opé-
rateur S ordre par ordre. Le formalisme de Keldysh [97] va nous permettre de le faire de fagon
systématique. On invite le lecteur souhaitant plus de détails a se reporter a Iarticle de revue de
Rammer et Smith [91].



110 CHAP. A: RAPPELS SUR LA THEORIE PERTURBATIVE HORS-EQUILIBRE

A.3.1 Formule de Kubo

Au premier ordre en perturbation, il est facile de calculer des valeurs moyennes comme par
exemple celle de { A(t)) = (ST(t, —00)Ag(t)S(t, —o0) ) en développant 'opérateur S :

S(t, —o0) = 1—i/t At Vo(t) + O(V2), (A.18)
done (4®0) = (AW~ [ A0 Vo)) + O0F). (419

C’est la formule de Kubo. Pour évaluer les ordres supérieurs, cette méthode s’avere rapidement
laborieuse notamment pour trouver ( A(t1)B(t2)) (Eq. (A.17)) ou il y a trois opérateurs S a
développer et ordonner temporellement. On utilise alors le formalisme de Keldysh qui est plus
systématique a utiliser aux ordres élevés car, comme on va le voir, il n’y a qu'un seul opérateur
Sc (qui differe peu de S) a développer en puissance de Vj.

A.3.2 Tg-produit et opérateur S¢

On effectue quelques manipulations algébriques sur les valeurs moyennes que 1’on souhaite
calculer. Prenons un exemple qui nous est utile dans ce mémoire, le corrélateur a deux temps
du courant dont la transformée de Fourier donne le bruit :

(I(t1)I(t2)) = (S(=00,t1)lo(t1)S(t1,t2)Io(t2)S(t2, —00) o
= < §(—OO, tl)Io(tl)S(tl, —|—OO)S(+OO, tl)S(tl, tQ)Io(tQ)S(tQ, —OO) >0
= (T [S(—00,400)Io(t1)] T [S(+00, —00)Io(t2)] o- (A.20)

Ici T est Danti T-produit qui ordonne les opérateurs dans le sens contraire du T-produit
(Eq. (A.14)) :

TIAWBE)] = 0t —t)A)BE') +e0(t —t')B(t')A(1). (A.21)

avec € = +1 si les opérateurs sont bosoniques, et —1 si ils sont fermioniques.

On introduit alors un opérateur T qui ordonne de droite a gauche les opérateurs le long du
contour temporel de Keldysh C. 1l est fait d’'une branche « 4+ » allant de —oo a 400 suivi d’une
branche « — » allant de +00 & —oo, comme le montre la figure A.1. Finalement, on aboutit & :

(I(t)I(t)) = (To [Sclo(t)o(t3)] )o (A.22)
avec Sc = Tcexp [—i/cdﬂ/o(t)} (A.23)
= Tcexp [—z‘ /+OO dt+ V() +z‘/+oo dtVo(t)} .

Pour l'opérateur courant seul on obtient
(I(t)) = (T¢c [SCIO(t+)] Yo = (Tc [Sclo(t_)} Do- (A.24)

On peut alors calculer les valeurs moyennes réécrites sous cette forme en développant ’opérateur
Sc ordre par ordre.
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—_ o0 branche +

_ branche —

Fig. A.1: Le contour C de Keldysh.

A.3.3 Fonctions de Green

Le théoreme de Wick reste valable le long du contour de Keldysh, mais maintenant les
fonctions de Green & deux temps sont des matrices 2 X 2 car chaque indice temporel de la
fonction de Green peut se situer sur la partie + ou — du contour de Keldysh.

On définit par exemple une fonction de Green libre matricielle de la fagon suivante :

+ 4o
V _ Yo (t1,12) 9y (t17t2)>

bt = % kT A25
Jko (t1,t2) ( Gt (t1,ta) g (1, 1) (A.25)

- _i<<T[aka<t1>aL<tz>]>o —{al (t2)aio (0) ) ) (A.26)

(ao(t)a, (t2))o  (Tlaws(tr)al, (t2)] )o

avec gpi-* (t1,t2) = —i(Tc [aka(t?)ala (t53)] )o, €i = £. Les quatre composantes de cette matrice

ne sont pas toutes indépendantes. Si on fait le changement de base suivant on obtient :
. 1 —iry . gt T g+_>]1+if2 (gR gK>

— T _ __ = , A27

g \/5 3 ( g + g \/5 0 gA ( )

avec gid (t1,ta) = +if(ta —t1){ {aka(tl),a;rm(tg)} Yo (A.28)

Gy (t1,t2) = =6t — t2){{ako (1), aly (82)} )o (A.29)

o (trt2) = —i{[axo (h), af, (t2)] o (A.30)

Les matrices 7; (i = 0,1,2,3) sont les matrices de Pauli. On peut ensuite utiliser les méthodes
perturbatives standards a deux différences pres : les fonctions de Green sont ici des matrices
2 x 2, rt pour des potentiels extérieurs chaque vertex sort avec une matrice 73 car le signe devant
Vo est différent sur chaque branche du contour de Keldysh, cf. Eq. (A.22).
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