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Introduction

La mécanique quantique n’est pas seulement importante pour la compréhension
de la structure électronique des molécules, les effets quantiques peuvent influencer
aussi de maniére importante le mouvement des noyaux a I’échelle atomique et molé-
culaire (dynamique réactionnelle). On peut citer comme exemples, Ieffet tunnel qui
est important pour la compréhension des réactions de transfert d’hydrogéne ou du
proton, les transferts d’énergie au sein de molécules, la fragmentation unimoléculaire
ainsi que les interactions entre molécules et surfaces [1]. On peut aussi rencontrer
des effets quantiques dans les collisions entre atomes et molécules ou entre molécules
et rayonnement entrainant une dissociation. Ces collisions sont étudiées depuis long-
temps afin de mieux comprendre ce qui se passe par exemple dans notre atmosphére

ou dans les nuages interstellaires.

[’étude d’un probléme de dynamique réactionnelle indépendant du temps peut-
étre effectuée a I’aide de I’équation de Schrodinger (ES) indépendante du temps, dans
ce cas on se rameéne a un probléme de conditions aux limites. Mais elle peut aussi s’ef-
fectuer a 'aide de ’ES dépendante du temps, on se raméne alors a un probléme aux
conditions initiales. L’augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs ainsi
que le développement d’algorithmes efficaces depuis ces trentes derniéres années ont
permis un essor rapide de ces deux méthodes. Cependant, ces derniéres années, les
méthodes dépendantes du temps (ou méthodes de paquets d’ondes) semblent avoir
pris le pas sur les méthodes indépendantes du temps. En effet, elles permettent d’une
part d’avoir une compréhension plus intuitive du processus, d’autre part il semble
que leur cout en temps de calcul augmente de maniére moins importante avec la

taille du systéme [2].

Malgré ces progres, la résolution exacte d’un probléme de dynamique reste limi-

tée a environ 4 a 6 atomes selon le processus étudié. C’est pourquoi les physiciens et
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les chimistes ont recours a la mécanique classique qui permet d’étudier des systémes
de grande taille et qui apporte une compréhension plus intuitive des phénomeénes
étudiés. Mais évidemment le prix & payer est que les effets quantiques ne sont pas

pris en compte.

Si la dynamique classique ou semi-classique est formulée naturellement en terme
de trajectoires, il est moins connu que les problémes de dynamique quantique peuvent
étre résolus -en principe exactement- au moyen de trajectoires quantiques. C’est dans
les années 1920 que Louis de Broglie introduisit dans sa théorie de I'onde pilote, I'idée
de trajectoires déterministes en mécanique quantique |3, 4, 5|, mais ce n’est que dans
les années 50 qu’une véritable théorie déterministe ou causale de la mécanique quan-

tique en terme de trajectoires fut proposée par David Bohm [6, 7|.

Les trajectoires quantiques, issues de l'interprétation de David Bohm de la méca-
nique quantique, obéissent a des équations du mouvement analogues aux équations
classiques, mais dans lesquelles apparait un terme de potentiel additionnel. C’est
dans ce potentiel qu’est contenu tout le caractére quantique du systéme, on ’appelle
potentiel quantique. Outre I'intérét de la mécanique Bohmienne en tant qu’outil in-
terprétatif [8, 9], la similitude entre trajectoires quantiques et trajectoires classiques
laisse entrevoir la possibilité de développer de nouvelles techniques numériques ap-
plicables a des systémes moléculaires multidimensionnels dont la taille est hors de
portée des moyens de calculs actuels. Il est bien sir vain d’espérer s’affranchir de la
loi exponentielle qui affecte les méthodes de grille et les méthodes qui utilisent un
développement sur une base des états. Toutefois il est raisonnable de penser que,
sous certaines approximations, les trajectoires quantiques pourraient conduire a des
résultats suffisamment précis pour des systémes comprenant de nombreux degrés de
liberté. Par ailleurs, la similitude entre trajectoires classiques et trajectoires quan-
tiques suggeére la possibilité de construire une description mixte quantique-classique
basée uniquement sur des trajectoires, ou les forces quantiques n’agiraient que sur

les degrés de liberté quantiques (ceux des particules légéres par exemple) [10, 11, 12].

Ce n’est qu’a la fin des années 1990 par l'intermédiaire de Rabitz [13] et Wyatt
[14] qu'une méthode de paquet d’ondes basée sur les trajectoires quantiques vit le
jour. Dans la méthode des trajectoires quantiques (QTM) de Wyatt, la densité de

probabilité quantique est discrétisée en un nombre fini d’éléments ou "particules"
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qui évoluent selon des trajectoires quantiques. Au contraire des trajectoires clas-
siques, les trajectoires quantiques ne sont pas indépendantes les unes des autres,
mais interagissent entre elles par I'intermédiaire du potentiel quantique (provoquant
par exemple le phénoméne bien connu d’étalement du paquet d’ondes). Un avan-
tage majeur de QTM réside dans le choix du référentiel utilisé pour propager les
trajectoires, le référentiel Lagrangien. Le choix de ce référentiel permet de limiter
leffort de calcul aux régions de l'espace ou la densité est non nulle. Du choix de
ce référentiel découle malheureusement une difficulté technique majeure. En effet,
I’ensemble des particules forme une grille mobile et déformable sur laquelle sont éva-
luées des dérivées spatiales nécessaires a la propagation des équations. Ce calcul est
effectué dans QTM grace a l'algorithme MWLS (Moving Weighted Least Squares)
qui ajuste une fonction polynomiale au voisinage de chaque trajectoire. Bien que cet
algorithme soit efficace, il reste relativement cotiteux en temps de calcul et délicat
a utiliser, notamment au voisinage des noeuds de la fonction d’onde ou les forces

quantiques deviennent trés grandes.

La difficulté d’évaluer précisément les dérivées spatiales constitue donc le pro-
bléme essentiel de QTM. Pour palier ce probléme, des améliorations & QTM ont été
proposées comme l'utilisation de grilles adaptatives (|15, 16, 17]). Nous avons ainsi
été amenés au cours de cette thése a rechercher des approximations a la méthode
QTM. Par exemple, I'utilisation de 'approximation harmonique autour du centre
du paquet d’ondes permet de garder ce dernier gaussien. L’expression du poten-
tiel quantique devient alors analytique et son évaluation est immédiate. La méthode
ainsi simplifiée conserve toutes les qualités de QTM (rapidité et interprétation), avec
I’avantage considérable de n’utiliser que des techniques standards de propagation de

trajectoires classiques.

La majorité des processus dynamiques mettent en jeu, non pas un, mais plu-
sieurs états électroniques en interaction non-adiabatique. En d’autres termes, ces
processus s’écartent de ’approximation de Born-Oppenheimer, et leur traitement
est beaucoup plus complexe que celui des processus a un seul état. L’algorithme
QTM, 1a encore formellement exact, consiste a propager un ensemble de trajectoires
quantiques sur chacune des surfaces d’énergie potentielle. LLe nombre de trajectoires
sur chaque état est conservé, mais la densité de probabilité associée a une trajectoire

peut variée par transfert d’un état vers l’autre. De méme, I'information relative aux
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phases des fonctions d’ondes nucléaires (cohérence) circule continiiment entre les
états. Ce transfert de densité et de phase entre les états nécessite 'interpolation et
Iextrapolation par 'algorithme MWLS de quantités d’une grille sur 'autre, ce qui
augmente la complexité du calcul. Nous avons cherché au cours de cette thése des

approximations permettant de lever en partie ces difficultés.

Le plan de la Theése s’articule comme suit : dans un premier chapitre, nous pré-
sentons la théorie quantique du mouvement [18] telle qu’elle a été proposée par de
Broglie et Bohm. Dans le second chapitre nous introduisons différentes techniques et
approximations permettant de propager un paquet d’ondes. Ce chapitre nous permet
d’avoir un point de vue général sur les méthodes dépendantes du temps existantes
et nous donne un point de comparaison avec QTM. Dans le troisiéme chapitre nous
présentons la théorie générale des systémes moléculaires présentant des transitions
électroniques. Des méthodes spécifiques a ce probléme, dans lesquelles des approxi-
mations sont effectuées de maniére & pouvoir étudier des problémes de plus grande
taille, sont abordées. Dans le quatriéme chapitre nous abordons la méthode des tra-
jectoires quantiques (QTM). Nous présentons dans un premier temps la méthode
appliquée aux systémes a un état puis étendue aux systémes a plusieurs états élec-
troniques. Dans un second temps nous développons I'approximation par découplage
qui est une approximation possible & QTM dans laquelle on découple les transitions
électroniques de la propagation des trajectoires. Des exemples de complexité crois-
sante (systéme modéle de Wyatt, probléme d’interférométrie, photodissociation du
iodure de méthyle) sont étudiés dans le cinquiéme chapitre. Dans le sixiéme chapitre
nous présentons la méthode de propagation des dérivées appelée DPM (Derivative
Propagation Method) qui s’inscrit comme une approximation a QTM, dans laquelle
on propage directement les dérivées spatiales au lieu de les évaluer avec MWLS. Un
avantage de DPM, est que les trajectoires quantiques sont indépendantes, ce qui
peut permettre une parallélisation de I'algorithme. L’extension de DPM aux pro-
blémes de transitions entre états électroniques ainsi que les résultats obtenus pour
les différents problémes étudiés sont abordés dans le méme chapitre. En particulier
nous avons étudié un probléme ou deux surfaces de potentiel sont couplées par une
impulsion laser, dans ce cas le couplage entre les surfaces est dépendant du temps.

Pour terminer, nous tirons un bilan global sur I’ensemble des travaux effectués.



Chapitre 1

Théorie quantique du mouvement
basée sur le livre de P.R. Holland |18]

Ce chapitre se découpe en deux parties. Dans un premier temps nous faisons une
présentation historique de la théorie quantique du mouvement afin de montrer dans
quel contexte cette théorie a pu voir le jour. Dans un second temps nous exposons
ses idées principales et plus particulierement les équations de Bohm et de de Broglie

[18, 6] qui sont & la base de la méthode des trajectoires quantiques.

1.1 Historique

A T’échelle microscopique, les lois de Newton pour le mouvement d’une particule
et les équations de Maxwell gouvernant la propagation des champs électromagné-
tiques sont en compléte contradiction avec les résultats expérimentaux. C’est a par-
tir de ce constat que les scientifiques du début du XX éme siécle ont été amenés a
remettre en cause la mécanique classique et la vision d’un monde entiérement dé-
terministe. En 1900, Planck, dans le cadre de I’étude sur le rayonnement des corps
noirs émit ’hypothése que les échanges d’énergie entre matiére et rayonnement s’ef-
fectuaient non pas de facon continue mais par ’échange de paquets d’énergie appelés
quanta. Cette hypothése fut le point de départ d’une révolution scientifique. Dans les
années qui suivirent, les travaux de grands scientifiques, Bohr, Dirac, Born, Schro-
dinger, Heisenberg, de Broglie, Einstein . .., permirent de batir une théorie décrivant
les phénoménes & 1’échelle atomique : la théorie de la mécanique quantique. Cette

théorie n’a jusqu’a aujourd’hui jamais été mise en défaut, bien qu’elle soit constam-
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ment mise a 'épreuve. Cependant nombre de scientifiques et philosophes pensent que
cette théorie reste incompléte, notamment Einstein : "Dieu ne joue pas aux dés". Le
renoncement face a cette théorie quantique est aisément compréhensible car celle-ci
ne nous permet pas de savoir ou se trouve exactement un objet quantique (photon,
atome, molécule), elle permet seulement de prédire en quels endroits nous avons la
plus forte probabilité de le trouver. De plus, cet objet quantique ne peut plus étre
considéré comme une onde ou une particule car ce n’est ni ’'un ni 'autre. On parle de
dualité onde-corpuscule. L'une des difficultés de cette nouvelle définition est qu’on
ne peut plus se représenter cet objet étrange bien que selon les expériences une de

ces deux natures, ondulatoire ou corpusculaire se révéle.

Pour comprendre 'origine de cette dualité, prenons I'exemple du probléme des
fentes de Young [19] (cf Fig. 1.1) dans lequel on envoie un faisceau de lumiére mono-
chromatique ou de particules (électrons, neutrons, atomes ou molécules) au travers
d’une barriére constituée de deux trous et qu’on recueille ensuite sur un écran (une
plaque photographique par exemple). Lorsqu’on conduit cette expérience on obtient
le résultat bien connu d’un systéme de franges d’interférences qui rend compte de
la nature ondulatoire de la lumiére et des particules. Maintenant si on diminue le
flux de maniére a envoyer des photons ou des particules un par un au travers de la
barriére, on voit un impact localisé sur la plaque photographique et non une figure
d’interférence, ce qui rend compte de la nature corpusculaire de la lumiére et des
particules. En fait, au fur et & mesure que les particules arrivent sur I’écran, elles re-
construisent la figure d’interférence bien que les impacts localisés semblent se répartir
de maniére aléatoire montrant bien le caractére dual onde-corpuscule des particules
et de la lumiére. Pour décrire ce nouvel objet, les scientifiques lui ont associé une
fonction mathématique appelée fonction d’état ou fonction d’onde dont le carré de
son amplitude nous donne la probabilité d’observer la particule de matiére ou le pho-
ton & un certain endroit, et qui fournit la description la plus compléte possible d’un
systéme. Le probléme lié a la définition de cette fonction d’onde et par conséquent a
la théorie elle-méme, c’est son indéterminisme, son incapacité a prédire, a controler
des événements atomiques individuels, on ne sait pas par avance ou ’électron va
aller sur I’écran et quel chemin il a pris pour y arriver. Une certaine logique appa-
rait seulement si l'on considére un grand nombre d’événements comme le montre
le probléme des fentes de Young. C’est a partir de ce constat que des scientifiques

comme Bohm, de Broglie, Einstein ont essayé de développer de nouvelles approches
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Fi1G. 1.1 — Fentes de Young
Figure d’interférence obtenue a partir d’électrons individuels envoyés sur une
barriére & deux fentes (Expérience des fentes de Young). Les figures a,b,c,d
correspondent a des temps croissants.

permettant de résoudre les lacunes de la théorie existante. Leur challenge consista a
développer une théorie de systémes matériels individuels (photons, particules), cha-
cun obéissant a sa propre loi du mouvement et dont le comportement moyen d’un
ensemble reproduirait les prédictions statistiques de la mécanique quantique. Les
résultats expérimentaux obtenus seraient alors interprétés comme étant le résultat
d’une séquence définie par des lois analogues (mais pas identiques), suivie par des

systémes possédant des propriétés qui existent indépendamment de nos observations.

Un des axiomes de la mécanique quantique est que la notion de trajectoire et de
point matériel telle que le définit la mécanique classique n’a pas de sens. Entre 1925
et 1927 3, 4, 5] de Broglie avanca I'idée selon laquelle on n’était pas obligé d’intro-
duire la fonction d’onde au lieu d’un point matériel mais plutot comme coexistant

avec celui-ci. Il suggéra que ’on associe a la fonction d’onde un ensemble de parti-
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cules identiques seulement différenciées par leur position dans 'espace et distribuées
selon le carré de la fonction d’onde |¢)|%. La fonction d’onde a alors un role dual :
non seulement elle détermine la position des particules, mais elle influence aussi leur
position en exercant une force sur leur trajectoire. La fonction d’onde 1 agit comme
une "onde pilote" qui guide les particules vers les régions ot v est la plus intense. de
Broglie présenta ses travaux au congrés Solvay de 1927, ils furent accueillies d’une
maniére plutot défavorable sans doute en partie du au fait que Heisenberg venait de
découvrir les relations d’incertitude et que les péres fondateurs de cette mécanique
quantique avaient renié depuis longtemps la notion de trajectoire. Devant tant de
scepticisme de Broglie abandonna ses travaux et proposa méme un peu plus tard
des arguments contre (1930). Ce n’est que dans les années 1950, et les articles de
Bohm [6, 7| que les travaux de de Broglie furent utilisés de nouveau et développés
pour aboutir a une nouvelle théorie appelée aujourd’hui théorie de de Broglie-Bohm.
Bohm dans ses articles reprend les idées de la théorie de ’onde pilote de de Broglie
et les développent pour aboutir & une théorie consistante. Il part du principe que
bien que 'interprétation usuelle de la mécanique quantique nous impose d’abandon-
ner la détermination du comportement d’un systéme individuel, elle n’exclut pas
la possibilité d’autres interprétations consistantes qui inclueraient des éléments ou
parameétres additionnels permettant une description causale et continue de tous les
processus, permettant ainsi de ne pas renoncer a une description précise du monde
quantique. On appelle couramment ces parameétres additionnels les variables cachées
et toutes les théories qui s’y rattachent, théories a variables cachées. Bohm cherche
a suggérer une interprétation alternative permettant de concevoir chaque systéme
individuel comme étant dans un état précis, leur évolution temporelle étant déter-
miné par des lois prédéfinies analogues (mais pas identiques) aux équations de la
mécanique classique. Les probabilités seraient alors vues comme un besoin pratique
et non comme une manifestation d’'un manque de détermination compléte dans les

propriétés de la matiére au niveau quantique.

Comme la théorie proposée par de Broglie dans les années 1920, la théorie déve-
loppée par Bohm fut mal accueillie par la communauté scientifique. Elle fut quasi-
ment ignorée durant prés de 25 ans, et ce n’est finalement qu’a la fin des années 70
et surtout dans les années 80 que la théorie eut un véritable regain d’intérét motivé
par le fait que linterprétation de la mécanique quantique dite "orthodoxe" restait

peu satisfaisante. Bien que la théorie reste méconnue du grand public et méme d’une
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bonne partie du monde scientifique (elle n’est pas enseignée, ne serait-ce qu’évoquée
a l'université), elle connait cependant un essor important depuis quelques années.
Nous allons voir dans le paragraphe suivant les postulats et les équation relatives a

cette théorie.

1.2 Théorie de de Broglie-Bohm

1.2.1 Postulats de base

La conviction de Bohm était qu’au dela du fait que la fonction d’onde permet-
tait de rendre compte des résultats statistiques expérimentaux, elle avait avant tout
un sens physique pour chaque processus individuel (le comportement de 1'électron
dans le probléme des fentes de Young). C’était méme son role principal, son sens
statistique n’étant finalement qu’une propriété secondaire. C’est sur ce postulat de
base que se fonde sa théorie. Il introduit également un ingrédient important qui est
la notion de particule dans le sens classique du terme c’est a dire suivant un chemin
défini et continu dans 'espace et le temps. Comme toutes les théories, la théorie de

Bohm comporte des postulats de base :

— Un systéme individuel physique est composé d’une onde se propageant dans le
temps ainsi qu’une particule se mouvant de maniére continue et guidée par la
fonction d’onde.

— L’onde est mathématiquement décrite par ¥(x,t) = R(x,t)e"**)/% une solu-
tion de I’équation de Schrodinger.

— Le mouvement de la particule est donnée par la solution x(t) de I’équation :
% = (1/m) VS (6 D ety (1.1)

S correspond a la phase de . Pour résoudre cette équation on a besoin de
spécifier la position initiale x(0) = x¢ qui n’est pas contenue dans ¥ (x,t).On
obtient alors un ensemble de particules associées a la méme onde en faisant
varier Xg.
Ces trois postulats constituent le fondement de la théorie quantique du mouve-
ment. Mais si 'on veut obtenir les méme résultats que la mécanique quantique, nous
avons besoin d’un postulat de plus :

— La probabilité qu'une des particules de I’ensemble soit comprise entre les points
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X et X + dx est donnée par :

R*(x,t)d*x (1.2)

avec R? = |¢]?
Ce dernier postulat a pour conséquence de sélectionner parmi tous les mouvements
possibles de particules, seulement ceux qui sont compatibles avec la distribution
initiale R?(x,0).

1.2.2 Les équations du mouvement

La premiére chose a faire est de reformuler I’équation de Schrédinger en utilisant

la forme polaire de la fonction d’onde :
Y = Rcos(S/h) + iRsin(S/h) = Re™/M (1.3)

Sous cette forme, R = R(x,t) est une fonction réelle (sa dimension est L~"/? pour
un systéme a n degrés de liberté et L a pour dimension une longueur) représentant
'amplitude de probabilité R? = |i|*> et S = S(x,t) est une fonction réelle ayant les
dimensions d’une action et représentant la phase de la fonction d’onde. Cette fonc-
tion est multivaluée puisqu’elle n’est définie qu’a 27h preés. Il est bon de noter que
lorsque ’on fait cette décomposition sous forme polaire, la phase n’est pas définie
dans les régions nodales. En effet lorsque ¢ est nulle cela implique nécessairement

que R = 0 et par conséquent S peut prendre n’importe quelle valeur.

Considérons maintenant ’équation de Schrodinger dépendante du temps :

oy R,
v 1.4
it = — LV + V(x)y (1)
En introduisant la forme polaire de la fonction d’onde dans Eq. (1.4) et en séparant

la partie réelle de la partie imaginaire, on obtient les deux équations suivantes :

95 (VS V'R

= —— —_ 1.
ot 2m 2m R v (1.5)
orR 1 9
a5 = —%[RV S+2VR- VS| (1.6)

L’équation Eq. (1.5) a un sens trés clair, il s’agit de I’équation de Hamilton-Jacobi
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avec un terme additionnel :

h* V’R

Q<X7 t) = _% R

(1.7)

On appelle cette fonction @), le potentiel quantique. En utilisant cette notation
I'équation Eq. (1.5) devient :
9s  (VS)?

E_ 2m

—Q-V (1.8)

Comme pour I’équation de Hamilton-Jacobi classique on définit a partir du champ
de vecteur p = VS, le champ de vitesse v = (1/m)p qui définit en chaque point
la tangente a une trajectoire possible d'une particule. Les trajectoires sont ortho-
gonales aux surfaces S constantes et peuvent étre trouvées en intégrant 1’équation
différentielle :

% = V(% lexie) = (1/m) TS0, H)bexit (19)

On appelle I’équation Eq. (1.8), équation de Hamilton-Jacobi quantique en référence
a son homologue classique. Cette équation nous montre que les trajectoires ne sont
pas seulement influencées par le potentiel classique V(x,?) mais aussi par un po-
tentiel purement quantique Q(x,t) qui dépend de la valeur absolue de la fonction
d’onde. Une des interprétations du potentiel quantique consiste a le décrire comme
un "potentiel d’information". Les particules se meuvent grace a leur propre énergie,
mais sont guidées par () tout comme un avion en pilote automatique serait dirigé
sous l'influence des ondes radars d’énergie beaucoup moins importante que celle de

Pavion.

En appliquant l'opérateur V a ’équation de Hamilton-Jacobi Eq. (1.5) et aprés

arrangement, on trouve :

[gg%uﬂmvs-vwwe:—vaf+Q> (1.10)

en identifiant V.S/m a la vitesse de la particule et en utilisant la dérivée totale :
d/dt =0/0t+%-V (1.11)

qui revient a fixer le référentiel sur la particule en mouvement, on aboutit finalement
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a ’équation :

d, .
5 (M%) = =V(V + Q)lx=x(v (1.12)
L’équation Eq. (1.12) est la célébre équation de Newton, pour laquelle la particule est
sujette a une force quantique Fq = —V (@ en plus de la force classique Fc = —VV.
Revenons maintenant a I’équation Eq. (1.6). En définissant la densité de probabilité

p = R? et en multipliant 'équation par R, on obtient aprés réarrangement :

o0 _

i -V (pv) (1.13)

cette équation est I’équation de continuité ou équation de conservation de la densité
qui exprime le fait que la diminution du nombre de particules dans un volume {2
fixe de I'espace est égale au nombre de particules sortant de ce volume par unité de
temps. En passant dans le référentiel Lagrangien I’équation de continuité se réécrit :
dp
— =—pV-v 1.14
o (1.14)
Les équations Eq. 1.12 et Eq. 1.14 que nous venons de définir sont a la base de la
théorie quantique du mouvement. Mais si I’on veut obtenir les méme résultats que

la mécanique quantique nous devons faire trois nouvelles suppositions :
1. Que la fonction d’onde v satisfasse ’équation de Schrodinger.
2. Que la quantité de mouvement de la particule soit donnée par p = V.S(x)

3. Que l'on ne controle pas (que 'on ne connait pas) la position précise de la
particule, mais que I’on a un ensemble de particules distribuées selon la densité
de probabilité p(x) = |¢(x)|?

1.2.3 Propriétés des trajectoires

Les trajectoires ne peuvent ni se croiser ni se toucher. En effet, bien que la
fonction S soit multivaluée, son gradient (V.S) est lui monovalué ce qui signifie qu'il
n’y a qu’une seule et unique tangente associée a V.S et donc une seule trajectoire
passant par ce point a un instant t. Une seconde propriété toute aussi importante
est que les trajectoires ne peuvent passer a travers les régions nodales (régions o

1 = 0). Pour vérifier cela reprenons 1'équation Eq. (1.14) :

(d/dt)p(x(t), 1) = —p(x(t), )V - v(x, ) (1.15)
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en intégrant cette équation on aboutit a :
p(x(t), £) = po(xg)e™ o T¥ixt (1.16)

Il vient que si po(xg) est différent de zéro a linstant initial alors p(x(t),t) sera
différent de zéro Vt. La probabilité de trouver la particule étant par définition non
nulle, on en déduit qu’effectivement les trajectoires ne peuvent passer a travers les
noeuds. Enfin, il est & noter qu’en ces points ou la fonction d’onde est nulle, le
potentiel quantique est singulier. En effet

h? V2R

Qr-0 = “om R — F00 (1.17)

1.2.4 Analogie hydrodynamique

On peut rapprocher les équations du mouvement quantique des équations de la
meécanique des fluides. On doit cette analogie & Madelung [20] qui en 1926 en fit une
des premiéres interprétations de 1’équation de Schrodinger. Comme de Broglie et
Bohm, Madelung utilise la forme polaire de la fonction d’onde et définit les champs

p= R?et v=V5/m qui satisfont les équations :
v /0t + (v - Vv = —(1/m)V(V + Q) (1.18)

dp/ot+V - (pv) =0 (1.19)

Ces équation sont similaires a celles de I’hydrodynamique classique si I'on identifie
myp (masse volumique) & la densité d'un fluide évoluant dans l’espace, v au champ

de vitesse du fluide et m & la masse d’une particule du fluide.

1.3 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre que la théorie quantique du mouvement était une
théorie alternative a la mécanique quantique dite "orthodoxe". Cette théorie déve-
loppe l'idée que les trajectoires quantiques tout comme les trajectoires classiques
suivent un chemin bien défini et continu dans le temps, mais les trajectoires quan-

tiques sont guidées dans l'espace par la fonction d’onde solution de I’équation de
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Schrodinger. Ainsi une particule quantique est propagée selon I’équation classique
de Newton a laquelle vient s’ajouter une nouvelle force, la force quantique. Finale-
ment, la caractére statistique de la fonction d’onde associée a une particule provient
uniquement du manque de connaissance de sa position initiale. Dans les deux cha-
pitres suivants, nous allons décrire différentes méthodes de paquets d’ondes basées
sur la mécanique quantique "orthodoxe". Ces méthodes permettent d’effectuer de
maniére efficace des simulations numériques sur la dynamique de systémes molécu-
laires & un ou plusieurs états. Ces méthodes conventionnelles nous permettront de
mieux appréhender par la suite les avantages et les inconvénients de la méthode des

trajectoires quantiques présentée dans le chapitre 4.



Chapitre 2
Les méthodes de paquets d’ondes

La dynamique réactionnelle traite du mouvement et des réactions entre atomes
et molécules. L’étude de ces problémes nécessite la résolution de 1’équation fonda-
mentale de la mécanique quantique : I'équation de Schrodinger (ES). Pour un Hamil-
tonien ne dépendant pas explicitement du temps I’étude de ces problémes peut-étre
effectuée aussi bien grace a I’ES indépendante du temps que dépendante du temps.
En effet les deux approches sont strictement équivalentes et les fonctions d’ondes sont,
reliées entre elles par une transformation de Fourier entre les domaines de temps et
d’énergie [21]. L’avénement de puissants ordinateurs a permis un développement ra-
pide de nouvelles méthodes basées sur ces deux approches [2]. Cependant depuis une
dizaine d’années, le développement des méthodes dépendantes du temps (méthodes
de paquets d’ondes) s’est intensifié. Outre le fait qu’elles soient plus simples & mettre
en oeuvre, elles sont beaucoup plus intuitives que leur homologue. En effet, un pa-
quet d’ondes évoluant dans le temps et I'espace ressemble beaucoup plus a notre
vision d’un processus de collision que la solution de I'ES indépendante du temps

avec ses conditions aux limites.

Bien que treés efficaces, ces méthodes ne permettent pas d’étudier les phénoménes
quantiques des systémes comportant un grand nombre de degrés de liberté. En effet
les ressources informatiques nécessaires pour les calculs augmentent de maniére expo-
nentielle avec la taille du systéme : actuellement un calcul quantique exact est limité
a 4-6 atomes. C’est ce facteur limitant qui a amené les scientifiques a développer des
approximations et en particulier des méthodes semi-classiques qui introduisent des

concepts de mécanique classique dans les équations quantiques |22].

15
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Nous allons dans la premiére partie de ce chapitre présenter plusieurs méthodes de
paquets d’ondes. Cela va nous permettre de faire le point sur les différentes maniéres
de propager la fonction d’onde et ainsi mettre en évidence la différence entre ces
méthodes, et la méthode des trajectoires quantiques QTM présentée au chapitre 4.
Dans la deuxiéme partie nous exposerons quelques méthodes semi-classiques dont la
méthode d’approximation harmonique locale (LHA) [23] que nous avons utilisé dans

I’approximation par découplage présentée au chapitre 4.

2.1 Meéthodes Quantiques

Les méthodes de paquets d’ondes sont basées sur I’équation de Schrodinger dé-

pendante du temps :

ih%@b(f_{),t) = Hy(R, 1) (2.1)

Lorsque I’'Hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps, le paquet d’ondes a

un instant ¢ 4+ dt est déterminé par la formule :
(R, t+dt) = Ut + dt, t))(R, 1) (2.2)

avec U (t, t+dt) = e~ ildt/I | opérateur d’évolution dans le temps, et R ensemble des
coordonnées dont dépend la fonction d’onde. La résolution approchée de 1I’équation
Eq. (2.2) se décompose en deux taches distinctes. La premiére consiste a évaluer
I’action de 'opérateur Hamiltonien sur la fonction d’onde, ce qui revient a chercher
la représentation spatiale de ¢ pour laquelle ’évaluation de ’'Hamiltonien sera la

meilleure. La seconde consiste a propager la fonction d’onde dans le temps.

2.1.1 Représentation spatiale

Il existe différentes représentations spatiales de la fonction d’onde, nous allons en
voir deux. La premiére consiste a définir la fonction d’onde sur une grille de points
dans un intervalle [z;, 2], les points étant espacés de Az = == A chaque point
de la grille correspond une valeur de la fonction d’onde, c’est la représentation de

grille.

La seconde représentation consiste a combiner le développement de la fonction

d’onde sur une base de fonctions propres et sur une grille de points, c’est la re-
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présentation duale.

2.1.1.1 Représentation de grilles

Dans cette représentation, ’action de I'opérateur énergie potentielle V(:U) sur la
fonction d’onde correspond simplement au produit de v par V(x) aux points z; de
la grille. L’évaluation de 'opérateur énergie cinétique T sur la fonction d’onde peut
se faire de différentes maniéres. Nous allons présenter ici la méthode des différences

finies.

Méthode des différences finies : A partir du développement en série de Taylor
de ¥(xi11) = Y(x;+ Az) et de ¥(z;_1) = ¥ (x; — Az) a Pordre 2 et en combinant les
deux développements, on aboutit a I’approximation de la dérivée seconde intervenant
dans 'opérateur énergie cinétique T :

Pp(xi) _ P(wir1) = 2¢(xi) + Y (3i-1)

. A2 + O(Az?) (2.4)

La relation Eq. (2.4) est appelée relation des différences finies & trois points. La
précision peut-étre améliorée en utilisant des développements de Taylor & un ordre

supérieur, conduisant a des relations de différences finies & n points.

2.1.1.2 Représentation duale

On peut utiliser différentes réprésentations de la fonction d’onde pour évaluer les

différents termes de ’Hamiltonien. Pour cela considérons I’Hamiltonien

~

H=T+V (2.5)

Si la fonction d’onde est développée sur la base |¢, > des états propres de T, avec
les valeurs propres correspondantes F,, alors I’action de T sur la fonction d’onde

peut-étre évaluée directement :

W >= ch‘d)n > (26)

< ¢n|T|t) >= Epey, (2.7)
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De maniére analogue, une représentation de grille discréte basée sur les états de point
de grille |X,, > peut-étre employée pour évaluer directement I’action du potentiel

sur la fonction d’onde

[ >= k| X, > (2.8)

< X, |V >=V(X,)kn (2.9)

Si la transformation entre la base et la représentation de grille, i.e. la matrice <
Xp|¢m, est connue, alors l'action de I’'Hamiltonien peut-étre évaluée par passage

d’une représentation a une autre :

H=Y"1¢n> By < dul + 31X > V(Xn) < X, (2.10)

< ¢u|H|p >= E cn+2<¢n|X > V(X <Z<X ¢, >c]> C(2.11)

< Xp|HlY >=>" < Xy |¢m > E, (Z < | X; > k:j> +V(X)k,  (212)

Pour utiliser cette représentation duale, il faut choisir les deux bases |¢,, > et | X,, >
, et la transformation entre les deux bases doit-étre spécifiée. Deux méthodes diffé-
rentes sont souvent utilisées : la méthode DVR (Discrete Variable Representation)
et la méthode FFT (Fast Fourier Transform).

DVR Dans la méthode DVR, les fonctions propres | X,, > représentant les points
de grille choisis de maniére optimale, sont obtenues a partir de la diagonalisation de

l’opérateur position dans la base des |¢,, >

Lon =< | &[G > (2.13)

Cette nouvelle base va générer N valeurs propres x,, et vecteurs propres X,

X0 >=) " Crnl b > . (2.14)
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L’évaluation de 'intégrale de 'opérateur énergie potentielle dans la base des |¢,, >

< |V (@)|dm >= D < Gulom >= Y < 6l X; > V(X)) < Xjlm > (2.15)
J J

se fait grace a la connaissance de la matrice de transformation < ¢,|X; >. Si la base
des ¢, est une base de polynomes P, (x) orthogonaux multipliée par une fonction de
poids, alors ’évaluation de la matrice de tranformation se fait grace a la quadrature
de Gauss qui est un algorithme numérique efficace. Des bases typiques employées
par la méthode DVR, sont les fonctions propres de l'oscillateur harmonique pour
des coordonnées distances (Hermite DVR) et les polynomes de Legendre pour les
variables angulaires (Legendre DVR). Pour plus d’information sur la méthode voir

les références 24, 2].

Méthode FFT :  Alors que 'approche DVR utilise des bases optimisées, I'algo-
rithme FF'T joue sur lefficacité numérique de la tranformation entre les deux bases.
L’approche FFT emploie une grille de points dans I’espace des coordonnées, espa-
cés de maniére équidistante dans l'intervalle [z;, z]. Les N points de la grille sont
connectés par une transformée de fourier directe a une grille de moments également
W
de la grille dans ’espace des coordonnées. Ainsi, 'opérateur énergie potentielle est

espacés dans Uintervalle [p;, p; + %], ol Az = est 'intervalle entre les points
diagonal dans ’espace des coordonnées et I’opérateur énergie cinétique diagonal dans
I’espace des moments. La transformation entre la représentation discréte des coor-

données | X > et la représentation discréte des moments |P,, > est donnée par :

N
1 .
| Xy >= T > e X p, > (2.16)
m=1
1 N
P, >= T D eritninx, > (2.17)
m=1

Cette transformation est effectuée grace a un algorithme "Fast Fourier Transform"
ou FFT.A cause de la représentation de Fourier employée, la fonction d’onde est
[z y — x;] périodique dans Iespace des coordonnées et %” périodique dans I'espace des
moments. Par conséquent, une bonne description de la fonction d’onde est obtenue
si elle tend vers zéro en dehors de l'intervalle [z — z;] et en dehors de [p;, p; + %]

dans 'espace des phases ou alors, elle doit obéir a des relations de périodicité.
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2.1.2 Propagation temporelle

Résoudre 'équation de Schrodinger dépendante du temps Eq. (2.1) requiert
d’évaluer I'action de I’Hamiltonien sur la fonction d’onde, ce que nous venons d’étu-
dier, et d’intégrer I’équation différentielle dans le temps. Pour cela il existe des

algorithmes trés efficaces que nous allons décrire maintenant.

2.1.2.1 Méthode second-order differencing (SOD)

Cette approximation est basée sur la méthode des différences finies. Pour cela on
exprime la fonction d’onde aux temps ¢t + At et t — At grace a un développement en

série de Taylor au second ordre de 'opérateur d’évolution :

(R, 1+ M) = (1 L AAL - %féﬂm)qf(ﬁ,t) (2.18)
U(R,t— At = (1 + %ﬁAt - %If]QAt)\I/(E_i, t) (2.19)

En effectuant la soustraction entre les deux équations, on obtient la fonction d’onde
au temps t + At :

U(R,t+ At) = U(R, ¢ — At) — (Q%ﬁm)\p(ﬁ, H+06)  (2.20)

Pour démarrer la propagation de ’équation Eq. (2.20), il faut connaitre 1) aux temps
t = 0 et At. Pour cela, on peut faire un développement de Taylor au second ordre
de Popérateur d’évolution U(t + At) = e iHAL/A

— 1 1 H2 —
La méthode SOD est stable si le pas At reste en dessous d’une certaine valeur limite
At ez Si At dépasse cette valeur, la solution devient alors instable.. L’avantage de
la méthode SOD est qu’elle est facile & implémenter [2]. C’est la méthode que nous

avons utilisé pour comparer nos résultats.

2.1.2.2 Meéthode de propagation Split-Operator (SP)

L’algorithme Split-Operator ([2]) utilise de maniére explicite la représentation
duale de la fonction d’onde (cf Méthode DVR). Reprenons I’'Hamiltonien défini par

I'équation Eq. (2.5). Celui-ci est séparé en deux parties, chacune étant représentée



2.1. METHODES QUANTIQUES 21

dans sa base de fonctions propres.

H=T+V=> ¢ > E, < ¢ul+ Y _|Xy > V(X,) < X, (2.22)

Réécrivons maintenant le propagateur sous une forme symétrique
efiHAt _ efiVAt/2efiTAt€fif/At/2 + (’)(At?’) (2 23)

En évaluant chaque propagateur dans sa base de fonctions propres, on réécrit ’opé-

rateur d’évolution sous la forme

o—iHAL _ N1, > e VEIA2 2 X ) (N g, > e A < g ).

—iV(Xn)At/2 (2:24)
O IX.>e < X,|)

La méthode SP, comme la méthode SOD, fait partie de ce que l'on appelle les
propagateurs a temps court. Un des aspects intéressants de cette méthode est sa

stabilité numérique.

2.1.2.3 Meéthode des polynémes de Chebychev

Un autre algorithme de propagation trés largement utilisé est la méthode des
polynomes de Chebychev introduite par Tal-Ezer et Kosloff en 1984 [21]. Contraire-
ment aux deux méthodes précédentes qui sont des propagateurs a temps court, ici
on a un propagateur global dans le sens ol on peut intégrer de 0 a ¢ en un seul pas.
Pour cela, 'opérateur d’évolution dans le temps est développé en série de polynémes
de Chebychev ¢y :

K
e~ apgr(X) (2.25)

k=0
avec X = —iHdt/(hs), on s est un facteur d’échelle dépendant des énergies et les

coefficients ay des nombres complexes.

Les polynomes de Chebychev satisfont la relation de récursion

dp(X) = 2X 1 (X) + dp_a(X) (2.26)
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les deux premiers polynomes ¢o(X) = 1 et ¢1(X) = X permettent de démarrer la
relation de récurrence.

En insérant Eq. (2.26) dans Eq. (2.2), on obtient I'approximation du paquet d’ondes
au temps t + dt

K
Yt +dt) = > app®(t + dt) (2.27)
k=0
ot ) (t + dt) est définie par :
Wt + dt) = Gp(X)(t) (2.28)

les 1) ont la méme relation de récurrence que les polynomes de Chebychev a savoir
Y® (t 4 dt) = 2X*V (¢ 4 dt) + oD (¢ + dt) (2.29)

avec O (t 4+ dt) = (t) et D (t 4+ dt) = Xo(2).

L’ordre d’expansion K, dépend du pas dt. La méthode de Tal-Ezer et Kosloff ne
requiert pas a dt d’étre petit, cependant plus dt sera grand et plus l'ordre de K
devra étre grand. On peut donc comme on I’a dit au début intégrer sur l'intervalle
[0,t]. Au contraire des deux premiéres méthodes, la méthode de Chebychev n’est
pas directement applicable aux Hamiltoniens dépendant explicitement du temps.
Cependant, il est possible de modifier le propagateur de Chebychev afin de le rendre

utilisable pour des Hamiltoniens dépendant du temps.

2.1.3 MCTDH

Pour finir nous allons présenter la méthode Hartree multi-configurationelle dé-
pendante du temps ou MCTDH (Multi Configurational Time-Dependent Hartree)
[25, 22]. Contrairement aux autres approches, MCTDH utilise des fonctions de bases
(fonctions a une particule) qui sont optimisées dans le temps. Bien que le temps de
calcul de I'approche MCTDH augmente de maniére importante avec le nombre de
degrés liberté, cette approche est cependant bien plus efficace qu’'une méthode dite
"classique" du fait de I'utilisation de ces fonctions de bases dépendantes du temps.
Ainsi MCTDH a permis de calculer le spectre d’absorption de la pyrazine en incluant
24 degrés de liberté |26, 27| ou encore d’étudier la réaction H + CHy — Hy+ CHj

avec 12 dimensions.
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Dans I'approche MCTDH on écrit la fonction d’onde comme

nl nf
U, opt) =3 Y Ay () 68 (1) - 95 (1) (2.30)

=l =1

avec les coefficients d’expansion Ay, _;, (t) qui sont dépendants du temps, les fonctions
(bg-f)(xk,t) appelées fonctions a une particule et n; le nombre de fonctions a une
particule pour le mode . La fonction & une particule est elle-méme développée sur
une base de fonctions y; indépendantes du temps du méme type que celles utilisées
dans 'approche duale. Ce sont les coefficient c;;(t) qui vont permettre d’optimiser

la fonction & une particule qui s’écrit :

@ (., t Z “xi(x) (2.31)

L’application du principe variationnel de Dirac-Frenkel < (5\11]2'% — H|¥ >= 0 per-
met d’aboutir a un ensemble d’équations couplées pour les coefficients et pour les

fonctions & une particule :

ihAL, i, (1) Z Z<¢<”. AP o > A (1) (2.32)
Jji=1 Jjr=1
i (i, t) = (1= P)>_ B> < oW H > ¢>§’f). (2.33)
m J
Avec :
Po=Y "o} >< o], (2.34)
J

I'opérateur de projection sur la base des fonctions a une particule,
k fri o (k
HY () =< ¢® | H]p{ >, (2.35)

la matrice ou opérateur de champ moyen agissant uniquement sur la coordonnée xy,

ot les fonctions w§k) sont définies par :

@/)J(.k) (T1y ey Tl Tha 1y - -+ T Z Z Z Z Aj g agingr (1)

k=1 k41 . (2.36)
1 k—1 k
08 (@i t) -l ><xk_1, t) - ot ><xk+1, B... 09 @y, 1)
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Enfin, la matrice densité est donnée par :

) =< P > (2.37)

La représentation MCTDH Eq. (2.30) de la fonction d’onde est & comparer a la

représentation de la fonction employée par les méthodes de paquet d’ondes standard

Ny Ny
Ylar, o) =YY A @ W @) () (2.38)
Jji=1 Jr=1

Alors que les méthodes standard de paquet d’ondes développent la fonction d’onde
sur une base indépendante du temps, I’approche MCTDH emploie une base optimi-
sée de fonctions dépendantes du temps. Par conséquent, le nombre n de fonctions de
bases a une particule nécessaire est en générale inférieure & N le nombre de fonctions
de base indépendantes du temps. Prenons le cas d’un nombre de fonctions de bases
égales pour les f degrés de liberté, dans ce cas 'effort de calcul pour une méthode
de paquet d’onde standard est de I'ordre de N7+, Dans ’approche MCTDH, il y a
deux contributions a l'effort de calcul qui augmentent différemment avec la dimen-
sion. L’effort numérique provenant des coefficients A qui est proportionnel a nf*!,
alors que l'effort numérique provenant des fonctions & une particule est proportion-
nel & f-n - N2 Pour des systémes de taille importante c’est la composante n/*!
qui est prédominante. Donc que ce soit une méthode de paquet d’ondes standard
ou MCTDH, leffort de calcul augmente de maniére exponentielle avec le nombre
de degrés de liberté. Cependant, 'approche MCTDH se réveéle plus efficace car de
maniére générale n est beaucoup plus faible que N. Typiquement si N est de 'ordre

de 10% alors que n est souvent a 10.

2.2 Méthodes Semi-Classiques

Les méthodes mélangeant le monde classique avec le monde quantique qu’on ap-
pelle méthodes mixtes quantiques-classiques ou semi-classiques recoivent un intérét
considérable depuis plus de 70 ans. La raison en est simple, puisque comme nous
I’avons déja dit plus tot, les calculs quantiques sont trés rapidement limités par la

taille du systéme. Outre un gain en temps de calcul, ces méthodes permettent une
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meilleure compréhension des processus mises en jeu par l'introduction de propriétés

classiques telles que les trajectoires.

2.2.1 Meéthode Classical Path

La méthode Classical path est basée sur la méthode Time-Dependent SCF (TD-
SCF) [21] qui est une méthode d’approximation purement quantique ot 1’on consi-

dére que la fonction d’onde nucléaire est séparable selon la relation
(R, ;1) = Xr(Rst)xr(r; 1) (2.39)

Pour simplifier le probléme, nous définissons une molécule triatomique ABC avec
les coordonnées de Jacobi R et r, ot R correspond a la distance entre I'atome A et
le centre de masse de BC, et r correspond a la distance entre les atomes BC. On

définit leur masses réduites M et y :

mA(mB + mc)

M = (2.40)
ma+mp -+ mg
. mpmc
= P (2.41)
A B C
S
- X
r-

R

F1G. 2.1 — Molécule triatomique ABC

Les deux fonctions d’ondes yg et x, étant normalisées. L’Hamiltonien s’écrit

A

H(R,7) = Tr(R) + T,(r) + V(R,7) (2.42)



26 CHAPITRE 2. LES METHODES DE PAQUETS D’ONDES

Réécrivons ’'Hamiltonien en définissant de nouvelles quantités

hoin (1) = —S—M% + vpe(r) (2.43)
Vi(R,7) =V(R,r) —vpc(r) (2.44)

Le premier terme décrit la vibration interne de BC, et le second le potentiel d’inter-
action.
Insérons Eq. (2.39) dans I’équation de Schrodinger dépendante du temps et multi-

plions par le bra < yg|, il vient alors

50X (13 1)

= {hoin(r)+ < xr|Tr(R)|xr > + < xr|Vi(R,7)|xr > (r;t) (2.45)

Si on considére la coordonnée R comme étant classique, cela revient a remplacer
< xglTr(R)|xr > par Uénergie cinétique Fi/?m avec Pgp le moment classique
associé a la variable R, et remplacer < yz|Vi(R,7)|xr > par Vi(R,7) avec R(t) la

position de la particule classique. L’équation Eq. (2.45) se réécrit alors

maxrgz;t) _ {ﬁmb(r) N Pi(t) Vi [R 7] } o (1) (2.46)

2m

La coordonnée R étant classique, son évolution est déterminée par I’Hamiltonien du

chemin classique

G0 = T2 ) VR0 > (247

2.2.2 Paquets d’ondes gaussiens

Une approximation semi-classique trés intéressante proposée par Heller [23] est
Papproximation de paquets d’ondes par des gaussiennes appelée Approximation Har-
monique Locale (que I'on nommera LHA). L’idée principale est qu'un paquet d’ondes
initialement gaussien restera gaussien s’il est propagé dans un potentiel quadratique.
Si lors de la propagation temporelle le paquet d’ondes ne s’étale pas trop (i.e reste
localisé) alors une bonne approximation consiste a développer le potentiel en série de
Taylor au second ordre autour du centre du paquet d’ondes a chaque instant. Grace
a ce développement, le paquet d’ondes reste gaussien durant la propagation, et les

paramétres de cette gaussienne : le centre, la largeur et la phase sont des fonctions
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du temps.

Un paquet d’ondes gaussien a un instant t est défini par I’équation

U(at) = exp{%[at(x — ot + pol — ) + ) (2.48)

ou les parameétres oy, ¢ sont des nombres complexes et les parameétres x;, p; sont
réels.
Le développement du potentiel au second ordre autour du centre du paquet d’ondes
s’écrit :

V(z,t) = Vo+ V(e —x) + %V}Cw(x —1y)? (2.49)

avec Vo = V(xy),V, = %_Z|z=mw etc, et le paramétre x; représente le centre du paquet
d’ondes.

Maintenant si on introduit la fonction d’onde Eq. (2.48) dans I’équation de Schro-
dinger dépendante du temps Eq. (2.1) et que 'on compare les coefficients de méme

puissance (z — x;)"™ on aboutit aux relations

Ty = pi/m, (2.50)
P = —Vi, (2.51)
G = —(2/m)of — SV, (2.52)
Y = ihoy/m + piy — E (2.53)

La propagation du paquet d’ondes se réduit alors a la résolution d’équations diffé-
rentielles du premier ordre.

Cette approximation semi-classique est trés intéressante car d’une part elle est simple
a mettre en oeuvre, d’autre part elle nous fournit une image physique du processus
étudié du fait de la localisation du paquet d’ondes. Cependant il faut que I’approxi-
mation harmonique du potentiel reste valable, ce qui implique notamment que le
temps de propagation reste faible et ce qui exclut les phénomeénes de réflexion et de
résonance. Dans les cas ou I'approximation est valable le centre du paquet d’ondes

suivra selon le théoréme d’Ehrenfest une trajectoire classique.
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2.3 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre différentes méthodes de paquets d’ondes par-
mis les plus connues, avec d’une part les méthodes utilisées pour traiter tous les
degrés de liberté de maniére quantique et d’autre part les méthodes semi-classiques
qui considérent que certains degrés de liberté se comportent de maniére classique.
Cependant nous ne nous sommes jusqu’a présent intéressés qu’aux problémes a un
seul état électronique, alors que dans la nature bien des problémes physiques font
intervenir plusieurs états électroniques couplés entre eux. C’est I’objet du chapitre

suivant.



Chapitre 3

Systémes a plusieurs états

électroniques

3.1 Introduction

Une molécule soumise a des collisions ou a un rayonnement électromagnétique
peut se retrouver dans des niveaux électroniques excités. Une fois excitée elle peut
si ’énergie apportée est suffisante, se dissocier. C’est ce processus de dissociation
auquel nous allons nous intéresser tout particulierement. De maniére générale la
dissociation d’une molécule fait intervenir plusieurs états électroniques avec une
possibilité de transition d’un état vers I’autre. La figure Fig. 3.1 illustre une situation
fréquente : un photon excite la molécule initialement dans son état électronique
fondamental Vj vers un état excité V;. Une fois dans cet état excité, la molécule
se dissocie et peut au cours de cette dissociation transférer un partie de sa densité

électronique vers I’état V5.

Dans I'étude des phénomenes de dissociation, le choix de la base des états électro-
niques est un choix crucial. La représentation adiabatique est adaptée aux systémes
pour lesquels le mouvement nucléaire est restreint a une seule surface (approximation
de Born-Oppenheimer), et de ce fait ne considére pas les transitions électroniques.
Dans les cas ou il existe des transitions électroniques, cette représentation n’est pas
judicieuse car les termes cinétiques T;J et Tz] vont prendre des valeurs importantes et
de ce fait 'approximation de Born Oppenheimer n’est plus valable. Un autre choix
de base est alors la représentation diabatique, qui est obtenue en annulant les termes

de couplage cinétique, ceci revient a transférer ces termes dans la partie potentielle

29
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de 'Hamiltonien.

Dans ce chapitre nous allons développer les équations générales pour les systémes
a plusieurs états électroniques et faire le choix de la représentation diabatique. Nous

allons ensuite décrire des méthodes spécialement adaptées a ce genre de probléme.

V (R)

FiG. 3.1 — Exemple de photodissociation faisant intervenir plusieurs états

3.2 Equation de Schrodinger et états électroniques

couplés

Pour plus de clarté dans la présentation générale de la théorie, on considére un
systéme diatomique [28], de plus nous ne considérons pas la coordonnée angulaire.
L’Hamiltonien s’écrit

H=Tg+H, (3.1)
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avec Ty 'opérateur énergie cinétique du systéme
Tr = —(R*/2M)V% (3.2)

M la masse réduite (M = MaMp/(Ma + Mp)) et R la distance internucléaire. La

partie électronique de ’'Hamiltonien dans le cas non-relativiste s’écrit

2 2 N - 9
n= Y (—rjamet - 2By 50 O B g

TiA iB =i+l Tij

La somme porte sur tous les électrons de masse m. Les parameétres r;4, 7,5 et r;; sont
respectivement les distances entre I’électron 7 et les noyaux A, B et ’électron j, Z est
la charge nucléaire. La premiére chose que nous allons faire, ¢’est écrire la fonction
d’onde totale comme une somme de produit de fonctions d’ondes électroniques et de

fonctions d’ondes nucléaires : c’est la séparation de Born-Oppenheimer.
= &i(r, R)xi(R) (3.4)

avec les vecteurs r et R décrivant respectivement ’ensemble des coordonnées électro-
niques et nucléaires. Jusqu’ici nous n’avons fait aucune approximation, nous avons
juste réécrit la fonction d’onde du systéme, d’autre part le choix de la base est
quelconque. On remarquera que la séparation de Born-Oppenheimer a pour effet
de faire entrer la coordonnée R dans les fonctions d’ondes électroniques de maniére
paramétrique. Insérons maintenant la fonction d’onde Eq. (3.4) dans I'équation de
Schrodinger indépendante du temps, multiplions a gauche par ¢} et intégrons sur les
coordonnées électroniques, nous aboutissons aux équations couplées pour les fonc-

tions d’ondes nucléaires

T+ T+ Vi(R) = B xa(R) = = (Vy + T, + T3 ) wi(R) - (35)
i
avec

Vik(R) =< ¢;|He|dx > (3.6)

les éléments de matrice de H., intégrés sur les variables électroniques. Les éléments

"o, . , 4 . s ]
TZJ et T;; résultent eux de P'action de l'opérateur énergie cinétique nucléaire sur le
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produit ¢;x;
< ¢i|Valo; > x5 = (05VEx; +2 < & Vr|d; > Vex;+ < ¢i|VElo; > x;) (3.7

On définit a partir de I’équation Eq. (3.7) les éléments TZ/] et T

!
T
"

ij

— —2(K2/2M) < ¢5|Vr|d; > Vg (3.8)
= —(B*/2M) < 6| V4|, > (3.9)

On peut noter dans Eq. (3.8) que 1’élément de matrice contient 1'opérateur Vg qui
est de parité impaire. La conséquence de cette parité est que 1’élément de matrice
diagonal est nul. Pour arriver a 1’équation Eq. (3.5), nous n’avons fait aucune ap-
proximation. Une approximation importante concerne le rapport de masse M/m
entre les noyaux et les électrons. Il peut aller de 2000 pour ’atome d’hydrogéne
jusqu’a 400000 pour les atomes les plus lourds. Dans ce cas les électrons ont tout
le temps de s’adapter au changement de position des noyaux et les éléments 7" et
7" (comme nous le verrons plus tard) peuvent-étre négligés, ¢’est 'approximation
de Born-Oppenheimer. Dans cette approximation 1’équation Eq. (3.5) se réduit a la

forme

[T+ V' —E] xi =0 (3.10)

Les états ¢; qui diagonalisent I’'Hamiltonien électronique sont appelés états adiaba-
tiques.

/

Il existe cependant des cas ou les éléments de matrice 7). et TZ/]/ sont non nuls et

ij
par conséquent I'approximation de Born-Oppenheimer n’est plus valable. Dans ce
cas 1a des surfaces de potentiel vont se retrouver couplées, et un paquet d’ondes
initialement sur un état électronique donné peut-étre amené a transférer de la den-
sité vers d’autres états. Ces transferts sont dénommeés, transitions non-adiabatiques.
Pour comprendre comment peuvent apparaitre ces transitions, considérons deux

états adiabatiques ¢, et ¢,. L'élément de matrice T, s’écrit

11

Ty = —(h?)2M) < ¢1|V%|py > (3.11)

Cet élément de matrice est homogéne a I'inverse d’une longueur au carré que l'on
notera dR2. Il refléte la variation que peut subir la fonction d’onde ¢, autour du point

R. Cet élément de matrice qu’il soit diagonal ou non est généralement négligeable
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par rapport a I’élément de matrice T},. Pour notre systéme a deux états, Ty, s’écrit
d’aprés Eq. (3.8)
T1/2 = _2(h2/2M) < ¢1‘VR’¢2 > Vg (3.12)

L’élément de matrice < ¢1|Vg|p2 > a la dimension de Uinverse d’une longueur

que l'on notera 0R. Ce 0R représente la distance que le systéme doit parcourir

2
OR

d’onde nucléaire, nous donne |0y /0R| ~ p/h. La condition pour que l'on néglige les

pour que ¢, subisse un changement appréciable. L’application de sur la fonction
transitions entre états adiabatiques est que la perturbation apportée par I’opérateur

T), soit petite devant I’écart d’énergie entre ces états
— < B — By (3.13)

On peut donc s’attendre a des transitions non-adiabatiques lorsque la vitesse des
noyaux est grande (collision & haute énergie) ou bien s’il existe un domaine de R
ou les surfaces de potentiels sont proches I'une de 'autre ou encore s’il existe un
domaine de R ou les états ¢, et ¢, varient de maniére rapide. Les deux derniéres

conditions sont remplies lorsque 1'on observe par exemple un croisement évité (cf
Fig. 3.2).

Dans ces régions tres localisées ot il va exister des transitions non-adiabatiques,
les éléments de matrice T peuvent varier de maniére trés rapide et prendre des
valeurs importantes, ce qui rend leur calcul difficile. Dans ce cas 14 il est judicieux
de choisir une autre base. Cette base est en générale choisie de maniére a rendre le
plus petit possible les éléments de matrice T et T”, on Pappelle base diabatique.
Dans cette nouvelle base, les éléments 7" et 77 sont trés petits, ce qui a pour effet

de rendre I’'Hamiltonien électronique non diagonal.

Vii Vi

Viy =< 6il Hel oy >=
j =< ¢i|Helo; Vi Voo

(3.14)

avec Vio = V5. Dans cette nouvelle représentation, les deux surfaces diabatiques
vont maintenant se croiser en un point Rq et le transfert de densité entre les états

est donné par les éléments non diagonaux de I’Hamiltonien électronique.

Pour illustrer ce cas prenons I’exemple du systéme Na+CI. Choisissons la repré-
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sentation adiabatique, et considérons que le paquet d’ondes est initialement (aux
petites distances) dans I’état covalent Na + Cl. Si les électrons ont le temps de
s’adapter au mouvement des noyaux alors le paquet d’ondes reste sur le méme état
et le systéme passe de 1’état covalent a I’état ionique Na™ + Cl~. Si au contraire les
électrons n’ont pas le temps de s’adapter au mouvement des noyaux, le systéme a
tendance a conserver le caractére qu’il avait avant d’arriver dans la région critique
¢’est a dire le caractére covalent, ce qui a pour conséquence des éléments T et T
non nuls dans cette région et donc des transitions non-adiabatiques. Maintenant si
I’on se place dans le représentation diabatique, le paquet d’ondes initialement dans
I’état covalent suit la surface qui définit maintenant I’état covalent aux petites et aux
grandes distances. Ce paquet d’ondes subit des transitions vers ’état ionique du fait
des éléments non diagonaux de I’Hamiltonien électronique. Les deux représentations
sont strictement équivalentes dans le sens ou elles décrivent le méme phénoméne
et ne différent que par un changement de base. Cependant il y a un avantage a
utiliser la représentation diabatique car les éléments T et 7" de la représentation
adiabatique sont souvent difficiles a évaluer et de plus varient rapidement avec la
distance internucléaire ce qui rend la dynamique sur ces surfaces souvent difficile.
C’est pourquoi dans le cadre de la méthode des trajectoires quantiques (que nous

verrons dans le chapitre suivant) nous choisirons une représentation diabatique.

3.3 Meéthodes pour les problémes a plusieurs états

Nous allons présenter maintenant différentes méthodes couramment utilisées
pour I’étude des systémes a plusieurs états, qui utilisent des représentations adiaba-
tiques ou des représentations diabatiques. Ces méthodes ont recours a des approxi-
mations, ce sont donc des méthodes semi-classiques ou mixtes quantiques-classiques.
Les méthodes quantiques pour les problémes a plusieurs états utilisent les méthodes

vues au chapitre deux mais adaptées a ces problémes.

3.3.1 Meéthode du Champ Moyen

La méthode du champ moyen se base sur la méthode classical path que nous
avons décrite au chapitre précédent. Ici la coordonnée R(t) correspond au chemin

classique suivi par le noyau, et r est la coordonnée électronique. La fonction d’onde
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E
bo Nat+Cl™-
Na+Cl
Na+Cl
¢1
Nat+Cl~
R

F1G. 3.2 — Croisement évité pour le systéme Na + Cl

électronique évolue dans le temps en résolvant I’équation de Schrédinger dépendante

du temps

ih%@(r, R[t]) = H(r, Rit)®(r, R]t)) (3.15)

Pour un systéme & plusieurs états électroniques, la fonction d’onde totale électro-
nique s’écrit comme la combinaison linéaire des états adiabatiques (solutions de

I’équation de Schrodinger indépendante du temps)
O(r, R[t]) = Y ai(t)éi(r, R) (3.16)

Insérons cette fonction d’onde dans I’équation Eq. (3.15) en utilisant la relation
< ¢Z|8/8t|¢] >= R < ¢Z|VR|¢_] > (317)

avec R = OR/0t.
On aboutit a un systéme d’équations couplées décrivant I’évolution dans le temps
des coefficients a;
ihd; = Vya; — ih- R digay, (3.18)
ki
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avec

djk == /dT¢ij¢k (319)

les éléments de couplage non-adiabatique. L’intégration dans le temps des équations
couplées Eq. (3.18) nous fournit les probabilités |a;(t)|> que le systéme soit dans
I’état adiabatique ¢ au temps t.
L’évolution de la coordonnée nucléaire R est donnée par I’équation de Newton
d’R
M? = F(R) (3.20)

avec dans le cas d’un systéme sans couplage non-adiabatique
F(R) = =VR&5Viu(R) (3.21)

Cependant cette équation n’est plus vraie dans le cas ou il existe des couplages. Pour
pallier ce probléme on remplace I’énergie de la surface de potentiel adiabatique par

une énergie effective donnée par

BT =< O|Hy|® >= " |a?| Vi (3.22)

Par conséquent la molécule évolue maintenant dans un potentiel effectif représenté
par une moyenne sur les états adiabatiques (illustré par la figure 3.3) pondérée par
les populations |a?| sur ces états. Pour cette raison la méthode est appelée méthode
du champ moyen [29, 30] ou méthode d’Ehrenfest.
Regardons maintenant la forme de la force agissant sur le systéme avec ce nouveau
potentiel effectif. Celle-ci est obtenue en utilisant le théoréme d’Hellman-Feynman
2]

F=—<®VgrHy|® > (3.23)

Pour cela développons la relation
Vi < ¢ilHalg; > = VVdy (3.24)

= < V¢i\Hel|¢j >4 < ¢Z’|VHQZ|¢]' >4 < ¢i|H€l|V¢j @25)
= < ¢i|VHulo; > +(V; = Vj)dy; (3.26)
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E i
2 classically

forbidden E ot

energy

E4

F1G. 3.3 — Croisement évité entre deux surfaces adiabatiques avec le potentiel effec-
tive E.ss (en pointillé) sur lequel la molécule est propageée.

avec d;; donné par Eq. (3.19).

On obtient apres réarrangement
< (ﬁiIVHe”(ﬁj >= VVzéw — (V; — V})du (327)
La force recherchée est alors donnée par

F == 1al’VVi+ > (V; = Vi)d; (3.28)
) Wi

La force contient deux contributions : la premiére est simplement une force moyenne
des états adiabatiques pondérés par leur population, le second terme prend en
compte les transitions non-adiabatiques qu’il peut y avoir entre les états adiaba-
tiques.

La méthode du champ moyen a été appliquée avec succés dans de nombreux pro-
blémes. Cependant son caractére de champ moyen impose certaines limitations. Tout
d’abord le fait qu’un systéme préparé dans un état adiabatique pur soit dans un état
mixte en sortant de la région de couplage non-adiabatique, a pour conséquence de
faire perdre le caractére adiabatique pur de la fonction d’onde dans la région asymp-
totique. De plus le fait que le mouvement des noyaux soit décrit par une combinaison

d’états adiabatiques n’a rien de physique.
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3.3.2 Meéthode Trajectory Surface Hopping

La Méthode TSH fournit contrairement a la méthode du champ moyen une image
physique trés attrayante du processus non-adiabatique dans laquelle le noyau évolue
sur une seule surface adiabatique au lieu d’évoluer sur une surface de potentielle
effective. Lorsque le noyau rencontre un croisement évité qui donne naissance a des
couplages non-adiabatiques, la probabilité de transition P,/ _,- vers une autre surface
est calculée et comparée & un nombre aléatoire. Cette comparaison détermine si le
noyau "saute" ou non sur 'autre état. Contrairement a la méthode du champ moyen

le chemin suivi par le noyau est obtenu a partir des équations de Newton

OV

P = 3R (3.29)
avec Vj la surface de potentielle adiabatique sur laquelle le noyau évolue. Un des
points délicat de cette méthode est lié a la conservation d’énergie du systéme qui
nécessite de réajuster le moment du noyau aprés chaque saut de surface. L’autre
point délicat est de définir un bon critére dynamique pour que les trajectoires sautent
d’une surface vers une autre. On doit notamment a Tully [31, 22, 30, 29] les travaux
sur la méthode TSH et la formulation des "moindres sauts” qui minimise le nombre

de sauts entre surfaces et que nous allons présenter maintenant.

Nous allons commencer par déduire le critére de moindre saut. Pour cela on

considére un ensemble de N trajectoires dont N; sont dans I’état ¢ & 'instant ¢
Ni(t) = pu(t)N (3.30)
ol nous avons introduit la notation de la matrice densité

pij(t) = ¢ (t)e; (1) (3.31)

A un temps ultérieur ¢ =t + 6t le nombre de trajectoires dans I’état i sera

/ /

Maintenant, supposons que N;(t') < Nj(t) ou SN = N;(t) — N;i(t') > 0. Le critére
de moindre saut stipule que le nombre minimum de transitions pour passer de N;(t)

trajectoires a l'instant ¢ & N;(t') trajectoires a l'instant ¢ est donné par SN sauts

de P’état 7 vers tous les autres états et 0 sauts des autres états vers I’état 7. Ainsi la
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E 4

F1G. 3.4 — Sauts de trajectoires selon la méthode TSH

probabilité de transition de 1’état ¢ vers n’'importe quel autre état durant I'intervalle

de temps [t,t + 0t] est donnée par

ON _ pilt) = put) _  pudt

P(t,0t) = — 3.33
( ) N Pii Pii ( )
avec la relation ( /) 0
. pi(t) — pult
PR A A 3.34
p 5 (3.34)
[’équation ci-dessus peut aussi se réécrire
: d, . - ‘. ‘.
Pii = a(cZ ¢;) = cfe; + cié = 2Re(c}é;) (3.35)
Les coefficients ¢; sont définis par 1’équation Eq. (3.18)

1
J

= — ZAUCJ (337)
J
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Insérons I'équation Eq. (3.37) dans I'équation Eq. (3.35), on obtient

h——ﬂ%<§:mﬁw> (3.38)
J
On peut maintenant réécrire la probabilité P;

2Re (ZJ pijAZ-j) ot
Pii

P,(t,5t) = (3.39)

La probabilité P, de sauter de I’état i vers n’importe quel autre état étant par

définition la somme des probabilités Pj; de sauter de I'état i vers I'état j

Py(t,dt) = > Py(t, t) (3.40)
J
Il vient alors R A6t
Py(t, ot) = =5 (p;{ i) (3.41)

La transition de I’état i vers I’état k est alors possible si
M < ¢ < pFY (3.42)

ot ¢ (0 < ¢ <1) est un nombre aléatoire d’une distribution uniforme et Pl-(k) est la

somme des probabilités de transition vers les k premiers états

k
PP =" Py (3.43)
J

Un des principaux défauts de TSH est que la phase n’est pas prise en compte du
fait du traitement classique des noyaux. Cette méthode a été utilisée pour étudier
des processus tels que, les transitions électroniques, la prédissociation vibrationnelle

[32] ou encore le transfert de proton [33] en solution ou dans les clusters.

3.3.3 Meéthode de Spawning

Cette méthode a été développée par Levine et al. |34, 35| pour traiter des pro-

blémes a plusieurs états. L’idée est d’ajouter (spawning en anglais) des fonctions
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de base dans les fonctions d’ondes nucléaires dépendantes du temps lorsque cela est
nécessaire. C’est le cas lors de transitions non-adiabatiques. Les fonctions de base
utilisées sont des gaussiennes "gelées" c’est a dire des gaussiennes dont la largeur
ne varie pas, ces gaussiennes sont propagées dans le temps par des trajectoires clas-
siques. La fonction d’onde initiale est développée sur un ensemble de ces fonctions
de bases, ce développement permet ainsi de définir les valeurs initiales des positions
et des moments des trajectoires qui sont utilisées pour propager le paquet d’ondes.

Pour un systéme a deux états, la fonction d’onde totale est définie par

V]

U=>"Cr(t)x:(R )| > (3.44)

I=1

Les fonctions d’ondes nucléaires dépendantes du temps liées & chaque état électro-
nique sont représentées par une combinaison linéaire de gaussiennes pondérées par

des fonctions de poids dépendantes du temps

=1

(R 1) = diy (0 (R R (1), P (1), 7] (1), @) (3.45)
J
Dans le cas d'un probléme multidimensionnel les fonctions de bases sont juste le
produit de gaussiennes a une dimension pour chaque degré de liberté. L’évolution
dans le temps des paramétres de chaque gaussienne (chaque trajectoire classique)
sont obtenues grace aux équations de Hamilton, en posant que le paramétre a§
correspondant a la largeur des gaussiennes est indépendant du temps. L’insertion de
la fonction d’onde totale dans ’équation de Schrodinger dépendante du temps nous

permet d’aboutir aux équations de propagation pour les coefficients

dD!  d(C.d; ; . & '
i : cIitI’J) = —i) (Str)iry Hrs —iSr)eDf + Y (H; p)Df

k,l I#£1'

(3.46)
avec Sy la matrice de recouvrement entre les fonctions de bases gaussiennes sur
I’état [

(Sr.)ik =< Xjlxk > - (3.47)

L’équation Eq. 3.46 montre qu’il existe des termes de couplage a I'intérieur d’un état

donné (I = I') et entre les états (I # I'). Le couplage a l'intérieur d’un état est du
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aux éléments de matrice de I’Hamiltonien
(Hy.0)j6 =< X Hralxi >, (3.48)

et a la variation temporelle de la matrice de recouvrement

. 0
(Sr1)jn =< X§|§|X£ > (3.49)
Le couplage entre états est similaire & Eq. 3.48, mais pour deux états distincts
(HI,I’ )ik =< X]I‘|HI,I’|X£ > (3.50)

Dans le cas de la représentation diabatique, H; » = V; /. Les équations pour les
coefficients sont propagées en méme temps que les trajectoires, et permettent donc
de faire une correction au traitement classique. Pour déterminer & quel moment
I’algorithme doit ajouter des gaussiennes, on définit un critére, celui-ci est donné par
un couplage électronique effectif pour chaque fonction de base dans la représentation

diabatique

~

I S
Vs ()~ Vy 1 (R)

eff _
HI,I, (R) = (3.51)
Quand ce couplage effectif pour une fonction de base donnée (sur 'état I) excéde
une valeur seuil déterminée a I'avance, I'algorithme génére une ou plusieurs fonctions
de bases sur 'état I'. Evidemment 'algorithme se révéle particuliérement efficace

lorsque le couplage non-adiabatique est localisé dans I'espace.

3.3.4 Meéthode LHA pour les problémes a plusieurs états

La méthode d’Approximation Harmonique Locale (que 'on appellera LHA pour
Local Harmonic Approximation) proposée par Heller dans les années 70 a été déve-
loppée dans le but d’étudier les problémes a un état. L’extension de cette méthode
aux problémes a plusieurs états a été proposée par Metiu et Sawada [36, 37|.Pour
décrire les idées principales de cette méthode, il faut partir de la fonction d’onde

totale initiale

Y(x, R, t) = G1(R; )1 (z, R;t) + Go(R; t)Po(x, R; 1) (3.52)
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avec x et R successivement les coordonnées électroniques et nucléaires, ®; les fonc-
tions d’ondes électroniques et G; les fonctions d’ondes nucléaires que ’on considére

gaussiennes et qui sont de la forme de celles utilisées par Heller
Gi(R;t) = exp((i/h) {ai(t)[R — Ri(1)]* + B[R — Ri] +i(t) }) (3.53)

De maniére générale le paquet d’ondes initial démarre sur un seul des deux états et
ce n’est que lorsque qu’il arrive dans la région du croisement que le paquet d’ondes
sur le deuxiéme état va étre généré sous l'effet du couplage Hi,. Il y a donc plu-
sieurs étapes importantes qui doivent étre accomplie. Premiérement générer "cor-
rectement" le paquet d’ondes sur le deuxiéme état, deuxiémement les deux paquets
d’ondes vont échanger de la densité ce qui va avoir pour effet de les rendre non-
gaussiens. Cependant on peut essayer de garder les paquets d’ondes gaussiens en

utilisant la méthode de minimisation d’erreur.

Supposons qu’initialement le paquet d’ondes est dans I'état électronique 2. La
méthode d’Heller impose que le nombre de gaussiennes est conservé dans le temps.
Pour créer le paquet d’ondes sur I’état 1, il faut donc créer une modification qui
va séparer le paquet d’ondes initialement sur ’état 2 en deux paquets d’ondes, un
sur 1’état 1 et un autre sur 1’état 2. Pour arriver a cela, on utilise la solution de
I’équation
0G1 (R, 1)

ot

dont la solution est donnée par

t

G1(t) >= |G1(to) > —(i/h) x /dt’exp{—(z/h)[T+ Hil(t — t’)} % Hyo|Go(t') >

(3.55)
avec to le dernier temps pour lequel on peut garder |G;(t) >= 0. Lors du pas de
temps suivant, on doit créer un nouveau paquet d’ondes |G1(to + 7) > dont la forme
est déterminée par I’équation Eq. (3.55). En utilisant un pas trés petit pour 7 on

peut remplacer I'intégrale par
rexp {—(i/h)[T + Hy T} Hi2|Ga(to) > (3.56)

et opérateur exponentiel par sa limite aux temps courts. Ce qui nous donne finale-
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ment
G1(R;to + 1) = — (it/h)(m/2mihT)"/?

X / dR’exp({@/h)[(m/Qr)(R ~ R~ HH(R’)]} Hy1 (R)G1(R'5to)
(3.57)

Généralement la fonction G1(R;ty + 7) n’est pas gaussienne. Cependant comme 7
est petit, on peut remplacer H 11(R/) par son développement au second ordre autour
de R'. Si de plus Hyi (R') et G1(R';ty) sont tous deux gaussiens, alors I'intégrale Eq.
(3.57) est analytique et G1(R;ty + 7) sera gaussienne.

Maintenant que la gaussienne sur 1’état 1 est générée, il faut les propager. La propa-
gation de Gy et Gy grace a I'équation Eq. (3.55) ne garde ni G5 ni Gy gaussiennes.
Pour cette raison il faut utiliser une procédure variationelle appelée méthode de mi-
nimisation de erreur (MEM) [36] basée sur le principe variationnel dépendant du

temps qui minimise I'intégrale

r V(R 1) - U(R,t .

I— / ai (—in2Y B0 gy o) (22 B0 per)  (358)
ot ot

Pour finir, tout comme la méthode LHA & un état, la méthode proposée par Metiu et

Sawada n’est pas restreinte a une seule gaussienne par état. Dans ce cas I’ensemble

des paramétres des gaussiennes sont obtenues par la méthode MEM.

3.3.5 Représentation de Liouville, Approche semi-classique

La dynamique d’un systéme classique ou bien quantique, peut se faire a 'aide
de lI'équation de Liouville qui décrit ’évolution de la densité dans le temps. Ce
rapprochement entre classique et quantique via I’équation de Liouville est a ’origine
d’approximations semi-classiques. Nous allons décrire ici ’approche semi-classique
de Liouville pour les transitions non-adiabatiques proposée par Donoso et Martens
[38]. Pour cela, on considére un systéme a deux états. L’état du systéme quantique
est décrit & chaque instant par 'opérateur densité p(t) qui obéit a I'équation de
Liouville quantique

ih%it) = [H, p(t)] (3.59)



3.3. METHODES POUR LES PROBLEMES A PLUSIEURS ETATS 45

Dans le cas de notre systéme a deux états, 'opérateur densité est une matrice

5(0) = ( pr(t) pralt) ) (3.60)

par(t)  paa(t)

L’équation Eq. (3.59) peut alors se réécrire sous la forme d’éléments matriciels

. 2

ih% = Huprj — pinHi; (3.61)
k=1

Une approximation semi-classique consiste a prendre la limite classique h — 0 de

I’équation de Liouville quantique a plusieurs états. Pour cela il faut appliquer le

formalisme de Wigner-Moyal [39, 40] qui consiste en une expansion en série de h

de I’équation de Liouville ainsi qu'une représentation dans l’espace des phases des

opérateurs quantiques. A ’ordre un le produit de deux opérateurs quantiques devient
AB = AB +ih{A, B} + O(h?) (3.62)

Avec A(q,p) et B(q,p) qui sont maintenant fonction des variables classiques de

Iespace des phases (q,p) et

0ADB _ 9B 0A

(4.5} = dq dp  9q Op

(3.63)
les crochets de poisson des fonctions A et B. Insérons maintenant Eq. (3.62) dans Eq.
(3.61). Le résultat obtenu est un ensemble d’équations différentielles pour les fonc-

tions de I’espace des phases semi-classiques correspondant aux éléments de matrice

de p
) . 2V
521 = Luipi1 +{V. Repia} — ?Implz (3.64)
) . 2V
57?2 = Lozpaz + {V, Repia} + ?Impl? (3.65)
) . 1 44
(522 = (Lo — iw)p12 + 5 {V,p11 + p2} + I (p11 — p22) (3.66)

avec Lf = {H,, f} (u = 0,11,22) 'opérateur de Liouville classique définie en
terme de crochet de poisson avec I’Hamiltonien correspondant, Hy = Hiy = %

I’Hamiltonien moyen apparaissant dans 1’équation pour la cohérence électronique
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p12(q,p,t) et —iw un facteur de phase imaginaire donné par la différence entre les
potentiels divisé par la constante de Planck.

Vis — Vi
w(g) = = (3.67)

L’avantage de cette formulation, est qu’au lieu de définir deux ensembles de pro-
babilité de distribution dans I’espace des phases p11(q, p,t), pa2(q, p,t) et d’avoir au
cours de la dynamique des sauts entre états, on a maintenant une troisiéme dis-
tribution p12(q, p,t) complexe qui représente une description semi-classique de la
cohérence électronique entre les états 1 et 2. Le role joué par cette nouvelle dis-
tribution est de tenir compte des interactions entre les ensembles représentés par
p11(q, p,t) et paa(q,p,t), autrement dit de prendre en compte les transitions non-
adiabatiques entre les états. Pour ce qui concerne I’évolution des parameétres ¢ et p

des trajectoires, elles sont données par les équations de Hamilton

aHM@IQL’kaL)

o
@, = o (3.68)
: 0H,(q;,p})
p_ 9Hu\GE, Py
e (3.69)
(3.70)

avec p = 11,22,12 et k l'indice de la trajectoire. Cette partie de I’évolution est pu-
rement classique et en 1’absence de couplage (i.e V' = 0) p1; et pao sont indépendants

et solutions de 1’équation de Liouville classique.

3.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, la théorie sur la dynamique de systémes a
plusieurs états couplés et nous avons décrit quelques méthodes semi-classiques pour
ce genre de problémes. Maintenant que nous avons vu toutes les notions nécessaires a
une bonne compréhension de la situation nous allons pouvoir introduire la méthode
des trajectoires quantiques (QTM : Quantum Trajectories Method) pour les systémes
a un état dans un premier temps puis pour les systémes a deux états dans un
second temps, en utilisant la représentation diabatique. Enfin nous présenterons une

approximation possible a la méthode QTM, ’approximation par découplage.



Chapitre 4

Méthode des trajectoires quantiques

et approximations

Nous avons vu au chapitre 1 que I’équation de Schrodinger dépendante du temps
peut-étre reformulée en deux équations, 'une pour la phase S Eq. (1.5) et autre
pour la densité p Eq. (1.13), et qu’un ensemble de trajectoires quantiques est solution
de ces équations.

Il est possible d’extraire ces trajectoires quantiques d'un paquet d’ondes obtenu
a partir des méthodes de propagation conventionnelles décrites au chapitre 2. On
peut alors déduire de ces trajectoires des informations physiques sur le processus
étudié ou bien comparer I’évolution des trajectoires quantiques a celles de trajectoires
classiques [41]. La démarche adoptée dans cette thése est différente; elle consiste a
propager "en vol" les trajectoires quantiques au moyen des équations Eq. (1.5) et
Eq. (1.13). Cette démarche a été introduite a la fin des années 1990 par Rabitz [13]
et par Wyatt [14], ce dernier a baptisé sa méthode QTM pour Quantum Trajectory
Method. Rappelons que, comme nous ’avons vu au chapitre 1, les équations de QTM
ne contiennent aucune approximation et conduisent donc en principe a des résultats
identiques a ceux d’autres méthodes de dynamique exacte. On peut alors extraire
d’un calcul des grandeurs telles que probabilités de réaction, sections efficaces, etc.

QTM travaille de facon totalement différente des méthodes de paquet d’ondes
conventionelles. L’'un de ses avantages est qu’elle propage explicitement la densité
et la phase qui sont des grandeurs en général lentement variables dans ’espace, ce
qui constitue un avantage par rapport & la propagation de la fonction d’onde qui
peut présenter des oscillations trés rapides. Un autre avantage de QTM réside dans

le choix du référentiel pour propager les trajectoires. Il est judicieux de choisir le

47
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référentiel qui "accompagne" les trajectoires (appelé référentiel Lagrangien). L'ef-
fort de calcul est alors limité aux régions de ’espace ou la densité est notable. Ceci
contraste avec les techniques utilisant une grille fixe, pour lesquelles le calcul a lieu
méme dans les régions ou la densité est nulle (notons qu’il existe des méthodes de
grille efficaces comme les méthodes de "mapping" introduites par Kosloff [42| qui
permettent d’augmenter le nombre de points de grille dans les régions d’interaction
et de les diminuer dans les régions asymptotiques). Le repére Lagrangien constitue
en méme temps une difficulté pour la méthode QTM. En effet I’ensemble des trajec-
toires qui évoluent au fur et a mesure que le processus se déroule constitue une grille
mobile et déformable, grille sur laquelle QTM doit évaluer les dérivées spatiales né-
cessaires pour propager les équations Eq. (1.5) et Eq. (1.13). Cette évaluation se fait
au moyen d’une technique de moindres carrés adaptée aux grilles mobiles appelée
Moving Weighted Least Squares (MWLS) [14]. Le choix du référentiel et de la mé-
thode d’évaluation des dérivées spatiales sont deux points essentiels de la méthode
QTM.

Dans ce chapitre nous allons décrire la méthode des trajectoires quantiques telle
qu’elle a été proposée par Wyatt [14]. Puis dans le but de simplifier le calcul des
dérivées spatiales qui est le probléme essentiel de QTM, nous allons y inclure I'ap-
proximation harmonique autour du centre du paquet d’ondes (LHA) de Heller [23]
qui permet au paquet d’ondes de rester gaussien, ce qui rend les dérivées spatiales

analytiques et donc leur calcul immeédiat.

Le formalisme est ensuite étendu aux systémes a deux états électroniques cou-
plés & une dimension puis aux systémes a deux états couplés a deux dimensions. A
la différence des problémes a un état, les paquets d’ondes vont subir des déforma-
tions en raison des transitions électroniques, ceux-ci ne resteront donc pas gaussiens.
Pour cette raison, nous allons réécrire la densité comme le produit de deux fonctions
(pi = w; X f;), une fonction w; responsable du transfert de densité entre états et
une fonction f; responsable de la propagation des trajectoires sur un état donné. Un
traitement perturbatif est appliqué a ces nouvelles fonctions. Pour f; responsable
de la propagation des trajectoires, nous allons négliger les termes responsables du
couplage entre états. De cette maniére nous allons pouvoir appliquer de nouveau
I’approximation harmonique locale. Pour w; le traitement perturbatif va nous per-
mettre d’établir différents degrés d’approximation. De plus nous allons utiliser une

approche statistique facilement généralisable a n degrés de libertés, qui consiste a
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distribuer initialement les trajectoires de facon a représenter la densité de proba-
bilité quantique. La densité peut alors étre reconstituée statistiqguement a partir de
la position des particules. Il devient ainsi inutile de suivre explicitement la densité
attachée a chaque particule (i.e. propager 1’équation pour la densité) puisque cette
information est contenue dans la distribution des trajectoires. De plus 'utilisation
de grilles étant cotiteuse en temps de calcul lorsque le nombre de degrés de liberté

augmente, il convient d’utiliser des méthodes statistiques de type Monte-Carlo.

4.1 La Méthode des trajectoires quantiques (QTM)

QTM s’articule autour de deux points essentiels : le référentiel Lagrangien et

I’algorithme de moindres carrés MWLS

4.1.1 Le référentiel Lagrangien

Reprenons les équations a une dimension Eq. (1.5) et Eq. (1.13) établies au

chapitre 1 & partir de la forme polaire de la fonction d’onde 1) = Re(/M 1 .

oS [x(t),t] 0,5 (x(t),1)]?

5~ om QL) -V (4.1)
W = —0u(plz(t),t]v[2(t).1]) (4.2)

avec 0, = 0/0z la dérivée partielle par rapport a x et @) le potentiel quantique donné
par la formule —(7%/2m)(02R/R). Tl est a noter que S et p ont une dépendance tem-

porelle explicite mais aussi implicite par 'intermédiaire de z(t).

Ces équations sont définies dans un référentiel Eulerien c’est a dire un référentiel
fixe. Cependant le choix du référentiel n’est pas unique, il est possible de choisir un
référentiel quelconque en modifiant la vitesse de la grille (comme nous le verrons
au chapitre 6). Il existe toutefois un référentiel intéressant pour nous : le référentiel
Lagrangien. Sa particularité est qu’un référentiel est attaché a chaque particule en
mouvement, on parle aussi de référentiel "évoluant avec le fluide" (Fig. 4.1). Contrai-
rement a une grille fixe (repére Eulerien), la grille mobile formée par les particules

en mouvement dans le référentiel Lagrangien va évoluer de facon inhomogéne dans

Ipar la suite on ne mentionnera plus explicitement la dépendance spatiale et temporelle dans
les équations
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Fi1G. 4.1 — Représentation schématique d’'un élément de fluide quantique dans le
référentiel Eulerien a gauche et Lagrangien a droite

I’espace lors de la propagation.

Pour définir les équations dans le référentiel Lagrangien nous avons besoin de la

dérivée par rapport au temps associée a ce référentiel, c’est la dérivée totale :

d 0

— == D, 4.3

i~ ot (43)
ou v la vitesse de la grille est choisie égale a la vitesse des trajectoires 9,5/m = p/m
(ou p est I'impulsion)

En introduisant cette dérivée totale dans les équations et aprés arrangement, on

aboutit & J
v
m = 0V +Q) = fo+ ], (1.4
dp
o 4.

L’équation Eq. (4.4) est la célébre équation de Newton a laquelle vient s’ajouter la
force quantique responsable des effets quantiques du systéme étudié. Cette équation
peut également se réécrire

as  p?

= (V+Q) =Lg (4.6)

L est le Lagrangien quantique, par analogie avec le Lagrangien classique qui mesure

I'exceés d’énergie cinétique par rapport a I’énergie potentielle.
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La grille étant mobile, vient s’ajouter aux deux équations précédentes une équa-

tion de propagation pour les trajectoires quantiques :

dv 0,8
dat  m

(4.7)

4.1.2 Algorithme de moindres carrés MWLS

Pour propager les équations différentielles nous avons besoin de calculer les déri-
vées spatiales 0,Q, 9,v ou 9,5 ainsi que celle contenue dans Q (Q = —(h*/2m)(0*R/R)).
Malheureusement le fait de se placer dans un référentiel Lagrangien nous empéche
de calculer ces dérivées spatiales grace a des méthodes usuelles telles que la mé-
thode des différences finies. En effet le pas Ax séparant les particules étant variable
I'utilisation d’un développement en série de Taylor n’est plus possible. L’algorithme
MWLS [14] permet de lever la difficulté liée a la déformation de la grille créée par
I’ensemble des particules. Cet algorithme tire son origine dans les techniques utili-

sées par les ingénieurs dans le domaine de la dynamique des fluides [43].

On considére une fonction f(x) supposée sans variation brusque (on se place dans
un probléme & une dimension) et définie aux points x; (i € 1,...,n) constituant la
grille déformée. On cherche a évaluer de maniére précise la valeur de f au voisinage
d’un point z,, de la grille. Pour cela on définit une base de polynomes p;(z — z,,)

de dimension nb.
nb

f(z) ~ Z a;p;(x — ) (4.8)
j=1

( f est la fonction approchée de f(x) en un point quelconque proche de x,,).
On peut prendre a priori n’importe quelles fonctions de base p;(z — x,,) susceptible
d’approximer correctement la fonction f étudiée. Dans notre cas, la base choisie est
une base de monémes B = {1, (x — z,,,), (¥ — 2,,,)?/2,...}. Le calcul des coefficients
{a;} nous permet de calculer la valeur de f(z) aux alentours du point z,, ainsi que
les dérivées. En particulier les dérivées successives au point x,, sont simplement les

coefficients {a;} recherchés. Pour déterminer ces coefficients, on choisit parmi les
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points de la grille, np points qui sont les plus proches de x,,.

[ f) ][ S api(r —w) |
fla) | =] X2 ap(or — zm) (4.9)
i f(@np) ] L Z?il a;pj(Tnp — Tpm) ]

On aboutit & un systéme de np équations, avec nb coefficients {a;}. Ce systéme
peut-étre réécrit sous la forme matricielle P - a = f avec P la matrice contenant les
pj(xr — ), a le vecteur contenant les coefficients {a;} & déterminer et f le vecteur
contenant les valeurs f(xy). Il est a remarquer qu'on n’est pas obligé de prendre
exactement le méme nombre de points que la taille de la base (nb), on peut trés
bien prendre np > nb ,dans ce cas la matrice P est une matrice rectangulaire et le
systéme d’équation est surdéterminé. Pour obtenir ces coefficients a; on définit la

fonction de mérite 2

np nb 2
i = [f(xk) — Zaij(xk — xm)] (4.10)

C’est la minimisation du x? qu’on appelle méthode des moindres carrés qui nous

donnera les coefficients. Pour cela il suffit d’écrire que les dérivées partielles du x>

par rapport aux paramétres (aj, as, ..., a,,) $'annulent au minimum, c’est a dire
np nb
> [f@;k) =Y " a;Pi(x — x) | Pk — ) =0 (4.11)
k=1 j=1

Sous forme matricielle, cela s’écrit
P'P.a=P"'.f (4.12)

avec Pt la matrice transposée de P.

La méthode des moindres carrés peut encore étre améliorée en associant a chaque
point x; un poids wy, de tel maniére que le point le plus ¢éloigné du point x,, étudié
recoive le poids le plus faible. Cette fonction de poids est utilisée car lorsqu’on

utilise la méthode des moindres carrés, il est raisonnable de penser que les points
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les plus proches du point z,, auront plus d’importance que ceux plus ¢éloignés. De
plus, si la fonction de poids n’est pas utilisée, 'ajustement va générer de petites
oscillations non physiques qui seront augmentées au pas suivant risquant de rendre
la propagation instable. Cette fonction de poids est a priori arbitraire, mais on
la choisit de préférence gaussienne. L’ajout de la fonction de poids nous améne a

réécrire le systéme a résoudre
P*WP.a=P'W . f (4.13)

avec W la matrice diagonale de dimension (n, x n,) qui contient les poids wy =
exp [—a(zy — x,,)?]. La recherche des coefficients a; nécessite alors d’effectuer une

inversion de matrice.

rque :
Pour éviter les oscillations non physiques résultant de I'approximation & la fonc-
tion f(x), on doit choisir un nombre de points np élevé (on peut choisir jusqu’a
np = nbyq;). Dans ce cas le nombre de points est trés supérieur a la taille de la base

et nous allons obtenir un effet de lissage.

4.1.3 Aspects Pratiques

Nous venons de présenter la méthode des trajectoires quantiques a travers ces
deux points essentiels, a savoir I'utilisation du référentiel Lagrangien et I’algorithme
MWLS. Mais concrétement comment cela se passe-t-il si I’on souhaite faire un calcul
avec cette méthode.

Tout d’abord il faut connaitre a 'instant initial les valeurs des différentes quan-
tités propagées a savoir la position des trajectoires x, la densité de probabilité py,

la phase Sy et la vitesse vy :

— Les trajectoires (xg)
Elles sont distribuées de maniére équidistantes, mais on peut trés bien les dis-
tribuées d’une autre maniére, par exemple de maniére statistique (comme nous

le verrons a la fin de ce chapitre).

— La densité (po)

Une fois que les positions sont connues, on peut déterminer les valeurs de la



54CHAPITRE 4. METHODE DES TRAJECTOIRES QUANTIQUES ET APPROXIMATIONS

densité de probabilité initiale qui est en générale une gaussienne normalisée de

paramétre de largeur [ et de position centrale z.

=0y = () e[ E ]

— La Phase (Sp)
La phase initiale Sy = k z( est déterminée a partir de I’énergie initiale du pa-
quet d’ondes E = h?k?/2m.

— La vitesse (vg)
La vitesse initiale vy = 0,50/m est identique pour toutes les trajectoires, c’est

une conséquence de la forme de la phase initiale Sj.

Une fois toutes ces quantités connues, il nous faut aussi déterminer le potentiel
quantique Q, la force quantique fg, et le gradient de la vitesse pour chaque trajectoire
quantique grace a ’algorithme MWLS. On choisit en général pour un probléme avec

60 trajectoires, un nombre de fonctions de base égal & 3 (nb) et une dizaine de points
(np).
Nous pouvons maintenant intégrer le systéme d’équations couplées pour 1’en-

semble des trajectoires quantiques. Ce qui représente un total de 4 X nby,,; équations

a intégrer a chaque pas de temps :

dx;

a

CZ? = —pi(0,v;)
dcii = % ~(V+Q)
m(?; = fe+Jq

Ceci peut-étre fait au moyen de n’importe quel algorithme de résolution d’équations
différentielles ordinaires aux conditions initiales. Nous utilisons pour notre part la
méthode de Runge-Kutta a I'ordre 4 avec un pas adaptatif car c’est une méthode
robuste, facile & implémenter et dont la seule connaissance des valeurs initiales suffit
pour intégrer I’équation différentielle. La résolution numérique des équations diffé-

rentielles nous donne les valeurs de p, x, S et v a I'instant ultérieur tg+At. L’ensemble
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A un instant donné t=t; p;,x;,5;,v;
(j=1,...,nbyq;) sont connus

On détermine @, fo, O,v grace a MWLS ‘

Résolution des 4 X nby,q; équations différentielles par la
méthode de Runge-Kutta a l'ordre 4 a pas adaptatif

0; ;95,0 (j=1,...,nbyqj) au temps t; + At

F1G. 4.2 — Diagramme de ’algorithme numérique de QTM pour un pas At

du processus décrit est ensuite réitéré de facon identique jusqu’a t = tyiq. Le dia-
gramme Fig. 4.2 présente cet algorithme pour un pas At. Notons qu’il n’est pas
nécessaire de propager la phase. En effet, la connaissance de la phase permet de
reconstruire la fonction d’onde 1) = Re?/" mais la vitesse (v = 9,.5/m) ainsi que le
gradient de la vitesse qui apparaissent dans les équations de propagation des posi-
tions et de la densité et qui dépendent de la phase peuvent-étre obtenus a partir de

I’équation newtonienne.

Autre écriture de la densité Une autre maniére de propager la densité consiste
a I’écrire sous la forme
p = exp(2C) (4.14)

Dans ce cas, la formule du potentiel quantique est donnée par

R V2, /5 72

Q= —%7[ = —%(W(J +(VO)?) (4.15)
L’avantage de cette forme est qu’elle ne fait plus intervenir la division par ,/p, ce qui
peut représenter un avantage numérique. En effet lorsque p tend vers 0 (ce qui est
la cas sur les ailes du paquet d’ondes ainsi que lors de la formation d’interférences),
le potentiel quantique tend a diverger, ce qui entraine des erreurs numériques qui
peuvent s’accumuler et rendre le programme instable. Concrétement une mauvaise
évaluation de () entraine une mauvaise propagation de S, cela se répercute au pas

suivant sur les positions et la densité, puis de nouveau sur () et ainsi de suite jusqu’a



56 CHAPITRE 4. METHODE DES TRAJECTOIRES QUANTIQUES ET APPROXIMATIONS

ce que le programme devienne instable. Du point de vue des trajectoires, certaines
d’entre elles peuvent étre amenées a se croiser alors que cela est interdit. L utilisation
de C permet en partie de régler ce probléme car cette fonction a toujours des valeurs

plus proches de 'unité que p.

4.1.4 Application de QTM & l’effet tunnel

La Méthode QTM proposée par Wyatt a donné d’excellents résultats dans le
cadre de I’étude de l'effet tunnel [14, 44, 45], de plus cette approche donne une fagon

trés intuitive de comprendre cet effet purement quantique.

Considérons un paquet d’ondes gaussien que l'on envoie sur une barriére de
potentiel avec une énergie cinétique inférieure a la hauteur de cette barriére. A
Iinstant initial toutes les trajectoires ont la méme énergie cinétique, mais juste
aprés leur départ, elles vont acquérir un supplément d’énergie cinétique qui dépend
de leur position. Ainsi certaines particules vont acquérir un supplément d’énergie qui
va leur permettre de passer non pas au travers, mais bien au dessus de la barriére.
L’origine de ce supplément d’énergie acquis peut-étre expliquée en considérant la
force quantique pour un paquet d’ondes gaussien évoluant de maniére libre (ce qui
est le cas lors des premiers instants). En regardant la figure Fig. 4.4, on constate
que les particules situées a I’avant du paquet d’ondes ressentent une force quantique
positive alors que celles qui sont a ’arriére ressentent une force négative. Ainsi les
particules étant a 'avant (z > xo) vont étre accélérées et ce d’autant plus qu’elles
sont éloignées du centre du paquet d’ondes alors que les particules a 'arriére (x < xg)

vont étre décélérées.

Mais l'effet du potentiel quantique ne s’arréte pas la. En effet, si on regarde I’éner-
gie potentielle (qui est la somme du potentiel quantique et du potentiel classique) et
I’énergie cinétique d’une trajectoire quantique arrivant sur la barriére de potentiel
Fig 4.3, on constate que l'effet du potentiel quantique est de diminuer la hauteur
de la barriére de potentiel (classique), ce qui permet a la trajectoire de garder une
énergie cinétique suffisante pour passer au dessus de la barriére. L’effet du potentiel
quantique est donc double, non seulement il donne un supplément d’énergie ciné-
tique aux particules qui sont a ’avant du paquet d’ondes, mais il diminue aussi la

hauteur de la barriére de potentiel.
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FIG. 4.3 — Evolution de I'énergie cinétique (KE) et de I’énergie potentielle (V4Q)
d’une trajectoire en fonction du temps.

4.1.5 Approximation Harmonique Locale (LHA)

Comme nous I’avons vu au chapitre 2, ’approximation harmonique locale consiste
a développer le potentiel de maniére quadratique autour du centre du paquet d’ondes,
on s’assure ainsi que celui-ci reste gaussien quelquesoit ¢ (si le paquet d’ondes est
initialement gaussien), et que la phase reste quadratique. Cette approximation reste
relativement bonne lorsque le paquet d’ondes ne s’étale pas trop lors de la propaga-
tion temporelle et que le potentiel ne varie pas de maniére trop brusque, ce qui sera

généralement le cas des problémes que nous étudierons.

Mais le grand avantage d’utiliser LHA, c’est que les dérivées spatiales sont ana-
lytiques, notamment le potentiel quantique est quadratique et la force linéaire (Fig.
4.4). 1l suffit donc a chaque instant de trouver les parameétres qui définissent la gaus-
sienne représentant la densité de probabilité ainsi que ceux de la phase pour obtenir
directement les dérivées spatiales. Ceci peut-étre réalisé a partir d’un fit polynomial
quadratique (en prenant le logarithme népérien pour la densité) qui est une méthode

d’ajustement extrémement rapide.
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Fi1G. 4.4 — Formes du potentiel quantique et de la force quantique pour un paquet
d’ondes gaussien

4.2 La Méthode QTM pour les systémes a plusieurs

états

4.2.0.1 Equations pour un probléme a deux états et une dimension

Maintenant nous allons étendre les équations de QTM a deux états électroniques
dans une base diabatique [46, 47| (I'extension & 3 états et plus est possible mais reste

a explorer d’un point de vue pratique). Pour cela on définit la fonction d’onde totale

¢(x’t) = Xl(xvt)¢1(e; ZE) +X2(x’t)¢2(e; l‘) (416)

ou e représente ’ensemble des coordonnées électroniques et x la coordonnée nu-
cléaire.

Insérons ¢ dans I'équation de Schrodinger dépendante du temps et intégrons par
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rapport aux coordonnées électroniques, nous obtenons deux équations couplées :

.0 h? 02

Zﬁg)ﬁ(l’,t) = (—%@ + Vu(@) xi(x,t) + Via(z)x2(, 1) (4.17)

o) = (2 @) el )+ Vaae ) (419)

t 8tX2 Z,t) = om 2 22\T) | X2\T, 21\T) X1 L5 :
avec Vig = Vo1 = (¢1|V]p2) le terme nondiagonal de 'Hamiltonien électronique

responsable du couplage entre les états (cf. Chap. 3). Les états ¢, et ¢ sont supposés
diabatiques de telle sorte que le terme < ¢1]|0/0x|¢ps >= 0. La forme polaire de la

fonction d’onde nucléaire pour chacun des deux états est donnée par
Xi(z,t) = Rexp (iS;/ h) (4.19)

1
avec It; = p;? et S; deux fonctions réelles décrivant I’amplitude de probabilité et la

phase. On définit de plus la quantité de mouvement

0:5;

m

pi(z,t) = (4.20)

Les équations ainsi obtenues aprés substitution et séparation des parties réelles et
imaginaires sont ensuite transformées du repére Eulerien au repére Lagrangien en
utilisant la dérivée totale d/dt = 0/0t + v;0,. Nous aboutissons aux équations hy-

drodynamiques pour les systémes & deux états dans une base diabatique :

dpy

dt = —p18$1)1 - )\12 (421)
d
% = —p20,v2 + A1 (4.22)

Le premier terme représente I’augmentation (0,v; > 0) ou la diminution (9,v; < 0)
de la densité pour une trajectoire quantique sur une surface donnée. Le deuxiéme
terme Ajo (avec Ao = Aop) est la variation de densité sur la surface 1 due au couplage
V12 avec la surface 2 (ou inversement). Autrement dit, lorsqu’une particule arrive
dans la région de couplage, elle peut transférer une partie de sa densité qui va étre
récupérée sur l'autre surface par d’autres trajectoires et vice-versa. Cette variation

est donnée par la formule

v
Ay = 2%(p1p2)1/zsinﬁ (4.23)
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avec A le déphasage défini par A = (57 — S3)/h.

Les équations de Newton sont :

d
% =—-V(Vi1 + Qu1 + Q12) (4.24)
d
% = =V (Va2 + Qa2 + Qa1) (4.25)

Le premier terme correspond bien entendu a la force "classique", le second terme
a la force quantique dérivant du potentiel quantique, enfin le troisiéme terme cor-
respond & une force de transition définie par le gradient du potentiel quantique

Q12 = Via(pa/p1)Y?cos/\ et qui satisfait & la relation de symétrie : p;Q1o = paQar.

Les équations de propagation de la phase sont :

% — (1/2)me? — (Vig + Q1 + Qu) (4.26)
% = (1/2)mv§ — (VQQ + Q9 + Q21) (4.27)

Contrairement aux problémes a un seul état ou il n’est pas nécessaire de propager
les phases, nous sommes obligés de les propager pour les problémes a deux états car

elles interviennent dans les termes Ao et (Q12.

Problémes numériques liés aux systémes a plusieurs états

I) Dans un systéme a deux états, on s’intéresse généralement a la probabilité
de produire I'un des deux états a partir d’un état spécifigue. Dans QTM ceci conduit
a une difficulté liée a la présence de la densité p; dans le potentiel quantique non-
diagonal @);;. Si 'on entre dans le systéme par 'état (1) par exemple, le terme (o
tend a diverger et ceci conduit a des instabilités numériques. Pour éviter cela, il
est préférable de commencer le calcul avec une superposition cohérente des états
(1) et (2). Dans ce cas nous devons effectuer deux calculs avec des superpositions
différentes pour ensuite en déduire les probabilités de transitions relatives a des états
spécifiques. Nous prendrons un déphasage de 7 (cf Eq.4.30), mais d’autres choix sont
possibles, on peut par exemple choisir le déphasage de maniére a annuler le cosinus
comme l’a fait Garashchuk [48]).
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V) (z,e,t =0) = G(z; 1, 210)e™ 7y (e;2) + G(; Ba, 2™ Py (e; 2)4.28)
= {7 (0)61 + 15" (0)62 (4.29)

VO (x,e,t =0) = G(x; By, 10)e™ " d1 (e 2) + G (w5 B, w20)e T oy (e (4.30)
= 07 (0061 + 457 (0)6 (4.31)

avec x;(z,0) = G(z; B, Ti0)e*® (G est une gaussienne normalisée de paramétre de
largeur f3; et centrée en xio).

Ces deux états initiaux évoluent ensuite vers les fonctions d’ondes ™) (z, e, t)

PO (z,e,t) =i (#)¢n + 05 (1) b (4.32)
YO (z,e,t) = ()¢ + 05 ()b (4.33)

Selon que le calcul a été initié sur I’état 1 ou 2, on peut retrouver les fonctions
d’ondes a un instant t sur les états spécifiques 1 et 2 : 921 Si le calcul a été initié

sur ’état 1 alors les fonctions d’ondes que 'on recherche sont données par

vl =5 (490 +900) (1.34)

Uit =5 (70 + 957 0) (4.35)
Si le calcul a été initié sur I’état 2, on aboutit aux formules :

vit) =5 (400 -4 0) (4.36)

v =5 (70— v 0) (4.37)

On peut alors en déduire la densité de probabilité et la phase a un instant t quel-

conque. On donne ici leur formule & un instant t quelconque dans le cas d’un calcul
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initié sur I'état 1 (j=1,2 est I'état final) :

_ p) (=) (+
R} = R, +R +2R Rj cos|( )/h] (4.38)

j
+) S( )
sm ( > + R j sm ( = >
s<+) pre (4.39)
cos ( ) + R ( - )

>t

Sj = arctan
P

IT) Dans le formalisme QTM pour un seul état, on a vu que Iensemble des
trajectoires constitue une grille qui, méme si elle est réguliérement espacée au temps
t = 0, évolue vers une grille déformée & un temps ¢t quelconque. Dans les problémes
a deux états, la grille attachée a I’état (1) va évoluer et se déformer differemment de
la grille attachée a I'état (2). Or I’évaluation du transfert de densité A5 (Eq. (4.23))
et du potentiel quantique non-diagonal ()15 dans I’équation Eq. 4.21 nécessite la
connaissance de la densité p, et de la phase Sy sur la grille de I'état (1) (Fig. 4.5). 1l
est donc nécessaire d’interpoler (extrapoler) py et Sy, ce qui peut-étre fait au moyen
de MWLS. Bien que cet algorithme soit efficace, il existe toujours de petites erreurs
qui peuvent s’accumuler et rendre le programme instable. Ceci est d’autant plus vrai

que le terme A5 doit vérifier a chaque instant la relation
A2 = A2 (4.40)

pour assurer la conservation de la probabilité totale.

De méme pour le potentiel quantique non-diagonal ()12 qui est proportionnel &
p2/p1, une mauvaise interpolation dans les régions ou p; est petit entrainera une
instabilité numérique. Il convient donc de bien choisir les paramétres de MWLS afin
d’obtenir les meilleurs interpolations (extrapolations) possibles sans toutefois rendre

le temps de calcul rédhibitoire.

4.2.1 Equations pour un probléme a deux états et deux di-

mensions

Nous présentons ici les équations de propagation pour un probléme a deux états

et deux dimensions. En effet au chapitre 6 nous étudierons le probléme de la photo-
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F1G. 4.5 — Représentation schématique d’interpolation de ’état 2 (en rouge) sur
I'état 1 (en bleu)

dissociation du iodure de méthyle (IC H3) qui peut se ramener & un probléme de ce

type.
L’Hamiltonien pour un systéme a deux états et deux dimensions s’écrit :

2 2 2 2
P G (vn(x,w vlg(x,w) (4.41)

S 2m, 922 2m, 0y '\ Vai(z,y) Vaelz,y)

On suppose ici que les coordonnées x et y sont séparables et ne sont donc pas couplées
par le terme d’énergie cinétique.

La résolution de I’équation de Schrédinger pour cet Hamiltonien donne un sys-
téme de six équations couplées pour chaque trajectoire (notons qu’une trajectoire
est couplée aux autres trajectoires du méme état, mais aussi a celles de l'autre
état). Nous présentons les équations pour I'état 1, les équations pour ’état 2 sont
analogues.

— Equations pour les positions

dx
d_tl = po1/m (4.42)
dy
d—tl = py1/m (4.43)
— Equations pour les impulsions
dpor _ 4.44
dt —fC’a:11+fo11+fo12 ( . )
dpyl o
dt nyn + nyn + ny12 (4-45)

— Equation pour la phase

s, p3, P
d—tl:g—ﬂi+ﬁ—vn—Qn—Q12 (4.46)



64CHAPITRE 4. METHODE DES TRAJECTOIRES QUANTIQUES ET APPROXIMATIONS

— Equation pour la densité

dpy

= —
dt = —p1V s U1 — )\12 = —pl(axvxl + 8yvy1) — )\12 (447)

Avec les potentiels quantiques diagonaux et nondiagonaux définis par :

Qu = (—h2/2m,)(02p,"*) /(%) + (=12 /2m,)(82py%) [ (py'?)
Q1 :vn(%)”%osw

4.3 Approximation par découplage

Maintenant que nous avons présenté la méthode QTM & un et plusieurs états,
il est important de se demander quelles approximations nous pouvons faire. En
effet la méthode QTM est une méthode entiérement quantique, par conséquent un
calcul prenant en compte un nombre de degrés de liberté élevé va vite se révéler
difficile. L’approximation par découplage se base sur plusieurs idées importantes :
la premiére est une réexpression de la densité comme le produit de deux fonctions
(pi = w; * f;), avec la fonction w; responsable du transfert de densité et la fonction
fi responsable de la propagation des trajectoires sur I'état i. La deuxiéme est une
approche perturbative permettant d’établir plusieurs degrés d’approximations aux
fonctions w; et f;. La troisiéme est ’approximation harmonique locale que nous
utiliserons pour garder les fonctions f; gaussiennes Enfin une approche statistique
analogue a la méthode Monte-Carlo en mécanique classique est utilisée de facon a
permettre d’étendre la méthode a des systémes ayant un grand nombre de degrés de
liberté.

4.3.1 Approche perturbative et découplage (1 dimension)

Nous rappelons tout d’abord les équations de propagation pour un probléme a

deux états électroniques.

dp; as; 2
dt - pza:pvz >\2] % - (l/2)mvl (‘/22 + Qn + ng)
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avec les termes \;; et (;; définis par les équations

Aij = % pipy)' Psin[(S; = S;) /Rl Qi = Vig(pi/pi)Pcos [(Si — S;)/h]

Faisons I'hypothése que le terme non diagonal V;; est faible comparé aux termes
diagonaux, dans ce cas \;; et ();; seront eux-mémes faibles. On peut donc dans cette
hypotheése négliger le terme ();; responsable du transfert de potentiel quantique
entre les états. Cependant on ne peut pas négliger \;; puisque c’est ce terme qui est
responsable du transfert de densité entre les états. Pour tenir compte de ce terme
nous allons employer une approche perturbative. Pour commencer nous allons définir
les équations du mouvement a ’ordre 0, ce sont les équations que I'on obtient lorsqu’il

n’existe pas de couplage entres les états.

dp!”

P 000 (4.48)
ds”
o (1/2m) (0" = (Vi + Q1) (4.49)

avee Q) = (1 2m) 02/ A" 1\ ).

Pour la correction a ’ordre 1, on considére que I’équation a ’ordre 0 pour la phase
est suffisante étant donné que 1'on a négligé le terme );;. Autrement dit, les phases
des trajectoires pour un état donné ne sont pas influencées par les trajectoires de
I’autre état, tout se passe comme si les états étaient non couplés. Il nous reste alors
a définir la correction a 'ordre 1 pour la densité qui va nous permettre de tenir
compte du couplage électronique entre les états. Celle-ci est donnée par

dp” _ dpl”

e (4.50)

Pour faire apparaitre de maniére plus explicite le transfert de densité, nous allons
réécrire la densité comme le produit de deux fonctions. Une fonction que I'on ap-
pelle fonction de poids w;, responsable du transfert de densité et une fonction f;

responsable de I’évolution de la densité sur un état donné (cf Fig. 4.6)

(0)

Pour la densité a 'ordre 0 (p; '), il n’y a pas de transfert de densité, par conséquent
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échange de évolution sur chaque
population & phase courbe de potentiel

F1G. 4.6 — A gauche, I’échange de densité est déterminé par les fonctions w;(t) et a
droite ’évolution de trajectoires par les fonctions f;(t)

pgo) est le produit de la fonction de poids a 'ordre 0 (qui est tout simplement la

fonction de poids a I'instant initial, cette fonction ne varie pas dans le temps), et de

la fonction fi(o) a l'instant t
A7) = w”(t = 0) x £t (452)

Comme la fonction de poids est une constante, on va pouvoir réécrire I’'équation Eq.
(4.48) uniquement en fonction de fi(o).
daf”

i _r0g 0 4.53
dt fz xvl ( )

La densité & l'ordre 1 s’écrit
Al = (w0 + ) < f7 (4:54)

Notons, que nous pourrions également faire un développement perturbatif sur la
fonction f(;), cependant comme nous avons négligé le terme @);;, seul le terme fi(o)
est non nul.

En introduisant cette équation dans Eq. (4.50), on obtient une équation de propa-
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gation pour la fonction de poids wgl) a l'ordre 1

aw® N, 2 /e (59— s
e _f(o) ==V 0 sin| - ] (4.55)
| .

)

En faisant cette approche perturbative, nous avons réussi a découpler la propagation
des trajectoires de la transition électronique. Nous avons donc d’une part les équa-
tions de propagation pour les trajectoires, (les trajectoires sont propagées comme si

on était dans un probléme a un seul état)

Etatl Etat2
(0) (0)
dx _ ?)(0) dl‘Q _ U(O)
dt ! dt 2
df(o) _ _f(o)a 0 L(O) _ _ 0y O
dt b dt 2
s\ sy

= (1/2)m(v”)? — (Vi + Q) = (1/2)m(vs)? — (Vs + Q%))

dt dt

avec v( = 0,5, ©),

D’autre part nous avons deux équations responsables du transfert électronique entre

les états
FEtatl FEtat2
w2 AR ) le SN
= -2V, sin sin
dt h f1(0) dt f2(

4.3.2 Approximation harmonique locale LHA

Le découplage nous permet de propager les fonctions fi(o) indépendamment des
transitions. Toutefois le potentiel classique sur lequel sont propagées les trajectoires
n’est généralement pas quadratique, ce qui entraine une déformation des fonctions

) . .. . . . i
f; " initialement gaussiennes. Dans le cas ol nous voulons garder nos fonctions gaus

siennes, il va nous falloir utiliser ’approximation harmonique locale (cf. 2.2.2.
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4.3.3 Approche Statistique

A Tlinstant initial, les particules du fluide quantique sont généralement choisies
équidistantes, mais d’autres choix sont possibles. En particulier, il est intéressant de
distribuer la position des particules de fagon a représenter la densité de probabilité
initiale (distribution de Wigner, par exemple). La densité peut alors étre recons-
tituée statistiquement (cf Fig. 4.7) tout au long du calcul a partir de la position
des particules. Il devient ainsi inutile de suivre explicitement la densité attachée a
chaque particule puisque cette information est contenue dans la distribution des po-
sitions. Ce traitement est tout a fait analogue aux méthodes Monte-Carlo utilisées
en dynamique classique. Dans le cas particulier ot les potentiels classiques sont qua-
dratiques, les fonctions fz-(o) restent gaussiennes, et leur estimation se fait de maniére

simple a partir de la moyenne et de la variance.

1 _ =)2
1 = Wexp(—%) (4.56)

avec T la position moyenne des trajectoires et o I’écart-type

nbtraj
1
T = x; 4.57
nbtraj i=1 ( )
1 nbtraj
2 —\2
S - 4.58
DI (159

La détermination de ces deux parameétres permet a chaque instant de reconstruire

les fonctions fi(o).

4.4 Conclusion

Nous avons exposé dans ce chapitre la méthode des trajectoires quantiques QTM
de Wyatt, puis son extension aux systémes a deux états électroniques couplés

La méthode des trajectoires quantiques, est une méthode originale car c’est une
méthode entiérement quantique qui utilise la notion de trajectoire d’ordinaire ré-
servée aux méthodes classiques voir semi-classiques. De plus, lors des transitions
électroniques, il n’y a pas de sauts de trajectoires contrairement a TSH. En effet, on
définit au départ un ensemble de trajectoires sur chacune des surfaces et ces trajec-

toires restent du début a la fin sur leur surface d’origine, c’est le terme de transfert
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0.7 T T T T

St'atistique '
Exact

0.6

0.5 -

04

0.2

0.1

F1G. 4.7 — Reconstruction d’une gaussienne obtenue a partir d’une distribution sta-
tistique de 100 trajectoires (représentés par les points), comparé a la gaussienne
exacte.

de densité \;; qui va rendre compte des transitions existant entre les deux états.
Enfin, les trajectoires ne sont pas indépendantes, elles sont reliées entre elles par le
potentiel quantique et le terme de transition \;;.

A partir de cette méthode exacte, nous avons développé la méthode d’approxi-
mation par découplage (MAD). Elle repose sur une approche perturbative et le
découplage entre la propagation des trajectoires et les transitions électroniques
(pi = w; x f;). Cela nous permet d’appliquer I’approximation harmonique autour
du centre du paquet d’ondes (LHA), qui nous assure que les fonctions f; restent
gaussiennes et que les phases restent quadratiques. Enfin I'utilisation de la statis-
tique des trajectoires simplifie I’évaluation des gaussiennes f; et devrait dans ’avenir
permettre d’étendre cette méthode a plusieurs dimensions.

Dans le chapitre suivant nous allons tester notre méthode et comparer nos résul-

tats avec ceux d’autres méthodes.



70CHAPITRE 4. METHODE DES TRAJECTOIRES QUANTIQUES ET APPROXIMATIONS



Chapitre 5

Applications

5.1 Introduction

Nous avons vu que la méthode des trajectoires quantiques de Wyatt était une
méthode séduisante. Cependant, les dérivées spatiales nécessaires a I’évaluation des
forces quantiques sont difficiles a calculer surtout au voisinage d’un noeud de la
fonction d’onde. Pour résoudre cette difficulté, des améliorations a QTM ont été
proposées comme par exemple I'utilisation de grilles adaptatives ou ’ajout de fonc-
tions lorsqu’'un noeud se forme ([15, 16, 17]). Dans les problémes a deux états,
les choses se compliquent encore car non seulement il existe une inter-dépendance
des trajectoires des deux états, mais de plus les grilles mobiles n’évoluent pas a la
méme vitesse, ce qui nécessite I'interpolation (extrapolation) des quantités d’un état
donné sur 'autre état. Ces difficultés rendent un calcul avec QTM a plusieurs de-
grés de liberté peu réalisable. C’est pour cette raison que nous avons développé la
méthode d’approximation par découplage. Cette méthode fait des approximations
qui facilitent la propagation des trajectoires tout en conservant les qualités de QTM
a savoir la propagation de la densité et de la phase sur une grille mobile.

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit le formalisme de MAD, dans lequel
apparaissent les fonctions de poids. Nous avons décrit les équations de propagation
pour les poids dans le cas d’une perturbation a I'ordre 1. Pour un état i cette équation

s’écrit :

(5.1)

ou les fonctions w;(t = 0) qui apparaissent dans I’équation Eq. 5.1 sont les fonctions

71
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de poids a l'instant initial. Cette approximation & l'ordre 1 est cependant un peu
"brutale". En effet dans le cas ou les variations de poids sont importantes, ’erreur
risque d’étre importante. Pour minimiser cette erreur nous pouvons utiliser les pro-
babilités de I'état 1 et 2 & I'instant t. Dans le formalisme de MAD, la probabilité
d’un état est simplement la moyenne statistique (P;(t) = >, w;/n) des poids de

cette état. LL’équation Eq. 5.1 se réécrit alors

On appellera par la suite cette approximation MAD moyen.

Si nous voulons maintenant tenir compte de tous les ordre perturbatifs, les fonctions
de poids utilisées dans les équations de propagation seront celles calculées au temps
t.

(5.3)

On appelera cette approximation MAD exacte.

Nous allons comparer les résultats obtenus par ces trois degrés d’approximation a
une méthode exacte décrite au chapitre 2. Il s’agit de la méthode des différences
finies & l'ordre 2 aussi bien pour I’évaluation de I’Hamiltonien que pour la propa-
gation temporelle. Quatre problémes seront étudiés dont deux systémes modéles, le
premier ayant été proposé par Wyatt pour illustrer la méthode QTM & deux états,
le second proposé par Martens pour illustrer sa méthode semi-classique basée sur
I’équation de Liouville. Le troisiéme est un probléme ou le couplage est dépendant du
temps. Ce probléme sera étudié plus en détail au chapitre 6. Enfin nous étudierons
la photodissocation du iodure de méthyle (IC'H3) qui peut se ramener a un systéme

a deux dimensions et deux états.

5.2 Probléme de Wyatt

5.2.1 Présentation du probléme

Ce premier probléme a été proposé par Wyatt [46, 47| pour réaliser le premier
calcul QTM a deux états. Il s’agit d’un systéme modéle constitué d’un potentiel

constant couplé avec une marche de pente attractive Fig. 5.1. Le couplage V;; entre
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F1G. 5.1 — Potentiel de Wyatt

les deux surfaces est défini par une gaussienne. Les fonctions d’ondes nucléaires
initiales pour les états 1 et 2 sont le produit d’une onde plane avec une gaussienne

normalisée de paramétre de largeur ( et de position initiale xg

x(x, t =0) = G(z, 3, 20)e*® = (zﬁ)l/‘ie:vp {—g(x — a:o)z} ek (5.4)

T
Les paquets d’ondes initiaux ont une énergie cinétique initiale non nulle de £ =
R2k?/2m = 3000cm™! et une probabilité initiale identique P, = P, = 0.5. Les

formes mathématiques des surfaces de potentiel et du couplage sont données par les

équations
Vii(x) = (—c11(x)/2)(1 + Tanh(z — a)) (5.5)
Vaa(x) = can (5.6)
Vig(x) = Vai(z) = craexp(—Pra(r — $0)2) (5.7)

Les valeurs numériques des surfaces, du couplage et des paquets d’ondes initiaux

sont résumées dans le tableau Table. 5.1.
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Parameétres Valeurs Numériques
Eléments de matrice de ’Hamiltonien électronique

c11 2000cm~tou 8000cm !
Co2 1Ocm*1

C12 500cm~*

12 3.0u.a.

a —1.0u.a.

Parameétres pour les paquets d’ondes initiaux

E 3000cm~t (Energie cinétique)
B, B2 2.0u.a. (Largeur des gaussiennes)
T, T2 —4.0u.a. (Position initiale)

m 2000u.a. (Masse)

Py, Py 0.5 (Probabilité des états 1 et 2)
Nbiraj une centaine de trajectoires

TAB. 5.1 — Paramétres et Valeurs numériques de I’Hamiltonien électronique et des
paquets d’ondes initiaux pour le potentiel de Wyatt

5.2.2 Résultats

Nous avons testé la validité de notre approximation pour deux cas, un cas ou la

pente est "douce" ¢;; = 2000 cm !

8000 em ™!

et un autre cas ou la pente est "raide" ¢1; =

® Ci11 = 20000111_1

La figure Fig. 5.2 présente I’évolution des populations en fonction du temps pour
les différentes approximations de MAD comparée au résultat exact (méthode de
grille SOD). Les résultats obtenus par MAD a 'ordre 1 sont en bon accord avec le
résultat exact, mais on obtient encore de meilleurs résultats avec MAD moyen et
MAD exacte. Cela s’explique par le fait que MAD ordre 1 est ’approximation la plus
sévere puisqu’elle utilise dans le membre de droite des équations de propagation des
poids, des poids constants et égaux a leur valeur initiale (cf Eq. 5.1). La variation
des populations étant importante (P (¢ fina) = 0.15, Po(tfina) = 0.85), MAD ordre
1 ne peut reproduire correctement le résultat exact. De maniére générale, dans tous
les problémes ou la variation de population sera importante, I’approximation MAD
ordre 1 donnera des résultats moins bons que les autres approximations. Un point
important lié a I’évolution des populations est la conservation de la probabilité totale

au cours du temps. Nous avons observé la probabilité totale pour MAD moyen,
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Nombre de trajectoires P1 P2

15 0.150 0.858
95 0.147 0.853
85 0.148 0.854
121 0.155 0.846
151 0.147 0.853
201 0.147 0.853
501 0.147 0.853

TAB. 5.2 — Convergence des populations finales en fonction du nombre de trajectoires

et nous avons constaté que celle-ci était trés bien conservée (Fig. 5.2). Ceci est
normal car la conservation de la probabilité totale est satisfaite par construction dans
toutes les approximations grace a la relation A5 = Ag1, cependant, des problémes
numériques lors de la propagation des équations peuvent entrainer une perte de la

conservation, ce qui n’est pas le cas ici.

On peut se poser la question de I'influence du nombre de trajectoires sur le
résultat final. En effet, les trajectoires étant distribuées de maniére statistique et la
densité étant reconstruite a partir de la distribution des positions des trajectoires, il
est important de savoir a partir de quel nombre de trajectoires, le résultat converge.
Nous avons donc effectué des calculs pour différents nombres de trajectoires, les
résultats obtenus sont résumés dans la tableau Tab. 5.2. On constate que le résultat
converge pour 150 trajectoires, cependant, on obtient d’excellents résultats, méme

pour un trés petit nombre de trajectoires.

Les figures Fig. 5.6 et Fig. 5.7 montrent les paquets d’ondes pour différents temps
obtenus a partir de MAD moyen, comparés au résultat exact. On voit a travers les
figures que la densité bascule de I’état 1 vers I’état 2 et que le transfert est maximum
dans la région ou I'intensité du couplage est a son maximum, c’est a dire & x ~ —1.
Les paquets d’ondes obtenus a partir de MAD moyen sont en bon accord avec ceux
du résultat exact. En particulier, la déformation du paquet d’ondes de I’état 1 a
t = 30fs est bien reproduite. Le résultat est d’autant plus satisfaisant qu’en ces
endroits ou le paquet d’ondes se creuse, les forces quantiques varient de maniére
importante (c’est le probléme des noeuds), ce qui rend un calcul par QTM difficile.
En fait, comme le montre la figure Fig. 5.9 (qui décrit comment la densité du paquet
d’ondes & t = 30fs est reconstruite a partir de la fonction de poids et de la fonction
gaussienne fl(o)), la déformation du paquet d’ondes est déterminée par la forme de

la fonction de poids, ce qui est nous évite d’avoir a calculer les forces quantiques
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responsables de la déformation des paquets d’ondes.

Les figures Fig. 5.4 et Fig. 5.5 montrent 1’évolution de la densité en fonction
du temps pour quelques trajectoires. On constate que la densité des trajectoires
commencent par diminuer de maniére constante jusqu’a t &~ 15fs pour les deux états.
Cette diminution est due a I’étalement du paquet d’ondes. Ensuite, la décroissance
s’accélére pour I’état 1, ce qui nous indique que le transfert a lieu de I’état 1 vers
I’état 2, alors que pour I'état 2 c’est 'inverse qui se produit.

La figure Fig. 5.3 présente ’évolution des poids des trajectoires en fonction de
la distance. On constate que ceux-ci varient de maniére analogue a la population
(ce qui est normal puisque les populations sont les moyennes statistiques des poids),
mais 'intensité varie selon la position des trajectoires, ce sont les trajectoires qui
sont a l'arriére du paquet d’ondes qui ont subi la variation la plus importante.
Une question que l'on peut se poser, c’est quelles sont leurs bornes inférieures et
supérieures. D’aprés ’équation Eq. 5.1, on sait que les poids ne peuvent prendre de
valeurs négatives, en revanche, rien ne leur interdit d’avoir des valeurs qui dépassent
I'unité. On peut donc s’attendre a obtenir n’importe quelle valeur positive, toutefois
la probabilité étant la moyenne statistique des poids, ceux-ci ne pourront pas prendre
des valeurs trop supérieures a 1'unité.

La Figure 5.8 montre la partie réelle de la fonction d’onde de I’état 1 a 30 fs. Les
oscillations sont bien reproduites, malgré le faible nombre de trajectoires. Cela est
di au fait que 'on propage la densité p et la phase S, qui sont des grandeurs qui
varient plus lentement que la fonction d’onde.

Enfin les figures Fig. 5.10 et Fig. 5.11 présentent respectivement 1’évolution des
phases et des impulsions de l'état 1 toutes les 10 fs entre 0 et 40 fs. La phase
selon ’approximation par découplage est quadratique alors que I'impulsion qui est
le gradient de la phase est linéaire. On constate que ce sont les trajectoires qui
sont a l'avant du paquet d’ondes qui acquiérent les plus grandes vitesses, vitesse

principalement acquise par 1’étalement du paquet d’ondes.

[ Ci11 = 8000cm_1

La figure Fig. 5.12 présente 1’évolution des populations pour les trois degrés d’ap-
proximation de MAD, comparé au résultat exact. On constate que quel que soit le
degré d’approximation, le résultat obtenu est identique. Cela semble normal, car la
pente étant plus "raide", le paquet d’ondes passe plus rapidement dans la région de

couplage, ce qui rend l'intensité du transfert plus faible. Le transfert de population
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étant plus faible, MAD ordre 1 doit se rapprocher des deux autres approximations,
c’est ce que l'on constate. En revanche, une question que ’on peut se poser, c’est
quelle approximation dans MAD (LHA ou @12 = 0), ne nous permet pas de re-
produire correctement 1’évolution des populations. Nous avons donc comparé les
résultats obtenus par MAD moy et la méthode "exacte" avec deux calculs QTM
ou nous avons d’abord utilisé I’approximation harmonique locale (LHA) et ot nous
avons ensuite négligé ();;. Les résultats (Fig. 5.13) montrent que le calcul QTM
avec I’approximation harmonique locale a un comportement analogue et un résultat
quasiment similaire & celui obtenu par MAD moyen alors que le résultat du calcul
QTM sans @;; se rapproche du résultat exact. C’est donc I'approximation harmo-
nique locale qui est la principale cause des différences entre MAD et la méthode
"exacte". Ceci est normal car nous avons dit précédemment que LHA était valable
si le potentiel ne variait pas de maniére trop brusque, or pour ¢;; = 8000cm ™! la
pente est plus importante que pour ¢;; = 2000cm 1.

Les figures 5.14 et 5.15 présentent I’évolution des paquets d’ondes de I'état 1 et
2 en fonction du temps. Malgré le fait que ’approximation harmonique locale soit
peut-étre sévére pour ce systéme, les résultats obtenus sont trés bon, en particulier
la déformation du paquet d’ondes de I'état 1 & ¢t = 20fs est bien reproduite.

Enfin, la figure 5.16 présente la partie réelle de la fonction d’onde de 1'état 1 a
20fs. Pour ¢;; = 8000cm ™!, le paquet d’ondes allant plus vite, la fonction d’onde os-
cille plus rapidement, ces oscillations sont fidélement reproduites par les trajectoires

quantiques.
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F1G. 5.4 — Evolution de la densité de probabilité de I’état 1 en fonction du temps
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F1G. 5.5 — Evolution de la densité de probabilité de I’état 2 en fonction du temps
pour quelques trajectoires quantiques (c;; = 2000cm ™)
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F1G. 5.6 — Evolution du paquet d’ondes de I’état 1 toutes les 10 fs entre 0 et 40 fs
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F1G. 5.7 — Evolution du paquet d’ondes de I'état 2 toutes les 10 fs entre 0 et 40 fs
(c11 = 2000cm ™)
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(en rouge) pour I'état 1 4 30 fs (c;; = 2000cm ™) comparé au résultat exact (en bleu)
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FiG. 5.11 — Evolution de I'impulsion de I’état 1 entre 0 et 40 fs toutes les 10 fs
(c11 = 2000cm ™)
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F1G. 5.14 — Evolution du paquet d’ondes de 'état 1 toutes les 10 fs entre 0 et 40 fs
(c11 = 8000cm ™)
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F1G. 5.15 — Evolution du paquet d’ondes de 'état 2 toutes les 10 fs entre 0 et 40 fs
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5.3 Probléme d’Interférométrie

5.3.1 Présentation du probléme

Ce second probléme a été utilisé dans plusieurs articles de Martens [49, 38, 50, 51].
Il s’agit d’un probléme a deux états électroniques couplés dont 1’état initial est une
superposition cohérente des deux états électroniques. Un tel état initial peut en
principe étre recréé physiquement grace a l'utilisation d’une paire de lasers ayant
une relation de phase controlable expérimentalement. La forme des fonctions d’ondes

nucléaires initiales est donnée par

x1(x,t =0) =+/P(0)G(x, 3, x0) (5.8)
Ya(z,t =0) = /1 — P (0)G(, 3, 20)e™ (5.9)

avec G(x,[3,xy) une gaussienne normalisée de paramétre de largeur [ centrée en
xg, et P1(0) la population initiale de I’état 1. La différence de phase ¢ entre les
deux paquets d’ondes initiaux peut-étre changée de maniére a réaliser différentes
combinaisons cohérentes.

Les deux états excités sont décrits par, un potentiel exponentiel répulsif
Vi(z) = Ae ") — B (5.10)
et un potentiel de Morse
Vo(z) = D(e20@=a2) _ 9p=Ale—a)) (5.11)

Les deux surfaces se croisent en un seul point : ¢, = 6.15315 u.a. (Fig. 5.17), et le

couplage électronique est une gaussienne centrée au point de croisement des surfaces.
Vig(z) = Voexp[—c(z — z.)] (5.12)

Les valeurs numériques des paramétres sont résumeées dans le tableau Tab. 5.3.

5.3.2 Résultats

La figure Fig. 5.18 montre I’évolution des populations en fonction du temps

pour ¢ = 0. Cette figure a une structure plus complexe que celles du probléme de
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Fi1G. 5.17 — Courbes de Potentiel pour le probléme de Martens. L’état 1 est un
potentiel exponentiel purement répulsif et I’état 2 un oscillateur de Morse

Wyatt. En effet, on observe d’abord une petite variation des populations entre 5 et
10 fs, puis une forte variation entre 10 et 15 fs, et pour finir une légére variation
aprés 15 fs. On obtient de bon résultats avec MAD ordre 1 et MAD moyen mais le
meilleur résultat est obtenu avec MAD exact. Concernant la différence entre MAD
moy, MAD ordre 1 et MAD exact, la structure étant plus complexe que dans le
probléme de Wyatt, il est normal d’obtenir un meilleur résultat avec MAD exact
qui est le plus haut degré d’approximation. Cependant, quelle que soit la méthode
MAD utilisée, la petite diminution de la population de I’état 1 aprés 15fs, n’est pas
reproduite. Ceci s’explique par 'utilisation de ’approximation harmonique locale
qui n’est valable que si le potentiel ne varie pas de maniére trop brusque (comme
nous I’avons vu pour le probléme de Wyatt c;; = 8000 cm™1). Or ici nous avons
un potentiel de morse et un potentiel exponentiel répulsif, et bien que les résultats
soient trés satisfaisants, ils ne reproduiront pas la structure détaillée obtenue avec

le résultat exact.

En revanche, la diminution puis 'augmentation de densité sur I'état 1 (respecti-
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Parameétres Valeurs Numériques en u.a.
Eléments de matrice de ’Hamiltonien électronique

A 2.2782 x 1072
B 2.2782 x 1072
o 2.0

Q1 5.9

D 1.8225 x 1072
16} 1.0

q2 5.8

Vo 1.2 x 1073

c 4.0

qe 6.15315

0] 0

Parameétres pour les paquets d’ondes initiaux

E 0 (Energie cinétique)

B, B 6.32 (Largeur des gaussiennes)
m 1 x 10* (Masse)

phi 0 (déphasage)

T 4.8 (Position Initiale)

Nbtraj 46 (Nombre de trajectoires)

TAB. 5.3 — Paramétres et Valeurs numériques de ’'Hamiltonien électronique et des
paquets d’ondes initiaux pour le probléme d’interférométrie

vement I’augmentation puis la diminution de densité sur ’état 2) est bien reproduite.
On peut expliquer ces variations en étudiant le sin(A) qui apparait dans I’équation

de propagation des poids exacts

dui’(t) _ 2,
dt no

) (5.13)

La figure Fig. 5.19 présente le sinus du déphasage entre les deux états pour la
trajectoire moyenne. On constate qu’entre 4.7 et 8.5 fs, sin(A) est positif. Cela
signifie d’apres 1’équation d’évolution des poids que durant cette période la variation
de poids de ’état 1 est négative. Ensuite pour ¢ € [8.5;~ 17.5]fs le sin(A) est
négatif et donc I'état 1 voit sa population augmenter. C’est durant cette période que

la quasi-totalité du transfert se passe.
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Nombre de trajectoires P1 P2

15 0.573 0.427
30 0.581 0.419
46 0.571 0.429
101 0.549 0.450
201 0.562 0.438
501 0.562 0.438

TAB. 5.4 — Convergence des populations finales en fonction du nombre de trajectoires

Nous avons étudié comme pour le probléme de Wyatt, la convergence des résultats
ainsi que la conservation de la probabilité totale, afin de nous assurer que les résultats
obtenus pour nb,; = 46 étaient corrects. Les résultats ont été rassemblés dans la
tableau Tab. 5.4. Nous constatons que, quel que soit le nombre de trajectoires utilisé,
la probabilité totale est trés bien conservée. La convergence du résultat est obtenu
pour 200 trajectoires.

Les figures Fig. 5.22 et Fig. 5.23 montrent I'évolution de la densité de proba-
bilité en fonction du temps pour les deux états. On remarque pour les deux états
une augmentation de la densité caractéristique de la contraction du paquet d’ondes
jusqu’'a t &~ 5fs, puis un étalement. Alors qu’il est difficile de voir sur I'état 2 une
quelconque relation entre les variations de p et le transfert de densité, sur ’état 1
on peut observer un ralentissement de 1’étalement du paquet d’ondes caractéristique
d’un transfert de densité de I’état 2 vers I’état 1 entre 9 et 15 fs

Enfin les deux derniéres figures Fig. 5.24 et Fig. 5.25 présentent 1’évolution de la
parte réelle de la cohérence dont la formule est donnée par

Sp — 59

Re(pr2) = (p1p2)"*cos( ) (5.14)

Nous avons tracé la cohérence toutes les 0.72 fs pour t € [0 : 36] fs. Pour facilité la
lisibilité nous avons décalé chaque courbe de —0.06 u.a. par rapport a la précédente.
La comparaison entre le résultat exact et I’approximation montre qu’il existe un
excellent accord entre les deux courbes, ceci ne serait pas possible si la densité et la
phase n’étaient pas propagées correctement. On peut remarquer la différence entre
I’approximation par découplage utilisant la grille mobile et la méthode exacte qui

utilise une grille fixe nécessitant de couvrir tout 1’espace.



5.3. PROBLEME D’INTERFEROMETRIE 91

0-65 T T T T T T T
Ordre 1 MAD .
Moy MAD ———
Exact MAD ———
0.6 | Exact — i
Etat 1
0.55 B
c
Qo
S 05 1
o
[e)
o
0.45 i
Etat 2
0.4 + E
035 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Temps (fs)

F1G. 5.18 — Evolution de la population de I’état 1 et de I’état 2 en fonction du temps
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F1G. 5.21 — Evolution du paquet d’ondes de 'état 2 pour t= 0,10,20,30 et 35 fs
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F1G. 5.22 — Evolution de la densité de probabilité de 1’état 1 en fonction du temps
pour quelques trajectoires quantiques
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F1G. 5.23 — Evolution de la densité de probabilité de 1’état 2 en fonction du temps
pour quelques trajectoires quantiques
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FI1G. 5.24 — Evolution de la partie réelle (MAD Moyen) de la cohérence entre 0 et
36 fs. Chaque courbe est décalée de -0.06 u.a. par rapport a la précédente
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FI1G. 5.25 — Evolution de la partie réelle (exacte) de la cohérence entre 0 et 36 fs.
Chaque courbe est décalée de -0.06 u.a. par rapport a la précédente
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5.4 Couplage dépendant du temps : impulsion laser

ultra-courte

Nous considérons un état dissociatif peuplé par une impulsion laser ultra-courte
[52, 53]. Ce cas est abordé briévement ici, et sera développé plus en détails au Chap.
6. On peut montrer qu’il se raméne au probléme de deux états couplés par une
interaction électronique dépendante du temps (Fig. 6.13).

Ce probléme se distingue des problémes étudiés précédemment par plusieurs
points. D’une part le couplage est ici dépendant du temps. Ceci ne doit pas poser
de difficultés puisque le formalisme des trajectoires quantiques développé au Chap.
4 n’est pas affecté par la dépendance explicite en temps du couplage. Ce formalisme
permet en principe de propager aussi bien des processus indépendants du temps que
des processus dépendants du temps. D’autre part, le couplage est ici trés grand (va-
leurs numeériques) ce qui provoque, comme on va le voir, des transitions électroniques
de grande amplitude. Nous ne sommes donc plus dans un cas de couplage faible,
comme nous en avions fait I’hypothése pour découpler les transitions de la propaga-
tion des trajectoires. Par ailleurs, 'impulsion laser étant de durée courte par rapport
au mouvement des noyaux, les paquets d’ondes se déplacent peu pendant le proces-
sus, et il est donc légitime de limiter le potentiel attractif & un potentiel harmonique
et le potentiel répulsif a une droite, comme 'ont fait Suominen et Grossmann (cf.
Section 6.4.2). Ainsi, ’approximation harmonique locale LHA est par construction
présente dans les potentiels et donc également incluse dans les résultats des calculs
exacts auxquels nous allons comparer les résultats des trajectoires quantiques. Ceci
nous permet donc de nous affranchir ici de 'influence de I"approximation LHA.

Notre but est de suivre au cours du temps la probabilité de présence du systéme
sur I'état répulsif (noté état (b)). Contrairement aux problémes de Wyatt et de
Martens abordés au début de ce chapitre, un calcul au moyen de la méthode de
découplage ne permet pas ici de reproduire le calcul exact. Il convient donc de
reconsidérer les approximations faites dans la méthode de découplage. En particulier,
nous nous sommes limités aux phases a l'ordre zéro, c’est & dire que nous avons
négligé dans les équations de propagation des phases (Eqs 4.49) le terme de potentiel
quantique de transfert ()5, qui est proportionnel au couplage électronique. Cette
hypothése était légitime tant que le couplage électronique V,;, était faible. Ici ce
n’est plus le cas, et nous devons inclure ()., dans le calcul des phases.

Le résultat du calcul MAD exact utilisant cette fois les phases exactes (Eqs 4.26)
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est représenté sur la Fig 5.26. La probabilité initiale de trouver le systéme dans 1’état
dissociatif est nulle, puisque le couplage est nul au temps zéro (cf. Section 6.4.2).
Cette probabilité présente ensuite plusieurs oscillations, en excellent accord avec le
calcul exact. La grande ampitude de ces oscillations, entre 0.0 et 0.9, refléte le fort
couplage électronique. Il faut noter que ces résultats ont été obtenus avec seulement
30 trajectoires quantiques, ce qui peut étre comparé au calcul semi-classique de
Grossmann [52] qui nécessite 10 000 trajectoires.

La probabilité étant obtenue comme la somme des fonctions poids w;(z, t), il est
intéressant de porter ces derniéres en fonction du temps, en paralléle avec les phases
qui jouent un role important dans les transitions entre états. On constate sur la
Figure 5.27 que pour toutes les trajectoires représentées, la phase subit 2 brusques
sauts en marche d’escalier, et que ces sauts correspondent précisément aux minima

des poids, et ceci aussi bien sur I'état (a) que sur I'état (b).

5.5 Probléme du iodure de méthyle (/C Hs)

5.5.1 Présentation du probléme

L’étude de la photodissociation du iodure de méthyle est intéressante car elle
est a l'origine des lasers chimiques a iode découverts en 1964 par Kasper et Pimen-
tel. Une étude approfondie du processus est nécessaire si 'on veut développer et
controler de maniére systématique de nouvelles sources de laser. C’est pourquoi la
photodissociation de IC' Hs a été beaucoup étudiée aussi bien expérimentalement
que théoriquement.

La photodissociation de /C' Hj (Figure Fig. 5.28) fait intervenir deux surfaces de
potentiel notées 2Qq et '@Q; dans la notation de Mulliken [54], [55]. L’absorption est
due a I'état 3Qq qui corréle au sens diabatique avec C'Hs et I’état excité de I'lode
2P1/2. A une distance comprise entre 2.35 —2.40 angstroms, le potentiel 2Q croise le
potentiel 1Q; qui corréle diabatiquement avec 1’état fondamental de I'Tode 2P3/2. Le
paquet d’ondes démarre donc sur le potentiel 3Qg, quand celui-ci arrive dans la région
de croisement, sous ’effet du couplage Vis il se sépare en deux parties,une partie
continuant sur I’état 2Q et lautre évoluant sur 'état 1Q;. On doit essentiellement
a Shapiro [56] ainsi que Guo et Schatz [57] ajustement des surfaces de potentiel et
du couplage nonadabiatique.

Si I’on voulait traiter de maniére rigoureuse I/C'Hs, on devrait inclure ’ensemble
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Impulsion laser - potentiel Grossmann #1
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F1G. 5.28 — Représentation unidimensionelle des états électroniques impliqués dans
la photodissociation de IC'Hj avec R la distance de liaison C' — I [21].
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F1G. 5.29 — Représentation de /C'H3 dans son état fondamental

F1G. 5.30 — Représentation de la molécule pseudotriatomique XCI

des 9 degrés de liberté. Toutefois ce probléme peut se ramener a un systéme a deux
dimensions. En effet, les expériences ont montré qu'un seul mode de vibration est
essentiellement excité durant le processus de dissociation, il s’agit du mode parapluie
de C'Hs. Ceci implique que le systéme peut-étre modélisé par une molécule pseudo-
triatomique. Dans ce modéle, les 3 atomes H son traités comme un pseudoatome X
ayant une masse de 3my situé autour au centre de masse commun aux trois atomes.
Le mode parapluie est ainsi remplacé par 'étirement X — C' et le second degré de

liberté correspond a la distance entre [ et le centre de masse de C'X.

Dans cette approximation I’Hamiltonien s’écrit

’ 211-cH;  2MCHs Voo Vo
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a;p 91.53 B 1.64 ky 0.036225

a2 25.15 b2 1.3 €0 0.034642
921 0.71398 613 1.4 To 0.619702
azxp 0.82978 [y 0.38597 Ry 4.16799
ags 0.048149 622 1.5 R02 4.5
bia  0.00226 (o35 1.5 Ryo 4.2

Bas 0.5

vz 0.5

TAB. 5.5 — Valeurs numériques des potentiels du iodure de méthyle

avec [7—cmH, et fop, les masses réduites définies par

m](mc + mHS)
_ pu— 5-]—6
Hi-cHy mr + mgc + mpg, ( )

et
mcmpm,

HoHs = (5.17)

me + Mu, )
Les potentiels sont définis dans la représentation diabatique et sont issus de I’article
de Guo et Schatz [57].

‘/1(7’, R) = anexp(—ﬁuR) + %[kf + algexp(—ﬁlgR)]

(5.18)
x {r — roexp[—F13(R — Ro)]}2
Va(r, R) = anexp(—PanR)/1 + exp[Ba2(R — Roz)]
+ agsexp(—Pasry) + azexp(—LFaursy) (5.19)
L5
-+ ék'fr — €
V12(R) = V21(R) = 51261319(—’712(R - 3012)) (5-20)

avec 1, = R — 0.20218r la distance C' — I pour IC Hs.

Les paramétres pour les surfaces d’énergie potentielles sont donnés par le tableau
Tab. 5.5 et ont été ajustés par Guo et Schatz de maniére a obtenir le plus petit
écart possible entre théorie et expérience. On peut voir dans le potentiel V| que le
premier terme est un terme répulsif selon la coordonnée R. Le second terme est un
oscillateur harmonique selon la coordonnée r avec une constante de force dépendant

de la coordonnée R, avec une position d’équilibre choisie de maniére a reproduire
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la distribution vibrationnelle du fragment C'H3. Ainsi la molécule passe doucement
durant la dissociation de la position d’équilibre de I’état fondamental du iodure de
méthyle qui est une géométrie pyramidale, & la position d’équilibre du radical C'Hs
qui est planaire. Les contours de Vj et V5 sont montrés par la figure Fig. 5.31. La
forme de la fonction d’onde de 1'état fondamental a été déterminée par Shapiro [56],

et est donnée par
1
7vZJfoncl = €pr[_§(Q% + Qg)] (521)

ou ()1 et (Yo sont des coordonnées sans dimensions. La transformation entre ces
coordonnées sans dimensions et les coordonnées de Jacobi que nous utilisons est

définie par la matrice de changement

7.830 —0.1762 R—R
@) 0 (5.22)

Q> 0.6183  4.939 r—1g
La fonction d’onde initiale devrait étre si l'on était rigoureux le produit de la fonction
de I'état fondamental du iodure de méthyle et d’'un moment dipolaire provenant du
laser qui excite initialement le paquet d’ondes, mais pour des raisons de facilité nous

prendrons la fonction d’onde initiale comme étant la fonction de 1’état fondamental
Eq. (5.21).

5.5.2 Reésultats

L’approximation utilisée pour ce systéme est MAD moyen et le nombre de tra-
jectoires est de 1600.

La figure Fig. 5.32 montre I’évolution des populations en fonction du temps. On
peut observer qu’initialement la population décroit assez rapidement sur 1'état 3Qo.
puis subit une série d’oscillations qui s’amortissent dans le temps. Ces oscillations
sont essentiellement dues a une forte interférence entre les deux états diabatiques. Le
processus nonadiabatique est plutot rapide puisqu’au bout d’environ 1000 u.a soit
approximativement 25 fs, les populations finales sont établies. La comparaison entre
le résultat exact et le résultat obtenue par MAD moyen montre que les oscillations
sont nettement moins marquées dans notre méthode et que celles-ci s’amortissent
nettement plus rapidement. Cependant le comportement général est bien reproduit,
ce qui est satisfaisant. Concernant la probabilité de sortie sur I'état 3Qy, elle est de

78% pour notre méthode et le résultat obtenue par la méthode exacte est de 72% ce
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F1G. 5.31 — Contours des surfaces d’énergie potentiels. en haut, surface 3Qq, avec
le contour minimum = 0.00 et un intervalle = 0.01; en bas surface 'Q; avec le
contour minimum = -0.035 et un intervalle = 0.01. Toutes les valeurs sont en unités
atomiques.
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qui est tout a fait correct comme résultat.

Les figures Fig. 5.33 et Fig. 5.34 montrent I’évolution des poids de quelques tra-
jectoires sur les deux états en fonction du temps. L’évolution des poids de chacune
des trajectoires reprend les caractéristiques de I’évolution de la courbe des popula-
tions. Ceci est normal puisque la moyenne des poids sur un état donné nous donne

la population de cet état.

Pt =% %(t) (5.23)

i
On constate que pour I'état 2, les poids de deux trajectoires vont prendre des valeurs
nulles (¢ ~ 10 fs). Cela correspond a ce que nous avions dit dans le probléme de
Wryatt, a savoir que les poids ne peuvent prendre de valeurs négatives, mais peuvent
étre nuls.

Les deux figures Fig. 5.35 représentent l’évolution de la trajectoire moyenne sur
les deux surfaces. On peut voir sur I'état Qg qu’au cours de la dissociation CHs
passe de sa géométrie pyramidale initiale (r = 0.619702) & sa géométrie finale pla-
naire (r = 0), alors que 'é¢tat '@Q; garde une géométrie pyramidale.

Les figures Fig. 5.36 et Fig. 5.37 montrent I’évolution de la force quantique et de
la vitesse des trajectoires quantiques de 1'état @, selon la coordonnée r. On constate
une série de contraction et de relaxation du paquet d’ondes au cours de temps due
au fait que cette état garde une géométrie pyramidale. L’analyse des figures nous
montre que lorsque le paquet d’ondes est au minimum du potentiel, la vitesse des
trajectoires est maximale ainsi que l'extension du paquet d’ondes alors que quand
la vitesse est nulle cela correspond au moment ou le paquet d’ondes fait demi-tour

et & sa contraction maximale.

5.6 Conclusion

Nous avons testé dans ce chapitre, la méthode d’approximation par découplage :
MAD. Cette méthode est basée sur la méthode des trajectoires quantiques a partir
de laquelle on découple la propagation des trajectoires, des transitions électroniques
(p = w x f). Suite & ce découplage, nous appliquons 'approximation harmonique
locale (LHA) sur chaque surface, ainsi, la fonction f; qui propage la densité sur
I’état ¢ indépendamment du couplage avec 1’état j, reste gaussienne. De plus, Les
trajectoires sont distribuées statistiquement de facon a reproduire la densité de pro-

babilité (gaussienne), cela dans le but d’effectuer des calculs avec un nombre de
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F1G. 5.32 — Population des états 3Qq et 'Q; en fonction du temps. En traits pleins
la méthode d’approximation par découplage et en pointillé le résultat exact
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F1G. 5.33 — Evolution des poids de quelques trajectoires de I’état 3Q, en fonction
du temps
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F1G. 5.34 — Evolution des poids de quelques trajectoires de I’état 'Q); en fontion du
temps

degré de liberté élevé, en un temps abordable.

A partir de MAD, nous avons effectué trois nouvelles approximations : MAD
ordrel, MAD moyen, MAD exact.L’approximation la plus sévére, MAD ordrel,
consiste a utiliser dans les équations de propagation des poids Eq. 5.1, les pro-
babilités au temps initial. MAD moyen est une approximation un peu moins sévére
dans laquelle on utilise les probabilités a I'instant ¢ pour propager les poids (Eq. 5.2).
Enfin, MAD exact utilise les fonctions de poids calculées au pas précédent pour pro-
pager les équations(Eq. 5.3). Ces trois degrés d’approximation ont été appliqués a
trois problémes : le probléme de Wyatt, le probléme d’interférométrie et le probléme
du iodure de méthyle. Dans les trois cas, les résultats obtenus sont en bon accord

avec le résultat exact.

La méthode devrait donner de bons résultats pour des problémes plus complexes,
il existe toutefois quelques difficultés quant a la propagation des poids. En effet,
bien que ceux-ci ne peuvent-étre négatifs, nous avons remarqué que pour certaines
trajectoires (trajectoires sur les ailes) les poids devenaient quand méme négatifs.
De méme, certaines trajectoires prennent des valeurs trés supérieures a l'unité, ce

qui bien qu’autorisé, est pathologique car la probabilité d’un état, est la moyenne
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F1G. 5.35 — Position de la trajectoire moyenne sur I’état 3Qy en haut et sur I'état
'Q: en bas
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F1G. 5.36 — Evolution de la force quantique de I’état '@, selon la coordonnée r en
fonction du temps pour quelques trajectoires
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F1G. 5.37 — Evolution de la vitesse de quelques trajectoires quantiques de I’état 'Q;
selon la coordonnée y en fonction du temps
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statistique des poids.

MAD est donc une méthode qui pourrait avoir de ’avenir, mais qui nécessite en-
core des développements. Notons que cette méthode est a rapprocher de la méthode
développée par Garashchuk et Rassolov [48], dans laquelle la densité est aussi expri-
mée comme le produit de deux fonctions, dont une fonction de poids permettant de

tenir compte du transfert électronique entre les états
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Chapitre 6

Méthode de propagation des dérivées
(DPM)

Nous avons vu au chapitre précédent la méthode d’approximation par découplage
qui découle de la méthode des trajectoires quantiques. Nous allons voir maintenant la
méthode de propagation des dérivées ou DPM (Derivative Propagation Method) [58]
dont la nouveauté provient de la maniére de propager les équations du mouvement
de ’hydrodynamique quantique. Dans la méthode QTM, le principal probléme réside
dans la difficulté a calculer les dérivées spatiales sur la grille déformée constituée par
les trajectoires quantiques. Le probléme est en partie résolue grace a l'utilisation
de 'algorithme MWLS que nous avons vu lors de la présentation de la méthode
QTM (cf. 4.1.2). Cependant, le calcul reste relativement cotiteux en temps CPU
et peut se révéler difficile dans les régions ou se forment des noeuds en raison de
la variation rapide des quantités ajustées par MWLS. La méthode DPM évite ce
calcul fastidieux des dérivées spatiales, en propageant directement ces dérivées grace
a un développement de 'amplitude et de la phase sur une base de polynomes. Cette
reformulation a pour conséquence de rendre les trajectoires indépendantes. Une autre
difficulté propre aux problémes a plusieurs états, est I'interpolation et 'extrapolation
des quantités d’une grille sur 'autre. Nous allons voir qu’il est possible d’éviter ces

interpolations (extrapolations) grace & un choix judicieux de référentiel.

Dans un premier temps, nous allons introduire la méthode DPM pour les sys-
témes a un état, nous 1’étendrons ensuite aux systémes a deux états, puis nous

verrons quelques problémes qui tirent avantageusement partie de cette méthode.

111



112 CHAPITRE 6. METHODE DE PROPAGATION DES DERIVEES (DPM)

6.1 Présentation de la méthode (1 état électronique)

Comme précédemment les équations de de Broglie-Bohm sont obtenues en sub-
stituant la forme polaire de la fonction d’onde dans I’équation de Schrédinger dépen-
dante du temps. Ici nous utilisons une forme un peu différente de la forme polaire
habituelle : ¢ (r,t) = exp(C + iS/h). Les équations résultant de cette substitution

dans le référentiel Eulerien sont

0,C(z,t) = [V2S +2VC - VS| (6.1)

1
2m
0S(x,t) = ~Lvs.vs + h—2[V2(J +VC -VC] - V(x,t) (6.2)
2m 2m
La premiére équation est une version de 1’équation de continuité et la deuxiéme
I’équation de Hamilton-Jacobi. Le terme faisant intervenir A2, est 'opposé du po-
tentiel quantique Q(x,t). La relation entre la quantité C(z,t), et la densité de pro-

babilité, est donnée par p(z,t) = exp(2C(z,t)). Avant d’aller plus loin, on réexprime

les deux équations précédentes avec la notation suivante pour les dérivées spatiales :
S, = 0"S(x,t)/0z" C, =0"C(x,t)/0z" (6.3)

En utilisant cette notation, les équations deviennent

0C(x. 1) — —%[52 +20,51] (6.4)
GtS(x,t) = —ﬁ(Slf + ;_m[CQ + (Cl)Q] -V (65)

Comme nous l'avons dit au début de ce chapitre, I'idée de DPM est de propager
directement les dérivées spatiales plutot que de les calculer. Les dérivées spatiales
sont obtenues en dérivant les équations Eq. (6.4), et Eq. (6.5) selon chaque trajec-
toire. Pour cela nous utilisons le théoréeme de Leibnitz qui définit la dérivée nieme
du produit de deux fonctions H(x) = F(z)G(z) comme :

=0

avec b(n, j) les coefficients binomiaux, définies par b(n, j) = n!/[j!(n — j)!]. En utili-

sant ce théoréme de Leibnitz, les équations pour les dérivées spatiales se réécrivent
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1 - .
0Cn = —5— | San +2)_b(n,/)S14C1in; (6.7)
§=0
8t Z m ] Sl+jsl+m —J
2 :n‘j (6.8)
I
+% Crng2 + Z Ci4iCiim—j| — Vi

Jj=0
On remarque dans ces équations, que les dérivées spatiales sont couplées avec des
dérivées d’ordre inférieur, mais aussi avec des dérivées d’ordre supérieur. Pour voir

cela considérons la dérivée spatiale C5 :

1
8,502 = —%[84 + 2(0151)2] (69)

1
= —5—[54+2(Cs51 + 2028, + C153)]. (6.10)

Cette dérivée spatiale est couplée avec les dérivées d’ordre inférieur C, S et les
dérivées d’ordre supérieur Sy, C5,53. La conséquence est qu’a moins que les déri-
vées d’ordre supérieur tendent vers zéro, on aboutit a un systéme infini d’équations
couplées. Bien évidemment il est impossible de résoudre ce genre de systéme et par
conséquent il va falloir avoir recours a des approximations. L’approximation propo-
sée par Wyatt consiste a supposer que localement C' et S ne varient pas de maniére
trop importante et que I'on peut approximer ces champs par des développements
polynomiaux autour de chaque trajectoire (avec xq la position de la trajectoire consi-

dérée)

"1 "1
C(z,t) :ZE t)(z — )", S(x,t) :ZE t)(z — )" (6.11)

k=0 k=0

En introduisant ces développements polynomiaux dans les équations Eq. 6.7 et Eq.
6.8, on aboutit & un systéme fini d’équations couplées. Par exemple, pour un dé-
veloppement quadratique (K = L = 2), on aboutit & un systéme de six équations
couplées et la densité p = exp(2C) synthétisée autour de chaque trajectoire est une
gaussienne. Remarquons qu’il n’est pas nécessaire de choisir K = L, par exemple,
pour le cas ou K = 0 et L = 1, on aboutit a 'approximation WKB. Il est & noter

qu’au point xy ou est effectué le développement polynomial les coefficients ¢; et s;
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sont simplement les dérivées partielles C; et S;.

Jusque 14, nous avons travaillé dans le repére Eulerien, le passage au référentiel
Lagrangien s’effectue en utilisant la dérivée totale (d/dt) = (0/0t) + (t) - V, ce qui

donne pour les dérivées spatiales :

ac, 1 :
dS, 1 h? .
o =5 (508 + 5= [Cose + (C)) = V- 514 (6.13)

Dans le cadre d’un développement quadratique local, les six équations pour les dé-

rivées spatiales dans le référentiel Lagrangien ont la forme suivante :

a l'ordre 0,
dC 1 .
% om [Sy + 2015, + 2Cy (6.14)
as 1 N 9 .
-~ - S — 1
a l'ordre 1,
dCl o 5102 + 5201 .
dSy 515 h? .
- =T + o 2C1Cy] — Vi + 15, (6.17)
et a l'ordre 2,
dCy 2
L 2 1
i mCQSQ (6.18)
e 22, 7 — V. 1
dt m * 2m C2] -V (6.19)

Dans le référentiel Lagrangien, la vitesse @ des points de grille est simplement la

vitesse des trajectoires v = 0,5/m = 5.

Maintenant que nous avons défini les équations pour un probléme & un seul état,
nous allons développer dans le chapitre suivant les équations pour les problémes a

deux états.
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6.2 Extension aux systémes a 2 états électroniques
[’extension de la méthode DPM aux problémes a deux états nécessite de réex-
primer I’équation de continuité Eq. 6.20 (dans un référentiel Lagrangien)

dp;
dt

L’équivalence entre la densité et la quantité C' est donnée par la relation
pi = exp(2C;) (6.21)

En remplacant p; par son équivalence dans 1’équation Eq. 6.20, on obtient apres

réarrangement
1
dc(a) 1 a a a (b) 2 a
b :——Qm[s§>+2(0§ J§l — y (@) (%) sin(S@ — SO 4@ (6.22)

On utilise ici la notation (a) et (b) pour désigner respectivement les états i et j.
L’équation de propagation de la phase pour les systémes a deux états est identique
a celle de la méthode QTM

1
ds™ 5787 1w @ AN
_ L a a a1 _1/@®) [ P (@) _ )\ _1/(a) | :(a)~(a)
dt 2m +2m[02+"+01 arl=v p(@) cos(S =)=V
(6.23)

En dérivant les équations Eq. 6.22 et Eq. 6.23, on aboutit aux équations de propa-

gation pour les dérivées spatiales pour un systéme a deux états électroniques

dCr(La) 1 a a a -(a a
= — o [, 259 + #9Ct,
1
)\ 2
_ V(axw(/’()) Sm(s(a)_g(b))] (6.24)
pa
dc 1 (b) (b) ~(b) . (b) (D)
G = " (St 2SO 0,

(@) 2
1| y®@ (P_b> Sm(5<a>_s<b>)] (6.25)

PO

n
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s L g@g@y, 1 [~ (@) (@) (@) 4 (@ (@
T = g US4 5 [Ch+ ()] - VI s,
0

b
v (P
p(a)

dsy _ b ( g®)
dt om 2

b 1 b b) (b . b
S + 5 [0+ (€Pe?)] -V + 208,

V(b)(a) (%) COS(S(Q) — S(b))] (627)

A la différence de DPM a un état, nous avons également besoin de dériver le
terme de couplage a l'ordre n. Ce terme fait intervenir les fonctions cosinus et sinus
qui sont continiment dérivables, par conséquent, les dérivées partielles a deux états
auront des structures plus complexes que les dérivées partielles a un état. Maintenant
que les équations sont établies, il suffit de choisir le degré d’approximation de C' et

S pour obtenir notre ensemble d’équations a propager.

6.3 Choix du référentiel

Jusque la nous avons présenté les équations de la méthode DPM dans le référentiel
Eulerien ou référentiel fixe ainsi que dans le référentiel Lagrangien. Nous ne sommes
cependant pas obligé d’utiliser 'un de ces deux référentiels. Comme nous ’avons vu
au chapitre 4, pour passer d’'un repére fixe a un repére mobile, il faut effectuer une
transformation permettant de passer de la dérivée partielle par rapport au temps a

la dérivée totale, cette transformation est donnée par la relation :

d 0
—=—=—+2-V 6.28
dt ot ( )
ou & est la vitesse de la grille. Il existe plusieurs cas [15], selon la valeur prise par ce
terme de vitesse de grille :
— 2 = 0, les positions des points de la grille sont fixes dans le temps, c’est
le référentiel Eulerien. L’utilisation de ce référentiel donne des résultats trés

précis, mais nécessite de nombreux points de grille. Nombre qui augmente
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rapidement avec la dimension du probléme et la durée de propagation du
paquet d’ondes.

— & = v = VS/m, la vitesse des points de grille est égal a la vitesse des tra-
jectoires, les points de la grille sont alors les trajectoires quantiques, c’est le
référentiel Lagrangien. Ce choix permet de réduire considérablement le nombre
de points de grille et a donné d’excellents résultats avec QTM dans les pro-
blémes & un état. Cependant, dans les problémes a deux états, les grilles se
déplacent a des vitesses différentes, ce qui nécessite une interpolation et une ex-
trapolation des quantités de 1’état (a) nécessaires pour propager les équations
de I'état (b) et vice-versa (cf. Equations a deux états). Ces interpolations et ex-
trapolations étant sources d’erreurs numériques lorsque les grilles commencent,
a se déformer, ceci nous ameéne au troisiéme cas.

— 2 # 0 et £ # v, on associe a la grille une vitesse quelconque. Ce choix de
référentiel est un avantage pour nous car dans ce cas on peut choisir n’importe
quelle vitesse pour la grille et on peut s’arranger pour que les deux grilles se

propagent a la méme vitesse en imposant par exemple que
@) — (@) 70 = 4® (6.29)

Dans ce cas particulier ou les deux grilles se déplacent & la méme vitesse,
nous n’avons plus besoin d’extrapoler ni d’interpoler de quantités et donc nous

évitons les erreurs inhérentes & ces calculs.

6.4 Problémes et résultats

6.4.1 Probléme de Wyatt (c;; = 2000cm ™)

Nous avons appliqué la méthode DPM au probléme de Wyatt pour une pente
c11 = 2000cm 1. Deux calculs ont été effectués. Le premier sur une grille identique
pour les deux états, qui comme nous l’avons vu précédemment peut-étre réalisé
en choisissant convenablement le terme de vitesse de grille, ce qui évite d’avoir
recours a un algorithme d’interpolation (extrapolation). Le second a été réalisé avec
les deux grilles se déplagant a des vitesses différentes, dans ce cas, l'interpolation
(extrapolation) des quantités C et S est effectué en utilisant les approximations |
C(z,t) = Zszo Zck(t) (@ — xo)¥, S(x,t) = Zé:o 45k(t) (@ — x0)* | autour de chaque

trajectoire.
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La premiére figure Fig. 6.1 montre I’évolution des populations en fonction du
temps. Les résultats obtenus avec les deux méthodes sont en trés bon accord avec le
résultat exact. On note toutefois que pour le calcul effectué avec les grilles évoluant
a des vitesses différentes, la probabilité totale n’est pas complétement conservée,

comme le montre le tableau Tab. 6.1.

Méthode P1 P2 Ptot
méme grilles 0.146 0.849 0.995
grilles différentes 0.146 0.833 0.979
Exact 0.152 0.848 1.0

TAB. 6.1 — Populations obtenues par DPM ordre 2 et DPM ordre 3 comparées au
résultat exact

Les figures Fig. 6.2 et Fig. 6.3 montrent les paquets d’ondes des états 1 et 2
a différents temps de la propagation. Les deux calculs reproduisent exactement les
paquets d’ondes et notamment la formation du quasi-noeud a t = 30fs.

Etant donné, que la particularité de DPM est la propagation des dérivées spa-
tiales de C' et S, il est intéressant de voir quelles formes elles ont. Nous avons donc
tracé les quantités C1, Cy, So, S1, Se de 1'état 2 (Fig. 6.4, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8) et nous
avons comparé les résultats obtenus par les deux calculs. Il apparait que ces quanti-
tés varient peu, hors de la région de transition [—2 : 1], mais dans cette région, plus
Pordre de la dérivée est élevé, plus les variations sont importantes. C’est pourquoi,
nous observons des différences entre les deux calculs pour les dérivées secondes de
C et S. Nous avons également tracé les quantités Cy Fig. 6.9 et Sy Fig. 6.10 avec
et sans couplage de maniére a constater I'influence du couplage sur la variation des
dérivées partielles.

Pour valider l'idée selon laquelle plus 1'ordre de la dérivée est élevé, plus sa
variation est importante dans la région de transfert, nous avons effectué un calcul a
Iordre 3 avec la méme grille pour les deux états et nous avons regardé les dérivées
tierces. Les figures Fig. 6.11 et 6.12 montrent effectivement que les dérivées tierces
C3 et S3 varient de maniére plus importante que Cy et S5. Les dérivées d’ordre
élevé étant plus sensible au couplage électronique, il parait donc préférable de ne
pas choisir un ordre d’expansion élevé pour C' et S, si nous ne voulons pas nous
exposer a des instabilités numériques, méme si a priori un calcul a un ordre élevé
doit donner de meilleurs résultats. En effet, un calcul a 'ordre 3 (Tab. 6.2) donne

un résultat sensiblement meilleur que le calcul a ’'ordre 2.
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Méthode P1 P2 Ptot

ordre 2 0.146 0.849 0.995

ordre 3 0.152 0.845 0.997

Exact 0.152 0.848 1.0
TAB. 6.2 — Populations obtenues par DPM ordre 2 et DPM ordre 3 comparées au
résultat exact

Un autre facteur important dans les résultats obtenus, est le nombre de trajec-
toires utilisé. Pour étudier ce facteur, nous avons effectué plusieurs calculs a ’ordre
2 en utilisant la méme grille pour les deux états. Les résultats sont résumés dans le
tableau Tab. 6.3.

Nombre de trajectoires P1 P2 Ptot

21 0.146  0.850 0.996
o1 0.146 0.849 0.995
101 0.146 0.849 0.995
201 0.146 0.849 0.995
501 0.146 0.849 0.995

TAB. 6.3 — Convergence des populations finales en fonction du nombre de trajectoires

Le tableau montre que méme avec trés peu de trajectoires (nby,; = 21), les
résultats sont excellents. Le faible nombre de trajectoires nécessaires pour propager
correctement les équations, incite & penser que cette méthode pourrait-étre efficace
pour des systémes de dimension élevé.

La méthode DPM semble donc une méthode efficace pour étudier les problémes
non-adiabatiques. Toutefois nous avons testé la méthode DPM pour le probléme
de Wyatt & ¢;; = 8000cm ™! ainsi que pour le probléme d’interférométrie et nous
n’avons pas obtenu de résultats satisfaisants. Une des raisons qui peut-étre envi-
sagée, est la vitesse élevée a laquelle se propagent les trajectoires qui implique une
variation plus rapide des dérivées spatiales. Une autre raison pourrait-étre que le fait
d’utiliser une grille identique pour les deux états s’avére inefficace si les deux paquets
d’ondes sont trop décalés dans l'espace car 'information du transfert électronique
n’est pas correctement propagé. D’autre part, si nous voulions faire un calcul avec
des grilles différentes, nous devrions avoir recours a l'interpolation (extrapolation)
qui se révélerait difficile pour les dérivées d’ordre supérieur.

Il semble donc que la méthode DPM soit limitée aux problémes pour lesquels

nous pouvons propager les trajectoires des deux états sur une méme grille, c’est a
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dire, des problémes ou les paquets d’ondes ne sont pas trop décalés dans ’espace.
D’autre part, il ne faut pas choisir un ordre trop élevé pour DPM car comme nous
I’avons vu la structure des dérivées devient plus complexe a un ordre élevé. Ceci
restreint le champ d’action de DPM, toutefois, il existe des problémes ou DPM peut

donner d’excellents résultats comme nous allons le voir maintenant.
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F1G. 6.1 — Populations des états 1 et 2 en fonction du temps
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FiG. 6.2 — Paquets d’ondes de I'état 1 toutes les 10 fs entre 0 et 40 fs
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07 T T T T
DPM ordre 2 méme grilles °
DPM ordre 2 grilles difféerentes
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F1G. 6.3 — Paquets d’ondes de I’état 2 toutes les 10 fs entre 0 et 40 fs
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Grilles differentes

X (u.a.)

F1G. 6.4 — Dérivée premiére de la quantité C pour I’état 2 toutes les 10 fs entre 0 et
40 fs
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F1G. 6.5 — Dérivée seconde de la quantité C pour I'état 2 toutes les 10 fs entre 0 et
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F1G. 6.6 — Phase S de 'état 2 toutes les 10 fs entre 0 et 40 fs
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F1G. 6.7 — Dérivée premiére de la phase S pour I’état 2 toutes les 10 fs entre 0 et 40
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F1G. 6.8 — Dérivée seconde de la phase S pour I’état 2 toutes les 10 fs entre 0 et 40
fs



6.4. PROBLEMES ET RESULTATS 125
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F1G. 6.9 — Dérivée seconde de la quantité C pour I’état 1 avec et sans couplage toutes
les 10 fs entre 0 et 40 fs.
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F1G. 6.10 — Dérivée seconde de la quantité S pour I'état 1 avec et sans couplage
toutes les 10 fs entre 0 et 40 fs.
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F1G. 6.11 — Dérivée tierce de la quantité C pour I'état 2 toutes les 10 fs entre 0 et
40 fs.
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F1G. 6.12 — Dérivée tierce de la phase S pour I’état 2 toutes les 10 fs entre 0 et 40 fs.
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6.4.2 Couplage de deux états par une impulsion laser

Nous nous sommes intéressés jusqu’ici a I’étude des transitions non-adiabatiques
pour des systémes a deux états électoniques. Dans ce genre de problémes, le pa-
quet d’ondes démarre sur un état excité et transfert tout ou partie de sa densité
vers 'autre état électronique lorsqu’il traverse la région de couplage. Pour cela nous
considérions que le paquet d’ondes initial était préalablement excité par une im-
pulsion laser telle, qu’il n’était pas déformé en arrivant sur 1’état excité, ce qu'on
appelle hypothese d’excitation adiabatique. Il semble cependant important de s’in-
terroger sur les conditions permettant d’obtenir ce paquet d’ondes excité sans trop
de distortions. En effet, un paquet d’ondes non déformé ne s’obtient que dans le cas
idéal ou I'impulsion est tellement courte dans le temps qu’elle peut-étre approximée
par une fonction 4. Or, de maniére générale les impulsions ont toujours une largeur
réelle qui est de I'ordre de 1’échelle de temps du mouvement des paquets d’ondes sur
les surfaces de potentiel, ce qui a comme conséquence, une déformation du paquet

d’ondes initial.

6.4.2.1 Présentation du probléme

Ce probléme a été étudié dans les articles de Suominen [53| et Grossmann [52].
Il s’agit de deux surfaces de potentiel adiabatiques U, et U, couplées par un laser a
impulsions ultracourtes de fréquence centrale (2 avec une enveloppe V' (t) dépendante
du temps. Dans 'approximation de "’onde tournante", le champ laser a deux effets,
premiérement il décale en énergie la surface de potentiel 2 en 2/, de facon a faire
entrer en résonance les surfaces de potentiel 1 et 2, deuxiémement I’enveloppe V(t)
va coupler les deux surfaces Fig. 6.13. Ce probléme est similaire aux problémes déja
étudiés, a savoir que nous avons a faire & deux états couplés, mais la différence c¢’est
qu’ici le couplage V;; = V/(t) est dépendant du temps alors que dans les problémes
précédents le couplage avait une dépendance spatiale.

D’aprés ce que l'on vient de dire, les équations de Schrédinger couplées sont

données par

in (A1) U1<R>] GRO+VOu(RY) (630

z’h%wg(R, t) = [——— + Us(R) — m} Ua(R, 1) + V() (R, 1) (6.31)
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2
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=5

Excitation
Laser

FIG. 6.13 — L’impulsion laser décale en énergie la surface de potentiel 2 en 2 et entre
ainsi en résonance avec 1

Ceci nous raméne a un probléme de transition non-adabiatique avec le couplage
Via = Vo = V(t) dépendant du temps. Pour simplifier le modéle, on considére
que l'impulsion laser est trés courte (de l'ordre de la femtoseconde), dans ce cas,
le transfert de densité entre les deux surfaces est rapide et on peut approximer les
potentiels par des développements de Taylor. I.’état fondamental sera approximé par

un potentiel harmonique et 1’état excité par une droite

U(R) =1/2mw*(R — Ry)* (6.32)
Ux(R) = —a(R— Ry) + 8, a>0 (6.33)

L’amplitude du champ laser est donnée par
V(t) = Vosech(t/T) (6.34)

avec Vj le couplage maximum induit par le laser et 7" la durée du laser. Dans le but
de comparer nos résultats avec ceux des articles de Suominen et al |53| ainsi que

de Grossmann [52], nous réécrivons les équations en fonction des paramétres sans
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dimensions . 5 )
R mRg
= = — to = 6.35

avec Rco et to qui sont reliés mais pas fixés. On introduit en plus des paramétres

T

sans dimensions, les paramétres

T
T, = —
C tC>
OétcRc
A p—
h 9
t A(0)t
B = S(B-nm0) = (O)C, (6.36)
h h
1
C = éwtc,
_ Wtc
- h

avec A(R) = Uy(R) — hQ2 — Uy (R) correspondant a la différence en énergie entre la
surface 2’ et la surface 1 au point R. A partir de ces paramétres, on réécrit notre

systéme d’équations

) a . 82 02 2
ZE@ZH(%T) - {_@ e } bile ) (6.37)
+Dsech {T ;CTO} Ua(,7),
? &
i——o(x,T) = [__ — 4zt B} vale)
or 0x2 (6.38)
+Dsech [T - TO} Ui(z,7)
c

avec Ty choisie de telle maniére que Dsech(1y/T¢) ~ 0 et lorigine des temps étant
fixé & 7 = 0. La forme du paquet d’ondes initial sur la surface 1 est gaussienne et

définie par :
o\ /2
p1(x,0) = (—) exp(—Cx?) (6.39)
T

Le nombre de parameétres libres est réduit en fixant le paramétre du potentiel har-
monique C' = 272 ce qui nous donne alors ¢, = v2/w et Rc = (h/v/2mw)'/?.Nous
avons testé les deux premiers modéles proposés dans l'article de Grossmann [52],
les parameétres de ces modéles ainsi que les paramétres des paquets d’ondes sont

résumés dans le tableau Tab. 6.4
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Parameétres Valeurs Numériques
Parameétres du Modéle 1

A 1

B —12

D 100

To 0.25

Te 0.025

Paramétres du Modéle 2

A 50

B 10

D 350

To 0.1

Te 0.001

Parameétres pour les paquets d’ondes initiaux

E 0 em~! (Energie cinétique)
B, B2 6.32 u.a. (Largeur des gaussiennes)
m 1 x 10* w.a. (Masse)

7 0 u.a. (Position Initiale)
Ntraj 35 (Nombre de trajectoires)

TAB. 6.4 — Paramétres et Valeurs numériques

6.4.2.2 Reésultats
Modéle N°1

Les figures Fig. 6.14 et Fig. 6.15 montrent ’évolution des populations des états
1 et 2 en fonction du temps sans dimension 7. Les résultats obtenus avec DPM
sont en trés bon accord avec le résultat exact avec seulement une trentaine de tra-
jectoires, alors que la méthode semi-classique utilisée par Grossmann [52| nécessite
10000 trajectoires. On remarque que les populations effectuent plusieurs oscillations
avant de converger vers leur population finale, ce sont des oscillations de Rabi. Pour
interpréter ces oscillations, nous pouvons analyser le terme responsable du transfert
de densité pour la méthode QTM :
Via

Aig = 27@1,02)8@'”(

31—52)
h

Les oscillations de Rabi, sont dues a un changement de signe de A9, or le seul

terme capable de changer de signe, c’est le sinus. Nous avons donc tracé (Fig. 6.16)



6.4. PROBLEMES ET RESULTATS 131

I’évolution du sinus en fonction du temps sans dimensions 7 pour la trajectoire
centrale. Nous constatons effectivement une variation rapide du sinus ainsi qu’un
changement de signe aux temps 7 = 0.223,0.242,0.259,0.279 et au temps 7 = 0.348
qui correspond au moment ou les populations se stabilisent. Cette évolution rapide
du sinus est-elle méme reliée a une variation temporelle rapide des phases comme
le montrent les figures Fig. 6.17 et Fig. 6.18 qui montrent les phases entre 7=0.2 et
0.3.

Enfin, les deux derniéres figures Fig. 6.19 et 6.20 présentent les paquets d’ondes au
moment ou se déroule le transfert de population. Ces paquets d’ondes ne présentent

pas de déformation particuliére.

Modéle N°2

Les figures Fig. 6.21 et Fig. 6.22 présentent I’évolution des populations en fonc-
tion du temps. Les résultats obtenus avec DPM sont treés bon, en particulier les
oscillations sont trés bien reproduites, bien qu’elles oscillent plus rapidement que
dans le premier modéle.

Les figures Fig. 6.23 et Fig. 6.24 présentent I'évolution des populations pour les
deux états. On constate pour 1’état 1, la formation d’un noeud au niveau du centre
du paquet d’ondes alors que 1’état 2 subit une faible déformation. Les figures Fig.
6.5 et Fig. 6.5 montrent la valeur absolue de la fonction d’ondes des états 1 et 2 au
temps 7 = 0.135 comparée au résultat exact. Le noeud est parfaitement traité par
DPM, on observe toutefois un désaccord autour de x=1. Pour I’état 2, 'accord est
excellent.

Nous avons vu précédemment que les dérivées de C et S étaient sensibles au
transfert électronique entre les états. Une autre difficulté vient cependant s’ajouter
lors de la formation d’un noeud. En effet, & cet endroit, le potentiel quantique prend
des valeurs importantes et varie rapidement. Dans le formalisme de DPM, le potentiel
quantique s’écrit .

Q=5 -[C+ C1] (6.40)
Il apparait qu’il dépend explicitement de la dérivée premiére et seconde de C. Nous
avons donc tracé ces quantités (Fig. 6.27 et 6.27) pour observer leur évolution. Nous
constatons qu’il existe effectivement une variation trés importante au voisinage du
noeud, et que de maniére générale C'; et Cy ont des structures complexes. Si nous

devions interpoler ces quantités, nous aboutirions certainement a des problémes
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numériques, cependant, le fait de propager les trajectoires sur la méme grille nous
évite d’avoir recours & MWLS, ce qui est un réel avantage pour ce probléme.
Enfin, les figures Fig 6.29 et Fig. 6.30 montrent 1’évolution des phases. Pour
la phase de I’état 1,on observe une cassure nette consécutive a la formation du
noeud. Cette cassure indique que les trajectoires se trouvant dans cette région vont
étre "éjectées" hors de cette région. C’est une conséquence directe de la variation

importante de la force quantique.

6.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre la méthode DPM qui est une approximation
a la méthode QTM. Cette méthode consiste a approximer les quantités C (exp(2C))
et S par des développements en série de Taylor autour de chaque trajectoire, ce qui
nous permet de propager directement les dérivées spatiales plutot que de les évaluer
avec MWLS. Le formalisme a un état développé par Wyatt [58] a été étendu aux
systémes a deux états électroniques. Une grille commune a été choisie pour propager
les trajectoires, de cette maniére nous n’avons plus besoin d’interpoler (extrapoler)
les quantités d’une grille sur 'autre. ce choix est d’autant plus justifié que les déri-
vées spatiales d’ordre supérieur varient rapidement et sont donc difficiles a évaluer.
Toutefois, ce choix d’une grille commune limite les systémes étudiés aux cas o les
paquets d’ondes ne sont pas trop décalés dans ’espace. Nous avons donc testé deux
problémes pour lesquels DPM était indiqué : le probléme de Wyatt ¢;; = 2000cm ™1,
et le probléme de I'impulsion laser. Nous avons dans les deux cas obtenus d’excel-
lents résultats avec un faible nombre de trajectoires. En particulier, le probléme de
I'impulsion laser, dans lequel I'intensité du couplage est forte (1 u.a.) a donné de trés
bons résultats. Ces résultats sont a comparer avec ceux de l'article de Grossmann
[52] dans lequel jusqu’a 100 000 trajectoires sont nécessaires pour faire converger le

résultat.



6.5. CONCLUSION 133

DPM —
Exact
0.8 r ]
0.6 | i
o
04 .
0.2 -
0 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
T
F1G. 6.14 — Population de I’état 1 pour le modéle N°1
1 T T
DPM ———
Exact
0.8 r
0.6 ]
N
o
0.4 | .
0.2 i
0]
0.1 0.5

F1G. 6.15 — Population de I’état 2 pour le modéle N°1
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FIG. 6.17 — Evolution de la phase de 1’état 1 pour le modéle N°1 entre 7=0.2 et 0.3
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F1G. 6.18 — Evolution de la phase de I’état 2 pour le modéle N°1 entre 7=0.2 et 0.3
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F1G. 6.19 — Paquets d’ondes de I’état 1 pour le modele N°1 entre 7=0.2 et 0.3
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F1G. 6.20 — Paquets d’ondes de I’état 2 pour le modéle N°1 entre 7=0.2 et 0.3
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F1G. 6.21 — Population de 1’état 1 pour le modéle N°2
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F1G. 6.22 — Population de 1’état 2 pour le modéle N°2
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F1G. 6.23 — Paquets d’ondes de I’état 1 pour le modéle N°2 entre 7 = 0 et 0.135
avec un pas de 0.027
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F1G. 6.24 — Paquets d’ondes de I’état 2 pour le modéle N°2 entre 7 = 0 et 0.135
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F1G. 6.25 — Valeur absolue de la fonction d’onde de I’état 1 pour le modéle N°2 au
temps sans dimension 7 = 0.135
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FIG. 6.27 — Evolution de ¢; pour le modéle N°2 (état 1) entre 7 = 0 et 0.135 avec
un pas de 0.027
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FIG. 6.28 — Evolution de ¢, pour le modéle N°2 (état 1) entre 7
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FIG. 6.29 — Evolution de la phase pour le modéle N°2 (état 1) entre 7 = 0 et 0.135
avec un pas de 0.027
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FIG. 6.30 — Evolution de la phase pour le modéle N°2 (état 1) entre 7 = 0 et 0.135
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Conclusion

Au cours de cette thése nous avons développé des méthodes de paquets d’ondes
pour I’étude spécifique de problémes faisant intervenir des transitions électroniques.
Nous avons pour cela décrit dans un premier temps la théorie de de Broglie-Bohm sur
lesquelles s’appuient ces méthodes. Plusieurs méthodes coventionnelles de paquets
d’ondes pour les problémes & un et plusieurs états ont été présentées de maniére a
donner au lecteur une vision générale du sujet abordé. D’autre part une de ces mé-
thodes a été utilisée (méthode des différences finies au second ordre) afin de pouvoir
comparer nos résultats. Nous avons alors présenté la méthode des trajectoires quan-
tiques (QTM). Cette méthode de paquet d’ondes exacte est basée directement sur
la théorie de de Broglie-Bohm. L’avantage de QTM vient du fait que ’on propage la
densité p et la phase S (¢ = p'/2e*/") qui sont en général des quantités lentement
variables par comparaison aux oscillations rapides de la fonction d’onde et que 'on
choisit le référentiel lagrangien pour les propager, ce qui diminue considérablement
la taille de la grille. Il existe toutefois des difficultés & propager ces quantités. En
effet, aux endroits ou la fonction d’onde tend a s’annuler, le potentiel quantique
qui apparait dans I’équation de la phase et qui permet de tenir compte des effets
quantiques, diverge. Cette divergence complique I’évaluation de dérivées spatiales
nécessaires a la propagation des équations. Cette difficulté, conjuguée aux déforma-
tions subies par la densité et la phase sous 'effet du couplage électronique rendent
QTM peu pratique pour I’étude des systémes faisant intervenir un grand nombre
de degrés de liberté. Nous avons donc cherché a développer des méthodes efficaces
basées sur QTM, pour I'étude de systémes de grande taille faisant intervenir des
transitions électroniques.

La premiére méthode que nous avons développée, est la méthode d’approximation

par découplage (MAD), méthode qui se base sur quatre grandes idées :

a) On découple la propagation des trajectoires du transfert de densité entre les

états. Ce découplage fait apparaitre deux nouvelles fonctions : la fonction f;
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qui définit I’évolution de la densité pour un état seul, et la fonction w; qui
permet de tenir du couplage entre les deux états. A chaque instant la densité
de probabilité de I’état i est reconstruite a partir du produit de ces deux

fonctions p; = w; X f;.

b) On considére que les transitions électroniques sont faibles, de cette maniére nous
allons pouvoir utiliser une approche perturbative aussi bien pour la fonction

fi que pour la fonction de poids w;.

c) Lors de la propagation des trajectoires sur un état, on suppose que le paquet
d’ondes ne s’étale pas trop ce qui nous permet d’utiliser I’approximation har-
monique locale (LHA) qui consiste & développer le potentiel autour du centre

du paquet d’ondes laissant celui-ci gaussien a chaque instant.

d) Enfin les trajectoires quantiques au lieu d’étre distribuées de maniére équidis-
tantes initialement, sont distribuées de maniére statistique ce qui devrait faci-

lité I’extension de la méthode a plusieurs degrés de liberté.

La méthode d’approximation par découplage a ensuite été testée sur plusieurs
problémes a divers degrés d’approximation. Pour I’ensemble des problémes étudiés,

les résulats obtenus sont en bon accord avec les résultats attendus.

La seconde méthode que nous avons développé, est la méthode de propagation
des dérivées (DPM) initialement développée par Wyatt pour étudier des problémes
a un état et que nous avons étendu aux systémes a plusieurs états électroniques. A
la différence de QTM qui évalue les dérivées spatiales intervenant dans les équations
de propagation par ’algorithme de moindres carrés MWLS, DPM propage direc-
tement ces dérivées. Pour cela, les champs C (p = exp(2C)) et S sont approximés
par un développement en série de Taylor autour de chaque trajectoire. Nous avons
également utilisé une grille commune pour propager les deux états, de cette maniére,
nous n’avons plus besoin d’interpoler (extrapoler) les quantités nécessaires pour te-
nir compte du couplage. La méthode a ensuite été appliquée a différents problémes,
dont I'un faisait intervenir un couplage dépendant du temps par I'intermédiaire d’une
impulsion laser couplant deux surfaces adiabatiques. Dans les deux cas nous avons

obtenu d’excellents résultats.

Les perspectives a long termes concernant ces méthodes, sont leurs applications a

des systémes réalistes a plusieurs degrés de liberté. En effet, la distribution statistique
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des trajectoires ainsi que ’approximation harmonique locale dans la méthode d’ap-
proximation par découplage devraient permettre d’étudier des systémes de grandes
tailles. Pour la méthode de propagation des dérivées, son extension a des problémes
multidimensionnels est en pratique possible, mais il reste a déterminer si la méthode

sera eflicace.
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RESUME en francais

Il est peu connu que les problémes de dynamique quantique peuvent étre résolus au moyen
de trajectoires, issues de l'interprétation Bohmienne de la mécanique quantique. La pro-
pagation numérique de ces trajectoires quantiques constitue cependant un véritable défi,
du fait de la difficulté d’évaluer précisément les dérivées spatiales mises en jeu dans les
équations. Dans cette thése nous présentons des approximations permettant de propager
les trajectoires quantiques sans instabilités numériques. Nous nous intéressons particulie-
rement aux systémes constitués de plusieurs états électroniques couplés. D’une part, nous
développons une approximation semi-classique qui découple partiellement la propagation
des trajectoires des transitions inter-états. D’autre part, nous appliquons aux systémes a
plusieurs états une reformulation des équations hydrodynamiques en termes de dérivées
spatiales. Dans les deux cas, le formalisme est établi puis appliqué numériquement a des

processus modéles.

RESUME en Anglais

It is little known that quantum dynamics problems can be solved by means of trajectories,
resulting from Bohmian interpretation of quantum mechanics. The numerical propagation
of these quantum trajectories constitutes however a real challenge, because of the diffi-
culty in precisely evaluating the space derivative involved in the equations. In this thesis
we present approximations allowing us to propagate the quantum trajectories without
numerical instabilities. We are particularly interested in systems made up of several cou-
pled electronic states. On the one hand, we develop a semi-classical approximation that
uncouples the trajectory propagation from the electronic transitions. On the other hand,
we apply to coupled-state systems a reformulation of the hydrodynamic equations in
terms of the space derivatives of the phase and amplitude. In both cases, the formalism

is established and applied numerically to model processes.
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