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Introduction

Entre janvier et juin 1998, j’ai suivi a I’Université Joseph Fourier, a Gre-
noble, un module optionnel intitulé “Jeux Combinatoires et Raisonnement
Mathématique”. Les enseignants de ce module, Denise Grenier et Charles
Payan, nous proposaient des sortes de casse-tétes qui, dans un sens, avaient a
voir avec les mathématiques — apres tout, l'intitulé du module ne contenait-
il pas le mot “Mathématique” 7 — mais n’avaient en tout cas rien a voir avec
le programme de mathématiques du DEUG. Les énoncés de ces problemes
étaient tres simples a comprendre, mais ils étaient difficiles dans le sens ou
il était malaisé de deviner quels théoremes du cours il fallait appliquer pour
résoudre ces problemes. Tout compte fait, il s’avérait d’ailleurs qu’aucun
théoreme d’aucun cours n’était utilisable...

En essayant de paver des rectangles avec des dominos, de dessiner des
figures sans passer deux fois par le méme point, ou encore en essayant d’iden-
tifier la fausse piece en un nombre minimum de pesées, je venais, avec mes
camarades ébahis, de découvrir le monde merveilleux des Mathématiques
Discretes. J’étais loin de soupconner ce que ces deux heures hebdomadaires
de “Jeux Combinatoires” allaient impliquer par la suite.

Les années suivantes, j’étudiai avec le plus grand sérieux I’Analyse, la To-
pologie, 1’Algebre, et la Géométrie Différentielle a 1’Université Joseph Fou-
rier, mais je n’arrivais pas a me sortir ces Mathématiques Discretes de la
téte. En licence et en maitrise, je fis deux stages au Laboratoire Leibniz, avec
Sylvain Gravier et Charles Payan, qui me proposerent des problemes ou-
verts dans la droite lignée du module “Jeux Combinatoires et Raisonnement
Mathématique”. En été 2000, ils m’offrirent la possibilité de partir étudier
la théorie des graphes en Hongrie, avec Gabor Bacso et Andras Gyarfas, qui
m’apprirent énormément de choses.

Je fus surpris et décu de ne jamais me voir proposer les Mathématiques
Discretes comme choix possible de module au cours de mes études de mathé-
matiques. Les Mathématiques Discretes n’étaient-elles donc pas des mathé-



matiques ? On finit par me le dire : les Mathématiques Discretes, c¢’était en
fait de I'informatique. Qu’a cela ne tienne! Je m’infiltrai donc dans une école
d’informatique environnante, 'ENSIMAG!, ou je pus en effet suivre quelques
cours qui avaient bien l'air d’étre des Mathématiques Discretes, tels “Algo-
rithmique”, “Optimisation Combinatoire” ou “Management de la Production
et des Services”. A TENSIMAG, j’appris entre autres que les Mathématiques
Discretes n’étaient pas de I'informatique, mais des mathématiques...

En 2002, je m’inscrivis au DEA de Recherche Opérationnelle, Combina-
toire et Optimisation de I'Institut National Polytechnique de Grenoble, a
I'issue duquel je commencais une these avec Sylvain Gravier.

Sept ans apres le module “Jeux Combinatoires et Raisonnement Mathé-
matique”, je suis toujours fasciné et amoureux de la combinatoire et de la
théorie des graphes. En général, aucun théoreme d’aucun cours ne me permet
de résoudre les problemes que je rencontre, et ’activité de recherche consiste
essentiellement a se retrousser les manches et a comprendre les problemes
dans leur originalité. Les outils utilisés sont simples : des points, des traits,
des patates, et, de temps a autre, quelques “cochonneries” comme V, 3, x, 9,
ou G — que celui qui n’a jamais écrit de cochonneries me jette la premiere
patate. La simplicité des énoncés et des outils utilisés n’empéche pas — voire
contribue — a la richesse des problemes et a l’esthétique de la matiere.

En conclusion de ces années de these, je pourrais dire que les Mathéma-
tiques Discretes sont, a mes yeux, une discipline qui mérite son existence au
moins autant que d’autres disciplines mieux reconnues. Les Mathématiques
Discretes sont des mathématiques belles et difficiles. Chose a ne pas négliger,
elles possedent de nombreuses applications pratiques, souvent liées au dévelop-
pement des nouvelles technologies.

Cette these constitue ma contribution a la compréhension d’un sujet
récent tout a fait passionnant : les codes identifiants.

Les codes identifiants sont présentés de fagon détaillée dans le premier cha-
pitre de cette these. Ils modélisent un probleme de détection de défaillance
dans les réseaux qui fait partie de la grande famille des problemes de cou-
verture par tests. Ces problemes possedent de nombreuses applications pra-
tiques, dans des domaines variés comme ceux de la reconnaissance de formes,
de séquencage d’ADN, d’aide au diagnostic médical ou encore de communi-
cation dans des réseaux multi-utilisateurs.

1Ecole Nationale Supérieure d’Informatique et de Mathématiques Appliquées de Gre-
noble.
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On peut aussi rattacher les codes identifiants aux problemes de tests
groupés, qui contiennent le probleme des fausses pieces du module “Jeux
Combinatoires et Raisonnement Mathématique”.

Les questions que nous étudions dans cette these sont en lien avec le
probleme fondamental suivant :

Etant donné un graphe G, quels sont les codes identifiants C' de G de
cardinalité minimum ?

La tentation premiere est de chercher une procédure automatique — un
algorithme — qui, étant donné un graphe quelconque G, nous fournit un
code identifiant optimum C' de G apreés un nombre fini d’étapes de calcul.
Une telle procédure existe — considérer tous les sous-ensembles de sommets
possibles de G — mais nécessite un nombre d’étapes de calcul exponentiel en
la taille du graphe de départ GG. Cette procédure ne permet donc en pratique
que de résoudre le probleme dans les cas ou GG n’a pas trop de sommets.

Il a été montré que le probleme précédent était NP-difficile, ce qui, dans
un sens, revient a dire que nous ne pouvons espérer guere mieux qu’'un al-
gorithme d’énumération exhaustive pour résoudre ce probleme dans le cas
général. Une solution consiste a contraindre le graphe de départ G, i.e. a
supposer que G a une structure particuliere, et a chercher un algorithme
efficace adapté a la structure de GG. Par efficace nous entendons en temps
polynomial par rapport a la taille de G.

Dans le Chapitre 2, nous abordons donc ce probleme du point de vue algo-
rithmique, que nous étudions dans deux classes particulieres de graphes : les
arbres orientés et les fasciagraphes (qui généralisent la grille). Pour ces deux
classes de graphes nous proposons des algorithmes polynomiaux et méme
linéaires.

Pour certaines classes de graphes particulieres, nous n’avons pas besoin
d’algorithme puisque nous pouvons directement, “a la main”, déterminer des
codes identifiants optimums de ces graphes.

Dans le Chapitre 3, nous donnons, par exemple, des codes identifiants
optimums pour des cycles et des grilles. Dans certains cas, nous ne sommes
pas capables de déterminer I'optimum, et nous donnons des bornes inférieures
et supérieures pour la cardinalité minimum d’un code identifiant.

Dans le Chapitre 4, nous nous intéressons a des questions structurelles, qui
consistent essentiellement a déterminer des graphes extrémaux vis-a-vis de

11



certaines propriétés des codes identifiants. Par exemple, nous nous intéressons
a déterminer le degré minimum, le nombre minimum de sommets, ou encore
le nombre maximum d’arétes d’un graphe admettant un code identifiant. La
construction de graphes admettant des codes identifiants de faible cardinalité
sera abordée, ainsi que celle de graphes n’admettant que des codes identifiants
de grande cardinalité.

Enfin, dans le Chapitre 5, nous étudions les codes identifiants dans les
graphes aléatoires. Cette étude nous permet d’obtenir aussi des résultats
déterministes d’existence. Les outils (élémentaires) de probabilités nécessaires
seront rappelés au début de ce chapitre, qui se veut auto-suffisant.

Des rappels élémentaires de la théorie des graphes, destinés principale-
ment a fixer les notations, ont été placés en annexe a la fin de ce document.

12



Chapitre 1

Codes identifiants

Dans ce chapitre nous présentons les codes identifiants comme un cas par-
ticulier du probleme général de couverture par tests. L’application pratique
ayant motivé l'introduction de cette notion est également présentée. Nous
donnons plusieurs variantes et généralisations possibles de la notion de code
identifiant. Des liens avec d’autres types de codes sont également présentés.
Nous donnons ensuite des résultats préliminaires consistant essentiellement
en bornes inférieures sur la cardinalité minimum d’un code identifiant dans
les graphes. Enfin, nous fixons quelques notations utilisées dans ’ensemble
de ce document.

1.1 Codes identifiants dans les graphes

1.1.1 Problemes de couverture par tests

Les codes identifiants font partie de la famille des problemes de couverture
par tests, définis de facon générique comme suit :

Etant donnée une matrice M, quels sont les sous-ensembles de lignes
de M telles que les colonnes résultantes soient toutes différentes ?

La Figure 1.1 présente un exemple de ce probleme dans le cas d’une
matrice M a coefficients entiers.

Ce probleme a été, a l'origine, formulé pour modéliser un probleme d’aide
au diagnostic médical, dans lequel les lignes de la matrice M correspondent

13



A B C D E
1 1 2 1 2 3
2 (2 2 0 2 1
3 10 0 3 3 0
4 \5 5 0 5 0

F1c. 1.1 — Probléme de couverture par tests : il faut déterminer un ensemble
de lignes de la matrice permettant de différencier les colonnes entre elles. Ici,
les restrictions aux lignes 2 et 4 des colonnes A, B et D sont les mémes :
les lignes 2 et 4 ne permettent donc pas de différencier les colonnes de la
matrice. Les lignes 1 et 3, quant a elles, permettent d’identifier les colonnes
A,B,C,D,E : les traces des colonnes A, B,C, D, E sur les lignes 1 et 3 sont
toutes différentes.

a des symptomes et les colonnes a des maladies. Les coefficients de M corres-
pondent a l'intensité des symptomes dans les maladies. Le probleme consistait
a déterminer un sous-ensemble de symptomes qui identifiait chaque maladie
de fagon unique [PP80].

Les problemes d’identification par tests sont tres fréquents dans des do-
maines variés comme ceux de la reconnaissance de formes, de tests groupés
en biologie, de détection de pannes, de localisation, ou encore de recherche
de clés dans les bases de données (voir [CM02, HM76, Kog95, PP80]).

Nous étudions dans cette these un probleme de couverture par tests dans
le cas ou la matrice M est la matrice d’adjacence d’un graphe, qui correspond
a la détection de pannes dans les réseaux multiprocesseurs [KCLOS|.

14



1.1.2 Définition des codes identifiants

Soit G = (V, E) un graphe non-orienté, et soit C' un sous-ensemble de
sommets de G. Si C' est tel que tout sommet v de V' ~ C' est voisin d’au
moins un sommet de C, alors on dit que C' est un code couvrant de G (voir
Figure 1.2). Un code couvrant est aussi appelé dominant du graphe. Les
codes couvrants ont été largement étudiés dans la littérature [CHLLIT7].

N\

F1Gc. 1.2 — Le sous-ensemble des sommets grisés est un code couvrant du
graphe : tout sommet non grisé est voisin d’au moins un sommet grisé.

Pour un sommet v de G, on définit le wvoisinage étendu de v comme

I’ensemble
N[v] = N(v)U{v}.

Un sous-ensemble de sommets C est un code couvrant de GG si et seulement
si pour tout v € V on a

NyjnC # 0.

On dira qu’un sommet ¢ € C' couvre le sommet v s’il appartient au voisinage
étendu de v.

Un sous-ensemble C” de sommets de G est un code séparateur de G si et
seulement si pour toute paire de sommets distincts u, v de G on a

NulnC" # NN,
ou, de fagon équivalente,
(NulnC")A(N[]NC") # 0,
ou AAB désigne la différence symétrique de A et B :
AAB = (AN B)U (B~ A).

On dira qu'un sommet ¢ € C’ sépare les sommets u et v 8’il appartient a
la différence symétrique de N[u] NC”" et N[v] N C". Le sous-ensemble C’ est

15



rs

X C C

F1G. 1.3 — L’ensemble des sommets grisés est un code séparateur du graphe :
toute les paires de sommets du graphe sont séparées par un sommet grisé.
Par exemple, le sommet c sépare x et y, puisque x et ¢ sont voisins alors
que y et ¢ ne le sont pas. Le sommet ¢, lui, ne sépare pas x et y puisqu’il
est voisin des deux a la fois. Il sépare cependant ¢ de c”.

un code séparateur de G s’il sépare toutes les paires de sommets distincts de
G (voir Figure 1.3).

La recherche d'un code séparateur d'un graphe G revient a résoudre un

probleme de couverture par tests dont l'instance est la matrice d’adjacence
de G.

Un sous-ensemble de sommets de G qui est a la fois un code couvrant et
un code séparateur de G est appelé un code identifiant de G (voir Figure 1.4).
Ainsi, un sous-ensemble de sommets C' d’un graphe G est un code identifiant
de G si et seulement si tous les sommet de G sont couverts et séparés par
C : NN C # 0 pour tout v € V, et N[u]NC # N[v] N C pour toute paire
de sommets distincts u, v.

F1G. 1.4 — L’ensemble des sommets grisés forme un code identifiant du graphe.

L’ensemble N[v] N C' est appelé ensemble identifiant de v, on le note
I(v,C) ou simplement I(v) s’il n’y a pas d’ambiguité. C' est un code identi-
fiant de G si et seulement si ’application

v I(v,C)

16



est une injection dont I'image ne contient pas I’ensemble vide : les ensembles
identifiants des sommets de G sont non vides et distincts deux a deux.

1.1.3 Application pratique

Les codes identifiants ont été introduits pour modéliser un probleme pra-
tique d’identification de processeurs défectueux dans des réseaux multipro-
cesseurs. Nous détaillons ce probleme dans cette section.

Supposons que chaque processeur p d’un réseau soit capable d’exécuter
une procédure test(p), qui s’applique a p ainsi qu’aux processeurs voisins
de p. Cette procédure teste le bon fonctionnement de p et de ses voisins, et ne
retourne qu’une information de type binaire : par exemple, 0 si une défaillance
a été détectée sur p ou sur I'un de ses voisins, et 1 sinon. En supposant qu’a
tout moment, au plus un processeur du réseau soit défectueux, le probleme
est de déterminer un sous-ensemble de processeurs C tel que :

— si au moins un des processeurs de C renvoie 0 apres ’exécution de test,
alors il y a un unique processeur défectueux dans le réseau, que nous
sommes en mesure de localiser d’apres les résultats des exécutions de
test sur C,

— si tous les processeurs de C renvoient 1 apres I'exécution de test, alors
tous les processeurs du réseau sont en bon état de marche.

p6 p] p4

I~ 1

p2 p5 p3

F1G. 1.5 — Les processeurs p1,pa, p3 permettent d’identifier de facon unique
chaque processeur du réseau. Les processeurs py, ps, pg couvrent bien le réseau
mais ne permettent pas d’identifier de facon unique ses processeurs : nous
ne pouvons pas distinguer le cas ps défectueur du cas pg défectueux si l’on

prend C= {p4,ps,P6}-

Il est facile de voir qu'un sous-ensemble de processeurs C vérifie ces deux
conditions si et seulement si ’ensemble de sommets correspondant C' est un
code identifiant du graphe associé au réseau (voir Figure 1.5).
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En effet, la deuxieme condition garantit le fait que si aucun processeur de
C ne détecte de défaillance alors aucun processeur du réseau n’est défectueux :
cela équivaut a dire que C' est un code couvrant du graphe associé au réseau.
La premiere condition équivaut, elle, a dire que C' est un code séparateur du
graphe. En effet, le sous-ensemble I de processeurs de C ayant renvoyé 0 apres
I’exécution de test est ’ensemble des processeurs de C voisins du processeur
défectueux p : ¢’est 'ensemble identifiant de p. Dire que I = I(p, C) détermine
de facon unique p équivaut a dire que C' est un code séparateur du graphe
du réseau.

Les codes identifiants ont été définis en 1998 par M. Karpovsky, K. Cha-
krabarty et L. Levitin dans [KCL98] pour modéliser ce probleme. Dans
[RSTUO04] les codes identifiants sont également utilisés pour modéliser un
probleme de localisation par des réseaux de capteurs.

Dans la section suivante nous donnons plusieurs généralisations possibles
et variantes des codes identifiants, ainsi que des liens avec d’autres types de
codes. Ces généralisations sont elles aussi motivées par 'application pratique
que nous venons de décrire.

1.2 Quelques généralisations et variantes pos-
sibles, liens avec d’autres types de codes

1.2.1 Identification a distance t > 1

Nous pouvons imaginer que la procédure test puisse tester tous les pro-
cesseurs a distance au plus ¢ du processeur exécutant la procédure, ou t est
une constante supérieure ou égale a 1, et ou la distance entre deux processeurs
est définie comme le nombre minimum d’arétes d’un chemin entre ces deux
processeurs. On parle dans ce cas de codes t-identifiants (voir Figure 1.6);
et nous dirons simplement code identifiant pour code 1-identifiant.

Au niveau graphique, cette généralisation consiste simplement a considérer
le probleme dans la fermeture ¢-transitive de G' : C' est un code t-identifiant
de G = (V, E) si et seulement si C' est un code 1-identifiant de G* = (V, E),
deux sommets de G' étant adjacents si et seulement si ils sont & distance
inférieure ou égale a ¢t dans G.

Alternativement, C' est un code t-identifiant de G si et seulement si on a

Bi(u)nC # 0
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pour tout sommet u de G, et
Bi(u)NC # Biy(v)NnC

pour toute paire u, v de sommets distincts de G, o B,(v) dénote la boule de
rayon t centrée en v : By(v) est 'ensemble des sommets a distance au plus ¢
de v.

L’ensemble identifiant de v, By(v) N C, est en général désigné par I;(v, C')
(voir Figure 1.6).

Il est a noter qu’un graphe admettant un code t-identifiant admet aussi
un code t'-identifiant pour tout ¢’ < ¢.

x a b%
d b
t c z

F1G. 1.6 — Les processeurs x,y, z,t forment un code 1- et 2-identifiant du
graphe, mais pas un code 3-identifiant car a,b,c et d sont tous a distance
au plus 8 de x,y,z et t. Le graphe admet cependant un code 3-identifiant
— par exemple constitué des sommets x,y, z,t,a,b, c,d — mais pas de code
t-identifiant avec t > 4, car pour tout t > 4 et pour tout sommet v on a
Bi(v) = {x,y, z,t,a,b,c,d}.

Cette généralisation est donnée dans [KCL9S8], elle est largement étudiée
dans la littérature (voir [BCHL04, BHLO1, CHLa, CHLb, CHL02a, CHHLO1,
CHLZ99, GMS, HL02b, HL02¢, KCL98, KCLA99] par exemple). Nous con-
sidérons cette généralisation dans les Chapitres 2, 3 et 4.

1.2.2 Identification d’ensembles de sommets

Nous pouvons, de plus, supposer qu’a tout moment il y ait au plus ¢
processeurs défectueux dans le réseau, ou £ est une constante fixée. Pour faire
face a cette éventualité, nous définissons les codes identifiant les ensembles
d’au plus ¢ sommets de G.

Formellement, on dit que C' est un code identifiant les ensembles d’au
plus ¢ sommets de G = (V, E) si et seulement si, les ensembles identifiants
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I(X, C) sont distincts pour tous les sous-ensembles X de cardinalité au plus
¢ de V, ou I(X,C) est défini comme 'union des ensembles identifiants des
sommets de X :

I(X,C) = |JI0) = |JNrlncC.

zeX zeX
On parle alors de code (1, < £)-identifiant (voir Figure 1.7).

On peut bien entendu combiner ceci avec l'identification a distance ¢t > 1;
on parle alors de code (t, < ¢)-identifiant : un code (¢, < ¢)-identifiant d'un
graphe G est un sous-ensemble de sommets C' tel que les ensembles [,(X, C)
sont distincts pour tous les sous-ensembles d’au plus ¢ sommets X de G, ou
I(X, C) est défini comme J,. ¢ Bi(z) N C.

Notons qu'un graphe admettant un code (¢, < ¢)-identifiant admet aussi
un code (t', < ¢')-identifiant pour tout ¢’ <t et pour tout ¢ < /.

F1G. 1.7 — L’ensemble des sommets du cycle forme un code (1,< 2)-
identifiant du cycle.

Cette généralisation a été considérée dans [KCL9S§], et a été étudiée dans
[FMMRS, GMO05, HL03a, HLR01, KCL98, KCLA99, Lai02a, LRO1]|. Nous
étudions les codes (t, < ¢)-identifiants dans les Chapitres 4 et 5.

Au niveau matriciel, chercher un code (1, < ¢)-identifiant d'un graphe G
revient a chercher un sous-ensemble de lignes £ de la matrice d’adjacence de
G tel que, si M, désigne la sous-matrice de la matrice d’adjacence définie
par L, alors on a :

Le 0U bit-a-bit d’au plus ¢ colonnes de M est différent du 0U (1.1)

bit-a-bit d’au plus ¢ autres colonnes de M.

On rappelle que le QU bit-a-bit de deux vecteurs u, v € {0,1}" est un
vecteur w € {0, 1}" tel que w; = u; OU v; pour tout i = 1,...,n (on rappelle
que a 0U b = 0 si et seulement si a et b sont nuls).
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Un ensemble de vecteurs satisfaisant (1.1) est connu sous le nom de code
{-superimposé ou code UD,, notion introduite par W. Kautz et R. Singleton
en 1964 dans [KS64] pour modéliser un probleme d’identification dans des
canaux de communication multi-utilisateurs et des problemes de recherche
dans des bases de données.

Ces codes sont rattachés a la famille des problemes de tests groupés —
group testing en anglais [DHO0] — qui, dans leur version générique, s’énoncent
comme suit :

Dans un ensemble E de n objets parmi lesquels au plus k
sont défectueur, minimiser le nombre de tests a effectuer
pour déterminer les objets défectueux de E.

Un exemple fameux de test groupé est le probleme dit des fausses pieces,
dans lequel il faut, en un nombre minimum de pesées, déterminer quelles
sont les fausses pieces parmi un ensemble de n pieces. Le nombre de fausses
pieces, p, est connu a l'avance, mais nous ignorons si les fausses pieces sont
plus lourdes ou plus légeres que les pieces normales. Les problemes de tests
groupés ont de nombreuses autres applications, parmi lesquelles le séquencage
d’ADN en génomique [CM02, CM04].

Grace a la propriété (1.1), un code (1, < ¢)-identifiant nous fournit donc
trivialement un code ¢-superimposé (voir Figure 1.8). Dans le Chapitre 4,
nous verrons comment obtenir un code (1, < ¢)-identifiant & partir d’un code
(-superimposé maximal. Dans le paragraphe suivant, nous montrons que dans
les cas des graphes orientés il y a un lien fort entre les codes identifiants et
les codes superimposés.

1.2.3 Cas orienté

Nous pouvons imaginer que les liens entre les processeurs du réseau soient
directionnels, c’est-a-dire que le graphe du réseau considéré soit orienté. En
ce cas, un processeur p peut tester un processeur p’ si et seulement si il y
a un arc de p vers p’. Le fait que p puisse tester p’ n’implique pas que p’
puisse tester p.

Au niveau graphique, il suffit dans ce cas de remplacer N[v] par I'"[v]
dans la définition d'un code identifiant, ot I'"[v] désigne I'ensemble fermé
des voisins entrants de v :

I'"[v] == T (v)U{v}.
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Vl V2 V3 V4 V5 V() V7 V8 X y
w/1 1 0 O O O O 1 1 O
vm2wf1. 1 1 O 0 O 0 O 0 1
vwJ/O 1 1 1 O O O O 1 O
w]]O 0O 1 1 1 O O O O 1
vwv1O O O 1 1 1 O O 1 O
vw]lO O O O 1 1 1 O O 1
v»w1{0 0 O O O 1 1 1 1 O
w11 0 O O O O 1 1 O 1

F1G. 1.8 — Un graphe G admettant un code (1, < 2)-identifiant C (sommets
en grisé). La matrice représentée est la sous-matrice de la matrice d’adja-
cence de G engendrée par les sommets de C. Les colonnes de la matrice
forment un code 2-superimposé.

Ainsi, un sous-ensemble de sommets C' d’un graphe orienté GG est un code
identifiant de G si et seulement si

I p]NnC # 0
pour tout sommet v, et
ITulnC # I'ylnC

pour toute paire de sommets distincts u, v de G (voir Figure 1.9).

Cette variante a été considérée en [CGHLMM, CHL02b], et nous I'étudions
dans le Chapitre 2. L’ensemble identifiant de v, I'"(v) N C, est noté I~ (v, C).

C=la,b.d, f]

I (a,C)=|al I~ (b,C)=\a,b

I (c,C)=|b] I (d,C)=|d|
I"(e,C)=ld, f| 17(f.C)=la,b,[]

Fic. 1.9 — Ezemple de graphe orienté muni d’un code identifiant. On re-
marque que, si l'on fait abstraction des orientations, alors l’ensemble C
spécifié n’est pas un code identifiant du graphe non-orienté résultant.
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Nous pouvons également identifier des sommets a distance ¢ > 1 ou iden-
tifier des ensembles d’au plus ¢ sommets dans les graphes orientés. Dans
ce dernier cas, nous pouvons établir un lien fort entre les codes (1,< /)-
identifiants dans les graphes orientés et les codes f-superimposés.

Théoréme 1.1 ([FMMRS])

1l est possible de réaliser un code {-superimposé maximum de t vecteurs de
{0, 1} comme un graphe orienté a t sommets muni d’un code (1,< f)-
identifiant de cardinalité N .

Preuve : Soit {vy,...,v;} un code f-superimposé maximal de {0, 1}V et
soit M la matrice N x t dont les colonnes sont vy, ..., v;. A partir d’une sous-
matrice N x N de M’ n’ayant que des 1 sur sa diagonale, on peut facilement
construire un graphe a t sommets G = (V, E'), muni d’un code /(-identifiant
C de cardinalité N : chaque colonne de M’ correspond a un sommet de C,
et les autres colonnes de M correspondent aux sommets de V' ~ C'. Les arcs
de G sont déterminés par les coefficients de M.

Soit {A, B} le graphe biparti “colonnes-coordonnées” associé a M : A =
{1,...,N} et B={vy,..., v}, et ily a une aréte entre i et v; si et seulement
si la i-eme coordonnée de v; est égale a 1. Nous montrons qu’il existe un
couplage de {A, B} couvrant A. En effet, en utilisant le Théoréme de Hall,
s’il n’existe pas de couplage de {A, B} qui couvre A, alors il existe X C
A tel que |N(X)| < |X]|. En remplacant ces |N(X)| vecteurs par les |X|
vecteurs unité sur ’ensemble de coordonnées X, alors on obtient un code
(-superimposé de cardinalité strictement supérieure a celle du code original,
ce qui est une contradiction. Donc il existe un couplage de { A, B} qui couvre
A. Ce couplage correspond a une sous-matrice N x N de M’ n’ayant que des
1 sur sa diagonale. O

1.2.4 Cas ou les sommets du code n’ont pas a étre
identifiés

Nous pouvons également supposer que les sommets de C' n’ont pas a étre
identifiés, ce qui revient a faire I'hypothese que les processeurs qui exécutent
la procédure test ne seront jamais eux-mémes défectueux. En ce cas, il nous
suffit de vérifier la condition

NulnC # NpnC
pour toute paire de sommets distincts de V ~. C.
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On dit que C' est un code localisateur-dominateur de G s’il couvre et
sépare tous les sommets de V ~ C (voir Figure 1.10). Cette notion est
antérieure a celle de code identifiant et a été largement étudiée (voir par
exemple [BCHLO04, CHLa, CHLO02b, CSS87, RS84]).

Fic. 1.10 — Un graphe muni d’un code localisateur-dominateur : les som-
mets du code n’ont pas a étre séparés les uns des autres. Un code identifiant
est toujours un code localisateur-dominateur, mais la réciproque est fausse
comme dans cet exemple.

1.2.5 Cas ou les sommets défectueux peuvent renvoyer
une information erronée

Il est 1égitime de se demander si un processeur défectueux ne risque pas
de renvoyer une information erronée apres exécution de la procédure test.
Afin de procéder a 'identification de processeurs défectueux sous cette nou-
velle hypothese, on définit, pour tout sous-ensemble d’au plus ¢ sommets X,
I'ensemble Z(X, C') comme suit :

I(X,C) = {U|I(X,O)N(XNC)CUCIX,C)},
ot I(X,C) est égal a |J,.x N[z|NC.

On dit alors qu'un sous-ensemble de sommets est un code identifiant au
sens fort [HLRO2] si et seulement si Z(X,C) # Z(Y,C) pour toute paire
X,Y de sous-ensembles distincts d’au plus ¢ sommets (voir Figure 1.11). On
peut aussi combiner ceci avec I'identification a distance ¢ > 1 et généraliser
aux graphes orientés en remplagant N[v] par I'"[v] = '~ (v) U {v}.

Cette généralisation a été considérée dans [HLR02, Lai02b, LR02].
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) h 2(a.C)=la.b.d).1p.d]]
I(b,C)={la,b,c,e} |a,c, el
I(c,C)={{b,c,f].1b,f}]
I(d,C)=lla,d, e}, |a,el]
e f I(e,C)={b.d e, f},[b.d, f}]
I(f.C)=llc,e, fl.lc,el}
b c I(g,C)={ld, ]
I(h,C)=(la,cl}

Fi1G. 1.11 — Ezemple de graphe muni d’un code (1, < 1)-identifiant au sens
fort : on peut localiser le sommet défectueur méme si celui-ci est un mot du
code qui renvoie une information éventuellement erronée.

1.2.6 Codes identifiants dans les hypergraphes

On peut généraliser de facon naturelle les codes identifiants au cas des
hypergraphes de la fagon suivante : soit H = (V, E') un hypergraphe et soit
C un sous-ensemble de sommets de H. On dit que C' est un code identifiant
de H si et seulement si on a

enC # 0
pour toute hyperaréte e, et
enC # fncC

pour toute paire d’arétes distinctes e, f € E. Le code identifiant C' permet
alors d’identifier de fagon unique les hyperarétes de H (voir Figure 1.12).

Soit ¢ > 1. Etant donné un graphe G = (V, E), soit H,(G) = (V, E')
I’hypergraphe dont les hyperarétes correspondent aux boules de rayon ¢ de
G :ona Bi(v) € E' pour tout v € V. L’hypergraphe H;(G) a n sommets et n
hyperarétes. La définition précédente généralise celle de code identifiant dans
les graphes, dans le sens ou un sous-ensemble C' de V' est un code t-identifiant
de G si et seulement si c’est un code identifiant de H;(G). De méme, dans
le cas d'un graphe orienté G, on peut construire un hypergraphe dont les
hyperarétes correspondent aux voisinages entrants des sommets de G : I'~[v]
est une hyperaréte pour tout sommet v de G.

On peut également généraliser la notion de code identifiant des ensembles
de sommets a ’aide des hypergraphes : C est un code identifiant les ensembles
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Y

B

Fi1Gc. 1.12 — Ezemple d’hypergraphe muni d’un code identifiant : les hy-
perarétes sont identifiées de facon unique par la trace du code.

d’au plus ¢ sommets de H, si et seulement si

Uenc # [Jrne

ecX fey

pour tous les sous-ensembles X et Y d’au plus ¢ hyperarétes de H.

Cette généralisation a un lien fort avec la notion de code correcteur d’er-
reurs au sens classique du terme. Rappelons qu’un sous-ensemble de sommets
C d’un graphe G est un code correcteur de G si et seulement si tous les voi-
sinages étendus N[v], v € C, sont d’intersection vide (voir Figure 1.14).

Soit H un hypergraphe 2-uniforme! sur un ensemble de sommets V', et

soit C' un code identifiant de H. Comme H est 2-uniforme, alors ‘H peut étre
vu comme un graphe G(H) sur 'ensemble de sommets V', les arétes de G(H)
correspondant aux hyperarétes de H. Un code identifiant C' de H est alors
un code identifiant les arétes de G(H), dans le sens ou toute aréte uv est
identifiée de fagcon unique par la trace de C' sur uv. La notion d’identification
des arétes d’'un graphe a déja été considérée dans [HKLO1, HKLO03|.

Théoreme 1.2

Soit C' un sous-ensemble de sommets d’un graphe G. Alors C est un code
identifiant les arétes de G si et seulement si C, le complémentaire de C, est
un code correcteur de G.

1On rappelle qu'un hypergraphe dont toutes les hyperarétes sont de cardinalité r > 1
est dit r-uniforme.
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Fia. 1.13 — Ezemple de graphe G muni d’un code 1-identifiant C' et son
hypergraphe associé H1(G). Les hyperarétes de Hi(G) sont les voisinages
étendus des sommets de G. L’ensemble C' est un code identifiant de H1(G).

Preuve : Soit C' un code identifiant les arétes d’'un graphe G. Il est facile de
voir que C est un code correcteur de G. En effet, soient v et v deux sommets
distincts de C. Ils ne sont pas voisins, sinon 'aréte uv ne serait pas couverte
par C. Ils ne sont pas non plus a distance 2, car sinon il existe w € C tel
que w est voisin de u et v, et les arétes uw et vw ne sont pas séparées : elles
sont toutes les deux couvertes par w. Les deux sommets u et v sont donc a
distance au moins 3, ce qui est équivalent & dire que C est un code correcteur
de G.

Réciproquement, soit C' un code correcteur de G. On montre que C est
un code identifiant les arétes de G. En effet, il suffit de remarquer que deux
arétes incidentes a un méme sommet sont identifiées. Soient uv et uw deux
telles arétes : puisque C' est un code correcteur de G alors au plus un sommet
parmi u, v et w appartient a C, i.e. au moins deux sommets parmi u, v et w
appartiennent & C. Il est facile de voir que ceci implique que les deux arétes
uv et uw sont identifiées. Deux arétes non incidentes sont nécessairement
séparées, et enfin toute aréte est nécessairement couverte par C. Ceci montre
que C est un code identifiant les arétes de G. O

La notion de code identifiant dans les hypergraphes nous permet donc
d’unifier beaucoup de généralisations et variantes des codes identifiants : elle
englobe les notions de codes identifiants dans les graphes orientés, de codes
identifiants a distance t > 1, de codes identifiant des ensembles de sommets,
ou de codes identifiant les arétes d’'un graphe. I. Honkala et A. Lobstein
avaient également proposé un probleme d’identification de sommets de Z? par
des polyminos dans [HL0O3b] : ce probléme est lui aussi facilement exprimable
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FiGc. 1.14 — Ezemple de graphe muni d’un code identifiant les arétes C.
Le complémentaire de C' est un code correcteur du graphe. On peut noter
que le complémentaire de C est de cardinalité maximum, ce qui implique
Uoptimalité de C.

en termes d’hypergraphe.

Dans cette these nous n’étudions pas les codes identifiants dans les hyper-
graphes, mais nous envisageons 1’étude des codes identifiants dans ce cadre-1a
comme poursuite possible de cette these.

1.2.7 Jeux et stratégies

Oublions un instant la condition “N[v] N C # 0 pour tout sommet v
du graphe”. Dans ce cas, nous pouvons voir le probleme d’identification de
sommets dans un graphe comme un jeu a deux joueurs consistant, pour I'un
des joueurs, a deviner le sommet inconnu x choisi en secret par ’autre joueur.
A I'image de nombreux jeux de devinettes populaires ou de jeux commerciaux
comme le “Qui est-ce?”, l'objectif du premier joueur est de minimiser le
nombre de coups nécessaires pour déterminer le sommet inconnu z. Un jeu
de ce type s’appelle jeu de Rényi* [Ren62]. Ajoutons qu’une regle inviolable
de ce jeu est que le second joueur n’a pas le droit de mentir?.

L’ajout de la condition “N[v] N C # O pour tout sommet v du graphe”
revient a considérer que le second joueur a la possibilité de choisir “aucun
sommet”. Ceci ne change pas fondamentalement le jeu si I'on rajoute arti-

2A. Rényi (1921-1970), mathématicien hongrois, fondateur de IInstitut des
Mathématiques de Budapest, auteur de nombreux résultats en théorie des nombres, pro-
babilités et théorie de 'information. Il serait 'auteur du bon mot :
“un mathématicien est une machine a convertir le café en théorémes”,
plus souvent attribué a P. Erdds.
311 existe des généralisations de ce jeu dans lesquelles le second joueur est autorisé &

mentir un certain nombre de fois; cette variante est connue sous le nom de jeu de Rényi-
Ulam [UlaT76].
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ficiellement un sommet isolé € au graphe, tel que € n’appartient pas a C' :
choisir un sommet inconnu dans G' U {e} revient alors au probleme de code
identifiant dans G.

La présentation que nous avons faite de ce probléeme consiste, d'un point
de vue stratégique, a déterminer a I'avance un ensemble de questions du type
“est-ce que x appartient au voisinage étendu de ¢ ?” pour ¢ appartenant a un
code identifiant C' du graphe considéré au début du jeu — le graphe en ques-
tion étant connu des deux joueurs. Le fait que C' soit un code identifiant du
graphe du jeu garantit que le premier joueur pourra toujours trouver le som-
met inconnu x quelles que soient les réponses du second joueur : ’ensemble
des sommets c tels que la réponse a la question “est-ce que x € N|c] ?” forme
un sous-ensemble de C' déterminant de fagcon unique le sommet inconnu x
(rappelons que x +— I(z, C') est injective). L’ordre des questions n’a donc au-
cune importance dans la présentation que nous avons faite de ce probleme.
Ce point de vue sera parfois adopté pour résoudre des questions combina-
toires liées aux codes identifiants, comme par exemple dans la Proposition
4.3.

Dans la plupart des jeux de devinettes de ce type, le fonctionnement est un
peu différent. En particulier, I’ordre des questions a souvent une importance
stratégique. En effet, dans ces jeux de questions-réponses, le premier joueur
pose ses questions les unes apres les autres, chaque question tenant compte
des réponses aux questions posées précédemment. La liberté laissée au joueur
d’adapter ses questions en fonction des réponses a ses questions précédentes
lui permet en général de trouver la réponse plus rapidement.

On parle de stratégie adaptative lorsque nous autorisons le premier joueur
a choisir ses questions au fur et & mesure. Lorsque ’ensemble des questions
posées est déterminé a I’avance on parle de stratégie non-adaptative ou encore
de stratégie linéaire.

Une stratégie adaptative peut étre représentée par un arbre enraciné, ou
la racine de ’arbre est la premiere question posée par le joueur, et les fils d'un
neeud o représentent les questions possibles selon la réponse a la question du
neeud «. Dans le cas courant ol les réponses sont de type binaire (“oui-non”
pour le “Qui est-ce ?”, 0-1 pour les codes identifiants), I'arbre de la stratégie
est un arbre binaire (voir Figure 1.15).

Dans le cas des codes identifiants nous pourrions également considérer
des stratégies adaptatives pour la détermination du sommet inconnu z. Au
lieu de déterminer un ensemble de sommets C' a 'avance, nous pourrions
déterminer un arbre binaire de décision enraciné, dont chaque nocud serait
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N - Iy
P4l Erdés (1 1996) John Steinbeck (T 1968)  Vera Sos
Mathématicien hongrois ~Ecrivain américain Mathématicienne hongroise

Arundhati Roy Imre Kertész
Ecrivaine indienne Ecrivain hongrois Américain(e) ?

John Steinbeck  Hongrois(e) ?

Srinivasa Ramanujan (1 1920) oui non
Mathématicien indien

Mathématicien(ne) ? Vivant(e) ?

Homme ? I. Kertész A.Roy S.Ramanujan

O:/Wj
P. Erdos V. Sos

F1a. 1.15 — Exemple de stratégie adaptative pour un jeu de devinettes du type
“Qui est-ce 7. L’arbre binaire obtenu est de profondeur j. Peut-on trouver
une stratégie ayant une profondeur plus petite ¢ Quel est le minimum ¢

une question du type “est-ce que x appartient au voisinage étendu de y ?”, tel
qu’a chaque feuille nous soyons en mesure de déterminer quel est le sommet
inconnu z (éventuellement ce sommet inconnu est &, i.e. aucun processeur
du réseau n’est défectueux).

Dans ce contexte, il serait pertinent d’optimiser plusieurs criteres, comme
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u, u, Uy v v, V3
a t b
XEN|t]
oui non
XEN|a XEN [a
xeN|b XEN u XEN|v
. oui non i
oui y:n \ oui non
xE€N[u,|?  x=u, xeN[v.]? XEN|[v.]?
x=t x=a ’ 3 ad v, -
oui y:n oui yin oui y:n
X=u, X=u, x=v, x=u, X=v, X=€

Fia. 1.16 — Exemple de stratégie adaptative dans le cas déterministe :
nous pouvons concevoir une stratégie adaptative nécessitant au plus quatre
questions, alors que la cardinalité minimum d’un code identifiant du graphe
considére est cing.

la profondeur de I’arbre (voir Figure 1.16) ou encore la distance moyenne
d’une feuille a la racine. Nous pourrions aussi introduire des probabilités
de défection pour chaque processeur, et minimiser ’espérance du nombre de
coups nécessaires pour déterminer le processeur défectueux (voir Figure 1.17).
D’un point de vue pratique, il nous parait en effet sensé de considérer que
les processeurs n’aient pas tous la méme fiabilité.

Il est a remarquer que, méme sans introduire de probabilité de défection,
une stratégie adaptative peut permettre de déterminer le sommet inconnu en
un nombre maximum de questions qui soit inférieur a la cardinalité minimum
d’un code identifiant du graphe considéré (voir figure 1.16).

Ce point de vue n’a, a notre connaissance, jamais été considéré dans la
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P(x=c)=pel0.1] xeN[v]?  x=c
P(xzvi)=1_3p,i=1,2,3 oui y:n
xEN|[v,]|? X=v,
oui Vin
x=v x=v

F1G. 1.17 — Ezemple de stratégie adaptative pour lidentification du som-
met inconnu dans le chemin a trois sommets P3. On sait que la cardinalité
minimum d’un code identifiant de P53 est 2, ainsi la stratégie non-adaptative
optimum utilise deuz questions du type “est-ce que x € N[v] ¢” pour trouver
le sommet inconnu x. En supposant que la probabilité que le sommet inconnu
soit € est p € [0,1], et que la probabilité que le sommet inconnu soit v; est
1%;) pour i = 1,2,3, cette stratégie adaptative utilise en moyenne % — %p
questions du type “est-ce que x € N[v]| ?”, ce qui est inférieur a 2 dés que
p> 2.

littérature concernant les codes identifiants, mais est fréquemment étudié
pour d’autres types de codes (voir par exemple [Ber68, DR02, RV97]| ou
larticle de survey [Pel02] concernant les jeux de type Rényi-Ulam). Dans
cette these nous ne considérons pas de stratégies adaptatives pour les codes
identifiants, mais il nous semblerait pertinent, dans I’avenir, de considérer ce
point de vue, qui nous semble riche en possibilités.

1.3 Premiers résultats

Dans cette section nous ne considérons que des graphes non-orientés.

Il est a noter que tous les graphes n’admettent pas de code identifiant.
Par exemple, si un graphe G contient deux sommets u et v tels que



alors pour tout sous-ensemble de sommets C' de G on aura
NulNnC = Np|nC,

et G n'admet pas de code l-identifiant. De méme, dans le cas des codes
identifiant des ensembles de sommets, si G contient deux sous-ensembles
distincts d’au plus ¢ sommets X, Y, tels que

alors G n’admet pas de code (1, < f)-identifiant. Il est facile de voir que ces
conditions sont nécessaires et suffisantes :

Théoréme 1.3 ([KCL98])
Un graphe G admet un code (t, < {)-identifiant si et seulement si on a :

U By(x) # U By(y)

zeX yey

pour toute paire X,Y de sous-ensembles d’au plus ¢ sommets de G, ot By(x)
désigne ’ensemble des sommets a distance au plus t de x. Par conséquent,
G admet un code (t,< {)-identifiant si et seulement si V(G) est un code
(t, < 0)-identifiant de G.

Preuve : S’il existe deux sous-ensembles d’au plus ¢ sommets X, Y tels que
U,ex Bi(z) = U,y Bi(y), alors pour tout sous-ensemble de sommets C' de
G on aura {J,cx Bi(x) N C = U,y Bi(y) N C, et G n’admet pas de code
(t, < £)-identifiant. Réciproquement, si

U Bi=) # | Biw) (1.2)

zeX yey

pour toute paire X,Y de sous-ensembles d’au plus ¢ sommets de G, alors
C' = V(Q) est trivialement un code (¢, < ¢)-identifiant de G. O

Remarquons que, si £ est fixé, alors la vérification de la condition (1.2) se
fait en temps polynomial (si ¢ n’est pas fixé, considérer le probleme dans G?, la
fermeture t-transitive du graphe). Nous ignorons la complexité du probleme
suivant :

IDENTIFIABLE
Instance : Un graphe G, deux entiers t > 1 et £ > 1.
Question : Est-ce que G admet un code (¢, < ¢)-identifiant ?
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Deux sommets u, v tels que By(u) = B;(v) seront parfois appelés sommets
jumeauz. Ainsi, un graphe admet un code t-identifiant si et seulement si il
ne contient pas de sommets jumeaux.

Lorsqu’un graphe G' admet un code identifiant, alors V(G) est toujours un
code identifiant de GG, ainsi le probleme d’optimisation associé est de trouver
un code identifiant de cardinalité minimum. Ce probleme est NP-difficile,
aussi bien dans les graphes orientés [CHLO2b] que dans les graphes non-
orientés [CHLO3]. Dans le deuxieme chapitre de cette these nous étudierons
la complexité de ce probleme dans des classes restreintes de graphes.

Dans le cas général on peut établir des bornes inférieures pour la cardi-
nalité minimum d’un code (¢, < ¢)-identifiant dans un graphe.

Théoréme 1.4 ([KCL98])
Soit G = (V, E) un graphe muni d’un code (t,< ()-identifiant C. Alors la
cardinalité de C vérifie :

] > 1og (Z ('”)) — (el |V)).

1=0

Preuve : Les ensembles identifiants (X, C) étant des sous-ensembles dis-
tincts de C, Iapplication X — I(X, (') est une injection des sous-ensembles
d’au plus ¢ sommets de G dans 2¢. Ceci nous donne

¢
Z (|V|> < 9l
, i - ’
=0
ce qui conduit au résultat annoncé en considérant que 37, (“Z./‘) = 0(|V]9.
O

On peut remarquer que la borne du théoréeme précédent ne dépend pas
de t. Dans le cas ¢ = 1, cette borne nous dit que |C| > [log(|V]|+ 1)]. Dans
le Chapitre 4 nous montrons que cette borne est serrée : pour tout ¢ > 1,
et pour tout n assez grand, nous construisons un graphe G, ; a n sommets
admettant un code t-identifiant de cardinalité [log(n + 1)] (Théoremes 4.1
et 4.2).

Le lien que nous avons établi avec les codes superimposés nous permet
en fait d’améliorer le Théoreme 1.4. Rappelons que K C {0,1}" est un
code f-superimposé si et seulement si le OU binaire d’au plus ¢ vecteurs de
K est différent du OU binaire d’au plus ¢ autres vecteurs de K. Les codes
superimposés ont été largement étudiés dans la littérature, et nous disposons
des bornes suivantes :
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Théoréeme 1.5 ([DR83, KS64])
Soit K un code (-superimposé de {0,1}™. Alors il existe deux constantes c;
et ¢, indépendantes de n et l, telles que :

2c1N/€2 S ‘K‘ S 202N10g€/€2.

De plus, la borne inférieure est constructive : il existe un algorithme qui, étant

donné un entier N, construit un code {-superimposé de {0, 1} de cardinalité
201N/£2 .

La borne inférieure était déja donnée dans 'article introduisant les codes
superimposés [KS64], et des preuves combinatoires de la borne supérieure,
établie a 'origine en [DR83], peuvent étre trouvées dans [Rusz94, Fur96]. Un

algorithme glouton construisant un code ¢-superimposé de cardinalité 2617/ e
est décrit en [HS87].

Dans le cas ot I'on identifie des ensembles de sommets (paragraphe 1.2.2),
nous avions mentionné le fait qu’un graphe muni d’un code (¢, < ¢)-identifiant
nous fournissait un code f-superimposé de {0, 1}/°l. Ce lien nous permet de
déduire une nouvelle borne sur la cardinalité minimum de C' :

Théoréme 1.6 ([FMMRS])
Soit G = (V, E) un graphe muni d’un code (t,< {)-identifiant C. Alors la

cardinalité de C vérifie :
62
> O —1 .
] = <log€ ogn>

Preuve : Soit G un graphe muni d'un code (¢, < ¢)-identifiant C'. Les vec-
teurs caractéristiques des ensembles identifiants des sommets de G formant
un code (-superimposé de {0, 1}l le résultat découle du Théoreme 1.5. O

Nous ignorons si cette borne est serrée. Dans le Chapitre 4, nous don-
nons une construction explicite d’une famille de graphes a n sommets admet-
tant un code (1, < ¢)-identifiant de cardinalité O(¢*logn) (Théoreme 4.3),
et dans le Chapitre 5 nous donnons une construction probabiliste montrant
qu’il existe une famille de graphes & n sommets admettant un code (1, < ¢)-
identifiant de cardinalité O(¢?1logn) (Proposition 5.5).

Dans le cas des graphes réguliers, nous pouvons donner une borne en
fonction de la cardinalité des boules :

Théoreme 1.7 ([KCL98])
Soit G un graphe régulier a n sommets, et C' un code t-identifiant de G. Soit
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V(t) la cardinalité d’une boule de rayon t dans G. Alors la cardinalité de C
vérifie :
2n

cl > ———.

clz 3 (t) + 1
Preuve : Soit G un graphe muni d’un code t-identifiant C, et soit H le
graphe biparti dont I'un des stables est C' et I'autre V, et tel qu’il y a une
aréte entre ¢ € C' et v € V si et seulement si ¢ € B;(v) dans G. On conclut
par un argument classique de double-comptage : le nombre d’arétes de H
est, d’une part, trivialement égal a |C|V(t), et d’autre part il y a au plus |C]
sommets de V' de degré 1 et au moins n — |C| sommets de V' de degré au

moins 2, d’ou |C|V(t) > 2(n — |C|) +|C|, i.e. |C] > # O

1.4 Notations utilisées

Sauf mention contraire explicite, les graphes considérés seront non-orientés.
Les problemes d’identification d’ensembles d’au plus ¢ sommets a distance
t > 1 seront considérés. Nous les désignerons par codes (t, < £)-identifiants.
Pour plus de simplicité, le terme code t-identifiant sera utilisé a la place de
code (t, < 1)-identifiant.

Dans cette these nous présentons essentiellement des résultats person-
nels. La référence de 'article ou de 'ouvrage correspondant est donnée pour
chaque résultat. Lorsqu’aucune référence n’est donnée c’est qu’il s’agit d'un
résultat personnel non publié.

La fin des preuves est marquée par le signe 0. L’énoncé d’un résultat
donné sans preuve sera immédiatement suivi de O.

Le vocabulaire et les notions de base de la théorie des graphes sont donnés
en annexe a la fin de ce document. Les notions utilisées sont élémentaires, et
I’annexe a pour principale fonction de fixer les notations.

Lorsque aucune base n’est spécifiée, log x désigne le logarithme de x en
base 2, qui est la base “naturelle” en théorie de 'information et en théorie
des codes.

Les notations o, O, ) et © seront utilisées de la facon conventionnelle : on
dira que f = o(g) si f(n)/g(n) — oo lorsque n tend vers l'infini; f = O(g)
s’il existe une constante ¢ telle que f(n) < cg(n) pour tout n assez grand;
f = Q(g) s'il existe une constante ¢’ telle que f(n) > ¢’g(n) pour tout n assez
grand ; et enfin f = O(g) si a la fois f = O(g) et f = Q(g).
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Chapitre 2

Aspects algorithmiques

Dans ce chapitre, nous abordons 'aspect algorithmique des codes identi-
fiants dans les graphes. Le probleme d’optimisation associé est le suivant :

ID-CODE(t,0) :
Instance : Un graphe G admettant un code (¢, < ¢)-identifiant.
Question : Quelle est la cardinalité minimum d’un code (¢, < ¢)-
identifiant de G' 7

Pour ¢ = 1, il a été montré dans [CHL03| que ce probleme était NP-
difficile pour tout ¢ > 1, et ce méme lorsque 1’on se restreignait aux graphes
bipartis. Ceci implique que ce probleme est NP-difficile pour tout ¢ > 1.

Dans le cas des graphes orientés, le probleme est aussi NP-difficile pour
tout ¢ > 1 et tout ¢ > 1 [CHLO2b|. La complexité de problémes connexes
dans 'hypercube a été étudiée en [HLO02a, HLO2c].

Nous étudions ce probleme sur deux classes restreintes de graphes : les
fasciagraphes (qui sont une généralisation des grilles) et les arbres orientés.
Pour ces deux classes de graphes nous fournissons, sous certaines hypotheses,
des algorithmes polynomiaux tres performants, puisque fonctionnant, respec-
tivement, en temps constant et linéaire.

Dans ces deux cas, nous résolvons non seulement le probleme de la détermi-
nation de la cardinalité minimum d’un code identifiant, mais également celui
de la construction d'un code identifiant de cardinalité minimum.

La notion de largeur d’arborescence (tree-width en anglais) a été intro-
duite dans les années quatre-vingts par N. Robertson et P. D. Seymour pour
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résoudre la conjecture de Wagner®. La largeur d’arborescence d'un graphe G
est un entier, supérieur ou égal a 0, qui exprime la complexité structurelle de
G par rapport a celle d’'un arbre — les arbres ayant une largeur d’arbores-
cence inférieure ou égale a 1. Nous ne souhaitons pas donner ici plus de détails
sur la largeur d’arborescence, au sujet de laquelle il existe de nombreux ar-
ticles de survey, tels [Bod93] ou encore [Die00, Chapitre 12]. Cette notion est
néanmoins tres importante, elle a notamment de nombreuses conséquences
algorithmiques, parmi lesquelles :

Théoréme 2.1 ([ALS91])
Soit II un probleme de décision exprimable dans le langage MS, qui est le
langage obtenu en utilisant :

— des quantifications ¥ et 3 sur des sommets, des arétes, ou sur des en-

sembles de sommets ou d’arétes du graphe,

— les opérateurs logique ET, OU, NON,

— la relation d’adjacence des sommets.
Soit IC une classe de graphes de largeur d’arborescence bornée par une con-
stante. Alors il existe un algorithme linéaire résolvant le probleme 11 sur
la classe de graphes KC. De plus, tout probléeme d’optimisation consistant a
mazximiser ou minimiser la cardinalité d’un ensemble de sommets ou d’arétes
satisfaisant des conditions exprimables dans le langage MS, est linéaire sur
une telle classe de graphes K. O

Or, étant donné un graphe G et un entier ¢ > 1, il est tres facile d’exprimer
la condition “C' est un code t-identifiant de G” dans le langage décrit ci-
dessus. Par exemple, pour ¢ = 1, on peut écrire :

IC C V(T),
Ve e V(T),z € C0OU Iy € C,zy € E(G)
ET
Ve € V(G),Vy € V(G),
r=y
0u
Jz € C,(zz € E(G) ET NON yz € E(G)) 0U (yz € E(G) ET NON zz € E(Q))

Puisque les arbres (orientés ou non-orientés) ont une largeur d’arbores-
cence bornée (par 1), alors le Théoreme 2.1 implique donc directement que la

K. Wagner conjectura en 1970 que toute séquence infinie de graphes en contient
nécessairement deux dont l'un est un mineur de lautre [Wag70, page 61]. Nous rappe-
lons que H est un mineur de G si H peut étre obtenu a partir de G par une séquence
de délétions de sommets et de contractions d’arétes de G. Ce résultat a été démontré par
N. Robertson et P. D. Seymour [RS04]. D’aucuns, tels L. Lovasz [Lov98], estiment que ce
résultat est I'un des plus profonds en théorie des graphes.
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recherche de la cardinalité minimum d’un code t-identifiant est linéaire dans
les arbres. Par rapport a ce résultat, 'algorithme ad hoc présenté dans la
suite (pour ¢t = 1) a 'avantage de donner explicitement un code 1-identifiant
de cardinalité minimum en temps linéaire, ce que ne fait pas ’algorithme issu
du théoreme précédent.

En ce qui concerne les grilles (et les fasciagraphes), nous donnons un
algorithme en temps constant, ce qui est bien évidemment meilleur que ce
que nous donne le théoréme précédent (temps linéaire).

2.1 Grilles et fasciagraphes

La grille bidimensionnelle de taille £ X n est le graphe ayant
{0,...,k—1} x{0,...,n— 1}
pour ensemble de sommets et
{uv | [ug —v1| + |ug — vo| = 1}
pour ensemble d’arétes.

Nous donnons des bornes générales sur la cardinalité d'un code identifiant
dans les grilles dans le Chapitre 3, paragraphe 3.2.

Lorsque k est fixé, nous avons donné dans [DGMO04] un algorithme loga-
rithmique en n, calculant la cardinalité minimum d’un code t-identifiant de la
grille bidimensionnelle de taille k£ x n. Dans cette section, nous donnons une
nouvelle présentation de ce résultat, que nous améliorons significativement :
nous donnons un algorithme qui retourne en temps constant une formule
pour la cardinalité minimum d’un code t-identifiant de la grille bidimension-
nelle de taille k£ x n, pour tous k et t fixés. L’algorithme retourne également
une formule décrivant un code t-identifiant de cardinalité minimum, toujours
en temps constant si k et ¢ sont fixés.

Les fasciagraphes sont une classe de graphes généralisant la grille, que
nous définissons dans le paragraphe suivant. Tous les résultats que nous
venons de mentionner sont également vrais pour les fasciagraphes, et c’est
dans ce cadre que nous allons présenter notre formulation du probleme et les
résultats qui en découlent.

Nous commencons donc par définir les fasciagraphes, puis nous donnons
une formulation du probleme dans ce cadre plus général. De notre formu-
lation découlent des résultats de pseudo-périodicité structurelle des codes
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t-identifiants dans les fasciagraphes qui entralnent les résultats annoncés.
Dans le dernier paragraphe nous discutons de I'extension de ces résultats a
d’autres types de problemes et a d’autres classes de graphes.

2.1.1 Fasciagraphes

Soit G un graphe et soit X un ensemble d’arétes entre deux copies de
G. Soit n un entier positif. Le rotagraphe d’ordre n et de fibre G est le
graphe p,, (G, X) constitué de n copies Gy, ..., G, de G, telles que deux copies
consécutives G; et (;1 sont jointes par l’ensemble d’arétes X, pour ¢ =
1,...,n, les indices étant considérés modulo n (voir Figure 2.1). Il n’y a pas
d’arétes entre deux copies G; et G, si |i — j| # 1. Un rotagraphe p, (G, X)
privé des arétes entre G et G, est appelé fasciagraphe, on le note ¥, (G, X)
(voir Figure 2.1).

F1G. 2.1 — Ezemples de rotagraphe (a gauche) et de fasciagraphe (a droite),
d’ordres 5 et 4 respectivement.

Les fasciagraphes et les rotagraphes ont été a ’origine définis pour modéli-
ser des molécules en chimie des polymeres [BGMP86]. On peut voir la grille
bidimensionnelle de taille £ x n comme un fasciagraphe ¥, (P, X), ou Py
est le chemin sur k& sommets. Les fasciagraphes généralisent les grilles dans
le sens ou ils peuvent étre construits inductivement par ajouts successifs de
fibres (équivalents aux colonnes de la grille) jointes par des ensembles d’arétes
(équivalentes a la structure “en ligne” des grilles).
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2.1.2 Reformulation du probleme

Nous montrons que la recherche de la cardinalité minimum d’un code
t-identifiant dans un fasciagraphe ¥, (G, X) est équivalente a la recherche
d’un chemin de poids minimum dans un graphe orienté I'(G, X). Pour la
simplicité de I’exposé, nous présentons cette équivalence dans le cas des codes
1-identifiants, et nous espérons que notre construction sera assez claire pour
que le lecteur en déduise la construction dans le cas général ¢ > 2. A la fin de
ce paragraphe nous donnerons les éléments essentiels permettant d’adapter
cette construction au cas général.

Etant donné un fasciagraphe U, (G, X), soit I'(G, X) le graphe orienté

pondéré défini de la fagon suivante :

— les sommets de I'(G, X') sont tous les couples (V4 (G, X), ('), ou C est un
sous-ensemble de sommets de W4(G, X) qui 1-sépare et 1-couvre tous
les sommets de Gy et Gs, les deux fibres centrales de W4(G, X). Un
sommet de I'(G, X) peut étre vu comme un W4(G, X)) muni d'un code
qui 1-identifie les sommets des deux colonnes centrales de W, (G, X).

— I'(G, X) comporte de plus deux sommets additionnels D et F', qui sont
appelés, respectivement, sommets début et fin,

— il y a un arc entre deux sommets (V4(G, X),C) et (V4(G, X), ") s'ils
sont compatibles, dans le sens ou (voir Figure 2.2) :

— il existe C" un code qui 1-identifie les sommets des trois colonnes
centrales de V5(G, X),

— C peut étre vu comme la trace de C” sur les quatre premieres co-
lonnes de ¥5(G, X),

— (' peut étre vu comme la trace de C” sur les quatre dernieres colonnes
de V5(G, X).

— il y a un arc entre D et tout sommet (V4(G, X),C) tel que C est un
code qui 1-identifie les sommets des trois premieres fibres de ¥4(G, X),

— il y aun arc entre (V4(G, X),C) et F si et seulement si C' est un code
qui 1-identifie les sommets des trois dernieres fibres de W4(G, X),

— le poids d’un arc entre (V4(G, X),C) et (V4(G, X),C") est le nombre
de sommets de C” appartenant a la derniere fibre de W, (G, X),

— le poids d’un arc entre D et (V4(G, X),C) est le nombre de sommets
de C,

— les arcs entrants en F' ont un poids nul.

Le poids d’un arc (U, V') sera noté w(U, V). On étend cette pondération
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Sommets I-identifiés Sommets 1-identifiés Sommets 1-identifiés
— —_— —_——

Y <

(v, (G.X),C) (v, (G, X),C) ws(G,X), C"

F1G. 2.2 — Ezemple d’arc dans I'(G, X).

aux chemins de I'(G, X) de la fagon suivante :

w(P) = w(Ui,UiH)

=1

pour tout chemin P = (Uy,...,U;) de I'(G, X). 1l existe alors une corres-
pondance naturelle entre les codes 1-identifiants de ¥, (G, X) et les chemins
dans I'(G, X) :

Théoréme 2.2 ([DGMO04])

Pour tout n > 4, il existe une correspondance biunivoque @ entre l’ensemble
des codes 1-identifiants de W, (G, X) et l'ensemble des chemins de n — 2
arcs allant de D a F dans T'(G, X). De plus, cette correspondance est telle

que |C| = w(P) pour tout code 1-identifiant C' et tout chemin P tels que
p(C) = P.

Preuve : Par récurrence sur n, ce résultat découle facilement des définitions
de I'(X, G) et w (voir Figure 2.3). O

La recherche de la cardinalité minimum d’un code 1-identifiant de ¥,,(G, X)
revient donc a chercher un chemin de poids minimum de n — 2 arcs entre
D et F. Dans le paragraphe suivant nous allons voir comment, a ’aide de
la programmation dynamique, nous pouvons résoudre ce probléeme en temps
constant lorsque la taille de G est fixée. Ceci provient du fait que la taille
de T'(G, X) est bornée par une constante lorsque celle de G est fixée. La
méthode utilisée nous permet de plus de construire un code 1-identifiant de
cardinalité minimum.
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6 1 2 1 2 0
S o

P @(P) a douze sommets, et w(P)=12

F1G. 2.3 — Un chemin sur 6 arcs de D a F dans I'(G, X) correspond a un
code 1-identifiant de Vg(G, X).

2.1.3 Programmation dynamique

Dans ce paragraphe soit G un graphe de taille fixée et soit ¥, (G, X) un
fasciagraphe de fibre G tel que, pour n assez grand, ¥, (G, X) admette un
code 1-identifiant. Pour déterminer si ¥, (G, X') admet un code 1-identifiant
il faut et il suffit de vérifier que ¥5(G, X)) admet un code 1-identifiant, ce qui
se fait en temps constant. Soient oy, ...,0k les sommets de I'(G, X); on a
K < 246l le nombre de sommets de T'(G, X) est borné par une constante
indépendante de n.

2.1.3.1 Formulation matricielle

Pour tout n > 1, nous définissons deux matrices M ™ et N™ telles que :
2™ . . . ; . <

— M; ;" contient le poids minimum d’un chemin sur n arcs de o; a o; dans

(G, X) (MZ(?) = 400 si un tel chemin n’existe pas),

- Ni(,?) contient le & minimum tel que oy, soit I'antécédent de o; dans un
chemin sur n arcs de poids minimum de o; a ; dans I'(G, X) (NZ(?) =0
si un tel chemin n’existe pas).

Les matrices M) et N+ peuvent étre obtenues récursivement a
partir de M ™ par des fonctions f et g telles que :

MU = f(M®) et NOD = g™ (2.1)
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Par exemple, pour n assez grand, on peut calculer M+ de la facon sui-
vante :

w O'kEPred(gj){ ik (k,7)}
pour tout 4,5 = 1,..., K, ot Pred(o;) désigne 'ensemble des prédécesseurs

de oj dans I'(G, X)) : Pred(o;) = {0}, | o0, arc de I'(G, X)}. De méme, pour
n assez grand, Nt ne dépend que de M ™).

La programmation dynamique consiste a partir d’'une matrice initiale
M) et & itérer les fonctions f et g pour calculer M ™ et N™ . Pour obte-
nir un chemin de n arcs de poids minimum dans I'(G, X), il suffit alors de
considérer MZ(()"go, ol 7 et jo sont les indices correspondant aux sommets D
et F' respectivement. Les sommets du chemin sont obtenus récursivement a

partir des matrices N,

Comme les matrices M et N sont de taille bornée par une constante,
ceci est réalisable en temps linéaire en n. Dans [DGMO04] nous avions montré
que nous pouvions en fait réaliser ceci en temps logarithmique, et dans la
suite nous montrons que nous pouvons en fait réduire au temps constant.

Remarque : Le choix des notations M et N n’est pas innocent : on
peut montrer que M™ est la puissance n-ieme de M dans un certain
semi-anneau idempotent My (N U {oco}, min, +, 00, 0), appelé parfois semi-
anneau tropical (voir [KZ96, Zer99, Zer| pour la définition d’un semi-anneau
idempotent).

2.1.3.2 Propriétés des matrices M™ et N

Soit J la matrice ne comportant que des 1. Alors les fonctions f et ¢
satisfont la propriété suivante :

fIM+cJ) = f(M)+cJ et g(M+cJ) = g(M) pour tout ¢ € Z (2.2)

Autrement dit, si 'on définit
O M) — g
ou
a, = min Mi(@),
ig=1,.. Kk ©J

alors pour n assez grand on a :

M(n_H) _ f(ﬁ(n))_i_anj et N(n—l-l) = g(M(n)> (23)
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Ceci implique :
Lemme 2.1

Soient p > q tels que M® = M(‘J), et soit T = p — q. Alors il existe ¢c € 7
tel que pour tout a,b > 0 on ait

M) = M@ 4 pe] et NP = N©@ (2.4)

Preuve : Soient p > ¢ tels que M® = M(‘I), et soit T'=p —¢q. On a
alors M@+ = M@ 4 (a,, — o) J. En utilisant (2.1) et (2.2) on montre par
récurrence que M@+ = M@ 4 peJ pour tout a,b > 0, ce qui implique
N(@+T) = N(@) par (2.2). O

Dans la suite nous montrons que les hypotheses du Lemme précédent
sont satisfaites pour un certain p et un certain ¢ qui sont bornés par une
constante. Ceci implique la résolution du probleme en temps constant : on
calcule M ™ jusqu’a trouver p, q et ¢ tels que

M®) =MD 4 g (2.5)

Les formules pour la cardinalité minimum d’un code 1-identifiant ou décrivant
un code 1-identifiant de cardinalité minimum sont obtenues a partir de (2.4)
et (2.5) (voir paragraphe 2.1.4).

2.1.3.3 Existence d’une pseudo-période

Dans ce paragraphe nous montrons que les hypotheses du Lemme 2.1 sont
satisfaites pour un p et un ¢ bornés par une constante.

Lemme 2.2
Soit K le nombre de sommets de I'(G, X). Alors pour tout n assez grand,
deux éléments de M™ différent d’au plus 4K .

Preuve : Soit x(n) la cardinalité minimum d’un sous-ensemble de ¥,,(G, X)
qui 1-sépare et 1l-couvre tous les sommets des n — 1 premieres fibres de
U, (G, X), et soit v(n) la cardinalité minimum d'un code 1-identifiant de
U, (G, X). Alors on a

k(n) < v(n) < k(n)+4K.

En effet, un code 1-identifiant de ¥,,(G, X) est en particulier un sous-ensemble
de W, (G, X) qui 1-sépare et 1-couvre tous les sommets des n — 1 premieres
fibres de ¥,,(G, X), d’ou la premiere inégalité. Pour la deuxieme inégalité, il
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suffit de voir que 'union des sommets des quatre dernieres fibres de ¥,, (G, X)
et d’'un code qui 1-sépare et 1-couvre tous les sommets des n — 1 premieres
fibres de U,,(G, X) est un code l-identifiant de ¥, (G, X). Ces inégalités en-
trainent le résultat annoncé. O

Ceci a pour conséquence que les coefficients de la matrice M® sont
a valeur dans {0,...,4K}. Comme N a ses coefficients & valeur dans
{1,..., K}, ceci entraine :

Proposition 2.1
Il existe T < [K (4K + 1)) et une constante ¢ tels que

M@ttD) — pp(a) o ope g

et
N(a+bT) — N(a)

pour tout a,b € N.

Preuve : Par le principe dit des cages & pigeons, il y a (4K + 1)X” valeurs
possibles de M® ot KX* valeurs possibles de N™ | donc parmi (4K +1)% ® X
K& 41 =[K@AK + 1))%° + 1 couples de matrices (M™, N™) il y en a au
moins deux de méme valeur. On conclut en utilisant le Lemme 2.1. O

2.1.4 Résultats

Dans ce paragraphe soient G et X fixés et soit v(n) la cardinalité mini-
mum d’un code 1-identifiant de ¥, (G, X). Soit A 'alphabet dont les lettres
sont les fibres de ¥, (G, X) ayant leurs sommets étiquetés par 0 ou 1. On
désigne par A* ’ensemble des mots finis sur 'alphabet A, et pour tout o € A
et pour tout n € N, o™ désigne la concaténation de n copies de a. Tout code
l-identifiant de ¥, (G, X) correspond a un unique mot de n lettres de A.
Alors on a :

Théoreme 2.3
Sotent G et X fixés. Alors il existe T,v, vy, ..., vp_1 € N tels que, pour tout
n assez grand, on ait
B n

vin) = v +v LTJ
sin=1modT.
De plus, il existe Co,...,(r-1,00,...,00_1 € A* tels que, pour tout i =
0,...., 7 —1, (; ait i mots et 6; ait T mots, et, pour tout n assez grand

n

¢(6) L7
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corresponde a un code 1-identifiant de ¥, (G, X) de cardinalité minimum,
avecn =1 mod T.

Preuve : D’apres le Théoreme 2.2, et en utilisant les notations des para-
graphes précédents, on sait qu’il existe 7o et jp tels que pour tout n assez

grand on ait
v(n) = M2,

10,0
Le résultat annoncé découle de la Proposition 2.1 appliquée avec a = n mod T’
et b= |2]. La formule (;(6;)!7/ est obtenue récursivement a partir des ma-

trices N™ (on commence avec Ni((:j_f)). O
Théoreme 2.4

Soient G et X fizés et soit v(n) la cardinalité minimum d’un code 1-identifiant
de U, (G, X). Il existe un algorithme qui, en temps constant, détermine une
formule close pour v(n), de la forme

v(n) = vi+v {%J

sin =i modT, avec T constante ne dépendant que de G et X. De plus
l’algorithme fournit une formule close de la forme

G(6:)L7]

sin =1 modT, décrivant un code 1-identifiant de V,(G,X) de cardinalité
MANIMUM.

Preuve : L’algorithme est le suivant : on part de deux matrices M (™) et
N©@0) auxquelles on applique f et g de sorte a calculer Mo+ p(not+2)
et N(oth) N(mo+2)  iusqu’a un rang p tel quil existe un rang ¢ < p tel
que la matrice M® — M@ soit proportionnelle & J (matrice dont tous les
coefficients sont égaux & 1) et N® = N@_D’apres la Proposition 2.1 on sait
que 'on va rencontrer un tel p en temps constant, et par le Lemme 2.1 on
sait que ceci entraine I’existence d’un code 1-identifiant pseudo-périodique de
U, (G, X). La description d’un tel code et de sa cardinalité se fait en temps
constant a partir des matrices M) .. M® et N(0)  N® comme dans
le Théoreme 2.3. O

2.1.5 Extensions des résultats
La technique décrite ci-dessus est beaucoup plus générale et peut étre

appliquée a d’autres types de problemes. On peut par exemple montrer le
résultat suivant :
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Théoreme 2.5

Soient G et X fizés et soit t > 1. Soit v'(n) la cardinalité minimum d’un
code t-identifiant de ¥, (G, X). Alors il existe un algorithme qui, en temps
constant, détermine une formule close pour v'(n), de la forme

V'(n) = v +v {%J

sin =1 modT, avec T constante ne dépendant que de G, X et t. De plus
Ualgorithme fournit une formule close de la forme

G(6:)L7]

sin =i mod T, décrivant un code t-identifiant de ¥V, (G, X) de cardinalité

Idée de Preuve : On construit un graphe auxiliaire orienté pondéré T'y(G, X),
dont les sommets sont des Vo, o(G, X) munis d'un code qui t-identifie les
sommets des 2t colonnes centrales de Wy 4o(G, X). On ajoute deux sommets
début et fin D et F, et on pondere les arcs de fagon similaire. Comme dans
le Théoreme 2.2 il y a une correspondance biunivoque entre les chemins de
n—2 arcs de D a F et les codes t-identifiants de ¥,,(G, X), telle que le poids
d'un tel chemin corresponde au nombre de sommets du code t-identifiant
correspondant. On résout le probleme de chemins par la programmation dy-
namique : de la méme facon que dans le Lemme 2.2, les coefficients de la
matrice des plus courts chemins different d’au plus (2t + 2)K, ce qui im-
plique l'existence d'un code t-identifiant pseudo-périodique comme dans la
Proposition 2.1 et le Théoreme 2.3.

Ce résultat n’est pas surprenant si I'on remarque que, pour tout ¢t > 1, C' est
un code t-identifiant de ¥,,(G, X) si et seulement si ¢’est un code t-identifiant
de ¥, (G, X)", la fermeture t-transitive de ¥,,(G, X). Or, pour un entier n
multiple de ¢, la fermeture t-transitive d’un fasciagraphe est encore un fas-
ciagraphe, de fibre ¥;(G, X) : U, (G, X)" = V,,,(V,(G, X ), X’). Dans ce cas
on peut directement appliquer le Théoreme 2.4. O

Cette méthode est également valide pour des structures plus générales
que les fasciagraphes. On peut par exemple faire la méme construction pour
calculer la cardinalité minimum d’un code t-identifiant d'un rotagraphe :

Théoreme 2.6

Soient G et X fizés et soit t > 1. Soit u'(n) la cardinalité minimum d’un
code t-identifiant du rotagraphe p,(G,X). Alors il existe un algorithme qui,
en temps constant, détermine une formule close pour p'(n), de la forme

pi(n) = pi+p L%J
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sin =1 modT, avec T constante ne dépendant que de G, X et t. De plus
lalgorithme fournit une formule close de la forme

¢(6:)L7]

sin =i mod T, décrivant un code t-identifiant de p,(G,X) de cardinalité
MANIMUM.

Preuve : On définit T,(G, X), M™ et N™ comme précédemment. Tout se
passe comme dans le théoréme précédent, si ce n’est que p!(n) est obtenu de
la fagon suivante :
t : n—1)
= M-,
pin) = min M;;
En effet, il est facile de voir qu'un circuit sur n — 1 arcs dans I';(G, X)

correspond a un code t-identifiant dans p, (G, X). O

Il est également facile de généraliser tous ces résultats au cas des graphes
orientés.

Dans [KZ96, LS94, Zer99] cette méthode est appliquée au probleme de
domination, et dans [KV03] une équivalence similaire a celle du Théoréeme
2.2 permet de donner des résultats pour les (2, 1)-coloriages ainsi que pour
le nombre de stabilité de produits de cycles. Dans [JMGSZ95] cette méthode
est appliquée pour calculer I'index de Wiener des fasciagraphes et des rota-
graphes.

Dans [GMP] nous donnions une généralisation du probleme d’exclusion
des pentominos de S. W. Golomb [Gol94], a laquelle nous avons appliqué cette
méthode pour obtenir un algorithme en temps logarithmique. J. Zerovnik
améliore notre résultat [Zer| en utilisant un lemme de pseudo-périodicité
similaire a celui de la Proposition 2.1.

Comme les auteurs de tous ces articles, nous prétendons que notre méthode
fonctionne pour une tres large classe de problemes combinatoires, et nous
espérons pouvoir un jour donner une caractérisation simple des problemes
pouvant étre résolus par cette méthode.

Nous donnons ici quelques questions similaires a celles de [Sto] qui nous
semblent pertinentes :

Question 2.1 A quels types de problemes et a quels types de familles de
graphes F,, peut-on adapter la méthode décrite au-dessus ¢

Question 2.2 Dans le cas de la grille multidimensionnelle de dimension d,
existe-t-il aussi une formule close pour la cardinalité minimum d’un code
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t-identifiant, de la forme
Vt(nla o 7nd) - fig,...,id(n27 . 7nd)

ou, pour tout (iz,...,iq) € {0,..., Ty —1} x ... x{0,..., Ty — 1}, fi,. ., est
une fonction calculable, avec Ts, ..., Ty constantes ne dépendant que de nq ?

2.2 Arbres orientés

Nous considérons des arbres orientés enracinés, ¢’est-a-dire que nous spéci-
fions un sommet f qui est considéré comme la racine de l'arbre orienté
T = (V, A). La racine f est un sommet de 7" arbitrairement choisi. Un arbre
T sera représenté comme en Figure 2.4.

Oublions temporairement les orientations afin de définir la terminologie

employée. La racine f est le pére de sy, ..., sg et le grand-pére de g4, ..., gr.
De facon symétrique sy, . . ., sg sont les fils de f, et g1, ..., g7 sont les petits-fils
de f. Les sommets de degré 1, hy, ho, g2, ..., g7, S2,...,Ss, sont les feuilles de

T. La profondeur de T est la plus grande distance a f d’une feuille de T'. Les
feuilles a distance maximum de f, hy et hg, sont les sommets de plus grande
profondeur de T'. Enfin, pour tenir compte des orientations, nous utilisons les
termes voisin entrant et voisin sortant de la fagon standard : f est un voisin
sortant de si1,...,84 et un voisin entrant de s; et sg. Nous utiliserons fils
entrant pour désigner un fils qui est aussi un voisin entrant, de méme pour
fils sortant, pere entrant et pere sortant. Pour un sommet v de T', 'ensemble
des voisins entrants de v est noté I'~(v). Etant donné un sous-ensemble C' de
sommets de T', on définit

I"(v,C) = (I (v)U{v})NC.

L’ensemble [~ (v, C') sera appelé I'ensemble identifiant de v. C' est un code
1-identifiant de T si et seulement si tous les I~ (v,C) sont distincts et non
vides.

Dans cette section nous donnons un algorithme linéaire qui fournit un
code 1-identifiant de cardinalité minimum de 7". Nous commencons par décrire
I’algorithme, dont nous prouvons ensuite la validité et la complexité.

Les résultats présentés dans cette section proviennent de [CGHLMM],
qui est le fruit d’une collaboration avec I. Charon, O. Hudry et A. Lobstein,
que nous avions invités pour un workshop d’une semaine a Grenoble avec
S. Gravier et M. Mollard.
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F1G. 2.4 — Représentation d’un arbre orienté T = (V, A) enraciné en f.

2.2.1 Description d’un algorithme linéaire

L’algorithme ID-TREE est récursif; il a pour parametres un arbre Tj
enraciné en un sommet f, et un sous-ensemble de sommets Cy, a partir duquel
on construit un code 1-identifiant de Ty. L’algorithme fournit un code 1-
identifiant de cardinalité minimum C' contenant le code partiel Cy. Le premier
appel de ID-TREE se fait avec Cy = (), mais en prenant C; quelconque
I’algorithme résout le probleme plus général suivant :

MIN-ID-CODE/ARBRE-OR/SOMMETS IMPOSES
Instance : Un arbre orienté Ty = (Vp, Ap), et un sous-ensemble
de sommets Cy C V.
Sortie : Un code 1-identifiant de Ty, contenant Cy, de cardi-
nalité minimum parmi les codes 1-identifiants de T conte-
nant CY.

Dans la suite T et C' désignent l'arbre et le code 1-identifiant partiel
d’un appel récursif, 'arbre et le code initiaux étant désignés par Ty et Cj.
C' est un sous-ensemble de sommets de Tp, contenant Cy. T est un arbre
obtenu par réduction de Tj, soit en enlevant des sommets et des arcs a Ty,
soit en réduisant le nombre de sommets de profondeur maximum de T en
supprimant des arcs existants et en les remplacant par d’autres. Nous ne
faisons qu’ajouter des sommets a C, et nous ne faisons qu’oter des sommets
aT.
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Algorithme ID-TREE
Parametres : T',C.
Cas 1 : T est de profondeur au plus 1.

— Si f a des voisins sortants qui sont dans C', alors on enleve ces sommets
de V' (voir Figure 2.5.0).
— Sinon, nous sommes dans l'un de ces cinq cas :

1. Si f n’a pas de voisins entrants, alors on ajoute f et tous ses
voisins sortants a C' (voir Figure 2.5.1).

2. Si f a un seul voisin entrant s et au moins un voisin sortant, alors
a C on ajoute f, s et tous les voisins sortants de f sauf un (voir
Figure 2.5.2).

3. Si f a un seul voisin entrant s et aucun voisin sortant, alors on
ajoute f et s a C' (voir Figure 2.5.3).

4. Si f a au moins deux voisins entrants et au moins un voisin sortant,
alors a C' on ajoute f, tous les voisins entrants de f, et tous les
voisins sortants de f sauf un (voir Figure 2.5.4).

5. Si f a au moins deux voisins entrants et aucun voisin sortant, alors
on ajoute tous les voisins entrants de f a C' (voir Figure 2.5.5).

— Arrét : fin de 'algorithme.
Cas 2 : T est de profondeur au moins 2.

— Etape 1 : On choisit un sommet z € V dont tous les fils sont des
feuilles ; x sera appelé sommet porte-feuilles.
- Etape 2:
— Opération « : On enleve de V tous les fils sortants de x qui sont
des sommets de C' (voir Figure 2.5.0).
— Opération 3 : S’il reste au moins un fils a x, alors nous sommes
dans I'un des neuf cas suivants :

1. (8.1) Si x n’a aucun fils entrant, et a un peére entrant y, alors :
— on ajoute x, y, et tous les fils de x sauf un a C,
— on enleve z et tous ses fils de V' (voir Figure 2.6.1).

2. (B.2) Si z n’a aucun fils entrant, et a un pére sortant y, alors :
— on ajoute z et tous ses fils a C|
— on enleve tous les fils de x de V' (voir Figure 2.6.2).

3. (6.3) Si z a au moins fils entrant et au moins un fils sortant,
alors :
— on ajoute x et tous ses fils sauf un fils sortant a C,
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— on enleve tous les fils de x de V' (voir Figure 2.6.3).

4. (B.4) Si z n’a aucun fils sortant, a au moins deux fils entrants,
et a un pere entrant, alors :
— on ajoute tous les fils de z a C,
— on enleve z et tous ses fils de V' (voir Figure 2.6.4).

5. (8.5) Si x € C, z n’a aucun fils sortant, a au moins deux fils
entrants, et a un pere sortant y, alors :
— on ajoute tous les fils de x a C,
— on enleve tous les fils de x sauf un, ¢, de V,
— on enleve larc (t,z) de A et on ajoute 'arc (t,y) a A (voir
Figure 2.6.5).

6. (5.6) Siz ¢ C, x n’a aucun fils sortant, a au moins deux fils
entrants, et a un pere sortant, alors :
— on ajoute tous les fils de z a C,
— on enleve z et tous ses fils de V' (voir Figure 2.6.6).

7. (6.7) Six ¢ C, x n’a aucun fils sortant, a un seul fils entrant, et
a un pere entrant y, alors :
— on ajoute z et y a C,
— on enleve z et le fils de z & V' (voir Figure 2.6.7).

8. (8.8) Siz € C', x n’a aucun fils sortant, a un seul fils entrant, et
a un pere entrant, alors :
— on ajoute le fils de x a C,
— on enleve z et le fils de x de V' (voir Figure 2.6.8).

9. ($.9) Si z n’a aucun fils sortant, a un seul fils entrant ¢, et a un
pere sortant y, alors :
— on ajoute z et t a C,
— on enleve 'arc (¢,z) de A et on ajoute l'arc (¢,y) a A (voir
Figure 2.6.9).

— Etape 3 : Appel récursif de ID-TREE.
Fin de Palgorithme ID-TREE

Remarquer que les sous-cas 1.-5. du Cas 1 sont disjoints et complets, de
méme que les sous-cas (3.1-(3.9 du Cas 2. La sélection d’un porte-feuilles x
est détaillée dans le paragraphe 2.2.3.
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Fic. 2.5 — Cas ou T est de profondeur 1 dans l’algorithme 1D-TREE. Les
sommets noirs sont dans C, les blancs dans V . C, et le statut des sommets
gris est indéterminé. Un sommet gris restant gris apres la transformation
n’a pas changé de statut.

}

2.2.2 Preuve de la validité de P’algorithme

Nous prouvons la validité de 1’algorithme ID-TREE décrit ci-dessus. Nous
montrons que si Ty et Cy sont les parametres d’entrée de ’algorithme, alors
ID-TREE retourne un code 1l-identifiant de cardinalité minimum C de Ty
contenant C.

Tout d’abord nous remarquons qu'un sommet x peut étre choisi au plus
une fois comme porte-feuilles (début du Cas 2). En effet, une fois les opérations
() et () effectuées, z n’est plus un porte-feuilles de T'. Ceci montre que l'al-
gorithme se termine. Alternativement, chaque opération réduit soit le nombre
de sommets de T, soit le nombre de sommets de profondeur maximum de 7' ; il
ne fait jamais augmenter ces parametres. C’est dans ce sens que l’algorithme
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Fia. 2.6 — Les cas 5.1 a 8.9 de lalgorithme 1D-TREE. Les sommets noirs
sont dans C, les blancs dans V ~ C, et le statut des sommets gris est
indéterminé. Un sommet gris restant gris aprés la transformation n’a pas
changé de statut. Les sommets situés en-dega de la double barre sont enlevés
de V.

réduit la taille du probleme.

Il n’y a un seul appel récursif de I'algorithme, a la fin du Cas 2. Numé-
rotons les appels récursifs par un entier p. On attribue le numéro p = 1 a
la derniere invocation de l'algorithme, et nous attribuons le numéro p + 1
a I'invocation appelant 'invocation portant le numéro p. Ainsi, la premiere
invocation de I'algorithme porte le plus grand numéro p,., ; ce nombre n’est
pas connu a l’avance. La preuve de la validité de 'algorithme se fait par
induction sur ppyax.

Si pmax = 1, alors nous sommes dans le Cas 1, ou la profondeur de T est
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au plus 1. Il est facile de voir que l'algorithme fournit un code 1-identifiant
de cardinalité minimum contenant C' NV (voir Figure 2.5).

Supposons que pmax > 2, et considérons la premiere invocation d’ID-
TREE (elle porte le numéro pyax). Posons ¢’ =CNV.

Si, avant l'opération (), il existe dans V' une feuille £ € C ayant un pere
entrant, alors pour obtenir un code 1-identifiant de T' contenant C" il faut et
il suffit de trouver un code 1-identifiant de 7"\ {¢} contenant C’ \ {¢}, d’on
la validité de l'opération («).

De la méme fagon, nous prouvons la validité de 'opération () en étudiant
les neuf cas 3.1-3.9.

Cas (3.1 : = n’a pas de fils entrant et a un pere entrant y (voir Figure
2.6.1). Nous montrons que, parmi les codes 1-identifiants de T" contenant C”,
il en existe un contenant C’ U {z, y}.

Soit K un code 1-identifiant de T contenant C”.

Tout d’abord, supposons que z ¢ K. Ceci entraine y € K, et tous les fils de
x sont dans K, parce que x et ses fils doivent étre 1-couverts par K. Puisque
l'opération (a) n'impose pas que les fils de x soient dans C’, alors on peut
remplacer un des fils de x par x lui-méme. On peut donc supposer que x € K.
De méme, supposons que y ¢ K. Pour 1-séparer x de ses fils il faut que tous
les fils de x soient dans K. Nous pouvons encore remplacer un de fils de x
par y, et supposer que y aussi est dans K.

Soit K un code 1-identifiant de cardinalité minimum de 7" contenant C’ U
{z,y}. K contient nécessairement tous les fils de = sauf un. Ainsi, on ne
change pas la cardinalité minimum d’un code 1-identifiant de 7" contenant
C' en ajoutant x et tous ses fils sauf un a C.

Ainsi, dans la partie droite de la Figure 2.5.1, x et ses fils sont 1-couverts
et 1-séparés par C, et ni x ni aucun de ses fils ne couvre ni y ni aucun de
ses ancétres. Ces sommets peuvent donc étre enlevés de T', ce qui prouve la
validité de 'opération (.1.

Nous faisons ensuite un appel récursif pour résoudre le probleme, ce qui valide
I'opération (3.1 par hypothese de récurrence.

Cas 3.2 : x n’a pas de fils entrant et a un pere sortant y (voir Figure
2.6.2). Comme zx et ses fils doivent étre 1-couverts et 1-séparés par le code,
alors nécessairement x et tous ses fils sont dans le code. Puisque les fils de x
ne l-couvrent qu’eux-mémes, alors on peut les enlever de V', d’ou la validité
de l'opération [3.2.

Cas (3.3 :  au moins un fils entrant et un fils sortant (voir Figure 2.6.3).
Le pere de z, y, peut étre entrant ou sortant. Un code 1l-identifiant de T
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contient nécessairement tous les fils entrants de x, et tous les fils sortants de
x sauf un. Nous pouvons donc mettre x et tous ses fils sauf un fils sortant
s dans C' — nous rappelons que l'opération («) ne requiert pas que les fils
sortants de x soient dans C'. Les fils de = sont donc tous 1-couverts et deux
a deux 1-séparés. Ils sont également 1-séparés de x, qui lui est 1-couvert et
1-séparé de son pere y.

Si y est un voisin entrant de z, alors y, des lors qu’il sera 1-couvert, sera
1-séparé de x et de ses fils.

Si y est un voisin sortant de z, alors y et s sont tous deux 1-couverts par
x. Pour les 1-séparer, il faut et il suffit de 1-couvrir y avec un sommet autre
que z. Si nous enlevons les fils de x de V, alors pour 1-séparer x de y il est
également nécessaire et suffisant de 1-couvrir y avec un sommet autre que x.
Nous avons reporté sur x 'information qu’il y avait un conflit entre y et s.
Dans les deux cas la situation de y est inchangée en enlevant les fils de = de
V', ce qui montre la validité de I'opération (3.3.

Cas (3.4 : x n’a pas de fils sortant, a au moins deux fils entrants, et a
un pere entrant y (voir Figure 2.6.4). Tout code 1-identifiant de 7' contient
nécessairement tous les fils de z, qui 1-couvrent et 1-séparent x de tout autre
sommet de T. Comme y est le pere entrant de z, alors y n’est pas 1-couvert
par z, et la situation de y est inchangée si I'on enleve x et tous ses fils de V/,
ce qui montre la validité de 'opération (3.4.

Cas 3.5 : x € (' n’a aucun fils sortant, a au moins deux fils entrants, et
a un pere sortant y (voir Figure 2.6.5). Tout code 1-identifiant de T' contient
nécessairement tous les fils de x, et y est 1-couvert et 1-séparé de z et s. Ceci
restant vrai apres 'opération 3.5, cette opération est valide.

Cas (.6 : z ¢ C n’a aucun fils sortant, a au moins deux fils entrants, et
a un pere sortant y (voir Figure 2.6.6). Tout code 1-identifiant de T" contient
nécessairement tous les fils de z.
Nous montrons que parmi tous les codes 1-identifiants de cardinalité mi-
nimum de T contenant C’, il en existe un ne contenant pas z. Soit K un
code 1-identifiant de T' contenant C' U {z}. Nous enlevons x de K et nous
considérons deux cas :
—Siy ¢ K, alors tout sommet de V'~ {y}, hormis x et ses fils, est 1-couvert
par un sommet de K qui n’est pas y. En ajoutant y a K nous obtenons un
code 1-identifiant de T" ne contenant pas x, de méme cardinalité que K.
— Siy € K, le seul probleme a considérer est le cas d’'un sommet z étant
1-couvert seulement par y : y et z ne sont plus 1-séparés par x. Mais dans
ce cas il suffit de rajouter z a K pour obtenir un code 1-identifiant de T' de
méme taille que K ne contenant pas x.
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Ainsi la situation de y est inchangée en enlevant z et ses fils de V, ce qui
prouve la validité de 'opération [3.6.

Cas (3.7 : x ¢ C n’a aucun fils sortant, a un seul fils entrant, et a
un pere entrant y (voir Figure 2.6.7). Tout code 1l-identifiant de 7" contient
nécessairement le fils de x. Soit K un code 1l-identifiant de cardinalité mi-
nimum de 7" contenant C’. Comme 2z et son fils sont 1-séparés par K, alors
soit x soit y est dans K. Ils ne peuvent étre tous deux dans K, parce que
sinon nous pourrions enlever x de K. De méme si K contenait x mais pas
y, alors nous pourrions remplacer z par y dans K. Ainsi il existe un code
1-identifiant de cardinalité minimum de T contenant C’, y, et ne contenant
pas z. Nous pouvons donc enlever x et son fils de V', ce qui valide 'opération

3.7,

Cas 3.8 : x € (' n’a aucun fils sortant, a un seul fils entrant, et a un pere
entrant y (voir Figure 2.6.8). Le fils de z est nécessairement dans C'. Comme
x et son fils ne 1-couvrent aucun autre sommet de 7', alors nous pouvons les
enlever de V', ce qui valide I'opération [3.8.

Cas (.9 : x n’a aucun fils sortant, a un seul fils entrant ¢, et a un pere
sortant y (voir Figure 2.6.9). Tout code 1-identifiant de T" contient ¢ et x, qui
1-couvre et 1-sépare y de x et t. Ceci reste vrai apres 'opération 3.9, qui est
donc valide.

Ceci montre que 'algorithme nous fournit un code 1-identifiant de cardi-
nalité minimum de 7', C', contenant le code partiel initial Cy. Dans le para-
graphe suivant nous étudions la complexité de I’algorithme.

2.2.3 Preuve de la linéarité de ’algorithme

L’arbre Ty est enraciné en un sommet f qui restera la racine de 7" jusqu’a
la fin de I’algorithme. Un parcours de T en largeur d’abord nous permet de
décrire Ty en donnant, pour chaque sommet, son pere et ses fils, ainsi que la
direction des arcs. Ce parcours est fait en un temps linéaire par rapport au
nombre de sommets de Tj.

Dans le Cas 1 (ou la profondeur de T est au plus un), ainsi que dans le
cas des opérations (a) et (5.1-8.4, 3.6-5.8, chaque arc entrant ou sortant de
f ou du porte-feuilles x n’est traité qu'une seule fois. Le traitement d'un arc
nécessite un nombre d’opérations élémentaires borné par une constante (voir
Figures 2.5, 2.6.1-2.6.4 et 2.6.6-2.6.8).

Les opérations 3.5 et (3.9 sont plus délicates, puisque nous créons de
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nouveaux arcs. A moins que nous n’appliquions 'opération 3.5 deux fois
sur le méme arc (avec y jouant le role de x), apres ces opérations les arcs
créés seront effacés lors de leur prochain traitement. Ainsi, afin de garantir
que nous n’appliquons pas l'opération (3.5 deux fois sur le méme arc, nous
décidons qu’a chaque application de l'opération 3.5 :

— l’arc (t,y) est créé en utilisant un sommet ¢ tel que l'arc initial (¢, x)
existait déja dans Ty (on peut toujours trouver un tel ) ; et, par consé-
quent :

— tous les arcs éventuellement créés par des opérations (3.5 et (3.9 ap-
pliquées précédemment sont effacés.

Ceci nous garantit qu’a chaque application d’une opération 3.5 ou 3.9 :

— tout arc entrant en x n’est traité qu’une seule fois,

— le seul traitement que puisse recevoir un arc créé par une opération (3.5
ou (3.9 est la suppression.

Nous pouvons donc conclure que le traitement de tout arc ne requiert qu’un
nombre d’opérations élémentaires borné par une constante, ce qui montre
que la complexité de ’algorithme est linéaire par rapport au nombre d’arcs
de Ty.

En fait, le point crucial est le choix d'un porte-feuilles x. Nous allons

toujours choisir un sommet qui n’est pas une feuille et a une profondeur
maximum sous cette contrainte. Ceci peut étre fait en temps linéaire de la
facon suivante.
Avant de démarrer I’algorithme, numérotons les sommets et construisons un
tableau A donnant les sommets par profondeur croissante. Le tableau A
peut étre construit en temps linéaire par un parcours en largeur d’abord.
L’appartenance a T est aussi stockée dans A. Plagons de plus un curseur
X qui, au début de l'algorithme, pointe sur le dernier élément de A : c’est
une feuille de plus grande profondeur, et son pere est un porte-feuilles de
profondeur maximum. Le curseur x pointe sur le sommet courant traité par
I’algorithme. A chaque fois que nous voulons trouver un porte-feuilles, nous
remontons depuis la position courante y dans A, et nous cherchons le premier
sommet appartenant a I’arbre courant : nous prenons son pére comme porte-
feuilles. Apres chaque opération effectuée dans 'algorithme ID-TREE, nous
mettons a jour 'appartenance a T et déplagons le curseur y d’une unité dans
A. Dans le cas des opérations 3.5 et (.9 (voir Figures 2.6.5 et 2.6.9), nous
n’avons pas besoin de considérer le changement de profondeur de la feuille
t : en effet, nous traiterons son nouveau pere y lorsque le curseur y pointera
sur x dans A. Dans ces cas, aucune information utile n’est perdue en laissant
derriere nous dans A le sommet t. Les opérations (5.5 et (3.9 sont les deux
seules pour lesquelles nous modifions la profondeur d’un sommet dans 7.
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Nous parcourons donc les porte-feuilles en un nombre d’opérations élémen-
taires qui est linéaire par rapport au nombre de sommets de Tj. Ainsi la
complexité globale de I'algorithme est linéaire.

Dans ce paragraphe et le paragraphe précédent, nous avons donc montré :

Théoréme 2.7 ([CGHLMM])

Etant donné un arbre orienté T = (V, A) et un sous-ensemble de sommets
Co CV, l'algorithme ID-TREE décrit au paragraphe 2.2.1 résout le probléeme
MIN-ID-CODE/ARBRE-OR/SOMMETS IMPOSES en temps linéaire par rap-
port au nombre de sommets de T : il retourne C' un code 1-identifiant de
T, contenant Cy, de cardinalité minimum parmi les codes 1-identifiants de T’
contenant Cy.

Dans le cas particulier ou Cy = 0, l’algorithme ID-TREE retourne un code
1-identifiant de cardinalité minimum de T'.

En ce qui concerne les codes t-identifiants, il est facile de voir que la
propriété “C est un code t-identifiant de G” est une propriété exprimable
dans le langage MS pour tout ¢ > 1 fixé, ou le langage MS est celui décrit
dans le Théoreme 2.1. Comme conséquence, nous obtenons directement que
la recherche de la cardinalité minimum d’un code (¢,< /¢)-identifiant est
linéaire si I’on se restreint aux arbres — et, de facon générale, ce probleme est
linéaire pour toute classe de graphes de largeur d’arborescence bornée par une
constante. Aucun algorithme ad hoc de construction d’un code t-identifiant
optimum n’est connu pour ce probleme.
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Chapitre 3

Classes de graphes particulieres

Dans ce chapitre nous étudions les codes identifiants pour trois classes de
graphes particulieres : les hypercubes, les grilles, et les cycles. Pour chacune
de ces familles nous donnons des bornes inférieures et supérieures sur la
cardinalité minimum d’un code identifiant. En début de chaque section nous
rappelons la définition des familles de graphes étudiées.

3.1 Hypercubes

L’hypercube de dimension n, noté @), est le graphe ayant pour ensemble
de sommets {0,1}", tel que uv est une aréte de @, si et seulement si u et v
different sur exactement une coordonnée. Alternativement, deux mots u et v
sont voisins dans @), si et seulement si leur distance de Hamming est égale
a 1, ou la distance de Hamming entre deux vecteurs u,v est définie comme
le nombre de coordonnées sur lesquelles u et v different. Dans cette section
d(u,v) désignera la distance de Hamming entre u et v.

Nous pouvons construire récursivement (),,.1 a partir de deux copies de
Qn, QL et Q?, en les joignant par un couplage connectant chaque u' € QL
avec son unique voisin u? € @Q?. Dans la suite nous verrons @,,; comme
deux copies jointes de (),, ce que nous noterons

Qui1 = Q=07

L’unique voisin v* € Q! d’un sommet v? € Q? sera appelé le jumeau de v?.
La cardinalité minimum d’un code t-identifiant de @, sera notée M;(Q,,).

Les hypercubes sont des graphes tres étudiés. En particulier, ils ont des
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propriétés qui intéressent les constructeurs de machines dédiées au calcul
parallele. Par exemple, la compagnie nCUBE construit des serveurs basés
sur cette architecture [NCube]. La Connection Machine CM-2 de Thinking
Machines Corporation était également basée sur une topologie en hypercube
[Hil85]. Dans le cas des codes identifiants, il existe une littérature relativement
vaste sur le sujet. Historiquement, les premiers articles parus au sujet des
codes identifiants donnaient une large place a I’étude des hypercubes (voir
par exemple [BHL00, BHL0O1, KCL98, KCLA99)).

Cependant, de nombreuses questions sur les codes identifiants dans les
hypercubes restent sans réponses. Par exemple, M;(Q),,), la cardinalité mini-
mum d’un code t-identifiant de @,,, n’est pas connue pour tout n > 1. Une
boule de rayon t ayant pour cardinalité

Z() ~ o ()

dans @, le Théoreme 1.7 nous dit que, pour tout ¢t > 1 fixé, la cardinalité
minimum d’un code t-identifiant de (),, est exponentielle en n :

MAQ) > i~ @@).
>ico () +1 nt

M. G. Karpovsky, K. Chakrabarty et L. Levitin [KCL98] ont affiné cette
borne dans le cas t =1 :

Théoréme 3.1 ([KCL98])

n2n+1
M(Q,) > ————.
1(@n) 2 nn+1)+2
Ils proposent de plus la construction suivante :

Théoréme 3.2 ([KCLA99])

Soient n > 3 et t < n/2. Soit C* un code couvrant optimum de @, de rayon
de recouvrement 2t. Alors le code C' = {w|Jv € C*, d(v,w) =t} est un code
t-identifiant de Q. O

Ceci implique :

Corollaire 3.1 ([KCLA99])
Pourn > 3 ett < n/2, soit K(n,t) la cardinalité minimum d’un code cou-
vrant de rayon t de Q. Alors My(Q,,) satisfait l'inégalité suivante :

M(Q,) < (?)K(n,%). O
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Des tables de valeurs de K (n,t) pour n < 33, ¢ < 10 peuvent étre trouvées
dans [CHLL97].

Une autre question naturelle concernant les codes identifiants dans les
hypercubes est la conjecture que font U. Blass, [. Honkala et S. Litsyn dans
[BHLOO] :

Conjecture 3.1 ([BHLO0O])
Pour tout t > 1, la fonction n +— M(Q,) est monotone, i.e. pour tout
t,n>2t+1 ona

Mt(QnJrl) > Mt(Qn)

Dans le cas des codes couvrants, la question précédente est triviale : si C
est un code couvrant de Q,.; = Q=Q?, il suffit de projeter tout sommet
u? € Q%> N C sur son jumeau u' € Q! pour obtenir un code couvrant de Q).
Dans le cas des codes identifiants, cet argument ne fonctionne plus : projeter
tout u? € Qi N C' sur son jumeau u' ne nous fournit pas nécessairement un
code identifiant de QL (voir par exemple le cas de la Figure 3.1).

FIG. 3.1 — On projette a® et ¢* sur leurs jumeauz respectifs a' et c', mais
cela ne nous fournit pas un code 1-identifiant de Q} : a et ¢ ne sont pas
1-séparés.

Dans le cas t = 1, nous pouvons cependant adapter cet argument et
faire tout de méme une projection. La différence est que 'on ne projete plus
nécessairement v? sur son jumeau v', mais éventuellement sur un sommet
de N (v') N QL. Le théoreme suivant répond a la conjecture 3.1 dans le cas
t=1.

Théoréme 3.3 ([Monb])
Pour tout n > 2 on a

Ml (Qn) < Ml (QnJrl)'
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Preuve : Soit C' un code 1-identifiant de ), 1. A partir de C' nous allons
construire un code C qui identifie les sommets de Q! entre eux. C sera tel
que |C] < |C] et |C N Q2| =0.

Nous commencons par poser C = C, et procédons par induction sur
ICNQ2. Si|CNQ2| =0, alors il n'y a rien a faire. Sinon, soit u? € C. Nous
projetons alors u? sur un 7(u?) € Q! comme suit :

(a) Si I,(ut,C) ~ {u?} est encore distinct de tous les autres ensembles

identifiants 7,(v', C), vy # uq, alors 7 (u?) = ul

(b) Sinon il existe un et un seul v! # u! tel que I,(u!, C)~{u2} = L,(v*, C),

et nous posons dans ce cas 7(u?) = w!, ot w! est un sommet arbitraire

choisi parmi les sommets de (]t(ul, C)AL(v*, CN’)) naQ..

Nous affirmons que €'« C' U {r(u2)} ~ {u2} est un code qui identifie les
sommets de QL. Par définition de 7, les sommets de Q! ont des ensembles
identifiants I;(v, 5) non vides et distincts. Il reste seulement a vérifier que
dans le cas (b) il 0’y a qu'un et un seul v' # ut tel que I,(ul, C) ~ {u?} =
L(v',0). 8l y avait un autre w' tel que I(u', C) ~ {u?} = L(w",C), nous
aurions I,(w',C) = L,(v*,C), et C ne serait pas un code l-identifiant de
Q1. Clairement, nous avons |C| < |C], et |C N Qni1] = 0N Qpia] — 1, et
nous pouvons appliquer I’hypothese de récurrence sur C. O

Il nous semble étonnant que la Conjecture 3.1 ne soit pas entierement
résolue a ce jour, tellement le résultat annoncé parait naturel.

3.2 Grilles et Bandes

La grille n-dimensionnelle (infinie) est définie comme le graphe ayant
pour ensemble de sommets Z™ et pour ensemble d’arétes {uv | di(u,v) = 1},
ot di(u,v) = Y 1, |v; — w;|. Alternativement, d;(u,v) est la longueur d’un
plus court chemin entre u et v. La distance d; est parfois appelée distance de
Manhattan, ou encore distance de Lee.

Ici, nous désignons simplement par grille la grille bidimensionnelle. La
bande de hauteur k désigne le sous-graphe Sy de la grille induit par le sous-
ensemble de sommets {1,...,k} X Z, et demi-bande de hauteur k le sous-
graphe S;" de la grille induit par le sous-ensemble de sommets {1,...,k} x N.
Nous appelons grille k x n (finie) le sous-graphe Gy, de la grille induit par
le sous-ensemble de sommets {1,...,k} x {1,...,n}.

Les grilles finies sont des structures de graphes tres étudiées, en particu-
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lier elles sont souvent utilisées comme structure de machines paralleles. Par
exemple, le PARAGON d’Intel [IC91] ou le DAP d’AMT [BLP90] sont basés
sur des topologies de grille bidimensionnelle.

Nous rappelons que, pour un graphe fini ou infini G, la densité d'un code
t-identifiant de G est définie comme suit.

Soit vy un sommet quelconque de G, et pour tout n € N soit B, (vy) la
boule de rayon n centrée en vy : B,(vo) = {z | di(x,v9) < n}. La densité
d(C,G) d’un code t-identifiant C' de G est définie comme étant la limite :

L |C'N By (vo)]
d(C, Q) = hinjogp B

On note d;(G) l'infimum de la densité d’'un code t-identifiant de G. Dans

le cas ou G est fini, on a d;(G) = |C*|/|G|, ou |G| désigne le nombre de
sommets de G et ou C* est un code t-identifiant de cardinalité minimum de

G.
11 est facile de voir que
di(Sy)) = di(Sk)

pour tout k£ > 1. En effet, si C' est un code t-identifiant de la bande Sy, alors,
apres un nombre fini de modifications sur la trace de C sur {1,...,k} x N,
on peut obtenir un code t-identifiant de la demi-bande S;" (voir Figure 3.2).
Ainsi d; (§") < d}(Sk).

I

Fia. 3.2 — Créer un code 1-identifiant de Sgr a partir de la trace sur S;
d’un code I-identifiant de Ss. Il suffit d’ajouter un sommet a la trace de C
sur {1,...,3} x N pour obtenir un code t-identifiant de la demi-bande S;.

D’autre part, soit C' un code t-identifiant de la demi-bande S;". En recol-
lant deux copies de S; par leurs premieres colonnes on obtient une bande
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Si. 1l suffit alors de faire un nombre fini de modifications sur les deux co-
pies de C' pour obtenir un code t-identifiant de Sy (voir Figure 3.3). Ainsi
d; (S)7) = di (S).

[ R

oo R
ol S
\

Fi1a. 3.3 — Code 1-identifiant de Ss obtenu a partir de deux copies d’un code
1-identifiant de Sgr.

Nous avons donc montré :

Proposition 3.1 ([BCHLO04])
Pour tout k>1 on a

d;(8)) = di(S). O

Dans la suite nous n’étudierons donc que la bande, les résultats sur la
demi-bande se déduisant trivialement de la proposition précédente.

Dans la sous-section suivante nous donnons les valeurs exactes de d;(Sy)
et di(Sy). Dans la deuxieme sous-section nous donnons, dans le cas général,
des bornes inférieures et supérieures sur dj(Sy) et dj(Grxn). Puisque nous
ne nous intéressons ici qu’aux codes 1-identifiants, pour plus de simplicité le
terme “code identifiant” sera utilisé a la place de “code 1-identifiant” dans
cette section. De méme nous dirons, respectivement, “couvrir” et “séparer”
au lieu de “l-couvrir” et “l-séparer”.

Les résultats présentés dans cette section proviennent de [DGMO4]. Ils
sont le fruit d’un travail réalisé avec M. Daniel lors de son stage de DEA en
2003 [Dan03].
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3.2.1 Bandes de petite taille

Proposition 3.2 ([DGMO04])
Nous avons dj(S1) = § et dj(Sy) = 2.

Preuve : Soit C' un code identifiant de S;. Pour tout ensemble X =
{u,v,w,t} de quatre sommets consécutifs de S, on a |C' N X| > 2. En effet,
si |C'NX| =1, alors soit les sommets v, w ont le méme ensemble identifiant
(cas CNX = {v} ou CNX = {w}), ou un des sommets v, w n’est pas couvert
(cas CNX ={ufouCNX ={t}). SiCNX =0, alors v et w ne sont
pas couverts. Ainsi dj(S;) > % Pour conclure nous exhibons en Figure 3.4

un code identifiant de S; de densité % Soit C' un code identifiant optimum

Fi1a. 3.4 — Un code identifiant périodique de S de densité %

de S;. Nous pouvons supposer que sa densité est strictement inférieure a %
I est en effet facile d’exhiber un code identifiant de Sy de densité < % (voir
par exemple la Figure 3.8).

Appelons colonne de S, toute paire de sommets (u,v) telle que u — v =
(0,£1). Une colonne (u,v) est dite de type k si |C' N {u,v}| = k, pour k =
0,1,2. Nous disons qu’une colonne de Sy est isolée si c’est une colonne de
type 0 qui n’est adjacente a aucune colonne de type 2.

Nous pouvons supposer que :

Il n’y a pas trois colonnes consécutives de type 2 dans Ss. (3.1)

Supposons le contraire. Soit (u,v) une colonne de type 2 adjacente a
deux colonnes de type 2. En ce cas, nous pouvons enlever le sommet u de
C' et obtenir un autre code identifiant de S; ayant la méme densité que C.
En faisant cela pour toute telle colonne de type 2, nous obtenons un code
identifiant de Sy, qui satisfait (3.1), et qui a une densité inférieure ou égale
a celle de C.

Nous pouvons de plus supposer que :

Aucune colonne de type 2 n’est adjacente a une colonne de (3.2)
type 2 et a une colonne de type 1.
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Supposons le contraire. Soit (u,v) une colonne de type 2 adjacente a une
colonne (z,y) de type 2 et a une colonne (z,a) de type 1. Sans perte de
généralité supposons que a ¢ C et que a —v = (1,0). Selon le type de 'autre
colonne adjacente a (z,a), nous pouvons soit déplacer, soit supprimer v de
C, et obtenir un autre code identifiant de S, ayant la méme densité que
C'. En effet, soit (b,c) Pautre colonne adjacente a (z,a), et supposons que
b—2z=(1,0). Sibe C, alors C \ {v} reste un code identifiant de S. Sinon,
alors '\ {v}U{a} est un code identifiant de Sy. Remarquons que ce procédé
n’ajoute aucune colonne de type 2 adjacente a une colonne de type 2 et a une
colonne de type 1. En répétant ceci pour toute telle colonne de type 2, nous
obtenons un autre code identifiant de S, satisfaisant (3.2) ayant une densité
inférieure ou égale a celle de C.

Enfin, nous pouvons supposer que :

Toute colonne de type 2 est adjacente a une colonne de type 0. (3.3)

Grace a (3.1) et (3.2), nous savons que le seul cas a traiter est le cas ou
une colonne de type 2 est adjacente a deux colonnes de type 1. Soit (u,v)
une telle colonne, et soit (z,y) la colonne adjacente a (u,v) telle que y € C
et y — v = (1,0). Nous allons procéder a ce que nous appelons le principe de
décalage a droite, qui consiste a enlever y de C', et a éventuellement ajouter
a C' un nouveau sommet appartenant a la partie droite de la bande Sy (voir
I'illustration de ce principe en Figure 3.5). Cette procédure transforme (z,y)
en une colonne de type 0 qui est adjacente a (u,v).

Soient a, z,b,c,r,d, s,t les sommets des quatre colonnes consécutives sui-
vant (z,y) comme en Figure 3.5. Si C' \ {y} est encore un code identifiant
de S,, alors nous pouvons enlever y a C' et nous avons terminé.

Sinon, nous affirmons que, soit C' \ {y} U{z}, soit C' \ {y} U{b}, est un
code identifiant de Sy. En effet, si ni C'\ {y} ni C' \{y} U{z} n’est un code
identifiant de Ss, cela signifie que y est nécessaire pour séparer z de I'un des
sommets a ou c. Dans ce cas, remplacer y par b sépare z de a et ¢, et nous
obtenons un code identifiant de Sy ayant une densité égale a celle de C'.

Nous voulons répéter cette procédure pour toute colonne de type 2 voisine
de deux colonnes de type 1, pour obtenir un code identifiant de Sy satisfaisant
3.3. Cependant, ce procédé peut éventuellement créer de nouvelles colonnes
de type 2 voisines de deux colonnes de type 1 (voir par exemple le cas décrit
en Figure 3.5). En ce cas, nous appliquons le procédé de nouveau, et ainsi de
suite tant que, en appliquant le procédé, nous créons de nouvelles colonnes
de type 2 voisines de deux colonnes de type 1. Nous affirmons que nous
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u X a b r s
v y z c d t
Fi1a. 3.5 — Illustration du principe de décalage a droite.

n’appliquons le procédé quun nombre fini de fois.

En effet, il suffit de remarquer que ce procédé crée une colonne de type
2 voisine de deux colonnes de type 1 si et seulement si nous sommes dans le
cas décrit en Figure 3.5, ott 'on a remplacé y par b pour séparer z de a (en
effet, remplacer y par z ne peut pas créer une telle colonne, et si nous voulons
séparer z de ¢ alors nous savons que d ¢ ). Dans ce cas, (r,d) devient une
nouvelle colonne de type 2 voisine de deux colonnes de type 1.

Si I'application répétée de ce procédé ne termine pas, cela signifie qu’il y
a une succession infinie de tels "blocs” u, v, x,y, a, z,b,c. Comme la densité
d’un tel bloc est supérieure ou égale a %, alors nous obtenons une demi-
bande S5 C S, qui est telle que C' NS a une densité supérieure ou égale a
%. Ceci est une contradiction puisque nous pouvions supposer que C' avait une
densité strictement inférieure a % (en effet, cela signifie que le complémentaire
de 8§ a une densité d < d(C,8y) = d;j(Sz), ce qui est absurde puisque
di(S2) = di(Sy)).

Ainsi, le voisinage NV d’une colonne isolée est nécessairement identique
(aux symétries pres) a celui décrit en Figure 3.6. Ceci peut étre obtenu par
une étude exhaustive (les premieres et dernieres colonnes sont obtenues en

utilisant (3.3)).

F1G. 3.6 — Voisinage N' d’une colonne isolée.
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Pour finir, nous avons besoin de prouver que :

Aucune colonne de type 2 n’est adjacente a deux colonnes de (3.4)
type O.

En effet, dans le cas contraire, les deux sommets u, v d’une telle colonne
auraient le méme ensemble identifiant {u, v}.

Grace a (3.4), nous savons qu'il est possible de partitionner Sy en des
blocs NV, et en d’autres blocs, décrits en Figure 3.7.

¢ lee e

F1G. 3.7 — Blocs partitionnant Sa \ {toutes les copies du bloc N'}.

Comme d(C,N) =

% t pour tout bloc B décrit en Figure
3.7, alors on a d(C,S,) > 2.

1
2

Pour conclure nous donnons en Figure 3.8 un code identifiant de Sy de
densité 2. O

F1G. 3.8 — Un code identifiant périodique de So, de densité %

Nous pouvons utiliser la méme technique pour trouver la densité optimum
d’un code identifiant du chemin :

Proposition 3.3 ([BCHL04, DGMO04])

Soitn > 2 et soit P, le chemin de longueurn. Alors on a dj(P,) = [*F*] /n.0

3.2.2 Bornes générales
Nous allons donner des bornes inférieures et supérieures de dj(Grxn) et

df(Sk) valables pour tout k et n assez grands. Nos calculs sont basés sur le
résultat suivant :
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Théoréme 3.4 ((CGHLMPZ99, LM))

Nous avons 7

(7% = —. O
() = 5

Ce résultat est du, d’'une part, a G. Cohen, S. Gravier, I. Honkala, A. Lob-
stein, M. Mollard, C. Payan et G. Zémor [CGHLMPZ99] — qui ont montré
que di(Z?) < % en exhibant un code ayant cette densité — et, d’autre part, a
S. Litsyn et Y. Merksamer [LM] — qui ont montré que di(Z*) > & en affinant

la méthode d’investigation initiée en [CHLZ99).

Pour obtenir des bornes sur, par exemple, d}(Ggxn), l'idée est la sui-
vante. Considérons un code identifiant Chy, de la grille Giy,. Si I'on pave
la grille infinie Z? avec des copies de Gy, et de Clyy, alors nous obtenons
C un code couvrant de Z?. C n’est pas nécessairement un code identifiant
de Z? : les sommets appartenant aux “bords” de deux copies de Gy, ne
sont éventuellement pas séparés par C' (voir par exemple la Figure 3.9). Mais
il suffit alors de faire un nombre raisonnable de corrections (c’est-a-dire un
nombre linéaire en k + n) sur chaque copie de Cjy, pour obtenir C' qui
soit un code identifiant de Z? (voir Figure 3.9). Ceci nous fournit une borne
inférieure sur dj(Grxn)-

,,,,,

,,,,,

,,,,,

fffff

FI1G. 3.9 — Soit C le code couvrant de la grille infinie Z? obtenu par transla-
tions d’un code identifiant de la grille finie G5«5. Les deux sommets en gras,
appartenant auzr bords de deux copies de Gsxs, ne sont pas séparés par C.
Cependant il suffit d’ajouter un voisin quelconque de l'un de ces deux som-
mets a C pour obtenir un code qui, par translation, est un code identifiant
de la grille infinie 7.2.

Pour obtenir une borne supérieure sur di(Grx,), nous commengons par
considérer C' un code identifiant de la grille infinie Z2. La trace de C sur une
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sous-grille Gixn de Z? nous donne un code Cjy,, qui identifie les sommets de
I’ “intérieur” de Gy, mais éventuellement ne couvre ou ne sépare pas certains
sommets du “bord” de Gix,. En faisant un nombre linéaire (en k + n) de
modifications sur Cyy,, nous pouvons donc obtenir un code identifiant C,,
de Grxn- Ceci nous fournit une borne supérieure sur di(Grxn)-

Cette technique intuitive de “couper-coller” nous avait déja permis de
trouver des bornes générales pour un autre probleme, le probleme de A-
dislocation dans les graphes [GMP].

Théoréme 3.5 ([DGMO04])
Pour tout k> 3 on a

2. 7 2
< dY(S) < min[Z. —4+Z2
20 25 = 4l k>_mm<5’20+k)
et pour tout k,n > 2 on a

7 lk+n 7 k+n—2
< dr < — -
>~ dl(gkxn) = 90 + 2 kn

20 2 kn

Preuve : Comme nous utilisons la méme technique pour Sy et Giy.,,, nous
allons ici seulement donner la preuve pour Sy. La preuve pour G, peut étre
facilement déduite de celle pour S.

La borne supérieure % provient du fait que I'ensemble de sommets {(u, v) €
{1,...,k} xZ | vmod 5 € {1,3}} est un code identifiant de Sy pour tout
k > 3 (voir Figure 3.10).

F1G. 3.10 — Un code identifiant périodique de S3, de densité %

Pour I'autre borne supérieure, soit C' un code identifiant optimum de Z2.

Par le Théoreme 3.4 nous savons que la densité de C' est égale a %. Donc
pour tout k > 3 il existe une bande S, incluse dans Z? telle que la trace de
C sur S; a une densité inférieure ou égale a %. Noter que C), ;= C N Sy, la

trace de C sur S, n’est peut-étre pas un code identifiant de Sy. Soit alors
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Cr = CpyU{1,k} X Z : nous affirmons que C}, est un code identifiant de Sk.

En effet, il suffit de remarquer que tous les sommets de SyN{2,..., k—1} xZ

sont déja couverts et séparés entre eux par C}, et séparés des sommets du

bord Sp N {1,k} x Z. Restent donc a couvrir et séparer les sommets de

Sk N{1,k} X Z, ce que 'on peut faire, par exemple, en ajoutant {1,k} x Z a

C. On obtient alors C}, qui est un code identifiant de S;. La densité de Cj,
1

étant inférieure ou égale a E% X (k42), on obtient donc la borne escomptée :

* / 7 2
di(Sk) < d(C, Sk) < 20t

Pour la borne inférieure, considérons C' un code identifiant optimum de
S;.. Lorsque 1'on pave Z? par translations de Sy, et O, on obtient C' un code
couvrant de Z?. Nous allons modifier C;, en un code Cj, tel que la translation
de C), est un code identifiant de Z2. 1l est facile de voir que, lorsque 1'on
translate (', les seuls cas dans lesquels deux sommets de deux copies de S
ne sont pas séparés, sont les cas décrits en Figure 3.11.

Fi1G. 3.11 — Cas ot deuzx sommets de deur copies de Sy, ne sont pas séparés
par les translations de C}. Les sommets hachurés sont des sommets dont
Uappartenance a Cy, n’est pas spécifiée.

Pour toute paire de sommets (x, z2) qui ne sont pas séparés apres trans-
lation de C}%, il suffit alors d’ajouter v a C} pour obtenir un code couvrant
de S; qui sépare x; et w9, ou v est le sommet décrit en Figure 3.11. Nous
obtenons alors C}, un code identifiant de Sy, tel que sa translation de vecteur
(0, k) est un code identifiant C” de Z?. On a alors

v

1
- > ! — ! 2 >
d(C’k,Sk)—i—Qk > d(C, Sk) aCc',z=) > 50"
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ce qui conduit a I'inégalité annoncée. O

Ces méthodes peuvent étre facilement transposées a d’autres types de
réseaux, en particulier aux grilles triangulaire, hexagonale et royale, déja
considérés dans [CHHLO1, CHHL04, CHL02a, CHLZ99]. Nous pourrions
également étendre nos résultats au cas des codes t-identifiants, avec t > 2.
La seule différence est qu’il faudrait considérer t lignes sur le bord des grilles
au lieu de une dans le cas des codes 1l-identifiants. Nous trouverions alors
des bornes en d}(Z?) & O(t(k + n)). Le point ennuyeux dans ceci est que la
densité optimum d'un code t-identifiant de Z? n’est pas connue dans le cas
général t > 2. Nous disposons des bornes suivantes :

3
di (7% > g4 Pow tout ¢t > 2,

2
di(7*) < 5 pour tout ¢ > 2, t pair,

2
&(7%) < t

————— pour tout t > 2, t impair.
= 2 _o2t+17 =& timp

La borne inférieure provient de [CHHLO1], et les bornes supérieures de [HLO2b].
Pour des petites valeurs de ¢ il existe de meilleures bornes supérieures pro-
venant de constructions ad hoc [CHLO02a].

Les codes (1, < f)-identifiants ont aussi été étudiés dans Z?2, pour £ = 2,3
[HLO03a]. Les méthodes que nous venons de présenter sont bien entendu sus-
ceptibles d’étre appliquées dans ces cas-la aussi.

Nous savons qu’il existe des codes t-identifiants optimaux périodiques
de la bande S, et nous savons que la période est bornée par une certaine
constante C' = C(t) (voir le Théoreme 2.3). Ainsi, pour rechercher un code
t-identifiant optimum périodique dans la bande S, nous pouvons nous ra-
mener a rechercher des codes t-identifiants (non nécessairement périodiques)
dans les tores 7; pour tout [ < C. Un tore de longueur inférieure ou égale a
C'(t) ayant un code t-identifiant de densité minimum nous fournira alors un
code t-identifiant périodique de la bande S;. L’étude des codes identifiants
dans les tores est donc une activité qui est tres liée a celle de 1’étude de tels
codes dans les bandes.

Les tores étant des produits de cycles, ’étude des cycles est donc une voie
possible pour comprendre les codes identifiants dans les bandes et les grilles,
ce qui nous amene a la section suivante...

74



3.3 Cycles

Dans cette section nous étudions les codes t-identifiants dans les cycles
non-orientés pour tout ¢ > 1. Le cycle a n sommets sera désigné par C,, et
ses sommets par vg,vq,...,v,_1. Pour n assez grand, nous allons résoudre
completement le cas n pair pour tout ¢t > 1, et nous allons donner des bornes
pour le cas n impair, qui s’avere plus difficile. La cardinalité minimum d’un
code t-identifiant de C,, sera noté M,(C,).

Les résultats présentés ici proviennent de [GMS] et [BCHLO04]. Les résultats
de [GMS] ont été en partie obtenus en collaboration avec A. Semri lors de
son séjour a Grenoble en hiver 2002-2003.

3.3.1 Borne inférieure générale

Pour commencer, nous allons donner une borne inférieure générale sur
M;(C,,), basée sur le fait qu'un code t-identifiant est nécessairement un code
t-séparant deux sommets consécutifs du cycle.

Théoréme 3.6 ([GMS])
Pour tout t > 1 et toutn > 2t + 2, on a

n
Mi(Ca) = pged(2t+1,n) {2 peed (2t + 1 nJ |

Preuve : Soient t > 1 et n > 2t + 2, et soit C' un code t-identifiant de C,,.
Nous savons que C' est aussi un code t-séparateur de C,,. Puisque pour tout
i € Zy nous avons By(v;))ABy(viy1) = {vi¢, viz144}, alors pour tout i € Z,
I'un des deux sommets v;_; ou v;114+ doit appartenir a C'.

B,(v)
\ixiiiﬁ/é‘//’ S e \\*\i\} Vv \

Fi1a. 3.12 — Un des deux sommets v;—y ou v;y14¢ appartient a C.

Soit C{,, ,, le graphe ayant pour ensemble de sommets {v; | i € Z,} tel que
Vi_tVj1¢11 SOit une aréte de Cén ;) pour tout ¢ € Z,. D’apres ce qui précede,
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I’ensemble C' couvre toutes les arétes de Cén’t) : C est donc un transversal de
En, " Ainsi, la cardinalité minimum d’un transversal de Cém ;) est une borne
inférieure pour la cardinalité de C.

Soit a = pged(2t 4 1,n), et soit n' = 2. CEn,t) est I'union disjointe de a
cycles de n’ sommets. La cardinalité minimum d’un transversal de chacun de
ces cycles étant (%ﬂ, on obtient

qui est 'inégalité annoncée. O

Ce résultat généralise le Théoreme 9 de [BCHLO4]. En général, un code
t-séparateur de C, n’est pas un code t-identifiant de C,. Il peut par exemple
arriver qu’'un des sommets de C,, ne soit pas t-couvert par un transversal de
Clny (voir Figure 3.13). Et méme dans le cas ou tous les sommets de C,
sont t-couverts, il peut arriver que deux sommets (non-consécutifs) de Cén’t)
ne soient pas t-séparés (voir Figure 3.13).

Un transversal de C';, ;) qui Un transversal de C' ;5 qui 7-couvre tous les
ne 1-couvre pas un sommet sommets de C,, mais ne 7-sépare pas certains sommets

Fic. 3.13 — Un transversal de Cén " n’est en général pas un code t-identifiant
de Cy,.

3.3.2 Cas n pair

Dans le cas ou n > 2t + 4 est pair, nous avons de la chance car les choses
décrites en Figure 3.13 ne se produisent pas. En effet, la borne inférieure du
Théoreme 3.6 donne simplement 7, et 'ensemble {v; | 1 < i < n,4 impair}
est un code t-identifiant trivial de C,,. On retrouve ainsi le résultat suivant :
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Théoréeme 3.7 ([BCHLO4])
Pour tout t > 1 et n > 2t + 4, n pair, on a

Dans la situation extréme ou n = 2t+ 2, la situation est un peu différente.
Pour tout v; € V', By(v;) consiste en tous les sommets du cycle sauf le sommet
Virrr1. Comme au plus un sommet du cycle peut étre couvert par C' tout
entier, alors ceci implique que M;(Cay;12) > n— 1, et comme pour tout v € V,
V ~ {v} est un code t-identifiant de C,,, alors on a :

Proposition 3.4 ([BCHLO04])
Pour toutt > 1, on a

Mt(czt+2) - Zt—l—l |:|

3.3.3 Cas n impair

Dans le cas ou n est impair, la borne inférieure du Théoreme 3.6 n’est
en général pas atteinte. Dans le paragraphe suivant nous donnons une borne
supérieure de M,(C,) qui differe d’au plus ¢ de la borne inférieure. Ensuite,
nous étudions les cas particuliers t = 1, n = 2t + 3 et 2¢ + 1 | n. Enfin, nous
donnons des conditions sur ¢ et n pour que la borne inférieure soit atteinte.

3.3.3.1 Une borne supérieure

Lemme 3.1 ([GMS])
Pour tout t > 1 et n > 2t + 3 impair on a

1
MAC) < "ot
Preuve : Nous montrons que 'ensemble C' :={v; | i =0,...,2t+ 1} U{v; |

i impair , 2t4+3 < ¢ < n—1} est un code t-identifiant de C,,. Appelons barriére
I'ensemble B := {v; | i =0,...,2t+1}. On dira qu'un sommet v; € V' touche
la barriere si et seulement si By(v;) N B # (. 11 est facile de voir que tous les
sommets de C, sont t-couverts par C. Il nous reste donc a montrer qu’ils sont
tous t-séparés par C. Tout d’abord, montrons qu’un sommet v; touchant la
barriere est t-séparé de tout sommet v; # v;. En effet, si v; ne touche pas
la barriere alors v; et v; sont trivialement t-séparés, car la barriere est un
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sous-ensemble de C'. Si v; touche lui aussi la barriere, alors par symétrie il
suffit de considérer le cas t+1 <i < j <n—t—1, ol v; et v; sont t-séparés
par v, et lecast+1<i<n—t—1,—t <j <t ouw; et v; sont t-séparés
par vo. Enfin, il nous reste & montrer que deux sommets v; et v; ne touchant
ni 'un ni l'autre la barriere sont t-séparés, ce qui est facile : supposant i < 7,
si j =i+ 1 alors ils sont, soit séparés par v;_4, Soit par vy 14 (Soit i — ¢ soit
i+t + 1 est impair) ; et dans les autres cas ils sont t-séparés, soit par v;_,
soit par v;_¢11. O

Ce résultat nous dit que M;(C,) se trouve dans un intervalle d’amplitude
au plus t. Pour mettre ceci en évidence, on peut reformuler le Théoreme 3.6
avec ce dernier lemme :

Théoréme 3.8 ([GMS])
Pout tout t > 1 et n > 2t + 3 impair, on a

+ 1. U

n;1+pgcd(2t4;1,n)—1 < M) < n;tl

Parfois c¢’est la borne supérieure qui sera atteinte et non la borne inférieure
(par exemple lorsque ¢t = 1), éventuellement les deux a la fois (lorsque 2t + 1
divise n), et parfois ni I'une ni l'autre (par exemple dans le cas ou n = 2t+3).
Ce sont ces cas que nous allons étudier dans la suite.

3.3.3.2 Cas particuliers

3.3.3.2.1 Cast=1

Sit =1, alors pour tout n multiple de 3 les deux bornes du Théoreme 3.8
sont égales; dans le cas général on n #Z 0 [3] alors c¢’est la borne supérieure
qui est atteinte :

Théoreme 3.9 ([GMS])
Pour tout n > 7, n impair, on a
n+1

Preuve : Soit n > 7 impair. Par le Théoreme 3.8 il suffit de montrer qu’il
n’existe pas de code l-identifiant de C, de cardinalité ”T“ Par I'absurde,
supposons qu’il existe C' un code 1-identifiant de C,, de cardinalité ”T“ Dans
ce cas, il y a au moins deux sommets de C' qui sont consécutifs sur le cycle,
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disons vy et vy sans perte de généralité. Pour séparer v; de vy, soit vy soit
vg appartient aussi a C'; disons vz € C, toujours sans perte de généralité.
Nous avons alors |I;(vq, C')| = 3, et pour tout ¢ € C'\ {vy} il y a au plus un
sommet ayant {c} comme ensemble identifiant. Ceci nous donne

n—1
3IC] > ) (v, C)] = 1x3+(|C|—1)x 2+ (n—|C|) x 1.
=0
Puisque |C| = ”TH, alors il y a égalité, et on a :

Pour tout ¢ € C' \ {v9} il y a un sommet ayant {c} comme (3.5)
ensemble identifiant.

En particulier, vy € C' (considérer ¢ = vy), vy & C, et vs € C (prendre
¢ = v3). Pour 1-couvrir vs il nous faut alors vg € C. Sin = 7, alors il y a
contradiction car Iy (vs,C') = I;(vg, C') = {vg}. Sinon, n > 9 et v; € C pour
1-séparer v5 de vg. Ensuite, vg € C' pour 1-séparer vg de v7, ce qui reporte la
contradiction sur vz, qui viole la condition (3.5). a

Pour compléter I’étude des cycles impairs dans le cas ou t = 1, il est utile
de préciser que M;(Cs5) = 3 (C5 n’admet pas de code 1-identifiant).

3.3.3.22 Casn=2t+3

Dans ce cas aucune des bornes du Théoreme 3.8 n’est atteinte, et la valeur
de M,(C,) est | %] :

Théoréme 3.10 ([GMS])

Pour toutt > 1, on a

4t

M,(Corss) = bJ +2.

Preuve : Soit C' un code t-identifiant de Cy; 3. Pour tout ¢ on a alors

It<vi—t—17 C) == C AN {UZ',UZ‘+1}. (36)

Par conséquent :

(a) il y a au plus une paire {v;, v;41} telle que v; & C et vy € C';

(b) il n’y a aucune paire {v;, v;42} telle que v; € C et vipo & C.
En effet, (a) s’ensuit de (3.6), et (b) provient du fait que [;(v;_y_1,C) #
Ii(v;_y, C). Partitionnons alors les sommets de Cy 13 en ensembles de trois
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sommets consécutifs, plus éventuellement un ensemble de un ou deux som-
mets. S'il y a une paire {v;, v;11} telle que v; & C et v;; ¢ C alors on peut
partitionner les sommets de sorte que v; et v;;1 ne soient pas dans la meéme
partie (par (a) il existe au plus une telle paire). Par (b), toutes les parties
a trois sommets de la partition contiennent au moins deux éléments de C.
L’inégalité M, (Cory3) > LQ—”J en découle, et pour conclure il suffit d’exhiber

3
des codes t-identifiants ayant la cardinalité désirée (voir Figure 3.14). 0

C=(v|0<i<n—1,i=1 [3]vi=2[3]}]
O

C=(v]|o<i<n—2,i=1[3|vi=2 [3]}

i

F1aG. 3.14 — Codes t-identifiants de cycles de 2t + 3 sommets.

3.3.3.2.3 Cas ou 2t + 1 divise n

Les deux bornes du Théoreme 3.8 sont égales si et seulement si pged (2t +
1,n) = 2t 4+ 1, c’est-a-dire 2t + 1 divise n, d’ou :

Théoréme 3.11 ([GMS])
Soit t > 1, et soit n > 2t + 3 un entier impair tel que 2t + 1 divise n. Alors
n+1

3.3.3.3 Quelques conditions sur ¢ et n pour atteindre la borne
inférieure

Dans le cas t > 2 nous pouvons donner quelques conditions sur ¢ et n
pour atteindre la borne inférieure du Théoreme 3.8. Comme dans la preuve du

Théoreme 3.6, nous notons C En,t) le graphe ayant pour sommets vg, vy, ..., Un_1
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et tel que v;_4v;1 411 soit une aréte de Cén p) pour tout ¢. Pour commencer, nous
montrons que si n est assez grand devant ¢ alors tout transversal de CEn y b
sépare les sommets de C, a distance au plus 2t :

Lemme 3.2 ([GMS])

Soitt > 1, soit n un entier impair tel que n > 3t+2, et soit C' un transversal
de C' (1). Alors tous les sommets u,v de C, tels que d(u,v) < 2t sont t-séparés
par C'.

Preuve : Comme C est un transversal de C'(,4), alors deux sommets
consécutifs de C,, sont t-séparés (par définition de C’(, ). Soient u et v deux
sommets non-consécutifs de C, tels que d(u,v) < 2t. Sans perte de généralité,
on peut supposer que u = vg et v = v;, avec 2 < i < 2t. Soit j = L%J, et
solent © = v; et y = vj4q. Soient &’ = v;_4 et ¥ = vj4144 : &’ et Yy’ sont tels
que Bi(x)ABy(y) = {2,y'}, et 2’y est une aréte de C'(,, ). Comme C' est
un transversal de C’(, 1), alors 2’ ou 3 appartient a C. Pour conclure il suffit
donc de montrer que 2’ € By(u) \ By(v) et ¢y € By(v) N\ Bi(u).

Comme d(u,z") = |j —t| et d(v,y’) = |i — j — 1 —t| alors 2’ € By(u) et
Yy € By(v). Comme n > 3t 4 2 alors le plus court chemin entre z’ et v passe
par x : d(z',v) = d(z/,z) + d(z,v) =t +d(z,v) >t + 1, donc =’ € By(v). De
méme d(y',u) =d(y',y) + d(y,u) =t +d(y,u) >t+1, donc y' & By(u). O

FiG. 3.15 — Les sommets u,v,z,y,x’,y', dans le cas ou t +1 < d(u,v) < 2t.

Pour obtenir le résultat suivant, il suffit de remarquer qu’il suffit de ¢-
couvrir deux sommets éloignés pour les t-séparer. Ainsi, pour n assez grand,
tout transversal de C'(,; qui t-couvre les sommets de C, est un code t-
identifiant de C,,.

Lemme 3.3 ([GMS])

Sotent t > 1 et n un entier impair tel que n > 3t + 2. Soit C' un transversal
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de C' (1) qui t-couvre les sommets de C,,. Alors C' est un code t-identifiant de
Cp.

Preuve : Soit C un transversal de C’(,, 1y qui t-couvre les sommets de C,,. Pour
prouver que C' est un code t-identifiant de C,, il suffit de montrer que deux
sommets distincts de C,, sont t-séparés par C'. Soient u et v deux sommets
distincts de C,,. Si d(u,v) < 2t, alors par le Lemme 3.2 u et v sont t-séparés.
Si d(u,v) > 2t + 1, alors les boules B;(u) et By(v) sont disjointes. Comme u
et v sont t-couverts, alors ils sont t-séparés. O

Maintenant, nous montrons que si n n’est pas trop grand par rapport a
t, alors tout transversal de C'(,, ;) t-couvre les sommets de C,. Par le Lemme
précédent, nous en déduisons que, dans ces conditions, tout transversal de
C'(n,1) est un code t-identifiant de C,.

Théoréme 3.12 (|[GMS])
Soient t > 1 et n un entier impair tel que 3t +2 < n < 4t + 1. Soit C' un
transversal de C'(,, ). Alors C' est un code t-identifiant de C,.

Preuve : Nous montrons que l'existence d’'un transversal de C’(,4 ne t-
couvrant pas un sommet de C, implique n > 4t + 2. Le Lemme 3.3 nous
permet alors de conclure. Soit C' un tel transversal, et supposons que v
n’est pas t-couvert par C' (voir Figure 3.16). En ce cas v; ¢ C pour tout
i = —t,...,t. Mais pour tout ¢« = 1,...,t les sommets v; et v;_; sont t-
séparés, puisqu'un transversal de C'(, 4 t-sépare précisément toutes les paires
de sommets consécutifs de C,,. Puisque v;_1_; ¢ C', alors nécessairement v; 4 €

C pour tout @ = 1,...,¢. De méme, pour t-séparer v; et v;_y, il faut que
vj4¢ € C pour tout j = ¢+ 1,...,2t. Enfin, pour t-séparer vy, de vgy1, le
sommet v, doit étre dans C'. Ainsi le cycle C,, a au moins 4t 4+ 2 sommets.

([

Nous pouvons aussi utiliser cet argument dans 'autre sens de parcours
du cycle. Dans le cas ou pged(2t + 1,n) = 1, cela nous donne :

Théoréme 3.13 (|[GMS])
Soient t > 1 et n impair tels que pged(2t +1,n) =1 et 4t +5<n < 8 + 1.
Alors tout transversal de C'(n4) est un code t-identifiant de C,,.

Preuve : Soit C' un transversal optimum de Cém). Comme pged(2t+1,n) =

1, alors |C| = "TH Comme dans la preuve du théoreme précédent, supposons
que C' ne t-couvre pas vg. En utilisant le méme argument que précédemment,
les sommets vy11,...,v31 appartiennent tous a C'. En parcourant le cycle
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2¢%1 -

v

FiGc. 3.16 — Si v_y,...,v; nlappartiennent pas a C, alors C doit contenir
{Ut—f—h B U3t+1}-

dans I'autre sens, nous avons que v_(;11), ..., V—(3+1) sont aussi dans C. Si
4t +5 < n < 6t + 3, alors tous les sommets de C,, hormis les sommets
V_gy.ey 0,0, sont dans C. Ceci implique |C] = n — (2t + 1) > "T“ :
contradiction. Si 6t +5 < n < 8 + 1, alors C' contient au moins 4t + 2

sommets, ce qui contredit également |C] = 25, O

Dans le cas n = 4t + 3, alors pged(2t + 1,n) = 1, et il suffit d’ajouter un
sommet a un transversal optimum de CEn,t) pour obtenir un code t-identifiant
de C,,.

Proposition 3.5 ([GMS])
Soitt > 1. Alors on a :

Mt(C4t+3) — 2t+3

Preuve : Il y a essentiellement un seul transversal optimum C' de CEn,t)’
de cardinalité 2t 4+ 2. En commencant par un sommet qui n’est pas dans C,
parcourons Cém) : nous alternons entre des sommets de C' et des sommets
qui ne sont pas dans C, jusqu’a atteindre les deux derniers sommets, qui
sont tous deux dans C'. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
vy & C' :ainsi vy € C, puis v, € C, et ainsi de suite, jusqu’a atteindre
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V41 €t U310 qui sont tous deux dans C. Nous obtenons C' = {vyy1, ..., Us42},
qui ne t-couvre pas vy, donc C' n’est pas un code t-identifiant de C,,. Puisque
C, admet un code t-identifiant de cardinalité 2t + 3 (par exemple en ajoutant
vo au C' précédent), nous obtenons le résultat escompté. O

Si n est assez grand, nous montrons que si C'(, ) est I'union disjointe de
plus de deux cycles (i.e. si pged(2t+1,n) # 1), alors nous pouvons choisir un
transversal optimum de C’(, 4+ qui t-couvre les sommets de C,,. Par le Lemme
3.3, ce transversal est alors un code t-identifiant de C,,.

Théoréme 3.14 ([GMS])
Soient t > 1 et n un entier impair tels que n > 3t +2 et pged(2t +1,n) # 1.
Alors il existe un transversal optimum de C'(, ) qui est un code t-identifiant

de C,.

Preuve : Soient a = pged(2¢+1,n) et n' = 2. Nous savons que C(,, , consiste

en l'union disjointe de a cycles de n’ sommets. Notons vk ) e sommet numéro

k du cycle numéro j de Cén,t)’ de sorte que v,ij) = Vj4(2t41)k POUr tout j € Z,

et k € Zy. Pour tout j € Z,, les ensembles Tlgjalr = (v | k pair} et
T = {vy ) | k impair} U {UO )} sont des transversaux optimums du

impair
cycle numéro j de C(n . Ainsi,

e 10 U 70 U (UT;;H)

est un transversal optimum de C nit)" Nous affirmons que T t-couvre tous les
sommets de C,,. En effet, Con81derons 2t + 1 sommets consécutifs du cycle C,.
Comme a < 2t + 1, alors pour un certain k € Z,,, le sommet v,i ) et I'un des

deux sommets U,go) ou v,(f), apparaissent dans les 2¢ + 1 sommets considérés.

Si k est pair alors v,(go) ou v,(f) est dans T', et si k est impair alors v( ) eT.

Comme n > 3t + 2, nous concluons alors avec le Lemme 3.3. O
3.3.4 Pour conclure sur les cycles
Dans cette section nous avons donné quelques résultats sur les cycles. Le

cas ou n, la longueur du cycle, est pair est compleétement résolu (il I'avait
déja été dans [BCHLO4]), et le cas ol n est impair a été étudié en détail.

Dans le cas n pair, nous rappelons les résultats de [BCHLO4] :
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~ M(C,) = 5 pour tout t > 1 et tout n > 2t +4, n pair (Théoreme 3.7),

— M;(Cap42) = 2t + 1 pour tout ¢t > 1 (Proposition 3.4).

Dans le cas n impair, nous avons obtenu une borne supérieure et une
borne inférieure qui different d’au plus ¢ (Théoreme 3.8) :

n;tl_l_pgcd(Zt—;l,n)—l < MC) < n+1

+1

pour tout ¢t > 1, n > 2t + 3, n impair.

Dans certains cas il nous a été possible de calculer M;(C,). Nous avons
obtenu les résultats suivants :

- Ml(C5) =3 (Théoréme 310),

— M;(C,) = ™ +1 pour tout n > 7, n impair (Théoréme 3.9),

— Mi(Cory3) = L%J + 2 pour tout ¢ > 1 (Théoreme 3.10),

- My(C,) = "T“ + ¢ pour tout t > 1, n > 2t + 3 tels que 2t + 1 divise n,
n impair (Théoreme 3.11),

- My(C,) = pged(2t+1,n) {mw
tels que 3t +2 < n < 4t + 1 (Théoréme 3.12),

- My(C,) = "T“ pour tout ¢t > 1 et n impair tels que 4t +5 <n < 8t+1
et pged(2t + 1,n) = 1 (Théoréme 3.13),

— Mi(Cyry3) = 2t+ 3 (Proposition 3.5),

- M(C,) = pged(2t+1,n) {A-‘ pour tout t > 1, n > 3t + 2,

pour tout ¢ > 1 et n impair

2 pged(2t+1,n)
n impair, tels que pged(2t + 1,n) # 1 (Théoréme 3.14).

Que reste-t-il a faire sur les cycles ? Le cas pged(2t+1,n) # 1 est presque
résolu, puisque seul le cas particulier ou pged(2t + 1,n) # 1 et 2t +5 <
n < 3t + 1 reste a étudier. C'est le cas ou pged(2t + 1,n) = 1 qui reste
le moins connu, lorsque la borne inférieure et la borne supérieure different
d’exactement ¢. En ce cas, nous savons que le graphe Cén,t) consiste en un seul
cycle de cardinalité n, et il y a essentiellement un seul transversal optimum
de Cén,t)' Combien de sommets faut-il ajouter a ce transversal pour obtenir
un code t-identifiant de C,, 7

Nous suspectons qu'un hypergraphe pourrait étre utilisé pour répondre a
cette question. En effet, en remarquant qu'un code t-identifiant ¢-séparait en
particulier tous les sommet consécutifs de C,,, nous avons défini Czn,t) comme
le graphe des différences symétriques des voisinages étendus des paires de
sommets consécutifs de C,,. Un code t-identifiant de C,, étant un transversal

de C{n 1)» OUS NOUS sommes ramenés a la recherche d'un transversal de Cén "

De la méme fagon, nous pourrions définir H, ;) comme I'’hypergraphe
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dont les sommets sont les sommets de C, et les hyperarétes sont les ensembles
Bi(u)ABy(v) U By(v)AB(w), ot u, v, w sont trois sommets consécutifs de C,,
(voir Figure 3.17). Comme tout code t-identifiant de C,, t-sépare en particulier
tous les triplets de sommets consécutifs de C,,, alors un code t-identifiant C'
de C, est un transversal de H, ) tel que toute hyperaréte de H,, ) contient
au moins deux sommets de C.

B,(u)AB,(v) U B,(v)AB,(w)

F1G. 3.17 — Une hyperaréte de I’hypergraphe Hy 3). Pour 3-séparer u, v et
w, il faut au moins que deux sommets parmi By(u)ABy(v) U By(v)ABy(w)
soient dans le code 3-identifiant de C'.

L’hypergraphe H, ;) serait une extension de notre stratégie utilisant C En 0
Des hypergraphes de différences symétriques de voisinages étendus d’en-
sembles de sommets ont déja été utilisés, de fagon implicite, dans [CHHLO1,
CHHLO04] par exemple.
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Chapitre 4

Quelques questions sur des
problemes extrémaux

Dans ce chapitre, nous proposons quelques questions extrémales qui nous
ont semblé naturelles, et nous exposons les réponses que nous avons pu y ap-
porter. Ces questions ont été aussi abordées par d’autres auteurs, elles corres-
pondent a des préoccupations de la communauté des chercheurs s’intéressant
aux codes identifiants.

4.1 Existence d’un code identifiant

Dans cette section nous étudions des questions extrémales ayant trait a
I’existence d'un code identifiant.

Nous savons que, a la différence des codes couvrants par exemple, les
codes identifiants ont la propriété de ne pas exister dans tous les graphes.
Nous rappelons que, pour tous ¢, ¢ > 1, une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un graphe G = (V, E) admette un code (¢, < f)-identifiant est la
suivante :

VXY CV, X £Y, |X| <0, [Y]| <l NJ[X]# N][Y]

ot N;[X] désigne |,y Bi(z), avec By(v) = {y | d(x,y) < t}.

Un graphe admet un code identifiant si et seulement si toutes ses com-
posantes connexes admettent un tel code. Ainsi, dans cette section, nous
considérons uniquement le cas des graphes connexes.
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4.1.1 Minimiser le nombre de sommets

Intuitivement, un graphe ayant trop peu de sommets comportera inévi-
tablement des ensembles de sommets ayant le méme voisinage étendu. Par
exemple, un graphe ayant moins de ¢ sommets sera tel que tous ses sommets
auront un voisinage étendu a distance ¢ égal a l'ensemble des sommets du
graphe : un tel graphe n’admet pas de code t-identifiant.

4.1.1.1 Cas /=1

Etant donné un entier ¢ > 1, soit n(t) le plus petit entier n tel qu’il existe
un graphe connexe a n sommets admettant un code t-identifiant.

Proposition 4.1
Pour tout t > 1 on a n(t) = 2t + 1. De plus, le chemin Py q est l'unique
graphe connexe a n(t) sommets admettant un code t-identifiant.

Preuve : Soit G un graphe connexe admettant un code t-identifiant, mon-
trons que G a au moins 2t + 1 sommets. Pour un chemin P dans G, soit
[(P) le nombre d’arétes de P. Soit P* = xoxy ... x; un chemin de cardinalité
maximum dans G, et supposons que | = [(P*) < 2t — 1. Soient u := x|;/9
et v = x|1/2)+1. On montre que By(u) = By(v) = V(G). En effet, pour tout
i=0,...,lonax; € Bu)N By(v), donc P* C B;(u) N By(v). Maintenant,
soit z € V(G) ~\ P*, et soit P’ un plus court chemin de z & P*. Sans perte de
généralité on peut supposer que P’ relie x a un sommet x; avec i’ < |[/2].
Pour montrer que x € By(u) il suffit de montrer que x € By(v). Par I'ab-
surde, si € By(v), alors la concaténation de P’ et de zy Pu est un chemin
de longueur supérieure ou égale a t + 1, et on aurait P'zy Px; de longueur
strictement supérieure a P* (voir Figure 4.1). Donc x € By(v) N B(u) pour
tout x € V(G) \ P*. Ceci montre que [ = [(P*) > 2t, i.e. n(t) > 2t + 1.

Le fait que Py1 admette un code t-identifiant montre que n(t) = 2t +
1. Maintenant, soit G un graphe a n(t) = 2t + 1 sommets admettant un
code t-identifiant. Montrons que G = Py;y1. Soit P* un chemin de longueur
maximum dans G. Comme précédemment on montre que [(P*) > 2¢t, donc
[(P*) = 2t et tous les sommets de G sont contenus dans P* = zgzy ... Ty.
Soient u = x; et v = x4441. Si P* comporte une corde x;x;, |i—j| > 2, alors on
a By(u) = By(v) = {xo,21,...,29}. Donc P* est sans corde, ce qui montre
queG:P*:PZtH. O
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X

Fi1a. 4.1 — Tout sommet x &€ P* est a distance inférieure ou égale a t de u et v.

4.1.1.2 Cas/{(>2

Le cas général ¢ > 2 est peu connu. Pour l'instant nous connaissons tres
peu de familles de graphes connexes admettant un code (¢, < ¢)-identifiant,
et nous ignorons le n minimum tel qu’il existe un graphe connexe a n som-
mets admettant un code (¢, < ¢)-identifiant. Dans cette section nous donnons
quelques familles de graphes admettant un code (1, < ¢)-identifiant.

Nous rappelons qu’étant donnés deux graphes H et G, le produit cartésien
de H et G, noté HOG, est le graphe ayant pour ensemble de sommets V (H ) X
V(G) tel que (ug,v1)(ug,v2) € E(HOG) si up = ug et vivg € E(G) ou si
uius € E(H) et v1 = vo. On note "G le produit cartésien

Guc...0G.
—_—

n termes

Proposition 4.2
Soit C, le cycle sur p sommets, p > 4. Alors le graphe O'C, admet un code
(1, < ¢)-identifiant.

Preuve : Notons 0,...,p—1 les sommets du cycle C,, p > 4. Montrons que
V =V(O%,) est un code (1, < ¢)-identifiant de 0°C,,.
Soient X et Y deux sous-ensembles distincts de V' satisfaisant I(X,V) =
I(Y,V) (i.e. N[X] = NI[Y]). Sans perte de généralité, on peut supposer que
u=1(0,...,0) € X \Y.Pour tout i € {1,...,¢} et tout e = +1 ou — 1, soit
u* le sommet de coordonnées uze =cet uée = 0 pour tout j # i. Comme
p > 3 alors tous les u®® sont distincts.

Comme u € X \Y et N[X] = N[Y], alors on peut supposer que u
(+1,0,...,0) € Y. Comme pour tout i et tout € on a u** € N[X] alors
Y N N[u**] # (. Comme p > 4, alors pour tout i et pour tout €, on a

141 _
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ul € N[u"] si et seulement si i =1 et € = +1.

Maintenant, on remarque que pour tout v # wu il y au moins deux sommets
us,u’ tels que v € N[u*] N N[u"*]. Finalement, on obtient |Y| > 1 +
22—_1 > (, ce qui est une contradiction. O

De méme, le produit de cycles C,,0C,,0. .. OC,, admet un code (1, < ¢)-
identifiant pourvu que p; > 4 pour tout + = 1,...,£¢. On peut aussi montrer
que I'hypercube Qo admet un code (1, < ¢)-identifiant. Les graphes de ces
familles ont un nombre de sommets exponentiel en /.

Etant donné d > 1, nous ignorons la valeur du plus grand entier ¢ tel que
Q24, ou [J9C,, admette un code (1, < £)-identifiant. Nous soupgonnons que
Q24 et [9C, admettent un code (1, < ¢)-identifiant avec £ > d.

Dans le cas ou ¢ est la puissance d’un nombre premier, nous pouvons
obtenir un résultat bien meilleur. Nous rappelons quun plan projectif (fini)
d’ordre n est un hypergraphe sur n? +n + 1 sommets tel que :

— toute paire de sommets est contenue dans une unique hyperaréte,

— deux hyperarétes s’intersectent en un unique sommet,

— chaque sommet est contenu dans exactement n + 1 hyperarétes, et

— chaque hyperaréte contient exactement n + 1 sommets,
certaines de ces propriétés étant redondantes. On note P, le plan projectif
d’ordre n. Il est connu que IP,, existe si n est la puissance d’un nombre premier.
P, est également connu sous le nom de 2-(n? +n + 1,n + 1,1) design, ou
systéme de Steiner S(2,n+1,n%+n+1). Nous renvoyons le lecteur & [vLW92,
Chapitre 19] pour une introduction aux designs.

Proposition 4.3 ([GMO05])

Si q est la puissance d’un nombre premier, alors il existe un graphe connezxe
G, 0 2(¢* + q+ 1) sommets admettant un code (1, < q)-identifiant. De plus,
G, est (q+ 1)-régulier.

Preuve : Supposons que ¢ soit la puissance d'un nombre premier. Soit
P, un plan projectif d’ordre g. Nous rappelons que P, a un ensemble de
¢*> + q + 1 sommets, possede ¢> + ¢ + 1 hyperarétes de cardinalité g + 1.
Tout sommet est contenu dans exactement g + 1 hyperarétes, toute paire
de sommets est contenue dans une unique hyperaréte, et deux hyperarétes
distinctes s’intersectent en un unique sommet. Soit A la matrice d’incidence
de P, : les lignes de A sont indexées par les sommets, les colonnes de A
sont indexées par les hyperarétes, et A;; vaut 1 si le i-ieme sommet de P,
est contenu dans la j-ieme hyperaréte de Py, et 0 sinon. Chaque ligne (resp.
colonne) de A a exactement g + 1 uns, et chaque paire de lignes (resp. de
colonnes) de A a exactement un 1 en commun.

90



Nous construisons un graphe G, a partir de A comme suit. Soit B la

matrice définie par
0 A
B = (AT 0 >a

et soit G, le graphe (simple, non orienté) dont la matrice d’adjacence est
B (i.e. i et j sont adjacents dans G, si et seulement si B;; = 1). G est
bien défini puisque B est une matrice symétrique n’ayant que des 0 sur sa
diagonale.

Par définition, G, a 2(¢* + ¢+ 1) sommets et est (¢+ 1)-régulier. De plus,
G, est biparti, puisque toutes les arétes sont entre les ¢* + ¢ + 1 premiers et
les ¢ + ¢ + 1 derniers sommets de G,. G, est de plus connexe : pour toute
paire de sommets (u,v) parmi les ¢g>+ ¢+ 1 premiers, il y a un unique sommet
parmi les ¢ + ¢ + 1 derniers adjacents & u et v, et vice-versa.

Nous montrons que ’ensemble des sommets de G, est un code (1, < g)-
identifiant de G;. Soit X un sous-ensemble d’au plus ¢ sommets de G,. Sup-
posons que nous ignorons X, mais que nous connaissons [(X). Soit v un
sommet de G,. Nous avons |I(v)| =q+ 2, et

pour tout sommet u # v, I’ensemble I(u) contient au plus un (4.1)
élément de I(v) \ {v}.

En effet, pour les sommets u qui, dans la bipartition, sont du méme coté
que v, (4.1) s’ensuit des propriétés des plans projectifs; et pour les autres
sommets (4.1) est trivial par construction. Ainsi, pour un sommet quelconque
v € X, les ¢ + 2 sommets de I(v) sont contenus dans I(X); mais si v ¢ X,
alors au plus ¢+ 1 sommets de I(v) sont dans I(X). Ainsi il suffit de regarder
si I(v) C I(X) pour déterminer si v € X, et ce pour tout v € X, ce qui acheve
la preuve. O

4.1.2 Maximiser le nombre d’arétes

De la méme facon, le nombre d’arétes d’'un graphe est un parametre cri-
tique pour admettre un code identifiant. Par exemple, a n fixé, si un graphe
connexe G & n sommets contient trop d’arétes (plus de (3) — [n/2]), alors
il contiendra nécessairement deux sommets voisins u et v dont le voisinage
est V(G). Donc un graphe connexe a n sommets, admettant un code 1-
identifiant, a au plus (3) — [n/2] arétes. Dans la suite nous montrons que
(72‘) —|n/2] est en effet le nombre maximum d’arétes que peut avoir un graphe

admettant un code 1-identifiant, et nous montrons que ce maximum est at-
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teint pour une clique privée d'un couplage maximum. Nous ne savons pas
résoudre ce probleme dans le cas général d'un code (¢, < ¢)-identifiant avec ¢
et t quelconques.

Proposition 4.4 ([Mona))
Soit Mmuyax(n) le plus grand entier m tel qu’il existe un graphe a n sommets
et m arétes admettant un code 1-identifiant. Alors on a

() = (Z) - 13

De plus les seuls graphes a n sommets et mpyax(n) arétes admettant un code
1-identifiant sont les cliques privées d’un couplage maximum.

Preuve : On commence par montrer que my,x(n) < (g) — ng Soit G un

graphe a n sommets et m > (g) — ng arctes. Il existe au plus un sommet
v € V(QG) tel que By(v) = V(G), donc il y a au plus un sommet de degré
n — 1 et au moins n — 1 sommets de degré inférieur ou égal a n — 2 dans G.

Ceci nous conduit a 'inégalité :

nn—1) n-—1
dv) < — .
Z < = 3

UEV

Comme m est entier, on a en fait

o onln=1) [n—l-“

- 2 2

Comme m > (Z) — L"T’IJ, ceci conduit a (”T’l] < L”T’IJ, ce qui est absurde.

Donc mypax(n) < (g) — L%J

Maintenant, soit G un graphe admettant un code 1-identifiant a n som-
n

mets et (;) — bj arétes, et soit G le graphe des non-arétes de G (G est

le graphe complémentaire de G, il a L%J arétes). On montre que G est un
couplage. On sait que G comporte au plus un sommet de degré n — 1, donc
G comporte au plus un sommet de degré nul. Si G n’est pas un couplage,

alors il contient au moins un sommet de degré 2, et on a ainsi
n=24+n-2) < E d(x :QLQJ,
- 2
zeV (G

Ceci est impossible si n est impair. Si n est pair, I'inégalité au-dessus est une
égalité, et il y a exactement un sommet zy de degré 2 dans G. Soient y et
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2 les deux voisins de xy dans G : y et z sont de degré 1, et ont x, comme
seul voisin commun. Ceci contredit le fait que G (et donc, dans ce cas, G)
admette un code 1-identifiant. Donc G est un couplage.

Il nous reste donc a montrer que G* = K,, — M* admet un code 1-identifiant,
avec M’ un couplage maximum de . Soient u et v deux sommets distincts
de G*. Si wv € M}, alors u et v ne sont pas voisins dans G*, donc B (u) #
By (v). Comme M} est un couplage maximum de K,, alors si uv ¢ M} il
existe w tel que w € By(u)AB;(v). G* est donc un graphe tel que pour tout
u,v € V(G*), u # v, on a By(u) # Byi(v) : G* admet un code 1-identifiant.
O

4.1.3 Lien avec le degré minimum

Dans [LRO1] il est montré qu'un graphe connexe admettant un code (1, <
()-identifiant a son degré minimum supérieur ou égal a (. En effet, soit G
un graphe admettant un sommet v de degré inférieur ou égal a ¢ — 1. Alors
X :=N(v)etY :={v}UN(v) sont tels que N[X] = N[Y], donc G n’admet
pas de code (1,< {)-identifiant. Dans [LRO1] ils mentionnent les chemins
comme exemples de graphes de degré minimum 1 admettant un code 1-
identifiant. Ici nous montrons que pour tout ¢ > 1 il existe des graphes de
degré minimum ¢ admettant un code (1, < ¢)-identifiant. Nous donnons une
construction explicite, qui est basée sur la Proposition 4.2.

Lemme 4.1 ([GMO05])

Soit C' un code (1,< {)-identifiant d’un graphe G, et soient X et'Y deux
sous-ensembles d’au plus ¢ sommets de G.

Alors nous avons soit

| X |+ [I(X)AI(Y)| > ¢

soit
Y|+ [ [(X)AI(Y)| > €.

Preuve : Soit X' := XUI(X,C)AI(Y,C) et soit Y’ := YUI(X,C)AI(Y,C).
Il est facile de vérifier que I(X',C)AI(Y',C) = (. Comme C est un code
(1, < f)-identifiant de G, ceci implique que | X'| > £ ou [Y'| > £. O

Proposition 4.5 ([GMO05])
Pour tout ¢ > 1 il existe un graphe Gy de degré minimum ¢ admettant un

code (1, < {)-identifiant.
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Preuve : Soit H un graphe connexe admettant un code (1, < ¢)-identifiant
(d’apres la Proposition 4.2 un tel H existe). Prenons ¢ copies Hy,...,H,
de H, dans lesquelles nous spécifions ¢ sommets h; € H;, i = 1,...,¢. On
construit alors un graphe G en joignant les H; avec un nouveau sommet
u tel que N(u) = {hy,...,he}. Il est facile de voir que G admet un code
(1, < f)-identifiant. En effet, soient X et Y deux sous-ensembles d’au plus
¢ sommets de G. Siu ¢ X UY | alors clairement N[X] # N[Y] puisque
H admet un code (1, < f)-identifiant. Si v € X NY, alors soit ¢ tel que
XNH; = X;#Y,:=YNH,;. Comme |X;| <{—1et|Y;] <¢—1, alors par
le Lemme 4.1 on sait que |[N[X;]JAN[Y;]| > 2. Comme u a un unique voisin
h; dans H;, alors N[X] # N[Y]. Enfin, si, par exemple, v € X \Y | alors
Y doit avoir une intersection non vide avec chacun des Hi,...,H,. Donc
Y| = (et pourtout i =1,...,fona|YNH;| =1. Comme H admet un code
(1, < f)-identifiant alors 6(H) > ¢ > 1 et ainsi |[N[Y] N H;| > 2 pour tout
1 =1,...,¢. Ceci implique que pour tout ¢ = 1,...,¢ il existe z; € X N H;.
Comme X contient déja u, ceci contredit | X| < ¢. O

Une question naturelle est de savoir s’il existe des graphes (-réguliers
admettant un code (1, < ¢)-identifiant. Nous rappelons que la Proposition 4.3
a pour conséquence 'existence de graphes (/4 1)-réguliers admettant un code
(1, < ¢)-identifiant.

4.2 Graphes ayant des codes identifiants de
faible cardinalité

Le probleme d’optimisation associé aux codes identifiants est un probleme
de minimisation : étant donné un graphe G, nous souhaitons trouver un
code identifiant de GG de cardinalité minimum. C’est une question extrémale
naturelle que de se demander quels sont les graphes a n sommets pour lesquels
la cardinalité minimum d’un code est la plus petite possible.

Du point de vue des applications, cette question a également un intéréet :
si nous avions a construire un réseau de n processeurs sans aucune autre
contrainte que de faire en sorte qu’il soit “pratique” du point de vue de la
détection de processeurs défectueux, alors nous choisirions une structure de
réseau pour laquelle le nombre de processeurs nécessaire a la détection soit
le plus petit possible.
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4.2.1 Cas ou l’on identifie un seul sommet

Nous rappelons du Chapitre 1 (Théoréeme 1.4) la borne inférieure triviale
suivante : pour tout ¢t > 1, étant donné un graphe GG a n sommets admettant
un code t-identifiant C, on a

|C| > [log(n 4+ 1)]. (4.2)

On montre que cette borne est serrée, c’est-a-dire que pour tous ¢t > 1 et
n > 1 il existe un graphe a n sommets admettant un code t-identifiant de
cardinalité égale a [log(n + 1)].

Dans le cas t = 1, nous sommes méme en mesure de donner tous les
graphes a n sommets admettant un code 1-identifiant de cardinalité égale a
[log(n+1)]. Ce cas est donc traité a part du cas général ¢t > 2 dans la suite.

Dans la suite, un graphe a n sommets sera dit t-optimal (ou, s’il n'y
a pas d’ambiguité, optimal) s’il admet un code t-identifiant de cardinalité
[log(n + 1)].

4.2.1.1 Identification des sommets a distance 1

Nous connaissons tous les graphes a n sommets admettant un code 1-
identifiant de cardinalité égale a [log(n + 1)]. Cette construction est donnée
dans le premier paragraphe de cette section. Dans le paragraphe suivant nous
essayons de déterminer les graphes optimaux ayant un nombre minimum
d’arétes. Du point de vue pratique, cette préoccupation est sensée : nous
pouvons imaginer que les liaisons entre les processeurs d’un réseau ont un cotit
non-nul, et dans ce contexte il est tout a fait justifié de vouloir concevoir un
réseau qui a la fois minimise le nombre de processeurs nécessaire a la détection
et le nombre de liaisons dans le réseau. Enfin dans le dernier paragraphe nous
étudions deux parametres des graphes optimaux : leur nombre de domination
ainsi que la cardinalité maximum d’un code 1-identifiant minimal.

4.2.1.1.1 Construction de graphes optimaux

Soit n > 1 un entier et soit p = [log(n+1)]. Soit H un graphe a p sommets
x1,...,%, admettant un code 1-identifiant. A partir de H nous construisons
un graphe G(H) a n sommets, admettant un code 1-identifiant de cardinalité

p, que l'on obtient par la construction suivante :
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1. On commence par prendre H, qui admet {z,...,z,} comme code
1-identifiant. Le graphe G(H) est obtenu en rajoutant des sommets
connectés a H, il aura {xy,...,x,} comme code 1l-identifiant.

2. A chaque sommet x; de H on associe le vecteur caractéristique de
I'ensemble 1-identifiant de x; : c’est un vecteur en 0 — 1 v(zx;) tel que
v(z;); = 1 si et seulement si x; € Bi(z;). Soit V = {v(z;) | j =
1,...,p}. Comme H admet un code 1-identifiant alors V a exactement
p éléments et ne contient pas le vecteur (0,0,...,0).

3. Soit W un sous-ensemble de n—p éléments de {0, 1}’ (VU{(0,0,...,0)}).
Pour tout w € W, on ajoute un sommet y,, a G(H) tel que

N(yw) = {zi | wi =1}

Le sommet y,, est tel que w est le vecteur caractéristique de I’ensemble
1-identifiant de y,, (voir Figure 4.2).

4. On pose C' = {z1,...,2,} : C est un code l-identifiant de G(H). On
peut rajouter a volonté des arétes entre les vecteurs y,,, w € W : cela
ne change pas le fait que I(y,,C) = {z; | w; =1}, w € W.

101

CZ{xl’ X, x3]

ot V=(110, 111,011 }

W={0,1 >\(VU000)
=(100, 010, 001, 101 |

F1G. 4.2 — Construction d’un graphe optimal G(H) a 7 sommets a partir de
H = P5. Le vecteur caractéristique de chaque sommet est indiqué.

Nous prouvons maintenant la validité de cette construction ainsi que son
caractere universel, dans le sens ou tout graphe optimal G' peut étre réalisé
comme un G(H) par la construction ci-dessus.

Théoréme 4.1 ([Mona])

Soitn > 1 et soit H un graphe a p := [log(n+1)| sommets admettant un code
1-identifiant et soit G(H) un graphe construit par le procédé décrit ci-dessus.
Alors G(H) est un graphe 1-optimal, i.e. il admet un code 1-identifiant de
cardinalité [log(n + 1)].
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De plus, soit G un graphe a n sommets admettant un code 1-identifiant C'
de cardinalité [log(n + 1)]. Alors G peut étre réalisé comme un G(H) par
la construction décrite ci-dessus en prenant H = G[C] le sous-graphe de G
induit par C.

Preuve : Soit n > 1 et soit H un graphe a p := [log(n + 1)] sommets
U1, ..., v, admettant un code 1-identifiant. Soit G(H ) un graphe construit par
le procédé décrit ci-dessus. Montrons que C' := {vy,...,v,} est un code 1-
identifiant de G(H). Comme G(H) a n sommets et que p = |C| = [log(n+1)],
ceci montre que G(H) est un graphe l-optimal. Il suffit de vérifier que les
ensembles identifiants I(x,C) sont tous distincts et non vides, ce qui est
immeédiat si I'on remarque que par construction les vecteurs caractéristiques
de ces ensembles sont tous distincts et différents de (0,0,...,0).
Maintenant, soit G un graphe a n sommets admettant un code 1-identifiant
C' de cardinalité p := [log(n + 1)]. Montrons que G peut étre réalisé comme
un G(H) par la construction décrite ci-dessus en prenant H = G[C]. Tout
d’abord, comme C' est un code 1-identifiant de G alors le graphe H = G|[C]
admet un code 1-identifiant : il suffit de remarquer que pour tout x € H, N|x]
est égal a ’ensemble identifiant de x dans . Soit W' I’ensemble des vecteurs
caractéristiques des ensembles identifiants des sommets de V(G) \ C : en
prenant W = W’ a I’étape 3 de la construction on construit un graphe G(H)
égal a G privé d’arétes entre des sommets de V(G) ~ C. En rajoutant ces
arétes a I’étape 4 de la construction on obtient G(H) = G. O

4.2.1.1.2 Minimiser le nombre d’arétes d’un graphe optimal

Ici nous nous intéressons aux graphes optimaux ayant un nombre minimum
d’arétes, ce qui est une préoccupation justifiée du point de vue des applica-
tions. Dans le cas ou le nombre de sommets du graphe est 2 —1, p > 1, nous
allons voir que ce probléeme revient a maximiser le nombre d’arétes d'un
graphe a p sommets admettant un code 1-identifiant, qui est une question
que nous avons abordée dans le paragraphe 4.1.2.

Dans cette section soient p > 1 et n = 2P — 1. Nous savons que tous
les graphes optimaux & n sommets peuvent étre obtenus comme des G(H)
par la construction décrite au paragraphe précédent. Comme n = 27 — 1,
alors, nécessairement, I’ensemble des vecteurs caractéristiques des ensembles
1-identifiants des sommets de G(H) est égal a {0,1}” ~ {(0,...,0)}. Autre-
ment dit, 'ensemble W choisi a I'étape 3 est égal a {0, 1}’ (VU{(0,...,0)}).
Ensuite, si 'on veut minimiser le nombre d’arétes de G(H), alors on n’ajou-
tera aucune aréte superflue a I’'étape 4 de la construction. Ceci étant dit, on
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remarque que le nombre d’arétes de G(H) dépend du graphe H choisi au

départ (voir Figure 4.3).
} : ?&l } H2

F1G. 4.3 — Deux graphes optimauzr G(H,) et G(H2) avec Hy = Ps et Hy un
stable. G(H1) a 7 arétes tandis que G(H2) en a 9.

En fait, le résultat suivant nous dit que le nombre d’arétes de G(H) di-
minue lorsque celui de H augmente : plus H a d’arétes, moins G(H) en a.

Lemme 4.2 ([Monal])
Soit H un graphe a p sommets et m arétes admettant un code 1-identifiant
et soit G(H) le graphe a 2P — 1 sommets construit par le procédé décrit au

paragraphe 4.2.1.1.1 sans ajouter aucune aréte a l’étape 4 de la construction.
Alors G(H) a 2P — 1 — p —m arétes.

Preuve : Pour tout sommet x; de H soit «; la cardinalité de 'ensemble
identifiant de x; : pour tout ¢ = 1,...,p «; est égal au degré de x; plus 1.
Comme le nombre de sommets de G(H) est 27 — 1 et que l'on n’ajoute pas
d’arétes superflues a 1’étape 4 de la construction, alors le nombre d’arétes de

G(H) est égal a
LS p
3 () Y atm
J =1

—1

<

1) = 2m + p, d’ou le nombre d’arétes de G(H)

+
=~ (p
Z(')_p_m =2 —1-p-—m

Ceci entraine :

Proposition 4.6 ([Mona))
Soit p > 1. Alors le nombre minimum d’arétes d’un graphe optimal G a 2P —1
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sommets est €gal a

-re- ()12

De plus, G peut étre obtenu comme un G(H) par la construction décrite
au paragraphe 4.2.1.1.1 en prenant H = K, — M7, ou M est un couplage
maximum de la clique K.

Preuve : Par le Théoreme 4.1, on sait que tout graphe optimal peut étre
obtenu comme un G(H) par la construction décrite au paragraphe 4.2.1.1.1.
Par le Lemme 4.2, on sait que minimiser le nombre d’arétes de G(H) revient
a maximiser le nombre d’arétes de H. La Proposition 4.4 nous dit que le
nombre maximum d’arétes d'un graphe a p sommets admettant un code 1-
identifiant est (g) — LgJ, obtenu en prenant H = K, — M, ot M est un
couplage maximum de la clique K. O

Dans le cas ou le nombre de sommets du graphe n’est plus de la forme 27 —
1, p > 1, nous ne savons pas comment obtenir les graphes optimaux ayant un
nombre minimum d’arétes. L’exemple de la Figure 4.4 montre qu’en général

il ne suffit pas de construire un G(H) avec H ayant un nombre maximum
d’arétes.

O ® } .\;/.}H

F1a. 4.4 — Cas ou un graphe optimal a n # 2P —1 sommets est obtenu comme
un G(H) a partir d’'un H n’ayant pas un nombre maximum d’arétes : G(Hy)
a 3 arétes contre 2 pour G(H2), bien qu’H; ait 2 arétes et Hy aucune.

4.2.1.1.3 Deux parametres des graphes optimaux

Dans ce paragraphe nous calculons le nombre de domination de certains
graphes optimaux ainsi que la cardinalité maximum d’un code 1-identifiant
minimal de ces graphes. Le calcul de ce dernier parametre nous permet de
prouver que l'algorithme glouton de construction de code 1-identifiant mini-
mal n’offre pas de garantie de performance.

Nous rappelons qu'un dominant d’'un graphe G est un sous-ensemble de
sommets D C V(G) qui couvre tous les sommets de G : pour tout u €
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V(G) N D, il existe z € D tel que v € N(z). Un code 1-identifiant C' (resp.
un dominant D) de G est dit minimal 8'il n’existe aucun C’, C" C C, C" # C,
tel que C” est un code 1-identifiant de G (resp. il n’existe aucun D', D" C D,
D" # D, tel que D’ est un dominant de G). Dans cette section v(G) désigne
la cardinalité minimum d’un dominant de G et M(G) désigne la cardinalité
minimum d’un code 1-identifiant de G. ¥(G) et M (G), quant a eux, désignent
la cardinalité maximum d’un dominant minimal de G (resp. la cardinalité
maximum d’un code 1-identifiant minimal de G).

Proposition 4.7 ([Mona))

Soit H un graphe a p sommets admettant un code 1-identifiant et soit G(H)
le graphe a 2P — 1 sommets construit par le procédé décrit au paragraphe
4.2.1.1.1 sans ajouter aucune aréte a l’étape 4 de la construction. St H a au
moins deux sommets isolés alors on a

Y(G(H)) = p—1

et
WG(H)) = p

SINon.

Preuve : Soient z1,...,z, les sommets de H et soit G(H) le graphe a 27 —1
sommets construit par le procédé décrit au paragraphe 4.2.1.1.1 sans ajouter
aucune aréte a 'étape 4 de la construction. On rappelle que C' = {z1,...,2,}
est un code l-identifiant de G(H), c’est donc en particulier un dominant de
G(H) donc

1G(H)) < p. (4.3)
Si H a au moins deux sommets isolés z; et z;, soit y; ; le sommet de V(G(H))~
C tel que N(y; ;) = {xi, z;} — v;; existe puisque G(H) a 2P — 1 sommets. Il
est facile de voir que

D:= {zy,....2,} U{yi;} ~ {xi, z;}
est un dominant de G(H), d’ou :

si H a au moins deux sommets isolés, alors y(G(H)) <p—1. (4.4)

Soit D un dominant de G(H). Soit k le nombre de sommets de
A = A{zy,..., 5} N\ D,

et soit
B = {z1,...,2,} N A
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OnaBC Det AND = 1. Si k =0, alors |D| > p, ce qui montre que
v(G(H)) = p par (4.3). Dans ce cas, H a au plus un sommet isolé d’apres
(4.4).

Supposons maintenant que k > 1. S’il existe un sommet ag € A voisin
d’un sommet by € B, alors la cardinalité de

{ae A|1(a,C) C A}

est inférieure ou égale a k—1 (au moins ag est tel que I(ag, C) € A)). Comme
G(H) a 2P — 1 sommets, alors il y a au moins 2¥ — 1 — (k — 1) sommets de
V(G(H)) ~ C ayant leur ensemble identifiant inclus dans A. Ces sommets
appartiennent nécessairement a D, donc

ID| > 28 ~1—(k—1)+(p—k) = 2" +p—2k,

qui est supérieur ou égal a p pour tout £k > 1. Dans ce cas, on a donc
v(G(H)) = p et H a au plus un sommet isolé, toujours d’apres (4.3) et (4.4).

S’il n’existe aucune aréte entre un sommet de A et un sommet de B, alors
la cardinalité de

{a € A|I(a,C) C A}

est inférieure ou égale & k, et il y a au moins 2¥ —1—k sommets de V(G(H))
C ayant leur ensemble identifiant inclus dans A. Ces sommets appartenant
nécessairement a D (car AN D = (), et aucune aréte n’a été ajoutée a 'étape
4), on a

D] > 2 ~1-k+(p—k) = 2"+p—1-2k

Si k # 1,2, alors cette quantité est supérieure ou égale a p, et 'on a donc
encore Y(G(H)) = p et H a au plus un sommet isolé par (4.3) et (4.4).

Si k=1, alors A = {a}, et il faut au moins un sommet de V(G(H)) \ C
pour couvrir a, donc |[D| > p—1+1=p, douy(G(H)) = p et H a au plus
un sommet isolé par (4.3) et (4.4).

Si k=2, alors A = {a1,as2}, et ajas ¢ E(H) (sinon H n’admet pas de
code l-identifiant) : H a au moins deux sommets isolés. Il faut alors au moins
un sommet de V(G(H))~C pour couvrir a; et as, donc |D| > p—2+1 = p—1,
d'ou v(G(H)) =p—1 par (4.4). 0

La motivation de ce résultat réside dans la question suivante : quels sont
les graphes G tels que
M(G) =(G) ? (4.5)

D’une certaine facon, de tels graphes ont une “bonne” structure pour le
probleme d’identification de sommets puisqu’on peut trouver un dominant
minimum de G pour obtenir un code 1-identifiant de GG. Nous ne connaissons
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pas I'ensemble des graphes satisfaisant (4.5), mais la proposition précédente
montre qu’il existe de tels graphes.

Dans la proposition suivante nous calculons de fagon asymptotique 1’écart
entre la cardinalité minimum d’un code 1-identifiant et la cardinalité maxi-
mum d’un code 1-identifiant minimal de certains graphes optimaux.

Proposition 4.8 ([Monal))

Soit H un graphe a p sommets admettant un code 1-identifiant et soit G(H)
le graphe a 2P — 1 sommets construit par le procédé décrit au paragraphe
4.2.1.1.1 sans ajouter aucune aréte a l’étape 4 de la construction. Alors on
a

o MGUH)
ARAIGH)

Preuve : Soit C' = G[H] : C est un code l-identifiant de G. Il est facile
de vérifier que V(G(H)) ~\ C est un code l-identifiant minimal de G(H).
Comme [V(G(H))\ C| =27 —p—1, alors on a M(G(H)) > 27 —p—1, donc

M(G(H))
T — —+00. (Il

La motivation de ce résultat est algorithmique : cela montre que 1'écart
entre la cardinalité minimum d’un code 1-identifiant et la cardinalité maxi-
mum d’un code 1-identifiant minimal de certains graphes optimaux n’est
bornée par aucune constante, ce qui signifie que l'algorithme glouton de
construction d’un code 1-identifiant minimal n’admet aucune garantie.

4.2.1.2 Identification des sommets a distance ¢t > 2

Soit £ > 1. On donne dans cette section une construction pour obtenir des
graphes & n sommets ayant un code t-identifiant de cardinalité [log(n + 1)].
Comme dans la section précédente on commence par prendre un graphe H
admettant un code t-identifiant (ici on prendra H un cycle a [log(n + 1)]
sommets). Ensuite on fait pendre de chacun des sommets du cycle un chemin
de longueur ¢ — 2, et on ajoute finalement des sommets que I’on branche aux
extrémités de ces chemins. La construction détaillée est la suivante :

1. Soient t > 1 et n > 2**1. Soit p := [log(n+1)], p > 2t + 2. Soit C, un
cycle ayant pour ensemble de sommets {z?, ... ,$2}. On construit un

graphe a n sommets G(C,) contenant C, ayant pour code t-identifiant

1,0 0
C={z],...,7)}.

2. Pour tout ¢ = 1,...,p on attache & x; une chaine P, = z},... ,x;‘f’l de
longueur ¢ — 2 (voir Figure 4.5), de sorte que z{ est voisin de x} pour
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tout ¢« = 1,...,p. L’ensemble C' est toujours un code t-identifiant du
graphe construit jusqu’ici.

. Soit V T'ensemble des vecteurs caractéristiques des ensembles identi-
fiants (par C) des 27, i =1,...,p, j = 1,...,t — 1. Soit W un sous-
ensemble de cardinalité n —p de {0,1}” ~ (VU {(0,...,0)}). Pour tout
w € W, on ajoute un sommet y,, tel que N(y,) = {z7! | w; = 1}.
Autrement dit w est le vecteur caractéristique de I’ensemble identifiant
de y,, (voir Figure 4.5).

. On peut rajouter des arétes a volonté entre les sommets y,, ajoutés
a I'étape 3 sans changer leurs ensembles identifiants. {z7,..., 2]} est
alors un code t-identifiant de G(C,).

t—1 sommets

Y(0....,0.1,0,1.0.0)

Y(1,0.0.1,0,...,0.1.1)

F1G. 4.5 — Construction de G(Cp).

Théoréme 4.2 ([CHLa))

Soient t > 1 et n > 2%, Soit C, un cycle a p := [log(n+1)] sommets et soit
G(Cp) un graphe construit par le procédé décrit ci-dessus. Alors G(C,) est un
graphe t-optimal, i.e. il admet un code t-identifiant de cardinalité [log(n+1)].

Preuve : Soient ¢t > 1 et n > 2%*1. Soit C, un cycle a p := [log(n + 1)]
sommets xY, ... ,xg et soit G(C,) un graphe construit par le procédé décrit
ci-dessus. On montre que {z¥,...,z)} est un code t-identifiant de G(C,).

Soit 0 < j <t — 1. Il est facile de voir que pour tout i € {1,...,p}, le
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vecteur caractéristique de ’ensemble ¢-identifiant de x] est une permutation
circulaire de

0,...,0,1,...,1,1,1,...,1,0,...,0)
t—J t—1
ou le 1 souligné est a l'indice i. Comme p > 2t + 1, alors tous ces vecteurs
sont différents. Ensuite, il est facile de voir que le vecteur caractéristique
de l'ensemble t-identifiant d’'un sommet y,, w € W, est égal a w comme
annoncé au-dessus. Par construction tous les sommets de G(C,) ont donc

des ensembles t-identifiants distincts et non-vides : {z9,... 7332} est un code
t-identifiant de G(C,). O

Dans le cas général ¢ > 2 nous pouvons donc construire pour tout n des
graphes admettant un code t-identifiant de cardinalité [log(n + 1)1, ce qui
montre que la borne (4.2) est serrée. Au contraire du cas ¢ = 1, nous ne
savons cependant pas construire tous les graphes optimaux pour ¢ > 2.

4.2.2 Cas ou l'on identifie des ensembles de sommets

Dans le cas des codes (1,< ¢)-identifiants, on rappelle du Chapitre 1
(Théoreme 1.6) que la cardinalité d'un code (1, < ¢)-identifiant est supérieure

ou égale a
€2
Q 1 .
(log 0% ")

Nous ne savons pas s’il existe des graphes admettant un code (1,< /)-
identifiant d’une telle cardinalité. Au Chapitre 5 (Proposition 5.5) nous don-
nerons une construction probabiliste permettant de construire des graphes
admettant des codes (1, < ¢)-identifiants de cardinalité

O (62 log n) .

Cependant cette construction probabiliste a I'inconvénient de ne pas avoir
de pendant algorithmique : elle ne nous fournit pas de procédé explicite
pour construire de tels graphes. Ici nous donnons une construction explicite
d’une famille de graphes ayant un code (1,< /¢)-identifiant de cardinalité
O (¢*1ogn). Cette construction utilise des codes superimposés, dont nous
avons déja parlé au Chapitre 1 (paragraphe 1.2.2).

Nous rappelons qu'un code (-superimposé de {0, 1}V est un ensemble K
de vecteurs de {0, 1}? satisfaisant la propriété suivante :
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la somme d’au plus £ vecteurs de K est différente de la somme  (4.6)
d’au plus ¢ autres vecteurs de K.

Nous avions mentionné le fait qu’a partir d’un code (1, < ¢)-identifiant C'
d’un graphe G il était facile d’obtenir un code ¢-superimposé en prenant les
vecteurs caractéristiques des ensembles identifiants (X, C') pour tout X C V
tel que |X| < ¢ (paragraphe 1.2.2). Réciproquement, nous avons montré
qu’il était possible de construire un graphe orienté muni d’un code (1, < ¢)-
identifiant a partir d’un code f-superimposé optimum (Théoreme 1.1). Dans
cette section, nous construisons un graphe non-orienté muni d’un code (1, <
¢)-identifiant a partir d'un code ¢-superimposé maximal, et nous prouvons le
théoreme suivant :

Théoréme 4.3 ([GMO05])

Il existe une fonction c(n) = O ({*logn) et une famille de graphes (G;)ien,
telle que, pour tout i € N, G; a n; sommets, avec n; — oo quand i — o0, et
telle que G; admet un code (1, < {)-identifiant de cardinalité c(n;). De plus,
il existe un algorithme construisant de tels graphes.

Dans la suite nous décrivons notre construction, dont nous prouvons la
validité dans le paragraphe 4.2.2.2.

4.2.2.1 Construction explicite

Soit £ > 2. Dans ce paragraphe nous décrivons les étapes nécessaires a la
construction d’un graphe G muni d’un code (1, < ¢)-identifiant C'. La validité
de cette construction est discutée dans le paragraphe suivant.

1. Soit N = [f*logn] et soit K un code f-superimposé maximal de
{0,1}7 d.e. il n'existe pas de K’ # K, K’ D K, tel que K’ soit un
code (-superimposé. Soit k la cardinalité de K : K = {Vi,..., Vi }.

2. Soit M la matrice N X k dont les colonnes sont les vecteurs de K. Soit
M’ une sous-matrice N x N de M telle qu’il y ait au moins un 1 sur
chaque ligne de M’.

3. Soit H un graphe connexe admettant un code (1, < ¢)-identifiant. A
partir de M et M’, construisons un graphe G = G(M, M’) et un code
(1, < f)-identifiant C' = C(M, M') de G comme suit. Le sous-graphe de
G induit par le code, G[C], est I'union disjointe de N copies de H. Dans
chaque copie H; de H nous spécifions un sommet h;, i = 1,..., N. Ces
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sommets hq,...,hy vont étre tels que

A chaque colonne V; de M ~. M’ on associe un sommet v; = ¢(V;)
de G, dont les voisins sont tous les h; pour lesquels i est tel que la
i-eme coordonnée de V; est égale a 1 (voir Figure 4.6). Il n’y a pas
d’arétes entre les v;, donc le vecteur V; est le vecteur caractéristique de
I’ensemble identifiant de v;, qui est égal au voisinage de v;.

. - - - M,
/—H
h h, 2 h ] 0:

FiG. 4.6 — Construction d’un graphe G = G(M, M") muni d’un code (1, < {)-
identifiant C = C(M,M'") a partir de M et M.

4.2.2.2 Preuve de la validité de la construction

Nous montrons la validité de la construction décrite au-dessus et nous
prouvons le Théoreme 4.3.

A I’étape 2 de la construction, nous avions besoin du résultat suivant :
Lemme 4.3 ([GMO05])
Soit M une matrice n X m (n < m) en 0 — 1 ne comportant pas de ligne

composée uniquement de 0. Alors il existe une sous-matrice n x n M’ de M
telle qu’il y ait au moins un 1 sur chaque ligne de M’.

Preuve : Soit M une matrice satisfaisant les conditions de 1’énoncé. Soient
M, ..., M, les colonnes de M.
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On raisonne par induction sur n. Sans perte de généralité, on peut suppo-
ser qu’il existe p < n tel que M;; = 1 pour tout ¢ < p et M;; = 0 pour tout
j > p. Si p=n alors on prend M’ = M. Sinon, soit P la matrice obtenue
comme la restriction a Mo, ..., M, des lignes de M indexées par p+1,...,n.
Par induction, il existe une sous-matrice P’ de P telle qu’il y ait au moins
un 1 sur chaque ligne de P’. On prend alors M’ la sous-matrice de M définie
par les colonnes de P’ plus M. O

Comme la matrice d'un code ¢-superimposé maximal de {0,1}" est une
matrice 0 — 1 dont aucune ligne ne contient que des 0, nous avons alors :

Lemme 4.4 ([GMO05])

Soit M une matrice N X k dont les colonnes sont les vecteurs d’un code £-
superimposé mazimal de {0, 1}V Alors il existe M une sous-matrice N x N
de M telle qu’il y ait au moins un 1 sur chaque ligne de M’.

Dans la suite nous aurons aussi besoin du lemme suivant :

Lemme 4.5 ([GMO05])

Soit M une sous-matrice N x k dont les colonnes sont les vecteurs de K un
code (-superimposé mazximal de {0, 1}V, et soit M’ une sous-matrice N x N
de M telle qu’il y ait au moins un 1 sur chaque ligne de M’ (d’aprés le lemme
précédent une telle sous-matrice existe). Alors chaque colonne de M ~ M’
comporte au moins £ coordonnées non nulles.

Preuve : Soit V une colonne de M ~ M’ ayant strictement moins de ¢
coordonnées non nulles. Comme il y a au moins un 1 sur chaque ligne de
M’ alors nous pouvons trouver un ensemble d’au plus £ — 1 colonnes de M,
{Vi,...,Vi}, 1 <€—1, tel que

l
V<YV,
=1

ou Y désigne le OU bit-a-bit. Ceci implique Zizl Vi+V = Zﬁzl Vi, ce qui
contredit le fait que K soit un code (-superimposeé. O

Maintenant nous pouvons prouver la validité de la construction décrite
au-dessus et prouver le Théoreme 4.3.

Preuve du Théoréeme 4.3 : Le cas ¢ = 1 est déja bien connu (voir
par exemple le Théoréme 4.1 du paragraphe 4.2.1). Soit donc ¢ > 2. Soit
N = [*logn] et soit K un code (-superimposé¢ maximal de {0,1}". Par
le Théoréme 1.5 nous savons qu’il existe un tel K satisfaisant |K| > Q(n).
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Soit M la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de K. A Iétape 2 de
la construction nous avions besoin de trouver une sous-matrice N x N de
M ayant au moins un 1 sur chacun de ses colonnes : comme K est maxi-
mal, alors par le Lemme 4.4 une telle sous-matrice existe. A I’étape 3 de la
construction nous avions également besoin d’un graphe connexe H & O((?)
sommets admettant un code (1, < ¢)-identifiant : par la Proposition 4.3 nous
savons que si ¢ est la puissance d'un nombre premier alors il existe un tel
H (prendre H = G, comme construit dans la Proposition 4.3). Si ¢ n’est
pas la puissance d’'un nombre premier, alors par la Conjecture de Bertrand
— prouvée, entre autres', par P. Erdés en 19322 [Erd32] — nous savons qu'il
existe un nombre premier p dans U'intervalle [¢, 2¢], et nous prenons H = G,
comme construit dans la Proposition 4.3. Comme p > ¢, alors G, admet un
code (1, < p)-identifiant implique que G, admet un code (1, < £)-identifiant.
G, a également O((?) sommets.

Maintenant, soient G et C' comme décrits a I’étape 3 de la construction. On
montre que C est un code (1, < ¢)-identifiant de G. Soient X et Y deux sous-
ensembles de sommets distincts de G de cardinalité inférieure ou égale a ¢. On
montre que [(X) = I(Y) si et seulement si X =Y. La preuve se décompose
en deux parties : nous montrons d’abord que I(X) = I(Y) = XNC =YNC,
et ensuite nous montrons que I(X) = I(Y) = X ~\C =Y ~\ C. Dans la suite
on suppose que [(X) =I(Y).

(a) Par I'absurde, supposons que X N C # Y N C, et soit H; une compo-
sante connexe de G[C] sur laquelle X et Y different. En notant X; = X N H;
et Y; = Y NH;,onalX; #Y,. Comme V(H;) C C et V(H;) est un code
(1, < ¢)-identifiant de H;, alors on a I(X;) # I(Y;). S’il existe un h € H;,
h # h;, tel que h € I(X;)AI(Y;), alors on obtient une contradiction puisque
h & N(X\X;)UN(Y\Y;) : le voisinage de h # h; est contenu dans H;, et par
conséquent h € I(X;)AI(Y;) = h € I(X)AI(Y). Ainsi 1(X;)AI(Y;) = {h;}.
Par le Lemme 4.1 nous pouvons supposer que |X;| = ¢, i.e. X = X; C H;
et h; € I(X) \ I(Y;). Comme nous avons supposé que I(X) = I(Y), cela
signifie qu’il existe y un voisin de h; dans Y ~ C. Par le Lemme 4.5, y est
voisin d’au moins ¢ sommets de C' (rappelons qu’a chaque vecteur colonne w
de M — M’ nous avons associé un sommet voisin de h; pour tout 7 tel que la
i-ieme coordonnée de w soit 1). Comme ¢ > 2, alors il existe h; € C, h; # h;,
tel que h; € I(Y') N\ I(X) : ceci contredit I(X) = I(Y).

(b) Soient X’ = X~ CetY' =Y~ C. A chaque h; € I(X')AI(Y’) on peut
associer un unique h; € XNC =Y NC. En effet, comme I(X) = I(Y), alors

IP. L. Chebyshev est le premier & montrer cette conjecture en 1850. S. Ramanujan en
donnera également une preuve, plus simple.
211 s’agit en fait de sa premiere publication, il avait alors 19 ans.
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pour tout h; dans, disons, I(X')\I(Y”), il existe un b, € YNH; = XN H,; tel
que h; € N(h}). Nous pouvons donc construire une injection I(X")AI(Y') —
XNC=YnNC. Ceci montre que :

(X = X+ [I(XDAIY[ et Y] = Y+ [I(X)AIY)]. (4.7)

On rappelle qu’aux ensembles X' = {v,},ep et Y = {v,}4ep correspondent
¢ HX) ={V,}pep et 971 (Y) = {V, },eq deux ensembles de vecteurs colonnes
de la matrice M — M’. On note que |I(X')AI(Y")| est égal au nombre de
coordonnées sur lesquelles {V,},ep et {V,},eq different. Soit Z 'ensemble de
coordonnées sur lequel {V,}yep et {V,}eq different : |Z| = [I(X")AI(Y”)].
Pour toute coordonnée i € Z, soit W;) le vecteur colonne de M’ ayant sa
i-itme coordonnée égale a 1. Par définition de W (;, on a :

D Vet Wew = D Vet D Wiy
peEP 1€l q€Q 1€l

Comme M est la matrice d'un code ¢-superimposé, ceci implique :
|P|+|Z] > ¢ ou Q|+ |Z| > ¢.
Par (4.7), comme |P| = |X'|, |Q| = Y|, et |Z| = |[I(X")AI(Y")]|, alors on a :
I X| > ¢ ou [|Y] > ¢/

ce qui est une contradiction.

Ainsi C est un code (1, < ¢)-identifiant de G. C' a pour cardinalité N x |H|,
et Ga N x|H|+ (|JK|— N) sommets. Comme N = [(?logn], |K| > Q(n) et
|H| = ©(£?), alors on a

C| = ©(¢*)[¢*logn]

et
Gl = Q(n)
d’olt
Cl = 0 (t'1og[Gl).
O

Pour t > 1, et ¢ = 1,2 la construction de codes (¢, < ¢)-identifiants de
faible cardinalité a été déja abordée dans [BHL00, BHLO1, HLRO1, KCL98,
KCLA99, LRO1]. Dans ces papiers, les auteurs utilisaient des codes couvrants
pour construire des codes identifiant des ensembles de sommets dans 'hy-
percube. Il nous semble que les codes superimposés sont un bon outil pour
construire des codes identifiants.
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Dans le Chapitre 1 (paragraphe 1.2.2) nous avions mentionné le fait que
nous pouvions facilement obtenir un code ¢-superimposé a partir d’un code
(1, < f)-identifiant. Ici nous avons établi une correspondance dans 'autre
sens, qui nous permet de construire un graphe a n sommets admettant un
code (1, < ¢)-identifiant & partir d’un code ¢-superimposé maximal de dimen-
sion [¢*logn].

Cette construction utilise I'existence de graphes connexes a ©(¢%) som-
mets admettant un code (1, < ¢)-identifiant (Proposition 4.3).

4.3 Graphes ayant des codes identifiants de
grande cardinalité

Dans la section précédente nous avons discuté de la construction de
graphes ayant un code identifiant de faible cardinalité. A Tinverse, on peut
se demander quels sont les "mauvais graphes”, tels que la cardinalité mini-
mum d’un code identifiant de ces graphes soit grande. Dans cette section on
résout cette question dans les cas des codes t-identifiants : on montre que
tout graphe a n sommets possédant un code t-identifiant admet un code t-
identifiant de cardinalité inférieure ou égale a n — 1, et on exhibe une famille
de graphes (G,)nen telle que la cardinalité minimum d’un code t¢-identifiant
de G,, est égale a n — 1. Nous montrons aussi que pour tout ¢t > 1 il existe un
unique graphe infini G = (V, E') admettant V' pour unique code ¢-identifiant.

On commence par régler le cas des codes 1-identifiants dans le cas des
graphes infinis.

Théoréme 4.4 ([GM])

Soit G = (V, E) un graphe de degré mazximum borné admettant un code 1-
identifiant. Alors il existe x € V tel que V . {x} est un code 1-identifiant de
G, sauf si G n’a pas d’arétes.

Preuve : Si G n’a pas d’arétes alors le seul code 1-identifiant de G est
clairement V. Sinon, il suffit de considérer une composante connexe de GG
de cardinalité au moins deux. Supposons donc que G est un graphe connexe
d’au moins deux sommets.

Pour un sommet z de GG, comme V' est un code 1-identifiant de G, vérifier
que C' := V ~ {z} est un code l-identifiant de G est équivalent a vérifier
que tous les sommets de Bj(z) sont 1-séparés de tous les sommets de V'~
By (x). En effet, tous les sommets de G sont 1-couverts par un sommet de C'
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puisque G est connexe. Comme V' est un code 1l-identifiant de G, alors tous
les sommets de By (x) sont 1-séparés les uns des autres :

Vu,v € By(z), Bi(u) # B1(v) = Bi(u) ~{z} # Bi(v) \ {z}.

De méme, tous les sommets de V' ~ By(x) sont 1-séparés les uns des autres.
Donc la seule chose qui puisse se passer est que I'on ait u € By(x) et v ¢ By(x)
non 1-séparés par C. Dans ce cas on a By(u) = By (v) U{z}. Ainsi, pour tout
sommet w différent de x,u,v on a : vw € E <= wvw € E. En d’autres
termes, u 1-sépare w; de ws si et seulement si v 1-sépare wy de wo, et ce pour
tout wy, wy # u, v, w.

X

v

F1G. 4.7 — Deux sommets u et v tels que Bi(u) = By(v) U {z}.

Soit a un sommet de degré maximum de G. Si V \ {a} est un code 1-
identifiant de G, alors on a fini. Sinon, il existe deux sommets b, b" tels que
By (b) = By(V') U {a}. Nous affirmons que V ~\ {0’} est un code 1-identifiant
de G. Vérifions que chaque sommet de By (V') est 1-séparé de chaque sommet
de V.~ By(V) :

— b 1-sépare tout sommet de V'~ B (V') \ {a} de tout sommet de By (d)

puisque By (b) = By (V') U {a}.

— a se 1-sépare lui-méme de b’

— a est 1-séparé de tout sommet a’ € By(b') ~ {V'} : §'il existait a’ €
By(t') ~ {V'} tel que By(a') = By(a) U{b'}, alors a’ serait de degré
strictement supérieur a celui de a, une contradiction.

(]

Il est facile d’étendre ce résultat au cas des codes t-identifiants, t > 1.

Corollaire 4.1 ([GM)])

Soit t > 1 et soit G = (V, E) un graphe de degré mazimum borné admettant
un code t-identifiant. Alors il existe x € V tel que V ~ {x} est un code
t-identifiant de G, sauf si G n’a pas d’arétes.

Preuve : Etant donné un entier ¢ > 1, il suffit de remarquer qu'un graphe
G = (V, E) admet un code t-identifiant si et seulement si G* admet un code
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1-identifiant, ot G* dénote la fermeture t-transitive de G : G* = (V, E'), avec
uv € E’ si et seulement si il existe un chemin d’au plus ¢ arcs entre u et v
dans G. De plus, si G est de degré maximum borné, alors G* I'est aussi. O

Nous pouvons donner un exemple de graphe infini ayant pour unique code
1-identifiant ’ensemble de tous ses sommets :

Soient GG et G5 deux copies du graphe complet sur Z. Joignons x; €
V(G1) et y; € V(Gy) pour tout 7,7 tels que ¢ > j. On obtient un graphe
infini G, = (V, E) ayant V' pour unique code 1-identifiant (voir Figure 4.8).
En effet, pour tout ¢ € Z, on a B;(y;) = B1(yi—1) U {z;}, de sorte que z; € C
pour tout code l-identifiant C' de G,. Par symétrie tous les y; sont aussi
dans C'. Par ailleurs, il est facile de voir que V' est un code 1-identifiant de
Goo-

F1G. 4.8 — Le graphe G, qui a pour unique code 1-identifiant I’ensemble
de ses sommets.

Ce graphe est donné en exemple dans [CHLa]. Nous pouvons montrer que
tout graphe G = (V, E) admettant uniquement V' comme code 1-identifiant
est tel que tout sommet v € V' est contenu dans un sous-graphe isomorphe a
G . Ceci montre que le degré minimum de G n’est pas borné.

Si on se restreint aux graphes finis, on retrouve un résultat de [CHLa] :

Corollaire 4.2 ([CHLa))
Soientt > 1 et n > 1 et soit G un graphe connexe a n sommets admettant un
code t-identifiant. Alors G admet un code t-identifiant de cardinalité n — 1.

Cette borne est serrée, puisque l'on peut pour tout ¢ > 1 et n assez
grand construire un graphe connexe Gy, & n sommets admettant un code
t-identifiant minimum de cardinalité n — 1. Le cas t = 1 est trivial : on prend
Gi, = K. Il est facile de voir que pour tout n > 3, le graphe K, — M,
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ou M est un couplage maximum de K,, est aussi un graphe admettant un
code 1l-identifiant minimum de cardinalité n — 1. Pour tout ¢ > 2 et n > 3t2,
I. Charon, O. Hudry et A. Lobstein [CHLa] ont montré qu’on pouvait réaliser
K, — M} comme la fermeture ¢-transitive d’'un graphe a n sommets G ,,, qui
est donc un graphe admettant un code 1-identifiant minimum de cardinalité
n — 1. C’est un résultat non trivial que nous citons ici sans preuve :

Théoreme 4.5 ([CHLa))
Pour tout t > 1 et tout n > 3t, il existe un graphe Gy,, admettant un code
t-identifiant de cardinalité minimum n — 1. 0

Dans le cas des codes (t, < ¢)-identifiants, il existe des graphes G' n’admet-
tant que V(G) comme code (¢, < ¢)-identifiant. Par exemple, dans [HL03a]
il est montré que, pour k et n assez grand, le tore Ty, admet V (T, ) pour
unique code (1, < 3)-identifiant. Nous ignorons si pour tout t > 1, ¢ > 2 il
existe un graphe G, admettant uniquement V(G;,) comme code (¢, < ¢)-
identifiant.

4.4 Reécapitulatif

Nous rappelons brievement les résultats importants présentés dans ce
chapitre, et nous donnons quelques questions suscitées par ces résultats. Cette
section est volontairement rédigée dans un style télégraphique, qui vise a
Iefficacité.

e Pour tout t > 1, le plus petit entier n tel qu’il existe un graphe a n
sommets admettant un code t-identifiant est égal a 2¢t + 1 (Proposition 4.1).

e Dans le cas ¢ > 2, nous pouvons construire des graphes connexes a
©(¢?) sommets admettant un code (1, < £)-identifiant (Proposition 4.3). Nous
ignorons la valeur du plus petit entier n tel qu’il existe un graphe connexe a
n sommets admettant un code (¢, < ¢)-identifiant, et nous posons ceci comme
un probleme ouvert :

Question 4.1 Soit n(t,?) la valeur du plus petit entier n tel qu’il existe un
graphe connexe a n sommets admettant un code (t, < {)-identifiant. Quelle
est la valeur de n(t,?) ? On sait déja que n(t,1) = 2t + 1 (Proposition 4.1)
et que n(1,¢) < O((?) (Proposition 4.5).

e Nous avons montré que le nombre maximum d’arétes que pouvait avoir
un graphe admettant un code 1-identifiant était (5) — |2 | (Proposition 4.4).
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Nous ignorons ce qu’il se passe dans le cas général, et nous posons ceci comme
un probleme ouvert :

Question 4.2 Soit m%’_(n) la valeur du plus grand entier m tel qu’il existe
un graphe a n sommets admettant un code (t, < {)-identifiant. Quelle est la

valeur de mbl, (n) ? On sait déja que mbl (n) = (5) — | 2] (Proposition 4.4).

max max 2

e Pour tout ¢ > 1 il existe un graphe Gy de degré minimum ¢ admettant
un code (1, < ¢)-identifiant (Proposition 4.5). Il est naturel de se demander
si 'on peut avoir G, qui soit f-régulier, et, plus généralement :

Question 4.3 Soientt > 1 et £ > 1. Soit 6(t,¢) la valeur du plus petit entier
d tel qu’il existe un graphe de degré minimum 0 admettant un code (t, < {)-
identifiant. Quelle est la valeur de §(t, () ? Existe-t-il un graphe §(t, ()-régulier
admettant un code (t, < {)-identifiant ¢ On sait que §(t, ) > € ([LR0O1]), et
que 6(1,0) = £ (Proposition 4.5). Le cas du cycle montre que pour tout t > 1
il existe un graphe 2-régulier admettant un code (t, < 2)-identifiant.

e Pour tout ¢ > 1 et n assez grand il existe des graphes a n sommets
admettant un code t-identifiant de cardinalité [log(n 4+ 1)] (Théoremes 4.1
et 4.2). De plus dans le cas t =1 et n =2P — 1, p > 1, on connait le nombre
minimum d’arétes que peut avoir un graphe a n sommets ayant un code
1-identifiant de cardinalité p (Proposition 4.6).

e Dans le cas ou £ > 2, nous savons construire une famille de graphes
admettant un code (1, < f)-identifiant de cardinalité O (¢*1logn) (Théoreme
4.3). Nous savons par ailleurs que ceci n’est pas le minimum : nous verrons
au Chapitre 5 qu’il existe une ”construction” probabiliste d’une famille de
graphes admettant un code (1, < ¢)-identifiant de cardinalité O (¢%logn).
Le cas général n’est pas donc connu; nous posons ceci comme un probléeme
ouvert :

Question 4.4 Soientt > 1,0 > 1 etn > 1. Soit ¢, ¢(n) la valeur du plus petit
entier ¢ tel qu’il existe un graphe a n sommets admettant un code (t,< ()-
identifiant de cardinalité c. Quelle est la valeur de ci4(n) ¢ On sait déja que
ct1(n) = [log(n + 1)] pour n assez grand (Théorémes 4.1 et 4.2), et que

Q (10@2 log n) < c1e(n) < O (Plogn) pour tout £ > 1 et n assez grand (voir
Théoreme 1.6 pour la borne inférieure et la Proposition 5.5 pour la borne

supérieure).

e Pour tout ¢ > 1, un graphe G = (V, F) de degré maximum borné
(G peut éventuellement étre infini) admettant un code 1-identifiant contient
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nécessairement un sommet x € V' tel que V'~ {x} soit un code 1-identifiant
de G, & moins que E soit vide (Corollaire 4.1). De plus, pour tout n > 3t il
existe un graphe a n sommets admettant un code t-identifiant de cardinalité
minimum n — 1 (Théoreme 4.5). Cette question n’est pas résolue dans le cas
général :

Question 4.5 Soientt > 1, £ > 1 et n > 1. Soit cé’é(n) la valeur du plus
grand entier c tel qu’il existe un graphe a m sommets admettant un code
(t, < €)-identifiant minimum de cardinalité c. Quelle est la valeur de c; ,(n) ?
On sait déja que c;y(n) =n — 1 pour n assez grand (Théoréme 4.5).

En complément du Théoreme 1.4 et du Corollaire 4.2, il nous semble
pertinent de mentionner le résultat suivant :

Théoréme 4.6 ([CHLDb])
Pour tout t > et n assez grand, pour tout ¢ € [[log(n+1)],n—1], il existe un
graphe Gy, (c) admettant un code t-identifiant minimum de cardinalité c. O
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Chapitre 5

Cas des graphes aléatoires

Dans ce chapitre nous présentons quelques résultats concernant les codes
identifiants dans les graphes aléatoires. Nous allons tout d’abord faire quelques
rappels de la théorie des probabilités et définir un modele de graphe aléatoire
en section 5.1. Dans la section suivante nous étudierons les codes 1-identifiants
dans les graphes aléatoires, et la derniere section sera consacrée au cas des
codes (1, < {)-identifiants.

L’étude des codes identifiants dans les graphes aléatoires peut étre rap-
prochée du probleme d’identification des sommets d’un graphe a l'aide de
la séquence des distances, étudié par B. Bollobas dans le cas des graphes
aléatoires [Bol82].

Les résultats présentés ici proviennent de [FMMRS], fruit d’une collabo-
ration avec M. Ruszinko, qui m’a accueilli a Budapest lors de mon séjour
doctoral durant I'année 2004!, R. Martin, rencontré au Workshop on Alge-
braic and Geometric Methods in Combinatorics en avril 2004 a Budapest,
et A. Frieze et C. Smyth, qui ont amélioré certains de nos résultats apres le
retour de R. Martin aux Etats-Unis.

5.1 Graphes aléatoires

Nous commencons par faire des rappels élémentaires en probabilités.

'De janvier & septembre 2004, grace & une bourse EURODOC de la Région Rhéne-
Alpes, j’ai eu la chance de pouvoir travailler avec M. Ruszinké a SZTAKI, le laboratoire
d’automatique et d’informatique de ’académie des sciences de Hongrie.
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5.1.1 Rappels de probabilités

Dans ce qui suit nous n’avons besoin que de probabilités discrétes, que
nous présentons ici.

Un espace probabilisé (discret) est un couple (§2, P), ou © est un ensemble
fini et P une fonction de 2 dans [0, 1] telle que

Y Pw) =

we

La probabilité d'un événement A € 29 est définie comme
Sya
acA

Dans la suite nous utiliserons des propriétés élémentaires de P, parmi les-
quelles

P(A) =1 — P(A) pour tout éveénement A, et
P(U;A ) > P(A;) pour toute collection d’évenements (A4;);.

Cette derniere propriété est connue sous le nom d’inégalité de Boole. En
général il n’est pas vrai que P(AN B) = P(A) P(B); deux événements A, B
satisfaisant cette égalité sont dits indépendants.

Une wvariable aléatoire (réelle) est une fonction X : Q — R. L’espérance
d’une variable aléatoire est définie comme

= ) X(w)P

we
L’espérance satisfait I'inégalité
P(X[>a) < E(IX])/a
pour tout @ non nul. Dans le cas particulier ou X est a valeurs dans N,
ceci implique P(X > 0) < E(X). Cette inégalité est connue sous le nom
d’inégalité de Markov.

5.1.2 Graphes aléatoires

Il nous arrive parfois de vouloir quantifier la rareté d’apparition d’une
propriété sur les graphes. Par exemple, au Chapitre 4 (Théoreme 4.1) nous
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avons mentionné que pour tout n > 3 il existait un graphe G,, a n sommets
admettant un code 1-identifiant de cardinalité minimum [log(n+1)], et que
pour tout n > 3 il existait un graphe GG,, a n sommets admettant un code
1-identifiant de cardinalité minimum n — 1. Nous savons par ailleurs que pour
n assez grand, et pour tout ¢ € [[log(n+1)],n—1], il existe un graphe G,(c)
admettant un code t-identifiant minimum de cardinalité ¢ (Théoreme 4.6).

Dans ce contexte, il nous semble naturel de vouloir déterminer le caractere
exceptionnel de la propriété d’admettre un code 1-identifiant de cardinalité
minimum, disons, n — 1 : les graphes admettant un code 1-identifiant de car-
dinalité minimum n — 1 sont-ils des graphes tres spéciaux, ou en existe-t-il
“un grand nombre” 7 Si 'on “prend un graphe au hasard”, quelle “chance”
a-t-on de tomber sur un graphe ayant un code 1-identifiant de cardinalité mi-
nimum n— 17 La notion de graphe aléatoire donne un sens formel a “prendre
un graphe au hasard”, et nous permet de montrer que les graphes admettant
un code l-identifiant de cardinalité minimum n — 1 sont effectivement des
graphes tres spéciaux (Théoréme 5.2).

Il existe plusieurs modeles de graphes aléatoires (voir [Bol85] pour un
panorama complet), mais ici nous nous restreignons au modele G(n, p), pour
lequel I'espace probabilisé (£2(n), P(p)) est le suivant :

— Q(n) est 'ensemble des graphes étiquetés a n sommets,

— p est une fonction de n : p: N — [0, 1], et

— pour tout graphe étiqueté a n sommets et m arétes G, on a P(G) =

pm(1—p)E)m.

Un graphe de l'espace probabilisé G(n,p) = (£2(n), P(p)) sera noté G, .
Alternativement, on peut aussi définir G(n, p) en disant que pour tout ¢ # 7,
I'espérance de la variable aléatoire X;; est E(X;;) = 1, ou X;;(G,,) vaut 1
si 7 et j sont adjacents dans G, et 0 sinon. On peut donc voir tout graphe
Gnp € G(n,p) comme un graphe construit en (g‘) étapes, ou a chaque étape
on décide de 'existence d’une aréte i en tirant a pile ou face avec une piece
donnant “existe” avec probabilité p.

Ceci donne un sens a “prendre un graphe au hasard” : la “chance” de
tomber sur un graphe ayant une propriété Il est donc la probabilité que
Gnyp € G(n,p) satisfasse II.

Le cas spécial de l'espace G(n,1/2) = (2(n),P(p = 1/2)) a un intérét
particulier. En effet, pour p = 1/2, pour un graphe G donné a m arétes, la
probabilité que G, 1 /2 soit égal a G est

o= (11— 1/ L
P(G,,=G)=(1/2)"(1 -1/2) 2(;) Q0 (5.1)
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Autrement dit, il y a équiprobabilité : la loi P(p) est une loi uniforme
lorsque p = 1/2. Ceci nous est particulierement utile lorsque nous voulons
“prendre un graphe au hasard” de fagon uniforme parmi les graphes étiquetés
a n sommets. Le cas p = 1/2 est donc en général celui que nous considérons
en premier lorsque nous étudions une propriété sur les graphes aléatoires.
Bien souvent, nous énoncons nos résultats pour tout p constant, mais le cas
p = 1/2 a une importance particuliere a nos yeux, qui tient essentiellement
a (5.1)).

Nous dirons qu'une propriété II est satisfaite pour presque tout graphe de
G(n,p) si et seulement si

?1113)10 P(G,, a la propriété II) = 1. (5.2)
De méme, II est satisfaite pour presque aucun graphe de G(n,p) si et
seulement si P(G,,,, a la propriété II) tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini.
Comme la terminologie le suggere, le fait que presque tout graphe de
G(n,p) satisfasse une propriété II n’implique pas que tout graphe satisfasse
[T, mais la réciproque est vraie. Nous pouvons interpréter (5.2) comme le fait
que le nombre de graphes ne satisfaisant pas II est de plus en plus négligeable
devant le nombre de graphes a n sommets, ce qui, bien str, n’implique pas que
tous les graphes a n sommets satisfont II. Ceci nous permet de quantifier le
caractere exceptionnel d’une propriété 11 : si IT est telle que presque stirement
aucun graphe de G(n,p) ne satisfait II, alors les graphes satisfaisant IT sont
des graphes “rares”.

Lorsque p est une constante, p # 0,1, P. Erdés et A. Rényi [ER60, ER61]
se sont rendus compte que, pour un tres grand nombre de propriétés fonda-
mentales, la valeur de p n’avait aucune influence sur les calculs : soit II est
vraie pour presque tout graphe de G(n, p), soit II est fausse pour presque tout
graphe de G(n, p)?. Pour qu’il se passe des choses intéressantes, il faut laisser
p varier en fonction de n : p = p(n). Dans ce cas, P. Erdés et A. Rényi re-
marquent que, bien souvent, une propriété fondamentale IT de G,, , apparait
de fagon tres brusque : il existe une fonction s(n) telle que

— Pour tout € > 0, si p(n) est telle que % — 0, alors presque aucun

graphe de G(n, p) ne satisfait la propriété II,

2Plus tard il sera démontré [Fag76] que toute propriété de graphes pouvant étre décrite
par une expression logique du premier ordre — i.e. en utilisant le prédicat d’adjacence,
la conjonction (ET), la disjonction (QU), la négation (NON), I'implication, et la quantifica-
tion sur les sommets — soit est vraie pour presque tout graphe de G(n,p), soit est fausse
pour presque tout graphe de G(n,p), et ce pour tout p constant, p # 0,1. Une preuve
relativement lisible de ce phénomene peut étre trouvée dans [Win93).
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— Pour tout € > 0, si p(n) est telle que % — 00, alors presque tout

graphe de G(n,p) satisfait la propriété II.

La fonction s(n) est appelée fonction de seuil de la propriété II. Il existe
des définitions plus spécifiques de fonctions de seuil, et dans ce chapitre les
fonctions de seuil désigneront de fagon générale I’étude de 'apparition et de
la disparition brusque des propriétés étudiées. Par exemple, pour la propriété
d’admettre un code 1-identifiant, nous verrons qu’il existe deux intervalles
pour lesquels presque tout graphe de G(n,p) admet un code 1-identifiant
(voir le Théoreme 5.6 et la Figure 5.1).

5.1.3 La méthode probabiliste en Théorie des Graphes

P. Erdos fut un des premiers a “prendre un graphe au hasard”. Son
résultat de 1947 concernant la Théorie de Ramsey [Erd47] est souvent retenu
comme point de départ de la méthode probabiliste en Théorie des Graphes :

Théoréme 5.1 (Erdds)

Soit R : N — N [a fonction telle que, pour tout k € N, tout graphe G a
R(k) sommets contienne soit une clique de cardinalité k, soit un stable de
cardinalité k. Alors R vérifie :

R(k) > 2¥2. O

Depuis, I'utilisation des probabilités en Théorie des Graphes s’est dévelop-
pée et est devenu un outil standard d’appréhension de problemes combina-
toires. De nombreuses monographies existent sur le sujet, parmi lesquelles
Random Graphs de B. Bollobéas [Bol85], The Probabilistic Method de N. Alon
et J. H. Spencer [AS00], ou encore Random Graphs de S. Janson, T. Luczak
et A. Ruciniski [JLROO].

Comme le montre le Théoreme 5.1, la méthode probabiliste donne parfois
des résultats de nature déterministe. Ces résultats ont bien souvent le gros
inconvénient de ne pas étre constructifs, et c’est la critique principale qui
leur est faite. En effet, ils sont souvent obtenus en montrant que

P(G, a la propriété II) > 0

pour un p bien choisi, ce qui montre qu’il existe des graphes satisfaisant II.
Voir par exemple la Proposition 5.5, pour laquelle il s’averera pertinent de
poser p = 1/¢ afin de déduire I'existence de graphes a n sommets admettant
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un code (1, < ¢)-identifiant de cardinalité ©(¢*logn).

En compensation, les résultats non-constructifs que 1’on obtient sont sou-
vent meilleurs que les résultats constructifs. Par exemple, il n’existe tou-
jours pas de preuve constructive® de 'existence d’une constante c telle que
R(k) > (14c)*. Cest aussi le cas pour les codes identifiants : dans le chapitre
précédent, pour tout ¢ > 1 et pour tout n assez grand, nous avons explici-
tement construit un graphe G, admettant un code (1,< /)-identifiant de
cardinalité O (¢*logn) (Théoréme 4.3). Dans ce chapitre nous allons montrer
que pour tout £ > 1 et pour tout n assez grand il existe un graphe G,, admet-
tant un code (1, < ¢)-identifiant de cardinalité O (¢*logn) (Proposition 5.5),
ce qui améliore d’un coefficient ¢? la construction du Théoréme 4.3.

5.2 Cas des codes 1-identifiants

5.2.1 Cardinalité minimum d’un code 1-identifiant

Dans cette section nous déterminons avec précision la cardinalité mini-
mum d’un code 1-identifiant d’un graphe aléatoire. Nous montrons le résultat
suivant :

Théoréme 5.2 ([FMMRS])

Soit p tel que p et 1—p sont tous deux supérieurs ou égauz a 4loglogn/logn.
Pour un graphe G, soit M (G) la cardinalité minimum d’un code 1-identifiant
de G. Alors pour presque tout graphe G,,, on a

2logn
M{Gnp) ~ log(1/q)’

i P <M<G"7p> () - 1) o

ou q dénote la quantité p* + (1 — p)?.

1.€.

La preuve de ce théoreme est divisée en deux parties. Nous montrons
d’abord que la cardinalité minimum dun code 1-identifiant d’'un graphe

3P. Erdds, qui avait I'habitude “d’intéresser la partie” lorsqu’il était question de
mathématiques, a mis 100 dollars en jeu pour ce probleme. Pour la récompense, il faut
s’adresser a F. Chung et R. Graham, qui perpétuent la tradition, et qui sont par ailleurs
auteurs d’une remarquable compilation de conjectures et problemes laissés par P. Erdés

[CC98).
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/ . A . /. / (2 ! .
aléatoire est presque stirement inférieure ou égale a %, avec € petit.

C’est la partie facile de la preuve, obtenue simplement en montrant que n’im-
porte quel ensemble de sommets de cardinalité % est presque stirement
un code l-identifiant de G, . Ceci est présenté dans le paragraphe suivant.
Ensuite, nous montrons que, presque strement, aucun ensemble de sommets
de cardinalité inférieure ou égale a % n’est un code l-identifiant de
G p. Ce résultat fait appel a 'inégalité de Suen [Sue90], que nous rappelle-

rons en temps voulu.

5.2.1.1 Borne supérieure

Nous avons besoin du résultat élémentaire suivant :

Lemme 5.1 ([FMMRS])
Soit C' un sous-ensemble de ¢ sommets de Gy, ,,. La probabilité que C' ne soit
pas un code 1-identifiant de G, est bornée par :

P(C n’est pas un code 1-identifiant de G, )

c _ o n—c\ .
< (z)pq”vLC(n—C)pq 1+( 5 )q,

ou q dénote la quantité p* + (1 — p)?.

Preuve : Soit C' un sous-ensemble de ¢ sommets de Gy, ,. Pour toute paire de
sommets distincts  # y, notons A, ,(C) 'évenement {N[z]NC = N[y|NC'}.
La probabilité que C ne soit pas un code 1-séparant de G, , est bornée par :

P<Ux7éyA:c7y(C)) < ZP(AQC,Z/(C))
Ay

Siz e Cetye C, alors P(A,,(C)) =pg=?;six e Cetyd C,ousi
x ¢ Cetye C,alors P(A4,,(C)) =pg=tietsia & Cety ¢ C, alors
P (A;,(C)) =¢° Ainsi on a :

c _ . n—c\ .
P (Ui Ans(©) < (5 )+ et =+ (" o
|

La borne supérieure découle de facon immédiate du Lemme précédent.

Lemme 5.2 ([FMMRS])
Soit € tel que n® — +oo, et soit p tel que p = w((logn)™') et 1 —p =
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w ((logn)™1). Alors presque tout graphe de G(n,p) admet un code 1-identifiant
de cardinalité inférieure ou égale a

(2+¢€)logn
log(1/q)
ou q dénote la quantité p* + (1 — p)?.

Preuve : Par le Lemme 5.1 on sait que

P(C n’est pas un code 1-identifiant de G, )

¢ c— c— n—cy .
< <2>pq >+ ¢(n —c)pq 1+( ) >q

pour tout sous-ensemble de sommets C' de cardinalité ¢ = ¢(n). Soit ¢(n) =
(2+€)logn
log(1/q)

¢ = o(n). Nous pouvons réécrire cette probabilité :

. Comme p et 1 — p sont tous deux des w ((logn)~'), alors on a

P (C n’est pas un code l-identifiant de G, )

2c p cle—1) P
—c—15+<n—c><n—c—1>?]’

< (n—c)¢ [1 +
n
c(n) et p étant tels que le terme entre crochets tend vers 1, il nous reste a

montrer que (n — ¢)?¢° tend vers 0 :

(n —¢)?¢° = exp{2log(n —c)+ clogq}
< exp{2log(n —c¢) — 2logn — elogn}

exp{Qlogn_ ‘ —logné}.

IA

n

Comme “~¢ < 1 et n® — 400, alors I'exposant tend vers —oo, donc (n —
¢)?q“?p tend vers 0, ce qui conduit au résultat désiré. O

Puisque de fagon déterministe la cardinalité minimum d’un code 1-iden-
tifiant est bornée inférieurement par [log(n + 1)] (voir Théoréme 1.4), ceci
montre que presque sirement la cardinalité minimum d’un code 1-identifiant
de G, est en O(logn). Comme nous 'avions annoncé, nous sommes en fait
capables de montrer que la valeur de la constante est 2, ce qui est fait dans
le paragraphe suivant.

5.2.1.2 Borne inférieure

Dans ce paragraphe nous avons besoin de l'inégalité de Suen [Sue90],
améliorée par S. Janson dans [Jan98]. Cette inégalité ressemble au Lemme
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Local de Lovész [EL75], dans le sens ot I'on utilise un graphe de dépendance
d’évenements. Nous présentons ce résultat avec les conventions de notation

de [Jan9s].

Soit (A;)iezr un ensemble d’évenements, et pour tout i € Z soit I; la
fonction indicatrice de I’évenement A; : pour un évenement élémentaire w,
I;(w) = 1 si et seulement si w € A;. Soit p; I'espérance de I; pour tout ¢ € Z,
et soit X =3 . L.

Le graphe de dépendance associé aux évenements (A;);er a pour en-
semble de sommets Z. Il n’y a pas d’arétes entre deux sous-ensembles dis-
joints de sommets [; et I, si toute combinaison booléenne des A;,7 € I; est
indépendante de toute combinaison booléenne des A;, j € I. Par combinai-
son booléenne d’éveénements on entend une combinaison de ces évenements
liés par les opérateurs standard de la théorie des ensembles (union, intersec-
tion ou complémentation) : par exemple A; U (A \ Aj3) est une combinaison
booléenne de Ay, Ay, Ag, puisque on peut rééerire Ay \ Az = Ay N As.
L’adjacence sera notée ~, et on notera k ~ {i, j} pour signifier que le sommet
k est adjacent a ¢ ou j (ou aux deux).

Cette notion de graphe de dépendance est plus forte que celle du Lemme
Local de Lovasz, pour lequel on exige seulement que le fait qu’il n’y ait pas
d’arétes entre i et I C 7,4 & I, implique que A; soit indépendant de toute
combinaison booléenne des A;, j € I.

Pour la version de 'inégalité de Suen dont nous avons besoin, il nous faut
définir trois parametres :

- H= Ziez Pi,

- A= Yy BOL),

- 0= maXier )., Dj-
L’inégalité de Suen s’énonce alors comme suit :

Théoréme 5.3 (Suen)
Avec les notations précédentes, soit X =), ., 1;. Alors on a :

P(X =0) < exp{—p+Ae®}. O

Cette inégalité nous permet de donner une estimation de la probabi-
lité qu’aucun évenement ne se réalise parmi une collection d’évenements
dépendants les uns des autres. Dans le cas ou les évenements sont tous
indépendants cela est trivial :

P(N;erAi | A; indépendant de A; pour tout ¢ # j) = HP(AZ-).

1€l
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Dans le cas qui nous intéresse, nous voulons obtenir une borne supérieure
de la probabilité P(C' est un code 1-identifiant), et nous allons utiliser le fait
que C est un code 1-identifiant si et seulement si aucune paire de sommets
distincts u, v ne vérifie N[u] N C' = N[v] N C : 'ensemble Z sera donc égal a
I’ensemble des paires de sommets distincts de V'~ C.

Lemme 5.3 ([FMMRS])
Soit p tel que

4loglogn

w1l —p) >
p(l—p) > og 1

et soit € = 31818n - Alors  presque sirement, il nlexiste pas de code 1-

identifiant de G, de cardinalité inférieure ou égale a
(2—¢)logn
log(1/q)
ot g =p*+ (1 —p)*.
Preuve : Soit C' un sous-ensemble de sommets de G, ,, de cardinalité
(2—¢)logn
<= S

Ceci implique que
n672 S qC S n672/q S 2n672.

On utilise I'inégalité de Suen pour borner la probabilité que C' soit un code
1-identifiant de G, . Soit Z ’ensemble des paires de sommets de V'~ C'. Soit
A; Vévénement

A{N[u|NnC = Np]NnC},
ol u et v sont les deux sommets correspondant a i. Soit X la variable aléatoire
définie par
X => L
i€T
Ainsi on a
C' est un code l-identifiant de G, , = X = 0.

Le graphe de dépendance est défini par ¢ ~ j si et seulement si les paires de
sommets correspondants ont une intersection non vide. Ainsi, on a p; = ¢¢
pour tout ¢ € Z. De méme, si ¢ ~ j alors on a

ELL) = (0 +(1—-p)*)°.
Comme |Z| = (";°), {{i,j} i~ i} =3(";) et [{j: j ~ i} =2(n—c—2)

pour tout ¢ € Z, alors ceci nous donne
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On peut alors appliquer I'inégalité de Suen (Théoréme 5.3) :

P (C est un code 1-identifiant de G, )

< P(X =0)
< exp {— (n ; C) ¢+ 3(” ; C) (p*+ (1 - p)g)ce“"q”}
<

o5 )

= ov (5 (1o (S o) )

Comme la fonction z +— ;ﬁ;glx est décroissante sur I'intervalle [0, 1], on peut

borner la probabilité qu’il existe un code 1-identifiant de cardinalité ¢ dans
Gnp :

P (il existe un code 1-identifiant de G,,,, de cardinalité c)

< (0)or -5 (e ansg gy 00 )])
< () exp {_g (1= nooszeorzson) } |

Comme
n — eO((logn)S/loglogn)
c
et
0 = Q((logn)?)
alors on a

P (il existe un code 1-identifiant de G, de cardinalité ¢) — 0

quand n — o0, ce qui acheve la preuve de ce lemme et du Théoreme 5.2. O

Dans le cas particulier p = 1/2, ceci nous donne :

Corollaire 5.1
Presque tout graphe de G(n,1/2) admet un code 1-identifiant de cardinalité
minimum €égale a c(Gr12) ~ 2logn.
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5.2.2 Fonctions de seuil pour I’existence d’un code 1-

identifiant

Afin de calculer les fonctions de seuil pour l'existence d’un code 1-iden-
tifiant, nous avons besoin de deux résultats fondamentaux de P. Erdos et
A. Rényi [ER60, ER61], que nous présentons ici comme dans [Bol85]. Ces
théoremes donnent les fonctions de seuil pour le nombre de composantes
connexes de G, , qui sont des arbres.

Théoréme 5.4 (ErdSs-Rényi)
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de sommets isolés de G, ,. Alors

on a :

1.
2.

Si pn — logn — —oo alors pour tout L € R on a P(X > L) — 1.

Si pn—logn — x pour un certain x € R alors X converge en probabilité
vers la distribution de Poisson de moyenne X\ := e, i.e. P(X = r)

tend vers e_/\% pour tout r > 0.

Si pn —logn — 400 alors X = 0 pour presque tout graphe de G(n,p).
O

Théoréeme 5.5 (Erd6és-Rényi)
Pour tout k > 2, soit Ty, la variable aléatoire égale au nombre de composantes
connezes de G, qui sont des arbres a k sommets. Alors on a :

1.
2.

Sip= o(n_%) alors Ty, = 0 pour presque tout graphe de G(n,p).

k
St p ~ cn” ¥ pour une certaine constante ¢ > 0 alors T}, converge en
1y s . . . . _ k—2
probabilité vers la distribution de Poisson de moyenne \ := cF 1]“7,
i.e. P(Tx =) tend vers e *2: pour tout r > 0.

Si pn% — 400 et pkn —logn — (k — 1)loglogn — —oo alors pour
tout L€ R on a P(T, > L) — 1.

Si pkn —logn — (k — 1)loglogn — x pour un certain x € R alors
Ty converge en probabilité vers la distribution de Poisson de moyenne

e~ T

kxk!"
Si pkn —logn — (k— 1) loglogn — +oo alors Ty, = 0 pour presque tout
graphe de G(n,p). O

Si p # 1 est constante, le Lemme 5.1 nous dit que presque tout graphe de
G(n,p) admet un code 1-identifiant. Mais si p est maintenant une fonction
de n, alors cela n’est plus nécessairement vrai. Par exemple, si p = p(n) est
trop grand, alors G, contient presque sturement deux sommets universels
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(i.e. deux sommets adjacents a tous les sommets du graphe), ce qui empéche
G d’admettre un code 1-identifiant. D’autre part, si p est si petit que G,
n’a presque sturement aucune aréte, alors G, , a un code 1-identifiant. Mais
si p est petit de telle sorte qu’il existe presque sturement des arétes isolées
dans Gy, ,, alors G, n’a pas de code 1l-identifiant. En fait, nous montrons
que les sommets universels et les arétes isolées sont les seuls obstacles pour
admettre un code 1-identifiant dans G(n,p).

Théoréme 5.6 ([FMMRS])
Pour tout e >0 on a :

- Si p = o(n™?%), alors presque tout graphe de G(n,p) admet un code
L-identifiant (et, presque surement, ce code 1-identifiant est unique :
’ensemble de tous les sommets de G, ),

~ sipn? — +oo etp < ﬁ (logn + (1 — €)loglogn), alors presque sirement
aucun graphe de G(n,p) n‘admet de code 1-identifiant,

~ 80 % (logn+ (1 +€)loglogn) < p <1 — %(logn%—eloglogn), alors
presque tout graphe de G(n,p) admet un code 1-identifiant,

—sip>1-— % (logn — eloglogn), alors presque aucun graphe de G(n,p)
n’admet de code 1-identifiant.

On remarque que I'intervalle non-trivial d’existence d’un code 1-identifiant
est asymétrique, puisque sa borne inférieure est asymptotiquement égale a
102%, alors que sa borne supérieure est de l'ordre de 1 — lo%. Ceci provient
du fait que nous devons 1-séparer toutes les paires de sommets adjacents. En
effet, des lors qu’ils sont 1-couverts, deux sommets non-adjacents sont auto-
matiquement 1-séparés. Intuitivement, dans un graphe dense (i.e. lorsque p
tend vers 1), deux sommets quelconques sont presque sirement adjacents, et
nous avons donc a 1-séparer un grand nombre de sommets. Lorsque p tend
vers 0, la plupart des sommets de Gy, , sont non-adjacents, et nous n’avons a

considérer qu’un petit nombre de paires de sommets.

Nous décomposons la preuve du Théoreme 5.6 en les quatre propositions
qui suivent.

Proposition 5.1 ([FMMRS])
Sip = o(n=?), alors presque tout graphe de G(n,p) admet un code 1-identifiant.

Preuve : Pour un tel p, G, , n’a presque sirement aucune aréte, et admet
donc V(G,,,) comme unique code 1-identifiant. O

Proposition 5.2 ([FMMRS])
Pour tout € > 0, si pn* — 400 et p < 5-(logn + (1 — €)loglogn), alors
presque surement aucun graphe de G(n,p) n‘admet de code 1-identifiant.
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Preuve : On applique le point 3 du Théoreme 5.5 avec £ = 2 : pour un
tel p presque tout graphe de G(n, p) admet un arbre a deux sommets comme
composante connexe, ¢.e. une aréte isolée. Un graphe contenant une aréte
isolée n’admet pas de code 1-identifiant. O

Proposition 5.3 ([FMMRS])
Pour tout € > 0, si

1
p > o (logn + (1 + €) loglogn)
n

et
1
p < 1——(logn +eloglogn),
n
alors presque tout graphe de G(n,p) admet un code 1-identifiant.

Preuve : L’ensemble de tous les sommets de G, ,, est un code 1-identifiant
si et seulement si c¢’est un code 1-séparateur. Par le Lemme 5.1, la probabilité
que I’ensemble de tous les sommets de G,,, ne soit pas un code 1-séparateur
est inférieure ou égale a

(5)p 62+ =07 = ")

La fonction
ffrx— (Z)x (2 + (1 - x)z)n_2

croit de 0 jusqu'a un «, = O (n_%), puis décroit jusqu’a un (3, = % —

N|—=

1 A . \ —
S} (n’§>, et croit de nouveau jusqu’a 1. Comme pour n assez grand n

tend vers 0 moins vite que % (logn + (1 + e) log log n), alors le maximum de
f™(p) sur lintervalle

1 1
{% (logn + (1 +¢€)loglogn),1 — - (logn + eloglogn)
est atteint pour
1
p= 5 (logn + (1 + €) loglogn)
n
ou

1
p = 1——(logn+ eloglogn).
n
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Il suffit alors de montrer que

" (% (logn + (1 + €)loglog n)>

et
1
" (1 — — (logn + elog log n))
n

tendent tous deux vers 0 lorsque n tend vers l'infini, ce qui est facile a vérifier.
([

Proposition 5.4 ([FMMRS])
Pour tout e >0, sip>1— % (logn — eloglogn), alors presque aucun graphe
de G(n,p) n'admet de code 1-identifiant.

Preuve : Nous utilisons le fait que le nombre de sommets universels (i.e des
sommets voisins de tous les autres) de G(n, p) est égal au nombre de sommets
isolés de G, 1_p. Par le point 1 du Théoreme 5.4, il existe presque sirement
deux sommets universels dans G(n,p) pour un tel p. Un graphe admettant
deux sommets universels n’admet pas de code 1-identifiant. O

On peut représenter les résultats du Théoreme 5.6 par la Figure 5.1, ou
nous représentons ’évolution de P(G,,, admet un code 1-identifiant) comme
une fonction de p(n). Il est a noter qu’il existe deux intervalles d’existence
presque sure d’'un code 1-identifiant.

A

|

| »
T »

0 1 L(10g n+log log n) l—llogn 1

n2 2n n
Fia. 5.1 — Représentation graphique des fonctions de seuil pour la
propriété d’admettre un code 1-identifiant. La wvaleur asymptotique de
P(Gpp admet un code 1-identifiant) est représentée sur l'axe vertical, et

p(n) sur laze horizontal.
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Les Théoremes 5.4 et 5.5 d’Erdds et Rényi sont d’une précision telle que
nous pouvons dire ce qu’il se passe aux seuils, i.e. lorsque p est dans 1'une
des trois zones grisées de la Figure 5.1.

Théoréme 5.7 ([FMMRS])
Pour toute constante ¢ > 0, si p ~ cn™=, alors la probabilité qu’un graphe

de G(n,p) admette un code 1-identifiant tend vers e~z lorsque n tend vers
l'infini.

2

Preuve : On sait que G,,, n’admet pas de code 1-identifiant si et seulement
si il existe une paire de sommets distincts u # v tels que N[u] = NJv],
mais nous pouvons en fait nous restreindre aux sommets u # v tels que
Nlu] = N[v] = {u,v}, c’est-a-dire aux arétes isolées. En effet, la présence de
u # v tels que N{u] = N[v] et [N[u]| > 3 implique la présence d'un triangle
dans G, p, et pour un tel p la probabilité que G,,, contienne un triangle est
bornée par (g) p?, qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Ainsi, pour un
n grand, on a

P (G, , n’admet pas de code 1-identifiant) ~ P (G, , contient une aréte isolée) .

Grace au point 2 du Théoreme 5.5, nous savons que le nombre d’arétes isolées

converge en probabilité vers la distribution de Poisson de moyenne §. a

Théoreme 5.8 ([FMMRS])
Pour toute constante x € R, si 2np — (logn + loglogn) tend vers x lorsque
n tend vers linfini, alors la probabilité qu’un graphe de G(n,p) admette un

e

code 1-identifiant tend vers e=¢ * lorsque n tend vers linfini.

Preuve : Comme dans le théoreme précédent, il suffit de regarder les arétes
isolées. En effet, nous allons voir que la présence de deux sommets u # v
tels que N[u] = N[v] et |[N[u]| > 4 implique la présence d’'un sous-graphe
isomorphe a Hy dans G, ,, ou Hy est I'unique graphe a 4 sommets et 5 arétes
(voir Figure 5.2).

L’espérance du nombre de Hy contenus dans G, , est égal a 6(2) p°, qui
tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini pour un tel p. Ainsi, la probabilité
que G, contienne deux sommets u # v tels que N[u] = N[v] et |[N[u]| > 4
tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Maintenant, regardons la probabilité
que G, , contienne deux sommets u # v tels que N[u] = N[v] et |N[u]| = 3.
L’espérance du nombre de telles paires de sommets est 3(5)p*(1—p)2™=%), qui
tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Presque sirement, G,,, ne contient
donc pas de paires de sommets u # v telle que N[u] = N[v] et |[N[u]| = 3.
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F1G. 5.2 — L’unique graphe (a isomorphisme prés) a 4 sommets et 5 arétes.
Ce graphe, que nous désignons par Hy dans notre preuve, est parfois appelé
diamant.

Ainsi, pour n grand, on a
P (G, n'a pas de code l-identifiant) ~ P (G, , a une aréte isolée) .
Nous concluons en utilisant le Théoreme 5.5. O

Théoréme 5.9 ([FMMRS])

Pour toute constante x € R, si n(1 — p) — logn tend vers z lorsque n tend
vers linfini, alors la probabilité qu’un graphe de G(n,p) admette un code
1-identifiant tend vers e " (1 + e™®) lorsque n tend vers l'infini.

Preuve : On sait que G,,, n’admet pas de code 1-identifiant si et seulement
si il existe deux sommets u # v tels que N[u] = N[v], mais nous pouvons
en fait nous restreindre aux sommets universels, i.e. au cas N[u] = N|[v] =
V(Gh,p)- En effet, le nombre de paires de sommets u # v tels que N{u] = N[v]
et [N[u]] < n—1est (5)p((p*+(1—p)?)"2—p>™2), qui tend vers 0
lorsque n tend vers l'infini pour un tel p. Ainsi, pour n grand, on a

P (G,, n’a pas de code 1-identifiant)

~ P(G,, a deux sommets universels) .
On conclut avec le point 2 du Théoreme 5.4, en utilisant le fait que le nombre

de sommets universels de G, ,, est égal au nombre de sommets isolés de G, 1—p.
O

5.3 Cas des codes (1, < {)-identifiants

Dans un graphe G, soit (X,Y’) une paire de sous-ensembles d’au plus ¢
sommets de G. La paire (X,Y) est dite -mazimale si et seulement si on a :
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—soit [ X|=0—1,|Y|=0et XCY;

—soit |Y|=0—-1,|X|={etY CX;

— soit | X|=/let |Y]| ="

Nous montrons que pour qu’'un sous-ensemble C' de sommets de G soit
un code (1, < ¢)-identifiant de GG, on peut se restreindre a séparer les paires
(-maximales de sous-ensembles de sommets de G :

Lemme 5.4 ([FMMRS])

Soit C un sous-ensemble de sommets d’un graphe G = (V, E). Alors C' est
un code (1,< {)-identifiant de G si et seulement si 1(X,C) # 0 pour tout
X CV tel que | X| <, et la condition

I(X,C) # I(Y,C)
est vraie pour toute paire (-mazimale (X,Y).

Preuve : Soit G un graphe. Par définition, un code (1, < {)-identifiant C
de G (-sépare les paires f-maximales de G. Réciproquement, montrons qu'un
sous-ensemble de sommets C' satisfaisant les conditions de I’'énoncé est un
code (1, < ¢)-identifiant de G. Soit (X,Y’) une paire de sous-ensembles d’au
plus ¢ sommets de G. Si (X,Y) est f-maximale alors il n’y a rien a faire. Si
(X,Y) n’est pas f-maximale, alors, sans perte de généralité, supposons que
(X[ < [Y].

(a) Si X CY,s0it ZCV Y de cardinalité £ — |Y| et soit yp € ¥ \ X.
Soient X' :=Y UZ ~{yo} et Y :=Y UZ. SiC ne sépare pas X et Y,
alors C' ne sépare pas non plus X’ et Y. Comme la paire (X', Y”) est
(-maximale, ceci implique que la paire (X,Y") est ¢-séparée.

(b) si X €Y, soit Z CV \Y de cardinalité £ — |Y| et soit T C Y \ X tel
que | X|+|T|+ |Z] = L. Soient X' :=XUTUZetY :=YUZ. SiC
ne sépare pas X et Y, alors C' ne sépare pas non plus X’ et Y. Comme
la paire (X', Y”) est -maximale, ceci implique que la paire (X,Y) est
(-séparée.

O

5.3.1 Cardinalité d’un code (1, < {)-identifiant

Nous commencons par donner une estimation de la probabilité qu'un
sous-ensemble arbitraire de sommets de G, ,, soit un code (1, < ¢)-identifiant
de Gy, . Le résultat suivant est analogue au Lemme 5.1.
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Lemme 5.5 ([FMMRS])
Soit C # V' un sous-ensemble de sommets de G,,,. La probabilité que C' ne
soit pas un code (1, < {)-identifiant de G, est bornée par :

P(C n’est pas un code (1, < {)-identifiant)
< n* (1 —min{p,2p(1 = p)}(1 —p)*")

Dans le cas ou C =V, on a :

|C|—2¢

P(V n’est pas un code (1, < £)-identifiant)
< n* (1= (1-p)") (1 —min{p,2p(1 - p)}(1 - p)"")

n—24

Preuve : Soit ¢ # V un sous-ensemble de sommets de G, ,. Soit S
I'ensemble {(X,Y) | X C VY C VX # Y, |X| < (,|Y]| <}, et soit
S’ T'ensemble des paires ¢-maximales de S. Pour toute paire /-maximale
(X,Y) € &', soit Axy l'évenement {I(X,C) = I(Y,C)}. On a alors

P(C n’est pas un code (1, < ¢)-identifiant de G,,,) < Z P(Axy).

(X,Y)eS’

Comme |8’| = ©(n?), il nous faut maintenant calculer une borne supérieure
de P(Axy) = P(NecAxy(2)), ot Axy(2) désigne I'évenement

{2 € I(X,C)NI(Y,C)Y Uz & (I(X,C)UI(Y,O))}.

Nous pouvons décomposer cette quantité comme suit :

P(Axy) < [I PAxy(2)p =P (| Axy(2) (5.3)

zeC\(XUY) zeCN(XUY)

En effet, pour tout z € O\ (XUY), les événements Ax y (z) sont indépendants
les uns des autres, et sont indépendants de I'intersection (), c o xuy) Axy (2) |
pour deux zi, 2o distincts n’appartenant pas a X UY, I'existence des arétes
entre z; et XUY est indépendante de 'existence des arétes entre zo et X UY'.
Ceci n’est plus vrai si I'on prend z; et 25 appartenant a X UY', ainsi nous ne
pouvons pas développer le deuxieme terme de (5.3). Nous allons donner une
borne supérieure de chacun des termes de ce produit :
(a) Borne pour [[..c (xuy) P(Axy(2)) :
On décompose Ax y(z) comme suit :

AX7y(Z> = {ZE[(XQY)}
U{ze (X\Y)ETze I(Y~NX)ETz&I(XNY)}
U{z¢I(XUY)}.
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Ceci conduit a :

P(Axy(2) < f(X,Y) = 1—(1—p)*"
+ (1= 1= (1= 1= p))
(1—p)x
+(1 —p)*L,
Supposons sans perte de généralité que | X| < |Y|. Il y a alors deux cas
a traiter :
(a.l]) XCY:
Comme (X,Y) est f-maximale, alors on a |X|=¢—1et |[Y| =1,
donc :
fY) = 1-(1-p T +(1-p = 1-p1l-p"
(a.2) XZY:
Comme (X,Y) est f-maximale, alors on a |X| = Y| = ¢. Si

| X NY| < {—1,soient alors zg € X \Y et yp € Y . X. Soient
X=X ~Azo} U{yo} et Y =Y. Comme (X,Y) est -maximale,
alors (X',Y”) est aussi f-maximale, et il est facile de vérifier que
f(X,Y") > f(X,Y). Enitérant ceci, nous voyons que le maximum
de f est atteint dans le cas [ X NY| = ¢ — 1, pour lequel on a :

P(Axy(2) < 1-(1-p'+1-(1-p)*1-p~"
+(1 _p)€+1
= 1-2p(1—p)".
Comme |C\(XUY)| > |C|—2¢, ceci nous donne la borne suivante :

[[ PAxy(2) < (1-min{p,2p(1 - p)}(1—p)" ).

z€C\(XUY)

(b) Borne pour P (ﬂzecm(Xuy) AXy(z)) :
Dans le cas ou |C| < n, nous bornons simplement cette quantité par 1
et nous obtenons le résultat annoncé. Si C' =V, alors pour toute paire
(X,Y) € & il existe un sommet 2y € XAY. Sans perte de généralité,
supposons que zg € Y~ X. Pour un tel sommet zy, nous avons simple-
ment Ay y(z0) = {20 € N(X)}, qui a pour probabilité 1 — (1 — p)X|.
Comme | X| < ¢, on a alors :

P ﬂ AX,Y('Z) < P(AX,Y(ZO))

zeCN(XUY)
S 1— (]‘ - p)f7
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ce qui nous donne la borne annoncée.

O

On cherche alors |C| tel que la borne supérieure du Lemme précédent
tende vers 0.

Théoréme 5.10 ([FMMRS])
Soit € tel que n© — 400, et p constant, p # 0,1. Alors presque tout graphe
de G(n,p) admet un code (1, < {)-identifiant C' de cardinalité

2(0 4 €)logn

cl < log(1/qe)

ot ¢ = 1 — min{p, 2p(1 — p)}(1 — p)*~ L.

Preuve : Avec les hypotheses précédentes, on sait par le Lemme 5.5 que

P(C n’est pas un code (1, < {)-identifiant de G,,,) < n%qﬂ’%,

11 suffit alors de vérifier que n%qf'*% — 0 lorsque |C| = %, ce qui est
facile. O

Remarquer que ceci ne signifie pas que la cardinalité minimum d’un code
(1, < f)-identifiant de G, ;, est presque surement O(¢logn), parce que m

est en fait une quantité en O(2¢). Le théoréme précédent montre en fait que
la cardinalité minimum d'un code (1, < ¢)-identifiant de G, est presque
siirement O(£2logn).

Le théoreme précédent est analogue a la borne supérieure du Théoreme 5.2,
mais nous ignorons si cette borne est serrée. Peut-on aussi utiliser 'inégalité
de Suen pour obtenir une borne inférieure similaire a celle du Lemme 5.3 7
Nous posons ceci comme un probleme ouvert.

Nous rappelons que nous disposons d’une borne inférieure déterministe,
provenant de la théorie des codes superimposés (voir Théoreme 1.5) :

62
>
€l = log ¢

logn

pour tout code (1, < f)-identifiant C' d’un graphe a n sommets.

Nous pouvons également déduire un résultat d’existence du Lemme 5.5,
comme cela arrive souvent avec la méthode probabiliste.
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Proposition 5.5 ([FMMRS])
Soit € tel que n©® — 4o00. Alors pour tout n € N il existe un graphe G™
admettant un code (1, < ¢)-identifiant C™ de cardinalité

IC™ < V2(£% + €) log n.

Preuve : Soit p = % Nous savons par le Lemme 5.5 que

P(C n’est pas un code (1, < ¢)-identifiant de G,, )

. N |C|—2¢
< n¥*l1-2-(1-- .
< n (1 2€ (1 g) )

Il existe une constante K, (qui dépend de ¢ mais pas de n) telle que

P(C n’est pas un code (1, < ¢)-identifiant de G, )

1 A
< 21 -_9-(1==
< K (1 2€ (1 g))
‘
< Kpexp <2€1ogn—2% (1—%))

< Kypexp (%logn — \/59) )

puisque (1 — 3 ‘ > L pour ¢ > 1. Nous obtenons alors
¢ V2

P(C n’est pas un code (1, < ¢)-identifiant de G, )
€
< — — 92—
< Kpexp ((26 20 2£> logn>

< Kpexp (—2% log n))
K£n72e/2.

A

IN

Puisque n® — +o00, nous avons
P(C n’est pas un code (1, < ¢)-identifiant de G,,,) — 0.

Ainsi, pour un tel p, presque tout graphe de G(n,p) admet un code (1, < ¢)-
identifiant de cardinalité \/5(62 + €)log n, en particulier il existe un graphe
a n sommets G" admettant un code (1, < /¢)-identifiant C™ de cardinalité
O™ < V2(£% + €) log n. 0
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Ce résultat d’existence est non-constructif, il ne nous dit rien sur la
structure des graphes admettant un code (1, < ¢)-identifiant de cardinalité
V20?1logn et ne nous fournit pas de procédé explicite pour en construire.
Nous rappelons que nous avions donné en Chapitre 4 un résultat d’existence
constructif de graphes & n sommets admettant un code (1, < ¢)-identifiant
de cardinalité ©(¢*logn) (Théoreme 4.3). Nous posons comme un probleme
ouvert la construction ezplicite de graphes a n sommets admettant un code
(1, < ()-identifiant de cardinalité O (2 logn).

5.3.2 Fonctions de seuil pour I’existence d’un code (1, <
¢)-identifiant

A la différence du cas ¢ = 1, nous ne disposons que de résultats partiels sur
les fonctions de seuil pour la propriété d’admettre un code (1, < ¢)-identifiant
dans le cas ¢ > 1. Nous présentons ici les résultats obtenus.

Certains arguments que nous avions invoqués dans le cas des codes 1-
identifiants sont encore valables dans le cas général :

Proposition 5.6 ([FMMRS])
Si p = o(n™?), alors presque tout graphe de G(n,p) admet un code (1,< f)-
identifiant. O

En effet, pour un tel p, G, , n’a presque sirement aucune aréte, et admet
donc un unique code (1, < ¢)-identifiant C' = V.

Proposition 5.7 ([FMMRS])
Soite >0. Sip>1-— %(logn — eloglogn) presque surement aucun graphe
de G(n,p) n'admet de code (1, < {)-identifiant. O

Nous rappelons que pour un tel p le graphe G, , contient presque stirement

deux sommets universels.

Maintenant, en utilisant le Lemme 5.5, nous pouvons obtenir un intervalle
d’existence d’un code (1, < ¢)-identifiant dans G, :

Proposition 5.8 ([FMMRS])
Soit € > 0. Si p = p(n) vérifie

{—1

) 1/¢

(logn + eloglogn) < p<1-— (—(logn—i— eloglogn)) ,
n

alors presque tout graphe de G(n,p) admet un code (1, < {)-identifiant.
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Preuve : D’apres le Lemme 5.5, nous avons :

P(V n’est pas un code (1, < ¢)-identifiant de G, )
< n2t (1 —(1 —p)f) (1 — min{p, 2p(1 — p)}(1 _p)efl)nf%

Em? (1—(1-p)f)exp (—pn(1 —p)*Y), sip<1/2;
<

Kn? (1 —(1- p)é) exp (—Qpn(l — p)e) , sip>1/2.
ou K, et K sont deux constantes dépendant seulement de ¢. Il est facile de

vérifier que ces deux quantités tendent vers 0 lorsque p satisfait les inégalités
de I’énoncé. O

Pour la proposition suivante nous avons besoin d'un résultat de Bollobas
sur la séquence des degrés d'un graphe aléatoire, que nous citons ici comme
dans [Bol85].

Théoréme 5.11 (Bollobas)
Soit € > 0 fizé et soit p tel que en~2 < p<1-— en~2. Soit k un nombre

naturel et soit Xy, la variable aléatoire égale au nombre de sommets de degré
k dans G, p. Soit

n—1
e = Ai(n) = n( I )p’“(l —p)" "
Alors, pour tout t > 0 fixé, on a :
lim \g(n) = 400 = limP(X;, >t) = 1. O

Ceci nous est tres utile puisque qu'un graphe contenant un sommet v de
degré 1 < d(v) < ¢ — 1 n’admet pas de code (1, < ¢)-identifiant. En effet, il
est impossible de séparer X := N(v) de Y := N(v) U{v} = NJv], puisque
ces deux ensembles ont le méme voisinage étendu : N[X| = N[Y].

Proposition 5.9 ([FMMRS])
Pour toute > 0, sip est tel que pn* — oo etp < = (logn + (€ — 1 —€)loglogn),
alors presque aucun graphe de G(n,p) n'admet de code (1, < {)-identifiant.

Preuve : On utilise le Théoreme 5.11 avec k = ¢ — 1 et t = 1. 1l est facile
de voir que si pn? — oo et p < %(10gn+ (¢ —1—¢€)loglogn), alors on a
Ak(n) = n("gl)pk(l — p)" % — +o0. Par conséquent, G,,, contient presque
surement un sommet v de degré ¢ — 1. Maintenant, soient X := N(v) et
Y := N(v)U{v} : X et Y sont tous deux de cardinalité inférieure ou égale
a (, et vérifient N[X] = NI[Y], donc G,, n’admet pas de code (1,< /)-
identifiant. O
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Annexe : Graphes

Dans cette annexe nous donnons de brefs rappels de théorie des graphes
et d’algorithmique. Les définitions et les termes employés proviennent d’ou-
vrages de références tels [Die00, GJ79, vLW92].

Graphes, sous-graphes

Un graphe non-orienté G est un couple (V, E), ou E est un ensemble de
paires (non-ordonnées) de points de V : E C {uv | u € V,v € V'}. Noter que,
possiblement, uu € E : on dit en ce cas que uu est une boucle de GG. Un graphe
sans boucle est un graphe simple. Un graphe orienté G est un couple (V, A),
ou A est un ensemble de couples de pointsde V' : A C {(u,v) |u € V,v € V}.
Un élément de A du type (u, u) est également appelé boucle de G. Lorsque V'
est fini on parle de graphe fini. L’ensemble V" est appelé ensemble des sommets
du graphe et 'ensemble F est appelé ensemble des arétes du graphe. Dans le
cas d'un graphe orienté, ’ensemble A est appelé ensemble d’arcs du graphe.

Deux sommets u, v tels que uv € E (resp. (u,v) € A) seront dit adjacents
ou encore voisins. Pour un arc (u,v) € A, u sera dit voisin entrant de v,
et v sera dit voisin sortant de u. Deux arétes ayant un sommet commun
w € E et uw € E (resp. (u,v) € Aet (u,w) € A; ou (u,v) € A et
(w,u) € A) seront dites incidentes en u. Le degré d’'un sommet v d'un
graphe non-orienté est le nombre de voisins de v, on le note d(v). Dans le
cas de graphes orientés, le degré entrant de v désigne le nombre de voisins
entrants de v, noté d~(v), et le degré sortant de v désigne le nombre de
voisins sortants de v, noté d*(v). L’ensemble des voisins de v est noté N (v),
I'ensemble des voisins entrants (resp. sortants) de v est noté I'"(v) (resp.
I'*(v)). Le degré mazimum de G, noté A(G), est le degré maximum d’un
sommet de G. Le degré minimum de G, noté §(G), est le degré minimum
d’un sommet de G. Lorsque §(G) = A(G) = r on dit que G est r-régulier :
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tous les sommets de G ont le méme degré.

Le théoreme suivant lie le nombre d’arétes d'un graphe avec la somme
des degrés de ses sommets :

Théoreme A.1 (Folklore)
Soit G = (V, E) un graphe non-orienté sans boucle a m arétes. Alors on a :

Z d(v) = 2m.

veV

Preuve : Soit G = (V, E) un graphe non-orienté sans boucle a m arétes.
Considérons le graphe biparti H(G) = {A,B}, ou A =V et B = E, tel
que v € A et e € B sont voisins dans H(G) si et seulement si e est une
aréte incidente & v dans G. Soit k le nombre d’arétes de H(G). Comme il
y a d(v) arétes a chaque sommet v, alors on a k = >, d(v). Par ailleurs,
comme chaque aréte est incidente a deux sommets, alors on a k£ = 2m. En

rassemblant, k = 2m = d(v). O

La terminologie provient des représentation graphiques habituelles des
graphes, ol les éléments de V' sont des points du plan et les éléments de E
ou de A sont des traits reliant ces points (voir Figure A.1). A ce titre, le
terme point sera parfois utilisé a la place de sommet.

Dans le cas des graphes finis, le nombre de sommets sera souvent dénoté
n et le nombre d’arétes m. La notation |G| sera parfois utilisée pour désigner
le nombre de sommets de G. Les notations V(G), E(G) et A(G) désignent,
respectivement, I’ensemble des sommets, des arétes et des arcs d'un graphe

G.

On peut également voir un graphe G = (V, E') comme une relation binaire
sur ’ensemble V. Dans le cas ou G est fini, on a 'habitude de représenter
G comme une matrice M € M,,,({0,1}), o n = |V, et pour tout i,j =
1,...,nona:

M;; =1 si et seulement si v;v; € E (resp. (v;,v;) € A)

La matrice M est appelée matrice d’adjacence de GG. Dans le cas ou G est
non-orienté M est symétrique : M;; = M;; pour tout i, j.

Un graphe H est un sous-graphe d'un graphe G s’il existe V! C V et
E' C B, tel que H = (V',E'), ou E|, désigne la restriction de E & V' :
E, ={weE|uecV', veV'} (cf Figure A.2). Le graphe G est parfois
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Fic. A1 - 4 gauche, un graphe non-orienté ; et un graphe orienté a droite.
les sommets x et y sont adjacents, mais pas les sommets x et z. Le sommet
x est de degré 3. L’aréte tt est une boucle de G. Les arétes xyet yz sont
incidentes en y. Les sommets b et ¢ sont les deuz voisins sortants de a, b est
aussi un voisin entrant de a : le voisinage sortant de a est donc {b,c}, et le
voisinage entrant de a est {b}.

appelé supergraphe de H. Lorsque £ = E| , alors on dit que H est un sous-
graphe induit de G. En ce cas on dit que H est engendré par V' et on écrit
H = G[V'].

De fagon algébrique, un sous-graphe H de G peut étre défini par une ap-
plication f : V(H) — V(G) telle que wv € E(H) — f(u)f(v) € E(G). Une
telle application est appelée homomorphisme de graphes, c’est une applica-
tion des sommets préservant la relation d’adjacence. Si f : V(H) — V(G) est
bijective, on parle d’isomorphisme de graphes et on dira que H et GG sont iso-
morphes. Autrement dit, deux graphes sont isomorphes s’ils ne different que
par les noms qu’ont leurs sommets. Ainsi nous étudions souvent les graphes
a isomorphisme pres puisque nous nous intéressons aux propriétés combina-
toires des graphes. Lorsque les sommets sont numérotés et que cet ordre a
une importance on parle de graphes étiquetés.

Soient X et Y deux ensembles et soit G un graphe. Lorsque GG est muni
d’une fonction w : V(G) — X on dit que G est valué, et lorsque G est muni
d’une fonction w' : E(G) — Y on dit que G est pondéré. Dans ce contexte,
la valuation d’un sommet v désigne w(v), et le poids d’'une aréte e désigne
w'(e). Parfois, les arétes d'un graphe G sont pondérées afin de redéfinir la
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1%

Fi1G. A.2 — Hy et Hy sont tous les deuz des sous-graphes de G. Seul Hy est
un sous-graphe induit, car u et v sont adjacents dans G mais pas dans Hi.

distance entre deux sommets u,v : d(u,v) est égale au poids minimum d’un
chemin d’extrémités u et v, ou le poids d'un chemin wjus ... u; est égal a
U * Uy k. . .x Uy, avec x : Y2 — Y loi de composition associative de I’ensemble
Y. Typiquement, ¥ = N et x x y est la somme de x et y.

Opérations sur les graphes

L’union disjointe de deux graphes G et H est le graphe GUH = (V(G)U
V(H),E(G)U E(H)).

Etant donnés deux graphes H et G, le produit cartésien de H et G, noté
HOG, est le graphe ayant pour ensemble de sommets V(H) x V(G) tel que
(u1,v1)(ug,v9) € E(HOG) si u; = ug et vivg € E(G) ou si uyug € E(H) et
v1 = v. On note J"G le produit cartésien GUGO ... LG, avec n — 1 carrés
dans la formule.

Soit G un graphe et soit ¢ > 1 un entier. La fermeture t-transitive de G,
notée G, est le graphe ayant pour ensemble de sommets V(G) tel que deux
sommets u et v sont adjacents dans G* si et seulement si ils sont & distance
inférieure ou égale a t dans G (voir Figure A.4).

Graphes et sous-graphes remarquables

Un graphe G dont I'ensemble d’arétes (resp. d’arcs) est vide est appelé
graphe vide ou stable. Un sous-graphe vide d'un graphe G est appelé stable
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GoH

H

Fic. A3 - 4 gauche, union disjointe des graphes G et H ; a droite, le
produit cartésien de G et H.

HiRY
N X

G VYit=3

Fi1G. A.4 — Ezemple de fermetures t-transitives d’un graphe G pour tout t > 1.

de G.

Un graphe GG dont I'ensemble des sommets peut étre partitionné en deux
sous-ensembles, V(G) = A U B, tels qu'il n'y ait pas d’arétes (resp. pas
d’arcs) entre deux sommets de A et pas d’arétes (resp. pas d’arcs) entre deux
sommets de B, est appelé graphe biparti. Un graphe biparti sera souvent (et
abusivement) noté G = {A, B}.
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F1G. A.5 — L’ensemble des sommets noirs forme un stable de G. Les sous-
graphes G[z], Gla,b] et G[u,v,w| sont des cliques de G.

Un graphe biparti ayant tous ses sommets de degré un est appelé couplage.
Un sous-graphe de d’un graphe G ayant pour ensemble de sommets V (G) est
appelé un couplage parfait de G.

Fic. A.6 — Exemple d’un graphe biparti {A, B} muni d’un couplage parfait.

Un graphe G tel que E(G) = {uwv | u € V(G),v € V(G),u # v} est
appelé graphe complet. Un graphe complet a n sommets sera souvent dénoté
K,,. Un sous-graphe de GG qui est un graphe complet est appelé une clique de

G.

Un chemin est un graphe G dont I’ensemble des sommets est {vy,...,v,}
et ’ensemble des arétes est {v;v;11 |7 =1,...,n — 1}. Les sommets v; et v,
sont appelées extrémités de G. Un chemin de n sommets sera souvent noté
P,, la longueur d'un chemin désigne son nombre d’arétes. Le sous-graphe de
P, induit par les sommets v;,71 < 1 < 19, ou 1 < 7; < ip < n, est encore un
chemin, dénoté parfois v;, Puv;,.

Un cycle est un graphe dont 1’ensemble des sommets est {vq,...,v,} et
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I'ensemble des arétes est {u;u;rq | ¢ =1,...,n — 1} U {u,ug}. Un cycle de
n sommets sera souvent noté C,, la longueur d'un cycle désigne son nombre
d’arétes.

Un cheminement d'un graphe G est un sous-graphe H de GG ayant pour
ensemble d’arétes E(H) = {u;u;,, | u, € V(H) Vj = 1,...,k}. No-
ter qu’il peut exister j # j’ tel que u;, = (T le cheminement emprunte
éventuellement plusieurs fois le méme sommet. Les sommets w;, et u;, sont
les extrémités du cheminement. La longueur du cheminement est son nombre
d’aretes, k — 1.

Un circuit d'un graphe G est un sous-graphe H de G ayant pour en-
semble d’arétes E(H) = {u;,u;,,, | u, €VH)Vj=1,..., k} U{ujuj }. La
longueur du circuit est son nombre d’arétes, k.

F1G. A.7 — Exemples de cheminements et de circuit. Noter que le deuziéme
cheminement est en fait un chemin.

Un graphe G est dit connexe si pour toute paire de sommets distincts
u, v de G il existe un chemin d’extrémités u et v dans G. La distance entre
deux sommets u et v d’'un graphe connexe G est la longueur minimum d’un
chemin d’extrémités u et v dans G. On la note parfois d(u, v). L’application
d: V(G)? — N est une distance au sens topologique du terme, elle vérifie les
propriétés suivantes :

— d(u,u) = 0 pour tout u € V(G),

— d(u,v) = d(v,u) pour tout u,v € V(G),

— d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) pour tout u,v,w € V(G).
La boule de rayon r > 1 centrée en v, notée B,(v), est le sous-ensemble des
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sommets a distance au plus r de v : B, (v) = {u | d(u,v) < r}. La boule de
rayon un, B;(v), sera souvent dénotée N[v]. On I'appelle voisinage étendu de
v, car elle est 'union du voisinage de v et de v lui-méme : N[v] = N(v)U{v}.

Un sous-graphe connexe maximal (par inclusion) de G est appelé com-
posante connexe de G : tout graphe est I'union disjointe de ses composantes
connexes.

Un graphe non-orienté connexe ayant n sommets et n — 1 arétes est un
arbre. Un graphe dont les composantes connexes sont des arbres est une
foret.

L’hypercube de dimension n est le graphe ayant pour ensemble de som-
mets V' = {0,1}" tel que deux vecteurs de V sont adjacents si et seulement
si ils different en exactement une coordonnée. On note (),, ’hypercube de di-
mension n. On peut voir I’hypercube comme le produit cartésien de Ky par
lui-méme : Q,, = J" K5 pour tout n > 1. On peut remarquer que la distance
entre deux sommets de I’hypercube est égale au nombre de coordonnées sur
lesquelles ces deux sommets different.

0 000 001 100
‘A
1 111
0, =K, =K,0K, QZDK
=Q1DK2 = D K2

Fi1G. A.8 — Les hypercubes de dimension 1, 2 et 3.

Hypergraphes

Un hypergraphe est un couple (V, E), ou V est un ensemble et E est un
sous-ensemble de ’ensemble des parties de V' (voir Figure A.9). Les éléments
de V' sont appelés sommets de I'hypergraphe, et les éléments de E sont
appelés hyperarétes de I'hypergraphe. Un graphe non-orienté peut étre vu
comme un hypergraphe dont toutes les hyperarétes sont de cardinalité deux.

Un plan projectif (fini) d’ordre n est un hypergraphe sur n? +n + 1
sommets tel que :
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‘g .

</
Fi1G. A.9 — Ezemple d’hypergraphe.

— toute paire de sommets est contenue dans une unique hyperaréte,

— deux hyperaretes s’intersectent en un unique sommet,

— chaque sommet est contenu dans exactement n + 1 hyperarétes, et

— chaque hyperaréte contient exactement n + 1 sommets.
On note P, le plan projectif d’'ordre n. On sait que P, existe si n est la
puissance d’un nombre premier. P,, est également connu sous le nom de 2-
(n* +n+1,n+ 1,1) design, ou systeme de Steiner S(2,n + 1,n? + n + 1).
Nous renvoyons le lecteur a [vLW92, Chapitre 19] pour une introduction plus
complete aux designs.

Fi1G. A.10 — Plan projectif d’ordre 2. Les hyperarétes sont les siz segments
plus le cercle central qui détermine la septiéme hyperaréte. Chaque hyperaréte
contient trois sommets, chaque paire de sommets détermine une unique hy-
peraréte, et deux hyperarétes s’intersectent en exactement un point.
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Algorithmes

Beaucoup de probléemes de combinatoire dans les graphes consistent a
chercher un sous-ensemble de sommets et /ou d’arétes X satisfaisant certaines
propriétés. Les problemes de ce type sont appelés problémes de décision, ils
sont de la forme :

PROBLEME DE DECISION :

Instance : Un graphe G.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble X satisfaisant 1’ensemble

de propriétés P dans G 7
Souvent, nous nous intéressons de plus a déterminer un tel ensemble X qui
soit optimum vis-a-vis d’une fonction objectif. Le plus souvent, 'optimisa-
tion consiste a déterminer un tel X de cardinalité minimum/maximum, mais
les fonctions objectif peuvent étre éventuellement plus compliquées. En par-
ticulier, les graphes sont parfois pondérés et/ou valués afin de définir des
fonctions objectif plus complexes. Les problemes de ce type sont appelés
probléemes d’optimisation, ils sont de la forme :

PROBLEME D’OPTIMISATION :
Instance : Un graphe G.
Question : Quel est 'optimum de la fonction objectif f(X), ou X
est un sous-ensemble satisfaisant ’ensemble de propriétés P ?

Dans ce contexte, il est souvent utile de distinguer deux notions d’optima-
lité. Un ensemble X sera dit optimum (ou, selon le cas, mazimum ou mini-
mum) si et seulement si ¢’est un ensemble satisfaisant les propriétés requises
et optimisant la fonction objectif considérée. Typiquement, il s’agira d'un
ensemble X de cardinalité minimum/maximum. D’autre part, un ensemble
X sera dit minimal (resp. mazimal) si et seulement si c’est un ensemble
satisfaisant les propriétés requises minimal par inclusion (resp. maximal par
inclusion), i.e. tel qu’il n’existe pas d’ensemble X’ satisfaisant les propriétés
requises inclus dans X (resp. contenant X') mais distinct de X.

Par exemple, un sous-ensemble de sommets 7" d’un graphe G est un trans-
versal de G, si et seulement si toute aréte de G a au moins une des ses
extrémités dans 7. Un transversal minimum de G est un transversal de cardi-
nalité minimum de G, alors qu’un transversal minimal de G est un transversal
ne contenant aucun autre transversal de G. Un transversal minimum de G
est aussi un transversal minimal, mais la réciproque est en général fausse.

Un algorithme est un procédé automatique de calcul manipulant uni-
quement des structures discrétes (comme des valeurs booléennes VRAI/FAUX,
des entiers, des graphes finis...). En général, un algorithme a des parameétres
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d’entrée (par exemple, 'instance d’'un probleme de décision) et des paramétres
de sortie retournés a la fin de 'exécution de l'algorithme (par exemple, la
réponse a la question du probleme de décision considéré). Le temps d’exé-
cution d'un algorithme est le nombre maximum d’opérations élémentaires
(comparaisons, opérations de lecture/écriture en mémoire...) nécessaires a la
terminaison de 1’algorithme.

Un algorithme est dit polynomial si son temps d’exécution est polyno-
mial en la taille des parametres d’entrées, ou la taille d’un parametre est le
nombre de bits (information binaire du type 0-1 ou VRAI/FAUX) nécessaires
pour coder ce parametre. Par extension, un probleme de décision est dit
polynomial s’il existe un algorithme polynomial résolvant ce probleme. Un
probleme polynomial est aussi parfois dit de classe P.

Un oracle est une opération faisant un choix non-déterministe parmi
un ensemble fini de possibilités. Par exemple, 1'opération ‘choisir un sous-
ensemble de sommets de G’ est un oracle. Un algorithme non-déterministe est
un procédé automatique de calcul utilisant un oracle. Un oracle est considéré
comme une opération élémentaire s’exécutant en un temps constant. Un
probleme de décision est dit de classe NP s’il existe un algorithme non-
déterministe utilisant un oracle O, tel que, pour toute instance x de II telle
que II(x) =VRAI, il existe un choix de O tel que 'algorithme réponde VRAI
en un temps polynomial.

Par exemple, le probleme de la recherche d'un transversal de taille infé-
rieure ou égale a un entier k fixé est un probleme de classe NP, admettant
un algorithme non-déterministe polynomial en deux passes :

— ORACLE : choisir un sous-ensemble 7" de k sommets de G,

— renvoyer VRAT si et seulement si 1" est un transversal de G.

La premiere passe est 'oracle, qui, en un temps constant, choisit un sous-
ensemble 7' parmi (Z) sous-ensembles possibles. La deuxieme passe consiste
a vérifier que le sous-ensemble T choisi est bien un transversal du graphe, ce
qui est faisable en temps polynomial : pour chaque aréte uv du graphe, il faut
vérifier que u ou v est dans T'. Ceci est réalisable en un nombre d’opérations
égal a O(m), ot m est le nombre d’arétes du graphe considéré.

Trivialement, un probleme de classe P est un probleme de classe NP.
La réciproque de ceci est certainement 1'une des questions ouvertes les plus
importantes qui soient*. La communauté scientifique s’accorde & penser que
la réponse a cette question est non, a savoir P # NP : il existe des problemes

4Depuis le 24 mai 2000, le Clay Mathematics Institute offre un million de dollars pour
une preuve de P # NP [CMI].
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de classe NP qui ne sont pas de classe P.

On dit qu'un probléme de décision Il se réduit a un probleme de décision
IT’ sl existe une fonction f qui transforme une instance de I en une instance
de I, telle que :
— la réponse de II(z) est VRAI si et seulement si la réponse de II(f(u))
est VRAT,
— f est calculable en temps polynomial.

Un argument qui va dans le sens de la conjecture P # NP est I'existence
de problemes de décision II* tels que tout probleme de NP se réduise a IT*. De
tels problemes sont dits NP-complets. L’existence de problemes NP-complets
a été montrée par S. A. Cook dans les années 70 [Coo71]. Depuis, nombre de
problemes combinatoires importants se sont révélés NP-complets.

Pour un probléeme d’optimisation II dont la fonction objectif f est a va-
leurs dans Z, on peut considérer, pour tout entier k € Z, le probleme de
décision associé I, qui retourne VRAT si et seulement si f < k. On dit que II
est NP-difficile si le probleme d’optimisation associé II; est NP-complet.
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Conclusion

Dans cette these nous avons abordé divers problemes concernant les codes
identifiants dans les graphes. La notion de code identifiant a tout d’abord été
replacée dans le cadre plus général des problemes de couverture par tests et de
tests groupés. Nous avons aussi établi de nombreux liens avec d’autres types
de codes mieux connus, tels les codes correcteurs et les codes superimposés
(Chapitre 1). Apres avoir donné deux classes de graphes pour lesquelles la
recherche de la cardinalité minimum d’un code identifiant était polynomiale
(Chapitre 2), nous avons étudié d’autres classes de graphes pour lesquelles
nous avons pu directement donner des codes identifiants optimaux (Cha-
pitre 3). De nombreuses questions extrémales ont été abordées (Chapitre 4).
Nous avons également étudié ce probleme dans le cas des graphes aléatoires
(Chapitre 5).

Ce travail répond a des préoccupations de la communauté scientifique
internationale et a pu a ce titre donner lieu a des publications (a ce jour cinq
articles acceptés dans des revues internationales avec comité de lecture et
quatre articles soumis). Nous avons également pu diffuser nos résultats lors
de conférences et séminaires (participation a quatre conférences nationales
et une conférence internationale).

Certains de nos résultats sont des résultats partiels, et laissent en sus-
pens des questions auxquelles il nous semble pertinent d’essayer de répondre.
Comme perspective de ce travail de these nous suggérons quelques pistes sur
lesquelles poursuivre, parmi lesquelles :

— résoudre la conjecture de Blass, Honkala et Litsyn (Conjecture 3.1)
en adaptant I’argument de projection donné dans le Théoreme 3.3, qui
résout cette conjecture dans le cas t =1,

— renforcer le lien entre les codes identifiants et les codes superimposés
(donner d’autres constructions similaires a celle du Théoreme 4.3),

— au sujet des codes identifiant des ensembles de sommets, essayer
de déterminer une borne inférieure serrée sur la cardinalité minimum
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d’un code (1, < /)-identifiant d’'un graphe a n sommets (améliorer le
Théoreme 1.6),

— généraliser ’algorithme sur les fasciagraphes (Théoreme 2.4),
et proposer une caractérisation de classes de problemes combinatoires
solvables par cet algorithme,

— chercher des algorithmes d’approximation pour les codes identi-
fiants : si des heuristiques ont été déja utilisées dans la littérature afin
d’établir des bornes supérieures sur la cardinalité minimum d’un code
identifiant [CHLO02a], la performance de ces heuristiques n’a a notre
connaissance jamais été étudiée,

— étudier les codes identifiants dans les hypergraphes (paragra-
phe 1.2.6),

— enfin, déterminer des stratégies adaptatives pour les codes identi-
fiants dans les graphes, comme décrit dans le paragraphe 1.2.7.

J’accorde une une importance particuliere a la collaboration scientifique,
comme peuvent le témoigner onze coauteurs de quatre nationalités différentes.
J’espere pouvoir, dans un avenir proche, étudier certaines de ces questions en
collaboration avec les chercheurs de 1’équipe Coding Theory de I’Université
de Turku, dirigée par liro Honkala. Je souhaiterais également poursuivre la
collaboration avec 1’équipe Discrete Structures de Budapest, en particulier
pour renforcer les liens entre les codes identifiants et les codes superimposés.

A plus long terme, je souhaiterais élargir mes connaissance et étudier
d’autres questions combinatoires issues de problemes de communication et
de gestion de l'information.
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de décision, 148

de tests groupés, 19

produit cartésien, 142
profondeur, 48

réduction, 150
racine, 47
rotagraphe, 38

séparer, 13
seuil, 119
sommet, 139

jumeau, 31, 59
universel, 126

sous-graphe, 140

engendré, 141
induit, 141



stable, 142
Steiner (systeme de), 88
stratégie, 27
adaptative, 27
linéaire, 27
non-adaptative, 27
Suen (inégalité de), 123
supergraphe, 140
systeme de Steiner, 88, 147

taille d'un parametre, 149
temps d’exécution, 149
test groupé, 19
transversal, 148

union disjointe, 142

valuation, 141
variable aléatoire, 116
vecteur caractéristique, 94
voisin, 139
entrant, 48, 139
sortant, 48, 139
voisinage étendu, 13, 146
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