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Introduction

Soit 2 C C" un voisinage de I’origine. Notons Oq, le faisceau des fonctions
holomorphes sur €2, de fibre & Uorigine O = C{z1, ... ,z,}, Do 'anneau des
opérateurs différentiels linéaires a coefficients dans Oq et D = O(0/0x1, ... ,
0/0x,) sa fibre a l'origine.

Soit f : 2 — C une fonction analytique non constante, nulle a I'origine.
Dans [K2], M. Kashiwara montre que pour toute section locale m d’un Dg-
Module holonome M, il existe une équation fonctionnelle :

b(s)mf* = Pmfst?

dans Mo[s, 1/f]f*, avec P € DI[s] et b(s) € C[s] — {0}. On appelle polynome
de Bernstein de la section mf* a l'origine, et Pon note b(mf*, s), le généra-
teur unitaire de I'idéal des polynomes b(s) qui satisfont & cette identité. Nous
le noterons b(mf*,s). Quand M = Clz|, m = 1 et f est polynomiale, ce ré-
sultat, di a I.N. Bernstein ([Bn]), est a 'origine de la théorie du polynéme
de Bernstein - Sato. Un résultat fondamental de cette théorie - établi par
B. Malgrange ([MI1], [M12]) - est que les racines de b(f*, s) sont étroitement
liées aux valeurs propres des monodromies locales associées a f (trés préci-
sément, ce sont les e 2™ « décrivant 'ensemble des racines de b(f?,s)). Ce
résultat fut généralisé par M. Kashiwara pour un D-module holonome ré-
gulier M quelconque, aboutissant a la théorie de la V-filtration ; les racines
des polynémes b(mf*,s), m € M sont alors reliées aux valeurs propres de
la monodromie de ¥ ;(RHomp,(M, Oq)) au voisinage de l'origine, faisceau
pervers des cycles proches de Grothendieck - Deligne du complexe des so-
lutions de M (théoréme 1.2.2.1). Cette généralisation apparait maintenant
- suivant le point de vue de Z. Mebkhout - comme un cas tres particulier
du théoréeme de Comparaison de Grothendieck ([Gt]; signalons au passage la
preuve de Z. Mebkhout par récurrence sur la dimension ([Mb6])).

Précisons I’historique de ce résultat. Dans sa preuve, M. Kashiwara réa-
lise les cycles proches comme solutions d’un certain gradué gr¥m ([K5]). Sa
démonstration utilise une propriété forte de la régularité : I'existence de b-
fonctions controlées. Par la suite, Z. Mebkhout et C. Sabbah obtinrent cette



généralisation comme conséquence directe de la définition de la régularité et
du formalisme de la théorie des D-Modules ([M.Sb], [Sb1]).

Soit maintenant ¢ = (g1,...,9p) :  — CP une application analytique
nulle a 'origine, définissant une intersection compléte X en 0. Rappelons que
Lé D. T. associe & f|x : (X;eq,0) = (C,0) une fibration continue localement
triviale analogue a celle de J. Milnor lorsque X est lisse ([Lé2], [Mn]). Afin
d’étudier le «polynéme de Bernstein de la restriction de f a X», d’apres ce qui
précede, il faut trouver un Do-Module holonome régulier dont le complexe
des solutions RHomop, (R, Ogq) soit le faisceau pervers Cx [p]. Le p™¢-groupe
de cohomologie locale algébrique de Og - introduite par A. Grothendieck - a
support dans X :

Oal[l/g1- .. gp]
le 09[1/91...g,-...g,,]

R = RT'x(Oq)ay =

convient. Cela résulte une nouvelle fois du théoréme de Comparaison ([Mb1]).

Dans ce travail, nous étudions les polynomes de Bernstein des sections
de R lorsque (f,g) définit une intersection complete a l'origine, en essayant
d’étendre les résultats de la théorie classique.

Le premier chapitre rassemble les résultats généraux sur lesquels s’ap-
puient notre étude. Nous donnons d’abord des généralités sur les polynémes
de Bernstein des sections mf®, m € M. Notamment, nous rappelons 'ex-
pression de la variété caractéristique de D[s|mf* donnée par V. Ginsburg
([Gn]) lorsque M est holonome régulier (voir aussi [K1], [Sb3]), résultat qui
s’obtient a l’aide du théoreme 1.2.2.1 a partir de la définition de Z. Meb-
khout de la régularité. Compte tenu de notre objectif, nous précisons ensuite
les liens évoqués plus haut entre les racines de nos b-fonctions et les valeurs
propres de la monodromie.

Enfin, nous débutons 1’étude des polynémes b(6f%, s), § € R, dans les
situations les plus simples (g submersion a origine; p = 1 et f lisse). Nous
montrons notamment que lorsque X est lisse a l'origine, le polynéme de
Bernstein de la restriction de f & X coincide avec celui de la section de
R définie par 1/g; - - - gp. Constatons enfin qu’il est clair que la monodromie
locale de z : ({h—2" = 0},0) — (C,0) est liée a cellede h : (C",0) — (C,0).
Nous terminons le chapitre en donnant une formule qui relie le polynéme de
Bernstein de (1/h(z) — v(y)z")2* & celui de h, v étant un germe de fonction
holomorphe non nulle; ce qui nous conforte dans notre étude.

Au chapitre deux, nous étudions les notions de polynomes de Bernstein
génériques et relatifs pour les sections 0F*, § € R, lorsque F': O xY — C
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est une déformation de f définie sur un voisinage de 'origine dans C" x
C*. Essentiellement, nous cherchons des conditions d’existence d’équations
fonctionnelles :

h(y)b(s)6F* = PSF*+!

o1 b(s) € C[s]—{0}, h(y) € C{y} —{0} et P € Daxyy,[s] = C{z,y}(0/0z1,
... ,0/0x,)[s]. Quand cela existe, on appelle polynéme de Bernstein géné-
rique de 0F* le polyndme b(s) unitaire non nul de plus bas degré qui satisfait
une telle équation. On le note by(§F*, s). Lorsque 'on impose que h(y) soit
inversible, c’est la notion de polyndéme de Bernstein relatif, noté b,(0F*, s).
Ces notions furent introduites par F. Geandier dans le cas d'une déforma-
tion d’hypersurface afin d’étudier comment varient les racines du polynéme
de Bernstein lors d’une déformation analytique. Lorsque 'espace des para-
metres est de dimension un, elle établit 1’existence de by(F*, s) ([Gel]). Si de
plus F' définit une déformation a nombre de Milnor constant le long de Y,

elle montre Pexistence de b,(F*,s). La réciproque de ce résultat fut établie
dans [B.L.M].

Dans [Bs], H. Biosca étudie l'existence de polynémes de Bernstein gé-
nériques associés a un germe d’application analytique. En adaptant ses ré-
sultats, nous montrons que by(0F*, s) existe lorsque 1’espace des parametres
est de dimension un, lorsque l’application (g, F') est polynomiale en z, ou
lorsque g et (f, g) définissent des intersections complétes & singularité isolée
a l'origine et que F' s’annule sur I’espace des parametres.

Nous donnons ensuite des conditions nécessaires et suffisantes d’existence
du polynéme de Bernstein relatif, reprenant [B.Gr.M]. Nous traitons enfin le
cas particulier des déformations équisingulieres a un parametre, affinant dans
notre cadre un résultat de [B.Gr.M]|. Insistons sur les implications 2 = §
et 4 = &§ ci-dessous, qui sont selon nous des résultats géométriques fort
intéressants :

THEOREME 2.2.2.5 Soit Q = Q x Y C C" x C, un polydisque centré en Uori-
gine. Soient g = (g1,-..,9p) : 2 — CP et (f,g) : Q@ — CP*', des applications
analytiques, nulles a l'origine, définissant des intersections completes X et
Z a singularité isolée. Soit enfin F : @ — C, une déformation de f. No-
tons Z C ), lespace défini par (F,g), et R le module de cohomologie locale
algébrique de Og a support dans X=XxYcCQ.

Les propriétés suivantes sont équivalentes (au voisinage de 0) :

1. pour toute section locale 6 € R non nulle, 6F° admet un polynome de
Bernstein relatif.



2. la projection m : QL — Y est non caractéristique pour R[1/F] au voisi-
nage de tout zo € F~1(0) :
car(R[1/F])NT -
2

(maeo)y$t © T2

3. R[1/F] est Dgy-cohérent.

4. 7 est une déformation de Z a p-constant le long de l'axe des para-
metres.

5. {X —Z,Z — {0} x Y, {0} x Y'} est une stratification de X satisfaisant
@ la condition (ap) de Thom.

Au chapitre trois, nous généralisons pour les germes de D-modules la
construction faite par B. Malgrange dans [MI1] pour étudier le polynéme de
Bernstein d’un germe de fonction a singularité isolée. Tres précisément, nous
montrons que si M est la fibre a ’origine d'un Dg-Module holonome régulier,
sans f-torsion, et si m € M — fM satisfait aux trois conditions suivantes :

(i) Pannulateur dans D de m, noté Annpm, admet un systéme de géné-
rateurs ({1, ..., <) constitué d’opérateurs de degré au plus un.

Pour k =1,...,1, posons {y = ¢+, olt {), n'a pas de terme constant
dans I’écriture avec coefficients a gauche, et o = $i.1 € O.

(ii) l'idéal J C O engendré par les éléments de Annp m et les $f(f) est
de colongueur finie (i.e. la dimension sur C de O/J est finie).

(iii) lannulateur dans D de mf* est contenu dans D7 .

alors le D[s]-module N' = (s+1)(D[s|mf*/D[s|mf*') est supporté par I'ori-
gine et est isomorphe a D[s|mf*/D[s](f, T)mf*. Ce qui permet d’exprimer
b(mf*, s) a partir de l'action de s sur le C-espace vectoriel de dimension
finie Hp o (N) = N/ D1 (0/0x;)N, que D'on sait alors décrire explicitement
comme un quotient Z'/Z d’espaces vectoriels de dimension finie.

Nous cherchons ensuite des hypothéses sur ’application (f, g) pour qu’il
existe des éléments de R qui satisfont aux trois conditions précédentes. Apres
un calcul d’annulateur basé sur I'expression de la variété caractéristique de
Dqadf*, 6 € R, une étude approfondie de la condition (i) nous meéne & une
nouvelle caractérisation de la quasi-homogénéité pour un germe de fonction
a singularité isolée (théoreme 3.2.2.3). Nous obtenons finalement le résultat
suivant :



THEOREME 3.2.2.8 Soient Q C C" un voisinage de Uorigine, g = (g1, ... , gp)
et (f,g) deux applications analytiques définies sur Q) et définissant des inter-
sections complétes a singularité isolée a l'origine. Dans les situations sui-
vantes, les conditions (i)-(iii) sont satisfaites pour l’élément v € R alors
Précisé :

(a) il existe un systéme de coordonnées dans lequel l'application g est
quasi-homogeéne; si p > 2, les applications (g1,...,9), 1 = 2,...,D,
définissent des intersections complétes a singularité isolée a [’origine;
l’entier —1 est la plus petite racine entiere du polynéme de Bernstein
de g°, et, sip> 2, de celui de la section (1/g; - “9i)9;1, pour toul i =
Lo..,p=1, 00 1/g1---g: € OlL/gi-- 9]/ 3251 Oll/g1--- G-~ gil;
u=1/¢g1---g, € R.

(b) la fonction f est lisse a 'origine, g est une fonction quasi-homogéne,
et u € R est défini a partir de 1/g%, ot £ € N* est un entier tel que la
plus petite racine entiére du polynome de Bernstein de g est supérieure
ou égale a —/.

De plus lorsque p = 1, les hypotheses supplémentaires sur g sont nécessaires.

(rappelons qu’un élément de Clzy, ... , z,] est dit quasi-homogene de degré
o € Q" pour le systéme de poids a € (Q*)" si c’est une combinaison C-
linéaire de monémes z7* -+ -z, v = (71, ... ,7n) € (N)" tels que a.y = p.)

Le dernier chapitre est consacré au calcul du polynome de Bernstein de
0 f* lorsque g est une application quasi-homogene pour un systeme de poids
a € (Q*1)", définissant une intersection complete 3 singularité isolée & 1’ori-
gine, et que Papplication (in,f, g) définisse une intersection compléte & sin-
gularité isolée a 'origine (le morphisme (f, g) est alors semi-quasi-homogéne
pour le systeme «). La construction faite au chapitre précédent est ’outil
clef.

Sous I’hypothese (a) donnée plus haut, nous généralisons au cas de la sec-
tion 4 f* Ialgorithme développé par J. Briancon, M. Granger, Ph. Maisonobe
et M. Miniconi pour le calcul du polynéme de Bernstein d’une fonction semi-
quasi-homogene ([B.G.M.M]). L’idée générale est que la quasi-homogénéité
fournit une filtration naturelle sur les objets introduits au chapitre trois,
filtration compatible avec I'action de s. Le polynoéme de Bernstein de df*
s’exprime alors a partir des sauts de la filtration induite sur ’espace Z'/Z :

b(of%s)=(s+1) |] (s—e+lal+4q)

Z2,CZ}
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le rationnel p désignant le degré du polynome quasi-homogene g; - - - g, lorsque
« est choisi tel que f soit d’ordre un. On donne ensuite un procédé effectif
pour calculer ces sauts. Comme application, nous donnons des calculs de
polynomes de Bernstein génériques de déformations semi-quasi-homogenes
lorsque n =2, p = 1.

Puis nous étudions en détail le cas particulier des applications (f, g) quasi-
homogenes a singularité isolée. A partir de la construction du chapitre trois,
nous obtenons alors des formules de multiples du polynome de Bernstein
pour les section &z, . = (Iy,...,1,) € (N*)?, classe de 1/g% - . g7 dans R.
Nous nous intéressons ensuite a la détermination du polynéme de Bernstein
de 6 f°. Nous obtenons notamment le résultat suivant :

THEOREME 4.2.2.1 Soient f, g1,... , g, € Clz], des polynémes non constants,
quasi-homogénes pour un méme systéme de poids a € (Q)", tels que les
applications g = (g1,...,9p) et (f,g) définissent des intersections complétes
a singularité isolée a l'origine. Sans perte de généralité, nous supposerons
que f est de degré un. Notons o € Q*", le degré de g1 --- g, € Clz], I C QT
I’ensemble des degrés des éléments d’une cobase quasi-homogene de lidéal
J C O engendré par les polynomes quasi-homogenes f, g1, ..., gp, et par les
mineurs mazimauz de la jacobienne de (f, g). Notons enfin c(s) le polynome
réduit [[,en(s — o+ lal +q) € C[s].

Alors b(6f*, s) divise (s + 1)c(s) et est un multiple de ppem(s + 1, ¢(s)).
En particulier, le réduit de b(0f*,s) coincide avec celui de (s + 1)c(s).

Pour lever 'indétermination éventuelle sur la multiplicité de la racine —1,
il suffit de rajouter les hypothéses de la situation (a). On trouve alors que
b(0f%,s) = (s + 1)c(s). Ce résultat généralise bien la formule classique du
polynéme de Bernstein d’une fonction quasi-homogene a singularité isolée.
Nous étudions ensuite le cas particulier ou p =1 et f est lisse.

Pour finir, nous traitons des exemples ou les formules obtenues ne sont
plus utilisables. Nous calculons d’abord b(3f*, s) lorsque g(z) = S, z7 et
f(z) = 300, Mia?, les \; € C étant deux-a-deux distincts. C’est I'exemple le
plus simple ou les conditions (i)-(iii) ne sont pas satisfaites pour J, et ou le
théoreme 4.2.2.1 ne permet pas de conclure.

Enfin, nous calculons le polynome de Bernstein de 0 f° lorsque g, f €
Clz1, x9,x3] sont des polynomes homogenes de degré deux non proportion-
nels, et tels que g définit un céne non dégénéré dans C>.

Signalons que T. Oaku a développé un algorithme de calcul des polynémes
de Bernstein des sections d’'un D-module holonome, utilisant des méthodes
de bases de Grobner dans des algebres d’opérateurs différentiels ([O]).



Notations

e Si @ € NP, p € N*, est un multi-indice, nous noterons |« sa longueur
a4+ ay

e Si X est une variété analytique complexe, T*X désigne le fibré cotangent
aX.

Nous notons Dy le faisceau des opérateurs différentiels linéaires sur X
a coefficients holomorphes. Il est muni d’une filtration {Dx(k)}ren par le
degré des opérateurs. Si P € Dy est un opérateur, o(P) € gr Dy désignera
son symbole principal et deg P son degré. Si I C Dy est un idéal a gauche,
nous notons gr I C grDy, I'idéal engendré par les symboles principaux des
éléments de 1.

De méme, étant fixée une indéterminée s, nous considérons le faisceau
d’anneaux Dy[s] = Dx ®c Cls|, muni de la filtration par le degré total
('indéterminée s ayant le degré un).

Si P, € Dx[s], nous notons [P, Q] I'opérateur PQ — QP € Dyls].
Dans toute cette étude, par D-module il faut entendre D-module a gauche.

Si M est un Dy-Module cohérent, nous notons carp, M C T X sa variété
caractéristique. Lorsque il n’y a pas d’ambiguité, nous la noterons car(M).
De fagon analogue, carp, [ M C T X x C désignera la variété caractéristique
d’un Dy[s]-Module cohérent M.
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Chapitre 1

Vers le polynome de Bernstein
d’une fonction sur une
intersection complete

Ce chapitre rassemble les résultats généraux sur lesquels s’appuient notre
étude.

Nous donnons d’abord des généralités sur les polynémes de Bernstein
associés aux sections d’un D-Module holonome. Puis nous rappelons le théo-
réeme fondamental permettant le calcul algébrique des cycles évanescents.
Suite a ces résultats, nous débutons I’étude des polynomes de Bernstein des
sections du module de cohomologie locale algébrique a support une intersec-
tion complete, objets centraux de ce travail.

1.1 Polynome de Bernstein pour une section
d’un D-Module holonome

1.1.1 Existence et premieres propriétés
Soit 2 C C" un voisinage de ’origine.

Notons Og le faisceau des fonctions holomorphes sur €2, O sa fibre a ’ori-
gine, et Do = Oq(0/0x1,...,0/0x,) le faisceau des opérateurs différentiels
linéaires sur €2 a coefficients dans Qq, de fibre a l'origine D. Etant fixée une
indéterminée s, notons aussi Dqls] le faisceau des opérateurs différentiels a
coefficients dans Oq|s].

Soit f : 0 — C, une fonction holomorphe non constante, nulle a I'origine.
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Etant donné un Og-Module F, posons F[1/f] = F ®o, Oa[l/f], le localisé
de F par le systéme multiplicatif des puissances de f, et F[1/f, s] = C[s] ®c

FI1/ 1.

Soit £ un Oq[1/f, s]-Module libre de rang un muni d’un générateur noté
f° (ie. L = Oq[l/f,s]f?). Pour tout entier k& € Z, nous noterons f** la
section (1/f*)f* e L.

Le faisceau £ est muni d’une structure naturelle de Dg[s]-Module a
gauche, définie en coordonnées locales par :

o .. Oa, Of
8331' (af ) N 8$,f +Sa6xi

fs—l

pour toute section locale a € Ogq[1/f, s|.

Si M est un Do-Module a gauche, M ®¢,, L est de facon naturelle un
Dq[s]-Module a gauche. Nous avons les isomorphismes naturels de Oq[1/f, s]-
Modules :

M®@o, L=M[1/f, 5] @0, L= M1/, s]f*
Pour toute section u € M[1/f, s], nous noterons uf* la section u ® f*.
Par la suite, ces notations seront utilisées a tout moment.

e Rappelons brievement quelques résultats généraux de la théorie des
D-Modules (cf. [Gg.Ms| par exemple).

Le faisceau d’anneaux Dq est cohérent. Il admet une filtration croissante
{Dq(k)}ren par le degré des opérateurs. Etant donné un Do-Module M, une
filtration de M croissante {M,}ien telle que M = |J, M, et Do(k)M, C
My pour tout £, € N, est dite bonne si les M, sont des Oqp-Modules
cohérents et si localement, il existe £y € N tel que Dq (k) My, = My, pour
tout £ € N. Un Dqo-Module M est cohérent si et seulement si il admet une
bonne filtration. Le gradué d’une bonne filtration d’'un Dg-Module cohérent
M est un gr Do-Module cohérent.

La wvariété caractéristique d’'un Do-Module cohérent M, notée carp, M,
est le sous-espace analytique de 72 définit localement par la racine de ’an-
nulateur dans gr Dg, du gradué d’une bonne filtration locale de M. Pour tout
Dqo-Module cohérent M non nul, la dimension de sa variété caractéristique
est supérieure ou égale & n (inégalité de Bernstein).

Un Dq-Module est dit holonome si ¢’est un Do-Module cohérent non nul
dont la variété caractéristique est de dimension minimale, ou bien s’il est nul.
La variété caractéristique d'un Dg-Module holonome non nul est une réunion
d’espaces conormaux a des sous-espaces analytiques irréductibles de €.
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e Donnons maintenant ’énoncé du résultat de M. Kashiwara a la base de
notre étude.

THEOREME 1.1.1.1 ([K2]) Soient f : Q — C une fonction holomorphe
définie sur un voisinage de lorigine 2 C C", non constante, nulle en 0,
et M un Dq-Module a gauche holonome. Soit m une section locale de M.

Localement au voisinage de tout point ou m est définie, il existe une équation
fonctionnelle dans M1/ f, s|f* :

b(s)mf* = Pmf*t! (1)
ou b(s) € C[s] est un polynome non nul et P € Dq]s].

DEFINITION 1.1.1.2 Awec les notations du théoréme précédent, pour toute
section m € M n’appartenant a la f-torsion de M, on appelle polynome de
Bernstein a l'origine de mf*® le polyndme b(s) € C[s] unitaire, non nul de
plus bas degré, réalisant ’équation fonctionnelle (1) au niveau des germes
Uorigine. On le note b(mf*,s).

Lorsque M = Clz], m = 1 et f est polynomiale, nous retrouvons bien
str le résultat de I.N. Bernstein a 'origine de la théorie ([Bn]).

Premieéres propriétés

Soient f : 2 — C une fonction holomorphe définie sur un voisinage de
I’origine €2 C C", non constante, nulle en 0, et M la fibre a I'origine d’un
Dq-Module holonome.

Nous donnons ici quelques résultats élémentaires sur le polynéme de Bern-
stein de mf*, m € M.

Notons M f? I'image de M par le morphisme D-linéaire naturel de M
dans M[1/f]. Pour tout m € M, nous noterons mf° € M f9 I'élément
associé. Dire que m € M est un élément de f-torsion revient & dire que m f°
est nul. Enfin, lorsque M n’a pas de f-torsion, nous pouvons identifier a M
le D-module M f°.

LEMME 1.1.1.3 Supposons que (;en FIMFO soit réduit a zéro. Soitm € M,
un germe n’appartenant pas a la f-torsion de M. Soit r € N, le plus grand
entier tel que mf° € fTMfO. Alors (s + 1+ 1) divise b(mf?*,s).

Preuve. Par hypotheses, mf® = f'm'f® avec m'f° € Mf% — f M f°. Consi-
dérons une équation fonctionnelle réalisant le polynome de Bernstein de m f*

b(mfs, S)mlfs+r — Pmlfs+r+1 (2)
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ou P € Dis]. Soit R € D, le reste de la division euclidienne de I'opérateur P
par (s + 7+ 1). Nous avons donc l'identité dans M[1/f, s|f* suivante :

lefS+T+1 — R(m/)f5+7'+1 + (S +r+ 1)cf5

avec ¢c € M[1/f, s]. L’équation (2) implique alors que b(mf*, —r — 1)m/ % =
R(m') f dans M f°. Comme m/f° & fM[fO b(mf* —r—1) est nécessairement

nul, comme souhaité.

L’hypothese faite sur M fO revient & supposer que M f° ne contient aucun
sous-module non nul localisé par rapport aux puissances de f. Introduisons
une notation.

NOTATION

Supposons que ();cn f*M f® = {0}. Soit m € M un germe n’appartenant
pas & la f-torsion de M. Si r € N est le plus grand entier tel que mf° €
f" M f° nous noterons b(mf*, s) € C[s], le quotient de la division euclidienne
de b(mfs,s) par (s +7r+1).

LeEMME 1.1.1.4 Soient uy, us € O, deur unités. Alors, pour tout m € M
n‘appartenant pas a la f-torsion de M, b(uym(uaf)®, s) = b(mf*,s).

Preuve. 11 suffit d’établir que pour tout couple d’unités (ui,us) € O? et
tout m € M non nul, b(mf*,s) divise b(uym(usf)*®,s), puis appliquer ce
résultat & m' = uym, f' = uyf et ut =u; ' pour i € {1,2}. Soit P € D[s], un
opérateur réalisant le polynome de Bernstein de u;m(us f)°. Notons Pe D[s],
I'image de 'opérateur Pujus par automorphisme d’anneau @ — u; *Qus,
Q € Dls]. Alors b(uym(uyf)®, s) — uy ' Pf annule mf*, i.e. b(mf®, s) divise

b(uim(ugf)®, s), comme souhaité.

LEMME 1.1.1.5 Soient m € M et P(s) € D[s], un opérateur différentiel tel
que P(j)mfi € M[1/f] est nul pour une infinité d’entiers j € Z. Alors P(s)
appartient & lannulateur dans D[s] de mf* € M[1/f, s|f*, noté Annpymf*.

Preuve. Nous avons dans M([1/f, s|f* I'identité suivante :

d

P(symf* = (D mis') f*N (3)

1=0

ol les m; appartiennent a M et N est le degré de 'opérateur P. Par hypo-
these, il existe des entiers deux-a-deux distincts jo, ... , jq € Z tels que, pour
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tout k = 0,... ,d, Pélément S0 (ji)im; f7* N € M[1/f] est nul, c’est-a-dire

d

Z(jk)imifo =0

=0

dans M f°. La matrice de Gram construite & partir des entiers jg, ... , jq,
étant inversible, ces égalités pour k = 0,. .. , d, impliquent que m;f° est nul
pour i = 0,... ,d. Ainsi, d’aprés I’équation (3), 'opérateur P(s) annule bien

mf®.

LEMME 1.1.1.6 Soitm € M, un élément qui ne soit pas de f-torsion. Alors,
pour tout h appartenant & annulateur dans O de mf°, noté Annymfo,

b(mf*,s) = b(m(f + h)*, s).

Preuve. 11 suffit d’établir que pour tout h € Annp mf°, b(m(f + h)®,s) est
un multiple de b(mf*, s), puis appliquer ce résultat a f' = f + h, b’ = —h.
Soit P(s) € D[s] un opérateur réalisant 1’équation fonctionnelle de m/(f+h)®.
Alors R(s) = b(m(f+h)*, s)—P(s)f appartient & Annpg m(f+h)*. Or m(f+
h)? = mf? pour tout j € N. D’apreés le lemme 1.1.1.5, R(s) annule donc m f*
i.e. b(m(f+h)s, s)mfs = P(s)mfsT'. Ainsi, b(mf*, s) divise b(m(f + h)*, s),

comme souhaité.

Remarquons qu’en fait, sous les mémes hypotheses et avec les mémes
notations, une preuve analogue établit qu’il y a un isomorphisme D[s]-linéaire
naturel de D[s|mf* dans D[s|m(f + h)*.

LEMME 1.1.1.7 Soit X C €2, une sous-variété analytique de codimension p

contenant l'origine. Notons i : X — Q, linclusion et hi,... , hy, des équa-

tions locales de i(X). Soit M', un Dx o-module holonome. Supposons que f

soit non identiquement nulle sur i(X). Alors, pour tout m € M’ n’apparte-

nant pas a la (f oi)-torsion de M', b(m(f 0i)*,s) = b(ir(m)f*,s), ot iy (m)

est I’élément m @ 1/hy -+ -h, du D-module holonome M' @ (O[1/hy---h,]/
D O by i ly).

Preuve. Prenons un systeme de coordonnées locales 1, ... ,z,, dans lequel
hi = z;, 1 =1,...,p. Alors f = f+ h avec h € (z1,...,2,)O et f ne
dépendant que de z,41,...,7,. Grace au lemme 1.1.1.6, nous avons donc

b(iy (m)f*,s) = b(iy(m)f*, s). Il reste donc & remarquer que b(iy (m)f*, s)

coincide avec b(mf*,s).
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En utilisant une équation fonctionnelle dans M'[1/ f, s]f* réalisant le po-
lynéme de Bernstein de f associé a m, on constate aisément que b(i, (m)f*, s)
divise b(mf*, s). D’autre part, considérons ’équation fonctionnelle suivante

b(ir(m)f*, )it (m)f* = Piy(m)f**! (4)

ou P € D[s]. Apres division euclidienne par zi,... ,z,, des coefficients de
I'opérateur P dans son écriture avec coefficients a droite, il s’écrit P =

P 1 Qizi + R ot Q; € D[s] et R € D[s] est indépendant de z1,...,z,.
Sans perte de généralité, nous pouvons donc supposer que dans l'identité
(4), Vopérateur P appartient & C{xpi1,... ,2,}(0/021,...,0/0z,)[s].

Soit alors P € Dyx[s], le terme constant de P vu comme opérateur en
(0/0z1),...,(0/0x,) a coefficients dans Dy [s]. Il est manifeste que I'on
peut remplacer P par P dans Pidentité (4). Comme enfin ’annulateur dans
D g[s] de iy (m)f* coincide avec celui de mf*, nous en déduisons alors que
b(i(m)f*, s) est un multiple de b(mf*, s).

En conséquence, b(i, (m)fs, s) est bien égal a b(mfs, s).

LEMME 1.1.1.8 Soit z une indéterminée. Posons D{z} = C{z, 2}{0/0x1, ...
0/0xy) et notons M{z} le D{z}(0/0z)-module holonome M @cs) C{z, z}.
Alors, pour tout élément m € M n’appartenant pas a la f-torsion de M,

b(mf®,s) = b((m/(z — [))2*,5), oh m/(z — fle M{2}[1/z — f]/M{z} dé-

signe la classe de m/(z — f).

Preuve. Grace au lemme 1.1.1.6, b((m/(z.— f))z%,s) coincide avec le po-
lynéme de Bernstein de (m/Z)f* € (M{Z}[1/Z]/M{Z})[1/f,s]f® (en fai-
sant le changement de coordonnées Z = z — f). D’autre part, en procédant
comme dans la preuve du lemme précédent, on établit que les polynémes

b((m/i)fs, s) et b(mf*,s) sont égaux. D’ou I'assertion.

1.1.2 Résultats généraux sur les sections mf*

Soit @ C C™ un voisinage de l'origine. Nous noterons Oq (resp. Dq) le
faisceau des fonctions holomorphes (resp. opérateurs différentiels) sur €2, de
fibre a l'origine O (resp. D).

Soient f : 2 — C, une fonction holomorphe non constante, nulle en 0, et
M un Dgo-Module holonome.

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques résultats relatifs aux sections
mf*, m € M, du D[s]-Module M[1/f,s|f*. Nous rappelons d’abord des
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résultats sur la cohérence et la variété caractéristique de Dom f*. Puis nous
faisons un bilan de ce que l'on peut dire sur les annulateurs des germes

mf=t e My[1/f], £ € N*.

Cohérence et variété caractéristique de D[s|m f*

e Le Do-Module M étant holonome, la variété caractéristique de Dom
est réunion d’espaces conormaux a des sous-espaces analytiques irréductibles
X, de Q :

car(Dom) = U Tk € .

Comme au paragraphe précédent, considérons le sous Dg-Module Dom f* C
Doml[1/f, s|f*. Montrons le lemme suivant :

LEMME 1.1.2.1 Soient f : Q — C, une fonction analytique non nulle, et M
un Dq-Module cohérent. Pour toute section locale m € M, le Dg-Module a
gauche engendré par mf* est cohérent.

Preuve. Pour tout entier k¥ € N, nous avons Dq(k)mf* = M (k) f5*, ou M (k)
est un sous Og-Module de type fini du Og-Module cohérent @), Dy (i)ms'.
Ainsi, M (k) est Oq-cohérent, et Do (k)mf* I'est aussi comme quotient d’un
Ogq-Module cohérent par ses éléments de f-torsion ([Gg.Ms, lem. 1, p. 117]).
La filtration de Dg par I'ordre des opérateurs induit donc une bonne filtration
de Domf*. D’ou le résultat (cf. [Gg.Ms, cor. 1, p. 121]).

REMARQUE 1.1.2.2 Sous les mémes hypotheses, la méme preuve établit la
Dq|s]-cohérence de Dq[s|m[f*, en utilisant cette fois la filtration par I'ordre
total de Dqs].

e Rappelons la définition d’'un module holonome régulier donnée par Z.
Mebkhout (cf. [Mb5, p. 135]). Soit ¥ C €, un sous-espace analytique fermé
défini par un idéal J C Ogq. Rappelons que le complété formel de Og le long
deY :

Ogy = li%n Oa/T"
a une structure naturelle de Dp-Module a gauche. Le morphisme Dg-linéaire
injectif naturel de Ogq)y dans Oan; induit alors le morphisme :

RHomp,(M, Oqy) — RHomp,(M, O@) (5)

de la catégorie dérivée des complexes bornés de faisceaux de C-espaces vec-
toriels sur €2, M étant un complexe borné de Dg-Modules a cohomologie
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holonome. Le cone de ce morphisme est le complexe d’irrégularité de M le
long de Y. Précisons que quand M est un Dgp-Module holonome et Y une hy-
persurface, le théoreme de positivité de l'irrégularité de Z. Mebkhout affirme
que c’est alors un faisceau pervers ([Mb4], [Mb7]).

DEFINITION 1.1.2.3 Un Dq-Module holonome M est régulier si, pour tout
sous-espace analytique Y C Q, le morphisme (5) est un isomorphisme.

e Lorsque M est régulier, on sait exprimer la variété caractéristique de
Dq[sJmf* en fonction de celle Dom.

THEOREME 1.1.2.4 ([GN], TH. 2.3, P. 346) Soient Q C C", un voisinage
de l'origine, et f : Q0 — C, une fonction holomorphe non constante, nulle en
0. Soient M un Dq-Module holonome régulier, et m € M, une section locale
non nulle.

Sicar(Dam) = Uy T% ), la variété caractéristique du Dq|s]-Module Dg[s|m f*
est l’espace :

carps] Dals|mf® = U C TQ x C
F(Xa)#0

ot Wﬁ‘x désigne l'adhérence dans T*2 x C de ’ensemble :

{(z, &+ Adf(z), \f(z)) | (z,§) € T, 2, A€ C}.

La preuve donnée par V. Ginsburg reprend celle de M. Kashiwara ([K1]),
qui traite le cas particulier M = Oq. Elle utilise les résultats de base sur les
modules holonomes réguliers, et pas les conséquences algébriques ‘fortes’ de
la régularité données par M. Kashiwara.

Signalons que ce résultat peut aussi étre obtenu a partir d’un théoreme
de C. Sabbah (cf. [Sb3, th. 3.2, p. 228], [B.B.M.M]).

V. Ginsburg montre aussi le résultat suivant :

ProposITION 1.1.2.5 ([GN], PROP. 2.14.4, P. 351) Sous les hypothéses du
théoréme précédent, le Do-Module Dq[s|mf* est Dqg-cohérent. Sa variété ca-
ractéristique comme Dq-Module est [’espace :

carp, Da[s|mf® = U Wiy, CTQ
f(Xa)#0

ou Wy, désigne l’espace conormal relatif a la restriction de f a X,, adhé-
rence dans T*S2 de ’ensemble :

{(2,6+2df(2)) | (2,6) € T, 2, A€ C}.

On le note aussi T fixa Q.
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REMARQUE 1.1.2.6 En particulier, il existe un opérateur P(s) € D]s|, uni-
taire en s, qui annule mf°. Le Do-Module Dg|s|mf° est donc isomorphe a
une somme directe finie d’exemplaires de Dom f°. En conséquence, avec les
notations précédentes, la variété caractéristique de Dom f*® est :

car Domf* = U Wiix, CT*Q
F(Xa)#0

Rappelons une définition.

DEFINITION 1.1.2.7 Un élément de D[s] est un bon opérateur en s de degré
N > 1 s%l s’éerit :
SN AN e Ay

ou A; est un opérateur de D de degré au plus i, pouri=1,... ,N.

e Nous souhaitons établir I’existence d’un bon opérateur en s qui annule
mf*. Quand M = O et m = 1, cela fut montré dans [K1].

Cela va résulter du fait suivant, également présent dans [Gn|, dont nous
donnons ici une preuve plus directe.

LEMME 1.1.2.8 Soient Q C C", un voisinage de [’origine, et f : Q — C,
une fonction holomorphe non constante, nulle en 0. Soit { X, }» une collection
finie de sous-ensembles analytiques irréductibles de €2 non contenus dans
f740).

La projection canonique de T*$2 x C sur T*C) induit un morphisme fini
7’ UaWJE|Xa — UaWpy, -

Preuve. Constatons que le morphisme 7’ est a fibres coniques. Il suffit donc
d’établir que 7'~ *(0,0) = (0,0, 0).

Soit w(t) = (v(1), £(t) + s(t)d(f(+(1)))/F (¥(t)), 5(t)) : © = U}, un
petit chemin analytique défini sur un voisinage épointé de l’origine ©* C C*,
admettant pour limite (0,0, 7) lorsque ¢ tend vers 0 et tel que f(y(¢)) # 0
pour t # 0. Montrons que 7 est nul. Par hypothese sur w, la fonction sur
©* définie par ¢t — c(t) = (£(t) + s(O)d(f(v(t)))/f(v(t)),~'(t)) tend vers O
lorsque t tend vers 0. Quitte a restreindre ©*, nous pouvons supposer que,
pour tout ¢t € ©*, (y(t),£(t)) appartient a T _€2 pour le méme «. Ainsi, pour
tout t € ©* c(t) = s(t)(f o) (t)/(f o7)(t). Or, puisque f(0) = 0, nous
avons ord;(f o~y)'(t) = ordy(f oy)(t) — 1. En conséquence, 7 = lim,_,q s() est
nécessairement nul, comme souhaité.
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COROLLAIRE 1.1.2.9 Soient 2 C C", un voisinage de l’origine, et f : Q) —
C, une fonction holomorphe non constante, nulle en 0. Soient M un Dgq-
Module holonome régulier, et m € M, une section locale non nulle. Il existe
un bon opérateur en s qui annule mf*.

Preuve. Reprenons les notations du théoréeme 1.1.2.4. D’apres le lemme pré-
cédent, le comorphisme d’anneaux 7'* est un morphisme fini, donc entier
(cf. [Lf, p. 136]). 1l existe donc un polynéme R € O[¢, s|, unitaire en s, qui
s’annule sur carpps D[s]m f°. Cet espace étant conique, nous pouvons suppo-
ser de plus que R est homogene en (&, s). Par suite, il existe un opérateur
P € D[s| qui annule mf*® et dont le symbole total est une puissance de R.
D’ou I'existence du bon opérateur en s annoncée.

Résultats sur ’annulateur de mf~*¢, £ € N*

Donnons tout d’abord un résultat général.

PROPOSITION 1.1.2.10 Soient m € My, un élément qui ne soit pas de f-
torsion, et £ € N*, un entier naturel non nul. Notons b(s) € C[s], le polynome
de Bernstein de mf*. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. La plus petite racine entiére de b(s) est supérieure ou égale ¢ —£.

2. Le morphisme D-linéaire :

D[slmf*
(s + £)D[s]mf*

P(symf® — P(=f)mf*

evy : — Dml[1/f]

est un isomorphisme.

3. Le D-module Dm[1/f] est engendré par mf=¢.

4. Le D-module Dm[1/f]/Dm est engendré m].”_e.

Preuve. e Montrons que 1 implique 2. C’est un résultat de M. Kashiwara
([K1, prop. 6.2, p. 52]) étendu au cas des sections d’'un D-module holonome
([Bj, prop. 6.1.18, p. 258-259]).

Etablissons d’abord la surjectivité de ewv,. Il suffit de montrer que pour
tout opérateur P € D et tout entier négatif I, (P.m)f' € Dmf~*. En itérant

les relations :
0

8.’L’i

0,08

am)f' = | | @ms
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out=1,...,n, Q@ € Detl € Z, on établit que pour tout P € D, [ € Z,
il existe @ € D et k € Z tels que (Pm)f' = Qmf*. Ainsi, nous sommes
ramenés & montrer que mf* € Dmf~¢ pour tout k < —/.

Soit R € D(s], un opérateur différentiel réalisant le polynome de Bernstein
de mf* :

b(s)mf* = Rmf*tt . (6)

Soit k € Z, un entier strictement inférieur & —¢. En itérant (6), nous obtenons
dans Dm[1/f, s|f® I'identité suivante :

b(s —L—Fk—1)---b(s+ 1)b(s) mf* = Q(s)mfst* (7)

- o’

<(s)

ou @ € Dis]. Constatons alors que, grace a I'hypothese faite sur ¢, c(k) est
non nul. Par substitution de k& & s dans (7), il vient mf* € Dmf~¢, comme
souhaité.

Montrons l'injectivité de ev,. Soit P(s) € D[s]. Nous avons l'identité
suivante dans Dm|[1/f, s]f* :

P(s)mf* = (Q(s)m) f*™
ol Q(s) € D[s] et [ est le degré de P. Supposons que P(s)mf* appartient
a ker evy. 1l existe alors un entier j € N tel que f/Q(—¢) annule m € M.
Par suite, P(s)mf* = (s + £)(Q'm)f*7!, ou Q' € D[s] est le quotient de la
division euclidienne de @ par (s + £). En procédant comme plus haut, nous
en déduisons que P(s)mf* = (s + 0)Qmf** on Q € D[s] et k € N*. En
utilisant (6), il vient :

b(s —1)---b(s — k4 1)b(s — k) P(s)mf* = (s + £)QSmf* .

- -

d(s)

ou S € D|s|. Par division euclidienne de d(s) par (s + £), il vient alors :
d(—0)P(symf* = (s + £)(QS + e(s)P(s))mf*

ou e(s) € C[s]. Remarquons qu’avec notre hypothese sur l'entier ¢, d(—¢)
n’est pas nul. Par suite, P(s)mf® € (s+£)D[s|mf*, ce qui établit I'injectivité
du morphisme ev,. Ainsi, sous la condition 1, ev, est bien un isomorphisme.

e Remarquons que 'implication 2 = & et ’équivalence & < 4/ sont ma-
nifestes.
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e Montrons l'implication & = 1. La preuve suivante reprend les idées de
[Bj, prop. 6.3.15 & 6.3.16, p. 267-268].

Notons k € Z la plus petite racine entiére de b(s). Supposons que —¢ > k.
Nous avons le diagramme commutatif suivant :

0 0
\J |
0 — Dlslmft < D[smf® — Dlslmfs/D[s|mfsT —0
\J 1 lv
0 — Dlslmf*t < D[smfé — Dlslmf*/D[s|mf* —0
lu \J
Dmfrt <& Dmfk
!
0

ou v désigne la multiplication par (s — k). Remarquons que la seconde
colonne est exacte (car I = 2), que u est surjective, et que 'inclusion 7 est un
isomorphisme, puisque mf~¢ € Dmf**! engendre Dm[1/f] par hypothese.

Une chasse dans le diagramme établit la surjectivité de v. Remarquons
alors que le D-module D[s|m f*/D[s|m f*+! est artinien, étant la fibre & I’ori-
gine d’un Do-Module holonome [c’est le quotient de deux D-Modules sous-
holonomes isomorphes (voir [K1], [K2])]. Comme un endomorphisme surjectif
d’un module artinien est aussi injectif, v est injectif. Ce qui est en contradic-
tion avec le fait que k soit une racine de b(s).

Ainsi, —/ est inférieur ou égal a la plus petite racine entiere du polynéme
de Bernstein de m f*.

Ce qui acheve la preuve de la proposition.

REMARQUE 1.1.2.11 Notons I, C D, I'image de I'annulateur dans D|s| de
mf* par le morphisme D-linéaire de substitution de —¢ a s. Etudions le
diagramme commutatif suivant :

D/I, — D/Annpmf*
(= =
D[S]mfs ¢
(s + )D[s|mf* Dmf

ol le morphisme de la seconde ligne est induit par ev,. L’injectivité du mor-
phisme ev, est donc équivalente & 1’égalité entre I, et Annpmf~¢.
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Précisons maintenant les conditions de cette proposition dans un cas par-
ticulier.

LEMME 1.1.2.12 Reprenons les hypotheéses de la proposition 1.1.2.10 et sup-
posons de plus qu’il existe un bon opérateur en s de degré un, H(s) € Dls], qui
annule mf%. Alors, les conditions 1 a 4 sont équivalentes a celle ci-dessous :

5. L’annulateur dans D de mf~* est engendré par H(—X) et les éléments
de Annp mf*.

et impliquent que :

6. L’annulateur dans D de mf—fe Dm[1/f]/Dm est engendré par f¢,
H(—2) et les éléments de Annpmf*.

Enfin, supposons de plus que l'annulateur dans D de mf® = m®1 € M[1/f]
soit engendré par des opérateurs de degré au plus un. Alors, la condition 6
est équivalente aur conditions 1 a .

Preuve. Constatons que I, est 'idéal proposé a la condition &, puisque nous
avons l'identité Annp,m f* = D[s|H (s)+D[s|Annp m f*. De plus, pour tout
entier k € Z :

H(k)ymf* = (k—s)mf* . (8)
e L’implication 2 = 5 résulte directement de la remarque 1.1.2.11.

e Montrons que 5 implique 1. Supposons que b(s) ait au moins une racine
entiere strictement inférieure a —¢. Notons k£ € Z — N, la plus grande racine
entiere de b(s) strictement inférieure & —¢. Reprenons I'identité (6). Quitte &
diviser R par H(s+ 1), nous pouvons supposer que R € D. Pour tout entier
i € N*, rappelons que R’ désigne 1'opérateur obtenu en composant i fois R.
En itérant I’équation (6) puis en substituant s — ¢ — k — 1 a s, il vient :

b(s)---b(s —€—k—1)mf* = RFmps—tk 9)
Ainsi, I'opérateur R~ annule m f~*. Par hypothese, il s’écrit donc :
RY“*=PH(-0)+Q

avec P,QQ € D et Q € Annpmf*. En utilisant I'identité (8), 1'équation (9)
devient alors :

b(s)---b(s —L—k—1)mfs = —(s—k)Pf tF mpet
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Le D-module Dm[1/f, s|f* étant sans C[s]-torsion, nous pouvons diviser les
membres de cette équation par (s — k). Cela contredit le fait que b(s) soit le
polynéme de Bernstein de m f*, ayant b(—¢—i) # 0 pouri =1,... ,—f—k—1,
par définition de k.

Ainsi, —/ est nécessairement inférieur a la plus petite racine entiere de

b(s).

e Montrons I'équivalence 5 < 6. L'implication § = 6 est claire. Etablis-
sons sa réciproque. Rappelons d’abord que I'idéal I, est inclu dans Annp m f~¢.

Soit P € D, un opérateur annulant m f~¢. En particulier, P annule m f~*.
Avec notre hypothese sur son ’annulateur, nous en déduisons que P est de
la forme Rf¢+ Q ou R,Q € D et Q annule mf~¢, étant un élément de
I’idéal I,. L’opérateur R appartient donc & I’annulateur dans D de mf°. Sous
notre hypotheése sur Annp mf°, il suffit donc de constater que si S € D est
opérateur de degré un annulant mf°, alors Sf¢ appartient & I,. Cela résulte
directement la relation Smfs+tt = (s +£)[S, flmf5t¢ 1 et lidentité (8). D’ot
I’équivalence désirée.

REMARQUE 1.1.2.13 Reprenons les notations du lemme précédent. Lorsque
Dm est sans f-torsion, I'annulateur dans D de m € M coincide bien siir avec

celui de mf° € M[1/f].

1.2 Polynéme de Bernstein et cycles évanes-
cents

Etant donnés une fonction analytique f : X — C sur une variété ana-
lytique (lisse) et un complexe borné K € D’(Cy), de faisceaux d’espaces
vectoriels sur X a cohomologie constructible, suivant A. Grothendieck, P.
Deligne construit le triangle distingué de D°(C F-1(0))e -

IC|f—1(0) — \I/f(’(:) — q)f(IC) Ll>

des cycles évanescents, muni d’un automorphisme de monodromie 7" ([D.K,
exposés XIII, XIV]). De plus, si K est un faisceau pervers, on montre que
U (K) et ®4(K) sont des faisceaux pervers a support f1(0) (voir [Gk.MP]).
Aussi, lorsque f est lisse, d’apres la correspondance de Riemann-Hilbert -
due a Z. Mebkhout et M. Kashiwara ([Mb3], [K6]) - , pour tout Dy-Module
holonome régulier M, il existe des Dj-1()-Modules holonomes réguliers M’
et M" tels que U¢(DR(M)) = DR(M') et ®;(DR(M)) = DR(M").
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La théorie de la V-filtration de Malgrange - Kashiwara permet une construc-
tion de tels M’', M" & partir de M.

L’objectif de cette section est de donner un énoncé de ce théoreme fonda-
mental de la théorie du polynéme de Bernstein-Sato, et de montrer en toutes
précisions - connues des spécialistes - que les zéros de nos équations fonction-
nelles réalisent les valeurs propres de la monodromie des cycles évanescents.

1.2.1 Rappels sur la V-filtration

Nous faisons ici un rapide survol des résultats sur la V-filtration de
Malgrange-Kashiwara. Nous reprenons pour cela les notations utilisées par
Z. Mebkhout et C. Sabbah dans [M.Sb].

Soient X' une variété analytique lisse de dimension n + 1, n € N, et
Y C X une hypersurface lisse. Notons Oy (resp. Oy), le faisceau des fonctions
holomorphes sur X’ (resp )), et Dy (resp. Dy) le faisceau des opérateurs
différentiels sur X a coefficients dans Oy (resp. Oy).

Notons aussi J C Oy, I'idéal définissant ).

D-Modules spécialisables le long de )V

Pour tout entier k¥ € Z, on note Vix(Dx) C Dy le sous-faisceau de C-
espaces vectoriels :

Vi(Dx) = {P € Dx | P(J?) C J?7* pour tout j € Z}

ol J7 = Oy pour tout j € N.

Cette famille forme une filtration croissante exhaustive de Dy, vérifiant
de plus :
Vi (Dx) Vi, (D) C Vigy4r, (Dx)

pour tout ki, ke € Z (en particulier, Vj(Dx) C Dy est un sous-faisceau
d’anneaux). On l'appelle V-filtration de Malgrange-Kashiwara.

Dans un systéeme de coordonnées (z,t) centré en un point w € ) tel que
Y ait pour équation {t = 0}, nous avons, pour tout k& € N*, V;(Dx) =
Z;?:O(a/at)jvo(m) et V 1 (Dx) = t*Vy(Dy) ; quant & Vo(Dy), il est consti-
tué des opérateurs de la forme :



ou les P; € Dy sont indépendants de (0/0%).

Indépendamment du choix des coordonnées, ’'opérateur ¢(0/0t) définit au
voisinage de w un élément de gry (Dx) = Vo(Dx)/V_1(Dx), noté E. Cest
l’opérateur d’Euler au voisinage de w.

DEFINITION 1.2.1.1 Soit N un Dxy-Module cohérent et ) C X une hyper-
surface lisse. On dit que N est spécialisable le long de Y si toute section
locale uw € N satisfait a une équation de la forme :

C(E)’LL € V_l(Dx)U (1)

ot c(s) € C[s] est un polynome non nul, au voisinage de tout point ot u est
définie.

On montre que les modules spécialisables le long de ) forment une ca-
tégorie abélienne, notée By. A partir du théoreme 1.1.1.1, on établit que les
D x-Modules holonomes sont spécialisables le long de toute hypersurface lisse.

DEFINITION 1.2.1.2 Soient N un Dy-Module cohérent spécialisable le long
de Y et w un point de X. Pour toute section locale u € N définie sur un
voistnage de w, on appelle polynome de Bernstein en w de la section u, le
générateur unitaire de lidéal principal des polynomes satisfaisant ['identité
(1) au niveau des germes en w. On le note c(u, s).

Rappelons le lien bien connu entre ces polynomes et les polynomes de
Bernstein associés aux sections d’un D-Module holonome (cf. paragraphe
1.1.1).

LEMME 1.2.1.3 Soient Q C C", un voisinage de ’origine, et f : Q — C une
fonction holomorphe non constante, nulle a ’origine. Soit M un Dq-Module
holonome tel que My soit sans f-torsion. Notons §(t — f) € Oaxc[l/t —
f1/Oaxc, la section définie par 1/t — f. Pour tout élément m € My non
nul, le polynéme de Bernstein de mf® coincide au signe prés avec c(mé(t —

[)y—s—1), ob mé(t — f) désigne mQ@6(t — f) € Mo® (Og[1/t = f1/Opys).

Preuve. Suivant [M11], munissons My[1/f, s]f* d’une structure de D, ;-module
en posant :

ta(s)uf® = a(s+ ufst
—a(s)uf® = —sa(s—1)uf"
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avec a(s) € O[1/f,s], u € M. Remarquons que la multiplication par s
coincide avec l'action de (—d/dt)t.
Montrons que I’annulateur dans D,.; de m f* coincide avec celui de md (¢t —
f)- En effet, un calcul élémentaire établit que pour tout opérateur P € D, 4,
nous avons :
¢
Pmf® = Zs(s — 1) (s =i+ )mfs
i=0
et

¢
Pmé(t— f) = Zi!mi(5i+1(t —f)
i=0

oum; € Dm, i = 0,...,¢, et 6(t — f) € Ogs[l/t — f]/Ozs, k € N7,
désigne la classe de 1/(t — f)*. Ainsi, le D-module M, (resp. My[1/f, s]f*)
étant sans f-torsion (resp. Cl[s]-torsion), Pmf*® est nul si et seulement si
my = --- = my = 0; c’est-a~dire si et seulement si P annule mé(t — f) (la
somme Y, o, (Dm)d(t — f) étant directe), comme souhaité.

D’autre part, [P(s)f — d(s)|mf® = [P(—t(0/0t) — 1)t — d(—t(d/0t) —
1)Jmf® pour tout P(s) € Dls|, d(s) € C[s|. Le résultat annoncé s’en déduit
aisément.

Ce résultat est a rapprocher du lemme 1.1.1.8.

Remarquons que si I’on ne suppose pas que M, soit sans f-torsion, la
méme preuve établit que b(mf*, s) divise c(md(t — f), —s — 1).

REMARQUE 1.2.1.4 Avec les notations du lemme précédent, constatons que
si {mq,...,m,} est un systéeme générateur de My, alors les m;0(t — f), i =
1,...,r, engendrent Mo® (O [1/t— f]/Oz4). Cela résulte de la proposition
1.1.2.10 et du fait que b(m(t — f)*,s) = s + 1 pour tout m € M, non nul.

V-filtration canonique

Dans tout ce qui suit, C est muni de l'ordre lexicographique dans sa
décomposition R & R.

Soit N un Dx-Module spécialisable le long de V. Associons-lui la filtration
{VaN}acc croissante, exhaustive, définie de la fagon suivante : au voisinage
de tout point w € X, pour tout @ € C, VN est 'ensemble des sections
locales u € N telles que toutes les racines de c(u, s) sont supérieures ou
égales & —a — 1. Clest la V-filtration canonique de N . Elle satisfait aux
conditions suivantes :

(i) pour tout a € C, VN est un Vo(Dx)-Module cohérent.
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(ii) pour tout a € C, k € Z, Vi(Dx)VaN C Vo N.

(iii) si {t = 0} est I’équation locale de Y, alors, pour tout « < 0, t(VoN) =
Vo1 N.

(iv) pour tout o € C, I'action de (E + « + 1) sur gry A est nilpotente,
ol grY N = Vo N /VeoN et VeoN = Ut VN

(v) pour tout point w € X, il existe un ensemble fini A4 C C tel que si
a ¢ A+ Z, alors gr/ N est nul sur un voisinage de w.

On montre que, réciproquement, si N est un Dy-Module cohérent muni
d’une filtration {F,N }.cc croissante, exhaustive, qui vérifie (i)-(v), alors
N est spécialisable le long de Y, et {F,N }acc coincide avec la V-filtration
canonique de N.

Rappelons quelques propriétés de la V-filtration canonique :
- pour tout a € C, gr¥ N est Dy-cohérent. Si N est holonome régulier,
on montre que gry N est Dy-holonome régulier ([Mb5, cor. 4.7.7, p. 225]).
- pour tout a # 0, les applications C-linéaires ¢ : grY N' — gr’_ N et
(0/0t) : gr¥ N — gr’ N sont bijectives. C’est une conséquence directe de
la condition (iv).

Au lemme suivant, nous explicitons ’ensemble A+Z C C minimal associé
a un point w € X.

LEMME 1.2.1.5 Sotent N un Dy-Module spécialisable le long de Y, et w un
point de X. Notons B, C C, l’ensemble des opposées des racines du polynome
de Bernstein de toute section de N définie sur un voisinage de w.

(i) L’ensemble des opposées des racines des polynomes de Bernstein des
éléments d’un systeme générateur (fini) local de N définit un ensemble A C
C satisfaisant (v). De plus, By, est alors contenu dans cet ensemble A+ Z.

(ii) Soit o € C. Alors gr¥ N est non nul au voisinage de w si et seulement
s1 1l existe une section locale de N définie au voisinage de w dont le polynome
de Bernstein ait la racine —a — 1.

(iii) St « € C — Z est un nombre compleze non entier, gr’ N est non nul
au voisinage de w si et seulement si o appartient a l’ensemble B, + Z.

Preuve. La démonstration du premier point utilise des résultats sur les V-
bonnes filtrations relativement & )Y du Dx-Module spécialisable N (voir
[Mbb, p. 203-210]). Rappelons seulement que ce sont des filtrations {Uy }xez
de N, croissantes, exhaustives, vérifiant (ii), et pour lesquelles localement
au voisinage des points de X, il existe des polynomes dits de Bernstein
d(s) € Cls| — {0} satisfaisant I'identité d(E + k)Uy, C Ui_; pour tout k € Z.
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e Montrons le premier point. Soit {uy, ... ,u,} un systéme de générateurs
de N sur un voisinage de w. Considérons la V-bonne filtration {Uy }rez de
N définie en posant Uy = Y., Vi(Dx)u; pour tout k& € Z. En utilisant
I'identité dans Dy suivante :

0 0
e(ta + k)Vi(Dx) C Vk(DX)e(ta) + Vi—1(Dx)

ol e(s) € Cls] et k € Z, on constate aisément que d(s) = [[;_; c(u;, s) est
un polynéme de Bernstein de la filtration {Uy }xez-

Soit v € N une section non nulle. Notons {U] }xecz la V-bonne filtration
de Dyu C N induite par {Uy}rez ([Mb5, cor. 4.2.3, p. 206]). Si £ € Z est un
entier tel que u € Uy, alors pour tout k£ € N, nous avons l'identité :

k
[[dE+e-iuev,,

1=0

Par comparaison de la V-bonne filtration {U}, }xez de Dyu avec celle induite
par la V-filtration de Dy ([Mbb, prop. 4.2.1, i) = ii), p. 206]), nous établis-
sons que pour tout £ € N assez grand, U;_,_; est contenu dans V_;(Dx)u. En
conséquence, les racines de c(u, s) sont des éléments de d ' (0)+Z. L assertion
résulte alors de la définition de la V-filtration canonique.

e Etablissons le second point. Soit a € C. Supposons qu’il existe une sec-
tion locale u € N non nulle, définie sur un voisinage de w, dont le polynéme
de Bernstein admette —a— 1 pour racine. Si c’est sa plus petite racine, gry N
est bien non nul. Sinon, il existe 8 € C, 8 > a, tel que u € V3N — V,N. En
utilisant la propriété (iv), on construit alors un polynoéme d(s) € C[s] — {0}
tel que d(F)u € VN et dont les racines sont supérieures ou égales & —3 — 1
et strictement inférieures & —a — 1.

Comme V_;(Dx)d(E)u C V_1(Dx)u, le polynome d(s)c(d(E)u, s) est un
multiple de c(u, s). Par suite, —a — 1 est une racine de c¢(d(E)u, s). C’est
donc sa plus petite racine, puisque d(E)u € V,N. Aussi, gr’ N est non nul.

Cela établit (ii), ’autre implication étant patente.

e Le dernier point est une conséquence directe de (ii) et de la seconde
propriété rappelée avant I’énoncé du lemme.

Ainsi, la V-filtration canonique de A est un objet adapté & I’étude globale
des racines des polynomes de Bernstein des sections locales de N .
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1.2.2 Le théoréeme fondamental

Rappelons la construction de Grothendieck - Deligne du triangle des
cycles évanescents ([D.K, exposés XIII, XIV]). Soit f : X — C, une fonction
analytique non constante. Posons Y = f~1(0) C X et 4 'inclusion de ) dans
X. Considérons le diagramme commutatif suivant :

™

Y i X >y X

N

{0}( C > O p c

ou p désigne le revétement universel de C*, X* = X — ), et X* est le
produit fibré de f et p au dessus de C*. A un complexe borné K € D°(Cy).
de faisceaux de C-espaces vectoriels sur X a cohomologie constructible, on
associe son compleze des cycles proches V;(K) = i 'Rm,m 'K € D*(Cy)..
Le cone du morphisme naturel i 'K — U;(K) est le compleze des cycles
évanescents, noté ®(K) € D’(Cy),. De plus, la monodromie de p induit un
automorphisme 7" de monodromie sur ¥;(K) qui est 'identité sur s 'K. Par
suite, il y a aussi un automorphisme de monodromie 7" sur ®(K).

L’intérét de cette construction est que pour tout w € Y, la fibre ¥ (),
s’identifie a I’hypercohomologie a valeurs dans K de la fibre de la fibration
de Milnor de f en w.

Rappelons enfin que le foncteur DR = RHomp, (Ox,—) (resp. Sol =
RHomp, (—, Ox)) réalise une équivalence (resp. anti-équivalence) de catégo-
ries - diies & Z. Mebkhout et M. Kashiwara ([Mb3], [K6]) - entre la catégorie
des Dx-Modules holonomes réguliers et celle des faisceaux pervers sur X.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréeme fondamental.

THEOREME 1.2.2.1 ([M12], [K4], [M.SB], [SB1], [MB7], [STM]) Soient X
une variété analytique complexe et Y C X une hypersurface lisse définie par
t=f: X — C. Pour tout Dy-Module holonome régulier N, il y a des
quasi-isomorphismes canoniques

DR( P gra(V)) — ¥;(DR(V))

—1<a<0

DR( € ei (V) — @;(DR(NV))

—1<a<0
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De plus, par ces quasi-isomorphismes, la monodromie T correspond a [’action
de exp(—2imtd/ot) sur grl (N)

Lorsque f n’est pas lisse, on se ramene a cette situation en factorisant f
par son graphe.

Le détail de I’historique de ce résultat est rappelé dans l'introduction.
Signalons que Y. Laurent et B. Malgrange ont généralisé cet énoncé au cas
des complexes ([L.Ml]).

Remarquons enfin que ce théoreme fournit une preuve directe de la per-
versité de W;(IC) et ®(K) lorsque K est un faisceau pervers.

COROLLAIRE 1.2.2.2 Soient Q C C", un wvoisinage de [l’origine, et f :
Q) — C, une fonction analytique non constante, nulle a origine. Soit M
un Dq-Module holonome régulier tel que Mgy soit sans f-torsion et tel que
Nien [*Mo soit réduit a zéro. Notons ¥ C C/Z, lensemble des classes mo-
dulo Z des racines des polynémes de Bernstein b(mf*®, s) des éléments m
d’un systeme générateur fini de M au voisinage de l’origine.

La réunion des valeurs propres de la monodromie de U ;(Sol(M)) en tous
les points w € f1(0) wvoisin de 0 est I’ensemble des nombres complezes
exp(—2imq), g € X.

Preuve. Cela résulte du théoreme précédent, de [Mbb, cor. 4.10.3, p. 233],
du théoreme de dualité locale ([Mb2], [N-M]), des lemmes 1.2.1.5, 1.2.1.3,
1.1.1.3, et de la remarque 1.2.1.4.

1.3 Polynome de Bernstein d’une fonction sur
une intersection complete

Apres les rappels généraux faits aux paragraphes précédents, nous choi-
sissons maintenant un D-module holonome régulier convenable pour étendre
dans un cadre singulier la théorie du polynéme de Bernstein-Sato d’un germe
de fonction holomorphe.

1.3.1 Le module de cohomologie locale algébrique

Soit 2 C C", un voisinage de I'origine. Notons Oq le faisceau des fonctions
holomorphes sur €2, O sa fibre a l'origine, et Do = Oq(0/0z1, ... ,0/0z,) le
faisceau des opérateurs différentiels sur 2 a coefficients dans Ogq, de fibre a
lorigine D.
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e Rappelons ([Mb5, p. 80]) qu'étant donné un sous-espace analytique
fermé Y C 2, on construit le foncteur covariant I'y(—)q4 de la catégorie des
Da-Modules a gauche dans elle-méme, en posant :

Fy(M)alg = I%TIHOTTL@Q(OQ/jk, M)

pour tout Dg-Module M, ou J C Ogq est un idéal définissant Y. C’est le
foncteur de cohomologie locale algébrique a support Y. Ce foncteur exact a
gauche donne naissance au foncteur RI'y(—)q, de la catégorie dérivée des
complexes bornés a gauche de Do-Modules dans elle-méme (voir [Mb5, p.
80-104] pour le détail de ses propriétés).

o Soit (f,g1,---,9p) : 2 — CP™! une application analytique nulle & 1’ori-
gine, définissant une intersection compléte Z. Notons g, 'application (g1, - . . ,
gp) 1 2 — CP et X C Q le sous-espace analytique défini par g.

Lorsque X est réduit, on peut associer a f|x : (X,0) — (C,0) une
fibration continue localement triviale analogue a celle de J. Milnor lorsque
X est lisse ([Lé2], [Mn]). Pour étudier des “polynéomes de Bernstein de la
restriction de f a X7, le corollaire 1.3.1.3 nous incite a considérer un Dg-
Module holonome régulier dont le complexe des solutions holomorphes soit
le faisceau pervers Cx [p]. C'est RPT x(0Oq)aly, p*™-groupe de cohomologie
locale algébrique de Oq a support dans X, qui convient. Cela résulte des
deux faits suivants :

- d’apreés ([Gt], [Mbl], [K2]), si Y C Q est un sous-espace analytique
fermé, RHomp,(RI'y(Oq)auy, Oa) = Cy et RI'y(Ogq)ay est & cohomologie
holonome. Sa régularité résulte du théoréme de Comparaison ([Mb5]).

- puisque X est une intersection compléte a 1’origine, il est bien connu que
la cohomologie de RI'x (Ogq)aq est concentrée en degré p, et que RPI'x (Oq)aiq
peut étre identifié au Do-Module :

Oq[l/g1 - gp]

R = "
>im1 Oall/g1- - Gi - gyl

(voir [Bk, prop. 3.1.2.3, p. 18] par exemple).

Aussi, dans toute la suite de ce travail, nous étudierons les polynémes de
Bernstein associés aux sections de R.

e Donnons quelques propriétés du D-module R,.

LEMME 1.3.1.1 Soit (hy,... ,hi) € OF, une suite O-régulicre.
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Alors le morphisme naturel :

$:0 — OlL/ha -
S O/ by hi- -y
\ v
v ’ hy---hg

admet pour noyau l’idéal (hy, ..., h;)O.

Preuve. Soit v € ker ¢. Il existe alors I, ... ,l; € N*, v,... v, € O, tels que
v U1 Vg,
hy---hy (hg---hyp)h (hy - hy_1)%

dans O[1/hq---hg]. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
Iy =---=1, =¢ € N"*. L’équation devient :

v(hy--he)t = vk + - okl .
Si ¢ =1, v appartient bien & I'idéal annoncé. Sinon, I'identité se réécrit :
(v(hg - hp)t —vih)) RS = wohé + - + vkl
La suite (h{™1, RS, ... , k%) étant réguliere, il existe donc v}, ... vl € O, tels

que :
v(hg---hg)t —vihy = vhhS + -+ vLhL .

Si £ = 1, le lemme est démontré. Sinon, en itérant pour h,, puis pour
hs, ..., hx, ce qui fut fait pour hy, on montre que v appartient a 1’idéal
(hi, ... ,hx)O, comme souhaité.

Remarquons que ce résultat donne ’annulateur dans O de toute section
0 € Ry. De plus, il résulte facilement de ce lemme que la multiplication par
f dans R est injective.

LEMME 1.3.1.2 Soit 0 € Ry, un germe non nul. Alors, il existe r € N tel
que d € "Ry et & & [T Ry. En particulier, (;cn [*Ro est réduit & zéro.

Preuve. Pour tout multi-indice z = (I1,...,l,) € (N*)?, notons I, C O,
Vidéal (g%, ..., g)O. Ecrivons 6 = d /g% - g on L = (I1,...,1,) € (N*)
et a € O, a & I;. Montrons qu’il existe un entier » € N tel que a € I + f7O
et a & I, + frT1O. Sinon, pour tout entier k& € N, a appartient & I'idéal
I; + f*O. Remarquons que f appartient & I’idéal maximal de O. Par le
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lemme d’intersection de Krull, le germe a appartient donc a I’idéal Iy, ; ce qui
est exclu.

Ainsi, il existe r € N et @ € O tels que § =fa /g't - - -gzl}’ eta ¢ I+ fO.
Montrons que § & fR,.

Supposons que ce ne soit pas le cas. La multiplication par f dans Ry

étant injective, il existe alors v € O, ' = (I},... , 1) € (N)? tels que :
a . f-v
! b I -
gll...gpp gll...gpp
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que [; > [; pouri =1,...,p.
. . -l . < 1os s
D’apres le lemme 1.3.1.1, agi1 b -gf " — fv appartient & I'idéal Ir,. En
particulier :
Ul -1 L
agi1 b “gp ? . a
u o Tk b
g9 f gi' g f

est nul dans Ro[1/f]/Ro. D’apres le lemme 1.3.1.1, @ € (f, ¢, ..., g?)O. Ce
qui est faux. En conséquence, § € f*'Ry. Ce qui achéve la preuve.

e Il résulte des deux lemmes précédents que tous les résultats du para-
graphe 1.1.1 s’appliquent au Do-Module R. En particulier, si 6, désigne la
classe dans R de 1/g4 ---g,l,p, L= (ly,...,l,) € (N*)P, alors b(d.f*,s) =
(s+1)b(6Lf%,s).

Remarquons aussi que R satisfait aux hypotheses du corollaire 1.2.2.2.

PROPOSITION 1.3.1.3 Soient Q C C" un voisinage de lorigine, et (f, g1, .- . ,
gp) : Q = C, une application analytique nulle en zéro définissant une inter-
section compléte a lorigine. Notons X C €1, lintersection compléte définie
par (g1,---,0p), et R le module de cohomologie locale algébrique de Og a
support dans X.

Les racines des polynémes de Bernstein b(0f*,s), 6 € Ry non nul, sont
rationnelles.

Preuve. Cela résulte du corollaire 1.2.2.2 et de la quasi-unipotence de la
monodromie de f : (X;oq,0) — (C,0) ([Lé3], [K3]).

Cela généralise le résultat de la théorie classique ([MI11], [K1]).
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1.3.2 Résultats lorsque ’espace X est lisse
Reprenons les notations introduites au paragraphe 1.3.1

Dans ce paragraphe, nous donnons des résultats sur les polynomes de
Bernstein associés aux sections de R quand 'application g est lisse a 1’origine.

PROPOSITION 1.3.2.1 Supposons que g soit une submersion a [’origine. Soit

a € Oq, nappartenant pas a l'idéal (gy,. .. ,g9,)Oq. Notons a, f € Ox les

restrictions a X de a et f respectivement, et é la section i/gl - gp €R.
Alors b(adf*, s) = b(af®,s).

Preuve. C’est une conséquence directe du lemme 1.1.1.7.

Ainsi, I’étude des polynomes de Bernstein des sections ¢ f* est bien une
généralisation de la théorie classique.

REMARQUE 1.3.2.2 La démonstration du lemme 1.1.1.7 illustre une certaine
‘souplesse d’utilisation’ des polynomes de Bernstein associés aux sections de
R autorisée par le lemme 1.1.1.6.

Ce fait est a posterior: tout a fait naturel, puisque, en géométrie algé-
brique élémentaire, une fonction ¢ sur un sous-espace algébrique V' C kv
n’est définie que modulo un élément de 'idéal J(V') C k[x].

PROPOSITION 1.3.2.3 Supposons que g soit une submersion a l’origine. No-
tons f la restriction de f d la sous-variété X, Dx l'anneau des opérateurs
différentiels sur X, et b(s) = (s+1)b(s) le polynome de Bernstein de f en 0.
Alors, pour toute section locale 6 € R non nulle, il existe £, r € N tels
que b(8f*, s) divise b(s +1)---b(s)b(s — 1) ---b(s — £).
Plus précisément, si 6 = 1/g% - -gf}’ avec L = (ly,...,1l,) € (NP, alors
£=|L| —p et r =0 conviennent.

Preuve. Plagons-nous dans un systéme de coordonnées zq,... ,x,, dans le-

quel ¢; = z;, ¢ = 1,...,p. Ainsi f sécrit f = f+ h ot f € Oxp et
h € ($1,... ,xp)(,)g’().

Le germe & s'écrit 6 = d/z---zf avec 1 = (Iy,...,1,) € (N*)? et
a € Oq de la forme :
a= Zaam‘l"l---xs”
acA
ou A C NP est 'ensemble non vide des multi-indices o = (v, ... , a) véri-
fiant a; < l;, 1 =1,...,p, et tels que a, € Ox est non nul.

Notons 4’ la section 1/z% - - -zl € Ry (en particulier ad’ = §).

35



Soit ¢ < || — p, le plus petit entier tel que h**! appartient & I’idéal
(a:lll, ces ,a:;f)(DQ,O. Pour tout entier j > £, nous avons donc 1’égalité dans R

¢
§'f1 =Y Cin's' fi~ (1)
i=0
En particulier, pour tout j € N :

F__r )

xl.-.xp xl.-.xp

Notons A’, 'ensemble des multi-indices de longueur minimale apparte-
nant a A. Soit alors r € N, la valuation minimale en z,,1,...,2z,, pour un
élément a,, a € A'. Soit a € A’, un multi-indice réalisant ce minimum, et
S € Dx,o de degré r tel que S.a, = 1.

Pour tout 7 € N, nous avons alors les égalités dans Ox suivantes :

JIt = IS a0 = R(5).00 7 (3)
pour un opérateur R(s) € Dx[s].
Soit Q(s) € Dx[s], un opérateur réalisant 1’équation fonctionnelle de f
b(s)f* = Q(s) f**
Pour tout 4, j € N, notons Q7)(s) opérateur Q(s—i) --- Q(s+7) € Dx,o|s].
Il résulte de (2) et (3) que, pour tout j € N :

AG)

-

avec A(s) € D[s] et r=(1,...,1) € NP, Ainsi, pour tout j € N, 0 <7< ¢ :

i

aTQUGIAG) B = B+ r) b — 1) b — i) 6

B(i,4)

= b(+7) ()b — 1)+ -b(j — )CIRG I
avec B(s,t) € D[s,t]. Par suite, pour tout j > ¢ :

¢
D b —i—1)--b(G — OB, §) 67T = b(G+r) -+ b(j)b(j—1) - - -b(G—0)5

—0

(

7

-~

P(4)
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en utilisant (1). D’apres le lemme 1.1.1.5, opérateur P(s)f—b(s+7)---b(s)
b(s —1)---b(s — £) annule 6 f*, ce qui prouve la relation de divisibilité de
I’énoncé.

Remarquons enfin que l’entier 7 (resp. £) ne dépend que de la fonction a
(resp. h et de 1), et est nul lorsque a = 1 (resp. . = (1,...,1)).

LEMME 1.3.2.4 Supposons que Uapplication (f, g) soit une submersion en 0.
Soit 0 € R, une section locale non nulle. Soit r € N, le plus grand entier tel
que § € f"Ry. Alors b(6f%,s) =s+r+1.

Preuve. Placons-nous dans un systeme de coordonnées x1,...,%p, Y, 21, ... ,
Zp—p—1 dans lequel f = y et g; = z; pour 7 = 1,...,p. Par hypothese,
§ =y ad ot &' € Ry s'éerit & = 1/z -z avec .= (Iy,... ,1,) € (N*)P et

a € Oqy est de la forme :

— a1 [
a= E :(ua + yva)xl T ‘T“p]J
a<L

ou uy € Oz, v € Oxp et u, est non nul pour au moins un multi-indice
«. Rappelons que si «, 8 € N? sont deux multi-indices, nous notons o < 3
(resp. @ < 8) quand «; < B; pour i =1,... ,p (resp. a < S et a # ).

Grace au lemme 1.1.1.3, tout le probléme se rameéne a trouver un opé-
rateur P € D indépendant de (0/0y) tel que Pad' = 1/z1---x, dans Ry,
puisque alors :

—1)ILl+p 9\t o\ /o
o (o) (e) () o=

Soit a < r, un multi-indice de longueur minimale tel que u, # 0. Nous avons
alors :

U v,
—ay—1 o a j :
xlll a1 ...xlp Qp 10/6/ — +y B .
‘ p , T1+++2 a1—p1+1 ap—fp+l
1 D ﬂga ‘/L‘l PR :L‘p

g
6!!

Construisons un opérateur Q € D indépendant des dérivations par rapport
aux variables y, z1, ... , 2,—p—1 tel que :

ua+yva
xl...xp ’

Qali —
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Si vg = 0 pour tout S < o, Q = 1 convient. Sinon, soit v un multi-indice de
longueur minimale tel que v < « et v, # 0. Nous avons alors :

(—1)\a|+\7\ (2) a—y Lo oy YUy

1 P - —y1+1 —p+1
Ta—) \oe T e g

R,

Ainsi :

"o /3
(1 - R’Y) 0 , .. Ty Z Ocl B+l . $3P—ﬂp+1 '

o B<a, fzr T
Donc si (B4, ..., Bn) est la suite des multi-indices § < « tels que vg # 0,
ordonnée par longueur croissante, alors () = Qg - - - @p, convient.

Comme u, # 0, il existe un opérateur S € Dy, tel que S.u, = 1. Par
suite, w = S.(uq + YVa) est un inversible de Ox . Alors 'opérateur P =
wLSQzbl . glrm ™! convient.

e Rappelons qu’une application analytique h = (hy,... k) : © — C'
définie sur un voisinage de I'origine © C C" définit une intersection com-
pléte a singularité isolée a 1origine si h(0) = 0, si (hq,...,h;) est une suite
Og o-réguliere, et si I'idéal de Qg engendré par hi,...,MH et les mineurs
maximaux de la jacobienne de h contient une puissance de I'idéal maximal.

Le résultat suivant motive ’étude faite au chapitre 3 (voir le lemme
3.1.1.3).

PROPOSITION 1.3.2.5 Supposons que ’application (f,g) définit une inter-
section compléte a singularité isolée a l'origine. Soit 6 € R, une section
non nulle. Notons r € N, le plus grand entier tel que § € fTRqy. Alors, le
Dq-Module cohérent :

DQ[S]dfs

N=(s+r+ 1)7739[8]5#+1

est supporté par l’origine.

Preuve. Rappelons que la cohérence de N résulte de la proposition 1.1.2.5.
Constatons que toute section locale de A/ est annulée par une puissance de
'idéal (f, g1,--. ,9p)Oq. Ainsi, le support de N est contenu dans Z. D’autre
part, en un point ¢ € Z distinct de 'origine, 'application (f, g) est lisse. Il
résulte alors du lemme précédent que la fibre N, est nulle. D’ou le résultat.
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1.3.3 Le cas d’une fonction lisse sur une hypersurface
Gardons les notations introduites au paragraphe 1.3.1.

Notons I C €2 x C, le graphe de la restriction de la fonction f: Q — C a
lespace X, et z : ) x C — C, la projection naturelle. Aux abus de notation
pres, la sous-variété I' est définie dans 2 x C par ¢1,...,9,, et z — f.

En factorisant la fonction f|x : X — C par son graphe I', nous l'iden-
tifions avec la projection z|r : I' — C. Quitte & incrémenter la codimension
de X, nous pouvons donc toujours supposer que ’application f est lisse. Re-
marquons que cette identification est patente au niveau des polyndomes de
Bernstein. Cela résulte du lemme 1.1.1.8 et de [Mbb5, prop. 6.2.4, p. 83].

Ainsi, apres ’étude du paragraphe précédent, la plus simple des situations
possibles est le cas d’une fonction lisse f : 2 — C sur une hypersurface {g =
0} C Q. Remarquons que cela comprend la théorie ‘classique’ du polynéme
de Bernstein d’un germe de fonction holomorphe (lemme 1.1.1.8 avec M = O
et m=1).

Dans ce qui suit, nous noterons R = O[1/g]/O, le groupe de cohomologie
locale algébrique de O a support dans {g = 0}, et ¢ la classe de 1/g dans R.

Remarquons d’abord un fait général.

LEMME 1.3.3.1 Soient f,g € O, deux applications non constantes. Suppo-
sons que f soit lisse, et que la restriction de g & Uhypersurface {f = 0} soit
non nulle.

Alors, le polynome de Bernstein de (1/g)f* coincide avec b(d f*, s).

Preuve. Notons c(s) € C[s], le polynéme de Bernstein de (1/g)f* € O[1/fg,
s]f*. Montrons que c(s) divise b(df?, s), 'autre relation de divisibilité étant
manifeste.

Quitte a faire un changement de coordonnées, nous pouvons supposer
que f est une coordonnée, notée z. Soit R € D[s], un opérateur réalisant
I’équation fonctionnelle de 6 f* :

b(0f%,8)62° = Rz .
Il existe donc un entier d € Z et v € Ols|, v & z0[s] — {0}, tels que :

1 1
b(§f°,8)=2° = R—2"T! 4 pzstd (4)
g g

dans O[1/zg, s]z°. Si v est nul, ¢(s) divise bien b(d f*, s). Sinon, montrons que
vz*T¢ appartient & D[s]z*T!.
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C’est patent si d € N*. Supposons que d ¢ N*. En faisant s = —1,0, ...,
—d — 1, nous constatons alors que (s + 1)s---(s + d + 1) divise v. Ce qui
entraine 'appartenance a D[s]z*T! de vz**%, puisque :

a —d+1
I s+1 _ 1)--- 1 s+d .
(az) z (s+1)---(s+d+1)z
L’équation (4) implique alors que b(d f%,s)(1/g)2z* € D][s](1/g)z*T . Par suite,
c(s) divise bien b(df?, s).

Ainsi, b(0f*%, s) = c(s), comme souhaité.

REMARQUE 1.3.3.2 Sous les mémes hypotheses et avec les mémes notations,
une preuve analogue établit que Annp,df* = Annpy, (1/9)f* + D[s]g.

Donnons enfin un exemple dans lequel b(0f*, s) s’exprime a partir du
polynéme de Bernstein de la restriction de la fonction g & {f = 0}.

THEOREME 1.3.3.3 Soit h € O, un germe non nul et non inversible. Notons
b(s) € Cls|, son polynéme de Bernstein. Soit N, un entier naturel non nul.
Soient z,y1,...,Yr, des indéterminées, et u € C{y}, un germe non nul.
Notons § € C{z,y, z}1/h — uz]/C{x,y, 2}, la classe de 1/h — uz".

Alors, a une constante multiplicative preés, le polynome de Bernstein de
02° est égal a b((s+1)/N —1).

Preuve. o Constatons d’abord que nous pouvons supposer que h appartient
a l'idéal de ses dérivées.

Soit ¢ une indéterminée. Posons H = exp(t)h et notons 6 la classe de
1/H—uz" dans C{z,y, z,t}[1/H—uz"]/C{x,y, 2,t}. Comme (0/0t)H = H,
il suffit de voir que b(d2°, s) est égal & b(d2°, 5). En faisant le changement de
coordonnée z = exp(—t/N)Z, nous constatons que b(dz°,s) coincide avec
le polynome de Bernstein de exp(t)d(exp(—t/N)z)*, donc, d’aprés le lemme
1.1.1.4, avec celui de §2*, comme souhaité.

Nous supposerons donc qu’il existe un opérateur x € D, de degré un, tel

que yh® = sh®.

e Montrons que b(dz°, s) divise b((s + 1)/N — 1). Remarquons qu’en uti-
lisant 'opérateur x, ’équation de Bernstein de h® peut s’écrire :

b(x) € Dh+ Annp h° .

Par suite :

10 s s e s
b(x + N&z) € Dz+D(h—uz")+DAnnph (5)
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olt D désigne I'anneau des opérateurs différentiels C{z,y, z}(8/0z,d/0z).
Montrons que Annp h* = Annp 02°. En effet, pour tout opérateur P € D,
de degré ¢ € N, nous avons :

¢
. Di
Ph® = 1) (s—i+ )P pe
;s(s Yoo (s—i+ )hZ
et
1 ‘ ; Di

P =S"(c1)a— P
h —uzN ZZ;( )Z(h—uz]\’)Z+1

oup; € 0,i=0,...,0 Donc P(1/h — uz") appartient & C{z,y, 2} si et
seulement si pg = --- = py; = 0, c’est-a-dire si et seulement si P annule A°.
L’identité (5) implique alors :

10 ~ s
b(x + Naz) € Dz + Annj62° .

En constatant que Popérateur x + (1/N)(0/0z)z — (s +1)/N + 1 annule 62°,
nous en déduisons que b(0z*, s) divise b((s + 1)/N — 1).

e Etablissons maintenant la relation réciproque. Soit ' C C", un voisi-
nage de 'origine sur lequel h est définie. Quitte a le restreindre, nous pouvons
supposer qu’en tout point de {0} x ' C C™" ! e polynéme de Bernstein
de la section §z° est un diviseur de b(dz%, s). Comme u est inversible sur un
ouvert dense de €)', nous sommes donc ramenés a traiter ce cas. Le lemme
1.1.1.4 nous permet alors de supposer que u = 1.

Notons D' I’anneau des opérateurs différentiels C{z, 2}(0/0z,0/0z). L’opé-
rateur Nx + 2(0/0z) + N — s annulant 0z°, la relation de Bernstein pour §z°
s’écrit :

0 :
b((SzS,Nx—f—za—i-N) € D'z+ Annp 62° . (6)
Soit P € D', un opérateur annulant §z°. Il s’écrit P = Zfzo((?/@z)iP,-, ou
P, € D{z} = C{z, 2}(0/0zx). En remarquant que [P, z] annule §z°, nous en

déduisons que Py, ..., P, annulent 6z°. L’identité (6) se réécrit donc :
0
b(62°, Nx + a5 T N) € D'z + D'Annpy,y 62° . (7)
z

D’autre part, soit P € Annpy,y 62°. Il s’écrit P = Q(h—2z")+R ot Q € D{z}
et R € D|z] est de degré en z strictement inférieur & N. Remarquons que
lopérateur R annule §z°. De plus, constatons que :
d
. T
Rh® = Zs(s— 1)---(8—2+1)h—zi h*

1=0
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et
1 d T
— —_1)%51 [
Ry = ;( 1)i! oy
ou d = degR et r; € O[z] est de degré strictement inférieur & N en z, pour
1=0,...,d. En procédant comme plus haut, on montre alors que R annule
h*. Aussi 'identité (7) entraine que :

l)((5,7:S,NX+,7:a2 +N)e€D'z2+D'(h—2V)+D'Annp h* .
2

Nous en déduisons alors que b(62°, Nx + N — 1) appartient a l'idéal Dh +
Annp h®. Par suite, b(0z°, Ns + N — 1) est bien un multiple de b(s). Ce qui
acheve la preuve.

L’obtention de ce résultat fut motivée par 1’étude de A. Némethi des
revétements cycliques X, y associés a un germe h : (X,z) — (C,0), ou
(X,z) est une singularité de surface normale et N € N*. En particulier,
si h: (C%0) — (C,0) définit une singularité isolée, alors X y = {h(z) =
2N} € C? et la monodromie de z : (X} x,0) — (C, 0) s'identifie avec la N°™e
puissance de la monodromie de f. Ce qui permet de comprendre la relation
entre polynomes de Bernstein obtenue.
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Chapitre 2

Polynomes de Bernstein d’une
déformation sur une
intersection complete

Soient 2 = X x Y C C" x CF, un polydisque de centre 1’origine, et
(resp. m2) la projection canonique sur X (resp. Y). Notons Dgqyy le faisceau des
opérateurs différentiels relatifs a 7y, et Oy celui des fonctions holomorphes
sur Y. Considérons une fonction F' holomorphe sur {2 s’annulant a 1’origine.
Posons Z = F71(0), et Z' = m(Z N 7,;'(0)) C X. Ainsi, F définit une
déformation de Z'.

On dit que F' admet a ’origine un polynome de Bernstein générique s’il
existe un polynéme b(s) € C[s] et un germe h € Oy, non nuls tels que
h(y)b(s)F* € Dajy[s|F**t. Quand c’est le cas, son polyndme de Bernstein
générique est le générateur unitaire de 1'idéal des polynémes vérifiant cette
équation. On le note by(F*, s).

Lorsque I’équation fonctionnelle précédente est réalisée avec h = 1, on dit
que F' admet a Porigine un polynome de Bernstein relatif. Le polynome de
Bernstein relatif de F' est alors le générateur unitaire de ’idéal constitué de
tels polynémes. On le note b, (F*, s).

Ces notions furent introduites afin d’étudier comment varient les racines
du polynome de Bernstein lors d’'une déformation analytique.

Dans [Gel], F. Geandier établit I'existence de b,(F*, s) quand I'espace des
parametres est de dimension un. Lorsque de plus F' définit une déformation
a nombre de Milnor constant le long de Y, elle montre que b, (F*, s) existe,
et que by(F*, s) coincide avec le polynome de Bernstein de toute fibre Fy, =
F(e,y) € Ox, pour y € Y — {0} suffisamment proche de l'origine (|Ge2]).
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En 1991, J. Briancon, Y. Laurent et Ph. Maisonobe caractérisent 1’exis-
tence du polynome de Bernstein relatif :

THEOREME ([B.L.M], TH. 3, P. 286) Avec les notations précédentes, les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. F admet un polynome de Bernstein relatif en 0.

2. X est non caractéristique pour Oq[l1/F]| au voisinage de 0.
3. Oq[1/F] est Dqjy-cohérent au voisinage de 0.

4. Dq[s]F* est Do)y -cohérent au voisinage de 0.

Quand Z' est & singularité isolée en 0, ils établissent que ’existence du
polynome de Bernstein relatif équivaut a ce que F' définisse une déformation
a nombre de Milnor constant.

Signalons enfin Particle [B.M], ou de nombreux exemples sont étudiés.

Dans ce chapitre, nous souhaitons généraliser ces résultats lorsque X est
une intersection complete de C™ au voisinage de l'origine. Nous donnons
d’abord des conditions suffisantes sous lesquelles des polynomes de Bernstein
génériques existent, adaptant [Bs]. Puis nous traitons le cas des polynomes
de Bernstein relatifs, en utilisant les résultats de [B.Gr.M].

2.1 Existence du polynome de Bernstein gé-
nérique

Nous adaptons ici des travaux de H. Biosca ([Bs]), qui étudie I'existence
de polynomes de Bernstein génériques associés a un germe d’application ana-
lytique.

2.1.1 Analyse du probleme
Le cadre

Soient 2 = Q' x Y € C" x CF, un polydisque ouvert de centre 1’origine,
et m (resp. m) la projection canonique sur €' (resp. Y'). Notons Oq (resp.
Oqr, Oy) le faisceau des fonctions holomorphes sur €2 (resp. €', Y), de fibre
a Vorigine Oq (resp. Ow o, Oyy), Do (resp. Do) le faisceau des opérateurs
différentiels sur Q (resp. V'), et Dq (resp. Do) sa fibre a 'origine. Notons
aussi Do)y = Oa(0/0y1,...,0/0y), le faisceau des opérateurs différentiels
relatifs & la projection 7y, de fibre & 'origine Dg)yp.
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Considérons g = (g1,...,0p) : 2 — CP, une application analytique non
constante, nulle & 'origine, définissant une intersection complete X' C Q.
Notons X = X' XY C Q, R = RPTx(Oq)ay le p°™ groupe de cohomologie
locale algébrique de Qg a support dans X. Nous l'identifions a :

Oq[l/g:--- gy
Y1 0all/gi---Gi - )

Pour tout z = (l1,...,1,) € (N*)?, notons 0, € R, la classe de 1/g" - g
Constatons que, pour j = 1,... , k, l'action de (0/0y;) définit un endomor-
phisme 7, 'Dgy-linéaire de R. Notons R’ C R, le sous-faisceau des sections
appartenant aux noyaux de tous ces morphismes. Aussi, les sections de R’
sont de la forme ady, avec a € 77 'O et L € (N*)P. Afin d’éviter toute
confusion, nous les noterons 4’

R =

Considérons une fonction F' analytique sur €2, nulle & I'origine, admettant
0 pour seule valeur critique et telle que la suite (F,g1,...,g,) soit Oqo-
réguliere. Posons Z = X N F~(0).

Ainsi, F|x est une déformation de la restriction de f = F'(e,0) & X".

DEFINITION 2.1.1.1 Soit § une section locale non nulle de R. On dit que
0F* admet a l'origine un polynome de Bernstein générique s’il existe un
polynome b(s) € C[s] et un germe h € Oy, non nuls tels que h(y)b(s)0F* €
DQ‘KO[S]&FS—'—I. Son polynome de Bernstein générique est alors le générateur
unitaire de l’idéal formé par les polynomes qui vérifient cette équation. On le
note by(0F*, s).

Constatons que, lorsque 0 € Ry admet un polynome de Bernstein géné-
rique, des analogues ‘génériques’ de 1.1.1.3, 1.1.1.4, 1.1.1.6, 1.3.2.1 et 1.3.2.3
sont vrais. En particulier, si F' s’annule sur I’espace des parametres, by (§F*, s)
est divisible par (s+r+1), our € N est le plus grand entier tel que § € F" Ry ;
et by(0F*, s) désigne alors le quotient de b,(6F*, s) par (s + 7 +1).

De plus, lorsque g est une submersion & l'origine, si 6 = 1/g;---g, €
Ry admet un polynéome de Bernstein générique, il coincide avec celui de la
restriction de F' & X (qui existe alors). Aussi, quand ils existent, les polynomes
by(0F*,s), § € Ry non nul, sont appelés a étre des polynomes de Bernstein
génériques de Fx.

Analyse du probléme

e Commencons par rappeler le schéma de la démonstration de I'existence
du polynome de Bernstein générique pour une fonction holomorphe, donnée
par J. Briancon, F. Geandier et Ph. Maisonobe dans ([B.Ge.M, p. 19-22]).
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Soit H une fonction holomorphe sur €2, nulle a I’origine.

1. On cherche d’abord des opérateurs P;(s) € Dqygls], j = 1,... ,k, an-
nulant H*, de la forme :

(5) = h(y) (i) ¥

y;

d;

; Pji(s) (aiyj) v

7

ol h € Oy, est un germe non nul, et les P;;(s) € Dqyp[s] sont des opéra-
teurs indépendants de (0/0y;), de degré au plus i, et de degré en (9/0y;)
strictement inférieur a 7 pour I # j. Si (z,y,&, 7, s) sont des coordonnées sur
T*Q x C, il suffit de trouver des polynémes homogenes R; € Oqpl€, 1, s]
s’annulant sur la variété caractéristique du Dg[s]-Module cohérent Dg[s|H®

Wi ={(w, \dH(w), \H(w)) |w e Q, Ae C} C T*Q x C

(voir [K1]) de la forme R; = hjn; + 37, Rji(é, )n;j_i, avec h; € Oy, non
nul, et Rj,i € 09’0[5, S]

2. A Taide de ces opérateurs, on s’efforce d’éliminer les dérivations par
rapport aux parametres dans une identité réalisant un multiple de b(H?®, s).
Concretement, on part de ’équation :

b(Hs,S) . -b(HS,S +£)Hs — QH3+E+1

avec = Zf_l(dj 1), obtenue en itérant une identité réalisant le polynéme

de Bernstein de H*®. Alors, pour un entier N € N assez grand, h"VQ s’écrit
hNQ = Z] 1 SiPi(s + £ + )—i—Qou QEDQO[S] et @ est de degré en
(0/0y;) auplusd;—1,j=1,... k, et de degré total inférieur ou égal a celui
de Q. Cela s’obtient par division. Nous obtenons donc I’'identité :

(h(y))Nb(H?, 5) - -b(H®, s + £)H® = QH*T*! (1)
En faisant agir les dérivations (0/0y,), on constate que le membre de droite
appartient & Dajy,o[s|H*.
Par suite, b,(H?, s) existe et divise un itéré du polynéme de Bernstein de
H alorigine.
e Nous souhaitons adapter cette méthode a notre situation.
Remarquons d’abord que la variété caractéristique de R n’est en général

pas connue. En conséquence, si 6 € R est une section non nulle, la variété
caractéristique du Dg[s]-Module cohérent Dg[s]0F* :

U Wi = U {wé+MF(w),A\F(w)) [ (w,€) € T3,Q, A€ C}

F(Xq)#0 F(Xq)#0
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si car(Dad) = |J, Tk, €2 (cf. théoréme 1.1.2.4), n’est pas non plus explicite. II
est donc a priori peu aisé de donner des conditions suffisantes sur I’application
(F, g) pour trouver les opérateurs P; du type souhaité.

Rappelons des travaux de H. Biosca ([Bs]). Elle étudie 'existence de
polynomes de Bernstein génériques associés a une application analytique
(F1,...,F):Q — C", polynomes b(s) € Clsi, ..., s,;| non nuls tels que:

h(y)b(s)F" -+~ Fy" € Dajyols] By - - Frr

pour un germe h € Oy non nul. Pour cela, elle adapte la méthode rappelée
plus haut, donnant en particulier des conditions suffisantes pour I'existence
des opérateurs P;(s) annulant F7* .- Ff7. Clest cette fois possible, car la
variété caractéristique de Dq[s|F}* - - - F*" est suffisamment explicite :

Wiy k) = {(w, > XdFi(w), MFi(w), ..., \F(w) [weQ, e cr}
i=1

(cf. [B.B.M.M]).

Constatons alors que, si P(t,s) € Dqplti, ... , 1, | est un opérateur an-
nulant g** - - -gf,st, pour tout € (N*)?, P(z,s) annule 6, F®. Aussi, lorsque
car(R) est mal connue, nous reprendrons les conditions d’existence d’un po-

lynéme de Bernstein générique associé au morphisme (g, F'), obtenues dans
[Bs].

Enfin, on peut remarquer que la seconde étape de la méthode indiquée
s’adapte mal pour une section quelconque § € R. En effet, si les dériva-
tions (0/0y;), j = 1,...,k, n’annulent pas d, on ne peut pas conclure avec
’analogue de l'identité (1). Nous nous limiterons donc aux sections de R'.

2.1.2 Résultats généraux

Dans ce paragraphe, nous donnons des conditions suffisantes pour 1’exis-
tence de polynomes de Bernstein génériques associés a §'F*, §' € R'. Suivant
I’étude qui précede, nous adapterons les résultats de [Bs].

Nous établissons d’abord un critere d’existence assez général. Nous mon-
trons alors I'existence du polynome de Bernstein générique lorsque 1’espace
des parametres est de dimension un, et lorsque ’application (F)g) est ho-
mogene en z. Enfin, nous introduisons la notion de polynome de Bernstein
générique pour une section de la projection 7y, dont I'utilité se révelera par
la suite.
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Un critere d’existence
Introduisons quelques notations.

NOTATIONS

Associons & I'application (g, F) : Q — CP*! la fonction ¢ : Qx C**! — C,
définie par @¢(z,y,A) = D b XNigi(z) + A\py1 F (2, y)-

Notons I le faisceau d’idéaux (¢5,, ... , @5, MYy, 18y ) Oaxcr+,
et I sa cloture intégrale. Notons aussi 3 C Q x CP™| le sous-espace analy-
tique égal & la réunion des supports des faisceaux cohérents £; = (¢}, +1)/1,
j=1,...,k, et pry (resp. prq) la projection canonique de  x C**! sur Y
(resp. ). En particulier, pry = my o pro.

Donnons maintenant le critere clef sur lequel repose tous les résultats du
paragraphe.

PROPOSITION 2.1.2.1 Awec les notations précédentes, les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) lensemble pry(3) est contenu dans un sous-espace analytique strict
de Y au voisinage de l’origine.

(ii) 4l eziste h € Oy, non nul tel que h(y)(ﬁ;j €lypourj=1,...,k.

et entraine Uezistence de by(0'F*,s) pour toute section &' € R'. De plus, il
existe un entier £ € N tel que by(6'F*, s) divise b(6'F*,s)---b(6'F*, s + {).

Preuve. La démonstration est une simple adaptation a notre cadre de [Bs,
prop. 2|, suivant les remarques du paragraphe précédent.

L’équivalence entre les deux conditions résulte de la définition de 3 et du
théoreme des zéros de Hilbert.

Montrons comment la condition (ii) permet d’obtenir des opérateurs P; €
Daqolt, s] annulant, g% - - - g;” F*, de la forme P; = h% (8/dy;)% + S;, ot S; €
Daylt, s] est de degré total au plus d; et de degré en (0/0y;) strictement
inférieur a d;, pour 1 =1,... k.

Les conditions de dépendance intégrale données se traduisent par 1’exis-
tence de polynémes R; € Oqyxcriolé, 1,1, s] de la forme R; = (hn;)"7 +
S ai(é,t,8)(hn) it ot aj; € Ogxertiplé, t, 8] est nul ou homogene de
degré i, et R;(¢l, ;j, A@y) = 0. En considérant les composantes homogenes
en ) dans ces égalités, nous pouvons supposer que les a;; sont indépendants
de A. Ainsi, les polynomes R; € Oq (&, n;,1, s] s’annulent sur le sous-espace
analytique de 7*Q x CP*! -

Wi ) = (2,4, 8, 8, A0Y) | (z,y) €92, A e CP}
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qui n’est autre que la variété caractéristique du Dglt, s]-Module cohérent
Dylt, s]g!* - -- g F* ([B.B.M.M]). En conséquence, il existe des opérateurs
P;(t, s) annulant gt -g,t,pF * dont le symbole total est une puissance de R;,
donc de la forme souhaitée.

Montrons maintenant que, pour tout € (N*)? et tout a € 7' Ogq, il
existe des opérateurs ]3](5) € Dapls], j = 1,...,k, annulant ad,F*, de la
forme ]/57(5) = hdf(a/ayj)‘zi + gj, ol §j € Dqys] est de degré total au plus
d;j, et de degré en (0/0y;) strictement inférieur a d;, pouri=1,... k.

Si a = 1, il suffit de poser f’](s) = Pj(z,s). Sinon, constatons que
Dq[sladr F* est un sous Dgq[s]-Module de Dg[s|oy F*. Aussi, o(Pj(L,s)) s’an-
nule sur carp,,[;Dq[s]adr F*. Nous en déduisons Iexistence d’opérateurs P;(s)
annulant adz, F'*, et dont le symbole total est une puissance de celui de P;(z, s),
donc de la forme attendue.

Fixons maintenant une section ¢’ € R’, et ses opérateurs f’J(s) associés,
de degré total d;. On conclut alors en procédant comme a la page 46.

Ce qui acheve la preuve de la proposition.

Remarquons que ce critere est tres grossier, par construction méme. En
effet, il reste valable pour les sections ‘adéquates’ de Oq[1/g; - - - g,] et de ses
Dq-Modules quotients.

Applications

Nous adaptons ici les résultats [Bs] basés sur le critére précédent.

PROPOSITION 2.1.2.2 Supposons que [’espace des parametres est de dimen-
sion un. Alors, pour toute section § € R', le polynéme de Bernstein générique
by(0F*,s) existe, et divise un itéré de b(6F®,s).

Preuve. D’apres le critére valuatif de dépendance intégrale, y¢; est entier
sur I'idéal de Ogycrt1o engendré par les z;¢;, et les \;¢), (puisque ¢ =
f;rll /\iqﬁ’)\i), donc sur [j. Le résultat est alors une conséquence de la propo-

sition 2.1.2.1.

Ce résultat généralise [Gel, th. 1]. Rappelons I’énoncé d’une variante du
théoreme de Bertini idéaliste, fort utile par la suite.

THEOREME 2.1.2.3 ([T], P. 597) Soit Y C C*, un polydisque ouvert. Soit
¢(z,y) une fonction analytique sur un ouvert de C™ x Y telle que ¢, ne
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soit pas identiquement nulle pour tout i = 1,... ,m. Soit o une section de la
projection canonique C™ X Y — Y sur l'image de laquelle ¢ s’annule.

Il existe un sous-espace analytique B C o(Y) strict, tel que, pour tout b €
o(Y) =B, ¢, est entier sur lidéal ((21 —01)¢,,s - - 5 (2m — Om) @, ) Ocmxyp
pour j=1,... k.

PROPOSITION 2.1.2.4 Supposons que ’application g soit polynomiale, et que
F soit polynomiale en x et analytique en les paramétres. Alors, pour toute
section &' € R', le polynome de Bernstein générique by(0'F*,s) existe, et
divise un itéré de b(6'F*, s).

Preuve. La démonstration de ce résultat reprend celle de [Bs, prop. 5.

Traitons d’abord le cas particulier ou ¢;,...,g, et F' sont homogenes
en ¢ de méme degré. Etant défini a partir de fonctions homogenes en A et
en z, I'espace analytique 3 est conique dans les fibres de la projection pry
(voir [Bsl, cor. 2.6.9, p. 47]). Aussi, pry (3N {0} x Y x {0}) = pry(3). En
appliquant le théoreme 2.1.2.3 & ¢ et & la section de pry d’image {0} xY x {0},
on constate alors que pry(3) est contenu dans un sous-espace strict de Y. La
proposition 2.1.2.1 permet alors de conclure.

Montrons maintenant le cas général. Soit 7" une indéterminée et « € IN*, le
degré maximum en z des polynomes g1, ... , gp, F'. Considérons les polynomes
homogenes en (z,T) définis en posant F(z, y,T)=T*F(x1/T,... ,2,/T,y),
et, pour i = 1,...,p, Gi(z,T) = T*gi(x1/7T, ... ,z,/T). D’apres le cas par-
ticulier et la démonstration de la proposition 2.1.2.1, il existe des opéra-
teurs P; € Dqoo{T}Hd/IT)[t,s] annulant G ---GF F*, de la forme P; =
h%(0/0y;)% + S;, ot h € Oy, est non nul, et les S; € Do o{T}{0/IT)|t, s]
sont de degré total au plus d; et de degré en (0/0y;) strictement inférieur a
dj, pouri=1,... k.

Faisons alors quelques réductions. Tout d’abord, remarquons que si N; est
un entier assez grand, 77 S; peut étre vu comme un opérateur en 17'(0/0T)
a coefficients dans Dq o{T'}[t, s]. De plus, l'opérateur :

0 “ 0
T_Ta—T+iZ:1:xia—xi—a(t1+---+tp+s)

annule G%' - - - G;,pﬁ $. Apreés divisions des T"iS; par T, on construit alors des
opérateurs R; = TNih% (0/0y;)% +S; € Dao{T}t, s] annulant G'* - - - G F*,
ou S; satisfait aux mémes conditions de degré que S;.

Montrons que ’on peut supposer que les coefficients des opérateurs S ; sont
polynomiaux en 7. Pour cela, suivant [Bs1, p. 47-48], introduisons une filtra-
tion sur Oq{7T'}[t, s] en donnant le poids 0 (resp. 1) aux variables y, t et s
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(resp. z, T). Elle induit une notion d’homogénéité sur O o{T}[1/G; - - - G, F,
t,s] (car Pélément G - - - G, F est homogene), et sur Dg o{T}[t, s, en donnant
le poids 0 (resp. —1) aux dérivations par rapport aux parametres (resp. aux
variables z), dans I’écriture unique des opérateurs avec coefficients & gauche.
Le résultat clef est :

Si Qu € DaylT,1, s] est un opérateur homogéne de degré m € Z, alors
QuGl - GPFs = uGYl - GPF® otu € O[T, 1/Gy - GpF,t, 5] est
nul ou homogéne de degré m.

En conséquence, si gj(-Nj) désigne la composante de §j de degré N;, alors
RWi) = TN pdi (0/0y;)% + gj(-Nj) est un opérateur de Dgq [T, 1, s] qui annule
gt g,t}’ F*, de la forme souhaitée.

Par suite, en spécialisant 7" en 1 dans E(Ni), nous obtenons enfin des
opérateurs de Dq[t, s] qui annulent g* - - . g F* et ayant la forme espérée.

On conclut alors en procédant comme dans la preuve de la proposition
2.1.2.1.

Polynéme de Bernstein générique le long d’une section de 7,

Nous étudions ici une notion voisine de celle de polynome de Bernstein
générique. Nous gardons les notations introduites au début du paragraphe
2.1.2.

DEFINITION 2.1.2.5 Soit 0 : Y — Q une section de my. On dit que 6F*,
0 € R, admet un polyndéme de Bernstein générique le long de o s’il existe
une fonction analytique h € Oq définie au voisinage de l’origine, ne s’an-
nulant pas sur l’image de o, et un polynome b(s) € C[s] non nul, tels que
h(z,y)b(s)0F* € Dgpyols]0F*t. Son polynéme de Bernstein générique le
long de o est alors le générateur unitaire de l’idéal formé par les polynomes
qui vérifient cette équation. On le note by (JF*, s).

REMARQUE 2.1.2.6 Constatons que cette notion ne présente un intérét que
si I'image de o est contenue dans [’espace singulier relatif de Z, lieu I' C €) des
zéros de g1, ... , gp, F, et des mineurs relatifs A% (F') de la matrice jacobienne
de (F, g) (en accord avec les notations introduites a la page 84). Cela résulte
des relations FOF* = §F*T' gNoF® = gNdF*™ = 0 pour N assez grand, et

(s + DAY (F)SLF* = A6 Ft?
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L’existence de ces polynomes s’obtient grace a la méthode utilisée aux
paragraphes précédents.

PROPOSITION 2.1.2.7 Pour toute section o : Y — € de m, tout &' € R’
admet un polynéme de Bernstein générique le long de . De plus, b, (0'F*, s)

divise un itéré de b(6'F*, s).

Preuve. Nous reprenons ici la démonstration de [Bsl, prop. 2.7.3, p. 51].

En utilisant le théoreme 2.1.2.3 (avec la fonction ¢), on constate que 3
ne contient pas o(Y) x {0}. D’autre part, il résulte de la conicité de 3 dans
les fibres de prqo que prq(3) est isomorphe & 3 N {A = 0}. Aussi prq(3) est
un sous-espace analytique de Q qui ne contient pas o(Y"). 1l existe donc un
germe de fonction h € Oqy s’annulant sur prq(3) mais pas sur o(Y’). Par
suite, pour N € N assez grand, hNgﬁ;j € Iy pour j =1,...,k. On conclut
alors en procédant comme a la proposition 2.1.2.1.

Constatons que des analogues de 1.1.1.3, 1.1.1.6, 1.1.1.4 et 1.3.2.1 sont
vrais. En particulier, si I'image de o est contenue dans I' et si b, (0F*,s)
existe, il est alors divisible par (s + 7+ 1), ou r € N est le plus grand entier
tel que 0 € F"Ry.

2.1.3 Le cas d’une déformation sur une singularité iso-
lée

Au paragraphe 2.1.1, nous avons vu qu’une bonne connaissance de la

variété caractéristique de R est nécessaire pour une approche directe du

probleme de 'existence de polynémes de Bernstein génériques associés aux
sections locales de R.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que I'application g : Q' — CP
définit une intersection complete a singularité isolée a 1’origine. Cela va nous
permettre d’affiner le critere d’existence donné a la proposition 2.1.2.1. Nous
montrons alors 'existence du polynome de Bernstein générique de §'F*, ¢’ €
R’ non nul, lorsque (F,g) définit la déformation d’une singularité isolée,
généralisant ainsi [B.Ge.M, prop. 1.2]. De plus, b,(6'F*, s) est alors le ppcm
des polynomes b, (6" F*, s) définis au paragraphe précédent.

Quitte a restreindre ', nous pouvons supposer que 'origine est le seul
point singulier de g (le cas g submersion a l’origine reléve de la théorie clas-
sique, d’apres ’analogue générique du lemme 1.1.1.6). Nous avons alors :

car(R) = Tx QU T{p) 2
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Supposons de plus que F' s’annule sur l'espace des parametres. Il résulte
alors du théoreme 1.1.2.4 que pour toute section § € R non nulle, la variété
caractéristique de Dg[s]dF* est Iespace analytique Wlﬂﬂx, adhérence dans
T*Q2 x C de ’ensemble :

p
{(z, 9, > Xidgi(z) + Ap1dF(2,9), A1 Fz,9)) | g(z) =0, X € C"1}
=1

Aussi nous allons pouvoir donner un critere d’existence plus adapté a notre
situation. Introduisons d’abord de nouvelles notations.

NOTATIONS
Rappelons que I est I'idéal (¢},,..., ¢}, Mdy, .. A1) ,,)Oaxcrn
ot ¢(z,y,A) =Y o, Nigi(z) + Ap11F (2, y). Posons J = (g1, .. , gp) Oaxcw.
Notons 3 C 2 x CP*! Pespace analytique réunion des supports des fais-

ceaux d’idéaux cohérents L; = (¢, +I+J)/I+J,j=1,..., k. Constatons
que I +J=(¢,... s B s Ap1 F) Oqyewtr + J.

x1?

PROPOSITION 2.1.3.1 Supposons que l’application g définit une singularité
1s0lée au voisinage de l’origine et que F' s’annule sur l’espace des parametres.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Uensemble pry(3) est contenu dans un sous-espace analytique strict
de 'Y au voisinage de l’origine.

(ii) 4l eziste h € Oy, non nul tel que h(y)¢,, € TIo+Jypourj=1,... k.

et entraine ’ezistence de by(0'F*,s) pour toute section §' € R'. De plus, il
existe un entier £ € N tel que by(6'F?, s) divise b(6'F*®,s)---b(6'F*, s + £).

Preuve. La démonstration est tres similaire a celle de la proposition 2.1.2.1.
En effet, la condition (ii) s’écrit hq5;j —wv; € Ip,ouv; € Jo, 5 =1,... k.
Il existe alors des polynoémes R; € Oqxcriol€,7;,5] de la forme R; =
(k)i + 37071 aji(E, 8) (hny)"i % ot a;; € Oqxeriiglé, 8] est nul ou homogene
de degré i, tels que R;(¢., (b;j, /\p+1¢’)\p+l) € Jo. En considérant les compo-
santes homogenes en ), nous pouvons supposer que R; € Ogqg[€,n;,s]. 11
suffit alors de constater que les polynomes R; s’annulent sur Wlﬂﬂx, c’est-a-
dire sur la variété caractéristique des Dq[s]-Modules Dq[s]d'F*, §' € R' non
nulle.

La proposition suivante généralise [B.Ge.M, prop. 1.2].
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PROPOSITION 2.1.3.2 Soit @ = Q' x Y C C" x C¥, un polydisque centré d
lorigine. Soient g = (g1,--.,9p) : 2 — CP et (f,g) : ' — CP*', des appli-
cations analytiques, nulles a l’origine, définissant des intersections complétes
X' et Z' a singularité isolée. Soit F' : Q — C, une déformation analytique
de f s’annulant sur l’espace des parameétres. Notons Z C ), l’espace défini
par (F,g). Alors, pour toute section locale §' € R', le polynéme de Bernstein
générique by(0'F*, s) existe. De plus, by(0'F*, s) divise un itéré de b(6'F?*, s).

Preuve. Nous adaptons la démonstration de [Bs, prop. 4].

Remarquons d’abord que 3 est un espace analytique conique dans les
fibres de la projection canonique pro : Q x CP*' — Q, étant défini & Paide
d’éléments homogenes en A (voir [Bsl, cor. 2.5.9, p. 47]). Aussi, il y a un
isomorphisme entre pro(3) et 3N {\ = 0}, qui munit prq(3) d’une structure
de sous-espace analytique de €2. _

Montrons maintenant que pry (3) = m2(prao(3)) est un sous-espace ana-
lytique de Y. Notons I' C (2, le lieu critique de la restriction de m a Z.
Constatons que si w ¢ T, la fibre de idéal I + J au point (w,0) contient
Apt+1. En effet, c’est patent si w ¢ Z. Puis, si w appartient a Z sans étre un
point critique de gz, il existe un (p+1) X (p+1)-mineur relatif de la matrice
jacobienne de (g, F) non nul en w. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que c’est le mineur construit sur les (p + 1) premiéres colonnes.
Nous déduisons alors de I'identité :

991 ... 99 oF A '

6561 8:51 a.’,cl 1 T1
O91 .. 99 oF '
0zp11 dTpt1  OTpt1 Ap1 Tp1

que A,41 appartient a I(,, ). D’ou I'assertion sur I

En particulier, si w ¢ T', alors ¢, € I(w,0) + J(w,) pour tout j =1,... k.
D’oti I'inclusion pm(g) C I'. D’autre part, il résulte des hypothéses que |
est un morphisme fini. D’apres le théoreme de Grauert, pry (3) = m|r(pra(3))
est donc bien un sous-espace analytique de Y.

Montrons enfin que pry(3) C Y est un sous-espace strict. Supposons le
contraire. Il existe donc une composante C' de dimension £ dans pm(g). La
restriction de my a C' est alors un revétement analytique de Y. A I’aide d’une
section 7 de m|c, on construit une section o de pry|cxcp+1 sur un ouvert
dense de Y, en posant o(y) = (7(y),0). La fonction ¢ = >-F_ X\igi + Ap1 F
s’annulant sur 'image de o, il résulte du théoreme 2.1.2.3 qu’en tout point
(w,0) d’un ouvert dense de I'image de 0, ¢}, € I(y,0) pour tout j =1,... k.
Ce qui constitue une contradiction.
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On conclut alors grace a la proposition 2.1.3.1.

REMARQUE 2.1.3.3 Faisons I’hypothese que toute sous-famille de (g1, ... , g, f)
détermine une intersection complete a singularité isolée. Alors, une preuve
analogue - mais utilisant cette fois le critere donné a la proposition 2.1.2.1
- établit I'existence de by (8'F*°, s) pour toute déformation F' de f (voir [Bs,

prop. 4]).

e Dans ce qui suit, nous supposerons vérifiées les hypotheses sur g et
(f,g) données a la proposition précédente.

Notons I' C €2, le lieu singulier relatif de Z, lieu des zéros de g1, ... , g, F'
et des A% (F). La restriction a I' de la projection 7 étant finie, notons aussi
I',, les composantes de I' de dimension k. A toute composante I',, associons
enfin la section o, : Y — Q.

D’apres la proposition 2.1.2.7, pour tout §' € R', b, (6'F*, s) existe. Ap-
pelons les polynomes de Bernstein génériques de la déformation Z le long de
[,, généralisant ainsi une notion introduite dans [B.Ge.M].

Montrons alors la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1.3.4 Pour tout L € (N*)P, by(0F*, s) est le ppcm des po-
lynémes de Bernstein b,, (0pF*°,s) lorsque 'y, parcourt ’ensemble des com-
posantes irréductibles de I' de dimension k.

Preuve. Nous reprenons la preuve de [B.Ge.M, prop. 1.4, p. 23-24].

Fixons L € (N*)?. Constatons d’abord qu’aucun germe h € Oy non nul
ne peut étre identiquement nul sur une composante I', de dimension k, finie
au dessus de Y. Aussi, by(61F*, s) est un multiple de tous les polynémes
baa (5LF5, S).

Réciproquement, pour tout «, soit h, € Oy, un germe non identique-
ment nul sur I', tel que :

ha(@;g)baa(éLFs’s)(sLFs c DQ|Y,O[3]5LFS+1 (2)

L’idéal engendré par les fonctions hy, g1, - - - , gp, F et les A% (F) définit alors
un sous-espace analytique de I' de dimension strictement inférieure a k. Il
existe donc un germe h € Oy, non nul, appartenant a cet idéal. Notons
c¢(s) € Cls], le ppcm des polynoémes b, (0, F*, s). On déduit aisément des rela-
tions (2) et de celles de la remarque 2.1.2.6 que A" ¢(s)0 F* € Dayy,o[s|op F!
pour un entier N € N* assez grand. Ce qui acheve la démonstration.
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2.2 Polynéme de Bernstein relatif d’une fonc-
tion sur une intersection complete

Reprenons les notations introduites au paragraphe 2.1.1.

Dans cette section, nous nous effor¢ons de caractériser I'existence du po-
lynéme de Bernstein relatif pour les sections §F*, § € R. La base de cette
étude est l'article [B.Gr.M].

2.2.1 Le cas général
Détaillons le contenu de ce paragraphe.

Apres avoir précisé le cadre, nous rappelons des conditions nécessaires
et suffisantes d’existence de polynome de Bernstein relatifs pour toute sec-
tion locale non nulle d’'un Do-Module holonome régulier M, établies dans
[B.Gr.M]. Puis nous faisons le point sur les relations de divisibilité entre les
divers polynomes de Bernstein que 1’on peut associer a notre situation.

Cadre et résultats

Soient 2 = Q' x Y € C" x C*, un polydisque ouvert de centre 1’origine,
et mg : 2 — Y, la projection canonique. Gardons les notations introduites au
début du paragraphe 2.1.1 pour désigner les faisceaux usuels associés a cette
projection: Oq, Oq/, Oy, Dq, Do et Dqyy.

Considérons g = (g1,...,9p) : ' — CP, une application analytique nulle
a lorigine, définissant une intersection compléte X' C €. Notons X = X' x
Y C Q, R = RPTx(0q)ay le p groupe de cohomologie locale algébrique
de Ogq a support dans X. Nous 'identifions & :

Oqall/g1- g
Y1 O0al/gi---Gi--- gy

R =

Rappelons que c’est un Dg-Module holonome régulier. Remarquons qu’il

est engendré comme Dgjy-Module par la section 1/(gy - -gp)! pour | € N
assez grand. Cela résulte (par exemple) du fait que 1/(g;---g,)" engendre
Oqll/g1 - - - gp] pour tout [ assez grand (proposition 1.1.2.10). En particulier,
R est Dgqy-cohérent.

Considérons une fonction F' analytique sur {2, nulle a I'origine, admettant
0 pour seule valeur critique et telle que la suite (F),gi,...,gp) soit Ogqo-
réguliére. Posons Z = X N F~1(0).
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Ainsi, F|x est une déformation de la restriction de f = F(e,0) & X'

DEFINITION 2.2.1.1 Soit § € R une section locale non nulle. On dit que 6 F*
admet a l’origine un polynome de Bernstein relatif s’l existe un polynéome
non nul b(s) € Cls] tel que b(s)0F* € Daqpy,[s]0F*"'. Son polynéme de
Bernstein relatif est alors le générateur unitaire de 1’idéal des polynomes qui
vérifient cette équation. On le note b, (0F*, s).

Constatons que, lorsque § € R admet un polynome de Bernstein relatif,
des analogues ‘relatifs’ de 1.1.1.3,1.1.1.4, 1.1.1.6, 1.3.2.1 et 1.3.2.3 sont vrais.
En particulier, b,.(6F*, s) est divisible par (s +r + 1), ou 7 € N est le plus
grand entier tel que § € F'R; et ET((SF 5.s) désigne alors le quotient de
b.(0F*,s) par (s +7+1).

De plus, lorsque g est une submersion & Porigine, et § = 1 /g1--gp €ER
admet un polynome de Bernstein relatif, il coincide avec celui de la restriction
de F 4 X (qui existe alors). Aussi, quand ils existent, les polynomes b, (6 F*, ),
d € R —{0}, sont appelés & étre des polyndémes de Bernstein relatifs de F|x.

Soit M un Dg-Module holonome régulier. A I'aide d’une version relative
de la V-filtration de Malgrange-Kashiwara, J. Briangon, M. Granger et Ph.
Maisonobe établissent des conditions nécessaires et suffisantes pour 1'exis-
tence d’un polynome de Bernstein relatif pour mF*, m € M, lorsque M est
aussi un Dgjy-Module cohérent engendré par un sous Og-Module cohérent.
Sans perte de généralité, énongons leurs résultats pour M =R :

THEOREME 2.2.1.2 ([B.L.M], [B.GR.M], TH. 1, P. 231) Les propriétés
suivantes sont équivalentes (au voisinage de 0) :

1. pour toute section locale 6 € R non nulle, 6F° admet un polynome de
Bernstein relatif.

2. la projection my est non caractéristique pour R[1/F] au voisinage de
tout o € F1(0) :

car(R[1/F])N T;z_l 20§t C Tal2

(ma(

3. R[1/F] est Daqjy-cohérent.

4. pour toute section locale § € R, la projection my est non caractéristique
pour Dq[s|0F* au voisinage de tout xy € F~1(0) :

carp DQ[S]5F5 NT*, ))Q C TSQ

my ~(m2(zo
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5. pour toute section locale 6 € R non nulle, Dq[s|0F* est Dqjy -cohérent
au voisinage de F~1(0).

Z. Mebkhout nous a fait observer que ’on pouvait éviter I'usage de la
b-fonction contrélée dans la preuve du théoréme de [B.L.M] qui est utilisé
pour établir ce résultat.

PROPOSITION 2.2.1.3 ([B.GR.M], PR. 7, P. 226) Supposons satisfaites les
propriétés équivalentes du théoréme précédent. Soient § € R, une section lo-
cale non nulle, et b(6F*,s), le polynéme de Bernstein (absolu) de 6F*. Il
existe £ € N tel que :

1. b(6F%,s) divise b,(6F*,s).

2. b, (0F*,s) divise b(0F*,8)b(0F*, s +1)---b(dF*, s+ £).

Ces résultats généralisent ‘idéalement’ la théorie classique (voir le théo-
réme énoncé en début de chapitre).

Relations de divisibilité entre polynémes de Bernstein
Reprenons les notations introduites aux pages 44 et 45.

Dans ce paragraphe, nous faisons le point sur les relations entre les divers
polynomes de Bernstein de dF*, § € R non nul, lorsque F' € Oq est une
déformation a k parametres.

e Soit 0’ € R'. Il est patent que, si b,(6'F*,s) existe, alors, pour tout
y € Y assez petit, b(6'Fy, s) divise b,(6'F?, s). De méme, pour tout y € Y
assez général, by(6'F*, 5) est un multiple de b(6'F}, s). Il est donc 1égitime de
considérer by(0'F*,s) et b,(0'F*, s) pour étudier les polynémes de Bernstein
des fibres d’une déformation.

e Rappelons que lorsque I'existence de by(6'F*, s) résulte de I'un des cri-
teres du paragraphe 2.1, by (6'F*, s) divise b(6'F*®, s) - - -b(0'F*, s + £) pour un
entier / € N. D’apres la proposition 2.2.1.3, la méme remarque peut étre faite
pour le polynéme b,(6F*, s), 6 € R. En particulier, cela établit la rationnalité
de leurs racines (voir proposition 1.3.1.3).

e Soit § € R. Lorsque b.(6F*, s) existe, c’est bien stir un multiple de
b(dF*,s) et de by,(6F*,s) (qui existe alors). Nous avons en fait le résultat
suivant :
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PROPOSITION 2.2.1.4 Supposons satisfaites les conditions équivalentes du
théoreme 2.2.1.2. Soit § € Rgy, un germe non nul. Il y a les relations de
divisibilité suivantes :

b(OF?,s) = by(0F°,s) = b (0F°,s) = b(0F°,s)--b(0F°, s+ ¢)
pour un entier £ € N, ou ‘a — b’ signifie que a divise b.

Preuve. 11 suffit de voir que b,(6F*, s) est un multiple de b(dF?*, s), les autres
relations ayant déja été obtenues (voir proposition 2.2.1.3). Nous adaptons
la méthode développée dans [Ge2, th. 7.4, p. 160].

Etablissons d’abord un résultat préliminaire. Pour tout ;7 = 1,... k,
considérons la suite croissante indexée par [ € N des sous Dqjy,g-modules
de Dqyjy,o[s]6F* engendrés par (9/9y;)'6F*, i = 0,...,l. Le Dop-Module
Dq[s]dF* étant cohérent par hypothese, cette suite stationne. Pour j =
1,...,k, il existe donc des opérateurs P; € D, unitaires de degré d; en
(0/0y;), a coefficients dans Dgyy,, et qui annulent §F*.

Considérons maintenant une équation fonctionnelle réalisant b,(6F*, s) :
h(y)by(0F*, s)6F° = QSF** (3)

ol Q € Dqjyp et b € Oyp est un germe non nul. L’assertion étant mani-
feste si h est inversible, nous supposerons donc que h(0) = 0. Par divisions
euclidiennes de () par les P;, nous avons :

a (5] 8 O
D 0F® = — v | — D 0F*
i = |3 (5) -+ (a) Pl
la somme étant prise sur les multi-indices o = (a4,... ,ax) € N tels que
aj < djpour j = 1,... .k Il y a donc une inclusion h"NDgqy[s]0F* C

Dayols]hdF* ou N = Z?Zl(dj — 1) + 1. En multipliant par b,(§F*,s) les
membres de cette équation, puis en utilisant (3), nous obtenons l'identité :

u(y)by(0F*, 8)Dao[s|0F° C Dq[s]0F*H (4)
ot u = h"V € Oyy. Remarquons que, h étant non inversible, il existe un
monoéme non nul u5y11---y£k € Oy, ug € C*, B = (Bi,...,B) € N¥,
|| > 0, apparaissant dans u, de valuation minimale en ¥, ... ,y. Faisons

alors opérer (0/0y;) :

0 0
u}(g)bg (0F?,5)Daols]6F° 4+ u(y)by (0 F?, s) 8—y_DQ,0[s]5F5 C (9—:(/_'139,0[5](5Fs+1
j j
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Grace a I'équation (4), nous en déduisons que u}b,(6F?, s)Dap[s]0F* est
contenu dans Dq[s]6F*L. En faisant opérer (9/9y,)?* ---(8/0yx)P*, puis
en multipliant par un inversible de Oy, nous obtenons donc 'inclusion de
by(0F*, $)Dqo[s]0F* dans Dgqo[s]0F**!. En conséquence, by(6F*, s) est bien
un multiple de b(6F*, s).

Constatons qu’il est aisé de retrouver I'existence du polynéme de Bern-
stein relatif pour les sections &' € R’ lorsque la condition 5 du théoréme
2.2.1.2 est vérifiée. En effet, il suffit d’adapter le second point page 46, en
utilisant les opérateurs construits au début de la preuve de la proposition
précédente.

2.2.2 Déformations équisingulieres

Rappelons qu’une déformation a un parametre d’un germe de fonction a
singularité isolée admet un polynéme de Bernstein relatif si et seulement si
c’est une déformation a nombre de Milnor constant au dessus de I'axe des
parametres ([B.L.M, th. 4]).

Nous cherchons ici a généraliser cet énoncé.

Le cadre

Soient 2 = Q' x Y € C" x C, un polydisque ouvert de centre 1’origine,
et m : 2 — Y, la projection canonique. Gardons les notations introduites en
début de chapitre pour désigner les faisceaux usuels associés a cette projec-
tion.

Considérons g = (g1, .. , gp) : ' — CP, une application analytique nulle
en 0, définissant X' C ', une intersection complete dont le lieu singulier
n’est pas vide. Notons X = X' xY C Q et R = RPFT' x(Oq)ay le p*™ groupe
de cohomologie locale algébrique de Og a support dans X.

Rappelons que R est un Dgo-Module holonome régulier, Dgqy-cohérent

(voir p. 56). En particulier, la projection 7y est non caractéristique pour R
([B.L.M, th. 1]).

Soit F': 2 — C, une fonction holomorphe, nulle a 'origine, admettant 0
pour seule singularité, et telle que la suite (F, g1, ... , gp) soit Oq ¢-réguliere.
Posons Z = XNF~(0) C Q. Pour tout y € Y, notons Z, C €, la projection
de ZNmy ' (y) C Qsur €. Notons aussi Z' = Z,. Ainsi, Z est une déformation
& un parametre de Z'.
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Rappelons que si h : (0,z9) — (C",0) est un germe d’application ana-
lytique définissant une intersection compléte a singularité isolée, alors pour
e € R*t assez petit, pour toute valeur réguliere n € C" de h telle que
0 < |n| < g, la fibre 7' (n) N {z € C"||z — x| < &} a le type d’homoto-
pie d’un bouquet de spheres de dimension n — p. Le nombre de ces spheres
est appelé nombre de Milnor de h=*(0) en zy (cf. [Ha], [Mn]). On le note

p(h=1(0), zo)-

DEFINITION 2.2.2.1 On dit que Z définit une déformation de Z' & p-constant
(au dessus de Y') s’il existe une section de my continue :

c: Y — 7
y +— (01(y),y)

telle que o(0) = 0 et, quitte a réduire Q, pour tout y € Y, Z, ait une
singularité isolée en o1 (y) dont le nombre de Milnor est égal & celui de Z' a
lorigine.

Soit enfin P le (p+ 1)¢™ groupe de cohomologie locale algébrique de Og,
a support dans Z = X N F~1(0). Considérons la suite exacte de Do-Modules

0—>R—R[/F]—P —0 (1)

La projection o étant non caractéristique pour R, nous déduisons de cette
suite exacte que la condition :

6. la projection my est non caractéristique pour P au voisinage de 0.

est équivalente aux conditions du théoreme 2.2.1.2. Rappelons que cette
condition s’exprime aussi :

le covecteur doy = (0,...,0;0,...,0,1) nappartient pas a car(P).

C’est cette formulation qui sera utile par la suite.

Rappels sur les stratifications

Nous rappelons ici quelques définitions bien connues relatives aux strati-
fications d’espaces analytiques (cf. [Mr] par exemple).

Soient © C C" un voisinage de 'origine, H une fonction holomorphe sur
O, et V C © un sous-ensemble analytique réduit. Dans ce paragraphe, nous
noterons T;”V@ I’espace conormal relatif a la restriction de H a V', défini par

0 ={(z,6+ X\dH(z)) | (z,§) €T;0, XeC} CT*O .
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Remarquons que si H s’annule sur V', alors T;‘HV@ =1Ty0.

Si 7 désigne la projection canonique de 7*© sur O, pour tous sous-
ensembles W C © et T C T*O, T|y désigne Pensemble T N7~ (W).

Une stratification de V' est une partition de V' localement finie (Via)aca €n
sous-variétés lisses connexes V,, dont I'adhérence V,, est un espace analytique.
On demande de plus que, pour tout o € A, V,—V,, soit une réunion de strates.

On dit que la stratification (Va)ac 4 satisfait & la condition (a) de Whitney
si pour tout couple de strates incidentes (V,, Vg), Vo C V3 -

Ty Olv, C Ty,0

On dit que la stratification (V,)a.c4 satisfait a la condition (ay) de Thom
si pour tout couple de strates incidentes (V,, Vs), Vo C V3 -

* %
H\Vﬁ@‘v‘l c TH|Va®

Remarquons enfin que lorsque H s’annule sur V3, la condition (ag) se
réduit a la condition (a).

Les résultats

Dans [B.Gr.M], les auteurs s’intéressent au module de cohomologie locale
algébrique sur une intersection complete dont le lieu singulier est de dimen-
sion un. Nous reprenons ici leur étude dans notre cas particulier, en précisant
les résultats.

PROPOSITION 2.2.2.2 Awvec les notations précédentes, supposons que Z' soit
une intersection compléte de Q' a singularité isolée en 0 et que {0} X Y soit
le lieu singulier de Z. Alors les conditions 1 a 6 du théoréme 2.2.1.2 et de la
page 61 sont équivalentes a :

7. Z est une déformation de Z' 4 pu-constant le long de son lieu singulier.

Preuve. Notons pg le nombre de Milnor de Z’ en 0 et u(Zy;0) le nombre
de Milnor en 0 de la fibre Z,, y € Y. Sous nos hypotheses, J. Briancon,
M. Granger et Ph. Maisonobe calculent ([B.Gr.M, pr. 8, p. 235]) le cycle
caractéristique de P au voisinage de 0 a ’aide de la formule de I'indice de
Kashiwara :

Car('P) = mOT{*O}Q + mlT{*O}XyQ + T;Q (2)
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ol my = g — >, p4, différence du nombre de Milnor en 0 de la section hyper-
plane générique et de la somme des nombres de Milnor des points singuliers
de la section affine générique voisine, et m; € N. Si dyy n’est pas limite
d’hyperplans tangents & Z, ils montrent qu’alors mg = po — p4(Zy,; 0) pour
yo € Y voisin de 0. Donc la condition 6 équivaut a :

mo =0 et dyy & T2
et I'implication 6 = 7 est patente. Montrons la réciproque.

Etudions les nombres de Milnor des sections affines de Z en un point de
{0} x Y. On considére le morphisme :

OxCcr — it

n
(z,9,0) — (y— > a;,a)
=1

Notons ® : Z x C" — C"*!, sa restriction & Z x C". Pour tout (z,a) € C"**,

posons Z,, la projection de ® '(z,a) sur ', qui s’identifie & Z N {y =

a1x1 + - - - ap T, + 2}. En particulier, Zy o = Z, pour tout y € Y.
L’hypothese s’écrit :

po = 1(Zy0;0) pour y voisin de 0 (3)

D’apres [Loo, lem. 2.2, p. 22], il existe € > 0 tel que, pour tout &', 0 < &' < ¢,
la sphere S.; C C", de centre 'origine et de rayon &', est transverse a Z'.
Ainsi, S.; x C"*! est transverse & la fibre spéciale ®1(0,0) = Z’ x {0}. Par
ouverture de la transversalité, il existe donc 7, @ € R™ petits tels que, pour
tout (2,a) € D, 4, Z,, soit transverse & S/, ¢’ < ¢, ot D, , désigne I'ensemble
des couples (z,a) € C"™ tels que |z| < pet |a| = |ay| + -+ + |a,| < a.

Ainsi, pour tout (z,a) € Dy, Z,, N B: est & singularité isolée (B, est
la boule ouverte de C" de centre 0 et de rayon ¢). Par semi-continuité du
nombre de Milnor en 0, nous avons :

po > Y 1i(Z.q;7) pour tout (z,a) € Dyq (4)
€ B,
En particulier :
fio > 11(Zo,e; 0) pour |a| < « (5)

De plus, la semi-continuité du nombre de Milnor pour la famille (Z, ) .1<y,
a fixé, |a| < a, entraine que :

(Zo,a;0) > p(Z,4;0) pour [z| <n (6)
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Montrons que, poury € Y —{0} général et tout a € C", i(Zy 4;0) est égal
a 1(Zy ;0). Considérons la stratification {Z —{0} xY, {0} xY —{0},{0}} de
7. Elle se raffine en une stratification satisfaisant aux conditions de Whitney
([W]). Nous en déduisons que celles-ci sont satisfaites sur un ouvert de Zariski
de {0} x Y —{0}. Donc, puisque Y est de dimension un, quitte a restreindre
Y, on peut supposer que {Z—{0} xY, {0} xY —{0}, {0} } est de Whitney. En
particulier la stratification {(Z—{0} xY)xC", ({0} xY—{0})xC", {0} xC"}
I’est aussi.

Considérons alors la projection :

C2n—|—1 Cn—l—l

n
(z,9,0) — (y+ ) az;,a)
i=1

et notons 7 sa restriction a Z x C". Comme c’est une submersion en tout point
M de coordonnées (0, y, a), par le premier lemme d’isotopie de Thom-Mather,
il existe des voisinages V de M et W = 7(V') de 7(M) et un homéomorphisme
stratifié h tels que le diagramme :

(Vna=Hr(M))) x W ~

pr2 /

w

soit commutatif. Or 7= (7(M)) s’identifie & Zy ,. D’autre part, le nombre de
Milnor est invariant par homéomorphisme. Ainsi ’application de C™ dans N,
a — w(Zya;0), est constante (car localement constante sur C") pour tout
y € Y — {0} assez général. Par suite :

1(Zy 4;0) = u(Zy0;0) pour tout a € C", y € Y — {0} générique  (7)

En jouxtant les identités (3) & (7), nous en déduisons que, pour (2,a) € D, ,,
7, & lorigine pour seule singularité dans B, avec le nombre de Milnor p.

En particulier, uy est le nombre de Milnor de la section hyperplane gé-
nérique de Z passant par 0 et de celle voisine de 0. Nous déduisons alors de
I'identité (2) qu'il n’y a pas le conormal a l'origine dans car(P) :

car(P) = Tip QU T7 (8)

D’autre part, pour tout |a| < «, le lieu singulier relatif & la fonction sur
ZNBe, (z,y) = y— Y., aiz;, est donc 'axe {0} x YV :

B.N{M e Z—-{0}xY | (M;—ay,...,—a,,1)€T;Q} =10
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Donc
(0;a1,...,an,1) & T7Q pour |a| < . (9)

Nous déduisons de l'identité (8) que (0;ai,...,a,,1) n’appartient pas a
car(P) pour |a| < «a. En particulier, dyy est non caractéristique pour S.
Ce qui acheve la preuve de la proposition.

REMARQUE 2.2.2.3 e Plus généralement, si on suppose que le lieu singulier
de Z est une courbe lisse au dessus de Y, la méme démonstration établit
I’équivalence entre les propriétés 1 a 6 et la propriété 7.

e Par contre, on ne sait pas conclure si on suppose seulement que Sing(Z)
est une courbe. En effet, les conditions 7 & § impliquent alors que Z est une
famille “a Xy constant”. En général, on ignore si cela implique la condition
6.

EXEMPLE

Prenons n = 3, p = 1, F(z,y) = 2 + yxo + 23, g(z) = 2z} — 23. Alors
X =g10) c C*et Z = X N F}0) ont pour lieu singulier le 2-plan
d’équations x3 = w9 = 0 et I'axe des y respectivement. De plus, Z’ est une
intersection complete a singularité isolée en 0. D’autre part, pour tout y
fixé, Fy = F'(e,y) et g sont des polynémes de C[z] quasi-homogenes pour le
systeme a = (3,6, 2), de degré constant indépendant de y. Par la formule de
M. Giusti ([Gs]), Zy a donc un nombre de Milnor en 0 constant pour tout y
assez petit. On déduit de la proposition précédente I'existence d’un polynome
de Bernstein relatif pour toute section locale § € R non nulle.

REMARQUE 2.2.2.4 Constatons que si 'axe {0} x Y est contenu dans Z,

quitte & réduire €2, la condition 7503y C T{*O}><YQ peut s’écrire :

pour tout a € C", le covecteur (0;a,1) n’appartient pas a 75,

Du fait de I'identité (9) de la proposition précédente, il est donc légitime de
se demander si la stratification {Z — {0} x Y, {0} x Y} de Z satisfait a la
condition (a) de Whitney lorsque Z est une déformation a p-constant le long
de {0} x Y.

Donnons un cas dans lequel la réponse est positive.

Soient h = (hy,...,h,) : ' — C", une application semi-quasi-homogene
pour un systéme de poids 8 € (Q**)" (voir 4.1.1.6), et H = (Hy,... ,H,) :
Q — C", une déformation de A telle que, pour tout y € Y voisin de 0, 'ap-
plication (H(e,y),...,H.(e,y)) est semi-quasi-homogeéne pour le systeme
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B, et la partie initiale de H;(e,y) a méme degré que celle de h;, i =1,... 7.
Notons Z C (resp. 7' C V'), le lieu des zéros de H (resp. h). Rappelons que
le nombre de Milnor d’un germe semi-quasi-homogene V' (uy, ... ,u;) coincide
avec celui de V(in(u1), ... ,in(u;)) (4.1.1.8). Aussi, d’apres la formule de M.

Giusti ([Gs]), Z est une déformation de Z' & p-constant le long de Y.
Remarquons alors que pour tout z € Y et tout ¢ € C", nous avons
in(H;(z,z4+a1z1+- - -+a,z,)) = in(H;(z, 2)). En conséquence, toute section
hyperplane de Z transverse 4 Y a méme nombre de Milnor. On conclut de la
méme facon qu’a la fin de la preuve de la proposition précédente que, pour

tout @ € C", le covecteur (0; a, 1) n’appartient pas a T%Q. En d’autres termes,
la stratification {Z — {0} x Y, {0} x Y} de Z satisfait bien a la condition (a).

Le résultat suivant précise [B.Gr.M, th. 2] dans un cas particulier.

THEOREME 2.2.2.5 Soit Q@ = Q' x Y C C" x C, un polydisque centré en
Lorigine. Soient g = (g1,--.,9p) : ¥ — CP et (f,g) : O — CP*', des appli-
cations analytiques, nulles a l’origine, définissant des intersections complétes
X' et Z' a singularité isolée. Soit enfin F : Q — C, une déformation de f.
Notons Z C Q, Uespace défini par (F,g), et X = X' xY C Q. Les conditions
du théoreme 2.2.1.2 et de la page 61 sont équivalentes a :

7. Z est une déformation de Z' & p-constant le long de l’aze {0} x Y.

8 {X —Z,Z—{0} xY,{0} x Y} est une stratification de X satisfaisant
a la condition (ar) de Thom.

Preuve. @ L’implication 7 = 6 résulte de la proposition 2.2.2.2. La réciproque
est démontrée dans [B.Gr.M]. Rappelons les grandes lignes de sa preuve.

Par hypothése, Sing(Z) est une courbe I'. Du calcul du cycle caractéris-
tique de P et de la condition 6, on déduit que, quitte a réduire €2, Z est une
déformation a X p constant le long de I :

wZ50) =" > w(Zy;x)

zeding(zy)

pour tout y € Y voisin de 0, et que F' s’annule sur Sing(X). Comme X =
X' x Y, il vient :

Z (1(Zy; 2) + w(X Ny ' (y); 7)) constante pour y voisin de 0

zeSing(zy)
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On déduit alors de la formule de Greuel-Lé que la multiplicité d’intersection
du discriminant de (g1, ... , gp, F,y) avec Z' est constante le long de Y. Par
un théoréme de Looijenga ([Loo, 7.6, p. 117]), nous en déduisons que, pour
y € Y voisin de 0, Sing(Zy,) est réduit & un point. Puisque Sing(X) = {0} xY
est contenu dans Sing(Z), Z est donc bien une déformation de Z’ & u-constant
le long de 'axe {0} x Y.

° Montrons I'implication 8§ = 2. Sous notre hypothese, nous avons en
particulier T ‘ Qlz—foyxy C Ty {O}XYQ et T iy Qlqoyxy C TO}XYQ d’ou
Vinclusion T3 Q7 CT; 141,y 2U T{*O}XYQ

D’autre part, remarquons que Q\ 7 = Q\ r-1(0)- 1l s’ensuit que 7y
est non caractéristique pour 7' Q\ F-1(0) donc pour R[l / F] puisque d’apres
[B.M.M, th. 3.4.2) p. 539] (qu1 reformu]e [Gn, th. 3.3, p. 352]) :

car(R[1/F]) = T3 QU T Q| r-1(0) (10)

D’ou la condition 2.

e Pour montrer 2 = 8, le seul point délicat a établir est I'inclusion :
T7, Qoyxy € Toyxy 2, (11)

La condition (ap) étant vérifiée génériquement sur 'axe {0} x Y ([Hi]), quitte
a restreindre {) nous pouvons supposer que :

T;\XQ‘{O}XY*{O} - T{*O}XYQ (12)

Constatons aussi que lorsque p = n — 1, ’assertion est un cas particulier du
lemme 2.2.2.6 (puisque alors Z = {0} x Y).

Nous supposerons donc que p < n — 1. En particulier, T;\XQ est irréduc-
tible de dimension n + 2.

Notons (z, y; £, 1) les coordonnées sur 7. Remarquons que si Fé s’annule
sur X, 'identité (11) est vérifiée, I’espace T} <2 étant alors contenu dans
I'hyperplan {n = 0}. Supposons donc que ce ne soit pas le cas. Considérons
alors ’espace S = TI’;|XQ| F-1(0) C T*Q), dont les composantes irréductibles

sont de dimension pure n + 1 (d’apres le théoréme de ’idéal principal).

Notons 7 la projection canonique de 7%€2 sur 2. Soit C' une composante
irréductible de S. Distinguons trois cas :
- soit 7(C) = {0} x Y. D’aprés I'identité (12), espace T, €} contient
alors C|{0}xy—{0}- Par suite, la composante C' est contenue dans {O}XYQ
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- soit w(C') = {0}. Pour des raisons de dimension, C' est nécessairement
Pespace conormal T7,€2. Ce qui est exclu, puisque il résulte de I'identité (10)
et de ’hypothese que TE‘O}Q n’est pas contenu dans T;|XQ| F-1(0)-

- soit 7(C) ¢ {0} x Y. Montrons que C|x_{o}xy est contenu dans
'hyperplan {n = 0}. Soient (zo,%) € X — {0} x Y, un point en lequel F
s’annule, et (g, yo; €0, Mo) un élément de T;|XQ. Constatons que la condition
7 entraine que I'idéal de Oq engendré par gy, . .. , gp, et les mineurs maximaux
de la matrice jacobienne de (F, g), est supporté par 'axe des parametres (voir
page 81). En particulier, il existe un mineur maximal A € O, de la jacobienne
de (F, g) tel que A(zo,yo) est non nul. Nous en déduisons que (&g, 70) s’écrit
(Xor1 Xidagi(zo) + XodaF (0, %0), Ao Fy (0, %0)), ot Ay € C, i = 0,...,p, le
complexe 7y étant en particulier nul.

Ainsi, 'hyperplan {n = 0} contient C|x_{o1xy, donc aussi C|x ; en par-
ticulier, C|{0}Xy C T{*O}XYQ'

En conséquence, S|oyxy = T;|XQ‘{O}><Y est contenu dans T{*O}XYQ’ comme
souhaité.

Ce qui acheve la preuve du théoreme.

En particulier, sous les hypothéses du théoreme précédent, lorsque 7 est
une déformation de Z' a u-constant le long de 'axe {0} x Y, la stratification
{Z - {0} x Y, {0} x Y} vérifie la condition (a) (voir la remarque 2.2.2.4).

Au lemme suivant, nous donnons des conditions équivalentes & 8 dans un
cadre plus général.

LEMME 2.2.2.6 Soit Q) = Q'xY C C"xC, un polydisque centré en l’origine.
Soient g = (g1,---,9p) : ¥ — CP et (f,g) : ' — CP*', des applications
analytiques, nulles a l'origine, définissant des intersections complétes X' et
Z' a singularité isolée. Soient G = (G1,...,Gp) : Q@ = CP et (F,G) : Q@ —
CP' des applications analytiques définissant des déformations X, Z C Q de
X', Z" & p-constant le long de l’aze {0} x Y.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La stratification {Z — {0} x Y, {0} x Y} vérifie la condition (a).
(ii) Les stratifications {Z — {0} x Y, {0} x Y} et {X — {0} x Y, {0} x YV}
vérifient la condition (a).
(iii) La stratification {X — {0} x Y, {0} x Y} vérifie la condition (aF).

Preuve. Nous noterons encore R (resp. P), le module de cohomologie locale de
Oq a support X (resp. Z). Constatons que sous nos hypotheses, T;|XQ|F—1(O)
est Uespace T7Q U T, Q.
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En effet, d’aprés le début de la preuve de la proposition 2.2.2.2, car(R) =
T{oyy YU TR et car(P) = Ty, U TZQ. L'assertion résulte alors de la
suite exacte (1) page 61 et de I'identité (10) page 67.

L’équivalence entre les conditions (i) et (iii) s’en déduit aisément. Par
suite, I'implication (iii) = (ii) résulte du fait que la condition (ap) pour
{X — {0} x Y, {0} x Y} implique la condition (a). D’ou le résultat.

En particulier, si (Gy,...,G, 1) définit une famille de courbes a pu-
constant le long de 'axe {0} x Y, et s’il existe une fonction F': Q — C telle
que Z = XNF1(0) = {0} xY, alors la stratification {X — {0} x Y, {0} x Y}
vérifie la condition (a).

Comme application du lemme précédent, retrouvons le résultat de la re-
marque 2.2.2.4.

Soient h = (hy,...,h,) : Q" — C', une application semi-quasi-homogene
pour un systéme de poids 8 € (Q*")", et H = (Hy,...,H,) : @ — C",
une déformation de A telle que, pour tout y € Y voisin de 0, I’application
(Hi(o,y),-..,H, (o, y)) soit semi-quasi-homogene pour le systéme 3, et que
la partie initiale de H;(e,y) coincide avec celle de h;, i = 1,...,r. Notons
Z C Q) (resp. Z' C ), le lieu des zéros de H (resp. h). D’apres la formule
de M. Giusti ([Gs]), Z est une déformation de Z' & p-constant le long de
{0} x Y. Montrons que {Z — {0} x Y, {0} x Y} est une stratification de Z
vérifiant la condition (a).

Procédons par récurrence sur ’entier n—r. Si r = n, alors 7 est D'axe des
parametres, et 1’assertion est claire.

Supposons 7 < n. D’apres le lemme de construction de M. Giusti (voir
page 101), il existe un polynéme g € C[z] quasi-homogene pour le systéme
B, tel que (h,q) définisse une intersection compléte & singularité isolée. Par
suite, (H, ¢) définit une déformation semi-quasi-homogene, donc & u-constant
le long de I’axe des parametres. L’hypotheése de récurrence et I'implication
(i) = (iii) permettent alors d’établir I’assertion. D’ot1 le résultat.
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Chapitre 3

Polynome de Bernstein d’une
fonction sur une intersection
complete a singularité isolée

Dans [Ml1], B. Malgrange étudie le polynome de Bernstein d’un germe
de fonction a singularité isolée. Notamment, il le réalise comme polynéme
minimal d’'un endomorphisme du groupe de cohomologie de De Rham d’un
D-module de type fini supporté par l'origine.

Nous étendons ici sa construction au cas des germes de D-Modules véri-
fiant certaines conditions de finitude. Pour cela, nous généralisons la partie
A de [B.G.M.M], ou la construction de Malgrange est explicitée. Puis nous
cherchons des D-Modules holonomes adaptés a cette situation et a méme de
fournir des polynomes de Bernstein d’une fonction sur une singularité isolée.

3.1 Une construction de B. Malgrange

3.1.1 Le cadre

Soit 2 C C" un voisinage de Porigine. Nous noterons Oq (resp. Dq) le
faisceau des fonctions holomorphes (resp. opérateurs différentiels) sur 2, de
fibre & 'origine O (resp. D).

Soient f : {2 — C, une fonction holomorphe non constante, nulle en 0, et
M la fibre a I'origine d’'un Dg-Module holonome régulier.

Notons M f 'image de M par I'application D-linéaire naturelle de M
dans M([1/f]. De méme, pour tout élément m € M, notons mf° son image

dans M f0.
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Lorsque M n’a pas de f-torsion, M f? est bien siir isomorphe a M.

Munissons M|[1/f, s|f* d’une structure de D, ;-module en posant :
ta(s)mf® = a(s+ 1)mfstt
%a(s)mfs = —sa(s —1)mfs!

avec a(s) € O[1/f,s], m € M. Remarquons que la multiplication par s
coincide avec l'action de (—d/dt)t.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que m € M est un élément tel
que mf° n’appartient pas & fM f° et qui satisfait aux conditions suivantes :

(i) 'annulateur dans D de mf°, noté Annpmf?, admet un systéme de
générateurs (1, ..., ;) constitué d’opérateurs de degré au plus un.

Pour k = 1,...,1, posons {y = ¢+, olt $), n'a pas de terme constant
dans I’écriture avec coefficients a gauche, et o = $p.1 € O.

(ii) l'idéal J C O engendré par les éléments de Annpm [ et les {4 (f)
est de colongueur finie (i.e. la dimension sur C de O/J est finie).

(iii) V'annulateur dans D de mf®, noté Annp mf*, est contenu dans D.J.

L’hypothése mf® & fM [0 sert uniquement 3 garantir que —1 soit une
racine de b(mf*,s) (cf. lemme 1.1.1.3).

Rappelons que 1'on peut remplacer mf® par m partout lorsque M n’a
pas de f-torsion.

Ces conditions sont bien satisfaites lorsque f est a singularité isolée a
Porigine, M = O et m =1 (cf. [Y, th. 2.19, p. 133] ou [MI1, p. 117] pour la
condition (iii)). Dans ce cas, I'idéal J n’est autre que 1'idéal jacobien de f.

Donnons quelques résultats relatifs a m f® sous nos hypotheses.

LEMME 3.1.1.1 Il existe un bon opérateur en s de degré un dans [’annulateur
de mf*5 si et seulement si f appartient a J.

Preuve. Si f € J, alors f s'écrit f = h+ Y, \O4(f), avec b € Anng m f°
et Ai,...,\ € O. Par suite, s — 22:1 MOk annule m f*.

Réciproquement, soit P(s) € D[s], un bon opérateur de degré un annulant
mf*. En particulier, P(0) annule mf°. 1l existe donc des opérateurs Q; € D
tels que P(s) = s+ Y.+ _, Qx<Or. Comme P(s) annule m f*, nous en déduisons
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que f + 22:1 Q% (f) annule mf*~t. Or Annp mf* est contenu dans DJ.
Par suite, f € DJ, ie. f € J. Ce qui achéve la preuve.

Ce résultat est évident lorsque M = O, m = 1.
LEMME 3.1.1.2 Il eziste c¢(s) € Cls], non nul, tel que c(s)mf* € Dmfs+1,

Preuve. Cette démonstration généralise une partie de celle de [Ms, prop.
2.10]. D’apres le corollaire 1.1.2.9, il existe un bon opérateur P(s) € D[s] qui
annule mf*. Notons N € N*, son degré en s. Par itération d’une équation
réalisant le polynome de Bernstein de m f*, nous obtenons 'identité :

b(mf?,s)---b(mf*, s+ N —1)mf* = R(s)mf**" (1)

ou R(s) € Dls|. Quitte a le diviser par P(s+ N), nous pouvons supposer que
I'opérateur R(s) est de degré en s au plus N — 1. Si N = 1, I'assertion est
donc prouvée. Sinon, notons S € D[s|, le quotient de la division euclidienne
de R(s) par s + N. En particulier, R(s) = (s + N)S + R(—N), et S est de
degré en s au plus N — 2.

D’autre part, b(mf*, s+ N —1) est égal & (s+ N)b(mf*, s+ N —1). Aussi,
en substituant —N & s dans (1), nous constatons que R(—N) annule mf°. Il
s’écrit donc R(—N) = 22:1 Qrk ou Qr € D. Nous avons alors :

b(mf®,s)---b(mf*, s+ N —2)b(mf*,s + N — 1)mf* = Rmf*+V"

ol R=Sf + S Qe (f) € Ds] est un opérateur de degré au plus N — 2
en s. Par au plus NV — 1 itérations de ce procédé, nous obtenons alors que
c(s)mf® € Dmfsth avec c(s) = b(mf*, s)b(mf, s+1)---b(mfs, s+ N —1),
comme souhaité.

Rappelons qu'un D-module est dit supporté par [’origine si tous ses élé-
ments sont annulés par une puissance de ’idéal maximal de O.

LEMME 3.1.1.3 Il y a un isomorphisme de D[s]-modules :

Dislmf* Dls|mf°
D[sjmfstt — D[s|(f, T)mf*

En particulier, N est un D-module de type fini supporté par l'origine.

N=(s+1)

Preuve. Considérons le morphisme suivant :

é:D[sjmf® — N
Pmf* — (s+1)(Pmf® mod D[s]mf*tt)
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Déterminons son noyau. Soit P € D[s] tel que :
(s + 1)Pmf* = Q(s)mf** )

avec Q(s) € D[s]. En faisant s = —1, il vient Q(—1) € Annp mfO. Par suite,
Popérateur @ s’écrit Q@ = (s + 1)R + 22:1 Qrlr avec R € D[s] et Qx € D
pour k =1,... 1. L’équation (2) devient alors :

(s+1)Pmf* = (s + 1)(Rf + Y _ QuOr(f))mf .

Comme D, ;mf* est sans C[s]-torsion, une division par (s + 1) établit que
Pmf*® € D[s|(f, T)mf*. Réciproquement, il résulte des identités :

(s + DOR(SImf* = Gpmf+ (3)

que D[s](f, T)mf* est contenu dans le noyau de ¢. En conséquence, le mor-
phisme ¢ passe au quotient en un morphisme injectif :

= Disjmf*
DIs|(f. T)mf
Comme de plus ¢ est clairement surjectif, ¢ est donc un isomorphisme.

D’autre part, il résulte de la proposition 1.1.2.5 que N est un D-module
de type fini. L’idéal J étant de colongueur finie, le résultat s’ensuit.

— N

Introduisons quelques notations avant d’établir la décomposition de D, ;m f*
par I'idéal J, premiere pierre de la construction.

NOTATIONS

Notons E un sous C-espace vectoriel de O isomorphe a O/J par pro-
jection, D le sous-anneau de D des opérateurs différentiels a coefficients
constants, DE le sous-espace vectoriel de D engendré par les 0%, e € E,
et DJ l'idéal a gauche de D engendré par J. Pour tout ¢ € N, posons enfin

m& =s(s— 1)+ (s —i+ mf*" = (-1)f <%>imf5 :

REMARQUE 3.1.1.4 Grace aux relations tmé&; = imé&;_1 + fmé&; lorsque i €
N*, nous pouvons écrire :

Doy f* =) Dmé; .

i>0
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ProprosIiTION 3.1.1.5 Il y a une décomposition :

Dyymf® =DImf* & (@) DEmE;) .

i>0

Preuve. @ Montrons I’existence de la décomposition. D’apres la remarque
3.1.1.4, il suffit de le faire pour les éléments de la forme dPumé;, u € O.
Pour tout u € O, il existe un unique v € E et h € Annpmf°, )\, € O,
k=1,...,1, tels que u = U+h+22:1 A Q% (f). Aussi, quand 7 > 0, il vient

!
umé&; = vmé; + Z (CrAe — QM) m&iy (4)
k=1

En faisant une récurrence sur 7, tout élément de D, m f° se décompose alors
dans DImf* & (B;so DEmE;).

e Montrons 'unicité. Supposons que Vmf* + Z?LO Um& =0avecV e DT
et Ui € DE. Si N = 0, 'opérateur V + U, appartient a I’annulateur dans D
de mf*. Ainsi Uy € DENDJ. Donc Uy = 0, puis Vmf* = 0.

Pour N > 0, en substituant s = 0, on trouve que V + U, annule m f°.
Donc V + Uy = 22:1 Qrlr, avec Q1,...,Q; € D. Apreés simplification par
s, il vient :

! N
(Z Qko;c(f) + Ul)mfs’l —+ Z(S — 1) e (S — i+ 1)Uszsfz =0
k=1

1=2

La substitution de s + 1 a s permet d’appliquer I’hypothése de récurrence;
ainsi Uy = --- = Uy = 0. Par suite, (V + Up)mfs = 0, puis Uy = 0 et
Vmf® =0.

REMARQUE 3.1.1.6 Tout élément U de DEm¢;, © € N, s’écrit de fagon
unique U = Pm¢;, ou P € DE. En effet, aucun élément non nul de DFE
n’annule m¢&;, puisque I'idéal Annp mé&; = Annp mf? est inclus dans DJ.

3.1.2 Les espaces Z et Z’

Notons D' I'idéal de D des opérateurs dont le terme constant est nul.
Considérons ’application linéaire surjective :

¢: Doymf* = DImf* & (P DEmE) — € Emé,

i>0 i>0
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définie par ¢(DJmf*) =0 et si Q = Q' + e avec Q' € D'E, e € E, alors
c(@m&;) = emé&; pour tout ¢ € N. D’apres la remarque 3.1.1.6, ¢ est bien
définie. C’est une application dite de prise de terme constant a droite.

Son noyau est DImf* & (P,~, D'EmE;). Plus précisément :

LEMME 3.1.2.1 Pour tout entier i € N, D'Omé; C kerc.

Preuve. Raisonnons par récurrence sur 7. Si ¢ = 0, c’est patent, a cause de
la décomposition D'Omé&y = D' Tméy & D'Emé&,. Supposons i > 1. Soit
Q € D' et u € O. 1l résulte de 'identité (4) de la proposition 3.1.1.5 que
Qumé; = Qumé&+QRmé;,_1 ouv € E et R € D. Par hypothése de récurrence,
c(QRm&;_1) = 0; comme de plus D'Emé; C kerc, nous en déduisons que
c(Qumé;) = 0. Par suite ¢(D'Om¢;) = 0, comme souhaité.

Posons Z' = ¢(D[s|mf*) et Z = ¢(DIs|(f, T)mf*) C Z'. Nous avons
ainsi le diagramme commutatif :

DImf C Ds|(f.T)mf* C Dlshmf* € Dymf?
\: \ \ lc
0 < 2 C Z! C Diso Eméi

LEMME 3.1.2.2 Il y a l’égalité entre D[s]-modules :

dt

Preuve. o Soit (s) un opérateur de 'idéal D[s](f,T). Il s’écrit Q(s) =
Qo(5)f + Yot Qu(5)04(f) avec Qi(s) € Ds], k=0,... 1. Alors :

DIs](f, T)mf* = (i)_lp[s]m -

sQ(s —Dmfs 1= (sQo(s — 1)+ ZQk(s —1)Or)mf® € D[s|mf* .

Ainsi Q(s)mf® appartient a (d/dt) 'D[s]Jmf*, ce qui établit une inclusion.

o Soit U € D, ymf*® tel que (d/dt)U appartienne & D[s|mf*. Puisque
—t(d/dt)U = (s + 1)U, il existe donc un opérateur Q(s) € D]s]| tel que :

(s +1)U = Q(s)mf**!

Comme dans la preuve du lemme 3.1.1.3, nous en déduisons que I’élément U
appartient bien a DIs|(f, J)mf°. D’ou la seconde inclusion.

Notons 7 : @, DEm& — @~y DEmE; la bijection C-linéaire obtenue
par restriction de d/dt. Remarquons que nc(U) = cn(U) pour tout élément
U appartenant & @,., DEm;.
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LEMME 3.1.2.3 Il y a une décomposition :
2= Em& @ n(Z)
dans @, Emé;.

Preuve. Soit u € Z'. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
c’est I'image par ¢ d’un élément U € D[s|mf* N P, , DEmE;. Posons U =
U+ U ou Uy € DEmf® et U' € D[simf* N P,s; DEmE;. Nous avons alors
la décomposition u = ¢(Up) +nen ' (U') dans Emé, @ n(Z). Réciproquement,
I'inclusion Emé&, C 2’ étant manifeste, il reste a vérifier celle de n(Z) dans
Z'. Soit u € Z. D’apres le lemme 3.1.2.2, on peut supposer que c’est 'image
par ¢ d’un élément U € (d/dt) 'D[s|mf* NP, DEmE;. Ainsi n(u) = en(U)
appartient & Z’. Dol I'inclusion n(Z) C Z'; ce qui achéve la preuve.

PROPOSITION 3.1.2.4 Les C-espaces vectoriels Z et Z' sont de dimension
finie, et Z'/Z a pour dimension la colongueur de l'idéal J.

Preuve. Soit N le degré d’un bon opérateur en s annulant mf* (cf. corollaire
1.1.2.9). Alors :

N-1 N-1 N-1
Dismf* = Z sSDmfs = Z Dfimé; C z Dmé&; (5)
i=0 i=0 i=0

Remarquons que, d’apres le lemme 3.1.2.1, ¢(Dm¢&;) = ¢(Omé&;) pour tout
i € N. L’identité (5) entraine alors :

N-1 N-1
Z'c C(Z Om&;) = @Em&‘ ;
=0 i=0

I’égalité étant une conséquence directe de 'identité (4) de la preuve de la
proposition 3.1.1.5.

Ainsi, Z et 2’ sont de dimension finie. L’assertion sur la dimension de
2!/ Z résulte alors du lemme 3.1.2.3.

REMARQUE 3.1.2.5 Si f appartient a I'idéal 7, alors Z =0 et Z2' = Emé&,.
C’est une conséquence directe de la preuve de cette proposition et des lemmes
3.1.1.1 et 3.1.2.3. La réciproque est vraie. En effet, si Z est réduit a 0, alors
en particulier ¢(fmf®) = 0; ce qui revient a dire que f € J (cf. proposition
3.1.1.5).
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3.1.3 Le polynéme de Bernstein de mf*
e Définissons l'action de s sur €P,,, Emé; en posant s.U = c(sU).

Rappelons que kerc = DI mf* & (@z‘zo D'Em¢;). Montrons que :
LEMME 3.1.3.1 SiU € kerc, alors ¢(sU) € Z.

Preuve. Montrons que c(sD'Em¢&;) = 0 pour tout entier ¢ € N. En effet,
nous avons lidentité sm& = fmé&; 1 + imé&;, d’ou linclusion sD'EmE; C
D'Omé&; 1 + D'Em§; ; ainsi sD'Em&; C ker c d’apres le lemme 3.1.2.1. En
particulier, s @,., D' Emé; est bien dans le noyau de c. L’assertion en résulte
immédiatement.

Nous en déduisons alors :

LEMME 3.1.3.2 L’action de s sur @,., Emé&; laisse stable Z et Z'.

i>0
Preuve. Si U € Z, il existe U' € kerc tel que V = U + U’ appartient &
D[s](f, T)mfe. Ainsi, s.U = c(sU) = c(sV) — ¢(sU'). 1l résulte alors du
lemme précédent que s.U € Z, comme souhaité.

L’assertion sur Z’ s’établit de la méme fagon.

Nous avons donc une action de s sur Z'/Z, qui s’écrit s.c(U) = ¢(sU).

e Rappelons que si P est un D-module a gauche, on appelle compleze de
De Rham de P, et on note DR(P), le complexe de C-espaces vectoriels :

0P -LARP-L L O"®:P =0

ol 2 désigne I'espace des i-formes différentielles & coefficients dans O et la
différentielle d est définie par :

n
d(dxil/\---/\dxik@)u)ZjZIdxj/\dxil/\---/\dxik@a—xju
pouru € Petk=0,...,n—1,1<4 <---<i <n. Onnote Hyx(P) la

cohomologie de DR(P). Rappelons enfin que le foncteur H}(—) est exact
sur les D-modules supportés par l'origine ([MI1, p. 100-104]).

THEOREME 3.1.3.3 Sib(mf*,s) = (s + 1)b(mf*, s) désigne le polyndéme de

Bernstein de mf*, b(mf*®,s) est le polynéme minimal de l'action de s sur
Z'|Z.
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Preuve. Cette preuve reprend les idées de la démonstration du théoréeme 5.4
de [M11]. Soit N le D[s]-module considéré au lemme 3.1.1.3 :

Dis|mf*

N:(s+1)W.

D’apres le théoréme de structure des D-modules supportés par origine,
b(mf?,s) est le polynome minimal de 1'action de s sur le n®™ groupe de
cohomologie de De Rham de N :

N
G

Il reste a identifier H},(N) & 2'/Z. Introduisons pour cela de nouveaux
objets, plus adaptés a cette situation.

HBR(N) =

Posons £ = @, , DEm¢;. Munissons le d'une structure de D-module en
I'identifiant avec le quotient de D, ;mf* = DImf* & (D,., DEmE;) par
DImfs. Notons 7 : Dy ymf* — &£, la projection canonique. Posons alors
L' = (Dlslmf®) et L=m(D[s](f, T)mf*) C L.

Notons ¢ : £ — @, , Emé&;, 'application obtenue par passage au quotient
de c. En particulier, nous avons ¢(£) = Z et ¢(L') = Z'.

Déduisons d’abord du lemme 3.1.1.3 I'isomorphisme de D|[s]-modules :

~ £
N:f'

En considérant les suites exactes longues de cohomologie associées aux suites
exactes courtes de complexes suivantes :

!

0= DR(L) = DR(L') — DR(Z) = 0

7
, £
0 — DR(L') — DR(&) — DR(E) -0
et en remarquant que les D-modules intervenant a droite sont supportés par
I’origine, on établit 'isomorphisme :

~ Hpr(£)

Hpr(N) = Hr (L)

et les injections :
Hpp(L) = Hpp(L') = Hpgp(€)
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Explicitons alors H},(€). Remarquons que ¢ a pour noyau y ., (9/0z;)E.
En conséquence, nous avons un isomorphisme de C-espaces vectoriels :

HpR(€) = €D Emé;

i>0

Constatons alors que, via cet isomorphisme, H}, (L) et H},z(L') s’identifient
a Z et Z' respectivement. Par suite, Hp5(N) est bien isomorphe & Z'/Z.
Remarquons enfin que cet isomorphisme est compatible avec ’action de s, ce
qui termine la preuve.

REMARQUE 3.1.3.4 On pouvait s’inquiéter en début de chapitre du carac-
tére a priori non unique de I'idéal J défini a la condition (ii). A posteriori,
il résulte du théoreme précédent et de la proposition 3.1.2.4 que I'idéal J est
indépendant du choix du systeme (1, ..., ;). En conséquence, pour tout
opérateur @ € Annp mf° de degré un, Q(f) appartient a 'idéal J.

REMARQUE 3.1.3.5 La condition (i) introduite en début de chapitre est tres
contraignante. Donnons des conditions plus faibles sur m f® sous lesquelles
un multiple de b(mf*, s) peut étre calculé.

Soit m € M, un germe tel que mf® & fMf?. Supposons qu’il existe
des opérateurs 1,...,<; € D de degré au plus un qui annule mf°, et tels
que l'idéal J' C O engendré par les $)(f) =[Ok, fl, K =1,...,1, f, et les
éléments de Annp mfO soit de colongueur finie. Soit enfin P(s) € D[s], un
bon opérateur en s qui annule mf* (corollaire 1.1.2.9).

Considérons I'application D|s|-linéaire surjective naturelle :

D[s]
[s]P(s) + D[s]J"’

D[s]mf*
D[S]me'H

N'=5

— (s+1)

bien définie grace aux relations (3) du lemme 3.1.1.3. Sous nos hypothéses,
¢’est un morphisme entre deux D-modules de type fini supportés par ’origine.
Nous en déduisons que E(m f*,s) divise le polynéme minimal de ’action de
s sur H} ,(N'), C-espace vectoriel de dimension finie. Constatons enfin que
cet endomorphisme peut étre explicité a partir de P(s) et d’une cobase de

J' (ayant H} ,(N") = (O/J")N si N est le degré en s de P(s)).
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3.2 Polynéme de Bernstein d’une fonction sur
une intersection complete a singularité
isolée

Dans ce qui suit, O désignera 'anneau des germes de fonctions holo-
morphes a ’origine de C", et D, I'anneau des opérateurs différentiels a coef-

ficients dans O.

Soient 2 C C", un voisinage de l'origine, g = (g1,...,9,) : & — CP,
p<n-—1 et (fg):Q — CP des applications analytiques, définissant
des intersections completes a singularité isolée en 0, notées X et Z. Quitte

a restreindre €2, nous supposerons que l'origine est la seule singularité des
applications g et (f,g).

L’inclusion suivante résulte facilement du lemme des petits chemins :
Crit (f|x) C Sing (X) U Sing (Z)

ou Crit (f|x) désigne 'adhérence du lieu critique de la restriction de f a la
partie lisse de X. En particulier, I'idéal de O engendré par gi,... , gp, et les
mineurs maximaux de la jacobienne de (f,g), est de colongueur finie. De
plus, la formule de Greuel-Lé (|Gr], [Lél]) établit que cette colongueur est la
somme des nombres de Milnor a 1’origine des espaces X et Z.

Nous cherchons ici des germes de D-modules holonomes liés a I'appli-
cation g, qui satisfont aux conditions du paragraphe 3.1.1. Le module de
cohomologie locale algébrique a support X :

O[1/g: - - - gp]
PO/ greGit - gp)

est bien siir le premier a considérer.

R =

Notons § € R, la classe de 1/g; - - - g,. Enfin, quand p = 1, pour tout
entier £ > 2, &, désignera la classe de 1/¢° dans R = O[1/g4]/O.

3.2.1 Deux calculs d’annulateur

Dans ce paragraphe, nous commencons par déterminer 1'idéal Annp § f*
sous les hypotheses précisées plus haut. Le point crucial est que la variété
caractéristique de DJ f* est alors explicitement connue.

Puis, lorsque f est lisse et p = 1, nous déterminons 'annulateur dans D
de 6,f°, £ > 2, par un calcul algébrique direct.

81



L’annulateur dans D de ¢ f*

Ce calcul reprend les méthodes développées par J. Briancon, H. Biosca,
Ph. Maisonobe et H. Maynadier pour le calcul de I'annulateur dans D de
ttee- firor>1, quand (fi,..., f;) est un r-uplet de fonctions holomorphes
définissant un germe d’intersection complete a singularité isolée a 1’origine
([B.B.M.M, p. 127-131]).

Notons 7 : T*) — (2, la projection canonique. Fixons sur {2 un systeme
de coordonnées z1, . .. , x,, centré a l'origine et notons (z, &), & = (&1, ... , &),
les coordonnées induites sur 7).

En utilisant la formule de I'indice de Kashiwara ([K4, § 3.1, p. 126]), on
établit que le cycle caractéristique de R est :

Car(R) = TxQ + p'(X)T{;,

ou 1'(X) € N est le nombre de Milnor de la section hyperplane générique de
X a l'origine. D’apres la remarque 1.1.2.6, nous avons alors :

Car(Dof*) = Wy

ot Wy, est le fibré conormal relatif & la restriction de f a X :

Wi ={(@, &+ Adf(x)) | (z,§) e TxQ, A e C}CT*Q.
Au dessus de X — {0}, c’est un fibré vectoriel de rang p + 1.

REMARQUE 3.2.1.1 Sin = p+ 1, Wy, est exactement X x (C")* C T*Q.
Il en résulte que :

P
Annpd f¥ = Z’Dgi =DAnnpd .

=1

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que n > p + 1. En particulier,
Wy est irréductible de dimension n + 1.

REMARQUE 3.2.1.2 Si g est une submersion a I'origine, notre hypothése sur
Papplication (f, g) revient a dire que la restriction de f & X, notée f, admet
une singularité isolée en 0.

En conséquence, dans un systeme de coordonnées ou g; = z;, ¢ =1,... ,p,
et f € C{xpt1,...,2,}, Pannulateur dans D de J f° est 'idéal engendré par
T1,- .., Ty, et les opérateurs (8/8xi)ﬂj —(0/0z;) li, p+1<i<j<n(Mli]
ou [Y]).
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Nous supposerons donc que l’origine est un point critique de g.

Rappelons une définition.

DEFINITION 3.2.1.3 Soit h = (hy,... ,hy) : © = C", une application ana-
lytique définie sur un voisinage de [’origine © C C". On appelle espace
conormal relatif au morphisme h, [’ensemble :

W, = { (x,z/\idhi(x)) cr €0, \e CT} c T,
=1

adhérence dans T*© de l’ensemble des espaces conormauz aux fibres lisses.

C’est un sous-ensemble analytique, irréductible, de dimension n + rg(h),
conique dans les fibres de la projection 7*© — ©. On le note aussi 7).

LEMME 3.2.1.4 La fibre a l'origine de la restriction de m a Wy, coincide
avec le conormal au point T{*O}Q.

Preuve. L’origine étant un point singulier isolé de Z, la fibre a ’origine de la
restriction de m a Wy, est égale & T, 2 ([B.B.M.M, lem. 1, p. 128]). De plus,
le morphisme (f, g) o : W;, — CP! est équidimensionnel, donc ouvert. En

particulier, la projection Wy, — 2 est ouverte au dessus de X. L’assertion
en résulte aisément.

NOTATION
Considérons la matrice a coefficients dans O[¢] :
651 aﬁn
2@ o 2w
Mg = | B -
dgp dgp.
() - (@)

Notons M (x), la matrice a coefficients dans O constituée des p + 1 derniéres
lignes de M (z,¢).

Si k= (ki,...,kpto) € {1,...,n}P"? est un multi-indice tel que k; < k;
pour ¢ < 7, notons y{(’g le (p+2) x (p+ 2) mineur construit sur les colonnes
ki, ... kpyo -

p+2
: of, 91, )
19 +1 s Y1, )y Yp
Vg = E -1 . &k
K i:l( ) B(xkl,... ,:rkz.,... ’xkp+2)
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Sin < p+ 2, nous posons 9 =0 par convention.

Soit I C O[¢], I'idéal engendré par ces mineurs, et J celui engendré par
gi,-- -, 0p, et par les éléments de I'idéal 1.

Notons enfin V(J) C T*Q la variété des zéros de J, d’algebre O[]/ J, et
|V (J)| 'ensemble sous-jacent.

LEMME 3.2.1.5 L’ensemble des zéros de l’idéal J est Wy, .

Preuve. L’inclusion de Wy, dans |V(J)| étant manifeste, montrons sa ré-
ciproque. Soit (u,v) € |V(J)|. Si u est l'origine, (u,v) appartient & Wy,
d’aprés le lemme 3.2.1.4. Sinon, u € X — {0} et la matrice M (u,v) est de
rang au plus p + 1. Mais il résulte de nos hypotheses que I'idéal de O en-
gendré par gy, ..., g,, et les mineurs maximaux de la matrice M(z) est de
colongueur finie (voir page 81). Par suite, la matrice M (u,v) est de rang
exactement p + 1. Ainsi, le vecteur v € (C")* est une combinaison linéaire
des formes df(u), dgi(u),...,dgp(u), i.e. (u,v) € Wy ; ce qui acheve la
preuve.

PROPOSITION 3.2.1.6 L’%déal J est l’idéal premier des fonctions nulles sur

Preuve. D’apres le lemme précédent et le théoréme des zéros de Hilbert, il suf-
fit de voir que 'idéal J est réduit. D’apres [B.B.M.M, lem. 2, p. 128], ’anneau
O{&}/1 est de Cohen-Macaulay de dimension n+p+1. Comme |V (J)| = Wy,
est de dimension n + 1, la suite (g1,... ,gp) est O{&}/I-réguliere. Par suite,
Panneau O{&}/J est de Cohen-Macaulay. En conséquence, V' (J) n’a pas de
composante immergée. L’idéal J est donc réduit, étant clairement presque
partout réduit sous nos hypotheses. Ce qui termine la preuve.

Ainsi, J est I'idéal définissant car(Déf*) = Wy .

NOTATION
Soit h = (hy,... ,h,) : © = C", une application analytique définie sur un
ouvert © C C". Pour tout multi-indice & = (ki,... ,ky41) € {1,...,n}" ™!
tel que k; < k; pour ¢ < j, notons Al € D T'opérateur :
ri(—w'“ d(hy, ) o
i1 a(xkl,... s Lhyy - - ,.’EkT+1)a$ki

Sin < r 4+ 1, nous posons A% = 0 par convention.

En particulier, v2 est le symbole principal de ALY,
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PROPOSITION 3.2.1.7 Soient g = (g1,...,9,) : 2 — CP et (f,g9) : & —
CPT | des applications analytiques définies sur un voisinage de l'origine Q C
C", définissant des intersections complétes a singularité isolée en 0.

Alors, Uannulateur dans D de 6 f° est :

Annp 6 f° = i Dgi+ Y DAL
i=1 K

aveCK:(kl,...,kp+2)€Np+2, 1<k < <kppa <n.

Preuve. Si le morphisme g est une submersion a l’origine, cela résulte de la
remarque 3.2.1.2. Supposons maintenant que l'origine est un point critique
de g. Notons J C D, lidéal proposé. Il est patent que J est inclu dans
I’annulateur de 6 f*. Montrons I'inclusion réciproque.

Soit P € Annp 6 f*. Alors o(P) s’annule sur car(DJf*). Par suite, o(P)
appartient a I'idéal J. En notant @)1, ... ,Q;, les générateurs donnés de I’idéal
J, il existe donc vy, ... , v, € O[¢] tels que o(P) = Z;:l v;0(Q);). Sans perte
de généralité, nous pouvons supposer que cette égalité est homogene en &.

En relevant les v;, nous pouvons alors construire un opérateur R € J de
méme symbole que P. L’opérateur P — R annule  f° et est de degré stricte-
ment inférieur a celui de P. La proposition se démontre donc par récurrence
sur le degré de P (puisque, en degré zéro, Annp df* =Y 7 Og; d’apres le
lemme 1.3.1.1).

REMARQUE 3.2.1.8 Soit M un D-module holonome régulier, et m € M tel
que Annomf® = (g1,...,9,)0, car(Dm) = T(Q U T{5y€2 et les opérateurs

Afég annulent mf*. Alors, la méme démonstration établit que ’annulateur
dans D de mf* est I'idéal obtenu a la proposition précédente.

Cas particulier d’une fonction lisse sur une hypersurface

Supposons maintenant que p = 1. Déterminons alors I’annulateur dans D
de d,f°, £ > 2, lorsque la fonction f est lisse a I'origine.

Montrons d’abord un lemme technique.
LEMME 3.2.1.9 Soient A un anneau commutatif, et (hy,...,h,) € A", une

suite A-réguliére. Soit P € Aly,...,&], un polynéme homogeéne tel que
P(hy,...  h.) = 0. Alors P appartient a l'idéal engendré par les polynomes

hi&j — hi&i, 1 # 5.
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Preuve. Procédons par récurrence sur I'entier r. Si » = 1, 'assertion est
évidente. Supposons le résultat vérifié pour r > 1. Soit (hg,...,h,) une
suite A-réguliere. Notons I (resp. Ip) 'idéal de Alé,...,& ] engendré par
hi&; — h;&i, i # j (vesp. i # j et 4,5 > 1).

Soit P € A&, ... ,& ], un polynéme homogene s’annulant en (hy, ... , A,).
Montrons que P appartient a /. Par division euclidienne par &, il s’écrit :

P=&Q+R

ou R e Al&, ... ,&] est nul ou homogene de degré deg P. En particulier, si
B désigne anneau A /hyA, R définit dans B[y, ... , & ] un polynome homo-
gene qui s’annule en la suite B-réguliere (hl, e ,h,) € B’". Par hypothese
de récurrence, il s’écrit donc R = hoR' + S, ou R',S € Al&y, ..., & ] sont
homogenes et S € Iy. Posons R' = Y"; | T;&;, ou Pon peut supposer que les
T; sont nuls ou homogenes de degré deg P —1. Ainsi, R=§y Y ,_, h/T; + 5,
ou S el.

En conséquence il existe Q' € A&, ... ,&:], nul ou homogene de degré
deg P — 1, tel que P — & Q" appartient a 'idéal I. Par suite, Q'(hq,... ,h;)
est nul. Une récurrence sur le degré de P établit alors que ' appartient a I.

Ainsi, P appartient bien a I’idéal I. D’ol le résultat.

PROPOSITION 3.2.1.10 Soient 2 C C", un wvoisinage de lorigine, et f :
Q) — C, une fonction analytique lisse, nulle en 0. Soit g € O, un germe de
fonction a singularité isolée a l’origine, dont la restriction a la sous-variété
{f =0} C Q soit aussi & singularité isolée.

Alors, pour tout entier £ > 2, 'annulateur dans D de d,f*° est 'idéal :

o ., 9

T@xi - mla—xr) + Z(far:rgz'Z - fngmr)

Annp 6,f* =Dg" +> D [g(fé
T

ou r est un indice tel que f, est inversible.

Preuve. Notons I C D l’idéal de droite. Il est clair que I C Annp 6, f°.
Montrons I’inclusion réciproque.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que f = xz;. Notons
grI C OJ¢], I'idéal engendré par les symboles principaux des éléments de I.
Remarquons que, du fait des relations dans D suivantes :

0 0 ] 010
83?,' gaxj gmj al'j gaxz

! a ! a !
| = -0 - i) )
i j
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pour 2 <1 < j <n quand n > 2, nous avons l'inclusion :

D gtOlEl+ Y (Ggh, — &9,)0lE] Cerl .
=2

2<i<j<n

Soit P € D, un opérateur non nul annulant d,zf. Il s’écrit :

2\ o\
p=(2 R=qQ(Z) +r
our € N, R, R' € D sont des opérateurs de degré en (0/0x;) strictement infé-
rieur a r, et , Q' € D sont non nuls, indépendants de (9/0x1), et ont le méme

symbole principal. Un calcul élémentaire établit I’égalité dans O[1/x1g, s|z$
suivante :

1 T
P?xf =s(s— 1)---(3—7‘—}-1)@'?35{ "+ v} (2)
ou v € O[1/x19,s| est de degré en s strictement inférieur a r. Comme P
annule 0,23, @' annule donc d,.

Montrons alors que ) appartient a I’idéal I. Raisonnons par récurrence
sur son degré, noté d € N. Si d = 0, Q' est un multiple de g¢ d’apres le lemme
1.3.1.1. D’autre part, @ est égal & @' ; c¢’est donc bien un élément de I.

Supposons maintenant que d > 1. Montrons que o(Q) appartient a gr I.
Remarquons que :

1 J(L+d=1)10(Q) gy 05,) | W
S e-! g+ e

dans O[1/g], ot v € O. Comme @' annule §; et 0(Q) = o(Q'), le germe
o(Q)(gs,:--- s, ) est nécessairement un multiple de g.

D’autre part, il résulte des hypotheses que la suite (g,g;,...,9;, ) est
O-réguliere (voir page 81) . Ainsi, si n = 2, 'appartenance de o(Q) & grI est
manifeste, puisque o(Q)(gh,) = w(g,,)* est divisible par g et g& € grl.

Supposons n > 3. La suite O/gO-réguliere (!]I ,g;n) annule le po-

gy
lynéme homogene o(Q)€e (O/gO)|[&, ... ,&]. D’apres le lemme précédent,
0(Q) appartient donc a I'idéal homogene (en &) de Ol&s,. .. ,&,] engendré

par figéj —&;9,., 2 <1< j <n,et g. Nous pouvons donc écrire :

o(Q) = Z Aij(&igy; — &i95,) + By

2<i<j<n
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ol A;; (resp. B) est nul ou homogene de degré d — 1 (resp. d) en &, ... ,&,.
En particulier, 0(Q) € gr 1.

Il résulte alors de I'hypothese de récurrence que ) appartient a 1'idéal I.

11 existe donc un opérateur U € I tel que P — U est de degré en (0/0x)
strictement inférieur a r. Une récurrence sur le degré en (0/0x;) de P établit
alors I'appartenance a 1’idéal I de 'opérateur P, comme souhaité.

REMARQUE 3.2.1.11 Pour calculer 'annulateur dans D de f* lorsque f € O
définit une singularité isolée ([MI11] ou [Y, th. 2.19, p. 133]), on procede de
fagon analogue, utilisant uniquement le fait que (f;,,... , f; ) forme une suite
O-réguliere.

Par contre, le calcul de 'annulateur de 6 f* sous les hypothéses de la pro-
position 3.2.1.7 nécessite 'expression de la variété caractéristique de D4 f?,
ce qui est fort contraignant.

3.2.2 Le module de cohomologie locale a I’épreuve

Nous nous efforgons ici d’expliciter dans le cas du module R les conditions
introduites au paragraphe 3.1.1, afin de vérifier si la construction qui y est
faite est utilisable.

Sous nos hypotheéses, ’annulateur dans D de §f° fut déterminé au pa-
ragraphe précédent. Intéressons nous donc & l'annulateur dans D de & f°,
c’est-a-dire a celui de 6, R étant sans f-torsion (lemme 1.3.1.1).

La condition (i) pour § dans le cas des hypersurfaces

Nous allons préciser la condition (i) du paragraphe 3.1.1 pour § € R
lorsque X C € est une hypersurface.

Donnons d’abord deux lemmes techniques.

LEMME 3.2.2.1 Soit h € O, un germe non nul. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. L’annulateur dans D de 1/h € O[1/h] est engendré par des opérateurs
de degré un.

2. L’annulateur dans D de 1/h € O[1/h]/O est engendré par des opéra-
teurs de degré au plus un.
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Preuve. Constatons que nous avons I'identité Annp 1/h = Annp 1/h + Dh.
L’implication 7 = 2 en résulte directement. Montrons sa réciproque.

Soit $1,...,<; € D, un systeme de générateurs de 1'idéal Annp i/h
constitué d’opérateurs de degré au plus un. Soit P € D, un opérateur qui
annule 1/h. En particulier, il appartient & Annp 1/h. Il existe donc A € D,
k=1,...,1, tels que P = 22:1 Ak, Aussi, il se rééerit :

! !
P=Y% A(Or —urh)+ Y Aguph
kz:;k kK — Ukh) Zkk

B k=t
avec uy = Or(1/h) € O, et O € Annp 1/h est soit nul, soit de degré un.
De plus, puisque P annule 1/h, 'opérateur 22:1 Apuy appartient & 1'idéal
D(0/0x1,. .. ,0/0x,). En conséquence, les opérateurs (0/0x;)h,i=1,... ,n,
et O, k=1,...,1, engendrent Annp 1/h. D’ot le résultat.

LEMME 3.2.2.2 Soit ¢ € O, un germe de fonction holomorphe non nul
et non inversible. Supposons qu’il exriste un entier £ € N* tel que l’idéal
Annp g=¢ soit engendré par des opérateurs de degré un. Supposons de plus
que le terme constant dans ’écriture des opérateurs avec les coefficients a
droite de tout élément de ['idéal Annp g° soit non inversible. Alors g appar-
tient a lidéal de ses dérivées.

De plus, si H(s) € D[s] est un bon opérateur en s de degré un qui annule
g°, alors Annp g~¢ est engendré par H(—/) et les éléments de l’idéal Annp g°.

Preuve. Soient 1,...,<; € D, des opérateurs de degré un qui engendrent
I'idéal Annp g~*. Posons {p = ) + oy, avec &4, € D(0/0x1,...,0/0x,) de
degré un, et o, = .1 € O. En particulier, nous avons la relation :

—£Q4(9) + okg =0 (3)

pour k =1,... 1. Soit P(s) € D[s]|, un bon opérateur en s, de degré N € N*,
qui annule ¢* ([K1, th. 6.3, p. 52]). En faisant une division euclidienne par
(s +£), il s’écrit :

P(s) = (s + 0)Q(s) + P(={) (4)

ol Q(s) est un opérateur unitaire en s de degré N —1, et P(—¢) € Annp g~~.
Il existe donc A;,...,A; € D, tels que P(—¢) = 22:1Ak<>k- Les identités
(3) et (4) entrainent alors :

s+ 0) o
( 7 )ZAkOkgSZO
k=1

(s +0)Q(s)g” +
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Ainsi, I'opérateur Py(s) = Q(s) + (1/£) 3_, Apoy annule g°. Si N > 2, il
se réécrit Py(s) = (s + £)Q1(s) + Pi(—¥), o Q1(s) est un opérateur unitaire
en s de degré N — 2, et P;(—/¢) annule g—¢. Quitte & itérer le procédé, nous
pouvons donc supposer que Q(s) = 1. En particulier, il existe dans Annyp ¢°
un opérateur de la forme 1+Zﬁc:1 Ui, dont le terme constant dans 1’écriture
avec coefficients & droite s’écrit u = 1 + 22:1 ugor. Or, par hypothese, u
appartient a 'idéal maximal de O. Ainsi, il existe au moins un indice & tel
que ¢ est inversible. D’apres la relation (3), g appartient donc a 'idéal de
ses dérivées.

En d’autres termes, il existe un bon opérateur en s H(s) € D[s], de
degré un, qui annule g°. Pour montrer le second point, il suffit de vérifier
que $r € DH(—{) + Annp ¢° pour tout £ = 1,... 1. En utilisant I'identité
(3), on constate que <y — (1 + s/£)or annule ¢g°. Nous en déduisons alors que
Vopérateur {y + (1/€) o, H(—£) appartient a 'idéal Annp ¢g°. Ce qui achéve
la preuve.

Nous sommes maintenant en mesure d’expliciter la condition (i) pour Jy,
¢ € N*, lorsque p = 1 et g définit une singularité isolée a I’origine.

THEOREME 3.2.2.3 Soit ¢ € O, un germe de fonction holomorphe non
constante, définissant une singularité isolée a l'origine. Soit £ € N*, un entier
naturel non nul. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. L’idéal Annp 6y est engendré par des opérateurs de degré au plus un.

2. Le germe g est quasi-homogene, et la plus petite racine entiére du po-
lynome de Bernstein de g est supérieure ou égale a —£.

3. L’annulateur dans D de 6, est :

0 0
Annp 6, = Dg* + DH(—¢ D(g. — — g —
nnp 6 = D¢+ DH(-0)+ Y D(g, Yz 8a:z-)

1<i<j<n Oz;
ot H(s) € D[s] est un bon opérateur en s de degré un qui annule g°.

En particulier, g est quasi-homogéne si et seulement st il existe un entier
£ € N* pour lequel l’idéal Annp d, est engendré par des opérateurs de degré
au plus un.

Preuve. Rappelons que, sous notre hypothese, Annp ¢g° est engendré par les

opérateurs apparaissant le plus a droite dans 'identité de la condition 3 (cf.
[Y, th. 2.19, p. 133] ou [MI1, p. 117]). En particulier, le terme constant dans
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I’écriture avec coefficients a droite de tout opérateur annulant ¢* appartient
a I'idéal jacobien de g. Remarquons que le résultat est évident lorsque g est
lisse a ’origine (puisque les trois conditions sont alors vérifiées). Supposons
donc que ’origine soit un point critique de la fonction g.

L’implication 7 = 2 résulte alors des deux lemmes précédents, de I'im-
plication 5 = 1 du lemme 1.1.2.12 appliqué &8 M = O et m = 1, et d'un
théoreme de K. Saito [StK]. L’implication 2 = & n’est autre que I'implica-
tion I = 6 du lemme 1.1.2.12 dans notre cas particulier. Enfin, I'implication
3 = 1 est évidente. Ce qui acheve la preuve.

La condition (i) est donc contraignante.

Le cas général

Vu les résultats obtenus au paragraphe précédent, nous poursuivons ici
I’étude de la condition (i) pour § lorsque I'application g est quasi-homogene
pour un méme systéme de poids o € (Q*T)™.

Plus précisément, nous cherchons des conditions suffisantes sous lesquelles
I'idéal Annp 0 a une expression explicite.

Rappelons quun polynéme u € C[z] est dit quasi-homogéne de degré
p € QT pour le systeme « si c’est une combinaison C-linéaire de monomes

el y = (7, ..., m) € NP tels que a.y = p.

PROPOSITION 3.2.2.4 Soient hy,...  h., h € Clz], des polynomes non cons-
tants, quasi-homogénes pour un systéme de poids o € (Q*")" et définissant
une intersection complete a singularité isolée en 0. Notons p le degré de
hy - hT, et p celui de h. Supposons de plus que ’application h= (hl, . ,hT)
définit aussi une intersection compleéte a szngulamte 1solée a l'origine. Soit

¢ € N*, un entier. Posons ./\/l O[1/hy---h.)) S5, O1/hy - ;LZ - hy] et
m € M, la classe de 1/h, - -
Les conditions sutvantes sont équivalentes :

1. La plus petite racine entiére de b(mh?®,s) est supérieure ou égale a —£.

2. Le D-module Dm[1/h]/Dm est engendré par mh~t.

et entrainent que :

3. L’annulateur dans D de mh—te Dm[1/h|/Dm est :

Annp mh~t= DhMZDh +D(x + p+ pb) +ZDA“

=1
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ou x € D désigne l'opérateur d’Euler associé a ., et les opérateurs A’}gh sont
définis a la page 84.

Cette proposition résulte directement de la proposition 1.1.2.10, du lemme
1.1.2.12 et du calcul de 'annulateur dans D de mh® sous nos hypotheses sur
h et h (proposition 3.2.1.7).

REMARQUE 3.2.2.5 Il est aisé de savoir si la condition 7 de cette proposi-
tion est satisfaite. En effet, nous verrons au théoreme 4.2.2.1 que sous les
hypotheses de la proposition 3.2.2.4, les racines du polynome de Bernstein
de mh® s’obtiennent de fagon simple a partir d’une cobase quasi-homogene
d’un idéal de colongueur finie (comme dans le cas classique m =1 € O).

REMARQUE 3.2.2.6 Sim n’engendre pas M comme D-module, I’annulateur
donné a la condition & de la proposition précédente ne coincide en général

pas avec celui de mh* dans M|[1/h]/M, comme le montre I’exemple suivant.

Soitr=1,n=4, h = 72 +---+ 12 et h = z;. Les applications (iz, h)
et h définissent des intersections complétes & singularité isolée & Porigine.
Notons m la classe de 1/h dans M = O[1/h]/©. D’apres le théoreme 4.2.2.1,
le polynome de Bernstein de mh® est (s + 1)(s + 2), comme celui de h*. En

particulier, 'annulateur dans D de mh=2€ Dm|[1/h|/Dm est donc 'idéal I
engendré par z%, 11(0/0x1)+- - -+x4(0/0z4)+4 et les opérateurs z;(0/0z;) —
z;(0/0x;), 2 < i< j<A4.

Montrons que ’annulateur dans D de la classe de 1/hh? dans M[1/h]/ M,
notée 7, n’est pas 'idéal I. Nous avons l'identité dans M|[1/h] suivante :

0
— +9lmh %2 ==9 )
|:371 9o T ]m my (5)
otl my = 1/h? € M. En particulier, Uopérateur z1(8/0z;) + 2 annule 7. Or,
d’apres I’équivalence 1 < 4 de la proposition 1.1.2.10 appliquée a h*, Dm
est strictement contenu dans Dmy = M. 1l résulte alors de l'identité (5) que
Vopérateur x1(0/0z1) + 2 n’appartient pas a l'idéal I.

Nous sommes maintenant en mesure de donner des conditions suffisantes
sous lesquelles 'annulateur de J est déterminé.

PROPOSITION 3.2.2.7 Soient g1, ... , g, € Clz], des polyndmes non constants,
quasi-homogénes pour un systéme de poids o € (Q*")", et tels que les ap-
plications (g1,...,9:),1=1,...,p, définissent des intersections complétes a
singularité isolée a [’origine.
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Supposons que —1 soit la plus petite racine entiere du polynome de Bern-
stein de g¢, et, si p > 2, de celui de la section (1/gy -- “9i)giy1, pour tout
i=1,...,p—1,001/g;---g; € O[l/gl---gi]/Z;:lO[l/gl---g}----gi] est
la classe de 1/gy---g;. Notons 6 € R, la classe de 1/g,---g, et o € Q, le
degré de g1+ - gp.

Alors, Uannulateur dans D de § est :

p
Amnpd =3 Dgi+D(x+0)+» DA%
K

=1

ot x = Y iy &x;(0/0x;) € D désigne Uopérateur d’Euler associé & «, g est
Vapplication (g1, ... ,gp) et les opérateurs A%, sont définis a la page 84.

Preuve. Quand p = 1, cela résulte du théoreme 3.2.2.3. Supposons p > 2. En
itérant 'implication I = 2 de la proposition 3.2.2.4, nous constatons que
Dijgi---g,1=0[1/g1 - gp 1]/ 3F= O1/g1--Gi* - gp1]- Le résultat est
alors une conséquence de I'implication I = & de la proposition 3.2.2.4 appli-
quée ar=p—1, ﬁizgi,izl,... ;7 et h= g,

Remarquons que, sous les hypothéses de la proposition précédente, la
section ¢ engendre le D-module R.

Signalons enfin qu’il n’y a pas de formule analogue pour I’annulateur dans
D de 6 = i/gil---g,lf eR,L=(ly,...,l,) € (N)P. En effet, d’apres le
lemme 1.1.2.12, avec les notations de la proposition 3.2.2.4, cela nécessiterait
de déterminer Annpmph®, my € M. Or 'exemple calculé au paragraphe
4.3.1 tend a établir qu’il n’y a pas de formule générale pour un tel annulateur
(voir la remarque 4.3.1.6).

Le bilan

Nous reprenons les hypothéses et les notations introduites au début du
paragraphe 3.2.

Aux paragraphes précédents, nous nous sommes efforcés de trouver des
hypotheses sur le morphisme g sous lesquelles on connait explicitement les
annulateurs considérés dans les conditions du paragraphe 3.1.1 pour certains
éléments de R. Dans ce qui suit, nous vérifions si les résultats obtenus per-
mettent de dégager des conditions sur g sous lesquelles la construction du
chapitre 3 est utilisable pour § et, lorsque p = 1, pour dg, £ > 2.

Rappelons d’abord quelques faits :
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- pour que § satisfasse & la condition (i), nous devons supposer qu’il
existe un systeme de coordonnées dans lequel l'application ¢ = (g1,- .. , gp)
soit quasi-homogene pour un systéme de poids a € (Q**)". C’est du moins
indispensable quand p = 1 (théoréme 3.2.2.3).

- chaque fois que nous savons déterminer 'annulateur dans D d’un élé-
ment de R, il ’engendre comme D-module (proposition 1.1.2.12).

- Pannulateur dans D de § f* est déterminé sous les seules hypothéses du
paragraphe 3.2.

- lorsque p = 1, nous n’avons de formule pour Annp &, f%, £ > 2, que si
I’application f est une submersion a ’origine. Ce qui n’est guere étonnant
(voir la remarque 4.3.1.6).

¢ Etudions maintenant les conditions du paragraphe 3.1.1 pour § € R.
Supposons vérifiées les hypothéses de la proposition 3.2.2.7. Alors la
condition (i) est satisfaite, I'idéal Annp ¢ étant :

p
Annpd =) Dgi+D(x+0) + Y DA%
i=1 K

ol x = Yi, @zi(0/0x;) € D et p € QF est le degré de g;---g, € Clz].
En conséquence, I'idéal J C O associé au systeme de générateurs apparent

contient I'idéal J C O engendré par gi,... , gp, et les mineurs maximaux de
la matrice jacobienne de (f, g). En particulier, J est de colongueur finie (voir
page 81).

Enfin, sous nos hypothéses sur les applications g et (f, g), I'idéal Annp § f*
est contenu dans D.J, donc dans DJ (voir proposition 3.2.1.7).

Par suite, lorsque les hypothéses de la proposition 3.2.2.7 sont satisfaites,
la construction de B. Malgrange s’applique pour §.

e Intéressons nous au cas des sections d; € R, £ > 2, lorsque 'application
f est lisse.

D’apres le théoreme 3.2.2.3, la condition (i) est satisfaite si et seulement
si g est quasi-homogene et ’entier —¢ est inférieur ou égal a la plus petite
racine entiere de b(g®, s). Supposons donc que ce soit le cas. L’annulateur
dans D de §; est alors I'idéal :

0 0

— Dyt ;
Annp 6, = Dy* + DH(=) + ) | D(géia—xj‘gwa_:ci)

1<i<j<n

ou H(s) € D[s] est un bon opérateur en s de degré un qui annule ¢g°. Remar-
quons qu’il n’est pas manifeste que le systeme de générateurs donné convienne
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pour la condition (ii). Aussi, considérons un systeme de générateurs de
Annp 6, comprenant g¢, H(—(), les opérateurs g, (8/0z;) —95,(0/0x;), 1 # J,
et g(0/0x;) + Lg,,, 1 =1,... ,n. L’idéal J associé contient donc les mineurs
maximaux de la matrice jacobienne de 'application (f, g), et aussi g (puisque
I'application f est lisse). En particulier, J est de colongueur finie (voir page
81); de plus, il résulte de la proposition 3.2.1.10 que la condition (iii) est
satisfaite.

En conséquence, étant données des fonctions analytiques non constantes
f, g, définies sur un voisinage de 'origine de C", telles que f soit une submer-
sion en zéro et les applications g, (f, g) définissent des intersections compleétes
a singularité isolée a 1’origine, la construction de la section 3.1 s’applique pour
0g, £ € N* | si et seulement si g est quasi-homogene et —£ est inférieur ou égal
a la plus petite racine entiére du polynéme de Bernstein de g¢°.

Nous avons donc montré le résultat suivant :

THEOREME 3.2.2.8 Soient Q C C" un voisinage de l’origine, g = (g1, ... , gp)
et (f,g) deux applications analytiques définies sur ) et définissant des inter-
sections complétes a singularité isolée a l'origine. Dans les situations sui-
vantes, les conditions (1)-(iil) sont satisfaites pour l’élément u € R alors
Précisé :

(a) il existe un systéme de coordonnées dans lequel l'application g est
quasi-homogeéne; si p > 2, les applications (g1,...,9), 1 = 2,...,D,
définissent des intersections complétes a singularité isolée a [’origine;
l’entier —1 est la plus petite racine entiere du polynome de Bernstein
de gi, et, sip > 2, de celui de la section (1/g1 -+ g;)g5,1, pour tout i =
Lo..,p=1, 00 1/g1---g: € Olt/gi--- 9]/ 3051 O/ g1+ g~ 9 ;
u=1/g1---g, € R.

(b) la fonction f est lisse a 'origine, g est une fonction quasi-homogéne,
et u € R est défini a partir de 1/g%, ot £ € N* est un entier tel que la
plus petite racine entiére du polynome de Bernstein de g est supérieure
ou égale a —/.

De plus lorsque p = 1, les hypotheses supplémentaires sur g sont nécessaires.

REMARQUE 3.2.2.9 La condition (i) pour la section § € R étant tres res-
trictive, on peut étre tenté de construire a partir de g un D-module holonome
régulier ‘voisin’ de D¢, pour lequel cette condition est satisfaite sous la seule
hypothése que g définisse une intersection complete a singularité isolée a
’origine.

95



L’idéal Annp 0 contenant gy, ... , gp, et les opérateurs A%, définis a la page
84, il est alors naturel de considérer le Dg-Module :

Dq

So = i
“ DQ(gla fee agpa {A%}K)

Notons 6, la classe de 1 € Dg, et S la fibre & I'origine de Sq,. Nous avons une
suite exacte naturelle de Do-Modules :

0— Bqg— 83 —Dgd — 0

L’espace X ayant une singularité isolée a l'origine, il est facile de vérifier
que le Do-Module Bg est supporté par 'origine. En particulier, Sq est un
Da-Module holonome régulier, de cycle caractéristique :

Car(Sa) = TxQ + vT(;, 2

pour un entier v. D’apres la remarque 3.2.1.8, 'annulateur dans D de 6 f°
coincide avec celui de 0 f*.

Toutefois, la condition (i) n’est en général pas satisfaite pour 6. En effet,
constatons que Boo = (Annp 5)3 C S est le sous-module de f-torsion de S
(puisque Bq est supporté par I'origine). Par suite, ’annulateur dans D de § f°
contient toujours 'idéal Annp 6. Ce qui rend patente I'inutilité du module S.

REMARQUE 3.2.2.10 Au chapitre 2, nous n’avons pas établi de généralisa-
tion du fait que le polynome de Bernstein générique d’une déformation F' a
k parametres d’'une singularité isolée d’hypersurface coincide avec le ‘poly-
néme de Bernstein de la fibre générique’ (ppcm des polynémes de Bernstein
en chaque point de F;'(0) pour y général) ([B.Ge.M, th. 3.4, p. 31] qui
généralise [Ge2, th. 7.4]).

En effet, ces preuves s’appuient sur des variantes faisceautiques (et rela-
tives) de la construction donnée par B. Malgrange dans [MI1]. Notre impuis-
sance a étendre ces résultats est donc due a la tres contraignante condition
(i) du paragraphe 3.1.1, seuls quelques rares cas étant alors accessibles (voir
4.1.3.7, 4.1.5.1).
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Chapitre 4

Polynome de Bernstein d’une
fonction sur une intersection
complete quasi-homogene a
singularité isolée

Soit » > 2 un entier naturel. Notons O = C{z1,...,z,}, la C-algebre
des germes a l'origine de fonctions holomorphes, C[z], celle des polynémes en
Ziye.e Xy, D=0(0/0x4,...,0/0z,) Panneau des opérateurs différentiels a
coefficients dans O, et D[s] = D ®¢ C|s], ou s est une indéterminée.

Fixons a = (a4, ... ,0,) € (Q*F)", un n-uplet de rationnels strictement
positifs. Notons x = """ | a;x,(0/0z;) € D, Popérateur d’Euler associé.

Rappelons qu’'un polynéme u € C[z] est dit quasi-homogéne de degré
p € QT pour le systéme « si c’est une combinaison C-linéaire non triviale de
mondmes 7' - -z} v = (71,... ,7,) € N", tels que a.y = p.

Soit ¢ = (¢1,--.,9p) : C* —> CP, une application polynomiale non
constante, nulle a l'origine, quasi-homogene pour le systéme de poids «, et
définissant au voisinage de 'origine une intersection complete X C C" a
singularité isolée en 0. Notons g € Q**, le degré de g, - - - g, € Clz].

Soit R, le groupe de cohomologie locale algébrique de O a support dans
X

O[1/g: - - g]
f:10[1/91---§i---gp]

Notons 6 la classede 1/g; - - - g, dans R, et, pour tout £ = (Iy,--- ,1,) € (N*)?,
8, € R celle de 1/gk - - glr.

R =
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Soient {2 C C", un voisinage de l'origine, et f :  — C, une fonction
analytique, nulle en zéro, telle que 'application (f, g) définisse une intersec-
tion complete.

Dans ce chapitre, nous nous effor¢ons d’établir I’expression explicite du
polynome de Bernstein des sections ¢y, f*, et plus particulierement de §f°,
lorsque 'application ( f, g) est semi-quasi-homogene (c’est-a-dire ici, telle que
Papplication (in(f), g) définit une intersection complete a singularité isolée a
Porigine). La construction faite au chapitre 3 sera notre outil maitre.

Dans un premier temps, nous généralisons au cas de la section ¢ f* I’algo-
rithme de calcul du polynéome de Bernstein développé dans [B.G.M.M]. En
guise d’application, nous donnons des calculs de déformations semi-quasi-
homogenes génériques en dimension deux. Puis nous étudions en détail le cas
particulier des applications (f, g) quasi-homogenes a singularité isolée. Cette
étude s’acheve sur des calculs d’exemples mettant en évidence les limites de
I’approche suivie.

4.1 Algorithme de calcul de b(6f*, s)

4.1.1 Le cadre

Avant de préciser le cadre de cette section, donnons quelques notions
préliminaires.

Partie initiale associée a un systéme de poids
Associons & « une fonction d’ordre p : O — Q' U {400}, définie par
p(0) = +oc et, siu € O — {0} :
p(u) = min{a.y = a1y + -+ apym | uy # 0}

ou u = Uy ]t oz avee v = (71, ..., ) € N™.
o Y1 n

NOTATIONS

Pour tout rationnel ¢ € Q, notons O, C CJz], le C-espace vectoriel des
polynémes quasi-homogenes de degré ¢, et Os, (resp. Os,) I'idéal de O des
fonctions d’ordre supérieur (resp. strictement supérieur) a q.

En particulier, pour ¢ strictement négatif, Os, = Os, = O et O, = {0}.

Remarquons que les idéaux Os4, ¢ € Q, forment une filtration décrois-
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sante de O. Le gradué associé :

groz@g_iq

qeQt g

s'identifie & 'anneau C[z] = @ O,.

DEFINITION 4.1.1.1 Soit u € O — {0}. On appelle partie initiale de u pour
le systéme a, le polynéme quasi-homogeéne, noté in(u), défini par :

in(u) = Z (TN A

a.y=p(u)
SIU= D N Uy - T
DEFINITION 4.1.1.2 Soit I C O, un idéal non nul. On appelle idéal initial

de I pour le systéeme «, et on note in(I), ’idéal de C[z] engendré par les
parties initiales des éléments non nuls de I.

Théoréme de division par un idéal de colongueur finie

Enoncons une version du théoreéme de division par un idéal de colongueur
finie, avec controle de I'ordre sans unicité des quotients (cf. [Brl]).

THEOREME 4.1.1.3 ([Mp1], Ta 11.1.1.1, P. 69) Soit I C O, un idéal de
colongueur finie. Soient hq,... , h,, des éléments de l’idéal I dont les parties
initiales engendrent in(I). Soient eq, . .. , ey, des polynémes quasi-homogénes
dont les classes forment une base de Clz|/in(I).

Alors, pour tout u € O, il existe vy, ... ,v, € O, et des nombres complezes
AL, ooy Am, untques, tels que :

T m
u=) vihi+) Aje;
i=1 j=1

avec p(vih;) > p(u) pour tout i =1,...,r, et \; =0 ou p(e;) > p(u) pour
tout j=1,...,m.

REMARQUE 4.1.1.4 Il est facile de constater que lorsque un idéal I C O est
de colongueur finie, son idéal initial 1’est aussi.

De plus, ces idéaux ont méme colongueur. Cela résulte du théoreme de
division, et du lemme classique suivant (voir [Md1, lem. I1.1.1.3, p. 70] par
exemple).

LEMME 4.1.1.5 Soient hq,... , h,,, des éléments d’un idéal I C O dont les
parties initiales forment un systéme de générateurs dein(I). Alors hy, ... , hy
engendrent [’idéal I.
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Quelques propriétés des applications semi-quasi-homogenes

Donnons tout d’abord la définition.

DEFINITION 4.1.1.6 Soient hq,... , h,, r > 1, des fonctions analytiques dé-
finies sur un voisinage de l’origine de C". L’application (hi,... ,h,) est dite
semi-quasi-homogene pour le systéme de poids o € (Q*T)™ si les parties
initiales des germes a l'origine des fonctions hy, ... , h,, définissent une in-
tersection compléte a singularité isolée en zéro.

Rappelons maintenant quelques propriétés bien connues.

ProrosiTION 4.1.1.7 (|[GR.H], PROP. 5.1, [MD1], PROP. 11.1.2.2.2) Une
application semi-quasi-homogene définit une intersection compléte a singula-
rité€ isolée a l'origine.

ProrosITION 4.1.1.8 ([GR.H], PrOP. 5.1, [MD1], PROP. 11.1.2.2.6) Soit
h = (h1,...,h.) une application semi-quasi-homogéne définie sur un voisi-
nage de lorigine. Le germe d’intersection compléte a singularité isolée défini
par h a méme nombre de Milnor que (V(in(hq),... ,in(h,)),0).

Pour finir, donnons une généralisation due a J. Briancon de la formule de
Greuel du nombre de Milnor d’une intersection complete quasi-homogene a
singularité isolée ([Gr, cor. 5.8, p. 264]).

THEOREME 4.1.1.9 Soit (hy, ..., h,) une application analytique, définie sur
un voisinage de l'origine de C", semi-quasi-homogéne pour le systéme de
poids a = (ay, ... ,a,) € (Q*F)". Alors le nombre de Milnor & lorigine du
germe d’intersection compléte a singularité isolée défini par (hy,... , h,) est

e, ) = col(x(hn),- . s x(B))O + J(ha, ..., b)) (1)

ot x = anx1(0/0x1) + -+ -+ apx, (0/0xy,) € D est lopérateur d’Euler associé
au systéeme «, et J(hy,... ,h,) C O est lidéal engendré par les mineurs
mazimauz de la jacobienne de Uapplication (hy, ..., h,).

Preuve. La démonstration recopie la preuve de la formule de Greuel donnée
par H. Maynadier dans [Md1]. Rappelons en les grandes étapes.

En reprenant [Md1l, prop. 11.1.2.2.3, p. 74|, on montre d’abord que si
(hi,...,h;) et (hy,..., h, q)sont semi-quasi-homogenes alors I'idéal (x(hy), . ..
X(h))O+J(hy, ..., h.q)apour colongueur p(hy, ..., h.)+u(hy, ..., h~,q).

Puis on établit le résultat suivant :
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LEMME D’ECHANGE ([Md1, 1.2.3, p. 27]) Si (h1,... ,hrq), (B1,... , he h),
(hi,...,hr,q, h) sont semi-quasi-homogénes et si la formule (1) est vérifiée
pour (hi, ... hr,q), (h1, ..., he,q, h), alors elle l’est aussi pour (hi, ... , hy, h).

Le théoreme se montre alors par récurrence sur 'entier n — r € N, en
utilisant astucieusement le lemme d’échange et le lemme de construction de
M. Giusti (voir [Md1, th. 1.2.5, p.29]).

LEMME DE CONSTRUCTION ([Gs, cor. 2.5]) Si (¢1,..- ,¢r—1,9), 7 <n—1,
définit une intersection compléte a singularité isolée a l’origine de C", quasi-
homogéne pour un systéme de poids 8 = (B1,...,0n) € (N*)", et si p € N*
est un multiple de B, ..., Bn, alors pour (\;)i<i<n génériques dans C", le

polyndme 1 = " Nl est tel que (¢1,... , ro1, %) et (01, Pro1, )
définissent des intersections complétes quasi-homogeéenes a singularité isolée.

Pour finir, traitons le cas r = n, premier pas de la récurrence.

L’application (hq, ... , h,) étant semi-quasi-homogene, les éléments in(h;)
= in(x(h1)),--- ,in(h,) = in(x(h,)) forment une suite réguliere. D’apres le
lemme 4.3.2.5, ils engendrent donc I'idéal in((hy, ... , h,)O) = in((x(h1), - - ,
X(h,))O). Par suite, les idéaux de définition (h,...,h,)O et (x(h1),...,
X(h,))O ont méme colongueur (remarque 4.1.1.4). En conséquence :

p(has .oy by) = col((x(ha), ..., x(hn))O) — 1 (2)

Rappelons enfin que le jacobien det(x(h1),...,x(hy)) engendre le socle de
'algebre Artinienne O/(x(h1), ... , x(hs)). Le jacobien de ’application (hq, . ..
hy) 'engendre donc aussi, ces deux éléments ayant méme partie initiale. L’as-
sertion résulte alors de I'identité (2).

Le cadre

Nous reprenons les hypotheses sur le morphisme ¢ faites en début de
chapitre.

Soient 2 C C", un voisinage de l'origine, et f : 2 — C une applica-
tion analytique, nulle en zéro, telle que I'application (f,g) soit semi-quasi-
homogene.

Quitte a diviser les poids du systéme « par p(f), nous pouvons supposer
que f est d’ordre un.

e Nous supposerons que ’annulateur dans D de § est I'idéal a gauche
engendré par gi,...,¢,, X + 0, et les opérateurs A%, définis & la page 84.
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Rappelons que cela est vérifié sous certaines hypotheses sur le morphisme g
(proposition 3.2.2.7).

L’application (f, g) étant semi-quasi-homogene, elle définit en particulier
une intersection complete a singularité isolée a ’origine (proposition 4.1.1.7).
Comme X en est également une, d’apres ’étude faite en page 94, les résultats
de la section 3.1 s’appliquent a ¢ f*.

En particulier, I'idéal J C O de colongueur finie associé au systeme de
générateur de Annp d donné plus haut est engendré par gy, ..., g,, x(f), et
les mineurs maximaux de la matrice jacobienne de (f,g), notés A% (f), o
K= (ki,..., kpp1) €{1,...,n}PT, 1 <k <+ < kpy1 <n, en accord avec
la notation introduite a la page 84.

e Constatons que I'idéal initial de J est engendré par gi, ... , g,, in(f) et
les A% (in(f)), mineurs maximaux de la jacobienne de (g1,. .. , g,, in(f)). En
effet, d’apres la formule de Greuel ([Gr, cor. 5.8, p. 264]), cet idéal - qui est
contenu dans in(J) - a pour colongueur le nombre de Milnor a 'origine de
I'intersection compléte a singularité isolée définie par (in(f),g). Aussi, il a
méme colongueur que 'idéal J (proposition 4.1.1.8, théoréme 4.1.1.9), donc
que l'idéal in(J) (remarque 4.1.1.4). D’ou ’assertion.

REMARQUE 4.1.1.10 En conséquence, l'idéal J coincide avec :

(91, 9ps X(F)s {A% (f) Y ex) O

olt K désigne I'ensemble des multi-indices k = (ky, ... , k1) € (N*)PT pour
lesquels A% (f) est d’ordre g+ 1 — 2" ay,. Cela résulte lemme 4.1.1.5.

e Pour établir I'expression du polynome de Bernstein de ¢ f*, nous expli-
citerons la construction de la section 3.1, en adaptant 1’algorithme développé
dans [B.G.M.M]. Conservons les notations alors introduites.

NOTATIONS

Pour tout ¢ € Q, soit E, C O, un supplémentaire de in(J) N O,. Posons
E=@,qF, CegrO = Clz]. Cest un supplémentaire de in(J) dans C[z],
donc, d’apres le théoreme de division, de J dans O.

Pour tout ¢ € Q, notons Ex, (resp. Es,4), le sous-espace vectoriel 5 v>q B
(resp. D, Ey) de E, et DE, (resp. DE>,, DE-,) le sous-espace vectoriel
de D engendré par les 8¢, e € E, (resp. E>,, F-,). Notons aussi :

d(¢) =dimc E,, I={qe Qld(q) #0} C Q" , 0 =max{g e Q" |¢ € II},
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et X € N, le plus petit majorant entier de o.

Posons enfin h = f — x(f). Remarquons que p(h) > p(f) = 1.

Dans tout ce qui suit, chaque fois que nous évoquerons le théoreme de
division, ce sera par l’'idéal J.
4.1.2 Montée de 'ordre et réécriture

Les lemmes suivants sont a la base de I'algorithme développé aux para-
graphes 4.1.3 et 4.1.4.

LEMME 4.1.2.1 Pour tout u € O non nul et 1 € N :
(8 — 0+ ‘Of| + p(u) — ’L)U,éfz € D0>p(u)6£z + DOZp(u)—Fp(h)égi—H

Preuve. Rappelons que x = X — |a| ou X est 'opérateur >, o;(0/0x;)x;,
et que x + ¢ annule 0. Nous avons alors I'identité suivante dans D, 0 f* :

(X — |la))ud&; = x(u)6& — oud&; + x(f)ud&ivr -

En utilisant que x(f) = f — h et la relation &1 = (s — i)d&; dans cette
équation, on obtient facilement I’identité :

(s — o+ o + w)ud&; = [xu + [(w + i)u — x(u)]]0& + uhd&itq (3)
Le résultat s’en déduit aisément.
Donnons une version ‘filtrée’ de la proposition 3.1.1.5.
LEMME 4.1.2.2 Soit ¢ € Q. Il y a les inclusions dans D40 f° suivantes :

DO> 08 C DOsq16&i-1 ® DES46&; pour 1>1
DO40& C DT>40f° ® DE> 408

ot J>q = J N Oxq. En particulier, pour tout entier N € N :

N N
Y DOs41i06 = DI f* & @D DEsq1i86;
i=0 1=0

Preuve. La décomposition en somme directe dans les termes de droite s’éta-
blit de la méme fagon qu’a la proposition 3.1.1.5. Soit u € O5,. D’aprés le
théoreme 4.1.1.3 et la remarque 4.1.1.10, il s’écrit :

u=uv+vx(f)+ Z/\KA%(J‘)—FUJ

KeK
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avec v € (g1,...,0,)0, v, Ak € O, p(v) > p(u) — 1, p(Ak) > p(u) —o—1+
Zfif ou;, w € E>,. Ainsi, pour tout i € N :

us; = |vx(f)+ D A% (f) | 66 + wot .
KekK

Cela donne le résultat lorsque ¢ = 0. Pour ¢ > 1, nous avons de plus les
identités suivantes :

vx(f)o& = [(x—lal+ v - x(¥)]6&i
A AL ()08 [Ak Ak = Ak (A)10€i

ou k € K (qui ne sont autres que des illustrations de 'identité (4), page 75).

En utilisant les relations sur les ordres de v et des A données plus haut,
nous établissons facilement que les coefficients dans I’écriture avec coefficients
a droite des opérateurs apparaissant dans les membres de droite sont d’ordre
supérieur ou égal a p(u) — 1. D’ou le résultat annoncé.

REMARQUE 4.1.2.3 Si P = ) ;0°ps est un opérateur différentiel non nul,
appelons ordre de P, et notons p(P), le rationnel définit par :

p(P) = min{p(ps) — .8} .
D’apres le lemme précédent, pour tout ¢ € N*, P& = Qo0& + R ou

R € DE, p(Q) > p(P)—1, p(R) > p(P), deg @ < deg P+1 et deg R < deg P.
Ainsi, pour tout ¢ € N, les opérateurs apparaissant dans la réécriture de PJ¢;

Qif* + Z R;0¢; € DISf* & @) DESE;
Jj=0 Jj=>0
satisfont aux relations :
p(Q) > p(P) —i, degQ < degP +1
p(R;) —j > p(P)—i, degR; < degP +i—

pour tout j, 0 < 7 < 1.
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4.1.3 Filtrations et polynome de Bernstein de ¢ f*

Reprenons les notations introduites au paragraphe 3.1.2. Définissons sur
D, E6& la fonction d’ordre p en posant :

p(z u;0&;) = min{p(u;) — i} .
Elle induit la filtration décroissante :
(6P Edti)sq = @D Esgridé
i>0 i>0

ol ¢ € Q. Les espaces Z, 2’ et Z'/Z sont alors munis des filtrations induites.
En prenant les gradués associés, nous avons les injections :

grZ < grz' < gr (@ E6&) ~ P (EP Egri6s)
i>0 qg i>0

DEFINITION 4.1.3.1 Soit U =Y u;0&; € @~y E6E—{0}. On appelle partie
initiale de U ’élément de @z‘zo E)+i0&, noté in(U), défini par :

in(U) =Y in(u)dg; .
p(us)—i=p(U)
Si G C @,~y Ed&; est un sous-espace vectoriel non nul, nous noterons in(G)
le sous-espace de @D, (D5, Eq+i0&i) engendré par les parties initiales des
vecteurs non nuls de G.

Pour tout rationnel ¢ € Q, posons :

Z,= in(2)N (P Epidss) , 2, = in(2) N (P Egsi0&:)
i>0 i>0
REMARQUE 4.1.3.2 En particulier, tout rationnel g tel que Z; ou Z, n’est
pas nul est contenu dans 'ensemble {g € Q" |3i € N, ¢+ € II}, le fait que
g soit positif résultant de la définition méme de Z, Z’ et des lemmes 4.1.2.1,
4.1.2.2. Dans ce qui suit, cet ensemble est noté (=N +11) N Q™.

Nous avons le diagramme commutatif :
grZz — grZ' = gr(@,s,Eé&)
| I I
@q Zq - @q Z(II C @q(@zzo Eq+15§z)

REMARQUE 4.1.3.3 Pour tout rationnel ¢ € Q" nous avons une décompo-
sition Z; = E,6f* @ n(Z4+1), ol 1 est la bijection C-linéaire de P, , DEJE;
dans @,., DESE; obtenue par restriction de d/dt. Cela résulte directement
du lemme 3.1.2.3.
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LEMME 4.1.3.4 L’action de s sur 2Z'/Z respecte la filtration induite par p
et induit une action de degré zéro sur gr Z'/ 2.

Preuve. Soient i € N, g € Q' et u € E ;. Alors sud§; = iud&; +ufobiy
Comme uf € Oxgpit1, il résulte du lemme 4.1.2.2 que c(sud§;) € @;E) Es 40§
L’assertion s’en déduit.

REMARQUE 4.1.3.5 Pour tout ¢ € Q*, I'endomorphisme de gr, Z'/Z induit
par la multiplication par (s — ¢ + |a| + q) est nul. Cela résulte directement
des lemmes 4.1.2.1 et 4.1.2.2.

THEOREME 4.1.3.6 Soient gy, ... ,g, € C|z], des polynomes non constants,
quasi-homogenes pour un systéme de poids « € (QF)™, et tels que les ap-
plications (g1,...,9;) : C" — C', i =1,...,p, définissent des intersections

complétes a singularité isolée a [’origine. Supposons de plus que —1 soit la
plus petite racine entiére du polynome de Bernstein de g; et de celui des
sections (1/gy - “9i)9;1, i =1,...,p— 1, de groupes de cohomologie locale
algébrique associés a des sous-familles de g.

Soit f € O, un germe de fonction holomorphe nulle a l’origine, tel que
Vapplication quasi-homogéne (ingf,g) : C* — CP™' définisse une inter-
section compléte a singularité isolée a ['origine. Sans perte de généralité,
nous supposerons que f est d’ordre un. Notons alors p € Q1*, le degré de
g1---gp € Clz], et 0 la section représentée par 1/g; - -- g, dans le module de
cohomologie locale algébrique associé a g.

Alors, le polynome de Bernstein de 0 f° est :

(s+1) J] s—o+lel+q).

2,CZ)

Preuve. D’apres la proposition 3.1.2.4, le C-espace vectoriel Z'/Z est de
dimension finie. Par suite, il est isomorphe & son gradué. Constatons que cette
identification conserve 'action de s. Le résultat est alors une conséquence
directe de la remarque précédente et du théoreme 3.1.3.3, page 78.

REMARQUE 4.1.3.7 e Il résulte de la remarque 4.1.3.2 que sous les hypo-
théses du théoréme précédent, les racines de b(6f%,s) sont contenues dans
Pensemble [p — |a| — 0,0 — |a|] N Q. Signalons aussi que nous établissons a
la page 113 que le rationnel o est majoré par n(p + 1).

e Supposons que f appartienne a l’idéal J. Il résulte alors du théoreme
4.1.3.6 et de la remarque 3.1.2.5 que :

b(6f%s)=(s+1) [[(s — e+l +4q) .

g€l
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Cette formule généralise celle obtenue au corollaire 4.2.2.3 dans le cas parti-
culier ot f est un polynéme quasi-homogene. En particulier, quand f € 7,
b(0f%,s) = b(d(in(f))*, s). On retrouve donc le résultat du lemme 1.1.1.6.

e Supposons que f soit un polynéme quasi-homogene. Soit F' € O{y},
une déformation de f a un parametre. Pour tout y voisin de zéro, notons
F, = F(e,y) € O. Supposons de plus que, pour tout y voisin de zéro,
in(Fy) = f. En particulier, (F,g) est une déformation & nombre de Milnor
constant (proposition 4.1.1.8). De plus, pour tout y voisin de 0, 'idéal initial
de Jp, est constant, égal a in(J).

D’apres le théoreme 4.1.3.6 et la remarque 4.1.3.2, pour tout y voisin de 0,
il existe alors un entier £ € N tel que b(6 %, s) divise 5(5F;, s)-- -B((SF;, s+4).
Cela généralise dans un cas particulier un résultat de [Ge2, th. 7.4, p. 158].

4.1.4 Le calcul effectif

D’apres le théoreme 4.1.3.6 et la remarque 4.1.3.3, il s’agit d’établir un
procédé pour calculer explicitement les Z,. Commencons par donner une
fonction d’ordre sur D, ;0 f° adaptée a la division par J, qui étend ’ordre
‘naturel’ sur R[1/f] associé a a.

e Soit U € @,-, DESE — {0}. 11 s’écrit de facon unique U = Zf\;o U;0&;
avec U; € DE. Définissons 1'ordre de U comme étant le rationnel :

p(U) = min{p(V;) — i} .
Cette définition étend I'ordre donné sur @izo E§¢; au paragraphe précédent.

e Soit V € D, 40 f*—{0}. D’apres le lemme 4.1.2.2, il existe U € @,., DEJE;
et Q € DJ tels que V = Qf°+ U. Lorsque U # 0, ordre de V est alors
défini en posant p(V) = p(U).

De plus, si V' s’écrit Zijio P;0¢&;, alors p(V), p(@) > min{p(P;) —i}. Cela
résulte directement de la remarque 4.1.2.3.

Précisons maintenant l'action de s sur B, , DEG¢;.
LEMME 4.1.4.1 Soit U = 3" (Uid& € @5 DESE; avec p(U)+N +p(h) >

o. Alors : B
(s+p(U)—x—0U=Qif +U

avec Q € DT et U = ZZZO Ud¢; € D;>o DESE;, ot p(Q), p(U) > p(U),
deg @, degﬁo <max{degU;+j+1|j=0,...,N}, degﬁi < max{degU; +
j—i+1lj=i—1,... ,N} pouri>1.
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Preuve. A partir de U'identité (3) du lemme 4.1.2.1, on établit la formule :

(s+w—x—00°us& = [(i+w+aB—pu)d’u—0°(x(u) — plu)u)]dE
+ Phudtiy, (t)

ot u € O —{0},i € N et 8 € N". En I'appliquant & tous les termes °ud¢;
apparaissant dans Uj, il vient :

N+1

(s+p(U) = x — QU =Y P
i=0
ol les P; sont des opérateurs vérifiant deg Py, < degUy, deg Py < deg U,
et deg P; < max{degU; 1,degU;} pouri=1,...,N.
De plus, d’apres la remarque 4.1.2.3, pour tout ¢ = 0,... , N + 1, il existe
des opérateurs R; ; € DE, j =0,... i, et Q; € DJ tels que :

Pog = Qidf* + ) Rij0¢

=0
avec deg R; ; < deg P;+i—j et deg Q; < deg P;+i. Posons alors () = Z;.V:ng Q;
et, pour s =0,... ,N +1, (71 = Z;V:tl R; ;. Les relations annoncées sur les

degrés de ces opérateurs résultent des inégalités précédentes.

Constatons que U N+1 = 0. En effet, si 9°u apparait dans I’écriture de
Uy, alors p(0%udéy) > p(U), donc p(hu) > p(h) + N + .8 + p(U) > o par
hypotheéses. Ainsi °hudéy1 € DI6En1 C D€y (voir la relation (3) du
lemme 3.1.1.3). D’ou la nullité de (N]N+1.

Il reste a voir que U= Zf\io (7,-5@ et @) sont d’ordre strictement supérieur
A p(U). D’aprés la remarque précédent ce lemme, nous avons p(U), p(Q) >
min{p(P;) —i}. Montrons donc que p(P;) —i > p(U) pour tout i. Par dé-
finition de p(U), p(8°ud&;) = p(0Pu) — i est supérieur ou égal & p(U) pour
tout 0PudE; apparaissant dans 1’écriture de U. Il suffit donc de constater que,
lorsque p(0°ud&;) > p(U), les membres de droite de I'identité (1) sont d’ordre

strictement supérieur a p(U).
Rappelons que Y désigne le plus petit majorant entier de o (page 103).

PROPOSITION 4.1.4.2 Il existe un entier L € N, une suite (S¢)o<e<r de bons
opérateurs Sy de degré ¢ + 1, une suite strictement croissante de rationnels
(ge)o<e<r, ot qo = 1, et une suite (Hy)o<e<p—1 d’éléments Hy € @, DEE;
d’ordre gy, vérifiant : B

o Siftt = (s+1)Hy pour 0 <{<L—1,S,of =0.
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o H)= Z;:OQ Hy;0¢; avec Hy; € DE, tel que deg Hy; < ¢ — 4.

Preuve. Procédons par récurrence sur I’entier /. D’apres le théoreme 4.1.1.3,
h s’écrit :
h=w+vx(f)+ Z A A (f) +

KeK

avec w € (g1,...,9)0, Ak, v € O, v € E, tels que les termes apparaissant
dans le membre de droite sont d’ordre supérieur ou égal a p(h). De plus, nous
avons la relation :

(s+1—x—0)df T =(s+1)héf* .

Posons alors Sy = s +1 — (v + 1)(Xx + 0) — D ke AxA%. Siv=0,L =0
convient. Sinon, posons Hy = vd f*. En particulier, p(Hy) > p(h) > 1.

Pour tout entier ¢ < £, supposons construits gp, Sy, Hy, satisfaisant aux
conditions demandées, avec Hy # 0 et p(Hy) > qo. Posons gep1 = p(Hy).
Ayant p(Hy) + X — 2+ p(h) > o, d’apres le lemme 4.1.4.1, il vient :

(s+qey1 —x —0)Hi = Qe10f° + Hpq

avec Quy1 € DJ, Hpyy = Z?;OQ Hpy1:08 € @;sg DESE;, deg Qri1 < £+ 1,
deg Hyp1; < L+ 1—1i, p(Qe1), p(Hepr) > qer-

Comme Q1 € DJ, d’aprés l'identité (3) du lemme 3.1.1.3, il existe
Tyt € D tel que (s+1)Qpi10f° = Ty 16 f51, avec deg Ty < deg Qe +1 <
£+ 2. Ainsi :

(5 + Qo1 — X — zQ)SZ(SfS+1 = (5 + 1)H£+1 + T£+15f8+1 .

Posons alors Spy1 = (s + g1 — X — 0)Se — Tyq1- 1l résulte de 'hypothese de
récurrence que c’est un bon opérateur en s de degré ¢ + 2. Si Hyy1 = 0, on
pose L = £ + 1. Sinon, on recommence.

Remarquons enfin que le procédé termine. En effet, comme les rationnels
ge appartiennent a Nay + - -+ + Nay,, en un nombre fini d’étapes I'ordre o
est dépassé.

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer 2.

PROPOSITION 4.1.4.3 Avwec les notations de la proposition précédente :

L-1
Z:{ C(aeHe) | GZEO} .

=0
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Preuve. Constatons que les Hy appartiennent & (d/dt)'D[s]d f*. Il suffit donc
d’établir que Z est contenu dans ’ensemble donné.

Soient U € D|[s]df* et P(s) € D[s| tels que (s + 1)U = P(s)df*. Les
opérateurs S; étant unitaires en s de degré i + 1, P s’écrit de fagon unique :

P:PL(S)SL+PL_1SL_1+"'+P()SQ+R

avec Pr(s) € Dls], P, € D pour i < L —1 et R € D. Nous avons alors
I’identité :

L1

(s+1)U=(s+1))_ PH;+R5f"

i=0
dans D; 6 f°. En procédant comme dans la preuve du lemme 3.1.1.3, on
montre qu’il existe un opérateur @ € DJ tel que RIf5T = (s + 1)Q4f°.
L’identité précédente entraine alors que U — Y./' PBH; € DJ§f*. Dol
I’assertion.

e Précisons maintenant quels a, sont suffisants pour obtenir Z,, ¢ € Q*.

LEMME 4.1.4.4 Pour tout ¢ € QF, Z, s’obtient en prenant les parties ini-
tiales des éléments d’ordre q de l’espace {Efz_ol clacHy) | ar € @y g™ Oq,}.

Preuve. Soient i € N, a € O—{0} et 9°u € DE. Constatons que c(ad’ud&;) =
(—1)/Ple(08 (a)ud;). De plus, il résulte du lemme 4.1.2.2 que ¢(0%(a)ud&;) a
un ordre supérieur ou égal & p(a) —a.B+p(u) —i = p(a)+ p(0°udE;). Aussi, si
0Pu est un terme qui apparait dans expression de Hy, alors p(c(ad’udé;)) >
p(a) + gey1. Le résultat s’en déduit.

A T'aide du lemme précédent et de la remarque 4.1.3.3, on peut expliciter
les racines de b(df*, s).

REMARQUE 4.1.4.5 Ainsi, si ¢ < g;, alors Z;, = 0. D’autre part, Z, est non
nul si ¢ € II. Par suite, (s — o + |a| + ¢) divise b(5f%, s) dés que ¢ < ¢ et
q € 1L

EXEMPLE

Prenons n = 2, p = 1, g(z) = 21 + 23 et f(z) = 21 + Az, X € C. Alors

Papplication (f, g) est semi-quasi-homogene pour le systéme « = (1,4/3), et

g est un polynome quasi-homogene a singularité isolée, de degré o = 4.
Nous souhaitons calculer b(éf*, s) pour tout A € C.
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Comme J = (z1 + (4/3)\z9,23)O, nous en déduisons que in(J) =
(z1,23)Clz] (voir page 102). Aussi, posons Ey = C.1 et Ey/3 = C.xy. L’en-
semble II est {0,4/3} et ¢ = 4/3. Enfin, x = z1(0/0x1) + (4/3)x2(0/0x2) et
h=f—=x(f) ==(/3)z2.

Si A = 0, l'application (f, g) est de plus quasi-homogene. D’apres le co-
rollaire 4.2.2.3, il vient :

b(6f%,s)=(s+1)(s=5/3)(s—1/3) .

Supposons A # 0. En suivant ’algorithme décrit dans la preuve de la propo-
sition 4.1.4.2, nous obtenons :

(s+1—=x—-4)0f° = (s+1)hdf* = (s+1)H,

4 Az3
(s + 37X~ DNxdf° = —(s+ 1)?2(551

ot p(Hp) = 4/3. Comme Os5/3 C J, 'élément 230&; appartient & DT f*
d’apres le lemme 4.1.2.2. Ainsi H; = 0 et L = 1. Nous en déduisons les
égalités Z = c(OHy) = E4/30 f° = 24/3. En utilisant la remarque 4.1.3.3, on
obtient que {0,1/3} est 'ensemble des rationnels ¢ pour lesquels Z, C Z;.
D’otu la formule :

b(of°,s)=(s+1)(s—4/3)(s—5/3) si A #0.

Cet exemple illustre le second point de la remarque 4.1.3.7, puisque b(dz5, s)
divise b(d(x1 + Az2)?, $)b(0(z1 + Az2)®, s + 1) pour tout A # 0. De plus, c’est
I’exemple initiateur des calculs du paragraphe 4.1.5.

e Montrons comment obtenir un opérateur réalisant le polynéme de Bern-
stein de § f* a partir de la formule du théoreme 4.1.3.6.

LEMME 4.1.4.6 Pour tout ¢ € Q", il y a une inclusion :

II (—e+lel+d)6f € @ DEsqridls + DIs|(f, T)of° (4)

0<¢'<q, 2, CZ!, i>0
N q ~~ -

dq(s)

Pour un certain ¢ < o, nous obtenons ainsi un opérateur P € D[s|(f, J)
tel que d,(s)0f* = PJf°. On conclut alors grace aux relations (3) du lemme
3.1.1.3.
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Preuve. D’apres la remarque 4.1.3.2, nous pouvons procéder par récurrence
sur ¢ € (=N + 1) N Q*. Si ¢ = 0, lassertion est manifeste. Supposons
maintenant qu’il existe une identité :

dy(s)5f* =Y _0°Us mod DIs|(f, T)5f* (5)
U

pour un ¢ € QF, ot Ug € @, E>q+i0& — {0}. Notons B, C N, ensemble
des multi-indices ( pour lesquels p(Ug) = q. Si B, est vide, on déduit aisément
de (5) une relation pour le successeur de q.

Traitons maintenant le cas B, non vide. Remarquons d’abord que pour
tout 3 € By, in(Us) € Z,. En effet, la relation (—1)¥l(z# /81U = Us + R ou
R € @®,.) DE- 166 + DJS ¢, entraine que in(Ug) = in((—1)% (z# /8NU).
Or U € D[s]df* d’apres la relation (5); d’ou Passertion.

Par suite, grace a la remarque 4.1.3.5 (et éventuellement le lemme 4.1.2.1)
I'identité (5) implique :

dy (5)0f° € @D DE>gsi66 + Y 0°Vs + DIs|(f, T)of*
i>0 BEBy

ou ¢; est le successeur de ¢, et V3 € Z,. Nous en déduisons le résultat espéré,
I'inclusion (4) au rang ¢; étant une conséquence directe du lemme qui suit.

LEMME 4.1.4.7 Pour tout ¢ € Q*, Z, C Diso DE>q+id f* +D[s|(f, T)o f°.

Preuve. Soit U un élément non nul de Z,. Par définition, il existe U’ €
D(s](f, T)of* tel que U = in(c(U")). Ecrivons U' = Y- 0°Uj mod DJ6 f* o
Up € D> E& — {0} ]

Notons ¢(U') = mingp(Us) < ¢. Soit # € N", un multi-indice de longueur
maximale pour lequel ce minimum est réalisé. Si 3 est nul alors U' — U €
Do DEqrid f°+DJOf?, d’ou Iassertion.

Supposons que | 3| > 0. Nous avons la relation (—1)/%(z# /B)U’ = Ué+R
ou R e 69120 DEs u)+i0& +DJ 6 f°. Posons alors :
U'=U" -8 ((-1) (2P /p0U") = [U' — 0°Us] - °R

Remarquons que c(U") = ¢(U’), ¢(U") > q(U’) et que U" € D(f, T)df*. De
plus, le multi-indice 5 n’apparait plus dans le calcul de ¢(U").

En itérant ce procédé, soit on peut conclure grace a la nullité de [, soit on

obtient U € D(f, J)df* tel que ¢(U) = ¢(U’) et q(U) > q(U). Ces rationnels
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appartenant & (—IN + II) N Q™, une induction permet donc de se ramener
au cas ¢(U) = ¢. En éliminant comme précédemment les multi-indices S de
longueur non nulle, on parvient enfin a conclure.

e Donnons une majoration de X = min{N € N|O»y N C[z] C in(J)}.
Reformulons le probléeme. Etant donné un idéal de colongueur finie I C Clz]
engendré par des polynomes G, ... ,G,,, m > n, quasi-homogeénes pour un
systeme de poids 8 = (B1,...,5.) € (Q™)", de degré oy < -+ < o,
nous souhaitons obtenir une majoration du plus petit entier N(I) tel que I
contienne tout polyndéme quasi-homogene de degré supérieur ou égal a N(I).

Lorsque les polynomes G, ... ,G,, sont homogenes, J. Briancon donne
une réponse dans [Br2]. Il définit le multi-degré caractéristique de 1'idéal I,
suite croissante d’entiers 6(I) = (d1,...,0,), et montre que N(I) < §; +
«+++ 0, —n+ 1. De plus, §(I) est une sous-suite de la suite des degrés des
polynémes G;. Ainsi, si = (1,...,1) :

NI)<oy,+-+0,—n+1.

pour une suite 1 <31 < -+ <1, <M.

_ Traitons maintenant le cas général. Pour tout < = 1,... ,m, considérons
Gi(X) = Gi(XP, ..., Xb), ot B; = bj/r € (1/r)N*, j = 1,...,n, poly-
noéme homogene de degré ro;. Soit (01 = 70iy,- .. ,0n = r0;,), le multi-degré

caractéristique de 'idéal I = (G4, ... ,Gy)C[X]. D’apreés le cas précédent,
®D,-,. C[X]i C I, ot C[X];, désigne le sous C-espace vectoriel des polynémes
homogenes de degré k, et kK = 79;, +---+7rg;, —n + 1. On en déduit alors
aisément que :

n—1
N(I) < o + -+ 0i, —

Nous avons donc la majoration: X < [n(o+ 1)].

4.1.5 Application: polynomes de Bernstein génériques

Dans ce paragraphe, nous donnons un cas dans lequel le polynome de
Bernstein générique associé a d d’une déformation F' coincide avec celui de
la fibre générique (voir la remarque 3.2.2.10). Puis nous adaptons a notre
situation les calculs de polynémes de Bernstein génériques de déformations
semi-quasi-homogenes en dimension deux menés dans [B.G.M.M, p. 599-603].
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Le cas général

Rappelons que g est une application polynomiale non constante, nulle a
I’origine, quasi-homogene pour le systeme de poids «, définissant une inter-
section complete a singularité isolée en 0, et telle que § € R satisfait a la
condition (i) du paragraphe 3.1.1 (voir page 101).

Soit, f € Cl[z], un polynéme non constant, quasi-homogene pour le sys-
téme «, tel que application (f, g) définit une intersection compleéte & singu-
larité isolée. Sans perte de généralité, nous supposerons encore que p(f) = 1.

Soit £ C C|[z], un ensemble fini de monémes d’ordre strictement supérieur
a un. Considérons enfin la déformation :

F:f+Ztee € Clt,z] .

ecé
Ainsi, (F, g) est une déformation semi-quasi-homogene de (f, g).

L’application (F, g) étant polynomiale, § F'* admet un polynéme de Bern-
stein générique (proposition 2.1.2.4), générateur unitaire de I’idéal des poly-
nomes c(s) € Cls| vérifiant :

c(s)0F° € D{{t}}[s].6F*+!

On le note b,(6F*, s). Retrouvons ce résultat lorsque p = n — 1, en adaptant
la méthode développée aux chapitres 3 et 4.

En effet, comme le fait F. Geandier dans [Ge2], on peut faire une version
‘relative’ de la construction du chapitre 3, ou les D{t}-modules & support 'es-
pace des parametres tiennent le role des D-modules supportés par 1’origine.
Les analogues des conditions (i)-(iii) sont satisfaites pour 6 € R ® C{{t}},
puisque Annpgy 0F° = E?:_IID{t}gi. Cela s’obtient par exemple & partir
du fait que, pour toute famille t = (t.).ce de complexes voisins de zéro,
carp DOF = X x (C")*, ou Fy € CJ[z] désigne la spécialisation de F' en
t (voir page 82). On réalise alors b,(6F®,s) comme polynome minimal de
action de s sur Hpp ((s+1)(D{{t}}[s]0F*/D{{t}}[s]oF*t)) = Z'| Z (voir
[Ge2, prop. 7.2]).

Dans les calculs du début du chapitre 4, cela revient a remplacer C
par C{t} partout: suivant le paragraphe 4.1.4, on construit alors une suite
(Hy, Sy), des C{{t}}-espaces vectoriels Z, Z', qu, et en utilisant les analogues
du théoreme 4.1.3.6 et du lemme 4.1.4.6, une équation fonctionnelle :

by(s)5F* = PSF**!
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ot P € D{{t}}[s] et by(s) = (s + 1) [1z,cz (s — o + o] + ).

PROPOSITION 4.1.5.1 Il existe un ouvert de Zariski © de l’espace des para-
meétres tel que, sit € ©, by(s) est le polynéme de Bernstein de Fy = F'(e,t).

Preuve. Lorsque on spécialise ¢ = t au voisinage de 0, pour t appartenant
a un ouvert de Zariski, les Hy(t) sont des spécialisations des H,. On montre
alors facilement que les dimensions de Z(t), Z,(t) sont génériquement égales
aux dimensions sur C{{t}} de Z, gq. Le résultat s’en déduit.

Ce résultat généralise [B.Ge.M, th. 3.4, p. 31] dans un cas particulier.

Un cas particulier en dimension deux

Nous supposerons maintenant que n = 2, p = 1, et que f(z) = ¢ pour un
entier ¢ € N*. Ainsi, g € C[z1, x2] est un polynéme a singularité isolée, quasi-
homogene de degré o pour le systéme de poids o = (a; = 1/a, ap) € (Q*7)?,
de la forme z8 + x1§(z), avec b € N* et § € C[z].

Remarquons que ¢ satisfait & la condition (i) du paragraphe 3.1.1. Cela
résulte du théoreme 3.2.2.3, et du fait que les racines du polynéme de Bern-
stein d’un germe de fonction analytique de deux variables sont strictement
supérieures & —2 ([V]).

En particulier, Iidéal in(J) = (24, z{ "¢, 9)Clz] a pour colongueur ab—
1, et le socle de C[z]/in(J) est de degré o avec :

o<14+p0—|af (6)

Pour i € {1,2}, posons o; = p;/r, ou p;,r € N* et pged(pr,p2) = 1. En
particulier, p1a = r et psb = rp.

Soit E C C|z], le supplémentaire de in(J) engendré par les monomes
2? = 2P 25 tels que (1, B2) € [0,a—1] x [0,b—1] — {(a —1,b—1)}. Notons
£ une base monomiale de E constituée de ces vecteurs. Pour tout ¢ € Q,

notons &, = {eé, e ,eg(q)} C &, la base monomiale de E,; ordonnée par ordre
croissant du degré en x;. En particulier, si pour tout ¢ = 1,... ,g, on pose
el = %, alors it = Bl 4 k(ps, —p1) € N” pour k =0,... ,d(q) — 1. Ainsi,
étant donnés e}t efll,+ ! € &, nous avons l'identité ef;’leg, = ef]ez;?Ll

Constatons que pour tout ¢ € Q, 0 < ¢ < min(1 — a4, 0 — ay), les sous-
espaces vectoriels O, E, C Clz] coincident.
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Soit o7 € II tel que 1 < o7 et 9 — ap < 07. En particulier, d’apres (6),
0 < 201. Soit alors 01 < 09 < --- < on = 0, la suite croissante des éléments
de TN [0y, 0]. Notons &' = UV, c‘fgz Considérons alors la déformation de f :

F:f+Ztee € Clt, 7]

ecg’
dont on souhaite calculer le polynome de Bernstein générique associé a ¢.
Cela va nécessiter trois lemmes techniques.
NOTATIONS

Posons h = F' — x(F) =Y, co(1 — p(e))tee, T C C{x1, 29,1}, le carré de
’idéal engendré par la famille (t)ecer, T = (g, X(F), AI(F))C{x1, xo, 1}, et

D=C{t}D, E=C{t}E, 6Z;=s(s—1)--- (s — i+ 1)0F°"

pour i € N. Enfin, Z, Z' c C{{t}} Do E6Z; désignent les C{{t}}-espaces
vectoriels de dimension finie engendrés par les images par I’application c de
D[s](SFs et D[s](F, J)SF* respectivement. On définit alors des espaces Zq,

Z’ pour tout ¢ € Q (voir page 105).

Considérons l'entier L, la suite des f“jg €D, DE(SEZ-, et les bons opéra-

teurs Sy € D que 'on construit en reprenant la proposition 4.1.4.2.

LEMME 4.1.5.2 Pourtout?{=0,...,L—1, [’élément Eng appartient a DEGSFs.
De plus, ﬁg = Ing,oéFs et C(ﬁg) = %géFS sont de méme ordre, égal d opyq
(en particulier, N = L). Plus précisément, pour tout £ =0,... ,L —1, j’vlg,()
et 715 sont égaux modulo DT, et :

he =" (00— p(e) -+ (o1 = p(e))(1 = p(e) )tee mod T

ecg!

in(h0F°) = c(in(H,)) € Z

(41 *

Preuve. Reprenons I'algorithme décrit a la proposition 4.1.4.2. Pour £ = 0,
puisque h € FE, il vient Hy = hdF*, donc ho Hyy = h, qui est bien d’ordre
1.

Supposons les assertions vérifiées pour ¢ < L — 2. L’algorithme s’écrit, :

(s+ 0011 —x — Q)ﬁg = flgﬂ mod DJSF* .

Remarquons que p(hﬁg) > 201 > o et que hﬁg € 7. D’apres le théoréeme
4.1.1.3, hhy s’écrit hhy = v+vx(F)+AAI(F) avecv € (g1,..- ,9,)T, 1, A€ T,
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tels que les termes apparaissant dans les membres de droite sont d’ordre
supérieur ou égal a p(hhy). Alors, en utilisant I’équation (f) du lemme 4.1.4.1
et les identités de la fin de la preuve du lemme 4.1.2.2, il vient :

c(Hpsr) = 0pp1hid F* — x(he)6F® + c((—|a| + 0)v — x(v) — AI(N))

ol le troisieme terme est dans 7 et d’ordre supérieur ou égal a o,,9. Grace
aux identités suivantes :

oerie — x(€) = (oer1 — ple))e
Hypy — hep10F° = (s+ 001 — x — 0)(Hy — hydF*)
+ (AIN +xv)0F° mod DT JOF?

nous déduisons donc de I’hypothése de récurrence que H,y; satisfait aux
propriétés souhaitées. D’ou le lemme.

REMARQUE 4.1.5.3 1l résulte de ce lemme et de la proposition 4.1.4.3 que,
pour tout ¢ € Q, 2, est contenu dans C{{t}}E,0F*, et n’est pas réduit a
zéro si et seulement si ¢ € {o1,... ,0n5}.

Il y a un cas particulier ou I’on sait conclure grace a ce lemme.

PROPOSITION 4.1.5.4 Supposons que d(o;) =1 pouri=1,... ,N. Alors le
polynome de Bernstein générique de 0F° est :

N
(s+1) ( I[I G-etlad+a][(s—o+lal+0i- 1))
q€ll, g<o1 i=1 red
Preuve. Sous nos hypotheses, d’apres la remarque précédente, qu est égal a
C{{t}} E,0F" si et seulement siq € {o1,... ,0n}, et est nul sinon. Le résultat

est alors une conséquence directe du théoreme 4.1.3.6 et de la remarque
4.1.3.3.

REMARQUE 4.1.5.5 e L’hypothése est satisfaite si p; > b, ou si p, > a.

e Dans la preuve du lemme 4.1.5.2, on utilise seulement que 1 < oy et
que o < 207. La proposition précédente reste donc valable sous ces seules
hypotheses sur ;. C’est pour traiter le cas général que I'on suppose de plus
que 9 — ag < 01.
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NOTATION B
Soit U € @,~, EJ=; non nul. Pour tout rationnel ¢ € Q tel que ¢ < p(U),
posons ing(U) =in(U) si p(U) = q, et iny(U) = 0 sinon.

LEMME 4.1.5.6 Pourtoutj=1,...,N, Uapplication linéaire ¢; de @gzl Eaj_(,i
dans E,;, définie par :
j o~
iIlo—j (C(Z U'z'Hi—l)) = QDj(Ul, Ce ,Uj)éFs
i=1

détermine une application C{{t}}-linéaire de rang mazimum, notée @;.

Preuve. Soit w = xllxgz € &, En utilisant des propriétés de la base £, nous
obtenons les inégalités suivantes :

arfy >o0;—(b—1D)ps/r=0j—p0+as >0, — 0y
@fy > 0j—(a—=1)pi/r=0;—14+a1 >0; -0y
Par suite, pour tout u € &, o, w/u est un élément de &,,, i =1,...,7.
Pouri=1,...,j tel que 0 —o; € II, considérons la matrice A* = (aj,,;) &
coefficients dans C{t¢} de I’application linéaire ¢;|z dans les bases &,
=0

et &;. Il résulte du lemme 4.1.5.2 que modulo T, les coefficients (a},;), 1 <
k < d(o;),1 <1 < d(o; — 0;), peuvent étre représentés par des polynémes
homogenes de degré un de la forme :

(0i1—0i) (01— 03)(1 — o3)te + Z Ayt

ve&,vefﬁj_ai ZE;j

Skl .
ou e = e, / €oi—0; € &, a, € C. De plus, avec nos choix de bases, nous avons

eﬁjl/efftigi = e’(f_j /ef,j_%,, des que k < d(o;)—1etl <d(o; —o;) —1. Nous en
déduisons alors que 'application ¢; est de rang maximum. D’ou I’assertion.

NoTATION
Pour tout ¢ € Q, posons :

) = { 40~ Tiadla=e) sig=o,.

LEMME 4.1.5.7 (i) Soient q, ¢' € p(O) tels que 1 < g < ¢'. Alors d(q) >
a(g) — 1.

(ii) Soit j € {1,...,N}. Si 6(o;) > 0, alors, pour tout i = 1,...,7,
oi=01+(i—1)/r et 6(c;) > 0.
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Preuve. Pour tout p €]1,0] N p(O), notons Z, C R?, le segment obtenu en
prenant I'intersection du pavé [0, a—1] x [0, b—1] avec la droite £, d’équation
a1T1+aes = p. Soient [(p) € RT, lalongueur de Z,, et 6 la distance minimale
entre deux points distincts d’une droite £,, a coordonnées dans Z?. Notons
enfin (u(p),e(p)) € N x [0,0[, 'unique couple tel que I(p) = Qu(p) + £(p).
Remarquons que u(p) < d(p) < u(p) + 1. Ainsi, comme I(q) > I(¢'), il vient
u(q) > u(q'), puis —1 < u(q) — u(q') — 1 < d(q) — d(¢'). Ce qui établit (i).

Soit maintenant j € {1,...,N} tel que 6(c;) > 0. Comme 6(0;) <
d(o;) — d(0) = d(oj) — 1, nous en déduisons que d(o;) > 2. D’apres (i),
d(¢) > 1 pour tout ¢ €]1,0,] N p(O). De plus, comme pged(py, p2) = 1, pour
tout ¢ € (1/r)N, la droite £, contient des points & coordonnées dans Z*. En

conséquence, {oy,...,0,} = [o1,0;]N (1/r)N 1ie. 0, = 01 + (¢ — 1)/r pour
1=1,...,7. Pour de tels indices, nous avons alors :
i—1 i—1
d(oi) =d(o;) = ) d(k/r)>d(o;) —1— Zd(k/r) >0(oj))—1>0
k=0 k=0

en utilisant une nouvelle fois (i). Ce qui acheve la preuve.

Nous sommes maintenant en mesure d’expliciter by(6F”, s).

PROPOSITION 4.1.5.8 Soit a € N*. Soit g € C[z1,xs], un polynéme quasi-
homogeéne a singularité isolée pour un systéme de poids o = (o1 = 1/a, ) €
(Q*")?, de la forme 28+ 21G(z), avec b € N* et § € C[z]. Notons o € Q son
degré.

Soit & Vensemble des mondmes x5 tels que (81, B2) € [0,a—1] x [0, b—
1]—{(a—1,b6—1)}. Pour tout q € Q, notons d(q) € N le nombre d’éléments
de € de degré q pour le systéme a. Notons o = max.c¢ p(e) et 11 C QF,
l’ensemble des degrés des éléments de &.

Soit o1 € 1l tel que 1 < g1 et o — ay < 1. Soit alors 01 < 09 < -+ <
on = 0, la suite croissante des éléments de IL N [o1, 0.

St F=f+ 266579(6)201 tee, alors le polynome de Bernstein générique de
OF" est :

N
s+ [[ s—e+lal+a][(s—e+lal+oi—1)
5(g)>0 i=1 red

ot 6(q) = d(q) — 521 d(q — 0;) si ¢ =0 pour un j, et d(q) sinon.
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Preuve. D’apres le théoréme 4.1.3.6, il suffit de déterminer I’ensemble Q C
Q" des indices ¢ pour lesquels gr,Z'/Z est non nul.
Soit g € Q. Tout d’abord, il résulte des remarques 4.1.3.3 et 4.1.5.3 que
C{{t}}E OF® C Z’ si et seulement si ¢+ 1 € {o1,...,0x}. En particulier,
o;,—1€ Qpouri=1,...,N, puisque ZcC C{{t}}EéFS d’apres le lemme
4.1.5.2.

Supposons maintenant que Z; = C{{t}}E,0F*. Alors, Z, C 2; si et
seulement si ¢ € II et qu - C{{t}}ﬁqéFs. Soit donc ¢ € II. Considérons
deux cas : N

- soit ¢ < 01. D’apres la remarque 4.1.5.3, Z, est nul. Ainsi, ¢ € Q.

- soit ¢ € {o1,... ,0n}. Alors, si 6(g) <0, il résulte du lemme 4.1.5.6 que
ZN = C{{t}}E dF*. Donc g ¢ Q. Montrons enfin que Z - C{{t}}E OF*®
lorsque d(q) > 0.

Soit 7, I'indice tel que ¢ = o;. Constatons d’abord que, d’apres les lemmes
4.1.5.6 et 4.1.5.7, ¢; est injective pour 7 = 1,...,7, ¢; étant de plus non
surjective.

Montrons que gq est contenu dans (im @;)dF*. Soit udF* € 2 D’apres le
lemme 4.1.4.4, il s'écrit ud F* = ing(c(32, acHy)), ot ag € C{{t}} @q T Oy
C{{t}} D, 5" Ey (puisque ¢—o01 < min(1—a;, 0—az) avec nos hypotheses
sur o et (6)) L 1nJect1v1te des @; et le falt queo; =o1+(—1)/r,i=1,...,7,
entrainent alors que udF* = ing(c(39_ arq JHng)) oll a4 o,,, désigne la
E ¢=0,...,L—1. Ainsi, udF*® € (im @;)0F*.
En particulier, ZNq est bien un sous-espace strict de C{{t}}E’qéFs, comme
annoncé.

composante de a; dans Fy_,,_ |,

La formule donnée s’en déduit alors aisément.

4.2 Quelques formules lorsque ’application
(f,g) est quasi-homogéne

Dans cette section, nous supposerons que 'application (f,g) est quasi-
homogene pour un systéme a € (Q*1)" et définit une intersection compleéte
a singularité isolée.

Nous cherchons ici & calculer le polynome de Bernstein des sections 6, f*,
L € (N*)P en utilisant les résultats du chapitre 3.

Rappelons que si I C O est un idéal de colongueur finie engendré par
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des polynomes quasi-homogenes pour un méme systeme de poids, une co-
base quasi-homogeéne de I est un ensemble de polyndémes quasi-homogenes
induisant une base du C-espace vectoriel de dimension finie O/1.

4.2.1 Des multiples de b(d1f*, s)

Il y a peu d’espoir de trouver une formule pour le polynéme de Bernstein
des sections 07, f%, L € (N*)?. En effet, méme si p = 1, la remarque 4.3.1.6
montre qu’il n’y en a en général pas pour 'annulateur dans D de 0, f*, £ € N*.
Intéressons nous donc a des formules de multiples de b(dy, f*, s).

Rappelons d’abord des travaux de H. Maynadier ([Md2]). Etant données
des indéterminées s1, ... , s,, et une application polynomiale f = (fy,... , f;),
définissant une intersection complete a singularité isolée a ’origine, et quasi-
homogene pour un systéme de poids 5 € (N*)", elle détermine des polyndmes
b(s) € Clsi, ... ,s;] non nuls, vérifiant ’équation fonctionnelle :

b(s)fit - f7r € Y DIsIfifst - £
i=1

dans Clz|[1/f1 - frys]fi'--- f7, introduite par C. Sabbah dans [Sb2].

La preuve du résultat suivant reprend la méthode alors utilisée.

PROPOSITION 4.2.1.1 Soient f,q1,... g, € Clz], des polynémes non cons-
tants, quasi-homogénes de degré respectif 1,01,... ,0p, pour un systéme de
poids o € (QT)", tels que Uapplication (f, g1, .. , gp) définit une intersection

compléte a singularité isolée a lorigine. Soit Il C Q*, ’ensemble des degrés
des éléments d’une cobase quasi-homogeéne de l’idéal de colongueur finie J C

O engendré par les polynomes quasi-homogeénes f, g1, ... ,gp, et les mineurs
mazimauz de la jacobienne de (f,g). Soit L = (Iy,...,1,) € (N*)?, un multi-
indice.

Alors, le polynome de Bernstein de 0, f° est un diviseur de :

s+ 11— e =~ = opip + o] + )

J<L q€ell

ou les multi-indices 7 = (j1,...,7p,) € (N¥)? sont tels que j; < l; pour
1=1,...,p.

Preuve. Remarquons d’abord que pour tout multi-indice s € (N*)" et pour
tout u € Clz] quasi-homogene de degré ¢ € QT, il y a une équation de
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‘montée de 'ordre’ :
- 0
(s — 0.0+ |a|+ qud; f* = ;aia—aciin(sts

obtenue a partir de 'identité (3) du lemme 4.1.2.1. En itérant cette équation,
il vient :

lH(S — 0.7+ |af +q)

q€ell

81f° C Y Dlslgidsf* + DIs|(f, {A%(f)} )6, 1

=1

puisque tout mineur maximal de la jacobienne de (f,g) est au signe pres
égal & un A% (f) = [AY%, f] (voir page 84). Par suite, avec les notations de
I’énoncé :

[H [[(s—or+lal+0q)

J<L gell

0,f* C Y DsI(f, {A%(H)}x)bsf?

J<L

, . . i 1.—i
La formule annoncée résulte alors des relations d; = gil o gr 6, e R

t (s + 1)AL(F)5,f5 = AL.5,f+L.

En mettant a profit la remarque 3.1.3.5, un multiple de moindre degré
peut parfois étre donné.

PROPOSITION 4.2.1.2 Soient f, g1, .. , g, € Clz], des polynémes non cons-
tants, quasi-homogénes de degré respectif 1,01,...,0p, pour un systeéme de
poids o € (Q)™, tels que Uapplication (f,g) définit une intersection com-
pléte a singularité isolée a Uorigine. Soit L = (ly,... ,l,) € (N*)?, un multi-
indice.

Supposons que l'idéal J' C O, engendré par f, gil, e ,g,l,”, et les mineurs
mazimauz de la jacobienne de (f,g), soit de colongueur finie.

Alors b(0r,f*, s) divise le polynome :

(5+1)H(S_Qlll_"'_gplp+|a|+Q)

qery’

ou IT" est ’ensemble des degrés d’une cobase quasi-homogeéne de l’idéal J'.

Preuve. Rappelons que les opérateurs A% introduits a la page 84 annulent ¢y,
et que tout mineur maximal de la jacobienne de (f, g) est au signe pres égal a
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un A% (f) = [AY%, f]. D’aprés la remarque 3.1.3.5, nous avons un morphisme
D|s]-linéaire surjectif naturel :

- Dl Dlslonf
D[s](x + 0.z — s) + D[s]J" D[s]o,, f5+!

entre deux D-modules de type fini supportés par I’origine. Nous en déduisons
alors que b(d, f*, s) divise le polynéme minimal de ’action de s sur H?,(N").
Or cet espace s’identifie a O/J’', ou I'action de s correspond a celle de 1'opé-
rateur H = —x + o.L — |o|. Le résultat s’en déduit, en considérant la matrice
de 'action de H dans une cobase quasi-homogene de O/J".

N‘I

— (s+1)

REMARQUE 4.2.1.3 Méme lorsque = (1,...,1), cette formule ne donne
en général qu'un multiple de b(d;, f*, s), comme le montre 'exemple qui suit.

Soit n =2, p=1, f(z) = z1 et g(z) = z%. L’application (f, g) définit une
intersection compléte a singularité isolée. D’apres la proposition précédente,
le polynome (s + 1)(s + 1/2) est un multiple du polynéme de Bernstein de
d f*. Toutefois, (s + 1/2) n’est pas un facteur de b(d f*, s), puisque ce dernier
est égal a s + 1.

4.2.2 Le polynéme de Bernstein de 6 f*

Nous nous efforcons ici d’établir 'expression explicite du polynome de
Bernstein de 0 f°.

Constatons d’abord que les propositions 4.2.1.1 et 4.2.1.2 donnent la
méme formule d’un multiple de b(d f*, s), qui est en général strict (remarque
4.2.1.3).

Faisons maintenant I’hypothese que I'application g définit une intersection
complete a singularité isolée a 1’origine.

THEOREME 4.2.2.1 Soient f,¢1,...,9, € Clz], des polynémes non cons-
tants, quasi-homogénes pour un méme systéeme de poids o € (QT*)", tels
que les applications g = (g1,...,9p) et (f,g) définissent des intersections
complétes a singularité isolée a l'origine. Sans perte de généralité, nous sup-
poserons que [ est de degré un. Notons o € Q**, le degré de g, - - - g, € Clz],
II C Q" I’ensemble des degrés des éléments d’une cobase quasi-homogéne de
Vidéal J' C O engendré par les polynomes quasi-homogénes f, g1, ... , gy, €t
par les mineurs mazimauz de la jacobienne de (f,g). Notons enfin c(s) le
polynome réduit [ [,cp(s — o+ |a| + q) € C[s].

Alors b(6f*, s) divise (s + 1)c(s) et est un multiple de ppem(s + 1, ¢(s)).
En particulier, le réduit de b(0f*,s) coincide avec celui de (s + 1)c(s).
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Preuve. Constatons que la premiere relation de divisibilité a été établie a
la proposition 4.2.1.2. Reprenons sa preuve. Nous avons une suite exacte de
D[s]-modules de type fini supportés par 'origine :

Dls|
D[sl(x + ¢ —s) + DIs]

D[slof?
Ds]d fs+

0> K—->N = JI—>(3+1) =0 (1)

Soit P(s) € DJs|, un représentant d’un élément de K. Il existe alors un
opérateur Q(s) € DJs] tel que (s + 1)P(s)df* = Q(s)df*T.. En d’autres
termes, (s+1)P(s) appartient a I'idéal D[s]f + Annppq 6 f°. Or Annp, 6 f° =
D[s](x + 0 — s) + D[s]Annp 6 f*. 1l résulte alors de la proposition 3.2.1.7 que
(s + 1) P(s) appartient a 'idéal D[s](x + 0 — s) + D[s] T, c’est-a-dire définit
I’élément nul de K

D’autre part, la suite exacte (1) induit celle de C-espaces vectoriels de
dimension finie :

Dislof*

0= Hpp(K) — HppN') — Hpp((s + DW

)—=0

Rappelons que c(s) est le polynéme minimal de I'action de s sur Hp5(N").
Puisque (s+ 1) annule H} (), le polynéme c¢(s) coincide avec b(df*, s) si I
est nul, et est égal au ppcm de s+ 1 et b(df%, s) sinon. Le résultat annoncé
s’en déduit aisément.

REMARQUE 4.2.2.2 Sous nos hypotheéses, A. Dimca a montré que 1’opéra-
teur de monodromie A en degré n —p — 1 associé a f : (X,0) — (C,0) est
diagonalisable, et a calculé son polynéme caractéristique (cf. [D]). Notre for-
mule permet donc de retrouver autrement les valeurs propres de h (voir le
corollaire 1.2.2.2).

Ainsi, lorsque les applications g et (f, g) sont quasi-homogenes pour un
méme systeme de poids et définissent des intersections compléetes a singularité
isolée a 'origine, nous connaissons le polynéme de Bernstein de § f°, parfois
seulement a la multiplicité de la racine —1 pres (qui est un ou deux).

L’indétermination peut étre levée lorsque la construction du chapitre 3
s’applique. En particulier, nous avons le résultat suivant :

COROLLAIRE 4.2.2.3 (DU THEOREME 3.1.3.3) Soient f,g1,...,9, € Clz],
des polynomes non constants, quasi-homogenes pour un systéme de poids o €

(Q*M)", et tels que les applications (f, g1, --- ,9p) et (g1,---,9i),1=1,...,p,
définissent des intersections completes a singularité isolée a [’origine.
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Supposons que —1 soit la plus petite racine entiere du polynome de Bern-
stein de g°, et, si p > 2, de celui de la section (1/g; - “9i)9i41, pour tout
i=1,...,p—1,0u1/g1---g; € O[l/gl---gi]/Z;:lO[l/gl---g}----gi] est
la classe de 1/g; - - - g;.

Sans perte de généralité, nous supposerons que f est de degré un. Notons
0 € QY le degré de g1+ -g, € Clz], Il C Q" Uensemble des degrés des
éléments d’une cobase quasi-homogéne de l’idéal J C O engendré par les
polynomes quasi-homogeénes f, g1, ... , gy, et par les mineurs mazimauz de la
jacobienne de (f,g).

Alors, le polynome de Bernstein de 6 f° est :

s+ ]J(s—e+lel+0q) .

g€ell

Preuve. Nous avons constaté a la page 94 que, sous nos hypotheses, les condi-
tions du paragraphe 3.1.1 sont satisfaites pour 9§, I'idéal J de la condition
(ii) étant 'idéal introduit dans 1’énoncé. Utilisons donc la construction faite
au chapitre 3.

Soit £ C CJz], une cobase quasi-homogene de 'idéal J, et E C O, le C-
espace vectoriel qu’elle engendre. D’apres le théoreme 3.1.3.3 et la remarque
3.1.2.5, b(df*, s) est le polynéme minimal de P’action de s sur E¢f*.

Soit e € £, un élément de degré g. Alors s.ed f* = c(sed f*) par définition
de l'action de s. Comme l'opérateur s — x — o + ¢ annule ed f*, nous en
déduisons que s.ed f* = (o — |a| — ¢)ed f*. Ainsi, la matrice dans la base &£
de l'action de s sur Edf° est diagonale, et le polynome donné est bien le
polynome de Bernstein de 6 f*.

REMARQUE 4.2.2.4 e Nous retrouvons bien sur la formule donnée & la re-
marque 4.1.3.7.

e Grace au théoreme 4.2.2.1, pour savoir si les conditions sur les racines
entieres des polynomes de Bernstein considérés dans ’énoncé sont satisfaites,
il ‘suffit’ de calculer les degrés des éléments de cobases quasi-homogenes
d’idéaux quasi-homogenes de colongueur finie.

e Lorsque g; = x;, i = 1,...,p, nous retrouvons comme prévu (cf. propo-
sition 1.3.2.1) la formule bien connue ([Mw]) du polynéme de Bernstein de
flx(z) = f(0,...,0,Zpt1,...,%y), polynéme définissant dans X une singu-

larité isolée.

e Au paragraphe 4.3.1, nous calculons le polynéme b(d f*, s) dans un cas
particulier ou 0 ne satisfait pas aux conditions du paragraphe 3.1.1 et ou le
théoreme 4.2.2.1 ne permet pas de conclure (ayant —1 racine de c(s)). Le
résultat trouvé est celui qu’aurait donné la proposition 4.2.2.3.
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De plus, le lemme 4.2.3.1 permet de constater que dans le cas particulier
oup =1 et f est lisse, sous les seules hypotheses du théoreme 4.2.2.1, le poly-
nome de Bernstein de § f° coincide avec le polynome trouvé a la proposition
précédente. Il est donc légitime de penser que c’est toujours le cas.

4.2.3 Le cas d’une fonction lisse sur une hypersurface

Dans ce paragraphe, 'entier p est égal a un et f est un polynome non
constant, quasi-homogene pour le systeme «, qui définit une hypersurface
lisse a l'origine. Notons R = O[1/¢]/O, ¢ la classe de 1/g dans R, et, pour
tout £ > 2, 6, € R celle de 1/g¢*.

Comme nous ’avons constaté au paragraphe 1.3.3, c’est le plus simple
des cas non triviaux.

Remarquons tout d’abord que, sous nos hypotheses, b(df*, s) peut s’ex-
primer en fonction du polynéme de Bernstein de la restriction de g a la
sous-variété {f = 0}.

LEMME 4.2.3.1 Soient f,g € C|z|, deuz polynémes non constants, d singu-
larité isolée, quasi-homogénes de degré 1,0 € Q™ pour un systéme de poids
a=(a,...,0,) € (Q )", tels que Uapplication (f,g) définit une intersec-
tion complete a singularité isolée a l’origine. Supposons de plus que ’appli-
cation f soit lisse a l'origine. Notons g la restriction de g a la sous-variété
définie par f.

Alors, a une constante multiplicative preés, le polynome de Bernstein de
Of* est égal a b(g®, (s+1)/o—1).

Preuve. Quitte a faire un changement de coordonnées, nous pouvons supposer
que f = z;. Notons x = )" | o,;x;(0/0x;) € D, opérateur d’Euler associé
au systéme o, et X = > - ;(0/0x;)z; = x + |

En utilisant 'opérateur s — o — x € Annp[, dx7, 'équation de Bernstein
pour dz s’écrit :

b0z, X + 0 — |a|) € Dxy + Annp iz

C’est-a-dire, d’apres la proposition 3.2.1.7 :

9 9
b(625, X+ 0 —|a|) € Dz +Dg+ > D(%g;j——g;i) (2)

ox;
2<i<j<n J

Notons D C D, le sous-anneau des opérateurs différentiels indépendants de
(0/0z1) et de z1, X € D, Vopérateur Y . , o;(0/0x;)x;, et § € Clza,. .. , Ty,
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la restriction de g a ’hyperplan {z; = 0}. Remarquons que, sous nos hypo-
theses, g est & singularité isolée, quasi-homogene de degré p pour le systeme
a= (012,... ,ozn).

L’équation (2) se réécrit :

0., _ 0.,
a%igmj 890 gzl )

b(6z3, X +o—la)) €Dj+ Y DI
2<i<j<n
Ou encore, en remarquant que a; = 1 et en reconnaissant dans le membre
de droite I’expression de I’annulateur dans D de g° ([Ml1, p. 117] ou [Y, th.
2.19, p. 133))) : ~
b(0zs, 0(s +1) —1)g* € D[s]g*™" .

D’ou le résultat.

En particulier, nous retrouvons le résultat du corollaire 4.2.2.3 a par-
tir de la formule classique du polynome de Bernstein d’un polynéme quasi-
homogene, a singularité isolée ([Mw]). L’hypotheése sur les racines de b(g*, )
est donc superflue dans ce cas particulier.

Ce résultat est a rapprocher de la formule obtenue au théoreme 1.3.3.3.
Donnons un résultat du méme type.

LEMME 4.2.3.2 Soient z,y1,...,Y,, des indéterminées. Soient h € C[x] et
v € C{y}[z, 2], des polynémes quasi-homogénes en (x, z) pour un systéme de
poids (a,1) € (Q*)", de degré o et 0 — 1 avec o € Q*", o > 1. Supposons
que h définisse une singularité isolée a l’origine de C". Notons b(s) € Cls],
son polynéme de Bernstein et § € C{z,y,z}[1/h + 2v]/C{z,y, 2}, la classe
de 1/h + zv.

Alors le polynéme de Bernstein de 6z° divise b((s +1)/0 —1).

Preuve. Notons x = >, a;z;(0/0x;) € D, opérateur d’Euler associé au
systeme «. En utilisant 'opérateur ps — x € Annph® et lexpression de
I'annulateur dans D de h* ([MI1, p. 117] ou [Y]), I’équation de Bernstein
pour h® s’écrit :

b((1/0)x) € Dh+ Annp h° = Dh + Z D( —h' —ih' )
i Ow;
1<i<j<n
Cette équation devient :
B(1/0)(x+ 22) € D(h+2v) + Dzt 3 DLl — b)) (3)
N oz 1<i<j<n 895 Y 0w
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ot D désigne 'anneau des opérateurs différentiels C{z,y, 2}(d/0z,d/dy,
0/0z). D’autre part, remarquons que :

0 0 1 0 0 Z
_hl _ _hl s Y | s
[83:]- T Oxy x’] htzv {Oxivxj oz; v”] ht v
L’identité (3) implique alors :

b((1/0)(x + %z)) € Dz + Anng §z°

En constatant que 'opérateur x + (0/0z)z — 1 — s + o annule §z°, nous en
déduisons que b(02*, s) divise b((s + 1)/0 — 1), comme souhaité.

Ce résultat est a rapprocher de la proposition 4.2.1.2. C’est un compromis
entre le lemme précédent et le théoreme 1.3.3.3.

Pour finir, calculons b(d,f%,s), £ > 2, quand l'application (f,g) a les
hypotheses de singularité habituelles.

PROPOSITION 4.2.3.3 Soient f,g € Clz], deur polyndmes non constants,
a singularité isolée, quasi-homogenes de degré 1,0 € Q*F, pour un systéme
de poids o = (ay, ... ,ap) € (Q*N)", tels que Uapplication (f,g) définit une
intersection compléte a singularité isolée a ['origine. Supposons de plus que
Papplication f soit lisse. Notons enfin k € Z—N, la plus petite racine entiere
du polynome de Bernstein de g.

Alors, pour tout entier £ > —k, le polynome de Bernstein de 6,f° est :

(s+ 1) [[(s = ot +lal+q)

ou Il C Q* désigne l’ensemble des degrés des éléments d’une cobase quasi-
homogéne de l'idéal J C O engendré par f et les f;ig'xj — a’cjg;i, iF 7.

Preuve. Remarquons que g € J, puisque [ est lisse et :

09 s, = 9ot — Y i (fr. b — fr.9h) (4)
VEa
pour i =1,...,n. Si £ =1, cette proposition est donc un cas particulier du

corollaire 4.2.2.3. Supposons donc que ¢ > 2.

D’apres les vérifications faites en page 94, I’élément §, € R satisfait aux
conditions du paragraphe 3.1.1. De plus, I’idéal de colongueur finie 7 est celui
associé & un systeme générateur de Annpd, comprenant g, les opérateurs
9(0/0x;) + Lg,, i =1,...,n, g, (0/0x;) — g;j(a/ari), 1# 7, et x + ol. Le
résultat annoncé s’obtient alors a partir de la construction du chapitre 3,
exactement comme lors de la preuve du corollaire 4.2.2.3.

Signalons enfin que le théoreme 4.2.2.1 a son homologue dans ce cadre.
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4.3 Exemples de calculs

Dans cette section, nous étudions des exemples ol les conditions du pa-
ragraphe 3.1.1 ne sont plus satisfaites. Des méthodes moins sophistiquées et
plus spécifiques sont alors développées.

L’espace singulier sera toujours un cone non dégénéré, singularité non
triviale la plus simple.

4.3.1 Couples de quadriques de C* définissant une sin-
gularité isolée

Soit X le cone quadratique de C*, défini par g(z) = 2?2 + --- + 2. Soit
f(z) = 2?21 Aix?, ott Ay, ..., Ay € C sont deux-a-deux distincts. L’applica-
tion (f,g) : C* — C? définit alors une intersection compléte & singularité
isolée a 'origine.

Notons O = C{xy,...,x4} la C-algebre des germes de fonctions ho-
lomorphes a lorigine, D = O(d/0zy,...,0/0x,) anneau des opérateurs
différentiels & coefficients dans O, R = O[1/g¢]/O le premier groupe de co-
homologie locale algébrique de O a support dans X, et § (resp. d3) la classe
dans R de 1/g (resp. 1/¢?).

Nous souhaitons ici calculer le polynoéme de Bernstein de § f* € R[1/f, s] f*.
D’apres le théoreme 4.2.2.1, nous savons que le réduit de b(df*, s) est :

b(0f°8)peq = (5 +1)(s+ g)(s +2)

et que la multiplicité dans b(d f*, s) de la racine —1 est au plus égale a deux.

Rappelons que X a une singularité isolée a 'origine, et que g¢° a pour
polynéme de Bernstein (s + 1)(s + 2), réalisé par ’équation :

1
(s+1)(s+2)g° = gAgs+1

ot A = (9/0z1)*> + -+ -+ (0/0x4)? est I'opérateur de Laplace.

C’est, 'exemple le plus ‘simple’ ou le corollaire 4.2.2.3 ne permet pas de
conclure, la condition (i) du paragraphe 3.1.1 n’étant pas satisfaite pour 0
(voir le théoreme 3.2.2.3). Lever I'indétermination sur la multiplicité de la
racine —1 va nécessiter des calculs d’annulateur.
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L’annulateur dans D de §

Comme —2 est la plus petite racine entiere du polynome de Bernstein de
g, il résulte du théoréme 3.2.2.3 que :

Annp 8, = Dg? + Z

1<i<j<4

0
i)+ D 4
axz axjx)+ (x+4)
ol x = 21(0/0x1) + - - - + 24(0/0x4) est 'opérateur d’Euler.

Le calcul de I'annulateur dans D de 6 € R nécessite plus d’efforts.

LEMME 4.3.1.1 L’annulateur dans D de § est :

0

Amnpd=Dg+DA+ Y D(5 -1 ai-
{ J

1<i<j<4

z;) + D(x +2)

ou A désigne lopérateur de Laplace (0/0x1)* + -+ (0/0z4)?.

Preuve. Notons I, Iidéal proposé dans 1’énoncé. Il est clair que I C Annp .
Montrons I’inclusion réciproque.

Soit P € D. Cherchons un représentant plaisant pour la classe de P
modulo I'idéal I. Constatons d’abord qu'’il existe dans D un opérateur R
de la forme R'(0/0x4) + R? + 1, avec R', R? € C{x1, o, 23}(0/0x1,0/0x4,
0/0z3), et r € O, tel que :

8

P— REDA+ZD 5 ai
4 7

:(,‘4) +D(X+2) .

Par suite, un représentant de P + I peut s’écrire :

3
2:: 8x4+z a
——

i=1

p2

ou P!, P? € C{z;,...,x3}(0/0x1,...,0/0x;), i € {1,2,3}, p € C{mw,xo,
z3} et ¢ € C{xq,x9, x3}[24] est de degré au plus un en zy.

Supposons que P € Annp d et montrons que P est nul, ce qui établira
I'inclusion souhaitée. Supposons P # 0. Il résulte du lemme 1.3.1.1 que son
degré est alors nécessairement non nul, puisque P € Annpd et ¢ & ¢O.
Notons d € N, lentier deg P — 1.
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Etant donné un entier [ € N et un opérateur ) € D de degré inférieur
ou égal a [, notons 0,(Q) € O[] son symbole principal si deg @ = [, 0 sinon.
Remarquons que :

o(P) = 04(P"& + 04(PY)& + 04(Py)ea + 0a(P5)Es

ou O'd(Pl) =p sid= 0, et O'd(Pl) = O-dfl(Pll)gl + Udfl(P%)fg + O'dfl(P;)é-g
sinon.

Un calcul élémentaire établit I’égalité dans O[1/g] suivante :

51 d+1 O-(P)(g;,zla"-aglw) v
P; = ()" (d+1)! gi+2 : g+l

avec v € @. Comme P annule §, P(1/g) est un élément de ©. De plus, le
degré en x, de U(P)(g’wl, s Gh,) = 2915 (P)(x, ... ,x4) est au plus un. Par
suite : )
o(P)(x1,...,24) =0
Les opérateurs P! et P? étant indépendants de x4 et de (9/0x4), cette identité
implique que o(P*)(x1, T2, 73) = 0, £ € {1,2}. Montrons que cela entraine la
nullité de o(P). Quand d = 0, c’est patent.
Supposons que d > 1. Pour tout ¢ € {1,2}, i € {1,2, 3}, posons :

o(PH= Y @i wm)E &0

a€N?, |a|=d
La nullité de o(P*) (1, 12, x3), £ € {1,2}, s’écrit donc :

3
V4 ai a;+1
E E pi,a(xi,... ,L3)xst i =0

. - -
=1 aeN?, |a|=d e
p.
i

En considérant le degré en x, puis celui en z;, x5, des monomes apparaissant
dans les ¢ ,, nous constatons que pour £ € {1,2}, o(Pf)(x1), o(Py)(z1,z2)
et o(Pf)(x1, T2, z3) sont nuls. Par suite, o(Pl) = o(P?) = 0. Enfin, si «,
of € N, i € {2,3}, sont deux multi-indices distincts de longueur d, alors

il existe k € {1,...,i — 1} tel que oy # «}; en particulier, le degré en =y
d’un monodéme de p;, est différent de celui de tout monoéme de p; o . Ainsi,
la nullité des o(Pf)(z1,... ,z;) entraine celle des ¢ ,, c’est-a-dire celle des

o(Pf),i€{1,2,3}, £ € {1,2}. i
Par suite, le symbole principal de P est nul, ce qui contredit la non-nullité
de 'opérateur P.
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Ainsi, P € I, comme souhaité. Ce qui achéve la preuve.

En particulier, I'idéal Annp 6 est engendré par des opérateurs de degré au
plus deux (et pas moins; voir le théoreme 3.2.2.3). Il en résulte que la déter-
mination de b(d f*, s) nécessite ’expression de I'idéal Annp d5 f*. Calculons-le
donc.

L’annulateur dans D de 0, f*

e Considérons le Dga-Module N' = Dcada/Dcad. Son support est claire-
ment contenu dans X = ¢g~!(0). Comme g est lisse en dehors de l'origine,
N, =0 pour p € X —{0}. Ainsi, NV est a support l'origine. De plus, il résulte
de ’équivalence I < 4 de la proposition 1.1.2.10 que Ny n’est pas nul.

LEMME 4.3.1.2 Soit 52 la classe de 8, dans Ny. Alors Uannulateur dans D
de 9y est DIN, ou M désigne 'idéal maximal de O.

Preuve. 11 est manifeste que g, i = 1,...,4, annulent 52; d’ou Iinclusion

DI C Annp 52. Le résultat est alors une conséquence de la maximalité dans
D de I'idéal DIN.

REMARQUE 4.3.1.3 La non-nullité de N, peut se voir directement par voie
géométrique.
Considérons la suite exacte de Dga-Modules :

0 — Dc1d — Deady — N — 0

Le Dcs-Module Dc1ds étant isomorphe a R, sa variété caractéristique contient
le conormal & 1origine T{*O}C4, g étant a singularité isolée en 0 ([L.MDb]).
D’autre part, ¢ est annulée par I'opérateur A ; comme son symbole principal
ne s’annule pas sur T{*O}C4, la variété caractéristique de Dcad ne contient
donc pas le conormal a ’origine. Il en résulte que N est non nul, de variété
caractéristique T{*o} ct.

e Considérons le Dce-Module
M = Dc452fs/Dc45fs.

Remarquons qu’il est supporté par l'origine. En effet, il est patent que son
support est contenu dans X. D’autre part, I’application (f,g) : Cc* - C?
définit en 0 une intersection complete a singularité isolée ; comme de plus X
est a singularité isolée en 0, le lieu critique de (f,g) ne rencontre X qu’en
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lorigine. Ainsi, en un point p de X —{0}, il existe un systéme de coordonnées
{z,vy, 2,t}, centré en p, dans lequel :

1 1
Mp = DC4,p ﬁys/DC‘l,p Eys 3

qui est nul de facon manifeste. Aussi, M est supporté par ’origine, et non
nul, puisque ‘en faisant s = 0’, la non-nullité de N implique celle de M.

LEMME 4.3.1.4 Soit 52f5€ My, la classe de 6o f°. De deuzx choses l'une :

1. Aucun des \; n’est nul i.e. f est a singularité isolée. Alors :

Annpb,f*=Dg+ »  DV;;+Dh

1<i<j<4
\ 4
0l Vij = fo, 00, — fa; 95, = 4N — \)mizy et h =7 (1/\i)a7.
2. Un des )\; est nul, par exemple \y. Alors :

AIIIID 52:}05: Dg + Z D’l%,j + Dl‘4.

1<i<j<3
Preuve. Traitons d’abord le premier cas. Notons I C D, I'idéal engendré par

g, h et les ¥, ;. L'inclusion de I dans Annp (52f5 résulte des identités dans
RI1/f,s]f* suivantes :

[w,—__ wja_} off = —Ui0f, 1<i<j<A4 (1)

Z Y axz = —2hbyf* (2)

Soit P € Annp dzfs. En faisant s = 0, nous en déduisons que P appartient

a I'annulateur dans D de d,, c’est-a-dire a DN, d’apres le lemme 4.3.1.2.
Aussi, I'opérateur P s’écrit :

4
P=>"Pg,,
=1

avec P; € D. En remarquant que DIN® C I et que Dx;z; C I pour i #
j, quitte a ajouter a P un élément de I, nous pouvons supposer que les
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coefficients p; , de (0/9z)7, v € N*, dans I’écriture de P, avec coefficients &
droite, sont des polynomes de C[z;| de degré au plus un, pour i =1,... ,4.

Nous avons alors les identités dans R[1/f, s] f* suivantes :

4
0 ) s psm
P&f* = —Za[amaf—sfmiaf :
i=1 ¢
= Qif°

pour un opérateur () € D, par définition de P.
En utilisant la relation d’Euler sf] df5~' = (1/2) (X — 1) f1,0f°"", avec
X =31 ,(8/0x;)x;, il vient :

4

P |t - 5= DA +f € Aunpar

=1

D’apres la proposition 3.2.1.7, nous avons :

4
Annp §f5 ! =Dg + ZDTZ
=1

avec Te = (8/8331)19],]; — (8/633])19%]9 + (a/ﬁxk)ﬁi,j, ou {i,j, k,g} = {1, 2, 3, 4}
et 1 < j < k. Nous en déduisons que :

4

S P -1f, €Df+Dg+ Y D (3)

i=1 1<i<j<4

En particulier, >; , (X — 1)f.. € DIM2. Clest-a-dire >, pi,fh € M2
pour tout v € N*,

Les A; étant tous non nuls, I’idéal jacobien de f coincide avec 9. Pour
tout v € N*, nous avons donc une égalité :

4

=1

avec m;, € M. La suite (f; ,...,f;,) étant O-réguliere, les p;, appar-

tiennent donc & 9, pour tout i = 1,...,4, v € N*. Avec notre hypothese
sur les p; ,, nous en déduisons que p; y = P; i, Piy € C. Ainsi P; = P,x;, les
P; étant des opérateurs a coefficients constants.
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L’identité (3) devient :

4

1 _
—ZPi(Y— 2)zif,, € Df +Dg + Z DY, ;

2 4 —
=1 1<i<j<4

L’idéal de droite contenant DIN3, il vient :

4

1 ~

§ZPimif;i €Df+Dg+ Y Dy
=1

1<i<j<4

En considérant le coefficient de (9/0z)" dans I'écriture d’un opérateur avec
ses coefficients a droite, nous avons enfin :

4
Zﬁzﬂ)\z.’ﬂg = Ufyf —+ Ufyg
=1

avec u,, v, € C. En remplacant z; par z;/;, ob €2 = \;, i = 1,...,4, cette
égalité devient :
4

Zﬁmxf = Uyg+ vyh .

i—1
, 4 D . \ L2
En conséquence, P =2, Pz} appartient & I, comme souhaité.

e Supposons maintenant que A4 est nul. Notons J, I'idéal de D engendré
par g, x4 et les ¥, ;, 1 <14 < j < 3. L’inclusion de J dans Annp ds f° résulte
de I’équation (1) et de l'identité suivante :

i&fs = 21409 f° .

8$4

Soit P € Annpdf°. Comme dans le premier cas, quitte a lui ajouter un
élément de J, nous pouvons supposer que P s’écrit P = Zle Pig,., avec
P; € D et ou le coefficient p; , de (0/0z)” dans I'écriture avec coefficients
a droite est un polynéme de C[z;| de degré au plus un, pour i € {1,2, 3},
v € N*. En recopiant ce qui fut fait lors du premier cas, nous obtenons
I'identité :

3

S PV, eDf+Dg+ Y Doy (4)

i=1 1<i<j<4
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En particulier, Zle Pi(x — 1) f;. appartient & DI, d’olt identité :
3 o~ o~
>_Pf, e D0
i=1

ot O = C{z1, 29, 23}, M est son idéal maximal, et D est Panneau des opé-
rateurs différentiels en (0/0x;), i = 1,...,4, a coefficients dans O. La suite
(fay: fay fay) étant O-régulitre, nous en déduisons comme dans le premier
cas que p;, = Pi,Ti, avec p;, € C, i € {1,2,3}, y € N*.

A partir de l'identité (4), on obtient alors les égalités :

3
Zﬁz‘,w\ﬂ? =u,f +v,9
i=1

ou u,, vy, € C, vy € N*. Ayant Ay = 0, g est le seul terme dépendant de 4.
Par suite, v, = 0. Nous en déduisons que :

3
Zﬁzvxf = uy(9 — )
i=1

donc P =230 lgzxf € D(g — x%). Ainsi P € J, comme souhaité.

Nous pouvons maintenant calculer ’annulateur dans D de d5 f* :

PROPOSITION 4.3.1.5 Soient g(z) = 22 +---+27 et f(z) = M+ -+ Mzl
les \; étant des nombres complexes deux-a-deux distincts.
De deux choses l'une :

1. Aucun des \; nest nul. Alors :

4
Annp 8, f* = Dg* + Z D(H; ;g9 + Vij) +

Z Z
A O
1<i<j<4

ot HZJ (a/aij)f, (6/8%,) z;? v ij — gw; - falv g;i
et h(z) = Zi:l(l//\i)xi'

2. Un des \; est nul, par exemple \y. Alors :

Amnp 6o f* =Dg* + > D(Hijg+ ;) + D(5—

0
g+ 2x4) .
1<i<5<3 L4

Oz
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Preuve. Traitons le premier cas. Constatons d’abord que 'inclusion de 1’idéal
proposé dans Annp o f* résulte directement des identités (1) et (2) du lemme
4.3.1.4 . Montrons 'inclusion réciproque.

Soit P € Annp 09 f*°. En particulier, P annule 52fs; donc, par le lemme
précédent, P s’écrit :

P = Qg + Z Qm’ﬁi,j + Rh

1<i<j<4

avec ), Q;;, R € D. Nous avons alors les égalités dans R[1/f, s]f*

T;
=0
)\ Y

l\Dlr—t

Poof* =Q5f — > QijHi;of° —

1<i<j<4

grace aux identités (1) et (2) du lemme 4.3.1.4. Par suite :

4
1 1
Z Qi,jHi,j — 5 Z /\— E AHHD 6fs .
1<i<j<4 i=1
Donc, par la proposition 3.2.1.7 :
1 oz 0
1
Z Qi Hij + §RZ . 02,
1<i<j<4 =1 =1

avec Y, = (8/8m,)0],k — (8/8$])0Z,k + (8/83%)01,], ou {i,j, k‘,g} = {1, 2, 3,4}
eti<j<k,etS Uy €D. Ainsi :

4

Z;

P =S¢ +ZUeng+ > Qig(Hijg+0i5) + R

1<i<j<4

En remarquant que Y,g9 = gY, et que :

0
~—(Hixg +ix) +

Y, =
¢ 8:Uj

0 0
%(Hj,kg + 9k — a—xk(Hi,jg +9;5)

ou {1,7,k, 0} ={1,2,3,4} et i < j < k, nous trouvons ce qui était annoncé.

Le second cas se traite de la méme fagon, en remarquant cette fois que :

0
Hi,4g + 191',4 = 2/\1.’13'1(—

+2
90,9 Ty)
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pour i € {1,2,3}.

REMARQUE 4.3.1.6 Plus généralement, lorsque f, g € C{z} définissent une
intersection compleéte Z a 'origine de C", le méme calcul établit que ’annu-
lateur dans D de (1/g?%)f* est engendré par les opérateurs :

Q—-Ug

ou Q € Annp (l/g )f*, avec (1/g Vf€ D(1/¢>)f*/D(1/g)f* et U est un
opérateur tel que Q.(1/¢%)f* = U.(i/g)f°.

La difficulté est de calculer I = Annyp (1/¢?)f*. L’exemple traité plus
haut donne peu d’espoir quant a I’obtention d’une formule générale, méme si
'on a fait les hypotheses de singularité habituelles sur Z et g(0). En effet,
I contient I'idéal DJ, ou J C C{x} est I'idéal défini par :

J={h=> wvg, | Y vifi €gC{z}, v,... v, € C{z}}
=1 =1

grace a l’équation :

n h, .
_Z ang :?f'

Le polynéme de Bernstein de ¢ f°

Nous sommes maintenant en mesure de calculer b(d f%, s).

PROPOSITION 4.3.1.7 Soient g(z) = 23 +---+1x73 et f(z) = Ma?+---+\73,
0l A1, ...,y sont des nombres complezres deuz-a-deur distincts.

Alors (s +1)%*(s + 3/2)(s + 2) est le polynéme de Bernstein de §f%, ot &
désigne la classe dans R de 1/g.

Preuve. D’aprés le théoreme 4.2.2.1, il suffit de voir que (s+1) divise b(5f°, 5).
Grace au lemme 1.1.1.6, quitte a ajouter —A\4g a f, nous pouvons supposer
que A4 est nul.

Soit b(s) € Cls], un polynéme non nul satisfaisant I’identité suivante dans

R[/f,slf*
b(s)of* = Qaf+ (5)

ol @ € Dls|. Quitte a utiliser la relation d’Euler xdf**" = 25§, o x
est 'opérateur Zle x;(0/0x;), nous pouvons supposer que ) € D. Posons
b(s) = (s+ 1)b(s). En faisant s = —1, on constate que ) annule J.
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D’apres le lemme 4.3.1.1, il s’écrit donc :

0 0
Q=Ug+VA+ > Wijlwig— )+ Z(x +2)

—_— x J—
j
o 0z ox;

ouU,V,W,;,Z € D. Ainsi :

3 3
QST = 25+ )V |46+ NSS4+ 250> Nal)s o
=1 i=1
+2s+1) D Wi\ — X)mix;o f* +2(s + 1) Zs f**

1<i<j<4
L’équation (5) implique alors que l'opérateur :

3

3
Fob()+2V (AL = N)fa—290>_ Niaf)s)—2>  Wij(A—Ni)xiw; fg—22Zg f
=1

i=1 i<j

appartient & 'annulateur dans D[s] de do f5".

En utilisant la relation d’Euler xd2f*~" = 2(s — 3)d2f*~", nous en dédui-
sons que 'opérateur b((1/2)x — 1) fg appartient & 'idéal :

3 3
I = Dgf’+D |42+ (O M) fg+ (x—2)9>_ Na?)

i=1 =1

+ Z Dx;xjfg+ Annp G f*!

1<i<j<4
oux=x+4=(0/0x1)x1+ -+ (0/0x4)24.

Pour montrer que B(—l) est nul, il suffit de constater que fg ne peut
étre le terme constant d’un élément de I dans I’écriture des opérateurs avec
coefficients a droite.

Notons F, le C-espace vectoriel de dimension dix des polynémes homo-
genes de degré deux en 72, ..., z2. Remarquons que la partie homogene de
degré deux en z7,i =1,... ,4, du terme constant d’un opérateur de 1'idéal I
avec 1’écriture avec coefficients a droite, est contenue dans le sous C-espace
vectoriel F' de E engendré par les neuf vecteurs :

3 3
g, 4= N)fg+200)  Na®), —3xig+ 2,

=1 i=1
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—22g+22%22 ) i€ {1,2,3}

Un calcul élémentaire établit alors la non-appartenance de fg a F' des que
deux quelconques des \; sont distincts. Par suite, b(—1) est nécessairement
nul. D’ou le résultat.

REMARQUE 4.3.1.8 Pour pouvoir conclure par un calcul ‘a4 la main’, nous
sommes obligés de nous ramener au cas ou I'un des A; est nul. Sinon, I’espace
F est engendré par douze vecteurs et est égal a E tout entier ; ce qui annihile
P’obstruction & la non-nullité de b(—1) exhibée.

Ainsi, la méthode employée ici ne semble pas généralisable, comme le
laissait déja présager la remarque 4.3.1.6.

Le polynéome de Bernstein de 6, f*
Pour finir, calculons le polynome de Bernstein de dq f*

Par un calcul élémentaire, on constate que d, satisfait aux conditions
(i) et (ii) du paragraphe 3.1.1 lorsque I'on prend le systéme de générateurs
apparent dans I’expression de ’idéal Annp d5 donnée a la page 130. Toutefois,
la condition (iii) n’est alors pas vérifiée. Les résultats du chapitre 3 semblent
donc inutilisables. Nous allons néanmoins pouvoir conclure.

PROPOSITION 4.3.1.9 Soient g(x) = 22+---+27 et f(z) = Mz +- - -+ \2?,
oU A1, ..., s sont des nombres complexes deux-a-deuz distincts. Notons d, €

R, la classe 1/g.
De deux choses l'une :

1. Aucun des \; n’est nul. Alors b(dxf*,s) = (s + 1)%s(s + 1/2).
2. Un des \; est nul. Alors b(d2f%,s) = (s + 1)*s(s +1/2)(s + 3/2).

Preuve. Traitons d’abord le premier cas. Notons J' C O, I'idéal homogene
engendré par f, ¢2, et les f;ig;j — q’:jg’mi, i # j. Remarquons qu’il est de co-
longueur finie et que 'ensemble E = {1, x1, T, 73, T4, 23, 23, 23} en constitue
une cobase homogene. D’aprés la proposition 4.2.1.2, b(d2f%, s) divise donc
s(s+1/2)(s + 1)% Montrons que ces deux polynomes sont égaux.

Soit u € F, de degré ¢. Nous avons 'identité suivante dans R[1/f, s|f* :

b(Saf?, 5)uds f* = Q8o f*! (6)
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ol Q € D[s]. Grace a la relation d’Euler yudof*t! = (25 — 2 + q)udy f511,
ou x est opérateur Z?Zl x;(0/0x;), nous pouvons supposer que @ € D. En

faisant s = —1, on constate que I'opérateur () annule 0s.
Il résulte alors du calcul de I'idéal Annp d5 donné en début d’étude que :
Q=Ug*+ Z Vi (3UZi —xi) +Wi(x+4)
— ’J (93:] J&Ei
1<i<j<4

ouU,V;;, W € D. Ainsi :

Q52f8+1 = 2(8 + 1) Z ()\7 - )\i)‘/i,j.’l?iJTj + Wf 52f8 .

1<i<j<4

Par division par (s + 1) dans l’équation (6), puis en utilisant la relation
d’Euler xudsf* = (25 — 4 + q)udy f*, il vient :

5(52f5,x_q)u67)f+ Z Dz;x; + Annp 0y f°

2
1<i<j<4

ou X = (0/0x1)xy + - -+ + (0/0x4) x4 ; puis, d’apres la proposition 4.3.1.5 :

- Y — 42
b(daf?, X q)ueDf+Dg+DZ%+ Y Duy (7)

2
i=1 " 1<i<j<4

Une vérification simple établit que 1’idéal de droite ne contient aucun opé-
rateur dont le terme constant dans I’écriture & droite soit 1, z; ou . Par
suite, s(s + 1/2)(s + 1) divise b(d2f*%, s), comme souhaité.

Le second cas se traite de la méme facon, en remarquant que 1’ensemble
{1, 21,9, T3, T4, T2, 22, 25, T3} est une cobase de J' quand A\, = 0. L’analogue
de I’équation (7) est alors :

7 X~ 0
5(52fs,x q)u e Df+Dg* + Z Dzix; + D(z—g + 2z4) .
2 1<i<j<4 04

rd rd

4.3.2 Formes quadratiques sur un céne non dégénéré
de C*

Dans tout ce qui suit, O désignera 'anneau C{x1,z, 23} des germes de
fonctions holomorphes & l'origine de C?, et D = 0(0/0x,0/0x5,0/0x3),
I’anneau des opérateurs différentiels a coefficients dans O.
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Soit C € PC?, une conique propre définie par g € @ et X C C3, son cone
affine. Nous souhaitons ici calculer le polynome de Bernstein de toute forme
quadratique f € O sur X, non nulle. D’apres le lemme 1.1.1.6, il ne dépend
que de la droite f + Cg. Nous sommes donc amenés a considérer le faisceau
de coniques de PC® engendré par C et {f = 0}.

Il est bien connu des géometres qu’il y a cinq types de faisceaux non
dégénérés de coniques projectives complexes, entierement déterminés par les
multiplicités des points d’intersection de deux coniques distinctes du faisceau.
De plus, deux tels faisceaux sont du méme type si et seulement si il existe
une homographie transformant I'un en l'autre ([Bg, prop. 16.5.1, p. 291] par
exemple) : & homographie pres, il n’y a que cing faisceaux non dégénérés de
coniques projectives complexes.

Enoncgons le résultat.

PROPOSITION 4.3.2.1 Soit g € O, un polynome homogéne de degré deux,
définissant un céne X C C® non dégénéré. Soit f € O, une forme quadra-
tique non proportionnelle & g. Notons F C PC?, le faisceau non dégénéré de
coniques défini par f et g, et § € O[1/g]/O, la classe de 1/g.

Alors le polynéome de Bernstein de 0 f° est :

o b(0f%s) = (s+1)%(s+1/2)(s+3/2) si et seulement si F a quatre points
de base distincts (type I).

e b(0f5,s5) = (s+ 1)%(s + 1/2)* si et seulement si F a eractement trois
points de base distincts (type I11) ou bien F est un faisceau de coniques
bitangentes (type 111 ).

o b(0f%,s)=(s+1)%(s+1/3)(s+2/3) si et seulement si F est un faisceau
de coniques osculatrices (type IV ).

e b(6f%,8) = (s+1)(s+1/4)(s+1/2)(s+3/4) si et seulement si F est un
faisceau de coniques surosculatrices (type V).

REMARQUE 4.3.2.2 Pour toute forme quadratique f non nulle sur X, 1’écla-
tement de Porigine dans C® fournit une résolution plongée des singularités
du germe f : (X,0) — (C,0). En utilisant la formule d’A’Campo ([A]),
on peut donc calculer facilement les valeurs propres de la monodromie de
f sur X. Pour chaque type de faisceau de coniques, on retrouve alors, a un

entier pres, les racines du polynéme de Bernstein déterminés a la proposition
4.3.2.1.
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Débutons par I’étude du polynome de Bernstein d’'une forme linéaire sur
un cone non dégénéré de C".

LEMME 4.3.2.3 Soit ¢ € Clz|, un polynéme homogéne de degré deux, dé-
finissant un cone X C C", n > 3, non dégénéré. Soit | € Clz|, une
forme linéaire non nulle. Notons H C C", Uhyperplan défini par 1, et n €
C{z}[1/q]/C{z}, la classe de 1/q. De deux choses l'une :

1. Soit H coupe transversalement X a l’origine.
Alors b(nl®,s) = (s+1)(s + n — 2).

2. Soit H est tangent a X en un de ses points lisses.
Alors b(nl®,s) = (s +1)(s +n/2 —1).

Preuve. Rappelons que le polynome de Bernstein d’'un germe de forme qua-
dratique non dégénérée de C%, £ € N*, est (s +1)(s+ £/2). Remarquons que
dans le premier cas (resp. second cas), il existe un systéme de coordonnées
dans lequel | = A\zy et ¢ = 22 + -+ - + 22 (resp. ¢ = 172 + T3 + -+ -+ 22). Les
résultats annoncés sont alors des conséquences directes du théoreme 1.3.3.3.

Traitons maintenant chaque cas, par ordre croissant de difficulté.

Faisceaux a quatre points de base distincts

Si F est un faisceau du type I, il existe un repere projectif dans lequel
ses équations sont :
k(o] — 23) + h(z3 — 23) .
Ainsi g = 23 — 23 + M(2% — 22) pour un A € C — {—1,0}, et f = 23 — 22 par

exemple.

Pour tout A € C — {—1,0}, Iapplication (f,g) : C* — C? définit une
intersection compléte & singularité isolée, et I'ensemble {1,z1, zo, 3,72} est
une cobase homogene de 'idéal de O engendré par f, g, et les mineurs maxi-
maux de la jacobienne de l'application (f, g). De plus, g a pour polynéme de
Bernstein (s + 1)(s + 3/2).

Il résulte alors du corollaire 4.2.2.3 que b(d f*, s) soit le polynéme annoncé.

Faisceaux de coniques bitangentes

Si F est un faisceau du type III, nous pouvons prendre pour F les
équations :
kx? + haoxs .
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Ainsi g = 22 + Azox3 pour un A € C*, et f = z? par exemple. Quitte & faire
un changement de coordonnées, nous pouvons supposer que A = 1.

D’apres le lemme 4.3.2.3, b(dz$, s) est égal & (s + 1)?. Nous en déduisons
que b(6f%,s) est un diviseur de (s + 1)*(s + 1/2)?. Montrons que ces deux
polynémes coincident.

Soit b(s) € C[s], un polynéme non nul vérifiant :
b(s)d(x1)* € D[s]o(a)"" (1)

En multipliant & gauche par z; cette équation, puis en substituant ¢/2 &
s, il vient b(t/2)6x'" € D[t]ozi™. Ainsi, (t + 2)? divise b(t/2) i.e. (s + 1)?
divise b(s).

En substituant ¢/2 & s dans (1), nous obtenons b(t/2)dzt € D[t]ozt.
Donc (t + 1)? divise b(t/2) i.e. (s + 1/2)? divise b(s).

Par suite, (s + 1)?(s + 1/2)? divise b(df*,s). Nous en déduisons que
b(6f%,8) = (s+1)%(s +1/2)?, comme souhaité.

Faisceaux de coniques surosculatrices

Si F est un faisceau du type V, il existe un repere projectif dans lequel
ses équations sont :
k(z? — zox3) + has .

Ainsi g = 22 — 123 + Ar2 pour un A € C*, et f = 23 par exemple. Quitte
a faire le changement de coordonnée T = x5 — Ax3, nous pouvons supposer
que A est nul.

D’apres le lemme 4.3.2.3, b(dz3,s) = (s + 1)(s+ 1/2). Nous en déduisons
que b(0f*, s) divise (s+1)(s+1/4)(s+1/2)(s+3/4). En reprenant la méthode
employée lors de I’étude du type 111, on montre que (s + 1)(s + 1/4)(s +
1/2)(s + 3/4) divise b(d f*, s). Le polynome annoncé est donc bien b(df*, s).

Faisceaux de coniques osculatrices

Si F est un faisceau du type IV, il existe un repere projectif dans lequel
ses équations sont :
k(22 — ow3) + ha23 .

Ainsi g = 22 — 2923+ Az173 pour un A € C*, et f = xx3 par exemple. Quitte
a faire le changement de coordonnée Ty = x5 — Az, nous pouvons supposer
que A est nul.

144



Considérons les équations fonctionnelles suivantes :
c(s)6f° € Dis|zsd f?, (2)

d(s)z36f° € D[s]of**

ou ¢(s),d(s) € C[s]. Notons encore c(s),d(s) € C[s] les polyndémes unitaires,
non nuls, de plus bas degré, les vérifiant.

Il est manifeste que c(s) et d(s) divisent b(df*,s), et que b(df*, s) divise
¢(s)d(s). Calculons donc ces deux polynomes.

Remarquons que :

1 0? 0? 0 1 2

- ——4 e 2 1 e — S — — — s

5 |t — tmig + 2654 V| = s+ s+ D68 (9
et

1 0 0 02 0

— - — 4 __ s+1 — 1 2 s

3{33163328303 x16x1+(8+3)8x1}6f (s+1)%z30f

Ainsi ¢(s) divise (s + 1/3)(s + 2/3) et d(s) divise (s + 1)?>. Montrons que ce
sont en fait des égalités.

Traitons d’abord le cas du polynéme c¢(s). Aux points (0,v,0) € C?
v # 0, suffisamment proches de 'origine, ’équation (2) s’écrit :

c(s)

1 , 1
. — € D[s]z3——— (2123)°
2?2 + uxs (2123) [s]s 7?2 + urs (w123)

ou u € C{zy} est une unité. En adaptant la preuve de la proposition 1.3.2.1,
nous en déduisons que c¢(s) est un multiple du polynéme ¢/(s) € C[s], non
nul, unitaire de plus bas degré, vérifiant I’équation fonctionnelle :

d(s)a* € D[s]la*? .

Par des manipulations analogues a celles de la fin de I’étude du type 111, on
établit facilement que ¢(s) = (s+1/3)(s+2/3). En conséquence, le polynéme
c(s) est bien réalisé par l'identité (3).

Pour déterminer le polynome d(s), nous allons calculer I’annulateur dans
D de df°.

Cela nécessite deux résultats techniques.
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LEMME 4.3.2.4 Soient Sy,...,S, € D, des opérateurs non nuls tels que la
suite (0(S1),...,0(Sy)) est O[€]-réguliére. Supposons de plus que pour tout
couple d’indices distincts (i,7) € {1,...,r}?%, il existe une relation dans D :

[Si,Sj] = RYS, + -+ -+ R¥S,

ot RZ’j est un opérateur de degré strictement inférieur a deg S; + deg S; —
deg Sk, pour k=1,...,r. Notons J C D, l’idéal engendré par Sy, ... ,S;.
Alors U'idéal gr J C O[€] est engendré par o(S1), ... ,0(S;).

Preuve. Notons G C Q[¢], I'idéal proposé. L’inclusion de G dans gr J étant
patente, établissons sa réciproque.

Soit P € J, un opérateur non nul. Il existe donc des opérateurs Aq, ...,
A, € D tels que P =Y, _, AySk. Posons m = maxy deg A;Sy, et d = deg P.

Deux cas sont possibles. Soit m = d, et o(P) appartient a G de fagon
manifeste. Soit m > d. Quitte a réordonner les indices, nous pouvons sup-
poser qu’il existe un entier ¢ < r tel que deg Ay Sy = m si et seulement si
1 <k < /.1y a alors la relation dans O[¢] suivante :

o(A1)a(51) + -+ 0(Ae)o(Se) =

La suite (0(S1), ... ,0(S¢)) étant réguliére, il existe une matrice £ X £ antisy-
métrique M = (Y, ;), a coefficients dans O[¢], telle que :

(A1) o(51)
: =M E
o(Ae) o (Se)
ou T, ; est nul ou homogene en & de degré m—deg S;—deg S;. Pour tout couple

(i,7) € {1,...,£}?, soit T;; € D, un opérateur relevant Y; ;. L’opérateur P
se réécrit, :

P = z_; ZT”S S+ZAS+ > X408, S

1=0+1 1<i<j<t
= T :S; + Yy, R)S
— ,] k,l
z:l 1<k<i<t
B;

.
+ ) (At ) YRS
i=0+1 1<k<I<e

B;

-
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Remarquons que le degré de 'opérateur B; est strictement inférieur a m —
deg S;. En itérant le procédé un nombre fini de fois, on tombe donc dans le
premier cas. Par suite, o(P) € G.

Ainsi, grJ est bien l'idéal annoncé.

Ce résultat est ’analogue non commutatif du lemme suivant.

LEMME 4.3.2.5 Soit a € (Q*")", un systéme de poids. Soient hy,. .. , by,
des générateurs d’un idéal I C O dont les parties initiales forment une suite
réguliére. Alors in(hy), ... ,in(h,,) engendrent l’idéal in(I).

Sa preuve en est identique, aux simplifications pres.

LEMME 4.3.2.6 Soient J C D, un idéal non nul, et ) € D, un opérateur
tel que l’endomorphisme de O[E]/grJ induit par la multiplication par o(Q)
dans O[&] soit injectif. Soit R € D tel que QR € J. Alors R € J.

Preuve. Le polynéme o(QR) = 0(Q)o(R) appartenant a gr.J, il résulte des
hypothéses que o(R) y appartient aussi. Ainsi, il existe Py,..., Py € J,
Ai, ..., Ay € O[], tels que o(R) = Zle A;o(F;), ou l'on peut supposer
que A; est nul ou homogene en § de degré deg R — deg P; sans perte de
généralité. Pour = 1,...,/, notons A; € D un opérateur relevant A;. Alors

¢
R=> AP +R
i=1
ol R; est un opérateur de degré strictement inférieur a celui de R tel que
QR € J.
Une récurrence sur le degré de 'opérateur R établit donc le résultat.

PROPOSITION 4.3.2.7 L’annulateur dans D de (1/22—zyx3)(v113)° est Uidéal

0 0 0
D(z? — D(— 33—z — —ax3—1) .
(331 ,’132373) + (a.Tlxl + 8.1‘2 To 8$3 T3 )
Preuve. Notons S € D, 'opérateur (0/0x1)x1 + 3(0/0x2)x2 — (0/0x3)23 — 1,
et I C D, 'idéal engendré par g et S. L’inclusion de I dans Annp §(z123)*
étant manifeste, montrons sa réciproque.

Remarquons que [S,g] = 2¢g et que o(S) et g sont premiers entre eux.
D’apres le lemme 4.3.2.4, gr I est I'idéal de O[] engendré par g et o(5).

Soit P € D, un opérateur annulant §(z;x3)*. Montrons que P appartient
a I. La suite (z3,9,0(S)) étant réguliere, d’apres le lemme 4.3.2.6, il suffit
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d’établir que z{P appartient & I pour un entier £ € N. Si £ est plus grand
que le degré en (0/0z3) de P, il existe un opérateur ) € D indépendant
de (0/0x3) et dont les coefficients dans I’écriture avec coefficients a droite
appartiennent & C{zq,z3}[z1] et sont de degré au plus un en z;, tel que
z{P — Q € I. 1l reste & montrer que @ est nul.

Supposons que ce ne soit pas le cas. Notons r € N, le degré en (0/0z;)
de Q). L’opérateur () s’écrit :

o r

ol R € D est un opérateur de degré en (0/0z;) strictement inférieur a r, et
U € D est un opérateur non nul, ne dépendant que de (9/0zy) et dont les
coefficients sont polynomiaux de degré au plus un en z;.

Un calcul élémentaire établit ’égalité dans O[1/x1x39, s|(x123)° suivante
1 1 _
Q;(.’L‘l.’ﬂg)s =s(s—1)---(s—7r+ 1)I§U§(I11‘3)s "+ v(x123)°

ou v € O[1/x1139, s] est de degré en s strictement inférieur & r. Comme Q
annule §(x,x3)°, U annule donc §. Remarquons que :

1 4, oWU)(gs,)  w
V= P

ou d = degU et w € O. Ainsi 0(U)(g;,) = o(U)(—=3) est divisible par g.
Ce polynéme en x; étant aussi de degré au plus un, il est donc nul. Comme
o(U) = u&? pour un u € O, la nullité de o(U)(—=3) entraine celle de o(U).
Cela contredit la non-nullité de U. Ainsi 5P € I, comme voulu. Ce qui
acheve la preuve.

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer d(s).

Pour établir que d(s) = (s + 1), il suffit de montrer que (s+ 1) n’est pas
un multiple de d(s). Supposons que ce ne soit pas le cas. Il existe alors un
opérateur P € DJs] tel que :

(s +1Dasdff = Pofst . (4)

Notons x lopérateur d’Euler z1(0/0x1) + x2(0/0z2) + z3(0/0x3). Quitte &
utiliser la relation d’Euler pour §f5*! :

XOf* T = 256 41
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nous pouvons supposer que P € D. En faisant s = —1, nous constatons que
I’opérateur P annule §. D’apres la proposition 3.2.2.7, il s’écrit, :

0 0
P = 2 20— —
Ug+Vi(x+2)+ Wy x18x3+x283:1)
0 0 0 0
Wo (22 — _— w- o pa—
+ 2( .TlaxQ +$36m1)+ 3(5538:1:2 .’L‘gax?’)

avec U, V, W, € D. L’identité (4) entraine alors :
(S + 1)(.’L‘3 - 2Vf - W1 (21‘% + LE2$3) - ngﬁg + W3.732.’L‘1)(5f8 =0.

D’apres la proposition 4.3.2.7, il vient donc :

0 0 0
T3 € Dx1x3+Dxoxs +Dx§ +Dxox1 + D12 +D(n—2,+3 29— 13— 1) .
8331 8332 a.Tg

Ce qui est faux, puisque dans 1’écriture des opérateurs avec coefficients a
droite, 3 n’est le terme constant d’aucun opérateur de 1’idéal de droite.

Ainsi, (s + 1) n’est pas un multiple de d(s). Par suite, d(s) est bien égal
a(s+1)>~%

Il résulte alors des relations de divibilité entre c(s), d(s) et b(6f*, s) éta-
blies en début d’étude que b(6f%,s) = (s + 1)*(s + 1/3)(s + 2/3), comme
souhaité.

Faisceaux a trois points base distincts

Si F est un faisceau du type I, il y a un systeme de coordonnées dans
lequel ses équations sont :

kxo(zy + 23) + hayzs .

Ainsi g = x9(z1 + x3) + Azy23 pour un A € C*) et f = xo(z1; + x3) par
exemple. Pour simplifier les calculs, faisons le changement de coordonnées
(x1 = T1 — %3, 29 = (A\/2)T2, 3 = T1 + iZ3). Nous pouvons alors supposer
que g = 2 + 1179 + 23 et f = z179.

Considérons les équations fonctionnelles suivantes :
c(s)df° € Ds|zad f°
d(s)zo0 f* € D[s]of51

ou ¢(s), d(s) € C[s]. Notons encore c(s), d(s) € C[s] les polynomes non nuls,
unitaires de plus bas degré, les vérifiant.
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I1 est manifeste que ¢(s)d(s) est un multiple de b(4 f*, s).

Remarquons que :

4 ! 6:131 28$2 18.1‘3 381‘2 8.’133
o 0 ) ) . 1. ..

+(:U1—|—3:2)a$1 s _28:1:1 +4(8+1)8—x2] 20 f° = (s+1)(s+§)(5f
et
176%—8—1-3:62—3:824—43:88%—3388
4 le 81‘2 ! axl 28:52 36:171 8.’133 38$2 8:53

G4 a) 2+ (o +320) - D L = (s 1) (54 L)t
! 2 8(E3 ! 2 6361 8%2 N 2 2

Ainsi ¢(s) et d(s) divisent (s + 1)(s + 1/2). Il s’ensuit que b(df%,s) divise
(s +1)%(s + 1/2)% Montrons que ces deux polynémes sont égaux.

Commencons par déterminer I’annulateur dans D de d f*.

PROPOSITION 4.3.2.8 L’annulateur dans D de (1/22 + 129+ 13)(2175)° est
Vidéal :
0 0 2

— 5 -2)T3 — 5 —T)

D 2 2 D s
(2] + 129 + 235) + ((8x1x1 o s

0 0 0
D(=—z — — — .
—+ ((8.1‘1 T 6322 .’L‘2)($1 + .’L'Q) —+ ax3$1$3 + .’L‘2)
La preuve reprend la méthode employée lors de I’étude des faisceaux du
type IV.

Notons I C D, I'idéal proposé et Si, Sy et S3 les trois opérateurs appa-
raissant de gauche a droite dans I’expression de I donnée.

LEMME 4.3.2.9 L’idéal grI C O[] est engendré par les polynomes 2 +
129 + 25, 23(21& — 12&2) — 215 et (@1 + 2) (16 — T26a) + T123E;.

Preuve. Notons G C O[¢], 'idéal proposé. L’inclusion de G dans grl étant
manifeste, il suffit de montrer sa réciproque.

Soit R € I, un opérateur non nul. Soient A; € D, i € {1,2,3}, des
opérateurs tels que R = Z?:l A;S;. Posons r = deg R et m = max; deg A;S;.
Procédons par récurrence sur l'entier m > r. Si m = r, il est clair que o(R)
appartient a I'idéal G.
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Supposons m > r. Deux cas sont possibles :

- il existe ¢ € {1, 2,3} tel que deg A;S; < m. Nous avons alors la relation
suivante dans O[¢] :

O'(Aj)O'(Sj) + O'(Ak)O'(Sk) =0
ou {i,7,k} = {1,2,3}. Remarquons que o(S;) et o(Si) sont deux polynémes

premiers entre eux et qu’il y a dans D les relations suivantes :

0
[S1,5] =0, [S1,S3]=—22:51, [Ss,Ss]= 1318751 — 2957 .
3

En procédant comme dans la preuve du lemme 4.3.2.4, on montre alors qu’il
existe des opérateurs B;, i € {1,2,3}, de degré strictement inférieur & m —
deg S;, tels que R = 2?21 B;S;. Ce qui permet de conclure avec ’hypothese
de récurrence.

- pour tout i € {1,2,3}, deg A;S; = m. Du fait des relations dans D

suivantes :

0 0
— | =21 — —T2 Sl +$3Sz + xlS3 =0
8x1 8%2

0
8—:6133151 + (.’L'l + .TQ)SQ — .IgSg =0

il existe 4; €D, i € {1, 2,3}, tels que :
R=(A; — A))S; + (Ay — A3)S, + (A3 — A3) S5
C1 Ch Cs

ou l'entier m' = max; deg C;S; est inférieur ou égal a m et 'opérateur C3 est
indépendant des variables z; et x3. S’il existe un indice i € {1, 2, 3} tel que
deg C;S; < m, soit on s’est ramené au cas précédent, soit on peut conclure
avec ’hypothese de récurrence.

Montrons que I'on ne peut avoir deg C;S; égal a m pour tout 7. Sinon,
nous avons la relation suivante dans O[¢] :

a(Cy)o(S1) + 0(Ca)o(Ss) +0(C3)a(Ss) =0 .

Les polynomes o(S;) étant homogenes en z, pour tout entier £ € N, la partie
homogene de degré £+ 2 en z, est donc :

Tl,eU(Sl) + Tg,gU(SQ) + Tg,eU(S;),) =0
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ou Y, , € O[] désigne la partie homogene de degré £ en z du symbole o(C;),
i € {1,2,3}. En considérant le coefficient de 5" dans cette équation, il vient
T3, = 0. Par suite, 0(C3) est nul; ce qui constitue une contradiction.

Ainsi, grI est bien 1'idéal annoncé.

LEMME 4.3.2.10 La multiplication par zo dans O[€] induit un endomor-
phisme injectif de O[€]/gr 1.

Preuve. Soit A, By, B, Bs € O[], des polynomes tels que :

Az = Big+ By(w3(2161 — 226) — 2783) + By (w14 22) (1161 — 2262) + w1233) -

Pour ¢ € {1,2,3}, notons R; (resp. ;) le reste (resp. le quotient) de la
division euclidienne de B; par z5. L’identité devient :

3
A- ZQiU(Si) — R1z1 + Row3&e — Ry(11&1 — (21 + 22)&) | 22+ R=10
i=1

7

-~

Q

avec R = R1 (.Z'% + .Z'%) + R2($1$3§1 — x%&,) + Rg(l‘%fl + $1$3§3), indépendant
de la variable z,. Réécrivons la nullité de R :

(Ry + Rs&) (2] + 23) + (Rowy — Raxs) (w36 — 11&5) = 0 .

Les polynomes z? + z2 et x3¢, — z1£3 étant premiers entre eux, il existe
U € O[] tel que :

R1 = —R3§1 + U(.Tgfl - .Tlfg) y RQ.Z‘1 - R3.T3 = —U(:c% + ﬂfg) .

La seconde équation se réécrit (Ry + Uz1)z1 + (Uzs — R3)zz = 0. Il existe
donc V € O[¢] tel que R3 = Vg — Uz et Ry = —Uxy + Vs

La nullité de @) entraine alors :
A= (Q1—V&)o(S1) + (Q2+ U)a(S2) + Qs0(Ss) -

D’otu le résultat, d’apres le lemme précédent.

Preuve de la proposition 4.3.2.8. L’inclusion de I dans Annp §(z122)* étant
manifeste, établissons sa réciproque.

Soit P € D, un opérateur annulant §(z,z2)*. Montrons que P appartient
A I. D’aprés les lemmes 4.3.2.10 et 4.3.2.6, il suffit de montrer que 5P y
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appartient pour un entier £ € N. Si £ est plus grand que le degré en (0/0x2)
de P, remarquons que z5P peut étre vu comme un opérateur en (9/0z;),
(0/0x3) et T = x1(0/0x1) — 22(0/0x3), & coefficients dans O. 11 existe alors
un opérateur Q € D tel que 25P — Q € I, de la forme Q = Q1Y + Q3, ou Q4
est un opérateur en (0/0z1), (0/0z3), T, & coefficients dans C{z;}, et Q2
est un opérateur en (0/0x1), (0/0x3), dont les coefficients appartiennent a
C{x1,z2}[x3] et sont de degré au plus un en x3 dans ’écriture avec coefficients
a droite (et donc a gauche aussi). Montrons que @ est nul.

Supposons que ce ne soit pas le cas. Notons r € N, le degré en (9/0z)
de Q € O(0/0x1,0/0z3, ). Il s’écrit donc :

Q-0 () +n
8$1
ou U € O(0/0x3,T) est non nul, et R est un opérateur en (0/0x,), (0/0x3),
Y, de degré en (0/0x;) strictement inférieur a 7.
Constatons que Y annule (z;29)°. Un calcul élémentaire établit alors 1’éga-
lité dans O[1/x1229, s](x122)® suivante :

1 1
Q;(CleQ)S =s(s—=1)---(s—r+ 1)x§U§(x1$2)5_T + v(x129)°

ou v € O[1/x1229, 5] est de degré en s strictement inférieur a r. Ainsi, U
annule 6. Remarquons que :

1 i n0(U)(Y(9),9,,) w
U;:(—l)d! P 2 +E

ot d = degU et w € O. Ainsi o(U)(z?, z3) est divisible par g. D’apres la
premiere décomposition de I'opérateur ), cela s’écrit :

d

2%, d—i d _
E U; T T3+ UpZ3 = qg
i=1

pour un g € O, on o(U) = Z?:o um'€3" avec u; € C{r,} pouri=1,...,d,
et ug € C{xy,z5}[x3] est de degré au plus un en z3 (donc en particulier nul
ou non divisible par g).

Montrons que o(U) = 0. De deux choses 1'une. Soit z3 divise g. Alors z3
divise ug4, donc ug = 0. Soit z3 ne divise pas ¢q. Alors, en faisant z3 = 0, on
remarque que x1 + To divise ug; par suite, ug est nul. En itérant, on constate
que o(U) est nul. Ce qui contredit la non-nullité de 'opérateur U.
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Ainsi z5P € I, comme voulu. Ce qui achéve la preuve.

Déterminons maintenant (4 f*, s) en procédant comme a la page 148.
Nous avons vu que (s+ 1)?(s+1/2)? est un multiple de b(6f*, s). Pour avoir
Pégalité, il suffit d’établir qu’aucun polynome (s+1)(s+1/2)(s+ ), A € C,
n’est un multiple de b(d f*, s).

Supposons que ce ne soit pas le cas. Soient A € C et P € D|s] tels que :
(s+1)(s+1/2)(s + A\)f* = Péf (5)

Quitte & utiliser la relation d’Euler pour 6 f**!, on peut supposer que P € D.
En constatant alors que P annule ¢, il résulte de la proposition 3.2.2.7 que :

0 0
P = Ug+V(x+2)+Wi(xi=— — (221 + 22) =)

8951 8x2
0 0 0 0
+ W2(2$38—xl — (2$1 + .Tg)a—l‘g) + W3(-T1 83?3 - 2x38$2)

avec U, V,W; € D. L’identité (5) entraine alors :
(s +1)((s+1/2)(s 4+ A) — 2Vaiz9 + 2W122 — 2Womoxs + 2Wam123)6 f* = 0

En utilisant la relation d’Euler pour § f* et la proposition 4.3.2.8, nous obte-
nons :

0
(X — 1+ 2)\)X € Da? + Dai + Dx1xy + Dxoxs + Dxy23 + D(a—xg
)

oux = (0/0x1)z1+(0/0x9)xo+(0/0x3) 3. En écrivant 'opérateur de gauche
avec ses coefficients a droite, il vient :

- $2)

2

0
2(A—1)X+ =—15 € D2’ + D23+ Dx129 + D2ow3 + Dx173 + D(5—1
0T2 0z

Si A # 1, c’est clairement faux, puisque aucun opérateur de I'idéal de droite
n’a pour coefficient x; dans son écriture avec coefficients a droite.

3—352)-

Supposons que A = 1. On a alors :

0 0
8—x2$2 € ?.’L‘l + D./L'g + D(a—%iﬂg — .TQ)J .

J

D’apres le lemme 4.3.2.4, I'idéal gr J C O[¢] est engendré par z1, z3 et x3&s.
Cet idéal ne contenant pas xo€y, 'opérateur (0/0xq)xe n’appartient pas a
I’idéal J. Ce qui constitue une contradiction.
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Ainsi, pour tout A € C, le polynéme (s+ 1)(s+ 1/2)(s+ A) n’est pas un
multiple de b(d f*, s).

En conséquence, b(0f%,s) = (s + 1)%(s + 1/2)?, comme annoncé.

Ce qui acheve la preuve de la proposition 4.3.2.1.
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