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ÉCOLE DOCTORALE
SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE L’INFORMATION ET DES MATÉRIAUX
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THÈSE DE DOCTORAT
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et l’installation de différents logiciels.
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ÉTUDES NUMÉRIQUES DU SPECTRE D’UN OPÉRATEUR DE
SHRÖDINGER AVEC CHAMP MAGNÉTIQUE CONSTANT

Résumé

Cette thèse comporte quatre parties. Les deux premières parties concernent le calcul
de la première valeur propre de familles d’opérateurs de Neumann en utilisant d’abord
une méthode basée sur les différences finies, puis une approximation par une méthode
d’éléments finis sans quadrature numérique. Pour le calcul numérique de la plus petite
valeur propre, la méthode de la puissance inverse a été implementée avec factorisation LU
de la matrice considérée pour la résolution des systèmes linéaires utilisés.

La troisième partie porte sur un problème de valeurs propres faisant intervenir un
opérateur de Schrödinger avec champ magnétique constant issu de la théorie de Ginzburg-
Landau et concernant la supraconductivité de certains matériaux. Pour la résolution
numérique, une méthode basée sur les éléments finis avec intégration numérique est uti-
lisée. Dans cette partie, une évaluation de la partie basse du spectre de la réalisation de
Neumann est obtenue. En fait, seule la plus petite valeur propre est importante pour le
problème physique. Ensuite, l’existence des solutions du problème variationnel spectral a
été établie. Pour le calcul des paires propres, une méthode basée sur les éléments finis a
été utilisée. L’étude de la convergence et l’estimation des erreurs pour les paires propres
approchées avec quadrature numérique dans le cas où les fonctions propres sont vecto-
rielles, sont semblables à celles obtenues dans le cas où les fonctions propres sont réelles.
Dans l’étude de ces estimations, la distinction est faite entre le cas d’une valeur propre
exacte simple et le cas d’une valeur propre exacte multiple.

La quatrième partie porte sur la mise en oeuvre de la résolution numérique du problème
précédent. Cela passe par l’utilisation de MELINA qui est une bibliothèque de procédures
pour la résolution de problèmes aux limites, gouvernés par des équations aux dérivées
partielles, par la méthode des éléments finis en dimension 2 ou 3.

Abstract :

The first and second parts are about the computation of the first eigenvalue of families
of Neumann operators, with finite elements. The third part concerns an eigenvalue problem
for Schrodinger operator with constant magnetic field coming from the Ginzburg-Landau
theory on supraconductivity. The numerical computation is based on finite element me-
thod with numerical quadrature. The existence of solutions for the variational formulation
is studied. The fourth part is about the numerical resolution of the previous problem for
several domains with different geometries. They are in agreement with the theory.
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7.1 Schéma aux différences finies d’ordre 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
7.2 Schéma aux différences finies d’ordre 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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Première partie

Calcul de la première valeur propre
d’une famille d’opérateurs de

Neumann en utilisant une
approximation par une méthode
d’éléments finis sans quadrature

numérique





Chapitre 1

Historiques et généralités sur la
supraconductivité

En 1908, un laboratoire de Leiden en Hollande dirigé par le physicien Kammerlingh
Onnes, réussit à liquéfier l’hélium et atteindre des températures très basses proche de
4 K(0K=-273,15C). Le 28 avril 1911, un étudiant de Kammerlingh Onnes, Gilles Holst
découvre en refroidissant du mercure que sa résistance électrique chute brutalement, jus-
qu’à une valeur apparemment nulle, en dessous d’une température voisine de 4 K (figure
1b), alors que la décroissance de la résistivité est normalement progressive en fonction de
la température observée pour un matériau normal (figure 1a).

RR

T T

      en fonction de la température Résistivité nulle en dessous de la température critique Tc

Tc

figure 1a : Résistance électrique d’un metal normal figure 1b : Résistance électrique d’un supraconducteur
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Ce spectaculaire phénomène de disparition de la résistivité à basse température est
nommé supraconductivité où la dissipation d’énergie par effet joule n’a pas lieu d’être. Ce
comportement supraconducteur est encore observé sur l’étain (Tc=3.7K) puis le plomb
(Tc=7.2K), vers 1912 par K. Onnes. Le record de température critique pour un corps
pur est détenu par le niobium (Tc=9.2K). Il a fallu attendre 1931, pour l’exploration des
alliages supraconducteurs. En 1962, c’est la découverte du niobium-titane (Nb-Ti) dont
la température critique est voisine de 10K. C’est cet alliage qui est utilisé aujourd’hui
dans les fils des bobines supraconductrices fabriquées par Alsthom à Belfort. Jusqu’en
1986, le record de Tc était détenu par l’alliage Nb3Ge (Tc=23K), mais la découverte,
cette année-la, par Johannes G. Bednorz et K.Alex Müller des oxydes supraconducteurs
a relancé la recherche sur les supraconducteurs et l’obtention des matériaux à haute
température critique pour les quels Tc est de l’ordre de 125K à 164K actuellement. Avec
l’entrée en scène des ces nouveaux supraconducteurs, le refroidissement utilisant l’hélium
liquide (4K) a laissé place à l’azote liquide (77K) dont l’obtention et la manipulation
sont beaucoup plus aisées que l’hélium. Si la chute à zéro de la résistivité électrique des
supraconducteurs est le phénomène le plus spectaculaire, leur comportement en présence
de champs magnétiques s’est révélé tout aussi prodigieux qu’important. En effet, en 1933
les chercheurs berlinois Walther Meissner et Robert Ochsenfeld montrèrent que lorsqu’un
champ magnétique extérieur est appliqué à un matériau supraconducteur, celui ci réagit
de sorte que le champ magnétique en son sein reste nul, en expulsant le flux magnétique,
sauf dans une fine couche superficielle. Une illustration particulière de ce phénomène est
la lévitation d’une pastille supraconductrice dans un champ magnétique : l’expulsion des
lignes d’induction magnétique se traduit par une force répulsive entre la pastille et la
source de champ magnétique, retourner la pastille ne change en rien son comportement.
Le supraconducteur semble se comporter comme un diamagnétique parfait. Ce phénomène
porte le nom d’ effet Meissner.

L’état supraconducteur étant limité en température, on constate aussi que l’applica-
tion d’un champ magnétique suffisamment élevé provoque la disparition de la supracon-
ductivité ; il en est de même si on fait passer un courant important dans l’échantillon.
La supraconductivité dépend donc de trois paramètres différents : la température T, le
champ magnétique extérieur H et la densité du courant électrique I appliquée.

En 1935 les frères F. et H. LONDON proposèrent la première théorie phénoménologique
de la supraconductivité qui décrit le comportement des électrons dans les supraconduc-
teurs et donne une explication satisfaisante de l’effet Meissner. Cette théorie montre l’exis-
tence d’une zone de transition au voisinage de la surface de l’échantillon dans laquelle le
champ magnétique passe d’une valeur non nulle à l’extérieur de l’échantillon à une valeur
presque nulle au sein de l’échantillon. Cette épaisseur, noté λL et appelée longueur de
pénétration de London, constitue une des valeurs caractéristiques des supraconducteurs.



19

Plus de 40 ans après la découverte de la supraconductivité, aucune explication microsco-
pique du phénomène n’était apparue, les plus grands esprits de cette période par ailleurs
très riche pour la physique ont essayés vainement d’élucider le mécanisme microscopique
de la supraconductivité. Il a fallu attendre 1957 pour voir apparatre le premier modèle
d’une théorie microscopique (BCS), proposé par J. Bardeen, L. N. Cooper et R. Schrieffer
en émettant l’hypothèse d’une interaction entre électrons par l’intermédiaire du réseau
(les phonons) en formant des paires, nommées paires de Cooper, par un appariement
dans l’espace des quantités de mouvement. Cette théorie a rencontré un succès éclatant
en permettant d’interpréter l’essentiel des résultats expérimentaux et un certain nombre
de ses conséquences ont été confirmés expérimentalement.

De nombreuses applications technologiques de la supraconductivité ont vu le jour, par-
mis les quelles, on peut citer les trains à lévitation supraconductrice allemands et japonais
utilisant des aimants supraconducteurs de fortes puissances qui empêchent le frottement
avec les rails, les Images à Résonnance Magnétique IRM utilisées dans le domaine de
l’imagerie médicale, la spectroscopie par résonnance nucléaire RMN qui se développe
dans l’industrie chimique et pharmaceutique et les aimants circulaires utilisés dans la
construction de l’accélérateur de particules LHC ( Large Hardon Collider) du CERN.

Transrapid (Shangai)au dessus d’un supraconducteur
MagLev

Image du cerveau
I R MAimant en lévitation  

Comme on l’a vu précédemment, plusieurs modèles mathématiques ont été élaborés
pour expliquer la supraconductivité. Dans la suite, on va se limiter à la théorie de
Ginzburg-Landau, issue directement de la théorie générale des transitions de phase du se-
cond ordre établie de façon intuitive par L. D. Landau vers 1950. Cette théorie, également
phénoménologique, suppose que lors de la transition de l’état normal (paramagnétique
désordonné à haute température) vers l’état supraconducteur (ferromagnétique ordonné
à basse température), il y a condensation d’une partie des électrons de conduction dans
un état ordonné. Elle suppose l’existence d’une fonction d’onde ψ tendant vers 0 à la
transition de phase, décrivant à l’ échelle macroscopique l’ensemble des électrons supra-
conducteurs, et d’une écriture de l’énergie libre selon les puissances de ψ. La fonction ψ
à valeurs complexes est appelée paramètre d’ordre, le carré de son module |ψ| représente
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la densité des paires d’électrons supraconducteurs et sa phase la circulation du courant
éléctrique. Ainsi, l’état supraconducteur du matériau correspond à |ψ| proche de 1 et l’état
normal du matériau correspond à |ψ| proche de 0. En incorporant des termes assurant
”l’invariance par changement de jauge”, V. L. Ginzburg et L. D. Landau proposèrent deux
équations permettant de décrire l’état supraconducteur. Ces équations rendent compte de
l’effet Meissner en permettant de définir une longueur caractéristique de variation du
champ magnétique local, λ(T ) = a√

Tc− T la profondeur de pénétration, identifié à la

longueur caractéristique de London λL(T ). En outre elles introduisent une nouvelle lon-

gueur caractéristique appelée longueur de cohérence ξ(T ) = b√
Tc− T qui représente la

distance sur laquelle s’établit l’état supraconducteur.

Dans cette modélisation, on rencontre le problème de réduction au minimum de la
fonctionnelle de Ginzburg-Landau correspondante à l’énergie libre du matériau considéré :

G(ψ,A) =

∫

Ω

(
|(∇− iκA)ψ|2 +

κ2

2
(|ψ|2 − 1)2

)
dx+

∫

Ω

κ2|rotA− H |2dx (1.1)

Le premier terme représente l’énergie associée aux électrons supraconducteurs et le deuxième
terme l’énergie magnétique.
L’ouvert Ω, représentant l’échantillon supraconducteur, est un domaine borné et suffisam-
ment régulier de R2, ψ le paramètre d’ordre et A est un champ de vecteurs défini sur Ω qui
représente le potentiel magnétique induit dont le champ magnétique associé est B = rotA.
H est le champ magnétique extérieur ou champ magnétique appliqué à Ω

En supposant que les champ magnétiques exterieurs sont uniformes, constants et nor-
maux à Ω, on peut écrire H sous la forme H = σHe où He est un champ fixé constant
égal à 1 et σ est un paramètre représentant l’intensité du champ appliqué.

Le paramètre κ =
λ(T )
ξ(T )

= a
b

, indépendant de la température T, est une caractéristique

physique de l’échantillon. Selon la nature du materiau, on distingue essentiellement deux
type de supraconducteurs :
� Les supraconducteurs de type 1 (figure 2a) correspondant à κ petit (< 1√

2
), qui présentent

un diamagnétisme parfait (effet Meissner) jusqu’ à ce que le module du champ magnétique
appliqué atteigne une valeur critique HC′ : le matériau devient subitement normal avec
une transition abrupte.
� Les supraconducteurs de type 2 (figure 2b) correspondant à κ grand (> 1√

2
) dont l’ai-

mantation ne s’annule pas brutalement mais elle décroit lentement à partir d’un champ
critique HC1 ,appelé champ critique inférieur, pour s’annuler à un second champ critique
HC2 , appelé champ critique supérieur. Ce diamagnétisme partiel entre les champs cri-
tiques HC1 et HC2 a été observé par L. V. Schubnikov en 1937 et il a fallu attendre les
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travaux de A. Abrikosov, 20 ans plus tard, basés sur la théorie de Ginzburg-Landau pour
comprendre l’existence de deux types de supraconducteurs.

En réalité, si le matériau redevient normal au champ critique superieur HC2 , il n’en
est pas de même de sa surface qui continue à manifester des signes de supraconductivité
jusqu’à un nouveau champ magnétique critique appelé HC3 dont l’existence a été prédite
par P.-G. De Gennes. Cela signifie que, partant des champs élevés, une supraconductivité
de surface d’extension ξ2 apparâıt à un champ HC3 := 1.695HC2 .

Dans la suite, on s’intéressera uniquement aux échantillons supraconducteurs de type
2 avec trois champs critiques HC1(κ), HC2(κ) et HC3(κ) correspondant aux effets suivants :

– σ < HC1(κ) :
L’échantillon est dans la phase supraconductrice, il laisse passer le courant sans
résistance électrique et repousse les lignes du champ magnétique extérieur.

– HC1(κ) < σ < HC2(κ) :
L’échantillon est dans un état mixte avec coexistence des phases normale et supra-
conductrice.

– HC2(κ) < σ < HC3(κ) :
La supraconductivité a disparu à l’intérieur et subsite à la surface du matériau.

– σ > HC3(κ) :
L’échantillon est dans son état normal où la supraconductivité a totalement disparu
du matériau
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Les points critiques de la fonctionnelle G(ψ,A) sont solutions des équations d’Euler
([29], [40]). En linéarisant ces équations au voisinage de l’état normal, on se ramène au
calcul de la plus petite valeur propre de la réalisation de Neumann de l’opérateur de
Schrödinger avec champ magnétique :

Ph,A = −
(
h∇− iA

)2

Le champ de vecteurs A est un potentiel magnétique régulier dont le champ magnétique
associé est B = rotA et h est un paramètre positif qui caractérise le type de supracon-
ductivité du matériau.

Le problème continu de valeurs propres s’écrit :
{
Ph,Aψ = λψ sur Ω(

(h∇− iA)ψ
)
.ν = 0 sur Γ.

(1.2)

Dans cette section, on va s’interresser à l’étude de l’opérateur P défini sur R × R+

par :

P =
(
Dx1 − b

x2

2

)2

+
(
Dx2 + b

x1

2

)2

. (1.3)

On note que l’opérateur P est un cas particulier de l’opérateur Ph,A avec h = 1, A =

b
(
x2

2
; −x1

2

)
en vertu de la relation :

(
∇− iA

)2

= −
(1

i
∇− A

)2

.

A l’aide de transformations unitaires (une transformation de jauge suivie d’une trans-
formation de Fourier, voir [14]), on se ramène à la recherche de la plus petite valeur propre
pour la réalisation de Neumann d’une famille d’opérateurs Pξ définie par :

Pξ = D2
t + (t− ξ)2 sur ]0 , +∞[ . (1.4)

Soit µ(ξ) la plus petite valeur propre de Pξ. On montre (voir [36]) que le bas du spectre
de la réalisation de Neumann de l’opérateur Ph,A sur R× R+ est bhΘ0 avec

Θ0 = inf
ξ∈R

µ(ξ). (1.5)

Un autre résultat important ([40]) précisant l’apparition de la nucléation dans le cas
d’un domaine Ω simplement connexe dont la frontière est suffisamment régulière :

lim
κ→+∞

HC3(κ)

κ
=

1

Θ0

.
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Le réel Θ0 joue un rôle important dans la détermination du bas spectre dans plusieurs
cas de la réalisation de Neumann, c’est pourquoi on va s’interesser à son approximation en
utilisant la famille d’opérateurs Pξ. Dans un premier temps, on va rappeler des résultats
théoriques concernant le bas spectre de cette famille d’opérateurs. Ensuite, on va s’in-
teresser à l’approximation numérique de la plus petite valeur propre en utilisant d’abord
un schéma numérique basé sur les différences finies, et ensuite des méthodes utilisant les
éléments finis sans quadrature numérique.
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Chapitre 2

Quelques proprietés du bas spectre
de la réalisation de Neumann de la
famille d’opérateurs Pξ

2.1 Problème spectral continu et sa formulation va-

riationnelle

On considère l’opérateur différentiel Pξ dépendant du paramètre réel ξ et défini par :

Pξu(t) = −u′′(t) + (t− ξ)2u(t). (2.1)

Soit ξ un nombre réel fixé, le problème spectral continu consiste à chercher une fonction
non nulle u suffisamment régulière sur ]0 , +∞[ et un réel λξ vérifiant :

{
Pξu = λξu sur ]0 , +∞[
u′(0) = 0. (condition de Neumann en 0)

(2.2)

On introduit les espaces qui apparaitront lors de la formulation variationnelle du
problème spectral continu (2.2) :

D2 =
{
u ∈ H2(]0 , +∞[) | tku ∈ L2(]0 , +∞[) , k = 0, 1, 2

}
, (2.3)

DN2 =
{
u ∈ D2 et u′(0) = 0

}
, (2.4)

D1 =
{
u ∈ H1(]0 , +∞[) | tku ∈ L2(]0 , +∞[) , k = 0, 1, 2

}
, (2.5)

DN1 =
{
u ∈ D1 et u′(0) = 0

}
. (2.6)
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famille d’opérateurs Pξ

On montre que le domaine de la réalisation de Neumann de l’ opérateur Pξ sur L2(]0 , +∞[)
est indépendant de ξ ( voir [14]) et vaut DN2 .

Soit u une fonction suffisamment régulière solution du problème spectral continu (2.2)
et v une “fonction test”, v ∈ D1, en utilisant la condition de Neumann en 0 on a :

∫ +∞

0

[
− u′′(t) + (t− ξ)2u(t)

]
v(t) dt =

∫ +∞

0

[
u′(t)v′(t) + (t− ξ)2u(t)v(t)

]
dt.

Ainsi le problème variationnel s’écrit :

{
Trouver u ∈ D1 et un réel λξ vérifiant :
∀ v ∈ D1, a(u, v) = λξ(u, v)L2 .

(2.7)

où a(u, v) est la forme bilinéaire associée à l’opérateur Pξ :

a(u, v) =

∫ +∞

0

[
u′(t)v′(t) + (t− ξ)2u(t)v(t)

]
dt, (2.8)

et (., .)L2 le produit scalaire de L2(]0 , +∞[) :

(u, v)L2 =

∫ +∞

0

u(t)v(t) dt.

On note qξ la forme quadratique associée à la réalisation de Neumann de l’opérateurs
Pξ :

qξ(u) = a(u, u) =

∫ +∞

0

[
|u′(t)|2 + (t− ξ)2|u(t)|2

]
dt. (2.9)

Cette forme est définie sur le domaine D1.

Soit µ(ξ) la plus petite valeur propre de Pξ sur L2(]0 , +∞[). Le principe du min-max
donne :

µ(ξ) = inf
u∈D1 , u6=0

qξ(u)

||u||2L2(]0 , +∞[)

. (2.10)

2.2 Comportement et propriétés de la fonction µ

Voici quelques résultats concernant le comportement de µ(ξ), pour plus d’information
sur ce sujet, on peut consulter par exemple [5], [28], [38], ou [4].
• La fonction ξ 7→ µ(ξ) est continue sur R,
• lim

ξ→−∞
µ(ξ) = +∞ et lim

ξ→+∞
µ(ξ) = 1,
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• µ(0) = 1 et µ′(0) < 0,
• Il existe un unique réel ξ0 > 0 tel que la fonction µ est strictement décroissante de

]−∞ , ξ0[ dans ]Θ0 , +∞[ et strictement croissante de ]ξ0 , +∞[ dans ]Θ0 , 1[,
• Θ0 = inf

ξ∈R
µ(ξ) = µ(ξ0) < 1,

• Θ0 = ξ2
0 et 0 < µ′′(ξ0) < 2 ,

•
∫ +∞

0

[
|ϕ′0(t)|2 + (t− ξ0)2|ϕ0(t)|2

]
dt = Θ0 où ϕ0 est une fonction propre normalisée

associée à l’opérateur Pξ0 ,

• |ϕ0(0)|2 =
µ′′(ξ0)

2ξ0
,

•
∫ +∞

0

(t− ξ0)|ϕ0(t)|2 dt = 0,

• ϕ0 décroit rapidement vers 0 en +∞.

Une estimation de Θ0 ' 0.59010 a été donnée par P.G. De Gennes [56].
V. Bonnaillie [14] a établi un encadrement de Θ0 avec 5 décimales :

0.59009 ≤ Θ0 ≤ 0.59010

.

2.3 Problème spectral approché et sa formulation

variationnelle

Comme ϕ0 décroit rapidement vers 0 en +∞, alors pour le calcul de µ(ξ) il est naturel
de considerer le problème spectral continu approché qui consiste à chercher une fonction
u non nulle, suffisamment régulière sur ]0 , T [ et nulle sur [T , +∞[ ainsi qu’un réel λξ,T
vérifiant :

{
Pξu = λξ,Tu sur ]0 , T [
u′(0) = 0 et u(T ) = 0.

(2.11)

C’est un problème de valeurs propres de Sturm-Liouville qui peut être décrit facilement
par la théorie abstraite des opérateurs linéaires, compacts et auto-adjoints.

Théorème 2.3.1.
Toutes les valeurs propres du problème spectral approché (2.11) sont simples et stricte-

ment positives. Les fonctions propres correspondantes sont réelles et forment un système
complet et orthogonal dans L2(]0 , T [).
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Le problème (2.11) possède un nombre infini et denombrable de valeurs propres formant
une suite croissante de nombres positifs tendant vers +∞.

0 < λξ,T,1 < λξ,T,2 < · · · λξ,T,m < · · · → +∞,

Preuve : Pour la démonstration de ce résultat et pour plus de détails concernant les va-
leurs propres des opérateurs de Sturm-Liouville, on peut consulter par exemple [15], [42]
ou [44]. �

De la même manière que la section précédente, on définit les espaces nécéssaires pour
la formulation variationnelle du problème spectral continu approché (2.11) :

D2,T =
{
u ∈ H2(]0 , T [) | tku ∈ L2(]0 , T [) , k = 0, 1, 2 et u(T ) = 0

}
, (2.12)

DN2,T =
{
u ∈ D2,T | u′(0) = 0

}
, (2.13)

D1,T =
{
u ∈ H1(]0 , T [) | tku ∈ L2(]0 , T [) , k = 0, 1, 2 et u(T ) = 0

}
, (2.14)

DN1,T =
{
u ∈ D1,T | u′(0) = 0

}
. (2.15)

Le domaine de la réalisation de Neumann en 0 et de Dirichlet en T de l’opérateur Pξ sur
L2(]0 , T [) est indépendant de ξ et vaut DN2,T .
Soit une fonction u suffisamment régulière solution du problème spectral continu approché
(2.11) et v une “fonction test”, v ∈ D1,T , en utilisant une intégration par parties et les
conditions de Neumann en 0 et de Dirichlet en T on a :

∫ T

0

[
− u′′(t) + (t− ξ)2u(t)

]
v(t) dt =

∫ T

0

[
u′(t)v′(t) + (t− ξ)2u(t)v(t)

]
dt.

Ainsi le problème variationnel s’écrit :

{
Trouver u ∈ D1,T et un réel λTξ vérifiant :
∀ v ∈ D1,T , aT (u, v) = λTξ (u, v)L2

T
.

(2.16)

où aT (u, v) est la forme bilinéaire associée à l’opérateur Pξ sur L2(]0 , T [) :

aT (u, v) =

∫ T

0

[
u′(t)v′(t) + (t− ξ)2u(t)v(t)

]
dt, (2.17)

et (., .)L2
T

le produit scalaire de L2(]0 , T [) :

(u, v)L2
T

=

∫ T

0

u(t)v(t) dt.
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Proposition 2.3.2.

La forme bilinéaire aT (., .) est continue, symétrique et coercive.

Preuve : La forme bilinéaire aT (., .) est continue sur D1,T ×D1,T . En effet, ∀ u, v ∈ D1,T

aT (u, v) ≤ |u′|L2
T
|v′|L2

T
+ CT |u|L2

T
|v|L2

T
avec CT = ||(t− ξ)2||∞ = max(ξ2; (T − ξ)2)

≤ ||u||1||v||1 + CT ||u||1||v||1
≤ C||u||1||v||1 .

La forme bilinéaire aT (., .) est symétrique car ∀ u, v ∈ D1,T aT (u, v) = aT (v, u).
La forme bilinéaire aT (., .) est coercive. En effet, pour tout u ∈ D1,T on a :

u(s) = u(T )−
∫ T

s

u′(t) dt

= −
∫ T

s

u′(t) dt car u(T ) = 0.

D’autre part,

|u(s)| =
∣∣∣
∫ T

s

u′(t) dt
∣∣∣

≤
∫ T

s

|u′(t)| dt

≤
∫ T

0

|u′(t)| dt.

Et l’inégalité de Hölder permet d’avoir

|u|L2
T
≤ T |u′|L2

T
.

Et par suite

aT (u, u) =

∫ T

0

|u′(t)|2 dt +

∫ T

0

(t− ξ)2|u(t)|2 dt

≥
∫ T

0

|u′(t)|2 dt

≥ α||u||21 avec α =
1

(1 + T )2 .

�
Les proprietés des valeurs propres λTξ et des fonctions propres correspondantes du problème
variationnel (2.16) sont décrites dans le théoreme suivant :
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Théorème 2.3.3.
Les valeurs propres du problème variationnel (2.16) forment une suite croissante de

nombres positifs tendant vers +∞

0 < λTξ,1 < λTξ,2 < · · · λTξ,m < · · · → +∞,
Les fonctions propres correspondantes {wm}∞1 forment une base orthonormale de L2(]0 , T [).

Preuve : En appliquant le théoreme 6.2-1 ([53]) à la forme bilinéaire aT (u, v). �
On note qξ,T la forme quadratique associée :

qξ,T (u) = aT (u, u) =

∫ T

0

[
|u′(t)|2 + (t− ξ)2|u(t)|2

]
dt. (2.18)

Cette forme est définie sur le domaine D1,T .

Soit µT (ξ) = λTξ,1 la plus petite valeur propre de Pξ sur L2(]0 , T [). Le principe du
min-max s’écrit :

µT (ξ) = inf
u∈D1,T , u6=0

qξ,T (u)

||u||2L2(]0 , T [)

. (2.19)

Proposition 2.3.4.
µ(ξ) = lim

T→+∞
µT (ξ).

où µ(ξ) est la plus petite valeur propre de Pξ qui est caractérisée par la relation (2.10).

Preuve :
Existence de la limite : Pour tout ε > 0, l’espace D1,T s’injecte continument dans D1,T+ε,
la formule (2.19) montre µT+ε < µT et donc lim

T→+∞
µT (ξ) existe.

Soit ωT la fonction propre associée à la valeur propre approchée µT (ξ). On considere la
fonction ω̃ de D1, prolongement de ωT sur [0,+∞[ et définie par :

ω̃(t) =





ωT (t) si t ∈ [0, T ]

0 si t ∈ [T,+∞[.

le principe du min-max nous permet d’écrire

µ(ξ) ≤ qξ(ω̃)

||ω̃||2L2(]0 , +∞[)

=
qξ,T (ωT )

||ωT ||2L2(]0 , T [)

= µT (ξ).
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Et par conséquent, on a :
µ(ξ) ≤ lim

T→+∞
µT (ξ).

Réciproquement, on considère ω la fonction propre associée à la valeur propre exacte
µ(ξ). Soit χ une fonction de C∞

(
[0; +∞[

)
définie par

χ(t) =

{
1 si t ≤ 1
0 si t ≥ 2.

On considere la suite de fonctions (ωn)n≥1 de l’espace D1,2n et définie par ωn = χ( tn)×ω.
le Théorème de convergence dominée de Lebesgue nous permet d’écrire

qξ(ωn) −→ qξ(ω) quand n tend vers +∞.

En utilisant encore le principe du min-max on a :

qξ(ωn)

||ωn||2L2(]0 , +∞[)

=
qξ,2n(ωn)

||ωn||2L2(]0 , 2n[)

≥ inf
u∈D1,2n , u6=0

qξ,2n(u)

||u||2L2(]0 , 2n[)

= µ2n(ξ).

et par passage à la limite, on obtient :

µ(ξ) = lim
n→+∞

qξ(ωn)

||ωn||2L2(]0 , +∞[)

≥ lim
n→+∞

µ2n(ξ).

�
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Chapitre 3

Approximation par la méthode des
différences finies

Soit n un entier naturel non nul et T un nombre réel strictement positif. Afin d’ap-
procher µT (ξ), on introduit un pas de discrétisation h :

h =
T

n+ 1

Ensuite, on définit une partition régulière de l’intervalle [0 ; T ] comme étant l’ensemble
des points (ti)0≤i≤n+1 avec

t0 = 0 ; ti = ih pour 0 ≤ i ≤ n+ 1 et tn+1 = T

Pour résoudre numériquement notre problème (2.11), en utilisant de simples formules de
Taylor, on va approcher l’opérateur de dérivée seconde par un opérateur discret d’ordre
k(k = 2 ou 4) et par suite le problème continu par une écriture algébrique matricielle de
valeurs propres.
Le problème va consister à chercher des vecteurs u = (ui)1≤i≤n de composantes ui, ap-
proximations des u(ti) en chacun des noeuds internes de [0 ; T ] ( ie ti pour 1 ≤ i ≤ n),
et des nombres réels λh approximations des valeurs propres λT .

3.1 Schéma aux différences finies

Supposons u une fonction appartenant à C4
(
[0, T ]

)
, des combinaisons de developpe-

ments de Taylor au voisinage de t nous donne :

u′′(t) =
1

h2

[
u(t+ h) − 2u(t) + u(t− h)

]
+ O(h2).
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On introduit ainsi le schéma aux différences finies suivant :

1

h2

[
− ui−1 + 2ui − ui+1

]
+ (ti − ξ)2ui = λTui pour 1 ≤ i ≤ n.

En posant λh = h2λT et αi = 2 + h2(βi)
2 avec βi = ti − ξ, on a :

−ui−1 + αiui − ui+1 = λhui pour 1 ≤ i ≤ n. (3.1)

D’autre part, au voisinage de 0, on peut écrire u(h) = u(0) + hu′(0) +O(h) et comme
u′(0) = 0 et u(T ) = 0 alors on peut supposer que u0 = u1 et un+1 = 0.

Par conséquent le problème approché s’ecrit :





(
− 1 + α1

)
u1 − u2 = λhu1

−ui−1 + αiui − ui+1 = λhui 2 ≤ i ≤ n− 1
−un−1 + αnun = λhun.

(3.2)

On pose :

A=




(−1 + α1) −1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . 0
−1 α2 −1 0 . . . . . . . . . . . 0
0 −1 α3 −1 0 . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 −1 αn−2 −1 0
0 . . . . . . . . 0 −1 αn−1 −1
0 . . . . . . . . . . . . 0 −1 αn




. (3.3)

et U le vecteur dont la ieme composante est ui. Le schéma (3.2) s’écrit sous forme matri-
cielle comme suit :

AU = λhU.

Proposition 3.1.1.
La matrice A est symétrique, tridiagonale, définie positive et à diagonale fortement do-
minante. Les valeurs propres de A sont strictement positives
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Preuve :
Il est clair que A est symétrique et tridiagonale. La matrice A est définie positive. En
effet, soit X = (xi)i≤n un vecteur quelconque de Rn, on a :

< AX,X > = tXAX =
[
(−1 + α1)x1 − x2

]
x1 +

[
− x1 + α2x2 − x3

]
x2 + · · ·

+
[
− xn−2 + αn−1xn−1 − xn

]
xn−1 +

[
− xn−1 + αnxn

]
xn

= −x2
1 +

n∑

i=1

αix
2
i − 2

n−1∑

i=1

xixi+1

= x2
1 + 2

n−1∑

i=2

x2
i + 2x2

n + h2

n∑

i=1

(βixi)
2 − 2

n−1∑

i=1

xixi+1

=
(
x2

1 +
n−1∑

i=2

x2
i

)
+
( n−1∑

i=2

x2
i + x2

n

)
+ x2

n − 2
n−1∑

i=1

xixi+1 + h2

n∑

i=1

(βixi)
2

=

n−1∑

i=1

x2
i +

n−1∑

i=1

x2
i+1 − 2

n−1∑

i=1

xixi+1 + x2
n + h2

n∑

i=1

(βixi)
2

=
n−1∑

i=1

(xi+1 − xi)2 + x2
n + h2

n∑

i=1

(βixi)
2 ≥ 0.

et cette quantité ne peut-être nulle que si tous les xi sont nuls.

La matrice A est à diagonale dominante car pour tout i, 2 ≤ i ≤ n− 1 on a :

n∑

j=1
j 6=i

|aij| = 2 ≤ aii = 2 + (hβi)
2,

n∑

j=2

|a1j| = 1 ≤ a11 = 1 + (hβ1)2,

n−1∑

j=1

|anj| = 1 ≤ ann = 2 + (hβn)2.

En plus, les ti sont distincts, donc il existe au moins un tk telle que tk 6= ξ et par suite
l’élément akk de la diagonale vérifie

n∑

j=1
j 6=k

|akj| = 2 < akk = 2 + (hβk)
2.

et par conséquent la diagonale est fortement dominante.
Soit U = (ui)1≤i≤n un vecteur propre normalisé associé à la valeur propre λ. le vecteur
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U 6= 0 et on a :
λ = < AU,U > est strictement supérieure à 0 car la matrice A est définie positive. �

Enfin, pour le calcul numérique, on va utiliser une méthode itérative permettant de
calculer la plus petite valeur propre en module d’une matrice donnée. Pour cela on va
commencer d’abord par donner le principe général de la méthode de la puissance itérée.

3.2 Principe de la méthode de la puissance itérée

Soit V un vecteur quelconque de Kn , K = R ou C, et soit {ei}1≤i≤n une base de Kn.
On pose :

V0 = V V1 = AV0 = AV =
n∑

i=1

viAei avec V =
n∑

i=1

viei.

Donc pour tout p ≥ 1 , on a :

Vp = AVp−1 = ApV0 = ApV =
n∑

i=1

viA
pei.

Soit {ei}1≤i≤n est une base de Kn formée de vecteurs propres de A qu’on suppose
diagonalisable, on a :

Vp = ApV =
n∑

i=1

λpi viei.

et si λ1 est la valeur propre dominante (plus grand module), alors on a :

1

λp1
ApV = v1e1 +

n∑

i=1

vi(
λi
λ1

)pei.

Et si on fait l’hypothese que |λ1| > |λ2| ≥ |λ3| ≥ ... ≥ |λn| alors on a :

lim
p→∞
|λi
λ1

|p = 0.

d’où

lim
p→∞

1

λp1
ApV = v1e1.
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Par conséquent, la suite des vecteurs (ApV )p tend vers le vecteur propre dominant v1e1.

Si λ1 est trop grande (ou trop petite) en module et comme les vecteurs ApV sont de
l’ordre λp1v1e1, alors en calcul numérique, on peut facilement dépasser les capacités des
calculateurs. Pour remédier à ce dépassement de mémoire, on va normaliser les vecteurs
calculés à chaque itération.

Ainsi, on ne va pas appliquer A à Vp , mais au vecteur normé :
Vp
||Vp|| où ||.|| étant prise

en général comme la plus grande composante du vecteur Vp à savoir ||Vp||∞.

3.3 Calcul de la plus petite valeur propre par la

méthode de la puissance inverse

Enfin pour calculer la valeur propre de plus petit module de la matrice A qui nous
concerne (3.3), dans ce cas la plus petite valeur propre, on va utiliser la méthode de la
puissance inverse classique (méthode de la puissance itérée appliquée à A−1 sans la cal-
culer évidemment).
Pour la résolution des systèmes linéaires utilisés par l’algorithme de la puissance inverse
on fait appel à la factorisation LU de la matrice A où L est une matrice triangulaire
inférieure et U une matrice triangulaire supérieure. On note que cette factorisation existe
sans permutations car la matrice A est réelle, symétrique et définie positive.
En outre, la matrice étant définie positive, on aurait pu aussi utiliser une factorisation
positive de Cholesky LtL où L est une matrice triangulaire inférieure régulière dont les
coefficients diagonaux sont positifs.

Algorithme 1 :
(Méthode de la puissance inverse classique)

– V (0) vecteur d’initialisation non nul
– Résoudre le système linéaire AW (k+1) = V (k)

– Calculer le vecteur V (k+1) = W (k+1)

||W (k+1)||
– Test d’arrêt : k > IteMax ou ||V (k+1) − V (k)|| < ErrSou

IteMax est le nombre maximale d’itération autorisé.
ErrSou est l’erreur souhaitée

– Calculer β(k+1) = W (k+1).V (k)

– Calculer λ(k+1) = 1
β(k+1)

– Valeur approchée de la plus petite valeur propre :

λ1 ≈ λ(k+1) et µT (ξ) ≈ λ1

h2
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La convergence de l’algorithme précédent est assurée par la proposition suivante :

Proposition 3.3.1.
Soit A une matrice diagonalisable. Si λ1 est l’unique valeur propre de plus petit module
et si le vecteur d’initialisation V (0) n’est pas orthogonal au sous-espace propre à gauche
correspondant à λ1, alors la direction du vecteur V (n) tend vers celle du sous-espace propre
associe à λ1 et on a :

lim
k→+∞

λ(k+1) = λ1.

Pour la preuve de cette proposition et pour plus de renseignement concernant les
méthodes itératives de calcul de valeurs propres, on peut consulter par exemple ([45],[20]
ou [55]). Ce résultat reste valable si λ1 est une valeur propre multiple vérifiant :

λ1 = · · · = λp < λp+1 ≤ · · · ≤ λn.

Pour résoudre les systemes de type Ax = f utilisés par l’algorithme, on factorise la
matrice A sous la forme LU . Or A étant symétrique et tridiagonale, on a :

L=




1 0 . . . . . . . . . . 0
l2 1 0 . . . . . . . 0
0 l3 1 0 . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 . 0 ln−1 1 0
0 . . . . 0 ln 1




et U=




d1 u1 0 . . . . . . . 0
0 d2 u2 0 . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . 0 0 dn−1 un−1

0 . . . . . . 0 0 dn




avec

{
d1 = 1 + α1 et u1 = −1

ui = −1 li = −1
di−1

et di = αi + li pour 2 ≤ i ≤ n.

La résolution du systeme Ax = f se fait en deux étapes, soit Ly = f suivi de Ux = y.

Le nombre d’opérations utilisées est de l’ordre de 5n au lieu de 2
3n

3 pour l’algorithme de
Gauss.

Voici quelques résultats numériques pour des valeurs de T comprises entre 2. et 4.
θ étant une approximation de Θ0.
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Méthodes des différences finies

n
T=2.75 T=3. T=3.25 T=3.5
λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ|

100 0.6055 1.54 10−2 0.5873 0.28 10−2 0.5815 0.86 10−2 0.5793 1.08 10−2

250 0.6076 1.75 10−2 0.5914 0.13 10−2 0.5884 0.17 10−2 0.5863 0.38 10−2

300 0.6084 1.83 10−2 0.5964 0.63 10−2 0.5891 0.10 10−2 0.5887 0.14 10−2

500 0.6098 1.97 10−2 0.5964 0.63 10−2 0.5907 0.06 10−2 0.5883 0.18 10−2

0 0.5 1 1.5 2
ξ

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

µ(
ξ)

θ = 0.5907
Plus petite valeur propre
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Chapitre 4

Approximation par la méthode des
éléments finis

Avec la méthode des différences finies, on a approché l’opérateur de dérivation par un
opérateur discret. Cette approximation est justifiée par l’utilisation de simples formules
de Taylor en faisant des hypothèses de régularité trop importantes pour les fonctions
considerées.

Contrairement à la méthode des différences finies, la méthode des éléments finis consiste
à construire des approximations par des fonctions avec des hypothèses de régularite moins
importantes. Elle permet de traiter notre problème sans difficultés supplémentaires et
avec une meilleure précision que les différences finies.

4.1 Maillage

Soit n un entier naturel non nul, un maillage de ]0, T [ est la donnée de n+ 2 points :

t0 = 0 < t1 < · · · < tn < tn+1 = T.

On note :

hi = ti+1 − ti pour 0 ≤ i ≤ n et h = max
0≤i≤n

hi.

Dans la suite et sauf indication contraire, on supposera que le maillage est uniforme

et on a simplement h = hi = T
n+ 1.
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4.2 Notations

4.2.1 Polynômes d’approximations

On note Pk l’espace des polynomes à coefficients réels et de degré inférieur ou égal à
k.

Pk =
{
p(x) =

k∑

i=0

aix
i, ai ∈ R pour 0 ≤ i ≤ k

}
. (4.1)

4.2.2 Espace d’approximation

Pour obtenir une approximation numérique de la solution du problème variationnel
(2.16), il est nécessaire d’introduire un espace d’approximation de dimension finie appro-
chant l’espace D1,T .
On définit les espace d’approximation V k

h et V k
0,hpar :

V k
h =

{
v continue sur [0, T ] ; v

∣∣
[ti,ti+1]

∈ Pk , 0 ≤ i ≤ n
}
. (4.2)

V k
0,h =

{
v ∈ V k

h | v(T ) = 0
}
. (4.3)

V k
h est un espace vectoriel de dimension k(n + 1) + 1 et V k

0,h est de dimension k(n + 1)
(voir par exemple [30] Proposition 2.1.6).

4.3 Formulation variationnelle discrète

La théorie de l’approximation variationnelle nous conduit à considérer le problème
variationnel discret suivant :

{
Trouver une fonction non nulle uh ∈ V k

0,h vérifiant :
∀ vh ∈ V k

0,h, aT (uh, vh) = λh(uh, vh)L2
T
.

(4.4)

La valeur propre λh dépend de ξ, T et h.

Le théorème 6.4-1 ([53]) nous permet d’avoir le résultat suivant :
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Théorème 4.3.1.
Les valeurs propres du problème variationnel (4.4) forment une suite croissante

0 < λ1,h < λ2,h < · · · < λN,h avec N = dim V k
0,h = k(n+ 1).

et il existe une base {wm,h}Nm=1 de V k
0,h, orthonormale dans L2(]0 , T [) telle que

∀ vh ∈ V k
0,h, aT (wm,h, vh) = λm,h(wm,h, vh)L2

T
, 1 ≤ m ≤ N.

4.4 Convergence des valeurs propres approchées

Soit λk = λTξ,k , k ≥ 1 les valeurs propres du problème (2.16) et l’espace usuel de

Sobolev H l+1(]0, T [) =
{

u ∈ L2(]0 , T [) | Dαu ∈ L2(]0 , T [), 1 ≤ α ≤ l + 1
}

.

En appliquant le théorème 6.5-1 ([53]), on obtient le résultat de convergence suivant :

Théorème 4.4.1.
Pour tout entier naturel m, 1 ≤ m ≤ N (N = dim V k

0,h) on a :

lim
h→0

∣∣∣λm,h − λm

∣∣∣ = 0,

et si de plus l’espace Vm engendré par les m premiers vecteurs propres w1, · · · , wm du
problème variationnel (2.16) verifie Vm ⊂ H l+1(]0, T [) pour un entier non nul l ≤ k,
on a :

∣∣∣λm,h − λm

∣∣∣ ≤ C(ξ, T )h2l.

4.5 Utilisation des éléments finis P1

4.5.1 Base canonique de l’espace d’approximation V 1
0,h

Dans cette partie on va approcher la solution u du problème variationnel par une
fonction dans V 1

h . Cet espace vectoriel est de dimension n+ 2 dont la base canonique est
donnée par les fonctions chapeaux (ϕj)0≤j≤n+1, telles que ϕj ∈ V 1

h et ϕj(ti) = δij
(δ désigne le symbole de Kronecker).

On peut établir facilement que les fonctions (ϕj)0≤j≤n+1 sont de la forme :

ϕ0(t) =





1
h

(t1 − t) si t ∈ [t0, t1]

0 sinon
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ϕj(t) =





1
h

(t− tj−1) si t ∈ [tj−1, tj]

1
h

(tj+1 − t) si t ∈ [tj, tj+1]

0 ailleurs

ϕn+1(t) =





1
h

(t− tn) si t ∈ [tn, tn+1]

0 sinon

Comme v(T ) = 0, on va considérer l’espace d’approximation V 1
0,h qui est un sous-espace

vectoriel de V 1
h , de dimension n + 1, dont la base canonique est (ϕj)0≤j≤n. En effet,

toute fonction wh de V 1
h s’écrit comme combinaison linéaire des fonctions (ϕj)0≤j≤n+1 :

wh =
n+1∑
k=0

wh(tk)ϕk. Or si wh(T ) = wh(tn+1) = 0 alors wh =
n∑
k=0

wh(tk)ϕk.

4.5.2 Transformation algébrique du problème variationnel dis-
cret

On rappelle qu’on cherche à résoudre le problème variationnel discret suivant :

{
Trouver une fonction non nulle uh ∈ V 1

0,h vérifiant :
∀ vh ∈ V 1

0,h, aT (uh, vh) = λh(uh, vh)L2
T
.

(4.5)

Comme uh et vh appartiennent à l’espace vectoriel de dimension finie V 1
0,h, leurs décompositions

sur la base canonique de V 1
0,h sont de la forme :

uh(t) =

n∑

j=0

uh(tj)ϕj(t) =

n+1∑

j=1

ujϕj−1(t), vh(t) =

n∑

j=0

vh(tj)ϕj(t) =

n+1∑

j=1

vjϕj−1(t) ∀t ∈ [0, T ],

avec uj = uh(tj−1) et vj = vh(tj−1) pour 1 ≤ j ≤ n+ 1.
Le problème variationnel discret (4.5) revient donc à trouver un vecteur U = (ui)1≤i≤n+1

de Rn+1 tel que pour tout vecteur V = (vi)1≤i≤n+1 de Rn+1 on ait :

∑

1≤i,j≤n+1

uivj

∫ T

0

[
ϕ
′
i−1(t)ϕ

′
j−1(t) +(t−ξ)2ϕi−1(t)ϕj−1(t)

]
dt = λh

∑

1≤i,j≤n+1

uivj

∫ T

0

ϕi−1(t)ϕj−1(t) dt.

en posant Nh = (Nh
ij)1≤i,j≤n+1 la matrice de rigidité, de terme générique

Nh
ij = aT (ϕi−1, ϕj−1) =

∫ T

0

[
ϕ
′
i−1(t)ϕ

′
j−1(t) + (t− ξ)2ϕi−1(t)ϕj−1(t)

]
dt.
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et Mh = (Mh
ij)1≤i,j≤n+1 la matrice de masse, de terme générique

Mh
ij =

∫ T

0

ϕi−1(t)ϕj−1(t) dt.

Ainsi le problème variationnel discret (4.5) est équivalent au problème matriciel généralisé
de valeurs propres :

NhU = λh MhU . (4.6)

4.5.3 Calcul des coefficients de la matrice de rigidité Nh

Pour le calcul des coefficients Nh
ij, on a besoin de calculer d’abord les integrales I(a)

et J(a) suivantes :

I(a) =

∫ h

0

(a− u)2u2 du =
[
a2u

3

3
− 2a

u4

4
+
u5

5

]h
0

= a2h
3

3
− ah

4

2
+
h5

5

I(a) = h3
(
a2

3 −
ah
2 + h2

5

)

J(a) =

∫ h

0

(a−u)2(h−u)u du =
[
a2h

u2

2
−(a2+2ah)

u3

3
+(2a+h)

u4

4
−u

5

5

]h
0

J(a) = a2h
3

2
− (a2 + 2ah)

u3

3
+ (2a+ h)

h4

4
− h5

5
= a2h

3

6
− a

h4

6
+

h5

20

J(a) = h3
(
a2

6 −
ah
6 + h2

20

)

Comme dans la section 3 , on pose βi = ti − ξ.
Maintenant, on va calculer, sans l’utilisation de quadrature numérique, les valeurs exactes
des coefficients Nh

ij :

• Nh
11 =

∫ T

0

(
ϕ
′
0(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
ϕ0(t)

)2

dt

=

∫ t1

t0

1

h2 dt +

∫ t1

t0

1

h2 (t− ξ)2(t1 − t)2 dt

=
1

h
+

1

h2 .I(β1)
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Nh
11 = 1

h
+ β2

1
h
3 − β1

h2

2 + h3

5 = 1
h

(
1 + β2

1
h2

3 − β1
h3

2 + h4

5

)

• Nh
12 = Nh

21 =

∫ T

0

ϕ
′
0(t)ϕ

′
1(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ϕ0(t)ϕ1(t) dt

=

∫ t1

t0

− 1

h2 dt +

∫ t1

t0

1

h2 (t− ξ)2(t1 − t)(t− t0) dt

= −1

h
+

1

h2

∫ h

0

(t− ξ)2(t1 − t)(t− t0) dt on pose u = t1 − t

= −1

h
+

1

h2

∫ h

0

(β1 − u)2u(h− u) du = −1

h
+

1

h2J(β1)

= −1

h
+

1

h2

[
β2

1

h3

6
− β1

h4

6
+

h5

20

]
= −1

h
+ β2

1

h

6
− β1

h2

6
+

h3

20

Nh
12 = Nh

21 = −1
h

+ β0β1
h
6 + h3

20 = 1
h

(
− 1 + β0β1

h2

6 + h4

20

)

• Nh
22 =

∫ T

0

(
ϕ
′
1(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
ϕ1(t)

)2

dt

=
2

h
+

1

h2

∫ t1

t0

(t− ξ)2(t− t0)2 dt +
1

h2

∫ t2

t1

(t− ξ)2(t2 − t)2 dt

=
2

h
+

1

h2

∫ h

0

(u+ β0)2u2 du +
1

h2

∫ h

0

(−u+ β2)2u2 du =
2

h
+

1

h2 .I(−β0) +
1

h2 .I(β2)

=
2

h
+

1

h2

[
β2

0

h3

6
+ β0

h4

2
+

h5

5

]
+

1

h2

[
β2

2

h3

6
− β2

h4

2
+

h5

5

]

=
2

h
+ (β2

0 + β2
2)
h

3
+ (β0 − β2)

h2

2
+

2h3

5

Or β0 − β2 = −2h et β2
0 + β2

2 = (β0 − β2)2 + 2β0β2 = 4h2 + 2β0β2, alors on a :

Nh
22 = 2

h
+ (β2

0 + β2
2)h3 −

3h3

5 = 2
h

+ 2β0β2
h
3 + 11h3

15 = 1
h

(
2 + 2β0β2

h2

3 + 11h4

15

)

• Nh
23 = Nh

32 =

∫ T

0

ϕ
′
1(t)ϕ

′
2(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ϕ1(t)ϕ2(t) dt

= −1

h
+

1

h2

∫ t2

t1

(t− ξ)2(t− t1)(t2 − t) dt

= −1

h
+

1

h2

∫ h

0

(β2 − u)2(h− u)u du avec u = t2 − t

= −1

h
+

1

h2J(β2) = −1

h
+

1

h2

[
β2

2

h3

6
− β2

h4

6
+
h5

20

]
= −1

h
+ β2

2

h

6
− β2

h2

6
+
h3

20
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Nh
23 = Nh

32 = −1
h

+ β1β2
h
6 + h3

20 = 1
h

(
− 1 + β1β2

h2

6 + h4

20

)

Pour tout i , 2 ≤ i ≤ n on a :

• Nh
i,i+1 = Nh

i+1,i =

∫ T

0

ϕ
′
i−1(t)ϕ

′
i(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ϕi−1(t)ϕi(t) dt

= −1

h
+

1

h2

∫ ti

ti−1

(t− ξ)2(ti − t)(t− ti−1) dt

= −1

h
+

1

h2

∫ h

0

(βi − u)2(h− u)u du avec u = ti−1 − t

= −1

h
+

1

h2J(βi) = −1

h
+ β2

i

h

6
− βi

h2

6
+

h3

20

Nh
i,i+1 = Nh

i+1,i = −1
h

+ βi−1βi
h
6 + h3

20 = 1
h

(
− 1 + βi−1βi

h2

6 + h4

20

)

Pour tout i , 2 ≤ i ≤ n+ 1 on a :

• Nh
i,i =

∫ T

0

(
ϕ
′
i−1(t)

)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
ϕi−1(t)

)2

dt

=
2

h
+

1

h2

∫ ti−1

ti−2

(t− ξ)2(t− ti−2)2 dt +
1

h2

∫ ti

ti−1

(t− ξ)2(ti − t)2 dt

=
2

h
+

1

h2

∫ h

0

(u+ βi−2)2u2 du +
1

h2

∫ h

0

(−u+ βi)
2u2 du

=
2

h
+

1

h2 .I(−βi−2) +
1

h2 .I(βi)

Et comme βi−2 − βi = −2h et β2
i−2 + β2

i = (βi−2 − βi)2 + 2βi−2βi = 4h2 + 2βi−2βi, alors
on a :

Nh
i,i = 2

h
+ (β2

i−2 + β2
i )
h
3 −

3h3

5 = 2
h

+ 2βi−2βi
h
3 + 11h3

15 = 1
h

(
2 + 2βi−2βi

h2

3 + 11h4

15

)

Enfin

Nh
i,j = 0 si |i− j| ≥ 2 car Support ϕi−1 ∩ Support ϕj−1 = ∅
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Nh=




� F 0 . . . . . . . . . . 0
F � F 0 . . . . . . 0
0 F � F 0 . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . 0 F � F 0
0 . . . . . . 0 F � F
0 . . . . . . . . . . 0 F �




est symétrique et tridiagonale

4.5.4 Calcul des coefficients de la matrice de masse Mh

• Mh
11 =

∫ T

0

(
ϕ0(t)

)2

dt =
1

h2

∫ t1

t0

(t1 − t)2 dt =
1

h2

∫ h

0

u2 du =
1

h2

h3

3
=
h

3

Mh
11 = h

3 = 2× h
6

• Mh
12 = Mh

12 =

∫ T

0

ϕ0(t)ϕ1(t) dt =
1

h2

∫ t1

t0

(t1 − t)(t− t0) dt =
1

h2

∫ h

0

t(h− t) dt

=
1

h2

[
h
t2

2
− t3

3

]h
0

=
1

h2 (
h3

2
− h3

3
) =

h

6

Mh
12 = Mh

12 = 1× h
6

• Mh
22 =

∫ T

0

(
ϕ1(t)

)2

dt =
1

h2

[ ∫ t1

t0

(t− t0)2 dt +

∫ t2

t1

(t1 − t)2 dt
]

=
1

h2

[ ∫ h

0

u2 du +

∫ h

0

v2 dv
]

=
1

h2

2h3

3
=

2h

3

Mh
22 = 2h

3 = 4× h
6

Pour tout i , 2 ≤ i ≤ n on a :

• Mh
i,i+1 = Mh

i+1,i =

∫ T

0

ϕi(t)ϕi−1(t) dt =
1

h2

∫ ti

ti−1

(ti − t)(t− ti−1) dt =
1

h2

∫ h

0

(h− u)u du
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• Mh
i,i+1 = Mh

i+1,i =
1

h2

[
h
u2

2
− u3

3

]h
0

=
1

h2 (
h3

2
− h3

3
) =

h

6

Mh
i,i+1 = Mh

i+1,i = 1× h
6

Pour tout i , 2 ≤ i ≤ n+ 1 on a :

• Mh
ii =

∫ T

0

(
ϕi−1(t)

)2

dt =
1

h2

[ ∫ ti−1

ti−2

(t− ti−2)2 dt +

∫ ti

ti−1

(ti − t)2 dt
]

=
1

h2

[ ∫ h

0

u2 du +

∫ h

0

v2 dv
]

=
1

h2

2h3

3
=

2h

3

Mh
ii = 2h

3 = 4× h
6

Enfin

Mh
i,j = 0 si |i− j| ≥ 2 car Support ϕi−1 ∩ Support ϕj−1 = ∅

Mh=h

6




2 1 0 . . . . . . . 0
1 4 1 0 . . . . 0
0 1 4 1 0 . 0
. . . . . . . . . .

0 . 0 1 4 1 0
0 . . . . 0 1 4 1
0 . . . . . . . 0 1 4




est symétrique, tridiagonale et définie positive

Proposition 4.5.1.

Les matrices Nh et Mh sont symétriques, tridiagonales et définies positives. En outre,
la matrice Mh est à diagonale strictement dominante. Les valeurs propres du problème
matriciel généralisé (4.6) sont strictement positives

Preuve :
On vérifie aisemment que les matrices Nh et Mh sont symétriques, et tridiagonales.

(Nh
ij = Mh

ij = 0 pour |i− j| ≥ 2)
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La matrice Nh est définie positive car la forme bilinéaire aT (., .) est coercive.
La matrice Mh est à diagonale strictement dominante car

n∑

j=1
j 6=i

|aij| = 2 < aii = 4 pour tout i, 2 ≤ i ≤ n− 1

n∑

j=2

|a1j| = 1 < a11 = 2 et
n−1∑

j=1

|anj| = 1 < ann = 4

La matrice Mh est définie positive car c’est une matrice à diagonale strictement domi-
nante et dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs (voir par exemple [45]) �

4.5.5 Calcul de la plus petite valeur propre

On pose : Nh=
1

h
N et Mh=

h

6
M et λ =

h2

6
×λh

Le problème matriciel généralisé de valeurs propres (4.6) est équivalent à :

NU = λMU (4.7)

Les matrices N et M sont symétriques, tridiagonales et définies positives. Par
conséquent et de manière analogue à la section 3.4, on utilise la méthode de la puis-
sance inverse adaptée au problème généralisé de valeurs propres (4.7).

Algorithme 2 :
– X(0) vecteur d’initialisation non nul
– Résoudre le système linéaire NY (k+1) = MX(k)

– Calculer le vecteur X (k+1) = Y (k+1)

||Y (k+1)||M
||Y ||M = (Y.MY )

1
2 la norme induite par le produit scalaire défini par M .

– Test d’arrêt : k > IteMax ou ||X (k+1) −X(k)|| < ErrSou
IteMax est le nombre maximale d’itération autorisé.
ErrSou est l’erreur souhaitée

– Calculer β(k+1) = Y (k+1).MX(k)

– Calculer λ(k+1) = 1
β(k+1)

– Valeur approchée de la plus petite valeur propre :

λ1 ≈ λ(k+1) et µT (ξ) ≈ h2λ1
6
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Voici quelques résultats numériques pour des valeurs de T comprises entre 3 et 5.

Méthode des élements finis P1

n
T=3.5 T=4. T=4.5 T=5.

λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ|
100 0.5962 0.61 10−2 0.5961 0.60 10−2 0.5969 0.68 10−2 0.5976 0.75 10−2

250 0.5931 0.30 10−2 0.5926 0.25 10−2 0.5928 0.27 10−2 0.5931 0.30 10−2

300 0.5927 0.26 10−2 0.5922 0.21 10−2 0.5924 0.23 10−2 0.5926 0.25 10−2

500 0.5920 0.19 10−2 0.5913 0.12 10−2 0.5914 0.14 10−2 0.5916 0.16 10−2

0 0.5 1 1.5 2
ξ

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

µ(
ξ)

θ = 0.5913 
Plus petite valeur propre
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4.6 Utilisation des éléments finis P2

4.6.1 Base canonique de l’espace d’approximation V 2
0,h

Dans cette partie, on considère les élements finis de Lagrange P2, on va donc approcher
la solution u du problème variationnel par une fonction dans l’espace d’approximation :

V 2
h =

{
v continue sur [0, T ] ; v

∣∣
[ti,ti+1]

∈ P2 , 0 ≤ i ≤ n
}
. (4.8)

Proposition 4.6.1.
L’ espace V 2

h est un espace vectoriel de dimension 2n + 3. La base canonique de cet
espace est composée par les deux familles de fonctions {ϕi}0≤i≤n+1, et {ψj}0≤j≤n, définies
respectivement par

∀ i, 0 ≤ i ≤ n+ 1, ϕi ∈ V 2
h , ϕi(tk) = δik et ϕi(tk+ 1

2
) = 0 pour tout k, 0 ≤ k ≤ n,

∀ j, 0 ≤ j ≤ n, ψj ∈ V 2
h , ψj(tk) = 0 et ψj(tk+ 1

2
) = δjk pour tout k, 0 ≤ k ≤ n

avec tk+ 1
2

=
xk + xk+1

2
.

Pour la preuve de cette proposition, on peut consulter par exemple ([53],[55]).
On peut établir facilement que les fonctions (ϕi)0≤i≤n+1 et (ψj)0≤j≤n sont de la forme :

ϕ0(t) =





2
h2

[
(t1 − t)2 + h

2 (t− t1)
]

si t ∈ [t0, t1]

0 sinon

=





2
h2 (t− t1)(t− t 1

2
) si t ∈ [t0, t1]

0 sinon

ϕn+1(t) =





2
h2

[
(t− tn)2 − h

2 (t− tn)
]

si t ∈ [tn, tn+1]

0 sinon

=





2
h2 (t− tn)(t− tn+ 1

2
)
]

si t ∈ [tn, tn+1]

0 sinon
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et pour tout i, 1 ≤ i ≤ n, on a :

ϕi(t) =





2
h2

[
(t− ti−1)2 − h

2 (t− ti−1)
]

si t ∈ [ti−1, ti]

2
h2

[
(t− ti+1)2 + h

2 (t− ti+1)
]

si t ∈ [ti, ti+1]

0 ailleurs

=





2
h2 (t− ti−1)(t− ti− 1

2
) si t ∈ [ti−1, ti]

2
h2 (t− ti+1)(t− ti+ 1

2
) si t ∈ [ti, ti+1]

0 ailleurs

et pour tout j, 0 ≤ j ≤ n, on a :

ψj(t) =





− 4
h2

[
(t− tj)2 − h(t− tj)

]
si t ∈ [tj, tj+1]

0 sinon

ψj(t) =





− 4
h2

[
(t− tj+1)2 + h(t− tj+1)

]
si t ∈ [tj, tj+1]

0 sinon

=





− 4
h2 (t− tj+1)(t− tj)

]
si t ∈ [tj, tj+1]

0 sinon

Comme v(T ) = 0, on introduit l’espace d’approximation

V 2
0,h =

{
v ∈ V 2

h | v(T ) = 0
}
. (4.9)

V 2
0,h est un sous-espace vectoriel de V 2

h , de dimension 2n + 2, dont la base canonique est
formée des deux familles (ϕi)0≤i≤n et (ψj)0≤j≤n. En effet, si wh ∈ V 2

0,h ⊂ V 2
h , ona :

wh(t) =

n+1∑

i=0

wh(ti)ϕi(t) +

n∑

j=0

wh(tj+ 1
2
)ψj(t)

=

n∑

i=0

wh(ti)ϕi(t) +

n∑

j=0

wh(tj+ 1
2
)ψj(t) car wh(tn+1) = wh(T ) = 0
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4.6.2 Transformation algébrique du problème variationnel dis-
cret

On cherche donc à résoudre le problème variationnel discret suivant :

{
Trouver une fonction non nulle uh ∈ V 2

0,h vérifiant :
∀ vh ∈ V 2

0,h, aT (uh, vh) = λh(uh, vh)L2
T
.

(4.10)

Comme uh et vh appartiennent à l’espace vectoriel de dimension finie V 2
0,h, leurs

décompositions sur la base canonique de V 2
0,h sont de la forme :

uh(t) =
n∑

i=0

uh(ti)ϕi(t)+
n∑

j=0

uh(tj+ 1
2
)ψj(t) et vh(t) =

n∑

i=0

vh(ti)ϕi(t)+
n∑

j=0

vh(tj+ 1
2
)ψj(t) ∀t ∈ [0, T ].

Les fonctions de base (ϕi) et (ψj) ayant des supports inclus respectivement dans
[ti−1, ti+1] et [tj, tj+1], si on les rangeait dans l’ordre “ naturel ”

ϕ0, ϕ1, · · · , ϕn, ψ0, ψ1, · · · , ψn,

on obtiendrait des matrices de masse et de rigidité ayant des structures pleines(éparses).
Toutefois, on peut obtenir des structures de matrice-bande en rangeant convenablement
les fonctions de bases. Ainsi, pour obtenir des matrices tridiagonales par bloc, on ordonne
les fonctions de base comme suit

φ1 = ψ0, φ2 = ϕ0, φ3 = ψ1, φ4 = ϕ1, · · · , φ2n+1 = ψn, φ2n+2 = ϕn,
{
φ2k = ϕk−1 pour 1 ≤ k ≤ n+ 1
φ2k+1 = ψk pour 0 ≤ k ≤ n.

Ainsi les fonctions uh, vh ∈ V 2
0,h s’écrivent sous la forme

uh(t) =
2n+2∑

i=1

uiφi(t) et vh(t) =
2n+2∑

j=1

vjφj(t) ∀t ∈ [0, T ].

Le problème variationnel discret (4.10) revient donc à trouver un vecteur U = (ui)1≤i≤2n+2

de R2n+2 tel que pour tout vecteur V = (vi)2≤i≤2n+2 de R2n+2 on ait :

∑

1≤i,j≤2n+2

uivj

∫ T

0

[
φ
′
i(t)φ

′
j(t) + (t−ξ)2φi(t)φj(t)

]
dt = λh

∑

1≤i,j≤2n+2

uivj

∫ T

0

φi(t)φj(t) dt,

en posant Nh = (Nh
ij)1≤i,j≤2n+2 la matrice de rigidité, de terme générique

Nh
ij = aT (φi, φj) =

∫ T

0

[
φ
′
i(t)φ

′
j(t) + (t− ξ)2φi(t)φj(t)

]
dt,
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et Mh = (Mh
ij)1≤i,j≤2n+2 la matrice de masse, de terme générique

Mh
ij =

∫ T

0

φi(t)φj(t) dt,

le problème variationnel discret (4.10) est équivalent au problème matriciel généralisé de
valeurs propres :

NhU = λh MhU , (4.11)

Nh et Mh sont des matrices carrées d’ordre 2n+ 2.

4.6.3 Calcul des coefficients de la matrice de rigidité Nh

Dans un premier temps, on va préciser tout d’abord les valeurs de certaines integrales
(K(a), H(a), L(a) et R(a)) qu’on va utiliser pour calculer les coefficients N h

ij de la matrice
de de rigidité Nh :

K(a) =

∫ h

0

(u+ a)2(u− h)2u2 du =

∫ h

0

ka(u) du

=

∫ h

0

(u2 + 2au+ a2)(u2 − 2hu+ h2)u2 du

=

∫ h

0

[
u6 + 2(a− h)u5 + (a2 − 4ah+ h2)u4 + 2ah(h− a)u3 + a2h2u2

]
du

=

[
u7

7
+ (a− h)

u6

3
+ (a2 − 4ah+ h2)

u5

5
+ ah(h− a)

u4

2
+ a2h2u

3

3

]h

0

=
h7

7
+ a

h6

3
− h7

7
+ a2h

5

5
− 4a

h6

5
+
h7

5
+ a

h6

2
− a2h

5

2
+ a2h

5

3

=
h7

105
+ a

h6

30
+ a2h

5

30

K(a) =

∫ h

0

(u+ a)2(u− h)2u2 du =
h7

105
+ a

h6

30
+ a2h

5

30
=

h5

30

(
2h2

7
+ ah+ a2

)
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H(a) =

∫ h

0

(u− a)2(2u− h)(u− h)u2 du =

∫ h

0

ha(u) du

=

∫ h

0

(u2 − 2au+ a2)(2u2 − 3hu+ h2)u2 du

=

∫ h

0

[
2u6 − (4a+ 3h)u5 + (2a2 + 6ah+ h2)u4 − (2ah2 + 3a2h)u3 + a2h2u2

]
du

=
2h7

7
− (4a+ 3h)

h6

6
+ (2a2 + 6ah+ h2)

h5

5
− (2ah2 + 3a2h)

h4

4
+ a2h2h

3

3

= −h
7

70
+ a

h6

30
− a2h

5

60

H(a) =

∫ h

0

(u− a)2(2u− h)(u− h)u2 du = −h
7

70
+
ah6

30
− a2h5

60

L(a) =

∫ h

0

u2(u+ a)2(2u− h)2 du =

∫ h

0

la(u) du

=

∫ h

0

u2(u+ a)2(2u− h)[(u− h) + u] du

= H(−a) +

∫ h

0

u3(u+ a)2(2u− h) du

= H(−a) +

∫ h

0

[
2u6 + (4a− h)u5 + (2a2 − 2ah)u4 − a2hu3

]
du

= H(−a) +
2h7

7
+ (4a− h)

h6

6
+ 2a2 − 2ah)

h5

5
− a2h

h4

4

= −h
7

70
− ah

6

30
− a2h

5

60
+

5h7

42
+

4ah6

15
+

3a2h5

20

=
11h7

105
+

7ah6

30
− 2a2h5

15

L(a) =

∫ h

0

u2(u+ a)2(2u− h)2 du =
11h7

105
+

7ah6

30
− 2a2h5

15
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R(a) =

∫ h

0

u(u+ a)2(2u− h)2 du =

∫ h

0

ra(u) du

=

∫ h

0

[
4u5 + (8a− 4h)u4 + (4a2 − 8ah+ h2)u3 + (2ah2 − 4a2h)u2 + a2h2u

]
du

=
2h6

3
+

8ah5

5
− 4h6

5
+
h6

4
− 2ah5 + a2h4 +

2ah5

3
− 4a2h4

3
+
a2h4

2

=
47h6

60
+

4ah5

15
+
a2h4

6

R(a) =

∫ h

0

u(u+ a)2(2u− h)2 du =
47h6

60
+

4ah5

15
+
a2h4

6

Maintenant, on va calculer, les valeurs exactes des coefficients N h
ij :

• Nh
11 =

∫ T

0

(
φ
′
1(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
φ1(t)

)2

dt

=

∫ T

0

(
ψ
′
0(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
ψ0(t)

)2

dt = (∗) + (∗∗)

(∗) =
16

h4

∫ t1

t0

[
2(t− t0)− h

]2
dt =

16

h4

∫ h

0

(2t− h)2 dt

=
16

h4

[
(2t− h)3

6

]h

0

=
16

h4 ×
2h3

6
=

16

3h

(∗∗) =
16

h4

∫ t1

t0

(t− ξ)2
[
(t− t0)2 − h(t− t0)

]2
dt

=
16

h4

∫ h

0

(u+ β0)2(u2 − hu)2 du =
16

h4K(β0)

=
16

h4

(
h7

105
+
β0h

6

30
+
β2

0h
5

30

)
=

16h3

105
+

8β0h
2

15
+

8β2
0h

15

Nh
11 = 16

3h
+ 16h3

105 +
8β0h

2

15 +
8β2

0h
15 = 1

h

(
16
3 + 16h4

105 +
8β0h

3

15 +
8β2

0h
2

15

)
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• Nh
12 = Nh

21 =

∫ T

0

φ
′
1(t)φ

′
2(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ1(t)φ2(t) dt

=

∫ T

0

ψ
′
0(t)ϕ

′
0(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ψ0(t)ϕ0(t) dt = (∗) + (∗∗)

(∗) =

∫ t1

t0

2

h2

[
2(t− t1) +

h

2

]−4

h2

[
2(t− t1) + h

]
dt

= − 4

h4

∫ t1

t0

[
4(t− t1) + h

][
2(t− t1) + h

]
dt = − 4

h4

∫ 0

−h
(4u+ h)(2u+ h) du

= − 4

h4

[
8u3

3
+ 3hu2 + h2u

]h

0

=
4

h4

(
2h3 − 8h3

3

)
= − 8

3h

(∗∗) =

∫ t1

t0

(t− ξ)2 2

h2

[
(t− t1)2 +

h

2
(t− t1)

]−4

h2

[
(t− t1)2 + h(t− t1)

]
dt

= − 4

h2

∫ t1

t0

(t− ξ)2
[
2(t− t1)2 + h(t− t1)

][
(t− t1)2 + h(t− t1)

]
dt

= − 4

h4

∫ 0

−h
(u+ β1)(2u2 + hu)(u2 + hu) du = − 4

h4

∫ h

0

(u− β1)u2(2u− h)(u− h) du

= − 4

h4H(β1) = − 4

h4

(
− h7

70
+
ah6

30
− a2h5

60

)
=

2h3

35
− 2β1h

2

15
+
β2

1h

15

Nh
12 = Nh

21 = − 8
3h

+
β2

1h
15 −

2β1h
2

15 + 2h3

35 = 1
h

(
− 8

3 +
β2

1h
2

15 −
2β1h

3

15 + 2h4

35

)

• Nh
13 = Nh

31 =

∫ T

0

φ
′
1(t)φ

′
3(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ1(t)φ3(t) dt

=

∫ T

0

ψ
′
0(t)ψ

′
1(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ψ0(t)ψ1(t) dt = 0

= 0 car Support ψ0 ∩ Support ψ1 = ∅

Nh
13 = Nh

31 = 0 car Support φ1 ∩ Support φ3 = ∅
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• Nh
14 = Nh

41 =

∫ T

0

φ
′
1(t)φ

′
4(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ1(t)φ4(t) dt

=

∫ T

0

ψ
′
0(t)ϕ

′
1(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ψ0(t)ϕ1(t) dt

=

∫ t1

t0

ψ
′
0(t)ϕ

′
1(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ψ0(t)ϕ1(t) dt = (∗) + (∗∗)

(∗) =

∫ t1

t0

−4

h2

[
2(t− t0)− h

] 2

h2

[
2(t− t0)− h

2

]
dt

= − 4

h4

∫ t1

t0

[
2(t− t0)− h

][
4(t− t0)− h

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(2u− h)(4u− h) du = − 4

h4

∫ h

0

(8u2 − 6uh+ h2) du

= − 4

h4

[
8u3

3
− 3hu2 + h2u

]h

0

= − 4

h4

(
− 8h3

3
− 3h3 + h3

)
= − 8

3h

(∗∗) =

∫ t1

t0

(t− ξ)2−4

h2

[
(t− t0)2 − h(t− t0)

] 2

h2

[
(t− t0)2 − h

2
(t− t0)

]
dt

= − 4

h2

∫ t1

t0

(t− ξ)2
[
(t− t0)2 − h(t− t0)

][
2(t− t0)2 − h(t− t0)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(u+ β0)2(u2 − hu)(2u2 − hu) du

= − 4

h4

∫ h

0

(u+ β0)2(u− h)(2u− h)u2 du

= − 4

h4H(−β0) = − 4

h4

(
− h7

70
− β0h

6

30
− β2

0h
5

60

)
=

2h3

35
+

2β0h
2

15
+
β2

0h

15

Nh
14 = Nh

41 = − 8
3h

+ 2h3

35 +
2β0h

2

15 +
β2

0h
15 = 1

h

(
− 8

3 +
β2

0h
2

15 +
2β0h

3

15 + 2h4

35

)

• Nh
22 =

∫ T

0

(
φ
′
2(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
φ2(t)

)2

dt

=

∫ T

0

(
ϕ
′
0(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
ϕ0(t)

)2

dt = (∗) + (∗∗)
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(∗) =
4

h4

∫ t1

t0

[
2(t− t1) +

h

2

]2
dt =

1

h4

∫ t1

t0

[
4(t− t1) + h

]2
dt

=
1

h4

∫ h

0

(4u− h)2 dt =
1

h4

[
(4u− h)3

12

]h

0

=
1

h4 ×
7h3

3
=

7

3h

(∗∗) =
4

h4

∫ t1

t0

(t− ξ)2
[
(t− t1)2 +

h

2
(t− t1)

]2
dt =

1

h4

∫ t1

t0

(t− ξ)2
[
2(t− t1)2 + h(t− t1)

]2
dt

=
1

h4

∫ h

0

(u− β1)2(2u2 − hu)2 du =
1

h4

∫ h

0

(u− β1)2(2u− h)2u2 du =
1

h4L(−β1)

=
1

h4

(
11h7

105
− 7β1h

6

30
+

2β2
1h

5

15

)
=

11h3

105
− 7β1h

2

30
+

2β2
1h

15

Nh
22 = 7

3h
+ 11h3

105 −
7β1h

2

30 +
2β2

1h
15 = 1

h

(
7
3 + 11h4

105 −
7β1h

3

30 +
2β2

1h
2

15

)

• Nh
23 = Nh

32 =

∫ T

0

φ
′
2(t)φ

′
3(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ2(t)φ3(t) dt

=

∫ T

0

ϕ
′
0(t)ψ

′
1(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ϕ0(t)ψ1(t) dt = 0

= 0
(
Support ϕ0 ∩ Support ψ1 = ∅

)

Nh
23 = Nh

32 = 0 car Support φ2 ∩ Support φ3 = ∅

• Nh
24 = Nh

42 =

∫ T

0

φ
′
2(t)φ

′
4(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ2(t)φ4(t) dt

=

∫ T

0

ϕ
′
0(t)ϕ

′
1(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ϕ0(t)ϕ1(t) dt =

=

∫ t1

t0

ϕ
′
0(t)ϕ

′
1(t) dt+

∫ t1

t0

(t− ξ)2ϕ0(t)ϕ1(t) dt = (∗) + (∗∗)
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(∗) =
4

h2

∫ t1

t0

[
2(t− t1)− h

2

][
2(t− t0)− h

2

]
dt

=
1

h4

∫ t1

t0

[
4(t− t1)− h

][
4(t− t0)− h

]
dt =

1

h4

∫ h

0

(4u− 3h)(4u− h) du

=
1

4h4

∫ 2h

−2h

(v − h)(v + h) du
1

4h4

[
v3

3
− h2v

]2h

−2h

=
1

4h4

(16h3

3
− 4h3

)
=

1

3h

(∗∗) =
4

h2

∫ t1

t0

(t− ξ)2
[
(t− t1)2 +

h

2
(t− t1)

][
(t− t0)2 +

h

2
(t− t0)

]
dt

=
1

h2

∫ t1

t0

(t− ξ)2
[
2(t− t1)2 + h(t− t1)

][
2(t− t0)2 + h(t− t0)

]
dt

=
1

h4

∫ h

0

(u+ β0)2(2u− h)2(u− h)u du

=
1

h4

[ ∫ h

0

(u+ β0)2(2u− h)2u2du− h
∫ h

0

(u+ β0)2(2u− h)2udu

]

=
1

h4

[
L(β0)− hR(β0)

]
=

1

h4

[
11h7

105
+

7β0h
6

30
− 2β2

0h
5

15
− h
(

47h6

60
+

4β0h
5

15
+
β2

0h
4

6

)]

=
19h3

28
− β0h

2

30
− β2

0h

30

Nh
24 = Nh

42 = 1
3h

+ 19h3

28 −
β0h

2

30 −
β2

0h
30 = 1

h

(
1
3 + 19h4

28 −
β0h

3

30 −
β2

0h
2

30

)

• Nh
25 = Nh

52 =

∫ T

0

φ
′
2(t)φ

′
5(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ2(t)φ5(t) dt

=

∫ T

0

ϕ
′
0(t)ψ

′
2(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ϕ0(t)ψ2(t) dt = 0

= 0
(
Support ϕ0 ∩ Support ψ2 = ∅

)

Nh
25 = Nh

52 = 0 car Support φ2 ∩ Support φ5 = ∅

Nh
26 = Nh

62 = 0 car Support φ2 ∩ Support φ6 = ∅
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• Nh
33 =

∫ T

0

(
φ
′
3(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
φ3(t)

)2

dt

=

∫ T

0

(
ψ
′
1(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
ψ1(t)

)2

dt = (∗) + (∗∗)

(∗) =
16

h4

∫ t2

t1

[
2(t− t1)− h

]2
dt =

16

h4

∫ h

0

(2u− h)2 du

=
16

h4

[
(2u− h)3

6

]h

0

=
16

h4 ×
2h3

6
=

16

3h

(∗∗) =
16

h4

∫ t2

t1

(t− ξ)2
[
(t− t1)2 − h(t− t1)

]2
dt

=
16

h4

∫ h

0

(u+ β1)2(u2 − hu)2 du =
16

h4K(β1)

=
16

h4

(
h7

105
+
β1h

6

30
+
β2

1h
5

30

)
=

16h3

105
+

8β1h
2

15
+

8β2
1h

15

Nh
33 = 16

3h
+ 16h3

105 +
8β1h

2

15 +
8β2

1h
15 = 1

h

(
16
3 + 16h4

105 +
8β1h

3

15 +
8β2

1h
2

15

)

• Nh
34 = Nh

43 =

∫ T

0

φ
′
3(t)φ

′
4(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ3(t)φ4(t) dt

=

∫ T

0

ψ
′
1(t)ϕ

′
1(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ψ1(t)ϕ1(t) dt =

=

∫ t2

t1

ψ
′
1(t)ϕ

′
1(t) dt+

∫ t2

t1

(t− ξ)2ψ1(t)ϕ1(t) dt = (∗) + (∗∗)

(∗) = − 8

h4

∫ t2

t1

[
2(t− t2) + h

][
2(t− t2) +

h

2

]
dt

= − 4

h4

∫ t2

t1

[
2(t− t2) + h

][
4(t− t2) + h

]
dt = − 4

h4

∫ h

0

(2v − h)(4v − h) dv

= = − 8

3h
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(∗∗) = − 8

h4

∫ t2

t1

(t− ξ)2
[
(t− t1)2 − h(t− t1)

][
(t− t1)2 − h

2
(t− t1)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(u+ β1)2(u2 − hu)(2u2 − hu) du

= − 4

h4H(−β1) = − 4

h4

[
− h7

70
+
ah6

30
− a2h5

60

]

=
2h3

35
+

2β1h
2

15
+
β2

1h

15

Nh
34 = Nh

43 = − 8
3h

+ 2h3

35 +
2β1h

2

15 +
β2

1h
15 = 1

h

(
− 8

3 + 2h4

35 +
2β1h

3

15 +
β2

1h
2

15

)

• Nh
35 = Nh

53 =

∫ T

0

φ
′
3(t)φ

′
5(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ3(t)φ5(t) dt

=

∫ T

0

ψ
′
1(t)ψ

′
2(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ψ1(t)ψ2(t) dt = 0

= 0
(
Support ψ1 ∩ Support ψ2 = ∅

)

Nh
35 = Nh

53 = 0 car Support φ3 ∩ Support φ5 = ∅

• Nh
36 = Nh

63 =

∫ T

0

φ
′
3(t)φ

′
6(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ3(t)φ6(t) dt

=

∫ T

0

ψ
′
1(t)ϕ

′
2(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ψ1(t)ϕ2(t) dt = (∗) + (∗∗)

(∗) = − 8

h4

∫ t2

t1

[
2(t− t1)− h

][
2(t− t1)− h

2

]
dt

= − 4

h4

∫ t2

t1

[
2(t− t1)− h

][
4(t− t1) + h

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(2u− h)(4u− h) du

= − 4

h4

[
8u3

3
+ 3hu2 + h2u

]h

0

=
4

h4

(
2h3 − 8h3

3

)

= − 8

3h
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(∗∗) = − 4

h2

∫ t2

t1

(t− ξ)2
[
(t− t1)2 − h(t− t1)

][
(t− t1)2 − h

2
(t− t1)

]
dt

= − 4

h2

∫ t2

t1

(t− ξ)2
[
(t− t1)2 − h(t− t1)

][
2(t− t1)2 − h(t− t1)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(u+ β1)2(u2 − hu)(2u2 − hu) du = − 4

h4H(−β1) =
2h3

35
+

2β1h
2

15
+
β2

1h

15

Nh
63 = Nh

36 = − 8
3h

+
β2

1h
15 +

2β1h
2

15 + 2h3

35 = 1
h

(
− 8

3 +
β2

1h
2

15 +
2β1h

3

15 + 2h4

35

)

Nh
37 = Nh

73 = 0 car Support φ3 ∩ Support φ7 = ∅

• Nh
44 =

∫ T

0

(
φ
′
4(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
φ4(t)

)2

dt

=

∫ T

0

(
ϕ
′
1(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
ϕ1(t)

)2

dt = (∗) + (∗∗)

(∗) =
4

h4

∫ t1

t0

[
2(t− t0)− h

2

]2
dt+

4

h4

∫ t2

t1

[
2(t− t2) +

h

2

]2
dt

=
4

h4

∫ t1

t0

[
4(t− t0)− h

]2
dt+

4

h4

∫ t2

t1

[
4(t− t2) + h

]2
dt

=
1

h4

[ ∫ h

0

(4u− h)2 du+

∫ h

0

(−4v + h)2 dv
]

=
2

h4

∫ h

0

(4u− h)2 du

=
2

h4

[
(4u− h)3

12

]h

0

=
2

h4 ×
7h3

3
=

14

3h

(∗∗) =
4

h4

∫ t1

t0

(t− ξ)2
[
(t− t0)2 − h

2
(t− t0)

]2
dt+

4

h4

∫ t2

t1

(t− ξ)2
[
(t− t2)2 +

h

2
(t− t2)

]2
dt

=
1

h4

[ ∫ t1

t0

(t− ξ)2
[
2(t− t0)2 − h(t− t0)

]2
dt+

∫ t2

t1

(t− ξ)2
[
2(t− t2)2 + h(t− t2)

]2
dt

]

=
1

h4

[ ∫ h

0

(u+ β0)2(2u2 − hu)2 du +

∫ h

0

(−v + β2)2(2v2 − hv)2 dv

]
=

1

h4

(
L(β0) + L(−β2)

)

=
1

h4

[
22h7

105
+

7(β0 − β2)h6

30
+

2(β2
0 + β2

0)h5

15

]
=

1

h4

[
22h7

105
+

7(−2h)h6

30
+

2(β2
0 + β2

0)h5

15

]

= −9h3

35
+

2(β2
0 + β2

2)h

15
= −9h3

35
+

2(4h2 + 2β0β2)h

15
=

29h3

105
+

4β0β2h

15
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Nh
44 =

14

3h
− 9h3

35
+

2(β2
0 + β2

2)h

15
=

14

3h
+

29h3

105
+

4β0β2h

15

Nh
44 = 1

h

(
14
3 −

9h4

35 +
2(β2

0 + β2
2)h2

15

)
= 1

h

(
14
3 + 29h3

105 +
4β0β2h

15

)

• Nh
45 = Nh

54 =

∫ T

0

φ
′
4(t)φ

′
5(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ4(t)φ5(t) dt

=

∫ T

0

ϕ
′
1(t)ψ

′
2(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ϕ1(t)ψ2(t) dt = 0

= 0
(
Support ϕ1 ∩ Support ψ2 = ∅

)

Nh
45 = Nh

54 = 0 car Support φ4 ∩ Support φ5 = ∅

• Nh
46 = Nh

64 =

∫ T

0

φ
′
4(t)φ

′
6(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ4(t)φ6(t) dt

=

∫ T

0

ϕ
′
1(t)ϕ

′
2(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ϕ1(t)ϕ2(t) dt =

=

∫ t2

t1

ϕ
′
1(t)ϕ

′
2(t) dt+

∫ t2

t1

(t− ξ)2ϕ1(t)ϕ2(t) dt = (∗) + (∗∗)

(∗) =
4

h2

∫ t2

t1

[
2(t− t2) +

h

2

][
2(t− t1)− h

2

]
dt

=
1

h4

∫ t1

t0

[
4(t− t2) + h

][
4(t− t1)− h

]
dt =

1

h4

∫ h

0

(4u− 3h)(4u− h) du

=
1

4h4

∫ 2h

−2h

(v − h)(v + h) du
1

4h4

[
v3

3
− h2v

]2h

−2h

=
1

4h4

(16h3

3
− 4h3

)
=

1

3h



66 Approximation par la méthode des éléments finis

(∗∗) =
4

h2

∫ t2

t1

(t− ξ)2
[
(t− t2)2 +

h

2
(t− t2)

][
(t− t1)2 − h

2
(t− t1)

]
dt

=
1

h2

∫ t2

t1

(t− ξ)2
[
2(t− t2)2 + h(t− t2)

][
2(t− t1)2 + h(t− t1)

]
dt

=
1

h4

∫ h

0

(u+ β1)2(u− h)u(2u− h)2 du

=
1

h4

[ ∫ h

0

(u+ β1)2(2u− h)2u2du− h
∫ h

0

(u+ β1)2(2u− h)2udu

]

=
1

h4

[
L(β1)− hR(β1)

]
=

1

h4

[
11h7

105
+

7β1h
6

30
− 2β2

1h
5

15
− h
(

47h6

60
+

4β1h
5

15
+
β2

1h
4

6

)]

=
19h3

28
− β1h

2

30
− β2

1h

30

Nh
46 = Nh

64 = 1
3h

+ 19h3

28 −
β1h

2

30 −
β2

1h
30 = 1

h

(
1
3 + 19h4

28 −
β1h

3

30 −
β2

1h
2

30

)

Nh
47 = Nh

74 = 0 car Support φ4 ∩ Support φ7 = ∅

• Nh
55 =

∫ T

0

(
φ
′
5(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
φ5(t)

)2

dt

=

∫ T

0

(
ψ
′
2(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
ψ2(t)

)2

dt = (∗) + (∗∗)

(∗) =
16

h4

∫ t3

t2

[
2(t− t2)− h

]2
dt =

16

h4

∫ h

0

(2u− h)2 du

=
16

h4

[
(2u− h)3

6

]h

0

=
16

h4 ×
2h3

6
=

16

3h

(∗∗) =
16

h4

∫ t3

t2

(t− ξ)2
[
(t− t2)2 − h(t− t2)

]2
dt

=
16

h4

∫ h

0

(u+ β2)2(u2 − hu)2 du

=
16

h4K(β2) =
16

h4

(
h7

105
+
β2h

6

30
+
β2

2h
5

30

)
=

16h3

105
+

8β2h
2

15
+

8β2
2h

15

Nh
55 = 16

3h
+ 16h3

105 +
8β2h

2

15 +
8β2

2h
15 = 1

h

(
16
3 + 16h4

105 +
8β2h

3

15 +
8β2

2h
2

15

)
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• Nh
56 = Nh

65 =

∫ T

0

φ
′
5(t)φ

′
6(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ5(t)φ6(t) dt

=

∫ T

0

ψ
′
2(t)ϕ

′
2(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ψ2(t)ϕ2(t) dt =

=

∫ t3

t2

ψ
′
2(t)ϕ

′
2(t) dt+

∫ t3

t2

(t− ξ)2ψ2(t)ϕ2(t) dt = (∗) + (∗∗)

(∗) = − 8

h4

∫ t3

t2

[
2(t− t3) + h

][
2(t− t3) +

h

2

]
dt

= − 4

h4

∫ t3

t2

[
2(t− t3) + h

][
4(t− t3) + h

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(2v − h)(4v − h) dv = − 8

3h

(∗∗) = − 8

h4

∫ t3

t2

(t− ξ)2
[
(t− t3)2 + h(t− t3)

][
(t− t3)2 +

h

2
(t− t3)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(u− β3)2(v2 − hv)(2v2 − hv) dv

= − 4

h4H(β3) =
2h3

35
− 2β3h

2

15
+
β2

3h

15

Nh
56 = Nh

65 = − 8

3h
+

2h3

35
− 2β3h

2

15
+
β2

3h

15
= − 8

3h
+
β2

2h

15
− h3

105
= − 8

3h
+
β3β1h

15
+

2h3

35

Nh
56 = Nh

65 = − 8
3h

+ 2h3

35 −
2β3h

2

15 +
β2

3h
15 = 1

h

(
− 8

3 + 2h4

35 +
β1β3h

2

15

)

Nh
57 = Nh

75 = 0 car Support φ5 ∩ Support φ7 = ∅
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• Nh
58 = Nh

85 =

∫ T

0

φ
′
5(t)φ

′
8(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ5(t)φ8(t) dt

=

∫ T

0

ψ
′
2(t)ϕ

′
3(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ψ2(t)ϕ3(t) dt =

=

∫ t3

t2

ψ
′
2(t)ϕ

′
2(t) dt+

∫ t3

t2

(t− ξ)2ψ2(t)ϕ2(t) dt = (∗) + (∗∗)

(∗) = − 8

h4

∫ t3

t2

[
2(t− t2)− h

2

][
2(t− t2)− h

]
dt

= − 4

h4

∫ t3

t2

[
4(t− t2)− h

][
2(t− t3)− h

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(4v − h)(2v − h) dv = − 8

3h

(∗∗) = − 8

h4

∫ t3

t2

(t− ξ)2
[
(t− t2)2 − h

2
(t− t2)

][
(t− t2)2 − h(t− t2)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(u+ β2)2(v2 − hv)(2v2 − hv) dv

= − 4

h4H(−β2) =
2h3

35
+

2β2h
2

15
+
β2

2h

15
=

2h3

35
+
β2β4h

2

15
= − h3

105
+
β2

3h

15

Nh
58 = Nh

85 = − 8

3h
+

2h3

35
+

2β2h
2

15
+
β2

2h

15
= − 8

3h
− h3

105
+
β2

3h

15
= − 8

3h
+

2h3

35
+
β2β4h

2

15

Nh
58 = Nh

85 = 1
h

(
− 8

3 + 2h4

35 +
β2β4h

2

15

)

Pour tout k , 0 ≤ k ≤ n on a :

• Nh
2k+1,2k+1 =

∫ T

0

(
φ
′
2k+1(t)

)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
φ2k+1(t)

)2

dt

=

∫ T

0

(
ψ
′
k(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
ψk(t)

)2

dt = (∗) + (∗∗)
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(∗) =
16

h4

∫ tk+1

tk

[
2(t− t) − h

]2
dt

=
16

h4

∫ h

0

(2u− h)2 du =
16

3h
=

16

3
× 1

h

(∗∗) =
16

h4

∫ tk+1

tk

(t− ξ)2
[
(t− tk)2 − h(t− tk)

]2
dt

=
16

h4

∫ h

0

(u+ βk)
2(u2 − hu)2 du =

16

h4K(βk)

=
16

h4

(
h7

105
+
βkh

6

30
+
β2
kh

5

30

)
=

16h3

105
+

8βkh
2

15
+

8β2
kh

15
=

16h3

105
+

8βkβk+1h

15

Nh
2k+1,2k+1 = 16

3h
+ 16h3

105 +
8βkβk+1h

15 = 1
h

(
16
3 + 16h4

105 +
8βkβk+1h

2

15

)

• Nh
2k+1,2k+2 = Nh

2k+2,2k+1

=

∫ T

0

φ2k+1
′(t)φ

′
2k+2(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ2k+1(t) phi2k+2(t) dt

=

∫ T

0

ψ
′
k(t)ϕ

′
k(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ψk(t)ϕk(t) dt =

=

∫ tk+1

tk

ψ
′
k(t)ϕ

′
k(t) dt+

∫ tk+1

tk

(t− ξ)2ψk(t)ϕk(t) dt = (∗) + (∗∗)

(∗) = − 8

h4

∫ tk+1

tk

[
2(t− tk+1) + h

][
2(t− t)k + 1 +

h

2

]
dt

= − 4

h4

∫ tk+1

tk

[
2(t− tk) + h

][
4(t− tk) + h

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(2v − h)(4v − h) dv = − 8

3h
= −8

3
× 1

h

(∗∗) = − 8

h4

∫ tk+1

tk

(t− ξ)2
[
(t− tk+1)2 + h(t− tk+1)

][
(t− tk+1)2 +

h

2
(t− tk+1)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(u− βk+1)2(u2 − hu)(2u2 − hu) du

= − 4

h4H(βk+1) =
2h3

35
− 2βk+1h

2

15
+
β2
k+1h

15
=

2h3

35
+
βk+1βk−1h

15

Nh
2k+1,2k+2 = Nh

2k+2,2k+1 = − 8
3h

+ 2h3

35 +
βk+1βk−1h

15 = 1
h

(
− 8

3 + 2h4

35 +
βk+1βk−1h

2

15

)
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Nh
2k+1,2k+3 = Nh

2k+1,2k+3 = 0 car Support φ2k+1 ∩ Support φ2k+3 = ∅

• Nh
2k+1,2k+4 = Nh

2k+1,2k+4 =

∫ T

0

φ
′
2k+1(t)φ

′
2k+4(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ3(t)φ6(t) dt

=

∫ T

0

ψ
′
k(t)ϕ

′
k+1(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ψk(t)ϕk+1(t) dt = (∗) + (∗∗)

(∗) = − 8

h4

∫ tk+1

tk

[
2(t− tk)− h

][
2(t− tk)−

h

2

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(2u− h)(4u− h) du = − 8

3h
= −8

3
× 1

h

(∗∗) = − 8

h2

∫ tk+1

tk

(t− ξ)2
[
(t− tk)2 − h(t− tk)

][
(t− tk)2 − h

2
(t− tk)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(u+ βk)
2(u2 − hu)(2u2 − hu) du

= − 4

h4H(−βk) =
2h3

35
+

2βkh
2

15
+
β2
kh

15
=

2h3

35
+
βkβk+2h

15

Nh
2k+1,2k+4 = Nh

2k+1,2k+4 = − 8
3h

+ 2h3

35 +
βkβk+2h

15 = 1
h

(
− 8

3 + 2h4

35 +
βkβk+2h

2

15

)

Et pour tout k ≥ 2, on a :

• Nh
2k,2k−3 = Nh

2k−3,2k

=

∫ T

0

φ
′
2k(t)φ

′
2k−3(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ2k−3(t)φ2k(t) dt

=

∫ T

0

ψ
′
k−2(t)ϕ

′
k−1(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ψk−2(t)ϕk−1(t) dt = (∗) + (∗∗)
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(∗) =
−8

h2

∫ tk−1

tk−2

[
2(t− tk−2)− h

][
2(t− tk−2)− h

2

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(2u− h)(4u− h) du = − 8

3h
= −8

3
× 1

h

(∗∗) = − 8

h4

∫ tk−1

tk−2

(t− ξ)2
[
(t− tk−2)2 − h(t− tk−2)

][
(t− tk−2)2 − h

2
(t− tk−2)

]

= − 4

h4

∫ h

0

(u+ βk−2)2(u− h)(2u− h)u2 du

= − 4

h4H(−βk−2) =
2h3

35
+

2βk−2h
2

15
+
β2
k−2h

15
=

2h3

35
+
βkβk−2h

15

Nh
2k,2k−3 = Nh

2k−3,2k = − 8
3h

+ 2h3

35 +
βkβk−2h

15 = 1
h

(
− 8

3 + 2h4

35 +
βkβk−2h

2

15

)

• Nh
2k,2k−2 = Nh

2k−2,2k =

∫ T

0

φ
′
2k(t)φ

′
2k−2(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ2k(t)φ2k−2(t) dt

=

∫ T

0

ϕ
′
k−1(t)ϕ

′
k−2(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ϕk−1(t)ϕk−2(t) dt = (∗) + (∗∗)

(∗) =
4

h2

∫ tk−1

tk−2

[
2(t− tk−2)− h

2

][
2(t− tk−1) +

h

2

]
dt

=
1

h4

∫ h

0

(4u− 3h)(4u− h) du =
1

3h

(∗∗) =
4

h2

∫ tk−1

tk−2

(t− ξ)2
[
(t− tk−2)2 − h

2
(t− t)k − 2

][
(t− tk−1)2 +

h

2
(t− tk−1)

]
dt

=
1

h4

∫ h

0

(u− βk−2)2(2u− h)2(u− h)u du =
1

h4

[
L(βk−2)− hR(βk−2)

]

=
19h3

28
− βk−2h

2

30
− β2

k−2h

30
=

19h3

28
− βk−2βk−1h

30

Nh
2k,2k−2 = Nh

2k−2,2k = 1
3h

+ 19h3

28 −
βk−2βk−1h

30 = 1
h

(
1
3 + 19h4

28 −
βk−2βk−1h

2

30

)
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• Nh
2k,2k−1 = Nh

2k−1,2k =

∫ T

0

φ2k
′
(t)φ

′
2k−1(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ2k(t)φ2k−1(t) dt

=

∫ T

0

ψ
′
k−1(t)ϕ

′
k−1(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ψk−1(t)ϕk−1(t) dt = (∗) + (∗∗)

(∗) = − 8

h4

∫ tk

tk−1

[
2(t− tk) + h

][
2(t− tk) +

h

2

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(2v − h)(4v − h) dv = − 8

3h

(∗∗) = − 8

h4

∫ tk

tk−1

(t− ξ)2
[
(t− tk)2 + h(t− tk)

][
(t− tk)2 +

h

2
(t− tk)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

(u− βk)2(2u− h)(u− h)u2 du

= − 4

h4H(βk) =
2h3

35
− 2βkh

2

15
+
β2
kh

15
=

2h3

35
+
βkβk−2h

15

Nh
2k,2k−1 = Nh

2k−1,2k = − 8
3h

+ 2h3

35 +
βkβk−2h

15 = 1
h

(
− 8

3 + 2h4

35 +
βkβk−2h

2

15

)

• Nh
2k,2k =

∫ T

0

(
φ2k

′
(t)
)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
φ2k(t)

)2

dt

=

∫ T

0

(
ϕ
′
k−1(t)

)2

dt+

∫ T

0

(t− ξ)2
(
ϕk−1(t)

)2

dt = (∗) + (∗∗)

(∗) =
4

h4

∫ tk−1

tk−2

[
2(t− tk−2)− h

2

]2
dt+

4

h4

∫ tk

tk−1

[
2(t− tk) +

h

2

]2
dt

=
1

h4

[ ∫ h

0

(4u− h)2 du+

∫ h

0

(−4v + h)2 dv
]

=
2

h4

∫ h

0

(4u− h)2 du

=
2

h4

[
(4u− h)3

12

]h

0

=
2

h4 ×
7h3

3
=

14

3h
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(∗∗) =
4

h4

∫ tk−1

tk−2

(t− ξ)2
[
(t− tk−2)2 − h

2
(t− tk−2)

]2
dt+

4

h4

∫ tk

tk−1

(t− ξ)2
[
(t− tk)2 +

h

2
(t− tk)

]2
dt

=
1

h4

[ ∫ h

0

(u+ βk−2)2(2u− h)2u2 du +

∫ h

0

(v − βk)2(2v − h)2v2 dv

]

=
1

h4

(
L(βk−2) + L(−βk)

)

=
1

h4

[
22h7

105
+

7(βk−2 − βk)h6

30
+

2(β2
k−2 + β2

k)h
5

15

]

= −9h3

35
+

2(β2
k−2 + β2

k)h

15
=

29h3

105
+

4βk−2βkh

15

Nh
2k,2k = 14

3h
− 9h3

35 +
4βk−2βkh

15

)
= 1

h

(
14
3 −

9h4

35 +
4βk−2βkh

2

15

)

Nh
2k,2k+1 = Nh

2k+1,2k = 0 car Support φ2k+1 ∩ Support φ2k = ∅

• Nh
2k,2k+2 = Nh

2k+2,2k =

∫ T

0

φ2k
′
(t)φ

′
2k+2(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2φ2k(t)φ2k+2(t) dt

=

∫ T

0

ϕ
′
k−1(t)ϕ

′
k(t) dt+

∫ T

0

(t− ξ)2ϕk−1(t)ϕk(t) dt = (∗) + (∗∗)

(∗) =
4

h2

∫ tk

tk−1

[
2(t− tk) +

h

2

][
2(t− tk−1)− h

2

]
dt

=
1

h4

∫ h

0

(4u− 3h)(4u− h) du =
1

3h

(∗∗) =
4

h2

∫ tk

tk−1

(t− ξ)2
[
(t− tk)2 +

h

2
(t− tk)

][
(t− tk−1)2 − h

2
(t− tk−1)

]
dt

=
1

h4

∫ h

0

(u+ βk−1)2(u− h)u(2u− h)2 du

=
1

h4

[ ∫ h

0

(u+ βk−1)2(2u− h)2u2du− h
∫ h

0

(u+ βk−1)2(2u− h)2udu

]

=
1

h4

[
L(βk−1)− hR(βk−1)

]
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(∗∗) =
1

h4

[
11h7

105
+

7βk−1h
6

30
− 2β2

k−1h
5

15
− h
(

47h6

60
+

4β1h
5

15
+
β2

1h
4

6

)]

=
19h3

28
− βk−1h

2

30
− β2

k−1h

30
=

19h3

28
− βk−1βkh

30

Nh
2k,2k+2 = Nh

2k+2,2k = 1
3h

+ 19h3

28 −
βk−1βkh

30 = 1
h

(
1
3 + 19h4

28 −
βk−1βkh

2

30

)

Nh
2k,2k+3 = Nh

2k+3,2k = 0 car Support φ2k ∩ Support φ2k+3 = ∅

Et enfin, pour tout i, j vérifiant |i− j| ≥ 4 on a :

Nh
i,j = Nh

j,i = 0 car Support φi ∩ Support φj = ∅

Nh=




∗ ∗ 0 ∗
∗ ∗ 0 ∗ 0
0 0 ∗ ∗ 0 ∗
∗ ∗ ∗ ∗ 0 ∗ 0

0 0 0 ∗ ∗ 0 ∗
∗ ∗ ∗ ∗ 0 ∗ 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 ∗ ∗ 0 ∗
∗ ∗ ∗ ∗ 0 ∗ 0

0 0 0 ∗ ∗ 0 ∗
∗ ∗ ∗ ∗ 0 ∗

0 0 0 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗




cette matrice est symétrique et tridiagonale par bloc
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4.6.4 Calcul des coefficients de la matrice de masse Mh

• Mh
11 =

∫ T

0

[
φ1(t)

]2

dt =

∫ T

0

[
ψ0(t)

]2

dt

=
16

h4

∫ t1

t0

[
(t− t0)2 + h(t− t0)

]2

dt

=
16

h4

∫ h

0

u2(u− h)2du =
16

h4 I(h) =
8h

15
= 16× h

30

Mh
11 = 8h

15 = 16× h
30

• Mh
12 = Mh

21 =

∫ T

0

φ1(t)φ2(t) dt =

∫ T

0

ψ0(t)ϕ0(t) dt

= − 8

h4

∫ t1

t0

[
(t− t1)2 +

h

2
(t− t1)

][
(t− t1)2 + h(t− t1)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

u2(2u− h)(u− h)du = − 4

h4

∫ h

0

(2u4 − 3hu3 + h2u2)du

= − 4

h4

[2h5

5
− 3h5

4
+
h5

3

]
=

h

15
= 2× h

30

Mh
12 = Mh

21 = h
15 = 2× h

30

Mh
13 = Mh

31 = 0 car Support φ1 ∩ Support φ3 = ∅

• Mh
14 = Mh

41 =

∫ T

0

φ1(t)φ4(t) dt =

∫ T

0

ψ0(t)ϕ1(t) dt

= − 8

h4

∫ t1

t0

[
(t− t0)2 − h(t− t0)

][
(t− t0)2 − h

2
(t− t0)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

u2(u− h)(2u− h)du = − 4

h4 ×
−h
60

=
h

15
= 2× h

30
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Mh
14 = Mh

41 = h
15 = 2× h

30

• Mh
22 =

∫ T

0

[
φ2(t)

]2

dt =

∫ T

0

[
ϕ0(t)

]2

dt

=
4

h4

∫ t1

t0

[
(t− t1)2 +

h

2
(t− t1)

]2

dt =
1

h4

∫ h

0

u2(2u− h)2du =
2h

15
= 4× h

30

Mh
22 = 2h

15 = 4× h
30

Mh
23 = Mh

32 = 0 car Support φ2 ∩ Support φ3 = ∅

• Mh
24 = Mh

42 =

∫ T

0

φ2(t)φ4(t) dt =

∫ T

0

ϕ0(t)ϕ1(t) dt

=
4

h4

∫ t1

t0

[
(t− t1)2 +

h

2
(t− t1)

][
(t− t0)2 − h

2
(t− t0)

]
dt

=
4

h4

∫ h

0

[
(u− h)2 +

h

2
(u− h)

][
u2 − h

2
u
]
du =

1

h4

∫ h

0

u(u− h)(2u− h)2du

=
4

h4

∫ h

0

(u− h

2
)(u− h)udu = − 4

h4J(
h

2
) = − h

30
= −1× h

30

Mh
24 = Mh

42 = − h
30 = −1× h

30

Nh
25 = Nh

52 = 0 car Support φ2 ∩ Support φ5 = ∅

• Mh
33 =

∫ T

0

[
φ3(t)

]2

dt =

∫ T

0

[
ψ1(t)

]2

dt

=
16

h4

∫ t2

t1

[
(t− t1)2 − h(t− t1)

]2

dt =
16

h4

∫ h

0

u2(u− h)2du =
8h

15
= 16× h

30

Mh
33 = 8h

15 = 16× h
30
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• Mh
34 = Mh

43 =

∫ T

0

φ3(t)φ4(t) dt =

∫ T

0

ψ1(t)ϕ1(t) dt

= − 8

h4

∫ t2

t1

[
(t− t2)2 +

h

2
(t− t2)

][
(t− t2)2 + h(t− t2)

]
dt

= − 8

h4

∫ h

0

[
(u2 − h

2
u)(u2 − hu)

]
du =

h

15
= 2× h

30

Mh
34 = Mh

43 = h
15 = 2× h

30

Nh
35 = Nh

53 = 0 car Support φ3 ∩ Support φ5 = ∅

• Mh
36 = Mh

63 =

∫ T

0

φ3(t)φ6(t) dt =

∫ T

0

ψ1(t)ϕ2(t) dt

= − 8

h4

∫ t2

t1

[
(t− t1)2 − h

2
(t− t1)

][
(t− t1)2 − h(t− t1)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

u2(2u− h)(u− h) du =
h

15
= 2× h

30

Mh
36 = Mh

63 = h
15 = 2× h

30

Et pour tout k ≥ 2, on a :

• Mh
2k,2k−3 = Mh

2k−3,2k

=

∫ T

0

φ2k(t)φ2k−3(t) dt =

∫ T

0

ϕk−2(t)ψk−1(t) dt

= − 8

h4

∫ tk−1

tk−2

[
(t− tk−2)2 − h

2
(t− tk−2)

][
(t− tk−2)2 + h(t− tk−2)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

u2(2u− h)(u− h) du =
h

15
= 2× h

30

Mh
2k,2k−3 = Mh

2k−3,2k = h
15 = 2× h

30
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• Mh
2k,2k−2 = Mh

2k−2,2k =

∫ T

0

φ2k(t)φ2k−2(t) dt =

∫ T

0

ϕk−2(t)ϕk−1(t) dt

=
4

h4

∫ tk−1

tk−2

[
(t− tk−2)2 − h

2
(t− tk−2)

][
(t− tk−1)2 +

h

2
(t− tk−1)

]
dt

=
1

h4

∫ h

0

u(u− h)(2u− h)2 du = − h

30
= −1× h

30

Mh
2k,2k−2 = Mh

2k−2,2k = − h
30 = −1× h

30

• Mh
2k,2k−1 = Mh

2k−1,2k =

∫ T

0

φ2k(t)φ2k−1(t) dt =

∫ T

0

ϕk−1(t)ψk−1(t) dt

= − 8

h4

∫ tk

tk−1

[
(t− tk)2 +

h

2
(t− tk)

][
(t− tk)2 + h(t− tk)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

u2(u− h)(2u− h) du =
h

15
= 2× h

30

Mh
2k,2k−2 = Mh

2k−2,2k = − h
30 = −1× h

30

• Mh
2k,2k =

∫ T

0

[
φ2k(t)

]2

dt =

∫ T

0

[
ϕk−1(t)

]2

dt

=
4

h4

∫ tk−1

tk−2

[
(t− tk−2)2 − h

2
(t− tk−2)

]2

dt+
4

h4

∫ tk

tk−1

[
(t− tk)2 +

h

2
(t− tk)

]2

dt

=
8

h4

∫ h

0

(u2 − h

2
u)2du =

2

h4

∫ h

0

u2(2u− h)2du =
4h

15
= 8× h

30

Mh
2k,2k = 4h

15 = 8× h
30

Mh
2k,2k+1 = Mh

2k+1,2k = 0 car Support φ2k ∩ Support φ2k+1 = ∅
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• Mh
2k,2k+2 = Mh

2k,2k+2 =

∫ T

0

φ2k(t)φ2k+2(t) dt =

∫ T

0

ϕk−1(t)ϕk dt

=
4

h4

∫ tk

tk−1

[
(t− tk)2 +

h

2
(t− tk)

][
(t− tk−1)2 − h

2
(t− tk−1)

]2

dt

=
1

h4

∫ h

0

u(u− h)(2u− h)2du = − h

30
= −1× h

30

Mh
2k,2k+2 = Mh

2k,2k+2 = − h
30 = −1× h

30

Mh
2k,2k+3 = Mh

2k+3,2k = 0 car Support φ2k ∩ Support φ2k+3 = ∅

Mh
2k+1,2k−3 = Mh

2k−3,2k = 0 car Support φ2k+1 ∩ Support φ2k−3 = ∅

Mh
2k+1,2k−2 = Mh

2k−2,2k+1 = 0 car Support φ2k+1 ∩ Support φ2k−2 = ∅

Mh
2k+1,2k−1 = Mh

2k−1,2k+1 = 0 car Support φ2k+1 ∩ Support φ2k−1 = ∅

• Mh
2k+1,2k+1 =

∫ T

0

[
φ2k+1(t)

]2

dt =

∫ T

0

[
ψk(t)

]2

dt

=
16

h4

∫ t2

t1

[
(t− t1)2 − h(t− t1)

]2

dt =
16

h4

∫ h

0

u2(u− h)2du =
8h

15

Mh
2k+1,2k+1 = 8h

15 = 16× h
30

• Mh
2k+1,2k+2 = Mh

2k+2,2k+1 =

∫ T

0

φ2k+1(t)φ2k+2(t) dt =

∫ T

0

ψk(t)ϕk(t) dt

= − 8

h4

∫ tk+1

tk

[
(t− tk+1)2 +

h

2
(t− tk+1)

][
(t− tk+1)2 + h(t− tk+1)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

u2(2u− h)(u− h) du =
h

15
= 2× h

30
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Mh
2k+1,2k+2 = Mh

2k+2,2k+1 = h
15 = 2× h

30

Mh
2k+1,2k+3 = Mh

2k+3,2k+1 = 0 car Support φ2k+1 ∩ Support φ2k+3 = ∅

• Mh
2k+1,2k+4 = Mh

2k+4,2k+1 =

∫ T

0

φ2k+1(t)φ2k+4(t) dt =

∫ T

0

ψk(t)ϕk+1(t) dt

= − 8

h4

∫ tk+1

tk

[
(t− tk)2 − h

2
(t− tk)

][
(t− tk)2 − h(t− tk)

]
dt

= − 4

h4

∫ h

0

u2(2u− h)(u− h) du =
h

15
= 2× h

30

Mh
2k+1,2k+4 = Mh

2k+4,2k+1 = h
15 = 2× h

30

Mh = h

30




16 2 0 2
2 4 0 −1 0
0 0 16 2 0 2
2 −1 2 8 0 −1 0

0 0 0 16 2 0 2
2 −1 2 8 0 −1 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 16 2 0 2
2 −1 2 8 0 −1 0

0 0 0 16 2 0 2
2 −1 2 8 0 −1

0 0 0 16 2
2 −1 2 8




Proposition 4.6.2.

Les matrices Nh et Mh sont symétriques, tridiagonales par blocs et définies positives.
En plus, la matrice Mh est à diagonale strictement dominante. Les valeurs propres du
problème matriciel généralisé (4.11) sont strictement positives.

Preuve : La preuve est identique à celle de la proposition 4.5.1 . �
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4.6.5 Calcul de la plus petite valeur propre

On pose :

Nh=
1

h
N , Mh= h

30
M et λ =

h2

30
× λh

Le problème matriciel généralisé de valeurs propres (4.11) est équivalent à :

NU = λMU (4.12)

Les matrices N et M sont symétriques et tridiagonales par blocs, de plus la matrice
M est définie positive (à diagonale strictement dominante). On utilise encore la méthode

de la puissance inverse adaptée au problème généralisé de valeurs propres (4.21).
Algorithme 3 :

– X(0) vecteur d’initialisation non nul
– Résoudre le système linéaire NY (k+1) = MX(k)

– Calculer le vecteur X (k+1) = Y (k+1)

||Y (k+1)||M
||Y ||M = (Y.MY )

1
2 la norme induite par le produit scalaire défini par

M .
– Test d’arrêt : k > IteMax ou ||X (k+1) −X(k)|| < ErrSou

IteMax est le nombre maximale d’itération autorisé.
ErrSou est l’erreur souhaitée

– Calculer β(k+1) = Y (k+1).MX(k)

– Calculer λ(k+1) = 1
β(k+1)

– Valeur approchée de la plus petite valeur propre :

λ1 ≈ λ(k+1) et µT (ξ) ≈ h2λ1
30

Quelques résultats numériques pour des valeurs de T comprises entre 3.5 et 5.

Méthode des élements finis P2

n
T=3.5 T=4. T=4.5 T=5.

λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ|
100 0.5974 0.73 10−2 0.5986 0.85 10−2 0.6008 1.07 10−2 0.6033 1.32 10−2

250 0.5924 0.23 10−2 0.5921 0.20 10−2 0.5927 0.26 10−2 0.5934 0.33 10−2

300 0.5912 0.11 10−2 0.5907 0.60 10−3 0.5910 0.90 10−3 0.5914 0.13 10−2

500 0.5897 0.40 10−3 0.5893 0.80 10−3 0.5896 0.50 10−3 0.5899 0.20 10−3
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0 0.5 1 1.5 2
ξ

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

µ(
ξ)

θ=0.5899
Plus petite valeur propre
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4.6.6 Comparaison des trois méthodes

0 0.5 1 1.5 2
ξ

0.55

0.65

0.75

0.85

0.95

1.05
µ(

ξ)

Operateur P
Plus petite valeur propre

Differences finies
Elements finis de type 1
Elements finis de type 2

0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
ξ

0.58

0.59

0.6

0.61

0.62

0.63

µ(
ξ)

Operateur P
Plus petite valeur propre

Differences finies
Elements finis de type 1
Elements finis de type 2
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Deuxième partie

Calcul de la première valeur propre
d’une famille d’opérateurs de
Montgomery en utilisant une
méthode d’éléments finis sans

quadrature numérique.





Chapitre 5

Introduction

Dans cette partie, on s’interesse aux valeurs propres de l’opérateur de Ginzburg-
Landau associe à un champ magnétique A = (A1 , A2) et défini sur R2 par :

Ph,A =
(
hD − A

)2
=
(
hDx − A1

)2
+
(
hDy − A2

)2
.

Où h est un réel strictement positif. On considère le problème continue de valeurs propres
suivant :

Ph,Aψ = λψ sur R2. (5.1)

On définit par λ(h,A) le bas du spectre de (5.1). On a la caractérisation suivante

λ(h,A) = inf
ψ∈D1,A

∫

R2

|(hD − A)ψ|2 dx
∫

R2

|ψ|2 dx

. (5.2)

avec D1,A le sous-espace de W 1,2
loc (R2) défini par

D1,A =
{
u ∈ L2(R2) | (hD − A)u ∈

[
L2(R2)

]2 }
.

On montre ([48]) que pour tout champs de vecteur A ∈ C2(R2),

lim
h→0+

λ(h,A)

h
= inf

x∈R2
|curl A(x)| avec curl A(x) = ∂1A2 − ∂2A1.

Pour l’ etude du problème de valeurs propres (5.1) sur R2 on peut consulter par
exemple ([37], [52], [50]).
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En étudiant la première valeur propre quand le champ magnétique s’annule sur une
courbe en changeant de signe, Montgomery [50] a conjecturé que le modèle est donné par
le bas du spectre de l’opérateur

S = D2
x + (x2 −Dy)

2. (5.3)

En effectuant une transformation de Fourier partielle selon la première coordonnée, le
bas du spectre est inf

ξ∈R
µ(ξ) avec µ(ξ) la plus petite valeur propre de l’opérateur Qξ défini

par
Qξ = D2

t + (t2 − ξ)2 sur R. (5.4)

Dans la suite, on va s’interesser à l’approximation numérique de la plus petite valeur
propre de l’opérateur Qξ en utilisant des schémas numériques basés sur les différences fi-
nies, et ensuite une méthode utilisant les éléments finis avec ou sans quadrature numérique.



Chapitre 6

Quelques proprietés du bas du
spectre de la famille d’opérateurs Qξ

6.1 Problème spectral continu et sa formulation va-

riationnelle

On considère l’opérateur différentiel Qξ dépendant du paramètre réel ξ et défini par :

Qξu(t) = −u′′(t) + (t2 − ξ)2u(t). (6.1)

Soit ξ un nombre réel fixé, le problème spectral continu consiste à chercher une fonction
non nulle u suffisamment régulière sur R et un réel λξ vérifiant :

Qξu = λξu sur R. (6.2)

On introduit les espaces qui apparaitront lors de la formulation variationnelle du
problème spectral continu :

D2 =
{
u ∈ H2(R) | tku ∈ L2(R) , k ∈ N et 0 ≤ k ≤ 4

}
,

D1 =
{
u ∈ H1(R) | tku ∈ L2(R) , k ∈ N et 0 ≤ k ≤ 2

}
.

Soit u une fonction suffisamment régulière solution du problème spectral continu (6.2)
et v une “fonction test”, v ∈ D1, en utilisant une intégration par partie on a :

∫ +∞

−∞

[
− u′′(t) + (t2 − ξ)2u(t)

]
v(t) dt =

∫ +∞

−∞

[
u′(t)v′(t) + (t2 − ξ)2u(t)v(t)

]
dt
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Ainsi le problème variationnel s’écrit :

{
Trouver une fonction u ∈ D1 vérifiant :
∀ v ∈ D1, a(u, v) = λξ(u, v).

(6.3)

où a(u, v) est la forme bilinéaire associée à l’opérateur Qξ :

a(u, v) =

∫ +∞

−∞

[
u′(t)v′(t) + (t2 − ξ)2u(t)v(t)

]
dt,

et (., .) le produit scalaire de L2(R) :

(u, v) =

∫ +∞

−∞
u(t)v(t) dt.

On note qξ la forme quadratique associée à l’opérateurs Qξ :

qξ(u) = a(u, u) =

∫ +∞

−∞

[
|u′(t)|2 + (t2 − ξ)2|u(t)|2

]
dt.

Cette forme est définie sur le domaine D1.

Soit µ(ξ) la plus petite valeur propre de Qξ sur L2(R). Le principe du min-max donne :

µ(ξ) = inf
u∈D1 , u6=0

qξ(u)

||u||2L2(R)

.

6.2 Comportement et propriétés de la fonction µ

Voici quelques résultats concernant le comportement de µ(ξ), pour plus d’information
sur ce sujet, on peut consulter ([37], [52], [50]).

• La fonction ξ 7→ µ(ξ) est continue sur R,
• lim

ξ→±∞
µ(ξ) = +∞,

• µ(0) < 5
4,

• Il existe un unique réel ξ∗ > 0 réalisant le minimum de la fonction µ,
• Θ∗ = inf

ξ∈R
µ(ξ) = µ(ξ∗) < 1,

•
∫ +∞

0

[
|ϕ′∗(t)|2 + (t2 − ξ∗)2|ϕ∗(t)|2

]
dt = Θ∗, où ϕ∗ est la fonction propre normalisée

associée à Qξ∗ ,
• ϕ∗ décroit rapidement vers 0 à l’infini.
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6.3 Problème spectral approché et sa formulation

variationnelle

Comme ϕ∗ décroit rapidement vers 0 à l’infini, alors pour le calcul de µ(ξ) il est naturel
de considérer le problème spectral continu approché qui consiste à chercher une fonction
u non nulle, suffisamment régulière sur ]−T , T [ et nulle sur [T , +∞[ et sur ]−∞ , −T ]
ainsi qu’un réel λξ,T vérifiant :





Qξu = λξ,Tu sur ]− T , T [

u(−T ) = 0 et u(T ) = 0.
(6.4)

C’est aussi un problème de valeurs propres de Sturm-Liouville et on retrouve des résultats
identiques au problème (2.11). Les valeurs propres du problème (6.4) sont simples et
forment une suite croissante de nombres strictement positifs tendant vers +∞.

0 < λξ,T,1 < λξ,T,2 < · · · λξ,T,m < · · · → +∞,
On définit les espaces nécessaires pour la formulation variationnelle du problème spec-

tral continu approché (6.4) :

D2,T =
{
u ∈ H2(]− T , T [) | u(−T ) = u(T ) = 0

}
= H2(]− T , T [) ∩ H1

0(]− T , T [),

D1,T =
{
u ∈ H1(]− T , T [) | u(−T ) = u(T ) = 0

}
= H1

0(]− T , T [).

Le domaine de la réalisation de Dirichlet en T et−T de l’opérateur Qξ sur L2(]−T , T [)
est indépendant de ξ et vaut D2,T .
Soit une fonction u suffisamment régulière solution du problème spectral continu approché
(6.4) et v une “fonction test”, v ∈ D1,T , en utilisant une intégration par parties et les
conditions de Dirichlet en T et −T , on a :

∫ T

−T

[
− u′′(t) + (t2 − ξ)2u(t)

]
v(t) dt =

∫ T

−T

[
u′(t)v′(t) + (t2 − ξ)2u(t)v(t)

]
dt.

Ainsi le problème variationnel s’écrit :





Trouver une fonction u ∈ D1,T vérifiant :

∀ v ∈ D1,T , aT (u, v) = λTξ (u, v)T .
(6.5)

où aT (u, v) est la forme bilinéaire associée à l’opérateur Qξ sur L2(]− T , T [) :

aT (u, v) =

∫ T

−T

[
u′(t)v′(t) + (t2 − ξ)2u(t)v(t)

]
dt.
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(., .)T le produit scalaire de L2(]− T , T [) : (u, v)T =

∫ T

−T
u(t)v(t) dt

et |.|T la norme induite : |u|T =
[ ∫ T

−T
|u(t)|2 dt

] 1
2

Proposition 6.3.1.

La forme bilinéaire aT (., .) est continue, symétrique et coercive.

Preuve : La forme bilinéaire aT (., .) est continue sur D1,T ×D1,T .
En effet, ∀ u, v ∈ D1,T ona :

aT (u, v) ≤ |u′|T |v′|T + CT |u|T 2 |v|T 2 avec CT = ||(t2 − ξ)2||∞,]−T,T [ = max(ξ2; (T 2 − ξ)2)

≤ ||u||1||v||1 + CT ||u||1||v||1
≤ C||u||1||v||1.

La forme bilinéaire aT (., .) est symétrique car ∀ u, v ∈ D1,T aT (u, v) = aT (v, u).
La forme bilinéaire aT (., .) est coercive. En effet, ∀ u, v ∈ D1,T ona :

aT (u, u) =

∫ T

−T
|u′(t)|2 dt +

∫ T

−T
(t2 − ξ)2|u(t)|2 dt

≥
∫ T

−T
|u′(t)|2 dt

≥ α||u||21 ( Utilisation de l’Inégalité de Poincaré dans H1
0(]− T , T [)).

�
Les proprietés des valeurs propres λTξ et des fonctions propres correspondantes du problème
variationnel (6.5) sont décrites dans le théoreme suivant :

Théorème 6.3.2.
Les valeurs propres du problème variationnel (6.5) forment une suite croissante de

nombres positifs tendant vers +∞

0 < λTξ,1 < λTξ,2 < · · · λTξ,m < · · · → +∞,
Les fonctions propres correspondantes {wm}∞1 forment une base orthonormale de L2(] −
T , T [)

Preuve : Une simple application du théoreme 6.2-1 ([53]) à la forme bilinéaire aT (., .). �

On note qξ,T la forme quadratique associée :

qξ,T (u) = aT (u, u) =

∫ T

−T

[
|u′(t)|2 + (t2 − ξ)2|u(t)|2

]
dt.
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Cette forme est définie sur le domaine D1,T .

Soit µT (ξ) = λTξ,1 la plus petite valeur propre de la réalisation de Dirichlet de l’opérateur
Qξ sur L2(]− T , T [). Le principe du min-max s’écrit :

µT (ξ) = inf
u∈D1,T , u6=0

qξ,T (u)

|u|2T
. (6.6)

Proposition 6.3.3.
µ(ξ) = lim

T→+∞
µT (ξ).

Preuve :
Existence de la limite

Pour tout ε > 0, l’espace D1,T s’injecte continument dans D1,T+ε, la formule (6.6) montre
µT+ε < µT et donc lim

T→+∞
µT (ξ) existe.

Soit ωT la fonction propre associée à la valeur propre approchée µT (ξ). On considere
la fonction ω̃ de D1, prolongement de ωT sur R et définie par :

ω̃(t) =





ωT (t) si t ∈ [−T, T ]

0 si t ∈]−∞,−T ] ∪ [T,+∞[.

Le principe du min-max nous permet d’écrire

µ(ξ) ≤ qξ(ω̃)

||ω̃||2L2(R)

=
qξ,T (ωT )

|ωT |2T
= µT (ξ).

Et par conséquent, on a :
µ(ξ) ≤ lim

T→+∞
µT (ξ).

Réciproquement, on considère ωT la fonction propre associée à la valeur propre exacte
µT (ξ). Soit χ une fonction de C∞

(
R
)

définie par

χ(t) =

{
1 si |t| ≤ 1
0 si |t| ≥ 2.

On considere la suite de fonctions (ωn)n≥1 de l’espace D1,2n et définie par ωn = χ( tn)×ω.
le Théorème de convergence dominée de Lebesgue nous permet d’écrire

qξ(ωn) −→ qξ(ω) quand n tend vers +∞.
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En utilisant encore le principe du min-max on a :

qξ(ωn)

||ωn||2L2(R)

=
qξ,2n(ωn)

||ωn||2L2(]−2n , 2n[)

≥ inf
u∈D1,2n , u6=0

qξ,2n(u)

||u||2L2(]−2n , 2n[)

= µ2n(ξ),

et par passage à la limite, on obtient :

µ(ξ) = lim
n→+∞

qξ(ωn)

||ωn||2L2(R)

≥ lim
n→+∞

µ2n(ξ).

�



Chapitre 7

Approximation par la méthode des
différences finies

Soit n un entier naturel non nul et T un nombre réel strictement positif. Pour approcher
µT (ξ), on introduit un pas de discrétisation h :

h =
2T

n+ 1
.

Ensuite, on définit une partition régulière de l’intervalle [−T ; T ] comme étant l’ensemble
des points (ti)0≤i≤n+1 avec

t0 = −T ; ti = −T + ih pour 0 ≤ i ≤ n+ 1 et tn+1 = T.

Pour résoudre numériquement notre problème (6.4), en utilisant de simples formules de
Taylor, on va approcher l’opérateur de dérivée seconde par un opérateur discret d’ordre
k(k = 2 ou 4) et par suite le problème continu par une écriture algébrique matricielle de
valeurs propres.
Le problème va consister à chercher des vecteurs u = (ui)1≤i≤n de composantes ui, ap-
proximations des u(ti) en chacun des noeuds internes de [−T ; T ] ( ie ti pour 1 ≤ i ≤ n),
et des nombres réels λh approximations des valeurs propres λT .

7.1 Schéma aux différences finies d’ordre 2

Supposons u suffisamment régulière, des combinaisons de developpements de Taylor
au voisinage de t nous donne :

u′′(t) =
1

h2

[
u(t+ h) − 2u(t) + u(t− h)

]
+ O(h2).
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On introduit ainsi le schéma aux différences finies suivant :

1

h2

[
− ui−1 + 2ui − ui+1

]
+ (t2i − ξ)2ui = λTui pour 1 ≤ i ≤ n.

En posant λh = h2λT et αi = 2 + h2(βi)
2 avec βi = t2i − ξ, on a :

−ui−1 + αiui − ui+1 = λhui pour 1 ≤ i ≤ n. (7.1)

Comme u0 = u(−T ) = 0 et un+1 = u(T ) = 0, le problème approché s’ecrit :





α1u1 − u2 = λhu1

−ui−1 + αiui − ui+1 = λhui 2 ≤ i ≤ n− 1
−un−1 + αnun = λhun.

(7.2)

On pose :

A=




α1 −1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . 0
−1 α2 −1 0 . . . . . . . . . . . 0
0 −1 α3 −1 0 . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 −1 αn−2 −1 0
0 . . . . . . . . 0 −1 αn−1 −1
0 . . . . . . . . . . . . 0 −1 αn




(7.3)

et U le vecteur dont la ieme composante est ui. Le schéma (7.2) s’écrit sous forme matri-
cielle comme suit :

A.U = λhU.

Proposition 7.1.1.
La matrice symétrique et tridiagonale A est définie positive et à diagonale fortement do-
minante.
Les valeurs propres de A sont strictement positives

Preuve :

La matrice A est définie positive, la preuve est identique à celle de la proposition 3.1.1.
En effet, soit X = (xi)i≤n un vecteur quelconque de Rn, on a :
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< AX,X > = tXAX =
[
α1x1 − x2

]
x1 +

[
− x1 + α2x2 − x3

]
x2 + · · ·

+
[
− xn−2 + αn−1xn−1 − xn

]
xn−1 +

[
− xn−1 + αnxn

]
xn

=

n∑

i=1

αix
2
i − 2

n−1∑

i=1

xixi+1

= x2
1 +

n−1∑

i=1

(xi+1 − xi)2 + x2
n + h2

n∑

i=1

(βixi)
2 ≥ 0

et cette quantité ne peut-être nulle que si tous les xi sont nuls.

La matrice A est à diagonale dominante car

∀i, 2 ≤ i ≤ n− 1,
n∑

j=1
j 6=i

|aij| = 2 ≤ aii = 2 + (hβi)
2,

n∑

j=2

|a1j| = 1 ≤ a11 = 2 + (hβ1)2,

n−1∑

j=1

|anj| = 1 ≤ ann = 2 + (hβn)2.

En plus, les ti sont distincts, donc il existe au moins un tk telle que tk 6= ξ et donc un k
tel que βk 6= 0. Par suite l’élément akk de la diagonale verifie

n∑

j=1
j 6=k

|akj| < akk = 2 + (hβk)
2

et par conséquent la diagonale est fortement dominante.
Soit U = (ui)i≤n un vecteur propre normalisé associé à la valeur propre λ, U 6= 0 et on a :
λ = < AU,U > est strictement supérieure à 0 car la matrice A est définie positive. �

Enfin, pour le calcul numérique, on va utiliser la méthode de la puissance inverse
comme dans le précédent chapitre.
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Ci-dessous quelques résultats numériques pour des valeurs de T comprises entre 2. et

4. La constance γ calculée ci-dessous vaut Θ∗ × (1
2)

2
3 dont une valeur approchée a été

donnée par R. Montgomery [50] γ ' 0.5698.

Méthodes des différences finies d’ordre 2

n
T=2.5 T=3. T=3.5 T=4.

λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ|
100 0.5699 0.1 10−3 0.5696 1.7 10−4 0.5696 0.2 10−3 0.5693 0.5 10−3

250 0.5700 0.2 10−3 0.5698 0.1 10−4 0.5698 0.2 10−4 0.5697 0.7 10−4

300 0.5700 0.2 10−3 0.5698 0.1 10−4 0.5698 0.1 10−4 0.5698 0.4 10−4

500 0.5700 0.2 10−3 0.5698 0.1 10−4 0.5698 0.1 10−4 0.5698 0.1 10−5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
ξ

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

µ(
ξ)

γ = 0.5698
Plus petite valeur propre



7.2 Schéma aux différences finies d’ordre 4 99

7.2 Schéma aux différences finies d’ordre 4

En utilisant que les trois points ti−1, ti et ti+1, il est possible de construire des ap-
proximations d’ordre 4 pour les derivées secondes de fonctions suffisamment regulières.
Par exemple pour une fonction u de classe C6 sur [−T ; T ], des combinaisons de formules
de Taylor nous permettent d’écrire que pour 1 ≤ i ≤ n on a :

u′′(ti+1) + 10u′′(ti) + u′′(ti−1) =
12

h2

[
u(ti+1) − 2u(ti) + u(ti−1)

]
+ O(h4).

Ce qui permet d’obtenir le schéma numérique aux différences finies suivant :

−12

h2

[
ui+1 − 2ui + ui−1

]
+ (t2i − ξ)2ui = λT

[
ui+1 + 10ui + ui−1

]
pour 1 ≤ i ≤ n,

en posant λh = h2

12λT et αi = 2 + h2(βi)
2 avec βi = t2i − ξ, on a :

−ui−1 + αiui − ui+1 = λh(ui−1 + 10ui + ui+1) 1 ≤ i ≤ n. (7.4)

Comme u0 = u(−T ) = 0 et un+1 = u(T ) = 0, alors le problème approché s’ecrit :





α1u1 − u2 = λh(10u1 + u2)
−ui−1 + αiui − ui+1 = λh(ui−1 + 10ui + ui+1) 2 ≤ i ≤ n− 1
−un−1 + αnun = λh(un−1 + 10un).

(7.5)

On pose :

Nh=




α1 −1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . 0
−1 α2 −1 0 . . . . . . . . . . . 0
0 −1 α3 −1 0 . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 −1 αn−2 −1 0
0 . . . . . . . . 0 −1 αn−1 −1
0 . . . . . . . . . . . . 0 −1 αn




= A

Mh=




10 1 0 . . . . . . . . . 0
1 10 1 0 . . . . . . 0
0 1 10 1 0 . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . 0 1 10 1 0
0 . . . . . . 0 1 10 1
0 . . . . . . . . . 0 1 10
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et U=




u1

.

.

.
un




Ainsi, le schéma (7.5) s’écrit sous forme d’un problème matriciel généralise de valeurs
propres :

NhU = λh MhU .

On note que les matrices Nh et Mh sont des matrices creuses (Nij = Mij = 0 pour
|i− j| ≥ 2), cette remarque est intéressante pour le stockage des deux matrices. On a déjà
vu que la matrice symétrique Nh est définie positive et à diagonale fortement dominante
(voir la proposition 3.1) et il est trés simple de vérifier que la matrice symétrique Mh est
définie positive et à diagonale strictement dominante et que toutes les valeurs propres λh
sont strictement positives.

Pour le calcul numérique, on utilise la méthode de la puissance inverse classique au
problème généralisé de valeurs propres en utilisant le produit scalaire défini par la matrice
Mh.
On retrouve des résultats numériques sensiblement les mêmes que dans le cas des différences
finies d’ordre 2.



Chapitre 8

Approximation par la méthode des
éléments finis P1

8.1 Maillage

Soit n un entier naturel non nul, un maillage de ]−T, T [ est la donnée de n+2 points :

t0 = −T < t1 < · · · < tn < tn+1 = T.

On note :
hi = ti+1 − ti pour 0 ≤ i ≤ n et h = max

0≤i≤n
hi.

Dans la suite et sauf indication contraire, on supposera que le maillage est uniforme

et on a simplement h = hi = 2T
n+ 1. On verra vers la fin que pour obtenir des résultats

plus précis tout en faisant des economies d’opérations, on utilisera un raffinnement de
maillage.

8.2 Notations

Soit P1 l’ensemble des polynômes de degré inférieure ou égal a 1 :

P1 =
{
p(t) = at+ b, a, b ∈ R

}
.

On définit les espace d’approximation V 1
h et V 1

0,hpar :

V 1
h =

{
v continue sur [−T, T ] ; v

∣∣
[ti,ti+1]

∈ P1 , 0 ≤ i ≤ n
}
,
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V 1
0,h =

{
v ∈ V 1

h | v(T ) = v(−T ) = 0
}
.

V 1
h est un espace vectoriel de dimension n+ 2 et V 1

0,h est de dimension n.

8.3 Formulation variationnelle discrète

On considére le problème variationnel discret suivant :

{
Trouver une fonction non nulle uh ∈ V 1

0,h vérifiant :
∀ vh ∈ V 1

0,h, aT (uh, vh) = λh(uh, vh)T .
(8.1)

La valeur propre λh dépend de ξ, T et h.

Le théorème 6.4-1 ([53]) nous permet d’avoir le résultat suivant :

Théorème 8.3.1.
Les valeurs propres du problème variationnel (8.1) forment une suite croissante

0 < λ1,h < λ2,h < · · · < λn,h avec n = dimV 1
0,h

et il existe une base {wm,h}nm=1 de V 1
0,h, orthonormale dans L2(]− T , T [) tels que

∀ vh ∈ V 1
0,h, aT (wm,h, vh) = λm,h(wm,h, vh)T , 1 ≤ m ≤ n

8.4 Convergences des valeurs propres approchées

Soit (λl)l≥1 les valeurs propres du problème (6.5), le théorème 6.5-1 ([53]), nous permet
d’avoir le résultat de convergence suivant :

Théorème 8.4.1.
Pour tout entier naturel m, 1 ≤ m ≤ n on a :

lim
h→0

∣∣∣λm,h − λm

∣∣∣ = 0,

et si de plus l’espace Vm engendré par les m premiers vecteurs propres w1, · · · , wm du
problème variationnel (6.5) verifie Vm ⊂ H2(]− T, T [), on a :

∣∣∣λm,h − λm

∣∣∣ ≤ C(ξ, T )h2.
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8.5 Base canonique de l’espace d’approximation V 1
0,h

Dans cette partie on va approcher la solution u du problème variationnel par une
fonction dans V 1

h . Cet espace vectoriel est de dimension n+ 2 dont la base canonique est
donnée par les fonctions chapeaux (ϕj)0≤j≤n+1, telles que ϕj ∈ V 1

h et ϕj(ti) = δij.

Les fonctions (ϕj)0≤j≤n+1 sont de la forme :

ϕ0(t) =





1
h

(t1 − t) si t ∈ [t0, t1]

0 sinon

ϕj(t) =





1
h

(t− tj−1) si t ∈ [tj−1, tj]

1
h

(tj+1 − t) si t ∈ [tj, tj+1]

0 ailleurs

ϕn+1(t) =





1
h

(t− tn) si t ∈ [tn, tn+1]

0 sinon

Comme v(−T ) = v(T ) = 0, on va considérer l’espace d’approximation V 1
0,h qui est un

sous-espace vectoriel de V 1
h , de dimension n, dont la base canonique est (ϕj)1≤j≤n.

8.6 Transformation algébrique du problème varia-

tionnel discret

On rappelle qu’on cherche à résoudre le problème variationnel discret suivant :

{
Trouver une fonction non nulle uh ∈ V 1

0,h vérifiant :
∀ vh ∈ V 1

0,h, aT (uh, vh) = λh(uh, vh)L2
T
.

(8.2)

Soient uh et vh ∈ V 1
0,h, leurs décompositions dans la base canonique de V 1

0,h sont de la
forme :

uh(t) =
n∑

j=1

uh(tj)ϕj(t) =
n∑

j=1

ujϕj(t), vh(t) =
n∑

j=1

vh(tj)ϕj(t) =
n∑

j=1

vjϕj(t) ∀t ∈ [−T, T ],



104 Approximation par la méthode des éléments finis P1

avec uj = uh(tj) et vj = vh(tj) pour 1 ≤ j ≤ n. Le problème variationnel discret (8.2)
revient donc à trouver un vecteur U = (ui)1≤i≤n de Rn tel que pour tout vecteur V =
(vi)1≤i≤n de Rn on ait :

∑

1≤i,j≤n
uivj

∫ T

−T

[
ϕ
′
i(t)ϕ

′
j(t) + (t2 − ξ)2ϕi(t)ϕj(t)

]
dt = λh

∑

1≤i,j≤n
uivj

∫ T

−T
ϕi(t)ϕj(t) dt,

en posant Nh = (Nh
ij)1≤i,j≤n la matrice de rigidité, de terme générique

Nh
ij = aT (ϕi, ϕj) =

∫ T

−T

[
ϕ
′
i(t)ϕ

′
j(t) + (t2 − ξ)2ϕi(t)ϕj(t)

]
dt,

et Mh = (Mh
ij)1≤i,j≤n la matrice de masse, de terme générique

Mh
ij =

∫ T

−T
ϕi(t)ϕj(t) dt.

Ainsi le problème variationnel discret (8.2) est équivalent au problème matriciel généralisé
de valeurs propres :

NhU = λh MhU . (8.3)

8.7 Calcul des coefficients de la matrice de rigidité

Nh

Le calcul des coefficients Nh
ij fait appel au calcul des integrales I(a, ξ) et J(a, ξ) sui-

vantes :

I(a, ξ, h) =
1

h3

∫ h

0

[
(u+ a)2 − ξ

]2

u2 du

=
1

h3

∫ h

0

[
(u+ a)4u2 − 2ξ(u+ a)2u2 + ξ2u2

]
du

=
1

h3

∫ h

0

(u+ a)4u2 du− 2ξ
1

h3

∫ h

0

(u+ a)2u2 du+ ξ2 1

h3

∫ h

0

u2 du

I4(a, h) =
1

h3

∫ h

0

(u+ a)4u2 du =
1

h3

∫ h

0

u2(u4 + 4u3a+ 6u2a2 + 4ua3 + a4) du

=
1

7
h4 +

2

3
ah3 +

6

5
a2h2 + a3h+

1

3
a4

I2(a, h) =
1

h3

∫ h

0

(u+ a)2u2 du =
1

h3

∫ h

0

u2(u2 + 2au+ a2) du =
1

5
h2 +

1

2
ah+

1

3
a2
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I(a, ξ, h) = I4(a, h)− 2ξI2(a, h) + 1
3ξ

2

J(a, ξ, h) =
1

h2

∫ h

0

[
(u+ a)2 − ξ

]2

u du

=
1

h2

∫ h

0

[
(u+ a)4u− 2ξ(u+ a)2u+ ξ2u

]
du

=
1

h2

∫ h

0

(u+ a)4u du− 2ξ
1

h2

∫ h

0

(u+ a)2u du+ ξ2 1

h2

∫ h

0

u du

J4(a, h) =
1

h2

∫ h

0

(u+ a)4u du =
1

h2

∫ h

0

(u5 + 4u4a+ 6u3a2 + 4u2a3 + ua4) du

=
1

6
h4 +

4

5
ah3 +

3

2
a2h2 +

4

3
a3h+

1

2
a4

J2(a, h) =
1

h2

∫ h

0

(u+ a)2u du =
1

h2

∫ h

0

(u3 + 2au2 + a2u) du =
1

4
h2 +

2

3
ah+

1

2
a2

J(a, ξ, h) = J4(a, h)− 2ξJ2(a, h) + 1
2ξ

2

Maintenant, on va calculer les valeurs exactes des coefficients N h
ij.

Pour tout i , 1 ≤ i ≤ n on a :

• Nh
i,i+1 = Nh

i+1,i =

∫ T

−T
ϕ
′
i(t)ϕ

′
i+1(t) dt+

∫ T

−T
(t2 − ξ)2ϕi(t)ϕi+1(t) dt

=

∫ ti+1

ti

ϕ
′
i(t)ϕ

′
i+1(t) dt+

∫ ti+1

ti

(t2 − ξ)2ϕi(t)ϕi+1(t) dt = (∗) + (∗∗)

car Support ϕi ∩ Support ϕi+1 = [ti, ti+1]

(∗) =

∫ ti+1

ti

− 1

h2 dt = −1

h

(∗∗) =
1

h2

∫ ti+1

ti

(t2 − ξ)2(ti+1 − t)(t− ti) dt

= − 1

h2

∫ h

0

[(u+ ti)
2 − ξ]2(u− h)u du

= −hI(ti, ξ, h) + hJ(ti, ξ, h)

Nh
i,i+1 = Nh

i+1,i = −1
h
− h
[
I(ti, ξ, h) − J(ti, ξ, h)

]
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• Nh
i,i =

∫ T

−T

[
ϕ
′
i(t)
]2
dt+

∫ T

−T
(t2 − ξ)2

[
ϕi(t)

]
dt = (∗) + (∗∗)

(∗) =

∫ ti

ti−1

1

h2 dt+

∫ ti+1

ti

−1

h
dt =

2

h

(∗∗) =
1

h

∫ ti

ti−1

(t2 − ξ)2(t− ti−1)2 dt +
1

h

∫ ti+1

ti

(t2 − ξ)2(ti+1 − t)2 dt

=
1

h2

∫ h

0

[(u+ ti−1)2 − ξ]2u2 du +
1

h2

∫ h

0

[(u− ti+1)2 − ξ]2u2 du

= hI(ti−1, ξ, h) + hI(ti+1, ξ, h)

Nh
i,i = 2

h
+ h
[
I(ti−1, ξ, h) + I(ti+1, ξ, h)

]

Enfin

Nh
i,j = 0 si |i− j| ≥ 2 car Support ϕi ∩ Support ϕj = ∅

Nh=




F F 0 . . . . . . . . . . 0
F F F 0 . . . . . . 0
0 F F F 0 . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . 0 F F F 0
0 . . . . . . 0 F F F
0 . . . . . . . . . . 0 F F




est symétrique et tridiagonale

8.8 Calcul des coefficients de la matrice de masse Mh

Pour tout i , 1 ≤ i ≤ n on a :

• Mh
i,i+1 = Mh

i+1,i =

∫ T

−T
ϕi(t)ϕi+1(t) dt =

1

h2

∫ ti+1

ti

(ti+1 − t)(t− ti) dt

=
1

h2

∫ h

0

(h− u)u du =
1

h2

(
h
h2

2
− h3

3

)
=

h

6

Mh
i,i+1 = Mh

i+1,i = 1× h
6
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• Mh
ii =

∫ T

−T

(
ϕi(t)

)2

dt =
1

h2

[ ∫ ti

ti−1

(t− ti−1)2 dt +

∫ ti+1

ti

(ti+1 − t)2 dt
]

=
1

h2

[ ∫ h

0

u2 du +

∫ h

0

v2 dv
]

=
1

h2

2h3

3
=

2h

3

Mh
ii = 2h

3 = 4× h
6

Enfin

Mh
i,j = 0 si |i− j| ≥ 2 car Support ϕi ∩ Support ϕj = ∅

Mh=h

6




4 1 0 . . . . . . . 0
1 4 1 0 . . . . 0
0 1 4 1 0 . 0
. . . . . . . . . .

0 . 0 1 4 1 0
0 . . . . 0 1 4 1
0 . . . . . . . 0 1 4




est symétrique, tridiagonale et définie positive

On vérifie aisemment que les matrices Mh et Nh sont définies positives (Mh est à dia-
gonale strictement dominante) et que les valeurs propres du problème matriciel généralisé
(8.3) sont strictement positives.

8.9 Calcul de la plus petite valeur propre

On pose :

Nh=
1

h
N et Mh=h

6
M et λ =

h2

6
× λh

Le problème matriciel généralisé de valeurs propres (8.3) est équivalent à :

NU = λMU (8.4)

Les matrices N et M sont symétriques, tridiagonales et définies positives. Par
conséquent, pour le calcul de la plus petite valeur propre on utilise la méthode de la
puissance inverse adaptée au problème généralisé de valeurs propres (8.4).
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Quelques résultats numériques pour des valeurs de T comprises entre 3. et 10.

Méthodes des élements finis P1

n
T=3. T=4. T=5. T=10.

λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ|
100 0.5700 0.2 10−3 0.5702 0.4 10−3 0.5704 0.6 10−3 0.5720 2.2 10−3

250 0.5699 0.1 10−3 0.5699 0.1 10−3 0.5699 0.1 10−3 0.5702 0.33 10−3

300 0.5698 0.5 10−4 0.5699 0.1 10−3 0.5699 0.1 10−3 0.5700 0.2 10−3

500 0.5698 0.5 10−4 0.5698 0.5 10−4 0.5698 0.5 10−4 0.5699 0.1 10−3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
ξ

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

µ(
ξ)

γ = 0.5698
Plus petite valeur propre
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8.10 Comparaison des deux méthodes

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
ξ

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

µ(
ξ)

Operateur Q
Plus petite valeur propre

Differences finies
Elements finis de type 1

0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6
ξ

0.569

0.571

0.573

0.575

0.577

0.579

0.581

0.583

µ(
ξ)

Operateur Q
Plus petite valeur propre

Differences finies
Elements finis de type 1
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Troisième partie

Évaluation numérique des paires
propres d’un opérateur différentiel

linéaire en utilisant une formulation
variationnelle vectorielle et une
approximation par une méthode
d’éléments finis avec quadrature

numérique





Chapitre 9

Position du problème

9.1 Introduction

On considère un problème de valeurs propres faisant intervenir un opérateur de Schrödin-
ger avec champ magnétique constant issu de la théorie de Ginzburg-Landau et concernant
la supraconductivité de certains matériaux.

Pour la résolution numérique, on utilise une méthode basée sur les éléments finis avec
intégration numérique. En effet, les approximations des couples d’éléments propres par la
méthode des éléments finis sont calculées comme étant les paires propres d’un problème
matriciel généralisé de valeurs propres. Les coefficients matriciels utilisant des intégrales
sont estimés par une méthode de quadrature numérique. On vérifiera aisément que l’ap-
proximation par une méthode appropriée d’éléments finis avec intégration numérique (le
degré de précision doit être bien choisi) satisfait les mêmes estimations classiques qu’une
méthode d’éléments finis sans quadrature numérique.

Enfin, divers aspects des techniques générales pour les problèmes de valeurs propres
(surtout ceux faisant intervenir des opérateurs auto-adjoints) ont été etudiés par de nom-
breux auteurs, par exemple : G. J. Fix ([33],[34]) ; R. J. Herbold, M. H. Schultz & R.
S. Varga ([41]) ; P. J. Ciarlet & P. A. Raviart ([23]) ; I. Babuska & A. K. Aziz ([3]) ; G.
Strang & G. J. Fix ([59]) ; B. Mercier ([49]) ; K. Ishihara ([43]) ; F. Chatelin ([19]) ; P.
J. Raviart & J. M. Thomas ([53]) ; R. Dautry & J.-L. Lions ([26]) ; I. Babuska & J. E.
Osborn ([8]-[10]) ; P. J. Ciarlet & J. L. Lions ([22]) ; M. Vanmaele([60]-[63]) ; M. Vanmaele
& R. Van Keer ([64]-[68]).
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9.2 Notations

Soit Ω ⊂ Rn ( n = 2 ou 3 ) borné de frontière Γ = ∂Ω suffisamment régulière.

Soit V un espace vectoriel d’Hilbert de dimension infinie. V est dense dans L2(Ω) avec
injection compacte : V ↪→ L2(Ω).

V est aussi un sous espace fermé de H1(Ω).

On considère l’opérateur différentiel P défini sur V × V par :

Pu =
n∑

i,j=1

(Dj − Aj) [aij (Di − Ai)u] + a0u (9.1)

Si u = u1 + iu2 avec i2 = −1, on pose

u =

(
u1

u2

)
et a1 = a0 +

n∑

i,j=1

aijAiAj

on peut écrire :

P =

(
p11 p12

p21 p22

)

avec :

p11 = −
n∑

i,j=1

∂iaij∂j ·+a1

p22 = −
n∑

i,j=1

∂iaij∂j ·+a1

p12 = −
n∑

i,j=1

aij(Aj∂j ·+Ai∂j·)−
n∑

i,j=1

∂i(aijAj)

p21 =
n∑

i,j=1

aij(Aj∂j ·+Ai∂j·) +
n∑

i,j=1

∂i(aijAj)

On note par (. , .) le produit scalaire naturel sur l’espace produit L2(Ω)× L2(Ω) .
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En effet pour u =

(
u1

u2

)
et v =

(
v1

v2

)
, on pose :

(u, v) =
2∑

k=1

(uk, vk)0,Ω =
2∑

k=1

∫

Ω

ukvk dx =

∫

Ω

u.v dx

et la norme correspondante :

||u|| = (u, u)
1
2 =

[
2∑

k=1

(uk, uk)0,Ω

] 1
2

=

[
2∑

k=1

∫

Ω

u2
k dx

] 1
2

=

[∫

Ω

|u|2 dx
] 1

2

On désigne par Wm,p(Ω) l’espace usuel de Sobolev d’ordre m :

Wm,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω) / Dαu ∈ Lp(Ω), 0 ≤ α ≤ m

}

Cet espace sera muni de la norme habituelle :

||u||m,p,Ω =





( ∑
|α|≤m

||Dαu||pLp(Ω)

) 1
p

si 0 ≤ p <∞

max
|α|≤m

||Dαu||L∞(Ω) si p =∞

et de la semi-norme suivante :

∣∣u
∣∣
m,p,Ω

=





( ∑
|α|=m

||Dαu||pLp(Ω)

) 1
p

si 0 ≤ p <∞

max
|α|=m

||Dαu||L∞(Ω) si p =∞

En particulier, si p = 2 on a les notations suivantes :

Hm(Ω) = Wm,2(Ω)

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω), u

∣∣∣
Γ

= 0

}

||u||m,Ω = ||u||m,2,Ω et |u|m,Ω = |u|m,2,Ω
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S’il n’y a pas confusion, on notera aussi ||u||m,Ω et |u|m,Ω respectivement la norme et
la semi-norme naturelles de l’espace produit Hm(Ω)× Hm(Ω).

9.3 Hypothèses

On suppose que les coefficients aij 1 ≤ i, j ≤ n , Aj 1 ≤ j ≤ n et a1 sont des
fonctions de L∞(Ω) qui vérifient les hypothèses suivantes :

(H1) aij = aji , 1 ≤ i, j ≤ n , pp dans Ω

(H2) Il existe α > 0 :
n∑

i,j=1

aijξiξj ≥ α|ξ|2 pp dans Ω et pour tout ξ ∈ Rn

9.4 Problème continu de valeurs propres

Dans ce travail, on va essayer d’évaluer les paires propres de l’opérateur P avec une
condition mixte Dirichlet-Neumann sur la frontière Γ = ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1.
En fait, seule la plus petite valeur propre de la réalisation de Neumann de l’opérateur P
est importante pour le problème physique.

On cherche un réel λ et une fonction non nulle u de V ×V suffisamment régulière dans
Ω tels que :





Pu = λu dans Ω
∂u
∂νP

= 0 sur Γ0

u = 0 sur Γ1

(9.2)

• Condition de Dirichlet : Γ0 = ∅
u = 0 sur Γ

• Condition de Neumann : Γ1 = ∅
∂u
∂νP

= 0 sur Γ

où
∂u

∂νP
représente la derivée conormale relative à l’opérateur différentiel P .

∂

∂νP

(
u1

u2

)
=

n∑

i,j=1

νP,jaij
∂

∂xj

(
u1

u2

)
+

n∑

i,j=1

νP,jaijAi

(
u2

−u1

)



Chapitre 10

Problème variationnel de valeurs
propres

10.1 Formulation variationnelle

Dans cette section, on va essayer de donner une formulation variationnelle ( dite aussi
formulation faible ) du problème continue (1.2).

On suppose que la solution u =

(
u1

u2

)
du problème continu est suffisamment

régulière.

Soit v =

(
v1

v2

)
une fonction test quelconque de l’espace produit V × V . En multi-

pliant le premier terme de la première égalité de (1.2), on obtient :

(Pu)v = −
n∑

i,j=1

(∂iaij∂ju1)v1 −
n∑

i,j=1

(∂iaij∂ju2)v2 + a1u1v1 + a1u2v2 −
n∑

i,j=1

aij(Aj∂iu2 + Ai∂ju2)v1

−
n∑

i,j=1

∂i(aijAj)u2v1 +
n∑

i,j=1

aij(Aj∂iu1 + Ai∂ju1)v2 +
n∑

i,j=1

∂i(aijAj)u1v2

=
n∑

i,j=1

aij

[
Aj(v2∂iu1 − v1∂iu2) + Ai(v2∂ju1 − v1∂ju2)

]
+

n∑

i,j=1

∂i(aijAj)(u1v2 − u2v1)

−
2∑

k=1

n∑

i,j=1

(∂iaij∂juk)vk +
2∑

k=1

a1ukvk
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On pose :

a(u, v) =

∫

Ω

(Pu)v dx

En utilisant la formule de Green, on obtient :
∫

Ω

(∂iaij∂juk) vk dx = −
∫

Ω

aij∂juk∂ivk dx+

∫

Γ

aij(∂juk)ν
ivk ds

Et par suite :

−
2∑

k=1

n∑

i,j=1

∫

Ω

(∂iaij∂juk)vkdx =
2∑

k=1

n∑

i,j=1

∫

Ω

aij∂juk∂ivk dx −
2∑

k=1

∫

Γ

aij(∂juk)ν
ivkds

Or d’apres l’hypothèse (H1) on a :

n∑
i,j=1

aijAi(v2∂ju1 − v1∂ju2) =
n∑

i,j=1

ajiAj(v2∂iu1 − v1∂iu2) (changement d’indices)

=
n∑

i,j=1

aijAj(v2∂iu1 − v1∂iu2) car aji = aij

D’ou :

a(u, v) =
2∑

k=1

n∑

i,j=1

∫

Ω

aij∂juk∂ivkdx+
2∑

k=1

∫

Ω

a1ukvkdx+ 2
n∑

i,j=1

∫

Ω

aijAj(v2∂iu1 − v1∂iu2) dx

+
n∑

i,j=1

∫

Ω

∂i(aijAj)(u1v2 − u2v1) dx−
2∑

k=1

n∑

i,j=1

∫

Γ

aij(∂juk)ν
ivk ds

En appliquant encore la formule de Green, on obtient :

∫

Ω

∂i(aijAj)(u1v2 − u2v1) dx = −
∫

Ω

aijAj∂i(u1v2 − u2v1) dx+

∫

Γ

aijAj(u1v2 − u2v1)νi ds

= −
∫

Ω

aijAj(u1∂iv2 − u2∂iv1) dx−
∫

Ω

aijAj(v2∂iu1 − v1∂iu2) dx

+

∫

Γ

aijAj(u1v2 − u2v1)νi ds
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=

∫

Ω

aijAj(u2∂iv1 − u1∂iv2) dx−
∫

Ω

aijAj(v2∂iu1 − v1∂iu2) dx

+

∫

Γ

aijAj(u1v2 − u2v1)νi ds

Par conséquent, on a :

a(u, v) =
2∑

k=1

n∑
i,j=1

∫

Ω

aij∂juk∂ivk dx +
2∑

k=1

∫

Ω

a1ukvkdx+
n∑

i,j=1

∫

Ω

aijAj(v2∂iu1 − v1∂iu2) dx

+
n∑

i,j=1

∫

Ω

aijAj(u2∂iv1 − u1∂iv2) dx −
2∑

k=1

n∑
i,j=1

∫

Γ

aij(∂juk)ν
ivk ds

+
n∑

i,j=1

∫

Γ

aijAj(u1v2 − u2v1)νi ds

On pose :

u.v =
2∑

k=1

ukvk le produit scalaire Euclidien des vecteurs u et v ,

det(u, v) = u1v2 − u2v1 le determinant des vecteurs u et v .

On obtient une écriture plus condensée de la forme a(. , .) :

a(u, v) =
n∑

i,j=1

∫

Ω

aij∂ju.∂iv dx +

∫

Ω

a1u.v dx+
n∑

i,j=1

∫

Ω

aijAj

[
det(∂iu, v)− det(u, ∂iv)

]
dx

+

∫

Γ

∂u

∂νP
.v ds

Or
∂u

∂νP
.v = −

n∑

i,j=1

aijν
i(∂ju1)v1 −

n∑

i,j=1

aijAjν
iu2v1 +

n∑

i,j=1

aijAjν
iu1v2 −

n∑

i,j=1

aijν
i(∂ju2)v2

= −
2∑

k=1

n∑
i,j=1

aijν
i(∂juk)vk +

n∑
i,j=1

aijAjν
i(u1v2 − u2v1)

= −
n∑

i,j=1

aijν
i(∂ju).v +

n∑
i,j=1

aijAjν
idet(u, v)

D’autre part :
n∑

i,j=1

aij∂ju.∂iv =
n∑

i,j=1

aji∂iu.∂jv ( changement des indices )

=
n∑

i,j=1

aij∂iu.∂jv ( hypothèse de symétrie des coefficients aij = aji )
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Et en utilisant la condition sur la frontière Γ, on a :

a(u, v) =
n∑

i,j=1

∫

Ω

aij∂iu.∂jv dx+

∫

Ω

a1u.v dx+
n∑

i,j=1

∫

Ω

aijAj

[
det(∂iu, v)−det(u, ∂iv)

]
dx

(10.1)

Finalement le problème variationnel aux valeurs propres s’écrit :

{
Trouver un réel λ et une fonction non nulle u de V × V tels que
a(u, v) = λ(u, v) ∀v ∈ V × V (10.2)

• Condition de Neumann sur Γ : V = H1(Ω)

• Condition de Dirichlet sur Γ : V = H1
0(Ω)

• Condition mixte Dirichlet-Neumann : V =
{
u ∈ H1(Ω), u

∣∣∣
Γ0

= 0
}

Il est clair que la forme bilinéaire a(. , .) est symétrique.

Le problème variationnel est le point de départ pour les approximations utilisant des
méthodes basées sur les éléments finis. Dans le cadre de l’analyse fonctionnelle faisant
intervenir les espaces de Sobolev, la formulation variationnelle permet une approche rela-
tivement rigoureuse dans le cas où les hypothèses sont des conditions de régularité faible
pour les données du problème.

10.1.1 Remarque 1

La fonction vectorielle u =

(
u1

u2

)
peut être considérée comme une fonction à va-

leur complexe : u = u1 + I.u2 avec I2 = −1. Dans ce cas, la forme bilinéaire a(. , .) est
la partie réelle d’une forme sesquilinéaire hermitienne ac(. , .) et le produit scalaire (. , .)
est la partie réelle du produit scalaire complexe (. , .)c.
En effet, soient u = u1 + Iu2 et v = v1 + Iv2 deux fonctions à valeur sur C, on a :

uv = u1v1 + u2v2 − I(u1v2 − u2v1) =
2∑

k=1

ukvk − I(u1v2 − u2v1) = u.v − Idet(u, v)
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Re (u, v)c = Re

(∫

Ω

u vdx

)
=

2∑
k=1

(∫

Ω

ukvkdx

)
= (u, v)

D’autre part la forme sesquilinéaire hermitienne ac(., .) s’écrit :

ac (u, v) =
n∑

i,j=1

∫

Ω

aij (Di − Ai)u (Dj − Aj) v dx+

∫

Ω

a0u v dx (10.3)

Et pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ n on a :

(Di − Ai)u (Dj − Aj) v = [(−I∂i − Ai) (u1 + Iu2)] . [(I∂j − Aj) (v1 − Iv2)]

= [−I∂iu1 − Aiu1 + ∂iu2 − IAiu2] . [I∂jv1 − Ajv1 + ∂jv2 + IAjv2]

= [(−Aiu1 + ∂iu2)− I (∂iu1 + Aiu2)] [(−Ajv1 + ∂jv2) + I (∂jv1 + Ajv2)]

=
2∑

k=1

(∂iuk∂jvk + AiAjukvk) + Ai (u2∂jv1 − u1∂jv2) + Aj (v2∂iu1 − v1∂iu2)

+I

[
− (∂iu1∂jv2 − ∂iu2∂jv1) + Aj

2∑
k=1

vk∂juk − Ai
2∑

k=1

uk∂ivk − AiAj (u1v2 − u2v1)

]

= ∂iu.∂jv + AiAju.v + Aidet (∂jv, u) + Ajdet (∂iu, v)

−I [−det (∂iu, ∂jv)− Ajv.∂iu+ Aiu.∂jv + AiAjdet (u, v)]

Par suite, la partie réelle de ac (u, v) est :

Re [ac (u, v)] =
n∑

i,j=1

∫

Ω

aij∂iu.∂jv dx+

∫

Ω

a1u.v dx+
n∑

i,j=1

∫

Ω

aij [Ajdet (∂iu, v) + Aidet (∂jv, u)] dx

Or
n∑

i,j=1

aijAidet (∂jv, u) =
n∑

i,j=1

ajiAjdet (∂iv, u) par simple changement d’indices

=
n∑

i,j=1

aijAjdet (∂iv, u) car aji = aij

Et par conséquent on a : a (u, v) = Re [ac (u, v)]

10.1.2 Remarque 2

Il est plus naturel de poser le problème spectral général dans un cadre complexe. En
effet, soient V un espace de Hilbert sur C et ac (u, v) une forme sesquilinéaire et continue
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sur V×V. On cherche alors les nombres complexes λ pour lesquels il existe une solution
non nulle u ∈ V du probème spectral suivant :

ac (u, v) = λ (u, v)c ∀v ∈ V

Et comme la forme sesquilinéaire ac (u, v) définie par la relation (10.3) est hermitienne,
i.e vérifie

∀u, v ∈ V ac (v, u) = ac (u, v)

alors les valeurs propres λ sont nécessairement réelles et il suffit de se limiter au cas réel
en utilisant la forme bilinéaire et symétrique a (u, v).

10.2 Existence des solutions du problème variation-

nel spectral

Dans la suite, on prendra V = L2(Ω) et

a : [H1(Ω)× H1(Ω)]
2 −→ R

(u, v) 7−→ a (u, v)

la forme bilinéaire définie précédemment en (10.1).
Sous les hypothéses (H1), (H2) on a les résultats ci-dessous.

Proposition 10.2.1.

La forme bilinéaire a (., .) est coercitive : il existe deux constantes réelles β > 0 et
γ ≥ 0 telles que

∀ u ∈ H1(Ω)× H1(Ω) a (u, u) + γ||u||20,Ω ≥ β||u||21,Ω

Preuve :

Pour tout u =

(
u1

u2

)
∈ H1(Ω)× H1(Ω) on a :

a(u, u) =
n∑

i,j=1

∫

Ω

aij∂iu.∂ju dx +

∫

Ω

a1|u|2 dx + 2
n∑

i,j=1

∫

Ω

aijAjdet(∂iu, u) dx

a(u, u) =
2∑

k=1

n∑
i,j=1

∫

Ω

aij∂iuk∂juk dx +
2∑

k=1

∫

Ω

a1|uk|2 dx + 2
n∑

i,j=1

∫

Ω

aijAjdet(∂iu, u) dx
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L’hypothèse (H2) nous assure l’existence d’un réel α > 0 tel que

n∑
i,j=1

aij∂iuk∂juk ≥ α
n∑
i=1

|∂iuk|2

Par suite, on a :

n∑
i,j=1

∫

Ω

aij∂iu.∂ju dx =
2∑

k=1

n∑
i,j=1

∫

Ω

aij∂iuk∂juk dx

≥
2∑

k=1

α
n∑
i=1

∫

Ω

|∂iuk|2 dx

≥ α
2∑

k=1

|uk|21,Ω
≥ α |u|21,Ω

Ensuite, pour minorer le troisième terme de a(u, u), on va appliquer l’inégalité de Cauchy
avec ε > 0 :

2ab = 2 a

√
ε

2
b

√
2

ε
≤ ε

2
a2 +

2

ε
b2

En effet, on a :

−2
n∑

i,j=1

∫

Ω

aijAjdet(∂iu, u) dx = 2
n∑

i,j=1

∫

Ω

aijAj(−u2∂iu1 + u1∂iu2) dx

≤ 2
n∑

i,j=1

∫

Ω

|aijAj|(|u2||∂iu1|+ |u1||∂iu2|) dx

≤ C
n∑

i=1

∫

Ω

(2|u2||∂iu1|+ 2|u1||∂iu2|) dx

avec C = max
1≤i≤n

||Ci|| et Ci =
n∑
j=1

aijAj car les fonctions Aj et ai,j ∈ L∞(Ω).

En appliquant la précédente inégalité de Cauchy, on obtient :

− 2
n∑

i,j=1

∫

Ω

aijAjdet(∂iu, u) dx ≤ C
n∑

i=1

∫

Ω

(
ε

2
|∂iu1|2 +

2

ε
|u2|2 +

ε

2
|∂iu2|2 +

2

ε
|u1|2) dx

≤ Cε

2

n∑

i=1

∫

Ω

(|∂iu1|2 + |∂iu2|2) +
2Cn

ε

∫

Ω

(|u1|2 + |u2|2) dx

≤ Cε

2
|u|21,Ω +

2Cn

ε
||u||20,Ω
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a(u, u) ≥ α |u|21,Ω + α1||u||20,Ω −
Cε

2
|u|21,Ω −

2Cn

ε
||u||20,Ω

≥ (α− Cε

2
) |u|21,Ω + (α1 −

2Cn

ε
)||u||20,Ω

On choisit ε > 0 tel que αε = α− Cε

2
> 0.

Pour cela, il suffit que 0 < ε <
2α

C
(par exemple si on prend ε =

α

C
alors αε =

α

2
)

ε étant fixé, pour tout réel γ ≥ 0 on a :

a(u, u) + γ||u||20,Ω ≥ αε |u|21,Ω + (γ + α1 −
2Cn

ε
)||u||20,Ω

On choisit maintenant γ de sorte que la quantité γε = γ + α1 −
2Cn

ε
soit strictement

positive i.e γ > −α1 +
2Cn

ε
( pour ε =

α

C
, γ > −α1 +

2nC2

α
).

Ces choix de ε et de γ étant faits, pour tout u =

(
u1

u2

)
∈ H1(Ω)× H1(Ω) on a :

a(u, u) + γ||u||20,Ω ≥ αε |u|21,Ω + γε||u||20,Ω

En posant βε = min(αε; γε), on a :

a(u, u) + γ||u||20,Ω ≥ βε||u||21,Ω

�

Maintenant on va rappeler un théorème important concernant la théorie spectrale des
problèmes aux limites elliptiques et leurs approximations à l’aide de méthodes variation-
nelles (voir [53], Théorème 6.2-1).

Soit V et H deux espaces de Hilbert de dimensions infinies vérifiant : V ⊂ H avec
injection continue et V est dense dans H. Et soit a (., .) une forme bilinéaire continue sur
V× V. On considère le problème spectral variationnel général :

Trouver un réel λ et une fonction non nulle u de V vérifiant

a(u, v) = λ(u, v) ∀v ∈ V
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Théorème 10.2.2.

On suppose que l’injection canonique de V dans H est compacte et que la forme bi-
linéaire a (., .) est symétrique et V-elliptique. Alors les valeurs propres du problème spectral
variationnel général forment une suite croissante tendant vers +∞

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λm ≤ · · · −→ +∞

et il existe une base hilbertienne orthonormale de H formée de vecteurs propres (wm) .

De plus, la suite (λ
−1/2
m wm) est une base hilbertienne orthonormale de l’espace V pour le

produit scalaire a (., .).

A l’aide de ce théorème et de la proposition précédente, on peut désormais énoncer le
résultat important suivant :

Théorème 10.2.3.

Les valeurs propres du problème spectral variationnel (10.2) forment une suite crois-
sante et minorée tendant vers +∞

λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λm ≤ · · · −→ +∞

et il existe une base hilbertienne orthonormale de L2(Ω)×L2(Ω) formée de vecteurs propres
(wm) tels que :

∀ v ∈ H1(Ω)× H1(Ω) a (wm, v) = λ(wm, v)

Preuve :

La Proposition 10.2.1 assure l’existence de deux nombres réels β > 0 et γ ≥ 0 tels
que :
∀ u ∈ H1(Ω)× H1(Ω), a (u, u) + γ||u||0,Ω ≥ β||u||1,Ω.
En appliquant le Théorème 10.2.2 à la forme bilinéaire symétrique et coercive suivante :

b (., .) = a (., .) + γ(., .)0,Ω

on obtient l’existence d’une suite croissante (µm)m≥1 de valeurs propres tendant vers +∞
du problème spectral variationnel b(u, v) = µ(u, v) :

0 < µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µm ≤ · · · −→ +∞
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et il existe une base hilbertienne orthonormale de L2(Ω)×L2(Ω) formée de vecteurs propres
(wm) tels que :

∀ v ∈ H1(Ω)× H1(Ω) b (wm, v) = µ(wm, v)

D’où
∀ v ∈ H1(Ω)× H1(Ω) a (wm, v) = (µ− γ)(wm, v)

Par conséquent, les valeurs propres du problème (10.2) sont de la forme λm = µm − γ et
on a :

−γ < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λm ≤ · · · −→ +∞
�

10.3 Problème variationnel considéré

Soit a : [H1(Ω)× H1(Ω)]
2 −→ R la forme bilinéaire continue et symétrique définie

précédemment :

a(u, v) =
n∑

i,j=1

∫

Ω

aij∂iu.∂jv dx+

∫

Ω

a1u.v dx+
n∑

i=1

∫

Ω

bi

[
det(∂iu, v)− det(u, ∂iv)

]
dx

où aij 1 ≤ i, j ≤ n , Aj 1 ≤ j ≤ n , a1 et bi =
n∑
j=1

aijAj 1 ≤ i ≤ n sont des fonctions

de L∞(Ω) qui satisfont les conditions suivantes :

(i) aij = aji , 1 ≤ i, j ≤ n , pp dans Ω
Cette condition assure la symétrie de la forme bilinéaire a(., .).

(ii) Les coefficients aij, 1 ≤ i, j ≤ n obéissent aux conditions habituelles
d’ellipticité :

il existe α > 0 :
n∑

i,j=1

aijξiξj ≥ α|ξ|2 pp dans Ω et pour tout ξ ∈ Rn.

(iii) Quitte à ajouter une constante γ positive et en tenant compte de la condition
(ii), on suppose que la fonction a1(x) est choisie de sorte que la forme bilinéaire a (., .)
est fortement coercive.

Enfin, il est simple de vérifier que la forme a (., .) est bornée :

∀ u, v ∈ H1(Ω)× H1(Ω) |a (u, v) | ≤ M ||u||1,Ω||v||1,Ω
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Sous les hypothèses précédentes, le problème variationnel de valeurs propres a(u, v) =
λ(u, v) possède un ensemble infini et dénombrable de valeurs propres (λl)l≥1, toutes stric-
tement positives et ayant chacune une multiplicité finie. Cette suite de valeurs propres est
croissante et ne posséde aucun point d’accumulation :

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λl ≤ · · · −→ +∞
Chaque valeur propre est comptée autant de fois que sa multiplicité.
Les fonctions propres correspondantes (wl)l≥1 forment une base hilbertienne orthogonale
de l’espace H1(Ω)×H1(Ω) par rapport au produit scalaire induit par a(., .). Elles forment
également une base de Hilbert de L2(Ω) × L2(Ω) associée au produit scalaire naturel
(., .)0,Ω.
Dans la suite, on supposera que les fonctions propres sont orthonormées dans L2(Ω) ×
L2(Ω) :

(wi, wj)0,Ω =
2∑

k=1

(wki , w
k
j )0,Ω = δij

Enfin, on rappelle une caractérisation classique des valeurs propres (λl)l≥1 en utilisant
le quotient de Rayleigh R défini pour tout v ∈ L2(Ω)× L2(Ω), v 6= 0 :

R(v) =
a(v, v)

|v|20,Ω
On désigne par Vl le sous-espace propre de L2(Ω) × L2(Ω) engendré par les l premiers
vecteurs propres wi :

Vl = V ect{w1, w2, · · · , wl}
et V ⊥l l’orthogonal de Vl dans L2(Ω)× L2(Ω) pour le produit scalaire induit par a(., .) :

V ⊥l = { v ∈ L2(Ω)× L2(Ω); a(v, wi) = 0 , 1 ≤ i ≤ l }
= { v ∈ L2(Ω)× L2(Ω); (v, wi)0,Ω = 0 , 1 ≤ i ≤ l }

La première valeur propre λ1 est caractérisée par :

λ1 = min
v∈L2(Ω)×L2(Ω),v 6=0

R(v)

Et pour l ≥ 2, la valeur propre λl verifie :

λl = min
v∈V ⊥l−1,v 6=0

R(v)

Une caractérisation intéressante de la valeur propre λl est donnée par le principe du min−
max :

λl = min
El∈Vl

max
v∈El,v 6=0

R(v)

où Vl est l’ensemble des sous-espaces El de L2(Ω)× L2(Ω) de dimension l.
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Chapitre 11

Généralités sur la méthode des
éléments finis

Pour plus d’informations sur la méthode des éléments finis, on pourra consulter [21],
[30] ou [53].

11.1 Triangulation

L’objectif de cette partie est de présenter les principes généraux de la construction
d’un maillage pour la méthode des éléments finis classique.

On considère un domaine polygonal convexe et borné de R2 de frontière Γ = ∂Ω.
On remarque que la normale extérieure ν est définie presque partout sur Γ et qu’elle est
discontinue aux sommets du polygone frontière.

Soit une famille de triangulations (Th)h>0 de Ω où chaque maillage Th est composé de
triangle K (K est appelé aussi une maille de Th) :

Ω =
⋃

K∈Th
K ∀ h > 0

Dans toute la suite, on supposera que la famille des triangulations (Th)h>0 verifie les hy-
pothèses classiques suivantes :

(1) Th est une triangulation : pour tout couple de triangles distincts de Th, Ki et Kj,
i 6= j, l’intersection Ki ∩Kj est soit vide, soit un sommet, soit un coté commun.
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(2) La famille de maillages (Th)h>0 est régulière i.e il existe une constante σ0 telle que :

∀ h > 0, ∀ K ∈ Th σK =
hK
ρK
≥ σ0

où hK = max
x,y∈K

||x − y|| = diam(K), le diamètre de K, ||.|| la norme euclidienne de R2 et

ρK le diamètre du plus grand cercle inscrit dans K i.e

ρK = sup
B∈K
{ diam(B), B disque inclus dans K }

Cette condition signifie qu’il existe un θ0 > 0 tel que : ∀ h > 0, ∀ K ∈ Th θK ≥ θ0

où θK est le plus petit angle au sommet du triangle K.
Pour un triangle K donné, σK caractérise la forme du triangle K. Ce rapport tend vers
l’infini pour un triangle qui ” s’écrase ”. Ainsi, la famille (Th)h>0 est régulière si ses tri-
angles K ne s’aplatissent pas trop lorsque h tend vers 0 (la condition hK ≥ σ0ρK permet
d’éviter les triangles très allongés).

(3) h = max
K∈Th

hK −→ 0

h est appelé le paramètre de la triangulation. Il caracterise la finesse du maillage.

(4) Il existe une famille de transformations affines et bijectives générant l’ensemble du
maillage à partir d’une maille de référence tout en respectant certaines contraintes de
disposition. Cela signifie que pour chaque triangle K, il existe une application affine TK
bijective qui trace l’élément de référence K̂ (triangle ou carré unité par exemple) sur un
élément variable K du maillage :

TK : K̂ −→ K
x̂ 7−→ x = TK(x̂) = BK x̂ + bK

BK , matrice carrée d’ordre 2, est la matrice jacobienne de TK et bK un vecteur de R2.
En notant judicieusement les sommets du triangle K, on peut supposer que le jacobien
JK = det( BK ) est strictement positif. En effet, soit A1 le sommet du triangle K dont
l’abscisse est la plus grande (ou la plus petite). On désigne par A2 et A3 les autres som-
mets de K de sorte que la pente de la droite (A1A3) est supérieure à celle de la droite
(A1A2). On a :

JK = (x2 − x1)(y3 − y1)− (x3 − x1)(y2 − y1) > 0

( TK [(0, 0)] = A1 , TK [(1, 0)] = A2 , TK [(0, 1)] = A3 )

Et pour le cas où x1 6= x2 et x1 6= x3 on a :

JK = (x2 − x1)(x3 − x1)

[
(y3 − y1)

(x3 − x1)
− (y2 − y1)

(x2 − x1)

]
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D’autre part, il est clair que :

JK =
mes(K)

mes(K̂)
= 2 mes(K) ; ||BK || ≤

hK
ρ bK

et ||B−1
K || ≤

h bK
ρK

Par conséquent, pour une famille régulière de maillages, il existe une constante C > 0
telle que ||BK ||.||B−1

K || ≤ C. La quantité cond(BK) = ||BK ||.||B−1
K || représente le condition-

nement de la matrice BK .

(5) La famille de triangulations (Th)h>0 est quasi-uniforme :

Il existe τ > 0 telque ∀ h > 0 , ∀ K ∈ Th : ρK > τh

Cette condition permet de contrôler uniformément la quantité
1

hK
et donne le moyen

d’avoir la possibilité de prouver et d’utiliser quelques inégalités inverses qu’on citera dans
la prochaine sous-section (voir [21], [30]).

(6) Enfin, pour chaque triangulation Th, on lui associe un espace d’approximation Xk
h

de dimension finie :

Xk
h =

{
vk ∈ C0 (Ω) : v

∣∣
K
∈ Pk , ∀ K ∈ Th et vk = 0 sur Γ1

}

où Pk représente l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à k :

Pk =

{
p(x1, x2) =

k∑

i,j=1

αijx
i
1x

j
2 , αij ∈ R

}
et dim Pk =

1

2
(k+ 1)(k+ 2)

Dans la suite, pour éviter d’alourdir les écritures et s’il n’y a pas d’ambiguité, on notera
l’intérieur K̇ de K également par K et par Xh l’espace Xk

h.

11.2 Inégalités inverses

La famille (Th)h>0 étant formée de triangulations supposées régulières et quasi-uniformes,
alors le Théorème 3.2.6 de [21] entraine les inégalités suivantes :

|w|m,K ≤ Ch−s |w|m−s,K , 0 ≤ s ≤ m ∀ w ∈ Pk(K) , ∀ K ∈ Th , ∀ h > 0

||w||m,K ≤ Ch−s||w||m−s,K , 0 ≤ s ≤ m ∀ w ∈ Pk(K) , ∀ K ∈ Th , ∀ h > 0

où Pk(K) est l’ensemble des polynômes sur K de degré inférieur ou égal à k.
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11.3 Propriété d’approximation

L’espace produit Xh ×Xh ⊂ H1(Ω) × H1(Ω) satisfait la propriété d’approximation
suivante :

inf
vh∈Xh×Xh

{
||v − vh||0,Ω + |v − vh|1,Ω

}
≤ Chr+1||v||r+1,Ω

∀ v ∈ Hr+1(Ω)× Hr+1(Ω) , 1 ≤ r ≤ k

Pour obtenir ce résultat, il suffit d’appliquer la propriété d’approximation de Xh dans
H1(Ω). Pour cela, on peut se référer par exemple à [53].

11.4 Projection elliptique

On définit le projecteur elliptique P par :

P : H1(Ω)× H1(Ω) −→ Xh ×Xh

v 7−→ Pv

A partir de la propriété d’approximation citée précédemment, on obtient aisément le
résultat suivant ( voir [53], Lemme 6.5-1 ) :

||v − Pv||0,Ω ≤ Chk||v||k+1,Ω ∀ v ∈ Hk+1(Ω)× Hk+1(Ω)

Et de manière similaire, on obtient le résultat ci-dessous (cf [2], lemme 6-1) :

[ ∑

K∈Th
||Pv||2k+1,K

] 1
2

≤ C||v||k+1,Ω ∀ v ∈ Hk+1(Ω)× Hk+1(Ω)

11.5 Remarque

Comme le maillage qu’on va utiliser est triangulaire (toutes les mailles sont des tri-
angles) sur Ω, alors on a :

||p||k+1,K = ||p||k,K ∀ p ∈ Pk(K) , ∀ K ∈ Th



Chapitre 12

Approximation sans intégration
numérique

12.1 Problème variationnel approché

Pour approcher numériquement les paires propres du problème variationnel continu,
on considère d’abord le problème approché sans quadrature numérique suivant :

{
Trouver un réel λh et une fonction non nulle uh de Xh ×Xh :

a(uh, vh) = λh(uh, vh) ∀vh ∈ Xh ×Xh
(12.1)

Théorème 12.1.1.

Sous les hypothèses de la section 10.3, les valeurs propres du problème approché (12.1)
forment une suite croissante

0 < λh,1 ≤ λh,2 ≤ · · · ≤ λh,Nh avec Nh = dim(Xh ×Xh)

et il existe une base (wh,l) de Xh × Xh , orthonormale dans H1(Ω) × H1(Ω), formée de
vecteurs propres wh,l tels que

∀vh ∈ Xh ×Xh a(wh,l, vh) = λh,l(wh,l, vh) , 1 ≤ l ≤ Nh

Ce resultat est une simple application du Théorème 6.4-1 de [53].
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Et l’analogue en dimension finie du principe du min−max pour la leme valeur propre
approchée λh,l s’écrit :

λh,l = min
Eh,l∈Vh,l

max
vh∈Eh,l,vh 6=0

R(vh)

où Vh,l est l’ensemble des sous-espaces Eh,l de Xh ×Xh de dimension l.

Sous les hypothèses de la Section 10.3 et à partir de la propriété d’approximation de
la Section 11.3, on retrouve des résultats analogues à ceux du Théoreme 6.5-1 de [53] :

Théorème 12.1.2.
(1) Pour 1 ≤ l ≤ Nh , on a :

lim
h→0
|λh,l − λl| = 0 (12.2)

(2) Si les fonctions propres wi, 1 ≤ i ≤ Nh , appartiennent à Hk+1(Ω)×Hk+1(Ω) alors
on a :

|λh,l − λl| ≤ Ch2k pour tout 1 ≤ l ≤ k (12.3)

(3) Si λl est une valeur propre simple et wl la fonction propre correspondante, alors on
a :

lim
h→0
||wh,l − wl||1,Ω = 0 (12.4)

(4) Si en plus les fonctions propres wi ∈ Hk+1(Ω)× Hk+1(Ω), 1 ≤ i ≤ Nh, alors on a :

||wh,l − wl||1,Ω ≤ Chk (12.5)

||wh,l − wl||0,Ω ≤ Chk+1 (12.6)

12.2 Remarque : cas ou la valeur propre exacte est

multiple

Soit λl une valeur propre exacte de multiplicité (L+ 1) :

λl−1 < λl = λl+1 · · ·λL+l < λL+l+1

Et soit wl , wl+1 , · · · , wL+l des fonctions propres exactes associées à λl, choisies ortho-
normales dans L2(Ω) × L2(Ω). On note (λh,l+p, wh,l+p), 0 ≤ p ≤ L, les paires propres
approchées correspondantes supposées orthonormales dans L2(Ω)×L2(Ω). Une démarche
identique a celle développée dans [26] (chapitre XII , paragraphe 5.4 , pages 907-909),
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permet d’obtenir des estimations semblables à (12.5) et (12.6) pour :

W ∗
h,l+p − wh,l+p , 0 ≤ p ≤ L

où W ∗
h,l+p sont des fonctions propres exactes correspondant à λl et orthonormales dans

L2(Ω)× L2(Ω).

Enfin, des arguments semblables à ceux développés pour montrer les Théoremes 3.5
et 3.7 de [70], permettent d’établir que si les fonctions propres (wi) , 1 ≤ i ≤ L + l
appartiennent à Hk+1(Ω) × Hk+1(Ω), alors il existe un ensemble de fonctions propres
(Wl+p) , 0 ≤ p ≤ L fixées, correspondantes à λl, indépendantes de h et orthonormales
dans L2(Ω)× L2(Ω) ainsi qu’un nombre m, 1 ≤ m ≤ k tels que :

||Wh,l+p − wh,l+p||1,Ω ≤ Chm , 0 ≤ p ≤ L
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Chapitre 13

Méthode des éléments finis avec
quadrature numérique

En général, la forme bilinéaire a (., .) et le produit scalaire (., .) associés au problème
variationnel approché contiennent des intégrales sur Ω. Dans la méthode d’éléments fi-
nis standard, on suppose que ces intégrales sont évaluées analytiquement. Cependant,
seuls quelques exemples académiques donnent lieu à des intégrales qu’on peut calculer de
manière exacte. Dans la quasi-totalité des problèmes, on utilise l’intégration numérique
pour approcher ces intégrales à l’aide de différentes formules de quadrature.

13.1 Principe d’une quadrature numérique

Soit A un domaine connexe d’interieur non vide et soit N ≥ 1 un entier naturel.
Une formule de quadrature àN points surA consiste en la donnée deN réels (ω1, ω2, · · · , ωN )
appelés poids et N points (ξ1, ξ2, · · · , ξN ) appelés points de Gauss tels que :

∀ p ∈ Pk
∫

A

p(x)dx =
N∑

r=1

ωrp(ξr)

Le plus grand entier k possible est appelé ordre de précision de la quadrature numérique.

13.1.1 Remarque

Une formule de quadrature numérique d’ordre k, permet d’approcher à l’ordre k + 1
l’intégrale sur A d’une fonction suffisamment régulière. En effet, en posant hA = mes(A),
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on vérifie aisément à l’aide du développement de Taylor que :

∀ φ ∈ Ck+1(A) |
∫

A

φ(x)dx −
N∑

r=1

ωrφ(ξr)| ≤ hk+1
A sup

x∈A , |α|=k+1

|Dαφ(x)|

Pour plus de détails, on peut consulter [24].

13.2 Approximation avec quadrature numérique

Pour cette section, on pourra se référer à [21], [26], [30], [53].

On considère l’évaluation d’une intégrale sur Ω du type
∫

Ω
φ(x)dx ou φ est une fonction

régulière. On a : ∫

Ω

φ(x)dx =
∑

K∈Th

∫

K

φ(x)dx

Ainsi le problème consiste à estimer des intégrales sur les triangles du maillage.

Soit K un élément quelconque de la triangulation. L’application TK qui transforme
l’élément de référence K̂ en K est un C1-difféomorphisme. Le changement x = TK(x̂)
donne :

∫

K

φ(x)dx =

∫

bK
φ(TK(x̂))det(BK)dx̂

= det(BK)

∫

bK
φ(TK(x̂))dx̂

= JK

∫

bK
φ̂(x̂)dx̂

où JK est le déterminant de la matrice jacobienne de TK .
Par ce procédé, on se ramène donc à l’approximation de l’intégrale sur l’élément de
référence K̂ (triangle unité) du maillage :

∫

bK
φ̂(x̂)dx̂

Et pour toute fonction φ̂ ∈ C0(K̂), on pose :

I bK(φ̂) =
N∑

r=1

ω̂rφ̂(̂br) '
∫

bK
φ̂(x̂)dx̂
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où les ω̂r et b̂r , r = 1, · · · , N sont respectivement les poids et les points de Gauss de la
quadrature numérique dont l’ordre de précision est noté L.

Ensuite, on définit l’erreur de quadrature E bK par :

E bK(φ̂) =

∫

bK
φ̂(x̂)dx̂ − I bK(φ̂)

avec E bK(p) = 0 pour tout polynome p appartenant à PL.

On pose φ(x) = φ̂(TK(x̂)) , x = TK(x̂) , x̂ ∈ K̂ , x ∈ K. On obtient :

IK(φ) = JK .I bK(φ̂) '
∫

K

φ(x)dx

L’erreur de quadrature EK correspondante est :

EK(φ) =

∫

K

φ(x)dx − IK(φ) = JK .E bK(φ̂)

Pour l’estimation de ces erreurs de quadrature, le lemme de Bramble-Hilbert pour les
éléments finis triangulaires (cf [21] Théorème 4-1.3 page 193) permet d’établir les lemmes
utiles ci-dessous.
Les preuves sont semblables aux résultats obtenus dans [2] (Théorème 3.5 et Corollaire
3.6), dans [11] (Lemmes 3.1 et 3.2) et dans [62] (Théorème 2.5, 2.6 et 2.7). Dans ces esti-
mations locales, la constante générique C est indépendante du diametre hK du triangle K.

Lemme 13.2.1.
On suppose que la quadrature numérique est d’ordre 2k - 1. Pour 0 ≤ s, t ≤ k , on a :

∀ p, q ∈ Pk(K) |EK(pq)| ≤ Ch2k−s−t
K |p|k−s,K |q|k−t,K (13.1)

Pour tout entier r , 0 ≤ r ≤ k , ∀ d ∈ W r,∞(K) , ∀ p, q ∈ Pk(K) on
a :

|EK(dpq)| ≤ ChrK ||d||r,∞,K ||p||r,K |q|0,K (13.2)

Et quand d ∈ W 2k,∞(K) on a pour tout p, q ∈ Pk(K) :

|EK(dpq)| ≤ Ch2k
K ||d||2k,∞,K ||p||k,K ||q||k,K (13.3)
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Lemme 13.2.2.
On suppose que l’ordre de précision de la quadrature numérique est 2k + 1.
Pour tout entier r , 0 ≤ r ≤ k , ∀ d ∈ W r+2,∞(K) , ∀ p, q ∈ Pk(K) on a :

|EK(dpq)| ≤ Chr+2
K ||d||r+2,∞,K ||p||min(r+2,k),K |q|0,K (13.4)

Finalement pour k = 1 , ∀ d ∈ W 1,∞(K) , ∀ p, q ∈ Pk(K) on a :

|EK(dpq)| ≤ ChK ||d||1,∞,K ||p||1,K |q|0,K (13.5)

13.3 Approximation du produit scalaire dans L2(Ω)×
L2(Ω)

Sur l’espace Xh × Xh, on définit un produit scalaire discret (une approximation du
produit scalaire dans L2(Ω)× L2(Ω)) et la norme associée par :

(v, w)h =
2∑

k=1

∑

K∈Th
IK(vkwk) , ∀ v, w ∈ Xh ×Xh (13.6)

|v|h =
√

(v, v)h , ∀ v ∈ Xh ×Xh (13.7)

En appliquant le Lemme 3.2 de [2], on obtient le résultat suivant :

Proposition 13.3.1.

Les normes |.|h et |.|0,Ω sont uniformément équivalentes sur Xh × Xh, i.e , il existe
deux constantes strictement positives C1 et C2 indépendantes de h telles que :

C1|v|h ≤ |v|0,Ω ≤ C2|v|h , ∀ v ∈ Xh ×Xh (13.8)

13.4 Approximation de la forme bilinéaire

Dans la suite on suppose que les coefficients aij 1 ≤ i, j ≤ n , Aj 1 ≤ j ≤ n et a1

sont des fonctions de C0(Ω).
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L’approximation analogue de la forme bilinéaire a (., .) sur Xh × Xh nous conduit a
considérer la forme discrète suivante :

ah (v, w) = Ah(v, w) + Bh(v, w) ∀ v, w ∈ Xh ×Xh (13.9)

Les quantités Ah(., .) et Bh(., .) sont définies par :

Ah(v, w) =
∑

K∈Th
IK

[ n∑

i,j=1

aij∂iv.∂jw + a1v.w

]
∀ v, w ∈ Xh ×Xh (13.10)

Bh(v, w) =
∑

K∈Th
IK

[ n∑

i=1

bi

[
det(∂iv, w)− det(v, ∂iw)

] ]
∀ v, w ∈ Xh×Xh (13.11)

Où encore et de manière plus explicite :

Ah(v, w) =
2∑

k=1

∑

K∈Th
IK

[ n∑

i,j=1

aij∂ivk∂jwk + a1vkwk

]
∀ v, w ∈ Xh ×Xh

Bh(v, w) =
∑

K∈Th
IK

[ n∑

i=1

bi

[
(∂iv1)w2−(∂iv2)w1+(∂iw1)v2−(∂iw2)v1

] ]
∀ v, w ∈ Xh×Xh

Il est clair que la forme bilinéaire discrète ah (., .) est symétrique.

Et la proposition ci-dessous nous permet d’affirmer que cette dernière est uniformément
bornée et fortement coercive.

Proposition 13.4.1.

La forme bilinéaire discrète ah (., .) est uniformément bornée et fortement coercive, i.e
, il existe deux constantes strictement positives M et C indépendantes de h telles que :

∣∣ah (v, w)
∣∣
0,Ω

≤ M ||v||1,Ω||w||1,Ω , ∀ v, w ∈ Xh ×Xh (13.12)

ah (v, v) ≥ C||v||21,Ω , ∀ v ∈ Xh ×Xh (13.13)

Pour établir ces inégalités, on procède de la même manière que dans [21] page 187 et on
utilise (2.12) de [62].
On peut aussi consulter [2] et [66] pour plus détails. On note que l’inégalité (5.12) assure
que la matrice de rigidité associée à la forme bilinéaire discrète ah (., .) est définie positive.



142 Méthode des éléments finis avec quadrature numérique

13.5 Estimation des erreurs de quadrature

Pour estimer les approximations du produit scalaire (., .) et de la forme bilinéaire a (., .)
par (v, w)h et ah (., .) respectivement, on introduit les erreurs de quadratures suivantes :
∀ v, w ∈ Xh ×Xh

E(v, w) = (v, w) − (v, w)h =
2∑

k=1

∑

K∈Th
EK(vkwk) =

∑

K∈Th
EK(v.w) (13.14)

Ea(v, w) = a(v, w) − ah(v, w)
= EA(v, w) + EB(v, w)

(13.15)

où les quantités EA(., .) et EB(., .) sont exprimées à l’aide des relations (13.9) - (13.11) de
la façon suivante :

EA(v, w) = A(v, w)− Ah(v, w)

=
2∑

k=1

∑
K∈Th

EK

[
n∑

i,j=1

aij∂ivk∂jwk + a1vkwk

]

EB(v, w) = B(v, w)−Bh(v, w)

=
∑
K∈Th

EK

[
n∑
i=1

bi

[
(∂iv1)w2 − (∂iv2)w1 + (∂iw1)v2 − (∂iw2)v1

] ]

Théorème 13.5.1.
On suppose que la précision de quadrature est 2k − 1, alors l’erreur totale E(., .) d’ap-
proximation du produit scalaire (., .) vérifie :

|E(v, w)| ≤ Ch2. |v|1,Ω . |w|1,Ω , ∀ v, w ∈ Xh ×Xh (13.16)

Pour montrer ce résultat, il suffit d’appliquer l’inégalité (13.1) du Lemme 13.2.1 avec
s = t = k − 1 et procéder exactement de la même manière que la preuve du Lemme 5.1
de [2].

Théorème 13.5.2.

Si la précision de la quadrature est 2k−1 et si les coefficients aij, 1 ≤ i, j ≤ n, Aj, 1 ≤
j ≤ n et a1 sont des fonctions de Wαk,∞(Ω) , α = 1, 2 alors on a :

|Ea(v, w)| ≤ Chα ||v||1,Ω ||w||1,Ω , ∀ v, w ∈ Xh ×Xh (13.17)
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Quand α = 1, on utilise (13.2) avec r = k. Et quand α = 2, on fait appelle à (13.3).

Théorème 13.5.3.
Si la précision de la quadrature est 2k+ 1 et si les coefficients aij, 1 ≤ i, j ≤ n, Aj, 1 ≤
j ≤ n et a1 sont des fonctions de Wk,∞(Ω). alors l’erreur totale Ea(., .) d’approximation
de la forme bilinéaire a (., .) sur Xh ×Xh vérifie :

|Ea(v, w)| ≤ Ch.||v||1,Ω.||w||1,Ω , ∀ v, w ∈ Xh ×Xh (13.18)

Si en plus les coefficients aij, 1 ≤ i, j ≤ n, Aj, 1 ≤ j ≤ n et a1 sont des fonctions de
Wk+1,∞(Ω), on a :

|Ea(v, w)| ≤ Ch2 ||v||1,Ω ||w||1,Ω , ∀ v, w ∈ Xh ×Xh (13.19)

La preuve de l’inégalité (13.18) s’obtient facilement en combinant (13.4) avec r = k−2+s
et (13.5) avec s = 0. Et en utilisant la relation (13.4) avec r = k−1+s, on obtient (13.19).
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Chapitre 14

Étude du problème variationnel
approché avec intégration numérique

14.1 Problème variationnel approché

Pour calculer numériquement les paires propres du problème variationnel continu de
valeurs propres, on considére le problème approché avec quadrature numérique suivant :

{
Trouver un réel λ̃h et une fonction non nulle ũh de Xh ×Xh :

ah(ũh, vh) = λ̃h(ũh, vh) ∀vh ∈ Xh ×Xh

(14.1)

La forme bilinéaire discrète ah (., .) étant symétrique, uniformément bornée et fortement
coercive (cf Propsition 13.4.1) et vue les proprietés du produit scalaire discret (., .)h
(cf Propsition 13.3.1), alors le problème variationnel approché (14.1) possède des paires

propres approchées, notées
(
λ̃h,l, ũh,l

)
avec 1 ≤ l ≤ Nh où Nh est la dimension de l’espace

Xh ×Xh.

14.2 Convergence et estimation des erreurs pour les

paires propres

Les évaluations d’erreurs pour les paires propres approchées avec quadrature numérique
dans le cas où les fonctions propres sont vectorielles, sont semblables à celles obtenues dans
le cas ou les fonctions propres sont réelles. Les démarches sont strictement identiques.
Pour plus de detail, voir les travaux de M. Vanmaele [62], [68].
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14.2.1 Estimation des erreurs pour les valeurs propres

Soit λl une valeur propre exacte du problème variationnel continu de multiplicité
(L+ 1) :

λl−1 < λl = λl+1 · · ·λL+l < λL+l+1

Et soit ul , ul+1 , · · · , uL+l les fonctions propres exactes associées à λl, choisies orthonor-
males dans L2(Ω)× L2(Ω).

On note (λ̃h,l+p, ũh,l+p), 0 ≤ p ≤ L, les paires propres approchées correspondantes sup-
posées orthonormales relativement au produit scalaire approché (., .)h.

Théorème 14.2.1.
Si la précision de la quadrature est au moins 2k − 1 et si les coefficients aij, 1 ≤ i, j ≤
n, Aj, 1 ≤ j ≤ n et a1 sont des fonctions de Wk,∞(Ω), on a :

lim
h→0
|λ̃h,l+p − λl| = 0 0 ≤ p ≤ L (14.2)

Théorème 14.2.2.
Si la précision de la quadrature est 2k− 1 et si les coefficients aij, 1 ≤ i, j ≤ n, Aj, 1 ≤
j ≤ n et a1 sont des fonctions de W2k,∞(Ω), on a :

|λ̃h,l+p − λl| ≤ Ch2 0 ≤ p ≤ L (14.3)

14.3 Estimation des erreurs pour les paires propres

Dans l’analyse des estimations d’erreurs et de la convergence des fonctions propres
approchées, on distingue le cas d’une valeur propre exacte simple et d’une valeur propre
exacte multiple.

14.3.1 Cas d’une valeur propre simple

Soit λl une valeur propre exacte simple du problème variationnel continu et soit ul
une fonction propre exacte associée à λl, normée dans L2(Ω)× L2(Ω).
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On note (λ̃h,l, ũh,l), la paire propre approchée correspondante supposée normée relative-
ment au produit scalaire approché (., .)h.

Théorème 14.3.1.
Si la précision de la quadrature est 2k − 1, si les coefficients aij, 1 ≤ i, j ≤ n, Aj, 1 ≤
j ≤ n et a1 sont des fonctions de W2k,∞(Ω), et si en plus la fonction propre exacte ul
appartient à Hk+1(Ω)× Hk+1(Ω) alors pour k ≥ 2, on a :

|ũh,l − ul|0,Ω ≤ Chk−1 (14.4)

Théorème 14.3.2.
Si la précision de la quadrature est au moins 2k − 1, si les coefficients aij, 1 ≤ i, j ≤
n, Aj, 1 ≤ j ≤ n et a1 sont des fonctions de W2k,∞(Ω), et si en plus la fonction propre
exacte ul appartient à Hk+1(Ω)× Hk+1(Ω) alors pour k ≥ 2, on a :

|λ̃h,l − λl| ≤ Ch2k−1 (14.5)

||ũh,l − ul||1,Ω ≤ Chk−1 (14.6)

14.3.2 Cas d’une valeur propre multiple

Soit λl une valeur propre exacte du problème variationnel continu de multiplicité
(L+ 1) avec L ≥ 1 :

λl−1 < λl = λl+1 · · ·λL+l < λL+l+1

Soit ul , ul+1 , · · · , uL+l les fonctions propres exactes associées à λl, choisies orthonor-
males dans L2(Ω)× L2(Ω).

On note (λ̃h,l+p, ũh,l+p), 0 ≤ p ≤ L, les paires propres approchées correspondantes sup-
posées orthonormales relativement au produit scalaire approché (., .)h.
Avec les mêmes hypothèses pour les coefficients de la forme bilinéaire et avec les mêmes
conditions de régularité pour les fonctions propres associées à la valeur propre exacte
multiple, on établit des estimations semblables à (6.5)− (6.8) pour :

Uh,l+p − ũh,l+p , 0 ≤ p ≤ L

λh,l − λ̃h,l+p , 0 ≤ p ≤ L

Uh,l+p sont des fonctions propres exactes correspondant à λl et orthonormales dans L2(Ω)×
L2(Ω).
En effet, un raisonnement analogue à celui décrit dans [71] permet d’établir les résultats
qui suivent :
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Théorème 14.3.3.
Si la précision de la quadrature est 2k − 1, si les coefficients aij, 1 ≤ i, j ≤ n, Aj, 1 ≤
j ≤ n et a1 sont des fonctions de W2k,∞(Ω), et si en plus les fonctions propres exactes
ul , ul+1 , · · · , uL+l appartiennent à Hk+1(Ω) × Hk+1(Ω) alors pour k ≥ 2, il existe
Ul , Ul+1 , · · · , UL+l des fonctions propres fixées exactes associées à la valeur propre
λl et orthonormales dans H1(Ω) × H1(Ω) et une suite (hj) tendant vers 0 et un nombre
m , 0 ≤ m ≤ k − 1 , tels que :

∣∣Ul+p − ũhj ,l+p
∣∣
0,Ω
≤ Chmj 0 ≤ p ≤ L (14.7)

Théorème 14.3.4.
Si la précision de la quadrature est 2k − 1, si les coefficients aij, 1 ≤ i, j ≤ n, Aj, 1 ≤
j ≤ n et a1 sont des fonctions de W2k,∞(Ω), et si en plus les fonctions propres exactes
ul , ul+1 , · · · , uL+l appartiennent à Hk+1(Ω) × Hk+1(Ω) alors pour k ≥ 2, il existe
Ul , Ul+1 , · · · , UL+l des fonctions propres fixées exactes associées à la valeur propre
λl et orthonormales dans H1(Ω) × H1(Ω) et une suite (hj) tendant vers 0 et un nombre
m , 0 ≤ m ≤ k − 1 , tels que :

|λ̃h,l+p − λl| ≤ Ch2k−1 0 ≤ p ≤ L (14.8)

||Ul+p − ũhj ,l+p||1,Ω ≤ Chmj 0 ≤ p ≤ L (14.9)

14.3.3 Remarque : amélioration de l’ordre de convergence

Si la condition de Neumann (ou de Dirichlet) est imposée sur toute la frontière Γ = ∂Ω
et si en plus cette dernière est suffisamment régulière, alors les estimations d’erreur pour
les paires propres peuvent être ameliorées (un ordre en plus pour les valeurs propres et
deux ordres en plus pour les fonctions propres) et devenir presque optimales en compa-
raison avec la méthode des éléments finis standard (cf [53]) où le cas k = 1 est autorisé.
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Chapitre 15

Applications numériques

15.1 Utilisation et programmation du code de calcul

Melina

15.1.1 Description succincte du code de calcul Melina

Le code MELINA 1 est une bibliothèque de procédures pour la résolution de problèmes
aux limites, gouvernés par des équations aux dérivées partielles, par la méthode des
éléments finis en dimension 2 ou 3. Il a été développé par O.DEBAYSER(de 1989 à 1996)
et D.MARTIN 2 (depuis 1989). C’est essentiellement un code de recherche qui fournit
un ensemble d’outils aisément manipulables pour le traitement numérique de problèmes
nouveaux ou la mise au point de nouveaux algorithmes.

Le traitement numérique d’une application repose principalement sur la description
de sa formulation variationnelle. Les données et le programme principal sont, en général,
une transcription simple de la formulation variationnelle du problème et de l’algorithme
conduisant à sa résolution.

La résolution d’un nouveau problème aux limites ou la mise en oeuvre d’un nouvel
algorithme de résolution peut être implémentée à l’aide du seul programme principal et
de quelques procédures spécifiques.
Pour le problème étudié, on va utiliser des procédures de la librairie VALPRO de ME-
LINA pour le calcul de valeurs et de vecteurs propres :

– VPINIT procédure de haut niveau d’initialisation des vecteurs aléatoires pour le
calcul de valeurs propres.

1http : //www.maths.univ − rennes1.fr/ ∼ dmartin/melina/www/code html
2I.R.M.A.R Université de RENNES I, UMR 853 du C.N.R.E.S. Daniel.Martin@univ-rennes1.fr
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– VPMISE procédure de haut niveau de calculs des valeurs et vecteurs propres par la
méthode d’itérations de sous-espaces.

– ITEINV procédure de haut niveau pour déterminer la plus petite valeur propre et
le vecteur propre normalisé par la méthode d’itération inverse.

Pour le maillage du domaine sur lequel on veut étudier le problème, on a utilisé
EMC2 un logiciel d’édition de maillages et de contours bidimensionnels [57]. Il permet
de générer des maillages pour la méthode des éléments finis en définissant la géométrie,
la discrétisation des contours, les sous domaines et les numéros de références pour les
conditions aux limites. Ces maillages formés de triangles ou de quadrangles, sont de type
grille ou de type Delaunay-Vorno (les seuls sommets du maillage contenus dans le cercle
circonscrit à un triangle sont les sommets du triangles).
Le logiciel EMC2 permet aussi de régulariser le maillage ou une de ses parties. Il est pos-
sible d’éditer un maillage en le raffinant par endroit, en ajoutant, supprimant, déplaant
des sommets et en lui appliquant des transformations affines(translation, symétrie, rota-
tion, homothétie...).

Le traducteur mome permet de transformer le fichier maillage de type nopo (modulef)
en fichier directement exploitable par MELINA.

Pour les visualisations et les représentations graphiques, on utilise la librairie PGPLOT
et le logiciel grame. Aussi, la M-file matme.m de MELINA permet des sorties graphiques
avec le logiciel MATLAB.

15.1.2 Exemples du laplacien avec des conditions Dirichlet-
Neumann

Soit Ω =]0, 1[ x ]0, 1[ un carré unité.
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Exemple1

On considére le problème :





∆u = λu dans Ω
u = 0 sur Γ2

∂u

∂ν
= 0 sur Γ1 ∪ Γ3 ∪ Γ4

Les trois premières valeurs propres exactes de ce problème sont :

λ1 = π2

4 ' 2.4674 λ2 = 5π2

4 ' 12.3370 λ3 = 9π2

4 ' 22.2066.

Résultats numériques avec des EF P2

λ
62 triangles 248 triangles 566 triangles
λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ|

λ1 2.46742 1.9 10−5 2.46744 3.9 10−5 2.46743 2.9 10−5

λ2 12.33960 2.6 10−3 12.33721 2.0 10−4 12.33723 2.2 10−4

λ3 22.22705 2.0 10−2 22.20734 7.3 10−4 22.20699 3.8 10−4
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Exemple2

On considére le problème :




∆u = λu dans Ω
u = 0 sur Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3

∂u

∂ν
= 0 sur Γ4

Les valeurs propres exactes de ce problème sont de la forme µk,l = π2
[
k2 +

(2l + 1)2

4

]

λ1 = µ1,0 = 5π2

4 ' 12.33701 λ2 = µ1,1 = 13π2

4 ' 32.07612 λ3 = µ2,0 = 17π2

4 '
41.94582.

Résultats numériques avec des EF P2

λ
62 triangles 248 triangles 566 triangles
λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ|

λ1 12.33973 2.7 10−3 12.33723 2.3 10−4 12.33724 2.4 10−4

λ2 32.12825 5.2 10−2 32.07931 3.1 10−3 32.07699 7.7 10−4

λ3 42.03110 8.5 10−2 41.95304 7.2 10−3 41.94716 1.3 10−3

Exemple3

On considére le problème de valeurs propres suivant :




− ∂
∂x

(
exln4∂u

∂x

)
− ∂2u
∂2y

= λu dans Ω

u = 0 sur Γ2 ∪ Γ4

∂u

∂ν
= 0 sur Γ1 ∪ Γ3

Les valeurs propres exactes de ce problème sont de la forme µm,n =
(
nπ
)2

+
(
ξmln4

)2
, où

ξm est le meme zéro de J1(ξ)Y1(2ξ)− J1(2ξ)Y1(ξ) avec J1 et Y1 les fonctions standards de
Bessel (voir [66])

λ1 ' 19.63729 λ2 ' 29.50690 λ3 ' 59.11571 λ4 ' 76.57605.

Résultats numériques avec des EF P2

λ
62 triangles 248 triangles 566 triangles
λh |λh − λ| λh |λh − λ| λh |λh − λ|

λ1 19.64177 4.5 10−3 19.63763 3.4 10−4 19.63772 4.3 10−4

λ2 29.53061 2.4 10−2 29.50841 1.5 10−3 29.50746 5.6 10−4

λ3 59.31182 2.0 10−1 59.13140 1.6 10−2 59.11880 3.1 10−3
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15.2 Opérateur de Schrödinger avec champ magnétique

constant

On considere l’opérateur P défini sur un domaine régulier Ω ⊂ R2 par :

P =

(
Dx1 −

Bx2

2

)2

+

(
Dx2 +

Bx1

2

)2

C’est l’ opérateur de Schrödinger avec champ magnétique constant issu de la théorie
phénoménologique de Ginzburg-Landau et concernant les transitions de phase d’un su-
praconducteur. C’est aussi un cas particulier de l’opérateur défini par la relation (9.1)

avec aij = δij, A1 = Bx2
2 , A2 = −Bx1

2 et a0 = 0.

Dans la suite on va s’interresser à la détermination numérique du bas spectre de la
réalisation de Neumann de l’ opérateur de Schrödinger avec champ magnétique constant
en utilisant une méthode d’éléments finis avec quadrature. Pour la programmation 3des
calculs numériques, on fait appel à la librairie VALPRO de MELINA.

Enfin, on rappelle quelques propriétés élémentaires de stabilité du spectre de l’ opérateur
de Schrödinger (voir [14]).

• Invariance par changement de jauge :
Pour tout φ ∈ H2(Ω), le spectre est inchangé si on remplace le champ de vecteur
A = (A1, A2) par A+5φ
• Effet d’une translation :

La réalisation de Neumann de l’ opérateur de Schrödinger avec champ magnétique
constant, sur un domaine Ω est unitairement équivalente à celle obtenue sur le
domaine Ωt déduit de Ω par translation de vecteur t.
• Effet d’une rotation :

Le bas du spectre de la réalisation de Neumann de l’ opérateur de Schrödinger avec
champ magnétique constant, sur un domaine Ω reste inchangé si nous effectuons
une rotation sur le domaine Ω.

15.3 Vérification de l’effet d’une translation

15.3.1 Maillages uniformes d’un secteur angulaire

Soit Ω un secteur angulaire. On note S1 (cf figure 15.1 ) un maillage régulier de Ω, S2
le transformé de S1 par la translation de vecteur (1,0) et S3 l’image de S2 par la même

3http : //www.maths.univ − rennes1.fr/ ∼ dmartin/melina/www/code html/valpro/index.html
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translation.

Fig. 15.1 – Maillage régulier du secteur angulaire.

SECTEURS TRANSLATES
Maillage régulier à 2816 triangles

Formule de quadrature d’ordre 2k − 1 pour Pk

B en Tesla
Eléments finis P2 Eléments finis P3

S1 S2 S3 S1 S2 S3

10 T 3.937 3.937 3.943 3.939 3.939 3.939
25 T 9.876 9.871 10.196 9.868 9.868 9.870
50 T 20.346 19.759 28.773 19.741 19.735 19.870

100 T 61.573 39.627 248.670 40.695 39.470 53.277

Fig. 15.2 – Énergie (plus petite valeur propre) associée à des maillages translatés pour
des champs magnétiques variant de 10 à 100 T.

On voit que pour un champs magnétique peu elevé, les résultats numériques (cf FIG.
15.2) obtenues seulement avec des éléments finis de type P2 confirment la stabilité du
spectre par translation, alors que pour un champ magnétique elevé, ici supérieur à 50
Tesla, les valeurs propres et les modules des vecteurs propres des maillages S1, S2 et S3
sont trés différents avec des éléments finis de type P2, et l’utilisation des éléments finis de
type P3 ne gomme pas tout à fait ces irrégularités. Cette incoherence des résultats pour
des maillages uniformement réguliers a été soulignée dans [14]. En effet, une translation

de vecteur t engendre des oscillations de la forme B
2 x ∧ t, et un maillage uniforme (trop

grossier) ne permet pas toujours de capter toutes les oscillations.
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Fig. 15.3 – Modules des états fondamentaux associes à des maillages uniformes translatés
pour un champ magnétique B=100 T et en utilisant des éléments finis P2

Fig. 15.4 – Modules des états fondamentaux associes à des maillages uniformes translatés
pour un champ magnétique B=100 T et en utilisant des éléments finis P3

15.3.2 Maillages raffinés d’un secteur angulaire

D’aprés les résultats de Helffer-Morame ([38], [39]) et V. Bonnaillie([13], [14]), l’état
propre (la concentration des électrons supraconducteurs) est localisé au voisinage des
points du domaine dont la courbure est maximale et il décroit de manière exponentielle
ailleur.

Par suite, il parait donc naturel de considérer des maillages avec raffinement localisé
au voisinages du sommet (le point de courbure maximale) du secteur angulaire.

Ainsi, la combinaison des éléments finis P3 avec des maillages raffinés localement au
voisinage des points de courbure maximale permet d’obtenir des résultats convenables
(voir 15.6).
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Fig. 15.5 – Maillage raffiné au voisinage du sommet du secteur angulaire.

SECTEURS TRANSLATES
Maillage raffiné à 2857 triangles

Formule de quadrature d’ordre 2k − 1 pour Pk

B en Tesla
Eléments finis P2 Eléments finis P3

S1 S2 S3 S1 S2 S3

25 T 9.881 9.895 9.979 9.931 9.936 9.930
50 T 19.750 19.756 19.998 19.775 19.781 19.783

100 T 40.020 39.485 44.527 39.492 39.494 39.523
150 T 65.220 59.219 98.745 59.254 59.220 59.2571

Fig. 15.6 – Énergie associée à des maillages raffinés localement

Fig. 15.7 – Modules des états fondamentaux associes à des maillages raffinés translatés
pour un champ magnétique B=25 T et en utilisant des éléments finis P3
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Fig. 15.8 – Modules des états fondamentaux associes à des maillages raffinés translatés
pour un champ magnétique B=50 T et en utilisant des éléments finis P3

Fig. 15.9 – Modules des états fondamentaux associes à des maillages raffinés translatés
pour un champ magnétique B=100 T et en utilisant des éléments finis P3
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15.4 Réalisation de Neumann sur R× R+

15.4.1 Approximation de R× R+ par un carré

CDCD

CD : Condition de Dirichlet

CN : Condition de Neumann

Fig. 15.10 – Modules des états fondamentaux

Carré de côté C=25
Condition de Neumann sur la base (coté contenant O)

Conditions de Dirichlet sur les autres cotés

Maillage B P3

Nombre de triangles Champ magnétique Eléments finis de degré 3
2059 1 T 0.606

10 T 6.040
50 T 31.325

3401 1 T 0.607
10 T 5.992
50 T 30.585

Fig. 15.11 – Énergie associée à des maillages raffinés localement
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15.4.2 Approximation de R× R+ par un dem-disque
CD : condition de Dirichlet

CN : condition de Neumann

Fig. 15.12 – Modules des états fondamentaux

Demi-Disque de centre O et de rayon R=25

Maillage raffinés au voisinage de l’origine O

Condition de Neumann sur le diamètre de base

Conditions de Dirichlet sur le demi-cercle

Maillage B P3

Nombre de triangles Champ magnétique Eléments finis de degré 3
1641 1 T 0.608

10 T 6.079
50 T 31.585

2307 1 T 0.607
10 T 6.032
50 T 30.985

Fig. 15.13 – Énergie associée à des maillages raffinés localement
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15.5 Réalisation de Neumann sur différents domaines

15.5.1 Triangle équilatéral

Fig. 15.14 – Modules des états fondamentaux d’un triangle équilatéral pour différents
champs magnétiques
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15.5.2 Carré

Fig. 15.15 – Modules des états fondamentaux d’un carré pour différents champs
magnétiques
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15.5.3 Disque

Fig. 15.16 – Modules des états fondamentaux d’un disque pour différents champs
magnétiques



15.5 Réalisation de Neumann sur différents domaines 165

15.5.4 Ellipse

Fig. 15.17 – Modules des états fondamentaux d’une ellipse pour différents champs
magnétiques



166 Applications numériques

15.5.5 Pentagone régulier

Fig. 15.18 – Modules des états fondamentaux d’un pentagone pour différents champs
magnétiques
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15.5.6 Hexagone régulier

Fig. 15.19 – Modules des états fondamentaux d’un hexagone pour différents champs
magnétiques
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15.5.7 Octogone régulier

Fig. 15.20 – Modules des états fondamentaux d’un octogone pour différents champs
magnétiques
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[9] I. BABUŠKA & J. E. OSBORN. Finite element-Galerkinc approximation of the eigenva-
lues and eigenvectors of selfadjoint problems. Math. Comp. 1989 ; 52 : 275-297.
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[15] M. BRAUN . Differentiel Equations and Their Applications New York : Springer-
Verlag ; 1993.

[16] J. H. BRAMBLE & S. R. HILBERT. Bounds for a class of linear functionals with appli-
cations to Hermite interpolation. Numer. Math. 1971 ; 16 : 362-369.

[17] J. H. BRAMBLE & J. E. OSBORN. Rate of convergence estimates for nonself-adjoint
eigenvalue approximations. Math. Comp. 1971 ; 27 : 525-549.
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Résumé

Cette thèse comporte quatre parties. Les deux premières parties concernent le calcul
de la première valeur propre de familles d’opérateurs de Neumann en utilisant d’abord
une méthode basée sur les différences finies, puis une approximation par une méthode
d’éléments finis sans quadrature numérique. Pour le calcul numérique de la plus petite
valeur propre, la méthode de la puissance inverse a été implementée avec factorisation LU
de la matrice considérée pour la résolution des systèmes linéaires utilisés.

La troisième partie porte sur un problème de valeurs propres faisant intervenir un
opérateur de Schrödinger avec champ magnétique constant issu de la théorie de Ginzburg-
Landau et concernant la supraconductivité de certains matériaux. Pour la résolution
numérique, une méthode basée sur les éléments finis avec intégration numérique est uti-
lisée. Dans cette partie, une évaluation de la partie basse du spectre de la réalisation de
Neumann d est obtenue. En fait, seule la plus petite valeur propre est importante pour le
problème physique. Ensuite, l’existence des solutions du problème variationnel spectral a
été établie. Pour le calcul des paires propres, une méthode basée sur les éléments finis a
été utilisée. L’étude de la convergence et l’estimation des erreurs pour les paires propres
approchées avec quadrature numérique dans le cas où les fonctions propres sont vecto-
rielles, sont semblables à celles obtenues dans le cas où les fonctions propres sont réelles.
Dans l’étude de ces estimations, la distinction est faite entre le cas d’une valeur propre
exacte simple et le cas d’une valeur propre exacte multiple.

La quatrième partie porte sur la mise en oeuvre de la résolution numérique du problème
précédent.

Mots clés : Opérateur de Schrödinger avec champ magnétique constant, différences
finies, formulation variationnelle vectorielle, éléments finis, quadrature numérique, esti-
mation des erreurs, raffinement de maillage.

Abstract :

The first and second parts are about the computation of the first eigenvalue of families
of Neumann operators, with finite elements. The third part concerns an eigenvalue problem
for Schrödinger operator with constant magnetic field coming from the Ginzburg-Landau
theory on supraconductivity. The numerical computation is based on finite element me-
thod with numerical quadrature. The existence of solutions for the variational formulation
is studied. The fourth part is about the numerical resolution of the previous problem for
several domains with different geometries. They are in agreement with the theory.

Keywords : Schrödinger operator with constant magnetic field, finite differences,
weak vectoriel formulation, finite elements, numerical quadrature, error estimates, mesh
refinement.


