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11 existe de nombreux démonstrateurs automatiques qui effectuent des raisonnements
modulo une théorie équationnelle, c’est-a-dire en considérant non pas des termes, mais
des classes d’équivalence de termes. En général, les travaux accomplis dans ce domaine
ont pour but de concevoir des techniques pour faire de la déduction modulo une théorie
particuliére.

Dans [AP01], Jiirgen Avenhaus et David Plaisted ont cherché & déterminer des tech-
niques qui pourraient étre employées dans le traitement non plus d’une théorie particu-
liere, mais de toute une classe de théories équationnelles : les théories permutatives. Les
auteurs ont introduit les notions de terme stratifié et d’ensemble stratifié, et décrit les
procédures qui devraient étre implémentées dans un démonstrateur automatique basé
sur ces termes stratifiés. Les propriétés de régularité de ces théories font qu’il est possible
d’employer des techniques efficaces de théorie algorithmique des groupes pour les traiter.
Les auteurs espéraient que 'efficacité de ces techniques contrebalancerait le nombre élevé
de clauses qui pourraient étre générées dans un démonstrateur automatique basé sur ces
termes stratifiés. Cependant, les algorithmes proposés pour faire de la déduction avec des
termes stratifiés sont basés sur une énumération explicite des éléments des groupes, et
sont donc exponentiels.

Dans ce mémoire, nous développons les travaux d’Avenhaus et Plaisted, et modifions
leur formalisme pour pouvoir faire l'usage le plus intensif possible des techniques de
théorie algorithmique des groupes.

Apreés avoir rappelé des notions de base de déduction automatique et de réécriture,
puis présenté plusieurs résultats de théorie algorithmique des groupes dans la premiére
partie de ce mémoire, nous introduisons dans la deuxiéme partie les notions de GA-terme
et de GA-terme stratifié sur lesquels une action de groupe simple est définie. Puis nous
prouvons que les ensembles stratifiés de [AP01] peuvent étre obtenus & partir des orbites
par cette action de groupe. Dans la troisiéme partie, nous démontrons que méme les
problémes les plus élémentaires sur les termes stratifiés, comme le test de ’appartenance
d’un terme & un ensemble stratifié, sont NP-complets. Enfin, dans la quatriéme partie,
nous présentons certaines restrictions qui peuvent étre imposées & une théorie permutative
FE pour faire de la déduction modulo F, et définissons la notion d’unif-stabilité.

Mots clés : déduction automatique, théories équationnelles, réécriture, graphes de
termes, symeétries, théorie algorithmique des groupes, complexité, E-unification.



Abstract

There exist several theorem provers that perform deduction modulo an equational
theory, i.e. by considering equivalence classes of terms, instead of ordinary terms. In ge-
neral, most of the research carried out in this area focuses on determining new techniques
to perform deduction modulo one particular theory.

In [APO1], Jiirgen Avenhaus and David Plaisted sought for techniques that could be
used for the treatment of not one particular theory, but an entire class of equational theo-
ries : the so-called permutative theories. The authors introduced the notions of stratified
terms, and stratified sets, and described the procedures that should be implemented in
a theorem prover based on stratified terms. Permutative theories enjoy several regula-
rity properties that make it possible to use efficient techniques from computational group
theory to deal with them. The authors hoped that the efficiency of these techniques would
counterbalance the high number of clauses that could be generated by a theorem prover
based on stratified terms. However, the algorithms they propose to perform deduction
on stratified terms are based on an explicit enumeration of the elements of a group, and
are therefore exponential.

In this thesis, we develop Avenhaus and Plaisted’s work, and adapt their formalism
to make a more intensive use of group-theoretic tools.

After having provided several basic definitions from automated deduction and rewri-
ting, and then presented several results from computational group theory in the first part
of this thesis, we introduce the notions of GA-terms and stratified GA-terms, on which
a simple group action is defined. We then prove that the stratified sets as defined in
[APO01] can be obtained from the orbits by this group action. In the third part of this
thesis, we prove that even the more basic problems on stratified terms, such as testing
the membership of a term to a stratified set are NP-complete. Finally, in the fourth part,
we present some restrictions that can be imposed to a permutative theory E in order to
perform deduction modulo F, and introduce the notion of unify-stability.

Keywords : automated deduction, equational theories, term rewriting, term graph re-
writing, symmetries, computational group theory, complexity, F-unification.
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Chapitre 1

Introduction

Raisonnement automatique

Dans [WOLB92|, les principes et objectifs du Raisonnement Automatique sont trés
clairement présentés’ :

“Pour comprendre ce qu’est le raisonnement automatique, il faut d’abord
comprendre ce que raisonner signifie. Raisonner, c’est le fait de tirer des
conclusions & partir de faits. Pour qu’un raisonnement soit juste, ces conclu-
sions doivent systématiquement découler des faits considérés. |...] Les seules
conclusions acceptables sont celles qui découlent logiquement des faits en
notre possession. Le but du raisonnement automatique est d’écrire des pro-
grammes informatiques qui peuvent aider & résoudre des problémes et & ré-
pondre & des questions qui requiérent un raisonnement.”

On peut donc voir lorigine de cette notion dans celles de la logique, qui remontent
traditionnellement & Aristote. En effet, ce dernier a sans doute effectué la premiére étude
systématique de la science du raisonnement, en créant la notion de syllogisme, un en-
semble de trois affirmations, deux prémisses et une conclusion. Par exemple, a partir des
assertions “tout homme est mortel”, et “Socrate est un homme” (les prémices), on conclut
que “Socrate est mortel”. Les régles de syllogisme peuvent donc étre considérées comme
les précurseurs des régles d’inférence modernes.

Ce n’est qu’avec les développements mathématiques de la logique, effectués dés la fin
du XIX®™¢ siécle, que sa mécanisation a pu devenir concevable. Cette mécanisation et
les fondations des mathématiques sont d’ailleurs intimement liées, comme en témoignent
nombre des problémes ouverts du fameux programme de Hilbert, énoncé au début du
XXeme sigcle. Pour Hilbert, il n'est en effet possible d’étudier une branche des mathé-
matiques de fagon rigoureuse qu’en se servant d'un systéme formel, c’est-a-dire d’un
ensemble d’aziomes et de régles d’inférence. Un tel systéme formel devait en particulier
permettre de développer n’importe quel théorie sans avoir recours & la moindre intuition,
et donc de mécaniser cette étude.

Ltraduction personnelle.

xi



Le premier coup porté & ce programme aura été le théoréme d’incomplétude de Go-
del. Il montre qu’une notion aussi simple que la vérité arithmétique n’admet pas de
définition finitaire, et donc que ces vérités ne peuvent pas étre énumérées mécanique-
ment. Ce résultat a été d’autant plus surprenant qu’il suivait de prés d’autres résultats
plus encourageants, eux, comme 1’algorithme de Presburger, permettant de décider de la
vérité arithmétique sans multiplication, ou méme le théoréme de complétude de Godel,
permettant 1’énumération mécanique des formules valides du premier ordre.

Aprés que les travaux de Turing et Church ont permis de mieux comprendre la notion
de mécanisation (ou calculabilité), ce dernier portait un second coup au programme de
Hilbert, en montrant ’indécidabilité de la logique du premier ordre (la validité est énumé-
rable mais non calculable). Ces travaux coincidaient avec le développement des premiers
calculateurs, et n’ont pas pu freiner I’enthousiasme suscité par ces derniers, qui devait
donner naissance & I'Intelligence Artificielle. Les premiers démonstrateurs automatiques
se révélérent donc particuliérement inefficaces. Par exemple, le résultat le plus important
obtenu par I'implémentation de l'algorithme de Presburger, réalisée en 1954 par Martin
Davis, a été la preuve que la somme de deux entiers pairs est paire.

Depuis, de nombreux travaux ont permis d’améliorer considérablement les perfor-
mances des démonstrateurs automatiques, grace a la création de concepts célébres, comme
la procédure DPLL ([DLLS83]), la régle de résolution de Robinson ([Rob65]), ou la mé-
thode des tableaux ([Smu63, Bet55, Hin55|). Ces travaux ne correspondent plus (ou
plus seulement) & cet enthousiasme naif visant & la mécanisation de l’activité mathé-
matique, abstraite. Des domaines d’application d’'une grande importance scientifique et
économique sont apparus, comme la vérification de programme.

11 est en effet connu que les erreurs logicielles ont un cofit gigantesque pour 1’économie.
Un exemple marquant est celui de I’échec du premier vol de la fusée Ariane 5 en 1996,
dont le lanceur a été détruit 40 secondes apres le décollage. Aujourd’hui, on sait que cet
échec était di a une défaillance informatique lors de la conversion d’un nombre de 64
bits en un nombre de 16 bits. On se rappellera aussi le fameux bogue des premiéres puces
Pentium.

De telles erreurs pourraient théoriquement étre détectées par des humains, mais en
pratique ceci est impossible & cause de ’extréme complexité des logiciels mis en ceuvre.
C’est 14 ou les démonstrateurs automatiques peuvent contribuer & prouver formellement
la correction des logiciels ou, de facon similaire, celle des circuits. De plus en plus de
grands groupes industriels (IBM, Intel, Motorolla...) se servent de démonstrateurs auto-
matiques dans ce but, en se limitant par nécessité a des applications relativement simples
mais “critiques”.

Raisonnement équationnel et réécriture

La notion la plus utilisée en mathématiques est incontestablement 1’ égalité. Cette no-
tion est en particulier utilisée pour définir des objets mathématiques. Un groupe peut
par exemple étre défini par un ensemble d’équations traduisant les propriétés vérifiées
par sa loi de composition interne, et les liens entre ses éléments. L’utilisation d’équa-
tions pour définir des objets est également trés répandue en informatique, notamment en
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programmation fonctionnelle.

La simplicité de la notion d’égalité n’est qu’apparente, et s’il est théoriquement
possible de simplement traiter 1’égalité comme un prédicat binaire satisfaisant certains
axiomes, en pratique, I’application explicite de ces axiomes est trés laborieuse et ineffi-
cace. Néanmoins, 'importance et ’utilité de cette notion font de sa mécanisation un enjeu
majeur, et de nouvelles techniques de preuve gérant plus efficacement 1’égalité ont rapi-
dement été congues, comme la régle de paramodulation (voir [NRO1]), ou les techniques
de réécriture.

Une fagon simple et intuitive d’utiliser un axiome équationnel est en effet de toujours
I'utiliser “dans le méme sens”. C’est ce qui se fait naturellement en arithmétique élémen-
taire, afin de simplifier des expressions (ou termes). Par exemple, I’expression 2 x (34 1)
se simplifie en 2 x 4, puis en 8. Le fait de toujours utiliser un axiome dans le méme sens
revient & l'orienter, pour obtenir une régle de réécriture. Quand tous les axiomes d’une
théorie équationnelle ont été orientés, il se pose deux questions principales concernant le
systéme de réécriture obtenu :

— Est-il garanti qu’il n’existe aucun terme sur lequel il est possible d’appliquer une

séquence infinie de régles de réécriture ? (le systéme est-il noethérien 7)
— Est-il garanti que ’ordre dans lequel les régles de réécriture sont appliquées a un
terme est sans importance ? (le systéme est-il confluent 7)
Ces deux problémes sont indécidables (voir par exemple [BN98| ou [Ohl02]), mais il existe
des cas particuliers pour lesquels il est possible de décider si un systéme de réécriture
vérifie ou non ces propriétés.

Si le systéme de réécriture considéré vérifie ces deux propriétés, on dit qu’il est
convergent, et il permet de décider si deux termes sont égaux. Il suffit pour cela de
réduire ces termes a leurs formes normales respectives, c’est-a-dire des termes sur les-
quels aucune régle de réécriture ne peut étre appliquée, et de tester si ces derniéres sont
égales. Si le systéme de réécriture ne vérifie pas ces propriétés, de nouvelles questions se
posent. S’il n’est pas noethérien, existe-t-il une autre orientation des axiomes qui permet
d’obtenir un systéme de réécriture noethérien? S’il n’est pas confluent, est-il possible
d’ajouter des régles de réécriture qui le rendent confluent ?

En 1970, dans [KB83|, Knuth et Bendix ont présenté un algorithme qui tente de
transformer un ensemble d’équations en un systéme de réécriture convergent. Leur algo-
rithme peut terminer avec un succeés, terminer avec un échec, ou ne pas terminer du tout
S’il termine avec un succeés, alors le systéme obtenu permet de décider si deux termes
sont égaux. S’il termine avec un échec, cela signifie qu’il n’a pas pu orienter toutes les
équations.

Il peut paraitre paradoxal que certains axiomes trés répandus, et qui simplifient les
calculs en algébre, ne peuvent pas étre orientés. C’est le cas par exemple de 'axiome de
commutativité, f(z,y) = f(y,z). Une solution classique de ce probléme a été proposée
par Plotkin en 1972, qui a suggéré dans [Plo72] d’intégrer le raisonnement spécifique
lié & ces axiomes dans des mécanismes normalement élémentaires, comme 1'unification.
Plusieurs travaux, d’abord de Slagle ([Sla74]), Lankford et Ballantyne ([LB77a, LB77b]),
et Peterson et Stickel ([PS81]), puis de Bachmair et Dershowitz ([BD89]) et Jouannaud
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et Kirchner ([JK86|), ont montré qu'une combinaison de régles de réécriture et d'un
algorithme d’unification pour une théorie donnée, permettent d’étendre I’algorithme de
Knuth et Bendix pour créer des systémes de réécriture convergents & partir d’ensembles
d’équations contenant par exemple les axiomes de commutativité et d’associativité.

Les théories contenant les axiomes de commutativité et d’associativité ont sans doute
été les plus étudiées dans ce cadre, et de nombreux outils, souvent trés efficaces, ont été
concus pour ces théories, ainsi que leurs extensions. Il demeure néanmoins certaines dif-
ficultés incontournables, comme le fait que tout ensemble complet d’unificateurs modulo
une théorie associative et commutative est de 1’ordre de O(2%") (voir [Dom92, KN92]).

Théories permutatives

Dans [AP01], Avenhaus et Plaisted se sont intéressés a ce type de démarche non
pas pour une théorie équationnelle particuliére, mais pour une classe de théories, ca-
ractérisées par la forme de leurs axiomes. La classe considérée est la classe des théories
permutatives, qui sont définies par des ensembles d’équations permutatives. Une équation
permutative est une équation entres des termes linéaires, telle que le terme de droite
est obtenu en permutant les variables du terme de gauche. 11 est clair que ces équations
permutatives, dont fait partie ’axiome de commutativité, ne peuvent pas étre orientées.
Le but d’Avenhaus et Plaisted était de développer une méthode uniforme qui pourrait
étre appliquée & n’importe quelle théorie permutative F, et de traiter des ensembles de
termes congrus modulo F, sans pour autant considérer des classes d’équivalence entiéres
de termes. Leur méthode ne s’apparente donc pas aux méthodes classiques de raison-
nement modulo une théorie équationnelle, puisque certains axiomes de E doivent étre
conservés dans le processus de déduction. Ces ensembles de termes congrus sont appelés
des ensembles stratifiés, et sont représentés par un terme stratifié. Les auteurs ont alors
montré comment relever les régles de réécriture, de paramodulation ou de résolution,
pour les appliquer a des termes stratifiés.

Comme 'utilisation d’un axiome de E sur un terme résulte en une permutation de
certains de ses sous-termes, 1'utilisation de groupes de permutations devient naturelle
pour traiter ces ensembles stratifiés, et les auteurs espéraient bénéficier des algorithmes
efficaces issus de la théorie algorithmique des groupes pour contrebalancer le nombre
de clauses et d’équations supplémentaires produites par un démonstrateur basé sur ces
termes stratifiés.

Théorie algorithmique des groupes

Bien qu’il soit généralement convenu que les origines de la théorie des groupes re-
montent aux travaux d’Evariste Galois, la notion de groupe abstrait n’a été formellement
définie que vers la fin du dix-neuviéme siécle, et a été trés rapidement suivie des pre-
miéres questions algorithmiques sur ces groupes. Les premiéres questions ont été posées
par Dehn ([Deh11]), dont la plus célébre est sans doute celle concernant le probléme du
mot pour un groupe finiment présenté. La question est la suivante : étant donné un groupe
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défini par un ensemble de générateurs X et un ensemble de relations sur ces générateurs
R, et étant donné un mot U sur X, U représente-t-il I'identité de G ? Novikov a démontré
plus de quarante ans plus tard que ce probléme est indécidable dans [Nov55|.

Moins d’un siécle plus tard, la théorie algorithmique des groupes est devenue un
domaine de recherche & part entiére, qui a été appliqué a des sujets aussi variés que la
physique, la cristallographie, les réseaux interconnectés ou la cryptographie.

Les groupes de permutation constituent une des branches les plus importantes de
la théorie algorithmique des groupes. Cette branche s’est développée a partir des an-
nées soixante avec 'introduction par Sims d’outils efficaces pour la manipulation de ces
groupes ([Sim70, Sim71]), et la preuve par Luks du lien entre certains problémes sur
les groupes de permutation et le probléme d’isomorphisme de graphes ([Luk82|). Ceci
explique pourquoi pendant de nombreuses années, il y a eu deux courants de recherche
indépendants dans ce domaine, 'un portant sur I’étude de la complexité de ces pro-
blémes ([Hof81]), et 'autre sur la conception d’algorithmes efficaces pour les résoudre
(voir [But91]). Puis, au cours de la derniére décennie, ces deux courants ont convergeé, et
des systémes de calcul formel comme GAP? sont aujourd’hui basés sur des algorithmes
dont les temps d’exécution sont optimaux.

Une caractéristique importante des groupes de permutation est qu’ils peuvent étre
représentés de facon trés succincte par des ensembles de générateurs. Ainsi, tout sous-
groupe du groupe symétrique Sym(n) (dont la cardinalité est n!), peut étre représenté par
moins de n générateurs. De plus, de nombreux problémes, comme le test de ’appartenance
d’une permutation & un groupe, ou la détermination de I’ordre du groupe, peuvent étre
résolus en temps polynomial. D’autres problémes, comme la détermination d’un ensemble
de générateurs pour l'intersection de deux groupes de permutation, sont plus difficiles que
le probléme d’isomorphisme de graphe. Ces problémes forment la classe de complexité de
Luks, qui est considérée comme étant disjointe de la classe des problémes polynomiaux,
et de la classe des problémes NP-complets (& condition que P # NP). [Luk93| contient
une liste plus détaillée de problémes polynomiaux ou dans la classe de Luks.

L’objectif principal de cette thése a été de développer les travaux de Avenhaus et
Plaisted, en exploitant pleinement les bonnes propriétés algorithmiques des groupes. En
effet, dans [AP01], les auteurs ne font qu’un usage élémentaire de techniques de la théorie
algorithmique des groupes, et il nous est apparu qu’un usage plus intensif pourrait résulter
en des algorithmes efficaces pour faire de la déduction avec des théories permutatives.
Nous avons commencé par démontrer que les ensembles stratifiés de [AP01] peuvent étre
obtenus comme des orbites sous 'action d’'un groupe. Pour cela, nous avons adopté un
formalisme proche de celui employé en réécriture de graphes de termes, et défini les GA-
termes, et les GA-termes stratifiés, qui sont la traduction dans ce formalisme des termes
standard, et des termes stratifiés de [AP01]. Puis, nous avons démontré que méme les
taches les plus basiques comme le test de ’appartenance d’un terme & un ensemble
stratifié sont NP-complétes. Nous avons donc entrepris de rechercher des restrictions qui
pourraient étre imposées aux théories permutatives considérées afin de pouvoir faire de
la déduction modulo de telles théories de fagon efficace. Nous avons ainsi défini la notion

Zhttp ://www.gap-system.org
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d’unif-stabilité, qui nous a permis d’exhiber une classe de théories permutatives possédant
de bonnes propriétés algorithmiques. Enfin, nous avons prouvé que les théories de cette
classe sont de type finitaire pour 'unification, ce qui n’est pas le cas pour toutes les
théories permutatives.

Plan de la thése

Apres avoir rapidement défini les notions de base de la réécriture, comme les notions de
terme, de substitution ou de F-unification, nous rappellerons plusieurs notions de théorie
élémentaire des groupes, dont nous nous servirons dans le Chapitre 4 pour présenter plus
en détail certains résultats de théorie algorithmique des groupes.

Nous aurons besoin de recourir aux techniques employées dans la réécriture de graphes
de termes pour représenter des termes, et nous définirons les notions de GA-termes et de
GA-termes stratifiés dans les chapitres suivants. Les GA-termes stratifiés nous permettront
de définir un groupe dont chaque élément correspond a I’application (simultanée) de régles
de la réécriture stratifiée définie dans [APO1].

Dans le Chapitre 7, nous définirons une relation d’équivalence sur des GA-termes
stratifiés, la relation de congruence stratifiée, et nous montrerons que le probléme de
décider si deux GA-termes stratifiés sont liés par cette relation est dans la classe de Luks.

Dans le chapitre suivant, nous définirons certains problémes liés & la déduction, et
verrons que méme en imposant certaines restrictions aux GA-termes stratifiés considérés,
ces problémes sont tous NP-complets. C’est pourquoi dans les Chapitres 9 et 10, nous im-
poserons des restrictions aux théories permutatives a considérer, et définirons les théories
permutatives unif-stables. Nous étudierons les propriétés de ces théories, et prouverons
dans le Chapitre 11 que l'unification modulo une théorie permutative unif-stable est fi-
nitaire. Enfin, nous démontrerons que tout probléme d’unification posséde un ensemble
complet d’unificateurs de cardinalité simplement exponentielle. Les démonstrations de
certains résultats sont assez longues et ardues, et ont été regroupées en annexe.
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Notions de base






Chapitre 2
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons rappeler plusieurs notions standard de réécriture. On
pourra trouver une description plus détaillée de ces notions dans [DP01, BN98, BS01,
GJT79].

2.1 Relations

Définition 2.1.1 (Listes) Soit A un ensemble, ’ensemble des listes sur A (ou mots sur
A) est noté A*. Cet ensemble est un monoide pour l'opération de concaténation “.; et
son élément neutre, le mot vide, est noté €. Soit w € A*, la longueur |w| de w est définie
inductivement par : si w = ¢, alors |w| = 0, sinon, w = a.w’, et |w| =1+ |v'|.

Soient a € A et B C A*, alors ’ensemble a.B C A* est défini par :

a.B = {a.b|be B}.

Soit f une fonction de A vers B, on définit f* de A* vers B* par : f*(wy.- - .wy) =

flwy). -+ .f(wy). Par abus de notation, on pourra noter cette fonction f au lieu de f*.
Soit w € A* un mot non vide, alors pour tout i € {1,...,|w|}, on note w; la i*™e
lettre de w. &

Définition 2.1.2 (Multiensembles) Etant donné un ensemble A, un multiensemble
M sur A est une fonction M : A — N. Un multiensemble est dit fini si et seulement s'il
existe un ensemble fini d’éléments = € A tels que M (x) > 0.
On définit les opérateurs suivants sur les multiensembles :
Appartenance : (v € M) < (M(z) > 0).
Inclusion : (M C N) & (Vo € A, M(z) < N(x)).
Union : Vo € A, (M UN)(x) :== M(x) + N(x).
— Différence : Vx € A, (M — N)(x) := max(M(z) — N(z),0). <&

Définition 2.1.3 (Relations) Etant donné un ensemble A et une relation R C A x A,
on dit que R est :
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— réflexive si et seulement si Vo € A, (x,z) € R,

— symétrique si et seulement si Vz,y € A, ((z,y) € R) & ((y,z) € R),

— antisymétrique si et seulement si Vr,y € A, si (x,y) € Ret (y,x) € R, alors z =y,

— transitive si et seulement si Vz,y,z € A, si (z,y) € Ret (y,z) € R, alors (x,z) € R.
La fermeture transitive de R, notée R*, est la plus petite relation transitive contenant
R, au sens de l'inclusion.

11 est standard de noter xRy au lieu de (z,y) € R. On dit que R est un préordre si R
est réflexive, et transitive, si R est un préordre symétrique, on dira que R est une relation
d’équivalence, et si R est un préordre antisymétrique, on dira que R est un ordre, qu’on
notera en général <. Enfin, on dira que < est un ordre total si pour tout z,y € A, on a
z<y,ouy<x.

Si R est une relation antisymétrique et transitive et pour tout z € A, (z,z) ¢ R,
on dira que R est un ordre strict, ce qu’on notera en général < ou <. Un ordre strict <
est dit bien fondé s’il n’existe pas de séquence infinie (z;);en telle que pour tout i € N,
Uil < U O

Nous allons maintenant définir deux ordres induits : I’ordre lexicographique induit, et
Vordre induit sur les multiensembles (voir [DM79], ou [BN98, p. 21]).

Définition 2.1.4 (Ordre lexicographique) Soient des ensembles Ay,..., A, des en-
sembles, respectivement munis des ordres stricts <;,7 = 1,...,n. L’ordre lexicographique
induit par les ordres stricts <;, ou l'extension lexicographique des ordres stricts <;, est la
relation d’ordre < définie sur A; X ... x A, par :

((al,...,an) < (bl,... ,bn)) = (Hi S {1,... ,TL}, (V] < 1, a; = bj) A (ai < bl)) &

Théoréme 2.1.5 L’ordre < est bien défini, et si pour tout i = 1,...,n, <; est bien
fondé, alors < est bien fondé.

Définition 2.1.6 (Ordre sur les multiensembles) Etant donnés un ensemble A et
un ordre strict < sur A, on définit ’ordre induit par < sur les multiensembles de A, noté
<, de la facon suivante :

0#X C M,
M<N & IX)Y: {N=(M-X)UY, O
VyeY, dre X, y <.

Théoréme 2.1.7 L’ordre < est bien défini, et si < est bien fondé, alors < [’est aussi.

2.2 Théories équationnelles

Définition 2.2.1 (Signature) Une signature est un ensemble de symboles ¥, auquel
est associé une fonction d’arité, arité : ¥ — N. Un symbole f € ¥ est un symbole de
fonction si et seulement si arité(f) > 0, sinon, f est un symbole de constante. &
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Définition 2.2.2 Soient une signature X, et un ensemble V de variables tel que XNV =
(). L’ensemble de YX-termes sur V, noté 7 (X,V), est défini inductivement par :
- YV CT(X,V) (toute variable est un X-terme),
— pour tout n > 0, pour tout t1,...,t, € T(X,V), si f est un symbole de ¥ d’arité
n, alors f(t1,...,t,) € T(X,V).
Par convention, si a est un symbole de constante de X, alors on notera a € 7(X,V) au
lieu de a() € T(%,V).

L’ensemble des variables d’un terme ¢ € 7 (3, V) est noté Var(t). Si cet ensemble est
vide, on dit que le terme est clos. Si toute variable de V apparait au plus une fois dans
t, on dit que t est linéaire.

Enfin, on étend la définition de la fonction Var aux ensembles de termes en posant,
pour tout ensemble S de termes, Var(S) = (J,cg Var(t). O

Définition 2.2.3 Soit t € 7(X,V). L’ensemble des positions de t est ’ensemble Pos(t) C
N* défini inductivement par :

— sit €V, alors Pos(t) = {¢},

— sinon, posons t = f(t1,...,t,), alors

Pos(t) = {e} U |J{jip| p € Pos(t;)}.
j=1

La taille de t est alors définie par : |t| = |Pos(t)].
Etant donné un mot p € Pos(t), le sous-terme a la position p de t, noté t|,, est défini
inductivement par :

te = ¢
flt,t)lig = tilg

On dit qu’un terme ¢ est de profondeur k si et seulement si k = max{|p| | p € Pos(t)}.<

Exemple 2.2.4 Soit ¥ = {e,4, f}, ol e est une constante, ¢ est une fonction d’arité 1,
et f une fonction d’arité 2, et soit le X-terme t = f(e, f(z,i(x))), ou x € V. Alors on a
Pos(t) = {e,1,2,2.1,2.2,2.2.1}, d’ou |t| = 6, et par exemple, t|o9 = i(z).

Définition 2.2.5 Soient ¥ une signature et V un ensemble infini de variables. Une
7T (X,V)-substitution est une fonction o : V — 7T (X,V), telle que ’ensemble

Dom(o) = {z € V|o(x) #x}

est fini. L’ensemble Dom(o) est appelé le domaine de o, et I’ensemble Ran(o) =
{o(z)| = € Dom(o)}, le codomaine de o. Si aucune confusion n’est possible, nous di-
rons simplement que o est une substitution.

Si o est une substitution de domaine {z1,...,x,}, nous noterons en général o =

{1 —o(x1),..., 25 — o(xy)}.
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On étend naturellement une substitution o & une fonction 6 de 7 (3, V) vers 7 (%, V),
en définissant :

Ve eV, o(z) = o(z),
Vt= f(t1,...,tn), 6(t) = f(6(t1),...,5(tn)).

Par abus de notation, nous noterons ¢ au lieu de &, et par convention, pour tout
t € T(X,V), nous noterons to au lieu de o(t) ; la composition de o et de u est donc notée
op au lieu de poo.

Une substitution o est dite idempotente si et seulement si oo = o, et si Dom(o) =
Ran(o), on dit que o est un renommage.

Soient t,t' € T(X,V), on dit que ¢’ est une instance de ¢ si et seulement s’il existe
une substitution telle que ¢’ = to. &

On a la propriété standard suivante :

Propriété 2.2.6 Soit 0 une substitution, alors o est idempotente si et seulement si
Dom(c) N Var(Ran(o)) = 0.

Définition 2.2.7 (Théorie équationnelle) Soit A un ensemble d’équations, c’est-a-
dire un ensemble d’éléments de la forme ¢t = t/, ou t,t' € 7(X,P). On appelle théorie
équationnelle définie par A la plus petite relation de congruence (voir [BN98]) contenant
A. Si E est la théorie équationnelle définie par A, alors on notera t =g t' si t et t’ sont
congrus modulo F, et on dira que t’ est dans la classe de congruence de t modulo E.
Une théorie équationnelle définie par un ensemble d’axiomes A est dite permutative si
et seulement si pour tout s =t € A, s et t sont des termes linéaires, et sont des instances
I'un de 'autre. &

Exemple 2.2.8 Les théories de la commutativité et de 1’associativité-commutativité
sont des théories permutatives, puisqu’elles sont respectivement définies par les ensembles
d’axiomes suivants :

Ac ={f(z,y) = f(y,2)}, et Aac = AcU{f(f(z,y),2) = f(f(y,2),2)}.

Définition 2.2.9 (Probléme du mot généralisé) Le probléme du mot généralisé est
le probléme suivant :

Probléme: Probléme du mot généralisé

Entrée: Un ensemble d’axiomes définissant une théorie permutative
FE, et deux X-termes s et ¢

Question: s et ¢ sont-ils congrus modulo E?
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2.3 Unification équationnelle

Définition 2.3.1 (E-unification) Etant donnée une théorie équationnelle E et une si-
gnature X contenant tous les symboles apparaissant dans E, un probléme de E-unification
sur X est un ensemble fini d’équations

S = {81 :?Etl,...,sn :?Etn},

ou les s; et les t; sont des X-termes. Un FE-unificateur de S, ou solution de S est une
substitution o telle que pour tout ¢ = 1,...,n, s;0c =g t;0. L’ensemble des solutions de
S est noté Ug(.S), et si cet ensemble est non vide, on dit que S est E-unifiable. Si tous
les symboles de ¥ apparaissent dans F, on dit que S est un probléeme de E-unification
élémentaire.

Si E = (), on dit que S est un probléme d’unification syntazique, et on notera

S = {Slz?tl,...,sn:?tn}. O

Exemple 2.3.2 Soit C la théorie de la commutativité, définie par 'axiome f(z,y) =
f(y,z). Alors le probléme de C-unification S = {f(z,a) = f(y,b)} est C-unifiable, et la
substitution {z < b, y < a} est une solution de S. Par contre, le probléme d’unification
syntaxique correspondant n’admet aucune solution.

Définition 2.3.3 Soient F une théorie équationnelle, X un ensemble de variables, et
o et p deux substitutions. On dit que o est plus générale que p sur X modulo E si et
seulement g’il existe une substitution @ telle que pour tout « € X', zu =g xof. On écrit
alors o <% 11, ou u 2% o, et on dit que p est une E-instance de o sur X. <&

Propriété 2.3.4 La relation <3 est un préordre.

Théoréme 2.3.5 Etant donnée une théorie E, soient t et s deux termes, x une variable,
et v une substitution telle que xy = svy. Alors ty =g t{x — s}~.

PREUVE. On démontre le résultat par induction sur la profondeur p de t. Si p =0, il y
a deux cas & considérer. Si t # x, alors t{x «— s} =t, et le résultat est immédiat, et si
t = x, alors on a ty = zy =g sy = t{x < s}v. Supposons maintenant que le résultat est
vrai pour tout terme de profondeur inférieure ou égale & k — 1, et que ¢ est de profondeur
k. Alors on a t = f(t1,...,t,), et si pour i = 1,...,n, on pose t; = t;{x «— s}, alors par
hypothése d’induction, on a t;y =g tiy pour tout i = 1,...,n. On en déduit que

ty = f(t1y,-- - tay) =g f(hy,-. tyy) = o — s}y .

Corollaire 2.3.6 Soientt,t’ et s des termes, x une variable, et v une substitution. Alors
on a

(zy =psyetty=ptn) & (vy=psyett{z — sty =pt'{z — s}y).
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Définition 2.3.7 Soient S un probléme de E-unification, X = Var(5), et soit C' C
Ug(S). On dit que C' est un ensemble complet d’unificateurs (ou CSU pour complete set
of unifiers), si et seulement si

Yu e Up(S), o€ C, o <% L.
Si de plus, C vérifie la propriété suivante :
Vo,ueC, (0 Spp) = (0=p),

alors on dit que C est un CSU minimal. En particulier, si S ne posséde aucune solution,
alors () est un CSU minimal pour S. Si C est un singleton, alors I’élément de C' est appelé
Vunificateur le plus général, ou mgu (pour most general unifier) de S. &

Lemme 2.3.8 (Lemme 10.1.6 de [BN98]) Etant donné un probléme de E-unifica-
tion S, st Cq et Co sont des CSU minimauz de S, alors C1 et Cy ont la méme cardinalité.

Définition 2.3.9 Soit E une théorie équationnelle, on dit que E est de type
— wnitaire si et seulement si pour tout probléme de E-unification S, il existe un CSU
minimal pour S, et ce CSU est de cardinalité au plus 1,
— finitaire si et seulement si pour tout probléme de F-unification S, il existe un CSU
minimal pour S, et ce CSU est de cardinalité finie,
— 4nfinitaire si et seulement si pour tout probléme de F-unification .S, il existe un
CSU minimal pour 5, et il existe un probléme pour lequel ce CSU est de cardinalité

infinie,
— de type zéro si et seulement s’il existe un probléme de E-unification .S qui ne posséde
pas de CSU minimal. )

Exemple 2.3.10 Voici les types de quelques théories équationnelles :

— La théorie vide est unitaire, puisque pour tout probléme d’unification syntaxique
S, soit S n’a aucune solution, soit S posséde un mgu.

— Les théories de la commutativité et de 1’associativité-commutativité sont toutes
deux finitaires (voir [Sie79, Sti81, Fag84]).

— La théorie de I’associativité est de type infinitaire.

— Le premier exemple de théorie équationnelle de type zéro a été exhibé dans [FH86|.
Il a ensuite été démontré simultanément dans [Baa87| et [SS87] que la théorie E
définie par ’ensemble d’axiomes

A = {f(x, f(y,2) = [([(x,9),2), [(x,2) = x}

est de type zéro.
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Les théories permutatives ne sont pas de type zéro

Nous allons maintenant prouver que les théories permutatives ne peuvent pas étre de
type zéro. Pour démontrer ce résultat, nous nous servirons du théoréme suivant :

Théoréme 2.3.11 (Théoréme 3.1 de [Baa89]) Soient une théorie équationnelle E,
un ensemble de variables X, et l’ensemble U des solutions d’un probléme S d’unification

modulo E. Si S n’admet pas de CSU minimal, alors il existe une chaine descendante

U1 z%’ U9 ig ... dans U sans borne inférieure dans U.

Dans ce qui suit, nous allons montrer que cette condition ne peut pas étre remplie
par un probléme d’unification modulo une théorie permutative.

Propriété 2.3.12 Soient 0 et ' deuz substitutions telles que 0 <% 6, alors pour tout
r e X, |z0| < |z

PREUVE. Soit # € X, alors, comme 6 <% ¢, il existe une substitution 7 telle que
280’ =g 207. Comme E est une théorie permutative, si deux termes sont égaux modulo
E, alors ils sont de méme taille, d’oul

20| = |z07| > |20). -
Définition 2.3.13 Soient un ensemble fini et ordonné de variables X = {z1,...,z,} et
une substitution 6 dont le domaine est inclus dans X, on définit la taille de 8 par :

0] = (|z10], ..., |znb]).
Les tailles des substitutions sont ordonnées par l'extension lexicographique < de <. <&
Corollaire 2.3.14 Si 0 <3 0, alors |6] < |0
PREUVE. Ceci est une conséquence immédiate de la Propriété 2.3.12. [

Lemme 2.3.15 Il n’existe aucune chaine infinie descendante de la forme 61 ig 0 ig
... quand FE est une théorie permutative.

PREUVE. Supposons qu’une telle chaine existe, alors, comme pour tout i € N, [6;41] <
|6;| d’aprés le Corollaire 2.3.14, il existe nécessairement un entier ng € N tel que

i>ng = |Oir1] =104

Soient ¢ > ng, et p; la substitution telle que pour tout x € X, 20; =g x60;1p;. Comme
|z6;| = |260;11|, nécessairement, pour tout y € Var(Ran(6;4+1)), 'image par p; de y est
soit une variable, soit une constante.

Il est clair que p; ne peut pas étre un renommage, sinon on aurait 6; S%’ fir1,ily a
donc deux cas possibles : soit I'image par p; d’une des variables de Var(Ran(6;41)) est
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une constante, soit deux variables distinctes de Var(Ran(6;41)) ont la méme image par
;. Dans les deux cas, on a donc |Var(Ran(6;11))| > [Var(Ran(6;))|, et comme

Vi > ng, [Var(Ran(6;))] < > |o6;] < > |2,
zeX reX

il ne peut pas exister de chaine infinie descendante. ]

Théoréme 2.3.16 Tout probléeme d’unification modulo une théorie équationnelle permu-
tative admet un CSU minimal.

PREUVE. D’aprés le Lemme 2.3.15, comme il n’existe aucune chaine infinie descendante
de la forme 6, Zg ) Zg ..., toute chaine descendante dans ’ensemble des solutions
d’un probléme d’unification modulo une théorie permutative est nécessairement finie, et
admet donc un minimum qui est une borne inférieure dans cet ensemble de solutions.

D’apreés le Théoréme 2.3.11, on a le résultat. [

Corollaire 2.3.17 Si I est une théorie équationnelle permutative, alors E est au plus
de type infinitaire.

2.4 Le probléme SAT

Le probléme SAT est le probléme de décision suivant : étant donnée une formule
booléenne F' sous forme normale conjonctive, existe-t-il une interprétation I des variables
de F' qui satisfait F'? Il est bien connu que ce probléme est NP-complet ([Coo71]),
tout comme sa restriction 3-SAT, aux formules dont toutes les clauses sont de taille
3 (voir [GJ79]). Ces problémes sont des cas particuliers des problémes de satisfaisabilité
généralisés (voir [Sch78]), et dans [Sch78], Schaefer a démontré un résultat de dichotomie
sur ces derniers :

Théoréme 2.4.1 (Théoréme 2.1, p.217 de [Sch78]) Tout probléme de satisfaisabi-
lité généralisé est soit dans P, soit NP-complet (G condition que P # NP). De plus,
on peut décider de la complexité d’un probléme de satisfaisabilité généralisé en temps
polynomial.

Considérons maintenant le probléme suivant :

Probléme: 1SURkE+SAT

Entrée: Un ensemble S de clauses positives, toutes de taille k, sur
un ensemble fini de variables V/

Question: Existe-t-il une interprétation I de V qui 1-satisfait 5,
c’est-a-dire telle que pour tout C' € S, [ satisfait exactement une
variable dans C'?

Ce probléme peut étre modélisé comme un probléme de satisfaisabilité généralisé, et
le résultat de Schaefer permet de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 2.4.2 Pour tout k > 3, le probléme 1SURk+SAT est NP-complet.



Chapitre 3

Théorie des groupes

Dans ce chapitre, nous allons formellement définir plusieurs notions de la théorie des
groupes. Nous commencerons par définir des notions et prouver des propriétés générales
sur les groupes, puis nous nous intéresserons particuliérement aux groupes symétriques.
L’essentiel des résultats de ce chapitre sont standard, et sont développés dans tous les
livres d’introduction a la théorie des groupes, comme [Sco64]| ou [DF03]. Pour un résumé
succinet voir [Tau97].

3.1 Groupes

Définition 3.1.1 (Groupe) Un groupe est un ensemble G muni d’'une loi de composi-
tion interne x : G X G — (@, qui vérifie les propriétés suivantes :

1. associativité : pour tout z,y,z € G, (x xy) *z =z x (y * 2),
2. existence d'un élément neutre eq € G tel que Vo € G, x xeqg = eg *xx = «,
3. existence d’inverses : pour tout x € G, il existe un y € G tel que xxy = yxx = eg.

On note alors le groupe (G, %), ou simplement G s’il n’y a pas d’ambiguité sur la loi
de composition considérée.

Un groupe (G, *) est dit abélien si et seulement si pour tout z,y € G, xxy = y x z,
et fini si et seulement si I’ensemble G est fini. Si (G, *) est fini, alors on définit [’ordre
ou la cardinalité de (G,*) comme étant la cardinalité de ’ensemble G. <&

Remarque. Un groupe contient toujours un élément neutre, et est donc nécessairement
non vide.

Exemple 3.1.2 Voici quelques exemples de groupes :
— Soit ’ensemble {e¢}, muni de la seule loi de composition possible : eq x eq = eg,
alors ({eg}, ) est un groupe, dont I’élément neutre est ei. Ce groupe est nommé
le groupe trivial, et est noté L.
~ (Z,+) et (Q,+) sont des groupes abéliens, dont ’élément neutre est 0. Posons
Q* = Q\ {0}, alors (Q*, x) est également un groupe, mais pas (Q, x), puisque
I’élément 0 n’a pas d’inverse.

11
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— Considérons GLy(R), ’ensemble des matrices carrées de taille 2 inversibles, alors
(GL2(R), %) est un groupe.

— Soit A un ensemble, et notons Sym(A) I'ensemble des permutations de A, alors
(Sym(A), o) est un groupe, appelé le groupe symétriqgue de A. Si A = {1,...,n},
on pourra noter Sym(n) au lieu de Sym(A).

Propriété 3.1.3 Soit G un groupe, et e un élément neutre de G, alors :

1. e est l'unique élément neutre de G,

2. pour tout x € G, linverse de x est unique, on le note v,

3. pour tout x,y,z € G, sizxxz=yxz (resp. z*x = zxy), alors x = y.

Remarque. Si G est un groupe et s’il n’y a aucune confusion possible, on notera sa loi de
composition “.” ou “+”. Dans le premier cas, on dira que G est “noté multiplicativement”,
et son neutre sera noté 1, et dans le deuxiéme, que G est “noté additivement”, et son
neutre sera noté 0. De plus, quand G est noté multiplicativement, on notera zy au lieu
de z.y, et ’élément z™ représentera x.z--- .z (ou x apparait n fois).

On se servira plus fréquemment de la notation multiplicative d’un groupe, la notation
additive étant réservée aux groupes abéliens.

Etant donné un ensemble A, nous adopterons une notation particuliére pour le groupe
Sym(A).

Définition 3.1.4 Etant donné un ensemble A, nous noterons la loi de composition des
fonctions inversement et multiplicativement pour les éléments de Sym(A), ce qui signifie
que nous noterons oo’ au lieu de ¢’ o 0. Pour a € A et 0 € Sym(A), 'image de a par o
sera notée a” au lieu de o(a), avec notre convention, on a donc a’ = (a”)". &

3.2 Morphismes et actions de groupes

Nous allons maintenant présenter les notions de morphismes de groupes et d’action
d’un groupe sur un ensemble, et étudier le lien entre ces deux notions.
Morphismes de groupes

Définition 3.2.1 (Morphisme de groupes) Soient (G, *) et (H,¢) des groupes. Une
fonction ¢ : G — H est appelée un morphisme de groupes si et seulement si

Vo,y € G, ¢p(xxy) = ¢(x) o d(y).

Si ¢ est une fonction bijective, on dira que ¢ est un isomorphisme, et on dira que (G, *)
et (H,©) sont isomorphes, ce qu'on notera G ~ H.
Si (G, *) et (H,©) sont identiques, on dira que ¢ est un endomorphisme. &

Exemple 3.2.2 Voici quelques exemples de morphismes de groupes :
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— Il existe toujours au moins un morphisme de groupes entre deux groupes G et H :
la fonction qui associe & chaque élément de G 1’élément neutre de H. Ce morphisme
est appelé le morphisme trivial.

— Pour tout groupe G, l'identité est un endomorphisme de G. Ce n’est cependant pas
nécessairement le seul endomorphisme de G. Ainsi, soit x € G, et considérons la
fonction ¢, : G — G qui & g € G associe zgz~!. Pour g, h des éléments de G, on a

co(gh) = z(gh)a™" = zg(z™ " 2)ha™" = (zgz™")(zha™") = cu(g)ca(h),

¢, est donc également un endomorphisme de G, appelé conjugaison par x.
— La fonction logarithme est un isomorphisme de (R, x) vers (R, +), mais ce n’est
pas un endomorphisme.

On a les propriétés suivantes :

Théoréme 3.2.3 Soient G et H deux groupes, et ¢ un morphisme de G vers H, alors :

1. ¢(€G) = €H,

2. Vo€ G, (a) = ola) L,

3. si ¢ est un isomorphisme, alors ¢~ est également un isomorphisme,

4. si 1 est un morphisme de H vers K, alors i o ¢ est un morphisme de G vers K.
PREUVE. 1. On a ¢(egeq) = ¢(eq)d(eq) par définition, et e étant I’élément neutre de
G, on a egeq = eg, dou ¢(eg)p(eq) = ¢(eq). D’apres la Propriété 3.1.3, on en déduit
que ¢(eq) = ep.

2. Soit x € G, alors on a ¢(rz~!) = ¢(eg), on en déduit donc que ¢(x)d(z~ 1) = ey, et
comme l'inverse de ¢(x) est unique, on a le résultat.
3. Posons 1) = ¢!, et montrons que v est un morphisme de groupes. Soient y et 3’ deux

éléments de H, il s’agit de prouver que ¥ (yy') = ¥(y)¥(y'). Comme 1(y) et ¥ (y') sont
des éléments de G, on a

PV = olWel(y)] = vy,
d’ott ¥ o ¢[Y(y)Y(y)] = Y (W)Y(Y') = P (vy').

4. Soient z et 2’ deux éléments de G, alors on a :

b(p(xa”)) = P(d(z)e()) = p(é(x))v(d(a")),

d’ou le résultat. -

Action d’un groupe sur un ensemble

Définition 3.2.4 (Action de groupe) Soit G un groupe et A un ensemble. Une action
de G sur A est une fonction

GXA —>A
(g.a) +—ag

qui vérifie les propriétés suivantes :
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— pour tout g,¢" € G et pour tout a € A, (a.9).9' = a.(9.9'),
— pour tout a € A, a.1 =a. &

Exemple 3.2.5 Voici quelques exemples d’actions :

— Pour tout groupe G et tout ensemble A, la fonction qui & (g, a) associe a pour tout
g € G et pour tout a € A est une action, appelée laction triviale.

— Tout groupe G agit sur lui-méme par conjugaison, en définissant la fonction (z, g) —
v gr = c.(g).

— Tout groupe G agit également sur lui-méme par translation & droite (resp. trans-
lation & gauche), en définissant la fonction (g,x) — xg (resp. (g, ) — gx).

— Pour tout ensemble A, le groupe Sym(A) agit de fagon “naturelle” sur A, en défi-
nissant (o,a) — a°.

On a le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.6 Soit G un groupe qui agit sur un ensemble A, et définissons la fonction

- G — Sym(A)
9 = (a—ag).
Alors U est un morphisme de groupes.

Réciproquement, si ¢ est un morphisme de G vers Sym(A), alors ¢ induit ’action
(9,a) — a9,

PREUVE. Pour un g € G donné, il est clair que la fonction a — a.g est une bijection, et
sa réciproque est la fonction a +— a.g™!, puisque (a.9).g7! = a.(9.g7!) = a, et de méme,
(a.g71).g = a. La fonction ¥ est donc bien définie.

Soient g, ¢’ deux éléments de G, et notons respectivement o et ¢’ leurs images par V.
Alors pour tout a € A, on a

!

a\I!(gg/) — (a'g).g/ _ (aa).g/ _ (aa)a _ aaa/ _ a\I/(g)\I!(g/).

Donc, ¥ est bien un morphisme de groupes.
Réciproquement, il est aisé de vérifier que pour tout morphisme ¢ de G vers Sym(A),
la fonction (g,a) — a®9) est une action de G sur A. L]

Ainsi, étant donnés un groupe G et un ensemble A, il est équivalent de définir une
action de G sur A, ou un morphisme de G vers Sym(A). Par la suite, nous privilégie-
rons la deuxiéme formulation, et définirons la plupart du temps les actions comme des
morphismes.

Définition 3.2.7 Si G est un groupe agissant sur un ensemble A, et ¢ est le morphisme
de G vers Sym(A) correspondant & cette action, on dira que ¢ est morphisme associé a
Vaction de G sur A, ou que G agit par ¢ sur A. &
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Lemme 3.2.8 Soient G un groupe, et A et A’ deur ensembles tels que G agit sur A et
sur A'. Alors G agit naturellement sur les ensembles 24 et A x A'. De plus, si A et A’
sont disjoints, alors G agit naturellement sur Ay A’

PREUVE. Notons ¢ le morphisme de G vers Sym(A), et ¢ le morphisme de G vers
Sym(A’). On définit les fonctions ¥y : G — Sym(24) et Uy : G — Sym(A x A') par :

Vg € G, VA; C A, AP = (a99) | g € Ay,
Vg € G, Y{a,d'y € Ax A, (a,a)¥?09) = (a®9) /¥(9),

Il est aisé de vérifier que ¥, et W5 sont des morphismes de groupes.

Supposons maintenant que A et A’ sont disjoints, alors on définit la fonction ¢
de G vers Sym(A W A’) par : Vg € G, ¢(g) = ¢#(9)¢¥(g). Comme AN A" = (), on a
o(9)(g) = ¢(g) W(g), d’ou ¢p1p = 1¢. De plus, pour tout g,h € G, on a :

(P¥)(gh) = (gh)¥(gh)
= d(g)o(h)d(9)y(h)
= 0(9)¥(9)e(h)y(h)
¢(gh)y(gh).

Donc, ¢ est bien un morphisme de groupes, d’ou le résultat. ]

Définition 3.2.9 (Orbite) Soit G un groupe agissant sur un ensemble A, et a € A. On
appelle orbite de a par G '’ensemble

= {a.g|lg € G}

On dit que 'action de G sur A est transitive si et seulement s’il existe un élément
a € A tel que a@ = A. O

Définition 3.2.10 (Régularité, semi-régularité) Soit G un groupe d’élément neutre
eq, agissant sur un ensemble A. On dit que 'action de G sur A est :

— semi-réguliére si et seulement si pour tout a € A4, a.g =a = g = eg,

— réguliére si et seulement si elle est semi-réguliére et transitive. &

Exemple 3.2.11 Reprenons les actions de I’'Exemple 3.2.5, alors on a :

— L’orbite de tout élément a € A par 'action triviale est égale a {a}.

— Supposons que G agit sur lui-méme par conjugaison, et soit h € G. L’orbite de
h est nommeée sa classe de conjugaison, c’est 'ensemble des éléments h' tels qu’il
existe un élément g € G tel que gh = h'g.

— Soient h et h' deux éléments de G, ou on suppose que G agit sur lui-méme par
translation & droite, alors on a ' = h(h~'h’), ce qui prouve que i’ € h¥, et donc
h¢ = G. La translation a droite de G sur G est une action transitive. De plus,
si hh' = h, alors nécessairement h’' = eq, et la translation & droite est donc une
action réguliére.
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— Considérons le groupe Sym(A) et son action naturelle sur A, alors, pour tout a’ € A,
il est clair qu’il existe une permutation de A qui associe a’ & a, et donc, 5™ = A.

On a les propriétés suivantes :

Théoréme 3.2.12 Soit G un groupe agissant sur un ensemble A, alors on a :

1. Uensemble des orbites de A sous ’action de G forme une partition de A,

2. pour tout a € A, Uaction de G sur A induit une action transitive de G sur a©.

PREUVE. Nous commencons par prouver que pour tout a’ € aG, on a ¢/ = a%. Soit
a' € aC, alors il existe g € G tel que @’ = a.g. On en déduit que pour tout h € G, on
ad.h = (a.9).h = a.(gh) € a¥, d'ott /¢ C a“. Comme o' = a.g, on a a = a’.g7', et

a € a/%, par symétrie, on en déduit donc que ¢’¢ = a©.
1. Soient a et @’ deux éléments de A, il s’agit de prouver que soit a® N /¢ = 0, soit
a® = a/%. Supposons que a® N a’® # (), alors il existe a” € a® N a'%, et d’aprés ce qui

précede, on a a® = a”"¢ = a/“, d’ou le résultat.

2. Tous les axiomes de ’action de groupe sont vérifiés sur les éléments de a®, puisqu’ils
le sont sur A, et d’aprés ce qui précéde, on a a’.g € a®, pour tout g € G et pour tout
a’ € a®. 1l est alors évident que l'action induite est transitive, d’aprés la définition de
I'orbite de a. [

Comme ’ensemble des orbites de A forme une partition de A, on en déduit que

Corollaire 3.2.13 L’action de G sur A est transitive si et seulement si a© = A pour
tout a € A.

3.3 Sous-groupes

Définition 3.3.1 (Sous-groupe) Soit G un groupe, et H un sous-ensemble non vide
de G. On dit que H est un sous-groupe de G, ce qu’on note H < G, si et seulement si H
est stable par multiplication et par inverse, c’est-a-dire que pour tout z,y € H, 2=t € H
et xy € H. &

Exemple 3.3.2 Voici quelques exemples de sous-groupes :
— Tout groupe G posséde deux sous-groupes : le groupe trivial, et G lui-méme.
- On a (Q+) < (R,+), (@, x) < (R*,x) et (Q%,x) < (R%,x). Par contre,
(@Q,+) £ (R*, x), et (Q7, x) £ (R}, x).

Les critéres suivants permettent de s’assurer qu’un ensemble est un sous-groupe :

Propriété 3.3.3 Soient G un groupe et H C G, alors H est un sous-groupe de G si et
seulement si H est non vide et, pour tout x,y € H, xy~' € H.

De plus, si H est fini, alors H est un sous-groupe de G si et seulement si H est non
vide et pour tout x,y € H, xy € H.
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Nous pouvons naturellement définir des actions de H sur G :

Exemple 3.3.4 Tout sous-groupe H de G agit sur G par translation & droite et par
translation & gauche.

Nous donnons maintenant d’autres exemples de sous-groupes d’un groupe quelconque.

Définition 3.3.5 (Ker(¢) et ¢(G)) Soient G et H deux groupes, et ¢ un morphisme
de G vers H. On définit les ensembles suivants :

Ker(¢p) = {g€ G| o(g) =en}, et 9(G) = {9(9)|g € G} o

Théoréme 3.3.6 Soit ¢ un morphisme de groupes de G vers H. Alors :
1. Ker(¢) est un sous-groupe de G, et ¢(G) est un sous-groupe de H.

2. Si G est un groupe abélien, alors ¢(G) est un groupe abélien.

PREUVE. 1. Comme ¢(eq) = e, Ker(¢) est non vide. Soient z et y deux éléments de
Ker(¢), on a donc ¢(z) = ¢(y) = ey. On en déduit que ¢(zy~!) = ¢(x)p(y) ™' = en,
d’ott 2y~ € Ker(¢).

De méme, ¢(G) est non vide, puisque ey = ¢(eg) € ¢(G). Soient h,h' € ¢(G), il
existe donc des éléments g et ¢’ dans G tels que h = ¢(g) et ' = ¢(¢'). On a donc
B! = $(g)o(d') ™ = blgg™), d'on B! € B(G).

2. Supposons que G est abélien, et soient ¢(g) et ¢(¢') deux éléments de ¢(G), alors on
a

o(9)olg") = o(gg") = old'g) = ¢(g")o(9), .

d’ou le résultat.

Le sous-groupe Ker(¢) peut jouer un réle important lors de I’étude des propriétés de
¢, on a en effet la propriété suivante :

Propriété 3.3.7 Soit ¢ un morphisme de groupes de G vers H, alors ¢ est injectif si et
seulement si Ker(¢) = {eq}-

PREUVE. Supposons que Ker(¢) = {eg}, et soient x,y € G tels que ¢(x) = ¢(y). Alors
ona ¢(z)p(y) ! = d(x)d(y~!) = d(zy~!) = ey, dott xy~! € Ker(4). On en déduit que
ry~! = eq, donc z = y. La réciproque est triviale. ]

On peut en déduire le résultat suivant :

Théoréme 3.3.8 Si l'action de G sur A est semi-réguliére, alors le morphisme corres-
pondant ¢ est injectif, et on a pour tout a € A, [a®| = |G].

PREUVE. Soit g € Ker(¢), alors par définition, on a pour tout a € A, a.g = a, d’ou
g = eq, et d’aprés la Propriété 3.3.7, ¢ est injective. Soient a € A, et g et h deux éléments
de G tels que a.g = a.h. Alors on a a.(gh™!) = a, et par hypothése de semi-régularité,
gh™! = eq. On en déduit que g = h, et |a%| = |G]. ]
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Définition 3.3.9 Soient G un groupe agissant sur un ensemble A et A’ C A, on définit
les ensembles suivants :

Gy = {9€G|Vae A, ag=a}, et Stabg(4') = {ge G| A .g=A"}.

L’ensemble G4 est appelé le fizateur de A" dans A. Si A" = {a}, on notera G|, au lieu
de G[{a}]. &

Propriété 3.3.10 Pour tout A" C A, G4 et Stabg(A’) sont des sous-groupes de G.

On a également la propriété suivante :

Propriété 3.3.11 Soient A un ensemble sur lequel agit un groupe G, et A’ et A” deux
ensembles tels que A” C A" C A. Alors Gan est un sous-groupe de Gpan).

Remarque. Si A’ C A, alors Stabg(A) n’est pas nécessairement un sous-groupe de
Stabg(A’). Ainsi, si on considére l’ensemble A = {1,...,5} sur lequel on considére
laction naturelle de G = Sym(5) et on pose A" = {5}, alors Stabg(A) = G, et
Stabg(A") = Sym(4).

Nous définissons maintenant la notion trés employée par la suite de sous-groupe en-
gendré. Nous commencons par énoncer une propriété sur l'intersection de sous-groupes :

Propriété 3.3.12 Soit G un groupe, et A un ensemble de sous-groupes de G. Alors

l’ensemble
K= ﬂ H
HeA

est un sous-groupe de G.

Définition 3.3.13 (Sous-groupe engendré) Etant donnés un groupe G et un en-
semble A C G, on définit le sous-groupe de G engendré par A par :

<A>= ﬂ H.
ACH,H<G

Les éléments de A sont alors appelés les générateurs de < A >, et on dit que A est un
ensemble générateur de < A >. &

On peut de plus construire de fagon explicite le groupe < A > :
Propriété 3.3.14 Soient G un groupe, et A C G, alors
<A>={a1...an|neNAVi=1,...,n, {a;,a; '} NA#0} Uleg}.
De plus, si G est un groupe fini, alors on a

<A>={ay...ap|neNAVi=1,...,n,a; € A} U{eg}.



3.3. SOUS-GROUPES 19

Exemple 3.3.15 Le groupe (Z,+) est engendré par 1’élément 1.

Propriété 3.3.16 Soient G et H deux groupes, et ¢ un morphisme de groupes de G vers
H. Soit A C G tel que G est engendré par A, alors ¢(G) est engendré par l’ensemble

¢(A).

Une propriété importante des groupes symétriques finis est qu’ils peuvent étre engen-
drés par deux générateurs seulement :

Propriété 3.3.17 Soit A = {ay,...,a,} un ensemble fini, alors le groupe Sym(A) est
engendré par les permutations (a1 az2) et (ag -+ ap).

Définition 3.3.18 (Groupe cyclique, ordre d’un élément) Soient G un groupe, et
x € G. On appelle groupe cycliqgue engendré par x le groupe engendré par le singleton
{z}, qu’on note < z >.

L’ordre de x, noté |z|, est la cardinalité du groupe < x >. <&

Exemple 3.3.19 Pour tout groupe G, l'identité de G est d’ordre 1, et dans le groupe
(Z,+), tout élément différent de 0 est d’ordre infini.
Considérons le groupe GL2(R), et soient les éléments

0 1 0 2
My = <1 0> et My = (1/2 0>’

alors on a M? = M3 = id, et ces éléments sont donc d’ordre 2, mais il est aisé¢ de voir
que ’élément Mz = MM est d’ordre infini.

Propriété 3.3.20 Soit x € G un élément d’ordre n, alors le groupe < x > est isomorphe
G (Zn, +n).

Définition 3.3.21 (Classes a gauche et a droite) Soient G un groupe, H un sous-
groupe de G, et g un élément de G, alors les ensembles

gH = {gh|he€ H} et Hg = {hg|he€ H}

sont respectivement appelés classe a gauche et classe a droite de H dans G. Tout élément
d’une classe est appelé un représentant de cette classe. &

Propriété 3.3.22 Soient G un groupe, et H < G, on a les propriétés suivantes :

1. L’ensemble des classes G gauche (resp. a droite) de H dans G forme une partition
de G.

2. Pour tout g, € G, on a

/—1

g €cH © gecH™' & ¢ eg'H.



20 CHAPITRE 3. THEORIE DES GROUPES

PREUVE. 1. Prenons le cas de 1’ensemble des classes & gauche, la démonstration est
similaire pour 1’ensemble des classes & droite. Ce résultat est évident, il suffit de constater
que si g € G, alors gH est exactement 'orbite de g sous ’action de translation & droite
de H sur G, et on a le résultat d’aprés le Théoréme 3.2.12.

2. Supposons que gg’ € H, et posons g¢' = h, alors on a g = hg' ! et ¢ = g 'h.
Donc, g € Hg' ! et ¢ € g7 'H. De méme, il est aisé de vérifier que si g € Hg'~! (resp.
g € g 'H), alors g¢’ € H. n

Lemme 3.3.23 Soit G un groupe agissant sur un ensemble A, et soit a € A. Soit G|y g
une classe a droite de G| dans G, alors pour tout h € G, h est élément de G|q)g si et
seulement st a.h = a.g.

PREUVE. Soit h € Gyg, alors il existe un élément b’ € G|, tel que h = h'g, et on a a.h =
a.(hg) = (a.h').g = a.g. Réciproquement, si a.h = a.g, alors (a.h).g~! = a.(hg™!) = a,
d’ott hg™! € Glq), €t on a le résultat. [

Définition 3.3.24 Si G est un groupe et H est un sous-groupe de G, on appelle indice
de H dans G, et on note (G : H) le nombre (éventuellement infini) de classes & gauche
de H dans G.

Un sous-ensemble T' de G est appelé un transversal droit (resp. transversal gauche)
de H dans G si et seulement si 7" contient un et un seul élément de chaque classe a droite
(resp. classe a gauche) de G. &

Exemple 3.3.25 Soient G un groupe, alors un transversal gauche de I dans G est égal
a G, et 'indice de I dans G est égal & I'ordre de G.

Théoréme 3.3.26 (Théoréme de Lagrange) Si G est un groupe fini et H est un
sous-groupe de G, alors on a
|G| = |H|(G: H),

et donc, l'ordre de H et lindice de H dans G divisent tous deux ’ordre de G.

PREUVE. Comme l'’ensemble des classes & gauche de H dans GG est une partition de G
d’aprés la Propriété 3.3.22, il nous suffit de démontrer que ’ensemble de ces classes est
une équipartition de G. Comme la translation & droite de H sur G est une action semi-
réguliére, les orbites des éléments de G ont tous la méme cardinalité que H d’apreés le
Théoréme 3.3.8, d’ol1 le résultat. [

Définition 3.3.27 (Classe au centre) Soient G un groupe, H et H’ deux sous-
groupes de G, et g € G. On appelle classe au centre de g par (H,H') dans G, et on
note HgH', 'ensemble {hgh' | h € H, h' € H'}. <&

Propriété 3.3.28 L’ensemble des classes au centre forment une partition de G.
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3.4 Les groupes symétriques

Nous allons maintenant nous intéresser plus particuliérement aux groupes symétriques
finis.

Définition 3.4.1 Soient A un ensemble de cardinalité n, et G un sous-groupe de
Sym(A), alors on dit que G est un groupe de permutation de degré n.

Le support d'une permutation o € Sym(A) est 'ensemble des éléments a de A tels que
a® # a. Le support d’'un groupe de permutation GG est I'union des supports des éléments
de G. O

L’intérét des groupes symétriques est qu’ils sont aisés & représenter. De plus, on a les
résultats suivants :

Propriété 3.4.2 Soit A un ensemble de cardinalité n, alors Sym(A) est isomorphe a
Sym(n).

Théoréme 3.4.3 (Théoréme de Cayley) Tout groupe G est isomorphe & un sous-
groupe de Sym(G).

PREUVE. L’action de translation & droite de G sur G est une action semi-réguliére, et le
mophisme ¢ correspondant est donc injectif d’aprés le Théoréme 3.3.8. Donc, ¢ est un
isomorphisme de G vers ¢(G), d’ou le résultat. [

Ainsi, il n’y a aucune perte de généralité si on se restreint & 1’étude des groupes de
permutation. De plus, d’aprés la Propriété 3.4.2, nous pouvons nous restreindre a 1’étude
des groupes de permutation sur les ensembles {1,...,n}, ou n € N.

On a également la propriété standard suivante :

Propriété 3.4.4 Toute permutation peut étre représentée comme un produit de cycles
disjoints, et deur permutations & supports disjoints commutent.

Exemple 3.4.5 Considérons ’ensemble A = {1,...,6}, et soit la permutation o définie
par :

v 1
“ 6

2 3 4 5 6
2 4 5 3 1

Alors o s’écrit sous forme du produit de cycles disjoints suivant (ol par convention, on
ne note pas les cycles triviaux) : 0 = (16)(345) = (345)(16).

Remarque. Dans la suite, par abus de notation, si A C A’ et 0 € Sym(A), alors on
confondra o avec la permutation dans Sym(A’) qui fixe tous les éléments de A’ \ A, et
dont la restriction & A est égale a 0. Ainsi, si G est un sous-groupe de Sym(A), on pourra
également considérer G comme un sous-groupe de Sym(A’).
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Lemme 3.4.6 Soient G et G’ deuz sous-groupes de Sym(A), et supposons que G et G’
sont & supports disjoints. Alors l’ensemble

GG = {od'|ceG N €G}
est un sous-groupe de Sym(A).

PREUVE. Soient 10 et 090 deux éléments de GG, alors, comme G et G’ sont a
supports disjoints, on a : Vo € G, Vo' € G, 00/ = ¢’c. On a donc

/ /\—1 /=1 _—1 /=1 _/—1 -1_s /-1
(0101)(020%)" " = 010105 05" = 01010, 0y = 010, 0105 ,
donc (010%)(020%) ! est bien élément de GG’, d’ou le résultat. ]

Remarque. Il ne faut pas confondre le groupe GG’ avec le groupe G x G’.

Corollaire 3.4.7 Soient G un sous-groupe de Sym(A), et G1,...,G,, des sous-groupes
de G a supports disjoints deux & deux. Alors :

1. L’ensemble H = [[;, G, est également un sous-groupe de G, et pour tout i =
1,...,m, G; est un sous-groupe de H.

2. Si pour tout i = 1,...,m, G; est engendré par lensemble S;, alors [[" G; est
engendré par Uensemble 4" S;.

3. Si pour tout i = 1,...,m, G; est abélien, alors H l’est également.

Lemme 3.4.8 Soient A = {a1,...,a,}, G un sous-groupe de Sym(A), pour i €
{1,...,n}, posons G; = Gaq,, . .q), €t posons Go = G. Pour i = 1,...,n, soit
U; un transversal droit de G; dans G,;_1, alors, pour tout r € {1,...,n}, l’ensemble
K, = U?:r U; est un ensemble générateur de G,_1.

PREUVE. Nous démontrons le résultat par induction descendante sur r. Comme G,, =1,
on a K, = U, = G,_1, et K,, est bien un ensemble générateur de G,,_1. Supposons
maintenant que K,;1 engendre G, et soit m € G,_1. Alors il existe une permutation
Y € U, telle que m € G, et donc, mp~t € G,. On en déduit que 7~ est un produit
d’éléments de K41, et donc, 7 est bien un produit d’éléments de K. [

Corollaire 3.4.9 Sous les hypothéses du Lemme 3.4.8, le groupe G a un ensemble de
générateurs de taille O(n?). Donc, tout groupe de permutation de degré n a un ensemble
de générateurs de taille O(n?).

PREUVE. D’aprés le Lemme 3.4.8, ’ensemble K est un ensemble générateur de G, et
pour tout a € A, on a a® C A. Soit i € {1,...,n}, et considérons o et p, deux éléments
distincts du transversal droit U;. Alors, pour tout j = 1,...,i—1,on a aj = ag‘ . Supposons
que af = a', alors af“fl = a; et donc, op~ !t € Gy, et Gjo = G;u, ce qui contredit
I'hypothése que U; est un transversal droit. On en déduit que af # af, donc, |U;| <
|a¥’] < n, d’ou le résultat. ]
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Nous prouvons enfin plusieurs propriétés vérifiées par des groupes de permutation sur
deux ensembles disjoints de méme cardinalité

Lemme 3.4.10 Soient A = {ay,...,a,} et B = {b1,...,b,} deur ensembles disjoints
de méme cardinalité finie, G4 un sous-groupe de Sym(A), et posons m = [[;_(a; b;).
Alors pour tout o, € G4, on a TOTH = UTOT.

PREUVE. Soit a; € A, et posons a!’ = ay, alors on a :

TOTW __ 3O T
a; = b, = b" = a,
puTomT TOT __ om
a; = a;’" = b" = a.
De méme, soit b; € B, et posons af = q;, alors on a :
TOTW _  _OTWW T b
bj = a; = aq" = b = b,
prom TOT (o — [ —
b = bj"" = a] a; b;.
Donc, on a bien momu = pumom. [

Lemme 3.4.11 Sous les hypothéses du Lemme 3.4.10, posons Gp = nG 4w, et notons
G le groupe engendré par G4 U {r}. Alors on a G = GAGp W GG 4.

PREUVE. D’apreés la Propriété 3.3.14, on a
G={mmper...Tpup |k € N A u; € Gat.
On pose G = H; U Hs, ou

H, = {H17T---7TM2n+1|n€N/\/MGGA},
Hy = {Mlﬂ...ﬂugn’TLEN/\uiGGA}.

L’ensemble H; est donc constitué des éléments de G engendrés par un nombre pair d’oc-
currences de 7, et I’ensemble Hs de ceux engendrés par un nombre impair d’occurrences
de 7. Il est aisé de vérifier que Hi et Ho sont disjoints. Montrons que

Hy = {(pips .. pong1) 7 (paps .. pon) T n € N A py € G4y = GaGp.

Soit ¢ € Hy, on montre par induction sur n que o est bien de la forme requise. Pour
n = 0, le résultat est évident. Supposons maintenant que le résultat est vrai pour n — 1,
et que

O = HIT ... U2n-1THU2n T U2 41-

Par hypothése d’induction, on a alors

o = (g3 ... pon—1) T (pops . .. pon—2) T (TH2nTH2n41)

= 01702 (7T,Uf2n+1),
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OU 01 = {1f43 .- - Hon—1, €6 02 = Hopiyg . . . fion. D’aprés le Lemme 3.4.10 on a donc

o = o1(pan1m02m) = (U3 - P2n+1) T (Hapia - . . pion) T,

d’oul le résultat.
Un raisonnement similaire montre que

Hy = {(IMM?,---M2n—1)W(M2M4---M2n)‘TLEN} = GATFGA,

et on a bien G = GAGpWGATG 4y n

Théoréme 3.4.12 Soient A = {ay,...,a,} et B ={b1,...,b,} deur ensembles disjoints
de méme cardinalité finie, G4 un sous-groupe de Sym(A), et posons m = [[\;(a; b;).
Soient G le groupe engendré par G4, U {r}, k € {1,...,n}, et supposons qu’il existe une
permutation o € G telle que pour tout i = 1,...,k, on a aj = bj,. Alors il existe une
permutation 1 € G4 telle que pour tout i = 1,...,k, al' = aj,.

PREUVE. D’aprés le Lemme 3.4.11, on a G = GAGp W GanG 4, et comme G4Gp C
Sym(A)Sym(B), nécessairement, o est élément de G4mG 4. La permutation o est donc
de la forme o = umo’, ou p et o sont éléments de G 4. Soit i« € {1,...,k}, et posons
a; = al', alors on a :

af =™ =a” = =

B

o __ 1. P i . '
donc, comme af = bj,, on en déduit que [ = j;, ce qui prouve que a; = aj,. [

k3

Conjugaison d’un groupe de permutation

Définition 3.4.13 (Conjugaison) Soient A et B deux ensembles, f : A — B une
fonction, et A" C A tel que la restriction de f & A’ est injective. Pour tout o € Sym(A),
on définit le conjugué par f de o dans A’, noté afl, de la facon suivante : si le support
de o n’est pas inclus dans A’, alors Jf;/ = idp, sinon, notons f’ la restriction de f a A,

alors 1 |
Vbe B, b7 — {z{ (S (B)]7) sibe f(A),

sinon.

S’il n’y a pas d’ambiguité sur I’ensemble A’, alors on pourra simplement parler du conju-
gué par f de o, ce qu'on notera o”.
On note alors GQ, = {‘7,{1' |o e G}. <&

Exemple 3.4.14 Voici quelques exemples de conjugaison :
1. Soient A ={1,2,3,4}, B ={5,6,7,8} et considérons la fonction f définie par :

i 1 2 3 4
fG) 5 6 7 7

Soit A" = {1,2,3} et posons o = (1 3 2), alors aﬁ, = (576). Soit A” = {1,2,4} et
o' = (142), alors 0’f, = (57 6).



3.4. LES GROUPES SYMETRIQUES 25

2. Soit yu € Sym(A), alors pour tout o € Sym(A), on a oy = p~lopu.
Définition 3.4.15 (Transformation affine d’un groupe) Soient A un ensemble, a
un élément de A, L C A*, et G < Sym(L). Notons f : L — a.L la bijection qui & tout
w € L associe a.w, alors le groupe a.G est défini par a.G = G-, <&

Exemple 3.4.16 Soient A = {a,b,c}, L = {bc,cb}, et G = < (bc ¢b) >. Alors on a
a.G = < (abc acb) >.

Propriété 3.4.17 Soient A et B deux ensembles, f : A — B, et soient [’ensemble
A" et la fonction [ comme dans la Définition 3.4.13. Alors pour tout o € Sym(A),
ol € Sym(B).

PREUVE. Il s’agit de prouver que o est une fonction injective. Le résultat est immediat
si le support de o n’est pas inclus dans A’, supposons maintenant que ca soit le cas.
Soient b et b’ deux éléments de B, et supposons que e Alors, par définition de
o, bet V' sont tous deux éléments soit de f(A’), soit de B\ f(A’).

Si b et b sont éléments de B\ f(A'), alors b = b et V7' = ¥/, et le résultat est
immeédiat.

Supposons maintenant que b et b’ sont éléments de f(A’), alors on a

K T O R (T (FTl

= [ftw)e = [ (car f’ est bijective)
= f=1(b) = =) (car o € Sym(A))
= b =V (car f est bijective). -

Propriété 3.4.18 Soient A, B et C trois ensembles, f : A— B, g: B — C, et o,m €
Sym(A). Soit A" C A tel que la restriction a A’ de [ est injective, et supposons que la
restriction de g a B’ = f(A’) est injective. Alors on a les propriétés suivantes :

1. (Jﬁ,)%, = afiﬁf,

2. (O’T[')Q, = O’ﬁ,ﬂ'ﬁ,,

3. (o = ()7,

4. id%, =id.
Corollaire 3.4.19 G/ est un sous-groupe de Sym(B).
Définition 3.4.20 (Morphisme conjugué) Soient G un groupe, A et B deux en-
sembles, f : A — B, et ¢ un morphisme de G vers Sym(A). Alors on définit le morphisme

conjugué ¢! par :
Y9 € G, ¢'(9) = (#(9)). o

Propriété 3.4.21 La fonction ¢/ est un morphisme de G vers Sym(DB).

Ainsi, si un groupe G agit sur un ensemble A et f est une fonction de A vers un
ensemble B, il est possible de “retranscrire” ’action de G sur B.
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Chapitre 4

Théorie algorithmique des groupes

Dans ce chapitre, nous allons présenter plusieurs résultats de théorie algorithmique
des groupes de permutations. Nous commencerons par présenter deux algorithmes qui,
étant donné un groupe G défini par un ensemble générateur, permettent de calculer
I'ordre de G et de tester 'appartenance d’une permutation & G en temps polynomial.
Puis nous définirons la classe de complexité de Luks, et énumérerons certains problémes
de cette classe dont nous nous servirons par la suite pour démontrer d’autres résultats
de complexité. Enfin, nous nous intéresserons au probléme de contraintes de groupe, et
démontrerons que ce probléme est NP-complet.

La plupart des résultats sur le test d’appartenance et la classe de Luks proviennent
de [Hof81].

4.1 Des problémes polynomiaux

Dans ce qui suit, nous allons présenter le probléme de la représentation d’un groupe
de permutation. Le probléme est évidemment de trouver une représentation succincte
qui permette de vérifier de fagon efficace des propriétés basiques du groupe, comme de
tester si une permutation est élément du groupe, ou de calculer son ordre.

Dans ce qui suit, nous allons voir que le fait de définir un groupe par un ensemble
générateur permet de répondre a ces questions de facon efficace. D’aprés le Corollaire
3.4.9, tout groupe de permutation G de degré n a un ensemble de générateurs dont la
taille est polynomiale en n. Nous allons maintenant voir qu’il est possible de tester si une
permutation est élément de G, et de déterminer 'ordre de GG en temps polynomial en n.

Nous allons donc étudier les deux problémes suivants :

Probléme: Appartenance a un groupe, ou G MEM

Entrée: Un ensemble fini A, un ensemble K de permutations dans
Sym(A), et une permutation o € Sym(A)

Question: Est-ce que o est élément du groupe engendré par K 7

27
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EstElem(o) =
1:=0
estMembre : = vrai
tant que i < n et estMembre faire
1:=14+1
(%) sidu € U tel que i* =i alors
o= aufl

sinon estMembre := faux
fin tant que
renvoyer estMembre

Fi1G. 4.1 — Test d’appartenance

Probléme: Ordre d’un groupe, ou G_ ORD

Entrée: Un ensemble fini A, et un ensemble K de permutations dans
Sym(n)

Question: Quel est 'ordre du groupe engendré par K 7

Pour plus de clarté, nous allons étudier ces deux problémes en supposant que A =
{1,...,n}, mais il est clair que tous ces résultats sont valables dans le cas général.

Soit G le groupe engendré par K, pour tout ¢ € {1,...,n}, on note G; = G[q1,... i}
et on considére un transversal droit U; de G; dans G;_1. Enfin, on pose Gy = G. Alors,
d’apres le Lemme 3.4.8, ensemble K’ = |J;"_; U; est un ensemble générateur de G. Etant
donnés ces ensembles U; pour ¢ € {1,...,n}, 'algorithme de la Figure 4.1 permet alors
de tester si la permutation o est élément de G.

I’algorithme fonctionne de la fagon suivante : si o est élément de G, alors nécessai-
rement, il existe une classe & droite G de G dans G qui contient o. Par définition
d’une classe & droite, la permutation o1 = a,ul_l est alors élément de 1. Ainsi, d’aprés le
Lemme 3.3.23, aprés avoir vérifié s'il existe une permutation pu; € U; telle que 17 = 1#1]
il y a deux possibilités. Soit un tel u; n’existe pas, dans quel cas o n’est pas élément de
G, soit un tel p; existe, et o est élément de G si et seulement si 01 € G1. Puis on cherche
& déterminer s’il existe une permutation us € Us telle que 291 = 2#2 et si une telle per-
mutation existe, on teste si o9 = o /15 1 est élément de G5. En réitérant ce raisonnement,
comme G, =1, on voit que o est élément de G si et seulement si on peut écrire o sous
la forme 0 = pp_1ftn—2... 11.

Lors de I'exécution de I'algorithme, on entre dans la boucle tant que au plus n fois,
et il est possible d’effectuer le produit de deux permutations dans Sym(n) en temps O(n).
Nous verrons par la suite que le test de la ligne (%) peut étre effectué en temps constant.

Pour i = 1,...,n, posons n; = |U;|, n; est donc 'indice de G; dans G;_;. D’apreés le
Théoréme de Lagrange (Théoréme 3.3.26), on a donc |G;—1| = n;|G;|. Comme G,, = 1,
on a |G,| =1, et donc, une induction triviale sur n prouve que

G| = [Tl
i=1
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Sift(m, M) =
1:=0
estMembre := vrai
tant que i < n et estMembre faire
1:=14+1
gi=1"
si M; ; n’est pas vide alors
mi=m(M; ;)"
sinon
estMembre := faux
Mi,j =T
fin tant que
renvoyer estMembre

Fi1G. 4.2 — Algorithme de tamisage

On a donc les résultats suivants :

Théoréme 4.1.1 (Prop. 1, p.34 de [Hof81]) Si pour tout i € {1,...,n}, les en-
sembles U; sont donnés, alors l’algorithme EstElem est correct, et teste si o est élément
de G en temps 0(n?). De plus, les ensembles U; permettent également de déterminer
Vordre de G en temps O(n?).

Matrices de représentation

Nous allons maintenant étudier les matrices de représentation d’'un groupe de per-
mutation. Ces matrices permettent d’effectuer le test de la ligne (x) de l'algorithme de
la Figure 4.1 en temps constant, et leurs entrées constituent des transversaux droits de
G; dans G;_1 pour tout ¢ = 1,...,n. Nous verrons comment, partant d’'un ensemble K
de permutations, il est possible de construire de telles matrices en temps polynomial.

Définition 4.1.2 Une matrice de représentation M est une matrice carrée de taille n,
dont les entrées sont soit vides, soit des éléments de Sym(n), qui vérifie les propriétés
suivantes :

1. pour tout i € {1,...,n}, M;; = id,
2. pour tout j € {1,...,n} et pour tout i > j, M, ; est vide,

3. pour tout j € {1,...,n} et pour tout i < j, M; ; est soit vide, soit une permutation
p qui fixe tous les éléments de {1,...,7 — 1}, et telle que i* = j.

On dit alors que M représente ’ensemble de permutations T, défini par

Ty = {pnbtn-1...p1|Vi=1,...,n, u; apparait a la ligne i de M }. O

Théoréme 4.1.3 Les matrices de représentation vérifient les propriétés suivantes :
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MatRep(K) =
// Initialisation de M
soit M une matrice carrée dans
pour i € {1,...,n} faire
Miﬂ' = id
pour j € {i+1,...,n} faire
Mi,j := vide
fin pour
fin pour
// Construction de M
soit @ := K dans // Q est une file
tant que @ est non vide faire
soit m = Defiler(Q) dans
soit estMembre = Sift(r, M) dans
si —estMembre alors
soit 7' la permutation ajoutée & M par la fonction Sift dans
pour toute permutation p # id apparaissant dans M,
ajouter a () les permutations 7'y et un’
fin tant que

FiG. 4.3 — Construction d’une matrice de représentation

— L’ensemble T est un groupe si et seulement si pour toute paire de permutations
o, b apparaissant dans M, ou est élément de Th;.
- 81 M est une matrice de représentation pour le groupe G, pour i =1,...,n, posons

Ui = {u|p est une permutation apparaissant a la ligne i de M}.
Alors U; est un transversal droit de G; dans G;_1.

Soit K C Sym(n), 'algorithme permettant de construire une matrice de représenta-
tion pour le groupe G engendré par K est donné dans la Figure 4.3. Cet algorithme se
sert de la fonction de tamisage (Sift) de la Figure 4.2. Cette fonction Sift renvoie vrai
si la permutation 7 est élément de Th;. Sinon, elle remplace une entrée vide par une
permutation dans la matrice de représentation M, pour que 7w puisse étre représentée
par cette nouvelle représentation, et renvoie faux. Cet algorithme est donc trés proche
de celui de la Figure 4.1, sauf que si m n’est pas élément de T, une nouvelle entrée est
ajoutée & M.

Exemple 4.1.4 Soit M la matrice de représentation suivante :

id (12)
M= |- id —
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et soit m = (1 2)(3 4). Alors, lors de ’appel a la fonction Sift, comme l’entrée M; o n’est
pas vide, I’algorithme calcule 7(M; )~ = (1 2)(3 4)(1 2) = (34). On a 264 =2 et
Uentrée Ms 4 est vide, I'algorithme lui affecte la permutation (3 4).

L’algorithme de la Figure 4.3 commence par initialiser la matrice de représentation
M, créant ainsi une matrice dont tous les éléments de la diagonale sont l'identité, et
dont toutes les autres entrées sont vides. Puis, 'algorithme essaye de représenter chaque
permutation dans K comme un produit de la forme p,, ... @1, oll w; est une entrée non
vide de la i®™€ ligne de M. Si 7 peut étre représenté comme un tel produit, alors 7 est
un générateur redondant, et il n’y a rien & faire. Sinon, M ne contient pas suffisamment
d’entrées pour représenter K, et la permutation 7 est utilisée pour ajouter une nouvelle
entrée & M. Cette opération est réalisée par la fonction Sift.

Quand tous les éléments de K ont été traités, la matrice M représente un ensemble
T tel que K C Ty, mais il se peut que Ty ne soit pas un groupe. C’est pourquoi tous
les produits 7’y et pn’ sont ajoutés a Q et tamisés a leur tour. Cet algorithme termine
car le nombre d’entrées non vides dans M est borné par n?, et d’aprés le Théoréme 4.1.3,
la matrice qu’on obtient représente un groupe.

On a le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.5 (Théoréme 9, p. 40 de [Hof81]) Soit K C Sym(n), alors l’algo-
rithme de la Figure 4.3 construit une matrice de représentation pour le groupe G engendré
par K en temps O(|K|.n% + n®).

Ce théoréme et le Théoréme 4.1.1 permettent donc de déduire que :

Corollaire 4.1.6 Les problémes G__MEM et G _ ORD sont dans P.

4.2 La classe de complexité de Luks

Nous allons maintenant définir plusieurs problémes de théorie algorithmique des
groupes qui sont dans la classe NP, mais dont ’appartenance & P n’a pas été prou-
vée. Ces problémes sont tous polynomialement équivalents, et font partie de la classe
de complerité de Luks, et pour des raisons similaires & celles pour le probléme GI, ne
semblent pas étre NP-complets. Nous prouverons en particulier que ces problémes sont
plus difficiles que le probléme d’isomorphisme de graphes, ce qui justifiera le fait qu’aucun
algorithme polynomial n’a encore été trouvé pour les résoudre.

Le premier probléme dans la classe de Luks que nous considérons est le probléme
d’intersection de groupes :

Probléme: Intersection de groupes, ou INTER

Entrée: Un ensemble fini A, des ensembles générateurs de G et H,
deux sous-groupes de Sym(A)

Sortie: Un ensemble générateur de G N H
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Définition 4.2.1 Un graphe simple est un couple (V, E), ot V est un ensemble de som-
mets, et ' C V x V est un ensemble d’arétes. Par la suite, sauf indication contraire, on
supposera que V = {1,...,n}. Un graphe biparti est un couple (VWV’', E)ou E C VxV".

Soit X’ = (V' E'), on dit que X et X’ sont isomorphes si et seulement s’il existe une
fonction bijective f : V — V' telle que (v,w) € E si et seulement si (f(v), f(w)) € E'.
On dit alors que f est un isomorphisme de X vers X’.

Etant donné un graphe X = (V| E), on dit qu'une permutation o € Sym(n) est un
automorphisme de X si et seulement si c’est un isomorphisme de X vers X. Il s’agit
donc de ’ensemble des éléments de Sym(n) tels que pour toute aréte (v,w) € F, I'aréte
(v7,w?) est également dans F. L’ensemble des automorphismes de X est noté Aut(X).<

Propriété 4.2.2 Pour tout graphe X = (V, E), l'ensemble Aut(X) est un sous-groupe
de Sym(|V]).

Considérons les deux problémes suivants :

Probléme: Isomorphisme de graphes, ou GI
Entrée: Deux graphes X et X'
Question: X et X’ sont-ils isomorphes ?

Probléme: Groupe d’automorphisme d’un graphe, ou GRAPH__AUT
Entrée: Un graphe X
Sortie: Un ensemble générateur de Aut(X).

Théoréme 4.2.3 (Théoréme 6 de [Hof81]) GI et GRAPH _AUT sont polynomiale-
ment équivalents.

Nous allons prouver que GRAPH__ AUT se réduit polynomialement & INTER. D’aprés le
Lemme 3.2.8, le groupe Sym(n) agit de facon naturelle sur V x V. Notons 1 le morphisme
de Sym(n) vers Sym(V x V) correspondant, et posons G = ¥ (Sym(n)). Le morphisme
est clairement injectif, et Sym(n) et G sont donc isomorphes. On a le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.4 (Théoréme 7 de [Hof81]) Soit X = (V,E) un graphe, et posons
E=(V xV)\ E. Alors Aut(X) et GN (Sym(E)Sym(E)) sont isomorphes.

PREUVE. Posons G’ = ¢(Aut(X)), alors Aut(X) et G’ sont isomorphes, et on va montrer
que G' = G N (Sym(E)Sym(E)).

Soit ¥ (u) € G, alors ¥(u) est clairement élément de G. Par définition de Aut(X),
pour tout e € F et pour tout ¢ € E, on a e?® € E et YW € E, ce qui prouve que
Y(p) est également élément de Sym(E)Sym(E).

Réciproquement, soit o € G N (Sym(E)Sym(E)), alors, comme o € G, il existe
une unique permutation p € Sym(n) telle que ¢ = (u). De plus, comme o €
Sym(E)Sym(E), on a

V{e,€') € Sym(E) x Sym(E), e e Sym(E), et " € Sym(E).

On en déduit que p € Aut(X), et o est bien élément de G'. ]
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Corollaire 4.2.5 Le probléme GRAPH_AUT se réduit polynomialement au probléme
INTER.

Voici une liste de problémes qui sont tous dans la classe de Luks.

Probléme: Appartenance & une classe au centre, ou DC__MEM
Entrée: Un ensemble fini A, des ensembles générateurs de sous-
groupes G et H de Sym(A) et des permutations o et u dans Sym(A)
Question: Est-ce que o est élément de la classe au centre GuH ?

Probléme: Factorisation dans deux groupes, ou FACT

Entrée: Un ensemble fini A, des ensembles générateurs de sous-
groupes G et H de Sym(A) et une permutation o € Sym(A)
Question: Existe-t-il des permutations m € G et u € H telles que
o=7up?

Probléme: Intersection de classe, ou CIE

Entrée: Un ensemble fini A, des ensembles générateurs de sous-
groupes G et H de Sym(A) et une permutation o € Sym(A)
Question: L’ensemble Go N H est-il vide?

Probléme: Stabilisateur d’ensemble, ou STAB

Entrée: Un ensemble fini A, un ensemble générateur d'un sous-
groupe G de Sym(A) et un ensemble A’ C A

Sortie: Un ensemble générateur du groupe Stabg(A').

Il est prouvé dans [Hof81] que ces problémes sont bien dans la classe de Luks. Nous
aurons également & considérer le probléme suivant :

Probléme: Probléme de 1'orbite, ou Op.
Entrée: Deux n-uplets x = (z1,...,z,) ety = (y1,...,Yn) sur {0, 1},

et un ensemble de permutations {o1,...,0,,} C Sym(n).
Question: Existe-t-il une permutation ¢ dans le groupe G engendré
par les {o1,...,0m}, telle que pour tout i = 1,...,n, on a x;0 = y; 7

Ce dernier probléme a été étudié dans [CEJS98], ou le résultat suivant est prouvé :

Théoréme 4.2.6 (Théoréme 4.1 de [CEJS98]) Le probléme OP est dans la classe
de Luks.

De nombreux algorithmes efficaces existent pour résoudre ces problémes ([But91,
Sim94, Ser03]), et sont implémentés dans les systémes MAGMA -anciennement Cayley-
([Can84, BC88, BCY0, CP97]) ou GAP!.

"http ://www.gap-system.org
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4.3 Le probléme G _CSTR

Nous allons maintenant étudier un probléme sur les groupes de permutation qui
est NP-complet, le probléme G CSTR. Nous considérerons certaines restrictions de ce
probléme, et étudierons leur complexité.

Définissons formellement ce probléme :

Probléme: Contraintes de groupe, ou G__ CSTR.

Entrée: Un ensemble fini A, un ensemble générateur d’un groupe
fini G agissant par un morphisme ¢ sur A, et un ensemble {J, |a € A}
de sous-ensembles de A.

Question: Y a-t-il une permutation o € ¢(G) telle que pour tout
ac€ A a® € J,?

11 est clair que ce probléme est dans NP, il suffit en effet de deviner une permutation
o, de tester si elle est dans G (ce qui peut étre fait en temps polynomial d’apres le
Corollaire 4.1.6), et de s’assurer qu’elle satisfait toutes les contraintes. Par la suite, on
supposera que G n’est pas engendré par 'identité et est donc un groupe non trivial.

Nous allons prouver que le probléme G _CSTR est NP-complet en effectuant une
réduction polynomiale du probléme 1SUR3+SAT vers G CSTR. Par la suite, étant donnée
une instance S,V du probléme 1SUR3+SAT, nous chercherons a déterminer un ensemble
I C V tel que pour tout C' € S, [INC| =1, I représentera implicitement ’interprétation
qui interpréte toutes les variables dans I & vrai, et toutes les autres a faux.

Définition 4.3.1 Soit S,V une instance du probléme 1SUR3+SAT, et considérons 1’opé-
ration de différence symétrique A sur les ensembles. Cette opération est une loi de com-
position interne sur I'ensemble 2", et on définit A = (2, A). &

Lemme 4.3.2 A est un groupe.

PREUVE. L’ensemble vide est 1'identité pour cette loi de composition qui est clairement
associative, et tout élément est son propre inverse. [

Définition 4.3.3 On définit les ensembles A = {(C,B)|C € S A B C C}, et 4y =
{{C,0) | C € S}. Pour tout a € A, on définit J, par :

V(C.0) € Ao, Jiogy = {(C.{z})|z€eC},
Va € A\ Ag, Ja A.

On définit la fonction ¥ : A — Sym(A) par : pour tout I € A et pour tout (C, B) € A,
(C,B)*0) = (C,B A (INC)). o

Comme B A (INC) C C, il est clair que la fonction ¥ est bien définie, et on a :

Lemme 4.3.4 La fonction U est un morphisme de groupes.
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PREUVE. Soit I € A, commencons par prouver que W(/) est bien une permutation de A.
Soient (C, B), (C’, B') € A deux éléments qui ont la méme image par ¥(I), c’est-a-dire :

(C,Ba(INC)) = (C' B a(INC)).

Alors on a C = C’, et comme B A (INC)= B A (INC), nécessairement, B = B’. La
fonction W(I) est donc injective, et comme A est un ensemble fini, c’est une bijection.
Soit J € A, alors on a

<C, B)‘I/(IAJ)

INC) A (JNC)) (distributivitée de M)
InC))HvYe

Donc, U(I A J) =W(I)¥(J), et ¥ est bien un morphisme de groupes. ]

Exemple 4.3.5 Considérons la clause C' = {z,vy, 2z}, et soit I = {z}, alors on a :

<Cv @>\p(1) = <Cv {x}>a
(C A=Y = (C.0),
(C{z,y)*D = (C{y}).

Théoréme 4.3.6 L’instance S,V est dans 1SUR3+SAT si et seulement s’il existe une
permutation o € W(A) telle que pour tout a € Ay, on a a” € J,.

PREUVE. On a les équivalences suivantes :

(S,V) € ISUR3+SAT < JICV,VCe S, [INC|=1

A eAVCeS, FJxeC, INC ={z}

A eAVCeS INCe{{z}|zeC}

A e A, VC € S, (C,0)YD € Jiopy

Jdo € ¥(A), Va € Ay, a° € J,. ]

te 0

Pour tout o € ¥(A), et pour tout a € A\ Ag, on a a’ € J,, et donc :

Corollaire 4.3.7 Le probléme 1SUR3+SAT se réduit polynomialement au probléme
G _CSTR.

PREUVE. Tout élément I € A peut étre écrit sous la forme I = A _;{z}, le groupe A
est donc engendré par ’ensemble des singletons de V. De plus, comme chaque clause
dans S est constituée de trois variables, on a |A| = 8|S|, d’ou le résultat. L]
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4.3.1 Une restriction de G CSTR

Considérons la restriction suivante du probléme G _CSTR :

Probléme: GC_PART_RST

Entrée: Un ensemble fini A, un ensemble générateur d’'un groupe G
agissant par un morphisme ¢ sur A, un ensemble {J,| a € A} de
sous-ensembles de A deux & deux disjoints ou égaux, et un ensemble
AgC A

Question: Existe-t-il un élément g € G tel que pour tout a € Ay,
a®@) ¢ J 07

Nous allons montrer que le probléme 1SUR34SAT se réduit polynomialement 3
GC_PART_ RST, ce qui prouvera que ce probléme est NP-complet. Soit S,V une ins-
tance de 1SUR3+SAT, reprenons le groupe A de la Définition 4.3.1, ainsi que les ensembles
A et Ay, et le morphisme ¥ de la Définition 4.3.3. On définit les contraintes (J,)qca de
la fagon suivante :

Définition 4.3.8 Si (C,0) € Ay, alors Jic gy = {(C,{z})| x € C}, et pour tout a €
AN Ag, Ju = A\ Ap. o

On a la propriété suivante :

Propriété 4.3.9 Soient a et o' deuzr éléments de Ay, alors on a J, N Jy = (. Les
contraintes (Jy)aca sont donc deuzr & deur disjointes ou égales.

D’aprés le Théoréme 4.3.6, il existe une solution & I'instance S,V de 1SUR3+SAT si et
seulement s’il existe une permutation o € W(A) telle que pour tout a € Ay, on a a” € J,.
On a donc le résultat suivant :

Corollaire 4.3.10 Le probléme 1SUR3-+SAT se réduit polynomialement au probléme
GC_PART_RST.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs problémes de théorie des groupes pour
des groupes de permutation définis par des ensembles de générateurs. Nous avons ainsi
étudié le probléme de ’appartenance d’une permutation a un tel groupe, et montré que
ce probléme est polynomial, ce qui nous a par la suite permis de démontrer que plusieurs
autres problémes sont dans la classe NP. Puis, nous avons présenté plusieurs problémes de
théorie des groupes qui sont dans la classe de Luks, et qui sont plus difficiles & résoudre
que le probléme d’isomorphisme de graphe, avant de nous intéresser au probléme de
contraintes de groupe, et & une de ses restrictions.

Nous avons énoncé les probléemes G _CSTR et GC_PART _RST de la facon la plus
générale possible pour simplifier les démonstrations de NP-complétude. Nous avons ainsi
considéré I'action d’un groupe engendré par un ensemble F, agissant par un morphisme ¢
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sur un ensemble A. Il est clair que nous aurions pu & la place directement considérer ’ac-
tion naturelle du groupe engendré par ¢(FE) sur A, et méme supposer que A = {1,...,n}.
Dans les chapitres & venir, nous utiliserons indifféremment ces autres formulations de ces
problémes, afin de rendre plus lisibles les réductions que nous effectuerons vers les autres
problémes considérés.
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Chapitre 5

GA-termes

Dans ce chapitre, nous allons nous servir de techniques proches de celles employées
pour la réécriture de graphes de termes (voir par exemple [BVEG87, Kl095, KKSdV93,
Ohl02]), et définir les GA-termes, qui nous serviront dans le chapitre suivant a représenter
les termes stratifiés de [AP01].

Nous commencerons par définir les graphes étiquetés, dont les GA-termes constituent
une sous-classe, puis nous définirons ces GA-termes proprement dits. Nous définirons en-
suite plusieurs notions liées & ces GA-termes, comme la relation de bisimilarité entre deux
GA-termes, et nous nous intéresserons particulierement & la notion d’homomorphisme
d’un GA-terme vers un autre.

5.1 Graphes étiquetés et GA-termes

Définition 5.1.1 (Graphe étiqueté) Un graphe étiqueté sur une signature ¥ est un
triplet G = (Vig, sg,ag), ou Vi est un ensemble fini et non vide dont les éléments sont
des sommets ; sq : Vg — X est une fonction qui étiquette chacun des sommets avec un
symbole de X, et ag : Vg — V2 est une fonction qui affecte a chaque sommet v € Vg
une liste (ou un mot) de sommets arguments, dont la longueur |ag(v)| est égale a larité
du symbole sg(v). La taille d’'un graphe étiqueté est définie par |G| = V|

Si G est un graphe étiqueté, alors le graphe sous-jacent de G est le graphe orienté
Ge = (Vg, E), oit E = {{u,v) € VZ|v apparait dans ac(u)}. <&

Exemple 5.1.2 Soit ¥ = {f,g,b}, ou f est d’arité 2, g est d’arité 1, et b est une
constante. Soit G le graphe étiqueté défini sur V' = {a, b, c}, avec les fonctions s et a
définies par :

v a b ¢
s(v) f b g
a(v) b € a

La Figure 5.1 est une représentation de G. Les fleches partent d’'un sommet v et sont
dirigées vers ses arguments (les éléments de a(v)). L'ordre dans lequel ces fleches sont

41
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Fia. 5.1 — Exemple d’un graphe étiqueté

dessinées est important : elles sont dessinées vers le bas et de gauche & droite selon ’ordre
des sommets arguments dans a(v).

Le graphe sous-jacent & G est obtenu en retirant les symboles attachés aux trois
sommets et en ne prenant pas en compte ’ordre dans lequel les fléches sont dessinées.
Ce graphe sous-jacent est donc

Ge = ({Cl, b, C}, {(Cl, b)? <Cl, C>7 <C, a>}>

Définition 5.1.3 (Chemins) Soit G = (Vg, sg, ac) un graphe étiqueté. Nous définis-
sons les chemins dans GG, depuis un sommet source jusqu’a un sommet puits, par des
listes sur 'alphabet Vi U N.

Ces chemins sont définis inductivement comme suit : la liste vide € est un chemin
dans G de tout sommet & lui-méme, qui est de longueur 0 (on dit que € est le chemin
vide), et si p est un chemin dans G de u & v de longueur k, et w est le i élément de
la liste ag(v), alors p.v.i est un chemin dans G de u & w de longueur k£ + 1. On dit alors
que v est un parent de w, et v un ancétre de w.

La distance entre deux sommets est la longueur du plus court chemin entre ces som-
mets. Enfin, un cycle est un chemin non vide d’un sommet vers lui-méme; un graphe
étiqueté est dit acyclique si et seulement s’il ne contient aucun cycle.

Soient u et v deux sommets de GG, on dit que u est accessible depuis v si et seulement
sl existe un chemin de v & u. L’ensemble des sommets accessibles depuis v est noté Vi |v.
Il est évident que (Vig|v, s', a’) est également un graphe étiqueté sur 3, ou s’ et a’ sont les
restrictions respectives de sg et ag a Vg|v. Ce graphe sera noté G|v. Un sommet r € Vi
est une racine de G si et seulement si G = G|r.

Soit p = wj.i1. - .Up.ip un chemin dans un graphe étiqueté G = (V,s,a), et soit
n:V — V’'. Alors on définit n(p) comme étant la liste n(uy).41. - - .n(uy).i,. Notons que
n(p) n’est en général pas un chemin. O

La notion de racine employée ici ne correspond pas & celle utilisée en réécriture de
graphes de termes (une racine n’y est en effet qu’un sommet distingué). Elle est néanmoins
suffisante pour notre formalisation et simplifie de nombreuses preuves.

Exemple 5.1.4 Soit T le graphe étiqueté de I’Exemple 5.1.2. Alors T posséde deux
racines, les sommets a et ¢, et le chemin a.2.c.1 est un cycle dans 7.
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Remarque. Si la source d’'un chemin est présente dans ce chemin, il n’en est pas de
méme de son puits. Ceci permet de concaténer des chemins : si p est un chemin de u &
v, et ¢ est un chemin de v & w, alors p.q est un chemin de u & w.

Lemme 5.1.5 Soit G un graphe étiqueté, et p et p' deux chemins distincts de méme
source. Alors, pour toute fonction 0, les listes n(p) et n(p') sont distinctes.

PREUVE. Soit ¢ le plus grand préfixe commun a p et p’. Alors p et p’ sont de la forme :

/

p = qir, et p = qi'7,

ou i # 4. On a alors

-/

n(p) = nlq)in(r), et n(p") = n(q).i' n(r),

et ces deux listes sont évidemment distinctes. n

Définition 5.1.6 Soient G = (V,s,a) et G' = (V',s',a’) deux graphes étiquetés, et
considérons les chemins

P = Up.i1.-- Up.ip dans G,
p = w1 p.jn dans G'.
On dit que p et p’ sont :
— équivalents si et seulement si s(uy). -+ .s(up) = 8'(v1). -+ .8'(vn),
— paralléles si et seulement si 1.+ iy = 1.+ Jn- &

Exemple 5.1.7 Considérons les deux graphes étiquetés de la Figure 5.2, qu'on nomme
respectivement G et G’, et les chemins :

pr = alb.l0.1,
p2 = a.2.cl.0.1,
p = d.1.b.10.1.

p1 et py sont tous deux des chemins dans G, de a & a; p’ est un chemin dans G’ de a’ &
. Alors p; et p’ sont paralléles, et p1, po et p’ sont équivalents.

Propriété 5.1.8 Soit G un graphe étiqueté, et soient p et p' deuz chemins dans G de
méme source, qui sont paralléles. Alors p=1p'.

PREUVE. Par induction triviale sur la longueur de p. [

Deux chemins distincts d’un méme graphe étiqueté qui sont de méme source ne
peuvent donc pas étre paralléles ; par contre, comme le montre I’Exemple 5.1.7, ils peuvent
étre équivalents.
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Fi1G. 5.2 — Graphes étiquetés de ’Exemple 5.1.7

Propriété 5.1.9 Pour deuz graphes étiquetés G et G' donnés, si p est un chemin de u
a v dans G et que 1 est une fonction telle que n(p) est un chemin dans G, alors p et
n(p) sont paralléles, et n(p) est un chemin de n(u) a n(v).

Définition 5.1.10 (GA-terme et A-terme) Soit un symbole o ¢ ¥, d’arité 0, et consi-
dérons la signature étendue 3° = X U {o}. Un GA-terme sur ¥ est un graphe étiqueté T’
sur X° qui posséde une racine unique, notée racine(7"), et qui est acyclique. L’ensemble
des GA-termes sur ¥ est noté GA-7 (X).

Soit T'= (Vp, sp,ar) un GA-terme, et v € Vp. On dit que v est un sommet variable
de T si sp(v) = o, sinon, on dit que v est un sommet non-variable de T. L’ensemble des
sommets variables de T" est noté SV(T').

Les GA-termes sur > qui n’ont pas de sommet variable sont dits clos ; I’ensemble de
ces graphes est noté GA-7.(X).

Enfin, si T est un GA-terme dont le graphe sous-jacent est un arbre, on dira que T
est un A-terme. &

Définition 5.1.11 (Hauteur) Soit 7' = (V,s,a) un GA-terme. On définit la hauteur de
T comme la longueur du plus long chemin dans 7' de sa racine & un de ses sommets. Par
extension, on parlera de la hauteur d’'un sommet v dans T, signifiant par 14 la hauteur
du graphe T'|u.

Soient u et v deux sommets de T'. S’il existe un chemin dans 7" de u a v, alors on dit
que v est en-dessous de u dans T', ce qui est noté v <7 u. Si ce chemin est non vide, on
notera v <p u. De méme, si U et W sont des sous-ensembles de Vi, on notera U <p W
si et seulement si tous les sommets dans U sont en-dessous de tous les sommets de W
dans T'. Enfin, on dit que U est indépendant dans T si et seulement si tous les éléments
de U sont mutuellement incomparables par <7, c’est & dire que si u et v sont éléments
de U, alors on n’a ni v <7 v, ni v <p u. &

Exemple 5.1.12 1l est facile de vérifier que pour tout GA-terme 7', ’ensemble SV(T")
est un ensemble indépendant dans 7.
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F1a. 5.3 — Trois représentations de f(g(b), g(b))

Propriété 5.1.13 La relation <p est un ordre partiel sur V.

PREUVE. La réflexivité et la transitivité sont triviales. Si pour deux sommets u et v de
Tonau<puvetwv<pu,alors il existe un chemin dans T de u a v, et un autre de v a
u. Comme T est acyclique, ces deux chemins sont alors triviaux, et on a u = v. ]

La fonction suivante traduit les GA-termes en termes. Elle permettra plus tard de
décrire les GA-termes plus commodément, et de caractériser des GA-termes bisimilaires
(notion qui sera définie ultérieurement).

Définition 5.1.14 La fonction 7 de GA-7(X) dans 7(3°) est définie inductivement
comme suit : pour 7' un GA-terme, soit r = racine(7");
— si sp(r) est une constante ¢ € X°, alors 7(T') = ¢,
— si sp(r) est un symbole de fonction f d’arité n, alors 7(T') = f(t1,...,tn), ou les
t; sont obtenus en appliquant récursivement la fonction 7 aux arguments de r;
c’est-a-dire que si ap(r) = vy.- -+ .y, alors t; = 7(T|v;), pour 1 < i <mn.
Cette fonction est bien définie, puisque tout GA-terme est acyclique.
Soient T et T’ deux GA-termes. On dit que T et T’ sont bisimilaires, ce qu’on note
T =T, si et seulement si 7(T') = 7(T"). &

Propriété 5.1.15 La relation de bisimilarité est une relation d’équivalence.

Exemple 5.1.16 Notons respectivement 77, T5 et T3 les trois GA-termes de la Figure
5.3. Alors

(Th) = 7(12) = 7(13) = f(g(b),9(b)),
et ces trois GA-termes sont donc mutuellement bisimilaires.
La définition de la fonction 7 induit immeédiatement les propriétés suivantes :

Propriété 5.1.17 Soient T et T’ deuz GA-termes, alors :
1. la hauteur de T est égale a la profondeur du terme 7(T),

2. 51T et T" sont bisimilaires, alors ils sont de méme hauteur.
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Le lemme suivant permet de caractériser la relation de bisimilarité :

Lemme 5.1.18 Soient T = (V,s,a) et T' = (V',¢',d’) deur GA-termes de racines res-
pectives 1 et r'. Alors les deuz propositions suivantes sont équivalentes :

1. T et T' sont bisimilaires.

2. Pour tout sommet v € V et pour tout chemin p de r a v dans T, il existe un chemin
p dans T' de source ', qui est paralléle o p, et dont le puits v' vérifie s'(v') = s(v).

PREUVE. Montrons par induction sur la hauteur de T que si T et T sont bisimilaires,
et p est un chemin de r & v dans T, alors il existe un chemin p’ de r’ & v’ dans T” qui est
paralléle & p, et que s'(v') = s(v). Le résultat est trivial si p est le chemin vide, on suppose
maintenant que p est de la forme r.i.q. Posons a(r) = vy.--- v, d'(r') = vj.--- 0],
T; = T'|v; et T} = T'|v,. Alors par définition, g est un chemin de v; & v dans T}, et comme
T! = T;, par hypothése d’induction, il existe un chemin ¢’ dans 7}, de v} a v/, qui est
parallele & ¢, et on a s'(v') = s(v). Donc, p’ = r'.i.q" est bien un chemin dans 7" de ' a
v' qui est paralléle & p, et on a s'(v') = s(v).

On démontre également la réciproque par induction sur la hauteur de 7'. Supposons
que le résultat soit vrai pour tous les GA-termes de hauteur inférieure ou égale a n, et
que T est de hauteur n + 1. Comme précédemment, on pose s(r) = vy. - .v,, §'(r') =
vj.--- v, et pour tout i = 1,...,n, onnote T; = T|v;, et T/ = T"|v}. Pouri € {1,...,n},
soit v un sommet de 7; et ¢ un chemin de v; & v dans T;, alors p = r.i.q est un chemin
de r & v dans T, et par hypothése, il existe un chemin p’ = 7’.i.¢' paralléle & p, de v’ a
un sommet v' dans 7" tel que s'(v") = s(v). Il est alors clair que ¢’ est un chemin de v} &
v' dans T qui est paralléle & ¢, par hypotheése d’induction, on a donc T; = T pour tout
i =1,...,n. Comme le chemin vide est un chemin de r & r dans T', et de r’ a r' dans T”,
on a également s(r) = s'(r'), ce qui prouve que T' = T". ]

Exemple 5.1.19 Soient T et T” les deux GA-termes de la Figure 5.4, ces deux GA-termes
vérifient bien les hypothéses du Lemme 5.1.18 et sont donc bisimilaires (ils représentent
tous deux le terme f(g(a,a),g(a,a))). Cet exemple montre qu’il n’y a en général pas
d’homomorphisme de T vers T”, ni de T vers T

5.2 Homomorphismes

Nous définissons maintenant la notion d’homomorphisme d’un GA-terme vers un
autre. Cette notion sera prédominante dans la définition de GA-termes stratifiés.

Définition 5.2.1 (Homomorphismes) Etant donnés deux GA-termes T et T’ sur X,
un homomorphisme (resp. homomorphisme clos) de T vers T" est une fonction h : Vi —
Vv telle que h(racine(T)) = racine(T"), et pour tout sommet v € Vp\ SV(T') (resp. pour
tout v € Vp),

s (h(v)) = s7(v) et ag/(h(v)) = h(ar(v))

(ou on prend pour convention que h(vy.--- .v,) = h(vy). -+ .h(vy)).
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a: f
/Q\g f:g 9:9
c:a 0:a

Fi1G. 5.4 — GA-termes de I’Exemple 5.1.19

Si 'homomorphisme h est clos, on dit que T" est plus compact que T, ce qu’on note
T'eT.

Le résidu de h est I'image dans Vi des sommets variables de T'; ¢’est-a-dire I’ensemble
h(SV(T)). L’antirésidu de h est 'ensemble h(Vy \ SV(T)), c’est donc I'image par h des
sommets non-variables de 7.

Un homomorphisme h de T vers T” est un isomorphisme si et seulement si h est
bijectif et h~!' est un homomorphisme de 7’ vers T. On dit alors que T et 7’ sont
isomorphes, ce qu’on note T ~ T". &

Exemple 5.2.2 Soient T et T” les deux GA-termes représentés Figure 5.5. La fonction
h définie ci-dessous est un homomorphisme de T vers T7”; son résidu est {b’,9’}, et son
antirésidu est {a’, ¢'}. h n’est donc pas clos, car s(?’) # s(0).

v a b ¢
h(v) o & ¢

Exemple 5.2.3 Dans la Figure 5.3, on vérifie aisément que le deuxiéme GA-terme est
plus compact que le premier, et le troisiéme est plus compact que les deux précédents.

Montrons maintenant que 1’opération de composition o est une loi de composition
interne sur ’ensemble des homomorphismes (resp. homomorphismes clos).

Propriété 5.2.4 Soient T, T’ et T" trois GA-termes tels qu’il existe un homomorphisme
h de T versT’, et un homomorphisme h/ de T vers T”. Alors h'oh est un homomorphisme
de T vers T", et si h et W/ sont des homomorphismes clos, alors h/ o h est également un
homomorphisme clos.

PREUVE. La preuve que h’' o h est un homomorphisme de T vers T” est triviale. Si h et
h' sont des homomorphismes clos, alors pour tout sommet variable v de T, h(v) est un
sommet variable de T” par définition, et donc, h' o h(v) est un sommet variable de T, ce
qui prouve que h’ o h est bien un homomorphisme clos. [
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b:o g b':b g

|

e :b
Fi1G. 5.5 — Les GA-termes T' (& gauche) et 7" (& droite)

On a les propriétés suivantes, assez évidentes, mais qui serviront fréquemment par la
suite.

Propriété 5.2.5 Soient T = (V,s,a) et T = (V',s',d’) deuzr GA-termes. S’il existe un
homomorphisme h de T wvers T', alors :

1. Si h est un homomorphisme clos de T vers T', alors h est surjective.

2. Soit u un sommet de V et h' la restriction de h & V|u. Alors h/ est un homomor-
phisme de T'|u vers T'|h(u). De plus, si h est clos (resp. un isomorphisme), alors
B est clos (resp. un isomorphisme).

3. Sip est un chemin de u a v dans T, alors h(p) est un chemin de h(u) a h(v) dans
T’

4. La relation € est un préordre sur l’ensemble des GA-termes.

5. Pour tout GA-terme T, la fonction id est un isomorphisme de T vers T.

6. Si h est un isomorphisme de T vers T', alors h™! est un isomorphisme de T vers
T.

7. La relation d’isomorphisme est une relation d’équivalence sur l’ensemble des GA-
termes.

PREUVE. Les deux premiers points sont des conséquences immédiates de la définition
d’un homomorphisme. Le troisiéme point se démontre trivialement par induction sur la
longueur du chemin en se servant du fait que a’(h(u)) = h(a(u)). Pour le quatriéme point,
la reflexivité est triviale, et la relation est transitive d’aprés la Propriété 5.2.4. Enfin, il
est aisé de vérifier que la fonction id est un isomophisme de T vers T', et que si h est un
isomorphisme de 7" vers T", alors h™! est un isomorphisme de 7" vers T, et la relation
d’isomorphisme est bien une relation d’équivalence sur I’ensemble des GA-termes. [

Corollaire 5.2.6 SoientT = (V,s,a) et T' = (V',s',d’) deur GA-termes tels qu’il existe
un homomorphisme h de T vers T'. Alors h est unique.

PREUVE. Supposons qu’il existe un homomorphisme A’ de T vers T” et que h' # h. 1l
existe donc un sommet u de T tel que h(u) # h'(u). Posons r = racine(T), et v’ =
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a:f
0:b e:c e v:b ¢:b {:c

F1G. 5.6 — Deux GA-termes bisimilaires

racine(7T”), on a donc h(r) = h'(r) = r’. Soit p un chemin de r & u dans T, quitte a
remplacer u, on peut supposer que tous les sommets de ce chemin ont la méme image
par h et h'. Alors, d’aprés la Propriété 5.2.5 (3), h(p) est un chemin de ' & h(u) dans
T', et h/(p) est un chemin de r’ & h/(u) dans T’. Comme tous les sommets de ce chemin
ont la méme image par h et h’, on en déduit que h(p) = h/(p), ce qui contredit le fait

que h(u) # h'(u). -

Ainsi, nous pourrons parler de I’homomorphisme de T vers T" s'il existe, et cet ho-
momorphisme peut étre clos ou non.

Corollaire 5.2.7 Soient T = (V,s,a) et T' = (V',s',d') deur GA-termes, et supposons
qu’il existe un homomorphisme clos h de T vers T'. Alors T' et T' sont bisimilaires.

PREUVE. On démontre par induction sur la hauteur de T' que 7(T") = 7(7"). Supposons
que ce résultat soit vrai pour tout GA-terme de hauteur inférieure ou égale a k et que 7" est
de hauteur k+ 1. Soient r = racine(T'), et r’ = racine(T”), et posons a(r) = v1.--- vy, et
a'(r')y =wvj.--- ). D’aprés la Propriété 5.2.5 (2), pour tout i = 1,...,n, la restriction de
h & V'|v; est un homomorphisme clos de T'|v; vers T'|v}, et T'|v; est de hauteur inférieure ou
égale a k. Par hypothese d’induction, on a donc 7(T'|v;) = 7(T"|v}) pour tout i = 1,...,n.
Comme s(r) = s'(r'), on en déduit que 7(T') = 7(T"). "

Remarque. Si deux GA-termes sont liés par un homomorphisme clos alors ils sont bi-
similaires, mais deux GA-termes bisimilaires ne sont pas forcément liés par un homo-
morphisme. Par exemple, la Figure 5.6 représente deux GA-termes bisimilaires, mais il
n’existe aucun homomorphisme de ’un vers ’autre.

Le lemme suivant permet de caractériser les isomorphismes :

Lemme 5.2.8 Soient T = (V,s,a) et T' = (V',s',d’) deux GA-termes, et h un homo-
morphisme de T wvers T'. Alors h est un isomorphisme si et seulement si h est clos et
injectif.
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PREUVE. Si h est un isomorphisme, il est évident que c¢’est un homomorphisme clos et
injectif, il s’agit donc de démontrer que la réciproque est également vraie.

Si h est un homomorphisme clos, alors, d’aprés la Propriété 5.2.5 (1), h est surjectif,
et donc, si h est également injectif, c’est une bijection. Nous allons montrer que h~! est
un homomorphisme de 7" vers T. Soit «’ un sommet de 7", et u = h~!(u/). 1l s’agit de
montrer que s(u) = s'(u'), et que a(u) = h=1(a’(u')). Ceci est évident : comme h est un
homomorphisme, on sait que s'(h(u)) = s(u), et donc, on a bien s'(u’) = s(u). De méme,
comme a'(h(u)) = h(a(u)), on a

Définition 5.2.9 (n(T')) Soient T' = (V,s,a) un GA-terme, et 1 : V' — V' une bijection
de V vers V. Alors on définit le graphe étiqueté n(T') = (V’,s’,a’), ou les fonctions s’ et
a’ sont définies de la fagon suivante :

— pour tout v € V, §'(n(v)) = s(v),

~ pour tout v € V, pour tout 7 € {1,...,arité(s(v))}, a’'(n(v)); = nla(v);). <&

Il est alors aisé de vérifier que :

Propriété 5.2.10 Le graphe étiqueté n(T) est un GA-terme, et n est un isomorphisme
de T vers n(T).

Nous démontrons maintenant une propriété de décomposition vérifiée par des GA-
termes bisimilaires.

Lemme 5.2.11 Soient T, T et T” trois GA-termes tels qu’il existe des homomorphismes
h et I/, respectivement de T" vers T et de T" vers T'. Si T et T’ sont bisimilaires, alors
pour tout sommet v de T”, on a T|h(v) = T'|W (v).

PREUVE. Posons T' = (V,s,a), T' = (V',s',d’) et T" = (V",s",ad"), et démontrons le
résultat par induction sur la hauteur de v. Si v est la racine de 7", alors le résultat est
trivial, supposons maintenant que le résultat est vrai pour tout sommet de hauteur stric-
tement inférieure a n, et que p est de hauteur n. Soit uw € V" et i € {1,... arité(s”(u))}
tels que v = a”(u);, alors par hypothése d’induction, on a T'|h(u) = T'|h'(u), et par
définition d'un homomorphisme, h(v) = a(h(u));, et h'(v) = a/(h'(u));. Ceci prouve bien
que T|h(v) = T'|W (v). "

Homomophismes et chemins

Nous allons maintenant étudier de quelle fagon les homomorphismes transforment les
chemins dans un GA-terme.

Lemme 5.2.12 Soient T = (V,s,a) un GA-terme de racine v, T' = (V',s',ad’) un GA-
terme de racine r’, et supposons qu’il existe un homomorphisme clos h de T vers T'.
Alors pour tout chemin p’ de source v’ dans T', il existe un unique chemin p de source r
dans T tel que p' = h(p).
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PREUVE. On démontre le résultat par induction sur la longueur de p’. Supposons que le
résultat soit vrai pour tous les chemins de source r’ dans T”, de longueur inférieure ou
égale a k, et que p’ est de longueur k + 1. On pose

p =q .4,

ou ¢’ est par définition un chemin de r & v’ dans T”. Par hypothése d’induction, il existe
un chemin (unique) ¢ de source r dans 7' tel que ¢ = h(q); ¢ est donc un chemin de r a
u dans T, ou v’ = h(u).

Comme h est un homomorphisme clos, on a s(u) = s'(u'), ce qui prouve que p = q.u.i
est bien un chemin dans 7', et qu’on a p’ = h(p). L’unicité de p est alors évidente. [

On a également une réciproque plus faible du Lemme 5.2.12 : si une fonction A
transforme les chemins d'un GA-terme T en des chemins d'un GA-terme T’ et vérifie
certaines propriétés supplémentaires, alors h est un homomorphisme de T vers T".

Lemme 5.2.13 Soient deuz GA-termes T = (V,s,a) et T = (V',s',ad’) de racines res-
pectives T et r’, et une fonction h: V — V' telle que pour tout sommet v € V :

- si v est un sommet non-variable, alors s(v) = s'(h(v)),

~ sip est un chemin de r & v dans T, alors h(p) est un chemin de r' a h(v) dans T".
Alors h est un homomorphisme de T vers T".

PREUVE. Il s’agit de prouver que pour tout v, on a a’(h(v)) = h(a(v)). Soit v un sommet
de V, et p un chemin de r & v. On pose a(v) = v;y.--- .v,, et soit i compris entre 1 et
n. Alors, p.v.i est un chemin dans T de r & v; par définition, et donc, h(p).h(v).i est par
hypothése un chemin dans 7" de ’ & h(v;). Ce qui prouve que a’(h(v)); = h(a(v));, d’ou
le résultat. [

Les hypothéses du Lemme 5.2.13 peuvent étre simplifiées quand on considére des
A-termes :

Corollaire 5.2.14 Soient A = (V,s,a) et A’ = (V',s',d’) deuz A-termes de racines
respectives 1 et r', tels que pour tout sommet non-variable v de A, si p est le chemin de
r av dans A, alors il existe dans A" un chemin de source v’ et paralléle a p, dont le puits
v' vérifie s(v) = s'(v'). Alors il existe un homomorphisme de A vers A'.

PREUVE. Soit la fonction h : V' — V' définie par : pour tout chemin p de r & v dans A, si
p’ est le chemin dans A’ de source ' et paralléle & p, alors h(v) est le puits de p’. Comme
A et A’ sont des A-termes, cette fonction est bien définie, et une induction triviale sur
la longueur de p prouve que h(p) est un chemin dans A’ de source " et de puits h(v).
D’aprés le Lemme 5.2.13, h est bien un homomorphisme de A vers A'. [

A-termes et homomorphismes

Nous allons maintenant nous servir de la propriété d’unicité des chemins dans les
A-termes pour démontrer un certain nombre de résultats vérifiés par ces derniers.
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Lemme 5.2.15 Soient A = (V,s,a) un A-terme, et Ty = (V1,81,a1) et Ty = (Va, s2,a2)
des GA-termes bisimilaires. S’il existe un homomorphisme h de A vers Ty, alors il existe
également un homomorphisme de A vers Tb.

PREUVE. Notons respectivement r, r1 et ro les racines de A, T} et 15, comme T} et
T5 sont bisimilaires, il est clair que rq et ro sont étiquetées par le méme symbole. Nous
démontrons le résultat par induction sur la hauteur de A. Si A est réduit & sa racine,
alors le résultat est évident. Sinon, r, 1 et ro sont nécessairement étiquetées par le méme
symbole de fonction. On pose

a(r) = wup.--- .y
al(n) = V1. .Up
ag(Tg) = Wi. " Wp.
D’aprés la Propriété 5.2.5 2, pour tout ¢ = 1,...,n, une restriction de h est un homo-

morphisme de A|u; vers Ti|v;, et comme T |v; et To|w; sont bisimilaires, par hypothése
d’induction, il existe un homomorphisme h; de A|u; vers T |w;. Il est alors aisé de vérifier
que la fonction

n
W= {(rr)}ulJh
i=1
est un homomorphisme de A vers T5. ]

Lemme 5.2.16 Soit T' un GA-terme, A un A-terme, et supposons qu’il existe un homo-
morphisme h de T vers A. Alors T est un A-terme, et h est injectif.

PREUVE. Notons r la racine de T, et supposons qu’il existe un homomorphisme h de T
vers A. Si T n’est pas un A-terme, alors il existe un sommet v et deux chemins distincts
p et p’ der a v dans T. D’aprés le Lemme 5.1.5 et la Propriété 5.2.5 3, h(p) et h(p') sont
alors deux chemins distincts de h(r) & h(v) dans A, ce qui contredit le fait que A est un
A-terme.

Supposons maintenant que h n’est pas injectif. Il existe donc deux sommets v et v/
de T tels que h(v) = h(v'). Alors, comme précédemment, si p est un chemin de r a v, et
p un chemin de r & v’ dans T, alors h(p) et h(p’) sont deux chemins distincts de h(r) a
h(v) = h(v') dans A, et on aboutit & la méme contradiction. ]

Nous avons vu que la réciproque du Corollaire 5.2.7 est fausse en général. Nous
montrons maintenant que si un des deux GA-termes considérés est un A-terme, alors
cette réciproque est vraie.

Lemme 5.2.17 Soient A = (V,s,a) un A-terme, et T = (V',s',a’) un GA-terme. Si A
et T' sont bisimilaires, alors il existe un homomorphisme clos de A wvers T.
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PREUVE. Notons r la racine de A, et r’ celle de T'; nous démontrons le résultat par
induction sur la hauteur A de A. Supposons que ce résultat soit vrai pour tout A-terme
et GA-terme de hauteur inférieure ou égale a k, et que A est de hauteur k£ + 1. On pose

a(r) = vi.- .y, et d(r) = v W,

alors, pour tout ¢ = 1,...,n, on a A|v; = T|v}, et donc, par hypothése d’induction, on
en déduit qu'il existe un homomorphisme clos h; de A|v; vers T'|v. De plus, comme A
est un A-terme, on a :

Vi,je{l,...,n}, (i#j) = (ViuunV]y; =10).
Ceci prouve que la fonction
h = {{r,7)}u G—J h;
i=1
est bien définie, et on a :
a(h(r)) =d (") =v]. - W, = h(v1). - .h(vy) = h(vy. -+ v,) = h(a(r)).
Donc, h est bien un homomorphisme clos de A vers T, ce qui prouve le résultat. ]

On en déduit les résultats suivants :

Corollaire 5.2.18 Deuz A-termes bisimilaires sont isomorphes.

PREUVE. Soient A et A’ deux A-termes bisimilaires. Alors d’aprés le Lemme 5.2.17, il
existe un homomorphisme clos de A vers A’, qui est injectif d’aprés le Lemme 5.2.16;
c’est donc un isomorphisme d’aprés le Lemme 5.2.8.

Corollaire 5.2.19 Soient T et T' deuz GA-termes, et A et A’ deux A-termes tels que
TeAetT €A. SiT et T sont bisimilaires, alors A et A’ sont isomorphes.

PREUVE. Ceci est évident : d’aprés le Corollaire 5.2.7, A et T sont bisimilaires, tout
comme A’ et T'. On a donc :

et par transitivité, A = A’. Enfin, en appliquant le Corollaire 5.2.18, on en déduit que
ces A-termes sont isomorphes. [

La propriété d’unicité des chemins fait qu’il est souvent plus simple de travailler avec
des A-termes qu’avec des GA-termes. Plus tard, nous prouverons assez facilement des
résultats sur les A-termes, puis nous les généraliserons aux GA-termes. Ceci sera possible
grace a la propriété suivante de [BVEGT87] :
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hy ho

Fig. 5.7 — Lemme 5.2.21

Théoréme 5.2.20 Pour tout GA-terme T, il existe un A-terme A tel que T € A, et cet
A-terme est unique G isomorphisme preés.

Dans [BVvEG 87|, une construction explicite d'un tel A-terme est donnée, mais nous
n’en aurons pas besoin dans cet exposé : seul le résultat de son existence sera nécessaire.

Le Lemme 5.2.16 prouve qu’un homomorphisme d’un GA-terme vers un A-terme vé-
rifie nécessairement certaines propriétés. En général, il est plus difficile de savoir quelles
propriétés sont vérifiées par un homomorphisme d’un A-terme vers un GA-terme quel-
conque. On a néanmoins le résultat suivant :

Lemme 5.2.21 Soient T un GA-terme, et A1, Ay deux A-termes tels que :
1. il existe un homomorphisme hy de Ay vers T,
2. il existe un homomorphisme clos hy de As vers T

Alors il existe un homomorphisme injectif de Ay vers As (voir la Figure 5.7).

PREUVE. On pose A; = (V1,s1,0a1), As = (Va,s9,a2) et T = (V,s,a), et on note ry, 7o
et r leurs racines respectives.

Soit v un élément de Vi, et notons p; le chemin (unique) de r1 & v dans A;. Alors
il existe un unique chemin py de source ro dans As tel que ha(p2) = hi(p1) d’aprés le
Lemme 5.2.12, et comme h;(p;) est un chemin de r & hi(v) dans 7' d’aprés la Propriété
5.2.5 (3), ha(p2) est également un chemin de r & hi(v) dans T'. Soit v le puits de po, on
pose h/(v) = /. On définit ainsi une fonction A’ : Vi — V5, et il est aisé de vérifier que
pour tout v, si p; est le chemin de 1 & v dans Ay, alors h/(p1) est le chemin de ro & h/(v)
dans A,. Nous allons montrer que A’ est un homomorphisme de A; vers A,.

Soit v un élément de V7 \ SV(A1), et soit p; le chemin de 71 & v dans Aj. Soit po
le chemin de As tel que ha(p2) = hi(p1). Par définition de I/, po est un chemin de 75 a
h'(v) dans Asg, et comme ha(p2) est un chemin de r & hy(v) dans 7', on a

s2(W'(v)) = s(hi(v)) = s1(v).

Le Lemme 5.2.13 montre alors que h’' est bien un homomorphisme de A; vers A, et cet
homomorphisme est injectif d’aprés le Lemme 5.2.16. [
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5.3 Unifiabilité de A-termes

Dans cette partie, nous allons définir les notions de subsomption et d’unifiabilité pour
des A-termes. Certains des résultats de cette partie sont également valables pour les GA-
termes, mais nous cherchons & introduire des notions paralleles & celles de subsomption
et d’unifiabilité pour des termes linéaires; c’est pourquoi nous ne les démontrerons que
pour les A-termes.

Définition 5.3.1 (Subsomption) Soient A un A-terme, et 7' un GA-terme. Si pour un
sommet v de T, il existe un homomorphisme h de A vers T'|v, on dira que A subsume T
en v, ou que T'|v est une instance de A, et on notera h,v: A <JT.

Si v est la racine de 7', alors on notera h : A C T, ou simplement A C T. <&

La Propriété 5.2.4 permet alors de prouver que

Propriété 5.3.2 La relation C est un préordre sur l’ensemble des A-termes.

PREUVE. La reflexivité est triviale, et la Propriété 5.2.4 prouve que la relation est tran-
sitive. ]

On a donc une relation d’ordre sur I’ensemble quotient associé & cette relation, et
nous montrons maintenant que cet ensemble quotient est constitué de ’ensemble des
classes d’isomorphisme de A-termes.

Lemme 5.3.3 La relation T est une relation d’ordre sur l’ensemble des A-termes quo-
tienté par la relation ~.

PREUVE. Il suffit de prouver que pour tous A-termes A, A’, A ~ A’ si et seulement
si AC A et A/ C A. Si n est I'isomorphisme de A vers A’, alors il est clair que 7 :
ALC A et n7t : A C A. Réciproquement, si h : AC A’ et W/ : A’ C A, alors h/ o h
est un homomorphisme de A vers A d’aprés la Propriété 5.2.4, et comme id est un
homomorphisme de A vers A d’aprés la Propriété 5.2.5, on en déduit que k' o h = id par
unicité des homomorphismes (Corollaire 5.2.6). Par symétrie, on a également hoh' = id,
et on en déduit que A’ = h™!; ces deux fonctions sont donc des isomorphismes, d’oil
A~ A [

Nous montrons maintenant que la relation C est compatible avec la relation d’iso-
morphisme sur les A-termes.

Propriété 5.3.4 Soient Ay, Ay, A et A, des A-termes tels que A1 T Ay, Ay ~ Al et
Ay ~ Al Alors A} C Al

PREUVE. Si; est l'isomorphisme de A; vers A} pour i = 1, 2, et si h est ’homomorphisme
de A; vers A, alors il est clair que 73 0 hon ! est un homomorphisme de A vers A), ce
qui prouve le résultat. u
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A: a:f A a: f
°g c:0 b':0o :h
A -
0:0 ¢:a
T: o:f
g " h
v :a ':0

Fi1a. 5.8 — Exemple 5.3.6

Définition 5.3.5 (Unifiabilité) Deux A-termes A et A’ sont dits unifiables si et seule-
ment s’il existe un GA-terme T et des homomorphismes h et b/, respectivement de A vers
T et de A" vers T. &

Exemple 5.3.6 Notons respectivement A et A’ les deux A-termes de la Figure 5.8, et T
le GA-terme de la méme figure. Alors A et A’ sont unifiables, puisque les fonctions h et
I/ définies par :

v a b c 0 e
h(’l}) a/l bl/ c/I OI/ OI/

v U U
h/ (’U) a// b// c// f//

sont respectivement des homomorphismes de A vers T et de A’ vers T.

Nous avons le lemme de décomposition suivant, qui nous permettra par la suite d’ef-
fectuer des démonstrations par induction sur la hauteur des GA-termes considérés :

Lemme 5.3.7 Soient A = (V,s,a) et A’ = (V' ,s',d’) deur A-termes unifiables de ra-
cines respectives r et r', et supposons que a(r) = vi.--- vy, et que a'(r') = v].--- ).
Alors pour tout i =1,...,n, Alv; et A'|v] sont unifiables.

PREUVE. Soit T un GA-terme tel qu’il existe des homomorphismes h et h’ respectivement
de A vers T et de A’ vers T. Alors, d’aprés la Propriété 5.2.5 (2), pour tout i =1,...,n,
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une restriction de h (resp. h') est un homomorphisme de Alv; (resp. A’|v}) vers T'|h(v;)
(resp. T|h/(v})); et comme h(v;) et h'(v}) sont tous deux le i®™¢ argument de la racine
de T, ces éléments sont égaux, ce qui prouve bien que Alv; et A’|v] sont unifiables. [

Nous démontrons maintenant la réciproque du Lemme 5.3.7.

Lemme 5.3.8 Soient A = (V,s,a) et A’ = (V',¢',d’) deur A-termes de racines respec-

tives r et 1’ telles que s(r) = s'(r'). Posons a(r) = vi.--+ vy, o' (r') = v].--- 0], et
supposons que pour tout i = 1,...,n, Alv; et A'|v] sont unifiables. Alors A et A’ sont
unifiables.

PREUVE. Soit ¢ € {1,...,n}, comme par hypothése A|v; et A’|v} sont unifiables, il existe

un GA-terme T; = (V/, s, a;) de racine 7, et des homomorphismes h; et h}, respectivement
de A vers T;, et de A’ vers T;. On considére le Ga-terme T = (V" s",a"), on V" =
{r"}wJ Vi, qui est de racine r” et qui vérifie :
~ ) = a(r),
—ad'(r)y=rl ),

-Vi=1,...,n, T|r, =T;.
T est bien un GA-terme, et il est clair que les fonctions

h={(r "V }U|Jhi et b = {(' ")} Ul B
=1 i=1

sont des homomorphismes, respectivement de A vers T et de A’ vers T', ce qui prouve le
résultat. u

Lemme 5.3.9 Soient A, A1 et Ay trois A-termes tels que Ay et Ao sont unifiables, hy :
A LC Ay, et hg : A T Ay. Alors pour tout sommet v de A, Aq|h1(v) et Aslha(v) sont
unifiables.

PREUVE. Comme A; et A, sont unifiables, il existe un GA-terme T et des homomor-
phismes 1/ et h, respectivement de A; vers T, et de Ay vers T'. Alors d’apreés la Propriété
5.2.4, h = b o hy est un homomorphisme de A vers T, et de méme, h' = hf, o hg est un
homomorphisme de A vers T. D’aprés le Corollaire 5.2.6, on a h = I/, et d’aprés la Pro-
priété 5.2.5 (2), pour tout sommet v de A, (une restriction de) h; est un homomorphisme
de A;lh;(v) vers T|h(v), pour i = 1,2. Donc, A1]hi(v) et Aa|ha(v) sont bien unifiables.m

Nous définissons maintenant la notion de “plus petite instance” (ou instance la plus
générale) de A-termes unifiables, et nous prouvons que cette plus petite instance est
unique & isomorphisme prés.

Définition 5.3.10 Soient A = (V,s,a) et A’ = (V',s',a’) deux A-termes unifiables, de
racines respectives r et r’. Quitte & prendre un A-terme isomorphe 4 A’, on peut supposer
que VNV’ = (. Alors on note AU A" = (V" s",a") le A-terme défini par induction sur
la hauteur de A de la fagon suivante :
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D:0 ¢:a f:o

Fia. 5.9 — Exemple 5.3.11

VrCcvuv,
— si s(r)=o,alors AUA = A/,
— sinon si §'(1') = o, alors AL A" = A

— sinon, on pose a(r) = vy1.--- .y, a' (1) = V). W), et AL A est le A-terme de
racine r tel que s”(r) = s(r), et si a”(r) = wy.- -+ .wy, alors pour tout i = 1,...,n,
w; est la racine de Alv; U A'|v). <&

Exemple 5.3.11 Reprenons les A-termes de I’Exemple 5.3.6, alors le A-terme AU A’ =
(V" s",a") est défini par (voir la Figure 5.9) :

v a b ¢ 0o e f
s'v) f g h oo o
a’(v) b de f e e ¢

Une induction triviale prouve que ALIA’ est un A-terme, nous allons montrer plusieurs
propriétés vérifiées par ce A-terme, et en particulier qu’il est une plus petite instance de
Aetde A

Nous commencons par prouver que A LI A’ est bien un majorant de A et de A’ :

Lemme 5.3.12 Si A et A’ sont unifiables, alors AC ALUA et AT ALUA.

PREUVE. On pose A = (V,s,a), AUA" = (V" s" d") et on démontre le résultat par
induction. On note respectivement r et r” les racines de A et A U A’; si s(r) = o,
alors le résultat est trivial. Sinon, on pose a(r) = vy. - vy, et ’(r") = wy.- -+ wy ; par
hypothése d’induction, pour tout ¢ = 1,...,n, il existe un homomorphisme h; de A|v;
vers AUJA"|w;. Comme A et ALIA’ sont des A-termes, il est aisé de vérifier que la fonction

h = {{r,7"V}U U h;
i=1

est un homomorphisme de A vers ALl A’.
La preuve qu’il existe un homomorphisme de A’ vers A LI A’ est identique. [
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Corollaire 5.3.13 Soient A, Ay et Ay trois A-termes tels que A T A1, et supposons que
Ay et As sont unifiables. Alors AT A; U As.

PREUVE. D’aprés le Lemme 5.3.12, on a A; T A; U As, et d’aprés la Propriété 5.3.2,
AT AU A,. n

Lemme 5.3.14 Soient A, Ay et Ay trois A-termes tels que Ay et As sont unifiables,
hi:ALC Ay, et hg : AC As. Si h est 'homomorphisme de A vers Ay U As, alors pour
tout sommet v de A, on a

A1|h1(’0) L A2|h2(’0) = (A1|_|A2)|h(v)

PREUVE. L’homomorphisme h est bien défini d’aprés le Corollaire 5.3.13, et A1|hq(v) et
As|ha(v) sont unifiables d’aprés le Lemme 5.3.9. On note r la racine de A, r; la racine
de A; pour i = 1,2, et v’ la racine de A; L As. Si v = r, alors le résultat est trivial,
supposons donc que v # r, nous démontrons le résultat par induction sur la longueur
du chemin p de r & v dans A. Si p = r.j, alors v est le 7™¢ argument de r, et d’aprés
la Propriété 5.2.5 (3), h;(v) est le j™€ argument de r; pour i = 1,2, et h(v) est le j°™¢
argument de r’. Par construction, on a bien Aj|hi(v) U Aslha(v) = (A1 U Ag)|h(v).

Supposons maintenant que p = q.u.j, ou ¢ est le chemin non vide de r & u dans A,
alors, par hypothése d’induction, on a

Al’hl(u) LJ Ag‘hg(u) = (All_lAg)‘h(u).

On pose A = A;|h;(u) pour i = 1,2, alors (A; U Ag)|h(u) = A} U A). Comme précédem-
ment, v est le j¢ argument de la racine de Alu, et donc, h;(v) est également le j°™°
argument de la racine de A} pour i = 1,2, et h(v) est le j*™® argument de la racine de
Al U AL s comme Al |h;(v) = Aj|hi(v) pour i = 1,2 et (A} U AL)|h(v) = (A1 U Ag)|h(v),

on a le résultat. ]

Nous pouvons maintenant montrer que si A; et Ay sont des A-termes unifiables, alors
Aj U As est un plus petit majorant de A; et As.

Théoréme 5.3.15 Soient A1, Ay et A’ trois A-termes tels que hy : Ay T A’ et hy : Ay C
A’. Alors il existe un homomorphisme h: A1 LU Ay C A,

PREUVE. Voir Annexe A, page 193 [
Corollaire 5.3.16 Supposons que AT A’, alors ALUA ~ A’.

PREUVE. D’apreés le Lemme 5.3.12, A’ C A1 A’, et comme AC A’ et A’ C A’, d’apres
le Théoréme 5.3.15, AL A’ C A’ n

En particulier, on a 'idempotence de 'opérateur LI modulo isomorphisme.

Exemple 5.3.17 Reprenons les A-termes A et A’, ainsi que le GA-terme T' de ’Exemple
5.3.6 (voir la Figure 5.8). Le A-terme A L A’ est représenté dans la Figure 5.9, et la
fonction h” définie par
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v a b ¢ 0o e ¥
h/l(,v) al/ bl/ c// OI/ D/I f//

est un homomorphisme de A L A’ vers T.

Le corollaire suivant montre qu’on a la commutativité de I'opérateur LI modulo iso-
morphisme.

Corollaire 5.3.18 Si A et A’ sont des A-termes unifiables, alors ALUA ~ AU A.

PREUVE. D’aprés le Lemme 5.3.12, on a A C A U A et A’ C A U A, et d’apres le
Théoréme 5.3.15, on en déduit que A LI A" C A’ U A. Par symétrie, on a également
AUAC AU A ce qui prouve que ces deux A-termes sont bien isomorphes d’aprés le
Lemme 5.3.3. ]

On a également la compatibilité de I'opérateur LI par rapport aux isomorphismes.

Corollaire 5.3.19 Soient Ay, A}, Ay et AL, des A-termes tels que Ay ~ A| et Ay ~ A),
et Ay et Ay sont unifiables. Alors A et Al sont unifiables, et A; L1 As ~ A} U Al.

PREUVE. Puisque A; et Ay sont unifiables, il existe un GA-terme T et des homomor-
phismes hy et ho respectivement de A; vers T et de Ay vers T. Soient 77 et 7o les
isomorphismes de A} vers A; et de A} vers As, respectivement. Alors d’aprés la Pro-
priété 5.2.4, pour i = 1,2, h; on; est un homomorphisme de A} vers T', ce qui prouve que
Al et Al sont unifiables.

Comme pour ¢ = 1,2, on a A; C A}, on en déduit que A; C A} U AL, d’apres le
Corollaire 5.3.13. D’apreés le Théoréme 5.3.15, on a donc Ay LAy C A} U A). Par symétrie,
on a également A} LI A, C Ay U Ay, d’on le résultat. "

Démontrons maintenant la monotonie de ’opérateur LI par rapport au préordre C.

Corollaire 5.3.20 Soient A1, A}, Ao et A des A-termes tels que hy : Ay T A}, et ho :
Ay C A, Si A et A, sont unifiables, alors Ay et As sont unifiables, et A1l1As T AJUAS.

PREUVE. Soit T le GA-terme tel qu’il existe des homomorphismes R et h), respective-
ment de A vers T, et de A} vers T. Alors d’aprés la Propriété 5.2.4, b/ o hy et hl o ho
sont des homomorphismes, respectivement de Ay vers T et de Ay vers T, ce qui prouve
que A; et Ay sont unifiables.

Comme A; C A, alors Ay T A} U A} d’aprés le Corollaire 5.3.13, et de méme,
Ay T A} U AL d’aprés le Théoréme 5.3.15, on a donc Ay U Ay T A} U A, n

Nous prouvons que 'opérateur L est compatible avec la relation d’unifiabilité :

Lemme 5.3.21 Si A, A’ et A” sont trois A-termes unifiables deuz a deuz, alors ALl A’
et A” sont également unifiables.
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PREUVE. On pose A = (V,s,a), A’ = (V',s',d'), et A" = (V" s" a"), on note r, 7’ et r"

leurs racines respectives, et on démontre le résultat par induction sur la hauteur de A.

Si 'une des trois racines est étiquetée par le symbole o, alors le résultat est trivial ; par

exemple, si s(r) = o, alors ALJA" = A’ est bien unifiable avec A”. On suppose maintenant

qu’aucune de ces trois racines n’est étiquetée par le symbole o, elles sont donc étiquetées

par le méme symbole de . On pose AL A" = (V, s1,a1), on note r sa racine, et on pose
a(r) =wvy. -+ .Up, a(r')y =i,

d"(r'"y =wy. o awyn,  ar(ry) =up.c o .

Pour i € {1,...,n}, on pose A; = Alv;, et on définit de facon similaire A et A7. Alors,
d’aprés le Lemme 5.3.7, pour tout i = 1,...,n, 4;, A, et A’ sont mutuellement unifiables.
Par hypothése d’induction, on en déduit que A; U A, et A7 sont unifiables, et comme
AU A = (AU A')|u; par définition, pour tout ¢ = 1,...,n, (AU A")|u; et A”|w; sont
unifiables. D’aprés le Lemme 5.3.8, A1 A’ et A” sont donc bien unifiables. ]

Nous pouvons maintenant prouver l’associativité de l’opérateur LI modulo isomor-
phisme.

Théoréme 5.3.22 Soient Ay, Ay et Ag trois A-termes unifiables deuz o deuz, alors

(Al ] AQ) UAs ~ AU (AQ ] Ag)

PREUVE. Comme Ay C Ay A3 d’aprés le Lemme 5.3.12, on a A; LA C A; L (Ag LU Asg)
d’aprés le Corollaire 5.3.20. De méme, comme A3 T Ay LI A3, on a également As C
A1 U (Ag U As), et d’aprés le Théoréme 5.3.15, (A; U Ag) U Az T Ay U (A LI A3).

De la méme fagon, on peut prouver que (As Ll As) U Ay C A3z (AU Ay). D’apres le
Corollaire 5.3.18, on a

(A3|_|A2)|_|A1 ~ (A2|_|A3)|_|A1
A11_|(A2L|A3).

Le méme raisonnement prouve que As Ll (As U A7) ~ (A U Ag) U As, et donc, d’apres
la Propriété 5.3.4, on en déduit que A; U (Ay U A3) T (A1 U Ag) U A3, ce qui prouve le
résultat. [

Enfin, les deux prochains résultats généralisent le Lemme 5.3.21 et le Théoréme 5.3.15
au cas ol on a un ensemble quelconque de A-termes unifiables deux a deux.

Théoréme 5.3.23 Pour tout ensemble C = {Ay,..., A,},n > 2 de A-termes deuz a
deuz unifiables, le A-terme A; est unifiable avec l’élément

AU (AsU. ..U (Ap—1 U AR) ...
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PREUVE. On démontre le résultat par induction sur la cardinalité n de C. Si n = 2,
le résultat est trivial, et si n = 3, on a le résultat d’aprés le Lemme 5.3.21, supposons
maintenant que n > 4, et que le résultat est vrai pour tout ensemble de cardinalité n — 1.
Alors par hypothése d’induction, A; et As sont tous deux unifiables avec As U ... U
(A,—1 U A,), et comme A; et Ay sont également unifiables, d’aprés le Lemme 5.3.21, on
a le résultat. [

Corollaire 5.3.24 Soient A, Aq1,..., A, des A-termes, et supposons que pour tout i =
1,...,n, A; £ A. Alors on a

AjU (AU U (A1 UA,)..) E A

PREUVE. On démontre le résultat par induction sur n. Pour n = 1, le résultat est trivial,
supposons maintenant que le résultat soit vrai pour n — 1, alors par hypothése, il existe
un homomorphisme h de ALl (AzU...U(A,—1UA,)...) vers A, et un homomorphisme
hy de Ay vers A. D’aprés le Théoréme 5.3.15, on a le résultat. [

5.4 Action de groupe sur des GA-termes

Dans ce qui suit, nous allons définir une action de groupe sur des ensembles de GA-
termes. Nous commencerons par définir une action de groupe simple sur les graphes
étiquetés, et nous étudierons sous quelles conditions cette opération demeure une action
sur un ensemble de GA-termes. L’action de groupe définie sur les graphes étiquetés semble
simple, mais les manipulations qu’elle permet d’effectuer ne sont pas triviales.

5.4.1 Définition de ’action de groupe

L’action de groupe que nous allons définir nous permettra de représenter les per-
mutations des sommets arguments d’un GA-terme. Nous ne cherchons pas & permuter
localement les arguments d’un ou plusieurs sommets d’'un GA-terme, mais plutot & ap-
pliquer une permutation globale de ses sommets, ce qui permettra aux arguments d’un
sommet d’étre remplacés par des arguments d’autres sommets.

Etant donnés un ensemble de sommets V' et une fonction d’étiquetage s, nous allons
commencer par définir une action de Sym(V') sur les graphes étiquetés construits sur V et
s. Puis nous étudierons certaines restrictions qui, quand elles sont imposées, garantissent
que cette action est également une action sur un ensemble de GA-termes.

Définition 5.4.1 Soient V un ensemble non vide, et s une fonction de V dans ¥. On
note GE(V, s) l'ensemble des graphes étiquetés sur ¥ de la forme (V,s,a). De fagon
similaire, on note GA-7 (V, s) ’ensemble des GA-termes sur 3 de la forme (V,s,a); on a
donc GA-T (V,s) = GA-T(X) N GE(V, s).

Pour toute permutation o d’éléments de V', et pour tout graphe étiqueté G = (V, s, a)
élément de GE(V, s), on pose G7 = (V, s,a”), ou la fonction a? : V' — V* est définie par :
a’(v) = [a(v)]?. Comme les longueurs des listes a(v) et a”(v) sont identiques, G? est un
graphe étiqueté sur X, et on a bien G7 € GE(V, s). &
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Exemple 5.4.2 Soit T le A-terme de 'Exemple 5.1.16, reproduit en haut & gauche de
la Figure 5.10. On a donc 7(T") = f(g(a), g(b))-
Si on pose 0 = (b e) et u = (c0), alors T7, TH et T7* sont définis par :

v a b ¢ 0 e
sv) f g g b b
a(v) b D e € ¢
a’(v) ec 0 b e ¢
at(v) bd ¢ e e ¢

a’(v) ed ¢ b e ¢

La Figure 5.10 représente ces différents graphes étiquetés ; chaque graphe étiqueté est
obtenu en permutant les pointes des fleches de T'. Par exemple, la fléche partant de ¢ et
qui pointe vers ¢ dans 7' pointe vers b dans 7.

Lemme 5.4.3 On a défini une action de Sym(V') sur GE(V, s).

PREUVE. Soit G = (V,s,a) un élément de GE(V, s), et 0,0’ deux éléments de Sym(V).
Alors, pour tout v € V, on a :

/

a7 (v) = [a(v)]™ = [a(v)]” = [a" ()] = (a°)7 (v),
d’ott a? = (a%)?’, et donc, G77 = (G?)7". ]

Par contre, 'Exemple 5.4.2 montre qu’un GA-terme n’est pas nécessairement trans-
formé en GA-terme. Les graphes étiquetés T, T et T* sont tous trois des A-termes, qui
représentent respectivement les termes f(g(a), g(b)), f(b, g(g(a))) et f(g(g(b)), a). En
revanche, 77" n’est pas un A-terme, ni méme un GA-terme.

L’Exemple 5.4.2 prouve donc que l'ensemble GA-7 (V, s) n’est pas stable sous l’action
de Sym(V'). Cependant, chercher a déterminer un sous-groupe de Sym(V') qui stabilise
GA-T (V,s) n’a pas forcément de sens, puisque ce qui nous intéresse est de permuter des
arguments dans un GA-terme particulier. Il est donc naturel de chercher & ne considérer
que les permutations de Sym(V) qui transforment un GA-terme donné en GA-terme.
Malheureusement, I’Exemple 5.4.2 montre que cet ensemble n’est pas un groupe (car o
et u en font partie, mais pas leur produit opu).

Dans ce qui suit, nous allons donc déterminer une information dont nous pourrons
nous servir pour définir un sous-groupe de Sym(V') et un ensemble de GA-termes stable
par ce sous-groupe.

5.4.2 Partitions stratifiées

Une premiére idée simple est de ne considérer que les éléments de Sym(V') qui per-
mutent un ensemble de sommets indépendants dans un GA-terme donné 7'. Ceci revient
donc & choisir un ensemble U de sommets indépendants dans 7', et de considérer ’action
de Sym(U) sur ’ensemble des GA-termes dans lesquels U est indépendant. Malheureuse-
ment, cette solution est trop restrictive, comme le montre I’exemple suivant.
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b:g c\:g b:g c:g
0:a e:b V:a e:b
(c0) l (c0)
a:f a: f
(be)
B ——
1 g c\:g b:g c:g
0:a e:b V:a e:b

Fi1G. 5.10 — Graphes étiquetés de I’Exemple 5.4.2

Exemple 5.4.4 Soit F la théorie permutative définie par les axiomes suivants :

flxy) = fly,=),
g(@,y) = gy, ),
et soit t = f(a, g(b,d)). Alors, pour tout GA-terme 7', il n’est pas possible de représenter

la classe d’équivalence de ¢ modulo F comme une orbite sous 'action d’un Sym(U) ou
U serait un ensemble indépendant de sommets dans 7. En effet, on a

f(a,g(b,d)) =FE f(g(b,d),a) =F f(g(d,b),a),

et donc, si un tel T existait, I’ensemble U devrait contenir les sommets uq et uo res-
pectivement étiquetés par a et g d’une part (premiére équation), et les sommets ug et
uy4 respectivement étiquetés par b et d d’autre part (deuxiéme équation). Or, I'ensemble
{ug,us,us} n’est pas indépendant dans 7.

Une autre idée est de considérer une partition P de V, et d’étudier 1’action de
Symy,(P) sur 'ensemble des GA-termes dans lesquels toutes les classes de P sont in-
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dépendantes. L’Exemple 5.4.2 montre que cette restriction n’est pas suffisamment forte
pour garantir que tout GA-terme soit transformé en GA-terme. En effet, dans cet exemple,
toutes les classes de la partition P = {{b, ¢}, {c¢,0}} sont indépendantes dans le GA-terme
T, et la permutation oy est bien élément de Sym, (P). Pourtant, 7°# n’est pas un GA-
terme.

Ainsi, la classe des groupes de la forme Sym(U) pour un ensemble U donné est trop
restrictive pour permettre de définir I’action de groupe souhaitée, et la classe des groupes
de la forme Symy, (P) pour une partition P donnée ne l’est pas assez. Dans ce qui suit,
nous allons restreindre cette seconde classe, et définir la notion de partition stratifiée
dans un graphe étiqueté. Nous montrerons que ’ensemble des GA-termes dans lesquels
une partition P est stratifiée est stable sous l'action de Symy, (P).

Définition 5.4.5 (Partition stratifiée) Etant donné un graphe étiqueté G possédant
une racine unique 7, une partition P de V est dite stratifiée dans G si et seulement si
pour tout sommet v de G dans une classe non triviale de P :
— 1l existe un unique chemin de r & u,
— 8’1l existe un chemin non trivial de u & un sommet v, alors il existe un chemin non
trivial de u & n'importe quel sommet dans la P-classe de v. <O

Exemple 5.4.6 Soit T le GA-terme de la Figure 5.11, et
P = {{a}’ {b’ c}? {D7 e}’ {f’ g}}'

Sur la Figure 5.11, seules les classes non triviales de P sont entourées. Alors, P est une
partition stratifiée dans 7.

Exemple 5.4.7 Soient T et T” les GA-termes de la Figure 5.12, et P et P’ les partitions
définies par (voir la Figure 5.12) :

P = {{a}, {b,c}, {0,¢}, {f}},
P = {{a,b}, {c}, {0,¢}, {f}}.

La partition P n’est pas stratifiée dans T" pour deux raisons : il existe un chemin de
¢ & ¢ dans 7', mais aucun de ¢ & 0, et il y a deux chemins distincts de a a ?.

La partition P’ n’est pas stratifiéce dans 7’ car il existe un chemin non trivial de a a
b dans 7’, mais aucun chemin non trivial de a & a. En revanche, P est stratifiée dans T".

Propriété 5.4.8 Soit G un graphe étiqueté possédant une racine r, et soit P une par-
tition stratifiée dans G. Alors il ne peut exister de chemin entre deux éléments distincts
d’une méme P-classe.

PREUVE. Ce résultat est évident : s’il existait un chemin entre deux éléments distincts
u et v d’'une méme P-classe dans GG, ce chemin serait non trivial, et donc, par hypothése
de stratification, il existerait un chemin non trivial de u & u dans G. Ceci contredirait
l'unicité du chemin de r & u dans G. [
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Fi1G. 5.12 — GA-termes de I’Exemple 5.4.7

Une conséquence immédiate de cette propriété est que :

Corollaire 5.4.9 Si G est un graphe étiqueté de racine r et que P est une partition
stratifiée dans G, alors la P-classe de r est triviale.

Remarque. Soit P une partition avec au moins une classe non triviale. P ne peut étre
stratifiée dans un graphe que si ce dernier ne contient qu’une racine, et il ne peut y avoir
aucun cycle sur les chemins entre la racine du graphe et les sommets dans des classes
non triviales. En effet, si ces conditions n’étaient pas respectées, la condition d’unicité
des chemins entre la racine et les sommets des classes non triviales ne serait pas vérifiée.
Ces deux propriétés sont évidemment vérifiées par tout GA-terme.

Le prochain théoréme montre que si P est une partition stratifiée dans un GA-terme
T, alors I'application des éléments de Symy,(P) a T produit des GA-termes dans lesquels
P est encore stratifiée. Ce résultat prouvera donc qu’on a une action de Symy,(P) sur
I’ensemble des GA-termes dans lesquels P est stratifiée.
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Théoréme 5.4.10 Soient T un GA-terme (resp. un A-terme), et P une partition strati-
fiée dans T. Alors, pour toute permutation o dans Symy, (P), T? est un GA-terme (resp.
un A-terme), et P est stratifiée dans T

PREUVE. Voir Annexe A, page 193. ]

Par la suite, nous nous intéresserons particuliérement aux actions de groupes sur des
GA-termes clos, ce qui donne lieu & la définition suivante.

Définition 5.4.11 Soit P une partition de V, alors on note GA-7.(V,s,P) l’ensemble
des GA-termes T' € GA-T (V, s) tels que P est stratifiee dans 7T'.

Comme P’action de groupe définie préserve 1’étiquetage des sommets d’un GA-terme,
on a le résultat suivant :

Théoréme 5.4.12 Pour toute partition stratifiée P de V, le groupe Symy (P) agit de
fagon semi-réguliére sur GA-T.(V,s, P).

PREUVE. Le Théoréme 5.4.10 prouve qu’on a une action de Symy,(P) sur cet ensemble;
il reste & démontrer que cette action est semi-réguliére.

Soient T € GA-7.(V,s,P), v € V, et supposons que 77 = T'. Alors soit v est la racine
de T (et est dans ce cas également la racine de 77), et alors v? = v, soit il existe un
sommet u tel que v est dans la liste a(u), & une position . Dans ce cas, on a

Donc, 0 = id, et 'action est bien semi-réguliére. ]

Ainsi, la propriété de stratification d’une partition dans un GA-terme est une condition
suffisante de préservation de la structure de ce GA-terme. C’est néanmoins loin d’étre une
condition nécessaire. Par exemple, supposons que P est une partition avec une unique
classe U non triviale. Si on considére I’ensemble des GA-termes dans lesquels ’ensemble
U est indépendant, il est clair que cet ensemble est stable sous l'action de Symy (P).
Pourtant, la condition d’unicité des chemins entre la racine et les éléments de U n’est
pas vérifiée par tous les GA-termes de cet ensemble, et donc, GA-7.(V, s, P) est strictement
inclus dans cet ensemble.

11 est en fait possible de généraliser la définition d’une partition stratifiée en acceptant
méme les partitions P qui ne vérifient pas la condition d’unicité des chemins; toutes
les permutations de Symy (P) transformeraient encore un GA-terme en GA-terme. Nous
avons préféré garder cette condition dans la définition parce que les partitions que nous
étudierons par la suite la vérifieront toutes, et que son absence rend certaines preuves
plus ardues.

Mais méme sans cette condition d’unicité des chemins, la stratification n’est pas une
condition nécessaire de préservation de la structure de GA-terme : si dans I’Exemple 5.4.2
on prend la partition P = {{a},{b,c},{9,¢}}, cette derniére n’est pas stratifiée dans T,
et pourtant tous les éléments de Symy, (P) transforment 7" en un GA-terme.



68 CHAPITRE 5. GA-TERMES

5.5 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons défini les GA-termes & partir des graphes étiquetés tels
qu’ils sont définis dans la réécriture de graphes de termes. L’essentiel de ce chapitre
a consisté & définir plusieurs notions sur ces GA-termes, dont la plus importante, celle
d’homomorphisme d’un GA-terme vers un autre. Nous avons également prouvé plusieurs
propriétés vérifiées par ces GA-termes, et par la sous-classe des A-termes. Toutes ces
propriétés nous serviront ultérieurement & démontrer plusieurs théorémes sur les GA-
termes stratifiés.

Puis, nous avons défini une action de groupe simple, basée sur le groupe des permu-
tations des sommets d'un graphe étiqueté, mais cette action ne transformait pas tous les
GA-termes en GA-termes. Nous avons donc cherché & imposer des restrictions aux per-
mutations considérées afin de garantir que les structures de GA-termes était préservée,
tout en restant le plus général possible. Ceci nous a mené & la définition des partitions
stratifiées dans un GA-terme, et nous avons démontré que pour toute partition P, on a
une action de Symy, (P) sur ’ensemble des GA-termes dans lesquels P est stratifiée.



Chapitre 6

GA-termes stratifiés

Dans le chapitre précédent, nous avons défini une action sur des GA-termes basée sur
les permutations de leurs sommets. Nous avons défini cette action de facon trés abstraite,
ne nous focalisant que sur la préservation des structures de ces GA-termes.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au lien entre cette action de groupe et
la réécriture stratifiée de [AP01]. Pour cela, nous commencerons par montrer comment
représenter une équation permutative t = t' par un A-terme et une permutation de ses
sommets. Ensuite, nous définirons les signatures stratifiées X g, ainsi que les GA-termes
stratifiés, qui sont des GA-termes particuliers sur ¥ U Xg. Etant donné un GA-terme
stratifié 7', nous montrerons comment construire une partition stratifiée sur 7" & partir
des sommets étiquetés par des éléments de X ; cette partition nous servira & définir une
action de groupe sur les GA-termes stratifiés. Enfin, nous construirons un groupe dont
chaque élément correspond & I’application (simultanée) de régles de la réécriture stratifiée
définie dans [APO01]. Ce résultat nous permettra de démontrer que les ensembles stratifiés
de [AP01] peuvent étre obtenus & partir des orbites de ce groupe.

Enfin, nous terminerons ce chapitre en étudiant les propriétés vérifiées par des GA-
termes stratifiés liés par un homomorphisme. Ces propriétés nous permettront par la
suite de prouver des résultats sur les GA-termes stratifiés en les démontrant uniquement
pour les A-termes stratifiés. Nous donnerons un premier exemple d’application de ces
propriétés en démontrant que la relation de bisimilarité équipartitionne les ensembles
stratifiés.

6.1 Motivations

Nous commengons par illustrer pour quelle raison les termes stratifiés ont été intro-
duits dans [APO1].

Prenons une théorie équationnelle E définie par I’axiome de commutativité f(x,y) =
f(y,x). Soit T = (V,s,a) le A-terme de la Figure 6.1, qui représente le terme t =
f(f(a,b), f(c,d)). Il est aisé de vérifier que la classe de congruence de t modulo E com-
porte 8 éléments (¢ compris).

Prenons maintenant la partition P = {{a},{b,c},{0,¢},{f,g9}} des sommets de T

69
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F1G. 6.1 — A-terme représentant f(f(a,b), f(c,d))

Fi1G. 6.2 — A-terme représentant f(g(d,b),c)

Cette partition a été obtenue en regroupant dans une méme partie les deux sommets
arguments de chaque symbole étiqueté par f. La partition P est stratifiée dans T, et
donc, ’action du groupe G = Symy,(P) sur T est bien définie. Ce groupe comporte 8
éléments, et 'image de T par chacune des permutations représente un terme distinct
égal & t modulo E. Par exemple, si o = (b ¢)(f g), alors 7(A7) = f(f(d,¢), f(a,b)) =g t.
Donc, dans ce cas particulier, "image par la fonction 7 de l'orbite T est égale a la classe
de congruence de t modulo E. Donc, la donnée de T" et de G détermine entiérement cette
classe d’équivalence.

Malheureusement, dans le cas général, les choses ne sont pas aussi simples. Considé-
rons maintenant la théorie permutative F définie par les axiomes suivants :

g(x,y) = g(y,z),
flgld,z),y) = flg9(d,y),z).

Soit T' = (V, s, a) le A-terme de la Figure 6.2, qui représente donc le terme t = f(g(d, b), c).
La classe de congruence de ¢t modulo E comporte 4 éléments : ¢ lui-méme, et :

t) = f(g(b7 d)vc)v lo = f(g(d7 C>7b)7 et i3 = f(g(cv d>7b)

Soit P la partition de V' dont la seule classe non triviale est {c,0,¢}. Cette partition
est stratifiée dans T, et donc, une fois de plus, I’action du groupe G = Symy,(P) sur T'
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est bien définie. On pose :
T, =T®9, T, =TF9 et Ty =T,

On a donc, pour tout ¢ = 1,...,3, 7(T;) = t;. La classe de congruence de T" modulo
E peut donc étre représentée par ’ensemble de permutations {id, (0 ¢), (¢ ¢), (c ¢ )}, qui
n’est pas un groupe (par exemple (¢ ¢ )~ = (¢ ? ¢) ne fait pas partie de cet ensemble).

La raison pour laquelle on n’a plus de structure de groupe est que les contertes
dans lesquels les deux axiomes de E peuvent étre appliqués se superposent mais sont
distincts. Par exemple, nous pouvons appliquer le premier et le deuxiéme axiome a t, ce
qui permet d’obtenir les termes t; et 5. Cependant, il n’est possible d’appliquer que le
premier axiome & t;. Il n’est donc pas toujours possible d’appliquer les mémes axiomes &
deux termes égaux modulo £ ; la classe de congruence d’un terme ne peut pas en général
étre représentée par un GA-terme et un groupe.

Ceci explique la restriction du raisonnement équationnel dans [AP01]. Intuitivement,
cette restriction consiste a interdire que deux équations permutatives dont les contextes
sont distincts mais se superposent puissent toutes deux étre appliquées & la méme po-
sition dans ¢. Ainsi, dans ’exemple précédent, on peut décider de ne jamais appliquer
le deuxiéme axiome & la racine de t; ’ensemble des termes qui sont égaux & ¢t modulo
E sans appliquer ce deuxiéme axiome est alors {¢,t1}, qui est un sous-ensemble de la
classe de congruence de ¢t modulo F, et qui peut également étre représenté par ’orbite
du GA-terme T par le groupe Sym({0,¢e}).

Ce procédé de restriction du raisonnement équationnel s’appelle la stratification des
termes. Un terme ¢ est stratifié en sélectionnant certaines de ses positions et un nombre
restreint d’équations permutatives qui peuvent y étre appliquées. Sous certaines condi-
tions, ’ensemble des termes obtenus & partir de ¢ et de ces équations pourra étre repré-
senté comme une orbite sous l'action d’un groupe.

Dans ce qui suit, nous allons définir la stratification de GA-termes. Comme dans
[AP01], nous commencerons par définir les signatures stratifiées, qui seront ensuite em-
ployées pour étiqueter certains sommets des GA-termes stratifiés. Puis, nous démontre-
rons que les ensembles stratifiés de [AP01] peuvent étre obtenus comme des orbites sous
I’action d’un groupe.

6.2 Signatures stratifiées

Dans cette partie, nous allons définir les signatures stratifiées. Intuitivement, étant
donnée une théorie permutative F, chaque élément d’une signature stratifiée > g repré-
sente un ensemble d’équations permutatives basées sur un méme contexte. Ces éléments
seront donc employés dans un GA-terme stratifié pour décrire quelles équations peuvent
étre appliquées, et oul elles peuvent étre appliquées. Nous commencerons par montrer
comment une équation permutative peut étre représentée par un A-terme et une per-
mutation de ses sommets; nous utiliserons ensuite cette représentation pour définir les
signatures stratifiées.
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Une équation entre deux termes linéaires t et t' de 7 (X,V) est permutative si et
seulement si t et ¢’ sont variants I’'un de I’autre, ce qui signifie que chaque terme est une
instance de 'autre. Cette propriété est simple a exprimer sur des A-termes associés & ¢
et t’. Nous commencons donc par définir de quelle facon associer un A-terme 3 un terme
teT(Z,V).

Naturellement, nous pourrions utiliser n’importe quel ensemble de sommets pour
construire un A-terme associé & t, il suffit que la cardinalité de cet ensemble soit égal
a la longueur de ¢t. Un candidat naturel est ’ensemble des positions de ¢; de plus, cet
ensemble permet de définir simplement le A-terme qui représentera t.

Définition 6.2.1 (arbre(t)) Etant donné un élément ¢ € 7(X,V), on note arbre(t) =
(Pos(t), s,a), ou les fonctions s : Pos(t) — X° et a : Pos(t) — Pos(t)* sont définies pour
p € Pos(t) par :

— Si t|p est une constante, alors s(p) = t|p, et a(p) = e.

— Si t|p est une variable, alors s(p) = o et a(p) = ¢.

- Sitlp= f(t1,...,tn), alors s(p) = f, et a(p) = [p-1].--- .[p-n].
Il est clair que arbre(t) est un A-terme sur X, qui est clos si et seulement si ¢ est clos. Ce
A-terme est appelé le contexte associé a t. <&

Remarque. Dans la définition de arbre(t), pour toute position p, a(p) n’est pas une
liste d’entiers mais une liste de listes d’entiers.

Exemple 6.2.2 Soit ¢t = f(g(b,y), z), ou b est une constante, et y et z sont des variables.
Alors I’ensemble des positions de ¢ est Pos(t) = {¢,1,2,1.1,1.2}. arbre(t) est donc défini
par (voir la Figure 6.3) :

v 5 1 1.1 1.2

() f 9 b o
a(v) [11.[2] [1.1].[1.2] e e ¢

Notons que si a(v) = &, pour un sommet v de Pos(t) (comme le sommet 2, par exemple),
cela signifie que v n’a pas d’arguments (¢ est la liste vide), et non pas qu’il y a une fleche
de v a la racine du A-terme.

Grace & cette définition, nous pouvons reformuler la définition d’une équation per-
mutative, en nous basant sur ces A-termes :

Définition 6.2.3 (Equation permutative) Pour toute paire ¢,¢' € 7(X,)) de termes
linéaires (non-réduits a des variables), 'équation ¢t = t' est permutative si et seulement
Si:

1. arbre(t) = arbre(t’),
2. Var(t) = Var(t').

On dira alors que arbre(t) est le contexrte associé a cette équation permutative, ou que
I’équation permutative est basée sur ce contexte.
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F1G. 6.3 — A-terme de 'Exemple 6.2.2

Notons que ’ensemble des sommets variables de arbre(t) est exactement ’ensemble
des positions des variables dans t.

La permutation associée a ’équation permutative ¢ = t' est la permutation o €
SV(arbre(t)) définie de la fagon suivante : pour toute variable x € Var(t), si p est la
position de x dans ¢, et p’ est la position de x dans ¢/, alors p° = p’.

Une théorie E dont tous les axiomes sont des équations permutatives est une théorie
permutative. Les contextes associés aux axiomes définissant E sont alors appelés des
contextes axiomatiques de E. On dit que ’ensemble de ces axiomes est uniforme si et
seulement si tous ces axiomes sont basés sur le méme contexte axiomatique. <&

Exemple 6.2.4 Soit t = f(g(x,v), 2), et t’ = f(g(x,2),y). Comme arbre(t) = arbre(t'),
on en déduit que I'équation ¢ = t' est une équation permutative. Le contexte c associé &

cette équation vérifie 7(c) = f(g(o,0),0), et la permutation associée & cette équation est
o= (122).

Lemme 6.2.5 Soit E une théorie permutative contenant deur équations permutatives eq
et e basées sur le méme contexte c, et soient o et o’ les permutations associées respecti-
vement a ey et ea. Soit t un terme tel que ¢ = arbre(t), et soit t' le terme obtenu a partir
de t, aprés avoir successivement appliqué les équations ey et es a la racine de t. Alors
Uéquation t = t' est une équation permutative de contexte associé c et de permutation
associée oo’, qui est donc élément de E.

PREUVE. On pose t = t[z1,...,x,], alors il existe des permutations 7, € Sym(n) telles
que e1 et es sont respectivement de la forme

cler, ... xp] = clrim, o xpr], et Yy, Yn] = Clyin, o Ynal.

Aprés application de l’équation e au terme c[xis,...,Z,x|, on obtient le terme
clxium, ..., xpur] =t/ et Véquation c[zq,...,2,] = ¢[ziur, ..., pux] est bien une équa-
tion permutative de contexte associé c. De plus, par définition, si z € {x1,...,z,}, et p
est la position de x dans c[z1,...,x,], alors p? est la position de = dans c[zix, ..., Tyx],
et p? est la position de x dans c[z1ur, ..., Zuur]. Donc, oo’ est la permutation associée
A cette équation permutative, et on a le résultat. [
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Théoréme 6.2.6 (Théoréme 1.4 de [APO01]) Soit E une théorie permutative définie
par un ensemble d’ariomes uniforme, et soient o1, ...,0, les permutations associées aux
axiomes définissant E. Si ¢ est le contexte associé & ces aziomes, alors pour toute per-
mutation o € Sym(SV(c)), l’équation permutative basée sur c et de permutation associée
o est élément de E si et seulement si o est élément du groupe engendré par l’ensemble

{0'1, ce ,O'n}.

PREUVE. Pour ¢ € {1,...,n}, on note e; 'axiome de E de permutation associée o;,
et on note G le groupe engendré par l’ensemble {oy,...,0,}. Soit ¢t un terme tel que
¢ = arbre(t), et supposons que o € G. Alors on a

m
U:HUiJ’ ouVj=1,...,m, i € {1,...,n}.
j=1

Montrons par induction sur m que si ¢ est obtenu a partir de ¢ aprés application de la
séquence d’axiomes €;,,...,e; , alors 'équation ¢ = ¢’ est une équation permutative de
contexte associé c et de permutation associée o. Si m = 1, alors 0 = 0;,, et le résultat est
trivial. Supposons maintenant que m > 1, et que le résultat est vrai pour tout m’ < m.
Soit " le terme obtenu aprés application de la séquence d’axiomes e;,,...,¢e;  _,,alors par
hypothése d’induction, I’équation ¢ = ¢” est une équation permutative de contexte associé
¢, et de permutation associée o/ = H;n;ll o;;. Notons €’ cette équation permutative, alors,
d’apres le Lemme 6.2.5, si t’ est le terme obtenu a partir de ¢ aprés avoir successivement
appliqué les équations permutatives €’ et e; , alors ’équation ¢ = ¢’ est une équation
permutative de contexte ¢ et de permutation associée o'c;, = o, qui est élément de F.
Réciproquement, soient t et ¢’ deux termes tels que ’équation ¢ = ¢’ est une équation
permutative de contexte associé c, et de permutation associée o, qui est élément de E.
Alors, nécessairement, il existe une séquence d’axiomes e;,,...,e;,, qui, appliquée a t,
produit le terme t'. D’aprés le Lemme 6.2.5, il est clair que la permutation associée a
Iéquation t = t' est o = H;nzl 0i;, et cette permutation est bien élément de G. [

Exemple 6.2.7 Soit F la théorie définie par les deux axiomes suivants :

flg(z,y),2) = flg9(z,2),y)
flg(z,y),2) = fla(y,2), ).

Ces deux axiomes sont des équations permutatives basées sur le méme contexte c tel
que 7(c) = f(g(o,0),0), et les permutations qui leur sont associés sont respectivement
o= (122)et p=(1.121.2). On en déduit que cet ensemble d’axiomes est uniforme,
et que pour toute permutation o’ élément du groupe engendré par {o, u} (ici, le groupe
Sym({1.1,1.2,2})), I’équation permutative basée sur le contexte c¢ et de permutation
associée o’ est élément de E.

Nous pouvons maintenant définir formellement les signatures stratifiées :
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Définition 6.2.8 (Signature stratifiée) Etant donnée une théorie permutative E dé-
finie par un ensemble d’axiomes sur X, une signature stratifiée X g sur I est un ensemble
de symboles de la forme (f, ¢, G), ou f est un symbole de fonction de ¥, ¢ est un A-terme
sur X, et G est un groupe de permutations sur les sommets variables de ¢, tel que :

— f est le symbole de téte! de ¢, c’est-a-dire que s.(racine(c)) = f,

— larité de (f,c, G) est égale a Darité de f,

— pour tout o de G, ’équation permutative de contexte associé c et de permutation

associée ¢ appartient & F.

Tout comme dans [APO01]|, nous pourrons démarquer un symbole stratifié, ce qui
revient intuitivement & retirer I'information présente dans c et G. La fonction de démar-
quage dm : Xy — ¥ est définie par : dm({f,¢c,G)) = f.

Nous étendrons cette fonction de démarquage aux GA-termes en définissant dm :
GA-T (X UXE) — GA-7 (X)) par :

pour tout GA-terme T' = (V, s,a), dm(T) = (V,dmo s, a).

Cette opération revient donc a remplacer tout symbole (f, ¢, G) qui étiquette un sommet
de T par le symbole f.

Pour des raisons de clarté, on définit également le démarquage a la racine de T par :
dm,(T) = (V,s',a), ou s'(v) est égal & s(v) pour tous les sommets sauf la racine de T,
et s'(racine(T")) = dm o s(racine(T)). C’est donc une fonction de GA-7 (X U Xg) vers
lui-méme. &

Exemple 6.2.9 Reprenons I’Exemple 6.2.7, et supposons que FE est définie par les deux
axiomes qui y sont mentionnées, et que la signature stratifiée g considérée est X =
{{f,c,G)}, ou ¢ = arbre(t), et G = Sym({1.1,1.2,2}). Alors on a dm({f,c,G)) = f.

Soit A le A-terme de gauche dans la Figure 6.4, A représente donc un > U X g-terme,
et dm(A) est le GA-terme de droite de la méme figure, et représente bien un 3-terme.

Remarque. Cette définition d’une signature stratifiée est plus générale que celle de
[APO1], ou les contextes qui apparaissent dans les éléments de la signature stratifiée
doivent étre associés a des axiomes de la théorie permutative. Ici, nous n’imposons aucune
contrainte sur ces contextes.

Propriété 6.2.10 Soient T et T' deur GA-termes sur XUXg, si T =T, alors dm(T) =
dm(T").
6.3 Stratification d’un GA-terme

Etant données une signature X et une signature stratifiée ¥ i, nous allons maintenant
considérer une classe particuliére de GA-termes sur X U X g : les GA-termes stratifiés. Ces

'l n’est pas indispensable de dupliquer f dans ce nouveau symbole, qui aurait pu étre simplement
(¢, G). Nous avons choisi de mentionner f explicitement pour des raisons de lisibilité.
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FIG. 6.4 — A et dm(A)

derniers sont obtenus en imposant certaines conditions aux sommets étiquetés par des
symboles de Y. Sous ces conditions, cet étiquetage induira une partition stratifiée sur
le GA-terme considéré, et I'action de groupe définie dans le chapitre précédent nous per-
mettra de représenter les ensembles stratifiés de [AP01] comme des orbites sous ’action
d’un groupe donné.

Définition 6.3.1 (GA-terme stratifié) Etant donnée une signature ¥ et une signature
stratifiée X, un GA-terme stratifié sur 3, X est un GA-terme clos T' = (V,s,a) sur
Y UXE tel que :

1. pour tout sommet v € V' dont le symbole s(v) est élément de X g, si s(v) = (f, ¢, G),
alors il existe un homomorphisme hz,,; du A-terme c vers dm,(7’|v). Le résidu de
hir ., est noté Ry (v), et Pantirésidu Ry (v);

2. Yu,v € V, si v est étiqueté par un symbole de X, et u est élément de Ry (v)UR7(v),
alors il existe un unique chemin de la racine de T" & wu.

Fixons I’ensemble de sommets V', et la fonction s : V' — 3 U Xg. L’ensemble des

GA-termes stratifiés de la forme (V) s,a) est noté GA-S(V, s). L’ensemble des sommets v
de V tels que s(v) € X est noté V. <&

Exemple 6.3.2 Reprenons la signature stratifiée de I’Exemple 6.2.9, et posons F =
(f,c,G). Alors A = arbre( f(b, F(g(b,d), b)) ) (voir Figure 6.5) est un A-terme stratifié,
puisque la fonction hy, o définie par :

v e 1 2 11 12
hagv) 2 21 22 211 212

est un homomorphisme de ¢ vers dm,(A|2). Le résidu de h{,4 5 est 'ensemble R(2) =
{2.1.1, 2.1.2, 2.2}, et son antirésidu est R4(2) = {2, 2.1}.
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N

1

e f
) 2:F
F1G. 6.5 — A-terme de 'Exemple 6.3.2

N AN, AN
NEO OO AN

0:a e:a f:0 0:a e:b otae:a f:b g:b
FIG. 6.6 — GA-termes stratifiés bien formés

Exemple 6.3.3 Supposons que ¥/ = {Fy, Fy, F3}, ou pour i = 1,2, F; = (f,¢;,G;),
Fy = (g,c3,G3),

T(Cl) = f(g(oa o),o), T(CQ) = f(o,o), et 7(63) = g(o,o),

et pour ¢ = 1,2, 3, G; est un sous-groupe de Sym(SV(¢;)). Alors les trois GA-termes de la
Figure 6.6 sont des GA-termes stratifiés, qui, une fois démarqués, représentent tous trois
le terme f(g(a,a), f(b,0)).

Les deux GA-termes de la Figure 6.7, eux, ne sont pas stratifiés : le premier ne vérifie
pas I’hypothése d’unicité des chemins, et le symbole F3 qui étiquette le sommet b’ dans
le second fait qu’il n’existe aucun homomorphisme approprié de ¢; vers la racine o’.

Remarque. On voit pourquoi il est nécessaire de démarquer le symbole de téte de T'|v
dans cette définition, puisque ce dernier est de la forme (f, ¢, G) € X, tandis que le sym-
bole de téte de c est f; dans le cas contraire, il ne pourrait y avoir aucun homomorphisme
de ¢ vers T'|v. De plus, le fait que les autres symboles de T'|v ne soient pas démarqués
signifie que tous les sommets dans I’antirésidu R7(v) autres que v sont nécessairement
étiquetés par des symboles de 3.

Remarque. Comme un GA-terme stratifié est nécessairement clos, tout homomorphisme
d’un GA-terme stratifié vers un autre est également clos.
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AY
Q.Q

a: Fy
1g :
By e:b
a f:a

[\

F1G. 6.7 — GA-termes stratifiés mal formés

On a immédiatement les propriétés suivantes, évidentes d’aprés la condition d’unicité
des chemins :

Propriété 6.3.4 Soit T = (V,s,a) un GA-terme stratifié, et v un élément de V tel que
s(v) = (f,c,G). Alors :

1. Soit V. l’ensemble des sommets de c, alors la fonction hr ) est une bijection de V.
dans Ry (v) UR7(v).

2. Soit T = (V',s',a’) un GA-terme stratifié, et supposons qu’il existe un homomor-
phisme h de T vers T'. Alors la restriction de h a Vy est une bijection entre V; et
V.

Définition 6.3.5 (Hauteur stratifiée) Soit 7' = (V| s,a) un GA-terme stratifié de ra-
cine r. La hauteur stratifiée |T| de T est définie inductivement de la fagon suivante :

— si s(r) est une constante, alors |T'| =1,

— si s(r) est un symbole de fonction de X, alors

7] =1 + max{|Tla(r);] |1 < i< arité(f)},
— si s(r) est un symbole de ¥z, alors
IT] = 1 4+ max{|T|v||v e Ryp(r)}.
Enfin, pour tout sommet v de T, la hauteur stratifiée de v est |v|p = |T|v]. &

Exemple 6.3.6 Reprenons le A-terme stratifié de 'Exemple 6.3.2. Ce A-terme est de
hauteur 4, et de hauteur stratifiée 3.
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Dans ce qui suit, nous allons étudier les propriétés des résidus Ry (v) pour un GA-terme
T donné, et nous verrons que ces résidus permettent de définir une partition stratifiée
dans T'. Puis nous prouverons que cette partition est telle que les images de T" sous ’action
du groupe qu’elle induit sont également des GA-termes stratifiés. Ainsi, cette action sera
également une action de groupe sur un ensemble de GA-termes stratifiés. Enfin, nous
démontrerons que les orbites des GA-termes sous ’action de ce groupe correspondent aux
ensembles stratifiés de [APO1].

6.4 Propriétés structurelles des résidus Ry (v)

Pour un GA-terme T' = (V, s,a) donné, nous allons analyser la structure des résidus
Rz (v). Nous commencerons par montrer que ’ensemble R de ces résidus, complété par
des singletons, est une partition stratifiée dans T'. Nous pourrons donc appliquer ’action
de groupe définie dans le chapitre précédent & 7', et nous montrerons que toute image
de T par 'action de Symy, (Rr) est également un GA-terme stratifié : on aura donc une
action de groupe sur un sous-ensemble de GA-S(V s).

Lemme 6.4.1 Pour tout GA-terme stratifié T élément de GA-S(V,s) et pour toute paire
de sommets distincts u,v de Vs, on a :

1. siu est en-dessous de v, alors u est en-dessous d’exactement un sommet de Rr(v),
2. les résidus Rp(u) et Rp(v) sont disjoints,
3. les antirésidus Ry (u) et Rr(v) sont disjoints.

PREUVE. 1. Puisque s(u) € X, u ne peut pas étre élément de Ry (v). Soit v’ le premier
sommet dans le chemin de v & u qui n’est pas dans Ry (v). Alors v’ est nécessairement
élément du résidu Ry (v), et u <p v'. Les éléments de Ry (v) sont mutuellement indépen-
dants, et donc, si u était en-dessous de deux de ces sommets, il existerait deux chemins
de la racine de T & u, ce qui est impossible puisque u € Ry (u).

2. Supposons d’abord que u et v sont indépendants, et qu’il existe un sommet w €
Ry (u) N Rp(v). Alors, comme Rp(u) <7 u et Rp(v) <p v, il existe un chemin de la
racine de T' & w passant par u, et un autre passant par v, ce qui est impossible par
hypothése de stratification. Supposons maintenant que u est en-dessous de v. Alors le
point 1 prouve que u est en-dessous d’un sommet v’ € Rp(v). S'il existait un sommet
u' € Ry(u) NRp(v), puisque Ry (u) <p u <p v/, on aurait u’ <p ', et donc le résidu
Ry (v) ne serait pas indépendant, ce qui est impossible. Donc, Ry (u) N Rp(v) = 0.

3. Supposons qu’il existe un sommet w € Ry (u) N Ry (v). Alors, w <7 u et w <7 v,
et par hypothése de stratification, il existe un unique chemin de la racine de T & w.
Nécessairement, soit u <7 v, soit v <p u; sans perte de généralité, supposons que u <7 v.
Alors, d’aprés le point 1, u est en-dessous d’un sommet v’ € Ry (v), et donc, Ry (u) <7 v'.
Ceci prouve que w ne peut pas étre élément de Ry (v), et on a une contradiction avec
I’hypotheése. [

Nous pouvons donc définir une partition des sommets du GA-terme considéré basée
sur ces résidus.
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Définition 6.4.2 La partition résiduelle R d'un GA-terme stratifié T' est la partition
de V dont les seules classes non triviales sont les résidus Ry (v) pour v € V. <&

Exemple 6.4.3 Reprenons les GA-termes stratifiés de la Figure 6.6, et notons-les res-
pectivement 77,75 et T3. Alors on a :

Rn, = {{a},{b},{c,b,e},{f}},
Rrp, = {{a},{b,c},{b},{e}},
Rry, = {{a}v{bvc}’{o7e}a{f79}}'

Nous démontrons maintenant la propriété principale vérifiée par la partition résiduelle
d’un GA-terme stratifié : cette derniére est stratifiée. Ceci permettra donc de définir une
action de groupe basée sur cette partition.

Théoréme 6.4.4 La partition résiduelle Ry est stratifiée dans T.

PREUVE. D’aprés la définition d’un GA-terme stratifié, il existe un unique chemin entre
la racine de T et n’'importe quel sommet dans une classe non triviale de Rr. Considérons
maintenant deux classes non triviales Ry (u) et Ry (v) de Ry, ot u et v sont des sommets
de V;. Supposons qu'un sommet v € Rp(u) soit strictement en-dessous d’un sommet
v" € Ry(v); il s’agit de montrer qu’alors toute la classe Ry (u) est strictement en-dessous
de v'. Puisque chaque résidu est indépendant dans T, il est clair qu’on ne peut pas avoir
u=wv.

Il existe un unique chemin de la racine de T' & v/, notons-le p. Le fait que v’ <7 u et
u' <7 v’ < v prouve que les sommets u, v et v/ apparaissent dans p. Les sommets du
sous-chemin de p allant de u & u’ sont tous dans I’antirésidu R (u), et comme v € Vj et
v # u, v ne peut pas étre dans ce chemin. Donc, u <7 v.

De méme, puisque les sommets du sous-chemin de p allant de v & v’ sont dans Ry (v),
le sommet v € V5 ne peut étre dans ce chemin, et puisque u <p v, on a nécessairement
u <p v'. Comme Ry (u) <7 u, nous avons prouvé que Rp(u) <p v', et donc que Ry est
stratifiée dans 7. n

Ceci signifie que pour tout GA-terme stratifié (resp. A-terme stratifié) 7', n’importe
quelle permutation o € Symy,(Rr) transforme 7' en un GA-terme (resp. A-terme) 77,
et que la partition Ry est stratifiée dans T, d’aprés le Théoréme 5.4.10. Maintenant,
nous allons prouver que 77 est stratifié. Afin de démontrer ce résultat, nous devons
prouver qu’il existe des homomorphismes appropriés des A-termes attachés aux sommets
v € Vj, vers les sous-termes dm, (7 |v). Nous serons plus précis que cela, et analyserons
exactement le lien entre ces homomorphismes et les hp .

Pour cela, nous aurons besoin d’un lemme analogue au Lemme 6.4.1 afin de “séparer”
les résidus des antirésidus. Méme s’il est clair que le résidu et I'antirésidu d’un sommet
v € V4 sont disjoints, ceci n’est pas tout & fait le cas pour le résidu d’un sommet et
I'antirésidu d’un autre.

Lemme 6.4.5 Si u et v sont des éléments de Vs, alors le seul sommet qui peut étre
commun & Ry(u) et @ Ry(v) est v.
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PREUVE. On sait que ces deux ensembles sont disjoints si u = v, on peut donc supposer
que u # v. Puisque Rp(u) <7 u et Ry(v) <7 v, si u et v sont indépendants, alors Ry (u)
et Rr(v) sont également disjoints. En effet, s’il existait un sommet w € Ry (u) N Ry (v),
il existerait deux chemins distincts de la racine de T' & w, 'un passant par u et 'autre
par v, ce qui est impossible par hypothése de stratification. Supposons maintenant que
u et v sont comparables par <r7.

Siwu <7 v, alors, d’apres le Lemme 6.4.1, u est en dessous d’un sommet v' de Ry (v), et
donc Ry (u) <7 v'. Les éléments de Ry (v) sont soit indépendants de v’, soit strictement
au dessus de v/, et ne peuvent donc pas étre des éléments de Ry (u). Une fois encore, les
ensembles sont disjoints.

Enfin, si v <7 u, d’aprés le Lemme 6.4.1, le sommet v est en-dessous d’un élément v’
de Ry (u). Pour tout sommet v’ € Rr(v) autre que v, on a v’ <7 v, et donc v/ <p o/, et
v’ ne peut pas étre dans 1’ensemble indépendant Ry (u). Par contre, si v = u/, alors on a
bien v € Ry (u) N Ry (v). ]

Ceci signifie que si u et v sont deux éléments de Vj, alors v peut ne pas étre point fixe
d’une permutation des éléments de Ry (u). Cela justifie la restriction & 7 dans le prochain
lemme.

Lemme 6.4.6 Soit o une permutation dans Symy (Rr), et v un sommet de T étiqueté
par un €élément (f,c,G) € X . On note 7 la restriction de o a Ry (v), alors mohr,,) est
un homomorphisme de ¢ vers dm,(T7|v).

PREUVE. Posons T' = (V,s,a), ¢ = (Ve, 8¢, ac), et soit 7 la racine de c¢. Comme hyp
est un homomorphisme de ¢ vers dm,(7T'|v), 'image de r par hir,) est la racine v de
dm,(T'|v). L’image de r par m o dm,(7T'|v) est donc 7(v) = v, puisque v € Ry (v).

Pour tout sommet w € V,, si w n’est pas un sommet variable, il faut prouver que le
symbole s.(w) et les arguments a.(w) sont préservés par la fonction 7 o hr,) comme ils
le sont par hjr,). L’image de w par hiz,) n’est pas un élément de Ryp(v), et est donc un
point fixe de 7. Donc :

s(mohypy(w) ) = s(hipy(w) ) = se(w).

Posons a(hiz(w)) = ui.--- .up, et soit i € {1,...,n}. Si u; est dans le résidu
Rr(v), alors u¢ = u7. Sinon, u; est dans I'antirésidu Ry (v) mais est différent de v, et

donc, d’aprés le Lemme 6.4.5, u; doit étre un point fixe de o, et on a une fois de plus
g __

uf = uf = u;. On en déduit que
a’(mohy(w)) = [a( hry(w))]”
= [a( hypy(w) )] (car uf = uf)
= [hyz( ac(w) )"
= To h[T,v]( ac(w) ). m

Par unicité des homomorphismes (Corollaire 5.2.6), on en déduit que
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Corollaire 6.4.7 Sous les hypothéses du lemme 6.4.6, on a hypo ,j = 7olhg,.
Une autre conséquence immeédiate du Lemme 6.4.6 est que :

Corollaire 6.4.8 Si T = (V,s,a) est un GA-terme (resp. A-terme) stratifié, alors pour
toute permutation o € Symy (Rr), T? est également un GA-terme (resp. A-terme) stra-

tifié.

Le Lemme 6.4.6 peut également étre utilisé pour prouver 'invariance de la partition
résiduelle sous 1’action de o :

Théoréme 6.4.9 Pour tout o € Symy (Rr), on a Rre = Rr.

PREUVE. Soit v un sommet de 7" étiqueté par un symbole (f,c, G) € ¥, et notons 7, la
restriction de o au résidu Ry (v), 7, est donc une permutation de Rp(v). Les ensembles

Rr(v) et Rro(v) sont respectivement les images par hyy, et hipo ) = 7, o hyp,y de
I’ensemble des sommets variables de ¢, donc, d’aprés le Lemme 6.4.6, on a Ryo(v) =
RT(’U)W” = RT(?)). | |

6.5 Reéécriture stratifiée et action de groupe

Dans ce qui précéde, nous avons vu comment construire des GA-termes stratifiés, et
définir une partition stratifiée sur chacun de ces GA-termes stratifiés. Cette partition
stratifiée permet donc de construire une action de groupe sur les GA-termes stratifiés
considérés. Etant donné un GA-terme stratifié 7', nous montrons maintenant comment
construire un groupe Gr dont I’action sur 7' produira une orbite 797, telle que I’ensemble
7(dm(T97)) est 'ensemble stratifie S[T'] défini dans [APO1].

Définition 6.5.1 (Gr et Gr(v)) Soient 7" un élément de GA-S(V,s), et v un élément
de V5 tel que s(v) = (f, ¢, G). La restriction de hiy,) a 'ensemble des sommets variables
de ¢ étant une bijection sur le résidu Ry (v) (d’aprés la Propriété 6.3.4), on peut définir
le groupe Gr(v) comme le conjugué par hiy, du groupe G, c’est-a-dire :

Gr(v) = Ghrol,

Le groupe Gr associé a T est le produit des groupes Gr(v) pour tous les sommets
v € V4, si ce dernier ensemble n’est pas vide; sinon, Gr est le groupe trivial . &

Exemple 6.5.2 Soit A le A-terme stratifi¢ de 'Exemple 6.3.2. L’homomorphisme hi, 9
était défini par :

v e 1 2 11 12
a(v) 2 21 22 211 212
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1: 1:b 2. F
21:g
21.1:b 21.2:d 22:b 21.1:6 21.2:d 22:b

FiG. 6.8 — T et T(212 22)

Donc,
Ga(2) = GMa2 = Sym({1.1,1.2,2})M42 = Sym({2.1.1,2.1.2,2.2}).

Le sommet 2 étant le seul sommet de A & étre étiqueté par un élément de X g, on a
Ga = Ga(2). On peut donc appliquer par exemple la permutation o = (2.1.2 2.2) & A,
on est stirs d’obtenir un A-terme stratifié (voir la Figure 6.8).

Notons qu’on avait A = arbre( f(b, F(g(b,d), b)) ), mais qu’il n’existe pas de terme
t' tel que A? = arbre(t’). Ainsi, par exemple, on a 7(A7)[2.2 = d = 7(A7|2.1.2).

Le produit des Gr(v) pour v € V; est bien défini puisque les ensembles Ry (v) sont
disjoints. Comme Gr(v) est un sous-groupe de Sym(Rr(v)), on en déduit que Gr est un
sous-groupe de Symy (Rr). Ceci signifie que les permutations dans Gr préservent toutes
les propriétés structurelles mentionnées plus haut, et préservent aussi les groupes Gr(v) :

Lemme 6.5.3 Pour toute permutation o € Gr et tout sommet v € Vi, on a Gpo(v) =

Gr(v).

PREUVE. Posons s(v) = (f, ¢, G), et soit 7 la restriction de o & Rr(v). 7 est donc une
permutation de Ry (v), d’ou m € Gr(v). Par le Corollaire 6.4.7, on a :

Gro(v) = Gl = (GMro))T = a7 Gp(v) T = Gr(v). "

Comme tous les groupes Gr(v) sont préservés, on en déduit immeédiatement que :

Corollaire 6.5.4 Pour tout GA-terme T et toute permutation o € Gy, on a Gro = Gp.

Propriété 6.5.5 Soit T un GA-terme stratifié, et v un sommet de T étiqueté par un
symbole de . Alors, pour toute permutation o € Gr, si 0, est la restriction de o a
Vensemble des sommets de T'|v, alors o, € Gpy,, et T7|v = (T|v)7".
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PREUVE. Pour u € V;, notons p,, la restriction de o & Rp(u). Alors, par définition,

U:HMu, et oy = H o

u€eVs ueVs,ulrv

ce qui prouve que o, est bien élément de Gpy,, et il est alors aisé de vérifier que T7[v =
(Tlv)7e. n

Propriété 6.5.6 Soit T = (V,s,a) un GA-terme stratifié, pour v € Vi, on note S, un
ensemble générateur du groupe Gr(v). Alors U,cy, S, est un ensemble de générateurs du
groupe Grp.

PREUVE. Ceci est une conséquence triviale du Corollaire 3.4.7, puisque les Ry (v) sont
mutuellement disjoints. ]

Lemme 6.5.7 Soit T un GA-terme stratifié, et 0 € Gr. Alors T et T? ont la méme
hauteur stratifiée.

PREUVE. On démontre le résultat par induction sur la hauteur stratifiée de T'. Supposons
que le résultat soit vrai pour tous les GA-termes stratifiés de hauteur inférieure ou égale
a k, et que T est de hauteur k + 1. Supposons que la racine r de T est étiquetée par un
symbole de ¥, 'autre cas est similaire. Alors, pour tout sommet v € Rp(r), si o, est
la restriction de o & ’ensemble des sommets de T'|v, alors on a T7|v = (T'|v)?> d’aprés
la Propriété 6.5.5. Comme o, € Gry,, par hypothése d’induction, (7'|v)? est de méme
hauteur stratifiée que T'|v. Comme ceci est vrai pour tout v € Rp(r), on a le résultat. m

Traduisons maintenant les résultats obtenus en termes d’actions de groupe.

Définition 6.5.8 Pour toute partition P de V, et tout groupe de permutation G de V,
on note GA-S(V,s,P,G) l'ensemble des GA-termes stratifiés 7' éléments de GA-S(V,s)
tels que Ry = P et Gr = G. &

Il est clair que tout GA-terme stratifié T" appartient & exactement un de ces ensembles,
a savoir GA-S(Vp, sp, R, Gr).

Théoréme 6.5.9 Pour toute partition P de V et tout groupe de permutation G sur V,
Uensemble GA-S(V, s, P, G) est stable sous Uaction de G.

PREUVE. Pour tout GA-terme stratifié 7' € GA-S(V, s, P, G), et pour toute permutation
o€ G,onaRyr="Pet Gr=GaG, donc o € Symy, (P). D’aprés le Théoréme 6.4.4, P est
stratifiée dans T, et donc, d’aprés le Théoréme 5.4.10, T est un GA-terme. Le Lemme
6.4.6 prouve que T est un GA-terme stratifié, et donc que 77 € GA-S(V, s). Enfin, on a
Rypo = P d’aprés le Théoréme 6.4.9, et Gro = G d’apreés le Corollaire 6.5.4, ce qui prouve
que T est bien un élément de GA-S(V, s, P, G). m

Nous pouvons maintenant établir de quelle facon les orbites des GA-termes stratifiés
par ces actions sont liées & la notion de réécriture stratifiée de [APO1].
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Définition 6.5.10 (Réécriture stratifiée) Soient T et 7" deux GA-termes stratifiés,
et un v sommet de T étiqueté par un symbole de X g. On dit que T se réécrit en v en T,
ce qu’'on note T —, T”, si et seulement s’il existe une permutation o € Gr(v) telle que
T =1T°.

La réécriture stratifiée est 'union disjointe — des relations —,, pour tous les sommets
v étiquetés par des symboles de X . La relation —* est la fermeture réflexive et transitive
de —.

L’orbite stratifiée de T, notée [T, est ensemble de tous les GA-termes accessibles
depuis 71" par —*, c’est-a-dire :

[T)s = {T" € GA-S(V,s)| T —* T'}.

On définit également ’ensemble stratifié de T, noté S[T]|, comme ’ensemble de termes
S[T] = {7(dm(T")) | T" € [T]s}. ¢

Prouvons d’abord que notre définition de réécriture stratifiée correspond bien & celle
de [APO1] :

Théoréme 6.5.11 Soit e une équation permutative de contexte associé c, de permutation
associée o, et soit X une signature stratifiée telle que (f,c,G) € Xp, ot 0 € G. Si A
est un A-terme stratifié dont un sommet v est étiqueté par (f,c,G), alors, en posant
W= Uh[Av”J, on a

e = 7(dm(A4)) = 7(dm(A")).

PREUVE. Soit ¢ un terme tel que ¢ = arbre(t), par abus de notation, on note e l’équation
tv, ..., vp] = tvy,...,v7], ou les v; sont les sommets variables de ¢, et on définit la
permutation 7 € Sym(n) telle que pour tout i =1,...,n, v = v;r.

Pour i = 1,...,n, on note u; = hy4,)(v;), et on définit s; = 7(dm(Alu;)); on a donc

7(dm(Av)) =t[s1,. .., sn]. Soit w; = hygu 4 (v;), alors, d’apres le Corollaire 6.4.7, on a

w; = Moh[A,v](Ui) = [h[A,v](Ui)]M = h[A,v](vf) = h[Aw](?)ifr) = Uym.

Donc, pour tout ¢, on a w; = u;r, et 7(dm(A*|v;)) = t[sir,..., Spr].
On en déduit que e = t[s1,...,S$p] = t[sir,...,snr], et enfin que e = 7(dm(A4)) =
7(dm(A*)). ]

Corollaire 6.5.12 Soit T un GA-terme stratifié et t = 7(dm(7)), alors S[t] est inclus
dans la classe de congruence de t modulo E.

Montrons maintenant que l'orbite stratifiée de T est exactement l'orbite de T sous
I'action du groupe Gr associé & 7.

Théoréme 6.5.13 [T), = T97.
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PREUVE. Montrons tout d’abord par induction que pour tout n € N et pour tout GA-
terme T’ tel que T —™" T", il existe une permutation o € Gr telle que 7" = T. Ceci est
trivial pour n = 0, car dans ce cas, 7" = T, et il suffit de prendre o = id.

Supposons que le résultat est vrai pour n > 0, et soit 7" un graphe de terme tel que
T —"*t1 T’ Par hypothése d’induction, il existe une permutation o dans Gr telle que
T —" T? — T'. Par définition de —, il existe donc un sommet v € V; tel que 77 —, T”,
c’est-a-dire une permutation 7 € Gro(v) = Gr(v) (d’aprés le Lemme 6.5.3) telle que
T' = (T°)" =T°". Comme o7 est élément de Gr, on a le résultat.

Pour tout GA-terme 7" de [T's, qui est donc tel que T —* 17, il existe un n € N tel
que T —™ T’ et on vient de prouver qu'alors 7" était dans T97. Ceci prouve donc que
[T)s C T97.

Réciproquement, soit ¢ une permutation dans Gr. On prend un ordre quelconque sur
les éléments de Vg, et on note ces éléments {vy,...,v,}. On considére la restriction m;
de o au résidu Ry (v;); m; est donc dans le groupe Gr(v;), pour 1 < i < n. Enfin, on
considére la séquence o1, ...,0,41 de permutations définies par o1 = id, et 041 = o;7;.

11 est clair que o; est élément Gr, et donc, que 7; est dans le groupe Gro; (v;) d’aprés
le Lemme 6.5.3. D’apres la définition de —,,, on a

TO'i _)Ui (To'i)wi,

et donc 77 — T7+1. On en déduit que 77! —* T+ Comme 0,41 est le produit des
m; pour 1 < ¢ < n,on a o,y1 = o. Puisque 77" = T, on en déduit que tous les T
peuvent-étre atteints depuis T par —*, et on a donc I'inclusion réciproque 797 C [T..m

6.6 GA-termes stratifiés et homomorphismes

Dans cette partie, nous allons étudier les propriétés vérifiées par des GA-termes stra-
tifiés liés par un homomorphisme (qui est nécessairement clos car tout GA-terme stratifié
est clos par définition). Ces propriétés nous permettront par exemple de démontrer fa-
cilement que si deux GA-termes sont bisimilaires, alors leurs ensembles stratifiés sont
égaux.

Le Théoréme 5.2.20 garantit que pour tout GA-terme T, il existe un A-terme A tel
que T' € A, nous prouvons maintenant que si T' est un GA-terme stratifié, alors A est un
A-terme stratifié.

Lemme 6.6.1 Soient T un GA-terme stratifié, et A un A-terme tel que T @ A, alors A
est un A-terme stratifié.

PREUVE. Notons h I’homomorphisme clos de A vers T, soit v un sommet de T' étiqueté
par un symbole (f,¢,G) € X, et soit u un sommet de A tel que h(u) = v. Il s’agit de
prouver qu’il existe un homomorphisme de ¢ vers dm,(A|u). D’aprés la Propriété 5.2.5,
une restriction de h est un homomorphisme clos de A|u vers T'|v, c’est donc également un
homomorphisme clos de dm,(A[u) vers dm,(T'|v). Comme h(r,, est par définition un ho-
momorphisme de ¢ vers dm,(7'|v), d’aprés le Lemme 5.2.21, il existe un homomorphisme
de ¢ vers dm;(A|u), d’ou le résultat. ]



6.6. GA-TERMES STRATIFIES ET HOMOMORPHISMES 87

Lemme 6.6.2 Soient T et T' deuz GA-termes stratifiés tels qu’il existe un homomor-
phisme h de T vers T'. Alors pour tout sommet u de T étiqueté par un symbole de X,
on a - h[T’,h(u)] =ho h[T,u]-

PREUVE. Ce résultat est évident : u et h(u) sont nécessairement étiquetés par un méme
symbole de Y. De plus, (une restriction de) h est également un homomorphisme de T'|u
vers T'|h(u) (Propriété 5.2.5), et cette restriction est un homomorphisme de dm,(7'|u)
vers dm,(7"|h(u)), puisque les racines de ces GA-termes sont étiquetées par le méme
symbole. D’aprés la Propriété 5.2.4, on en déduit que h o hip ) est un homomorphisme
de ¢ vers dm;(T"|h(u)), et par unicité des homomorphismes, on a le résultat. (]

Ce lemme permet de démontrer aisément le résultat suivant :

Corollaire 6.6.3 Si T et T' sont deur GA-termes stratifiés tels qu’il existe un homo-
morphisme h de T wvers T', alors ces deuzr GA-termes ont la méme hauteur stratifiée.

PREUVE. On démontre le résultat par induction sur la hauteur de 7. On démontre le
résultat dans le cas ou la racine r de T est étiquetée par le symbole (f,c,G) € Xp, la
démonstration dans I’autre cas est similaire. La racine r’ de T" est également étiquetée
par le symbole (f,c, G), et pour tout sommet w € SV(c), si v = hp,(w), alors, d’aprés
le Lemme 6.6.2, hyyv 1 (w) = hohyp,j(w) = h(v). D’aprés la Propriété 5.2.5, on en déduit
donc qu’une restriction de h est un homomorphisme de T'|v vers T'|h(v), et par hypothése
d’induction, ces deux GA-termes stratifiés ont la méme hauteur stratifiée. On en déduit
que T et T" ont également la méme hauteur stratifiée. [

Lemme 6.6.4 Soient T et T deuzr GA-termes stratifiés de racines respectives r et v/,
toutes deuz étiquetées par un symbole (f,c,G) € X, et supposons qu’il existe un homo-
morphisme h de dm(T) vers dm(T"). Alors :

1. pour tout sommet u € Rp(r), on a h(u) € Ry (r'),

2. siv' € Rpv(h(u)) (resp. v' € Ryv(h(u))), alors il existe un unique sommet v de T
tel que h(v) =/, et v € Ry(u) (resp. Rr(u)).

PREUVE. 1. Soit v € Ryp(r), alors il existe un sommet variable w € SV(c) tel que
u = hp,(w), d’ott h(u) = hohg,j(w), et d’apres le Lemme 6.6.2, h(u) = hipr ) (w).
Comme h(r) =1/, on a le résultat.

2. Soit v € Ryv(h(u)), et soit w le sommet variable de ¢ tel que v' = hyzv () (w). Alors
le sommet v = hyp,j(w) est élément de Ry (u), et v = h(v) d’aprés le Lemme 6.6.2.
Supposons maintenant qu’il existe deux sommets v et vo tels que h(v1) = h(vg) = v/,
et soient p; et po deux chemins de la racine de T' & vy et & vo dans T, respectivement.
Alors, d’apres la Propriété 5.2.5 3 et le Lemme 5.1.5, h(p1) et h(p2) sont deux chemins
distincts de la racine de 7" & v" dans 7", ce qui est impossible puisque v’ € Ry (h(u)). 11
existe donc un unique sommet v tel que h(v) = v/, et v est élément de Ry (u). La preuve
dans le cas ot v' € Ry (h(u)) est identique. ]
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a: F a F
f ¢: f /f\/:f
0:a e:a :bogrb v :a e/ b

FiG. 6.9 — GA-termes stratifiés de I’Exemple 6.6.6

Corollaire 6.6.5 Sous les hypothéses du Lemme 6.6.4, v € Ry(u) (resp. v € Ry(u)) si
et seulement si v' € Ry/(h(u)) (resp. v' € Ryi(h(u))). Donc, pour tout sommet u de T
étiqueté par un symbole (f,c,G) € X, les restrictions de h a Ry (u) et a Ry(u) URy(u)
sont des bijections, respectivement vers Ry (h(u)), et Ry (h(u)) U Ry (h(uw)).

PREUVE. Si u est un sommet de T étiqueté par un symbole (f,¢,G) € X, alors les
restrictions de h & Ry (u) et & Ry(u) sont des bijections, respectivement vers Ry (h(u))
et Ry/(h(u)) d’aprés le Lemme 6.6.4. Ces deux ensembles étant disjoints, on en déduit
que la restriction de h & Ry (u) URp(u) est également une bijection. L]

Ainsi, étant donnés deux GA-termes stratifiés T et T”, s’il existe un homomorphisme
h de T vers T’, alors la restriction de h aux classes non triviales de la partition Ry est
une bijection, ce qui prouve que les conjugués QT(v)h, ol v e Vg, et Q% sont bien définis.

Exemple 6.6.6 Soit F' = (f,¢,G), ou 7(c) = f(o,0), et G = Sym(2), et soit Xy = {F'}.
Si T et T sont les GA-termes stratifiés de la Figure 6.9, alors il est clair qu’il existe un
homomorphisme h de T vers T’, et en particulier, h(b) = b’, et h(c) = ¢’. Soit o = (b ¢),
alors o = (b’ '), et comme G7(a) = Sym({b,c}), on a (Gr(a))" = Sym({¥’, ¢'}).

Lemme 6.6.7 Soient T et T' deuz GA-termes stratifiés tels qu’il existe un homomor-
phisme h de T wvers T', et soit u un sommet de T. Si u est étiqueté par (f,c,G) € X,
alors, pour tout p € G, si o = uh[TﬂL], alors o = ,uh[T’vh(u)].

PREUVE. Ceci est évident, d’aprés la Propriété 3.4.18 et le Lemme 6.6.2, on a :

h h h hoh h
ot = (u [T»u]) = U OUTu] — W [T/ h(w)] -

Corollaire 6.6.8 Sous les hypothéses du Lemme 6.6.7, on a
Gri(h(w)) = (Gr(w)", et G = Gf.
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Théoréme 6.6.9 Soient T et T' deur GA-termes stratifiés, tels qu’il existe un homomor-
phisme h de T vers T'. Alors pour toute permutation o € Gr, h est un homomorphisme
de T° vers T'" .

PREUVE. Posons T = (V,s,a), T = (V',s',d’), et u = o". Alors on a T° = (V,s,a%), et
T = (V' s a'"); il s’agit de prouver que pour tout sommet v € V, a’#(h(v)) = h(a’(v)).
Soit v € V, et posons a(v) = v;.--- .v,, alors :

a'(h(v)) = h(vy). - .h(vy),
a’(v) = vi.--- w7,

a™(h(v)) = h(v)". - h(vy)"

Soit ¢ € {1,...,n}, s'il existe un sommet u € Vg tel que v; € Rp(u), alors h(v;) €
Ry (h(u)) d’aprés le Corollaire 6.6.5, et donc, comme p = o, on a h(v;))* = h(v?).
Sinon, on a

= v;, et h(v)* = h(v),

d’ou h(v;)* = h(v7), ce qui prouve qu’on a bien a’*(h(v)) = h(a%(v)). L]

(ea
Uy

Corollaire 6.6.10 Sous les hypothéses du Théoréme 6.6.9, la fonction n qui a T € [Ts
associe T'"" € [T']s est une bijection ; on a donc S|T] = S[T"].

PREUVE. La fonction 7 est bien définie d’aprés le Théoréme 6.6.9. D’aprés le Théoréme
5.4.12 et le Corollaire 6.6.8, ces deux ensembles ont la méme cardinalité |Gr| = |G7|, il
suffit donc de montrer que la fonction est injective. Supposons qu’il existe deux permu-
tations 01,09 € Gr telles que n(T7) = n(772). Alors T'9" = T'% ce qui prouve que
ot = ol d’aprés le Théoréme 5.4.12, et donc, que o1 = 03. La fonction 7 est bien une
bijection de [T's vers [T”]s.

Comme pour tout 7" € [T]s, on a 7(dm(7")) = 7(dm(n(T"))), on en déduit que
S[T] = S[T"]. ]

Ce théoréme fournit donc une description précise de la fagon dont sont liés les élé-
ments de [T)s et [T']s quand T et T” sont liés par un homomorphisme. Une conséquence
immeédiate de cette propriété, qui aurait été ardue & démontrer sans se servir du Théoréme
6.6.9, est que deux GA-termes stratifiés bisimilaires produisent des ensembles stratifiés
identiques.

Corollaire 6.6.11 Si T et T" sont deur GA-termes stratifiés bisimilaires, alors S[T] =
S[T].

PREUVE. Soient A et A’ deux A-termes tels qu'il existe des homomorphismes clos h
et A/, respectivement de A vers T et de A’ vers T'. Leur existence est garantie par le
Théoréme 5.2.20, et ces A-termes sont stratifiés d’apres le Lemme 6.6.1. Comme T et T’
sont bisimilaires, d’aprés le Corollaire 5.2.18, A et A’ sont isomorphes, et donc, d’apres
le Corollaire 6.6.10, on a

S[T] = S[4] = S[4] = S[T]. .
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La technique utilisée pour la démonstration de ce dernier résultat sera fréquemment
réemployée : pour démontrer une propriété vérifiée par des GA-termes stratifiés T et 7",
on considérera des A-termes stratifiés A et A’ tels que T' €@ A et T @ A’, sur lesquels
la propriété sera démontrée. Puis, en se servant du Théoréme 6.6.9, on en déduira la
propriété pour T et T".

Définition 6.6.12 (hE—';Hv]) Soient T et 7" deux GA-termes stratifiés, u un sommet de

T, v un sommet de T”, et supposons que u et v sont étiquetés par le méme symbole

(f,c,G) € ¥p. Alors on définit hﬂ_w] comme la bijection hiz o h[*leu] de hyp ) (Ve) vers
T

hizr 4(Ve), ot V. est 'ensemble des sommets de c. La fonction inverse de i,
h?'

[v—u]®
Quand aucune confusion n’est possible, on omettra d’expliciter 1", pour simplement

noter cette fonction hy, ). O

est donc

Propriété 6.6.13 Soient T = (V,s,a) et T' = (V',s',d’) deur GA-termes stratifiés de
racines respectives v et 1’ toutes deuz étiquetées par un méme symbole (f,c,G) € Y.
Alors pour tout sommet v € Ry(r), on a hy,,q(a(v)) = d'(hpomn(v)).

PREUVE. On pose ¢ = (V. s.a.), soient v € Rr(r) et u = a(v);, o i €
{1,...,arité(s(r))}. Alors, le sommet w = h[_Tlr](v) est bien défini, et on a

hir(ac(w)i) = alhyry(w)i = a(v); =

d’ou h[zplr](u) = a.(w);. On déduit que

h[r—w"’](u) = h[T’,r’}(aC(w)i) = a/(h[T’,r’](w))i = a,(h[r—w’](u))i’
d’ou le résultat. m

Lemme 6.6.14 Soient Ty, T], Ty et Ty des GA-termes stratifiés tels qu’il existe un ho-
momorphisme hy de T vers T| et un homomorphisme hy de Ty vers Ty.

Soient u un sommet de T1, v un sommet de Ty, et supposons que u et v sont tous
deuz étiquetés par le méme symbole de X . Par abus de notation, on confond hy (resp.
hs) avec sa restriction a Ry, (u) U Ry, (u) (resp. Ry, (v) URp,(v)), qui est une bijection
d’aprés le Corollaire 6.6.5. Alors on a

Ty

_ T —1
B oo = P20 By 0

[u—v]

PREUVE. D’aprés le Lemme 6.6.2, on a hiy p, (u)) = "1 ohygy ), et de méme, hyzy 4, =
h2 o hp, - On a donc :

T! B -1
D yha@)] = DITha ()] O Dz )

= (h2 [ h[v,Tg]) o (hl © h[u7T1])_1
= h2 o h[Tg,v] o h[_ © hl_l

1
T1,ul
= hgoh%;l_w] ohfl. n
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Lemme 6.6.15 Soient T et T' deur GA-termes stratifiés de racines respectives r et 1/,
ces deux racines étant étiquetées par le méme symbole de Y. S’il existe une permutation
o € Gr et un isomorphisme 1 de T° wers T', alors pour tout sommet u élément de

Rr(r) URy(r), on a h[HM( u) =n(u?).

PREUVE. Supposons que 7 et 7’ sont étiquetés par (f, ¢, G). Comme tous les sommets de
Rz (r) sont fixés par o, on commence par prouver par induction que pour tout sommet
w de Rp(r), on a h[mr,]( w) = n(w). Ceci est évident pour w = r, supposons maintenant

que le résultat est vrai pour un sommet v € Ry (7). On a alors :

Wf(ar(v)) = by (g (ar(v)))

= by ](ac( g (©)))
= ap( h[T’,r’}( [T,r]( v)))
= ap(n(v)) (par hypothése d’induction)
= n(az(v)).
Ainsi, pour tout sommet u de la liste ar(v), si u est élément de Ry (r), alors nécessaire-
ment, u’ = u, et donc h[HT }( u) =n(u”) = n(u), ce qui compléte 'induction.

Pour tout u € Ry(r), il existe un sommet v dans Ry (r) tel que u est un élément de
la liste ar(v). On a vu que h[Hr}(aT(v)) =n(ar(v)?), et donc, hl_  (u) =n(u’). =

r=r

Lemme 6.6.16 Soient A = (V,s,a) et A = (V',¢',d’) deur A-termes stratifiés de ra-
cines respectives v et r', toutes deux étiquetées par un méme symbole de X, et supposons
qu’il existe une fonction n:V — V' telle que :

1. la restriction de n & Ra(r) URa(r) est égale a hip L,

2. pour tout sommet v € Ra(r), la restriction de n a V|v est un isomorphisme de Alv
vers Aln(v).

Alors 1 est un isomorphisme de A vers A’.

PREUVE. 1l est évident que 7 est bijective, et comme tout A-terme stratifié est clos,
d’aprés le Lemme 5.2.8, il suffit de prouver que 7 est un homomorphisme. Clairement,
pour tout sommet v de A, v et n(v) sont étiquetés par le méme symbole, d’aprés le
Lemme 5.2.13, il suffit donc de prouver que si p est un chemin de r & u dans A, alors
n(p) est un chemin de 7’ & n(u) dans A’.

Si u € Ra(r) URA(r), alors le résultat se démontre par induction sur la longueur du
chemin p de r & u dans A. On pose p = p1.v.i, alors par hypothése d’induction, 7(p;1) est
un chemin de " & n(v) dans A, et comme u = a(v);, d’aprés la Propriété 6.6.13, on a

77(“) = h[r—w"’](u) = h[rer’](a(v)i) = a,(h[r—w’](v))i = a,(n(v))i'

Donc, n(p) est bien un chemin de »’ a n(u) dans A’.
Supposons maintenant qu’il existe un sommet v € R4(r) tel que u <4 v. On note
alors p; le chemin de r & v dans A, et po le chemin de v & v dans A ; on a donc p = p1.ps.
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D’aprés ce qui précede, 1(p1) est un chemin de 1’ a n(v) dans A’, et n(p2) est un chemin
de n(v) a n(u) dans A’ d’aprés le Lemme 5.2.12. Donc, 7(p1).n(p2) = n(p) est bien un
chemin de 7’ & n(u) dans A’, ce qui prouve le résultat. [

6.7 Commentaires

Dans ce chapitre, nous avons appliqué les résultats du Chapitre 5 sur les partitions
stratifiées et les actions de groupes qui peuvent en étre induites pour redéfinir la réécriture
stratifiée de [AP01] en termes d’action de groupe. Nous avons commencé par montrer
comment associer une permutation a une équation permutative, ce qui nous a permis
de définir les signatures stratifiées, grace auxquelles nous avons défini les GA-termes
stratifiés. Etant donnés un GA-terme stratifié 7' sur une signature 3 et une signature
stratifiée Y, nous avons associé & T un groupe de permutations Gr dont ’action est
bien définie, et nous avons démontré que 'image par la fonction 7 o dm de 'orbite de T’
sous cette action correspond exactement & ’ensemble S[T| défini dans [APO01].

On pourrait se demander s’il était nécessaire d’avoir recours a des notions de réécriture
de graphes, et s’il n’était pas possible de créer une action de groupe simple sur des termes
usuels qui permettrait d’obtenir ces résultats. Voyons maintenant pourquoi ce n’est pas
le cas.

Par construction, pour un terme ¢ donné, si ¢ = arbre(t) et (f,c,G) est élément
d’une signature stratifiée 3, alors G est un sous-groupe de ’ensemble des positions des
variables dans ¢. Il est alors possible de définir une action “naturelle” de G sur I’ensemble
des instances de ¢ en posant, pour une instance ¢’ de ¢ donnée, t'“|p = t'|p?, pour tout
o € G, et pour toute position p d’une variable dans t. Par exemple, partant de ’équation
permutative f(g(x,y),z) = f(g(z,v),x), si t’ = f(g(a,b),h(d)) et o = (1.1 2), alors

#7111 = ¢)2 = hd),
1.2 = |12 = b,
)2 = ¢[11 = a,

d’ou t'? = f(g(h(d),b),a). La notion de groupe de permutations de sous-termes de [AP01]
et la relation de réécriture qui lui est associée correspondent exactement & cette action.

La raison pour laquelle nous avons choisi d’adapter la notion de réécriture stratifiée
de [APO01] aux graphes étiquetés est que cette action ne s’étend pas naturellement aux
termes stratifiés, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 6.7.1 Soit E la théorie permutative définie par ’axiome de commutativité
f(z,y) = f(y,x), et soit t = f(a, f(b,d)). Le sous-groupe de Sym(Pos(t)) qu'il faudrait
raisonnablement associer & t est Gy = Sym({1,2})Sym({2.1,2.2}), et il est possible d’as-
socier & chaque permutation de ce groupe un terme égal & ¢t modulo F; par exemple,
si o = (1 2)(2.1 2.2), alors on peut définir t° = f(f(d,b),a). Malheureusement, ceci ne
permet pas de définir une action de groupe naturelle, puisque G; n’est pas un sous-groupe
de Sym(Pos(t7)).
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Ainsi, la fagon de définir une action sur des termes stratifiés et d’associer un groupe
4 un terme stratifié n’est pas claire. L’action de groupe que nous avons définie sur les
GA-termes est quant 4 elle trés simple, le groupe de permutations associé a un GA-terme
stratifié est assez intuitif, et permet de représenter la relation de réécriture stratifiée
d’aprés le Théoréme 6.5.13.

Ceci n’est pas qu’un résultat théorique intéressant, il sera utile dans les chapitres
suivants. Ce résultat induit trivialement un certain nombre d’autres résultats de [APO01]
(et les traduit en résultats sur les GA-termes), comme la confluence de la réécriture
stratifiée, ou la cardinalité finie des ensembles stratifiés de termes.

Le fait que l'action de Gy sur T soit semi-réguliére (Théoréme 5.4.12) montre que
la cardinalité de [T']s est égale a l’ordre de Grp. Si ce groupe n’est pas trivial, alors [T
contient au moins deux éléments qui se réécrivent mutuellement 1'un en ’autre. Donc, la
réécriture stratifiée sur des GA-termes ne termine pas.



94

CHAPITRE 6. GA-TERMES STRATIFIES



Troisiéme partie

Propriétés des GA-termes stratifiés
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Chapitre 7

Congruence stratifiée

Dans le chapitre précédent, nous avons défini les GA-termes stratifiés et prouvé
qu’étant donné un GA-terme stratifié 7', les ensembles [T et T97 sont identiques. Puis
nous avons démontré plusieurs propriétés vérifiées par ces GA-termes stratifiés. Dans ce
chapitre, nous allons définir une relation d’équivalence entre GA-termes stratifiés, la re-
lation de congruence stratifiée, et nous présenterons un algorithme qui décide si deux
GA-termes stratifiés sont liés par cette relation. Puis, nous étudierons la complexité de ce
probléme de décision, et enfin, nous montrerons que la relation de congruence stratifiée
permet d’obtenir une formule simple pour calculer la cardinalité de la partition [T]s/=.

7.1 Une relation d’équivalence

Définition 7.1.1 (Congruence stratifiée) Deux GA-termes stratifiés T' et T sont dits
congrus si et seulement s’il existe une permutation o € Gr telle que T° et T’ sont
bisimilaires. On note alors T' X T".

Etant donné un GA-terme stratifié T', deux sommets u et v de T sont dits congrus si
et seulement si T'|u et T'|v sont congrus. On note alors u =7 v, ou simplement u = v si
aucune confusion n’est possible. &
Exemple 7.1.2 Soient ¢ et ¢ deux contextes tels que 7(c) = f(o,0,0), et 7(¢') = h(o,0),
et posons G = Sym(3), et G’ = Sym(2). On note F = (f,¢,G) et H = (h,¢',G’).

Soit A = (V,s,a) le A-terme de la Figure 7.1, on a donc

T7(A) = F(H(a,b),H(a,b), H(b,a)).

Il est aisé de vérifier que Vi = {¢, 1,2, 3}, et que :

Ga(e) = Sym(3)

Ga(l) = Sym({1.1,1.2})
Ga(2) = Sym({2.1,2.2})
Ga(3) = Sym({3.1,3.2}).

97
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T H

d:a 2:b d:a 2:b d:b 2:a

Fi1Gg. 7.1 — A-terme de "Exemple 7.1.2

Pour tout GA-terme stratifié 7" tel que 7(T") = F(H(b,a), H(b,a), H(b,a)), alors A X T.
En effet, la permutation o = (1.1 1.2)(2.1 2.2) est élément de G4, et 7(A%) = 7(T'), donc
A? et T sont bisimilaires.

Exemple 7.1.3 Soient F' = (f,c,G), et X = {F'}, ou

7(c) = f(g(0,0),0), et G = Sym({1.2,2}).

Considérons le A-terme stratifié A de la Figure 7.2; on a donc

T(A) = f(F(g(a7d)7b)aF(g(a7b)7d)>'

On a Ggjq = Sym({c, ¢}), et si on pose o = (c ¢), alors (Ala)? = Ald’, ce qui prouve
que a =4 . Par contre G4, = I, et donc, b Z4 b'.
o est également élément de G4, et donc, A7 est bien défini, et on a

T(AU) = f(F(g(CL, b),d),F(g(a, b)vd))

On a donc a ~ - d, et b =4o b’. Ceci montre donc que la congruence des sommets de A
n’est pas préservée par 'action de G 4.

On a une premiére propriété évidente :

Propriété 7.1.4 Soient T, T" deuzr GA-termes stratifiés tels que T X T', alors T(dm(T))
et 7(dm(7")) sont congrus modulo E.

PREUVE. Soit ¢ € Gr la permutation telle que 77 = T’, alors on a 7(dm(77)) =
7(dm(T")), et d’aprés le Corollaire 6.5.12, on a le résultat. L]
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o:f
g c:b o d
a e:d

F1G. 7.2 — A-terme stratifié A de I’Exemple 7.1.3

Lemme 7.1.5 Soient T et T deur GA-termes stratifiés, et A et A’ deuz A-termes tels
que T € AetT €A Alors

(TXT) & (AXA).

PREUVE. Soient h et h' les homomorphismes respectivement de A vers T et de A’ vers
T', et supposons que T X T". Alors il existe une permutation o € Gr telle que 77 = T”,
et d’apreés le Corollaire 6.6.8, il existe une permutation ; € G4 telle que o = p*. D’apreés
le Théoréme 6.6.9, h est donc un homomorphisme de A* vers T, et d’apres le Corollaire
52.7,ona A* =T%, et A =T'. On a donc

AP = 77 o= T =

et par transitivité de la relation =, on en déduit que A X A’. Le méme raisonnement
prouve que si A X A’, alors T'X T”, d’ou le résultat. [

Nous prouvons maintenant que la relation de congruence stratifiée est une relation
d’équivalence sur ’ensemble des A-termes stratifiés, puis nous prouverons que c’est éga-
lement une relation d’équivalence sur I’ensemble des GA-termes stratifiés.

Lemme 7.1.6 La relation de congruence stratifice est une relation d’équivalence sur l’en-
semble des A-termes stratifiés.

PREUVE. La preuve que la relation est réflexive est triviale, il s’agit donc de montrer
qu’elle est également symétrique et transitive. Soient A et Ay deux A-termes stratifiés, et
supposons qu’il existe une permutation o € G4, telle que A7 = As. D’aprés le Corollaire
5.2.18, il existe donc un isomorphisme 7 de A{ vers A,. D’aprés le Corollaire 6.6.8, le
conjugué m de o~ par 7 est élément de Ga,, et d’aprés le Théoréme 6.6.9,  est un
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- . -1 . —
isomorphisme de A" = A; vers AJ. La fonction !

vers Aq, d’olt Ay X Aj.

Montrons maintenant que X est une relation transitive. On prend A;, Ao, o et 7
comme précédemment, et un troisiéme A-terme As tel que Ay X Ag. Il existe donc une
permutation 7 € G4, et un isomorphisme 1’ de AJ vers As. Soit p le conjugué de 7 par
n~!. D’aprés le Corollaire 6.6.8 et le Théoréme 6.6.9, p est élément de G4,, et 7! est un
isomorphisme de A7 vers A7”. On en déduit que 7 est un isomorphisme de AJ” vers A7,
et que 77 o7 est un isomorphisme de AJ” vers A3. On a bien A; X A3, ce qui prouve que
X est une relation d’équivalence sur les A-termes stratifiés. [

est donc un isomorphisme de A7

Théoréme 7.1.7 La relation de congruence stratifiée est une relation d’équivalence sur
ensemble des GA-termes stratifiés, et la relation = est une relation d’équivalence sur
l’ensemble des sommets d’un GA-terme stratifié.

PREUVE. La preuve que la relation est réflexive est triviale, et il s’agit donc de montrer
qu’elle est également symétrique et transitive. Soient T et T’ deux GA-termes stratifiés,
et A et A’ deux A-termes stratifiés tels que T' @ A, et T" € A. Alors, d’aprés le Lemme
7.1.5 puis le Lemme 7.1.6, on a :

(THT) = (AXA) = (AXA) = (T'XT),

la relation est donc symeétrique.

Pour démontrer que la relation est transitive, supposons une fois de plus que T' X T",
et soit 7" un GA-terme stratifié tel que 7" X T"; il s’agit de prouver que T X T". Soit
A" un A-terme stratifié tel que 7" € A”. Alors, d’aprés le Lemme 7.1.5, on a A X A’ et
A’ X A" d’apres le Lemme 7.1.6, on en déduit que A X A" et d’aprés le Lemme 7.1.5,
que T X T". ]

Le Théoréme 7.1.7 permet de définir un groupe de permutation basé sur les classes
d’équivalence modulo =~ dans un GA-terme stratifié.

Définition 7.1.8 (Ex(u)) Soit T'= (V,s,a) un GA-terme stratifié, et v un élément de
Vs. On pose U = Ry(u), 'ensemble quotient U/ =7 est donc une partition de U. On
deéfinit le groupe Er(u) = Symy (U/=7). &

Exemple 7.1.9 Posons H = (h,¢,G), ou 7(c) = h(o,0,0,0,0), et G est un sous-groupe
de Sym(SV(c)), et soit Xp = {H}. Soit T le GA-terme stratifié de la Figure 7.3, alors la
partition R = Ryp(t)/~ est définie par :

R = {{a,b,0},{c,e}},
et donc Ep(r) = Sym({a, b,0})Sym({c,e}).

Une conséquence importante du Théoréme 7.1.7 est que deux GA-termes congrus ont
des ensembles stratifiés identiques.
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Fia. 7.3 — GA-terme de I’Exemple 7.1.9

Corollaire 7.1.10 Si A et A’ sont deuzr A-termes stratifiés congrus, alors on a S[A] =
S[A].

PREUVE. A et A’ étant congrus, il existe une permutation ¢ € G4 et un isomorphisme
n de A% vers A’. Etant donnée une permutation 7 € G4, soit p le conjugué de o~ par
n. D’aprés le Théoréme 6.6.9, 7 est un isomorphisme de A% '™ = AT vers A”, et p est
élément de G4. Les A-termes A™ et A’? sont donc bisimilaires, et d’aprés la Propriété
6.2.10, 7(dm(A™)) = 7(dm(A?)) est élément de S[A’]. Ceci prouve que S[A] C S[A’]; on

en déduit que S[A] = S[A’] par symétrie. n

Corollaire 7.1.11 Deux GA-termes stratifiés congrus ont les mémes ensembles strati-

fiés.

PREUVE. Soient T et 7" deux GA-termes stratifiés congrus, et A et A’ deux A-termes
stratifiés tels que T' € A et T' € A’. Alors, d’aprés le Lemme 7.1.5, A et A’ sont congrus,
donc, d’apres le Corollaire 7.1.10, S[A] = S[A’]. D’apres le Corollaire 6.6.11, S[T] = S[A4]
et S[T'] = S[A'], et on a le résultat. "

Nous prouvons également que deux GA-termes congrus ont la méme hauteur stratifiée :

Théoréme 7.1.12 Soient T et T' deur GA-termes stratifiés tels que T X T', alors T et
T’ ont la méme hauteur stratifice.

PREUVE. Soient A et A’ deux A-termes stratifiés tels que h(A) =T et h'(A’) = T’, pour
deux homomorphismes h et h'. Puisque T'X T”, alors A X A’ d’aprés le Lemme 7.1.5. 11
existe donc une permutation o € G4 telle que A ~ A’, et donc, on a d’aprés le Corollaire
6.6.3 et le Lemme 6.5.7 :

1A'} = [47] = [4].

Comme |T'] = |A] et |T"] = |A’] d’apres le Corollaire 6.6.3, on a le résultat. ]
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Prouvons maintenant une propriété de décomposition vérifiée par la relation de
congruence stratifiée.

Lemme 7.1.13 Soient T et T' deur GA-termes stratifiés de racines respectives r et 1/,
toutes deuz étiquetées par le symbole (f,c,G) € Xg. Si T X T', alors il existe une
permutation o € G telle que pour tout w € SV(c), T'|hp,1(w?) X T’ [hig o (w).

PREUVE. Comme T X T”, il existe une permutation u € Gr telle que T# = T’. Posons
h = hyp,, B = hygr 0, et B = hypu,y, alors b et h' sont respectivement des homo-
morphismes de ¢ vers dm,(T*) et de ¢ vers dm,(7”). D’aprés le Lemme 5.2.11, on a
donc :

Yw € SV(c), TH|h" (w) = T'IW (w).
Soit ¢ € G la permutation telle que la restriction u, de & Ry(r) soit égale a o™,
alors d’apreés le Corollaire 6.4.7, on a

h'(w) = hyu,y(w) = prohpryy(w) = hyp,y(w?) = h(w?),

d’ou TH|h(w?) = T'|W (w). Pour w € SV(c), si on note ' la restriction de p a T'|h(w?),
alors d’apreés la Propriété 6.5.5, on a T#|h(w”) = (T|h(w”))*, et comme 1/ est élément
de Grip(we), on a bien T|h(w”) X h/(w). L]

Corollaire 7.1.14 Soit T un GA-terme stratifié contenant deuz sommets v,v', tous deux
étiquetés par un symbole (f,c,G) € X, et tels que v = v'. Alors il existe une permutation
p € Gr(v) telle que pour tout sommet u € Rr(v), u” = hj,_y(u).

PREUVE. Par définition, comme v =~ v/, alors T'|v X T|v/, et donc, d’aprés le Lemme
7.1.13, il existe une permutation o € G telle que pour tout sommet w € SV(c¢),
T'hp . (w?) X Tlhip g (w). Posons p = ool par définition, si u = i (w), alors
uf = hyp ) (w?), et hy_y(u) = hip(w), ce qui prouve que T'lu? X T'|hy,_,(u), d'ot le
résultat. n

Nous avons également une réciproque & cette propriété :

Lemme 7.1.15 Soient A = (V,s,a) et A’ = (V',¢',d’) deur A-termes stratifiés de ra-
cines respectives r et r', toutes deux étiquetées par (f,c,G) € Y. Si pour tout sommet
v € Ra(r), ona Alv X A’|hA (v), alors AX A’

7"—>T’

PREUVE. Pour v € Ry(r), on pose v/ = h[HM( v), et soient o, € Gy, et 1, l'isomor-
phisme de (A|v)7v vers A’|v'. On définit alors

o = H oy, €t M= h[r%,]u U Ny

UERA ) UERA )

Montrons que 7 est un isomorphisme de A7 vers A’. Comme 7, (v) = h[Hr,]( v), la fonction
n est bien définie. De plus, o fixe tous les sommets de R4(r), et la restriction de o a
R(r) est donc l'identité. D’apres le Corollaire 6.4.7, on a donc hj4o,) = hpy,), d’otl
hA _ hA
[r=r'] = Hror
on en déduit que 7 est bien un isomorphisme de A vers A, ce qui signifie que A X A’.m

1 Comme la fonction h# 1 UlH n, vérifie les hypothéses du Lemme 6.6.16,

[—>7"
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Corollaire 7.1.16 Soient T et T’ deur GA-termes stratifiés de racines respectives r et r’
toutes deux étiquetées par le méme symbole de X, et supposons que pour tout v € Rp(r),
on a T|v X T’|h[Tr_>T,] (v). Alors T X T".

PREUVE. Soient A et A’ deux A-termes de racines respectives r1 et ro, tels que T € A
et 7" € A’. On note h (resp. ') 'homomorphisme de A (resp. A’) vers T (resp. T”).
Soit v € Ryp(r), alors, d’aprés le Corollaire 6.6.5, il existe un unique w € R4(r1) tel que
h(w) = v, et d’aprés la Propriété 5.2.5, (une restriction de) h est un homomorphisme de
Alw vers T'|v. De plus, d’aprés le Lemme 6.6.14, on a

hf . = Wohf 1oh™,

[r-r [r1-72]

et donc, si v/ =h!__,(v), alors v/ = h/(h#
[r—7'] [r1—72]

restriction de) A’ est un homomorphisme de A'|w’ vers T|v'.
Comme T'|v X T’|v/, d’aprés le Lemme 7.1.5, on en déduit que Ajlw X A’'|w’. Le

Lemme 7.1.15 prouve alors que A X A’, et le Lemme 7.1.5, que T' X T". ]

(w)). Posons w' = h?ﬁm](w), alors (une

Corollaire 7.1.17 Soient T et T' deur GA-termes stratifiés de racines respectives r
et v’ toutes deux étiquetées par le méme symbole de Y g, et supposons qu’il existe une
permutation o € Gr(r) telle que pour tout u € Ry (r), T'|u® X T’|hTr_>T,] (u). Alors T X T".

PREUVE. Comme o € Gp(r), o est également élément de Gr, et on a, pour tout u €
Ryp(r), T|u® = T?|u®. De plus, d’aprés le Corollaire 6.4.7, on a

h[j;ir/] (u") = h[T/,r/} o h[_Tla,r] (’U,U) = h[T/,r’} o h[_Tl,r} o ail(u") = h[j;ﬁr/] (U)

hi’
[r—r’
Corollaire 7.1.16, on a donc 77 X T”. Comme T X T, par transitivité, on a le résultat.m

On en déduit que pour tout u € Rp(r), on a T7u? X T7| }(u"), et d’apres le

7.2 Calcul des ~-classes

Dans cette partie, nous allons étudier comment déterminer les classes d’équivalences
des sommets d'un GA-terme stratifié 7" modulo ~. Une conséquence du Théoréme 7.1.12
est que si deux sommets v et v d’un GA-terme stratifié 7' sont congrus, alors |u|r = |[v]71;
dans ce qui suit, nous supposerons que les sommets & comparer sont de méme hauteur
stratifiée. De plus, ces sommets ne peuvent évidemment pas étre équivalents modulo =~
s’ils sont étiquetés par des symboles différents, donc, par la suite, nous supposerons égale-
ment que les sommets & comparer sont étiquetés par le méme symbole. Nous effectuerons
un parcours ascendant des sommets de T, et déterminerons si v =~ v une fois que seront
connues les =-classes d’équivalence des sommets en-dessous de u et de v dans T

Il y aura deux cas a considérer : le cas oll u et v sont étiquetés par un élément de X,
et le cas oll u et v sont étiquetés par un élément de > g. Le premier cas est le plus simple
& étudier, et on a le lemme suivant :
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Lemme 7.2.1 Soit T = (V,s,a) un GA-terme stratifié, et u et v deux sommets de T
étiquetés par un méme élément de X. Alors uw = v si et seulement si le i™¢ élément de

a(u) et le 1™ élément de a(v) sont équivalents modulo =, pour tout i compris entre 1 et

arité(f).

PREUVE. Posons T, = T'|u, T, = T'|v, et supposons que u = v, c’est-a-dire que T, X T,.
Alors, par définition, il existe une permutation o € Gz, telle que 7.7 et T}, sont bisimilaires.
Comme o est élément de Gp, et que s(u) € X, si a(u) = uy.--- .uy,, alors, pour tout
i€{l,...,n}, ona

a’(u)i = a(u) = uf = w

Posons a(v) = wy.--- vy, alors pour tout ¢ = 1,...,n, on a T%|u; = T|v;. Pour i €
{1,...,n}, notons o; la restriction de o & V|u;, alors d’aprés la Propriété 6.5.5, T7|u; =
(T'|u;)?, et comme o; est élément de Gry,,, on en déduit que Tu; X T'|v;, d’olt u; = v;.
Réciproquement, si pour tout ¢ = 1,...,n, u; et v; sont congrus, alors il existe des
permutations 01, ..., oy, telles que pour tout i = 1,...,n, 0y € G, |u;» €6 (Tu|ui)? = Ty|v;.
La permutation o = Hi:L__.,n o; est alors élément de Gr,, et il est aisé de vérifier que
T? = T,, d’ou le résultat. ]

Ainsi, quand u et v sont étiquetés par un symbole de ¥, il suffit de tester si les
arguments de u et v sont deux & deux équivalents modulo =~ pour décider si u et v sont
eux aussi équivalents modulo =. Par contre, si le symbole qui les étiquette est dans >,
il faut avoir recours a des notions plus complexes. Dans ce qui suit, nous allons montrer
comment calculer la =-classe d’équivalence d’un sommet u € V5, une fois que la relation
~ est connue pour les éléments du résidu de Ry (u).

Théoréme 7.2.2 Soit T = (V,s,a) un GA-terme stratifié, et v et v’ deux éléments de
Vs étiquetés par le méme symbole de Y. Alors :

1. r =7 1’ siet seulement s’il existe une permutation p € Ry (r) telle que les conditions
(7.1) et (7.2) ci-dessous sont vraies :

Yu € RT(’I“), uf = h[rﬂr/] (u), (71)

pEr(r) N Gr(r) # 0. (7.2)

2. 8i p et p' sont deur permutations de Rp(r) telles que uf =~ u”’ pour tout u de
Ry(r), alors pEr(r) = p'Ep(r).

PREUVE. 1. Supposons que r =g 7/, alors, d’aprés le Corollaire 7.1.14, il existe une
permutation p € Gr(r) telle que, pour tout u € Rr(r), u” ~r hj,_,u, et la condition
(7.1) est donc vérifiée. Clairement, la permutation p est également dans pEp(r), et donc,
p € pEp(r) NGr(r), et cette intersection est non vide.

Réciproquement, supposons qu’il existe une permutation p € Rp(r) telle que les
conditions (7.1) et (7.2) soient vérifiées. Il existe donc une permutation u € Ep(r) telle
que pp est élément Gp(r). Par définition de Ep(r), pour tout sommet v € Rp(r), on a
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Test(u,v) =
// on suppose que s(u) = s(v) et |u|r = |v]r
si s(u) € ¥ alors
soit uy.- - .u, = a(u) et vy. -+ v, = a(v) dans
// Lemme 7.2.1
renvoyer Vi € {1,...,n}, u; € v;[P]
sinon soient [ := Ry (u) et J := Rp(v)
et 0 :=id et existe := vrai dans
tant que existe et I # () faire
soit w € I dans
(x)  si 3w € w[P]NJ alors
o:=(wuw)o; I.=T\{w}; J:=J\{uw}
sinon existe := faux
fin tant que;
soit p = o o hy,_,,| dans
// Théoréme 7.2.2
renvoyer existe A\ (pEp(u) N Gr(u) # 0)

FiGg. 7.4 — Algorithme Test

uPt =p uf, et comme u” ~p hy,_. (u) par hypothése, on en déduit que uP* =~p T — (u)
par transitivité. Enfin, en appliquant le Corollaire 7.1.17, on en déduit que T'|r X T|r’,
c’est-a-dire que r ~p r'.

2. Supposons que pour tout u € Ry(r), on a uf ~7 u” . Alors, en particulier, u = PP
uP” P et, d’apres la définition de Ep(r), on en déduit que p~'p’ € Ep(r). Ceci signifie
que p’ est dans la classe a gauche pEp(r), et donc que les deux classes a gauche pEp(r)
et p’Er(r) sont égales. "

Le Lemme 7.2.1 et le Théoréme 7.2.2 permettent de concevoir un algorithme qui
décide si deux sommets u et v d’'un GA-terme stratifié 7" sont dans la méme ~-classe. Un
tel algorithme est décrit dans la Figure 7.4. La fonction T'est est appelée sur les sommets
u et v s’ils sont étiquetés par le méme symbole et ont la méme hauteur stratifiée, puisque
ce sont des conditions nécessaires de congruence de u et v. La partition P contient les
~-classes de tous les sommets en-dessous de u et de v dans T'.

Si u et v sont étiquetés par un symbole de 3, alors, d’aprés le Lemme 7.2.1, u = v si
et seulement si pour tout ¢ € {1,n}, u; = v;, c’est-a-dire si et seulement si u; € v;[P].

Si u et v sont étiquetés par un symbole de X g, alors 1’algorithme tente de construire
un produit de transpositions disjointes o qui associe a chaque w € Rp(u) un sommet
w' € Rr(v) tel que w’ ~ w. Si o existe, alors par construction, p = o o hy,_,) est un
élément de Sym(Rr(u)) qui vérifie pour tout w € Ry(u), w” = (hpyy(w))?. Comme
hiy_y(w) = hpyoy (w)? par hypotheése, on a donc w” = hy,_,j(w) pour tout w € Ry (u),
et la condition (7.1) du Théoréme 7.2.2 est bien vérifiée par p. Si pEr(u) N Gpr(u) # 0,
alors la condition (7.2) du Théoréme 7.2.2 est elle aussi vérifiée par p, et on peut conclure
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que u = v. Si la permutation o n’existe pas ou si pEp(u) N Gr(u) = 0, alors on peut
conclure que u % v.

Il est clair que la valeur de o dépend du choix de w’ a la ligne (%), mais ce choix n’a
pas d’influence sur la valeur de Test(u,v). En effet, I’existence de o (et donc la valeur de
existe) ne dépend pas de ce choix, puisque ’algorithme cherche & déterminer ’existence
d’un produit de transpositions disjointes. Considérons un exemple.

Exemple 7.2.3 Soient I = {a,b,c}, J = {a’,b', ¢}, et P = {{a,b,0',},{c,d'}}. Au
premier passage dans la boucle tant que, supposons que w = a, alors il y a deux choix
pour w’, b’ et ¢’. Supposons que w’ = b, alors on a ¢ := (a b’). Puis, au second passage
dans la boucle, on a w = b, et w' = ¢/, d’ott o := (b ¢/)(a b’). Enfin, au troisiéme passage,
onaw=c, douo:=(ca)(b)(ab).Siau premier passage dans la boucle tant que,
on avait w’ = ¢, alors l’algorithme aurait construit la permutation (¢ a’)(b b’)(a ¢’).
Supposons maintenant que P = {{a,b,b’}, {c,a’, '} }. Alors au premier passage dans
la boucle tant que, pour w = a, on a w’ = b’, mais au deuxiéme passage dans la boucle,
il n’y a aucun élément de J & associer & b, et la valeur de existe est instanciée & faux.

On voit donc qu’on ne peut construire o que si, pour toutes les classes C' € P, on a
|cCNnI|=|CnJ|.

De plus, si o et ¢’ sont deux permutations qui vérifient la propriété requise, alors, en
posant p =g o hy,_, et p' =0’ ohy,,), ona:

/ /

Vw GRT(U), wl = h[uﬁv](w)g ~ h[uav](w) ~ h[uav](w)o = w’.

D’apres le Théoréme 7.2.2 (2), on a donc pEr(u) = p'Ep(u), et la valeur de Test(u,v)
ne dépend donc pas du choix de w’ a la ligne (*).

Nous donnons enfin dans la Figure 7.5 un algorithme qui, étant donné un GA-terme
T = (V,s,a), permet de calculer ’ensemble quotient V/=. Gréace a cet algorithme, nous
pouvons donc décider si deux sommets de V' sont dans la méme =-classe.

7.3 Complexité du probléme de décision

Dans cette partie, nous allons étudier la complexité du probléme suivant :

Probléme: Congruence stratifiée, ou S_ CONGR
Entrée: Deux GA-termes stratifies T' et T”
Question: Est-ce que T'X T"7?

Ce probléme et la construction des classes d’équivalences des sommets d’un GA-terme
stratifié modulo = sont polynomialement équivalents. En effet, par définition, toute paire
de sommets u et v d'un GA-terme 7" sont équivalents modulo = si et seulement si T'|u X
T|v. Réciproquement, il est aisé de tester si deux GA-termes T et T’ sont congrus en
calculant les classes d’équivalence modulo =~ d’un unique GA-terme stratifié. Il suffit
pour cela de construire un GA-terme stratifie¢ 7" dont la racine est étiquetée par un
symbole de 3 d’arité 2 (qu’on peut ajouter a X si nécessaire), et dont les deux sommets
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Equiv(T) =
soit P = {{v}|v € V} dans
pour h=1a |T| faire
soit V ={v e V| |v|r =h} dans
tant que V # () faire
choisir w € V' ;
soit U = {u € V| s(u) = s(w)} dans
Vi=V\U;
pour (u,v) € U? faire
si u[P] # v[P] et Test(u,v) alors
fusionner u[P] et v[P] dans P
fin pour
fin tant que
fin pour;
renvoyer P

FiG. 7.5 — Algorithme Equiv

arguments v et v’ sont tels que T"|v = T et T"|v' = T". Aprés un appel & Equiv(T"), on
peut décider si T et T’ sont congrus en vérifiant si v et v’ sont dans la méme =~-classe
d’équivalence.

La condition (7.2) du Théoréme 7.2.2 est une instance du probléme CIE. Supposons
qu’on dispose de CIE pour oracle, alors clairement, les algorithmes T'est(u,v) et Equiv(T')
sont polynomiaux. Ceci signifie que le probléme CIE pour oracle permet de tester en
temps polynomial si deux sommets sont équivalents modulo =, et donc de tester si deux
GA-termes sont liés par la relation X. On a donc le résultat suivant :

Théoréme 7.3.1 On a une réduction de Turing polynomiale de S _CONGR wvers CIE.

Comme CIE est dans la classe de Luks, on en déduit que

Corollaire 7.3.2 Le probléme S _CONGR est simple pour la classe de Luks.

Nous montrons maintenant que ce probléme est également difficile pour la classe de
Luks. Pour cela, nous allons considérer le probléme OP.

Dans ce qui suit, partant d'une instance de OP, nous allons construire deux A-termes
particuliérement simples, et prouver qu’ils sont congrus si et seulement si l'instance de
OP considérée a une solution.

Définition 7.3.3 Soit la signature ¥ = {f,b,d}, ou f est un symbole de fonction d’arité
n, et b et d sont des constantes, et soit ¢ un contexte tel que 7(c) = f(o,...,0).

Soit V = {e}U{1,...,n}, et (x,y, @) une instance de OP. On prend alors la signature
stratifiee X = {(f, ¢, G)}, et on définit les A-termes A = (V,s,a) et A’ = (V,s',d’), tous
deux de racine ¢, par :
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5(6) = 5(e) = (£, ¢, G),
~ale)=d(e)=1.--- .n,

— pour tout i =1,...,n, s(i) =bsi z; =0, et s(i) = d sinon,

— pour tout j =1,...,n, §'(j) =bsiy; =0, et s'(j) = d sinon. &

Les A-termes ¢, A et A’ sont construits sur le méme ensemble de sommets V, et il est
aisé de vérifier que 'identité sur V' est un homomorphisme de ¢ vers dm,(A), et de ¢ vers
dm, (A"); ces deux A-termes sont donc stratifiés, et on a

h[A,g] = h[A’,a] =id, et G4 = G4 = G.

Exemple 7.3.4 Prenons n =4, x = (0,0,1,1), y = (1,0,0, 1), et soit G un sous-groupe
de Sym(4). On pose F = (f,c,G), alors

7(A) = F(b,b,d,d), et 7(A") = F(d,b,b,d).

Théoréme 7.3.5 A et A’ sont congrus si et seulement s’il existe une permutation o € G
telle que pour tout i, x;c = vy;.

PREUVE. Supposons que A et A’ sont congrus, il existe donc une permutation o € G4 =
G telle que A% ~ A’. Ceci signifie que, pour tout i = 1,...,n, si w; est le 1™ argument
de a’(¢), alors A%|w; ~ A’li. Or, w; est I'image par o du i®™® argument de a(e), c’est-
a-dire du sommet i, et comme hjy ) = id, on a w; = i?. On en déduit donc que A?|i®
et A’|i sont isomorphes, et que leurs racines sont étiquetées par le méme symbole. Enfin,
comme $(i7) = §/(7), on a nécessairement x;c = y;.

Réciproquement, supposons qu’il existe ¢ € G tel que pour tout i, x;c = y;. On
définit alors A’ : V — V par :

~- W(e) =e¢,

~ pour tout i = 1,...,n, K'(i%) = i.
Nous allons montrer que i’ est un isomorphisme de A° vers A’. D’abord, il est évident
que h' est une bijection. Comme a’(e) = 17.--- .n%, on a bien a'(h(e)) = h(a(e)), et
enfin, pour tout ¢ = 1,...,n, comme x;,0 = y;, on a également s(i”) = s'(i). La fonction
I/ est donc bien un isomorphisme, et on a A X A’. ]

Exemple 7.3.6 Dans la suite de I’Exemple 7.3.4, supposons que G est engendré par la
permutation ¢ = (1 2 3). On a alors

S[A] = {f(b,b,d,d), f(b,d,b,d), f(d,b,b,d)}.

A et A’ sont équivalents, puisque la permutation u = o2 = (1 3 2) est élément de
Ga =G, et que :
T(A") = 7(4") = F(d,b,b,d).

Corollaire 7.3.7 On a une réduction de Turing polynomiale de OP wers le probléme
S CONGR.
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PREUVE. Ce résultats est évident : la signature stratifice X et les A-termes A et A’
peuvent tous étre construits en temps linéaire en la longueur du n-uplet x de 'instance de
OP considérée, et le groupe G4 = G4/ est engendré par le méme ensemble de permutations
que G. m

Le Corollaire 7.3.7 prouve que le probléme S CONGR est également difficile pour la
classe de Luks, et est donc un élément de cette classe :

Théoréme 7.3.8 Le probléme S _CONGR. est dans la classe de Luks.

7.4 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons étudié la relation de congruence stratifiée X, et démontré
que c’est une relation d’équivalence. Puis nous avons étudié le probléme de décision
associé, et démontré qu’il est dans la classe de Luks. Plus tard, nous verrons que dans
certaines classes de théories permutatives, le probléme du mot généralisé modulo ces
théories est polynomialement équivalent au probléme de la congruence stratifiée.
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Chapitre 8

Problémes liés a la déduction

Dans les deux chapitres précédents, nous avons considéré des signatures stratifiées
et des GA-termes stratifiés quelconques, sans imposer la moindre restriction. Or, il est
évident qu’étant donnée une théorie permutative, il est possible de construire plusieurs
signatures stratifiées, dont certaines se révéleraient inefficaces si elles étaient utilisées par
un démonstrateur automatique. Par exemple, étant donnée une théorie permutative E
définie par un ensemble d’axiomes, il est possible de construire une signature stratifiée
contenant un symbole distinct pour chaque axiome de E, mais clairement, il n’est pas
possible de faire de la déduction avec des GA-termes stratifiés de fagon efficace en se
servant d’une telle signature stratifiée.

De méme, étant donnée une signature stratifiée, il existe de nombreux GA-termes
stratifiés qui, une fois démarqués, représentent le méme terme, et comme pour les signa-
tures stratifiées, certains de ces GA-termes stratifiés ne devraient pas étre construits par
un démonstrateur automatique efficace. L’exemple le plus simple d’un GA-terme stratifié
“inefficace” en est un dont aucun symbole n’est étiqueté par un élément de X p. Dans
ce chapitre, étant donnée une théorie permutative, nous allons d’abord étudier quelles
signatures stratifiées et GA-termes stratifiés devraient étre construits par un démonstra-
teur automatique efficace. Nous introduirons ainsi les notions de signatures stratifiées
saturées, et de GA-termes stratifiés saturés.

Puis, nous étudierons la complexité de certains problémes de déduction sur des GA-
termes stratifiés saturés. Ces problémes correspondent aux téches indispensables qui
doivent étre accomplies par un démonstrateur automatique basé sur les GA-termes stra-
tifiés, et sont résolus par les algorithmes de [AP01]. Dans [BAITE03b], nous avons montré
que ces problémes sont NP-complets dans le cas général. Cependant, la signature stra-
tifiée et les GA-termes stratifiés employés dans notre preuve n’étaient pas saturés, et il
est possible qu’imposer cette restriction réduise la complexité de ces problémes. Dans ce
chapitre, nous montrerons qu’il n’en est rien, et que méme les problémes les plus basiques,
comme ’appartenance d’un terme a un ensemble stratifié S[T'], demeurent NP-complets.

Par abus de notation, dans ce qui suit, nous écrirons ¢ = ¢’ pour représenter une
équation permutative basée sur c et de permutation associée o.

111
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8.1 Signatures stratifiées saturées
Considérons l'exemple suivant.

Exemple 8.1.1 Soit E la théorie permutative définie par les axiomes suivants :

flx,y) = fly,2)
9(x,y,2) = gy, 2)
g(z,y,2) = g(29,2).

On définit les contextes c1 et co, ainsi que les groupes G et Go par :

7(c1) = f(h(o),h(o)) et Gp=Sym({1.1,2.1})
T(c2) = g(o0,0,0) et Go = Sym(2)

Enfin, on note ¥g = {(f, c1,G1), (g,c2,G2)}, X est bien une signature stratifiée sur E.
Soit t = f(a,b), alors il est possible d’appliquer 'axiome f(z,y) = f(y,z) a t.
Cependant, il n’existe pas d’homomorphisme de ¢; (resp. c2) vers arbre(t), et donc, il
n’existe aucun GA-terme stratifié T tel que 7(dm(T")) = ¢, et f(b,a) € S[T].
De méme, soit t' = g(a, b, d), alors on peut appliquer 'axiome g(x,y,2) = g(z,y,x) a
t’, mais comme la permutation (1 3) n’est pas élément de G, il n’existe aucun GA-terme
stratifie 7" tel que 7(dm(7")) =t et g(d,b,c) € S[T"]

Si Y i est une signature stratifiée sur une théorie permutative E, nous pouvons donc
raisonnablement imposer que pour tout axiome e de E, si t’ est obtenu aprés application
de e & la racine de t, alors il existe un GA-terme stratifié 7" sur X, X g, et une permutation
o € Gr tels que 7(dm(T)) = ¢, et 7(dm(77)) = t¢’. Ceci donne lieu a la définition
suivante :

Définition 8.1.2 (Recouvrement) Soit £ une théorie permutative définie par un en-
semble A = A, W...W A, d’axiomes, ou, pour i = 1,...,n, toutes les équations permu-
tatives de A., sont basées sur le contexte ¢;, et si j # 4, alors ¢; # ¢;. Pour ¢ € {1,...,n},
si S; est 'ensemble des permutations associées aux équations permutatives dans A,
alors on note G, le groupe engendré par S;.

Si Y i est une signature stratifiée sur F, on dit que X g recouvre les axiomes de F

si et seulement si pour tout i = 1,...,n, il existe un symbole (f;,¢;,G;) € X tel que
le groupe G, est un sous-groupe de G;. On dit que X5 est minimale si et seulement si
EE:{<fi,Ci,Gci>|’L':1,...,’l’L}. O

Exemple 8.1.3 Soit F la théorie permutative définie par l’ensemble d’axiomes suivant :

h(.’El,.’EQ,.’Eg) = h($2,$1,$3),
h(.’El,.’EQ,.’Eg) = h($3,$2,$1),

f(h(z1,20,23),24) = f(h(x1,22,24),3).
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On définit les contextes ¢, ¢’ et ¢” tels que
7(¢) = h(o,0,0), 7(c') = f(h(o,0,0),0), et 7(c") = g(h(o,0,0)),
puis on définit les groupes G, G’ et G” par :
G = Sym({1,2,3}), G’ =Sym({1.3,2}), G" =1

Alors la signature stratifiece g = {(h, ¢, G), (f,,G"),(g,¢",G")} recouvre les axiomes
de F.

Par contre, notons que I'équation g(h(z1,z2,23)) = g(h(z2,x1,x3)) est élément de
E, mais la permutation associée o = (1.1 1.2) n’est pas élément de G” = 1.

Evidemment, dans le cas général, la condition de recouvrement n’implique pas la
complétude des groupes, ainsi, la signature stratifiée de I’Exemple 8.1.3 recouvre la théorie
E, mais les groupes ne sont pas complets. Par exemple, soit la permutation o = (1.1 1.2),
alors I’équation permutative ¢’ = 7 est élément de F, et pourtant, o n’est pas dans
G". Nous pouvons donc chercher & imposer une restriction supplémentaire aux signature
stratifiées considérées :

Définition 8.1.4 (Signature stratifiée saturée) Soit F une théorie permutative, et
Yp une signature stratifiée sur F, alors Xp est saturée si et seulement si pour tout
symbole (f,c,G) € ¥, équation permutative ¢ = ¢ est élément de E si et seulement
sio € G. )

Remarque. Cette deuxiéme condition interdit qu’une signature stratifiée qui est saturée
contienne deux éléments (f,c, G) et (f,¢,G’), puisqu’alors, on a G = G'.

Exemple 8.1.5 Reprenons la théorie permutative E et la signature stratifiée g de
I’Exemple 8.1.3, cette derniére recouvre les axiomes de F mais n’est pas saturée. Si on
définit les groupes G et G par

G1 = Sym({1.1,1.2,1.3,2}), et Gy = Sym({1.1,1.2,1.3}),

alors la signature stratifice X%, = {(h, ¢, G), (f, ¢, G1), (g, ", G2)} recouvre elle aussi les
axiomes de F, et est saturée.

Exemple 8.1.6 Soit E la théorie permutative composée des deux axiomes suivants :

g(z,y) = gy, ),
flg(z,y),2) = fl9(z,9),2).

Notons ¢ et ¢ les contextes respectivement associés & la premiére et a la deuxiéme
équation. A partir de ces équations, on définit les groupes G = Sym(2), associé a c,
et G’ = Sym({1.1,2}), associé & ¢/. On peut donc construire la signature stratifiée
Yp={{g,¢,G),(f,d,G")}, qui recouvre les axiomes de E.
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Cependant, en partant du terme f(g(x,y), z) et en appliquant la premiére équation,
on obtient :

flg(z,y),2) = [fl9(y,z),2),

qui est une nouvelle équation permutative, basée sur le contexte ¢/, et de permutation
associée 0 = (1.1 1.2). Comme cette permutation n’est pas élément de G, la signature
stratifiée X n’est pas saturée. Pour obtenir une signature stratifiée saturée, le groupe
G’ doit étre augmenté avec cette permutation. Finalement, si on note G” le groupe
engendré par G’ et o (on a donc G” = Sym({1.1,1.2,2})), alors la signature stratifiée
Y ={(9,¢,G),(f,c,G")} est saturée.

Dans la suite, nous nous intéresserons donc & des signatures stratifiées qui recouvrent
les axiomes d’une théorie F, et qui sont saturées.

8.2 GA-termes stratifiés saturés

Quand une signature stratifiée a été fixée, pour un terme ¢ donné, il peut évidemment
exister plusieurs GA-termes stratifiés qui, une fois démarqués, représentent ¢. Chacun de
ces GA-termes stratifiés représente un ensemble de F-conséquences de t, et il n’est en
général pas possible d’en privilégier un & un autre.

Exemple 8.2.1 Soit E la théorie équationnelle constituée des axiomes suivants :

flxy) = fly,2),
flg(z,y),2) = [flg(y,x),2).
Soient ¢ et ¢ les contextes tels que 7(c) = f(o,0) et 7(¢') = f(g(o,0),0), on pose

F1 = {f,¢,Sym(2)) et F» = (f,¢,Sym({1.1,1.2})). La signature stratifice Xy = {Fy, F»}
est alors saturée.

Soit t = f(g(a,b),c), on peut construire les GA-termes stratifiés T' et T” tels que
7(T) = Fi(g(a,b),c), et 7(T") = F3(g(a,b),c), tous deux vérifient :

7(dm(T)) = 7(dm(T")) = t.
Cependant, comme on a
S[T] = {f(g(a,b),c), f(c, g(a,b))} et S[T"] = {f(g(a,b),c), f(g(b,a),c)},
il n’y a aucune raison de privilégier un de ces GA-termes stratifiés plutot que l'autre.

Cependant, les deux exemples suivants montrent qu’il y a certaines conditions rai-
sonnables qui peuvent étre imposées aux GA-termes stratifiés considérés.

Exemple 8.2.2 Supposons que la théorie E est constituée des axiomes suivants :

flz,y) = fly,z),
g(r,y) = g(y,v).
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Soient ¢ et ¢’ les contextes tels que 7(c) = f(o,0), et 7(¢/) = g(o,0), et posons F; =
(f,c,Sym(2)) et Fy = (g,c/,Sym(2)). Alors la signature stratifié¢e Xy = {F}, F»} recouvre
les axiomes de E et est saturée.

Soit t = f(f(a,b),g(c,d)), il est alors possible de construire plusieurs GA-termes
stratifiés sur X g, qui, démarqués, représentent . Un de ces GA-termes stratifiés est T,
tel que 7(T) = Fi(Fi(a,b), Fa(c,d)). Clairement, il est plus intéressant de considérer T’
plutdt que n’importe quel autre GA-terme stratifié 7" qui vérifie 7(dm(7")) = ¢, puisqu’on
a

VT, 7(dm(T")) = 7(dm(T)) = S[T'] C S[T].

Par exemple, si 7(T") = f(Fi(a,b), F»(c,d)), alors le terme f(g(c,d), f(a,b)) est élément
de S[T], mais pas de S[T"].

Cet exemple montre donc qu’on peut imposer de ne considérer que des GA-termes
stratifiés dont le plus de sommets possible sont étiquetés par des symboles de .

Exemple 8.2.3 Soit E la théorie constituée des axiomes suivants :

g(x,y) = g(y,z),
flg(z,y),2) = fl9(2,9),).

Notons c et ¢’ les contextes respectivement associés au premier et au deuxiéme axiome, et
soient G = Sym(2), et G’ = Sym({1.1,1.2,2}). Il est alors aisé de vérifier que la signature
stratifice X = {{g,¢,G), (f, ', G')} recouvre les axiomes de F et est saturée.

Prenons le terme ¢ = f(g(a,b),d), et considérons les deux GA-termes stratifiés dis-
tincts T et T", représentant respectivement

(f,c',G")(g(a,b).d) et f((g,c,G)(a,b),d).

Ces deux GA-termes stratifiés utilisent chacun le plus de symboles de X possible, et
vérifient donc la condition exprimée dans 'Exemple 8.2.3. Cependant, comme S[T"'] C
S[T1, il est préférable de considérer le GA-terme stratifié T' plutot que T7.

Dans cet exemple, il est plus intéressant de considérer T plutoét que 1" parce que c
est un sous-contexte strict de ¢/, et qu’il est garanti que S[T”] C S[T], puisque X est
saturée.

Définition 8.2.4 (GA-terme stratifié saturé) Soit 7" un GA-terme stratifié, on dit
que T est saturé si la signature stratifiée X g est saturée, et que pour tout sommet v de
T, si v vérifie les propriétés suivantes :

1. v est étiqueté par un symbole de 3,

2. il existe un symbole (f, ¢, G) € ¥ g et un homomorphisme h de ¢ vers dm(7T|v),
3. v n’est dans aucun antirésidu Ry (u) pour u € Vi,
4

. il existe un chemin unique entre la racine de 7" n’importe quel sommet du résidu
ou de l'antirésidu de h,
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alors il existe un sommet non-variable u de ¢ tel que le sommet h(u) de T est étiqueté
par un symbole (f', ¢/, G’) de X g, et ¢ n’est pas isomorphe a c|u. &

Les quatre conditions vérifiées par v dans la définition sont les suivantes : si ce sommet
est étiqueté par un symbole de ¥ (condition 1), et qu'il est théoriquement possible de lui
associer un symbole (f, ¢, G) de ¥ (conditions 2, 3 et 4), alors nécessairement, il doit y
avoir un sommet u en-dessous de v, étiqueté par un symbole de (f',¢/,G’) € X, et qui
implique que :
— on ne peut pas remplacer le symbole de v par (f,c,G), sans quoi le GA-terme
stratifié serait mal formé (Condition 1 de la Définition 6.3.1),

— ¢ n’est pas un sous-contexte de ¢, sans quoi, par hypothése de saturation de ¥ g, on
pourrait remplacer le symbole de v par (f, ¢, G) et celui de u par f’; on obtiendrait
ainsi un terme stratifié bien formé qui subsumerait le précédent.

Propriété 8.2.5 Si T est un GA-terme stratifié saturé, alors pour tout sommet v de T,
T|v est également un GA-terme stratifié saturé.

Théoréme 8.2.6 Soit T un GA-terme stratifié, et A un A-terme stratifié tel que T € A.
Si A est saturé, alors T est également saturé.

PREUVE. On pose T' = (V,s,a), et A = (V',¢',d’); par hypothése, il existe un homo-
morphisme clos h de A vers T. Supposons qu’il existe un sommet v de T' qui vérifie les
quatre conditions de la Définition 8.2.4. Soit w € V' tel que h(w) = v, alors la restriction
de h a V'|w est un homomorphisme clos de A|w vers T'|v d’aprés la Propriété 5.2.5, et
donc, un homomorphisme clos de dm(Ajw) vers dm(T'|v). D’apres le Lemme 5.2.21, il
existe donc un homomorphisme injectif 4’ de ¢ vers dm(A|w). D’apreés le Corollaire 6.6.5,
w n’est dans aucun antirésidu Ra(u') pour u' € V/, et comme s'(w) = s(v), et que A
est un A-terme, w remplit les quatre conditions de la Définition 8.2.4. Par hypothése de
saturation, on en déduit qu’il existe un sommet non-variable u de ¢ tel que h'(u) est
étiqueté par (f',¢,G') € ¥, et que ¢ n’est pas isomorphe a c|u.

Donc, le sommet v' = h(u) = h(h'(u)) est lui aussi étiqueté par (f’, ¢, G’), et vérifie
donc les conditions de la Définition 8.2.4. Donc, T est bien saturé. [

Il est clair qu’étant donnée une théorie permutative E et un terme ¢, il est possible
de construire un GA-terme stratifié 7' qui est saturé, et tel que ¢ € S[T]. De plus, cette
construction est évidemment polynomiale (si la signature stratifiée saturée a déja été
construite). Dans la prochaine partie, nous allons étudier certains problémes qui doivent
étre résolus pour pouvoir faire de la déduction avec des GA-termes stratifiés, et nous
démontrerons qu’ils sont tous NP-durs.

8.3 Complexité de problémes de déduction

L’application de régles de paramodulation ou de résolution & des clauses stratifiées
(c’est-a-dire des clauses constituées de GA-termes stratifiés) n’est pas une tache triviale,
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et nécessite des algorithmes complexes comme ceux proposés dans [AP01]. Il faut évidem-
ment concevoir de nouveaux algorithmes comme par exemple un algorithme d’unification
pour des GA-termes stratifiés, mais des algorithmes pour des taches beaucoup plus ba-
siques sont également nécessaires. Ces téches basiques semblent elles aussi étre assez
complexes, et méme 1'algorithme de [AP01] pour tester ’appartenance d’un terme & un
ensemble stratifié S[T'] est exponentiel. Dans [BAITE03b], nous avons étudié les com-
plexités de ces problémes dans le cas général. Dans ce qui suit, nous allons en étudier
la complexité dans le cas ol les GA-termes stratifiés (resp. A-termes stratifiés) sont sa-
turés. Par commodité, nous nommerons ces GA-termes stratifiés saturés (resp. A-termes
stratifiés saturés) des sGA-termes (resp. sA-termes). Nous commengons par présenter les
problémes a étudier, et nous montrerons qu’ils sont tous, a ’exception du probléme
S_INcL, dans NP. Pour le probléme d’unifiabilité, nous considérerons un sous-ensemble
X de I’ensemble des symboles de constantes de ¥ comme des variables.
Les problémes que nous étudierons sont les suivants :

Probléme 1: Appartenance stratifiée, ou S_ MEM.
Entrée: Un terme ¢ et un sGA-terme 7.
Question: Est-ce que ¢ est élément de S[T]?

Probléme 2: Sous-terme stratifié, ou S SBT.

Entrée: Un terme ¢ et un sGA-terme 7.

Question: Existe-t-il un terme t' € S[T] tel que t est un sous-terme
de t'?

Probléme 3: Intersection stratifiée, ou S__INTER.
Entrée: Deux sGA-termes 17 et T5.
Question: Est-ce que S[T}] et S[T»] ont un élément en commun ?

Probléme 4: Unifiabilité stratifiée, ou S_ UNIF

Entrée: Deux sGA-termes T et T5, et un ensemble de variables X.
Question: Existe-t-il un terme ¢; dans S[T}] et un terme ¢2 dans
S[T5] tels que 1 et to sont unifiables sur X' 7

Probléme 5: Inclusion stratifiée, ou S__INCL.
Entrée: Deux sGA-termes 17 et Ts.
Question: Est-ce que S[T7] est un sous-ensemble de S[T5]?

Nous commencons par prouver certaines relations de complexité parmi les Problémes
1ab5.

Lemme 8.3.1 Le probléme S _MEM se réduit polynomialement 6 S_SBT, et le probléme
S INTER ¢ S_UNIF.
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PREUVE. Pour tout terme t et tout sGA-terme 7', si ¢ et 7(dm(7")) ont la méme taille,
on pose t' = t; sinon on définit ¢ comme étant un nouveau symbole de constante. La
transformation de (¢,7) & (¢,T) est clairement polynomiale, et il est aisé de voir que ¢
est élément de S[T7] si et seulement si ¢’ est un sous-terme d’un élément de S[T7]. On a
donc une transformation polynomiale de S MEM vers S SBT.

Prenons deux GA-termes T et T, et soit X = (). On considére donc que T} et Th
n’ont pas de variables, ce qui signifie que deux termes t; € S[T1] et to € S[T3] sont
unifiables si et seulement s’ils sont égaux. Le probléme S INTER est donc équivalent &
la restriction de S UNIF aux instances pour lesquelles X = (). Donc, S _INTER se réduit
polynomialement a S UNIF. (]

Nous montrons maintenant que les quatre premiers problémes sont dans NP.

Théoréme 8.3.2 Les problémes 1 a 4 sont dans NpG_MeM,

PREUVE. Nous prouvons le résultat pour le probléeme S MEM, les preuves sont iden-
tiques pour les autres problémes (puisque tester l'unifiabilité pour des termes standard
est polynomiall, etc).

Soit t un terme et 7' un sGA-terme, d’apreés le Théoréme 6.5.13, on sait que S[T] =
7(dm(797)), et donc,

t € S[T] & Jo € Gr tel que t = 7(dm(77)).

Si V' est I’ensemble des sommets de 7', il nous suffit de choisir une permutation o €
Sym(V'), et de tester si t = 7(dm(7'?)), ce qui est trivialement polynomial. Si ce premier
test réussit, il suffit de s’assurer que o est élément du groupe Gr.

Nous pouvons déterminer un ensemble de générateurs pour le groupe Gr en temps
polynomial. En effet, 'union des ensembles de générateurs pour les groupes Gr(v), pour
tous les sommets v étiquetés par des symboles de X est un ensemble de générateurs
de Gpr d’apres la Propriété 6.5.6, et si v est étiqueté par (f,c,G) € X, alors Gp(v) est
engendré par le conjugué par hiz,) de 'ensemble des générateurs de G. Enfin, un appel
& loracle G_MEM avec cet ensemble de générateurs et la permutation ¢ permet de
savoir si o est bien élément de Gr. On a bien une réduction de Turing non-déterministe
polynomiale de S__MEM vers G_ MEM. ]

Naturellement, 'intérét de choisir pour oracle le probléme G MEM est que ce dernier
est polynomial, ce qui prouve que les problémes 1 & 4 sont dans la classe NP® = NP.
Nous ne pouvons pas appliquer le méme genre de raisonnement pour borner la complexité
du probléme 5, mais ce dernier peut étre restreint au deuxiéme niveau de la hiérarchie
polynomiale, voir [GJ79] ou [SP98§].

Théoréme 8.3.3 Le probléme S_INCL est dans la classe IT5 .

!"Notons que nous testons si deux sGA-termes sont unifiables, mais que nous ne cherchons pas 3
déterminer d’unificateur pour ces sGA-termes.
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PREUVE. Soient T} et T» deux sGA-termes, alors S[T1] Z S[T3] si et seulement s’il existe
un terme t € S[T}] qui n’est pas dans S[T»]. Donc, on peut résoudre ce probléme en
devinant un terme ¢, puis en faisant appel & un oracle pour S_MEM tout d’abord sur
t, Ty, puis sur t,T5, et en renvoyant “vrai” si le premier test réussit et le second échoue.
On obtient ainsi une réduction de Turing non-déterministe polynomiale & un probléme
dans NP, et donc, co—S_INCL est dans NPN? = X¥P ce qui signifie que S_INCL est
dans co—X¥ =TI, ]

8.4 NP-complétude

Dans cette partie, nous allons prouver que les Problémes 1 & 4 sont NP-complets, et les
problémes 5 et 6, NP-durs. Pour démontrer ces résultats, nous effectuerons des réductions
du probléme de contraintes de groupe, G _ CSTR, vers ces problémes. Nous allons prouver
que G CSTR se réduit polynomialement aux problémes S MEM, S INCL, et S INTER,
ce qui prouvera que les problémes 1 & 4 sont NP-complets, et que le probléme 5 est NP-
dur.

Nous commencons par prouver le résultat pour S MEM. Nous montrons que le pro-
bléme G CSTR peut étre résolu par une instance particuliérement simple du probléme
d’appartenance stratifié. Partant d’une instance du probléme G __CSTR, on définit les
ensembles et les termes suivants :

Définition 8.4.1 On définit les ensembles I; pour j = 1,...,n par :
pour tout j, I; = {i|j € J;i}.

Soit ¥ la signature {f,g,a,b}, ou a,b sont des constantes, et f,g sont des symboles
de fonction d’arité n. Pour tout ¢ = 1,...,n, on pose :

ol la constante b est le ™€ argument de la fonction g. Enfin, on définit le terme t =

f(tl""7tn)‘ <&
Exemple 8.4.2 Supposons que n = 2, et que J; = {1}, et Jo = {1,2}. Alors
I = {172}7 I = {2}7 b = g(b, a): by = g(a,b), et t = f(g(b7 a),g(a, b))

Définition 8.4.3 Soit I C {1,...,n}, on note t; = g(t1,...,t,), o1, pour tout i =
1,...,n,

— si ¢ € I, alors t; est une variable,

— sinon, t; = a.
On définit alors le contexte c¢(I) = arbre(t;), 'ensemble des sommets variables de ¢([)
est donc égal a I. Pour tout j € {1,...,n}, on définit le symbole

g; = (g,c(I;),Sym(I)).
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Soit ¢ le contexte tel que 7(c) = f(o,...,0), alors on définit le symbole F' = (f, ¢, G).
Pour j € {1,...,n}, solent u; et 1; des générateurs du groupe Sym(I;), on considére
la théorie permutative E, définie par les axiomes suivants :

c = ¢, i=1,....,n
Enfin, on définit la signature stratifiée
EE:{gj‘j:L,n}U{F} &

Exemple 8.4.4 Reprenons I’'Exemple 8.4.2, alors on a
7(c(11)) = g(o,0) et T(c(12)) = g(a, ).
On peut donc construire les deux éléments g; et go de la signature stratifiée > qui sont :
g1 = (g,c(11),Sym(2)), et g2 = (g, c(I2),T).

Remarque. Si I; et I} sont identiques, alors g; et g le sont également ; ¥ peut donc
étre de cardinalité inférieure a n + 1.

Comme tous les groupes qui apparaissent dans les éléments de Y5 sont maximaux,
on en déduit que :

Propriété 8.4.5 La signature stratifiée X g de la Définition 8.4.3 recouvre les axiomes
de E et est saturée.

Nous construisons maintenant un sGA-terme stratifié 7" sur X, ¥ g qui portera l’infor-

mation associée au groupe G et aux contraintes Ji,..., J,.
Définition 8.4.6 Pour tout j = 1,...,n, soit k = min /;. On associe & j le terme (sur
YU EE)

t; = gj(a""vaabaaa"'7a)’

ot la constante b est le k™€ argument de gj- On construit enfin les A-termes A; =
arbre(t}) pour j = 1,...,n, et A = arbre( F'(t},...,t;) ). En particulier, dans le A-terme
A, chaque symbole g; est attaché & la position j. &

Exemple 8.4.7 Dans la suite de ’Exemple 8.4.4, on a donc
T(Al) = tll = gl(b7 CL), T<A2) = t,2 = 92(a7b)7 et T<A) = F(gl(b7 a)?QQ(av b))

Il est aisé de vérifier que les A; et A sont des A-termes stratifiés, et comme nous
avons utilisé des symboles de ¥ partout ol c’était possible, ces A-termes stratifiés sont
saturés.
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Lemme 8.4.8 Soient i et j deuz éléments de {1,...,n}. Alorst; € S[A;] si et seulement
sij € J;.
PREUVE. Par construction, la restriction de hy, . & SV(gj) = {1,...,n} est I'identité,

et le résidu de cet homomorphisme est R4, (¢) = I;. Comme la racine de A; est 'unique
sommet du GA-terme & étre étiqueté par un symbole de > g, on en déduit que le groupe
Ga, est exactement le groupe Sym(/;).

Supposons que t; € S[A;]. Il existe donc une permutation = € Sym([;) telle que
sj = 7(dm(A7)) = t;. Comme l'unique sommet de A; a étre étiqueté par le symbole
b est le sommet k, on en déduit que b apparait & la position k™ dans s;, et, puisque b
n’apparait qu’a la position i dans t;, que k™ = i. Enfin, k étant élément de I;, on en
déduit que ¢ = k™ € I}, c’est-a-dire que j € J;.

Réciproquement, si j € J;, alors par définition, 7 € I;. Il existe donc une permutation
7 € Sym(I;) telle que k™ = i, et comme Sym(I;) = G4, , on en déduit que 7(dm(A7)) = t;,
c’est-a-dire que t; € S[A;]. ]

On en déduit donc le résultat suivant :

Corollaire 8.4.9 Soient i et j deuz éléments de {1,...,n}, et o € Gr(j). Alors t; =
7(dm((Alj)7)) si et seulement si j € J;.

PREUVE. Les A-termes stratifiés A; et A|j sont bisimilaires et donc isomorphes, notons
n I'isomorphisme de A; vers A|j. Alors d’aprés le Corollaire 6.6.8,

Gaj = Gali) = Gi,-

Supposons qu'’il existe une permutation o € Gr(j) telle que t; = 7(dm((A|j)7)), alors,
il existe une permutation ™ € G4, telle que o = 7", et d’apres le Théoréme 6.6.9, 1 est
un isomorphisme de AT vers (A[j)?. Ceci prouve que t; = 7(dm((4;)™)), et donc que
ti € S[A;]. On en déduit d’aprés le Lemme 8.4.8 que j € J;.

Réciproquement, si j € J;, alors d’aprés le Lemme 8.4.8, il existe une permutation
7 € Ga, telle que t; = 7(dm((A;)™)). Pour les mémes raisons que précédemment, on en
déduit qu’il existe une permutation o € G4(j) telle que t; = 7(dm((A]5)7)). ]

Nous pouvons maintenant prouver que 1’ vérifie la propriété suivante :

Théoréme 8.4.10 t est élément de S[A] si et seulement s’il existe une permutation
m € G telle que pour tout i =1,...,n, i" € J;.

PREUVE. Comme dans le cas des Aj, la restriction de 'homomorphisme hj4.) a 'en-
semble {1,...,n} est l'identité, et le résidu de cet homomorphisme est Ra(e) =
{1,...,n}, qui est l'ensemble des sommets variables de c. Ceci prouve que G4(c) est
exactement le groupe G.

Supposons qu’il existe une permutation o € G4 telle que 7(dm(A?)) = ¢. On note
7 la restriction de o & {1,...,n}, on a donc 7 € G. Posons A% = (V,s,d’), alors on a
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a'(e) =17.--- .n"™. Pour tout j = 1,...,n, on note 7; la restriction de o & Ra(j7), ;

est donc élément de G4(j). Puisque le ™€ argument de 7(dm(A?)) doit étre #;, on a

nécessairement
ti = T(dm(A°l7) = r(dm(ATT) = (dm((AlT))).

On peut donc appliquer le Corollaire 8.4.9, et en déduire que i" € J;. Donc, si t € S[A4],

alors il existe une permutation 7 de G telle que pour tout i = 1,...,n, i" € J;.
Réciproquement, supposons qu’il existe une permutation 7 de 1" telle que pour tout
1=1,...,n, 1" € J;. Alors d’aprés le Corollaire 8.4.9, on sait que pour tout %, il existe

une permutation m; € Ga(i") telle que 7(dm((A|i")™)) = t;. On pose 0 = 7wy ... 7Ty, ; il
est clair que o est une permutation de G4, et que 7(dm(A?)) = ¢. Donc, t est alors bien
un élément de S[A]. ]

Ceci nous permet de prouver la premiére réduction polynomiale :

Corollaire 8.4.11 G CSTR se réduit polynomialement ¢ S_MEM.

PREUVE. D’aprés le Théoréeme 8.4.10, toute instance du probléme G CSTR se réduit
clairement aux instances t,G de S__MEM. La transformation de G et des J;, pour i =
1,...,n & t,G est polynomiale : la taille de t et le nombre de sommets dans 7" sont en
O(n?), T contient les générateurs de G, et il ne faut pas plus de deux générateurs pour
engendrer les groupes Sym(I;) contenus dans les g;. ]

Montrons maintenant que le probléme G CSTR se réduit polynomialement & S INCL
et S_INTER. Pour cela, nous aurons besoin d’étendre la signature stratifiéee X g et de
construire un nouveau sGA-terme 7".

Définition 8.4.12 Pour i € {1,...,n}, on note

otl la variable x est le i*™® argument de g, et on définit le terme ¢’ = f(#},...,t).
Soit ¢ = arbre(t'), on note D I’ensemble des sommets variables de ¢/, et on définit le
symbole F' = (f,,Sym(D)). Par la suite, nous considérerons la signature stratifiée
S = Sp U {F'}.

Enfin, on définit le A-terme A" = arbre( F'(t1,...,t,) ), ou les t; sont les mémes
que dans la Définition 8.4.1. O

Exemple 8.4.13 Reprenons I’Exemple 8.4.2, alors on a t) = g(z,a) et t}, = g(a,x), d’on
t = f(g9(x,a),g(a,z)), et on a donc

() = f(g(o,a),g(a,0)), et D ={1.1,2.2}.

Le A-terme A’ vérifie alors 7(A") = F'(g(b,a), g(a,b)).
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Le groupe associé a ¢ est Sym(D) = Sym(SV(c)) qui est maximal, et X, est donc
saturée. Il est également aisé de voir que le A-terme A’ est stratifié sur ¥ U X, (en
prenant 'identité pour la fonction hj4/ (), et que A’ est saturé.

Nous prouvons maintenant les deux autres réductions polynomiales.

Corollaire 8.4.14 Le probléme G_CSTR se réduit polynomialement a¢ S_INCL et a
S INTER.

PREUVE. Par construction, on a 7(dm(A’)) = ¢. De plus, pour toute permutation o de
Ga = Sym(D)"4"<) comme tous les sommets de Ry () = hiar (D) sont étiquetés par
le méme symbole b, on en déduit que

7(dm(A%)) = 7(dm(4)) = t.
On a donc S[A’] = {¢t}, d’ou
t € S[A] & S[A'] CS[A] & S[A]NS[A] # 0.

D’apres le Théoréme 8.4.10, ces conditions sont équivalentes & 1’existence d’'une permu-

tation dans G qui satisfait toutes les contraintes Ji,...,J,, et la transformation de ces
contraintes a 'instance A’, A des problémes S_INCL et S_INTER est clairement polyno-
miale. ]

Ces réductions polynomiales du probléeme G _CsTRaS_MEM, S_INCLet S_INTER,
associées au Lemme 8.3.1 et aux Théorémes 8.3.2 et 8.3.3 se résument ainsi :

Théoréme 8.4.15 Les complezités des problémes étudiés sont les suivantes :
1. Les problémes S_MEM, S SBT, S INTER et S_UNIF sont NP-complets.
2. Le probléeme S _INCL est dans la classe 1'15’, et est NP-dur.

8.5 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons étudié quelles conditions il était raisonnable d’imposer
& des signatures stratifiées et & des GA-termes stratifiés. Etant donnée une théorie per-
mutative F, nous avons commencé par définir les signatures stratifiées saturées, qui sont
intuitivement des signatures stratifiées telles que pour tout élément (f,c, G), le groupe
G est complet pour E. Puis, nous avons défini les GA-termes stratifiés saturés; intuiti-
vement, leur définition est assez simple : il s’agit de GA-termes stratifiés qui contiennent
le plus possible de sommets étiquetés par des symboles de Y g. Le choix des sommets
& étiqueter avec des symboles de X g, ainsi que le choix des symboles de X g & utiliser
demeure non-déterministe.

Enfin nous avons étudié certains problémes qui doivent étre résolus pour pouvoir faire
de la déduction avec des GA-termes stratifiés, et nous avons vu que méme en imposant
ces conditions de saturation, ces problémes demeurent NP-durs. C’est pourquoi dans les
prochains chapitres, nous étudierons des classes de théories permutatives dans lesquelles
il est possible de faire de la déduction avec des GA-termes stratifiés de facon efficace.
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Chapitre 9

Stabilité

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que méme les problémes les plus basiques
& résoudre pour pouvoir faire de la déduction avec des GA-termes stratifiés sont NP-
durs quand on considére des théories permutatives quelconques. Nous allons maintenant
étudier quelles restrictions peuvent étre imposées aux théories permutatives considérées
afin de pouvoir faire de la déduction plus efficacement avec des GA-termes stratifiés.

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion de stabilité d'une signature stratifiée
et d’'un ensemble d’axiomes, puis nous verrons que cette restriction ne suffit pas a assurer
que les théories permutatives considérées ont de suffisamment bonnes propriétés pour
faire de la déduction avec des GA-termes stratifiés.

9.1 Permutations induites

Considérons 1’exemple suivant :

Exemple 9.1.1 Soit E la théorie permutative définie par les axiomes suivants :

g(z,y) = g(y,z)
flg(z,y),2) = flg(x,2),y).

On définit les contextes ¢, ¢’ et les groupes G, G’ par :

T(C) = g(o, O)’ T(Cl) = f(g(oa O)a O)v G = Sym(2)’ G = Sym({1'2v 2})

Alors la signature stratifiéce X = {(g,¢, G), (f, ¢, G')} recouvre E, mais n’est pas saturée.

Prenons le terme t = f(g(x,y), 2), alors on peut appliquer ’axiome de commutativité
de g a la position 1 de ¢, on obtient le terme ¢’ = f(g(y,z), 2), et 'équation t = t’ est
une équation permutative de contexte associé ¢, et de permutation associée (1.1 1.2). On
obtient donc une nouvelle équation permutative basée sur ¢’ aprés une unique application
de ’axiome de commutativité de g.

Dans ce qui suit, étant donné un contexte ¢, nous allons étudier dans quel cas 'ap-
plication d’'une unique équation permutative & un terme induit une nouvelle équation
permutative basée sur ce contexte.

127
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Définition 9.1.2 Soient c¢ et ¢ deux contextes tels que h,v : ¢ < . Alors le groupe
d’automorphisme de 'homomorphisme h est I’ensemble

Au(h) = {o € Sym(SV(e)) | Yw € SV(e), ¢|h(w) ~ ¢/|h(w”)}.

Il s’agit donc de I’ensemble des permutations des sommets variables de c telles que h
associe & tout sommet variable de ¢ et & son image des sous-contextes de ¢’ isomorphes.

Etant donnée une permutation o € Sym(SV(c)), 'homomorphisme h est dit o-stable
si et seulement si o est élément de A.(h); dans ce cas, on note h,v : ¢ <, . Enfin,
étant donné un groupe G, on dit que h est G-stable si et seulement si pour tout o € G,
h est o-stable, et on note alors h,v : ¢ Ig . Dans le cas ol v = ¢, on notera également
h:cCyd,eth:cCqc . &

Exemple 9.1.3 Soit E la théorie permutative constituée des deux axiomes suivants :

flz,y) = fly,2),
flg(x,y),9(w,2)) = [f(g(y,2),9(w,2)).

On note ¢ = (V, s,a) et ¢ = (V', ¢, a’) les contextes respectivement associés a la premiére
et & la deuxiéme équation, et on définit la fonction h de V vers V' par : Vv € V| h(v) = v.

On a alors h,e : ¢ 4 ¢, ¢ est donc une instance de ¢ a la racine. De plus, ¢/|h(1) et
|h(2) sont isomorphes, puisqu’ils se traduisent tous deux en g(o, o), ce qui prouve que
h,e:c < 9 c, et si G est le groupe engendré par (1 2), alors h,e : ¢ dg .

Propriété 9.1.4 Supposons que h,v :c <, et que h est un homomorphisme clos, alors

Ac(h) = Sym(SV(c)).

PREUVE. Comme h est un homomorphisme clos, les images de tous les sommets variables
de c sont des sommets variables de ¢/, d’ou le résultat. [

Nous montrons maintenant que I’ensemble des permutations o telles que h,v : ¢ <, ¢
est stable par composition.

Lemme 9.1.5 Etant donnés deuz contextes c et ¢, considérons o et o, deux éléments du
groupe Sym(SV(c)), et supposons que h,v : ¢ <, ¢ et hyv:c <y . Alors h,v : ¢ <gor .

PREUVE. Siw € S§V(c), alors par hypotheése, il existe un isomorphisme 7 de ¢’|h(w) vers
d|h(w?), et il existe également un isomorphisme 7’ de ¢|h(w?) vers ¢ |h((w”)?"). Donc,
d’aprés la Propriété 5.2.4, 1’ o 1) est un isomorphisme de ¢|h(w) vers ¢|h(w?), ce qui
prouve le résultat. n

Corollaire 9.1.6 Soient c et ¢’ deuz contextes, soit C' un sous-ensemble de Sym(SV(c)),
et supposons que pour tout o € C, on a h,v : ¢ <, ¢ pour un sommet v et un homomor-
phisme h donnés. Si G est le groupe engendré par C, alors ¢ <g .
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F1G. 9.1 — Principe des permutations induites

Reprenons ’Exemple 9.1.3 et le terme ¢ = f(g(x,y), g(w, 2)). Aprés application de
léquation permutative f(z,y) = f(y,x) a la racine de ¢, on obtient le terme t' =
f(g(w, 2),g(x,y)), et 'équation ¢t = t' est une équation permutative de contexte associé
', et dont la permutation associée est celle qui intervertit la premiére variable de ¢|1 avec
celle de t|2, et la deuxiéme variable de t|1 avec celle de t|2.

Dans le cas général, si pour un sommet p de ¢, on a h,p : ¢ <, ¢, alors pour tout
sommet variable v de ¢, la permutation induite par ’application de ’équation permutative
¢ = ¢” alaracine de ¢ associe le premier sommet variable de ¢/|h(v?) au premier sommet
variable de ¢/|h(v), le deuxiéme sommet variable de ¢/|h(v7) au deuxiéme sommet variable
de |h(v), et ainsi de suite. Le principe dans le cas général est représenté dans la Figure
9.1.

Définition 9.1.7 Soient c et ¢ deux contextes, h un automorphisme et v un sommet

de ¢ tels que h,v : ¢ 4, ¢ pour une permutation o € Sym(SV(c)) donnée. On note

r’ la racine de ¢/, et on définit la permutation ®[c,c’,v](c) € Sym(SV(¢')) de la facon
suivante : pour tout sommet w € SV(¢’), on soit p (I'unique) chemin de " & w dans ¢'.

— S’il existe un sommet variable u de ¢ tel que h(u) apparait dans p, alors on pose

p = p1.p2, ou p1 est le chemin de 7’ & h(u) dans ¢/, et py est le chemin de h(u) & w

dans ¢ (p2 peut éventuellement étre vide). Si 7 est I'isomorphisme de ¢/|h(u) vers

d|h(u?), alors n(p2) est le chemin de h(u?) & un sommet variable w’ de ¢/, et on

définit
wq)[c,c',v](a) ——

- Sinon, on pose w@[c,c’,v](g) = w. o
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Exemple 9.1.8 Soient ¢ et ¢ deux contextes tels que 7(c) = f(o0,0,0,0) et 7(¢') =
f(g(o,0),g(0,0),0,0), et soit ¢ = (1 2)(3 4). La permutation o est bien élément de
Sym(SV(c)), et il est aisé de vérifier qu'il existe un homomorphisme h tel que h,e : ¢ <,
. On a alors

Ple, ' e](o) = (1.1 2.1)(1.2 2.2)(3 4).

La fonction ®[c,, €] est bien définie, et vérifie la propriété suivante :
Propriété 9.1.9 ®[c, ] est un morphisme de groupes.

PREUVE. Soient c et ¢’ deux contextes, o et o’ deux éléments de Sym(SV(c)), et suppo-
sons que h,v : ¢ <, c,et h,v:c <, . Alors,d’aprés le Lemme 9.1.5,0ona h,v : ¢ I,o
et on pose

o1 = ®le, ', v](0), o9 = ®lc,,v](d’), et o3 = ®[c,,v](00”).

11 s’agit de prouver que o3 = g109.

Soit w un sommet variable de ¢/, p le chemin de la racine de ¢’ & w, et supposons
qu’il existe un sommet u € SV(c) tel que h(u) apparait dans p. On pose alors p = p;.pe,
ol pp est le chemin de la racine de ¢’ & h(u), et ps est le chemin de h(u) & w dans ¢

Par définition, si 7 est Iisomorphisme de ¢/|h(u) vers ¢/|h(u?), alors 7(p2) est le chemin
de h(u?) 3 w’ dans ¢, et si 7’ est Pisomorphisme de ¢|h(u®) vers ¢|h(u®"), alors 7' on
est un homomorphisme de ¢|h(u) vers ¢/|h(u®®"), et i on(ps2) est le chemin de h(u) a
(w?1)?2 dans .

Notons 7" 'isomorphisme de ¢|h(u) vers ¢|h(u®®"), alors 1" (ps) est le chemin de
h(u®") & w’® dans ¢, et par unicité des homomorphismes (Corollaire 5.2.6), "/ =/ o7,
on en déduit donc que w?? = w12,

Si aucun des sommets apparaissant dans p n’est I'image par h d’un sommet variable
de ¢, alors w?! = w?? = w? = w, et on a & nouveau w’'?? = w3, ce qui prouve que
03 = 0109. ]

Nous démontrons maintenant que si h,v : ¢ <, ¢ pour une permutation o € SV(c)
. . /
donnée, alors l’équation permutative ¢ = ¢/®le¢’vl()
I’équation permutative ¢ = ¢°.

est une conséquence logique de

Théoréme 9.1.10 Soient ¢ et ¢’ deuz contextes, o € SV(c), et supposons qu’il existe un
homomorphisme h et un sommet v tel que h,v : c <, c. Alors

Cc—

= E d= ®lec' (@),
PREUVE. Voir Annexe A, page 199. [

Corollaire 9.1.11 Soit X une signature stratifiée contenant des éléments (f,c,G) et
(f',d,G) tels qu’il existe un sommet w de ¢ et une permutation o € G tels que ¢ T, ¢ |w,
et o' = ®le,d,wl(o) € G'.

Soient T et T' deuzr GA-termes stratifiés tels que :
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1. il existe un isomorphisme 1 de dm(T") vers dm(T),
2. la racine r' de T' est étiquetée par le symbole (f',c,G'),
8. siu = hyp . (w), alors n(u) est étiqueté par (f,c,G).

On pose § = o™l et § = o™ alors on a dm,(T%) = dm,(T").

Corollaire 9.1.12 Soit g une signature stratifiée saturée contenant des éléments
(f,e,G)y et (f',d,G'). Sl existe un homomorphisme h et un sommet v tel que h,v :
¢ <, alors ®le,d,v](GNA(h)) est un sous-groupe de G'.

PREUVE. D’aprés le Théoréme 9.1.10, pour toute permutation o € GNA.(h), la permu-
tation ®[e, ', v](0) est élément de G’ par hypotheése de saturation. Comme P[c, ¢/, v] est
un morphisme de groupes d’aprés la Propriété 9.1.9, on a le résultat. [

9.2 Signatures stratifiées stables

Dans le chapitre précédent, nous avons pu réduire le probléme G CSTR vers le
probléme S MEM grace au fait que, pour un ¢; donné, il peut exister plusieurs GA-
termes T tels que t; € S[T’]. Dans notre démonstration, seules les racines des A-termes A;
considérés étaient étiquetées par des symboles de X g, et nous nous sommes donc servis
du fait qu’il existe plusieurs symboles d’une signature stratifiée qui peuvent étiqueter la
racine d'un GA-terme stratifié T" tel que t; € S[T]. Dans ce qui suit, nous allons imposer
une restriction aux signatures stratifiées considérées afin d’éliminer ce non déterminisme
en nous servant de la notion de stabilité.

Définition 9.2.1 Si C = {A;,...,A,} est un ensemble de A-termes mutuellement uni-
fiables, alors on note LIC' 'unique contexte isomorphe au A-terme

caaU(cU...U(ep—1Ucy)...).
Par abus de notation, on pourra également noter ce contexte c¢; Uco LI... L cy. &
Exemple 9.2.2 Soient ¢y, ¢y et c3 les contextes respectivement définis par :
7(c1) = f(o,0,0,a), T(c2) = f(g(o,a),0,0,0), et 7(c3) = f(o, h(0),b,a).
Alors le contexte ¢ = ¢1 Ll ¢g L c3 est défini par
m(c) = [f(g(e,a),h(o),b,a).
Nous démontrons quelques propriétés du contexte LIC.

Propriété 9.2.3 Soient C un ensemble de A-termes deux & deux unifiables, c = LIC, et
A un A-terme tel que A C c. On pose C' ={AUA"| A’ € C}, alors UC' = c.
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PREUVE. Ceci est évident : comme A C ¢, et A’ C ¢ pour tout A’ € C, alors ALUA' C ¢
d’aprés le Théoréme 5.3.15, d’ou LUC’ C ¢. Comme A’ € A1J A’ pour tout A’ € C, on a
également ¢ C LUC’, d’ou I'égaliteé. ]

Lemme 9.2.4 Soient Cy et Cy deux ensembles de A-termes deux o deux unifiables, et
supposons que les contextes ¢y = UC et co = LUCY sont unifiables. Posons C3 = C7 U Co,
alors ¢ U cy = UCS.

PREUVE. Le contexte LIC3 est bien défini, en effet, si A1 € Cq, alors A1 C ¢1 U ey, et par
symétrie, pour tout A-terme As € Co, on a également As C ¢; U co. Ceci prouve que les
éléments de C3 sont deux & deux unifiables, et LIC3 est bien défini. Soit A € Cj, alors
on a A C ¢1 Uco, et d’aprés le Corollaire 5.3.24, LIC5 = ¢ Ll co. Réciproquement, pour
tout A € C1, on a A C LC3, et donc ¢; C UC3. Par symeétrie, cog C LUCS3, et d’aprés le
Théoréme 5.3.15, on a ¢y Ll co C UC3, d’ou I'égalité. [

Lemme 9.2.5 Soit C = {c1,...,c,} un ensemble de contextes deur a deuz unifiables,
notons ¢ = LIC, et soit p un sommet non-variable de c. Alors il existe un contexte ¢’ € C
tel que p est un sommet non-variable de c. De plus, si on définit l’ensemble de contextes
C' par :

C'" = {d|p|d € C A p est un sommet non-variable de c'},

alors UC" ~ ¢|p.

PREUVE. Supposons que pour tout ¢ € C, p n’est pas un sommet de ¢/, ou p est un
sommet variable de ¢’. Alors si ¢’ est le contexte obtenu & partir de ¢ en étiquetant le
sommet p de ¢ par le symbole o, alors il est clair que ¢ # ¢, et pour tout ¢ € C, on a
¢ C ", ce qui contredit la définition du contexte LIC.

Démontrons par induction sur la cardinalité de C" que LUC’ ~ ¢|p. Si |C’| = 1, alors le
résultat est évident. Supposons que le résultat soit vrai pour tout ensemble de cardinalité
k—1,0u k > 2, et que C’ est de cardinalité k. On pose C' = C"U{d|p}. Soit C; = C\{c'},
alors par hypothése d’induction, si ¢; = UCY, alors p est un sommet non-variable de ¢,
et UC" ~ ¢1|p. On a alors ¢ = ¢ U ¢, et d’aprés le Lemme 5.3.14, on a bien UC’ ~ ¢|p.m

Définition 9.2.6 (Stabilité) Etant donnée une théorie permutative E définie par un
ensemble d’axiomes, une signature stratifiée X i est dite stable par rapport aux axiomes de
E si et seulement si elle recouvre les axiomes de F, et que pour tout (f,c,G), (f,¢,G') €
Y, si c et ¢ sont unifiables, et si ¢ = c U ¢, alors il existe un élément (f,¢”,G") € X
tel que :

e c/la

—dCa .
On pourra également dire que X est stable, sans préciser par rapport & quel ensemble
d’axiomes.

Soit une théorie permutative E définie par un ensemble d’axiomes, cet ensemble
d’axiomes est dit stable si et seulement §’il existe une signature stratifiée g qui recouvre
ces axiomes et qui est stable. &
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Exemple 9.2.7 Soit E la théorie définie par les axiomes suivants :

flg(z1,22), v3,24) = f(g(z2,71), 73, 24),
flg(z1,22),v3,24) = f(g(z1,72), 74,73),
f(.%'l,h(xg,.%'g),h(x4,1‘5)) — f(xl,h(x4,$3),h($2,x5)).

Notons ¢ = arbre(f(g(x1,z2), x3,24)), ¢ = arbre(f(z1, h(x2,x3), h(z4,75))), et soient G
et G’ les groupes définis par

G = Sym({1.1,1.2})Sym({2,3}), et G’ = Sym({2.1,3.1}),

alors la signature stratifiee Xp = {(f, ¢, G), (f,,G')} recouvre E.
Posons ¢’ = clU¢/, alors on a 7(¢”) = f(g(o,0), h(o,0),h(0,0)), et il est aisé de vérifier
que ¢ Cg ¢’ et ¢ Cgr ¢”. Donc, la signature stratifiée

Yp = {{f,6.G),(f.d,G"),(f.<", 1)}

est stable par rapport aux axiomes de FE.

Exemple 9.2.8 Soit ¢ un contexte, et considérons la théorie permutative E définie par
un ensemble d’axiomes uniforme de la forme

A= A{c=c"]i=1,...,n},

ou pour tout i = 1,...,n, 0; € SV(c). Si G est le groupe engendré par les o;,i = 1,...,n,
alors la signature stratifiee ¥y = {(f,c,G)} est trivialement stable par rapport a cet
axiome.

Cet exemple montre donc que toute théorie permutative définie par un ensemble
d’axiomes uniforme est stable par rapport a cet ensemble d’axiomes.

Théoréme 9.2.9 Soit Xp une signature stratifiée saturée contenant deuzr éléments
(f,¢,G) et (f,d,G") tels que ¢ T . Si T et T' sont deux GA-termes stratifiés dont
les racines r et 1’ sont respectivement étiquetées par (f,c,G) et (f,c/,G'), et vérifiant
dm,(T) = dm,(7"), alors S[T] C S[T"].

PREUVE. Soit o € G, on pose o/ = ®[c,,](0), = oM™, et p/ = ™11 o' est alors
élément de G’ d’aprés le Corollaire 9.1.12, et donc, u’ est élément de Gy (r'). D’aprés le
Corollaire 9.1.11, on a alors dm,(T") = dm,(T"*'). Par définition, on a

ST = (J Sldm(7")], et ST = | J S[dm.(T")],
peGr(r) HEGi(r')

o

et comme dm,(T") = dm.(T"), d’aprés le Corollaire 6.6.11, on en déduit que
S[dm, (T*)] = S[dm,(T"*")], ce qui prouve qu’on a bien S[T] C S[T”]. ]
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Le Théoréme 9.2.9 montre que si une théorie permutative est définie par un ensemble
d’axiomes stable, alors il est possible dans certains cas de rendre déterministe le choix du
symbole qui étiquette la racine d'un GA-terme stratifié. Malheureusement, nous allons
voir que la condition de stabilité ne permet pas a elle seule d’assurer que les théories
considérées auront de bonnes propriétés pour faire de la déduction avec des GA-termes
stratifiés.

Dans ce qui suit, nous allons voir que le probléme du mot généralisé modulo une
théorie permutative est NP-dur, méme en imposant que la théorie permutative soit défi-
nie par un ensemble d’axiomes stable. Le principe de la démonstration nous permettra
également de prouver que le probléme de rendre saturée une signature stratifiée stable
est lui aussi NP-dur. Puis nous démontrerons que le probléme de 1'unification est infi-
nitaire pour les théories permutatives définies par des ensembles d’axiomes stables. Ces
résultats justifieront que les restrictions additionnelles que nous imposerons aux théories
permutatives & considérer sont assez fortes.

9.3 Le probléme du mot généralisé

Dans cette partie, nous allons montrer que le probléme du mot généralisé modulo une
théorie permutative définie par un ensemble d’axiomes uniforme est NP-dur. Pour cela,
nous allons effectuer une réduction de Turing polynomiale du probléme GC_PART _RST
vers ce probléme.

Prenons une instance de GC_PART _RST, c’est-a-dire un sous-groupe G de Sym(n),
des ensembles Ji,...,J, inclus dans {1,...,n} tous non-vides et deux a deux disjoints
ou égaux, et un entier k compris entre 1 et n. On cherche donc & déterminer s’il existe
une permutation 6 € G telle que pour tout i € {1,...,k}, i’ € J;.

Pour résoudre ce probléme, on considére une signature X telle que 1’ensemble
{f,h,a1,...,a,} est inclus dans X, ou f est d’arité 6, h est d’arité n et les a; sont
des constantes pour tout 7. On définit les contextes ¢y, ¢}, et ¢y, ainsi que le terme ¢,
par :

T(Ch) = h(o,...,o), T(Cf) = f(o,o,Ch,C;“O,o)7
T(C;l) = h(bl, ,bk,o,... ,O), th = h(dl,...,dn),

oltles b; et les dj pour i = 1,... ket j=1,...,n sont définis par :

soit [ = min{q| J; = J,}, alors b; = ay;
soit I’ =min{q|j € J;}, alors d; = ay.

Exemple 9.3.1 Supposons que n = 3, k = 2, et posons J; = {2}, Jo = {1}, et J3 = {3}.
Alors :

7(cp) = h(o,0,0), T(cf) = f(o,0,h(0,0,0),h(0,0,0),0,0),
T(C;—L) = h(al,CLQ,O), th = h(a2,a1,a3).

Nous définissons maintenant une théorie permutative F uniforme :
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Définition 9.3.2 Soit ¢ le contexte tel que 7(c) = f(cy,0,cp, ¢}, 0,0), soient les permu-
tations suivantes :

= (15 1.6),
M2 = (11 2)7
n
5 = J]i149),
i=1
et notons {d1,...,d,,} un ensemble de générateurs pour le groupe 3.G (voir la Définition

3.4.15).
On considére la théorie permutative F définie par ’ensemble d’axiomes

{fe=Y U {c=c|i=1,2 U {c=i=1,...,m},

et on note G, le groupe engendré par les permutations qui apparaissent dans les axiomes
de E. O

Exemple 9.3.3 Dans la suite de I’Exemple 9.3.1, supposons que G = Sym(2). Alors :
3.G = Sym({3.1,3.2}), et 6 = (3.1 1.4.1)(3.2 1.4.2)(3.3 1.4.3).

On a la propriété suivante :

Propriété 9.3.4 Soit G’ le groupe engendré par {9,01,...,0,}, alors toute permutation
de G, est de la forme A AaT, ot

- A\ € Sym({1.5,1.6}),

- Ay € Sym({1.1,2}),

-Ted.

Soit ¢’ le contexte tel que 7(¢') = f(cf,¢f,tp, ¢}, 0,0), et soit o = (2.5 2.6). Dans ce
qui suit, nous allons prouver que I’équation permutative ¢ = /7 est élément de F si et
seulement s'il existe une solution & l'instance de GC_PART RST considérée.

Un exemple détaillé

Reprenons 'Exemple 9.3.1, oit n = 3, et soit

t= f(tfa t}a h(CLQ,CLI,CL3), h(al,a2,x21), 22, ‘T23)?

ou :
tr = f(x1, w2, h(w3,x4,25), h(ws, 7, 28), X9, T10),
th = flzu, z12, h(z13, 214, 215), h(zT16, 717, 718), T19, T20),
et pour tout ¢ = 1,...,23, z; est une variable; on a donc ¢ = arbre(t). On pose u =

(3.1 3.2) € 3.G, et soit t; le terme obtenu & partir de ¢ aprés application de I’équation
permutative ¢ = ¢* a la racine de t. On a donc

t1 = f(tf’ t}’ h(a’l?a%a@)a h(al’a%x21), x22, ‘T23)'
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Apreés avoir appliqué I’équation ¢ = ¢#? 3 la racine de t1, on obtient un terme ¢ dont le
sous-terme a la position 1 est

tall = f(t}, za, h(x3,24,25), h(ze, 27,28), Tg, T10)-

Enfin, en appliquant 1’équation ¢ = ¢’ & la racine de to, on obtient le terme t3 dont le
sous-terme a la position 1 est :

t3|1 = f(t;c, 9, h($3,$4,$5), h(al,ag,ag), ZI9, xlo).

Donc, t3|1 est une instance de ¢, et on peut donc appliquer ’équation permutative
¢ = cM" & la position 1 de t3, on obtient le terme ¢4 dont le sous-terme & la position 1 est

tall = f(t}, x2, h(x3, 4, 5), h(ay,az,a3), 9, T10),

ou
th = flx1r, x12, h(x13, 214, T15), h(T16, 217, T18), T20, T19)-

La seule différence entre les termes t} et t’; est donc que les positions des variables x1g
et x9g sont interverties. En appliquant successivement aux racines de t4 puis des autres
termes obtenus les équations permutatives ¢ = ¢, ¢ = ™ et ¢ = ¢*, on obtient le

terme
t' = f(ty, t}, h(ar,a2,a3), h(ag,a1,221), T2, T23).

Il est alors aisé de vérifier que ’équation t = t' est une équation permutative de
contexte associé ¢/, et de permutation associée (2.5 2.6) = 0. Donc, ¢ = 7 est une
conséquence de F, et ceci est dii au fait que, comme la permutation u est élément de
3.G, alors § = (1 2) € G, et pouri = 1,2, i € J;.

Cas général

Nous allons maintenant montrer le résultat dans le cas général. Pour plus de lisibilité,
nous utiliserons les mémes notations que dans I’exemple précédent ; par exemple, on aura :

tf = f(xly €2, h(l‘g, cee axn+2)a h(xn+3, e 7:E2n+2), Ton+3, 1E2n+4).

Supposons que l'équation permutative ¢’ = /7 est élément de E. Comme t est une
instance de ¢ & la racine et nulle part ailleurs, et que toutes les permutations de G fixent
les positions 2.5 et 2.6, nécessairement, il doit exister une permutation A € G, telle que
I'application de I’équation ¢ = ¢* & la racine de ¢ produit un terme ¢; qui est évidemment
instance de ¢ & la racine, mais qui posséde un sous-terme strict qui est également instance
de c.

Il y a deux sous-termes stricts de ¢ dont le symbole de téte est f, t|1 et ¢|2, et aucun
d’entre eux n’est une instance de ¢, donc, si un sous-terme strict de ¢; est une instance
de ¢, ce sous-terme est nécessairement t; = t1]1, puisque le sommet 2 est un sommet
variable de c. En particulier, si ¢} est instance de ¢, alors pour tout ¢ = 1,...,k, on
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doit avoir t}]4.i = b;. Or, t}]4.i = t1]1.4.7, et comme les sommets 1.4.i sont des sommets
variables de ¢ pour tout ¢, on en déduit que nécessairement,

th4i = t|1.4d = t|(1.4.0)> = b,

Posons A ={14.5]|j=1,...,n}, et B={3.k|k=1,...,n}, alors, par définition des
groupes G. et G', on a

(1.4.i)% = (1.4.0)¢ C AUB.

Comme les seuls sous-termes de la forme t|p pour p € A & pouvoir étre identiques
aux b; sont les d;, nécessairement, pour tout ¢ = 1,...,k, il existe un entier j; tel que
t)(1.4.0) = t|3.5; = dj, = b;.

D’apres la Propriété 9.3.4, on a A = A\ A\o7, et donc, par hypothése, (1.4.i)" = 3.5;.
D’aprés le Théoréme 3.4.12, on en déduit qu’il existe une permutation p € 3.G telle que
pour tout i = 1,...,k, (3.9)" = 3.j;, c’est-a-dire une permutation 6 € G telle que pour
tout i = 1,...,k, i’ = j;. Posons d;, = b; = a;, alors, par définition, on a i’ =j; € Jyet
Jy = J;, dott i € J;. On a donc prouvé que si ¢ = ¢ est une conséquence de E, alors
il existe une permutation 6 € G telle que pour tout i = 1,...,k, i’ € J;.

Réciproquement, supposons qu’il existe une permutation 6§ € G telle que pour tout
i=1,...,k, i’ € J;. Prenons t comme précédement, et soit 7 la permutation dans 3.G
telle que pour tout ¢ = 1,...,k, (3.4)" = 3.(¢7). Alors, aprés application de I’équation
¢ = ¢™ ala racine de ¢, on obtient le terme t; qui est tel que, pour tout ¢ € {1,...,k},
t1|3.5 = t]3.(7). Posons a; = t|3.(i?), on a donc i” € Jj, et comme i’ € J;, on en déduit
que J; = J; et que t|4.i = b; = a;. Ceci prouve qu’apreés appliquation de I’équation ¢ = ¢#2
a la racine de t1, on obtient un terme t5 tel que ¢2|1.4.1 = t'f. Enfin, aprés application de
¢ = ¢ ala racine de to, on obtient le terme t3 qui est tel que le sous-terme th = t3]1 est
instance de ¢ & la racine. On peut donc appliquer la permutation ¢ = ¢ a t3|1 et ainsi
obtenir un terme t4, puis successivement appliquer les permutations ¢ = ¢, ¢ = ¢*? et
¢ = ¢™ ' aux racines de {4 et des autres termes obtenus. On obtient un terme ¢’ qui est
identique a t sauf que les variables aux positions 2.5 et 2.6 sont interverties. On en déduit
que ’équation permutative ¢ = /7 est élément de E.

Ainsi, n’importe quelle instance du probléme GC PART RST peut-étre résolue en
prenant le probléme du mot généralisé pour une théorie permutative défini par un en-
semble d’axiomes uniforme pour oracle. Les tailles des contextes c et ¢/, ainsi que celle du
terme ¢’ sont évidemment polynomiales en n, et le nombre d’équations dans la théorie Ef
est linéaire en le nombre de générateurs de G, c’est-a-dire polynomial en n. Ceci prouve
que la transformation de I'instance de GC_PART RST en celle du probléme du mot
généralisé pour une théorie permutative définie par un ensemble d’axiomes uniforme est
polynomiale, et qu’on a donc une réduction de Turing polynomiale de GC PART RST
vers ce probléme. On en déduit donc que :

Corollaire 9.3.5 Le probléeme du mot généralisé pour une théorie permutative uniforme
est NP-dur.
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Saturation d’une signature stratifiée stable

Nous pouvons aisément adapter la démonstration précédente pour prouver qu’il est
difficile de construire une signature stratifiée stable qui est saturée. Pour cela, nous allons
étudier le probléme suivant :

Probléme: Complétude des groupes, ou GRP__ COMPL.

Entrée: Une signature stratifiee X stable, un élément (f’',¢,G’) €
Y., et une permutation o € SV(¢).

Question: Est-ce que I’équation permutative ¢ = /7 est élément de
E?

Il est évident que si nous pouvons rendre Y i saturée, alors il suffit de tester en temps
polynomial si 0 € G’. Nous allons démontrer que ce probléme est NP-dur, méme si X
ne contient que deux éléments. Il suffit pour cela de reprendre le contexte c et le groupe
G. de la Définition 9.3.2, et de définir le contexte ¢” tel que

(") = g(f (e, cq,th, ¢, 0,0));

on a donc 7("|1) = 7(¢). Soit X% = {(f,¢,Ge), (9,¢",1)}, comme ¢ et ¢ ne sont pas
unifiables & la racine, ¥/, est trivialement stable. On pose ¢’ = (1.2.5 1.2.6) € SV(¢"), il
est clair que I'équation ¢’ = ¢’ est élément de E si et seulement si 'équation ¢ = /7
est également élément de F'; on a donc le résultat suivant :

Corollaire 9.3.6 Le probléme GRP_COMPL est NP-dur pour une signature stratifiée
stable, et donc, le probléme de la construction d’une signature stratifiée saturée est éga-
lement NP-dur, méme pour une signature stratifiée stable.

9.4 Un probléme d’unification de type infinitaire

Dans cette partie, nous allons étudier le probléme de 'unification dans une théorie
permutative définie par un ensemble d’axiomes stable. Il a d’abord été conjecturé dans
[Jou87] que le probléme de 'unification dans une théorie permutative était de type fi-
nitaire, ce qui a été infirmé par Schmidt-Schauf dans [SS88|. La théorie permutative
employée dans [SS88| n’est pas définie par un ensemble d’axiomes stable, mais dans
[KK90], Kirchner et Klay ont montré qu'il existe des théories permutatives définies par
un unique axiome pour lesquelles I'unification est de type infinitaire. Dans ce qui suit,
nous allons donner ’exemple d’une théorie permutative particuliérement simple, définie
par un unique axiome, et exhiber un probléme d’unification possédant un CSU minimal
de cardinalité infinie.

Soit ¥ = {f}, ot f est un symbole de fonction d’arité 2, E la théorie définie par
I’axiome suivant :

e: f(f(z,y),2) = [f(f(y,2)2),

et .S le probléme d’unification élémentaire suivant :

S = {f(x1,22) :?E f(x3,22)}.
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Nous allons prouver que tout CSU minimal pour S contient nécessairement une infinité
d’unificateurs. Pour démontrer cela, nous allons construire un ensemble infini d’unifica-
teurs et prouver que chacun d’entre eux est le plus général possible. Nous commencgons
par prouver certaines propriétés vérifiées par la théorie FE.

Définition 9.4.1 Soit s un terme, u; et uo deux variables, et définissons les ensembles
suivants :

S = {f(flur,8),u2)| f(s',w1) =g f(s,u1)},
Sy = {f(f(s',ur),u2) | f(s',u1) =k f(s,u1)}

On définit également 'ensemble § = &1 U Ss. &

Lemme 9.4.2 L’ensemble S est fermé sous <.

PREUVE. Soit ¢t = f(f(u1,s"),us) un élément de S, et supposons que t < g t', alors
I’équation e peut étre appliquée

— & la racine de t,

— en-dessous de la position 1.2 dans ¢.
t' peut donc prendre deux formes :

t = f(f(sl’ul)vu2)’
t' = f(f(u1,s"),uz), ou s’ g s".
Dans le premier cas, t’ € S, et dans le deuxiéme, t' € S;.
Supposons que t = f(f(s,u1),us) est un élément de Ss, et supposons que t < g t/,

alors on peut appliquer I’équation e a la racine ou en-dessous de la position 1 de t; t/
peut donc prendre deux formes :

th = f(f(ulas,)’UQ)a
t = f(f(sﬂ’ul)vu2)’ ou f(sl’ul) —FE f(suaul)'

Dans le premier cas, t’ € S, et dans le deuxiéme, t’ € S, et on a le résultat. n

Théoréme 9.4.3 Sous les hypothéses du Lemme 9.4.2, si t = f(f(u1,$),u2), alors
[t =S.

PREUVE. Comme ¢t € S, le Lemme 9.4.2 prouve que [t|z C S. Nous prouvons maintenant
qu’on a également 'inclusion réciproque. Soit t' € S, si ¢’ € Sy, alors ¢’ est de la forme
f(f(ulas/)7u2)7 et on a:

f(f(u17 Sl)7u2) —FE f(f(slvu1)7u2)
=FE f(f(87u1)7u2)
=E f(f(u17s)7u2)'

Il est aisé de vérifier que si t' € Sy, alors on a également t' =g ¢, donc S C [t]p et on a
I’égalité. (]
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Corollaire 9.4.4 Soient s1, sy des termes, et ui,us et y des variables. Alors

f(f(u,81),y) =g f(f(uz,s2),v)

s1 et seulement si

Uy =ug et f(sl,ul) =FE f(S2,U1)
ou

Uy =89 et S|} = us.

Définition 9.4.5 Soit U = {u;|i € N} un ensemble dénombrable de variables. On
définit inductivement ’ensemble de termes suivant :

t1 = f(uo,u1),
t, = f(ui,tl-,l) sii > 2. &

Lemme 9.4.6 Pour tout i € N*, et tout renommage 6, on a [t;0]p = {t;0}.

PREUVE. On démontre le résultat par induction sur i. Le résultat est évident pour i = 1,
supposons maintenant que le résultat est vrai pour ¢ = k — 1, ou k > 2. Alors t,0 =
f(u;f,t;—10), et on ne peut donc pas appliquer ’équation e a la racine de ce terme. Par
hypothése d’induction, on a [t;—10]p = {t;—10}, d’ou le résultat. m

Lemme 9.4.7 Considérons le renommage T = (u1 wg), alors pour tout i > 1 et pour
toute variable y, on a f(t;,y) =g f(tiT,y).

PREUVE. On démontre le résultat par induction sur i. Pour i = 1, en appliquant ’équa-
tion e a la racine, on a

f(f(ur,wo),y) =g f(f(uo,u1),y)-

Supposons maintenant que le résultat est vrai pour ¢ = k — 1, pour £ > 2, alors on a
f(tk,y) = f(f(ug,tg—1),y), et par hypothése d’induction, on a

ftr-1,y) =g [f({tr-17y),

pour toute variable y. On a donc

flte,y) = f(f(ur,te-1),9))

=5 f(f(tr—1,ur),9)

(f(tp—17,uk),y)

( Y
(

|
=
—

=g J(f(ug,tp—17),y)
= ftxr,y). =
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Théoréme 9.4.8 Pour tout i > 1, la substitution
0; = {x1 — t;,x3 — t;7}
est une solution au probléme d’unification S.
PREUVE. Ce résultat est une conséquence immédiate du Lemme 9.4.7. [

Prouvons maintenant que les 6; sont des solutions les plus générales possible.

Lemme 9.4.9 Pour i > 1, supposons qu’il existe des termes t, et ty tels que :

1. f(ta,y) =5 f(ts,y),
2. il existe une substitution 0 telle que t,0 =g t; et t,0 = t;T.

Alors on a t, = f(wi,s1) et tp = f(wa,s2), ot les w; sont des variables telles que
w10 = 'LUQH = Uy, et 81(9 = ti—l et 82(9 = ti_lT.

PRrREUVE. Tout d’abord, d’aprés le Lemme 9.4.6, on a t,60 = t; et t;6 = t;7; supposons
maintenant que t, est une variable. Alors, comme f(t,,y) =g f(tp,y), €t qu’on ne peut
alors pas appliquer I’équation e a la racine de f(t4,y), on en déduit que f(tq,y) = f(ts, ),
d’ou t, = tp. On devrait donc avoir

tl' = taﬁ = tb9 = tl"T,

ce qui est impossible. Donc, nécessairement, on a t, = f(s},s1), et par symétrie, ¢, =
f(sh,s2). Comme s}0 = u;, s} est nécessairement une variable, et de méme, s, est une
variable. Le terme t, est donc de la forme f(wi,s1), ou wy est une variable, et ¢, est
de la forme f(wg,s2), oul we est une variable. Enfin, puisque ¢t,0 = t; et t,0 = t;7, on a
w10 = 'LUQH = Uy, 81(9 = ti—l et 820 = ti_lT. ]

Lemme 9.4.10 Sous les hypothéses du Lemme 9.4.9, la restriction de 6 & Var(t,) U
Var(tp) est un renommage.

PREUVE. On prouve le résultat par induction sur . Pour ¢ = 1, d’aprés le Lemme 9.4.9,
on a:
w10 = uy, wol = ug, s160 = ug et s90 = uq.

Comme w16 # ws6, on ne peut pas avoir w; = ws, et donc, d’aprés le Corollaire 9.4.4,
comme f(tq,y) =g f(tp,y), on a nécessairement

w1 = S9 et wo = S7.

Donc, la restriction de 6 a Var(t,) U Var(ty) est un renommage.

Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour ¢ = k — 1 pour k > 2, et que
ted =p tg, et tp0 =g ti7. Alors, puisque w16 = ug et s90 = t;_17, on ne peut pas avoir
w1 = S92, et d’aprés le Corollaire 9.4.4, on a nécessairement w; = we et f(s1,w1) =g
f(s2,w1). Soit 0’ la restriction de § aux variables qui apparaissent dans s; et so, alors,
par hypotheése d’induction, 6’ est un renommage. Comme w16 = uy, et que uy n’apparait
pas dans t;_1, ni dans t;_10, la restriction de 6 aux variables qui apparaissent dans ¢, et
tp est également un renommage. ]
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Théoréme 9.4.11 Pour tout ¢ > 1, si p est une substitution qui est solution de S et est
plus générale que 0;, alors il existe un renommage 0 tel que ud = 0;.

PREUVE. Supposons qu’une telle substitution existe, et soient ¢, et t; les images respec-
tives de x1 et xg par u. Comme p est plus générale que #; par hypotheése, il existe une
substitution 6 telle que t,0 =g t;, et {0 =g t;7. D’aprés le Lemme 9.4.10, 6 est alors un
renommage. [

Corollaire 9.4.12 Tout CSU du probléme S doit contenir tous les 0;,i > 1, a4 un re-
nommage pres.

Corollaire 9.4.13 E est de type infinitaire.

Ainsi, ’hypotheése de stabilité des axiomes définissant une théorie permutative F n’est
pas suffisante pour garantir que cette théorie est de type finitaire.

9.5 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons cherché & imposer des restrictions aux théories permu-
tatives considérées pour pouvoir faire de la déduction avec des GA-termes stratifiés de
fagon efficace. La condition de stabilité définie permet de résoudre certains problémes
de non déterminisme, mais nous avons vu que cette condition n’est pas suffisamment
puissante pour garantir de bonnes propriétés de complexité. Ainsi, nous avons démontré
que le probléme du mot généralisé est NP-dur pour des théories permutatives définies
par des ensembles d’axiomes stables, tout comme le probléme de la construction d’une
signature stratifiée stable et saturée. Puis, nous avons étudié des théories permutatives
définies par des ensembles d’axiomes stables, et avons vu que méme dans le cas ou la
théorie considérée est définie par un unique axiome, il existe des problémes d’unification
avec des CSU de cardinalité infinie.

Dans le prochain chapitre, nous allons donc imposer des restrictions supplémentaires
aux théories étudiées afin d’éviter ces problémes.



Chapitre 10

Unif-stabilité

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que la condition de stabilité n’est pas
suffisamment forte pour garantir que les théories considérées ont de bonnes propriétés
pour faire de la déduction avec des GA-termes. Nous allons maintenant définir la notion
d’unif-stabilité.

La condition de stabilité définie dans le chapitre précédent a été obtenue en imposant
des restrictions aux contextes qui sont unifiables & leur racine. Dans les démonstrations
de la NP-dureté du probléme du mot généralisé, ou du type infinitaire de 1'unification
modulo des théories permutatives stables, nous nous sommes servis du fait qu’un contexte
peut s’unifier avec un sous-contexte strict, et que la condition de stabilité n’impose aucune
restriction dans ce cas 1a.

Dans ce chapitre, nous allons définir les signatures stratifiées unif-stables, ainsi que les
ensembles d’axiomes unif-stables. Aprés avoir défini ces notions, nous donnerons plusieurs
exemples de théories permutatives définies par des ensembles d’axiomes unif-stables.
Et nous prouverons qu’il est possible de décider en temps polynomial si un ensemble
d’axiomes est unif-stable ou non.

Grace & cette notion d’unif-stabilité, pour tout terme ¢, nous pourrons construire en
temps polynomial un GA-terme stratifié T" tel que la classe de congruence de t modulo
est égale & S[T]. Enfin, nous étudierons les complexités des problémes liés & la déduction
définis dans le Chapitre 8, ainsi que celle du probléme du mot généralisé modulo une
théorie permutative définie par un ensemble d’axiomes unif-stable, et prouverons que ces
problémes sont tous dans la classe de Luks.

10.1 Théories unif-stables

Définition 10.1.1 (Unif-stabilité) Etant donnée une théorie permutative E définie
par un ensemble d’axiomes, une signature stratifiée X g est dite unif-stable par rapport
aux ariomes de F si et seulement si :
— Y est stable,
~ pour toute paire (f, ¢, G), (f’,d,G") d’éléments de X, 8’il existe un sommet non-
variable p # ¢ tel que ¢ et ¢|p sont unifiables, alors ¢ Cg /[p.

143
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Un ensemble d’axiomes définissant une théorie permutative est dit unif-stable si et seule-
ment s’il existe une signature stratifiée qui est unif-stable par rapport & ces axiomes. <

Exemple 10.1.2 Soit E la théorie permutative définie par les axiomes suivants :

flz1,22) = f(w2,71)
g(z1,22) = g(z2,71)
flg(z1,22),9(z3,74)) = f(g(w3,72), 9(21,24)).

On définit les contextes ¢, ¢ et ¢’ tels que 7(c) = f(o,0), 7(¢) = g(o,0) et 7(") =
f(g(o,0),g(0,0)). Alors la signature stratifiée

Yp = {(f.e;Sym(2)), {g,¢,Sym(2)), (f,¢", Sym({1.1,2.1}))}

est stable par rapport aux axiomes F. Comme ¢’ ~ ¢”|1 et ¢/ ~ ¢”'|2, d’apreés la Propriété
9.14, 0n a
¢ Csym(z) ¢'[1 et ¢ Egyme) (2,

ce qui prouve que Y est unif-stable par rapport aux axiomes de F.

Nous allons présenter deux exemples de théories définies par des ensembles d’axiomes
unif-stables : les théories plates, qui ont été mentionnées dans [APO01], et étudiées plus
en détail dans [Ave04], et les théories pseudo-orthogonales, introduites dans [BdITE04a].

Définition 10.1.3 (Signature stratifiée plate) Un contexte c est dit plat si et seule-
ment si 7(c) est de la forme f(o,...,0). Une signature stratifiéce ¥y est dite plate si et
seulement si pour tout (f,c,G) € Xg, le contexte ¢ est plat. Un ensemble d’axiomes
définissant une théorie permutative est dit plat si et seulement §’il existe une signature
stratifiée qui recouvre ces axiomes et qui est plate. &

Exemple 10.1.4 Soit E la théorie équationnelle définie par les axiomes suivants :

flx1,@0,23) = f(x2,21,23)
f(z1,22,23) = f(x3,22,21)
g(z1,22) = g(z2,21).

Les contextes ¢ et ¢ tels que 7(¢) = f(o,0,0) et 7(¢') = g(o,0) sont plats, et la signature
stratifiée

Sp = {{f,c,Sym(3)), (g,¢, Sym(2))}

est donc plate, et comme elle recouvre les axiomes de F, ’ensemble de ces axiomes est
également plat.

Exemple 10.1.5 L’axiome de commutativité est trivialement plat. Par contre, I’axiome
suivant :

f($7 y7 a/) ;\ f(y7 1.7 a)?

ol @ est une constante, n’est pas plat.
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Définition 10.1.6 (Pseudo-orthogonalité) Soit une signature stratifiée X g, on dit
que X g est pseudo-orthogonale si et seulement si pour toute paire (f,c,G), (f',d,G")
d’éléments de X g, si ¢ est unifiable avec un sommet non-variable p de ¢, alors ¢ et ¢|p
sont isomorphes.

On dit qu'un ensemble d’axiomes définissant une théorie permutative est pseudo-
orthogonal si et seulement s'il existe une signature stratifiée qui recouvre ces axiomes qui
est pseudo-orthogonale. &

Exemple 10.1.7 Soit E la théorie permutative définie par les axiomes suivants :

flg(z,y),2) = fl9(y,),2)
g(r,y) = g(y,v).

Posons 7(c) = f(g(o,0),0), 7(¢) = g(o,0), et soit L est la signature stratifiee définie
par
Yp = {(f.e;Sym({1.1,1.2})), (g,¢, Sym(2))},

alors X est clairement pseudo-orthogonale, et donc, ’ensemble des axiomes définissant
E est également pseudo-orthogonal.

Exemple 10.1.8 Nous avons vu dans I’'Exemple 10.1.5 que 'axiome
f(@,y,0) = f(y,z,0)

n’est pas plat, par contre, cet axiome est trivialement pseudo-orthogonal.

Lemme 10.1.9 Tout ensemble d’aziomes plat est pseudo-orthogonal.

PREUVE. Soit un ensemble d’axiomes plat, et X5 une signature stratifiée plate qui re-
couvre ces axiomes. Si (f,¢,G) et (f',¢,G’) sont deux éléments de Xp, alors, le seul
sommet non-variable de ¢’ étant sa racine, nécessairement, si ¢ et ¢’ sont unifiables, alors
ils sont isomorphes (et méme égaux). Ceci prouve que la signature stratifiée ¥ est bien
pseudo-orthogonale, d’ou le résultat. [

Théoréme 10.1.10 Tout ensemble d’axiomes pseudo-orthogonal est unif-stable.

PREUVE. Soit un ensemble d’axiomes pseudo-orthogonal, et X5 une signature stratifiée
pseudo-orthogonale qui recouvre ces axiomes E. Soient (f,¢,G) et (f',d,G’) deux élé-
ments de X, et supposons que ¢ est unifiable avec ¢|p, pour un sommet non-variable
p de . Alors ¢ et |p sont isomorphes par hypothése de pseudo-orthogonalité, et donc,
d’apres la Propriété 9.1.4, ¢ C ¢ |p. La signature stratifiée X i est donc unif-stable par
rapport a ’ensemble d’axiomes, qui est bien unif-stable. [

Définition 10.1.11 (T'g(c’)) Soit E une théorie permutative définie par un ensemble
d’axiomes, et soit X g une signature stratifiée qui recouvre les axiomes de F. On définit
I’ensemble

C = {{f,¢,G) € Xg| cest un contexte axiomatique de E'},
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et, pour tout contexte ¢/, on définit le groupe I'g(c’) engendré par

U{q)[c, d,pl(G)| {f,e,G) € C A h,p:c<dg '} o

Exemple 10.1.12 Soit F la théorie permutative définie par les axiomes suivants :

f($1,$2,$3,$4) — f($2,$1,$3,$4)
g(@1,22) = g(a2,21).

On définit les contextes ¢ et ¢ tels que 7(c) = f(o,0,0,0) et 7(c’) = g(o,0), et on pose
Sp = {(f,c,Sym(2)), (g.¢, Sym(2))}.

La signature stratifiée X g recouvre bien F, et I’ensemble C' de la Définition 10.1.11 est
égal & Y. Soit ¢” le contexte tel que

(") = f(h(o),h(0),g(0,0),g(0,0)),
alors il existe des homomorphismes h;, pour i = 1, 2, 3, tels que :
hi,e:c<gc’, ho,3:c Qe ', et hs,4:c da .

Donc, le groupe I'g(c”) est engendré par les groupes

®lc,”e](G) = Sym({1.1,2.1}),
o[, ", 3](G") = Sym({3.1,3.2}),
o[, 4(G") = Sym({4.1,4.2}).

Remarque. Pour tout symbole (f,¢,G) € Xpg, on a id,e : ¢ dg ¢, et comme
Dlc,c,e](G) = G, G est toujours un sous-groupe de I'g(c).

Nous allons montrer que si X5 est une signature stratifiée unif-stable pour les axiomes
d’une théorie permutative E, alors pour tout contexte ¢, et pour toute permutation
o€ S8V(c), El=c= ¢ siet seulement si o € I'g(c). On pourra alors dire que le groupe
T'r(c) est complet pour c. Nous commengons par montrer que les permutations induites
préservent la condition d’unif-stabilité.

Lemme 10.1.13 Soient ¢, ¢ et ¢’ des contextes et o € Sym(SV(c)) tels que :
- hov:c<,c,
— Wl Ql,
— soient hy la restriction de h' auz sommets de |v et h} = hyoh, on a b, h1(v) :
c<, .
Posons p = ®[c,,v](0), alors b/, v : ¢ 9, " (voir la Figure 10.1).
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Fi1G. 10.1 — Lemme 10.1.13

PREUVE. D’aprés la Propriété 5.2.4, b est bien un homomorphisme de ¢ vers ¢’. On
note 7’ la racine de ¢/, il s’agit de montrer que pour tout sommet w’ € SV(¢), ¢'|W/ (w')
et '|h'(w™) sont isomorphes. Si w'* = w’, alors le résultat est évident, supposons main-
tenant que w'* # w'.

Soit p le chemin de ' & w’ dans ¢/, et soit u € SV(¢) tel que h(u) apparait dans p;
on pose p = p1.pa, ou py est le chemin de r' & h(u) dans ¢, et po est le chemin de h(u)
a w’ dans /. Par définition, si 7 est l'isomorphisme de ¢’|h(u) vers ¢/|h(u?), alors n(p2)
est le chemin de h(u”) a w'* dans ¢.

On pose ¢ = hi(p2), ¢ est donc un chemin de hAj(u) & hy(w’) dans ¢”’, de méme,
q' = hyon(ps) est un chemin de A/ (u”) & hy(w'*) dans ¢’. Par hypothése, b}, h1(v) : ¢ <,
¢, on en déduit qu'il existe également un isomorphisme 1’ de ¢”|h(u) vers ¢’|h] (u?).
Comme ¢ et ¢’ sont paralleles, n'(¢) est un chemin dans ¢’ qui est parallele & ¢’ et de
méme source 7’ o b (u) = h}(u?). D’aprés la Propriété 5.1.8, on a donc ¢’ = 7/(g), d’ou
B (™) = b (w) = 1 o hy(w') = of o}/ (u).

Enfin, d’aprés la Propriété 5.2.5, (une restriction de) 7’ est un isomorphisme de
"0 (w') vers |/ (W (w')), c’est-a-dire un isomorphisme de ¢”’|h'(w’) vers ¢”|h'(w'™"),
d’oul le résultat. (]

Corollaire 10.1.14 Soit Xp une signature stratifiée unif-stable, et considérons
(f',d, G et (f",",G"), deux éléments de g tels que b/, v : ¢ Q. Si Gy = Tg(d),
alors W', v' : ¢ dg, .

PREUVE. Soit (f,¢,G) € X tel que h,v : ¢ < ¢, et soit o € G. Si hy est la restriction de
h' aux sommets de ¢'|v et b} = hj o h, alors h) est un homomorphisme de ¢ vers ¢”'|hy(v)
d’apres la Propriété 5.2.4, et par hypotheése d’unif-stabilité, on a hl,hi(v) : ¢ <, .
D’aprés le Lemme 10.1.13, on en déduit que si p = ®[c, ', v](0), alors b/, v : ¢ <, .
D’apres le Corollaire 9.1.6, on a le résultat. [
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Corollaire 10.1.15 Soit X g une signature stratifiée unif-stable par rapport auzr ariomes
définissant une théorie permutative E, et définissons la signature stratifiée X', par :

EIE - {<f,C,FE(C)> ’ <fa Gy G> S EE}
Alors X, est également unif-stable par rapport auz aziomes de E.

PREUVE. Soient (f,c,G) et (f’,c/,G’) deux éléments de X';. Supposons que c et ¢’ sont
unifiables, et soit ¢/ = clLI¢/, alors, comme X est stable, il existe un élément (f,¢”, G") €
Y, dou (f, ", Tg(")) € ¥%. Comme ¢ T ¢, d’aprés le Corollaire 10.1.14, on a ¢ C¢ ¢”.

Supposons maintenant qu’il existe un sommet non-variable v tel que ¢ et ¢/|v sont uni-
fiables. Alors, comme X est unif-stable, on en déduit que ¢ C ¢'|v. D’aprés le Corollaire
10.1.14, on a ¢ C¢ c|v, et X, est bien unif-stable. n

Nous pouvons maintenant énoncer la premiére propriété fondamentale des théories
unif-stables :

Théoréme 10.1.16 Si Xp est une signature stratifiée unif-stable, alors X est saturée
si et seulement si, pour tout (f,c,G) € ¥g, G =Tg(c).

PREUVE. Par définition, ¥ est saturée si et seulement si pour tout élément (f,c,G) €
Y g, et pour toute permutation o € SV(c), si ’équation permutative ¢ = ¢” est élément
de E, alors 0 € G. D’aprés le Théoréme 9.1.10, pour toute permutation o dans I'g(c),
I'équation ¢ = ¢ est élément de F. Il s’agit maintenant de prouver que pour toute
permutation o € SV(¢), si I’équation permutative ¢ = ¢ est élément de E, alors o €
Tg(c).

Soit t un terme tel que ¢ = arbre(t). Alors, pour tout terme ¢’ dans la classe de
congruence de ¢ modulo F, il existe une séquence d’axiomes eq,...,e,, pour n > 0, et
une séquence de termes t1 = t,to,...,t,41 = t', tels que pour i = 1,...,n, le terme ¢;41
est obtenu a partir de ¢; en appliquant I'axiome e; & la position non-variable p; de t;.
Nous allons prouver par induction sur la longueur des séquences d’axiomes que I’équation
t = t’ est une équation permutative de contexte associé c et dont la permutation associée
est élément de I'p(c). Le résultat est trivial si n = 0, supposons que le résultat soit vrai
pour toute séquence d’axiomes de longueur m — 1, pour n > 1, et soit une séquence
e1,...,e, de longueur n. Alors, par hypothése d’induction, I’équation ¢ = ¢, est une
équation permutative de contexte associé ¢, et de permutation associée o’ € T'g(c).
Donc, en particulier, on a ¢ = arbre(t,,), et comme ¢,11 est obtenu & partir de ¢, aprés
application de ’axiome e, & la position p, de t,, si ¢, est le contexte associé a e,
et 0, la permutation associée & cette équation, alors nécessairement, ¢, C c|p,. Par
hypothése d’unif-stabilité, on a donc ¢, C,, c|p,. D’aprés le Théoréme 9.1.10, on en
déduit que ’équation t,, = t' est une équation permutative de contexte associé c, et de
permutation associée p = ®|cy, ¢, pp](0y,). Comme cette équation est élément de I'g(c)
par construction, I’équation ¢t = ¢’ est bien une équation permutative de contexte associé
¢, et dont la permutation associée est élément de I'p(c). On a bien prouvé que si ¢ =
¢ € E, alors 0 € T'g(c). (]
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Corollaire 10.1.17 Si E est une théorie permutative définie par un ensemble d’axiomes
unif-stable, alors il existe une signature stratifiée X'y qui est unif-stable par rapport auz
axiomes de F, et saturée.

PREUVE. Par définition, comme l’ensemble d’axiomes définissant F est unif-stable, il
existe une signature stratifiée X qui est unif-stable par rapport & ces axiomes. La si-
gnature stratifiée X', définie dans le Corollaire 10.1.15 est alors unif-stable, et elle est
saturée d’aprés le Théoréme 10.1.16. [

Exemple 10.1.18 Reprenons la théorie permutative F et la signature stratifiée X5 de
I'Exemple 10.1.12, et soit Xy = X U {(f,¢",T'r("))}. Alors cette signature stratifiée
est unif-stable et saturée.

Exemple 10.1.19 Reprenons la théorie permutative £ de I’Exemple 10.1.2, qui est dé-
finie par ’ensemble d’axiomes suivant :

flz1,22) = f(x2,71)
g(z1,22) = g(x2,21)

f(g(z1,72),9(z3,24)) = f(g(w3,72),9(71,74)).

Alors, comme le groupe Sym({1.1,2.1}) n’est pas complet pour ¢”, la signature stratifiée

Ye = {{f,¢,Sym(2)),{g,c,Sym(2)), (f,¢",Sym({1.1,2.1}))}
qui est définie dans I’Exemple 10.1.2 n’est pas donc saturée. On a :

= Sym({1.1,2.1}),
Sym({1.1,2.1}) Sym({1.2,2.2}),
Sym({1.1,1.2}),

= Sym({2.1,2.2}).

Le groupe I'g(c’) est engendré par ces quatre groupes, on en déduit que I'g(c’) =
Sym({1.1,1.2,2.1,2.2}). Donc, la signature stratifiée

Y = {(f.e;Sym(2)), (g,¢,Sym(2)), {f,c", T(c"))}

est unif-stable et saturée.

10.2 Extension unif-stable

Le prochain exemple montre qu’étant donnée une théorie permutative E définie par
un ensemble d’axiomes, une signature stratifiée unif-stable par rapport aux axiomes de
FE peut contenir un nombre d’éléments exponentiel en le nombre d’axiomes de FE.
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Exemple 10.2.1 Soient f un symbole de fonction d’arité n + 2, a un symbole de

constante, et pour i = 1,...,n, soit ¢; le contexte tel que 7(¢;) = f(o,...,a,...,0),
ot la constante a est le (i + 2)°™€ argument de f. Considérons la théorie permutative
définie par l'ensemble d’axiomes {¢; = ¢/'|i = 1,...,n}, ou pour tout i = 1,...,n,
o; € Sym(2). 1l est clair que les ¢; sont unifiables deux a deux. Pour tout A C {1,...,n}

tel que A # (), on définit le contexte c4 = U{c;|i € A}, on a donc cgy = ¢;.

Soit la signature stratifice ¥p = {(f,ca,Tr(c))| A C {1,...,n} A A # 0}. Par
exemple, supposons que n = 2, o7 = id, o9 = (1 2), et posons A = {1,2}, alors on a
c1 = f(o,0,a,0), cg = f(0,0,0,a), et c4 = f(o,0,a,a), d’ou

EE = {<f70171>7 <f,CQ,SyHI(2)>, <f,cA,Sym(2))}.

La signature stratifiée X g est unif-stable par rapport aux axiomes de F, et comporte
2™ — 1 éléments. De plus, comme une signature stratifiée unif-stable est nécessairement
fermée pour 'opération LI, aucun sous-ensemble strict de X5 ne vérifie cette propriété.

Dans la suite, nous allons définir la notion d’eztension unif-stable d’une signature
stratifiée, et nous montrerons qu’il est possible de décider en temps polynomial si un
ensemble d’axiomes est unif-stable ou non.

Définition 10.2.2 (Extension unif-stable) Etant données une théorie permutative £
définie par un ensemble d’axiomes, et une signature stratifiée qui recouvre les axiomes
de E, on dit que la signature stratifié¢e X, est une eztension unif-stable de Xg si et
seulement si X', est unif-stable par rapport aux axiomes de E, et que pour tout symbole
(f,c,G) € X, il existe un symbole (f, ¢, G') € ¥/, tel que G est un sous-groupe de G'.<&

Dans ce qui suit, nous allons étudier une condition suffisante d’existence d’une exten-
sion unif-stable.

Lemme 10.2.3 Soient c1 et co deux contextes unifiables, et soit ¢ tel que ¢ Cqo c1 et
c Cg c2, pour un groupe G donné. Alors on a ¢ Cg c¢1 U cs.

PREUVE. On note h; '’homomorphisme de ¢ vers ¢; pour i = 1,2, et h ’homomorphisme
de ¢ vers ¢ U co (qui est bien défini d’aprés le Corollaire 5.3.13). Soit o € G, et soit v un
sommet variable de c. Alors par hypotheése, ¢ |hi(v7) >~ ¢1|h1(v), et ca|ha(v7) =~ ca]ha(v).
Comme c¢1|hy(v) et calha(v) sont unifiables d’aprés le Lemme 5.3.14, on en déduit d’aprés
le Corollaire 5.3.18 que :

cl|h1(v) |_|62|h2(’0) o~ Cl|h1(2}0) |_|62|h2(2}0).

D’aprés le Lemme 5.3.14, ¢1]h1(v) U calha(v) =~ (1 Uea)lh(v), et e1]hy (v7) U calha(v7) ~
(c1Uea)|h(v7). Donc, pour tout sommet variable v de ¢, et pour toute permutation o € G,
on a (c; Ueg)|h(v) =~ (e1 Ueg)|h(v7), ce qui prouve qu’on a bien ¢ Cg ¢ U co. L]

Corollaire 10.2.4 Soient C = {c1,...,¢c,} un ensemble de contextes deux a deur uni-
fiables, ¢ un contexte, et G un sous-groupe de Sym(SV(c)). On pose ¢’ = UC,
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1. sipour touti=1,...,n, onacCgc, alorscCqg c,

2. soit p # € un sommet de ¢, si pour tout ¢; € C tel que p est un sommet non-variable
de ¢;, on a ¢ Cg ¢|p, alors ¢ Cg d|p.

PREUVE. 1. On démontre le résultat par induction sur la cardinalité de C. Le résultat
est trivial si n = 1, et si n = 2, le résultat est une conséquence immédiate du Lemme
10.2.3. Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour tout sous-ensemble de C' de
cardinalité n — 1, oi n > 3, et que C est de cardinalité n. On pose C' = {ca,..., ¢},
alors, par hypotheése d’induction, on a ¢ Eg LIC’, et comme ¢ Cg c1, on en déduit d’aprés
le Lemme 10.2.3 que ¢ Cg (UC") U ¢q. D’apres le Lemme 9.2.4, (UC") U e¢; = ¢, d’ou le
résultat.

2. On définit I’ensemble C’ de contextes par :

C" = {d"|p| p est un sommet non-variable de ¢’ € C},

alors, pour tout ¢’|p € C’, on a ¢ C¢ ¢’|p, et comme ¢’ |p C /|p, les éléments de C’ sont
deux & deux unifiables. D’aprés le point 1 de ce lemme, on en déduit que ¢ Cg LIC, et
d’apres le Lemme 9.2.5, on a UC" ~ ¢/|p, ce qui prouve que ¢ Cg [p. [

Théoréme 10.2.5 Soit X une signature stratifiée qui recouvre les axiomes de E, et
supposons que pour toute paire (f,c,G),(f',c,G')Y € X, on a les propriétés suivantes :
— si c et ¢ sont unifiables, alors c Cg el
- si v # ¢ est un sommet non-variable de ¢ tel que c et ¢'|v sont unifiables, alors
cCq dv.
Alors il existe une signature stratifiée X'y qui est une extension unif-stable de X g, et qui
est saturée.

PREUVE. On pose C = {c| (f,c,G) € ¥}, et on définit la signature stratifiée
B = U TR() =00 A C"CONC 0}

Nous allons montrer que X/, est une signature stratifiée unif-stable, d’aprés le Théoréme
10.1.16, nous aurons la preuve que X7, est également saturée. Soient C) et Co deux
sous-ensembles non vides de C' composés de contextes deux a deux unifiables. On pose
c1 = UCY, o =UCs, et Gy = FE(Cl).

Supposons d’abord que ¢y et ¢o sont unifiables, et soient C's = C1UC5 et c3 = ¢1 L co.
Alors c3 = LIC3 d’aprés le Lemme 9.2.4, et il s’agit de prouver que ¢; Cg, c3. Soient ¢ un
contexte axiomatique de E et v un sommet non-variable de ¢; tels que ¢ C ¢q|v. Comme
Y g recouvre les axiomes de E, il existe un symbole (f, ¢, G) € Xg. Si v = ¢, alors comme
1 et ¢y sont unifiables, pour tout ¢§ € Cs, ¢ et ¢§ sont unifiables. Par hypothese, on a
alors ¢ Cg cU ¢, et d’aprés le Corollaire 10.2.4 1, ¢ Cg ¢ U ¢3. Comme ¢ C ¢ C ¢z,
d’aprés la Propriété 9.2.3, on a cU c3 = c3, d’ott ¢ Cg c3.

Si v # e, comme v est un sommet non-variable de ¢, c’est donc également un sommet
non-variable de c3. D’aprés le Lemme 9.2.5, il existe un contexte ¢ € C5 tel que v est
un sommet non-variable de ¢§. Comme ¢;|v et ¢5|v sont unifiables, on en déduit que c et
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¢s|v sont également unifiables, d’ot ¢ T d4|v par hypothése. D’aprés le Corollaire 10.2.4
2, on en déduit que ¢ Cg cslv.

On a donc, pour tout 0 € G, ¢ T, c1]v et ¢ T, c3lv. Comme ¢; T c3, d’apres le
Lemme 10.1.13, si u = ®[c, c1,v|(0), alors ¢; T, c3. D’aprés le Corollaire 9.1.6, on en
déduit que ¢; Cg, c3.

Supposons maintenant que ¢; et co|v’ sont unifiables, oil v/ # & est un sommet
non-variable de cg, il s’agit de prouver que ¢; Cg, cafv'. Soit ¢, un élément de Co
tel que v’ est un sommet non-variable de ¢, (I'existence de ¢}, est garantie par le Lemme
9.2.5), alors, pour tout ¢} € C1, ¢} et ¢,|v' sont unifiables, et par hypothese, | C c,|v'.
D’apres le Théoréme 5.3.15, on en déduit que ¢; C dh|v’, et done, ¢ C co|v’. Notons h
I’homomorphisme de ¢; vers ca|v'.

Soit ¢ un contexte axiomatique, il existe donc un symbole (f, ¢, G) € ¥ g, et supposons
que ¢ C ¢p|v, pour un sommet non-variable v de ¢;. Posons w = h(v), alors ¢ est unifiable
avec co|w, et comme v est un sommet non-variable de ¢1, w est un sommet non-variable
de ¢y. Soit ¢§ un élément de Co tel que w est un sommet non-variable de ¢j. Comme
lw C ealw, on en déduit que ¢1|v et ¢fjjw sont unifiables, et donc, que ¢ et cj|w sont
unifiables. Par hypothése, on a donc ¢ Cg ¢|w, et d’aprés le Corollaire 10.2.4 2, on en
déduit que ¢ Cg co|w. Comme précédemment, d’aprés le Lemme 10.1.13, on en déduit que
pour toute permutation o € G, si p = ®[c, ¢1,](0), alors ¢ T, ea|v), Aot ¢1 T, v’ m

Le Théoréme 10.2.5 fournit donc une procédure de construction, sous certaines condi-
tions, d’une signature stratifiée qui est unif-stable et saturée. Ce théoréme permet éga-
lement de tester si une théorie permutative définie par un ensemble d’axiomes est unif-
stable :

Corollaire 10.2.6 Soit E une théorie définie par un ensemble d’axiomes, et soit X g une
signature stratifiée minimale qui recouvre les ariomes de E, telle que pour tout (f,c,G) €
Y.p, ¢ est un contexte ariomatique de . Alors l’ensemble des axiomes définissant E est
unif-stable si et seulement si X g vérifie les conditions du Théoréme 10.2.5.

PREUVE. Si X vérifie les conditions du Théoréme 10.2.5, alors il est clair que 1’en-
semble des axiomes définissant F est unif-stable. Réciproquement, supposons que cet
ensemble d’axiomes est unif-stable, alors d’aprés le Corollaire 10.1.17, il existe une si-
gnature stratifiée X%, qui est unif-stable par rapport a ces axiomes, et saturée. Soient
(f,e,G),(f',d,G") € Yp, alors, comme Y recouvre les axiomes de F, les éléments
(f,e,TE(c) et (f,d,Tr(d)) sont éléments de X d’aprés le Théoréme 10.1.16, et G
(resp. G’) est un sous-groupe de I'g(c) (resp. I'p(c’)). Si ¢ et ¢ sont unifiables, alors
par hypothése, ¢ Ep, ) cUc, et donc, ¢ Cg cU ¢, De méme, s’il existe un sommet
non-variable p # ¢ tel que ¢ et ¢/|p sont unifiables, alors ¢ Crao) d|p, et donc ¢ Cg p.
Donc, ¥ g vérifie bien les hypothéses du Théoréeme 10.2.5. [

Il est clair qu’il est possible de construire une signature stratifiée X g vérifiant les
hypothéses du Corollaire 10.2.6 et de tester si X g vérifie bien les conditions du Théoréme
10.2.5 en temps polynomial en le nombre d’axiomes de E, ce corollaire prouve donc que
le probléme de tester si ’ensemble des axiomes définissant une théorie permutative est
unif-stable est polynomial.
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Strat(A) =
soit st_rec(v) =
soit f = s(v) dans
soit C' = {c| (f,c,G) € ¥g AN ¢C A|v} dans
si C = () alors
pour i =1,..., arité(s(v)) faire st_rec(a(v);) fin pour
sinon
soit c =UC et h: ¢ C AJv dans
S(U) = <fa C, FE(C»’
pour w € SV(c) faire st_rec(h(w)) fin pour
fin si
dans
st_rec(racine(A))

Fi1G. 10.2 — Algorithme Strat

10.3 Déduction et unif-stabilité

Nous allons maintenant étudier de quelle facon faire de la déduction avec des GA-
termes stratifiés modulo une théorie permutative £ définie par un ensemble d’axiomes
unif-stable. Nous commencerons par définir une fonction qui, & un terme ¢ associe un
A-terme stratifié A, et montrerons que l’ensemble stratifié S[A] est exactement la classe
de congruence de t modulo E. Puis nous verrons que les problémes liés & la déduction
dans le Chapitre 8 sont dans la classe de Luks, tout comme le probléme du mot généralisé
modulo une théorie £ définie par un ensemble d’axiomes unif-stable.

Avant de faire de la déduction avec des GA-termes stratifiés, il faut construire ces
GA-termes stratifiés. Nous nous servirons du Théoréme 10.2.5 pour décrire une fonction
déterministe qui associe un A-terme stratifié & un terme donné, et ce A-terme stratifié
sera construit en temps polynomial en le nombre d’axiomes de F.

Définition 10.3.1 (Strat(A) et As(t)) Soient E une théorie permutative définie par
un ensemble d’axiomes, et g une signature stratifiée vérifiant les hypothéses du Corol-
laire 10.2.6. Alors la fonction Strat qui & un A-terme clos associe un A-terme stratifié est
définie dans la Figure 10.2.

Pour tout terme ¢, on définit le A-terme As(t) par : As(t) = Strat(arbre(t)). <&

Le A-terme As(t) est donc construit sur la signature ¥ U X, ou X, est la signature
stratifiée, unif-stable par rapport aux axiomes de F, définie dans le Théoréme 10.2.5. Bien
que la taille de X', puisse éventuellement étre exponentielle en le nombre d’axiomes de
FE, il n’est pas nécessaire de la construire explicitement, et c’est pourquoi la construction
de As(t) est polynomiale en le nombre d’axiomes de F.
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Exemple 10.3.2 Soit E la théorie permutative définie par les axiomes suivants :

f(g(h(w1,22), h(w3,24)), 75,76) = f(g(h(w2,21), h(74,73)), T5,T6)
[z, Mz, 23),24) = f(x1,h(3,22),74)
g(z1,m2) = g(x2,71)

On note respectivement ¢y, co et c3 les contextes associés a ces trois axiomes, on définit
les groupes G1, G2 et G5 par :

G1 = {id,(1.1.1 1.1.2)(1.2.1 1.2.2)}, Gy = Sym({2.1,2.2}), G3 = Sym(2),

et on pose F1 = (f,c1,G1), Fo» = (f,c2,G2) et F3 = (g,c3,G3). Alors la signature stra-
tifiee Xp = {F1, Fy, F3} vérifie les hypothéses du Corollaire 10.2.6, et peut étre étendue
en une signature unif-stable ¥/, d’aprés le Théoréme 10.2.5.

Considérons maintenant le terme

t = f(g(h(a,b),h(a,d)), h(a,b), g(a,d)),

et soit A = arbre(t). La procédure Strat effectue un appel a st_rec(r), ou r est la racine
de A.Onacy C Aetcog C A, et sicy=cy L ey, alors la procédure st_rec étiquette donc
la racine r de A par le symbole Fy = (f,cq,T'r(cq)), et effectue des appels récursifs a la
procédure st_rec sur les éléments de R 4(r). Lors de I'appel & st_rec sur le sommet 3,
on a c3 C A|3, et donc, ce sommet est étiqueté par le symbole F3. On a donc :

T(As(t)) = Fu(g(h(a,b), h(a,d)), h(a,b), Fz(a,d)).

On a une premiére propriété de décomposition, évidente d’aprés les définitions de
Strat et de As(t) :

Propriété 10.3.3 Soit A= (V,s,a) un A-terme de racine r, et posons A' = (V,s',a) =
Strat(A).
- 8i §'(r) € X, alors pour tout sommet v apparaissant dans a(r), on a A'lv =
Strat(Alv).
- Si §'(r) € Xg, alors pour tout sommet v € Ra(r), on a A'|v = Strat(A|v).

La procédure Strat préserve aussi les isomorphismes :

Propriété 10.3.4 Si A et A’ sont des A-termes clos tels que A ~ A’, alors Strat(A) ~
Strat(A’)

Théoréme 10.3.5 Soit Y/, lextension unif-stable de X définie dans le Théoréme
10.2.5. Alors, pour tout terme t, As(t) est un A-terme stratifié sur ¥ U X, qui est
saturé.
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PREUVE. Soit A = (V,s,a) = As(t), il est clair que A est un A-terme sur ¥ U X/;, nous
commengons par montrer que ce A-terme est stratifié. Soit v € V un sommet tel que
s(v) = (f,¢,G) € ¥, alors ¢ est de la forme UC' pour un ensemble C' de contextes
tels que pour tout ¢ € C, ¢ C dm(A|v). D’apreés le Corollaire 5.3.24, il existe alors un
homomorphisme & tel que h : ¢ C dm(A|v).

Si u est un sommet de AJv qui est étiqueté par un élément de X, alors la procédure
st_rec a été appelée sur le sommet u, ce qui signifie qu’il existe un sommet variable w
de ¢ tel que u est en-dessous de h(w). Donc, h est également un homomorphisme de ¢
vers dm;(A|v), et A est bien un A-terme stratifié.

Montrons maintenant que ce A-terme stratifié est saturé. Supposons qu’il existe un
sommet v € V qui vérifie les conditions de la Définition 8.2.4, alors, comme il existe un
sommet (f,c,G) € X% et un homomorphisme de ¢ vers dm(A|v), 'ensemble C' défini
dans ’algorithme de la Figure 10.2 est non vide, et comme s(v) € X, nécessairement,
lors de ’appel a la procédure As(t), il n’y a eu aucun appel a la procédure st_rec(v), ce
qui signifie que nécessairement, v est dans un antirésidu R4 (u) pour un sommet u € V;.
Donc, As(t) est bien un A-terme stratifié qui est saturé. ]

Le probléme du mot généralisé

Nous allons maintenant étudier le probléme du mot généralisé modulo une théorie
définie par un ensemble d’axiomes unif-stable. Nous montrerons que deux termes clos ¢
et t' sont congrus modulo F si et seulement si As(t) X As(t').

Nous commencons par démontrer que pour tout A-terme stratifié A, si un contexte
subsume dm(A), alors pour tout A’ € [A], ce contexte subsume également dm(A’).

Lemme 10.3.6 Soit X.p une signature stratifiée unif-stable, A un A-terme stratifié dont
la racine r est étiquetée par le symbole (f,c1,G1) € X, et (f,ca,Go) un symbole de X
tel que ¢y © dm(A). On note ¢ = ¢1 U ¢y, et pour o € Gy, on définit yu = o471, alors
¢ C dm(A").

PREUVE. Soit un A-terme A’ dont la racine 7’ est étiquetée par le symbole (f,c,G) €
Yp, et tel que dm;(A) ~ dm,(A’). Par hypothése d’unif-stabilité, ¢; C¢, ¢, donc, la
permutation § = ®[cy,c,e](0) est bien définie. Posons & = 64", alors d’apres le
Corollaire 9.1.11, dm,(A*) = dm,(4""), d’ott dm(A*) = dm(A""). D’apres le Corollaire
5.2.18, on en déduit que dm(A*) et dm(A’") sont isomorphes, et comme ¢ C dm(A’),
on a ¢ C dm(A"). L]

Lemme 10.3.7 Soit X une signature stratifiée unif-stable, et A un A-terme stratifié
contenant un sommet v étiqueté par le symbole (f,c,G) € Xg. Soit (f', ', G') un symbole
de Yp tel que ¢ T dm(A). Pour o € G, on pose pn = ™41, alors on a ¢ T dm(A*).

PREUVE. On note V' ’ensemble des sommets de ¢/, et h I’homomorphisme de ¢’ vers
dm(A). Sl existe un sommet w € SV(c’) tel que v <4 h(w), alors tous les sommets de
h(V'\ SV()) sont fixés par la permutation p, et il est aisé de vérifier que la fonction
p o h est un homomorphisme de ¢’ vers dm(A*).
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Sinon, soit w le sommet non-variable de ¢ tel que h(w) = v, alors ¢ et ¢/|w sont
unifiables, et par hypothése d’unif-stabilité, on a ¢ Cg /|w. Soit A" un A-terme stratifié
dont la racine r’ est étiquetée par le symbole (f’, ¢, G’), et tel que dm(A) ~ dm(A’). On
pose § = ®fe,d, w|(c) et & = §"4""1 alors d’apres le Corollaire 9.1.11, on a dm(A*) =
dm(A""), et d’apres le Corollaire 5.2.18, on en déduit que dm(A#) ~ dm(A’"). Comme
¢ C dm(A4"), on a bien ¢ T dm(AH). "

Corollaire 10.3.8 Soit A = (V,s,a) un A-terme stratifié sur une signature stratifiée
S qui est unif-stable, et soit p € Ga. Alors les ensembles de contextes qui subsument
respectivement dm(A) et dm(A*) sont identiques.

PREUVE. Toute permutation p € Ga est de la forme [,y 0y, o0t V' C V; est un
ensemble non vide, et o, € Ga(v). Montrons le résultat par induction sur la cardinalité
de V'. Si V' = {v}, alors on a le résultat d’aprés le Lemme 10.3.7. Supposons maintenant
que le résultat soit vrai pour tout sous-ensemble de V; de cardinalité n — 1, et que V’
est de cardinalité n. On pose V' = V" U {v}, et soit u = [, cy» 0w = p'oy. Notons
respectivement C; et Cs les ensembles de contextes qui subsument dm(A) et dm(A*),
alors, par hypothése d’induction, on a C; = (s, et si C5 est ’ensemble de contextes qui
subsument dm(A*), alors Cs = Cy d’apreés le Lemme 10.3.7. On a bien C; = C3, d’ou le
résultat. (]

Nous allons démontrer que pour tout A-terme Aj, si A = Strat(A;) et o € G4, alors
pour tout A-terme A, tel que Ay ~ dm(A7), on a Strat(Ay) ~ A. Nous commengons par
étudier le cas o 0 € G4(r).

Lemme 10.3.9 FEtant donnée une signature stratifiée Xp unif-stable et saturée, soit Ay
un A-terme, et posons A = Strat(Ay). Supposons que la racine r de A est étiquetée par
le symbole (f,c,G) € X, et soit 0 € Go(r). Soit Ay un A-terme isomorphe ¢ dm(A%) et
A" = Strat(As), alors A7 ~ A'.

PREUVE. On définit les ensembles suivants :

C = {d| est un contexte axiomatique de £ A ¢ C A},

C' = {c'| est un contexte axiomatique de E A ¢ C As}.

On a donc ¢ = LIC, et d’apreés le Corollaire 10.3.8, C' = C, ce qui prouve que la racine »’
de A’ est également étiquetée par le symbole (f, ¢, G).

Posons A} = dm(A?), et notons 7 I'isomorphisme de A} vers As. Soit v un sommet de
A, alors il est clair que v € R4(r) si et seulement si n(v) € Ra/(r’). Comme o € G4(7), on
a A%v = Alv, d’ou A |v = Ai|v, et comme A |v et Az|n(v) sont isomorphes, on a A;|v ~
As|n(v). D’apres la Propriété 10.3.3, on a Ajv = Strat(A;|v) et A’'|n(v) = Strat(Az|n(v)),
donc, d’apres la Propriété 10.3.4, on en déduit que A%|v = Alv ~ A'In(v).

Enfin, les sommets 7 et 7’ étant étiquetés par le méme symbole de X, il est clair
que la restriction de n & Ra(r) URA(r) est égale & la fonction hﬁiw]' D’apres le Lemme
6.6.16, on en déduit que 7 est bien un isomorphisme de A% vers A’. [
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1.1:a 1.2:0b 1.1:a 1.2:0b 1.1:6 1.2:a
A A As(t)

FiG. 10.3 — A-termes de I’'Exemple 10.3.10

Exemple 10.3.10 Soit F la théorie permutative définie par I'unique axiome

flo(z,y),2) = [f(9(y,z),2),

soit ¢ le contexte tel que 7(c) = f(g(o,0),0), et soit G = Sym({1.1,1.2}). On pose
F = (f,¢,G), alors la signature stratifiée X5 = {F'} est trivialement unif-stable. Soit
t = f(g(a,b),d), alors le A-terme As(t) est représenté a gauche de la Figure 10.3. La
permutation o = (1.1 1.2) est élément de G4, et le A-terme A” est représenté au centre
de la méme figure. Enfin, si ¢’ = 7(dm(A7)), alors As(t’) est représenté a droite de la
méme figure, et il est aisé de vérifier que A7 et As(t') sont bien isomorphes.

Lemme 10.3.11 Soit Ay un A-terme, on pose A = (V,s,a) = Strat(A;), et on note r

sa racine. Pour v € Vg, soit 0 € Ga(v), si Ay est un A-terme isomorphe ¢ dm(A7) et
A" = Strat(As), alors A7 ~ A’.

PREUVE. On démontre le résultat par induction sur la profondeur de v. Si v = r, le
résultat est immédiat d’apreés le Lemme 10.3.9. Supposons maintenant que le résultat est
vrai pour tout sommet de profondeur strictement inférieure & k dans un A-terme, et que
v est de profondeur k& dans A. Supposons que s(r) = (f,¢,G) € ¥, la démonstration
dans le cas ou s(r) € ¥ est identique.

Il existe un unique sommet u € R4(r) tel que v est en-dessous de u dans A, et v est
évidemment de profondeur strictement inférieure a k dans A|u. Notons 7 I'isomorphisme
de dm(A?) vers As, alors (une restriction de) n est un isomorphisme de dm(A?|u) vers
Ag|n(u). Comme o € G4y, on a A%|u = (A|u)?, et la fonction 7 est donc un isomorphisme
de dm((A|u)?) vers Az|n(u). D’aprés la Propriété 10.3.3, on a A|u = Strat(A;|u), et par
hypothése d’induction, on en déduit que A% |u = (A|u)? ~ Strat(Aa|n(u)).

Soit 7’ la racine de A’, alors n(u) € Rua/(r'), et d’aprés la Propriété 10.3.4,
Strat(As|n(u)) = A’'In(u). Donc, A% |u ~ A’|n(u).

Pour tout w € Ra(r) \ u, on a A%|w = A|w, et donc Aj|jw ~ As|n(w). D’aprés la
Propriété 10.3.4, on en déduit que A|lw ~ A’|n(w), puisque n(w) € R4/ (r"). Comme les
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sommets 7 et r’ sont étiquetés par le méme symbole, la restriction de n & R (r)URA(r) est
égale a h?:r,}, et d’aprés le Lemme 6.6.16, on en déduit que A% et A’ sont isomorphes.m
Corollaire 10.3.12 Soient A; un A-terme, A = Strat(Ay), et T un GA-terme tel que
T =A. Alors on a :

1. pour tout o € G4, et pour tout A-terme Ay tel que Ay ~ dm(A7), on a A7 ~
Strat(Asg),

2. pour tout o € Gy, si dm(T7) = dm(T), alors T =T.

PREUVE. 1. Toute permutation o € G4 est de la forme [] ./ 0y, o0t V! C V; est un
ensemble non vide, et 0, € Ga(v). Montrons le résultat par induction sur la cardinalité
de V'. Si V! = {v}, alors on a le résultat d’aprés le Lemme 10.3.11.

Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour tout sous-ensemble de V; de
cardinalité n — 1, et que V' est de cardinalité n. On pose V' = V" U {v}, et soit o =
[lcv: 0w = poy. Soient Az un A-terme isomorphe & dm(A*), et A" = Strat(As), alors
par hypothése d’induction, on a A* ~ A’. Notons 7 I'isomorphisme de A" vers A’, et
posons 6 = o, alors d’aprés le Corollaire 6.6.8, § est élément de Ga/(n(v)), et d’aprés
le Théoréme 6.6.9, 7 est un isomorphisme de A% vers A’°. Comme Ay ~ dm(A?), on
a Ay ~ dm(A”), et d’aprés le Lemme 10.3.11, A" ~ Strat(As). Par transitivité de la
relation ~, on en déduit que A% ~ Strat(As).

2. D’apreés le Lemme 5.2.17, il existe un homomorphisme h de A vers T, d’aprés le
Corollaire 6.6.8, il existe une permutation p € G4 telle que o = p”, et d’apres le Théoréme
6.6.9, h est un homomorphisme de A* vers 7. Les A-termes dm(A*) et dm(A) sont donc
bisimilaires, et d’apres le Corollaire 5.2.18, ils sont isomorphes. On a A* ~ Strat(dm(A*))
d’aprés le point 1, et A = Strat(dm(A)) d’aprés la Propriété 10.3.4, d’on A ~ A¥. Par
transitivité de la relation =, on en déduit que 77 = T. [

Nous pouvons maintenant faire le lien entre la relation de congruence modulo F et
la relation de congruence stratifiée.

Théoréme 10.3.13 FEtant donnée une théorie permutative E définie par un ensemble
d’aziomes, soient t un terme, e : ¢ = ¢° un aziome de E, et t' le terme obtenu aprés
application de 'aziome e a la position p de t. Posons A = As(t) et A" = As(t'), alors
AN A

PREUVE. On pose A = (V,s,a), comme ’équation ¢ = ¢ peut étre appliquée a la
position p de t, nécessairement, ¢ C A|p. Supposons d’abord que le sommet p de A est
étiqueté par un symbole (f’,¢/,G') € Xg. On définit C' comme ’ensemble des contextes
axiomatiques de F qui subsument Al|p, alors ¢ = UC par définition, et donc, ¢ C ¢. Par
hypothése d’unif-stabilité, on a donc ¢ C, ¢, et comme G’ = I'g(c'), nécessairement,
o' = ®le,d,e](0) € G'. Posons p = ™Al alors, d’aprés le Théoréme 6.5.11, on a
7(dm(A*)) = t/, et donc, dm(AH) et dm(A’) sont isomorphes. D’aprés la Propriété 10.3.4,
on a donc Strat(dm(A#)) ~ Strat(dm(A’)), et d’aprés le le Corollaire 10.3.12, on en
déduit que A* et A’ sont isomorphes, c’est-a-dire que A X A’
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Supposons maintenant que le sommet p de A est étiqueté par le symoble f' € X.
Alors, comme ’ensemble C est non-vide, nécessairement, il existe un sommet u au-
dessus de p dans A tel que s(u) = (f",c",G") € Yg, et p € Ra(u). Il existe donc
un homomorphisme h et une position p’ tels que h,p’ : ¢ < ¢, et par hypothése d’unif-
stabilitée, on a h,p’ : ¢ 4, ¢. Comme précédemment, on peut définir o/ = ®[e, ¢/, p’|(0) qui
est élément de G, et ju = o™41, alors, d’aprés le Théoréme 6.5.11, on a 7(dm(A*)) = t'.
Une fois de plus, on en déduit que A X A’ [

Corollaire 10.3.14 Soient t et t' deux termes, et supposons que t =g t'. Alors As(t) X
As(t).

PREUVE. Comme ¢t =g ¢/, d’aprés le Théoréme de Birkhoff (voir [BN98]), il existe une
séquence ey, . .., e, d’axiomes de E et une séquence tq,...,t,+1 de termes tels que t; = t,
tne1 = t', et pour tout i = 1,...,n, t;11 est obtenu en appliquant I’axiome ¢; a la position
p; de t;. Nous allons montrer par induction sur n que A X A’. Sin = 1, alors on a le
résultat d’aprés le Théoréme 10.3.13. Supposons maintenant que le résultat est vrai pour
tout terme obtenu par une séquence de m — 1 axiomes, et que t’ est obtenu par une
séquence de n axiomes. Considérons le terme to, qui est obtenu aprés ’application de
laxiome e; a la position p; de t. D’aprés le Théoréme 10.3.13, en posant Ay = As(ts),
on a A X As, et par hypothése d’'induction, As X A’. Par transitivité de la relation X,
on en déduit que A X A’, d’ou le résultat. [

Théoréme 10.3.15 Soient A et A’ deur A-termes clos, et posons t = 7(A), et t' =
7(A"). Soient T et T' deuzr GA-termes stratifiés tels que T = Strat(A) et T’ = Strat(A’).
Alors t =g t' si et seulement si T X T,

PREUVE. Comme ¢t = 7(dm(7)) et ¢ = 7(dm(7")), il est clair que si T'X 7", alors t =p t’
d’apres le Corollaire 6.5.12. Réciproquement, si t =g ¢, alors As(t) X As(t') d’apres le
Corollaire 10.3.14, et comme A ~ arbre(t) et A’ ~ arbre(t’), d’apres la Propriété 10.3.4,
on a Strat(A) ~ As(t) et Strat(A’) ~ As(¢'). D’apres le Lemme 7.1.5, on en déduit que
Strat(A) X Strat(A’). D’apres le Lemme 5.2.17, on a T" € Strat(A) et 77 € Strat(A’),
d’aprés le Lemme 7.1.5, on en déduit que

T X Strat(A) X Strat(A4") X T’
et on a le résultat par transitivité de la relation X. ]

On en déduit donc le résultat de complexité suivant :

Corollaire 10.3.16 Le probléme du mot généralisé modulo une théorie unif-stable est
dans la classe de Luks.

On a également le résultat de complétude suivant :

Corollaire 10.3.17 Soit t un terme, et T un GA-terme tel que T = As(t), alors la classe
de congruence de t modulo E est égale a S[T.
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PREUVE. L’ensemble S[T] est inclus dans la classe de congruence de t modulo F d’aprés
le Corollaire 6.5.12. Réciproquement, si ¢ est congru a ¢ modulo E, alors As(¢') X T
d’aprés le Théoréme 10.3.15, et donc, il existe une permutation o € Gr telle que T = T”,
d’ou ¢ = 7(dm(A7)), et on a bien ¢’ € S[T]. "

Complexité des problémes liés a la déduction

Dans le Chapitre 8, nous avons défini cinq problémes sur des GA-termes stratifiés, et
démontré qu’ils sont tous NP-durs dans le cas général. Nous montrons maintenant que
dans le cas ou la signature stratifiée considérée est unif-stable, certains de ces problémes
sont plus simples & résoudre.

Théoréme 10.3.18 Soient t et t' deur termes, et T et T' deur GA-termes tels que
T = As(t), et T" = As(t'). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. S[T] = S[17],

2. S[T] C S[T"],

3. S[T]NS[T] # 0,
4. TXT,

5. t' € S[T).

PREUVE. Si S[T] = S[T"], alors on a évidemment S[T| C S[T”], et si S[T] C S[T"], alors
on a S[T| N S[T"] = S[T] # 0.

Supposons maintenant que S[T'] N S[T"] # 0, et soit ¢t € S[T| N S[T”]. Alors, d’apres
le Corollaire 6.5.12, t =g t" et t' =g t”, d’ou t =g t'. D’aprés le Théoréeme 10.3.15, on
en déduit que T X T".

Si T X T', alors pour tout o € Gr, on a également T° X T’ et il existe une permu-
tation m € Gy telle que 77 = T'". On a donc 7(dm(77)) = 7(dm(7"™)), ce qui prouve
que S[T] C S[T"], et par symétrie, on a S[T| = S[T"].

Enfin, d’aprés le Corollaire 10.3.17, ¢’ € S[T] si et seulement si ¢ et ¢’ sont dans la
méme classe de congruence modulo F, et d’aprés le Théoréme 10.3.15, on en déduit que
t' € S[T1] si et seulement si T X T". "

Corollaire 10.3.19 Soit £ une théorie permutative définie par un ensemble d’axiomes
unif-stable, et considérons les restrictions des problémes 1,3 et 5 du Chapitre 8 au cas
ot les GA-termes stratifiés sont bisimilaires a des A-termes de la forme As(t). Alors ces
restrictions sont toutes dans la classe de Luks.

PREUVE. Tous ces problémes sont équivalents au probléme de la congruence stratifiée
S CONGR, qui est dans la classe de Luks (Théoréme 7.3.8), et sont donc également dans
la classe de Luks. n
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10.4 NP-complétude des autres problémes

Dans la partie précédente, nous avons vu que les restrictions de trois des cinq pro-
blémes définis dans le Chapitre 8 au cas ou la signature stratifiée considérées est unif-
stable sont dans la classe de Luks. Nous allons maintenant montrer que les restrictions des
deux problémes restants, S UNIF et S_SBT, au cas ol la signature stratifiée considérée
est unif-stable, demeurent NP-complets.

Notons ces restrictions S UNIF_USet S_SBT__US, nous commencons par démontrer
que le probléme S SBT US est NP-complet, méme si la théorie considérée est définie
par un ensemble d’axiomes pseudo-orthogonal. Pour cela, nous allons démontrer que le
probléme GC _PART _RST se réduit polynomialement au probléme S _SBT _US.

Soit une instance de GC__PART RST, c’est-a-dire :

— un ensemble {o1,...,0,} C Sym(n),

— des ensembles non vides Ji,...,J, deux & deux disjoints ou égaux, tels que pour
tout i =1,...,n, J; C{1,...,n},

— un entier k € {1,...,n}.

On cherche donc & déterminer §’il existe une permutation v dans le groupe G engendré
par {o1,...,0m,} telle que pour tout : =1,...,k, i¥ € J;.

Définition 10.4.1 Soit n : {1,...,n} — {1.1,...,1.k,2,...,n — k + 1} la bijection
définie de la fagon suivante;

1) =
(i) i—k+1 sinon.

{u siie{l,... k}
Pour j € {1,...,m}, on définit la permutation p; = 0'27, et on note G’ le groupe engendré
par {fi1,. ., Hm}- o

Exemple 10.4.2 Supposons que n = 4 et k = 2, et soit 0 = (1 3)(2 4), alors ¢" =
(1.1 2)(1.2 3).

Définition 10.4.3 Soit la signature ¥ = {f,g,a1,...,a,}, ou f est d’arité n — k + 1,
g est d’arité k, et les a; sont des constantes distinctes deux & deux, et soit le contexte ¢
tel que 7(¢) = f(g(o,...,0),0,...,0). On considére la théorie permutative E définie par
I’ensemble d’axiomes suivant :

A= {c=d"]i=1,...,m}

Posons F = (f,c,G’) et soit ¥}, = {F'}, alors cette signature stratifiée est clairement
pseudo-orthogonale, et saturée.
On définit les termes ¢ et ¢’ de la fagon suivante :

t = f(g(b17"'7bk)7bk+17"'7bn)7
t, = g(dl,... ,dk),

ou pour tout i = 1,...,n, b; = q;, ou | = min{q|i € J,}, et pour tout j = 1,...,k
dj = ap, ou I’ =min{q| J; = J,}. Enfin, on pose A = As(t). &
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e F

l:g 2:a2 3:a1

1.1: a9 1.2:aq

Fic. 10.4 — A-terme stratifié de I’Exemple 10.4.4

Exemple 10.4.4 Supposons que n = 4 et k = 2, et soient les ensembles
J1=42,4} Jo ={1,3}, J3s ={1,3}, et Jy = {2,4}.

Alors on a t = f(g(az,a1),a2,a1), t' = g(ay,az), et le A-terme A est représenté dans la
Figure 10.4.

Remarque. Par construction, pour tout i = 1,...,n, b; étiquette le sommet 7(i) du
A-terme A.

On a le théoréme suivant :

Théoréme 10.4.5 Le terme t' est le sous-terme d’un élément de S[A] si et seulement
s’il existe une permutation v € G telle que pour tout i =1,...,k, i¥ € J;.

PREUVE. Posons A = (V) s,a), et pour pu € G4, supposons que t' est un sous-terme de
7(dm(A*)). Comme le seul sommet de A & étre étiqueté par un élément de X est sa
racine et que hpy ) = id, alors on a G4 = Ga(e) = G', et p est donc un élément de G'.
Comme seul le sommet 1 est étiqueté par le symbole g dans A, nécessairement, on a
t' = 7(dm(A*|1)), et par définition, on a

a“(1) = (L1 (LE)",

donc, nécessairement, pour tout i = 1,...,k, s((1.9)") = d;.
Soit v € G la permutation telle que = ~", alors comme b; étiquette le sommet 7(j)
pour tout j =1,...,n, et que n~1(1.i) =i pour tout i = 1,...,k, on en déduit que

s((La)) = s((14)") = st~ (1)) = s(n(@)) = bi.

Donc, en posant ' = 7(dm(A¥#|1)), on a by = d; pour tout i = 1,...,k. Posons a; =
biv = d;, alors par définition, ¥ € J; et J; = J;, on en déduit que pour tout i = 1,...,k,
i e J;.

Réciproquement §’il existe une permutation v € G telle que pour tout i = 1,...,1,

17 € J;, en posant pu = 7", il est aisé de vérifier que ¢’ est un sous-terme de A*. [
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D’apres le Corollaire 6.6.11, si T est un GA-terme stratifié tel que 7' = As(t), alors
S[T] = S[As(t)], donc :

Corollaire 10.4.6 Pour tout GA-terme T, si T = As(t), alors t’ est un sous-terme d’un

élément de S[T| si et seulement s’il existe une permutation v € G telle que pour tout
i1=1,...,k, 17 € J;.

Clairement, la transformation de l'instance de GC_PART_ RST & linstance de
S SBT_US est polynomiale, et on en déduit le résultat suivant :

Corollaire 10.4.7 Le probléme GC_PART_RST se réduit polynomialement au pro-
bléme S_SBT Us.

Le Corollaire 10.4.7 prouve donc que le probléme S _SBT _Us est NP-complet. Nous
allons maintenant montrer que si on impose que la théorie permutative considérée soit
définie par un ensemble d’axiomes plat, alors la restriction de ce probléme est dans la
classe de Luks.

La propriété vérifiée par les signatures stratifiées plates dont nous nous servirons est
la suivante :

Lemme 10.4.8 Si Y g est une signature stratifiée plate, alors pour tout terme t, si
A = (V,s,a) = arbre(t), alors la procédure st_rec de l’algorithme construisant Strat(A)
(Figure 10.2) est appelée sur tous les sommets de A.

PREUVE. Ceci est évident : pour tout (f,c,G) € X, le contexte c est plat, et donc, pour
tout sommet v de A étiqueté par un symbole de Y, ’ensemble des sommets arguments
de a(v) et ’ensemble R 4(v) sont égaux. L]

Corollaire 10.4.9 Sous les hypothéses du Lemme 10.4.8, pour toute position p de t, les
A-termes Strat(A)|p et As(t|p) sont isomorphes.

PREUVE. Ceci est une conséquence immédiate de la Propriété 10.3.3. [

On a donc le résultat suivant :

Théoréme 10.4.10 Soient t et t’ deuz termes, p une position de t, et posons A = As(t).
Alors il existe une permutation o € G4 telle que t' est égal & T(dm(A%|p)) si et seulement
si As(t') M Alp.

PREUVE. Posons ¢, = 7(dm(A|p)), et supposons que t' = t,. Alors, As(t') = As(t,), et
d’apres le Corollaire 10.4.9, on en déduit que As(t') et A%|p sont isomorphes. Soit o), la
restriction de o aux sommets de Alp, alors, d’aprés la Propriété 6.5.5, o, est élément de
Gajps et A%|p = (Alp)?7. On en déduit donc que As(t') X Alp.

Réciproquement, si As(t') et A|p sont congrus, alors il existe une permutation o € G Alp
telle que As(t') et (A|p)? sont isomorphes. Comme o est également élément de G4, et
(Alp)? = A%|p, on en déduit que ¢’ = 7(dm(A%|p)). "
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Corollaire 10.4.11 Soient t,t' deur termes, et T un GA-terme stratifié tel que T =
As(t), alors t' est un sous-terme d’un élément de S[T| si et seulement s’il existe un
sommet v de T tel que As(t') X T|v.

Donc, quand la signature stratifiée considérée est plate, si nous prenons le probléme
S _CONGR comme oracle, alors nous pouvons décider en temps polynomial si ¢’ est un
sous-terme d’un élément de S[T]. On a donc le résultat suivant :

Corollaire 10.4.12 La restriction du probléme S _SBT au cas ot la signature stratifiée
considérée est plate et T = As(t) pour un terme t donné est dans la classe de Luks.

Ainsi, dans le cas ou la théorie permutative considérée est définie par un ensemble
d’axiomes plats, les restrictions de tous les problémes définis dans le Chapitre 8, sauf le
Probléme 4, sont dans la classe de Luks. Prenons maintenant la théorie permutative £
définie par 'axiome de commutativité f(z,y) = f(y, =), cet axiome est plat, et donc unif-
stable. Soient t1, to deux termes, et 77, T> deux GA-termes stratifiés tels que 77 = As(¢1),
et To = As(t2). Alors il est clair que 'instance 7,75 est solution de S_UNIF si et
seulement si t; et to sont unifiables modulo E. Or, on a le résultat suivant de [GJ79,
probléme AN16|, ou [BN9§] :

Théoréme 10.4.13 Le probléme de l'unifiabilité modulo la théorie de la commutativité
est NP-complet.

On en déduit donc que

Corollaire 10.4.14 La restriction du probléeme S _UNIF auz théories définies par des
ensembles d’azxiomes plats est NP-complet.

Ainsi, méme dans cette classe particuliérement restreinte de théories permutatives, le
probléme de l'unifiabilité stratifiée demeure NP-complet.

10.5 Reésumé

Dans ce chapitre, nous avons défini les théories permutatives définies par des en-
sembles d’axiomes unif-stables, et démontré qu’elles vérifient de nombreuses propriétés
intéressantes pour faire de la déduction avec des GA-termes stratifiés. Ainsi, étant donné
une théorie permutative F définie par un ensemble d’axiomes unif-stable, nous avons
démontré que pour tout terme ¢, il est possible de construire en temps polynomial un
GA-terme stratifié T tel que la classe de congruence de ¢t modulo E est égale a S[T']. Puis,
nous avons démontré que les restrictions des problémes liés a la déduction définis dans le
Chapitre 8, a ’exception du probléme de l'unifiabilité stratifiée, sont tous dans la classe
de Luks, tout comme le probléme du mot généralisé modulo une théorie unif-stable. En-
fin, nous avons vu que le probléme de 'unifiabilité stratifiée demeure NP-complet, méme
pour une classe de théories permutatives particuliérement restreinte. Dans le prochain
chapitre, nous allons voir que tout probléme d’unification modulo une théorie définie par
un ensemble d’axiomes unif-stable admet un CSU minimal de cardinalité finie.



Chapitre 11

Unif-stabilité et unification

Dans le Chapitre 9, nous avons vu qu’il existe des problémes d’unification modulo
une théorie permutative définie par un unique axiome qui sont infinitaires. Dans ce cha-
pitre, nous allons présenter un algorithme qui permet de calculer un CSU fini pour tout
probléme d’unification modulo une théorie définie par un ensemble d’axiomes unif-stable.

Pour cela, nous définirons les problémes d’unification sur des GA-termes. Comme
dans le Chapitre 8, nous supposerons que la signature > contient un sous-ensemble X
de constantes qui joueront le role de variables dans les GA-termes, pour les problémes
d’unification.

Il peut paraitre surprenant de devoir considérer un tel ensemble X de constantes
comme des variables, et de ne pas se servir des sommets variables des GA-termes. Nous
avons choisi de ne pas nous servir de ces sommets variables pour des raisons de clarté.
Par exemple, il est difficile de définir une notion de substitution basée sur ces sommets
variables, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 11.0.1 Soit X = {(f, ¢, Sym(3))}, oi 7(c) = f(o,0,0), et soit t = f(x,x,y),
ou z et y sont des variables. Il est clair que arbre(t) = ¢. Supposons qu’on ait défini
une notion de substitution appropriée sur les sommets variables de A, et qu’on cherche
a appliquer une substitution v = {z < g¢(z,2)} & t. Alors &  on devrait associer une
substitution # qui aux sommets variables 1 et 2 de A associe des GA-termes T' et T” tels
que T'=T' = arbre(g(z, z)), et on aurait

T(AH) - f(g(o,o),g(o,o),o).

Puis, si on souhaite appliquer au terme ¢v la substitution v/ = {z < a}, alors la sub-
stitution @’ correspondante devrait associer a quatre des sommets variables de A6 des
GA-termes représentant la constante a.

Cette méthode est évidemment compliquée & mettre en oeuvre, et trés inefficace. Une
fagon de procéder serait d’'imposer que les sommets variables soient partagés. Cependant,
ce partage est particuliérement difficile & réaliser, car nous devrons considérer plusieurs
contextes pour résoudre les problémes d’unification, et deux contextes peuvent avoir des
sommets variables en commun, qu’il faut pourtant distinguer.

165
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Le fait de considérer certaines constantes comme des variables et de ne considérer
que des GA-termes clos permet d’éviter ces problémes, méme si les contextes & considérer
nécessiteront un traitement particulier.

11.1 Unification sur des GA-termes

Notions standard

Dans ce qui suit, nous allons adapter les notions standard de l'unification sur des
termes au cas des GA-termes, et définirons par exemple la notion de GA-substitution.

On suppose que la signature ¥ contient un ensemble infini X de constantes, qui sont
assimilées & des variables pour les problémes d’unification, et qu’on dispose d’un ensemble
infini V de sommets, ce qui nous permet de construire des GA-termes sur des ensembles
de sommets disjoints. Sauf mention explicite, les éléments de X seront notés x,y, 2 ...

Pour simplifier certaines démonstrations, sauf indication contraire, nous supposerons
que pour tout symbole de fonction f de X, la théorie E contient comme axiome 1’équation
triviale f(x1,...,2,) = f(x1,...,2,). Ainsi, si X est une signature stratifiée qui est
unif-stable par rapport & E et saturée, alors pour tout symbole de fonction f € X, la
signature stratifiee ¥ contiendra I’élément (f,c,T'g(c)), ou 7(c) = f(o,...,0).

Nous supposons maintenant fixées la théorie permutative F, et la signature stratifiée
Y. Sauf mention explicite, nous supposerons que pour tout contexte ¢ considéré, il existe
un élément (f,c,G) dans Y.

Définition 11.1.1 Etant donné un GA-terme T' = (V, s,a), on définit I’ensemble Var(T')
par :
Var(T) = s(V)nX.

On étend cette définition aux ensembles de GA-termes de la facon suivante : si S est un
ensemble de GA-termes, alors Var(S) = UregVar(T).

Enfin, pour tout x € X, on définit le A-terme A, = ({7}, (rz,z),€). &
Définition 11.1.2 (GA-substitution) Soit {77, ...,7,} un ensemble de GA-termes, ol
pour tout i = 1,...,n, T; = (Vi, s4,a;), une GA-substitution 0 pour Ti,...,T, est une

fonction partielle finie de X’ vers ’ensemble des GA-termes sur X telle que :
— pour tout (z,T), (', T') € 0,81 T = (V,s,a) et T = (V',§',d’), alors (T #71") =
(Vnv' =0),

~ pour tout i = 1,...,n, pour tout (z,T) € 0, si T = (V,s,a), alors VNV; = (.

Par la suite, les éléments de € seront notés x «— T au lieu de (z,T), et s’il n’y a pas
d’ambiguité possible, on dira simplement que 6 est une GA-substitution, sans préciser
pour quels GA-termes.

Etant donnée une GA-substitution #, on définit les ensembles Dom(#) et Ran(é) par :

Dom(f) = {z|xz T €06},
Ran(f) = {T|z T €0}.
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La cardinalité de la GA-substitution 6 est alors définie par |#| = |[Dom(#)].
Enfin, par abus de notation, si x < T € 6, alors on pourra noter A,60 au lieu de T.<$

Définition 11.1.3 (Application d’une GA-substitution) Soient 77 = (V,s,a) un
GA-terme et 0 = {x1 « Ti,...,z, < T,} une GA-substitution pour 7', ou pour tout
i=1,...,n,T; = (V;, 84,a;) est de racine r;. On note

Vo = {veV]s(v) € Dom(d)},

et on définit le GA-terme 76 = (V'/,s',d’) de la facon suivante :

V= (VAVe) w{VilveVyAsv) =i},
Pour tout v € V'\ Vp, §'(v) = v, et pour tout v € V;, §'(v) = s;(v),
— Pour tout v € V' \ Vp, et pour tout j € {1,...,arité(s(v))},

{m si s(a(v);) = z; € Dom(6),

a(v); sinon.

a'(v); =

— Pour tout v € V;, d/(v) = a;(v).
Etant donnés un ensemble S de GA-termes et une GA-substitution 6 pour S, on définit

I’ensemble
S0 = {T0|T e S}. &

Exemple 11.1.4 Soient A; et Ay les deux A-termes en haut de la Figure 11.1, et soit
0 ={x «— A1,y «— As}. Si T est le GA-terme en bas a gauche de la Figure 11.1, qui
représente donc le terme f(x,y,y), alors 6 est une GA-substitution pour 7', et le GA-terme
T'0 est représenté en bas & droite de la Figure 11.1.

Remarque. Il est clair que pour tout x € X, si x «— T € 6, alors A0 = T, ce qui
justifie la notation introduite dans la Définition 11.1.2.

On a les propriétés suivantes :

Propriété 11.1.5 Soit T un GA-terme, ¢ un contexte, 0 une GA-substitution, et suppo-
sons qu’il existe un homomorphisme h de c vers T, alors il existe également un homo-
morphisme de ¢ vers T6.

Propriété 11.1.6 Soit T un GA-terme, et 0 une GA-substitution, alors pour tout sommet
vdeT, onaT0lv=(Tv)6.

Définition 11.1.7 (7(0)) Soit 6 une GA-substitution, alors on note 7(6) la substitution
définie par :
7(0) = {z —71(T) |z T € 6}.

Si U est un ensemble de GA-substitutions, alors on définit

T(U) = {7(6)[0 € U}. O
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a:g c:h
b :a b:a 0:b
A1 A2
e f e f
l:z 2:y 3:y a:g c:h
T {
b':a b:a 0:0
To

FiGg. 11.1 — GA-termes de I'Exemple 11.1.4

Exemple 11.1.8 Reprenons la GA-substitution 6 de ’'Exemple 11.1.4, alors on a 7(0) =
{z —g(a,a),y — nh(b)}.

La propriété suivante fait le lien entre une GA-substitution et la substitution qui lui
est associée.

Propriété 11.1.9 Pour tout GA-terme T, et pour toute GA-substitution 0, sit = 7(T)
et v =71(0), alors 7(T0) = try.

Nous adaptons maintenant d’autres notions standard sur les substitutions au cas des
GA-substitutions.

Définition 11.1.10 (GA-substitutions bisimilaires) Deux GA-substitutions 6 et ¢’

sont dites bisimilaires si et seulement si Dom(#) = Dom(¢’), et pour tout z € Dom(6),
A0 = A0 <&

Propriété 11.1.11 Soient 0 et ¢’ deuz GA-substitutions, alors 0 = 6’ si et seulement si
7(0) = 7(0").

Définition 11.1.12 (Composition de GA-substitutions) Soit une GA-substitution
0 ={x; — T;|i=1,...,n} pour un GA-terme T, et soit # une GA-substitution pour
{T} URan(#). Alors on définit la GA-substitution 09" par :

00" = {x; —T;0'|i=1,...,n} U {2/« Tp0' | 2" € Dom(¢')\ Dom()}.
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Une GA-substitution 6 est dite idempotente si et seulement si 00 = 6. &

Propriété 11.1.13 Soient 0,6 et 6" trois GA-substitutions telles que €' est une GA-
substitution pour Ran(f), et 0" est une GA-substitution pour Ran(f) U Ran(6’). Alors on
a:

7(00') = 7(0)7(¢"),
(9 0" = 6(6'0").
Définition 11.1.14 Soient 0 et 6’ deux GA-substitutions, alors on dit que 6 est plus
générale que 0’ modulo E sur X C X, ce qu’on note § <% 0, si et seulement s'il existe une
GA-substitution ¢ pour Ran(6) telle que pour tout x € Dom(0)NX, 7(A,00) =g T(A.0).
Si F est la théorie vide, on notera 6 < 6'.

Enfin, on notera 6 ~% ¢ (resp. 6 ~ ') si et seulement si 6 <X 0’ et 6 <X 0 (resp.

0<0 et 0 <0). o

Exemple 11.1.15 Soit F la théorie permutative définie par I'unique axiome

flg(z1,m2),23) = f(9(x3,22),71),

notons ¢ le contexte tel que 7(¢) = f(g(o,0),0), soit G = Sym({1.1,2}), et posons
= (f,c,G). Alors la signature stratifice Xp = {F} est unif-stable par rapport a
I’axiome définissant F.
On définit les GA-substitutions 0 et ¢’ telles que :

7(0) = {z— fy.a)}, et 7(0") = {x < f(g(a,b),2)}.

Soit X = {z}, alors § <X ¢. En effet, prenons une GA-substitution ¢ telle que 7(¢) =
{y < g(z,b)}, et posons T = A,0¢, et T' = A,0". Soient A et A’ des A-termes tels
que A =T et A’ = T, alors il est clair que les racines respectives r et 7’ de Strat(A)
et Strat(A’) sont toutes deux étiquetées par le symbole F. Soient o = (1.1 2) € G, et
1 = olarl ) alors il est aisé de vérifier que (Strat(A))* = Strat(A’), ce qui prouve que
Strat(A) X Strat(A’). D’apres le Théoréme 10.3.15, on en déduit que 7(A) =g 7(A'),
d’ou 7(T) =g 7(T").

Propriété 11.1.16 Soient 0 et 0’ deuz GA-substitutions, et X C X, alors 6 <% 0 si et
seulement si 7(0) <X 7(0).

PREUVE. Par définition, 6 51)5( 0’ si et seulement s’il existe une GA-substitution ¢ pour
Ran(#) telle que pour tout € Dom(0) N X, 7(A,0¢) =g 7(A,0"). D’aprés la Propriété
11.1.13, on a 7(A,0¢) = x7(0)7(s), d’ou le résultat. L]

Définition 11.1.17 (Unification) Soit {T%,...,7,,7},...,T),} un ensemble de GA-
termes, tels que pour tout i = 1,...,n, T; = (Vj,s4,a;) et T} = (V/,s},a}). On dit

R A at)

que l'ensemble S = {T1 =5 T{,...,Tn =5 T} est un probléme de E-unification

n
sur des GA-termes. Une GA-substitution 6 est une solution de S si et seulement si
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Vi =1,....n, 7(T30) =g 7(T/0). On définit également le probléme de E-unification
7(S) par :
7(8) = {r(Th) = 7(T),..., 7(Tn) =L 7(T})}.

On dit que S est sous forme résolue si et seulement si
T(S) - {xl :?E T(Tl/)7 ceey I :?E T(Tr/z)}7

ol pour tout i = 1,...,n, x; € X n’apparait qu’'une fois dans 7(5). On appelle alors
GA-substitution induite par S toute GA-substitution 6 telle que

70) = {z; —7(T))|i=1,...,n}.

On dit que S est de cardinalité |S| = n, on définit l’ensemble des sommets de S
par Som(S) = U, (V; UV/), et on définit la taille de S par ||S|| = [Som(S)|. Enfin,
I’ensemble des variables de S est Var(S) = UT:% o (Var(T) U Var(1")).

Si E est la théorie vide, on dira qu’on a un probléme d’unification syntazique sur des
GA-termes, et on notera

S ={n="1] .., T,="T},
on notera également
() = {r(T) =" 7(T),...,7(Tp) =" 7(T})}.

Un probléeme de E-unification étendu sur des GA-termes M est un ensemble de pro-
blémes de F-unification sur des GA-termes, et on note

(M) = {7(S)|S € M}.

Si tous les problémes de F-unification dans M sont sous forme résolue, on dit que M
est sous-forme résolue, et on appelle ensemble de GA-substitutions induit par M tout
ensemble de la forme (Jgc,, 05, ot pour tout S € M, s est une GA-substitution induite
par S.

L’ensemble des solutions d’'un probléme de FE-unification sur des GA-termes S est
noté Ug(S), et Pensemble des solutions d’un probléme de E-unification étendu sur des
GA-termes M est défini par

Ug(M) = | J Us(S).
SeM &

Remarque. Si S = (), alors S est trivialement sous forme résolue, et on a g = ().

Propriété 11.1.18 Soient S un probléme d’unification sur des GA-termes et 6 une GA-
substitution, alors 0 est solution de S si et seulement si 7(6) est solution de 7(S). On a

donc 7(UE(S)) = Up(T(S)).
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Définition 11.1.19 Soient S un probléme de FE-unification sur des GA-termes, et X
I’ensemble des éléments de X qui apparaissent dans S, alors un ensemble U de GA-
substitutions est un ensemble complet d’unificateurs, ou CSU de S si et seulement si
U CUg(S), et pour toute GA-substitution 0’ € Ug(S), il existe § € U telle que § <% 6.

S’il existe un CSU de S qui contient un élément unique, on dit que cet élément est
un unificateur le plus général (ou mgu) pour S. &

Lemme 11.1.20 Soit S un probléme de E-unification sur des GA-termes, alors U C
UEr(S) est un CSU de S si et seulement si 7(U) est un CSU de 7(S).

PREUVE. D’apreés la Propriété 11.1.18, U C Ug(S) si et seulement si 7(U) C Ug(7(5)),
et pour tout 6 € Ug(S), la GA-substitution § € U vérifie § <% 0’ si et seulement si
7(0) <% 7(¢') d’aprés la Propriété 11.1.16. L]

Propriété 11.1.21 Si S est un probléeme de E-unification sous forme résolue, alors Og
est un mgu pour S. St M est un probléme de E-unification sous forme résolue, alors tout
ensemble de GA-substitutions induit par M est un CSU pour M.

Remarque. D’aprés le Lemme 11.1.20, il existe toujours une GA-substitution idempo-
tente qui est un mgu d’un probléme d’unification syntaxique sur des GA-termes donné.
Par la suite, étant donné un tel probléme d’unification, nous ne considérerons que des
mgu idempotents de ce probléme.

Unification avec des contextes

Nous aurons besoin par la suite de considérer des problémes d’unification dans lesquels
apparaissent des contextes, bien que ces derniers ne soient pas des GA-termes clos. Nous
allons maintenant définir des A-termes clos qui représenteront ces contextes et démontrer
plusieurs propriétés vérifiées par ces A-termes, et les contextes qu'’ils représentent.

Définition 11.1.22 (Fonction de cloture) Soit ¢ un contexte, X un sous-ensemble
fini de &, et V’ un sous-ensemble fini de V. Alors I'image de c par la fonction Clix
est un A-terme A = (V,s,a) tel que :
- VCV\V/,
— il existe un homomorphisme h de ¢ vers A,
— pour tout sommet v € SV(c), s(h(v)) € X\ X, et pour tout v' € SV(¢), si v # v/,
alors s(h(v)) # s(h(v')).

S’il n’y a pas d’ambiguité, on pourra noter Cl(c) au lieu de Clix y(c). &

Exemple 11.1.23 Soit ¢ le contexte représenté a gauche dans la Figure 11.2, on a donc
7(c) = f(g(o,0),0). Supposons que V' = {¢,1,1.1,1.2,2}, et X =0, alors Cl;x y(c) est
représenté & droite de la méme figure.

Propriété 11.1.24 Soit ¢ un contexte, T un GA-terme, et posons A’ = Cl(c) =
(V') a’). Alors il existe un homomorphisme h de ¢ vers T si et seulement s’il existe
une GA-substitution 0 telle que A’ =T.
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e: f a: f
g 2:o g 3
11:0 1.2:0 0:x7 e:x2

Fi1G. 11.2 - Le contexte c et le A-terme Cljy/y/)(c) de I'Exemple 11.1.23

PREUVE. Notons A’ ’homomorphisme de ¢ vers A’, et supposons qu’il existe un homo-
morphisme h de ¢ vers T. Alors on définit la GA-substitution 6 de la fagon suivante :
pour tout v € SV(c), si §'(h'(v)) = =, alors T7(A,0) = 7(T|h(v)). Il est alors clair que
pour tout v € SV(c), (A'0)|W (v) = T|h(v), et comme h est un homomorphisme de ¢ vers
T, on a bien A’ =T.

Réciproquement, si A’# = T, alors, comme il existe un homomorphisme de ¢ vers A’6,
d’aprés le Lemme 5.2.15, il existe également un homomorphisme de ¢ vers T'. [

Définition 11.1.25 (y.(T,T”)) Soient T = (V,s,a),T" = (V',s',a’) deux GA-termes,
et ¢ un contexte. Si ¢ C T et ¢ C T, on pose 7.(T,T") = (). Sinon, on considére deux
A-termes A1 = (V4,81,a1) et Ay = (Va,89,a2) de la forme Cl(c), construits sur des
ensembles disjoints de sommets et de variables, et tels que pour i = 1,2,

Vin (VUV’) =0, et Var(4;) N (Var(T) U Var(T")) = 0.
S’ existe un mgu pour le probléme d’unification syntaxique
(T =" 4, T' =" Ay},
alors on note 7.(7,T") sa restriction a Var(7T") U Var(T"). <&

Exemple 11.1.26 Soient 7,7’ des GA-termes tels que 7(T) = f(z,a), et 7(T") =
f(g(a,y),x), et soit ¢ un contexte tel que 7(c) = f(g(o,0),0). Considérons le probléme
d’unification syntaxique S tel que

T(S) = {f(x,a) =’ f(g(l‘l,l'g),l'g), f(g(aa y)?'%') =' f(g($4,.%'5),1'6)}.

Il existe un mgu pour S, et donc, la GA-substitution 6 = ~.(T,T") est bien définie, et
vérifie 7(6) = { «— g(z1,22),y < x5}. On a donc

T(TH) - f(g(xth)va)? et T(T/H) - f(g<a7x5)7g($17x2))'
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Propriété 11.1.27 Soient T et T' deur GA-termes et ¢ un contexte, siy.(T,T") existe,
alors il existe un homomorphisme de ¢ vers T (T,T").

PREUVE. SicC T et c C T, alors le résultat est trivial. Sinon, soit  un mgu du probléme
d’unification syntaxique {T" =" A;, T" =" Ay}, alorsona T = A0, et il existe donc un
homomorphisme h' de A160 vers T0 d’aprés le Lemme 5.2.17. Par définition, il existe un
homomorphisme de ¢ vers Ay, et d’aprés la Propriété 11.1.5, il existe un homomorphisme
h de ¢ vers A16. On en déduit que h'oh est un homomorphisme de ¢ vers T0 = T~.(T,T"),
d’ou le résultat. ]

Lemme 11.1.28 Sous les hypothéses de la Définition 11.1.25, supposons que les racines
de T et T' sont étiquetées par un symbole de ¥\ X, et supposons qu’il existe un mgu 0
pour le probléeme d’unification {T =" Ay, T' =7 As}.

Soit une variable © € (Var(T) U Var(T')) N Dom(#), posons T" = A,0, et soit w un
sommet non-variable de T". Alors il existe un sommet non-variable v de c, qui n’est pas
la racine de c, tel que clv C T"|w.

PREUVE. On pose v = 7(0), t = 7(T), t' = 7(T"), t1 = 7(A1), ta = 7(A2). Soit x €
(Var(t) U Var(t')) N Dom(7), et notons s = 7(7"|w), nous allons montrer que s est une
instance de ¢1|v.

Soit Py (resp. P,) l’ensemble des positions p telles que t|p = z (resp. t'|p = x), et
P = Pos(t1) = Pos(tz). Comme les racines de T et 7" ne sont pas des symboles de X,
il est clair que € n’est élément ni de P, ni de P». Supposons que, partant du probléme
d’unification syntaxique {t =" ¢1,t' =7 ta}, on n’applique que la régle de décomposition
standard. On obtient alors un probléme de la forme S U S’, ou

S = {z="tilp|lpe ANPYU{z="ty|p|pe PN P},

et ou z n’apparait pas dans S’. Comme seule la régle de décomposition a été appliquée,
et que t1 et to sont des termes linéaires, on a Var(S) N Var(S’) = (). On en déduit que la
restriction de vy & Var(S) est un mgu de S, et comme = n’apparait pas dans les t;|p, il
est clair que zy est l'instance la plus générale de ces termes linéaires.

Notons f € X le symbole de téte de s, et ¢ la position de a7y telle que s = (x7)|g.
Alors il existe au moins un terme ¢;|p dont le symbole de téte a la position ¢ est f. Le
terme xy est alors instance du sous-terme (¢1|p)|q¢ = t1|p.q, et si on pose v = p.q, alors
v est un sommet non-variable de c et est différent de la racine de ¢, et s est bien une
instance de ¢1]v.

Comme s est une instance de t1|v, on en déduit qu’il existe une GA-substitution
telle que (A1|v)8 = T"|w, et d’apres la Propriété 11.1.24, il existe un homomorphisme
de clv vers T"|w. "

Lemme 11.1.29 Soient T et T' deux GA-termes, ¢ un contexte, et ¢ une GA-substitution
telle que c C T'p et ¢ T T'p. Alors v.(T,T") < ¢.
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PREUVE. Soit S = {T" =" A;,T" =" Ay} le probléme d’unification syntaxique tel que
Ye(T,T") est la restriction d’'un mgu de S a Var(T') U Var(T”). Notons X = Var(A;) U
Var(Az), et Y = Var(T') U Var(7”), il est clair qu’il existe une permutation o € Sym(X)
telle qu’aucune variable de X n’apparait dans le domaine ou le codomaine de ¢' = ¢o,
et ¢ est également solution de S. Comme ¢ C T¢' et ¢ C T'¢’, d’aprés la Propriété
11.1.24, il existe des GA-substitutions §; et ds, dont les domaines sont respectivement
inclus dans Var(A;) et Var(As), telles que T'¢' = A161 et T'¢' = Ayd,. Par construction,
Var(A;) N Var(A2) = (), et la GA-substitution 6 = §; U d2 est donc bien définie. On a
alors :

Ty's = T¢ et T'¢6 = T'¢,
A1¢/5 == A15 et A2¢,5 == A26

Ceci prouve donc que la GA-substitution ¢’d est solution de S, et est donc subsumée par
le mgu considéré. La restriction de ¢'d & Y est égale & ¢, qui est donc subsumée par
Ye(T,T"), et il existe une GA-substitution ¢’ telle que v.(T,T")d" = ¢/ = ¢o. On en déduit
que (T, T")6'c~1 = ¢, d’ot le résultat. n

Nous allons maintenant définir une opération de greffage sur des GA-termes.

Définition 11.1.30 (T'[v ~~ r1]) Soient T = (V,s,a) et T1 = (V1,s1,a1) deux GA-
termes tels que si V N V; # (), alors il existe un sommet u € V tel que Ty = T'|u.

Notons r; la racine de T3, étant donné un sommet v, on définit le GA-terme T'[v ~ 7]
de la fagon suivante : si v ¢ V, alors T'[v ~» 1] = T, sinon, posons V,, = Vv, alors
T~ r]= (V' s a)on:

-V =(V\V,)uW,

- Yu e Vp, §'(u) = s1(u) et a'(u) = a1 (u),

- Yu e V\V,, s'(u) = s(u), et pour tout ¢ € {1,...,arité(s(u))}, si a(u); = v, alors

a'(u); = ry, sinon d’(u); = a(u);.
Si S est un probléme de E-unification sur des GA-termes, alors on définit

Slo~msr1] = {Tw~r] =5 T v~ r]| T =5 T € S} o

Exemple 11.1.31 Considérons les GA-termes T et 71, a gauche de la Figure 11.3, alors
le GA-terme T'[c ~ 0] est représenté a droite de la méme figure.

On a les propriétés suivantes :

Propriété 11.1.32 Soient T = (V,s,a), T' = (V',s',;d’) et T" = (V",s",d") trois GA-
termes de racines respectives v, r' et ", dont les ensembles de sommets sont deur a deuz
disjoints. Alors on a :

~Tlr~r]=T,

- (@l Pl ) = T,

= (Tlr~r" ~r]=T.
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a: f

T a: f
T[c~ 0]
b:a c:b
—_—
b:a 0:h
0:h
v e:d

FiG. 11.3 — Un exemple de greffage

Montrons que 1’ensemble des solutions d'un probléme d’unification est également
conservé par cette opération :

Propriété 11.1.33 Soit S’ = {T =% T'} U S un probléme de E-unification sur des GA-
termes, ou T et T" sont de racines respectives v et v’, et 0 une solution de S’, alors 0 est
solution de {T =5 T'} U S[r ~ 1'].

Lemme 11.1.34 Soient T = (V,s,a) et T' = (V',s',d’) deuz GA-termes de racines
respectives v et ', et S' = {T =% T'} U S un probléme d’unification sur des GA-termes,
alors

Up(S) = Ug({T =5 T'} U S[r ~ r]).
PREUVE. D’aprés la Propriété 11.1.33, on a
Up(S") CUR({T = T'} U S[r ~ 1)),

montrons maintenant l’inclusion réciproque. Soit 6 une solution du probléme d’unification
{T =% T'} U S[r ~ 1], et considérons Ty = (V4, s1,a1) un GA-terme isomorphe & 77, et
tel que V1 N (V' UV’) = (). Notons 71 la racine de T3, alors il est clair que 6 est également
solution de {T' =%, T1} U S[r ~ r1]. D’aprés la Propriété 11.1.33, on en déduit que 6 est
solution de {T' =%, T1} U (S[r ~ r1])[r1 ~ r], et d’aprés la Propriété 11.1.32, § est donc
solution de {T =7 Ty} U S. Comme Tj et T’ sont isomorphes, 6 est également solution
de S/, d’ou I'égalité. n

Définition 11.1.35 (T" < c et V) Soient T' = (V,s,a) un GA-terme, et (f,c,G) un
élément de X g, alors on note T' £ ¢ si et seulement si
— 1l n’existe aucun homomorphisme de ¢ vers T,
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— 1l existe une GA-substitution 6 telle que ¢ E T6.
Etant donnés un GA-terme T et un contexte ¢, on définit I’ensemble

Vre = {(T|v,e)[veV Asv)¢g X ANTlvAKc}.
Si S est un probléme de F-unification, alors on définit ’ensemble

V(S) = U (Ve UV ).
(f,c,GYEXE, T=1T'€S

Pour toute GA-substitution 6, on définit les ensembles V7 .0 et V(S)6 par :

Vi = {(T'0,¢)| (T",c) € Vr.},

V(S)h = U (V1,0 UV .0). o
(f,c,G)ETE, T=1T'€S

Exemple 11.1.36 Soit 7' un GA-terme tel que 7(T) = f(z,x), et soit ¢ un contexte
tel que 7(c) = f(g(o,0),0). Il n’existe donc aucun homomorphisme de ¢ vers T'. Soit
une GA-substitution telle que 7(6) = {z < ¢g(a,a)}, alors 7(T0) = f(g(a,a),g(a,a)) et
cCT0, donc T Kc.

Propriété 11.1.37 Soient T = (V,s,a) un GA-terme, (f,c,G) un symbole de X, et 0
une GA-substitution. Pour tout v € V', on pose T, = T'|v, alors on a :

1. VTv,c - VT,C;
2. si (T,0,c) € Vg, alors (T,,,c) € V.

PREUVE. Le premier point est une conséquence immédiate de la définition de V.
Supposons maintenant que (7,,6,c) € Vrg ., alors il existe une GA-substitution ¢’ et un
homomorphisme h de ¢ vers (T,,0)¢, et donc, 00 est une GA-substitution telle que h est
un homomorphisme de ¢ vers T,(66"). De plus, d’aprés la Propriété 11.1.5, s’il n’existe
aucun homomorphisme de ¢ vers 1,0, alors il n’existe aucun homomorphisme de ¢ vers
Ty, donc, (T}, c) est bien élément de V. m

11.2 FE-unification sur des GA-termes

Reégles de transformation

Nous allons maintenant définir les régles de transformation qui permettent de ré-
soudre les problémes de F-unification sur des GA-termes. Ces régles sont proches de
celles utilisées dans [BN98| pour faire de l'unification modulo la théorie de la commuta-
tivité, a I’exception de la régle de P-décomposition. Afin de présenter cette derniére régle
de maniére simple, nous commencons par définir une fonction qui associe un probléme
d’unification étendu & un probléme d’unification.
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Définition 11.2.1 (D(T,T’, F, S)) Soient F = (f,¢,G) un élément de X g, S un pro-
bléme de E-unification sur des GA-termes, et T et 7" deux GA-termes dont les racines ne
sont pas étiquetées par des éléments de X'. Alors on définit I'ensemble D(7, 7", F, S) de
la fagon suivante.
— Si la GA-substitution v.(T,T") n’existe pas, alors D(T,T’, F, S) = ().
— Sinon, soit § = v.(T,T"). On note respectivement h et h’' les homomorphismes de
c vers T et de ¢ vers T'6, puis, pour tout o € Sym(SV(c)), on définit le probleme
de FE-unification S, par :

Sy = {TO|h(v°) =5 T'0|h' (v) |v e SV(c)} U{A, = A0 |z € Dom(#)} U S,

et on pose D(T,T",F,S) = {S, | o € G}. <&

Exemple 11.2.2 Supposons que X est une signature stratifiée unif-stable contenant
lélément (f,c,G), ou 7(c) = f(k(0),0), et G = Sym({1.1,2}). On considére deux GA-
termes T et 1", tels que 7(T) = f(z,d) et 7(T") = f(k(a),d), ainsi qu’un probléme de
E-unification sur des GA-termes S, tel que 7(5) = {g(z,a) =% g(y,a)}.

Alors la ga-substitution ~.(T,T") existe, et on a 7(v.(T,T")) = {z < k(x1)}, donc,
en posant o =id et p = (1.1 2), on a

7(S;) = {z1=gad=pd} U{z=pk@)} U {g(k(z1),a) =
7(S,) = {d=fa,z1 = d} U {x=F k(z1)} U {g(k(z1),a) =

Exemple 11.2.3 Soit E la théorie permutative définie par les axiomes suivants :

fla,m2) = f(z1,22)
g(x1,22) = g(x1,22)
flg(zr,22),23) = [f(g(z1,23),22).
Soient ¢, ¢ et ¢’ les contextes tels que 7(c) = f(o,0), 7(c/) = g(o,0), et 7(c") =
f(g(o,0),0), et soit G’ = Sym({1.2,2}). Posons F; = (f,c,I), G = (g,c,1) et
F, = (f,c",1), alors la signature stratifiece Xp = {F1,G, F>} est unif-stable et satu-

rée. Soient T,7" des GA-termes tels que 7(T') = f(z,a) et 7(T") = f(y,b), on a alors
Ye(T,T") = 0, et v (T, T") vérifie

T(yer (T, T") = {z — g(y1,92),y — g(21, 22)}.
Soient les problémes de F-unifications Sy, Sa, S3 tels que :
7(S1) = {z=py, a=pb},

T(SQ) — {yl :7E 21y, Y2 :?E z2, Q :7E ba X :?E g(yl,?/2), _? (215Z2)}7

Y=g4g
{yi =F 21, a=p 2, Y2=5b, =5 gy,y2), y=p 9(z1,2)}

N

—~

&
I

On a alors

D(T,TI,Fl,@) = {Sl}, D(T,T/,G, @) = Q), et D(T7TI,F2,®) = {SQ,S?,}.
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Définition 11.2.4 (Reégles de transformation) Soient des GA-termes T et 7" de ra-
cines respectives r et r’, S un probléme de E-unification sur des GA-termes, et M un
probléme de E-unification étendu.
Pour la régle de P-décomposition, on pose S” = S[r ~ '] s’il existe (f, ¢, G) € X tel
que T' L ¢, et S” = S[r’ ~ r] sinon. On considére les régles de transformation suivantes :
1. trivialité :
{{T =L, TYUSYUM — {S}UMsiT =T,
2. orientation :
{T =5, T'YUSYUM — {{T" =5 T} U S} UM si r' est étiqueté par un élément
de X, et r non,
3. contradiction :
{T =5, T'YUS}UM — M sir et r' ne sont pas étiquetés par le méme symbole
de ¥\ X,
4. test d’occurrence :
{{T =, T'YUS}UM — M sir est étiqueté par un sommet = € X, et qu'il existe
un sommet v’ # 7’ de T” étiqueté par x,
5. remplacement :
(T =L T'YyUSYUM — {{T =5, T’} U SO} U M si r est étiqueté par un élément
x € (X NVar(S)) \ Var(T"), et 0 = {z «— T},
6. P-décomposition :
T =, TYuS}UM — (Upes, D(T,T', F,S")] U M sir et 1’ sont étiquetés par
le méme symbole de fonction de 3. <&

Exemple 11.2.5 Reprenons ’Exemple 11.2.3, et supposons qu’on cherche & résoudre
le probléme de FE-unification S = {T :E T'}. Alors, aprés application de la régle de
P-décomposition, on a {S} — {5, S2,S3}. On peut appliquer la régle de contradiction
sur Sp et So, et on obtient {S} —* {S3}, puis, en appliquant les régles d’orientation et
de remplacement sur Ss3, on a {S} —* {S4}, on

7(S1) = {y1 =5 21,22 = a,y2 =5 b, v =53 g(21,b),y =5 g(z1,a)}.

Dans ce qui suit, nous allons montrer que pour tout probléme de E-unification sur
des GA-termes S, les régles de la Définition 11.2.4 terminent, et que si {S} —* M, on
M est sous forme résolue, alors tout ensemble de GA-substitutions induit par M est un

CSU pour S.
Complétude

Nous commencons par démontrer que pour tout probléme de FE-unification S, si
{S} —* M ou M est sous forme résolue, alors Re(M) est un CSU pour S.

Lemme 11.2.6 Soient T et T' deuz GA-termes, et ¢ un contexte tel que 0 = ~.(T,T")
existe. Alors pour toute GA-substitution ¢ telle que cC T et cC T ¢, on a 0¢ = ¢.
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PREUVE. Si ¢ C T¢ et ¢ C T'¢, alors d’aprés le Lemme 11.1.29, on a 6 < ¢, ce qui
prouve qu’il existe une GA-substitution ¢ telle que ¢ = 6. Comme 6 est idempotente, on
a:

06 = 0(05) = (00)5 = 05 = o. .

Corollaire 11.2.7 Sous les hypothéses du Lemme 11.2.6, si S est un probléme de E-
unification, alors ¢ est une solution de S si et seulement si ¢ est également solution de

S6.

PREUVE. D’aprés le Lemme 11.2.6, pour tout GA-termes T et 7", on a 7(T'¢) = 7(T0¢)
et 7(T"¢) = 7(T"0¢), d’on

(1(T09) =g 7(T'09)) < (7(T¢) =g 7(I')). n

Nous allons prouver que si S’ = {T =5 T'} U S est un probléme de E-unification,
et F est un symbole de X g, alors on a Ug(D(T,T",S,F)) C Ug(S’). Nous commencgons
par démontrer un premier lemme, qui fournit une condition suffisante pour que deux
A-termes soient congrus.

Lemme 11.2.8 Soient T et T' deuz GA-termes, F = (f,c,G) un élément de Lp,
S un probléeme de FE-unification, et supposons qu’il existe une GA-substitution ¢ €
Up(D(T,T', F,S)). Soient deux A-termes stratifiés A1 et A} dont les racines r et 1’
sont étiquetées par F. Posons hy = ha, . et By = h[A/l,W]i et supposons que Ay et A
vérifient :

1. dm(Ay) =T¢ et dm(A}) =T'¢,

2. pour tout v € SV(c),

Ai|hi(v) = Strat(dm(A;]hi(v))), et Aj|R)(v) = Strat(dm(A}|R](v))).
Alors on a Ap M A

PREUVE. Notons respectivement h et h’ les homomorphismes de ¢ vers T'¢ et de ¢ vers
T'¢, et supposons que ¢ est solution de S,, oit ¢ € G. Alors, par hypothése, pour tout
sommet variable v de ¢, on a 7(T¢|h(v7)) =g 7(T"¢|h' (v)).

Comme 7(T¢|h(v)) = 7(dm(A1|h1(v))), et 7(T'¢|h (v)) = 7(dm(A]|R](v))), on en
déduit que 7(dm(A|hq(v7))) =g 7(dm(A’|R](v))). D’aprés le Théoréeme 10.3.15, on en
déduit que Strat(dm(A|hq(v7))) X Strat(dm(A]|h] (v))), dou Aj|hi(v7) X AL R (v).

Posons o/ = o™, alors, pour tout u € R, (r), Ai|u® X Aj|h?_  (u), et d’aprés le

[

Théoréme 7.2.2, on en déduit que A; X A). ]

Corollaire 11.2.9 Soient T,T' deur GA-termes, F = (f,c,G) un élément de Xp, et
S' ={T =5 T'} U S un probléme de E-unification. Alors on a

Up(D(T,T',F,S)) C Ug(S").
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PREUVE. Soit ¢ € Up(D(T,T’, F,S)), il existe donc une permutation o € G telle que ¢
est solution de S,. On considére deux A-termes stratifiés Ay et A} vérifiant les hypotheéses
du Lemme 11.2.8, on a donc A; X A), d’ou 7(dm(4;)) =g 7(dm(A])). Comme 7(T'¢) =
7(dm(Ay)) et 7(T'¢) = 7(dm(A})), on en déduit que 7(T'¢) =g 7(T"¢), et ¢ est solution

de {T =% T'}.
Posons 0 = (T, T"), comme ¢ C T'¢ et ¢ C T'¢, alors d’apres le Corollaire 11.2.7, ¢
étant solution de S0, c’est également une solution de S, d’ou ¢ € Ug(S"). n

Montrons maintenant I'inclusion réciproque.

Lemme 11.2.10 Soit 8" ={T :?E T'} U S un probléme de E-unification, alors on a

Up(S) € Up( | J DT, T, F,S)).
FeXp

PREUVE. Soit ¢ une solution de S’, alors 7(T¢) =g 7(T"¢). Posons A = As(7(T'¢)) et
A" = As(7(T'¢)), alors d’aprés le Corollaire 10.3.14, on a A X A’. Notons respectivement
r et 1’ les racines de A et A, et soit F' = (f, ¢, G) le symbole de X g qui étiquette ces
sommets'. Posons h = hig, et = hyas 1, alors d’apres le Théoreme 7.2.2, il existe une
permutation o € G telle que pour tout v € SV(c), Alh(v7) X A'|h/(v), d’on, pour tout
v € SV(e), 7(dm(A)|h(v7)) =g 7(dm(A")|A (v)).

Par construction, A et 7(T'¢) sont bisimilaires, et comme hy,4 ;) est un homomorphisme
de c vers A, d’apreés le Lemme 5.2.15, il existe un homomorphisme de ¢ ver T'¢. De méme,
on peut prouver qu'il existe un homomorphisme de ¢ vers T¢, et donc, 'existence de
ve(T,T") est garantie. L’ensemble D(T, 7", F', S) est donc non vide, et nous allons montrer
que ¢ est solution de S,.

Posons 0 = ~.(T,T"), d’aprés le Lemme 11.2.6, on a T'¢p = TO¢ et T'¢p = T'0¢.
Donc, si hy (resp. h}) est 'homomorphisme de ¢ vers T0¢ (resp. T'6¢), alors pour tout
veSV(e),

T(dm(A)|h(v)) = 7((T0$)|h1(v)), et 7(dm(A")|M'(v)) = 7((T"0¢)| 1} (v)),

d’ou, pour tout v € SV(c), 7((T0p)|h1(v7)) =g T((T'0)|h} (v)).
Notons hy (resp. hf) Phomomorphisme de ¢ vers T (resp. T'6). L’existence de ho et
h!, est garantie par la Propriété 11.1.27, et on a

(T0¢)|h1(v) = (TOlha(v))d et (T'09)|R) (v) = (T'0|h5(v))¢.
On en déduit que 7((T0]h2(v7))¢) =g T((T'60]|h5(v))¢). Donc, ¢ est solution de
{TO|hy(v7) =% T'0|hS(v) | v e SV(c)}.

D’aprés le Lemme 11.2.6, pour tout € Dom(0), A,¢ = A,0¢, et donc, ¢ est solution
de {A, =5, A.0|z € Dom(0)}. Enfin, d’aprés le Corollaire 11.2.7, ¢ est également solution
de S0, et donc, ¢ est bien solution de S,. [

!cet élément existe, puisqu’on a supposé que pour tout symbole f € ¥, E contient ’équation triviale
f(z1,...,2n) = f(z1,...,2n) comme axiome.
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Théoréme 11.2.11 Soient T, T’ deuzr GA-termes, et S’ = {T =% T'} U S un probleme
de E-unification. Alors

Up(S') = Up( | J DT.T',F,S)).
FeXp
PREUVE. D’aprés le Corollaire 11.2.9, pour tout F € Yp, on a Ug(D(A, A", F,S)) C
UE(S’), ce qui prouve que
U Ue@, 1, F,8) = Ug( | DT, T',F,8)) C Ug(S).
FEZE FEEE

Le Lemme 11.2.10 prouve l'inclusion réciproque. [

Lemme 11.2.12 Etant donnés deur GA-termes T et T’ de racines respectives r et r’, et
un probléme de E-unification sur des GA-termes S, on a

Ug( | J DT, T, F,S) = Ug( |J DT, T, F S~ r)).
FeXg FeXg

PREUVE. D’aprés le Théoréme 11.2.11, on a

Ug( | ) DIT.T',F,S) = Ug({T =L T'}US),

FeXp
U( U D(T,T',F,S[r ~r'])) = Ug({T Z?E T'} U S[r ~r')).
Fevp
D’aprés le Lemme 11.1.34, Up({T =% T'} U S) = Up({T =5 T'} U S[r ~ r']), d’ou
I’égalité. n

Théoréme 11.2.13 Soient M et M’ deuz problémes de E-unification étendus, tels que
M — M'. Alors Ugp(M) = Ug(M').

PREUVE. Le résultat est immédiat pour les quatre premiére régles. Supposons mainte-
nant que M’ est obtenu & partir de M aprés avoir appliqué la régle de remplacement, on
adonc M = {{T =, T'}USYUM" et M' = {{T =% T'}USO}UM", ot 0 = {x « T'},

et x étiquette la racine de T. Notons S = {T}; =% T!|i = 1,...,n}, et soit ¢ une GA-
substitution. On pose 7(T") = s, v = 7(¢), et pour i = 1,...,n, t; = 7(T;) et t, = 7(T}).
D’apres le Corollaire 2.3.6, pour tout ¢ =1,...,n, on a

(zy =g sy et tiy=g tiy) & (vy=pgsyett;{z— s}y =pti{z — s}y),

donc, ¢ est solution de {T' =% T"}US si et seulement si ¢ est solution de {T =7, T} U SH,
d’ot le résultat.

Enfin, le Théoréme 11.2.11 et le Lemme 11.2.12 prouvent le résultat pour la régle de
P-décomposition. n

Corollaire 11.2.14 Pour tout probléme de E-unification S, et pour tout probléeme de
E-unification étendu M sous forme résolue tel que {S} —* M, ’'ensemble Re(M) est un
CSU pour S.
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11.3 Terminaison et complexité

Nous allons définir une mesure de complexité associée & un probléme d’unification
étendu, et démontrer que chaque application d’une régle de la Définition 11.2.4 fait stric-
tement décroitre cette mesure de complexité. Comme la régle de P-décomposition peut
introduire de nouveaux sommets et de nouvelles variables dans les problémes d’unifica-
tion considérés, il n’est pas aisé de définir une mesure de complexité standard dont la
valeur décroit aprés l'application de cette régle. Nous allons nous servir de '’hypothése
d’unif-stabilité pour définir une telle mesure, et nous montrerons que le nombre de GA-
termes sur lesquels ’application de la régle de P-décomposition introduit de nouveaux
sommets décroit strictement. Cette mesure de complexité nous permettra également de
borner la cardinalité maximale des CSU déterminés par les régles de transformation.

Nous commencons par démontrer certaines propriétés d’inclusion vérifiées par les
ensembles V..

Lemme 11.3.1 Soient T et T1 deur GA-termes vérifiant les hypothéses de la Définition
11.1.30, notons r1 la racine de T, et soit v un sommet de T. Posons T' = T[v ~~ 1],
alors pour tout contexte c, on a V. C V.UV ..

PREUVE. Si v n’est pas un sommet de T, alors on a T’ = T, et le résultat est évident.
Sinon, soit w un sommet de 7" tel que (T”|w,c) € Vv .. Si w est un sommet de 7', alors
par construction, T'|w = T|w, et donc T|w K ¢, et (I'|w,c) € V.. Sinon, w est un
sommet de 77, d’ou T'|w = T1|w, et on a Ti|w £ ¢, d’ou (T"|w,c) € Vr, .. n

Lemme 11.3.2 Soient T = (V,s,a) et T' = (V',s',d’) des Ga-termes, (f,c¢,G) un
symbole de X, et 0 = {x «— T"}. Alors, on a

VTG,C - VT,CGUVT/,c-

PREUVE. Soit (11, ¢) € Vg, et notons 71 la racine de 77. Siry € V', alors par définition
du GA-terme T, on a Ty = T"|ry et par définition, on a (T1,c) € Vg .. Sinon, nécessai-
rement, 11 € V, et on a T1 = (T0)|r;. On a donc s(r1) ¢ X, et Ty = (T'|r1)0 d’apres
la Propriété 11.1.6. D’apres la Propriété 11.1.37 2, on en déduit que (T'|r1,¢) € V7, et
(Th,c) est bien élément de V0. L]

Nous prouvons maintenant que pour certains problémes de E-unification .S, ’ensemble
V(S) est nécessairement vide.

Lemme 11.3.3 Soient T et T' deur GA-termes et c¢ un contexte tels que la GA-
substitution 0 = ~.(T,T") ewiste. Pour x € Dom(f), soit S = {A, =% A0}, alors
V(S) = 0.

PREUVE. On pose T = (V" s",a") = A,0, alors on a

vis) = U (Va,eUVene),
(f',¢,GYESE
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et par définition, pour tout (f’,¢/,G’) € ¥g, on a V4, » = 0. Nous allons maintenant
prouver qu’on a également Vy» » = (). Supposons qu'’il existe un élément (T7,¢’) € Vpr o,
alors il existe un sommet non-variable v; € V” tel que 71 = T"|v1, et on a s”(v1) ¢ X et
T, A . Soit ¢ une GA-substitution telle qu’il existe un homomorphisme de ¢’ vers T} ¢.

Comme T" = A,0, et v; est un sommet non-variable de 7", d’aprés le Lemme 11.1.28,
il existe un sommet non-variable v de ¢, différent de la racine de ¢, tel que clv T T3.
D’aprés la Propriété 11.1.5, il existe donc un homomorphisme de c|v vers T1¢, ce qui
prouve que c|v et ¢ sont unifiables. Par hypothése d’unif-stabilité, on en déduit que
d C ¢|v, et donc, ¢ C Ty, ce qui contredit ’hypotheése Ty £ ¢'. n

Ce lemme permet de démontrer une autre propriété d’inclusion vérifiée par les en-
sembles V. :

Lemme 11.3.4 Soient T, T deuzr GA-termes, (f,c,G) un élément de X, et supposons
que 0 = (T, T") existe. Alors pour tout GA-terme Ty et pour tout symbole (f',d,G') €
EE, on a VTIQ,C/ - (VTI’C/)H.
PREUVE. On démontre que pour tout sous-ensemble ¢ de 6 et pour tout GA-terme 717,
on a Vp 4 C Vp «¢ par induction sur la cardinalité de ¢. Si |¢| = 1, alors ¢ est de la
forme {x «— A0}, et d’aprés le Lemme 11.3.2, on a Vpg € Vo 0 U Vg 9. D’apres
le Lemme 11.3.3, on a V4,9 =0, et donc Vyy 4 C Vi 0.

Supposons maintenant que ¢ = ¢’ W {x «— T"} = ¢'{z — T"} (car 6 étant idempo-
tente, la variable z n’apparait pas dans ¢'), et que le résultat est vrai pour ¢/, alors on
a

VT1¢7C’ - (VT1¢’7C’){$‘_TH} - (VT1,c’)¢I{x<_T”} = (VTl,c’)¢- n

Corollaire 11.3.5 Sous les hypothéses du Lemme 11.8.4, et si S est un probléme de
E-unification étendu, alors on a V(S60) C V(S)6.

PREUVE. Posons S = {T} =% T},...,T, =5 T’}, et soit i € {1,...,n}. Alors, d’aprés
le Lemme 11.3.4, pour tout (f’,c¢,G’) € Xp, on a Vg0 UVpyg e C (V1,0 UV )0,
d’ou le résultat. ]

Nous pouvons enfin démontrer qu’étant donné un probléme de E-unification S, 'ap-
plication de la régle de P-décomposition sur S produit un probléme de FE-unification
étendu dont chaque élément S’ vérifie |V(S”)| < [V(.9)].

Théoréme 11.3.6 Soient T et T' deur GA-termes dont les racines r et v’ sont étiquetées
par le méme symbole de fonction de X, et S = {T :?E T'} U S un probléme de E-
unification.
On pose K = {{f,¢,G) € Sp|T Ac} et K' = {{f,¢,G) € Lp|T' Lc}. Si K #,
alors on pose k = |K| et 8" = S[r ~ 1'], sinon, on pose k = |K'| et S" = S[r' ~ r].
Soit F' € X, alors, pour tout S, € D(T,T',F,S"), on a |[V(S,)| < V(S| — k.
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PREUVE. On pose F = (f,¢,G), on note = ~.(T,T"), et soient h et h' les homo-
morphismes respectivement de ¢ vers T et de ¢ vers T'. D’aprés le Lemme 11.3.3, on a
V({A; =5 A0| x € Dom(6)}) = 0.

D’apres le Lemme 11.3.1, on a V(S”) C V(S5), et d’aprés le Corollaire 11.3.5, on en
déduit que V(S”0) C V(S")0 C V(S)8.

D’apreés la Propriété 11.1.37 1 et le Lemme 11.3.4, pour tout symbole (f',¢/,G') € &,
et tout sommet v € SV(c), on a Vygpw),e € Voo C (Vr,e)0, et de méme, Vivgipr(y), C
(V7v.¢)0. On en déduit donc que

U Vrgnwe),e YU Vromw),e S (Vre UV )0
veSY(c)

Ceci étant valable pour tout symbole (f’, ¢/, G’) dans X, on a donc

U YUTO) =L T'0I (v)}) S VT =§ T'})6.
veSVY(c)

On en déduit enfin que V(S,) C V({T =5 T'}HOUV(S) = V(S')6.

Sans perte de généralité, supposons qu’il existe un symbole (f’, ¢/, G') € Xg tel que
T A, alors (T,c) € S'. Comme r ¢ Som(S,), (T0,c') ne peut pas étre élément de
V(Ss), Aot V(Sy) C [V(S)\ {(T,')}]0. On en déduit donc que |V(S,)| < V(S| — k.m

Nous démontrons enfin que la cardinalité d’un ensemble V(.S) ne peut pas augmenter
aprés l'application d’une autre régle de la Définition 11.2.4.

Lemme 11.3.7 Si {S} UM — {S"} UM pour les regles de trivialité, d’orientation ou
de remplacement, alors on a [V(S")| < |V(9)].

PREUVE. Le résultat est évident pour la régle de trivialité et la régle d’orientation. Pour
la régle de remplacement, supposons que S = {T =% T'} U S”, ot la racine de T est
étiquetée par un élément = € (X N Var(S”))\ Var(T'), on a donc S’ = {T =5, T'} U S"0,
ou § = {z < T'}. Par définition, pour tout symbole (f,c,G) € Xg, on a V. = 0, et
d’aprés le Lemme 11.3.2, pour tout GA-terme T} et tout symbole (f,¢,G) € ¥g, on a
VT197C - VTl,ce U VT’,c; d’ou :

V(s"0) = U (Voo U Vryg,c)
(f,e,G)eSp,Ti=5T{eS"”
C U (Vry,e)0 U (Vy )0 U Vo )

(f,e,G)eSp, Ti=5T{eS"”
= V(SMOUV{T =5 T'}).

On en déduit que V(S") C V(S")UV({T =5 T'}). Comme il n’existe aucun sommet de
T qui est étiqueté par le symbole z, on a Vv .0 = Vv . pour tout (f,c,G) € X, d’ou
VAT =5 T'1)0 = V({T =} T'}).

On en déduit que V(S') C (V(S")UV{T =% T'}))0 = V(S)0, et done, [V(S')| <
V(S)I- =
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Nous adaptons maintenant d’autres mesures classiques servant & prouver la terminai-
son de problémes d’unification sur des termes, au cas des problémes de E-unification sur
des GA-termes. Ces mesures nous permettront de démontrer que les régles de transfor-
mation de la Définition 11.2.4 termine, et, par la méme occasion, de borner la cardinalité
des CSU déterminés par ces régles de transformation. Nous commencgons par définir des
constantes associées aux signatures stratifiées considérées.

Définition 11.3.8 On définit les constantes suivantes :
- s =max{|c[| (f,c,G) € ¥g},
- g =max{|G|| (f,c,G) € Xg},
- k=|2g| O

Définition 11.3.9 (Mesures) Soit S un probléme de F-unification sur des GA-termes.
On associe a S le quintuplet (mg,mi, ma, ms,myg), ol :

— mo = |V(S)’>

— my = |Som(S)],

— mg est le nombre d’éléments de Var(S) qui apparaissent plusieurs fois dans 7(S5),
- m3 = ‘S‘a

— my est le nombre d’éléments de la forme 7' =%, 7", ot la racine de T" est étiquetée
par un symbole de X, et celle de T" non.
On ordonne l'ensemble des mesures de problémes de E-unification avec l’ordre lexicogra-
phique < sur les quintuplets.

On définit alors la mesure d’un probléme de E-unification étendu M comme le mul-
tiensemble M des mesures des éléments de M. On ordonne I'ensemble des mesures des
problémes de E-unification étendus avec 1’ordre sur les multiensembles induit par I’ordre
lexicographique sur les quintuplets, et on notera cet ordre <.

Si M et M’ sont deux problémes de E-unification étendus de mesures respectives M
et M, on notera M < M’ si et seulement si M < M. &

Lemme 11.3.10 Soient S un probléeme de E-unification et M wun probléme de E-
unification étendu. Soit S’ un probléme de E-unification tel que le probleme de E-
unification étendu {S'} U M est obtenu & partir de {S} U M par la régle de trivialité,
d’orientation ou de remplacement. On note respectivement les mesures associées a S et
S/

(mo,m1,ma, m3z,my) et (mg, my, mh,ms, my),

alors on a :

régle my m) mb mh ml
trivialité <mg <m; <myg <mg3
orientation <mg <mi <mg <mzg <my
remplacement < mg <mp; < mg

PREUVE. Reégles de trivialité et d’orientation : d’aprés le Lemme 11.3.7, on a m{, < my,
et il est clair que m) < my et m,, < mo. Pour la régle de trivialité, on a mf < ms, et
pour la régle d’orientation, m4 < mg et mj < my.
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Reégle de remplacement : supposons que S’ = {T' =% T'} U 5”0, o1 0 est de la forme
{x « T'}. D’aprés le Lemme 11.3.7, on a m{, < my, et comme aucun nouveau sommet
n’est introduit dans S”6, on a m} < my. La variable z n’apparait pas dans 7(5"6), et
donc, mf < ma. "

Lemme 11.3.11 Soit S’ = {T =% T'} U S un probléeme de E-unification, oi les
racines de T et T' sont étiquetées par un symbole de fonction de X, et notons
(mg, m1,ma, m3, my) la mesure asociée a S’.

On pose K = {{f,¢,G) € Xp|T Ac} et K' = {{f,¢,G) € Lp|T" Lc}. Si K # 0,
alors on pose k1 = | K|, sinon on pose ky = |K'|.

Apres application de la régle de P-décomposition, pour tout F = (f,c,G) € Y et
pour tout S, € D(A, A", F,S) dont la mesure associée est (mg, m}, mb, mbs, ml), on a :

my m} mh  mhs  m)
kl#o Smo—kl _ _ _ _
k1:0 Smo §m1—1

PREUVE. Supposons que k; # 0, alors, d’aprés le Théoréme 11.3.6, on a mj < mg — k;.

Si k1 = 0, alors les ensembles K et K’ sont vides, et comme 6 existe, on a nécessaire-
ment ¢ C T et ¢ C T". Par définition de ~.(7T,T"), on a donc 6 = (). D’aprés le Théoréme
11.3.6, on a my < mg, et comme la racine de 7" n’est pas élément de Som(S,), on a
mj <mp — 1. n

On en déduit donc que :

Théoréme 11.3.12 L’ensemble de régles de la Définition 11.2.4 termine.

PREUVE. Nous démontrons que si M — M’ alors M’ < M. Ce résultat est immédiat
pour les régles de contradiction et d’occurence, puisqu’on a alors M’ C M. Sinon, soit
{S}UM un probléme de E-unification étendu, de mesure associée (mg, my,mq, ms, my).

Considérons les régles de trivialité, d’orientation et de remplacement, on a {S}UM —
{S"}UM, notons (my, m}, mh, ms, m}) la mesure de S’. Alors, d’aprés le Lemme 11.3.10,
on a (mg, my, mg, ms, mg) < (mg, my,mhy, ms, my), dou {S'} UM < {S}UM.

Supposons que la régle de P-décomposition a été appliquée au probléme étendu
{{T =% T'} U S"} U M, ou les racines de T et T’ sont étiquetées par des symboles
de fonction de X. Si F' = (f,¢,G) € X est un élément tel que D(T, 7", F,S) # (), alors
pour o € G, on note (my, m}, mhy, ms, m)y) la mesure de S,. Alors, d’aprés le Lemme
11.3.11, on a (mg, m1, ma, m3, mg) < (my, m}, mb, mhs, mj).

Donc, quelle que soit la régle de transformation appliquée, si M — M’, alors M’ <
M. [

Ainsi, le Théoréme 11.3.12 prouve que I’ensemble de régles de la Définition 11.2.4
termine, et le Théoréme 11.2.13 prouve que pour tout probléme de F-unification étendu
M, I'ensemble des solutions de M est préservé par 'application de ces régles de trans-
formation. Il est clair qu'un probléme de F-unification étendu est sous forme normale
pour ces régles de transformation si et seulement s’il est sous forme résolue, on a donc le
résultat suivant :
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Corollaire 11.3.13 Pour tout probléme de E-unification S, l'ensemble des régles de la
Définition 11.2.4 permet de déterminer un CSU pour S.

Cardinalité des CSU

Soit S un probléme de F-unification de mesure (mg, mi,ma, ms,my), et supposons
que {S} —* M. Nous allons majorer la cardinalité de M. La seule régle de transformation
qui augmente cette cardinalité est la régle de P-décomposition, qui remplace un probléme
de F-unification par au plus gk problémes (chaque élément F' € ¥ peut créer au plus g
problémes, et il y a k éléments dans X ). La cardinalité de M dépend donc du nombre
maximal de fois que la régle de P-décomposition a été appliquée dans toute dérivation de
{S} & M. D’apres le Lemme 11.3.11, le nombre de fois que la régle de P-décomposition
peut étre appliquée dépend uniquement des valeurs de mg et mq. D’aprés le Lemme
11.3.10, seule la régle de P-décomposition permet d’augmenter les valeurs de mg et m;.

Définition 11.3.14 On note T(n,m) le nombre de problémes d’unification créés par la
régle de P-décomposition dans une dérivation partant d’'un probléme de E-unification
dont la mesure vérifie mg = n et m; = m. <O

Théoréme 11.3.15 Pour tout n,m € N, on a T(n,m) < (gk)™(1+2s)+m

PREUVE. On démontre le résultat par induction sur les paires (n,m). Supposons que le
résultat soit vrai pour toute paire (n/,m’) < (n,m), et soit un probléme de E-unification
dont la mesure vérifie mg = n et my = m.

Si K = {{f,¢,G) € Xg|T Kc} # 0, alors on pose ki = |K|, sinon on pose ki =

H{f,c,G) € Zg|T" £c}|. Il'y a deux cas a considérer.

— Si kp = 0, alors la régle de P-décomposition crée au plus gk problémes de E-
unification, et si (mf, m}, mb, mh, m}) est la mesure associée & un de ces problémes,
alors d’aprés le Lemme 11.3.11, on a mj, < mg et m} < m;—1. On adonc T(n,m) <
(gk)T(n,m — 1), et par hypothése d’induction, T(n,m — 1) < (gk)"(1+2s)+(m=1)
d’ott T(n,m) < (gk)"(+2s)+m,

— Si ky # 0, alors la régle de P-décomposition crée au plus gk problémes de E-
unification, et si (my, m}, mb, mfs, m)) est la mesure associée & un de ces problémes,
alors d’apres le Lemme 11.3.11, on a m{; < mg — k1 < mg — 1 et m} < my + 2s.
On a donc T(n,m) < (gk)T(n — 1,m + 2s), et par hypothése d’induction, T(n —
1,m+2s) < (gk)("_l)(1+25)+(m+28), d’ott T(n,m) < (gk)"(1+25)+m. -

Corollaire 11.3.16 Soit S un probléeme de E-unification sur des GA-termes de taille n,
et U un CSU pour S obtenu a partir des régles de transformation. Alors

’U‘ < (gk)n(1+k+2ks) ]

PREUVE. Posons S = {T} =54 T{,...,T,, =5 T!}, et pour tout i € {1,...,n}, posons

T, = (Vi,si,ai) et T} = (V/,s},al). Il est clair que pour tout contexte ¢ et pour tout
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GA-terme T, on a |Vr | < |T, et donc, pour tout symbole (f,c,G) € X, et pour tout
i=1,....n,0ona[Vp UV | <[V;UV/]. On en déduit donc que

n

JVnc 0Vl < IS
i=1

Comme Y. contient k contextes, on en déduit que |V(5)| < kn.
D’aprés le Théoréme 11.3.15, on a |U| < (gk)F (142947 d’on le résultat. "

Ainsi, étant donnée une théorie permutative définie par un ensemble d’axiomes unif-
stable, nous pouvons calculer un CSU pour tout probléme d’unification S, et cet CSU
a une cardinalité bornée par une exponentielle simple en la taille de S. Il est donc par
exemple plus efficace de résoudre un probléme d’unification S modulo des théories per-
mutatives définies par des ensembles d’axiomes unif-stables, que de les résoudre modulo
des théories contenant des opérateurs associatifs et commutatifs, pour lesquels les CSU
ont une taille bornée par une exponentielle double en la taille de S (voir [KN92|).

11.4 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons d’abord défini des régles de transformation permet-
tant de calculer un CSU pour tout probléme de E-unification, quand F est défini par
un ensemble d’axiomes unif-stable. Nous avons di développer des outils spéciaux pour
prouver que cet ensemble de régles termine, et 'hypothése d’'unif-stabilité a joué un role
important dans la démonstration de la terminaison de cet ensemble de régles.

Le probléme de 'unification modulo une théorie permutative avait été abordé dans
[AP01] mais pas résolu. En effet, les auteurs y présentent un algorithme d’unification qui,
étant donnés deux GA-termes stratifiés T' et 7”, renvoie un ensemble de substitutions tel
que S[T')6 et S[T']0 ont une intersection non vide. Mais, comme le remarquent les auteurs
(JAPO1, p. 261]), leur algorithme ne permet pas de faire de l'unification modulo une
théorie permutative. Dans [Ave(04], Jiirgen Avenhaus a présenté un algorithme permettant
de faire de 'unification modulo une théorie définie par un ensemble d’axiomes plat.

Nos travaux généralisent donc ceux de [Ave04], et prouvent que l'unification est sim-
plement exponentielle pour toute une classe de théories permutatives.



Chapitre 12

Bilan et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons adapté des techniques de réécriture de graphes de
termes afin de développer des outils efficaces pour faire de la déduction modulo des théo-
ries permutatives. Nous avons d’abord défini les GA-termes, qui représentent les termes
standard, puis les GA-termes stratifiés, qui représentent les termes stratifiés introduits
dans [AP01]. Nous avons défini une action de groupe simple sur les GA-termes, et prouvé
que les ensembles stratifiés de [AP01]| peuvent étre obtenus & partir d’orbites sous ’ac-
tion d’un groupe. Nous avons ensuite défini la relation de congruence stratifiée sur les
GA-termes stratifiés, et démontré que le probléme de décision qui lui est associé est dans
la classe de Luks, et peut donc en général étre résolu de facon efficace.

Nous nous sommes intéressés aux taches basiques qui devaient étre accomplies par un
démonstrateur automatique basé sur des GA-termes stratifiés, et avons démontré qu’elles
sont NP-complétes, et cherché & imposer des restrictions aux théories permutatives consi-
dérées afin de réduire cette complexité. Nous avons ainsi défini la classe des théories
permutatives définies par des ensembles d’axiomes unif-stables. Nous avons enfin démon-
tré que 'unification modulo de telles théories est finitaire, et présenté un algorithme
qui permet de calculer un CSU de taille simplement exponentielle pour tout probléme
d’unification.

L’essentiel de ces travaux ont été publiés, dans [BAITE03a, BAITEO3b| et [BAITE04a|
pour la formalisation et 1’étude de la complexité des problémes liés & la déduction, et
dans [BAITE04b] et [BAITEO5] pour les théories permutatives définies par des ensembles
d’axiomes unif-stables.

Autres travaux

Nous avons également effectué d’autres travaux au cours de cette thése, qui n’ont pas
été présentés dans ce mémoire.

1. En théorie algorithmique des groupes, nous avons étudié plusieurs restrictions
du probléme G __CSTR, ces restrictions portant sur la cardinalité des contraintes
(Ja)aca, €t sur la structure des groupes qui agissent sur A. Nous avons prouvé
par exemple que la restriction de ce probléme aux instances telles que toutes les
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contraintes sont de cardinalité au plus 2 et les groupes sont des p-groupes, demeure
NP-compléte.

Anna Lubiw a exhibé dans [Lub81| un probléme de théorie des groupes qui est
NP-complet. Ce probléme est le suivant : étant donné un graphe X = (V) E),
existe-t-il une permutation o € Aut(X) sans point fixe? Comme tout groupe est
isomorphe au groupe d’automorphisme d’'un graphe ([Fru38|), il est naturel que
dans [Bab95]|, Laszl6 Babai ait interprété ce résultat comme étant valable pour les
groupes, et non pas pour les graphes. Il n’est cependant ni standard, ni aisé de
représenter un groupe comme le groupe d’automorphisme d’un graphe, et il n’y a
& notre connaissance aucun résultat permettant de borner la taille d’'un graphe en
fonction de l'ordre du groupe considéré. Le probléme suivant est plus standard :
étant donné un groupe de permutation G défini par un ensemble de générateur,
existe-t-il une permutation dans G sans point fixe? Nous avons démontré que ce
probléme est également NP-complet.

2. Nous avons effectué une étude plus poussée des GA-termes, et par exemple intro-
duit les notions de compactage et compactage stratifié dans une optique d’implé-
mentation, ces notions permettant de construire des GA-termes (resp. GA-termes
stratifiés) contenant le moins de sommets possible. Nous avons également prouvé
que le probléme consistant & déterminer la cardinalité d’un ensemble stratifié est
dans la classe de Luks sous I'hypothése d’unif-stabilité, et simplifié les régles de
transformation de l'unification pour résoudre les problémes de filtrage.

Le systéme dalac est un démonstrateur automatique pour la logique du premier ordre
avec égalité, qui a été implémenté par Laurent Vigneron ([RV95]). Ce démonstrateur est
basé sur la résolution, la paramodulation et la réécriture, et permet de faire de la déduc-
tion modulo des opérateurs commutatifs et associatifs-commutatifs. Nous avions initiale-
ment l'intention d’intégrer les outils que nous avons développés pour traiter les théories
définies par des ensembles d’axiomes unif-stables & ce démonstrateur. Nous espérions
tester leur efficacité, et comparer leurs performances & celles d’autres démonstrateurs
automatiques. Malheureusement, il a été impossible par manque de temps d’effectuer ces
travaux. Il serait néanmoins intéressant de pouvoir tester ces outils sur des cas concrets.

Perspectives

En général, étant donnée une théorie définie par un ensemble d’axiomes, le sous-
ensemble de ces axiomes qui sont des équations permutatives n’est pas unif-stable. Nous
ne pouvons donc pas simplement séparer les équations permutatives de celles qui ne
le sont pas et faire de la déduction modulo la théorie permutative induite. Il faut donc
sélectionner un sous-ensemble unif-stable de ces équations permutatives, et il y a plusieurs
stratégies qui peuvent étre employées pour sélectionner un tel sous-ensemble. Nous avons
commencé a concevoir certaines stratégies, et il serait intéressant de les étudier plus en
détail.

Nous avons également exploré mais pas encore résolu certains problémes plus théo-
riques. Par exemple, nous nous sommes demandés si les problémes de filtrage modulo
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une théorie définie par un ensemble d’axiomes unif-stable sont #P-complets. Le principe
de résolution des problémes de filtrage pour ces théories est proche de celui employé pour
résoudre de tels problémes pour la théorie de la commutativité, qui sont eux #P-complets
(voir [HK95]). C’est donc sans doute également le cas pour les probléme de filtrage sous
I’hypotheése d’unif-stabilité. Il n’est cependant pas possible d’adapter la preuve de la
#P-complétude des problémes de filtrage modulo la commutativité & ce contexte plus
général.

Dans [NO97], Narendran et Otto ont considéré une classe de théories équation-
nelles qui contient ’ensemble des théories permutatives. Cette classe est constituée des
théories équationnelles définies par des équations de la forme t = t/, ou t et t' ne
sont pas nécessairement linéaires, mais vérifient arbre(t) = arbre(t’), et contiennent le
méme nombre d’occurrence de chaque variable. Un exemple d’une telle équation est
flg(z), f(y,y)) = f(g(y), f(x,y)). Narendran et Otto ont démontré que le probléme de
I'unifiabilité modulo de telles théories est indécidable, et il serait intéressant de voir si ce
résultat est également valable pour la classe des théories permutatives.
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Annexe A

Démonstrations

A.1 GA-termes

Unifiabilité de A-termes

Théoréme 5.3.15 Soient Ay, Ay et A’ trois A-termes tels que h1 : Ay C A’ et hy : A3 C
A’. Alors il existe un homomorphisme h: A1 1Ay C A,

PREUVE. On pose A; = (V;, s;,a;) pour i = 1,2, et A’ = (V',s',d’), on note respective-
ment 1,79 et r’ les racines de ces trois A-termes, et on démontre le résultat par induction
sur la hauteur de A;. Si s1(r1) = o, alors A; LI As = As, et hg est un homomorphisme de
A1UAs vers A'. De méme, si s3(r2) = o, alors hy est un homomorphisme de A; LI Ay vers
A’. Sinon, on pose aj(r1) = v1.- -+ 2y, a2(r2) = wi. - wy, et ' (r') = uf. - ), alors,
d’apres la Propriété 5.2.5 (2), pour i = 1,2 et pour tout j = 1,...,n, (une restriction de)
h; est un homomorphisme de A;|v; vers A’ ]u; Par hypothése d’induction, on en déduit
qu’il existe un homomorphisme A de A;lv; U As|w; vers A'|u’.

On pose A; U Ay = (V, s,a), on note r sa racine, et supposons que a(r) = uj.- -+ .Uy,.
Alors, par définition, on a Alu; = Ai|v; U As|w; pour tout j = 1,...,n, ce qui prouve
que les h; sont des homomorphismes de Alu; vers A’ ]u; I1 est alors clair que la fonction

h={({r,r")} U U h;

Jj=1

est un homomorphisme de A = A; L Ay vers A’. n

Action de groupe sur des GA-termes
Démonstration du Théoréme 5.4.10

Dans ce qui suit, nous montrons que si P est une partition stratifiée dans un GA-terme
T, alors I'application des éléments de Symy, (P) a T produit des GA-termes dans lesquels
P est encore stratifiée. Ce résultat prouvera donc qu’on a une action de Symy, (P) sur
I’ensemble des GA-termes dans lesquels P est stratifiée.
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Fi1G. A.1 - Chemin de v & v dans un graphe étiqueté

On a le lemme suivant, qui montre qu’un certain ordre est préservé dans deux chemins
distincts d’'une méme source & un méme puits dans un graphe étiqueté acyclique.

Lemme A.1.1 Soient p et p’ deuz chemins distincts d’un sommet u & un sommet v dans
un graphe étiqueté G.

Siw et w sont deur sommets distincts apparaissant & la fois dans p et p’ qui sont
tels que :

1. w' apparait entre w et v dans p,
2. w apparait entre w' et v dans p’,

alors il existe un cycle dans G.

PREUVE. Ceci est évident : si w’ apparait dans le sous-chemin de w & v dans p, alors on
a un chemin non trivial de w & w’ dans G, et si w apparait dans le sous-chemin de w’ a
v dans p/, alors on a également un chemin non trivial de w’ & w dans G (voir la Figure
Al). ]

Nous étudions de quelle facon sont préservés certains chemins simples dans un graphe
étiqueté.

Définition A.1.2 (Destination fixée dans un chemin) Etant donné un graphe éti-
queté G = (V,s,a) et un chemin p de source u dans G. Soit o € Sym(V'), on dit que o
fize la destination de p si et seulement si tous les sommets qui apparaissent dans p, sauf
éventuellement u, sont des points fixes de o. On dira également que p a sa destination
fixée par o.

Si P est une partition de V, alors on dit que P fize la destination de p si et seulement
si pour toute permutation o € Symy (P), o fixe la destination de p, ce qui signifie que
tous les sommets de p autres que sa source sont dans des P-classes triviales.. On dira
également que p a sa destination fizée par P. O
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Lemme A.1.3 Soient G un graphe étiqueté, o une permutation des sommets de G, et
u,v deux sommets de V tels qu’il existe un chemin p de u & v dans G. Si o fize la
destination de p, alors p est un chemin de u a v° dans G°.

PREUVE. Posons p = uj.i1.- - .up.i, oll, par hypothése, us, ..., u, sont des points fixes
de . Par définition d’un chemin, us est le i$™¢ élément de la liste ag(u;) (autrement dit,
ag(u1)i; = ug). Or, le i$™€ élément de la liste ago (u1) est

age(u1)y = ag(ui)y = lag(u1)y]” = u3 = u,

et de méme jusqu’a u,_1. Enfin, on a :

age (un)i, = ag(un)i, = lac(un)i,]” = v

Ceci prouve que p est un chemin dans G° de u; = u & v°. [

Lemme A.1.4 Soient G un graphe étiqueté, P une partition stratifice dans G et o un
élément de Symy, (P). Soit u un sommet de G qui est soit la racine de G, soit dans une
classe non triviale de P. Enfin, soit v un sommet tel qu’il existe un chemin non trivial
de u a v dans G.

1. Si tous les chemins de u & v dans G ont leur destination fizée par P, alors pour
tout v' € v[P], tous les chemins de u a v’ dans G ont également leur destination
fixée par P.

2. Il existe un chemin de u a v dans G°.

PREUVE. 1. Supposons qu’il existe un chemin de v & v' dans G qui contient un sommet
w # u tel que la classe w[P] est non triviale. Alors w est évidemment accessible depuis
u dans G, et le sous-chemin de w & v’ est nécessairement non trivial. Mais comme il
existe un chemin de w & v' dans G, par hypothése de stratification, il existe également
un chemin de w & v dans G, et il existe donc un chemin de v & w et un chemin de w a v,
c’est & dire un chemin de u & v qui passe par w. Ceci contredit I’hypthése faite que tous
les chemins de u & v ne contiennent que des sommets dans des P-classes triviales.

2. Soient 7 = 0! et p un chemin de u & v™ dans G. Alors p existe nécessairement puisque
par hypothése, u est soit la racine de G, soit dans une classe non triviale de P, et que v
et v™ sont dans la méme P-classe. On commence par décomposer p en une séquence de

chemins non vides de la facon suivante : soient uq,...,u,, pour n > 0, les sommets de p
distincts de u qui sont dans des classes non triviales de P, et qui apparaissent dans cet
ordre dans p. On pose ug = u et up+1 = v, puis pour ¢ = 0,...,n—1, on définit p; comme
le sous-chemin de p de u; & u;41. On a donc p =pg. -+ .pp, et pour i =0,...,n—1, les
p; sont les uniques chemins de u; & u;41 par hypothése de stratification.

Toujours par hypothése de stratification, pour ¢ = 0,...,n — 1, il existe un chemin

¢ de u; a uj | dans G, et ce chemin est unique. u], | est évidemment dans la P-classe
de u;+1, et donc, d’aprés le point 1, comme P fixe la destination de p;, P fixe également
la destination de ¢;. Enfin, si v est dans une P-classe non triviale, alors par hypothése
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de stratification, il existe un chemin de wu, & v™, et ce chemin est unique. On le note ¢,,
et sa destination est également fixée par P. Sinon, si v est dans une P-classe triviale, on

pOse @y, = Pn.

Montrons que ¢ = qg. - -+ .G, €st un chemin de u & v dans G°. Comme les ¢; ont leur
destination fixée par P, on peut appliquer le Lemme A.1.3 et en déduire que pour tout
i=0,...,n, g est un chemin dans G” de u; & (u],_)? = u;41. Donc, ¢ est une séquence
de chemins dans G? de ug = w a u1, de uq a us, etc. C’est donc bien un chemin dans G°
de u & up41 = 0. n

La deuxiéme assertion de ce lemme permet alors de déduire que :

Corollaire A.1.5 Soient G un graphe étiqueté possédant une racine r, et P une partition
stratifiée dans G. Alors, pour tout o de Symy, (P), r est également une racine de G°.

Lemme A.1.6 Soient G un graphe étiqueté, P une partition stratifiée dans G, et o €
Symy, (P). Alors il existe un cycle dans G si et seulement s’il en eziste un dans G°.

PREUVE. Supposons qu’il n’existe aucun cycle passant par un sommet u dans G, et qu’il
existe un chemin non trivial p de v & u dans G?. Posons ug = u et p = ug.ig. - - * Up.in,
ou n > 0. On peut supposer sans perte de généralité qu’aucun sous-chemin de p n’est un
cycle, les u; étant donc distincts deux & deux.

Si pour i = 1,...,n, tous les u; sont des points fixes de o, alors le Lemme A.1.3
appliqué a m = o~ ! prouve que p est un chemin de v & u™ dans G. Si u™ = w, alors p est
un cycle de u & v dans G, ce qui est impossible par hypothése. Si u™ # u, alors u est dans
la méme P-classe non triviale que u™, ce qui est impossible d’aprés la Propriété 5.4.8

Donc, nécessairement, il doit exister un sommet u; dans p, avec j # 0, tel que uf # u;.
Le chemin

uj.ij. tee un]nU(]Z() tee .Ujfl.ijfl

est alors un cycle non trivial dans G de u; & u;. Si tous les autres sommets de p sont
fixés par o, alors, comme dans le cas de u, il existe un chemin non trivial de u; a u; dans
G, ce qui est impossible par hypothése de stratification. Il doit donc y avoir un autre
sommet w dans p, distinct de u;, tel que w? # w. Le cycle p contient donc deux sommets
distincts dans des classes non triviales, et il existe dans G des chemins de u; & w et de w
a uj. Le Lemme A.1.4 appliqué a G et m prouve qu’il existe alors dans G un chemin de
uj & w, et un autre de w a u;. On obtient & nouveau une contradiction avec I’hypothese
faite qu’il n’existe aucun cycle non trivial dans G.

Réciproquement, on peut appliquer exactement le méme raisonnement non plus sur
le graphe étiqueté G avec la permutation o, mais sur le graphe étiqueté G° avec la
permutation o~! : en supposant qu’il n’existe aucun cycle non trivial dans G° et qu'il
en existe un dans G, on aboutit & la méme contradiction. [

Corollaire A.1.7 Si P est une partition stratifiée dans un GA-terme T, alors, pour toute
permutation o de Symy (P), T7 est un GA-terme.

PREUVE. Ceci est une conséquence immeédiate du Corollaire A.1.5 et du Lemme A.1.6.m
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Une autre conséquence immédiate du Corollaire A.1.7 est que ce résultat est également
valable pour les A-termes.

Corollaire A.1.8 Si P est une partition stratifiée dans un A-terme A, alors, pour toute
permutation o de Symy, (P), A% est également un A-terme.

PREUVE. D’aprés le Corollaire A.1.7, A% est un GA-terme, il s’agit donc de prouver que
son graphe sous-jacent est un arbre. Le nombre d’arétes du graphe sous-jacent & A est :

> law)| = arité(s(v)).

veV veV

Donc, tous les graphes sous-jacents a des graphes étiquetés de GE(V, s) possédent le
méme nombre d’arétes, et comme le graphe sous-jacent & A a une structure d’arbre, ce
nombre d’arétes est égal a |V | — 1. Comme 7 est racine de A? d’aprés le Corollaire A.1.5,
le graphe sous-jacent & A est connexe, et comme tout graphe connexe 4 n sommets et
n — 1 arétes est un arbre, on en déduit que A’ est un A-terme. [

La condition de stratification permet donc de conserver la structure de GA-terme et
de A-terme. Il reste maintenant & prouver que cette condition de stratification est elle
aussi conservée dans les GA-termes obtenus.

Théoréme A.1.9 Soit T = (V,s,a) un GA-terme, et P une partition stratifie dans T.
Alors, pour tout o € Symy, (P), P est stratifiée dans T°.

PREUVE. Dans ce qui suit, on note 7 la racine de T (et de T7), et on pose 7 = o~ 1.

Soient u et v deux sommets de 77, ou w est dans une P-classe non triviale, tels qu’il
existe un chemin non trivial de v & v dans 7. Alors, en appliquant le Lemme A.1.4 sur
le graphe T avec la permutation m, on en déduit qu’il existe également un chemin non
trivial de u & v dans (77)™ = T. Comme P est stratifiée dans 7', on en déduit que pour
tout sommet v’ dans la P-classe de v, il existe un chemin dans 7' de u & v’. En appliquant
le Lemme A.1.4 sur T" avec la permutation o, on en déduit donc qu’il existe également
un chemin de u & v’ dans T°.

Prouvons maintenant par ’absurde que pour tout sommet u dans une P-classe non
triviale, le chemin de r & v dans T est unique. Supposons donc qu’il existe un sommet u
dans une P-classe non triviale, et deux chemins distincts p et p’ de r & u dans 7. Comme
r est dans une classe triviale de P, ces deux chemins sont non triviaux. Le fait que p et
p’ soient distincts ne signifie naturellement pas que leurs sommets sont nécessairement
distincts. Par exemple,il suffirait d’avoir a(r) = u.u pour obtenir deux chemins distincts
de r & u, dont tous les sommets sont identiques.

Supposons d’abord que tous les sommets de p et de p’ sont identiques. Quitte a
remplacer u par un autre sommet de p (et P’ ) au-dessus de u, on peut supposer que tous
les sommets entre r et u sont dans des classes triviales de P. D’aprés le Lemme A.1.3, p
et p’ sont alors des chemins distincts de r & u™ dans T', ce qui est impossible car u™ est
dans la méme P-classe que u.



198 ANNEXE A. DEMONSTRATIONS

’ @1
D
U
F1G. A.2 - Les ensembles Q1 et Q2 (Théoréme A.1.9).

Supposons maintenant qu’il existe un sommet w qui est dans p mais pas dans p'.
Alors on note R; ’ensemble des sommets de V' qui apparaissent dans p mais pas dans
p’, et on définit

Q1 = {v € Ry |v[P] est une classe non triviale}.

()1 peut éventuellement étre vide, mais 1'élément wy = min<, (Q1 U{w}) est bien défini.
On note Ry I’ensemble des sommets de V]wg qui apparaissent dans p et dans p/, puis
on définit

Q2 = {v € Ry | v[P] est une classe non triviale}.

L’ensemble ()2 peut également étre vide, mais le sommet uy = max<, (Q2U{u}) est bien
défini, il est dans une P-classe non triviale, et on a ug <7 wp. De plus, par construction,
le sous-chemin de p de wp & up a sa destination fixée par P (voir la Figure A.2).

En appliquant le Lemme A.1.4 sur T avec la permutation 7, on en déduit qu’il existe
un chemin dans 7" de r & wy, et le chemin de wg & up dans 7T est un chemin de wg a uf
dans 7', d’aprés le Lemme A.1.3. Donc, il existe dans 7" un chemin de r & u qui passe
par wop.

Supposons maintenant qu’il existe un sommet w’ dans le sous-chemin de p’ de r a
ug, qui n’apparait pas dans p. Alors on note R} l’ensemble des sommets qui apparaissent
dans p’ mais pas dans p, et on définit

Q) = {v e Ri|uo <r v et v[P] est une classe non triviale}.
On pose w(, = min<,(Q}] U {w'}), alors comme précédemment, uy <7 wy, et le sous-

chemin de p’ de w), & ug a sa destination fixée par P. Le raisonnement précédent prouve
0 0

u’il existe alors un chemin de r & u% dans T qui passe par w), et on a une contradiction

0 0> ’
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uo

F1a. A.3 — Chemins de r & ug dans T

puisqu’il existe alors deux chemins distincts de r & ug dans 7', I'un qui passe par wy, et
l'autre par wy.

Enfin, si tous les sommets du sous-chemin de p’ de r & ug sont également dans p, alors
on note v le plus petit ancétre de wy pour la relation <7 qui est dans p’ (voir la Figure
A.3). Alors par hypothése, le sous-chemin de p’ de v & ug a sa destination fixée par P,
puisque tous les sommets qui y apparaissent, sauf éventuellement v, sont également dans
le sous-chemin de p de wg & ug, et que wy n’en fait pas partie. Ce sous-chemin est donc
un chemin de v & ug dans 7' qui ne passe évidemment pas par wy. Il existe donc dans T’
un chemin de r & ug qui passe par v, d’apres le Lemme A.1.3. Si v n’apparait pas dans
le chemin de 7 & uf qui passe par wg dans 7', on a une contradiction puisqu’on a alors
un chemin de r & ug qui passe par wy, et un autre qui passe par v. Si v y apparait, il est
nécessairement dans le sous-chemin de r & wg d’aprés le Lemme A.1.1, et on a & nouveau
deux chemins distincts de r & ug dans 7' : I'un passant par v et wg, et I’autre passant
uniquement par v. n

Les Corollaires A.1.7 et A.1.8, ainsi que le Théoréme A.1.9 prouvent le Théoréme
5.4.10.

A.2 Stabilité

Nous allons prouver que ’équation permutative ¢ = e’ 11(0) egt une conséquence
logique de I’équation permutative ¢ = ¢”. Nous allons montrer que si ¢ et ¢’ sont deux
contextes tels que h,p’ : ¢ <, ¢, alors pour tout terme ¢ qui est instance de ¢’ a la
position p, il revient au méme d’appliquer ’équation permutative ¢ = ¢ a la position
p.p' de t, et I'équation permutative ¢/ = ¢/®l¢'2'19) 3 1a position p de t.

Nous prouvons d’abord un premier lemme :
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n 1’

'LUI

Fi1g. A4 — Lemme A.2.1 et Théoréme A.2.3

Lemme A.2.1 Soient c et ¢ deuz contextes tels que h,v: ¢ 1. Soient T = (V,s,a) et
T = (V',s',d") deur GA-termes stratifiés tels que (voir la Figure A.4) :

— il eziste un isomorphisme n de dm(T) vers dm(T"),

— 4l eziste un sommet w' € V' tel que s'(w') = (f',,G') € X,

— il existe un sommet u € V tel que s(u) = (f,c,G), et n(u) = hyp ) (v).
Alors pour tout sommet v' de c, on a 1o hyp ) (v') = hig ) 0 (V).

PREUVE. Par définition, hiy, est un homomorphisme de ¢ vers dm(T)|u, et donc, la
fonction 7 o hyr,) est un homomorphisme de ¢ vers dm(7")[n(u) d’aprés la Propriété
5.2.4. Comme hp/ ) est un homomorphisme de ¢ vers dm(7”)lw’, alors d’aprés la
Propriété 5.2.5 (2), une restriction A’ de hyz . est un homomorphisme de c'|[v vers
dm(T")|hyrs ) (v). Comme h est un homomorphisme de ¢ vers ¢'|v, h' o h est un homo-
morphisme de ¢ vers dm(7")|hyrr 1 (v). Enfin, n(u) = hyzv . (v) par hypothese, et par
unicité des homomorphismes (Corollaire 5.2.6), on a le résultat. L]

Corollaire A.2.2 Sous les hypothéses du Lemme A.2.1, on a n(Ry(w)) € Ry(w') U
Ry (w').

PREUVE. Par définition, on a n(Ry(u)) = 10 h7,(SV(c)), et d’aprés le Lemme A.2.1,
n(Rr(u)) = hypr ) 0 W(SV(c)). Si Vi est ensemble des sommets de ¢/, on a h(SV(c)) €
Ve, et comme hypr 1 (Ver) = Ryv(w’) URqv(w'), on obtient le résultat. "

Théoréme A.2.3 Soient (f,c,G) et (f',d,G') deux éléments de X, et o une permu-
tation dans G telle que h,v : ¢ <, . Soient T = (V,s,a) et T' = (V',¢',d’) deuz
GA-termes stratifiés tels que (voir la Figure A.4) :

— 4l eziste un isomorphisme n de dm(T) vers dm(T"),

— il existe un sommet w € V' et un homomorphisme h' de ¢’ vers dm(T|w),
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r 7! T 7!
A /
v'H
u/
' n(u’)

FiGc. A.5 — Théoréme A.2.3, cas 1 et 2

- siu=h'(v), alors s(u) = (f,¢,G),

~ le sommet w' = n(w) est étiqueté par (f',d,G').
On pose 1= o™l et § = (e, ,v] (o))" w1, alors dm(TH) = dm(T").

De plus, si pour tout sommet u' € V' \ {u,w}, on a s(u') = s'(n(v')), alors pour tout
chemin p de r a v dans T, le chemin p’ de source r’ et parallele a p dans T’ a son puits
u’ qui vérifie s(u') = s’ (u").

PREUVE. Notons r la racine de T, ' la racine de T”, et posons ¢’ = (V, s¢, arr). Nous
allons montrer que pour tout chemin p de r & v’ dans T*, il existe un chemin p’ dans 7"
de source ', qui est paralléle a p, et dont le puits u” vérifie dm o §'(v”) = dm o s(u').
D’aprés le Lemme 5.1.18, ceci prouvera que dm(7*) = dm(7"%). Soit p un chemin de r &
u’ dans TH, il y a plusieurs cas & considérer :

1. Si ni «/, ni les sommets apparaissant dans p ne sont éléments de Rp(u) (voir la
Figure A.5, dessin de gauche), alors tous ces éléments sont des points fixes de p, et
d’apres le Lemme A.1.3, p est un chemin de r & v/ dans 7. La fonction n étant un
isomorphisme de dm(7") vers dm(7”), n(p) est alors un chemin de " a u” = n(u)
dans 7" d’aprés la Propriété 5.2.5 (3). Si ni u”, ni les sommets apparaissant dans
n(p) ne sont dans Ry (w'), alors ces éléments sont tous des points fixes de 4, et
n(p) est également un chemin de 7’ & u” dans T" d’aprés le Lemme A.1.3. Enfin,
si v ¢ {u,w}, alors s(u') = &' (n(u')) = s'(u”), et sinon, dm o s(u’) = dm o s'(u”).
Supposons maintenant que u” ou un des sommets apparaissant dans n(p) est élé-
ment de Ryv(w'). Comme Rgv(w') est un ensemble indépendant dans 77, cet élé-
ment est unique, notons-le w”. Comme 7" est un GA-terme stratifié, il existe un
unique chemin de " & w”, et ce chemin est donc un préfixe de 7(p), ce qui prouve
que w” n’est en-dessous d’aucun 7(v') pour v € Ry (u). Done, par définition de
®lc,,v](0), on a w” = w". Ainsi, dans ce cas, 1(p) est encore un chemin de 7’ & u”
dans 7" d’aprés le Lemme A.1.3. Ce chemin est paralléle & p d’aprés la Propriété
5.1.9, et on a dm o s'(u”) = dm o s(u’). Enfin, si v’ ¢ {u,w}, alors il est clair que
s(u) = §'(u").

2. Supposons que v’ est en-dessous d’un sommet v"* € Ry (u), et que n(u') € Ry (w')
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(voir la Figure A.5, dessin de droite). On pose alors p = p1.p2, ol p; est un chemin
de r a v"* dans T*, et py est un chemin de v’* & v/ dans T* (p2 peut éventuellement
étre vide). D’aprés le Lemme A.1.3, p; est donc un chemin de 7 a v’ dans T, et py
un chemin de v"* & v/ dans T.

D’aprés la Propriété 5.2.5 (3), n(p1) est un chemin de 7’ a n(v'), et n(p2) un chemin
de n(v'*) a n(v') dans T'. D’aprés le Corollaire A.2.2, n(v') € Ry/(w') U Ry (w'),
et comme n(u’) € Ry/(w') par hypothése, nécessairement, 1(v’) est élément de
Ry (w'). Donc, tous les sommets apparaissant dans 7(p;) sont des points fixes de
§, et n(p1) est un chemin de 7 a n(v') dans 77°.

Posons w; = h[}lu](v’), alors v* = hyp,)(w]) par définition, et n(v"") =
higr i (h(w?)) d’aprés le Lemme A.2.1. Soit wy = h[_Tl,vw,](n(u')), alors ¢ =

h[*Tl/ ] (n(p2)) est un chemin de h(w{) & we dans ¢’. Le chemin ¢ est donc pa-

ralléle & p, et on a su(wy) = s(u'), car n(u') € Ry/(w'), et wy est donc un sommet
non-variable de ¢'.

On note 7, I'isomorphisme de ¢/|h(w) vers ¢|h(w1), alors ¢ = 11 (g) est un chemin
de h(wip) vers un sommet w3 = n(we) dans ¢/, qui est parallele & ¢, et on a
se(w3) = se(we). D’aprés le Lemme A.2.1, on en déduit que p3 = hygv ,(¢’) est
un chemin de hiz i (h(w1)) = 1o hypy(w1) = n(v') vers v’ = hip i (ws) dans
T', qui est paralléle a ¢/, et s'(u”) = so(ws). Donc, p’ = n(p1).ps est un chemin de
r’ & v’ dans T’. Comme aucun des sommets apparaissant dans p3 n’est élément de
Ry (w'), on en déduit que p’ est également un chemin de r’ & u” dans 7' qui est
parallele & p, et que s'(u”) = s(u').

Supposons que u’ soit en-dessous de v'* € Ry (u) et que n(v™) € Ry (w') (Figure
A6, dessin de gauche). On pose alors p = p;.pa, ol p1 est un chemin de r & v'* dans
TH, et py est un chemin de v & v’ dans T* (ps peut éventuellement étre vide).
Alors, comme précédemment, p; est un chemin de r a v" dans T', et donc n(p;) est
un chemin de 1’ & n(v’) dans 77, et un chemin de 7' & 7(v')? dans T*. Par définition,
siwy; = h[_T{u](v'), alors wy = h[}%u} (v™), et comme 7 o hyp, (wy) € Ry (w') par
hypothése, alors h(w{) € SV(¢’) d’aprés le Lemme A.2.1. Par définition, on a alors
h(wy)®le< @) = p(w?), dou :

n(w)’ = h[T',UI](h(wl)q)[c’clvvl(a))
= h[T’,U’](h(wg))

(oa

= nohyry(wy)
= (™).

Donc, n(p1) est un chemin de ’ & n(v'*) dans T"%, et comme 7(ps) est un chemin de
n(v"™) an(u') dans T' et T', on en déduit que 7(p) est un chemin de ' & u” = n(u’)
dans T". Ce chemin est paralléle a p, et si v’ ¢ {u,w}, alors s(u’) = s'(u"), sinon,
dm o s(u’) = dm o s'(u").

Supposons que ' est en-dessous de v}’ € Ry (u), et de v tel que n(ve) € Ry (v'),
ol v{ # vy (Figure A.6, dessin de droite). On pose alors p = p1.p2.ps, ol p; est un
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r 7! T 7!
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vk n(v") /
! n(u') u”

FiG. A.6 — Théoréme A.2.3, cas 3 et 4

chemin de 7 & v{', ps un chemin de v}’ & vo, et p3 un chemin de vo & v’ dans T* (p3
est éventuellement vide). Comme v}’ # vy, alors n(v1) € Ry (w'), et n(p1) est un
chemin de " & n(vy) dans 7" et dans 7%, et 1(p2) est un chemin de n(v}') a n(v7)
dans T". Si uy = h[_T%u} (v1), alors uy = h[_Tl,u](Ulf ) par définition, et d’apres le Lemme

A21, h(u]) = h[ffl,’w,] on(vy'). Posons wy = h[:fl’,w'] (n(ve)), alors ¢ = th%’w,} (n(p2))
est un chemin de h(uf) & we dans ¢/, et ce chemin est évidemment paralléle a
po. Soit 7y lisomorphisme de ¢|h(u]) vers ¢/|h(uq), alors 11(q) est un chemin de
uy & un sommet ws € SV(c') dans ¢, et par définition, wg[c’c/’v](o) = wy. Posons
q" = hypr w(m(q)), alors ¢’ est un chemin de hygv 1 © h(u1) & hype ) (ws) dans 77,
et ¢’ est paralléle & ¢. D’aprés le Lemme A.2.1, on a hypr o h(u1) = nohp ) (u1) =

n(v1), et donc, ¢' est un chemin de n(v1) & hig (wg)[c,c/,v}(a)) dans 7". Comme
higr i (w;f[c’cl’v}(a)) = hypr ) (wa) = 7(v2), on en déduit que ¢’ est un chemin de

n(v1) & n(ve) dans T%. Enfin, n(p3) est un chemin de 7(v2) & u” = n(u') dans T et
dans 7", et ce chemin est paralléle & ps, donc, 1(p1).¢".n(p3) est un chemin de
a u” dans T" qui est parallele a4 p. Comme v ne peut pas étre éléement de {u,w},
on a nécessairement s'(u”) = s(u’). ]
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