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Notations générales

— On note log(z) le logarithme népérien de z, et on pose
log®(z) = max{1;log(x)}.

— Pour K un corps de nombres donné, on note Mg '’ensemble des places
de K.
Les places v de K sont normalisées de la maniére suivante :
— si v est archimédienne, |1|, =1

— si v est ultramétrique au dessus de p premier, |p|, = p~.

— On définit la hauteur logarithmique absolue de x = (zg : ... : zy) €
Py (Q) : K, Q]
h(z) = U@ZM:K W 10g022>]<v{|$i|v}
ou K est un corps de nombres contenant les x;.
— On définit la hauteur logarithmique absolue de z = (z1,...,zy) € @N,

hz)=h(l:x1:...:zN).
— On pose, pour z € Py(Q) ou z € @N
ht(x) = max{1; h(x)}.

— Soit x un vecteur de C. On notera 9y la dérivée le long de x.
Soient X = (xy,...,X,,) une famille de m vecteurs de CV et t = (¢,...,t,)
un m-uplet d’entiers positifs. On notera :

D?X =0l o...00.
— pour @ = (nq,...,N,) € N™ un n-uplet d’entiers, on note

nl=ny!. .. ny,!



Notations générales

et

m
=) n.
i=1
— pour m et n deux entiers non nuls, et K un corps, on note M, ,(K)
les matrices & m lignes, ncolonnes, a coefficients dans K, et on note
M, (K) = M, (K).

— pour M € M, ,(C) une matrice, on note

[[M]]] = sup [m;|.
1<i<m
1<j<n



Chapitre 1

Introduction

1.1. Présentation du probléme

Selon un théoréme classique de Schneider (Théoréme 17 de [Sch|), I'inva-
riant modulaire j(7) ne peut prendre une valeur algébrique en un point algé-
brique 7 du demi-plan de Poincaré $) que si 7 est quadratique. Ce théoréme a
été étendu aux cas des espaces de Siegel §), de degré g quelconque, par Cohen,
Shiga et Wolfart [Cohl, Coh2, SW].

L’objectif de ce travail est d’obtenir une version effective de ce résultat.
Dans le cas elliptique, cela a été fait par A. Faisant et G. Philibert [FP| (les
premiers résultats dans cette direction sont dtis & Feld’'man et Masser, voir
[Mas, Fel]) :

Théoréme. [| existe une constante absolue C; > 0 telle que quel que soit
T € $1, pour tout couple (o, 3) € $H; x C de nombres algébriques vérifiant
jla) # B, de hauteurs respectives h(a) et h(f3), avec d = [Q(a, 3),Q], on a :

7~ al 4 [j(r) - ] > e PR

De maniére similaire, nous souhaitons, étant donnés une variété abélienne
A définie sur C, un point 7 de 'espace de Siegel la paramétrant et le point J(7)
de I'espace des modules correspondant, donner une minoration non triviale de
|7 = BII| + || J(T) — || (ot B et v sont des points algébriques de ces deux
espaces), lorsque A n’est pas de type CM.

Ici, nous nous sommes contentés de minorer |||7 — ||| en supposant A (et
donc J(7)) définie sur Q . Dans le cas particulier o End(A) = Z, on obtient
ainsi', (cf. Corollaire 2) :

Théoréme. Soit g un entier positif. 1l existe un réel C(g) vérifiant la propriété
sutvante. Soient

1 Pour les définitions précises des notions de « Siegel-réduite », des hauteurs de variétés
abéliennes, etc... voir le paragraphe 2.2, et de maniére générale, I'index page 67.
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- T € 9y, Siegel-réduite, telle que A, = CI/(Z9 + TZ9) soit une variété
abélienne principalement polarisée définie sur Q
~ B =[Bi ] une matrice g x g a coefficients algébriques
— log B (resp. h*™(A;)) un majorant > 1 de la hauteur de [ (resp. de A;)
— D le degré sur Q du corps de définition de 3 et de A,.
Si End(A;) = Z, alors on a la minoration :

log ||| = BlIl = —=C(g)(log B + h* (A:)) D1 (A;)*

Pour obtenir ce type d’énoncé, on établit un résultat un peu plus général
sur I'indépendance linéaire de logarithmes abéliens (Théoréme 1). Le schéma
de preuve est classique (Gel'fond-Baker), et la plupart des idées utilisées ici se
trouvent déja dans [PW2]. Le résultat correspond a une généralisation partielle,
dans le cas des périodes, de la premiére partie de la thése d’Eric Gaudron
|Gaud] : on travaille sur des sous-espaces vectoriels de codimension ¢ quelconque
au lieu d’hyperplans (mais seulement sur des variétés abéliennes, et pas sur des
groupes algébriques généraux, ce qui nous permet d’expliciter la dépendance
en la hauteur des variétés).

Eric Gaudron a également travaillé sur des généralisations similaires ces

derni¢res années, mais dans des cas distincts de celui étudié ici : dans [Gaul],
qui traite de variétés abéliennes, le sous-espace est de codimension arbitraire,
et la dépendance en la hauteur est explicitée, mais cet article ne considére
que le cas « non-périodique », et ne s’applique pas a la situation de périodes
étudiée ici (une comparaison est néanmoins faite aprés ’énoncé du théoréme
général, page 14). Dans [Gau3], il traite du cas périodique, mais en limitant
le résultat au cas des hyperplans. Dans l'article en collaboration avec Ably
([AG]), il traite des ¢-plans, les périodes sont autorisées, mais il se limite au
cas d’'une puissance d’une courbe elliptique £ a multiplication complexe, et la
dépendance en h(€) n’est pas explicitée.
Il faut également signaler les travaux antérieurs de [PW1] et de [HK2|, ot sont
déja traités des problémes d’approximations simultanées (on y voit d’ailleurs
le méme type de gain apporté par le t-plan) ainsi que [Via|, qui traite d’ap-
partenance simultanée, et [DHK1].

Sur ce type de questions, il existe d’autres approches, comme la méthode
des déterminants d’interpolation de M.Laurent ou la méthode des pentes de
J.-B. Bost [Bos| (voir par exemple [Gaul]|, ainsi que |Gra|, [Via]). Toutefois,
lorsqu’on recherche une dépendance optimale en la hauteur de 'approximant
(3, ces méthodes posent pour le moment quelques difficultés techniques : elles
semblent nécessiter une extrapolation sur les points plutdét que les dérivées
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(ce qui explique son succés dans le cas “non périodique”). A cause de ces
contraintes, nous sommes restés ici dans le cadre des fonctions auxiliaires.

Cadre de travail

Soient ¢ et n des entiers positifs. Dans ce travail, on suppose donné un plon-
gement Q — C. Soient A;, As, ..., A, des variétés abéliennes de dimensions
respectives g1, ..., gn, définies sur Q, et principalement polarisées.

A chaque A; est associé un point 7; de I'espace de Siegel 9,4, des matrices
gi X g; symétriques de partie imaginaire définie positive. Alors on identifie
A;/C a C% /(79 & 1;79"), espace tangent a l'origine Tp.A; & C%, et on a un
plongement de 4; dans un espace projectif P*¢ via les fonctions théta classiques.
On appellera “base de Siegel” la base canonique de CY¥:.

Dans la suite, w; désignera un élément du réseau des périodes de A;/C, i.e.
dans l'identification 75 A4; = C%, un des éléments du groupe engendré par la
base canonique et les vecteurs colonnes de 7;.

Par ailleurs, A; est définie sur Q, on peut donc (cf. paragraphe 2.2.2)
construire une “base de Shimura” de Iespace tangent définie sur Q, ol le réseau
des périodes s’écrit? Qgi)Zgi @Qg)Zgi. L’intérét est que les dérivées des fonctions
théta dans cette base s’écrivent comme des polynémes a coefficients algébriques
en les fonctions thétas. C’est donc avec cette base que 1'on travaillera.

Notons g = > g;, et définissons :

A:AleQX...xAn

w:(ﬁ,...,@)ETOA

On se donne t formes linéaires sur Ty A indépendantes, écrites dans la base
duale de la base de Shimura sous la forme :

Li(2) =) Brjz Bry€Q (1.1)
j=1

2 Qgi) est la matrice de passage de la base de Siegel & la base de Shimura, et Qg) = Qgi)n.
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ot 2= (21,...,2).
On considére le sous-espace de codimension ¢ de 1o A

t
W= ﬂkerﬁk.
k=1

On pose
— log B = maxy<p<t h" (Bk1 : Pr2: ... Prg) la « hauteur » du point 5 : a
une multiplication par ¢ prés, c’est un majorant de la hauteur de Schmidt
de W;

— D le degré sur Q du corps de définition commun des A; et des Gy ;
et on note pour tout 1 < < n,
— h(A;/Q) = h(A;) la hauteur-théta de la variété abélienne A; (i.e. la
hauteur des thetanullwerte a caractéristiques demi-entiéres au point 7;,
cf. paragraphe 2.2, page 27) et h*(A;) = max{1; h(A;)}
— pour 2 un vecteur de Ty A;, || Z ||z la norme de Riemann attachée a la
polarisation de A;. Si on représente z dans la base de Siegel de Ty.A,,

_ 1/2
on a la formule : | 2’|z = (t(7)(%mﬁ)_l?)

Nous donnerons dans le Théoréme 1 ci-dessous une minoration non triviale,
aussi précise que possible en fonction de log B, sans pour autant trop perdre
sur les dépendances en h(A;) et D, de I'expression

max |Lg(w)| = A,

1<k<t

ce qui revient, lorsqu’on munit 7y 4 d’une distance d adéquate, & minorer

d(i, W).

Application a notre probléme

On veut obtenir une minoration du maximum des valeurs absolues des
coefficients de la matrice 7 — 3. En prenant t = ¢?, n = 2g, les A; toutes
égales & A, et des formes linéaires associées aux coefficients de la matrice, on
a presque le méme probléme que celui présenté au point précédent. (La seule
différence est que les formes linéaires ne sont pas exprimées dans la base de
Shimura, mais dans celle de Siegel)
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Soit (€21;) la matrice des périodes de A, dans la base de Shimura, de
sorte que ;'Qy = 7. On va en fait minorer les coefficients de la matrice

QQ — Qlﬁ = Ql.(T — ﬁ),

car ceux-ci sont justifiables du résultat général (théoréme 1), et via une majo-
ration de [||€2]||, on en déduira la minoration recherchée (théoréme 2).

us précisément, prenons t = g%, n = choisissons les vecteurs colonnes
Pl t, t = g2, 2¢, ch 1 t 1

— ., .
de (€1; ) comme w;, et comme formes linéaires les :

Lij(2) = Ei,j(?, cel ,2_2;)
g
= Zgt+ij — Z ZikBey  (6,7) €{1;...;9}%

k=1

ou pour tout 1 < ¢ < 2g, les (2;x)1<k<y sont les coordonnées de Z; dans la base
de Shimura.

Avec ces notations, les £; ;j(w) sont donc les coefficients de la matrice
Oy — .8, et les coefficients 3; ; intervenant dans les formes linéaires sont
ceux de la matrice ( par laquelle on approche 7.

1.2. Enoncé des résultats

Théoréme 1. Soient t,n, g1, ..., g, des entiers strictement positifs, g = g,
qu’on suppose supérieur o t. Alors il existe des réels C1(g) et Co(g) vérifiant
la propriété suivante. Soient :

—pour 1 < i < n, A; une variété abélienne principalement polarisée de
dimension g;, définie sur Q; w; un élément du réseau des périodes de
A;/C, dont on note (w; j)1<j<g; les coordonnées dans la base de Shimura
de ToA; ; on pose de plus (w))i<j<g = (Wik)1<k<g:)1<icp

~ B (ke{l,...,t}, je{l,...,g}) des nombres algébriques tels que la
matrice [By ;] soit de rang mazimal t ; on note de plus W le sous-espace
de Ty A donné dans la base de Shimura par les équations Yk € {1...t},
> 51 Brgzi=0;

— D le degré sur Q du corps de définition des By ; et des A; ;

— B un réel positif tel que log B > maxij<g<i{h™(Br1,-- -, 0rg)}
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Alors,

i) ou bien les t nombres
9
Ak == Zﬁk,jwj (1 S k S t)
j=1

vérifient la minoration
log max |Ay| >
g max [A] =

~Ci(g)(Dlog B+ Dmaxh*(A;) +log" max } 171 )
(S

9

X 211 ((D max h (A;) + log™ ie?llz.l.i(n} HJ@)HR) HE”%{)

)

it) ou bien il existe une sous variété abélienne A de A= A; X ...x A,,
admettant une polarisation de degré majoré par

Cy(g) degy A x

n d;
max ((Dmaxh”L(Ai) +log™ max ||C71)||R) ||J;||?%) )
> d;=dim(WNTyA) ", ie{l }

0<d;<g; =1

dont Uespace tangent a lorigine contient le point & = (W1, @s, ..., w,),
et qui vérifie

ToA+W + Ty A.

A titre de comparaison, le théoréme 1.1 de [Gaul| donne?® :

log max |Ag| > —ca'/*(a+ Dlog B)(1 + Daloga)?",

1<k<t

ol a et a vérifient

loga > max | Z3/D
a > Dmax{h(A); log" D; log" loga}.

3 Son théoréme s’applique dans un cadre similaire, si ce n’est que le point considéré w
est « non-périodique ». Pour simplifier la lecture, on a pris ¢ = e.
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Pour comparer avec notre résultat, on peut voir que a joue & peu preés le méme
role que notre D max h'(A;) 4+ log” maxie(1, .ny 1 || &-
— Le terme « a'/*» : ce terme n’apparait pas, car on travaille sur une
période, et du point de vue du groupe algébrique, on a qu'un seul point,
04. Aussi, au moment de ’application du lemme de zéro, au lieu d’avoir
un terme en S'/* (qui fait que 'on s’attend & voir un facteur (Dh(A))"/*
supplémentaire), on a simplement « 1 ». Si on travaillait dans un cadre
moins précis (point w dont un multiple est une période), ce terme appa-
raitrait dans le théoréme.
— Le terme (a4 Dlog B) : c’est 'analogue de notre

(D(log B+ maxh* (4) +log_max ||

— Le terme (1 + Daloga)?/t : c’est I'équivalent du produit
9i

H <<D max ht(A4;) + log™ I{naX , ||w—>z||R> ||w_>,||?%) .
ie{l

i1 geooy

Comme on peut le voir, les deux résultats donnent des formules de méme type,
bien que le cadre de travail ne soit pas le méme.

On déduit du théoréme 1 le

Théoréme 2. Soit g un entier positif. Il existe des réels C3(g) et Cy(g) tels
que, €tant donnés :

- T € 9y, Siegel-réduite, telle que A, = CI/(Z9 + TZ9) soit une variété

abélienne principalement polarisée définie sur Q.

~ B =[Bi;] une matrice g x g a coefficients algébriques

— B un réel positif tel que log B > max;{h™(Bi1,...,8i4)}

— D le degré sur Q du corps de définition de 3 et de A,
alors :

i) ou bien on a la minoration :
log ll7 — BlIl = =Cs(g)(log B + h*(A-)) D*h* (A;)*

ii) ou bien il existe une sous-variété abélienne propre A de A = A%, ad-
mettant une polarisation de degré majoré par

2

Cu(g) D% 1t (A,)%,
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et dont l’espace tangent a l'origine contient le “point*” w = (I, 7).

Démonstration de Théoréeme 1= Théoréme 2 : Comme annoncé précédem-
ment, posons n = 2g, prenons A; = A, pour tout 1 < i < n (de sorte que
A= (A,)% et dim A = 2¢%), t = g*, comme formes linéaires

g
L:j(2) = zg1ij — Z Zik By (7)) € {1559}

k=1

et pour w; les vecteurs représentés dans la base de Shimura par les colonnes
de Q et Q. Ainsi les £; ;(w) sont les coefficients de la matrice 2y — ;5. On
peut appliquer le résultat du Théoréme 1, qui nous dit dans le premier cas :

log [[|Q2 — uplll > —Ci(g)(Dlog B+ Dh*(A;) +log"™ max |[[&|r)

i€{1,...,.2¢9}
2g 9/9*
I (o (a0 +1og" s 15101 )
1el,...,

i=1

> —Ci(g9)(Dlog B+ Dh*(A;) +log™ max }IIJJIIR)
1€ .

3ty

2
Dh*(A,) +log" w; w; ||7
() +1og o [@01) s 11
Comme 7 = Q; ', on a |||Q — 06| < gll|7 — B[] Par ailleurs,

les valeurs absolues des coefficients de € sont majorées par exp(c3Dh*(A))
(voir lemme 2.2.2). On en déduit

logllr = Blll = log||[Q2% — up||[ - log [[|[€u][| —log g

Les w; sont, dans la base de Shimura, les vecteurs colonnes de € et €, cest
a dire, dans la base de Siegel :
— soit w; est un des vecteurs colonnes ¢; de I, et d’aprés [Gral, lemme A.6
(si T est Siegel-réduite, ||(Sm7)7Y| < exp(g32971)), on a alors

@i 1R = IIed 1z < I(Smm) ] < ea(g)

4 & est le point de Tp.A dont les coordonnées sont celles, mises bout a bout, des vecteurs

colonnes des matrices I, et 7.
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— soit w; est un des vecteurs colonnes 7; de 7 : dans ce cas, d’aprés [Davl],
lemme 1.6.3 (Il existe une constante ¢(g) tel que, si A, est définie sur un
corps de nombre K de degré 6 sur Q, et est de hauteur majorée par h,
|||Smrl|| < ¢(g)dh) on a :

10l = 7 1% < cs(g) DRF(A;)
On a donc finalement
log|||7 — Bll| > —Cs(g)(Dlog B+ Dh*(A;))(Dh*(A:))*

A . . — [N
La méme majoration sur max ||w;||% dans le deuxiéme cas nous donne la
majoration annoncée sur le degré de A. O

Applications

Soit € un ordre d’un corps, éventuellement gauche, de dimension finie sur Q.
Dans [LR], C. Liebendorfer et G. Rémond attachent & toute involution positive
de £ ® R une hauteur (multiplicative) pour les £-modules projectifs, donc en
particulier pour ’anneau £ des endomorphismes d’une variété abélienne simple
polarisée. On déduit du théoréeme 2 et de [LR|, Thm. 5.1 :

Corollaire 1. Pour tout g > 1, il existe C5(g) vérifiant la propriété suivante.
Soit T Siegel-réduite dans $),, telle que la variété abélienne principalement pola-
risée A, soit géométriquement simple, définie sur Q, et telle que € = End(A,)
soit un ordre maximal, de discriminant Ag. Soient par ailleurs 3 € ﬁg(ﬁ), D
le degré du corps de définition du couple (A,,[3), log B un majorant de la

hauteur de 3, et h(A,) la hauteur théta de A.. Alors,

i) ou bien
|||7_ . ﬁ||| Z B_CS(g)D5h+(AT)7

i) ou bien il existe des éléments 1, ..., Vg, V1, -, Vg de E non tous nuls, de
E-hauteurs majorées par C(g)Ae D3 ht(A,)3, tels que

(M) oLy = (1,0 53) @ T
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Dans la relation de la derniére ligne, les 7;,v; sont les matrices g x g attachées
aux différentielles de ces endomorphismes (représentation analytique de £), et
e cst définie ainsi : pour (71, ...,7,) € (My(C))? et M € M, (C),

g
(717"'779).M227imi 6697

i=1
oll les vecteurs m; sont les vecteurs colonnes de la matrice M.

Démonstration : la preuve des théorémes 1 et 2 montre que si (i) n’a pas lieu,
la sous-variété abélienne A de A9 a, relativement & la polarisation principale
de A2 un degré majoré par Cy(g)D% ht(A,)%. D’aprés [LR|, Thm. 5.1, la
&-hauteur multiplicative de son algebre de Lie Ty est majorée par la racine
2g-ieme de cette expression. L’existence d’'une équation de Tz de la forme
annoncée résulte alors du lemme de Siegel et du lemme de dualité (loc. cit.,

Thm. 7.1, 8.1). O

Remarque : Posons t(v) = (Tr(77))z, ou | désigne 'involution de Rosati
sur £. Quitte a abimer les exposants, on peut remplacer la majoration des
E-hauteurs des ~; dans la conclusion (7i) du corollaire par une majoration de
ces normes, de la forme : t(v;) < Cy(g) D% h*(A,)%’, donc indépendante du
discriminant Ag (voir [MW], Lemma 3.1). En voici une application au cas CM :
supposons que End(A,) soit un ordre maximal d’une extension totalement
imaginaire F d'un corps totalement réel F' de degré g sur Q. Alors, la norme
du discriminant relatif de E sur F est majorée par Cy(g)D% ht(A,)%". La
dépendance de cette majoration en h* (A, ) est sensiblement meilleure que celle
fournie par [MW| dans ce cas particulier, et donc meilleure encore que celle de
Colmez [Col]. Du fait de sa dépendance en D, elle ne couvre néanmoins pas ce
dernier résultat.

Dans le cas particulier ot on considére une variété abélienne A, telle que
End(A;) = Z, on en déduit, comme annoncé plus haut :

Corollaire 2. Soit g un entier positif. 1l existe un réel C(g) vérifiant la pro-
priété suivante. Soient
- T € 9y, Siegel-réduite, telle que A, = CI/(Z9 + TZ9) soit une variété
abélienne principalement polarisée définie sur Q
~ B =[Bi;] une matrice g x g a coefficients algébriques
— log B (resp. h™(A;)) un majorant > 1 de la hauteur de 3 (resp. de A;)
— D le degré sur Q du corps définition de (B et de A,.



1.3. FEsquisse de la preuve 19

Si End(A;) = Z, alors on a la minoration :
log|ll7 — BlIl = —C(g)(log B + h* (A;)) D°h* (A,)*

Démonstration : comme End(A,) = Z, les périodes sont linéairement indé-
pendantes sur Z, et la conclusion (i) du Corollaire 1 ne peut donc pas avoir
lieu. 0

1.3. Esquisse de la preuve

Reformulation

Pour démontrer le théoréme 1, de la méme maniére que dans [Gau3],
nous n’allons pas travailler directement sur la variété abélienne A : si la mé-
thode utilisée peut sans probléme s’appliquer directement, elle ne permet pas
d’obtenir le résultat plus fin que nous recherchons. Aussi, suivant une idée
d’Hirata-Kohno [HK1], nous allons travailler sur un groupe un peu plus gros,
en rajoutant des groupes Gy, :

Posons G = A x G, on a T)G ~ C% x ... x C9 x C', I'isomorphisme
étant donné par la base de Shimura.

Les éléments de Ty A; ou de TyG! seront désignés par un vecteur avec une
fleche, ceux de Tp A avec une lettre pointée, et ceux de ToG par une lettre
grasse. Sauf mention du contraire, ces vecteurs seront représentés dans des
bases de Shimura.

2= (B2 = (R )

Définissons a présent ¢ formes linéaires indépendantes sur T)G associées

aux L; :
t+g

Ly(z) = Li(2) = 2gx = Zﬁk,ﬂj (1.2)

ot on a posé, pour 1 <k <t 1<j <t Bpgij=—0k; (0, étant le symbole
de Kronecker)
Remarque : on peut supposer de plus que les 3; ; sont de modules plus petits
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que 1 : en effet, quitte a les diviser par le maximum d’entre eux, comme

t+g ﬁ t+g
k,j
—Dlog B + log ;mzj < log ;ﬁk,jzj
t+g
B,
<l ———2;| + Dlog B
- ;max|ﬁk7j|zj e

on pourra déduire la minoration de max |Ay| souhaitée.

Soient
~ W =, ker Ly, de sorte que W =W NTHA;
- w = (w,ﬁ) € ToG une période, de sorte que pour tout k, Ly(w) =
L’k(w) 3

Notre objectif est donc maintenant de minorer sup,, |Li(w)].

Démarche générale

Pour démontrer le théoreme 1, on procéde alors comme suit : en supposant
qu’aucune des conclusions (i) et (i) n’est vérifiée, on construit une fonction
F sur le groupe algébrique G, non-nulle, qui est la composée d'un plongement
projectif de G, et d’un polynome de degré N, a coefficients algébriques. Cette
fonction aura un zéro d’ordre T élevé en 0, le long de W.

Dans ces conditions, un lemme de zéros (cf. [Phi]) donne l'existence d'un
sous-groupe connexe G’ vérifiant une inégalité de type

deg G/TeodimwwinG’ o ycodimee’ (1.3)

qui fournira une contradiction grace a un choix judicieux des paramétres 1" et
N. L’une des conclusions (i) ou (ii) doit alors étre vérifiée.

Pour la construction de F', on doit considérer approximativement 79 équa-
tions, et il y a un nombre d’inconnues de 'ordre de N9*, puisque dim G = g+t
et codimp,gW = t. On peut donc estimer que T'" 7% ~ N et T doit donc étre
un peu plus gros que N.

Si on regarde ce que cela signifie dans 'inégalité (1.3), qu'on cherche a
contredire, on voit apparaitre deux types de sous-groupes :
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— ceux pour lesquels codimy WNTyG’' = codimgG’ : comme T est plus gros
que N, l'inégalité ne peut se produire, et il y aurait bien contradiction,
comme souhaité.

— ceux pour lesquels codimy W N TG’ < codimgG’ : dans ce cas 1a, I'in-
égalité (1.3) pourrait trés bien se produire sans qu’il y ait contradiction.

Si on essaye de construire la fonction auxiliaire en prenant TV # o~ N ,
rien n’assure d’aboutir & une contradiction, a cause du deuxiéme type de
sous-groupes.

C’est pour cette raison que la premiére étape de la démonstration (voir
partie 4.1, page 53) est de bien ajuster les paramétres 7' et N de maniére a
ne pas étre géné par la seconde éventualité. Cela conduit a prendre N plus
petit que la valeur T'" 3+ et surtout & choisir un parameétre Ty < T, associé a
une direction particuliére w de W, le long de laquelle on dérivera moins loin®.
(Cette construction est typique du cas périodique, voir [PW2].)

Au passage, on exhibe un sous-groupe particulier, G, li¢ aux sous-variétés
abéliennes A de la conclusion (7i) des théorémes.

La deuxiéme étape (voir partie 4.3, page 58) consiste a construire une
fonction dont les dérivées le long de W a lordre au plus 7' (sauf dans la
direction w ou on se restreint a l'ordre Tp) sont petites.

Enfin, la derniére étape (voir partie 4.4) consiste a appliquer la méthode de
Baker : en se placant sur W, et en extrapolant sur la direction w, on montre,
dans un premier temps que la fonction a des dérivées petites & un ordre plus
élevé que celui qu’on a construit a 1’étape 2, puis, par un argument de nature
arithmétique, qu’elle a en fait un zéro d’ordre élevé T en 0. Cet argument
arithmetique necessite une version effective du passage (maintenant classique
dans ces questions) au logarithme formel : voir la Proposition 3.2.2 p. 42 et
pp. 43-45. Le lemme de zéros fournit alors la contradiction recherchée.

1.4. Commentaires

Dans le cas t = 1, la conclusion (i) « ToA +W # Ty A » revient a dire
ToA C W, de sorte que w € W. Le théoréme 1 recouvre donc tous les énoncés

qualitatifs sur les périodes d’intégrales abéliennes fournis par le théoréme de
Wiistholz.

5 Puisqu’on a nié (i), w est proche de W et on a choisi pour w le projeté de w sur W.
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En revanche, comme on le verra (cf. paragraphe 4.1, Remarque 2), dés que
t > 1, nous ne pouvons en général pas donner d’information sur la position
relative de W par rapport a TyA, ni, en particulier, sur la Codimension~f de
W = To AN W dans TyA, ou sur le quotient % de la dimension g de A par
cette codimension. De ce fait, les descentes consistant a appliquer le théoréeme
1 (qu’il faudrait d’ailleurs étendre au cas de polarisation non principale) a 4
ne permettent pas de conserver, dans la conclusion (i) du Théoréme 2, des
exposants indépendants® de g. C’est la raison pour laquelle nous ne les avons
pas développées ici. Indiquons néanmoins deux pistes de recherches possibles
pour remédier & cette difficulté.

i) Hypothese de « semi-stabilité » sur VW : elle consisterait a supposer, avec
les notations précédentes, que

<

o+ Q@
~+ |

pour toute sous-variété abélienne A de A telle que TO./T ¢ W. Une hypo-
thése de ce genre semble indispensable pour établir que si la conclusion (i)
du théoréme 1 est mise en défaut, alors, w appartient nécessairement a W.

ii) Argument modulaire (inspiré de [SW]) : illustrons-en le principe en suppo-
sant que la variété abélienne simple A, étudiée au théoréme 2 admet des
multiplications réelles par I’anneau des entiers d'un corps F' de degré g sur
Q et de discriminant A, et que

Il7 = Bl < exp(=C(g)(log(BAF)) D*°h(A-)™)

. On souhaite en déduire que A, est de type CM. Par hypotheése, 7 ap-
partient & la sous-variété modulaire Sp, de 4, de dimension g, atta-
chée a Op, et il en est forcément de méme de (3. En choisissant une
base de TpA, diagonalisant ’action de F', on déduit du Théoréme 1 (avec
n = 2, dimA? = 2g,t = g) Pexistence d’un endomorphisme v ¢ F de
A, de norme t(v) < C(g)D*¥h(A,)*99+Y . Dans ces conditions, si v et F
commutent, Fnd(A,) contient un corps commutatif de degré > 2¢g sur Q,
donc égal a 2g, et A, est bien de type CM.

Sinon, £ = End(A;) est nécessairement un ordre d’une algeébre de quater-

6 Bien entendu, ces difficultés disparaissent si on ne cherche pas a atteindre ce but. Ainsi,
Ihypothese |||7 — G]|| < exp (fC(g)(log B)(Dh(AT))ng) entraine, par simple itération du
théoréme 1 avec t = 1, que 7 = 8 (et donc que A, est de type CM).
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nions sur un sous-corps Fy de F' de degré ¢g/2 sur Q, et 7 appartient & une
sous-variété modulaire S¢ de §, de dimension g/2, dont les équations sont
controlées par le discriminant de £, donc par Ag et ¢(7) (voir [Mor| pour
le cas g = 2). On en déduit que [ appartient aussi & Sg, et cela fournit,
comme souhaité, un nombre de conditions (une « codimension ») croissant
encore linéairement avec g, permettant de faire appel au théoréme 1 avec
cette fois, n = 1, dimA = g, t = ¢g/2, donc g/t = 2 pour aboutir a une
contradiction.






Chapitre 2

Préparatifs

2.1. Paramétres

On reprend les notations introduites au chapitre précédent : t et n sont des
entiers positifs, Aq, As, ..., A, des variétés abéliennes de dimensions respec-
tives g1, ..., gn, définies sur Q, et principalement polarisées. A chaque A; est
associ¢ un point 7; de I'espace de Siegel §,,. On a ¢ formes linéaires, dont les
coefficients dans la base duale de la base de Shimura sont les 3; ; € Q.

On appelle K le corps de définition commun des A; et des (; ;.

Tout au long des démonstrations apparaissent des constantes (cy, ca, . . . ¢22)
absolues ou ne dépendant que de g. Elles sont en particulier indépendantes des
choix de paramétres ci-dessous. On note Cj leur maximum, augmenté d’une
unité (Cp ne dépend donc que de g).

On définit les parameétres! suivants :
Posons

Uy = C2™"(D(log B+ Dmaxh'(A;)) + log* maX}HJ;HR)
i€

goaey

ﬁ Dht(A) + (Dmax bt (A;) + log" maxieqy oy 1@ )2 1@ 1%\ *
Dmax ht(A;) +log" maxie1, |05 | &

i=1

A est un réel de lintervalle ]0;1] qui sera précisé? plus tard (cf. lemme
4.1.1). On définit alors :

! Ces paramétres sont rappelés page 75, pour faciliter la lecture.
2 le choix de A qui sera fait n’influe pas sur les valeurs de Cy et Uy, et ne dépendra pas
des valeurs des NZ-#... Il n’y a donc pas de probléme de définition.
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S# = 03/4(Dmaxh+(Ai)+log+_?ilax}HUEHR) et S =[9%
1el,...n

Cl/ZUO
T = - —— et T=[T%]
Dmaxht(A;) + log" maxieq1, ) [|willr
# Uo
Iy = 3/2 + —
Cy/*(Dmax ht(A;) + log" maxieq1,...ny @7 || r)
T* U,
" AUy
Na == 2 + —
C5(Dlog B + Dmax h*(A;) +log™ max;e(i,..ny || Willr)
et N, = [N#]
et pour i € {1,...,n},
NE AUy
© o CYPDRE(A) + (SR
AUy
Gy (DI (A;) + (D max b+ (Ay) + log" maxieqn, .y 195 2)2]|2713)

et N; = [N7]

Description des paramétres :

— Uj est, a une constante dépendant de g pres, le minorant que I’on souhaite
obtenir. En fait, dans I’énoncé du théoréme 1, ¢’est un minorant moins
précis mais plus lisible de —Uj qu’on a fait apparaitre. C’est le parameétre
central de la démonstration. Toutes les majorations et minorations sont
(au final) exprimées en fonction de ce paramétre.

— T représente 'ordre de dérivation de la fonction auxiliaire. On construit
la fonction en particularisant une direction dans laquelle on ne dérive
qu’a l'ordre Ty.

— N, est le degré en les variables de G, du polynome utilisé comme fonction
auxiliaire. Il a été choisi indépendant de log B.

On utilisera en général 'indice a (pour “additif”) pour les objets attachés

A t
a Gj.
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— N; est le degré en les variables de A; du polynéme utilisé comme fonction
auxiliaire.

— S représente le nombre de périodes utilisées lors de I'extrapolation (pas-
sage de dérivées a l'ordre Ty a des dérivées a l'ordre T')

Explication du choix des paramétres :

Au début, les paramétres sont écrits de maniére “muette” : U, est traité
comme un parameétre, et on prend 7" = Uy/Ur, N, = Uy/Uy,, N; = Uy/Un;,,
ou les U, restent a ajuster.

La démonstration suit des étapes classiques, qui donnent un certain nombre
de contraintes sur ces différents parameétres. Par exemple :

— au moment de 'extrapolation, on a besoin d’avoir TS ~ Cg/4U0, ce qui

nous permet, une fois S choisi, de fixer Tj.

— quand on majore les dérivées, on voit apparaitre un terme en N, log B,
que l'on veut plus petit que Uy, ce qui explique la présence d’un facteur
log B dans l'expression de Uy, .

Les contraintes rencontrées sont détaillées dans 'annexe 4.5.

2.2. Généralités sur les variétés abéliennes

Dans cette partie, on considére un point 7 du demi-espace de Siegel £, et
A, la variété abélienne de dimension g qui lui est attaché.
On dit que 7 est Siegel-réduite si elle vérifie :

i) pour tout k, 1 <k < g, et tout £ € Z9 dont les coordonnées &, . . ., £, sont
premiéres entre elles dans leur ensemble, on a *§(Sm(7))& > (Sm(7))k k-

ii) pour tout k, 1 <k <g—1, (Sm(7))kxs1 > 0.

iii) Re(7) est a coefficients dans [—1/2;1/2].

iv) Pour tout élément o du groupe symplectique, |det(o.7)| < |det 7].
On identifie A, /C a C9/(Z9 & TZ9).

||.|lr désigne la norme de Riemann attachée a la polarisation principale de A, .

2.2.1. Fonctions théta, plongement projectif

On définit les fonctions théta a caractéristiques demi-entieéres de la variable
zeCY:

0us(r,22) = 3 exp <2m (%t(n ta)r(n+a) +(n+a)(2s + b)))

nez9g
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ol a et b sont des éléments de Z, = (%Z/Z)g.

Pour alléger les notations, elles seront notées 0y(7,2z2),0:(7,2z2),...,0,(7,22)
(o v = 4g — 1), avec b, telle que |6y(7,0)| = max;|6,(7,0)| , de sorte qu’au
voisinage de 0, z — 6y(7,2z) est non nulle.

En identifiant Ty A, & CY via la base de Siegel, nous réécrivons ces fonctions
sous la forme

v Th A, — C
7 = 9,(7) =0,(r,22)

On obtient ainsi un plongement projectif dans P, :

p:ToA, — P,
La variété abélienne principalement polarisée A., a par ce plongement dans

P, le degré (cf. [Igu])
deg, A, = 47

et on note

h(A,) = h (96(0) : 91(0) : ... : 9,(0))

On pose également, dans un voisinage 4 de 1'origine :

Yoy — Ccvtt
- 91(7) 191,(7))
z <1,00(7),...,00(7)

Encadrement

Lemme 2.2.1. [l existe des constantes c¢1 et ¢y (qui ne dépendent que de g)
telles que pour tout vecteur z de C9, on a l’encadrement :

~e\DI(A,) < log max [0,(F)] < e (1+ | Zlw)”
SISV

Démonstration :
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C’est le lemme A.17 de I'appendice A de [Gra| (pour un résultat un peu
moins précis, voir le théoréme 3.1 de [Dav2]|). Pour tout z € CY, on a ’enca-
drement suivant :

—(g+1)°log2 — 7

P +g
Dh(A;) < log max |0;(r, z)| — m[|Sm(2)[|%
8 0<j<v

<log6 + g*log?2

On en déduit facilement notre lemme, en posant ¢; = (g+1)%log 2+7T%
et ¢y = max{log6 + g3log2; 7} :

log max [6; (7, z)] ea(L+ [Sm(2)]1R)

<
0<j<v
< (1 +2[1%)
<

ez (1+|2]|r)*
et
log guas 10,7, 2)| 2~ Dh(AL) + [ Sm()
> —c1Dh(A;)

2.2.2. Base de Shimura, dérivations

Supposons maintenant que A, est définie sur un corps de nombre K de
degré D sur Q. Nous définissons alors les bases de Shimura annoncées dans
I'introduction. Pour les idées présentées ici, on peut se référer au lemme 2 de
[BZ], ainsi qu’a [Shi| et [Dav2].

Rappel : la base de Siegel est la base canonique de Ty A, identifié a CY, dans
laquelle le réseau des périodes s’écrit Z9 @ 779.

Construction de la base

L’application z" + (99(Z) : 91(7) : ... :9,(7)) étant un plongement, la
matrice suivante, ou les dérivations sont écrites dans la base de Siegel,
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520) .. 52(0)
52(0) ... §2(0)

est de rang g.
On peut donc en extraire une matrice g X g inversible M (1) (voir paragraphe
4.1 de [Dav2|). Notons d’autre part que par construction, on a choisi |Jy| non
nulle au voisinage de 1'origine.

On définit alors la matrice inversible € (7) :

(1) = 9(0) 1. M (1)

D’apres le théoréme 30.3 de [Shi], ©;(7) est la matrice de passage de la
base de Siegel a une base définie sur K de I'espace tangent a 'origine de A,

o — 0; s’écrivent en

qu’on appelle base de Shimura®, et dont les éléments 3c
J

fonction de la base de Siegel % sous la forme :
J

0 0 0 0 _
(8—4_1,8—C_g> = (8—21’8—,%)91(7—) !

Et étant donné un vecteur 2 € Ty A, si on note ses coordonnées dans la
base de Siegel z = (2;)1<i<4 €t celle dans la base de Shimura ¢ = ((;)1<i<y,
alors on a :

(=W(r)z 2= (M(r)7'¢
9;(Z) = 0;(7,22) = 0,(7, 2 (()) "' Q).

Coefficients de la matrice de changement de base

Comme on I’a vu au paragraphe 1.1, page 12, pour la démonstration du
théoréme 2, on a besoin de passer d'une minoration exprimée dans la base

3 Cette base étant construite via 'extraction d’un sous-matrice ¢ x g d’une matrice
v X g, il n’y a pas unicité. On ne peut donc pas parler de la base de Shimura, mais plutot
d’une base de Shimura. Toutefois, dans notre preuve, seules les propriétés géométriques de
ces bases nous intéressent, et les estimations sont les mémes quelle que soit la base qui aura
été construite. On supposera qu’un choix a été fait, et on dira la base de Shimura, comme
s’il n’y avait pas d’ambiguité.
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de Shimura, dans laquelle s’écrit le résultat du théoréme 1, & une minoration
similaire, exprimée dans la base de Siegel. Pour cela, on fait appel au

Lemme 2.2.2. [] existe une constante c3 ne dépendant que de g telle que les
coefficients des matrices Q1 (1) et (Q1(7)) ™" soient majorés par exp(cs Dh(A)).

C’est le lemme 1.4.14 de [Davl], rappelons-en succintement la démonstra-
tion :

1. on commence par donner une estimation par un calcul direct des coeffi-
cients de M ()

bun(z) = 3 exp <2m (%(n +a)r(n+a) + (n+a) (22 + b)))

nez9g

’8%9“”)(0)’ _ nezzj 4im(n; + a;) exp <2m (%t(n Fa)yr(n+a)+ (n+ a)fb)) |
< %ZZ: 7ln; + a;| exp (—gt(n +a)Sm(r)(n + a))

On utilise alors les propriétés des matrices Siegel-réduites pour montrer que
cette somme converge et la majorer. Une estimation de [0y(0)| (¢f. Lemme
2.2.1) donne la majoration attendue.

2. ensuite, on minore le déterminant de M (7)(via un argument de forme
modulaire) pour en déduire un majorant des coefficients de son inverse. O

Dérivation

Notons K = {(k,l,m,j), 0 <k <I<v, me{0,...,v}, je€{l,...,9}}.

Lemme 2.2.3. Pour tout k € K, il existe des éléments ap de K, tels que
la hauteur h ((ag)gpex) est majorée par cs(g)h(A,), et que, au voisinage de

lorigine :
¢ ()=, 2w (5) (3)
- \ o | — Ak lm,j \ o o
9Gi \ Yo 0<k<I<v Yo/ \ Vo

C’est la proposition 4.11 de [Dav2].
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2.3. Plongements projectifs, degrés

On reprend maintenant les notations du théoréme 1 : on considére, pour
1 <1i < n, des points 7; des espaces de Siegel §,,, et on note 4; = A, les
variétés abéliennes principalement polarisées correspondantes, que l'on sup-
pose définies sur Q. Comme au paragraphe 2.2, on note ¢; : TopA; — P, et
; « Ty A; — CYitl les fonctions attachées a A;.

On pose v, = t, et on plonge “trivialement” C' dans P, par

0, :Ct — P,
z = (lizp:...12,,).

On considére alors le plongement multiprojectif dans P =P, x ... xP, x
P,

¢:.1T,G — P
Z t— (@1(’2_1))778011(2)78004(2_65))

ainsi que

U:T,G — Ctlx.. . xC»tlxCttt
z = (w1<2_1))77’l/}n<21))717z_a))
On définit également :

— l'espace vectoriel des polyndémes multihomogénes en les variables
X = (Xl,(]u s 7X1,u1)7 ) X, = (Xn,07 s 7Xn,l/n)7 Xq= (Xa,Ou s 7Xa,ua)

ClP] =C[Xy,..., Xn,, Xd]

— le sous-espace vectoriel des polynéomes multihomogénes de multidegré
(D1, ..., Dy, Dy) en les variables (X1, ..., X,, X,)

C[P)(py,..0n.00) = C[X1, ..., X, Xa)(Dr,....Du.Da)
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— pour G’ un sous-groupe de G, I'idéal annulateur de ¢(G’)
1(®(G))

formé par les éléments de C[P] nul sur ®(G’).
— La fonction de Hilbert-Samuel, définie pour (Dy, ..., D,,, D,) entiers > 0,
par :

H(G', Dy, ..., D,, D,) = dim ((C[]P]/I((I)(G')))(D

Tyeees DnyDa)

Si les (Dy, ..., Dy, D,) sont suffisamment grands, cette fonction est égale
a un polyndéme multihomogéne, dont on note

H(G',Dy,..., Dy, Dy)
(dim G')!

la partie homogene de degré maximal.
— On définit le degré de G et de ses sous-groupes via le plongement mul-
tiprojectif @, par la formule :

dege, G' = H(G/,1,...,1)

Avec cette notation,

n

(gt _ (gHt)4s
degcp G = m Hdegw AZ = =
i=1

gl .. gn!

Notons également au passage que, pour 1 < ¢ < n, les monémes X ]C.l,k, ou j # 1,
0 <k <w;, 1<d,sont des éléments de I(P(A,;))

C[P]/1(2(A;) ~ C[P,,]/I(¢i(A:))

et donc que

degy A; = deg,,. A;.

2.4. Choix de bases

ToG est naturellement muni de la « base de Siegel » E= (€1,...,€44¢), OU
= (€di415 - - -+ €d1g,) est labase de Siegel de Ty A; ~ C% (avec d; = 37, 95)
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— (€41, - - -, €441) est la base canonique de ToG,

Au paragraphe 2.2.2, on a introduit une matrice de changement de bases
(7). Définissons, en reprenant ces notations, la matrice (¢ + ) x (g + t),
diagonale par blocs

QY (1) 0

O (1)
0 1

qui est la matrice de passage de la base de Siegel vers la “base de Shimura” de
ToG notée E = (eq,...,€44¢), OU
— (€d;4+1,---,€d,4q,) €st la base de Shimura de TpA; ~ C% (avec d; =
El§j<z’ gj)
— (eg41, - - -, €441) est la base canonique de ToGY, (€, = €,1k)
Quand on écrit les coordonnées z = (21, .., 2,44¢), ce sera généralement dans
cette base E, sauf mention du contraire.

On introduit enfin une base particuliere de W, qui sera utile pour la dé-
monstration du lemme 3.2.1, en posant, pour j € {1,..,g}

t
fi=e; — E Brj€grn
k=1

Les (fj)j€{17,.,7g} forment bien une base de W : ils annulent toutes les Ly, ils
sont libres (coefficient non nul sur e;), ils sont au nombre de g, et W est un
espace de codimension ¢ dans un espace de dimension ¢ + g.

Cette base nous permet de faire apparaitre des termes en zg, sur lesquels
tout le poids en (log B) portera, a chaque fois que 'on dérivera. Comme N,
le degré en (z44x)1<k<t, est beaucoup plus petit que T, cela a pour effet de
remplacer un terme 7'(log B) par un terme N,(log B), nettement moins génant
en ce qui concerne la dépendance en B, car N, est indépendant de B alors que
T grossit en log B. Comme on ’a dit dans 'introduction, c’est a cette fin que
I'on a rajouté un GY, dans notre groupe G.

On peut compléter la famille {f;, ..., f;} en une base F de T, G en rajoutant
lesfi=e; (je{g+1,....,9+1}).

On va utiliser deux normes sur TyG :
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— On note ||.||g la norme pour laquelle la base E est orthonormée.
On note d la distance associée & cette norme.

— La norme associée a la forme de Riemann : || Z'|| (attachée a la polari-
sation principale de [T A; : | 2% = (“zg(Sm7) ™!
colonne repérant z dans la base de Siegel)

25, ol zg est le vecteur

On introduit a présent le point w défini par

Il est facile de voir que Ly(w) = 0 pour tout 1 < k <t¢, donc w € W et
que

¢ 1/2
d(w, W) < ||w = wlle = (Z ILk(w)|2>
k=1

Notons que w est non nul, sinon w s’écrirait comme combinaison linéaire

des {f }refgr1.. g1}, i-€. des {€x}refgt1...g+4), C€ qui n'est pas le cas.

2.5. Rang du systéme

On rappelle que, pour une variété algébrique X contenu dans un espace
multiprojectif P =P, x ... x P, , on note H(X, ,..., ) la fonction de Hilbert
attachée a X, et H(X, ,..., )/(dimX)! la partie homogéne de plus haut degré
du polynoéme de Hilbert attaché a X.

Commencons par :

Lemme 2.5.1. Soit X une variété algébrique irréductible de dimension d plon-
gée dans un espace multiprojectif P =P, x ... x P, et (L1,...,L,) € (N*)™.
Alors,

HX, Ly,...,L,) < HX, Ly,...,L,) +d.

Démonstration (voir [PW2[, Lemme 6.7) : Le cas n = 1 est un résultat de
|Cha| puisqu’alors H (X, L) = deg(X).L¢.
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Pour le cas n > 1, on utilise un plongement de Segre-Veronese pour se ramener
aucas 'n=1":

P 7Y Py

—

lij
(xm’)(ogjgyi, 1<i<n) <| | x”>
%.J

(XY g lij=Li, 1<i<n)

ou N =T, G
L’image par ¢ d’un polynéme multihomogéne de degré (kLq, ..., kL,) est un
polynéme homogene de degré k.

Appelons I I'idéal premier de définition de X dans IP et Iy est I'idéal premier

de définition de X dans Py, alors

(CIPI/I)(kLs,... 1) = (CIPN]/In )i
Ainsi,
H(X, kL, ..., kL) = H(o(X), k).

Prises en des points « assez grands », les fonctions de Hilbert coincident avec
des fonctions polynémiales. On peut donc écrire, en supposant k assez grand :

H(X,Ly,..., L)kl + > aik’ = deg, X.k'/dl + > bik'.

0<i<d 0<i<d

Donc, en identifiant les coefficients, H(X, Ly, ..., L,) = deg, X, et, pour
k=1:

H(X, Ly, ..., L,) = H(p(X), 1) deg, X +d d’apres le cas n =1

H(X,Ly,...,L,) +d

IA A

O

On souhaite construire un polynéme P de t + 1 + > (v; + 1) variables,

homogéne de degré N; en les v; + 1 variables de A;, homogéne de degré N,

en celles correspondant a G, et dont les dérivées en 0 obéissent a certaines
contraintes.

Lemme 2.5.2. Soit G un groupe algébrique, G' un sous-groupe algébrique
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connexe de G, B = (uy,...,u,,) une base dun sous-espace vectoriel W de
ToG telle que les m — o derniers vecteurs de B soient une base de W NTyG’
(o = codimy W NT,G').

Soient T, ..., T,, des entiers strictement positifs, et N = max(1, N;). Alors
le rang du systeme

_ | Di(Pod)(w) =0,
| pourt=(t1,...,tm) EN" et t; <T; (0<i<m)

ayant pour inconnue P € C[X1,..., XN, XN, (M, ..No.Na)s €St majoré par

(29+t + 1)T1 N .TUH(G', N{, ceey N,;,NC/L)

Démonstration : & admet w comme quasi-période : il existe une focntion
¢(w) non nulle telle que,

Vx € TyG, Vi € N, DL(P o ®)(w + x) = ¢(w).Di(P o ®)(x).

Il suffit donc d’établir le lemme dans le cas w = 0, pour obtenir le résultat.
Considérons le systéme suivant :

g - | Dk(Po®)(x)=0,
| pour tout x € TyG', t = (t1,...,t5,0,...,0) e N" et t; <T; (1 <i < m)

d’inconnue P € C[X 1, ... >YnayNa](N1,...,Nn,Na)

Tout polynéme P solution de S’ sera aussi solution de S : en effet prenons
un tel P, et ¢ = (t1,...,tm) € N tel que t; < T; (1 < i < m). Posons
T = (t1,....,15,0,...,0)

fi/ : TOG/ — (C
x > Dy(Po®)(x)
est nulle car P est solution de &’. Les dérivées en 0 de fy dans toutes les direc-

tions de TyG’, et donc dans les directions uy,...,u,_,, qui sont des vecteurs
de Ty)G’, sont nulles & tout ordre. Autrement dit :

VE=(t1,...,tm) EN™ t; < T, (1 <i<m), D5(Po®)(0)=0
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ce qui prouve que P est solution de S. L’ensemble des solutions de S’ est inclus
dans ’ensemble des solutions de S, on a donc

rang(S) < rang(S').

Pour que fy € I(G’), il faut vérifier au plus dim(C[Py]/I(G')) ... NoN, =
H(G', Ny, ..., Ny,, N,) conditions.

On a donc
rang(S) < rang(S8)<Ty...T,H(G',Ny,...,N,, N,)
< Ty...T,H(G',N{,...,N/ N!)
< Ty...T,(H(G' N{,...,N/ N!)+dim G')
Enfin, en minorant
H(G',Ny,...,N, /N!)>1,
donc
rang(S) < Ty...T,H(G',Ni,...,N/,N.)(1+dimG’)
< Ty...T,H(G',Ny,...,N/,N)) (1 + dim G)
< (14297 ... T,H(G',N{,...,N! N!)



Chapitre 3

Estimations archimédiennes et p-adiques

Dans ce chapitre sont démontrés quelques lemmes de majorations et mi-
norations utilisés au cours de la démonstration. Ils sont pour la plupart bien
connus (cf. [PW2, HK1, Gau3]), mais le lemme 3.2.1 (version effective de 'as-
tuce de Chudnovsky, qui contitue un des points clefs de la démonstration) et
sa preuve sont nouveaux : on y étend des arguments de Grinspan |[Gri| et de
David-Hirata [DHK1|, qui permettent d’éviter le recours (cf. |Gra, Gau3|) aux
modeéles de Neron.

3.1. Majoration de dérivées

Ce premier lemme est une majoration purement analytique. Il n’est pas
nécessaire d’avoir des coefficients algébriques pour le polynéme considéré, les
vecteurs X; et u qui interviennent sont quelconques.

Lemme 3.1.1. Soit P un polynéme C[X1,..., X,, X,]|, dont la somme des
modules des coefficients est au plus H, de degré au plus N, en X,, et homogéne
de degré N; sur chaque X; = (X0, Xi1, -, Xis,), et F=Po®

Soient t = (t1,...,tm) € N™ (x1,...,Xy,u) des vecteurs de TyG, et pour
1 <i<m, (2;;)1<j<g+t les coordonnées de x; dans la base de Shimura. Alors :

1 5 - - -
log ﬁDégF(u) < min(N,, [t]). log&, + [t]log & + |t logm + log H
+t.N, 1 1+ |ug)) + Ni(1+ /g: + |ui])?
Ogie{gﬂ?{,gﬁ}( ] 62; ( Vot )
ou
o= max (1,|zy]) , &= max (1,|z;,]) et X = (x1,...,Xm)

je{g+1,....g+t} je{1,...,g}
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Démonstration :

DiF(w) = (Ha) Flw) = H(zxi,jaj> F(u

_ Z (Ht 'H jj] H8t1’+ +thF( )>

VZ',EJ- ti,jzti =1 ,]

Posons pour Cha_que jed{l,...,g+t}, ;=>" t; . Ona|7| = Zj T =
>ijtij =it = |t|; en passant a la valeur absolue, on dedult donc :

1 4 . 1
ﬁD&F(u) < Z (H |xz~7j|tw> (H ) (HT l) \£r|la\}t(\ ;DTF( u)|
V’i,zj ti,j:ti 1,5 2y J
g+t m g m
H |~Ti,j lij — H H |37z |t H H |xi,j ti,j
ij j=g+1i=1 j=1l1i=1
S 21+Q<J<i+g i<m ti »J fzj<g 1<m
< &t
1 g+t g+t ~
R T! = mT] —
(e () =TT S ) -
Z,Ej tij=t; 2¥) J =LA\ tii=T; J

Enfin, on majore D] F' en utilisant la formule de Cauchy, grace aux estima-
tions sur les #; mentionnées au lemme 2.2.1 : si §; désigne la sphére unité de
Ty A; vu comme sous espace de TG, on a
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..daN

— D F(u)
al

/ Flu+ > ee;)
s dan
a;€[0,2] [T (e")

Flu+) ec“e;)

< sup
a;€[0,27]

g+t n
< H. H (1+ |ul\)N“H sup exp (c2N; (1 + ||w; + @;||r)?)
i=g+1 i=1 B ES;
g+t n
Ho I @+ fu)™ [T exp (e2Ni(1+ vgi + [|ui])?)

i=g+1 =1

IA

(le max est atteint quand @; est dans la méme direction que ;)

En mettant les différentes inégalités obtenues ensemble et en passant au
logarithme on obtient bien le résultat annoncé. O

Remarque : en théorie, on devrait voir apparaitre un terme de la forme &‘f‘,
mais comme le polynéme est de degré au plus N, sur les variables G, si on
dérive plus de N, fois dans ces directions, le terme sera nul. Cela explique le
terme min (N, |¢]) log&, 1a ot on attendrait [¢]logé&,.

3.2. Minoration des dérivées

Contrairement au lemme précédent, cette minoration est de nature arith-
métique, et nécessite de majorer la hauteur de la valeur prise par une fonction,
autrement dit de majorer les valeurs absolues (complexes et p-adiques) de la
valeur prise par la fonction. On ne peut donc pas, cette fois-ci, utiliser n’importe
quel polynéme, points ou base de dérivation !

Comme annoncé précédemment, ce lemme est un des points clefs de la
démonstration du théoréme.

On reprend les notations du paragraphe 2.4. Les ¢ premiers vecteurs de {fy, ..., f,}
forment une base de W. C’est le long de ces vecteurs que 1'on dérive dans le
lemme qui suit.

Lemme 3.2.1. Soit P € C[X1, Xy, ..., X, X,], dont les coefficients sont al-
gébriques de hauteurs majorées par log H, homogeéne de degré N; en X; =
(Xit1,-.-,Xiy,), et de degré N, en X,, et F = P o ®.
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Soit t = (t1,...,t4,0,...,0) € N9** tel que pour tout T € N9** plus petit
que t (pour lordre lexicographique), DIF(w) = 0 et tel que DiF(w) # 0,
alors :

log

1 B n
ﬁDﬁF@;)‘ > —D {logHJrNalog(B)JrZNi(lJrHUQHQ)

+ zn:(Ni + T)h(A;) + Tlog Na}

=1

Nous aurons besoin de la proposition suivante, dont la démonstration est
donnée a la fin du paragraphe.

Proposition 3.2.2. Il existe des parametres Ty, ..., 7, et un entier r non nul
magoré par e>PXMA) tels que
— les différentielles invariantes (d(;) vérifient : pour tout 1 < j < g,
rd(; € @i_, Okl[Th, ..., T,)|dT; ou (d(y,...,d¢,) désigne la base duale
de la base de Shimura de TyA.

- — .
— en repérant les vecteurs 2z = 25:1 ¢;e; de Ty A en fonction des para-

metres T, ..., T, on a : rip(rZ) € (Ok[[Th, ..., T

Remarque : L’intégration des formules rd(; € @]_, Ok|[T, . .., 7,]|dT} fournit

une expression du logarithme formel de A sour la forme (; = Z;(T,...,7,)
ot les Z; sont des séries formelles. Dans la formule qui suit, il faut interpréter
Y(rz’) comme la série formelle obtenue en composant ¢; = Z;(7y,...,T,),

= Z?:l Cjej et w(’f’ )

Démonstration du lemme 3.2.1 : En utilisant 'homogénéité de P, on écrit :

()’

Comme les 19g)(w_;~) sont non-nulles, I'hypothése V7 < ¢, D F(w) = 0 et les
formules de Newton nous permettent d’écrire que

Flw)=PoV(w

:]:

=1

- - n D\ N g
¥r <7, DfPoW(w) =0 ot DiF(w)=]] (ﬁg (wl-)> DLP o W(w)

i=1
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D’aprés le lemme 2.2.1,

n n A N; n
~3 " Niet Dh(A;) < log (H 95 (@) ) <D Nieo (L+ @)
i=1 i=1 i=1

Intéressons nous 4 la fonction
f:¢0 — C

g
2 Po\I/(erZzifi)

i=1

Par construction, toutes les dérivées de f d’ordre inférieur (strictement) a
|t| sont nulles, et %DEP o U(w) est le premier coefficient de Taylor non nul de
fenO.

Comme w est une période, que ¥ fait intervenir des quotients de fonctions
9 et que les 19(()1) ne sont pas nulles au voisinage de l'origine, on en déduit :

z;f;)

M)

f(z) = Pou(

<
Il

1
g

z@@—zﬁﬁﬁ)
j=1 k=1
(— Z Zjﬁk,j) €g+k + Z Zjej>
j=1

J=1

= PoVU

= |l

= PoVU

7N N

k=1

On introduit & présent les logarithmes formels du lemme 3.2.2 : pour 57 < g,
on obtient par intégration :

G=U(T, T = ) My T T,

neNy
N A 4 N , .
ol les A ; sont de la forme Y 7_, :nj:, ou ag jr € Ok, on peut donc écrire
aﬁ?] *
Mnj = ——, avec ay; € Ok, myp; €N
M
n?]

les (; étant les coordonnées d’un vecteur zo de T;G quelconque dans la base
de Shimura E.
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Via ce changement de variable, on a ¢;(r.zg) = (Si0,---,8iu)(T1,...,7T,)
ou les s; ; sont des séries formelles & coefficients dans +O.
Ainsi, en travaillant avec r.zy plutdt que zo,

g+t

PoV(rz) = Po \II(Z r.¢;e;)

J=1

= P((SO,Oa SRR Sn,un) (7’17 s 7,];)7 ]-7TCg+17 s 7ng+t)

On peut donc développer :

g+t
PoW(> riej) =Y mmTi™ .. T G (3.1)
j=1 meN9

ot les pi77 sont de la forme Y by mpa, les py étant des coefficients de P, les by m
des éléments de T%OK, on 0 <M<, Nl-_et Mgy1 + ...+ Mgy < Ny, car
P est homogéne de degré N, sur la variable X,.

En appliquant ce calcul au cas particulier zg = E?Zl z;f;, élément de W,
on a, compte-tenu des équations de définition de W :

g g
Gk = =D BeiCi=—> Brili(Ti, ... Ty)
p= =1

g
- Znﬁklflm LT ou gy = — Z Br.jMn.j

n 7j=1

on remplace les (4 dans (3.1) pour obtenir

Mg+1
Po ‘I’(i rzifi) = Z [Mm'ffnl LT (Z e T .. .’Z;”g>
- K " Mg+t
<Znﬁt’]'1"1’];"0> ]

m



3.2. Minoration des dérivées 45

. tg s AT o
Le coefficient de 7,"* ... 7,°, étant égal a =D P oW (w), c’est une combinaison
linéaire finie, & coefficients entiers de termes de la forme

N
,um.Hnﬁwk avec N < N, Z | < It
k=1

D’apreés la définition des ju et des 154, c’est une combinaison linéaire finie, a
coefficients entiers de termes de la forme

N -1
b-p)\-ﬁi,j (H nk) TNiM

k=1

avec 0 < M <37 N;;, N <N, > n <l|t], be Ok.

La majoration qu’on déduit pour le dénominateur de %!DEP o U(w), com-
binée aux majorations de ses valeurs absolues archimédiennes données par le
lemme 3.1.1, et a la formule du produit, fournit alors la minoration annoncée
au lemme 3.2.1.

O

Démonstration de la proposition 3.2.2 Elle repose sur une version multi-
dimensionnelle effective du théoréme d’Eisenstein, inspirée de Grinspan [Gri]
et sur la présentation par David et Hirata [DHK1], dans le cas elliptique, de
I’astuce de Chudnovsky.

1) Eisenstein effectif :

Lemme 3.2.3. Soient (m,n) deux entiers positifs non nuls; L un corps de
nombre de degré Dy sur Q; Py, ..., P, des polynémes en (m + n) variables,
a coefficients dans Op, de hauteurs majorées par h; et n séries formelles
(Y1,...,Y,) € (L[ Xy, ..., Xn]))™ sans terme constant, et vérifiant le systéeme :

Vi<i<n; P(Xy,...,X,,Y:,...Y,)=0.

On suppose que
— pour tout 1 <i <mn, P0,...,0)=0

— La matrice M = (g% (0)) est inversible, et on note A € Op, son déter-

minant.
Alors, A est de hauteur majorée par n(h + logn), et

V1 <j<n; Yi(A2Xy,...,A%X,,) € OL[[X1,. .., Xu]]-
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Démonstration : Notons X = (X;,...,X,,) et Y = (V,...,Y,) . Ecrivons
chacun des P;(X,Y) sous la forme

n

B(X,Y) = Qi(X) + Z R, ;(X)Y; + Si(X,Y)

(les polynomes S; sont de degré au moins 2 en Y ). On écrit ensuite le systéme

sous forme vectorielle, en posant R(X) = (R;;(X))(ij)ef1..n)2-

Pl (77?) Ql(y) Sl (77 ?)
=0 & RX)Y =— : — :

P, (Y., Y) Qn(X) Sn(X,Y)

L’hypothése sur M = R(0) permet de dire que R(X) € GL,(L[[X]]) :

det R(X) = A+p(X) ot p(X) e Op[X], sans terme constant,

et on peut écrire :

R(X)™ ="(comR(X))

| —
=
¥\g
|
=
>\5|
N——
~_ >

Ainsi, dans (L[[X]])", on a I'égalité :

Y = —R(X)". (Q(X) + S(X.7))

On identifie terme & terme les coefficients devant chaque monome X' =
Xfl ... XFn pour faire une récurrence sur |k|, en observant qu’il n’y a pas de
terme constant, et que I'on peut traiter les monoémes de longueur donnée dans
un ordre arbitraire (pour simplifier le calcul, on pourra introduire les variables
intermédiaires Y; = Y;/A, X; = X,;/A? et montrer Y; € O[[X1, ..., X,]]). On
voit alors qu’on peut écrire les Y sous la forme annoncée. Il

2) Logarithme « formel » et démonstration de 3.2.2 :

En reprenant les notations introduites au paragraphe 2.2, posons 7; = :,% —
g%(()). Notons K le corps des thetanullwertes et D son degré.

Par construction, 77,...,7, forment un systéme de parameétres (formés de



3.8. Lemme de Thue-Siegel 47

fonctions rationnelles sur A et réguliéres en 0) de I’anneau local de A en 0. On
peut donc écrire pour tout ¢ > g, 7; € K[[Ty,..., 7).

De plus (73, ...,7,) vérifie un systéme d’équations polynémiales quadratiques
a coefficients dans K, de hauteurs majorées par e?" (c¢f. [Mum| Chapitre
II, paragraphe 6). Comme A est lisse a l'origine, les différentielles en 04 de
ces polynémes engendrent dans Tj , A*P, un sous espace de codimension g, et
on peut en extraire un systéme de v — g polynémes vérifiant les conditions
du théoréme d’Eisenstein, avec n = v — g, m = g, L = K, h = Dh(A),
Yi=T,....Y, =T, et Xy =T,...,X, =7, On obtient alors

Vi4g <i<v; T, € Og[[A*Ty, ..., AT

Comme de plus v = (1,73,...,7,), cela établit la deuxiéme conclusion du
lemme.
dT dG
= (07:/0¢;)
i1, &,

D’aprés le lemme 2.2.3, la matrice (07;/0¢;) est un élément de
My(30k[Th,...,T)]) C My(3O0k[[A*T;,...,A’T}]]), ot § est un entier de
hauteur majorée par c4(g)h(A,).

De plus, en 7; = 0, elle vaut I,. Donc (07;/0¢;) est inversible dans
M(K[[Ts, ... T;]), et

(0T/0G) " € My(GOK[INT;, ... AT

En prenant r = 6A2, on obtient la proposition.

3.3. Lemme de Thue-Siegel

Sttt x>

Soit (A, M,m) € (R*)? tel que

1<i<L £

c
max Z laij] <m et (2V2LmA/M +1)%* < A
7=1

alors il existe (11, ...,x¢c) € ZC \ {0} vérifiant
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max |z;| <A et max |Za,~jxj| <M
1<j<C 1<i<L o ’

Rappel de la démonstration (cf. lemme 6.1 de [PW2]) : Considérons

<p:(CC — C*
c

() — O aym)
j=1

Soit Z = {(z;) € Z% 0 < z; < A}, et y € p(Z). Powr 1 < i < L,
Y = Z] L@ ;xj, on a donc

C
il <> il
j=1

C
A Z |ai,j\ S mA,

j=1

IA

ce qui donne
L
Iyl =" |yil* < Lm*A*
i=1

Par hypothése, Im(y) est contenu dans un R-ev E de dimension 2p, ¢(Z)
est donc contenu dans un cube C de E de coté 2v/ ImA.
Recouvrons C avec des cubes de E de coté | = M/+/2p. Il en faut au plus

(24/2pLmA/M] 4+ 1)% < (2V2LmA /M +1)%

Le nombre de ces « petits cubes » est par hypothése inférieur AC = #2Z.
Il existe donc deux points distincts dans Z qui ont une image dans le méme
« petit cube ». Soit x la différence de ces deux points. Les x; sont des entiers
relatifs, non tous nuls, et en valeur absolue plus petits que A. D’autre part,

lo(@)l* < (20)8 = ()| < V29l =
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3.4. Lemme de Schwarz

Ce lemme permet, quand on connait un majorant d’une fonction analytique
sur un gros disque (rayon R) et qu’on en a des estimations plus fines (jusqu’a
un certain ordre de dérivation) en un nombre fini de points dans un disque
plus petit (rayon r) d’obtenir une nouvelle majoration sur tout le petit disque.

C’est le point clé qui va nous permettre d’extrapoler, dans notre cas, sur
I'ordre de dérivation. Rappelons que nous travaillons dans un cas « pério-
dique », de sorte qu'une extrapolation sur les multiples entiers de w est immé-
diate!, mais n’apporte rien lors de I'application du lemme de zéros?.

La démonstration, assez classique, se trouve par exemple dans [CW].

Lemme 3.4.1. Soit f une fonction analytique sur un disque de centre 0, rayon
R >4, 51 > 2 un entier, Ty un entier et r € [Sy, R/4]. Alors

4\ TS 18r\ 1 1
< = = | £(m)
fes2fa(F) +s() e (i)
0<m<T}

Rappel de la démonstration : Soit Q(z) = 21:0(2 — h)T1. On utilise une
formule d’interpolation (théoréme des résidus) :
f(z) _ 1 1) R R AN (SO
= — [ /700 — — 0
o0 7 Laoe" 22 /p 20—

ot |z| < R, T est le cercle de centre 0, rayon R, et '), est le cercle de centre
h, rayon 1/4.
On va utiliser cette formule avec |z| = 2r :

r<|z—h| <3r=1Q(z)| < (3r)™"

Intégrale sur I' : on minore |( —z| par R—2r > R/2 et |( —h| par R—1r >
3R/4

1/Q(Q)] < 3R/4)~5™

1 Car d’aprés le choix de paramétres, la quasi-périodicité fait que les majorations de
|D'F (sw)| pour 0 < s < S se déduisent (si S n’est pas trop grand) de celle de |D'F(w)].

2 Les lemmes de zéros portent sur le groupe G. Or les images des points nw, n € Z, y
sont, réduites a un seul point, ’origine.
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Donc on a

e Koy ac] <l <4ﬁ) i <%)

Intégrale sur I'; : on minore | — z| par r > 2

(C - h)k 1 A4
00~ comr He=m

W #£h

[C—hl=1/4et |¢ = h[=[h=N]=|C=h]=[h—N]-1/4
On indexe les 1" de 1 & 51 de maniére a avoir, pour 1 < j < Sy, [h—h/ | >
|h —hj| .

On vérifie® alors | — Rj| > 1, donc

T / Qg)?ch—)k@ag' < (Br)7 ma {%Iﬂm)(h)l} = @ )

AAAAA

VAN

ot
7N
—_
@l e
N——
s,
n

om

| BE

&)

(,;><
—

2|
=

S

=

—
——

3.5. Changement de base de dérivation

Dans la démonstration , nous sommes amené a calculer des dérivations
relatives a différentes familles de vecteurs. Le lemme suivant, déja présent
dans [Gaud]|, nous permet de controler ces changements de variables.

Lemme 3.5.1. Soient X = (X1,...,X,) et Y = (y1,...,Ym) deuz familles de
vecteurs de TyG telles que l’on puisse écrire y; = Z?Zl YijX; pour tout i, alors

max ’DgF (z)
=T

T
< (Sl) pylokrto
i,J

3 On a deux cas possibles : ou bien les premiers h; sont de part et d’autre de h, et la
suite des |h — h;| commence par 1, 1, 2, 2, ...; ou bien les h; sont tous du méme coté
(i.e. sont tous plus petits ou tous plus grands que h), et dans ce cas la suite des |h — h;| est
1, 2, 3, 4, .... Dans un cas comme dans ’autre, la minoration annoncée est vérifiée.
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Rappel de la démonstration : Soit t = (t1,...,t,) tel que |T| =

DLF(z) = _Ha;g,) F(z) = (H ( yi,jaxj> )F(z)

- (12 g (M) ) o

i=1 Et”ftz

(i (i) o

j=1

n m tz' N . |
= H <(H T]‘yz jj)ﬁfcljijrertm’J) F(’Z)

)DgF(Z)) = =T <(ZZ . HJTL'U' H [yi"7) |DXF ()|

VAN
~
~
—
e
<
2
i
>
b3
=
&






Chapitre 4

Démonstration du théoréme 1

On reprend ici les notations introduites au paragraphe 2.1 : définitions des T,
N¥ S# ..

4.1. Elimination des sous groupes obstructeurs

Lemme 4.1.1. [l existe A €]0; 1] vérifiant les propriétés suivantes :

i) pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de G, vérifiant ToG' +W #
ToG, on a, en posant o = dim(W/W N ToG')

THYH(G',N¥,... N* N*)> C,H(G,N¥,... N# N#
1 n a 1 n a

it) il existe un sous-groupe algébrique conneze G de G, vérifiant ToéJrW +
ToG pour lequel, en posant & = dim(W/W NT,G), on a

T*YH(G,NF,...,N* N#) = CoH(G,N¥,...,N#* N#
1 n a 1 n a

Démonstration : Soit G’ un sous-groupe connexe de G vérifiant ToG'+W #£
TvG, o =dim(W/W NTyG') et ' = dim(G/G’).
Pour tout A €]0; 1], notons N, = N# /X et N; = N7 /X : ce sont des nombres
positifs, indépendants de A\. Considérons alors
Q) = (T#)"H(G',N{, ..., N#, N#)
CoH(G,N¥,... Ni NI)
(THYH(G', N, ..., Ny Na)
CoH(G, Ny, ..., Ny No)
= (G, 1)\

)\dim G'—dim G

Si f(G',1) > 1, on pose A(G') = 1, et sinon A(G') = (f(G/, 1))/ < 1.
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H(G',.) est un polynéme a coefficients entiers compris entre 0 et deggy, G’ : &
degré de G’ fixé, il n’y a quun nombre fini de valeurs possibles pour
H(G' Ny, ..., N, N,) lorsque G’ varie.

D’autre part,

degg G’.(lm’ (NG N )G < H(G NG, .. N, N)

n
<i<n
< degg G'.(max (Nj; N, ))m G’
1<i<n
ainsi H(G/, N1, ..., Nu,Na) (et done f(G’,1)) croit proportionnellement avec
deg G'.

Par conséquent, quand G’ parcourt ’ensemble des sous-groupe connexes
de G vérifiant ToG' + W # TyG, le nombre A\(G’) est minimum pour un
sous-groupe G. On peut donc définir :

A= A(G) = min \(G)

Montrons enfin que le couple (5\, é) est solution du probléme posé :

— A= f(G', ) est décroissante (exposant dim G’ — dim G). Comme elle
vaut (au moins) 1 en A(G’) > X, on a f(G', X) > 1 pour tout sous groupe
G/, et le premier point du lemme est vérifié.

— par construction, A <1, en effet le cas particulier G’ = 0 montre que le
cas f(G',1) <1 existe :

T9
0,1) =
f0,1) Codegy GNY' .. NN
c8"ug
- __U§_mqn o
Co degg G(D log B)? Iz (C3/% (h(A;) D+ 57 ][2))%
1
= <1
dege G —

Ceci permet d’assurer que f (é, 5\) =1, le deuxiéme point du lemme est
vérifié.

O

On suppose désormais que le paramétre A (utilisé pour définir les NZ-#) est fixé
et vaut .
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Rappelons que TyG = Ty A @ C!. Notons p la projection sur Ty A. p réalise
un isomorphisme de W sur Tp.A (W est un supplémentaire de ker p).

G étant le produit d’une variété abélienne A et d’une puissance de C, son
Sous-groupe connexe G sécrit sous la forme A x V', ot V est un sous-espace
vectoriel de Ct, et A une sous-variété de A.

Pour la conclusion de notre démonstration, c’est A qui nous intéresse, car le
véritable cadre de travail est celui du groupe A, G ne constituant qu’un artifice
de calcul.

Lemme 4.1.2. Le degré du groupe A est majoré par

Dht(A;) + a?HE;Hé)di

>d; dlm(WﬂTOG) a

<d;<g;

(Co)* ! degy G max H (
=1

avec a = Dmax h™(A;) +log" max : 5 ||

EARRE)

et
ToA+W + Ty A

Démonstration : Par définition de G = A x V,ona
H(G, N}, ... N¥ N#) = (N#)3V (A NF ... N#).
D’autre part on a la minoration banale :

H(A N ... N#) > degy(A). min {ﬁ( ) }

>d; =dim A -
0<d;<g; ‘=1

Donc

H(G,N, ... N#¥ N#)

degy(A) < (4.1)
5y wing., i {TT (57)" )
0<d; <gZ
Par ailleurs, par définition de G dans le lemme 4.1.1,
~ CoH(G,N¥,... N# N#
H(G,N¥, ... N# N#) =22 (G N, -, N NT) (4.2)

(T#)?
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En utilisant (4.1) et (4.2), on obtient :

N CoH(G,Nf,... N# N#)

deg@(A) S d;
(T#)7(NF )5 ming.,,_,,. {HL () }
0<d;<g;
Co degg G(Nf)tH?:1 (Nz‘#>gl
< — 43)
(T#)7(NF )V ming.,,_,,. {HL () }
0<d;<g;

Comme

dim(WNT,G) = dim (p(w N Toé))
< dim (p(Toé)) — dim A,

on a finalement,

~ Cydegy G(NH#)(N)or . (N#)om
degA< Oe~g¢'(a)<1) n( n>#d
(T#)°. MM . —dim(WnT &) Hz’:l N
0<d;<g;
CO deg‘b G(Njé)t maXE di:dim(WﬁTOé) H?:l(Nz#)giidi
0<d;<g;

T#)

<

En remplacant par les valeurs des paramétres, aprés simplification

deg A < (Cop)**! degy G
" <Dh+(Ai)+a2Hw_§H§)di
1

max
> di=dim(WNT &) =
0<d;<g; =

a

Montrons & présent la deuxieme partie du lemme. Supposons que
To A+ W = T, A. Par définition de W, cela impliquerait que Ty.A contient une
famille libre de ¢ vecteurs (v1,. .., v;) engendrant un supplémentaire V' de W
dans Ty A. V' est également un supplémentaire de W dans ToG : en effet,

— dim V' +dim W = dim T, G

—soit ve WNV':veW,donc pour tout 1 < k <t, Ly(v) =0. Comme
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ve V', veTyAet en fait Ly(v) = Li(v), donc pour tout k, Ly(v) =0,

et v.€ W. Comme V' N W = {0}, on en déduit dim W NV’ = 0.
Finalement, on aurait donc ToG = V' @ W C TOA + W C TOG + W, ce qui
contredirait TOG + W # T,G. O

Remarque 1 : le majorant obtenu pour deg.Z ne dépend pas des §;;. En
effet, au cours de la démonstration dans le majorant de la ligne (4.3), on voit
que le terme en log B apparait :
— au numeérateur, une fois pour chaque NZ-# (1 <i<n), donc au plus a la
puissance g
— au dénominateur, une fois pour chaque N, # et une fois pour T7#, donc au
moins & la puissance o + dim A=g+dimA—dim(W NT,G)
Comme dim A — dim(W N TOG) > 0, log B apparait a une puissance négative
(ou nulle), et on peut majorer ce terme par 1, ce qui nous donne bien un
majorant sans log B.

Remarque 2 : Les lemmes 4.1.1 et 4.1.2 ne décrivent pas la position de TO./T
par rapport a V. Néanmoins, si log B est suffisamment grand par rapport
aux autres données du problemes, on déduit de la remarque précédente que
nécessairement, dim A = dim(W N T,G), sans quoi le terme en 1/log B I'em-
porterait sur les autres, et on aurait alors un majorant de degg A strictement
plus petit que 1. Cette remarque permettrait peut-étre de mettre en place une
descente, puisqu’elle apporte dans ce cas un certain controéle sur la position de
W par rapport a TO.Z.

Remarque 3 : Une autre démarche de descente consisterait a poser g = dim A

WwW=Wwn TOA et t = CodunT gW

~ Sit=0, cest que TOA est contenu dans W, et la deuxiéme conclusion
du théoréme 1 deviendrait alors « w est dans W ».

— Sinon, on retrouve alors le cadre de la preuve du théoréme 1 ol on

.11 fau-

drait également tenir compte du fait que la polarisation de A est plus

nécessairement principale, et minorer en fonction de h(W) le quotient
d(w, W)
d(w,W)'

remplacerait le rapport ¢ apparaissant dans les exposants, par 4

- H-1|

4.2. Estimation sur w

Siw e Toé, alors w € TO.Z, et on déduit de l'estimation du degré de A
donnée par le lemme 4.1.2 la deuxiéme conclusion du théoréme.
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On suppose donc désormais que
w ¢ Toé

(cela correspond a I'hypothése « si w € TyG/', alors W + T,G' = TyG » qui
apparait dans les hypotheéses du théoréme principal chez [PW2]).
Alors, d’aprés le théoréme principal de [BP] (voir également [Gaud| propo-

sition 1.9.2),

d(w, T,G) > L 1
deg(G)  deg(A)

Si d(w, TyG) < 2tA, alors A > 29delg(z), et toujours via la majoration obte-

nue au lemme 4.1.2, on obtient cette fois la premiére conclusion du théoréme.
On peut donc maintenant supposer que

d(w, TyG) > 2tA

Ceci entraine que le point w, défini au paragraphe 2.4, n’est pas un élément
de TyGNW : sans quoi, on aurait d(w, T)G) < ||w—w||g = (Z',;Zl(/\/zg)Q)l/2 <
tA.

En conclusion, on peut désormais supposer que w n’appartient pas a Ty G.

4.3. Construction de la fonction auxiliaire

Dans cette partie, on construit une fonction sur 7TyG, petite au point w,
ainsi que ses dérivées le long de W jusqu’a un certain ordre. La fonction sera
cherchée de la forme F'= P o ®, ou P est un polyndme.

Notre probléme revient ainsi a étudier un systéme linéaire en les coefficients
de P.

On introduit ici une base F' = (f}),<j<, de W, construite de la maniére

suivante :

— on utilise une base intermédiaire E' = (€
passage de (€})1<j<y & (f;)1<j<4 s0it unitaire et que les derniers vecteurs
de E’ forment une base de T,G NW (pour j allant de d+1a g).

— comme w n’appartient pas a TyG, il a une composante non nulle sur un
des premiers e;-. Quitte a les réindexer, on va supposer que c’est sur €}
et que cette composante est maximale.

— On définit alors fj = w et f] = €} pour 2 < j <g.

)1<j<g telle que la matrice de
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Avec ces notations, on a :

Lemme 4.3.1. Les coordonnées (wy,ws, ..., w,) de w dans la base E' véri-
fient :
d w,TCN}
i > BTG 1l 4yl <14 (g = Dol + 1)

Démonstration (cf. Proposition 6.13 et Remarque 6.17 de [Gau3]) : on
introduit, le temps de ce lemme, la norme ||.||¢ associée au produit scalaire
pour lequel la base F (ainsi que la base E’) est orthonormée. En écrivant un
vecteur x quelconque dans les bases E et F, on voit facilement que (les ; ;
sont de modules plus petits que 1) :

[x[le < [Ix[le < Vgllx[e-

~On écrit alors w = S0 wqe] + Z?:d’ﬂ wiej, et on pose x =7 o w;e] €
ThG.
; 1/2
wilvg = [ Y el | = [wx]e
i=1
1
> Lw = s
V9
1
> — (o —=x[le=lw - wle)

V9

> %(d(w, TyG)—tA) > —

27 (d(%Toé)—%d(waToé)) ;

ce qui établit la premiére inégalité.

L fwa] 4. 4wy L+ (g =Dlwlle <1+ (g - Dlwlle
L+ (g = D(lw - wlle + [w]le)

1+ (g = DA+ [[w]le)

IA AN A
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Etude du systéme

On souhaite dériver le long des vecteurs (f}) comme suit :
— un ordre global (i.e. toutes directions confondues sauf celle de w) au plus
T.
— un ordre moindre (et au plus égal a Tj) dans la direction f] = w.
On pose

T={r=(n)jm1g 5 <T} et Th={r €T, 1 < Tp} (44)

Notre systéme est ainsi composé des inéquations :

(DpF()| <M, €T}

Nombre d’inconnues : on cherche P homogéne de degré N, sur X, = (X,0, .- ., Xat),
et homogéne de degré N; sur chaque X; = (Xi1, Xioy ooy, Xin,)-

La dimension de l’espace des polyndémes de cette forme est la valeur prise
par le polynoéme de Hilbert Samuel de G en (Ny,..., N,, N,),

.....

Card(I) = dim(C[P]/1(G))(w,...v,n,) = dim(C[B,,]/1(GE))w, | [ dim(CP,, ]/ T(A))x,
i=1
> cgNY HNi'g" (si N; # 0, c’est évident
i=1

et sinon, il y a au moins 1 = N/ polynome)

Z CQH<G7N{7"'7'N1/17NCIL)

Rang du systéme : l'intérét d’avoir introduit laNbase F’ est de pouvoir ap-
pliquer le lemme 2.5.2 avec comme sous-groupe G, en prenant 77 = Tp, et
T; =T pour 2 < j < g. Puisque f] = w € TG, un facteur Tj y apparait

p < (2T 1), 'H(G, N},...,N! N
(T#)"H(G,N},...,N,,N")
C2H(G,N|,...,N' N!)

< 2% H(G,N!,...,N',N))
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Par « décroissance » de %, en remarquant (suivant l'idée de [PW2]) que

N! > N¥ /2 pour tout 1 < i < n et que N’ > N#/2, on en déduit

(T#)H(G, N /2,... N#/2 N#/2)
CoH(G,N7/2,... ,NF /2, N¥ /2)

(T*)H(G,N¥,... N# N#)
CoH(G,N¥,... NI NI

p < 29TCTHH(G, NG, N N)

a

< 23dimG+1fdimfic«(;lPI(G}7 N{, . Nylu N/)

a

Enfin, d’aprés la définition de G dans le lemme 4.1.1, on peut finalement
simplifier en :

0 S 23dimG+1_diméCO_1H(G, N{, o erw N(;)
< ClOC(;lH(G7N{7'--7N;L7N;)'
Lemme 4.3.2. Les nombres Ny,..., N, et N, sont tous non nuls.

Démonstration : Supposons qu’il existe i entre 1 et n tel que N;; =0 (on
traite le cas N, = 0 de fagon similaire) . On considére le systéme suivant :

[DpPod(w) =0, TeT)

ot I'inconnue est le polynéme P, & coefficients dans C, de degré N, sur X et
homogéne de degré N; sur X; (1 <i < n). On vient de voir au dessus que le
nombre d’inconnues est minoré par le rang du systéme. Il y a donc une solution
non triviale.

D’autre part, le fait que V;, = 0 entraine que P o ® est indépendant des
variables de Tp.A4;, : ses dérivées a tout ordre le long de Tp.A;, sont également
nulles.

Donc sit x € To. A, \W (resp. x € C'\ W), Po® a un zéro d’ordre Ty en w
le long de W =W & Cx. On applique le lemme de zéros de Philippon [Phi] :
il existe un sous-groupe connexe algébrique et propre G’ C G tel que :

TeH(G',N|,...,N/,N) < ¢ H(G,N},...,N' N!) (4.5)

1 On peut, sans restreindre la généralité, supposer qu’un tel vecteur x existe. En effet, si
ce n’est pas le cas, To.A;, C W C W, on fait la démonstration, mais sans tenir compte de A;,,
et en gardant le méme nombre de formes linéaires. On établit les minorations et majorations
du Théoréme 1 avec « g — g;, » dans les exposants au lieu de « g ». On en déduit alors le
théoréme avec Tj.A;, puisque les minorants et majorants annoncés sont moins bons que ceux
qu’on vient d’obtenir.
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ou o' = codimW(W NTyG')
— Si o’ = codimr,g(TyG'), alors I'inégalité 4.5 est en contradiction avec la
définition de Ty : en effet, on tire de cette inégalité

TS < ¢y max{N/; N'}*

ce qui revient a écrire Cy < ¢11, en contradiction avec la définition de Cy.

— Sinon, on est dans le cas ou W + TyG’ # TyG. On a donc également

W + ToG' # TyG, le groupe G’ entre donc dans le cadre du lemme

4.1.1. L’inégalité 4.5 est en contradiction avec la conclusion de ce lemme,
puisque ¢’ = o ou o + 1 et Ty ~T/C?

O

Choix du polyndéme

Rappelons que I'ensemble 7; (ainsi que 'ensemble 77) est défini a la formule
4.4.

Lemme 4.3.3. [l existe un élément P non nul de K[X,, ..., X,, Xa) (N1, NN
vérifiant les propriétés suivantes :

i) pour T € Ty, |DEF(w)] < e %% o4 F=doP

it) les coefficients de P sont de hauteurs magjorées par C’S/QUO/D

Démonstration :
On écrit P(X) = > paX?, avec py € K. Soit (¢y,...,&p) € K une base de
K comme Q-espace vectoriel.

) 0" :
K est engendré sur Q par les 3; ; et les 9{—“(0). Sion note ¢y, ..., sy ces nombres,

on peut prendre pour &y, ...,&p des nombres de la forme :

a a
gll .-.gz\j»f
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ou0<a; <[Q():Qet > a; <D.
Avec ce choix, on a (rappelons que M désigne I'ensebmle des places de K)

W&o tép) = Y &1ogmax{ygi\y}

D

vEMK
< Z &D.logmax{|g»| }
= D jlv

vEME

9(1)(0)
< D Z Zlogmax{mu\ }—l—Zlogmax T
veMg 9 ' (O) v

<

D (t log B + Z h(A,))

i=1

On va chercher le polynéme voulu sous la forme P(X) = Y n,;&X?, o les
ny; € Z.
Posons ay, = £D7(®*)(w) : ainsi, les nombres que I'on veut minimiser

sont les
D
§ § gza')\ T TL)\ 7
=1

D’apres le lemme 3.1.1, on sait que

|axs| < exp (Na log B+ Tlogg+ Y Nica(1+ WHRV) < oGyl

i=1

On fait maintenant appel au lemme 3.3.1 (Siegel), avec comme inconnues les
ny,i, comme coefficients de la matrice du systéme les ;a) ;, et comme données
numériques :

p < c0CytH(G, Ny,...,N,, N,)

C D#I > ¢gDH(G,Ny,...,N,,N,)

L = #T=T""T) < C§*°U) < et
m = C. maX\fi\.eC”Cé/QUo Secl“Cé/QUo

A = 603/4U0/D
M

efCoUo
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Comme
LmA < 601303/2U0+C14Cé/2U0+C'é/4U0/D+C'0U0 < 6015COU0
M -
et

c9DH(G,N1,...,Nn,Na)

AC/Zp > (603/4U0/D>c10051H<G,N1 ,,,,, Nn,Na)
> 661603/4U0

LmA
> 2V T 41
> fM+,

elles vérifient les conditions du lemme de Siegel, et on obtient I'existence de
P. De plus,

D
Px = E n/\,z‘fi
i=1

de sorte que,

v foo  |pale < max|&lo

Voo Ipale < DS VD max |y,

et donc finalement

Cy*U,

h(py) <log D + D

+h(&.. 1 Ep)

Le terme 001/4U0 étant plus gros que DlogD et Dh(& : ... : &p), on peut
simplifier, et on obtient le résultat donné dans I’énoncé du lemme 0

Remarque 1 : si on compare notre résultat a celui de [Gau3| (Théoréme 3.1),
on voit chez lui des termes

max(U, D (log D+ h(& :...:€p))).

Cela s’explique par le fait que le paramétre U qu’il utilise peut, dans certains
cas, étre plus petit que Dlog D, ce qui n’est pas le cas dans notre travail.

Remarque 2 : l'utilisation d'un lemme de Siegel absolu comme chez [DHK?2|
permettrait sans doute de laisser libre le choix du corps de base K dans nos
énonces.
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4.4. Extrapolation

On suppose donc dans cette partie que
log A < =Gyl (4.6)

Cette hypothése permet de passer d’'une majoration de F' en w & une ma-
joration de F' en w, et réciproquement : comme les deux points sont proches,
F' s’y comporte de maniére similaire. On montre ainsi que les majorations du
lemme 4.3.3 sont en réalité valables & un ordre de dérivation plus grand que
ce que l'on a construit, en remplacant ’ensemble 7 de I’énoncé par ’ensemble
7T, défini en (4.4).

Ce passage de w & w est important : pour utiliser le lemme de Schwarz
3.4.1, il est nécessaire que le point ol on extrapole soit aussi une direction
de dérivation. Comme on ne sait pas si w est un élément de W, cela ne nous
apporterait rien, dans cette démonstration, d’utiliser le lemme directement.

Lemme 4.4.1. Pour7e€7,s <S5, ona
1 - 1 -
— D F(sw) — 5D F(sw)| < exp(—Colo)
7! 7!

Démonstration : Soit T € T, et s < S. Considérons la fonction

f:R — C

1 -
= S DpF(sw+a(sw — sw))
7!

On utilise le lemme 3.1.1 pour majorer |f’(z)| sur l'intervalle [0, 1].

g+t
f(z) = Z r(w — w)i%Dei o DfF(sw + z(sw — sw))

=1

Rappelons que
t
w=uw+ Z Li(w)ey,
i=1

Done, pour i < ¢, (W —w); =0, et pouri > g+ 1, (W —w); = L;_y(w),
donc, d’aprés notre hypothése (4.6),

(W —w);| <A <exp(—Cyly)
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Pour estimer la valeur de 2 D, 0 D}, F(sw+ z(sw — sw)), on utilise le lemme

3.1.1, avec (X1,...,Xg1) = (£, ..., fy,€), T = (t1,. .., tg1) = (170,..., 7y, 1) et

u = sw + z(sw — sw). Notons que ¢! = 7!. Ainsi,

1 -
log ?Dei o Di F(sw + z(sw — sw))’ < Nylog&, + (T'+ 1) logé

+(T+1)log(g+ 1)

+logH +t.N,log  max (14 |u)

i€{g+1,....,g+t}

+ZQC2Ni (g: + (1 +[w))?)
=1

Dans le cas présent, &, = max(1, |8, |Li(w)]) et £ = max(1, |wy]).
On a donc la majoration, pour z € [0; 1],

log|f'(z)] < log(tS)+log A+ N,logé&, + (T + 1)logé
+(T'+1)log(g+ 1) +log H (4.7)

+t.N, lo ma 1+ |u;l) + 2o N; (g; + (1 + |w)])?
gie{g+1,..)fg+t}( [uil) ; 2 (g ( ‘ |))

Enfin, on utilise le théoréme des accroissements finis entre 0 et 1 pour la
fonction f :

1 1
LDEF(sw) = JDEF(sw)| = 1£0) - S()
< /
< max [f(x)]
qui nous donne le lemme, compte tenu de (4.7). O
Remarque : dans la définition de u, on voit apparaitre le terme s € {0, ..., S}.

C’est & cause de ce s qu’on a besoin de mettre un S? au dénominateur, dans
la définition des IV;.

Nous sommes maintenant dans les conditions d’application de la méthode
de Baker, qui ici prend la forme d’extrapolation dans une direction proche de
la période w, permettant de passer de 'ordre T a 'ordre T'.

Lemme 4.4.2. Pour 7€ 7T, s<5/2, ona
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1 -
‘%DE,F(sw)‘ < eXp(—021C§/4U0)

Démonstration : Soit 7 € T, on définit 7 = (0,72,...,7,). En d’autres
termes, on “oublie” de dériver dans la direction f{ = w. On étudie alors la
fonction :

f(2) = 2 DEF(ew)

Grace au lemme 4.4.1; on sait que pour m < Ty, s €0,...,5

IN

()

1 1
%Df/F(sw) — %Df/F(sw)' +

.
%Df/F(sw)'
< exp(—c17Col)
D’aprés le lemme de Schwarz 3.4.1, avec T} = Ty, r = S1 = 5, R = 4eS.
Ainsi,

1 7% 1
| Flas < 2|flaes (E) +5.(18)% max {mlﬂ’”)(h)l}

Par le lemme 3.1.1, on sait que

|flies < exp(N,.(log B) + Tlog(N?) + log H + t.N,(log B) log(4eS)

+ i 205N; (g + (14 4e5)?))

=1
< eXp(Cé/QUo)

Comme on a choisi Ty et S tels que TpS ~ C’g’/ 4U0, on en déduit d’une part
que 2|f|4es (%)TOS < exp(—clgCg’MUo), et d’autre part que

5.(18)TOS mameTmogth {%L}C(m)(h”} S exp(—clgCg/4Uo)

On conclut via les inégalités de Cauchy :

1 on
?—llazﬁf(s)‘ < |fl2s

S eXp(—Cgocg/4U0> (48)

DW=
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En appliquant une nouvelle fois le lemme 4.4.1

IA

1 T
’%Df/F(SUJ)'

J R 1 - J -
%Df,F(sw) - ﬁDf,F(sw)' + 'ﬁDf,F(sw)'

exp(—ColUy) + exp(—CQOCg/4Uo)
exp(—6210§/4U0).

IA A

Lemme 4.4.3. Pour 7€ 7T, on a
DiF(w)=0
Démonstration : D’apreés le lemme 4.4.2, pour 7 € 7T,

1 -
|5 DR F(w)] < exp(—enCy'U)

Le lemme 3.5.1 fournit une estimation similaire dans la base f. En effet, la
matrice de changement de base est :

On a donc

T
|DfF(w)| < (g +t—1+ ) exp(—cglC§/4U)

On utilise alors le lemme 4.3.1 pour évaluer la premiére parentheése.

|DFF (w)| < ca9 exp(—ca1 Co/*U) (4.9)

Supposons que les |DfF(w)| ne soient pas tous nuls pour tout élément 7 de
7, et prenons un 7 minimal (pour |7|) pour lequel |Df F(w)] est non nulle. Le
lemme 3.2.1 nous donne alors I'estimation suivante :
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DFF(w)] = exp(—CL ) (4.10)

Pour Cj assez grand, les estimations (4.9) et (4.10) se contredisent, on en
déduit donc le lemme. OJ

4.5. Conclusion

On a construit une fonction non nulle ayant un zéro d’ordre au moins T’
le long de W en w. Le lemme de zéros de [Phi, Den| entraine alors I’existence
d’un sous-groupe algébrique connexe G’ de G tel que

T°H(G',Ny,..., Ny, Ny) < co3H(G, Ny, ..., N, Ny), (4.11)

avec o = codimy (ToG' N ).
Deux cas peuvent se présenter :
— ou bien ToG' + W # T,G, le lemme 4.1.1 est en contradiction avec
I'inégalité (4.11).
— ou bien ToG' + W = T, G, et donc nécessairement, o = dim(G/G’) :

dim(T,G) = dim(ToG' + W)
= dim(W) + dim(7,G’) — dim(7oG' N W),
de sorte que

= dim(W) — dim(T,G' N W).
On peut alors réécrire (4.11) sous la forme :
COUU S CQ3UJ.

On en déduit Cy < c93. Comme on a choisi Cyp = max;<;<a3{c;} + 1, on
aboutit ici aussi a une contradiction.






Annexe - Constantes

Catalogue des constantes

On a défini des constantes ¢y, cs, ... ne dépendant que de g. Cy est choisi
supérieur a leur maximum.

c1 et ¢ @ lemme 2.2.1, encadrement des fonctions théta.
c3 : lemme 2.2.2; estimation des coefficients des matrices Q;(7) et (Q;(7))~".
¢y : lemme 2.2.3, dérivées des fonctions théta.

s, Cg, ¢7 - lemme 3.2.2; logarithmes formels de A.

s, Cy, C19 - paragraphe 4.3, estimations du nombres d’inconnues et du rang du
systéme.

¢11 @ lemme 4.3.1, non-nullité des NN; (application du lemme de zéro).
C12, C13, C14, C15, C16 - lemme 4.3.2, construction du polynoéme.

€17, C18, C19, C20, Co1 - lemme 4.4.2, extrapolation de Ty a T'.

Cop : lemme 4.4.3, nullité des DE(P o ®)(w).

o3 : conclusion (application du lemme de zéros).

Contraintes

On reprend les notations 7' = Uy /Ur, N, = Uy/Up,, N; = Uy/Uy,. Voici
les principales contraintes rencontrées au cours de la démonstration.
— Elimination des sous-groupes obstructeurs :

T9
<1
Codegy G.NV* ... NI"N! =
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T9

o e A
On se contente en fait d’imposer Co NI NTNT

=1, ce qui équivaut a

o (U Ty )\
° Co(Ur)?

Cette contrainte sert a justifier I'existence de é, et une fois les Us choisis,
donne la valeur de Uj.
— Non nullité des N; :
To > max{N;; N, }

— Construction de P : T

(&
cette contrainte permettra d’avoir un rapport “rang du systéme/nombre

d’inconnues” en notre faveur, grace a I’apparition d’'un terme T, dans le
calcul du rang.

Ty <

i=1

max {Na log B; T ZNZ‘CQ(l + ||JZ>||R)2} < 001/2U0
— Passage de w a w :

max { N, log B; Tlog |w;|; N:S*(1+ ||w;||r)*} < Colp

— Extrapolation :
T,.8 ~ C/*U,

max {Th(A;); Nih(A)} < Ca2U,
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D, degré du corps de définition, 12
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Il ||z, Norme de Riemann, 12
T, 1y, ordres de dérivation, 60
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W, noyau des Ly, 12
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F’, 58
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Base de Siegel
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H(X,D1,...,Dy), 33
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19j(7), définies sur Ty A, 28

Hauteur théta des variétés abéliennes

h(A,), 28
h(Ai) = h(A;/Q), b (A;), 12

Idéal annulateur d’un sous-groupe I(®(G')),
33
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multiprojectif de G, &, ¥, 32
projectif de A;, ¢, 1, 28
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ClX1,..., Xpn, Xa], 32
(C[Xla vy Xy Xa](Dl,...,Dn,Da)7 32

Siegel-réduite, 27
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Rappel des parameétres

Uy = C§+5g/t(D log B + Dmaxh't(A;) + log™ I{TllaX , @i || %)
1€ n

.....

1

ﬁ (DhJr + (Dmaxh*(A;) + log" maxX;e(1,...n} ||E||R)2||W_>z||%z>gl ‘
Pl Dmax ht(A;) +log" maxieq oy |0i] 1

A est un réel de l'intervalle ]0;1] qui sera précisé? plus tard (cf. lemme
4.1.1). On définit alors :

S# = 08/4(Dmaxh+(¢4i)+log+'?llax}HJ;HR) et S =[9%]
1€ n

.....

01/2U0

T* — et T=[T*

Dmaxht(A;) + log" mMax;e(1,...n} |@; || & T
T¥ = o

03/2(D max ht(A;) + log" max;eq1_ny |07 || r)

T# 03/4(]0 #

e C—g = S# et TO - [TO ]
AU

N = ° —— et N,=[NJ]

.....

2 le choix de A qui sera fait n’influe pas sur les valeurs de Cy et Uy, et ne dépendra pas
des valeurs des Nl-#... Il n’y a donc pas de probléme de définition.



76 Rappel des paramétres

et pour 7 € {1,...,n},

AUy
Cy*Dh+(A;) + (S#)2(| 1%

N# —

7

AUy

77777
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Résumé

L’objectif de cette thése est d’obtenir une démonstration effective d’un résultat
de Cohen, Shiga et Wolfart, généralisant aux espaces de Siegel $, de degré g
quelconque le théoréme classique de Schneider sur I'invariant modulaire j(7).
Un premier pas dans cette direction consiste, étant donnée une variété abé-
lienne A définie sur Q et paramétrée par un point 7 de 'espace de Siegel,
a minorer |||7 — F||| ou B est un point algébrique de l'espace de Siegel, en
fonction des données géométriques du probléme. C’est ce qui est réalisé ici, en
affinant des outils d’indépendance linéaire de logarithmes de la méthode de
Gel’fond-Baker.

Mots clefs : Formes linéaires de logarithmes, variétés abéliennes, méthode de
Gel’fond-Baker, logarithme formel.

Abstract

The purpose of this thesis is to obtain an effective demonstration of a result of
Cohen, Shiga and Wolfart, which is a generalisation, in the case of Siegel spaces
9, of arbitrary degree g, of the classical theorem of Schneider on the modular
invariant j(7). A first step in this direction consists, given an abelian variety.4
defined over Q and parametrised by a point 7 of the Siegel space, in giving a
minoration of |||7 — |||, where 3 is an algebraic point of the Siegel space, in
terms of the geometrical data of the problem. To achieve this, we sharpen some
tools of linear independence of logarithms of the Gel’fond-Baker’s method.

Keywords : Linear forms of logarithms, abelian varieties, Gel’fond-Baker’s
method, formal logarithm.



