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Introduction

Soit X une variété analytique complexe lisse de dimensionn et 7 : T*X — X
son fibré cotangent.

Considérons la catégorie des faisceaur pervers sur X : c’est une catégorie
abélienne contenue dans D% . (X), la catégorie dérivée des complexes de
faisceaux de C-espaces vectoriels a cohomologie constructible.

Si F est un objet de D_,,,.., (X) alors F est pervers si il est concentré dans
les degrés 0 a n et si il vérifie de plus des conditions dites de support et de
cosupport.

On sait associer a un faisceau pervers F sa variété caractéristique Ch(F) qui
est une lagrangienne homogene de 7T X. Cela peut se faire de deux facons :
soit en regardant les codirections dans lesquelles F se ”propage”, soit en
regardant les codirections dans lesquelles F a des cycles évanescents.

Dans la correspondance de Riemann-Hilbert, si M est un D-module holo-
nome régulier tel que Sol(M) := RHomp(M,O) = F alors on a
Ch(F) = Ch(M).

Ch(F) s’écrit comme une réunion de conormaux Ch(F) = [Jyeq Tx, X, ol
les X, sont liés a une stratification relativement a laquelle F est construc-
tible : les X, sont des réunions de strates.

D’apres les conditions de support d’un faisceau pervers F, il existe un ouvert
X,, dense dans X (la strate de dimension maximale de F) en restriction
auquel F est réduit a un systeme local :

Fx, = h(F)x,

Un premier regard naif pourrait amener a penser que cette strate dense joue
un role prépondérant : un faisceau pervers est ”presque” un systeéme local.
L’expérience montre que ce n’est pas le cas : des choses essentielles se cachent
dans les strates de petite dimension.

Le point de vue microlocal accorde la méme importance a toutes les strates
puisque ce sont les conormaux 7% _X quiy interviennent et non pas seulement
les strates : les Ty X ont tous la méme dimension.



Soit F un faisceau pervers sur X. Sa variété caractéristique Ch(F) est le
premier invariant qui lui est associé. Cet invariant peut se raffiner : on peut
construire le cycle caractéristique de F qui est une somme formelle a coeffi-
cients entiers de conormaux :

CC(F) = ) maTy X

a€cA

La variété et le cycle caractéristique contiennent beaucoup d’informations
sur F. Par exemple on peut déduire de Ch(F) une stratification de X par
rapport a laquelle F est constructible.

Toutefois, du point de vue des D-modules, la variété caractéristique Ch(M)
n’est qu’une approximation ”commutative” du D-module M.

Un phénomene essentiel dont le cycle caractéristique ne rend pas bien compte
est celui des différentes monodromies associées a un faisceau pervers.

Ainsi, si F est pervers avec CC(F) = d.T5X alors on sait que F est un
systéme local de rang d (c’est-a-dire du c6té des D-modules un fibré vectoriel
a connection plate) mais on ne sait pas dire grand chose de la représentation
de monodromie du systeme local F a partir de son seul cycle caractéristique.

Si Ch(F) = Upes Tx, X et sion note A, =T X et

Ag=Ma\ | A
BEA,BFa

alors on sait associer naturellement & F un systeme local £, sur chaque Aj.
L, est larestriction a A7, du microlocalisé de Sato le long de X, : £, s’obtient
par spécialisation le long de X, puis transformation de Fourier.

Sig e Ay, etsif:U — Cest une application telle que fix,nv = 0, dfre) = ¢
et U est un voisinage de 7(&) alors Lo,¢ = ¢f(F)r(e), ol ¢y est le foncteur
des cycles évanescents de Deligne.

Si 'on désire récupérer des informations sur les monodromies de F avec en
téte le principe d’accorder la méme importance a toutes les strates, il est
naturel de travailler avec les systémes locaux L,.

Si on a un systeéme local £ sur X (c’est-a-dire un fibré plat) alors on connait
des classes caractéristiques qui rendent compte de la monodromie de L :
ce sont les classes caractéristiques secondaires construites par Cheeger et
Simons.

Ces classes vivent dans la cohomologie en degré impair de X a coefficients
dans C/Z :



(L) € H*(X,C/Z)

Dans ce mémoire, en suivant des idées de B. Malgrange (voir [S]), on présente
la construction d’un nouvel invariant pour les faisceaux pervers : le déterminant
macrolocal qui est une généralisation aux faisceaux pervers de la premiere
classe caractéristique secondaire des fibrés plats.

La construction est la suivante.

Soit X une variété analytique complexe de dimension n et soit F un faisceau
pervers sur X.

A désigne la variété caractéristique de F : A := Ch(F) C T*X.

Dans A, on définit une partie réguliere A° C A; Z := A\ A° est un fermé
analytique de codimension 1 dans A.

A° est ’ensemble des points lisses de A au voisinage desquels la projection
ma : A — X est de rang constant.

Avec les notations précédentes, on a : A° := L, A7,

Sur A°, on a le systeme local donné par les £, dont on considere le déterminant
qui donne une classe en cohomologie dans H'(A°, C/Z).

En regardant les monodromies du systeme local modulo 41, on obtient une
classe dans H'(A°, C/3Z) que I'on transporte par isomorphisme de Thom en
A € HEHH (T X, (C/%Z).

Le résultat principal est le suivant (théoreme 2.1.4) :

THEOREME : Cette classe se prolonge en une classe
1
\r € HI"TH(T*X, (C/EZ)

que l'on appelle ”déterminant microlocal” de F.

Signalons aussi que dans la preuve du théoréme précédent on démontre un
autre résultat important : les systemes locaux £, se comportent bien mo-
dulo +1 par une transformation canonique de Legendre qui ramene A, en
position générique (voir le théoréme 2.10.2 pour un énoncé précis). Comme
le fait remarquer Y. Laurent, ce résultat n’est sans doute pas particulier a
la transformation de Legendre : il offre des perspectives intéressantes sur la
description microlocale des faisceaux pervers.



Revenons brievement sur le fait de quotienter les coefficients par +1.

D’une part, ce probleme de signe apparait dans la démonstration quand on
utilise les transformations canoniques pour se ramener en position générique.
Le comportement des systemes locaux par transformation canonique n’est
controlé que modulo un signe. En toute généralité, une transformation ca-
nonique peut faire apparaitre dans la base a I'arrivée des singularités qui
n’existaient pas au départ et ces nouvelles singularités vont donner naissance
a des + ou - 1.

Par exemple, en dimension 2, la transformation de Legendre envoie le co-
normal & une cubique lisse sur le conormal & un cusp. A I'arrivée, on a une
singularité (l'origine du cusp) dans la base (hors section nulle, le conormal
au cusp est lisse) qui n’était pas présente au départ.

D’autre part, des exemples explicites (le cusp en position générique dans
la partie 2.14 et 'exemple donné dans [S]) montrent que le prolongement
n’existe qu’apres avoir quotienté les coefficients par +1.

Ces exemples montrent que 'ambiguité de signe n’est pas un avatar de la
démonstration.

Le déterminant microlocal est une généralisation de la premiere classe ca-
ractéristique secondaire ¢;(.) aux sens suivants :

e si L est un systéeme local sur X alors son déterminant microlocal en
tant que faisceau pervers redonne ¢;(£) € H*(X,C/Z) (au signe pres)

e si F est un faisceau pervers sur X et si X,, est sa strate de dimension
maximale (strate ouverte) alors le déterminant microlocal de F ”contient”
la classe ¢;(h(F)x,) € H'(X,,C/Z) (au signe pres)

e si Y est une sous-variété lisse de X et que Ly est un systeme local
sur Y alors a un décalage pres le systeme local Ly étendu par zéro a X
est un faisceau pervers sur X dont le déterminant microlocal est ¢;(Ly) €
HY(Y,C/Z) (au signe pres)

Le déterminant microlocal exprime le fait que les systemes locaux L, ne
sont pas indépendants : ils sont liés entre-eux car ils proviennent du méme
faisceau pervers; on a une relation entre £, et Lg si 'intersection A, N Ag
est de codimension 1 dans A.

Précisons ce qui se passe en dimension 2.
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Soit F un faisceau pervers sur X = C? relativement & une courbe plane C &
singularité isolée en 0.
Ona:ChF)CTxXUTEXUTFX.

Notons comme précédemment Z le complémentaire dans Ch(F) de la partie
réguliere de Ch(F).
OnaZ=(TxXNTEX)U(TgX NTEX).

Soient {C;}i=1.. i les composantes irréductibles de C.

Le déterminant microlocal est construit sur les microlocalisés suivants :
¢ 1 x(F) qui donne le systeme local Ly sur Tx X
e les yic;(F) qui donnent les systemes locaux L; sur 75 X \ Z
e 1o(F) qui donne le systéme local Ly sur T4 X \ Z

On note £x, ¢; et £y les déterminants des systemes locaux précédents.

Z NT§X contient un nombre fini de codirections {4, }1<j<k-
On a la partition Z = Zx U Z, U {0}, ou

- Zx =TxXNZ\{(0;0)} ~ C\ {0} = Li;C? sont les points de la section
nulle hors origine

- Zy=TgX NZ\{(0;0)} = U,(5; \ {0}) sont les codirections & l'origine
hors section nulle

- {0} désigne l'origine dans la section nulle.

{0} est trop petit (de codimension 2) pour intervenir dans le prolongement.

En tout point de Zx = LJ;C;, le prolongement concerne /x et un seul des ¢; :
le recollement en ces points provient du fait que les cycles proches et cycles
évanescents le long de C; viennent équipés des automorphismes naturels
"Id 4+ Var o Can” et ”Id + Can o Var” qui ont mémes déterminants.

En tout point de Zy = U;(d; \ {0}) le prolongement concerne ¢, et certains
des ¥;.

Si on fixe j dans {1,..., K'}, les composantes de C' qui interviennent sont
les C; telles que §; C 15, X.

A posteriori, on peut dire que le systeme local £y a autour de ¢; exactement
le déterminant de la monodromie qui compense le produit des déterminants
des monodromies des ¢; concernés.

Plus précisément, soit j € {1,..., K'} fixé et soit ; un petit lacet de Ty X\ Z
qui entoure la codirection §;. A ~; est associé par le systéme local ¢y, un
nombre «; € C*.
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Soit I; :={i € {1,...,K}/0; C T, X}. Pour tout i dans I; le systeme local
¢; a une monodromie f3; ; autour de la codirection ¢; dans T¢; X \ Z.
L’égalité qui permet de prolonger le déterminant microlocal sur d; est :

a; =[] i

i€l

Dans le cas particulier d’'un faisceau pervers sur (C?,0), on peut donc in-
terpréter le déterminant microlocal comme suit.

Lx = h°(F)x\c est un systéme local sur X \ C.

Si {C;}i=1.. Kk désigne les composantes irréductibles de C, le foncteur ”cycles
évanescents le long de C;” fournit un faisceau ¢, F pervers sur C; relative-
ment a l'origine.

L;:= h(¢c; F)|ce est un systeme local sur C7 := C; \ {0}.

Le déterminant microlocal de F contient au signe pres les déterminants des
systemes locaux Lx et £;, 1 < i < K, et aucune autre information.

Le systéme local £y sur 75X \ Z n’apporte pas d’élément nouveau : en un
certain sens, il est exactement le systéme local dont le déterminant compense
les déterminants des systémes locaux £;.

On peut penser aux £; comme a des systemes locaux sur des disques épointés
Dy, disques qui sont tous attachés en leur centre. Le systeme local Ly est la
pour "visser” les /31 entre-eux.

Ce mémoire est rédigé comme suit.

La premiere partie regroupe un certain nombre de résultats techniques et de
rappels qui seront utilisés dans la suite.

La deuxieme partie est consacrée a la construction et a la démonstration de
I’existence du déterminant microlocal d’un faisceau pervers.

Le découpage de cette deuxieme partie suit linéairement les étapes de la
démonstration.

On commence par montrer que le probleme du prolongement est local sur
T*X et que si le prolongement existe, il est unique (partie 2.2) puis que le
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prolongement en dehors d’un sous-ensemble de codimension 2 dans A suffit
(partie 2.3).

Le probléme du prolongement sur les points de la section nulle 7% X (partie
2.7) hors codimension 2 se rameéne grace a 2.6 au cas dim X = 1 qui est
traité dans la partie 2.5.

Pour traiter le prolongement hors section nulle, on ramene le probleme en
position générique (partie 2.11).

Pour se ramener en position générique, la transformation canonique de Le-
gendre suffit (partie 2.8).

On contréle alors le comportement des microlocalisés de Sato d’un faisceau
pervers par la transformation canonique faisceautique associée a la transfor-
mation de Legendre (partie 2.10) en examinant dans un premier temps ce
qui se passe pour les faisceaux constants Z,,, ou M est un sous-espace de X
(partie 2.9).

Se limiter au cas de Z permet d’attrapper les =1 que I’on souhaite qui pro-
viennent alors d’une formule de Picard-Lefschetz puisque les seules singula-
rités qui apparaissent quand une transformation canonique ramene en posi-
tion générique sont quadratiques.

On utilise alors le foncteur phom de [KS] pour étendre le résultat a un fais-
ceau pervers quelconque ramené en position générique par la transformation
de Legendre.

En position générique, hors codimension 2, le probleme se raméne par 2.6 a
celui de dim X = 2 (partie 2.12).

Le probléeme en dimension 2 en position générique revient a montrer qu’un
certain produit de déterminants de monodromies vaut +1 (partie 2.13), ce
qui est fait dans la partie 2.14, o ’on utilise les descriptions combinatoires
des faisceaux pervers en termes de catégories de représentations de carquois
de Ph. Maisonobe.
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Notations

La plupart des notations utilisées ici sont courantes et sont presque toutes
celles de [KS]. Signalons toutefois que :

e Si X est un espace topologique, D’(X) désigne la catégorie dérivée bornée
des faisceaux de C-espaces vectoriels sur X ou celle des faisceaux de Z-
modules sur X

e Si X est une variété analytique complexe, si S est un sous-espace analytique
de X alors TgX désigne I'adhérence dans 7" X du conormal a la partie lisse
de S : T5X =T, X

e S5i Y C X est un sous-ensemble localement fermé de 1’espace topologique
X, si F est un objet de D°(X), alors RI'y F désigne :

- si Y est fermé dans X, le complexe des sections de F a support dans Y

- si Y est ouvert dans X, si 7 : ¥ — X est 'inclusion ouverte, alors
RIyF =Rj,j ' F

- si Y est localement fermé, Y = U N Z, ou U est ouvert et Z fermé avec
j : U = X P'inclusion, alors RI'y F est la composée : RI'y F = Rj,j 'R, F.

e Si F est un objet de D?(X), ot X est une variété analytique, alors Ch(F)

désigne la variété caractéristique de F ou son support singulier (voir la
définition 5.1.2 de [KS])
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Chapitre 1

Préliminaires techniques
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1.1 Quelques résultats techniques sur les fais-
ceaux homogenes

Les résultats qui suivent sont classiques (voir [KS], §3.7, [M3] § VL.1, [BMV1]).

Soit X un espace topologique séparé muni d’une action du groupe R** :

p: X x RY™* — X,
On notera p : X x R** — X la premiere projection.
Dans la suite, on supposera que les orbites de I’action de R™ sont toutes soit
réduites & un point {0}, soit homéomorphes a des demi-droites ]0, 4+00].
Typiquement, on pense a la situation géométrique suivante :
7w : X — Z fibré vectoriel réel (ou complexe) localement trivial, et I'action
du groupe R™ sur X est la multiplication par un scalaire A € R™ dans les
fibres de 7.

e Un faisceau F de C-espaces vectoriels sur X est dit homogéne si pour
toute orbite b de I'action de R** sur X, le faisceau Fj, est un faisceau
constant.

e Un complexe de faisceaux F € Ob(D’(X)) est dit homogéne si pour
tout 7 € Z, ses faisceaux de cohomologie h*(F) sont homogenes. On note
D} . (X) la sous-catégorie pleine de D°(X) dont les objets sont des complexes
de faisceaux homogenes.

On rappelle les résultats suivants :

LEMME 1.1.1 Soit G € Ob(D°(X xR™)) tel que pour tout k € Z, le faisceau
hE(G) est constant sur les fibres {x} x R**.
Alors, le morphisme naturel p~'Rp,.G — G est un isomorphisme.

Ce lemme est le lemme VI.1.1 de [M3], ou encore la proposition 2.7.8 de
[KS].
LEMME 1.1.2 Soit G € Ob(D*(X)).

Alors le morphisme naturel G — Rp,p~1G est un isomorphisme.

Il suffit d’appliquer le corollaire 2.7.7 (i) de [KS].

LEMME 1.1.3 Soit F un complexe de faisceauzr homogéne sur X.
Alors, pour tout entier j, hj(u_lf)|p_1(w) est un faisceau constant pour tout
x dans X.
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Preuve.
Par dévissage, on peut se ramener au cas ou J est un faisceau.
11 suffit de regarder le diagramme commutatif suivant :

{J)} x R+* Fip=1(a) bz
X x Rt s X

ol b, désigne 'orbite du point z, i et i’ les inclusions.
Ona: p ' Fpay =i tutF = /L‘;l_l(w)i'_lf qui est un faisceau constant
sur p~*(z) puisque par hypothése, Fp, est constant. Il

LEMME 1.1.4 $i F € Ob(D? (X)), alors on a un isomorphisme canonique
ptF ~pLF.

Preuve.

j P
On regarde les applications X <y X x R =, X
ol j est I'injection de niveau 1, j(z) = (,1).

On a pour tout F € Ob(D?(X)) les morphismes naturels :

pTF < pT Rp T F S p T F
ou le morphisme 3 provient du morphisme d’adjonction

Rp.u 'F — RpRjj W' F=F

Le morphisme « est un isomorphisme naturel : d’apres le lemme 1.1.3, on
peut appliquer le lemme 1.1.1, ce qui donne le résultat.

Concernant le morphisme [, on peut le voir comme la composée :

p ' Rp ' F =p ' (R(poj)e(pos) ) Rppu ' F
=p ' Rp. Ry (p7'Rp )™ F
— p 'Rp,Ryj,jutF
=p ' R(poj)i(noj) ' F
= pilf
ou la premiere égalité vient de po j = Idg, la seconde est la composition
des foncteurs dérivés, la fleche est un isomorphisme puisque d’apres le lemme
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1.1.3 on peut appliquer le lemme 1.1.1, la derniere égalité provenant de poj =
poj=Idg. O

LEMME 1.1.5 Soit U un ouvert de X. On suppose que pour toute orbite b
de Uaction de R™ sur X, bN U est contractile (en particulier, non vide).
Alors, pour F € Ob(D?,, (X)), le morphisme de restriction

['(X,F) — (U, F) est un isomorphisme.

Preuve.
C’est le corollaire 3.7.3 de [KS] dont on reprend exactement la démonstration.
Soit p' : U x R*™* — X la restriction de u. p' est surjective, & fibres contrac-
tiles et on peut utiliser la remarque 3.3.10 de [KS] et appliquer la proposition
3.8.9 de [KS]. On a donc I'isomorphisme naturel F = Ry p ' F et donc
RI(X,F) = RI'(X,Rp.pu~'F)

= RI(U x R, i/ ~1F)

=RI(U x R™,p~'F) (par 1.1.4)

= RI'(U,Rp,p~tF)

=RI'(U,F) (par 1.1.2). O

o~~~
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1.2 Spécialisation des faisceaux

Cette section rassemble un certain nombre de résultats sur la spécialisation
des faisceaux introduite par Verdier ([V]). Elle suit presque mot & mot le
début du chapitre 4 de [KS].

Soit X une variété réelle lisse, séparée, de classe C'™ et soit Y une sous-variété

lisse, fermée de X. On définit un foncteur appelé foncteur de spécialisation
le long de Y, noté vy : D*(X) — D% (TyX).

hom

Pour le définir, on construit une nouvelle variété, la déformation normale de
Y dans X, notée Xy.
=

C’est une variété C'*° munie de deux applications : Xy —R

lp

X

telles que : p~' (X \Y) isomorphe & (X \Y) x R*
t~}(R*) isomorphe a X x R*
t=1(0) isomorphe & Ty X

)?y est définie comme suit.
On pose dimgrX = n et codimxY = d.
Soit une carte de X, ¢; : U; — ¢;(U;) C R telle que U;NY =¢; ' ({0}2xR*~4).
On définit V; = {(z',2",t) e R x R4 x R ; (tz',z") € ¢(U;)}
et deux applications t;:Vi—>R et p:V,—>U
par p;(z', 2", t) = ¢;* (tz', 2") et t;(2', 2", t) = t.
Pour deux cartes (U;, ¢;) et (Uj, ¢;), on définit I’application
T/Jij Vi Xy, (UvZ N U]) — R"
ol y;(x,t) = (Yj;(x,t), i (x, 1)) € R x R*~* avec
(0 (2, 1), ¥l (2, 1)) = @507 (ta', ).
Ceci est toujours possible puisque les d premieres coordonnées de ¢;¢; * (tz', ")
s’annulent quand ¢ = 0.
Soit R la relation d’équivalence qui identifie (z;,t;) € V; et (z;,t;) € V; si
tz' = tj et T = ’(ﬁzj(l'l,tz)
On pose

)N(Y = (l_lV;)/R
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On vérifie que )Z'y est bien une variété C'° et possede les propriétés an-
nonceées.

L’isomorphisme entre t~'(0) et Ty X est réalisé dans la carte V; en identifiant
(z',2",0) avec le vecteur normal z’ au point (0,z") € Y.

On peut alors définir le spécialisé vy (F) de F le long de Y, pour
F € Ob(D*(X)).

Soit Q = ¢~L(R™) et soit j : < Xy inclusion ouverte.

On a le diagramme commutatif :

Ty X ==X, <—Q
l“ pl /
P=D|q
Y X

et on pose :
vy(F)=s'Rj.p 'F

On a ainsi défini un foncteur de spécialisation dans un cadre réel.
Citons quelques résultats sur ce foncteur.

e Un autre foncteur de spécialisation a été défini par Verdier ([V]) dans un
cadre plus général. En particulier dans un cadre analytique complexe, on
obtient un foncteur v<.

Si X est une variété analytique complexe, Y une sous variété analytique et
que F est un complexe C-constructible de faisceaux alors on a la comparai-

son : V7 (F) = vy (F) ([TMF], p. 300).

e Dans un cadre analytique complexe, avec la perversité moitié, vy envoie
faisceaux pervers sur faisceaux pervers. ([KS], proposition 10.3.19).

e On dispose d’une estimation du microsupport de vy (F) en fonction du
microsupport de F. ([KS], théoréme 6.4.1)

e [l existe une construction algébrique du spécialisé dans un cadre analytique
complexe, c’est-a-dire en termes de D-modules (voir par exemple [K2], [LM]
ou [TMF)).

Soit M un Dx-Module régulier le long de Y. Il existe une filtration dite “ V-
filtration de Kashiwara-Malgrange le long de Y”. Rappelons juste qu’elle est
construite a partir de la b-fonction et d’une section de la projection C — C/Z
(voir [K2], [M1]).
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On note gry (M) le gradué associé a M pour la V-filtration de Kashiwara-
Malgrange le long de Y.

gry(Dx) s’identifie naturellement a D1y x1, ou Dypy, x) désigne le faisceaux
des opérateurs différentiels sur Ty X analytiques en Y et polynomiaux dans
les fibres de Ty X — Y.

gry (M) est un faisceau de Dy, x1-Modules et on définit le spécialisé algébrique
de M par :

V5 (M) = Dry x oy, 97v(M)

On a alors le résultat :

THEOREME 1.2.1 ([K2], [LM] théoréme 10.2.3)
Soit M un Dx-Module holonome régulier le long de Y. On a un isomor-
phisme canonique dans D°(Ty X) :

vy (Solx (M)) ~ SOlTyX(Z?}g (M))

ou si Z est une variété analytique compleze et N un Dz-Module, Solz(N)
désigne RHomp, (N, Oz).

e Spécialisé et cycles proches de Deligne.

Dans un cadre analytique complexe, quand Y est une hypersurface lisse de
X admettant une équation globale f : X — C, on dispose alors du complexe
des cycles proches de Deligne ([D.K]) ¥;(F) € Ob(D*(Y)) ou Y = f71(0) et
F € Ob(D*(X)).

df induit alors une application f: TyX — C.

Soit s la section de Ty X — Y définie par f!(1).

Si F est C-constructible, on a alors un isomorphisme dans D°(Y) ([KS],
proposition 8.6.9) : Up(F) =25 Tuy (F).

Un exercice : spécialisation le long de la section nulle d’un fibré
vectoriel

Soient Z une variété analytique complexe lisse séparée et 7 : £ — Z un fibré
vectoriel réel de rang d.
Dans la suite, on identifiera Z avec la section nulle de 7 : ' — Z.

On a le résultat suivant ([KS], exercice IV.5) :

LEMME 1.2.2 $i F € Ob(D?, (E)), alors on a un isomorphisme canonique
llz(]:) ~ F.
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Preuve. Tout d’abord, remarquons qu’il existe un isomorphisme canonique
E =2 T,E. En effet, T;E est défini comme le troisieme terme d’une suite
exacte courte de fibrés vectoriels sur 7 :

0>TZ —>ZxgTE —-T;E —0

Et il suffit de vérifier que la suite de fibrés vectoriels

0>TZ —>ZxgTE —-FE—0

munie des applications canoniques est bien une suite exacte courte.

La déformation normale de Z dans E vient équipée d’une application

p: EF, — FE.

Dans la situation topologique 7 : E — Z, on peut définir une autre applica-
tion pr: E; — E.

Pour une carte de E, ¢; : U; — ¢;(U;) C R®

telle que U; N Z=¢; ' ({0}4 x R"~4), on définit la carte V; de E, par
Vi={(z',2",t) e RT x R4 x R ; (tz',2") € ¢(U;)}-

Donc, si on prend pour carte U; une carte trivialisante du fibré vectoriel, on
aVi={(v,2,t) € RE x W; x R}, ot W; est une carte de la variété Z.

On peut alors définir pr : E; — E par pr; : V; = RExW; xR — U; = R'xW;,
en posant pr(v, z,t) = (v, z). On vérifie que pr est bien définie sur F.
D’autre part, Q = ¢! (R™) est isomorphe & E x R™™ et prio est la premiere
projection tandis que p = pjo est simplement l'action du groupe R™* dans
les fibres de E (voir par exemple [LM], p. 1384).

On a donc le diagramme :

E—>F,~LE xR

| A

Z —F

On a vz(F) = s7'Rj,p~1F. Comme on part de F homogene, on a

p'F = (prio) ' F (lemme 1.1.4) et donc vz(F) = s 'Ry, (prin) "' F

=s 'Rj.j 'pr ' F.

Enfin, il faut constater que le morphisme naturel issu de I’adjonction
F=(pros) 'F=s"'pr'F — s 'Ryj.j 'pr 'F = vz(F)

est un isomorphisme.
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Pour cela, on peut se limiter a regarder ce qui se passe pour un faisceau F
au dessus d’un ouvert trivialisant W; x R? de E, ou W; est un ouvert de Z.
On a alors le diagramme :

Wi x R? x {0} ——= W, x RY x R<—— W, x R¢ x R"*

) "

W; x {0} W; x R¢

En un point (w,v,0) € W; x R? x {0} C TzFE = F, la fibre du faisceau F
est :
sTprt Fuwey = lim T(W x Vx] —t,t[,pr~'F)

WXV x]—t,t[
puisque les {W x V' x]—t,t[}, ou W est un voisinage ouvert de w, V' voisinage
ouvert de v, ¢ € R**, forment un systeme fondamental de voisinages de
(w,v,0) dans E.
D’autre part, on a s 'R, 'pr t Fppe = lim  T(WxVx]0,t[, pr~'F)

WXV x]—t,t[

et la fibre du morphisme d’adjonction
spr  Fawo — 8 TR TIpr T Fuwe) se lit sur les limites inductives
comme un morphisme de restriction, qui est un isomorphisme puisque le
faisceau pr—!F est constant sur les fibres {w} x {v} x R. O

Application : calcul du spécialisé d’un faisceau pervers le long d’une
hypersurface de la stratification

Soit X une variété analytique complexe lisse, soit F un faisceau pervers sur
X et soit Y sa strate fermée de dimension maximale, c’est-a-dire que Y est
le plus petit fermé de X tel que Fjx\y soit réduit a un systeme local.

Soit Y° l'ouvert des points lisses de Y et Y*"9 sa partie singuliere. Alors
Y° est un fermé lisse de X \ Y et on peut donc calculer le spécialisé

I/YO (f" X\Ysing ) .

Soit 7 un voisinage tubulaire de Y° dans X \ Y*"9. Alors 7 s’identifie &
un voisinage 7' de la section nulle du fibré normal Ty« (X \ Y*"9) (voir par
exemple [GM], [MV2], ou le théoreme 11.1 de [MS] ). Puisque le spécialisé
Vyo(Fx\ysing) est un faisceau homogene sur Tyo(X \ Y*™9) il suffit de le
connaitre sur 7' pour le connaitre completement (lemme 1.1.5).

LEMME 1.2.3 En utilisant l'identification T ~T', on a :

26



Vye (-ﬂx\ysms ) i =Fir

Preuve. Il suffit de remarquer que puisque Fx\y est un systeme local, modulo
I'identification entre 7 et 7' puis la dilatation qui permet d’identifier 77 et
Tyo (X \ Y*"9), Fir est un faisceau homogene sur Ty-(X \ Y*9) auquel on
peut donc appliquer le lemme 1.2.2. O
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1.3 Transformation de Fourier faisceautique

On rappelle ici la construction et quelques propriétés de la transformée de
Fourier pour les faisceaux. La plupart des résultats exposés ici sont extraits
de [KS], § 3.7, [M3] § VL1, BMV1], [BMV2], [Br2].

Soit X un espace topologique localement compact et p : E — X un fibré
vectoriel réel sur X, localement trivial, de rang constant d.
On note 7 : E' — X le fibré dual de E.

La transformation de Fourier est un foncteur, noté ici (.)"*, qui a
F € Ob(D}, (E)) associe (F)" € Ob(D?,, (E")).

Si Z est un complexe borné inférieurement de faisceaux injectifs homogenes
sur F, on note Z" le complexe de faisceaux associé au complexe de préfaisceaux
sur B’ :

U Tyo(p ' n(U), Zip-12(tr))

ou U° désigne le polaire de U, U° := {z € E tels que p(z) € n(U) et (x,&) > 0
pour tout £ € U tel que 7(§) = p(z)}.

On vérifie qu’on a bien défini un complexe de préfaisceaux, que la construc-
tion précédente passe aux catégories dérivées et que le complexe obtenu est
bien homogene sur E’.

e Transformation de Fourier algébrique

Quand on part d'un fibré C-vectoriel la transformation de Fourier admet une
autre description et son pendant algébrique.

Exprimons-le dans le cas d'un C-espace vectoriel £ pour simplifier. On note
Byp le complété en boules de E (c’est-a-dire que ’on rajoute un point a 'infini
dans chaque demi-droite réelle [0, 0o[) et k : E < Bpg 'inclusion.

On note encore E’ le dual de E et K = k X Idgr : E X E' — By x E'
I’inclusion.

Dans Bg x E', on définit la partie @~ = {Re((z,£)) < 0} comme 'adérence
dans Bg x E' de la partie analogue dans E x E’ :

Q™ =k({(z,€) € E x B Re((,€)) < 0}).
On pose alors QT = (Bg x E')\ Q™ et enfin LT = (E x E') UQ™.

On a le diagramme suivant :
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Ex EB'“*~ B, x E

lpl l(h
E E'
Et, pour tout faisceau F € Ob(D*(FE)), on définit

L
FN = Ran(pi ' F S, Cut)

On définit une transformation de Fourier sur les Dg-Modules de la maniére

suivante.

Sur C, on considere le fibré trivial O¢ muni de la connexion : V : Oc — Qg

V(P) =dP — Pdt. On désigne par L le De-Module & gauche correspondant.

C’est un Dc-Module holonome, isomorphe a D¢/ DC(% +1).

On note 0 : E x E' — C Papplication de dualité et on considere :

~ L ~
L:=0'L][—(2n —1)] = Opxp ®p-10, 0 L.
L est un D, g-Module concentré en degré 0, ensemblistement égal & Ogyp.

L
Si M est un Dy p-Module a gauche, M ®o, ., L est alors ensemblistement
égal a M avec 'action de Dgyp donnée par :

Op,(Mm®1) = (0, —&)m® 1
afi (m ® 1) = (a& - .I,)m QL
Avec les deux projections E x E
;V K
E E
on définit, pour tout Dr-Module M,
\ L
M = fm* (p'lM) Q0 p s mr [,[—n].

Dans la correspondance de Riemann-Hilbert, les transformations de Fourier
se correspondent :

THEOREME 1.3.1 ([M2], [Da]) Si M est un compleze borné de Dg-Modules
a gauche, 1-spécialisable a l’infini, il existe un isomorphisme canonique dans
Db(E') :

(Sol(M))* = Sol(M")
ou Sol(.) désigne les foncteurs solutions RHomop (., O()).
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REMARQUE 1.3.2 Ce théoreme est énoncé dans un cadre bien plus général
que le notre ou nous n'utilisons la transformation de Fourier que pour des
faisceaur homogénes.

e On revient a la situation initiale ou 7 : £ — Z est un fibré vectoriel.
Si on limite les objets de départ aux complexes de faisceaux homogenes sur
E la transformée de Fourier admet d’autres descriptions.

On considere le diagramme :

EXZEI

E \ / E'
A
ol p; et po désignent les projections.

Et on définit :

P={(z,8) € E xz FE';(x,&) >0}

P'={(z,§) € E xz E';(z,£) < 0}
Si on part de F € Ob(D? . (E)), on a alors :
F" = Rpa(py ' F)p = Rpa.RTp(p; ' F)

La transformation de Fourier établit alors une équivalence de catégories de
Dt (F) vers D% (E').

hom hom

e Si on reprend la premiére construction de la transformation de Fourier, on
obtient alors une description des sections du transformé de Fourier F" :

si U est un ouvert convexe de E' (c’est-a-dire que pour tout z € w(U),
771(2) NU est convexe) on a :

RI(U, F") = RUyo (1 '7(U), Frr-1au))
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Transformation de Fourier et faisceaux pervers en dimension 1

Placons nous dans le cas ou Z est réduit a un point et ou £ = C et considérons
un faisceau pervers F sur C relativement & 0 (F est un complexe de faisceaux
homogene).

On a alors ([KS], proposition 10.3.18) : F"[1] est un faisceau pervers sur E'.

On rappelle qu'un faisceau pervers sur C relativement a 0 est entiérement
décrit par un couple

BT F

ou F, F sont deux espaces vectoriels complexes de dimensions finies et u, v
sont deux applications linéaires telles que Id 4+ vu est inversible.

Une telle description peut s’obtenir de la maniére suivante (voir par exemple
[PhM1], [GGM]).

Soit F € Ob(Pervi®(C)). On considere le triangle distingué de D*(C) :

Rlg+ F——>F—=Ri,i '\ F—~

ou 7 désigne 'inclusion ouverte i : C\ Rt — C.

On remarque que le premier et le dernier terme de ce triangle sont des com-
plexes de faisceaux concentrés en un seul degré, constructibles relativement
a la stratification C \ R™, R™, {0}.

On a : RI'g+F = RITg+ F[—1] et Ri, i1 F = 4,5 hO(F).

On pose E =T(C\ R, h°(F)) et F = (RT'g+F)o.

v désigne alors le morphisme de E vers F' qui permet de recoller le faisceau
de fibre F' sur {0} et le faisceau constant de fibre E sur R™* en un faisceau
isomorphe & R'T'g+ F.

Enfin, v désigne le morphisme de E vers F' donné par la fibre a 1’origine du
morphisme de connexion 4,i " h®(F) — R!'T'g+F issu du triangle distingué.

La monodromie du systéme local h°(F) = quand on tourne dans le sens
positif est alors donnée par Id 4 vu.

u

A partir de la donnée ECF , on peut alors construire un complexe de fais-
v

ceaux quasi-isomorphe au faisceau pervers F de départ de la fagon suivante.
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On commence par construire deux faisceaux A, B constructibles relativement
a la stratification C \ R", R™, {0}.

On pose A = i, E ol E désigne le faisceau constant de fibre E sur C \ R*.
B désigne le faisceau suporté par R, constant de fibre F en restriction &
R*™*, de fibre F & l'origine, les deux strates étants recollées par le morphisme
v:E— F.

Puis on construit un morphisme U : A — B.

Ce morphisme est nul en restriction a C\ R*.

En tout point de R**, il est défini par

E®FE—E, (e,f)—~ M.f —e

ou M = Id + vu, morphisme qui consiste & faire franchir la coupure Rt 3
une section qui se trouve “sous” cette coupure et a la comparer a une section
“au-dessus” de la coupure.

Enfin, a 'origine le morphisme U est donné par u : E — F.

On a ainsi défini un complexe a deux termes 0 — A B >0 qui est
quasi-isomorphe au faisceau pervers F de départ.

u

Partons de F € Ob(Pervi®(C)), décrit par un diagramme E___F.

v
On sait qu’alors F”[1] est pervers sur C' (le dual de C), homogene sur C'
donc pervers relativement a 1’origine.

THEOREME 1.3.3 ([BMV2], [M3]) Une fois choisie l’orientation inverse sur

v
A
-__FE

u

C, le faisceau pervers F"[1] est donné par le diagramme F

COROLLAIRE 1.3.4 Le systéme local h®(F"[1]) ¢\ o} est isomorphe au systéme
local de fibre F' et de monodromie (Id +uv)™" quand on tourne dans le sens
positif autour de ’origine.
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1.4 Microlocalisation de Sato

Soit X une variété lisse, séparée, de classe C* et soit Y une sous-variété
lisse, fermée de X. On définit le foncteur microlocalisation de Sato le long de
Y, noté py : D*(X) — Db (T3 X).

hom

iy est construit par spécialisation le long de Y, puis transformation de Fou-
rier : VF € Ob(D*(X)),

py (F) = (v (F))"

Citons quelques résultats sur la microlocalisation de Sato.

e Dans un cadre analytique complexe, si Y est une sous-variété de codi-
mension complexe d dans X, le foncteur py (.)[d] envoie faisceau pervers sur
faisceau pervers ([KS]|, proposition 10.3.19).

e On dispose d’une estimation du microsupport de py(F) en fonction de
celui de F.

e Signalons que d’apres ce qu'on a vu précédemment, on dispose d’une
construction algébrique en termes de D-Modules du microlocalisé de Sato.

e On a une autre description algébrique du microlocalisé de Sato : si M est
un D-module tel que Sol(M) = F alors

,U,Y(j:) = Rﬂomg(ﬂ'_lM Qr-1p 8: C$|X)

ou Cg‘% x désigne le faisceau des microfonctions sur 73X (voir par exemple
[K])

e Microlocalisé et cycles évanescents.

Dans un cadre analytique complexe, quand Y est une hypersurface lisse de
X admettant une équation globale f : X — C, on dispose alors du complexe
des cycles évanescents défini par Deligne ([D.K]) ®;(F) € Ob(D*(Y)) ou
Y = f71(0) et F € Ob(D?(X)).

df définit une section s’ de Ty X — Y.

Si F est C-constructible, alors on a un isomorphisme dans D°(Y) ([KS],
proposition 8.6.3) : Q4 (F) ~ sty (F).
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Systémes locaux associés a un faisceau pervers

On revient sur D’estimation de la variété caractéristique du microlocalisé
py (F).

On rappelle que si Y est une sous-variété lisse, fermée de X, que S est un
sous-ensemble de X, on définit le cone normal de S le long de Y, noté Cy(S),
est un sous-ensemble de Ty X défini a partir de )A(:y, la déformation normale
de Y dans X qui permet de définir la spécialisation le long de Y.

On rappelle que Xy est une variété munie du diagramme suivant (voir la
partie 1.2) :

TYX 5 XY 0
m p
l l/ Apn
Y X

Et on définit : Cy(S) = Ty X Np~1(S).

On peut également définir Cy (S) en termes de coordonnées.

On choisit des coordonnées locales (z) = (z/,2") sur X telles que Y soit
donné par Y = {z; 2/ = 0}.

Si on choisit zy = (0,zy) dans Y, (zo,vy) dans Ty X, alors (xg,v) € Cy(S)
si et seulement si il existe une suite {z,, ¢, tnen dans S x R telle que si on
pose z, = (z!,,z), on ait lim,_,o T, = x¢ et lim,_, c,.2), = vg.

On peut alors énoncer le théoreme ([KS], théoreme 6.4.1) :

THEOREME 1.4.1 Si Y est une sous-variété lisse, fermée de X,
si F € Ob(D*(X)),

Ch(py (F)) = Ch(vy(F)) C Crzx(Ch(F))

Dans cet énoncé, on a identifié TrexT*X, T"Iy X et T"Ty X.

Si F est un faisceau pervers sur X variété analytique complexe, si on note
m:T*X — X son fibré cotangent, alors le lieu singulier de F est
T(Ch(F)\T%X), c’'est-a-dire que Fjx r(ch(F)~13x) st un systéme local sur
XN 7(Ch(F)NT3X).

Si on part d’'un faisceau pervers F, alors uy (F)[codim Y] est un faisceau
pervers sur 7y X, et on peut utiliser le théoreme précédent pour borner son
lieu singulier.
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COROLLAIRE 1.4.2 Si F est un faisceau pervers sur X, avec Ch(F) =
Uiez T3, X, st on fize i € T et que l'on note My l’ensemble des points lisses
de My, M™ lensemble de ses points singuliers et X; = X ~ M9,

alors pae (Fix,)[codim M;] est un faisceau pervers sur Ty X; et de plus
pare (Fix; ) [codim Mi]\T;JEXi\U
T Xi~ U T3, Xi.

ez Tig, X est un systeme local sur

JEL,j#1
REMARQUE 1.4.3 Notons L; le systéme local du corollaire précédent.

St & est un point de TJ‘(,IpXi\UjeL#i Tj\‘,[sz-, st f: U — C est une application
telle que fianu =0, dfre) =€ et U est un voisinage de 7(€) alors

Liie = ¢5(F)re), ot ¢y est le foncteur des cycles évanescents de Deligne
(voir par exemple [MV1], remarque p. 422).
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1.5 Systémes locaux de rang 1 sur Z et H'(Z,C*)

Soit Z un espace connexe, localement simplement connexe.
Dans cette section, on fixe une fois pour toutes un recouvrement ouvert
U = {U,}ier de Z tel que Vi € I, U; soit simplement connexe.

On rappelle la définition du premier groupe de cohomologie de Cech H Lu,c).

Comme d’habitude, pour (i1, .., ) € I*, on note U;, ;. pour U, N..NUj,.
Un 1-cocycle de Cech du recouvrement U est la donnée pour tout (i,5) € I?
de g; ; € I'(U; 4, C7,), vérifiant la condition de cocycle :

V(i,j, k) € I*, on a dans T'(U; jx, C%) : Gik = i j-9ik (%)

(dans ce qui précede, C7, désigne le faisceau constant de groupes abéliens de
% 7,
fibre C* et on a noté g; x pour g; kv, ; .+ 9i,j POUL Gijv; ;, €t gjk pOur gj,k|Ui,j,k)'

Un 1-cobord de Cech du recouvrement Y est un 1-cocycle {9ij}ger tel
S

qu’il existe des sections s; € I'(U;, C7;) pour tout ¢ € I, telles que g;; =

Sj

pour tout (z,7) € I%
On pose alors H' (U, C*)={1 — cocycles} /{1 — cobords}.

D’apres le théoreme du recouvrement acyclique de Leray, puisqu’on a choisi
les ouverts U; simplement connexes, on a l’isomorphisme naturel :
HYU,C*) ~ HY(Z,C)

Soit maintenant £ un systéme local de rang 1 sur Z. On va associer a £ une
classe ¢(£) € H'(U,C*).

Comme les ouverts U; sont simplement connexes, Ly, ~ C;. et on peut
choisir pour tout ¢ € I une section «; € I'(U;, £), telle que a; # 0.
Supposons un tel choix {;}ic; fait. On construit alors un 1-cocycle de Cech
de U de la maniére suivante : pour tout (4,j) € I?, on dispose des deux
sections oy, ; et ajy,; de I'(U;,C*). Comme L est un systéme local de
rang 1, il existe alors un nombre g—; € C* bien défini tel que a; = g‘—;.ozj.

On pose alors g; j = g—; € I'(Ui;, C*). Les {gi;}(i,j)er> ainsi définis vérifient la
condition de cocycle (x).

On a donc un élément de H' (U, C*).

Montrons que cet élément ne dépend pas du choix des sections «; € T'(U;, £).

Supposons que 'on ait fait un autre choix §; € I'(U;, £) qui conduit au

1-cocycle {h;;}(j)erz- Comme L est un systeme local de rang 1, on a des
o

nombres bien définis 5 € [(U;, C*) tels que o = % B;. Ces nombres définissent
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alors un 1-cobord de U et on vérifie que les deux 1-cocycles {g;;} et {h;;}
different du 1-cobord {%}.

Ceci est évident puisque

gig = 2 = (5).(2).(3) " = (5)-(hag) ().

On a donc défini comment a tout systeme local £ de rang 1, on associe une
classe ¢(£) € H'(U,C*).

Montrons que ¢(L£) ne dépend que de la classe d’isomorphisme de L.

Soient L et M, deux systémes locaux de rang 1 isomorphes par ¢ : L — M.
Choisissons, pour tout ¢ € I une section non nulle o; € T'(U;, £), les {a; }ier
définissant le 1-cocycle de U : {g;;} ¢ jjer- Posons f; = ¢y, (o) € I'(Us, M).
Comme ¢ est un isomorphisme, [; est une section non nulle de M sur U; et
définit un 1-cocyle {h;;} i j)er2- Comme ¢ est un isomorphisme de faisceaux,
c’est-a-dire compatible aux restrictions U;; C U; et U;; C Uj, on a donc
o =% = = g—;.ﬁj et donc on a I'égalité {g;;}i err = {hij}a )er-

Q@;

Donc si £ ~ M, alors ¢(£) = ¢(M) dans H'(Z,C").

Lien avec la représentation de la monodromie

On rappelle que pour se donner a isomorphisme pres un systéme local de
rang 1, il suffit de se donner une représentation complexe de dimension 1 de
m1(Z, 29), ¢’'est-a-dire un morphisme de groupes p : m(Z, z9) — C* (voir
par exemple [MN]).

Si on se donne le systeme local £, si 7 : [0,1] — Z est un lacet de base z,
~v*L est un faisceau constant sur [0, 1]; par 'isomorphisme naturel entre les
sections globales I'([0,1],7*L) et les fibres (v*L)o et (7*£); (isomorphisme
fourni par les restrictions (y*£),<=—T([0, 1], y*£)——=(y*L); ), on en déduit
un isomorphisme v*Ly——v*L; qui ne dépend que de la classe d’homotopie
du lacet 7.

Etant donné un systéme local £, on va décrire le rapport entre
c(L) € HY(Z,C*) et pe : m1(Z, z9) — C*.

Si on part d’un systéme local £ donné par c¢(£) € H'(Z,C*), pour trouver
la représentation associée p., on procede comme suit : étant donné un lacet
v de Z, de base zg € Z, pour connaitre ps(7), il suffit de suivre une base de
L,, le long du lacet ~.

Il existe une subdivision {t; = 0, ts, .., ts_1,ts = 1} de [0, 1] et une application
a:{l,.,s} — I telle que :
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Vj e {1,.,s} onay(t,tj41]) C Uay), avec la convention s +1 = 1.
Alors, une section non nulle sq(1) € I'(Uy1), £) fournit une base de £, et si
on suit cette base le long du lacet v on trouve que :

P (V) (Sa(1) = [Lj=1.s Ga(),aG+1)-

Dans 'autre sens, on peut passer par la cohomologie singuliere.

On rappelle qu’une fois construit le complexe des chaines singuliéres (dont
la composante C;(Z) de degré i € N est le Z-module libre engendré par les
applications continues A — Z, ott A’ désigne le simplexe de dimension %
et H;(Z,Z) = H;(Ci(Z))), pour définir le complexe des cochaines singuliéres
a coefficients dans G' groupe abélien, on regarde le complexe

C(Z,G) = Homy(Ci(Z),G) et on définit H(Z,G) := H (Homyz(C,(Z),G)).
Par des résultats classiques d’algebre homologique, on en déduit une suite
exacte courte :

0 — Ext(H;-1(Z,Z),G) — HY(Z,G) — Homgz(H;(Z,7),G) — 0

Si le groupe G est divisible, c’est-a-dire si G est un Z-module injectif, on en
déduit un isomorphisme naturel : H'(Z, G)—>Homz(H;(Z,Z),G).
En particulier, dans notre situation, on a

H'(Z,C*) ~ Homy(H;(Z,Z),C")
Soit £ un systéme local donné par la représentation p. : m1(Z, 29) — C*.
On rappelle le morphisme d’Hurewicz ¢ : m(Z, z9) — H1(Z,Z), qui envoie
le lacet 7y : [0,1] — Z sur la classe de v dans Hy(Z, Z) grace a I'indentifica-
tion évidente Al ~ [0, 1].
¢ est un morphisme de groupes et si Z est connexe par arcs, alors ¢ est
surjectif et Hy(Z,Z) est abélianisé de (7, 2o).

Dongc, si on part de p; : m1(Z,20) — C*, on en déduit par le morphisme
d’Hurewicz, un morphisme p; : H(Z,Z) — C* (d’ailleurs, puisque C* est
abélien, il revient au méme de se donner p; ou pr).

T (Za ZO)
\
Hurewicz C*
oc
Hl (Za Z)

Par lidentification H(Z,C*) ~ Homg(H;(Z,Z),C"), p fournit une classe
c(L) € H'(Z,C") et, modulo l'identification entre cohomologie singuli¢re et
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cohomologie des faisceaux, on retrouve notre premiere description en termes
de cohomologie de Cech du systeme local L.

Pour terminer cette partie, signalons que si ’on part d’un systeme £ de rang
d sur Z, on peut construire un systeme local de rang 1 sur Z en regardant
sa puissance extérieure maximale /\d L.

Si L est donné par sa représentation de monodromie p, : m(Z) — GL(d, C),
alors la représentation de monodromie associée 3 A®L est donnée par la
composition

ppip = detopg:m(Z) — GL(d,C) — C*

Donc, si on part de £ de rang d et que I'on regarde la classe

(N L) € H'(Z,C*), cette classe consiste simplement & suivre le déterminant
des monodromies de £ le long des éléments de H;(Z,Z) pour obtenir le
morphisme ¢(\* £) : H,(Z,Z) — C* (voir par exemple [So|, 1.5.a p. 414).

REMARQUE 1.5.1 Dans la suite du mémoire, pour utiliser des notations ad-
ditives, on travaillera avec le Z-module C/Z plutot qu’avec C* : ces deux
groupes sont isomorphes par lexponentielle : C/Z — C*, t +— e*™
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1.6 Un résultat de dualité

On montre quelques résultats de dualité qui seront utilisés par la suite.

On note G le groupe abélien G = C/Z.
Si Z désigne un espace topologique et M un groupe abélien, alors M , désigne
le faisceau constant de fibre M sur Z.

THEOREME 1.6.1 Soient Y une variété topologique, orientable, de dimen-
siton réelle n et X une sous-variété topologique, orientable, fermée dans Y
de dimension réelle m.
On note d =n —m la codimension de X dans Y.
Notons aussi @ l'inclusion ferméei : X — Y.

On a un isomorphisme naturel de faisceaur sur'Y :

i*QX ~ RFXQY[d]

REMARQUE 1.6.2 Dans la suite du texte, cet isomorphisme faisceautique
sera désigné sous le nom d’”isomorphisme de Thom”.

Preuve.

Rappelons quelques résultats de la dualité de Verdier (voir par exemple [KS],
§3.3).

Soit f : X — Y une application continue entre espaces localement com-
pacts.

On dit que f est une submersion topologique avec fibres de dimension £ si
pour tout point x de X il existe un voisinage V' de x tel que U = f(V) est
ouvert dans Y et il existe un diagramme commutatif :

U x R
U

ol h est un homéomorphisme et pr désigne la premiere projection.

Si f: X — Y est une submersion topologique avec fibres de dimension ¢
alors le faisceau f'Zy est concentré en degré ¢ et localement isomorphe au
faisceau constant de fibre Z.

On note orxy = f'Zy[—{] : c’est le faisceau d’orientation relative de X sur
Y dont la restriction a chaque fibre donne une orientation des fibres de f.
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Si Y est réduit a un point, alors on note le faisceau précédent ory, c’est le
faisceau d’orientation classique de X. Si X est une variété topologique de
dimension m, sa fibre orx,, est canoniquement isomorphe a H7, (X,Z).

Si de plus X est orientable, choisir une orientation de X, c’est fixer un iso-
morphisme avec le faisceau constant : orx ~ Z.

Si f: X — Y est une submersion topologique avec fibres de dimension /¢
alors on a un isomorphisme naturel de foncteurs :

F() =0 @orxyll]

D’autre part, on a un isomorphisme canonique orx|y ® orxyy = Zy

Sii: X — Y est une immersion fermée alors on a l’isomorphisme de fonc-
teurs :

i'() = i RTx(.)

Dans notre situation, on a le diagramme commutatif suivant :

Xe—»" "y

N

ou X est une variété de dimension m, Y une variété de dimension n et ¢ une
immersion fermée.

On a alors : (py 04)'(.) = px(.) = px' () ® orx[m]

= i'(py(.) = i(py'(-) @ ory[n])
En utilisant le morphisme de foncteurs ([KS], proposition 3.1.11)

f)ep, i () — (e, )

on montre alors I'isomorphisme de foncteurs ([KS] proposition 8.3.4 (%ii) )
i'(py (L) =px () ®orx @i tory[m — n]
En appliquant ce résultat a G {+}> O1 obtient alors :

i'Gy ~ Gy ® orx @i lory[m — n]

c’est-a-dire :
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iTRIxGy ~ Gy ® orx @ i tory[—d]

ce qui donne, en tenant compte des orientations de X et de Y, I'isomorphisme
naturel cherché :

.Gy ~ RIxGyd]

COROLLAIRE 1.6.3 Sous les mémes hypothéses que précédemment, on a un
1somorphisme pour tout 7 € N :

H'(X,C/Z) ~ H"(Y,C/Z)

Preuve.
Il suffit d’appliquer le foncteur RI'(Y,.) & l'isomorphisme de faisceaux
précédent et de prendre la cohomologie. O

REMARQUE 1.6.4 En topologie, l’isomorphisme précédent s’appelle "isomor-
phisme de Thom” ou ”dualité d’Alexander”

On a vu que l'isomorphisme 7,G y ~ RI'xGy [d] du théoréme 1.6.1 est donné
par le choix des orientations de X et de Y, c’est-a-dire par une orientation
relative de X dans Y.

On peut interpréter cette orientation relative de la fagon suivante.

Si z est un point de X, alors le choix d’une orientation de X (c’est-a-dire
d’un isomorphisme de ory vers Zy) donne une identification :

R"T(X,G) ~ G

De meéme, le choix d’une orientation de Y donne une identification :
R'T(Y,G)~G

Une fois les orientations de X et de Y fixées, on a I’isomorphisme :

i,Gy ~ RIxGy[d]
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On a: RF{w}RFXQY[d] = RF{w}QY[d]
et RF{w}RFXQY[d] ~ RF{x}i*QX = Z'*RF{;U}QX.

On a donc un isomorphisme : iRl (;1Gx ~ R ;3 Gy [d].
En appliquant le foncteur RI'(Y,.), on a alors un isomorphisme :

c’est-a-dire un isomorphisme :
RmF{x} (X, G) >~ R"F{z} (Y, G)
isomorphisme induit par 'isomorphisme de faisceaux du théoreme 1.6.1.

LEMME 1.6.5 L’isomorphisme R™I'(;3(X, G) ~ R"['(4) (Y, G) précédent est
l’isomorphisme qui fait commuter le diagramme :

le—x{z} (X, G) orientation de X G

N P

R"F{w} (Y, G) orientation de Y G

On peut avoir une vision plus géométrique (en homologie singuliére par
exemple) de I'isomorphisme précédent, via l'isomorphisme de Thom pour
les fibrés vectoriels (voir par exemple [MS], §9 et 10 ou bien [Bre|, § VI.11).

Soit m : E' — B un fibré vectoriel réel de rang d.

On appelle orientation du fibré E la donnée pour toute fibre F' (~ R?) de E
d’une orientation de l’espace vectoriel F', ces orientations devant vérifier la
condition de continuité décrite ci-apres.

Soit U C B un ouvert trivialisant de F; on a le diagramme :

U x R4 7 1(U)

- /

U
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Pour tout b € U, on note Fy, = 7~ '(b) ~ R? la fibre de E en b, et hy
I'isomorphisme linéaire hy = h(b,.) : {b} x R? — F,

Soient b et b' deux points de U.

On demande que 'isomorphisme linéaire h; o h;l : Fy — F} envoie orien-
tation de Fy sur celle de Fj.

En termes de cohomologie, si on note Fy = Fy \ {0}, se donner une orien-
tation de I'espace vectoriel Fj, c’est se donner un générateur privilégié u, de
HY(F,, Fo;Z) ~ 7.

La condition de continuité des orientations des fibres de E s’écrit alors comme
la donnée de u € H(n~'(U),7 " (U)°;Z) tel que pour tout point b de U,
on ait up, = up dans HY(F,, Fy;Z) (on a noté 7~ '(U)°, pour n~'(U) \ U,
7~ 1(U) privé de la section nulle).

On a alors le résultat suivant (théoréme 9.1 et corollaire 10.7 de [MS]) :

THEOREME 1.6.6 Soit E — B un fibré vectoriel réel orienté de rang d.

Il existe une unique classe u € HY(E, E°;Z) tel que pour toute fibre F' de E,
ujp donne l'orientation de F.

De plus, le cup-produit par u induit des isomorphismes en cohomologie pour
tout entier j :

HI(B;Z) = H/(E;Z) =% H'*Y(E,E°;Z)

et le cap-produit par u induit des isomorphismes en homologie pour tout
entier j :

H; 4(E,E°Z) ™% H,(E;Z) = H;(B;Z)
(on a noté E° pour E\ B, E privé de la section nulle)

Si la base B est une variété, si I’espace total E et B sont orientables au sens
des variétés, alors le fibré E est orientable : I'orientation des fibres F' de F
est alors uniquement déterminée, c’est I'orientation telle que I'orientation de
la base B suivie de celle d’une fibre F' redonne ’orientation de I'espace total
E.

Pour retrouver l’isomorphisme de 1.6.3 a partir du théoréeme précédent, il
suffit de prendre un voisinage tubulaire 7 de X dans Y et d’utiliser ’isomor-
phisme entre 7 et le fibré normal TxY .

Le théoréeme précédent fournit un isomorphisme pour tout entier j :
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Par excision, on a H;j1 (T, T\ X;Z) = Hj4(Y,Y \ X;Z).

Enfin, puisque C/Z est un Z-module injectif, on a pour tout entier j :

HPY,C/Z) = Homy(H;4(Y,Y \ X;Z),C/Z)

H’(X,C/Z) = Homgz(H;(X;Z),C/Z)

ce qui redonne I’isomorphisme du corollaire 1.6.3.

Quelques résultats techniques autour de I’isomorphisme de Thom

e Cohomologie locale et isomorphisme de Thom
Considérons la situation suivante.
Soient Z, X et X trois espaces topologiques, Z étant fermé dans X et X
étant fermé dans X.
On a le diagramme :

7 x <L ox\ 7

[k,

LEMME 1.6.7 Soit F € Ob(D*(X)). Le foncteur k.(.) envoie le triangle de
D¥X) :
erj:—>]:—>RFX\Z]:i>

sur le triangle de D*(X) :

RT /&, F — k,F —> R g k. F L

Preuve.
On a les égalités :

ERj.j'F = Rj.kj™'F = Rj.j "kF

45



(la derniére égalité est un changement de base propre)
On peut donc considérer le diagramme de morphismes d’adjonction :

k!Rj*jilf

Rj.j 'k F

kJF

\

Ce diagramme est commutatif car il est construit sur un changement de base
propre, lui-méme provenant d’un morphisme d’adjonction.

D’autre part, on a les égalités :

E Vi ke F =k i F=0iF

(on a utilisé les égalités de [KS] proposition &.1.9)
On peut donc considérer le diagramme de morphismes d’adjonction :

kYiilk F k=lk F

it F F
On vérifie que ce diagramme est lui aussi commutatif.

Le triangle de D°(X) peut se réécrire :

Wil F ——> F ——=Rj.j \F

En appliquant le foncteur k,(.) & ce triangle et en utilisant ce qui préceéde,
on obtient le triangle :

i ko F—kF —= R}, k. —

c’est-a-dire le triangle de D°(X). O

LEMME 1.6.8 Supposons de plus que X et X soient des variétés topologiques
orientables. Soit m la codimension de X dans X.

G désigne le Z-module C/Z.

Le triangle de D°(X) :

RI'zGy —= Gy —RI'x\z Gx Rhe
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est envoyé par le foncteur k,(.)[—m] composé avec l’isomorphisme de Thom
sur le triangle de D*(X) :

RI,G; —~RIxGy —~RIx Gz

Preuve.
Il suffit d’appliquer le lemme précédent au faisceau Gy et d’utiliser ensuite
I'isomorphisme de Thom :
k.Gx ~ RI'x Gg[m]
O

On considére la méme situation que précédemment (X et X ne sont plus
forcément des variétés) et on considére de plus une variété topologique T
homéomorphe a R".

On considere le diagramme suivant :

ZxT e X x THe ¥ 72X\ 2) x T

SRS N

Z( 2 k

XC ¥~—""X\Z

dans lequel les fleches horizontales sont les inclusions évidentes et les fleches
verticales les projections.
On considere les deux triangles suivants.

On a le triangle de D°(X) :

On a le triangle de D*(X x T) :

RIzxrGgyr —RUxxr G5 or —= R x\2)x1 G501 SN

LEMME 1.6.9 Le foncteur ¢ *(.) envoie le triangle de D°(X) sur celui de
DX x T).

Preuve.
Le premier triangle se réécrit, :

RERii'k Gy — Rhk'Gy —Rj.) ‘Rhk'Gy —
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On a les égalités suivantes :
¢ 'RERii'k'G; = RkRijg 'i'k'G; (changement de base propre)

= RERd 'K'q G5
(on utilise le morphisme de [KS] prop. 8.1.9 (7i) qui est un isomorphisme
dans notre situation)

¢ 'REk'G; = REK'q'G5
(changement de base propre et [KS] prop.3.1.9 (iii))

¢ 'Rj.j 'Rkk'Gs = Rj.g"'  'Rhk'Gy = Rj.J ¢ 'REEGy
= Rj.j 'REK'¢'Gs

O la premiere égalité est donnée par le morphisme naturel pour tout
F € Ob(D*(X)) :

¢ 'Rj.F - RjJ '¢ 'RLF = Rjq '] 'RiF - Rjq 'F
qui est un isomorphisme dans notre situation.

On peut alors considérer le diagramme de morphismes d’adjonction :

q_le!Ri!i!k!QX— —_— q_le:k!Qg — q_lR}J_le!k!Qj

RERi K¢ 'Gy — Rk ¢"'Gx —Rj.j "'REK'¢ G

On vérifie que le diagramme précédent est commutatif.
La premiere ligne est ¢~'(.) du triangle de D°(X) et la seconde est le triangle
de D?(X x T), ce qui achéve donc la démonstration du lemme. O

Supposons de plus que 1" soit un fermé de T, variété topologique homéomorphe
AR . B

On note ¢ : T'— T l'inclusion fermée et on note d la codimension de T" dans
T. B L

Notons ¢ Pinclusion évidente £ : X x T < X x T.

On considere les deux triangles suivants.
On a le triangle de D*(X) :

RI,G; —>RIxG; —>RIx, Gz >

On a le triangle de D*(X x T) :
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Rl rGg,7 — Rl xxr Gz, 7 —= RO\ 2)xr G5 7 —>

LEMME 1.6.10 Supposons que X soit une variété topologique orientable.
Le foncteur Ri,q~1(.)[—d], composé avec un isomorphisme de Thom envoie
le triangle de D*(X) sur celui de D*(X x T).

Preuve. ~
D’apres le lemme 1.6.9, le foncteur ¢~!(.) appliqué au triangle de D°(X)
donne le triangle de D*(X x T) :

Rl 1 Gz p— Rl xyr Gz g —= RO x\z)x1 Ggoop ——

D’aprés le lemme 1.6.7, on obtient que le foncteur ,(.) envoie le triangle
précédent sur le triangle :

~ ~ ~ +1
RIzurt.Ggop —Rlxxr .G —RIx\2)x7 t:G 5 op —

11 suffit alors d"utiliser 'isomorphisme de Thom : £,G 5., ~ RI'z G5, 7[d]

pour terminer la preuve du lemme. ]

LEMME 1.6.11 Dans la situation du lemme 1.6.10, on a des isomorphismes
pour tout £ € N :

HY(X,G) ~ HY (X x T,G)

Preuve.
Dans le lemme 1.6.10, on a montré 'isomorphisme de faisceaux :

R’tv*q_l RI'y Q)’E ~ RFXXT Q}?x’f [d]

En appliquant le foncteur RF()A(: X T, .) a l'isomorphisme précédent et en
utilisant la contractibilité de 7', on obtient ’isomorphisme du lemme. O

e Composition d’isomorphismes de Thom

Revenons a notre situation initiale.
On a les inclusions fermées :
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ZCiXCk)Z_

Supposons que Z, X etNJA(: soient tous des variétés topologiques orientables.
On note ¢ la composée i : Z — X. N
On note m la codimension de Z dans X et n la codimension de X dans X.

On a alors les isomorphismes de Thom :

i»Gy = RI',Gx [m]

G, = RI;Ggm+n]

On peut alors décomposer ce dernier isomorphisme de Thom en deux temps :

WG, ~ kRl Gy [m] = RIzk,Gx [m] ~ RI,RLx Gg [m4+n] = RI; Gy [m+n]

On rappelle que ces isomorphismes de Thom dépendent de choix des orien-
tations des variétés Z, X et X.

LEMME 1.6.12 Quel que soit le choix de ['orientation de X, le diagramme
sutvant est commutatif :

.Gy, —=k.RI'zGx[m] —==RI; G5[m + n

LQZ = RI'; G[m +n]

Preuve.
Il s’agit juste d’utiliser 'identité orx @ orx = Zx. U
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Chapitre 2

Le déterminant microlocal
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2.1 La construction. Enoncé du théoreme

Soient X une variété analytique complexe lisse de dimension complexe n,
m:T*X — X son fibré cotangent.
Soit F un faisceau pervers sur X.
On note A = Ch(F) sa variété caractéristique.
A est une réunion de conormaux a des sous-espaces analytiques de X,

A=]JThx
1€

ou les M; désignent des fermés analytiques irréductibles de X.

On définit un ouvert A° de A, que I’on appelle “partie réquliére” de A.
Pour cela, on définit la partie irréguliere Z = A\ A° qui est un fermé de A.
Z est défini comme étant la réunion de fermés de 2 types :

o les intersections T3, X N Ty, X sii # j

e 5’ils ne sont pas contenus dans les intersections précédentes, les

7 (M;"™) N T, X, ou M;*™ désigne I'ensemble des points singuliers du
sous-espace analytique M;.

REMARQUE 2.1.1 Une maniére intrinséque de décrire ’ensemble A° est la
sutvante :

A° = {points lisses de A au voisinage desquels w5 : A — X est de rang
localement constant }.

1l n’est pas clair que les deux définitions coincident puisque la premiére dépend

du choizx des M;. Toutefois, pour notre probléme, la premiére définition convient.

REMARQUE 2.1.2 A° est contenu dans 'ouvert des points lisses de A, et
cette inclusion est stricte en général, comme le montre [’exemple du conormal
au cusp. On a (Tfyng:O}CZ)””g = (0,0;0,0) € T*C? alors que la partie

irréguliere de Tfp o yC* est Tfn 1oy © N™(0,0).

Y

Pour tout i € Z, posons A; =Ty, X et A = A; \ Z.

A° est la réunion disjointe A° = |J,c7 As.

Sur chaque composante connexe A7, on sait associer a F un systeme local
['z' .

‘Cz’ = (NMireg (.ﬁX\Mfing) [codim Mz]) | TX/QX\Z
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(voir le corollaire 1.4.2)

REMARQUE 2.1.3 Le systéme local associé a un faisceau pervers sur la sec-

tion nulle est tres simple : il s’agit de la restriction de F a la strate ouverte
de F

Lx = Fx\y,m = W (F)xw,m

Sur chaque composante connexe A7, le systeme local £; a un rang d;. On en
prend la puissance extérieure maximale ¢; = /\di L;.

Sur chaque A7, on a donc un systeme local ¢; de rang 1 naturellement associé
au faisceau pervers F.

On en déduit donc une classe \; € H'(A;,C*). Puisque A est un fermé
lisse, orientable de codimension complexe n dans la variété lisse, orientable
T*X \ Z, on en déduit par I'isomorphisme de Thom, une classe notée encore
\; dans la cohomologie & support : \; € Hys ™ (T* X\ Z,C/Z) (ici, on a utilisé
I'exponentielle pour écrire C* = C/Z). 1

Puisque A° est la réunion disjointe A° = | J,.; Aj, on peut regarder la somme :

A = Bier\i € Hie™H(T*X \ Z,C/Z)
C’est cette classe A que l'on essaye de prolonger & Hy"™(T*X,C/Z).

En fait, on obtient un résultat un peu plus faible. Il faut reprendre la construc-
tion précédente en remplacant les coefficients C* = C/Z par

C* /{£1} = C/3Z, c’est-a-dire en regardant les monodromies de nos systémes
locaux modulo +1.

On obtient de la méme maniére une classe A\ € Hys ' (T*X \ Z,C/1Z).

THEOREME 2.1.4 La classe A\r € Hyo™' (T*X \ Z,C/1Z) se prolonge de
mantére unique en une classe

1
\r € H"MHT*X, (C/EZ)
que l’on appelle “déterminant microlocal” du faisceau pervers F.

REMARQUE 2.1.5 Il est nécessaire de quotienter les coefficients par £1 comme
le montre lexemple du cusp (voir Uexemple a la fin de la partie 2.14 ou
Pexemple plus simple en position non générique de [S]).
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D’autre part, cette ambiguité de signe apparait o un autre endroit de la
démonstration, quand on veut controler le comportement du microlocalisé
par transformation canonique.

Citons un premier résultat sur le déterminant microlocal :

COROLLAIRE 2.1.6 Soit

0 F g H 0

une suite exacte courte de faisceauz pervers sur X.
Notons Ax, Ag et Ay les déterminants microlocaux des faisceaux pervers F, G

et H. On a :

Ag =Ar+ Ay € Hér;b_(}—gl)(T*X, (C/%Z)

Preuve.

Les foncteurs de microlocalisation de Sato étant t-exacts ([KS], proposition
10.3.19), on déduit de la suite exacte courte précédente les suites exactes
courtes correspondantes pour les systemes locaux qui permettent de définir
le déterminant microlocal.

Comme la premiere classe caractéristique secondaire se comporte de maniere
additive par suite exacte courte (voir par exemple [So|, 1.5.b p.414), le corol-

laire est évident une fois que 1’on sait que le déterminant microlocal existe.
O

Le reste de ce mémoire est consacré a la démonstration du théoreme 2.1.4.
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2.2 Le probleme est microlocal et le prolon-
gement, s’il existe, est unique

On va montrer que le probleme du prolongement de Hﬁ’@l (T*X\Z,C/3Z)

a Hy"*'(T*X,C/1Z) est un probléme local sur le fibré cotangent T* X, c’est-
a-dire un probleme microlocal, et que le prolongement, s’il existe, est unique.

Dans ce qui suit, G désigne un Z-module et si Y désigne un espace topolo-
gique, Gy désigne le faisceau constant de fibre G' sur Y.
On commence par montrer le résultat classique :

LEMME 2.2.1 Si Z est un localement fermé analytique complexe de codimen-
ston complexe d dans une variété analytique lisse X de dimension n,
Vo<i<(2d—1)

RT;Gy =0
et le préfaisceau U — HE (U, G) est un faisceau.
Preuve. On raisonne par récurrence sur la dimension de 7.
Si Z est de dimension 0, alors Z est réunion de points Z = ;. ,{z;}-

En utilisant le lemme 1.6.1, on obtient que
Vi, 0<i< (2n—1), RTy;,,Gx =0
Donc, si Z est de dimension 0, on a bien le résultat annoncé.

Maintenant Z est un localement fermé analytique de codimension complexe d
dans X. Soit Z"% I'ouvert de Z constitué des points lisses de Z, et soit Z%"9
le fermé de Z constitué des points singuliers de Z. On regarde le triangle
distingué de D°(X) :

R s Gy —=RI Gy —=RE 70 Gy —>

Par récurrence, on a Vi, 0 <4 < (2d + 1), RI" 4sing G = 0.
On déduit de la suite exacte longue associée au triangle distingué :
Vi, 0 <1< 2d,

RT,Gy ~ RT 4esG

Ensuite, on montre par récurrence sur ¢ que R'I'zreGx = 0 pour
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0<3<2d—1.
On a, pour tout ouvert U de X, ['(U, RT zresG 5) = RT zre (U, G)

ROFZreg(U, G) == ROFUOZTEQ(U \ Zsz'ng’ G)
ROTyrzres (U \ Z°79, G) = RO-2(Z79 N U, G) d’aprés le corollaire 1.6.3.
On en déduit F(U, ROFZregQX) =0.

Ensuite, on suppose qu’on a démontré pour 0 < < k, k < 2d — 2 que
P(U, RZFZTegQX) = 0

Alors, par composition des foncteurs dérivés RI'(U,.) et Rl zres(.) on a
F(U, Rk+1FZ759QX) = Rk+1rzreg (U, G)
Or Rk+1FZreg(U, G) = Rk+1FUﬁZ7'eg(U\ ZSing, G)

= RFFLI-241(Z79 N U, G) d’apres le corollaire 1.6.3.
On en déduit D(U, R* T z:sG ) = 0

Donc R zresGyx = 0 pour 0 < i < 2d — 1 et alors R'T';Gx = 0
pour 0 <7< 2d — 1. O

On revient au probleme de départ.
On part d’un faisceau pervers F, avec A = Ch(F) = U, T, X
On a défini dans A un sous-ensemble

U TiXnTix)n = (M) N T}, X)
ijEL i i€T
Associée a F, on a une classe dans Hi@l(T*X \ Z,C/3Z) que I'on cherche
a prolonger en une classe dans Hy" (T X, C/3Z).

On regarde le triangle distingué :
RI,C/iZ——>RI\C/1Z——RDy ,C/1 2~

T*X est une variété analytique de dimension complexe 2n. Les Ty, X sont
des fermés analytiques irréductibles de codimension complexe n.

D’apres sa définition, Z est fermé analytique de 7% X, de codimension com-
plexe > (n+1).

D’apres le lemme 2.2.1, le complexe RI"';C/ %Z ne commence qu’en degré
2n + 2.

Pour tout ouvert U de T* X, on obtient par composition des foncteurs dérivés
RI(U,.) et RT'z(.) :
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H,(U,C/3Z)=0,pour 0 <i<2n+1
HZ'"(U,C/LZ) =T (U,R*™T,C/i7)

Pour tout ouvert U de T*X, si on applique le foncteur RI'(U,.) au triangle
distingué précédent, on en déduit la suite exacte :

0—=H"(U,C/ %Z)_>H§@1(U \ Z,C/5Z)——HZ"*(U,C/Lz)

En particulier, si on choisit U = T*X, l'injectivité de la fleche naturelle
HYH(T*X,C/3Z) — H{,H(T*X \ Z,C/5Z) fournit P'unicité du prolon-
gement annonceée.

On a donc démontré le lemme suivant :

LEMME 2.2.2 Si le prolongement du déterminant microlocal existe, il est
UNLqUe.

Enfin, pour vérifier qu'une classe \ € Hi’\’JZrl(T*X \ Z,C/3Z) se prolonge &
H Y (T*X,C/ %Z), il faut vérifier qu’elle est envoyée sur 0 par le morphisme
de connexion § : HK’\LJZA(T*X \Z,C/LZ) — H}'"*(T*X,C/17).

Pour tout ouvert U de T* X, on a le diagramme commutatif suivant :

HYZH (T X\ Z,C/3Z) 2 HZ(T*X,C/L7)

l(-)U l(-)U

n 6 n
HZPWU\ Z,C/32) v, gy, )iz

Donc si on a un recouvrement ouvert {U,};cs de T*X et une classe

A€ HiT\“Zrl(T*X \ Z, (C/%Z) telle que Vj € J, 6 |y, (A |y;) = 0, alors comme

le préfaisceau (U — H}"**(U,C/1Z)) est un faisceau, c’est que §(A) = 0
dans HZ"*2(T*X, C/1Z).

On a donc démontré le lemme suivant :

LEMME 2.2.3 Le probleme du prolongement du déterminant microlocal est
un probléeme local sur T* X, c¢’est-a-dire microlocal.
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2.3 Le prolongement en dehors d’un sous-ensemble
de codimension 2 suffit

Dans la construction, on part d’un faisceau pervers F sur X de dimen-
sion complexe n, on pose A = Ch(F) C T*X, et on définit un ensemble
d’irrégularité de A, qui est un sous-espace analytique Z C A au moins de
codimension complexe 1 dans A.

Ensuite, on associe a F des systemes locaux sur les composantes connexes

de A\ Z, on en déduit une classe A € Hi@l(T*X \ Z,C/37Z) et on cherche

a faire traverser a Ar ’ensemble d’irrégularité Z pour la prolonger en une
classe dans Hy"™'(T*X,C/3Z).

Le lemme suivant montre que pour prolonger Az, il suffit de savoir la prolon-

ger en dehors d’un sous-ensemble de codimension complexe 2 contenu dans
A.

LEMME 2.3.1 Supposons qu’il existe un sous-espace analytique Z,
Z C Z C A, de codimension complexe 2 dans A tel que [’on sache prolonger

e de BN (T'X\ 2,C/32) @ Huf (T"X \ Z,C/11).

Alors, on sait prolonger A\r a Hy*™'(T*X,C/3Z).

Preuve. 11 s’agit juste d’utiliser le lemme 2.2.1.

Par hypothese, 7 est un sous-espace analytique de 7*X de codimension
complexe > n + 2. D’apres le lemme 2.2.1, le complexe RFZC/%Z ne com-
mence au plus tot qu’en degré 2n + 4, c’est-a-dire que pour 0 < ¢ < 2n + 3,
RiFZ(C/%Z = 0. On en déduit alors, comme dans la partie 2.2 que, pour tout
ouvert U C T*X, on a H**'(U,C/3Z) = HZ"**(U,C/3Z) = 0.

Donc, si on regarde le triangle distingué
RI;(T*X,C/3Z)——=RI\(T* X, (C/%Z)—>RI‘A\Z(T*X \ Z C/%Z)i>
On en déduit alors, en regardant la suite exacte longue issue du triangle

précédent que : H{"*/(T*X,C/17) ~ Hi’{%l(T*X\Z, C/37Z),d ot le lemme.[]
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2.4 Plan de la démonstration

Nous présentons maintenant le plan de la preuve du théoreme 2.1.4.

F est un faisceau pervers sur X.
On conserve les notations précédentes : A = Ch(F), Z C A la partie
irréguliere de A.

e Réduction a un probléme local hors section nulle

Sip € Z est un point de la section nulle, p € Z N T%X alors, hors
codimension 2, on est ramené au cas de la dimension 1 & parametres (partie
2.7), c’est-a-dire au cas de la dimension 1 (proposition 2.6.1) qui est traité
dans la proposition 2.5.1.

On est donc ramené au probleme du prolongement hors section nulle. On fixe
p € Z\T%X et on travaille sur un voisinage Qx de p dans T*X.

e Réduction a la position générique

On fixe une transformation canonique ¢ au voisinage de p telle que p(A)
soit en position générique au point ¢(p) : une transformation de Legendre
convient (lemme 2.8.2).
On quantifie la transformation de Legendre de la facon la plus simple : on
prend pour noyau le faisceau constant Z.

Il existe un fermé analytique Z' C A N Qx de codimension 1 dans A tel
que en restriction a p(2x NA\ (Z U Z")) on ait (théoreme 2.10.2) :

0:(Lr) = Lor @z L1

oll F est le transformé canonique de F, Lx et Lzr sont les systemes locaux
qui donnent respectivement naissance a Ar et Azr et £, est un systeme local
de fibre Z.

Ce théoreme se démontre en deux temps. On commence par traiter le cas
d’un faisceau pervers constant de fibre Z : on est alors ramené a un calcul
de cycles évanescents pour une singularité quadratique et un signe apparait
par une formule de Picard-Lefschetz (proposition 2.9.9). Ensuite, ce résultat
est étendu aux faisceaux pervers ramenés en position générique en utilisant
le foncteur phom.

A partir de maintenant, la démonstration implique de travailler avec les
coefficients C*/ £ 1 : si la classe Azr se prolonge modulo £1 alors A se
prolonge modulo £1.
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e Réduction au cas de la dimension 2

En position générique, hors codimension 2, par une section plane générique,
on se ramene a la situation de la dimension 2 a parameétres. On est donc ra-
mené au cas de la dimension 2.

e Le calcul fondamental s’effectue dans le cas d’un faisceau pervers
sur (C%,0) (partie 2.14). On peut alors utiliser les descriptions de faisceaux
pervers en termes de carquois.

Par réduction a la position générique, on peut supposer que le conormal T;C?
n’apparait pas. Dans cette situation, on peut constater par les carquois que
le déterminant microlocal se prolonge.

On termine en donnant un exemple explicite (celui du cusp en position
générique) qui montre qu’il est nécessaire de quotienter les coefficients par
+1 pour prolonger.
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2.5 Le cas de la dimension 1

Regardons le cas de la dimension 1.

Soit X une variété analytique complexe lisse de dimension 1.
Soit F un faisceau pervers sur X

Le lieu singulier de F est une réunion de points Ujesizi}
On a alors 3 cas a examiner dont 2 sont triviaux.

e Ch(F) =T%X. Alors le lieu singulier de F est vide. Autrement dit F est
réduit a un systeme local sur X et il n’y a aucun probleme de prolongement.

o CW(F) =Ujes T{,,X . La section nulle n’apparait pas dans la variété
caractéristique de F, c’est-a-dire que F X\U,es{zi} = 0. Autrement dit F
est un faisceau supporté par les points {z;};c7. La encore, il n’y a aucun

probleme de prolongement.

e Ch(F)=T(X U UjejT{*wj}X.
Si on note comme précédemment Z ensemble d’irrégularité de Ch(F) qu'’il
faut faire traverser a la classe caractéristique pour la prolonger, on a

Z =Ujes(TxX N T{*wj}X), c’est-a-dire Z = [, 7 {(z;;0)}.
Puisque le probleme du prolongement est microlocal, le seul cas a

traiter est alors celui de X = C, F faisceau pervers sur C, relative-
ment a {0}.

On a alors 7*X ~ C x C, Ch(F) = C x {0} U {0} x C = {(=;&); ¢ = 0},
Z ={(0;0)}.
Ona Ch(F)\ Z =C x {0} U{0} x C" = {(z;£); 2§ = 0, (2;€) # (0;0)}.

On regarde alors les 2 systemes locaux associés a F, Lx sur T X \ {(0;0)}
et Lo sur T, X \ {(0;0)}.

Ona Lx = Fier et Lo = pioy(F) iy, x\((010)} -

On a vu dans la section 1.3, comment un tel faisceau pervers est entierement
u

décrit par un diagramme E__ F.

~——
v

Dans cette description, le systéme local Ly est le systeme local de fibre E et
de monodromie Id+vu quand on tourne dans C* x {0} dans le sens positif et le
systéme local Ly est le systéme local de fibre F' et de monodromie (Id+uwv)™*
quand on tourne dans {0} x C* dans le sens positif (voir le corollaire 1.3.4).
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On prend la puissance extérieure maximale de chacun de ces 2 systemes
dimE dimF
locaux : EX = /\ vm ,CX et E() = /\ vm L().

Zx est le systeme local de fibre C et de monodromie det(Id+vu) sur C* x {0}

et £, est le systéme local de fibre C et de monodromie det(Id + uv)™' sur

{0} x C~.

On obtient une classe \x € H(C* x {0},C/Z) et une classe
Xo € H'({0} x C*,C/Z).

Par I'isomorphisme de Thom (corollaire 1.6.3), on en déduit 2 classes, notées
encore Ay et Ag,

Ax € H3* ><{0}((C2 \ {(07 0)}a C/Z) et /\0 € H?O}X(C* ((C2 \ {(Oa O)}’ (C/Z)

Si on note A = Ch(F) = Cx {0}U{0} x C, on peut alors regarder la somme
A= Ax ® X € Hy\ (00(C*\ {(0;0)}, C/Z).

PROPOSITION 2.5.1 La classe A se prolonge en une classe A € H3(C?,C/Z).

Preuve.
Pour cela, on regarde le triangle distingué :

RI (0,00} (C?, C/Z) ——RI',(C?, C/Z)—=RT p\ (0,0} (C* \ {(0;0)}, C/z)>

On en déduit la suite exacte :
0——H3(C?,C/7) —>Hj’§\{(0;0)} (C?\ {(0;0)},C/7Z) —>Hf(0;0)}(((32 ,C/Z)

Et il s’agit de voir que A € H, 14,03 (C* \ {(0;0)},C/Z) est envoyé sur zéro
par le morphisme de connexion

8 2 H3\ 000 (C\ {(0;0)}, C/Z) — H{,0,(C*,C/Z)

somme des deux morphismes de connexion :

Ox : Hew (01 (CP\ {(0;0)}, C/Z) — Hig),(C*, C/Z)

8o = Hipyxer (C2\{(0;0)},C/Z) — Hi0,(C*, C/Z)
issus des deux triangles distingués :
RT (0,0} (C?, C/Z)—=RTcx (0} (C?, €/Z) —RTc x 10y (C* \ {(0; 0)}, C/Z) —

RT (0,03 (C?, C/Z)—RTI 53 xc(C*, C/Z) —=RI o3xc- (C* \ {(0;0)}, C/Z) SLLN

Le groupe Hf(o;o)} (C?,C/Z) s’identifie naturellement & C/Z par l'orientation
naturelle de C2.
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Le groupe He. (7 (C* \ {(0;0)}, C/Z) s'identifie naturellement & C/Z de la
fagon suivante : par 'isomorphisme de Thom, on a

H}, % {0} (C*\{(0;0)},C/Z) = H'(C* x {0}, C/Z) et ce dernier groupe s’iden-
ti.ﬁe.z‘i Hf(o,o)}((c x {0}, C/Z) par le morphisme de connexion issu du triangle
distingué :

RI'((0.0)) (C x {0},C/Z)—>RI(C x {0},C/Z)—=RI(C* x {0},C/Z)—"~

Enﬁn{gf(o;o)}((c x {0}, C/Z) est identifié & C/Z par lorientation naturelle de
x {0}.

De la méme maniere, Hj; . (C*\ {(0;0)}, C/Z) s’identifie naturellement a
C/Z.

Dans les identifications précédentes, les classes \g et A x donnent deux nombres
dans C/Z.

Ces deux nombres sont simplement les déterminants des monodromies des
systemes locaux Ly et Lx quand on suit la monodromie le long du générateur
positif des groupes d’homologie H ({0} x C*,Z) et H,(C* x {0},Z).

LEMME 2.5.2 Awec les identifications précédentes, les morphismes 0y et dx
coincident avec lidentité C/Z — C/Z.

Preuve.
Montrons-le pour dy.
On considere le diagramme :

{z = 0)¢ b 2

a a

b
{z =0} \ {(0;0)}——C*\{(0;0)}
Notons G = C/Z. Pour un espace topologique Y, G, désignera le faisceau
constant de fibre G sur Y.
D’apres le lemme 1.6.8, le triangle
RT{(0:0)} G —=RT (0)xcGez —>RI o) xc- Go ——>
est I'image par le foncteur b,(.)[—2] du triangle sur {x = 0} :

R (000} G0} —> Gpomoy —> R0 Gy —>
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Le morphisme §, est donc le morphisme de la suite exacte longue obtenue en
appliquant le foncteur RI'(C?, b,(.))[—2] au triangle précédent.

Or, on a R[(C?,b.(.))[-2] = R['({z = 0}, .)[—2].

Donc, dg est (au décalage [—2] pres) le morphisme :

H'({z = 0}\ {(0;0)}, G) — H{(p,0p({z =0}, G)

c’est-a-dire le morphisme qui permet d’identifier naturellement
H'({z =01\ {(0;0)},G) 4 G.
Donc, d’apres le lemme 1.6.5, dy se lit comme le morphisme identité
G — G. O

On revient a la démonstration de la proposition 2.5.1.

La classe A = \g + Ax se prolonge si et seulement si dg(Ag) + dx(Ax) = 0.
D’apres le lemme précédent, pour montrer que do(Xo) + dx (Ax) = 0, il suffit
de montrer que le produit des déterminants des systemes locaux ¢, et £x vaut
1, c’est-a-dire que :

det(Id + vu).det(Id + uv)™' =1

Ceci se montre grace a la correspondance entre les polynomes caractéristiques

Xun(X) €t Xou(X).
Ces deux polynomes different d’un facteur X? et donc xu. (1) = Xpu(l), c’est-
a~dire que det(Id + vu) = det(Id + uv). O

REMARQUE 2.5.3 En dimension 1, il n’est pas nécessaire de quotienter par
+1 les coefficients pour définir le déterminant microlocal.
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2.6 Comportement du déterminant microlo-
cal par image inverse par projection
C"x X —X

Soit X une variété analytique complexe de dimension n.
On considere la projection p : C™ x X — X.

Associé a p, on a le diagramme cotangent :

’

T*(C™ x X)<2—(C™ x X) xx T*X 27T X

Soit F € Ob(Perv(X)) un faisceau pervers sur X.
On considere le faisceau pervers sur C™ x X, G :=p~ 1 F.

Notons A = Ch(F). On a Ch(G) ="' (p;'(A)).

Dans cette partie, on montre que I’existence du déterminant mi-
crolocal de F implique D’existence de celui de G et qu’alors le
déterminant microlocal se transporte comme la variété caractéristique,
au travers du diagramme cotangent.

En utilisant I'identification canonique 7*(C™ x X) = (T*C™) x (T*X) on
peut réécrire le diagramme cotangent associé a p :

t 7

T*C™ x T*X<2—T4,,C™ x T* X 22-T*X

oll ‘p est induite par I'inclusion fermée T, C™ < T*C™.

1
Notons G le Z-module G = C/ EZ'
En appliquant le lemme 1.6.11, on obtient un isomorphisme :

HYW(T'X,G) = Hyl QT (C" x X), G)

Le déterminant microlocal de F est une classe dans Hy"™'(T*X, G) et celui

de G := p~'F est une classe dans H%SEZ)X(T*(C’” x X), Q).

PROPOSITION 2.6.1 Si le déterminant microlocal de F existe alors celui de
G existe et se déduit de celui de F par l’isomorphisme précédent.
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Preuve.

Soit A; = T3, X C T*X une composante irréductible de A = Ch(F), la
variété caractéristique de F.

On note Z la partie irréguliere de A.

On considére le systeme local £; sur A; \ Z, systéme local associé a F :

£i = MM:ey(ﬁX\Mfing)‘Ai\Z
Comme Ch(G) = 'p (ps(Ch(F))), si on note A = Ch(G), on a

A = T C™ x A
Alors, A , la partie irréguliere de A s%écrit Z = TemC™ X Z et Ki, la compo-
sante irréductible de A qui correspond a A; = T}, X s’écrit aussi

Ai = Tomyns,(C" x X) = T5mC™ X A,

On adonc A; \ Z = T C™ x (A \ 2).

A G est associé un systeme local ZZ sur /~\Z \ 7 :

Li = pemxares (Giom X(X\Mfi"g))xi\z

Notons py; la projection A; \ Z = T C™ x (A;\ Z) — A;\ Z.

LEMME 2.6.2 On a un isomorphisme :

Li =~ (pr)™'Li

Preuve.
Notons M7 = M.
On a le diagramme d’applications cotangentes :

!

THC™ % X) ~——P— (O™ x X) xx T*X — 2" > pex

J

T e (C™ X X) <2 (™ % M7 xage Ty X 275 Tio X

Qui peut se réécrire dans notre situation :
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+ !
(T*C™) x (T*X) <2— T C™ x T*X 22 o x
x Cm * 'p; x Om * Pri ¥
TgnC™ % Type X <2 Tgn C" X Tipp X 22 T X

Pour tout F € Ob(D?(X)) on a alors un morphisme canonique ([KS], pro-
position 4.3.5. (iii)) :

R("D})s Dy tiaze (F) — picm xaze (p~ F)

Dans notre cas, la situation géométrique est particulierement simple : I’appli-
cation *p! est un isomorphisme et les fibrés normal et conormal de C™ x M?
dans C™ x X sont les images inverses par 'application picm xare des fibrés
correspondants pour M; dans X.

Le morphisme précédent est alors un isomorphisme d’apres les propositions
4.2.5 et 3.7.13 de [KS]. O

Associées aux systemes locaux L£; et £;, on a les classes

N € H'(M\ Z,G)

X € H'(A\ Z,G)
Puisque A; \ Z = T5.C™ x (A; \ Z) = p}(Ai \ Z), que py; est A fibres
contractiles, d’apres le lemme 2.6.2, les classes A; et A; se correspondent dans
I’isomorphisme induit par p,; :

pt i HY (AN Z,G) — HY (M \ Z,G)

i = Do M
On utilise ensuite les isomorphismes de Thom :

H'(M\ Z,G) ~ H¥H(T*X\ Z,G)

H'(M\ Z,G) ~ ;E’\”g">+1(T*(<cm x X)\ Z,G)

pour transporter les classes \; et X, et obtenir :

N € Hi(T"X\ Z,Q)
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N € H%ET\”Z“L")“(T*(CW x X)\ Z,G)

En appliquant le lemme 1.6.11, on obtient un isomorphisme :

HINHT' X\ Z,G) ~ ;ig")“(T*(cm x X)\ Z,Q)

LEMME 2.6.3 Les classes \; et XZ se correspondent par l’isomorphisme précédent.

Preuve.
On démarre avec une classe \; € H'(A;\ Z,G) et une classe
N € HY(M\ Z,G).

On a le diagramme suivant :

T5.C™ x (A \ 2)—L> T, C™ x (T*X \ 2)

T

A\ Z¢ L T*X\ Z

Puisque T¢» C™ est une variété contractile, quand on applique le foncteur
RI(T¢.C™ x (T*X\ Z), . ) al'isomorphisme du changement de base propre :

(i) Gryomxainz) = pr' (i

)+
on obtient I'isomorphisme H' (T, C™ x (A;\ Z2),G) = HY(A;\ Z,G) induit
par la contraction de 7¢, C™.

QAi\Z

D’apres le lemme 2.6.2, les classes \; et XZ se correspondent dans cet isomor-
phisme.

Ensuite, on commence par transporter par isomorphisme de Thom J; dans
() * £ 2n+1 * *

Hii\’LZl(T X\ Z,G) et )\; dans HTE;@,LX( gy TEnC X (T*X\ 2),G).

Les deux classes \; et \; se correspondent alors dans I’isomorphisme induit

par I’égalité des faisceaux

p;l RFAi\Z QT*X\Z = RFTém(Cm x(A:\Z) QTc*m(Cm x(T*X\Z)

du lemme 1.6.9.

Enfin, notons que l'inclusion fermée 73, C™ — T*C™ induit l'inclusion
fermée :
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T5.C™ x (T*X \ Z) ——=T*(C" x X)\ Z

et induit un 1som0rphlsme de Thom qui permet de transporter la classe
X dans Hfmjn T (C™ x X)\ Z, @) et que d’apres le lemme 1.6.12, on

A\Z
retombe bien sur la méme classe /\ que si on etalt %)asse directement par un
isomorphisme de Thom de H'(A; \ Z,G) & m+" (T*(C™ x X))\ Z, Q).
On en déduit le lemme. O

On peut maintenant démontrer la proposition 2.6.1.

Pour étudier I'existence du déterminant microlocal de F, on regarde le tri-
angle distingué :

RFZ QT*X—>RFA QT*X %RPA\Z QT*X +
Pour étudier 'existence du déterminant microlocal de G, on regarde le tri-
angle distingué :

RFTém Cnxz QT* (Cm x X) —>RFTC*mO“ xA QT*((cm xX) —>RFTC*m Cm x(A\Z) QT* (Cm x X) i>

On passe du premier triangle au second en appliquant le foncteur Rip!, p1 (.)
(lemme 1.6.10).

D’apres le lemme 2.6.3, puisque les différentes classes \; et X, se corres-
pondent, si le déterminant microlocal de F existe, alors celui de G existe
aussi et se déduit de celui de F par l'isomorphisme induit par le foncteur

R'p, p;* (). O
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2.7 Le prolongement sur la section nulle

Dans cette partie, on s’intéresse au prolongement sur la section nulle :
on montre qu’en dehors d’un sous-ensemble de codimension 2, on peut se
ramener au cas de la dimension 1 déja traité.

Soit X une variété analytique complexe de dimension n, et soit F un faisceau
pervers sur X.

7w T*X — X désigne le fibré cotangent.

On pose A = Ch(F) et on note comme précédemment Z C A la partie
irréguliere de A.

On a une classe Ar € Hi’\“ZLl(T*X \ Z,C/3Z), que 'on cherche & prolonger &
HIH(T*X, (C/%Z).

Le probleme du prolongement étant microlocal, on se focalise dans cette
partie sur les points de Z N T X.

Notons S I’ensemble des points singuliers de F, c’est-a-dire S = w(A\ T%X).
Autrement dit, S est le plus petit fermé analytique de X tel Fx\g soit un
systéme local en degré 0 sur X \ S (c’est-a-dire que X \ S est la ”strate
ouverte” de F).

Onalégalité: S = ZNTE X, si S est vu comme un sous-ensemble de T3 X.

Pour le probléeme du prolongement, on peut négliger un sous-ensemble de Z,
de codimension 2 dans A (lemme 2.3.1), ¢’est-a-dire un ensemble de dimension
inférieure ou égale a n — 2.

Si S n’est pas une hypersurface de X, alors la dimension de S est inférieure
ou égale a n — 2 et donc on peut négliger entierement S dans le probleme du
prolongement : la section nulle ne ”compte” pas.

Si S est une hypersurface alors on peut supposer qu’on se trouve en un point
lisse de S.

En effet, ’ensemble des points singuliers de S est de dimension inférieure ou
égale & n — 2 (de codimension au moins 1 dans S) et peut donc étre négligé.
Comme on se trouve en un point lisse de ’hypersurface S, on choisit alors un
systéme de coordonnées locales (x1,...,2,) sur X dans lesquelles S s’écrit

S={(x1,--.,2,) / x1 =0}.

On se retrouve alors localement dans la situation suivante : X = C" et F est
un faisceau pervers sur C" relativement a {0} x C*~L.

Notons ¢ la projection ¢ : C* = C x C*! — C.
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LEMME 2.7.1 Il existe un faisceau pervers F sur C relativement a {0} tel
que F = ¢ ' F.

Preuve.

D’apres sa stratification, F est un complexe de faisceaux a cohomologie
constante sur les fibres contractiles de q.

On peut donc appliquer la proposition 2.7.8 de [KS], et le morphisme naturel
¢ 'Rg,F — F est un isomorphisme.

Si on note 7 I'inclusion de niveau 0, 7 : C < C", i(xz) = (,0,...,0), on en
déduit donc que le morphisme naturel Rg,F = i !¢ 'Rg,F — i~ !F est un
isomorphisme.

Ainsi, on peut écrire que F = ¢ 'Rq,F =q i ' F.

Enfin, comme le sous-espace Cx {0} € Cx C"! est non caractéristique pour
F, on en déduit que F = i~1F est un faisceau pervers sur C, relativement
a {0}.

On a donc bien écrit F = q_lf , c’est-a-dire que F est le faisceau pervers F
sur C avec le parametre C*L. O

LEMME 2.7.2 Le déterminant microlocal de F se prolonge au-dessus des
points de la section nulle en dehors d’un sous-ensemble de codimension 2.

Preuve.

D’apres le lemme précédent, en dehors d’un sous-ensemble de dimension
inférieure ou égale a n — 2, le probleme du prolongement du déterminant
microlocal se ramene localement a celui d’un faisceau pervers F = g 1 F ou
F est un faisceau pervers en dimension 1 et ¢ est une projection du type
C"x X — X.

I1 suffit alors d’appliquer la proposition 2.6.1 et les résultats en dimension 1
pour terminer la démonstration du lemme. Il
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2.8 Un peu de géométrie symplectique

Dans cette partie, on présente quelques résultats de géométrie symplec-
tique qui seront utilisés par la suite.
Soit X une variété analytique complexe lisse. On note 7% X son fibré co-
tangent et mx : 7*X — X la projection. On note ax la 1-forme de
Liouville et ox la 2-forme symplectique sur 7*X. Si on choisit des coor-
données locales (z1, ..., z,) sur X et que I'on note (1, ..., z,; &1, ..., &) les co-
ordonnées associées sur T*X (c’est-a-dire que (&, ..., &,) sont les coordonnées
dans la fibre relativement a la base (dz1, ..., dx,,)), alors ax s’écrit localement

ax =y ., ,&dx; et ox s’écrit localement ox =) ., . d& A dz;.

Lagrangienne en position générique

Soit A une variété lagrangienne homogene, c’est-a-dire que A est un sous-
ensemble analytique réduit de 7% X, que la 1-forme wx s’annule sur 'ouvert
des points lisses de A, que A est de méme dimension que X et que A est
homogene pour 'action de C* dans les fibres de 7% X.

Soit p un point de A\ T5X. On dit que A est en position générique au point
p, si au voisinage de p, on a A N7y (7x(p)) = C*.p.

Par exemple, si H C X est une hypersurface lisse de X, alors T}; X est en
position générique en tout point p de 75X \ H.

REMARQUE 2.8.1 Si l'on note (t,xy,...,%,) les coordonnées sur C**1  si
A est une lagrangienne en position générique au point p = (0;dt), alors A
s’écrit localement en p comme le conormal a une hyspersurface Y définie par
un ployndme de Weierstrass f(t,z) = t™+> 7" ai(z)t* (voir [ABG], I1.2.4;
[Bjl, A.VIIL.4.11 ).

Transformations symplectiques homogeénes

Soient X et Y deux variétés analytiques complexes.

Soient Qx un ouvert de T*X et {0y un ouvert de T*Y.

Soit ¢ : Qx — )y une application. ¢ est appelée transformation sym-
plectique homogene ou transformation canonique si ¢ est un isomorphisme
analytique, ¢ envoie oy sur ax, ¢ est homogene pour I'action de C* dans les
fibres de T*X et T*Y.
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Une autre maniere de traduire que ¢ est une transformation canonique est
de supposer que ¢ est un isomorphisme et de demander a son co-graphe

IY ={(z,-&y,n) € Ux x Qy; 0(x,8) = (y,m)}

d’étre une lagrangienne homogene de 7*(X x Y) =T*X x T*Y ([P1], 4.7.2
page 294).

Ainsi, une classe importante de transformations canoniques est celles dont le
co-graphe est le conormal & une hypersurface lisse S C X x Y :

[ =Ts(X x Y) N (2% x Qy). On peut montrer que toute transformation
canonique se décompose localement comme le produit d’au plus deux trans-
formations canoniques de ce type ([KS], corollaire A.2.8 page 486).

Par exemple, si X = C""! avec les coordonnées (z¢,x1,...,T,) sur X et
(0, T1, ooy T €0, &1y ooy &) sUr T* X et Y = C*! avec les coordonnées

(Y05 Y1y -y Yn) SUL Y €t (Yo, Y1, -vy Yni Moy Ty -, M) SUr 7Y, on définit la trans-
formation canonique de Legendre comme suit.

Dans X x Y on regarde I’hypersurface

S={(z,y) € X xY;zo—yo+ Zﬂﬁzyz =0}
i=1
On définit alors la transformation de Legendre comme étant la transformation
canonique ¢ : T*X \ {&{ = 0} — T*Y \ {no = 0} dont le co-graphe est le
conormal T¢(X x Y).
En coordonnées, la transformation de Legendre s’écrit :

1
Yo = To + & Yo ik

Ui ,pouri=1an

&
no = &o
1 = —&o.x;, pour i =1 a n.

Par définition, une transformation canonique envoie variété lagrangienne ho-
mogene sur variété lagrangienne homogene.
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Se ramener en position générique

Soit A une variété lagrangienne homogene de 7*X. Soit p € A \ T%X. Dans
[KK] (pages 859-860) , il est montré qu’il existe toujours une transformation
canonique ¢ telle que ¢(A) soit en position générique au point ¢(p).

La démonstration est la suivante.

Soit A une variété lagrangienne homogene de 7*X et p € A\ T3 X.

La 2-forme canonique sur 7*X munit 'espace tangent 7,,(7*X) a T*X au
point p d’une structure de C-espace vectoriel symplectique.

Soit Cp,(A) le cone tangent (complexe) & A au point p.

On note p la droite de I'espace vectoriel T,(T*X) , p = T,(C*.p) et on note
E le quotient F = p*/p C T,(T*X)/ p.

E est muni d’une structure symplectique héritée de celle de T,(7*X).

On a C,(A) C p* et Cy(A)/p est une variété lagrangienne de E (voir [KK],
page 860).

De plus, C,(A)/p est conique dans E.

Alors, on peut trouver un sous-espace lagrangien linéaire A C E tel que
AN (Cy(A)/p) = {0}. ([KK], proposition 1.6.1).

En outre, le choix d’un tel X est générique au sens au sens suivant : si on note
Lag(FE) ’espace de tous les sous-espaces lagrangiens linéaires de E, alors

Y ={X € Lag(E) / AN (Cp(A)/ 1) ¢ {0}}
est un sous-espace algébrique, propre, fermé de Lag(E) ([KK], corollaire
1.6.9).
Soit A un tel sous-espace.
Alors ) se remonte en )\, sous-espace lagrangien linéaire de T,,(T*X) tel que
ANCy(A) = p.
Une transformation canonique ¢ telle que Dipp(A) = T (my 1y (0(p)))
ramene A en position générique au point p. Une telle transformation existe
toujours.
Plus précisemment, on a le résultat suivant :

LEMME 2.8.2 (Voir [Bj], A.VII.4.8 page 561)
Dans C*tL, quitte a faire un changement quadratique de coordonnées de la
forme

(o, T1y ey Tp) > (0 + Z Qi j-Ti-Tjy X1y vy Tpy)
1<i<j<n

la transformation de Legendre rameéne en position générique au point (0; dyo)
n’importe quelle lagrangienne homogéne contenant le point p = (0; dxy).
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Preuve. La transformation de Legendre est liée a la dualité projective, et
les conormaux a des sous-espaces linéaires se comportent mal par transfor-
mation de Legendre : un changement quadratique de coordonnées permet,
d’introduire suffisamment de courbure pour éviter ce défaut.
Pour cela, on introduit des transformations de Legendre généralisées. Ce sont
les transformations

pa: T*CE\{§ = 0} — T*C** \ {no = 0}
dont le co-graphe est le conormal a I’hypersurface
Sa={(z,y) € C x C"" 520 — yo + D21 cicjcn @i Ti-Tj + D iy Tinyi = O}

La transformation ¢4 s’écrit alors en coordonnées :

Yo = To + l(z-éf) —z.Az
&>
1
——¢-2A
Y=gt AL
o = &o
n= —&0-2

ou z, &, y et n désignent respectivement les vecteurs de coordonnées

(xla (a3 iL'n), (gla ey ‘Sn)a (yla ey yn) et (7717 ) nn)a
et A désigne la matrice symétrique n x n, A = (% j)1<ij<n,
Q5 = Gy, 1<1<n et Q5 = Qi = %am, 1<i1<j<n

On a pa(px) = py ol px = (0,dx) et py = (0, dyo).
La différentielle (D¢4),, est donnée par la matrice symplectique
2(n+1)x2(n+1):

X

( 1 0 . 000 --- 0 \
0 0
: —2.A : Idyxn
0 0
(Dpa)px = 00 010 --- 0
0 0
\ 0 0 )

La démonstration du fait que I’on peut toujours ramener une variété lagran-
gienne A en position générique passe par le choix d’un sous-espace lagrangien

X de pt/p (ol pr =T, (C*px) ) tel que AN Gy (A)/p = {0}.
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La différentielle (D¢ 4),, induit I'application (Dy),, sur I'espace vectoriel

pt/u dont la matrice s’écrit :

— —2.A Id,«n
(Dpa)py = ( ~Idnyn  Opxn )

pPx

Pour montrer qu'’il existe une transformation du type ¢4 qui ramene A en
position générique, il suffit de montrer que I’on peut trouver \ et A tels que

———

XN Gy (A) /= {0} et (D) (V) = Ty (5 7y (pr)) /1.

Or un sous-espace lagrangien linéaire A de pt/u s’écrit :

A= {(z,§)/Mz=N¢}

ot (z,§) = (x1,...,2n,&1,...,&) désignent les coordonnées symplectiques
sur pt/p héritées de celles de T, (T*X), et M, N désignent des matrices
n X n telles que (M, N) soit de rang n et M*N soit symétrique (voir [KS]
page 480).

On a alors

(Dpa)px(A) = {(y,n)/Ny=(—M +2NA)n}

et (Doa)px (A) =T,y (7T§17T1Y(Py))/u ={(y,n)/y=0}
si N est inversible et A = EN_IM.

Or, le fait d’avoir IV inversible est une condition générique sur les sous-espaces
lagrangiens linéaires puisque cela correspond & avoir AN{z = 0} = {0} ([KS],
Appendice, page 480). O
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2.9 Comportement des faisceaux constants par
transformation de Legendre

On se place dans la situation suivante.
X, Y sont deux copies de C**1, avec les coordonnées respectives (g, T1, ..., Tp)

et (?Jo; Y1y -y yn)
On note mx : T*X — X et my : T*Y — Y les fibrés cotangents, munis

des coordonnées (xﬂa L1y -5 T 605 é-la seny é-n) et (l/o, Y15 -5 Yns Nos Ty -5 nn)

@ :T*X\{& =0} — T*Y'\{no = 0} désigne la transformation de Legendre,
dont le cographe est le conormal a la variété d’incidence

S = {xo—yo—i-zyzlxi.yi :0} CcC X xY.

q1, g2 désignent les deux projections XxY
y K
X Y
Zg désigne le faisceau constant de fibre Z sur S étendu par zéro a X x Y.

On regarde le foncteur ¢ : D®(X) — D?(Y') défini pour tout F € Ob(D*(X)),
par :

_ B L
©F = Raxn(q; 'F® Zs)

©(.) est une transformation faisceautique associée a la transformation de
Legendre (voir [KS], §7.2).

On pose px = (0;dzg) € T*X et py = (0;dyy) = p(px) € T*Y.
Soit M un sous-espace analytique réduit de X.
Z,, désigne le faisceau constant de fibre Z sur M étendu par zéro a X.

A M correspond par ¢ un sous-espace analytique N de Y.
Précisément, N est défini par (75X N {& # 0}) = TxY N{ny # 0}.

Dans cette partie, on va montrer que si 7Y est en position générique au
point py, alors il existe un voisinage €2y de py et un fermé analytique @)
de codimension 1 dans TxY tel que pN((ﬁZM)KTX[y\Q)mQY est un faisceau
localement constant de fibre Z sur (TxY \ Q) N2y (proposition 2.9.9).

Pour cela, on remarque que ’étude de ¢Z,, se ramene a celle du faisceau
RqZ,, ot q: Z — Y et la restriction & Z = ¢; ' (M"9) N S de la projection
qz-

L’hypothese "TRY en position générique au point py” se traduit sur l’ap-
plication ¢ par le fait que ¢ n’a que des points critiques quadratiques qui se
projettent tous sur N (lemmes 2.9.3, 2.9.5, 2.9.6).

Y
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Le calcul du microlocalisé uy(9Z,,) se ramene alors au calcul classique des
cycles évanescents d’une singularité quadratique.

Un exemple introductif

Dans C?, si M désigne le cusp M = {(xg,z;) € C* /x2 = 23}, alors on a :

p(ThC N {& #0}) = TyC N {ny # 0}
oll N désigne la cubique lisse N = {(yo, y1) € C* /27Ty, = 443}.

Inversement, le conormal & la cubique lisse d’équation xy = z3 est envoyé par
la transformation de Legendre sur le conormal a un cusp.

Cet exemple montre que méme si la transformation de Legendre est un iso-
morphisme sur des ouverts du fibré cotangent et méme si les conormaux
Ty X et TXY se correspondent par Legendre, on peut se trouver au-dessus
d’un point singulier de M et étre envoyé au-dessus d’un point lisse de N et
inversement.

Comime on veut calculer le transformé ¢Z,, en vue de controler le comporte-
ment du foncteur microlocalisation de Sato py(.) par transformation cano-
nique, on ne va s’intéresser a pZ,, qu’aux points lisses de NV qui proviennent
de points lisses de M.

C’est-a-dire qu’au départ on va enlever les points singuliers de M et a ’arrivée
les points singuliers de V.

Ainsi, sur notre exemple, on travaille au départ sur M \ {(0,0)} et a arrivée
sur N\ {yo =0} = N\ {(0,0)} (puisque M*"9 = {(0,0)} et

(T3 C?) = Ty C).

On suppose que px € Ty, X.

On peut raffiner la stratification de X, { X \ M, M } en une stratification
de Whitney : {X \ M, M,, = M™ = M\ M*™ M, 1,...,My}, ol
M; (0<i<m—1) désigne la strate de dimension % (m désigne la dimension de M).
Notons Ayr = Up<icpm Tar, X- On a Ch(Zy,) C Au.

On suppose que p(Ay N{& # 0}) est en position générique en py.
N désigne 'hypersurface analytique de Y telle que

o(Ty X N{& # 0}) = TxY N {ny # 0}
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On va étudier microlocalement le faisceau ¢Z,;, au voisinage de T3Y et
seulement au-dessus des points lisses de N qui proviennent de points lisses
de M : on va donc s’intéresser au faisceau QZreg, o M7 désigne 'ouvert
des points lisses de M.

Le lemme suivant permet de contrdler la variété caractéristique de ce que
I'on néglige en passant de ©Z,; & QZp reg-

LEMME 2.9.1 Soit F un objet de D°(X). On a :

Ch(@F) N {me # 0} = @(Ch(F) N{& # 0})

Preuve.

On utilise le bifoncteur phom(.,.) de [KS] qui se comporte bien par transfor-
mation canonique.

Pour F € Ob(D*(X)), on a ([KS] corollaire 6.1.9) :

supp phom(F,F) = Ch(F)
D’autre part, pour F, G € Ob(D%(X)), on a ([KS], théoréme 7.2.1) :

@« (phom(F, G) jteo0y) = hom(oF, 0G) | ne+0}

La combinaison de ces deux résultats donne le lemme. O

Dans toute cette partie, on va travailler dans les catégories microlocales
D*(X;Q) de [KS], paragraphe 6.1.

Rappelons que si  est un sous-ensemble de 7% X, la catégorie D°(X; Q) est
obtenue en localisant D°(X) par rapport au systéme multiplicatif Sg des
morphismes dont la variété caractéristique du cone ne rencontre pas le sous-
ensemble (2 :

Sq = {s € Hompe(x)(F,G), F,G € Ob(D"(X))/ Ch(cone(s)) N Q = 0}

Ainsi, si 'on a un triangle distingué & G 7{—*+1. dans D°(X), si
Ch(H) N Q =0, alors les faisceaux F et G sont isomorphes dans D°(X; ().

Revenons a notre situation.

80



LEMME 2.9.2 Si Qy est un sous-ensemble de T*Y tel que
Qv C {no # 0} \ @(Uocicrn 1 Tar, X), alors on a un isomorphisme dans
PLgreg ~ PLyy

Preuve.
On a la suite exacte courte :

0—>ZMreg —>ZM—>_Msing —>0
On en déduit un triangle distingué :

! =~ ~ +1
QOZM""EQ QOZM QOZMsing e

On a Ch(ZMsing) C UOS’iSm*I T;&zX

Puisque I'on travaille sur un sous-ensemble Qy C {no # 0\ (Uy<i<m_1 Tar, X)),
on a alors d’aprés le lemme 2.9.1 un isomorphisme dans D°(Y;Qy) :

Olipgres ~= PLipg

On étudie donc QZ  reg-
_ L
On a (pZMTEQ = RQQ!(ZM"“G!J ® ZS) = Rq?!zq;I(Mreg)mS

On pose donc Z = ¢, '(M™)NS C X xY et ¢ = 42|z -

On a alors OLysres = RQZ,.

Un cas particulier : si M est réduit a un point

Quand M = {0}, on a (T, X N{& # 0}) =T}, _, Y N {m # O}
C’est-a-dire, avec les notations précédentes N = {y, = 0}.
Onaalors Z=q'(0)NS={zg=a01=...=2, =9y =0} C X x Y.
L’applicationp: C* — X xY

(W1, - Yn) = ((0,.-,0); (0,91, -, Yn))

est une paramétrisation de Z.
L’application g = goz se lit alors via p :
g: C"—Y=C"!
(yh ) yn) = (07 Y1y -y yn)
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On a donc Loy = RaLen = Lyy,—gy-

Cas général : dim M > 1

Etude géométrique de ¢

q est I'application ¢ = oz : Z = ¢7 ' (M™9) NS — Y.
On rappelle que N C Y est tel que (T3, X N{& # 0}) =THY N {ny # 0}.

LEMME 2.9.3 Soit (a,b) € Z C X x Y.
(a,b) est un point critique de q si et seulement si il existe« € Ty X, f € T;Y

tels que (a; ) € Thpreg . X N {& # 0} et (a; ) = (b; B).

REMARQUE 2.9.4 Puisque o(T3 X N{& # 0}) = TxY N {ny # 0}, on a
alors (b; B) € TFY : les seuls points critiques de ’application q se trouvent
au-dessus de N ; autrement dit, le discriminant de q est contenu dans N.

Preuve.
L’hypersurface S € X x Y = C*™! x C**! peut étre paramétrée par :
f: CHl xC' — X xY =C! x CH!

(("EOa "'axn)a (yl, ERE) y’n)) = ((an "',xn): (yO = x0+2?:1 TiYiy Y1y ooy yn))

On peut alors voir g = g5 de la maniere suivante :
g: CHlxCt — Y =C !
(o, e @), (Y1, s Yn)) = (Yo = To + Dy Ti-Yis Y1y e Yn)
Alors, I'application ¢ = Qi (Mres)ns S€ lit simplement comme la restriction
deg:C"Hl xC" — C""PAM9xCCcCPl xC:

Mreg X (Cn( N (Cn—|—1 X (Cn

T

Cn—i—l

Dans cette interprétation ¢ = g;presxcn, le point
(a,b) = ((ao, ---, an), (bo, -.-,bn)) € Z C X x Y correspond au point
(a,b) = ((ag, -.., an), (b1, ..., b)) € M9 x C* C C**1 x C".

On note (g9o(z, 9), 91(z, 9), ..., gn(z, 7)) les applications coordonnées associées
\ 3 N o (o~ . n ~
a g (c’est-a-dire que go(z,7) = 2o + Y _;_; Ti-yi et g;(z,7) = vj,
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pour j =1 an).

Dans cette écriture, le point (a, 5) € M™ x C" est un point critique de
la restriction de g a M™9 x C" si et seulement si il existe des coefficients
complexes (A, ..., A,) non tous nuls tels que

M7egxCr (a,b

> " Nidgi(a,b) € T, sC X C
=0
OF T} jreg oo CF1 X C% = Ty CVF1 x T, C* C TH(C™H x C)
= (T*C™1) x (T*C).

On a donc forcément A\g # 0 (Mg = 0 impose A} = ... = A, =0), A\; = —a;.\o,
pour i =1 an, et Ao(dzo + D7, b.dx;) € Tpreg ,C*.

On vérifie qu’alors ¢(ag, ---, Gn; Ao, Ao-b1, - Ao-bn)
= (bo = ap + Y 1y @i-bi, by, ..., bys Ao, —Ao.@1, ..., —Ag.,,) : ce sont les couples
(a, ) et (b, B) de I’énoncé.

Réciproquement, si on se donne 2 couples (a, ) et (b, 3) comme dans ’énoncé,

si on pose A\g = ap et \; = —ap.a;, alors
Yo Ni-dgi(a,b) € T o (@ S)C"“ x C" et (a,b) est bien un point critique
de gq. o O

On écrit une sorte de réciproque de ce lemme. Toutefois, on ne peut travailler
qu’aux points lisses de N qui proviennent par ¢ de points lisses de M.

On pose done N = N\ (V" Uy (o((Uy<s 1 T, X) 0 {60 # 01))
(& N, on enléve les points singuliers de N et les points de N qui proviennent
de points singuliers de M).

LEMME 2.9.5 Soitb € N. Il eziste un unique point (a,b) € Z C X XY point
critique de q.

Preuve. Puisque TRY est supposé étre en position générique au point py, N
est une hypersurface de Y. Comme b est un point lisse de N, a un coefficient
multiplicatif non nul pres, il existe un unique 3 € T;Y tel que (b, 8) € Ty ,Y".
Quitte a se placer dans un voisinage de l’origine, puisque py € T}Y, on a
(b, 8) € {my # 0}. On pose (a,a) = ¢~ 1(b, B). D’apres le lemme précédent,
(a, b) est un point critique de ¢. L’unicité du couple (a, b) provient de I'unicité
de la droite C*.5 et de 'homogénéité de . O

On montre maintenant que I’hypothese de position générique faite sur TxY
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entraine que les singularités au-dessus de N sont les plus simples possibles :
elles sont quadratiques.

LEMME 2.9.6 Soit b € N. Soit (a,b) € Z lunique point critique de q au-
dessus de b.

Soit m = dimcM. Au voisinage de (a,b), il existe des coordonnées locales
Sur Z, (81, .-y Smit1, - tn) et des coordonnées locales (ug, ..., u,) sur'Y au
voisinage de b telles que q s’écrive dans ces coordonnées :

m

(15 eems Sty oo tn) ¥ (O 87,1, 00 1)
1=1

Preuve.

Notons Sing(q) C Z le lieu singulier de g.

En suivant [L]| page 46, puisque ¢ est équidimensionnelle, il suffit de montrer
que :

o Sing(q) est lisse, réduit, de dimension n

O Q|sing(q) : Sing(q) — q(Sing(q)) est une immersion.

M C X est de codimension complexe r. Comme on est au voisinage de
I'origine dans X = C"*!, et que I’on a supposé que px = (0;dzo) € T3, X, on
peut, quitte a permuter les coordonnées (zy, ..., z,) supposer qu’aux points
de M™% il existe un plongement ¢ : C™ — X qui parametre M :

g = ¢0($T, ,.In)
21 = ¢1(Try oy Tn)

Tr1 = ¢T71('/LIT’ ) a:n)

Une permutation des coordonnées (z1, ..., z,) ne change pas ’expression de
la transformation de Legendre.

Localement, I"application ¢ : 7 — Y s’écrit :

q: (Cnf'r—}—l % (Cn — (Cn—}—l
(Trs wvos T3 Y1, ooy ) = (D0(@) + 0027 6i()-Yi + Do, Ti-Yis Yt -oes Yn)

Posons qo(z,y) = ¢o(@) + D iy ¢i(@).Yi + Dor, Ti-Yi-

La matrice jacobienne de ¢ sécrit :
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Odo 00 0% 9%
oz, 7 O, Oy O

O(nfr—}—l)xn Idnxn

Sing(q) est donc déterminé par les n — r + 1 équations

dqo _ _ 9qo -0

ox, = Oz,
C’est-a-dire :

ol

r— az
+30 ¢-yz~+yr=0

i=1
oz, oz,

00y 100
0y, = 0, Yi T Y =0

D’apres ces équations, Sing(q) est lisse, réduit. De plus, les équations étant
clairement indépendantes, Sing(q) est bien de dimension n.

Pour montrer le lemme, il reste a voir que g|ging(q) €St une immersion.

Rappelons le diagramme du lemme 2.9.3 :

M9 x (Cn;) (Cn+1 x Cn
\ lg
(Cn—f—l

Rappelons aussi que le point

(@,0) = (Ao, - -+ an b, .. ., by) € M™9 x C" € C*! x C

est un point critique de ¢ si et seulement si

a € M™ et (dxy + bi.dx;) € Trprey ,C" !
= Mred,a
i=1

Remarquons que si (a, b) est un point critique de ¢, alors on a :

(CI,O, ceey an, 1, bl, ceey bn) E T]’&reg(cn_Fl ﬂ {60 == 1}

et qu’alors
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SO(CLO, <5 Qny 1; bl, ey bn) = (GO+Z ai.bi, bl, ceey bn, 1, —Q1,. .-, —an) € TX](CH—HQ{?]O = 1}
=1

avec
(ao —l—Zai.bi,bl, .. ,bn) = q(ao, .. .,an,bl, ‘e ,bn)
i=1

Ainsi, I'application g|g;,g(,) peut se lire au travers de ¢ de la fagon suivante :

Pl{&o=1}

Sing(q) — Thpres X N {& = 1}

Y N{n =1} N N

(@b)——— (g 1,b): ¢(a;1,b) — (a0 + Y21y ai-bi b, .

Puisque 'on a supposé que 1’on se trouve au-dessus d’un point lisse de N,
que N est en position générique, la projection
7TN‘{7’0:1} : T;;Y N {770 = ]_} — N

est un isomorphisme de sorte que les trois applications du diagramme précédent
sont toutes des difféomorphismes.

Ainsi, g|sing(q), composée de ces trois applications, est bien une immersion,
ce qui conclut la démonstration du lemme. [l

Calcul du microlocalisé py(RgiZ,)

On va calculer le microlocalisé uy(RqiZ,) et montrer que c’est un systéme
local de fibre Z sur un ouvert dense de T3 Y : ses seules monodromies sont
donc + ou - 1.

Dans un premier temps, on va se ramener a une situation locale : on va mon-
trer que sur un voisinage U d’un point de N et dans une catégorie microlocale
D*(U, 7= (U) NQy) le faisceau (RqiZ) |y ne dépend que des singularités de
q.

Pour cela, il faut controler le comportement du microsupport de certains
faisceaux par image directe.

Dans ce but, on va montrer que ’on peut se ramener a une situation propre
afin de pouvoir utiliser la majoration de Kashiwara ([KS], proposition 5.4.4).

Soit 2y un voisinage du point (0;dy,) dans T*Y.

B(0,r) désigne la boule fermée de X = C**!, centrée & l'origine, de rayon r.
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LEMME 2.9.7 Quitte a réduire Qy, on a un isomorphisme dans D°(Y;Qy) :

PLyinBog) = Ply

Preuve.
On considere la suite exacte courte :

0 ~Ly \B(o,r) — Ly — ZMnE(o,r) —0

qui donne le triangle distingué :
CLanB(oy) — PLpy — PLnsrip(o,r) ——>
I s’agit de montrer que Ch(PZyng(,) N 2y =0

Or Ch(Zyn5(0,) C 7% (X \ B(0,7)), out B(0,7) désigne la boule ouverte.

Donc Ch(Zyn5,)) €évite un voisinage du point (0; dzo) dans 7" X.

Puisque ¢ est un isomorphisme et que ¢(0;dzy) = (0;dyp), on en déduit
d’apres le lemme 2.9.1 que Ch(PZyp 5o ) €vite un voisinage de (0; dyp) d’olt
le lemme. [l

On est donc ramené a une situation propre : on s’intéresse au faisceau

Ra21 Ly (mriB(o,))ns

Dans la suite, afin d’éviter d’une part les points singuliers de M (lemme 2.9.2)
et pour travailler d’autre part dans une situation propre (lemme 2.9.7), on
va travailler dans la catégorie microlocale D°(Y; Qy) ou

Qy = Qv N {ne # 0}) \ ©(Uo<icm Tir,X), Qv étant un voisinage de
(0; dyo) dans T*Y . o

On se place en un point y de N , c’est-a-dire en un point lisse de N qui
provient par ¢ d’un point lisse de M.

Au dessus de y, il existe un unique z € ¢~ *(y), point critique de I’application
¢ (lemme 2.9.5).

Soient U un voisinage de y et V un voisinage de z tels que U ~ C™ x C" et
V ~ C x C" et dans lesquels ’application ¢ s’écrit :

Cm x C* CxCr

(815« oy Smitey e ostn) —= (D82 1, ... 1)

Soit B(0,¢) la boule ouverte centrée a I’origine de rayon ¢ dans C™.
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LEMME 2.9.8 Quitte a réduire Qy en un voisinage de TRY, on a un iso-
morphisme dans D°(U;Qy Ny (U)) -

(PZn) v = R B0,g)xcn ) Lp(o,e)xce

Preuve.
Notons ¢ I'application ¢; (M N B(0,7)) NS — Y, c’est-a-dire I'application
q apres s’étre ramené a une situation propre (lemme 2.9.7).

On a la suite exacte courte de faisceaux sur ¢ (U) :
0 —Zpexer —>Ly-1v) —>Lg-1v)\BOe)xCr —0

Il s’agit maintenant de controler le comportement du microsupport du fais-
ceau Zg-1(y)\ B(0,e)xCr par I'image directe ¢ en utilisant la majoration de
Kashiwara ([KS], proposition 5.4.4).

Dans le microsupport de Zg -1y p(o,)xcn » il ¥ @ trois types de codirections :
o les codirections au-dessus du bord d¢;* (B(0, 7))
¢ la section nulle T7_, ;) (@ HU) N (gHU) \ B(0,¢) x C")
¢ les codirections au-dessus du bord (0B(0,¢)) x C*

Concernant les codirections au-dessus du bord dg; *(B(0,r)), elles ont déja
été traitées dans le lemme 2.9.7.

La section nulle 7%, (77 (U)) N (7~ (U) \ B(0,¢) x C") ne va donner par
la majoration de Kashiwara que des codirections contenues dans la section
nulle 73Y puisqu’en tout point de ¢~(U) \ (B(0,¢) x C), l'application q
est une submersion.

Reste a traiter le cas des codirections au-dessus du bord (0B(0,¢)) x C".
Notons f ’application donnée par le carré de la distance a I'origine dans C™ :

f:C"xC*"—R
Notons a; et b; les parties réelle et imaginaire de s;, pour 1 <17 < m.

f est donc I'application :

R2m x C" R
(al,bl, .. .,am,bm;tl, e atn) |—>Z(a12 —+ bZZ)

Le microsupport de Zgamycn\(5(0,)xcn) €st I'ensemble ([KS], proposition
5.3.3):
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{(a,b, t; \-df(app) € T (R XC") / X.(f(a,b,1)—€%) =0, A > 0, f(a,b,t) > €%}

Dans les coordonnées (ay, b1, ..., Gm, by;ti, ..., t,), application g s’écrit :
R2m x Cn RZ x C"
(ala bla ceey Oy, bmu iy - atn) — (Z(GZZ - b?)a QZai-bi;tla SRS tn)
Les coordonnées (t1, .. .,t,) du parameétre C" ne jouant qu’un role accessoire,

on va les omettre pour simplifier.

L’application cotangente ‘g’ s’écrit :
R2™ X g2 T*R?

T*R2m
(a,b); (u, v; p, v) — (a, b; o, B)
avec, pour 1 << m: o; = 2a;.4 + 2b;.v et Bi = —2b;.u + 2a;.v

Appliquons la majoration de Kashiwara.
On a le diagramme cotangent :

t ot
TR < R™ xgo T*R? —"> T*R?
On a alors pour tout F € Ob(D*(R*™)) :  Ch(RqF) C ¢.(*¢ ~ (Ch(F)))

Il s’agit de vérifier que g, (‘¢ “HCOMZgam wcn\ (B0, xey))) N (THY N Qy) =0

c’est-a-dire que la condition de transversalité :

"¢ (R x g2 Tg o R*)N{ (@, b; \-dfiapy) / £(a;b) = €%, q(a, b) = (0,0)} C TnR™

est vérifiée.

a1 a1 bl

b —by ax
Notons A le vecteur : , B le vecteur : et C' le vecteur

O O b,

bm —bm, Om

Autrement dit, il s’agit de voir avec f(a,b) = &2 et g(a,b) = (0,0) si A est
dans le plan vectoriel engendré par B et C.
Or, puisque ¢(a,b) = (0,0), le vecteur A est orthogonal & B et a C.
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Puisque f(a,b) = €2, le vecteur A est non nul et donc il est impossible que
A soit dans le plan vectoriel (B, C). d

On connait maintenant le faisceau (RqZ,)y dans D*(U, 7= +(U) N Qy).
On va maintenant calculer son microlocalisé py(RqZy).

Méme si on ne connait (Rq:Z,)y que dans une catégorie microlocale, cela
ne pose pas de probléme puisque le foncteur /'[/N(')‘ﬂ'_l(U)ﬂﬁy est bien défini

de DY(U, 7 1(U) N Qy) vers DY(TY N7~ Y(U) N Qy) (il suffit dutiliser la
proposition 4.4.3 et le point 6.1.3 page 250 de [KS]).

On commence par examiner un peu plus précisemment le faisceau R(q|p(0,¢)xcr )1 Z -
On commence par séparer deux cas.

1¢" cas : dimcM=1

Soit b un point de N. Soit (a,b) I'unique point critique de ¢ au-dessus de b.
Dans un systeme de coordonnées locales, I'application ¢ s’écrit :
CxCr—CxC
(85t1, e tn) = (8% 11, .y 1)

Autrement dit, on a un morphisme fini et la singularité est juste un pli et en
dehors du pli, on a un revétement a 2 feuillets.
Puisque pour tout point y de C x C*, ¢~ (y) est une réunion finie de points,
le complexe R(q|p(o,c)xc»Zy): est concentré en degré 0.
Un point (tg, t1, ..., t,) € C* x C" a deux antécédents (£+/Tg, t1, .., tr)-
On peut décrire le faisceau R%(qp(0,¢)xcr )1Z; comme suit :
e Sur C* x C" on a le systéme local de fibre Z? dont la monodromie est
0 1
(V0)
(quand on suit le long d’un relévement d’un lacet générateur du groupe fon-
damental de C* x C" les deux antécédents sont échangés (++/%y est envoyé
sur —y/tg, et —/to sur ++/y)).
o Sur {0} x C*, (R%(g)(0.c)xcr )1Zy) {0} x» est le faisceau constant Zygy .cn
e Le recollement entre les strates C* x C* et {0} x C" est donné par le
morphisme :
7 —ZDL
a— (a,a)

On va “extraire” le faisceau constant Zc,cn de R(qp(0,e)xcn 1 Zy-
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Pour cela, on construit un morphisme de faisceaux u : Zeycn — R(q)B(0,6)xcn )1 L5
de la maniere suivante :
e Sur {0} x C", u est donné par Z — Z
a—a
e C'x(C", uestdonné par Z — Z P 7%
a— (a,a)

On vérifie que u est bien un morphisme de faisceaux (pour y € C* x C,
u, commute aux monodromies et u est bien compatible au morphisme de
recollement entre strates).

On a alors le triangle /. —U>RO(Q\B(0,5)><@%)!Zz—>0(u)i>

Puisque Ch(Ze¢ycn) = Tcn € x C*, on a alors

RO(CI|B(O,5)><(C")!ZZ ~ C(u)
dans D*(U, my' (U )ﬂﬁy) (U désigne le voisinage dans Y isomorphe & Cx C").

C(u)c» xcr est un systeme local de fibre Z sur C* x C". En restriction a
{0} x C*, C(u)|f0yxc» est le faisceau nul sur {0} x C".

Sur C* x C*, C(u)|c* xc» a la monodromie —1.

On peut suivre cette monodromie dans le triangle distingué associé au mor-
phisme u.

En un point y € C* x C*, le triangle

(L sen )y—(RO(q 30,0y x 00 1oy )y —(C (1)) —>

se réduit a la suite exacte courte :
0272 —7Z&7Z —7Z—0

— (a, )
(a,

)—b—a
Puisque la monodromie est ( ), alors sur (C'(u)),, la monodromie en-
voie (b— a) sur (a — b) et est donc —1.
En résumé, si on note L le systeme local sur C* x C* de fibre Z et de
monodromie -1, et si on note j : C* x C* — C x C" l'inclusion ouverte, on
a:
(RgZy) v ~ jL
dans D*(U, 75 (U) N Qy).
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2¢me cas s dimeM > 2

Dans ce cas la, le faisceau constant et le systéeme local £ ne se "mélangent”
pas : ils ne vivent pas dans le méme degré.

On note m = dimcM. Soit b un point de N et soit (@, b) T'unique point
critique de g au-dessus de b.
Il existe des coordonnées locales dans lesquelles I’application ¢ s’écrit :
C"xC" —=CxC
(81, oy Smi 1y oy b)) = (Oimy $2, 10, ey by)

Notons f : C™ x C* — C x C" I'application précédente.
Pour calculer R fiZ¢m n , on utilise la formule :
R fiZcn won = Dexen (Rf«(Dem xon Zem xen )

ol, si X est un espace topologique, Dx(.) désigne la dualité RHom(.,wx),
wx étant le complexe dualisant wx = pyZi,,, avec px : X — {*} = {point}.

On a : Demxen Zom xon = Lom o [2(m + )]
et donc

Rf'Zcm xCr — D(Cx(cn Rf*ZCm xCr [Q(m + n)]

La fibre générique de f est isomorphe au produit 7S™ ! x C*, o T'S™ !
désigne le fibré tangent de la sphere S™ ! (voir par exemple [La]) : elle est
donc homotope & la sphére S™~!. La fibre singuliére & I’origine est contractile.

Ainsi le complexe R f,Zgm o cn €st concentré en 2 degrés : 0 et (m — 1).

e en degré 0 RO f.Zcm wcn est simplement le faisceau constant de
fibre Z sur C

e endegré (m—1) R™ 'fZemyon est un faisceau Zg. e : Clest le
systeme local de fibre Z et de monodromie (—1)™
sur C* x C", étendu par zéro a C x C"

Il reste a calculer le dual : Dexen RfZgm yon -

En utilisant les foncteurs de troncature, on a le triangle distingué de
D*(C x C") (voir [KS], remarque 1.7.6) :

=0 (Rf*Z(Cm xCP )—>Rf*Z(C’" X Cn —72! (Rf*Z(Cm xCn )i>
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Comme le complexe Rf.Zem (cn €st concentré en degrés 0 et (m — 1), le
triangle précédent se réécrit :

R°fiZem oo — R fillicm yon —R™ ! fulhom o [1 — ™) R

Par dualité, on a alors le triangle :

D(Rmilf*zm xCn [1 - m])—>D(Rf*ZCm xCn )—>D(R0f*Z(Cm xCr )i)

Or, R%f,Zgm ycn est le faisceau constant de fibre Z, donc son dual est aussi
un faisceau constant et donc Ch(D(R®f,Zem o)) = Tscn (C x C).
Comme ’on travaille hors section nulle, on a I'isomorphisme dans D?(C**, T*C**1) :

DR™ ™ fullgn ycn[1 = m]) = Rfilhgm oo [—2(m + n)]
On note L¢ le systeme local sur C* x C" de fibre Z et de monodromie
e = (—1)™; notons encore j 'inclusion ouverte j : C* x C* — C x C".
On doit donc calculer le dual : D(5£°).

Or D(jif?) = RHom(jiL5, Zeyen [2(1 + n)])
~ Rj,RHom(LE, j' Leycn [2(1 + n)]).

On a donc
D(5iL%) ~ Rj.L7[2(1 + n)]

puisque RHom(L?, 5 Loy cn [2(1 +1)]) = RHom(LE, L 0 [2(1 + 1))
~ Lf[2(1+ n)]

On est donc ramené au calcul de Rj,L°.
2 cas se présentent, suivant que € = 1 ( i.e. m est pair) ou que ¢ = —1 ( i.e.
m est impair).

e c=1
A]OI'S RJ*LE = Rj*Z(C* <Cn -
Puisque Vy e Cx C*",Vi € N, on a :

H(U N (C x C"),Z)

=

(RY.£°), = lim H'(U 0 (€ x C), £9) =

|

<
I
<

B
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on voit que Rj,L° vit en degrés 0 et 1 et que :

o en degré 0, R%j, L% = Z¢, cn, faisceau constant sur C x C*;

o en degré 1, R'j.L* = Zgycn, faisceau constant sur {0} x C", étendu par
zéro & C x C".

La variété caractéristique de R"j,L¢ est donc contenue dans la section nulle,
d’ot un isomorphisme dans DP(C"+!, T*C"+!) :

Rj*[,E ~ le*ﬁg = Z{O}X(Cn

e c=—1
Toujours en utilisant que : Vy € C x C", Vi € N,
(Rij*ﬁg)y = li_n>1Hi(U N(C* x C"), L*)

U>y
on voit par un calcul & la Cech que Rj,£¢ vit encore en degrés 0 et 1 et que :
o en degré 0, R%j, L5 = 5L, c’est-a-dire le systéme local de fibre Z et de

monodromie -1 sur C* x C* étendu par zéro a C x C*;
o en degré 1, R!'j, L5 = Z/2Z{o}x<(:n’ faisceau constant de fibre Z/27Z sur

{0} x C*, étendu par zéro a C x C".

En tenant compte des décalages, on a donc I’isomorphisme dans D?(C*+1, T*Cr+1) :

ce qui donne :

e si m est pair : RfiZem yon =~ Loy [—m]

. . ) J1LE en degré m — 1
e si m est impair : RfiZ¢m (cn =~ 7.)27. en degré m

{0} xCr

Calculons maintenant le microlocalisé de Sato uy du faisceau précédent.

PROPOSITION 2.9.9 Le microlocalisé iy ($Zy,) restreint a T3Y NSy est un
systéeme local de fibre 7.

Preuve.

Le calcul est local. _

On fixe un voisinage U d’un point de NV et en utilisant les notations précédentes,
dans tous les cas, on s’est ramené a calculer le microlocalisé :
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pqoyxcr (RJLF)

Remarquons tout d’abord que d’apres le lemme 1.2.2, il suffit de calculer le
transformé de Fourier (Rj,L£%)" par rapport & la premiére variable C.

Notons ensuite que le complexe Rj,L° est co-évanescent, c’est-a-dire que ’on
a:

Rl (o). Rj.LS = 0

On peut alors utiliser [M3] § VI.2.10 page 95 : un complexe co-évanescent est
envoyé par transformation de Fourier sur un complexe évanescent, c’est-a-dire
que ’on aura :

(R7L%)M){oyxcn = 0

De tels complexes sont alors entierement définis par leur restriction a la
sphere unité S x C* et la transformation de Fourier peut se lire en restant
uniquement dans les sphéres unités.

Comme précédemment, le parametre C* ne joue aucun role; on va donc
I’omettre pour simplifier les écritures.

La transformation de Fourier pour les complexes évanescents/co-évanescents
sur la spére unité se lit ainsi.

On note S la spere unité dans C et S’ la sphére unité dans le dual.

On définit dans S x S’ la partie : I't = {(x, &) > 0}.

Notons respectivement p et p’ les projections de I'* sur S et S’.

On a alors :

(Rj.L)) s = Rpip™* (Lf)

Un rapide calcul montre qu’alors ((Rj,£%)")s est un complexe concentré en
degré 1 : c’est le systeme local de fibre Z et de monodromie ¢ sur S'.

On a donc montré qu’en tout point 7%Y Ny, le complexe yuy($Z,,) est un
faisceau localement constant de fibre Z. O
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2.10 Comportement du microlocalisé par trans-
formation canonique

On reprend les mémes notations que précédemment.
X et Y désignent 2 copies de C*™!; nx : T*X — X et 1y : T*Y — Y
désignent les fibrés cotangents sur lesquels les coordonnées sont

(an o0y T 605 SRRy é-n) et (yOa = YniToy - nn)
@ : T*X\{& = 0} — T*Y'\{no = 0} désigne la transformation de Legendre.

Soit M C X un sous-espace analytique tel que px = (0;dxzg) € Tr; X.
Soit N C Y le sous-espace analytique tel que

(T X N{& # 0}) =T{Y N{no # 0}.
On suppose que T%Y est en position générique au point py = (0; dyo)-

Soit F un faisceau pervers sur X tel que T3, X C Ch(F).

Le but de cette partie est de controler le comportement du microlocalisé de
Sato de F, un(F) par la transformation canonique .

Autrement dit, a ¢ est associée une transformation canonique faisceautique
¢ définie dans la partie précédente, et on souhaite comparer ¢, (uy(F)) a

pn (0 F).
I existe un sous-ensemble Q@ C Ty, X \ 7y (M*™9), tel que

L= paares (Fise\meins ) |(Tyreg X\@n{g070}
soit un systéme local sur (T, X \ Q) N {& # 0}.

On pose Sy = 7y (M*™) N T;, X.

L est donc un systeéme local sur (T3, X \ (Q U Sx)) N {& # 0}.

On pose Sy = 7' (N*™) N T}Y.

D’apres la proposition 7.1.5 de [W2], les transformations canoniques fais-
ceautiques préservent la caractérisation microlocale des faisceaux pervers de
[KS], définition 10.3.7. 11 existe donc un voisinage ouvert Uy du point py
dans T*Y tel que :

L = pinres (PFy\nsing ) (T3 Y\ (0(@)USy ))N{no#£0}nUy
est un systeme local sur (TxY \ (¢(Q) U Sy)) N {ny # 0} NUy.
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REMARQUE 2.10.1 I faut prendre garde que Sx et Sy ne se correspondent
pas par .

Ainsi, dans C*, avec M = {xy = 0, 2 = 23}, on a o(T;;X) = TRY ou
N = {yoy; = 3y} ,

On a alors M*™ = {(0,0,0)} et N*™ = {y; = yo = 0}.

On a o(Sx N{& # 0}) = {(0,0, 15 X,0,0); A # 0} qui se trouve au-dessus de
points lisses de N si i # 0.

D’autre part ¢ *(Sy N {no # 0}) = {(0,#%,t*X,0,0); X # 0} qui se trouve
au-dessus de points lisses de M sit # 0.

Cela provient du fait que les points lisses de T3, X peuvent étre au-dessus de
points singuliers de M et que seuls les points lisses (ou les points singuliers)
de Ty, X et TRY se correspondent par .

On pose Ux = ¢~ (Uy) : c’est un voisinage de px dans T*X.
Posons Vy = (T3, X \ (QU Sx U ™' (Sy))) N {& # 0} NUx et

Vy = (TRY \ (¢(Q) U Sy U ¢(Sx))) N {no # 0} N Uy
On a donc ¢(Vx) = Vy.

On a 2 systemes locaux Ly, et E‘VY que l'on souhaite comparer.

On peut alors énoncer le résultat suivant :

THEOREME 2.10.2 I existe un systeme local A sur Vy de la forme Zy,,
c’est-a-dire un systéeme local de fibre 7, sur Vy dont les seules monodromies
sont + ou - 1, et un isomorphisme de faisceaux :

A®z ¢u(Livy) = Livy

Preuve. Le principe de la démonstration est le suivant : il s’agit d’utiliser le
foncteur phom(.,.) de [KS], qui est une généralisation du microlocalisé de
Sato et qui se comporte bien par transformation canonique, pour ramener la
démonstration au controle du transformé canonique de Z,,, controle effectué
dans la proposition 2.9.9.

On rappelle que phom(.,.) est un bifoncteur : D?(X)? x D*(X) — D*(T*X)
défini comme suit :

on note q; et go les 2 projections de X x X sur X ;

pour F et G dans Ob(D?(X)), on pose alors phom(F,G) = ua, RHom(g; ' F, ¢iG),
ou Ax désigne la diagonale dans X x X.

Pour un ensemble Qx C T*X, on peut montrer que phom(.,.)q, est un
bifoncteur bien défini de D?(X,Qx)? x D*(X,Qx) — D°(Qx).
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On a aussi les 2 résultats suivants :

©Si M C X est une sous-variété lisse fermée, alors pour tout F € Ob(D*(X)),
on a phom(Zy;, F) =~ jeprr(F), ot j est U'inclusion fermée T3, X — T*X
([KS], prop. 4.4.5).

o Le bifoncteur phom(.,.) se comporte bien par transformation canonique.
Sip:Qx C T*X — Qy C T*Y est une transformation canonique ho-
mogene et si on note ¢ une transformation canonique faisceautique associée
A ¢, alors pour tous F, G dans Ob(D%(X,{x)), on a I'isomorphisme natu-
rel dans D*(Qy) : p.(phom(F, G)ay) =~ whom($F, G) 0, ([KS], théoréme
7.2.1).

D’autre part, on a la construction suivante ([KS], corollaire 4.4.10).
Si on considere Fy, F, et Fy dans Ob(D’(X)), alors il existe un morphisme
naturel dans D°(T*X) :

L
phom(F1, Fo) @ phom(Fy, F3) — phom(Fy, F3)
Si on part d’un faisceau pervers F sur X, on peut alors regarder le morphisme

dans D°(Uy) :

o~ L o~ o~ o~
:u’h’om(ZNa @ZM)\UY ® Mhom(QOZM,SDF)\UY — Mhom(ZNaSD}—)\UY

En utilisant les résultats précédents, puisque Ux ne se trouve au-dessus d’au-
cun point singulier de M et Uy ne se trouve au-dessus d’aucun point singulier
de N, le morphisme se réécrit :

N i (BZar)) vy © @0 (M piar(F N (3F

I BN (@) wy © u(5" ar(F)iux) — 5. v (9F ) juy
ot M et jV désignent les inclusions fermées T3, X — T*X et TXY < T*Y,
et olt on a noté fp(.) pour fiagres ((-)|x\areing) €t fan(-) POUr fiyres ((-)y\ wsing ).

Ce qui induit le morphisme :

pn(PZr)) vy & (it (F)ivy ) — i (9 F) vy

C’est-a-dire :

o~ L S
NN(QOZM))IVY ® (P*(‘C\VX) — ‘C|VY

Pour terminer la démonstration du théoreme, il reste a utiliser que
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pn(PZar)) v, est un faisceau du type Zy, (proposition 2.9.9) et a montrer
que ce morphisme est un isomorphisme, ce qui est fait ci-apres. O

La composition des phom est un isomorphisme

Soient Fi, Fy et F3 € Ob(D°(X)).
Dans [KS], corollaire 4.4.10, est construit un morphisme naturel :

L
phom(Fi, Fo) & phom(Fa, Fs3) — puhom(Fi, F3)

Le probleme étant de nature microlocale, d’apres la proposition 7.1.5 de
[W2], on peut utiliser la caractérisation microlocale des faisceaux pervers de
[KS], définition 10.8.7 et supposer alors que ’on se trouve a un décalage pres
dans la situation suivante :

X = C, avec les coordonnées (z1,...,x,), N ={x1 =0}, Fi = Fo = Zy et
F3 =Gy, ou G est un C-espace vectoriel de dimension finie.

Notons p la projection p: X =C" =C x C* ! — C, p(z1,...,T,) = 1.
Ona:Zy= p*IZ{o} et Gy = pflg{o}
On a les isomorphismes naturels ([KS] point 4.4.5 et proposition 4.4.7 (i) :

phom(p™' Ly, ™ Lygy) = R'pipr" phom(Zyoy, Lioy)

phom(p™ Loy, p~'Groy) = R'pip;" phom(Zgy, Gyqy)

ol 'p’ et p, sont les applications du diagramme cotangent :
tp’ n % Pr
T*C* <—C" xc T"C——=T*C
diagramme qui se réécrit ici :
to)
T*C*! x T*C~—T& €' x T*C—>T*C

Le morphisme naturel de composition des phom commute aux deux isomor-
phismes précédents et on est donc ramené au cas de la dimension 1.
On doit montrer que la composition de phom suivante est un isomorphisme :

uhom(z{o}, Z{o}) ® uhom(z{o}, Q{o}) — ,uhom(Z{O},Q{o})

99



Notons 7 l'inclusion fermée i : {0} — C. Si Z et G désignent les faisceaux
sur le point {0}, on a : Zq, = 0/ Z et G5y = 01G.

D’apres la proposition 4.4.7 (ii) de [KS], on a les isomorphismes :

phom(ihnZ,1Z) ~ Rix'i ~* phom(Z,Z)

phom(iZ,iG) ~ Riq Y * phom(Z,G)

La composition des phom commute aux isomorphismes précédents et on
est ramené au cas trivial de la composition des phom pour des faisceaux
sur le point : dans cette situation les phom sont les Hom classiques et la
composition précédente est celle des Hom.

On a donc vérifié que dans notre situation la composition des foncteurs phom
est un isomorphisme. O
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2.11 Ramener le probleme du prolongement
en position générique

Dans cette partie, on montre comment, en utilisant le théoreme 2.10.2, on
peut ramener le probléme du prolongement hors section nulle pour un fais-
ceau pervers quelconque a un probléeme de prolongement hors section nulle
pour un faisceau pervers en position générique.

Soit F un faisceau pervers sur X ~ C*™!. On suppose que

px = (0;dxg) € Ch(F).

On peut trouver un voisinage {1x de px dans 7" X tels que

ChF)NQx = U, T, X NQx, ot les M; sont des sous-espaces analytiques
de X tels que px € Ty, X.

Comme précédemment, on note Z le partie irréguliere de Ch(F) Ny, c’est-
a~dire I’ensemble des points de Ch(F)Nx ou la restriction de la projection
sur X n’est pas localement de rang constant.

Pour tout ¢ dans I, on associe a F sa classe

A € H2HS (Qx\ Z, (C/%Z)

(Tip, XNQx)\Z

On note Y une autre copie de C**1. On suppose que la transformation de Le-
gendre, restreinte a Qx, ¢ : Qx — Qy, ramene Ch(F) en position générique
au point py = (0; dyo).

On note N;, ou 7 € I les sous-espaces analytiques de Y tels que

On note encore ¢(.) la transformation faisceautique associée a .

D’apres les résultats de [W1] (proposition 7.1.5 et remarque 6.1.6), quitte
a réduire Qy, il existe un faisceau pervers G sur my(Qy) tel que pF ~ G
dans la catégorie D°(Y, Qy). On peut donc supposer que @F est un faisceau
pervers sur Y.

Au faisceau pervers ¢F, on applique la méme construction qu’a F.
On note Z la partie irréguliere de Ch(pF) N Qy = p(Ch(F)) N Qx. Pour

tout 7 dans I, on associe & @F sa classe \; € H(Q}}:i/my)\i(QY \ Z,C/3Z).

On a vu dans la partie précédente (théoréme 2.10.2) que les 2 ensembles Z
et Z ne se correspondent pas forcément par ¢ mais que, quitte a rajouter a
Z un sous-ensemble analytique @) de codimension 1 dans Ch(F) N Qx, on a
d’une part ¢(Z U Q) = Z U ¢(Q) et d’autre part
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0— H""(Qx,C/5Z)

0— B} (Qx, C/12)

0—= HZ3(Qy,C/A2)

QD*()\i\(TJ’(,IiXOQx)\(ZUQ)) = )\i|(T]’(,iYﬂQy)\(ZUcp(Q))

Autrement dit, apres avoir éventuellement enlevé a gauche et a droite un en-
semble de codimension 1, et apres avoir restreint les classes a ces 2 nouveaux
ensembles, les classes se correspondent par I'isomorphisme ¢.

On pose A = Ch(F) N Qx et A = Ch(GF) N Qy = o(A).

On a alors le diagramme commutatif suivant :

H2S (Qx \ 2,C/12)

2,0\ (2UQ),C/32)

D Px Px

0—= Hy P (Qy,C/32) —= Hyv 2 (O \(ZU0(Q)),C/52) — HZY (O, C/37)

A\(ZUp(Q)) 2 Z2up(Q)

HE (S \ Z,C/iz)

HZ"(Qy,C/52)
Comme les 2 applications H;***(Qx, C/3Z) — Hy\ 5 (x,C/3Z) et

H%n+4(Qy,C/%Z) — H%Z:?Q) (Qy,C/37Z) sont injectives (pour des raisons

de codimension les complexes RI';C/3Z, RT';C/17Z, RI 7uoC/3Z et
RFZU@(Q)C/%Z ne commencent qu’en degré 2n + 4 (voir le lemme 2.2.1)) , il
revient au méme de savoir prolonger les restrictions des classes ou les classes
elles-mémes.

Comme les morphismes ¢, induits par ¢ sur les restrictions envoient classes
du c6té X sur classes du coté Y, les 2 problemes de prolongement des restric-
tions sont équivalents, donc les 2 problemes de prolongement originels sont
eux aussi équivalents.

Ainsi le probléme du prolongement hors section nulle pour un faisceau pervers
quelconque peut toujours se ramener a un probléme de prolongement hors
section nulle pour un faisceau pervers en position générique.
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2.12 En position générique, se ramener a un
faisceau pervers en dimension 2 avec pa-
rametres

Dans cette partie, on s’intéresse au probleme du prolongement hors sec-
tion nulle pour un faisceau pervers en position générique sur X de dimension
n+ 1.

On montre que dans cette situation le probleme du prolongement se ramene
a un probleme en dimension 2.

Soit X = C**! avec les coordonnées (zg,Z1,...,2,) et 7 : T*X — X son
fibré cotangent, muni des coordonnées (xg, 1, ..., Zn; &0, &1, - - -, En)-

Soit F un faisceau pervers sur X.

On suppose que A = Ch(F) est en position générique au point
p = (0; dzo).

LEMME 2.12.1 (voir par exemple, [Bj], Proposition A.VIIL.4.11))
1l existe un voisinage ) de p dans T*X et S une hypersurface de X définie
dans un voisinage de lorigine tel que : ANQ =TeX N

F est un faisceau pervers que ’on connait bien microlocalement au voisi-
nage de p, on commence par le remplacer par un faisceau pervers que l'on
connait bien localement au voisinage de 7(p) = 0 : il s’agit de "nettoyer”
la variété caractéristique de F dans 7—1(Q).

LEMME 2.12.2 [l existe un faisceau pervers G sur w(S2) tel que :
e Ch(G) C (T(X UTX) N 7 Hw(Q))
o F et G ont mémes microlocalisés de Sato en restriction a ).

Preuve.
Pour cela, on utilise le théoreme de la position générique ([KK], [Bj], Théoréme
8.6.3, [ABG] ).

Par la correspondance de Riemann-Hilbert, a F correspond un D-module
holonome régulier M.

D’apres les résultats cités précédemment, puisque Ch(M) est en position
générique au point p, il existe un D-module holonome régulier N défini au
voisinage de l'origine tel que M et N aient mémes microlocalisés au point p
et Ch(N) C T(X UTEX au voisinage de lorigine.

Plus précisemment, si £ désigne 'anneau des opérateurs microdifférentiels,
on a un isomorphisme dans &, :
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(T "M @19 E)p = (TN @19 E),

et il existe U voisinage de l'origine dans X tel que

Ch(N) C TU U Ty U

Notons G = Solx(N) = RHomp, (N, Ox)

Comme (7'M ®,-1p E)p =~ (77N Qr-1p E),, F et G ont mémes microlo-
calisés de Sato au voisinage du point p.

En effet, par la définition du microlocalisé de Sato en termes de £-modules,
on a pour toute variété lisse fermée M de X :

i (F) = RHome, (77 M &1 €,Cy )

~ RHome, (17N ®-1p E,Cy ) = pu(9)
Ol

REMARQUE 2.12.3 Il est sans doute possible de démontrer le lemme précédent
en utilisant la proposition 6.5 de [MV1] : cela permettrait alors de rester
complétement du coté de la géométrie pour toute la démonstration du pro-
longement du déterminant microlocal.

Donc, prolonger la classe caractéristique de G au point p revient a prolonger
celle de F au point p.

Les problemes de prolongement de G hors section nulle se situent au-dessus
des points singuliers de S : si on note comme précédemment Z ’ensemble
d’irrégularité de Ch(G), Z est contenu dans 7~ (S*™), ¢’est-a-dire au-dessus
des points singuliers d’une composante irréductible S; de S ou au-dessus de
S; N'S; intersection de deux composantes irréductibles de S.

On doit donc prolonger la classe caractéristique de G sur 7 1(S*™9) N TEX.

LEMME 2.12.4 SiY C S est de codimension > 2 dans S, alors 7= (Y)NT§X
est encore de codimension > 2 dans TgX .

Preuve.

T3 X étant en position générique au point p, la restriction de la projection 7
a {& = 1} NT¢X est un isomorphisme local de {{, = 1} NT¢X sur S au
voisinage du point p.
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Localement au voisinage du point p, 7' (Y)NT4X est donc le cone engendré
par la multiplication par C* dans les fibres sur 77 (Y) NTEX N {& = 1} et
est donc de dimension dim¢ Y + 1. O

On rappelle (lemme 2.3.1) que pour prolonger, il suffit de prolonger en dehors
d’un sous-ensemble de codimension 2 dans Ch(G).

Si S%"9 est de codimension strictement supérieure & 1 dans S, alors il n'y a
aucun probleme de prolongement d’apres le lemme 2.12.4.

Si S*"9 est de codimension 1 dans S, alors on peut négliger tout ce qui se
passe au-dessus de S C S*"™ de codimension 1 dans S*™ : on peut donc
se placer en un point générique de S, c’est-a-dire en dehors d’un fermé
analytique de S*™9, de codimension 1 dans S*™9.

Soit # un point générique de S*™9. En un point générique de S*™9, on peut
supposer que S*™9 est lisse et que S\ S*™9 S5M9 vérifient les conditions de
régularité de Whitney (S'\ S*™9, S*"9 sont deux strates d’une stratification
de Whitney de 5).

Comme on a une stratification de Whitney de S, d’apres le premier lemme
d’isotopie de Thom-Mather (voir par exemple [LT], théoreme 1.2.8), il existe
un voisinage U de xz dans X et un homéomorphisme ¢ :

¢:U— (S NU)x (HNU)
oll H est un espace analytique complexe lisse de X = C**! qui coupe trans-
versalement S* en z (c’est-a-dire que S*"9 N H = {x}) : H peut étre choisi
quelconque du moment que la condition de transversalité est satisfaite.
Par exemple, on peut prendre pour H un plan vectoriel ~ C2.

De plus, 'homéomorphisme ¢ induit des homéomorphismes :

~

U\S (S*mINU)x (HNU N HNS)
UnN(S\8%m9) == (S*mINU)x (HNSNU N\ H N S*n9)
U N Ssing = (Ssmg N U) % (H N Ssing O U)

Si on a choisi pour H un plan vectoriel, alors C := H N S est une courbe
plane et puisque S*"™ est lisse de codimension 1 dans S, on a S*"9 ~ C* L.
Donc, ¢ induit des homéomorphismes :

U~ S - (CH x (C\0O)
UN (S~ S¥m9) — (C*!) x (C ~{(0,0)})
U N §sins —=——(C* ') x ({(0,0)})
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Autrement dit, ¢ induit un homéomorphisme de triplets :

6: (U, UNS, UNS* M) — (€' x C2, C*! x C, C"! x {(0,0)})

ou C est une courbe plane.

On a donc deux espaces analytiques stratifiés qui sont homéomorphes et dont
les strates sont échangées par I’homéomorphisme.
¢.G est donc un faisceau pervers sur C"*!, relativement & C*~! x C.

On a alors le lemme :

LEMME 2.12.5 Par l’homéomorphisme précédent, les variétés caractéristiques
et les microlocalisés de Sato se correspondent.

Preuve.

.G est un faisceau pervers, constructible relativement a la stratification de
Whitney : C*! x (C*\ C), C* ! x (C'\ {(0,0)}), C* ! x {(0,0)}.

On a donc Ch(¢.G) C Tt C*H U T@i_l’ch"“ ’U.T&_l (003 CH

On commence par montrer que les variétés caractéristiques se correspondent,
c’est-a-dire que le conormal T¢, , {0 O)}(C”Jrl n’apparait pas dans Ch(¢.G).

Soit 7 : H — X l'inclusion du plan H ~ C? dans X. L’application i est lisse,
non-caractéristique pour G.

En appliquant le lemme 10.3.9 de [KS] (voir aussi la proposition 5.4.5), on
obtient que i~'G est pervers sur H et Ch(i~'G) C T}y HUT}H : le conormal
au point n’apparait pas, puisque T5.,;,, X n’apparait pas dans Ch(G).
D’autre part, ¢y est I'identité donc (¢ ). (i7'G) est pervers sur ¢y (H) sans
le conormal au point. Mais (¢x).(i 'G) = j (¢.G), o j est I'inclusion de
niveau 0 : j: H — C*! x H.

Comme j est non caractéristique pour ¢,G, si le conormal au point n’ap-
parait pas dans Ch(j~(¢.G)), c’est que T¢;,_, x{(O,O)}Cn+1 n’apparait pas dans
Ch(¢.9).

Ainsi les seuls microlocalisés qui interviennent sont les fic,xcn—1(G), ot C;
désigne une composante irréductible de C.

Ces microlocalisés peuvent alors étre définis de facon purement topologique.
On peut les obtenir par restriction & un voisinage tubulaire de C; x C*° !,
puis identification du voisinage tubulaire avec le fibré normal T, xcn-1 C !
et enfin transformation de Fourier géométrique.

Puisque les voisinages tubulaires sont échangés par ¢, on en déduit le lemme.
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On est donc ramené a travailler avec le faisceau pervers é = ¢.G.
Notons ¢ la projection q : C? x C* ! — C2.

LEMME 2.12.6 Il eziste un faisceau pervers F sur C? tel que G = ¢~ F.

Preuve.

Par définition de sa stratification (il y a 3 strates : (C* \ C) x C*!,
(C\{(0,0)}) x C*', {(0,0)} x C*™'), on voit que le faisceau pervers G est
un complexe de falsceaux a cohomologie constante sur les fibres ¢~ ( ).
D’apres la proposition 2.7.8 de [KS], le morphisme naturel q 1Rq*g — G
est un isomorphisme.

Si on note 7 'inclusion de niveau 0, i : C?2 — C* x C*™!, i(z) = (z,0), on en
déduit donc que le morphisme naturel Rg,G = i~1¢ 'Rq.G —» i~'G est un
isomorphisme.

Ainsi, on peut écrire que G = ¢"'Rq.G = ¢~'i~'G. Enfin, comme le sous-
espace C? x {O} C C? x C*! est non caractéristique pour G, on en déduit
que F:=i"1G est un faisceau pervers sur C?, relativement a C'.

On a donc bien écrit g =q 1.7-" c’est-a-dire que g est le faisceau pervers F
sur C? avec le parametre C* L. O

PROPOSITION 2.12.7 5% le déterminant microlocal existe pour tout faisceau
pervers en dimension 2, alors le déterminant microlocal se prolonge hors
section nulle pour tout faisceau pervers en dimension quelconque en position
générique.

Preuve.

La proposition découle immédiatement du travail précédent et du comporte-
ment du déterminant microlocal par une projection C™* x X — X (propo-
sition 2.6.1). O
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2.13 Analyse du probleme du prolongement
en position générique en dimension 2

Soit X = C?, avec les coordonnées (g, 1), m : T*X — X son fibré cotan-
gent, muni des coordonnées (o, x1; &, &1)-

Soit F un faisceau pervers sur X, relativement & C' = |J,_, ,C;, réunion de
courbes planes C;. On suppose que p = (0;dzy) € Ch(F) et que Ch(F) est
en position générique au point p.

Autrement dit, on a Ch(F) = TC* UJ,_, ,T¢,C?, et les courbes C; sont
toutes tangentes en (0,0) a {zy = 0}.

On note A = Ch(F).
Si on note Z ’ensemble d’irrégularité de A hors section nulle, on a :
Z ={(0,0;&,0) € T*C?,& # 0} = C*.(0; dxy).

Soit © un voisinage du point p dans T*C2.
On note A; = T3.C* N Q, pour i =1...L

Associés a F, on a les £ systemes locaux L; = pce (Fe2\0,0)3) a0\ z[1]-
L; est de rang d;, et on regarde les systémes locaux ¢; = /\di L,. Ce sont des
systémes locaux sur A; \ Z, de rang 1.

Pour tout ¢ = 1.../, on associe & ¢; une classe
1 1
\i € H' (M N\ Z, C/§Z)
Puis, par I'isomorphisme de Thom (1.6.3), une classe notée encore )\;,

1
A€ Hy,\,(Q\ Z, (C/§Z)

Analysons un peu mieux la topologie de A; \ Z = (T¢;,C* \ C*.(0; dxo)) N Q.
On a T5C?\ Z = T¢,C \ 771(0) = T¢-(C* \ {(0,0)}). Comme C; est &
singularités isolées a 'origine, C7 = C; \ {(0,0)} est lisse et donc

T(’}f((C2 \ {(0,0)}) est isomorphe a C{ x C. Donc pour un ouvert {2 bien
choisi, A; \ Z va étre isomorphe a C? x V, ou V est un ouvert contractile
de C. Cf est une variété complexe isomorphe & C* et donc H;(C7,Z) a un
générateur privilegié. Donc, le systeme local £; est simplement décrit par
une monodromie M; € GL(d;,C), qui est la monodromie du systéme local £;
quand on tourne autour de I'origine dans le sens positif dans la base C; ~ C*.
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Le systeme local /; est simplement décrit par le nombre
m; = det(Mz) e C.

Le probleme du prolongement au-dessus de Z hors section nulle est alors le
suivant.

OnaChr(F)NQ=ANQ=,_, A

Comme (A '\ Z) N est la réunion disjointe des A; \ Z, la somme @,_, , \;
donne une classe

1 1
e @ HRL(Q\ 7, C/§Z) = H{\4(Q\ Z, C/gz)
i=1...8
On cherche a prolonger A\ au-dessus de Z, c’est-a-dire a prolonger A en une
classe

~ 1
A€ Hf{(Q,(C/§Z)
LEMME 2.13.1 X se prolonge en \ si et seulement si

[] det(s;) = 1

i=1..4

Preuve.

Comme on s’intéresse a ce qui se passe au voisinage du point p = (0; dzo),
que tous les espaces considérés sont homogenes pour la multiplication par C*
dans les fibres, on peut tout contracter sur {£ = 1}.

La contraction pour T(’}i(C2 et C*.(0;dzy) consiste a “écraser” le parametre
des fibres sur {& = 1}.

Pour cela, il faut bien choisir 'ouvert ambiant 2.

On peut regarder 'isomorphisme :

Wi x O —s T*C2\ {& = 0}
¢(x0:x17a55) = (-,L‘Ole:/Baa'ﬁ)

Si on restreint ¢ a B(0,e) x U, o U est un voisinage ouvert contractile
de 1 dans C* et B(0,¢) désigne une petite boule de C* centrée a l'origine,
alors 1(B(0,e) x U) est bien un voisinage ouvert de p = (0, dzy) et on peut
contracter a gauche U sur 1, ce qui donne une contraction de ¢ (B(0,¢) x U)
sur ¥ (B(0,¢) x U) N {& = 1}, contraction qui respecte I’homogénéité dans
les fibres.

On choisit donc un ouvert € de la forme 9(B(0,¢) x U).

Une fois cette contraction réalisée, on se retrouve dans la situation suivante :
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A; \ Z est contracté sur (A; \ Z)N{& =1} ~ C7, et Q\ Z est contracté sur
@\ Z) n{& =1} =2 C\{(0,0,0)}.

Notons D; = A;N{& =1} pour i =1...4.

Les D; sont des disques topologiques.

En effet, ’hypotheése (0;dzq) € T(’ji(C2 implique que les courbes C; sont en
position de Weierstrass et que ’on peut donc les paramétrer par :

C—— CZ C C?
t— ((pi (t)a tm)
oll ;(t) est holomorphe avec val; @;(t) > n;.

Alors on peut paramétrer T, C* par :

@ —T5C C T*C2 = C*

(t: :u‘)'—>((pz(t):tnla,u7 K- ni—1
szt v

D; = A; N {& = 1} est alors paramétré par :

_wé(t) )

’ ’flitnifl

Donc D; est bien un disque topologique.

Géométriquement on a donc une réunion de disques topologiques D; plongés
de maniére non triviale dans C3, attachés par leur centre commun, l’origine

de C3.
On note Dy = D; \ {(0,0,0)}, D =U,_, ,Di et D> =D\ {(0,0,0)}.
Apres contraction, on a des classes \; € H'(Dg, C/3Z) = Hp.(C*\{0},C/1Z).

On cherche a quelle condition la classe A = @@,_, , A € Hp.(C*\{0},C/3Z)
se prolonge en une classe A € H},(C?, C/17Z).

Pour cela, on regarde la suite exacte :
0—=H}(C*, C/32)—=Di_1. Hpo (C* \ {0}, C/32)—H{, (C*, C/5Z)

Pour que A se prolonge, il faut et il suffit que la classe A = @,_; , A; soit
envoyée sur zéro par le morphisme de connexion :
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1 1
0+ D Hpe(C\ {0}, C/52) — Hyy (C,C/52)
i=1..4

Le morphisme ¢ est la somme des morphismes de connexion :
1 1
i+ Hpo(C\ {0},€/32) — Hy (C,C/32)

Les groupes de cohomologie précédents s’identifient naturellement a C/ %Z
de la facon suivante.

H}, (C*,C/5Z) s'identifie & C/3Z par lorientation naturelle de C°.
Concernant les Hpo(C* \ {0},C/5Z), par l'isomorphisme de Thom, on a
Hpo(C*\ {0},C/35Z) = H'Y(D;,C/3Z) et ce dernier groupe s’identifie &
Hfo}(Di, C/3Z) par 'isomorphisme naturel H*(D,C/37Z) — H{%} (D;,C/37Z).
Enfin, le groupe H{ZO} (D;, C/5Z) est identifié & C/5Z par I'orientation natu-
relle de D; (on rappelle que DS est un disque holomorphe épointé).

Dans l'identification Hp,(C? \ {0}, C/1Z) = C/3Z, la classe \; correspond &
det(M;)/ £ 1 puisque M; est la monodromie du systeme local £; le long d’un
lacet tournant dans le sens positif.

Pour terminer la démonstration du lemme, il suffit donc de montrer qu’avec
les identifications précédentes, les morphismes 9; se lisent tous comme 1’iden-
tité : C/5Z — C/3Z.

Soit 7 fixé, 1 <7 < /L.

Considérons le diagramme :
D% s
D\ {{0,0,0)}

Notons G = C/ %Z. Pour un espace topologique Y, Gy désignera le faisceau
constant de fibre G sur Y.

Le morphisme §; est un morphisme de connexion dans la suite exacte longue
issue du triangle distingué :

RI () (C?,G)—RI'p,(C2, G)—RIpe (C* \ {0},G)—~

Ce dernier triangle est I'image par le foncteur RI'(C3,.) du triangle de fais-
ceaux sur C? :
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RF{O}Q(C:; —>RFD1.Q(C3 —>RFD§Q(C3 i>

qui est d’apres le lemme 1.6.10 I'image par le foncteur b;,(.)[—4] du triangle
de faisceaux sur D; :

RI(,Gp,—Gp,—=Rana; 'Gp,—

Ainsi le morphisme §; est un morphisme de connexion dans la suite exacte
longue obtenue apres application du foncteur RI'(C?, b;,(.))[—4] au triangle
précédent.

Or, on a RI'(C?, b;,(.))[—4] = RI(D;, .)[—4].

Donc ¢; est (au décalage [-4] pres) le morphisme de connexion obtenu en
appliquant le foncteur RI'(D;,.) au triangle précédent.

Autrement dit, J; est le morphisme :

HI(D;’,G) — H{%}(Di,G)
c’est-a-dire précisément le morphisme qui identifie naturellement H*(D;, G)
aG.

Donc, avec les identifications naturelles définies précédemment, d’apres le
lemme 1.6.5, le morphisme ¢; se lit comme l'identité G — G, ce qui termine
la preuve du lemme. O
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2.14 Le prolongement en dimension 2

Comme on 'a vu précédemment, pour terminer la démonstration du pro-
longement, il reste a montrer qu’en dimension 2, un certain produit de
déterminants de monodromies vaut +1.

On part de F faisceau pervers sur C?, relativement & C' = |J,_, , C;, réunion
de courbes planes a singularité isolée a 1’origine.

(wo, 1) sont les coordonnées sur C2.

Ch(F) est supposé en position générique au point (0;dxg) € T*C? : ¢’est-a-
dire que le conormal & Porigine T3 C? n’apparait pas dans Ch(F) = T C* U
Uizt o Ta_CZ. Comme on regarde le probleme du prolongement sur la codi-
rection (0;dzy), on peut supposer que toutes les courbes C; sont tangentes a
{zo = 0} & Dorigine.

En dimension 2, une fois la courbe C fixée, on a des résultats explicites
d’équivalences de catégories entre la catégorie des faisceaux pervers sur C?

relativement a C' et une certaine catégorie de représentations de carquois
([PhM2], [PhM3], [MV2], [N]).

Dans une telle équivalence de catégories, le fait d’étre en position générique
se traduit par une condition sur la dimension des espaces vectoriels qui inter-
viennent dans la représentation de carquois et les différentes monodromies
qui nous intéressent sont explicitement calculables en termes des applications
linéaires de la représentation de carquois.

Dans cette partie nous rappellerons 1’équivalence de catégories construite
par Ph. Maisonobe entre les faisceaux pervers en dimension 2 et certaines
catégories de représentations de carquois.

Ensuite, nous calculerons dans ce langage les monodromies qui nous intéressent,
puis nous rappellerons les conséquences de ’hypothese de la position générique
dans le langage des carquois.

Enfin nous démontrerons qu’en position générique, le produits des déterminants
des différentes monodromies vaut +1, ce qui achévera la démonstration du
théoreme.

Equivalence de catégories entre faisceaux pervers en dimension 2
et catégories de représentation de carquois

Fixons C une courbe plane de C2.
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On note Perv®(C?) la catégorie des faisceaux pervers sur C? relativement &
la courbe C.

Soit L Dentrelac associé & la courbe plane C' : L = S2 N C, ou S? désigne
la sphere de rayon ¢ centrée & 'origine de C2. Notons que L peut étre vu
comme un sous-ensemble de R?* ~ S3 \ {co}.

On note w lorigine de R®. Quitte & faire un homéomorphisme de la paire
(R3, L) on peut supposer que la projection de centre w sur une sphére n’a
que des points doubles ordinaires. Soit d le nombre de ces points doubles.
On note C(C) la catégorie suivante.

Les objets de C(C') sont constitués de (d+2) C-espaces vectoriels de dimension
finie, reliés par des morphismes

ou k décrit 'ensemble {1,...,0}, avec les conditions :

1) vgug + 1d := Ny, est un isomorphisme
2) U/'cu;(k) = UkVa(k)
v,’cug(k) := —(k),x st un isomorphisme
vuy, = 1d
vul, = 0si k & {k,a(k),b(k)}
3) Na(k)Vs(k) = Vkb(k),k
4) 2221 Nkvkvjc =0
5) 22:1 ugu =0

ol a et b sont des applications de {1,...,6} dans lui-méme, définies par la

topologie de C' et la numérotation des points doubles, et N, est un certain
produit de Ny.
Les morphismes de C(C) sont des morphismes de diagrammes

Uk uj,
P A
EZ "R =G
Vi v;c

assujettis aux conditions de commutativité évidentes.

THEOREME 2.14.1 ([PhM2], [PhM3])
Les catégories Perv®(C?) et C(C) sont équivalentes.
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Le résultat précédent s’obtient de la maniére suivante.

Soit F un faisceau pervers en dimension 2, relativement a la courbe plane C.

L’idée de la construction de [PhM2] est de trouver des coupures adaptées a
la topologie de F qui jouent le méme réle que la coupure R en dimension 1
(pour le cas de la dimension 1, voir [PhM1], [GGM]).

Pour cela, on introduit une coupure H de la maniére suivante.

Soit L entrelac associé a la courbe plane C' : L = S2 N C. Rappelons que si
C(L) désigne le cone sur L de sommet lorigine de C?, on a ’lhoméomorphisme

de paires : (C?,C) ~ (C?,C(L)).

On note w l'origine de R3. On suppose que la projection de centre w sur une
sphére n’a que des points doubles ordinaires.

On note (t1,...,ts) les 6 points de L associés a ces points doubles (voir la
figure suivante). On note ¢(L) le cone compact sur L de sommet w : ¢(L) est
la réunion de tous les segments [w, ], pour [ décrivant L.

On note et on appelle coupure associée a C I'ensemble H = C(c(L)), c’est-
a-dire le cone sur ¢(L) de sommet l'origine de CZ.

On note et on appelle accident de la coupure H 'ensemble M = C(|J,_, slw,t]),
c’est-a-dire le cone de sommet l'origine de C? tracé sur les segments [w, t;]
quand ¢; décrit 'ensemble {t1, ..., %5}

La numérotation s’effectue de la fagon suivante : on commence par numéroter
les § points {¢1,...,ts}.

2, désigne le point générique de L qui ”arrive” sur le point .

Les applications a, b: {1,...,0} — {1,...,d} sont les suivantes : pour passer
du point z; au point zy4), on franchit la coupure créé par le cone sur z,y).
(Pour des définitions précises, on renvoie a [PhM2]).
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X

On a les résultats suivants :

e les 3 complexes RI'c2\upF, R\ F, Ry F sont concentrés en un seul
degré, respectivement en degrés 0, 1 et 2

e ces trois faisceaux sont contructibles relativement a une stratification réelle
de C?, qui est un rafinement de la stratification C> \ H, H \ M, M.

e & F, on associe un complexe (F) construit sur ces trois faisceaux :

O—>R0F(Cz\H.,F—>R1FH\M}'—>R2FM}'—>O

Les morphismes de «(F) sont construits sur les morphismes issus des deux
triangles :

RI'yF

+1

Il existe un morphisme naturel de F vers a(F) qui est un quasi-isomorphisme.
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On peut décrire ces trois faisceaux et les fleches du complexe «(F) en termes
de certains espaces vectoriels et applications linéaires.

C’est ainsi que 1’on construit un foncteur de la catégorie des faisceaux pervers
sur C? vers la catégorie C(C).

Pour construire un foncteur quasi-inverse, on reconstruit a partir des données
combinatoires les trois faisceaux RT\gF, R'Ty\uF, R*T yF et le com-
plexe «(F) qui est un faisceau pervers quasi-isomorphe au faisceau pervers
de départ.

Heuristiquement, cette coupure généralise la coupure de dimension 1 de la
facon suivante.

Soit P un rectangle de R® = S2? \ {co} qui coupe transversalement le cone
compact ¢(L) comme sur la figure suivante.
Dans le rectangle P, on retrouve le cas de la dimension 1.

P

D,

\1
D,
\22
Ds
\4

Dans P, on a N points (/N est la multiplicité de C a l'origine) {zy,...,2x} et
¢(L) induit des coupures dans P qui sont des demi-droites Dy, ..., Dy issues
respectivement des points zi,..., zx.

L’espace vectoriel E est la fibre en un point du systeme local h%(F) c2\c.
E correspond aussi aux sections globales de la restriction de h°(F) & P en
dehors de Dl, ceey DN F = F(P \ LJZ Di; ho(f)ua)
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Les monodromies du systéme local h°(F)cz\¢ sont les applications
Ny = 1d + vguy : dans le rectangle P, chaque Vi correspond comme en
dimension 1 au franchissement de la coupure D, issue du point z.

Les espaces vectoriels Fy sont donnés par Fj, := (R'T" H\ mF)z-
Dans le rectangle P, on peut lire les F}, comme en dimension 1 :
Fiy = (R'T'p, (Fip)) 2
Les F} correspondent aux cycles évanescents de F le long de Cy, ou Cy est
la composante irréductible de C' a laquelle le point z; appartient.
Comme en dimension 1, dans le rectangle P, (R'T'p,(Fp)) py\{z} €St un
faisceau constant sur Dy \ {2z} de fibre E et vy : F, — E est le morphisme
qui permet de recoller le faisceau constant de fibre E avec le faisceau gratte-
ciel Fj, sur z.
Le morphisme u; : E — F} est la fibre en z; d’'un certain morphisme issu
d’un triangle distingué.

Ug uj,

Ceci décrit la partie de gauche du diagramme E___F,_ -G

UV ,U;c

La partie droite du diagramme rend compte d’'un phénomene qui n’apparait
pas en dimension 1.

Si on coupe dans S? la coupure ¢(L) par trois rectangles P, P’ et P" comme
sur la figure suivante, alors apparait ce qui ressemble a un phénomene de
Stokes.

21 21 21
®
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Sur la figure suivante, on représente ce qu’on obtient dans les trois rectangles
P, P et P".

Pl PII
Z V4
VA 1 1
P! Py Y
Z9 2
Z9 2
Y ° °
Z4
®
P o Y
o 24 Zi(3)
®

accident de coupure

Quand on fait varier continument le rectangle de P a P”, il apparait un
accident de coupure : sur le rectangle P’ deux demi-droites se chevauchent.
L’hypothése sur le fait que la projection de I’entrelac L sur une sphére n’a
que des point doubles ordinaires est la pour assurer qu’il n’y a que des
phénomenes de Stokes ”élémentaires”.

Sur ’exemple du dessin, dans le rectangle P, on a un faisceau pervers en

dimension 1, qui est décrit par un diagramme E/:kij avec k=1,2,3 et 4.
v

Dans le rectangle P”, on a un faisceau pervers en dikmension 1, qui est décrit

par un diagramme E&Fk avec k=1,2,b(3) et 4.

Uk
Ug uy,
T F,_ G décrit ce que 'on ne voit pas

— kv
v !
k vy,

La partie droite du diagramme E

avec les rectangles (c’est-a-dire ce qui se passe a l'origine de C? et au sommet
w du cone compact) mais aussi et surtout le phénomeéne de Stokes quand

deux demi-droites réelles se chevauchent : la partie droite exprime comment
Uk

on passe de la représentation E :_:F r avec k=1,2.3 et 4 a la représentation
Uk
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U
E___F; avec k=1,2,b(3) et 4.

Vg
Par exemple, les deux espaces vectoriels F3 et Fys) représentent la méme
chose : ce sont les cycles évanescents de JF le long de la composante irréductible
Cs de la courbe C'. D'une certaine maniere, I'isomorphisme cy3) 3 := —v,’eug(k),
ap(3),3 : Fy3) — F3 exprime le changement de représentation du méme objet.

Expression des monodromies dans le langage de C(C)

Soit C; une composante irréductible de C. On note C7 := C; \ {(0,0)}.
On doit calculer les monodromies associées aux différents systemes locaux L;
obtenu & partir des microlocalisés pce (Fic2\{(0,0)})-

Pour calculer le microlocalisé pce (Fe\{(0,0}), on doit d’abord calculer le
spécialisé VC’f (.ﬁ@\{(o,o)}).

Soit 7; un voisinage tubulaire de C; dans C? \ {(0,0)}, qui évite toutes les
autres composantes {C;};2; de C. On a (lemme 1.2.3) :

vee (Fiev(ooy) = Fir

C; est une sous-variété analytique lisse de C?\ {(0, 0) }, isomorphe & un disque
épointé C*.

Le fibré normal & C} dans C*\ {(0,0)} est isomorphe a Cy x C, donc & C* x C.
On a un isomorphisme entre 7; et un voisinage de la section nulle dans
le fibré normal Tge(C* \ {(0,0)}). Par dilatation, on a un isomorphisme :
Ti~C> xC~C xC

JF7; est un faisceau pervers sur 7;, ¢’est-a-dire sur C7 X C. Vu la stratification,
Fi7; est pervers sur C; x C relativement a C7 x {0}. On peut donc voir F;
comme un faisceau pervers sur C* x C, relativement & C* x {0}.

Ainsi, le microlocalisé pce (Fie2\(0,03) = (Fj7;)" est un faisceau pervers (a
un décalage pres) sur T C? ~ C? x C et peut lui aussi étre vu comme un
faisceau pervers sur C* x C relativement a C* x {0}.

LEMME 2.14.2 Soit G un faisceau pervers sur C* xC relativement ¢ C* x {0}.
G est décrit par un diagramme :

U;
—~ [ ~
W CE SRR
Vi
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ot EZ-, ﬁ’z sont deux C-espaces vectoriels de dimension finie, U;, V; sont deur
applications linéaires telles que 1d + V;.U; est un isomorphisme_et M; €
GL(E;), N; € EL(F}) vérifient les relations de commutativité : U;.M; = N;.V;
et N;.U; = V;. M.

Preuve.
La description d’un faisceau pervers G sur C* x C relativement a C* x {0}
est classique : il s’agit d’un faisceau pervers en dimension 1, relativement a
lorigine, avec un parametre C*. Il est donc décrit comme en dimension 1,
par un couple :

V;

auquel viennent se rajouter deux monodromies ]\A/_I'/Z € GL(E-) et N; € GL(E-)
qui rendent compte de la monodromie introduite par le parametre C*.

Une telle description peut s’obtenir en calquant le procédé utilisé en dimen-
sion 1 avec la coupure R*.

On peut montrer que les deux complexes RI'c- x(c\r+)G et RI'c-xr+G sont
concentrés en un seul degré, respectivement 0 et 1.

En utilisant la suite exacte longue en cohomologie associée au triangle dis-
tingué

Rlc g+ G—G—RIc  ort)§——>

on obtient un morphisme naturel de faisceaux RT'cs (q\r+)G — R'T'cx g+ G-

On obtient ainsi un complexe a deux termes

0= RTex@r)d — R'Te xr+G — 0

complexe de faisceaux constructibles relativement a la stratification réelle :
C* x (C\R"), C* x R™, C* x {0}.

Ce complexe se décrit donc de maniere combinatoire par un diagramme de
la forme précédente.

On pose par exemple

E; =T ({1} x (C\R"), R'Tc o)) [13xc) et Fi = (R'Te xx+G)(1,0)-
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V; est le morphisme ﬁ’z — EZ qui permet de recoller entre les deux strates
adjacentes {1} x {0} et {1} x R**, les faisceaux constants F; et E; en un
faisceau isomorphe & (R'T¢c xR+G) {1} xR+ -

U; est la fibre en (1,0) du morphisme de connexion
RTc xor+)d — R'Te xr+ G

issu du triangle distingué associé a la paire C* x (C\ Rt), C* x R*.

Enfin, les monodromies ]\A/.I:Z et Nz sont obtenues a partir des systemes locaux
(RTc w(r+)9) | x(@r+) €6 (R'Te xz+ G x{03-

On obtient ainsi le diagramme associé a G. O

On calcule maintenant le systéme local £; issu du microlocalisé pce (F) en
termes du diagramme précédent.

Supposons que I'on ait la description du spécialisé v (F) par le diagramme
U;
— = /AT ~
7 CE RO
Vi

Le systeme local £; est obtenu en regardant la restriction de pce (F)aTgC*\
Z. Ici, comme on a déja enlevé ce qui se passe au-dessus de l’originé (on
travaille sur C?), il reste & enlever la section nulle & T35 C2.

L; est donc un systéme local sur Cf x C* ~ C* x C*.

LEMME 2.14.3 Le systeme local L; est décrit par la représentation de mo-
nodromie donnée par l’espace vectoriel F; et les deuzr automorphismes
(Id+U;V;)7! et N;.

Preuve.

L; étant un systeme local sur C7 x C* ~ C* x C*, il est décrit par un C-espace
vectoriel et deux monodromies (chacune correspondant & un tour autour de
I'origine dans 'un des facteurs C*, ¢’est-a-dire & I'un des deux lacets (e*", 1)
ou (1,e%™), quand ¢ décrit 'intervalle [0, 1]) qui doivent commuter.

Il faut calculer le transformé de Fourier du spécialisé, c’est-a-dire (Fjz;)".
Puisque la transformée de Fourier commute aux changements de base sur les
fibrés (voir par exemple [BMV1] point (2.2)), on peut appliquer le lemme
1.3.4 pour calculer le systeme local L;.
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L; est le systéme local sur C? xC*, de fibre F} et de monodromies (Id+U;V;)~!
et Nz

(Id+U;V;)™! consiste & tourner autour de la section nulle dans C; x C (c’est-
a-dire le long d’un lacet (zy, €*™) o z est un point de C7 fixé) et N; consiste
a tourner autour de l'origine dans le facteur C7 (c’est-a-dire le long d’un lacet

(7(t), 1) dans C¢ x {1}). O

Les monodromies qui nous intéressent dans le probleme du prolongement au
voisinage du point (0; dzxg) sont les NV;.

Pour exprimer les monodromies NZ du diagramme précédent en fonction des
données d’un objet de C(C), il faut relier la coupure C* x R & la coupure
H.

Un voisinage tubulaire 7; de C7 dans C* \ {(0,0)} peut se construire de la
maniere suivante : dans S? on choisit T; voisinage tubulaire du nceud L;
associé a la courbe C; qui ne rencontre aucune des autres composantes.

On pose alors 7; = C(T;), le cone de sommet (0,0) € C? sur T;.

Quand on regarde dans R* = S2\ {oo} l'intersection 7; N ¢(L), on voit que
T7; N H contient la coupure “C* x Rt” et que 7; N H contient en plus de
cette coupure des “parois” P,y = {tx} x C pour chaque accident de coupure
ty, € L.

L’affirmation précédente se voit bien si on regarde ce qui se passe dans un
rectangle P comme précédemment.
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La trace du voisinage tubulaire dans le rectangle P est une réunion de disques
centrés sur les z;; on voit alors que la coupure dont la trace sur P est la
réunion des D, contient la coupure C* x RT

P
D, o
Dy <2
D4 =Z4

On note I C {1,...,6} l'ensemble des indices k tels que ¢, € L; : on se
concentre sur la composante Cj.

On note H; = ((H \ Uger Par)) YU (Ugerlw, t:])) N Ti - & H N T;, on enleve les
parois et on rajoute les demi-droites Dy = |w, tx] qui étaient contenues dans
les parois; PNL est la coupure C* x R*.

Paroi Pa(k)
Za(k)

Pour obtenir alors E et la monodromie Ni, il faut procéder comme suit.
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Tout d’abord, on fixe un point x; de L; qui n’est pas un accident de coupure.
Alors F; est donné par la fibre (R'T'z F)s, = (R'Tm\yF)e; = (R'TuF)a;,
c’est donc un certain Fy en termes de la catégorie C(C), I'indice k£ dépendant
de la numérotation choisie des accidents {¢y,...,¢5}.

Ensuite, il s’agit de suivre la fibre (R'T'5 F)
le nceud L; ~ S*.

quand le point z;(¢) décrit

Ti(t)

C’est exactement le calcul qui est fait dans [PhM2], partie I1.5.2.

En reprenant ce calcul, on voit que quand on franchit la paroi P, en allant
de la strate numérotée b(k) vers la strate k, on a un isomorphisme de fran-
chissement de paroi : app)x : Fyr) — Fg, isomorphisme qui est donné en
termes d’objets de C(C') par la formule ), = — U Upp) -

Enfin, pour calculer la monodromie N, ou son inverse Kfi_l, il faut franchir
une fois chaque paroi, ce qui revient a regarder le produit des apy)x, ou k
décrit un certain ensemble d’indices.

Pour décrire cet ensemble d’indices, on peut procéder comme suit.

On choisit arbitrairement un point base sur L;. On le numérote 1.

On regarde 1’ensemble d’indices {1, b(1),b(b(1)) = b*(1),b3(1),...,bP(1),...}.
Cet ensemble d’indices est fini, c’est-a-dire qu’il existe une période, .e. un
entier positif p tel que b”(1) = 1 : on revient & notre point base.

LEMME 2.14.4 La monodromie NZ ou son inverse Kf[l est donnée par le
produsit :

Q1 pp=1(1) - Cpr—1(1),br=2(1) - ApP=2(1),bP=3(1)- - - - - Qp2(1),b(1)-Ab(1),1

On en déduit donc la formule :

(detN Hd@t abk 1),bk= 1(1))
k=0

Si on regarde le produit des déterminants de toutes les monodromies NZ sur
toutes les composantes irréductibles de C' = Ule C;, chaque accident de
coupure {t1,...,ts} apparait alors exactement une fois et on a :

LEMME 2.14.5



REMARQUE 2.14.6 Ici, on a laissé une ambiguité sur N, o ]V[l. Elle pour-

rait étre levée en utilisant le sens de parcours du noeud L; qui est donné dans
[PhM2].

La position générique et ses conséquences dans le langage de C(C)

Grace au théoreme de I'indice de Kashiwara, on sait relier le cycle caractéristique
d’un faisceau pervers aux différentes caractéristiques d’Euler de F,, ou z
désigne le point générique des différentes strates de F.

Ici, on peut remplacer le complexe F par a(F) et ainsi calculer les différentes
caractéritiques F, en terme des données de C(C).

Si on note my la multiplicité du conormal au point TgC? dans le cycle ca-
ractéristique de F, N; la multiplicité de la composante C; de C, u; le nombre
de Milnor de C; et u(C;, C;) la multiplicité d’intersection de C; et C;. On
pose alors &; = N; + i + > ;. 11(Cy, Cy).

On a le résultat suivant ([PhM3], IV.2) :

)4
mo = dime G — Y (6; — N;) dimg Fys)

=1

Ce calcul permet alors de montrer ’analogue en termes de faisceaux pervers
de la proposition 4.6.1 page 921 de [KK] (voir aussi [P2]).
Si on fixe un xy € C petit, non nul, générique, que ’on note pr la projection :
pr: C* — C, pr(zy,x,) = 0, alors pr~(zy) N C est composé de N points
distincts, ou N est la multiplicité de C' a 1’origine.
Alors, pr=(xz¢) N H est composé de N demi-droites distinctes.
A z( fixé, on note zf("l), ey zf("N) les N points dont sont issues ces N demi-
droites.
Les points zf(ok) sont des points de L. Ils appartiennent chacun a une strate de
la stratification par rapport & laquelle le faisceau Ry F est constructible.
Ces strates sont adjacentes a la strate {(0,0)}.
On a donc un morphisme de recollement entre strates

SPc(k) - (RIFHf)O — (erHf)zf(Ok)
On peut regarder alors le morphisme de “spécialisation des microsolutions”
en I :
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=

N
5Py = €D spery : R'TuF)o — PRTuF ):29,
k=1

k=1

PROPOSITION 2.14.7 ([PhMS3], IV.3)
Quand mo = 0, c’est-a-dire quand le faisceau pervers F est en position
générique, ce morphisme est un isomorphisme.

D’autre part, quand F est en position générique, on a la suite exacte courte :
0—=RIITgF)y—=(R'Ty\uF)o—=(R* T3y F)o—0
En les points zf(ok), on a I'isomorphisme (puisque zcm("k) & M) :
(R'THF) 0 —==(RTm\wF), 20
On a donc le diagramme commutatif de recollement entre strates :

0

(R'TgF)o (R'TmmF)o

foe |

D (RITyF) 0 =@ (R i\ 0 F) 70
c(k) c(k)

(R*T'y F)o—0

Dans le langage de la catégorie C(C), ce diagramme se traduit de la maniére
suivante :

0—=(RT g F)o——B’_, F—e G—0

~ l/sp:c()

N ~ N
@k:l FC(k) @k:l FC(k)

ot la fleche verticale @)_, Fx — @h_, Fux) est une projection puisque
{e1),...,c(N)} C{1,...,0}.

Les N valeurs {c(1),...,¢(N)} C {1,...,0} dépendent du choix du point z.

On a vu qu’on pouvait supposer qu’il n’y a que des points doubles {t1, ..., ts}
associés a l'entrelac L.

On peut alors choisir une autre valeur z;, voisine de x, telle que les deux en-
sembles d’indices {c(1),...,¢(N)} et {c(1),...,¢(N)} ne different que d’un
indice, un certain ¢(7) étant remplacé par un certain b(c(4)) : ceci signifie que
pour passer de pr~t(zo)NH & pr~(zf,)NH on n’a franchit qu’un seul accident
de la coupure H, ou encore que pour passer de pr—*(zo)NL a pr~t(zf)NL, on
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peut suivre un certain nombre de segments sur L, ces segments ne contenant
qu’un seul point %;.

Associé a ce changement (le point z est remplacé par xj), on a un diagramme
d’isomorphismes de spécialisation des microsolutions :

¢

DBy Fumy o

N
Di—1 Fow

Puo ey étant la composition des isomorphismes sp,: o (spg,) " qui fait com-
muter le diagramme.

On va calculer cet isomorphisme de changement de spécialisation, ou plutot

. -1 1
son inverse : ¢ = 5Py O (8pzy) ™"

On regarde donc le diagramme :

N ~ N
@kzl FC(k) @k:l FC(k)

Tspmo T
!

]
0— RTF)——@ _ F—>G—0
]
N ~ N
@k:l FC’(k) @k:l FC’(k)

Ce diagramme ce réécrit :

N ~ N
@k:l FC(’C) i @k:l FC(k)

S

Dru
0— ker(@)_, uf) —= @, F,—>G—=0

| l
N ~ N
D1 Fowm Di—1 Fow
On a deux manieres différentes de représenter un élément de
ker(@izl uy) C @i:l F} : soit en ne donnant que les composantes de cet

élément sur @, Fou C @izl F}, (c’est exactement le morphisme sp, ),
soit en donnant ses composantes sur @5 _, Foury C @2:1 F}, (c’est exactement
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le morphisme spy, ).
Faire le changement de spemahsatlon </5 ! revient a dire quel est 1’isomor-

phisme @k Fowy — EBk L Few) qu1 correspond aux deux manieres de
représenter le méme élément de keT(QBk:l uy,).

Les deux ensembles d’indices ne different que d’un seul indice (un certain (%)
étant remplacé par /(i) = b(c(7))) : on décide de numéroter de l'intérieur vers
Iextérieur comme sur le dessin.

Les deux ensembles d’indices {¢(1),...,¢(N)} et {c'(1),...,c'(IN)} coincident
jusqu’a un certain entier j — 1, 1 < j < N — 2, c’est-a-dire que c(k) = ¢ (k),
pour k =1,...,(j —1); puis on a I’accident provoqué par c(j + 1) = a(c(j))
qui donne ¢'(j) =c¢(j +1) et ¢'(j +1) = b(c(j)) ; ensuite, les deux ensembles
d’indices coincident & nouveau, c’est-a-dire que ¢(k) = ¢/(k) pour
k=j+2... N,

|
| |

/ o
' Ze(1) Zc’(lL_ Ze(1)

pr=(zo)

On a alors pour pr—!(z) la somme directe d’espaces vectoriels :

N
P Fuu) EBF ) ® Fo) ® Fo @F
k=1

k=j+2
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et pour pr—!(x})

@Fc'k)—@F ) @ Fage(s)) @ Foe( )EBF

k=j+2

. N
Soit ey = (66(1), -+ 5 €e(j—1)s €ale(s)) s b(c(4))s Ee(j+2)s - - - en) € Di-, Fory-

On remonte e,y en un élément e = (ey, ..., e;) de ker(@izl uy,) C @izl F.
On a donc 'égalité : 30 ul(e;) = 0.

Si on applique a I’égalité précédente ’application linéaire vé( j)» on obtient en
utilisant les relations dans C(C) :

€e(s) — O(e().ets) (Eb(ets)) + te)Va(e(s) (Catei)) = 0

c’est-a-dire : eq(j) = (e(j)).et) (€n(e(5))) = Ue(s)Va(e(s) (Ca(e(s)))-

LEMME 2.14.8 Le morphisme de changement de spécialisation est :

j—1 N j—1
Do @Fc(k SF (i) ®Fsci) B Fery — B Funy®Fu(y®Fuctiyy P Fery
k=1 k=j+2 k=1 k=j+2

donné par la matrice “presque diagonale” :

/ Idg (1) 0 \
IdF 0
0 —Uc(j)Va(eli)) Ob(c(j))e(s) 0
0 IdFa(c(j)) 0 0
0 Idp,,,, ... O
\ 0 0 0 Idp, )

On remarque que cette matrice a méme déterminant que la matrice :

( —Ue(j) Va(e(5)) ab(c(j)),c<j>>

IdFa(c(m 0

On a donc :
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LEMME 2.14.9

det(¢,, ;) = (1)@ Tt Ee det(ap(c(s)),ei))

To,T

Ensuite, on va faire “tourner” le choix du point z, dans C,, autour de 'ori-
gine, c’est-a-dire qu’on va choisir § points zy, ..., zJ tels qu’entre les points
de pr=Y(z}) N L et ceux de pr~(z{™') N L on ne “franchisse” qu’un seul ac-
cident de coupure, c’est-a-dire qu’on ne rencontre qu’un seul des d points
{tla e at5}-

On regarde alors la composition de tous les isomorphismes de changement
de spécialisation :

)
J T
=1

(ot on a z)*! = ).

D’aprés 1'égalité ¢y ar = SPar © (8Pg,) ™", 0N a

s s
J— ) =1
H ¢I6,I6+1 - H SPgitt © (Sp%) - IdGBkN:l Fery
ou {c(1) c(N)} désigne les points associés au choix zy = z;
Yyt g b 0 0

Quand on fait tourner le choix du point zy de la maniéere précédente, chaque
accident de coupure apparait exactement une fois.

PR— _ P
Des égalités [[;_, Dyi givr = Id et det(qﬁmol%) = tdet(ow(1),1), on déduit alors
I’égalité suivante :

4
H det ab(i),i = #+1

i=1
(on franchit exactement une fois chaque accident de coupure), égalité qui
acheve la démonstration du théoreme.

REMARQUE 2.14.10 Quand la courbe a une seule composante irréductible,
on peut préciser le signe de 1’égalité précédente : c’est (—1)>4meF oy F
désigne les cycles évanescents le long de la courbe.
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Un exemple : faisceau pervers relativement au cusp en position
générique

N

N
~

pr(zg)
Sur le dessin précédent, on a représenté le nceud associé au cusp (le nceud
de trefle), ainsi que le céne compact sur ce nceud avec une numérotation
et en pointillés, on a représenté les trois points en lesquels on spécialise les
microsolutions.

On a alors le tableau de numérotation suivant :

)

W N = =
Q
—
=W N ol
X
DN = W 5~
~

On calcule alors le morphisme de changement de spécialisation :

P2 8 © Da3 22 © Pl 43

132



Tous ces morphismes sont donnés par des matrices triangulaires par blocs
(dans le cas du cusp, comme la courbe est irréductible, tous les F; ont méme
dimension, donc tous les blocs sont carrés, de taille dimF; x dimF;) :

L] ¢z(1],m8:F1®F2 —)Fg@Fl

p _ —Uusvt; Qg3
w2 — \ Id; 0

L] ¢$g7$g : F3®F1 —>F2@F3

¢ - —U2V3 Q2
w75 — \ Idy 0

° ¢$37$(1) : FQ@Fg —)Fl@FQ

¢ o —Ui1V2 Q31
w5 — \  Idy 0

C’est le produit de ces trois matrices qui vaut 'identité :
Pu2al © Pr3 2O Vgl gz F1O Iy — F1 @ F

—U1V2U2V3U3V1T — U1V 2 — (3,1U3V1 U1VoU2V3 o 3 + (¥3,10¢2 3
UgV3U3V1 + Q1 2 —UgV302 3

IdFl@Fb = (

La monodromie du microlocalisé de Sato du faisceau pervers le long du cusp
est (au sens de rotation pres) :

Nl:tllFl—)Fl

Nlil = (3,1 0023002
On a alors I’égalité qui permet de prolonger la classe caractéristique :
det(N;) = (—1)“m*

En fait, sur 'exemple précédent, on peut montrer un résultat plus fort, a
savoir :
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Nl = _IdFl

En effet, sur I’égalité matricielle précédente, on lit les quatre égalités :
(a) —U1V2U2V3U3V1L — U1V 2 — (¥3,1U3V1 = Id
(b) 12 = —uyvzuzv;
(C) U1V2U2V302 3 + Q31023 = 0
(

d) —UgV30l2 3 = Id

En injectant (b) dans (a), on obtient :
(e) —C\{371U3’U1 = Id

En injectant (e) et (d) dans (b), on obtient alors :

Q3100230012 = —Id
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Résumé

Suivant des idées de B.Malgrange, on présente la construction d’un nouvel
invariant pour les faisceaux pervers :le déterminant microlocal.

C’est une généralisation aux faisceaux pervers de la premiére classe ca-
ractéristique secondaire des fibrés plats.

Le déterminant microlocal est une classe de cohomologie sur le fibré cotangent
a support dans la variété caractéristique : il est construit sur les déterminants
des systemes locaux obtenus par microlocalisations le long des strates.

Pour montrer son existence, on ramene la variété caractéristique en position
générique par une transformation canonique en controlant le comportement
des microlocalisés par une telle transformation.

On est alors ramené au cas de la dimension 2 ol un calcul explicite est
effectué en utilisant les descriptions combinatoires des faisceaux pervers de
Ph. Maisonobe.

Mots clefs

faisceaux pervers, classes caractéristiques secondaires, monodromie, microlo-
calisation, transformations canoniques, représentations de carquois

Abstract

Following ideas of B. Malgrange, we construct a new invariant for perverse
sheaves : the microlocal determinant. It is a generalization to perverse sheaves
of the first secondary characteristic class for flat bundles.

The microlocal determinant is a cohomology class on the cotangent bundle
with support in the characteristic variety : it is constructed with the deter-
minants of the local systems obtained from the microlocalizations along the
strata.

To show its existence, we put the perverse sheaf in generic position using ca-
nonical transforms and controlling the behavior of the microlocalized through
such a transform.

We are then reduced to the dimension 2 case where an explicit computation
is performed using Ph. Maisonobe’s combinatorial description of perverse
sheaves.

Key words

perverse sheaves, secondary characteristic classes, monodromy, microlocali-
zation, canonical transforms, quivers
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