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Introduction

Ce travail est avant tout consacré à l’étude de l’objet appelé "fonction de
Artin". Cette fonction numérique, de N dans N, est associée à un morphisme
d’anneaux A −→ A[X1, ..., Xn]/I où A est hensélien (c’est-à-dire un anneau
où le théorème des fonctions implicites est vrai) et excellent. Plus précisément
nous avons le théorème suivant (version forte du théorème d’approximation de
Artin) :

Théorème : [Ar2][PP] Soit I un idéal de A[X1, ..., Xn], où A est local, hensé-
lien et excellent. Alors il existe β : N −→ N vérifiant la condition suivante :
Pour tout i ∈ N et pour tout (x1, ..., xn) ∈ An tels que f(x) ∈ mβ(i)+1 pour
tout f ∈ I, il existe (x1, ..., xn) ∈ An tel que f(x) = 0 pour tout f ∈ I et
xj − xj ∈ mi+1 pour tout j.

Trois cas se présentent. Soit il n’existe aucun morphisme de A-algèbre de la
forme A[X1, ..., Xn]/I −→ A, auquel cas la fonction de Artin de I est constante.
Soit A −→ A[X1, ..., Xn]/I est lisse, auquel cas la fonction de Artin de I est
égale à l’identité. Enfin, si nous ne sommes dans aucun de ces deux cas, la
fonction de Artin de I est plus grande, en tant que fonction numérique, que
l’identité. Cette fonction est donc, en quelque sorte, une mesure de la non-lissité
de ce morphisme.
Dans les quelques cas connus avant ce travail, cette fonction est toujours bor-
née par une fonction affine. C’est par exemple le cas où A est un anneau de
valuation discrète (théorème de J. M. Greenberg [Gr]), le cas où I est engen-
dré par des polynômes de degré 1 (Lemme d’Artin-Rees), le cas du théorème
d’Izumi [I2], le cas du théorème fort de valuation de Rees [Re2] ou le cas du
théorème de Delfino et Swanson [DS]. Ceci a été conjecturé en toute généralité,
à savoir que toute fonction de Artin est bornée par une fonction affine ([Spi3]
ou [DS]). Nous donnons en particulier deux contre-exemples à cette conjecture.
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Le premier chapitre est essentiellement consacré à rappeler les résultats
connus et à donner les outils nécessaires à la compréhension de ce travail. Nous
commençons tout d’abord par donner la réduction au cas où l’anneau de base
est complet et régulier. Nous présenterons aussi quelques cas simples ou la
conjecture est vraie, comme par exemple le cas des polynômes en une variable.
Nous montrons ensuite de quelle manière la fonction de Artin peut être utilisée
comme invariant d’un germe de variété analytique. Nous donnons la définition
des fonctions de Artin d’un germe de variété analytique (X, 0) qui sont des in-
variants analytiques de celui-ci. La première fonction de Artin de (X, 0) est la
seule à avoir été étudiée jusqu’à présent [LJ1], [H1]. Celle-ci nous donne en par-
ticulier une information sur le nombre d’éclatements nécessaires à la résolution
des singularités de ce germe [H2], et dans le cas d’une hypersurface, M. Hickel a
relié la première fonction de (X, 0) (notée β1) avec la première fonction de Ar-
tin de l’idéal jacobien de (X, 0) (notée β′1) et montré que β1(i) ≤ β′1(i)+ i pour
tout i [H1]. Nous montrons que la suite des fonctions de Artin d’un germe de
variété analytique forme une suite croissante de fonctions et étudions l’exemple
d’un cusp X2−Y 3 = 0. Nous montrons à l’aide de cet exemple que les N -ièmes
fonctions de Artin de (X, 0), pour N ≥ 2, ne vérifient pas l’inégalité précédente
prouvée par M. Hickel pour N = 1.

Le deuxième chapitre a pour objet une étude des propriétés arithmétiques
de l’anneau des séries formelles en plusieurs variables ON := k[[T1, ..., TN ]]

et du complété de l’anneau de valuation qui le domine k
(

T2

T1
, ..., TN

T1

)
[[T1]].

En effet le second est un anneau complet de valuation discrète sur lequel la
conjecture est vraie [Gr]. Il est donc naturel d’étudier se qui se passe quand
“on passe” du premier anneau au second. La différence fondamentale entre ces
deux anneaux est le fait que la division est beaucoup plus facile dans le second
que dans le premier. En effet, si l’on se donne deux séries en une variable, l’une
des deux divise la seconde. Ceci est clairement faux pour les séries en plusieurs
variables. C’est ce problème de “manque” de divisibilité dans ON , pour N ≥ 2,
que nous abordons ici.
Nous étudions la fonction de Artin des polynômes homogènes dont la seule
solution est (0, ..., 0). Nous montrons que ce problème est équivalent au pro-
blème de l’approximation diophantienne entre le corps des séries en plusieurs
variables KN et son complété pour la topologie (T1, ..., TN)-adique K̂N (ou pour
la norme (T1, ..., TN)-adique ; voir partie 1.3). Il existe des résultats à propos
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de l’approximation diophantienne dans le corps des séries en une variable [La],
problème très proche du cas de l’approximation diophantienne entre Q et R,
mais aucun sur celui qui nous interesse. Le problème qui nous concerne est
radicalement différent du problème d’approximation diophantienne entre Q (le
corps des fractions de Z) et R, essentiellement du fait que les éléments non
nuls de Z sont tous de norme supérieure à 1, alors que dans notre cas, les élé-
ments non nuls de k[[T1, ..., TN ]] sont tous de norme inférieure à 1 (la norme
de x ∈ KN , dite norme (T1, ..., TN)-adique, est égale à e−ord(x) où ord est la
valuation (T1, ..., TN)-adique).
Nous démontrons dans ce travail le résultat suivant d’approximation diophan-
tienne :

Théorème 2.2.1 : Soient z ∈ K̂N\KN algébrique sur KN . Alors il existe
a ≥ 1 et K ≥ 0 tels que ∣∣∣∣xy − z

∣∣∣∣ ≥ K|y|a, ∀x, y ∈ ON .

Nous en déduisons alors le théorème suivant :

Théorème 2.2.4 : Soit P (X, Y ) un polynôme homogène en X et Y à coeffi-
cients dans ON . Alors P admet une fonction de Artin bornée par une fonction
affine.

À partir d’un exemple, nous montrons qu’il n’existe pas d’équivalent du théo-
rème de Liouville dans ce contexte (c’est-à-dire que a ne peut pas être choisi
égal au degré de l’extension KN −→ KN [z]).
À partir de cet exemple nous construisons un contre-exemple (le parapluie de
Whitney) à la conjecture de Spivakovsky (théorème 2.0.4). Plus précisemment,
nous montrons que les N -ièmes fonctions de Artin du germe de variété défini
par X2 −ZY 2 pour N ≥ 2 sont bornées inférieurement par une fonction poly-
nomiale de degré 2 :

Théorème 2.0.4 : La fonction de Artin du polynôme

P (X, Y, Z) := X2 − ZY 2 ∈ ON [X, Y, Z]

est bornée inférieurement par une fonction polynomiale de degré 2 si N ≥ 2 et
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si car (k) 6= 2.

Nous déduisons de ce résultat qu’il n’existe pas d’élimination des quantifi-
cateurs pour le corps des séries en plusieurs variables muni d’un langage à
plusieurs sortes de Presburger, c’est-à-dire un langage qui, restreint à Z, ne
possède pas de symbole pour la multiplication (théorème 2.4.1).

Dans le troisième chapitre, nous étudions la fonction de Artin du point de
vue de l’algèbre commutative. Il existe en effet plusieurs résultats d’algèbre
commutative qui font intervenir une fonction de Artin. C’est le cas en particu-
lier du lemme d’Artin-Rees [Ma], du théorème fort de valuation de Rees [Re2]
et du théorème d’Izumi [I2] [Re3].
Nous étudions d’abord le cas des systèmes d’équations polynomiales linéaires
qui est équivalent à une version faible du lemme d’Artin-Rees ; puis le cas du
théorème d’Izumi, qui est équivalent au fait que la fonction de Artin du poly-
nôme XY −

∑
fiZi à coefficients dans un anneau local nœthérien A, où l’idéal

I = (f1, ..., fp) est premier dans le complété de A, est bornée par une fonc-
tion affine. Nous déduisons du théorème d’Izumi une version stable du lemme
d’Artin-Rees (théorème 3.2.6) qui ouvre peut-être une voie à une détermina-
tion des constantes intervenant dans le théorème d’Izumi :

Théorème 3.2.6 : Soient A un anneau local nœthérien, m son idéal maxi-
mal et I un idéal de A tel que A/I soit analytiquement irréductible.
Alors il existe a ≥ 1 et b ≥ 0 tels que nous ayons la version faible d’Artin-Rees
uniforme suivante

((x) + I) ∩mi+aνI(x)+b ⊂ ((x) + I) mi ∀x ∈ A ∀i ∈ N

où νI est l’ordre m-adique sur A/I.

En effet, trouver des constantes intervenant dans le théorème d’Izumi pour
l’idéal I est équivalent à déterminer comment varie i(x) où i(x) est le plus
petit entier qui vérifie (I + (x)) ∩ mi+i(x) ⊂ (I + (x))mi. Dans cette optique,
nous faisons quelques remarques sur la fonction x 7−→ i(x) et nous montrons
comment nous ramener au cas où I est principal.
Nous donnons ensuite différentes applications à cela. Tout d’abord nous construi-
sons un germe de variété analytique (défini par X1X2 − X3X4 = 0 en l’occu-
rence) dont les N -ièmes fonctions de Artin sont bornées inférieurement par une
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fonction polynomiale de degré 2 pour N ≥ 3 (théorème 3.3.1). Ce germe est à
singularité isolée contrairement au premier exemple :

Théorème 3.3.1 : La fonction de Artin du polynôme

X1X2 −X3X4 ∈ ON [X1, X2, X3, X4]

est bornée inférieurement par la fonction i 7−→ i2 − 1 si N ≥ 3.

Ensuite nous montrons comment utiliser les précédents résultats pour majorer
la fonction de Artin de différentes classes de polynômes. Voici les principaux
résultats que nous obtenons :

Théorème 3.4.2 : Soient A un anneau local nœthérien et I = (fj) un idéal
de A tels que A/I soit analytiquement irréductible ou tels que A/I soit ré-
duit et A vérifie la PA. Alors tout polynôme à coefficients dans A de la forme
f
∏r

k=1 Xnk
k +

∑p
j=1 fjZj admet une fonction de Artin majorée par une fonction

affine.

Proposition 3.5.4 : le polynôme

Xn + Xn−1
∑

j

gjX1,j + · · ·+
∑

j1≤···≤jn

gj1 ...gjnXn,j1,...,jn +

q∑
l=1

flYl

avec les gj et les fl dans A, local complet nœthérien, tels que I = (fl) + (gj)

soit radical, admet une fonction de Artin majorée par la fonction de la forme
i 7−→ i + i0, où i0 est une constante positive.

Proposition 3.5.5 : Soient fj et f dans A, local complet nœthérien, tels que
((fj) : f) = (fj) et (f, fj) soit radical, et soit t un entier strictement positif.
Alors le polynôme

Xn + f tXn−1X1 + · · ·+ fntXn +

q∑
l=1

flYl

admet une fonction de Artin majorée par une fonction de la forme i 7−→ i+ i0,
où i0 est une constante positive.

Enfin nous utilisons ces résultats pour calculer des clôtures intégrales appro-
chées d’idéaux (exemple 3.5.3), c’est-à-dire, si I est un idéal d’un anneau local
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A excellent, pour trouver a et b tels que I + mai+b ⊂ I + mi pour tout i ∈ N.
Ce problème a été introduit par Delfino et Swanson dans [DS]. Ceci nous per-
met, par exemple, de corriger un exemple incorrectement traité par Delfino et
Swanson :

Proposition 3.5.7 : Soient a, t, N ∈ N tels que a ≥ 2, t ≥ 1 et N ≥ 3

et k un corps contenant les racines a-ièmes de l’unité et de caractéristique ne
divisant pas a et A = k[[T1,..., TN ]]

(T a
1 +···+T a

N )
. Alors

∀i ∈ N∗ T t
1A + mi ⊂ T t

1A + mb
i

ntc−t(a+n)

où n = [Frac(A) : Frac(B)] et B := k[[T1, ..., TN−1]].
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Chapitre 1

Fonction de Artin : préliminaires

Nous noterons dans toute la suite T = (T1, .., TN), X = (X1, .., Xn) et
f = (f1, .., fp). Sauf indication contraire, nous noterons m l’idéal maximal de
l’anneau local étudié quand il n’y aura aucune confusion possible.

1.1 Propriétés d’approximation

Nous rappelons quelques résultats d’approximation, mais nous donnons tout
d’abord la définition suivante :

Définition 1.1.1 Nous appellerons couple (A, I) la donnée d’un anneau A
et d’un idéal I de A. Nous dirons que le couple (A, I) est nœthérien (resp.
local, complet, réduit, intègre) si l’anneau A est nœthérien (resp. local, complet,
réduit, intègre).

Définition 1.1.2 Soit (A, I) un couple nœthérien et Â le complété de A pour
la topologie I-adique. Nous dirons que (A, I) vérifie la propriété d’approxima-
tion (PA) (resp. vérifie la propriété d’approximation pour f) si pour tout sys-
tème d’équations polynomiales, noté f(X) = 0, à coefficients dans A (resp. si
pour le système d’équations polynomiales noté f(X) = 0 à coefficients dans
A), pour toute solution x ∈ Â et pour tout i ∈ N, il existe une solution x dans
A de ce système qui vérifie xj = xj mod Ii+1 pour tout j.
Dans le cas où A est local et I est son idéal maximal, nous dirons que A a la
propriété d’approximation.

Définition 1.1.3 Soit (A, I) un couple nœthérien. Nous dirons que (A, I)
vérifie la propriété d’approximation forte (PAF) si pour tout système d’équa-
tions polynomiales, noté f(X) = 0, à coefficients dans A, il existe une fonction

13



14 1.1. Propriétés d’approximation

à valeurs entières β avec la propriété suivante :
Soient x ∈ An et i ∈ N tels que

f(x) = 0 mod Iβ(i)+1.

Alors il existe x ∈ An tel que

f(x) = 0 et xj ≡ xj mod Ii+1 pour tout j.

La plus petite fonction vérifiant cette propriété sera appelée fonction de Artin
de l’idéal (f).
Là encore, si A est local et I est son idéal maximal, nous dirons que A a la
propriété d’approximation forte.

Lemme 1.1.4 Soient f et g deux systèmes d’équations polynomiales engen-
drant le même idéal de A[X1, ..., Xn]. Alors, si la fonction de Artin de f existe,
celle de g aussi et ces deux fonctions sont égales. On peut donc parler de la
fonction de Artin d’un idéal (f) de A[X1, ..., Xn].

Preuve : Supposons que la fonction de Artin de f existe. Notons la β.
Pour tout k, gk =

∑
l ak, lfl et pour tout l, fl =

∑
k bl, kgk avec les ak, l et

bl, k ∈ A[X1, ..., Xn].
Soit x tel que g(x) ∈ Iβ(i)+1. Alors f(x) ∈ Iβ(i)+1 et il existe x ∈ x + Ii+1 tel
que f(x) = 0. Donc g admet une fonction de Artin majorée par celle de f . Par
symétrie, on voit que les deux fonctions de Artin sont égales. �

A partir de maintenant nous parlerons donc indifféremment de système d’équa-
tions polynomiales à coefficients dans A ou d’idéal de A[X].
Remarquons que si le couple (A, I) vérifie la propriété d’approximation forte, il
vérifie nécessairement la propriété d’approximation (PAF =⇒ PA). Une condi-
tion nécessaire pour qu’un couple (A, I) vérifie la propriété d’approximation
(et a fortiori la propriété d’approximation forte) est que ce couple soit hensélien
(cf. [Ra]). En effet, si A −→ B = A[T1,..,Tn]

(f1,..,fp)
est étale, alors Â −→ B̂ =

bA[T1,..,Tn]
(f1,..,fp)

est étale. Comme Â est hensélien, il existe une section B̂ −→ Â, c’est-à-dire
une solution formelle de f1 = · · · = fp = 0. Il existe donc une solution de
f1 = · · · = fp = 0 dans A d’après la propriété d’approximation, c’est-à-dire
une section de A −→ B. Donc A est hensélien.
Nous allons donner deux résultats importants concernant l’existence de ces pro-
priétés d’approximation. Mais tout d’abord nous rappelons la définition d’un
morphisme d’anneaux régulier. Nous dirons qu’un morphisme d’anneaux nœ-
thériens ϕ : A −→ B est régulier, si il est plat et si pour tout idéal premier P
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de A, la fibre B⊗Aκ(P ) de ϕ au-dessus de P est géométriquement régulière sur
le corps κ(P ) (c’est-à-dire si l’anneau B⊗A k est régulier pour toute extension
finie k de κ(P )) (cf. [Ma], paragraphe 32). Nous avons alors les deux résultats
suivants :

Théorème 1.1.5 [Ar2][Po][Spi2] Soit (A, I) une paire hensélienne. Alors
(A, I) possède la propriété d’approximation si A −→ Â est régulier (où Â
est le complété I-adique de A).

Remarquons que A −→ Â est régulier dans le cas où le couple (A, I) est local,
hensélien et excellent.
D’autre part, le résultat suivant nous dit que PA =⇒ PAF dans le cas local :

Théorème 1.1.6 [Ar2][PP] Soit (A, m) un couple local nœthérien. Si ce couple
vérifie la propriété d’approximation, alors il vérifie la propriété d’approximation
forte.

1.2 Réductions

Nous allons ici énoncer quelques lemmes qui nous permettront de nous
ramener à étudier le cas où l’anneau de base est un anneau complet régulier :

Lemme 1.2.1 [PP] Soit (A, I) un couple nœthérien vérifiant la PA pour
l’idéal (f) de A[X] et tel que l’idéal de Â[X] engendré par (f) admette une
fonction de Artin. Alors (f) admet une fonction de Artin et celle-ci est égale
à celle de l’idéal de Â[X] engendré par (f).

Preuve : Soient (f) un idéal de A[X], β̂ sa fonction de Artin vu comme
idéal de Â[X] et x ∈ A tel que f(x) ≡ 0 mod I

bβ(i)+1. Donc il existe x′ ∈ Â
tel que f(x′) = 0 et x′ − x ∈ Ii+1. Comme A vérifie la PA pour (f), il existe
x ∈ A tel que f(x) = 0 et x− x′ ∈ Ii+1. En combinant cela nous avons x ∈ A
tel que f(x) = 0 et x− x ∈ Ii+1.
Inversement, soit β la fonction de Artin de (f) vu comme idéal de A[X].
Soit x ∈ Â tel que f(x) ≡ 0 mod Iβ(i)+1. Choisissons x′ ∈ A tel que
x − x′ ∈ Iβ(i)+1. Nous avons alors f(x′) ≡ 0 mod Iβ(i)+1. Donc il existe
x ∈ A tel que f(x) = 0 et x′ − x ∈ Ii+1. D’où x− x ∈ Ii+1. �
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Lemme 1.2.2 [PP] Soit (A, I) un couple nœthérien et I un idéal de A. Soient
(f) un idéal de A

I
[X], (F ) un idéal de A[X] égal à (f) modulo I et (g1, ..., gq)

un système de générateurs de I. Posons

Gk = Fk +
∑

j

Ykjgj k = 1, ..,m.

Si (G) admet une fonction de Artin, alors (f) admet une fonction de Artin
bornée par celle de (G).

Preuve : Soient (f), (F ) et (G) comme dans l’énoncé. Soit β la fonction
de Artin de (G).
Soit x ∈ A

I
tel que f(x) ≡ 0 mod

(
I

I∩I

)β(i)+1 avec i ∈ N. Soit x′ un relève-
ment de x dans A. Alors F (x′) ≡ 0 mod Iβ(i)+1 + I, c’est-à-dire qu’il existe
des ykj ∈ A tels que F (x′) +

∑
j ykjgj ≡ 0 mod Iβ(i)+1. Il existe alors une

solution (x, y) de ce système G = 0 avec x ≡ x mod Ii+1. Modulo I cette
solution convient. Et donc (f) admet une fonction de Artin bornée par celle de
(G). �

Nous énonçons maintenant un lemme utile pour la suite :

Lemme 1.2.3 Soit F (X1, ..., Xn) ∈ A[X1, ..., Xn] où (A, I) est un couple
nœthérien. Soit I un idéal de A, {f1, ..., fp} et {g1, ..., gq} deux systèmes de
générateurs de I. Alors les fonctions de Artin de h1 = F (X1, ..., Xn)+

∑
j fjYj

et de h2 = F (X1, ..., Xn) +
∑

l glZl sont égales.

Preuve : Il nous suffit de montrer le résultat quand q = p + 1, gi = fi pour
1 ≤ i ≤ p et gq = gp+1 ∈ I est quelconque. En effet dans ce cas, par induction
nous voyons que la fonction de Artin de h1 est égale à la fonction de Artin de
F (X1, ..., Xn) +

∑
l glZl +

∑
j fjYj ainsi que celle de h2.

Soit h1 comme dans l’énoncé et

h2 := F (X1, ..., Xn) +

p∑
j=1

fjYj + fYp+1

où f ∈ I. Nous pouvons écrire f =
∑

j fjuj où les uj sont dans A. Notons βi

la fonction de Artin de hi (i = 1 et 2).
Soient x1, ..., xn, y1, ..., yp ∈ A et i ∈ N tels que

h1(x, y) = F (x1, ..., xn) +

p∑
j

fjyj ∈ Iβ2(i)+1.
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Nous avons h2(x, y1, ..., yp, 0) = h1(x, y1, ..., yp), donc il existe n + p + 1 élé-
ments x1, ..., xn, y1, ..., yp, yp+1 tels que h2(x, y1, ..., yp, yp+1) = 0, et d’autre
part xk − xk ∈ Ii+1, 1 ≤ k ≤ n, yj − yj ∈ Ii+1, 1 ≤ j ≤ p, yp+1 ∈ Ii+1.
Notons alors yj = yj + ujyp+1, 1 ≤ j ≤ p. Nous avons alors h1(x, y) = 0 et
xk − xk ∈ Ii+1, 1 ≤ k ≤ n, yj − yj ∈ Ii+1, 1 ≤ j ≤ p. Donc β2(i) ≥ β1(i) pour
tout i ∈ N.
Inversement, soient x1, ..., xn, y1, ..., yp, yp+1 ∈ A et i ∈ N tels que

h2(x, y) = F (x1, ..., xn) +

p∑
j

fjyj + fyp+1 ∈ Iβ1(i)+1.

Nous avons

h1(x, y1 + u1yp+1, ..., yp + upyp+1) = h2(x, y1, ..., yp, yp+1),

Donc il existe x1, ..., xn, y1, ..., yp tels que h1(x, y1, ..., yp) = 0, et d’autre part
xk − xk ∈ Ii+1, 1 ≤ k ≤ n, yj − (yj + ujyp+1) ∈ Ii+1, 1 ≤ j ≤ p. Notons
alors yj = yj − ujyp+1, 1 ≤ j ≤ p, et yp+1 = yp+1. Nous avons h2(x, y) = 0, et
xk − xk ∈ Ii+1, 1 ≤ k ≤ n, yj − yj ∈ Ii+1, 1 ≤ j ≤ p + 1. Donc β2(i) ≤ β1(i)
pour tout i ∈ N, et β1 = β2. �

Nous rappelons ensuite le théorème de structure de I.S. Cohen pour les an-
neaux complets locaux ([Ma], paragraphe 29).

Définition 1.2.4 Un anneau de Cohen R est un corps de caractéristique 0
ou un anneau de valuation discrète complet dont le corps résiduel a une carac-
téristique p > 0 et dont l’idéal maximal est engendré par p.1.

Théorème 1.2.5 [Ma] (paragraphe 29) Soit A un anneau local nœthérien
complet. Alors il existe un unique anneau de Cohen R tel que A soit isomorphe
au quotient d’un anneau de séries formelles R[[T ]].

1.3 Topologie m-adique
Soit (A, m) un couple local nœthérien et soit ord définie par

∀x ∈ A ord(x) = max{n ∈ N / x ∈ mn} .

Ceci a un sens d’après le théorème d’intersection de Krull. C’est une fonc-
tion à valeurs dans Z qui vérifie ord(xy) ≥ ord(x) + ord(y) et ord(x + y) ≥
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min(ord(x), ord(y)) pour tous x et y dans A. Cette fonction définit donc une
ultra-norme sur A en posant ||x|| = e−ord(x). On peut aussi définir une ultra-
norme sur An en posant, pour x = (x1, .., xn), ||x|| = max(||xi||). Le A-module
An a donc une structure d’espace métrique muni de la distance d(x, y) = ||x−y||
pour tous x, y ∈ An. On appelle cette topologie la topologie m-adique ou topo-
logie de Krull. Les x + miAn forment une base d’ouverts pour cette topologie
quand x parcourt An et i parcourt N. On peut remarquer que la topologie
m-adique est plus fine que la topologie de Zariski.
Si (A, m) est complet, An est complet pour cette norme. Par contre il n’est pas
localement compact, car il n’est pas localement précompact.
Si A est régulier, ord est une valuation sur A à valeurs dans Z.

Remarque 1.3.1 Si (A, m) est complet et si F est un fermé de An pour la
topologie m-adique et x un point de An, alors il existe un point y de An qui
minimise la distance entre le fermé F et x.
En effet soit (yp)p une suite de points de F telle que

lim
p→+∞

||yp − x|| = inf
z∈F

||z − x||.

Quitte à extraire une sous-suite on peut supposer que la suite (||yp − x||)p est
décroissante. Soit cette suite est stationnaire à partir d’un certain rang p0 et
dans ce cas il suffit de prendre y = yp0, soit cette suite tend vers 0. Dans le
second cas, (yp) a alors pour limite x et comme F est un fermé, x est dans F .
Cette propriété est vraie aussi si l’on remplace F par un fermé pour la topologie
de Zariski.

1.4 Opérations sur les polynômes et conséquences
sur les fonctions de Artin

Nous pouvons faire quelques remarques :

Lemme 1.4.1 Soient (A, I) un couple nœthérien et (f) = (f1, .., fm) un
idéal de l’anneau A[X1, .., Xn] admettant une fonction de Artin. Soit Φ dans
AutAA[[X]]. Notons Φk(X) = Φ(Xk). Alors la fonction de Artin de f(X) existe
si et seulement si celle de g(X) = f(Φ1(X), . . . , Φn(X)) = Φ(f(X)) existe.
Dans ce cas les deux fonctions de Artin sont égales.
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Preuve : Soit x ∈ An tel que g(x) ∈ Iβ(i)+1 où β est la fonction de Artin de
f et i ∈ N. Soit yk = Φk(x), on a donc g(x) = f(y). On a alors f(y) ∈ Iβ(i)+1,
d’où l’existence de y ∈ An tel que y − y ∈ Ii+1 et f(y) = 0. Donc, comme Φ
est bijective il existe x tel que φk(x) = y on a x − x ∈ Ii+1 et g(x) = 0. La
fonction de Artin de g est donc bornée par celle de f . Par symétrie, on voit
que ces deux fonctions sont en fait égales. �

Exemple 1.4.2 Le résultat précédent est en particulier valable pour Φ défini
par

∀i, Φ(Xi) = Xi + ai

pour des ai ∈ A quelconques.

Lemme 1.4.3 Soient (A, I) un couple nœthérien et (f) un idéal de l’anneau
A[X1, ..., Xn]. Soit (f ∗) l’idéal de A[X1, ..., Xn+p] engendré par (f). Alors la
fonction de Artin de (f) existe si et seulement si la fonction de Artin de (f ∗)
existe et dans ce cas elles sont égales.

Preuve : C’est évident car on peut choisir arbitrairement les p dernières
composantes. �

Lemme 1.4.4 Soit A un anneau local pour lequel ord est une valuation. Nous
noterons β(f) pour désigner la fonction de Artin de (f), pour (f) un idéal de
A[X1, ..., Xn], quand elle existe. Soit (f) = (f1, .., fm) et (g) = (g1, .., gr) deux
idéaux de A[X1, .., Xn]. On a alors :
i) La fonction de Artin de (f) existe si et seulement si celle de (f)p existe.
Dans ce cas, nous avons

∀i ∈ N, β((f)p)(i) = pβ(f)(i).

ii) Supposons que les fonctions de Artin de (f) et (g) existent. On note (fg)
l’idéal de A[X] engendré par les m× r produits figj. Alors la fonction de Artin
de (fg) existe et nous avons

∀i ∈ N, β(fg)(i) ≤ β(f)(i) + β(g)(i).

Preuve : i) Soit x ∈ An. Nous avons f(x)p ∈ mpj+1 si et seulement si
f(x) ∈ mj+1. Le résultat en découle.
ii) Soit x ∈ An tel que fj(x)gk(x) ∈ mβ(f)(i)+β(g)(i)+1 pour tout j et k. Alors,
comme ord est une valuation, nous avons soit fj(x) ∈ mβ(f)(i)+1 pour tout j,
soit gk(x) ∈ mβ(g)(i)+1 pour tout k. D’où l’existence de x tel que x− x ∈ mi+1

et f(x)g(x) = 0. �
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1.5 Etude de quelques cas

1.5.1 Cas des systèmes d’équations polynomiales qui n’ad-
mettent pas de solution

Soient (A, I) un couple nœthérien vérifiant la PAF et (f) un idéal de A[X]
représentant un système d’équations polynomiales n’admettant pas de solution
dans A. Notons β la fonction de Artin de (f). Soient i ∈ N et x tels que
f(x) ∈ Iβ(i)+1. Alors il existe x′ = x mod Ii+1 tel que f(x′) = 0. Or il n’existe
pas de tel x′. Donc il ne peut pas exister de tel x non plus. Donc β(i) est le
plus grand entier pour lequel il existe x avec f(x) ∈ Iβ(i). En particulier la
fonction de Artin de (f) est constante. Plus précisemment, si β ∈ N est la
valeur constante de la fonction de Artin de (f), alors

∃x ∈ A \ f(x) ∈ Iβ,

et @ x ∈ A \ f(x) ∈ Iβ+1.

Le lemme 1.6.7 donne une preuve de l’existence de la fonction de Artin dans
le cas où A = k[[T1, ..., TN ]] avec k un corps non dénombrable et I = m est
l’idéal maximal. Cette remarque entraine le résultat suivant :

Lemme 1.5.1 Soit (f) un système de p équations polynomiales en n va-
riables. Il définit une application de An dans Ap notée f . Alors Im f est un
sous-ensemble fermé de Ap pour la topologie I-adique. De plus, pour tout
a ∈ Ap\Im f , si l’on note βa la valeur de la fonction de Artin en tout point de
(f − a), nous avons

βa = max {n / (a + In) ∩ Im f 6= ∅}

ou encore
e−βa = d(a, Imf)

Preuve : Soit a ∈ Ap\Im f . Soit b ∈ a + Iβa+1. Alors b ∈ Ap\Im f . En
effet, si cela n’était pas le cas on pourrait trouver, pour i ≥ βa, un x ∈ An tel
que f(x) ∈ b + Ii+1. Dans ce cas nous aurions

f(x) ∈ a + Iβa+1.

Cela est impossible par définition de βa. Donc Ap\Im f est ouvert et Im f est
fermé.
De plus, si nous notons β = max {n / (a + In) ∩ Im f 6= ∅}, nous voyons par là
même que β ≤ βa.
Inversement, nous savons, par définition de βa, qu’il existe un x tel que f(x)−
a ∈ Iβa et comme f(x) ∈ Im f , nous avons β ≥ βa. �
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1.5.2 Cas d’un système lisse de polynômes

Nous avons le

Lemme 1.5.2 Soient A un anneau local hensélien et (f) ∈ A[X1, .., Xn] un
système d’équations polynomiales tel que

A −→ A[X1, .., Xn]

(f1, .., fm)

soit lisse. Alors f admet une fonction Artin égale à l’identité.

Preuve : Supposons que l’on a une solution approchée (x1, .., xn) modulo
mi+1. On a donc un diagramme comme celui-ci :

A

��

// A
mi+1

A[X1,..,Xn]
(f1,..,fm)

;;vvvvvvvvv

(1.1)

que l’on voudrait compléter en un diagramme commutatif comme celui-ci :

A

��

// A
mi+1

A[X1,..,Xn]
(f1,..,fm)

;;vvvvvvvvv

UU (1.2)

Notons M la contraction de l’idéal maximal de A
mi+1 à A[X1,..,Xn]

(f1,..,fm)
. On peut

remplacer A[X1,..,Xn]
(f1,..,fm)

par A[X1,..,Xn]M
(f1,..,fm)

car en effet, une section de ce nouvel anneau
vers A induit évidemment une section de A[X1,..,Xn]

(f1,..,fm)
vers A. On voit que

A −→ A[X1, .., Xn]M
(f1, .., fm)

est lisse et local. On peut donc décomposer ce morphisme en une extension
transcendante et une extension étale :

A
trans // A[Y1, .., Yp](Y )

étale // A[X1,..,Xn]M
(f1,..,fm)

On choisit une section quelconque du premier morphisme ce qui permet de nous
ramener au cas où A[X1,..,Xn]M

(f1,..,fm)
est étale sur A. Du fait que A est hensélien, on
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a une section modulo mi+1 comme voulue dans le diagramme 1.2. �

Il est clair que si le système d’équations polynomiales non nulles admet des
solutions dans A, alors sa fonction de Artin est nécessairement bornée inférieu-
rement par l’identité. En effet, si x ∈ An vérifie f(x) = 0, choisissons x tel
que ord(x − x) = i + 1, où i est un entier fixé par avance, et tel que x est la
solution de f la plus proche de x. Ceci est toujours possible car les équations
sont non nulles. Alors f(x) ∈ mi+1 et donc la fonction de Artin de (f) est
bornée inférieurement par l’identité.
Nous voyons ici que, si le morphisme A −→ A[X]/(f) est lisse, la fonction de
Artin de (f) est égale à l’identité. La fonction de Artin est donc, en quelque
sorte, une mesure de la non-lissité du morphisme A −→ A[X]/(f).

1.5.3 Idéal jacobien et lemme de Newton

Nous allons d’abord définir l’idéal jacobien d’une algèbre C essentiellement
de type fini sur un anneau A. Nous pouvons écrire C sous la forme

A[X1, ..., Xn]S
(f1, ..., fp)

où S est une partie multiplicative de A[X1, ..., Xn].

Définition 1.5.3 [El] Sous les hypothèses précédentes, nous appelerons idéal
jacobien de C sur A l’idéal

∑
g ∆g((g) : (f1, ..., fp))C où la somme est prise

sur tous les sous-ensembles (g) de (f1, ..., fp) et où ∆g est l’idéal engendré par
tous les mineurs r × r de la matrice

(
∂g
∂X

)
avec r le nombre d’éléments du

sous-ensemble (g). Nous noterons cet idéal JC/A ou J quand A et C seront
clairement déterminés.

L’idéal JC/A a la propriété de ne pas dépendre du choix de la représentation
de C. De plus nous avons

Proposition 1.5.4 [El] Soit P un idéal premier de C. Nous avons

CP est lisse sur A ⇐⇒ JC/A 6⊂ P .

Remarque 1.5.5 La définition de l’idéal jacobien de R. Elkik permet d’avoir
une version du lemme de Newton comme suit (théorème 1.5.7). Il existe une
autre définition (voir par exemple définition 2.11 de [Spi2]) qui consiste à
prendre le radical de cet idéal. Par exemple, dans le cas où A = k un corps
et C = k[X, Y ]/(X2 − Y 3), l’idéal jacobien de (X2 − Y 3) est (X, Y 2) pour la
définition que nous adoptons ici et (X, Y ) cette autre définition.
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Remarque 1.5.6 Si f est un germe irréductible de fonction analytique ou un
polynôme irréductible, alors l’idéal jacobien de (f) est l’idéal engendré par les
dérivées partielles de f .

Nous avons donc le théorème suivant :

Théorème 1.5.7 [El] Soient A un anneau local pour lequel ord est une va-
luation et (f) un idéal de A[X]. Soit x ∈ An et i, s ∈ N. Notons J(x) l’idéal
de A engendré par les éléments de J évalués en x. Supposons alors que

ms ⊂ J(x)

et (f(x)) ⊂ mi+s .

Alors il existe x ∈ x + mi tel que (f(x)) ⊂ m2i.

Il existe un théorème plus général dû à Tougeron (cf. [To] théorème 3.2), mais
dont nous n’aurons pas besoin ici.

Corollaire 1.5.8 [El] Soient A un anneau local complet pour lequel ord est
une valuation et (f) un idéal de A[X]. Supposons qu’il existe s tel que

msC ⊂ J

où C = A[X1,..., Xn]S
(f1,..., fp)

. Alors l’idéal (f) admet une fonction de Artin majorée pour
i > 2s + 1 par

i 7−→ i + s .

En particulier sa fonction de Artin est bornée par une fonction linéaire.

Preuve : Soit i > 2s + 1 et soit x ∈ A tel que (f(x)) ⊂ mi+1. Cela définit un
morphisme

C −→ A

mi+1
.

Notons p = m∩C. On a alors, en localisant, le diagramme commutatif suivant :

Am

��

// Am

mi+1

Cp

=={{{{{{{{

(1.3)

Si J(x) 6⊂ m, alors J est inversible dans Cp et Cp est lisse sur Am , cas que l’on
sait résoudre d’après la preuve du lemme 1.5.2.
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Si J(x) ⊂ m, alors ms ⊂ J(x) modulo mi+1. Or i + 1 > s, donc ms ⊂ J(x).
D’après le théorème 1.5.7, il existe x1 ∈ x+mi+1−s tel que (f(x1)) ⊂ m2(i+1−s).
Comme i + 1 > 2s, alors 2(i + 1 − s) > i + 1 et on peut réitérer ce proces-
sus. Comme A est complet, on construit un élément x tel que f(x) = 0 et
x− x ∈ mi+1−s. �

1.5.4 théorème d’Izumi

Nous donnons ici l’énoncé d’un théorème d’Izumi que nous interprétons en
terme de linéarité de la fonction de Artin d’un certain type de polynôme. Nous
donnons tout d’abord une définition :

Définition 1.5.9 Soit (R,I) un couple nœthérien où R est local et I un idéal
m-primaire avec m l’idéal maximal de R. Nous noterons νR, I la fonction à
valeurs dans N ∪ {∞} définie par

∀x ∈ R\{0}, νR, I(x) = n ⇐⇒ x ∈ In et x /∈ In+1

et νR, I(0) = ∞.

On appelle cette fonction l’ordre I-adique sur R.
Soit I un idéal propre de R, nous noterons νI, I pour νR/I, IR/I quand aucune
confusion sur R ne sera possible. Dans le cas où I = m est l’idéal maximal de
R, nous noterons νR := νR, I et νI := νR/I, IR/I (la dernière notation est à ne
pas confondre avec la valuation I-adique).

Une telle définition est licite d’après le théorème d’intersection de Krull.
Soit R un anneau local nœthérien et I un idéal m-primaire de R. Il est clair
que nous avons νI, I(gh) ≥ νI, I(g) + νI, I(h) ∀g, h ∈ R. Il y a égalité si et
seulement si GrI/(I∩I)R/I est intègre. Nous dirons que νI, I admet une inégalité
complémentaire linéaire (ICL) si il existe a et b réels tels que

νI, I(gh) ≤ a(νI, I(g) + νI, I(h)) + b ∀g, h ∈ R.

Nous dirons dans ce cas que a et b sont des constantes apparaissant dans
une ICL pour (R, I). Nous pouvons remarquer que si a et b existent, alors
nécessairement a ≥ 1 et b ≥ 0.
Nous avons alors le

Théorème 1.5.10 [I2][Re3] Soit R un anneau local nœthérien. Alors il existe
deux constantes a et b telles que

νR(gh) ≤ a(νR(g) + νR(h)) + b ∀g, h ∈ R\{0}

si et seulement si R est analytiquement irréductible.
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Nous verrons plus loin que ce théorème est équivalent au fait que la fonction
de Artin du polynôme XY par rapport au couple (R, I) est bornée par une
fonction affine (cf. proposition 3.2.2).

1.5.5 Cas d’un système de polynômes d’une variable

Nous supposerons ici que A est un anneau local régulier vérifiant la PA.
Nous avons alors la proposition suivante

Proposition 1.5.11 Soit f ∈ A[X] scindé, f = a
∏

(X−aj)
αj , alors f admet

une fonction de Artin qui est égale à i 7−→ ord(a)+sup{αji+
∑

k 6=j αkdk,j} pour
i ≥ sup dk,j, où dk,j = ord(ak − aj). Dans le cas général, f admet une fonction
de Artin qui est bornée par une fonction affine i 7−→ αi+k pour i assez grand,
où k est une constante et α est la borne supérieure des multiplicités de f en
ses zéros.
En particulier, f admet une fonction de Artin majorée par une fonction li-
néaire.

Preuve : Supposons tout d’abord que f(X) = (X − a1)
α1(X − a2)

α2 où a1

est différent de a2. Soit d tel que ||a1 − a2|| = e−d. Comme A est régulier, ord
est une valuation et donc (X − a1)

α1 et (X − a2)
α2 admettent respectivement

des fonctions de Artin i 7−→ α1i et i 7−→ α2i. Soit x tel que

f(x) ∈ msup(α1i+α2d+1 ,α2i+α1d+1).

Nous avons

e−d = ||a1 − a2|| = ||a1 − x− (a2 − x)|| ≤ sup ||ai − x||.

Supposons que sup ||ai − x|| = ||a1 − x||. Nous avons donc (x− a1) /∈ md+1, ou
encore (x − a1)

α1 /∈ mα1d+1. Nous en déduisons alors que (x − a2)
α2 ∈ mα2i+1,

d’où l’existence d’un x ≡ x mod mi+1 tel que f(x) = 0.
De plus, supposons que α1 ≥ α2, alors choisissons x tel que x = a1 mod mi+1

et x = a2 mod md+1 avec i ≥ d. Alors le plus proche zéro de x est a1 et
f(x) ∈ mα1i+α2d+1. Donc la fonction de Artin de f est égale à

i 7−→ sup(α1i + α2d , α2i + α1d)

pour i ≥ d.
Par induction, nous montrons que si f(X) =

∏
(X − aj)

αj , alors f admet une
fonction de Artin égale à i 7−→ sup{αji +

∑
k 6=j αkdk,j} pour i ≥ sup dk,j où
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e−dk,j est la distance entre ak et aj, c’est-à-dire dk,j = ord(ak − aj).
Si f n’admet pas de zéro, comme A vérifie la PA, d’après le théorème 1.1.6, f
admet une fonction de Artin. L’existence de la fonction de Artin est équivalente
dans ce cas à dire que l’on ne peut pas trouver de zéro approché à partir d’un
certain rang et donc la fonction de Artin de f est évidemment bornée par une
fonction affine. Le cas général découle du fait qu’un polynôme se décompose
toujours en le produit d’un polynôme qui n’admet pas de zéro dans A et d’un
polynôme de la forme

∏
(X − aj)

αj . �

Nous pouvons généraliser ce résultat à un nombre quelconque d’équations :

Proposition 1.5.12 Soit (f) = (f1, ..., fm) ⊂ A[X] un système d’équations
polynomiales en une variable. Alors (f) admet une fonction de Artin bornée
par i 7−→ αi + k pour c assez grand où k est une constante et

α = inf
j=1,..., m

sup
l=1,..., p

αj,l

où les αj,l sont les multiplicités des fj en les al, zéros communs des fj, si les
fj ont des zéros communs. Sinon (f) admet une fonction de Artin constante.

Preuve : Comme dans la preuve de la proposition précédente, si nous
avons fj(x) ∈ mi+1 pour tout j et pour i assez grand, x est nécessairement
très proche d’un zéro bj de chaque fj pour la norme définie sur AN : c’est-à-
dire ||x − bj|| ≤ i−kj

αj
pour kj et αj des constantes comme dans la proposition

1.5.11 qui ne dépendent que de fj. Si i est choisit suffisamment grand, x est
nécessairement très proche d’un zéro commun des fj. Si il n’en existe pas, alors
on ne peut pas choisir j de cette manière et (f) admet une fonction de Artin
qui est constante. S’il existe au moins un zéro commun, notons al, l = 1, ..., p,
ces zéros communs, alors pour i assez grand il existe l0 tel que

∀j, ||x− al0|| ≤
i− kj,l0

αj,l0

où kj,l0 est une constante qui dépend de fj et de al0 , et αj,l0 est la multiplicité
de fj en al0 . Donc (f) admet une fonction de Artin qui est bornée, pour i assez
grand, par

i 7−→ inf
j=1,..., m

sup
l=1,..., p

αj,li + kj,l

où kj,l est une constante qui dépend de fj et de al0 , et oùαj,l est la multiplicité
de fj en al0 . �
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Remarque 1.5.13 Supposons ici que A contient C. Soit (f) un idéal de l’an-
neau C[X1, ..., Xn] ⊂ A[X1, ..., Xn]. Pour tout zéro a de (f), il existe θ ∈ R+,
C > 0 et un voisinage U de a dans C tels que pour tout x ∈ U ,

|f1(x)|+ · · ·+ |fm(x)| ≥ C|x− a|θ.

La borne inférieure de l’ensemble des θ pour lesquels il existe un tel C et un
tel voisinage U est appelée exposant de Łojasiewicz de (f) en a et est noté νa

et la borne supérieure de tous les νa sur les a zéros de (f) est appelé exposant
de Łojasiewicz de (f) et est noté ν. Dans le cas n = 1, νa est exactement le
minimum des multiplicités des fi en a. Dans ce cas, on voit que

ν = lim sup
i−→+∞

β(i)

i

où β est la fonction de Artin de (f).

1.6 Etude dans le cas où A = k[[T1, ..., TN ]]

Ceci revient à étudier les anneaux locaux qui contiennent un corps.
En fait nous parlerons indifféremment de k[[T1, ..., TN ]] ou de k{T1, ..., TN} si
k est corps muni d’une norme, c’est-à-dire d’une valuation multiplicative ν à
valeurs dans R≥0. On appellera valuation multiplicative toute application vé-
rifiant les conditions suivantes (cf. [Ng]) :
- ν(x) = 0 si et seulement si x = 0,
- ν(xy) = ν(x)ν(y) pour tous x et y dans k,
- ν(x + y) ≤ ν(x) + ν(y) pour tous x et y dans k.
Par exemple C muni de la norme absolue, Qp muni de la norme p-adique ou
k(t1, ..., tp) muni de la norme (t1, ..., tp)-adique avec k un corps sont des corps
normés.
Nous noterons indifféremment k{T1, ..., TN} et k[[T1, ..., TN ]] par ON . De même
nous noterons mN , ou m quand aucune confusion ne sera possible, l’idéal maxi-
mal de cet anneau.

Tout d’abord nous avons le

Théorème 1.6.1 [Ar1] Soit (f) un idéal de ON [X1, ..., Xn]. Il existe une
fonction β : N −→ N telle que :

∀x ∈ On
N tel que f(x) ∈ m

β(i)+1
N

∃x ∈ x + mi+1
N tel que f(x) = 0.
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Il existe aussi une version analytique de ce théorème dû à J. J. Wavrik :

Théorème 1.6.2 [W1] Soit (f) un idéal de ON{X1, ..., Xn} où k est de ca-
ractéristique nulle et ON{X1, ..., Xn} := k{T1, ...,, TN , X1, ..., Xn}. Il existe
une fonction β : N −→ N telle que :

∀x ∈ On
N tel que x(0) = 0 et f(x) ∈ m

β(i)+1
N

∃x ∈ x + mi+1
N tel que f(x) = 0.

1.6.1 Deux remarques

Nous pouvons faire deux remarques. Tout d’abord, nous avons le

Lemme 1.6.3 Soit (f) un idéal de ON [X1, ..., Xn]. Nous notons (f)+k l’idéal
de l’anneau ON+k[X1, ..., Xn] engendré par f .
Si la fonction de Artin de (f)+k existe alors la fonction de Artin de (f) existe
et la première majore la seconde.

Preuve : Soit x ∈ An
N tel que f(x) ∈ mβ(i)+1 avec β la fonction de Artin de

(f)+k. On a donc l’existence d’un y ∈ An
N+p tel que f(y) = 0 et x−y ∈ mi+1. En

annulant toutes les composantes TN+1,..., TN+p dans l’écriture de y, on trouve
x ∈ An

N tel que f(x) = 0 et x− x ∈ mi+1. �
Nous verrons plus tard qu’il n’y a pas égalité en général.

Lemme 1.6.4 Soient A un anneau local, k un sous-corps de A et φ ∈ AutkA.
Alors φ induit un automorphisme de A[X] fixant k en posant φ(Xi) = Xi pour
tout i. Alors f admet une fonction de Artin si et seulement si φ(f) en admet
une. Dans ce cas, les deux fonctions sont égales.

Preuve : Soit x tel que φ(f)(x) ∈ mβ(i)+1 avec β la fonction de Artin de
f . En composant avec φ−1, nous obtenons f(φ−1(x)) ∈ mβ(i)+1 car φ préserve
ord. En effet, x ∈ A∗ si et seulement si φ(x) ∈ A∗, et de même x ∈ m si et
seulement si φ(x) ∈ m ; on en déduit alors que φ(mi) = mi pour tout i. Donc il
existe y tel que f(y) = 0 et y−φ−1(x) ∈ mi+1. En composant par φ, on trouve
x tel que φ(f)(x) = 0 et x − x ∈ mi+1 en posant x = φ(y). La réciproque se
fait de la même manière puisque φ est bijective et on voit donc que les deux
fonctions de Artin sont égales. �
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1.6.2 Espace des jets et des arcs

Définition 1.6.5 Soit (f) ⊂ ON [X1, . . . , Xn] et N ∈ N fixés. Nous appel-
lerons jet d’ordre i de dimension N (ou i-jet de dimension N) de (f) tout
morphisme de ON -algèbre

ON [X1, . . . , Xn]

(f)
−→ ON

mi+1
.

Nous noterons XN
i (ou Xi quand aucune confusion ne sera possible) l’ensemble

des jets d’ordre i de dimension N .
Nous appellerons arc (si N = 1) ou coin (si N ≥ 2) de (f) tout morphisme de
ON -algèbre

ON [X1, . . . , Xn]

(f)
−→ ON .

Nous noterons XN
∞ (ou X∞ quand aucune confusion ne sera possible) l’ensemble

des arcs (si N = 1) ou l’ensemble des coins (si N ≥ 2).

Un i-jet est la donnée de n polynômes en N variables de degré total inférieur
ou égal à i. Il est déterminé par les coefficients de ces n polynômes. L’ensemble
des i-jets,Xi, est donc naturellement plongé dans kn×ni où ni =

(
N+i
N

)
. Nous

noterons aussi mi = ni − ni−1. De plus un point de kn×ni est dans Xi si et
seulement si ses coordonnées annulent un système polynomial qui découle de
l’annulation de (f) modulo mi+1. L’ensemble Xi est donc naturellement muni
d’une structure de variété affine. A partir de maintenant, nous identifierons un
jet à son image dans kn(N+i

N ) par le plongement précédent.
L’ensemble X∞ est la limite projective des Xi. X∞ n’est pas une variété au sens
usuel : c’est une “variété de dimension infinie” ou pro-variété.
Pour un i-jet ou un arc x, nous noterons x(k), 1 ≤ k ≤ n, les séries qui réalisent
ce jet, xj(k) les termes de ces séries d’ordre j, x≤j(k) les termes de ces séries
d’ordre inférieur ou égal à j et x≥j(k) les termes de ces séries d’ordre supérieur
ou égal à j.
Nous avons naturellement des morphismes de projection

πi,j : Xi −→ Xj

pour i ≥ j et
πi : X∞ −→ Xi

qui vérifient
πi,j ◦ πk,i = πk,j
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et
πi,j ◦ πi = πj

pour k ≥ i ≥ j.
On peut reformuler l’existence de la fonction de Artin d’un idéal (f) comme
ceci : un i-jet qui se relève en un β(i)-jet se relève en un arc. Nous avons donc

πi(X∞) = πβ(i),i(Xβ(i))

Nous obtenons en particulier, par le théorème de Chevalley, le

Corollaire 1.6.6 [Na] Supposons que k est un corps algébriquement clos.
Soient (f) ⊂ ON [X1, . . . , Xn] et N ∈ N fixés. Alors pour tout i entier, πi(X∞)
est un sous-ensemble constructible de Xi.

Nous pouvons remarquer que si ON −→ ON [X]/(f) est lisse, la fonction de
Artin de (f) étant égale à l’identité, πi+1,i est une fibration localement triviale
de fibre kn(ni−ni−1) = knmi .

1.6.3 Structure des espaces de jets et fonction de Artin

Nous pouvons déjà formuler deux résultats simples qui découlent simple-
ment du fait que les espaces de jets forment un système projectif de limite
l’espace des arcs :

Lemme 1.6.7 Supposons que k est un corps non dénombrable (par exemple,
k = R, C) et (f) un idéal de ON [X]. Si (f) a des solutions modulo mi pour
tout i ∈ N, alors (f) admet des solution exactes.
En particulier, si (f) n’a pas de solution dans ON , alors (f) admet une fonction
de Artin constante.

Preuve : Considérons les πj,0(Xj) pour j > 0. Ce sont des ensembles construc-
tibles d’après le théorème de Chevalley. De plus on sait que les πj,0(Xj) forment
un système décroissant de fermés de X0 pour j croissant. L’espace Xo est une
variété algébrique et donc, par nœthérianité, nous voyons que ce système de
fermés se stabilise à partir d’un certain rang noté j0. Soit F une composante
irréductible de πj0,0(Xj0). Notons Cj = F ∩ πj,0(Xj) pour j ≥ j0. Les Cj sont
de la forme F\Fj où Fj est un fermé propre de F . Si k n’est pas dénombrable,
l’intersection des F\Fj est d’adhérence égale à F . Donc l’adhérence de l’inter-
section des πj,0(Xj) est égale à l’intersection des πj,0(Xj). Soit cette intersection
est vide et dans ce cas on ne peut pas trouver de solutions modulo j0, soit cette
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intersection n’est pas vide et (f) a des solutions exactes. �

Nous pouvons de manière similaire montrer l’existence de la fonction de
Artin dans le cas d’un corps fini :

Lemme 1.6.8 Soit k un corps fini. Alors tout idéal (f) de ON [X1, ..., Xn]
admet une fonction de Artin pour tous N et n.

Preuve : Soit i un entier. Les πj,i(Xj), pour j ≥ i sont des sous-ensembles
finis de Xi (lui-même fini). La famille {πj,i(Xj)}j≥i est une suite décroissante
de sous-ensembles finis de Xi. Cette famille se stabilise donc, c’est-à-dire qu’il
existe β(i) ≥ i tel que pour tout j ≥ β(i), πj,i(Xj) = πβ(i),i(Xβ(i)). �

1.6.4 Topologie m-adique sur l’espace des arcs et inégali-
tés de type Łojasiewicz

Nous avons défini une distance ultramétrique sur On
N à l’aide de la valuation

ord. Nous pouvons alors interpréter la linéarité de la fonction de Artin en terme
d’inégalité de type Łojasiewicz :

Proposition 1.6.9 [H2] Soit (f) = (f1, ..., fm) un idéal de ON [X] et β sa
fonction de Artin. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) ∃(a, b) ∈ (R+)2 / ∀i ∈ N, β(i) ≤ ai + b.

ii) ∃(A, B) ∈ (R+)2 / ∀x ∈ X∞,
∑

k

||fk(x)|| ≥ Bd(x, V (f1, ..., fm))A.

où V (f1, ..., fm) désigne l’ensemble des coins qui annulent (f). Et nous avons
alors A = a et B = e−b.

La preuve est directe.

1.7 Fonction de Artin pour un anneau de valua-
tion discrète

En 1966, M. J. Greenberg a montré l’existence de la fonction de Artin
pour les systèmes d’équations polynomiales à coefficients dans un anneau de
valuation discrète A, pour lequel le corps des fractions du complété pour la
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topologie m-adique est une extension séparable du corps des fractions de V . Il a
montré en même temps que cette fonction était bornée par une fonction affine.
Nous allons présenter un exemple simple, puis nous donnerons une preuve
rapide du résultat de Greenberg dans le cas où A = k[[T ]] avec k un corps de
caractéristique nulle.

1.7.1 Exemple dans un cas simple

Soit f(X) = aXα1
1 ...Xαn

n un monôme de k[[T ]][X1, ..., Xn] où k est un corps
de caractéristique quelconque, les αi sont strictement positifs et ord a = α0.
Nous allons calculer la fonction de Artin de f en étudiant la structure des
πj,i(Xj) pour i fixé et j > i. Plus précisemment, il est possible de définir
explicitement une partition de Xi en sous-ensembles constructibles Cα

k, p1,..., pn

tels que nous puissions déterminer le plus grand j pour lequel les i-jets de
Cα

k, p1,..., pn
se relèvent sur Xj. Cette approche a été poussée plus en avant par

M. Lejeune-Jalabert dans le cas d’une équation [LJ1].
Fixons i > 0 et notons

Oα
k, p1,..., pn

=
{
(x1, ..., xn) ∈ Xi / xp1(1)

α1 ... xpk
(k)αk−1... xpn(n)αn 6= 0

}
où les pl sont inférieurs ou égaux à i. Les Oα

k, p1,..., pn
sont des ouverts de Xi.

Soit Cα
k, p1,..., pn

défini comme suit :

Cα
k, p1,..., pn

= Oα
k, p1,..., pn

\
⋃∑

l αlql ≤
∑

l αlpl

(q1, ..., qn) 6= (p1, ..., pn)

Oα
k, q1,..., qn

.

Soit x ∈ Cα
k, p1,..., pn

. Pour relever x dans Xj, il faut annuler

f(x)j+1 = aα0xp1(1)α1 ... xpk
(k)αk−1... xpn(n)αn×xj+1−α0−

P
l αlpl+pk

(k)+gj+1(x)

où gj+1(x) ne dépend pas des xl(k) pour l ≥ j + 1− α0 −
∑

l αlpl + pk.
Pour j ≤ i + α0 +

∑
l αlpl− pk ces équations définissent des conditions fermées

de relèvement sur Cα
k, p1,..., pn

. Les nouvelles équations qui apparaissent pour
j > i + α0 +

∑
l αlpl − pk forment un système triangulaire. Nous voyons donc

que la famille πj,i(Xj) ∩ Cα
k, p1,..., pn

est une famille décroissante de fermés de
Cα

k, p1,..., pn
et est stable pour j ≥ i + α0 +

∑
l αlpl − pk.

Or les Cα
k, p1,..., pn

, pour k fixé, définissent une partition de Xi. Le polynôme
f admet donc une fonction de Artin égale à la fonction affine

i 7−→

(∑
l

αl

)
i + α0.
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1.7.2 Cas général

Proposition 1.7.1 Soit (f) un idéal de k[[T ]][X1, ..., Xn] où k est un corps de
caractéristique quelconque. Soit (Jf ) l’idéal de k[[T ]][X1, ..., Xn] défini comme
la restriction de l’idéal jacobien de (f) (qui est un idéal de k[[T ]][X1, ..., Xn]/(f).
Si (Jf ) admet une fonction de Artin β′, alors (f) admet une fonction de Artin
β qui vérifie

∀i ∈ N, β(i) ≤ 2β′(i). (1.4)

Preuve : Notons Xi l’espace des i-jets de (f) et X ′
i l’espace des i-jets de

(f) + (Jf ). Nous avons X ′
i ⊂ Xi. Soit xi un jet d’ordre i de (f) et supposons

qu’il se relève en x2β′(i) dans X2β′(i).
Deux cas peuvent se produire : soit nous avons ord(Jf (x2β′(i))) ≥ β′(i)+1, soit
nous avons ord(Jf (x2β′(i))) < β′(i) + 1.
Dans le premier cas, le projeté de x2β′(i) sur Xβ′(i) appartient à X ′

β′(i) et donc
ce projeté se relève en X∞ et xi aussi.
Dans le second cas, ord(Jf (x)) = p ≤ β′(i), donc nous avons dans ce cas
(f(x2β′(i))) ⊂ (Jf (x2β′(i)))m

β′(i)+1 et x2β′(i) se relève dans X2β′(i)+1 en x2β′(i)+1

d’après le théorème 1.5.7. Nous avons encore ord(Jf (x2β′(i)+1)) = p, donc par
induction nous pouvons relever x2β′(i) dans Xj pour tout j > 2β′(i) et donc
dans X∞. �

Théorème 1.7.2 [Gr] Soit (f) un idéal non nul de k[[T ]][X1, ..., Xn] où k
est un corps de caractéristique nulle. L’idéal (f) admet une fonction de Artin
bornée par une fonction linéaire.

Preuve : Nous allons effectuer une récurrence sur la hauteur de (f). Mon-
trons tout d’abord le résultat pour ht(f) = n + 1. D’après les réductions de
la partie 1.4, il nous suffit de montrer le résultat pour chaque idéal premier
associé à (f). Dans le cas présent, les idéaux associés à (f) sont les idéaux
maximaux de k[[T ]][X1, ...,, Xn]. En particulier, de tels idéaux ont des éléments
dans k[[T ]]. La fonction de Artin d’un tel idéal est donc constante.
Supposons que le résultat est vrai pour ht(f) > k avec n + 1 > k, et mon-
trons le pour ht(f) = k. Soit (f) un tel idéal. Toujours d’après la partie 1.4,
il nous suffit de montrer le résultat pour chaque idéal premier associé à (f).
Ces idéaux sont de hauteur supérieure ou égale à k. D’après l’hypothèse de
récurrence, il suffit de le montrer pour les idéaux premiers (f) de hauteur k.
D’après le théorème 1.7.1, la fonction de Artin de (f) est bornée par deux fois
celle de (Jf ). Comme k est de caractéristique nulle et que (f) est premier,
cet idéal est de hauteur strictement supérieure à celle de (f). L’hypothèse de
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récurrence s’applique à cet idéal, le résultat s’ensuit alors. �

1.8 Fonction de Artin d’un germe de variété ana-
lytique

1.8.1 Rappels et définitions

Soit (f) un idéal de k{X1, ..., Xn} définissant un germe de variété analytique
(X, 0) plongé dans (kn, 0). Soit N ≥ 1 un entier. Considérons la fonction de
Artin de l’idéal (f)N de ON{X1, ..., Xn} engendré par (f), et notons la β(f), N .
Nous donnons alors la

Proposition-Définition 1.8.0.1 Soit (f) un idéal de k{X1, ..., Xn} définis-
sant un germe de variété analytique (X, 0) plongé dans (kn, 0). Soit N ≥ 1 un
entier. Nous appellerons N-ième fonction de Artin de (X, 0) la fonction β(f), N .
D’après le lemme 1.6.4, cette suite de fonctions est un invariant analytique du
germe. D’autre part nous avons les inégalités

∀N ≥ 1, ∀i ∈ N, β(f), N(i) ≤ β(f), N+1(i)

d’après le lemme 1.6.3.

Nous verrons plus tard que ces inégalités peuvent être strictes. Si le germe
est non-singulier, alors le morphisme k −→ k{X}/(f) est lisse et donc le
morphisme ON −→ ON{X}/(f)N aussi et β(f), N est égale à l’identité. La
réciproque est vraie d’après la proposition 1 de [H1]. La suite de fonctions
(β(f), N)N est donc une mesure de la singularité du germe considéré. Dans le
cas des hypersurfaces, plusieurs auteurs ont étudié β1, appelée parfois fonction
de Artin-Greenberg du germe [LJ1], [H1]. Le calcul explicite de β1 pour les
courbes planes a même été effectué [H2]. M. Hickel a montré que la constante
égale à θ := limiβ1(i)/i est une mesure du nombre d’éclatements nécessaires
pour désingulariser un germe d’hypersurface :

Proposition 1.8.1 [H2] Soit (X, 0) un germe d’hypersurface singulier défini
par une équation. Soit une suite d’éclatements πj de centres lisses Zj où Xj est
équimultiple le long de Zj, Xj+1 est la transformée stricte de Xj et où Xn est
lisse :

Wn
πn // Wn−1

πn−1 // · · · π1 // W0

Xn
πn //

?�

OO

Xn−1
πn−1 //

?�

OO

· · · π1 // X0 = X
?�

OO
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Alors nous avons
n ≥ θ − 1

m0

(1.5)

où θ := limiβ1(i)/i et m0 est la multiplicité de X en l’origine.

La première fonction de Artin de (X, 0) nous donne donc une condition néces-
saire quant à la désingularisation d’un germe de variété analytique.
Par ailleurs, M. Hickel a montré le théorème suivant :

Théorème 1.8.2 [H1] Soient f un germe de fonction holomorphe à l’origine
de Cn et Jf l’idéal jacobien de I = (f). Alors nous avons

β(f), 1(i) ≤ βJf , 1(i) + i , ∀i ∈ N

Ce théorème relie la fonction de Artin de (f) avec celle de son jacobien, et
cette inégalité est bien meilleure que celle de Greenberg (cf. théorème 1.7.1).
En particulier, dans le cas d’un germe à singularité isolée, ce théorème permet
d’obtenir le résultat suivant :

Théorème 1.8.3 [H1] Soit f un germe de fonction holomorphe à l’origine de
Cn. Supposons que f est à singularité isolée et notons ν son exposant de Łoja-
siewicz (c’est-à-dire l’exposant de Łojasiewicz du jacobien de (f), cf. remarque
1.5.13 ou section 2 de [H1]). Alors

β(f), 1(i) ≤ bν ic+ i , ∀i ∈ N.

Ces deux derniers résultats sont cependant faux si N ≥ 2. Nous allons le
montrer en étudiant le cas f = X2 − Y 3. Nous ne savons pas dans ce cas si
β(f), N est majorée par une fonction affine quand N ≥ 2.

1.8.2 Approximation par une puissance p-ième

Soit p ∈ N\{0,, 1}. Nous nous plaçons dans le cas où l’anneau de base est
ON (l’anneau des séries formelles ou convergentes) avec k un corps normé de
caractéristique première à p. Cet anneau est muni de la valuation mN -adique
que nous noterons ord.
Soit p ∈ N\{0, 1}. Nous allons tout d’abord présenter un algorithme d’ap-
proximation, pour la valuation ord, d’un d’élément de ON par une puissance
p-ième, c’est-à-dire trouver, pour tout x ∈ ON , un élément zx qui vérifie l’éga-
lité supz ord(x− zp) = ord(x− zp

x).
Notons x =

∑
k∈N xk où xk est le terme d’ordre k de x. Soit k0 le plus petit

indice pour lequel xk 6= 0.
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Initialisation : Si xk0 est une puissance p-ième d’un élément de ON , nous
pouvons initialiser l’algorithme, sinon supz ord(x− zp) = ord(x). Dans le
cas où ce terme est une puissance p-ième, nous posons

z1 = p
√

xk0 et x1 = x− zp
1

avec p
√

xk0 une racine p-ième de xk0 . Nous voyons que p ord z1 = ord x et
que ord(x1) > ord(x).

Récurrence : Supposons que l’on ait construit zn à la n-ième étape tel que

xn = x− zp
n =

∑
k

xn,k

vérifie ord(xn) > ord(x) où xn,k est le terme d’ordre k de xn. Soit k0
n tel

que ord(xn) = ord(xn,k0
n
). Supposons que xn,k0

n
soit divisible par p

√
xk0

p−1.
Nous posons alors

zn+1 = zn +
xn,k0

n

p p
√

xk0
p−1 et xn+1 = x− zp

n+1.

Nous avons xn+1 = x − zp
n+1 = xn −

x
n,k0

n
p
√

xk0
p−1 zp−1

n + ε où nous avons

ord(ε) > ord(
x

n,k0
n

p
√

xk0
p−1 zp−1

n ). Le terme initial de xn est égal à xn,k0
n

qui est

aussi le terme initial de
x

n,k0
n

p
√

xk0
p−1 zp−1

n . Donc ord(xn+1) > ord(xn).

Arrêt : Dans le cas où x n’est pas une puissance p-ième, l’algorithme s’arrête.
En effet, si ON est l’anneau des séries formelles, nous voyons que la suite
(zn) est de Cauchy et donc converge. Dans ce cas sa limite est une ra-
cine p-ième de x. Si ON est l’anneau des séries convergentes, si x est une
racine p-ième dans l’anneau des séries formelles, alors d’après l’existence
de la fonction de Artin du polynôme Zp − x, nous voyons que x est une
racine p-ième dans ON .
Il donc existe un rang n pour lequel xn,k0

n
n’est plus divisible par p

√
xk0

p−1

dans la récurrence. Nous avons un terme que nous ne pouvons pas élimi-
ner et zn est une puissance p-ième parmi celles qui sont les plus proches
de x pour la topologie mN -adique.

1.8.3 Etude la fonction de Artin de X2 − Y 3

Supposons que la caractéristique de k est différente de 2 et de 3. Posons
f = X2−Y 3 et fixons N ≥ 2. Les solutions de f dans O2

N sont les couples de la
forme (z3, z2) avec z ∈ ON . Pour tout entier j > 3, nous allons donner xj ∈ ON
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tel que maxu∈ON
ord(xj − u3) = 2j + 9 et maxz∈ON

ord(x2
j − z3) = 8j + 6. En

choisissant yj tel que maxz∈ON
ord(x2

j − z3) = ord(x2
j − y3

j ), nous voyons que
toute solution (z3, z2) de f vérifie nécessairement ord(xj − z3) ≤ 2j + 9. Cela
nous permet de dire que si N ≥ 2

lim sup
i7−→+∞

β(X2−Y 3), N(i)

i
≥ 4 .

L’idéal jacobien de (X2 − Y 3) est égal à (X, Y 2) dont la fonction de Artin est
égale à i 7−→ 2i. En particulier nous n’avons pas la majoration

β(X2−Y 3), N(i) ≤ βJ(X2−Y 3), N
(i) + i , ∀i >> 0, ∀N ≥ 2 ,

vérifiée pour N = 1 d’après le théorème 1.8.2.
L’idée est la suivante : supposons que x = z3 + ∆x où z3 est un plus proche
cube de x. En particulier, le terme initial de ∆x n’est pas divisible par in(z)2, le
terme initial de z, d’après l’algorithme précédent. Or x2 = z6 +2z3∆x+(∆x)2

et le terme initial de 2z3∆x peut être divisible par in(z)4, c’est-à-dire que le
terme initial de ∆x peut être divisible par in(z). Si cela est le cas, nous pouvons
continuer l’algorithme d’approximation de x2 par un cube. Nous approfondis-
sons ici cet argument :

Soit
xj := T 15

1 +
3

2
T 12

1 T j
2 + T 9

1 T 2j
2 +

1

3
T 6

1 T 3j
2 +

5

96
T 3

1 T 4j
2 +

1

576
T 5j

2

avec j > 3. Nous avons, en appliquant l’algorithme d’approximation par une
puissance 3-ième à xj,

max
z∈ON

ord(xj − z3) = ord(xj − (T 5
1 +

1

2
T 2

1 T j
2 )3) =

= ord
(

1

4
T 9

1 T 2j
2 +

5

24
T 6

1 T 3j
2 +

5

96
T 3

1 T 4j
2 +

1

576
T 5j

2

)
= 2j + 9.

Par ailleurs

x2
j = T 30

1 + 3T 27
1 T j

2 +
17

4
T 24

1 T 2j
2 +

11

3
T 21

1 T 3j
2 +

101

48
T 18

1 T 4j
2 +

119

144
T 15

1 Y 5j
2 +

+
127

576
T 12

1 T 6j
2 +

11

288
T 9

1 T 7j
2 +

107

27648
T 6

1 T 8j
2 +

5

27648
T 3

1 T 9j
2 +

1

331776
T 10j

2 .

Appliquons l’algorithme d’approximation par une puissance 3-ième à x2
j . Nous

voyons que

x2
j =

(
(T 5

1 +
1

2
T 2

1 T j
2 )2 +

1

6
T 4

1 T 2j
2 +

1

18
T1T

3j
2

)3

+
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+
1

82944
T 6

1 T 8j
2 +

7

746496
T 3

1 T 9j
2 +

1

331776
T 10j

2 .

Donc
max
z∈ON

ord(x2
j − z3) = 8j + 6.

Posons alors
yj := (T 5

1 +
1

2
T 2

1 T j
2 )2 +

1

6
T 4

1 T 2j
2 +

1

18
T1T

3j
2 .

Nous avons alors ord(x2
j−y3

j ) = 8j+6 et maxz∈ON
ord(xj−z3) = 2j+9 comme

annoncé.



Chapitre 2

Approximation diophantienne et
fonction de Artin

En 1989, M. Spivakovsky a énoncé la conjecture suivante : "la fonction de
Artin de tout idéal de ON est bornée par une fonction affine, pour N ≥ 2" (cf.
[Spi3]). Nous donnons ici un contre-exemple à cette conjecture :

Théorème 2.0.4 La fonction de Artin du polynôme

P (X, Y, Z) := X2 − ZY 2 ∈ ON [X, Y, Z]

est bornée inférieurement par une fonction polynomiale de degré 2 si N ≥ 2 et
si car (k) 6= 2.

Nous relions tout d’abord un résultat de type approximation diophantienne
sur le corps KN (le corps des fractions de ON) à l’existence d’une fonction de
Artin (proposition 2.1.1 et corollaire 2.1.4). Nous montrons ensuite un résultat
d’approximation diophantienne entre le corps de séries en plusieurs variables
et son complétété pour la topologie m-adique (théorème 2.2.1). Nous montrons
alors, à l’aide d’un exemple (cf. exemple 2.2.5), qu’il n’existe pas de résultat du
type théorème de Liouville pour une extension finie de KN dans K̂N , son com-
plété pour la topologie mN -adique. Nous remarquons alors que nous pouvons
construire, à partir de cet exemple, un polynôme dont la fonction de Artin n’est
pas bornée par une fonction affine (théorème 2.0.4). Nous déduisons de cela, en
dernière partie, qu’il n’existe pas de théorie d’élimination des quantificateurs
dans KN , pour N ≥ 2 (théorème 2.4.1), pour le langage défini dans la dernière
partie.

Soient N un entier positif non nul et k un corps ; nous utiliserons les nota-
tions suivantes :

39
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– ON est l’anneau des séries formelles k[[T1, ..., TN ]] et mN son idéal maxi-
mal (ou m quand il n’y aura pas d’équivoque possible sur N).

– ord est la valuation mN -adique sur ON . Cette valuation définit une norme
| | sur ON en posant |x| = e−ord(x) et cette norme induit une topologie
appelée topologie m-adique.

– VN :=
{

x
y
/ x, y ∈ ON et ord(x) ≥ ord(y)

}
, l’anneau de valuation dis-

crète qui domine ON pour ord. Nous noterons m′
N son idéal maximal.

– V̂N := k
(

T1

TN
, ..., TN−1

TN

)
[[TN ]] est le complété pour la topologie m-adique

de VN . Nous noterons m̂N l’idéal maximal de cet anneau, ord l’extension
de la valuation mN -adique et | | l’extension de la norme associée.

– KN et K̂N sont respectivement les corps de fractions de ON et de V̂N . On
peut remarquer que K̂N est le complété de KN pour la norme | |.

Remarque 2.0.5 Le théorème d’approximation analytique de Wavrik (cf. [W1])
donne l’existence de la fonction de Artin pour les systèmes d’équations poly-
nomiales à coefficients dans k{T1, ..., TN}, l’anneau des séries convergentes,
quand k est muni d’une norme et est de caractéristique 0. Tout ce qui est
énoncé dans la suite est encore valable dans ce cas.

2.1 Polynôme homogène à zéro isolé et approxi-
mation diophantienne

Nous allons montrer ici que la fonction de Artin d’un polynôme homogène
à zéro isolé est bornée par une fonction affine si et seulement si nous avons un
résultat de type approximation diophantienne (cf. remarque 2.1.2) :

Proposition 2.1.1 Soit P ∈ ON [X1, ..., Xn] un polynôme homogène qui a
pour unique zéro dans ON le point (0, ..., 0). Notons Qi(X1, ..., X̂i, ..., Xn) le
polynôme P (X1, ..., 1, ..., Xn) où la variable Xi est remplacée par 1 dans P ,
pour i ∈ {1, ..., n}.
Le polynôme P admet une fonction de Artin bornée par une fonction affine si
et seulement si il existe deux constantes positives a et b telles que nous ayons

min
j

{
ord
(uj

v
− yj

)}
≤ a ord(v) + b. (2.1)

pour tout i ∈ {1, ..., n}, pour toute racine (y1, ..., ŷi, ..., yn) de Qi dans V̂N et
pour tout u1, ..., ûi, ..., un et v dans ON .
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Remarque 2.1.2 La condition (2.1) peut aussi s’énoncer sous la forme sui-
vante : il existe deux constantes positives c et K telles que pour tout entier
i ∈ {1, ..., n}, pour toute racine (y1, ..., ŷi, ..., yn) de Qi dans V̂N et pour tout
u1, ..., ûi, ..., un et v dans ON , nous ayons

max
j

{∣∣∣uj

v
− yj

∣∣∣} ≥ K|v|c.

Remarque 2.1.3 Deux cas peuvent se produire : soit aucun des polynômes Qi

n’admet de solutions dans V̂N , soit au moins un de ces polynômes en admet
une. Dans le premier cas, d’après la preuve qui suit de la proposition 2.1.1, la
fonction de Artin de P est bornée par une fonction de la forme i 7−→ di + c où
c ∈ N et d est le degré de P .
Dans le second cas, si la condition (2.1) est vérifiée, alors la fonction de Artin
de P est bornée par une fonction de la forme i 7−→ (λa + d)i + c où c ∈ R+ et
λ ≥ 1 sont des constantes.

Preuve : Soit P comme dans l’énoncé et x1, ..., xn ∈ ON . Quitte à changer le
nom des variables, nous pouvons supposer que ord(x1) ≤ ... ≤ ord(xn). Nous
avons alors

P (x1, ..., xn) = xd
1P

(
1,

x2

x1

, ...,
xn

x1

)
où d est le degré de P . Notons alors Q(Y2, ..., Yn) := Q1(Y2, ..., Yn) le polynôme
P (1, Y2, ..., Yn). Le polynôme Q n’a pas de racine dans ON . Il n’en a donc pas
non plus dans VN , mais peut en avoir dans V̂N .
Supposons que Q n’a pas de racine dans V̂N . Comme V̂N est de la forme K[[T ]]
où K est un corps et T une variable formelle, d’après le théorème de Greenberg
(cf. [Gr]), Q admet une fonction de Artin bornée par une constante c et dans
ce cas, nous obtenons alors ord

(
P
(
1, x2

x1
, ..., xn

x1

))
< c + 1. Donc

ord (P (x1, ..., xn)) < d ord(x1) + c + 1 .

Si Q a des racines dans V̂N , toujours d’après [Gr], Q admet une fonction de
Artin bornée par une fonction affine i 7−→ λi + µ. Remarquons que (0, ..., 0)

n’est pas un zéro de Q. Notons (y2, ..., yn) un plus proche zéro de
(

x2

x1
, ..., xn

x1

)
pour la topologie m-adique et supposons, quitte à faire un changement de
variables, que y2 6= 0 et ord(y2) ≤ ... ≤ ord(yn).
Supposons que nous ayons minj

{
ord
(

xj

x1
− yj

)}
≤ a ord(x1)+ b où a et b sont

des constantes. Alors nous avons

ord
(

Q

(
x2

x1

, ...,
xn

x1

))
< λ

(
min

j

{
ord
(

xj

x1

− yj

)}
+ 1

)
+ µ + 1
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< λ(a ord(x1) + b + 1) + µ + 1.

D’où
ord(P (x1, ..., xn)) < (aλ + d) ord(x1) + λa(b + 1) + µ + 1.

Inversement, supposons qu’il existe i ∈ {1, ..., n} tel que, pour tout c ∈ N, il
existe une racine (y1,c, ..., ŷi,c, ..., yn,c) de Qi dans V̂N et des uj,c et vc dans ON

tels que

min
j

{
ord
(

uj,c

vc

− yj,c

)}
≥ c ord(vc).

Supposons, quitte à changer les variables, que Qi = Q1 = Q. Nous avons

ord
(

Q

(
u2,c

vc

, ...,
un,c

vc

))
≥ min

j

{
ord
(

uj,c

vc

− yj,c

)}
≥ c ord(vc).

D’où
ord(P (vc, u2,c, ..., un,c)) ≥ (c + d) ord(vc).

Or, comme ord(yj,c) ≥ 0, nous avons ord
(

uj,c

vc

)
≥ 0 pour tout j et pour tout

c et alors min(ord(vc), ord(u2,c), ..., ord(un,c)) = ord(vc). Donc P n’admet pas
de fonction de Artin bornée par une fonction affine. �

Nous déduisons de la proposition précédente le résultat d’approximation
diophantienne suivant :

Corollaire 2.1.4 Soit x ∈ K̂N\KN entier sur KN . Alors il existe une fonction
croissante γ : N −→ N telle que

ord
(u

v
− x
)
≤ γ(ord(v))

pour tous u et v dans ON .
Si Q = adX

d + · · · + a0 est le polynôme minimal de x sur ON , alors γ est
majorée par une fonction affine si et seulement si la fonction de Artin du
polynôme P = adX

d + ad−1X
d−1Y · · ·+ a0Y

d ∈ ON [X, Y ] est majorée par une
fonction affine, c’est-à-dire qu’il existe a ≥ 1 et K ≥ 0 tels que∣∣∣u

v
− x
∣∣∣ ≥ K|v|a, ∀u, v ∈ ON .

Preuve : Soit x ∈ K̂N entier sur KN . Si ord(x) ≥ 0, soit Q un polynôme
irréductible de ON [X] tel que Q(x) = 0 et P (X, Y ) l’homogénéisé de Q. Le
corollaire découle alors de la proposition précédente si P admet une fonction
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de Artin bornée par une fonction affine. Si ce n’est pas le cas, l’existence de
la fonction de Artin de P nous garantit de toute façon l’existence d’un tel γ
d’après la dernière partie de la preuve précédente.
Si ord(x) < 0, notons Q un polynôme irréductible de ON [X] tel que Q(x) =
0. Soit P (X, Y ) l’homogénéisé de Q et R(Y ) = P (1, Y ). Le polynôme R
est irréductible, de même degré que Q, et R(1/x) = 0. Nous en déduisons
alors que Q

(
u
v

)
= ud

vd R
(

v
u

)
. Si le terme initial de u

v
est différent du terme

initial de x pour la valuation ord, alors nous avons ord
(

u
v
− x
)
≤ ord(x).

Sinon, ord(u)+ ord(x) = ord(v). Sachant que 1/x ∈ V̂N , d’après la proposition
précédente et l’existence la fonction de Artin pour le polynôme P , nous savons
qu’il existe une fonction β telle que ord

(
v
u
− 1

x

)
≤ β(ord(u)). Or nous avons

ord
(u

v
− x
)

= ord
(

v

u
− 1

x

)
+ ord

(u

v

)
+ ord(x) = ord

(
v

u
− 1

x

)
+ 2ord(x).

Et donc ord
(

u
v
− x
)
≤ β(ord(v) − ord(x)) − 2ord(x). Dans tous les cas, nous

avons ord
(

u
v
− x
)
≤ β(ord(v)− ord(x)) + ord(x). �

Remarque 2.1.5 S. Izumi a montré que les polynômes de la forme Xd−uY d,
où u ∈ ON n’est pas une racine d-ième, admettent une fonction de Artin bornée
par une fonction affine (cf. proposition 5.1 de [I2]).

2.2 Approximation diophantienne dans le corps
des séries en plusieurs variables

Nous allons montrer ici que l’approximation diophantienne du corollaire
2.1.4 est “linéaire”. Nous nous sommes inspiré là de la preuve de la proposition
5.1 de [I2]. Nous utilisons en particulier le théorème d’Izumi sur les Inégalités
Complémentaires Linéaires associées à l’ordre m-adique sur un anneau local
analytiquement irréductible.
Pour cela, nous allons tout d’abord introduire les notations suivantes :
Soit z ∈ K̂N\KN entier sur KN . Soit Q(Z) un polynôme irréductible de ON [Z]
annulant z. Ce polynôme engendre l’idéal des polynômes de KN [Z] s’annulant
en z. Nous pouvons écrire Q(Z) = a0 + a1Z + · · · + adZ

d. Nous noterons
P (X, Y ) := a0Y

d+a1XY d−1+· · ·+adX
d. Considérons les extensions suivantes :

ON −→ ON [Z](T1,..., TN , Z) −→ ON [Z](T1,..., TN , Z)/(Q(Z)) = O

Notons ord la valuation (T1, ..., TN , Z)-adique sur ON [Z](T1,..., TN , Z) qui étend
la valuation ord définie précédemment et ordO l’ordre (T1, ..., TN , Z)-adique
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sur ON [Z](T1,..., TN , Z)/(Q(Z)). Considérons Q(Z), le terme initial de Q(Z) pour
la valuation ord sur ON [Z](T1,..., TN , Z). Nous avons alors

GrmOO =
(GrmN

ON ⊗k (k⊕ (Z)/(Z)2 ⊕ (Z)2/(Z)3 ⊕ · · · ))
(Q(Z))

.

Nous avons alors le

Théorème 2.2.1 Soient z ∈ K̂N\KN algébrique sur KN . Alors il existe a ≥ 1
et K ≥ 0 tels que ∣∣∣∣xy − z

∣∣∣∣ ≥ K|y|a, ∀x, y ∈ ON . (2.2)

Preuve : Tout d’abord, nous allons nous ramener au cas où O est intègre
et Q(Z) = Zd. Nous serons alors sous les hypothèses du théorème d’Izumi que
nous pourrons donc utiliser.
Pour tout u ∈ ON , nous notons Qu(Z) = udad−1

d Q(Z/uad). Nous avons

Qu(Z) = a0u
dad−1

d + a1u
d−1ad−2

d Z + · · ·+ Zd.

Le polynôme Qu(Z) est dans ON [Z], unitaire, et irréductible comme polynôme
de KN [Z] car Q(Z) est irréductible. Donc Qu(Z) est irréductible dans ON [Z].
Fixons u de telle manière à ce que Qu(Z) = Zd et tel que ord(u) ≥ 1 (il suffit
de choisir u d’ordre grand). Le polynôme Qu(Z) est un polynôme distingué car
ord(u) ≥ 1. Donc Qu(Z) est irréductible dans ON+1 ([To], lemme 1.7) et O est
intègre. Les zéros de Qu(Z) dans K̂N sont les uzi où les zi sont les zéros de Q(Z)

dans K̂N . Soit z un zéro de Q(Z) dans K̂N . Si nous avons
∣∣∣xy − uz

∣∣∣ ≥ K|y|a,

∀x, y ∈ ON , alors nous avons
∣∣∣xy − z

∣∣∣ ≥ K
|u| |y|

a, ∀x, y ∈ ON .

Nous pouvons donc supposer que O est intègre et que Q(Z) = Zd, ce que nous
ferons à partir de maintenant.

Notons z1, ..., zp les différentes solutions de Q(Z) autres que z dans K̂N , et
fixons x et y dans ON . Notons Z l’image de Z dans O.
Notons r := max{ord(z), ord(z− zk), k = 1, .., p} si p 6= 0 et r = ord(z) sinon.
Supposons que ord(x/y − z) > r. En particulier ord(x) − ord(y) = ord(z).
Notons C := ord(x)− ord(y) = ord(z).
Nous avons Y dQ

(
X
Y

)
= P (X, Y ). Or Q(Z) = 0 dans l’anneau O qui est in-

tègre, donc Q(T ) = (T −Z)(bd−1T
d−1 + bd−2T

d−2 + · · ·+ b0) dans O[T ], et donc
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P (X, Y ) = (X − ZY )(bd−1X
d−1 + bd−2X

d−2Y + · · · + b0Y
d−1) dans O[X, Y ].

En développant l’expression précédente nous voyons que

bd−1 = ad

bi = ai+1 + Zbi+1, 1 ≤ i ≤ d− 2
b0 = −a0/Z

D’où
bi := Z

d−i−1
ad + Z

d−i−2
ad−1 + · · ·+ ai+1.

Notons
h := bd−1x

d−1 + bd−2x
d−2y + · · ·+ b0y

d−1.

Nous avons alors (x− Zy)h = P (x, y) dans O. Nous pouvons écrire

h =
P (x, y)− a0y

d

x
+

P (x, y)− a0y
d − a1xyd−1

x2
yZ + · · ·

+
P (x, y)− a0y

d − a1xyd−1 − · · · − ad−1x
d−1y

xd
(yZ)d−1.

Notons

fi :=
P (x, y)− a0y

d − · · · − aix
iyd−i

xi+1
yi

Nous avons alors h = f0 + f1Z + · · ·+ fd−1Z
d−1 et les fi sont dans ON .

L’anneau O étant intègre, d’après le théorème d’Izumi [I2], il existe deux
constantes A ≥ 1 et B ≥ 0 telles que

A(ordO(x− Zy) + ordO(h)) + B ≥ ordO(P (x, y)) ≥ ord(P (x, y)). (2.3)

Deux cas se présentent alors :
Cas 1 : Soit ord(P (x, y)) ≤ ord(a0y

d), et alors dans ce cas

ord(P (x, y)) ≤ d ord(y) + ord(a0). (2.4)

Cas 2 : Soit ord(P (x, y)) > ord(a0y
d). Soit g = g0 +g1Z + · · ·+gd−1Z

d−1 avec
les gi ∈ ON . Alors l’image de g dans GrmO est non nulle puisque Q(Z) est de
degré d en Z. Donc ordO(g) = mini{ord(gi) + i}. En particulier,

ordO(h) ≤ ord
(

P (x, y)− a0y
d

x

)
= d ord(y)− ord(x) + ord(a0).

D’autre part ordO(x−Zy) = min{ord(x), ord(y)+1}. Donc, d’après l’équation
(2.3), nous obtenons

ord(P (x, y)) ≤ Ad ord(y)−A ord(x)+A min{ord(x), ord(y)+1}+Aord(a0)+B.
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Nous avons alors

ord(P (x, y)) ≤ Ad ord(y) + Aord(a0) + B (2.5)

Conclusion : Si ord(x/y− z) > r, alors il existe deux constantes, a et b telles
que

ord(P (x, y)) ≤ a ord(y) + b.

Or P (x, y) = ydQ(x/y). Nous pouvons écrire Q(Z) sous la forme

Q(Z) = R(Z)

p∏
k=1

(Z − zk)
nk .(Z − z)n

avec R un polynôme de degré q en Z qui n’admet pas de zéro dans K̂N . Nous
avons alors ord(R(x/y)) ≥ c pour une constante c indépendante de x et de y car
ord(x/y) = C est fixé. Comme ord(x/y−z) > r, nous avons ord(x/y−zk) ≤ r.
D’où

ord(Q(x/y)) ≥ c +

p∑
k=1

nk min{ord(x/y), ord(zk)}+ n ord(x/y − z)

≥ c +

p∑
k=1

nk min{C, ord(zk)}+ n ord(x/y − z).

Notons D = c +
∑p

k=1 nk min{C, ord(zk)}. Nous obtenons alors

(a− d)ord(y) + b ≥ n ord(x/y − z) + D

où encore ∣∣∣∣xy − z

∣∣∣∣ ≥ K|v|α

avec K := eD−b et α := (a − d)/n. Si ord(x/y − z) ≤ r, nous avons alors∣∣∣xy − z
∣∣∣ ≥ K ′ avec K ′ := e−r. Dans tous les cas nous avons l’inégalité voulue. �

La proposition 2.1.1 nous permet alors de déduire le corollaire suivant qui
donne une réponse à une question qui nous a été posée par M. Hickel :

Corollaire 2.2.2 Soit P (X, Y ) un polynôme homogène en X et Y à coeffi-
cients dans ON . Supposons que (0, 0) est le seul zéro de P dans ON . Alors P
admet une fonction de Artin bornée par une fonction affine. C’est-à-dire qu’il
existe K > 0 et a ≥ 1 tels que

|P (x, y)| ≥ K|(x, y)|a, ∀x, y ∈ ON .
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Exemple 2.2.3 Soit Q(Z) ∈ ON [Z] un polynôme n’ayant aucune racine dans
ON . Par exemple Q(Z) = Zd−T d+1

1 ou Q(Z) = Zd− (T d
1 +T d+1

2 ). Définissons
P (X, Y ) := Y dQ(X/Y ). Le polynôme P est homogène en X et Y et n’admet
pas d’autre solution dans ON que (0, 0). Un tel polynôme admet donc une
fonction de Artin bornée par une fonction affine. La preuve de la proposition
2.1.1 nous permet de dire que l’on peut choisir le coefficient de linéarité de la
fonction égal à d dans le premier cas (car Q(Z) n’a pas de zéro dans V̂N). Dans
le second cas α est strictement plus grand que d car Q(Z) admet des zéro dans
V̂N (voir aussi la preuve du théorème 2.2.4).

En fait plus généralement, nous avons le théorème suivant :

Théorème 2.2.4 Soit P (X, Y ) un polynôme homogène en X et Y à coeffi-
cients dans ON . Alors P admet une fonction de Artin bornée par une fonction
affine.

Preuve : Soit P comme dans l’énoncé et x, y ∈ ON . Quitte à renommer
les variables, nous pouvons supposer que ord(y) ≤ ord(x). Nous avons alors

P (x, y) = ydP

(
1,

x

y

)
.

Notons alors Q(Y ) le polynôme P (1, Y ).
i) Supposons que Q n’a pas de racine dans V̂N . Comme V̂N est de la forme
K[[T ]] où K est un corps et T une variable formelle, d’après le théorème de
Greenberg (cf. [Gr]), Q admet une fonction de Artin bornée par une constante
c et dans ce cas nous obtenons alors ord

(
P
(
1, x

y

))
< c + 1. Donc

ord (P (x, y)) < d ord(y) + c + 1 .

ii) Si Q a des racines dans V̂N , toujours d’après [Gr], Q admet une fonction
de Artin bornée par une fonction affine i 7−→ λi + µ où λ ≤ d. Remarquons
que Q n’a qu’un nombre fini de racines car V̂N est intègre. Soit z un zéro de Q
dans K̂N , plus proche de x/y que tous les autres zéros de Q pour la topologie
m-adique. Comme i 7−→ λi + µ majore la fonction de Artin de Q, nous avons

Q

(
x

y

)
≤ λ ord

(
z − x

y

)
+ µ.

• Si z ∈ VN , alors z = u/v avec u et v dans ON premiers entre eux, et

ord
(

z − x

y

)
= ord

(
uy − vx

vy

)
.
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Donc

ord (P (x, y)) ≤ (d− λ)ord(y) + λord(uy − vx) + (µ− λord(v)).

D’après le lemme d’Artin-Rees, il existe i0 ≥ 0 ne dépendant que de u et v, tel
que

(u, v) ∩mi+i0 ⊂ (u, v)mi (2.6)

pour tout entier i positif. Donc si ord(uy−vx) ≥ i+i0, alors il existe x et y tels
que uy−vx = 0 et x−x, y−y ∈ mi. Nous choisirons dorénavant une constante
i0 pour laquelle l’inclusion (2.6) ci-dessus est vérifiée pour tout (u, v), où u/v
est une racine de Q et u et v sont premiers entre eux. Comme Q n’a qu’un
nombre fini de racines, une telle constante existe.
• Si z /∈ VN , d’après le théorème 2.2.1, il existe a et b tels que

ord
(

z − x

y

)
≤ a ordy + b.

Donc nous avons

ord(P (x, y)) ≤ λ ord
(

z − x

y

)
+ dord(y) + µ ≤ (aλ + d)ordy + λb + µ.

Nous pouvons faire le même raisonnement si ord(y) ≥ ord(x). Donc dans tous
les cas nous avons

ord (P (x, y)) ≤ A min {ord(x), ord(y)}+ B max
u/v zéro de Q

ord(uy − vx) + C

où A, B et C sont des constantes, et u/v est un zéro de Q dans KN avec u et
v premiers entre eux dans ON .
Supposons que nous ayons ord(P (x, y) ≥ 2 max{A, B}(i + i0) + C, alors nous
avons soit min {ord(x), ord(y)} ≥ i + i0 ≥ i, soit ord(uy − vx) ≥ i + i0. Dans
le premier cas, nous posons x = y = 0. Dans le second cas, d’après le lemme
d’Artin-Rees, il existe x et y tels que uy−vx = 0 et x−x, y−y ∈ mi. Dans tous
les cas P (x, y) = 0 et x−x, y− y ∈ mi. C’est-à-dire que P admet une fonction
de Artin bornée par la fonction affine i 7−→ 2 max{A, B}(i + i0) + C. �

Exemple 2.2.5 Nous présentons ici une suite d’éléments xp ∈ K̂N , pour
p ∈ N\{0, 1, 2}, de degré 2 sur KN , pour lesquels il existe up, k et vp, k tels
que

∣∣∣xp − uk, p

vk, p

∣∣∣ = Cp|vk|
p
2
−1 et ord(vp, k) tend vers +∞ avec k, où Cp est une

constante qui dépend de p. Nous voyons donc que, contrairement au cas des
nombres réels algébriques, la meilleure borne a telle qu’il existe K avec∣∣∣x− u

v

∣∣∣ > K|v|a, ∀u, v ∈ ON
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ne peut pas être bornée par le degré de l’extension de KN par x. Il n’existe donc
pas de version du théorème de Liouville pour les extensions finies de KN dans
K̂N .

Supposons que car k 6= 2.
Soit Pp(X, Y ) le polynôme X2 − (T 2

1 + T p
2 )Y 2 avec p ∈ N\{0, 1 2}. Le terme

T 2
1 + T p

2 n’est pas un carré car la caractéristique du corps de base est différente
de 2. Le seul zéro de Pp est alors (0, 0). Soit Qp(X) = X2 − (T 2

1 + T p
2 ). Le

polynôme Qp a deux racines dans V̂N qui sont xp et −xp avec

xp = T1

(
1 +

1

2

T p
2

T 2
1

− 1

8

T 2p
2

T 4
1

+ · · ·+ (−1)n−1(2n− 2)!

22n−1(n− 1)!n!

T np
2

T 2n
1

+ · · ·
)

Notons an := (−1)n−1 (2n−2)!
22n−1(n−1)!n!

. Soit k un entier positif et notons

xp, k := T1

k−1∑
i=0

ai
T ip

2

T 2i
1

.

Nous avons
xp − xp, k ∈ mk(p−2)+1

et xp, k s’écrit sous la forme up, k

vp, k
avec up, k et vp, k premiers entre eux et de plus

vp, k = T 2k−3
1 . D’où

ord
(

xp −
up, k

vp, k

)
= k(p− 2) + 1 =

(p

2
− 1
)

ord(vp, k) +
3

2
p− 2,

ou encore
∣∣∣∣xp −

up, k

vp, k

∣∣∣∣ = e−
3
2
p+2|vp, k|

p
2
−1.

2.3 Preuve du théorème 2.0.4

Nous pouvons alors donner la preuve du théorème 2.0.4 annoncé dans l’in-
troduction. Pour cela nous allons reprendre les notations de l’exemple 2.2.5.
Supposons la caractéristique de k différente de 2. Soient p et k des entiers
strictement plus grands que 2 et soient

up, k = T 2k−2
1

k−1∑
i=0

ai
T ip

2

T 2i
1

, vk = T 2k−3
1 , et zp = T 2

1 + T p
2 .
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Alors

P (up, k, vk, zp) =

T 2
1

(
k−1∑
i=0

ai
T ip

2

T 2i
1

)2

− (T 2
1 + T p

2 )

T 4k−6
1 ∈ m(p+2)k−4

Si (x, y, z) est un zéro de P alors soit z est un carré, soit x = y = 0. Or

sup
t∈ON

(ord(zp − t2)) = p

car la caractéristique de k est différente de 2, et

min(ord(up, k), ord(vk)) = 2k − 3.

Donc, en posant p = k − 2, nous avons

P (uk−2, k, vk, zk−2) ∈ mk2−4

et sup
(
min{ord(uk−2, k − x), ord(vk − y), ord(zk−2 − z)}

)
≤ 2k − 3

où la borne supérieure est prise sur toutes les racines (x, y, z) de P .
Notons βN la fonction de Artin de P . Si i ∈ N est impair, d’après ce qui précède,
nous avons alors βN(i) ≥

(
i+3
2

)2 − 5. Si i est pair, comme βN(i) ≥ βN(i − 1),
nous avons βN(i) ≥

(
i
2

+ 1
)2 − 5. Donc pour tout i ∈ N, nous avons

βN(i) ≥ i2

4
+ i− 4 . �

Remarque 2.3.1 Pour tout entier p strictement supérieur à 1, nous pouvons
montrer de manière identique que la fonction de Artin de Xp−ZY p est bornée
inférieurement par une fonction polynomiale de degré 2 si la caractéristique de
k est différente de p.

Remarque 2.3.2 Si la caractéristique de k vaut 2, alors la fonction de Artin
de X2 − ZY 2 ∈ ON [X, Y, Z] est bornée par la fonction linéaire i 7−→ 3i. En
effet, soient x, y et z dans ON , avec N ≥ 2, tels que x2 − zy2 ∈ m3i+1. Notons

α = ord(x), β = ord(y), γ = ord(z).

Si β > i, nous posons x = 0, y = 0 et z = z. Nous avons alors

(x− x)2 = x2 ∈ mmin{3i+1, 2β+γ} ⊂ m2i+2

et donc x−x ∈ mi+1. Clairement y−y et z−z sont dans mi+1 et x2−zy2 = 0.
Supposons maintenant que β ≤ i. Nous pouvons écrire z = zγ +zγ+1+zγ+2+· · ·
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où zd est homogène de degré d. Soit γ1 le plus petit entier pour lequel zγ1

n’est pas un carré. Comme car k = 2, les monômes apparaissant dans l’écri-
ture de x2 et de y2 sont tous des carrés et donc γ1 + 2β ≥ 3i + 1. Notons
z = zγ +zγ+1 + · · ·+zγ1−1 ; en particulier z−z ∈ m3i+1−2β ⊂ mi+1. Cet élément
est un carré, disons z = u2, car car k = 2. Nous avons alors x2 − (uy)2 =

(x − uy)(x + uy) ∈ m3i+1. Donc, par exemple, x − uy ∈ mb
3i+1

2 c ⊂ mi+1. Po-
sons alors x = uy et y = y. Nous avons alors x − x ∈ mi+1, y − y ∈ mi+1 et
z − z ∈ mi+1, et de plus x2 − zy2 = 0.

2.4 Non-existence d’élimination des quantifica-
teurs dans le corps k((T1, ..., TN)) pour N ≥ 2

J. Denef et F. Loeser [DL1] ont donné une preuve du théorème de Greenberg
à l’aide d’un résultat d’élimination des quantificateurs dû à J. Pas [Pa]. Nous
pouvons appliquer ici la même méthode pour montrer que, dans le cas N ≥ 2,
il n’y a pas d’existence d’une théorie d’élimination des quantificateurs dans le
corps k((T1, ..., TN)) muni du langage défini ci-dessous.
Dans cette partie, k est un corps algébriquement clos. Soit LPre le langage de
premier ordre, dont un modèle est Z, et les symboles sont +, ≤, 0, 1 et pour
tout d ∈ Z≥2 un symbole ≡d pour signifier la relation binaire x ≡ y mod d.
Nous l’appelerons Z-sorte.
Soit Lk le langage de premier ordre de corps dont les symboles sont +, −, ×,
0, 1, appelée k-sorte, dont le modèle est k.
Soit LN le langage de premier ordre, dont le modèle est KN , et les symboles
sont +, −, ×, 0, 1, appelée KN -sorte
Soit ord le symbole de fonction de la KN -sorte vers la Z-sorte, dont le modèle
est ord définie précédemment.
Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant :

Théorème 2.4.1 Soit N ≥ 2 fixé. Considérons L le langage de premier ordre
à trois sortes (LPre, Lk, LN , ord, π), où π est une fonction de la KN -sorte vers
la k-sorte, auquel on rajoute autant de symboles souhaités de telle manière que
la restriction de L à la Z-sorte soit égale à LPre. Alors L n’admet pas d’élimi-
nation des KN -quantificateurs.

Preuve : Considérons β, la fonction de Artin du polynôme P = X2 − ZY 2

vu comme polynôme de ON [X, Y, Z]. Cette fonction peut se définir dans le
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N ≥ 2

langage L et donc son graphe aussi. En effet, pour tout entier n nous avons(
P (x, y, z) ∈ mβ(n)+1 =⇒

(
∃x, y, z /

(
x− x, y − y, z − z ∈ mn+1

)
∧P (x, y, z) = 0))

∧¬
((

P (x, y, z) ∈ mβ(n) =⇒
(
¬∃x, y, z /

(
x− x, y − y, z − z ∈ mn+1

)
∧P (x, y, z) = 0)))

S’il existait une élimination des KN -quantificateurs sur L, alors d’après un ré-
sultat de Presburger (cf. [Pr]) et d’après le théorème de constructibilité de Che-
valley, le langage L admettrait une élimination des quantificateurs. Le graphe
de β, inclus dans Z2, serait donc semi-algébrique dans le langage LPre. Ce
graphe serait donc défini par un nombre fini de phrases utilisant les signes +,
0, 1, ≤ et ≡d mais pas le symbole ×. Il existerait alors une partition finie de
N en classes de congruences telle que, pour n grand, β soit affine sur chacune
de ces classes, ce qui est faux d’après ce qui précède. �

Remarque 2.4.2 Pour N = 1 un résultat d’élimination des quantificateurs a
été obtenu par J. Pas (cf. [Pa]).



Chapitre 3

Théorème d’Izumi et linéarité de
fonctions de Artin

La motivation de ce chapitre est d’utiliser le lemme d’Artin-Rees [Ma] et le
théorème d’Izumi [I2] [Re3] pour déterminer une certaine classe de polynômes
dont les fonctions de Artin sont bornées par des fonctions affines. Nous savons
qu’en général ceci est faux, d’après la partie précédente. Néanmoins il existe
certains cas pour lesquels ce résultat est vrai.
Nous commençons par citer le cas des systèmes d’équations linéaires qui découle
du lemme d’Artin-Rees (théorème 3.1.1). Nous montrons ensuite que le théo-
rème d’Izumi est équivalent à une majoration uniforme des fonctions de Artin
d’une certaine famille de polynômes linéaires (proposition 3.2.2 et théorème
3.2.5) et en déduisons une version stable du lemme d’Artin-Rees (théorème
3.2.6). Nous donnons ensuite différentes applications de ces deux résultats :
En troisième partie, nous montrons que la fonction de Artin de X1X2−X3X4,
vu comme polynôme à coefficients dans l’anneau des séries formelles en plus
de trois variables, est bornée inférieurement par une fonction polynomiale de
degré 2.
En quatrième partie, nous utilisons simultanément le lemme d’Artin-Rees et le
théorème d’Izumi pour montrer que les polynômes de la forme f

∏r
k=1 Xnk

k +∑p
j=1 fjZj ont une fonction de Artin bornée par une fonction affine, dans le

cas où l’anneau de base quotienté par l’idéal (f1, ..., fp) est réduit (théorème
3.4.2).
Enfin, en dernière partie nous montrons que ceci implique que la fonction de
Artin d’une autre classe de polynômes est bornée par une fonction affine (pro-
positions 3.5.4 et 3.5.5) et nous utilisons ces résultats pour calculer des clôtures
intégrales approchées d’idéaux (exemple 3.5.3).
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3.1 Fonction de Artin d’un système linéaire et
lemme d’Artin-Rees

3.1.1 Fonction de Artin d’un système linéaire

Nous avons le résultat suivant qui nous donne la forme de la fonction de
Artin d’un système d’équations linéaires et qui montre au passage que dans le
cas linéaire, l’existence de la fonction de Artin n’est absolument pas liée à la
propriété hensélienne mais au fait que l’anneau de base est nœthérien.

Théorème 3.1.1 Soit(
f 1

1 X1 + · · ·+ f 1
nXn, ..., fp

1 X1 + · · ·+ fp
nXn

)
un idéal de polynômes linéaires noté (f) de A[X1, ..., Xn] où (A, I) est un
couple. Alors (f) admet une fonction de Artin bornée par la fonction affine
i 7−→ i + i0 si et seulement si nous avons la version faible du lemme de Artin-
Rees suivante :

I ∩ Ĩi ⊂ Ii−i0I pour i ≥ i0

où I est le sous-A-module de Ap engendré par les (f 1
j , ..., fp

j ) pour 1 ≤ j ≤ n

et Ĩi le sous-A-module de Ap égal à ⊕p
k=1I

i pour tout entier i.
En particulier, si (A, I) est un couple nœthérien, (f) admet une fonction de
Artin bornée par une fonction affine. De plus le plus petit i0 tel que i 7−→ i+ i0
majore la fonction de Artin de (f) ne dépend que du A-module I.

Preuve : Avoir I ∩ Ĩi+1 ⊂ Ii+1−i0I pour i0 une constante positive, cela est
équivalent à ce que pour tout x1, ..., xn ∈ A tels que

f 1
1 x1 + · · ·+ f 1

nxn ∈ Ii+1

...
fp

1 x1 + · · ·+ fp
nxn ∈ Ii+1

(3.1)

il existe ε1, ..., εn ∈ Ii+1−i0 tels que
f 1

1 x1 + · · ·+ f 1
nxn = f 1

1 ε1 + · · ·+ f 1
nεn

...
...

...
fp

1 x1 + · · ·+ fp
nxn = fp

1 ε1 + · · ·+ fp
nεn

En posant xk = xk − εk, cela est équivalent à ce que pour tout x1, ..., xn ∈ A
qui vérifient le système (3.1) précédent, il existe x1,..., xn ∈ A tels que

f 1
1 x1 + · · ·+ f 1

nxn = 0
...

fp
1 x1 + · · ·+ fp

nxn = 0
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et xk−xk ∈ Ii+1−i0 . Cette dernière condition est exactement équivalente à dire
que l’idéal (f) admet une fonction de Artin bornée par i 7−→ i + i0.
La dernière assertion découle du fait que si A est nœthérien nous avons le
lemme d’Artin-Rees (cf. [Ma] par exemple). �

Remarque 3.1.2 T. Wang [Wa2] a caractérisé le plus petit i0 de la proposition
précédente, dans le cas où A = k[[T1, ..., TN ]] et I est son idéal maximal, en
terme de bases standards.

3.1.2 Intermède : bases standarts et diagramme des ex-
posants initiaux

Nous allons ici nous placer dans le cas où A est l’anneau ON des séries
convergentes ou formelles en N variables sur un corps k. Dans ce cas nous
pouvons donner une caractérisation du plus petit entier i0 vérifiant

I ∩mi
N ⊂ mi−i0

N I pour i ≥ i0 (3.2)

pour un idéal I de ON .
Définissons tout d’abord la valuation ν. Celle-ci est la valuation qui associe à
une série de x =

∑
aαTα de ON le terme

µ(x) := min{(|α|, α1, ..., aN / aα 6= 0}

où l’ordre sur ZN+1 est l’ordre lexicographique. Nous pouvons définir un ordre
total sur NN à l’aide de µ en posant α ≥ β si ν(Tα) ≥ ν(T β).
Pour une série x =

∑
aαTα comme précédemment nous noterons exp(x) le

N -uplet β tel que µ(x) = µ(T β) et supp(x) := {α / aα 6= 0}. Le support de X,
noté supp(x), est un sous-ensemble de NN . Nous définissons, de plus, inµ comme
étant la fonction qui à une série de ON associe son terme d’ordre minimal pour
la valuation ν.
Soient f1, ..., fp ∈ ON . Notons αi = exp(fi). Les αi définissent une partition
de NN comme suit. Soit

∆1 = α1 + NN ,

∆i = (αi + NN)\ ∪i−1
k=1 ∆k, i = 2, ..., p ,

et ∆ = NN\ ∪p
k=1 ∆k .

Nous pouvons alors énoncer l’algorithme de division de Grauert-Hironaka :
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Théorème 3.1.3 Soient f1, ..., fp ∈ ON . Alors pour tout f ∈ ON , il existe
q1, ..., qp ∈ ON et r ∈ ON uniques tels que

f =

p∑
i=1

qifi + r ,

avec αi + supp(qi) ⊂ ∆i pour i = 1, ..., p et supp(r) ⊂ ∆.

Nous pouvons alors définir la notion de base standart :

Proposition-Définition 3.1.3.1 Soit I un idéal de ON et soit NI le dia-
gramme des exposants initiaux de I, c’est-à-dire l’ensemble des inµ(h) quand
h parcourt I. Notons α1, ..., αp les sommets de NI . Alors il existe une famille
(f1, ...,, fp) de générateurs de I dont les termes initiaux (pour inµ) sont égaux
aux αi (et donc engendrent inµ(I)). Une telle famille est appelé base standart
de I. L’existence d’une telle famille provient directement de l’algorithme de
division de Grauert-Hironaka.

T. Wang [Wa2] a donné une caractérisation du plus petit i0 vérifiant la relation
(3.2) en termes de base standart :

Définition 3.1.4 Soit (f1, ..., fp) une base standart de I idéal de ON telle
que ord(fj) ≤ ord(fj+1) pour tout i. Soit λ ∈ N. On définit rλ ∈ N par :

ord(f1) ≤ · · · ≤ ord(frλ
) ≤ λ < ord(frλ+1) ≤ · · · ≤ ord(fp) .

Théorème 3.1.5 [Wa2] Soit λ ∈ N. Nous avons la version de faible de Artin-
Rees

I ∩mi
N ⊂ mi−λ

N I pour i ≥ λ

si et seulement si rλ ≥ 1 et pour tout j > rλ

fj ∈ m
ord(fj)−λ
N f1 + · · ·+ m

ord(fj)−λ
N frλ

.

3.2 Théorème d’Izumi et version stable du lemme
d’Artin-Rees

3.2.1 Théorème d’Izumi et majoration stable de la fonc-
tion de Artin d’une famille de polynômes linéaires

Nous donnons ici l’énoncé d’un théorème d’Izumi que nous interprétons en
terme de linéarité de la fonction de Artin d’un certain type de polynôme. Nous
redonnons tout d’abord une définition :
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Définition 3.2.1 Soit (R,I) un couple nœthérien où R est local et I un idéal
m-primaire avec m l’idéal maximal de R. Nous noterons νR, I la fonction à
valeurs dans N ∪ {∞} définie par

∀x ∈ R\{0}, νR, I(x) = n ⇐⇒ x ∈ In et x /∈ In+1

et νR, I(0) = ∞.

On appelle cette fonction l’ordre I-adique sur R.
Soit I un idéal propre de R, nous noterons νI, I pour νR/I, IR/I quand aucune
confusion sur R ne sera possible. Dans le cas où I = m est l’idéal maximal de
R, nous noterons νR := νR, I et νI := νR/I, IR/I (la dernière notation est à ne
pas confondre avec la valuation I-adique).

Soient A un anneau local nœthérien et I un idéal de A, engendré par f1,...,
fp. Notons alors iI le plus petit entier tel que i 7−→ i + iI majore la fonction
de Artin de f1X1 + · · ·+ fpXp ∈ A[X]. Pour tout x ∈ A, notons βx la fonction
de Artin de xX0 + f1X1 + · · ·+ fpXp. Nous avons alors la

Proposition 3.2.2 Soient A un anneau local nœthérien et I un idéal de A.
Notons R le quotient A/I. Nous avons alors :

(i) Si R admet une ICL avec les coefficients a et b, alors, pour tout x ∈ A,
nous avons la majoration suivante :

∀i ∈ N βx(i) ≤ ai + aνI(x) + aiI + b.

(ii) Si nous avons une majoration uniforme de la fonction βx par une fonction
de la forme i 7−→ ai + cνI(x) + b, avec a + c ≥ 1, alors le polynôme
XY +

∑
k fiXi ∈ A[X, Y, X1, ..., Xp] admet une fonction de Artin bornée

par la fonction i 7−→ (a + c)(i + iI) + max(b, iI), et de plus l’idéal I est
soit premier, soit m-primaire.

(iii) Si le polynôme XY +
∑

k fiXi admet une fonction de Artin bornée par la
fonction i 7−→ ai + b et si I est premier alors R admet une ICL

νI(gh) ≤ a(νI(g) + νI(h)) + b ∀g, h ∈ R.

Preuve : Montrons (i) :
Soient x0, x1, ..., xp ∈ A tels que

xx0 + f1x1 + · · ·+ fpxp ∈ mai+aνI(x)+aiI+b+1.

Nous avons donc νI(xx0) ≥ ai + aνI(x) + aiI + b + 1. D’où

a(νI(x) + νI(x0)) + b ≥ ai + aνI(x) + aiI + b + 1
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νI(x0) ≥ i + iI + 1.

Nous avons donc x0 =
∑

k fkzk + x′0 avec ord(x′0) ≥ i + iI + 1, ce qui implique
que

p∑
k=1

fk(xk + xzk) ∈ mi+iI+1

car a ≥ 1. Il existe donc, par définition de iI , des tk ∈ A qui vérifient

∀k ≥ 1 tk ∈ xk + xzk + mi+1

et
p∑

k=1

fktk = 0 .

Nous posons alors x0 =
∑

k fkzk et xk = tk−xzk pour k ≥ 1. Nous avons alors

xx0 + f1x1 + · · ·+ fpxp = 0 et ∀k xk − xk ∈ mi+1.

Et donc (i) est démontré.

Montrons maintenant (ii) :
Nous allons tout d’abord montrer la majoration de la fonction de Artin annon-
cée, puis nous montrerons que I est soit premier, soit m-primaire.
Soient a, b et c comme dans l’énoncé. Fixons tout d’abord i ≥ iI . Nous allons
montrer que la fonction de Artin de XY +

∑
k fiXi pour le couple (A, m) est ma-

jorée par la fonction i 7−→ (a+c)i+max(b, iI). Dans ce cas la fonction de Artin
du polynôme XY +

∑
k fiXi sera majorée par i 7−→ (a+ c)(i+ iI)+max(b, iI)

comme annoncée.
Soit i ≥ iI et Soient x, y, x1,..., xp tels que

xy + f1x1 + · · ·+ fpxp ∈ m(a+c)i+max(b, iI)+1. (3.3)

Nous allons distinguer deux cas, selon que x et y sont tous les deux dans I+mi+1

ou non.
1. Supposons que x et y sont dans I + mi+1, c’est-à-dire qu’il existe des

z1,j et des z2,j tels que x−
∑

j fjz1,j ∈ mi+1 et y −
∑

j fjz2,j ∈ mi+1. En
multipliant ces deux termes nous voyons que

xy − x
∑

j

fjz2,j − y
∑

j

fjz1,j +
∑

j

fjz1,j

∑
j

fjz2,j ∈ m2i+1.

D’après cette relation et la relation (3.3), on est ramené à∑
j

fj(xj + yz1,j + xz2,j −
∑

l

flz1,lz2,j) ∈ mmin(2i, (a+c)i+iI)+1
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Par définition de iI , il existe donc des tj tels que
∑

j fjtj = 0 et

tj −

(
xj + xz2,j + yz1,j −

∑
l

flz1,lz2,j

)
∈ mmin(2i, (a+c)i+iI)−iI+1 ⊂ mi+1.

Nous posons alors

x =
∑

j

fjz1,j, y =
∑

j

fjz2,j

et xj = tj −

(
xz2,j + yz1,j −

∑
l

flz1,lz2,j

)
= −

∑
l

flz2,lz1,j.

Nous avons donc
xy +

∑
j

fjxj = 0,

et x− x, y − y et xj − xj ∈ mi+1 pour tout j.

2. Supposons maintenant que x ∈ I + mk+1 et x /∈ I + mk+2 avec 0 ≤ k < i.
Notons

x =
∑

j

fjz1,j + x′

avec νA(x′) = k +1 et x′ /∈ I +mνA(x′)+1. En particulier, nous voyons que
νI(x) = νI(x

′) = k + 1. Nous avons alors

x′y +
∑

j

fj(xj + yz1,j) ∈ m(a+c)i+max(b, iI)+1.

Ou encore
x′y +

∑
j

fjx
′
j ∈ m(a+c)i+max(b, iI)+1

avec x′j = xj + yz1,j.
La fonction de Artin de x′Y +

∑
k fkX

′
k ∈ A[Y, X ′

1, ..., X
′
n] est majorée

par
i 7−→ ai + cνI(x

′) + b ≤ (a + c)i + b.

Donc il existe y ∈ y + mi+1 et x′j ∈ x′j + mi+1 tels que

x′y +
∑

j

fjx
′
j = 0 .

Posons alors
xj = x′j − yz1,j et x = x.
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Nous avons

xy +
∑

j

fjxj = (x′ +
∑

j

fjz1,j)y +
∑

j

fj(x
′
j − yz1,j) = 0

et x− x ∈ mi+1, y − y ∈ mi+1 et xj − xj ∈ mi+1 pour tout j.
Donc pour i ≥ iI la fonction de Artin de XY +

∑
k fiXi est bornée par la

fonction i 7−→ (a + c)i + max(b, iI).

Montrons maintenant que I est premier ou m-primaire. Montrons tout
d’abord que I n’a qu’un idéal premier minimal associé. Supposons le contraire,
c’est-à-dire que nous avons I = I1 ∩ I2 avec I 6= I1 et I 6= I2, où I1 est un
idéal P -primaire avec P premier, et P n’est pas un idéal premier associé à
I2. Soit x ∈ I1\I1 ∩ I2. Pour tout entier l, il existe x(l) tel que νA(x(l)) ≥ l
et x(l) = x + x(l) /∈ P . En effet, si cela n’était pas possible, nous aurions
x + ml ⊂ P pour l ∈ N. Par conséquent, comme x ∈ P et que P est premier,
nous avons m ⊂ P , et donc m = P , ce qui est impossible par hypothèse sur P .
Choisissons alors y ∈ I2\I1 ∩ I2. Il existe un entier k tel que y /∈ I1 + mk car
y /∈ I1. Nous avons xy ∈ I1I2 ⊂ I, il existe donc des zj tels que

x(l)y = xy + x(l)y = −
∑

j

fjxj + x(l)y.

Donc x(l)y +
∑

j fjxj ∈ ml. Si y, x1, ..., xp vérifient x(l)y +
∑

j fjxj = 0, alors
x(l)y ∈ I ⊂ I1 ⊂ P . Donc y ∈ I1, car x(l) /∈ P et I1 et P -primaire. Donc
y − y /∈ mk. D’autre part, pour l assez grand (en fait pour l > νI(x)), nous
avons νI(x(l)) = νI(x) < +∞. La fonction de Artin βx n’est donc pas majorée
par une fonction de νI(x), ce qui est contradictoire avec l’hypothèse, et donc I
n’a qu’un idéal premier minimal associé.
Supposons maintenant que I n’a qu’un idéal minimal associé mais que I n’est
ni premier ni m-primaire. C’est-à-dire I est P -primaire, I 6= P et P 6= m.
L’idéal P est de la forme (I : y) avec y /∈ I. Soit x ∈ P\P ∩ I. Alors xy ∈ I
par définition de y.
Pour tout entier l, il existe x(l) tel que νA(x(l)) ≥ l et x(l) = x + x(l) /∈ P . Si
cela n’était pas possible, alors, comme précédemment, nous aurions P = m ce
qui est contraire à l’hypothèse donc impossible.
Il existe un entier k tel que y /∈ I + mk car y /∈ I. Or xy ∈ I, donc il existe des
xj tels que

x(l)y = xy + x(l)y = −
∑

j

fjxj + x(l)y.

Donc x(l)y +
∑

j fjxj ∈ ml. Comme précédemment, si y, x1, ..., xp vérifient
x(l)y +

∑
j fjxj = 0, alors x(l)y ∈ I ⊂ P , donc y ∈ I car x(l) /∈ P et I est
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P -primaire. Donc y − y /∈ mk. Comme précédemment, la fonction de Artin βx

n’est donc pas majorée par une fonction de νI(x) et donc I est premier ou
m-primaire.

Montrons finalement (iii) :
Soient x, y et i tels que a(i + 1) + b ≥ νI(xy) ≥ ai + b + 1. C’est-à-dire
xy ∈ I +mai+b+1. Il existe alors des zk tel que xy +

∑
k fkzk ∈ mai+b+1. Il existe

donc x, y et zk tels que xy +
∑

k fkzk = 0 et x − x ∈ mi+1, y − y ∈ mi+1.
Comme I est premier, alors soit y ∈ I, soit x ∈ I. D’où soit νI(x) ≥ i + 1, soit
νI(y) ≥ i + 1. C’est-à-dire

soit aνI(x) + b ≥ νI(xy),

soit aνI(y) + b ≥ νI(xy).

Nous avons donc

ν(xy) ≤ a max(νI(x), νI(y)) + b ≤ a(νI(x) + νI(y)) + b.

D’où le résultat. �

Remarque 3.2.3 La preuve de ii) précédente nous montre en fait que, si I
n’est ni premier ni m-primaire, nous n’avons aucune majoration de βx par une
fonction de νI(x) (même non affine).

3.2.2 Version stable du lemme d’Artin-Rees

Nous avons en fait le résultat suivant dû à Rees [Re3] qui est un peu plus
fort que celui d’Izumi :

Théorème 3.2.4 [Re3] Soit R un anneau local nœthérien. Alors R est ana-
lytiquement irréductible si pour au moins un idéal I m-primaire, et seulement
si pour tout idéal I m-primaire, il existe deux constantes a et b telles que

νR, I(gh) ≤ νR, I(g) + aνR, I(h) + b ∀g, h ∈ R\{0} .

Nous en déduisons le

Théorème 3.2.5 Soient A un anneau local nœthérien, I un idéal de A et I

un idéal m-primaire de A où m est l’idéal maximal de A, tels que A/I soit
analytiquement irréductible. Alors pour tout x ∈ A, nous avons la majoration
uniforme suivante :

∀i ∈ N βx(i) ≤ i + aνI, I(x) + iI + b

où βx est la fonction de Artin de xX0 +f1X1 + · · ·+fpXp pour le couple (A, I).
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Preuve : Soient x0, x1, ..., xp ∈ A tels que

xx0 + f1x1 + · · ·+ fpxp ∈ Ii+aνI, I(x)+iI+b+1.

Nous avons donc νI, I(xx0) ≥ i + aνI, I(x) + iI + b + 1. D’où

aνI, I(x) + νI, I(x0) + b ≥ i + aνI, I(x) + iI + b + 1

νI, I(x0) ≥ i + iI + 1.

Nous avons donc x0 =
∑

k fkzk + x′0 avec νA,,I(x
′
0) ≥ i + iI + 1, ce qui implique

que
p∑

k=1

fk(xk + xzk) ∈ Ii+iI+1.

Il existe donc, par définition de iI , des tk ∈ A qui vérifient

∀k ≥ 1 tk ∈ xk + xzk + Ii+1 et
p∑

k=1

fktk = 0 .

Nous posons alors x0 =
∑

k fkzk et xk = tk−xzk pour k ≥ 1. Nous avons alors

xx0 + f1x1 + · · ·+ fpxp = 0 et ∀k xk − xk ∈ Ii+1 . �

Ce théorème nous donne l’espoir d’obtenir des bornes explicites pour le théo-
rème d’Izumi dans le cas où A = k[[T1, ..., TN ]] et I est l’idéal maximal de A,
en travaillant sur le diagramme des exposants initiaux de I + (x). Dans ce cas,
nous montrons comment nous ramener au cas d’une hypersurface à l’aide d’un
théorème de normalisation de Nœther dans la partie 3.2.3.
Nous formulons maintenant une version stable du lemme d’Artin-Rees :

Théorème 3.2.6 Soient A un anneau nœthérien, I un idéal P -primaire de
A avec P premier et I ⊂ P un idéal de A tel que AP /IAP soit analytiquement
irréductible. Supposons que

i) ∀k ≥ 1, IkAP ∩ A = Ik,

ii) ∀k ≥ 1, ∀x ∈ P, ((x) + I)IkAP ∩ A = ((x) + I)Ik.

Alors il existe a ≥ 1 et b ≥ 0 tels que nous ayons la version faible d’Artin-Rees
uniforme suivante

((x) + I) ∩ Ii+aνI, I(x)+b ⊂ ((x) + I) Ii ∀x ∈ P ∀i ∈ N.
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Preuve : D’après i), pour tout x ∈ A, νA, I(x) = νAP ,IAP
(x/1). D’après le

théorème précédent et le théorème 3.1.1, il existe a et b tels que

((x) + I) AP ∩ Ii+aνAP ,IAP
(x)+bAP ⊂ ((x) + I) IiAP ∀x ∈ PAP ∀i ∈ N

car AP /IAP est analytiquement irréductible. Choisissons x ∈ P et i ∈ N, nous
avons alors

((x) + I) ∩ Ii+aνI, I(x)+b ⊂ ((x) + I) AP ∩ Ii+aνI, I(x)+bAP ⊂ ((x) + I) IiAP .

Le résultat découle alors de l’hypothèse ii). �

Remarque 3.2.7 Ceci est vrai en particulier si A est local, P = m est son
idéal maximal, I est m-primaire et A/I est analytiquement irréductible.

Remarque 3.2.8 Il existe deux versions de ce que l’on appelle lemme d’Artin-
Rees uniforme [Hu] et [B-M1] qui sont à ne pas confondre avec cette version
stable.

3.2.3 Réduction au cas des hypersurfaces dans le cas de
caractéristique nulle

Nous allons montrer ici, pour le problème qui est de déterminer des bornes
explicites au théorème d’Izumi, comment se ramener au cas des hypersurfaces.
Nous utilisons ici une version du théorème de normalisation de Nœther due à
M. Hickel [H3].

Proposition 3.2.9 Supposons que cark = 0. Soit I un idéal premier de ON

tel que dimON/I = p. Alors il existe P ∈ Op[Tp+1], irréductible, tel que si
le théorème d’Izumi est vrai pour Op+1/(P ) avec les constantes a et b alors
il est vrai pour ON/I avec les constantes a et b + 2(c − ord(∆)) où ∆ est le
discriminant de P vu comme polynôme en Tp+1 et c est la constante du lemme
d’Artin-Rees pour l’idéal (∆).

Soit I un idéal premier de ON . D’après le théorème de normalisation de Nœ-
ther, on peut supposer qu’il existe p tel que le morphisme Op −→ ON/I, induit
par l’injection Op −→ ON , soit injectif et fini.
Soient K et K′, respectivement les corps de fractions de Op et ON/I. Nous
avons K′ = K.ON/I. En effet, soit x ∈ ON/I, alors x est entier sur Op, c’est-
à-dire annule un polynôme de la forme Xn + a1X

n−1 + · · ·+ an où les ai sont
dans Op. Alors 1

x
= − 1

an
(an−1 + · · ·+ a1x

n−2 + xn−1) donc 1
x
∈ K.ON/I.

L’extension de corps K ⊂ K′ est finie. Or K′ = K(T p+1, ..., TN), donc le théo-
rème de l’élément primitif, car cark = 0, nous permet de dire que K′ = K(T p+1)
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quitte à faire un changement linéaire de coordonnées.

Soit P le polynôme minimal de T p+1 sur K. Alors P ∈ Op[X]. En effet P
est irréductible et ses racines sont conjuguées dans un sur-corps de K. Comme
T p+1 est entier sur Op, les autres racines de P le sont aussi et donc les coef-
ficients de P , qui sont des fonctions polynomiales de ces racines, sont entiers
sur Op. Or Op est normal donc ces coefficients sont dans Op.

Notons ∆ le discriminant de P . Si x ∈ ON/I, alors ∆x ∈ Op[T p+1] ⊂ Op[[T p+1]].
En effet nous avons (d’après Van der Monde)

(−1)
n(n−1)

2 ∆ =
∏

1≤i<j≤n

(zi − zj)
2 =

Dét(zk
i )8<: 1 ≤ i ≤ n

0 ≤ k ≤ n− 1

9=;


2

où les zi sont les racines de P .
L’élément x peut s’écrire sous la forme x =

∑d−1
k=0 xkT

k

p+1 où d est le degré
du polynôme P et les xi sont dans K. Soit K′′ un sur-corps de K qui contient
tous les conjugués de T p+1, noté z1, ..., zd (avec la convention z1 = T p+1). Il
existe σ1,..., σm des K-automorphismes de K′′ tels que σi(T p+1) = zi pour tout
i. Considérons le système de d équations linéaires en d variables xk suivant :

σi(x) =
d−1∑
k=0

xkz
k
i , i = 1, ..., d

Son déterminant, noté D, a pour carré (−1)
n(n−1)

2 ∆. Par Cramer, nous voyons
que les solutions de ce système sont de la forme rk/

√
D où les rk sont des

polynômes en les σi(x) et les zk
i . Pour tout k, rk est entier sur Op et donc

∆xk = (−1)
n(n−1)

2

√
D rk est entier sur Op. De plus ∆xk est dans K, donc

∆xk ∈ Op, par normalité de Op.

Enfin, l’anneau local ON/I domine Op[[T p+1]] donc la fonction ord est bien
définie.

Soient x et y dansON/I. Alors ord(∆x∆y) ≥ 2ord(∆)+ord(xy). Si le théorème
d’Izumi est vrai pour Op[[T p+1]], alors il existe a et b des constantes telles que
ord(∆x∆y) ≤ a(ord(∆x) + ord(∆y)) + b. Or, d’après le lemme d’Artin-Rees,
ord(∆x) ≤ ord(x) + c où c est une constante indépendante de x. D’où

ord(xy) ≤ a(ord(x) + ord(y)) + b− 2ord(∆) + 2c
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et le théorème d’Izumi est vrai pour ON/I. �

3.2.4 Etude de la fonction x 7−→ iI+(x)

D’après le théorème 3.2.2, une manière d’appréhender le théorème d’Izumi
est donc de trouver une majoration de iI+(x) (avec les notations précédentes)
en fonction de νI(x). La question qui se pose est de savoir comment varie iI+(x)

avec x, où I = (f1, ..., fp). Nous allons nous placer dans le cas où A = ON et
I = m. Nous donnons ici quelques remarques sur la fonction

ON 7−→ N

x −→ iI+(x)

Tout d’abord nous avons le

Lemme 3.2.10 Soit I un idéal propre de A. Si I n’est pas premier alors la
fonction x 7−→ iI+(x) n’est pas localement bornée pour la topologie m-adique.

Preuve : Cela découle directement de la preuve du ii) du théorème 3.2.2. �

Lemme 3.2.11 Soit I un idéal propre de A. La fonction x 7−→ iI+(x) est
uniformément bornée par une constante si et seulement si I est m-primaire.

Preuve : Supposons que I est m-primaire. Donc nous avons mn ⊂ I ⊂ m pour
un certain entier n. Soit i ≥ n, nous avons alors

I ∩mi = mi = mnmi−n ⊂ Imi−n .

De la même manière, pour tout x non inversible, mn ⊂ I + (x) ⊂ m, donc
(I + (x)) ∩mi ⊂ (I + (x))mi−n.
Supposons maintenant que la fonction x 7−→ iI+(x) est uniformément bornée
par une constante n. Supposons que I n’est pas m-primaire. Soit P un premier
minimal de I différent de m et x /∈ P d’ordre i > n. Alors x ∈ (I + (x))∩mi ⊂
(I + (x))mi−n. Il existe alors des fj ∈ I, des yj ∈ A et zj ∈ mi−n tels que
x =

∑
j(fj + yjx)zj. Donc x(1 −

∑
j yjzj) =

∑
i fjzj ∈ P . Comme i > n,

1 −
∑

j yjzj est inversible et x ∈ P ce qui contredit l’hypothèse et donc I est
m-primaire. �

Le théorème 3.1.5 nous donne :
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Lemme 3.2.12 Soit I un idéal propre de A. La fonction x −→ iI+(x) est
semi-continue inférieurement pour la topologie m-adique.

Preuve : Soit x fixé dans ON . Soit (g1, ..., gq) une base standart de I +(x)
ordonnée pour la valuation ord. Notons λ = iI+(x) ; d’après le théorème 3.1.5,
nous avons deux cas possibles :

1.
λ < ord(g2)

et pour tout j > 1, gj ∈ mord(gj)−λg1 .

2.
ord(gr) ≤ λ < ord(gr+1)

et pour tout j > r, gj ∈ mord(gj)−λg1 + · · ·+ mord(gj)−λgr

et gr /∈ mord(gr)−λg1 + · · ·+ mord(gr)−λgr−1

Si I +(x) est m-primaire, alors il est clair que I +(x+ε), pour ε d’ordre grand,
reste m-primaire avec la même base standart.
Si I + (x) n’est pas m-primaire, soit ε d’ordre grand et considérons une base
standart de I + (x + ε). Elle sera de la forme

g1 + ε1(ε), ..., gq + εq(ε), gq+1(ε), ..., gq(ε)(ε)

où les termes sont ordonnés pour ord, avec ord(εj(ε)) ≥ ord(ε) et, pour j > q,
ord(gj(ε)) ≥ ord(ε), d’après l’algorithme de division de Hironaka.
Considérons la condition gr /∈ mord(gr)−λg1 + · · · + mord(gr)−λgr(λ)−1. Notons
k = ord(gr)− λ. La condition précédente signifie qu’il n’existe pas de xj,i1,...,ik

qui annulent en les gj le polynôme suivant :

P (Xj,i1,...,ik , Gj) = Gr + G1

∑
i1,..., ik

Ti1 ...TikX1,i1,...,ik + · · ·

+Gr−1

∑
i1,..., ik

Ti1 ...TikXr−1,i1,...,ik .

Cela veut encore dire que gr n’appartient pas à l’idéal engendré par les Ti1 ...Tikgj.
Notons K l’idéal engendré par ces éléments. Nous avons donc gr /∈ K. Notons c
l’entier qui vérifie e−c = d(gr, K). Pour ε d’ordre e > c, considérons l’idéal Kε

engendré par les Ti1 ...Tik(gj + εj(ε)). Soit x ∈ Kε, alors d(x, K) ≤ e−e. Nous
avons aussi d(gr, gr + εr(ε)) ≤ e−e. Donc nous avons d(gr + εr(ε), Kε) = e−c et

gr + εr(ε) /∈ mord(gj)−λ(g1 + ε1(ε)) + · · ·+ mord(gj)−λ(gr(λ)−1 + εr−1(ε)) .

Donc sur un voisinage de x, la fonction ci-dessus ne peut que croître. �
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3.2.5 Exemples

Nous donnons ici quelques exemples explicites, toujours dans le cas où l’idéal
I est l’idéal maximal de l’anneau A. Nous noterons alors m cet idéal. Dans la
suite, l’anneau ON désignera indifféremment l’anneau des séries formelles en
N variables sur un corps k et l’anneau des séries convergentes en N variables
sur k (quand cela a un sens).

Premier exemple

Si l’anneau gradué Grm
A
I

est intègre alors νA, I est une valuation, i.e.

νA, I(gh) = (νA, I(g) + νA, I(h)) ∀g, h ∈ A

En particulier d’après le théorème 3.2.2, la fonction de Artin du polynôme
xX0 + f1X1 + · · ·+ fpXp (où I = (f1, ..., fp)) est bornée par une fonction de la
forme i 7−→ i + νA, I(x) + p.
C’est le cas par exemple si I = (f) et f est irréductible et homogène de degré
p dans ON .

Deuxième exemple

Nous allons donner tout d’abord le

Lemme 3.2.13 Soit L(X1, ..., Xn) = f1X1 + · · · + fnXn ∈ ON [X1, ..., Xn]
avec ord(f1) ≤ ord(f2) ≤ ... ≤ ord(fn). Supposons que les termes de plus
bas ordre (termes initiaux) des fk forment une suite régulière. Alors L admet
une fonction de Artin qui est majorée, pour tout i ≥ 0, par la fonction affine
i 7−→ i + ord(fn).

Preuve : Les termes initiaux des fk formant une suite régulière, les fk

forment une suite régulière et nous savons donc que les zéros de L sont de la
forme (

n∑
k=1

fkz(k, 1), ...,
n∑

k=1

fkz(k, n)

)
avec z(k, j) = −z(j, k) pour tous k et j. En particulier z(k, k) = 0 pour tout
k.
Dans la suite, pour tout élément x de ON , nous noterons x(p) le terme homo-
gène de degré p de x.
Soient x1,..., xn ∈ ON tels que f1x1 + · · · + fnxn ∈ mi+ord(fn)+1. Si nous avons
minj(ord(fjxj)) ≥ i+ ord(fn)+1, nous posons xj = 0 pour tout j. Nous avons
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L(x) = 0 et xj − xj ∈ mi+1 pour tout j.
Dans le cas contraire, nous allons construire, par récurrence sur minj(ord(fjxj)),
des éléments xj, pour tout j, tels que

∑
j fjxj = 0 et xj−xj ∈ mi+ord(fn)−ord(fj)+1

pour tout j.
Comme minj(ord(fjxj)) < i + ord(fn) + 1, nous avons

in

(
n∑

j=1

fj(ord(fj))xj(ord(xj))

)
= 0

où in(x) désigne le terme initial de x pour ord. C’est-à-dire∑
j∈I1

fj(ord(fj))xj(ord(xj)) = 0

où I1 est l’ensemble

I1 := {j ∈ {1, ..., n} / ord(fjxj) ≤ ord(fkxk), ∀k ∈ {1, ..., n}} .

Il existe donc des polynômes homogènes z1(k, j) ∈ ON tels que

z1(k, j) = 0 si j /∈ I1, z1(k, j) = −z1(j, k)

et xj(ord(xj)) =
n∑

k=1

fk(ord(fk))z(k, j) pour tout j ∈ I1

car les termes initiaux des fj, où j ∈ I1, forment une suite régulière. Nous
posons alors

x1
j = xj −

n∑
k=1

fkz
1(k, j) ∀j.

Nous avons donc f1x
1
1 + · · ·+ fnx

1
n ∈ mi+ord(fn)+1 et ord(x1

j) > ord(xj) si j ∈ I1

et ord(x1
j) = ord(xj) sinon. Nous avons aussi que

min
j

(ord(fjxj)) < min
j

(ord(fjx
1
j)).

Nous pouvons alors continuer ce processus jusqu’au rang l de manière à avoir
contruit des xl

j tels que fjx
l
j ∈ mi+ord(fn)+1 pour tout j avec

xl
j = xj −

n∑
k=1

fkz(k, j) tels que z(k, j) = −z(j, k) ∀k, j.

C’est-à-dire qu’il existe xj =
∑n

j=1 fkz(k, j) tels que

f1x1 + · · ·+ fnxn = 0

et ∀j, xj − xj ∈ mi+ord(fn)−ord(fj)+1 ⊂ mi+1. �

Nous en déduisons le



Chapitre 3. Théorème d’Izumi et linéarité de fonctions de Artin 69

Corollaire 3.2.14 Soit I = (f1, ..., fn) un idéal de ON . Si l’idéal engendré
par les termes initiaux des éléments de I est premier et d’intersection complète
alors nous avons l’inégalité

νI(gh) ≤ 2(νI(g) + νI(h)) + 3iI ∀f, g ∈ ON

où iI est tel que i 7−→ i + iI majore la fonction de Artin de
∑

k fkXk.

Preuve : Soit f1, ..., fn une famille d’éléments de I dont les termes initiaux
forment une suite régulière et engendrent l’idéal des termes initiaux de I. Alors
cette famille engendre I en tant qu’idéal. Soit f ∈ ON et f ′ son reste après
division par I (théorème de division de Grauert-Hironaka cf. [A-H-V]). Si f ′ =
0, alors f ∈ I et la fonction de Artin de fX0 + f1X1 + · · · + fnXn est bornée
par i 7−→ i + iI .
Si f ′ 6= 0, alors νI(f) = νI(f

′), et la suite formée des termes initiaux des fl et
du terme initial de f ′ est régulière. En effet, en notant in(g) le terme initial de
g ∈ ON , supposons qu’il existe x ∈ in(I + (f)) tel que nous ayons x in(f ′) = 0
dans in(I +(f))/(in(f1, ..., fn)). Comme in(I) est premier, nécessairement x ∈
in(I) et donc la suite (in(f1), ..., in(fn), in(f ′)) est régulière.
D’après le théorème 3.1.1, la fonction de Artin de fX0 + f1X1 + · · ·+ fnXn est
égale à celle de f ′X0 + f1X1 + · · ·+ fnXn qui est bornée par

i 7−→ i + max{ord(f ′), iI} ≤ i + ord(f ′) + iI .

En utilisant alors le (ii) de la proposition 3.2.2, nous voyons que ON/I admet
une ICL avec les coefficients 2 et 3iI . �

Troisième exemple

Soit f = T 2
1 + g(T2, T3) ∈ O3 avec g(0, 0) = 0. Alors d’après [I2], (f)

admet une ICL avec les coefficients 1 et ord(g)− 2 si ord(g) est impair. Donc
la fonction de Artin de xX0 + fX1 est bornée par

i 7−→ i + ν(f),m(x) + ord(g) .

Quatrième exemple

Nous allons donner une ICL dans le cas où f = T k
1 +g ∈ ON sous l’hypothèse

ord(g) = k + 1 et T1 ne divisant pas le terme initial de g. Nous avons tout
d’abord le

Lemme 3.2.15 Soit f = T k
1 + g avec ord(g) = k + 1 et T1 ne divisant pas

le terme initial de g. Alors pour tout h la fonction de Artin de fX + hY est
bornée par

i 7−→ i + max{k, νf,m(h) + 1}.
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Preuve : Soit h = af + h0T
l
1 +

∑
j≥1 hj avec l < k et T1 ne divisant pas

h0, et les hj sont homogènes de degré j > ord(h0) + l et ne sont pas divisibles
par T k

1 . Notons h′ = h0T
l
1 +

∑
j≥1 hj.

Soient x et y tels que fx + hy ∈ mi+max{k, νf,m(h)}+2. Nous avons donc

f(x + ay) + h′y ∈ mi+max{k, νf,m(h)}+2.

Nous pouvons faire le changement de variables X = X+aY , Y = Y et supposer
que h = h′.
Notons xj le terme homogène de degré j dans l’écriture de x (idem pour y). Si
ord(x) ≥ i+max{k, νf,m(h)+ 1}− k +1 ≥ i+1, nous posons x = y = 0. Nous
avons bien x− x, y − y ∈ mi+1 et fx + h′y = 0.
Autrement nous avons

T k
1 xord(x) + h0T

l
1yord(y) = 0

T k
1 xord(x)+1 + in(g)xord(x) + h0T

l
1yord(y)+1 + h1yord(y) = 0.

La première équation nous donne que T k−l
1 divise yord(y). La seconde équation

nous donne alors que T
min{l, k−l}
1 divise xord(x).

Si l ≤ k − l alors nous avons xord(x) = h0T
l
1z0 et yord(y) = T k

1 z0. Nous posons
alors x(1) = x − hz0 et y(1) = y + fz0. Nous avons ord(x(1)) > ord(x) et
ord(y(1)) > ord(y).
Si l > k − l, la première équation nous donne que T

2(k−l)
1 divise yord(y) et la

seconde que T
min{l, 2(k−l)}
1 divise xord(x).

Par induction nous pouvons continuer cette procédure jusqu’au rang p tel que
l ≤ p(k − l) et tel que T

min{l, p(k−l)}
1 = T l

1 divise xord(x). Il existe donc z0 tel
que xord(x) = h0T

l
1z0 et yord(y) = T k

1 z0. Nous posons alors x(1) = x − hz0 et
y(1) = y + fz0. Nous avons ord(x(1)) > ord(x) et ord(y(1)) > ord(y).
Nous recommençons alors la procédure précédente et nous construisons ainsi z
tel que ord(x− hz) ≥ i + max{k, νf,m(h)} − k + 1 ≥ i + 1. Nous posons alors
x = hz et y = −fz. Clairement x− x, y − y ∈ mi+1 et fx + h′y = 0. �

D’après la proposition 3.2.2, nous voyons donc que le germe d’hypersurface
défini par f = T k

1 + g = 0 avec ord(g) = k + 1 et pgcd(T1, in(g)) = 1 admet
une ICL :

νξ(gh) ≤ 2(νξ(g) + νξ(h)) + 3k ∀g, h ∈ ON .
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3.3 Etude de la fonction de Artin de X1X2−X3X4

Nous donnons ici un exemple de polynôme dont la fonction de Artin n’est
pas bornée par une fonction affine. Nous utilisons pour cela le théorème d’Izumi
appliqué au germe d’hypersurface de kN définie par l’équation T1T2 − T i

3 = 0
pour i ≥ 2, c’est-à-dire avec une singularité Ai−1 (cf. exemple (iv) de [I2]).

Théorème 3.3.1 La fonction de Artin du polynôme

X1X2 −X3X4 ∈ ON [X1, X2, X3, X4]

est bornée inférieurement par la fonction i 7−→ i2 − 1, pour i > 2, si N ≥ 3.

Nous savions déjà qu’en général une fonction de Artin n’était pas bornée par
une fonction affine. L’exemple étudié ici correspond à une singularité isolée
d’hypersurface. La fonction de Artin-Greenberg des singularités isolées d’hy-
persurface a déjà été étudiée (cf. [LJ1] et [H1]).

Preuve : Appelons P le polynôme X1X2 − X3X4 et fixons un entier i > 2
quelconque. Notons x1(i) := T i

1, x2(i) := T i
2 et x3(i) := T1T2 − T i

3. Nous avons

x1(i)x2(i) =
(
x3(i) + T i

3

)i
= x3(i)x4(i) + T i2

3

avec x4(i) bien choisi. Nous avons donc

P (x1(i), x2(i), x3(i), x4(i)) ∈ mi2 .

Supposons que nous ayons x1, x2, x3 et x4 tels que P (x1, x2, x3, x4) = 0, alors
deux cas peuvent se produire :

1- Soit x3 − x3(i) ∈ mi+1. Alors x3 est irréductible. En effet, supposons le
contraire, c’est-à-dire qu’il existe x et y tels que xy = x3. Alors nous avons
xy − x3(i) ∈ mi+1, ce qui est impossible. En effet, d’après le lemme 3.3.2 dont
nous donnons la preuve à la fin, la fonction de Artin du polynôme XY − x3(i)
est la fonction constante égale à i. Donc x3 est irréductible.
Alors soit x1 ∈ (x3), soit x2 ∈ (x3). Or

sup
f∈ON

(
ord(x1(i)− fx3)

)
= sup

f∈ON

(
ord(x2(i)− fx3)

)
= i

car les termes initiaux de x1(i) et de x2(i) ne sont pas divisibles par T1T2.

2- Soit ord
(
x3 − x3(i)

)
≤ i.
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Dans tous les cas nous avons

sup

(
min

j=1,..,4
(ord(xj(i)− xj))

)
≤ i

où la borne supérieure est prise sur tous les 4-uplets (x1, x2, x3, x4) tels que
P (x1, x2, x3, x4) = 0. La fonction de Artin de P est donc minorée par la
fonction i −→ i2 − 1. �
Nous donnons maintenant la preuve du lemme utilisé :

Lemme 3.3.2 Pour i > 2, la fonction de Artin du polynôme XY − x3(i) ∈
ON [X, Y ] est la fonction constante égale à i.

Preuve : Soient x et y dans ON , non inversibles, tels que xy − x3(i) ∈ mi+1.
Ecrivons

x =
i+1∑
j=1

xj et y =
i+1∑
j=1

yj

où xj (resp. yj) est le terme homogène d’ordre j dans l’écriture de x (resp. de y).
Quitte à intervertir x et y, nous avons nécessairement x1 = aT1 et y1 = a−1T2.
Nous allons montrer par induction, que pour tout j ∈ {1, ..., i− 2}, xj ∈ (T1)
et yj ∈ (T2). Supposons que ceci soit vrai pour j ∈ {1, ..., n−1} avec n < i−1.
Le terme homogène d’ordre n+1 de xy est nul car n+ 1 < i. Nous avons alors

aT1yn + a−1T2xn +
n−1∑
j=2

xjyn+1−j = 0

Par hypothèse de récurrence,
∑n−1

j=2 xjyn+1−j ∈ (T1T2). Par factorialité de ON ,
nous voyons donc que yn ∈ (T2) et xn ∈ (T1).
Le terme homogène d’ordre i de xy est donc égal à

aT1yi−1 + a−1T2xi−1 +
i−2∑
j=2

xjyi−j.

Or ce terme appartient à l’idéal engendré par T1 et T2. Il ne peut donc pas être
égal à T i

3. Il n’existe donc pas de tels x et y, d’où le résultat. �

3.4 Fonction de Artin d’un monôme
Nous allons utiliser ici les résultats précédents pour montrer que la fonction

de Artin de certains polynômes, en particulier des monômes, est bornée par
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une fonction affine, dans le cas où l’anneau de base est réduit et vérifie la PA,
ou est analytiquement irréductible. Nous avons tout d’abord le résultat suivant
qui est un corollaire direct de la proposition 3.2.2 :

Théorème 3.4.1 Soit

g(X, Y, Zj) := XY +

p∑
j=1

fjZj

avec I = (f1, ..., fp) un idéal propre de A nœthérien tel que A/I soit analy-
tiquement irréductible. Alors g admet une fonction de Artin majorée par une
fonction affine.

Nous donnons ensuite une généralisation du corollaire 3.4.1 :

Théorème 3.4.2 Soient A un anneau local nœthérien et I = (fj) un idéal
de A tels que A/I soit réduit et A vérifie la PA, ou tels que A/I soit analy-
tiquement irréductible. Alors tout polynôme à coefficients dans A de la forme
f
∏r

k=1 Xnk
k +

∑p
j=1 fjZj admet une fonction de Artin majorée par une fonction

affine.

Remarque 3.4.3 Le théorème précédent est vrai en particulier pour un mo-
nôme vu comme polynôme à coefficients dans un anneau réduit et vérifiant la
PA, ou analytiquement irréductible.

Preuve : Notons g(Xk, Zj) = f
∏r

k=1 Xnk
k +

∑p
j=1 fjZj.

Première étape : Nous allons d’abord nous ramener au cas où I = (0),
c’est-à-dire au cas où g est un monôme. Nous notons g(Xk) le polynôme
f
∏r

k=1 Xnk
k ∈ A/I[Xk] et supposons que ce polynôme admette une fonction de

Artin bornée par une fonction affine a 7−→ ai + b. Soient x1, ..., xr, y1, ..., yp

tels que g(xk, yj) ∈ mi+1. Alors g(xk) ∈ mi+1 et donc il existe xk ∈ A tel
que g(xk) = 0 dans A/I et xk − xk ∈ m

i−b
a . Donc il existe des z′j tels que

f
∏r

k=1 xnk
k =

∑
j fjz

′
j dans A. D’où

∑
j fj(zj+z′j) ∈ m

i−b
a et d’après Artin-Rees

(théorème 3.1.1) il existe des tj tels que
∑

j fjtj = 0 et tj − (zj + z′j) ∈ m
i−b
a
−i0

où i0 ne dépend que de I. Nous posons alors zj = tj − z′j pour tout j. Nous
avons alors g(xk, zj) = 0, et xk − xk ∈ m

i−b
a et zj − zj ∈ m

i−b
a
−i0 pour tous k

et j. Il nous suffit donc de montrer que g admet une fonction de Artin bornée
par une fonction affine.

Deuxième étape : Nous allons nous ramener au cas où f = 1. Nous avons
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f
∏r

k=1 xnk
k = 0 si et seulement si

∏r
k=1 xnk

k ∈ ((0) : f). De plus si nous avons
f
∏r

k=1 xnk
k ∈ mi+1, alors d’après Artin-Rees, il existe i0 qui ne dépend que de

((0) : f), tel que
∏r

k=1 xnk
k ∈ ((0) : f)mi−i0+1. Donc montrer que le polynôme

f
∏r

k=1 Xnk
k ∈ A[Xk] admet une fonction de Artin bornée par une fonction af-

fine revient à montrer que
∏r

k=1 Xnk
k ∈ A/((0) : f)[Xk] admet une fonction de

Artin bornée par une fonction affine.
Nous pouvons remarquer que si A est réduit et si xk ∈ ((0) : (f)) alors fxk = 0
et donc xf = 0 et x ∈ ((0) : f), d’où ((0) : f) est radical et A/((0) : f) est
réduit.
De même nous pouvons remarquer que si A est analytiquement irréductible
alors A est intègre et donc ((0) : f) = (0). Donc A/((0) : f) = A est analyti-
quement irréductible.

Troisième étape : Nous allons traiter le cas où A/I est analytiquement ir-
réductible. Supposons que f = 1. Soit i ∈ N et soient x1, ..., xr, y1, ..., yp tels
que g(xk, yj) ∈ mi+1. Alors nous avons

νI(
r∏

k=1

xnk
k ) ≥ i + 1

et a

(
νI(

r−1∏
k=1

xnk
k ), νI(x

nr
r )

)
+ b ≥ i + 1

où a et b sont les constantes d’une ICL vérifiée par I. Par récurrence sur r il
existe k ∈ {1, ..., r} tel que

νI(x
nk
k ) ≥

⌊
i− b′

a′

⌋
+ 1

pour a′ et b′ des constantes indépendantes des xk, des yk et de i et où bcc est
la partie entière de c. Ensuite si νI(x

n) ≥
⌊

i−b′

a′

⌋
+ 1, alors par récurrence sur n

nous avons
νI(x) ≥

⌊
i− b′′

a′′

⌋
+ 1

pour a′′ et b′′ des constantes indépendantes de x et de i. Donc le théorème est
prouvé pour A/I analytiquement irréductible.

Quatrième étape : Nous allons montrer qu’il suffit, dans le cas où A est
réduit et vérifie la PA, de montrer le résultat pour A complet nœthérien et
régulier et I radical. Cela découle des lemmes 1.2.1 et 1.2.2, et du lemme sui-
vant :
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Lemme 3.4.4 Soit A un anneau local réduit nœthérien vérifiant la PA. Alors
Â (le complété de A pour la topologie m-adique) est réduit.

Nous donnerons une preuve de ce résultat à la fin.

Dernière étape : Supposons maintenant que A est complet, nœthérien et ré-
gulier et I radical et soient i ∈ N et x1, ..., xr, y1, ..., yp fixés tels que g(xk, yj) ∈
mi+1. Soit

I = P1 ∩ · · · ∩ Pq

la décomposition primaire de I avec les Pj premiers. Alors nous avons
r∏

k=1

xnk
k ∈ P1 ∩ ... ∩ Pq + mi+1 .

Donc pour tout j,
∏r

k=1 xnk
k ∈ Pj +mi+1. Donc d’après ce qui précède, il existe k

tel que xk ∈ Pj +mb
i−d

c c+1 avec c et d des constantes qui ne dépendent que des
Pj. Fixons k ∈ {1, ..., r}. Notons Jk l’ensemble des j tel que xk ∈ Pj+mb

i−d
c c+1.

Donc pour tout j ∈ Jk,
xk =

∑
l∈Hj

pj,lxj,l + mk,j

où les pj,l (quand l parcourt l’ensemble Hj) engendrent Pj et mk,j ∈ mb
i−d

c c+1

pour tout j. Soit lj1,j2 la forme linéaire

lj1,j2(Xj1,l, Xj2,l′) :=
∑

l∈Hj1

pj1,lxj1,l −
∑

l′∈Hj2

pj2,l′xj2,l′ .

Nous avons lj1,j2(xj1,l, xj2,l′) ∈ mb
i−d

c c+1 pour tout j1 et j2 dans Jk. D’après
le théorème 3.1.1, pour tous j ∈ Jk et pour tout l ∈ Hj, il existe donc des

xj,l ∈ xj,l + m

j
i−d′

c′

k
+1 tels que :

lj1,j2(xj1,l, xj2,l′) = 0 pour tout j1, j2 ∈ Jk, tout l ∈ Hj−1 et tout l′ ∈ Hj2 ,

avec c′ et d′ des constantes qui ne dépendent que des Pj. Nous notons alors
xk =

∑
pj1,lxj1,l et d’après ce qui précède

∀k xk ∈

(⋂
j∈Jk

Pj

)
∩ (x + m

j
i−d′

c′

k
+1

) .

Comme ∪kJk = {1, ..., r}, nous avons
r∏

k=1

xnk
k ∈ I ∩ (

r∏
k=1

xnk
k + m

j
i−d′

c′

k
+1

) .
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Donc il existe des z∗j tels que
∏r

k=1 xnk
k +

∑p
j=1 fjz

∗
j = 0 ou encore

p∑
j=1

fj(z
∗
j − zj) ∈ m

j
i−d′

c′

k
+1

.

Donc, d’après le lemme d’Artin-Rees, il existe des εj ∈ m

j
i−d′′

c′′

k
+1 tels que∑

fj(z
∗
j − zj + εj) = 0, où c′′ et d′′ ne dépendent que des Pj et de I. Nous

posons alors zj = zj − εj pour tout j. Nous avons donc

r∏
k=1

xnk
k +

p∑
j=1

fjzj = 0

et
∀j ∀k, xk − xk, zj − zj ∈ m

j
i−d′′

c′′

k
+1

. �

Nous allons maintenant donner la preuve du lemme utilisé. En fait nous
pouvons énoncer la proposition suivante qui repose sur l’existence de la fonction
de Artin :

Proposition 3.4.5 i) Soit A un anneau local intègre nœthérien vérifiant
la PA. Alors A est analytiquement irréductible.

ii) Soit A un anneau local réduit nœthérien vérifiant la PA. Alors Â est
réduit.

Preuve : Montrons d’abord i). Supposons sous les hypothèses du corol-
laire que A n’est pas analytiquement irréductible. Alors il existe x et y non
nuls dans Â tels que xy = 0. Pour tout entier n positif, choisissons xn et yn

dans A tels que ord(x− xn) = ord(y− yn) = n. Alors xnyn ∈ mn. Comme (xn)
et (yn) tendent respectivement vers x et y pour la topologie m-adique, pour
n assez grand, xn et yn sont non nuls et ord(xn) et ord(yn) sont fixes. Or le
seul diviseur de zéro dans A est 0. Donc il n’existe pas de fonction de Artin au
polynôme XY ∈ A[X, Y ] ce qui contredit le théorème 3.4.2.
Montrons ii). Supposons que Â n’est pas réduit, il existe x ∈ Â non nul
et k ∈ N∗ tels que xk = 0. Pour tout n ∈ N∗, choisissons xn A tel que
ord(x− xn) = n. Alors xk

n ∈ mn. Pour n assez grand, xn est non nul et ord(xn)
est fixe. Or le seul élément nilpotent dans A est 0. Donc il n’existe pas de
fonction de Artin au polynôme Xk ∈ A[X], ce qui est faux. Donc Â est réduit.
�
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Exemple 3.4.6 Soit f un germe de fonction de Nash (resp. de fonction ho-
lomorphe). Si f = gh avec g et h deux séries formelles non inversibles alors f
peut s’écrire comme le produit de deux germes de fonctions de Nash (resp. de
deux fonctions holomorphes) non inversibles.

Exemple 3.4.7 Il est en général faux que XY admette une fonction de Artin.
Considérons par exemple l’anneau

A :=
k[T1, T2](T1,T2)

T 2
1 − T 2

2 (1 + T2)
avec k un corps de caractéristique nulle.

A est irréductible mais pas analytiquement irréductible. Nous avons la relation
T 2

1 − T 2
2 (1 + T2) = (T1 − T2

√
1 + T2)(T1 + T2

√
1 + T2) où

√
1 + T2 est une des

deux séries formelles dont le carré vaut 1+T2. Soit
(√

1 + T2

)
n

la série
√

1 + T2

tronquée à l’ordre n. Nous avons

ord
((√

1 + T2

)
n
−
√

1 + T2

)
= n + 1.

Regardons le polynôme g(X, Y, Z) = XY − (T 2
1 − T 2

2 (1 + T2))Z de l’anneau
k[T1, T2](T1,T2)[X, Y, Z]. Posons

xn = T1

(
T1 − T2

(√
1 + T2

)
n

)
, yn = T1 + T2

(√
1 + T2

)
n

et z = T1.

Nous avons xnyn − (T 2
1 − T 2

2 (1 + T2))z ∈ mn+4 pour tout entier n ≥ 1. Or
xn /∈ (T 2

1 − T 2
2 (1 + T2)) + m3 et yn /∈ (T 2

1 − T 2
2 (1 + T2)) + m2. Donc il n’existe

pas de solution de g “proche” de (xn, yn, z) pour la topologie m-adique.

La preuve précédente est constructive, dans le sens où l’on peut donner une
expression d’une fonction affine bornant la fonction de Artin de g en terme de
coefficients apparaissant dans des ICL et de coefficients pour lesquels le lemme
d’Artin-Rees est vérifié pour des idéaux dépendants de I. Nous donnons un
exemple de telles bornes explicites ci-dessous.

3.4.1 Bornes explicites

Nous allons donner ici deux majorations affines de la fonction de Artin du
polynôme Xn +

∑
j fjZj : l’une à l’aide du théorème d’Izumi et l’autre à l’aide

d’un théorème de Rees (cf. théorème 3.4.9).
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Lemme 3.4.8 Soient A un anneau local nœthérien complet et I un idéal radi-
cal de A engendré par f1, ..., fp. Soit g(X, Zi) := Xn +

∑
i fiZi. Alors g admet

une fonction de Artin majorée par

i 7−→ (2a)bln2(n)c+1(i + iP + iI) + b(1 + 2a + · · ·+ (2a)bln2(n)c)

où a et b sont les plus petites constantes d’une ICL vérifiée par tous les idéaux
premiers associés à I, iP est la plus petite constante pour laquelle le lemme
d’Artin-Rees est vérifié pour les idéaux engendré par deux idéaux premiers as-
sociés à I et iI est la plus petite constante pour laquelle le lemme d’Artin-Rees
est vérifié pour I (c’est-à-dire I ∩mi+iI ⊂ Imi).

Preuve : Soient x et des zj tels que

xn +
∑

j

fjzj ∈ m(2a)bln2(n)c+1(i+iP +iI)+b(1+2a+···+(2a)bln2(n)c)+1.

Soit
I = P1 ∩ · · · ∩ Pr

la décomposition primaire de I avec les Pl premiers. Alors

νPl
(xn) ≥ (2a)bln2(n)c+1(i + iP + iI) + b(1 + 2a + · · ·+ (2a)bln2(n)c) + 1

pour tout l.
Nous pouvons construire la suite suivante par récurrence (où n0 = n) :
Si nk est pair on pose nk+1 = n

2
, sinon on pose nk+1 = n+1

2
. Ecrivons nk et nk+1

en base 2 :

nk = α0 + α12 + · · ·+ αq−12
q−1 + 2q (q = bln2(nk)c)

nk+1 = β0 + β12 + · · ·+ βq−12
q−1 + βq2

q

avec les αj et les βj dans {0, 1}.
Si α0 = 0, alors βq = 0 et βq−1 = 1. Si α0 = α1 = · · · = αq−1 = 1 alors
β0 = β1 = · · · = βq−1 = 0 et βq = 1. Si l’un des αj, pour 0 ≤ j ≤ q− 1, est nul,
alors βq = 0.
Si α0 = α1 = · · · = αq−1 = 0 alors β0 = β1 = · · · = βq−2 = 0 et βq−1 = 1. Nous
voyons donc, si q = bln2(n)c, que nq = 1 ou nq+1 = 1.
Donc, d’après les hypothèses, nous avons

νPl
(xn1) ≥ (2a)bln2(n)c(i + iP + iI) + b(1 + 2a + · · ·+ (2a)bln2(n)c−1) + 1 .
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Par induction nous avons alors

νPl
(x) ≥ i + iP + iI + 1 .

Il existe donc des xl,j tels que x−
∑

j pl,jxl,j ∈ mi+iP +iI+1 où les pl,j engendrent
Pl. D’après la dernière étape de la preuve du théorème 3.4.2, il existe donc
x ∈ (P1 ∩ ... ∩ Pr) ∩ (x + mi+iI+1).
Il existe alors des z∗j tels que x −

∑
j fjz

∗
j ∈ mi+iI+1. Notons x =

∑
j fjz

∗
j et

xn =
∑

j fjz
∗∗
j avec les z∗∗j dans A. Nous avons alors

∑
j fj(zj + z∗∗j ) ∈ mi+iI+1

et il existe alors des tj ∈ zj + z∗∗j + mi+1 tels que
∑

j fjtj = 0. On pose alors
zj = tj − z∗∗j et x =

∑
j fjz

∗
j . Nous avons bien g(x, zj) = 0 et x− x ∈ mi+1 et

zj − zj ∈ mi+1 pour tout j. �

Nous voyons ici que le coefficient λ de la fonction i −→ λi + c décrite ci-
dessus est de la forme nc pour une constante c ≥ 1. Il est possible dans ce cas
d’améliorer cette borne à l’aide du théorème suivant :

Théorème 3.4.9 [Re1] Soit A un anneau local et nœthérien et I un idéal de
A tel que A/I est non ramifié. Alors, pour tout x dans A, la limite limn

νI(xn)
n

existe et est égale à la limite supérieure de cette suite. Notons νI la fonction
définie par

∀x ∈ A, νI(x) = lim
n

νI(x
n)

n
.

Il existe alors une constante c ≥ 0 telle que

∀x ∈ A, νI(x) ≤ νI(x) ≤ νI(x) + c.

Pour un entier c nous notons dce sa partie entière supérieure, c’est-à-dire dce = c
si c est entier et dce = bcc+ 1 si c n’est pas entier. Nous pouvons alors déduire
le lemme suivant

Lemme 3.4.10 Soit A un anneau local nœthérien complet et I un idéal radi-
cal de A engendré par f1, ..., fp. Soit g(X, Zi) := Xn +

∑
i fiZi. Alors g admet

une fonction de Artin majorée par la fonction

i 7−→ n

⌈
i + iI

n

⌉
+ nc ≤ i + iI + n(c + 1)

où c est la plus petite constante telle que ∀x ∈ A, νI(x) ≤ νI(x) + c et iI est
la plus petite constante pour laquelle le lemme d’Artin-Rees est vérifié pour I
(c’est-à-dire I ∩mi+iI ⊂ Imi).



80
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d’idéaux

Preuve : Soient x et des zj tels que

xn +
∑

j

fjzj ∈ mnd i+iI
n e+nc+1

avec les notations du lemme. Alors

νI(x
n)

n
≤ νI(x) ≤ νI(x) + c

d’après le théorème de Rees. Or nous avons νI(x
n) ≥ n

⌈
i+iI

n

⌉
+ nc + 1, donc

νI(x) ≥
⌈

i+iI
n

⌉
+ 1. Il existe alors des z∗j tels que x −

∑
j fjz

∗
j ∈ md

i+iI
n e+1,

c’est-à-dire x =
∑

j fjz
∗
j + ε avec ε ∈ md

i+iI
n e+1. D’où xn =

∑
j fjRj(z

∗
j , ε)+ εn

avec Rj des polynômes en p+1 variables. D’où
∑

j fj(zj +Rj(z
∗
j , ε)) ∈ mi+iI+1

et il existe alors des tj ∈ zj + Rj(z
∗
j , ε) + mi+1 tels que

∑
j fjtj = 0. On pose

alors zj = tj −Rj(z
∗
j , ε) et x =

∑
j fjz

∗
j . �

Nous allons maintenant utiliser ce dernier lemme pour obtenir des détermi-
nations explicites de clôtures intégrales approchées d’idéaux.

3.5 Application à des déterminations explicites
de clôtures intégrales approchées d’idéaux

3.5.1 Clôtures intégrales approchées d’un idéal

Nous commençons tout d’abord par rappeler certains résultats connus.

Définition 3.5.1 Soient I un idéal d’un anneau A intègre. Nous notons I
la clôture intégrale de I, c’est-à-dire l’ensemble des éléments de A satisfaisant
une équation de la forme

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0

avec ai ∈ I i pour tout i. L’ensemble I est un idéal de A.

Proposition 3.5.2 Soit A un anneau intègre et I un idéal de A. Alors nous
avons les propriétés suivantes :

1- I ⊂ I ⊂
√

I. En particulier si I est radical alors I = I.

2- Si A est principal et normal, pour tout idéal I de A, I = I.
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On pourra se réferer par exemple à [Eis] pour les preuves de ces résultats.

Delfino et Swanson ont montré le théorème suivant qui est une généralisation
d’un théorème de Rees [Re2] :

Théorème 3.5.3 [DS] Soit (A, m) un anneau local nœthérien excellent. Soit
I un idéal de A. Alors il existe a et b des entiers tels que

I + mai+b ⊂ I + mi ∀i ∈ N

ou encore I + mi ⊂ I + mb
i−b
a c ∀i ∈ N.

Pour prouver ce théorème, D. Delfino et I. Swanson se ramènent au cas où I
est principal et A complet, intègre et normal. Dans ce cas elles montrent que
tout élément de I + mi vérifie une équation de la forme

Xn + Xn−1
∑

j

gjX1,j + · · ·+
∑

j1≤···≤jn

gj1 ...gjnXn,j1,...,jn ∈ mb
i
lc

où n et l sont indépendants de l’élément choisi et de l’entier i. Ensuite elles
montrent, toujours sous les mêmes hypothèses, que le polynôme précédent ad-
met une fonction de Artin majorée par une fonction affine (théorème 3.10 de
[DS]).
Nous allons donner dans cette partie une généralisation du théorème 3.10 de
[DS]. L’intérêt de notre preuve vient du fait que celle-ci est constructive et
permet d’obtenir des bornes explicites en termes de coefficients apparaissant
dans certaines ICL.

3.5.2 Généralisation d’un résultat de Delfino et Swanson

En utilisant le lemme 3.4.10, nous allons donc donner deux propositions qui
généralisent le théorème 3.10 de [DS] (les hypothèses de Delfino et Swanson
sont : A/(fl) complet, intègre et normal, et (gj) principal) et qui, de plus,
bornent explicitement les fonctions de Artin des polynômes considérés :

Proposition 3.5.4 Soit

g(X, X1,j, ..., Xn,j1,...,jn , Y1, ..., Yq) := Xn + Xn−1
∑

j

gjX1,j + · · ·

+
∑

j1≤···≤jn

gj1 ...gjnXn,j1,...,jn +

q∑
l=1

flYl
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d’idéaux

avec les gj et les fl dans A, local complet nœthérien, tels que I = (fl) + (gj)
soit radical. Alors g admet une fonction de Artin majorée par la fonction

i 7−→ i + iI + n(c + 1)

où c est la plus petite constante telle que ∀x ∈ A, νI(x) ≤ νI(x) + c et iI est
la plus petite constante pour laquelle le lemme d’Artin-Rees est vérifié pour I
(c’est-à-dire I ∩mi+iI ⊂ Imi).

Preuve : Soient (x, x1,j, ..., xn,j1,...,jn , y1, ..., yq) ∈ A tels que

g(x, x1,j, ..., xn,j1,...,jn , yl) ∈ mnd i+iI
n e+nc+1 .

Posons

t′j = xn−1x1,j + xn−2
∑
j2≥j

gj2x2,j,j2 + · · ·+
∑

jn≥···≥j2≥j

gj2 ...gjnxn,j,j2,...,jn .

Alors nous avons

xn +
∑

j

gjt
′
j +
∑

l

flyl = g(x, x1,j, ..., xn,j1,...,jn , y) .

D’après la preuve du lemme 3.4.10, il existe x∗ ∈ x + mi+iI+1 tels que x∗ ∈ I.
Nous pouvons écrire x∗ =

∑
j gjx

′
j +
∑

l flzl. Nous avons alors

g(x∗, x1,j, ..., xn,j1,...,jn , yl) ∈ mi+iI+1.

D’où∑
j1≤···≤jn

gj1 ...gjn

(
xn,j1,...,jn + hj1,...,jn(x1,j, ..., xn−1,j′1,...,j′n−1

, x′j)
)

+

+
∑

l

fltl ∈ mi+iI+1

avec tl = yl + · · · = yl + t∗l (x
′
j, zl) et hj1,...,jn polynomiale à coefficients dans A.

D’après Artin-Rees, il existe alors (t1, ..., tq) ∈ (t1, ..., tq) + mi+1 et

tj1,...,jn ∈ xn,j1,...,jn + hj1,...,jn(x1,j, ..., xn−1,j′1,...,j′n−1
, x′j) + mi+1

tels que
∑

j1≤···≤jn
gj1 ...gjntj1,...,jn +

∑
l fltl = 0. Posons alors

xi,j1,...,ji
= xi,j1,...,ji

pour tout i < n
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et
xn,j1,...,jn = tj1,...,jn − hj1,...,jn(x1,j, ..., xn−1,j′1,...,j′n−1

, x′j) .

Nous avons xi,j1,...,ji
−xi,j1,...,ji

∈ mi+1 pour tout i et jk. Posons yl = tl− t∗l pour
tout l et x = x∗. Nous avons donc yl − yl ∈ mi+1 et x − x ∈ mi+1. De plus il
est clair que g(x, xj, yl) = 0. �

Proposition 3.5.5 Soit

g(X, X1, ..., Xn, Y1, ..., Yq) = Xn + f tXn−1X1 + · · ·+ fntXn +

q∑
l=1

flYl

avec les fj et f dans A, local complet nœthérien, tels que ((fj) : f) = (fj) et
(f, fj) soit radical, et soit t un entier strictement positif. Alors g admet une
fonction de Artin majorée par

i −→ i + tiJn + tn(c + 1)

où c est la plus petite constante telle que ∀x ∈ A, νI(x) ≤ νI(x) + c et iJn

est la plus petite constante pour laquelle le lemme d’Artin-Rees est vérifié pour
Jn = (fn, (fj)) (c’est-à-dire Jn ∩mi+iJn ⊂ Jnm

i).

Preuve : Notons I := (f, fl). Soit i un entier positif. Soient x, des xj et des
yk tels que

g(x, xj, yk) ∈ mi+tiJn+tn(c+1)+1.

Alors, comme dans la preuve de la proposition précédente, il existe x ∈ I tel
que nous ayons x = x modulo mi+tiJn+n(t−1)(c+1)+1. Donc nous avons

x = fx′ +

q∑
l=1

fly
′
l + ε1

avec ε1 ∈ mi+tiJn+n(t−1)(c+1)+1. Nous avons alors

fnx′n + f t+n−1x′n−1x1 + · · ·+ fntxn+

+

q∑
l=1

fl(yl + hl(x
′, y′m)) ∈ mi+tiJn+n(t−1)(c+1)+1

avec les hl polynomiales. D’où

fn
(
x′n + f t−1x′n−1x1 + · · ·+ fn(t−1)xn

)
+
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+

q∑
l=1

fl(yl + hl(x
′, y′m)) ∈ mi+tiJn+n(t−1)(c+1)+1 .

Il existe donc

u ∈ (fj) ∩
(
(x′n + f t−1x′n−1x1 + · · ·+ fn(t−1)xn) + mi+(t−1)iJn+n(t−1)(c+1)+1

)
car le conducteur ((fj) : f) = (fj). On est donc ramené à

x′n + f t−1x′n−1x1 + · · ·+ fn(t−1)xn ∈ I + mi+(t−1)iJn+n(t−1)(c+1)+1 .

On obtient le résultat par récurrence sur t, car pour t = 0 le polynôme est lisse
en tout point (le coefficient de xn est égal à 1). �

3.5.3 Exemple explicite

Cet exemple est cité dans [DS] mais incorrectement étudié car les auteurs
utilisent un résultat de M. Lejeune-Jalabert uniquement valable pour l’anneau
A = k[[T ]]. Pour étudier cet exemple, nous allons utiliser ici la proposition
3.5.5 et un résultat de Delfino et Swanson [DS].
Soient a, t, N ∈ N tels que a ≥ 2, t ≥ 1 et N ≥ 3 et k un corps contenant les
racines a-ièmes de l’unité et de caractéristique ne divisant pas a. Notons

A :=
k[[T1, ..., TN ]]

(T a
1 + · · ·+ T a

N)
.

Soit B = k[[T1, T2, ..., TN−1]]. L’extension Frac(A) ⊂ Frac(B) est galoisienne et
séparable et notons n = [Frac(A) : Frac(B)]. L’entier n divise Φ(a), la fonction
d’Euler de a, donc n < a. Nous utilisons alors le

Lemme 3.5.6 [DS] Soit (A, m) un anneau local complet normal nœthérien et
soit f un élément non nul de A. Soit B = k[[f, f2, ..., fN ]] où (f, f2, ..., fN)
est un système de paramètres de A. Supposons que Frac(A) ⊂ Frac(B) est une
extension galoisienne séparable et notons n = [Frac(A) : Frac(B)]. Alors tout
élément de f tA + mi vérifie une équation de degré n sur f tA + mb

i
ntc

Donc d’après le lemme précédent, tout élément de T t
1A + mi vérifie une

équation de degré n sur T t
1A + mb

i
ntc.

Soit x ∈ A vérifiant une équation de degré n sur T t
1A+mb

i
ntc. Notons I l’idéal

(T1, T a
2 + · · ·+ T a

N). Si N > 3, νI est une valuation car GrmA/I est intègre.
Si N = 3, l’idéal I étant homogène et radical, nous avons aussi c = 0. D’après
le corollaire 3.2.14, nous avons iJn = a.
Donc, d’après la proposition 3.5.5, il existe x ∈ T t

1A ∩
(
x + mb

i
ntc−t(a+n)

)
.

Nous obtenons alors la



Chapitre 3. Théorème d’Izumi et linéarité de fonctions de Artin 85

Proposition 3.5.7 Soient a, t, N ∈ N tels que a ≥ 2, t ≥ 1 et N ≥ 3 et k un
corps contenant les racines a-ièmes de l’unité et de caractéristique ne divisant
pas a et A = k[[T1,..., TN ]]

(T a
1 +···+T a

N )
. Alors

∀i ∈ N∗ T t
1A + mi ⊂ T t

1A + mb
i

ntc−t(a+n) (3.4)

où n = [Frac(A) : Frac(B)].
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