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Introduction

Ce travail est avant tout consacré a I’étude de I'objet appelé "fonction de
Artin". Cette fonction numérique, de N dans N, est associée & un morphisme
d’anneaux A — A[X7, ..., X,,]/] ot A est hensélien (c’est-a-dire un anneau
ot le théoréme des fonctions implicites est vrai) et excellent. Plus précisément
nous avons le théoréme suivant (version forte du théoréme d’approximation de

Artin) :

Théoréme : [Ar2||[PP] Soit  un idéal de A[X7, ..., X,], ot A est local, hensé-
lien et excellent. Alors il existe § : N — N vérifiant la condition suivante :
Pour tout i € N et pour tout (a1, ..., 7,) € A" tels que f(z) € mP®+! pour
tout f € I, il existe (Ty,..., T,) € A" tel que f(T) = 0 pour tout f € I et
x; —T; € m"* pour tout j.

Trois cas se présentent. Soit il n’existe aucun morphisme de A-algébre de la
forme A[X7, ..., X,,|/I — A, auquel cas la fonction de Artin de I est constante.
Soit A — A[X7, ..., X,,]/I est lisse, auquel cas la fonction de Artin de I est
égale a l'identité. Enfin, si nous ne sommes dans aucun de ces deux cas, la
fonction de Artin de I est plus grande, en tant que fonction numérique, que
I'identité. Cette fonction est donc, en quelque sorte, une mesure de la non-lissité
de ce morphisme.

Dans les quelques cas connus avant ce travail, cette fonction est toujours bor-
née par une fonction affine. C’est par exemple le cas ou A est un anneau de
valuation discréte (théoréme de J. M. Greenberg [Gr]), le cas ot I est engen-
dré par des polynomes de degré 1 (Lemme d’Artin-Rees), le cas du théoréme
d’Izumi [12], le cas du théoréme fort de valuation de Rees |Re2| ou le cas du
théoréme de Delfino et Swanson [DS|. Ceci a été conjecturé en toute généralité,
a savoir que toute fonction de Artin est bornée par une fonction affine ([Spi3]
ou [DS]). Nous donnons en particulier deux contre-exemples a cette conjecture.



Le premier chapitre est essentiellement consacré a rappeler les résultats
connus et & donner les outils nécessaires a la compréhension de ce travail. Nous
commengons tout d’abord par donner la réduction au cas ot 'anneau de base
est complet et régulier. Nous présenterons aussi quelques cas simples ou la
conjecture est vraie, comme par exemple le cas des polynémes en une variable.
Nous montrons ensuite de quelle maniére la fonction de Artin peut étre utilisée
comme invariant d’un germe de variété analytique. Nous donnons la définition
des fonctions de Artin d’un germe de variété analytique (X, 0) qui sont des in-
variants analytiques de celui-ci. La premiére fonction de Artin de (X, 0) est la
seule & avoir été étudiée jusqu’a présent [LJ1], [H1]. Celle-ci nous donne en par-
ticulier une information sur le nombre d’éclatements nécessaires a la résolution
des singularités de ce germe [H2|, et dans le cas d'une hypersurface, M. Hickel a
relié la premiére fonction de (X, 0) (notée 1) avec la premiére fonction de Ar-
tin de 'idéal jacobien de (X, 0) (notée (3}) et montré que 51(z) < (](i)+1i pour
tout ¢ [H1]. Nous montrons que la suite des fonctions de Artin d’un germe de
variété analytique forme une suite croissante de fonctions et étudions I’exemple
d’un cusp X2 —Y3 = 0. Nous montrons a ’aide de cet exemple que les N-iémes
fonctions de Artin de (X, 0), pour N > 2, ne vérifient pas I'inégalité précédente
prouvée par M. Hickel pour N = 1.

Le deuxiéme chapitre a pour objet une étude des propriétés arithmétiques

de l'anneau des séries formelles en plusieurs variables Oy = k[[11, ..., Ty]]
et du complété de 'anneau de valuation qui le domine k (%, o ?—ff [[T1]].

En effet le second est un anneau complet de valuation discréte sur lequel la
conjecture est vraie [Gr|. Il est donc naturel d’étudier se qui se passe quand
“on passe” du premier anneau au second. La différence fondamentale entre ces
deux anneaux est le fait que la division est beaucoup plus facile dans le second
que dans le premier. En effet, si ’on se donne deux séries en une variable, I'une
des deux divise la seconde. Ceci est clairement faux pour les séries en plusieurs
variables. C’est ce probléme de “manque” de divisibilité dans Oy, pour N > 2,
que nous abordons ici.

Nous étudions la fonction de Artin des polynomes homogénes dont la seule
solution est (0, ..., 0). Nous montrons que ce probléme est équivalent au pro-
bleme de 'approximation diophantienne entre le corps des séries en plusieurs
variables Ky et son complété pour la topologie (17, ..., T )-adique Ky (ou pour
la norme (71, ..., Ty)-adique; voir partie 1.3). Il existe des résultats a propos



de approximation diophantienne dans le corps des séries en une variable [Lal,
probléme trés proche du cas de 'approximation diophantienne entre Q et R,
mais aucun sur celui qui nous interesse. Le probléme qui nous concerne est
radicalement différent du probléme d’approximation diophantienne entre Q (le
corps des fractions de Z) et R, essentiellement du fait que les éléments non
nuls de Z sont tous de norme supérieure a 1, alors que dans notre cas, les élé-
ments non nuls de k[[77, ..., Ty]] sont tous de norme inférieure a 1 (la norme
de » € Ky, dite norme (T, ..., Ti)-adique, est égale a e~°"4® ot ord est la
valuation (77, ..., Ty)-adique).

Nous démontrons dans ce travail le résultat suivant d’approximation diophan-
tienne :

Théoréme 2.2.1 : Soient z € I[A{N\KN algébrique sur Ky. Alors il existe
a>1et K >0 tels que

Z K|y|a7 \V/I, Yy € ON'

‘:L‘
S
Yy

Nous en déduisons alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.4 : Soit P(X,Y) un polynéme homogéne en X et'Y a coeffi-
cients dans Oy. Alors P admet une fonction de Artin bornée par une fonction

affine.

A partir d'un exemple, nous montrons qu'il n’existe pas d’équivalent du théo-
réme de Liouville dans ce contexte (c’est-a-dire que a ne peut pas étre choisi
¢gal au degré de l'extension Ky — Ky|[z]).

A partir de cet exemple nous construisons un contre-exemple (le parapluie de
Whitney) a la conjecture de Spivakovsky (théoréme 2.0.4). Plus précisemment,
nous montrons que les N-iémes fonctions de Artin du germe de variété défini
par X2 — ZY? pour N > 2 sont bornées inférieurement par une fonction poly-
nomiale de degré 2 :

Théoréme 2.0.4 : La fonction de Artin du polynome
P(X,Y, 72):=X*-2Y?c Oy[X, Y, 7]

est bornée inférieurement par une fonction polynomiale de degré 2 si N > 2 et



si car (k) # 2.

Nous déduisons de ce résultat qu’il n’existe pas d’élimination des quantifi-
cateurs pour le corps des séries en plusieurs variables muni d’'un langage a
plusieurs sortes de Presburger, c’est-a-dire un langage qui, restreint a Z, ne
posséde pas de symbole pour la multiplication (théoréme 2.4.1).

Dans le troisieme chapitre, nous étudions la fonction de Artin du point de

vue de l'algébre commutative. Il existe en effet plusieurs résultats d’algébre
commutative qui font intervenir une fonction de Artin. C’est le cas en particu-
lier du lemme d’Artin-Rees [Ma], du théoréme fort de valuation de Rees [Re2]
et du théoréme d’Izumi [I2| [Re3].
Nous étudions d’abord le cas des systémes d’équations polynomiales linéaires
qui est équivalent a une version faible du lemme d’Artin-Rees; puis le cas du
théoréme d’Izumi, qui est équivalent au fait que la fonction de Artin du poly-
nome XY — > f;Z; a coefficients dans un anneau local noethérien A, ou l'idéal
I = (f1,..., fp) est premier dans le complété de A, est bornée par une fonc-
tion affine. Nous déduisons du théoréme d’Izumi une version stable du lemme
d’Artin-Rees (théoréme 3.2.6) qui ouvre peut-étre une voie a une détermina-
tion des constantes intervenant dans le théoréeme d’Izumi :

Théoréme 3.2.6 : Soient A un anneau local nethérien, m son idéal maxi-
mal et I un idéal de A tel que A/l soit analytiquement irréductible.

Alors il existe a > 1 et b > 0 tels que nous ayons la version faible d’Artin-Rees
uniforme suivante

((z) + D) Nnmter@t c () + )m' Vo€ AVie N

ot vy est l'ordre m-adique sur A/I.

En effet, trouver des constantes intervenant dans le théoréme d’Izumi pour

'idéal I est équivalent & déterminer comment varie i(z) ou i(x) est le plus

petit entier qui vérifie (I + (z)) N mi*® C (I + (z))m’. Dans cette optique,

nous faisons quelques remarques sur la fonction z — i(x) et nous montrons

comment nous ramener au cas ou I est principal.

Nous donnons ensuite différentes applications a cela. Tout d’abord nous construi-
sons un germe de variété analytique (défini par X; Xy — X3X, = 0 en l'occu-

rence) dont les N-iémes fonctions de Artin sont bornées inférieurement par une



fonction polynomiale de degré 2 pour N > 3 (théoréme 3.3.1). Ce germe est a
singularité isolée contrairement au premier exemple :

Théoréme 3.3.1 : La fonction de Artin du polynome
X1 Xy — X3X, € On[Xy, X, X3, Xy

est bornée inférieurement par la fonction i — i*> — 1 si N > 3.

Ensuite nous montrons comment utiliser les précédents résultats pour majorer
la fonction de Artin de différentes classes de polynomes. Voici les principaux
résultats que nous obtenons :

Théoréme 3.4.2 : Soient A un anneau local nethérien et I = (f;) un idéal
de A tels que A/I soit analytiquement irréductible ou tels que A/l soit ré-
duit et A vérifie la PA. Alors tout polynome a coefficients dans A de la forme
FITe X0* —1—2221 fiZ; admet une fonction de Artin magjorée par une fonction

affine.

Proposition 3.5.4 : le polynéme

q
X" X" g X Y GG X + DAY
) =1

J 1< Sgn

avec les g; et les fi dans A, local complet neethérien, tels que I = (f;) + (g;)
soit radical, admet une fonction de Artin magjorée par la fonction de la forme
1+— 1+ 19, ou iy est une constante positive.

Proposition 3.5.5 : Soient f; et f dans A, local complet neethérien, tels que

((fj) = f) = (fj) et (f, f;) soit radical, et soit t un entier strictement positif.
Alors le polynéme

q
X" XX A A U X+ YAV
=1

admet une fonction de Artin majorée par une fonction de la forme i — i+ 1y,
ot 1o est une constante positive.

Enfin nous utilisons ces résultats pour calculer des clotures intégrales appro-
chées d’idéaux (exemple 3.5.3), c’est-a-dire, si I est un idéal d’un anneau local
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A excellent, pour trouver a et b tels que I +me+® C T +m’ pour tout 7 € N.
Ce probléme a été introduit par Delfino et Swanson dans [DS]. Ceci nous per-
met, par exemple, de corriger un exemple incorrectement traité par Delfino et
Swanson :

Proposition 3.5.7 : Soient a,t, N € N tels que a > 2, t > 1 et N > 3
et k un corps contenant les racines a-iemes de ['unité et de caractéristique ne

divisant pas a et A = H Alors
Vi e N* TIA + mi C TA + mlar) et

oun = [Frac(A) : Frac(B)] et B :=K[[T1, ..., Ty_1]].
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Chapitre 1

Fonction de Artin : préliminaires

Nous noterons dans toute la suite T = (T3,..,Tn), X = (X1,..,X,) et
f = (f1,-., fp). Sauf indication contraire, nous noterons m l'idéal maximal de
I’anneau local étudié quand il n’y aura aucune confusion possible.

1.1 Propriétés d’approximation

Nous rappelons quelques résultats d’approximation, mais nous donnons tout
d’abord la définition suivante :

Définition 1.1.1 Nous appellerons couple (A, J) la donnée d’un anneau A
et d’un idéal 3 de A. Nous dirons que le couple (A, J) est neethérien (resp.
local, complet, réduit, integre) si l’anneau A est neethérien (resp. local, complet,
réduit, intégre).

Définition 1.1.2 Soit (A, J) un couple neethérien et Ale complété de A pour
la topologie J-adique. Nous dirons que (A, J) vérifie la propriété d’approxima-
tion (PA) (resp. vérifie la propriété d’approximation pour f) si pour tout sys-
teme d’équations polynomiales, noté f(X) =0, a coefficients dans A (resp. si
pour le systéme d’équations polynomiales noté f(X) = 0 a coefficients dans
A), pour toute solution T € A et pour tout 1 € N, 1l existe une solution x dans
A de ce systeme qui vérifie x; =7;  mod T pour tout j.

Dans le cas ou A est local et T est son idéal maximal, nous dirons que A a la
propriété d’approrimation.

Définition 1.1.3 Soit (A, J) un couple neethérien. Nous dirons que (A, J)

vérifie la propriété d’approximation forte (PAF) si pour tout systéme d’équa-
tions polynomiales, noté f(X) =0, a coefficients dans A, il existe une fonction

13



14 1.1. Propriétés d’approximation

a valeurs entieéres 3 avec la propriété suivante :
Soient x € A™ et i € N tels que

f(z)=0  mod FFO+L,
Alors il existe T € A™ tel que
f(@)=0¢etx; =7, mod I pour tout j.

La plus petite fonction vérifiant cette propriété sera appelée fonction de Artin
de lidéal (f).

La encore, si A est local et J est son idéal maximal, nous dirons que A a la
propriété d’approximation forte.

Lemme 1.1.4 Soient f et g deux systémes d’équations polynomiales engen-
drant le méme idéal de A[Xq, ..., X,|. Alors, sila fonction de Artin de f existe,
celle de g aussi et ces deux fonctions sont égales. On peut donc parler de la

fonction de Artin d’un idéal (f) de A[Xq, ..., X,)].

Preuve : Supposons que la fonction de Artin de f existe. Notons la f.
Pour tout k, g = D> ;ai 1fi et pour tout I, fi = >, by, rgr avec les ay, ; et
bl7 k€ A[Xl, e Xn].

Soit z tel que g(x) € PO+ Alors f(x) € 3%+ et il existe T € x + T*! tel
que f(Z) = 0. Donc g admet une fonction de Artin majorée par celle de f. Par
symétrie, on voit que les deux fonctions de Artin sont égales. [J

A partir de maintenant nous parlerons donc indifféremment de systéme d’équa-
tions polynomiales & coefficients dans A ou d’idéal de A[X].

Remarquons que si le couple (A, J) vérifie la propriété d’approximation forte, il
vérifie nécessairement la propriété d’approximation (PAF = PA). Une condi-
tion nécessaire pour qu'un couple (A, J) vérifie la propriété d’approximation
(et a fortiori la propriété d’approximation forte) est que ce couple soit hensélien

(cf. [Ra]). En effet, si A — B = ’Lt[f:?—]g’)’} est étale, alors A — B = E([lel_fC:)J

est étale. Comme A est hensélien, il existe une section B — ﬁ, c’est-a-dire
une solution formelle de f; = --- = f, = 0. Il existe donc une solution de
fi =+ = f, = 0 dans A d’aprés la propriété d’approximation, c’est-a-dire
une section de A — B. Donc A est hensélien.

Nous allons donner deux résultats importants concernant I’existence de ces pro-
priétés d’approximation. Mais tout d’abord nous rappelons la définition d’un
morphisme d’anneaux régulier. Nous dirons qu'un morphisme d’anneaux nce-
thériens ¢ : A — B est régulier, si il est plat et si pour tout idéal premier P
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de A, la fibre B®4k(P) de ¢ au-dessus de P est géométriquement réguliére sur
le corps k(P) (c’est-a-dire si 'anneau B ® 4 k est régulier pour toute extension
finie k de x(P)) (cf. [Ma], paragraphe 32). Nous avons alors les deux résultats
suivants :

Théoréme 1.1.5 [Ar2/[Po][Spi2] Soit (A, J) une paire hensélienne. Alors
(A, J) posséde la propriété d’approximation si A — A est régulier (ou A
est le complété J-adique de A).

Remarquons que A — A est régulier dans le cas ot le couple (A, J) est local,
hensélien et excellent.
D’autre part, le résultat suivant nous dit que PA = PAF dans le cas local :

Théoréme 1.1.6 [Ar2][PP] Soit (A, m) un couple local nethérien. Si ce couple
vérifie la propriété d’approximation, alors il vérifie la propriété d’approximation
forte.

1.2 Réductions

Nous allons ici énoncer quelques lemmes qui nous permettront de nous
ramener a étudier le cas ol 'anneau de base est un anneau complet régulier :

Lemme 1.2.1 [PP] Soit (A,J) un couple neethérien vérifiant la PA pour
Vidéal (f) de A[X] et tel que Uidéal de A[X] engendré par (f) admette une
fonction de Artin. Alors (f) admet une fonction de Artin et celle-ci est égale
a celle de l'idéal de A[X] engendré par (f).

Preuve : Soient (f) un idéal de A[X], 3 sa fonction de Artin vu comme
idéal de A[X] et z € A tel que f(z) =0 mod FPD+! Donc il existe 2/ € A
tel que f(z') = 0 et 2’ — z € 3. Comme A vérifie la PA pour (f), il existe
T € Atel que f(T) =0et T — 2’ € 3. En combinant cela nous avons T € A
tel que f(T) =0et z —T € T
Inversement, soit § la fonction de Artin de (f) vu comme idéal de A[X].
Soit # € A tel que f(z) = 0 mod F*D+. Choisissons ' € A tel que
r — 2 € J°D+ Nous avons alors f(z') = 0 mod J@F!. Donc il existe
TeAtelque f(T)=0et 2/ —T €T . Donz—7 €I O
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Lemme 1.2.2 [PP] Soit (A,J) un couple neethérien et I un idéal de A. Soient
(f) un idéal de 4[X], (F) un idéal de A[X] égal a (f) modulo I et (g1, ..., gy)
un systeme de générateurs de I. Posons

Gk:Fk+ZYk]g] k‘zl,..,m.

J

Si (G) admet une fonction de Artin, alors (f) admet une fonction de Artin
bornée par celle de (G).

Preuve : Soient (f), (F) et (G) comme dans I’énoncé. Soit ( la fonction
de Artin de (G).
Soit € 4 tel que f(z) =0 mod (2 avec i € N. Soit 2’ un reléve-
ment de x dans A. Alors F(2') =0  mod J°O+! [ c’est-a-dire qu’il existe
des yi; € A tels que F(z') + Zj Yejg; =0 mod JPOHL 1] existe alors une
solution (7,%) de ce systéme G = 0 avec T =x  mod J**'. Modulo I cette
solution convient. Et donc (f) admet une fonction de Artin bornée par celle de

(@). O

)ﬁ(i)—l—l

Nous énoncons maintenant un lemme utile pour la suite :

Lemme 1.2.3 Soit F(Xy,..., X;,) € A[Xy,..., X,] ou (A,T) est un couple
neethérien. Soit I un idéal de A, {fi1,..., f,} et {g1,...,9,} deux systémes de
générateurs de I. Alors les fonctions de Artin de hy = F(Xu, ..., X))+ 32, [;Y;
et de hy = F(Xq,..., X)) + >, 1 Z; sont égales.

Preuve : Il nous suffit de montrer le résultat quand ¢ = p+ 1, g; = f; pour
1 <i<petg,=gps1 €1 est quelconque. En effet dans ce cas, par induction
nous voyons que la fonction de Artin de h; est égale a la fonction de Artin de
F(Xq,..., Xo)+ >, 092 + Zj f;Y; ainsi que celle de hs.

Soit hy comme dans ’énoncé et

p
hy = F(X1,..., X,,) + ijyj + [Yp
j=1

ou f € I. Nous pouvons écrire f = Zj fju; ot les u; sont dans A. Notons f3;
la fonction de Artin de h; (i =1 et 2).
Soient 1, ..., Tn, Y1,..., Yp € A et ¢ € N tels que

p
h(x, y) = F(x1, ..., 2) + Y fiy; € 3RO
j
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Nous avons hy(z, y1, ..., Yp, 0) = hi(z, 11, ..., yp), donc il existe n 4+ p + 1 élé-
ments Z1, ..., Tn, Yy --s Up» Ypr1 tels que ho(T, Uy, .oy Uy, Ypyt) = 0, et d’autre
part T —x, € I 1 <k <n 7 —y; € I, 1 <5 <p 7, €T
Notons alors J; = J; + w;Jp41, 1 < j < p. Nous avons alors 7 (Z,7) =0 et
Tp—wp €3 1<k <n,y;—y; €3, 1< j <p Donc By(i) > pi(i) pour
tout 7 € N.

Inversement, soient 1, ..., Tn, Y1, ..., Yp, Yp+1 € A et @ € N tels que

p
holx, y) = F(21, ..., n) + ijyj b fyper € JHOHL
J

Nous avons

hl(xa Y1+ UiYpsi1s -y Yp T+ upypH) = h2(xv Y1y -5 Yps ypH)?

Donc il existe Ty, ..., Tn, Y1, -0, Yy tels que hy(T, 7y, ...,gp) = 0, et d’autre part
Tp—axp € 7L 1 <k < n, g, — (y; + uYpra) € I, 1 < j < p. Notons
alors J; = 7; — uypy1, 1 < j < p, et Y,y = ypr1. Nous avons hy(T, §) = 0, et
Tp—ap €37 1<k <n, g, —y; € 37, 1 < j < p+ 1 Donc fa(i) < Bi(i)
pour tout ¢ € Ny et 8, = (5. U

Nous rappelons ensuite le théoréme de structure de I.S. Cohen pour les an-
neaux complets locaux (|[Ma], paragraphe 29).

Définition 1.2.4 Un anneau de Cohen R est un corps de caractéristique 0
ou un anneau de valuation discréte complet dont le corps résiduel a une carac-
téristique p > 0 et dont ["tdéal maximal est engendré par p.1.

Théoréme 1.2.5 [Ma/ (paragraphe 29) Soit A un anneau local neethérien
complet. Alors il existe un unique anneau de Cohen R tel que A soit isomorphe
au quotient d’un anneau de séries formelles R[[T]].

1.3 Topologie m-adique
Soit (A, m) un couple local noethérien et soit ord définie par

Vee A ord(z) =max{n e N/z em"}.

Ceci a un sens d’aprés le théoréeme d’intersection de Krull. C’est une fonc-
tion a valeurs dans Z qui vérifie ord(zy) > ord(z) + ord(y) et ord(z + y) >
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min(ord(x), ord(y)) pour tous z et y dans A. Cette fonction définit donc une

ultra-norme sur A en posant ||z|| = e7"4@). On peut aussi définir une ultra-
norme sur A" en posant, pour z = (1, ..,2,), ||z|| = max(||z;||). Le A-module
A™ a donc une structure d’espace métrique muni de la distance d(z,y) = ||z —yl|

pour tous x,y € A™. On appelle cette topologie la topologie m-adique ou topo-
logie de Krull. Les x +m'A™ forment une base d’ouverts pour cette topologie
quand x parcourt A" et ¢ parcourt N. On peut remarquer que la topologie
m-adique est plus fine que la topologie de Zariski.

Si (A, m) est complet, A" est complet pour cette norme. Par contre il n’est pas
localement compact, car il n’est pas localement précompact.

Si A est régulier, ord est une valuation sur A a valeurs dans Z.

Remarque 1.3.1 Si (A,m) est complet et si F' est un fermé de A™ pour la
topologie m-adique et x un point de A", alors il existe un point y de A™ qui
minimise la distance entre le fermé F et x.

En effet soit (y,), une suite de points de F' telle que

lim —z|| = inf ||z — x|].
Tim Iy, — ol| = inf |}2 — ]
Quitte a extraire une sous-suite on peut supposer que la suite (||ly, — z||), est
décroissante. Soit cette suite est stationnaire a partir d’un certain rang po et
dans ce cas il suffit de prendre y = y,,, soit cette suite tend vers 0. Dans le
second cas, (y,) a alors pour limite x et comme F est un fermé, x est dans F.

Cette propriété est vraie ausst si l’on remplace F' par un fermé pour la topologie
de Zarisks.

1.4 Opérations sur les polyndémes et conséquences
sur les fonctions de Artin

Nous pouvons faire quelques remarques :

Lemme 1.4.1 Soient (A,J) un couple neethérien et (f) = (fi,.., fm) un
idéal de 'anneau A[X1, .., X,| admettant une fonction de Artin. Soit ® dans
Auta A[[X]]. Notons @(X) = ®(Xy). Alors la fonction de Artin de f(X) existe
si et seulement si celle de g(X) = f(P1(X),...,Pp(X)) = P(f(X)) ewiste.
Dans ce cas les deux fonctions de Artin sont égales.
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Preuve : Soit 2 € A" tel que g(x) € J°D*! o1 3 est la fonction de Artin de
f et i€ N. Soit yp = ®x(), on a donc g(x) = f(y). On a alors f(y) € JFO+L,
d’ott l'existence de j € A™ tel que ¥ —y € I et f(y) = 0. Donc, comme ®
est bijective il existe T tel que ¢(Z) =y on a T —x € T et g(T) = 0. La
fonction de Artin de g est donc bornée par celle de f. Par symétrie, on voit
que ces deux fonctions sont en fait égales. [

Exemple 1.4.2 Le résultat précédent est en particulier valable pour ® défini
par

pour des a; € A quelconques.

Lemme 1.4.3 Soient (A,J) un couple neethérien et (f) un idéal de l’'anneau
A[Xy, ..., Xp]. Soit (f*) lidéal de A[X, ..., Xnip] engendré par (f). Alors la
fonction de Artin de (f) existe si et seulement si la fonction de Artin de (f*)
existe et dans ce cas elles sont égales.

Preuve : C’est évident car on peut choisir arbitrairement les p derniéres
composantes. [

Lemme 1.4.4 Soit A un anneau local pour lequel ord est une valuation. Nous
noterons [(f) pour désigner la fonction de Artin de (f), pour (f) un idéal de
A[Xy, ..., Xp], quand elle existe. Soit (f) = (f1,.., fm) €t (9) = (g1, .., 9r) deux
idéaur de A[Xy,..,X,). On a alors :

i) La fonction de Artin de (f) existe si et seulement si celle de (f)P existe.
Dans ce cas, nous avons

Vi e N, B((f)")(@) = pB(f)(0).
ii) Supposons que les fonctions de Artin de (f) et (g) existent. On note (fg)

lidéal de A[X] engendré par les m x r produits f;g;. Alors la fonction de Artin
de (fg) existe et nous avons

VieN, B(fg)() < B(f)(@) + B(g) ().
Preuve : i) Soit z € A™. Nous avons f(z)? € mPT! si et seulement si
f(x) € mT1. Le résultat en découle.
i) Soit z € A" tel que f;(z)gr(z) € mPHDOHBGOFL pour tout j et k. Alors,
comme ord est une valuation, nous avons soit f;(x) € mPDEO+ pour tout j,
soit gp(x) € mP@WO+ pour tout k. Dot 'existence de T tel que x — T € m'*!

et f(T)g(T) =0. O
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1.5 Etude de quelques cas

1.5.1 Cas des systémes d’équations polynomiales qui n’ad-
mettent pas de solution

Soient (A, J) un couple noethérien vérifiant la PAF et (f) un idéal de A[X]
représentant un systéme d’équations polynomiales n’admettant pas de solution
dans A. Notons [ la fonction de Artin de (f). Soient i € N et z tels que
f(z) € 37O+ Alors il existe 2’ = z mod J**! tel que f(2') = 0. Or il n’existe
pas de tel z’. Donc il ne peut pas exister de tel x non plus. Donc (i) est le
plus grand entier pour lequel il existe z avec f(z) € 3°%. En particulier la
fonction de Artin de (f) est constante. Plus précisemment, si 5 € N est la
valeur constante de la fonction de Artin de (f), alors

Jz e A\ f(z) € 37,
et Bz € A\ f(x) € 37

Le lemme 1.6.7 donne une preuve de 'existence de la fonction de Artin dans
le cas on A = Kk[[T1, ..., Tn]] avec k un corps non dénombrable et J = m est
I'idéal maximal. Cette remarque entraine le résultat suivant :

Lemme 1.5.1 Soit (f) un systéme de p équations polynomiales en n va-
riables. Il définit une application de A™ dans AP notée f. Alors Im f est un
sous-ensemble fermé de AP pour la topologie J-adique. De plus, pour tout
a € AP\Im f, si l’on note (3, la valeur de la fonction de Artin en tout point de
(f —a), nous avons

B, =max{n/(a+T")NIm f #0}

ou encore

e P = d(a, Imf)

Preuve : Soit a € AP\Im f. Soit b € a + F%TL. Alors b € AP\Im f. En
effet, si cela n’était pas le cas on pourrait trouver, pour ¢ > (3,, un x € A" tel
que f(z) € b+ I Dans ce cas nous aurions

f(z) € a+ 3%

Cela est impossible par définition de 3,. Donc AP\Im f est ouvert et Im f est
fermé.

De plus, si nous notons 3 = max{n /(a+ 3") NIm f # 0}, nous voyons par 1a
méme que [ < f3,.

Inversement, nous savons, par définition de f3,, qu'il existe un z tel que f(x) —
a € J% et comme f(x) € Im f, nous avons 3 > 3,. O
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1.5.2 Cas d’un systéme lisse de polynomes

Nous avons le

Lemme 1.5.2 Soient A un anneau local hensélien et (f) € A[Xy,..,X,] un
systéme d’équations polynomiales tel que

A[Xq, ., X,
(fh 7fm)

soit lisse. Alors f admet une fonction Artin égale a l'identité.

A—

Preuve : Supposons que 'on a une solution approchée (1, .., z,) modulo
m‘™. On a donc un diagramme comme celui-ci :

If% e (L1)
AlXq,..,Xn]
(flv'ﬂf?’ﬂ)

que 'on voudrait compléter en un diagramme commutatif comme celui-ci :

A A (1.2)
)
|
A[X1,.., X0
(f17"7fm)

Notons M la contraction de l'idéal maximal de mﬁl a A([]‘ffl.’.'}xsl]. On peut

A[X1,..,X0] AlX1,.,Xnlm
remplacer <7755 par =

car en effet, une section de ce nouvel anneau

vers A induit évidemment une section de W vers A. On voit que
JRR A[X1, ., Xnlm
<f17 ) fm>

est lisse et local. On peut donc décomposer ce morphisme en une extension
transcendante et une extension étale :

trans étale A[X1,..,X5]
AHA[Y?[, ,Yp](Y) (fi,,fm)M
On choisit une section quelconque du premier morphisme ce qui permet de nous

CA[Xy, X ) . 1
ramener au cas ol W est étale sur A. Du fait que A est hensélien, on
ey M
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a une section modulo m“*! comme voulue dans le diagramme 1.2. [J

Il est clair que si le systéme d’équations polynomiales non nulles admet des
solutions dans A, alors sa fonction de Artin est nécessairement bornée inférieu-
rement par l'identité. En effet, si 7 € A™ vérifie f(Z) = 0, choisissons x tel
que ord(x — ) = i+ 1, ol 7 est un entier fixé par avance, et tel que T est la
solution de f la plus proche de z. Ceci est toujours possible car les équations
sont non nulles. Alors f(z) € m™ et donc la fonction de Artin de (f) est
bornée inférieurement par l'identité.

Nous voyons ici que, si le morphisme A — A[X]/(f) est lisse, la fonction de
Artin de (f) est égale a 'identité. La fonction de Artin est donc, en quelque
sorte, une mesure de la non-lissité du morphisme A — A[X]/(f).

1.5.3 Idéal jacobien et lemme de Newton

Nous allons d’abord définir 1'idéal jacobien d’une algébre C' essentiellement
de type fini sur un anneau A. Nous pouvons écrire C' sous la forme

AlXq, ..., Xols
(fl) cey fp)

ot S est une partie multiplicative de A[X7, ..., X,,].

Définition 1.5.3 [El] Sous les hypothéses précédentes, nous appelerons idéal
jacobien de C' sur A l’idéal Zg Ay((9) = (frs-s f)C o la somme est prise

sur tous les sous-ensembles (g) de (f1,..., fp) et ou A, est l'idéal engendré par
tous les mineurs r X r de la matrice (g—)%) avec r le nombre d’éléments du

sous-ensemble (g). Nous noterons cet idéal Joja ou J quand A et C seront
clairement déterminés.

L’idéal Jey4 a la propriété de ne pas dépendre du choix de la représentation
de C. De plus nous avons

Proposition 1.5.4 [El] Soit P un idéal premier de C'. Nous avons
Cp est lisse sur A<= Joja ¢ P .

Remarque 1.5.5 La définition de l’idéal jacobien de R. Elkik permet d’avoir
une version du lemme de Newton comme suit (théoréme 1.5.7). Il existe une
autre définition (voir par exemple définition 2.11 de [Spi2]) qui consiste a
prendre le radical de cet idéal. Par exemple, dans le cas ot A = k un corps
et C =Kk[X, Y]/(X?—Y?3), lidéal jacobien de (X? —Y?3) est (X, Y?) pour la
définition que nous adoptons ici et (X, Y) cette autre définition.
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Remarque 1.5.6 Si f est un germe wrréductible de fonction analytique ou un
polyndome irréductible, alors l’idéal jacobien de (f) est l'idéal engendré par les
dérivées partielles de f.

Nous avons donc le théoréme suivant :

Théoréme 1.5.7 [El] Soient A un anneau local pour lequel ord est une va-
luation et (f) un idéal de A[X]. Soit x € A™ et i, s € N. Notons J(x) l'idéal
de A engendré par les éléments de J évalués en x. Supposons alors que

m® C J(x)
et (f(x)) Cm'*s.
Alors il existe T € x +m' tel que (f(T)) C m*.

Il existe un théoréme plus général da & Tougeron (cf. [To] théoréme 3.2), mais
dont nous n’aurons pas besoin ici.

Corollaire 1.5.8 [El/ Soient A un anneau local complet pour lequel ord est
une valuation et (f) un idéal de A[X]. Supposons qu’il existe s tel que

m*C C J
ouC = %i—;ﬁs]s Alors lidéal (f) admet une fonction de Artin majorée pour
1> 2s+1 par

11— 1+ S .

En particulier sa fonction de Artin est bornée par une fonction linéaire.

Preuve : Soit i > 25 + 1 et soit € A tel que (f(x)) C m*™. Cela définit un
morphisme

A

C —

Notons p = mNC. On a alors, en localisant, le diagramme commutatif suivant :

An— 25 (1.3)

e

Cy

Si J(x) ¢ m, alors J est inversible dans Cy et Cy est lisse sur A, , cas que I'on
sait résoudre d’apreés la preuve du lemme 1.5.2.
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Si J(z) C m, alors m* C J(z) modulo m"™. Or i + 1 > s, donc m* C J(x).
D’aprés le théoréme 1.5.7, il existe 71 € x +m™17* tel que (f(71)) C m2(+179).,
Comme ¢ + 1 > 2s, alors 2(i + 1 — s) > i + 1 et on peut réitérer ce proces-
sus. Comme A est complet, on construit un élément T tel que f(Z) = 0 et
r—rTem=s 0O

1.5.4 théoréme d’Izumi

Nous donnons ici I’énoncé d'un théoréme d’Izumi que nous interprétons en
terme de linéarité de la fonction de Artin d’un certain type de polynéme. Nous
donnons tout d’abord une définition :

Définition 1.5.9 Soit (R,J) un couple nethérien ou R est local et I un idéal
m-primaire avec m lidéal maximal de R. Nous noterons vg 5 la fonction a
valeurs dans N U {oo} définie par

Ve € R\{0}, vrs(z)=n<=z2€T" etz ¢ I
et vg 5(0) = 0.

On appelle cette fonction 'ordre J-adique sur R.

Soit I un idéal propre de R, nous noterons vy y pour Vg sr/1 quand aucune
confusion sur R ne sera possible. Dans le cas ou T = m est l’idéal maximal de
R, nous noterons vg 1= vg 5 et vr = vgr,ar/1 (la derniére notation est a ne
pas confondre avec la valuation I-adique).

Une telle définition est licite d’aprés le théoréme d’intersection de Krull.

Soit R un anneau local noethérien et J un idéal m-primaire de R. Il est clair
que nous avons vy z(gh) > vy 5(9) + vi,3(h) Vg,h € R. Il y a égalité si et
seulement si Gry/3nn R/ 1 est intégre. Nous dirons que 7,5 admet une inégalité
complémentaire linéaire (ICL) si il existe a et b réels tels que

vr5(gh) < a(vrs(g) +vi5(h))+b Vg,h € R.

Nous dirons dans ce cas que a et b sont des constantes apparaissant dans
une ICL pour (R, J). Nous pouvons remarquer que si a et b existent, alors
nécessairement a > 1 et b > 0.

Nous avons alors le

Théoréme 1.5.10 [I2/[Re3] Soit R un anneau local neethérien. Alors il existe
deuz constantes a et b telles que

vr(gh) < a(ve(g) +vr(h)) +b Vg, h € R\{0}

si et seulement si R est analytiquement irréductible.
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Nous verrons plus loin que ce théoréme est équivalent au fait que la fonction
de Artin du polynéme XY par rapport au couple (R, J) est bornée par une
fonction affine (cf. proposition 3.2.2).

1.5.5 Cas d’un systéme de polyndémes d’une variable

Nous supposerons ici que A est un anneau local régulier vérifiant la PA.
Nous avons alors la proposition suivante

Proposition 1.5.11 Soit f € A[X] scindé, f =a][(X —a;)%, alors f admet
une fonction de Artin qui est égale a i — ord(a)+sup{a;i+>_, . ardy ;} pour
i > supdy,j, ot dy;j = ord(ar, — a;). Dans le cas général, f admet une fonction
de Artin qui est bornée par une fonction affine i — i+ k pour i assez grand,
ou k est une constante et « est la borne supérieure des multiplicités de f en
S€es 2€ros.

En particulier, f admet une fonction de Artin majorée par une fonction li-
néasire.

Preuve : Supposons tout d’abord que f(X) = (X —a1)* (X —az)* ou ay
est différent de ay. Soit d tel que ||a; — az|| = e™@. Comme A est régulier, ord
est une valuation et donc (X — a1)® et (X — a2)** admettent respectivement
des fonctions de Artin i —— a7 et i — i, Soit = tel que

f(.i(}) c msup(a1i+a2d+1,a2i+a1d+1).

Nous avons
e =l — azl| = |lar — 2 — (a2 — )|| < sup|la; — =]|.

Supposons que sup ||a; — z|| = ||a1 — z||. Nous avons donc (z — a1) ¢ m?®*!, ou
encore (x — a;)®™ ¢ m®9T1 Nous en déduisons alors que (z — ap)*? € mo2t!
d’ot lexistence d’'un T =z mod m"™! tel que f(T) = 0.

De plus, supposons que o > s, alors choisissons x tel que = a; mod m‘*!
et £ = a; mod m%! avec i > d. Alors le plus proche zéro de z est a; et
f(x) € merite2d+l Done la fonction de Artin de f est égale &

i — sup(aqi + aod , ani + a;d)

pour i > d.
Par induction, nous montrons que si f(X) = [[(X — a;)%, alors f admet une
fonction de Artin égale a i — sup{a;i + >, ardy;} pour i > supdy,; ou
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e~ est la distance entre ay, et a;, c’est-a-dire dy ; = ord(ay, — a;).

Si f n’admet pas de zéro, comme A vérifie la PA, d’apreés le théoréme 1.1.6, f
admet une fonction de Artin. L’existence de la fonction de Artin est équivalente
dans ce cas a dire que I'on ne peut pas trouver de zéro approché a partir d'un
certain rang et donc la fonction de Artin de f est évidemment bornée par une
fonction affine. Le cas général découle du fait qu'un polynéme se décompose
toujours en le produit d’un polynéme qui n’admet pas de zéro dans A et d'un
polynéme de la forme [[(X —a;)*. O

Nous pouvons généraliser ce résultat & un nombre quelconque d’équations :

Proposition 1.5.12 Soit (f) = (f1,..., fm) C A[X] un systéme d’équations
polynomiales en une variable. Alors (f) admet une fonction de Artin bornée
par i — ai + k pour c assez grand ot k est une constante et

a= inf sup aj,
J=Le, my—y p

ot les aj; sont les multiplicités des f; en les a;, zéros communs des f;, si les
f; ont des zéros communs. Sinon (f) admet une fonction de Artin constante.

Preuve : Comme dans la preuve de la proposition précédente, si nous
avons f;(z) € m't! pour tout j et pour i assez grand, x est nécessairement
trés proche d’un zéro b; de chaque f; pour la norme définie sur AV : c’est-a-
dire ||z — b;|| < z;:j pour k; et a; des constantes comme dans la proposition
1.5.11 qui ne dépendent que de f;. Si ¢ est choisit suffisamment grand, x est
nécessairement trés proche d’un zéro commun des f;. Si il n’en existe pas, alors
on ne peut pas choisir j de cette maniére et (f) admet une fonction de Artin
qui est constante. S’il existe au moins un zéro commun, notons a;, [ =1, ..., p,
ces zéros communs, alors pour ¢ assez grand il existe [y tel que

Vi, Il — ay || < T
Jilo

ol kj;, est une constante qui dépend de f; et de a;,, et o, est la multiplicité
de f; en a;,. Donc (f) admet une fonction de Artin qui est bornée, pour ¢ assez
grand, par
i— inf  sup o0+ kyy
7=1,..., mi=1,.,p
ou k;; est une constante qui dépend de f; et de a;, , et oliay;; est la multiplicité
de f; en a;,. 0
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Remarque 1.5.13 Supposons ici que A contient C. Soit (f) un idéal de I’an-
neau C[ X7y, ..., X,] C A[Xy, ..., X,]. Pour tout zéro a de (f), il existe § € RT,
C > 0 et un voisinage U de a dans C tels que pour tout x € U,

(@) + -+ (@) = Clz = al’.

La borne inférieure de l’ensemble des 6 pour lesquels il existe un tel C' et un
tel voisinage U est appelée exposant de Lojasiewicz de (f) en a et est noté v,
et la borne supérieure de tous les v, sur les a zéros de (f) est appelé exposant
de Lojasiewicz de (f) et est noté v. Dans le cas n = 1, v, est exactement le
mainimum des multiplicités des f; en a. Dans ce cas, on voit que
v = limsup @
i—+oo 1

ou (3 est la fonction de Artin de (f).

1.6 Etude dans le cas ou A =k|[T1, ..., Ty]]

Ceci revient a étudier les anneaux locaux qui contiennent un corps.
En fait nous parlerons indifféremment de k[T, ..., Tv]] ou de k{T}, ..., Tx} si
k est corps muni d’une norme, c’est-a-dire d’une valuation multiplicative v a
valeurs dans Rxo. On appellera valuation multiplicative toute application vé-
rifiant les conditions suivantes (cf. [Ng]) :
- v(z) = 0 si et seulement si z = 0,
- v(zy) = v(z)v(y) pour tous z et y dans k,
-v(r +y) <v(x)+ v(y) pour tous x et y dans k.
Par exemple C muni de la norme absolue, QQ, muni de la norme p-adique ou
k(t1, ..., t,) muni de la norme (¢4, ..., t,)-adique avec k un corps sont des corps
normeés.
Nous noterons indifféremment k{71, ..., Tn } et k[[T7, ..., Ty]] par On. De méme
nous noterons my, ou m quand aucune confusion ne sera possible, 'idéal maxi-
mal de cet anneau.

Tout d’abord nous avons le

Théoréme 1.6.1 [Ari] Soit (f) un idéal de On[Xq,..., X,|. Il existe une
fonction f : N — N telle que :

Vo € Oy tel que f(x) € mﬁ,(i)ﬂ

37 € v +miy? tel que f(T) = 0.
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Il existe aussi une version analytique de ce théoréme di a J. J. Wavrik :

Théoréme 1.6.2 [W1] Soit (f) un idéal de On{ X1, ..., X,,} ouk est de ca-
ractéristique nulle et ON{X1, ..., X} = K{T1, ..., Ty, X1, ..., X;,}. Il existe
une fonction 3 : N — N telle que :

Vo € OF tel que x(0) =0 et f(z) € m]ﬁv(i)ﬂ

37 € o +mi! tel que f(T) = 0.

1.6.1 Deux remarques

Nous pouvons faire deux remarques. Tout d’abord, nous avons le

Lemme 1.6.3 Soit (f) un idéal de On[X, ..., X,]. Nous notons (f),y 'idéal
de Uanneau Oy [ X1, ..., X, engendré par f.

Si la fonction de Artin de (f)qx existe alors la fonction de Artin de (f) existe
et la premiere majore la seconde.

Preuve : Soit z € A%, tel que f(z) € m?W+! avec 3 la fonction de Artin de
(f)+x- On a donc l'existence dun y € Ax,, tel que f(y) =0etz—y € m'™! En
annulant toutes les composantes Tny1,..., Tn4p dans I'écriture de y, on trouve
T €AY tel que f(T) =0et z —T €mi™l. O
Nous verrons plus tard qu’il n’y a pas égalité en général.

Lemme 1.6.4 Soient A un anneau local, k un sous-corps de A et ¢ € AutyA.
Alors ¢ induit un automorphisme de A[X| fixrant k en posant ¢(X;) = X; pour
tout 1. Alors f admet une fonction de Artin si et seulement si ¢(f) en admet
une. Dans ce cas, les deux fonctions sont égales.

Preuve : Soit z tel que ¢(f)(z) € m’@+! avec 3 la fonction de Artin de
f. En composant avec ¢!, nous obtenons f(¢~!(x)) € mP@+! car ¢ préserve
ord. En effet, z € A* si et seulement si ¢(z) € A*, et de méme = € m si et
seulement si ¢(x) € m; on en déduit alors que ¢(m’) = m’ pour tout 7. Donc il
existe y tel que f(y) =0 et y — ¢ 1(x) € m*™!. En composant par ¢, on trouve
7 tel que ¢(f)(T) = 0 et T — x € m"™ en posant T = ¢(y). La réciproque se
fait de la méme maniére puisque ¢ est bijective et on voit donc que les deux
fonctions de Artin sont égales. [
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1.6.2 Espace des jets et des arcs

Définition 1.6.5 Soit (f) C On[X1,...,X,] et N € N fizés. Nous appel-
lerons jet d’ordre i de dimension N (ou i-jet de dimension N) de (f) tout
morphisme de Oy-algébre

OnlXi,.. . X,]  Ox
(f) mi—i—l'

Nous noterons XN (ou X; quand aucune confusion ne sera possible) l’ensemble
des jets d’ordre i de dimension N.

Nous appellerons arc (si N = 1) ou coin (si N > 2) de (f) tout morphisme de
On-algeébre

ON[X1, ..., X
(f)

Nous noterons XX (ou X quand aucune confusion ne sera possible) l’ensemble
des arcs (si N = 1) ou l’ensemble des coins (si N > 2).

— ON.

Un i-jet est la donnée de n polyndémes en /N variables de degré total inférieur
ou égal a 7. Il est déterminé par les coefficients de ces n polynémes. L’ensemble
des i-jets, X;, est donc naturellement plongé dans k™*™ ou n; = (]}[VJ”) Nous
noterons aussi m; = n; — n;_1. De plus un point de k™*™ est dans AX; si et
seulement si ses coordonnées annulent un systéme polynomial qui découle de
I'annulation de (f) modulo m**!. L’ensemble X; est donc naturellement muni
d’une structure de variété affine. A partir de maintenant, nous identifierons un
jet a son image dans k() par le plongement précédent.

L’ensemble X, est la limite projective des X;. X, n’est pas une variété au sens
usuel : c’est une “variété de dimension infinie” ou pro-variété.

Pour un i-jet ou un arc z, nous noterons z(k), 1 < k < n, les séries qui réalisent
ce jet, z;(k) les termes de ces séries d’ordre j, x<;(k) les termes de ces séries
d’ordre inférieur ou égal & j et x> ;(k) les termes de ces séries d’ordre supérieur
ou égal a j.

Nous avons naturellement des morphismes de projection

T - Xz e Xj

pour ¢ > j et

T Koo — X
qui vérifient

Tij © Thi = Tk,j
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et
T OTy = T

pour k >4 > j.
On peut reformuler 'existence de la fonction de Artin d’un idéal (f) comme
ceci : un i-jet qui se reléve en un 3(i)-jet se reléve en un arc. Nous avons donc

Ti(Xoo) = Wp(i),i (Xp(i))
Nous obtenons en particulier, par le théoréme de Chevalley, le

Corollaire 1.6.6 [Na/ Supposons que k est un corps algébriquement clos.
Soient (f) C On[X1,...,X,] et N € N fizés. Alors pour tout i entier, m;(Xu)
est un sous-ensemble constructible de X;.

Nous pouvons remarquer que si Oy — Opn[X]/(f) est lisse, la fonction de
Artin de (f) étant égale a I'identité, m; 41 ; est une fibration localement triviale
de fibre k™(—mi-1) = knmi,

1.6.3 Structure des espaces de jets et fonction de Artin

Nous pouvons déja formuler deux résultats simples qui découlent simple-
ment du fait que les espaces de jets forment un systéme projectif de limite
I’espace des arcs :

Lemme 1.6.7 Supposons que k est un corps non dénombrable (par exemple,
k =R, C) et (f) un idéal de Oyx[X]. Si (f) a des solutions modulo m* pour
tout i € N, alors (f) admet des solution exactes.

En particulier, si (f) n’a pas de solution dans Oy, alors (f) admet une fonction
de Artin constante.

Preuve : Considérons les ;o (X;) pour j > 0. Ce sont des ensembles construc-
tibles d’aprés le théoréme de Chevalley. De plus on sait que les 7;o(X;) forment
un systéme décroissant de fermés de X pour j croissant. L’espace X, est une
variété algébrique et donc, par ncethérianité, nous voyons que ce systéme de
fermés se stabilise a partir d’un certain rang noté j,. Soit F' une composante
irréductible de ;, o(&Xj,). Notons C; = F N m,o(X;) pour j > jo. Les C; sont
de la forme F'\ F}; ot F} est un fermé propre de F. Si k n’est pas dénombrable,
'intersection des F'\ Fj est d’adhérence égale & F'. Donc l'adhérence de I'inter-
section des 7, (X;) est égale a 'intersection des m;(X;). Soit cette intersection
est vide et dans ce cas on ne peut pas trouver de solutions modulo jg, soit cette
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intersection n’est pas vide et (f) a des solutions exactes. [

Nous pouvons de maniére similaire montrer ’existence de la fonction de
Artin dans le cas d’un corps fini :

Lemme 1.6.8 Soit k un corps fini. Alors tout idéal (f) de On[X, ..., X,]
admet une fonction de Artin pour tous N et n.

Preuve : Soit ¢ un entier. Les 7;;(X}), pour j > i sont des sous-ensembles
finis de A; (lui-méme fini). La famille {7;;(X;)},;>; est une suite décroissante
de sous-ensembles finis de &;. Cette famille se stabilise donc, c¢’est-a-dire qu’il
existe (i) > i tel que pour tout j > B(i), m;:(X;) = ma0),i(Xswy). O

1.6.4 Topologie m-adique sur ’espace des arcs et inégali-
tés de type Lojasiewicz

Nous avons défini une distance ultramétrique sur Oy, a l’aide de la valuation
ord. Nous pouvons alors interpréter la linéarité de la fonction de Artin en terme
d’inégalité de type Lojasiewicz :

Proposition 1.6.9 [H2/ Soit (f) = (f1,..., fm) un idéal de On[X] et B sa
fonction de Artin. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Ia, b) € RT)? /VieN, B(i) < ai+b.
ii) (A, B) € (RY)? / Vo € X, Y| fa(@)|| = Bd(z, V(fr, .y f))™.

ot V(f1,..., fm) désigne l’ensemble des coins qui annulent (f). Et nous avons
alors A=a et B=e7",

La preuve est directe.

1.7 Fonction de Artin pour un anneau de valua-
tion discréte
En 1966, M. J. Greenberg a montré 'existence de la fonction de Artin

pour les systémes d’équations polynomiales a coefficients dans un anneau de
valuation discréte A, pour lequel le corps des fractions du complété pour la
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topologie m-adique est une extension séparable du corps des fractions de V. Il a
montré en méme temps que cette fonction était bornée par une fonction affine.
Nous allons présenter un exemple simple, puis nous donnerons une preuve
rapide du résultat de Greenberg dans le cas ou A = k[[T]] avec k un corps de
caractéristique nulle.

1.7.1 Exemple dans un cas simple

Soit f(X) = aX{"... X% un monodme de k[[T]][X1, ..., X,] otk est un corps
de caractéristique quelconque, les «a; sont strictement positifs et orda = «y.
Nous allons calculer la fonction de Artin de f en étudiant la structure des
m;i(X;) pour i fixé et j > 4. Plus précisemment, il est possible de définir
explicitement une partition de &; en sous-ensembles constructibles C¢ ,
tels que nous puissions déterminer le plus grand j pour lequel les i-jets de
kb1 py Se relevent sur X;. Cette approche a été poussée plus en avant par
M. Lejeune-Jalabert dans le cas d'une équation [LJ1].

Fixons 7 > 0 et notons

b DL o = {(xl, ey ) € X [ xp, (D), (B)* 1y, (n)O # 0}

ot les p; sont inférieurs ou égaux a i. Les Of
Soit Cf ,, ., défini comme suit :

p, SOnt des ouverts de AX;.

) P

« o e
Ck: Plyesy Pn Ok, D1seees pn\ U Ok: q1yees Gn”

Zl aq < Zl arpr
(Qh weey QH> # (pla veey pn)

Soit x € C} . Pour relever x dans &}, il faut annuler

f(x>j+1 = a’aoxpl(l)al“' xpk(k>ak71“' Lp, (n)an X xj+1—ao—zl alpl+]’k(k> +gj+1(x)

ol g;4+1(z) ne dépend pas des z;(k) pour [ > j+1—apg— D>, aup; + pi.

Pour j <i+4 g+ ), aupr — pi ces équations définissent des conditions fermées
de relevement sur Cy' . Les nouvelles équations qui apparaissent pour
Jj>i+4+ o9+ >, oupr — pp forment un systéme triangulaire. Nous voyons donc
que la famille 7;;(X;) NCy - est une famille décroissante de fermés de

El pn
. et est stable pour j > i + ap + > upr — Dy

[}
kv P1,-..5 Pn

Or les Cf ., pour k fixé, définissent une partition de X;. Le polynome
f admet donc une fonction de Artin égale a la fonction affine

i— (Zal>i+a0.

l
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1.7.2 Cas général

Proposition 1.7.1 Soit (f) un idéal de K[[T][ X1, ..., X,] otk est un corps de
caractéristique quelconque. Soit (Jr) Uidéal de k[[T][X7, ..., X,] défini comme
la restriction de l'idéal jacobien de (f) (qui est un idéal de K[[T][ X1, ..., Xu]/(f).
Si (Jr) admet une fonction de Artin [3', alors (f) admet une fonction de Artin
0B qui vérifie

Vi e N, (i) < 28'(i). (1.4)

Preuve : Notons &; l'espace des i-jets de (f) et X l'espace des i-jets de
(f) + (J¢). Nous avons X/ C A;. Soit z; un jet d’ordre i de (f) et supposons
qu’il se releve en wyp/(;) dans Xog(;).

Deux cas peuvent se produire : soit nous avons ord(J(zag;))) > £'(i) + 1, soit
nous avons ord(J¢(zes))) < (i) + 1.

Dans le premier cas, le projeté de xqp(;) sur Xg ;) appartient a X7 ) €t donc
ce projeté se reléve en X, et x; aussi.

Dans le second cas, ord(Js(z)) = p < f'(i), donc nous avons dans ce cas
(f(@23))) C (Jp(@az(p))m” O et 2ap) se releve dans Xop(i)41 en Tag
d’aprés le théoréme 1.5.7. Nous avons encore ord(J¢(zes()+1)) = p, donc par

induction nous pouvons relever o ;) dans X; pour tout j > 23'(i) et donc
dans X . O

Théoréme 1.7.2 [Gr/ Soit (f) un idéal non nul de kK[[T][X1, ..., X,] ou k
est un corps de caractéristique nulle. L’idéal (f) admet une fonction de Artin
bornée par une fonction linéaire.

Preuve : Nous allons effectuer une récurrence sur la hauteur de (f). Mon-
trons tout d’abord le résultat pour ht(f) = n + 1. D’aprés les réductions de
la partie 1.4, il nous suffit de montrer le résultat pour chaque idéal premier
associé & (f). Dans le cas présent, les idéaux associés a (f) sont les idéaux
maximaux de k[[T]][X1, ..., X,]. En particulier, de tels idéaux ont des ¢léments
dans k[[T]]. La fonction de Artin d’un tel idéal est donc constante.

Supposons que le résultat est vrai pour ht(f) > k avec n + 1 > k, et mon-
trons le pour ht(f) = k. Soit (f) un tel idéal. Toujours d’aprés la partie 1.4,
il nous suffit de montrer le résultat pour chaque idéal premier associé a (f).
Ces idéaux sont de hauteur supérieure ou égale a k. D’aprés ’hypothese de
récurrence, il suffit de le montrer pour les idéaux premiers (f) de hauteur k.
D’apreés le théoréme 1.7.1, la fonction de Artin de (f) est bornée par deux fois
celle de (Jy). Comme k est de caractéristique nulle et que (f) est premier,
cet idéal est de hauteur strictement supérieure a celle de (f). L’hypothése de
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récurrence s’applique a cet idéal, le résultat s’ensuit alors. [J

1.8 Fonction de Artin d’un germe de variété ana-
lytique

1.8.1 Rappels et définitions

Soit (f) unidéal de k{ Xy, ..., X, } définissant un germe de variété analytique
(X, 0) plongé dans (k™, 0). Soit N > 1 un entier. Considérons la fonction de
Artin de l'idéal (f)n de On{Xy, ..., X,,} engendré par (f), et notons la Bs n.
Nous donnons alors la

Proposition-Définition 1.8.0.1 Soit (f) un idéal de k{Xy,..., X,,} définis-
sant un germe de variété analytique (X, 0) plongé dans (k™, 0). Soit N > 1 un
entier. Nous appellerons N-ieme fonction de Artin de (X, 0) la fonction B, v
D’apres le lemme 1.6.4, cette suite de fonctions est un invariant analytique du
germe. D’autre part nous avons les inégalités

VN > 1,Vie N, B, n(i) < B, v1(7)
d’apres le lemme 1.6.3.

Nous verrons plus tard que ces inégalités peuvent étre strictes. Si le germe
est non-singulier, alors le morphisme k — k{X}/(f) est lisse et donc le
morphisme Oy — On{X}/(f)n aussi et (), n est égale a I'identité. La
réciproque est vraie d’aprés la proposition 1 de [H1|. La suite de fonctions
(B(s),n)n est donc une mesure de la singularité du germe considéré. Dans le
cas des hypersurfaces, plusieurs auteurs ont étudié (3;, appelée parfois fonction
de Artin-Greenberg du germe |[LJ1], [H1]. Le calcul explicite de 3; pour les
courbes planes a méme été effectué [H2]. M. Hickel a montré que la constante
égale & 0 := lim;(3,(i)/i est une mesure du nombre d’éclatements nécessaires
pour désingulariser un germe d’hypersurface :

Proposition 1.8.1 [H2/ Soit (X, 0) un germe d’hypersurface singulier défini
par une équation. Soit une suite d’éclatements m; de centres lisses Z; ou X est
équimultiple le long de Z;, X411 est la transformée stricte de X; et ou X, est
lisse :

s TTn—1 T
W, —>W,_1 XX Wy

|

Xn4> n—l*>"'4>X0:X
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Alors nous avons

0—1

mo

n 2z (1.5)

ot 0 = lim;3,(i) /i et mq est la multiplicité de X en lorigine.

La premiére fonction de Artin de (X, 0) nous donne donc une condition néces-
saire quant a la désingularisation d'un germe de variété analytique.
Par ailleurs, M. Hickel a montré le théoréme suivant :

Théoréme 1.8.2 [H1] Soient f un germe de fonction holomorphe a l'origine
de C" et Jy lidéal jacobien de I = (f). Alors nous avons

Bipa(i) < By,1(0) +i, VieN

Ce théoréme relie la fonction de Artin de (f) avec celle de son jacobien, et
cette inégalité est bien meilleure que celle de Greenberg (cf. théoréme 1.7.1).
En particulier, dans le cas d’un germe a singularité isolée, ce théoréme permet
d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 1.8.3 [H1] Soit f un germe de fonction holomorphe a ’origine de
C™. Supposons que f est a singularité isolée et notons v son exposant de f.oja-
stewicz (c’est-a-dire U'exposant de Lojasiewicz du jacobien de (f), cf. remarque
1.5.13 ou section 2 de [H1]). Alors

Bipali) < |vil +i, VieN.

Ces deux derniers résultats sont cependant faux si N > 2. Nous allons le
montrer en étudiant le cas f = X2 — Y3. Nous ne savons pas dans ce cas si
B(p),n est majorée par une fonction affine quand N > 2.

1.8.2 Approximation par une puissance p-iéme

Soit p € N\{0, 1}. Nous nous plagons dans le cas ot 'anneau de base est
Op (Panneau des séries formelles ou convergentes) avec k un corps normé de
caractéristique premiére a p. Cet anneau est muni de la valuation my-adique
que nous noterons ord.

Soit p € N\{0,1}. Nous allons tout d’abord présenter un algorithme d’ap-
proximation, pour la valuation ord, d'un d’élément de Ox par une puissance
p-iéme, c’est-a-dire trouver, pour tout x € Oy, un élément z, qui vérifie I'éga-
lité sup, ord(z — 2?) = ord(z — 2P).

Notons x = ), T ol ) est le terme d’ordre k de . Soit k° le plus petit
indice pour lequel x # 0.
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Initialisation : Si z;0 est une puissance p-iéme d’un élément de Oy, nous
pouvons initialiser I’algorithme, sinon sup, ord(z — 2?) = ord(x). Dans le
cas ou ce terme est une puissance p-iéme, nous posons

21 = YT et vy = — 2

avec ¢/Tpo une racine p-ieme de x,0. Nous voyons que pord z; = ord x et
que ord(zy) > ord(x).

Récurrence : Supposons que 'on ait construit z, a la n-iéme étape tel que
T, =x— 2 = E Tk
k

vérifie ord(x,,) > ord(x) o 4 est le terme d’ordre k de x,. Soit k2 tel
que ord(z,) = ord(z, ko ). Supposons que z, xo soit divisible par {/azkop’l.
Nous posons alors

_ xn,kg t _ D
Zntl = Zn + F el Tpp1 =T — 2 4q-
A/ L kO

Nous avons Zn41 = ¢ — 25 = Tp — I—L"“,?leﬁ_l -+ € ou nous avons

T 0

nka p—l e e . , < .
ord(e) > ord(Wk—O{,len ). Le terme initial de x,, est égal a x,, 40 qui est

. o ege z 0 _

aussi le terme initial de —=222P~1 Donc ord(z, ;) > ord(z,).

¥Tr0

Arrét : Dans le cas ol x n’est pas une puissance p-iéme, I’algorithme s’arréte.
En effet, si Oy est 'anneau des séries formelles, nous voyons que la suite
(z,) est de Cauchy et donc converge. Dans ce cas sa limite est une ra-
cine p-iéme de x. Si Oy est 'anneau des séries convergentes, si x est une
racine p-iéme dans ’anneau des séries formelles, alors d’aprés 'existence
de la fonction de Artin du polynéme Z? — x, nous voyons que x est une
racine p-iéme dans Oy.
Il donc existe un rang n pour lequel x, o n’est plus divisible par y Trg? "
dans la récurrence. Nous avons un terme que nous ne pouvons pas élimi-
ner et z, est une puissance p-iéme parmi celles qui sont les plus proches
de z pour la topologie my-adique.

1.8.3 Etude la fonction de Artin de X? — Y?

Supposons que la caractéristique de k est différente de 2 et de 3. Posons
f=X%2-Y3et fixons N > 2. Les solutions de f dans O% sont les couples de la
forme (23, 2?) avec z € Oy. Pour tout entier j > 3, nous allons donner z; € Oy



Chapitre 1. Fonction de Artin : préliminaires 37

tel que maxyco, ord(z; —u?) = 2j 4+ 9 et max.cp, ord(z; — 2%) = 8j + 6. En
choisissant y; tel que max.ep, ord(zf — 2*) = ord(z? — y?), nous voyons que
toute solution (2*, 2%) de f vérifie nécessairement ord(z; — 2%) < 25 + 9. Cela
nous permet de dire que si N > 2

Byl

lim sup
i—+00 [
L’idéal jacobien de (X2 — Y3) est égal a (X, Y?) dont la fonction de Artin est
égale a 1 — 2i. En particulier nous n’avons pas la majoration

Bixz—ys),n (i) < ﬁJ(XLYS),N(i) +1i, Vi>>0, VN > 2,

vérifiée pour N = 1 d’apres le théoréme 1.8.2.

L’idée est la suivante : supposons que x = 23 + Az ol 2% est un plus proche
cube de z. En particulier, le terme initial de Az n’est pas divisible par in(2)?, le
terme initial de z, d’aprés I'algorithme précédent. Or 22 = 26 +223Ax + (Ax)?
et le terme initial de 2z3Ax peut étre divisible par in(z)*, c’est-a-dire que le
terme initial de Az peut étre divisible par in(z). Si cela est le cas, nous pouvons
continuer I'algorithme d’approximation de x? par un cube. Nous approfondis-
sons ici cet argument :

Soit
5 1

96 576
avec 7 > 3. Nous avons, en appliquant ’algorithme d’approximation par une
puissance 3-iéme a ;,

1 .
=T + 2T12TJ + T+ ST + GV + T3

f 1 i\
max ord(z; — 2°) = ord(z; — (T} + §T12T2]>3) =

zeOn

1 5 5
=ord | =TT + —T15T1)
o (4 T "9

1 )
— T3+ %TQE’]) =2j+09.

Par ailleurs

17 11 101 119

30 27 g 24 2] 213j 18 4] 15v57

x_T+3TT+4TT+3TT+48T1T2 144TY+

127T12T63 11 1L oy 107 - 5 5 g, 1 R
o6t 2881 27648 172 T 9764871 331776 2

Appliquons I'algorithme d’approximation par une puissance 3-iéme a x? Nous
voyons que

6 18

1
— (p+ gmimy g

3
TT3J> +
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1 ~ 7 , 1 ~
T6 87 TS 97 107
200412 7462067102 T 3317762
Donc
2 3\ _ Qs
max ord(rj — 2°) = 8j + 6.
Posons alors . ) )

Nous avons alors ord(z3 —y?) = 8j+6 et max.co, ord(z;—z°) = 2j+9 comme
annonce.



Chapitre 2

Approximation diophantienne et
fonction de Artin

En 1989, M. Spivakovsky a énoncé la conjecture suivante : "la fonction de
Artin de tout idéal de Oy est bornée par une fonction affine, pour N > 2" (cf.
[Spi3]). Nous donnons ici un contre-exemple & cette conjecture :

Théoréme 2.0.4 La fonction de Artin du polynome
P(X,Y, Z):=X*-2ZY? c Oy[X, Y, 7]

est bornée inférieurement par une fonction polynomiale de degré 2 si N > 2 et
si car (k) # 2.

Nous relions tout d’abord un résultat de type approximation diophantienne
sur le corps Ky (le corps des fractions de Oy) a l'existence d’une fonction de
Artin (proposition 2.1.1 et corollaire 2.1.4). Nous montrons ensuite un résultat
d’approximation diophantienne entre le corps de séries en plusieurs variables
et son complétété pour la topologie m-adique (théoréme 2.2.1). Nous montrons
alors, a 'aide d’un exemple (cf. exemple 2.2.5), qu’il n’existe pas de résultat du
type théoréme de Liouville pour une extension finie de Ky dans KN, son com-
plété pour la topologie my-adique. Nous remarquons alors que nous pouvons
construire, a partir de cet exemple, un polynéme dont la fonction de Artin n’est
pas bornée par une fonction affine (théoréme 2.0.4). Nous déduisons de cela, en
derniére partie, qu’il n’existe pas de théorie d’élimination des quantificateurs
dans Ky, pour N > 2 (théoréme 2.4.1), pour le langage défini dans la derniére
partie.

Soient N un entier positif non nul et k un corps; nous utiliserons les nota-
tions suivantes :

39
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— Oy est Panneau des séries formelles k[[17, ..., Tx]] et my son idéal maxi-
mal (ou m quand il n’y aura pas d’équivoque possible sur N).

— ord est la valuation my-adique sur Oy. Cette valuation définit une norme
| | sur Oy en posant |z| = e 4@ et cette norme induit une topologie
appelée topologie m-adique.

X

- Uy = {§ /z,y € Oy et ord(x) > ord(y)}, l’anneau de valuation dis-

créte qui domine Oy pour ord. Nous noterons m’y son idéal maximal.

~ Vyi=k (%, - T%\‘f) [[Tn]] est le complété pour la topologie m-adique
de V. Nous noterons my l'idéal maximal de cet anneau, ord 'extension
de la valuation my-adique et | | 'extension de la norme associée.

— Ky et Ky sont respectivement les corps de fractions de Oy et de V. On

peut remarquer que Ky est le complété de Ky pour la norme | |.

Remarque 2.0.5 Le théoreme d’approzimation analytique de Wavrik (cf. [W1])
donne l’existence de la fonction de Artin pour les systémes d’équations poly-

nomiales a coefficients dans k{T}, ..., T}, Uanneau des séries convergentes,

quand k est munt d’une norme et est de caractéristique 0. Tout ce qui est

énoncé dans la suite est encore valable dans ce cas.

2.1 Polyndéme homogéne a zéro isolé et approxi-
mation diophantienne

Nous allons montrer ici que la fonction de Artin d’un polynéme homogéne
a zéro isolé est bornée par une fonction affine si et seulement si nous avons un
résultat de type approximation diophantienne (cf. remarque 2.1.2) :

Proposition 2.1.1 Soit P € Oy[Xy,..., X,,]| un polynome homogéne qui a
pour unique zéro dans Oy le point (0, ..., 0). Notons Q;(Xj, ..., X; vy X)) le
polynome P(Xq,..., 1, ..., X,,) ot la variable X; est remplacée par 1 dans P,
pouri € {1,..., n}.

Le polynome P admet une fonction de Artin bornée par une fonction affine si
et seulement si il existe deuxr constantes positives a et b telles que nous ayons

min {ord (% — yj> } < aord(v) + b. (2.1)

J

pour tout i € {1, ..., n}, pour toute racine (Y1, ..., Yi, .., Yn) de Q; dans Vy et
pour tout uq, ..., Uz, ..., U, et v dans On.
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Remarque 2.1.2 La condition (2.1) peut aussi s’énoncer sous la forme sui-
vante : il existe deuz constantes positives ¢ et K telles que pour tout entier
i € {1,..., n}, pour toute racine (yi,..., Ui, ---, Yn) de Q; dans Vx et pour tout
ULy ooy Ugy ooey Uy €t v dans Oy, nous ayons

max{ Y
J v
Remarque 2.1.3 Deuz cas peuvent se produire : soit aucun des polynomes Q);
n’admet de solutions dans Vi, soit au moins un de ces polynéomes en admet
une. Dans le premier cas, d’aprés la preuve qui suit de la proposition 2.1.1, la
fonction de Artin de P est bornée par une fonction de la forme i — di + ¢ ou
c €N etd estle degré de P.

Dans le second cas, si la condition (2.1) est vérifiée, alors la fonction de Artin
de P est bornée par une fonction de la forme i — (Aa+d)i+c ou c € Ry et
A > 1 sont des constantes.

| } > Ko,

Preuve : Soit P comme dans I’énoncé et xq, ..., x, € Oy. Quitte & changer le
nom des variables, nous pouvons supposer que ord(z;) < ... < ord(x,). Nous

avons alors
T T
d 2 n
P(xy, ..., z,) =2{P1,—, ..., —
X €

ou d est le degré de P. Notons alors Q(Ya, ..., V) := Q1(Ya, ..., Y},) le polynome
P(1, Y5, ..., Y,). Le polynéme ) n’a pas de racine dans Op. Il n’en a donc pas
non plus dans Vi, mais peut en avoir dans VN

Supposons que () n’a pas de racine dans V. Comme Vy est de la forme K[[T]]
ou K est un corps et T une variable formelle, d’apreés le théoréme de Greenberg
(cf. |Gr]), @ admet une fonction de Artin bornée par une constante ¢ et dans
ce cas, nous obtenons alors ord <P (1, i—f b )) < c+ 1. Donc

ord (P(xy, ..., x,)) < dord(zy) +c+ 1.

Si ) a des racines dans ‘A/N, toujours d’aprés |Gr], @ admet une fonction de

Artin bornée par une fonction affine i — Ai + pu. Remarquons que (0, ..., 0)
n’est pas un zéro de Q. Notons (s, ..., ¥n) un plus proche zéro de (i—f, ey

pour la topologie m-adique et supposons, quitte a faire un changement de
variables, que y, # 0 et ord(y2) < ... < ord(y,).

Supposons que nous ayons min; {ord (i—i — yj> } < aord(z;)+0bouaetbsont

des constantes. Alors nous avons

ord (Q (@, . x”)) <A (min {ord (ﬂ - yj>} - 1) +p+1
T T J il
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< Maord(zx1) +b+1)+p+1.

D’ou

ord(P(zy, ..., x,)) < (aX + d)ord(z1) + Aa(b+ 1) + p + 1.
Inversement, supposons qu’il existe i € {1,..., n} tel que, pour tout ¢ € N, il
existe une racine (Y1,¢, ..., Yics -, Yne) de Q; dans Vi et des u;. et v. dans Oy
tels que

min {ord (lz}]c — yj,c> } > cord(v,).
J c

Supposons, quitte a changer les variables, que Q); = @)1 = (). Nous avons

ord (Q (UUZ’C, s %)) > mjin {ord (Uljc — yj7c>} > cord(v,).

ord(P(ve, Uge, ..., Une)) > (¢ + d)ord(v.).

D’ou

c

Or, comme ord(y;.) > 0, nous avons ord (uvj—c> > 0 pour tout j et pour tout

c et alors min(ord(v,.), ord(usy), ..., ord(uy,,.)) = ord(v.). Donc P n’admet pas
de fonction de Artin bornée par une fonction affine. [J

Nous déduisons de la proposition précédente le résultat d’approximation
diophantienne suivant :

Corollaire 2.1.4 Soitz € ]KN\KN entier sur Ky. Alors il existe une fonction
croissante v : N — N telle que

ord (% — x) < v(ord(v))
pour tous u et v dans Oy.
Si Q = agX?+ -+ ag est le polynome minimal de x sur Oy, alors v est
majorée par une fonction affine si et seulement si la fonction de Artin du
polynome P = ay X%+ ay 1 XY -+ agY? € On[X, Y] est majorée par une
fonction affine, c’est-a-dire qu’il existe a > 1 et K > 0 tels que

U
‘— —x‘ > K|v|*, Yu, v € Oy.
v

Preuve : Soit = € ]IA{N entier sur Ky. Si ord(z) > 0, soit @ un polynéme
irréductible de On[X] tel que Q(z) = 0 et P(X,Y) ’homogénéisé de Q. Le
corollaire découle alors de la proposition précédente si P admet une fonction



Chapitre 2. Approximation diophantienne et fonction de Artin 43

de Artin bornée par une fonction affine. Si ce n’est pas le cas, l'existence de
la fonction de Artin de P nous garantit de toute facon l’existence d’un tel
d’apreés la derniére partie de la preuve précédente.

Si ord(z) < 0, notons () un polynome irréductible de Oy[X] tel que Q(z) =
0. Soit P(X,Y) 'homogénéisé de @ et R(Y) = P(1,Y). Le polynéme R
est irréductible, de méme degré que @, et R(1/x) = 0. Nous en déduisons
alors que @ (%) = :j—ZR (%) Si le terme initial de ¥ est différent du terme
initial de z pour la valuation ord, alors nous avons ord (% — :1:') < ord(x).
Sinon, ord(u) 4 ord(z) = ord(v). Sachant que 1/z € Vi, d’aprés la proposition
précédente et 'existence la fonction de Artin pour le polynéme P, nous savons
qu’il existe une fonction 3 telle que ord (2 — 1) < F(ord(u)). Or nous avons

1 1
ord <— - ZL‘> = ord (g - —) + ord <E> + ord(z) = ord (E - —) + 2ord(z).
v u v u

Et donc ord (% — z) < B(ord(v) — ord(z)) — 2ord(z). Dans tous les cas, nous
avons ord (4 — z) < f(ord(v) — ord(z)) + ord(z). O

Remarque 2.1.5 S. Izumi a montré que les polynomes de la forme X¢ —uY?,
ouu € Oy nest pas une racine d-ieme, admettent une fonction de Artin bornée
par une fonction affine (cf. proposition 5.1 de [12]).

2.2 Approximation diophantienne dans le corps
des séries en plusieurs variables

Nous allons montrer ici que 'approximation diophantienne du corollaire
2.1.4 est “linéaire”. Nous nous sommes inspiré 1a de la preuve de la proposition
5.1 de [I2]. Nous utilisons en particulier le théoréme d’Izumi sur les Inégalités
Complémentaires Linéaires associées a l'ordre m-adique sur un anneau local
analytiquement irréductible.

Pour cela, nous allons tout d’abord introduire les notations suivantes :

Soit z € Ky \Ky entier sur Ky. Soit Q(Z) un polynéme irréductible de Oy[Z]
annulant z. Ce polynome engendre 'idéal des polynémes de Ky [Z] s’annulant
en z. Nous pouvons écrire Q(Z) = ag + a1Z + --- + aqgZ°. Nous noterons
P(X,Y) :=agY%4a; XY? '+. . .+a, X% Considérons les extensions suivantes :

On — On[Z](ny,...1n,2) — ON|Z) (1., 18, 20/ (Q(Z)) = O

Notons ord la valuation (71, ..., T, Z)-adique sur On[Z](1,.... 1y, z) qui étend
la valuation ord définie précédemment et ordp l'ordre (77, ..., T, Z)-adique
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sur On[Z](1,..., 1y, 2/ (Q(Z)). Considérons Q(Z), le terme initial de Q(Z) pour
la valuation ord sur On[Z] (1, ..., 1y, z)- Nous avons alors

.....

Gra,© = T On @ (K ® (2)/(2) & (2)/(2)°® )

(Q(2))

Nous avons alors le

Théoréme 2.2.1 Soient z € KN\KN algébrique sur Ky . Alors il existea > 1
et K >0 tels que

> Kly|*, Vz,y € Oy, (2.2)

’x
S
Yy

Preuve : Tout d’abord, nous allons nous ramener au cas ou O est intégre
et Q(Z) = Z4. Nous serons alors sous les hypothéses du théoréme d’Izumi que
nous pourrons donc utiliser.

Pour tout u € Oy, nous notons Q,(Z) = Udag_lQ(Z/uad)_ Nows Avons
Qu(Z) = aputad™t + ayu?ad2Z 4 - 4 29,

Le polynéme @, (Z) est dans Oy[Z], unitaire, et irréductible comme polynoéme
de Ky[Z] car Q(Z) est irréductible. Donc @, (Z) est irréductible dans Oy[Z].
Fixons u de telle maniére a ce que Q,(Z) = Z4 et tel que ord(u) > 1 (il suffit
de choisir u d’ordre grand). Le polynéme @, (Z) est un polynéme distingué car
ord(u) = 1. Donc Q,(Z) est irréductible dans O ([To], lemme 1.7) et O est

intégre. Les zéros de @,,(Z) dans Ky sont les uz; ot les z; sont les zéros de Q(Z2)

dans Ky. Soit z un zéro de Q(Z) dans Ky. Si nous avons o —uz| = Kyl

Vx, y € Oy, alors nous avons ‘5 —z| > %|y|“, Vz,y € Oy.

Nous pouvons donc supposer que O est intégre et que Q(Z) = Z4, ce que nous
ferons a partir de maintenant.

Notons 2y, ..., 2, les différentes solutions de Q(Z) autres que z dans ]IAQN, et
fixons z et y dans Oy. Notons Z I'image de Z dans O.

Notons 7 := max{ord(z), ord(z — zx), k =1, .., p} si p # 0 et r = ord(z) sinon.
Supposons que ord(z/y — z) > r. En particulier ord(z) — ord(y) = ord(z).
Notons C' := ord(z) — ord(y) = ord(z).

Nous avons Y?Q (£) = P(X,Y). Or Q(Z) = 0 dans 'anneau O qui est in-
tegre, donc Q(T) = (T'— Z)(bg—1 T +bg_sT? 2+ - - +by) dans O[T}, et donc
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P(X,Y)= (X —ZY)(bg_1 X¥ '+ bg o X972V + -+ + bV %) dans O[X, Y].
En développant 1’expression précédente nous voyons que

bi-1 =aq
bi = aiy1 + Zbiyy, 1 <i<d—2
bOZ—CLQ/Z
Dot —d—i—1 —d—i—2
bZIZ ’ ad—l—Z ’ ad,1—|—~~+ai+1.
Notons

hi=by 12" + bd_Qxd_2y + e+ boyd_l-

Nous avons alors (z — Zy)h = P(z, y) dans O. Nous pouvons écrire

H%M—%M+P@w%wwﬁwwf*—

" 2 yZ + -
r T
P(z,y) — apyt —arzy® "t — - —agxly —
" d (yZ)*.
T
Notons | |
Pz, y) - agy? — -+ — iyt
fi o xi+1

Nous avons alors h = fo+ fiZ + -+ + fd_17d_1 et les f; sont dans Oy.

[’anneau O étant intégre, d’aprés le théoréme d’lzumi [I2], il existe deux
constantes A > 1 et B > 0 telles que

A(orde(z — Zy) + ordo(h)) + B > ordp(P(x, y)) > ord(P(z, y)).  (2.3)

Deux cas se présentent alors :
Cas 1 : Soit ord(P(z, y)) < ord(apy?), et alors dans ce cas

ord(P(x, y)) < dord(y) + ord(ap). (2.4)

Cas 2 : Soit ord(P(x, y)) > ord(aey?). Soit g = go+ g1 Z + - -—|—gd_17d71 avec
les g; € On. Alors l'image de g dans Gy, est non nulle puisque Q(Z) est de
degré d en Z. Donc ordp(g) = min;{ord(g;) + i}. En particulier,

P(z, y) — ay®
X

ordp(h) < ord ( ) = dord(y) — ord(x) + ord(ap).

D’autre part ordp(r — Zy) = min{ord(z), ord(y)+1}. Donc, d’aprés I'équation
(2.3), nous obtenons

ord(P(z, y)) < Adord(y)—Aord(z)+A min{ord(z), ord(y)+1}+Aord(ag)+B.
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Nous avons alors

ord(P(z, y)) < Adord(y) + Aord(ag) + B (2.5)

Conclusion : Si ord(xz/y — z) > r, alors il existe deux constantes, a et b telles
que
ord(P(z, y)) < aord(y) + b.

Or P(z, y) = y?Q(x/y). Nous pouvons écrire Q(Z) sous la forme

p

QZ)=R2)[(Z - 2)"* (Z - 2)"

k=1

avec R un polynoéme de degré ¢ en Z qui n’admet pas de zéro dans ]IA{N. Nous
avons alors ord(R(x/y)) > ¢ pour une constante ¢ indépendante de z et de y car
ord(z/y) = C est fixé. Comme ord(x/y —z) > r, nous avons ord(z/y — z) < 7.
D’ou

ord(Q(z/y)) > ¢+ Z n min{ord(z/y), ord(zx)} + nord(z/y — 2)

P
> c+ Z n, min{C, ord(z)} + nord(z/y — 2).
k=1

Notons D = ¢+ Y r_, n min{C, ord(z;)}. Nous obtenons alors
(a —d)ord(y) + b > nord(z/y — z) + D

ou encore

X

——z| > Kv|*

avec K = eP™" et a := (a — d)/n. Si ord(z/y — 2) < r, nous avons alors

5 — z‘ > K’ avec K’ := e ". Dans tous les cas nous avons 'inégalité voulue. [

La proposition 2.1.1 nous permet alors de déduire le corollaire suivant qui
donne une réponse a une question qui nous a été posée par M. Hickel :

Corollaire 2.2.2 Soit P(X,Y) un polynéme homogéne en X et'Y a coeffi-
cients dans Ox. Supposons que (0, 0) est le seul zéro de P dans Oy. Alors P
admet une fonction de Artin bornée par une fonction affine. C’est-a-dire qu’il
exriste K >0 et a > 1 tels que

[Pz, y)| = K|(z, y)|*, Va,y € On.
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Exemple 2.2.3 Soit Q(Z) € On[Z] un polynéme n’ayant aucune racine dans
On. Par exemple Q(Z) = Z¢ =T ou Q(Z) = Z¢ — (T4 TJ™Y). Définissons
P(X,Y):=Y4Q(X/Y). Le polynome P est homogéne en X et Y et n'admet
pas d’autre solution dans Oy que (0,0). Un tel polynome admet donc une
fonction de Artin bornée par une fonction affine. La preuve de la proposition
2.1.1 nous permet de dire que l'on peut choisir le coefficient de linéarité de la
fonction égal o d dans le premier cas (car Q(Z) n’a pas de zéro dans Vi ). Dans
le second cas «v est strictement plus grand que d car Q(Z) admet des zéro dans
Vi (voir aussi la preuve du théoréme 2.2.4).

En fait plus généralement, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.4 Soit P(X,Y) un polynome homogéne en X etY a coeffi-
cients dans Oy . Alors P admet une fonction de Artin bornée par une fonction

affine.

Preuve : Soit P comme dans I'énoncé et z, y € Oy. Quitte & renommer
les variables, nous pouvons supposer que ord(y) < ord(x). Nous avons alors

P(z, y) = y*P (1, f) :
)
Notons alors Q(Y') le polynome P(1, Y).
i) Supposons que () n’a pas de racine dans Vy. Comme Vy est de la forme
K[[T]] ou K est un corps et T une variable formelle, d’aprés le théoréme de
Greenberg (cf. [Gr]), @ admet une fonction de Artin bornée par une constante

¢ et dans ce cas nous obtenons alors ord (P <1, i)) < c+ 1. Donc

ord (P(z, y)) <dord(y) +c+ 1.

ii) Si @ a des racines dans 17N, toujours d’aprés [Gr], Q admet une fonction
de Artin bornée par une fonction affine i — Ai + p ot A < d. Remarquons
que ) n’a qu'un nombre fini de racines car Viy est intégre. Soit z un zéro de Q)
dans Ky, plus proche de z/y que tous les autres zéros de ) pour la topologie
m-adique. Comme i — Ai + p majore la fonction de Artin de ), nous avons

Q(z) < Xord (z—£> + p.
Y Y

e Si z € Vi, alors z = u/v avec u et v dans Oy premiers entre eux, et

ord (z — E) = ord (w) .
Y vy



48 2.2. Approximation diophantienne dans le corps des séries en plusieurs variables

Donc
ord (P(z, y)) < (d — Nord(y) + Aord(uy — vx) + (u — Aord(v)).

D’apreés le lemme d’Artin-Rees, il existe ig > 0 ne dépendant que de u et v, tel
que
(u, v) Nm'* C (u, v)m’ (2.6)

pour tout entier ¢ positif. Donc si ord(uy —vx) > i+, alors il existe T et 7 tels
que uy—vT = 0 et T—x, J—y € m’. Nous choisirons dorénavant une constante
ip pour laquelle I'inclusion (2.6) ci-dessus est vérifiée pour tout (u, v), ot u/v
est une racine de () et u et v sont premiers entre eux. Comme () n’a qu’'un
nombre fini de racines, une telle constante existe.

e Si z ¢ Vi, d’apreés le théoréme 2.2.1, il existe a et b tels que

ord (z — E) < aordy + b.
Y

Donc nous avons

ord(P(z, y)) < Aord (z — E) + dord(y) + 1 < (aX + d)ordy + \b + p.
Y

Nous pouvons faire le méme raisonnement si ord(y) > ord(x). Donc dans tous
les cas nous avons

ord (P(x, y)) < Amin{ord(z), ord(y)} + B ) max Qord(uy —vzx)+C

u/v zero de

ou A, B et C sont des constantes, et u/v est un zéro de ) dans Ky avec u et
v premiers entre eux dans Oy.
Supposons que nous ayons ord(P(z, y) > 2max{A, B}(i+iy) + C, alors nous
avons soit min {ord(x), ord(y)} > i + iy > ¢, soit ord(uy — vx) > i + ip. Dans
le premier cas, nous posons T = i = 0. Dans le second cas, d’aprés le lemme
d’Artin-Rees, il existe T et 7 tels que uy—vT = 0 et T—x, T—y € m’. Dans tous
les cas P(7,7) =0 et T —x, y —y € m’. C’est-a-dire que P admet une fonction
de Artin bornée par la fonction affine i — 2max{A, B}(i +ip) +C. O

Exemple 2.2.5 Nous présentons ici une suite d’éléments x, € ]KN, pour
p € N\{0, 1, 2}, de degré 2 sur Ky, pour lesquels il existe u, j et v, ) tels

Uk,p | —
’Uk,p
constante qui dépend de p. Nous voyons donc que, contrairement au cas des

nombres réels algébriques, la meilleure borne a telle qu’il existe K avec

pP_ <
que |x, — Cylog|271 et ord(vy k) tend vers 400 avec k, o C), est une

}x—g‘ > K|v|*, Yu, v € Oy
v
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ne peut pas étre bornée par le degré de l’extension de Ky par x. Il n’existe donc
pas de version du théoréme de Liouville pour les extensions finies de Ky dans
Ky.

Supposons que cark # 2.

Soit P,(X,Y) le polynome X? — (T + T3)Y? avec p € N\{0, 1 2}. Le terme
T? + TP n’est pas un carré car la caractéristique du corps de base est différente
de 2. Le seul zéro de P, est alors (0, 0). Soit Q,(X) = X? — (T2 + TY). Le

~

polynome @), a deux racines dans Vi qui sont x, et —x, avec

(1 181 T (=1)"1(2n — 2! Ty

x _ —_——— —_— DY DY
po 272 8T} 22n—1(p, — 1)In! T2n
Notons a,, == (—1)"*1%. Soit k un entier positif et notons

k—1 ;
T,F
Tp k= Tl E alﬁ
i=0 1

Nous avons
_ k(p—2)+1
Tp — Tpp €M

Uu

k ,
avec uy, et vy, i premiers entre euz et de plus

et x, 1 s’écrit sous la forme -2
’ Up, k

_ m2k-3 PR
vpr =17""°. D'ou

ord (:cp - M) =k(p—2)+1= (g — 1) ord(vy, i) + §p -2,

Up, k 2

uk
P,
x, — —

Up, k

3 0
ou encore =e 2Py, 27

2.3 Preuve du théoréme 2.0.4

Nous pouvons alors donner la preuve du théoréme 2.0.4 annoncé dans I'in-
troduction. Pour cela nous allons reprendre les notations de l'exemple 2.2.5.
Supposons la caractéristique de k différente de 2. Soient p et k des entiers
strictement plus grands que 2 et soient

T.

2k—2 2 2%k—3 2 P

Up ;= 17 E Uimmry Ve =17 7, et 2, =17 +T5.
i=0 1
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Alors

k—1 i\ 2
T
Pup, g, v, 2) = | T} <Z ;=2 ) (T2 TP) | 6 ¢ mr2kt

Si (z, y, z) est un zéro de P alors soit z est un carré, soit z =y = 0. Or

sup (ord(z, — %)) = p
teOn

car la caractéristique de k est différente de 2, et
min(ord(u, ), ord(vy)) = 2k — 3.

Donc, en posant p = k£ — 2, nous avons

P<uk72,k7 Vs Zk*Z) € mk274

et sup (min{ord(uj_s  — x), ord(vy — y), ord(zp—2 — 2)}) < 2k — 3

ot la borne supérieure est prise sur toutes les racines (z, y, z) de P.
Notons Gy la fonction de Artin de P. Sii € N est impair, d’aprés ce qui précéde,
nous avons alors Oy (i) > (%)2 — 5. Si i est pair, comme [y (i) > Oy(i — 1),
nous avons [y (i) > (% + 1)2 — 5. Donc pour tout ¢ € N, nous avons
;2
ﬁN(i)ZZ—H’—Zl. O

Remarque 2.3.1 Pour tout entier p strictement supérieur a 1, nous pouvons
montrer de maniére identique que la fonction de Artin de XP — ZYP est bornée
inférieurement par une fonction polynomiale de degré 2 si la caractéristique de
k est différente de p.

Remarque 2.3.2 Si la caractéristique de k vaut 2, alors la fonction de Artin
de X* — ZY? € On[X, Y, Z| est bornée par la fonction linéaire i — 3i. En
effet, soient x, y et z dans Oy, avec N > 2, tels que 2> — zy?> € m**1. Notons

a = ord(x), = ord(y), v = ord(z).
St 3> 1, nous posons T =0,y =0 et Z= z. Nous avons alors
min{3i+1,2047} — 1 2i+2

(z -7 =2"€m

et donc T —x € m**L. Clairement 3 —y et Z— 2z sont dans m**! et 2 — 77 = 0.
Supposons maintenant que [ < i. Nous pouvons €crire 2 = zy+2 41+ 2yp2+- -
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ot zq est homogene de degré d. Soit v1 le plus petit entier pour lequel z.,
n’est pas un carré. Comme cark = 2, les mondémes apparaissant dans [’écri-
ture de 2% et de y* sont tous des carrés et donc v + 23 > 3i + 1. Notons
Z= 2,421+ +2y,_1; en particulier 7 —z € m3 126 C mi*1. Cet élément
est un carré, disons Z = u?, car cark = 2. Nous avons alors ¥? — (uy)?* =
(r — uy)(z + uy) € m>*L. Donc, par exemple, x — uy € ml*5 ¢ mitt, po-
sons alors T = uy et J = y. Nous avons alors x — T € m‘*l y — 7 € m'*! et
z—zemt et de plus 7* — Zy* = 0.

2.4 Non-existence d’élimination des quantifica-
teurs dans le corps k((71, ..., Ty)) pour N > 2

J. Denef et F. Loeser [DL1| ont donné une preuve du théoréme de Greenberg
a l’aide d’un résultat d’élimination des quantificateurs da a J. Pas |Pal. Nous
pouvons appliquer ici la méme méthode pour montrer que, dans le cas N > 2,
il n’y a pas d’existence d'une théorie d’élimination des quantificateurs dans le
corps k((71, ..., Ty)) muni du langage défini ci-dessous.
Dans cette partie, k est un corps algébriquement clos. Soit Lp,. le langage de
premier ordre, dont un modele est Z, et les symboles sont +, <, 0, 1 et pour
tout d € Z>5 un symbole =, pour signifier la relation binaire x = y mod d.
Nous I'appelerons Z-sorte.
Soit Ly le langage de premier ordre de corps dont les symboles sont +, —, X,
0, 1, appelée k-sorte, dont le modeéle est k.
Soit Ly le langage de premier ordre, dont le modéle est Ky, et les symboles
sont +, —, x, 0, 1, appelée Ky-sorte
Soit ord le symbole de fonction de la Ky-sorte vers la Z-sorte, dont le modéle
est ord définie précédemment.
Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant :

Théoréme 2.4.1 Soit N > 2 fizé. Considérons L le langage de premier ordre
a trois sortes (Lpre, Ly, Ly, ord, ), ou w est une fonction de la Ky-sorte vers
la k-sorte, auquel on rajoute autant de symboles souhaités de telle maniére que
la restriction de L a la Z-sorte soit égale a Lp,.. Alors L n’admet pas d’élimi-
nation des Ky-quantificateurs.

Preuve : Considérons f3, la fonction de Artin du polynéme P = X% — ZY?
vu comme polynéme de Oy[X, Y, Z]. Cette fonction peut se définir dans le
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langage L et donc son graphe aussi. En effet, pour tout entier n nous avons
(P(z,y,2) em’ W = (37, 5,2/ (-7, y—7, 2 — 2 em"™)

A ((P(IB, Yy, Z) c mﬁ(n) E (ﬂ357 g’ E/ (gj _f’ Y _y’ s—Z € mn—',-l)
AP(Z, 7, Z) = 0)))

S’il existait une élimination des Ky-quantificateurs sur £, alors d’aprés un ré-
sultat de Presburger (cf. [Pr|) et d’aprés le théoréme de constructibilité de Che-
valley, le langage £ admettrait une élimination des quantificateurs. Le graphe
de (3, inclus dans Z2, serait donc semi-algébrique dans le langage Lp,.. Ce
graphe serait donc défini par un nombre fini de phrases utilisant les signes +,
0, 1, < et =4 mais pas le symbole x. Il existerait alors une partition finie de
N en classes de congruences telle que, pour n grand, (3 soit affine sur chacune
de ces classes, ce qui est faux d’aprés ce qui précede. [

Remarque 2.4.2 Pour N =1 un résultat d’élimination des quantificateurs a
été obtenu par J. Pas (cf. [Pa]).



Chapitre 3

Théoréme d’Izumi et linéarité de
fonctions de Artin

La motivation de ce chapitre est d’utiliser le lemme d’Artin-Rees [Ma] et le
théoréeme d’Izumi [12] [Re3] pour déterminer une certaine classe de polynomes
dont les fonctions de Artin sont bornées par des fonctions affines. Nous savons
qu’en général ceci est faux, d’aprés la partie précédente. Néanmoins il existe
certains cas pour lesquels ce résultat est vrai.

Nous commencons par citer le cas des systémes d’équations linéaires qui découle
du lemme d’Artin-Rees (théoréme 3.1.1). Nous montrons ensuite que le théo-
réme d’Izumi est équivalent & une majoration uniforme des fonctions de Artin
d’une certaine famille de polynémes linéaires (proposition 3.2.2 et théoréme
3.2.5) et en déduisons une version stable du lemme d’Artin-Rees (théoréme
3.2.6). Nous donnons ensuite différentes applications de ces deux résultats :
En troisiéme partie, nous montrons que la fonction de Artin de X; X5 — X3.X4,
vu comme polynoéme a coefficients dans I'anneau des séries formelles en plus
de trois variables, est bornée inférieurement par une fonction polynomiale de
degré 2.
En quatriéme partie, nous utilisons simultanément le lemme d’Artin-Rees et le
théoréme d’Izumi pour montrer que les polynomes de la forme f]],_; X;* +
?:1 fjZ; ont une fonction de Artin bornée par une fonction affine, dans le
cas ol 'anneau de base quotienté par I'idéal (fi, ..., f,) est réduit (théoréme
3.4.2).
Enfin, en derniére partie nous montrons que ceci implique que la fonction de
Artin d’une autre classe de polynémes est bornée par une fonction affine (pro-
positions 3.5.4 et 3.5.5) et nous utilisons ces résultats pour calculer des clotures
intégrales approchées d’idéaux (exemple 3.5.3).

23
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3.1 Fonction de Artin d’un systéme linéaire et
lemme d’Artin-Rees

3.1.1 Fonction de Artin d’un systéme linéaire

Nous avons le résultat suivant qui nous donne la forme de la fonction de
Artin d’un systéme d’équations linéaires et qui montre au passage que dans le
cas linéaire, 'existence de la fonction de Artin n’est absolument pas liée a la
propriété hensélienne mais au fait que 'anneau de base est noethérien.

Théoréme 3.1.1 Soit
(AXi+ -t o Xy fIX 4+ [2X,)

un idéal de polynémes linéaires noté (f) de A[Xy,..., X,] ot (A,TJ) est un
couple. Alors (f) admet une fonction de Artin bornée par la fonction affine
1 —— 1+ 19 si et seulement st nous avons la version faible du lemme de Artin-
Rees suivante : _

INT C 37 pouri > i
ot I est le sous-A-module de AP engendré par les ( jl, ey ff) pour 1 < j<n
et 3¢ le sous-A-module de AP égal o ©F_,T" pour tout entier i.
En particulier, si (A,J) est un couple nethérien, (f) admet une fonction de
Artin bornée par une fonction affine. De plus le plus petit ig tel que i — 1+ 1ig
magjore la fonction de Artin de (f) ne dépend que du A-module I.

Preuve : Avoir I NJi+l ¢ Jitl-io] pour i une constante positive, cela est
équivalent a ce que pour tout x1,..., z, € A tels que

fier+--+ fox, € I

: (3.1)
flart o flr, € T
il existe €1, ..., &, € I tels que
fimit ot famn = flert o+ fren
Pay e fhn, = flete o fhe
En posant T, = xp — €, cela est équivalent a ce que pour tout x4,..., =, € A

qui vérifient le systéme (3.1) précédent, il existe Zi,..., T,, € A tels que

AT+ 4 [T = 0

Tyt fRT = 0
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et T —xy, € I, Cette derniére condition est exactement équivalente & dire
que l'idéal (f) admet une fonction de Artin bornée par i — i + .

La derniére assertion découle du fait que si A est ncethérien nous avons le
lemme d’Artin-Rees (cf. [Ma| par exemple). O

Remarque 3.1.2 T. Wang [Wa2] a caractérisé le plus petit iy de la proposition
précédente, dans le cas ou A = K[[T, ..., Tx]] et T est son idéal mazimal, en
terme de bases standards.

3.1.2 Interméde : bases standarts et diagramme des ex-
posants initiaux

Nous allons ici nous placer dans le cas ou A est 'anneau Oy des séries
convergentes ou formelles en N variables sur un corps k. Dans ce cas nous
pouvons donner une caractérisation du plus petit entier iy vérifiant

INmhy C miy ™1 pour i > iy (3.2)

pour un idéal I de Oy.
Définissons tout d’abord la valuation v. Celle-ci est la valuation qui associe &
une série de £ = > a, T de Oy le terme

w(x) :=min{(|af, a1, ..., an / aq # 0}

ou l'ordre sur ZV*! est I'ordre lexicographique. Nous pouvons définir un ordre
total sur NV a I'aide de p en posant « > 3 si v(T%) > v(T?).

Pour une série z = ) a,7“ comme précédemment nous noterons exp(z) le
N-uplet 3 tel que pu(x) = pu(T?) et supp(x) := {a / a, # 0}. Le support de X,
noté supp(x), est un sous-ensemble de NV. Nous définissons, de plus, in,, comme
étant la fonction qui & une série de Oy associe son terme d’ordre minimal pour
la valuation v.

Soient fi, ..., f, € On. Notons «; = exp(f;). Les a; définissent une partition
de NV comme suit. Soit

Al = a1 + NN,
Ai = (Oéz + NN)\ UZ_:ll Aka 1= 27 s Dy
et A = NN\ UZ:1 Ak .

Nous pouvons alors énoncer l'algorithme de division de Grauert-Hironaka :
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Théoréme 3.1.3 Soient fi,..., f, € On. Alors pour tout f € Oy, il existe
Q- @ € On et r € On uniques tels que

p
f:ZQifi+r7
i=1

avec o + supp(q;) C A; pouri=1,..., p et supp(r) C A.
Nous pouvons alors définir la notion de base standart :

Proposition-Définition 3.1.3.1 Soit I un idéal de Oy et soit N7 le dia-
gramme des exposants initiauzr de I, c’est-a-dire U'ensemble des in,(h) quand
h parcourt I. Notons o, ..., o, les sommets de Ni. Alors il existe une famille
(f1,-.s, fp) de générateurs de I dont les termes initiauz (pour in,) sont égaux
auz «; (et donc engendrent in,(I)). Une telle famille est appelé base standart
de I. L’existence d’une telle famille provient directement de [’algorithme de
division de Grauert-Hironaka.

T. Wang [Wa2| a donné une caractérisation du plus petit iy vérifiant la relation
(3.2) en termes de base standart :

Définition 3.1.4 Soit (f1,..., fp) une base standart de I idéal de Oy telle
que ord(f;) < ord(fj11) pour tout i. Soit A € N. On définit ry € N par :

ord(fi) <--- < ord(fr,) <A< ord(fr,41) <--- < ord(fp) .

Théoréme 3.1.5 [Wa2/ Soit A € N. Nous avons la version de faible de Artin-
Rees ‘ '
I'Nnmiy lej\?AI pour i > \

si et seulement sty > 1 et pour tout j > r),

ord(fi)—A ord(f;)—A
fremOUIN e g

3.2 Théoréme d’Izumi et version stable du lemme
d’Artin-Rees

3.2.1 Théoréme d’Izumi et majoration stable de la fonc-
tion de Artin d’une famille de polynémes linéaires
Nous donnons ici I’énoncé d'un théoréme d’Izumi que nous interprétons en

terme de linéarité de la fonction de Artin d’un certain type de polynéme. Nous
redonnons tout d’abord une définition :
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Définition 3.2.1 Soit (R,J) un couple neethérien ot R est local et J un idéal
m-primaire avec m [idéal mazimal de R. Nous noterons vg 5 la fonction a
valeurs dans NU {oo} définie par

Vo € R\{0}, vrs(z) =n <=2 €J" et x ¢ J*M

et vg 5(0) = oo.

On appelle cette fonction l'ordre J-adique sur R.

Soit I un idéal propre de R, nous noterons vy 5 pour Vrsr,sr/1 quand aucune
confusion sur R ne sera possible. Dans le cas ou J = m est l’idéal maximal de
R, nous noterons vg = vp 5 et v == vgyrar/r (la derniére notation est a ne
pas confondre avec la valuation I-adique).

Soient A un anneau local ncethérien et I un idéal de A, engendré par fi,...,
fp- Notons alors 77 le plus petit entier tel que ¢ —— ¢ 4 i; majore la fonction
de Artin de f1.X; +---+ f,X, € A[X]. Pour tout € A, notons (3, la fonction
de Artin de Xy + f1.X; + -+ - + f,X,. Nous avons alors la

Proposition 3.2.2 Soient A un anneau local nethérien et I un idéal de A.
Notons R le quotient A/I. Nous avons alors :

(i) St R admet une ICL avec les coefficients a et b, alors, pour tout © € A,
nous avons la majoration suivante :

Vi e N (.(i) < ai + avi(z) + aif + b.

(11) Sinous avons une majoration uniforme de la fonction (3, par une fonction
de la forme i — ai + cvi(z) + b, avec a + ¢ > 1, alors le polynome
XY+, fiXi € AIX, Y, Xy, ..., X,] admet une fonction de Artin bornée
par la fonction i — (a + ¢)(i + i) + max(b, i), et de plus l'idéal I est
S0t premier, Soit M-primaire.

(i) Si le polynéme XY + >, f;X; admet une fonction de Artin bornée par la
fonction 1 —— a1 + b et si I est premier alors R admet une ICL

vi(gh) < a(vi(g) + vi(h))+b Vg,h € R.

Preuve : Montrons (i) :
Soient zg, x1, ..., T, € A tels que

Txo + flxl 4+ 4 fpxp c mai-ﬁ-auj(it)-l-ai[—i-b—&—l‘
Nous avons donc v;(xzg) > ai + avi(z) + aif + b+ 1. Dot

a(V](I) + VI(IEO)) +b>ai+ CU/[(JZ) +ai;+b+1
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V[($0) Z 1+ i[ + 1.

Nous avons donc zg = Y, fr2x + 2 avec ord(xy) > i+ iy + 1, ce qui implique
que

p
Z fe(wp +22) € mi Tt
k=1
car a > 1. Il existe donc, par définition de 77, des t;, € A qui vérifient

Vk>1 t, € xp +xz +miT!

p
et Z fktk =0.
k=1

Nous posons alors To = ), frzk €t Ty, =ty — x2;, pour k > 1. Nous avons alors
TTo+ fiT1 + -+ [T, = 0 et Yk T), — 2, € m'T.

Et donc (i) est démontré.

Montrons maintenant (ii) :
Nous allons tout d’abord montrer la majoration de la fonction de Artin annon-
cée, puis nous montrerons que [ est soit premier, soit m-primaire.
Soient a, b et ¢ comme dans ’énoncé. Fixons tout d’abord ¢ > 7;. Nous allons
montrer que la fonction de Artin de XY +> ", f;X; pour le couple (A, m) est ma-
jorée par la fonction ¢ — (a+c)i+max(b, i7). Dans ce cas la fonction de Artin
du polynéme XY + >, f;X; sera majorée par i — (a+c)(i+1i;) +max(b, i)
comme annonceée.
Soit ¢ > 17 et Soient z, y, x1,..., , tels que

Ty + flxl 4ot fp-Tp e m(a+c)i+max(b,i1)+1' (33)

Nous allons distinguer deux cas, selon que x et y sont tous les deux dans /+m®+!
ou non.

1. Supposons que z et y sont dans I + m cest-a-dire qu’il existe des
215 et des zg; tels que & — 3 fiz; € m™* et y — 30 fizo; € m*l En
multipliant ces deux termes nous voyons que

vy—xY fizg =y fimgt+ Y fimg Y fizmg €mi
J J J J
D’aprés cette relation et la relation (3.3), on est ramené a

j z
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Par définition de iy, il existe donc des ¢; tels que ) ; fiti=0cet

(2 PRI -
tj — (xj + X2 +yz1; — E f521,122,j> € mmin(@i (ate)itin=irtl - i+l
l

Nous posons alors

z= E iz, U= E iz
j j
et T, =1t; — (Tzzj + Yz — E sz1,z22,j> == E fizeg215.
l l

Nous avons donc

Y+ Y [T =0,
J

etT—x,y—yetx; —7T; € m pour tout ;.

2. Supposons maintenant que x € [ +m** et z ¢ I+ m*2 avec 0 < k < 1.
Notons
T = Z szlyj + x
J

avec va(z') = k+1 et ' ¢ I +m»Aa@)+1 En particulier, nous voyons que
vi(z) = vy(a’) = k + 1. Nous avons alors

l’,y + ij(xj + yzl,j) c m(a—i—c)i—&-max(b,ij)—l—l'
J

Ou encore
x'y + Z f]IL‘; c m(a+c)i+max(b,i1)+1
J
avec T = T; + yz15.
La fonction de Artin de 2'Y + ), fiX; € A[Y, X1, ..., X, ] est majorée
par
i— ai+ cv(z’)+b < (a+c)i+0.

Donc il existe 7 € y + m‘™! et T, €l + m'™! tels que
G+ Y fT =0
J

Posons alors
= = = ) -
Tj=7T; —YnjetT =2
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Nous avons
TG+ Y ST =+ fa)i+ Y fi(@ = Ta) =0
J J J

et T—ozvemtl y—yecmit! “+1 pour tout j.

Donc pour ¢ > iy la fonction de Artin de XY + >, f;X; est bornée par la
fonction i — (a + ¢)i + max(b, is).

etx;, —xr;em

Montrons maintenant que [ est premier ou m-primaire. Montrons tout
d’abord que I n’a qu’un idéal premier minimal associé. Supposons le contraire,
c’est-a-dire que nous avons [ = Iy NIy avec I # I, et [ # I, ou I est un
idéal P-primaire avec P premier, et P n’est pas un idéal premier associé a
I. Soit « € I}\I; N I. Pour tout entier [, il existe Z(I) tel que va(ZT(l)) > {
et () = z+T(l) ¢ P. En effet, si cela n’était pas possible, nous aurions
x +m! C P pour [ € N. Par conséquent, comme z € P et que P est premier,
nous avons m C P, et donc m = P, ce qui est impossible par hypothése sur P.
Choisissons alors y € Io\I; N 5. 1l existe un entier k tel que y ¢ I + m”* car
y ¢ I,. Nous avons zy € I11, C I, il existe donc des z; tels que

ey =2y +z()y = — Z fiz; +T()y.

Donc z(l)y + >, fiz; € m!. Si Y, Ty, ..., T, vérifient z(1)y + >.; 15T =0, alors
x(l)y e I ¢ I C P. Donc y € I, car z(l) ¢ P et I; et P-primaire. Donc
y — 7y ¢ m*. D’autre part, pour | assez grand (en fait pour [/ > v;(x)), nous
avons vr(z(l)) = vi(x) < +o0. La fonction de Artin 3, n’est donc pas majorée
par une fonction de v;(z), ce qui est contradictoire avec I'hypothése, et donc [
n’a qu'un idéal premier minimal associé.

Supposons maintenant que I n’a qu'un idéal minimal associé mais que I n’est
ni premier ni m-primaire. C’est-a-dire [ est P-primaire, [ # P et P # m.
L’idéal P est de la forme (I : y) avec y ¢ I. Soit x € P\P N I. Alors zy € [
par définition de y.

Pour tout entier [, il existe Z(l) tel que v4(Z(l)) >l et z(l) = x +Z(l) ¢ P. Si
cela n’était pas possible, alors, comme précédemment, nous aurions P = m ce
qui est contraire a I’hypothése donc impossible.

Il existe un entier k tel que y ¢ I +mF car y ¢ I. Or 2y € I, donc il existe des
x; tels que

a(l)y = vy +7(l)y = — Z fizy +T()y.

Donc z(l)y + Zj fiz; € m!. Comme précédemment, si ¥, Ty, ..., T, vérifient
z()y + >, f;7; = 0, alors z(l)y € [ C P, donc y € I car z(l) ¢ P et I est
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P-primaire. Donc y — 7 ¢ m*. Comme précédemment, la fonction de Artin 3,
n’est donc pas majorée par une fonction de v;(x) et donc I est premier ou
m-primaire.

Montrons finalement (iii) :
Soient x, y et i tels que a(i + 1) +b > vi(zy) > ai + b+ 1. Clest-a-dire
zy € I +m Tt ] existe alors des z, tel que zy+ Y, frzr, € m* 0+ 1l existe
donc T, 7 et zy tels que Ty + Y., fizr = O et # — T € m™! y — 7y € m*TL,
Comme [ est premier, alors soit 7 € I, soit T € I. D’ou soit v;(z) > i+ 1, soit
vi(y) > i+ 1. Clest-a-dire

soit avi(z) + b > vi(xy),
soit avr(y) + b > vi(zy).
Nous avons donc
v(zy) < amax(vi(z), vi(y)) +b < a(vi(z) + vi(y)) + 0.
D’ou le résultat. [

Remarque 3.2.3 La preuve de ii) précédente nous montre en fait que, si I
n’est ni premier ni m-primaire, nous n’avons aucune majoration de (3, par une
fonction de vi(x) (méme non affine).

3.2.2 Version stable du lemme d’Artin-Rees

Nous avons en fait le résultat suivant di a Rees [Re3| qui est un peu plus
fort que celui d’Izumi :

Théoréme 3.2.4 [Re3] Soit R un anneau local nethérien. Alors R est ana-
lytiquement irréductible si pour au moins un idéal I m-primaire, et seulement
st pour tout idéal T m-primaire, il existe deux constantes a et b telles que

vr,3(gh) < vgr 5(g) + avg 5(h) +b Vg,h € R\{0} .
Nous en déduisons le

Théoréme 3.2.5 Soient A un anneau local nethérien, I un idéal de A et J
un idéal m-primaire de A ou m est l'idéal mazximal de A, tels que A/I soit
analytiquement irréductible. Alors pour tout x € A, nous avons la majoration
uniforme suivante :

Vi e N ﬁx(Z) SZ—FQV[,:}(IE)—FZ[—I—Z)
ot (3, est la fonction de Artin de v Xo+ f1 X1+ -+ f, X, pour le couple (A, TJ).
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Preuve : Soient zy, x1, ..., , € A tels que
20+ fitr b ot fyw, € JHOa@+irtbL
Nous avons donc vy 5(zzg) > i + avy 5(x) + iy + b+ 1. D’ot
avy 5(x) +vr5(zo) +b> i+ avr5(z) +ir+b+ 1

I/[’j(l’o) >i4+e+ 1.
Nous avons donc xg = ), fiuzr +x( avec vy 5(x)) > i +1i7+ 1, ce qui implique

que

p
Z fk(xk -+ l’Zk) < 3i+i1+1.
k=1

Il existe donc, par définition de iy, des tx € A qui vérifient

p
\V/kZZ 1 tkEJ]k—f-l‘Zk—l—jiJrl et katkzo
k=1

Nous posons alors Top = ), fr2k et T, = ty — 22, pour k > 1. Nous avons alors

l’fo—i-flfl—F"‘—i-fpfp:Oethfk—SCkEji+1. O

Ce théoréme nous donne 'espoir d’obtenir des bornes explicites pour le théo-
réme d’Izumi dans le cas ot A = Kk[[T1, ..., Ty]] et J est I'idéal maximal de A,
en travaillant sur le diagramme des exposants initiaux de I + (z). Dans ce cas,
nous montrons comment nous ramener au cas d’'une hypersurface a I'aide d'un
théoréme de normalisation de Neether dans la partie 3.2.3.

Nous formulons maintenant une version stable du lemme d’Artin-Rees :

Théoréme 3.2.6 Soient A un anneau nethérien, J un idéal P-primaire de
A avec P premier et [ C P un idéal de A tel que Ap/IAp soit analytiquement
wrréductible. Supposons que

i) Vk>1, *Ap N A=7JF
i) Vk > 1,Vo € P, ((z)+ 1)I*Ap N A = ((z) + I)J*~.

Alors il existe a > 1 et b > 0 tels que nous ayons la version faible d’Artin-Rees
uniforme suivante

((z) + T) Ny Fwra@F () + )3 Vo e PVieN.
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Preuve : D’aprés i), pour tout © € A, v4 5(z) = va,34,(z/1). D'aprés le
théoréme précédent et le théoreme 3.1.1, il existe a et b tels que

((z) + 1) Ap NI FWapaap@t AL © (1) +1)3'Ap Vo € PAp Vi € N

car Ap/IAp est analytiquement irréductible. Choisissons x € P et i € N, nous
avons alors

((l’) + I) N gitave s (@)+b ~ <<I> 4 I) Ap N 3i+au1,3(m)+bAP - ((x) I ]) jiAp.
Le résultat découle alors de 'hypothése ii). O

Remarque 3.2.7 Ceci est vrai en particulier si A est local, P = m est son
idéal maximal, J est m-primaire et A/l est analytiquement irréductible.

Remarque 3.2.8 Il existe deux versions de ce que l’on appelle lemme d’Artin-
Rees uniforme [Hu| et [B-M1] qui sont & ne pas confondre avec cette version
stable.

3.2.3 Reéduction au cas des hypersurfaces dans le cas de
caractéristique nulle

Nous allons montrer ici, pour le probléme qui est de déterminer des bornes
explicites au théoréme d’Izumi, comment se ramener au cas des hypersurfaces.
Nous utilisons ici une version du théoréme de normalisation de Ncether due a

M. Hickel [H3].

Proposition 3.2.9 Supposons que cark = 0. Soit I un idéal premier de Oy
tel que dim Oy /I = p. Alors il existe P € O,[T,11], irréductible, tel que si
le théoréeme d’Izumi est vrai pour Opiq1/(P) avec les constantes a et b alors
il est vrai pour Oy /I avec les constantes a et b+ 2(c — ord(A)) ou A est le
discriminant de P vu comme polynéome en T, et c est la constante du lemme
d’Artin-Rees pour lidéal (A).

Soit I un idéal premier de Op. D’aprés le théoréme de normalisation de Noe-
ther, on peut supposer qu’il existe p tel que le morphisme O, — Ox/I, induit
par l'injection O, — Oy, soit injectif et fini.

Soient K et K', respectivement les corps de fractions de O, et On/I. Nous
avons K' = K.Oy/I. En effet, soit x € Oy/I, alors x est entier sur O,, c’est-
a-dire annule un polynéme de la forme X" + a; X" ! 4+ --- + a, ol les a; sont
dans O,. Alors 1 = —ain(an_l + - 4 az" 2+ 2" ) done 2 € K.Oy/I.
L’extension de corps K C K’ est finie. Or K’ = K(T11, ..., T), donc le théo-

réme de I'élément primitif, car cark = 0, nous permet de dire que K' = K(7'p11)
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quitte a faire un changement linéaire de coordonnées.

Soit P le polynome minimal de T,; sur K. Alors P € O,[X]. En effet P
est irréductible et ses racines sont conjuguées dans un sur-corps de K. Comme
T,i1 est entier sur O,, les autres racines de P le sont aussi et donc les coef-
ficients de P, qui sont des fonctions polynomiales de ces racines, sont entiers
sur O,. Or O, est normal donc ces coefficients sont dans O,.

Notons A le discriminant de P. Si x € Oy /I, alors Az € O,[Tp11] C O,[[Tps1]]-
En effet nous avons (d’aprés Van der Monde)

2

(—1)"57A = [T Gi—z)?= Dét(zf){ l<i<n }

1<i<j<n 0<k<n-—1

ol les z; sont les racines de P.

L’élément x peut s’écrire sous la forme x = Z;(l) kal; 1 ou d est le degré
du polynéme P et les z; sont dans K. Soit K” un sur-corps de K qui contient
tous les conjugués de TPH, noté zi, ..., z¢ (avec la convention z; = Tp-H)' Il
existe oy,..., 0,, des K-automorphismes de K” tels que ai(TpH) = z; pour tout

1. Considérons le systéme de d équations linéaires en d variables ) suivant :

d—1
k .
oi(z) = g xrrz, i=1,..,d
k=0

, . , , n(n—1)
Son déterminant, noté D, a pour carré (—1)~ 2 A. Par Cramer, nous voyons

que les solutions de ce systéme sont de la forme r/v/D ou les 7 sont des

polynémes en les o;(x) et les 2¥. Pour tout k, 7y est entier sur O, et donc
n(n—1)

Azp = (=1)" 2 V/D 1}, est entier sur O,. De plus Azy, est dans K, donc
Az € O,, par normalité de O,,.

Enfin, l'anneau local Oy /I domine O,[[T,+1]] donc la fonction ord est bien
définie.

Soient x et y dans Oy /I. Alors ord(AxAy) > 2ord(A)+ord(xy). Si le théoréme

d’Tzumi est vrai pour O,[[T+1]], alors il existe a et b des constantes telles que
ord(AzAy) < a(ord(Az) + ord(Ay)) + b. Or, d’aprés le lemme d’Artin-Rees,
ord(Az) < ord(z) + ¢ ou ¢ est une constante indépendante de x. D’ou

ord(zy) < a(ord(z) + ord(y)) + b — 20rd(A) + 2¢
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et le théoréme d’Izumi est vrai pour Oy /1. O

3.2.4 FEtude de la fonction z —— U (2)

D’aprés le théoréme 3.2.2, une maniére d’appréhender le théoréme d’Izumi
est donc de trouver une majoration de is(,) (avec les notations précédentes)
en fonction de v7(x). La question qui se pose est de savoir comment varie 77, ;)
avec x, ou I = (f1,..., fp). Nous allons nous placer dans le cas ot A = Oy et
J = m. Nous donnons ici quelques remarques sur la fonction

ON'—>N

T = Ut ()

Tout d’abord nous avons le

Lemme 3.2.10 Soit I un idéal propre de A. Si I n’est pas premier alors la
fonction x —— i () n'est pas localement bornée pour la topologie m-adique.

Preuve : Cela découle directement de la preuve du ii) du théoréme 3.2.2. O

Lemme 3.2.11 Soit I un idéal propre de A. La fonction x —— i,(;) est
uniformément bornée par une constante si et seulement si I est m-primaire.

Preuve : Supposons que [ est m-primaire. Donc nous avons m” C I C m pour
un certain entier n. Soit ¢ > n, nous avons alors

INm'=m'=m"m"" C Im"".

De la méme maniére, pour tout x non inversible, m” C I + (z) C m, donc
(I+(z))nm'C I+ (z))m~".

Supposons maintenant que la fonction z —— 1 I+(x) €St uniformément bornée
par une constante n. Supposons que I n’est pas m-primaire. Soit P un premier
minimal de [ différent de m et = ¢ P d’ordre ¢ > n. Alors x € (I + (z)) Nm’ C
(I + (z))m"~". 1l existe alors des f; € I, des y; € A et z; € m"™" tels que
= ) (fj +yjx)z;. Done x(1 — 32 y;25) = >, fjz; € P. Comme i > n,
1-> ;Y% est inversible et © € P ce qui contredit ’hypothése et donc I est
m-primaire. [

Le théoréme 3.1.5 nous donne :
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Lemme 3.2.12 Soit I un idéal propre de A. La fonction x — ir(y) est
semi-continue inférieurement pour la topologie m-adique.

Preuve : Soit x fixé dans Oy. Soit (g1, ..., g,) une base standart de I + ()
ordonnée pour la valuation ord. Notons A = i;,(,); d’apres le théoréme 3.1.5,
nous avons deux cas possibles :

1.
A < ord(gs)

et pour tout j > 1, g; € mord(gi)—2

g1 .

ord(g,) < A < ord(g,41)
et pour tout j >r, g; € mo @) g o ordl) A g
et gy ¢ t,nord(gr)—/\g1 I n,lord(gr)—)\gri1

Si I+ (x) est m-primaire, alors il est clair que I+ (z+¢), pour € d’ordre grand,
reste m-primaire avec la méme base standart.
Si I + (x) n’est pas m-primaire, soit ¢ d’ordre grand et considérons une base
standart de I + (x + €). Elle sera de la forme

g1+ €1(8), -y gg +€4(€)s gg1(€), s Gg(e) (€)

ot les termes sont ordonnés pour ord, avec ord(e;(g)) > ord(e) et, pour j > g,
ord(g;(e)) > ord(e), d’aprés lalgorithme de division de Hironaka.
Considérons la condition g, ¢ mord(g’")_kgl + -+ mord(gr)_’\gT(,\)_l. Notons
k = ord(g,) — A. La condition précédente signifie qu’il n’existe pas de z;;,
qui annulent en les g; le polynéme suivant :

P(Xjiy,in» Gj) = G + Gy Z Ty T X iy, +

ULy U

+Gry Z T T X1y -
Bl yeeny Uk
Cela veut encore dire que g, n’appartient pas a l'idéal engendré par les T3, ... T;, g;.
Notons K l'idéal engendré par ces éléments. Nous avons donc g, ¢ K. Notons ¢
I'entier qui vérifie e ¢ = d(g,, K). Pour ¢ d’ordre e > ¢, considérons 'idéal K.
engendré par les T;,...T;, (g; + €;(¢)). Soit = € K., alors d(z, K) < e °. Nous
avons aussi d(g,, g- +¢-(€)) < e ¢. Donc nous avons d(g, +¢,(¢), K.) = e ‘et

gr +en(e) ¢ MO gy +ey(e)) -+ mTON g1+ epa(e))

Donc sur un voisinage de z, la fonction ci-dessus ne peut que croitre. [
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3.2.5 Exemples

Nous donnons ici quelques exemples explicites, toujours dans le cas ou l'idéal
J est I'idéal maximal de 'anneau A. Nous noterons alors m cet idéal. Dans la
suite, 'anneau Oy désignera indifféremment 'anneau des séries formelles en
N variables sur un corps k et I’anneau des séries convergentes en N variables
sur k (quand cela a un sens).

Premier exemple

Si 'anneau gradué Grm? est inteégre alors v4 ; est une valuation, i.e.

va,1(gh) = (va,1(g9) +var(h)) Vg,he A

En particulier d’aprés le théoreme 3.2.2, la fonction de Artin du polynoéme
e Xo+ fiXa+- -+ f,Xp (o0 I = (fi,..., fp)) est bornée par une fonction de la
forme ¢ —— i + vy () + .

C’est le cas par exemple si [ = (f) et f est irréductible et homogéne de degré
p dans Oy.

Deuxiéme exemple

Nous allons donner tout d’abord le

Lemme 3.2.13 Soit L(Xy,..., X)) = fiXa + -+ fuXn € On[Xy, ..., X,
avec ord(f1) < ord(fs) < ... < ord(f,). Supposons que les termes de plus
bas ordre (termes initiauz) des fi forment une suite réguliére. Alors L admet
une fonction de Artin qui est majorée, pour tout © > 0, par la fonction affine
i— i+ ord(f,).

Preuve : Les termes initiaux des f; formant une suite réguliére, les f;
forment une suite réguliére et nous savons donc que les zéros de L sont de la

forme
<Z frz(k, 1), .. kaz(k,n)>
k=1 k=1

avec z(k,j) = —z(j, k) pour tous k et j. En particulier z(k, k) = 0 pour tout
k.

Dans la suite, pour tout élément x de Oy, nous noterons z(p) le terme homo-
gene de degré p de z.

Soient x1,..., ,, € Oy tels que fizq + -« + fox, € mordF)+ §i nous avons
min;(ord(f;z;)) > i+ ord(f,)+ 1, nous posons Z; = 0 pour tout j. Nous avons
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L(T) =0 et ; — T; € m"** pour tout j.

Dans le cas contraire, nous allons construire, par récurrence sur min;(ord( f;z;)),
des éléments T;, pour tout j, tels que ), f;7; = 0 et Tj—z; € mitord(fn)—ord(f;)+1
pour tout j.

Comme min;(ord(f;z;)) < i+ ord(f,) + 1, nous avons

in (Z fj(Ord(fj))xj(Ofd(ij))) =0
j=1
ot in(x) désigne le terme initial de 2 pour ord. C’est-a-dire
> filord(f)))z;(ord(z;)) = 0
jenh
ol I; est ’ensemble
I ={j e{l,..., n}/ord(fjz;) <ord(fyzk), Vk € {1,..., n}}.

Il existe donc des polynémes homogenes z'(k, j) € Oy tels que

Zl<k7]> =0siy ¢ I, Zl<k7j> = _Zl(jv k)
et z;(ord(x;)) = ifk(ord(fk))z(k,j) pour tout j € I
k=1

car les termes initiaux des f;, ou j € I;, forment une suite réguliére. Nous
posons alors

vy =a;— Y fiz'(k,5) Vi,
k=1

Nous avons donc fial 4 -+ fool € mitordfn)tl of ord(z}) > ord(z;) sij € Iy
et ord(xz}) = ord(z;) sinon. Nous avons aussi que

min(ord(f;z;)) < mjin(ord(fﬂ}))‘

Nous pouvons alors continuer ce processus jusqu’au rang [ de maniére & avoir
contruit des xé tels que fjxé- € mitordf)+ pour tout j avec

:L‘é =1, — Z fxzZ(k, j) tels que Z(k, 7) = —Z(j, k) Vk, .
k=1
Clest-a-dire qu'il existe 7; = > 7| fiZ(k, j) tels que
f1f1++fnfn:0
i+ord(fn)—ord(f;)+1 C

et Vj, x]- —fj cm m”l. O

Nous en déduisons le
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Corollaire 3.2.14 Soit I = (f1,..., fu) un idéal de Oy. Si l'idéal engendré
par les termes initiaux des éléments de I est premuer et d’intersection compléte
alors nous avons l’inégalité

vi(gh) < 2(vi(g) +vi(h)) +3ir Vf,g€ On
ou iy est tel que i — i + iy magjore la fonction de Artin de ), fiXk.

Preuve : Soit fi,..., f, une famille d’éléments de I dont les termes initiaux
forment une suite réguliére et engendrent I'idéal des termes initiaux de I. Alors
cette famille engendre I en tant qu’idéal. Soit f € Oy et f’ son reste aprés
division par I (théoréme de division de Grauert-Hironaka cf. [A-H-V]). Si f' =
0, alors f € I et la fonction de Artin de fXo+ f1X1 + - + [, X, est bornée
par i — 1+ ij.

Si f' # 0, alors vr(f) = vi(f’), et la suite formée des termes initiaux des f; et
du terme initial de f’ est régulicére. En effet, en notant in(g) le terme initial de
g € Oy, supposons qu'il existe x € in(I + (f)) tel que nous ayons z in(f") =0
dans in(I+ (f))/(in(fi1, ..., f»)). Comme in(]) est premier, nécessairement = €
in(I) et donc la suite (in(f1),..., in(f.), in(f’)) est réguliére.

D’apres le théoréme 3.1.1, la fonction de Artin de fXo+ f1. X1+ -+ fo X, est
égale a celle de f'Xo+ f1X7 + -+ f. X, qui est bornée par

i — i+ max{ord(f’), i;} <i+ord(f’) + is.

En utilisant alors le (ii) de la proposition 3.2.2, nous voyons que Oy /I admet
une ICL avec les coefficients 2 et 37;. [

Troisiéme exemple

Soit f = T? + g(Ty, T3) € O3 avec g(0, 0) = 0. Alors d’apres [12], (f)
admet une ICL avec les coefficients 1 et ord(g) — 2 si ord(g) est impair. Donc
la fonction de Artin de x Xy 4+ fX; est bornée par

i i+ v m(r) +ord(g) -

Quatriéme exemple

Nous allons donner une ICL dans le cas oil f = T*+g € Oy sous '’hypothése
ord(g) = k + 1 et T ne divisant pas le terme initial de g. Nous avons tout
d’abord le

Lemme 3.2.15 Soit f = T} + g avec ord(g) = k + 1 et T\ ne divisant pas
le terme initial de g. Alors pour tout h la fonction de Artin de fX 4+ hY est
bornée par

i — i+ max{k, vrm(h)+1}.
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Preuve : Soit h = af + hoT} + Ej>1 hj avec | < k et T} ne divisant pas
ho, et les h; sont homogenes de degré j > ord(hg) + [ et ne sont pas divisibles
par TF. Notons h' = hoT{ + .-, h;.

Soient z et y tels que fx + hy € mitmax{krim(M)i+2 Nous avons donc

f(.fE + ay) + h'y c .[ni—i-max{k7 nym(h)}-i-Q'

Nous pouvons faire le changement de variables X = X+aY,Y =Y et supposer
que h = h'.

Notons z; le terme homogene de degré j dans 'écriture de = (idem pour y). Si
ord(x) > i+ max{k, vfm(h)+1} —k+1>i+1, nous posons T =y = 0. Nous
avons bien T — z, j —y € m*tl et f2 4+ Wy =0.

Autrement nous avons

lexord(x) + hUTllyord(y) =0
T} Zoragwy+1 + 11(9)Tord@@) + ho T Yora(y)+1 + hiYoragy) = 0.

La premiére équation nous donne que le_l divise Yord(y)- La seconde équation
nous donne alors que 77" il k=1 Qivise Tord(x)-

Sil < k — 1 alors nous avons Tora) = hol| fzo et Yord(y) = lezo. Nous posons
alors z(1) = o — hzy et y(1) = y + fzo. Nous avons ord(z(1)) > ord(x) et
ord(y(1)) > ord(y).

Sil > k — [, la premiére équation nous donne que Tf *=D divise Yord(y) €t la
seconde que T}" m{l2k=D} Jivise Tord(x)-

Par induction nous pouvons continuer cette procédure jusqu’au rang p tel que
I < plk—=1) et tel que Tlmm{l’p(k_l)} = T! divise Tord(z)- 1l existe donc 2z tel
qUe Tord(z) = hoTlzy et Yord(y) = TFz. Nous posons alors x(1) = x — hz et
y(1) = y + fzo. Nous avons ord(z(1)) > ord(x) et ord(y(1)) > ord(y).

Nous recommencons alors la procédure précédente et nous construisons ainsi z
tel que ord(x — hz) > i + max{k, vym(h)} —k+ 1> i+ 1. Nous posons alors
T=hzety=—fz Clairement 7 — 2z, y—y €em et fr+hy=0. O

D’aprés la proposition 3.2.2, nous voyons donc que le germe d’hypersurface
défini par f = TF + g = 0 avec ord(g) = k + 1 et pged(Ty, in(g)) = 1 admet
une ICL :

ve(gh) < 2(ve(g) + ve(h)) + 3k Vg, h € Oy.
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3.3 Etude de la fonction de Artin de X; X, — X3X,

Nous donnons ici un exemple de polynéme dont la fonction de Artin n’est
pas bornée par une fonction affine. Nous utilisons pour cela le théoréme d’Izumi
appliqué au germe d’hypersurface de k™ définie par I'équation TyTy — Ti =
pour i > 2, ¢’est-a-dire avec une singularité A;_; (cf. exemple (iv) de [12]).

Théoréme 3.3.1 La fonction de Artin du polynéme
X1 Xy — X3Xy € On[X1, Xy, X3, Xy
est bornée inférieurement par la fonction i — 12 — 1, pour i > 2, si N > 3.

Nous savions déja qu’en général une fonction de Artin n’était pas bornée par
une fonction affine. L’exemple étudié ici correspond & une singularité isolée
d’hypersurface. La fonction de Artin-Greenberg des singularités isolées d’hy-
persurface a déja été étudiée (cf. [LJ1] et [H1]).

Preuve : Appelons P le polynéme X;X; — X3X, et fixons un entier ¢ > 2
quelconque. Notons (i) := T}, xo(i) := Ty et x3(i) := T1Ty — Ti. Nous avons

21()22(i) = (23(0) + T3)" = w3(i)wali) + T3

avec x4(7) bien choisi. Nous avons donc

P(x1(i), 22(i), 23(7), 4(i)) € m".

Supposons que nous ayons i, Ta, T3 et x4 tels que P(xy, x9, x3, x4) = 0, alors
deux cas peuvent se produire :

1- Soit z3 — w3(i) € m'T'. Alors x3 est irréductible. En effet, supposons le
contraire, c’est-a-dire qu’il existe = et y tels que xy = x3. Alors nous avons
ry — w3(i) € m™! ce qui est impossible. En effet, d’aprés le lemme 3.3.2 dont
nous donnons la preuve a la fin, la fonction de Artin du polynéme XY — z3(7)
est la fonction constante égale a i. Donc x3 est irréductible.

Alors soit xy € (z3), soit x9 € (x3). Or

fselgj)V (ord(z1 (i) — fa3)) = fselgv (ord(zo(i) — fas)) =i

car les termes initiaux de (i) et de x5(i) ne sont pas divisibles par T T5.

2- Soit ord(zs — w5(i)) <.
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Dans tous les cas nous avons
sup (lrr%in4 (ord(z; (i) — :z:]))> <1
J=15

ou la borne supérieure est prise sur tous les 4-uplets (xy, xo9, 3, x4) tels que
P(z1, x9, x3, x4) = 0. La fonction de Artin de P est donc minorée par la
fonction i — 2 —1. O

Nous donnons maintenant la preuve du lemme utilisé :

Lemme 3.3.2 Pouri > 2, la fonction de Artin du polynome XY — x3(i) €
On[X, Y] est la fonction constante égale a i.

Preuve : Soient z et y dans Oy, non inversibles, tels que xy — z3(i) € m**.

Ecrivons
i+l i1

q::z:cj et y:Zyj
j=1 J=1

ol z; (resp. y;) est le terme homogeéne d’ordre j dans I’écriture de x (resp. de y).
Quitte & intervertir = et y, nous avons nécessairement z; = a7y et y; = a ' T5.
Nous allons montrer par induction, que pour tout j € {1,..., i — 2}, z; € (T1)
et y; € (T3). Supposons que ceci soit vrai pour j € {1,..., n—1} avecn < i—1.
Le terme homogene d’ordre n+ 1 de xy est nul car n+ 1 < 7. Nous avons alors

n—1

aTvy, +a Tz, + Z ZjYnt1—j = 0

=2

Par hypothése de récurrence, Z;:Ql TjYnt1—; € (T1Ty). Par factorialité de Oy,
nous voyons donc que y,, € (1) et z,, € (11).
Le terme homogeéne d’ordre ¢ de zy est donc égal &
i—2
aliyi—y +a " Thw;_y + Z TiYi—j-
=2

Or ce terme appartient a I'idéal engendré par T} et Ts. Il ne peut donc pas étre
égal a Ty. 1l n’existe donc pas de tels z et y, d’ou le résultat. [

3.4 Fonction de Artin d’un monéme

Nous allons utiliser ici les résultats précédents pour montrer que la fonction
de Artin de certains polynomes, en particulier des monomes, est bornée par
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une fonction affine, dans le cas ol I'anneau de base est réduit et vérifie la PA,
ou est analytiquement irréductible. Nous avons tout d’abord le résultat suivant
qui est un corollaire direct de la proposition 3.2.2 :

Théoréme 3.4.1 Soit
p
9(X,Y, Z;) = XY + Z 1iZ;
j=1

avec I = (f1,..., fp) un idéal propre de A neethérien tel que A/I soit analy-
tiquement irréductible. Alors g admet une fonction de Artin majorée par une
fonction affine.

Nous donnons ensuite une généralisation du corollaire 3.4.1 :

Théoréme 3.4.2 Soient A un anneau local neethérien et I = (f;) un idéal
de A tels que A/ soit réduit et A vérifie la PA, ou tels que A/l soit analy-
tiquement irréductible. Alors tout polynome a coefficients dans A de la forme
FITe X0 —1—215:1 fiZ; admet une fonction de Artin majorée par une fonction

affine.

Remarque 3.4.3 Le théoréeme précédent est vrair en particulier pour un mo-
nome vu comme polyndme a coefficients dans un anneau réduit et vérifiant la
PA, ou analytiquement irréductible.

Preuve : Notons g(Xy, Z;) = f[[my Xp* +2°0_, fiZ;.

Premiére étape : Nous allons d’abord nous ramener au cas ou I = (0),
c’est-a-dire au cas ol g est un mondme. Nous notons g(Xj) le polynome
ey Xi¥ € A/I[X,] et supposons que ce polynéme admette une fonction de
Artin bornée par une fonction affine a —— ai + b. Soient x4, ..., T, Y1, ..., Yp
tels que g(zg, y;) € m™1. Alors g(ay) € m™ et donc il existe T, € A tel

que g(Tx) = 0 dans A/I et Ty — x), € m'a . Donc il existe des 2} tels que

fIle TF = 22, f5%) dans A. D'ou 3 fi(z;+2)) € m'e et d’apres Artin-Rees

i—b -
(théoreme 3.1.1) il existe des t; tels que >, fit; =0 et t; — (2; + 2) €m e 7
ou ip ne dépend que de I. Nous posons alors z; = t; — z} pour tout j. Nous

avons alors ¢(Ty, z;) = 0, et Ty, — x), € ma et Zj— 2 € m'a i pour tous k
et 7. Il nous suffit donc de montrer que g admet une fonction de Artin bornée
par une fonction affine.

Deuxiéme étape : Nous allons nous ramener au cas ou f = 1. Nous avons
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I, 2% = 0 si et seulement si [[,_, 3% € ((0) : f). De plus si nous avons
I, zi* € m™*! alors d’aprés Artin-Rees, il existe ig qui ne dépend que de
((0) : f), tel que [Ti_; zp* € ((0) : f)m*~*! Donc montrer que le polynome
1o, Xi* € A[X}] admet une fonction de Artin bornée par une fonction af-
fine revient & montrer que [[,_, X;* € A/((0) : f)[X}] admet une fonction de
Artin bornée par une fonction affine.

Nous pouvons remarquer que si A est réduit et si 2% € ((0) : (f)) alors fa* =0
et donc zf = 0et xz € ((0) : f), dou ((0) : f) est radical et A/((0) : f) est
réduit.

De méme nous pouvons remarquer que si A est analytiquement irréductible
alors A est intégre et donc ((0) : f) = (0). Donc A/((0) : f) = A est analyti-
quement irréductible.

Troisiéme étape : Nous allons traiter le cas ou A/I est analytiquement ir-

réductible. Supposons que f = 1. Soit ¢ € N et soient 1, ..., z,, Y1, ..., yp tels
que g(zg, y;) € m™1. Alors nous avons

vi(JJ i) > i+1
k=1
r—1
et a (V[(H k), yl(a:;“)) +b>i+1
k=1

ol a et b sont les constantes d'une ICL vérifiée par I. Par récurrence sur r il
existe k € {1,...,r} tel que

;o /
vi(a) > V bJ L1

a/

pour a’ et b’ des constantes indépendantes des xy, des y;, et de i et ou |c| est
o .o o . i—b P

la partie entiére de c. Ensuite si v;(z") > Va,b J + 1, alors par récurrence sur n

Nous avons

vi(z) > V - bNJ +1

a//

pour a” et b” des constantes indépendantes de x et de 7. Donc le théoréme est
prouvé pour A/I analytiquement irréductible.

Quatriéme étape : Nous allons montrer qu’il suffit, dans le cas ou A est
réduit et vérifie la PA, de montrer le résultat pour A complet noethérien et
régulier et [ radical. Cela découle des lemmes 1.2.1 et 1.2.2, et du lemme sui-
vant :
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Lemme 3.4.4 Soit A un anneau local réduit nethérien vérifiant la PA. Alors
A (le complété de A pour la topologie m-adique) est réduit.

Nous donnerons une preuve de ce résultat a la fin.

Derniére étape : Supposons maintenant que A est complet, noethérien et ré-
gulier et I radical et solent i € Net xy, ..., z,, Y1, ..., Yp fixés tels que g(zy, y;) €
m‘tt. Soit

I=PnNn---NF,

la décomposition primaire de I avec les P; premiers. Alors nous avons
s
H:z:Zk ePN..NP+mt.
k=1

Donc pour tout j, [[,_, z3* € P;j+m*™'. Donc d’aprés ce qui préceéde, il existe k
i—d

tel que x, € P —|—mL =]+ avec c et d des constantes qui ne dépendent que des
P;. Fixons k € {1, ..., r}. Notons J; I'ensemble des j tel que z;, € Pj+mL%J +
Donc pour tout j € Jy,

Ty = E Djatg + Mg
ZEH]'

ot les p;; (quand ! parcourt I'ensemble H;) engendrent P; et my,; € ml=t ]+

pour tout j. Soit [}, j, la forme linéaire

Uiy go (X 1y Xjo ) 1= E Pii%ji 1 — E  Dja Tt -

lEHjl ZIEHjQ

Nous avons [, j,(xj, 1, Tj 1) € ml=t ]+ pour tout j; et j» dans J,. D’apreés
le théoréme 3.1.1, pour tous j € J et pour tout [ € Hj, il existe donc des
i—d

!

T € T+ m{ e JH tels que :
Uiy j»(Tjy 15 Tjp ) = 0 pour tout j1, jo € Ji, tout I € H;_y et tout I’ € H;

J2»

avec ¢’ et d' des constantes qui ne dépendent que des P;. Nous notons alors
T = Y Dj,iTj . et d’aprés ce qui précede

Vk T € (ﬂ Pj> m(a:+mV?'d/J“) .

JE€Jk

Comme Ui J, = {1, ..., 7}, nous avons

i—d!

HTZ]C e ]m(Hka —|—m{26’ J—&-l) .
k=1 k=1
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Donc il existe des z; tels que [[,_, Zp* + >0, f;2; = 0 ou encore

p .
Y filz—2) € mlF
j=1

el

i— d”
Donc, d’apres le lemme d’ Artln Rees, il existe des ¢; € m{ J 1 tels que
> [i(2; — zj +¢;5) = 0, ott " et d’ ne dépendent que des P; et de I. Nous
posons alors Z; = z; — €; pour tout j. Nous avons donc

H_n"‘ —i—ijz] =0

k=1

et

i d”J_‘_l

Vi VEk, fk—xk,zj—zjemh ]

Nous allons maintenant donner la preuve du lemme utilisé. En fait nous
pouvons énoncer la proposition suivante qui repose sur ’existence de la fonction

de Artin :

Proposition 3.4.5 i) Soit A un anneau local intégre neethérien vérifiant
la PA. Alors A est analytiquement irréductible. R
it) Soit A un anneau local réduit neethérien vérifiant la PA. Alors A est
rédust.

Preuve : Montrons d’abord i). Supposons sous les hypothéses du corol-
laire que A n’est pas analytiquement irréductible. Alors il existe z et y non
nuls dans A tels que xy = 0. Pour tout entier n positif, choisissons z,, et ¥,
dans A tels que ord(z — x,,) = ord(y — y,) = n. Alors z,y, € m". Comme (x,,)
et (y,) tendent respectivement vers x et y pour la topologie m-adique, pour
n assez grand, x, et y, sont non nuls et ord(z,) et ord(y,) sont fixes. Or le
seul diviseur de zéro dans A est 0. Donc il n’existe pas de fonction de Artin au
polynome XY € A[X, Y] ce qui contredit le théoreme 3.4.2.

Montrons ii). Supposons que A nest pas réduit, il existe x € A non nul
et k € N* tels que 2 = 0. Pour tout n € N*, choisissons x, A tel que
ord(x — z,,) = n. Alors ¥ € m™. Pour n assez grand, z,, est non nul et ord(z,,)
est fixe. Or le seul élément nilpotent dans A est 0. Donc il n’existe pas de

fonction de Artin au polynome X* € A[X], ce qui est faux. Donc A est réduit.
0J
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Exemple 3.4.6 Soit f un germe de fonction de Nash (resp. de fonction ho-
lomorphe). Si f = gh avec g et h deuz séries formelles non inversibles alors f
peut s’écrire comme le produit de deux germes de fonctions de Nash (resp. de
deuz fonctions holomorphes) non inversibles.

Exemple 3.4.7 Il est en général fauxr que XY admette une fonction de Artin.
Considérons par exemple l'anneau

A - k[Tlv TQ](TLTz)

T12 _ T22(]_ T T2) avec un corps ae caracierisiique nusie

A est irréductible mais pas analytiguement irréductible. Nous avons la relation
T2 —Ti(1 4 Ty) = (Ty — Tov/1 + To) (T + To/T +T3) ot /1 + Ty est une des
deux séries formelles dont le carré vaut 1+T5. Soit (\/1 + Tg)n la série /1 + 15

tronquée a ’ordre n. Nous avons

0rd<<m>n — \/TTQ) =n+1

Regardons le polynéme g(X,Y, Z) = XY — (T? — T(1 + T3))Z de l'anneau
k[Tv, T3], 1) [ X, Y, Z]. Posons

2o =T, <T1—T2 (\/1+T2) ),yn:T1+T2 <\/1+T2> etz =T,

Nous avons x,y, — (T? — T(1 + 1))z € m"™ pour tout entier n > 1. Or
T, ¢ (TE—T;1+T))+m? ety, & (T7 — T(1 +Ty)) +m2. Donc il n'existe
pas de solution de g “proche” de (x,,yn, z) pour la topologie m-adique.

La preuve précédente est constructive, dans le sens ot 'on peut donner une
expression d’une fonction affine bornant la fonction de Artin de g en terme de
coefficients apparaissant dans des ICL et de coefficients pour lesquels le lemme
d’Artin-Rees est vérifié pour des idéaux dépendants de I. Nous donnons un
exemple de telles bornes explicites ci-dessous.

3.4.1 Bornes explicites

Nous allons donner ici deux majorations affines de la fonction de Artin du
polynome X" + Zj fjZ; : T'une a I'aide du théoreme d’Izumi et I'autre a I'aide
d’un théoréme de Rees (cf. théoréme 3.4.9).
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Lemme 3.4.8 Soient A un anneau local nethérien complet et I un idéal radi-
cal de A engendré par fi,..., fp. Soit (X, Z;) .= X"+ . fiZ;. Alors g admet
une fonction de Artin majorée par

7 — (2a) Unz(n)J+1(Z' +ip+ ZI) 4 b(l L 2a 4+ (QG)UM(”)J)

ou a et b sont les plus petites constantes d’une ICL vérifiée par tous les idéaux
premiers associés a I, ip est la plus petite constante pour laquelle le lemme
d’Artin-Rees est vérifié pour les idéaux engendré par deux idéaux premiers as-
sociés a I et iy est la plus petite constante pour laquelle le lemme d’Artin-Rees
est vérifié pour I (c’est-a-dire I N m™T C Im?).

Preuve : Soient z et des z; tels que

" + Z £i2; € mEaUmR I (ikiptin+b(14 204+ (2a) n2(M]) 41
177 .
j

Soit
[:le...mpr

la décomposition primaire de I avec les P, premiers. Alors
v (37) > (20) 520G i i) + b1+ 20+ - + (2a) 200 1

pour tout /.

Nous pouvons construire la suite suivante par récurrence (ot ng = n) :

Si ny est pair on pose nyy 1 = 3, sinon on pose Ny = "T“ Ecrivons ny et ngyq
en base 2 :

ng =g+ a2+ +a, 1297 +27 (g = |Ing(ny)])

Nps1 = Bo+ B2+ -+ B, 127 + 5,2°

avec les o et les 3, dans {0, 1}.

Siag = 0, alors 8, = 0et Bpo1 = 1. S1p = a1 = -+ = g1 = 1 alors
Bo=p1="=04-1=0et B, =1.5il'un des a;, pour 0 < j < ¢g—1, est nul,
alors 3, = 0.

Stag=a1=--=0aq1=0alors y =01 = =2 =0et 8,1 = 1. Nous

voyons dong, si ¢ = |Iny(n) |, que n, =1 ou ngyq = 1.
Donc, d’aprés les hypotheéses, nous avons

vp, (™) > (2a)2 (G 4 ip 4 i) +b(1 4 2a + - - - + (2a)200I71) 1
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Par induction nous avons alors
Vpl(l’> Zi+ip+i]+1 .

Il existe donc des 5 tels que x — = py x5 € m™PH+ ot les p; ; engendrent
P,. D’apreés la derniére étape de la preuve du théoreme 3.4.2, il existe donc
Te (P N..NP)N(x+mititl)

I existe alors des z; tels que x — Y7 f;2; € m™**!. Notons 7 = ) f]z]* et
" =) f7" avec les 2" dans A. Nous avons alors >, filzj 4+ 2) € mitutt
et il existe alors des t; € z; + z;* + m™*! tels que ). fjt; = 0. On pose.alors
Zj=t;—z* et T =), f;z;. Nous avons bien g(T, Z;) = 0 et T —z € m"*" et

Z; — z; € m"™! pour tout j. O

Nous voyons ici que le coefficient A de la fonction i — Ai + ¢ décrite ci-
dessus est de la forme n® pour une constante ¢ > 1. Il est possible dans ce cas
d’améliorer cette borne a I’aide du théoréeme suivant :

Théoréme 3.4.9 [Rel] Soit A un anneau local et neethérien et I un idéal de
A tel que A/ est non ramifié. Alors, pour tout x dans A, la limite lim,, #
existe et est égale a la limite supérieure de cette suite. Notons Uy la fonction

définie par

Ve € A, 7r(z) = lim v )
noon
Il existe alors une constante ¢ > 0 telle que
Ve e A, vi(x) <vi(x) <vi(z)+ec.

Pour un entier ¢ nous notons [¢| sa partie entiére supérieure, ¢’est-a-dire [¢] = ¢
si ¢ est entier et [¢] = |¢] + 1 si ¢ n’est pas entier. Nous pouvons alors déduire
le lemme suivant

Lemme 3.4.10 Soit A un anneau local neethérien complet et I un idéal radi-
cal de A engendré par fi, ..., fp. Soit (X, Z;) .= X"+ . fiZ;. Alors g admet

une fonction de Artin majorée par la fonction

141
n

zr—>n[ -‘+nc§z‘+i1+n(c+1)
ot ¢ est la plus petite constante telle que Vo € A, U(x) < vi(x) + ¢ et iy est

la plus petite constante pour laquelle le lemme d’Artin-Rees est vérifié pour I
(c’est-a-dire I Nm'™ C [m?).
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Preuve : Soient z et des z; tels que
oL ijzj e mn] wL] et
J
avec les notations du lemme. Alors

vi(a™)

n

<7(z) <vi(z)+c

d’apres le théoréme de Rees. Or nous avons vy(z™) > n Ptjq +nc+ 1, donc
L 41
vi(z) > [22] + 1. 11 existe alors des 2} tels que z — > liz € ml nlhl,
iti
cest-a-dire z =}, f;2] +cavec e € ml =+ Drow o = > [iRi(=], 5) +e"
avec [2; des polynomes en p+ 1 variables. D’ou >, iz +R(2, €)) € mHit
et il existe alors des t; € z; + R;(2], €) +m*! tels que 3, fit; = 0. On pose

alors z; = t; — Rj(z], e) et T=3_, fz7. O

Nous allons maintenant utiliser ce dernier lemme pour obtenir des détermi-
nations explicites de clotures intégrales approchées d’idéaux.

3.5 Application a des déterminations explicites
de clotures intégrales approchées d’idéaux

3.5.1 Cloétures intégrales approchées d’un idéal

Nous commencons tout d’abord par rappeler certains résultats connus.

Définition 3.5.1 Soient I un idéal d’un anneau A intégre. Nous notons I
la cloture intégrale de I, c’est-a-dire 'ensemble des éléments de A satisfaisant
une équation de la forme

" +ax" t+-+a,=0
avec a; € I' pour tout i. L’ensemble I est un idéal de A.

Proposition 3.5.2 Soit A un anneau intégre et I un idéal de A. Alors nous
avons les propriétés suivantes :

1- I ¢ I VI. En particulier si I est radical alors T = 1I.
2- Si A est principal et normal, pour tout idéal I de A, T = 1.
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On pourra se réferer par exemple a [Eis| pour les preuves de ces résultats.

Delfino et Swanson ont montré le théoréme suivant qui est une généralisation
d’un théoréeme de Rees [Re2] :

Théoréme 3.5.3 [DS] Soit (A, m) un anneau local neethérien excellent. Soit
I un idéal de A. Alors il existe a et b des entiers tels que

I +matt C [+ m' VieN
ou encore [ +m’ CT—i—mL%J Vi € N.

Pour prouver ce théoréme, D. Delfino et I. Swanson se raménent au cas ot [
est principal et A complet, intégre et normal. Dans ce cas elles montrent que
tout élément de I + m? vérifie une équation de la forme

X"+ X" g Xt Y G Gia X 5, € mlil

J J1<<Jn

ou n et [ sont indépendants de I’élément choisi et de I'entier i. Ensuite elles
montrent, toujours sous les mémes hypotheéses, que le polynéme précédent ad-
met une fonction de Artin majorée par une fonction affine (théoréme 3.10 de
[DS]).

Nous allons donner dans cette partie une généralisation du théoréme 3.10 de
[DS]. L'intérét de notre preuve vient du fait que celle-ci est constructive et
permet d’obtenir des bornes explicites en termes de coefficients apparaissant
dans certaines ICL.

3.5.2 Généralisation d’un résultat de Delfino et Swanson

En utilisant le lemme 3.4.10, nous allons donc donner deux propositions qui
généralisent le théoreme 3.10 de [DS] (les hypothéses de Delfino et Swanson
sont : A/(f;) complet, intégre et normal, et (g;) principal) et qui, de plus,
bornent explicitement les fonctions de Artin des polyndémes considérés :

Proposition 3.5.4 Soit

9, Xy Xogrongr Yo, Yg) = XM XY g X 4o

J

q
+ Z 91+ Gjn Xnjirojn T Z fiYy
=1

J1<<Jgn
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avec les g; et les fi dans A, local complet neethérien, tels que I = (f;) + (g;)
soit radical. Alors g admet une fonction de Artin majorée par la fonction

i—i+ir+n(ct+1)

ot ¢ est la plus petite constante telle que Vx € A, vi(x) < vi(z) + ¢ et if est
la plus petite constante pour laquelle le lemme d’Artin-Rees est vérifié pour I
(c’est-a-dire I Nm*™1 C Tm').

Preuve : Soient (z, 1, ..., Tnjy...jns Y15 Yq) € A tels que

itif
g(z, T1gy s Lngryein Y1) € mn( "

—‘ +nc+1

Posons

r_ ,.n—1 ) n—2 . . .. .
tj =T T1;+7T E 9j2T2,4jo T 000 F § : Gjo--GjnTn,j,j2,.jn -

J22j Jn22j22]

Alors nous avons

"+ Zgjt; + Zfzyz = 9T, T1j, s Tugr,jus Y) -
j !

D’aprés la preuve du lemme 3.4.10, il existe 2* € x + m‘ ! tels que z* € 1.
Nous pouvons écrire 2* = >, g;z + >, fiz1. Nous avons alors

* i+ir+1
9(x", Tgy s Ty e, Y1) €M :
D’ou
/

E 9ir+--Gin <93n,j1,.--,jn Fhjr g (@ T ffj)> +
1< <n

+ Z fltl c m”i’“
l

avec t; =y, + -+ =y + t; (2}, z1) et hy, _;, polynomiale & coefficients dans A.
D’aprés Artin-Rees, il existe alors (1, ..., t;) € (t1, ..., t,) + m T et

_ / i+1
ivodn € Tngyogn + gy g (TG, s xn—l,ji,...,j;,p%) +m

tels que Y ;o < Gjr--Gjubis,.ju + 2 fiti = 0. Posons alors

Tiji,....ji = Tijr,....j; Pour tout 2 <n
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et
r _— _> . JE— . . . . . /
Ty rn = tjrrgn = Mjr e jn (T2 "'751/’”*17]{,...,];,17xj) .

Nous avons T; j, . j; — Tij,...;; € m"T pour tout ¢ et j,. Posons 7, = ¢, — ¢} pour
tout [ et T = z*. Nous avons donc 7, — y; € m*™ et T — z € m**1. De plus il
est clair que ¢(7,7;,y;) =0. O

Proposition 3.5.5 Soit
q
9(X, X1, ooy Xy Vi, Y) = X0 4 fIX"IX 4 X+ Y Y
=1

avec les f; et f dans A, local complet neethérien, tels que ((f;) : f) = (f;) et
(f, f;) soit radical, et soit t un entier strictement positif. Alors g admet une
fonction de Artin majorée par

i —i+tiy, +tn(c+1)

ot ¢ est la plus petite constante telle que Vo € A, vi(x) < vi(z) + ¢ et iy,
est la plus petite constante pour laquelle le lemme d’Artin-Rees est vérifié pour
Jo = (", (f;)) (c’est-a-dire J, Nmm C J,m').

Preuve : Notons I := (f, f;). Soit ¢ un entier positif. Soient z, des x; et des

yi tels que

g(xa Ljs yk) < ml+t”n+tn(c+1)+1'

Alors, comme dans la preuve de la proposition précédente, il existe T € I tel
que nous ayons Z = = modulo m#+tmtnt=1+)+1 Done nous avons

q
x:fx’Jerly{Jral
=1

avec e € mittimtnt=(c+)+ Noug avons alors

fnl'm + ft+n_1l'm_1l‘1 + L. ‘l‘ fntl'n+

q
+ Z fily + (2, y)) € mittimtnt=DierDhH
=1

avec les h; polynomiales. D’ou

fn (:L,/n + ft_lem_lfL‘l I fn(t_l)l'n) +
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q
+ > iy + (@, yy,)) € mitHm iDL
=1
Il existe donc

= (f]) N ((gjm + ft—1$ln—1x1 I fn(t—l)xn) +mi+(t—1)iJn+n(t—1)(c+1)+1)
car le conducteur ((f;) : f) = (f;). On est donc ramené a
2 + ftflxlnflx1 4ot fn(tfl)xn =i +mi+(t71)it}n+n(t71)(c+1)+1 )

On obtient le résultat par récurrence sur ¢, car pour t = 0 le polynoéme est lisse
en tout point (le coefficient de xz, est égal & 1). [

3.5.3 Exemple explicite

Cet exemple est cité dans [DS| mais incorrectement étudié car les auteurs
utilisent un résultat de M. Lejeune-Jalabert uniquement valable pour ’anneau
A = K[[T]]. Pour étudier cet exemple, nous allons utiliser ici la proposition
3.5.5 et un résultat de Delfino et Swanson [DS].

Soient a, t, N € N tels que a > 2,t > 1 et N > 3 et k un corps contenant les
racines a-iémes de I'unité et de caractéristique ne divisant pas a. Notons

k[[T1, ..., Tn]]
(Tf + -+ TF)
Soit B = K[[T1, Ts, ..., Ty_1]]. L’extension Frac(A) C Frac(B) est galoisienne et

séparable et notons n = [Frac(A) : Frac(B)]. L’entier n divise ®(a), la fonction
d’Euler de a, donc n < a. Nous utilisons alors le

Lemme 3.5.6 [DS] Soit (A, m) un anneau local complet normal neethérien et
soit f un élément non nul de A. Soit B = K[[f, fo, ..., fn]] o (f, fo, ..., fN)
est un systéme de paramétres de A. Supposons que Frac(A) C Frac(B) est une
extension galoisienne séparable et notons n = [Frac(A) : Frac(B)]. Alors tout

élément de f'A +m' vérifie une équation de degré n sur f'A + mlae

Donc d’aprés le lemme précédent, tout élément de TYA +m? vérifie une
équation de degré n sur T{A + mlarl.
Soit x € A vérifiant une équation de degré n sur T A +mlar). Notons 7 I'idéal
(Ty, Ty +---+TF). Si N > 3, vy est une valuation car Grn,A/I est intégre.
Si N = 3, I'idéal I étant homogéne et radical, nous avons aussi ¢ = 0. D’aprés
le corollaire 3.2.14, nous avons i, = a.

Donc, d’aprés la proposition 3.5.5, il existe T € T{A N (:17 —I—anLtJ _t(“+")> .

Nous obtenons alors la
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Proposition 3.5.7 Soient a, t, N € N tels quea>2,t>1 et N >3 etk un

corps contenant les racines a-iémes de ['unité et de caractéristique ne divisant

pas a et A= —?T[?jrf%% Alors

VieN*  TIA+mi C TA + mlae]-tom) (3.4)

ot n = [Frac(A) : Frac(B)].
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