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Résumé

Résumé : Nous étudions la génération, le stockage et la manipulation d’états non
classiques de la lumiere et des atomes grace a l'interaction entre un nuage d’atomes
froids et de champs optiques en cavité.

Apres avoir généré expérimentalement des états comprimés et intriqués du champ
lorsque les atomes se comportent comme un milieu Kerr, nous étudions théoriquement
la possibilité de générer de tels états dans des systemes a trois niveaux, ainsi que la
réduction des fluctuations quantiques atomiques sous le bruit quantique standard.

Nous présentons ensuite plusieurs schémas pour transférer et stocker les fluctuations
d’états non classiques du champ au spin collectif d’un ensemble atomique afin de réaliser
une mémoire quantique a atomes froids.

Comme applications pour l'information quantique nous étudions l'intrication et la
téléportation d’ensemble atomique, la réalisation de mémoires quantiques de longue
durée de vie avec des spins nucléaires d’3He et I'intrication d’oscillateurs mécaniques.

Mots clés : fluctuations quantiques, intrication, réduction du bruit quantique ato-
mique, mémoire quantique, atomes froids, téléportation.

Abstract : We study the generation, storage and manipulation of optical and ato-
mic non classical states using the interaction between cold atoms and optical fields in
cavity.

After experimentally generating squeezed and entangled light states when the atoms
behave as a Kerr medium, we theoretically study the possibility to produce such states
in three-level systems, as well as to reduce the atomic quantum fluctuations below the
standard quantum limit.

We then present several schemes to transfer and store non classical states into an
atomic ensemble collective spin in order to realize a cold atom quantum memory.

As applications to quantum information, we study the entanglement and telepor-
tation of atomic ensembles, the realization of long-lived quantum memories with *He
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nuclear spins and the entanglement of mechanical oscillators.

Key words : quantum noise, entanglement, spin squeezing, quantum memory, cold
atoms, teleportation.
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Introduction

Depuis une vingtaine d’années, un nouveau domaine de recherche en physique quan-
tique s’est développé : I'information quantique. Elle se fonde sur les lois et les propriétés
de la mécanique quantique pour élaborer un nouveau type de traitement de l'informa-
tion.

Une branche de ce domaine concerne les algorithmes quantiques, qui exploitent les
ressources de la physique quantique pour effectuer du calcul quantique [DiVincenzo95,
Nielsen00]. Il est en effet possible d’exploiter les principes fondamentaux de la mé-
canique quantique - comme le principe de superposition - pour manipuler de facon
parallele un grand nombre d’états et réaliser des opérations de maniere plus rapide
qu’avec des systemes classiques. On peut citer par exemple 'algorithme de Shor qui
permet de trouver la décomposition d'un nombre en facteurs premiers en un temps
exponentiellement plus rapide que les algorithmes classiques existants.

Une autre branche traite de la communication d’information et d’états quantiques.
En effet, il est connu depuis quasiment ses débuts, que la mécanique quantique prédit
Iexistence d’états présentant des corrélations non locales qui défient 'intuition de la
physique classique. Ces états, dits intriqués, décrivent un systeme composé de deux
parties séparables dont la fonction d’onde ne peut s’écrire comme le produit tensoriel
des états de chaque sous-systeme. En raison de son lien intime avec la non localité,
I'intrication est considérée comme I'une des manifestations les plus spectaculaires du
caractere définitivement non classique de la mécanique quantique. Cela fut mis en évi-
dence pour la premiere fois par Einstein, Podolsky et Rosen, avec la formulation du
paradoxe EPR [Einstein35]. Les trois auteurs, qui se basent sur ’hypothese de réalisme
local et refusent I’existence d’actions a distance, suggerent que la description du monde
par la mécanique quantique est incomplete. Le débat autour de cette question fonda-
mentale s’est longtemps limité au domaine des spéculations philosophiques jusqu’a
I'apparition des travaux de Bell et la formulation de ses célebres inégalités [Bell64],
que tout systeme physique se conformant a I'hypothese de réalisme local se doit de
vérifier. Les expériences d’Orsay [Aspect81] ont ensuite montré que les photons émis
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par cascade radiative dans le calcium violent ces inégalités, prouvant ainsi le carac-
tere intrinsequement non local de la mécanique quantique. Actuellement, 'intrication
et les états “non classiques” soulevent un grand intérét car ils peuvent étre utilisés
dans des protocoles d’information ou de communication quantiques pour transmettre
et coder de l'information. Si la plupart des protocoles ont été initialement formulés
pour des variables discretes (états de polarisation du photon, spin individuel, élec-
tron, ion ou photon uniques, etc.), un grand nombre d’entre eux ont été étendus aux
variables continues (quadratures du champ électromagnétique, composantes du spin
collectif d’'un ensemble d’atomes, etc.). On peut citer en particulier le protocole de
téléportation quantique en variables continues [Vaidman94, Braunstein98a), dont la
premiere réalisation expérimentale en 1998 avec des faisceaux optiques dans le groupe
de Kimble a Caltech [Furusawa98] a stimulé le domaine de 'information quantique en
variables continues. Un autre exemple de protocole est celui de la cryptographie quan-
tique [Bennett84], qui a été implémenté avec succes en variables discretes [Gisin02] et
en variables continues [Grosshans03].

Les variables continues présentent un certains nombres d’avantages. Comme 1’es-
pace de Hilbert qui les représente est de dimension infinie, elles peuvent véhiculer plus
d’information qu'un qubit a deux niveaux pour lequel I’espace de Hilbert est bidimen-
sionnel. Elles sont plus faciles a produire et & manipuler, et leur détection par des
photodiodes commerciales est plus aisée que dans le cas d’objets quantiques indivi-
duels, pour lesquels les détecteurs sont moins efficaces et plus cotuteux. Cependant,
un inconvénient important est leur plus grande fragilité vis a vis des pertes. Il existe
toutefois des codes correcteurs d’erreurs pour variables continues [Braunstein98b] qui,
de maniere surprenante, sont en principe plus faciles & implémenter que dans le cas des
variables discrétes [Llyod99]. Cependant, la dégradation de la non classicité des états
au cours de leur transmission pose un probléeme expérimental majeur. Par exemple,
malgré les nombreux progres dans ce domaine, les taux de perte dans les fibres de té-
lécommunication actuelles ne permettent des transmissions d’états quantiques fiables
et utilisables pour des protocoles de cryptographie quantique que sur des distances de
l'ordre de quelques dizaines de kilometres [Gisin02].

On pourrait penser amplifier ces états quantiques pour les transmettre sur des dis-
tances plus grandes. Cependant, en vertu du théoréme de non clonage [Wootters82],
il n’est pas possible de générer deux copies parfaites d'un état quantique. On ne peut
donc pas amplifier un signal quantique comme on le ferait pour un signal classique, sans
ajouter du bruit et le détériorer. Les répéteurs quantiques offrent une solution a ce pro-
bleme [Briegel98] pour alléger les contraintes expérimentales. Un répéteur quantique
permet de mémoriser un état quantique en un point A pour le téléporter a la demande
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en un point B. Duan et al. ont proposé de réaliser de tels répéteurs en utilisant I'inter-
action de champs optiques avec des ensembles atomiques [Duan01]. Si les photons sont
naturellement d’excellents objets quantiques pour véhiculer I'information, un probléeme
essentiel est de stocker de maniere fiable leur état pendant des temps suffisamment
longs. En raison de sa longue durée de vie, le spin associé a un ensemble d’atomes
dans leur niveau fondamental constitue donc un tres bon candidat pour mémoriser des
états quantiques du champ électromagnétique [Lukin03]. On peut alors envisager d’im-
plémenter des réseaux quantiques dont les noeuds sont constitués par des ensembles
atomiques connectés optiquement [Cirac97, Enk98].

La possiblité d’utiliser comme variable quantique le spin collectif associé a un
ensemble atomique a stimulé un certain nombre d’expériences récentes [Kuzmich03,
vanderWal03, Matsukevitch04]. D’une part, les expériences de “lumieére ralentie ou ar-
rétée”, basées sur les propriétés de transparence induite électromagnétiquement (EIT)
[Harris97], ont permis de ralentir et de stocker des pulses lumineux de maniére contro-
lée dans des atomes froids [Hau99, Phillips01, Liu01], des vapeurs atomiques [Kash99,
Budker99] ou des solides [Turukhin02, Bigelow03, Longdell05]. D’autre part, les expé-
riences menées dans le groupe de Polzik au Danemark, ont démontré qu’il était possible
d’imprimer des états quantiques de la polarisation de la lumiére sur les composantes
d’un spin atomique macroscopique [Hald99, Julsgaard01, Schori02, Julsgaard04].

La réalisation d’'une mémoire quantique est donc actuellement un enjeu important
en vue de la réalisation de protocoles d’information ou de communication quantiques a
l'interface atomes/champs. De plus, grace aux progres en matiere de génération d’états
non classiques du champ, il est maintenant a la fois prometteur d’un point de vue des
applications et intéressant d’un point de vue fondamental d’étudier 'interaction de tels
états avec les atomes, et de coupler les sources de lumiere non classique dont on dispose
en laboratoire a des ensembles atomiques.

Contexte dans le groupe d’Optique Quantique

L’équipe Atomes Froids du groupe d’Optique Quantique s’intéresse depuis une quin-
zaine d’années aux fluctuations quantiques de champs optiques interagissant avec un
nuage d’atomes froids en cavité. La réduction des fluctuations quantiques du champ
sous la limite quantique standard a 1’aide d’atomes froids a été observée pour la pre-
miere fois lors de la theése d’Astrid Lambrecht [Lambrecht96]. Ensuite, la réduction
des fluctuations quantiques de polarisation, ainsi que l'intrication de deux modes du
champs ont été mis en évidence pendant la these de Vincent Josse [Josse03a, Josse04a].
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D’autre part, ’étude théorique des possibilités de réduction des fluctuations quantiques
atomiques sous le bruit quantique standard a débuté dans le groupe pendant la these de
Laurent Vernac, motivée par les applications potentielles dans le domaine des horloges
atomiques [Vernac00].

La premiere partie de mon travail de these s’inscrit dans la continuité de ces thé-
matiques, et concerne la génération théorique et expérimentale d’états non classiques
de champ en utilisant l'interaction champs/atomes froids en cavité. Nous nous inté-
ressons également a 1’étude de nouveaux systemes pour générer des états comprimés
atomiques. La partie centrale du manuscript porte sur la manipulation de tels états a
des fins d’information quantique en variables continues. Nous nous sommes intéressés
plus précisemment au transfert et au stockage des fluctuations quantiques du champ a
des variables atomiques. Nous avons développé un schéma pour réaliser une mémoire
quantique atomique. Comme applications de ces idées, nous avons ensuite étudié I'in-
trication et la téléportation quantique d’ensembles atomiques. Enfin, ce manuscript
présente également une étude théorique d’autres systemes physiques pouvant servir de
mémoire quantique : les spins nucléaires d’3He et les miroirs “mobiles”.

De maniere plus détaillée, nous commencons par présenter dans le premier chapitre
les notions de bruit quantique et d’intrication en variables continues, tout d’abord pour
le champ électromagnétique, et ensuite pour les ensembles atomiques, notions que nous
utiliserons tout au long du manuscript.

Le chapitre 2 concerne la génération d’états non classiques - comprimés ou intriqués
- du champ. Apres avoir rappelé le principe des premieres expériences de réduction des
fluctuations quantiques d’'un mode du champ avec des atomes froids [Lambrecht95],
nous détaillons brievement les expériences de réduction du bruit quantique de deux
modes du champ et de génération d’états intriqués. Dans ces expériences, qui ont fait
I'objet de la these de Vincent Josse [Josse03c|, un champ polarisé linéairement interagit
en cavité avec un nuage d’atomes froids de césium. Outre des instabilités de polarisation
da a des effets de rotation auto-induite [Rochester01], nous avons observé a la sortie
de la cavité de la réduction de bruit sur deux modes du champs simultanément : le
mode correspondant a la polarisation linéaire moyenne et le mode vide orthogonal. Le
phénomene physique responsable de la réduction de bruit sur le champ moyen est 1'effet
Kerr direct induit par la saturation de la transition optique, alors que la réduction de
bruit observée sur le mode orthogonal est due a un effet Kerr croisé induit par le
champ moyen. Ces expériences montrent que ’on peut générer du vide comprimé avec
des atomes froids, cette réduction de bruit sur le mode vide orthogonal s’interpretant
comme de la réduction du bruit quantique de polarisation. En outre, le fait que le
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systeme génere de la réduction de bruit sur deux modes de polarisation orthogonale
indique que des corrélations quantiques existent entre deux modes orhtogonaux du
champ a la sortie de la cavité. On montre en effet que les modes polarisés a 45° sont
intriqués au sens du critére d’inséparabilité [Duan00Oa, Simon00]. Ces résultats ayant
été présentés de maniere exhaustive dans la these de Vincent Josse, nous n’en rappelons
que les grands principes et résultats.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, apres avoir présenté la théorie utilisée dans
ce manuscript pour étudier l'interaction atomes-champs en cavité, nous proposons un
autre schéma pour générer de tels états, basé sur des effets de cohérence atomique et de
transparence électromagnétiquement induite. Dans ce schéma deux modes du champ
interagissent en cavité avec un nuage d’atomes froids a trois niveaux en A. Lorsque
les champs sont proches de résonance a un et deux photons, il est possible d’obtenir
dans le milieu atomique, conjointement a une faible absorption, une forte dispersion,
et donc une forte non linéarité. Les simulations numériques prédisent alors des réduc-
tions de bruit et de I'intrication comparativement plus importantes que dans le cas des
systemes étudiés précédemment. Nous discutons également de la possibilité de réaliser
un échangeur quantique optique basé sur les propriétés de la transparence induite élec-
tromagnétiquement.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons a la possibilité de générer des états com-
primés atomiques cette fois, toujours par le biais de l'interaction atomes/champs en
cavité. Nous montrons d’abord qu’en faisant interagir un champ pompe intense et un
champ sonde faible dans une configuration Raman, il est possible de réduire d’environ
30% sous le bruit quantique standard les fluctuations atomiques du spin de longue durée
de vie associé aux sous niveaux fondamentaux. Si cette réduction de bruit se produit
pour des parametres expérimentaux accessibles, augmenter 'interaction non linéaire ne
permet pas d’obtenir des réductions de bruit plus importantes. Nous proposons donc
dans la deuxieme partie un schéma en “double-A”, qui permet d’améliorer considéra-
blement ces résultats, et d’obtenir en principe des réductions de bruit arbitrairement
élevées lorqu’on augmente le nombre d’atomes. Ces travaux sur la réduction du bruit
quantique atomique sont le fruit d’une collaboration avec le professeur Paul Berman
de l'université du Michigan aux Etats-Unis.

Le chapitre 4 est consacré a I’étude théorique d’une mémoire quantique a atomes
froids. Nous étudions les interactions et les conditions optimales qui permettent de
transférer les fluctuations d’un champ dans un état non classique - un vide comprimé -
aux composantes d’un spin atomique dans le fondamental. Nous montrons qu’a l’aide
d’un champ de controle cohérent on peut transférer efficacement les fluctuations d’un
vide comprimé aux composantes de la cohérence atomique dans le fondamental. Pour
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que ce transfert s’effectue avec une efficacité proche de I'unité, les champs doivent étre,
d’une part, résonnants a deux photons, et d’autre part, soit fortement désaccordés a
un photon (configuration Raman), soit résonnants & un photon (EIT). Nous proposons
ensuite une méthode de lecture de ’état du champ stocké dans les atomes apres un
temps de stockage variable. Puis, nous comparons l'efficacité du transfert des fluctua-
tions quantiques dans le cas d’une interaction en simple passage et d'une interaction en
cavité. Bien que le schéma en cavité se révele intrinsequement plus efficace, les calculs
montrent qu’il est également possible de réaliser une mémoire quantique sans cavité
pour des parametres expérimentaux réalistes. Les calculs de ce chapitre font écho aux
schémas étudiés actuellement dans différents groupes (interaction résonnante de type
EIT ou non résonnante de type Raman) et justifient de maniere rigoureuse la conser-
vation des grandeurs quantiques lors de tels processus.

Nous étudions ensuite les applications de ces idées au cas d’états intriqués du champ
et nous montrons dans le chapitre 5 que des champs corrélés quantiquement - tels ceux
générés dans le chapitre 2 - peuvent servir a intriquer deux ensembles atomiques. Outre
le fait que I’on peut ainsi obtenir des états EPR avec des ensembles atomiques macrosco-
piques, ce schéma permet également de réaliser une mémoire pour l'intrication. Enfin,
nous montrons que les états quantiques manipulés par ces techniques sont effectivement
utilisables pour réaliser un protocole de téléportation atomique. Si un pas important
dans ce domaine a été franchi en 2004 avec la téléportation quantique d’un ion unique
[Riebe04] et d’un atome unique [Barrett04], la téléportation de I’état quantique d’objets
macroscopiques reste encore a démontrer. Dans 'optique des réseaux atomes-champs
évoqués précédemment, nous proposons un protocole de téléportation quantique d’un
ensemble atomique, tres similaire sur le plan des principes aux protocoles utilisés pour
les champs optiques.

Enfin, dans le chapitre 6, nous étudions d’autres systémes pouvant étre utilisés
comme mémoire quantique pour les variables de champ. Nous commencons par pro-
poser un schéma de transfert des fluctuations quantiques du champ au spin nucléaire
d’3He dans son état fondamental, I'intérét étant que celui-ci possede un temps de vie
extréemement long (plusieurs heures). Nous proposons d’abord un modele simplifié dans
lequel un ensemble d’atomes d’3He dans leur état fondamental est indirectement couplé
a des champs optiques par I'intermédiaire de collisions d’échange de métastabilité entre
les atomes dans 1’état fondamental et les atomes dans 1’état métastable. En jouant sur
les constantes de temps du probleme, nous montrons qu’il est possible de comprimer
efficacement soit le spin collectif associé au métastable, soit le spin associé au fon-
damental. Nous discutons ensuite un schéma plus réaliste développé en collaboration
avec Alice Sinatra, Gaél Reinaudi et Franck Laloé de I’équipe “Hélium polarisé et fluides
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quantiques” du LKB.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous étudions le transfert de fluctuations en
cavité entre des champs et des miroirs mobiles. En utilisant une double cavité avec deux
miroirs mobiles, nous montrons que 'on peut transférer la réduction de bruit de deux
champs comprimés a la position relative et I'impulsion du centre de masse des deux
miroirs, ce qui constitue en principe une réalisation du paradoxe EPR [Einstein35] pour
des oscillateurs mécaniques macroscopiques. Ce travail a été effectué en collaboration
avec ’équipe “Mesures et bruits fondamentaux” du LKB, ainsi qu’avec David Vitali de
I'université de Camerino en Italie.
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10 Chapitre 1. Fluctuations quantiques en variables continues

A Bruit quantique du champ électromagnétique

Le champ électromagnétique possede des fluctuations quantiques intrinseques, qui
constituent une limite fondamentale pour de nombreuses expériences mettant en jeu
des mesures optiques [Caves81]. Nous commengons par rappeler d’ott proviennent ces
fluctuations sur 'exemple d'un champ monomode. Nous introduisons les notions d’état
cohérent et d’état comprimé du rayonnement avant de passer a la description d’un
champ multimode, description que nous utiliserons dans toute la suite du manuscrit
pour étudier l'interaction de champs optiques avec des ensembles atomiques. Nous
nous intéressons ensuite aux fluctuations quantiques de ces ensembles atomiques. De
maniere tres similaire au champ électromagnétique, nous précisons les notions de bruit
quantique standard atomique, d’état cohérent et d’état comprimé atomiques. Enfin,
nous introduisons la notion d’états corrélés quantiquement pour des variables continues,
et précisons les criteres d’intrication utilisés dans ce manuscript.

A.1 Fluctuations quantiques d’un champ libre monomode

A.1.1 Représentation de Fresnel

La quantification d’'un mode du champ électromagnétique de fréquence w dans une
boite de volume V conduit a exprimer le champ en un point donné de l’espace en
fonction des opérateurs de création et d’annihilation d’un photon a la fréquence w

E(t) = &(awe ™ + ale™!) = & (X cos wt + Y sin wt) (1.1)

Dans la relation précédente, on a introduit les opérateurs de quadrature du champ

A A

X =a, +al, Y =i(al, — ay) (1.2)
et & représente le champ électrique d’un photon de fréquence w

fw

50 - 2€QV

(1.3)

Cette définition des opérateurs de quadrature est identique a celles des opérateurs
de position et d’impulsion d’un oscillateur mécanique quantique. Les quadratures du
champ électromagnétique constituent un couple d’opérateurs conjugués, au méme titre
que la position et I'impulsion d'une particule. La non-commutation des opérateurs
bosoniques de création et d’annihilation associés - [&w, &H = 1 - entraine celle des
opérateurs de quadrature du champ

A~

[X, f/] — 9 (1.4)
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Cette non-commutation implique que ’on ne peut pas mesurer simultanément avec une
précision infinie ces deux quadratures. Ceci se traduit par une inégalité d’Heisenberg
pour le produit des incertitudes sur les opérateurs de quadrature. Les dispersions des
résultats de mesure de X et Y, caractérisées par les variances AX? = (X2) — (X)? et
AY? = (V%) — (Y)2, obéissent & 'inégalité d’Heisenberg

AX2AY? > 1 (1.5)

On peut comme pour un champ classique utiliser le repere de Fresnel pour représenter
un champ quantique. Classiquement, les quadratures X et Y sont des nombres réels
qui correspondent aux coordonnées de 'amplitude complexe du champ Eye® [voir Fig.

1.1(a)]
E(t) = | Eo| cos(wt + ¢) = X cos(wt) + Y sin(wt) (1.6)

Quantiquement, il existe des incertitudes sur la mesure des quadratures, incertitudes
qui sont liées par la relation d’Heisenberg (1.5). C’est pour cette raison que nous repré-
sentons 1’état quantique d’'un champ dans le repere de Fresnel en associant au vecteur
donnant la valeur moyenne du champ, une aire de fluctuations. Cette aire traduit 'in-
certitude quantique sur la position de I'extrémité de ce vecteur dans le plan de Fresnel.
Les variances sont reliées a la largeur de la distribution de probabilité du champ.

A A A
Y @ oy o

[0}

|E,| [E|

> X ¢ > X

FiG. 1.1 - (a) Représentation classique du champ dans le repére de Fresnel. (b)
Représentation d’un état quantique : Xy et Yy, sont les quadratures d’amplitude et
de phase, respectivement.

De maniere générale, on définit le couple de quadratures ()2'9, 179) obtenu a partir
de (X, Y) par une rotation d’angle 6 dans le plan de Fresnel

Xy = age ™ +ale? (1.7)

~

Yo = i(ale” —a e (1.8)
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Ce couple vérifie également la relation de commutation (1.4) et les variances de Xpet Yy
satisfont a I'inégalité (1.5). La définition des quadratures est parfaitement arbitraire;
elle correspond a un choix de phase dans le repere de Fresnel. Toutefois, parmi tous
les couples de quadratures, on définit habituellement les quadratures d’amplitude et de
phase [voir Fig. 1.1(b)] en prenant comme référence la phase du champ moyen (a,) =
ae’®, de telle sorte que les fluctuations du nombre de photons soient proportionnelles
aux fluctuations de la quadrature d’amplitude, et celles de phase aux fluctuations de
la quadrature de phase (pour des champs suffisamment intenses a? > 1)

SN = 6 (ala,) ~ adX, (1.9)
Y,
§¢ ~ o (1.10)

On déduit des deux relations précédentes 1'inégalité d’Heisenberg reliant I'incertitude
sur la mesure du nombre de photons et la phase du champ

AN A¢p > 1/2 (1.11)

A.1.2 Etat cohérent et état comprimé

Si le champ est dans I’état vide, il n’y a pas de direction privilégiée pour les fluc-
tuations, et toutes les quadratures ont une variance unité :

AXy=1 Vo (1.12)

Le vide définit alors une référence pour les fluctuations quantiques, appelée limite (ou
bruit) quantique standard.

Un état de référence naturel est I’ état cohérent (ou quasi-classique). Un état cohérent
|a) est un état propre de l'opérateur d’annihilation a,, avec la valeur propre «. Il
possede les mémes fluctuations que le vide. Dans le repere de Fresnel, pour représenter
’état cohérent |a), on superpose le disque de fluctuations de rayon unité au vecteur de
coordonnées « [voir figure 1.2]. Le vide est 'état cohérent d’amplitude nulle (o = 0).
Comme le vide, un état cohérent est un état minimal pour Heisenberg, c¢’est-a-dire que,
quel que soit 0 le produit des variances des variables conjuguées est égal a la valeur
minimale autorisée par Heisenberg (1.5)

AXF AY) =1 (1.13)

De tels états peuvent étre produits par exemple par un laser fonctionnant tres au-
dessus du seuil. Comme leurs fluctuations sont les mémes que celles du vide, ce sont
les états les plus proches des états classiques, d’ou le fait que ces états soient parfois
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qualifiés de quasi-classiques. Dans la pratique, un faisceau laser dans un état cohérent
possede un bruit d’intensité qui est proportionnel a l'intensité. En effet, si ’'on mesure
la statistique des photons émis, celle-ci est poissonienne et la variance du nombre de
photons est proportionnelle au nombre moyen de photons

AN? = (N) (1.14)

d’ou le terme “bruit de grenaille” (shot-noise en anglais) employé communément pour
désigner le bruit quantique standard. Il existe cependant des états dont les fluctuations

A\Y A\Y
(a) 1 (b)

a9

Fia. 1.2 - (a) Etat cohérent du rayonnement dans le repére de Fresnel. On a
également représenté le vide, qui est l’état cohérent d’amplitude nulle. (b) Etats
comprimés pour différentes quadratures.

pour une certaine quadrature peuvent étre inférieures au bruit quantique standard : les
états comprimés. Pour de tels états, il existe une quadrature 6 vérifiant

AXZ <1 (1.15)

Bien entendu, I'inégalité de Heisenberg étant toujours respectée, les fluctuations de la
quadrature conjuguée sont quant a elles supérieures au bruit quantique standard

AY? > 1 (1.16)

Parmi cette classe d’états comprimés, on peut considérer la classe des états minimaux,
tels que

AXZAYE =1 & (1.17)

A.2 Fluctuations quantiques d’un champ multimode

Nous avons considéré jusqu’ici le cas idéal d’'un champ purement monomode. Ce-
pendant, le champ produit par un laser possede une valeur moyenne non nulle sur
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une bande étroite de fréquence, mais également des fluctuations a toutes les autres
fréquences, puisque chaque mode possede au moins les fluctuations associées a ’état
vide de ce mode. Une description complete de 1'état quantique du champ nécessite a
priori de prendre en compte les modes du champ a toutes les fréquences. En pratique,
on modélise le champ comme la superposition d’'un champ moyen de fréquence wy, et
de modes latéraux situés dans une bande étroite de fréquences autour de wy,.

A.2.1 Décomposition en modes d’un champ libre

D’un point de vue spatial, la structure d’un faisceau laser est gaussienne et il faudrait
prendre en compte cette structure transverse pour modéliser correctement le faisceau
[Fabre96]. Afin de simplifier le probleme, on considére une onde d’extension finie sur
une section S, dont on néglige les variations d’amplitude dans le plan transverse.

D’un point de vue temporel, le champ s’écrit comme la superposition d’un mode
central a la fréquence wy, et de modes latéraux avec des fluctuations dont les fréquences
sont contenues dans une bande de fréquence de largeur Aw faible devant wy,*

. wr,+Aw/2 dw\/w . '
E(t) = hated Aw —iwt AT iwt 1.18
0= o el i) (118)

Comme Aw < wry,, le champ vaut

R +Aw/2 dQ A A
E(t) ~ & / —— G, o) eT Lt 4 pc, (1.19)

Aw/2 27

th
=4/ 1.2
60 26080 ( O>

La relation (1.19) fait apparaitre un opérateur fl(t), défini par

avec

R +Aw/2 a0 '
A(t) = / Q—awﬁge—l‘“ (1.21)
—Aw/2 ™

Cet opérateur est l'enveloppe lentement variable du champ électrique de fréquence
centrale wy,. Le champ se met finalement sous la forme tres similaire a celle d’'un champ
monomode (1.1)

Et) =& (A(t)e—w + AT@)eW) (1.22)

1On utilisera les conventions suivantes pour la transformée de Fourier de f et sa transformée inverse

fw) = [aretso e g0 =5 [doe )
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Avec cette convention pour &, (Af(£)A(t)) s'interprete comme le flux de photons &
travers la section S considérée. A(t) est dans ce cas homogene a la racine carrée d’une
fréquence?.

Comme dans le cas du champ monomode, les opérateurs de quadrature se définissent
a partir de la relation

Et) = & (X(t) cos wrt + Y (t)sin th> (1.23)
avec X(t) = A(t) + Af(t) (1.24)
V(1) = i(Al(t) — A(1)) (1.25)

Les fluctuations quantiques des modes latéraux traduisent I'existence de fluctuations
quantiques intrinseques des opérateurs de quadrature, et sont a l'origine de leur non-
commutation, comme nous allons le voir.

A.2.2 Relations de commutation

Nous avons restreint 1’étude a un champ de largeur spectrale Aw, c’est-a-dire un
champ dont la fonction d’autocorrélation n’est non nulle que pour des temps inférieurs
a 1/Aw. Dans la pratique, on ne consideérera que des fréquences d’analyse petites devant
Aw, auquel cas il est raisonnable d’approximer la fonction d’autocorrélation du champ
par une distribution de Dirac. Le commutateur entre les opérateurs enveloppe prend
alors la forme [Fabre96]

[A@,ﬁ@ﬂ:a@—w (1.26)
ou encore, étant données les définitions (1.24-1.25),

[Xm,?@]:maa—ﬂ) (1.27)

A.2.3 Spectres de bruit et matrices de variances

Comme nous le verrons dans le chapitre 2, les fluctuations d’un champ sont mesurées
par homodynage avec un champ cohérent. Cette détection homodyne donne acces aux
fluctuations d’une quadrature quelconque Xy de I'enveloppe A(t)

Xp(t) = A(t)e™ + Af(t)e? (1.28)

2 Avec la quantification usuelle dans un volume V', que nous utiliserons dans le chapitre 4, A(t) est
homogene a une fréquence.
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~

les fluctuations d'un opérateur A étant égales & 6A = A — (A). Comme seul le mode
central possede une valeur moyenne non nulle, on a que (A(92)) = 0 des que §2 # 0. La
fonction d’autocorrélation de la quadrature X, s’écrit alors

(6X(2)0Xp()) = (FA(Q)IANQ)) + (SAT(Q)FA())
+e B0 (SAQ)OA(Q)) + X0 (SAT(Q)SAT(Q))  (1.29)

Or, la relation (1.26) implique que
AQ), ATQ)| =21 6(Q+ Q) (1.30)

Les quatre fonctions d’autocorrélation de (1.29) sont donc é-corrélées en fréquence. 11
est commode de les regrouper sous la forme d’une matrice 2 x 2, la matrice de variance
du champ. En dénotant |A(€2)] le vecteur représentant le champ, et [A(£2)| son adjoint,

A

: A =[A'(-2), A-9) | (1.31)

@)= |

(@)

la matrice de variance du champ est définie par la relation

(SANAQ)]) = 27 6(2 — ) [V() (1.32)

En utilisant (1.29) et (1.32) on montre aisément que la fonction d’autocorrélation de
0 Xg(Q) est égale a

(0Xp(NIXe(V)) = {[V(D]i1 + [V(Q)]a2 + 2Re [e [V (Q)]12] } 27 (2 + Q)

Or, pour une fonction aléatoire stationnaire f(t), de transformée de Fourier f(2) et de
spectre de bruit S¢(€2), la fonction d’autocorrélation dans I'espace de Fourier est reliée
au spectre de bruit par la relation

(F(Q)f()) =2m Sp(Q) 6(Q2 + Q) (1.33)
Le spectre de bruit de la quadrature Xy vaut par conséquent
5%, () = [V( Qi1 + V()22 + 2Re ([V()]1,0¢ ") (1.34)

Pour un champ cohérent, seul (§A(Q)5AT(Q)) est non nul®. La matrice de variance
s’écrit alors

[V ()] conérent = ((1) 8) (1.35)

3Ce terme correspond & la création puis la destruction d’un photon & partir du vide.
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Pour un champ comprimé multimode, comprimé a toutes les fréquences par le méme
facteur r, cette matrice vaut

cosh?r %o sinh(2r)/2) (1.36)

V(2 mprimé — id - .
V(D) comprime (6_2’¢ sinh(2r) /2 sinh? r
la composante comprimée étant X1,/ : S%,0nn () = e et Sx,,() = e,

Pour un champ multimode quelconque, la condition de réduction de bruit sous le
bruit quantique standard a une fréquence d’analyse ) est donc qu’il existe un angle 6
tel que la densité spectrale de bruit de la quadrature Xy soit inférieur a 1 :

SX (Q) <1 (1.37)

A.2.4 Lien avec les variances

De la relation (1.27), on obtient le commutateur entre deux quadratures orthogo-
nales en Fourier

~

[X(Q), V()| = 4mi 5(Q + ) (1.38)

On peut alors montrer que l'inégalité d’'Heisenberg (1.5) sur le produit des variances
de X et Y se généralise aux densités spectrales de bruit [Fabre96]

S¢(Q)S(Q) > 1 (1.39)

En pratique, on mesure les fluctuations d’une quadrature X, & laide d'un analyseur
de spectre fonctionnant a une fréquence d’analyse donnée /27 et de résolution en
fréquence d f, petite devant la fréquence caractéristique de variation de la densité spec-
trale de bruit. Le signal de sortie de ’analyseur de spectre est alors proportionnel a la
variance de la quantité X, ¢ obtenue & partir de Xy par filtrage

AXGp=25f Sg,(Q) (1.40)
Dans ce cas, I'inégalité d’Heisenberg (1.39) s’écrit
AX2AYE > 4(0f)? (1.41)

Mesuré par cette méthode, le bruit quantique standard, dont le spectre est blanc,
augmente avec la bande passante de la mesure. On voit que raisonner sur les variances
pour le champ est équivalent a raisonner en termes de densités spectrales de bruit, ce
que nous ferons dans la suite du manuscript pour le champ.
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B Bruit quantique d’un ensemble d’atomes

B.1 Bruit de projection quantique

On peut interpréter le bruit quantique du champ d’une autre maniere, en utilisant
la théorie de la mesure en mécanique quantique. En effet, une mesure sur un état quan-
tique qui n’est pas état propre de 'observable mesurée conduit a une dispersion des
résultats de mesures réalisées sur un grand nombre d’objets quantiques dans le méme
état. Par exemple, un état cohérent, qui est un état propre de 'opérateur d’annihilation
@, n’est pas un état propre de I'opérateur nombre de photons afa. Par conséquent, une
mesure de I'intensité d’un faisceau dans un état cohérent présente un bruit de projec-
tion quantique.

Une autre manifestation importante du bruit de projection quantique concerne les
mesures effectuées sur des atomes. Prenons par exemple un atome dans une superpo-
sition & poids égaux de 1’état fondamental |g) et de I'état excité |e)

) = (lg) +le))/V2 (1.42)

Une mesure de I’état interne de I’atome dans 1’état |¥) aura pour résultat |g) une fois
sur deux et |e) une fois sur deux. L’incertitude sur I’état interne de I'atome est totale.
Si 'on considere maintenant un grand nombre d’atomes N > 1, on peut montrer que
la dispersion des mesures augmente comme /N, U'incertitude relative diminuant alors
comme 1/ V/N. En effet, pour N atomes incorrélés qui sont tous dans le méme état
quantique, avec une probabilité p. d’étre dans I’état |e) et une probabilité p, =1 — p.
d’étre dans 1’état |g), la probabilité de trouver lors d’une mesure n atomes dans 1’état
le) est donnée par une loi binomiale

Py =Cxplpy ™" (1.43)

Le nombre moyen d’atomes dans I'état |e) est i = Np, avec une variance An? = Np.p,.
Bien que la loi ne soit pas poissonienne, le rapport An /7 évolue en 1/4/N. De plus, pour
I'état symétrique p. = p, = 1/2, I'incertitude est maximale. En revanche, l'incertitude
est nulle si tous les atomes sont dans 1’état |e) ou |g), puisque les atomes sont dans un
état propre de l'observable mesurée, ici la population d’un des états.

B.2 Opérateurs collectifs de spin

B.2.1 Spin équivalent pour un atome a deux niveaux

Il est bien connu qu’un atome a deux niveaux peut étre décrit par des observables
de spin. Les observables atomiques associées traditionnellement a un atome a deux
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niveaux, |g) et |e), sont

— les cohérences optiques, qui sont proportionnelles aux composantes de I’opérateur
dipolaire atomique,

o-=lg)el et o =le)d] (1.44)
— les populations dans I'état excité et dans 1’état fondamental
me=le)(el et 7w =]g){g| (1.45)

Ces observables permettent de définir trois opérateurs de spin, qui s’assimilent aux
composantes d’un spin 1/2 fictif

oy t+o_ oL —0o_ Te — Ty

= (5 1.4
o =T (1.46)

Il est clair que ces opérateurs satisfont aux relations de commutation circulaires habi-
tuelles d’'un spin 1/2

0y, 0y] =0, oy, 0.] =10, [0, 0] =0y (1.47)

De maniere évidente, on a les relations

Te + Ty 1

2 _ 2 _ 2 _ _

b=y =0l = St =2 (1.48)
3

et or+o,+o, = Zﬂ (1.49)

ou 1 désigne 'opérateur identité. On peut donc associer formellement a tout atome a
deux niveaux un spin 1/2 équivalent.
B.2.2 Spin équivalent pour N atomes

L’état quantique d’une assemblée de N atomes a deux niveaux peut étre décrit
par des opérateurs collectifs de spin, qui sont définis comme la somme des opérateurs
monoatomiques

N
Jy = Z o®, Jy = Z Ug(f), J, = Z ol (1.50)
i=1 ; ;

Ces opérateurs collectifs satisfont également aux relations de commutation d’un mo-
ment cinétique (1.47)

[, J,) =i, [, J.] =iy, .. Jo] =i, (1.51)
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Par contre, les opérateurs J2, Jy2 et J? ne sont plus proportionnels a I'opérateur identité.
Ceci n’est vrai que lorsqu’il n’existe aucune corrélation entre les différents atomes,
comme on peut le voir a 'aide de la relation suivante

N
, N N
J? = Z (0;))2 + Z ool = 1 1 + corrélations (1.52)
i=1 i#j

La norme du spin collectif est maximale et vaut N/2 pour un état pur, mais est infé-
rieure pour un mélange statistique

(I = ()2 4+ ()2 + ()2 < (1.53)

N
2
Cette description en terme de spin fictif est non seulement commode pour interpréter
des expériences, comme celles de spectroscopie atomique de type Ramsey, mais permet
également une interprétation simple des interactions atomes-champs, notamment en
raison de ’analogie avec le formalisme des opérateurs de Stokes décrivant 1'état de
polarisation de la lumiere, comme nous le verrons dans le chapitre 4.

B.3 Etat cohérent atomique

Comme le champ électromagnétique, un ensemble atomique possede des fluctuta-
tions quantiques intrinseques, associées a des observables qui ne commutent pas entre
elles et qui sont donc reliées par des inégalités de Heisenberg. Pour définir un bruit
quantique standard atomique, on peut partir comme nous ’avons fait pour le champ
des relations de commutation de grandeurs conjuguées. Commencons par le cas le plus
simple dans lequel les N spins sont isolés, c’est-a-dire que tous les atomes sont dans
leur état fondamental, sans interaction avec un champ ou un réservoir, et sans aucune
corrélation entre les spins individuels. Le spin moyen est au pole sud de la sphere de
Bloch : (J,) = —N/2. Les composantes orthogonales .J, et J, satisfont a

AJ, AJ, > |<‘;Z>’ (1.54)

En I'absence de corrélations, il est clair d’apres (1.52) que la variance d’une composante
quelconque Jy dans le plan (Ozy)

Jo = Jycos 0+ J,sin 0 (1.55)

est égale a

_ ) (1.56)
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Le “shot-noise” atomique vaut alors N/4 et augmente linéairement avec le nombre
d’atomes. Les fluctuations relatives décroissent elles comme 1/v/N. On définit ainsi
un état de référence : 1’état cohérent atomique, qui est un état pur, minimal pour la
relation d’Heisenberg (1.54). L’ensemble des états cohérents atomiques s’obtient par
rotation sur la sphere de Bloch [Arecchi72]. On peut remarquer ’analogie formelle avec
le champ électromagnétique dans ce cas; en effet, la valeur de J, étant parfaitement
déterminée, les fluctuations quantiques du spin collectif sont alors caractérisées par les
deux composantes J, et J, dans le plan perpendiculaire au spin moyen, qui jouent le
méme role que les quadratures du champ électromagnétique.

B.4 Bruit quantique standard atomique

7
Décorrélés Corrélés
1/2 1/2
. . J)| [(J)]
Bruit quantique AJ2 — |<_ . AJ2 < =L
standard 1 5 Etat comprimé 1 9

Fic. 1.3 - (a) Etat cohérent atomique dont le spin moyen est aligné selon z :
les spins individuels sont incorrélés entre eux. (b) Etat comprimé atomique : des
corrélations existent entre les spins individuels et autorisent la réduction sous le
bruit quantique standard des fluctuations d’une composante dans le plan transverse.
Lorsque le spin moyen n’est pas dans un état pur (|(J)] = J < N/2), on définit le
bruit quantique standard atomique en fixant comme direction de référence la direction
du spin moyen. Supposons par exemple que le spin moyen soit orienté selon z : <j ) =JZ
(J # 0). On définit le bruit quantique standard atomique a partir de (1.54) : la variance
de n’importe quelle composante dans le plan orthogonal vaut AJ; = J/2 (Fig. 1.3). De
maniere générale, pour chaque direction de I'espace w, on peut ainsi définir un bruit
quantique de référence pour les fluctuations atomiques dans une direction orthogonale
a u. Ce bruit est égal a la moitié de la valeur moyenne du spin dans cette direction, ce
qui se traduit mathématiquement par I'égalité

A(J.7)? = 1Ck pour tout ¥ L @ (1.57)
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B.5 Etat comprimé atomique

Dans tout ce manuscript, nous utiliserons la définition suivante : un état comprimé
atomique est un état qui présente des fluctuations réduites sous le bruit quantique
standard pour une certaine composante Jy dans le plan orthogonal au spin moyen
[Kitagawa93|

AJ; < |<7j>| (1.58)

Comme pour le champ, la composante conjuguée Jp /2 possede des fluctuations am-
plifiées au dessus du bruit quantique standard (Fig. 1.3). Cette définition est intrinse-
quement liée aux corrélations quantiques entre les spins individuels [Kitagawa93]. On
peut donner une représentation commode de I’état quantique d’un spin collectif dans
la sphere de Bloch en superposant au vecteur de Bloch un ellipsoide de fluctuations
(Fig. 1.4).

Fi1G. 1./ — Représentation de l’état quantique d’un spin collectif dans la sphére de
Bloch. On associe au vecteur représentant le spin moyen (orientés selon z ici) un
ellipsoide de fluctuations.
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B.6 Sensibilité des mesures d’interférométrie atomique et cri-
teres de “spin squeezing”

Si les états comprimés atomiques ont été originellement introduits par Arecchi et al.
en 1972 [Arecchi72], la compression du bruit atomique a été plus récemment motivée par
I'amélioration de la sensibilité des mesures d’interférométrie atomique [Wineland92].
Wineland et al. ont montré qu’il était possible d’augmenter la précision de la mesure
de la fréquence de résonance wy des horloges atomiques en utilisant des états atomiques
comprimés [[tano93, Wineland94, Meyer(01]. En effet, la limitation ultime de la précision
des horloges atomiques provient du bruit de projection quantique lors des séquences
de spectroscopie atomique [Santarelli99]. Dans une séquence de spectroscopie atomique
de type Ramsey, des atomes a deux niveaux |e) et |g) interagissent de maniere quasi-
résonnante avec un champ radiofréquence de fréquence w. Une séquence Ramsey est
constituée de deux pulses 7/2 séparés par un temps d’évolution libre 7. Si les atomes
sont initialement dans I’état fondamental (spin aligné selon —Oz, voir Fig. 1.5), la
premiere impulsion 7/2 les portent dans la superposition (|e)+|g))/v/2; le spin s’aligne
selon Ox. Si le champ est résonnant avec la transition atomique, le spin ne bouge pas
lors de 1’évolution libre et la deuxieme impulsion amene les atomes dans ’état excité
(spin selon Oz). En revanche, si le champ est désaccordé par rapport a la transition
atomique, le spin précesse dans le plan (Ozy) et la seconde impulsion 7/2 ne porte
qu'une certaine partie des atomes dans I’état excité. On peut montrer qu’au voisinage
de la résonance la proportion d’atomes dans I’état excité a la fin de la mesure est une
fonction sinusoidale du déphasage (w —wg)T" acquis par les atomes pendant 1’évolution
libre [Itano93].

Pour repérer la fréquence de résonance dans une horloge atomique, on procede a
deux séquences Ramsey effectuées pour des fréquences tres proches, w + Aw/2, et on
compare les mesures des populations excitées finales. Il n’y a égalité que si le champ
est parfaitement résonnant avec la transition atomique (w = wy). La précision de cette
mesure est donnée par la pente des oscillations Ramsey et dépend de Aw. Pour avoir
une précision optimale on doit choisir Aw = 7/(27"), ce qui correspond a une mesure
de la composante selon z du spin aligné selon Oy. La précision est alors limitée par les
fluctuations de J, et on voit sur la fiigure 1.5 que I’'on améliore la sensibilité de la mesure
si on utilise des états comprimés selon z. Dans le cas particulier de la spectroscopie de
type Ramsey utilisée dans les horloges, le parametre pertinent pour déterminer I'effet
de la compression de bruit atomique sur la sensibilité de la mesure est le parametre &g
[Itano93], égal a

_ VNAJ,

TS

(1.59)
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z V4 V4

A ;2 ; X/g( <y j@) ,

Fic. 1.5 — Séquence de Ramsey pour un spin comprimé : le spin, initialement

aligné selon —QOz et comprimé selon Oy, s’aligne selon Ox avec le premier pulse
7/2. Pendant l’évolution libre, il effectue une rotation de w/2 dans le plan (Oxy).
La seconde impulsion /2 fait tourner lellipse de fluctuations autour de l’axe Oy.
La précision de la mesure finale de la population dans [’état excité est limitée par
les fluctuations de J,, qui sont comprimées.

Ce parametre doit étre inférieur a 1 pour obtenir une amélioration de la sensiblité. Cette
condition est plus stricte que notre condition de “spin squeezing” (1.58). Les deux condi-

=

tions sont toutefois équivalentes pour des ensembles totalement polarisés (|(J)| ~ N/2).

La condition de compression de bruit atomique (1.58) est la plus naturelle d’un point
de vue formel, puisqu’elle est basée sur les relations de commutations [Kitagawa93].
De la méme facon que la condition de réduction de bruit quantique du champ sous le
bruit quantique standard traduit I'existence de corrélations entre photons d’un faisceau
lumineux, la relation (1.58) exprime le degré de corrélations existant entre les spins
individuels de ’ensemble. En effet, la relation (1.52) montre qu'un état atomique est
comprimé des lors que des (anti)-corrélations quantiques existent entre les différents
spins. Pour un ensemble de N > 2 atomes polarisés selon Oz, on peut réécrire cette
relation a l’aide de la fonction de corrélation a deux spins

N — N 7N
AJ; = TN - 1){(o o)y (1.60)
(@) Gy — 1 (i) +(5)
avec (02708") = ——— ) (0/0))) (1.61)
)

Plus ces corrélations sont grandes en valeur absolue, plus le spin collectif aura des
fluctuations comprimées (ou amplifiées). Il est par ailleurs clair que pour générer un
état atomique comprimé des corrélations doivent exister et il faut au minimum deux
atomes®.

4On peut aussi remarquer que, pour un seul atome, les variances de chacune des composantes de
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B.7 Limite de Heisenberg

La fonction de corrélation a deux spins est bornée en valeur absolue par 1/4N,
ce qui impose une limite ultime a la réduction de bruit atomique, appelée limite de
Heisenberg. En effet, supposons le spin moyen égal a J = N/2 et aligné selon Oz. On
a les inégalités suivantes

AR )2 )

1
(/2= A2 = 222 2] N

(1.62)

On a utilisé I'inégalité de Heisenberg AJ, > (|(J.)|/2)/AJ,, ainsi que AJ, < J. Cette
derniere inégalité vient du fait que, si 'on prend comme axe de quantification y, les
états ayant la plus grande variance sont ceux de la forme

1

V2

qui vérifie trivialement AJ; = J2. On ne peut donc réduire le bruit quantique d'un

W)y (1. D)y + 1T, = T)y) (1.63)

ensemble atomique sous cette limite. Ceci correspond a donner une valeur maximale
(en valeur absolue) a la fonction de corrélation a deux spins

(o) oty = I (1.64)
Nous reviendrons plus en détail sur ces corrélations dans les chapitres 5 et 6 lorsque nous
étudierons la répartition des corrélations quantiques entre deux ensembles de spins.

B.8 Autres applications des états comprimés atomiques : ma-
gnétométrie et communication quantique

Un autre intéret des états comprimés atomiques réside dans I'amélioration poten-
tielle des limites de sensibilité des magnétometres ultra-sensibles. Les méthodes les plus
performantes pour mesurer un champ magnétique faible sont d’observer son effet sur
un spin atomique polarisé, la technique standard consistant a partir d'un ensemble ato-
mique polarisé - selon z, par exemple - soumis a un faible champ magnétique B selon y
[Dupont-Roc69, Kim98, Budker02, Geremia05]. Ce champ fait précesser le spin dans le
plan (Ozz) avec une fréquence de Larmor w;, = vB, 7y étant le rapport gyromagnétique.
Le champ magnétique peut alors étre déduit de la mesure de la composante J, du spin.
En pratique, dans les magnétometres atomiques, on pompe optiquement de maniere
continue le spin selon z, ce qui repolarise les atomes qui précessent sous l'influence
de B. A l'état stationnaire, et dans la limite des faibles champs, le spin, quasiment

spin sont maximales et valent chacune 1/4 : AJ2 = 1/4
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polarisé selon x, acquiert toutefois une faible valeur moyenne selon z : (J,) o« vBJ.
L’incertitude sur la mesure de J, est donc donnée par le bruit de projection quantique
et les fluctuations de J,. L’utilisation d’états comprimés atomiques permet de réduire
cette incertitude et d’augmenter ainsi la précision du magnétometre.

Outre I'amélioration de la sensibilité de mesure, les états comprimés atomiques
peuvent étre utilisés afin de réaliser des protocoles d’information ou de communication
quantiques. Nous allons voir dans le prochain paragraphe comment, a partir d’états
comprimés, on peut obtenir des états corrélés quantiquement ou intriqués, 'intrica-
tion quantique étant a la base de nombreux protocoles d’information quantique. Nous
donnerons dans le chapitre 5 un exemple d’utilisation d’états atomiques intriqués pour
réaliser la téléportation de I’état quantique d’un ensemble atomique.

C Intrication quantique en variables continues

C.1 Le paradoxe EPR

En 1935, Einstein, Podolsky et Rosen énoncent dans leur célebre paradoxe que, si
I'on doit croire les lois de la physique quantique, alors il existe des états, dits intri-
qués, qui sont corrélés quelle que soit la distance qui les sépare [Einstein35]. L’exemple
qu’ils donnent est celui de deux particules identiques a et b, dont les observables conju-
guées de position x; et d’impulsion p; présentent des corrélations ou des anticorrélations
parfaites. On peut de maniere équivalente considérer le cas d’autres oscillateurs harmo-
niques [Reid89], par exemple deux modes orthogonaux du champ électromagnétique,
A, et Ay, que l'on décrit par leurs quadratures X, = A, + Al et Y, = i(Al — A,)
(v = a,b). Nous avons vu que ces quadratures orthogonales sont des opérateurs conju-
gués, qui jouent le méme role que la position et I'impulsion des particules précédentes,
et qui ne commutent pas

(X V3] = 2i Bag (1.65)
Par contre, les opérateurs, dits EPR, X, — X, et Y, + Y}, commutent
[(Xo — Xp, Yo+ Y] =0 (1.66)

Rien ne s’oppose en principe en mécanique quantique a ce que l'on puisse générer
des champs parfaitement corrélés en amplitude et anticorrélés en phase. En termes de
fluctuations, cela signifie que les variances des opérateurs EPR peuvent étre rendues
arbitrairement petites

AX,—Xp)? =0 et AY,+Y)*—0 (1.67)
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Autrement dit, une mesure effectuée sur 'un des champs renseigne de maniere parfaite
sur I'état de l'autre champ (voir Fig. 1.6). Par exemple, une mesure de la quadrature
X, donne avec certitude la valeur de la quadrature X,. Pour les auteurs du paradoxe
EPR, qui supposent qu’il ne peut y avoir d’action a distance, ceci correspond a une
mesure de X, qui ne perturbe pas le systeme a, a laquelle on doit associer un élément de
réalité, donc une valeur prédéterminée pour X,. Dans ce cas, on pourrait aussi associer
une valeur prédéterminée a Y, en mesurant Y,. Or, ceci est en contradiction avec les
postulats de la mécanique quantique, qui interdisent que le champ b puisse avoir simul-
tanément une valeur parfaitement déterminée pour deux quadratures orthogonales. Les
mesures de X, et Y, ne pouvant étre effectuées simultanément, on doit admettre pour
lever le paradoxe 'existence d’actions non locales en mécanique quantique. C’est en se
basant sur cette notion de “réalisme local” que John Bell établit en 1964 ses célebres
inégalités auxquelles doit satisfaire toute théorie locale et que la mécanique quantique
viole. Ce caractere non local de la mécanique quantique a été mis en évidence pour la
premiere fois expérimentalement au début des années 80, lors des expériences d’Orsay,
au moyen de photons corrélés émis par cascade radiative dans le calcium [Aspect81]. Le
fait que de telles corrélations puissent exister entre deux systemes a été depuis vérifié
a de nombreuses reprises dans différents systemes physiques.

C.2 Ciriteres d’intrication pour des états gaussiens

Les expériences d’Orsay concernaient des variables discretes, a savoir les états de
polarisation du photon. En ce qui concerne les variables continues, une premiere for-
mulation du paradoxe EPR a été donnée par Reid [Reid89] pour les états gaussiens
du champ électromagnétique (c’est-a-dire des états dont la distribution de Wigner est
gaussienne). Dans le paragraphe précédent, on a présenté la situation idéale de corré-
lations parfaites. Dans la pratique, les corrélations entre deux faisceaux ne sont jamais
parfaites et plusieurs criteres existent pour les quantifier. Une maniere de quantifier
les corrélations entre deux modes du champ consiste a mesurer les variances condition-
nelles. En effet, si les faisceaux a et b sont partiellement corrélés, on peut a partir de la
mesure des fluctuations de a inférer celles de b, ce qui permet de réduire les variances
des quadratures de b a 'aide de gains ajustables g,, g,

AXE, = A(Xy — .X0)? et AYR = A(Y, +g,Y.)° (1.68)
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Corrélations parfaites (a) Corrélations partielles (b)
AY Ya AY Yva
X, X,
< Aa> < Aa>
X X
< Ab> < Ab>
X, X,
AYiuf
-Y, -Y,

Fia. 1.6 - (a) Faisceaur EPR : la mesure de l'une des quadratures du faisceau a
donne avec certitude la valeur de la quadrature correspondante du faisceau b. (b)
Si les corrélations ne sont pas parfaites, la mesure de X, donne la valeur de X a

AXping pres.
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Le choix optimal des gains g, et g, donne la meilleure information qu’il est possible
d’obtenir sur b connaissant a, c¢’est-a-dire les variances conditionnelles de b sachant a

. (6X,0X,)
AXl?znf = H;glcn A(Xb — nga)Q = AXI? — A—)(g (169)
0Y,0Y,
AV = min A(Y; +g,Ya)" =AY — % (1.70)

On dit alors que I'état est EPR si les corrélations entre a et b sont suffisantes pour que
I'on ait une violation apparente de l'inégalité de Heisenberg sur les quadratures de b,
soit :

AX} oy AV <1 (1.71)

Le paradoxe EPR en variables continues a été démontré expérimentalement pour la
premiere fois en 1992 a 'aide des faisceaux signal et complémentaire d’un Oscillateur
Paramétrique Optique fonctionnant en mode non dégénéré [Ou92]. Le critere EPR sert
également dans de nombreux protocoles en variables continues, comme la cryptogra-
phie quantique [Bennett84, Gisin02], la téléportation [Vaidman94, Braunstein98a|, le
codage dense [Braustein00, Li02], etc.

Il est toutefois possible que deux états gaussiens présentent des corrélations de type
EPR et soient donc non séparables sans pour autant que soit satisfaite la relation (1.71).
Un critere récent dit & Duan et al. et Simon [Duan00a, Simon00] établit une condition
nécessaire et suffisante pour que deux états gaussiens soient intriqués quantiquement.
Par définition, un état de deux modes a et b est séparable si et seulement si on peut
écrire sa matrice densité p sous la forme

p= sz'ﬂm ® pib (1.72)

ol pj, et pyp sont des états des modes a et b pondérés par des probabilités p; > 0 telles
que >, p; = 1.

Nous avons vu qu’un état maximalement intriqué en variables continues peut étre
exprimé comme un état propre des opérateurs EPR X, — X, et Y, + Y, introduits
précédemment, et que leurs variances tendent vers 0. Pour des états séparables, il
existe une limite inférieure a la demi-somme des variances EPR

1

Top =5 [A(Xe = X)) + AYo + Y5)?] 2 2 (1.73)

L’égalité est vérifiée par deux états cohérents par exemple. Un état dont la demi-
somme des variances EPR est inférieure a 2 est donc non séparable. Cette condition
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suffisante pour tout systeme bipartite est méme nécessaire pour les états gaussiens
[Duan00a, Simon00]. De plus, pour des états gaussiens symétriques, Giedke et al. ont
montré que la quantité 7, ; est reliée bijectivement a 'intrication de formation et consti-
tue par conséquent une bonne mesure de l'intrication entre les modes a et b [Giedke03].
Nous nous limiterons dans ce manuscript a des états gaussiens et c¢’est ce critere d’insé-
parabilité que nous utiliserons de préférence pour quantifier les corrélations quantiques
existant entre deux modes du champ.

Un moyen commode de représenter les corrélations entre deux modes orthogonaux
du champ consiste la encore a se placer dans le repere de Fresnel (Fig. 1.6). Lorsqu’ils
sont considérés séparemment, deux modes a et b corrélés quantiquement possedent
des fluctuations supérieures au bruit quantique standard. Toutefois, a la différence de
modes incorrélés, on peut inférer les fluctuations du mode b a partir de celles du mode
a, ce qui correspond a la réduction des variances EPR vues précédemment.

50/50

A,

FiG. 1.7 — Génération d’états intriqués a partir d’états comprimés : deux champs
comprimés u et v sont mélangés sur une lame séparatrice (I'un d’eux ayant été
déphasé de w/2) pour donner deuz champs intriqués a et b.

Une maniere “simple” pour générer des faisceaux intriqués consiste a mélanger
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deux faisceaux comprimés (convenablement déphasés) sur une lame séparatrice, comme
I'illustre la figure 1.7. Mais pour générer des états comprimés ou intriqués a partir
d’états cohérents, une interaction non linéaire est nécessaire. A titre d’exemple, des
faisceaux intriqués ont récemment été produits dans plusieurs milieux non linéaires

— de type x® : en mélangeant les champs comprimés issus de deux Amplificateurs
Paramétriques Optiques (OPA) [Bowen02, Bowen03a] ou dans un Oscillateur Pa-
ramétrique Optique (OPO) de type II [Laurat04]

— de type x® : dans les fibres optiques [Silberhorn01, Glockl03] ou les atomes froids
[JosseO4al®

C.3 Extension aux variables atomiques

On peut étendre ces notions d’intrication aux variables de spin vues dans la partie
B. En effet, considérons deux ensembles atomiques de N atomes a deux niveaux, dont
les spins sont paralleles et polarisés selon z : (J,1) = (Jy2) = J/2 (0 < J < N/2). Les
analogues des opérateurs EPR introduits dans la partie précédente sont J,; — J.o et
Jy1 + Jy2, qui satisfont a

<[Jml - JxQ, Jyl + Jy2]> - i<JZ1 - J22> — 0 (174)

la différence étant que le commutateur entre deux opérateurs de spins n’est plus un
nombre mais un opérateur. L’égalité (1.74) n’est donc vraie qu’en valeur moyenne.
Toutefois, on peut montrer que la violation du critere suivant

A(Jar = Ja2)® + A(Jpn + J2)? < [(Ta)] + [(Jz2)] (1.75)

reste une condition nécessaire pour que les spins 1 et 2 soient intriqués. Les compo-
santes transverses jouent le méme role que les quadratures du champ. Physiquement,
dire que deux ensembles atomiques sont intriqués au sens du critere d’inséparabilité
(1.75) revient a dire que I'on a établi des corrélations entre les spins des différents en-
sembles ainsi qu’a l'intérieur de chaque ensemble. Nous reviendrons plus en détail sur
ce point dans le chapitre 5 lors de I’étude du stockage d’intrication dans des ensembles
atomiques.

C.4 Critere d’inséparabilité généralisé

On trouve dans la litérature différentes formes du critere d’inséparabilité (1.73).
Notons qu’en raison de I'inégalité ab < (a? + b*)/2, le critere d’inséparabilité sous la

5Pour une revue des états non classiques générés dans des milieux x(®), on pourra se reporter a la
référence [Josse05].
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forme somme (1.73) peut s’exprimer sous une forme produit [Giovannetti03]
AXy — Xp)P AY, + V)2 < 4 (1.76)

Ce critere produit, s’il est plus facile a satisfaire que le critére somme, met moins
clairement en évidence le lien avec la réduction de bruit et le caractere bimodal de I'in-
trication. En effet, la valeur du produit (1.76) peut étre rendue arbitrairement petite
en réduisant une seule des deux variances EPR (par exemple avec un champ comprimé
et un champ cohérent), alors que la valeur du critére somme restera dans ce cas bornée
par 1 (par rapport a 2). C’est pourquoi nous utiliserons préférentiellement cette forme
du critere d’inséparabilité dans le manuscript.

D’autre part, il est possible d’écrire une condition suffisante d’inséparabilité pour
un systeme a deux modes méme lorsque les commutateurs des opérateurs ne sont pas
égaux. En effet, supposons que a et b désignent les deux parties d'un systeme composite
telles que

[4;, Bj] = iC, (j = a,b) (1.77)

~

C; pouvant étre un opérateur. Si I'on définit

u = alfll—l—ag/b (178)
by By + by B, (1.79)

Sy
I

les a; et b; étant des réels, alors tout état séparable satisfait & [GiovannettiO3]
Au? + Av? > |ayby |[[(C)] + |agbs|[(C)] (1.80)

Par conséquent, un état ne satisfaisant pas a (1.80) est intriqué. Pour donner un exemple
simple, considérons deux ensembles atomiques comportant respectivement N; et Ny
atomes. Si les deux ensembles sont polarisés selon z, le critere d’intrication pour les
opérateurs Jy1 — Jyo et Jy1 + Jyo s'écrit

Ny + N

A(Jxl — ng)z + A(Jyl + Jy2)2 < 9

(1.81)
Nous étudierons principalement des états symétriques pour lesquels le critere (1.73)
est valable, mais nous utiliserons dans le chapitre 6 la forme généralisée du critere
d’inséparabilité.
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A Etats non classiques avec des atomes froids

L’étude de l'interaction entre un faisceau lumineux et des atomes froids placés dans
une cavité optique a commencé dans le groupe lors du travail de these de Laurent
Hilico [Hilico92a]. Pour une interaction quasi-résonnante, le nuage d’atomes froids de
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césium présente de fortes non linéarités. Dans ces conditions I'interaction de la lumiere
avec le milieu modifie ses propriétés, ce qui a permis entre autres de générer des états
non classiques a partir d’états cohérents ou quasi-classiques. La premiere réduction des
fluctuations quantiques d’'un mode du champ sous le bruit quantique standard a été
observée par Astrid Lambrecht pendant sa these [Lambrecht96] en injectant dans la
cavité un champ de polarisation circulaire. Nous rappelons le principe de la réduction de
bruit avec des atomes froids dans le paragraphe A.1. Une réduction du bruit quantique
a été ensuite observée sur deux modes du champ a la fin de la these de Laurent Vernac
en injectant un champ de polarisation linéaire cette fois dans la cavité [Vernac01b]. Ces
expériences ont été poursuivies et étudiées ensuite en détail par Vincent Josse pendant
sa these soutenue en décembre 2003. J’ai donc participé au début de ma these a ces
expériences qui ont conduit a une réduction de bruit simultanée sur deux modes du
champ, a la génération d’états comprimés en polarisation et d’états intriqués, tels ceux
décrits dans le paragraphe C du chapitre 1. L’ensemble de ces résultats ainsi que leur
interprétation théorique ont été présentés de facon détaillée dans la these de Vincent
Josse [Josse03c]; c’est pourquoi nous n’en rappelons que le principe et les résultats
essentiels dans le paragraphe A.2, les publications relatives a ce travail étant jointes a
la fin de ce manuscript dans 'appendice D.

A.1 Reéduction du bruit quantique d’un mode du champ

A.1.1 Reéduction de bruit par un milieu Kerr passif

I1 est bien connu qu’un milieu non linéaire en cavité peut modifier considérablement
les fluctuations quantiques de la lumiere qui le traverse [Reynaud89]. Si I'on considere
un milieu Kerr passif de longeur L, I'indice de réfraction dépend de l'intensité I du
faisceau qui le traverse

n=mngy—ngl (2.1)

ng représentant l'indice linéaire et my l'indice non linéaire, dont le signe dépend du
milieu. Sil’on considére une cavité sans perte a une seule entrée-sortie, dont le coefficient
de transmission en intensité est T' < 1, la relation entrée-sortie pour le champ s’écrit

out_T/Q_ZgbAm_l_Z’l?DAm

T2+ 1+ (22)
ol
2
v = ?¢ et ¢ = do — Pul (2.3)
avec bo = 2mno L b = 27m2L|Am|2 (2.4)

A A
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Cette relation traduit le fait que le champ subit a chaque aller-retour dans la cavité un
déphasage ¢ non linéaire qui dépend de l'intensité. Le déphasage total pour le champ
réfléchi est amplifié par le facteur de surtension 2/T de la cavité. Les formules (2.2-
2.4) montrent que le déphasage se traduit par une rotation dans le repere de Fresnel
qui dépend de l'intensité. Si le champ incident est dans un état cohérent, le disque
de fluctuations est transformé de maniere anisotrope en une ellipse (Fig. 2.1). L’aire

Y

Aout

An

> X

Fi1G. 2.1 — Réduction de bruit par un milieu Kerr idéal.

des fluctutations étant conservée en l'absence de pertes, le champ sortant est alors
comprimé. La réduction de bruit est d’autant plus importante que la non linéarité du
milieu ¢, est grande. L’avantage d’utiliser une cavité est que la non linéarité du milieu
est amplifiée par le facteur de surtension de la cavité. Toutefois, dans des milieux réels,
les phénomenes d’absorption limitent nécessairement la réduction de bruit. Nous allons
voir dans le paragraphe suivant qu’un milieu atomique excité proche de résonance peut
se comporter comme un milieu Kerr.

A.1.2 Réduction de bruit avec des atomes froids

Si 'on considere l'interaction d’'un champ de fréquence wy avec N atomes a deux
niveaux, la transition atomique est caractérisée par une énergie wy, un dipodle d et un
taux de relaxation de la cohérence optique di a I’émission spontanée . Le déphasage
¢ vu par le champ lors de la traversée du milieu s’écrit simplement [Cohen96a]

1

— Ng? - 2.5
¢ gA2+721+3 (25)
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ou g = d&/h est la constante de couplage atomes-champ et s est la parametre de
saturation
I 1 V2 h?

= —-— t Isa =
S ]Sat 11 (A/’y)2 € t €oC pE

(2.6)

[Isat = 1.05 mW /cm? pour la transition du césium étudiée]. Dans la limite ol la satu-
ration est faible (s < 1), le milieu se comporte en premiere approximation comme un
milieu Kerr

¢~ ¢ — O (2.7)

avec

¢ R S (2.8)

= Ng>*——
0 gA2+’72

Cependant, on doit également tenir compte de ’absorption subie par le champ

2 7 1 2 7

A=N R TN (29)
On voit que la non linéarité décroit tres vite avec le désaccord (o 1/A3), alors que
I’absorption varie comme 1/A% On doit faire un compromis entre ’absorption et la
non linéarité. Or, ce compromis varie rapidement avec le désaccord et il est impossible
a réaliser sur tout le profil Doppler dans une vapeur a température ambiante. Il est
donc nécessaire de s’affranchir de ’élargissement inhomogene di a ’effet Doppler. Pour
éliminer cet effet, on peut soit utiliser des jets atomiques dans une direction perpendi-
culaire a la direction de propagation du champ [Raizen87, Hope92], soit utiliser un gaz
d’atomes froids comme cela a été fait dans le groupe d’optique quantique.

L’expérience réalisée dans le groupe est basée sur 'utilisation d’atomes froids de
césium, piégés dans un piege magnéto-optique selon le modele développé par Delphine
Grison [Grison92], et placés dans une cavité optique de maniére a augmenter l'inter-
action avec le champ. Les atomes étant refroidis a des températures de 1'ordre du
millikelvin, I’élargissement Doppler est négligeable devant la largeur homogene, et le
temps d’interaction des atomes avec le faisceau est de quelques millisecondes, donc
beaucoup plus long qu’avec un jet. Par rapport a une vapeur, on perd sur le nombre
d’atomes (typiquement quelques millions), ¢’est pourquoi on utilise une cavité Fabry-
Pérot afin de recycler la lumiere et d’augmenter l'interaction avec les atomes.

Le césium possede deux niveaux hyperfins F' = 3 et F' = 4 dans le fondamental,
ce qui représente un systeme compliqué a 16 sous niveaux Zeeman et, en général,
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le césium ne se comporte pas comme un atome a deux niveaux. Cependant, lorsque
le champ incident est polarisé circulairement et proche de résonance avec la transition
6512 F'=4 — 6P3), I’ =5 delaraie Dy & 852 nm, les atomes sont pompés dans le sous
niveau Zeeman mp = +4. Dans ce cas, le champ n’interagit plus qu’avec la transition
fermée 6512 F = 4,mp = +4 — 6P35 F' = 5, mpy = +5 (voir Fig. 2.2). On peut
alors considérer le systeme atomique comme un milieu a deux niveaux, pour lequel une
saturation de la transition produit un effet Kerr sur le champ. Le fait que I'interaction
ait lieu en cavité conduit également a des phénomenes de type bistabilité; en effet,
I'indice du milieu changeant, la longueur effective de la cavité change avec l'intensité
du champ. Pour une intensité incidente et un nombre d’atomes suffisants, les pics de
résonance de la cavité sont déformés et plusieurs valeurs de I'intensité intracavité sont
possibles pour une méme valeur de I'intensité incidente [Gibbs76]. Dans ces conditions,
il a été prédit que de fortes réductions de bruit peuvent étre ainsi obtenues au voisinage
des points tournants de la courbe de bistabilité [Reid88, Reynaud89, Hilico92b|. Dans

(a) (b) m=-5 m=+5
A4 Am Atomes froids F=5
de Césium A
Etat — H \‘\ .
cohérent Raie D,
@ 852nm A
Aout Polarlsatlon *
+ circulaire
Tm=a T
m= m=
Etat comprimé

Fic. 2.2 — Principe de l'expérience de réduction du bruit quantique d’un mode de
polarisation circulaire du champ avec des atomes froids de césium.

les expériences réalisées dans le groupe, la cavité utilisée possede un coefficient de
transmission en intensité 7" = 0.1 et une longueur de 25 cm. Le waist du mode de la
cavité est wy = 260 um, ce qui donne une section transverse du faisceau S = w2 /2 =
0.1 mm?. La constante de couplage atomes-champ vaut dans ces conditions

92 3)\2
% = R% = 4.24 Hz avec Y= (271') 2.6 MHz (210)

Afin de faire un bon compromis entre absorption et non linéarité, le désaccord atomique
valait A ~ 45 MHz ~ 17 ~ [Lambrecht96, Khoury98|. Le nombre d’atomes était de
I'ordre de 10° — 107. Les valeurs de ’absorption et des déphasages linéaire et non
linéaire (normalisés a la demi-largeur de la cavité 7'/2) s’expriment en fonction de la
coopérativité

=92 (2.11)
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et valent alors

2¢°N v 2 Y\ 1 72
—gbo S =204, 70 = 2C <Z> [ooet A=20 <K) (2.12)

Pour N = 5 x 10% atomes, une puissance incidente de I'ordre de 10 #W et une coopé-
rativité C' ~ 80, un ordre de grandeur pour ces parametres est A ~ 0.55, %(ﬁo ~ 10,
%gbnl ~ 2.

Une réduction de bruit d’environ 20% a été observée en régime continu a la sortie
de la cavité, en présence des faisceaux picges, et 40% en régime transitoire lorsqu’on
supprime les faisceaux pieges. En effet, ceux-ci génerent un exces de bruit en raison
de la fluorescence émise dans le mode de la cavité [Lambrecht96, Khoury98]. Nous
avons également remarqué une amélioration nette de la réduction de bruit dans les
expériences que nous allons décrire dans le paragraphe suivant lorsque la mesure est
effectuée en coupant les faisceaux pieges. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre
4 lors de la discussion sur I'implémentation d’une mémoire quantique dans le césium.

A.2 Reéduction de bruit de deux modes et faisceaux EPR

a b _ a
( ) BS . Atomes froids ( ) m=5 m=s F=5
(R=0.9) A de Césium A
l;;tat t Raie D,
coherent Aln @ 852nmA A
Aot At Polartsatwn ) -
linéaire - =4
Am =0 m=-4 m=+4
Deux modes
comprimés

Fic. 2.3 — Principe de [’expérience avec une polarisation incidente linéaire : deux
modes du champ interviennent dans ['interaction.

Laurent Vernac a étudié la situation dans laquelle le champ incident sur la cavité est
polarisé linéairement (Fig. 2.3). Ce changement, mineur en apparence, change comple-
tement la physique du systeme étudié. En effet, les atomes ne se comporte plus comme
un systeme a deux niveaux; a l’état stationnaire, tous les sous-niveaux Zeeman de la
transition F' = 4 — F’ = 5 sont peuplés et, chose essentielle, deur modes du champs
sont impliqués. On observe alors des instabilités de polarisation lorsqu’on balaie la lon-
gueur de la cavité : la polarisation intracavité, de linéaire, peut devenir circulaire. La
cause de ce phénomene de bascule de polarisation est la rotation auto-induite ou self
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rotation induite par les atomes sur le champ qui le traverse. D’autre part, a la sortie
de la cavité, on mesure une réduction de bruit sous le bruit quantique standard sur les
deux modes de polarisations linéaires : le mode correspondant au champ moyen (),
et le mode vide de polarisation orthogonale (y). Vincent Josse a montré pendant sa
these que la réduction de bruit sur le mode vide orthogonal s’interprete comme une
réduction des fluctuations quantiques de polarisation du faisceau. D’autre part, cette
compression de bruit simultanée sur deux modes de polarisation orthogonale est en
fait équivalente a de l'intrication quantique entre deux modes orthogonaux du faisceau
sortant de la cavité. En effet, nous avons montré que les modes de polarisation linéaire
a +45° des polarisations horizontale et verticale présentent des corrélations de type
EPR a la sortie de la cavité.

A.2.1 Bascule de polarisation

On peut modéliser de maniere satisfaisante l'interaction avec les atomes sur la
transition ¥ = 4 — F’ = 5 en décomposant le champ polarisé linéairement A, en
ses deux composantes A, et A_ polarisées circulairement, qui interagissent avec des
atomes a quatre niveaux en X (Fig. 2.4). Dans le cadre de ce modele simplifié, on peut

Fic. 2./ — Modeéle a quatre niveauzr en X.

interpréter de maniere simple les instabilités de la polarisation intracavité. Une bascule
de polarisation, prédite depuis des années [Walls80, Kitano81, Savage82, Giacobino85]
et observée pour la premiere fois dans des vapeurs de sodium [Cecchi82], est liée aux
processus de pompage optique qui modifient la répartition des atomes dans les sous-
niveaux du fondamental et induisent une biréfringence circulaire. Celle-ci entraine une
rotation de la polarisation du faisceau lorsqu’il traverse le milieu atomique, d’o le terme
de self-rotation [Rochester01]. Si la polarisation est parfaitement linéaire, la rotation,
qui est proportionnelle a J, - la différence de populations entre les niveaux 1 et 2 - est
nulle en moyenne, mais possede des fluctuations proportionnelles aux fluctuations du
mode vide. Ces fluctuations de rotation se traduisent par un terme de gain pour les



40

Chapitre 2. Génération d’états non classiques de la lumiere

fluctuations du mode vide orthogonal (Fig. 2.5). Lorsque ce phénomene a lieu dans une

-
-
-
-
-

SA,

/
k———===>
h

\}
\}
[
1
1
[}
[
1
1
[}
\}
1
\)
[}
\}
1
[
\)
\}
[
[
1
)
_2\
1
o2
M)
T _ =

Fic. 2.5 — Self-rotation induite par les fluctuations de la différence de population
dans le fondamental §.J,.

cavité, on a un effet de seuil : des que le gain induit par la biréfringence circulaire devient
supérieur aux pertes pour le mode vide, celui-ci se met a osciller. La polarisation de
linéaire, devient circulaire. Les figures 2.6(a) et (b) représentent les courbes de bascule
de polarisation observées lorsqu’on balaie la cavité autour d’une de ses résonances. La
courbe (a) correspond a une analyse en polarisation linéaire du faisceau transmis par
la cavité, la courbe (b) a une analyse en polarisation circulaire. Lorsqu’on balaie la
longueur de la cavité (Fig. 2.5(a)), l'intensité intracavité du mode x commence par
augmenter, avant de chuter brusquement au point de bascule de polarisation A. Une
intensité non nulle apparait sur le mode y. La polarisation devient alors circulaire. En
effet, comme on peut le voir sur la figure 2.6(b), lorsqu’on procede & une analyse en
polarisation circulaire, les composantes o, et o_ possede approximativement la méme

intensité avant la bascule, alors que seule I'une d’elle est prédominante apres. Une étude

6
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Fic. 2.6 — Bascule de polarisation :

analyse en polarisation de la transmission de

la cavité, lorsque on balaie sa longueur. (a) Analyse en polarisation linéaire (b)
Analyse en polarisation circulaire.

détaillée de ces résultats et de leur interprétation théorique se trouve dans la these de

100
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Vincent Josse [Josse03c]'. Nous rencontrerons aussi un phénomeéne de multistabilité

dans la section B, dans laquelle la rotation auto induite est due a un effet de cohérence
atomique.

A.2.2 Reéduction de bruit pour deux modes du champ

Bruit normalisé Bruit normalisé
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F1G. 2.7 — Bruit quantique ¢ 5 MHz du champ moyen 1(a) et du mode vide or-
thogonal (déphasé de w/2) 1(b) en fonction de la phase de ['oscillateur local. On a
également représenté le bruit quantique dans les mémes conditions des modes o4
[courbes 2(a), 2(b)] et des modes a £45° [courbes 3(a), 3(b)]. Les modes a +45°,
qui sont les modes intriqués, présentent un exces de bruit.

LOn pourra également se reporter aux références jointes dans 'appendice D.
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Nous avons observé de la réduction de bruit sur les champs sortants de la cavité (a la
fois sur le champ moyen et sur le mode vide orthogonal) pour certaines valeurs des pa-
rametres d’interaction (désaccord de la cavité, fréquence d’analyse, intensité incidente,
puissance des faisceaux pieges, etc.). On a représenté sur la figure 2.7 les spectres de
bruit des champs sortants pour différentes polarisations et pour une fréquence d’ana-
lyse de 5 MHz. Lorsque la mesure est effectuée en coupant les faisceaux pieges, nous
avons observé jusqu’a 15% de réduction sur le mode vide et environ 5% sur le champ
moyen [Josse03a].

Pour cette valeur élevée de la fréquence d’analyse, 1'origine physique de cette ré-
duction de bruit est l'effet Kerr induit par saturation de la transition optique, effet
Kerr direct sur le champ moyen, et effet Kerr croisé pour le mode vide orthogonal
[Josse03a, Josse03b]. En effet, pour des fréquences d’analyse grandes devant le taux
de relaxation du dipole optique, le systeme en X devient équivalent a deux systemes
a deux niveaux indépendants interagissant chacun avec une composante circulaire du
champ (Fig. 2.8). Dans ce cas, saturer les deux transitions 1 — 4 et 2 — 3 permet
de réduire les fluctuations quantiques des modes o, et o_. C’est effectivement ce que
'on observe expérimentalement (voir courbes 2(a) et 2(b) de la figure 2.7). Cette ré-
duction de bruit, qui se produit pour la méme quadrature pour les ondes polarisées o
et o_, conduit a une réduction de bruit pour des quadratures orthogonales des champs
polarisés linéairement (voir courbes 1(a) et 1(b)).

AKX A w>>y A A,

2 —]

Corrélations par pompage optique Transitions indépendantes

Fic. 2.8 — Systéme équivalent a “haute fréquence”.

A.2.3 Faisceaux intriqués

Comme nous I’avons mentionné dans 'introduction, générer de la réduction de bruit
sur deux modes de polarisations orthogonales signifie que certains modes de polarisation
sont intriqués au sens du critére d’inséparabilité (1.73). Physiquement, cela signifie
qu’il existe des corrélations quantiques entre les quadratures de certains modes de
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F1a. 2.9 - Valeur du critére d’inséparabilité T, 45 —45(0) quand la phase 6 est variée,
dans les mémes conditions que la figure 2.7 : les modes a £45° sont intriqués lorsque

I+457_45 (0) < 2.

polarisation orthogonale en sortie de la cavité. Une méthode générale pour trouver les
modes intriqués a été développée par Vincent Josse pendant sa these [Josse04b]. Nous
utiliserons cette méthode a différents endroits du manuscript. L’idée principale est
que, par analogie avec le mélange de faisceaux comprimés indépendants sur une lame
séparatrice (voir la figure 1.7 du chapitre 1), les modes les plus intriqués par le systeme
s’obtiennent comme combinaison linéaire de modes comprimés u et v “incorrélés” au
sens de (1.73) [Josse04b]. Pour des fréquences d’analyses élevées, ces modes u et v
peuvent s’assimiler aux modes polarisés circulairement A, et A_, qui sont incorrélés
et comprimés sur la méme quadrature. Les modes intriqués sont alors les combinaisons
(AyFiA,)/V2 o (A, +A,) /2, c'est-a-dire les modes polarisés linéairement & +45° des
modes x et y. Leur degré d’intrication est précisemment égal a la somme des réductions
de bruit sur les modes x et y. En effet, pour ces modes

Asgs = (As £ A,)/V2 (2.13)

le critere d’inséparabilité s’écrit comme la somme des bruits de quadratures orthogo-
nales des modes x et y

Tosss0) = 3 [A (X~ Xo)(0) + A (Ve + Voi)®)]  (214)
= AXZ(0)+AY(0) (2.15)

Dans ce cas, on a vérifié expérimentalement que les modes x et iy étaient comprimés
pour la méme quadrature f,,; on a donc Z 45 —45(0s,) < 2 : les modes & +45° sont
bien intriqués®. Une courbe typique de 'intrication mesurée entre les modes a £45° est

20n peut méme montrer que ces modes sont les modes les plus intriqués, c’est-a-dire ceux pour
lesquels la valeur du critére d’inséparabilité est la plus faible [Josse03c].
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représentée sur la figure 2.9.

On peut donc générer des états non classiques du champ (états comprimés, états
comprimés en polarisation®, états intriqués, etc.) grace a l'interaction avec des atomes
froids en cavité.

A.3 Génération de vide comprimé dans des vapeurs atomiques
a température ambiante ?

Les états de type “vide comprimé”, comme ceux générés dans les expériences pré-
cédentes, sont tres intéressants pour l'information et la communication quantique. A
partir d'un vide comprimé, on peut produire de maniere contrélée de nombreux états
non classiques du champ (en mélangeant par exemple le vide comprimé avec un fais-
ceau cohérent sur une lame séparatrice). Nous verrons également dans les chapitres
4, 5 et 6, que des vides comprimés peuvent étre utilisés efficacement dans des pro-
cessus de transfert quantique dans lesquels sont impliqués des champs. Pour cette
raison, un grand intérét concerne la production de vide comprimé. Si le processus le
plus efficace actuellement est 'amplification paramétrique d’ordre deux (OPA ou OPO
sous le seuil), d’autres méthodes sont possibles. En particulier, plusieurs réalisations
se basent sur le phénomene de self rotation que nous avons rencontré au paragraphe
précédent dans les atomes froids, pour générer du vide comprimé dans des fibres op-
tiques [Boivin96, Margalit98, Silberhorn01, Glockl03]. L’effet Kerr croisé induit par le
champ moyen dans les fibres optiques conduit a des réductions de bruit importantes
(de l'ordre de 60% [Bergman91]). S’inspirant de cet effet, Mastsko et al. ont proposé
d’utiliser la self rotation dans une vapeur atomique pour générer du vide comprimé
[Matsko02, Novikova02]. Ries et al. ont récemment observé de la réduction de bruit sur
le mode vide orthogonal d’un champ polarisé linéairement ayant traversé une cellule
de rubidium [Ries03]. Les taux de réduction de bruit obtenus étant du méme ordre de
grandeur (environ 20%) que dans les atomes froids et le dispositif expérimental étant
beaucoup plus simple, nous avons tenté de reproduire ces résultats, dans une vapeur
de césium dans un premier temps, puis dans une vapeur de rubidium dans un second
temps. Malgré une exploration d'une grande partie de 1’espace des parametres et des
conditions voisines de [Ries03], nous n’avons observé aucune réduction de bruit sur le

30n peut également montrer que la réduction de bruit sur le mode vide orthogonal est équivalente
a comprimer les fluctutations quantiques d’un des parametres de Stokes qui décrivent I’état quantique
de polarisation du faisceau. Nous avons montré lors de la these de Vincent Josse, que 'on pouvait
mesurer et caractériser de tels états. Pour une discussion plus approfondie on pourra se reporter a
I’appendice D. Nous reviendrons également sur I'utilité des états comprimés en polarisation et sur le
formalisme des opérateurs de Stokes dans le chapitre 4 concernant les mémoires quantiques atomiques.
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mode vide orthogonal, que ce soit dans le césium ou le rubidium. Des résultats ana-
logues ont été obtenus de maniere indépendante par le groupe de Ping Koy Lam a
Canberra. Un phénomene important a prendre en compte dans les vapeurs est I'exces
de bruit ajouté sur le mode vide orthogonal par les processus de pompage optique res-
ponsables de la self rotation, qui détruit la réduction de bruit que 'on pourrait espérer
obtenir par effet Kerr croisé. Ces résultats “négatifs” feront 'objet d’une publication
commune avec le groupe de Canberra [Hsu05].

B Génération d’états non classiques et effets de co-

hérence atomique

Dans cette section on s’intéresse a la génération d’états non classiques du rayon-
nement par l'intermédiaire d’effets de cohérence dans un milieu atomique en cavité.
Dans la section B.1 nous commencons par développer le formalisme de 1’étude du bruit
quantique du champ dans un systeme atomes-champ en cavité. Cette théorie nous sera
utile non seulement dans ce chapitre pour les variables de champ, mais également dans
les chapitres suivants, dans lesquels 'accent sera plutot mis sur les variables atomiques.

B.1 Théorie entrée-sortie pour l’interaction atomes-champs
en cavité

F1G. 2.10 — Structure des niveaux d’énergie dans un systéme en A.

Considérons un ensemble de NV atomes a trois niveaux en “A” (Fig. 2.10). Ces atomes
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interagissent dans une cavité en anneau a une seule entrée-sortie avec deux modes du
champ, A; et A,. Chaque champ incident sur la cavité peut étre considéré comme la
superposition d'un champ moyen et de fluctuations. Les atomes interagissent principa-
lement avec le mode de la cavité couplé au champ incident, mais également avec tous
les autres modes, supposés vides et généralement appelés modes latéraux. Pour établir
les équations d’évolution des observables du systeme atomes-champs, nous allons nous
baser sur la théorie entrée-sortie développée dans la these de Laurent Hilico [Hilico92b].
Nous commencons par établir les équations d’évolution du champ intracavité dans le
cas d'une cavité vide, puis en présence d’atomes. Nous linéarisons ensuite le systeme
d’équations obtenu autour de ’état stationnaire afin d’en déduire les spectres de bruit
des observables, en particulier celui des champs sortants.

B.1.1 Champ quantique dans une cavité vide

froids

Fi1G. 2.11 — Cavité a une entrée-sortie.

Considérons pour commencer le cas ou les atomes n’interagissent en cavité qu’avec
un seul mode A, cas représenté sur la figure 2.11 : A™ et A°“ sont respectivement les
champs incident et sortant, A’ représente la valeur du champ apres un tour de cavité. Le
miroir de couplage que I’on suppose sans pertes possede un coefficient de transmission
en intensité T = t2 < 1, de telle sorte que le coefficient de reflexion en amplitude
r=+1-—"1T vaut

r~1-T/2 (2.16)

En raison de la conservation de I’énergie au niveau du miroir, on peut écrire des relations
unitaires entre les champs

Alt) = t A™(t) +1 A'(t) (2.17)
A%t = t A(t) —1 A™(t) (2.18)
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La premiere relation signifie qu’a l'instant ¢, le champ intracavité est la somme du
champ incident au méme instant A™(¢) et du champ intracavité qui a effectué un tour
de cavité A’(t). La seconde exprime le fait que le champ sortant résulte de I'interférence
entre le champ incident et le champ intracavité transmis par le miroir. Si I'on note
7 = L/c le temps de parcours de la cavité et ¢ = w7 le déphasage subi par le champ
sur un tour, I’égalité a tout instant entre le champ E’(t) qui a effectué un tour dans
la cavité et le champ F(t — 7) qui est entré a 'instant ¢t — 7 entraine ’égalité suivante
pour les opérateurs enveloppe

A(t) = A(t — 7)™ (2.19)

On désigne par w, la fréquence propre de la cavité la plus proche de la fréquence du
champ w;. Comme w.7 est un multiple de 27, on peut écrire que le déphasage ¢ du
champ est égal au désaccord de la cavité avec le champ A, = w. — wy, multiplié par le
temps de parcours de la cavité 7

(b = (wL - wc)T = _ACT (220)
Pres de résonance (|¢| < 1), les relations (2.16), (2.17) et (2.19) conduisent a
At) — At —7) =t A™(t) + [(1 = T/2)(1 +i¢) — 1] A(t — 7) (2.21)

Si I'on suppose faibles les variations de ’enveloppe pendant un temps 7, on obtient en
ne gardant que les termes d’ordre 1 en ¢ et T

%A(t) = —(k+1iA)A(t) + \/?Am(t) (2.22)
ol le taux de décroissance du champ intracavité x est égal a
k=T/(2T) (2.23)
Le champ sortant est alors relié au champ intracavité et au champ incident par
A% () = VTA(t) — A™(t) (2.24)

On peut décomposer les champs comme la somme d'un champ moyen et de fluctuations

Alt) = (A() +SA(t) (2.25)
APt = (A1) + SA™(1) (2.26)
A®(E) = (AP(E)) + SA(t) (2.27)

D’apres la relation (2.22) précédente, le champ moyen intracavité vaut

Ay =y 2L (229)
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Les fluctuations quantiques 0 A(w) du champ intracavité dans l'espace des fréquences,
obtenues par linéarisation de (2.22) et transformée de Fourier, sont égales a

12K 1 in

Compte tenu du commutateur du champ incident (1.30), le commutateur du champ
intracavité vaut

2R 21 6(w + ')

T T (k4 A —iw)(k — i+ iw)

[6A(w), 6AT (W] (2.30)

Par transformée de Fourier inverse on obtient le commutateur en temps des opérateurs
enveloppe A(t) et Af(t')

. 2k 1 efiw(tft’) efn\tft’\
[A(t), A'(¢)] = 7%/dw%z B Es (2.31)
Remarquons que le commutateur a temps égaux vaut 1/7, ce qui nous servira dans la
suite pour établir I’équation d’évolution du champ intracavité en présence des atomes.
Notons également que la matrice de variance du champ intracavité dans une cavité
vide est proportionnelle a la matrice de variance du champ incident définie dans le
paragraphe (1.32) du chapitre 1

2K 1 [
T K2+ (A, —w)?

Cela signifie que le spectre de bruit des quadratures du champ intracavité se déduit

V()] = VW) (2.32)

du spectre de bruit du champ incident en multipliant celui-ci par une lorentzienne de
demi-largeur k et centrée en A.. On voit que méme si le champ incident est dans un
état cohérent - ce qui correspond a un spectre de bruit blanc, le spectre de bruit du
champ intracavité dépend de la fréquence d’analyse.

B.1.2 Equations d’évolution du syteme atomes-champs

Pour décrire 'interaction des champs avec notre ensemble d’atomes a trois niveaux,
on utilise les opérateurs collectifs introduits dans le paragraphe B.2. Pour le systeme
en A considéré, ceux-ci sont au nombre de neuf :

— les composantes des dipoles optiques dans le référentiel tournant a la fréquence

du laser correspondant

N N

Pi(t) = ™" "1):(3);, Pi(t)f = ety " 13),(1); (2.33)
=1 =1
N N

Py(t) = e Z 12)i (3]s, Py(t)T = 2> " 13),(2; (2.34)
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— les composantes du dipole associé a la cohérence entre les deux niveaux fonda-
mentaux

N N
Pi(t) = et S )1, Pl = e et S el (2.39)
=1 =1

— et enfin, les populations des trois niveaux

N N N

() =Y [1):(1]; L(t) = [2):i(2]: 3(t) = Y _I3):(3]:  (2.36)

=1 =1 i=1

Les atomes sont couplés aux champs par un hamiltonien dipolaire électrique

H(t) =~ Y Di()E(1) (2.37)

=12
avec
Eit) = &, (Aj(t)e—iwﬂuA;(t)eiwjt) (2.38)
Dit) = d (e—iwﬂpj(t)+ewjtpj(t)> (2.39)

(7 =1,2), d; étant donné par la valeur de I’élément de la matrice de I’hamiltonien dipo-
laire pour la transition considérée. En pratique, les champs sont quasiment résonnants
avec les transitions atomiques. On peut alors faire 'approximation de I'onde tournante
qui consiste a ne considérer dans le hamiltonien (2.37) que les termes évoluant lente-
ment. Dans cette approximation, le hamiltonien d’interaction s’écrit

H(t) = =0 Y g; (40P} (1) + A1) Py(1)) (2.40)

j=1,2
ol les constantes de couplage atomes-champs ¢;* sont données par

g = B (2.41)
On doit ajouter a ce couplage hamiltonien les termes de dissipation. Pour les variables
atomiques, I’émission spontanée induit un taux de relaxation + pour les dipodles op-
tiques, 2y pour les populations. On considere que la cavité modifie tres peu le couplage
avec les modes latéraux, de telle sorte que 'on peut prendre comme valeur pour le
taux d’émission spontanée dans la cavité celle correspondant a des atomes dans l'es-

pace libre. Pour des atomes froids, les effets de relaxation par collision sont en principe

4avec la définition (1.20) choisie pour &y, la constante de couplage est homogene 4 la racine carrée
d’une fréquence.
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négligeables. Néanmoins, la cohérence dans le fondamental n’a pas une durée de vie
infinie. En effet, les atomes ne sont pas parfaitement immobiles et ne restent qu’un
temps fini dans la zone d’interaction avec le faisceau. On prend en compte ce pro-
cessus en introduisant dans la théorie un taux de relaxation vy pour les observables
du fondamental. Dans une expérience typique avec des atomes froids, ce taux est de
I'ordre du kHz. Les équations d’évolution atomiques s’obtiennent en ajoutant les diffé-
rentes contributions, hamiltoniennes et non hamiltoniennes. L’évolution de I’ensemble
du systeme atomes-champs est finalement régi par les équations d’Heisenberg-Langevin
suivantes

I, = ig AP, —igi APl +~I05 — vl + Ay + Fyy (2.42)
I, = igyAlPy —igAyP) +~Il5 — oIly + Ay + Fyy (2.43)
II; = —(igiAlP —igiA\P)) — (igoALPy — ige Ao P)) — 29115 + Fyy  (2.44)
P = —(y+iA)P +igiAj(Ily — II3) + igy Ay P + Fis (2.45)
Py = —(y4i0y)Py +igyAy(Ily — II3) + ig1 A P + Fis (2.46)
b = —(9—i0)P +igiAlPy —igo Ay Pl + Fy (2.47)

ou

— 7o représente le taux de relaxation des observables du fondamental®,

A1 et Ay sont des termes de repeuplement qui assurent que le nombre d’atomes
en l’absence de champs soit constant®,

— A; = w3 —w; (1 =1,2) sont les désaccords & un photon,

— 0 =A; — Ay est le désaccord a deux photons

— les forces de Langevin sont des opérateurs de valeur moyenne nulle et dont les
fonctions de corrélation temporelle sont assimilées a des distributions de Dirac.
La valeur de ces fonctions peut étre calculée a partir du théoreme de régression
quantique, et ne dépend que des valeurs stationnaires des observables a un corps
et des taux de relaxation et de peuplement (voir appendice A).

En présence des atomes, les équations d’évolution des champs A; sont modifiées
car ceux-ci sont couplés aux dipoles optiques P; par I’hamiltonien dipolaire électrique
(2.37). En utilisant la valeur du commutateur [A(t), Af(t)] = 1/7 [voir (2.31)], on
montre que 'effet du couplage se traduit par un terme en %PJ dans ’équation d’évo-

°0On a négligé vo devant v dans le taux de relaxation des cohérences optiques.
Sce qui implique en particulier que A; + Ay = Ny
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lution du champ intracavité

. /2 .

Al = —(HL + ?;Ad)Al + Zgl P1 -+ ;Alln (248)
. 2 )

Ay = —(k+ilAg)Ar + @PQ + 4/ ;Aén (2.49)

ot Ayj = wj —w, (j = 1,2) sont les désaccords entre les fréquences des champs et la
fréquence du mode de la cavité.

L’ensemble des équations (2.42-2.49) constitue un systeme d’équations différentielles
non linéaires qui contient toute 'information sur le systeme atomes-champs. Ce sys-
teme n’est en général pas soluble exactement. Pour étudier les fluctuations quantiques
du systeme atomes-champs, on linéarise le systeme d’équations autour de son état
stationnaire, ce qui est justifié lorsque les fluctuations sont petites devant les valeurs
moyennes.

B.1.3 Etat stationnaire

On s’intéresse donc aux fluctuations des observables autour de leurs valeurs moyennes
lorsque le systeme est dans son état stationnaire. Pour cela, on décompose une obser-
vable £(t) comme la somme de sa valeur moyenne et d’un opérateur de fluctuations

§(t) = (&) +0¢(t) (2.50)

Les valeurs moyennes atomiques dans ’état stationnaire s’obtiennent en résolvant le
systeme suivant

= —(y+iA)(Pr) + 191 (A1) (I — I3) + dga(A)(F)" (2.51)
= —(v+il2)(P) +iga(A2) (Il — Il3) +igi (A1) (F) (2.52)
= —(y0 —10){(F) +Z91(A1>*<P2> iga{Aa)(P1)" (2.53)

ig1(A1)"(P1) — igi (A (P1)" — o () + (1) + Ay (2.54)
= 1g2(A2)"(P2) — Z92<A2><1D2>* Yo{Il2) +v(I3) + Az (2.55)
= ig1(A1)"(P1) —igi (A1) (P1)" + ig2(A2)" (P2) — iga(A2)(P2)" + 2(I13)(2.56)

o o o o o o
I

Les valeurs stationnaires atomiques dépendent donc des taux de relaxation, des termes
de repeuplement, des désaccords et des valeurs moyennes des champs intracavités
(A1) et (As). Ces valeurs moyennes sont elles-mémes reliées aux valeurs moyennes
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des champs incidents par les relations

0 = —<n+zAd><A1>+z'%<P1>+\/?A% (2.57)

0 = —(n+iA02)<A2>+i%<P2>+\/?@4% (2.58)

Pour calculer les valeurs stationnaires des variables atomiques a partir de (2.51-2.56),
on considere les valeurs moyennes (A;), (As) comme des parametres ajustables au
meme titre que les divers désaccords, taux de relaxation et de repeuplement, etc.

B.1.4 Linéarisation et stabilité du point de fonctionnement

Les parametres ajustables étant fixés, on calcule les valeurs stationnaires a 'aide
des équations précédentes. Nous linéarisons les équations d’évolution (2.42-2.49) et
étudions I’évolution de petits écarts autour du point de fonctionnement. On note [6&(¢)]
le vecteur des fluctuations du systeme

66(t)] = |64y, 0A1, 645, 6A8 6Py, 6P} 6Py, 6P), 6P, 6P, 011, 011,,0115)  (2.59)

qui obéit a I'équation matricielle suivante

%wg(t)] = —[Busl| € (1)) + [ Fe(2)] (2.60)

ou [Bys] est la matrice d’évolution 13 x 13

_ [Bch/ch] [Bch/at]
[Bis] = ([Bat/ch] [Bat/at]) (2.61)

composée de quatre blocs

K+ 1Aq 0 0 0
0 I{—iAcl 0 0
Bc ch|] — .
[Benyen] 0 0 k+ile 0
0 0 0 K — 1\
—ig1/T 0 0 0 00000
0 ig1/T 0 0 0 0 0O0@DO
[Bch/at]: 0 0 s
ig/T 0 00000
0 0 0 iga/T 0 0 0 0 O
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—ig (I — II3) 0 —iga(F;)”" 0
0 igy (IT; — Il3) 0 ig2(P,)
—igo(Ily — Il3) 0 —ig1(P,) 0
0 iga(Ily — I3) 0 ig1(F)"
[Bat/en] = 0 —ig1(Py) iga(Pr)” 0
ig1(Ps)* 0 0 —igo(Py)
ig1(P)* —ig1{Pp)* 0 0
0 0 ig2(Po)*  —iga(Py)
—igi ()" igi(P)  —ige(P)” ig2(P)

et [Bat/at], donné par

v 4 iAy 0 0 0 0 —ig2(A2)  —ig1(A1) 0 ig1 (A1)
0 v — il 0 0 iga(Az)* 0 ig1 (A1) 0 —ig1(A1)*
0 0 v+ iAg 0 —ig1 (A1) 0 0 —iga(A2)  ig2(A2)
0 0 0 v — A2 0 ig1 (A1)* 0 iga(A2)*  —iga(A2)*
0 ig2(A2)  —igi1(A1)* 0 Yo — 6 0 0 0 0
77;92 <A2> 0 0 igl <A1> 0 Yo + 70 0 0 0
—ig1{A1)*  ig1(A1) 0 0 0 0 Yo 0 -y
0 0 —ig2(A2)*  ig2(A2) 0 0 0 Y0 —
igi(A1)*  —g1(A1)  ig2(A2)*  iga(A2) 0 0 0 0 2v

Le vecteur |F¢(t)] est constitué des forces de Langevin associées aux observables ordon-
nées comme dans (2.59)

|F§<t>] = |ana FlznT7 F2’in7 FZZnT7 F137 F31; F237 F327 F217 F12) Flla F227 F33] (262>

avec Fi" = \/2;’*5%1;1” (1=1,2).

La valeur de la matrice [Bi3] est entierement déterminée si 'on fixe la valeur de
tous les parametres ajustables : nombre d’atomes, désaccords atomiques, désaccords
des champs, taux de relaxation et de peuplement, ainsi que les amplitudes des champs
intracavités.

Dans un premier temps, avant de résoudre 1'équation (2.60), il faut s’assurer que
le point de fonctionnement est stable; pour cela, il faut étudier I’évolution des écarts
“classiques”™ aux valeurs stationnaires; AE(t) = £(t) — (£), qui obéissent &

SIAE®] = - [Bisllag() (2.63)

Les solutions de cette équation matricielle sont des combinaisons linéaires d’exponen-

-\t

tielles e™%* ou les \; sont les valeurs propres de la matrice d’évolution. Si ces valeurs

propres possédent toutes une partie réelle positive®, alors le point de fonctionnement

“que I'on désigne par A¢ par opposition aux opérateurs de fluctuations €.

8Comme on a supposé la population totale constante, les 13 équations d’évolution ne sont pas
indépendantes. [Bi3] posséde toujours une valeur propre nulle, ce qui permet en fait de restreindre
I’étude a un espace a douze dimensions.
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considéré est stable et 1’on peut passer a I’étape suivante : le calcul de la matrice de
corrélation du systeme atomes-champs.

En effet, si 'on définit la matrice de corrélation [G(¢)]

[G()] = (|66()][6£(0)]) (2.64)

et la matrice de diffusion [D]

([Fe(@][Fe()]) = [D] 6(t — 1) (2.65)

on peut montrer que la matrice de corrélation [G(0)] qui regroupe les corrélations
atomes-champs a ’état stationnaire satisfait a I’équation matricielle [Gardiner85]

[B1s][G(0)] + [G(0)][Bis]" = [D] (2.66)

Une méthode générale de résolution de cette équation matricielle a été développée pen-
dant sa these par Laurent Vernac [VernacOlb]. Le point essentiel est que 1'on peut
extraire de cette matrice les corrélations a l'état stationnaire entre toutes les obser-
vables du systeme. Nous utiliserons cette méthode a plusieurs reprises dans les chapitres
suivants. Dans les sections suivantes, nous nous intéressons plus particulierement aux
spectres de bruit des champs, donc aux fluctuations des champs dans 1’espace de Fou-
rier.

B.1.5 Fluctuations des champs réfléchis par la cavité

Si 'on passe dans 'espace de Fourier, le systeme d’équations différentielles pour
les fluctuations devient un systeme d’équations linéaire. On peut extraire les fluctua-
tions de n’importe quelle observable a une fréquence donnée en fonction des valeurs
stationnaires et de la matrice de diffusion des forces de Langevin. En regroupant les
fluctuations des champs dans un vecteur a quatre composantes

0A(W)] = |04 (w), 6A] (W), 6 Ag(w), S AL (w)] (2.67)
les relations sur le coupleur de sortie se traduisent par
04 ()] = VT |5 A(w)] — [§A™ (w)] (2.68)

Les fluctuations des champs intracavité sont données par
(5 + il — iw)oA () = O L5Pi(w) + 25 5 Ain (o (2.69)

(k + 10w — iw)6As(w) = Zg?apg )+ 4] 5 A (w (2.70)

ﬁﬁ
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que 'on peut réécrire matriciellement

[M(w)][oA(w)] = \/?I&‘V”(w)] + [N][oP(w)] (2.71)

en introduisant le vecteur des fluctuations des dipoles [0P(w)] et les matrices [M] et

[N]

[§P(w)] = [6Py(w), 5P (), 0 Pa(w), 6 P (w)]

K+ iAgq — iw 0 0 0
0 Kk — 10y — iw 0 0
M =
M 0 0 K+ il — iw 0
0 0 0 K —1Agn —iw
ig1/T 0 0 0
N] = 0 —igi/7 | 0 0
0 0 iga)T 0
0 0 0 —ige/T

Les fluctuations des dipoles peuvent se décomposer comme la somme de deux contri-
butions

0P (w)] = [0P(w)]e + [0P (W)l (2.72)

la premiere contribution étant la réponse linéaire des dipoles aux fluctuations des
champs intracavités, la seconde étant due a toutes les autres sources de dissipation,
qui comprennent entre autres l'interaction avec les modes vides latéraux. Le premier
terme s’écrit donc

0P (w)]e = [xp(w)]|6A(w)] (2.73)

[xp(w)] désignant la restriction a I’espace sous tendu par les dipoles de la matrice de
susceptibilité [x(w)] = —([Bat/at — iwl) *[Bat/en), 1 étant la matrice identité (9 x 9 ici)
[VernacO1b]. On peut finalement écrire les fluctuations du champ intracavité comme la
somme de fluctuations dues aux champs incidents et de fluctuations induites par les
modes latéraux via les atomes

AW = <= u@)ISA™ ()] + 5l @INP@)], (2.74)
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[1(w)] est la matrice de transfert des fluctuations du champs incident aux champs
intracavités qui traduit la dynamique du systeme atomes-champs. Elle est donnée par
la relation

26[p(w)] ™" = [M] = [N][xp(w)] (2.75)

A Taide de la relation (2.68), on obtient les fluctuations des champs réfléchis par la
cavité

2K

[6A™ (w)] = ([p(w)] — 1) [A™ (w)] + \/j[u(w)][N]lfSP(w)]v (2.76)

ou 1 est la matrice identité 4 x 4. La matrice de variance introduite dans le chapitre
1, paragraphe A.2.3, se déduit alors de celle des champs incidents et de la restriction
aux dipoles optiques de la matrice de diffusion atomique par la relation

Vet )] = (Inw)] = 1) V(@) ()] = D + [L)]lop@]LW)] (2.77)

avec [L(w)] = +/2k/7[p(w)][N]. La matrice [op(w)] est la restriction aux cohérences
optiques de la matrice [o(w)], qui s’obtient a partir de la matrice de diffusion et de la
matrice d’évolution atomique (voir appendice A) par

0@)) = (1Bur] ~ 1) ™ [Dut] (([Buayer —1w2) ™)' (2.78)

La matrice de variance [V°“] permet de calculer le spectre de n’importe quelle quadra-
ture des champs sortants, ainsi que d’éventuelles corrélations entre ces champs. Nous
allons nous intéresser aux propriétés de bruit de ces champs lorsqu’ils produisent dans le
milieu atomique un processus de Transparence Induite Electromagnétiquement (EIT).

B.2 Transparence Electromagnétiquement Induite classique :
effets sur les valeurs moyennes

Comme nous l'avons mentionné dans l'introduction de ce chapitre, lorsque les
champs A; et A, sont résonnants a la fois a un et deux photons (6 = A; = Ay = 0),
il est possible de rendre le milieu atomique quasiment transparent pour les champs A;
et Ay [Alzetta76, Boller91, Harris97]. Nous commengons par étudier ce processus dans
une configuration pompe/sonde dans laquelle la fréquence de Rabi ©; = ¢;(4;) du
champ A; est beaucoup plus intense que celle du champ A, et les atomes sont quasi-
ment tous dans le niveau 2. Dans la littérature, une telle situation correspond a de la
transparence induite électromagnétiquement, en ce sens que la présence du champ de
controle rend transparent pour le champ sonde un milieu qui est naturellement opaque.
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Dans le paragraphe B.2.1, on étudie le processus d’EIT en simple passage, puis nous
considérons le cas ou le champ sonde interagit en cavité avec les atomes dans le para-
graphe B.2.2. Dans le paragraphe B.2.3 nous nous intéressons a la transparence induite
pour les champs lorsque ceux-ci possedent des intensités comparables; dans ce cas, il
y a modification des populations atomiques et existence d’états non couplés (ou états
noirs). Cette situation est appelée plus communément piégeage cohérent de population
(Coherent Population Trapping ou CPT en anglais) [Scully97, Marangos98].

B.2.1 Absorption et dispersion en EIT

X

-10 -5 5 10

-0.2} Az/’y

F1G. 2.12 — EIT : parties réelle et imaginaire de la susceptibilité, xr et x; (unités
arbitraires), au premier ordre en Qy, en fonction du désaccord du champ sonde Ag
(en unités de 7). Paramétres : vy = /1000, O = v/157.

Cette transparence peut s’étudier de maniere simple en calculant par la méthode
des équations de Bloch la valeur moyenne (P) de la cohérence optique entre les niveaux
2 et 3. Comme le champ sonde est d’intensité faible devant l'intensité de saturation,
on peut résoudre de maniere perturbative les équations de Bloch. En supposant qu’en
'absence de champs, tous les atomes sont dans le niveau 2 (qui est le niveau absorbant
pour le champ sonde), on montre [Scully97] que (P,) a l'ordre 1 en €y, est égal a

i(y0 + i)
(Yo + i) (7 4+ iAy) + Q2

(Py) = i, (2.79)

avec )y = go(As) la pulsation de Rabi du champ sonde. On en déduit les expressions
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des parties réelle et imaginaire de la susceptibilité’ x = yr + ixs
Nd% A270(7 + /70) + AQ(A% — 7% — Q%)
el (A3 =0y — Q9)? + AZ(y + %)

Nd5 A3 (v +70) — 70(A3 — vy — )
eoft (A3 =0y — QF)? + A3(7 + 70)?

XR (2.80)

X1 (2.81)

Ces dernieres sont représentées sur la figure 2.12. La partie réelle de la susceptibilité,
reliée a la dispersion, s’annule a résonance. La vitesse de groupe, qui est proportionnelle
a la pente a résonance, peut étre fortement réduite dans la zone de faible absorption
[Harris92]. Cet effet a été illustré de maniere spectaculaire par les expériences dites de
“lumiere ralentie ou arrétée” [Hau99, Kash99, Budker99, Phillips01, Liu01]. La compa-
raison a résonance (A, = 0) des parties imaginaires de la susceptibilité en 1’absence
et en présence du champ pompe montre que leur rapport vaut yoy/(vy + ©%). On
voit donc que Yy, et par conséquent 1’absorption, est fortement diminuée par rapport
a la valeur pour un systéme a deux niveaux lorsque Q% >> v, c’est-a-dire lorsque 1'on
sature la cohérence entre les niveaux 1 et 2. On voit que la largeur de la fenétre de
transparence pour les valeurs moyennes est égale a 2€; (lorsque vy < ,€;). Nous
verrons dans la section suivante qu’'une cavité affine considérablement cette fenétre de
transparence.

On peut également donner une interprétation de ce processus d’EIT en termes
d’atome habillé [Dalibard87, Imamoglu89, Cohen01]. Supposons le champ pompe A; a
résonance (A; = 0) et beaucoup plus intense que le champ sonde Ay. Dans la base des
¢tats habillés

)y =0 +B)/V2 13 =(3)—[1)/v2 (2.82)

on voit que ’absorption du champ sonde est donnée par 'interférence entre deux che-
mins (Fig. 2.13) : I'un ou l'atome effectue une transition virtuelle dans le niveau |1") et
l'autre ou il effectue une transition virtuelle dans le niveau |3'), car ces deux niveaux
contiennent des proportions du niveau |3) (proportions égales lorsque A; = 0). Lorsque
le faisceau sonde est a résonance (Ay = 0), les amplitudes des deux chemins sont égales
et opposées ; elles interferent destructivement, ce qui a pour conséquence de rendre le
milieu transparent.

B.2.2 EIT en cavité

Supposons maintenant que le champ sonde interagisse avec les atomes en cavité. En
faisant les mémes hypotheses pour calculer la polarisation atomique, on montre que la

9définie par Dy = do Py = egxFo.
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Fi1Gc. 2.18 — Interférence quantique conduisant a U'EIT dans la base des états ha-
billés.

valeur moyenne du champ intracavité est a I’état stationnaire

(k+ K +1iAL)(As) = \/272(143") (2.83)

ou k+ k' et Al représentent respectivement le taux de relaxation du champ intracavité
et le désaccord de la cavité en présence de 'onde pompe

A%y(Y0 +7) = 1790(A% — 370 — Q)

(A3 =707 — Q9)% + A3(7 +70)?
Ayyo(0 +7) + Ay(A% = vy — O}
(A3 =707 — )% + A3(y +0)?

Le coefficient de réflection de la cavité vaut alors

(AgYY Kk — K — AL
TTUARY T kA A, (286)

La figure 2.14 représente les variations des parties réelle et imaginaire de r en fonction

K = r2C (2.84)

A = A, —2Ck (2.85)

du désaccord de la sonde, en absence et en présence du champ pompe. En absence
de champ pompe, le champ sonde est completement absorbé dans ces conditions; le
champ intracavité est donc nul et le champ sortant égal au champ réfléchi (r = —1).
En présence du champ pompe, on voit que le milieu est transparent exactement a
résonance, mais sur une largeur tres étroite en raison de la présence de la cavité. On
peut montrer que la largeur de la fenétre de transparence vaut Q2/[y(1 + 2C)] + Yo,
lorsque vy < 7. Nous verrons dans le chapitre 4 que cette largeur donne la fenétre de
transparence pour les fluctuations quantiques. La partie réelle de r présente la méme
variation rapide autour de la résonance en fonction du désaccord.
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ALy
2 4 6
Afy
2 4 6
~0.5
-1

Fia. 2.14 — EIT : parties réelle (courbe bleue) et imaginaire (courbe rouge) du
coefficient de réflection de la cavité pour le champ sonde, en fonction du désaccord
de la sonde Ay/7y, en absence de champ pompe (traits pleins) et en présence de
champ pompe (pointillés). Paramétres : C' = 100, Ay = 0, Q; = V157, /7 =
1073,
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B.2.3 Piégeage Cohérent de Population

Dans le paragraphe précédent, nous avons considéré une situation d’EIT, dans la-
quelle 'un des champs est d’amplitude bien plus faible que 'autre. Dans le cas ou les
champs possedent des fréquences de Rabi comparables (€; ~ €25) et que leurs ampli-
tudes suffisent a saturer la transition 1 — 2, on est dans une situation de piégeage
cohérent de population (CPT) [Scully97]. Dans une telle situation, les atomes sont
pompés dans un état qui est une superposition des niveaux 1 et 2. Cet état est appelé
état noir ou état non couplé, car, lorsque les champs sont résonnants et que les niveaux
fondamentaux ont une durée de vie infinie, cet état est n’est plus couplé aux champs.
Les états couplé et non couplé sont définis par

_ ) + D[2) Q1) —n2)
Q2+ Q3 Q2 + Q3

De maniere tres similaire a I’EIT, on peut expliquer ce processus en termes de cascades

) et |NC)= (2.87)

radiatives dans le diagramme de ’atome habillé dans lesquelles les atomes finissent
dans I'état | NC') qui est parfaitement découplé du niveau excité [Dalibard87]. Le régime
stationnaire dans une configuration CPT est donc atteint en un temps qui est de 'ordre
de quelques durées de vie de I'état excité, tandis que le temps d’établissement du régime
stationnaire en EIT est plus court (en 1/0;). En fait, dans ce cas, les populations de
atomes ne sont pas modifiées par le champ pompe, ce sont juste des fonctions d’onde
et l'effet d’interférence ne nécessite que quelques oscillations de Rabi pour se produire.
Comme précédemment, on peut procéder au calcul du coefficient de réflection de la
cavité dans le cas de deux champs de méme amplitude ; = 5. L’analyse est un peu
plus complexe dans ce cas, car les intensités intracavités sont couplées de maniere non
linéaire et, lorsque les champs ne sont pas résonnants avec les atomes, on ne peut pas
toujours trouver de point fonctionnement correspondant a des intensités intracavités
égales'’. On peut néanmoins calculer numériquement ce qui se produit lorsque les
désaccords des deux champs sont égaux et opposés'' : A; = —Ay = §/2. On voit sur
la figure 2.15 que le coefficient de réflection des deux champs vaut 1 sur une plage
tres étroite de désaccord. Lorsque le désaccord dépasse une certaine valeur, le point de
fonctionnement est instable (parties en pointillés). On peut toutefois définir une fenétre
de transparence, dont la demi-largeur vaut cette fois (Q% + Q2%)/(7C). On constate le
méme affinement de la fenétre en raison du comportement coopératif des atomes en
cavité. La facteur 2 de différence par rapport a I'EIT correspond au fait que chaque
champ “voit” N/2 atomes, donc que la coopérativité qui intervient dans la largeur de
la fenétre de transparence pour un champ est en fait C'/2.

10Ce point sera détaillé dans la section B.4.
Mg les niveaux 1 et 2 sont des sous niveaux Zeeman et que l'on applique un champ magnétique
longitudinal par exemple.
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Fic. 2.15 — CPT : parties réelles et imaginaires du coefficient de réflection de la
cavité pour deuxr champs d’égale amplitude, en fonction du désaccord atomique 0.
Parametres : C =100, Ay = Ay = 0, Q1 = Qy =7, 70/7 = 1073, Les traits pleins
indiquent les zones stables, les parties en pointillés les zones instables. Les parties
réelles sont égales et les parties imaginaires opposées.



B. Génération d’états non classiques et effets de cohérence atomique 63

Les conditions du schéma que nous allons étudier dans les sections B.3 et B.4 de ce
chapitre s’apparentent plus a celles du piégeage cohérent de population qu’a de I'EIT.
Nous reviendrons toutefois sur I'EIT au sujet des mémoires quantiques atomiques dans
le chapitre 4.

B.3 Echange de fluctuations quantiques en CPT

Nous montrons dans cette section que deux champs interagissant dans des condi-
tions de CPT dans une cavité optique contenant des atomes froids peuvent échanger
leurs fluctuations dans une certaine bande de fréquences a l'intérieur de la bande pas-
sante de la cavité. En effet, considérons le cas symétrique ou les champs A; et Ay ont
méme amplitude et les constantes de couplage sont égales pour les deux transitions :
g1 = g2 = g et g1{A1) = g2(As) = Q. Si 'on néglige dans un premier temps 7y, les
atomes & 1'état stationnaire sont pompés dans I'état superposition (|1) — [2))/v/2. La
cohérence créée dans le fondamental est alors maximale : (P,) = —N/2 et (II;) =
(IIy) = N/2, les valeurs moyennes des autres opérateurs atomiques étant nulles.

Sur la figure 2.16 on a tracé les spectres de bruit minimaux des champs a la sortie
de la cavité dans le cas ol le champ A} est dans un état cohérent et le champ A%
est dans un état comprimé minimal'?. Il apparait clairement que les champs échangent
leurs fluctuations dans une fenétre de fréquence que nous allons préciser, et sont iden-
tiques aux champs incidents en dehors de cette fenétre.

Pour expliquer ces résultats de maniere simple, on peut se placer dans la base état
couplé/état non-couplé {|C), |NCY),|3)}, ot 'état non couplé est |[NC) = (|1)—1[2))/v/2
et 'état couplé |C) = (|1) +|2))/v/2. Dans cette nouvelle base, les atomes interagissent
avec un champ “vide” Ay, tel que (Aye) = 0 et un champ moyen A¢ [voir figure 2.17]
tel que ' = g(Ag) = Q02

Al — A2 Al + AQ
Aye = ——=, Ag = ————= 2.88
NC \/§ C \/§ ( )
La linéarisation des équations d’évolution conduisent dans ’espace de Fourier

, 1g 2K . .

(k —iw)dAne = —6Pyc+ 1\ —0AY: (2.89)
T T

(’)/ - iw)CSPNC = iQ/5QNC +1gNOANc + Fne (290)
—iw(SQNc = iQ/dPNC (2.91)

12T eurs matrices de variance sont données par (1.35) et (1.36), respectivement.
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F1G. 2.16 — Spectres de bruit des quadratures d’amplitude des champs sortants A"
et A", Les paramétres d’interaction valent C' = 100, k = 2y, Q =, v = 0. La
figure du haut montre les comportements I’ € w < k (“échange”) et w > k (“cavité
réfléchissante”), celle du bas est un agrandissement de la partie basse fréquence
(“transparence”) qui met en évidence une étroite fenétre de transparence pour les
fluctuations de largeur T.
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NC

Fi1G. 2.17 — Passage dans la base des états couplé et non couplé.

avec Pye =) |NC)i(3l;, Qne = >, |INC);(C]; et Fyc lopérateur de Langevin asso-
cié. Ces équations permettent d’exprimer les fluctuations du mode vide non couplé a
la sortie de la cavité :

ou k+iw — ﬁ in
0ANE(w) = m‘s No(w) + BFne(w) (2.92)
—w
—iw(y —iw) + Q2

B= ,/2—“ ke
V7 (k= iw)[—iw(y — iw) + Q2] — 2iCryw

D’autre part, le champ couplé ne voyant pas d’atomes, la relation entrée-sortie pour

avec 6 =2Cky

ses fluctuations est celle d’'un champ dans une cavité vide

K+ 1w

SAZ (w) = SAZ (W) (2.93)

K — 1w

Si l'on revient aux champs A; et Ay en inversant (2.88), on trouve que les champs
sortants sont reliés aux champs incidents par

/ 7 '
sact = ¢ ; LoAp + LAY + noise (2.94)
_ / . / .
gAgt = ¢ - CsAin 4 25 1 noise (2.95)
avec a= w, o = 5F ad (2.96)
Kk—iw+ 0 K —iw

Nous n’avons pas détaillé la contribution de bruit atomique (noise), dont on peut
montrer qu’elle est négligeable dans cette situation. Deux échelles de fréquence appa-
raissent : la premiere correspond a la largeur de la fenétre de transparence CPT pour
les fluctuations et les valeurs moyennes, I' = 2 /2C"y. Elle est proportionnelle au taux
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de pompage et décroit avec la coopérativité. Une augmentation du nombre d’atomes
conduit & un affinement de la fenétre de transparence qui peut étre bien plus étroite que
la largeur naturelle. La seconde est donnée par la bande passante de la cavité k. Pour
de grandes valeurs de la coopérativité et une cavité de finesse moyennement élevée'?,
on a en général I' < k. On peut alors distinguer trois régimes selon la valeur de la

fréquence d’analyse :

— pour de faibles valeurs de w a l'intérieur de la fenétre de transparence, a’ ~ 1 et
a ~ 1; les fluctuations des champs sortants sont alors celles des champs incidents,
GAZE ~ AT (i =1,2)

~pour I' €« w < Kk, on aquea ~ 1eta~ —1. Par conséquent, les fluctua-
tions de A" sont proportionnelles & celles de A et vice-versa : A" ~ §AL,
§AGt ~ §AT", ce qui explique que le champ Ay soit comprimé sur la figure 2.16

— enfin, pour des fréquences en dehors de la bande passante de la cavité w > k,
on aa~ a ~ —1 de telle sorte que les champs sont réfléchis par la cavité :
JAQ ~ —§AT §AGH ~ —FAY. Leur spectre de bruit est alors identique & celui

des champs incidents.

Il se produit donc a l'intérieur de la bande passante de la cavité (et en dehors de la
fenétre de transparence) un échange de photons entre les champs par 'intermédiaire
de la cohérence atomique dans le fondamental. En effet, pour une fréquence d’analyse
en dehors de la fenétre de transparence, mais a l'intérieur de la bande passante de
la cavité (I' < w < k), les fluctuations du champ intracavité Axc sont nulles car le
milieu est completement absorbant, la fréquence d’analyse jouant le méme role que le
désaccord atomique pour les valeurs moyennes. En effet, en négligeant les termes de
bruit atomique dans (2.92), on voit que dans le régime d’échange, AL ~ —0 A%,
c’est-a-dire que les fluctuations du champ non couplé sont réfléchies par la cavité, ce
bien que I'on soit dans la bande passante de la cavité. Cela signifie que les fluctuations
du champ intracavité sont nulles car le champ rayonné A}, par les atomes interfere
destructivement avec le champ incident : §Axc = §A%Y, + A% =~ 0. Le champ couplé
ne voit quant a lui pas d’atomes a I’état stationnaire : §A%* = §AZ. On a donc une
redistribution des corrélations entre photons d’un champ a 'autre. Pour les champs A;
et A,, cela se traduit par un échange de fluctuations. Notons que le fait que les deux
champs aient des fréquences de Rabi égales assure que cet échange puisse étre de 'ordre
de 100%. Dans le cas de fréquences de Rabi différentes, les états couplé et non couplé

BC ~ 100 et F ~ 60 dans la configuration expérimentale actuelle.
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sont des combinaisons & poids différents des états 1 et 2 [voir (2.87)]; la redistribution
des fluctuations se fait alors elle aussi dans des poids différents.

Suin(®) (a)

1.4
1.2
®/y
1 2 3 4 5
out
0.8 | A,
06 I A;)ut

Smin(o‘))
b
141 (b)

1.2}

0.8
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Fic. 2.18 — Spectres de bruit des quadratures d’amplitude des champs sortants,

lorsque o = 10737. (a) k = 2y, C =100, Q = v (b) Mauvaise cavité : k = 207y,
C =10, Q=1.

Nous avons toutefois remarqué une grande sensibilité de cet “échangeur optique” au
taux de relaxation dans le fondamental vy. En effet, méme lorsque ce taux est faible
devant le taux d’émission spontanée (yo/v ~ 1073), si la coopérativité est grande, on
constate un fort exces de bruit a basse fréquence qui peut diminuer, voire détruire, le
processus d’échange (Fig. 2.18(a)). Cet effet peut s’interpréter par le fait qu’un taux
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de relaxation dans le fondamental couple 1’état non couplé au champ couplé, ce qui
se traduit par un fort exces de bruit a basse fréquence. On peut toutefois réduire cet
exces de bruit en diminuant la coopérativité et en augmentant la bande passante de la
cavité (Fig. 2.18(b)), ce qui permet de réaliser avec une efficacité correcte un échange
de fluctuations quantiques sur une plage assez large en fréquence.

Pour résumer, il est donc possible d’utiliser la cohérence atomique générée dans un
tel systeme pour réaliser un échangeur quantique optique et transférer des fluctuations
d’un champ a un autre, ce qui peut étre intéressant lorsque les longueurs d’onde des
deux champs sont différentes.

B.4 Reéduction de bruit et intrication via des effets de cohé-
rence

Dans le paragraphe précédent, nous nous sommes intéressés a des processus d’échange
d’états quantiques dans une situation de CPT résonnante. Nous allons maintenant étu-
dier le cas de champs incidents cohérents. Si ces champs sont résonnants a un et deux
photons, il est clair d’apres le paragraphe précédent que les champs sortants sont au
mieux dans un état cohérent. Cependant, si 'on s’écarte de la résonance a deux pho-
tons, nous allons voir qu'un comportement multistable pour les champs intracavité
apparait et que les champs sortants peuvent étre comprimés ou corrélés quantique-
ment. Il a été souligné de nombreuses fois dans la littérature qu’un tel systeme a
trois niveaux peut présenter de fortes non linéarités au voisinage de la résonance EIT
[Fleischhauer92, Scully92, Schmidt96, Wang0la, Kang01].

Une premiere conséquence est ’apparition de multistabilité pour les champs intra-
cavité [Kitano81, Savage82, Wang01b]. Dans le cas ou le champ incident est un champ
polarisé linéairement (somme de deux composantes circulaires), on peut donner une
interprétation de ces instabilités en termes de bascule de polarisation, de maniere tres
similaire a la bascule de polarisation observée dans les expériences décrites dans le
paragraphe A.2.

En ce qui concerne les fluctuations quantiques, le mode vide de polarisation ortho-
gonale au champ moyen peut étre comprimé en sortie de la cavité. L’origine physique de
cette réduction de bruit du mode vide n’est pas due a un effet Kerr croisé comme dans
le cas des expériences de la these de Vincent Josse [Josse03a, Josse03b], mais a 1’échange
de photons entre les deux champs par 'intermédiaire de la cohérence atomique entre
deux sous-niveaux fondamentaux.

Des corrélations de phase et de la réduction de bruit pour une combinaison de deux
champs ayant interagi en simple passage avec un ensemble atomique dans des conditions
voisines de 'EIT ont été prédites dans [Lukin99]. Dans [Barberis-Blostein04] des cor-
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rélations quantiques ont été prédites, soit en amplitude, soit en phase, pour les champs
sortants de la cavité. Nous montrons ici qu’il est en fait possible de générer des faisceaux
intriqués de type EPR au voisinage du seuil de bascule dans des conditions de CPT.
L’effet non linéaire induit par cet effet de cohérence pourrait étre notablement plus
important que dans un systeme a deux niveaux traditionnel [Lambrecht96, Josse04al,
ce qui pourrait permettre d’atteindre des valeurs plus fortes d’intrication pour des
conditions expérimentales similaires.

B.4.1 Etat stationnaire

Pour simplifier la discussion et dresser un parallele avec les phénomenes observés
lors de l'interaction en cavité d’un faisceau de polarisation linéaire avec des atomes
froids, nous allons considérer que les modes A; et A, sont des modes dégénérés en
fréquence'®, et que par conséquent, on peut assimiler le champ incident & un champ de
polarisation linéaire, qui se décompose en deux composantes polarisées circulairement
d’intensité égale. La lumiere intracavité peut alors étre décrite par un champ moyen
polarisé selon y et un mode vide de polarisation selon x. Ces champs sont reliés aux
modes A; et A,y par

(2.97)

Pour simplifier la discussion et présenter des résultats analytiques, on suppose égale-
ment que v9 = 0. Les champs sont désaccordés de maniere symétrique vis-a-vis de la
résonance a un photon : Ay = —A; = §/2. Ce désaccord atomique est obtenu par
exemple en appliquant un champ magnétique longitudinal (selon z), qui leve la dégé-
nérescence entre les niveaux 1 et 2.

Men toute rigueur, si les niveaux 1 et 2 sont des sous niveaux Zeeman, les modes A; et Ay ont des

fréquences légerement différentes des que § = wy — wy # 0.
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Dans cette situation, les valeurs moyennes a 1’état stationnaire valent

N 16Q* 4 46242 4 54
) = (II 2.
h) 2 1604 4 46272 4 40262 + §4 (I2) (2.98)

M) = N 407 (2.99)
T U160 + 46292 + 40262 + 6 '

Q6(—492 + 6% + 2id7)
P) = N 2.1
(71) 16Q4 4 46242 + 40252 + 54 (2.100)

Q5(4Q% — 82 + 2i67)
P = Mg a2 10207 + 00 (2.101)

20%(—4Q% + 6% + 2idy)
P) = N 2.102
() 16024 + 4922 + 40262 + 64 (2.102)

Si les désaccords avec la cavité sont opposés Ay = —Apn = A, et Q" = Q" = Q" les
équations donnant les intensités des champs intracavités sont identiques et s’écrivent

202 ? (4T — 5?) ? .
1420 A 504 2C VN I gy
( T A + 54) * ( ey 47 1 410 + 54>

(2.103)

avec I = Q%/~4%, 6 = /v et 6. = A./k. Lorsque Q > 7,6 et C > 1, il est intéressant
de remarquer qu’au voisinage de la résonance EIT, I'absorption et le déphasage non
linéaire sont donnés par

C62?
404

Coy

gbnl“’ﬁ

(2.104)

Ce résultat est a comparer aux conditions des expériences effectuées dans la limite Kerr
(A > v,9Q), pour lesquelles 'absorption et le déphasage non linéaire valent typiquement

o
2A2

2
et o~ CZ—? (2.105)
La figure de mérite pour obtenir de la réduction de bruit ou de l'intrication dans
un milieu non linéaire s’obtient qualitativement en comparant ’amplitude de la non
linéarité ¢, al'absorption A. On voit facilement & partir de (2.104) et (2.105) que cette
figure de mérite peut atteindre des valeurs plus importantes dans un systeme a trois
niveaux au voisinage de 'EIT que dans un systeme a deux niveaux ot ’on ne peut pas

s’approcher autant de résonance en raison de I’absorption

¢nl ) QQ N N <¢nl ) Q2
— ~ — a comparer a — ~— 2.106
( A)pmr 0 P AJgpw A ( )
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Nous allons vérifier ces considérations qualitatives dans la suite. Toutefois, avant de pro-
céder au calcul des fluctuations quantiques, il faut remarquer que I'interaction en cavité
modifie de fagon substantielle le comportement de la lumiere intracavité. De la méme fa-
¢on que dans les expériences générant de la réduction de bruit sur un ou deux modes du
champ, peuvent apparaitre des instabilités de type bistabilité [Hilico92a, Lambrecht95]
ou bascule de polarisation [Josse03a, Josse03b], nous allons voir qu’'un comportement
multistable est prédit également proche de la résonance EIT. Ce type de comportement
a été récemment observé expérimentalement dans des vapeurs [Wang01b, Joshi03].

B.4.2 Multistabilité

On peut alors représenter les variations de l'intensité intracavité en fonction de
I'intensité incidente, comme sur la figure 2.19. On met en évidence un comportement

I" (wa)

800
600 |

400 ¢

200 |

Qly

5 10 15 20 25

F1G. 2.19 — Multistabilité : intensité incidente I'™ de l'une des composantes cir-
culaire en fonction de la pulsation de Rabi intracavité ). Paramétres : C' = 100,
kK =2y, ¢. = 0, 0 = 1. L’abscisse du point “haut” H vaut Q ~ 7~. A titre de
comparaison, on a également représenté la meme courbe dans une situation d’EIT
résonnante 6 = 0.

multistable pour les composantes de polarisation circulaire. Cependant, a la différence
de ce qui se produit dans le cas d'une bistabilité “classique” induite par l'interaction
avec des atomes a deux niveaux, l'analyse de stabilité présentée dans le paragraphe
B.1.4 montre que seule la branche haute (haute intensité) est stable. Pour C' > 1, on
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trouve que 'intensité du champ intracavité doit étre supérieure a'°

b
02> 02 ~ G (C>1) (2.107)

T 2,/1+ 62

Ce résultat peut s’interpréter comme une bascule de polarisation analogue a celle que
nous avons observée dans les expériences donnant lieu a une réduction du bruit quan-
tique de polarisation [Josse03a]. Si le mécanisme physique responsable de cette bascule
est la “self-rotation” induite sur la lumiere par le milieu atomique, 1’origine physique
est toutefois tres différente. Dans la section A.2, la rotation de polarisation provient du
dichroisme circulaire induit par les fluctuations de population §.J, dans le fondamental
[Rochester(01] : un léger déséquilibre dans la différence de population crée de ellipticité
pour le champ. La présence de la cavité amplifie le phénomene et conduit a un effet de
seuil [Josse03b].

Ici, la différence est qu’au voisinage de la résonance EIT, la cohérence est maximale
(le spin atomique est orienté selon —Ox dans la spheére de Bloch); un désaccord a
deux photons tend a déphaser différemment les polarisations circulaires [Novikova00,
Sautenkov00]. Si on augmente le désaccord'®, on favorise la précession du spin au
détriment du pompage de la cohérence; le spin atomique finit par tourner dans le
plan (Oxy), “entrainant” avec lui le vecteur de Stokes initialement parallele a z, et la
polarisation bascule (Fig. 2.20).

En effet, le champ magnétique longitudinal a pour effet de faire précesser le spin
associé au fondamental dans le plan (Ozy), et par conséquent, de faire tourner la
polarisation. Pour un taux de pompage 'y = Q?/7 élevé devant le désaccord § et le
taux de relaxation du dipole optique 7, les polarisations associées aux composantes
circulaires s’écrivent

gNé
~ oz A

La polarisation du champ, initialement linéaire selon y (axe —Ox dans la sphere de
Bloch), acquiert lors d’une traversée du milieu un azimuth « [Huard94] proportionnel
a 0. On a donc une rotation de la polarisation dans le plan équatorial de la sphere de

Poincaré!” (Fig. 2.20). La présence de la cavité conduit 1a aussi a des effets de seuil.

150On démontre ainsi ’assertion du paragraphe B.2.3 selon laquelle le point de fonctionnement 0, =
Qs devient instable lorsque § est supérieur a un certain seuil donné par la largeur de la fenétre de
transparence (voir Fig. 2.15).

o1, de maniere équivalente, si on diminue l'intensité

"Pour une définition des parametres de Stokes, voir le chapitre 4 ou les publications jointes dans
I'annexe D.
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(G+)
A

Fia. 2.20 — Self-rotation au voisinage de la résonance CPT : un désaccord 6 # 0
fait tourner le spin moyen dans le plan équatorial de la sphére de Bloch (gauche),

ce qui entraine une rotation du vecteur de Stokes dans la sphére de Poincaré.

En cavité, on procede a une analyse de stabilité a fréquence nulle pour les deux

modes de polarisation circulaire. La linéarisation des équations (2.42-2.47) a fréquence

nulle et dans les conditions C' > 1 et €2 > v,6 conduit a

gNo 2012 T gNo T

oP, ~ 0707 0A) = 0A
e (CERRoNE i R e
—gNi 2012 T_ gNd i

On a donc les équations suivantes pour les modes polarisés circulairement

0A; = —(k+iA)0A; +iCOAl + ,/2—“5143”
T

A ; : 1 Qﬁ m

0Ay = —(k—1iAL)0Ay —iCOAL + /| —0AY
T

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

avec ( = Ckvyd/2Q% Le terme en 5AJ{ correspond a un terme de gain. Lorsque ce
gain est supérieur aux pertes : |(| > /K% + A2 la polarisation bascule. Comme prévu,
ce gain fait intervenir le rapport du désaccord et du taux de pompage optique, ce qui

confirme les conclusions qualitatives énoncées précédemment. D’autre part, on retrouve

exactement la condition de bistabilité (2.107), a savoir que seule la branche haute est

stable. Dans les conditions étudiées, ce seuil de bascule de polarisation correspond bien
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au point tournant haut de la courbe de bistabilité. On peut remarquer finalement que
ce comportement multistable n’est possible que si

202
5 < C (2.113)

B.4.3 Spectres de bruit des champs sortants

La forte non linéarité au voisinage de la résonance EIT permet également de générer
des états comprimés et intriqués. En effet, lorsque les champs A; et Ay sont résonnants
a deux photons (§ = 0), leurs fluctuations sont découplées et ils restent dans un état
cohérent. Cependant, pour un désaccord faible - de 'ordre de la largeur de I’état excité :
d ~ 7 - leurs fluctuations sont fortement modifiées par le déphasage non linéaire (2.104).
On peut donc s’attendre a observer une réduction du bruit quantique de ces deux modes
en sortie de la cavité. En effet, nous avons représenté sur la figure 2.21 les spectres de
bruit minimum des modes A; et A,. La réduction de bruit est maximale a fréquence
nulle et se produit sur une bande de fréquences de 'ordre de la bande passante de la
cavité. En raison de la symétrie entre les composantes circulaires, les deux spectres sont
bien entendu identiques. Sont également représentés les spectres de bruit des modes
de polarisation linéaire, A, et A,. Ces deux modes peuvent étre également comprimés,
ce qui montre en particulier qu’il est possible de générer du vide comprimé par cette
méthode. Pour des valeurs correspondants a des parametres expérimentaux typiques,
on obtient une réduction de bruit & fréquence nulle du champ moyen de I'ordre de 65%,
et du bruit du mode vide de I'ordre de 45%. Les simulations numériques indiquent que
la réduction de bruit pour les composantes circulaires est optimale a fréquence nulle,
et relativement peu sensible aux désaccords et intensités choisis, alors que les modes de
polarisation linéaire ne présentent de la réduction de bruit que sur des plages étroites
de parametres (en particulier du désaccord de la cavité). D’autre part, augmenter la
coopérativité conduit a une augmentation de la réduction de bruit a basse fréquence
mais plus étroite. La réduction de bruit des modes circulaires augmente lorsque 1’on se
rapproche du seuil de bascule, et sa largeur est proportionnelle au désaccord a deux
photons (tant que celui-ci reste inférieur a la bande passante de la cavité).

B.4.4 Génération d’états intriqués

Comme nous 'avons déja observé au début de ce chapitre, I'existence de réduction
de bruit sur deux modes de polarisation orthogonale traduit la présence de corrélations
quantiques dans ce systeme bimodal. On peut donc espérer observer de l'intrication
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S,in(®)
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1 2 3 4 5
Fi1G. 2.21 — Spectres de bruit minimum des composantes de polarisations circulaires

Ay, Ay et linéaires Ay, Ay. Parameétres : C' =100, k = 27,6 = 27, ¢p. =1, Q = 127,
Yo = 7,/1000.
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quantique entre certains modes en sortie de la cavité. Nous allons utiliser une méthode
développée par Vincent Josse pendant sa these et que nous avons testée dans le cadre
des expériences décrites dans le paragraphe A.2, pour calculer I'intrication générée a la
sortie de la cavité. Connaissant les propriétés de bruit des modes sortant de la cavité,
il est possible de déduire les corrélations quantiques éventuelles entre n’importe quels
modes de polarisation orthogonale. Nous allons nous baser sur le critere d’inséparabilité
(1.73) pour quantifier ces corrélations. Deux modes a et b polarisés orthogonalement
sont intriqués si on peut réduire les variances EPR de couples de quadratures orthogo-
nales (X (), Y (#)) sous le bruit quantique standard

Top(0) = 5 [A%(Xa — X,)(0) + A (Y, + Y3)(0)] < 2 (2.114)

1
2
Pour trouver les modes qui présentent les corrélations optimales, on cherche deux modes
“incorrélés” u et v tels que (§A,0A,) = 0 et dont le bruit est minimal pour la méme
quadrature (en amplitude par exemple). Nous avons montré que tels modes existent
toujours dans un systeme a deux modes [Josse04b]. On peut alors montrer que, de tous
les modes de polarisations orthogonales, ceux qui minimisent la quantité Z,;(¢) sont
les modes polarisés circulairement a partir des modes u et v
A, — 1A, A, +iA,

Agr =% ot Ay =
N 2

La valeur minimale du critere d’inséparabilité pour ces modes a* et b* s’obtient sim-

(2.115)

plement & partir de (2.114) comme la somme des bruits minimaux des modes u et
v

Lo = m@inza*,b*(e) = AX2+ AX? (2.116)

Si les modes u et v sont tous les deux comprimés, alors les modes a* et b* sont intriqués
et leur intrication est directement donnée par la somme des réductions de bruit de u et
v. En effet, la situation est dans ce cas équivalente a celle de deux modes comprimés
indépendants (au sens du critere d’inséparabilité) que 'on peut mélanger sur une lame
séparatrice'® pour créer ainsi des modes intriqués.

9 & effectuer a la sortie de

Toutefois, 1'expression de la rotation de polarisation'
la cavité pour se placer dans la base “intriquée” n’est pas simple dans le cas général
[Josse03c|. On peut néanmoins la calculer de facon formelle connaissant la matrice de
variance des champs sortants A9 et A3*. On peut aussi remarquer qu’en raison de la

symétrie choisie (A; = —As), les modes circulaires A; et Ay sont comprimés sur des

Bapreés avoir déphasé I'un des modes de 7/2 par rapport a l'autre (voir le paragraphe C.2) du
chapitre 1.
¥qui dépend de la fréquence d’analyse
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Fi1G. 2.22 — Spectres de bruit minimaux pour les modes “incorrélés” A, et A,, ainsi

que pour les composantes circulaires Ay et A, dans les mémes conditions que dans

la figure 2.21. Le mode u est le mode qui présente la réduction de bruit maximale
qu il est possible d’extraire du systeme.
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quadratures opposées (0551 = —bs2 = 04), ce quelle que soit la fréquence d’analyse.
Les modes de polarisation orthogonale

e‘wqul + iAQ@wSQ €_i03qA1 — Z‘A2€i95q

Aa: t A: ;
2 ¢ ' NG

obtenus en combinant les modes circulaires, sont alors intriqués. En effet, il est clair que
le mode (Aq+A4;)/V/2 = Aje™ est comprimé en amplitude, alors que (A, —A;)/V2 =
Age'®sa est comprimé en phase. On peut exprimer lintrication entre les modes a et b

(2.117)

en utilisant le critere d’inséparabilité (1.73)

Top = % [A(Xa = Xp)* + A(Ya + Y3)?] = AXT (Buqr) + AX3(0sg2) < 2

On retrouve le fait que l'intrication est donnée par la somme des réductions de bruits
des modes circulaires. On peut se demander si I'intrication entre ces deux modes cor-
respond a l'intrication maximale que 1'on peut obtenir a la sortie de la cavité. En
effet, bien qu’ils soient tous deux comprimés, les modes circulaires ne satisfont pas a la
condition (§A;0A5) = 0 et ne s’assimilent donc pas aux modes u, v ci-dessus. Toutefois,
en appliquant les transformations données dans [Josse04b], on peut trouver ces modes
incorrélés en fonction des modes circulaires ; on montre alors que si le mode u est com-
primé de facon maximale, le mode v est moins comprimé que les modes circulaires, de
sorte que l'intrication maximale est bien donnée par la somme des réductions de bruit
des modes circulaires (Fig. 2.23). Pour des parametres dont les valeurs correspondent a
des parametres d’interaction typiques du dispositif actuel, on peut ainsi espérer obtenir
plus de 3dB d’intrication. Notons que cette intrication augmente avec la coopérativité,
et qu'augmenter le nombre d’atomes dans le piege pourrait améliorer la non linéa-
rité du milieu. Des simulations numériques prédisent jusqu'a 10dB d’intrication si la
coopérativité est de I'ordre de 1000.

B.5 Conclusion

Pour résumer, nous avons présenté deux applications des effets de cohérence ato-
mique sur le bruit quantique du champ au voisinage d’une résonance EIT. Tout d’abord,
nous avons montré que deux champs interagissant dans une situation de CPT réson-
nante avec des atomes froids en cavité peuvent échanger leurs fluctuations dans la bande
passante de la cavité. Cela permet de réaliser un échangeur quantique optique, et de
transférer par exemple de la réduction de bruit d’'un champ a une certaine fréquence a
un champ de fréquence différente.

Nous avons ensuite calculé les corrélations quantiques et l'intrication générées entre
deux modes du champ par une interaction avec un nuage d’atomes froids au voisinage
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gab
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FiG. 2.28 — Intrication mazimale L, en fonction de la fréquence d’analyse. Pour
chaque fréquence d’analyse, on effectue la rotation de polarisation qui permet d’ob-

tenir les meilleures corrélations. Les parameétres sont les mémes que dans la figure
2.21.



80 Chapitre 2. Génération d’états non classiques de la lumiere

de la résonance EIT. La faible absorption et 'effet Kerr important produits par le mi-
lieu atomique proche de la résonance a deux photons pourraient permettre d’améliorer
les résultats expérimentaux présentés dans la section A.2. Notons que l'origine de la
réduction des fluctuations quantique de la lumiere est différente des situations étudiées
jusqu’alors. Par opposition aux systemes a deux niveaux, un tel milieu a trois niveaux
permet de générer une cohérence maximale dans le fondamental, ce qui augmente sen-
siblement I'indice non linéaire du milieu. De plus, la réduction de I’absorption du fait
de l'interférence quantique entre les champs permet de s’approcher plus pres de réso-
nance, sans que cela se traduise par une détérioration de l'intrication ou un exces de
bruit atomique, comme cela a été mis en évidence dans les expériences.
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A Introduction

A.1 Reéduction du bruit quantique atomique

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 1, I’état quantique d'un ensemble d’atomes
peut étre décrit a l'aide d’opérateurs collectifs de spin. Comme le champ électroma-
gnétique quantifié, ces opérateurs possedent des fluctuations quantiques intrinseques,

81
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qui définissent une limite quantique standard atomique. C’est ce bruit quantique qui li-
mite la sensibilité des mesures de spectroscopie de population utilisées dans les horloges
atomiques [[tano93, Santarelli99], et leur précision. L’utilisation d’états comprimés ato-
miques permet donc d’améliorer la sensibilité de ces horloges [Meyer01].

Pour générer des états comprimés atomiques il est nécessaire d’établir des corréla-
tions entre les spins individuels de I’ensemble. Pour ce faire, on peut considérer plusieurs
approches : la premiere consiste a faire interagir un champ électromagnétique avec un
ensemble atomique, mesurer la modification des fluctuations induites par les atomes sur
le champ et réaliser une mesure du bruit atomique. Plusieurs expériences de ce type ont
été réalisées en utilisant l'effet Faraday [Kuzmich98, Kuzmich00a, Julsgaard01] : on fait
interagir en simple passage un champ cohérent polarisé linéairement avec un ensemble
atomique polarisé dans un état cohérent. Comme nous ’avons vu dans le chapitre 2,
leffet Faraday modifie les fluctuations d’une quadrature du mode vide de polarisation
orthogonale, de telle sorte que la mesure des fluctuations de cette quadrature renseigne
sur I’état atomique. Il est alors possible de comprimer les fluctuations atomiques de
maniere conditionnée au résultat de mesure. Le groupe d’Eugene Polzik a I'université
d’Aahrus au Danemark a ainsi pu intriquer deux cellules de césium par cette méthode
[Julsgaard01].

On peut également utiliser cette modification des fluctuations du champ par les
atomes pour effectuer une rétroaction sur les atomes. Cette méthode, initialement pro-
posée par Wiseman et al. [Thomsen02], a été mise en oeuvre avec succes dans le groupe
de Hideo Mabuchi a Caltech [Geremia04] : la mesure des fluctuations du champ permet
de générer un champ magnétique haute fréquence au niveau du nuage atomique qui
modifie a son tour les fluctuations atomiques. Une réduction de bruit conséquente - de
Pordre de 70% - a été ainsi obtenue.

Si 'on dispose d’états comprimés de la lumiere, une seconde possibilité est de trans-
férer la réduction de bruit du champ aux atomes, c’est-a-dire corréler les spins indivi-
duels par le biais de corrélations entre photons. Cette méthode fera I’'objet d’une étude
détaillée dans le chapitre suivant, ainsi que dans le chapitre 6.

Enfin, une troisieme méthode consiste a utiliser 'interaction non-linéaire entre un
ensemble d’atomes et un (ou plusieurs) modes du champ électromagnétique'. C’est ce
processus, dont I’étude a commencé dans le groupe lors de la these de Laurent Vernac,
que nous étudions dans ce chapitre dans le cadre d’une interaction atomes-champs en
cavité.

lyoir par exemple [Vernac00, SgrensenOla, Sgrensen0lb, Poulsen0lb, Bouchoule02, Andre02a,

Vernac02, Genes03].
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A.2 Réduction du bruit quantique avec des atomes froids en
cavité

En effet, nous avons vu que, pres de résonance, en raison de la saturation de la
transition, un nuage d’atomes froids a deux niveaux présente de fortes non linéarités,
ce qui a pour conséquence pour le champ 'apparition de phénomenes de type bistabilité
et, éventuellement, une réduction des fluctuations quantiques du champ sous le bruit
quantique standard. Ces effets ont effectivement été observés dans le groupe lors des
theses de Laurent Hilico, Astrid Lambrecht et Thomas Coudreau. Au cours de sa these,
Laurent Vernac a prédit que l'interaction non linéaire d’un ensemble d’atomes a deux
niveaux e et g avec un champ en cavité pouvait également produire une réduction du
bruit quantique atomique au voisinage des points tournants de bistabilité [VernacO1b].
La réduction de bruit atomique calculée était de I'ordre de 35% dans les conditions de
son expérience [Vernac00]. Malheureusement, le spin atomique comprimé possede dans
ce cas une durée de vie bien inférieure a la microseconde, ce qui rend sa détection diffi-
cile. Laurent Vernac a aussi étudié une autre configuration, mettant en jeu des atomes a
trois niveaux en V : dans ce schéma, un champ pompe intense interagit avec les atomes
sur une transition entre un niveau fondamental et un premier niveau excité 1, alors
qu'un champ sonde interagit avec un autre niveau excité 2. Au voisinage des points
tournants de bistabilité pour le champ pompe, il se produit une réduction de bruit du
spin associé aux niveaux excités 1 et 2 d’environ 15% par rapport au bruit quantique
standard [Vernac02]. Cependant, comme dans le systéeme a deux niveaux, 1'observa-
tion de cette réduction de bruit est rendue difficile, parce qu’elle se produit pendant
un temps tres court, donné par la durée de vie de cohérence entre les états excités 1 et 2.

Une solution a ce probleme consiste a réduire les fluctuations quantiques de spins
associés a des sous-niveaux (Zeeman ou hyperfins) de 1'état fondamental. Dans ce cas,
leur durée de vie, insensible a I’émission spontanée, peut étre tres longue (de l'ordre
de plusieurs millisecondes pour des atomes refroidis dans un piege magnéto-optique).
Nous avons étudié deux schémas qui permettent de réaliser cet objectif, le travail pré-
senté dans ce chapitre étant le fruit d’une collaboration avec le professeur Paul Ber-
man de l'université du Michigan a Ann Arbor. Dans la section B nous montrons que
I'on peut réduire d’environ 30% les fluctuations quantiques d’un spin de longue durée
de vie constitué par deux sous-niveaux fondamentaux dans une configuration Raman
[Dantan03al.

Ensuite, dans la section C, nous présentons un schéma plus complexe - mais plus
efficace - utilisant des atomes a quatre niveaux en “double A”, qui améliore notablement
la réduction de bruit. On montre en particulier que, contrairement a la configuration
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Raman, la réduction de bruit n’est plus limitée lorsqu’on augmente le nombre d’atomes,

1/3

mais que la variance minimale atomique tend vers 0 comme C'~'/° avec la coopérativité

[Dantan03b].

B Réduction du bruit atomique dans un systéme
en A

On considere un nuage d’atomes froids placé dans une cavité optique, interagissant
avec deux champs : un champ pompe intense A;, qui traverse le milieu en simple
passage hors de la cavité, interagit sur la transition 1 — 3 avec une fréquence de Rabi
), et un champ sonde quantique A, circulant dans la cavité et interagissant avec les
atomes sur la transition 2 — 3 (Fig. 2.10).
Dans tout ce chapitre, nous nous placerons dans les conditions suivantes :
— le champ pompe est traité classiquement
I’amplitude du champ sonde est supposée faible devant celle du champ pompe
(lg2(A2)| < ©2)

— les désaccords a un photon sont grands devant le taux d’émission spontanée
(A > )

— on se place au voisinage de la résonance a deux photons : § < A = (A; + Ay)/2

Comme on I’a montré dans le chapitre précédent, 1’évolution des observables du
systeme est régie par les équations d’Heisenberg-Langevin suivantes

I, = QP —iQP 4+ 113 — Il + Ay + Fiy (3.1)
I, = igAlPy —igoAsP) + T3 — volly + Ay + Fis (3.2)
I, = —(GQ P —iQP)) — (iga APy — iga Ay P)) — 29115 + Fig (3.3)
P = —(y +iA) Py 4+ iQ(ITy — TI3) + iga Ay Pl + Fis (3.4)
Py = —(y+iDg)Py +igyAs(Tly — TI3) + iU, + Fig (3.5)
B = —(y0—i6) P+ i Py — iga Ay P] + Fy (3.6)
Ay = —(k+ila)As+ %PQ - \/?Ag" (3.7)

avec les mémes conventions que dans la section B.1.2 du chapitre 2.

B.1 Calcul de la matrice de variance atomique

De nouveau, nous sommes intéressés par les fluctuations des observables - ato-
miques, cette fois - autour d’un état stationnaire donné. La méthode de calcul de ces
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fluctuations a été développée lors de la these de Laurent Vernac [VernacOlb]. Dans
cette section nous I'appliquons au systeme en A étudié, ce qui permet d’obtenir numé-
riquement les spectres et variances atomiques, étant données les valeurs des parametres
ajustables d’interaction. Dans la section B.2 nous établissons des résultats analytiques
qui permettent d’expliquer de maniere simple les calculs numériques et les phénomenes
physiques mis en jeu.

B.1.1 Linéarisation et matrice de variance

Comme dans le chapitre 2, on obtient 1’état stationnaire du systeme en se fixant la
valeur des amplitudes des champs intracavité, des désaccords, des taux de relaxation
et de repeuplement, ainsi que des constantes de couplage, et on linéarise autour de
cet état, apres avoir vérifié la stabilité du point de fonctionnement. On note |5£(t)] le
vecteur des fluctuations du systeme

06(t)] = |6 45,648, 6Py, 6P} 6P, 6P}, 6P, 6 P, 011, 011,, 6115 (3.8)

qui obéit a I'équation matricielle suivante

L 15¢] = ~[Bu o] + |, 39)

avec [Bi1] la matrice obtenue en linéarisant les équations (3.1-3.7) [voir aussi (2.61)]. La
matrice de corrélation du systeme atomes-champ [G/(0)] se calcule de la méme fagon :
dans le chapitre 2, nous en avions extrait la matrice de variance des champs intracavité
pour en déduire celle des champs sortants. On peut extraire également de [G(0)] la
matrice de variance [V,] du spin équivalent associé¢ aux observables du fondamental®.

B.1.2 Passage dans la base du spin moyen

Considérons par exemple le cas du spin associé aux sous-niveaux fondamentaux. De
[G(0)], on extrait la matrice de variance, [V,], dans la base (J;,Jy,J,). Or, on souhaite
étudier les fluctuations du spin dans le plan orthogonal au spin moyen, orienté selon OZ
(Fig. 3.1). Les nouveaux vecteurs unitaires (7, ', k') s’obtiennent & partir de (7, j, k)
par une rotation d’angle 6 autour de j et une rotation autour d’angle ¢ autour de Oz :

=1

7 = cosfcosy i+ cosfsing j—sinfk (3.10)
= —singi+cosy ], (3.11)

“Q

20n pourrait également calculer les propriétés de bruit des spins associés aux systemes a deux
niveaux 1 — 3 et 2 — 3 (voir [Vernac01b]).
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Z y4

X

Fic. 3.1 — Passage dans la base du spin moyen : les fluctuations auzquelles on
s’intéresse sont celles des composantes de spin dans le plan sous-tendu par i et f’.

les angles 6 et ¢ étant donnés par les valeurs moyennes du spin dans la base (J,,J,,J,) :

cosf = <Ji>, sinf = <J$>2j<Jy>2 (3.12)
7 ]
W) W)

¥ S EEa S e P T+ (313)

On passe donc dans la base (Jy,Jy) a l’aide de la matrice de changement de base [R] :

R] = (cos Q'COS(,D cosfsiny —sin 49) (3.14)
—sinp Cos 0
La matrice de variance [V] dans le plan orthogonal est alors
V] = [RIV;)[R)f (3.15)

On étudie ensuite le bruit atomique dans ce plan; une composante faisant un angle «
avec OX s’écrit J, = Jy cosa+ Jy sina. On en déduit que sa variance est donnée par
I’expression :

AJ? = cos’a AJy +sin’a AJE +sin(2a) Ay, (3.16)
= cos?a [V]iq +sin®a [V]a + sin(2a) Re ([‘7]12> (3.17)
En différenciant cette relation, on trouve que AJ?2 est minimale pour o = «y et maxi-
male pour a = ag + 7/2, avec
2AJ%,
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Finalement, la composante de spin J,, est la composante qui possede la plus petite
variance normalisée

A = Loy (3.19)
[()1/2

Le spin est dans un état comprimé si la variance minimale associée est inférieure au
bruit quantique standard atomique : AJ?, < 1.

m

B.2 Interaction Raman et systéeme équivalent

Il est bien connu que, dans une configuration “Raman”, c’est-a-dire lorsque les
champs sont fortement désaccordés par rapport a la résonance a un photon, mais proche
de la résonance a deux photons, le probleme se simplifie et se raméne au cas d’un sys-
teme effectif a deux niveaux. On se place en régime de pompage optique, c’est-a-dire
que l'on suppose que le taux de pompage Raman I'y = vQ?/A? est petit devant le
taux de relaxation de la population du niveau excité 2. Ceci est vérifié pour Q < A.
La population dans le niveau excité est alors négligeable. De plus, les dipoles optiques
Py et P; évoluent rapidement par rapport aux observables dans le fondamental et on
peut les éliminer adiabatiquement dans (3.4-3.5). A l'ordre 2 en 1/A, on obtient un

systeme d’équations pour les variables de spin du fondamental J, = P., J_ = P,
J, = (IIo —II;)/2 et le champ sonde A

Jy = —(F—id)Jy +2igAsJ, + F, (3.20)
. AA .

Joo= AL+ =+ ig(ALJ, — AyJ ) + F, (3.21)
. ~ Xo 2 .

Ay = —(k+il)Ay+ %A + \/;AQ" (3.22)

ou 'on a défini

— une constante de couplage effective g = gQ2/A (Q étant supposée réelle)

— un désaccord effectif & deux photons 6 = § + Q2 /A, qui inclut le déplacement
lumineux du niveau du au champ pompe

— le taux de pompage optique “Raman” I'p = v022/A?, de telle sorte que le taux de
relaxation total est ¥ = v9 + 'y,

— un désaccord effectif pour la cavité A, = A, — 2¢g*(Il,) /A7, prenant en compte

le déphasage linéaire du champ dii aux atomes®,

3En redéfinissant le déphasage avec la cavité, ce déphasage effectif qui dépend a priori de la popu-
lation (ITo) & I’état stationnaire, peut étre considéré comme un parametre ajustable pour le systeme
a deux niveaux effectif.
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— un nouveau terme source AA = Ay — Ay + NIy,
— ainsi que des nouvelles forces de Langevin F, = Fy + %FQ?, et I, = F,+ %F 13+
%Fg,l dont la matrice de diffusion est

3/2+ (J.) 0 —(J4)
D] = N7 0 1/2 — (J.) 0 (3.23)
—(J-) 0 1/2 = (J.)

dans le cas o Ay = Ny, Ay = 0.
Ces équations sont celles d’un systeme a deux niveaux “ouvert” [Cohen96b], dans
lequel le taux de relaxation de la cohérence est égal a celui des populations.

B.2.1 Etat stationnaire et bistabilité

On trouve pour les valeurs stationnaires les expressions usuelles d’un systeme a
deux niveaux [Cohen96b]

14146 N 1462
= Jy=———— 3.24
1+ 02 + 4a?’ () (3:24)

J.Y =ialN — —
(Jy) =ia 2 1+ 62+ 402

ou l'on a normalisé le désaccord et 'amplitude par le taux de relaxation total :

§=0/4  a=g§A)/q (3.25)

Quant au champ sonde, il satisfait a I’équation

~ 2 ~_ 2
, 2C 2C6
=1 1+ —— Op + ———— 2
2T ( +1+52+412> +< +1+52+412> (3.26)

en notant I, = |a|?, 6. = A./k et C = §>N/T7. La coopérativité effective C' est reliée
a la coopérativité usuelle par

¢ IN _ o L (3.27)

Ty Yo+ Tk
Notons que lorsque vy = 0, la coopérativité effective est strictement égale a la coopéra-
tivité classique. Un taux de relaxation non nul dans le fondamental tend naturellement
a diminuer le comportement coopératif des atomes. Lorsque la coopérativité effective
et 'intensité incidente sont assez grandes, le champ intracavité peut présenter un com-
portement bistable [Hilico92a]. On s’attend donc a pouvoir observer une réduction de

bruit atomique pour certaines valeurs des parametres d’interaction.
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B.2.2 Spectres atomiques

La méthode présentée dans le paragraphe B.1 fournit directement les variances ato-
miques. Cependant, il est également intéressant de calculer les spectres de bruit. La
méthode de calcul de ces spectres a été développée dans la these de Laurent Vernac.
Le principe du calcul est de relier les fluctuations du spin aux fluctuations du champ
incident et aux fluctuations dues au couplage avec les modes latéraux, ainsi que celles
associées aux processus de relaxation et de repeuplement. En effet, comme on I’a re-
présenté sur la figure 3.2, les fluctuations du champ incident se refletent dans le champ
intracavité. Les fluctuations du champ intracavité créent des fluctuations atomiques
0J., qui leur sont proportionnelles. Les fluctuations atomiques proviennent également
des processus dissipatifs (couplage aux modes latéraux via 1’émission spontanée, pro-
cessus de relaxation de la cohérence et processus de repeuplement, etc.). La somme de
ces fluctuations atomiques 6J = d.J. + d.J, crée a son tour une polarisation qui modifie
les fluctuations du champ intracavité. Dans 1’espace de Fourier, les fluctuations du spin

5.
G <—
—>

Fi1Gc. 3.2 — Couplage des fluctuations atomes-champs en cavité.

atomique |0J(w)] = [0J4(w),0J_(w),0J,(w)] sont la somme de deux contributions :
[0J(w)] = |07 (w)]e + 1] ()] (3.28)

La premiere contribution est donnée par la réponse linéaire ; c’est la réponse des atomes
a l'excitation par le champ intracavité. Elle s’exprime en fonction de la matrice de
susceptibilité linéaire :

07 (w)]e = [x(w)][0 Az(w)] (3.29)

[x(w)] étant la matrice des fluctuations atomiques définie par

X(w)] = ([Bs] —iw1)~![C] (3.30)
5 —id 0 —2ig(A,) 2iG(.J.) 0
[Bs] = 0 4140 2ig(A)* |, [C] = 0 —2ig(J.) | (3.31)

—ig(A) gl A —ig(I) gl
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La seconde provient du couplage avec les modes latéraux, responsables de 1’émission
spontanée, ainsi que des processus de dépeuplement et repeuplement

6.7 (w)]w = ([Bs] — i)™} F(w)] (3.32)
avec |F(w)] = |Fy(w), F_(w), F.(w)]. Dans le paragraphe B.1.5 du chapitre 2, on a
montré que les fluctuations du champ intracavité s’expriment en fonction des fluctua-
tions du champ incident et des fluctuations atomiques dues au couplage avec les modes

latéraux
)] = o luallBAT ]+ -l (V267 (3.3
wvee 8P =187, 00 2nlial ™ = (D] — [Nal [l

[MQ]:(HHAOC—M 0 ) [N2]:(¢g0/r 0)

K — i, — iw —ig/T

et [xp] la restriction de la matrice de susceptibilité aux dipoles. On peut donc décom-
poser les fluctuations atomiques comme la somme de trois termes

67 (w)] = [J(W)I6AY ()] + [0 ()]s + [K (w)][6P(w)] (3.34)
ol 'on a posé
[J(w)] = [x(@)][pa(w)])/ V25T, [K(w)] = x(@)][p2(w)][Na]/(26)  (3.35)

Les fluctuations du spin contiennent plusieurs contributions : le premier terme du au
champ entrant modifié par les atomes, les deux autres termes diis aux processus de
relaxation. Les deux derniers termes sont corrélés entre eux, mais pas avec le premier.
En introduisant les corrélations entre ces deux termes, donnés par la matrice [o]" :

(|0P(w)]o[0J(W)]s) = 27N (w — W) [o23(w)] (3.36)
on obtient la matrice des corrélations atomiques [V (w)]
V)] = {T@IVa@IlI @]} + {Nlo@w)]+ N[E (W)oK W)
+ N([K(w]lozs(w)] + [o2(w)][K (w)]1) }
Ven(@)] + [Var(w)]

La matrice des corrélations atomiques est donc la somme de deux matrices : une ma-
trice de “champ” [V, (w)] = [J(w)][Vin(w)][J(w)]" qui donne la contribution au spectre
de bruit des fluctuations du champ incident, et une matrice “atomique” [V .(w)], qui

4voir I'appendice A pour I'expression de [o].
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regroupe les contributions des différents processus de relaxation (émission spontanée,
relaxation de la cohérence dans le fondamental, repeuplement). On peut ainsi calculer
de maniere rigoureuse les spectres de bruit et établir le poids des différentes contri-
butions. La variance d’une composante dans le plan transverse peut s’écrire sous la
forme

AJ2 = AT + AT (3.37)

Nous nous intéresserons particulierement dans la suite aux poids respectifs de la contri-
bution due aux fluctuations du champ incident (AJ?) et de la contribution des pro-
cessus dissipatifs (AJ?).

B.2.3 Spectres atomiques et réduction de bruit
L A

2000 ¢

1500 {

1000 |

500 |

S

1 2 3 4 5 6

FI1G. 3.3 — Courbe de bistabilité I}* en fonction de s = 41, [5 = 0, A, = 0, C' = 100,
Kk = 27y = 20007, I'r = /100, A = 100~/. Le point tournant “haut” A correspond
as~>~1.

En appliquant les méthodes précédentes, on peut calculer les spectres de bruit
des composantes de spin perpendiculaires au spin moyen, ainsi que leurs variances. On
observe effectivement une réduction du bruit atomique lorsque I'on se place au voisinage
du point bas de la courbe de bistabilité (voir Fig. 3.3). Un spectre de bruit typique
est présenté sur la figure 3.4, ainsi que les contributions discutées précédemment. On
remarque que le pic central de bruit possede une largeur bien plus grande que la largeur
naturelle 5. Cet élargissement (oc 2C7) est dit & linteraction avec le champ intracavité,
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S,(®)

- - ®/y

-600 -400 -200 200 400 600

Fi1G. 3.4 - Spectre de bruit de la composante comprimée (J, dans le cas pré-
sent) pour le point de fonctionnement A 5 = 0, A, = 0, s = 1, C = 100,
Kk = 27y = 20007y, ['r = 7/100, A = 1007/. Sen(w) et Sat(w) donnent respecti-
vement les spectres de bruit des contributions de “champ” et “atomique” au spectre

total Sy, (w) = Sen(w) + Sar(w). Leurs contributions a la variance atomiques sont
données dans le tableau 5.1.
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comme nous le verrons plus loin.

Les contributions aux variances des différents termes de bruit, définies dans la sec-
tion B.2.2, sont données dans le tableau 3.1 : les termes de bruit ajouté par les pro-
cessus dissipatifs sont négligeables (~ 3%) pour la composante la moins bruitée, les
fluctuations du champ incident étant prédominantes. En revanche, un fort exces de
bruit atomique est reporté sur la composante bruitée; 1’état atomique n’est donc pas
minimal pour Heisenberg.

| | A2 | AJ2 | AT | AJE /AT
a=7/2]0.718 06950023 97%
a=0 | 32.51] 2.06 |30.45 6%

TAB. 3.1 — Différentes contributions auzx variances de la composante comprimée
(ici J,) et de la composante orthogonale, pour les paramétres correspondant au
point A de la figure 3.4 (s =1).

AJ

min

1.05 ¢

0.95 ¢
09 ¢
0.85
0.8}
0.75 |
0.7t

1 5 10 50 100 500 1000

Fic. 3.5 — Variance minimale en fonction de la coopérativité effective C, pour
le point de fonctionnement A de la figure 3.J. La courbe en traits pleins donne
le résultat du calcul numérique exact, la courbe en pointillés le résultat du calcul

analytique [Eq. (3.48)].

La figure 3.5 représente la variance minimale en fonction de la coopérativité effective,
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pour un point de fonctionnement donné. Pour des valeurs suffisamment grandes de la
coopérativité, on observe une réduction de bruit de l'ordre de 30%, ce quelque soit
le point de fonctionnement choisi (fixé par 6, 6., C et I;). Cette réduction de bruit
sature lorsqu’on augmente 'interaction non-linéaire. Un comportement similaire a été
également observé par Laurent Vernac dans ses calculs sur un systeme a deux niveaux
[Vernac01b], la saturation avec C' se produisant dans ce cas pour une réduction de bruit
de l'ordre de 50%.

B.2.4 Interprétation physique de la réduction de bruit atomique

Dans la limite ou la coopérativité est grande, les calculs numériques montrent que
le point de fonctionnement qui optimise la réduction de bruit atomique est celui qui
correspond a une cohérence atomique maximale a 1’état stationnaire, ¢’est-a-dire |(.J, )]
maximal. Nous avons aussi vérifié numériquement que la réduction de bruit obtenue
dépendait peu du désaccord 6 ou du désaccord de la cavité A..

Pour interpréter ces résultats, on peut donc étudier analytiquement la situation
particuliere correspondant au cas ou le systeme présente de la bistabilité absorptive
(5 = A, = 0), et ou le point de fonctionnement du systeme est proche du point
tournant bas de la courbe de bistabilité (point A de la figure 3.3). On a alors

N 1 1aN
(J,) = 2113 et (Jy) = T avec s =4I, (3.38)
Si l'on choisit « réel, il est facile de voir que le spin moyen est dans le plan (Oyz), avec
une longueur [(J)| = %\/11?

La linéarisation de (3.20-3.21-3.22) conduit a

0Jy = —(7—i0)0J, + 2iG(A)0J, + 2iG(J.)6 Ay + F, (3.39)
8, = —A0J. —ig[(J_)0Ay — (JL)GAL + (A)0T_ — (A) 6T+ F.  (3.40)
. ~ X 2 .
§Ay = —(r+iA)0As + 25T, + ) Lsain (3.41)
T T

Si l'on se place dans des conditions de “mauvaise cavité” (k > ¥), le champ intracavité
suit adiabatiquement ’évolution du spin atomique. On peut donc considérer qu’a tout
instant

1

. /2 1 ,
T(k +1A) T K+ iA,

En prenant la transformée de Fourier de (3.39-3.40-3.42) et en supposant 6=A,.=0,
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on obtient des équations réduites pour les fluctuations des variables atomiques

(1 +2C0) —iw] 6J,(w) = —BOYS" + I, (3.43)
[F(1+20) —iw] 6J,(w) = 2a78J, + BSXS" + F, (3.44)
(7 —iw)dJ.(w) = F(4C —20)8.J, — 2035 X" + F, (3.45)

avec C = C/(1+s) et 3 = gN/(1+ s)v/T. Les fluctuations de J, sont découplées de
celles de J, et J,. On voit que la largeur du spectre de la composante J,;, qui est toujours
dans le plan transverse, est donnée par (1 + 2C) > 7. On retrouve 1'élargissement
constaté dans la section précédente du a Ueffet coopératif des atomes (Fig. 3.4). On en
déduit ensuite facilement le spectre, puis la variance de la composante J,, qui est la
composante dont le bruit est minimal dans ce cas particulier,

N 1 2C N 1 ~
AJZ=— - ~ — C>1 3.46
v 41—1—20[_‘—1—{—3} 41+s (> 1), (3.46)
que 'on doit normaliser par la longueur du spin moyen
B N 1
)] = — (3.47)
2 4/1+s
La variance normalisée minimale vaut finalement
145+ 2 | .
AT, =V1ts =~ (C> (1+5)?) (3.48)

1+s+2C  V1+s

Or, dans ce cas, le point bas de bistabilité correspond a s = 1 (lorsque C > 1)°. Les
points tels que s < 1 sont donc stables. On trouve donc que la plus forte réduction de
bruit, AJ?, = 1/y/2 ~ 0.707, est obtenue lorsque s = 1, ce qui correspond effective-
ment & la valeur maximale de la cohérence : |(J.)| = (J,) = N/4. Nous avons vérifié
que ces résultats, obtenus pour le point de fonctionnement particulier & = A, = 0,

restent valable pour les autres parametres.

La conclusion est que, bien que la longueur moyenne du spin décroisse avec I'inten-
sité du champ (comme 1/+/1 + s), la contribution au bruit atomique di aux fluctuations
du champ incident décroit plus fortement (comme 1/(1+ s)). Cette réduction des fluc-
tuations atomiques peut se comprendre comme le résultat de l'interaction non linéaire
entre le champ intracavité et les atomes. Les fluctuations atomiques entrainent une mo-
dification des fluctuations du champ intracavité, qui génere en retour des corrélations

5Les points haut et bas s’obtiennent en trouvant les points de tangente horizontale dans la figure
3.3. On trouve s = C — 14+ (C? —4C, soit : s ~2C et s ~1+2/C (C > 1).
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entre les spins. L’interaction en cavité avec un champ cohérent permet de corréler entre
eux les différents atomes du nuage et de réduire les fluctuations atomiques, d’ou 'ap-
pellation self-spin squeezing utilisée dans le groupe pour qualifier ce type de réduction
de bruit atomique [Vernac00]. Comme le terme provenant des fluctuations du champ
incident est largement prédominant lorsque la coopérativité est grande, les fluctuations
relatives - normalisées par la valeur moyenne du spin - décroissent avec 'intensité intra-
cavité. La réduction de bruit que I'on peut obtenir est toutefois limitée par I'instabilité
statique du systeme. Cette étude a montré que la plus grande réduction de bruit est
obtenue lorsque le module de la valeur moyenne de la cohérence est maximum. Dans le
cas du processus Raman étudié dans ce paragraphe, nous avons montré que le module
de cette cohérence vaut au plus N/4, ce qui limite la réduction de bruit a 1/ V2. Pour
augmenter la réduction de bruit, il faut donc ajouter au processus Raman, un autre
processus qui permette de créer une cohérence dans 1’état fondamental sans détruire
les corrélations entre les atomes créées par 'effet Raman. Le processus le plus “natu-
rel” pour générer une cohérence dans le fondamental est un processus en EIT. Nous
étudions donc dans la section C la réduction de bruit par effet Raman, assistée par
EIT.

B.2.5 Spectres du champ sortant

On peut également calculer les spectres de bruit du champ sortant de la cavité,
comme nous ’avons fait dans le chapitre 2. Pour des points de fonctionnement corres-
pondant a une réduction de bruit atomique, on peut observer une réduction de bruit
dans le champ sortant, réduction de bruit qui se produit & basse fréquence (i.e. aux
fréquences d’évolution des fluctuations du spin dans le fondamental). Toutefois, cette
réduction de bruit n’est pas systématique et reste peu importante. Sur la figure 3.6,
on a représenté deux spectres de bruit minimaux correspondant a deux points de fonc-
tionnement, le premier dans un cas ot la bistabilité est absorptive (§ = 0, point A),
le second dans un cas oi la bistabilité est dispersive (§ = 10). On constate qu’il faut
s’écarter de la résonance a deux photons pour que atomes et champ sortant soient tous
deux dans des états comprimés. Cela illustre le fait qu'une réduction de bruit dans le
champ sortant n’est pas nécessairement le signe d'une réduction de bruit atomique, et
inversement.
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S out

min

1A
1.05\\ | | | (D/K

Fi1G. 3.6 — Spectres de bruit de la quadrature la moins bruyante du champ sortant,
pour les deux points de fonctionnement : “bistabilité absorptive” [point A, Fig. 3.3]
et “dispersive” [B : 6 = 10, A, = 0, I, = 25.2, C' = 100, k = 2v, ['z = ~/100,
A = 100v]/.

C Réduction de bruit par effet Raman assistée par
EIT

Un moyen simple pour augmenter la valeur moyenne de la cohérence a ’état sta-
tionnaire consiste a pomper de maniere résonnante la cohérence a ’aide d’un niveau
auxiliaire. On considere donc le modele précédent auquel on ajoute deux champs sup-
plémentaires qui interagissent a partir des sous-niveaux fondamentaux de maniere ré-
sonnante avec un second niveau excité 4 (voir Fig. 3.7). Ces deux champs, de méme
amplitude et résonnants a un et deux photons comme dans le chapitre 2, peuvent créer
une cohérence maximum, p;o ~ —1/2; entre les deux sous-niveaux fondamentaux. A
I’état stationnaire, ces champs ne sont quasiment pas absorbés, on retrouve une situa-
tion de transparence électromagnétiquement induite (ou de CPT). Le résultat majeur
de cette section est que la réduction de bruit optimale obtenue par cette méthode est
bien meilleure que dans le cas précédent - pour des parametres expérimentaux rai-
sonnables, elle atteint environ 8dB. De plus, la variance minimale tend vers 0 avec

1/3

la coopérativité, comme C'~/°, ce qui montre qu’il est possible d’obtenir un “self-spin

squeezing” arbitrairement grand avec des atomes froids en cavité.
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1 R‘w Yo 2 “h‘”‘w Yo

FiGg. 3.7 — Structure atomique en double A.

C.1 Systeme considéré et équations

Comme indiqué sur la figure 3.7, on considere un ensemble d’atomes a 4 niveaux
en double A, interagissant avec deux paires de champs : les mémes champs Raman,
A et Ay, que précédemment, sur les transitions 1 — 3 et 2 — 3, et deux modes d'un
champ © en cavité. On dénote par le méme symbole les deux modes, qui peuvent étre
dégénérés en polarisation ou bien en fréquence selon le schéma considéré. Ce champ
a été pris en cavité pour assurer un traitement quantique complet, mais nous verrons
que les fluctuations de ce champ n’ont pas d’influence sur les résultats dans le régime
étudié. On pourrait, sans changer les conclusions, le traiter comme un champ classique
se propageant en dehors de la cavité. Le systeme complet doit maintenant étre décrit par
16 observables, et le systeme d’équations d’Heisenberg-Langevin régissant leur évolution
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sont, avec les notations de la section précédente :

% = iV Pis — i Pl 4+ ig© Py — ig'©OP), + 4115 + 7'y — oIy + Ay + Fyy
% — igAl Py — igAyPly +ig'©T Py — ig’ O Pl + A115 + 4TIy — yolly 4 Ay + Fiy
% = —(iQ]Pi3 — inPng) — (igA;P% - Z'gA2p2T3) — O TTs + Fig

% = —(ig0" Py - i9/6P1T4) — (ig©' Py — ig'@P2T4) — 29I, + Fyy

ddPtlg = —(y+iA) Py + i (I — II3) + igAs P} + Fiy

di;g = —(v+1i09) Py + igAs(Ily — II3) +iQP, + Fo3

ddP; = —'Pu+ig Ol —II;) + ig OP] + Fiy4

% = —'Poy+ig'O(Ily — I1y) +ig'OF, + Fiy

dc? = — (Y0 — i0) P, + i Py — igAy Ply +ig'©' Pay — ig' O P, + Fyy

%2 = —(r+1Ac)A + i?ngg + \/QTEAQ”

% = —(K +iA)0 + iT—g;(P14 + Pyy) + %@m

ol g et ¢’ sont supposés réels. Les taux de relaxation des dipoles Py et Poy ont été pris
égaux pour simplifier.

C.2 Systeme a deux niveaux effectif

Pour l'interaction en EIT dans le second systéeme en A, on choisit un pompage
optique I'g = 2¢'|(©)|? /' faible devant +'. Dans ces conditions, la population du niveau
4 est négligeable et les dipoles optiques P4 et Py évoluent toujours rapidement par
rapport aux observables dans le fondamental. On peut donc procéder a des éliminations
adiabatiques similaires a celles effectuées dans la paragraphe B.2.3 pour les cohérences
Pi3 et Po3. On obtient alors des équations ne mettant en jeu que les observables du
fondamental et le champ sonde A,. On a donc de nouveau un systeme a deux niveaux
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effectif :
Jy = —(§—1i0)Jy 4 Ayy + 2§ Ay, + F, (3.49)
J. = AL+ %[\ +ig(AlJ, — J_Ay) + F, (3.50)
Ay = —(k+iA)Ay + z‘%ﬁ + @Ag’l (3.51)

Si 4 et g sont inchangés par rapport au schéma précédent’, le taux de relaxation et les
termes sources sont modifiés :

¥ = %+Tr+Tg (3.52)
AN = Ay— A+ NDp (3.53)
Ay = —NIg/2 (3.54)

en supposant (O) réel. Ce dernier terme source traduit le pompage dans I’état noir (|1)—
12))/v/2. On suppose pour simplifier que le processus de repeuplement est symétrique :
A1 = Ay = N~/2. Les forces de Langevin sont également modifiées pour prendre en
compte le bruit supplémentaire dit au pompage en EIT. En notant J, = (J,)/N, la
matrice de diffusion atomique s’écrit

F+ g+ 3]+ Tl Tpds ) AL~ (3 +TR) s
[Dy] = N TpJ- ) F- —AL 4Tl —E L+ (7 - TR)J-
I?TE+F7EJ27(’?+FR)J— 7I1TE+FTEJZ+(;?7FR)J+ %7FRJZ

C.3 Spectre et variance atomiques dans le cas (A;) =0

On peut procéder aux mémes calculs que dans le cas du simple A et dériver les
spectres et variances atomiques en appliquant la méme méthode de résolution numé-
rique des équations. On constate que la meilleure réduction de bruit atomique est
obtenue au voisinage de la résonance a deux photons (5 = 0), pour un désaccord de
la cavité nul (A. = 0) et lorsque le champ intracavité a une valeur moyenne nulle :
(Ag) = 0. Pour la clareté de la discussion physique et pour donner quelques résultats
analytiques, on va se placer dans cette situation. L’état stationnaire est alors trivial :

N FE N FR

J)=)=—F—F—"7, J)=5—m 3.55
() =) =G =5 (359)

On voit clairement 'effet des champs sur le spin associé a la cohérence atomique dans
le fondamental : le champ pompe Raman tend a augmenter la différence de population

6Les champs © ayant méme amplitude, ils ne déplacent pas les niveaux.
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en pompant les atomes dans le niveau 2, alors que le champ © tend au contraire a
égaliser les populations et augmenter la cohérence. Les équations des fluctuations dans
le systeme effectif prennent également une forme simple

0J, = —A30J, — G(J.)oYs + E, (3.56)
0, = —A6J,+ g§(J.)6 Xy + F, (3.57)
0J, = —A0J,—goYo+ F, (3.58)
. 2q 2 )
0Xy = —kOXy— D8, + ] X (3.59)
T T
: 2§ [2k .
0Ys = —kdYs+ ?Mx + 751/;” (3.60)

On constate que 6.J, n’est couplé qu’a 6.X,, alors que 0.J, et dJ, ne sont couplées qu’a
dY5. Or, le spin moyen est dans le plan (Oxz), d’apres (3.55). On peut montrer en
résolvant le systeme dans I'espace de Fourier que la composante de bruit minimal dans
le plan orthogonal au spin moyen est .J,. Sa variance est donnée par :

N 1 2C F%%(70+FE)]

2
AJ? ==

- —_~ (3.61)
4 1+ p7(32 +20T%)

avec p = 4/k = p¥/7o- Il est clair que, dans le cas d’une mauvaise cavité (k > ¥) et pour
une coopérativité élevée (C > 1), les fluctuations sont réduites sous la valeur de N/4,
qui correspond a la limite quantique standard pour un état atomique completement
polarisé. Toutefois, on doit comparer ces fluctuations a la moitié de la longueur du spin
moyen, qui vaut

(2= Tt T (3.62)

4 ¥

La courbe épaisse de la figure 3.8 représente la variation de la variance minimale
AT, = AJ2/ (1(JY|/2) en fonction du taux de pompage EIT : la variance minimale
(normalisée) peut étre notablement inférieure a 1 et passe par un minimum lorsque
v < I'p < «/. Sur la figure 3.8, on a tracé également la variance (non normalisée)
Jy, ainsi que la demi-longueur du spin moyen (normalisées par N/4). On constate que
ces deux quantités passent également par des minima quand on augmente le taux de
pompage de la cohérence. Cependant, ces minima sont distincts, et il existe un régime
de pompage pour lequel le spin moyen voit sa longueur augmenter plus vite que les
fluctuations, ce qui correspond bien a une réduction des fluctuations relatives, c’est-a-
dire a de la compression de bruit atomique. En absence de création de cohérence par le
processus d’EIT (I'y = 0) ou, au contraire, pour un pompage saturé (I'y > I'r,70), les
atomes sont dans un état cohérent. On peut remarquer également que si ’on supprime
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I'interaction Raman (I'p = 0), alors la variance minimale est toujours supérieure a
1, ce qui montre qu’une configuration de transparence électromagnétiquement induite
purement résonnante ne génere pas de réduction du bruit atomique.

o O O O o o o
w B U1 o 1 00 L

Fi1G. 3.8 — Variance minimale normalisée AJ2. —(trait plein épais) en fonction
du taux de pompage EIT T'g. La moitié du spin moyen [(J)|/2 (pointillés) et la
variance AJ} (trait plein fin) sont aussi représentées (normalisées par N/4) pour

les mémes valeurs des parametres : C' = 100, p = 1/2000, I'g = 2.

La réduction de bruit optimale se produit lorsque ’écart entre la longueur du spin
moyen et les fluctuations est maximal. On peut interpréter cette dépendance de la
compression de bruit de la maniere suivante : il faut d’abord un pompage en EIT
suffisant pour augmenter la valeur de la cohérence pio : 'y > D'y, 7, mais il est
également nécessaire que les spins soient suffisamment corrélés par 'interaction Raman
pour dominer le bruit ajouté par le pompage. D’apres (3.61), ceci se traduit par la
condition CT%/3* = CT%/(v + T'r + T'r)? > 1. Cette condition est satisfaite pour
des valeurs suffisamment grandes de I'g. Il faut également satisfaire a la condition
habituelle, I'y < k : les fréquences de réponse atomique ne doivent pas étre trop
grandes par rapport a la bande passante de la cavité, ce qui fixe une limite supérieure
sur le pompage.

C.4 Evolution en fonction de la coopérativité

On peut optimiser la variance minimale en choisissant judicieusement les taux de
pompage Raman et EIT pour une valeur de C' donnée. Dans les conditions expérimen-
tales habituelles, vy est tres inférieur a k, ce qui implique p < 1. Sur la figure 3.9 on
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a tracé ’évolution de la variance minimale en fonction du pompage EIT pour diverses
valeurs du pompage Raman, la valeur de la coopérativité étant fixée a 100. On constate
qu’il existe un point de fonctionnement optimal qui minimise la variance par rapport a
ces deux parametres. Dans le régime C' > 1, avec toutefois pC'/3 < &, on peut montrer
que les taux de pompage qui optimisent la réduction de bruit sont donnés par :

. /| 3 . [ 3
I'p ~ 2,070 Iy ~ 250173 10 (3.63)

ce qui conduit a une variance minimale optimale

. 3 12

Dans cette limite, le bruit atomique tend vers 0 comme C~/3, la contribution du
dernier terme étant tres faible pour des valeurs accessibles de la coopérativité. Nous
avons représenté la compression de bruit optimale en dB sur la figure 3.10 en fonction
de la coopérativité ; pour C' = 100, la réduction de bruit vaut 63% (4.3 dB), et atteint
83% (7.7 dB) pour C' = 1000. La présence du taux de relaxation dans le fondamental

1 _
0.9 P
0.8 o
%0
_ _
N-éO.7f _
— , 57 —
< 0.6 //
0.5’ \// /]O/ -
0.4 - T —— 20
0.3 ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 4 60 80 100

0
FE/VO

Fi1G. 3.9 — Variance minimale en fonction du taux de pompage EIT, pour différentes
valeurs de pompage Raman T'r/~v = 0.5,2,5.7,10,20. La courbe en traits pleins
représente la variance minimale pour la valeur du taux de pompage Raman optimale
(3.63) : Tp =T1% = C~'3Tg. Les taux de pompage minimisant la variance sont
I, = 257 et Iy, = 5.5v. Paramétres : C' =100, p = 1/2000.

fixe ’échelle de fréquence physique pour les taux de pompage optimaux ; on trouve que
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ceux-ci doivent étre de 'ordre de /K. Pour une durée de vie infinie du fondamental,
on pourrait en principe prendre des taux de pompage arbitrairement faibles, seul le
rapport I'y/I'r = C/3 étant nécessaire pour obtenir (3.64). Le fait que l'inverse de la
durée de vie du fondamental fixe une échelle basse fréquence est important pour les
prochains chapitres, dans lesquels nous retrouverons des considérations analogues.

'7,
6,
~
M 5}
M)
R=
+ E o |
NHB
< 5
l,
O,

10 20 50 100 200 500 1000
C

Fia. 3.10 - Variance minimale optimisée (en dB) en fonction de la coopérativité
(p =1/2000) en échelle log-log. La courbe plein donne le résultat exact et la courbe

en pointillés un fit de la variance minimale en C~/3,

C.5 Spectres de bruit atomique

On peut, comme dans le cas du A simple, calculer les différentes contributions
du spectre de bruit atomique. En particulier, on peut comparer les contributions des
fluctuations du champ incident et du bruit atomique :

_ NCTY, 1 _Np 1+
w2 D@ T 2 (D)

Sen (3.65)
avec w = w/k and D(w) = (1 —iw)(p — i®) + 2pCT%/07y. Ces contributions sont
représentées sur la figure 3.11, ainsi que le spectre de bruit atomique minimal. De
nouveau, pour expliquer ces résultats, on peut se placer dans le cas d’'une mauvaise
cavité (k > 4) : on élimine adiabatiquement le champ intracavité dans (3.59), on
reporte dans 1'équation de J, et on obtient un taux de relaxation effectif pour les
fluctuations du spin, 7' = 4 + 2CT%/7, qui donne la largeur du spectre de bruit. De
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nouveau, on a un élargissement d’'un facteur 2C' par rapport a la largeur naturelle 7.
En revanche, par rapport au processus Raman, la contribution du champ est égale a
la contribution atomique dans ce cas, le pompage EIT contribuant de maniere non
négligeable au bruit atomique.

“~ 0.
3
N

=
N

o O

O
o Nk O 00O =N

F1G. 8.11 — Contributions au spectre de bruit S; (w) de la composante de spin
la moins bruyante : Sep(w) (tirets), Sq(w) (trait plein). Parametres : C' = 100,
Kk =27, p=1/2000, I'}, = 5.5v, [}, = 257.

D Récapitulatif

Nous avons étudié dans ce chapitre deux schémas possibles pour réduire les fluctua-
tions quantiques d'un spin dans le fondamental sous le bruit quantique standard. Outre
sa longue durée de vie, 'avantage des schémas étudiés est que le spin dans le fonda-
mental est peu sensible a I’émission spontanée. Dans le premier schéma “Raman”; les
fluctuations du champ intracavité peuvent étre comprimées (ou amplifiées) en raison de
I'interaction non linéaire atomes/champ en cavité, ce qui comprime (ou amplifie) a leur
tour les fluctuations atomiques. A partir d’états cohérents du champ, on joue donc sur
la non linéarité du milieu pour modifier ses propriétés, d’ou 'appellation self-spin squee-
zing employée par Laurent Vernac pour qualifier ce type de réduction de bruit. Dans le
second schéma, 1’origine physique de la compression de bruit est un peu plus complexe,
puisqu’elle repose a la fois sur 'interaction non linéaire avec le champ Raman, mais
également sur la fait que la cohérence optique est augmentée par le pompage EIT. On



106 Chapitre 3. Génération d’états comprimés atomiques

joue donc a la fois sur la réduction des fluctuations atomiques par self-spin squeezing et
sur le pompage optique qui modifie les orientations, et donc la longueur du spin moyen.

Pour clore ce chapitre, nous avons représenté sur la figure 3.12 I’évolution des ré-
ductions de bruit atomique maximales que ’on peut obtenir lorsqu’on augmente la
coopérativité. Si la réduction de bruit dans un systéme a deux niveaux sature a 50%
[VernacO1b] et dans un systeme en A a 30%, elle peut étre arbitrairement grande en
principe pour le schéma en double-A.

1

2 double A

C

F1G. 3.12 — Récapitulatif des résultats des différents modeles concernant [’évolution
de la réduction de bruit optimale avec la coopérativité. La courbe “2 niveaux” est
obtenue a partir des résultats de [Vernac01b].

10 50 100 500 1000 5000 10000
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A Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons montré qu’il était possible de comprimer
les fluctuations du spin collectif d’un ensemble atomique associé a deux sous-niveaux

107



108 Chapitre 4. Mémoire quantique atomique

Zeeman ou hyperfins en utilisant I'interaction entre des champs cohérents et un nuage
d’atomes froids placé en cavité. Dans ce cas, les atomes jouent le role de milieu non-
linéaire pour la lumiere, dont ils modifient les fluctuations. En retour, les fluctuations
atomiques sont également modifiées. Cependant, on peut aussi agir sur les fluctua-
tions quantiques atomiques a l'aide de champs optiques dans des états non-classiques
[Vernac01]. Plus précisément, nous allons voir dans ce chapitre que si 'on dispose
d’états comprimés du rayonnement, il est possible de transférer la compression de
bruit de la lumiere aux atomes, ce de maniere réversible et efficace, et a la “demande”
[Dantan03a, Dantan04a, Dantan05a]. On peut ainsi réaliser des opérations de type mé-
moire quantique. Nous présentons dans le chapitre 5 des applications des mémoires
quantiques pour l'information et la communication quantique.

Plusieurs systemes physiques ont déja permis de réaliser de telles opérations de mé-
moire dans le régime des variables discretes. On peut citer par exemple les expériences
réalisées au LKB dans le groupe d’Electrodynamique Quantique en Cavité [Maitre97],
ou encore, tres récemment avec des ions uniques piégés dans le groupe de Wineland
a Boulder [Langer05]. Nous nous intéressons ici a des variables continues. La problé-
matique sous-jacente est la méme, i.e. ’étude du transfert d’états non-classiques entre
oscillateurs harmoniques, mais nous allons considérer des états avec un tres grand
nombre de degrés de liberté. L’état ou “information” quantique est alors encodée dans
le bruit quantique que nous avons introduit précédemment pour les champs ou les
atomes. Plus précisemment, nous avons vu que dans le cas d’un ensemble atomique
completement polarisé ’approximation gaussienne est valable : le spin collectif se com-
porte comme un oscillateur harmonique. On peut transférer les fluctuations quantiques
d’un champ & un ensemble atomique et vice versa. Le transfert des fluctuations d’un
vide comprimé aux composantes du spin collectif associé a deux niveaux excités a été
démontré a l'université d’Aarhus dans le groupe de Polzik, avec une efficacité faible
toutefois [Hald99]. De plus, la courte durée de vie du spin considéré ne permet pas
de stocker ces fluctuations pendant un temps intéressant. Plus récemment, ce méme
groupe a démontré la possibilité de stocker des états cohérents dans des vapeurs ato-
miques pendant plusieurs millisecondes [Julsgaard04].

Dans la continuité de la démarche que nous avons suivie jusqu’a maintenant, nous
allons nous intéresser au spin collectif constitué par deux sous-niveaux fondamentaux
dans une structure en A analogue a celle étudiée dans les chapitres précédents. Le but
de ce chapitre est d’étudier quelles peuvent étre les interactions favorables a un transfert
quantique efficace entre champs et atomes, afin de proposer un schéma expérimental
réaliste.
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B Mémoire quantique avec des atomes froids en ca-
vité

Nous commencons par étudier le cas d'une interaction en cavité, avant de comparer
les résultats obtenus dans cette section avec une interaction en simple passage dans la
section C.

B.1 Interaction avec un vide comprimé

On considere un nuage d’atomes froids interagissant dans une cavité optique a
une entrée-sortie avec deux champs. Comme dans le chapitre précédent deux sous-
niveaux fondamentaux sont couplés a un niveau excité par deux modes du champ
électromagnétique, A; et As. Les équations d’évolution sont celles données dans le
chapitre 2, section B.1.2

I = igtA{Py —igi A P] + 4115 — Il + Ay + Fyy
Hg = ZggAgpg — ZgAQPZT + ’}/H3 - ’)/01_[2 + AQ + FQQ

My = —(igrAlPL —igi A Pf) — (igs AL Py — iga Ay P) — 29115 + Fig
Py = —(y+iA)P +igi A(IT — Thg) + iga Ao Pl + Fig

Py = —(y+ils)Py+igoAs(Tly — TI3) + igi AL Py + Fis

B = —(10—i0)P +igiAlPy —ig2 A2 Pl + f,

: : i [26 i
Ay = —(k+iAq)A + ﬂpl + —HAlln

T T

. . 2 ]
Ay = —(k+iAg)As + %B +4/ ;Aé"

Lorsque la durée de vie du fondamental est infinie (79 = 0), il existe toujours dans
un tel systeme en A un état noir a I’état stationnaire, ce qui signifie qu’il existe une
combinaison linéaire des champs A; et A, pour laquelle le milieu est completement
transparent, et qu'une certaine combinaison des niveaux 1 et 2 est peuplée. D’un point
de vue purement formel, on peut toujours se ramener via une transformation unitaire
globale (sur les atomes et les champs) a I’étude du cas ot I'un des champs est de valeur
moyenne nulle'. On se place donc dans la situation ot le champ de controle A; est
dans un état cohérent et le champ incident A% est dans un état vide, éventuellement

'Nous reviendrons sur ce point dans la section B.5.
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comprimé,

h? 2% sinh(2r) /2
cosh” r e?? sinh( r)/) (4.1)

<A2 > = 0, [‘/;TL] = (6—21'30 smh(27“)/2 Sjnh2 r

Pour ¢ = 7/2, on a une compression des fluctuations d’amplitude, et pour ¢ = 0, ce
sont les fluctuations de phase qui sont comprimées. Pour tenir compte de la durée de vie
finie du fondamental, on suppose que les termes de repeuplement affectent seulement le
niveau 2, de telle sorte qu’a I’état stationnaire, tous les atomes sont dans le niveau 2 :
(Ily) = N. Le spin dans le fondamental est complétement polarisé, (J,) = N/2. Dans
cet état, la valeur de J, est parfaitement définie et est égale a sa valeur maximale N/2.
Le spin atomique se comporte alors comme un oscillateur harmonique. Les composantes
de la cohérence, qui jouent alors le méme role que les quadratures du champ, satisfaisont
a

> e
AJ, AJy 5 1

(4.2)
Il se produit dans cette situation un découplage des équations pour les fluctuations, ce
qui simplifie grandement la discussion sur les propriétés de bruit quantique ; les fluctua-
tions de la cohérence dans le fondamental ne sont couplées qu’a celles du dipole optique
P, et du champ intracavité A,. Les propriétés de bruit du spin dans le fondamental
et du champ A, sont alors completement découplées de I'état du champ de controle,
qui n’intervient plus que par sa pulsation de Rabi 2 = ¢;(A;). Considérer le champ de
controle comme classique ne changerait pas les résultats dans ce cas particulier. Pour
fixer une référence de phase, notamment par rapport au vide comprimé, on choisit par
convention () réelle dans toute la suite. Les équations pour les fluctuations sont alors

6P, = —(y9—i6)0P, + Q5P + f, (4.3)

0P, = —(y+i0y)0Py +iQ0P, 4+ igaNo Ay + Foy (4.4)

. ) 2 )

§Ay = —(k+iA)6As + P25y + /25l (4.5)
T T

B.2 Transfert quantique en EIT

B.2.1 Approximation adiabatique

Une premiere situation intéressante, particulierement étudiée dans le cadre de ralen-
tissement et stockage de lumiere [Hau99, Kash99, Budker99, Phillips01, Liu01], est celle
de Transparence Electromagnétiquement Induite (EIT), rencontrée dans le chapitre 2,
dans laquelle les champs sont résonnants a un et a deux photons : § = Ay = Ay, = 0.
Pour assurer un transfert des fluctuations optimal, il est nécessaire que le désaccord de
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la cavité soit nul (de telle sorte que le squeezing ne soit pas déphasé apres chaque tour
de cavité).

De plus, comme on I’a déja fait dans les chapitres précédents, on considere une cavité
dont la bande passante est tres grande devant les fréquences de réponse atomique. En
pratique, on s’intéresse a des conditions voisines de celles de I'expérience actuelle pour
laquelle la bande passante de la cavité est a peu pres égale a la largeur naturelle de
la transition atomique considérée : K = 2y = (27) 5.2 MHz, les fréquences de réponse
atomique étant inférieures au MHz.

Le champ intracavité et le dipole suivent adiabatiquement la cohérence dans le
fondamental, et on peut les éliminer dans (4.4-4.5). On obtient des équations réduites
tres simples qui relient les fluctuations des composantes de spin a celles des quadratures
du champ incident

(o — iw)dJp(w) = —PpdXd+ f, (4.6)
(o — iw)dJy(w) = —BedYs" + f, (4.7)
avec
_ gN @ - I'g
Be = 7(14_20)@7 70—70+—1+20 (4.8)
_ 0 .
Jo = fo— mFy, fy =T, + mﬂ: (4.9)

I'p étant le taux de pompage optique di au champ de controle a résonance. On a
donc un couplage linéaire entre les composantes du spin et les quadratures du vide
comprimé incident sur une plage de fréquence de largeur 7y, qui représente 'inverse du
temps caractéristique de réponse pour le bruit atomique. L’approximation adiabatique
est donc vérifiée si

Yo K K, (4.10)

Si le champ incident est comprimé en amplitude, Sx;n (w) = e %, la composante de
spin comprimée est J,, dont le spectre de bruit est

1 2
En utilisant le fait que (f;(w) fz(w')) = 216 (w+w') Nvo/2 et (Fy(w)F, (W) = 2m0(w+
w') N+/2, on obtient la variance de J, apres intégration sur le spectre

1 1
2 e A
AT = TRAE (27r /dw SJ:C(CU)) (4.12)

_ 2C FE 6_2T + FE Yo

1+2C (1 +2C)7 T +20)%% 7

SJI (w) =
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La variance atomique est la somme de trois termes de bruit qui s’interpretent facile-
ment :
27")

— le premier (o e™*") représente le terme de couplage avec le champ incident, que

I’on veut rendre le plus grand possible

— le second (o< I'g) donne la contribution de bruit du dipole optique et représente
le bruit dit au pompage optique par le champ de controle

— enfin, le troisieme terme (o< 7g) donne la contribution du bruit associé au proces-
sus de perte de cohérence dans le fondamental

Pour caractériser l'efficacité du transfert de compression de bruit on introduit
Iefficacité de transfert, définie comme le rapport entre la réduction de bruit quantique
atomique et celle du champ incident

1-AJ2.
n = ————2% (4.13)

1—e 2
1n = 0 correspond a un transfert nul, et 7 = 1 a un transfert parfait. Pour de fortes
compressions de bruit du champ, notons que 1’on peut avoir  ~ 1, tout en ayant une
réduction de bruit atomique bien inférieure a celle du champ. Il faut dans ce cas com-
parer directement A.J>

2. & e 2. Néanmoins, pour les valeurs de compression de bruit
accessibles expérimentalement actuellement, 7 est une mesure correcte et pratique qui
permet une discussion simple de I'optimisation des parametres. Ajoutons qu’en terme
de mémoire quantique, il faudrait en toute rigueur comparer l'intégralité de ’ellipse
de bruit atomique a celle du champ incident pour s’assurer de la fidelité du processus.
Si 'on considere des champs dans des états minimaux, les processus de transfert sont
symétriques pour la réduction et ’exces de bruit. n suffit dans ce cas a caractériser

efficacité du transfert (voir (4.6-4.7)).

On trouve finalement, pour une configuration en EIT, une efficacité de transfert

égale a
2C I'g/(1+2C
e = p/(1 1 20) (4.14)
1+2C~+Tg/(1+20)
Pour une situation de transparence parfaite (7o = 0), Uefficacité est maximale
2C Coupl
TNmaz = ( oup age) (415)

1+2C [(Couplage)+(Bruit Atomique)]

Cette relation traduit l'efficacité du couplage atomes-champ en cavité : sur “2C' + 17
photons corrélés, “2C” sont utilisés pour corréler les atomes, et génerent de la réduction
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de bruit atomique. Le taux d’erreur dans I’écriture d’une telle mémoire quantique est
donc 1/(1 + 2C), qui est d’autant plus faible que C' est grand. On a donc intérét
a disposer de beaucoup d’atomes. En terme de bruit quantique, cela signifie que le
processus d’écriture ajoute peu de bruit, la sensibilité a ’émission spontanée étant en
1/(1+2C), par rapport au couplage en 2C'/(1+2C). Si I'on prend en compte la durée de
vie finie du fondamental, le transfert est quasi-parfait - n ~ 1 - pour une valeur élevée de
la coopérativité (C' > 1), et pour un taux de pompage effectif grand devant le taux de
perte dans le fondamental [I'g /(14 2C) > ~|. La perte de cohérence est un processus
dissipatif auquel est naturellement associé¢ du bruit ajouté. On également remarquer
que I'g /(1 4+ 2C) s’interprete comme le taux de transfert des corrélations photoniques
aux atomes; ce taux doit étre grand devant le taux de perte de ces corrélations pour
le transfert puisse avoir lieu.

B.2.2 Interprétation en termes de vecteur de Stokes

Si les niveaux 1 et 2 sont des sous-niveaux Zeeman, on peut la encore considérer que
les champs A; et Ay sont des modes de polarisation orthogonale - o, et o_, par exemple.
Il est alors commode de raisonner en termes de vecteur de Stokes et de fluctuations
de polarisation [Dantan04a]. L’état quantique de polarisation d’'un faisceau peut étre

(c)) .
polarisation
S, &~ circulaire

Polarisation
linéaire

FiG. 4.1 — A gauche, représentation classique d’un état de polarisation dans la
sphere de Poincaré. a et € désignent 'azimuth et ellipticité de la polarisation du
faisceau [Huard94). A droite, représentation de l’état quantique de référence : l’état
cohérent de polarisation.

décrit par la donnée de quatre opérateurs, les parametres de Stokes, définis a partir des
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modes A; et Ay par

Sy =  AlA + AlA, (4.16)
S, = —(AlA, + AlA) (4.17)
S, = i(AlA, — AlA)) (4.18)
S, = AlA, — AlA, (4.19)

Les parametres de Stokes “classiques” [Huard94] sont donnés par les valeurs moyennes
de ces opérateurs, et une représentation usuelle d’'un état de polarisation se fait a 1’aide
de la spheére de Poincaré [Fig. 4.1]. Pour un faisceau complétement polarisé, Sy est
redondant?, et on peut se contenter des trois parametres S, Sy, S,, qui définissent un
vecteur dans la sphere de Poincaré. Dans un formalisme quantique, les opérateurs de
Stokes obéissent a des relations de commutation analogues a celles des composantes
d’un moment cinétique [Korolkova(2]

[Si, SJ] = 261-ij;€ (Z =T,Y, Z) (420)

Cette non-commutation est a 'origine de fluctuations intrinseques de polarisation. De
(4.20) découlent des inégalités de Heisenberg similaires & celles des spins

AS, AS, > [(S.)] (4.21)

Comme pour le spin, les fluctuations quantiques de polarisation dépendent de la pola-
risation moyenne. L’état cohérent de polarisation est défini en supposant les modes A;
et Ay dans un état cohérent. On a alors AS? = (Sy) (i = x,vy, z). Cependant, cet état
n’est pas un état minimal. En effet, le fait que le bruit d’'un parametre de Stokes soit
inférieur au bruit de 1’état cohérent de polarisation n’entraine pas nécessairement une
violation apparente d'une inégalité de Heisenberg. De maniere tres similaire au spin
atomique, pour définir un état comprimé en polarisation, il est nécessaire de se placer
dans le plan orthogonal au vecteur de Stokes moyen [Korolkova02, Josse03c].

Dans la situation qui nous intéresse, le champ moyen incident est polarisé circulai-
rement (o, ). Le vecteur de Stokes incident est orienté au pole nord de la sphere de
Poincaré, comme le spin moyen dans la sphere de Bloch (Fig. 4.2) :

(9") = (8y") =0, (927) = (A)? (4.22)

On a ainsi une représentation tres similaire de 1’état quantique de polarisation et de
I’état quantique du spin collectif. Comme pour le spin, la seule inégalité d’Heisenberg

2S5y est alors égal au rayon de la sphere S = /(S:)2 + (S,)% + (S.)2.
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SZT
N

Fic. 4.2 — A gauche, état comprimé en polarisation du champ incident dans la
sphere de Poincaré. A droite, état comprimé atomique dans la sphéere de Bloch.

intéressante est celle qui relie les composantes x et y de Stokes : ASI* AS)" > (A7),
Comme 65" = —(A7)OXS" et 0S)" = —(A{")0Y5™, le faisceau incident est comprimé
en polarisation selon S,.

On écrit donc sur le spin les fluctuations quantique de polarisation du faisceau.
On remarque qu’a partir des équations (4.6-4.7) il est possible d’écrire un hamiltonien
effectif pour l'interaction en EIT

292

h7(1 + 20T

qui décrit simplement le couplage linéaire entre deux oscillateurs harmoniques.

[ TS — J,S2] (4.23)

Hp=—

B.2.3 Calcul complet

Dans le calcul précédent, nous avons supposé que 7y < 7, Kk, c¢’est-a-dire que le
champ et le dipole optique suivent adiabatiquement le spin dans le fondamental, ap-
proximation qui devient erronée si I'on considere des taux de pompage arbitrairement
élevés. On néglige en particulier les contributions aux fréquences de couplage atomes-
champs de la cavité. En effet, sans approximation, les transformées de Fourier de (4.3-
4.4-4.5) conduisent a

(0 — iw)D(w) + Q*(k — iw)] §J,(w) = gNQ\/¥5X§" + D(w) fo — Qk —iw)F,

avec D(w) = (k —iw)(y — iw) + g (4.24)

Les fréquences de couplage sont données par les parties réelles des poles du module
du coefficient de §.J,(w) dans (4.24). Lorsque C' est grand, ces fréquences propres sont
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S, (®)

o/y

10 20 30

Fi1G. 4.3 — Spectre de bruit de la composante atomique comprimée en EIT, pour une
compression de bruit du champ incident de 3 dB. Paramétres : C =100, p = 1/2,
o = 1/1000, vg = 15, e72" = 0.5. L’échelle verticale est exzagérément petite pour
faire ressortir les pics latéraux, dont la hauteur est tres faible devant le pic central
dans les conditions choisies.

wo = 0 et wy ~ +4/2Cyk. Un spectre de bruit atomique correspondant a la composante
atomique comprimée est tracé sur la figure 4.3 ; il s’assimile a une lorentzienne centrée
en w = 0, de largeur 27y, et de deux pics de bruit aux fréquences de couplage w.. Si le

pic central est réduit globalement d’un facteur e =2

en présence de réduction de bruit,
ce n’est pas le cas des pics latéraux, qui contribuent d’autant plus a la variance que le
taux de pompage I'g est grand. Tous calculs faits, on obtient sans approximation pour

I'efficacité de transfert
B 2Cvg 1+p+op
= (142C)o+v2C(1+p)+ (1+0)(1+ p+op+ op?+ vep?)

(4.25)

ouvg =Ig/v, 0 =/7 et p=-/k. Alors que l'efficacité dans I'approximation adia-
batique (4.14) est une fonction strictement croissante du taux de pompage, on voit
apparaitre sur la figure 4.4 un maximum de D'efficacité en fonction du pompage. On
peut considérer trois régimes :

— le premier correspond a des valeurs du taux de pompage effectif faibles ou de
l'ordre du taux de relaxation dans le fondamental : I' = ' /(1 4+ 2C) < 7. Dans
cette région, l'efficacité augmente linéairement avec I'.

— le second régime correspond a des valeurs intermédiaires de I', grandes devant
et petites devant v et k. Dans ce régime, lorsque I' augmente, 'efficacité sature
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Fic. 4.4 — Efficacité de transfert en EIT, ng, en fonction du tauxr de pompage
EIT vg avec : en trait plein, le calcul exact (4.25), en pointillés, l'approzimation
adiabatique (4.14), en tirets, le systéme “fermé” [yo =0, Eq. (4.28)]. Parameétres :
C' =100, ¢ = 1/1000, p = 1/2. La valeur optimale du pompage EIT est dans ce
cas vy ~ 15.

et atteint sa valeur maximale avant de décroitre. Le taux de pompage optimal
est donné par

~

1420

x VIFp
R A —— : Pe (C>1,0<1) (4.26)

On remarque qu'’il est proportionnel a \/(k + v)7vo ; on retrouve la une constata-
tion effectuée dans la section C.4 du chapitre 3, a savoir que 'optimum de la ré-
duction de bruit s’obtient pour un taux de pompage égal a la somme géométrique®
des fréquences de coupure qui limitent la réduction de bruit. La valeur optimale
de lefficacité est alors proche de la valeur maximale 7),,,, lorsque vy < 7 :

; p+1/p
~ 1-—=L=\/o C>1lox1 4.27

g Nmax ( \/m \/_ ( ) ( )
Le dernier régime correspond a I' 2 v, k. L'efficacité décroit en raison du couplage
avec les modes matéraux induit par le pompage qui augmente plus que le couplage
avec le champ, ce qui résulte en une détérioration du transfert. Sur la figure 4.4

3]la moyenne géométrique de wy et wy est \/wiws, ou encore, sur une échelle logarithmique, %[In w1+

In ws).
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on voit que dans ce régime l'efficacité tend asymptotiquement vers celle d'un
systeme “fermé” (79 = 0), qui est une fonction décroissante de vg

2C
1 +2C’+’)/E%

ny = (4.28)
On voit que pour une durée de vie infinie du fondamental, on atteint la valeur
maximale de l'efficacité lorsque le pompage tend vers 0. Physiquement, cela si-
gnifie que le transfert serait d’autant meilleur que le temps d’écriture serait long
(infini idéalement). En pratique, la durée de vie finie du fondamental fixe une
limite inférieure au pompage pour avoir un bon transfert.

Remarquons toutefois que 'efficacité reste proche de 1 sur une large plage de valeurs

du pompage - telles que 79 < I' < v, k, et I'expression (4.14) constitue alors une tres

bonne approximation de 'efficacité de transfert.

B.3 Transfert quantique en Raman

Une seconde situation intéressante pour le transfert de fluctuations quantiques est

la configuration Raman étudiée dans le chapitre 3. Dans I'hypothese A5 > 7,(), on

se ramene a un systeme a deux niveaux effectif, et on peut, sous les mémes hypotheses

que précédemment, dériver des équations effectives simples pour la cohérence dans le

fondamental [Dantan03a]

avec

(Fo — iw)dJo(w) = —BrdYs" + f (4.29)
(Fo — iw)dJ,(w) = +BréX3"+ f, (4.30)
Yo = v+ (1+20)Ik, Or = %(% (4.31)
- Q . Q
Je = fx+ZFx7 fy:fy+ZFy (432)

Pour obtenir les équations (4.29-4.30) a partir de (3.39-3.41), on a supposé que

le désaccord effectif a deux photons (corrigé du déplacement lumineux) est nul :
b=0+02/A=0 (4.33)
le désaccord effectif de la cavité est nul, i.e. que le désaccord mécanique de la

cavité compense exactement le désaccord du a l'indice atomique linéaire :

- gQN_

A=A, —F—— = 4.34
==L =0 (4:31)
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— le temps d’évolution du champ intracavité est tres court devant le temps d’évo-
lution des fluctuations atomiques, donné par 'inverse de 59 = vy + (1 + 2C)T'g,
soit @ Yo K K.

On retrouve I'élargissement du spectre rencontré dans le chapitre 3 : le taux de
relaxation effectif des fluctuations de la cohérence, 7, est proportionnel a 2CTg. En
termes du vecteur de Stokes on peut, comme pour 'EIT, écrire un hamiltonien effectif
Raman

29
AVT

Si I'on suppose comme précédemment que le champ incident est comprimé en polarisa-

Hrp=h [ TS0+ J,S)"] (4.35)

tion selon S,, la composante comprimée est maintenant J, et 'efficacité du transfert
vaut

e (1+20)T'g
1420y + (1+20)Tg

R (4.36)

Si on compare (4.6-4.7-4.9), (4.14) et (4.23) avec (4.29-4.30-4.32), (4.36) et (4.35), les
similarités entre les configurations EIT et Raman sont frappantes. Dans I'approximation
adiabatique, les expressions obtenues dans les deux situations se déduisent les unes des
autres par la substitution

(142C)y — A (4.37)

Le résultat important est que 1’on peut écrire de maniere générale I'efficacité approchée
sous la forme

2C r
_ 4.38
T T 1420y +T (4.38)
r
avec = . +E20 (en EIT) ou (142C)'r (en Raman)

On peut rendre cette efficacité proche de 100% lorsque le taux de pompage effectif T'
est grand devant le taux de perte de cohérence dans le fondamental 7y, et lorsque la
coopérativité est importante. Le fait qu'une situation dans laquelle on est complete-
ment résonnant a un photon donne les mémes résultats qu’une situation ot ’on est au
contraire tres loin de la résonance a un photon peut sembler surprenant, mais il faut
garder a l'esprit que dans les deux cas 1’absorption est négligeable. Or, en termes de
fluctuations quantiques et de compression de bruit, I’absorption est un processus de
pertes qui se traduit par du bruit ajouté. Une absence d’absorption est donc favorable
a des processus de transfert de fluctuations quantiques. Il n’en reste pas moins que les
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processus physiques a l'origine de ces situations favorables au transfert des fluctuations
sont fondamentalement différents, bien que les résultats sont tres similaires en appa-
rence. Nous reviendrons sur ce point a la fin de ce chapitre dans la section C.4.

Remarquons que les Hamiltoniens effectifs qui décrivent le couplage entre deux os-
cillateurs harmoniques sont formellement identiques, si I'on procede a la substitution
(4.37), ainsi qu’a une rotation de la cohérence de /2 dans le plan (x,y). On retrouve
un déphasage de /2 auquel on s’attend lorsque 1'on passe d'un couplage résonnant
(A =0) a un couplage non résonnant (A > 7).

Notons finalement que le transfert de compression de bruit entre un vide comprimé
et le spin associé a des atomes a deux niveaux |g) — |e) a été étudié par Laurent Vernac
pendant sa these. Dans les conditions optimales de transfert - (A™) =0, A=A, =0 -
le spin atomique se comporte comme un oscillateur harmonique placé dans une cavité,
et lefficacité se met sous la forme* [Vernac01]

2C 1

= 4.39
1+2C1+p (4.39)

T2 niv =
ou p est le rapport du taux de relaxation de la cohérence optique v et de la bande pas-
sante de la cavité k. On peut donc appliquer directement ce résultat dans notre systeme
a deux niveaux effectif Raman, en effectuant la substitution C' — C' = CT'g/(v0 + I'r)
et v — 7 + ['r. On obtient alors de maniere exacte

20 1 20 (1+200p 1
RS T 901+ p 11207+ TR+ 20Tl 5
r 1
= maxr T 3 . =~ 4.40
ey FT1+p (4.40)

avec p = (70+1T'r)/k. On retrouve la formule obtenue dans I’approximation adiabatique
a un terme correctif en 1/(1 + p) pres. Comme p < p [p ~ 1073, & comparer & p = 1/2
dans la configuration actuelle de I'expérience|, ce terme est bien plus faible pour un
spin entre deux sous-niveaux fondamentaux que pour un spin entre un fondamental
et un niveau excité. Pour une grande coopérativité, la limite de compression de bruit
atomique est 1/(1 4+ p) dans le premier cas et 1/(1 + p) dans le second. Dans le cas de
I'expérience actuelle, kK = 2, ce qui donnerait une efficacité maximale de 2/3 si I'on
comprimait le spin associé a une transition |g) — |e). En plus des avantages liés a sa
longue durée de vie, ceci montre que le transfert des fluctuations quantiques a un spin
dans le fondamental est intrinsequement beaucoup plus efficace.

4Ce résultat général concernant I'interaction d’un oscillateur mécanique avec un champ en cavité
sera également utile dans le chapitre 6.
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B.4 Calcul pour un désaccord arbitraire

Au vu des prédictions précédentes, on pourrait se poser la question de savoir si un
transfert quantique efficace est possible pour toute valeur du désaccord a un photon,
pourvu que soient remplies les conditions de transfert optimal : 6 = A. = 0. D’autre
part, on a montré qu’'en EIT la composante comprimée est J,, alors qu’en Raman,
Jy est comprimée ; on peut donc penser que la composante de spin de bruit minimale
effectue une rotation de 7/2 dans le plan (z,y) lorsqu’on augmente le désaccord a un
photon. Nous allons voir que c’est effectivement ce qui se produit, mais que le transfert
de compression de bruit se dégrade completement lorsqu’on ne se place pas dans I'une
des deux situations étudiées précédemment. Dans I'hypothese adiabatique, ’équation
d’évolution des fluctuations de cohérence pour un désaccord arbitraire est

0? A, NQ /2 , AY) A,
vo—is+ L) sy = 9N 25 EUET A
d d T d

2
N

avee  d = (k+iA)(y+iA) + L= (4.41)
T

Les conditions optimales de transfert sont données par
- vA

A, = A —20k——— = 4.42

Cﬁ72 A 0 (4.42)

YA3 + (1 —=20)y2A B

(v2 + A2)[(1 +20)y2 + A?]

o = 64Tg (4.43)
En EIT, (4.42) et (4.43) se résument bien a § = A, = 0, alors que dans une configura-
tion Raman (A > ), on retrouve les conditions (4.33-4.34) de la section B.3.

Lorsque 1'on impose les conditions (4.42-4.43), le calcul des fluctuations atomiques
conduit a une variance minimale pour une composante de spin Jy,, avec f,, = arctan A,
et a une efficacité de transfert égale a

_ 2Cyp(1+ A?)? 1
AT 20 1 A2) o(1 + A1+ 20 + A2) + 4s(1 + (1 + 20)A2)

(4.44)

avec A = A/y. On a représenté cette fonction sur la figure 4.5 en fonction de A,
dans les deux cas 79 = 0 et 79 # 0. Dans le premier cas, 'efficacité du transfert est
optimale en EIT (A = 0, A = Nmaz = 2C/(1 + 2C)), décroit jusqu’a son minimum
en A =1 (na ~ 2/C < 1), avant de réaugmenter jusqu’a sa valeur maximale 7,4z
lorsque A > 1. L’angle de la composante comprimée varie bien de 7/2 quand A varie
de 0 a oo. Si l'efficacité est proche de 'unité en EIT et en Raman, ce n’est pas le cas

pour des désaccords intermédiaires.
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A
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F1G. 4.5 — Dépendance de l'efficacité de transfert optimale na en fonction du désac-
cord & un photon normalisé A. La courbe en traits pleins donne le cas idéal vy = 0
et celle en pointillés le cas vy = v/1000. Parametres : C' = 100, Q = v/157.

Sil’on prend en compte la durée de vie finie dans le fondamental (v, # 0), Uefficacité
de transfert diminue pour des grandes valeurs de A, valeurs correspondant pourtant
a la situation Raman (A > 1). Cela vient simplement du fait que la courbe de la
figure 4.5 est tracée a {2 constant. Par conséquent, le taux de pompage optique Raman
I'r = v0Q2/A? décroit lorsque 1'on augmente A, de sorte que le taux de relaxation
effectif I' = (14 2C)T'g finit par étre inférieur a 7o, et le transfert diminue [Eq. (4.38)].

B.5 Cas d’un champ de valeur moyenne non nulle

Dans un tel systeme en A il est en fait possible de transférer n’importe quel état
quantique de polarisation aux atomes. En effet, quelles que soient les amplitudes des
champs A; et Ay, on peut se ramener a une base de polarisation “(As) = 0”. Le
Hamiltonien dipolaire d’interaction en EIT s’écrit

Si (As) # 0, on effectue une rotation R dans la spheére de Poincaré pour passer dans une
base (A], A}) telle que (A5) = 0. Le Hamiltonien reste invariant par la méme rotation
du spin dans le sphere de Bloch, de telle sorte que 1’état noir est maintenant |D) =R|2),
et 'état de Af s’imprime sur le spin atomique. Par exemple, supposons que A; et Ay
aient des pulsations de Rabi réelles €; = g;(A4;). L’état noir est dans ce cas

=) + 2 2)

|D) (4.46)
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AJ?

min

0.9
0.8
0.7
0.6

oy
2 4 6 8 10 12 14
Fic. 4.6 — Dépendance de la variance minimale en fonction de l'amplitude du

champ sonde |Qs| [points : calcul numérique en EIT, courbe pleine : le résultat
approché (4.47) pour les parametres C' = 100, p = 1/2, 0 = 1/1000 et Q0 = v/ 157].

S’ils sont comprimés sur la méme quadrature et que leurs réductions de bruit valent
e~?"i_la variance atomique minimale est une moyenne pondérée des réductions de bruit
des deux champs

N Qe 4 Q2e2r2

(4.47)

Remarquons que, de maniere satisfaisante, on ne peut transférer plus que la réduction
de bruit d’'un mode. On voit aussi que le schéma reste efficace méme si le champ A,
incident n’est pas dans un état vide comprimé parfait. Un champ d’amplitude faible ne
détériore la réduction de bruit que d’un facteur proportionnel au rapport des intensités
02/Q2. Sur la figure 4.6, sont tracées les variations de l'efficacité de transfert en EIT
pour un champ A, comprimé en fonction de 'amplitude de celui-ci. Comme le champ
de controle est dans un état cohérent, on transfere au spin une moyenne pondérée du
shot-noise et de la compression de bruit du champ sonde, avec des poids dans le rapport
inverse des intensités.

B.6 Conditions de fonctionnement, sensibilité par rapport aux
parametres

B.6.1 Désaccord a deux photons

Nous avons jusqu’a présent considéré des processus résonnants a deux photons. Un
parametre essentiel dans le processus de transfert de bruit quantique est le désaccord
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effectif & deux photons 4. La sensibilité du transfert & un désaccord par rapport a la
résonance a deux photons est la encore donnée par le taux de relaxation effectif 4,. En
utilisant 1’équation (4.41) d’évolution des fluctuations de la cohérence atomique dans
I’approximation adiabatique, on peut obtenir une expression analytique de ’évolution
de D'efficacité de transfert pour un désaccord a deux photons différent de zéro. Dans
des conditions proches de 'EIT parfaite (A = A. = 0), on peut montrer que l'efficacité
décroit avec § = 6 /A0 avec un profil donné par

N5 = Ne [1 - % (1 - ﬁ)] (4.48)

Cette dépendance est représentée sur la figure 4.7 ; on a une dégradation du transfert
des que le désaccord a deux photons devient de I'ordre du taux relaxation effectif

5 ~ (4.49)

On peut montrer que cette sensibilité & 4, qui dépend du taux de compression du
champ, est la méme pour une interaction Raman qu’en EIT.

S/y0

50 100 150 200

Fi1G. 4.7 - Variation de efficacité de transfert en fonction de l’écart a la résonance
a deux photons 6. La courbe en trait plein bleue correspond au résultat d’un calcul
numérique en EIT, la courbe en pointillés au résultat approché (4.48) pour les
mémes paramétres C' = 100, p = 1/2, ¢ = 1/1000 et 79 = Thyo. A titre de
comparaison, on a représenté la méme variation de n5 pour une interaction Raman
(courbe en trait plein jaune) en choisissant le taux de pompage I'r tel que vy soit
le méme dans les deuz situations.
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B.6.2 Spectres du champ sortant

On peut se poser la question de savoir quel est en régime stationnaire 1’état du
champ sortant dans I'une ou l'autre des situations intéressantes. Le résultat est que,
dans les deux cas, ’absorption étant négligeable, le champ sortant est quasiment au-
tant comprimé que le champ incident, méme aux fréquences de réponse atomique. Les
spectres de bruit de la composante comprimée ont une expression simple dans I’approxi-
mation adiabatique; en considérant des fréquences d’analyse faibles devant la bande
passante de la cavité w < K, et en négligeant vy, on trouve que le champ intracavité
satisfait a

2 1 2C% . 4g w
EIT : X = 1 0X3" .50
2() \/T1+2(§’[ +%—2’w} 2 +7(1+26’)T%—iw@ )
2l b
VT 7o — iw YT Fo — iw

Pour un champ incident comprimé en amplitude, les spectres de bruit minimal du

Raman : 6Xs(w) = F, (4.51)

champ sortant sont donnés par

C w?

EIT : Syou(w)= e 1—e 4.52
X3 ((.d) € + (1 +2O>2 '78 +w2< € ) ( )
8CT?
. _ —2r R —2r
Raman : SXé)ut(w) = € + W(l — € ) (453)

Dans les deux cas, lorsque la coopérativité est grande, la réduction de bruit du champ
sortant est a peu pres égale a celle du champ entrant, Sygur ~ e~?". Nous reviendrons
sur 'interprétation de ces résultats lors de la discussion simple passage/cavité de la
section C.4. Quoi qu’il en soit, a I'état stationnaire, on ne peut rien déduire de I'état
atomique des fluctuations du champ sortant de la cavité, puisqu’'une cavité vide donne-
rait quasiment le méme résultat. Pour lire I’état atomique et prouver que la compression
de bruit est effectivement inscrite dans les atomes, il nous faut recourir a une analyse
dynamique.

B.7 Stockage et lecture

B.7.1 Etude dynamique

Les calculs précédents montrent comment réaliser la premiere phase d’une mémoire
quantique, la phase d’écriture, au cours de laquelle les fluctuations quantiques du champ
incident sont inscrites dans les atomes. On va montrer que, dans le cas d’une interac-
tion de type EIT®, le temps d’écriture est donné par 7, = 7, '. En effet, en faisant

5Ce résultat subsiste également pour une interaction Raman.
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I’approximation adiabatique pour des conditions optimales de transfert, I’équation des
fluctuations de la composante de spin J, s’écrit

5y (t) = —=300Jy — Bd X + f, (4.54)

On peut étudier la dynamique de la construction du squeezing atomique en calculant
I’évolution temporelle de la variance de la composante atomique comprimée AJ(t) =
(6J,(t)?). Pour cela, on suppose qu’a I'instant ¢ = 0, les atomes sont dans un état cohé-
rent atomique et que 'on branche a cet instant de fagon quasi-instantanée l'interaction
avec les deux champs. En intégrant par rapport au temps 1’équation précédente, on
obtient les fluctuations de J, & un instant ¢ ultérieur

¢ ¢
6.1, (t) = 6.J,(0)e T — B / dt'e= 0§ XN (1) + / dt' e F() (4.55)
0 0
On en déduit alors la variance a 'instant ¢
AJE(t) = AJZ(0)e 210" + AJ2(00)(1 — e 270) (4.56)

en fonction de la variance initiale AJ?(0) et de la variance AJ?(oo) & D'état station-
naire (4.12) calculée précédemment. On obtient finalement pour Uefficacité 1’expression
suivante

i) = LSO 1 oo (4.57)

L’efficacité tend bien vers la valeur stationnaire ng trouvée en (4.14), avec une constante
de temps 7. /2. On peut donc considérer qu’apres quelques 7., la réduction de bruit de
la cohérence atomique a atteint sa valeur maximale. La phase d’écriture est alors ter-
minée, et on peut interrompre l'interaction avec les deux champs. Le spin atomique,
initialement dans un état comprimé, évolue alors lentement vers 1’état cohérent, dans
un temps 7, (qui peut étre de ordre de quelques 75 '). Les fluctuations du champ
incident sont donc stockées dans les atomes pendant ce temps 7,. Pour “lire” la mé-
moire, on interroge les atomes en appliquant de nouveau le champ de controle Aq,
I’état quantique du champ AY* étant le vide cohérent cette fois. La présence du champ
de controle réétablit le couplage linéaire entre les deux oscillateurs harmoniques que
sont le champ intracavité A, et la cohérence atomique P,. S’opere alors le processus de
transfert inverse de ’écriture : les atomes restituent la compression de bruit au champ
intracavité. Cette réduction de bruit se reflete dans le champ sortant de la cavité,
Ag* = \/T Ay — A, qui devient comprimé & son tour. Elle peut alors étre mesurée &
I’aide d'une détection homodyne.
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De maniere plus quantitative, supposons qu’a t = 0, la cohérence atomique se trouve
dans un état comprimé selon J, et on allume brusquement (c’est-a-dire dans un temps
court devant les temps d’évolution des variables du probléme) le champ de controle dans
une configuration EIT. L’évolution des fluctuations est alors donnée par les équations
(4.3-4.4-4.5). On cherche a calculer I'évolution temporelle des fluctuations connaissant
I’état “initial” de ces fluctuations a ¢ = 0. Dans ’approximation adiabatique et dans les
conditions optimales de transfert (A. = ¢ = 0), les fluctuations du champ intracavité,
et, par conséquent, celles du champ sortant, suivent adiabatiquement les fluctuations
atomiques. Les fluctuations des atomes et du champ sont données par les équations

1-2C__. 492 4g
SX U (t Xy 6], ———=>—F, 4.58
2 () 1+2C7%  AVT(1+2C) WT(1+20) "’ (4.58)
0J(t) = —400Jy — Bed X" + f, (4.59)

Apres intégration de (4.59), on obtient les fluctuations de la quadrature d’amplitude
du champ sortant

4CT ¢ - , )

4gQ /t A (4 X
e dt/ ’yo(t t) - t/
) WTA+20) )y ©° (8

§.J,(0)e~ 0! (4.60)

1-20 .
1+2C X'
4g
_vﬁ(l +2C)
4¢€)
_7\/7(1 +2C)

0X3"(t)

() +

F,(t

Le dernier terme de I’équation précédente montre que les fluctuations du champ sortant
dépendent des fluctuations atomiques a l'instant initial. La fonction de corrélation a
deux temps du champ sortant prend une forme tres simple dans le régime vy < I' < K

C(t, 1) (6X5" (1)0X3" ()

2
= 5t —1) — 2Nmazo {1 — A]{f#/io)] e~ To(t+t) (4.61)
Il apparait clairement que le champ sortant est comprimé si la cohérence atomique
'est initialement. On peut montrer a partir de (4.59) que les atomes retournent a 1’état
cohérent atomique avec une constante de temps 7.. Par conséquent, le champ sortant
n’est comprimé que pendant ce temps. On peut également remarquer que, si les atomes
sont initialement dans un état cohérent atomique, on retrouve bien la fonction de
corrélation d-corrélée d’un champ libre, ce qui correspond a un champ sortant dans un
état vide. Sur la figure 4.8 on a représenté pour résumer une séquence temporelle avec
les différentes phases de fonctionnement de la mémoire : écriture, stockage et lecture.
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AJ12nin I 7 ¢
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Fic. 4.8 — Séquence temporelle. Pendant la phase d’écriture le spin acquiert la
compression de bruit du champ entrant, atteignant [’état stationnaire apres quelques
Te. Ry représente le niveau de bruit de la quadrature comprimée du champ incident.
Au bout de 67, les champs sont brusquement coupés, laissant le spin dans un
état comprimé, qui évoluent lentement vers [’état cohérent. Au temps t = 127,
on applique a nouveau le champ pompe avec la meéme intensité que pendant la
phase d’écriture ; le spin transfére sa compression de bruit au champ intracavité,
le champ sortant de la cavité est comprimé pendant quelques T.. Ry est donnée
par la détection homodyne matchée du paragraphe B.7.3. Parameétres : C' = 100,
o =1/1000, p =1/2, 49 = 0.075.
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B.7.2 Détection homodyne classique

La mesure de la réduction de bruit atomique initiale peut se faire par une mesure
de réduction de bruit du champ sortant, a I'aide d’une détection homodyne. Supposons
dans un premier temps que l'on procede a une mesure homodyne classique des fluc-
tuations du champ sortant a l'aide d'un oscillateur local d’intensité constante dans le
temps. La puissance de bruit mesurée a I'instant ¢ par un analyseur de spectre intégrant
pendant un temps d’intégration Ty sur une bande passante Aw autour de la fréquence
nulle® est la transformée de Fourier sur le temps T de la fonction de corrélation du

% dw t+To t+To ] ,
P(t) = — dr drle = )C(T, ) (4.62)
—Le To Ji t

Dénotant par Ry = 1 — AJ?(0)/(N/4) la compression de bruit atomique initiale, on

champ

obtient que le signal mesuré normalisé s’exprime sous la forme
1

—P(t

A

ou S(a,b) est une intégrale dépendant de deux parametres sans dimension a et b,

=1—8(a,b)Rye 2 (4.63)

respectivement égaux au temps d’intégration et a la bande passante normalisés : a =
To’i/o et b= Aw/%,

b2 451 + e — 2e~% cos(@a)
b/2 ab 1 + @2

S(a,b) = 2maq / (4.64)

avec W = w/7g et ToAw > 2m. Cette intégrale représente le rapport signal sur bruit de
la mesure ; en effet, si 'on écrit que la réduction de bruit dans le champ mesuré vaut

Rout(t) =1 — P(t)/Aw (4.65)

on a que, pour des temps courts (t < 7.), le rapport des réductions de bruit est égal a
S(a,b)

S(a,b) = Rout(0)/Rat (4.66)

Optimiser la mesure des fluctuations atomiques revient a optimiser le signal sur bruit
de cette mesure, donc a maximiser S(a,b) par rapport a a et b. On trouve que S est
maximale lorsque 1'analyseur de spectre est Fourier-limité (b = 27/a) et pour a environ
égal a 1.3. Dans ces conditions et pour 7,4, ~ 1 (C' > 1), la valeur de 'intégrale (4.64)
est 0.64, ce qui signifie que I'on mesure au mieux environ les deux tiers de la réduction
de bruit atomique initiale R,,; >~ 0.64R,;.

6Nous reviendrons dans le paragraphe B.8 sur les techniques permettant de s’affranchir des bruits
techniques a basse fréquence.
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B.7.3 Matching temporel de I’émission atomique

L’imperfection de la mesure précédente vient de la forme particuliere de I’émission
atomique et provient du fait que notre homodynage avec un oscillateur local constant ne
matche pas le profil temporel du champ émis par les atomes [Poulsen0la]. Une méthode
pour résoudre ce probleme consiste a procéder a un homodynage avec un oscillateur
local dont le profil temporel correspond exactement a celui de I’émission atomique. On
choisit donc un oscillateur local d’amplitude Epo(t) oc e 7!, oft ¢ est un parametre
adimensionné ajustable. La puissance de bruit normalisée vue par I’analyseur de spectre
vaut cette fois

_ 1 ¥ dw t+To t+To I —iw(r—T") / ’
P(t) = m /A; AT, /t dT/t dr'e X Ero(T)Ero(T)C(7,7') (4.67)

avec I(t) = |Ero(t)|* intensité de I'oscillateur local. En utilisant (6.91), on obtient

P(t) = N(a,¢) = S(a,b,¢)e " R (4.68)
1— —2Ca
avec N(a,¢) = Q(La
5 b2 | 4 o—2a(140) _ 9p-a(l+Q) N
Slab ¢ = 2o [ gt e ) cos(ac)
ab J_y (1+¢2+w

N (a, ) donne le niveau de bruit en labsence de réduction de bruit atomique (“shot-
noise” de la mesure) et S(a, b, () représente 'amplitude du transfert de réduction de
bruit des atomes au champ sortant (signal de la mesure). La réduction de bruit mesurée
dans le champ peut étre définie par I’écart relatif avec le shot noise de la mesure

P(t)  S(a,b,0)

Boat) =1 = 3700 0 = Mar0)

e P Ry (4.69)

Pour des temps courts, on retrouve que le rapport des réductions du bruit quantique du
champ sortant et du bruit atomique est égal au rapport signal sur bruit de la mesure
S/N. Ce rapport est optimal lorsque b = 27/a et pour un temps d’intégration long
devant le temps d’émission (de maniere & intégrer tout le signal utile) : a > 1,(. On
a dans ce cas : N(a,() ~ 1/(2a¢) et S(a,b,() ~ 2Nmaz/a(l + ¢)?, ce qui donne une
efficacité de lecture p
4¢

= Rout(0)/Rat ~ Nmaz 77— 4.70
L’efficacité de lecture est maximale et égale a 7,4, lorsque ¢ = 1, ce qui correspond
a un matching parfait entre 'oscillateur local et le signal atomique. On peut par cette
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méthode mesurer l'intégralité de la réduction de bruit atomique. Cela correspond a
une mesure “parfaite” de 1’état atomique via le champ sortant. Nous verrons dans le
chapitre 5 que I'information acquise par cette méthode est utilisable en pratique pour
effectuer des protocoles d’information quantique, en particulier pour téléporter I'état
quantique d’un ensemble atomique.

B.7.4 Meémoire quantique et non-clonage

Etant donné qu’en régime stationnaire, les atomes sont comprimés et le champ
sortant de la cavité est autant comprimé que le champ incident, on pourrait penser que
I'on dispose de deux copies - I'une atomique, 'autre de champ - d’un état comprimé.
Si tel était le cas, on violerait le théoreme de non-clonage [Wootters82]. Or, 1'analyse
dynamique du paragraphe précédent permet de montrer que lors de la phase d’écriture,
le champ intracavité perd sa compression de bruit - ce qui se reflete dans le champ
sortant. Les corrélations du champ sont bien transférées aux atomes pendant la phase
d’écriture et ne sont donc jamais simultanément “dédoublées” dans les atomes et le
champ.

En effet, supposons qu’a ¢t = 0 commence la phase d’écriture en EIT, les atomes
étant dans un état cohérent atomique et le champ incident comprimé en amplitude sur
une large bande de fréquence

AJZ=N/4 et (SXP@OXIE)) = 6(t — t')e (4.71)

Les fluctuations du champ sortant sont toujours données par (4.60), mais la fonction
de corrélation est différente :

(OXgH X)) = St —t)+ (e = 1) [(1 = 20mae)” 0t — 1) (4.72)

—Jolt—t'] (t+t/)}

+27]mam (1 - nmax)??Oe - 77max2%€_%

En effectuant une détection homodyne matchée comme celle de la lecture avec 7Ty >

1, le signal normalisé mesuré se met sous la forme”

P(t) - [(1 B nmax)2 + ng@ax]e_zT + 277mam(1 - nmaw) + nfmzx (]- — 6_2T) G_Q&Ot
e e e (4.73)

On voit que, Si Mpaz ~ 1, le champ sortant commence par étre au bruit quantique
standard (P(0) ~ 1), puisque le champ intracavité perd sa compression de bruit durant
la phase d’écriture des fluctuations dans les atomes. Il la recouvre ensuite une fois les

atomes comprimés et le régime stationnaire atteint (Fig. 4.8).

. . —~ — ’ .
"Pour le calcul exact de la contribution du terme en e~ 71*=*| on pourra se reporter au chapitre
6, section B.5.
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B.8 Discussion

R
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Fi1Gc. 4.9 — Lecture “directe” de l’état atomique en sortie de cavité. Lorsque [’état
stationnaire est atteint, champ sortant et atomes sont dans un état comprimé. On
éteint alors soudainement le vide comprimé incident, le retour au shot noise (courbe
bleue) s’effectue dans un temps 7. beaucoup plus long que le temps de coupure de
la cavité 1/k (courbe rouge). Ceci prouve de maniére non ambigué le stockage de
compression de bruit dans le milieu atomique (sans bien sur renseigner sur le temps
de stockage). Paramétres : C' =100, o = 1/1000, p = 1/2.

Un premier point, essentiel d’un point de vue pratique, concerne la possibilité de
réaliser une mesure directe de 1’état atomique apres la phase d’écriture. En effet, si
I’état du champ sortant de la cavité a I'état stationnaire ne renseigne pas sur l'état
atomique, il est néanmoins possible de prouver que de la compression de bruit du
champ incident est effectivement inscrite dans les atomes. Une fois la phase d’écriture
achevée, le blocage dans un temps tres court de l'arrivée du vide comprimé dans la
cavité laisse le spin atomique en interaction avec seulement le champ de controle. Le
spin atomique retourne donc dans un état cohérent en quelques 7., sa compression de
bruit étant transférée au champ sortant. Le champ sortant est par conséquent com-
primé de maniere transitoire pendant quelques 7,.. La mesure de cette compression de
bruit par la méthode développée précédemment permet donc de prouver de maniere
non ambigué le stockage de compression de bruit dans les atomes. En effet, s’il n’y avait
pas d’atomes dans la cavité, le retour au bruit quantique standard se ferait dans des
temps de 'ordre de ™!, beaucoup plus courts que 7.. En d’autres termes, cela signifie
simplement que mesurer de la réduction de bruit du champ sortant longtemps apres
prouve effectivement que cette réduction de bruit était stockée dans la cavité.
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A partir des prédictions théoriques précédentes, on peut proposer un schéma de
réalisation expérimentale possible dans le césium. La structure des niveaux d’énergie du
césium sur la raie Dy est représentée sur la figure 4.10. La transition ' =4 — F' =5,
utilisée jusqu’a maintenant, se révele peu adaptée pour isoler une véritable structure en
A. 11 est préférable de travailler sur une transition J — J — 1 ou J — J. La transition
F =3 — F’ = 2 présente I'avantage d’étre fermée (les atomes ne retombent pas dans
F = 4) et l'utilisation de champs polarisés circulairement permet d’isoler un schéma
en A proche du schéma théorique. Il est cependant nécessaire de changer la technique
de piégeage. Une solution intéressante consiste a réaliser un piege sombre a ’aide d’un
faisceau repompeur “troué” [Ketterle93]. Il est ainsi possible de garder la majorité des
atomes dans le niveau F' = 3. L’autre avantage d’une telle technique de piégeage est
que 'on s’affranchit ainsi de la perturbation induite par les faisceaux piege. Ainsi que
cela a été démontré lors les expériences de génération d’états comprimés ou intriqués
[Lambrecht95, Josse03c|, le fait que le faisceau sonde interagisse sur la méme transition
que les faisceaux piege résulte en une augmentation de bruit parasite sur les atomes et
perturbe donc les faisceaux d’interaction, ce qui entraine une diminution de la réduction
de bruit du faisceau intracavité. Dans un piege sombre, les atomes ne voient plus que les
faisceaux d’interaction et 'interaction est automatiquement plus “propre”. D’autre part,
on peut espérer augmenter les densités d’atomes refroidis de cette maniere [Ketterle93].
Cette technique a été mise en oeuvre avec succes dans le groupe de Philippe Grangier
a Orsay dans le cadre des mesures quantiques non destructives avec des atomes de
rubidium [Roch97, Sinatra98|.

Un troisieme point important concerne la lecture et I’écriture basse fréquence de la
compression de bruit sur les variables atomiques. La conclusion des calculs précédents
est que, pour avoir un transfert quantique optimal, il est crucial de satisfaire a la
condition de résonance a deux photons. Pour une interaction Raman avec des sous-
niveaux Zeeman, cela implique que

0 =wy —w + /A =0 (4.74)
On peut donc choisir I'intensité du champ de controle et le désaccord a un photon de
telle sorte que la différence de fréquence entre les champs soit de 'ordre de quelques
centaines de kHz. On excite ainsi de maniere résonnante la cohérence dans le fonda-
mental a une fréquence non nulle dans le référentiel du laboratoire. Les spectres de
bruit que nous avons présentés dans ce chapitre sont alors centrés non plus autour de
la fréquence nulle, mais autour de la différence de fréquence |w; —ws|. De méme, pour la
mesure par détection homodyne, on effectue un battement entre une partie du faisceau
qui fournit le champ de controle (de fréquence w;) avec le vide comprimé sortant. On
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Fi1G. 4.10 — Schéma possible de réalisation sur la raie Dy du césium : les atomes
sont pompés majoritairement dans le niveauw F = 3, mp = +3, les champs sont
polarisés circulairement.

regarde la réponse de 'analyseur de spectre a |w; — wsl, ce qui permet de s’affranchir
du bruit électronique basse fréquence.

Pour une interaction en EIT, la situation est un peu différente. En fait, I’absence
de déplacement lumineux conduit a la condition de résonance a deux photons

d=wy—w; =0 (4.75)

On peut toutefois ajouter un champ magnétique longitudinal afin de lever la dégéné-
rescence entre les sous niveaux fondamentaux. Un champ magnétique selon z induit un
déplacement des niveaux wy = 7, B de telle sorte que la condition de résonance s’écrit
alors

Wwp, = Wi — Wo (4.76)

On peut alors choisir 'amplitude du champ magnétique pour que la fréquence de Lar-
mor soit de l'ordre de quelques centaines de kHz, et décaler la fréquence d’un champ
par rapport a l'autre afin de satisfaire (4.76).

Dans tous les cas, il est nécessaire de disposer d’une source de vide comprimé
efficace, stable, accordable et assez large bande (au minimum quelques MHz) a la
longueur d’onde de 852 nm.
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M=+1
— F’=3

F=4

~9.2 GH?

F=3

Fic. 4.11 — Schéma possible de réalisation sur la transition d’horloge du césium
F:3, mF:O—>F:4, mp:()

Notons également qu’avec un tel piege et sur une source accordable sur toute la
structure hyperfine, il serait également possible de comprimer les fluctuations quan-
tiques associées a la cohérence hyperfine a 9.2 GHz des horloges atomiques (voir Fig.
4.11), et éventuellement améliorer la sensibilité des horloges [Santarelli99].

C Mémoire quantique : cavité ou simple passage

La plupart des prédictions théoriques existantes concernant le transfert des va-
riables quantiques entre champ et atomes se basent sur des modeles en simple passage
que ce soit dans le cadre des expériences de lumiere ralentie [Fleischhauer00, Lukin00,
Fleischhauer(02a] ou d’interaction de type Raman [Kozhekin00]. Nous développons dans
ce paragraphe le calcul de la modification des fluctuations quantiques atomes-champs
lors d’une interaction en simple passage [Dantan05a], afin de comparer efficacité du
transfert quantique avec celle calculée dans le paragraphe B, dans le cas d’une interac-
tion en cavité.

C.1 Interaction atomes-champ en simple passage

Pour traiter 1’échange des fluctuations quantiques entre un ensemble d’atomes et
des champs en simple passage, il est nécessaire de quantifier le champ électromagné-
tique différemment. Nous considérons la propagation unidimensionnelle selon I'axe du
milieu atomique z de deux champs E; (j = 1,2) copropageants, de fréquence w; et de
vecteur d’onde k. Le nuage atomique est de longueur L, de section S, et contient N
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atomes répartis de maniere uniforme. Nous nous placons dans le cadre d’'une théorie
purement unidimensionnelle dans laquelle nous négligeons tous les effets transverses
et de diffraction. Cela est bien justifié si le nombre de Fresnel du nuage atomique -
F = S/AL - est voisin de I'unité, et si L > S¥2 > X. On suppose donc que la diver-
gence angulaire du faisceau (~ A/S%/2) est de 'ordre de 'angle géométrique sous-tendu
par le nuage (~ S%/2/L). L’émission peut alors étre considérée comme unidimension-
nelle [Raymer81].

La composante de fréquence positive du champ peut s’écrire
B (2,t) = £gjAj(z, t)eltmt) (4.77)

ot e!?#=it) représente la porteuse de londe j, & = 1/hw;/260SL et A;(z,t) est Uenve-
loppe lentement variable, dont les variations spatiotemporelles sont tres lentes devant
la longueur d’onde et la fréquence optique. L’équation de propagation s’obtient a par-
tir des équations de Maxwell dans ’approximation de I’enveloppe lentement variable.
Dans le vide on a simplement

(% + c%) Aj(z,t) =0 (4.78)

dont la solution correspond a la propagation de l'enveloppe A;(z,t) = A;(z — ct). On
quantifie le champ en imposant a I’opérateur enveloppe les relations de commutation

[4;(=, 1), AL, )] = %5[t P (4.79)

Une description du milieu adaptée au probleme de l'interaction atomes-champs en
simple passage consiste a utiliser des opérateurs atomiques continus. On découpe le
milieu en tranches transversales de largeur Az. La valeur d’un opérateur a la position
z est obtenue en moyennant sur les opérateurs des atomes contenus dans la tranche
centrée en z. On fait ensuite tendre la largeur vers zéro pour obtenir des opérateurs
dépendant contintiment de la position dans le nuage®

L :
Ow(zt) = Jim == o, () (4.80)

2<zi<z+Az

ol O'ij (t) représente un opérateur atomique individuel (dans le référentiel tournant
associé a 'onde correspondante) & la position 2/ comprise entre z et 2+ Az & I'instant .
L’hamiltonien d’interaction s’écrit alors comme une somme continue sur ces opérateurs

(voir également 'appendice B)

H=-h Z /dsz[ngj(z,t)agj(z,t) + h.c (4.81)

=12

8Pour une démonstration rigoureuse de ces équations en opérateurs continus, voir I’appendice B.
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avec de nouvelles constantes de couplage g; = d;&;/h. Avec notre nouvelle définition
de &;, la constante de couplage g; est maintenant exprimée en unités de fréquence, et
non en v Hz comme dans le formalisme en cavité. Les équations de propagation des
champs dans le milieu atomique sont alors données par

0 0 . )
(5 + 5 ) A0 = in Vo) (=12 (152)

et on a un nouveau systeme d’équations d’Heisenberg-Langevin pour les opérateurs
continus atomiques

%013(2, t) = —(y+id)oz+igiAi(on — 033) +igaAroia + fi3 (4.83)
%@3(27 t) = —(v+1il2)oss +igaAs(0or — 033) +ig1A1091 + fo3 (4.84)
%021(27 t) = —(y—i0)ou + Z'91141023 —igaA2031 + [ (4.85)
%011(2, t) = —you + 7033 + A1 +igiAlos —igiAios + fu (4.86)
%@2(27 t) = —Y02 + 033+ Ay + Z'92A§<723 —igaA2032 + fao (4.87)
%033(,2, t) = —2vy033 — z'gl(/ﬂalg — Ayogy) — igg(Agagg — Aso32) + f33 (4.88)

Les nouvelles forces de Langevin f,,(z,t) sont obtenues en sommant sur une tranche
comme dans (4.80) et leurs fonctions de corrélation sont données par

a2 a(0)) = 5 Duspelt = )0z = 2) (1.50)

les coefficients de diffusion D,,,, s’obtenant de la maniere habituelle par le théoreme
de régression quantique [voir Appendice A].

Nous allons maintenant nous placer dans des conditions analogues aux schémas en
cavité présentés précédemment, et calculer les propriétés de bruit quantique du systeme
atomes-champs.

C.2 Transfert quantique en EIT

Dans des conditions de Transparence Electromagnétiquement Induite résonnante
(A; = Ay = § = 0), le milieu atomique est transparent pour les champs qui se pro-
pagent sans dissipation. Les expériences de “lumiere lente” ont démontré la possibilité de
stocker et manipuler des pulses lumineux, soit dans des atomes froids, soit dans des va-
peurs. Ces expériences ont montré 'efficacité du processus pour les grandeurs classiques
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(valeurs moyennes). Plusieurs modeles théoriques [Fleischhauer00, Fleischhauer(02a,
Andre02b], basés sur le concept de polaritons, prédisent que les fluctuations quan-
tiques s’inscrivent également dans les variables atomiques. Les calculs se font dans le
régime pulsé, traitent le champ de controle classiquement et supposent généralement le
champ sonde d’amplitude faible.

Nous nous attachons dans cette section a développer un traitement quantique du
transfert de fluctuations atomes-champs dans le cadre d'un régime de fonctionnement
continu, ce qui nous permet de comparer de maniere rigoureuse avec les résultats ob-
tenus en cavité.

Comme précédemment, une situation intéressante en termes de mémoires et de
transfert de fluctuations est d’étudier la propagation dans le nuage d'un vide com-
primé en présence d’un champ de controle cohérent. Nous calculons dans cette section
les spectres de bruit du champ a la sortie du nuage atomique et montrons qu’il reste
comprimé dans une certaine fenétre de transparence. Ce résultat a été démontré lors
d’une expérience récente [Akamatsu03], qui a mis en évidence une conservation par-
tielle en régime stationnaire de la compression de bruit a la sortie d’une vapeur de
rubidium éclairée dans des conditions d’EIT par un champ incident dans un état vide
comprimé. De plus, nous montrons ensuite, en calculant les spectres de bruit atomique,
que les atomes sont également comprimés de maniere efficace, comme dans le cas d'une
interaction en cavité.

C.2.1 Spectre du champ sortant

Dans le cas Ay = N7p, Ay = 0, tous les atomes sont dans le niveau 2 en régime
stationnaire. Comme dans le schéma en cavité, les fluctuations du champ A, sont
effectivement découplées de celles du champ cohérent, et dépendent des fluctuations du
dipole optique et de la cohérence dans le fondamental

0 0
(a + C@) 0Xs(z,t) = —2gNdoy(z,t) (4.90)
%5%(2, t) = —~do, + Q0j, + g5X2 + fa (4.91)
0

ou 0Xy = 0As + 5A£ représentent les fluctuations d’amplitude du vide comprimé, do,
et 07, sont respectivement les fluctuations de la partie imaginaire du dipole optique
et de la partie réelle de la cohérence dans I’état fondamental. Des équations similaires
couplent les fluctuations de Y5, o, et j,. La transformée de Fourier de ces équations
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conduit a I’équation d’évolution spatiale de § X5(z,w)

0
T 5Xo(zw) = —26Xs(z,w) + Fy,(2,w) (4.93)
0z L
o wLo (0 —iw) _ : , >
avec alw) = —z——l—CT, D = (v —iw)(y —iw) +
c
2gN .
et Fr(zw) = =5 [, (2,0) + (0 — w)fs, (2,0)]
Le parametre C' = fTN%, que nous avons noté C' par analogie avec la coopérativité dans

un schéma en cavité, ne differe de ce dernier” que par I’absence du facteur de surtension
1/T. Ce parametre n’est autre que 1'épaisseur optique du milieu e = kx L, ou x; est la
partie imaginaire de la susceptibilité pour la transition 2 — 3, x; = Nd3/heqySL. En
exprimant la largeur naturelle de la transition en fonction du dipole (v = w3d3/6meghc?,
[Cohen96b]), ce parametre s’écrit également sous la forme tres simple

3 \2

=C=N—"— 4.94
e=C 7 S (4.94)

et peut atteindre des valeurs de I'ordre de 100 pour des atomes de césium refroidis dans
un MOT.

A partir de I’équation (4.93), on obtient aisément ’expression dans l’expace de
Fourier des fluctuations du champ a la sortie du nuage X5 (t) = Xo(z = L,t) :

L
SXS" (W) = XM (w)e ™ + / dz Fy,(z,w)e=2)/k (4.95)
0

On déduit a partir de cette expression le spectre des fluctuations du champ sortant
défini par la relation

(XS (@)X (o)) = 2m8(w + w')ésxgm () (4.96)

Pour un champ comprimé en amplitude sur une plage de fréquences large devant les
fréquences caractéristiques d’évolution du systeme atomes-champs, on obtient finale-
ment

ngut ((,U) = 1- |:1 — SX%” (CU)] 6_(a+a*)
= 1—(1—e2)e(ata?) (4.97)

Le terme en iwlL/c dans (4.97) correspond au déphasage de la propagation libre. Nous
retrouvons, que, dans des conditions d’EIT, la vitesse de propagation du champ sonde

9La constante de couplage étant différente, on a également gSZimpIC passage = T G2 iie
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est fortement modifiée par la présence du champ de controle. Un développement de
a(w) autour de w = 0 donne le résultat bien connu des théories de ralentissement de
la lumiere basées sur la notion de polaritons

L
alw) = A—iw—+0W? (4.98)

Ug

70
A=C——— 4.99
avec o ( )
c
v, = - (4.100)
DL+ PN

A représente 1'absorption due a la perte de cohérence dans le fondamental, et v, la
vitesse de groupe en EIT, qui est considérablement réduite lorsque vy < 'y < g?N/7.
Un spectre correspondant a ce régime est tracé dans la figure 4.12, pour une compression

szout((!))A
1.1

FiGc. /.12 — Spectre de bruit minimal du champ sortant en EIT, pour différentes
valeurs de v : (a) 0, (b) /1000, (c) ~v/100, (d) v/10. Paramétres : C' = 100,
g =10y, e 2" =0.5.

de bruit du champ incident de 3 dB et pour différentes valeurs de 7y : le résultat
intéressant est que le champ reste comprimé sur une plage de fréquence de largeur

In2
Aw = Tpy B2 (1 - En (C>1, T > ) (4.101)
2C Iy

Le terme en 7y, qui traduit 'imperfection de la transparence, est rapidement non né-
gligeable pour de grandes valeurs de C'. Pour que I’absorption a résonance soit faible,
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il faut que Cvy/T'r < 1. On remarque aussi que cette fenétre de transparence pour les
fluctuations se rétrécit lorsqu’on augmente la coopérativité (en particulier, le nombre
d’atomes). En dehors de cette fenétre, la compression de bruit est absorbée par les
atomes et le champ est dans un état cohérent.

Pour expliquer ces résultats, on peut procéder comme dans le paragraphe B.2.2 du
chapitre 2 en effectuant un calcul “classique” a l'ordre 1 en champ sonde. On obtient
alors que

Y(v0 +iA)
(Yo + i) (y +1iA) + Q2

La largeur par rapport au désaccord A de la transmission en intensité est alors donnée
par (4.101).

(ASy = (AiMye~t avec £ =

(4.102)

C.2.2 Spectre et variance atomique

Pour caractériser l'efficacité du transfert des fluctuations, nous calculons les spectres
et variances des composantes du spin collectif. Le spin collectif est défini naturellement
a partir des opérateurs continus en sommant sur le nuage :

J(t) = N/d—szu(z,t) (4.103)

Comme dans le schéma en cavité, on a (J,) = N/2, (J,) = (J,) = 0, et AJ? =
AJ; = N/4 pour un état cohérent atomique. Nous allons détailler la méthode générale
de calcul du bruit quantique atomique que nous avons utilisée dans cette situation
relativement simple, car elle est applicable dans tous les schémas de transfert atomes-
champs en simple passage. L’idée pour résoudre le systeme d’équations différentielles
spatio-temporelles couplées (4.90-4.91-4.92) est de se ramener a un systeme d’équations
linéaire en procédant a une transformation de Fourier temporelle et une transformée
de Laplace spatiale. On définit la transformée de Laplace de f(z) par

= T d 4.104
fld= [ =i (4.104)

En utilisant le fait que
of = 0 4.105
(5) 1= 5114 - 700 (4.105)

on obtient aisément

(—iw + ¢5)0Xs[s,w] = cdX5(0,w) —2gNdoy[s,w] (4.106)
(v —iw)doy[s,w] = Qdj.[s,w] + géXg[s,w] + fo,[5, W] (4.107)

(Y0 — w)dju[s,w] = —Qdoy[s,w]+ fj.[s,w] (4.108)
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desquelles on déduit la valeur des fluctuations dj,[s,w] :

Bl . 8—b2 S_bg
sXin Boo—2f [s,w] + Bs——=2f, s, 4.109
W)+ B Lol 4 B sl (1100)

0jzls, w| =

avec Xi'(w) = X5(0,w), By = —99,#, By = %l, B3 = 7;;“’, by = iw/c, by = iw/c —
¢*N/(y—iw)c, D = (yp—iw)(y—iw)+Q?% and sy = a(w)/L. En prenant la transformée
de Laplace inverse on obtient les fluctuations de l'opérateur atomique continu a la

position z
§je(z,w) =  Bre **§ X" (w) (4.110)

+ By {fay (Z, w) — (80 + 52) /z dz’@—SO(z—z’)fay@/,w)}
0

+ B3 |:ij (Z, w) - (SO + bg) /Z dzle_SO(Z—Z/)ij (217 w):|
0

L’intégration sur z donne les fluctuations a la fréquence w du spin collectif J,

1—e@

6J.(w)= BN SXimM(w) (4.111)

Ld : ,
+N B, / fZ {foy(z, w) — (50 + b2) / dZ’e*SO(zfz )foy (Z/, w):|
0 0

bd ? :
w88 [ E [t = 0t [ a0, ()
Le spectre de bruit de J,., défini par
(0o (W), (W) = 20 (w + ') Sy, (w) (4.112)

s’obtient a l'aide des fonctions de corrélation du champ incident et des forces de Lan-
gevin atomiques. Il se met sous la forme

§1.(0) = % [Br(@)Sxpr (@) + Benl) + Byin() (4.113)

Comme dans le schéma en cavité, ce spectre est la somme de trois contributions : le
premier donne le couplage avec le champ incident (proportionnel & la compression de
bruit), le second, la contribution du bruit atomique résultant de 1’émission spontanée
et le troisieme, le bruit associé au processus de perte de cohérence dans le fondamental.
Ce spectre est représenté sur la figure 4.13 pour un état cohérent du champ incident
(Sxi» = 1) et pour un état comprimé de 3 dB (Sx;» = 0.5) dans les mémes conditions
de pompage. Bien qu’il ne soit plus lorentzien, ce spectre est tres similaire a celui
obtenu dans le cas d’une interaction en cavité, a ceci pres que sa largeur a mi-hauteur
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-1.5 1.5 >oa/y

F1G. 4.13 — Spectre de bruit de J, en EIT, pour un champ incident cohérent (poin-
tillés) et comprimé de 3 dB (trait plein). Paramétres : C' = 100, I'g = 107,
Yo = 7v/1000. L’efficacité du transfert vaut ny = 0.91 dans le second cas.

est d’ordre I'/4v/C (C >> 1). La variance s’obtient de maniere simple par intégration
de ce spectre en remarquant que, pour un champ incident dans un état cohérent, les
atomes sont dans un état cohérent atomique, ce qui implique que les B; satisfassent

[ 52 (Br@) + Benl) + Bun(w)] =1 (4114)

On en déduit l'efficacité du transfert en EIT en simple passage

dw dw CTpy?* |1 — e @?
= | —B = | — 4.115
e / ot f((.d) / o |D‘2 ’04’2 ( )

avec D = (yp —iw)(y —iw) + Q% Cette expression donne la valeur exacte de efficacité
de transfert. Cependant, comme on I’a fait pour le schéma en cavité, on peut considérer
que le champ et le dipole optique évoluent rapidement devant les observables du fonda-
mental. On peut alors simplifier (4.115) et on trouve alors une conclusion tres similaire
a l'interaction en cavité, a savoir que l'efficacité est maximale pour un taux de pompage
tel que vy <K FE/4\/6 < ¢/L. D’une part, 'intensité du champ de controle doit étre
suffisante pour que le taux de couplage effectif avec le champ comprimé domine par
rapport a la relaxation du fondamental. Le couplage aux fluctuations du champ doit
se faire assez rapidement devant le temps de perte de cohérence. D’autre part, cette
intensité ne doit pas étre trop grande, afin que le déphasage aux fréquences pour les-
quelles les atomes sont comprimés soit négligeable (le produit de la largeur du spectre
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I'5/4v/C par le temps de transit L/c doit étre petit devant 1). Cette derniere condition
est quasiment toujours vérifiée. De maniere analytique, on trouve, pour de grandes
valeurs de la coopérativité,

V2/m_ C

~1-—
" VO Te

Le transfert peut donc étre efficace lorsque C' est grand, mais, comme pour le champ, il

(C>1,7%<7) (4.116)

est nécessaire que la perte de cohérence dans le fondamental ne soit pas trop importante
(Cvo <T).

C.3 Transfert quantique en Raman

Nous allons maintenant étudier la seconde situation que nous savons favorable au
processus de transfert des grandeurs quantiques entre atomes et champs : la configu-
ration Raman (4A; > ~v,9Q). On montre'’ que les équations simplifiées régissant les
fluctuations des observables du systeme a deux niveaux effectif sont

o) 0 .
(& + C&) 0Xo(z,t) = —2gNdj,(z,1) (4.117)

0 .. . g
S0n(2,8) = —(0+ TRy + 20X + (4.118)

ou I'g est le taux de pompage Raman et g la constante de couplage effective introduits
dans la section précédente.

En prenant la transformée de Fourier temporelle de ces équations, on obtient 1’équa-
tion d’évolution de 0.X5(z,w), dont l'intégration permet de calculer les fluctuations du
champ sortant et son spectre. Ce spectre est donné par une formule analogue a celle
obtenue en EIT (4.97) et est égal a

Sygul(w) = 1- [1 — Sy (w)} e(@+a) (4.119)

L Cr
avec o (w) = Bt + i

- 4.120
c '+ v —iw ( )

L’allure du spectre est tres différente du spectre obtenu dans des conditions d’EIT : la
réduction de bruit disparait a basse fréquence dans une fenétre de largeur

[ 2
Aw' ~ E\/CFR(FR + 70) (C>1) (4.121)

0apres lindarisation des équations du chapitre 3 dans le cas (As) = 0 et (II;) = N, et élimination

adiabatique de la cohérence optique
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Pour des fréquences en dehors de cette fenétre, le champ sortant est identique au champ
incident. Cette fenétre d’absorption s’élargit lorsque ’on augmente le nombre d’atomes,
en accord avec les conclusions de [Kozhekin00]. Remarquons la encore 'importance de

la durée de vie du fondamental qui élargit considérablement la fenétre d’absorption

lorsque vy augmente [voir figure 4.14].

szout((ﬂ)A
1.1

/y

Fi1G. 4.14 — Spectre de bruit minimal du champ sortant en Raman, pour différentes

valeurs de o : (a) 0, (b) /1000, (c¢) ~/100, (d) v/10. Parameétres : C = 100,
I'r =7/100, e * = 0.5.

En ce qui concerne le bruit atomique, la composante de spin couplée aux fluctuations
comprimées du champ est J,. Son spectre, calculé en utilisant la méme méthode que
dans le cas de I'interaction en EIT, est représenté sur la figure 4.15. Il est tres différent
de celui obtenu en EIT (voir Fig. 4.13) et présente en particulier des oscillations qui se
produisent jusqu’a des fréquences élevées w ~ TCT'g (C'>> 1). Par ailleurs, on retrouve
la méme différence qu’en cavité, a savoir que le spectre de bruit atomique est élargi
par l'interaction collective en Raman, par opposition a un schéma en EIT ou il est
affiné. Apres calcul de la variance atomique, on trouve que les atomes sont également

comprimés. L’efficacité du transfert possede une forme tres similaire a celle trouvée en
EIT

dw CTr |1 —e
= [ — 4.122
IR / 2n (Tr+70)? +w? |2 ( )

Le régime dans lequel se placer pour effectuer un bon transfert est donc

Yo < CTr < A c/L (4.123)
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Fic. 4.15 — Spectre de bruit de la composante atomique comprimée en Raman,
pour un champ incident cohérent (pointillés) et comprimé de 3 dB (traits pleins).
Paramétres : C =100, Tr = /100, e > = 0.5.

1/2

Dans ce régime, Defficacité croit vers 100% avec une dépendance en C~'/% mais avec

une sensibilité différente vis-a-vis de la perte de cohérence dans le fondamental

\/ 2/
nRg1—?é\/1+’yo/FR (C>1,7%<K7) (4.124)

C.4 Interprétation et comparaison avec le schéma en cavité

Pour résumer les résultats de ce chapitre, nous allons comparer les schémas de
transfert en cavité et en simple passage, ce qui nous permettra de mettre en lumiere
les similitudes et les différences qui existent au niveau des processus physiques entre
les configurations EIT et Raman.

Le premier point de comparaison porte sur la largeur des spectres du champ sor-
tant : en EIT, les largeurs des spectres sont proportionnelles au taux de pompage a
résonance ['g et sont considérablement affinées en ce qui concerne le bruit quantique,
d’un facteur (1 + 2C) en cavité, d’un facteur v/C' en simple passage. En Raman, les
largeurs des spectres sont également gouvernées par le taux de pompage Raman I'p,
mais elles sont élargies par U'interaction, de nouveau, d'un facteur (1 + 2C') en cavité
et d’un facteur v/C en simple passage. On peut donc, dans tous les cas, distinguer
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H Cavité Simple passage
w < Aw : transparence
EIT
w 2 Aw : absorption
AUt~ — Al AS“t ~ shot
w < AW absorption
AUt~ — Al A"t ~ shot
Raman

w 2 Aw' : transparence
A(Q)ut ~ Azzn Agut ~ Aan

TAB. 4.1 — Fluctuations du champ sortant et incident en régime stationnaire dans
les différentes situations considérées.

deux domaines de fréquences pour ’analyse du bruit : un domaine “basse fréquence”
(w < Aw ou Aw'), et un domaine “haute fréquence” (w > Aw ou Aw’).

Le second point de comparaison concerne le champ comprimé. Dans un schéma
en cavité, le champ sortant en régime stationnaire est presqu’aussi comprimé que le
champ incident & toute fréquence, que ce soit en EIT ou en Raman [voir B.6.2]. On
peut 'expliquer en examinant les fluctuations du champ intracavité dans les deux cas :

— en EIT, pour des fréquences d’analyses w < Aw, on montre que § Xy ~ 2/ VT§X in,
ce qui signifie que les fluctuations du champ sortant sont égales a celles du champ
entrant, X" ~ §Xi". Le milieu atomique est transparent et il n’y a pas de
champ rayonné par les atomes, le champ sortant est le méme que le champ in-
cident. Cela explique également ce qui se produit en simple passage pour des
fréquences a l'intérieur de la fenétre de transparence. On retrouve 'effet d’inter-
férence en EIT rencontrée dans le chapitre 2.

Par contre, pour des fréquences w > Aw, les fluctuations du champ intraca-
vité sont en O(1/C) et les fluctuations du champ sortant sont alors celles du
champ réfléchi par la cavité : § X5 ~ —§Xi". En effet, en dehors de la fenétre de
transparence, les fluctuations du champ incident sont absorbées par les atomes,
qui rayonnent un champ interagissant destructivement avec le champ incident,
X5 ~ —0X1i" de telle sorte que les fluctuations du champ intracavité sont nulles :
60X, o §X5 4+ 60X = 0. Pour une interaction en simple passage, il n’y a pas de
champ réfléchi, ce qui explique I'absence de compression de bruit en dehors de la
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fréquence de transparence.

— en Raman, la dépendance en fréquence est opposée. En cavité, les fluctuations

“basse fréquence” du champ intracavité sont négligeables, . Xs =~ 0, les atomes
absorbant le champ incident. Les fluctuations du champ sortant sont alors celles
du champ réfléchi, 6 X5 ~ —§ X"
En revanche, pour des fréquences w > dw’, 6Xy ~ 2/V/T X", et les fluctua-
tions du champ sortant sont celles du champ incident, § X$* ~ § X", En simple
passage, les atomes absorbent a “basse fréquence” et sont transparents dans le
domaine “haute fréquence”, ce qui explique I'allure des spectres 4.14.

On peut vérifier ces considérations qualitatives en calculant dans les deux situations
la fonction de corrélation entre le champ sortant et le champ incident, dans le cas d'une
interaction en cavité,

Re [(0 X230 X9“)]

A / SXén SXé)U‘t

Cette fonction, que l'on obtient aisément a partir de (4.50-4.51-4.52-4.53), est repré-

(4.125)

Cin out —

sentée sur la figure 4.16 dans le cas 79 < k. On retrouve le comportement qualitatif
présenté ci-dessus : en EIT, pour w < Aw, le milieu est transparent et les champs inci-
dent et sortant sont corrélés (Cipour=1). En Raman, le champ rayonné par les atomes
interfere destructivement avec le champ incident et Cjy, e = —1. Pour les hautes fré-
quences, c¢’est le contraire se produit. Ces résultats quantitatifs sont donc en bon accord
avec la discussion qualitative précédente.

Ces considérations nous amenent au dernier point de comparaison qui porte sur
les grandeurs atomiques. Bien que l'allure des spectres atomiques EIT et Raman en
simple passage soit tres différente, les variances atomiques sont sensiblement égales et
efficacité de transfert montre la méme dépendance en 1 — 1/2/7C pour de grandes
valeurs de C'. En cavité, 'efficacité croit plus rapidement, le bruit “ajouté” du processus
étant en 1/C. Ceci met en évidence une différence quantitative notable entre les pro-
cessus de transfert de bruit quantique en cavité et en simple passage. Le couplage en
cavité (oc N) est intrinsequement plus efficace qu'une interaction sans cavité (oc v/N).
En effet, méme en égalant les coopérativités dans les deux cas, c’est-a-dire en considé-
rant une interaction avec N atomes dans une cavité de transmission 7' (C' = g>?N/T)
et une interaction dans les mémes conditions avec N/T atomes en simple passage, la
compression de bruit transférée aux atomes est meilleure en cavité. Ceci vient du fait
que les fluctuations du champ incident comprimé sont recyclées par la cavité a chaque
passage. On retrouve un résultat bien connu, a savoir que la sensibilité a I’émission
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C

in,out

0/,

Fi1G. 4.16 — Corrélations entre le vide comprimé incident et le champ sortant de la
cavité en EIT (a) et en Raman (b) [C =100, 79 = 0, e *" = 0.5]. Les fréquences
sont normalisées par la largeur de la fenétre de transparence en cavité vg.

spontanée - i.e. le couplage aux autres modes du champ - est réduite par la présence
de la cavité, et on peut quantifier la valeur de cette réduction (d'un facteur v/C).

En revanche, si le bruit dii a 1’émission spontanée est réduit par la présence de la
cavité, ce n’est pas le cas du bruit du a la perte de cohérence dans le fondamental. Pour
une interaction EIT en cavité avec C' > 1, I'g > 7o, 'efficacité peut s’écrire

20 Tg/(1420) 1 (1420)y
1420y +TE/(1420) — 1+2C Iy

NE (4.126)
Comme en simple passage [voir (4.116)], le dernier terme, qui correspond a du bruit
ajouté associé a la perte de cohérence dans le fondamental, croit linéairement avec le
nombre d’atomes. Cette sensibilité est moindre pour une interaction Raman, la présence
de 7y ayant seulement pour effet de changer la coopérativité usuelle en CT' /(7o + T'r)
[voir (4.36)]. En effet, I’allure des spectres montrent que la sensibilité des atomes aux
fluctuations a fréquence nulle du champ est moindre pour une interaction Raman que
pour une interaction en EIT, ce qui les protege plus des pertes de cohérence a tres
basses fréquences, en quelle que sorte.

Pour finir, on peut également calculer 'efficacité du transfert en fonction de la
largeur en fréquence de la compression de bruit du champ incident. Nous avions jus-
qu’a maintenant supposé que la compression de bruit du vide comprimé était la méme
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sur une bande de fréquences large devant les autres fréquences du probleme. On peut
se demander ce qui se produit lorsque ceci n’est plus vérifié. Que se passe-t-il en par-
ticulier si I’on réduit la bande passante de la réduction du champ incident sur la cavité ?

n,, (a)

/—_
(b)
0.8}
0.6}
04 ¢
0.2t
Log(w./7)
4 3 2 1 0 1 a2 3

Fi1G. 4.17 — Evolution de l’efficacité de transfert en fonction de la largeur en fré-
quence de la compression de bruit incidente w.. La courbe (a) correspond a une
interaction EIT (ou Raman) en cavité, les courbes (b)/(c) a une interaction en
simple passage EIT/Raman. Paramétres : C = 100, e = 0.5, /7 = 1074,
Ir/v=131073, I'g/y = 3.68 en simple passage, T'g/y = 21.1 en cavité, de telle
sorte que les demi-largeurs des spectres valent 7y = /10 dans chaque cas.

Pour répondre a cette question, nous allons supposer que le vide comprimé incident
est produit par un oscillateur paramétrique optique fonctionnant sous le seuil. Le mo-
dele standard pour l'interaction paramétrique d’ordre 2 en cavité prédit une réduction
de bruit du champ sortant de ’'OPO maximale a fréquence nulle et décroissant sur une
plage w. donnée par la bande passante de la cavité de 'OPO. On peut écrire le spectre
de bruit de la composante comprimée du champ incident sous la forme

(1 — tanh(r/2))? + (w/w.)?

Sxin(w) = (1T tanb(r/2) 2 + (@/w,)? (4.127)

et utiliser (4.25), (4.115) et (4.122) pour calculer numériquement ng et ng. Les résul-
tats des simulations numériques sont représentés sur la figure 4.17 en choisissant des
conditions de pompage effectif équivalentes (i.e. telles que 4y = 7/10 dans tous les
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(a) S(w)
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(b) 5
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Fic. /.18 — Spectres de bruit de la composante comprimée dans deux cas : vide
comprimée bande large (w. > ) et vide comprimé de largeur w. = 7y dans les
trois situations : (a) EIT en cavité (b) Raman en simple passage (c¢) EIT en simple
passage. Les parametres sont les mémes que pour la figure 4.17.
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cas'!). Conformément a I'intuition, on trouve que la fréquence importante & comparer
a w,. est J9 dans tous les schémas : lorsque w,. ~ 7, lefficacité est diminuée de moitié
environ. Cependant, si la sensibilité a la largeur de la compression de bruit incidente est
a peu pres égale pour une interaction en cavité et une interaction Raman sans cavité,
une interaction de type EIT se révele étre moins fragile vis-a-vis de la largeur du vide
comprimé incident. En effet, si 'on compare les spectres de bruit atomique obtenus
dans le cas d’'une interaction avec un vide comprimé large bande et un vide comprimé
de largeur w. = 4y (Fig. 4.18), on s’apercoit qu’en EIT le spectre est plus piqué autour
de zéro et que par conséquent la réduction de bruit a des fréquences élevées est moins
cruciale dans ce schéma.

D Conclusion

LB

0.9
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0.7
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F1G. 4.19 - Efficacité de transfert quantique pour un interaction en cavité [EIT ou
Raman, (a)] et pour une interaction en simple passage [Raman (b),EIT (c)]. Les
courbes sont tracées pour vo = /1000 en prenant un nombre effectif d’atomes égal
(en égalisant les coopérativités) dans chaque schéma.

Pour finir, nous montrons les variations de l'efficacité avec la coopérativité sur la

H1Si la définition d’une largeur de spectre 7y ne pose pas de probléme particulier en cavité (Yo =
I'z/(142C) ou (1+2C)I'R) et en simple passage en EIT (5y ~ I'p/41/C), Pallure du spectre atomique
pour une interaction Raman en simple passage rend une telle définition quelque peu délicate. Nous
avons choisi comme définition pour la demi-largeur du spectre la fréquence pour laquelle le bruit de
la “derniere” oscillation est égal & la moitié du bruit a fréquence nulle (3o ~ 7CT'r).
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figure 4.19 dans les différents schémas étudiés. Nous avons vu qu’il était possible de
réaliser des processus de transfert efficaces de fluctuations quantiques entre atomes
et champs en choisissant des interactions pour lesquelles la dissipation est faible. Le
résultat majeur de ce chapitre est que les configurations EIT et Raman permettent un
transfert quantique efficace entre le champ et les atomes, bien que ces processus soient
de nature tres différente; en Raman, le champ est absorbé (couplage absorptif), alors
qu’en EIT le transfert résulte d’'un effet d’interférence quantique (couplage dispersif).

De plus, un schéma en cavité, s’il améliore 'efficacité du transfert par rapport a une
interaction en simple passage, n’est pas absolument nécessaire. Néanmoins, il faut pré-
ciser que sont totalement absentes de I’analyse en simple passage les effets transverses
et de diffraction qui peuvent jouer un role non négligeable pour des nuage atomiques
dont le nombre de Fresnel est tres différent de I'unité [Muller04]. De plus, nous avons
traité le champ comme une onde plane et le nuage atomique comme un ensemble dans
lequel les atomes sont uniformément répartis. Or, un probleme crucial pour les proprié-
tés quantiques de ce type d’interaction quantique atomes-champ provient du matching
du mode du champ avec I’ensemble atomique [Duan02]. Des efforts sont actuellement
menés dans plusieurs groupes pour développer une théorie quantique tridimension-
nelle complete. Le modele présenté reste toutefois valable dans un grand nombre de
situations, et peut étre considéré comme un point de départ simple pour I’étude des
propriétés de bruit quantique.
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De nombreuses propositions pour réaliser des protocoles d’information quantique
se basent sur l'utilisation d’une interface atomes-champs [Lukin03, Duan00Ob]. En ef-
fet, si les photons sont d’excellents objets quantiques pour véhiculer 'information, les
atomes peuvent jouer le role d'unités de traitement et de stockage de cette information,
comme nous ’avons vu au chapitre précédent. Toutefois, les pertes, qui augmentent ex-
ponentiellement avec la distance, réduisent en pratique les distances de communication
potentielles des états quantiques. Dans le domaine des communications classiques, on
utilise des amplificateurs pour compenser 'atténuation du signal le long de la ligne de
transmission. En revanche, toute opération d’amplification pour des états quantiques
conduit & un ajout de bruit et une dégradation du signal. En effet, en vertu du théoreme
de non-clonage, il est impossible de générer a partir d'un état quantique deux copies
parfaites de cet état [Wootters82]. Pour remédier a ce probleme, Duan et al. ont intro-

155
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duit le concept de répéteur quantique [Briegel98]. Le role d’un répéteur quantique est de
détruire un état recu en un point A pour émettre a la demande une copie de cet état en
un autre endroit B. Il faut pour cela étre capable de mémoriser un état donné, et ensuite
de le restituer. Duan et al. ont montré qu’a ’aide de tels répéteurs, il est en principe
possible de transmettre des états quantiques avec des pertes qui augmentent polynomia-
lement, et non plus exponentiellement, avec la distance, ce qui réduit considérablement
les contraintes expérimentales [Duan01]. La possibilité d’échanger, stocker et manipuler
des états quantiques - en particulier, de les téléporter - constitue par conséquent un
élément-clé pour une transmission efficace d’information quantique au sein d’un réseau.

Le principe d’une opération de mémorisation d'un état quantique du rayonnement
a I’aide d’un ensemble atomique a été exposé au chapitre précédent. Nous allons mon-
trer dans ce chapitre qu’a 'aide des mémes processus de transfert d’état quantique,
il est possible d’intriquer quantiquement deux ensembles atomiques macroscopiques a
partir de champs intriqués. Cette intrication peut alors étre stockée et manipulée opti-
quement [Dantan04b]. Nous verrons ensuite que I'information inscrite dans les atomes
est effectivement utilisable a des fins d’information quantique, et dans cette optique,
nous présentons un protocole de téléportation quantique pour un spin atomique ma-
croscopique dans la section C [Dantan05c]. Ce travail sur la téléportation a été réalisé

en collaboration avec Nicolas Treps du groupe “Optique Quantique Paramétrique” du
LKB.

A Stockage d’intrication dans des ensembles ato-
miques

Dans cette section, nous considérons deux ensembles de N atomes, identiques a
celui du chapitre précédent. Chaque ensemble constitué d’atomes a trois niveaux en A
interagit avec deux champs en cavité, un champ de controle Q; (i = 1,2) et un champ
A; issu d’une paire de faisceaux intriqués, produites par une source EPR (Fig. 5.1). On
suppose pour simplifier la discussion que les cavités sont identiques, et que les champs
incidents sont des vides intriqués’, c’est-a-dire qu’ils présentent des corrélations quan-
tiques de type EPR - de maniere similaire aux états décrits dans le chapitre 2 - que leur
amplitude est nulle (A;) = 0 (i = 1,2). Comme dans le chapitre précédent, ces corré-
lations sont supposées constantes sur une bande de fréquences grande devant I'inverse
des temps effectifs de réponse atomique. On les suppose également symétriques, de telle

I Ces champs peuvent étre produits par exemple en mélangeant deux vides comprimés produits par
des OPA ou encore par un OPO de type II fonctionnant sous le seuil [Bowen02, Laurat04]



A. Stockage d’intrication dans des ensembles atomiques 157
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Fic. 5.1 — Schéma de principe pour l'intrication de deux ensembles atomiques.

sorte que la matrice de variance des champs incidents s’écrit pour toute fréquence

cosh?r 0 0 sinh(2r)/2
; 0 sinh®r  sinh(2r)/2 0
VT = 5.1
v sinh(2r)/2 0 cosh?r 0 (5.1)
0 sinh(2r)/2 0 sinh?r

De tels faisceaux peuvent étre générés par un OPO fonctionnant sous le seuil par
exemple. Les champs présentent des corrélations d’amplitude et des anti-corrélations
de phase. Autrement dit,

AX? = AY? = cosh(2r) (i=1,2) (5.2)

7

(6X0X;) = —(6Yi0Y;) = sinh(2r) (i #7) (5.3)

On peut quantifier ces corrélations EPR par la grandeur introduite dans le chapitre 1

1 . ) ) )
Ich — §[A(an _ X;n)2 + A(Y'lzn + Y'an)Q] — 26—27" (54)

qui vaut 2 lorsque les champs incidents sont incorrélés (r = 0), et qui tend vers 0 pour
des champs parfaitement intriqués (r = oo). Pour des modes gaussiens symétriques,
cette quantité est une bonne mesure de l'intrication, Giedke et al. ayant montré qu’elle
est reliée a l'entropie de formation de 1'état considéré [Giedke03] : pour des états
gaussiens symétriques?, la quantité Z,, est reliée bijectivement & I'entropie de formation

2Le cas des états gaussiens non-symmétriques est plus compliqué d’un point de vue théorique ; bien
que le critere d’inséparabilité reste une condition nécessaire et suffisante d’intrication en variables
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EoF par la formule
EoF(1s) = c4(Za/2)logslci(Za/2)] — c-(Za/2)log,c-(Za/2)] (5.5)

avec co(x) = (22 £ 27Y/2)%/4.

A.1 Transfert d’intrication

Dans chaque ensemble les atomes sont pompés par le champ de controle dans le
niveau 2; les spins moyens sont donc paralleles et égaux puisqu’on a supposé les en-
sembles identiques : (J,1) = (J,2) = N/2. Comme dans le chapitre 4, on peut se placer
dans l'approximation gaussienne et caractériser I’état quantique de chaque ensemble
par les fluctuations de la cohérence dans le fondamental. La généralisation du critere
d’inséparabilité présenté dans le chapitre 1 fournit une condition nécessaire et suffisante
d’intrication des ensembles 1 et 2, a savoir que les ensembles 1 et 2 sont intriqués si et
seulement si

A(Jar = Ja2)® + A(Jpn + J2)? < [(Ta)| + [(J2)| = N (5.6)

Lorsque cette inégalité est satisfaite les ensembles atomiques présentent des corrélations
de type EPR. En d’autres termes, cela signifie que les spins moyens associés aux deux
ensembles sont paralleles & Oz, mais fluctuent de maniere corrélée dans le plan (z,v).
Pour se ramener a une normalisation équivalente a celle des champs, on dénote par Z,;
la quantité de corrélations EPR atomiques

2
Ty = ~ [A(Jo1 = Ju2)? + A(Jy1 + Jy2)?] (5.7)

les deux ensembles étant intriqués si Z,; < 2.

Si 'on considére une interaction EIT? dans les conditions de transfert optimal (A =
d = A. = 0), les fluctuations de la cohérence du spin 1 sont, dans I'approximation
adiabatique

(Fo — iw)d e (w) = —Bp 6X{"(w) + fir (5.8)
(o — i)y (w) = —PBr V" (w) + fn (5.9)

avec g, Yo, fx et fy donnés par (4.8-4.9). Les équations pour le second spin s’obtiennent
en changeant les indices 1 en 2. Il s’ensuit que les fluctuations des variables atomiques

continues, le lien avec des grandeurs telles que 'entropie de formation ou de distillation reste encore
a trouver.
3Une interaction Raman donnerait des résultats similaires.
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conjuguées Jy1 — Jyo et Jy1 + Jyo sont reliées a celles des champs incidents par

(o — 1w)d(Jp1 — Ju2) (W) = =B 6(Xi™ — Xi") (W) + for — foo (5.10)
(Fo — 1w)3(Jp1 + Jp2) (W) = —Br SV + Y3 (W) + fir + o (5.11)

dans la limite ou 7y < Y < 7, k. Il est clair que les fluctuations des champs dans une
bande de fréquences de largeur 7y s'impriment sur les fluctuations atomiques. Le degré
d’intrication atomique, obtenu par intégration des spectres de bruit, est égal a

2C r r
= & — Loy, + 2 @ + —E2~

Lot =ng X Lo, +2(1 —ng) (5.12)
Etant donnée la linéarité du couplage, 'intrication - comme la compression de bruit -
est conservée lorsque 'efficacité de transfert quantique ng est proche de 1, ce qui est
possible avec un grand nombre d’atomes (C' > 1) et lorsque ' /(1+2C) > 7. Un cal-
cul complet montre que l'on a intérét a choisir le taux de pompage optique de telle sorte
que v < Y < 7, Kk, afin de faire un compromis entre les pertes par émission spontanée
et celles dues a la relaxation de cohérence. Logiquement, 'intrication atomique est nulle
(Zst = 2) en l'absence de couplage (I'y = 0) ou d’intrication incidente (Z., = 2), les
deux spins étant alors dans un état cohérent atomique. On a représenté sur la figure
5.2 l'intrication des atomes (5.7) et ’entropie de formation (5.5) en fonction du taux de
corrélations EPR des champs incidents. Les résultats simplifiés de I’hypothese adiaba-
tique sont en bon accord avec les résultats du calcul complet. D’autre part, le rapport
de l'intrication atomique générée sur l'intrication de départ tend vers 1 lorsque C' aug-
mente. Notons également que 'on peut faire les mémes remarques pour le transfert
d’intrication concernant la sensibilité vis-a-vis des différents parametres (désaccords,
taux de relaxation, etc.) que pour le transfert de compression de bruit.

On peut donc par cette technique intriquer deux ensembles atomiques macrosco-
piques. A partir de champs parfaitement corrélés, on obtiendrait en principe des états
atomiques EPR. En termes de bruit quantique, cela signifie que les fluctuations dans
le plan (z,y) du spin de chaque ensemble - considéré indépendamment - sont beau-
coup plus importantes que celles d’un état cohérent. Toutefois, les deux spins fluctuent
simultanément de maniere parallele (ou anti-parallele). Comme on peut le voir sur la
figure 5.3, la représentation de tels états intriqués atomiques est tres similaire a celle
des champs intriqués dans le plan de Fresnel exposée dans le chapitre 1.

Il est également possible de stocker cette intrication entre faisceaux jumeaux pen-
dant un temps variable et la lire ensuite dans les champs sortants de la cavité, point
que nous abordons dans la section suivante.
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F1G. 5.2 — (a) Valeurs du critére d’inséparabilité atomique Ly et de l'entropie de
formation (EoF') en fonction du tauz de corrélations EPR des champs incidents,
2 — I Parameétres : C' = 100, p = 1/2, o = /1000, 'y = 157. Les courbes en
pointillés indiquent les grandeurs relatives aux champs incidents. (b) Evolution du
rapport entre l’entropie de formation atomique EoFy; et celle des champs incidents
EoF,, en fonction de la coopérativité pour un taux d’intrication de 50% (Lo, =1).
Paramétres : C' =100, p = 1/2, 79 = /1000. Le tauz de pompage est choisi afin
d’optimiser le transfert pour chaque valeur de C.

FiG. 5.3 — Représentation de deuz spins présentant de corrélations de type EPR :
les fluctuations dans le plan perpendiculaire au spin moyen sont plus grandes que
celles de l’état cohérent (pointillés), mais elles sont corrélées a chaque instant entre
chaque ensemble (corrélées selon x et anti-corrélées selon y dans le cas présent).



A. Stockage d’intrication dans des ensembles atomiques 161

A.2 Lecture

A4 out
pZT LA
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Fic. 5.4 — Schéma de lecture de ['intrication atomique par le biais des champs
sortants de la cavité. Réappliquer les champs de controle dans les deux cavités pro-
voque [’émission de champs intriqués a la sortie de la cavité. Leur intrication, et
par conséquent lintrication atomique, est donnée par la mesure homodyne des fluc-
tuations de deuz champs comprimés, A et AL, obtenus a partir des vides intriqués
a l'aide d’une lame quart d’onde et d’une lame demi-onde.

Une fois le régime stationnaire atteint et 'intrication des champs incidents inscrite
dans les variables de spin des deux ensembles, ’arrét brusque de tous les champs
laisse les deux spins dans un état intriqué pendant un temps long, de l'ordre de la
durée de vie de la cohérence. Le réallumage simultané des champs de controle dans
chacune des cavités provoque le processus de transfert inverse de l'intrication, des
atomes vers le champ. La figure 5.4 donne un schéma possible de lecture de cette
intrication. Les champs sortants, A" et A3*, qui transportent les fluctuations des spins
corrélés pendant quelques 7., sont eux-mémes corrélés de maniere transitoire. A l'aide
de lames quart d’onde, on peut recombiner les vides sortants sur un cube polariseur,
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de telle sorte que les modes de polarisation linéaire horizontale et verticale obtenus
soient maintenant intriqués en quadrature®. Pour extraire deux modes indépendants
et comprimés simultanément (i.e. sur la méme quadrature) de ces modes intriqués
en quadrature, on utilise alors une méthode développée par Vincent Josse pendant
sa these [Josse03c, JosseO4a] - méthode que nous avons utilisée dans le chapitre 2
pour mesurer 'intrication générée par un nuage d’atomes froids entre les modes de
polarisation orthogonale d’un méme faisceau. Une lame demi-onde tournée a 22.5°
par rapport aux axes des polarisations horizontales et verticales permet d’obtenir les
modes polarisés a +45° des axes du cube, alors qu'une lame quart d’onde a 0° permet
d’effectuer une rotation de l'ellipse de bruit d'un des modes de 7/2 par rapport a
I’autre. Les nouveaux modes polarisés horizontalement et verticalement,

A= (AP APONVEer AL = (A AP V3 (5.13)

sont alors mélangés sur un second cube polariseur avec un oscillateur local dont la
polarisation est choisie linéaire a 45° des axes du cube. On peut alors procéder a deux
détections homodynes équilibrées dont la somme des résultats donne

1
AX{Z —|—AX/2 — 5 [A(Xfut o XQOUt)Z _i_A(Y'lout _i_Y'zout)Q} (514)

c’est-a-dire la valeur de 'intrication des champs sortants.

Cette intrication des champs sortants est directement reliée a 'intrication atomique.
En effet, la fonction d’autocorrélation de X7 s’écrit dans le régime vy < 79 < 7, Kk

2

Cl(t,1') = (SXLEX(E)) = 6( — 1) — o |1 — 222 &/gﬂ) O eoterets,15)
ol t = 0 est I'instant de lecture et 7,0, = 2C/(1 4 2C). Une expression identique
s’obtient pour la fonction d’autocorrélation de X! en remplagant J,; — J,o par sa
variable conjuguée J,; + Jy2. En choisissant un oscillateur local dont le profil temporel
est matché avec le champ émis par les atomes - Ero(t) o e ! - on montre que le
résultat des deux détections peut s’écrire sous la forme

P(t) = N-8 {1 _ AUn ;[/‘;“) (O)} e~ 2ot (5.16)
P(t) = N=S8 {1 _ Al ;/‘;?ﬂ) (0)} e~ 2ot (5.17)

4Expérimentalement, les chemins optiques parcourus par les champs sortants doivent étre égaux de
fagon & ce que ces champs fluctuent bien simultanément de maniere corrélée; on peut utiliser I'autre
sortie du cube et asservir le chemin optique grace au signal d’interférence entre les deux champs de
controle.
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les fonctions N et S étant celles du chapitre 4, paragraphe B.7.3, qui représentent
respectivement le shot-noise de la mesure et le signal a mesurer. Pour un temps d’in-
tégration des analyseurs de spectre long devant 7., et pour de grandes valeurs de C|
nous avons vu que S ~ N; le résultat final normalisé au shot-noise de la mesure est
alors proportionnel a I'intrication stockée dans le milieu atomique

1 2

W[Pl (0) + P2(0)] = [A(Jer — J22)?(0) + A(Jy1 + J2)%(0)] = Z (0)  (5.18)
La mesure de l'intrication des champs sortants est bien équivalente par cette méthode
a la mesure de 'intrication atomique, et peut s’effectuer en principe avec une efficacité
proche de 100%. Nous reviendrons sur cette méthode lors de ’étude de l'intrication de

deux miroirs mobiles dans le chapitre 6.

A.3 Discussion

On peut faire plusieurs remarques concernant ce transfert d’intrication. Premiere-
ment, pour des champs incidents parfaitement corrélés (Z., = 0) et dans le cas idéal
d’une cohérence de durée de vie infinie (79 = 0), le critere d’intrication atomique Z,;
tend vers 2/(1+2C'), ce qui établit une limite théorique au degré d’intrication que I'on
peut transférer aux atomes. Ce “bruit ajouté” intrinseque tend vers 0 avec la coopé-
rativité. En pratique, cette limite est bien inférieure aux réductions de bruit obtenues
expérimentalement pour les champs.

Deuxiemement, I'interaction avec les champs établit des corrélations entre les spins
individuels a l'intérieur de chaque ensemble et entre les spins des deux ensembles. On
peut traduire cela a 1’aide des fonctions de corrélation a deux spins introduites dans
le chapitre 1. Pour des états symétriques dans ’approximation gaussienne et pour
une efficacité de transfert de 'ordre de 1, on peut écrire pour les spins des relations
analogues a (5.2-5.3), a savoir®

AJZ = AJ) ~ cosh(2r) (i=1,2) (5.19)
A (Juidsj) = —A(Jydy;) =~ sinh(2r) (i # 7) (5.20)

On peut par ailleurs définir des fonctions de corrélation pour deux spins d’'un méme
ensemble, ainsi que pour deux spins appartenant & un ensemble différent®

M= (oWoy, @ = (5151 (5.21)

50n dénote par Ajz la variance atomique normalisée au bruit quantique standard atomique AJ 2=
AJ2/(N/4).

SEn raison de la symétrie des états choisis, on omet les indices correspondant aux ensembles 1 et
2.
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Par symétrie, on trouve alors que

1y _ cosh(2r) —1 (2) _ sinh(2r)

=S o = o (5.22)

Pour une forte intrication, les atomes d’un ensemble sont en moyenne autant corrélés a
I'intérieur de 1’ensemble qu’avec les atomes de I'autre ensemble : ¢ ~ ¢(2) ~ 27 /4N
On retrouve 'analogie avec une paire de champs EPR pour lesquels les corrélations
entre photons d’'un méme faisceau entrainent un exces de bruit pour toutes les quadra-
tures, mais les corrélations entre photons des deux faisceaux conduisent a une réduction
de bruit des grandeurs conjuguées. On peut remarquer que plus le nombre d’atomes
est grand plus les corrélations atome par atome sont faibles, ce qui n’empéche pas une
forte intrication collective.

Enfin, mentionnons que les résultats du chapitre précédent obtenus dans le cadre
d’une interaction en simple passage s’appliquent également au transfert d’intrication.

B Pseudo-répéteur quantique

Si I'on considere un réseau de communication quantique utilisant des ensembles
atomiques, une opération de base pour communiquer entre les noeuds du réseau consiste
a transférer I’état quantique d’un ensemble atomique a un autre. L’idée la plus simple
consiste, partant d’un ensemble atomique 1 dans un certain état quantique (comprimé
par exemple), a effectuer une lecture optique de cet ensemble et d’utiliser le champ
sortant comme champ d’écriture dans un second ensemble 2. Dans cette section nous
montrons qu'un tel “pseudo-répéteur” quantique ne permet de transférer qu’environ la
moitié des fluctuations quantiques du premier ensemble [Dantan05b].

Ensemble 1 Ensemble 2

Fic. 5.5 — “Pseudo-répéteur” quantique.

Le schéma de principe est indiqué sur la figure 5.5 : un ensemble atomique 1 est
préparé initialement dans une premiere cavité dans un état comprimé minimal, tel que

(Jo1) = (1) = 0, {(Ja)=N/2, AJ;=e?" Ajjl = e (5.23)
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Un deuxieme ensemble, identique, est préparé dans un état cohérent atomique selon z :
(Ju2) = (Jy2) = 0, (Js2) = N/2, AJZ, = AJZ2 =1 (5.24)

A Tinstant ¢ = 0, on allume le champ de controle dans la premiere cavité. Les fluc-
tuations du spin 1 s’impriment sur celles du champ sortant de la cavité A°“, dont la
fonction de corrélation est de la forme (6.91)

C(t,t') = (6X(t)6 X" (1))
= O(t—t") = 2maco [1 — ATZ(0)] e o) (5.25)

Pour fixer les idées, on a de nouveau supposé une interaction de type EIT et on s’est
placé dans le régime optimal de transfert vy < 59 < k,~. Si 'on néglige le temps de
transit entre les deux cavités, I’évolution de la composante x du spin 2 en présence du
champ de controle est donnée par

8y = —00Jua — B0 X + fuo (5.26)

Apres intégration et en tenant compte de (5.25), on obtient la variance de J,2 a I'instant
t

ATZ(t) =1 = 15,00 (27501) %727 [1 = ATZ,(0)] (5.27)

Cette variance, représentée sur la figure 5.6, est minimale lorsque Ayt = 1, et vaut alors
_ 4 L

AJ$22 min - n;azg [1 —¢€ 2 1} (528>

Comme 4/e? ~ (.54, on voit que I'on ne transfere au mieux qu’'un peu plus de la moitié
de la compression de bruit initiale du spin 1. Un calcul analogue pour la composante
conjuguée montre que le transfert de son exces de bruit se fait avec le méme facteur
temporel, facteur au maximum égal & 4/e* pour ot = 1

Ajjz(t) =1 + N (2908) %200 [e¥ — 1] (5.29)

On peut effectuer un parallele entre cette situation et une configuration dans laquelle
on illuminerait en continu l'’ensemble 2 par un champ comprimé sur une bande de
fréquence de largeur 27, ; les fréquences de réponse des atomes se trouvant également
dans cette bande de fréquence, la contribution de la réduction de bruit s’obtient comme
I'intégrale du produit de deux lorentziennes de méme largeur. Cette contribution vaut
la moitié de celle d’'un champ comprimé sur une large bande devant .

Utiliser un champ de controle d’intensité différente dans la seconde cavité et changer
ainsi le temps de réponse du spin 2 n’améliore pas le résultat”. Cette méthode directe

7On peut montrer que les conditions présentées sont déja optimales pour le transfert des fluctua-
tions.
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~
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x1

Fi1c. 5.6 — Evolution temporelle du bruit quantique de la composante comprimée
du spin 2. Le spin 1 est initialement comprimé de 3 dB.

ne permet donc pas un transfert quantique parfait d’un ensemble atomique a un autre.
Il est nécessaire d’avoir recours a un protocole plus évolué : la téléportation quantique.
Nous allons donc voir dans la prochaine section un protocole de téléportation quantique
en variables continues appliqué a des ensembles atomiques et utilisant les méthodes
développées précédemment. En particulier, ce protocole nécessite de posséder des états
intriqués du type de ceux présentés dans la premiere partie de ce chapitre.

C Téléportation de I’état quantique d’un ensemble

atomique

C.1 Téléportation en variables discretes et variables continues

La téléportation quantique est une illustration parfaite du concept de non-localité en
mécanique quantique. L’existence de corrélations a longue distance de type EPR peut
étre utilisée pour transmettre de I'information. On entend par téléportation quantique
le transport désincarné d’un état quantique d’un objet A a un objet B sans que ces
objets, situés a une distance arbitraire, n’interagissent entre eux, et sans que l'état
initial soit connu de I’émetteur ni du récepteur. Nous commencons par rappeler le
principe de la téléportation quantique telle qu’elle est exposée dans la proposition
originelle de Bennett et al. pour des variables discretes [Bennett93], avant de passer
au protocole standard de téléportation en variables continues pour les champs. Nous
présentons ensuite un schéma de téléportation d’un spin atomique macroscopique basé
sur les idées développées précédemment.
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C.1.1 Principe de la téléportation quantique en variables discretes

Supposons qu’un émetteur, traditionnellement appelé Alice, dispose d’une particule
(photon ou spin-1/2) dans un état quantique |¢) inconnu, état qu’elle souhaite com-
muniquer a un récepteur Bob. Si Alice et Bob se partagent une paire de particules
EPR, Alice peut dissocier I'information sur 1'état |¢) en deux parties, I'une purement
classique et 'autre purement quantique. Elle peut alors utiliser deux canaux différents,
I'un classique et 'autre quantique, pour envoyer cette information a Bob, qui recons-
titue l'information initiale, c’est-a-dire une réplique de |¢). Bien entendu, I’état initial
|¢) d’Alice est détruit dans le processus. On respecte ainsi le théoréme de non clonage
qui interdit de créer deux copies identiques d’un état quantique [Wootters82]. On peut
remarquer que la téléportation quantique ne permet pas de communiquer de I'informa-
tion a une vitesse supérieure a celle de la lumiere, puisqu'un canal de communication
classique est nécessaire a Alice et Bob pour pouvoir reconstituer ’état initial.

De maniere plus précise, supposons que I’état que se partagent Alice et Bob soit un
état singulet de deux spins 1/2
1
25 (1) L) =1 1)1 13) (5.30)

Alice dispose de la particule 1 dans I’état |¢) et de la particule 2, alors que Bob dispose

W) =

de la particule 3. Si I'on écrit 1’état initial de la premiere particule sous la forme

|¢) = al 11) + 0] 11) (5.31)

I’état complet du systéeme avant la mesure d’Alice s’exprime en fonction des quatre
états de Bell

wE) = %u Tl L) £ )] 12)) (5.32)
D) — L1t 2] 1] L)) (5.33)

V2

par
@) = [ [|¥R)(—al T5) —b] Is)) + |¥5)(—al 15) + 0] Is))
+|@0) (al T5) + 6] L)) + @) (al 13) =0l s) 1/2 (5.34)

Une mesure sur la base des états de Bell projette alors I’état de la particule 3 dans I'un
des quatre états purs. Grace au résultat de mesure d’Alice, Bob sait quelle rotation
il doit opérer pour retrouver |¢). La téléportation en variables discretes a d’abord
été réalisée pour des états de polarisation du photon en 1997 [Bouwmeester97| avant
d’étre implémentée dans d’autres systemes. En 2004, les groupes de Wineland et de
Blatt ont téléporté respectivement 1’état quantique d’un atome et d’un ion individuel
[Barrett04, Riebe04].



168 Chapitre 5. Information quantique avec des ensembles atomiques

C.1.2 Protocole pour les champs

Wout(a)
Alice canat- Bob /

classique

© &

EO
canal
Win(a) quantique
EPR
source
Fic. 5.7 — Schéma de principe de la téléportation en wariables continues

[Braunstein98a] : le champ a téléporter, caractérisé par sa fonction de Wigner
Win(a), est mélangé sur une lame 50 :50 par Alice avec l'un des faisceaur EPR.
Alice mesure Uamplitude d’un des champs obtenus (AD) et la phase de ['autre
(PD), et transmet a Bob par un canal classique ces résultats. En fonction de ces
résultats, Bob module I’amplitude et la phase du second faisceau EPR a [’aide d’un
modulateur électro-optique (EO). Pour caractériser la téléportation, on compare la
fonction de Wigner W, () du faisceau téléporté a la fonction de Wigner du champ
incident Wi, (a).

L’extension aux variables continues a été proposée par Vaidman [Vaidman94|, Brau-
stein et Kimble [Braunstein98al, et implémentée pour la premiere fois dans le groupe
de Kimble pour des états cohérents optiques [Furusawa98|. L’espace de Hilbert décri-
vant 1’état du champ étant de dimension infinie, I’'objet a téléporter est sa fonction de
Wigner W (). Sil'on se restreint par exemple a des états gaussiens, on doit téléporter
a la fois I'amplitude et la phase du champ, ainsi que les variances. Dans ce cas, I'état
singulet est remplacé par une paire de champs EPR (voir Fig. 5.7). Alice mélange le
champ a téléporter sur une lame séparatrice avec I'un des champs EPR et mesure deux
quadratures orthogonales des champs résultants. Ces résultats sont alors communiqués
via un canal classique a Bob. Celui-ci rétroagit sur son champ EPR a l’aide de mo-
dulateurs d’amplitude et de phase, et reconstruit le champ initial. Un avantage de ce
schéma en variables continues est qu’il permet une téléportation a priori, par opposi-
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tion aux réalisations en variables discretes, pour lesquelles la téléportation n’est réussie
qu’a posteriori avec une probabilité de succes assez faible expérimentalement. On ca-
ractérise généralement la qualité de la téléportation a 'aide de la fidélité, c’est-a-dire le
recouvrement pour une certaine classe d’états entre ’état initial et I’état final. Depuis
la premiere implémentation en 1998, I'amélioration des sources de champs intriqués ont
permis d’augmenter efficacité de ces schémas [Bowen03c, Zhang03a], et tres récem-
ment, le groupe de Furusawa est parvenu a réaliser une téléportation d’états cohérents
avec une fidélité supérieure a 2/3, ce qui est suffisant pour préserver la non classicalité
des états téléportés [Takei05]. Toutefois, les expériences de téléportation en variables
continues n’ont concerné jusqu’a maintenant que les variables optiques. Comme nous
I’avons mentionné dans l'introduction de ce chapitre, un enjeu important pour la com-
munication quantique est d’étendre ces protocoles a d’autres objets, en particulier, les
variables atomiques.

C.2 Téléportation atomique

Un premier schéma de téléportation de I’état quantique d’un ensemble atomique ma-
croscopique a été proposé par Kuzmich et Polzik [KuzmichOOb]. Leur proposition utilise
Ieffet Faraday produit par un milieu atomique sur la lumiere qui le traverse : le champ
sortant possede en plus des fluctuations du champ sortant des fluctuations proportion-
nelles aux fluctuations atomiques. Dans ce protocole, Alice et Bob disposent chacun
d’un ensemble atomique. Apres plusieurs interactions “Faraday” avec des champs in-
triqués suivis de mesures, communications des résultats et rotations sur les spins, il
est ainsi possible de téléporter I’état quantique d’un ensemble completement polarisé
a un autre. Dans le méme régime - celui des ensembles atomiques polarisés - nous
avons choisi une autre méthode, basée sur une lecture optique et une reconstruction
magnétique. L’avantage de ce protocole est qu’il ne requiert pas plusieurs interactions
et échanges d’information successifs entre Alice et Bob; en ce sens, il se rapproche plus
des protocoles de téléportation des champs en variables continues et pourrait étre in-
tégré plus simplement dans un réseau atomes-champ. Comme dans les protocoles pour
les champs optiques, la téléportation s’effectue en trois étapes : une phase de prépa-
ration effectuée par Victor, une phase de mesure effectuée par Alice et une phase de
reconstruction effectuée par Bob.

C.2.1 Préparation

On suppose que l'on dispose de trois ensembles identiques de N atomes a trois
niveaux en A, qui interagissent en cavité chacun avec un champ de controle §2; et
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Victor

EPR
source

Fic. 5.8 — Préparation : Victor prépare un état a téléporter quasiment polarisé
selon z, ainsi qu’une paire d’ensembles intriqués a l’aide de champs EPR. A gauche,
on a représenté les états des trois ensembles a la fin de la phase de préparation.
Les cercles en pointillés correspondent aux fluctutations de I’état cohérent atomique
pour les spins 2 et 3.
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un champ A; (i = 1 — 3)®. On cherche a téléporter I'état du premier ensemble vers
le troisieme. Victor, le préparateur, commence par polariser les trois ensembles dans
un état cohérent atomique par pompage optique; les trois spins sont paralleles a z :
(J.i) = N/2. A Taide d’une interaction en EIT?, Victor prépare 1'état du spin 1 en
imprimant I'état du champ A% sur la cohérence du fondamental. L’état atomique de
I’ensemble 1 est caractérisé par la donnée des valeurs moyennes et des fluctuations des
opérateurs J,; et Jy; dans le plan orthogonal au spin moyen. Pour que notre traitement
reste valide, on se limite par conséquent a des états du spin autour de l'axe z tels que
(Jo1), (J,1) = O(V'N), approximation d’autant plus valable que le nombre d’atomes
est grand!'’. En choisissant 'amplitude du champ A; et la phase relative entre ; et
Ay, Victor peut préparer le spin 1 dans un état quelconque. Victor utilise ensuite la
technique développée dans le paragraphe précédent pour intriquer les ensembles 2 et
3 au moyen de champs EPR (Fig. 5.8). Les spins 2 et 3 étant paralleles et identiques,
Ju2 — Ju3 et Jyo + Jy3 jouent le role des opérateurs EPR usuels et satisfont a

<[Jm2 — Jus, Jyg + Jy3]> = Z<Jz2 —J, > =0 (535)

En toute généralité, on peut supposer qu’a lissue de la préparation, J,o et J,3 sont
corrélés et Jyo et Jy3 sont anti-corrélés. Leur intrication est alors donnée par (5.7)
2 2 2
Tos = ~ [A(Ju2 = Juz)? + A(Jy2 + Jy3)°] (5.36)
A la fin de la phase de préparation'!, tous les champs sont éteints. Alice dispose donc
de 'ensemble 1, dont elle ignore ’état, et de 'un des deux ensembles EPR (2). Bob
dispose du deuxieme ensemble EPR (3).

C.2.2 Mesures jointes

Alice procede ensuite a une mesure jointe de I’état des spins 1 et 2 en réappliquant les
champs de controle dans les cavités. Les deux spins transferent leur état quantique aux
champs sortants A9 et A“*. Apres mélange de ces champs sur une lame séparatrice 50 :
50 (Fig. 5.9), Alice mesure deux quadratures orthogonales des combinaisons obtenues,

8Tous les résultats sont également valables dans le cas d’interactions en simple passage sans cavité
en utilisant le formalisme du chapitre 4, mais pour plus de clarté nous présentons les résultats en
cavité.

90n suppose de nouveau pour simplifier un processus d’écriture résonnant de type EIT avec des
atomes immobiles, bien que des résultats similaires s’obtiendraient avec une interaction Raman et des
vapeurs atomiques.

ONous reviendrons sur ce point dans la discussion C.2.4.

HTa méthode de préparation n’est bien entendu pas unique, toute autre méthode conduirait au
méme résultat, pourvu que l’on se fixe la direction commune des spins moyens.
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par exemple

_ XfUt _ X2out
V2

B Y'lout + 1/20ut

X_ et Y_|_ =
V2

(5.37)

Cette mesure correspond exactement a la mesure jointe mentionnée dans I'introduction
de ce chapitre et contient l'information sur 1’état des spins 1 et 2. Alice peut alors
envoyer les résultats des détections homodynes a Bob, qui est en principe capable de
reconstruire sur son ensemble 1’état initial du spin 1.

‘.“.c‘ out ..:. +
\ w ‘ ....... ./ ........ e &
2

Fic. 5.9 — Mesure jointe : Alice procéde a la lecture de l’état atomique des en-
sembles 1 et 2 en allumant les champs de controle. Elle mélange alors les deux
champs obtenus et mesure deux quadratures orthogonales X_ et Y, .

De maniere quantitative, lorsqu’Alice allume les champs de controle dans les cavités
1 et 2 at=0,les champs sortants s’expriment en fonction des champs incidents, des
forces de Langevin ainsi que des opérateurs de spins a l'instant initial (voir Sec. B.7 du
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chapitre 4)
XU(t) = XM(t) — ady(0)e ! (5.38)

t
e X () — Ao / e~ 30(=9) X (5)ds]
0

81X t) — A / e 0 X (5)ds).

(1 = 1,2), oU N est Vefficacité de transfert optimale (e = 2C/(1 + 2C)), o =

/8MmazYo/N, B = 2/\/77max/(1 +2C'), et ou l'on a normalisé les forces de Langevin
pour avoir des opérateurs de bruit avec un spectre blanc et valant 1. Une équation

analogue décrit ’évolution des quadratures de phase. Le terme proportionnel a J,;(0)
reflete 1’état initial du spin, alors que les termes proportionnels & X/ et a X,; corres-
pondent au bruit quantique intrinseque du champ - fluctuations du vide - et au bruit
ajouté par ’émission spontanée du au couplage avec les modes vides. Les photocourants
mesurés par Alice sont alors la somme de “bruit” et des états atomiques initiaux

i_ oo X_ ~ bruit + [J,1(0) — J(0)]e 7, (5.39)
iy o Yy ~ bruit+ [J,;1(0) + J,2(0)]e 7 (5.40)

De la méme maniere que dans le chapitre 4, pour maximiser 'information concernant
I’état atomique, on avait choisi un oscillateur local matché temporellement avec 1’émis-
sion transitoire mesurée, 'information utile a la reconstruction peut étre optimisée ici
par un choix judicieux du gain lors de la phase de reconstruction.

C.2.3 Reconstruction

Disposant de la seconde moitié de la paire EPR et des résultats de mesure d’Alice,
Bob dispose en principe de toute l'information nécessaire pour reconstruire 1’état ini-
tial. Si I'on avait affaire a des champs, on pourrait utiliser des modulateurs d’amplitude
et de phase pour rétroagir sur le faisceau. La difficulté avec les variables atomiques
consiste a trouver une interaction qui effectue une transformation unitaire sur le spin,
dépendante des résultats de mesures effectuées par Alice et applicable a un ensemble
atomique. Dans la proposition [Kuzmich00b], la reconstruction s’effectue de maniere
optique en plusieurs étapes. Une méthode plus directe consiste a utiliser une rétroac-
tion magnétique pour faire précesser le spin de maniere controlée. Ce type de rétro-
action, initialement proposée pour comprimer les fluctuations quantiques atomiques
[Thomsen(2], a été implémentée avec succes dans le groupe de Mabuchi a Caltech dans
lequel des réductions du bruit quantique atomique de I'ordre de 70% ont été atteintes
[Geremia04]. Une méthode de rétroaction magnétique a été également utilisée récem-
ment pour stocker des états cohérents dans des ensembles atomiques dans le groupe de
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F1G. 5.10 — Reconstruction : Bob génére un champ magnétique transverse au niveau
de l’ensemble 3, les composantes de ce champ étant proportionnelles aux résultats de
mesure d’Alice (pour plus de clarté, on n’a représenté qu’une seule paire de bobines
Helmoltz). Pour un choixz optimal du gain g(t), U’état final du spin 3 (a4 gauche)
apres reconstruction est l’état initial du spin 1, ce qui termine la téléportation.
Notons que [’état initial du spin 1 a bien été “détruit” dans le processus.
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Polzik [Julsgaard04].

Dans notre cas, Bob génere a 'aide de deux paires de bobines radiofréquence en
configuration Helmoltz un champ magnétique transverse au niveau de ’ensemble 3.
Les composantes du champ magnétique, B, et By, sont choisies proportionnelles aux
résultats de mesure —iy et i_ d’Alice, de telle sorte que J,3 soit couplé a i_ (et donc
a Jp1 — Jya), alors que Jy3 est couplé a iy (et donc a Jy; + Jy2). Le hamiltonien de
couplage est simplement un hamiltonien J.B

HB = —gJuB[Bx(t)ng -+ By<t>=]y3] (541)

avec gy le rapport gyromagnétique de la transition considérée. L’évolution des compo-
santes transverses du spin 3 est donnée par

Lalt) = GOX_(8),  Jalt) = GV (1), (5.42)
ou G(t) est le gain électronique de la reconstruction, dont le profil temporel peut étre
choisi par Bob de maniere a optimiser la fidélité de la reconstruction. Optimiser le gain
électronique est en fait équivalent a choisir le meilleur profil temporel pour 'oscillateur
local dans les mesures d’Alice. On choisit donc pour le gain un profil G(t) = Ge 7ot
qui maximise I'information reque par Bob'?. L’évolution de J,3 et J,3 s’obtient par
intégration de (5.42) en tenant compte de (5.38). Pour ¢ > 1/, I'état final du spin 3
est alors donné par

JU = gJu1(0) + Jp3(0) — gJpe(0) + J 0% (5.43)
Jost = 9Jy1(0) + Jys(0) + gJy2(0) + J, 20 (5.44)

dans laquelle ¢ = —G\/Mmaz/N7o est le gain normalisé de la téléportation et Jx’};ise des
opérateurs de bruit atomiques prenant en compte les bruits ajoutés dans le processus.
Ces opérateurs - qui s’expriment en fonction des X; et X,; a partir de (5.38) - satisfont
a

(J ) = (J,"") =0 (5.45)
11— Nmazx

T/maw

2 7 noise __ 2 7 noise __ 2
AT = A%J, = (N/2)g (5.46)
Pour des corrélations initiales parfaites, J,2(0) ~ J;3(0), Jy2(0) ~ —J,3(0), et un gain
unité g = 1, le spin 3 est bien dans ’état initial du spin 1, a des termes de bruit ajouté
pres

Tt~ T (0) 1]t IR~ T (0) + (5.47)

T Y

12 Avec un gain constant par exemple, on retrouverait les résultats du chapitre 4, paragraphe B.7.2,
c’est-a-dire qu’on ne “reconstruirait” au mieux que les deux-tiers environ de 1’état initial.
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Si les termes de bruit ajouté sont négligeables, on a téléporté I’état de ’ensemble ato-
mique 1 sur 'ensemble 3 avec une fidélité de 1.

Si 'on suppose que les ensembles EPR préparés par Victor possedent des fluctua-
tions isotropiques et sont corrélés symétriquement (Fig. 5.8), la matrice de variance
associée est donnée par (5.19-5.20), la valeur du critere d’inséparabilité (5.7) étant
Tn = 2e~?". Les variances normalisées du spin 3 aprés reconstruction s’écrivent alors'®

1- mazx :
Vol = ¢V + 2g2—77 + (1 + ¢*) cosh(2r) — 2g sinh(2r) (5.48)

T

nmal‘
out __ 2 2 1— Nmazx 2 . .
Vgt = gVin +29°———— + (1 + g°) cosh(2r) — 2gsinh(2r) (5.49)

De maniere cohérente, si le gain de la téléportation est nul, les fluctuations du spin 3
ne sont pas modifiée : V3" = cosh(2r) = V3 et V3" = cosh(2r) = Vj3. Si I'on choisit
un gain unité (¢ = 1) de maniere a assurer une conservation des valeurs moyennes,
(J23") = (J21(0)) et (J25") = (J,1(0)), on peut caractériser la fidélité de la téléportation
par les bruits équivalents ajoutés [Grosshans01, Bowen03b] :

N =V -V (a=a,y) (5.50)

Ces quantités, qui traduisent 1’exces de bruit ajouté lors de la téléportation, s’expriment
finalement en fonction des ressources (I'intrication initiale entre les ensembles EPR) et
des pertes (bruits atomiques ajoutés'?)

1 — Nhmaz

out __ —2r
NoUt = 2¢7%" 42 (5.51)

nmax
Pour une forte intrication (r > 1) et de faibles pertes (9. ~ 1), les bruits équivalents
ajoutés tendent vers 0, comme on ’espere pour un téléporteur parfait.

C.2.4 Discussion

On remarque une grande similarité avec les résultats obtenus pour les protocoles
de téléportation pour les champs [Furusawa98, Braunstein98a, Ralph98, vanLoock00,
Grosshans01, Bowen03b] : pour des pertes nulles (7,,.. = 1), les variances des bruits
équivalents ajoutés tendent vers 0 pour une intrication parfaite (r = oo). En absence
d’intrication (r = 0), Ng** = N = 2, on ajoute deux fois le bruit du vide pour la

BPour souligner ’analogie avec les protocoles pour les champs, on a adopté les notations en usage
dans la littérature pour les variances initiales et finales. V% est égal a (AJ24%)%/(N/4) par exemple.

Nous n’avons gardé dans ces termes de bruit atomique que les bruits correspondant aux processus
d’interaction EIT ou Raman, mais on peut sans difficulté inclure dans ces termes d’autres sources de
bruit ajouté comme I'imperfection des détecteurs, les pertes optiques, etc.
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mesure et la reconstruction. En effet, si 'on choisit le gain de telle sorte que les va-
leurs moyennes soient conservées lors du processus, les fluctuations quantiques sont en
revanche nécessairement augmentées lorsqu’on ne dispose pas d’intrication. Pour carac-
tériser la qualité de la téléportation on peut utiliser le produit des variances équivalentes
ajoutées Vg = /NNy [Bowen03b]. En I'absence de pertes, la limite classique de 2
est battue des que 'intrication initiale est non nulle. Les variances équivalentes ajoutées
étant indépendantes de I’état initial, notre protocole de téléportation est inconditionnel
et les différents criteres d’évaluation de la qualité de la téléportation pour la lumiere
sont utilisables [Furusawa98, Braunstein98a, vanLoock00, Grosshans01l, Bowen03b].
Notons toutefois que ceci n’est vrai que dans 'approximation des faibles cohérences
(Jo1), (Jy1) ~ O(VN). Cependant, on peut toujours téléporter des cohérences ato-
miques plus grandes en augmentant le nombre d’atomes. De plus, nous nous sommes
placés dans cette approximation qui permet d’effectuer des calculs analytiques et de
retrouver le formalisme bien connu de la téléportation des champs. Pour un grand
nombre d’atomes, il est néanmoins possible de réduire les contraintes sur le module
de la cohérence qui caractérise ’état atomique a téléporter, ce au prix d’une faible
diminution de la fidélité du processus. En effet, la cohérence créée dans le fondamental
par un champ sonde d’amplitude non nulle €25 est proportionnelle au premier ordre au
rapport des amplitudes entre le champ sonde et le champ de controle €5/, alors que
la modification de l'orientation longitudinale et les variances dans le plan transverse
varient comme le rapport des intensités [voir (4.47)])

N Q, N 02
Ji1), (Jy1) ~ ——, Ja)y~—|(1—-= 5.52
Uath ) ~ g b~y (1- (5.52)

On peut donc, moyennant un champ de controle assez intense, créer des cohérences
telles que VN < (J,1), (J;1) < N tout en gardant une téléportation efficace.

D’autre part, nous avons négligé le temps de mesure et le temps de transmission
dans le canal classique. Cette approximation est raisonnable pour des spins associés
a des sous-niveaux fondamentaux, dont les durées de vie sont supérieures a la millise-
conde.

Troisiemement, le bruit ajouté intrinseque est faible (en 1/C') pour de grandes va-
leurs de la coopérativité, sans qu’il soit nécessaire d’étre en régime de couplage fort et
d’avoir des cavités de tres grande finesse [Davidovich94]. Une cavité de faible finesse,
voire pas de cavité du tout, est méme préférable puisqu’il est plus alors facile de se
placer dans un régime dans lequel les atomes évoluent lentement devant les champs,
ce qui constituent le régime optimal pour la conservation des grandeurs quantiques.
Dans le dispositif expérimental actuel le nombre d’atomes de césium dans le nuage et
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la bande passante de la cavité permettent d’atteindre des valeurs de I’ordre de 100 pour
la coopérativité ce qui permettrait de réaliser en principe une téléportation atomique
avec un taux d’erreur de 'ordre du pour cent en quelques microsecondes.

On peut également donner une interprétation physique simple de la condition de
gain unité pour le processus de reconstruction. En effet, durant la recontruction le spin
3 précesse pendant un temps 7. = 1/(2%p) d'un angle § = wy/2%. Imposer g = 1
revient & imposer que cet angle soit égal aux fluctuations relatives du spin : § = 1/ V/'N.
On peut donner une ordre de grandeur de I'amplitude du champ magnétique RF néces-
saire ; pour la raie Dy du césium, avec un rapport gyromagnétique de 450 kHz/G, une
constante effective 4y = (2m) 225 kHz conduit a une amplitude de 1 mG pour téléporter
105 atomes. Un excellent controle du champ magnétique est donc indispensable, tant
au niveau de 'homogénéité que des fluctuations. En outre, plus le nombre d’atomes
est élevé, plus 'amplitude du champ exercé diminue de maniere a compenser des fluc-
tuations plus faibles en valeurs relatives. Les contraintes expérimentales augmentent
naturellement en difficulté avec la taille macroscopique de l'objet a téléporter.

Finalement, afin de vérifier que la téléportation a effectivement réussi, Victor peut
réaliser une lecture optique de 1’état 3 et comparer avec 1’état préparé initialement.
Une variante peut consister pour Bob a ne pas effectuer de reconstruction magnétique
sur ’ensemble 3, mais a le lire optiquement et utiliser les résultats de mesure d’Alice
pour reconstituer ’état initial. Dans ce cas, I’état 3 n’est jamais reconstruit au niveau
de l'ensemble 3. Cela permet toutefois de réaliser une téléportation quantique d’un
ensemble atomique vers un champ.

De plus, il est clair que 'on peut par cette méthode téléporter également de I'intri-
cation (entanglement swapping) [Enk98]; si 'ensemble 1 est initialement corrélé quan-
tiquement avec un ensemble 0, alors, a la fin de la téléportation, les ensembles 0 et
3 sont corrélés quantiquement. On a alors téléporté de l'intrication quantique, ce qui
permet de réaliser un répéteur quantique afin de transmettre des états quantiques a
des distances arbitraires. Ce protocole, de par sa similarité avec les protocoles existants
pour les variables atomiques pourrait étre intégré de maniere efficace dans un réseau
atomes-champ.
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Mémoires quantiques dans d'autres systemes
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Dans les chapitres précédents nous avons présenté plusieurs schémas permettant
de transférer et stocker des états non classiques du champ dans les variables du spin
collectif associé a deux sous-niveaux fondamentaux d’un ensemble d’atomes. Pour des
alcalins, 'ordre de grandeur des temps de stockage est donné par la durée de vie du
fondamental - limitée en pratique par les collisions dans les vapeurs, par les inhomo-
généités de champ magnétique ou le temps de transit dans le nuage. On peut espérer
typiquement des temps de stockage de I'ordre de la milliseconde [Julsgaard01]. En uti-
lisant des gaz tampons dans des vapeurs, on peut éventuellement penser atteindre des
temps de l'ordre de la seconde. Nous proposons dans la premiere partie de ce chapitre
d’encoder I'information quantique non plus dans les variables électroniques atomiques,

179



180 Chapitre 6. Mémoires quantiques dans d’autres systemes

mais dans un spin nucléaire. L’avantage est que celui-ci est extrémement peu couplé a
'environnement et, en particulier, trés robuste vis-a-vis des collisions. Pour 1’*He par
exemple, il est ainsi possible d’obtenir des temps de vie de 'orientation nucléaire dans
le fondamental qui peuvent atteindre plusieurs heures [Colegrove63]. Les méthodes dé-
veloppées dans plusieurs laboratoires, en particulier dans I’équipe “Hélium polarisé et
fluides quantiques” du LKB, ont permis d’utiliser ’hélium polarisé dans des applications
d’imagerie médicale [Darrasse97, Becker98, Moller02]. Cette durée de vie extrémement
longue ainsi que les forts taux d’orientation nucléaire obtenus dans plusieurs équipes
font qu’un ensemble d’atomes d*He dans leur état fondamental semble étre un bon can-
didat pour stocker des variables quantiques du champ électromagnétique [Dantan05d].

Enfin, nous terminons ce chapitre par ’étude d’un autre systéme physique suscep-
tible de servir de mémoire pour des variables quantiques et qui présente de fortes analo-
gies avec les ensembles atomiques : les oscillateurs mécaniques. Nous allons voir qu’il est
en effet possible d’appliquer les concepts développés dans ce manuscript a des miroirs
mobiles interagissant dans une cavité avec des champs optiques. Outre le grand intéréet
que présente le fait de réduire les fluctuations quantiques des miroirs pour améliorer la
sensibilité des mesures interférométriques, on peut également envisager d’utiliser des
miroirs mobiles comme registre quantique pour des variables optiques a des fins de
traitement de l'information quantique. Si les difficultés techniques a surmonter pour
mettre un miroir dans son état fondamental quantique sont grandes, les progres réa-
lisés en laboratoire ces dernieres années, notamment dans 1’équipe “Mesures et bruits
fondamentaux” du LKB [Cohadon99, Pinard00], ainsi que I'apparition de structures
de taille micrométrique (MEMS) laissent présager 1'utilisation de tels systémes pour
I'information quantique dans un avenir pas trop éloigné [Marshall03, Cohadon05]. Nous
proposons donc dans la partie B d’intriquer deux miroirs mobiles au moyen de champs
comprimés et d’une double cavité [Pinard05].

A Mémoire quantique avec des spins nucléaires

La difficulté pour manipuler optiquement le spin nucléaire d’*He dans le fondamen-
tal est que le niveau fondamental se trouve a 20 eV de ’état excité le plus proche et
qu’il est, par conséquent impossible d’interagir directement avec un champ optique.
Pour modifier I’état du spin nucléaire dans le fondamental, il a été proposé d’utiliser
les collisions d’échange de métastabilité entre le métastable 235; et le fondamental
[Colegrove63]. En effet, au cours d’une collision d’échange de métastabilité, un atome
dans 1’état métastable et un atome dans ’état fondamental échangent leurs orienta-
tions nucléaires. L’avantage est que I'on peut interagir cette fois directement avec les
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métastables a I’aide de champs optiques. En pratique, on utilise une décharge radiofré-
quence dans la cellule pour maintenir en régime stationnaire une proportion d’atomes
(~ 107%) dans I'état métastable. On peut interagir avec les métastables sur la tran-
sition Cy & 1.08 pm entre le triplet 235 et le triplet 23P, pour orienter les atomes
dans le niveau métastable par pompage optique. Les collisions d’échange de métastabi-
lité sont alors utilisées pour polariser les fondamentaux. Ce processus est tres efficace
[Dupont-Roc73, Nacher85, Courtade02, Nacher(02], car ces collisions d’échange de méta-
stabilité conservent les variables du spin nucléaire et du spin électronique de métastable.
On peut alors a partir d'une orientation dans le métastable créer une orientation dans
le fondamental. Nous allons montrer que ces collisions d’échange préservent également
les corrélations quantiques, et que, partant d’'un champ comprimé, il est possible de
transférer la réduction de bruit au spin dans le niveau fondamental. Nous nous limitons
dans ce manuscript a un modele “simplifié¢” dans lequel les spins dans le fondamental et
le métastable sont des spins nucléaires 1/2 (voir figure 6.1). Le métastable est couplé
a un niveau excité par deux champs : un champ de controle cohérent €2 et un champ
dans un état vide comprimé A. Ce modele, qui ne correspond pas a la situation réelle,
présente I'avantage, outre sa simplicité, d’établir un lien évident avec les schémas pré-
sentés dans les chapitres précédents et nous allons voir qu’il contient en fait 1’essentiel
de la physique du probleme. Un modele réaliste prenant en compte 'intégralité de la
structure de la transition Cy et le spin électronique du métastable (Fig. 6.4) a été dé-
veloppé par Alice Sinatra et Gaél Reinaudi. Il donne des résultats en excellent accord
avec celui que nous présentons dans ce manuscript. Nous y revenons dans le paragraphe

A3

ME
collisions

9 O%

R

Fic. 6.1 — Modele simple : les niveaux 1 et 2 sont métastables, couplés au niveau
excité 3 par les champs ) et A, et aux niveaux fondamentaux 9 et O par les collisions
d’échange de métastabilité.
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A.1 Collisions d’échange de métastabilité

Nous commencons par présenter le modéle utilisé pour traiter les fluctuations quan-
tiques lors des collisions d’échange de métastabilité dans le cadre du modele simple.
Lors d’une telle collision, un atome dans 'état fondamental (de matrice densité py) et
un atome dans ’état métastable (de matrice densité p,,) échangent leur excitation. On
peut résumer cet échange par les équations [Partridge66, Dupont-Roc72]

pr = v(=ps+ pm) (6.1)
P = Ym(—pm + ps) (6.2)

v¢ et v, sont les taux de collisions d’échange dans le fondamental et le métastable,
respectivement. Chaque taux est proportionnel a la population dans 'autre niveau :
cela signifie que v o< n et 7, oc N, ou N désigne le nombre d’atomes dans 1’état fon-
damental et n le nombre d’atomes dans 1’état métastable (n/N ~ 107°, typiquement).
Dans le cadre de ce modele simple (pas de variable électronique pour le métastable) on
voit que 'atome dans I’état fondamental et 'atome dans ’état métastable échangent
simplement leur spin nucléaire.

En absence de champs, les équations d’échange de métastabilité pour les opé-
rateurs collectifs du métastable Sy = >0 |k):(l|; (1,7 = 1,2) et du fondamental
Ly =SSN Rl (k,1=9,0), s'écrivent sous la forme

joc = _’Yfloc + IVmSa + fla (63>
Sa = _/YmSa + IYfIa + fSa (64)

(v = x,y, z). Les opérateurs de Langevin f; et fs, assurent la cohérence du calcul en
opérateurs. En effet, I’échange de métastabilité est un processus aléatoire qui se produit
sur un temps tres court (~ 10712s) devant les autres temps du probléme. On peut donc
assimiler les fonctions de corrélation a des distributions de Dirac : (f,(¢)fs(t')) =
D, g6(t—1), les coefficients de diffusion se calculant & partir du théoreme de régression
quantique appliqué a des atomes incorrélés : Dgg o9 = 2N, Do112 = 20, Daigg =
Dgy12 = —2n7,, (voir Appendice C). Comme le moment cinétique total est conservé
dans ces collisions, les forces de Langevin ne sont pas indépendantes ; on a a tout instant

ja+Sa:fIa+fSa:O (65>

Cela assure en particulier qu’'un état cohérent atomique reste cohérent sous l'effet
des collisions d’échange. En effet, supposons que les deux spins soient préparés dans un
état cohérent atomique selon z :

(I) = N/2, (I.,) =0, et AL, = N/4 (6.6)
(S.) =n/2, (S.,) =0, et ASZ, =n/4 (6.7)
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L’allumage de la décharge couple les deux spins entre eux, mais ne crée pas de cor-
rélations entre les spins individuels dans le métastable ou dans le fondamental. Avec
les coefficients de diffusion donnés précédemment et & partir des équations (6.3-6.4),
on peut montrer' que les variances des composantes transverses AT iy et ASiy restent
constamment égales a N/4 et n/4, respectivement. De maniere satisfaisante, les atomes
échangent des spins incorrélés et restent donc dans un état cohérent atomique.

A.2 Transfert des fluctuations quantiques

A.2.1 Systeme et équations d’évolution

On considere une interaction Raman en cavité pour le métastable : les atomes
interagissent sur la transition 1 — 3 avec un champ cohérent €2 que l'on traite classi-
quement, et sur la transition 2 — 3 avec un champ quantique A en cavité (Fig. 6.1).
L’hamiltonien d’interaction atomes métastables/champs s’écrit

H=—-h{QS5e ™" +gASs+hc} (6.8)

ou () représente la pulsation de Rabi du champ de controle et g la constante de couplage
du champ A avec les atomes.

Comme dans le chapitre 4, on considere une situation dans laquelle le systéeme est
préparé dans un état totalement polarisé : (Il) = n et (Ilp)) = N. Nous allons donc
supposer que (A) = 0 et nous intéresser aux fluctuations des composantes transverses
(selon z et y) des spins associés aux niveaux métastables et fondamentaux. Sous 'effet
du champ de controle et des collisions d’échange, les orientations des deux spins sont
longitudinales : (S,) = n/2 et (I,) = N/2. Les équations régissant les fluctuations
du champ A, du dipole Ss3 et des cohérences dans le métastable et le fondamental
constituent un systeme fermé, que 1’on obtient en ajoutant aux équations d’Heisenberg-
Langevin habituelles (2.42-2.47) les termes correspondants a I’échange de métastabilité

0851 = —(Ym — 0)0Sa1 + 0109 + Q0803 + for (6.9)

0503 = —(74iA)8S0s + Q208 + igndA + Foy (6.10)

0l = —(v5 —i67)0 19 + YmdSa1 + foo (6.11)

A = —(k+iA)JA+ 265, + ,/Q—HMW (6.12)
T T

ou

Lyvoir appendice C.
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d = wg—0ias st le désaccord a deux photons dans le métastable, wg = (Ey—E)/h
étant la différence d’énergie entre les niveaux 1 et 2 et d;,s = w; — wy la différence
de fréquence des deux lasers

— 07 = wy — 45 est le désaccord dans le fondamental, w; = (Ey — Eg)/h étant la

différence d’énergie entre les sous niveaux fondamentaux

— A = (E3 — Ey)/h — wy est le désaccord a un photon

— A, = w, — wy est le désaccord de la cavité.

Nous nous sommes placé dans le référentiel tournant associé aux lasers, de telle
sorte que la cohérence dans le métastable évolue avec une fréquence w; — wy dans le
référentiel du laboratoire.

A.2.2 Hypothese adiabatique

Si l'on considére une interaction de type Raman (A > v, k), on peut obtenir des
équations simplifiées pour les observables du métastable en éliminant adiabatiquement
les dipoles optiques et en négligeant la population de I’état excité. En outre, si 'on se
place dans la limite d’'une mauvaise cavité (x > ), le champ intracavité suit adiabati-
quement les observables du métastable et du fondamental. En éliminant successivement
le dipole optique, puis le champ intracavité dans (6.9-6.11), on obtient?

.2gnf) Q

(5‘921 = —(*ym +I — 15)5321 + ’}/f(5]09 + ZAﬁ(SAm + f21 — ZFgg (613)
ol le taux de relaxation effectif pour le métastable est égal a
'=(1+20)Tg (6.14)

et 8, le désaccord effectif pour la cohérence du métastable - qui prend en compte le
déplacement lumineux induit par le champ de controle - vaut

5=0+0%A (6.15)

Les fluctuations du métastable sont couplées a celles du champ incident via le champ de
controle et a celles du fondamental via les collisions d’échange. Pour que les fluctuations
quantiques se transferent efficacement du champ aux cohérences, il est nécessaire que
les deux cohérences, dans le métastable et dans le fondamental, soient excitées de
maniere résonnante et a la méme fréquence. On suppose que la fréquence propre wg du
métastable est uniquement due a la présence d'un champ magnétique longitudinal B.

2Cette équation a été obtenue en supposant que le désaccord de la cavité compense exactement le
déphasage dii aux atomes : A, = 2Cky/A et que Cv/A < 1.
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Cette fréquence wg(B) est donc proportionnelle a B. La condition de transfert optimal
des fluctuations du champ aux métastables est § = 0, ce qui s’écrit

ws(B) + /A = w — wy (6.16)

Cette relation traduit simplement que I'on excite dans le référentiel du laboratoire une
cohérence a la fréquence w; —wy. L’excitation est résonnante lorsque cette fréquence est
égale a la fréquence propre d’évolution du métastable, qui est égale a la somme de la
fréquence de Larmor et du déplacement lumineux du niveau 1. Le champ magnétique
permet alors de controler la valeur de la fréquence de Larmor et, par conséquent, de
choisir la valeur de la fréquence du couplage résonnant. Pour un couplage optimal entre
le métastable et le fondamental, la seconde condition de résonance est que §; = 0, soit

wi(B) =w; —wsy (6.17)

La encore, il est nécessaire que les deux oscillateurs harmoniques évoluent de maniere
synchronisée pour que les fluctuations s’échangent efficacement. Comme on ’a vu dans
le chapitre 4, on peut transférer de la réduction de bruit a une fréquence w; — w, non
nulle. Pour le fondamental, cela implique que w;(B) soit non nulle, et par conséquent
que le champ magnétique soit non nul également. Cependant, un champ non nul fait
précesser les spins dans le fondamental et le métastable a des vitesses de rotation tres
différentes. En effet, pour la transition de 1’”*He considérée, les rapports gyromagné-
tiques, définis par fuw, = p.B (en champ faible), valent respectivement pg/h = 1.87
MHz/G et pu;/h = 3.24 kHz/G. L’intérét du schéma considéré est que ’on peut choisir
le déplacement lumineux de telle sorte que soient simultanément satisfaites (6.16) et
(6.17) pour une valeur non nulle du champ magnétique, en imposant

CUS(B) +Q2/A :CU](B) (618)

Nous allons donc supposer ces deux conditions vérifiées pour calculer les variances
atomiques.

A.2.3 Spectres et variances

La transformée de Fourier des équations (6.11) et (6.13) dans les conditions § =
07 = 0 conduit aux équations

d(w)0S, = (vf—iw)BoX" —iwfs, — (75 — zw)ZFy (6.19)
A Q
dw)ol, = vuB6X" + (I —iw)f1, — ”ymZFy (6.20)

avec dw) = (ym + T —iw) (v —iw) — ymy
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une constante de couplage 5 = gnf)/ AVT et des forces de Langevin F, = (Fys—Fsy)/2i,
fs, = (far — f12)/2i, f1, = (foo — foo)/2i. Les quatre poles de d(w) sont solutions de

W+ (v 4 m + 1) = 29w’ + (3 1)* =0 (6.21)

Ces poles sont de la forme +iw, avec wy = %, ol
A= (Yt +10)? =290 (6.22)
po= \/(’Yf + Y+ D) = Ay Ly 4y + 1) (6.23)

L’application du théoreme des résidus conduit aux résultats suivants pour les variances
des composantes S, et I,

20 4 1
AS2 = I AZXn 9T~?2 or 2 24
=g [<1+20 * 1+20) (2077 F 4 20 fe) + VmRQ} (6.24)

N 20 . 1
A7 = — A2 X 2~ 2~ T2 2 2
; 1 [(1+2C + 1+20)( Yl ymBRy) + 29,07 Ry + vaz}(ﬁ 5)

avec les résidus

R = {i - i} ot Ry= %= (6.26)
20 (w-  wy 21

L’intérét de ce calcul est que les expressions (6.24) et (6.25) sont valables quelles que

soient les valeurs de I', ~,, et 7; et ne supposent rien sur les valeurs respectives de

n et N. En particulier, on vérifie bien que, si le champ incident A™ est dans un état

cohérent (A2X™ = 1), alors, quelles que soient les valeurs de I', v/ et 7, les deux

spins sont dans un état cohérent atomique : AS; =n/4et AI§ = N/4.

Avant de présenter les résultats pour un champ comprimé, on peut grandement
simplifier les expressions (6.24-6.25) en utilisant le fait que, dans les conditions habi-
tuelles de pompage dans 1*He, on a n < N, i.e. 75 < 7. Les observables dans le
fondamental évoluent donc extrémement lentement par rapport a celles du métastable.
En effet, les taux de collisions d’échange de métastabilité étant proportionnels aux
populations, un atome dans 1’état métastable effectue une collision toutes les micro-
secondes en moyenne, alors qu'un atome dans le fondamental n’effectue une collision
qu'une fois par seconde en moyenne. Il est alors parfaitement justifié de considérer que
le spin dans le métastable suit a chaque instant le spin dans le fondamental. Dans la
limite v < I, 4y, on élimine adiabatiquement Sy; dans (6.13)

f ﬁ in fsy Q Fy
58, = o1 G
S o ot T Ay T

(6.27)
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ce qui donne ensuite pour les fluctuations de la composante y du fondamental

L,:ffr - w] 51, (w) = %5}(’" + %i =, %ﬁ F%Fy (6.28)
On trouve un résultat tres similaire a celui du chapitre 4, a savoir que dans une bande
de fréquences de largeur donnée par I'y = /I'/(v, + '), les fluctuations du spin dans
le fondamental sont la somme des fluctuations du champ incident et de bruit ajouté
diu, d’une part, a I’échange de métastabilité et, d’autre part, a I’émission spontanée
qui modifie les fluctuations de S, et est ramenée par échange dans le fondamental. On
obtient dans cette approximation des expressions tres simples pour les variances des

deux spins
N o 2C
AI? = — 31— " 1—e® 2
v 4{ T ymis200 ¢ >} (6.29)
o _ nf, T 20 _ -2
AS, = 4{1 F+7m1+20(1 e )} (6.30)

en supposant que le champ incident est comprimé en amplitude A2X™ = e~2" sur une

large bande de fréquence. On peut noter que, quelles que soient les valeurs respectives
de I' et 7,,,, la réduction de bruit du champ incident se répartit dans les deux ensembles

2C

A2 1 AS? _
+AS 1120

min min 2 (1 - 6727“) ~1 + 672r (C > 1) (631)

Les réductions de bruit obtenues sont représentées sur la figure 6.2. On peut alors
distinguer deux régimes (en supposant C' > 1) :

— si le taux de pompage optique effectif I' est grand devant le taux de collisions
d’échange vu du métastable ,,, alors la réduction de bruit du champ est trans-
férée aux métastables, les fondamentaux restant dans un état cohérent

AS2. o~ e et AL, ~1
— si au contraire I' < 7,,, la réduction de bruit est transférée entierement aux
fondamentaux, les métastables étant cette fois dans un état cohérent
ASE ~1 et AIZ, ~e "
On a tracé sur la figure 6.2 ces variances normalisées en fonction du parametre de pom-
page effectif I', pour des valeurs typiques des parametres d’interaction (voir paragraphe
suivant). On constate en particulier que lorsque 1'on a égalité entre le taux de pompage
effectif I' et le taux de collisions d’échange vu du métastable ~,,, alors la réduction de
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Fia. 6.2 - Variances (normalisées) des composantes comprimées dans le fonda-
mental et dans le métastable en fonction du tauzr de pompage optique effectif '/, .
Parameétres : C' = 250, k = 100y, A = —20007y, v =2 x 107 571, ~,, = 5 x 10% 571
Le champ incident est comprimé de 3dB : e~ = (.5.
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bruit est transférée pour moitié aux métastables et pour moitié aux fondamentaux. En
effet, les corrélations entre photons sont transférées aux métastables en un temps I'~!
en moyenne. Ces corrélations dans le métastable sont elles-mémes transférées dans le
fondamental dans un temps 7;,!. Le processus d’échange se comprend alors aisément :
quand le taux de pompage optique effectif est grand devant le taux de collisions 7,,,
les photons transferent leurs corrélations aux métastables et ces corrélations entre les
métastables sont renouvelées trop rapidement pour pouvoir étre transférées aux fon-
damentaux, qui restent incorrélés. En revanche, quand le taux de pompage optique
effectif est faible devant le taux de collisions vu du métastable, les corrélations entre
les photons transitent par le métastable dans le fondamental. De maniere similaire au
cas des atomes froids on peut définir des efficacités de transfert pour le fondamental et
pour le métastable

~2C Y 20 r

" 1+207, +T I 20y, + T

et on retrouve les conclusions énoncées ci-dessus.

N1 (6.32)

A.2.4 Interprétation

Le résultat final peut paraitre surprenant a premiere vue dans le régime pour lequel
le fondamental est comprimé : en effet, on parvient & comprimer les fluctuations d’un
grand nombre de spins (les fondamentaux) & partir d’un ensemble qui compte un mil-
lion de fois moins de spins (les métastables). On peut donner une interprétation de ce
transfert en analysant ce qui se produit pour les fonctions de corrélations a deux spins
dans chaque ensemble. Dans les expériences de pompage optique habituelles, les colli-
sions d’échange conservent les observables a un corps. En effet, comme elles conservent
les spins nucléaires, le fait d’orienter le niveau métastable crée dans le niveau fonda-
mental une orientation qui serait identique a celle du métastable en I’absence de tout
processus de relaxation.

La situation est différente dans notre cas, en ce sens qu’une réduction de bruit d’un
spin collectif correspond a donner une valeur négative a la fonction de corrélation a
deux spins. Les collisions d’échange ont pour effet, non pas d’égaliser les compressions
de bruit dans les deux ensembles, mais d’égaliser les valeurs des fonctions de corréla-
tion a deux spins. On peut montrer a I'aide des expressions exactes (6.24-6.25) que,
dans la limite I' < ~yf, I’échange de métastabilité est le processus dominant et c’est le
fondamental qui est comprimé. Les fonctions de corrélation sont égales a

OOy ~ =~ gl gli) 6.33
< y ty > 4(N 4 n) < Yy Yy > ( )
Si e™?" <« 1, La fonction de corrélation du fondamental ¢ est proche de sa valeur maxi-
male (en valeur absolue) |cf| o~ 1/4N ; le fondamental est alors parfaitement comprimé.
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Par contre, pour le métastable, la valeur de la fonction de corrélation est la méme, donc
bien inférieure & la valeur nécessaire (~ 1/4n) pour que des corrélations existent entre
les spins individuels.

Une autre maniere de démontrer ce résultat est de considérer une situation dans
laquelle il n’y a pas de couplage avec les champs mais il existe initialement des corréla-
tions maximales entre les spins du fondamental : ¢y >~ —1/4N. En présence de collisions
d’échange, on peut montrer a l’aide de (6.24) avec I" = 0, que la fonction de corrélation
a deux spins dans le métastable vaut également ¢,, ~ —1/4N. Les métastables sont
donc tres peu comprimés.

photons  : °
corrélés i T e ® © o
H [ ]
H - L4
: ° °®
OIS FE I [ ore PRSP
métastables| 'm o © ©
o [ ]
fondamentaux
photons  : °
corrélés i e °A°® °
J IR S H A warat] R RN
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Fi1G. 6.3 — Représentation imagée en termes de “réservoirs” : un flux continu de
photons corrélés arrive dans la cavité optique, ou ils transférent leurs corrélations
aux métastables, corrélations qui sont ensuite échangées avec les fondamentauz.
Les taux T et ~,, jouent le role de “robinets”.

La contrainte sur la fonction de corrélation pour générer de la réduction de bruit est
effectivement plus faible pour un ensemble avec un grand nombre de spins. Dans le cas
ot les collisions d’échange pour le fondamental dominent (I' < 7y), il est naturel que
les corrélations soient égales dans le fondamental et dans le métastable. Bien que les
corrélations “transitent” en permanence par les métastables, il n’y a pas de réduction de
bruit dans le métastable dans ce régime (Fig. 6.3). Toutefois, on peut remarquer que le
prix a payer est que le temps nécessaire pour établir des corrélations entre les spins dans
le fondamental est augmenté dans le rapport du nombre de spins dans chaque ensemble.
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En effet, si 'on se place dans le régime dans lequel on comprime les fluctuations du
spin dans le fondamental, le temps d’écriture de la mémoire est donné par l'inverse de
la largeur du spectre I';. Pour I' ~ 0.17,,, ce temps vaut environ F]l ~ %F_l ~ 2s.

A.3 Discussion et faisabilité expérimentale

Pour comparer les résultats de ce modele simple avec un schéma expérimental réa-
liste pour 1’He, un modele plus détaillé a été développé dans I’équipe “Hélium polarisé
et fluides quantiques” par Alice Sinatra et Gaél Reinaudi [Dantan05d]. La transition
utilisée pour comprimer les fluctuations atomiques est la transition Cy a 1.08 pm, qui
couple le triplet métastable 235, & I'état excité 23 P, qui est le niveau de plus grande
énergie de la mutiplicité 23 P. Comme on ’a représenté sur la figure 6.4, le métastable
possede deux niveaux hyperfins F' = 1/2 et F' = 3/2. Le systéme est initialement pré-
paré par pompage optique dans un état totalement polarisé (Ipg) = N, (Sy) = n, et
il n’y a aucun atome dans le sous-niveau hyperfin F' = 1/2. On prépare donc les spins
du fondamental et du niveau métastable F' = 3/2 dans un état cohérent selon z. Pour
comprimer les fluctuations de la cohérence p1s, on interagit alors avec deux champs
copropageant : un champ de controle €2 de polarisation 7 et un vide comprimé A de
polarisation o. Seule la composante o_ intervient en fait dans cette interaction, et on
peut ignorer I'autre composante. La situation est alors tres similaire a celle étudiée dans
le modele simple. On peut alors coupler les fluctuations comprimées du champ a celles
de la cohérence dans le métastable, elles-mémes couplées a celles de la cohérence dans
le fondamental. En choisissant le champ magnétique B et la différence de fréquence
wy; — we de fagon a satisfaire les conditions de résonance (6.16) et (6.17) énoncées dans
la premiere partie, le modele exact donne, en faisant les mémes approximations adiaba-
tiques, des expressions ne différant de celles obtenues dans le modeéle simple (6.29-6.30),
que par un facteur algébrique pour le taux de pompage optique effectif, qui est égal a

I =3(1+20)Tx (6.34)

Sur la figure 6.5, sont représentés les résultats analytiques du modele simple et
les résultats numériques du modele complet, qui tient compte de la durée de vie finie
des métastables et ne fait pas d’approximation adiabatique. Nous avons pris comme
parametres d’interaction une pression de 1 torr dans une cellule de 50 cm?® a 300K,
ce qui correspond & une densité de métastables de 3.2 x 10! atomes par cm? et & un
rapport n/N = 107% (N = 1.6 x 10'® et n = 1.6 x 10'?). Dans ces conditions, le taux
de relaxation de la cohérence optique est élargi par les collisions avec les fondamentaux
de 5 MHz & 20 MHz (v = 2 x 10" s71). Le taux de collisions d’échange de métastabilité
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Fi1G. 6.4 — Modéle réaliste pour la transition Cy a 1.08 um : le métastable posséde
une structure hyperfine F = 1/2 et ' = 3/2, le champ de contréle posséde une
polarisation w, le vide comprimé une polarisation o (seule la composante o_ joue
un role ici).

vu du métastable vaut alors 7,, = 5 x 10 s7. La durée de vie finie des métastables
vient du fait que ceux-ci heurtent les parois de la cellule et retombent dans leur état
fondamental. Ce processus qui supprime le métastable relaxe donc la cohérence du
métastable avec un taux -y, inversemment proportionnel a la pression dans la cellule
(phénomene de diffusion), et vaut environ vy = 10% s7* & 1 torr.

On constate globalement un excellent accord entre les deux modeles. Il existe néan-
moins deux différences entre le modele simple et le modele complet qui prend en compte
la durée de vie finie du métastable. La premiere, qui se produit pour de forts taux de
pompage (I' > ~,,), est due au fait que 1'élimination adiabatique du champ et de la
cohérence optique n’est plus valable. On a alors comme dans le cas d’'une mémoire a
atomes froids un exces de bruit di a I’émission spontanée.

On observe une seconde différence qui se produit pour des valeurs de I' ~ 7. Cette
déviation est due a la durée de vie finie du métastable. Cet effet, prédit pour les atomes
froids, se produit lorsque le taux de pompage effectif est de l'ordre ou inférieur a la
durée de vie, le transfert de la compression de bruit ne s’effectuant alors plus entre le
champ et le métastable. La réduction de bruit dans le fondamental est optimale pour un
taux de pompage 79 < I' < 7v,,. On peut méme, en incluant dans le modele simple un
taux de relaxation vy dans le métastable, montrer que le transfert est optimal lorsque
le taux de pompage effectif est égal a la moyenne géométrique des taux de relaxation
et d’échange : I' ~ /707 En effet, I'équation pour les fluctuations de la composante
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Fia. 6.5 — Variances (normalisées) des composantes comprimées dans le fonda-
mental et dans le métastable en fonction du taux de pompage optique effectif T/~ .
Les traits plein et pointillé indiquent les résultats du modele analytique, alors que les
carrés donnent les résultats du modéle complet. Paramétres : e=2" = 0.5, C' = 250,
k= 1007, A = —2000y, v =2 x 10757, ~,, =5 x 10%s7L, 75 = 10357 1.
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I, en Fourier devient

Y+ ) T3 in Y
TN ol ST (w) = P sxim g M
Y+ T+ ) Y+ T + 70 AT

r m Q

+ % i F, (6.35)

Y AT 4% " AT +7pA Y

ou f, o est la force de Langevin associé¢e a la relaxation dans le métastable. Le spectre
de bruit est naturellement élargi, sa largeur valant I'y = v¢(vo + ') /(7f + T + 7). La
réduction de bruit est transférée dans le fondamental avec une efficacité égale a

2 Vm r
1420+ T +v% T+

N1 (6.36)
Lorsque 79 < I' < 7y, on retrouve (6.32). Dans les conditions ci-dessus, cela donne
une efficacité de transfert quantique d’environ 90%.

D’un point de vue expérimental, les conditions sur les désaccords sont tres strictes :
en effet, on sait d’apres le chapitre 4 que la condition de résonance dans le métastable
implique que le transfert se dégrade deés lors que 6 ~ T'. Cette condition peut étre
satisfaite relativement aisément. La condition dans le fondamental est par contre beau-
coup plus stricte, puisque le transfert se dégrade pour §; ~ I';. Dans les conditions
étudiées, cela implique que le temps de cohérence des lasers soit de 'ordre de la se-
conde. Physiquement, il est clair que la phase du champ de controle par exemple doit
étre stable pendant toute la phase d’écriture, puisque la quadrature comprimée dépend
directement de la phase du champ de controle®.

De méme, la champ magnétique doit étre controlé tres précisemment afin de d’évi-
ter toute variation dans les vitesses de rotation des deux spins. En effet, pour que le
transfert des fluctuations s’effectuent efficacement, les deux oscillateurs harmoniques,
dont les fréquences propres dépendent du champ magnétique et qui sont excités a la
fréquence w; — wo dans le référentiel du laboratoire, doivent rester en phase. Si les
inhomogénéités du champ magnétique sont telles qu'un déphasage se produit, une qua-
drature du fondamental verra tour a tour des quadratures différentes du métastable,
la moyenne résultant en un exces de bruit. Les simulations numériques effectuées par
Alice Sinatra et Gaél Reinaudi montrent qu’une homogénéité de 100 ppm est suffi-
sante pour assurer un transfert efficace [Dantan05d]. A titre d’exemple, pour un taux
de pompage effectif I' = 0.17,,, un champ magnétique longitudinal de 57 mG fait pré-
cesser le fondamental a w; = 184 Hz et correspond a un temps d’écriture de 2 secondes.

3En effet, 8 dépend de Q [Eq. (6.13)]. On a supposé € réelle, de sorte que si A est comprimé en
amplitude, les composantes comprimées sont S, et J,.
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Pour diminuer les contraintes expérimentales, on peut penser a augmenter le champ
magnétique directeur, auquel cas on s’éloigne de la zone tres basse fréquence et on di-
minue les conditions sur l'inhomogénéité. Toutefois, si on augmente trop le champ
magnétique directeur, la cohérence dans le métastable finit par évoluer a une fréquence
trop rapide pour que le transfert s’effectue efficacement. Une autre solution consisterait
a augmenter la proportion de métastables de telle sorte que les fondamentaux effec-
tuent plus de collisions d’échange, ce qui raccourcirait le temps d’écriture. Toutefois, si
on augmente l'intensité de la décharge, la densité de métastables créés finit par saturer
en raison des collisions de Penning?”.

Enfin, un dernier point concerne la possibilité de lire la réduction de bruit inscrite
dans le fondamental. Il est possible la encore d’utiliser les techniques développées pour
les atomes froids. En effet, ’arrét soudain des champs et de la décharge laisse les
fondamentaux comprimés. Etant donnée la robustesse du spin nucléaire, les corrélations
créées entre les atomes survivent pendant un temps tres long, de l'ordre de quelques
heures. On peut alors lire I’état du spin dans le fondamental en réappliquant la décharge
a un instant ultérieur (qui recrée tres rapidement des métastables) et le champ de
controle. Pendant cette phase de lecture les fondamentaux transferent lentement leurs
corrélations aux métastables par échange de métastabilité, corrélations qui sont ensuite
transmises au champ intracavité en présence du champ de controle. Ces corrélations
se refletent alors dans le champ sortant de la cavité. En appliquant la méme méthode
que dans le paragraphe B.7 du chapitre 4, on peut exprimer la fonction de corrélation
a deux temps du champ sortant sous une forme analogue a (6.91)

Clt,t)) = (X)X (H)) = 6(t — ') — 2Ty [L — AL/ (N/4)] e 2110+ (6.37)

La constante de temps intervenant dans cette expression étant F;l, cela implique que
le temps de lecture est le méme que le temps d’écriture (pour un champ de controle
possedant la méme intensité a la lecture qu’a I’écriture).

A.4 Conclusion

Nous avons donc montré qu’il est en principe possible d’utiliser les collisions d’échange
de métastabilité dans 1"”*He pour transférer des fluctuations quantiques entre des champs
et un spin nucléaire macroscopique. Les temps de stockage potentiels liés a la robustesse
du spin nucléaire fait de 1’*He un excellent candidat pour réaliser une mémoire quan-
tique. Les calculs effectués dans le cadre d’un schéma réaliste, basé sur la transition a
1.08 um déja utilisée au laboratoire pour polariser I'*He, semblent montrer qu’une im-
plémentation expérimentale serait possible avec les techniques existantes. Cependant,

4Lors d’'une telle collision deux métastables donnent un ion et un fondamental (plus un électron).
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en raison de la faible densité relative d’atomes métastables par rapport aux fonda-
mentaux principalement, les contraintes expérimentales (stabilité et jitter des lasers,
environnement magnétique, vide comprimé basse fréquence, etc.) a satisfaire sont as-
sez séveres. Le développement de sources d’états comprimés a tres basses fréquences
pour les interférometres est cependant prometteur [McKenzie04]. On peut remarquer
qu’avec un temps d’acces 7. de l'ordre de la seconde (pour les densités de métastables
atteintes actuellement) et un temps de stockage 7, de 1'ordre de I’heure, la figure de
mérite (7./7s ~ 1073) d’une telle mémoire est comparable & ce que prédisent les calculs
pour une mémoire quantique & atomes froids (7. ~ 107% s, 7, ~ 1073 ).

Au dela de 'aspect information quantique, la possibilité de stocker des états non
classiques pendant des temps aussi longs est intéressante d’'un point de vue fondamen-
tale. De plus, I'utilisation de techniques de résonance magnétique nucléaire pourrait
ouvrir de nouvelles possibilités de manipulation ou de mesure des états stockés. Signa-
lons pour finir que l'utilisation de spins nucléaires pour réaliser des mémoires quantiques
avec un long temps de stockage a été récemment proposée par Taylor et al., mais dans
un régime tres différent de celui présenté dans ce chapitre : une cohérence d'un spin
électronique mésoscopique est transférée au noyau par des techniques de résonance
magnétique nucléaire [Taylor03].

B Transfert quantique entre champs et oscillateurs
mécaniques

B.1 Introduction

L’étude des bruits thermique et quantique dans les miroirs, commencée dans les
années 90, a été en grande part motivée par 'amélioration de la sensibilité des interfé-
rometres gravitationnels [Saulson90, Abramovici92, Braginsky93]. En effet, un miroir
mobile placé dans une cavité optique se comporte comme un résonateur mécanique
que l'on peut coupler a la lumiere lorsque 1'on se place au voisinage d'une fréquence
de résonance. Le but de cette section n’est bien entendu pas de détailler ’étude de
tous les bruits intervenant lors de I'interaction entre des champs et des miroirs mobiles.
Nous nous intéressons aux fluctuations quantiques des miroirs lorsqu’ils interagissent
en cavité avec des champs comprimés, I'objectif de cette section étant de souligner le
parallele qui existe avec les atomes et d’étudier ’application des idées de transfert de
fluctuations quantiques développées pour les ensembles atomiques. Les résultats pré-
sentés dans ce chapitre sont le fruit d'un travail effectué en collaboration avec David
Vitali de I'université de Camerino en Italie et avec I'équipe “Mesure et bruits fonda-
mentaux” du laboratoire Kastler Brossel. Nous montrons qu’il est possible de transférer
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les fluctuations quantiques de champs comprimés a la position relative et a 'impulsion
du centre de masse de deux miroirs mobiles dans une double-cavité, ce qui constitue
une réalisation du paradoxe EPR pour des oscillateurs mécaniques [Pinard05].

B.2 Systeme considéré

Dans cette section, nous montrons comment, a ’aide de deux champs comprimés, il
est possible d’intriquer quantiquement deux miroirs mobiles formant une double cavité
(voir Fig. 6.6). Nous allons appliquer les idées développées dans le cadre du transfert
d’états quantiques entre la lumiere et les atomes au cas d’oscillateurs mécaniques, en
supposant que ceux-ci sont déja proches de leur état fondamental. Le systeme considéré

Fi1G. 6.6 — Double cavité : une cavité linéaire est composée des deur miroirs mo-
biles M, et My, dans laquelle on injecte le champ a'™. Une seconde cavité, repliée,
est constituée par les deux miroirs mobiles et deux miroirs fizes my, mo - qui ne
possedent pas de résonance dans la plage de fréquence considérée. On injecte dans
cette cavité repliée le champ ay'.

est le suivant : les deux miroirs M; et My, s’apparentent a deux oscillateurs mécaniques
de fréquences de résonance €);, de masses M; et de facteurs de qualité @Q); (i = 1,2).
Le mouvement d’un miroir correspond généralement a la superposition de nombreux
modes vibrationnels acoustiques. On s’attache ici a la description du mouvement du
miroir au voisinage d’une résonance, ce qui permet de se restreindre a un seul mode
de vibration. Les deux miroirs mobiles constituent une premiere cavité linéaire dans
laquelle est injecté un champ a*, et une cavité repliée, formée des miroirs My, My, m;
et my dans laquelle on injecte un champ a¥'. Chacun des champs résulte de la super-
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position d’un champ moyen cohérent et d’un vide comprimé. Le miroir M; possede un
coefficient de transmission en intensité 7', les miroirs Ms, m et moy sont parfaitement
réfléchissants. Nous allons voir que 'avantage de cette double cavité est que I'on peut
agir grace a la pression de radiation a la fois sur le mouvement relatif des miroirs et
sur leur mouvement absolu.

L’hamiltonien du systéme miroirs/champs est la somme de quatre termes : I’énergie
mécanique des miroirs, ’hamiltonien des champs et les hamiltoniens de couplage des
miroirs avec les champs dans les deux cavités

H=H,+H,+ H + H (6.38)
L’énergie mécanique du systeme est donnée par la somme des énergies cinétique et
potentielle de chaque miroir
P? P}

1 1
H, = L M,Q20? MQ2 .
m 2M1+2M +2 1Q1QF + - M303 (6.39)

On introduit les variables Q.,, P, décrivant le mouvement dans le centre de masse et
les variables @),, P, associées au mouvement relatif des miroirs

M, My
Q@ My Q1+ My (2 1+ o (6.40)
bk P
.= _ L= 6.41
Q= Q-0 = (6.41)
ol My et pu sont respectivement la masse totale et la masse réduite du systeme
M, M,
My = M, + M et == 6.42
T 1 2 K M, + M, (6.42)

L’énergie mécanique s’écrit alors

2 21 1
= on gy M0 Qh, + QL+ (% — Q@ (6.43)

ou ., et Q. sont les fréquences propres du mouvement du centre de masse et du
mouvement relatif

M M- M- M
= 1?4 22 et 02 =202 4 1

02 =
o My My " My My

L2 (6.44)

On voit que, lorsque les fréquences de résonance des deux miroirs soient égales (€2; =
Qy = Q), les mouvements relatif @), et du centre de masse @, sont découplés et
correspondent a ceux d’oscillateurs harmoniques de fréquences propres €., et €0, égales

Qo = Q, = Q (6.45)
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Nous supposerons cette condition satisfaite dans toute la suite. D’autre part, I’hamil-
tonien des champs s’écrit

Ha, = hwe(alay +1/2) + hwe(adas + 1/2) + ihv/2 (af"e ™™ + ae™™2! + h.c.)(6.46)

ol we et we désignent les fréquences du mode de la cavité, w; et wy les fréquences
laser. Les hamiltoniens de couplage champs/miroirs pour les cavités 1 et 2 sont égaux

a
hw,
H1 = L 1(11&1(@1 — Qg) (647)
1
o m}cg T
H, = T ayas(Qq cos by + Qg cos bs) (6.48)
2

ou les angles ¢, et 6, sont définis sur la figure 6.6 et L; est la longueur a I'équilibre de
la cavité j. Les forces exercées par la pression de radiation du champ a; sur les miroirs
M et My ont des signes opposés : H; décrit donc le couplage entre le champ a; et
Q1 — Qy, qui est relié & 'opérateur quantique position relative x, = (b, 4 bf)/+/2 par

| h p$LQr + 1P w4 ipy
r = r b’l“ = —= 649
Q 2, x avec CTTeR 7 (6.49)

On peut réécrire H; sous la forme

hwe h
L1 QIUQ,,«

H, = alay (b, + b) (6.50)

Les opérateurs b, et bl satisfont & [b,, bl] = 1, et, par conséquent, [z,, p,] = i. En ce
qui concerne la seconde cavité, il est possible en choisissant convenablement les masses
des miroirs de ne faire intervenir dans Hs que le mouvement absolu des miroirs. En
utilisant le fait que Q1 = Qe + ﬁ—;@r et Qo = Qem — %—;Qr, on peut réécrire Hy sous
la forme

hwe +

huw, M M.
Hy = L22 ayas(cos 0y + cos 602)Qem + L—;ag% <—M; cos b + M_; Ccos ‘91) @, (6.51)

Les forces de pression de radiation dues au champ a, ont cette fois le méme signe. Dans
le cas général, H, couple a la fois le mouvement relatif et le mouvement du centre de
masse. Toutefois, si I’on impose que les masses des miroirs vérifient la condition

M,  cost,
M, cos by

(6.52)
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alors le dernier terme disparait du second membre de (6.51) : le champ ay n’est couplé
qu’au mouvement du centre de masse des miroirs. En définissant Ze, = (bem + 0, ) /v/2

par
h MTQchcm + ZPcm Tem + chm
cm — cm bcm - = 6.53
@ oM Q™ MV V2R Y, V2 (6.53)

on obtient que H, s’écrit simplement sous la forme

hwe [ R .
Hy, = I 54
9 L, Voo, (cos 0y + cos bs)alas(bem, + b)) (6.54)

En introduisant les constantes de couplage optomécanique

hiw. h hwe | R
Gy = Lll T ot G, = L; O (cos 01 + cos bs) (6.55)

les hamiltoniens d’interaction s’écrivent finalement

Hy + Hy = hGyalay (b, + b)) + hGoabas(bem + b1, (6.56)

En se plagant dans le référentiel tournant associé a la fréquence des lasers, I’évolution
des observables est alors donnée par les équations d’Heisenberg-Langevin suivantes

i = —(m+iAr)ar — iGray(b, + L) + V2rka (6.57)
Gy = —(k2+i0s)ay — iGaaz(bem + bl,,) + V2ra' (6.58)
b = —(I/2+iQ)b, + ([/2)b] — iGiala; + &, (6.59)
bem = —(D/2+iQ)bem, + (L/2)bL,, — iGrabas + Eam (6.60)

les k; désignant les bandes passantes des cavités, les A; = w,; — w; les désaccords de
la cavité, I' le taux de relaxation des deux miroirs. De nouveau, afin de simplifier le
probleme, on a supposé égaux les taux de relaxation des deux miroirs (c’est-a-dire qu’ils
possedent le méme facteur de qualité @ = Q2/I'). Si ce n’est pas le cas, les mouvements
relatif et absolu peuvent étre couplés par les processus de dissipation®. Les forces de
Langevin &, et &, sont associées au mouvement brownien des miroirs. Elles sont de

5La vitesse du miroir i est freinée avec un taux d’amortissement I'; : P; = —I';P;. Lorsque I'; =
'y =T, les taux de relaxation pour I'impulsion du centre de masse et du mouvement relatif sont
également égaux a I' : ', =T',,, =T
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valeur moyenne nulle et J-corrélées’

Emet) = (e =0 (6.61)
m&i) = Tnré(t—1t) (6.62)
(GOE) = T(L+ng)d(t 1) (6.63)
ot np = 1/(e"™¥/*87 — 1) est le nombre moyen de phonons thermiques & la température

T. L’interprétation physique de (6.57-6.60) est alors claire : le mode a; est couplé au
mouvement relatif des deux miroirs, alors que M; est couplé au mouvement du centre
de masse. Cette simplification permet un parallele intéressant avec le chapitre 5 et
I'intrication d’ensembles atomiques identiques : on dispose d’un couplage linéaire entre
deux champs en cavité et deux oscillateurs harmoniques qui permet le transfert des
fluctuations quantiques des champs aux oscillateurs.

B.3 Etat stationnaire et linéarisation

Les valeurs moyennes a 1’état stationnaire sont données par

VI2RER —Gh|EL P
E1 = <CL1> o+ ZA, 5 Al - Al + G1<br + b;[>, <br> = —1§|2 1| (664)
2k B —Go| Es?
By = fon) = Y A= gt Galbn ), (o) = — A 5
2

La linéarisation du systeme autour cet état stationnaire donne

bay = —(k1+iA))day —iG1Ey(8b, + 6bl) + V2kda" (6.66)
bay = —(kg+ iA))day — iGoEy(8bem + 0b). ) + V2k6al (6.67)
ob, = —(T/2+1iQ)0b, + (T/2)b] — iG1(Edar + Eydal) + &€, (6.68)
Obem = —(D/24iQ)8by + (T/2)b} = — iGo(Eidas + Eydal) + Eom  (6.69)

Il est toujours possible de choisir les parametres de telle sorte que les désaccords effectifs
vus par les deux champs soient égaux a la fréquence de résonance des miroirs

A=A, =0 (6.70)

Nous nous plagons dans cette situation pour simplifier la discussion. On peut montrer
que l'on est alors dans une situation de transfert optimal pour les variables quantiques.

6Ce résultat n’est en toute rigueur pas valable & température nulle, ’hypothése markovienne n’étant
plus vérifiée. On suppose donc que le nombre de phonons thermiques est non négligeable a la tempé-
rature considérée [Giovannetti0l, Zhang03b]. D’un point de vue pratique, le formalisme est alors tres
proche que nous avons utilisé pour les atomes, ce qui facilite la comparaison.
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En effet, la condition de “résonance” (6.70) s’interprete de maniere tres simple a la lu-
miere des résultats précédents pour des oscillateurs harmoniques atomiques : afin que
le transfert quantique s’effectue bien entre les oscillateurs mécaniques et les champs, il
faut que les fluctuations de tous les oscillateurs harmoniques évoluent a la méme vitesse

Q.

Nous allons également choisir cette fréquence commune grande devant la bande
passante de la cavité (€2 > k;). On peut alors se placer dans le référentiel tournant
associé a () et négliger les termes oscillant rapidement. On obtient alors

0a1 = —kiday — G1|E1|0b, + V2k6a" (6.71)

0dy = —kabay — Ga|F|0ben + V2r6a (6.72)

5b, = —(U/2)db, + Gy| B |0d, + &, (6.73)

Obey = —(T/2)0bemm + G| Eo|ddy + Eom (6.74)

ott les grandeurs dans le référentiel tournant sont définies par o(t) = 6(t)e”** et ou
I'on a choisi les phases des champs incidents réelles (de telle sorte que E; = —i|Ej|). Il

est clair que les fluctuations du champ a; sont couplées de maniere résonnante a celles
associées au mouvement relatif I;,,, alors que celles du second champ sont couplées au
mouvement du centre de masse by,. De plus, pour des miroirs avec un grand facteur
de qualité, le taux de relaxation est généralement tres inférieur au taux de relaxation
du champ intracavité. Le champ suit alors de maniere adiabatique le mouvement des
miroirs et on peut écrire des équations simplifiées pour les mouvements relatif et absolu

s I+ Ty - o
Sh = — +2 Lsb, + \/Tudd™ + &, (6.75)
< _F+FCQ

Obem = Obem + /L2002 + € (6.76)

ou I'e; = 2G| Ej|*/k; (j = 1,2) représentent les taux de relaxation effectifs des miroirs
en présence des champs. Ces taux de relaxation s’interpretent comme un taux de re-
froidissement des miroirs sous l'effet de la pression de radiation. En effet, I'interaction
du champ moyen avec les miroirs élargit le spectre de réponse des miroirs, qui passe de
la largeur naturelle I' a I';;. C’est ce terme qui est responsable de la réduction du bruit
thermique [Braginsky02, Metzger04]. Nous allons voir que ce terme joue également un
role important dans le transfert des fluctuations quantiques.

B.4 Spectres et variances

Les analogues des opérateurs EPR que nous avons introduits pour les champs dans
le chapitre 1 sont la distance relative entre les miroirs et 'impulsion du centre de masse.
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En effet,
Q1 Pem] = [Q1 —Q2, P+ P =0 = [y Pem) = 0 (6.77)

Nous allons donc calculer les variances de ces deux opérateurs et en déduire I'intrication
a l'état stationnaire entre les miroirs en utilisant le critere généralisé (1.80) du chapitre
1. En utilisant le fait que

M2 . Ml M2
=1/ Exl \/ Pem = 4/ Epl t4/ EPQ (6.78)

I'application de (1.80) avec a; = b2 = /My/Mr, ay = —by = —\/M; /M7y donne une

condition nécessaire d’intrication du mouvement relatif et du mouvement du centre de

Azl + Ap?, < 2, /MLT (6.79)

Il est clair que cette condition est plus facile a satisfaire pour des miroirs de masse

masse

sensiblement égales, car on a toujours u/Mr < 1/4, la valeur maximale de 1/4 étant
atteinte lorsque M; = M,. Pour M; ~ M, (situation que nous considérerons pour les
applications numériques), les miroirs sont dans un état intriqué si

Ax? +Ap? <1 (6.80)

Si 'on suppose pour simplifier que I'.; = I'iy = I, on obtient que les fluctuations
des opérateurs b, et by sont données par

VT0a™ (w) 4 & (w)

oby(w) = SR (6.81)

(C'+T.)/2 —iw

Il est clair d’apres ces expressions que les largeurs des spectres de bruit sont élargies de
I'a '+ I'. par la pression de radiation. Par conséquent, le mouvement brownien des
miroirs caractérisé par les opérateurs ér et écm est réduit par un effet de self-cooling
lorsque cet élargissement est grand devant la largeur naturelle (T'. > T"). D’autre part,
dans ce régime, les fluctuations quantiques de a’™ et de a%* s'impriment sur celles de b,
et de b, dans une bande de fréquences de largeur I' + I'. autour de €2. Si les champs
incidents sont comprimés respectivement en amplitude et en phase autour de  sur
une largeur grande devant T' + T, : A2X" = ¢=271 A2YJ" = ¢=22_on trouve que les
variances des variables EPR des deux miroirs sont données par

1[ .
Az 2 {P +T T F+T (1+ QRT)} (83)
1 r. r
Apl, = B {—F r.© i +r— jLF(HQnT)} (6.84)
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Ces équations sont tres similaires a celles obtenues pour les variances des variables ato-
miques dans le chapitre 5. Elles mettent en évidence les processus physiques conduisant
a 'intrication des miroirs en régime stationnaire : tout d’abord, le bruit thermique des
miroirs est réduit par le processus de self-cooling (voir Fig. 6.7) lorsque I'. > 2I'ny.
Deuxiemement, les fluctuations quantiques des champs incidents sont transférées de
maniere optimale au mouvement relatif et au mouvement du centre de masse, puisque
nous avons imposé la condition de résonance Aj = A} = (). Si, de maniere similaire
aux atomes, I'interaction avec un champ en cavité élargit le spectre de réponse de 1’os-
cillateur, la différence par rapport aux atomes est que, grace a ’action conjuguée de
la pression de radiation a l'intérieur de la cavité et des fluctuations comprimées des
champs incidents, on “refroidit” les miroirs a la fois classiquement - élargissement du
spectre et diminution du bruit ajouté par les photons thermiques - et quantiquement -
transfert des fluctuations comprimées autour de la fréquence de résonance des miroirs
(voir Fig. 6.7). Un tel schéma de refroidissement permet donc en principe de geler com-
pletement le mouvement quantique des miroirs.

Pour des champs dans un état cohérent (r; = ro = 0), il apparait clairement que

n;2 / - n;2 /
n=1 PN Qv © n=1 :

n=0 .) X n=0 -

F1G. 6.7 — Processus de refroidissement des miroirs : [’action conjuguée du champ
moyen désaccordé dans le rouge avec la cavité et du vide comprimé résonnant avec
la cavité amene loscillateur dans son état fondamental (self-cooling) et comprime
ses fluctuations (transfert quantique).

le bruit thermique des miroirs peut étre réduit, mais que les miroirs ne sont jamais
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intriqués :

1 FTLT 1

Az? = Ap? = -+ — = I.> 2I'ng, T 6.85
r pcm 2 Fc + F 2 ( c T ) ( )
Si le nombre de phonons thermiques est faible (ny < 1), on trouve que les oscillateurs
mécaniques sont dans leur état fondamental” : Az? = Ap? = 1/2. D’autre part,
on voit que si les champs incidents sont comprimés, alors les fluctuations des miroirs
reproduisent les fluctuations comprimées des champs incidents lorsque I'. > 2I'ny, I
Pour une température donnée, cette condition peut toujours étre satisfaite pour des
intensités incidentes suffisamment élevées. Pour des miroirs de masses sensiblement

égales (M; ~ M), les deux miroirs sont dans un état intriqué

—27r1 —27r9
9 9 € +e

Az, + Ap;,, ~ — <1 (6.86)
Pour des champs incidents parfaitement comprimés, cela consitue une réalisation du
paradoxe EPR originel pour les miroirs. Les deux oscillateurs mécaniques sont alors

parfaitement corrélés en position et anticorrélés en impulsion :

AQr — Q) — 0 et AP+ P)*—0 (6.87)

Pour donner quelques chiffres, on a représenté sur la figure 6.8 I'intrication obtenue
Ax?+ Ap?  pour des miroirs refroidis & températures cryogéniques. La courbe en traits
pleins décrit le cas de deux miroirs identiques de masses M; ~ My = 1 mg, de fréquence
de résonance /27 = 1 MHz avec I' = 1 Hz et des cavités de finesse ~ 10°. Pour des
longueurs L; = 3 cm et Ly = 9 cm, les puissances incidentes nécessaires pour avoir
['./T = 10% valent respectivement P/® = 30 mW et Py" = 1.2 W. La seconde courbe
représente le cas de deux MEMS (micro-electro mechanical mirrors) de masse 1 pg. On
peut alors avoir un self-cooling beaucoup plus efficace (I'./T" = 10?) avec des puissances
incidentes plus faibles. On peut alors se placer a des températures plus élevées (Fig.
6.8).

B.5 Lecture optique de I’état des miroirs

Pour mesurer le bruit d’un miroir dans une cavité, on mesure généralement les
fluctuations du champ sortant de la cavité. En effet, un déplacement dx d’un miroir

" Avec notre définition des opérateurs b et bf, le commutateur position/impulsion vaut [z, p] = i, ce
qui implique un facteur 4 dans I'inégalité de Heisenberg par rapport a celle pour les champs utilisée
dans ce manuscript : Az?Ap? > 1/4. Nous avons adopté la convention usuelle [Cohen73] qui conduit &

une variance pour un oscillateur harmonique de fréquence €2 et de masse u, dans son état fondamental :

2_ _h
AQ* = TN
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cm

2

AX. +Ap

T (K)

5

F1G. 6.8 — Intrication des miroirs a l’état stationnaire en fonction de la température
(échelle log) : (a) Miroirs de masse 1 mg [U/2r =1 MHz, T' =1 Hz, F = 10°,
Li=3cm, Ly =9 cm, ry =1y =2, P" =30 mW, Pi" =12 W (b) MEMS de
masse 1 pg, P = 0.3 mW, Pij* =12 mW. Des corrélations de type EPR existent
entre les miroirs lorsque Ax? + Ap?, < 1.

mobile interagissant de maniere résonante avec un faisceau dans une cavité de finesse
F induit un déphasage du champ dp, =~ %—ém, qui se superpose au bruit de phase du
faisceau incident. Si I'on se place dans un régime dans lequel ce bruit quantique est
négligeable, alors les fluctuations de position du miroir sont détectables par une me-
sure des fluctuations de phase du champ sortant [Hadjar99, Cohadon99, GiovannettiOl].

Pour lire les fluctuations des deux miroirs mobiles (et en particulier leurs fluc-
tuations quantiques), nous adoptons une méthode différente en suivant un protocole
similaire a celui utilisé pour les atomes dans le chapitre 4. Le transfert de fluctuations
entre les champs et les deux miroirs s’effectue pendant quelques I',*. Une fois le régime
stationnaire atteint et les deux miroirs intriqués, on supprime l'interaction des miroirs
avec les vides comprimés. Les miroirs retransferent alors leurs fluctuations aux champs
intracavités. Ces fluctuations sont reflétées par les champs sortants. Considérons le cas
du premier champ. Avec les mémes conventions de phase que précédemment et en
supposant que le champ suit adiabatiquement le mouvement des miroirs, les équations
d’évolution du mouvement relatif et du champ a; s’écrivent

Sh(t) = b (1) + /T (1) + &) (6.88)

sast(t) = 6al™(t) — \/T.0b,(t) (6.89)
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out

avec 7 = (I' + I'.) /2 desquelles on déduit les fluctuations dajs

t ™ B
sagU(t)y = da(t) — I, /0 dt' e T sain (¢

—/Tebb,(0)e™ ™ — /T, /0 t dt'e T (1) (6.90)

Le terme en 6b,(0) correspond & l'information que 'on veut mesurer. Pour mesurer les
fluctuations de x,, on calcule la fonction de corrélation a deux temps de la quadrature
d’amplitude du champ sortant. On obtient

_ Fc + F(]_ + 2nT) e*’?(t‘f’t/)
2(T' +T,) '

(GX O ()6 X (1)) = 5(t—t’)+nTTFFC e Tt [Axi(O)
(6.91)

En raison de la présence de phonons thermiques, la fonction de corrélation possede un
terme supplémentaire par rapport a (6.91). Toutefois, si 'on mesure les fluctuations
du champ sortant en utilisant un oscillateur local adapté, la contribution de ce terme
additionnel devient négligeable lorsque le taux de relaxation effectif est suffisamment
grand (I'. > 2n7I"). On peut alors mesurer la variance de la position relative avec
un rapport signal a bruit proche de 1. Quantitativement, on procede a une détection
homodyne matchée®. On commence la mesure au temps ¢ en intégrant sur un temps
tm que I'on suppose grand devant 4~!. On integre le spectre de bruit autour de ) dans
une bande passante Aw = 27/t,, :

| pAw/ ttm t+tm o 5
Pi(t) = —/ d_w/ dT/ dT'E(T)E*(T')e_“"(T_T)<5Xf“t(7)5Xf“t(T'Q§5.92)
I(t) —Aw/2 2m J t

avec I(t) = E(t)E*(t). Le résultat s’exprime comme la somme de deux termes de bruit
constants et d'un terme de signal dépendant du temps :

Pi(t) = N(tw)+Nr(ty) + S(tn) [Az2(0) — Az} (oo)] e (6.93)
1 — e—2itm
avec N(t,) = Q;—tm
I'.I'np T/tm do 1 — e—@i—iWtn [1 _ o—2itm 1
tm) = Y o 5 ; ~ — .C.
Naty) = = [ S ] e

™/t dw 1 4 e~ 4t — 2e=2itm cos(wt,y,)

wft 2T 4572 + o2

S(ty) = 2T, /

8avec un oscillateur local dont le profil temporel est donné par E(t) o e~7!, comme dans les

chapitres 4 et 5.
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Az2(0) et Az?(0o) désignent respectivement les variances initiale et & 'état d’équilibre
thermodynamique. Dans le régime 7t,, > 1, ce résultat prend la forme simple
1 FCF 2]:‘C

Pi(t) = e 1+ el o, [Az2(0) — Az?(c0)] e (6.94)

Les deux premiers termes constants correspondent au shot-noise du champ incident et
a la contribution du bruit thermique des miroirs. Le signal est proportionnel a la diffé-
rence entre la variance initialement comprimée des miroirs et la variance a ’équilibre
thermodynamique. Lorsque le self-cooling est suffisamment important pour réduire le
bruit thermique (T./T" > 1,2n7), les termes de bruit valent 1 et Az?(c0) = 1/2; on
mesure donc effectivement dans le champ la compression de bruit initiale des miroirs
(1/2 — Az%(0)), qui s’échappe de la cavité dans un temps 7.

On trouve un résultat parfaitement équivalent a la sortie de I’autre cavité. De méme
que pour les atomes froids, on dispose ainsi d’une preuve expérimentale du stockage
d’intrication; en effet, si 'on utilisait des miroirs fixes par exemple, la compression
de bruit disparaitrait en un temps x~!, beaucoup plus court que 7~ !. L’avantage de
cette méthode de lecture est qu’elle ne nécessite pas de cavités auxiliaires pour mesurer
les mouvements des miroirs M; et M, [Mancini02]. En outre, si la température est
suffisamment basse, on peut imaginer stocker les fluctuations des champs dans les
miroirs et utiliser ceux-ci comme registres quantiques.

B.6 Conclusion

Nous avons présenté une méthode pour coupler les fluctuations de champs com-
primés aux mouvements relatif et absolu d’'une paire de miroirs, et montré comment
I'intrication des miroirs peut étre lue de maniere similaire a l'intrication stockée dans
des ensembles atomiques. Outre l'intérét fondamental qu’il peut y avoir a contro-
ler les fluctuations quantiques d'un oscillateur mécanique macroscopique, les appli-
cations de ce type d’idées sont nombreuses. Tout d’abord, modifier les bruits quan-
tique et thermique des miroirs est essentiel pour les interférometres gravitationnel,
I'utilisation de sources comprimées pour des interférometres progressant rapidement
[McKenzie02, McKenzie04]. D’autre part, les grandes similarités entre les spins ato-
miques et les oscillateurs mécaniques pour ces processus de transfert quantique sont
prometteuses pour 'information quantique avec des champs optiques. Avec I’avenement
des micromiroirs (MEMS) de taille réduite et controlable électroniquement, surgiront
certainement des possibilités intéressantes pour améliorer 1’étude du bruit dans les
oscillateurs mécaniques [Cohadon05].
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Dans la continuité des expériences menées dans le groupe d’Optique Quantique, j’ai
participé avec Vincent Josse, qui terminait sa these, a des expériences de génération
d’états non classiques en utilisant 'interaction en cavité d’un nuage d’atomes froids de
césium avec un champ polarisé linéairement. Nous avons ainsi montré que cette interac-
tion permet de comprimer simultanément les fluctuations du champ moyen, mais aussi
celles du mode vide de polarisation orthogonale. On génere ainsi des états comprimés
en polarisation et des états intriqués quantiquement.

Nous avons ensuite présenté des résultats théoriques basés sur des effets de cohérence
dans des systemes a trois niveaux en A, constitués de deux sous niveaux fondamentaux
et un état excité. Nous avons étudié l'interaction de deux champs d’égale intensité et
désaccordés de maniere symétrique par rapport a la résonance a un photon. Dans ces
conditions, on peut aussi générer des états comprimés et intriqués. Ces effets reposant
sur les grandes non linéarités des systeémes a trois niveaux, ils ouvrent une nouvelle voie
pour étudier les propriétés non linéaires d'un gaz d’atomes froids en cavité.

D’autre part, dans la suite des travaux menés par Laurent Vernac pendant sa these
[VernacO1b], nous nous sommes intéressés d'un point de vue théorique a la généra-
tion d’états comprimés atomiques. Nos calculs sur les systemes en A, dans lesquels le
spin collectif associé aux sous niveaux fondamentaux possede une longue durée de vie,
ouvrent des perspectives du point de vue de la réduction du bruit quantique atomique
et de son observation expérimentale. Dans le cas d'un nuage d’atomes froids de césium,
nos processus de réduction du bruit quantique atomique appliqué a la cohérence hyper-
fine F=3,mp=0— F =4,mp = 0, utilisée dans les horloges atomiques, pourraient
conduire a une amélioration de leur sensibilité, limitée par le bruit de projection quan-
tique.

Un grand nombre des résultats de cette these concernent 1’échange et le stockage
des fluctuations quantiques de la lumiere dans divers systemes physiques. Dans le but
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de réaliser une mémoire quantique a atomes froids, nous avons étudié plusieurs schémas
possibles d’implémentation. Nous avons montré tout d’abord que dans une situation
de transparence induite électromagnétiquement, les fluctuations d’'un vide comprimé
peuvent étre transférées aux composantes transverses du spin dans le fondamental.
Nous avons ensuite étudié une configuration Raman, dans laquelle les champs sont
tres désaccordés a un photon. Les pertes étant faibles dans les deux cas, D'efficacité
du transfert quantique peut étre proche de 100%. Notons que le principe des sché-
mas étudiés dans cette these est tres différent des processus en régime pulsé basés sur
effet Faraday, utilisés actuellement dans plusieurs groupes [Julsgaard04, deEchaniz05].

Au sein du groupe, nous avons commencé a construire une expérience de mémoire
quantique dans un nuage d’atomes froids de césium, basée sur les idées développées
au cours de ma these. Afin de minimiser les perturbations du systéme atomique par
les faisceaux pieges, nous utilisons un piege sombre. Par ailleurs, une source de vide
comprimé a 852 nm (OPO) est en cours de réalisation.

Nous avons ensuite étendu ces idées a des états intriqués du champ et a leur stockage
dans des ensembles atomiques, et proposé un protocole de téléportation atomique, qui,
de par sa similarité intrinseque avec les protocoles existants pour les champs optiques,
pourrait étre intégré dans un réseau atomes-champs pour communiquer des états quan-
tiques sur de longues distances.

Si les résultats exposés dans ce manuscript concernent en grande partie les atomes
froids et leur implémentation avec le dispositif expérimental du groupe, ils restent suffi-
samment généraux pour pouvoir eétre appliqués a d’autres systemes physiques, comme
les spins nucléaires d’*He et les miroirs mobiles. En ce qui concerne 1'3He, nous avons
montré que les collisions d’échange de métastabilité utilisées couramment pour polariser
nucléairement ’hélium dans son état fondamental conservent également les fonctions
de corrélation a deux spins. Il est donc en principe possible de transférer la réduction
de bruit d’un champ comprimé aux spins nucléaires de 1’*He dans son état fondamental
en utilisant les collisions d’échange de métastabilité. Le spin nucléaire étant tres peu
couplé a ’environnement, cette réduction de bruit est alors stockée pendant des temps
extremement longs.

Enfin, nous avons montré théoriquement qu’il est possible de d’intriquer deux mi-
roirs par pression de radiation. Le schéma étudié utilise deux cavités (linéaire et repliée)
ayant en commun deux miroirs. Dans chaque cavité circule un champ cohérent forte-
ment désaccordé et un vide comprimé résonant. L’action conjuguée de ces champs
permet de comprimer les fluctuations de la position relative et de 'impulsion du centre
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de masse, ce qui fournit une réalisation possible du paradoxe EPR avec des oscillateurs
mécaniques. L’ensemble de ces idées laisse entrevoir a terme d’intéressantes perspec-
tives pour la manipulation d’états non classiques du rayonnement.

Outre les systemes étudiés dans ce manuscript, ces idées peuvent avoir d’autre ap-
plications, en particulier étre implémentées dans des milieux solides. Les expériences
récentes de ralentissement de la lumiere dans différents matériaux - des temps de sto-
ckage d'une impulsion lumineuse supérieurs a la seconde ont été reportés dans le pra-
séodyme [Longdell05] - laissent également présager des développements prometteurs
dans cette direction [Turukhin02, Bigelow03, deSeze05, Baldit05].
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Annexe

A Calcul des coefficients de diffusion

Le calcul des fonctions de corrélations des forces de Langevin s’effectue a ’aide des
relations d'Einstein généralisées [Cohen96¢c|. On regroupe celles-ci dans une matrice dite
de diffusion, qui se présente sous la forme d’une matrice diagonale constituée de deux
blocs, car les fluctuations des champs entrants et les forces de Langevin des opérateurs

o= () (A1)

atomiques sont incorrélées :

O [Dat]
Pour un seul mode A™, [D,;] est donnée par
26 (0 Am()0AL () (0Am(1)6Am()) _ :
T (<6A1n<t>6AIn<t'>> <6A1n<t>5Am<t'>>> = Palle=0) (A

Le champ incident étant J-corrélé, la matrice [D.;] est proportionnelle a [V;,] définie
dans le premier chapitre. On a alors ’égalité :

2K

2 Vi) = 1D (A-3)
Pour deux champs incorrélés, la matrice [D.;] est formée de deux blocs diagonaux,
[Den 1] et [Dep 2], proportionnels respectivement a [Vi, 1] et [Vi, o).

Pour calculer [Dy], on utilise les relations d’Einstein généralisées qui relient les
corrélations entre les différentes forces de Langevin atomiques. En notant D;; = [Dgl; ;,
la référence [Cohen96¢] donne les relations d’Einstein généralisées :

Dyj = (D(Su Sl )y = (D(Suts)SL, ;) — (SariD(S, ) (A-4)

at j at j at j
ou D est I'opérateur d’évolution des valeurs moyennes atomiques, déduit des équations
d’Heisenberg sans les forces de Langevin :
d<Sat z)
dt

= —[Bolij(Sat j) + 7[Violi = D({Sas 1)) (A-5)
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Or, comme on calcule [Dg,] dans un état stationnaire, le premier terme (D(Sy ;ST i)
correspond au terme d’évolution d'un opérateur atomique, qui est nul dans un état
stationnaire. En introduisant la matrice [M] définie par

[M]s; = (Sat 5L ;) (A-6)
on montre que :

[Dat] = ’V([BQ stat] [M] + [M] [BQ stat]hc - |‘/59][Sstat| - |Sstat”‘/39|) (A'7)

Cette relation matricielle permet d’éviter le calcul terme a terme des 81 termes de la
matrice de diffusion atomique On utilise la matrice [M] définie par les valeurs sta-
tionnaires atomiques (A-6) et on obtient finalement la matrice de diffusion atomique

(D) :

271 +7m3 0 Py 0 0 —p1 —p1 2p1

0 0 0 dop} 0 0 —Dp2 —p2 2p2
3pr 0 2Ty + 73 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 op] 0 0 0

[Dat] =~ 0 op2 0 0 20my + T3 0 (o — D)pr 0 0 (A-8)

0 0 0 (24 0)p1 0 20m + 73 0 (o —1)p: 0

—pi 2p1 —p5 0 (o = 1)p; 0 ™3 0 —m3

—pI 0 —p5 2p2 0 (0 —pr 0 3 —m3

2p’1‘ 0 2;!); 0 0 0 —73 —T73 27‘1’3

avec 0 = 7p/7. Notons que 'on peut également appliquer la relation (A-4) en ne gar-
dant dans la matrice d’évolution que les termes de relaxation. En effet, les termes d’évo-
lution hamiltonienne n’interviennent pas dans ’application du théoreme fluctuations-
dissipation. On écrit alors matriciellement I’évolution linéaire avec la matrice [B]gs :

1000O0O0O0O0 O
01 000O0O0O0 O
0010O0O0O0O0O O
00010O0O0O0 O
[Blasis=—0 0 0 0 0 000 0 (A-9)
0000000 O
000O0O0O0OO0O0 ~-1
0000O0O0OO0O0 ~-1
000O0O0OO0OO0OO0O 2

et on utilise les valeurs stationnaires données par les termes hamiltoniens (dans ce cas,
le premier terme dans (A-4) est non nul).

Pour calculer la contribution du bruit atomique ajouté sur les champs, on a besoin de
la matrice [op| introduite dans le chapitre 2, paragraphe B.1.5. Cette matrice s’obtient
a partir de la restriction aux dipoles optiques de la matrice [o] [Vernac00], définie par

71 = (Butge) = 21) ™ 1Dad (((Btgae = 1) ") (A-10)

ou [By /at] est la matrice d’évolution atomique et 1 la matrice identité 9 x 9.
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B Opérateurs continus pour l’interaction atomes-
champs en simple passage

Dans le cadre de la théorie unidimentionnelle développée dans le chapitre 4, pa-
ragraphe C.1, on se base sur le formalisme des opérateurs atomiques continus (voir
par exemple [Raymer81, Deutsch91, Fleischhauer95]). On découpe le nuage atomique
allongé selon z en 2M + 1 tranches de longueur Az = L/(2M + 1), centrées en
zy = IL/(2M + 1). Si l'on suppose que le nombre d’atomes par tranches est grand
(NAz/L > 1), on peut définir des opérateurs atomiques en z; sommant sur la tranche

o= Z o(z") (B-1)
21 <zM<z+Az
L’hamiltonien d’interaction avec un champ s’écrit
Hiny = —hg Z che HnFg etk 4 p e, (B-2)
In
ou l'on a remplacé le dipole atomique par son enveloppe lentement variable dans le
référentiel tournant o; — o;e**. Si I'on pose

M/
i 2miln
by =a Cpe'2MH1 (B-3)

n=—M"'

on obtient, en utilisant [c,, CL,] = Op v/, qUE

] = a3 e e (31

= a*(2M' +1) (B-5)
1
=1 seulement si a’ = 1 (B-6)
Un calcul similaire montre que

[bl, blT,] =0 seulement si M =M (B-7)

On définit donc les opérateurs de champ en z; par

1 al -

b = ———— Cpe' Bt B-8
‘T VaM +1 nz_:M (B-8)

ce qui signifie que 'on associe a chaque tranche un mode du champ a cette position

[Silberfarb03].
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L’hamiltonien d’interaction devient
M
Hip = —hg Y V2M + 1bjoy + h.c. (B-9)
I=—M

le hamiltonien total étant la somme du hamiltonien atomique, de celui du champ et du
hamiltonien d’interaction précédent

H=Hy+ Y hwaclcn + Hin (B-10)
En inversant (B-8)
R -
- bye o B-11
T oM 1 lg e (B-11)
21mn

et en prenant en compte le fait que hw, = hw + hc=*, 'hamiltonien du champ peut

L
se réexprimer sous la forme

2
zn: hwpcle, = hw zn: e + h%c zn: ne cn (B-12)
= hw) 0oy + Y hwpb]b (B-13)
l LU
avec 2rc__n $2en0-t) (B-14)
Vi Wy = —_— € -
W L LM +1

On déduit alors de (B-10) et (B-13) 'équation d’évolution de b,

by=—iy  wby +igV/2M + 1oy (B-15)
l/

On passe a la limite continue M — oo :

oM +1b, — %a(z,t) (B-16)

igV2M + 10y — igNo(z,t) (B-17)
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De plus,
2 ™
—1 Z wy l’bl’ = — Z 2M7:f—lcl i? 21v<ll+1l : bl’ 2M + 1
2rn(l—

= ___Ze 2M+1 bl’ 2M + 1
Lol £
c 0

- —Za (2M + 1)5l,l’2M + 1bl’ 2M —|— ]_

l/

c 0
= — (M 1) hV2M + 1

— —caa(z, t)

ce qui redonne bien 1’équation d’évolution (4.82). L’hamiltonien d’interaction pour un
mode se réécrit alors en fonction des opérateurs continus

d
mt——thbTamLhc —>N/ - T (z,1) (B-18)

et on obtient ainsi I’expression (4.81).

C Collisions d’échange de métastabilité et fluctua-

tions quantiques

Dans le chapitre 6, nous avons étendu les équations régissant 1'évolution des opéra-
teurs collectifs associés aux spins dans le métastable et dans le fondamental en présence
de collisions d’échange de métastabilité

joz = _'yf]oz + ’YmSa + ffa (C'l)
Soz = _Vmsoc + "Yf]oc + fSa (O[ =Y, Z) (0_2)
la conservation du moment cinétique total F' = I + S impliquant qu’a chaque instant
fs. + fr, = 0. Nous allons montrer que sous l'effet des collisions d’échange de métasta-
bilité les spins préparés dans un état cohérent restent dans un état cohérent. Supposons

que les deux spins sont polarisés selon z : (I,) = N/2 et (S,) = n/2. Les fluctuations
des composantes transverses selon x satisfont a

6, = —0L, +7mdS, + fr, (C-3)
05y = —Ym0Sy + 0L, + fs, (C-4)
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En introduisant les opérateurs du moment cinétique total F, = I, + S, selon x et la
différence G = I, — S,, on obtient

0F, =0 et 6Gy=—(ym+ YOG + (Y — V)0 E: + fr, — [s. (C-5)

En passant en Fourier on obtient

SF,(w) = Fud(w) et 0G.(w) = Z’” ;z;‘ F,o(w) + % (C-6)

F, étant un opérateur constant. En revenant aux composantes initiales on a que

1.

Tm
(SIx w = an w —|— —— C—7
@) = R (e
55’z(w) = LFch(w) + L (C-8)
TYm +Vf Tm Ty —ww
desquelles on déduit les spectres
N? YeNn
I I.(— = — -
(01 (w)d 1, (~w)) 4(N+n)5(w) + (N +n)? + w? (C-9)
n? YeNN
o 0S,(— = ——§ -1
N2 Ye N1
<5Im(W)(SSw(—W)> == m5(w) - 782(N—|—n)2—|—u)2 (C—l].)
N? Ye N1
I.(— = — — -12
(05, (w)ola(=w)) 4(N + n)d(w) V2(N 4 n)? + w? (¢-12)

Nous avons utilisé le fait que Dy, ;, = 7¢N/2, Dg, 5, = Yymn/2 et Dy, s, = Dg, 1, =
—7.nN/2 avec vf = v.n et v, = Y. N. On vérifie aisément a I’aide de ces relations qu’a
I’état stationnaire les variances sont celles d’un spin dans un état cohérent : AI? = N/4
et AS? =n/4, et que les deux spins sont incorrélés : A(I,S,) = A(S,I,) = 0.

D Publications jointes

Les publications qui suivent se rapportent aux expériences décrites brievement dans
le chapitre 2. Elles sont également détaillées dans la these de Vincent Josse [Josse03c].
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Polarization Squeezing with Cold Atoms

V. Josse, A. Dantan, L. Vernac, A. Bramati, M. Pinard, and E. Giacobino

Laboratoire Kastler Brossel, Université Pierre et Marie Curie, Ecole Normale Supérieure et CNRS, Case 74,
4 place Jussieu, 75252 Paris Cedex 05, France
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We study the interaction of a nearly resonant linearly polarized laser beam with a cloud of cold
cesium atoms in a high finesse optical cavity. We show theoretically and experimentally that the cross-
Kerr effect due to the saturation of the optical transition produces quadrature squeezing on both the
mean field and the orthogonally polarized vacuum mode. An interpretation of this vacuum squeezing as
polarization squeezing is given and a method for measuring quantum Stokes parameters for weak

beams via a local oscillator is developed.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.91.103601

In connection with quantum information technology, a
growing interest has been given to quantum networks
constituted by atomic ensembles and intense light fields
[1]. In particular, the mapping of a quantum polarization
state of light onto an atomic ensemble [2] has motivated
extensive studies of the quantum features of the polar-
ization of light. Several theoretical schemes to produce
polarization squeezing using Kerr-like media have been
proposed [3] and realized using optical fibers [4]. Other
experimental realizations achieve polarization squeezing
by mixing squeezed vacuum (generated by an optical
parametric oscillator) with a strong coherent beam on a
polarizing beam splitter [2,5] or mixing two independent
quadrature squeezed beams (generated by an optical para-
metric amplifier) on a polarizing beam splitter [6]. Very
recently, it has been proposed to propagate a linearly
polarized light beam through an atomic medium exhib-
iting self-rotation to generate squeezed vacuum in the
orthogonal polarization [7], which is equivalent to
achieving polarization squeezing.

In previous works [8] the interaction between a cloud of
cold cesium atoms placed in a high finesse optical cavity
and a circularly polarized laser beam nearly resonant
with an atomic transition has been studied. Because of
optical pumping, the atomic medium is conveniently
modeled by an ensemble of two-level atoms. The satura-
tion of the optical transition gives rise to an intensity-
dependent refraction index. It is well known that the
interaction of the light with a Kerr-like medium produces
bistable behavior of the light transmitted by the cavity
and that, at the turning point of the bistability curve, the
quantum fluctuations of the light can be strongly modi-
fied and generate quadrature squeezing [9]. A noise re-
duction of 40% has thus been observed in our group [8].

In this Letter, we focus on the theoretical and experi-
mental investigation of polarization squeezing via the
interaction of a linearly polarized laser beam with cold
cesium atoms. In this configuration, the two-level atom
model is no longer applicable and the situation much more
complicated. We describe the interaction between light

103601-1 0031-9007/03/91(10)/103601(4)$20.00

PACS numbers: 42.50.Dv, 03.67.Hk, 42.50.Lc

and the atomic medium by means of an X-like four-level
quantum model based on the linear input-output method.
Our theoretical analysis shows clearly that competitive
optical pumping may result in polarization switching,
and polarization squeezing is predicted by the model
[10]. In agreement with the model we observe quadrature
squeezing in the probe laser mode and in the orthogonal
vacuum mode. Experimentally, we obtain a polarization
squeezing of 13% and we show for the first time that the
quantum Stokes parameters for very weak beams can be
measured together with their phases using a local oscil-
lator (LO). In our case squeezing is due to cross-
Kerr effect induced by the mean field rather than to the
polarization self-rotation responsible for polarization
switching.

The configuration used in the experiment is described
in detail in [8]. In Fig. 1 we present the main features of
the setup. The cesium atoms are cooled in a standard
magneto-optical trap which operates with three orthogo-
nal circularly polarized trapping beam generated by a
Ti:sapphire laser and an inhomogeneous magnetic field.

T A4 PBS1
BS
O [
( A 4 Vs 1
Cold cesium

Vs2

atoms
ina MOT

phase
measurement
)
Y -
oscilloscope
noise
measurement

FIG. 1. Experimental setup: PBS: polarizing beam splitter;
BS: 10/90 beam splitter; A/2: half-wave plate; PZT: piezo-
electric ceramic.

© 2003 The American Physical Society 103601-1
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The trapping Ti:sapphire laser is detuned by 3 times the
linewidth of the upper state on the low frequency side
of the 6S,/,, F = 4 to 6P3/,, F = 5 transition. To prevent
atoms from being optically pumped to the 6S;,, F =3
state, we superimpose a diode laser tuned to the 65 ,,
F =3 to 6P/, F = 4 transition to the trapping beams.
We use a 25 cm long linear cavity built around the cell.
The cavity is close to the hemifocal configuration with a
waist of 260 wm. The coupling mirror has a transmission
coefficient T of 10%; the rear mirror is highly reflecting.
Hence, the cavity is close to the bad cavity limit for which
the cavity linewidth (k = 5 MHz) is larger than the
atomic linewidth (y = 2.6 MHz). We probe the atoms
with a linearly polarized laser beam detuned by about
50 MHz in the red of the 6S,,, F =4 to 6P3),, F =5
transition. The optical power of the probe beam ranges
from 5 to 15 wW. Under these conditions, the number of
atoms interacting with the light beam is about 10°~107.
The polarization of the light transmitted by the cavity is
analyzed with a quarter-wave plate and a polarizing
beamsplitter (PBS1), so that the signals Vsl and Vs2
detected by the photodiodes at the output of the cavity
(see Fig. 1) give the amount of, respectively, left-handed
(1) and right-handed (/_) circular light.

A typical recording of the transmitted intensities /. as
a function of the cavity length is shown in Fig. 2: starting
from the left up to point A, the polarization remains
linear (nearly equal amount of circular polarized light
on both photodiodes), then it becomes circular. This
polarization switching was known to occur in Fabry-
Perot cavities containing atomic vapors with degenerate
sublevels in the ground state [11,12]. In the experiment
the probe beam is nearly resonant with the 68, F = 4 to
6P/, I = 5 transition: in principle, all of the 20 Zeeman
sublevels are involved in the interaction. In order to get a
qualitative physical insight into this problem, avoiding
too heavy calculations, we model the atomic medium as
an X-like four-level system [see Fig. 3].

— Vsl L A
£ Vs2 L
&
=
X
4
g
=
g
o
Cavity detuning (a.u.)

FIG. 2. Analysis of the circular polarization content of the
light transmitted by the cavity and detected by the photodiodes
shown in Fig. 1. Polarization switching occurs at point A. The
power of the incident light is 7 uW.

103601-2

The competitive optical pumping between the circular
component o+ of light makes the linear polarization
unstable inside the cavity above some intensity threshold.
The optical pumping is responsible for polarization
switching and the general shape of the cavity resonance
curve [see Fig. 2] is well understood within this theoreti-
cal frame [10—12]. Alternatively, the polarization switch-
ing threshold may be interpreted as a laser oscillation
threshold for the mode orthogonal to the main polariza-
tion mode [10]. Here we are interested in the quantum
fluctuations of the light, which can be strongly modified
via the interaction with the atoms. When the polarization
of the light is circular, the situation is analogous to the
previous experimental scheme when the incoming field
was circularly polarized [8]. We therefore focus in the
following on the case for which the polarization remains
linear along the x axis. The saturation of the o compo-
nents of light causes the medium to behave as a Kerr-like
medium for the mean field AX. In addition, the vacuum
orthogonal Av mode experiences a nonlinear dephasing
via cross-Kerr effect [4,10]. This system is then expected
to generate quadrature squeezing for both modes; in the
large detuning limit [A > vy], the equation for the vac-
uum mode fluctuations reads [10]

dsA,

= —[k+i(A, — Ay)]dA,
dt i

A \2
A, 5A;]+2—"5AL", (1
KADI? NT

with A, the cavity detuning, A, = 2Ng?«k/AT the linear
dephasing (N is the number of atoms and g the coupling
constant), s, = 2g2[(A,)|>/A? the saturation parameter,
and 514;‘ the incident field fluctuations. The cross-Kerr
induced term has two contributions: a dephasing ( «
I(Ax>26fiy) and the term in {(A,)*8A!, responsible for

v
the squeezing of this mode. A similar equation can be

. Sy ~
- IAO E |:25Ay -

—1

FIG. 3. Schematic energy level diagram for the X-like four-
level system: y| + y = v is the optical dipole decay rate; A is
the (large) detuning from resonance.

103601-2
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derived for the mean field A,, for which the squeezmg is
then generated via the usual Kerr term ( @ (A, )25A
These equations are valid when the large excess noise
due to optical pumping can be neglected, that is, for times
smaller than the optical pumping time, in contrast with
Ref. [7]. Squeezing is then predicted for noise frequencies
higher than the inverse optical pumping time.

Using the experimental setup described in Fig. 1, we
have measured the quadrature noise of both modes. The
signal recorded at the output of the cavity (see Fig. 2) is
used to lock the cavity length on the regime where the
polarization remains linear. After interacting with the
atoms, both fields are mainly reflected by the beam
splitter (BS) and then mixed on PBS2 with a 10 mW
LO beam. Using the half-wave plate A/2a, we are able to
send either the mean field mode or the orthogonal vacuum
mode to PBS3 and perform the usual homodyne detec-
tion. By varying the relative phase of the LO with respect
to the probe beam, we can detect the noise features of all
the quadratures of the field. In agreement with the
theoretical predictions, we observe quadrature squeezing
on both the main mode and the orthogonal mode.
The results are 5% (7% after correction for optical
losses, mainly due to BS) of noise reduction for the
main polarization mode at 6 MHz and 13% (18% after
correction) for the squeezed vacuum state at 3 MHz, as
shown in Fig. 4. This system is then able to produce
simultaneously two squeezed modes, for which the rela-
tives phases are intrinsically fixed. Let us note that these

1.8

(a)

- VooVl ww “W \

0 5 15 Time (s)
14 ‘ ‘

Normalized vacuum noise

1.3

1, ik

0.9

Normalized mean field noise

FIG. 4. Normalized quadrature noise (a) for the vacuum field
mode at 3 MHz and (b) for the mean field mode at 6 MHz. The
best squeezing is 13% for the vacuum mode and 5% for the
mean field mode.

103601-3

two squeezed modes can be used to generate a pair of
entangled beams, which will be presented in a forthcom-
ing publication [13].

In the following, we focus on the study of the noise of
the mode with orthogonal polarization with respect to the
main mode, commonly referred to as polarization noise.
The characterization of the quantum features of the
polarization state relies on the measurement of the quan-
tum Stokes parameters [14]. They are defined from their
classical counterparts

So = AIA, + AlA,
$, = AtA, + AfA,,

These operators obey the commutation relations
[So.81=0 and [S, $;]1= €;2iS; (i=123). Their
spectral noise densities satisfy uncertainty relations
Vi (0)Vs (w) = |e,lk(Sk>| In our case the light is hne-
arly polarlzed along the x axis, then (Sy) = (§;) = a2
and ($,) = ($;) =0, where (A,) = a, is chosen real
Then the only nontrivial Heisenberg inequality is
Vs (w)V ( ) = at. Polarization squeezing is then
achleved if Vs, or Vg is below the coherent state value

. The fluctuations of S2 and S3 are related to the
ﬂuctuatlons of the quadratures of the vacuum orthogonal
mode

ia (5A - BA V)
2

The physical meaning of the Stokes parameter fluctua-
tions is the following: the 88, fluctuations lead to a
geometric jitter of the polarization axis, whereas the
885 fluctuations are linked to ellipticity fluctuations. It
can be seen from Eq. (2) that these fluctuations are related
to the amplitude and phase fluctuations of Ay. Therefore,
polarization squeezing is equivalent to vacuum squeezing
on the orthogonal mode.

The measurement of the Stokes parameters can be
carried out directly by means of two balanced photo-
diodes and suitable combinations of half-wave and quar-
ter-wave plates [14]. In our setup, however, the power of
the probe beam interacting with the atoms ( ~ 10 uW) is
not sufficient, so that we need a LO for the detection. The
fluctuations of the vacuum mode Ay are measured using
the homodyne detection described above. Following
Eq. (2) the photocurrent can be expressed in terms of
the fluctuations of $'2 and 5‘3:

88, = a,(8A] + 84, 88, =

5ihd o COSth(ss\'z + sinﬁhd6§3 = 63’0“‘1, (3)

where 6,, is the relative phase between the LO and
the mean field. As 6,,, is varied in time, we correspond-
ingly detect the fluctuations of the Stokes parameter
Se/, For instance, 6,;, = 0 (respectively, 77/2) corre-
sponds to the detection of the fluctuations of 52 (respec-
tively, of 5'3). Hence, in the experiment we can get the

103601-3



222

Annexe

VOLUME 91, NUMBER 10 PHYSICAL

REVIEW LETTERS

week ending
5 SEPTEMBER 2003

2
18
1,6
14

12

1

Normalized vacuum noise

0,8 T T T

1.4 .

1.2

S.= S,

-1 0 1
Normalized interferences: cos (6,,)

Normalized vacuum noise

0.8

FIG. 5. Normalized quadrature noise at 3 MHz for the vac-
uum mode A}. vs the normalized interference signal: cosé,,,.
The general case is shown in curve (a): polarization squeezing
is achieved when 6,4 = 6, = +30°: a linear combination of
§, and $3 is squeezed. In curve (D), §3 is squeezed (6, =
+7/2).

Stokes parameters simply by simultaneously measuring
the relative phase 6,,; and the quadrature noise of the
vacuum mode. This measurement is readily performed
by setting the half-wave plate before PBS2 in such a way
that the A, mode is sent to the homodyne detection; the
mean field A, goes through the other port of the beam
splitter and is detected together with a portion of the LO
by a photodiode (see Fig. 1). The phase is determined via
the interference signal between LO and AX (ig o co8Opyq).
The two signals i, and i, are sent to the XY channel of
the oscilloscope, giving the characteristic curves re-
ported below.

In Fig. 5 the normalized quadrature noise of Av, ob-
tained at a noise frequency of 3 MHz, is plotted as a
function of the relative phase between the mean field and
the LO. In agreement with Eq. (3), it can be seen that the
noise of §, is given by the extreme points 6,4, = 0, * 7 on
the diagram and that of §; by the center point 6, =
*+47/2. In general, for an arbitrary squeezed quadrature, a
linear combination of 52 and §3 is squeezed [Fig. 5(a)]. We
find that the polarization squeezing strongly depends on
the operating point and on the noise frequency. For in-
stance, in Fig. 5(b), we see that 8y is squeezed.

103601-4

To conclude, we have demonstrated that the nearly
resonant interaction of a linearly polarized laser beam
with a cloud of cold atoms in an optical cavity can
produce quadrature squeezing on the mean field mode
and on the orthogonally polarized vacuum mode. We
have shown that these results can be interpreted as polar-
ization squeezing and developed a method to measure the
quantum Stokes parameters for weak beams, using a
local oscillator and a standard homodyne detection.

This work was supported by the QIPC European
Project No. IST-1999-13071 (QUICOV).
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Abstract

We present a theoretical study of an ensemble of X-like four-level atoms
placed in an optical cavity driven by a linearly polarized field. We show that
the self-rotation (SR) process leads to polarization switching (PS). Below
the PS threshold, both the mean field mode and the orthogonal vacuum
mode are squeezed. We provide a simple analysis of the phenomena
responsible for the squeezing and trace the origin of vacuum squeezing not
to SR, but to a crossed Kerr effect induced by the mean field. Last, we show
that this vacuum squeezing can be interpreted as polarization squeezing.

Keywords: Polarization switching, polarization squeezing, cold atoms

1. Introduction

The principal limit in high precision measurements and optics
communication is given by the quantum fluctuations of light.
For several years, in order to beat the standard quantum
limit, a number of methods consisting in generating squeezed
states of light have been developed [l]. In connection
with quantum information technology the quantum features
of the polarization of light have raised a lot of attention.
The generation of polarization squeezing has been achieved
experimentally by mixing an OPO-produced squeezed vacuum
with a coherent field [2, 3], or more recently by mixing two
independent OPA-originated squeezed beams on a polarizing
beamsplitter [4]. Several schemes using Kerr-like media have
also been proposed [5] and realized [6, 7], and very recently,
Matsko et al [8] proposed to propagate a linearly polarized
field through a self-rotative atomic medium to produce vacuum
squeezing on the orthogonal polarization. The Kerr-like
interaction between cold caesium atoms placed in a high
finesse optical cavity and a circularly polarized field has been
studied in our group and a field noise reduction of 40% has
been obtained [9, 10]. We recently observed experimental
evidence of polarization squeezing for a similar set-up but with
a linear incoming polarization [11]. While the interaction
with a circular polarized field straightforwardly leads to a
two-level model for the atoms and interpretations in terms

1 Author to whom any correspondence should be addressed.

1464-4266/03/040513+10$30.00 © 2003 IOP Publishing Ltd  Printed in the UK

of optical bistability and saturation-induced squeezing, the
situation is more complicated when the polarization of the
incoming field is linear and requires a more refined model. In
this paper, we present a theoretical investigation of polarization
squeezing generated by an ensemble of X-like four-level atoms
illuminated by a linearly polarized field. To be as realistic as
possible, the experimental parameter values of [9-11] are taken
as references. In the first part of the paper, we give a detailed
study of the steady state and show that self-rotation (SR) is
responsible for polarization switching (PS) and saturation leads
to tristability. We derive simple analytical criteria for the
existence of elliptically polarized solutions and the stability
of the linearly polarized solution. This steady state study
is essential to work out the interesting working points for
squeezing. Inthe second part, we focus on the case in which the
polarization remains linear (below the PS threshold) and study
the occurrence of squeezing in the system: we show that both
the linearly polarized field mode and the orthogonal vacuum
mode are squeezed. Analytical spectra are derived in the low
saturation limit and enable a clear discussion of the physical
effects responsible for polarization squeezing; in particular,
we demonstrate that SR is associated with strong atomic noise
terms preventing vacuum squeezing at low frequency. On
the other hand, saturation accounts for the squeezing on the
mean field and the crossed Kerr effect enables us to retrieve
vacuum squeezing at high frequency. The analytical results
are compared with a full quantum calculation. Finally, we
derive the Stokes parameters [12] and relate their fluctuations
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Figure 1. X-like four-level atomic configuration.

to those of the vacuum field. The vacuum squeezing obtained
is then shown to be equivalent to the squeezing of one Stokes
parameter, thus achieving polarization squeezing [13].

2. The model

The system considered in this paper is a set of N four-level
cold atoms interacting in an optical cavity driven by a linearly
polarized field as represented in figure 1. We denote by A
the slowly varying envelope operators associated with the o
components of the light [14]. They are defined from the
standard linear polarization components

AxfiAy Ax+iAy
= 7 Ao =2)
V2 NG

The atomic frequencies are both equal to w,, = w1z =
wy. The field frequency is w and the detunings from atomic
resonance are equal on both transitions to A = w,; — w. The
four-level system is described using collective operators for
the N atoms of the ensemble, the optical dipoles being defined
in the rotating frame associated with the laser frequency (e.g.
Ol = vazl ¢'“’|1); (4];). The coupling constant between the
atoms and the field is defined by g = &d /R, where d is the
atomic dipole and & = /hw/2¢,Sc. With this definition,
the mean square value of the field is expressed as a number of
photons per second. As in figure 1, the population of level 3
decays with rate 2, to level 1 and with rate 2y, to level 2, the
dipole decay rate being y = y; + y.. We consider the case
of saturated optical pumping and neglect the relaxation rate
of the ground state populations. This approximation is well
verified for alkali cold atoms [15]. With these conventions,
the atom—field Hamiltonian is

A= 1

H =hg[A,o4 + AI.Ul4 +A_o3pn+ A1023]~ 2

The atomic evolution is then governed by a set of quantum
Heisenberg—Iangevin equations

d(714 . .

el —(y +iA)ory —igAs(o1 —ow) + Iy, (3)

do . .

d—t23 = —(y +iA)o23 —igA_ (02 —033) + I3,  (4)
doyy

5 = 2riom +2y10m — ig(Alow — Ayou) + Fii,  (5)
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do .

d_tzz =2y1033+ 2y 044 — ig(Al o2 — A _032) + Fo, (6)
do .
?33 = —2yoy +ig(Al o3 — A_o3) + Fi3, )
d644

Tk —2you +ig(Aloy — Asou) + Fu. ®)

Note that we have not reproduced all the atomic equations,
but only those of interest for the following. The Langevin
operators [, are §-correlated and their correlation functions
are calculated via the quantum regression theorem [16]. We
consider a ring cavity with 7 the transmission of the cavity
coupling mirror, . the cavity resonance frequency closest to
o and t the cavity round-trip time. The cavity dephasing is
®. = (w — w.)t. The incoming quantum fields are A" and
the field equations read

dA _
T dt* = —(T/2+iP)A, — igow + VTAT, (9
dA_ . . ;

tT =—(T/2+iD.)A_ —igoss + VT A™. (10)

3. Steady state

3.1. Atomic steady state

The atomic steady state is readily obtained by setting the time
derivatives to zero and using the fact that a Langevin operator
mean value is zero. Defining saturation parameters s+ for both
polarizations,

_28°(AD)P Q32

= = , 11
S+ A2+ 2 A2+ 2 a1
the atomic steady state is given by
—igN({Ay) s_ 1
(o14) = . ,
y+iA sp+s_ 1+ S (12)
—igN(A_) s, 1
(o23) = -
y+iA sy +s_ 1+S
s— l+s,/2
(oun)=N +/ ,
sy+s_ 1+S
(13)
(om) = N sy l+s_/2
o = "
= sy+s_ 148
N S 25485
(03) = {ow) = ———  with: §= 2 (14)
41+S S+ S_

Q4 are the Rabi frequencies and S is the coupling saturation
parameter which plays a symmetrical role with respect to both
polarization components. For an x-polarized field, S = s, =
s_ = s, /2 is directly related to the intracavity field intensity.

3.2. Polarization switching

It is well known that such a coupled system may exhibit PS
when driven by a linearly polarized field [17, 18]. In fact, the
intracavity field intensities depend on the atomic dephasings
@, and absorptions a4

1 1
ar = 2ag i

sy +s_1+S
(15)

B, = 2y —
T Y 1+ 8
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Ng?A Ngy
T2y T 2y
with @y and ag the linear dephasing and absorption in the
absence of saturation. These quantities depend in turn on the
intensities to yield a complex coupled system. In order to
derive analytical criteria for PS, we follow the method given
in [18] and decompose dephasings and losses into their linear
and non-linear parts,

@ (16)

D =D+ Py with @ = — =, dgp = x5,
1+S
(17)
a+ = a; £asp with a; = i, asg = aixsg, (18)
1+S

where ®gg and agg are the non-linear circular birefringence
and dichroism, related to the ellipticity € [19]

S— — S+ .
= —sin2e.

a9,

XSR =
Sy +S

Thus, as pointed out in the literature [20, 21], the optical
pumping induces non-linear SR of elliptically polarized light.
It will be shown in the next section that this effect is responsible
for PS in a cavity configuration. Let us first focus on
the solution for the oy components. Normalizing all the
dephasings and absorptions by 7/2 (§; = 2®;/T and «; =

2a;/T), equations (9) and (10) read in steady state

Smax

T (4 asp)’+ (8 + 85g — 5%

St (20)
with Spae = 2/ Tsi" the maximal intracavity intensity in the
absence of absorption. Replacing (20) in (19), we derive the
equation for xsg: non-zero solutions correspond to elliptically
polarized states. After straightforward calculations, we obtain

x5 =0 or (0512+812)ng :812+0512—862—1. 21)
The first trivial solution corresponds to the linearly
polarized field. It follows from the second equation and (17)
and (18) that elliptically polarized states may exist as soon as

the existence criterion C,, is satisfied
6(2) + (xg 5

Ta+8)? C

120

(54 # 5-). (22)

ex

Note that the absorption brings a positive contribution to

the existence of asymmetrical solutions: this is due to the fact

that non-linear circular dichroism produces ‘self-elliptization’

of the field. However, this criterion gives no information on

the stability of the solutions. In order to get some physical

insight into this complicated problem it is useful to look at the
evolution of the linearly polarized solution.

3.3. Interpretation of polarization switching

In this section, we give a simple interpretation of PS as the
threshold for laser oscillations. Let us consider the linearly
polarized solution along the x axis. The adiabatic elimination
of the atomic variables leads to

dA
P St

5= ~(L+iB)A, + (6 — A,

2 .
— (Osr +i(¥SR)Ax + —A"

s 23
A (23)

where « = T /27 is the intracavity field decay rate. In (23) all
terms have zero mean value and are of order 1 in fluctuations
((A;) # 0). Using xspA, = i(A, — Aﬁ/le |2A;), one obtains

194, —(1+i8,) Ay + (16 — )A—zAuiA""
K dt_ 10, y 107 al|Ax|2y ﬁy.
Owing to SR the fluctuations of the orthogonal mode
undergo a phase dependent gain. A similar equation has
already been derived in previous theoretical works in a single-
pass scheme [8]. Inourconfiguration the presence of the cavity
will lead to oscillations of this mode as soon as the phase
sensitive gain is larger than the losses. This condition may be
expressed as follows:

24

Bras o 1oy

Cpg = —2"0
P57 (M +s /22 €

(25)

Obviously, the linearly polarized solution is not stable
when Cps > 0. However, the adiabatical elimination of
the atomic variables does not a priori take all causes for
instability into account. Yet, we checked that this threshold
analysis was consistent with a numerical calculation of the
atom—field stability matrix. In the following we use Cpg
as a stability criterion for the linearly polarized solution.
Nevertheless, it does not yield information on the stability of
the elliptically polarized solutions, which has to be evaluated
numerically.

Besides, the ability of a system to produce squeezing
being closely related to its static properties, the fluctuations
of the vacuum field are expected to be strongly modified in the
vicinity of the PS threshold. Since equation (24) is similar to
that of a degenerate optical parametric oscillator (OPO) below
the threshold [22], perfect squeezing could be obtained via SR.
However, the atomic noise is not included in (24) and is to be
carefully evaluated.

3.4. Optical pumping regime

PS is caused by a competition between the two oy optical
pumping processes. We can understand the main features of
this effect by restraining ourselves to the case where absorption
and saturation are negligible: A > y and s, <« 1. Neglecting
the excited state populations, the optical pumping equations
for the ground state populations are

do
(d—“> = —YL84011 + Y15_02, (26)
t pumping
do
(d—:z) = —Y1S_022 + V154011, 27
pumping

so that the o, component tends to pump the atoms into level 2,
the o_ into 1, and, in steady state, 017 « s_ and o2 & s,.
The circular birefringence dsg is proportional to the ground
state population difference, and, consequently, to the intensity
difference s, — s_ (see (19)). This simple analysis allows
relation of SR to competitive optical pumping and will help us
interpret the resonance curves.

Under the previous conditions both criteria (22)—(25) are
equivalent, and it follows that the linearly polarized solution
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Figure 2. Resonance curves in the optical pumping regime. The
parameters are 8o = 5 and s,..c = 0.01. The cavity dephasing
corresponding to PS is 8p5 = 4.85, close to 8y as given by the PS
criterion. When the cavity detuning is scanned from the right, the
linear solution is stable until §, = §p5 and unstable afterwards. Then
the elliptically polarized solutions, s, and s_, become stable for

18] < 8ps. We also plot the resonance peaks (dashed curve) for the
cavity with zero or N atoms, in the absence of the SR phenomenon.

bifurcates into an elliptically polarized state for |3,| < dps =

/85 — 1. Consequently, PS is observed as soon as the linear
dephasing is greater than half the cavity bandwidth (8 >
1). This represents an easily accessible condition from an
experimental point of view: in our caesium experiment using
amagneto-optical trap [9, 10], the number of atoms interacting
with the light is N ~ 7 x 10°. To find realistic experimental
parameters, we assimilate each one of our X-model transitions
to the transition 681> (F = 4)—6P3,»(F = 5) of the D, line of
133Cs, for which y /27 = 2.6 MHz. The square of the coupling
constant g is proportional to the ratio of the diffusion section
at resonance (o the transversal surface S = 0.1 mm? of the
beam, g° = 3yA2/4x S = 4.24 Hz. The cavity transmission
is 10%. To obtain a sufficiently high non-linearity, keeping
the absorption low, a good detuning is A =~ 20y, so that an
approximate value for the linear detuning is 8o 2~ 5. Note that
the saturation parameters of (11) are simply

Y L

T ATL,, (28)
The saturation intensity being I, = ecy?h?/d> =

1.05 mW cm~2 [9], typical values for s are 0.1-1.
In figure 2 the admissible intensities for the o, and
o_ components are represented versus the cavity detuning
for typical experimental values of the parameters. The
peak centred on §. = §y corresponds to the symmetrical
solution. When the cavity is scanned from right to left, the
linearly polarized field (s, = s_) intensity increases until
the PS threshold is reached (5. = d8ps =~ &p). Then one
elliptically polarized state becomes stable. The predominant
circular component, say o, creates, via the optical pumping
process (26), (27), a positive orientation of the medium oy; =~
0, 022 > N. Since the atomic dephasing decreases to zero for
the o, component (§; =~ 0), as if it were propagating in an
empty cavity, the solution draws close to the zero-dephasing
peak, that s, close to resonance in the range |§.| < dps. Onthe
other hand the o_ component ‘sees’ all the atoms (5_ =~ 25)
and breaks down to fit the peak centred on §, = 2§y, whichis far
from resonance. In order to illustrate this interpretation of the
resonance curves, the two Airy peaks centred on§. = 0 and 28,
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are represented in figure 2. As the cavity detuning is decreased
both asymmetrical solutions reunite when the criterion (25) is
no longer satisfied and the linear solution becomes stable again.
These simple interpretations will help us understand the much
more complex general case, when absorption and saturation
come into play.

As discussed in [18], taking into account the ground state
relaxation rate yy yields tristability in the unsaturated optical
pumping regime (y, 5+ < o). We will now show that the
optical saturation also leads to tristability.

3.5. Tristability

It is well known that saturation may induce multistability
for the linearly polarized field [23] in our configuration and
substantially modify the steady state. When the non-linearity
is sufficient, there may be three possible values for the
x-polarized field intensity.  Therefore, saturation is an
additional cause of instability for the symmetrical solution. In
figure 3, we plotted the same curves as in figure 2, but for higher
values of s, and 8y. As expected, the linearly polarized state
solution is distorted as a consequence of the non-linear effect.
The effect of absorption is also clear: whereas the symmetrical
peak height is reduced, the o, dominant peak height is not.
Indeed, the o, component ‘sees’ no atoms after the switching.

Besides, the system now exhibits tristability for a certain
range of the cavity detuning. As mentioned previously, the
existence of asymmetrical solutions is related to the positivity
of C,, whereas the stability of the symmetrical solution is
given by Cps. For instance, in figure 3, C,, = O for
8. = 8, = 5.6 and the threshold Cps = 0 is reached for a
dephasing 8, = dps = 2.6. Thus, intherange dps < §; < 8.xs
two different sets of asymmetrical solutions exist, in addition
to the linear polarization state. This phenomenon is due to
the saturation experienced by the o, and o_ components. As
expected, we checked that only the lower branch of each
asymmetrical curve is stable, leading to tristability for the
polarization state: linear, o,-dominant or o_-dominant. The
system switches for a different value of the cavity detuning if
the cavity is scanned from left to right, or from right to left
(see figure 3). Hence, unlike the unsaturated case, saturation
induces a multistable behaviour and a hysteresis cycle now
appears in the resonance curve.

This brief study of the resonance curve for typical
parameters leads to an essential observation: the lower branch
of the bistability curve for the linear polarized field is not
stable. We may wonder whether there is a domain of the
parameter space for which it is not the case. Since the quantum
fluctuations are expected to be most reduced in the vicinity
of the lower turning point [24, 25], the answer is of crucial
importance for squeezing and will be treated in the next section.

3.6. Competition between SR and saturation

To complete the analysis of the steady state, we would like to
emphasize that, when the cavity is scanned, PS always happens
before reaching the higher turning point of the bistability curve.
In order to get some insight into this complicated problem,
it is worth looking at figure 4. We plotted the typical S-
shaped variation of the linearly polarized field intensity s,
versus the incoming intensity sy, for a fixed value of the
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Figure 3. Upper plot: resonance curves for 8o = 7, A = 20y and
Smax = 2. The linear absorption is &g = 0.35. Dashed parts indicate
unstable solutions. The switching occurs for 8p5 = 2.6 and

Sps =1.5. C,y =0 for §,; = 5.6, so that the tristability range is
2.6 < 8. < 5.6. The arrows on the hysteresis cycle correspond to
increasing and decreasing cavity detuning scan. Below are plotted
the two criteria: Cpy giving the stability of the linear solution (plain)
and C,, giving the existence of asymmetrical solutions (dashed).

cavity detuning §.. We choose the parameters so that there is
bistability for this state of polarization and report the position
of the lower (LT) and the higher (HT) turning points. In the
absence of the PS phenomenon, the solutions between HT and
LT are unstable (like 2 in figure 4), whereas solutions on the
lower (1) and higher (3) branches are stable. However, the
stability of the linear polarization is modified by the PS effects.
To a fixed value of the dephasing corresponds the PS intensity
Sps cancelling Cps in (25); if S = s5,/2 < Sps(8.), then the
linear polarization is unstable. Hence, if Sps(5.) = Sur is
satisfied in the whole parameter space, then PS occurs before
reaching HT, and, consequently, the lower branch is never
stable. This general feature is shown in figure 5, in which we
represent different bistability curves as in figure 4. The upper
branch of AB is the HT curve (the ensemble of the higher
turning points when 4§, is varied); the lower branch is the LT
curve. The dashed curve shows the ensemble of the intensities
Sps for which the polarization switches. This curve is always
above the HT curve, confirming that the linear polarization
always becomes unstable on account of PS first. What is
more, we see that PS is closer to HT for low values of s,. We
thus expect this situation to be the most favourable to achieve
squeezing via optical bistability. We checked that varying the
parameters o and A does not change the conclusion.

To conclude this section, we would like to point out that
bistability, as well as PS, may disappear when the saturation
is too high, as can be seen from figure 4. However, we will
focus on the low saturation case in the large detuning limit,
which is the most favourable case for squeezing, and provides
analytical results, as well as a clear physical understanding.

4. Mean field fluctuations

Since we are interested in the quantum fluctuations, we
linearize the quantum operators around their steady state values
following the standard linear input—output method [24]. The
elliptically polarized solutions are not of great interest for
squeezing since the predominant circular component sees no

sx/2 S,
3 Stable
/ zone
Spgloeii, PS
I 4 HT
\
N
S22 Unstable
N zone
Sppfoeeee S A LT
_________ e =77

Figure 4. Bistability curve: linearly polarized field intensity

S =, /2 as a function of s,,,,. PS is the switching threshold and
HT and LT the higher and lower turning points. For certain incident
intensities s, three solutions (1, 2, 3) exist for the intracavity
intensity s, /2, of which only one (3) is stable, instead of the usual
two (1, 3) in the absence of the PS phenomenon.

PS, -~ ————_

5 10 15 Pmax

Figure 5. Bistability curves § = s, /2 as a function of s,,,,, for field
Ay. The three S-shaped curves correspond to different values of the
cavity dephasing (8, = —0.25, 0.3 and 1.1 from left to right), §, and
A having the same values as in figure 3. The AB segments represent
the HT (higher) and LT (lower) curves. The dashed curve is the
ensemble of the intensities Sps for which PS occurs. The system
exhibits bistability for s, < Sy < $5.

atom and the other has negligible intensity. Therefore, inall the
following, we focus on the linearly polarized state and study
how both the mean field A, and the orthogonal vacuum field A,
may be squeezed. We have calculated the outgoing field noise
spectra via a full quantum treatment (see e.g. [25]) involving
the four-level system. The outgoing fields are defined in a
standard way from the input—output relation [24]:
A = TAcy— AT, (29)

Yet, to provide clear interpretations as well as analytical
results, we derive simplified equations, first for the mean field
mode A,, then for the vacuum mode A,. A similar equation
to (23) can be derived for the field A, with a term arising from
SR in 8sg A,. In the linearization, this product of zero-mean-
value operators vanishes, so that we only have to take saturation
into account to derive the spectra of A,. Field squeezing
owing to optical bistability has been widely studied [25-27]
and is known to occur in a frequency range given by the cavity
bandwidth «. The most favourable configuration is the bad
cavity limit: « is greater than y (in our experiment, « =~ 2y).
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In the large detuning limit, A > g|A,| > y, the equation for
A, reads atorder 3in y /A

d
K« 158Ax = —(1+1i8, — i80)8 Ay

A2 2 .
+isosi[2(mx + SAT] + A (0)

2 A2 VT
where A, is short for (A,). This simplified equation yields
the classical Kerr terms in A28 AT producing squeezing. Note
that absorption, dispersion and the associated atomic noise
are not included in (30). The spectra taking absorption and
dispersion into account can be easily derived and are shown in
figure 7. The associated susceptibility and correlation matrices
of the linear input—output theory, [xlge,r and [0]gerr, are
reproduced in the appendix, and the comparison with a Kerr
medium is discussed in [25]. The situation is more complex
for the orthogonal mode on account of SR.

5. Vacuum fluctuations

As mentioned in section 3.3, SR seems to be a very promising
candidate for generating vacuum squeezing. However, a
careful analysis of the atomic noise, which cannot be neglected,
is necessary in the squeezing calculations. In the optical
pumping regime the circular birefringence, §sg = —2380J, /N,
is proportional to the ground state population difference J, =
(020 — 011)/2 (see section 3.4). The SR effect is thus
closely related to the fluctuations of J,, and consequently
to the fluctuations of A, via the coupling term in A,8sg
(equation (23)). Therefore, we derive general equations for
8Ay and 8.7, in the Fourier domain, and examine their low and
high frequency limits. For the sake of simplicity, absorption
and linear dispersion, again, are not shown; however, the
additional terms are included in the appendix. As previously,
we place ourselves in the large detuning limit with s, < 1 and
obtain, discarding terms of order greater than (y /A)?,
—i(w/K)§A, = —(1 +i8. —i8y)5A,

2

|A:?

Lo Sx
—ido |:35Ay -

; 280
SAY |+ ple) ) A,

+ %(SA;" + Fy (31)
. s\ N 88,
—iwd J, = —yp,a(w) |:8Jz - A(w)(l - 3)5 le|2:| + I,
(32)

where S, = i(Ay A; — A} A,) is the usual Stokes parameter
(see section 6) and

_ iw | B(w) 1 5
“(”)_[l_ﬂ]m’ POr=1= G .
2y —iw
Moy =

2(y —iw)

with F, and F; the Langevin operators associated with Ay and
J. after the adiabatical eliminations and y,, = y, s, the optical
pumping rate. In (31), the last term of the first line is a crossed
Kerr term and clearly contributes to squeezing. We also see
that the coupling with J, is strongly frequency dependent
and requires a careful investigation. In the next sections, we
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discuss the low and high frequency limits to further simplify
the previous equations and give simple interpretations for the
squeezing.

5.1. Low frequency: SR effect

Again, to stress the effects on the fluctuations only due to SR,
we neglect the terms in s, responsible for the Kerr effect, which
will be studied in the next section, and place ourselves in the
optical pumping regime, keeping only terms of order unity in
y/A. Note that this approximation consists in adiabatically
eliminating the optical dipoles and neglecting the excited
state populations and thus limits the analysis to the range of
frequencies @ < y,y.. Under these conditions, one has
a(w) >~ 1, B(w) ~ 1 and A(w) >~ 1 and equation (32) reduces
to the linearized optical pumping equation

. N S,
—iwdJ, = —y,|8J. — Ele\z + F.

(34

It is clear that the fluctuations of J, are governed by
the time constant y,, consistently with the optical pumping
approximation y, < y. SRis effective only at low frequency.
Plugging (34) back into (31), one gets

Ye ]SAy

—iw

(1418, — iw/K)5A, = 130[1 -
Yp

142 A7
yp —iw |Ax |2

SAT + %(SA;” +Fa,.

The SR term comes with an amplitude &, (e y/A) around
zero frequency, which is much greater than the usual third
order saturation non-linearity. Very good squeezing could be
expected if it were not for the noise coming from the atoms
E a,» which we now study. The fluctuation operator arising
from atomic and field fluctuations reads

. 280A, F
F, =200 "=

+180 (35)

——— 4+ Fy,. 36
7 N yp,—iw A (36)

The second term Fy, is responsible for the noise due to
absorption. The first term includes the optical pumping noise.
One calculates the correlation function of F, via the quantum
regression theorem [16]

(Fz(w)Fz(w/)) =27d8(w +w/)Nyp/2, 37)
so that
Fa (@) F! (@) LA L F,(@)F, (o)) (38)
(Fa, (@ Ay(m )~ N2 )/P2+a)2< ) F (o)) (G
2
— s+ LT (39)

4yLyp+or

in which we introduced C = g>N/Ty, the cooperativity
parameter quantifying the strength of the atom-field coupling
via the cavity (C ~ 100 in our Cs experiment). For o «
vp the noise is thus much more important than the losses
due to absorption and therefore has a dramatic influence
on the squeezing that could have been produced by the SR
term. Following the method given in [25], we derive the
susceptibility and correlation matrices which are given in
the appendix. We can then calculate the outgoing vacuum
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Figure 6. Minimal (left) and maximal (right) outgoing field spectra
obtained by considering only SR effects. Parameters: §, =5,
A=40y,y/y. =3,k =2y,s, =0.1and §, = 3.

field spectrum for all the quadratures. Minimal and maximal
spectra are plotted in figure 6 in the ‘close-to-bad’ cavity limit
(k = 2y) corresponding to our experimental configuration.
Whereas the first is close to the shot-noise level, the second
is extremely noisy. In the good cavity limit, the noise is even
more important. The conclusion is that the optical pumping
process adds too much noise at zero frequency for SR to
generate vacuum squeezing. However, this low frequency
noise does not prevent squeezing at higher frequencies.

5.2. High frequency limit: crossed Kerr effect

If one repeats the previous calculation keeping the first order
saturation terms in s, and considers frequencies w >> y, one
finds
N s, 85, (w)
2.4 AP
This is not surprising, since the evolution times considered
are small with respect to the atomic relaxation time. The
system behaves as if o, and o_ were independent. In fact,
let us consider two independent two-level systems, 1-4 and 2—
3, each with N/2 atoms. In the large detuning limit, one has
o4 = 0115+/2 and 033 = 0235_ /2, and the atomic fluctuations
follow the field fluctuations [25] (still at order 3 in (y /A))

8J(w) =

(40)

N 3§
8011 (@) = —80u(w) = — =~ =,

2 2

NS 1)
8022 () = —8033(w) = ‘E%’

A Smin

2: w/y
0.9
0.8
0.7 (a)
0.6

0.5

AS,,

» (0
1 2(0Y

0.9
08
0.7 ®)

0.6

Figure 7. (a) Analytical minimal spectra for A;”’ given by the SR
effect (dashed). by the Kerr effect (light) and by both effects (dark).
(b) Exact spectra for the mean field mode A2" (light) and the
orthogonal vacuum mode A% (dark). Parameter values: §, =5,
A=20y,y/y. =3,k =2¥, Smax = 0.1 and 5, = 4.6.

so that, using |A; |28 (sy — s_) = 5,85, we retrieve (40). This
equation shows that the fluctuations of J, are only caused by
saturation and their contribution adds to the crossed Kerr terms
already mentioned in (31) to retrieve a similar ‘Kerr’ equation
for A, to that of A, at high frequency,

—i(w/K)8A, = — (1 +i5. —1i89)5A,
s [2sa, - A satle Psamar 42)
190 2 YA T YT Y Ay
This high frequency behaviour is thus characterized
by the same Kerr-induced optimal squeezing on both
polarization modes, consistent with the previous analysis for
two independent two-level systems. More precisely, the
optimal squeezing spectra are the same for each mode, but
involve orthogonal quadratures (because of the sign difference
in the Kerr terms between (30) and (42)). We now plot
the outgoing field A% squeezing spectra and discuss the
squeezing optimization.

5.3. Squeezing spectra

To derive spectra for the whole frequency range, we combine
both effects by adding the matrices obtained in the two
asymptotical regimes studied previously. We write the
complete susceptibility and correlation matrix under the form
[x ((‘))]y = [x(@)]gerr+L X (@)]sg and [0 (m)]y = [o(@)]gerr+
[o(w)]sk, where the Kerr matrices are those obtained in the
high frequency limit, and the SR matrices those obtained at
low frequency (see appendix for analytical expressions). This
approximation is good since the Kerr effect is negligible at
low frequency compared to SR, while SR breaks down at high
frequency. In figure 7, typical spectra for a working point
close to the PS threshold are represented. The parameters
are chosen to be as close to the experimental situation as
possible [11]. We compared these approximate spectra (a)
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Figure 8. Minimal spectra for the vacuum field (plain) and the mean
field (dashed) for different working points. 8o =5, A =20y,

k =2y = 6y, and s,,,, = 0.1. The working point coordinates are
A, (8. =85z =4.6,5,/2 =0.065); B, (8, = 5.78, 5, /2 = 0.04); C,
(8, = 6.79,s,/2 = 0.02). The inset shows the working point
positions on the resonance curve.

with those obtained with a full four-level calculation based
on the linear input—output theory (b). The analytical spectra
combining Kerr and SR effects indeed show an excellent
agreement with the exact calculations, as long as the saturation
is low. As shown previously, the SR spectrum is close to
the shot-noise level. The Kerr spectrum is accurate for A,
only for @ > y and extends over a range of several « as
expected [25]. The combined spectrum (a) confirms that
SR destroys completely the squeezing at low frequency and
reproduces well the exact behaviour (b). The best squeezing
for Ay, obtained at intermediate frequencies, is about 25%.
Note that the Kerr spectrum in (a) is also valid for field A,
for all frequencies and 45% of squeezing is obtained at zero
frequency. The situation for the mean field A, is identical
to that of a circularly polarized field with intensity s, /2
interacting with N /2 two-level atoms as in [25], for which the
Kerr spectrum shows good agreement with the exact spectrum.

As mentioned in section 3.6, we expect squeezing to
improve in the vicinity of the PS threshold. We verified this
behaviour by plotting in figure 8 the evolution of the spectra
when the cavity is scanned while keeping the incident intensity
(¢ Sy ) constant. It appears clearly that the best squeezing is
obtained at the peak of the resonance curve, right before the
switching. This is due to the fact that, in the low saturation
regime, the PS threshold is close to the point where saturation
process is the most efficient.

‘We then study the effect of saturation and plot in figure 9
various spectra corresponding to working points close to PS
with increasing saturation. The conclusion is that, for given
values of the detuning A and linear dephasing &y, there is an
optimal value of s, for squeezing. This is due to the fact that
the range for which SR adds noise increases with the saturation
and eventually destroys Kerr-induced squeezing. The optimal
saturation value thus corresponds to a compromise between
added noise and Kerr squeezing in the intermediate frequency
range. Therefore, a bad cavity is preferable (« > y), since
Kerr-induced squeezing occurs on a frequency range given by
« and SR destroys squeezing for frequencies smaller than y .
Spectra for different cavities are represented in figure 10. The
case k = 2y corresponds to the experimental situation, ‘close-
to-bad cavity’, the other curves to increasingly bad cavities.
Since SR is effective on a range smaller and smaller compared

$520

Figure 9. Minimal spectra for the vacuum field for different
saturation values s,,,,. For each value of s,,,,, the working point is
chosen close to PS. Parameters: §o = 5, A = 20y and

Kk =2y =6y,.

Figure 10. Minimal spectra for the vacuum for different p =« /y
(short dash, p = 2; long dash, p = 10; plain, p = 50). For each
value of p, the saturation is optimized. Parameters: 8, =5,
A=20yandy/y, =3.

to the cavity bandwidth, its effect becomes negligible, and 75%
squeezing can be obtained.

The conclusion is that very interesting squeezing values
can be reached in the bad cavity limit for both the mean field
mode and the orthogonal field mode. In the next section,
we establish the link between polarization squeezing and the
vacuum squeezing obtained in our system.

6. Polarization squeezing

The noise of the mode with orthogonal polarization with
respect to the mean field is commonly referred to as
polarization noise. However, the study of the polarization state
fluctuations requires the introduction of the quantum Stokes
operators [12, 13, 28]

So(t) = AJA, + ATA,, Se(t) = AlA, — ATA,, 43)

Sy(t) = AlA+ATA,, S.(r) = (A} A, —AlA,). @4)

To be consistent with the definition of our slowly
varying envelope operators A, and A, these Stokes operators
are time dependent and expressed as numbers of photons
per second [14]. They obey the following commutation
relationships:

[So(), S;(£)]1=0 and

) (45)
[Si(6), S;(t")] = 2i€;j Skd(t — 1),
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with i, j,k = x,y,z. The spectral noise densities of these
operators, defined by (S;(w)S; (@) = 278(w + ') Vs, (w),
then satisfy Heisenberg uncertainty relations

Vs, (@) Vs, () = €l {Su)I>- (46)

The coherent polarization state corresponds to the case
where both modes A, and A, are coherent states. Then the
noise densities of the Stokes parameters are constant and all
equal to Vs, (@) = (So) = [{A)[* + [(Ay)[* fori = 0,x,y,2.
The so-called polarization squeezing is achieved if one or more
of these quantities (except Vs,) is reduced below the coherent
state value

Vs, (@) < {So)

i=x,9,2). @7

If the mean field is x-polarized, we have (Sp) = (Sx) =
[{A)|? and {Sy) = (S;) = 0. At first order in noise
fluctuations, 85, and 5, read

88y = [(Ax) |GATe™ +8A,e7%) = [(A)18X 4, (6), (48)

88, = il(A)|(BATe™ — 5Ae7%) = [(A)|8X 4, (05 +7/2),

(49)
where 6, is the phase of the mean field and X4, (9) = A;ew +
A ye’ia is the quadrature with angle # of the orthogonal mode.
Therefore the fluctuations of these two Stokes parameters are
proportional to the quadrature noise of' A, and the polarization
squeezing of S, and S; is simply related to the vacuum
squeezing that we have studied in the previous sections. The
physical meaning of this result is clear: let us choose 6, = 0,
then geometric jitter on the polarization is due to the intensity
fluctuations of Ay (o< 8Sy), whereas the fluctuations of the
ellipticity are caused by the phase fluctuations (c< §5;). In the
general case, the squeezed and antisqueezed Stokes parameters
are found to be

Ssq = €08(0x — O5q) Sy +sin(0, — 654) S, (50)

(C1)

Note that, unlike [2—4, 7], there is no need to lock the
phase-shift difference 6, — 6,,, since it is automatically done
in this system; this property appears clearly in equation (42)
where <A§)/ [{Ag)|? = e%%.  Since the new set of the
Stokes parameters Sp, Sy, Sy, and Sguge still satisfy the
relationships (46), we obtain polarization squeezing in our
system as soon as any quadrature of the vacuum field A, is
squeezed, and the results of the previous sections can be applied
to the squeezed Stokes component.

Santisq = SIN(y — O5y) Sy, — cos(Ox — b54)S;.

7. Conclusion

We have presented a study of PS in an X-like four-level atom
ensemble illuminated by a linearly polarized light in an optical
cavity. PS has been traced to SR and simple criteria allow for a
clear understanding of the switching effects and the multistable
behaviour of the system. The steady state analysis enables one
to work out the interesting working points for squeezing.

In terms of squeezing, the respective contributions of
SR and saturation have been investigated and compared to a
full quantum calculation. Since the propensity for squeezing

of SR is cancelled by atomic noise at low frequency, the
squeezing originates from the Kerr effect. The mean field
mode is squeezed via the usual saturation effects, whereas the
vacuum mode squeezing is induced by the mean field via the
crossed Kerr effect. Both SR and crossed Kerr effects can
be dissociated in a bad cavity configuration, thus allowing for
high squeezing values. Last, this vacuum squeezing is shown
to be equivalent to squeezing one Stokes operator.

Appendix

Using the input—output theory notations [24, 25], we give here
the expressions of the susceptibility matrix [x (w)] and the
correlation matrix [o (w)] for field A,. In the high frequency
limit, they return to those derived in [25] in the large detuning
limit

1 1 0 1 iy +ow 0
[X(w)]Kerr—i<O 1)+E< 0 71)/7(())

2 2 2

8 2|A] Ay
A7 ( A2 20AP ) (A1
& = —1 yields the susceptibility matrix for the vacuum mode.

To retrieve the matrix for A, & should be taken equal to +1.
This matrix corresponds to approximating the atom ensemble
with a Kerr medium: the term of order unity in 1/A is the linear
dephasing, the second order matrix represents dispersion and
absorption and the third order term is the non-linear dephasing
corresponding to the Kerr effect. The associated correlation

matrix is
Yy (10
A2\0 0/

In the Kerr limit, the atomic noise comes only from
the frequency-independent linear losses of the Kerr medium,
which acts as a beamsplitter for the field. Similar matrices
can be derived for field A, in agreement with (30). At
low frequency for A,, the previous matrices have to be
complemented by

lo (w)JKerr = (A2)

[x(w)]sr
1y, 1 —A2/| AP
= - — x A3
Ny, — i <7A;2/|Ax\2 1 (A3)
[o(w)]sr
Y% 1 —A2/|A,
T Ay (ot \—AT/IAL 1

Vp —20  w+iy,
+ —— . .
20+ o) \o—iy, 0

For @ < yp, the vacuum correlation matrix is equivalent

(Ad4)

to

[o(@0)]sg ~

% ( 1 —A§/|Ax|2>
4y (2 +0?) \ —A7/ALN 1
(A.5)
so that a lot of noise is reported on all the quadratures of A,
for frequencies of the order of y,, as pointed out in section 5.1.
For frequencies w 3> y, however, the SR noise terms vanish,
allowing the crossed Kerr effect to produce squeezing.

8521



232

Annexe

V Josse et al

References

(1
2]
[3]
[4]

(31
[6]
(71

(8]

[]
[10]
[11]
[12]

[13]

S$522

Davidovich L. 1996 Rev. Mod. Phys. 68 127 and references
therein

Grangier P, Slusher R E, Yurke B and LaPorta A 1987 Phys.
Rev. Lett. 59 2153

Hald J. Sorensen J L, Shori C and Polzik E S 1999 Phys. Rev.
Lett. 83 1319

Bowen W P, Schnabel R, Bachor H A and Lam P K 2002
Phys. Rev. Lett. 88 093601

Bowen W P, Treps N, Schnabel R and Lam P K 2002 Phys.
Rev. Lett. 89 253601

Alodjants A P, Arakelian A M and Chirkin A S 1995 JETP
108 63

Korolkova N V and Chirkin A S 1996 J. Mod. Opt. 43 869

Boivin L and Haus H A 1996 Opt. Lett. 21 146

Heersink J, Gaber T, Lorenz S, Gléckl O, Korolkova N and
Leuchs G 2003 Preprint quant-ph/0302100

Matsko A B, Novikova I, Welsch G R, Ducker D,
Kimball D F and Rochester S M 2002 Phys. Rev. A 66
043815/1

Lambrecht A, Giacobino E and Courty ] M 1995 Opt.
Commun. 115 199

Lambrecht A, Coudreau T, Steimberg A M and
Giacobino E 1996 Europhys. Lett. 36 93

Josse V, Dantan A, Vernac L, Bramati A, Pinard M and
Giacobino E 2003 Preprint quant-ph/0304022

Chirkin A S, Orlov A A and Paraschuk D Yu 1993 Kvantovaya
Elektron. 20 999 (Engl. transl. 1993 Quantum Electron. 23

870)
Korolkova N, Leuchs G, Loudon R, Ralph T C and
Silberhorn C 2002 Phys. Rev. A 65 052306

[14]
[15]
[16]

[17]

[18]
[19]
[20]

[21]

[22]

[23]
[24]
[25]
[26]

[27]
[28]

Fabre C 1996 Quantum Fluctuations in Light Beams, Les
Houches Session LXIIT

Davidson N, Lee H J, Adams C S, Kasevich M and
Chu S 1995 Phys. Rev. Lett. 74 1311

Cohen-Tannoudji C, Dupont-Roc J and Grynberg G 1996
Processus d’interaction entre photons et atomes

Walls D F and Zoller P 1980 Opt. Commun. 34 260

Kitano M, Yabuzaki T and Ogawa T 1981 Phys. Rev. Lett. 46
926

Savage C M, Carmichael H J and Walls D F 1982 Opt.
Commun. 42 211

Giacobino E 1985 Opt. Commun. 56 249

Huard S 1997 Polarization of Light (New York: Wiley) p 26

Maker P D, Terhune R W and Savage C M 1964 Phys. Rev.
Lett. 12 507

Rochester S M, Hsiung D S, Bucker D, ChiaoR Y,
Kimball D F and Yashchuk V V 2001 Phys. Rev. A 63
043814

Milburn G and Walls D F 1981 Opt. Commun. 39 401

Collet M J and Gardiner C W 1984 Phys. Rev. A 30 1386

Collet M J and Walls D F 1985 Phys. Rev. A 32 2887

Gibbs HM 1985 Optical Bistability: Controlling Light with
Light (Orlando, FL.: Academic)

Reynaud S, Fabre C, Giacobino E and Heidmann A 1989
Phys. Rev. A 40 1440

Hilico L, Fabre C, Reynaud S and Giacobino E 1992 Phys.
Rev. A 46 4397

Lugiato L A and Strini G 1982 Opt. Commun. 41 67

Reid M D 1988 Phys. Rev. A 374792

Korolkova N, Silberhorn Ch, Gl6ckl O, Lorentz S,
Marquardt Ch and Leuchs G 2002 Eur. Phys. J. D 18 229



D. Publications jointes

233

VOLUME 92, NUMBER 12

PHYSICAL REVIEW LETTERS

week ending
26 MARCH 2004

Continuous Variable Entanglement using Cold Atoms

V. Josse, A. Dantan, A. Bramati, M. Pinard, and E. Giacobino

Laboratoire Kastler Brossel, Université Pierre et Marie Curie, Case 74, 4 place Jussieu, 75252 Paris CEDEX 05, France
(Received 10 September 2003; published 22 March 2004)

We present an experimental demonstration of both quadrature and polarization entanglement
generated via the interaction between a coherent linearly polarized field and cold atoms in a high
finesse optical cavity. The nonlinear atom-field interaction produces two squeezed modes with
orthogonal polarizations which are used to generate a pair of nonseparable beams, the entanglement
of which is demonstrated by checking the inseparability criterion for continuous variables recently
derived by Duan et al. [Phys. Rev. Lett. 84, 2722 (2000)] and calculating the entanglement of formation

[Giedke et al., Phys. Rev. Lett. 91, 107901 (2003)].

DOI: 10.1103/PhysRevLett.92.123601

Entanglement in the continuous variable regime has
attracted a lot of attention in the quantum optics and
quantum information fields in connection with quantum
teleportation, cryptography, quantum computing, and
dense coding [1]. Since the first realization of quadrature
entangled beams by Ou et al. [2], various methods, such
as the y® process in optical parametric amplifier (OPA)
[3] or the Kerr effect in optical fibers [4], have been used
to generate nonseparable beams. Recently, the concept of
polarization entanglement, i.e., entanglement of Stokes
operators between two beams, has been investigated by
Korolkova et al. [5], and first demonstrated experimen-
tally by Bowen et al. [6] by mixing two squeezed beams
issued from independent OPAs. The Kerr nonlinearity of
fibers was also exploited by Glockl er al to generate a
pulsed source of polarization entanglement [7].

In this Letter, we show evidence for continuous vari-
able entanglement generated using the interaction be-
tween a linearly polarized coherent field and a cloud of
cold cesium atoms placed in a high finesse optical cavity.
We demonstrate the entanglement using the inseparabil-
ity criterion proposed by Duan et al and Simon [8]. We
generate two kinds of entanglement with the same sys-
tem, quadrature entanglement and polarization entangle-
ment. For this, we use the recently reported generation of
polarization squeezing [9] in the field that has interacted
with cold atoms; both the mean field mode and the vac-
uum mode with orthogonal polarization exiting the
cavity can be squeezed. First, we show how a direct
measurement of the quadrature entanglement of the
beam exiting the cavity can be achieved using two bal-
anced homodyne detections. We then give the form of the
covariance matrix and the associated entanglement of
formation (EOF), which, for Gaussian symmetric states,
is directly related to the inseparability criterion value
[10]. Last, we produce two nonseparable beams by mix-
ing two parts of the previous outgoing beam with a strong
field and achieve polarization entanglement by locking
the relative phases between the strong field and the weak
field exiting the cavity.

123601-1 0031-9007/04/92(12)/123601(4)$22.50

PACS numbers: 42.50.Dv, 03.67.Mn, 42.50.Ct

First, let us consider two orthogonally polarized
modes A, and A, of the electromagnetic field satisfying
the usual bosonic commutation rules [Aa,A;g] = Oyp. If
X,(0) = (ALe + A e ) and Y, (0) = X, (6 + 7/2) are
the usual quadrature operators (rotated in the Fresnel
diagram by angle 6), X, + X, and Y, — Y, are the con-
tinuous variable analogous of the EPR-type operators first
introduced by Einstein, Podolsky, and Rosen [11]. The
criterion of [8] sets a limit for inseparability on the sum
of the operator variances

T,5(0) =3[ A*(X, + X,)(0) + A*(Y, — Y,)(0)] <2. (1)

For states with Gaussian statistics, J,, < 2 is a sufficient
condition for entanglement and has already been used in
several experiments to demonstrate continuous variable
entanglement [5-7]. Moreover, Giedke et al recently
calculated the EOF of Gaussian symmetric states [10]
and showed it to be directly related to the amount of
EPR-type correlations given by (1).

In our system, an x-polarized beam interacts with a
cloud of cold cesium atoms in an optical cavity. The
experimental setup [9] is shown in Fig. 1. We probe the
atoms with a linearly polarized laser beam detuned by
about 50 MHz in the red of the 65, ,, F = 4to 6P3,, F =
5 transition. The optical power of the probe beam ranges
from 5 to 15 uW. After exiting the cavity, both the mean
field mode A, and the orthogonally polarized vacuum
mode A, are squeezed for frequencies ranging between
3 and 12 MHz. An interpretation of these results can be
provided by modeling the complicated 6S,,,, F = 4 to
6P3/, F =5 transition by an X-like four-level atomic
structure [12]. When the optical transitions are saturated,
the atoms behave as a Kerr-like medium for the mean
field mode A,, which can be squeezed. Furthermore, the
orthogonally polarized vacuum mode A, is also squeezed
on account of cross-Kerr effect, but for an orthogonal
quadrature [9,12].

Our goal is to retrieve the two modes with orthogonal
polarizations which exhibit maximal EPR-type correla-
tions according to the inseparability criterion (1). We

© 2004 The American Physical Society 123601-1
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FIG. 1. Experimental setup: PBS, polarizing beam splitter;

A/2, half-wave plate; PZT, piezoelectric ceramic; SA, spec-
trum analyzer. T = 0.1 is the transmission of the cavity cou-
pling mirror.

therefore minimize the quantity I,,(6) with respect to
a, b and 0. Expanding (1) yields

I,,(0) =(8AL8A, + 8A,8A% + 64,64 + 5Af84,)
+2[e 29(8A,8A,) + ¥0(5AF A1), )

The right-hand side of the first line in (2) is independent
of the polarization basis, while the second line can be
written as 4cos(20 — 2¢)|[(6A,8A,)|, where 2¢ is the
phase angle of (8A4,6A,). Minimizing I,,(6) corre-
sponds to maximizing [(§A4,0A,)| with respect to a, b.
In order to find the optimal field components a, b, we
introduce another polarization basis u, v, such that
(6A,8A,) = 0. It can be shown that there always exists
such a polarization basis and that the # and v mode
quadrature variances are minimal for the same value of
6 [13]. The optimal correlations produced in the system
are directly related to the quantum noise properties of
these modes u, v. Indeed, the maximally correlated
modes a*, b* are

Ap = (A, +iA)/N2, Ay = (A, —iA)/N2, ()

and the minimum value of I, is then given by the sum of
the u, v mode minimal noises

Iy = min, . (6) = min[A2X,(60) + AX,(0)} (&)

Consequently, if one or two of the u, v modes are
squeezed, the value J,-,- corresponding to maximal
correlations is equal to the sum of their squeezing.
Experimentally, one has to look for the u- and v-type
modes, a signature of which being that I, ,(6) does not
depend on 6 [see (2)], and measure their squeezing (if
any). The maximally correlated modes are then given by
(3) and the amount of their EPR-type correlations by (4).

123601-2

Let us note that modes u, v are not stricto sensu un-
correlated, since (6A,,5A:E) can be nonzero. However, one
can think of the correlation properties of modes a*, b* as
being created by the mixing of the # and v modes, as it is
usually produced by mixing two independent squeezed
beams [2,4,6]. Let us stress that this analysis provides a
general framework for finding out the maximal correla-
tions produced in a two-mode system exhibiting quantum
properties. This method is of interest for a class of sys-
tems such as the optical parametric oscillator in which
the correlations are not produced by mixing independent
beams [14].

Coming back to our system, which is symmetrical with
respect to the circularly polarized modes A, it is easy to
see that (6A4,8A,) = 0 because A, and A, are combina-
tions with equal weights of A.. Since they are squeezed
for orthogonal quadratures, one can set A, = A, and
A, = iA,, which are now squeezed for the same quad-
rature. Then, using (3), the maximally entangled modes
are the =45° modes to the x, y basis. This gives us the
relevant quantity, J 45 45(6), which is to be measured.
Using A-4s = (A, = A,)/~/2, the inseparability criterion
for the +45° modes can be expressed directly in terms of
the x, y mode variances with X,(0) = X,(6) and X, (0) =
Y, (0):

I+45yf45(0) = AZXX(Q) + AZYV(H) <2 (5)

When 6 corresponds to the angle 6y, of the squeezed
quadrature of A,, both variances are below unity, and
Ti45-45(0,) <2.

In order to experimentally check the inseparability
criterion (5), we need to simultaneously measure the
fluctuations of A, and iA,. After the output of the cavity,
we insert a quarter-wave plate that rotates the noise
ellipsoid of vacuum mode A, by 77/2, the beam is mixed
on a beam splitter with a local oscillator (LO), and the
two resulting beams are sent into two balanced homodyne
detections [Fig. 1]. Thus, we simultaneously measure the
quadrature noise of each beam for the same quadrature.
The sum of these two signals directly gives the sought
quantity J 45 _45(6). In Fig. 2(b), we plot a typical mea-
surement of I 45 45 as a function of 6, for an analysis
frequency of 5 MHz. Its minimal value is about 1.9 [1.86
corrected from losses] and corresponds to a case for
which A, and iA, are both squeezed by about 5%
[Fig. 2(a)]. Quadrdture entanglement is thus achieved in
a frequency range given by the cavity bandwidth (3 to
12 MHz).

Consistently with the general method described above,
we also checked that modes A, and iA, correspond indeed
to u, v-type modes. We therefore measured the quantity
I, inasimilar manner as J 45 45, and verified that it is
independent of # [Fig. 2(c)], thus proving that modes
A 45 and A_ 45 exhibit maximal EPR-type correlations.

Moreover, we note that our measurement not only
demonstrates entanglement, but also quantifies it via the

123601-2
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entanglement of formation. Following Giedke et al [10],
we introduce the covariance matrix (CM) vy for the £45°
polarized modes:

y.; = (5R;8R; + SR:5R,)/2,

where {Ri’ i= 1, ey 4} = {X+45, Y+45, X_45, Y_45}. USing
the fact that A, and iA, are uncorrelated and symmetrical
[see Figs. 2(b) and 2(c)], it is straightforward to show that
the *£45° modes have isotropic fluctuations. Choosing
0= 0sq, the covariance matrix can be expressed in the
standard form given in Ref. [10]:

n 0 k 0
0 n 0 —k

Y1k 0o n o f ©)
0 —k 0 n

Normalized
quadrature noises

S
e

S

Tsd®)
P

=
=]
<
e

23 (©
= 2.2
N’
%21 MWWWMM
N,
1.9

0 2 4 6 8 10
Time (s)

FIG. 2 (color online). (a) Quadrature noise spectra of A, and
iA,, at a frequency of 5 MHz, when the relative phase 6
between the LO and the mean field mode is varied in time.
(b) Direct measurement of J.4s5_45(6). (c) Corresponding
measurement of I ,(6).
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with n = Azxt45 = Azyt45 and k= <5X+456Y_45> =
(6X_458Y145) [15]. As calculated by Giedke et al, the
EOF ¢&, representing the amount of pure state entangle-
ment needed to prepare our entangled state [16], is then
directly related to the inseparability criterion value by
[10]

&= f(’l -k = f[1+45,—45(9sq)/2], @)

with  f(x) = ¢ (W)logy[cy (x)] = c—(¥)logy[c_(x)] and
co(x) = (x712 £ x1/2)2/4. For I,45_45 = 1.86 % 0.02,
the EOF is £ = 0.014 = 0.003.

Last, we show that this quadrature entangled beam
allows to generate polarization entanglement. Polari-
zation entanglement for two beams a and B [5] is
achieved when

IS 5 = HA(S + 5) + A2(Sg + SHI<KSHI + KSP)I,

where the S?’B are the standard quantum Stokes opera-
tors. For this, we produce new modes by mixing the A .45
modes studied previously with additional strong fields.
The A.45 modes are obtained from the x, y modes by
passing the beam through a half-wave plate with axes at
22.5°. The fields along the x and y directions are now the
A5 and A_ys fields, which we will denote by A} and A},
[see Fig. 3]. The A, and Al are then spatially separated
with a polarizing beam splitter. In the other input of the
beam splitter, we send a strong field B with a polarization
at 45° from the beam splitter axes, yielding the output
fields B, and B,. The strong field B is similar to the local
oscillator in the previous experiment, except that its phase
63 is locked to that of one of the A fields by a servo loop,
as shown in Fig. 3. At the two outputs of the beam splitter,
we have two beams «, 8 which are the superposition of,
respectively, A, and B,, and A} and B,. The Stokes
operators S¢ for one of the outputs are then

FIG. 3. Setup for nonseparable beam generation. Inserting the
quarter-wave plates (or not) allows for measuring the fluctua-
tions of §§ + Sf (or §§ + Sf). The servo loop is used to lock
the B field phase to the squeezed quadrature angle.

123601-3
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sg=AtA,+BIB,  sy=ala,-BlB,
The Stokes operators S;g for the other output are obtained
by exchanging A’ and B in the previous expression. Since
the B field is much stronger than the A field, one has
lagl > |ayl, with ay the amplitude of B, and B, and a
the amplitude of A} and Aj. Then (S})= —(Sf) ~
—|ag|? and the inseparability condition reads

I5 5 <2lagl” 8)

In this case, the Stokes parameter fluctuations are related
to those of the initial +45° modes (now denoted Aj, A})

85¢ = az8X.(0p), 885 = apdXi(0p), (9

88¢ = —aydYL(p), 885 = apdYi(65),  (10)

which straightforwardly lead to
Iiﬂ = |CYB|21A;,A;.(03) = |013|21+45,—45(93)~

The polarization entanglement condition (8) is thus
equivalent to the inseparability criterion (5) for the
*+45° modes when 6 = 6. Therefore, quadrature en-
tanglement can be mapped into a polarization basis and
lead to polarization entanglement [6]. Experimentally, we
use the setup shown in Fig. 3 and lock the phase of the B

11
(@)

g
2

S; +S
normalized noise
o

0.95 M/\/\/WMW\/

0.9
1.1
(b)
2
3 1.05
=
g
¥
5's
g
s 0.95
=]
0.9
0 1 2 3 4 5
Time (s)

FIG. 4 (color online). Normalized noises at 5 MHz of §§ +
Sf (a) and S§ + S3'3 (b), the phase 63 being locked with the
value of the squeezed quadrature angle 6.

123601-4

sy = AlB, + B, S¢ = i(B;f,A’x - A¥B).

| field with the squeezed quadrature angle. We then succes-
sively measure the S, and S; Stokes operator noises using
the appropriate combination [5] of plates and polarizing
beam splitter (PBS). In Fig. 4, we present the normalized
quadrature noises of §§ + Sf and S§ + Sf for an analysis
frequency of 5 MHz. This entanglement between the
beams corresponds to a reduction by approximately 5%
in the noise of each variable: Ii_ﬁ/|a3|2 = 1.9, consis-
tently with the quadrature entanglement measurement.
From (9) and (10), it is also clear that the CM has the
same form as (6).

In conclusion, we have reported the generation of con-
tinuous variable entanglement via the interaction with
cold atoms in cavity. First, we have developed a method
to directly measure the inseparability criterion [8] and
demonstrated quadrature entanglement between two or-
thogonally polarized modes. The entanglement was
quantified using the entanglement of formation calculated
in Ref. [10]. Second, we achieve polarization entangle-
ment after mapping the quadrature entanglement onto
two spatially separated beams.

This work was supported by the QIPC European
Project No. IST-1999-13071 (QUICOV).
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Abstract

We report on the generation of non-separable beams produced via the
interaction of a linearly polarized beam with a cloud of cold caesium atoms
placed in an optical cavity. We convert the squeezing of the two linear
polarization modes into quadrature entanglement and show how to find the
best entanglement generated in a two-mode system using the inseparability
criterion for continuous variables (Duan et al 2000 Phys. Rev. Lett. 84
2722). We verily this method experimentally with a direct measurement of
the inseparability using two homodyne detectors. We then map this
entanglement into a polarization basis and achieve polarization

entanglement.

Keywords: cold atoms, squeezing, entanglement, polarization entanglement

(Some figures in this article are in colour only in the electronic version)

1. Introduction

With the recent progress in the quantum information field,
there has been a lot of interest in entanglement in the
continuous variable (CV) regime. Criteria to demonstrate and
quantify CV entanglement have been developed [1-3] and
experimentally tested [4-9]. In particular, the possibility of
mapping a quantum polarization state of light onto an atomic
ensemble [10] has stirred up a great deal of attention to the
quantum features of polarized bright beams. The notion of
polarization entanglement, i.e. entanglement between Stokes
parameters of two spatially separated beams, has been
investigated by Korolkova et al [11] and was first demonstrated
by Bowen et al [8] by mixing two independent squeezed
beams produced by OPAs. Polarization entanglement was
also achieved via the Kerr non-linearity of optical fibres [12]
and cold atoms [9]. These experiments are important steps in
connection with quantum teleportation [13], quantum dense
coding [14], entanglement swapping [15] and, more generally,
characterizing entanglement in the CV regime [3, 16].

In this paper, we report on the generation of non-separable
beams via the interaction of a linearly polarized light beam
with a cloud of cold caesium atoms placed in an optical
cavity [9]. In previous works [17, 18], we have shown that,

1464-4266/04/060532+12$30.00 © 2004 IOP Publishing Ltd  Printed in the UK

after the non-linear interaction with the atoms, two modes
of the light exiting the cavity were squeezed: the mean
field mode, but also the orthogonally polarized vacuum. We
develop here a general method to find the best entanglement—
as measured with the inseparability criterion [2]—produced in
a two-mode system, and characterize the correlation properties
of the system in the Poincaré sphere. The main result is
that the maximal entanglement corresponds to the sum of the
minimum noises of two ‘uncorrelated’ modes. The maximally
entangled modes are then circularly polarized with respect
to these modes. We stress the similarity with the usual
entanglement experiments, which mix independent squeezed
beams on a beamsplitter [8, 12]. Moreover, we show that
this mixing of two independent beams is equivalent to rotating
the polarization basis of a single beam exhibiting correlations
between polarization modes. This intuitive approach could
be of interest for the study of systems in which quantum
correlations exist between polarization modes, and allows one
to think in terms of independent beams mixing.

We then apply these results to our experiments [9] and
show experimental evidence of both quadrature entanglement
and polarization entanglement. In section 3 quadrature
entanglement is demonstrated by finding the maximally
entangled modes and checking the inseparability criterion

$532
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between these modes in a direct detection scheme. In section4
we map the entanglement into a polarization basis via the
mixing of our quadrature entangled modes with an intense
coherent beam, the phase of which is locked to that of
the first beam. We therefore measure directly the Stokes
parameters fluctuations of the two spatially separated beams,
thus demonstrating polarization entanglement.

2. Looking for maximal entanglement

2.1. General method

In this section we develop a general method to find the maximal
entanglement in a two-mode system. We start with a ‘black
box’—in our case the atomic medium in the cavity—out of
which comes a light beam with unknown quantum properties.
Let us stress that the goal of this section is to develop a method
to characterize quantum properties, such as entanglement and
squeezing, which have been previously created between some
polarization modes by some interaction. Let us denote by A,
and A, two orthogonally polarized modes of this beam. They
satisfy the standard bosonic commutation relations [A,, A;] =
84p. The usual quadrature operators, with angle 6 in the Fresnel
representation,

X (0) = Aye™ + Ale

Y,0)=X,00+7/2) (¢ =a,b)

are the continuous variable analogues of the EPR-type
operators as introduced by Einstein ef al [19]. The criterion
derived by Duan et al and Simon [2] sets a limit for
inseparability on the sum of these EPR-type operator variances

Zop©) = L [8(X, + Xp)?0) +8(Y, - Y,)*@)] <2. (D)

For Gaussian states, 7,,(#) < 2 is a sufficient condition
for entanglement and has already been used several times to
demonstrate continuous variable entanglement [9, 11-13]. In
this section we look for the best entanglement produced in the
system: using unitary transformations we therefore seek to
minimize 7, , with respect to a, b and 6. Expanding (1), one
gets

Tup(0) = (SATSA, +8A8AT + SAJS Ay + SALSA))
+4|(8A,8Ap)| cos[2(0 — O4p)] )

where 6, , is the phase of (§A4,5A,). The minimum value is
reached for 0 = 0, , £ w/2:

Ia,b = Inein Ia,b (0)

= (SATSA, +8A,8AT +5AISA, +8A8A))— 4|(SASA,)]|
3)

Za» does not depend on local unitary operations performed
separately on a and b. It thus provides a good measurement
of the entanglement between modes a and b and will be used
throughout this paper. Consequently, one has to look for the
polarization basis (a*, b*) of the ‘maximally entangled modes’
which minimizes 7, ;. It is easy to see that the first termin (3)
is independent of the polarization basis, since it is the trace of
the correlation matrix of modes a and b. The entanglement
between a and b is therefore completely determined by the
correlation term |(§A,8Ap)|.

In order to find the strongest correlations we turn to a
particular basis for the fluctuations (we are only interested
here in what happens to the ‘noise ellipsoid’, regardless of
the mean field): as shown in appendix A, there always
exists two orthogonally polarized modes A, and A, such that
(8A,8A,) = 0. The u and v modes are ‘uncorrelated’ in
the sense of the inseparability criterion and satisfy 7, , =
max, 2, = 2. Note that these modes are not uncorrelated
stricto sensu, since (§ Aub‘AD can be non-zero. Moreover, our
choice is not unique, since any A/, = e A, and A = e® A,
also satisfy the same property. To unambiguously determine
the ‘uncorrelated’ basis we choose modes u and v such that
(SAi) and (8 A%) are positive numbers. Physically, this means
that we choose u and v such that their noise is minimum for
the same quadrature Y.

‘I'wo orthogonally polarized modes a and b decompose on
such a basis

A, = BA, —ae? A, @)

A, = aA, + BeA, 5)

with @ and B positive real numbers such that o> + 82 = 1. The
correlation term reads

(8 A8 A,) 7 = & B2(SAL)* + (8AT)? —2(8 A7) (A7) cos 2¢]

©)
and is maximal for ¢ = 7/2 [x] and @ = B8 = 1/+/2. The
maximally entangled modes are then the circularly polarized
modes with respect to modes u, v:

1
Aa" = _(Au - lAv) (7)
V2
A ! (A, +iAy) ®)
= T = ut1Ay
b 72
which satisfy
(8408 As)| = max |54, 4y)| = 1[(S8AS) + (SAD)].

Plugging this result in (3) and using (7) and (8), we obtain
the maximal entanglement value as the sum of the minimal
noise of the ‘uncorrelated’ modes

T pr = miana,b = (8X2)mmin + (X2 min- )

This is the main result of this section: the best
entanglement in the system is found between the circularly
polarized modes in the (u, v) basis, and it is equal to the sum
of the u, v mode minimal noises. This result stresses the link

between entanglement and squeezing, associating with each
polarization basis (a, b) the sum of the minimal noises
Lo = (6XYmin + (8 X} min
= (SAISA, +5ASAL +8AJ8A, +5A,8A])
— 2AUEAD| + [(SAR]- (10)

Equation (9) clearly shows that looking for maximal
entanglement is equivalent to looking for maximal squeezing
produced by the system

Ia*,b* = I‘Illgl [<8Xi>min + <8X12,>mm] = Emi.n- (11)

a,
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Optimal entanglement 9,.,.=min{d,, }=2 .

Maximal noise sum %, =%

‘max

©
Minimal noise sum

Zg 5=

min
S !
1

“Uncorrelated” modes <3A,04,>=0 ]
9, =max{d,, }

Figure 1. Quantum properties of the beam in the Poincaré sphere. The arrows with sign ‘+” correspond to increasing correlations.

2.2. Correlations in the Poincaré sphere

A standard representation for the polarization state of light
is provided by the Poincaré sphere [11], which relies on the
Stokes parameters [20]. Given the special role played by the
‘uncorrelated’ basis, we define the Stokes parameters from the
u and v modes

Sh= AfA,+ ATA, S; = AfA, — ATA,

S, =ArA, + ATA, S =1(AJA, — ALA,)

and we study the evolution of entanglement and squeezing
when the polarization basis is rotated, that is, when the
polarization state vector moves along the Poincaré sphere. In
the general case the correlation properties of the system can be
summarized as follows (see appendix B for the demonstration
of these results):

(i) Along the ‘uncorrelated’ modes axis S}, Z, 5 is maximal by
construction ((§A,8A,) = 0) and these modes are never
entangled

Zuy =max7Z,,
a,b

= (BATSA, +8A8AT +5ATSA, +5A,8AT)
= (8X2) + (SY2) + (6X2) + (8Y2) > 2.
These modes are characterized by the fact that Z,, ,(6) is

independentof #. The least noisy quadratures are the same
and the noise reduction is maximal

Ty = Zmin = (8X2) min + (§XZ) min-

(i) In the equatorial plane (S, S}), corresponding to the
linearly polarized modes with respect to u, v, the noise
reduction is also maximal and equal to X;,. However,
the entanglement is not constant: the best entanglement
is obtained along the S axis (modes at 45° to the u
and v modes) and its value is equal to the weakest noise
reduction 2.,

Ic,d = Emax
= min[($X2)min + S X2 maxs (0X2)max + (5X3 ) min -

8534

(iii) Along the S} axis are the maximally entangled modes
a*, b*, for which the entanglement is maximal (and equal
to the best noise reduction value)

Loy =minZyp = Tinin = (8X2) min + (8 X2 )min

and for which the excess noise is the largest

T = {(8X2) min + (0 X2 ) min = Zinax-

A graphical representation of these results is given in
figure 1: at the poles there is maximal entanglement (Z,« p» =
Ymin) and the worst noise reduction (X p» = Xpay). In the
equatorial plane the noise reductionis optimal (Xg; s; = Yiin)-
Note that the ¢ and d modes at ‘£45°’ may be entangled while
having optimal noise reduction.

2.3. Interpretation

An interpretation of the previous results can be given in
connection with typical experiments in which entanglement
is obtained by having independent beams interfere with each
other [8, 12]. Indeed, going from the (u,v) to the (a,b)
basis with parameters «, f and ¢ (equations (4) and (5)) is
equivalent to combining the # and v modes on a beamsplitter
with transmission 7' = 82, the v mode being dephased by ¢
(see figure 2(a)). Although, again, the x and v modes are not
completely uncorrelated, we can interpret the general results
enunciated above as the result of interference between two
independent beams. This configuration is the one typically
used to generate entangled beams: two squeezed beams on the
same quadrature are produced separately—for instance with
two OPAs [8, 16], or by using the Kerr-type non-linearity of
optical fibres [12]—and then combined on a beamsplitter.

The « and v modes are squeezed for the same quadrature ¥,
so that, in the case of a zero dephasing before the beamsplitter,
the squeezed and noisy quadratures do not mix and the noise
reduction sum is conserved (figure 2(b)). The outgoing beams
are linearly polarized with respect to the incoming ones (¢ =
0) and we retrieve property (ii)

Y5, = (3X5)min + (0 X)) min = Lnin-
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A,
A,
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Figure 2. Interpretation of the correlations. (a) Equivalence between the transformations corresponding to the transmission by a
beamsplitter (left) and a polarization basis rotation (right). (b) Squeezing conservation for the linearly polarized modes when there is no
dephasing between the squeezed quadratures. (c) Generation of entangled modes via the interference of two modes squeezed for orthogonal

quadratures.

If the dephasing before mixing is now equal to 7/2,
the outgoing beams have excess noise on both quadratures
(see figure 2(c)). However, these noises are correlated and,
obviously, all the more so for a 50/50 beamsplitter, since it
maximally mixes the ¥ and v modes. This transformation is
equivalent to going from the linearly polarized basis («, v) to
the circularly polarized basis (a*, b*), which is naturally the
correlated basis

(8(Xpr + Xp)2(0)) = (8X2(0)) < 1 for 6 =

— N =
I

§(Yar — Yp)2(0)) = (8X2(0)) < 1 for = =.

\S]

5(
Thus Zos pr = (8X2)min + (6X ) min < 2.

When the # and v modes are symmetrical (same
noise properties), it can be shown that they are completely
independent (see section 3 for an example). The a*, b* modes
fluctuations are then the same for all quadratures.

Before applying these results to our experiment, we
would like to emphasize that this analogy between the
quantum properties of any system and those produced via the
mixing of two independent beams provides us with a simple
interpretation of the main results. This analysis is of particular
interest to the study of systems for which the correlations are
simultaneously produced inside a ‘black box’. One has to find
the ‘uncorrelated’ modes u, v, an experimental signature being
that the entanglement value Z,, ,, (¢ ) does notdependoné. Once
this basis is obtained, one can apply the previous formalism or,
equivalently, think in terms of independent beam combination.
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Beam to be measured

A, A,
A2
v
A, A,
AOL
Local Homodyne
oscillator A0 v dete;tlon
<(8X)(0)>
Homodyne | <(5X,)%(0)>
detection ————————— ‘Lja,b(e)

1

Figure 3. Schematic diagram of the a, » mode entanglement
measurement.

This method allows us, for instance, to determine the maximal
correlations produced by an OPO inside which are inserted
birefringent elements [21].

3. Quadrature entanglement

In our experiment [18], the black box consists of an optical
cavity containing a cloud of cold caesium atoms into which
is sent an off-resonant light beam. The tomography of the
squeezed state generated via the interaction with cold atoms
was performed in a previous experiment and showed that
these states were Gaussian [22]. Consequently, we can apply
the results of the previous section. In this section we first
present the principle of a detection scheme allowing for a direct
measurement of the quadrature entanglement given by (1).

—

T
LO Ay A
(M2)y
(W/4)y,

Ays iA45
ALO A]‘ZO
LO "
PZT 2 w4 7 PBS3

== (\2),
PBSI1 D

S536

We then study the entanglement generated in the case of a linear
incident polarization, which is qualitatively different from the
circular polarization case.

3.1. Entanglement measurement principle

In order to measure the entanglement given by (1) between
two orthogonally polarized modes a and b, we can re-express
Za(0) as the sum of the noises of circularly polarized modes
1 and 2 with respect to @ and b

Top(©) = ($X10)) + (8X3(0))

with )
A= E(Aa + Ap)
i A
\/E a
As represented in figure 3, modes 1 and 2 are
straightforwardly obtained from the given a and » modes with
a half-wave and a quarter-wave plate. They are then mixed
with a strong coherent local oscillator (LO) on a polarizing
beamsplitter and sent to two balanced homodyne detectors.
We thus simultaneously measure the spectral noise densities
(b‘Xf((J)) and ((SX%(Q)) at a given analysis frequency, the
sum of which directly gives Z,,(@). This value oscillates
when the LLO phase is varied in time. Note that, unlike usual
detection schemes [8] involving two successive measurements,
this method is based on one simultaneous measurement.

Ay = Ap).

3.2. Case of a linear incident polarization

In the system considered in [9], an x-polarized beam interacts
with a cloud of cold caesium atoms in an optical cavity. The
experimental set-up is shown in figure 4. The cavity coupling

.2)
diy,

Spectrum
analyser

)

(A/2), PBS2

Spectrum
analyser

Figure 4. Experimental set-up.

Oscilloscope




242

Annexe

Entanglement and squeezing in a two-mode system

Al ’ !
N

' 0
A, A.

1 2

Figure 5. Atomic level structure considered: X-like configuration.

mirror has a transmission coefficient of 10%; the rear mirror is
highly reflecting. We probe the atoms with a linearly polarized
laser beam detuned by about 50 MHz in the red of the 65,
F = 4-6P3,,, ' = Stransition. The optical power of the probe
beam ranges from 5 to 15 ©W. After exiting the cavity, both
the mean field mode A, and the orthogonally polarized vacuum
mode A, are squeezed for frequencies ranging between 3 and
12MHz. Aninterpretation of these results [17] can be provided
by modelling the complicated 6S;,,, F = 4-6P35, F =5
transition by an X-like four-level atomic structure (figure 5).

When the two transitions are symmetrically saturated,
the atoms behave as a Kerr-like medium for the circular
components

1

V2

both of which are squeezed [17]. Because of the symmetry
of the system, they are obviously squeezed for the same
quadrature. From the viewpoint of linear polarizations the
x and y modes are also squeezed due to the cross-Kerr effect,
but for orthogonal quadratures [17, 18].

Indeed, from (12), one derives the following expressions:

Ai (Ax :FiAy) (12)

i

SALSA,) = SAZY — (5A?
( y) ﬁ“ b — (8AD)
+ (84,847 — (5ATsA_ ) =0 (13)
SA,SAT _ SASATY — (5A_sAT
{ n=5 D= "
+(8A,847) — (8ATsA ) =0 (14)
(8A7) = L(<8Ai) +(8A%) —2(5A8A)) (15)
V2
1
(8A§) = —E((SAi) + (SAZ) +2(8A8A_)). (16)

Equations (13) and (14) show that the x and y modes are
completely independent. We then measure Z; (@) following
the previous procedure: A.ys and iA_4s are sent to the
homodyne detectors (figure 4), yielding the quantity

Tey(0) = (8X745(0)) + (8Xii_4s,(0)) (17
with 1
Ays = %(Ax + Ay)
iAss = = (A — Ay).

V2
We verify in figure 6 that this quantity is effectively

independent of #, ensuring that the x and y modes are

‘uncorrelated’ in the sense of the inseparability criterion.
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Figure 6. 7, ,(6) when @ is varied in time, at 5 MHz.
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Figure 7. (a) Noise spectra of A, and iA, when the LO phase is
varied in time. The analysis frequency is S MHz. (b) Corresponding
value of 7,45 _45(6).

Bearing in mind that the «, v mode noises must be minimal
for the same quadrature, we look at (15) and (16) to find the
relative orientation of the minimal quadratures of the x and
y modes. These minimal quadratures are a priori different
and depend on the correlation term (§A,8A ) between the
circularly polarized modes. Physically, these modes are
correlated by optical pumping processes between Zeeman
sublevels. However, we place ourselvesin the ‘high frequency’
limit for which the analysis frequency (a few MHz) is much
higher than the optical pumping rate (a few hundreds of kHz).
The modes A are then uncorrelated ((§A,3A ) =~ 0), and
squeezed for the same quadratures. Using (15), (16) and the
fact that

(3X2) = (BALSAT+SATSAL)+2(8A2) cos 26, (@ = u,v)
we deduce that the x and y modes are squeezed for
orthogonal quadratures. These properties have been verified
both theoretically [17] and experimentally [18] (see also
figure 7(a)). In the high frequency limit, one has thus to
dephase one mode by 7 /2; we choose for the ‘uncorrelated’
basis A, = A, and A, = iA,.

The maximally entangled modes are then the modes at 45°
to the x, y basis
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Figure 8. Entanglement for the canonical polarization basis:
(x,y) (a), (o4, 0_) (b), (+45, —45) (c), for an analysis frequency of
5 MHz.

1 1

Ap = —(A, —i4,) = —(A,+A,) = A (18)
\/5 \/5 y +45
1 ) 1

Ap = —=(Au+iA) = —=(A: — A=Ay (19)

V2 V2
and their entanglement is measured by summing the minimal
noises of A, and iA,

Toas. 45 = (8X ) mmin + (8X7 min = 1.9. (20)

“Uncorrelated” modes
<8AB4,>g,5,=<04,04, >5,5,=0
Maximal squeezing

(<8X)>,,)5,5,=<0X]>,,=<6X>

min min

(b*)=(-45)

S, (07

The results are reproduced in figure 7; for an analysis
frequency of 5 MHz: the two modes indeed have the same
spectrum, and, when summed, the minimal value of 7,45 _45 (¢)
is below two, demonstrating entanglement. Equivalently, one
could have set A, = A, and A, = A_, since these modes
are uncorrelated and symmetrical. To obtain the entangled
modes, one has to dephase them by /2 and combine them on
a beamsplitter, yielding again the A 145 modes

e

1 e's .
Aus = E(Ax +Ay) = *E(I‘h +iA0)
1 e i .
A _us= E(Ax — Ay = _ﬁ(/h —iA).

Let us now represent these results in the Poincaré sphere.
In contrast with the previous section, we define the Stokes
parameters in a more usual fashion from the linearly polarized
mode (x, y) basis

So=ALA+ ATA, S| =ALA, — ATA,

Sy = A7A, + ATA, S; = i(AJA, — AJAy).

With the relations A, = Ay, A, = iA,, itis easy to see
that the new Poincaré sphere is obtained from the previous one
via a rotation by 7 /2 around the S; axis. If we measure the
entanglement in the (o +, o —) basis

Toro-(0) = (5X7(0)) + (8X3(0))

and represent the results in figure 8, one sees that the bases
in the (S1, S5) plane are uncorrelated, as expected, whereas
maximal entanglement is found for the +45° modes.

We also measured the noise spectra of each mode in the
three bases and checked that the squeezing is maximal and
identical for all modes in the (S1, S5) plane

(OX)min = (8X3)min = (8X7 Jmin = (8X, )min = 0.95

and that the entangled modes A.4s have almost isotropic
fluctuations in the Fresnel diagram, as well as identical spectra
because of the independence of the x and y modes. One can
summarize these results in the Poincaré sphere represented in
figure 9.

- S, @¥=(+45)

Maximal entanglement
*J+45,r45:<8XAJ> +<6){rj>

min min

(¢c)=(c-)

Figure 9. Quantum properties of the beam in the Poincaré sphere at high frequency, in the linear polarization case.
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3.3. Case of a circular incident polarization

In this section, we illustrate the differences between a two-
squeezed-mode system and a single-squeezed-mode system.
We show that the entanglement produced in the latter is
qualitatively different from the former, even if the amount
of correlation is the same. Whereas the two-squeezed-mode
situation corresponds to the case of a linear polarization, the
single-squeezed-mode situation appears when the polarization
is circular. Indeed, our system may exhibit polarization
switching: the intracavity polarization may become circular
under some conditions [17]. In this case, the atoms only
interact with one mode—say o, which may also be squeezed
because of the Kerr effect. Yet, the situation is very different
from the previous one. One canset A, = A, and A, = A_,
the former being squeezed, the latter being a coherent vacuum.
The vacuum fluctuations are isotropic and, therefore, the
properties of the (#, v) basis must remain unchanged when
the v mode is dephased. In other words, the Poincaré sphere
must be invariant under rotations around S;. Moreover, since
(SAﬁ) = 0, the minimal noise sum is uniform on the whole
sphere

Ynin = Ymax = (O X2 min + 1.

The entanglement is maximal and constant in the (S, Ss)
plane

Zs, 5, = minT, = (8X2) in + 1.
In this plane all modes have identical noise

(3X2(0)) = $(1+ (5X2(9))). 1)

This result is easily understandable if compared to the
transmission of a squeezed beam by a beamsplitter. It is well
known that part of the incident beam squeezing is lost to the
reflected beam and leaks into the environment.

We measured the noise spectra for all bases. We observed
squeezing in the o, component, the o_ component being at
the shot noise level. We checked that the spectra of the x, iy,
+45,1(—45) modes were all identical and squeezed by half the
amount of the o, component squeezing, consistently with (21).

Although the x and y modes are both squeezed for
orthogonal quadratures, the difference from the previous case
is that they are now correlated. We verified this by measuring
the entanglement in each basis. The results, displayed in
figure 10, show that the circular components are indeed
uncorrelated, while the x and y modes are entangled, as well
as the +45 modes.

4. Polarization entanglement

Up to now, we have determined the correlation properties
of the beam and shown that non-separable states, namely
the +45 modes in the high frequency limit, were produced
in our system. We show in this section that the quadrature
entanglement demonstrated previously can be mapped into a
polarization basis, thus achieving polarization entanglement.

23
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I510-(0)
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9,,(0)
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: ,/\ AW
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Time (s)

9,5.45(0)

Figure 10. Entanglement in different polarization bases, in the
circular polarization case: (a) Iy, (8), (b) Zp16—(8), (¢) Tias,—a5(8).

4.1. Definition and scheme

Let us consider two spatially separated polarization modes «
and B. With each one we associate a set of Stokes parameters.
One can extend the inseparability criterion for two modes to a
pair of these operators [9, 11, 8]. Polarization entanglement
is achieved when
TS 5 = SL(SS + S5)7) + (8(5% + S5)7)]

< LS5, D1+ 1S5, SED)1. (22)

Because of the cyclical commutation relations between the
Stokes operators, the criterion now depends on the polarization
state of the beams (here, (S}') and (Sf)). In our case, we use
two quadrature entangled modes a and b and mix them on
a polarizing beamsplitter with an intense coherent beam B,
polarized at 45° (figure 11). The resulting beams, « and B, are
composed with modes A, and B,, and A, and B, respectively.
The Stokes parameters are

Sy = AlA,— B]B, st = BIB, - A}A,

o B T
S§ = A.Bl + AlB, SL = A} B: + ApB!

SY = i(A.B] — AlBy) SY = i(A} B, — AyB).

Denoting by ag, a4, o, and g the field amplitudes and
the B-field phase, and assuming that the B-field is much
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Figure 11. Polarization-entangled beam generation set-up. Using
the quarter-wave plates or not allows for measuring either S, or S, .

more intense than the A-field (ap > «,. «p), the two beams
are orthogonally polarized: (S7) = —(Sf) = —ozé. The
polarization entanglement condition (22) then reads

Ty p < 203 (23)
On the other hand, the Stokes parameters fluctuations are
proportional to the a and b mode quadratures

852 = apdX,(0p). 558 = apdX,(6s)

852 = —apdY,(0p), 587 = wpdY,@p).
The inseparability criterion is thus directly related to the
entanglement between the a and b modes

Top=3L0s(0p). (24

If one locks the phase 05 in order to obtain Z, ,(fp) =
mingZ, »,(#) = Z,, < 2, the beams are then polarization
entangled. The S, and S5 Stokes parameters can be measured
using the right combination of plates and beamsplitter [11].

4.2. Experimental results

We have shown that the maximally entangled modes were the
+45 modes at the output of the cavity. We thus insert after the
cavity a half-wave plate toset A, = Ayysand A, = A_45. We
then lock the phase 5 and measure

Ss, = (86X (68))), Ss, = (BYy(05))%).  (25)

The results are shown in figure 12 and we observe

2

1
Ss, = =5 (8(8% +55)%) ~ 0.96 < 1
2ap

1
Ss, = = (8(8% +55)%) ~ 096 < 1
2ap
so that
IS
0[;/3 = SSz + S53 = I+45,i(745) ~ 1.92 < 2.

B

This value is consistent with the quadrature entanglement
measurement (20).
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Figure 12. Normalized noise of S + 5/ (a) and ¢ + ¥ (b), when
the phase 65 is locked.

5. Conclusion

Using the non-linearity of cold atoms, we have generated
a quadrature entangled beam. The maximally entangled
polarization modes have been found following a general
method to characterize entanglement in a two-mode system.
We have stressed the equivalence between our scheme and
other continuous variable entanglement experiments in which
the correlations are created via the mixing of independent
beams. Moreover, a simple interpretation of the quantum
properties of such a system has been given in the Poincaré
sphere. To demonstrate the entanglement we have performed
a direct measurement of the inseparability criterion [2] using
two homodyne detections. We have then achieved polarization
entanglement by mixing our quadrature entangled beam with
an intense coherent field. Experimental evidence of this
entanglement was given by the direct measurement of the
Stokes operator noise for each beam.

Appendix A. Uncorrelated basis existence

Starting from a ‘correlated’ polarization basis (a, b)
({§A,8A,) #£ 0), we prove the existence of the ‘uncorrelated’
basis (u, v), such that

(8A,8A,) = 0. (A1)
Using the decomposition
A, = cos DA, — sin DA,
A, = sin DA, +cos P A,
with

M (8A2)1° — |(847)?
2=,
[0 N
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Sin2d — —2|M| More generally, one has
Zmax = mln{<8X12t>m1n + (Sxﬁ)maxa <8X,3>max + <8X§>Imn}

where
5 . . Let us now consider the entanglement. Optimal
M= (3ANOASA,)" +(3A;) (0 ALIA,) entanglement is obtained by construction for modes a* and

b*
and

N = \/4|/‘/l|2 +[1(8A2) 1> — [(SAR)212.

it is straightforward to see that the # and v modes thus defined
satisfy (A.1).

Appendix B. Correlations in the Poincaré sphere

We give a brief demonstration of the general properties of the
Poincaré sphere enunciated in section 2.2. Given the Poincaré
sphere defined from the uncorrelated basis (u, v), we calculate
the entanglement and squeezing in different bases. We recall
that the entanglement Z,, ,, between modes a and b only depends
on the correlation term |[(§A,8A,)|, whereas the noise sum
%,,» depends on the quantity [{(SA2)|? + [(§A3)|>. For a given
polarization basis (4), (5), one has

[SAZ) 2 = BHSAZ)? + a*(8A%)? + 2a° BA(SA2)(SA2) cos 2¢

(B.1)

I(8AZ)I? = a*(8A7)% + BH(8A7)? + 207 B2 (AN (S AT) cos 29.

(B.2)

For « and g fixed, |<8A2)| and |(8A%)| are maximal for
¢=0][x]

HSAL) lmax = B> (SAL) + o (3A)

and
S AD) Imax = & (SA7) + B2(5A7)
= (BAD] +1(8A g0 = max [[6AD) + [(343)]]
= (8A7) + (8A7).
The noise sum is thus minimal for all the linearly polarized
modes with respect to «, v, i.e. in the plane (57, S5)

g, = min T, = (X min + (8X3) min = Lin-

If the ellipticity increases (¢ # 0), the noise sum
increases, as can be seen from (B.1) and (B.2). In the
meridional plane (S}, S%) the a and b modes satisfy (o = 8 =

1/4/2)
((BADP)sy.sy = (HBAD P sy,
= L{(84])7 + (8A})" +2(8A]) (8 A]) cos(2D)).

This quantity is minimal for the circularly polarized modes

a*, b* (¢ = /2):

[(OAZ) [+I(8AL.)| = [(8AT)—(8AT)| = min{|(SAZ) |+ (SAD)I}.

The noise sum then equals its maximal value X.,.
Assuming (SAﬁ) > (SAf), this value reads

Yo e = (8X2

a*

Ymin+H (X ) min = (S X2 mint(SX ) max = Limax-

Ia*,b* = mibnl—a,b = <8X§>mm + <8X§)mm = Emirr

The entanglement decreases with the ellipticity. For the
linearly polarized modes (¢ = 0), equation (6) yields

[(8A8Ap)| = aBI(8AZ) — (SAD)]

T4 reaches its maximal value for the # and v modes
L = 548X min + (6 X0 max + (X min + (8 X )max)

= maxZ, -
a,b |

However, 7, is not constant in the equatorial plane;
it is minimal (Z.4 = ZX.) for the 45°-polarized modes
(@ = B = 1/+/2), denoted by ¢, d.

Last, we would like to point out that optimizing the
squeezing sum of two modes is not equivalent to optimizing the
squeezing for one mode only. Finding the maximally squeezed
mode is not trivial, since the «# and v modes are not a priori
independent. No condition holds on (§A,d AZ). The noise of
one quadrature of mode a is given by

(8X2(0)) = (38X, 0)) + > (X6 — ¢))
— 20 (38X, (0)6X, (0 — ¢)).
The correlation term can be written as
(8X,(0)8X,(0 — ¢)) = (8A,8AINe ™ + (SA[5A,)e?
=2cos(pc — §)|(5ALSA])]
with ¢¢ the phase of (§4,5AT). The complex general solution
takes a simple form if we assume that (SAMSAZ) is a real

positive number (¢¢c = 0). The optimal value is then reached
for ¢ = 0 and one finally gets

min{(8X2)min} = %{(cSXi)mm + (8X2 ) min

UK i — (5 X2 + 16(64,5402).

It is therefore possible to obtain a better squeezing on one
mode than that of u, v. Note that, if ((SAMSAD =0, the # and
v modes are independent and, as in our experiments, the best
squeezing is that of one of the u and v modes.

Appendix C. Frequency dependence of the
entanglement

In this appendix we detail what happens to the squeezing
and entanglement at lower frequencies when the incoming
polarization is linear (section 3.2). The situation is a little bit
more complicated than at high frequency, since the correlations
between the circularly polarized components must be taken
into account for frequencies lower than the optical pumping
rate. The o+ modes are still symmetrical and the x and
y modes still uncorrelated. However, the minimal noise
quadratures are rotated (equations (15) and (16)) and the x and
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Figure C.1. Quantum properties of the beam in the Poincaré sphere af lower frequency, in the linear polarization case.
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’ V2 V2
] 11 A
.% 0,981 L . e omom : and their entanglement is still given by (20)
= 0961 . Lo 2 2
.g 0,94+ - Ia*,b* = <8Xx Jmin + <8Xy>mm
g 0,92 s A, minimal noise
S 0.9 - u A, minimal noise Infigure C.2 are plotted the x and y mode squeezing versus
“ 0,88 " frequency, as well as Zi4s5_45 and the optimal entanglement
0,86 w w w w \ \ Loy At low frequency the squeezing improves for the
(b) vacuum mode A,, but degrades for the mean field mode x,
2 so that the entanglement actually decreases at low frequency.
= 198 In figure C.2 we also report the value of 7,45 _45. One sees that
2 . it equals the optimal entanglement in the high frequency limit,
=, 1967 but, for lower frequencies, the two values differ, confirming
é 1941 " . . 1 1 " that the maximally entangled modes are no longer A.ys, but
=) = i 9= given by (C.1)~(C.2).
1,92+ . qm .
. S " s References
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Figure C.2. (a) x and y mode minimum noises versus frequency.
(b) Entanglement for the £45° polarized modes (7,45, 45) compared
to the maximal entanglement (Z,» p+).

y modes are no longer squeezed for orthogonal quadratures. To
retrieve the ‘uncorrelated’ basis, one mode must be dephased,

say y:

and A, = ie’id)cAy

where
2[{6AL8A_)| sin(¢z — ¢1)
(8AZ) + (8A%) +2|(8A,8A_)| cos(¢hy — ¢2)

tan ¢ =

In the high frequency limit, [{(§A+8A_)] — O and,
therefore ¢ — 0: we retrieve the previous (u, v) basis. This
dephasing for the y mode is equivalent to a rotation of the
Poincaré sphere by an angle ¢¢ around the S axis (figure C.1).
The maximally entangled modes are then

1

1
(Ay — iAv) =
V2

Ap = — (A +€79¢4,) (C.1)
«/5 y
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