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Je remercie mes parents de m’avoir accompagné avec amour. Je vous dois tant.
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Introduction

L’idée de frustration est souvent illustrée sur l’exemple de spins Ising S1, S2, S3

aux sommets d’un triangle et couplés antiferromagnétiquement selon
E∆ = S1S2 + S2S3 + S3S1. Ce système est frustré au sens où on ne peut minimi-
ser simultanément l’énergie de chaque lien : le fondamental, de type uud, est six
fois dégénéré et d’énergie EIsing

∆ /3 = −1/3 > −1. Sur cet exemple élémentaire,
sans fluctuation, on voit déjà une signature de la frustration, i.e. la grande
dégénérescence du fondamental, avec 6 états pour 23 états accessibles au total.
Plus généralement, dans les systèmes frustrés avec fluctuations, quantiques et/ou
thermiques, on trouve un grand nombre d’états de basse énergie.
On dégage en plus deux ingrédients importants :

– la nature des spins : sur un triangle l’effet de la frustration est moins impor-
tant pour des spins classiques XY ou Heisenberg que pour des spin Ising.
Pour des spins continus le fondamental est en effet une configuration plane
avec les trois spins à 2π/3 : si l’énergie par lien n’est toujours pas minimale

EXY −Heisenberg
∆ /3 = −1/2 > −1 on voit néanmoins que la continuité des

degrés de liberté permet de gagner en énergie sur chaque lien par rapport
aux spins Ising.

– la géométrie triangulaire de la cellule élémentaire. En effet pour des spins
Ising aux sommets d’un carré il n’y a plus de frustration : les états de type
udud minimisent l’énergie des 4 liens simultanément, soit EIsing

2 /4 = −1, i.e.
l’énergie atteint maintenant sa borne inférieure. D’autre part le fondamental
n’est plus que deux fois dégénéré, pour 24 états accessibles au total.
A l’inverse des spins Ising ou continus sur un tétraèdre sont un autre exemple
de système frustré.

Lorsqu’on assemble des cellules élémentaires en réseau, l’effet de la frustration
dépend de manière essentielle de la façon dont sont connectées les cellules. Lors-
qu’elles partagent un côté la connectivité du réseau est une contrainte forte sur
les configurations de basse énergie.
Pour des spins Heisenberg classiques sur le réseau carré par exemple, le choix
d’une configuration udud sur une plaquette détermine complètement l’ordre de
Néel colinéaire habituel sur le réseau entier qui est effectivement le fondamental
à T = 0.
Sur le réseau triangulaire, le choix d’une configuration coplanaire à 2π/3 sur un

1



2 Introduction

triangle détermine de façon similaire un ordre de Néel à trois sous-réseaux, et de
façon moins triviale cette configuration est également le fondamental à T = 0 :
bien que l’énergie par lien ne soit pas optimale la connectivité contraint les confi-
gurations de basse énergie et interdit en particulier à d’autres configurations,
ordonnées ou non, de se développer.
La situation est différente lorsque les cellules ne partagent qu’un sommet, comme
le réseau pyrochlore [64, 65], dans lequel les cellules sont des tétraèdres, le réseau
damier, la version bidimensionnelle du pyrochlore, ou le réseau kagomé (Fig. 2.1).
Dans tous ces cas le Hamiltonien se réécrit à une constante près comme la somme
des spins de chaque plaquette α au carré

H ∝
∑

α

S2
α (1)

Il est clair que la connectivité est plus faible et donc le problème est moins
contraint : en fait toutes les configurations vérifiant ∀α, Sα = 0 minimisent (1).
Sur le réseau kagomé par exemple, cette condition impose uniquement une struc-
ture locale plane à 2π/3 pour les trois spins d’un triangle : l’orientation relative
des plans des différents triangles n’est pas fixée par (1) et le modèle présente une
dégénérescence locale continue à T = 0 [35, 14].
D’une manière générale la frustration accrôıt la densité d’états de basse énergie :
le fondamental est le plus souvent dégénéré avec un grand nombre d’excitations de
basse énergie [38]. La signature expérimentale d’un système frustré s’observe donc
sur les propriétés de basse température comme on l’illustrera dans la section 1.
Dans le cas de spins Heisenberg classiques sur le réseau kagomé les fluctuations
thermiques sélectionnent les configurations coplanaires par un effet d’ordre par
le désordre [35, 14, 78]. La présence d’ordre à longue portée dans les corrélations
spin-spin n’est pas claire [35, 77] mais l’hélicité locale, définie pour les trois spins
d’un triangle par

ζ∆ = S1 ∧ S2 + S2 ∧ S3 + S3 ∧ S1 (2)

possède des corrélations nématiques < (ζ∆(r) · ζ∆(0))2 > à longue portée dans
la phase coplanaire1 et on parle alors de nématique de spin [2].
A température nulle il a été montré que les fluctuations quantiques pouvaient
également sélectionner un ordre particulier parmi un ensemble d’états classique-
ment dégénérés [79, 21, 46]. Cependant l’ordre par le désordre à T = 0 est en
compétition avec l’effet tunnel qui conduit le système dans une superposition
d’états dégénérés plutôt que de sélectionner une configuration en particulier2.
Sur le réseau kagomé l’approximation semi-classique donne une nappe de dis-
persion nulle sur l’ensemble de la zone de Brillouin [30], réminiscente de la

1Une interaction Dzyaloshinsky-Moriya, même petite devant l’échange entre premiers voisins,
sélectionne l’ordre de Néel à trois sous-réseaux q = 0 (Fig. 2.3) avec des corrélations ferromagnétiques
dans l’hélicité < ζ∆(r) · ζ∆(0) > [25].

2Toutefois le calcul de la contribution des instantons (i.e. dans la limite semi-classique) sur le réseau
kagomé montre que la levée de dégénérescence est exactement nulle pour des spins 1/2 [24].



Introduction 3

dégénérescence classique . Toutefois les approches de grand N [79] et l’approxi-
mation des ondes de spin [20] semblent montrer une sélection de l’ordre de Néel
à trois sous-réseaux

√
3 ×

√
3 par rapport à l’ordre q = 0 (Fig. 2.3).

Pour des spins 1/2 les fluctuations quantiques sont maximales et leur effet sur un
système aussi dégénéré classiquement n’est pas trivial. En particulier la présence
d’ordre dans le fondamental fait encore débat en dépit de son étude intensive
depuis plus de 15 ans [13, 50, 96, 47, 92, 56], motivée en premier lieu par la
modélisation du magnétisme de la deuxième couche d’3He adsorbé sur du gra-
phite [26].
S’il existe un ordre, le paramètre d’ordre n’a en tout cas pas encore été identifié :
en accord avec les séries haute température [83] les échantillons de taille finie
semblent présenter des corrélations de spin [95, 50], de dimère [50], d’hélicité et
de chiralité scalaire3 [13] à courte portée. Ce modèle est donc souvent cité comme
exemple d’une réalisation d’un état liquide de spin en dépit de caractéristiques
spectrales très différentes du liquide RVB imaginé par Anderson [1] et dont un
prototype “expérimental” a été mis en évidence par les diagonalisations exactes
dans le modèle d’échange multiple sur le réseau triangulaire [60, 61, 52].
Leur seul point commun est en effet l’absence de paramètre d’ordre local mais
dans le scénario RVB il existe néanmoins une brisure de symétrie topologique

signée par une dégénérescence 4 du fondamental sur les réseaux non bipartites.
A cette mise en ordre topologique sont associées des excitations fractionaires
gappées, les visons, de spin nul [39, 75, 80, 81] et mises en évidence récemment
sur un modèle de dimères quantiques [62].
Les diagonalisations exactes montrent au contraire un nombre exponentiel d’exci-
tations singulettes ∼ 1.15N proches du fondamental4 compatible uniquement avec
une dispersion nulle des excitations élémentaires du liquide RVB, ce qui rappelle
la nappe non dispersive des ondes de spin.
D’autre part les excitations magnétiques d’un liquide RVB sont elles aussi frac-
tionnaires et gappées : ces spinons déconfinés portent un spin 1/2 et sont en
interaction à longue portée avec les visons. Mais les diagonalisations exactes four-
nissent une estimation très faible du gap de spin, de l’ordre de 5% de la constante
d’échange [92] : le scénario RVB, qui suppose l’existence d’un gap suffisamment
fort pour légitimer la description en pavages de singulets, parâıt alors discutable.
De même les scénarios de VBC de grande maille (avec de étoiles résonnantes et
une maille de 12 spins [86] ou avec des hexagones résonnants et une maille de 36
spins [74]) semblent peu probables et si on attend un grand nombre de singulets
proches du fondamental les états compatibles avec les brisures de symétrie spa-
tiales ne sont pas les plus bas.
Un scénario compatible avec la grande densité d’états singulets sous un gap de

3On définit la chiralité scalaire des trois spins d’un triangle par χ∆ = S1 ∧ S2 · S3.
4Cette densité d’états anormale se retrouve également dans les secteurs de plus haut spin et montre

leur absence d’échelle d’énergie intrinsèque. Ce résultat est compatible avec la diffusion inélastique de
neutrons sur le kagomé bicouche SCGO[69] et le calcul de la susceptibilité dynamique par DMFT [29].



4 Introduction

spin faible, telle qu’observée sur les spectres à taille finie, est la proximité d’un
point critique. A l’appui de cette version on note sur les spectres à taille finie qu’un
échange J2 entre seconds voisins de l’ordre du gap de spin conduit le système dans
une phase ordonnée [47]. Dans ce scénario le gap de spin devrait se fermer à la
limite thermodynamique et un J2 infinitésimal ordonne le système : dans le dia-
gramme de phase J1 − J2 le modèle de Heisenberg sur le réseau kagomé apparâıt
alors comme un point critique quantique.



Chapitre 1

Cu-titmb : des spins 1/2 sur le
réseau kagomé

Plusieurs séries d’expériences ont été réalisées récemment sur
[Cu3(titmb)2(OCOCH3)6]·H2O, {titmb=1,3,5-tris(imidazol-1-ylmethyl)-2,4,6 tri-
methylbenzene} (noté Cu-titmb dans la suite) [34, 73]. Les propriétés magnétiques
de ce composé organique sont entièrement dues aux ions Cu2+, qui portent un
spin 1/2, vivant sur des réseaux kagomé (Fig. 2.1) plans entre lesquels il n’y a
pas de chemin d’échange [53].
La mesure du tenseur g montre que l’anisotropie d’échange est faible [53] et
le Hamiltonien de Heisenberg avec échange entre plus proches voisins (1.1) est
donc à priori un bon candidat pour une modélisation minimale des propriétés
magnétiques de Cu-titmb.

H1 = J1

∑

<i,j>

Si.Sj (1.1)

Expérimentalement on retrouve en effet plusieurs caractéristiques du Hamilto-
nien (1.1) :

– La chaleur spécifique magnétique, i.e. obtenue en soustrayant la contribu-
tion du réseau, possède un pic à basse température (Fig. 1.1(a)) en accord
avec les études numériques de (1.1) [27, 72, 82].

– La courbe d’aimantation (Fig. 1.1(b)) mesurée en champ pulsé à 100mK
présente un plateau d’aimantation à 1/3 conforme à la prévision théorique [33,
10, 9].

5



6 Cu-titmb : des spins 1/2 sur le réseau kagomé

(a) (b)

Fig. 1.1 – Fig. 1.1(a) Chaleur spécifique magnétique de Cu-titmb vs. la température à
différents champs magnétiques (Honda et al. [34]). Fig. 1.1(b) Courbes d’aimantation
de Cu-titmb en champ pulsé à T = 100mK (Narumi et al. [73]).

Ces résultats sont à contraster par les observations suivantes :

– Le pic de basse température de la chaleur spécifique s’élargit et se déplace
vers les plus hautes températures avec le champ magnétique (Fig. 1.1(a)),
tandis que numériquement la position du pic de basse température du Ha-
miltonien (1.1) est pratiquement indépendante du champ [82] : il y a bien des
excitations magnétiques très proches du fondamental (comme nous l’avons
remarqué plus haut, le gap de spin s’extrapole numériquement à ∆ ∼ J1/20)
mais leur contribution est noyée dans celle du continuum non gappé de sin-
gulets qui contribue environ pour moitié à la chaleur spécifique à basse
température.

– Sur la courbe d’aimantation le plateau n’apparâıt que dans une certaine
gamme de fréquences de pulse du champ magnétique (Fig. 1.2(a)) et à
l’équilibre, i.e. en champ statique, le plateau disparâıt tout à fait.
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(a) (b)

Fig. 1.2 – 1.2(a) Variation de la courbe d’aimantation en champ pulsé avec la fréquence
à T = 100mK (Narumi et al. [73]). 1.2(b) Courbes d’aimantation de Cu-titmb en champ
statique (Narumi et al. [73]).

De façon plus quantitative les deux séries d’expériences permettent d’estimer la
constante d’échange J1 : la bosse de haute température de la chaleur spécifique
correspond en effet à la variation rapide de l’entropie magnétique associée à la
mise en ordre locale des spins. On l’attend donc à une température Tmax de
l’ordre de l’échelle d’énergie microscopique, soit J1 : les séries haute température
donnent Tmax ∼ 2J1/3 [27] pour le Hamiltonien (1.1), soit J1 ∼ 20K pour Cu-
titmb (Fig. 1.1(a)).
D’autre part le champ de saturation Bsat mesure la polarisabilité l’échantillon et
les diagonalisations exactes, par exemple, prédisent Bsat ∼ 3J1, soit J1 ∼ 60K
pour Cu-titmb en champ statique (Fig. 1.2(b)), un résultat incompatible de deux
ordres de grandeur avec l’estimation précédente.
Les deux expériences montrent donc l’existence de deux échelles d’énergie bien
distinctes dans Cu-titmb, dont le Hamiltonien (1.1) ne peut rendre compte à
l’aide du seul paramètre J1.
Une modélisation minimale des propriétés magnétiques de Cu-titmb reproduit au
moins ces deux échelles d’énergie et nécessite donc l’introduction d’un couplage
supplémentaire.



8 Cu-titmb : des spins 1/2 sur le réseau kagomé

Pour guider notre choix on peut remarquer que le rapport expérimental des
deux échelles d’énergie contraint la forme du spectre d’un échantillon de Cu-
titmb (Fig. 1.3) :
– La chaleur spécifique (magnétique) par spin C est liée à la largeur w de la

distribution d’énergie par spin e (Fig. 1.3) par

w(T ) ∼
√

< e2 >T − < e >2
T = T

√

kB C/N.

Les diagonalisations exactes montrent que la hauteur C(Tmax) de la bosse
haute température (typiquement une fraction de kB) varie peu avec les
différentes interactions d’échange envisagées : la position Tmax de la bosse
permet donc de comparer directement les largeurs de bande W de différents
spectres exacts à taille N donnée, avec W = w(Tmax) = O(kBTmax).

– D’autre part la courbe d’aimantation m(B) s’obtient en minimisant l’énergie
libre par spin f(m) = e0(m) − gµB

2
B, avec e0(m) l’énergie par spin en champ nul

du “fondamental” d’aimantation m = S/Smax = 2S/N (Fig. 1.3). On obtient
B(m) = 2

gµB
(∂e0

∂m
) et le champ à saturation vaut donc

Bsat =
2

gµB
(
∂e0

∂m
)m→1− = O(eferro/gµB)

avec eferro = e0(m = 1).

e (m)0

e =E/N

ferroe

=S/Smaxm

W

10

Bsat

1/3

(a)

Bsat
ferroe

e =E/N

=S/Smaxm

W

0 1

(b)

Fig. 1.3 – Allure de l’énergie par spin en fonction de l’aimantation m = S/Smax = 2S/N
pour le Hamiltonien (1.1) (Fig. 1.3(a)) et pour un échantillon de Cu-titmb (Fig. 1.3(b)),
avec W la largeur de bande et Bsat le champ à saturation. Pour le Hamiltonien (1.1),
le plateau à 1/3 est signé par la rupture de pente de e0(m) à cette aimantation.
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Le rapport des deux échelles d’énergie θ = gµBBsat/kBTmax = O(eferro/W )
contraint donc directement l’allure globale du spectre (Fig. 1.3) : les diago-
nalisations exactes permettent ainsi de déterminer les interactions d’échange à
ajouter à (1.1) pour reproduire l’ordre de grandeur du rapport expérimental
θCu−titmb = 0.02 (θ ∼ 3J1/(2/3J1) = 4.5 pour le Hamiltonien (1.1)). On teste en
particulier l’influence d’interactions d’échange à plus longue portée ou à plus de
deux spins, comme un échange cyclique à six spins autour d’un hexagone vide.
En fait le très faible champ de saturation expérimental suggère la proximité de
Cu-titmb avec une instabilité ferromagnétique (Fig. 1.2(b)).
On parvient à reproduire l’ordre la valeur expérimentale de θ en ajoutant un
échange entre seconds voisins J2 avec J1J2 < 0 : J1 < 0 et J2/|J1| ∼ 0.3, ou J2 < 0
et |J2|/J1 ∼ 50 conviennent. Dans les deux cas, comme on le verra dans la suite,
le modèle est en effet très proche d’une transition ferro-antiferro (Fig. 2.5).
Cependant, dans les châınes Cu-O le super-échange entre les ions Cu2+ via un
atome d’oxygène est ferromagnétique lorsque l’angle de liaison Cu − O − Cu est
d’environ 90◦ [63]. On prendra donc la solution d’un échange J1 ferromagnétique
et l’ajustement de Tmax et Bsat aux valeurs expérimentales donne J1 ∼ −19K et
J2 ∼ 6K.
Dans cette région du diagramme de phase J1 − J2 le fondamental n’est pas connu
et son étude fera l’objet de la partie 2.1.
Avec ces couplages on obtient un double pic dans la chaleur spécifique et le pic
de basse température se déplace légèrement vers les hautes températures avec le
champ (Fig. 1.4), en accord qualitatif avec le résultat expérimental1.

1Le calcul de la chaleur spécifique requiert la connaissance de la densité d’états à toutes les énergies.
Pour obtenir toutes les énergies propres du Hamiltonien, et non les extrémités du spectre uniquement,
le nombre d’itérations Lanczos nécessaires est 2N , la dimension de l’espace de Hilbert. Le calcul de la
chaleur spécifique par diagonalisation exacte est donc limité aux (très) petits échantillons.
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Fig. 1.4 – Chaleur spécifique par spin à différents champs magnétiques d’un échantillon
de 12 spins pour J1 = −1 et J2 = 0.5 obtenue à partir du spectre exact complet. Le pic
de basse température s’élargit et se déplace vers les hautes températures avec le champ.

On calcule d’autre part les courbes d’aimantation à partir des spectres exacts
pour des échantillons de taille N ≤ 36 spins : la largeur du plateau d’aimantation
à 1/3, qu’on écrit B+ − B−, est directement reliée à la rupture de pente de la
courbe e0(m) à m = 1/3 par B± = 2

gµB
(∂e0

∂m
)m→1/3±

2.

Les échantillons diagonalisés se séparent naturellement en deux groupes (Fig. 1.5) :

– Les échantillons de taille non multiple de six (N=21 et 27), qui n’ont aucun
des trois milieux de côté (Fig. 2.2) dans leur première zone de Brillouin,
frustrent le fondamental thermodynamique et présentent un plateau à 1/3
de largeur finie.

– Les échantillons de taille multiple de six, qui ont un ou plusieurs milieux de
côté dans leur première zone de Brillouin, sont plus stables. La largeur du
plateau à 1/3 pour ce groupe d’échantillons semble s’extrapoler à zéro.

2Pour un échantillon de taille N la discretisation naturelle de m = 2S/N donne une courbe d’ai-
mantation en escaliers et donc une largeur de plateau toujours finie. Pour atténuer cet effet de taille
on effectue une régression séparée des deux portions m ≤ m0 et m ≥ m0 de la courbe e0(m), par deux
polynômes, en autorisant une éventuelle rupture de pente en m = m0. Pour tous les échantillons l’erreur
de la régression est minimale pour une rupture de pente en m0 = 1/3.
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Fig. 1.5 – Largeur du plateau d’aimantation 1/3 vs. l’énergie du fondamental par spin
à cette aimantation. La largeur du plateau à 1/3 est déterminée par la rupture de pente
de la courbe e0(m) à m = 1/3. Les barres d’erreur sont données par les incertitudes sur
les paramètres de régression.

L’absence probable de plateau à 1/3 pour le fondamental thermodynamique est
compatible avec l’observation expérimentale (Fig. 1.2(b)), et souligne déjà l’im-
portance des milieux de côté dans le fondamental, ce qu’on montrera dans la
partie 2.1.
De plus les échantillons impairs N = 21 et 27 suggèrent une interprétation pour
l’apparition du plateau à 1/3 en champ pulsé dans une gamme finie de fréquences
(Fig. 1.2(a)).

Plateau transitoire à 1/3 D’une manière générale la densité d’états de basse
énergie est grande dans les systèmes frustrés, et la dynamique de relaxation vers
l’équilibre peut être lente (Sec. 2.5.3) : en champ pulsé on n’observe la courbe
d’aimantation d’équilibre que si la fréquence du champ est plus petite que toutes
les fréquences caractéristiques de retour à l’équilibre : en général l’échantillon vi-
site plutôt une succession d’états hors d’équilibre.
Dans une gamme finie de fréquence, ce sont les configurations de type uud, res-
ponsables du plateau à 1/3 [51], qui sont sélectionnées (Fig. 1.2(a)).
On peut le comprendre en remarquant que parmi toutes les configurations d’ai-
mantation 1/3, les configurations colinéaires uud ont le plus grand bassin d’at-
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traction pour les fluctuations, i.e. un grand nombre de fluctuations infinitésimales,
quantiques ou thermiques, peut amener le système dans ces configurations et l’y
laisser : par exemple, du fait de la colinéarité des spins, les configurations uud

ne sont pas détruites par les fluctuations dans le plan perpendiculaire à l’axe des
spins.
De plus, le fait que le plateau n’apparaisse que pour les échantillons impairs
N = 21 et 27, légèrement frustrés par les conditions limites périodiques, suggère
que les configurations uud sont métastables, et fournit une interprétation simple
du caractère transitoire du plateau.
On peut associer en effet deux temps caractéristiques aux configurations métastables
uud :

– Le temps de relaxation τrelax, qui dépend essentiellement de la courbure du
fond du puits,

– Le temps de vie, i.e. le temps caractéristique d’échappement du puits, τesc

qui dépend à la fois de la forme du puits métastable et de la barrière qui le
sépare du puits d’équilibre.
Que le régime d’échappement soit classique (par activation thermique) ou
quantique (par effet tunnel), τesc crôıt exponentiellement avec la hauteur
des barrières d’énergie et en général τesc � τrelax.

En champ pulsé à la fréquence Γ l’échantillon relaxe dans le puits métastable
des configurations uud pendant un temps ∼ Γ−1. Le plateau à 1/3 n’est donc
observable que pour τrelax < Γ−1 < τesc.
On peut voir cette sélection des états uud par les fluctuations, et le blocage tran-
sitoire du système dans ces configurations très symétriques, comme un analogue
dynamique de l’effet d’ordre par le désordre [89] valable strictement à l’équilibre
thermodynamique.



Chapitre 2

Modèle de Heisenberg J1 − J2
classique sur le réseau kagomé

2.1 Un ordre de Néel à 12 sous-réseaux pour J1 < 0 et
J2/|J1| > 1/3

Comme on l’a noté plus haut le fondamental du modèle J1 −J2 dans la région
de Cu-titmb reste à déterminer. C’est ce qu’on se propose de faire dans la suite :
on considère le Hamiltonien de Heisenberg (2.1) avec échange entre premiers et
deuxièmes voisins sur le réseau kagomé

H = J1

∑

<i,j>

Si.Sj + J2

∑

<<i,k>>

Si.Sk (2.1)

où J1 et J2 sont les constantes d’échange entre premiers et deuxièmes voisins
respectivement (Fig. 2.1).
On considère dans un premier temps la limite classique,i.e. ~→0 à S~ fixé.
Dans cette limite les valeurs propres de Sµ

i (µ = x, y, z) forment un continuum
borné dans [−S~, S~], les trois composantes du spin commutent

[Sµ
i , Sν

i ] = j~εµνρSρ
i = O(S~

2)→0

et la norme du spin
√

S2
i =

√

S(S + 1)~2→S~.

Les spins sont alors des vecteurs de l’espace ordinaire de norme S~ qu’on prendra
égale à 1 dans toute la suite.

13



14 Modèle de Heisenberg J1 − J2 classique sur le réseau kagomé

Ri

uy

ux J2

J1
u

v

O

α

β

γ

Fig. 2.1 – Interactions d’échange entre premiers et deuxièmes voisins sur le réseau de
kagomé. u et v sont les vecteurs de base du réseau de Bravais. Dans la base orthonormée
(ux,uy), u=(2,0) et v=(1,

√
3). Par translation de la maille hexagonale contenant les

trois sites α, β, γ, les six échanges premiers voisins (en bleu) et les six échanges seconds
voisins (en rouge), on obtient le réseau kagomé avec tous les échanges J1 et J2.

On cherche la configuration classique qui minimise le Hamiltonien (2.1) : une
première indication est donnée par la brisure de symétrie de translation dans le
fondamental.
On passe pour cela dans l’espace de Fourier : le réseau de Bravais du kagomé
est triangulaire de pas 2, avec 3 sites α, β, γ par maille (Fig. 2.1), et pour
un échantillon de N sites on définit donc les N/3 composantes de Fourier Sq

µ,
µ = α, β, γ indexant les trois types de sites :

Sq
µ =

√

3

N

N/3
∑

i=1

Sµ
i e−jq·(Ri+δµ) (2.2)

⇔ Sµ
i =

√

3

N

∑

q∈1zB

Sq
µ ejq·(Ri+δµ) (2.3)

où δα = u/2, δβ = (v − u)/2, et δγ = −v/2, avec u = (2, 0) et v = (
√

3, 1) et
1zB est la première zone de Brillouin du réseau de Bravais triangulaire, i.e. un
hexagone de côté 2π/3 contenant N/3 vecteurs q (Fig. 2.2).
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K1

K2

2M

M1

X2

X3

1X

Γ

Fig. 2.2 – Première zone de Brillouin du réseau kagomé avec ses points de plus haute
symétrie. On donne les composantes du centre de zone Γ=(0,0), des deux coins de
zone M1=(2

3 ,13 ) et M2=(1
3 ,23 ), et des trois milieux de côtés X1=(1

2 ,0), X2=(0,12 ), et
X3=(1

2 ,12 ) dans la base (K1=
2π
3 u-π

3v,K2=-π
3u+2π

3 v).

En substituant (2.3) dans (2.1) on obtient les composantes de Fourier de H :

Hcl =
∑

q∈1zB

Hcl
q =

∑

q∈1zB

V+
q · Mq · Vq

où

Vq =





Sq
α

Sq
β

Sq
γ



 et Mq =





0 mαβ(q) mαγ(q)
mαβ(q) 0 mβγ(q)
mαγ(q) mβγ(q) 0





avec mµν(q) = J1 cos(2q · (δµ + δν)) + J2 cos(2q · (δµ − δν)).
L’expression analytique des valeurs propres de Mq s’obtient de la formule de
Cardan et donne trois nappes ωµ(q), µ = 1, 2, 3.
Pour la nappe la plus basse (µ = 1) on résout

∇q ω1(q) = 0 (2.4)

avec q ∈ 1zB. On obtient ainsi le(s) mode(s) qui minimise(nt) H pour des valeurs
de J1 et J2 données.
Les solutions de (2.4) permettent de distinguer quatre régions dans l’espace des
paramètres J1 − J2 :

Pour J1>0 et J2>0

H a un minimum deux fois dégénéré (provenant de deux nappes différentes)
en q = Γ (Fig. 2.2) : le fondamental classique est invariant par toute translation



16 Modèle de Heisenberg J1 − J2 classique sur le réseau kagomé

d’un vecteur du réseau de Bravais R = pu + qv où (p, q) ∈Z
2.

On en déduit que tous les hexagones sont équivalents et du fait des trois sites
par maille du réseau kagomé on attend une structure à trois sous réseaux au
maximum.
Une minimisation de H dans l’espace direct1 sur des échantillons de taille ≤ 1200
spins donne effectivement un ordre de Néel à trois sous réseaux orientés à 120◦,
noté état de Néel q = 0 dans la suite (Fig. 2.3).
On remarque que cette configuration “optimise” simultanément les liens antiferro
entre premiers et seconds voisins, au sens où Jij Si · Sj < 0 pour toutes les paires
de sites (i, j) en interaction.

Pour J1>0 et J2<0

H a deux minima aux coins de zone M1 et M2 : le fondamental est invariant
par toute translation de vecteur R = p(2u − v) + q(2v − u) où (p, q) ∈Z

2.
On en déduit que la maille élémentaire contient neuf sites et on attend neuf sous
réseaux ferro au maximum.
La minimisation de H dans l’espace direct donne en fait une structure à trois
sous réseaux à 120◦ comme pour le Néel q = 0, bien que la brisure des symétries
du réseau soit différente (Fig. 2.3). Les côtés de la maille élémentaire étant plus
longs d’un facteur

√
3 que le pas du Bravais, cet ordre de Néel est généralement

noté
√

3 ×
√

3.
Là encore Jij Si · Sj < 0 pour toutes les paires de sites (i, j) en interaction.

Pour J1<0 et J2<−J1/3

H a un minimum unique en Γ correspondant à l’ordre ferromagnétique inva-
riant par translation.

1Pour minimiser H on part d’une configuration aléatoire et à chaque itération on aligne
séquentiellement chacun des N spins de l’échantillon sur l’opposé de son champ local. Le critère d’arrêt
est la stationnarité de l’énergie totale.
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Fig. 2.3 – Les deux ordres de Néel classiques et leur maille élémentaire (trait gras) sur le
réseau kagomé avec J1 > 0 : si J2 > 0 (en bas à gauche) on obtient l’ordre de Néel q = 0
avec trois spins par maille (tous les hexagones sont identiques). Pour J2 < 0 (en haut
à droite) le Néel

√
3 ×

√
3 a neuf spins par maille et il y a trois types d’hexagones.

Pour J1<0 et J2>−J1/3

H a trois minima dégénérés aux trois milieux de côté X1, X2 et X3 : le
fondamental est invariant par toute translation de vecteur R = p(2u) + q(2v) où
(p, q) ∈Z

2.
On en déduit que la maille élémentaire contient quatre hexagones et donc 12
sites : on attend 12 sous réseaux ferro au maximum.
C’est effectivement ce que l’on obtient en minimisant H dans l’espace direct : les
12 sous-réseaux pointent vers les milieux des 12 arêtes d’un cube.
On paut aussi remarquer que les 6 spins d’un hexagone sont dans un même plan
et orientés à π/3 (Fig. 2.4). Dans “l’espace des spins” les 4 plans définis ainsi sont
orientés comme les quatre faces d’un tétraèdre.
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Fig. 2.4 – L’ordre de Néel à douze sous-réseaux sur le réseau kagomé avec J1 < 0 et
J2 > −J1/3. Les sites d’un même sous-réseau sont de même couleur et portent le même
numéro. Les quatre hexagones non équivalents sont également numérotés. Les 6 spins
de chaque hexagone sont dans un plan : on a représenté en pointillés le plan des spins
1 à 6 de l’hexagone 1.

Encore une fois les liens ferro et antiferro sont optimisés au sens où JijSi · Sj < 0
pour toutes les paires de sites (i, j) en interaction.
Le polyèdre qui s’appuie sur les douze directions du paramètre d’ordre est ap-
pelé cuboctaèdre et on notera donc cet ordre de Néel de façon abrégée cuboc .
L’ensemble de ces résultats est représenté dans le plan J1 − J2 (Fig. 2.5).

q=0
Néel

ordered
Antiferro

3 3xq=
orderedNéel

Antiferro

J1

J2

Cuboc
ordered

Antiferro

Ferro

Fig. 2.5 – Diagramme de phase classique à température nulle du modèle de Heisenberg
J1 − J2 (2.1) sur le réseau kagomé.
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2.2 Symétries brisées dans la phase cuboc

En plus des phases déjà connues pour le modèle classique J1 − J2 (2.1)sur le
réseau kagomé, nous avons trouvé à T = 0 un nouvel ordre de Néel à 12 sous
réseaux qu’on décrit plus précisément.

2.2.1 Schéma de brisure

On commence par déterminer le groupe de symétrie du paramètre d’ordre,
anticipant que la nature de la brisure de symétrie nous sera utile pour décrire le
spectre du Hamiltonien quantique (Sec. 3.2).
Il est facile de se convaincre (Fig. 2.4) que le groupe de symétrie d’un cuboctaèdre
est simplement le groupe du cube, soit Oh = O × {Id, i} = {O, O × i}, qui com-
prend les 24 isométries positives du groupe O, et 24 isométries négatives, obtenues
de O × i , avec Id l’identité et i l’inversion.
Le groupe O contient, en plus de l’identité, six rotations C4 et trois C2 autour des
axes perçant les centres de faces opposées (Fig. 2.6), huit C3 autour des diagonales
intérieures et six C2 autour des axes liant les milieux des arêtes.

Cz
4

Cx
4

Cy
4

C2
aC2

b

C2
d

C2
e

C2
c

C1
3

C3
2

C3
3

C3
4

C2
f

Fig. 2.6 – Les treize axes de symétrie du cube : on dénombre 3 axes quaternaires C x,y,z
4

(en vert), 4 axes ternaires C1,2,3,4
3 (en bleu) et 6 axes binaires Ca,b,c,d,e,f

2 (en rouge).

On souligne enfin que l’inversion s’applique aux spins (c’est le renversement
du temps) et pour lever toute ambigüıté avec l’inversion dans l’espace réel, i sera
appelé spin-flip dans la suite.
Le groupe de symétrie O(3) = SO(3) × {Id, i} du Hamiltonien classique est donc
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brisé dans la phase cuboc selon

O(3) → Oh (2.5)

2.2.2 Brisure de symétrie chirale

Attardons-nous maintenant sur l’opération de spin-flip : on reprend le pa-
ramètre d’ordre de la figure (2.4) et on lui applique i.
Après rotation globale on remarque que l’on a obtenu le cuboctaèdre image dans
un miroir du cuboctaèdre de départ (Fig. 2.7) et donc aucune rotation globale
ne permet de faire cöıncider les labels des deux paramètres d’ordre, à l’image des
deux formes énantiomères d’une molécule possédant un Carbone asymétrique.

10

11
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11

1
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3

4 5

6

7

8

12
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3

45

6

7

8

9 129

Fig. 2.7 – Un paramètre d’ordre et son image par spin-flip i : après rotation globale
des 12 sous-réseaux on remarque que les deux objets sont images l’un de l’autre dans
un miroir (repéré par un trait plein). Aucune rotation globale ne permet de superposer
les deux paramètres d’ordre.

La conséquence directe est que l’ensemble des paramètres d’ordre cuboc se
scinde naturellement en deux classes, le spin-flip seul autorisant le passage d’une
classe à l’autre, comme dans le modèle d’Ising : en plus de la brisure de symétrie
continue SO(3) → O, le spin-flip est donc à l’origine d’une brisure de symétrie 2

2Il est clair que la non-coplanarité des sous réseaux est ici essentielle. En fait, dans le cas d’un
paramètre d’ordre planaire on peut toujours trouver une rotation globale des spins en dehors du plan
équivalente au spin-flip, i.e. le spin-flip n’engendre jamais de brisure Z2 lorsque le paramètre d’ordre
est planaire.
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discrète, de type Z2 .
On construit maintenant le paramètre d’ordre, au sens de Landau, associé à la
brisure de symétrie Z2 : l’analogie avec les formes énantiomères montre qu’un
cuboctaèdre et son image dans un miroir sont les formes “droite” et “gauche”
d’un solide tridimensionnel et donc c’est une chiralité qui différencie les deux
images.
Considérons en effet la chiralité scalaire sur un triangle élémentaire ∆ du réseau
kagomé, i.e.

σ∆ =
√

2 Si ∧ Sj · Sk (2.6)

où (i, j, k) labellent les trois sites d’un triangle dans le sens des aiguilles d’une
montre.
A T = 0, pour le paramètre d’ordre de la figure 2.4, on remarque (Fig. 2.8)
que σ

∆
= +1 (resp. −1) sur les triangles pointe en haut (resp. pointe en bas).

D’autre part, le spin-flip échange trivialement les + et les − sur la figure 2.8,
d’après (2.6) 3.

++

+ +

+

+++

− − −

− −−

− −

Fig. 2.8 – Chiralité scalaire σ
∆

calculée sur le paramètre d’ordre de la figure 2.4.

On définit donc naturellement la chiralité scalaire alternée

mσ =
3

2N

∑

∆

(−1)α∆ σ∆

3Poursuivant l’analogie avec le modèle d’Ising, on peut définir une variable locale réellement Z2 ,
i.e. même à T > 0, en définissant σ∆ = sign(Si ∧ Sj · Sk). Avec cette définition on accrôıt cependant
de manière artificielle les fluctuations de σ∆ lorsque les trois spins sont quasiment planaires, i.e. lorsque
Si ∧ Sj · Sk ' 0. On définit donc plutôt une variable Z2 molle σ∆ ∈ [−1, +1], comme en (2.6).
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où la somme s’étend sur les 2N/3 triangles du réseau kagomé avec α∆ = 0 (resp. 1)
sur les triangles pointe en haut (resp. pointe en bas).
On a alors construit le paramètre d’ordre associé à la brisure de symétrie Z2 ,
qu’on appellera aussi brisure de symétrie chirale. Par analogie avec l’aimantation
des sous-réseaux, qui est le paramètre d’ordre associé à la brisure de SO(3) , on
appellera mσ l’aimantation Z2 .

2.3 Théorème de Mermin-Wagner

Nous avons montré (Sec. 2.2) que les groupes SO(3) et {Id, i} ∼ Z2 étaient
tout deux brisés dans la phase cuboc selon (2.5). Cependant SO(3) est un groupe
continu tandis que Z2 est discret et les brisures de ces deux types de symétrie
sont de nature très différentes.
Qualitativement on peut comprendre qu’il soit fondamentalement plus difficile de
briser une symétrie continue qu’une symétrie discrète, en abaissant la température
par exemple.
Pour se fixer les idées on considère le Hamiltonien de Heisenberg ferromagnétique
sur le réseau carré pour des spins à n composantes :

H = −
∑

<i,j>

Si · Sj,

dont le groupe de symétrie est O(n).
Pour n = 1 on retrouve le modèle d’Ising, prototype des systèmes à symétrie
discrète (en l’occurrence la symétrie de spin-flip avec O(1) = Z2). A partir du
fondamental ferromagnétique ordonné à T = 0 on construit les excitations à par-
tir de flips de spins individuels et leur énergie vaut donc au moins l’énergie de
retournement d’un spin dans son champ local4 : les excitations sont gappées avec
un gap d’ordre J la constante d’échange. Cette échelle d’énergie microscopique
fixe la température de transition de restauration de la symétrie Z2 du Hamilto-
nien à Tc = O(J).
Pour n ≥ 3 le groupe de symétrie O(n) = Z2×SO(n) du Hamiltonien est continu.
La différence fondamentale avec le modèle d’Ising vient de ce qu’il n’existe plus
d’échelle d’énergie typique des premières excitations autour du fondamental or-
donné ferro à T = 0. En effet les rotations locales infinitésimales, moins brutales
que le retournement d’un spin, sont maintenant autorisées. Plus précisément les
excitations de plus basse énergie sont des ondes de spin de longueur d’onde λ ∼ L,

4Plus précisément, retourner un spin seul dans une configuration ordonnée coûte une énergie
δEflip = 2z = 8, avec z le nombre de plus proches voisins sur le réseau carré. Lorsque la température
augmente, le retournement d’un nombre croissant nflip(T ) de spins isolés coûte une énergie
∆E = nflip(T ) δEflip = O(nflip(T )). Une solution qui peut être moins coûteuse en énergie consiste
à agréger les défauts en domaines homogènes dans lesquels tous les spins sont retournés. Le coût en
énergie d’un domaine unique contenant les nflip(T ) défauts est en effet entièrement localisée à sa
frontière et crôıt donc seulement comme sa surface ∆Edomaine = O(

p

nflip(T )).
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la taille linéaire du réseau : chaque spin dévie de sa direction d’équilibre d’un angle
∼ 1/L. A la limite thermodynamique la déviation est nulle et donc ces excitations
ne coûtent aucune énergie : ce sont les modes de Goldstone associés à la brisure
de la symétrie continue SO(n). Il y a donc des états excités accessibles dès les
températures infinitésimales ce qui conduit à prédire que la restauration de la
symétrie SO(n), continue pour n ≥ 2, peut avoir lieu dès T = 0 5.
C’est donc l’existence d’excitations non gappées, i.e. les modes de Goldstone,
qui différencie essentiellement la brisure d’une symétrie continue d’une brisure de
symétrie discrète.
La figure 2.9 montre l’importance de ces fluctuations de grande longueur d’onde
dans la restauration progressive de SO(3) dans la phase cuboc .

(a) T = 0 (b) T = 0.01 (c) T = 0.02 (d) T = 0.1

Fig. 2.9 – Instantané du paramètre d’ordre cuboc à différentes températures.
L’échantillon simulé a une taille linéaire L = 20 pas du réseau de Bravais
(N = 3L2 = 1200 spins), avec J2/|J1| = 0.5. On prend la dernière configuration de la
simulation et on regroupe les spins par groupes de 12 selon la maille de la phase cuboc

(Fig. 2.4) : on trace ensuite le cuboctaèdre qui s’appuie sur les douze spins locaux avec
une couleur qui dépend de la position de la maille sur le réseau. Pour référence on donne
la configuration parfaitement ordonnée obtenue par minimisation directe du Hamilto-
nien à T = 0 (Fig. 2.9(a)). Les autres paramètres d’ordre sont obtenus par simulation
Monte-Carlo .

La brisure de SO(3) est plus complexe que dans le cas ferromagnétique puisque
l’aimantation totale est nulle, même à T = 0. Cependant le raisonnement ci-dessus
s’étend naturellement à la phase cuboc puisqu’il ne fait référence qu’au groupe
brisé et non au paramètre d’ordre associé à la brisure : plutôt que d’observer la
perturbation de l’alignement des spins dans le cas ferromagnétique, on s’intéresse
donc simplement à la disparition de l’ordre cuboc 6. A mesure que la température
augmente (Fig. 2.9(a), 2.9(b) et 2.9(c)) on note la persistance d’un ordre cu-

5Le cas n = 2 est pathologique : puisque le système est critique à toute température T < TKT , la
température de la transition de Kosterlitz-Thouless, comme on le rappellera dans la section 2.6.2.

6En fait on définira un référentiel local (Sec. 3.5) dont l’axe zi au site i pointe dans la direction du
spin local. Avec ce changement de jauge l’ordre cuboc est mappé sur un état ferromagnétique : on peut
alors étendre sans modification la discussion du cas ferromagnétique à la phase cuboc .
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boc local tandis que l’alignement des structures locales à 12 spins est de plus
en plus perturbé, jusqu’à obtention d’une configuration invariante par rotation
(Fig. 2.9(d)) : ce sont bien les fluctuations de grande longueur d’onde qui res-
taurent SO(3) 7.
Le théorème de Mermin-Wagner [58, 22] prouve et généralise la conjecture précédente :
pour un Hamiltonien à symétrie continue et dont les interactions sont à courte
portée, qu’il soit classique ou quantique, la symétrie ne peut être brisée qu’à
T = 0 en dimension d ≤ 2.
En revanche le théorème ne dit rien des brisures des symétries discrètes, et pour
cause : avec le modèle d’Ising évoqué plus haut nous avons un exemple de symétrie
discrète brisée à température finie en dimension 2, mais le même modèle en di-
mension 1 ne s’ordonne qu’à température nulle.

Le rôle de la dimension Pour comprendre qualitativement l’apparition de la
dimension du réseau dans le théorème de Mermin-Wagner on peut reprendre le
modèle de Heisenberg ferromagnétique à symétrie O(n) : il est clair que plus la
dimension du réseau (et donc sa connectivité) est grande, plus le champ local est
important. A mesure que la dimension augmente les spins sont donc de plus en
plus contraints et leurs fluctuations de plus en plus coûteuses : à la limite d → ∞
on retrouve le champ moyen qui néglige complètement les fluctuations.
Plus quantitativement le modèle sigma non-linéaire donne à l’ordre d’une boucle
une renormalisation de l’aimantation [8] de l’ordre de 1 − σ(T ) ∼ T

∫

dk
ωk

. La
somme sur la première zone de Brillouin est dominée par la contribution des
modes proches du mode de Goldstone ωk=0 = 0, i.e. des modes k ∼ 1/L avec L
la taille linéaire du réseau. Pour des ondes de spin se développant sur un fonda-
mental ferromagnétique, ωk→0 ∼ k2 et donc 1 − σ(T ) ∼ T

∫

kd−3dk qui diverge à
la limite thermodynamique en dimension d ≤ 2 dès que T > 0 : la basse dimen-
sionalité accrôıt l’effet des fluctuations et on retrouve sur cet exemple l’absence
de brisure de SO(n) pour n ≥ 2 à température finie en dimension d ≤ 2.

2.4 Le scénario Ising

Reprenons le cas de la phase cuboc à T = 0 et augmentons la température : le
théorème de Mermin-Wagner assure que les ondes de spin restaurent la symétrie
SO(3) dès les températures infinitésimales mais il ne dit rien de la brisure de
symétrie chirale Z2 .
Cependant le scénario d’une transition continue dans la classe d’universalité du
modèle d’Ising à deux dimensions émerge naturellement en remarquant qu’à
température finie, une hypothèse raisonnable pour la transition chirale, le système
est invariant sous SO(3) , d’après le théorème de Mermin-Wagner. La symétrie

7Le point critique associé à la brisure de SO(3) n’est défini qu’à la limite thermodynamique. La
persistance de l’ordre cuboc à T > 0 est un effet de taille finie.
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chirale Z2 est la seule symétrie brisée à température finie, et la transition chirale
est donc associée au même changement de symétrie que la transition critique du
modèle d’Ising en deux dimensions.
A l’appui de ce scénario on trouve deux exemples de brisure de symétrie Z2 dans
la classe Ising 2D pour des Hamiltoniens de Heisenberg :

– Dans le modèle J1 − J2 sur le réseau carré pour J2 > J1/2 le fondamental à
T = 0 est un ordre de Néel à quatre sous-réseaux correspondant aux deux
milieux de côté dégénérés q = (0, π) et (π, 0) [17]. On peut voir cet ordre
comme deux configurations de Néel colinéaires habituelles entre seconds
voisins. L’énergie ne dépend pas de l’angle entre les deux aimantations al-
ternées et il existe donc une famille continue d’états fondamentaux dégénérés
à T = 0. A basse température les fluctuations sélectionnent les configura-
tions pour lesquelles les deux aimantations alternées sont colinéaires [32] :
cette sélection entropique d’un ordre par le désordre [89] peut donner deux
configurations colinéaires équivalentes du point de vue des fluctuations, cor-
respondant à la sélection d’un des deux vecteurs d’onde dégénérés q = (0, π)
ou q = (π, 0). La symétrie Z2 entre les deux vecteurs d’onde est restaurée
à température finie par une transition continue dans la classe d’universalité
du modèle d’Ising à deux dimensions [93, 16].

– Dans le modèle J1 − J3, toujours sur le réseau carré [54, 12], le fondamen-
tal a un ordre spiral incommensurable pour J3 > J1/4 associé à l’un des
deux vecteurs d’onde (q, q) et (q,−q), où q = π pour J3 = J1/4 (on retrouve
alors l’ordre de Néel colinéaire) et q décrôıt de façon monotone jusqu’à at-
teindre π/2 dans la limite J3/J1 → ∞. En fait les spirales de vecteur d’onde
(q, q) et (q,−q) sont dégénérées à T = 0 et les fluctuations thermiques, ou
quantiques [76], ne sélectionnent aucun des deux ordres. Encore une fois la
symétrie Z2 entre les deux vecteurs d’onde est restaurée à température finie
par une transition continue, très probablement dans la classe d’universalité
Ising 2D [12].

Dans ces deux exemples le scénario intuitif d’une transition Ising pour restaurer
la symétrie Z2 est donc réalisé. Cependant, ce résultat n’est à priori pas du tout
évident : le Hamiltonien de départ couple en effet les spins, et non les variables Z2

locales directement, et décrit à basse température une physique de basse énergie
non gappée, à l’opposé du modèle d’Ising.
A la transition de restauration de la symétrie Z2 des modèles précédents il semble
donc que l’on ait perdu toute trace des variables continues de spin utilisées pour
définir les variables Z2 locales, au moins en ce qui concerne la physique aux
longues distances. En particulier les couplages probablement engendrés par le
flot de renormalisation entre les variables de spin et les variables Z2 locales sont
tous non pertinents, et à l’approche asymptotique du point fixe le Hamiltonien
effectif de basse énergie engendré par le flot est un simple Hamiltonien d’Ising à
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deux dimensions dans les variables Z2 .
On se demande maintenant dans quelle mesure le scénario Ising décrit également
la brisure de symétrie chirale dans la phase cuboc .

2.5 La transition chirale est faiblement du premier ordre

On veut ici observer la restauration éventuelle de la symétrie chirale Z2 à
température finie, et le cas échéant déterminer la nature de la transition. Le bon
outil est la simulation Monte-Carlo dont on décrit brièvement l’algorithme de
Metropolis.

2.5.1 Algorithme de Metropolis

Un spin est un vecteur unitaire représenté par deux variables (z, ϕ) avec
z ∈ [−1, 1] et ϕ ∈ [0, 2π[ (Fig. 2.10). A chaque itération Monte-Carlo on choisit

θz=cos

S

ϕ

θ

Fig. 2.10 – Parametrisation d’un spin S classique en variables (z, ϕ). Si z et ϕ sont
distribués uniformément dans [−1, 1] et [0, 2π[ respectivement, alors S est distribué
uniformément sur la sphère unité.

un spin au hasard qu’on tourne de (δz, δϕ), où δz et δϕ sont tirés uniformément

avec |δz| ≤ 2
√

T et |δϕ| ≤ 2π
√

T 8 On calcule alors la variation de l’énergie to-

8L’équipartition de l’énergie appliquée au Hamiltonien ∝ Si · Sj quadratique en z et ϕ permet
en effet d’anticiper que les fluctuations des deux variables autour de leur valeur d’équilibre sont
< (δz)2 >∼< (δϕ)2 >∼ T . Le choix de δz, δϕ ≤

√
T permet de limiter les sauts non pertinents dans

l’espace des phases, i.e. associés à une probabilité d’acceptation très faible. En fait ce choix assure un
taux d’acceptation quasiment indépendant de la température, ici de l’ordre de 20 à 30%, typiquement.
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tale δE associée à ce mouvement local : on accepte la nouvelle configuration si
δE < 0, ou avec une probabilité e−βδE si δE > 0.

2.5.2 Erreur statistique

A la limite d’un nombre infini d’itérations Metropolis l’ensemble des configu-
rations de l’espace des phases est parcouru avec la distribution d’équilibre, i.e. la
distribution de Boltzmann, et la moyenne thermodynamique d’une observable A
(notée <A>) est simplement sa moyenne sur les itérations successives (notée A).
Pour un nombre fini d’itérations l’erreur commise en identifiant les deux moyennes
provient principalement de ce que deux configurations successives ne diffèrent que
par la rotation locale d’un spin et sont donc très corrélées : il faut un nombre fini
d’itérations pour décorréler une configuration donnée.
On estime que pour obtenir deux valeurs successives décorrélées d’une observable
il faut qu’en moyenne chaque spin ait été tourné au moins une fois : on mesure
donc les observables toutes les N itérations microscopiques ce qui constituera
l’unité de temps Monte-Carlo , notée MCS dans la suite (Monte Carlo Step).
Si τA est le temps typique de relaxation9 de l’observable A alors l’erreur com-
mise en confondant la moyennes statistique sur NMCS itérations avec la moyenne
thermodynamique est [88]

(A− <A>)2 ∼ 2τA

NMCS

(A2 − A
2
)

pour NMCS � τA, i.e. tout se passe comme si on moyennait sur un nombre effectif
de configurations indépendantes NMCS/2τA < NMCS.
En pratique on s’assure que NMCS >> τ , où τ est le temps de relaxation de
l’observable la plus lente, en général le paramètre d’ordre de la transition.
Une simulation Monte-Carlo typique commence pour nous par 2 à 3 τ itérations
pendant lesquelles aucune mesure n’est effectuée puisque les configurations sont
encore très corrélées à la configuration de départ arbitraire.
Après cette thermalisation on estime qu’on a obtenu une configuration d’équilibre
des spins : les itérations suivantes échantillonnent l’espace des phases autour de
la région d’équilibre, i.e. dans les régions qui donnent la contribution dominante
aux moyennes thermodynamiques des observables.
Les mesures proprement dites sont ensuite effectuées sur 10 à 100 τ itérations
selon la taille de l’échantillon.

2.5.3 Exposant dynamique - dynamique vitreuse

Prenons le modèle d’Ising à deux dimensions : à la température T les spins
Ising sont corrélés sur toutes les échelles de longueur ≤ ξ(T ). Pour obtenir deux

9Plus précisément, si pour une distribution gaussienne de A, i.e. loin des transitions critiques, la

décorrélation de A est exponentielle et AiAi+∆ − A
2 ∼ exp (−∆/τA).
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valeurs statistiquement décorrélées de l’aimantation totale il faut donc flipper des
clusters de taille ∼ ξ(T ) qui diverge à la transition : il faut donc un temps infini-
ment long à la limite thermodynamique pour décorréler deux mesures successives
du paramètre d’ordre à la transition. En général, pour une transition du deuxième
ordre, le temps de relaxation τ du paramètre d’ordre diverge comme τ ∼ ξz à la
transition, avec z l’exposant critique dynamique (z = 2 pour le modèle d’Ising en
dimension 2), c’est le phénomène de ralentissement critique.
Pour estimer τ dans la phase cuboc , on mesure la relaxation du paramètre d’ordre
de la transition, i.e. la chiralité scalaire mσ (Fig. 2.11).
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Fig. 2.11 – Relaxation de la chiralité scalaire la température de transition est estimée
à T0 ' 0.12 sur cet échantillon.

On distingue nettement deux comportements : aux température T ∼< T0 ' 0.12
la relaxation est très lente et la chiralité scalaire moyenne décorrèle sur des échelles
de temps τ ∼ 30000 MCS, tandis qu’à plus haute température le paramètre
décorrèle typiquement sur τ ∼ 1 MCS.
Bien que l’on ne mesure pas directement la décorrélation des spins, la très lente
relaxation de la chiralité à basse température est clairement réminiscente de la
relaxation lente des spins, i.e. de la grande densité d’états de basse énergie com-
mune aux systèmes frustrés : à basse température la contribution dominante à la
fonction de partition provient alors d’une région étendue de l’espace des phases,
que la marche aléatoire de Metropolis met du temps (Monte-Carlo ) à parcourir.

À T = 0.099 par exemple, on distingue trois fréquences d’oscillation dans la
courbe de relaxation, i.e. trois échelles de temps de relaxation, qui rappellent
la relaxation lente des verres de spin.
On parle d’ailleurs de relaxation vitreuse pour les spins frustrés, ce qui parâıt
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légitime dans la phase cuboc à basse température puisqu’on mesure un exposant
dynamique z ' 4.5 très éloigné du modèle d’Ising et plus proche des verres de
spins (z ∼ 6 − 7).
La comparaison s’arrête là puisque la relaxation lente dans les verres est liée au
désordre d’interaction qui désordonne le paysage d’énergie. Dans les systèmes de
spins frustrés, comme dans la phase cuboc , il n’y a en revanche aucun désordre :
c’est la frustration elle-même qui amène un grand nombre d’excitations à des
énergies proches de celle du fondamental.

2.5.4 Premiers résultats

On mesure l’énergie et la chiralité scalaire à chaque itération puis on calcule
les deux premiers moments des distributions obtenues, soit l’énergie moyenne par
spin < e > et la chaleur spécifique par spin

C/kB =
N

(kBT )2
(< e2 > − < e >2) ,

la chiralité scalaire moyenne par triangle10 < |mσ| > et la susceptibilité chirale
par triangle

kBχσ =
2N

3T
(< m2

σ > − < |mσ| >2).

On présente sur la figure 2.12 les résultats pour un échantillon de taille linéaire
L = 16
(soit N = 3L2 = 768 spins) avec J1 = −1 et J2 = 0.38. L’échantillon a été ther-
malisé durant 219 ' 5.105 MCS, puis les moyennes ont été calculées sur
221 ' 2.106 MCS.

10Il est clair que la brisure spontanée de Z2 n’a lieu qu’à la limite thermodynamique N → ∞ : à taille
finie l’ergodicité ne peut être brisée puisqu’on peut passer d’une configuration de chiralité mσ = 1 à
une configuration mσ = −1 en un nombre fini d’itérations. On en déduit qu’à T < T0 la température
de transition, et en champ nul, < mσ >N= 0 et la bonne grandeur à calculer, i.e. celle qui prend
une valeur finie lorsque Z2 est brisé, est plutôt < |mσ| >N 6= 0 qui converge vers le paramètre d’ordre
à la limite thermodynamique lim

N→∞
< |mσ| >N= lim

N→∞
< mσ >N . On note que < |mσ| >N 6= 0 même

danbs la phase haute température : on somme en effet les fluctuations autour de < mσ >N= 0 et donc
< |mσ| >N∼

√
< m2

σ >N 6= 0.
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Fig. 2.12 – Simulation Monte-Carlo pour un échantillon de taille linéaire L = 16 avec
conditions aux limites périodiques, pour J2/|J1| = 0.38. La température de transition
est estimée à kBTo/|J1| ' 0.12.

A basse température < |mσ| > est saturée (Fig. 2.12(a)) ce qui confirme que
la symétrie discrète chirale est brisée à température finie. De façon cohérente la
susceptibilité chirale χσ est nulle à basse température : les excitations de chiralité
sont gappées comme les excitations du modèle d’Ising à deux dimensions.
D’autre part la chaleur spécifique C/kB →1 lorsque T →0 comme prévu pour un
modèle O(3). Cette valeur finie est réminiscente de la densité finie d’états de
basse énergie, i.e. d’excitations non gappées, comme prévu pour un Hamiltonien
de Heisenberg classique.
A mesure que la température augmente, < |mσ| > diminue quasiment linéairement
d’environ 20% avant d’être brutalement tuée à T0 ' 0.12|J1|/kB, sans toutefois
s’annuler complètement, comme on s’y attendait. A cette même température
la susceptibilié associée χσ (Fig. 2.12(a)) ainsi que la chaleur spécifique C sont
piquées (Fig. 2.12(b)) : il y a bien une transition de restauration de la symétrie
chirale à température finie.

Cumulants de Binder Le caractère continu ou discontinu de l’annulation ap-
proximative de < |mσ| >, selon que la transition est du premier ou du se-
cond ordre, est évidemment mal défini à taille finie et avec un nombre fini de
températures. Une indication sur la nature de la transition chirale est cependant
fournie par le moment d’ordre 4 de la distribution d’aimantation.
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On définit ainsi le cumulant de Binder11 [44] pour l’aimantation Z2

U4 = 1 − < m4
σ >

3 < m2
σ >2

.

Assez loin des transitions, et si le nombre d’itérations NMCS est suffisant, le
théorème central limite assure que la distribution normalisée des mesures de
|mσ| est gaussienne autour de sa valeur moyenne < |mσ| > et de variance
< (∆|mσ|)2 >= 3

2N
kBTχσ :

P(|mσ|) =

√

N

3πkBTχσ
e
− N

3kBTχσ
(|mσ |−<|mσ|>)2

.

On en déduit

U4(T ) =
2

3

< |mσ| >4

(< |mσ| >2 + 3
2N

kBTχσ)2
, (2.7)

et donc 0 ≤ U4(T ) ≤ 2/3.
Dans la phase ordonnée, χσ → 0 et < |mσ| >= m0 6= 0, dont on déduit
U4(T < T0) = 2/3, tandis que dans la phase haute température < |mσ| >' 0
donne U4(T > T0) ' 0.
Si la transition chirale est du second ordre, on passe d’une distribution limite à
l’autre par une distribution élargie non gaussienne : en admettant que l’on puisse
écrire formellement cette distribution comme une gaussienne de largeur infinie
(χσ diverge), et donc utiliser (2.7), on voit que le cumulant de Binder pour l’ai-
mantation Z2 chute de 2/3 à 0 à la transition, en restant circonscrit entre ces
deux valeurs limites.
Si maintenant la transition est du premier ordre, les phases ordonnée et désordonnée
coexistent à la transition : la distribution des mesures de |mσ| présente deux pics
à la transition, l’un centré en < |mσ| >= m0 6= 0 et l’autre en < |mσ| >' 0 et on
ne peut plus utiliser (2.7).
Considérons pour simplifier la distribution thermodynamique en remplaçant les
gaussiennes par des distributions delta, et notons p le poids de la distribution de
la phase désordonnée, centrée en première approximation en < |mσ| >= 0.
A la transition P(|mσ|) = p δ(|mσ|) + (1 − p) δ(|mσ| − m0) et donc
U4(T = T0) = 2

3
(1 − p

2(1−p)
). A T ' T0, le poids p varie entre 0 et 1 et donc

U4 ∈] −∞, 2/3].
De façon plus réaliste, pour une distribution gaussienne doublement piquée on
s’attend donc à ce que U4 passe de 2/3 à 0 de manière violente, en prenant no-
tamment des valeurs négatives.

11Historiquement le calcul du cumulant de Binder est motivé par l’étude des effets de taille finie
à une transition du second ordre : à taille finie L le cumulant est directement une fonction d’échelle
U4(L, T ) = U4(L/ξ(T )) = Ũ4(|t|L1/ν ), avec |t| = |(T − Tc)/Tc| et ν l’exposant critique de la longueur
de corrélation. En particulier les courbes obtenues à différentes tailles se coupent en Tc à la valeur
universelle Ũ4(0).
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Les premiers résultats semblent plutôt compatibles avec l’hypothèse d’une tran-
sition chirale du premier ordre dans la phase cuboc à J2 = 0.38|J1| (Fig. 2.13)
puisque le cumulant de Binder pour l’aimantation Z2 devient en effet négatif à la
température T0.
Une indication supplémentaire est fournie par le cumulant de Binder pour l’énergie

V4 = 1 − < e4 >

3 < e2 >2
.

Dans les deux phases la distribution d’énergie est gaussienne centrée en < e >6= 0
et de variance 1

N
kBT 2C → 0. Par analogie avec (2.7) on en déduit que

V4(T < T0) = V4(T > T0) = 2/3.
Si la transition chirale est du premier ordre le cumulant de Binder pour l’énergie
est minimum à la transition : la distribution d’énergie a deux pics en e1 et e2, les
énergies par spin des deux phases à T0, et en première approximation
P(e) = q δ(e − e1) + (1 − q) δ(e − e2) avec q le poids de la phase 1. En minimisant

par rapport à q on trouve V4(T0) = 2
3
(1 − (e1/e2−e2/e1)2

8
).

En revanche, si la transition est critique alors e1 = e2 et donc V4 vaut 2/3 à toute
température, même à la transition.
Le résultat de la simulation montre que V4(T0) ne diffère quasiment pas de 2/3,
ce qui semble plutôt compatible avec une transition critique ou bien faiblement

du premier ordre, i.e. dont la chaleur latente est petite (e1 ' e2).
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Fig. 2.13 – Cumulants de Binder U4 (carrés pleins) et V4 (cercles vides) vs. température
pour le même échantillon que sur la figure 2.12. On représente également la susceptibilité
chirale χσ (pointillés bleus).
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Le signal donné par les moments d’ordre 4 des distributions d’énergie et de chira-
lité scalaire est donc peu concluant. C’est évidemment l’étude des effets de taille
sur ces quantités qui permettra de décider entre une transition critique ou faible-
ment du premier ordre.
Anticipant sur le résultat on commence toutefois par adopter un algorithme
Monte-Carlo plus approprié à la simulation d’un échantillon proche d’une transi-
tion du premier ordre.
La nécessité d’un tel algorithme est déjà visible sur l’évolution du cumulant de
Binder U4 avec la température : les oscillations de U4(T ) pour T ∼> T0 montrent
que la distribution des mesures de |mσ| est peu convergée à ces températures.
L’augmentation du nombre d’itérations NMCS est une solution pour les petits
échantillons mais à plus grande taille le temps de calcul devient prohibitif, et
motive l’introduction du nouvel algorithme.

2.5.5 Algorithme de trempe parallèle

Transition du premier ordre - métastabilité Si la transition chirale est du
premier ordre alors l’énergie de création d’une interface entre les deux phases,
de chiralité ordonnée et désordonnée, est finie à la transition. La longueur de
corrélation chirale ξ

Z
2
(T ), qu’on définira plus loin (Sec. 2.5.6), est de l’ordre de la

taille typique des domaines de chaque phase : elle est contrôlée par la tension de
surface, qui est finie à la transition, et ξ

Z2
ne diverge donc pas à la température

de transition T0.
Dans ce scénario les deux phases coexistent à la température de transition T0, et
le profil d’énergie libre F (E, T0) présente donc deux minima en E1 et E2 > E1,
les énergies des phases ordonnée et désordonnée, respectivement. Un échantillon
à T0 relaxe dans un puits du profil ou dans l’autre selon que la transition est ap-
prochée depuis T < T0 ou T > T0, i.e. E(T → T−

0 ) = E1 et E(T → T +
0 ) = E2 :

l’énergie E(T ) présente donc une discontinuité à T0 de hauteur
Clat = E2 − E1 = T0(S2 − S1) > 0 la chaleur latente, avec S2 − S1 le saut d’en-
tropie. Le même raisonnement s’applique au profil F (mσ, T ) et on attend donc
également une discontinuité de la chiralité scalaire à T0.
La discontinuité des dérivées premières de l’énergie libre F (T ) signe donc une
transition du premier ordre. Elle est cependant mesurée à l’équilibre thermody-
namique dont l’établissement peut être long, ce qui est d’une importance cruciale
pour les simulations Monte-Carlo .
Dans l’expérience du chauffage d’un échantillon équilibré initialement à T < T0,
une fois atteinte la température de transition T0, la source doit apporter un
énergie Clat pour nucléer un nombre croissant de domaines de taille ∼ ξ

Z2
(T0)

dans lesquels la chiralité est nulle, jusqu’à disparition complète de la phase basse
température. D’un point de vue cinétique, la nucléation d’une phase dans l’autre
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requiert de franchir la barrière d’énergie libre12 de hauteur ∆F qui sépare les
deux minima du profil F (E, T0) : la théorie d’échappement de Kramers montre
que les fluctuations thermiques permettent à l’échantillon de passer la barrière
en un temps τ ∝ eβ0∆F , où β0 = 1/kBT0.
Si la puissance de la source de chaleur est suffisante, on peut donc amener un
échantillon de chiralité ordonnée à la température T ∼> T0 : dans ce cas le système
n’a pas eu le temps de franchir la barrière pour relaxer dans l’unique puits
d’énergie libre minimale (de chiralité nulle) et relaxe encore pendant un temps
∼ τ dans le puits métastable de chiralité finie 13.
La durée de vie finie des états métastables peut être observable, comme dans les
aimants ferromagnétiques où elle est de l’ordre de la seconde et est responsable
des cycles d’hystérésis mesurés dans les courbes d’aimantation.
A l’inverse, dans les verres, si l’origine de la métastabilité est très différente de
celle d’une transition du premier ordre (le profil d’énergie libre présente en ef-
fet un grand nombre de minima locaux dû au désordre d’interaction), on peut
néanmoins lui associer un temps de relaxation vers l’équilibre qui peut atteindre
l’âge de l’univers : à l’échelle de l’expérience un verre est un état thermodynami-
quement stable.

Conséquence pour les simulations Monte-Carlo De façon analogue, l’exis-
tence d’une barrière d’énergie libre au voisinage d’une transition du premier ordre
affecte la dynamique Monte-Carlo : le passage d’un puits d’énergie libre à l’autre
est rare ∝ e−β∆F et il est très probable que seul le puits d’énergie libre minimale
aie été visité après un nombre fini d’itérations Monte-Carlo .
Pour visiter chacun des deux puits avec les probabilités thermodynamiques, et
donc échantillonner correctement l’espace des phases, on peut simuler des recuits
à température supérieure à la température de transition, suivis de trempes : un
échantillon équilibré à T < T0, et piégé dans le puits d’énergie libre minimale
(de chiralité finie), est recuit à T > T0 et relaxe dans le puits de chiralité nulle
(d’énergie libre minimale pour T > T0), puis trempé à sa température initiale,
etc...
Evidemment, pour retrouver les distributions d’équilibre à la limite d’un nombre
infini d’itérations Monte-Carlo , il faut respecter le bilan détaillé, ce que réalise
l’algorithme de trempe parallèle.
On commence par effectuer n simulations Metropolis en parallèle à des températures
différentes. Après un nombre suffisant d’itérations on a n échantillons équilibrés

12La barrière est concave et donc instable : le profil d’équilibre est obtenu en prenant l’enveloppe
convexe de F (E,T0) qui est plate entre E1 et E2 (Fig. 2.18).

13En considérant la nucléation à T ∼> T0 d’une bulle de chiralité nulle et d’énergie libre F2, au sein
de la phase ordonnée d’énergie libre F1 > F2, on montre que la barrière d’énergie libre résulte de la
compétition entre le gain d’énergie libre en volume dans la bulle vs. le coût de l’interface : ∆F ∝ e3

s/δf2,
avec es la tension de surface, i.e. l’énergie surfacique de création d’une interface entre les deux phases,
et δf = f1 − f2 > 0 le gain d’énergie libre volumique dans la bulle.
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ayant chacun relaxé dans la cuvette d’énergie libre minimale à la température de
simulation.
Une gamme de températures de simulation bien choisie contient la température
de transition : les échantillons à basse température ont donc relaxé dans le puits
de chiralité finie tandis que les échantillons de plus haute température ont relaxé
dans le puits de chiralité nulle.
On propose ensuite un échange entre des paires de configurations : on échange les
configurations i et j d’énergie Ei et Ej = Ei + δEij, obtenues aux températures
adjacentes βi et βj = βi + δβij si δβij δEij < 0 et avec la probabilité

Pij = e−δβijδEij

sinon.
Après l’échange on continue les n simulations Metropolis à partir des nouvelles
configurations jusqu’à la proposition d’échange suivante.
En adoptant cette probabilité d’échange nous avons donc ajouté un processus de
Markov de trempe/recuit entre les différentes simulations menées en parallèle, de
telle manière que le processus global, i.e. impliquant les n températures, respecte
le bilan détaillé.
En pratique la probabilité d’échange n’est appréciable que si δβij δEij est petit,
i.e. les distributions d’énergie aux températures i et j doivent avoir un recouvre-
ment fini.

La transition chirale est du premier ordre On montre sur la figure 2.14(a)
un exemple d’histogrammes d’énergie obtenus à partir de l’algorithme de trempe
parallèle sur un cluster de n = 24 processeurs, pour l’échantillon de la figure 2.12.
Le recouvrement important des histogrammes donne ici un taux d’acceptation
élevé (∼ 80%).
L’apparition d’un double pic dans la distribution d’énergie aux températures voi-
sines de la température de transition (0.1207 ≤ T ≤ 0.1233) confirme définitivement
le caractère premier ordre de la transition chirale à J2 = 0.38|J1| et l’écart entre
les deux maxima donne la chaleur latente de la transition chirale. De façon
cohérente, à ces mêmes températures la distribution de |mσ| est doublement
piquée (Fig. 2.14(b)), à chiralité finie et à chiralité nulle14

14En définissant l’aimantation Z2 comme < |mσ| > nous avons replié l’un sur l’autre les deux pics
de chiralité finie et opposée.



36 Modèle de Heisenberg J1 − J2 classique sur le réseau kagomé
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Fig. 2.14 – Simulation Monte-Carlo avec l’algorithme de trempe parallèle pour le même
échantillon qu’à la figure 2.12. Le nombre total d’itérations par spin est inchangé mais
tous les 16 MCS on propose un échange entre paires de configurations équilibrées à
des températures adjacentes. Pour plus de lisibilité on ne présente qu’une partie des 24
histogrammes normalisés d’énergie (Fig. 2.14(a)) et de chiralité (Fig. 2.14(b)).

2.5.6 Effets de taille finie

Puisque la transition chirale est du premier ordre, à la limite thermodyna-
mique les dérivées premières de l’énergie libre, comme l’énergie < e > ou la
chiralité scalaire < mσ >, doivent être discontinues à T0, tandis que les dérivées
secondes associées, la chaleur spécifique C(T ) et la susceptibilité chirale χσ(T ),
sont des distributions delta.
Comme pour les transitions critiques, la divergence des observables est frustrée
par la taille finie des échantillons simulés : pour l’observable X(T ), la distribution
delta attendue à la limite thermodynamique devient un pic de hauteur Xmax(L)
et de largeur finies. Lorsque L → ∞, Xmax(L) diverge tandis que la largeur du
pic tend vers 0.
D’autre part, à taille finie, on s’attend à ce que les différentes observables ne
soient pas piquées simultanément. Cependant les températures des différents pics
Tmax(X, L) doivent tendre vers l’unique température de transition T0 à la limite
thermodynamique.
Puisque la longueur de corrélation ξ

Z2
(T0) est finie, il n’y a pas d’invariance

d’échelle à la transition et les exposants critiques ne sont pas définis : le seul
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exposant qui contrôle l’approche asymptotique de la limite thermodynamique est
la dimension d du réseau, et pour L � ξZ2

(T0) on montre que [7]

Tmax(X, L) = T0 + O(L−d), (2.8)

Xmax(L) = O(Ld), (2.9)

avec X = C ou χσ par exemple.

La méthode de repondération Nous avons donc besoin de connâıtre précisément
l’évolution des différentes obervables avec la température. On peut évidemment
effectuer plusieurs simulations Monte-Carlo mais pour diminuer le temps de calcul
on utilisera la méthode de repondération [28, 90] : dans l’ensemble canonique la
mesure de l’énergie d’un système à température T0 donne E avec une probabilité

Pβ0
(E) =

1

Z(β0)
W (E) e−β0E

avec β0 = 1/kBT0, Z(β0) =
∑

E W (E) e−β0E la fonction de partition, et W (E)
le nombre d’états d’énergie E. On peut remarquer qu’à la température inverse
β 6= β0 on a

Pβ(E) =
Z(β0)

Z(β)
Pβ0

(E) e−∆βE (2.10)

où ∆β = β − β0.
Formellement la connaissance exacte de la distribution Pβ0

(E) permet donc de
calculer la moyenne thermodynamique de l’observable X à toute température β
par

< X >β =

∑

E X(E) Pβ0
(E) e−∆βE

∑

E Pβ0
(E) e−∆βE

=
< X e−∆βE >β0

< e−∆βE >β0

.

A priori, la moyenne statistique Xβ peut donc être calculée à toute température
β par repondération d’une seule simulation Monte-Carlo à la température β0 :

Xβ =
X e−∆βE

β0

e−∆βE
β0

−→
NMCS→∞

< X >β . (2.11)

Comme d’habitude, pour un nombre d’itérations NMCS fini la moyenne statis-
tique Xβ ne cöıncide pas avec la moyenne thermodynamique < X >β : l’erreur
statistique (Sec. 2.5.2) entre les deux moyennes à la température β0 de la simu-
lation initiale est propagée et amplifiée par repondération.
On note en effet sur (2.11) que la réalisation X(E) de la châıne de Markov ini-
tiale à β0 est multipliée par un facteur fN = e−∆βE ∼ eN∆β (aux températures
qui nous concernent E < 0 typiquement). En particulier si cette réalisation est
purement une erreur statistique, i.e. que X(E) est un évènement rare de proba-
bilité Pβ0

(X) = 0 lorsque NMCS → ∞, alors par repondération à β > β0 elle est
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amplifiée d’un facteur fN � 1, et peut donc donner une contribution dominante
à Xβ, bien qu’elle ne porte information physique.
La repondération des erreurs limite donc la fiabilité de la méthode à une do-
maine de températures fini autour de la température de simulation. On remarque
par ailleurs que ce domaine de validité diminue rapidement avec la taille de
l’échantillon15 puisque le facteur de repondération fN ∼ eN .
On montre un exemple de repondération de différentes observables sur la fi-
gure 2.15 pour un échantillon de taille linéaire L = 64, à partir de deux simu-
lations de trempe parallèle, réalisées autour de la température du maximum de
C et χσ.
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Fig. 2.15 – Moments d’ordre 2 et 4 des distributions d’énergie et de chiralité scalaire
vs. température, obtenus par repondération de deux simulations de trempe parallèle
(indiquées par des croix). L’échantillon a une taille linéaire L = 64 et J2/|J1| = 0.38.

15En pratique on estime que la repondération n’engendre qu’une erreur négligeable sur les moyennes
tant que l’histogramme d’énergie repondéré et son parent sont distants de moins d’un écart type. Ce
critère est de plus en plus restrictif lorsque la taille N de l’échantillon crôıt, puisque loin des transitions
la distribution d’énergie est gaussienne de largeur ∝ 1/

√
N → 0 à la limite thermodynamique.
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Les deux courbes obtenues par repondération sont quasiment identiques pour
toutes ces observables : les simulations initiales sont donc suffisamment bien
convergées, et la gamme de températures de repondération suffisamment étroite,
pour que l’erreur statistique soit faible et se propage peu.
La repondération fournit donc directement une estimation des extréma des quatre
grandeurs, avec une barre d’erreur fiable.
On montre sur la figure 2.16(a) les effets de taille sur les températures du maxi-
mum de C et χσ, respectivement Tmax(C, L) et Tmax(χσ, L), et sur la température
des minima de U4 et V4, notées Tmin(U4, L) et Tmin(V4, L).
Comme on pouvait déjà le remarquer sur la figure 2.15, C, χ, et V4 sont extrémales
quasiment à la même température tandis que le minimum de U4 a lieu à une
température légèrement supérieure.
Cependant, et en accord avec (2.8), l’écart entre les quatre températures dimi-
nue avec la taille et elles semblent toutes converger vers une même température
de transition T0 = 0.1187 ± 0.0001 à la limite thermodynamique. En revanche le
régime assymptotique ne semble pas tout à fait atteint aux plus grandes tailles
comme le montre le léger infléchissement vers la taille L = 48.
La divergence en O(L2) des moments d’ordre 2 est correcte (Fig. 2.16(b) et 2.16(c)),
mais l’approche du régime asymptotique est plus lente pour les moments d’ordre
4 : U4min

(L) diverge bien en O(L2) avec là encore un léger changement de com-
portement vers L = 48 (Fig. 2.16(e)), tandis que V4min

(L) ne semble pas avoir
rejoint son asymptote en O(L−2) aux tailles les plus grandes (Fig. 2.16(d)).
On peut cependant déjà prévoir une valeur thermodynamique V4min

(∞) ' 2/3,
i.e. une très faible chaleur latente (Sec. 2.5) : la transition chirale est faiblement

du premier ordre à J2/|J1| = 0.38.
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Fig. 2.16 – Effets de taille finie sur les températures des extréma respectifs de C, χσ,
U4 et V4 (Fig. 2.16(a)), ainsi que sur la hauteur des extréma de C (Fig. 2.16(b)), χσ

(Fig. 2.16(c)), V4 (Fig. 2.16(d)) et U4 (Fig. 2.16(e)). Les barres d’erreur sont plus petites
que la taille des symboles.
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Longueur de corrélation chirale A la limite thermodynamique on attend donc
une faible discontinuité de l’énergie la transition, i.e. une transition chirale qua-
siment critique, ou encore faiblement du premier ordre.
De façon cohérente on prévoit une longueur de corrélation chirale ξ

Z2
finie, mais

grande à la transition : le régime asymptotique L �ξ
Z

2
(T0) ne semble en effet pas

atteint pour les moments d’ordre 4, et les termes sous-dominants négligés dans les
effets de taille finie (2.8) et (2.9) sont encore relativement importants aux tailles
L ≤ 64.
Pour estimer ξ

Z2
on calcule le facteur de structure de la chiralité scalaire alternée

Sµν
Z

2
(q, T ) = (−1)αµ+αν < mµ

σ(q)mν
σ(−q) >T − < |mµ

σ| >T < |mν
σ| >T δ(q)

(2.12)
où µ et ν repèrent les deux types de triangles, pointe en haut et pointe en bas
(Sµν

Z
2

est donc une matrice 2 × 2), tandis que (−1)αµ est le facteur habituel de

redressement des chiralités scalaires.
On a également introduit mµ

σ, la transformée de Fourier de la chiralité scalaire
restreinte aux triangles de type µ :

mµ
σ(q) =

√

3

N

∑

∆µ

σ∆µ
e

jq·r
∆µ

où la somme s’étend sur les N/3 triangles ∆µ de type µ.
En fin de simulation on diagonalise Sµν

Z
2
(q, T ) et on suppose une forme de Ornstein-

Zernicke pour sa valeur propre maximale λZ2
(q, T ) au voisinage de q ' 0, soit

(λZ2
(q, T )/λZ2

(0, T ))−1 ' 1 + q2ξ2
Z2

(T ) 16, qui définit la longueur de corrélation

de la chiralité scalaire ξ
Z2

(T ) à la température T .

On donne sur la figure 2.17 l’évolution avec la taille de ξ
Z2

(T0(L)) à la température

de transition chirale : ξ
Z2

(L) est de l’ordre de quelques pas du réseau de Bravais,
i.e. nettement inférieure à la taille linéaire des échantillons, en accord avec l’obser-
vation des distributions d’énergie et de chiralité scalaire qui montraient clairement
la coexistence des deux phases à la transition (Fig. 2.14(a) et 2.14(b)).

16Dans cette approximation, et à la limite continue, l’énergie libre due aux fluctuations inhomogènes
de la chiralité scalaire est ∝

R

d2r (∇σ∆)2 ∝
R

d2q q2 |σ∆(q)|2 : c’est donc une approximation gaus-
sienne pour la fonction de partition des fluctuations.
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Fig. 2.17 – Effets de taille finie sur la longueur de corrélation ξ
Z2

(en pas du réseau de

Bravais), à la température de transition chirale.

D’autre part ξ
Z2

(L) crôıt plus ou moins linéairement avec la taille : la satu-

ration asymptotique de ξ
Z

2
(L) à une valeur finie n’est pas atteinte aux tailles

L ≤ 64, et laisse comme prévu la possibilité d’une grande longueur de corrélation
chirale à la limite thermodynamique.

Barrière d’énergie libre Finalement la signature la plus claire du caractère
premier ordre de la transition chirale à J2/|J1| = 0.38 est lue directement sur
les histogrammes doublement piqués de l’énergie et de la chiralité scalaire, plutôt
que sur leurs moments.
On s’intéresse donc aux effets de taille sur la distribution d’énergie : à la limite
thermodynamique et pour un nombre infini d’itérations, elle donne directement
le profil d’énergie libre F (E, β) par Pβ(E) = e−βF (E,β).
A une transition du premier ordre, on développer le profil d’énergie libre avec la
taille selon [48, 49]

F (E, L) = Ldfbulk(E) + Ld−1fbarrier(E) + ...

avec Ldfbulk(E) l’énergie libre en volume, identique dans les deux phases à la
température de transition, et Ld−1fbarrier(E) la barrière d’énergie libre (Fig. 2.18),
liée comme on l’a vu à l’énergie d’interface entre les deux phases, et qui crôıt donc
comme la taille linéaire de l’échantillon en dimension 2 17.

17La barrière est une branche concave et donc instable du profil d’énergie libre : elle devient en effet
négligeable à la limite thermodynamique.
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Fig. 2.18 – Profil d’énergie libre F (E,L) à taille finie L. La barrière concave
Fbarrier(E,L) = Ld−1fbarrier(E) (pointillés rouges) est un branche instable à la limite
thermodynamique, et sa hauteur ∆F (L) ∼ O(Ld−1). Les énergies des deux phases
convergent comme O(L−1) vers leur valeur thermodynamique.

A taille finie la hauteur de la barrière crôıt donc comme

∆F (L) = F (Em, L) − F (E1, L) = Ld−1∆fbarrier ∼ Ld−1 (2.13)

et signe clairement une transition du premier ordre.
En revanche, pour une transition critique la barrière ∆F est finie à la limite
thermodynamique, et pour une transition faiblement du premier ordre on attend
un comportement intermédiaire, i.e. au moins une croissance monotone de ∆F (L)
pour L <ξ

Z
2
(T0) avant d’atteindre le régime asymptotique (2.13) [48, 49].

On montre sur la figure 2.19(a) les profils d’énergie libre obtenus à partir des
histogrammes d’énergie à différentes tailles : bien que le régime asymptotique ne
semble pas atteint, la barrière d’énergie libre crôıt effectivement avec la taille de
l’échantillon 18 (Fig. 2.19(b)) et montre directement que l’énergie d’interface est
finie, i.e. que la transition chirale est du premier ordre à J2/|J1| = 0.38.
D’autre part Lee et Kosterlitz [49] proposent d’estimer la longueur de corrélation
ξ à une transition du premier ordre par ∆F (L = ξ) = 1, qui donne ξ

Z2
(T0) ∼ 17

pour la transition chirale à J2/|J1| ∼ 0.38, et montre le caractère faiblement du
premier ordre de la transition.

18La grande barre d’erreur sur ∆F (L = 64) provient du mauvais échantillonnage de la barrière
d’énergie libre à cette taille : les énergies mesurées dans l’intervalle [e1(L), e2(L)] sont des évènements
rares et le nombre d’itérations est insuffisant pour pouvoir négliger l’erreur statistique à cette taille
(Sec. 2.5.2). Evidemment la barrière contribue peu aux moyennes thermodynamiques et on remarque
en effet que l’erreur sur celles-ci est faible pour L = 64 (Fig. 2.15, 2.16 et 2.17).
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Fig. 2.19 – Effets de taille finie sur le profil d’énergie libre F (E,L) (Fig. 2.19(a)). La
barrière d’énergie libre ∆F (L) crôıt avec la taille linéaire L, comme prévu pour une
transition du premier ordre (Fig. 2.19(b)).

D’autre part on montre que les énergies par spin des deux phases i = 1, 2
tendent vers leur valeur thermodynamique respective ei comme [48, 49]

ei(L) = ei + O(L−1) (2.14)

avec e2 − e1 la chaleur latente par spin de la transition.
Les effets de taille semblent compatibles (Fig. 2.20) et donnent une mesure di-
recte du caractère faiblement premier ordre de la transition chirale : à la limite
thermodynamique la chaleur latente est estimée à Clat = 0.027±0.001, i.e. l’écart
relatif entre les énergies par spin des deux phases n’est que de quelques pourcents.
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Fig. 2.20 – Effets de taille sur l’énergie par spin de chaque phase et sur la chaleur
latente (en encart).
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2.5.7 Conclusion partielle

Il ressort donc des simulations que la transition chirale dans la phase cuboc

à J2/|J1| = 0.38 est loin du scénario d’une transition Ising : elle est du premier
ordre comme le montrent les distributions doublement piquées de l’énergie et
de l’aimantation Z2 . Leurs seconds moments divergent comme prévu en O(Ld)
tandis que la barrière d’énergie libre crôıt avec la taille des échantillons.
Cependant, la faible chaleur latente, et de façon cohérente la grande longueur de
corrélation chirale ξ

Z2
(T0) ∼ 17, montrent le caractère faiblement premier ordre

de la transition.
Une transition chirale similaire a déjà été mise en évidence par Momöı [67, 68]
sur le réseau triangulaire avec un couplage de Heisenberg premiers voisins frustré
par un échange cyclique à quatre spins.
Pour K > 0 et −K/2 ≤ J ≤ 2K, le fondamental du Hamiltonien

H = J
∑

<i,j>

Si · Sj

+ K
∑

<ijkl>

(Si · Sj)(Sk · Sl) + (Si · Sl)(Sj · Sk) − (Si · Sk)(Sj · Sl)
(2.15)

est un ordre de Néel à quatre sous-réseaux pointant vers les sommets d’un tétraèdre [43] :
comme dans la phase cuboc , la non coplanarité du paramètre d’ordre assure que
la symétrie chirale est brisée dans le fondamental.
Les simulations Monte-Carlo semble d’abord montrer une transition chirale cri-
tique, avec des exposants non-Ising 2D [67], mais un double pic faiblement marqué
apparâıt aux plus grandes tailles dans la distribution d’énergie et fait conclure là
encore à une transition faiblement du premier ordre [68, 66].
Dans les deux modèles le caractère premier ordre des transitions chirales semble
être induit par les fluctuations, au sens où le champ moyen prédit vraisembla-
blement une transition critique : dans un développement de Landau de l’énergie
libre, le terme cubique est en effet interdit par la symétrie de spin-flip des Hamil-
toniens (2.1) et (2.15), et on s’attendrait dans le cas le plus simple à une transition
critique19.
Le mécanisme de destruction de l’ordre chiral, et en particulier le rôle joué par
les fluctuations, reste donc à déterminer dans les deux modèles.
Les fluctuations des spins, qui sont les variables directement couplées par le Ha-
miltonien et à partir desquels la chiralité scalaire est construite, devraient four-
nir un élément de réponse : dans le cas de la phase cuboc , on va voir en effet
que la topologie du paramètre d’ordre autorise des excitations fondamentalement
différentes des ondes de spin, et qui apparaissent à la transition chirale.

19C’est le cas si l’énergie libre se développe selon F = a2m
2
σ(T )+a4m

4
σ(T ). Le coefficient a2 ∝ (T−Tc)

change de signe à la transition et la convexité de l’énergie libre impose que a4 > 0. On peut néanmoins
envisager une transition du premier ordre sans terme impair si a2 > 0 et a4 < 0 : la concavité de F
requiert alors d’inclure le terme d’ordre 6.
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2.6 Défauts topologiques dans la phase cuboc

2.6.1 Espace topologique des paramètres d’ordre cuboc

On s’intéresse maintenant à la topologie de l’ensemble continu des paramètres
d’ordre cuboc , i.e. engendré par rotation globale d’un cuboctaèdre, et on appelle
“espace des paramètres d’ordre cuboc ” l’ensemble de ces configurations triviale-
ment dégénérées.
Selon la chiralité du cuboctaèdre de départ, on engendre par SO(3) deux espaces
de paramètre d’ordre cuboc , différenciés par la chiralité, et par elle uniquement
(Sec. 2.2). En particulier ces deux espaces ont la même topologie et ils seront
donc indistinguables dans la suite : on parlera donc de l’espace des paramètres
d’ordre cuboc au singulier.
Mathématiquement, l’espace des paramètres d’ordre est le groupe quotient G/H
où G est le groupe continu de symétrie du Hamiltonien et H est le sous-groupe
continu de G qui laisse invariant le paramètre d’ordre.
Dans le cas de la phase cuboc , la partie continue du groupe de symétrie de Ha-
miltonien est SO(3) qui est complètement brisé en O , un groupe fini (Sec. 2.2) :
le seul sous-groupe continu de SO(3) qui laisse invariant le paramètre d’ordre
est l’identité seule, et l’espace topologique des paramètres d’ordre cuboc est donc
SO(3)/{id} = SO(3).
De façon plus intuitive on note que pour orienter complètement un cuboctaèdre
dans l’espace 3D, il suffit de fixer l’orientation du cube qui le contient (Fig. 2.4),
c’est à dire orienter un trièdre orthonormé (e1,e2,e3) par rapport à un trièdre de
référence, disons orthonormé direct. On peut se convaincre sur la figure 2.4 que
le caractère direct ou indirect de (e1,e2,e3) correspond aux deux choix possibles
pour la chiralité, dont nous avons souligné qu’elle ne jouait ici aucun rôle : on peut
donc faire le choix d’un trièdre (e1,e2,e3) orthonormé direct sans restreindre la
généralité. L’orientation d’un cuboctaèdre est donc entièrement déterminée par
la matrice de passage du trièdre de référence au trièdre (e1,e2,e3), tous deux
orthonormés directs : du point de vue de la topologie, l’ensemble des paramètres
d’ordre cuboc est donc l’ensemble des matrices de rotation SO(3) .

Lien avec les défauts A partir de la configuration fondamentale ordonnée à
T = 0 on peut toujours construire une excitation par déformation continue, i.e.

une onde de spin.
Toutefois, lorsque l’espace des paramètres d’ordre a une topologie non triviale,
i.e. lorsqu’au moins un de ses groupes d’homotopie n’est pas réduit à l’identité, on
peut construire un autre type d’excitations qu’on ne peut “connecter” au fonda-
mental ordonné par une simple déformation continue : ces excitations sont donc
des singularités ou défauts topologiques [57] 20, et sont nécessairement gappées.

20Pour souligner la différence entre les deux types d’excitations on peut remarquer que les ondes de
spin sont de petites déformations du fondamental ordonné : elles ne “sondent” que la structure locale
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A chaque groupe d’homotopie non trivial est associé un type de défauts. En par-
ticulier la topologie non triviale de SO(3) s’écrit au moyen de son premier groupe
d’homotopie π1(SO(3)) = Z2 qui montre l’existence de défauts topologiques ponc-

tuels, appelés vortex, dans la phase cuboc . Avant de décrire ces excitations on
reprend les principaux résultats connus sur le modèle XY, qui possède un autre
type de vortex.

2.6.2 Vortex de SO(2) - Transition de Kosterlitz-Thouless

Pour se convaincre du lien entre la topologie non triviale de l’espace des pa-
ramètres d’ordre et l’existence de défauts topologiques on considère le cas plus
simple d’un Hamiltonien de Heisenberg ferromagnétique (de constante d’échange
J = −1) sur le réseau carré pour des spins XY : ici encore le groupe de symétrie
SO(2) du Hamiltonien est complètement brisé. L’espace des paramètres d’ordre
est donc SO(2) dont la topologie est non triviale : π1(SO(2)) = Z. C’est une
conséquence directe de la cyclicité des variables angulaires : un même élément de
SO(2) peut être à la fois représenté par les angles θ et θ + 2kπ, k ∈ Z.

Vorticité Z Prenons une configuration quelconque des spins, non ordonnée, et
définissons une boucle fermée sur le réseau, par exemple autour d’une plaquette
carrée. En circulant le long de la boucle l’orientation des spins successifs définit
une trajectoire fermée sur le cercle unité.
On peut se convaincre qu’aucune déformation continue de la configuration ne
change le nombre (algébrique) de tours n effectués autour du cercle : si n 6= 0
on a une singularité, appelée vortex, topologiquement stable. A l’inverse, deux
singularités de même nombre d’enroulement n se transforment l’une dans l’autre
par déformation continue, et on dit qu’elles sont topologiquement équivalentes.
Le lien avec le groupe d’homotopie est maintenant clair : on peut trier les singula-
rités en classes topologiquement distinctes et indexées par leur nombre d’enroule-
ment, ou vorticité, c’est à dire un entier. L’ensemble de ces classes est simplement
le groupe d’homotopie Z de l’espace des paramètres d’ordre [57].
Notons que le nombre d’enroulement n est indépendant du contour utilisé pour le
définir. En particulier si l’on considère une configuration contenant un seul vor-
tex, on calcule le même nombre d’enroulement n 6= 0 sur n’importe quel contour,
aussi grand soit-il : un vortex seul est une “perturbation” de portée infinie et on
montre en effet que l’énergie de création d’un seul vortex de nombre d’enroule-
ment n est πn2 ln L, avec L la taille de l’échantillon.
En revanche, en circulant le long d’une boucle qui contient deux singularités ±|n|,
soit une paire vortex-antivortex, on mesure un nombre d’enroulement algébrique
total nul : par déformation continue on peut donc se ramener à une configuration

de l’espace des paramètres d’ordre et sont donc complètement insensibles à sa topologie, qui est une
propriété globale de l’espace. En particulier les modèles sigma non-linéaires, qui décrivent la physique
des ondes de spin, sont dépourvus d’excitations topologiques.
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sans singularité à l’intérieur de la boucle, i.e. on peut annihiler continuement une
paire vortex-antivortex. En particulier, loin d’une paire de singularités la pertur-
bation est faible : on montre que l’énergie d’une paire vortex-antivortex distants
de r est ∼ n2 ln r.

Transition de confinement/déconfinement Dans le modèle XY la contribu-
tion des défauts topologiques à la thermodynamique est remarquable et se déduit
directement des considérations précédentes. Nous avons vu en effet que le coût
en énergie de la création d’un vortex seul était prohibitif (∼ ln L) : à basse
température les vortex Z n’existent donc jamais seuls, mais plutôt par paires
d’énergie finie (∼ ln r).
En revanche, lorsque l’on augmente la température, la création de vortex seuls
est favorisée par la contribution entropique à l’énergie libre.
Plus précisément on estime que l’on peut localiser le centre d’un vortex de L2

façons possibles : l’énergie libre d’un vortex seul vaut donc
Fv(L, T ) = π ln L − T ln L2 = (π − 2T ) lnL 21.
Pour T < TKT = π

2
, Fv(L, T ) → +∞ lorsque L → ∞ et on retrouve que les vortex

ne peuvent exister que liés par paires. En revanche, pour T > TKT Fv(L, T ) → −∞
lorsque L → ∞, i.e. la création d’un vortex seul est infiniment favorisée : les vor-
tex sont libres.
A partir d’arguments énergétiques simples Kosterlitz et Thouless [42] prédisent
donc une transition de confinement-déconfinement des paires vortex-antivortex à
température finie22, qui porte leurs noms. On remarque que la dépendance loga-
rithmique de l’énergie d’un vortex seul, en ln L comme l’entropie, est essentielle
pour qu’une telle transition existe.

Mécanisme de dissociation KT La transition de Kosterlitz-Thouless est un peu
à part dans la nomenclature usuelle puisque les ondes de spin restaurent SO(2)
dès que T > 0 (Mermin-Wagner) mais prédisent une longueur de corrélation in-

finie à toute température [97] : les corrélations spin-spin < Si · Sj >T∼ r
−η(T )
ij

décroissent algébriquement avec un exposant η(T ) dépendant de la température,
i.e. le système est critique à toute température.
En fait ce résultat est obtenu à partir du modèle sigma non-linéaire qui ignore

21On a supposé l’existence d’un vortex d’enroulement n = ±1. Comparativement, les vortex d’enrou-
lement plus élevé sont en effet énergétiquement défavorisés (leur énergie crôıt comme le carré de leur
enroulement) et contribuent, en première approximation, pour une part négligeable à la transition de
Kosterlitz-Thouless.

22On peut se convaincre du lien entre le modèle de vortex et le gaz de Coulomb 2D sur réseau
en remarquant que l’énergie d’une paire vortex-antivortex est simplement l’énergie d’interaction cou-
lombienne d’un dipôle de charges ±|n| en deux dimensions. En fait il s’agit d’un gaz de Coulomb
globalement neutre puisqu’on peut montrer que les seules configurations de vortex d’énergie finie ont
un nombre d’enroulement total

P

ni = 0. Dans ce langage la transition de Kosterlitz-Thouless sépare
donc une phase gaz de dipôles vortex-antivortex pour T < TKT , d’une phase plasma neutre de vortex
pour T > TKT .
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les vortex. Il est clair cependant que les corrélations de spin sont tuées par la
prolifération des vortex libres à la transition.
A mesure que la température T < TKT augmente, quelques paires vortex-antivortex
très liées apparaissent. On a vu qu’elles ne perturbaient la configuration que lo-
calement (elles sont donc libres en première approximation) et les corrélations
restent donc critiques : dans ce domaine de températures la physique reste do-
minée par les ondes de spin.
A l’approche de la transition les paires prolifèrent et commencent à interagir :
sous l’effet de la température on trouve quelques paires suffisamment distantes
pour que leur interaction confinante puisse être écrantée par une autre paire située
à proximité. En retour, ces paires éloignées perturbent la configuration sur des
distances de plus en plus grandes et écrantent un nombre croissant de paires. Glo-
balement les paires sont donc moins liées à mesure que la température augmente.
A T ∼> TKT les paires les plus distantes se dissocient, i.e. leurs singularités s’échappent
à l’infini. Comme on l’a vu, les vortex libérés perturbent l’ensemble de la confi-
guration et interagissent avec toutes les paires, dont elles favorisent également la
dissociation.
Qualitativement on comprend donc que les corrélations de spin soient tuées
à T ∼> TKT avec la loi exponentielle ξKT (T ) ∼ eA/

√
T−TKT , à comparer avec la

décroissance simplement algébrique ξ(T ) ∼ |T − Tc|−ν à l’approche d’une transi-
tion continue usuelle.

Transition topologique Le caractère pathologique de la transition KT est évident
si on remarque qu’aucune brisure de symétrie ne l’accompagne. D’après le théorème
de Memin-Wagner, les phases basse et haute température ont en effet la symétrie
O(2) du Hamiltonien et les deux phases ne diffèrent donc que par leur topologie.
En particulier, aucun paramètre d’ordre local ne distingue les deux phases : au
contraire nous avons dû définir les défauts au moyen de boucles, à la manière des
théories de jauge 23.
Sans prétendre que le modèle XY peut s’écrire comme une théorie de jauge sur
réseau, on peut poursuivre l’analogie en se souvenant que π1(SO(2)) = Z est la
conséquence de la multiplicité des représentations d’une même rotation de SO(2)
par θ + 2kπ, k ∈ Z, qu’on peut voir comme autant de choix de jauge.
Dans ce language, pour définir les vortex de SO(2) on a d’abord fixé la jauge
arbitrairement en orientant la boucle et en imposant implicitement que l’angle θ
entre deux spins voisins soit compris dans l’intervalle [0, 2π[, puis on a caractérisé
les vortex de SO(2) par leur nombre d’enroulement, i.e. la circulation de θ au-
tour de la boucle, qui ne dépend pas du choix de jauge arbitraire utilisé pour la
calculer : c’est une quantité bien définie, i.e. invariante de jauge24.

23Plusieurs propriétés des modèles de spin sur réseau 2D (resp. 1D) sont communes aux théories de
jauge sur réseau 4D (resp. 2D) [40].

24De la même manière, en électrodynamique le potentiel vecteur dépend de la jauge mais pas sa
circulation sur un contour fermé, qui est juste le flux du champ magnétique à travers ce contour.
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2.6.3 Vortex de SO(3) - Transition de Kawamura-Miyashita ?

Dans le cas où l’espace des paramètres d’ordre est SO(3) , comme dans la
phase cuboc , il existe également des défauts ponctuels stables, différents des
vortex de SO(2). La situation se complique essentiellement du fait que SO(3)
n’est pas commutatif.

Vorticité Z2 Ici, π1(SO(3)) = Z2 est une conséquence directe du fait qu’une
même rotation peut être représentée de manière équivalente par les paramètres
axe-angle (n, θ) et (−n, π − θ), i.e. il n’y a plus que deux choix de jauge. En
conséquence il y a seulement deux classes topologiques de configurations : celles
sans vortex, qui sont régulières, et celles qui contiennent un seul vortex.
En particulier la loi de groupe de Z2 assure que les vortex de SO(3) sont leur
propres antivortex, et une configuration possédant deux singularités Z2 est conti-
nuement déformable en une configuration régulière. Pour marquer la différence
avec les vortex du modèle XY on appellera “vortex Z2 ” les vortex de SO(3) .
Ces vortex Z2 ont été initialement étudiés par Kawamura et Miyashita [37] sur
le réseau triangulaire avec un échange antiferromagnétique J = 1 entre premiers
voisins, et on reprend dans la suite leurs principaux résultats.
A T = 0 les spins sont ordonnés en un état de Néel planaire à trois sous-réseaux
orientés à 120◦. Pour orienter le paramètre d’ordre il suffit maintenant de se
donner deux angles pour orienter le plan des spins puis un troisième angle pour
orienter la structure à 120◦ dans le plan, ce qui revient à orienter un trièdre direct
dans l’espace à trois dimensions : l’espace des paramètres d’ordre est donc encore
SO(3).
Dans le cas XY on a défini la vorticité en sommant les déviations entre spins
consécutifs le long d’un contour orienté. Pour des spins Heisenberg sur le trian-
gulaire, ce sont les déviations entre structures à 120◦ voisines que l’on va sommer
le long d’une boucle.
Sur un triangle on attache donc un trièdre défini à partir des trois spins copla-
naires : on prend par exemple e1 parallèle à l’un des trois spins, e2 dans le plan
des trois spins avec e1 · e2 = 0, et e3 = e1 ∧ e2. Les trièdres vivent alors sur un
réseau triangulaire de pas

√
3, et la déviation entre deux structures à 120◦ voi-

sines est simplement la rotation entre leurs trièdres respectifs.
Pour définir la vorticité Z2 on doit, là encore, fixer arbitrairement la jauge. On
oriente d’abord un contour fermé sur le réseau triangulaire des trièdres puis on
détermine la rotation qui mène d’un trièdre à son voisin le long de la boucle : on
a toujours le choix entre les représentations (n, θ) et (−n, π − θ), avec n ∈ S2

la sphère 2D et θ ∈ [0, 2π[. La jauge est fixée en demandant par exemple que
θ ∈ [0, π], qui détermine n de manière univoque.
Enfin, pour sommer ces déviations le long du contour on a besoin d’une représentation
matricielle des rotations (n, θ) successives. Comme pour la vorticité XY, on doit
calculer la circulation des déviations dans la jauge que nous avons arbitrairement
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choisie. Il est donc clair que la représentation de spin 1 de SO(3) ne convient pas,
puisqu’elle ne distingue pas les deux choix de jauge (n, θ) et (−n, π − θ) : pour
calculer sans ambigüıté la circulation à jauge fixée, la représentation adéquate
de SO(3) est bien celle de spin 1/2, i.e. la représentation par des matrices de
SU(2) 25.
On représente donc la rotation (n, θ) par

Û(n, θ) = e−i θ
2
n·σ = cos(θ/2)

�
+ iσ · n sin(θ/2) (2.16)

avec σ=(σx,σy,σz) les trois matrices de Pauli.
La somme des déviations le long du contour fermé orienté C s’écrit maintenant

Û(C) =
∏

i∈C

Ûi qui est une quantité invariante de jauge.

Comme dans le cas XY, le fait que le contour soit fermé montre que la matrice
Û(C) représente une rotation d’angle multiple de 2π. Cependant, et c’est là une
nouveauté par rapport au cas XY, SU(2) ne distingue que deux types de telles

rotations. En effet (2.16) montre que Û(n, 2kπ) = (−1)k � 26, et une définition de
la vorticité Z2 est donc

V (C) =
1

2
Tr(Û(C)) = ±1 (2.17)

qui vaut +1 lorsque le nombre d’enroulement k est pair, i.e. la boucle contient
un nombre pair de vortex Z2 , et −1 s’il est impair, et la boucle contient alors un
nombre impair de vortex.
Û(C), et donc V (C), ne dépend ni du choix de jauge arbitraire que nous avons
dû faire pour la calculer, ni du contour C, pourvu qu’il renferme le même nombre
de singularités27.
En dépit de l’apparition des matrices SU(2) pour définir la vorticité, on souligne
que l’ensemble des résultats précédents est obtenu dans un cadre classique et sur
des arguments purement topologiques. Cependant on parle souvent de “nombre
quantique”, plutôt que de “nombre topologique”, pour la vorticité.

Confinement - déconfinement des vortex Z2 On se demande naturellement
s’il existe un analogue de la transition KT pour les vortex Z2 sur le réseau trian-
gulaire.
Kawamura et Miyashita [37] examinent pour cela deux types de configurations de
vortex Z2 , dans lesquelles les trièdres tournent autour d’un axe fixe : ils montrent

26En ce sens c’est bien le double tour 4π, et non 2π, la vraie identité de SO(3) , bien que la
représentation de spin 1 usuelle ne les distingue pas [55].

27On obtient ce résultat en montrant d’abord qu’un contour orienté se décompose formellement
en C = C1 + C2, puis que Û(C) = Û(C1)Û(C2). On remarque ensuite qu’un contour quelconque se
décompose toujours en contours élémentaires autour des plaquettes du réseau triangulaire de pas

√
3

sur lequel vivent des trièdres.
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que l’énergie de ces configurations est ∼ ln L et la répétition des arguments de
Kosterlitz et Thouless les conduit également à prédire une température finie de
transition de confinement-déconfinement des paires de vortex28. A lui seul l’argu-
ment n’est cependant pas conclusif puisqu’il met en jeu un sous-ensemble restreint
de vortex SO(3) très similaires aux vortex XY.
Cependant les simulations Monte-Carlo [37] montrent la prolifération des vortex
Z2 à température finie TKM . Deplus la chaleur spécifique est piquée à TKM et la
hauteur du pic ne semble pas diverger avec la taille des échantillons, de manière
analogue à la transition KT [87].
Pour montrer que les vortex Z2 subissent effectivement une transition de confinement-
déconfinement à la température TKM , il faut pouvoir différencier deux singularités
libres d’une paire liée. Pour les vortex Z2 comme pour les vortex XY, la différence
est ténue : en particulier on sait déjà qu’aucun paramètre d’ordre local ne dis-
tingue les phases confinée/déconfinée.
Par analogie avec le modèle XY, Kawamura et Miyashita [37] considèrent le com-
portement assymptotique de la vorticité moyenne < V (CR) >T sur des contours
CR de périmètre R → ∞.
V (CR) vaut en effet ±1 selon que CR contient un nombre pair ou impair de sin-
gularités.
En particulier la contribution d’une paire de vortex à < V (CR) >T vaut −1 uni-
quement si la paire enjambe le contour : c’est donc le périmètre R qui importe et
on montre aisément que < V (CR) >T∼ e−α(T )R lorsque R → ∞.
Au contraire, un vortex seul contribue toujours pour −1 quelle que soit sa posi-
tion à l’intérieur du contour : c’est l’aire du contour qui importe ici et on montre
facilement que < V (CR) >T∼ e−γ(T )R2

lorsque R → ∞.
On a donc un paramètre d’ordre non-local, comme prévu, qui distingue les phases
confinée/déconfinée.
Sur le réseau triangulaire, au voisinage de la température TKM du pic de chaleur
spécifique, Kawamura et Miyashita [37] semblent en effet observer le passage de la
“loi du périmètre” à la “loi de l’aire”, en même temps que les vortex prolifèrent,
ce qui conforte le scénario d’une transition de confinement/déconfinement pour
les vortex Z2 .

Mécanisme de dissociation non-KT A la différence du modèle XY, la phase
basse température du modèle de Heisenberg sur le réseau triangulaire n’est pas cri-
tique pour T < TKM : les ondes de spin tuent les corrélations dès que T > 0 29 [4].
Plus précisément les simulations Monte-Carlo semblent montrer un cross-over
violent de la longueur de corrélation de spin ξspin vers T ' TKM , entre le com-

28On rappelle que les vortex Z2 sont leur propres antivortex.
29La définition même de la vorticité Z2 est litigieuse puisqu’elle suppose un ordre à 120◦ au moins

local, i.e. sur un triangle, pour définir les trièdres. En fait les simulations Monte-Carlo montrent que
c’est une hypothèse raisonnable puisqu’ on estime ξspin ∼> 5 jusqu’à T ∼> TKM [71].
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portement ξspin(T ) ∼
√

T eB/T du modèle sigma non-linéaire (dépourvu de vor-

tex) [41] et une loi ξspin(T ) ∼ eA/
√

T−TKM à la Kosterlitz-Thouless pour T ∼> TKM .
Le fait que ξspin soit fini dans la phase confinée met sérieusement en doute la va-
lidité du mécanisme de dissociation KT pour les vortex Z2 .
Pour nous en convaincre, on considère par exemple une paire liée de singularités :
on a vu que la perturbation due à l’un des deux vortex annulait exactement celle
de son partenaire, modulo une déformation continue. Qualitativement, les spins
gardent donc une certaine cohérence sur une distance de l’ordre de r, la séparation
entre les deux singularités.
On peut donc raisonnablement supposer que les paires de vortex Z2 interagissent
comme des vortex XY en ∼ ln r, jusqu’à r ∼< ξspin : au delà la décorrélation des
spins tue probablement l’interaction confinante et on a deux singularités libres.
Qualitativement, à mesure que la température augmente, les corrélations sont
tuées essentiellement par les ondes de spin : jusqu’au voisinage de la transition
les paires de vortex sont peu nombreuses, très liées, et ne jouent aucun rôle.
A l’approche de la transition on trouve des paires de vortex de plus en plus dis-
tantes et qui désordonnent encore un peu plus la configuration. Le modèle sigma
non-linéaire prédit par exemple ξspin ∼ 20 au voisinage de la transition alors qu’on
mesure ξspin ∼ 15 [71].
La transition a lieu lorsqu’au moins une paire de vortex est distante de r ∼ ξspin :
les vortex libres désordonnent alors l’ensemble des paires comme dans la transi-
tion KT. A la limite thermodynamique on peut donc voir ce mécanisme simpliste
comme un ensemble de dissociations à la Kosterlitz-Thouless ayant lieu simul-
tanément dans différents domaines de longueur ξspin .
Dans ce scénario les ondes de spin n’interagissent avec les vortex que de manière
indirecte, par l’intermédiaire de la longueur de corrélation finie à T < TKM . Les
deux types d’excitations sont donc quasiment indépendants, à la manière du
modèle XY où les ondes de spin n’interagissent pas avec les vortex en première
approximation [42].
Cependant les vortex Z2 interagissent avec les ondes de spin, même en première
approximation [70], et le scénario proposé est donc assez peu vraissemblable : la
question de la nature de la transition à la limite thermodynamique, si toutefois
elle existe, reste donc très ouvert [37, 36, 85, 84].

2.6.4 Les vortex dans la phase cuboc : premiers résultats

Comme nous l’avons souligné, l’espace topologique des paramètres d’ordre cu-

boc est SO(3) et les vortex Z2 existent donc également dans la phase cuboc .
La définition des vortex dans la phase cuboc est identique à celle des vortex du
triangulaire (Sec. 2.6.3) et il ne reste donc qu’à définir les trièdres locaux de la
phase cuboc : en reprenant la figure 2.4 on voit qu’en choisissant par exemple
e1 = S1+S11

|S1+S11| , e3 = S1−S11

|S1−S11| et e2 = e3 ∧ e1 on définit un trièdre local orthonormé
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(direct) sur chaque maille de 12 spins : dans la phase cuboc les trièdres vivent
donc sur un super-réseau triangulaire de pas 4.
Dans un premier temps on calcule la vorticité sur toutes les plaquettes élémentaires
orientées du super-réseau. Pour une boucle donnée on obtient la vorticité Z2

comme le produit des vorticités élémentaires à l’intérieur de la boucle, tandis que
le nombre de vortex Z2 de la configuration est donné par le nombre de plaquettes
dont la vorticité vaut −1.
Sur la figure 2.21 on donne l’évolution avec la température du nombre moyen
< nv > de vortex Z2 par unité de surface, pour l’échantillon de la figure 2.12, de
taille L = 16 avec J2/|J1| = 0.38.
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Fig. 2.21 – Densité moyenne de vortex Z2 en fonction de la température sur un
échantillon de taille L = 16 avec J2/|J1| = 0.38. La transition chirale est repérée par le
pic de susceptibilité chirale.

Ce premier résultat montre que les vortex Z2 prolifèrent brutalement vers
la température de transition chirale : on se demande naturellement si la transi-
tion chirale est accompagnée d’une transition, ou un cross-over, de confinement-
déconfinement à la Kawamura-Miyashita des vortex Z2 .
Pour le vérifier le calcul de la vorticité asymptotique < V (CR) > lorsque R → ∞
devra toutefois être mené sur des échantillons de taille nettement plus grande.

Longueur de corrélation spin-spin La motivation initiale de notre étude des
vortex Z2 était d’examiner les fluctuations de spin au voisinage de la transition
chirale. La longueur de corrélations spin-spin fournit évidemment une mesure
directe de l’importance de ces fluctuations.
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Pour l’estimer on emploie une méthode analogue au calcul de ξ
Z2

: on calcule le
facteur de structure magnétique

Sµν
spin(q, T ) =< Sµ

q · Sν
−q >T (2.18)

où µ et ν repèrent les trois types de sites sur le réseau kagomé : Sµν
spin est donc

une matrice 3 × 3.
Une forme de Ornstein-Zernicke est ensuite postulée pour la valeur propre maxi-
male au voisinage des trois milieux de côté q = X1,2,3, qui définit la longueur de
corrélation ξspin .
En fait le facteur de structure magnétique est nettement anisotrope près des mi-
lieux de côtés. Une analyse plus fine de l’anisotropie des corrélations < Si ·Sj >T

nécessiterait sans doute de définir plusieurs longueurs de corrélation selon la di-
rection de la paire ij. Toutefois, pour estimer l’ordre de grandeur de ξspin on
se contentera de la forme isotrope de Ornstein-Zernicke, la dispersion angulaire
étant à l’origine des grandes barres d’erreur.
La figure 2.22 donne l’évolution de ξspin avec la température pour un échantillon
de taille L = 64 à J2/|J1| = 0.38.
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Fig. 2.22 – Evolution de la longueur de corrélation spin-spin ξspin (en bleu) au voisinage
de la température de transition chirale T0(L = 64) ' 0.11909 |J1 |/kB (pointillés noirs),
pour un échantillon de taille L = 64 à J2/|J1| = 0.38. Les barres d’erreur sont estimées
de la régression du facteur de structure magnétique au voisinage des trois milieux de
côté. Près de la transition chirale, ξspin est tuée en même temps que les vortex prolifèrent
(en rouge).

Dans une large mesure les corrélations de spin sont déjà tuées par les ondes de
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spin, avant d’atteindre la température de transition chirale : on mesure en effet
ξspin(T ∼< T0) ∼ 17 alors que la densité de vortex n’est que de quelques pourcents.
A la transition chirale le changement de comportement de ξspin est cependant
assez brutal : la prolifération violente des vortex Z2 finit de désordonner les spins.
De plus, la mesure de ξspin(T ∼> T0) ∼> 5 pas du réseau de Bravais montre que
l’hypothèse d’un ordre cuboc local, i.e. au moins à l’échelle d’une maille de 12
spins, de longueur 2 pas du réseau de Bravais, est valide : les trièdres locaux sont
bien définis à la transition.

Le rôle des vortex à la transition chirale ? L’ensemble des résultats semble
donc montrer que contrairement au scénario Ising (Sec. 2.4), où seules les variables
Z2 locales sont activées à la transition, les fluctuations de spin jouent un rôle
déterminant à la transition chirale.
Plus précisément on peut même supposer que ce sont essentiellement les vortex
qui tuent la chiralité.
A basse température les vortex sont en effet quasiment absents. A elles seules, les
ondes de spin tuent les corrélations spin-spin (Fig. 2.22) mais la chiralité scalaire
reste cependant ordonnée à longue portée (Fig. 2.23).
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Fig. 2.23 – Evolution de la chiralité scalaire (en magenta) et de la densité de vortex
Z2 (en rouge) au voisinage de la température de transition pour le même échantillon
qu’à la figure 2.22.

Ce n’est qu’avec la prolifération des vortex que l’ordre chiral disparâıt.
S’il parâıt clair que les vortex Z2 jouent un rôle déterminant dans la destruction
de l’ordre chiral, on est évidemment loin d’en proposer un mécanisme réaliste. En
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particulier, à la température de transition on peut s’attendre à ce que les vortex
Z2 interagissent non seulement avec les ondes de spin (Sec. 2.6.3), mais aussi avec
les excitations de chiralité.
Raisonnablement, on peut penser par exemple que les vortex désordonnent suffi-
samment les spins pour tuer les corrélations chirales à longue distance : les vortex
seraient alors responsables du caractère non-critique de la transition chirale.
Dans ce scénario, dès que le fondamental est un ordre de Néel non-coplanaire,
comme dans la phase cuboc ou la phase tétraèdrique considéree par Momöı (Sec. 2.5.7),
il brise la symétrie de spin-flip et il existe des vortex Z2 : la transition chirale est
donc toujours associée à la prolifération/dissociation des vortex Z2 et elle n’est
donc jamais critique.

Retour sur les transitions Ising sur le réseau carré Dans les modèles J1 − J2

et J1 − J3 sur le réseau carré (Sec. 2.4) la transition de restauration de la symétrie
Z2 est critique et dans la classe d’universalité du modèle d’Ising en deux dimen-
sions.
En particulier la portée des corrélations de la variable discrète, construite là en-
core à partir des spins 30, diverge à la transition, contrairement à la transition
chirale de la phase cuboc .
Dans ces deux modèles la situation est cependant différente :

– Dans le modèle J1 − J2, après sélection d’un des deux ordres up-down par
le désordre (Sec. 2.4), le paramètre d’ordre est colinéaire [93, 16] et peut
pointer dans toutes les directions de S2, la sphère 2D : π1(S2) = 0 montre
qu’il n’existe pas de vortex Z2 dans le problème.

– Le cas du modèle J1 − J3 est moins clair : pour J3 > J1/4 on a effective-
ment une phase spirale coplanaire, ordonnée à T = 0. Comme dans le cas du
modèle de Heisenberg sur le réseau triangulaire, pour orienter le paramètre
d’ordre on doit se donner une direction (la normale au plan) et un angle
(pour orienter la spirale dans le plan) : l’espace des paramètres d’ordre est
donc encore le groupe des rotations SO(3) entier, et à priori il existe des
vortex Z2 stables dans le problème. Pourtant la transition à température
finie est bien critique, i.e. la prolifération des vortex Z2 ne frustre pas la
divergence des corrélations de la variable discrète.
On peut cependant remarquer que l’ordre spiral est incommensurable, et
qu’à la limite thermodynamique les spins pointent dans toutes les direc-
tions du plan : du point de vue de la topologie, tout se passe comme si
les spins étaient désordonnés dans le plan. Le paramètre d’ordre est donc
entièrement fixé en orientant la normale au plan, qui peut pointer là encore
dans toutes les directions de la sphère S2.

30Dans les deux modèles la variable discrète est une combinaison de produits scalaires de spins sur
une plaquette carrée [93, 12].
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Qualitativement, l’incommensurabilité restaure la symétrie uniaxiale du pa-
ramètre d’ordre, et interdirait donc les vortex.

2.7 Evolution avec J2/|J1| : vers un point critique ?

On donne sur la figure 2.24 l’évolution de la température de transition avec le
couplage J2/|J1|.
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Fig. 2.24 – Diagramme de phase Température - couplage. La transition de l’ordre cuboc

au ferromagnétique à T = 0 a lieu pour J2/|J1| = 1/3.

A mesure que l’on approche de la zone de stabilité du Ferro (J2 ≤ |J1|/3)
la température de transition diminue rapidement et semble tendre vers 0. Dans
l’autre limite, elle crôıt quasiment linéairement avec J2.
De manière remarquable, la transition est de plus en plus faiblement du premier
ordre à mesure que J2 crôıt, comme le montrent les histogrammes d’énergie pour
la taille L = 64 (Fig. 2.25(a)) : dès J2/|J1| = 0.5 le double pic dans la distribu-
tion d’énergie n’est presque plus visible et il a tout à fait disparu à J2/|J1| = 1.0.
D’après le critère de Lee et Kosterlitz (Sec. 2.5.6) on estime que ξ

Z2
� 64 dès

J2/|J1| = 0.5 à comparer avec l’estimation ξ
Z2
∼ 17 pour J2/|J1| = 0.38 : la lon-

gueur de corrélation chirale explose avec J2/|J1|. De manière cohérente la distri-
bution de chiralité scalaire à la transition (Fig. 2.25(a)) devient une distribution
continue.
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Fig. 2.25 – Histogrammes (en unités arbitraires) d’énergie et de chiralité scalaire
d’un échantillon de taille linéaire L = 64 à la température de transition chirale, pour
différents J2/|J1| . Fig. 2.25(a) : pour plus de lisibilité l’échelle d’énergie est également
arbitraire.

Dans ces conditions on peut envisager que la ligne de transitions chirales du
premier ordre faible se termine par un point critique à J2/|J1| fini, et dans ce cas
la question de la classe d’universalité du point critique se pose.
Dans un autre scénario la transition, ou le cross-over, de confinement-déconfinement
des vortex Z2 n’a pas lieu tout à fait simultanément avec la transition chirale :
on a deux lignes de transition quasiment superposées et indiscernables aux tailles
simulées. A mesure que J2/|J1| crôıt les deux transitions se séparent et on peut
identifier deux transitions successives avec la température. Une transition, ou un
cross-over, à la Kawamura-Miyashita pour les vortex Z2 et une transition critique,
éventuellement Ising pour la chiralité.
C’est ce qui semble être observé sur le modèle XY complètement frustré sur le
réseau carré, i.e. un modèle XY frustré par un flux magnétique de π sur chaque
plaquette 31 : ici encore la frustration induit une brisure de symétrie chirale dans
le fondamental. Pour les tailles les plus grandes (L ∼< 103), et dans une certaine
gamme de paramètres de frustration, les simulations Monte-Carlo montrent suc-
cessivement la transition KT puis la transition chirale, qui semble être critique
dans la classe Ising 2D, à mesure que la température augmente [31].
A l’appui d’un tel scénario pour la phase cuboc , on remarque que pour le modèle

31Ce modèle est réalisé par exemple dans les réseaux de jonctions Josephson en champ magnétique.
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XY complètement frustré, les transitions KT et Ising sont indiscernables dans une
certaine gamme de frustration : on observe alors une transition unique, faiblement
du premier ordre.



Chapitre 3

Influence des fluctuations
quantiques dans la phase cuboc

à T = 0

Les spins en chaque site sont maintenant de vrais spins quantiques 1/2 représentés
par les matrices de Pauli, et on se demande l’effet des fluctuations quantiques sur
l’ordre classique cuboc à 12 sous-réseaux :

– Les fluctuations peuvent désordonner l’état de Néel cuboc classique au point
de restaurer l’invariance SU(2) du Hamiltonien, auquel cas on obtient un
fondamental purement quantique, comme un Valence Bond Crystal (brisant
le groupe du réseau) ou un liquide RVB (ne brisant ni SU(2) ni le groupe
du réseau).

– Dans un autre cas de figure les fluctuations ne font que renormaliser l’ordre
classique, sans le détruire. Dans ce cas le fondamental quantique possède
exactement les mêmes symétries que le fondamental classique mais les ob-
servables prennent des valeurs différentes dans les deux cas : dans un état
de Néel quantique l’aimantation normalisée d’un sous réseau est inférieure
à 1/2, par exemple. On peut donc voir ces états comme des états clas-
siques “habillés” par les fluctuations quantiques, et on les qualifie de semi-

classiques.
Au vu de l’étude classique menée plus haut on commence par tester ce dernier
scénario.

3.1 Brisure de SO(3) à la Néel

Pour des spins quantiques, le mécanisme de brisure de SO(3) , dit à la Néel,
a déjà été décrit sur l’exemple du Néel à trois sous-réseaux sur le triangulaire,

61
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où les diagonalisations exactes avaient d’ailleurs mis fin à la spéculation sur le
fondamental du modèle [6, 5].
La brisure de SO(3) dans un état de Néel est moins triviale que pour un fer-
roaimant puisqu’il n’y a pas d’aimantation spontanée. Il existe en revanche des
sous-réseaux formés d’un nombre macroscopique de spins alignés.
Les inégalités de Heisenberg montrent que pour localiser la direction de ces sous-
réseaux ferromagnétiques avec une précision ∼ ε, il faut faire un paquet d’onde
d’états propres du Hamiltonien de différents spin totaux 0 ≤ S ∼< 1/ε.
En particulier la brisure de SO(3) n’a lieu qu’à la limite thermodynamique, avec
la superposition d’un nombre macroscopique d’états propres de spin total quel-
conque : un état fondamental de Néel a donc une dégénérescence macroscopique.

Tour des états de Anderson A taille finie cette famille d’états propres n’est
plus dégénérée 1, et on les appellera QDJS, pour quasidegenerate joint states.
Leur superposition décrit maintenant la dynamique libre du paramètre d’ordre,
i.e. les rotations en bloc des sous-réseaux : le sous-espace de Hilbert engendré
par les QDJS est donc l’analogue de l’espace topologique des paramètres d’ordre
(Sec. 2.6.1) pour des spins quantiques.
On cherche maintenant à décrire l’énergie des QDJS.
Considérons un aimant uniaxial, comme l’état de Néel colinéaire usuel sur le
réseau carré. En ce qui concerne la dynamique libre du paramètre d’ordre, il n’y
a plus que deux degrés de liberté, i.e. les deux angles qui localisent l’axe des
aimantations : seuls deux des trois générateurs de SO(3) sont brisés 2, et on
retrouve la physique d’un rotateur rigide.
Pour un aimant biaxial, comme le Néel à trois sous-réseaux sur le triangulaire,
les aimantations ne sont plus colinéaires : il faut maintenant trois angles pour
localiser le paramètre d’ordre et les trois générateurs de SO(3) sont donc brisés.
Dans le cas du triangulaire, il faut deux angles pour localiser la normale au plan
des spins et un troisième angle pour localiser la structure à 120◦ dans ce plan 3.
On retrouve alors la physique d’une toupie symétrique.
Pour les deux types de brisure 4 la dynamique libre du paramètre d’ordre est
celle d’une simple toupie de moment(s) d’inertie O(N), comme l’aimantation des
sous-réseaux. Pour les QDJS on attend donc en première approximation [45]

EQDJS(S) ∝ S(S + 1)/N (3.1)

1A taille finie le fondamental est un état de spin S = 0 ou 1/2 selon la parité de la taille N de
l’échantillon [3].

2Le troisième générateur est en effet associé aux rotations autour de l’axe des aimantations.
3SO(3) n’a que trois générateurs et les aimants biaxiaux réalisent donc la brisure “maximale” de

SO(3) . En particulier, bien que l’ordre cuboc soit non-coplanaire, c’est aussi un aimant biaxial : localiser
le cube revient en effet à se donner une matrice de rotation (Sec. 2.6.1), c’est à dire trois angles.

4On ne peut briser que 0, 2 ou 3 générateurs de SO(3) , ce qui correspond à une phase invariante par
rotation, à un aimant uniaxial ou biaxial, respectivement. Le caractère non-abélien de SO(3) interdit
en effet la brisure d’un seul générateur.
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avec S le spin total et N la taille de l’échantillon.
De plus on attend un seul état dans chaque secteur de spin pour la toupie
sphérique, contre 2S + 1 états pour la toupie symétrique [45] 5.
Les énergies propres sont donc souvent représentées en fonction de S(S + 1) et
l’ensemble des QDJS est alors appelé tour des états de Anderson 6.

Dynamique effective du paramètre d’ordre Dans le scénario d’une brisure de
SO(3) à la Néel, la physique de basse énergie est donc associée aux rotations
globales du paramètre d’ordre, qui conservent la norme de l’aimantation des sous-
réseaux.
Cette image n’est donc cohérente qu’à la condition de pouvoir “négliger” les ex-
citations de magnon, responsables des fluctuations d’aimantation.
Plus précisément, la dynamique de ces fluctuations doit être bien plus rapide
que celle associée aux QDJS : pour la physique aux temps longs on peut alors
légitimement intégrer les fluctuations d’aimantation, i.e. la dynamique effective
au temps longs est simplement la dynamique libre du paramètre d’ordre renor-

malisé par les fluctuations.
Quantitativement, les magnons antiferromagnétiques sont des excitations de spin
1 dont la dispersion est linéaire près des modes mous. La dynamique du magnon le
plus “lent” a donc un temps caractéristique τmag ∼ ∆Emag(k)−1 ∼ k−1 ∼

√
N 7.

D’autre part la vitesse angulaire de rotation d’un solide est ∼ E/S, avec S le
moment cinétique et E l’énergie cinétique.
Si la tour de Anderson contient des états de spin S ≤ Smax, alors la rotation
globale du paramètre d’ordre s’effectue sur un temps
τQDJS ∼> (EQDJS(Smax)/Smax)

−1 ∼ N/Smax, d’après (3.1).
Le schéma de brisure de SO(3) à la Néel n’est donc auto-cohérent que si

τQDJS < τmag, i.e. Smax ∼<
√

N . On en déduit que la tour de Anderson contient

O(N) QDJS pour une brisure uniaxiale, contre O(N 3/2) pour une brisure biaxiale.
Lorsque la taille N de l’échantillon augmente, la tour (de Pise) de Anderson
s’écroule sur le fondamental d’après (3.1), i.e. la dynamique libre du paramètre
d’ordre renormalisé est de plus en plus lente.
A la limite thermodynamique la dynamique devient nulle, et l’état de Néel re-
normalisé devient état propre fondamental du Hamiltonien : c’est comme prévu
la superposition d’un nombre macroscopique d’états propres de spin quelconque,
i.e. il brise SO(3) .
Numériquement, l’effondrement assymptotique en ∼ 1/N de la tour de Anderson
est plus facile à observer que l’aimantation d’un sous-réseau, qui ne converge que
comme ∼ 1/

√
N vers sa valeur thermodynamique.

5Sans compter la dégénérescence triviale associée aux 2S + 1 valeurs de Sz.
6Des tours d’états ont récemment été observées sur des nano-aimants, qui réalisent

expérimentalement les petits échantillons qu’on diagonalise [91].
7Les modes de Goldstone, et donc la brisure de SO(3) , ne sont définis qu’à la limite thermodyna-

mique.
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Mais l’intérêt principal d’une analyse extensive de la tour des états est que le
nombre et les symétries des QDJS dans chaque secteur de spin sont complètement
déterminés par le schéma de brisure de SO(3) , i.e. par la symétrie du paramètre
d’ordre. On va voir dans la suite (Sec. 3.2) que les diagonalisations exactes per-
mettent justement d’obtenir les symétries des états propres.

3.2 Les diagonalisations exactes

Pour un échantillon de taille finie N , la taille de l’espace de Hilbert EN

(dim EN = 2N) crôıt exponentiellement avec N et le coût mémoire de la dia-
gonalisation devient rapidement prohibitif.
L’analyse extensive des symétries de HN fournit en revanche un ensemble d’opérateurs
qui commutent entre eux et avec HN , et permet de pré-diagonaliser HN en blocs
de symétrie donnée. L’intérêt est évidemment que la taille d’un bloc crôıt moins
vite avec N que dim EN .
Plus précisément, le groupe de symétrie de HN est

GHN
= O(3) × GN

où GN = TN ∧ PN est le groupe d’invariance du réseau, soit le produit semi-direct
de TN qui contient les N translations par un vecteur du réseau de Bravais, avec
PN le groupe ponctuel de l’échantillon (en général PN est un sous-groupe du
groupe ponctuel du réseau infini, soit C6v pour le réseau kagomé). On note que
O(3) agit dans l’espace des spins.
La bloc-diagonalisation de HN correspond à la décomposition de EN en sous-
espaces associés à une RI de GHN

donnée, selon

EN =
⊕

S,ε,µ

EN(S, ε, µ)

où EN(S, ε, µ) est le sous-espace de EN associé à la RI (S,ε,µ) de GHN
, avec

0 ≤ S ≤ N/2 le spin de la RI de SO(3) , ε = ±1 la parité sous spin-flip, et µ une
RI de GN .
On diagonalise ensuite chaque bloc avec un algorithme de Lanczos et on obtient
les états propres de H avec leurs symétries. Avec cette méthode on peut aujour-
d’hui diagonaliser des échantillons de 36 voire 40 spins selon la complexité du
Hamiltonien.

3.3 Signature de l’ordre cuboc

On cherche ici à déterminer le nombre et les symétries des QDJS attendus
dans chque secteur de spin, dans le cas d’un fondamental cuboc semi-classique.
Les symétries des QDJS doivent être compatibles à la fois avec les symétries de
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H , puisqu’ils sont états propres, et avec celles du paramètre d’ordre.
Un résultat classique de théorie des groupes est que le nombre de ces états est
complètement déterminé par la structure des deux groupes, comme on va le voir
ci-dessous.
Restreignons-nous pour commencer à la brisure de symétrie de rotation. La
symétrie SO(3) de H est réduite dans le fondamental cuboc à son sous-groupe
O . Soit DS une représentation irréductible [RI] de spin S de SO(3) (DS est une
matrice (2S + 1) × (2S + 1)).
Il est clair que DS est une représentation à priori réductible de O , et on peut
donc la décomposer sur les 5 RI Γν de O , selon

DS =
5

∑

ν=1

nν(S) Γν (3.2)

avec

nν(S) =
1

24

∑

g∈O
χ∗

ν(g) χS(g)

où χν(g) et χS(g) sont les caractères de g ∈ O dans les RI Γν de O , et DS de
SO(3) , respectivement.

Les χν(g) sont donnés dans la table 3.1 et χS(g) = sin((2S+1)θ/2)
sin(θ/2)

, avec θ l’angle de

la rotation g.
Enfin on calcule explicitement (3.2) pour S ≤ 6 (Tab. 3.2).

Tab. 3.1 – Tables de caractères des groupes O et {Id, i}. Les RI de O sont données
dans la nomenclature usuelle et avec la numérotation 1 ≤ ν ≤ 5 utilisée ici. La table
de caractères de Oh = O × {Id, i} est le produit direct des 2 tables.

Id 8C3 3C2 6C2 6C4 ν

A1 1 1 1 1 1 1
A2 1 1 1 -1 -1 2
E 2 -1 2 0 0 3
T1 3 0 -1 -1 1 4
T2 3 0 -1 1 -1 5

Id i

Γe 1 1
Γo 1 -1
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Tab. 3.2 – Décomposition (3.2) pour S ≤ 6.

D0 = A1

D1 = T1

D2 = E + T2

D3 = A2 + T1 + T2

D4 = A1 + E + T1 + T2

D5 = E + 2T1 + T2

D6 = A1 + A2 + E + T1 + 2T2

La décomposition (3.2) donne directement les états de symétrie compatible
avec les groupes SO(3) et O , i.e. appartenant simultanément aux RI des deux
groupes. On remarque qu’il y en a 2S + 1 dans le secteur de spin S, comme at-
tendu pour une brisure complète (i.e. des trois générateurs) de SO(3) 8.
Pour obtenir l’ensemble des QDJS dans chaque secteur de spin, il faut cependant
considérer le groupe Oh en entier et non se limiter à la brisure de symétrie de
rotation comme nous l’avons fait jusqu’à présent.
C’est particulièrement simple puisque Oh est le produit direct de O avec {id, i} :
le spin-flip étant également une symétrie de H il n’y a aucun problème de com-
patibilité.
Concrètement, à chaque fois qu’une RI Γν apparâıt dans (3.2), il en arrive en fait
deux copies associées aux deux RI de {id, i} , soit Γν × Γe et Γν × Γo. Ces deux
copies ne diffèrent que par leur parité sous l’opération de spin-flip dont on sait
qu’elle transforme tout paramètre d’ordre en son image Z2 : le doublement du
nombre des QDJS attendu est donc une signature claire de la brisure classique
Z2 sur les spectres quantiques.
Nous avons donc déterminé formellement le nombre et les symétries des QDJS
qui apparaissent dans chaque secteur de spin de la tour d’états. Cependant leurs
symétries sont obtenues en terme des RI de Oh alors que les diagonalisations
exactes donnent des états propres de symétrie donnée sous les opérations du
groupe du réseau GN : il nous reste donc à trouver un mapping des RI de Oh

vers celles de GN .
Un tel mapping existe certainement puisque le label des 12 sommets d’un cu-
boctaèdre induit clairement un label des sites du réseau kagomé (Fig. 2.4). Ainsi
une opération de Oh appliquée à un cuboctaèdre permute ses 12 labels, et cette

8La décomposition ne repose comme prévu que sur la structure des deux groupes, en particulier elle

ne fait aucune référence à l’espace de représentation E12 =

12
O

i=1

DN/24, le sous-espace de EN des états

à 12 sous-réseaux ferromagnétiques. Pour S grand on peut s’attendre à ce que le sous-espace de E12

de spin total S soit de dimension trop petite pour contenir tous les états donnés par (3.2). Un calcul
explicite permet cependant de vérifier que le couplage de 12 spins N/24 donne plus de 2S + 1 états de
spin total S, au moins pour S ≤

√
N , i.e. dans les secteurs où l’on doit identifier les QDJS (Sec. 3.1).
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même permutation sur le réseau est équivalente à une opération de GN .
Par exemple, avec le paramètre d’ordre de la figure 2.4, on peut se convaincre à
l’aide d’un schéma que la rotation C1

3 ∈O (Fig. 2.6) et Tu R2π/3 ∈GN , où Tu et
R2π/3 sont respectivement la translation de vecteur u sur le réseau et la rotation
de 2π/3 autour du centre d’un hexagone, sont deux opérations équivalentes à une
même permutation des labels, soit
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] → [2, 8, 11, 5, 10, 12, 6, 1, 3, 4, 9, 7].
Nous avons donc un mapping entre les éléments de Oh et certains éléments de
GN . Ce mapping n’est en général pas bijectif, et en fait il ne l’est pour aucun
des éléments du sous-groupe O . Cependant le mapping induit entre les RI des
deux groupes est quant à lui toujours bijectif, pourvu que GN soit assez grand
(Tab. 3.3).
Une exception notable est le spin-flip qui s’envoie exactement sur la rotation Rπ

d’angle π autour du centre d’un hexagone. La parité d’un état propre de H sous
Rπ est donc directement sa parité sous l’opération de spin-flip. En particulier
la brisure Z2 est signée par des QDJS apparaissant par paires, avec les parités
Rπ = ±1.
En utilisant la table 3.2 et le mapping des RI de Oh vers celles de GN (Tab. 3.3)
nous sommes donc capables de déterminer complètement les QDJS, dégénérés à
la limite thermodynamique, dont on doit faire la superposition pour obtenir un
fondamental cuboc semi-classique pour des spins 1/2 à T = 0.

Tab. 3.3 – Mapping bijectif entre les RI de Oh et celles de GN . On considère un
échantillon qui a les trois milieux de côté dans sa première zone de Brillouin et dont
la symétrie ponctuelle est le groupe C6v entier. C6v est engendré par R2π/3, la rotation
du réseau d’angle 2π/3 autour du centre d’un hexagone, Rπ et σ, la réflexion d’axe u,
et les RI de C6v sont désignées par les trois nombres quantiques associés R2π/3, Rπ et
σ. Les RI de TN sont quant à elles repérées par le vecteur k de la première zone de
Brillouin.

O k R2π/3 σ ν

A1 0 1 1 1
A2 0 1 -1 2
E 0 j, j2 3
T1 X1,2,3 -1 4
T2 X1,2,3 1 5

{Id, i} Rπ

Γe 1
Γo -1

Il reste en fait une dernière subtilité : pour ne pas frustrer artificiellement
l’ordre cuboc à 12 sous-réseaux on va diagonaliser des échantillons de taille mul-
tiple de 12, soit N = 12, 24 et 36 spins. Il est clair que les espaces de représentation
de ces trois échantillons ont des propriétés différentes selon que le spin total N/24
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d’un sous-réseau est entier ou demi-entier.
Concrètement, essayons d’écrire la matrice Û(g) ∈ SU(2) associée à la rotation
g ∈ O qui agit sur le ket |cuboc〉 représentant un cuboctaèdre formé de 12 spins
N/24.

L’espace de représentation de ces états est un sous-espace de E12 =

12
⊗

i=1

DN/24,

avec DN/24 l’espace de Hilbert d’un spin N/24. Un choix naturel pour Û(g) est

donc le produit tensoriel de 12 matrices ÛN/24(g) représentant chacune la rotation
g dans DN/24.

Cependant, du fait de la double connexité de SO(3) , les matrices ÛN/24(g) et

−ÛN/24(g) sont deux représentations différentes mais également valables de la

rotation g lorsque N/24 est demi-entier : le choix de l’une ou l’autre est un choix
de jauge, qui ne peut être qu’arbitraire (Sec. 2.6.3).

En particulier, g → ÛN/24(g) n’est pas une représentation vraie de SO(3) (ni à

fortiori de O ) puisque le degré de liberté de jauge conduit à une loi de groupe
modifiée d’un facteur de phase arbitraire : on a plutôt obtenu une représentation
projective de SO(3) .
De la même manière que précédemment, on fixe arbitrairement la jauge en de-
mandant par exemple que l’angle de g soit dans [0, π], et ce pour tous les g ∈O .

Dans cette jauge on détermine ÛN/24(g), puis on forme le produit tensoriel Û(g)

qu’on applique à un ket |cuboc〉 .
On obtient

Û(g) |cuboc〉 = ϕ(g) |cuboc′〉
où |cuboc′〉 représente le cuboctaèdre obtenu en appliquant g ∈O au cuboctaèdre
représenté par |cuboc〉 , et ϕ(g) est un facteur de phase global qui dépend à priori

de la jauge que nous avons choisie.
On se souvient alors que Û(g) agit dans le sous-espace E12 des états de 12 spins
N/24, qui sont toujours des états de spin total entier, que N/24 soit entier ou

demi-entier. Les Û(g) forment donc une représentation vraie de O , et ils vérifient
donc la loi de groupe exactement.
En particulier la phase ϕ(g) ne peut pas être arbitraire, i.e. c’est une quantité

invariante de jauge : on remarque en effet que g → Û(g) n’est une représentation
vraie de O qu’à la condition que ϕ(g) vérifie elle aussi la loi de groupe. On en
déduit que g → ϕ(g) est une représentation de dimension 1 (et donc irréductible)
de O .
Un calcul direct pour N = 12, 24 et 36 spins montre en effet que

ϕ(g) = χν0
(g) où ν0 =

{

1 si N/24 ∈ N

2 si N/24 ∈ N + 1
2

Pour inclure ce résultat dans la décomposition (3.2) il suffit donc de permuter
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A1 ↔ A2 et T1 ↔ T2 dans la table 3.2 pour N = 12 et 36 spins, comme on peut
le voir directement sur la table de caractères de O (Tab. 3.1).

3.4 Analyse des spectres

On applique le raisonnement de la partie précédente pour trouver le nombre
et les symétries des QDJS attendus pour des échantillons de taille N = 12, 24 et
36 spins, que l’on va comparer au résultat des diagonalisations exactes.
On reprend donc la Table 3.2 dans laquelle on permute A1 ↔ A2 et T1 ↔ T2 pour
N = 12 et 36.
On se souvient qu’on a en réalité deux copies Rπ = ±1 de chaque RI de O lorsque
l’on considère Oh entier.
On mappe ensuite les RI de O sur les RI de GN et il nous faut alors spécifier la
forme de l’échantillon (Fig. 3.1).

N=24

N=12

N=36

Fig. 3.1 – Échantillons N = 12, 24 et 36.

Le groupe ponctuel des échantillons N = 12 et 36 est C6v entier et on peut
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utilise donc directement la table 3.4.
Pour N = 24 le groupe ponctuel est réduit à {Id, Rπ} : la partie {Id, i} de Oh se
mappe donc sur {Id, Rπ} tandis que les RI de O se mappent sur les RI du groupe
des translations TN . On remarque en particulier que les trois milieux de côtés ne
sont plus dans la même orbite pour N = 24 et ils ne forment plus une RI unique
k = X1,2,3 de dimension 3 comme c’était le cas pour l’échantillon N = 36 : on a
en revanche trois RI de dimension 1 qu’on note k = X (Tab. 3.5).
Dans les deux cas on note que le nombre d’états dans le secteur de spin total S
vaut 2 (2S + 1), comme attendu pour une brisure totale de SO(3) , où le facteur
2 est réminiscent de la brisure de symétrie chirale dans la phase cuboc .

Tab. 3.4 – Nombre et symétries des QDJS de spin total S ≤ 6 pour les échantillons de
symétrie ponctuelle C6v (N = 12 et 36). Chaque RI (de dimension d) apparâıt en fait
deux fois avec Rπ = ±1, comme on l’indiquera dans la suite avec les indices e (even)
et o (odd). Le nombre total de QDJS de spin S est 2n(S) où n(S) est indiqué à la
dernière ligne, le facteur 2 signant la brisure Z2 .

S 0 1 2 3 4 5 6

1 k = 0 R2π/3=1 σ= 1 d=1 0 0 0 1 0 0 1

2 k = 0 R2π/3=1 σ= -1 d=1 1 0 0 0 1 0 1

3 k = 0 R2π/3=j, j2 d=2 0 0 1 0 1 1 1

4 k = X1,2,3 σ= -1 d=3 0 0 1 1 1 1 2

5 k = X1,2,3 σ= 1 d=3 0 1 0 1 1 2 1

n(S) 1 3 5 7 9 11 13

Tab. 3.5 – Nombre et symétries des QDJS de spin total S ≤ 4 pour l’échantillon N = 24
de symétrie ponctuelle réduite à {Id,Rπ}. Chaque RI de TN (identifiée par k) apparâıt
deux fois avec Rπ = ±1.

S 0 1 2 3

1 k = 0 d=1 1 0 2 1

2 k = X d=1 0 3 3 6

n(S) 1 3 5 7
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On peut maintenant comparer ces résultats aux spectres obtenus par diago-
nalisation exacte de H pour N = 12 (Fig. 3.2), N = 24 (Fig. 3.3) et N = 36
(Fig. 3.4).

Fig. 3.2 – Haut : Spectre exact du Hamiltonien (3.6), avec J1=-1 et J2=0.5, pour
l’échantillon N = 12. On dessine les énergies exactes par spin vs. S(S +1) pour un spin
total 0 ≤ S ≤ 2. La couleur indique le vecteur k de la première zone de Brillouin et le
symbole donne la RI GN à laquelle appartient l’état propre (la numérotation est celle
de la table 3.4). Les QDJS attendus pour un ordre cuboc semi-classique apparaissent
entre les 2 lignes pointillées. Bas : Zoom sur les QDJS (énergies arbitraires).
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Fig. 3.3 – Spectre exact du Hamiltonien (3.6), avec J1=-1 et J2=0.5, pour l’échantillon
N = 24. On a représenté les secteurs de spin total 0 ≤ S ≤ 4 et la numérotation des
RI est celle de la table 3.5.
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Fig. 3.4 – Haut : Spectre exact du Hamiltonien (3.6), avec J1=-1 et J2=0.5, pour
l’échantillon N = 36. On a représenté les secteurs de spin total 0 ≤ S ≤ 6 et la
numérotation des RI est celle de la table 3.4.

Pour les trois échantillons une famille d’états propres de basse énergie se
détache effectivement des excitations de magnon, et leurs énergies obéissent rai-
sonnablement à la loi d’échelle en S(S + 1), en accord avec le scénario de brisure
de SO(3) à la Néel.
L’information la plus forte ressort cependant de l’examen attentif des symétries
de ces états : dans chaque secteur de spin, leur nombre et leurs symétries sont
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exactement ceux prédits par notre analyse des symétries du paramètre d’ordre,
comme on peut le vérifier facilement sur les vues de détail du bas des spectres.
En particulier on a bien 2(2S + 1) QDJS de spin S jusqu’à S ∼<

√
N 9, en accord

avec ce le scénario d’une brisure complète de SO(3) à la limite thermodynamique,
le facteur 2 provenant des deux répliques Rπ = ±1 de chaque QDJS et qui rend
compte de la brisure Z2 dans les spectres quantiques.
On donne sur la table 3.6 le détail des énergies par spin et des symétries des
QDJS obtenus dans les secteurs de spin S ≤ 4 pour l’échantillon N = 36.

Tab. 3.6 – Energies par spin et symétries des premiers états propres de (3.6) pour
S ≤ 4 et N = 36.

S E/N |J1| RI

0 -0.420920074 2e
0 -0.4200543165 2o

1 -0.4189355373 5o
1 -0.418596983 5e

2 -0.4156541824 3e
2 -0.4153173566 4o
2 -0.4152827263 4e
2 -0.4148859382 3o

3 -0.4105060697 1e
3 -0.410423696 4o
3 -0.4104035497 5o
3 -0.4098987579 4e
3 -0.409886241 5e
3 -0.409738183 1o

4 -0.4041817784 3e
4 -0.4038558602 5e
4 -0.4037970304 2e
4 -0.4035743475 4o
4 -0.4032725096 4e
4 -0.4031726122 5o
4 -0.4029286504 2o
4 -0.4028885961 3o

9Il apparâıt qu’un grand nombre d’excitations tombe sur les QDJS de la tour à aimantation 1/3,
soit S = N/6, comme on peut s’en rendre compte sur la figure 3.4 par exemple : on retrouve la grande
densité d’états de basse énergie dans laquelle figurent probablement les états responsables du plateau
transitoire à 1/3 expérimental (section 1). On n’analysera donc les états de la tour que pour S ≤ N/6
et la limite S =

√
N ne sera atteinte que pour N ≥ 36.
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Evidemment le scénario d’une brisure de SO(3) à la Néel requiert l’effon-
drement de la tour lorsque la taille de l’échantillon augmente : sur la figure 3.5
on montre la fermeture du gap de spin ∆N = E0(S = 1) − E0(S = 0) ∼ 1/N , en
accord avec (3.1).

Fig. 3.5 – Effet de taille sur le gap de spin ∆N à J2/|J1| = 0.5. Le gap se ferme en 1/N
en accord avec le schéma de brisure de SU(2) à la Néel.

A priori plus l’échantillon est petit plus son fondamental peut être quantique,
au sens où les fluctuations quantiques permettent des résonances liées aux condi-
tions périodiques et donc dépendantes de l’échantillon.
Le fait que l’ordre cuboc à 12 sous-réseaux ait tendance à se développer sur les
plus petits échantillons renforce notre conviction qu’au moins dans une certaine
gamme de couplages J2/|J1|, le fondamental quantique est un ordre cuboc clas-
sique renormalisé les fluctuations quantiques.
On peut cependant objecter que les fluctuations quantiques qui renormalisent le
plus l’ordre classique, et qui sont donc le plus susceptibles de détruire l’ordre
cuboc , sont les fluctuations de grande longueur d’onde.
Il est clair que les diagonalisations exactes ne peuvent rendre compte de l’influence
de ces fluctuations puisque leur longueur d’onde est bornée au cut-off naturel, i.e.

la taille linéaire de l’échantillon.
Pour calculer la contribution des fluctuations de grande longueur d’onde, et
vérifier la stabilité de l’ordre cuboc semi-classique lorsque N → ∞, le prix à payer
est d’abandonner l’approche exacte en faisant une approximation sur les fluctua-
tions quantiques, ici l’approximation semi-classique ou approximation des ondes
de spin.
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3.5 Approche semi-classique

On calcule ici l’influence des fluctuations de grande longueur d’onde sur l’énergie,
l’aimantation des sous-réseaux et la chiralité scalaire, dans le fondamental cuboc

et dans l’approximation des ondes de spin.
L’approche que l’on suit est standard : on choisit un ordre classique cuboc , disons
celui de la figure 2.4, et on construit une base locale dont l’axe zi au site i est
aligné avec le spin local Si.
Dans la base locale, l’état cuboc est donc simplement l’état ferromagnétique au-
quel on sait appliquer la transformation de Holstein-Primakov.
Pour construire une telle base locale (xi,yi,zi) il reste donc à trouver xi et yi en
chaque site. Il y a une infinité de solutions et on s’attache donc à trouver une
construction invariante par translation pour simplifier les calculs ultérieurs.
Chaque site i appartient à deux triangles pointe en haut et pointe en bas. Considérons
les deux autres sites du triangle pointe en bas et appelons-les (j, k) avec (i,j,k)
tournant dans le sens des aiguilles d’une montre. Les directions des spins j et
k sont zj et zk et on vérifie facilement sur la figure 2.4 que xi = (zk − zj)/

√
2

est bien un vecteur unitaire orthogonal à zi. On détermine complètement la base
locale en imposant yi = zi ∧ xi.
La construction est bien invariante par translation et en la répétant sur tous
les sites du réseau on obtient 12 bases locales associées aux 12 sous-réseaux du
fondamental classique. En utilisant les 12 matrices de passage Ri du trièdre de
référence (x,y,z) aux trièdres locaux on obtient les composantes de chaque spin
dans sa base locale S ′

i=(Sxi
i , Syi

i , Szi
i ) par Si=RiS

′
i.

On peut maintenant écrire le Hamiltonien dans le référentiel local. On commence
par le réécrire comme une somme sur les N/3 hexagones (Fig. 3.6)

H = J1

∑

7

∑

<i,j>

Si · Sj + J2

∑

7

∑

<<i,k>>

Si · Sk (3.3)

où < i, j > et << i, k >> sont maintenant respectivement les 6 liens plus proches
voisins et les 6 liens seconds plus proches voisins de l’hexagone 7. Puis on utilise
Si · Sj = S′

iTijS
′
j avec Tij = tRiRj pour réécrire (3.3) dans le référentiel local

H = J1

∑

7

∑

<i,j>

S′
iTijS

′
j + J2

∑

7

∑

<<i,k>>

S′
iTikS

′
k (3.4)

Nous sommes alors prêts à quantifier les fluctuations autour de l’ordre cuboc

classique en utilisant des bosons de Holstein-Primakov dont les opérateurs de
création/annihilation au site i seront notés ci/c

†
i .

Comme annoncé plus haut, pour aller jusqu’à la limite thermodynamique il nous
faut faire une approximation sur les fluctuations quantiques : on suppose que l’am-
plitude des fluctuations est faible, i.e. le nombre de déviations à l’ordre classique,
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J2

J1

eα

eβ

eγ

R

u

v

O

Fig. 3.6 – Réseau kagomé avec échange entre premiers (bleu) et seconds voisins (rouge).
On remarque qu’en considérant les 12 liens d’un hexagone 7 situé en R7 et en itérant
R7 sur l’ensemble du réseau de Bravais on obtient tous les liens premiers et seconds
voisins de l’échantillon. Les trois sites α, β, γ par cellule de Bravais définissent les trois
vecteurs unitaires eα = u/2, eβ = (v − u)/2 and eγ = −v/2.

soit le nombre de bosons, est petit10. On retiendra donc les termes jusqu’à l’ordre
quadratique en ci, c

†
i dans le Hamiltonien, et donc on linéarise la transformation

de Holstein-Primakov selon






S ′+
i = Sxi

i + jSyi
i =

√
2S − ni ci '

√
2S ci

S ′−
i = Sxi

i − jSyi

i = c†i
√

2S − ni '
√

2S c†i
S ′z

i = Szi
i = S − ni

(3.5)

avec S la longueur du spin local et ni = c†ici. En substituant (3.5) dans (3.4) on
obtient la version quantifiée du Hamiltonien (3.6) jusqu’à l’ordre quadratique.
On passe ensuite dans l’espace de Fourier par

ci =

√

3

N

∑

q

e−jq·(R7+eαi) cαi
q

où l’on somme sur la première zone de Brillouin, R7 est un vecteur du réseau
de Bravais et αi = α, β, γ indique l’un des trois sites de la cellule de Bravais
(Fig. 3.6).

10En fait la transformation de Holstein-Primakov n’est même pas définie pour c†i ci > 2S.
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On a donc trois types de bosons et on met le Hamiltonien sous la forme matricielle
selon

H = (J1 − J2)NS(S + 1) +
∑

q

V †
q Mq Vq (3.6)

où l’on somme sur la première zone de Brillouin, Vq est le vecteur colonne

(cα
q , cβ

q , cγ
q, cα†

−q, cβ†
−q, cγ†

−q), et Mq est la matrice 6 × 6

Mq = (J2 − J1)S
�

+

(

Aq Bq

B−q A−q

)

avec
�

la matrice identité, et

Aq =





0 aαβ(q) aαγ(q)
aαβ(q) 0 aβγ(q)
aαγ(q) aβγ(q) 0





et

Bq =





0 bαβ(q) bαγ(q)
bαβ(−q) 0 bβγ(q)
bαγ(−q) bβγ(−q) 0





avec

aαβ(q) =
J2S

4
cos qβ−α − J1S

4
cos qγ −

J1S√
2

sin qγ

bαβ(q) =
J2S

4
cos qβ−α − J1S

4
cos qγ +

J2S√
2

sin qβ−α

les quatre autres éléments de matrice s’obtenant simplement par permutation cir-
culaire des indices (α, β, γ). On a utilisé la notation condensée qβ−α = q · (eβ − eα).
Le premier terme de (3.6) contient la contribution dominante habituelle à la re-
normalisation de l’énergie du fondamental cuboc classique, soit (J1 − J2)NS2.
D’autre part, l’hermiticité de Mq est assurée par A†

q = Aq et B†
q = B−q.

L’étape suivante est la diagonalisation de Mq par une matrice Pq. Il est clair
que Pq est fortement contrainte par le fait qu’elle doit préserver les relations de
commutation [23], de la même manière que la transformation de Bogoliubov pour
l’état de Néel colinéaire sur le réseau carré.
On obtient alors trois types de bosons de Bogoliubov dans le vecteur colonne
Wq=(dα

q , dβ
q , dγ

q, dα†
−q, dβ†

−q, dγ†
−q)=PqVq et des six valeurs propres on tire les trois

nappes de dispersion ωµ
q .

Dans la nouvelle base (3.6) s’écrit

H = (J1 − J2)NS(S + 1) +
∑

q

∑

µ=α,β,γ

ωµ
q (dµ†

q dµ
q +

1

2
) (3.7)

L’inspection de (3.7) montre clairement que le fondamental est simplement le
vide de bosons de Bogoliubov dµ

q , qu’on note |0〉 , si bien que l’énergie par spin
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dans le fondamental vaut

eN
0 =

1

N
〈0|H|0〉 = (J1 − J2)S(S + 1) +

1

2N

∑

q

∑

µ=α,β,γ

ωµ
q (3.8)

Comme pour l’ordre de Néel colinéaire, il est clair que la transformation de Bo-
goliubov Pq est singulière dès que ωµ

q = 0, c’est-à-dire aux points mous : on
vérifie que la nappe de dispersion la plus basse s’annule aux trois milieux de
côtés q = X1,2,3.

Lorsque N → ∞ le cut-off naturel en 1/L ∼ 1/
√

N dans l’espace de Fourier
disparâıt et l’on obtient aux trois milieux de côté les trois modes de Goldstone
attendus pour briser complètement SO(3) à la limite thermodynamique : c’est
précisément la contribution de ces modes que l’on cherche 11.
A taille finie, pour calculer la renormalisation des observables on peut toujours
enlever les trois singularités q = X1,2,3, l’erreur relative commise sur la renorma-
lisation totale n’étant qu’un O(1/N).
On calcule ensuite la renormalisation de l’aimantation des sous-réseaux, i.e. de
l’aimantation dans le référentiel local

mN =
1

NS
〈0|

N
∑

i=1

Szi
i |0〉 = 1 +

1

S
(1 − 1

N

∑

q

′

3
∑

i,j=1

(P i,j
q )2) (3.9)

où le prime souligne que l’on somme sur la première zone de Brillouin privée de
ses trois milieux de côté et où P i,j

q est l’élément de matrice (i, j) de Pq.
On s’intéresse également à la renormalisation du paramètre d’ordre associé à la
brisure de Z2 dans la phase cuboc , soit la chiralité scalaire.
Le produit mixte de trois spins sur un triangle est normalisé naturellement par

sa valeur classique dans la phase cuboc , et on définit donc ξ∆ =
√

2
S3 (Si ∧ Sj) · Sk

sur chaque triangle (i,j,k), avec (i,j,k) tournant dans le sens des aiguilles d’une
montre. La renormalisation de la chiralité scalaire alternée est alors

mN
ξ =

3

2N
〈0|

∑

∆

(−1)α
∆ξ∆|0〉 = 1 +

3

S
(1 − 1

N

∑

q

′Dq), (3.10)

où l’on a sommé sur les 2N/3 triangles du réseau kagomé et α∆ vaut 0 sur les
triangles pointe en haut et 1 sur les triangles pointe en bas.

11Plus précisément les modes de Goldstone sont définis asymptotiquement à la limite thermodyna-
mique comme les modes δqi = q − Xi de norme ||δqi|| ∼ 1/λ ∼ 1/L → 0 lorsque N → ∞. De façon
équivalente on pourrait travailler dans la première zone de Brillouin réduite. Les trois milieux de côté
Xi sont alors repliés au centre de zone q = 0 et les trois modes de Goldstone sont alors directement
des modes q de norme ||q|| ∼ 1/L → 0 lorsque N → ∞.
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Enfin

Dq =
3

∑

i,j=1

(P i,j
q )2

−1
2

3
∑

j=1





































cos qα(P 2,j
q + P 5,j

q )(P 3,j
q + P 6,j

q )

+ cos qβ(P 1,j
q + P 4,j

q )(P 3,j
q + P 6,j

q )

+ cos qγ(P
1,j
q + P 4,j

q )(P 2,j
q + P 5,j

q )

+
√

2
3

sin qα(P 5,j
q P 6,j

q − P 2,j
q P 3,j

q )

+
√

2
3

sin qβ(P 4,j
q P 6,j

q − P 1,j
q P 3,j

q )

+
√

2
3

sin qγ(P
4,j
q P 5,j

q − P 1,j
q P 2,j

q )





































(3.11)

La diagonalisation et le calcul des observables est mené numériquement sur des
échantillons de taille linéaire L ≤ 600 pas du réseau de Bravais.
Les effets de taille finie sur les observables sont contrôlés par l’énergie du pre-
mier magnon qui s’annule en 1/L aux trois milieux de côté, et on attend les lois
d’échelles assymptotique eN

0 ∼ 1/L3, mN ∼ 1/L et mN
ξ ∼ 1/L.

En particulier on s’attend à ce que l’énergie converge beaucoup plus vite vers son
asymptote que les paramètres d’ordre, ce qu’on vérifie sur les figures 3.7 et 3.8.

Fig. 3.7 – Effets de taille finie à J1 = −1 et J2 = 0.5 sur eN
0 (Fig. 3.7). Les premières

tailles linéaires sont indiquées en noir.
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(a) (b)

Fig. 3.8 – Effets de taille finie à J1 = −1 et J2 = 0.5 sur mN (Fig. 3.8(a)) et mN
ξ

(Fig. 3.8(b)).

On extrapole ensuite ces grandeurs à la limite thermodynamique et on trace
leur évolution en fonction de J2/|J1| (Fig. 3.9).
On remarque d’abord que les paramètres d’ordre m∞ et m∞

ξ s’extrapolent à une
valeur finie dans une large gamme de couplages J2/|J1| autour de la région où les
spectres exacts ont été calculés : la phase cuboc classique résiste aux fluctuations
quantiques de grande longueur d’onde dans une gamme finie de couplages. En
particulier au point des diagonalisations exactes J2/|J1| = 0.5 on trouve que m∞

et m∞
ξ sont renormalisés respectivement de 16% et 50% par rapport à leur valeur

classique.
Comme ξ∆ ∼ m3 on s’attend à ce qu’une part importante de la renormalisa-
tion δmN

ξ = 1 − mN
ξ de la chiralité provienne de celle du paramètre d’ordre,

i.e. δmN
ξ ∼ 3 δmN , ce dont on peut se convaincre en comparant (3.9), à (3.10)

et (3.11).
On note cependant que le deuxième terme de (3.11) est nouveau, i.e. il contient
les fluctuations propres à la chiralité scalaire. Ces fluctuations ont un effet rela-
tivement faible dans l’approximation des ondes de spin : la figure 3.9 montre en
effet que δm∞

ξ ∼ 3 δm∞. En particulier lorsque J2/|J1| ∼ 3 l’aimantation dans la
base locale est renormalisée d’environ 30% et la chiralité scalaire a disparu.
Sans rien exclure pour le moment, on voit mal comment un état quantique pour-
rait présenter un ordre à longue portée brisant SO(3) avec les symétries de la
phase cuboc (puisque l’aimantation dans la base locale est finie) sans pour autant
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Fig. 3.9 – Valeurs extrapolées de l’aimantation dans le référentiel local m∞ et de la
chiralité scalaire alternée m∞

ξ en fonction de J2/|J1|. e∞0 n’est pas représenté.

briser Z2 (puisque la chiralité scalaire est nulle). Il est à priori plus probable que
J2/|J1| ∼ 3 marque la fin de validité de l’approximation des ondes de spin et donc
la disparition de la phase cuboc .

3.6 Phase gappée pour J2/|J1| = 5.0

Nous avons remarqué que pour J2/|J1| ∼> 3 la disparition du paramètre d’ordre
associé à la brisure Z2 signait sans doute la disparition de l’ordre cuboc semi-
classique et donc l’apparition d’une nouvelle phase.
Il est clair que les diagonalisations exactes ne sont pas le bon outil pour sonder les
limites des phases quantiques : si ces dernières sont critiques le cut-off drastique
des longueurs d’onde des fluctuations quantiques déplace, ou au moins élargit, les
lignes de transition.
On se place donc nettement hors du domaine de validité des ondes de spin, et à
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J2/|J1| pas trop élevé pour éviter la proximité de la phase J2 pur 12.
On présente ci-dessous le spectre N = 36 du Hamiltonien pour J2/|J1| = 5.0
(Fig. 3.10).

Fig. 3.10 – Spectre de l’échantillon N = 36 pour J2/|J1| = 5.0 en fonction du spin total
S. Les couleurs et les symboles des RI suivent la même convention qu’à la figure 3.4.

L’allure générale est très différente de celle du spectre à J2/|J1| = 0.5.
Un grand nombre d’excitations sont adjacentes au fondamental de chaque secteur
de spin S, et on ne retrouve plus la tour des états. En particulier la loi d’échelle en
S(S+1) disparâıt : l’énergie des fondamentaux de spin S crôıt plutôt linéairement
avec S et on a donc un terme linéaire en m dans e0(m) = e0 + ∆Nm + O(m2)
avec ∆N le gap de spin pour l’échantillon de taille N .
L’effet de taille sur ∆N est clairement compatible avec un gap ∆ fini à la limite
thermodynamique (Fig. 3.11), i.e. avec une phase ne brisant pas SU(2) [3].
Une mesure expérimentale directe de ∆ est donnée par la courbe d’aimantation :
l’échantillon se polarise à partir d’un champ fini Bc = 2(∂e0

∂m
)m→0 ∼ ∆ qui ferme

le gap de spin.

12A J2 pur on retrouve trois réseaux kagomé antiferromagnétiques de pas
√

3 découplés.
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Fig. 3.11 – Effet de taille sur le gap de spin ∆N à J2/|J1| = 5.0. L’ouverture d’un gap
fini à la limite thermodynamique assure que SU(2) n’est pas brisé pour ces couplages.

Lorsque J2/|J1| crôıt à partir de la phase cuboc on prévoit donc au moins une
transition de phase quantique, marquant la restauration de la symétrie SO(3) ,
avant de retrouver les trois kagomé découplés dans la limite de J2 pur.
La taille N = 36 est cependant insuffisante pour déterminer la nature de cette
phase quantique à J2/|J1| = 5.
En particulier le fondamental non dégénéré (Fig. 3.10) est problématique : dans
le cas d’un liquide RVB on attendrait en effet une dégénérescence 4 sur le tore,
provenant de la mise en ordre topologique.
D’autre part la frustration géométrique du réseau ne permet que des VBC de
grande maille, de 12 ou 36 spins [86, 74] : on attend un état fondamental S = 0
dégénéré à la limite thermodynamique, compatible avec la brisure de symétrie du
réseau [59].
La présence éventuelle d’états singulets proches du fondamental et séparés du
reste des excitations n’est pas évidente sur la figure 3.10 et des échantillons plus
grands sont nécessaires pour conclure.
Bien que les ondes de spin semblent montrer que les fluctuations quantiques
désordonnent la chiralité scalaire dans cette gamme de paramètres, on peut envi-
sager que les liquides de spin chiraux soient des candidats pertinents : ces phases
quantiques sont en effet invariantes sous SO(3) mais brisent P et T , respecti-
vement la parité et le renversement du temps [94], i.e. le spin flip. Ces liquides
brisent donc la symétrie chirale, comme la phase cuboc semi-classique.



Chapitre 4

Ordre nématique pour des spins
1/2 sur le réseau carré

Dans les états de Néel, le paramètre d’ordre associé à la brisure de SO(3)
est vectoriel (Sec. 3.1) : c’est l’aimantation des sous-réseaux. Plus généralement,
SO(3) est brisé dès qu’un tenseur non scalaire est ordonné sur le réseau.
Pour construire un paramètre d’ordre non-vectoriel on considère le produit ten-
soriel le plus simple < Ŝα

i Ŝβ
j >, qu’on peut toujours décomposer selon

< Ŝα
i Ŝβ

j >= 1
3
δαβ < Ŝi · Ŝj >

+ 1
2
εαβγ < (Ŝi ∧ Ŝj)γ >

+ < Q̂αβ
ij >

(4.1)

où Q̂αβ
ij = 1

2
(Ŝα

i Ŝβ
j + Ŝβ

i Ŝα
j ) − 1

3
δαβ Ŝi · Ŝj.

Seuls les deux derniers termes ne sont pas scalaires et sont donc susceptibles
d’être les paramètres d’ordre associés à une brisure de SO(3) .

Lorsque le terme quadrupolaire Q̂αβ
ij est la seule variable ordonnée sur le réseau

on obtient un nématique-n : ce type d’ordre peut apparâıtre en particulier sous
l’effet d’interactions biquadratiques ∝ (Ŝi · Ŝj)

2 [2]. L’ordre quadrupolaire est res-
ponsable des transitions anormales dans les pnictides magnétiques [18, 19], dans
lequel les spins S ≥ 5/2.

Un ordre quadrupolaire pour des spins 1/2 serait relativement exotique. Q̂αβ
ij est

en effet un tenseur de rang 2 qui agit dans le sous-espace des spins i et j : pour des
spins 1/2, ce sous espace est D1/2 ⊗ D1/2 = D0 ⊕ D1, et le théorème de Wigner-

Eckart assure que les seuls éléments de matrice non-nuls de Q̂αβ
ij sont les éléments

diagonaux du secteur triplet : l’ordre quadrupolaire ne peut donc exister pour
des spins 1/2 que si l’échantillon présente de fortes corrélations ferromagnétiques
locales, i.e. la physique de basse énergie est décrite en appariant les spins i et j

85
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en triplet : on aurait probablement un Hamiltonien effectif couplant plutôt des
spins 1.
En l’absence de fortes corrélations ferromagnétiques on peut imaginer des cou-
plages amenant des spins 1/2 à briser SO(3) avec pour seul paramètre d’ordre le
deuxième terme de (4.1), i.e. le produit vectoriel de deux spins, qui est un tenseur
de rang 1 (pseudo-vecteur) : on parle alors de nématique-p [2].
Par contraste, un état de Néel biaxial a de l’ordre dans les produits vectoriels et

dans les spins, puisque l’aimantation des sous-réseaux est finie : en particulier,
dans le cas d’un ordre de Néel biaxial planaire les produits vectoriels s’ordonnent
perpendiculairement au plan des sous-réseaux.
Dans cette situation l’ordre dans les produits vectoriels (unixial) est plus symétrique
que l’ordre dans les spins (biaxial) : Chandra et Coleman [15] ont suggéré que
dans une certaine gamme de frustration, l’ordre des produits vectoriels pouvait
être plus robuste que l’ordre des spins vis à vis des fluctuations quantiques.
Dans un tel scénario, en frustrant de manière croissante un état de Néel biaxial
planaire, l’aimantation des sous-réseaux est d’abord tuée dans le plan alors que
le produit vectoriel reste ordonné : on obtient l’ordre nématique-p uniaxial.
En augmentant encore la frustration on désordonne les spins hors du plan et
SO(3) est complètement restauré : on obtient une phase quantique pure.
On va voir que cette restauration de SO(3) en deux étapes, en passant par l’ordre
nématique-p, est observé avec des spins 1/2 dans le modèle J − K sur le réseau
carré, avec K l’échange cyclique à quatre corps : là encore c’est une interaction
biquadratique qui stabilise l’ordre nématique.
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Conclusion

Nous avons rencontré différents scénarios de brisure de symétrie illustrant le
rôle joué par les fluctuations thermiques ou quantiques dans les systèmes de spins
frustrés.
Le simple modèle de Heisenberg sur le réseau kagomé montre la complexité de
cette physique et fait toujours débat.
De manière surprenante, la compétition d’interactions sur ce réseau ne conduit
pas nécessairement à des fondamentaux désordonnés exotiques, et dans le dia-
gramme de phase J1 − J2 le modèle J1 > 0 pur apparâıt plutôt comme une
singularité : le reste du diagramme est composé essentiellement d’états de Néel,
que les spins soient classiques ou quantiques.
En particulier la déstabilisation de l’état ferromagnétique à J1 < 0 par un échange
J2 antiferromagnétique conduit, pour des spins classiques, à un ordre de Néel cu-

boc à 12 sous-réseaux, dès que J2 ∼> |J1|/3. Dans ce cas on a vu que, même dans le
cas de spins 1/2, les fluctuations quantiques à T = 0 habillaient l’ordre classique
sans le détruire, et ce tant que J2 ∼< 3|J1|.
En augmentant la frustration, l’annulation de la chiralité scalaire dans l’approxi-
mation des ondes de spin signale la destruction de l’ordre cuboc par les fluc-
tuations : les diagonalisations exactes à J2 = 5|J1| montrent alors l’apparition
d’une phase désordonnée, i.e. invariante sous SO(3) . Les tailles accessibles sont
néanmoins trop petites pour déterminer précisément la nature de cet état.
L’instabilité de l’ordre cuboc vis à vis des fluctuations thermiques est prédite par
le théorème de Mermin-Wagner : l’invariance par rotation est restaurée à toute
température T > 0.
Cependant la non-coplanarité des 12 sous-réseaux induit une brisure de symétrie
chirale, discrète, qui peut survivre aux fluctuations thermiques. Les simulations
Monte-Carlo révèlent en effet qu’il subsiste un ordre chiral à température finie
alors que l’ordre dans les spins n’est que local.
Bien que la chiralité sépare l’ensemble des configurations fondamentales en deux
classes, la transition de restauration de la symétrie chirale est loin d’être une
transition critique dans la classe du modèle d’Ising en deux dimensions : elle
est faiblement du premier ordre. Le caractère biaxial de l’ordre cuboc autorise
des défauts ponctuels stables, les vortex Z2 , qui prolifèrent à la transition chi-
rale : dans une image simple cette prolifération désordonne suffisamment les spins
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pour tuer les corrélations chirales à longue distance, et rend compte du caractère
discontinu de la transition. De manière générique les états de Néel biaxiaux et
non-coplanaires brisent la symétrie chirale et autorisent les vortex Z2 : dans ces
conditions il est probable que la transition chirale soit toujours du premier ordre.
A mesure que le couplage J2/|J1| augmente la transition est de plus en plus fai-
blement du premier ordre : dans le diagramme de phase T − J2/|J1| la question
de l’existence d’un point critique, ou de deux lignes de transition, une pour les
vortex, l’autre pour la chiralité, reste entière.
Dans la région où les fluctuations quantiques ne détruisent pas l’ordre cuboc , soit
J2 ∼< 3|J1|, les diagonalisations exactes montrent la signature claire de la brisure
de symétrie chirale à T = 0 pour des spins 1/2. Cependant on peut se demander
si la brisure de symétrie chirale subsiste à température finie pour des spins 1/2,
i.e. sous l’effet conjoint des fluctuations quantiques et thermiques.
Récemment, dans le modèle J1 − J2 sur le réseau carré, un calcul auto-cohérent
des fluctuations quantiques, au delà de l’approximation linéaire des ondes de spin,
a montré la renormalisation de la température de transition Ising vers une valeur
finie pour des spin 1/2, environ 10 fois plus petite que la température de tran-
sition classique [11]. L’application de cette méthode à l’ordre cuboc prolongerait
naturellement notre étude de la transition chirale.
En particulier on peut se demander si le pic de basse température dans la chaleur
spécifique du composé expérimental Cu-titmb, qui a motivé initialement notre
étude, correspond à la transition chirale.
D’autre part, si l’ordre cuboc à J2 ∼> |J1|/3 permet de reproduire dans le bon
rapport les deux échelles d’énergie mesurées dans Cu-titmb, une validation im-
portante du modèle sera apportée par les mesures de diffraction de neutrons, qui
devraient confirmer ou non l’existence de l’ordre à q = X1,2,3.
Dans la recherche d’états quantiques exotiques, il semble que les interactions
d’échange multiple soient un ingrédient crucial pour déstabiliser les états de Néel.
Sur le réseau triangulaire, à partir de l’ordre ferromagnétique obtenu pour J < 0,
c’est le couplage cyclique à 4 corps antiferro K > 0 qui mène au liquide RVB.
L’échange à 4 corps semble moins frustrant sur la géométrie du réseau carré :
dans le diagramme de phase J − K les phases quantiques révélées par les diago-
nalisations exactes brisent en effet la symétrie du réseau. La déstabilisation de
l’ordre de Néel colinéaire à J > 0 mène ainsi aux VBC collonaire ou alterné selon
le signe de K 1.
En revanche le couplage biquadratique à quatre corps stabilise un ordre nématique−p,
qui réalise une brisure uniaxiale de SO(3) plus fine, en quelque sorte, que le Néel
colineaire : le produit vectoriel est le premier paramètre d’ordre non-nul, i.e. il
est d’ordre 2 dans les spins.

1On remarque cependant que les diagonalisations exactes ne permettent pas d’exclure tout à fait la
présence d’un liquide de spin pour J < 0 et K > 0, dans une région étroite et proche de l’instabilité
ferromagnétique, i.e. comme pour le triangulaire.
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Cet ordre nématique uniaxial apparâıt comme une phase intermédiaire dans la res-
tauration de SO(3) à partir de l’ordre de Néel orthogonal, qui brise complètement
SO(3) , jusqu’au VBC alterné, invariant par rotation : les fluctuations désordonnent
d’abord les spins dans le plan avant de restaurer entièrement SO(3) .
Cette sélection d’un plan par les fluctuations rappelle le modèle de Heisenberg
classique sur le réseau kagomé : les simulations Monte-Carlo montrent en effet la
sélection d’un désordre planaire par les fluctuations thermiques [14], associé au
paramètre d’ordre quadrupolaire. On se demande évidemment si les fluctuations
quantiques sont également capables d’une telle sélection : à notre connaissance
ce point reste ouvert puisque les corrélations pertinentes, à 4 spins, n’ont pas été
calculées.
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Résumé

A la suite d’expériences récentes menées sur un composé de spins 1/2 sur le réseau
kagomé nous avons étudié le modèle de Heisenberg J1 − J2, avec un échange J1

ferromagnétique entre premier voisins, en compétition avec un échange J2 anti-
ferromagnétique entre seconds voisins.
Classiquement, le fondamental est un ordre de Néel à 12 sous-réseaux non-
coplanaires qui brise complètement la symétrie O(3) du Hamiltonien à T = 0. La
non-coplanarité du paramètre d’ordre induit une brisure de symétrie chirale qui
est restaurée à température finie en même temps que les vortex Z2 du problème
prolifèrent. La transition chirale est de plus en plus faiblement du premier ordre
à mesure que la frustration J2/|J1| augmente.
Pour des spins 1/2 les fluctuations quantiques habillent l’ordre classique sans le
détruire, tant que J2/|J1| < 3. En augmentant encore la frustration les fluctua-
tions restaurent la symétrie SO(3) et on obtient une phase gappée.
D’autre part, sur le réseau carré avec un échange cyclique à quatre corps nous
avons obtenu la première signature d’un ordre nématique−p pour des spins 1/2.

Abstract

Following recent experiments on an S = 1/2 antiferromagnet on the kagomé lat-
tice, we investigated the J1 − J2 Heisenberg model with ferromagnetic J1 and
antiferromagnetic J2.
Classically the ground state displays 12-sublattices Néel long-range order which
fully breaks the symmetry of the Hamiltonian at T = 0. The non-coplanarity of
the order parameter induces a chiral symmetry breaking which is restored at finite
temperature, together with the proliferation of the relevant Z2 vortices. The first
order pattern of the chiral transition goes weaker and weaker as the frustration
J2/|J1| increases.
For spins 1/2, quantum fluctuations renormalize the classical order without wi-
ping it out, as far as J2/|J1| < 3. With stronger frustration, quantum fluctuations
restore the SO(3) symmetry and one obtains a gapped phase.
We also studied the influence of cyclic four-spins exchange on the square lattice,
obtaining the first numerical evidence for a p−nematic order for spins 1/2.


