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INTRODUCTION

La turbulence est un phénomeéne fréquemment rencontré dans les écoulements de fluide comme I'air. Par
exemple, lorsqu’un corps aérodynamique se déplace suffisamment vite dans l'air, il génére de la turbulence
dans les couches limites prés des parois ainsi que dans son sillage. L'atmosphére terrestre est également un
écoulement turbulent. Le développement de la puissance des calculateurs ces trente derniéres années a conduit
les industriels a s'intéresser de plus en plus a la simulation numérique des écoulements turbulents qui reste bien
moins onéreuse qu’une approche expérimentale.

La résolution directe des équations de Navier-Stokes pour un écoulement turbulent est encore trop colteuse
en temps et se limite a des nombres de Reynolds peu élevés (temps de calcul évoluant comme un nombre de
Reynolds puissance trois). La technique de la simulation des grandes échelles LES (large Eddy Simulation) est
elle aussi encore trop souvent colteuse en temps de calcul pour des calculs d’intérét industriel. Or, bien sou-
vent, seules certaines grandeurs statistiques (moyennes, écarts types,...) sont suffisantes pour caractériser une
trainée ou une portance ou encore des échanges thermiques moyens. Pour ne calculer que certaines grandeurs
statistiques de la turbulence, la modélisation en un point de la turbulence est suffisante. La rapidité de calcul
gu'offre cette modélisation de la turbulence en fait le moyen le plus utilisé actuellement dans I'industrie.

Cette thése s’inscrit dans le cadre du projet européen FLOMANIA (“Flow Physics Modelling : An Integra-

ted Approach”). L'objectif de ce projet européen est de supporter I'industrie aéronautique européenne en créant
un lien entre les travaux de recherche sur la turbulence et les applications d'intérét industriel. Notre contribution
dans ce projet intervient au niveau de la modélisation de la turbulence par des modéles de turbulence en un point
du second ordre appelés modéles aux tensions de Reynolds ou RSM (“Reynolds Stress Models”). L'objectif
est de proposer un modeéle qui améliore la prévision de couches limites en situation proche du décollement. Le
calcul de la portance et de la trainée d’'une aile dans des configurations proches du décollement intéresse en
effet fortement l'industrie aéronautique européenne et les modéles aux tensions de Reynolds restent incapables
de reproduire correctement ce type d'écoulement. Dans ce but, les travaux effectués par Catris (1999) ont été
étendus par Flachard (2000) aux modeles RSM. Nous reprenons donc la suite de Flachard afin de poursuivre
ses travaux et d’aboutir a un modéle RSM qui remplisse les objectifs qui lui ont été imposés. La modélisation se
limitera, toujours dans le cadre de FLOMANIA, aux écoulements incompressibles et stationnaires en moyenne.

Ce mémoire se décompose en quatre parties. La premiére présente dans un premier temps une étude bi-
bliographique sur les modéles aux tensions de Reynolds. Dans un second temps, la modélisation de I'équation
d’échelle (équation nécessaire au calcul de I'échelle de longueur des grosses structures) est étudiée. Cette équa-
tion de transport est I'équation sur laquelle porteront les principaux développements afin que les modéles RSM
soient capables de reproduire correctement une couche limite proche du décollement. Pour cela, le modéle doit



2 INTRODUCTION

reproduire correctement l'influence d’'un gradient de pression adverse, modéré ou intense, sur la structure de la
couche limite.

La seconde partie de ce mémoire est consacrée a I'étude du comportement des modéles de turbulence (RSM
et a deux équations) au voisinage d’une frontiere libre c’est a dire d’'une interface entre un écoulement turbulent
et un écoulement laminaire ou du moins faiblement turbulent. L'étude de Cazalbou et al. (1993) a été ici réexa-
minée et complétée. L'objectif de cette analyse théorique est de faire ressortir des contraintes a appliquer au
modeéle afin que ce dernier vérifie certains comportements physiques tels que le fait que I'écoulement turbulent
ne soit pas dépendant des conditions extérieures lorsque le taux de turbulence extérieur tend vers zéro. Il en
effet préférable que le calcul numérique ne soit pas dépendant de ce type de parametres sans quoi le résultat du
calcul aurait un caractére arbitraire. Ces contraintes ont d'autant plus d'importance que la plupart des écoule-
ments turbulent en aérodynamique externe, telles que les couches limites et les sillages, possedent une frontiere
libre.

La troisiéme partie présente la construction d'un modéle RSM avec effet d'intermittence de frontiére.
L'étude théorique de la seconde partie nous a en effet amené, pour respecter les objectifs fixés, a prendre en
compte I'effet de l'intermittence de frontiére sur les diverses fermetures en un point d'un modéle aux tensions
de Reynolds. Le phénoméne d’intermittence de frontiere est caractéristique de toute frontiére libre entre un
écoulement turbulent et un écoulement faiblement turbulent ou laminaire. L'observation d’une fumée sortant
d'une cheminée ou bien de la frontiere libre d’'une couche limite, d’un sillage ou d’'une couche de mélange
montre en effet que sa frontiére n’est pas réguliére mais au contraire échancrée. Ce phénomene d'intermittence
rend les relations constitutives obsolétes comme I'ont fait remarquer Cazalbou et Bradshaw (1993) sur les DNS
de Spalart (1988) en plaque plane. Une explication de cette déficience est que le temps caractéristique de la
turbulence utilisé pour les fermetures en un point est difficilement définissable lorsque I'écoulement est, se-
lon l'instant considéré, turbulent ou non-turbulent. Plusieurs modéles tenant compte de I'effet d’intermittence
de frontiére sur les fermetures ont été développés par Cebeci et Smith (1974), Byggstoyl et Kollmann (1981,
19864a,b) et Cho et Chung (1992). La méthode employée ici pour fermer les équations aux tensions de Reynolds
et I'équation d’'échelle sera différente des méthodes employées précédemment : elle se situe en quelque sorte
a mi-chemin entre le modéle de Cho et Chung et les modéles RSM développés par Byggstoyl et Kollmann.
Dans un premier temps, une étude de l'influence de I'intermittence de frontiére sur les fermetures en un point
sera réalisée sur les termes de diffusion dans les équations de transport des tensions de Reynolds ainsi que sur
I'équation de transport de la dissipation. Un modéle simplifié a été dérivé de cette étude afin qu'il puisse étre
implanté dans le code Navier-Stokes elsA.

La performance d’'un modéle de turbulence sur une configuration complexe passe d'abord par I'améliora-
tion de ses performances sur des écoulements plus simples représentatifs des écoulements turbulents en aéro-
dynamique externe. C’'est pourquoi la derniére partie est dédiée a la qualification et a I'optimisation du modéle
construit dans la partie précédente sur des écoulements types tels que les écoulement libres (couche de mélange,
sillage, jet plan et jet axisymétrique) et la couche limite pour divers gradients de pression. Les performances
du modeéle sont également estimées sur une configuration de couche limite tridimensionnelle plus proche des
applications industrielles (aile GARTEUR).



Premiere partie

LA MODELISATION EN UN POINT -
MODELES AUX TENSIONS DE
REYNOLDS






Chapitre 1

La modélisation en un point

1.1 Le probleme de fermeture

Les équations de la mécanique des fluides pour un fluide incompressible sont constituées des équations de
Navier-Stokes et de I'équation de continuité :

8ui .

o = 0 (1.1)
Ou; Ou; 10P 0?u;
ot Yow, T powm V0w o, (12)

Dans le cadre de la modélisation en un point de la turbulence, on ne s'intéresse qu’aux moyennes statistiques
de la vitesse et de la pression. On décompose ainsi les grandeurs instantanées selon la régle de Reynolds :

u; = Uz + u; (1.3)

P = P+yp

ou () désigne la moyenne statistique(et la valeur fluctuante. Les équations (1.1) sont dés lors moyennées
par la moyenne statistique :

oU;

9 0 (1.4)
oUu; — JU; 10P o*U;  Ou

, - - _ 1.
ot Uy Ox;j p 0x; + V@xj Ox;j Ox; (1.5)

L'effet de la moyenne engendre bien entendu une perte d'information, caractérisée ici par I'apparition d’'une
corrélation inconnuea;u;. appelée tenseur de Reynolds. Pour résoudre ce probléme de fermeture, il est néces-
saire d'introduire des relations constitutives pour relier le tenseur de Reywfaiis d’autres corrélations ou
moyennes connues ou calculables.

1.2 Relations constitutives

En accord avec Truesdell (1974), une relation constitutive dans le cadre de la modélisation de la turbulence
en un point doit satisfaire a trois principes :
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1. indifférence matérielle, c’est a dire invariance par changement de repére
2. déterminisme (I'état d'un systéme est déterminé par son histoire)

3. action locale c’est a dire que les corrélations inconnues dépendent uniqguement des caractéristiques lo-
cales de la turbulence et du champ moyen

auxquels il faut ajouter le principe de compatibilité pour que le modéle ait les mémes caractéristiques ten-
sorielles que le terme exact qu'il représente. La notion d’action locale est problématique en turbulence car il
existe une “mémoire spatiale” (cohérence spatiale) de I'ordre de I'échelle intégrBleut on alors établir des
relations constitutives en un point pour des grandeurs statistiques ? Comme le fait remarquer Chassaing (2000),
une large communauté scientifique (Pope, Speziale, Lumley...) s’accorde pour admettre le principe de localité
en turbulence en guise de premiéere approximation pour I'élaboration de schémas de fermeture.

Le principe de ces fermetures en un point est donc de relier les corrélations inconnues au champ moyen
ainsi qu’aux caractéristiques locales des structures porteuses d’énergie (appelées aussi grosses structures) telles
gue leur échelle de longueur ou de vitesse caractéristique.

1.3 Hypothése d’équilibre ou deuxieme hypothese de similitude de Kolmogo-
rov

Les petites structures sont reliées aux plus grandes par le principe de la cascade d'énergie (des plus grandes
échelles vers les plus petites) d0 au caractere non linéaire des équations de Navier-Stokes. Une hypothése
d’équilibre de la turbulence permet en effet de relier la dissipation aux caractéristiques des grosses structures.
Cette hypothése d’équilibre revient a supposer que le temps caractéristique de la dissipation est égal au temps
caractéristique de la turbulence. On parle donc aussi d’hypothése d'échelle de temps unique en lieu et place
d’hypothese d’équilibre. On obtient alors une relation explicite entre la dissipation et le temps caractéristique
de la turbulence égal au temps caractéristique des grosses structures a nombre de Reynolds turbulent élevé :

T=- (1.6)
3

L’hypothése d’équilibre est valable en turbulence pleinement développée.

1.4 Les différents niveaux de fermeture

1.4.1 Modéles a viscosité turbulente

L'idée de Prandlt est de considérer que la turbulence agit comme une diffusion supplémentaire a la diffusion
moléculaire. Boussinesq relie ainsi le tenseur de Reynolds au champ moyen par l'intermédiaire d’'une viscosité
turbulentey, :
ou
— v = v — a.7)

Ay

qui se généralise sous la forme suivante :

(1.8)

— 2 ou; U,
_u;u}-i—gk(sij —l/t< —+ ])

Ga:j ze
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L'objectif des modeéles a deux équations est de calculer la viscosité turbujesfie de déterminer le champ
de vitesse moyen. Cette viscosité turbulente peut s'écrire dimensionnellement sous la forme d’un produit entre
une échelle de vitesse et une échelle de longuelir caractéristique de la turbulence :

ve ~utl* (1.9)

Le principe de certains modeéles de turbulence est donc de déterminer a la fois une échelle de vitesse et une
échelle longueur caractéristique de la turbulence (soit en fait des structures porteuses d’énergie) :
1. I'échelle de vitesse est souvent déduite de I'énergie cinétique turbélentbu/v/ caru* ~ vk

2. I'échelle de longueur* est calculée soit via une relation algébrique soit via une équation de transport

Modéles de longueur de mélange

La particularité des modéles de longueur de mélange est de calculer I'échelle dew/iteesgpas a I'aide
dek mais par une relation algébrique. Pour cela, I'échelle de terhpsi* /u* est estimée de la fagon suivante :

1
oo = 1.10
T o 5 ( )

Des lors la viscosité turbulente est modélisée par une relation du type :

1 /0U; 0OU;
— p27%2 Q. o v J
vy = F#1""\/25;;5;; avec S;; 5 <6xj + 8@)

qui se simplifie en couche mince :

. AN A
v = 22 <(8—y> + (8—y> ) (1.12)

L'échelle de longueur des grosses structuresst modélisée via une relation algébrique. Michel modétise
sous la forme suivante :

(1.11)

* K Yy
L tanh Y 1.13
5 = 0,085 tan (0,085 5) (1.13)

Modéle a une équation de transport sun

Le modéle de Spalart et Allmaras (1992, 1994) utilise une équation de transpott; pleuia forme :

7 1[0 vy vy Ovy N —— 1 oU; 8Uj
Dr = Cp1Svs + - [8@% (l/t (%ck) + cpo a2, c%ck] ouS = /Q;;Q;; etQ;; = 5 (8xj oz, (1.149)

Cela nous donne acceés aux contraintes croisees €n particulier), ce qui est suffisant en couche mince
(couche de mélange, couche limite, jets...) pour fermer les équations du mouvement moyennées. Ce modele
de Spalart et Allmaras (1992, 1994) est également utilisé en Navier-Stokes : I'énergie cinétique tufbulente
issue de la relation de Boussinesq généralisée n’a pas besoin d’étre calculée car elle est regroupée avec le terme
de pression dans les équations du mouvement. Ce type de modeles présente I'intérét d’étre simple, robuste et
rapide d’un point de vue temps de calcul.
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Modéles & une ou deux équations

Le principe de ces modéles est de calculer, via son équation de transport, I'énergie cinétique tutbulente
Cette équation de transport est souvent modélisée sous la forme :

Dk 1 0 ok
o p e — 2 - 1.15
Dt k et O ka ((Vt+y)8xk> ( )
ou P, = —u’ug W 2 est le terme de production de I'équation de transport. L'échelle de vitesse des grosses

structures est des lors connue. Pour fermer les équations du mouvement moyennées a partir de la relation de
Boussinesq, il reste seulement a calculer I'échelle de longuidRour un modéle a une équation, cette der-

niére est calculée via la relation algébrigue comme pour les modéles de longueur de mélange. Pour un modéle
a deux éguations, une équation de transport pour une grandeur reliée explicitement a I'échelle de longueur

caractéristique des grosses structutesst utilisée pour calculer cette échelle de longueur.

La limitation de ce type de fermeture a viscosité turbulente est la perte de certains effets d’histoire de
la turbulence en reliant localement les échelles caractéristiques des grosses structures a I'écoulement moyen.
Une alternative pour contourner cette limitation est d’utiliser un modele d’ordre supérieur ou les tensions de
Reynolds sont calculées a partir de leur équation de transport et non par une relation algébrique.

1.4.2 Modéles du second ordre ou aux tensions de Reynolds (RSM)

En incompressible, les équations de transport des tensions de Reynolds, obtenues a partir des équations du
mouvement (1.2), se mettent sous la forme suivante :

Du’u’

Dt J Pij — e +11;; + D;j + D;/] (1.16)
ou
——0U; ——0U; .
P = —uu,—— o u}u}C i (production)
- oul
I, = r (g—z; + 6952 > (redistribution)
e = 2v g“ g“ (dissipation) (1.17)
x) ox;
o O (7, 1V (, / iffusi

DZJ = _8—k (u U, Uk + ; (uzéjk + uj51k> (dlfoSIOI’I)

82 "
DY = m (diffusion moleculaire)

Les termes;; , D;; etll;; nécessitent une fermeture. Une analyse dimensionnelle montre que tous ces termes
sont de la dimension suivante :
2 *3
u* u
B (118)




1.4. LES DIFFERENTS NIVEAUX DE FERMETURE 9

et donc que la fermeture des corrélatidng, I1;; ete;; est envisageable via la connaissance d’une échelle de
temps7™* ou de longueut* caractéristique de la turbulence, I'échelle de vitesse étant donnée par le tenseur de
Reynolds@. Le tenseur de dissipatian;, sous I'hypothese d'équilibre de la turbulence, est en effet relié
aux grosses structures par la relation (1.6).

L'échelle de longueur caractéristique de la turbulence est calculée pour les modeles RSM via une équation
de transport désignée par la suite par le ternéguiation d’échelle La fermeture de cette équation de transport
est donc un des points essentiels des modéles de turbulence en un point et c’'est sur cette fermeture que nous
nous sommes particulierement concentré.

L'intérét des modeles RSM par rapport aux modéles du premier ordre est gu'ils permettent de s’affranchir
d’'une relation locale entre les tensions de Reynolds et I'écoulement moyen. Ces modéles permettent donc de
mieux prendre en compte les effets d’histoire ou encore d’anisotropie de la turbulence.

Des modéles d'ordre supérieur, basés sur la fermeture d’équations de transport d’ordre égal ou supérieur
a trois, sont difficilement envisageables, d’une part par le manque de données expérimentales sur ce type de
corrélations, et d'autre part par la lourdeur de la démarche engagée. Les modeles RSM constituent donc un bon
intermédiaire entre les modéles a viscosité turbulente et les méthodes du type LES.
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Chapitre 2

Fermeture des équations de transport pour
les tensions de Reynolds

2.1 Modélisation du terme de diffusionD;;

Le terme de diffusion des équations de transport des tensions de Rew;mgdest défini de la facon
suivante :

8 /
d e
ol Dj; = e (u;u;.u@ diffusion turbulente
Tk
D 0 p/ / ! i i i
DY = e (uz ik + uj5l-k) diffusion par la pression
Tk

Le terme de diffusion par la pression est, de par les travaux de Lumley (1978), souvent intégré dans la diffusion
turbulente. En effet, Lumley modélise la corrélation pression-vitesse par I'expression :

2.
- gug = —u k' (2.2)
p )

Les modéles de diffusion présentés par la suite font tous cette hypothése ou négligent la diffusion par la pres-
sion si bien que I'on est ramené au seul probléme de fermeture de la corrélatiomgmgan.

Ce terme de corrélation triple est de la foraj¢’. La turbulence ayant tendance a homogeénéiser le mélange,
on adopte généralement une modélisation de type premier gradient pour ce type de corrélation :

—— oF
u;f/ ~ —Kf

5 pourf = F + f (2.3)

par analogie avec la modélisation des effets visqueux dans les équations du mouvement d’un fluide newtonien,
ou avec la modélisation de la diffusion dans la loi de Fick, ou encore avec la modélisation de la diffusion dans
I'équation de la chaleur.
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Le modele de diffusion suivant reprend le principe de modélisation par gradient mais sous une forme généralisée
nommée GGDH (“Generalized Gradient Diffusion Hypothesis”) pour prendre en compte 'anisotropie spatiale
des grosses structures :

—ulf ~ K — = Cuu, 7 =— (2.4)
xj i
ol 7 est une échelle de temps caractéristique de la turbulence.

2.1.1 Daly-Harlow

A partir de I'hypothése généralisée de diffusion par gradient (GGDH) précédente (2.4), Daly et Harlow
(1970) construisent un modéle simple pour la diffusion turbulente :

o [k ouiu’;
Dij = Dkka—xk <g“§cuf 8351] (2.5)

Ce modele pouw;u’u), n'a pas les mémes propriétés tensoriellesw@uéu;, : sion inverse les indices j etk par
exemple, le modéle a un comportement différent anrsuju(f-u;{ reste inchangé. Le modéle de Daly-Harlow
ne vérifie donc pas les relations de compatibilité (paragraphe 1.2)u(;u§exz’k mais par contre les vérifie au

niveau deD;;.

2.1.2 Hanjalic-Launder

Hanjalic et Launder (1972) définissent le modéle suivant a partir d’'une fermeture de I'équation pour la
correlation tripleu;u/u;, :
Gu;u; ——Ou, oulu'.

o |k [T T — !
Dz“ — Dp— |2 1o/ 7ol k 77 L) 2.6
J kk@xk [5 (u‘ul oxy U oxy U ox; )] (2.6)

Ce modele généralise en quelque sorte le modéle de Daly-Harlow pour le rendre compatilzz[m?x/,gc

2.1.3 Mellor-Herring

Le modéle de Mellor et Herring (1973) est une simplification du modéle précédent :

9 9 |k [ouu,  Oulu  Oui
Dji = =Cg— | — J ik tJ 2.7
J 3cst9xk [z-: < ox; * Ox;j * oxy 27)

Cette modélisation conduit a des résultats moins bons que le modéle, plus simple, de Daly et Harlow. Elle
n'offre donc pas d'intérét et ne sera pas étudiée.
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2.1.4 Lumley
En extension du modéle de Hanjalic et Launder, Lumley (1978) construit le modéle suivant :
1 0 k 2
D;j = S9ar | (Gijk + C5 (Gaudji + Giudik + Grudis)) (2.8)
avec :
oy, ——dulu) oulu,
Gijr = ulu] a;l + wju c%clk + ufu) 8351]

2.2 Modelisation du terme de redistributionII;; (corrélation pression-déformation)

Le terme de redistribution, comme son nom l'indique, est en grande partie responsable des échanges d'éner-
gie entre les différentes tensions. Il conditionne grandement la qualité de la modélisation du tenseur de Rey-
nolds.

Rappelons tout d’abord I'équation pour la pression fluctuante issue des équations du mouvement :

B o’ 5 ou, oul, N 0?
Ox; Ox; Oz, Oz 0xy, 01

(u;nu; - M) (2.9)

Ainsi pour connaitre la pression fluctuante en un pdit; o) de I'écoulement, il faut connaitre le champ
de vitesse moyen et fluctuant en tout paitit:;). Ce caractére non local est a I'origine d’'une des difficultés
majeures de I'étude de la turbulence par la modélisation en un point.

En multipliant I'équation de Poisson pé%)B, il vient :

2 / Yaia !/ !/ !/ 2
0 o ou;, _ 28Ul ou,, ( Ou; N ou; 0 (u;nu; _—UinU;) (2.10)
ami 8$l 8$j,0 B 8$m axl 83:1-,0 B 83:1-,0 B 8xm axl
Entre deux pointd et B suffisamment éloignés, la moyenne statistique’ e%)B est nulle. On suppose

donc que I'on peut intégrer I'équation ci-dessus sur un domaine assez grand. En intégrant sur ce domaine, loin
des parois et en prenant la moyenne statistique, il vient :

ou!,

/ C = II%, IT%, 2.11a
p (61’j,0>3 1t ( )
o - i/ ou 0?up,uy dVol (2.11b)

G An Jyg \Oxj0 ) O Oy |AB| '

1 oU, ou! ou', dVol

T = — m L 2.11c
2 21 Jyor. Oxm Ox (axjn) g [AB] ( )

Ainsi le terme de redistribution se décompose en :

1. une partiell;; » dite rapide : elle réagit inmédiatement au gradient de vitesse car elle en dépend de
maniere linéaire
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2. une partidl;;; dite lente car elle fait seulement intervenir des fluctuations de vitesse.

Hij = Hij71 + Hij72 avec Hij,l = H;‘Kj,l + Hj’i,l et Hz’j,Q = Hfj’Q + Hj’i,Q (212)

Il est & noter que la présence d'une paroi génere une intégrale supplémentaire dans la solution de I'équation de
Poisson (Chassaing, 2000).

2.2.1 Partie lentell};

Cette partie lente de la corrélation pression-déformation agit comme un terme de retour a l'isotropie. En
effet, dans le cas d'un écoulement homogéne a gradient de vitesse moyenne nul, les équations aux tensions de
Reynolds se réduisent a:

oulu, 2
avece;; déviateur du tenseur d’anisotropie. En outre :
ok 1 0 (—— 2

L'ensemblell;; +¢;; assure donc le retour a l'isotropie. Le terme lent ou 'enserfibje-e;; est alors modélisé

genéralement comme une fonction du tenseur d'anisotropie des tensions de Reyneldgu’/k — 2/34;;
et de la dissipation. Le théoreme de Cayley-Hamilton limite le développement aux termes ci-dessous :

11,
ILij1 = apeai +are (aikakj - ?“5”») (2.15)

2.2.2 Partie rapidelT;;
Modélisation homogéne
Sous I'hypothése de turbulence homogeéne, le gradient de vitesse peut étre sorti de 'intégrale de volume :

1 oU, ou! ou', dVol
I, = ———° m v 2.16
2 2 me /Vol. 8%’1 (8xj:0>B ’AB‘ ( )

Mot

Pour traduire I'nypothése d'écoulement homogéne, le changement de variables suivant est effectué :

;0 Xi=1zp
( T > 7 ( i =T — Tip > 217

Soit R;,,, la corrélation double des vitesses en deux points :

Rin (X, € 1) = (B@).1) ), (A@). 1) (2.18)
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Etant donné qué; etz; sont des variables indépendantes en turbulence homogeéne, il vient :

oul, (A,t) Gu;(B,t) . 0?Ripm, B 0?Rim (2.19)
axl 8$j,0 N an 8& 8@ 8& .

7 Y Ve pa . —> ’ -
En écoulement homogeéne, la corrélati®p, ne dépend pas d€; mais seulement du vectedr. On en déduit :

1 O?Rip dVol
Mimi; = — == (2.20)
imlj 21T Jy o1 085 0& ‘?‘
De la on en déduit que le tenseur du quatriéme ordre vérifie les propriétés suivantes :
Minjn = Mnyin; = 0 (équation de continuité) (2.21a)
Mijpq = Mijqp = Mjiqp (conditions de symétrie) (2.21b)
Mijnn = uju; (formule de Green) (2.21c)
On peut ainsi exprimer la partie rapide de la corrélation pression-déformation sous la forme :
Ij0 =2 (Spq + qu) (Mz‘qu + qupi) (2.22)

En supposant que le tenséurne soit dépendant que de I'anisotropie des tensions de Remptdam/%—

1/34;5, en s'appuyant sur le théoreme de Cayley-Hamilton et en imposant au modéle d’étre invariant par chan-
gement de repére (cf. relation constitutive 1.2), Reynolds et Kassinos (1995) puis Hallback et al. (1989) donnent
I'expression la plus générale du tenseur d’ordre 4 :

ﬁ = €10456pq + c2 (8ipdjq + 0igdjp) + €30i5bpq + cadpgbjp
+cs5 (5ipqu + 5iqup + (5jpbiq + 5jqbip) + cﬁbf,qéij + C7b?j5pq (223)
s (8iph5y + ighs, + 0jpbe, + 0igbi,) + Cobijbpg + 10 (bipbjq + bighsp)
+c11 bz‘jb}%q + Cubzzjbpq + C13 (bipb?q + biqb?p + bjpb?q + qub?p)

+cl4b?jb}2,q + ci15 (b?pb_?q + bzqu?p)

ou les coefficients;, sont des fonctions des invariamt§, = b;;b;; et 111, = b;;b;by;.

Modélisation inhomogeéne

Chou (1945) montre que la modélisation de la partie rapide de la corréjafiofn etablie en homogene,
s'étend en inhomogeéne :

1 1 - 1
() — o) F - *
ppuuz =5 Upin / // (unul),mj TdV (2.24)

ou”x" signifie que la grandeur est calculée au point A parcourant tout le volume et r désigne la distance entre A
et le point B ou est évalué la corrélatipryu; ;") . La modélisation ci-dessus est une premiére approximation car



CHAPITRE 2. FERMETURE DES EQUATIONS DE TRANSPORT POUR LES TENSIONS DE
16 REYNOLDS

cela suppose que le gradient de vitesse moyénpe varie plus lentement que la corrélation en deux points

van Slooten et al. (1997) construisent un modeéle pour les écoulements inhomogénes, a partir de la fermeture
de I'équation pour la PDF (fonction densité de probabilité) de la vitesse. Le modéle ainsi construit pour le terme
rapide se présente sous la forme suivante :
gaci,: (eienuguﬁn + ejenu;uﬁn> (2.25)
ol ¢ est le vecteur nombre d’onde normalisé associé aux fluctuations de vitesse, c’est a dire le nombre d’onde
de la transformée de Fourier dé Le terme rapide est donc la encore modélisé comme un terme proportionnel
aux gradients de vitesse moyenne. En ce sens, cette modélisation en inhomogéne est similaire au modeéle de
Chou (1945) et ne différe pas de la modélisation adoptée en homogéne (2.22).

Mijp =2

Bradshaw et al. (1987) ont montré sur des DNS d’écoulements en canal que cette hypothése était valable
en dehors de la sous-couche visqueuse c’est a direydour 30. Launder et Tselepidakis (1988) proposent
alors un modeéle tenant compte des inhomogénéités de I'écoulement au voisinage d’'une paroi en remplacant le
gradient de vitesse en facteur dans le terme rapide (2.25) par un gradient de vitesse effectif :

ou, U, . lﬁ 0%U,
eff T Oy Oz, Oxy, Oxyy,

(2.26)

0T,

ol est une échelle de longueur caractéristique de la turbulence.

En résumé, la modélisation du terme rapide comme une fonction proportionnelle au gradient de vitesse
(2.25) s’étend, du moins en premiére approximation en dehors du voisinage des parois, aux écoulements in-
homogeénes. Le probléeme de fermeture est ainsi ramené, que ce soit en écoulement homogéne ou non, a la
fermeture d’un tenseur d’ordre quatté,, ;... Etablir une relation constitutive pour ce tenseur consiste, comme
on I'a vu au paragraphe 1.2, a le relier aux caractéristiques des grosses structures turbulentes (dimensions,
temps caractéristiques, orientations, ...).

Prise en compte des effets de rotation

Par définition, les modeéles aux tensions de Reynolds offrent un avantage indéniable par rapport aux modéles
a deux équations pour des écoulements soumis a des effets de rotation. Pour autant, la fermeture classique
de la partie rapide du terme de corrélation pression-déformation ne peut étre gu'imparfaite : que ce soit en
écoulement homogéne ou inhomogene, le tendéyy,,, d'ordre quatre ne peut dépendre du seul tenseur de
Reynolds pour les écoulements soumis a des rotations axiales. Comme |'ont noté Reynolds et Kassinos (1995)
puis Pope (2000), la partie rapide dépend également de I'orientation des corrélations de vitesses (via le vecteur
nombre d’'onde;), caractéristiques non contenue dans le seul tenseur de Reynolds. En écoulement homogene,
une modélisation du typ&/ = M (b) sous I'hypothése de distorsion rapide est en effet incapable de reproduire
un effet de rotation axiale. Des propositions pour ajouter d’autres arguments dans la modélisafiomiieté
formulées par Reynolds et Kassinos (1995) et Cambon et al. (1992). Cadiou (1996) propose, en alternative aux
modéles classiques, de calculer le tenseur d’ordre qldtuéa des équations de transport. van Slooten et al.
(1997) utilisent un modele basé sur la résolution de la PDF de la vitesse ainsi que du vecteur nombre d’onde
associé aux fluctuations de vitesse pour prendre en compte ces effets de rotations.
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Néanmoins, la modélisation du tydé = M (b) sera conservée car on se restreint aux écoulements turbu-
lents cisaillés et non soumis & de fortes rotations axiales.

2.3 Modeles pour le tenseur de dissipatios;;

2.3.1 Modélisation isotrope

En accord avec les idées de Kolmogorov et sous I'hypothése de grand nombre de Reynolds de turbulence,
le tenseur de dissipation est supposé isotrope :
2

€ij = gE(SZ‘j (227)

2.3.2 Modélisation anisotrope

Plusieurs données expérimentales montrent que le tenseur de dissipation n’est pas isotrope, y compris a
Reynolds élevé. Hallback et al. (1989) ont en effet publié une étude sur le retour a l'isotropie d’une turbulence
aprés action d’'une contraction axiale dans un convergent pour un nombre de Reynold$:glevél 000).

En dépit de cette valeur du nombre de Reynolds, les mesures des micro échelles de Taylor dans le sens de
I'écoulement 4,) et perpendiculairement a celui-ci,f) s'établissent, dans le circuit de relaxation, a un rapport
(Az/Ay) de l'ordre de 2,6, soit pres du double du montant voulu par la situation isothgpg (= V2~ 1,4).

Ces données expérimentales ont été confirmées par Durbin et Speziale (1991) qui, a partir de I'équation de
transport exacte dg;, montrent qu'un modele isotrope conduit & un comportement inconsistant et irréaliste.

Hallback et al. (1989) modélisent le tenseur de dissipation sous une forme anisotrope de la facon suivante :

2 2 11 2 11
€ij = §€5ij + e = §€5ij +é [bij + (bij <7b — g) - (bikbkj - %52]))] (228)

La partie anisotrope;; du tenseur de dissipation (cf. Lumley) est donc parfois incluse dans la partie dite
lente du terme de corrélation pression-déformation. De plugarticipant au retour a l'isotropie (2.14), il est
logique de l'intégrer dans le terme de retour a l'isotroig.

2.4 Contraintes mathématiques de réalisabilité sur la modélisation

Les contraintes de réalisabilité sont des conditions mathématiques sur la modélisation évitant que des com-
portements aberrants, de type énergie cinétique turbutemégative, se produisent. Ces contraintes de réalisa-
bilité sont les suivantes :

AV

0 (2.29)

upuy < ugup, . ugug  (inégalite de Schwartz)

Il existe néanmoins plusieurs notions de réalisabilité comme la réalisabilité au sens faible ou la réalisabilité au
sens fort.
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Schumann (1977) et Lumley (1978) définissent les conditions de réalisabilité suivantes pour les valeurs propres
ul,u!, du tenseur de Reynolds :

Duju,
Dt
Mais ces conditions de réalisabilité sont sujettes a controverse. Speziale et al. (1993) prétendent en effet que
les conditions précédentes ne sont des conditions ni nécessaires ni suffisantes pour assurer la réalisabilité. Pope
(1985) montre d’ailleurs que les contraintes (2.30) doivent étre remplacédupar, / Dt > 0 pour assurer
la positivité des contraintes normales. Toutefois, nous ne présenterons, en guise d’exemple, que les contraintes
découlant de la notion de réalisabilité introduites ci-dessus (2.30) par Schumann et Lumley.

=0 si uu, =0 (2.30)

Conséquences des contraintes de réalisabilité introduites par Schumann et Lumley sur la modélisation
de I'équation de transport des tensions de Reynolds

Le tenseur de dissipation ainsi que le terme lent sont modélisés comme on I'a vu sous la-tgyme
IL;j1 = e(—26;5/3 + ¢45). Siul,ul, est latension normale qui s’annule, son équation de transport s’écrit aprés
fermeture sous la forme :
Dujul, 48Uk

o

Dt oz

2
Malak +e <_§ + ¢aa) + Daa + Dga (231)

Lorsqueu/,ul, — 0, le membre de droite doit étre nul quelle que soit la configuration c’est a dire quelle que
soit la dissipation et le gradient de vitesse moyenne. Les trois égalités ci-dessous doivent donc étre satisfaites
(Schumann (1977) et Lumley (1978)) efjul, =0

48Uk

B Maojar =0 (2323.)
x
2

~5 00 =0 (2.32b)

Doo + D%, = (2.32¢)

2.4.1 Contraintes sur le terme rapide

Pour que la relation (2.32a) soit vérifiée quelle que soit le gradient de vitesse moyenne, il est nécessaire
d’'imposer des relations entre les coefficients du modéle pour le terme rapide. D’autres contraintes (2.21) sur la
symétrie ou encore sur l'incompressibilté viennent s'ajouter aux contraintes de réalisabilité. Pour une modéli-
sation du type (2.23) du tenselif en fonction du seul tenseur de Reynolds, neuf relations sont ainsi obtenues
et il reste six coefficients libres. Nous ne détaillerons pas toutes ces relations du fait de leur caractére arbitraire
(lie & la condition de réalisabilité de Schumann (1977)). Il s’agit juste de montrer qu’une partie des coefficients
du modeéle pour le terme rapide est fixée par les conditions de réalisabilité et les conditions (2.21).

2.4.2 Contraintes sur le terme lent
La contrainte (2.32b) appliquée au terme lent signifie que :

daa — g si ulul, —0 (2.33)
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Dans le cas d’'une modélisation de I'ensemble dissipation - terme lent du type :

—eij + i1 = €(=26i/3 + ¢45) (2.34)

) 15 15 AplQlk
avec : @-j = 50Eaij + ﬁlE (aikakj - T(Sij)

la condition nécessaire de réalisabilité au sens de Schumann se traduit sur I'ensemble terme lent - dissipation
par la contrainte :

_ ﬁO — 24+ % <§ — aijaji> =0 (235)

2.5 Quelques modeles aux tensions de Reynolds

Plusieurs modéles classiques pour I'ensemble terme de redistribution et dissipation sont présentés. La par-
tie anisotropee;; du tenseur de dissipation; est incluse dans le terme leHi; de la corrélation pression-
déformation, si bien que I'on parlera plutét de terme de retour a I'isotropie que de terme lent.

2.5.1 Modele IP (Isotropisation de la Production)

Ce modele linéaire est modeéle le plus simple parmi tous les modéles présentés.

Terme de retour a l'isotropie

Ce terme est modélisé suivant les travaux de Rotta (1951) :

I}, — e = —3,6a; (2.36)

Terme rapide

Cette fermeture revient a supposer gue la partie rapide du terme de redistribution serait “forcée” par I'écart
a l'isotropie du taux de productiof;; dew;u’;, c'est a dire :

——9U; ——U; 2.37)
o .

2
2 N
Hij = —0,6 <P” — ngk.5U> ou Pz‘j = —u;ufa— ; gaxl
2
= 0,8k SZ']' + 1,2k <ami5jm + aijim — gamnSnm&]) + 1,2k (amiQm]’ + aijmi)
La partie rapide est donc modélisée de fagon linéaire par rapport au tenseur d’anisotropie desdgnsions

2.5.2 Modele de Launder et Shima (1989)

Ce modele linéaire constitue une extension du modeéle IP dans lequel ont fait apparaitre leHagteur
1—-4,511,+9111,avecll, = QijQj; et/lll, = Qi 05k Q-
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Terme de retour a l'isotropie

M —eij = — (24 7,3 FILYY) cay (2.38)

Terme rapide

La partie rapide est modélisée comme suit :

2
H?j = \/stm + 1, 5\/Fk (amiSjm + aijim - gamnSnm&]) + 1, 5\/?]{ (amiQmj + aijmZ-) (239)

2.5.3 Modele LRR

Ce modele linéaire de Launder et al. (1975) a été ajusté sur I'expérience de Champagne et al. (1970) et sur
la décroissance de turbulence de grille isotrope.

Terme de retour a l'isotropie

Le terme de retour a l'isotropie est modélisée suivant les travaux de Rotta (1951) :

I}, —e;j = —2C1 e by (2.40)

Terme rapide

La partie rapide est modélisée de fagon linéaire par rapport au tenseur d’anisotropie des tensions :

4 18CHRR + 12 2
5 = —kSi+ 21—1+k <bmi5jm + b Sim — gbmnsnmaij> (2.41)
14CHHER — 2
TR S (bl + bmjni)

11

avec :CTHER = 1.5 et CLRE = (0,4. Néanmoins, Taulbee (1992) préconise les valéu§? = 1,8 et
CIRR = 5/9,

2.5.4 Modele SSG

Le modéle SSG de Speziale et al. (1991) a été bati sans faire la séparation entre partie rapide et lente du
terme de corrélation pression-déformation. Il s'agit Ia d’'un avantage par rapport aux modéles précédents car la
modélisation séparée des parties lente et rapide revient a supposer qu’elles sont indépendantes l'une de 'autre
ce qui n'est pas le cas (démontré par Jones et Musonge (1988) car le terme lent est influencé par le gradient de
vitesse moyenne). Le modéle SSG a été calibré par rapport a des résultats basés sur la théorie de la distorsion
rapide (RDT) et sur deux expériences : retour a l'isotropie et écoulement homogene cisaillé.
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Terme de redistribution

Les parties lente et rapide du terme de corrélation pression-déformation sont modélisées par :

11,
Hij —E&jj = -4 €ajj + Cye (aikakj — ?5”) + Csk (Szj — 8315”) (242)

2
+Cyk <Sikakj + Sjrar; — gsklakléij> + Cs k (Qpar; — Qjrar;)

ce qui correspond a un modele pour lequel la partie rapide est linéaire mais par contre le terme de retour a
l'isotropie est quadratique par rapport au tenseur d'anisotropie. Les coefficients sont définis ci-dessous :

P
C1=1,7+0,9-%, Cy=1,05, C3=0,8—0,65\/I1,, C4 = 0,625, C5 = 0,2 (2.43)
3

2.5.5 Tableau récapitulatif

Pour la majorité des modeles aux tensions de ReynHdlgssst modélisé sous la forme générique suivante :

11, € € ara P
% = aOEaij + CtlE (aikakj — %&j) + a9 Sij + Ctgf (2.44)
2
+ay (aikzskj + ;i Ski — gaklsm%') + a5 (aieSk + ajrfr)

+ag (aikar Sy + ajrar Sy — 2 arjaSk) + ar (aikar Q5 + ajran )
+ag [anan (aik + axQir) + 3 amiang (@mkQnk + AnkQmi)]

Plusieurs modéles pour le terme de redistribution, reprenant la convention précédente, sont détaillés dans le
tableau suivant :

Qg aq Q2 asg 0y Qs Qg | Q7 ag
LS -2-7,3F11,* 0 VF 0 [15/F|15/F| 0| 0| O
IP -3,6 0 0,8 0 1,2 12 | 0| 0| O
LRR -3 0 0,8 0 | 1,745 | 1,309 | 0 | 0 | ©
LRR - modifié -3,6 0 0,8 0 20 | 1112 0| 0] O
SSG -3,4 4,2 0,8-1,3/T1, | -1,8| 1,25 04 | 0|0 O
FLT -2-60lI,\F + 2V F | -72[1,/F 0,8 12| 1,2 1,73 | 08|08 11,2

ou le modele FLT a été construit par Launder et Tselepidakis (1988).
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2.6 Modele choisi

Modeéle de diffusion

Le modéle de diffusion HL (2.6) aurait pu s’avérer intéressant car il est compa‘rible;/pm/jer;C contrai-
rement au modéle DH (2.5). Mais, comme I'ont montré Cazalbou et Chassaing (2002), au voisinage d'une
frontiére libre ce modéle de diffusion ne prévoit pas de bons niveaux d'anisotropie. Les autres modéles de dif-
fusion plus complexes comme celui de Lumley (2.8) ne semblent pas apporter de réelles améliorations mais
plutdt une diminution de la robustesse numérique du modeéle. La diffusion est par conséquent modélisée suivant
le modéle de Daly-Harlow (2.5).

Modélisation du tenseur de dissipation

La partie anisotrope;; = ¢;;—2/3 6;; € du tenseur de dissipation est intégrée dans le terme de redistribution
I1;;. Cela revient a prendrg; = 2/30;j¢.

Modéle pour la corrélation pression-déformation et le tenseur de dissipation

Nous avons choisi le modéle de Speziale, Sarkar et Gatski (SSG), décrit en (2.42), pour le terme de redis-
tribution IT;; — e;;. Il @ pour intérét principal de ne pas modéliser separément le terme de retour a l'isotropie
et le terme rapide. Par ailleurs, ce modéle a été calibré sur des écoulements homogénes cisaillés et fortement
cisaillés. Speziale et al. (1991) montrent en effet que le modéle SSG se comporte bien mieux que le modeéle de
Launder et al. (1975) sur ces écoulements (cf. figures 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4). Il en va de méme pour le modéle LRR
modifié par Taulbee(@-% = 1,8 et CI R = 5/9) qui n'offre pas d’aussi bons résultats que le modéle SSG
sur ce type d’écoulements homogeénes cisaillés (cf. figures 2.5). SiI'on se restreint aux écoulements non soumis
a de fortes rotations, le modele SSG devrait étre suffisant pour modéliser le terme de redistribution. Par contre,
il devra étre envisagé de revoir la modélisation du terme de redistribution pour les écoulements soumis a des
rotations axiales, ou plus généralement pour les écoulements ou l'orientation de grosses structures influence de
fagon significativell;; — e;; (cf. paragraphe 2.2.2).
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Comportement du modéle SSG et du modéle LRR sur les écoulements homogénes
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FiG. 2.4 — Evolution temporelle du tenseur d’ani-
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Origine des planches : Speziale et al. (1991)
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Chapitre 3

Fermeture de I'équation d’echelle a grand
nombre de Reynolds de turbulence

Les fermetures en un point des termes de redistribution, dissipation et diffusion dans les équations aux
tensions de Reynolds nécessitent toutes la connaissance d’une échelle de temps ou de longueur caractéristique
des grosses structures (cf. paragraphe 1.2 et 1.4.2). Il existe ainsi un fort couplage entre le calcul de I'échelle de
longueur des grosses structures et les modeles de fermeture des équations aux tensions de Reynolds. Le calcul
de I'échelle de longueur est par conséquent primordial pour les modéles de fermeture en un point.

Pour calculer cette échelle de longueur en prenant en compte la physique de I'écoulement, il est préférable
d’introduire au moins une équation de transport supplémentaire (équation d’échelle) pour une variable reliée
a I'échelle de longueur des grosses structures. Cette équation doit a son tour étre fermée. Nous nous sommes
donc principalement intéressé a la fermeture de I'équation d’échelle.

3.1 Les différentes fermetures de I'équation d’échelle

Deux approches sont envisageables dans le cas d'une turbulence a I'état d’équilibre, c’est a dire pour la-
guelle le temps caractéristique de la turbulence s’écrit :

T~ —
9

La premiére approche consiste a fermer terme a terme I'équation d'échelle pour une grandeur transportée
donnée. Aupoix (2004) fait remarquer que lorsque la grandeur transpbrése liée a la viscosité soit aux
petites structures, comme par exemplet w = ¢/k, la fermeture terme a terme de son équation de transport
est impossible. Pour fermer terme a terme une équation de transport, il faut utiliser une variable transportée qui
ne soit pas dépendante de la viscosité c’est a dire des petites structures. C’est l&élcaskde /e ou encore
kT = k?/e.
La seconde méthode revient a se donner la forme a priori de I'équation de transpost @odoute autre
grandeur du typée".

3.1.1 Fermeture terme a terme
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Smith (1990) et Wolfshtein (1970) ont examiné la fermeture de I'équation/dourk? /<. Cette grandeur
estreliée a I'echelle de longueur des grosses structures car reliée a la corrélation en de; poiAtss, t) =

u, Au] g parkl (A,t) fv Qi <|AB‘ ) Cet aspect présente une grande importance car il ainsi possible de
fermer I'équation pouk! terme a terme. Wolfshtein (1970) aboutit a un modéle de la forme :

D (kl 1 oU; 0 —
lgt) = —§lGu ug o, 92, (qu u?gp’lp> (3.2)
+V82kl ey 8u 8uZl o 0% /l
02 0wy 0x, 0T 0 i

ou lg, ly... sont des éechelles de longueurqgl, — u;p’ I, correspond a la diffusion. Cette corrélation est
modélisée selon un schéma en premier gradient (2.4) pour des raisons analogues aux termes de diffusion dans
I’équation pourk. Le terme de dissipation, sous I'hypothése d'une turbulence a I'’équilibre, est modélisé comme
suit :

8 ou, k1o
kel Y o s (3.2)

83:] ax] Iy

Le dernier terme demandant une fermeturemﬁ# Il représente une dissipation additionnelle due aux

inhomogénéités de la turbulence. Ces mhomogeneltes peuvent étre représentées par des gradients de
Wolfshtein choisit de modéliser ce dernier terme de la fagon suivante :

2 A A
—_— 3.3
vu; 83:? k:l/Q (8wj> 59

Enfin, les différentes échelles de longuéyr I, I}, et sont supposées proportionnelles, du moins en pre-
miére approximation et a Reynolds turbulent élevé.

Wolfshtein aboutit ainsi, a Reynolds turbulent élevé, a une fermeture du type :

D) 9 (v O(kl) k3/2 2 [0k \?
- (= de Py — l—Co— [ =— 3.4
Dt 8$k (UL ka Gk Cl l 02 ]{:1/2 ka ( )

3.1.2 Fermeture “a priori”

Les équations de transport pour la dissipation ou la pseudo dissipatierpeuvent étre fermées terme
a terme du fait de la présence de la viscosité dans les corrélations inconnues. Dans le cas particulier de
I'expression formelle a fermer est du type :

o =5 (@) - S (35)

D’aprés Lumley, la fonction adimensionnelleest supposée dépendre, a nombre de Reynolds turbulent éleve,
des tensions de Reynolds et du gradient de vitesse moyenne. Lorsque les gradients de vitesse sont faibles, on
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peut exprimen) sous la forme d’un développement en série de puissances limité aux termes du premier ordre
en 8UZ/8IEJ .

k oU;
+ wgbikbkj—f + ... (3.6)

k. OU;
=1 +1Y1-0b 9
Lj

3 gl 8$j
soit en situation quasi-isotrop&;{ < 1) et avecr ~ k /e sous I'hypothése d’équilibre de la turbulence :

52

9 9

— =~ —Co—+Cq—P+ ... (37)
T k k

Le terme de diffusion est quant a lui souvent fermé sous une forme en gradient issue de I'hypothése géné-

ralisée de diffusion par gradient (2.4). La fermeture classique de I'équation correspondant a une situation ou

I'anisotropie des tensions de Reynolds ainsi que le gradient de vitesse sont faibles, est par conséquent de la

forme : ) 5 5
De € € ——k Oe
~, EP__ €25 Dss— U ———
pr = el = G Deeg <ukul58x1>

3.2 Equation d’échelle générique

Etant donné que les deux types de fermetures ci-dessus sont similaires et en s'inspirant de ce qui a déja
été fait pour les modeles a deux équations par Catris (1999) puis pour les modéles RSM par Flachard (2000),
I'équation d’échelle est fermée de maniére générique pour toute grandeur db £yge’c" avecn # 0 sous
la forme :

D P 0 k——0® 0 d—— 0k
— = —(Cp: P, —C = | Doos—ujuj7— | + 75— | Dor—ujuj-— 3.8
Dt k (Car P 22€) + oxy ( q@aukul 6x1> + oxy ( ok 5uku16xl> (
k 0P ——0d 1 0k — 0P d Jk — Ok
Cad— —— ) — I o = YV T
+ CD(I)ECI) 8$kukulaxl + ékEaxkukulaxl kkkﬁE 8xku’“ulaxl

Toutes les modélisations, que ce soit pour I'équation de transport de la dissipation ou I'équation de transport
de kI nous ramenent a une modélisation du type (3.8). Ainsi, l'intérét principal de cette forme générique est
gu’elle contient la plupart des modéles de fermeture de I'équation d’échelle.

Wolfshtein (1970) fait tout de méme remarquer que certaines constantes ne devraient pas en étre car elles
sont a priori dépendantes du nombre de Reynolds turbidert ’;—i En premiére approximation a Reynolds
turbulent modéré, on conservera donc cette modélisation méme si cette derniere nécessitera probablement une
correction bas Reynolds.

L'équation dépend du modéle pour la diffusion choisi pour les équations aux tensions de Reynolds. Dans le
cas présent, I'équation générique correspond au modéle de diffusion de Daly-Harlow (2.1.1).

Généricité
Le caractere générique (une seule forme de I'équation d'échelle quel que soit la grandeur tradspertée
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k™e™) de cette équation a été démontré par Flachard (2000), établissant les relations entre les coefficients
d’'une grandeu® = k™s" quelconque (vérifiant tout de méme# 0 pour des raisons évidentes) et ceuxde

Cp1r = nC.q+m (3.9a)

Cpo = nC.o+m (3.9b)

Dep = Dec (3.9¢)

Dgr = m(Dgp — Dos) +n Dgy (3.9d)

Coo + Dos = (Cec+ De2)/n (3.9e)
Cor = Cop—m/nDy —mDgo + (1 —n)/n (Do +mDse) — 2m Coe (3.9)

Cir = nCi+m (Dix — Cor — Do —m (Cop + Dag)) (3.99)

L'intérét d’'une telle équation est donc de pouvoir passer aisément d’'une grandeur & une autre par des rela-
tions explicites simples (3.9) tout en gardant une équivalence de comportement. Il n’est alors pas nécessaire de
requalifier I'équation lorsque la variable transportée change. Il faudra tout de méme préter attention au compor-
tement de la grandeur transportée au voisinage d’'une paroi et d’'une frontiére libre comme nous le verrons dans
la partie II.

L'équation d’échelle étant bien souvent un des facteurs limitant de la modélisation en un point, on lui im-
pose certains comportements physiques a respecter en couche limite ainsi que certaines limitations pour les
écoulements isotropes et homogénes cisaillés.

3.3 Qualification de I'équation en homogéne

3.3.1 Turbulence isotrope

En turbulence isotrope, que ce soit pour un modeéle aux tensions de Reynolds ou bien pour un modéle a
deux équations, les équations du modéle de turbulence se réduisent a :

ok

E = —€ (3108.)

Oe g2

— = —Co— 3.10b

T 27 ( )

Ce systeme peut se résoudre aisément en combinant les deux équations ci-dessus :

oK\ 9%

) = A1
Cer ( (%) AL (3.11)

Les solutions de cette équation différentielle sont alors des puissamtetemps, ot est reliée a la valeur de
C.o par larelation :

s—1
S

Coy = (3.12)

Des études expérimentales permettent d’estimer la valesiddes une fourchette allant de -1,28.4 = 1, 8)
selon Bellot et Corssin (1966) a -TU'{, = 2) selon Batchelor (1953). D’autres arguments (Aupoix, 1987) a
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partir de la forme du spectre d’énerdi& <) montrent que_., peut avoir des valeurs entre 1,7 et 2. En résumé,
C.y se trouve dans l'intervalle suivant :

Cop € [1,7; 2] (3.13)

Aupoix (1987), a partir d’'une analyse spectrale en écoulement isotrope, préconise une valeur vo%ine de

afin d’assurer une densité d'énergie constante pour les grands nombres d’onde. Ce point de vue est également
partagé par Speziale et al. (1991). Reynolds et Kassinos (1995) et Wilcox (1988) utilisent cette valeur dans
leurs modéles.

3.3.2 Turbulence homogeéne cisaillée

Comme pour les modeéles a deux équations (Catris et Aupoix (2000)), les équatiohsepose réduisent,
en écoulement cisaillé homogeéne, a:

% = P—¢ (3.14a)
Oe € 2
E == CE‘IP]{;E - 052? (314b)

Sous I'hypothése d’équilibre (1.6) de la turbulence, I'échelle de longueur caractéristique de la turbesince
proportionnelle &'~ /. On déduit alors des deux équations précédentes I'équation de transport de

10l 3 1 3 €
T (§_C€1> PkE‘i‘ (5—052> A (3.15)

Or, Tennekes (1989) énonce que, d'un point de vue dimensidnmepeut dépendre du cisaillement car celui-
ci est homogéne et ne peut pas imposer une échelle de longueur caractéristique de la turbulence. Autrement dit,
il suggere :

3
Ca =3 (3.16)

3.4 Qualification de I'équation pour améliorer la prévision du décollement

La couche limite, lorsqu’elle est soumise a un gradient de pression adverse suffisamment élevé, décolle. La
figure 3.1 montre I'évolution du profil de vitesse lorsque le gradient de pression augmente suivant la direction
principalex. Ce profil évolue sensiblement et se creuse lorsque le gradient de pression longitudinal est élevé.
Un modéle de turbulence, pour gu'il reproduise correctement une couche limite en situation proche d'un dé-
collement, doit modéliser correctement l'influence du gradient de pression sur la structure de la couche limite
(rappelée au paragraphe 3.4.1).
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FiG. 3.1 — Evolution du profil de vitesse en fonction du gradient de pression

3.4.1 Structure de la couche limite 2D incompressible

Les équations du mouvement en couche limite 2D incompressible stationnaire se simplifient sous I'hypo-
thése de couche mince selon la forme suivante :

ou ou 1dP Pu U
0 = g—P (3.17b)
Y

Rappelons la structure d’'une couche limite bidimensionnelle incompressible soumise a un gradient de pression
positif. A faible gradient de pression, la couche limite est constituée de deux régions :

- une région interne ou la turbulence est négligeable devant les effets visqueux - on parle aussi de sous-couche
visqueuse

- une région externe dite zone de sillage

Ces deux régions sont séparées par une zone intermédiaire appelée région logarithmique car le profil y évolue
comme le logarithme de la distance a la paroi (nhotation ci-dessous en variable de paroi) :

1
ut==In(y")+Cy avec: y" =yu./v et v =u/u, (3.18)
K

avecCy ~ 5,2 etk = 0, 41. Cette région logarithmique, comme on peut le remarquer sur la figure 3.2 tracée
en variable logarithmique, est indépendante du gradient de pression. Pour une couche limite sans gradient de
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FiG. 3.2 — Profil de vitesse en couche limite en variable logarithmique

pression (ZPG) ou avec gradient de pression favorable (FPG), il apparait sur la figure 3.2 que la partie sillage
est peu etendue et donc que la loi logarithmique contribue grandement a la valeyude= |/2/C soit du
coefficient de frottement’s. Pour une couche limite soumise a un gradient de pression adverse (APG), la ré-
gion de sillage est plus étendue. L'étendue de la zone logarithmique diminue au fur et a mesure que le gradient
de pression longitudinal augmente. Cg est donc dépendant a la fois de la pente de la loi logarithmique et

du sillage. En tout état de cause, il est nécessaire que le modéle reproduise la loi logarithmique quel que soit le
gradient de pression afin de tenir compte de I'effet du gradient de pression sur la structure de la couche limite
et le coefficient de frottement.

Pour des gradients de pression adverse élevés, une autre zone apparait “au dessus” de la loi logarithmique.
Il s'agit de la loi en racine, que I'on peut observer sur la figure 3.3 :

_ 2 =
u = E\/§+R0 (3.19)
.o u ~_ Yup 3 + 3 _vdpP
avec . = — === = -

Le respect de la structure physique de la couche limite et donc de la réponse de celle-ci aux forts gradients
de pression adverse est un élément nécessaire a la prévision du décollement. Ces comportements physiques,
comme il sera démontré dans les paragraphes suivants, imposent des contraintes sur I'équation d’échelle. L'im-
portance de la fermeture de cette équation de transport apparait la encore cruciale pour les modéles de turbu-
lence en un point.

Les travaux effectués au sein méme de 'ONERA par Catris (1999) sur les modeles a deux équations ont
été étendus par Flachard (2000) pour les modéles aux tensions de Reynolds. Ses travaux ont été ici repris et
complétés, notamment en ce qui concerne les contraintes pour la zone en racine.
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Fic. 3.3 — Loi en racine

3.4.2 Respect de I'invariance de la loi logarithmique par rapport au gradient de pression

Comme nous venons de le voir, le respect de la pente de la loi logarithmique, quel que soit le gradient de
pression, est une condition nécessaire pour bien reproduire I'influence du gradient de pression sur la structure
de la couche limite.

Soitp™ = %@;%. En effectuant un développement limité des équations de transport par rapport a< 1,

Huang et Bradshaw (1995) puis Catris (1999) pour les modeles a deux équations et Flachard (2000) pour
les modéles RSM ont montré que I'on pouvait déterminer des conditions nécessaires a imposer aux coefficients
pour gue la pente logarithmigue soit préservée dans la zop&pll < 1, quel que soit le gradient de pression.

Cette méthode d'obtention de contraintes est rappelée ci-dessous.

Développements limités

L'objectif est de faire ressortir des contraintes pour que le profil de vitesse vérifie la loi logarithmique pour
ptyT < 1. On s'impose donc :

ou™ 1

L'équation du mouvement, selon la direction principale de I'écoulemese réduit a :

— W =14 ptyT (3.21)
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On se restreint aux™y™ < 1 pour pouvoir effectuer des développements limités des grandeurs turbulentes et
dex* par rapport @y :

K = ko+ptyTr+ ...
Kt o= ki +ptyTh + (3.22)
- ——+ ——+
wpul, = u;ug-yo —|—p+y+u;u3 Lt
1
et = y—+ (5(‘)F —i—p+y+51F + )

Imposer la loi logarithmique a un ordre don@é”yﬂi revient a imposer :
ko=k=0,41; k1 =0; ...; kK =0 (3.23)

Le développement limité se limitera ici a I'ordpe y ™.

Equations aux tensions de Reynolds

Les équations aux tensions de Reyno@,(ﬁ, k etu/v') se réduisent dans la zone logarithmique a :

—+ —+
— 4 Out 2 d (v* ktdu?
= —2u I, — et +D
0 oyt T 55 TR T < e dyt
—+ —+
2 d (v? ktdo?
= I —=et+D 3.24
’ SRR ( et dyt ) o
—+
+ 120 1+ +
_ -+ 0u 4D d v kT dk
0 u'v o e+ kkdy* o dyt
—5+0u™ d [v? ktduv
0 = — — H D
v Ay Tl Rk gy < et Ayt )
Etant donné qua’ et a“ sont connus, les équations des tensions pour les différents émdinedévelop-

pement limité forment un systeme fermé a quatre équations et quatre incomz{ﬁgas @/21 , kl* et 51 . On
peut ainsi déterminer analytiquement ou du moins numériquetagat MAPLE) les valeurs de ces quatre
inconnues en fonction du modéle et des constantes choisis pour la diffusion et le terme de redistribution.

Un tableau récapitulatif présente les résultats obtenus pour I'ordre 0 avec le modéle LRR modifié (avec
CLER = 1,8 et CLE = 5/9) et le modéle SSG (modéles détaillés aux paragraphes 2.5.3 et 2.5.4) quelle que
soit la valeur de la constante de diffusifn,, :

—+ —+
+ 12 + /2 +
ky L) /ko Vo /ko

LRR || 3,387 | 0,914 0,420

SSG || 3,119| 1,068 0,413
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On retrouve les résultats obtenus par Flachard (2000).

L'ordre du développement limité en"y™ s’obtient suite au calcul de I'ordre 0. Les résultats obtenus pour
les modéles LRR et SSG (cf. paragraphes 2.5.3 et 2.5.4), pour la constante de diffyysier0, 22 préconisée
par Daly et Harlow (1970), sont présentés dans la tableau ci-dessous :

—+ —+
kfr U'21 /kf ’0'21 /kfr 5?
LRR || 3,359| 0,814 0,519 | 3,898
SSG || 3,179| 1,024 0,454 | 3,592

Les résultats pour une autre valdg, = 0,3 sont également donnés ci-dessous, cette valeur de la constante
de diffusion étant par la suite reprise par le modele RSM défini au chapitre 11 (valeur issue d'un processus

d’optimisation) :

—F —+
kf “'21 /kf "/21 /kf Ef

LRR 3,17 0,747 0,586 4,317

SSG || 3,185| 1,001 0,474 | 4,014

Equation d’échelle

On réinjecte dans I'équation d’échelle, pour un modéle RSM donné, les développements limités précédents

pourWJr, ﬁJr, kT ete™. Les coefficients des développements limités étant connus (calculés précédemment
avec les équations pour les tensions), on obtient une relation explicite entre les coefficients de fermeture de
I'équation d'échelle pour chaque ordre du développement. Ces contraintes correspondent a des conditions né-
cessaires pour que la loi logarithmique soit satisfaite jusqu’a I'ordre du développement limité considéré. Dans
le cas de I'équation générique (3.8) appliquée las contraintes aux ordres 0 et 1 s’écrivent :

1

—5t
K2kd v’
Cek = hgDee +h1Cey + hoCea (325b

Cee + D.e = (Cea —C1) = a(Ce2 — Ca) (3.254

Les coefficients présents dans ces relations sont donnédpgue 0,22 :

etpourDy, =0,3:

[0 hd h1 h2
LRR || 0,3648| 0,986 | 0,950 | -1,170
SSG || 0,4743| 0,791 1,051 -1,271
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(6 hd h1 h2

LRR || 0,3648| 1,385| 1,220 | -1,520

SSG || 0,4743| 1,077 | 1,265 -1,565

Il est a noter que les coefficients pour une autre variable transportée peuvent étre aisément obtenus par généricité
(3.9) a partir de ceux pour I'équation de

Ecart par rapport & la loi logarithmique pour quelques modéles RSM

Si les contraintes précédentes ne sont pas appliquées a I'équation d’échelle, alors la loi logarithmique ne
peut étre satisfaite a I'ordre 0 ou/et a I'ordre 1. On se place dans la configuration classique d’'un modéle RSM
(Dgr = 0,22) couplé avec une équation pour la dissipation sans termes craisgs= 1,92, D.. = 0,18
etC.. = C., = Cy;, = 0. Enimposant la loi logarithmique a I'ordre zéro c’est a dire la valeu€dg on
peut représenter I'écart par rapport a la loi logarithmique avec le paramgét@iculé a partir de I'équation
d’échelle.

Ca m/liQ

LRR || 1,427 | 3,587

SSG || 1,661 | 3,277

Les modeles classiques pour I'équation d'échelle ne satisfont donc pas la loi logarithmique a I'ordre 1.

3.4.3 Respect de la loi en racine pour les forts gradients de pression adverses

L'existence de cette zone ou le profil de vitesse évolue comme la racine carrée de la distance a la paroi
a été mise en évidence par les travaux théoriques de Townsend (1976). Une description de la structure de la
couche limite, pour des modéles a viscosité turbulente, a été réalisée par Durbin et Belcher (1992) a partir d’'une
analyse asymptotique pour une perturbation singuliére permettant de décomposer la couche limite soumise a
un fort gradient de pression adverse selon plusieurs couches. Le niveau élevé du gradient de pression, relié
directement a la notion de petit paramétre, est a I'origine de la structure asymptotique de la couche limite dans
cette configuration. La zone en racine apparait dans ce probléme de perturbation singuliere comme une zone
intermédiaire, comme I'est la zone logarithmique dans une couche limite sans gradient de pression (cf. Yajnik
(1970), Mellor (1972)...). Il apparait donc sous cet angle important de reproduire la zone en racine pour tenir
compte de I'influence d’un fort gradient de pression adverse sur la structure du profil de vitesse.

Méthode d’'obtention de contrainte

L'objectif est d’établir une condition nécessaire a partir des coefficients du modéle pour respecter la preé-
sence de la zone en racine pour les forts gradients de pression adverse. Le principe est le méme que pour la loi
logarithmique : la loi en racine est imposée et réinjectée dans les équations de transport pour faire ressortir des
conditions nécessaires sur les constantes du modeéle afin qu'il reproduise la loi en racine. Plusieurs travaux en
ce sens ont été effectuées par Catris (1999) sur les modéles a deux équations puis par Flachard (2000) sur les
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modéles RSM. lls montrent notamment qu’une fermeture classique (sans terme croisé par exemple) de I'équa-
tion d’échelle ne peut reproduire la loi en racine, que ce soit pour un modéle a deux équations ou un modele
RSM.

Placons nous dans la variable locgldéfinie ci-dessous :

1
R R dP\3 1
i = —,5="" avec: up = (Z—> =p iu, (3.26a)
Up v p dx
u, = —L = = (3.26b)
Up p

correspondant a la variable intérieure dans I'étude de Durbin et Belcher (1992). Dans la zone en racine, le profil
de vitesse s’exprime de la fagon suivante :

= —\/ + Ry (3.27)

Rappelons que la zone en racine est une variable intermédiaire a la zone intérieure de la couche limite (zone
de proche paroi ou les effets visqueux sont non négligeables), zone dans laquelle les termes d'advection sont
négligeables. Les équations aux tensions de Reynolds se réduisent donc dans la zone en racine a un bilan ou
I'advection est également négligeable :

0= Pij + Hij — Eij + DZ']' (328)
tout comme I'équation du mouvement selon la direction longitudimadei conduit a :
—W+:1+p+y+ ~pty"t = uv’:y (3.29)

On suppose que les tensions de Reynolds ainsi que la dissipation évoluent comme des puisgances de

ko= Agyer (3.30a)
u;u; Ay (3.30b)
2= Age (3.30c)

En incorporant dans I'équation pokrces expressions ainsi que I'évolution du profil de vitesse selon la loi en
racine (3.27), il vient :

0= 1 MAQGkJrGQQ ec—2 (331)

5 Ay + Dy A
1)

zlr—‘

—

Ainsi, pour queuu ete (3.30) soient solutions de (3.28), il faut que :
6821/2 et 2ep+expn =3 (332)

En procédant de méme dans autres équations pour les tensions, on montre (Flachard (2000)) qu'il faut de plus
que:

€ij = €k = 1 (333)
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Equations aux tensions de Reynolds

Les équations pour les tensions de Reynolds forment un systeme fermelpoutss, Ax et A.. Les
valeurs deA. et A;; sont alors fonctions du modele choisi pour les équations de transport des tensions. Un
tableau récapitule les résultats pour les modéles LRR @€ = 1,8 et CF7E = 5/9) et SSG et le modeéle
de diffusion DH, lorsquéDy; = 0,22 :

A, A Ago Ac

LRR || 3,598 | 3,072| 1,726 | 4,196

SSG || 3,222| 3,319 1,441 | 3,754

etpourDy, =0,3:

Ap | Ann | A Ae

LRR || 3,675| 3,088 | 1,812 4,755

SSG || 3,257| 3,321 | 1,484 | 4,147

De premier abord il peut paraitre surprenant de trouver des valeurs réelles alors que Flachard (2000) trouve des
valeurs complexes pout.. Mais la méthode employée par Flachard est différente car elle consiste a ne pas
s'imposer la loi en racine sous la forme (3.27) mais sous la forme suivante :

U= Au\/§+ RO

Les équations pour les tensions avec I'équation d’échelle forment alors un systéme fermé pour les variables
Ay, A11, Agg, A et A,. Le fait qu'il trouve des valeurs complexes padr montre que les modeéles testés

ne peuvent donner une loi en racine. Dans notre cas, on cherche justement, en s'irAgosanf«, a faire

ressortir des contraintes pour que cette loi soit reproduite.

Equation pour I'échelle de longueur

En remplacant ces différentes valeurs dans I'équation gdlvient :

=—=Ju g 0 k=502 0 =0k
= | —Cor/v/—= — Ceof ) = + == | Dee=v* — k0 34
0 ( C.qu'v % 052€> = + 837( egg’u 63/) 6 ( v 6y> (3.34)
B0 (052 o2 % 0z | e, v'?
+Css CE:\2 <6_3//\> +Cek B a 8 A
0 = L C C.9 A Ae AL A 1D D C 10 Cs
— - ﬁ el — Le2 Ag A_k+ k 122 5 €e+ sk‘i'z ea+§ 5k+ kk

En conclusion, le modele vérifie la loi en racine définie adgc= 2/x si :
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1 CEE
Clik: = Rl Csl + RQ 052 - 5 (Dss + Cgk; + 9 > — Dekz (335

avec pourDy = 0,22 :

LRR || -0,458 | 0,788

SSG || -0,612| 0,942

etpourDy, =0,3:

Ry Ry

LRR || -0,474| 0,924

SSG || -0,643| 1,093

Remarquons au passage que les contraintes sur la zone en racine concernent encore une fois la fermeture de
I'équation d’'échelle.

3.5 Conclusion

Les contraintes inhérentes a la structure de la couche limite sont rarement satisfaites par les modéles a deux
équations et a priori jamais par les modéles aux tensions de Reynolds. De part son importance dans I'établis-
sement de ces contraintes sur la structure de la couche limite, I'équation d’échelle apparait comme une des
parties les plus importantes de la modélisation en un point. Il est en effet logique que I'équation qui détermine
I'échelle caractéristique des grosses structures soit responsable du comportement physique ou non du modéle
de turbulence, et ce d’'autant plus que les différentes fermetures dans les équations pour les tensions dépendent
de cette échelle de longueur. La forme générique adoptée pour I'équation d'échelle ainsi que les contraintes
gue nous lui avons imposées devraient améliorer le comportement des modéles RSM, notamment en situation
proche du décollement.

Une autre contrainte théorique vient s'ajouter aux contraintes précédentes portant sur la structure la couche
limite. Il s'agit de contraintes liées au comportement des modeéles de turbulence au voisinage d'une frontiére
libre (interface d’'un écoulement libre avec un écoulement extérieur faiblement turbulent voire laminaire). Ce
comportement des modéles sera étudié dans la prochaine partie Il.
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La plupart des écoulements turbulents, comme les couches limites ou encore les écoulements cisaillés libres,
possedent une frontiére libre avec un écoulement dont le taux de turbulence peut étre considéré comme faible
devant celui de I'écoulement turbulent. Dans ce cas, c'est a dire lorsque le niveau de turbulence extérieur tend
vers zéro, les modéles de turbulence sont susceptibles d’'étre sensibles aux conditions extérieures sur I'échelle
de longueur ou encore sur,, comme cela est le cas pour le modéle kMenter (1992a)) ou le modelelk-

(Prasad et Hassan (1998)). Pour éviter de telles dépendances non physiques, une analyse du comportement des
modeles de turbulence a été réalisée au voisinage de la frontiere libre par Paullay et al. (1985), Cazalbou et al.
(1993) puis par Oberlack et Guenther (2003).

Approche de Paullay et Cazalbou

Dans le cas d’un modeéle a viscosité turbulente :

Dk 0 V¢ ok

_ p_ W Ok 3.36
Dt b et ka <Jk 81’k> ( )
Do P 0 vy 0P
Dr — g Ol Ces) g (aa)

Paullay et al. (1985) puis Cazalbou et al. (1993) ont supposé que la vitesse défititairé/, — U et toutes
les grandeurs turbulentes se comportaient comme des lois en puissance de la Histdimterface laminaire-
turbulent (frontiére libre). En particulier, I'énergie cinétique turbulentt la grandeur transport@e = k™e™
sont supposées se comporter de la fagon suivante :

ko~ Y% @~ Y] (3.37)

En remplacant ces expressions dans les équations de transport pour un écoulement stationnaire bidimensionnel,
Cazalbou déduit la valeur des puissaneg®ta,, :

nog

ap = et ap=(m+2n)ay—n (3.38)

(m+2n) oy, — oy
La conclusion qui s'impose alors est de s'assurer guesoit strictement positif afin que I'information se
propage de la région turbulente vers la région non-turbulente et non l'inverse, ceci dans le but d’éviter une dé-
pendance non physique aux conditions extérieures. L'exposaihtit étre lui aussi positif afin que la grandeur
transportée dans I'équation d'échelle reste bornée pour des raisons numériques évidentes. Cette étude a été
étendue aux modeles RSM par Cazalbou et Chassaing (2002). Catris (1999) montre qu’il existe deux valeurs
possibles pour la puissaneg et non une seule. Mais il conclut que la puissance qui apparait réellement est la
méme que celle définie par Cazalbou et Paullay.

Approche précédente incompléte ou déficiente ?

Les figures 3.4 présentent plusieurs calculs numériques dans une couche limite avec gradient de pression
adverse ou le niveau extérieur de turbulence est trés faifjle£ 10-12). Le modéle considéré est un modéle
RSM (SSG — kL) satisfaisant les contraintes sur les lois logarithmique et en racine (paragraphe 3.4). Concer-
nant le raccord a la frontiére libre, ce modele présente une puissance de raccorgdgepusitive et une autre
négative. Mais, a priori, seule la solution pour la puissance positive peut apparaitre car elle seule satisfait les
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conditions aux limites a la frontiére libre. Les contraintes de Cazalbou sur le raccord a la frontiére libre sont
donc satisfaites par le modéle. Les deux figures présentent le profildé:? /e en fonction de la distance a la

paroi adimensionnég = y/A (A est I'épaisseur de Clauser). La figure de gauche montre le résultat du calcul
numeérique lorsque le niveau dg extérieur est trés petit : la solution évolue temporellement (la méthode de
résolution numérique est une méthode pseudo-instationnaire) selon le sens de la fleche jusqu’a ce qu’elle pré-
sente des raccords trés abrupts et devienne instable. Par contre, lorsque le niveau extériestralas élevé

(figure de droite), la solution est différente et ne présente pas de raccords abrupts mais elle est dépendante du
niveau extérieur de;. Le modéle considéré ne se comporte donc pas comme attendu. La solution en puissance
négative n'a pourtant pas été observée. Mais elle a probablement un impact sur la solution que I'analyse de
Cazalbou ne peut expliquer.
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FiG. 3.4 — Calcul numérique dans la région externe d’'une couche limite d’'un modéle RSM veérifiant les
contraintes sur la couche limite concernant les lois logarithmique et en racine et vérifiant les contraintes de
Cazalbou et Chassaing (2002) sur le raccord a la frontiere libre

L'analyse jusque la utilisée semble donc trop restrictive pour rendre compte du comportement de certains
modeéles de turbulence a la frontiére libre des écoulements turbulents. Elle doit &tre réexaminée de maniére plus
générale sans se donner la forme a priori de la solution au voisinage de la frontiére.
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Chapitre 4

Analyse asymptotique au voisinage de la
frontiere libre

L'objectif de ce chapitre est d’étudier le comportement des modéles de turbulence au voisinage d’'une fron-
tiére libre d’un écoulement turbulent.

Au voisinage d’'une frontiére libre, lorsque le niveau de turbulence extérieure tend vers zéro, toutes les
composantes du tenseur de Reynolds tendent vers zéro et les équations de transport se réduisent a un équilibre
entre advection et diffusion (Cazalbou et al. (1993)). Il est ainsi justifié de regarder le niveau de turbulence
extérieure comme un petit parameétre et d’effectuer une analyse asymptotique au voisinage de la frontiére libre.
Le calcul du premier ordre du développement asymptotique devrait étre suffisant pour étudier le comportement
des modéles au voisinage de la frontiére libre.

Il est intéressant de remarquer que les études de Paullay et al. (1985) et Cazalbou et al. (1993) considérent
un probléme “convection - diffusion” ou le niveau de turbulence extérieur est nul. L'analyse présentée ici est
réalisée pour un niveau de turbulence extérieur non nul et permettra donc de voir si la simplification de Paullay
et Cazalbou est pertinente ou non (paragraphe 4.1).

Adimensionnements, définition du petit parametre et hypothéses

On suppose le systéme d'équations adimensionnég, I'adimensionnement étant réalisé de sorte que les gran-
deurs turbulentes soient d'ordre 1 au coeur de I'’écoulement turbulent. Il est dés lors possible de comparer
le niveau de turbulence extérieure a son niveau dans I'écoulement pleinement turbulent et par conséquent de
définir le petit paramétre de I'étude asymptotique comme le niveau extérieur d’énergie cinétique turbulente
adimensionné :

£ = koo (4.1)

Pour réaliser cette étude asymptotique, on se place dans I'hypothése d’'un écoulement stationnaire et bidi-
mensionnel. L'étude pourra étre aisément étendue aux écoulements tridimensionnels. La viscosité moléculaire
est négligée dans un premier temps. Son influence sur le comportement des modeéles au voisinage de la frontiére
sera examinée au chapitre 5.3.
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4.1 Développement asymptotique local régulier

Un développement asymptotique régulier au premier ordre de la solution du modele de turbulence est
recherché pour le petit parametre= k., au voisinage de la frontiere libre. Plagons nous dans un repére local
lié a la frontiére libre (figure 4.1). Soieptla direction normale a la frontiére libre ettangent a la frontiére

yO0

frontiére libre

X0

FiG. 4.1 — Définition du repére local lié a la frontiére libre

libre et dirigé dans le sens de I'écoulement principal. Le développement local est donc calculé pour une distance
a la frontiére libre\ = y. — y > 0 (y. : valeur dey a la frontiére) trés petite. Dans une étude asymptotique
ou le petit paramétre est cela signifie que\ est suffisamment petit et du méme ordre quy€) afin que
les tensions de Reynolds soient suffisamment petites en comparaison de leur niveau au coeur de la région
turbulente de I'écoulement. Le développement asymptotique local régulier est ainsi calculé dans la variable
locale ci-dessous :
A
G 0 (1) 4.2)

Pwsque— > 5 au voisinage dg = y., le premier ordre du développement asymptotique ne dépend que

>)

de) eté. Le developpement asymptotique s’écrit par conséquent comme suit :

U = Ue—V (W, ()+V1(§)W1(X z) + ... avecV = o(1)

ko= (5)%0@) K1 (&) kN, ) + .. aveck = o (1)
uiwy = Fi (f)uzujo(AHFé (&) v JI(A ) + ... aveckj; = o(1)
V2 -
S WL = N (&) io(A) + Ny (&) Dir (N, ) + ... avecN = o(1) (4.3)

£

ou K, N, FZ] et VV sont les ordres de grandeur respectivemenk,de;, u et W = U, — U. La série
Ffo + Flfl + F2f2 + ... est définie de sorte queF?fO >> F1f1 >> F2f2 queIIe gue soit la fonctiorf
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considérée. .

Notons au passage quf! = % est une viscosité turbulente équivalente pour un modéle RSM car elle inter-
vient dans la loi de diffusion (du moins pour le modéle de Daly et Harlow) de la méme maniérg-gué /s

pour un modéle a deux équations.

Les conditions limites epg = y. < X =0sont:

vt —o(§) s k=& upu, - 0(&) ; W=Ue—U —0 (4.4)

La condition limites (&) surv, est pour l'instant une inconnue du probleme.

Définition de la variable locale pour une résolution analytique

La variable localé\ n'a pas une définition unique car toute variable telle &g¢ < 1 convient. La variable
locale que I'on serait tenté de prendre serait celle pour lagéelieé. Mais le calcul analytique du premier
ordre du développement asymptotique est alors impossible puisque la dégénérescence des équations n’'est pas
intégrable de facon analytique. Pour calcudealytiquement le premier ordre, la variable locale doit étre
définie de sorte que :

I1>k>E<— K(&) >¢ (4.5)

Conditions aux limites sur le premier ordre du développement asymptotique

Le développement asymptotique au premier ordre est régulier sur un intéévallsi, entre autres :

~

— ko

] =0 (4.6)

) k
lim [sup m

§=0 110,1]

Ainsi, pour que le développement asymptotique soit régulier pour la variable %d@lﬁnie ci-dessus (4.5), le
premier ordre du développement asymptotique doit satisfaire les conditions limites @rsuivantes :

ko=0; uu, =0; Wy =0 4.7)
sans quoi on aurait par exemple a la frontiére libre :
[k(O)/K(E) —Fo(0)| = &/K (&) — ko(0) — —ko(0) # 0 lorsques — 0
et le développement asymptotique ne serait pas régulier.

Ce développement asymptotique régulier caractérise le comportement du modéle de turbulence au voisi-
nage la frontiére libre. Il est logique que ce dernier ait a la frontiére libre une condition limite de nullitg¢ sur
car le taux de turbulence extérieur symbolisé $ae doit pas influencer le comportement du modéle lorsque
&—0.



46 CHAPITRE 4. ANALYSE ASYMPTOTIQUE AU VOISINAGE DE LA FRONTIERE LIBRE

Notations simplifiées pour un taux de turbulence extérieur nul

D’apres les conditions aux limites précédentes, il semble que le calcul du premier ordre du développement
asymptotique pour un taux de turbulence extérieur non nul soit équivalent aux calculs de Paullay puis Cazalbou
d’une solution du probleme convection-diffusion pour une turbulence extérieure nulle. En conséquence, les
notations prises seront celles de Cazalbou afin de simplifier le formalisme. Les conditions aux limites sur la
vitesse ek seront les suivantes :

lim k= 0; lim wju/ =0; lim U = U, (4.8)

A—0 A—0 A—0
et la solution des équations dégénérées (convection-diffusion) ne dépendra que de lavadvaideeci reste
seulement une simplification d’'un formalisme un peu “lourd” et la seule approche justifiée et justifiable pour
établir la dégénérescence des equations est d'utiliser le développement asymptotique précédent afin de pouvoir
évaluer les différents ordres de grandeur en fonctiende facon indépendante de

4.2 Deégéenérescence des équations

4.2.1 Pour le modeéle de diffusion de Daly-Harlow
Dégénérescence significative des équations aux tensions de Reynolds et du mouvement

En écoulement bidimensionnel stationnaire, les équations du mouvement et les équations pour les tensions
s'écrivent dans le repére local lié a la frontiere libre (figure 4.1) :

ou ou ou'v’

- - 49
U@x + V@y dy (4.9)
ou'u', ou'u', d [ k—du'u'
U 1] Vv v Sz D — | 2 12 ()
oz ' oy i+ Drk dA(eU ) )

Il a été montré en annexe B, de facon similaire aux modéles a deux équations (annexe A), que les termes de
production, dissipation et de redistribution sont négligeables par rapport aux termes de diffusion et advection
au voisinage de la frontiére libre lorsque le niveau de turbulence extérieur tend vers zéro. La dégénérescence
significative locale des équations de transport des tensions de Reynolds s’écrit alors :

du;u; d du;ug

o a\Yax (4.10)
. Dy, 0%k .

ou: = —— et =1 4.11
u:g T Vo= limV (4.11)

Notons au passage que la dégénérescence significative est obtenuéqp@dgm? ~ g ~ A (notation .g ~ A
signifie queg est du méme ordre de grandeur gye&fin que la diffusion soit du méme ordre de grandeur que
la convection. La condition limite syren A = 0 est dés lors la suivante :

lim g = 4.12
lim g 0 (4.12)
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Apres intégration de (4.10) et en tenant compte des conditions aux limites (4.8, 4.11@7);setg enA =0, il
vient :

dul'. dk
uu; + g oy k—l—gd)\ 0
1 dujn  1dk
BT T (413)
— u;u; = ¢k (4.14)

En conséquence, I'anisotropie est constante en premiére approximation au voisinage de la frontiéere libre.

Puisquek > 0 etk — 0 lorsque\ > 0 — 0, 0n a nécessaireme@f > 0. La relation (4.13) entré et
g impose alors @ d’étre positif. Ainsi, d’aprés I'expression (4.11) gel; doit étre négatif sk — 0 lorsque
A — 0. Autrement dit, la vitesse dans la direction normale a la frontiére libre est, comme attendue, dirigée de
I'écoulement extérieur vers I'écoulement turbulent.

Dégénérescence de I'équation d’échelle

Reprenons la forme générique (3.8) de I'équation d’échelle. Le fait que la dégénérescence des équations
pour les tensions se réduise a un équilibre convection-diffusion impose a I'équation d’échelle de se réduire,
guelle que soit la grandeur transportée, a un équilibre entre les termes de convection, diffusion et les termes
croisés. On choisit néanmoins de transporter la variabte k2 /¢ pour simplifier la dégénérescence de I'équa-
tion d’échelle et pouvoir ainsi calculer sa solution le plus simplement possible. Cette dégénérescence fait alors
apparaitre une viscosité équivalente dans les termes de diffusion et les termes croisés :

o2 k2

vl = T = mu d’'aprés(4.14) (4.15)

L'équation de transport de. dégéneére sous la forme suivante :
d (Vo dvy v dk dv\?
0 = —|— Dpnvi— 4+ Dy — — Con | — 4.16
dA<022Vt+ e TP ) T ) (4.16)
Vy dl/t dk n V¢ dk 2
TNy T Gk (za)

L'équation ci-dessus est récrite pour la fonctipdéfinie précédemment (4.11) :

d dg g2 dk dg\*
= —|-D D — 4+ Dy = — — 4.17

g dg dk (g dk\?
Oy ax T O (k: A

La dégénérescence des différentes équations d'un modéle RSM, pour le modele de diffusion de Daly-Harlow,
se réduit alors a une seule équation ppaprés avoir remplacé (4.13) dans (4.17) :
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agg"+b(g')2+cg'+d20 (4.18

ou a, b, c et d sont définis a partir des constantes de diffusion et des termes croisés du modéle :

a=—Dy, a=—Dg
b:_(Dnn+Cnn) b= D, + C..

4.19
cC=— (an + an; - Dkk;) — c=—4 (Dss + Css) + Dkk - Dekz - Cek: (
d= _Cl?k d=4 (Dae + Cee) +2 (Dsk + Csk - Dkk) + Clik

La dégénérescence des équations d’un modele RSM avec le modeéle de diffusion de Daly et Harlow (1970)
est donc identique a celle d’'un modéle a deux équations (cf. calcul en annexe A).

4.2.2 Pour le modele de diffusion de Hanjaéi-Launder

Concernant les autres modeles de diffusion comme celui d’HamgalLaunder (1972), une étude de leur
comportement au voisinage de la frontiére d’'une couche de mélange temporelle a été menée par Cazalbou et
Chassaing (2002). Cette analyse s'étend au probléme de la frontiére libre considéré puisqu’il y a, en quelque
sorte, équivalence entre les deux types de frontieres. Seul le modéle de diffusion de Hanjalic-Launder (2.6) est
étudié ici étant donné que les autres (comme celui de Lumley (1978)) sont trés rarement utilisés de par leur
complexité et de par leur gain en précision peu significatif. Le terme de diffusion de I'équation d’échelle est
modélisé sous la forme suivante (2.6) :

0 0P
De = D‘I"I’a_xk ( upu l8x1> (4.20)

et I'équation d’échelle s’écrit sous une forme générique :

ps @ ) —— 0®
Dt & (Co1Py — Ca2e) + By (Dcwsukulaxl) (4.21)
) d—— ok k0 —— 0P
T oz (Dq”“ U >+C‘D =B 0, "F 1 By
10k —— 0% 4 & Ok ——
ok gt + Ol g l@xl +f() (4.22)

ouf (Z) est fonction du tenseur d’anisotropie et vaut zéro lorsque I'anisotropie est constante. Cette fonction
assure le caractére générique de I'équation d’échelle.

On montre que la dégénérescence des équations pour les tensions est significative pour les ordres de gran-
deurs suivants w2 = O(v ’2) = O(k) = O(uv'). On démontre alors que les termes de production, redis-
tribution et dissipation sont négligeables au voisinage de la frontiére libre. Les équations pour les tensions
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dégénérent donc, poyrdéfini par (4.11), sous la forme suivante :

~Z d —3 20 dulv!  du/?
2 dA X

=)l
=)

e d [ — dv'’?
6 = —=[-v*+g(3—=]]) =0
0 d)\< g( d/\>>
s d | — dw'?
w? o O Wy _ — 0 4.23
0 d)\< g(d/\ >> (4.23)
- d dk WV ddv dv?
b= S+ E+ 222 T ) ) =0
) A 2 dh o dx
~ Tod ol a2
LgY = i —u'v' 4+ g Qduf} —I—QQdLA =0
) o u? dx

L'équation d’échelle (4.21) dégénére pour la variahle- k% /¢ en :

d duy V2 d/-c) (dyt>2
0 = — (W + DnnV v—= T+ Dn — Jo—= + Cnn v | —= 4.24
dA<0t A D 1 (% (4.24)
v, dv; dk <1/t dk>2 -
+Cn v = —= T+ Cr vl 757 —= + b
i f kB ek J ki f(b)

pour f,, = F/k.

L'étude du comportement a la frontiére libre de modéles RSM pour différents modéles de diffusion, réali-
sée par Cazalbou et Chassaing (2002), montre que I'anisotropie des tensions est constante au voisinage de la
frontiére libre pour le modéle de diffusion de Hanjalic-Launder de méme que pour le modéle de Daly-Harlow.
Puisquef, = v'?/k est constantf (b) = 0 et 'équation (4.24) est indépendante de I'anisotropie des tensions
de Reynolds lorsqu’elle est récrite paprec f, v:. La dégénérescence des équations de transport se ramene
donc a une forme semblable (4.18) a celle obtenue pour le modéle de Daly-Harlow mais avec des coefficients
a, b, c et d différents :

a = —Dg

b = D.+0C (4.25)
¢ = —4(Dee+Co) + Dii/3 — Deg — Cep;

d = 4(Dee+ Cec) +2(De + Ce, — D /3) + Ciy,

Le calcul qui suit des solutions de la dégénérescence des équations de transport concerne donc les modéles
a deux équations (cf. annexe A) ainsi que les modéles RSM reprenant le modéle de diffusion de Daly-Harlow
ou de Hanjal-Launder.
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4.3 Solutions de la dégénérescence des équations

Pour la variable locale définie en (4.5), la dégénérescence des équations de trdinsporbdéle aux
tensions de Reynolds pour le modéle de diffusion de Daly-Harlow ainsi que d’'un modéle a deux édjoas,
se réduit a une seule équation pgur

agg” + b (g')2 +cgd +d=0 (4.26)
avec : g% =
k d\

4.3.1 Solutions en puissance

L'équation (4.18) admet deux solutions telles glie= 0, correspondant aux solutions trouvées par Catris
(1999) :

A

g= 5 = k=K% (4.27a)
Q
A _
g = — =k =Ko\ (4.27b)
Q

ou 1/ag et 1k, sont solutions déz? + cx +d = 0. Dés lors, SiA = ¢ —4bd > 0 ethb # 0 :

1 c+ VA
1 _ c— VA

Ces deux solutions particuliéres se caractérisent par le fait que toutes les quantités transportées se comportent
comme des puissances de la distanGela frontiére libre. De plus, ces solutions contiennent la solution que
Cazalbou et al. (1993) ont construit au voisinage de la frontiere.

Le calcul des solutions de la dégénérescence loraque 0 ou b = 0 est détaillé en annexe E. Il apparait

gue ces configurations ne donnent pas des raccordement doux (dérivées finies) a la frontiére libre. C’est pour-
quoi nous nous limiterons par la suité\a> 0 etd # 0. Le casA < 0 ne semble pas dénué d'intérét mais il n’a

pas été étudié par manque de temps et du fait de la complexité du calcul de toutes les solutions de I'équation
pourg.

4.3.2 Solution paramétrique

L'équation (4.18) posseéde une troisieme solution telle gfiez 0, du moins sur un intervalle non vide.
Cette solution n’est pas, a la différence des précédentes, une solution en puissante dalcul de cette
nouvelle solution est détaillé en annexe C et conduit a une description paramétriques=ogf = j—i est le
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parametre :
+ - + -
g = Gold+1" |d+7|7 =Go |m+~+t" Im+r|] (4.29)
D, 1 D, 1
avec fT=-——"2=— g = = 4.30
N Y (4.30)
o d\ dxdg 1 dg
A se déduit degy car% = dgdm mdm
A(m)=co+ 1 ‘m—k'yﬂﬁ_ F (m+'y7) (4.31)

F (z) = Hypergeom ([ﬁ, 1— ﬁJr] ’ [1 + ﬁf] ,#)

co = A(mg) — 1 \mo + ’Y_‘ﬁi F(mo+~7)
ou la fonction hypergéométrique de Gauss est définie de la fagon suivante :

avec :

C XT(a+k)T(b+k) T(c) 2
Hypergeom ([a,b] ,[c], z) = kzo T () T0) Tt h) 1 (4.32)

k se déduit également depar la relation (4.13) :

D€6
mty VA (4.33)

k(m) = Ko p———

L’équation du mouvement selonimplique queW = U, — U ~ u/v’. Puisqueu’v' ~ k pour le modéle de
diffusion de Daly-Harlow, la vitesse évolue pour la solution paramétrique de la fagon suivante :

DEE
m+7 VA (4.34)

U(m)=U, —Cy e

4.3.3 Solution paramétrique : unique solution significative

Il vient d’étre montré que la dégénérescence du modéle de turbulence au voisinage de la frontiere libre
possede :
- deux solutions en puissance comme |'avait montré Catris (1999) soit une de plus que ce qu’avaient supposé
Cazalbou et al. (1993),
- une troisieme solution obtenue sous une forme paramétrique.

Si la solution paramétrique n’était pas solution sur tout le domaine de validité, il existgrgit) tel que,
lorsqueX — )\, la solution paramétrique tende vers une solution en puissafice (). Ainsi, d’apres (4.18),
m=g — —’yj ou—~v~ des lors que\ — No. L'expression degy en (4.29) montre alors que— 0 0ug — oo
lorsquex — \g. Le comportement — oo lorsqueX — Xy # 0 est incompatible avec les hypotheses de
continuité. Sig — 0 lorsque\ — )¢, alors cela signifie que la solution paramétrique vérifie les conditions aux
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limites k = 0 etg = 0 en )y ce qui impliqueg = 0 et contredit donc I'hypothése de dépakt (2 0). En
résumé, chaque solution ne peut apparaitre que si elle est la seule solution sur tout le domaine de validité.

Mais comment savoir quelle solution va réellement apparaitre ? Des considérations sur le caractere signifi-
catif ou non des différentes solutions permettent de répondre a cette question. Pour cela revenons aux notations
d’'une étude asymptotique locale pour la variable locatksfinie en (4.5). Une solution en puissance associée
a un exposant positif (pour assurer son existence par rapport aux conditions limkes @) correspond a
une valeur den = %0 constante et égale-ay” = 1/a;, ou—* = 1/04;. Or, comme nous l'avons vu dans
le paragraphe précédent;n) (de la solution paramétrique) tend vers zéro ou linfini lorsque- 1/, ou
m — l/a,j. Une solution en puissance correspond donc soit a une asympt&t&em soit a une tangente
en\ = 0 de la solution paramétrique. Il a été alors montré en annexe D que les solutions en puissance sont
non-significatives car incluses dans la solution paramétrinesonclusion, la solution paramétrique est la
seule solution significative de la dégénérescence (4.18). Les solutions en puissance étant non-significatives,
elles constituent des approximations moins précises ou trop localisées en comparaison de la solution pa-
ramétrique. C’est pourquoi nous utiliserons la solution paramétrique pour décrire le comportement au
premier ordre des modéles de turbulence au voisinage de la frontiere libre.

La solution paramétrique, en tant qu'approximation a I'ordre zéro au voisinage de la frontiére libre, a été
confirmée par des calculs numériques effectués sur un grand nombre de points, en particulier dans la zone
externe d’'une couche limite. Ces calculs ont été effectués a I'aide d’'un code de similitude (Bézard, 2000) dans
lequel la viscosité est négligée ce qui en fait un bon outil de comparaison. Un calcul numérique, dans la zone
externe d’'une couche limite, est présenté sur la figure 4.2 pour un modele RSM (SSG et modéle de diffusion
de Daly et Harlow avec une équation d’échelle transportdnttel que :a;,, = 0,5 et ag = 11, 5. Le niveau
extérieur a la couche limite des tensions de Reyn[—d§+, adimensionnées en variable de paroi, est non
nul (pour des raisons numériques évidentes) et vaunt?. Il a été vérifié que ce niveau était suffisamment
faible pour que I'approximation au premier ordre calculée précédemment représente, avec une bonne précision,
la solution réelle au voisinage de la frontiére libre. Des valeurs plus faibles de n'ont en effet pas d’incidence
notable sur la forme de la solution. La conditipr 1 est donc satisfaite. Il apparait dans ce calcul et dans bons
nombres de calculs réalisés en couche limite ou en écoulements cisaillés libres (couches de mélange, jets...) que
la viscosité turbulente est non linéaire par rapport a la distance a la frontiére libre contrairement aux solutions
en puissance pour lesquelles~ \ (tracées en pointillés sur la figure 4.2).

4.3.4 Etude de la solution paramétrique

Pour étudier le comportement a la frontiére, il nous faut étudier la solution paramétrique car elle correspond
a un développement asymptotique significatif régulier au voisinage de la frontiére libre.
Condition d’existence

Les conditions aux limites (4.8) doivent étre satisfaites par la solution paramétrique. L'expresgion de

(4.33) conditionne la limite du paramétre quand\ — 0 :

k—-0=m— — = (4.35)

1
Qy,
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FIG. 4.2 — Calcul numérique de la viscosité turbulente dans la zone externe de la couche
limite (n = y/A)

Le parametren étant positif puisqug > 0 tend vers zéro lorsquk > 0 tend vers zéro, la condition ci-dessous
est une condition nécessaire a I'existence du développement asymptotique :

1
— >0 (4.36)
A
Puisquek tend vers zéro implique, par définition, gueéende vers zéroy défini en (4.31) peut étre récrit pour

mo = —7%

A(m) =c; |m+’y_‘ﬂ7 F(m+~7) (4.37)

Forme de la solution paramétrique

Considérons le ca®.. + C.. > 0 & b > 0. Ce cas est en général satisfait par tous les modeéles de
turbulence car lorsque la loi logarithmique est satisfaite pour les gradients de pression nul (3.25a), on a:
1

——
21.+,,2
k2kgv'%

Dea + Cea = (062 - Cel) >0

Les casl/a,j > 0 et 1/0@F < 0 doivent étre distingués. Dans les deux cas, le parametee dg/d\ peut
prendre deux voies différentes :

1
m<—<+=4g"<0 (4.38)
X
1 !
m>-—<<=g¢g >0
A,

Les figures suivantes présentent ces deux configurations de solution paramétriqugogopositif (figure
4.3) et négatif (figure 4.4). Les figures de gauche correspondent gli ea8 et celles de droite au cg$ > 0.
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Théoréme d’extension

Si une approximation dans une variable localest réguliere pouﬁ = O(1), le théoreme d’extension
(Eckhaus (1978)) permet d’étendre le domaine de validité (ou I'approximation est régul}\éfﬂﬁ)ﬁl/p &1,
pourp = o (1) >> 4(§) afin quel = 5(£)X reste trés petit. Le premier ordre du développement asymptotique
est donc régulier pour des valelrss 1. Cette propriéte essentielle définit, puisquest relie 3\, la valeur de
m lorsque) > 1. L'expression (4.37) da contient une forme hypergéométriqugpergeom([au, asl, [as], )
qui tend vers l'infini lorsque: — oo et lorsquer — 1 siasg > ag + a9, c'est a dire s3™ < 0. Par conséquent,
poUr\ — +00 :

. 1

S|ﬁ+<0<:>1/oz;>0 I m— — oum — 00 (4.39)
O

Sigt>0<=1/af <0 : m—oo

Conclusion sur la solution paramétrique

Le théoréme d’extension exclut le casmate]1/a;, 1/a; [ lorsquel/a) < 0. Ainsi, lorsquel /o) < 0,
seule la solution correspondant a la figure de droite dans la figure 4.4, c’est andire 5 o, est solution de
la dégénérescence (4.26).

Dans le cas oﬂl/a; > 0, le théoreme d’extension ne permet pas d’'éliminer une des deux solutions. Néan-
moins, les solutions en puissance sont non-significatives car incluses dans la solution paramétrique telle que
m e]l/a;, 1/a, | (figure de gauche dans la figure 4.3). La solution paramétrique tellexquel /o, (figure
de droite dans la figure 4.3) ne contient quant a elle qu'une seule des solutions en puissance. Par ailleurs, cette
solution paramétrique s'étend d’aprés le théoreme d’extension jusqeadg/d\ — 1/p(§) >> 1 soit a des
valeurs qui contredisent la conditigin~ v; ~ A pour que la dégénérescence soit significative.

Lorsquel /oy >0 etl/ag > 0, la solution de I'equation (4.26) poyrtelle quem > 1/a;,, n'a donc, a priori,

pas de raison d’exister. Pour tous les modeles que nous avons testés dans la conﬁgprat@rc’est en effet

la solution telle quen e]l/ag, 1/a, [ qui était la solution numérique des équations de transport (cf. exemple
sur la figure 4.2).

En conclusion, la solution paramétrique prend la forme donnée sur les figures 4.5 et 4.6, forme qui differe
selon quel/a;" est positif ou négatif. Le cals/a;, > 0 et1/a) > 0 apparait alors comme la seule possibilité
d’avoir un raccordement “doux” (dérivées finies) des grandeurs turbulentes a la frontiere libre. Dans ce cas de
figure, les deux solutions en puissance (4.27) font office de tangente-ef et d’asymptote el = o a la
solution paramétrique. Pour revenir a I'analyse de Cazalbou et al. (1993), le fait que la solution en puissance ait
été validée numeériguement s’explique par le fait qu’elle correspond en général & une asymptote de la solution
paramétrique. Ainsi, lorsque le niveau de turbulence résiduel est suffisamment faible, la solution paramétrique
tend a se confondre avec son asymptote (solution en puissance). Mais cette solution en puissance reste une
moins bonne approximation que ne I'est la solution paramétrique (cf paragraphe 4.3.3). Cette derniére est donc
plus @ méme de décrire le comportement des modéles de turbulence au voisinage de la frontiere libre.

Le prochain chapitre examinera la question de la sensibilité aux conditions extérieures et de ses liens avec
la forme de la solution paramétrique.
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0 1 2 3 4 5 B 7 -
A

FiG. 4.6 — Forme de la solution paramétrique

FiG. 4.5 — Forme de la solution paramétrique
lorsquel/a; < 0

lorsquel/a; > 0

Forme de la solution paramétrique vérifiant sa condition d'existépiag > 0

Remarque :
Le comportement numérique, exposé sur les figures 3.4, d’'un modéle ayant une puissance de raccordement
négative et l'autre positivenf, > 0 et < 0) est maintenant explicable :
1. la figure de gauche (figure 3.4) pour laquelle le raccordement était abrupt (dériéeude infinie)
correspond a la solution paramétrique payr > 0 et oz,j < 0. Cela confirme I'étude précédente de la

solution paramétrique.
la figure de droite (figure 3.4) ne vérifie pas la condition linlite, .o, = 0 et donc ce n’est pas

2.
une solution de la dégénérescence significative des équations. L'analyse du comportement des modeles
a la frontiere libre que nous avons réalisée ne permet pas d'expliquer cette solution numérique. Par
ailleurs, lorsque le nombre de points du maillage augmente, la solution est significativement altérée : il
n'y a pas de convergence en maillage pour ce type de solution numérigue. De plus, lorsqu’on raffine
suffisamment le maillage, elle conduit a la solution de gauche pour laquelle le raccordement est abrupt.
Cette solution obtenue est donc un artefact numérique, lié sans doute aux schémas hybrides utilisés

ajoutant une diffusion numérique artificielle au voisinage de la frontiere libre.
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Chapitre 5

Conseqguences de I'analyse asymptotique sur
I'’étude de la sensibilité des modeles aux
conditions extérieures - contraintes revisitees

5.1 Sensibilités aux conditions extérieures

Les liens entre I'analyse précédente de la solution paramétrique et la sensibilité du modéle aux conditions
extérieures lorsque — 0 sont étudiés.

Si la solution paramétrique ne peut constituer un développement local régulier, cela signifie qu’il n’existe
pas de développement asymptotique régulier au voisinage de la frontiére libre. Dans ce cas, le modéle ne peut
pas avoir un comportement asymptotique lorsque le taux de turbulence extérieur tend vers zéro. Le modéle se
trouve alors anormalement sensible aux conditions extérieures,m@m;.... Si par contre la solution paramé-
trigue existe, le comportement asymptotique du modéle au voisinage de la frontiere libre est connu (a I'ordre
Zéro). L'étude de la solution paramétrique doit nous permettre de savoir si le modéle est significativement sens-
bile ou non aux conditions extérieurs deou u;u; lorsque le taux de turbulence extérieur tend vers zéro (i.e.
¢ — 0). Voyons alors, a partir de I'analyse de la solution paramétrique faite au chapitre précédent, quelles
sont les conditions nécessaires a la non sensibilité des modéles aux conditions extérieures lorsque le taux de
turbulence extérieur tend vers zéro.

1. Tout d’abord, examinons l'importance de la conditibfoy, > 0. Cette condition est une condition
nécessaire afin que la solution paramétrique vérifie les conditions aux limites (4.8) et donc afin que la
solution paramétrigue constitue un développement asymptotique local et régulier. Compte tenu du lien
entre I'existence de ce développement asymptotique et la sensibilité aux conditions extérieures (para-
graphe précédent), la conditidnia,, > 0 d’'existence de la solution paramétrique est une condition
nécessaire a la non sensibilité aux conditions extérieures lorsque le taux de turbulence extérieur tend vers
Zéro.

2. Supposons maintenant que la condition précédefitg > 0 est remplie et donc que la solution para-
métrique et le développement asymptotique local régulier existent. Dans ce cas, I'étude de la solution
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paramétrique doit nous permettre de conclure quant a la sensibilité ou non du modele de turbulence aux
conditions extérieures.

Cazalbou et al. (1993) ont établi une condition sur le signe de I'expesa(8.38) de leur solution en
puissance pour éviter les probléemes de sensibilité non physiques aux conditions extétiguyes 0.

Dans la majorité des cas c’est a dire pour les modeéles ou I'équation d’échelle est de la forme (3.36) et ou
® = "k™ avecn > (, cet exposant correspondog. Cette condition semblant fonctionner pour bon
nombre de modeéles de turbulence, voyons en quoi la condit,jow 0 serait une condition nécessaire

pour éviter les problémes de sensibilité non physique aux conditions extérieures. Pour cela nous allons
étudier plus en détail la solution paramétrique (déja étudiée au paragraphe 4.3.4)1¢ts,‘gmt positif

et négatif.

Plagons nous dans la configuratil)m,:r > 0 etl/a, > 0correspondant a la figure 4.5. Le théoréeme

d’extension montre que la frontiere du domaine de régularité peut étre étendue a/p(&) > 1.

Ainsi, lorsque¢ — 0, on a\ — oo a la frontiere du domaine de régularité et par voie de conséquence
m = % — 1/a;. La solution paramétrique a dés lors un comportement asymptotique indépendant de
¢ lorsque¢ — 0. Il est intéressant de remarquer que la solution en puissance assogiéeoialvée par
Cazalbou correspond ici a la limite asymptotique de la solution paramétrique Igrsgue La solution
paramétrique est également indépendante des conditions extérieu@@&e@retﬁo —0 pourX — 0.

Placons nous maintenant dans la configuralimz < 0etl/a, > 0 correspondant a la figure 4.6.
Lorsqueé — 0 et & la frontiére du domaine de régularité pour laqulie: 1/p(&),onam >> 1. En
d’autres termesmn = g—§ prend des valeurs d’autant plus grandes §@st petit. Le premier ordre du
développement asymptotique dépend alors de facon non négligeablerdgues — 0.

En conclusion, la conditiom/ag > 0 en plus de celle imposée slfo, (4.36) constitue la seule possi-
bilité d’avoir une solution paramétrique et par la méme un modéle ayant un comportement asymptotique
lorsque¢ — 0 indépendant dé.

En résumé, les contraintes ci-dessous sont des conditions nécessaires pour que le modéle de turbulence ne
soit pas anormalement sensible aux conditions extérieures ainsi qu’'au niveau de turbulence extérieur lorsque ce
dernier tend vers zéro :

1 1
— >0 et — >0 (5.1
Qg A

Les profils deg et k pour la solution paramétrique, lorsque les conditions précédentes sont satisfaites, sont
données sur les figures 5.1 et 5.2. Dans ce cas de figure, les deux solutions en puissance (4.27) font office
d’asymptotes el = 0 etA = oo a la solution paramétrique (figure 4.3). Cette derniére peut ainsi étre vue
comme une fonction encadrée par les deux solutions en puissance, le comportement du modéle de turbulence
au voisinage de la frontiere libre pouvant alors étre analysé a partir de ces deux solutions particulieres.

Ces conclusions sont confirmées par des calculs numériques a partir d'un code de similitude. Un exemple
est donné sur la figure 5.3 pour le méme modéle que sur la figure 4.2. Le modele est bien, comme attendu,
insensible aux conditions extérieures e Dans le cas d'un modéle RSM (SSG - Daly-Harlow avec une
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conditions (5.1) sont satisfaites

équation d’échelle transportahL) tel quel/a, > 0 et 1/04: < 0, il apparait clairement que ce modéle est

sensible aux conditions extérieures (figure 5.4).
5.2 Contrainte supplémentaire sur le choix de la grandeur transportée dans

I'équation d’échelle
Pour éviter des dépendances irréalistes d’'un modeéle de turbulence aux tensions de Reynolds (ou bien d’'un
modeéle a deux équations) par rapport aux conditions extérieures, la quantité trangpertée=" par I'équa-
tion d’échelle doit étre bornée au voisinage de la frontieére libre. En supposant les conditions précédentes sa-
tisfaites ( /o, > 0 et 1/04;r > 0), le comportement d& peut étre analysé & partir des deux solutions en

puissance (4.27).

Pour que la quantité transport@esoit bornée a la frontiére libre, il faut ques (ay), défini ci-contre, soit
positif pour les valeurs; eta;” déterminées par le modéle :

(5.2

ag (o) = (m+2n)ag —n
tel quea, (oz,j) >0; ag (oz,;) >0

La figure 5.5 présente le comportement, au voisinage de la frontiére libre, de plusieurs grandeurs transpor-
tées classiques (pour les modéles RSM autant que pour les modéles a deux équations) en fonction de la valeur
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0.12
0.11

FiGc. 5.3 — Sensibilité aux conditions extérieures FIG. 5.4 — Sensibilité aux conditions extérieures d’'un
d’'un modéle RSM vérifiant les conditions nécessaireamodéle RSM ne vérifiant pas les conditions néces-
(5.1) saires (5.1)

de ay.. Si les conditions a imposer sonj, > 0 etag(ax) > 0, toutes les grandeurs transportées classiques
(roc s, L ¥ kL « @ £, p X ﬁ etw oc 7) peuvent étre utilisées. Si par contrg ou ag est impose
a une valeur supérieure a un afin d’avoir un raccord “doux” (dérivées finies pour les tensions de Reynolds et la
vitesse) a la frontiere libre; oc £ etL o % sont a proscrire.

En ce qui concerne les grandeursy = «/+/k ou encorey, il existe des valeurs de;, < 1 pour lesquelles
ag < 0 c’est a dire pour lesquels la grandeur transpodtéend vers l'infini. Par contres L ne présente pas
cet inconvénient.

5.3 Influence de la viscosité moléculaire

Le développement asymptotique se doit d’étre reconsidéré si la viscosité moléculaire n'est plus négligée
ou négligeable. Dans le cas d'équations adimensionnées, la viscosité moléculaire apparait sous la forme de
l'inverse d’un nombre de Reynolds.. PuisqueR, est indépendant d¢ = k., deux cas de figures doivent
étre considéres N (¢) > 1/R. & v, > v etN(§) < 1/R. & 1, < v ouN(§) a été défini en (4.3) et
correspond a l'ordre de grandeurgelLe premier cas de figure correspond a I'étude asymptotique précédente.
Dans le second cas, I'équation pour k dégénére sous la forme :

o [ ~ 10k
= Voko + 22 ) =0
m(oo Re@A)

La dégénérescence ainsi obtenue est identique pour chaque variable. Ainsi, toutes les tensions de Reynolds se
comportent commé — e(~Y0A/Ee) de facon indépendante du modéle de turbulence. La diffusion moléculaire

ne peut donc en aucun cas engendrer de comportements non-physiques, bien au contraire. Un comportement
irréaliste du modeéle du point de vue de sa sensibilité aux conditions extérieures ne peut ainsi provenir que du
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FiG. 5.5 — Comportement au voisinage de la frontiére libre de quelques grandeurs transportées pour le calcul
de I'échelle de longueur de grosses structures

comportement du modéle pouwy > v. En résumé, les conditions nécessaires a propos de la sensibilité des
modéles de turbulence aux conditions extérieures ne nécessitent pas de modifications pour prendre en compte
I'effet de la viscosité moléculaire.

5.4 Incompatibilité avec les contraintes sur la structure de la couche limite

Il n’a été trouvé aucun modéle satisfaisant les contraintes sur la loi logarithmique et la loi en racine et dans
le méme temps les contraintes sur le comportement a la frontiére libre (5.1). Voyons pourquoi ces contraintes
semblent incompatibles.

Considérons un modele RSM pour lequel la diffusion est modélisée suivant le modéle DH. Lorsque les
contraintes sur la loi logarithmique a I'ordre zéro (3.4.2) et les contraintes sur la loi en racine (3.35) sont
vérifiées, on a:

4b=4(D. + C..) =2 = C};, ~ x dans la pratique
La contrainte sur la loi logarithmique a l'ordre 1 (3.4.2) implique :
(Csk + Dgj, — Dkk) =y < 0
On en déduit que :

—c~zty,d~2z+y)etA=c —dbd~ (z49)? —2z(z+9y) = (y —z)(z +y)
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Ainsi, pour queA soit positif, puisquey est négatif et positif, il faut que :

r4+y<0= —c<0etd<0

En conséquence :

e £
YT oy 2d

eta; est nécessairement négatif car sinon :

—c+\/z

o >S0e=0<VA<cec?—4bd < A

of =
ce qui est faux puisque> 0 etd < 0.

On en conclut que pour les modéles RSM reprenant le modéle de diffusion de Daly-Harlow (et également
pour les modéles a deux équations), les contraintes que I'on s'impose pour respecter la structure de la couche
limite (paragraphe 3.4) sont incompatibles avec les contraintes sur la sensibilité aux conditions extérieures
(5.1) : ces modeles conduisent & une solution paramétriquengow 0 eta; < 0.
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Chapitre 6

Comparaisons entre le comportement d’'un
modele RSM et certains comportements
“physiques” a la frontiere libre

Les modeéles de turbulence classiques ne peuvent modéliser précisément le comportement des corrélations
au voisinage de la frontiere car cette derniere possede un caractéere intermittent non pris en compte par les
fermetures classiques en un point. En guise d’exemple, un modéle RSM reprenant le modéle de diffusion de
Daly-Harlow ou Hanjalic-Launder ne peut en effet pas reproduire le comportement suivant a la frontiére :

u'v' < k lorsquey — .

puisqueu’v’ ~ k pour le modéle.

6.1 Comportements physiques

Il est malgré tout intéressant d’étudier dans quelle mesure le modéle de turbulence est capable de représenter
certains comportements physiques. Le comportement des modeéles de turbulence a la frontiére étant connu
par I'analyse asymptotique au premier ordre précédente, il est possible de le comparer a des comportements
physiques établis au voisinage de cette frontieére laminaire-turbulent (cf. Cazalbou et al. (1993)) :

1. pas de discontinuité sur la vitesse

2. la diffusion et I'advection sont les termes prépondérants des équations de transport
le fluide turbulent diffuse vers le fluide non turbulent & une vitesse finie

les frontiéres pour I'énergie cinétiqgue turbulente et la dissipation sont les mémes

condition sur la dissipation (Lumley (1978) tend vers zéro plus vite que I'énergie cinétique turbulente
k.

a ks w

6.2 Comparaisons par rapport aux comportements des modeles de turbulence

La comparaison ci-dessous s'applique a la fois aux modéles RSM pour le modéle de diffusion de Daly-
Harlow ainsi gu'aux modéles a deux équations.
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. D'aprés les relations (4.34) et (A.6) entre la vitessé,dt vitesse est continue pourvu que I'énergie

cinétique le soit c’est a dire pourvu que les conditions (5.1) soient satisfaites.

. Il a été montré que les équations de transport, pour I'énergie cinétique turbulente par exemple, se rédui-

saient a un équilibre entre convection et diffusion. Les modéles RSM (cf. annexe B) ne nécessitent pas de
contraintes supplémentaires pour assurer cela contrairement aux modéles a deux équations qui requiérent
Dy, > 1/2 (cf. annexe A).

. Dans le cas d'un modéle RSM/ = U, — U évolue proportionnellement par rapporka’aprés la

relation (4.34). Pour un modéle a deux équatidfissvolue comme une puissanceidd’apres la relation

(A.6). Lorsque les conditions (5.1) sont satisfaitesgste fini et il en va donc de méme pour la vitesse. De
plus, dans une couche de mélange temporelle, I'interface laminaire-turbulent se déplace de I'écoulement
turbulent vers la partie non turbulente de I'écoulement.

. Il a été montré au paragraphe 4.3.4 quk tgindait vers zéro alors la viscosité turbulenten faisait de

méme si la solution paramétrique vérifiaif > 0. Puisques ~ k?/v;, les frontieres pouk ete sont
identigues si les contraintes (5.1) sont vérifiées.

. Lorsquek ~ M\ alorsy; ~ A ete/k ~ A\*~1. La condition sur la dissipation est vérifiée si et seulement

si:
ap >1 etof >1 (6.1)

La condition de Lumley sur la dissipation est donc équivalente a imposer que la dérivgadepport

a )\, soit en fait par rapport @, tende vers zéro.

Pourtant, pour un modele-< sans terme croisé tel qug > 1 (par exemple le modéle de Chien (1982)),
onac, =0,5etla dérivée%’; de la solution numérique tend tout de méme vers zéro a la frontiere libre.
Comment expliquer cette apparente incohérence ? La partie de la solution pouvant entrainer des dérivées
% infinies, c’est a dire la partie telle que~ \/«,_, est confinée dans une zone trés petite au voisinage
de la frontiere libre. Dans cette région de I'écoulement, la viscosité moléculaire tend a devenir non
négligeable et, comme nous 'avons vu au paragraphe 5.3, I'expressiolodguer; < v est telle que

la dérivée de: tende vers zéro a la frontiére libre. En conséquence, si les conditions (5.1) et la condition
ag > 1 sont vérifiées, on peut supposer que, dans un code Navier-Stokes, la t%grteémie Vers zéro

a la frontiere libre c’est a dire que la condition de Lumley soit satisfaite.

6.3 Etude du comportement de quelques modeéles de turbulence a la frontiére

libre

La modélisation pour les termes de redistribution et de dissipation n’intervenant pas dans le raccord a la

frontiére libre (du moins au premier ordre), le comportement du modéle RSM a la frontiére est uniquement
relié au modéle pour la diffusion ainsi qu’au modele de fermeture de I'équation d’échelle. Le comportement de
deux modéles de diffusion d’'un modele RSM ainsi que le comportement de quelques modeles a deux équations
classiques sont présentés dans le tableau ci-dessous :
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oy | of | as(ef)>0] conditions
ag (o ) > 0 | satisfaites 7
k-¢ de Chien (1982) 05| 143 Vv Vv
k-w de Wilcox (1988) 1 00 V ?
k-w SST de Menter (1992b) 1 |0,55 Vv Vv
k-l de Smith (1994) 2 -2 X X
de Ng et Spalding (1972) -2 |1 0,75 X X
RSM -® = ¢ (Daly et Harlow (1970))|| 0,5 | 1,3 v v
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Chapitre 7

Conclusion sur le comportement des modeles
au voisinage d’'une frontiere libre

Il a été montré que, pour un modele RSM-DH ou un modele a deux équations, la solution attendue au voi-
sinage de la frontiére libre n’est pas une solution en puissance mais une solution plus complexe obtenue sous
forme paramétrigue (les solutions en puissance étant incluses dans cette solution paramétrique).

Ceci a amene bien évidemment a revoir les contraintes établies par Cazalbou. Il a été mohtré ceie
1/04;:, définies en (4.28), doivent étre strictement positifs afin que le modéle de turbulence ne soit pas anorma-
lement sensible aux conditions extérieures lorsque le taux extérieur de turbulence tend vers zéro. Une contrainte
supplémentaire vient s’ajouter a ces deux contraintes : il s'agit des contraintes (5.2) sur le choix de la grandeur
transportée dans I'équation d'échelle afin que cette grandeur reste finie a la frontiére libre d’'un écoulement
turbulent.

Les contraintes établies dans ce chapitre complétent donc les conditions établies par Cazalbou. Cela s’ex-
plique par le fait que la solution paramétrique contient la solution en puissance de Cazalbou. Néanmoins, la
solution en puissance de Cazalbou correspond en général a une asymptote c’est a dire a la limjte-g0and
de la solution paramétrique. Dans ce cas de figure, la solution en puissance de Cazalbou constitue une approxi-
mation réguliere a I'ordre zéro au voisinage de la frontiére libre. Cette propriété explique le succés de I'analyse
de Cazalbou et pourquoi les grandeurs turbulentes et la vitesse semblaient se comporter comme des puissances
de la distance\ a la frontiére libre (la viscosité turbulente semblait se comporter comme une fonction linéaire
de ). Toutefois, cette solution en puissance reste une moins bonne approximation que la solution paramétrique
et ne se limite qu’au cas de figure ou la solution en puissance est associée a I’emgoeaatla configuration
1/a;, >0etl/a; > 0.

Par ailleurs, il a été montré pourguoi les contraintes sur la loi logarithmique et en racine sont incompatibles
avec les contraintes revisitées/{;; > 0 et1/a;" > 0) sur le raccord & la frontiére libre.
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Comme cela a été montré au paragraphe 5.4 de la partie Il sur le raccord a la frontiere libre, les contraintes
gue nous nous sommes imposé en couche limite sont incompatibles avec les contraintes sur le comportement
des modeles au voisinage de la frontiere libre. Une premiére méthode consisterait & modifier la fermeture de
I'équation d'échelle car c’est elle qui pilote le raccord a la frontiére libre ainsi que le comportement des mo-
deles de turbulence dans les zones logarithmique et en racine. En rendant variables certaines constantes, il est &
priori envisageable de découpler les différentes contraintes sur la couche limite des contraintes sur la frontiére
libre. Ce type de méthode est exposé en annexe F. S'il a été possible de reproduire, avec cette méthode, la loi
logarithmique pour divers gradients de pression, il a en revanche été impossible de vérifier les contraintes sur la
loi en racine. Ce constat nous a amené a explorer d’'autres alternatives afin de satisfaire a la fois les contraintes
sur la structure de la couche limite et celles concernant le raccord a une frontiere libre.

Les frontiéres libres d’écoulements turbulents possédent un caractére intermittent comme en témoigne la
figure 7.1 représentant la frontiére libre instantanée d’une couche limite. Cette frontiére s'établit entre un écou-
lement turbulent et un écoulement extérieur faiblement turbulent. Cet écoulement extérieur peut-étre approximé
a Reynolds élevé, par un écoulement de fluide parfait donc non-turbulent et irrotationnel. Cette approximation
de I'écoulement extérieur par un écoulement non turbulent sera examinée plus en détail au paragraphe 8.3.1.
C’est pourquoi, on parlera toujours d’écoulement turbulent et d’écoulement non-turbulent ou irrotationnel lors-
gu'il sera nécessaire de séparer les deux écoulements de part et d’autre de la frontiére intermittente.

FIG. 7.1 — Vue instantanée d’'une couche limite : visualisation d'une frontiére intermittente (Falco (1997))

Comme l'ont fait remarquer Cazalbou et Bradshaw (1993) sur des DNS (Spalart (1988)) de couche limite
sur plaque plane, le modele de diffusion, en particulier, n’est plus valable dans la zone intermittente proche
d’une frontiere libre. Le tracé d€'s = —W/(utg—’;) sur la figure 7.2 a partir de DNS en canal plan et en
couche limite montrent en effet qués est approximativement constant en canal alors qu'il ne I'est pas en
couche limite. Autrement dit, dans la région intermittente de la frontiére libre qui différencie la couche limite
du canal,Cs n'est pas constant et donc le modéle de diffusion non valide. L'explication principale de cette
déficience tient au fait que les modeéles de fermeture en un point nécessitent la connaissance d'une échelle de
temps caractéristique de la turbulence, échelle que I'on ne peut définir lorsque I'écoulement n’est pas pleine-
ment turbulent. Les modéles de fermeture sont donc déficients au voisinage d’'une frontiére libre du fait de son
caractere intermittent. Un modéle tenant compte de I'effet de I'intermittence de frontiére sur les fermetures en
un point devrait découpler le comportement du modéle au voisinage de la frontiére libre de son comportement
dans une zone logarithmique ou en racine. Un tel modéle devrait donc nous permettre de satisfaire toutes les



72

contraintes que nous nous sommes imposé.

Pour tenir compte de cet effet d’intermittence de frontiére dans la fermeture des équations de transport, il
est nécessaire de distinguer les parties turbulentes et non-turbulentes (irrotationnelles) des corrélations, c'est a
dire d'introduire la notion de moyenne conditionnelle pour les parties turbulente et non turbulente. Plusieurs
travaux en ce sens ont été effectués, d’abord par Lumley (1979), ensuite par Byggstoyl et Kollmann (1981,
19864a,b). Ces derniers ont développé des modéles aux tensions de Reynolds en terme de moyennes condi-
tionnelles. Toutefois ce type de formulation est compliqué a mettre en oeuvre et il est préférable, dans le but
d’'implanter le modele RSM dans un code Navier-Stokes a vocation industrielle, de fermer les équations aux
tensions de Reynolds avec des moyennes conventionnelles tout en tenant compte de I'effet de 'intermittence de
frontiere. Cho et Chung (1992) ont développé ce type de fermetures sur un rhedelé.a these de Bousquet
(1999) récapitule les difféerents modéles avec effet d’'intermittence de frontiére et développe une correction du
modéle de Cho et Chung pour la couche limite.

Toutefois, la méthode employée ici pour fermer les équations aux tensions de Reynolds et I'équation
d’échelle sera différente des méthodes employées précédemment : elle se situe en quelque sorte a mi-chemin
entre le modéle de Cho et Chung et les modéles RSM développés par Byggstoyl et Kollmann.

0.0 i
02 0.4 06 08 1.0 12
/8 (B.L.) yH (Ch)

FIG. 7.2 — Validité du modéle pour la diffusion turbulent€s( = —W/(ut%) calculé a partir de DNS) -
Cazalbou et Bradshaw (1993)
traits et pointillés : couche limites; : canal plan (& différents Reynolds)

Objectifs

L'effet de l'intermittence de frontiére sur les fermetures en un point en terme de moyenne conventionnelle
des modéles RSM est étudié dans les deux chapitres qui suivent. L'objectif est de pouvoir en déduire une forme
simplifiée permettant de satisfaire toutes les contraintes et qui pourra étre implantée dans un code Navier-
Stokes.
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Chapitre 8

Effet de I'intermittence de frontiere sur les
fermetures en un point

8.1 Moyennes conditionnelles

Comme nous l'avons vu précédemment, la notion de moyenne conditionnelle doit étre introduite afin de
distinguer les parties turbulentes et non-turbulentes des corrélations nécessitant une fermetlife: , Bpit
définie par Byggstoyl et Kollmann (1986b), la fonction indicatrice du caractére turbulent ou non a@peint
au tempg :

I = 1 danslazone turbulente (8.1)
I = 0 danslazone non turbulente

Il est des lors possible, en un point donné de I'’écoulement, de définir la notion de facteur d’intermjttence

zone
irrotattonnelle

I=1 M
1=0
zone
turbulente

v ~

Fic. 8.1 — Frontiére intermittente
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ainsi que les moyennes conditionnelles liées a la fonction indicatrice ci-dessus :

v o= T (8.2)
o U
M
= (1-1)f
/ (1=7)

ou f représente la moyenne statistique dans la partie turbulenfela&amoyenne statistique dans la partie
irrotationnelle. On définit a partir de cela les grandeurs fluctuantes conditionnelles ainsi que les corrélations
dans les régions turbulentes et non turbulentes, corrélations pour lesquelles on adopte une notation implicite
(en omettant les notations indicielles des grandeurs fluctuantes conditioryféie)llesf(’z)) :

sl

fly = f=1sf (8.3)

—_—~—

9 =f—
f,\;, = f(ll)ggl) ; flg' = f(/g)gzg)

~=

8.2 Décomposition des moyennes usuelles avec les moyennes conditionnelles

Les moyennes et corrélations d’ordre deux conventionnelles se décomposent a partir des moyennes condi-
tionnelles de la fagon suivante (Chevray et Tutu, 1978) :

F o= af+a-77 ) (8.4)
f'q vﬁ+(1—v)ﬁ+v(l—v)<f—7) (9—9)

dou il vient :

u -

/
ZU

L= g+ (L= ) u 9 (1-9) (G -T) (05 - T) (8:5)

! !
Ou; du

De fagon similaireg = v 3£ +-* se décompose de la fagon suivante :
Zp 0Ty

£ = 'yév—k(l—’y)?—k’y(l—v)l/(%l (@-i)% (ﬁz_i)

~ 4+ (1-7)F AR, élevé (8.6)

A Reynolds turbulent élevé, la pseudo-dissipatiose décompose, en premiére approximation, de la méme
maniere qu’un scalaire.

Une corrélation d'ordre trois se développe comme suit :

g = f'gh' + (1 =) FgR +~(1—7) Aggn 8.7)
avec: Asgn = (f—?) (ﬁ—ﬁ)Jr(ﬁ—?) (ﬁf?-ﬁ)+(ﬁ_ﬁ) (f’vg’—ﬁ)
+(72+(1—7)2) (f—?) (9-79) (ﬁ—ﬁ)
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Puisque, a Reynolds turbulent élevése décompose selon I'expression (8.6), la corrélation d'ordredfets
se développe, en premiere approximation a Reynolds turbulent élevé, comme une corrélation d’ordre deux :

7

we ~ yule + (1= ) ule 4+ (1—7) (ﬁi—i) (F-%) aR,élevé (8.8)

8.3 Méthode de fermeture des équations avec effet d’'intermittence en terme
de moyennes conventionnelles

Rappelons (cf. introduction de la partie 1ll) que, pour tenir compte de I'effet d’'intermittence de frontiére
sur les fermetures en un point, les corrélations inconnues doivent étre décomposées selon, par exemple, les

formulations (8.5) et (8.7) afin de mettre en évidence leur partie turbulénée non turbulentd ). Afin de
distinguer la contribution des parties turbulentes de celle des parties non-turbulentes, Byggstoyl et Kollmann
(1986b,a) formulent un modele de fermeture pour les équations aux tensions de Reynolds en terme de moyennes
conditionnelles :

1. un modeéle de fermeture des équations de transpo;’lt\zfje

2. un modeéle de fermeture des équations de transparfude

Le nombre d’équations est donc multiplié par deux par rapport & un modeéle RSM classique. Ce type de formu-
lation est compliqué et il est préférable, dans le but d'implanter le modéle RSM dans un code Navier-Stokes a
vocation industrielle, de fermer les décompositions (8.5) et (8.7) & partir des seules moyennes conventionnelles
soit a partir dek, ¢, ugug etU;.

A priori, si on conserve les termes non turbulefits- V)U, il est impossible de fermer les décompositions
de corrélations du type (8.5, 8.6, 8.7, 8.8) en terme de moyenne conventionnelle. Il n'y a en effet pas forcément
de lien entre la partie turbulente et la partie la partie non-turbulentg d’une corrélation. Dés lors, peut on
négliger cette partie non turbulente des décompositions de corrélations d’'ordre supérieur ou égal a deux ?

8.3.1 Partie non turbulente négligeable ?

Dans une frontiére intermittente, la fonction densité de probabilité (PDF) des composantes de la vitesse est
similaire a la PDF tracée sur la figure 8.2at représentéjl- etA®? correspond &/;. Dans cette configura-
tion, le niveau des fluctuations dans I'écoulement irrotationnel est donc faible devant le niveau des fluctuations

dans I'écoulement turbulent. Il est donc justifié de négliger la partie non turbulente des décomposi&i;eujs de
etu;ujuy dans ce type de configuration c’est a dire lorsque O(1) et ne tend pas vers zéro :

(8.9)

Par contre, lorsque — 0, on a w;u; — w;u; etla partie non-turbulente n’est a I'évidence plus négligeable.
Néanmoins, comme on 'a vu dans la partie Il sur le raccordement a une frontiére libre, le taux de turbulence
extérieur, lorsqu’il tend vers zéro, n'influence pas de facon significative le comportement du modéle dans
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PROBABILITY

(2) a”

——e——— g

A—

—(2) il
A A

FiG. 8.2 — Fonction densité de probabilité (PDF) d'une grandeur scalajteimley, 1979)

la zone turbulente. Le comportement du modéle a la frontiére libre est en effet piloté par le développement
asymptotique au premier ordre défini au paragraphe 4.1 par :

1>>k>>koozz

[ [ ~ o/l
1> wguy > wiuy = wiuy

si les différentes grandeurs turbulentes ainsi que la vitesse sont adimensionnées de sorte qu’elles soient d’ordre
unité au coeur de I'’écoulement turbulent. Cet adimensionnement est nécessaire pour étudier le comportement
des modéles de fermeture au voisinage de la frontiére libre ainsi que pour définir le petit paramétre de I'étude
asymptotique k., < 1 (cf. hypothéses faites au chapitre 4 sur le comportement des modeles a la frontiére
libre).

En conséquence, négliger les termes non-turbulents dans les décompositions ne change rien au compor-
tement du modeéle au premier ordre au voisinage de la frontiére libre lorsque le taux de turbulence extérieur
tend vers zéro, ce qui est par définition le cas lorsque la frontiére libre a un caractere intermittent. L'erreur
commise en négligeant les parties “non-turbulentes” des corrélations est donc minime en regard des erreurs
provenant intrinsequement des fermetures en un point. C’'est pourquoi dans I'étude et la construction d’un mo-
dele tenant compte de I'effet d’'intermittence de fronti®égoulement extérieur est supposé non-turbulent
et irrotationnel (en premiere approximation). Employer le terme non-turbulent dans les décompositions ou
parler d’écoulement extérieur non-turbulent ou irrotationnel, alors que ce dernier ne I'est pas au sens strict du
terme, prend ici tout son sens.

8.3.2 Relations constitutives pour les corrélations portant sur la partie turbulente

La moyenne conditionnelle turbulentg présente toutes les propriétés d’'une moyenne statistique. Puisque
toutes les éventualités se situent dans la partie turbulente de I'écoulement, les fermetures classiques en un point
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s’appliquent a la moyenne conditionnelle turbulente. La fermeture des grar{deugsessite donc la connais-

sance d'un temps caractéristigtiele la partie turbulente de I'écoulement. La partie turbulente de I'écoulement
étant supposée toujours dans un état d’équilibre, il est Iégitime de modéliser le temps caractéristique de la partie
turbulente de maniere similaire a sa modélisation dans un écoulement pleinement turbulent :

T = fyg, (8.10)
Le facteur f., correspond a l'atténuation de I'échelle de temps caractéristique dans la frontiere intermittente.
Ceci revient a émettre I'hypothése suivante : la taille ou le temps caractéristique des grosses structures est
influencée par le caractere intermittent de la frontiere libre, comme le laisse penser la figure 8.1. La réciproque
semble également vraie et sera d'ailleurs utilisée pour fermer I'équation de transpodirt que les sauts
de vitesse. En résume, le factgiyrest fonction du facteur d’intermittence. Le choix est fait de représgfijter
comme une puissance ganéme si ce choix reste bien-entendu arbitraire. Le temps caractéristique de la partie
turbulente est alors modélisé comme suit :

~ mo

T=r

o]

(8.11)

Le nombre de Reynolds turbulent de la partie turbulente de I'écouleftient %’“ étant élevé, les ferme-
tures en un point ne nécessitent pas de tenir compte d’'un quelconque effet bas Reynolds. En effet, a la frontiere
libre, la turbulence tend vers zéro non pas par effet visqueux mais par mélange avec I'écoulement externe la-
minaire ou faiblement turbulent. La viscosité n’agit que trés localement sur les grandeurs turbulentes dans la
“super-couche visqueuse”, la ou la viscosité turbulente équivalgfite 7k est de I'ordre de la viscosité mo-
léculaire soit lorsquer! ~ 1.

En conclusion, pour fermer les corrélations triples sur la vitesse ou les corrélafigng ne reste qu'a

fermery etU; — U;. La fermeture consiste a les relier aux caractéristiques du champ moyen ainsi qu’aux carac-
téristiques des grosses structures en terme de moyenne statistique conventionnelle, c’est a;df;méet U.

8.3.3 Equation de transport pour le facteur d’intermittence

La plupart des auteurs, comme par exemple Byggstoyl et Kollmann (1986b,a), s’accordent pour fermer
cette équation de transport selon la forme :

Dy _ 0

By = 8—@(—7(1—7) (U= Tk)) +, (8.12)

Dans ce type de fermeture, la modélisation&eest sujette a controverse et diverses modélisations pour ce
terme ont été proposées par Libby (1976), Chevray et Tutu (1978)... Byggstoyl et Kollmann (1981) décom-
posent quant a eux le terme soufteen trois contributions :

Sy=8+5—-5° (8.13)

S% représente une production associée a la production d’énergie cinétique de turbulence. Ce terme devant
s’annuler poury = 0 ety = 1, il est modélisé par :

S} = CIiP, (1= 9)
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Le second term€§ est aussi un terme de production représentant I'augmentatigriélaux inhomogénéités
de~ lui-méme :
Oy ——, Ov
S2 =7 L ulu =
v g T@xk F 9z
Enfin le troisieme terme est un terme de destruction qui doit également s’annuleyr pouiety = 1:

155 g
Sy =Cge(1-v) ¢

En résumé, Byggstoyl et Kollmann (1981) modélisent le terme source de la fagon suivante :

70 1SS ~a -, 0
S, = Cyr P (1 =) L~ Ci 5(1—7)%+C§78—;§u;€u28—;

(8.14)
ou les constante@é’“’d, Cgiss et 03 valent respectivemerit, 8, 0,05 et 0.15 selon Byggstoyl et Kollmann.
Remarquons au passage que cette modélisation inclut la modélisation adoptée par Lumley (1979).

Ce modeéle de fermeture nécessite la encore la modélisation du saut de ¥ites€é, pour pouvoir fermer le
terme de diffusion.

8.3.4 Modélisation des sauts de vitesse

Lumley (1979) modélise le saut de vitesse par :

~(U-T) = AWug-+RO(0-T0) 5" (8.15)
Tk 9
La justification par Lumley de cette modélisation du saut de vitesse consiste a dire que le saut de vitesse est le
fruit de deux contributions :

1. 'une due au fait que la vitesféc de la partie turbulente de I'’écoulement est dirigée de I'écoulement le
plus intermittent vers le moins intermittent c’est a dire dans le sens du gradignt de

2. l'autre liée au fait que le saut de vitesse est d’'autant plus grand que la vitesse moyenne de I'écoule-
ment dont provient I'écoulement turbulent est grande. Byggstoyl et Kollmann (1981) constatent en effet

qu’un second terme doit étre ajouté au terme en premier grabijent) ut(% afin que le saut de vitesse

longitudinal a I'écoulement principall — U‘ puisse étre supérieur au saut de vite{ééeh V‘ selon la
direction normale a la frontiére libre, du moins dans une certaine partie de la région intermittente. Ce

constat a été fait sur plusieurs expériences d'écoulements paraboliques comme le jet plan (Gutmark et
Wygnanski, 1976) ou la couche limite (Hedley et Keffer, 1974).

Dans la construction d’'un modeéle RSM pour les parties turbulentes et non turbulemgsj,dByggstoyl et
Kollmann (1986a) modélisent le saut de vitesse, selon la direction normale a la frontiéré kbr® (par :

T Fupuf 9y
-(G-T) = aztia

(8.16)
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Ainsi, pour tenir compte de la modélisation du saut de vitesse adoptée par Lumley (1979) puis Byggstoyl
et Kollmann (1986a), nous retiendrons le modéle suivant pour le saut de vitesse :

ouU},

B, (8.17)

~ = T -, 0y
~(U-T) = Cgryukula + D7 (O -T) 5°
ou 7 est I'eéchelle de temps de la partie turbulente modélisée par (8.11). Mais cette modélisation ne permet pas
de fermer avec des moyennes conventionnelles le temgefidéfini par :

—  ulu L=\~ =

ity = = = (1) (0:-T) (U; - 1) (8.18)
Du part I'expression des sauts de vitesse en (8.16) ou (8.17), le teﬁs%u&st en effet dépendant de lui-méme
(récurrence infinie) et ne peut étre fermé par (8.17) et (8.18). Il est des lors nécessaire de tronquer cette relation
de récurrence a un certain ordre au dela duquel le saut de vitesse sera fermé par des moyennes conventionnelles
tout en conservant une équivalence de comportement lorsgué ety — 1 :

~(G-T) = oM

o kY™~ ouUy,
T e+ D (Ul U1> k (8.19)

oxy

Avec cette troncature, le saut de vitesse ne dépend plus que de corrélations exprimées en terme de moyenne
conventionnelle. Il est alors aisé de calculer ce saut de vitesse par une simple inversion de matrice. Les termes

turbulents commer;u; sont ainsi entierement fermés.

La troncature effectuée ci-dessus ne devrait pas affecter grandement la précision du modele. Elle est d’au-
tant plus négligeable que I'on repousse l'ordre a laquelle elle apparait.

8.4 Comportements physiques au voisinage de la frontiere libre

8.4.1 Notations au voisinage de la frontiere libre : notations dans une couche mince

Au voisinage d’'une frontiére libre, la directiop normale a la frontiére est la direction privilégiée car

d% > 8838 et 2 3y > % Tout se passe donc, au voisinage de la frontiére libre, comme si I'on se trouvait
dans une couche mince. C’est pourquoi nous utiliserons implicitement les notations de couche mince lorsque
I'on étudiera le comportement au premier ordre de grandeurs quelconques ou bien lorsque I'on calculera une

dégénérescence au voisinage de la frontiére libre :

normale a la surface de la frontiére libre (8.20)
vitesse selon
vitesse selop

€ ¢ & «w

vitesse selon

Par ailleurs, pour étudier le comportement a la frontiéere libre, on procede de la méme maniére que dans la partie
Il ou toutes les grandeurs sont adimensionnéeate sorte qu’elles soient de I'ordre de I'unité dans la région
pleinement turbulente.
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8.4.2 Comportement des sauts de vitesse

Le saut de vitess& — V selon cette directiony reste fini d’aprés Lumley (1979). Ce résultat peut étre

démontré a partir de I'équation de transportde
Dt~ 0z, (—7(1 —) (Uk - Uk)) + 5y (8.21)

qui dégénére au voisinage de la frontiére libre en un équilibre convection-diffusion :

oy 0 ~ =

AN . (V—Vﬂ 8.22
9, = By [ (L —=7) (8.22)
ou Vj est la vitesse moyenne selon Ia_directjpﬁ la frontiere libre (eny = 0). Pour que cet équilibre soit
satisfait il faut par conséquent q(& — V) tende vers une constante non nulle & la frontiére libre :

%(%y):%g—;:% [—'y(l—’y) (‘N/—ﬁﬂ :é% [—’y(ﬁ—ﬁ)] — (V—ﬁ) ~ —Vh

Les sauts de vitesse selon les autres directions perpendiculairendent quant a eux vers zéro lorsque
~ — 0. En résumé, lorsque — 0 :

U-U — 0 (8.23)
V-V — Cte #0
W—W — 0

8.4.3 Comportement des tensions de Reynolds

Le spectre tracé sur la figure 8.2 étant similaire & celui de la vitesse instantan&e+ v/, la variances’2
dewv est en partie liée a I'écart entre les spectres turbulents et irrotationnels, et ce d’autant plus-dué_a
partie non turbulente des corrélations d’ordre supérieur a deux étant négligée (cf paragraphe 8.3.1), il vient :

o2 _ (7 T
v _O(y(l ’y)(V V)) lorsque v — 0

Des lors, d’apres (8.23) et en rappelant q_(}ea été préalablement adimensionné (cf. paragraphe 8.4.1), il vient
lorsquey — 0 :

ou I’expressionﬁ ~ ~ signifie quev7 est du méme ordre de grandeur guérsquey — 0. On devrait
d’'un point de vue mathématique, plutét écrird = Ord(v) ouv'? = Og(y) mais~ est plus parlant et sera
conserve.

Par ailleurs, la figure 8.3 montre que la variam@z de la partie turbulente de la PDF dg tend vers
une valeur non nulle au voisinage de la frontiére libre (section C dans la figure 8.3). Cela symbolise le fait
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UNCONTAMINATED

A

FiG. 8.3 — Fonction densité probabilité de grandeur scalaire a trois stations différentes dans la frontiére inter-

mittente (Lumley, 1979)

gue le taux de turbulence de la partie turbulente de I'écoulement ne tend pas vers zéro a la frontiere libre. En

conséquence :

e~

! o/
uOlua

Y
uOtuOé

-
Y

—  (Cte # 0lorsquey — 0 (8.25)

—  Cte # 0 lorsquey — 0

Les décompositions des tensions normales se réduisent donc au voisinageOde :

w? o~
v? o~
w? ~

yu'?

71;;5 +v(1—7) (‘7 - §>2 (8.26)

yw'?
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Chapitre 9

Fermeture des equations de transport des
tensions de Reynolds

IL;;, ;5 et D;; sont les termes non fermés dans les équations aux tensions de Reynolds. Toutes ces fer-
metures sont susceptibles d'étre altérées par les effets de I'intermittence de frontiére. Or, au voisinage de la
frontiére libre ou l'intermittence de frontiére a un effet prépondérant, I'équilibre dans les équations pour les
tensions se réduit a un équilibre entre advection et diffusion. Rappelons que I'objectif final est de construire
un modéle qui se comporte correctement au voisinage de la frontiére libre. Ainsi, seule la modélisation de la
diffusion turbulente (paragraphe 9.1) et de la diffusion par la pression (paragraphe 9.2) sera considérée.

Les effets de l'intermittence de frontiere sont modélisables, d’apres le paragraphe 8.3, sur la fermeture
du terme de diffusion turbulente. Une décomposition du type (8.5) pour la corrélation pression-vitesse fait
intervenir quant a elle un terme de saut de presgioerp pour lequel aucune modélisation n’est proposée dans
la littérature. Un modéle sera alors proposé (paragraphe 9.2), ce modéle reposant sur certains comportements
physiques au voisinage de la frontiere libre. Notons au passage que, si il est possible de modéliser ce saut de
pression, alors il est envisageable de modéliser les effets de I'intermittence de frontiére sur la fermeture de la
corrélation pression-déformatid; ;.

9.1 Modélisation de la diffusion turbulente

9.1.1 Modélisation sans intermittence

La diffusion turbulente est définie de la fagon suivante :
ouvlula,
D — 07k 9.1
5= (9.1)

Comme nous l'avons vu au chapitre zui;u;.u; peut étre modélisée de différentes maniéres. Pour étudier

I'effet de I'intermittence de frontiére sur la fermeture @[ezg.u;, il est indispensable que le modéle considéré
soit compatible, c’est a dire ait les mémes caractéristiques tensorielle@u}m@. Le modele de Daly-Harlow

(2.5) ne satisfait pas ce principe de compatibilite méme si il le vérifie une fois revenu a la diffusiobe
modéle de diffusion de Hanjalic-Launder (2.6) satisfait quant a lui les conditions de compatibilité au niveau
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deugu}u;. D’autres modeles plus complexes comme celui de Lumley ne présentant pas d’avantage significatif
par rapport a celui de Hanjalic-Launder, c’est ce dernier modéle que nous avons choisi pour étudier I'effet de
l'intermittence de frontiére sur la modélisation des termes de diffusion.

9.1.2 Modélisation avec effet d’'intermittence

La partie intermittente de la corrélation d'ordreu:;u; est modélisée suivant le modele de Hanjalic et
Launder (2.6) :

o,  — oulu,  — Ou
1ol A I e Al 1o gk
wulu, =Cs T | wu +uwu + upuy——— 9.2
17k k1 al it 8$1 i 8$1 ( )

Le terme de saut de vitesse d’ordre trois dans la décomposition (W est approché par :
Y1 =) (P + =) (G-T) (0 -T) (Ue = Tx) =y (1 =) (G = T) (U - T5) (Us — )

cary?+ (1 — )% — (1 — ) = v (2~ — 1) est négligeable devafit — ~) poury € [0,0.6] d’aprés la figure 9.1
et au dela les termes de saut de vitesse sont négligeables devant les autres termes des décompositions (figure
9.2).

w

] 2
025 4 4 -~ y(l-y)(vl-vm)
] o 20 4
///
o4
a \ 15 1
'

Z-0.25 \
= \ 10 4
—~ \ ] - =
7 \ S

— - 4 ~N
>-05 / ~
o s N
> u \ B / \\

-0.75 47 NN

i \ 4, ~_
0 T T T T 1
0 0.25 0.5 0.75 1
1 T T 1 Y

FIG. 9.2 — Sauts de vitesses, calculés par une relation
FiG. 9.1 — Validité de I'approximation faite sur le approchée (8.19), négligeables dans les décomposi-
terme de saut de vitesse d’ordre 3 tions poury > 0.7

Par conséquent, la décompositionude’;u), est approchée par :

'k & i)

W, = i+ (=) (0= T5) i + (05 = T5) win + (U~ T ) wiae's

+y(1—)? (ff} - i) (UV]- - i) (@ - ﬁ) (9.3)
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La décomposition (8.5) permet d’'écrire, une fois les corrélations associées a I'écoulement non-turbulent négli-
gées :

wpup = yupuiuy 4y (1 - )[ (U U)uuk (@—i)uéu%—i—(ﬁk—ﬁ)@] (9.4)

La corrélation trlpleu’u;u; se développe donc en couche mince ou au voisinage d’'une frontiére libre (cf
notations définies au paragraphe 8.4.1) selon les expressions ci-dessous :

S ~ 2 o ~ 2w w
e e P A Yo M | | 2 Gy —v) (Lo ) O
8y /2 8y Y ’U/2 ’U/2 8y
O AT
—v? = Tu? SC’S'y—ay +Cy (1 —7) <v7 +27/2> G_Z] (9.5)
—— s o (=)0
—vw'? = Tv'?|Csy w —I—Cg( ’Y)w’Q—’y
Oy gl dy
T o 0 v’ ~ w'v' 0
vy = Tu?|2Csy v C’Sfyu% ;y + 70 [Cg(l —) (uﬁy’u + 20 +2H> 8;}
L v

/2 oU
OUH = Dg'y~v By

Cette écriture du modéle démontre que l'intermittence de frontiére maodifie grandement la modélisation du
terme de diffusion turbulente. Voyons maintenant ce qui I'en est du terme de diffusion par la pression.

9.2 Modélisation de la corrélation pression-vitesse

Ce terme de corrélation pression-vitesse est difficile a mesurer et il est souvent déduit des autres termes de
I'équation de transport de. Le calcul de ce terme est donc perturbé par 'ensemble des erreurs de mesures.
Seules des DNS peuvent calculer ce terme correctement. Les DNS de Spalart (1988) et Rogers et Moser (1994)
montrent que le transport par la pression est principalement non négligeable dans une région intermittente. Une
modélisation prenant en compte les effets de l'intermittence de frontiére doit nous permettre de proposer une
fermeture pour cette corrélation, du moins en dehors des effets de paroi.

9.2.1 Modélisation dans un écoulement pleinement turbulent

La corrélation pression-vitesse est modélisée selon le modéle de Lumley (2.2) :

—ulp'/p= %ulk’ ~ Cp T ufuy gk avecC, <0 (9.6)
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9.2.2 Modélisation dans une région intermittente

La décomposition avec les moyennes conditionnelles de la corrélation pression-iiggges’écrit :

uip'Jp=yulp//p+ (L—y)up'/p+v(1—7) (ﬁz—i’) (pA/;—ﬁ) (9.7)

La partie non-turbulente des corrélations d’ordre supérieur ou égal a deux étant négligée d’'aprés le paragraphe
8.3.1, il vient :

uip'lp = yuip'/p+y(1-7) (ff}—ﬁ) (p/p—W) (9.8)
- — Ok S S —
o — ol _ . T7T. _
= —uip'/p Cpy T iy 0, Y1 =) (Uz Uz) (p/p p/p) (9.9)
Le modeéle pour la corrélation pression-vitesse est donc assujetti au modéle pour le saut dezpregsion

9.2.3 Modélisation du saut de pression

Pour les notations de couche mince décrites au paragraphe 8.4.1 et utiles pour I'étude de comportements au
premier ordre au voisinage de la frontiére libre, le modéle doit satisfaire aux comportements suivants lorsque
v—0:

V-V - CetU — U — 0 daprés (8.23)

u'v' [k — 0

w? ~ 02 ~w? ~ y daprés (8.24) (9.10)
ulul, — C' £ 0 d'apres (8.25)=s u/ul, /v — C'* # 0

v2/k — 1 d'aprés Phillips (1955) et Stewart (1957)

Cette derniére condition sur le niveau %/k a la frontiere libre tient au fait que I'écoulement externe est
irrotationnel (du moins en premiére approximation).

Reprenons I'étude faite au chapitre 4 sur I'analyse asymptotique du comportement d’'un modele RSM au
voisinage d’'une frontiére libre. Lorsque — 0, les équations de transport pour les tensions se réduisent a

un équilibre entre advection et diffusion. Si les comportements physiques préc@%ﬁﬁs: 0, u'v < k,
V-V — Ct etU — U — 0 étaient satisfaits par le modéle, le bilan advection-diffusion se réduirait a :

—3 o
Ve 85; _ 8% (cg WL g_;) (9.11a)
W - —~ —~2 — —_— fr—
Voaa’l)y _ gy <Cg UIQ ;,U/Qg_;/ +2 Cg,U/Q ;g_; +9 Cg,U/Q; (p/p _ p/p) g_;/> (911b)
dw'? O (- —3~7307
17 oy 8_y (ng TV 8_y> (9.11¢)
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et I'équation de transport dese réduit au méme équilibre :

0 0 —~0Y
Vo=— = — | Cv/*T— 9.12
Yoy 8@/( e T&U) 612
De plus, puisque I'on doit avoW/y ~ (' £ 0 d’'apres (8.25), I'équation précédente (9.12) est équivalente
a:
o 9 5?0y
— = — 9.13
Voay 8y<CgUTv8y (9-13)

En soustrayant la relation (9.13) a la dégénérescence (9.11b) de I'équation de tran%rﬂ deparait que
la diffusion par la pression doit nécessairement équilibrer une partie de la diffusion turbulente afih spie
du méme ordre grandeur gge

~ Oy i~ ==\ O
12 _ —
2C4v Tay +2C,7T (p/p p/p) 9y 0 (9.14)

=  plp-plp=—0"=(1-7 (V—ﬁ)z—vﬁ/v

Or, p/p est un scalaire et ne peut dépendreT&een particulier. Mais, a la frontiére libre, on a:

W/k — 1 d'apres (9.10) (9.15)
(ﬁi - i) (ﬁi . ﬁ) - (17 - ?)2 (9.16)
Le saut de pression doit par conséquent s’exprimer comme suit, du moins lgrsgue:
plp—plp =~ (1-7) (ﬁi—ﬁi) (ﬁi—ﬁ-)—k/v (9.17
= —%(Ui—ﬁ%i—ﬁi) +5 - (0:-T) (G- T) (9.18

L'expression ci-dessus (9.17) est en quelque sorte comparable a la relation de Bernoulli :

— = 1 1
plp=plp=m1/p—p2fp=—VP+ V5 (9.19)
ou les grandeurs, 5V;2 et0, 5V;? sont définies ci-dessous :
5 2V1 + 2V2 (9.20)
Y Y SN (o @ -
avec : §V1 = 2<Uz UZ) (UZ UZ) partie turbulente (9.21)
1 1 =\~ = .
51/22 =3 (1—7) (Ui — Ui) (UZ- — Ui) complément lié & la zone non turbulente  (9.22)

L'expression (9.17) est dés lors supposée, en premiére approximation, valable non seulement ffoonais
aussi poury = O (1).
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Analyse de la physique du modéle pour le saut de pression

L'étude du comportement des modéles de diffusion au voisinage de la frontiére libre a montré que le terme
de diffusion par la pression devait contrebalancer une partie de la diffusion turbulente. Cette caractéristique est
de plus indépendante des modéles choisis pour la diffusion ou encore les sauts de vitesse. Les PDF tracées sur
les figures 8.2 et 8.3 montrent que le coefficient de dissyméfride la grandeur instantanéene dépend, au
voisinage de la frontiere libre, que de I'écart entre les parties turbulente et non-turbulente du spectre, c’est a
dire de la partie liée aux sauts de vitesse :

V3~ 'y17§+(1 -) (?—?) (27275—#1)?) o~ (?—?) (27275—#1)?) lorsquey — 0

En supposant qu’il en va de méme pour la corrélation pression-vitesse (i.e. que la partie turbulente est négli-

geable devant la partie liée au saut de pression), 'équation de transpott diégénére au voisinage de la
frontiere libre en un équilibre entre convection et diffusion de la forme :

W = D (7-T) (20 + ) 029

Par ailleurs, puisqueﬁ/y — (' lorsquey — 0 d’aprés (8.25), les équations de transportycmﬁ dégé-
nérenten :

iy (7 T)) 0 (7))

et la diffusion par la pression doit bien contrebalancer une partie de la diffusion turbulente.

De plus, le modéle est cohérent avec I'analyse de Townsend (1976) qui suppose que la vorticité au niveau
de l'interface est compensée par un effet de compression, cet effet étant symbolisé par :

;/; — ﬁ — Cte#0 lorsquey — 0 (9.24)

Ces deux caractéristiqgues semblent de plus liées puisque le saut de pression permet, par l'intermédiaire de la
diffusion par la pression, d’équilibrer une partie de la diffusion turbulente.
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9.3 Modélisation de I'ensemble diffusion par la pression et diffusion turbu-
lente

Le modele construit s’écrit sous la forme tensorielle suivante :

1
—uuuk—;<pu jk+pu (5%) = (9.25
O, —— ulul, — O, . — ok
CsT | upuy 8Z J u;ug a;lk Ly 8Jxlk +C,7 (u;ug 5jk+u9u2 (5z~k> —(%cl

—y (=) (0= T) (i + 6AP) =5 (1 =) (T; = T5) (i + 5 A P)
—(1-7) (@—ﬁ)@

Le saut de pressioA P est défini par la relation (9.17) et le saut de vitesse est défini par la relation (8.17)
ou (8.19) selon I'ordre de la troncature (cf. paragraphe 8.3.4). Le temps caractéristigua partie turbulente
de I'écoulement est modélisé par la relation (8.11). Enfin , le tenseur de Reynolds conditionnel tu@lent
est relié au tenseur de Reynolds conventiom;l—e} par la relation :

uN;“,;‘ - (G:-T) (0;-T) (9.26)

Ce modele s’écrit alors en couche mince de la fagon suivante :

—~ J— —9 ~
—s ou’? u'v v (1—7) [u? u'v’ k —0U \ 0v
—vu? = C +2Cs— C — +2— +2Dgy=uv'— | =—
v'u ’)/TU S oy Sv’2 oy + Cy 5 5 + ~ + g’yguv ay | oy
S 90" ok V2 0y R
3 _
v =20 fp = ’YTU 3Cs a9 +2Cp8 + Cy (1—7)?8— +2Cy (1 =) 2y
o ~[ . ouw? w9y
Cada2 502 1 27
v'w Tv'* |Cgy oy +Cy(1—7v)— oy (9.27)
- / o A/é I k 1— ol ! o
v —u'p fp = 'yTv 20S8uv CSUNU v +C, qu Ok +Cy (1=7) ﬂ—|—u/v’
8y 2 8 8@/ Y
W' v — k k 8U’1/2 k\ Ov
= + Dyy= o
v'? v g’Y 8y v > 8y]

Conclusion sur le modéle développé

La forme obtenue est liée au modéle choisi pour la diffusion turbulente (HL) et par la pression (Lumley).
La méthode développée pour tenir compte de l'effet de l'intermittence de frontiére est applicable a d'autres
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fermetures pour les termes de diffusion ainsi que pour les termes de corrélation pression-déformation et de
dissipation, soit en fait a toutes les fermetures en un point. Le seul inconvénient est que ce type de modéle est
difficile a mettre en oeuvre dans un code de calcul et un modéle simplifié sera dérivé de cette approche afin de
tenir compte de I'effet d’intermittence seulement au voisinage de la frontiére libre et pas nécessairement sur

toute la zone intermittente.

9.4 Comparaison avec DNS et expériences : validation de I'approche et cali-
bration des constantes

Contrainte sur mg

Au voisinage d’une frontiére libre, lorsque — 0, le terme7v’? ~ k2~y™o~1 /¢ fait office de viscosité
turbulente équivalente. D'aprés la section 4.2 sur le calcul de la dégénérescence d’un modéle RSM au voisinage
d’une frontiére libre, cette viscosité équivalente vérifie :

Py e~ A

ou\ = y.—y est, rappelons-le, la distance a la frontiére libre. Puigguey, la dissipation est donc équivalente
a:

k
~ —nyM0 9.28
e~ (9.28)

Or, £ est du méme ordre qt% au voisinage de la frontiére libre d'aprés I'annexe B (s'insérant dans I'étude
asymptotique du raccord a la frontiere libre menée dans le chapitre 4). Par conséquent :

dk
~ 2 Mo 9.29
c d)\’y ( )

Pour que la dissipation soit négligeable devant I’advecti’@% au voisinage de la frontiere libre, il faut donc
que :

mo > 0 (9.30)

Valeur de mg calibrée sur les DNS

La valeur demg est déterminée a partir de profils de DNS en couche limite sans gradient de pression
réalisées par Spalart (1988)% = 1410. La figure 7.2 montre, par le tracé dg = —v'k’/ (k:v’Q/sg—Z), que
le modéle de diffusion n’est pas valable dans la frontiére intermittente. Etant donné que le modéle construit
vérifie :
o~ By O
€ oy
lorsquey — 1 et lorsquey — 0, si Csy!™™0 = —v'k// kﬁym‘)*l/eg—’;) est constant lorsqug — 0 alors
le modéle de diffusion établi précédemment sera valable.
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Calculonsy par la formule de Klebanoff (1954) :

() =
avec: ¢ = (\/5%>_1 {#}

ouY /s = 0,78 eto/§ = 0, 14. La figure 9.3 ci-dessous démontre alors qug/' ~™° est approximativement
constant dans la zone intermittente pour :

(1 —erf§) (9.31)

N =

mo =~ 2/3 (9.32)

FiG. 9.3 — Validité du modéle pour le temps caractéristiguie la partie turbulente de I'écoulement

Ordres de grandeur deC), et C,

Le modéle pour la diffusion par la pression est testé en couche de mélange et couche limite de plaque plane.
Un modéle de turbulence avec effet d’'intermittence (chapitre 11), donnant des résultats satisfaisants pour ces
deux écoulements (cf. chapitre 13), est utilisé pour estimer cette diffusion par la pression. Les valepes de
C, sont ainsi calibrées de maniere qualitative par rapport aux DNS de Rogers et Moser (1994) en couche de
mélange et sur les DNS de Spalart (1988) sur plaque plane :

Cp~—-Cy; Cy~0,1 (9.33)

Les figures 9.5 et 9.7 montrent les prévisions de notre modéle pour la diffusion par la pression en couche de
mélange et en couche limite de plaque plane. En comparant ces résultats aux DNS de Rogers et Spalart (figures
9.4 et 9.6), il semble que le modele se comporte de fagon tout a fait satisfaisante pour les valges dg

définies ci-dessus. Cela valide en quelque sorte les modéles construits dans ce chapitre pour la diffusion par la
pression (9.6) (modeéle dérivé du modéle de Lumley) et le saut de pression (9.17).
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Bilans de I'équation pour I'énergie cinétique turbulehten couche de mélange
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FIG. 9.4 — DNS de Rogers et Moser (1994) en couche
de mélange FiG. 9.5 — Diffusion par la pression en couche de mé-
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Chapitre 10

Influence de I'intermittence de frontiere sur
la fermeture de I'équation pour la dissipation

10.1 Fermeture sans effet d’'intermittence

L'équation de transport exacte de la pseudo-dissipatigécrit :

De 0 (5= ,vOou, op ou y 0%ul 0%
— = —— —2— — | —2—te —2 L L 10.1
Dt oxy <uk€ p Ox; Oxy kag”f v Oxj Oxy, Oxj Oz, (10.1)
, Ou 9*U; ou;; Ou); OUy, oul; Ouy, OU; 0%
—2 A + v —+v v
61’1 Gq:laxk 61’1 ka 61’1 le 61’1 Ga:k ka ka

Le choix a été fait au paragraphe 3.2 de se donner la forme “a priori” de la fermeture de I'équation de trans-
port de la dissipation sous une forme générique (3.8). Cette modélisation a Reynolds élevé (ou la viscosité
moléculaire a été négligée) est la suivante :

De € 2 0 k—— Oe 0 — 0k
— = CqP,~—Coo—+ — | Do~ u— — | D) uh— 10.2
Dt R 2 + oxy ( aeaukulﬁx) * oxy ( kukul@x;) ( )

k 0 —— Oe 1 Ok —— 0O . 1 0k —— Ok
el T + Cskga—m“k“za—xl + Ckkga—xkuk“za—xl
Cette modélisation est, pour les mémes raisons que pour la diffusion des équations aux tensions de Reynolds,
déficiente dans les régions a caractére intermittent. En outre, I'intermittence de frontiére pilote le raccord ex-
térieur des grandeurs turbulentes tout comme I'équation d’échelle dans les modéles de turbulence en un point
(cf. partie Il). Le caractére intermittent de I'’écoulement au voisinage des frontiéres libres doit donc étre pris en
compte dans la fermeture de I'équation d’échelle, en particulier celle pour la dissipation

+Ce

10.2 Décomposition dans les régions intermittentes

Le second membre de I'équation pour la dissipation (10.1) est récrit sous la forme suivante :
_ 0H.
= o

Ge

+ Ce + Se
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v ou), Op —
H. = —u. e — k — 2l
€ Uy P axl axl iCik
/ 2 2 /
ou:¢ C. :2%8% 212 Olu; _Ou
oxy Ox;j ka Ox; ka
ou; 92U, duj; dul; AU, dul, Ou) gU;, 52
S€ = =2 ( u?ﬁ?ajl O0x0xy, y@xl axk axf yﬁ_a:lﬁ_xllcé’xk> +v Bxk gxk

Le but de cette réécriture est de distinguer les termes de diffusion des autres termes afin de décomposer comme
il se doit le second membre (10.1) de I'équation pour la dissipation.

La décomposition en moyennes conditionnelles est alors appliqute @. et S.. Elle se simplifie, en
négligeant les parties non-turbulentes (cf. paragraphe 8.3.1), en un terme tusijliletnan terme additionnel
lié aux sauts de vitesse ou de presgigh:

H. = ~H.+~(1—~)H] (10.3)
YCe +v (1 =) C2
Se = ySe+y(1—9)S7

2
|

Ainsi le second membré&. de (10.1) est décomposé selon la forme suivante :

G. = G.l+G.o (10.4)
o — _ =
. t__
avec: G.' = o2 (fyHg) + (C6 + Sa)
“ 0
G = a—xk(v(l — VN HY)+v(1—7)(C2+52)

Le termeG.! correspond & la partie turbulente de I'ensemble des corrélations. Le terme addicibfffeest
en particulier dépendant des sauts de vitégse U.

Modélisation de la partie turbulente

La decomposition (10.4) du second membre nous oblige a distinguer la modélisation du terme de diffusion
de la modélisation du terme sour(:e + S Or, dans un écoulement pleinement turbulent, la modélisation
(10.2) de I'équation pour consiste a fermer ensemble les terrieset S, car nous ne pouvons pas les fermer
termes a termes (cf. paragraphe 3.1). Le terme de diffusion peut étre modélisé quant a lui a part. Dans la
partie turbulente de I'écoulement, les ternfés et C. + S. sont dés lors modélisés en terme de moyennes
conditionnelles turbulentes de la méme maniére qu’en écoulement pleinement turbulent (cf. paragraphe 8.3.2
sur la modélisation des corrélations inconnues en terme de moyenne conditionnelle turbulente) :

_ — OF uulE Ok
H, = D%-Tukul8 + DT k%l 83:1 (10.5)
~ ~2 ~
~ ~ —~¢€ 5 785N8 8kuu85 sakNGk
C.+S. = CqPi=—Coa= +Co=—1/ C k1 — T =
+ 10z = Ceam o+ Coez g g o+ O 5 = 5 T O T 52 50, gy,
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La partie turbulente. !, définie par la relation (10.4), est alors fermée de la méme maniére suivante :

~ ~9 ~ T
~ 0 — O¢ 0 w0k
¢ = ol ot 2 (D ) 1 2 (Dan SR g
G. Ce1y kk‘ Ceoy 3 —+ X eeY T Uy o, + e k Ers (10.6)
708 —, 08 Ok uju) OF _E Ok —, 0k

JE— 6 —_
eV 2 0 gyt O T o T o T O T o, ey,

Modélisation du terme additionnel

Pour calculer le terme additionnél.%%, il est nécessaire de décomposer chacune des corrélations appa-
raissant dans I'équation de transport (10.1) de la dissipation.

La partie deS. dépendante du champ moyen est a priori négligeable au voisinage de la frontiére libre
comme peut I'étre la production de turbulence dans les équations pour les tensions de Reynolds. Le terme de
diffusion visqueuse est lui aussi négligeable a Reynolds élevé. C’est pourquoi le terme additiodaak la
décomposition de5. sera négligé ici. Nous cherchons en effet & construire un modéle reproduisant un com-
portement a la frontiére libre tenant compte de I'effet d’'intermittence de frontiére et le t&fnméest pas
nécessaire a la construction de notre modéle.

Examinons la décomposition des corrélations apparaissantHiaesC,.. De la méme maniére que paur
en (8.6) mais en négligeant la partie non-turbulente d’aprés le paragraphe 8.3.1, les termes suivants :
N u, dp' ap' o 0% 0%

t—2
p oxy 81}1 © v Oxj Oxy, Oxj Oxy,

ne font pas apparaitre de terme additionnel lors de leur décomposition a Reynolds turbulent élevé. Toujours a

P , ——5 Oe’ P N A .
/ / ik /
Reynolds turbulent éleve, les termgs’, et Uj g S€ décomposent quant a eux de la méme maniére/gue
en (8.8) :

wel o~ yuld +(1- )(U U)eik (10.7)
O¢! —— de;
Gk~ et (1 7 (0 - T) 895:
En résumé, & Reynolds élevé, le terme additioé&l est approché par :
9 7 oo 0 U T e+ (0. -T) =
g U= H) 47(0-9C = g [ (1= ((0h - Ti) £+ (0: - T) &) | 108)
0g;
1oy (1 — )(U U) Gac;]:

En supposant que les petites échelles ont un caractére isotrope (hypothése de similitude de Kolmogorov), le
terme additionnel est modélisé comme suit :

G = %(7(1—7)193)+7(1—7) (@?JrSQ) (10.9)

2 (walt=2) (G- T)e) - n 1) (G5 ) 22

12
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Deux nouvelles constantes et 5 apparaissent donc lorsque l'effet d’'intermittence de frontiere est pris en
compte dans la fermeture en un point de I'équation de transport pour la dissipation.

Modélisation finale de I'équation de transport pour la dissipation

En résumé, pour un nombre de Reynolds turbulent éleve, I'équation de transport pour la dissipation est
modélisée par :

De —z 29 — 07 ) udl Ok
— = CavPi= —Coaoy=+ — | DeeyTujul=— | + — | Dany 7 ZLe— 10.10
Coy kk Cgvk +8xk ( 'yTukulaxl> =+ By < kYT T 58@) (

FOE 08 L Ok w05 o E Ok o Ok
k k 181:1 EWT@xk % 81’1 kkﬁy’rf]? 81’k k laxl

(_0‘(1—7) (ﬁk—ﬁ) 6) —By(L=7) (@—ﬁ) %ZZ

+8—$k

10.3 Contraintes sur le comportement du modele au voisinage de la frontiere
libre

Dans le but de construire un modéle possédant un comportement a la frontiére libre le plus physique pos-
sible, des contraintes sur le comportement des échelles caractéristiques de lénguktr /= et de temps
T o k/e sont appliquées au modéle. Effectuons pour cela une étude du comportement & la frontiere libre du
modéle en calculant la dégénérescence de ses équations de transport selon la méthode employée dans la partie
II. Pour cela, rappellons queutes les grandeurs sont adimensionnédsf. partie Il) de sorte qu’elles soient
de I'ordre de l'unité dans la région pleinement turbulente.

10.3.1 Dégénérescences des équations pour la dissipation et pour la viscosité turbulente equi-
valente au voisinage de la frontiere libre

Au voisinage de la frontiére libre, les comportements suivants doivent étre satisfaits (cf notations du para-
graphe 8.4.1) :

S:cte;ff—ﬁao;f/—ﬁame (10.11)
— ko~ O = ? ~ 0 (10.12)
Y

Reprenons I'étude faite au chapitre 4 sur le calcul de la dégénérescence significative d’'un modéle RSM et de
son équation d’échelle au voisinage d’'une frontiére libre. L'équation pour la dissipation (10.10) dégénére sous
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la forme suivante :

ge 0 e /vy de/v\?
Voo = 5 (DEEN 5 >+CEE - < 5 (10.13)
0 8'y> 1~8vﬁ5/’y]
+Cy N —N—
[8y< dy ﬂv dy 9y

avecN = fv/2ymo—1/z

Pour étudier le comportement au voisinage de la frontiére liore(1) du modéle construit, il est néces-
saire de calculer (cf. section 4.2) la dégenerescence de I'équation pour la viscosité turbulente équivalente du
probléme représentée ici paf. Puisque la grandeur,? = 4™ ~1k? /e lui est équivalente lorsque < 1,
tout revient a calculer la dégénérescence de I'équation de transpgft @@ette dégénérescence est obtenue en
combinant I'expression ci-dessus aux dégénérescences de I'équatidngiale I'équation pouy. L'équation
pour le facteur d’intermittence dégénére selon la relation (8.4.2), c’est a dire :

0 0 ~ Oy
= B N—
Y%y Ay (Cg 61/)

Puisque les tensions normales vérifiaft/, /v ~ C' lorsquey < 1, 'équation pourk dégénére suivant
I'équilibre ci-dessous :

ok 0 k < 9y
VO@ = 8_y<0 N8y> (10.14)

De maniére similaire a ce qui a été fait dans la section 4.2, I'équation dégénéréé et récrite pour la
grandeury proportionnel &9, a savoirg = -NC o/ Vo :

829 dg dg
0 = 992 +b (8)\> +c €N +d avecA =y, —vy (10.15)
a = —De.
. b= Dss + Css
avec :

c=—2mg(Dee +Cee) — Cy(a+1—f) — D,
d:m(%(Dae+Ce€)+m0(Cg(ﬁ_1+04)+D€e)+0g(5_1)

La dégénérescence de I'équation pguwécrit alors sous forme relativement compacte :

2 2
Doy = (Dot C) (G0 =) + (55— m) €y (a+1-8) = Dd 4Gy (5- 1) (1039)

10.3.2 Contraintes sur le comportement du temps caractéristique de la turbulende/=
Comportement physique dek /< a la frontiére libre

Une fois adimensionnée afin qu’elle soit de I'ordre de I'unité au coeur de I'écoulement turbulent, la grandeur
e/k (adimensionné) est censée étre trés petite devant I'unité au voisinage de la frontiére libre pour que la
condition de vraisemblance sur la dissipation soit satisfaite (paragraphe 6.1). Par ailleurs, les DNS de Spalart
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FiG. 10.1 — DNS de Spalart (1988) en couche limite de plaque plane {pour 1410 ety ~ § < y* ~ 800)

(figure 10.1) en couche limite de plague plane semblent montret gueste borné au voisinage de la frontiére

libre. Mais cette conclusion reste peu fiable de part le caractere “bruité” des DNS au voisinage de la frontiere
libre, ce “bruitage” s’expliquant par le manque de structures turbulentes dans cette zone. Néanmoins, afin que
les grandeurs statistiques de I'écoulement turbulent se raccordent de fagon continue avec I'écoulement extérieur
faiblement turbulent, il semble justifié d’avoir un niveauige élevé mais borné.

Contraintes sur le comportement du modéle au voisinage de la frontiére libre

Le comportement asymptotique d¢k au voisinage de la frontiere libre (ou la viscosité moléculaire est
négligeable) est étudié en reprenant les résultats de la partie Il appliqués a I'équatigriliblb). Reprenons
alors les notations d’'un développement asymptotique c’est a dire remplacons la distance a la frontiére libre
A = y.—y par la variable locale = /(&) définie au paragraphe 4.1. Comme cela a été montré au paragraphe
5.1, le comportement de'k peut étre étudié a I'aide des deux solutions en puissance (4.27) puisque la solution
paramétrique (4.29) est encadrée par ces deux solutions particulieres (cf figure 4.3). Au voisiﬁageOde
la solution paramétrique tend vers la solution en puissanc@t au voisinage de = oo, la solution tend
vers la solution en puissanc:gL . Ces deux exposants associés aux solutions en puissance sont solutions (x) de
I'équation du second degré :

(1/x —mg)* + (1/z —mo) [Cy (@ +1—8) = D] +Cy (B—1) =0 (10.17)

Puisque pour chaque solution en puissante= v~ 1k2 /¢ o 2\ le comportement de/k a la frontiere
libre est donné par :

0 o Amow-1)jorsquel — 0 (10.18)

0 o Xmoai-1) jorsqued > 1
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En revenant en variable globales/k ne doit plus dépendre que dex 1 :

~ Amoer=1)|orsquel — 0 (10.19)

~ Amoal=1) orsqued > 1

T mFm

Le comportement asymptotique imposé au modeéle est, d’aprés le paragraphe précédent :

% < let k borné (10.20)
g

Pourmga, —1=0etmg a: — 1 > 0, la condition (10.20) est satisfaite car :

— Cte IorsqueX—>0 (10.21)

< 1 IorsqueX > 1 car on a toujours\ < 1

T mFm

Pour avoire,, = 1/my, il est nécessaire d'imposer d'apres I'expression (10.16) :
p=1 (10.22)

Pour définir le raccord (c’est a diteg) a l'aide de la constante apparue dans la relation (10.9), la constante
) est introduite par I'intermédiaire de la relation ci-dessous de sortecfjue o :

o= ci [~D.c — (Dee + C=2) (mo — 1/af)] (10.23)
g

Pour les définitions (10.22) et (10.23), on vérifie que :

a=—D.
b= Dae + Cae
10.24
¢ = (D + Cy) (—mo — 1/042) ( )
d=mg (Dae + Cee) (1/6“2)
et que les deux puissances de raccordement s’écrivent :
1
oy = — az =a) (10.25)

Rappelons que la constant§ doit étre supérieure &/my afin que I'on aits/k < 1 d’aprés I'expression
(10.29).

D’aprés (5.1), puisque les deux puissances sont positives, le modele n’est pas sensible aux conditions exte-
rieures lorsque le taux de turbulence extérieur tend vers zéro.
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10.3.3 Contraintes sur le comportement dé = k5 /¢

De maniére similaire au paragraphe précédent, le comportemdnpelg étre étudié a I'aide des deux
solutions en puissances puisque la solution paramétrique est encadrée par ces deux solutions particuliéres. Pour
une solution en puissance, on a:

k1’5

| o ~ \(1H(0,5=mo)ak) (10.26)
3

soit: 1 ~ A(IHOS=mo)a) orsquel — 0
|~ A(1+O5-mo)al) jorsquen > 1

Puisquemg o, = 1, I'échelle de longueut tend vers zéro Iorsqufe — 0. Pour qud soit également trés petit
devant I'unité pour la solution en puissance liée au second exp@%alﬂtfaut et il suffit que :

14 (1/2 = mg)a;f >0 (10.27)

1
lorsque mg > =

Jr
=  qf < 5

1
mo — 1/2

Pour la valeurn = 2/3 choisie (cf. section 9.4), I’exposaa;j‘ = o doit rester inférieur &.

10.4 Conclusion sur le modéle pour I'équation d’échelle avec effet d’intermit-
tence

Lorsque les contraintes précédentes sont appliquées, I'échelle de longueur caractéristique de la turbulence
| = k' /e tend vers zéro a la frontiére libre et I'échelle de terps caractéristique de I'écoulement devient
trés grande devant I'unité d'aprés (10.21) mais reste bornée.

Le modele construit pour la diffusion et pour I'équation pour la dissipation est donc cohérent avec la plu-
part des comportements physiques constatés au voisinage de la frontiere libre, contrairement a la plupart des
modéles de turbulence. D’aprés le paragraphe 9.4 plusieurs constantes sont fixées. Le hombre de paramétres
inconnus est alors assez réduit.

Remarquons que, pour le modéle établi pour I'équation de transpertieleaccord a la frontiere libre est
piloté par des termes qui s’annulent lorsque 1. Le comportement du modéle a la frontiére libre est donc
piloté par l'intermittence de frontiére . Cet aspect est cohérent avec la physique de la frontiére intermittente :
l'intermittence de frontiére, en procédant au mélange entre I'écoulement turbulent et 'écoulement irrotationnel,
assure le raccordement des grandeurs turbulentes a la frontiére libre. Cette caractéristiqgue posséde de plus un
intérét tres pratique le comportement du modeéle a la frontiére libre est découplé de son comportement
dans une zone pleinement turbulentell est dés lors possible de satisfaire les contraintes sur la loi logarith-
migue et la loi en racine et dans le méme temps les contraintes sur le raccord a la frontiére libre (qui sont
vérifiées par construction du modéle).
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Chapitre 11

Modele simplifié

Pour des raisons de robustesse numérique, le modéle précédent n’a pas pu étre testé dans un code de calcul.
Ces problémes de robustesse semblent liés aux équations aux tensions de Reynolds dans lesquelles un trop
grand nombre de termes de diffusion doivent étre traités en tant que terme source. Néanmoins, eu égard aux
imprécisions de modélisation du terme de redistribution ou encore de I'équation d’échelle, il n’est sans doute
pas nécessaire de représenter aussi finement les effets de l'intermittence de frontiére sur les fermetures en
un point. C’est pourquoi, en s’appuyant sur le développement du modele précédent, un modeéle plus simple
est construit, ce modeéle ne visant a reproduire les effets de I'intermittence de frontiére qu’au voisinage de la
frontiére libre c’est a dire lorsque — 0. On ne cherchera donc qu’a vérifier le comportement asymptotique
au premier ordre du modeéle établi préecédemment lorsque 0. La figure 11.1 symbolise sur le facteur
d’intermittence les zones ou I'erreur commise dans la construction du modéle simplifié reste négligeable devant
les termes modélisés.

0.9
0.8
0.7

0.6

>~ 05

0.4

0.3

0.2

0.1

FiGc. 11.1 — Domaines de validité (rectangles en pointillées) du modéle simplifié en tant qu’approximation du
modéle construit aux chapitres 9 et 10
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Cette simplification peut paraitre assez grossiére. Mais I'objectif est de construire un modeéle de turbulence
gui respecte certains comportements physiques donnés afin de reproduire correctement la physique de I'écoule-
ment. Par exemple, il est demandé au modele de reproduire correctement la réponse de I'écoulement & certains
paramétres comme le gradient de pression longitudinal ou la turbulence extérieure. Ici, I'objectif recherché est
de pouvoir combiner le comportement a la frontiere libre et les contraintes concernant la couche limite. Le mo-
deéle pour I'équation d'échelle établi au chapitre précédent permet de combiner ces deux aspects (cf. paragraphe
10.4) et il en sera de méme d’'un modéle simplifié qui lui serait équivalent lorsgue).

11.1 Modele pour les équations aux tensions de Reynolds

Au voisinage de la frontiere extérieure d’'une couche mince, le modéle pour I'équation de transport du
facteur d’intermittence :

Dy _ 9

bi = ae (70N (G-T)) +5 (11.2)

se réduit a I'équilibre convection-diffusion suivant (cf. paragraphe 8.4) :

vy 0 ~ =
La modélisation (8.17) du saut de vitesse conduit alors a :

O 9 gz
V@y = 3y <Cg7'v 8y> (11.3)

Puisque toutes les tensions normales sont proportionnelles (en premiére approximatidlapees le para-
graphe 8.4, les équations de transport pour les tensions normales se réduisent a I'équilibre suivant :

o) 3
Vaauy o~ é% (Cg Tv'? %%)
Wl )
Vagy ~ a% ((Jg For? %%) (11.4)
ow'® B} ~ w'? Oy
Vv ~ — | O, TV —
dy 0y ( ! o] 8y>

Ainsi le modéle pour la corrélation pression-vitesse peut, que ce soit au voisinage deu bien poury = 1,

étre intégré dans le modéle pour la diffusion turbulente puisqu’il a tendance a compenser une partie de cette
diffusion turbulente. De plus, I'ensemble diffusion turbulente et diffusion par la pression semble pouvoir étre
modélisé sous une forme en premier gradient (2.4) que ce soitypeud d’apres (11.4) ou pouy ~ 1 comme

pour le modéle de Daly et Harlow (1970). La diffusion turbulente et par la pression est donc modélisée comme
suit :

D D 9 i ' ’8u2u} 11.5
ij = kka—xk Evl—moukul o (11.5)



11.2. EQUATION DE TRANSPORT POUR « 103

I'effet de l'intermittence de frontiere sur la fermeture du terme de diffusion étant ainsi de modifier I'échelle

de temps caractéristique des structures porteuses d'énergie dans la zone intermittente. Cette modélisation res-
semble beaucoup a celle de Patel et Scheuerer (1982) qui avait, sur un medelenodifiév; en le divisant

par~. Ici, nous avons divisé en quelque sarigar~y!'~"o,

11.2 Equation de transport pour~y

Pour que le modéle soit cohérent avec le modéle pour la diffusion précédent, I'équation de transpprt pour
est modélisée de sorte qu’elle soit équivalente a I'équation plus générale (cf. paragraphe 8.3.3)lessgue

D’Y — 9 k W] a’Y prod Y diss v
Dt~ oa (Cg (I—7) e uy o) + O Py (1 =) k: Cg*e(1—1) i (11.6)

—uu ==
g efylfmo axk k laxl

Pour quek soit équivalent & lorsquey — 0, il est nécessaire que :

Cy = Dy (11.7)

11.3 Modele pour I'équation de transport de la dissipation

De maniere similaire a la diffusion turbulente, I'équation pour la dissipation (10.10) est simplifiée de la
facon suivante :

D 0 k) u) 0 0 — ok
—6 = C’sl-Pk:E - Cs2£ + <Dss ; l,ymo—l_‘g) + <Daku§€uﬁm0_1£—>

Dt k k' Oy, dx; ) | Bxp k 0z
kul ) Oe Oe ok uiu! Oe ul ok Ok
C kY _mo—1 O 0O€ e kL amo=1 ZF | oe Tk mo—1 2 TR 11.8
tCee g2 Oz, Ox; k@xk € Ox; + Ckk k! Oz 0x; ( )
0 ku' ! 0 Oy kuhu! 0 ok uiu) 0
o [ Doy ot Z ) o 2V TR o1 2 e, 22 Tk ymo—1 1
oxp ~ oxy Oxy ey oxy Oxy v oxy
+Ce ku;{:ui mo—lﬁ@
vy

~2 Oxy, Oz

avec :

Da'y = _Dea - Dsk + ﬁ

Cs'y = _2065 - Cek: +a

C’ik = _C]ik + CEE —

¢5, =0

B = Cg

a=—D¢ — (Dee + Cy) (m — 1/0¢2)

(11.9)
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Puisque le modéle simplifié poi?;; et pour I'équation de transport deassurent qué /y ~ C* etk ~ Cte,
le modeéle ci-dessus est équivalent au modéle (10.10) lorgsgue). |l s’agit d’'une approximation au premier
ordre du modele complet lorsque< 1. Les contraintes sur le comportementrdet établies au paragraphe
10.3 sont par conséquent toujours satisfaites. La modélisation de I'équation d’'échelle avec effet d’intermittence
de frontiere apporte donc toujours les mémes avantages (cf. paragraphe 10.4) :
1. amélioration du comportement du modéle RSM au voisinage d'une frontiére libre,
2. le raccord a la frontiére libre est piloté par I'intermittence de frontiére,
3. en conséquence, le comportement du modéle a la frontiére libre est découplé de son comportement dans
un région pleinement turbulente, cette caractéristique nous permettant de satisfaire toutes les contraintes
gue nous Nous sommes iIMmpose.

11.4 Geénéricité du modele

La généricité est toujours assurée pour le modéle suivant :

D® P 0 k ——00 0 ® —— 0k
— = —(Ce1 P, — C. — [ Do ———u) u|— —— | Dgr,——u)u/— |(11.10
Dt k ( 1ok ¢2€) + oxy < o gfylfmo Uit (91’1> + oxy ( ok €'ylfm0 Ukt (91’1)(
k 0P —— 0P 1 0k —— 0P d 0k —— Ok
C Al I C 70 C<1> W]
e sfylme(I) oxy Ukt ox; + ok 57177”0 oxy Ukt oxy + Ok ]ggfyl*mo oxy Ukt ox;
0 ko oy oy k 0P s @® Ok oy
D ! ! ! / C !,/
+8xk < q”’evz*m UKty > + Y 02k ey?mo kT gy + YK en2=m0 Oy, K x;

ou les constantes pour la variable transpofitée £™<™ sont reliées a celles définies précédemment pour

Dy, = nD., (11.11a)
Cpy = Cey+(1—n) Do, (11.11b)
Ch. = nC —m(Cey+ Dey) (11.11c)

permettant, avec les relations (3.9), d'assurer la généricité du modéle pour I'équation d'échelle.

11.5 Comportement a la frontiére libre des variables transportées standards

La prise en compte de l'effet d’intermittence de frontiere dans les fermetures en un point modifie le com-
portement dep, 7 ,.... & la frontiere libre. Reprenons alors ce qui été fait au paragraphe 5.2 et adaptons le a la
nouvelle définition de la viscosité équivalente? = k4™~ /z. Pour une solution en puissankex \** au
voisinage de la frontiere libre, onda= k™e™ o A*® avec :

ap =ai[m+n(l+mg)]—n (11.12)

Pourmg = 2/3, le comportement deg en fonction den, symbolisant le comportement dea la frontiére
libre, est présenté sur la figure 11.2. L'échdlle apparait la encore comme la seule grandeur présentée qui
assurexg > 1, c'est a dire telle que sa dérivée tend vers zéro a la frontiére libre, quel que, seib.
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FiGc. 11.2 — Comportement de quelques grandeurs au voisinage de la frontiére libre

11.6 Comportements physiques du modeéle et calage de certaines constantes

Pour cette modélisation, le comportemenude a la frontiére n’est plus aussi réaliste que pour le modéle
complet caru/v' ~ k ~ v alors que I'on devrait avoit/v’ < k. Néanmoins, la performance du modéle est
surtout liée a la modélisation de I'équation d'échelle, soit en particulier pour la dissipafiimous avons vu
gue le modéle simplifié se comportait de la méme facon que le modéle complet développé au chapitre précédent
au voisinage de la frontiére libre et offrait par conséquent toujours les mémes avantages (cf. paragraphe 11.3).

Certaines des constantes du modéle sont fixées par rapport a des DNS (cf. paragraphe 9.4) et des expériences :

1. comme le montre la figure 9.7, la grandew'k’ / (kﬁymfl/e%) est approximativement constante

dans tout la couche limite pout, = 2/3. La valeurm, = 2/3 semble ainsi donner un bon accord entre
le modéle pour la diffusion (11.5) et les DNS de Spalart.

2. Pour satisfaire les contraintes (cf. paragraphe 10.3) sur le comportement a la frontiére libte- dié
faut quea) €]1/mg,1/(mo — 1/2)[ c'est a direa) €]1,5; 6] pour mg = 2/3. Une valeura)) ~ 4
correspond approximativement a la puissance de raccokdcdéculée sur la DNS de Spalart (1988) a
Ry = 1410. Les DNS de Rogers et Moser (1994) semblent elles aussi donner une puissance de raccord
de l'ordre de quatre. Mais puisque le bilan de I'équation de transpdripésente des résidus trés élevés
dans la zone proche de la frontiére libre, il est difficile de fixer une fois pour toute la valefrapartir
de ces DNS. Tout au plus, les DNS de Spalart et Rogers déterminent un ordre de grandeua%ituant
dans l'intervalle ]3 ;6].

3. le choix est fait de prendi@., = 1,92 car c’est une valeur standard et qui semble donner les meilleurs
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résultats en jet plan, notamment dans la zone avoisinant le centre du jet (la ou les dérivées sont nulles et
ou les équations de transport se réduisent a un équilibre entre dissipation, diffusion et advection) .

En résumé, les constantes suivantes sont fixées :
moy = 2/3 5 Cg = Dkkz 5 CEQ = 1,92 (1113)

etla constantezg n'est pas fixée mais devrait se trouver dans l'intervalle ]3;6].

11.7 Implantation du modele dans un code de calcul

Les écoulements a frontiére libre nécessitent une condition limite a la frontiere du domaine correspondant
dans I'écoulement externe. Cette condition limfitg sur I'énergie cinétique turbulente par exemple ne peut
étre une valeur nulle pour des raisons numériques évidentes (présence de terme dont le dénominateur tend vers
zéro lorsquées — 0).

Qu’en est-il de la condition limite appliquée~é Par définition dey, la condition limite devrait étre une
condition de nullité a la frontiére extérieure du domaine. Mais la modélisation adoptée fait appaiaitre
dénominateur dans les termes de diffusion par exemple. Ainsi, comme: plaucondition limite ne peut étre
une condition de nullité. Pour cela, on choisit de prendre une condition limite non nulle du type :

koo
max (k)

Yoo = (11.14)

Cette condition limite ne modifie pas le comportement du modéle a la frontiére libre car ce comportement est
dicté par le développement asymptotique au premier ordre (cf. chapitre 4) pour :

k k
max(k) © max(k)

!,/ !,/
s wju; N wiuy

max(k) = max(k)

L'erreur commise est donc d’autant plus faible que le taux de turbulence extérieur est faible.
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Chapitre 12

Conclusion sur le modele développé

Dans une région intermittente, les fermetures deviennent obsolétes car I'écoulement n’'est pas pleinement
turbulent. Pour prendre en compte I'effet de I'intermittence de frontiére et résoudre ce probléme de fermeture, il
est nécessaire de distinguer les parties turbulentes et non-turbulentes des corrélations inconnues et donc de faire
appel a des moyennes conditionnelles. Une fermeture est alors nécessaire pour chacune des parties turbulentes
et non-turbulentes. L'approche retenue a été :

- de négliger les corrélations non-turbulentes (i.e. exprimées en terme de moyenne conditionnelle non-turbulente)
d’ordres supérieurs ou égales a deux

- de fermer les corrélations turbulentes a I'aide des fermetures classiques.

Cette approche originale se situe en quelgue sorte & mi chemin entre le modéle de Cho et Chung (1992) et les
modéles RSM de Byggstoyl et Kollmann (1981, 1986a,b).

Un modéle aux tensions de Reynolds avec effet d’intermittence a été dérivé de I'approche décrite ci-dessus.
Ce modele a été construit dans I'objectif de pouvoir combiner le comportement a la frontiére libre avec les
contraintes concernant la couche limite. La prise en compte de l'intermittence de frontiére dans I'équation
d’échelle permet au raccord a la frontiére libre d’'étre entierement piloté par I'intermittence de frontiere. De ce
fait, le comportement du modéle dans une région turbulente est découplé de son comportement au voisinage
d’'une frontiére libre et toutes les contraintes peuvent étre satisfaites par le modéle. L'impact de I'intermittence
de frontiere dans les équations pour les tensions de Reynolds est plus limité et n’apparait que dans le terme de
diffusion pour lequel le temps caractéristique de la turbulencek /s a été modifié emr oc ky™0~1 /e,

Ainsi, c’est encore une fois sur I'équation d’échelle que portent les principales modifications. C’est en effet
le calcul de I'échelle caractéristique des grosses structures qui conditionne en grande partie le comportement
physigue ou non du modele. On cherche ici a prendre en compte le caractere intermittent de la frontiére libre
et, dans le méme temps, la physique des couches limites soumises a un gradient de pression.
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Quatrieme partie

QUALIFICATION DU MODELE AVEC
FONCTION D'INTERMITTENCE
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Rappelons que le modéle pour les équations aux tensions de Reynolds choisi est toujours constitué du mo-
dele SSG pour les termes de redistribution et de dissipation. Le modéle simplifié avec fonction d’intermittence,
construit au chapitre 11, pour le terme de diffusiof}, 'équation de transport deet I'équation d’échelle sera
désigné par le noMS'SG — . La grandeur transportée = k™c™ dans I'équation d’échelle n’est pas encore
définie. La généricité du modeéle nous laisse en effet le choix entre plusieurs grandeurs.

Les constantes du modéle pour I'équation d’'échelle (11.10) sont définies de sorte que les contraintes sur la
loi logarithmique aux ordres zéro et un ainsi que la contrainte sur la loi en racine soient satisfaites (cf. para-
graphe 3.4).

Ce modéle est tout d’abord calibré sur les écoulements cisaillés libres ainsi que sur la partie externe (zone
de sillage) de la couche limite.
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Chapitre 13

Qualification du modele sur les écoulements
vérifiant les hypotheses de similitude

13.1 Ecoulements étudiés

Les écoulements considérés sont les jets plans et jets ronds (figure 13.1), la couche de mélange (figure
13.2), le sillage (figure 13.3) et la partie externe de la couche limite. L'intérét d’étudier le comportement des
modéles de turbulence sur de tels écoulements est multiple. Tout d'abord, ce type d’écoulements incompres-
sibles de couche mince est trés souvent rencontré en écoulement turbulent & Reynolds élevé, notamment en
aérodynamique externe. Ces écoulements bidimensionnels peuvent étre calculés via des codes Navier-Stokes
ou paraboliques mais ils présentent l'intérét de vérifier les hypothéses de similitude. Les équations de trans-
port d’'un modéle de turbulence peuvent ainsi étre résolues, en variable de similitude, sous une forme mono-
dimensionnelle et pour un temps de calcul trés faible. Cet aspect est trés pratique pour tester les modéles de
turbulence et réaliser facilement des convergences en maillage. Ensuite, les divers écoulements testés présentent
tous une frontiére intermittente et constituent donc une base de calibration pour notre fedeéley. Enfin,

'absence de paroi permet de s'affranchir du probleme de la modélisation de I'effet de paroi. On peut ainsi
travailler de maniére découplée pour définir au mieux un modéle de turbulence en dehors des effets de paroi.

13.1.1 Similitude des écoulements étudiés

Les divers écoulements testés relevent tous de I'approximation de couche dnigcé). lls sont de plus
bidimensionnels et stationnaires en moyenne. Les équations du mouvement se simplifient alors, en premiére
approximation, selon les équations de Prandtl :

oUu oUu 10P 0’U  ou

A ViR AT 13.1

U8x+V8y p8x+yay2 Oy ( )
0 - _19P

p Oy
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FiGc. 13.3 — Sillage
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et les équations aux tensions de Reynolds sont approchées, pour le modéle de diffusion de Daly et Harlow
(1970), par:

U +V = Dy +1Lij = &ij + Dirg - | — oy (13.2)

YA ATA 0 [ kv dulu;
Oz oy dy
Par ailleurs, les écoulements cisaillés libres et la zone externe de la couche limite sont des écoulements qui,
suffisamment loin de leur origine, prennent une forme d’auto-similitude a la fois sur la vitesse, les tensions de
ReynoldsW ete. Cela signifie que ces grandeurs, lorsqu’elles sont adimensionnées d’'une certaine fagon, ne
dépendent plus séparémentadet y mais du seul rapport :

ou d(x) représente une échelle de longueur transversale. La vari@siealors appelée variable de similitude.
Les paragraphes suivants examinent la notion de similitude pour chacun des écoulements étudiés.

Jets plans et axisymétriques

La figure 13.1 présente un jet plan ou un jet axisymétrique. La vitesse au centre du jet est nbiéetpar
I'échelle transversale de vitesse est toujours désignéé(parL’hypothése de similitude sur la vitesse et les
tensions de Reynolds est vérifiée lorsgyé/s etu;u;./Ug ne dépendent plus que de la seule varigldéfinie
en (13.3). Dans le cas du jet plan, la similitude est obtenue pour :

S(x) = Az et US(J:)—% (13.4)

ou A et B sont deux constantes. Pour ce qui concerne le jet axisymétrique, la similitude est obtenue pour :
B
0(z)=Ax et Ug(x)=— (13.5)
xr
Couches de mélange

La figure 13.2 présente schématiquement une couche de mélange. La vitesse de I'écoulement le plus rapide
est notéd/; est celle du plus lent/s. La différence de vitesse entre les deux écoulements est Adtée-
U, — U,. Les conditions de similitude sur les vitesse et les tensions de Reynolds en couche de mélange sont
vérifiées lorsque :
(U—Uy) /AU et wul/AU? (13.6)

ne dépendent plus que gell faut pour cela qué/; et Us soient des constantes et que :

o(z) ==z (13.7)
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Sillages

La figure 13.3 définit les notations utilisées pour le sillage. La vitE€gseprésente la vitesse extérieure au
sillage etUg le déficit de vitesse au centre de sillage. Nous ne considérerons ici que des sillages sans gradient
de pression. La similitude sur la vitesse et les tensions de Reynolds est obtenue pour I'adimensionnement :

(Uo—U)/Us et uu/UZ (13.8)
La similitude est vérifiée lorsque :
§(z) =Voz et Ug(z) = QUyVox (13.9)
ou ¢ est I'épaisseur de quantité de mouvement définie en sillage par :
teo U U
0 = —(1-——=—|d 13.10
/—oo Uo ( U0> Y ( )

Cette derniére est constante dans un sillage lorsque le gradient de pression Ionﬁgcﬁaahul. La grandeur
Q est définie par :
1

Q= +oo Ug

(13.11)
—U
0 Us dn

avecn = y/9d.

Couches limites

Soient les définitions ci-dessous :

ur; = 4/7p/p Vvitesse de frottement

L.
A = épaisseur de Clauser (13.12)
\/Cf/Q

01 dP A due R . .
8 = acr _ o parametre de gradient de pression
Tp dx Uy dx

L'hypothése d’auto-similitude de la couche limite est vérifiée, en ce qui concerne la vitesse, féfsEuee
dépend plus que de= y/A:

U.—-U

Ur

=W (n) (13.13)

On parle aussi, lorsque cette hypothese d'auto-similitude est vérifiée, de couches limites d’équilibre. Pour que
cela se réalise, il est nécessaire que le paramétre de gradient de pressibiconstant. Remarquons que la
variable de similitude; est définie a partir de I'épaisseur de Claudeplutbt qu'a partir de I'épaisseur de la
couche limites. La similitude sur la vitesse, définie en (13.13), est en effet mieux établie pour cette définition
den.
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13.1.2 Equations de transport écrites en variable de similitude

Les équations de transport d’'un modeéle de turbulence se réduisent alors a des équations mono-dimensionnelles
fonction de la variable de similitude (cf. Paullay et al. (1985) et Bézard (2000)). Ces équations de transport
peuvent se mettre sous la forme suivante :

dy 10 . _Oyp
—Ap—B-—L =—_ (0=~ 13.14
7Ty 77]6?7<770577>+S (1319

ou ¢ est la vitesse adimensionnée ou bien une grandeur turbulente adimensionnée. Les variables adimension-
nées ainsi que les coefficients pour les divers écoulements de similitude sont présentés dans les deux tableaux
récapitulatifs 13.1 et 13.2. La grandekirest définie paf’ = fO” n?Wdn et Fy, = lim,_ F. Notons que la

W u;ug €
Couche de Mélange =12 (U@ﬂz A 5%2)3
Jets s % 5—%
Sillage Ut Q?jé; 5—%
Couche limite Ll TZ; 5

TAB. 13.1 — Adimensionnement

A B
W u;ug 5 Tous
Couche de Mélangg 0 0 | 725+ W [ n525 +F
Jets i w 2 £
Sillage Fo | 2F 4 Fy NFso
Couche limite 28| 28 1+64 (1+28)n

TAB. 13.2 — Valeurs de A et B

puissance apparaissant dans I'équation (13.14) est égale a zéro pour tous les écoulements cités excepte le jet
axisymétrique pour lequgl= 1.
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13.2 Calibration du modele

Un code de calcul 1D écrit en variable de similitude, nommé SIMIL, a été développé a 'ONERA par Bézard
(2000). Nous avons implanté le mod&l&'G — ~ dans ce code de calcul afin de I'optimiser pour reproduire
les écoulements cisaillés libres présentés précédemment. La couche limite avec et sans gradient de pression
adverse est également intégrée dans le processus de calibration.

13.2.1 Méthode de calibration : étude paramétrique

Plusieurs types d’optimisation existent. Le plus connu est le processus d’optimisation par gradient. Mais
il reste trés limité dans le sens ou il n'est capable de fournir gu’'un minimum local et que ce minimum peut
s'avérer difficile a trouver si trop de constantes (>2) sont utilisées pour 'optimisation, ou bien si I'optimisation
est faite sur un trop grand nombre d’écoulements. C’est pourquoi il est tout aussi préférable, dans notre cas, de
procéder a une étude paramétrique sur les constantes encore libres du modeéle. Notons qu'il serait intéressant
d’envisager un processus d’optimisation par algorithme génétique au vu du grand nombre de constantes a opti-
miser ainsi que du nombre conséquent d'écoulements sur lesquels I'optimisation pourrait étre faite.

Le critére d'optimisation doit &tre défini. Dans un premier temps, il est nécessaire de définir quels sont les
écoulements qui présentent le plus d’intérét, I'optimisation étant pondérée en conséquence. Le sillage est d'in-
térét moindre du fait que les conditions de similitude sont rarement satisfaites (seulement valables en sillage
lointain) et le jet rond n’est pas non plus intégré dans le processus d’optimisation du fait de 'anomalie jet plan
/ jet rond qui risquerait de “brouiller” I'optimisation. On se restreint donc aux écoulements libres de couches
de mélange et de jet plan, sans oublier la couche limite. La couche de mélange et la couche limite étant des
écoulement frequemment rencontrés, elles resteront prioritaires vis a vis du jet plan.

Dans un second temps, le critére d’optimisation doit étre défini en tant que tel. L'objectif étant de reproduire au
mieux le taux d’ouverture pour la couche de mélange tout comme pour le jet plan, c’est donc sur ce critére que
I'on se base pour ces deux écoulements. Un second critére sera également envisagé : I'écart maximum entre
les profils (de vitesse ou dév’) issus de la simulation et les profils expérimentaux. L'idéal serait évidemment

gue les minimums trouvés soient identiques pour chacun de ces deux critéres. En ce qui concerne la couche
limite, le critere d’optimisation est basé sur I'écart maximum entre les profils de vitesse expérimentaux et ceux
issus du code de calcul pour différeritsMais il s’avére que les cas a gradients de pression adverses élevés
(en l'occurrence le cas @ = 20) sont dimensionnants. L'optimisation est également basée, pour un gradient

de pression nul, sur I'écart entre le facteur d’intermittena®nné par la loi empirique de Klebanoff (1954) et

celui calculé par le model§SG — .

Plusieurs constantes du modéle sont fixées (cf. chapitre 11) :
mo = 2/3 5 Dkkz = Cg 5 CEQ = 1,92 (1315)

et o) €]3;6[. Pour bon nombre de modéles, les valeﬂﬁ“’d = 1,6 et ngiss = 0,05 nous ont semblé
représenter de maniére optimale la contribution de la production et de la dissipation dans le trangpkri de
d’'autres termes, les valeu(sj"md = 1,6 et ngiss = 0,05 ajustent correctement la répartition entre la région
avec intermittence de frontiere & 1) et la région pleinement turbulente & 1). L'étude paramétrique porte
alors sur un nombre restreint de constant€s,;; D,., Dy, ag et Cg.
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13.2.2 Choix de la grandeur transportée dans I'équation d’échelle

Le choix de la grandeur transportée dans I'équation d'échelle ne modifie en rien la solution numérique
obtenue du fait de la généricité du modSIeG — ~, pourvu que cette grandeur soit choisie afin que le code de
calcul aboutisse a une solution convergée. L'optimum obtenu par I'étude paramétrique est donc le méme quel
gue soit la grandeur transportée. Plusieurs grandeurs transportées sont possibles grace au caractére générique du
modéle pour I'équation d'échelle. Le choix d’'une grandeur plutot qu’une autre est principalement dicté par son
comportement au voisinage d’une paroi ou d'une frontiere libre. Les variahles L et hous ont semblé les
plus robustes au voisinage de la frontiére libre d’'un point de vue théorique d’apreés la figure 11.2. Cependant, la
variablek L s’est avérée la plus robuste dans la pratique. Il a été impossible d’aboutir a une solution convergée
avece par exemple. D'un point de vue théorique, la grandelira un comportement a la frontiére libre tel
que sa dérivée reste toujours bornée a la frontiére libre d’aprés le paragraphe 11.5. Etant donné que le terme
source de I'équation de transport kg est de I'ordre du terme de convection c’est & dire de la dérivéd de
il tend vers zéro a la frontiére libre. Ce n’est pas cas des grandgurst . Cette analyse confirme donc que
le modéle est robuste d’'un point de vue numérique pour la grandeur transpbrt€et aspect numérique est
d’autant plus important que nous utilisons ici un code de similitude ou la viscosité moléculaire a été supprimée.
Ces considérations font quie = kL est la grandeur que nous avons choisie de transporter dans le code de
similitude. Ce choix de la variable transportée par I'équation d’échelle ne tient pas compte des effets de paroi.
Ces effets seront étudiés ultérieurement au chapitre 14.

13.2.3 Modele calibré

Le processus d’optimisation sous contraintes (valelﬂgetag bornées par exemple) conduit & une valeur
de Dy, etC, de0, 3 ainsi qu’a des valeurs éleveesBe. de I'ordre ded, 4 afin d’avoir un bon accord en couche
limite avec fort gradient de pression adverse. Le modeéle optimisé est défini par les constantes suivantes :

Dy = Cy=0,3, Dee =0,4, Doy, = 0,08, Cey = 1,4, Cep = 1,92 (13.16)
mo = 2/3,a)=35,Cr*=16,CH* =005, C;=0,1

L'ensemble de ces relations définit le mod8I€G — ~. La grandeur transportée par I'équation d’échelle est ici
kL. L'équation d’échelle pouw = kL se déduit de I'équation podrpar généricité (3.9,11.11) :

DV \J 0 k. ——0v 0
D = n (Cy1 P, — Cyoe) + a—k (D\pq; ’yl o uk: ;axl> + 8—% (D\yk . uk l8 )13 17)
k oV —— 0 1 0k = ,8\11 1\ ok
+C‘1"I’ A= moy Oy T w, 18 +C\I’k5,yl—m08 T U, 18 Ck:kik A0 9, w, laxl
0 kW 67 oy k ——0v v ¥ O0k——0y
— (Dgy.—— “r Commt " == o 7
+8xk ( VY gq2=mo "k g Yo > * Y o ey?mmo Uit oy 7k e~2=mo kau Uor, x;

avec :

Cyr=1,1; Cys=0,58; Dyy =0,4; Dgj, = —0,33 Cyy = —0,6467 Cyp =0,84; C¥ = —0,3417
Dy, = 0.18 ; Cyy = 0,2559 ; O = —0,0723
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13.3 Comportement du modéle optimis&.SG — v sur les écoulements cisaillés
libres

Le modéleSSG — ~ défini précédemment sera comparé sur les écoulements libres (couche de mélange,
sillage et jets) a des données expérimentales ainsi qu'au modele SSG “standard” pour lequel :
- le modéle (2.42) pour les termes de redistribution et de dissipation est celui de Speziale et al. (1991),
- le modele de diffusion est celui de Daly et Harlow (1970) akkeg = 0, 22,
- le modele pour I'équation de transportaest donné ci-dessous :

De € € 0 ku)u! Oe
—— = 1,35P,— —1,8—+— | 0,15—k L — 13.18
Dt ’ L ’ k+8xk < ’ € 6x1> ( )

Cette version du modéle SSG (il y autant de modéle SSG que de modéle pour I'équation d’échelle associée) a
été choisie comme point de comparaison car c’est ce modele RSM qui a été retenu dans un premier temps dans
le cadre du projet européen Flomania.

La convergence en maillage a été vérifiée (en passant de 200 a 1000 points de maillage) pour tous les
écoulements testés. Les résultats présentés par la suite sont donnés pours@ivraints de maillage car le
résultat du calcul n’était pas modifié de facon perceptible au dela de ce nombre de points.

13.3.1 Couche de mélange

Taux d’évasement

Le taux d’évasement correspond a la dérivée selda I'épaisseur de vorticité, qui est définie comme la
différence de vitessAU = U; — U, entre les deux écoulements divisé par le cisaillement maximum :

S = gl — (13.19)
%>ma:v
Le taux d’évasement est approché par une loi empirique définie par Brown et Roshko (1974) :
1-— 1
5 = oo =)+ V5) (13.20)
dx 2 (147rs)
avec . r:@ets:&
Ur P2

C,, est définie par Brown et Roshko comme une constante v@laai mais leur expérience semble biaisée

et une valeuC,, = 0,135 semble plus réaliste. La calibration du modele a été faite pour partie sur cette loi

empirique qui se réduit en incompressible a une expression plus simple :
1

22 41

(6,"),, = 0,135 0,135 (13.21)

U1+U2:

Les résultats de calculs avec le code de calcul SIMIL pour le modéle optititisé — ~ et le modele SSG
“standard” sont comparés a la loi empirique précédente dans le tableau ci-dessous et tracés sur la figure 13.5 :
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Lo @) | (B)sse | (0)ssa—r | Legse= 1
0 0,135 0,113 0,120 -11 %
0,5 || 0,0675| 0,666 0,0718 +7 %
1 0,045 | 0,0462 0,0435 -3 %
15 0,034 | 0,0354 0,0357 +5 %
2 0,027 | 0,0286 0,0297 +10%

On note que le model8SG — ~ approche a10% le taux d’évasement de la couche de mélange donné par la
loi empirique. Le modéle SSG reste assez proche du matele — v comme le montre la figure 13.5.

Profils de vitesse, profils turbulents et facteur d’intermittence

Pour U, /AU = 0, le calcul est comparé aux données expérimentales de Patel (1973) pour lesquelles
U ~ 8m.s~! et le nombre de ReynoldB, basé sur la longueur de I'écoulement varie entré2.10° et
1,84.10°. PourlUy /AU = 1,5, le calcul est comparé aux données expérimentales de Bell et Mehta (1990).
Cette expérience a été réalisée pour= 15m.s~! etUy = 9m.s~'. Le facteur d’intermittence de fron-
tiére est comparé aux données expérimentales de Wygnanski et Fiedler (1970) pour leSgyélles 28 et
U; = 12m.s~! soit un rapport/; /AU d’environ0, 037. Cette configuration se trouve donc proche de celle de
Patel (1973).

Les profils de vitesse déficitaif& et de tension croiséév’ sont donnés pour les configurationS/ A U =
0. et 1,5 sur les figures 13.6, 13.7, 13.8 et 13.9. Il apparait alors que le md&le— ~ est en bon accord
avec 'expérience pou/y /AU = 1,5. Dans le cad/,/AU = 0, on constate que I'expérience de Patel ne
correspond par vraiment@, = 0 (cf. figure 13.6) et la définition de = 0 est différente entre I'expérience
et le calcul avec SIMIL. Malgré ces différences entre calcul et expérience, on constate que le profilese
assez bien reproduit par le mod&&G — v si le positionnement dg = 0 est ajusté pour coincider avec celui
de I'expérience.

La différence constatée sur les profils de vitesse et les profils turbulents entre calcul et expérience a
Us /AU = 0 se répercute suy comme le montre une comparaison avec les mesures de Wygnanski et Fiedler
(1970) sur la figure 13.10. Mais comme nous I'avons déja constaté sur le profil'dane partie de I'écart est
due a un décalage sur le positionnement)de 0 entre calcul et expérience. Si le positionnementgde 0
est ajusté pour coincider avec celui de I'expérience (cf. figure 13.10 de droite), le facteur d’intermittence reste
malgré tout éloigné des valeurs expérimentales. On retrouve ici le fait que le n#fi@le- v produit un taux
d’évasement &, /AU ~ 0 en deca de la loi empirique (13.20).
L'évolution du facteur d’intermittence pour le mod&l&'G —~ pour différents parametrés, /A U est présenté
sur la figure 13.11. Le profil de est tracé en fonction de la vitesse déficitdiveplutdt qu’en fonction dey
afin de mieux évaluer les différences entre les plusieurs configurations de couche de mélange. Il apparait que
I'influence delUs/A U sur le facteur d’intermittence est difficile & évaluer si ce n’est sur la dissymétsigde
rapport alV. Il semble néanmoins que lorsqlie — U la région intermittente soit plus étendue que lorsque
U2 — 0.
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13.3.2 Jetplan

Les résultats sont comparés avec I'expérience de Gutmark et Wygnanski (1976) pour laquelle la vitesse de
sortie du jet est d85m.s~!; 'ouverture de la fente est = 1, 3cm soit un nombre de Reynolds basé sur la
taille de la fenteR; ~ 30000. L'écoulement devient auto-semblable a partirad@ = 10 pour la vitesse et a
partir dex/d = 40 en ce qui concerne les grandeirst«/v’. Les profils expérimentaux sont donnés pour un
rapportz/d = 120.

Profil de vitesse et profils turbulents

Les profils dew/v’ ou dek (figures 13.13 et 13.14) issus du calcul sont en bon accord avec I'expérience de
Gutmark et Wygnanski (1976). Par contre, un léger écart a été noté sur le profil de vitesse (figure 13.12). La
frontiere libre pour les profils turbulents correspond pourtant bien a un cisaillement nul c’est a%gire@

(comme tout écoulement de couche limite) mais la vitesse ne tend pas vers zéro dans I'expérience contraire-
ment au résultat du calcul numérique avec SIMIL. Cet écart est plutdt surprenant car, dans I'expérience de jet
axisymétrigue de Ninomiya et Kasagi (1993), la vitesse tend vers zéro a la frontiére libre du jet. Le modeéle
de turbulence ne peut étre incriminé puisati€ est bien reproduit par le modele. S’agit-il alors d’'une erreur

de mesures ? L'écart est suffisamment important pour ne pas étre attribué aux seules erreurs de mesures de
fil chaud lorsque la vitesse devient faible. Il est probable que cela vienne plutdt d’'un effet de confinement du
jet plan dans I'expérience de Gutmark et Wygnanski (1976). En tout état de cause, I'écart entre les profils de
vitesse issu du calcul et de I'expérience de Gutmark et Wygnanski (1976) reste dans l'intervalle des différentes
mesures en jet plan (cf. figure 13.4) effectuées par Heskestad (1965) ou Bradbury (1965) pour ne citer qu’eux.
Remarquons tout de méme que le modet&s — ~v donne un profil de vitesse proche de mesures de Heskestad

FiG. 13.4 — Comparaison entre les profils expérimentaux de vitesse de différentes expériences de jet plan
— — : Heskestad (1965)+— — — : Bradbury (1965) B : Gutmark et Wygnanski (1976)
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(1965).

Les modelesSSG et SSG — ~ donnent des résultats trés proches que ce soit sur le profil de vitesse ou sur
les tensions de Reynolds. En comparaison du modele SSG, le m#i€le- + apporte toutefois une légére
amélioration sur les différents profils turbulents au voisinage de la frontiére libre et prévoit un niveau d’'énergie
cinétique turbulenté au centre du jet plus proche des valeurs expérimentales de Gutmark et Wygnanski (1976).

La comparaison du facteur d’'intermittence (figure 13.15) par rapport aux mesures de Gutmark et Wygnanski
(1976) démontre que le modele reproduit bien, en jet plan, la distribution de I'intermittence de frontiere.

Taux d'ouverture
Le taux d’ouverture a0% du jet est défini en variable de similitude par :
8" =nw=01) (13.22)

Le taux d'ouverture 40% donné par le calcul numérique pour les mod&léss et SSG — ~ est comparé au
taux d'ouverture de I'expérience de Gutmark et Wygnanski dans le tableau ci-dessous :

Exp. Gutmark et Wygnanski SSG | SSG — ~ | erreur relative

5/

- 0,186 0,208| 0,199 7%

On note un léger écart avec la valeur expérimentale que ce soit pour le nil&le- v ou pour le modele

SSG. L'écart entre expérience et calcul provient bien évidemment de I'écart observé sur les profils de vitesse
(figure 13.12). La valeuﬁ’Wzoyl) ~ 0,186 de I'expérience de Gutmark et Wygnanski (1976) est donc peu
représentative. Le modéie n'en est pas moins proche des valeurs expérimentales de Gutmark et Wygnanski

(1976) pouru/v’ et de Heskestad (1965) pour la vitesse.

13.3.3 Jetrond

Les résultats numeériques obtenus avec le code de similitude sont comparés aux données expérimentales de
Ninomiya et Kasagi (1993). Cette expérience a été réalisée a partir d’'un jet de diameétrel initialm et
de nombre de Reynolds initidl; = 2566. L'écoulement devient auto-semblable & partirde = 10 pour la
vitesse et & partir de/d = 40 en ce qui concerne les grande#érst u/v’.

Le jet rond (axisymétrique) est un écoulement souvent mal représenté par les modéles de turbulence. La
plupart des modéles de turbulence présente en effet ce que I'on appelle communément une anomalie jet plan /
jet rond : le modele produit un taux d’ouverture en jet rond plus élevé que celui en jet plan alors que c’est le
contraire qui se produit dans la réalité. Une explication de cette anomalie a été donnée par Pope (1978). Selon
lui, le jet axisymétrique ne peut étre calculé correctement par les modéles de turbulence classiques en raison
d’'un effet d'étirement tourbillonnaire spécifique au jet rond influant sur le processus de cascade d’énergie et
donc sur les fermetures en un point. Pour résoudre cette difficulté, Pope (1978) introduit une correction dans
I'équation de transport de la dissipation.

Bézard (2000) parvient tout de méme a construire, par optimisation, un modéle a deux équations ne présentant
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pas d’anomalie jet plan / jet rond en diminuant la valeur de la constante de diffagidhn’est donc pas
forcément indispensable de faire appel a une correction comme celle de Pope pour résoudre I'anomalie jet plan
/ jet rond.

Modeéle sans correction

Sans apporter de correction aux modéles, les résultats obtenus pour le ;i8@eddassique sur la vitesse
ou I'énergie cinétique turbulente (figure 13.16 et 13.17) sont assez proches des mesures de Ninomiya et Kasagi
(1993). Les résultats pour le modé#'G — ~ en jet axisymétrique restent quant & eux assez €loignés des
données expérimentales de Ninomiya et Kasagi (1993). L'anomalie jet plan / jet rond n'apparait pas pour ce
modéle et c’est méme l'effet inverse qui se produit puisque I'épaisseur du jet rond est trop faible. La prise en
compte de l'effet d'intermittence de frontiére sur les fermetures en un point a donc un effet trés significatif en
jet axisymétrique. L'optimisation du modé#sG — ~ n'a pas tenu compte du jet rond et il n’est pas surprenant
de ne pas bien reproduire cet écoulement compte tenu des problémes d’anomalie jet plan / jet rond souvent
constatés.

Modéle avec correction

Une correction de I'équation pour la dissipation a été développée par Pope (1978) pour unimedele
Cette correction revient a ajouter un terme supplémentaire au terme sbutaas I'équation pour la dissipa-
tion :

2
Se — S + Ce3k?sinikRkj (13.23)

ol R;; = uju’; etCe3 = 0,79. La grandeur’;—jSMRikRkj correspond a une mesure adimensionnelle de I'étire-
ment tourbillonnaire. La correction a été adaptée pour le modéle avec effet d’intermittence de frontiére :
k.2

Le fait que cette correction ne s’active gu’en écoulement axisymétrique et les bons résultats obtenus par Pope
nous conduisent a I'intégrer dans I'équation d’échelle du mofi8l& —~. Mais les résultats restent malgré cela
encore meédiocres. Nous avons donc décidé d'ajouter une correction similaire dans I'équation pour le facteur
d’intermittence :

o] K2
Une étude paramétrique conduit aux constadtes= 3 etC.3 = 1, 5. Les résultats pour le modeteSG —
avec correction et le modéefeSG classique sont présentés sur les figures 13.18, 13.19 et 13.20 en comparaison
des données expérimentales de Wygnanski et Fiedler (1969). La correction permet d’améliorer trés nettement
tous les profils turbulents et de vitesse, mais améliore surtout la prévision du taux d’oudggiuad 0% défini
comme en jet plan comme égal . Le taux d’ouvertut®? obtenu avec les modelésSG — ~ avec correction,
SSG — v sans correction é£SG classique est comparé au taux d’ouverture issu des valeurs expérimentales de
Wygnanski et Fiedler (1969) :
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Exp. Ninomiya| SSG | SSG — v | SSG — ~y avec correction erreur relative

Sw—o.1) 0,168 0,21 | 0,08 0,175 4%

Le facteur d’'intermittence du modeleSG — ~ avec correction est comparé aux données expérimentales
de Wygnanski et Fiedler (1969) sur la figure 13.21. Le factecalculé par le modéle est proche des valeurs
expérimentales.

Ainsi, le taux d'ouverture et le facteur d’'intermittence sont bien reproduits par le modéle ce qui valide
le modéle et la correction (13.24,13.25) apportée aux équations de transpoet d&chelle. Pour éviter de
recourir a des corrections comme celle de Pope (1978), il serait préférable au vu des résultats obtenus par
Bézard (2000) d'intégrer le jet rond aux autres écoulements (couche de mélange, couche limite et jet plan)
dans le processus d'optimisation. Mais une étude paramétriqgue ou un processus d’optimisation par gradient ne
permettent pas de réaliser une optimisation sur un tel nombre d’'écoulements.

13.3.4 Sillage

Les résultats numérigues sont comparés avec les mesures de sillage réalisées par Marasli et al. (1991) pour
un écoulement extérieur dont la vitesse estdes—'. Le nombre de ReynoldBy associé a cette vitesse est
de1027.

Les résultats pour les profils de vitesse et le profil de la tension creisésont présentés sur les figures
13.22 et 13.23. Le model€SG — ~ semble apporter une amélioration sur ces deux profils en comparaison
du modéle SSG “standard”. Le raccord a la frontiére libre du sillage est néanmoins plus abrupt pour le modéle
SSG — ~ que pour I'expérience.

Mais, compte tenu des difficultés rencontrées pour calculer cet écoulement avec le s@eley dans
SIMIL, les résultats présentés sur les figures 13.22 et 13.23 sont difficilement exploitables. Il nous a en ef-
fet semblé que le raccordement abrupt de la vitesse et des grandeurs turbulentes a la frontiére libre bloquait
I'évolution de la solution au cours du temps et ainsi altérait le résultat convergé du calcul numérique.

13.4 Comportement du modele dans la région externe de la couche limite

Le code de similitude permet de calculer la région externe de la couche limite se situant entre la zone
logarithmique (condition limite) et la frontiére libre. Le mod&d&'G — ~ a été calibré sur cette région de la
couche limite pour divers gradients de pression adverse.

13.4.1 Couche limite sans gradient de pressiom (= 0)
Profils de vitesse et profils turbulents

Les résultats du calcul avec SIMIL sont comparés aux données expérimentales de Smith et Smits (1998) sur
une plaque plane et par conséquept-a 0. Les mesures par fil chaud de la vitesse et des grandeurs turbulentes
sont données &y = 13052.
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Les figures 13.24 et 13.25 donnent les profils de vitesse déficitaire et le profilqmur les modéles SSG
et SSG — ~ et I'expérience de Smith et Smits (1998). Le mod€&leG — ~ est plus proche de I'expérience
gue ne l'est le model®&SG. Les grandeurs turbulentes pour les deux modéles de turbulence au voisinage de
n = 0 restent éloignées des valeurs expérimentales. Or, la condition limite=er) se situe au niveau de
la zone logarithmique et non au niveau de la paroi. La région entre la paroi et la zone logarithmique pour
laquelley™ < 100 < n = y/A < 0,035 ne peut donc pas étre représentée correctement par les hypotheses de
similitude, ce qui explique les écarts observés.

Facteur d’'intermittence

Klebanoff a déterminé une fonction empirique représentant I'évolution du facteur d’intermittence dans
I'épaisseurd d’une couche limite turbulente a gradient de pression nul :

v(y) = %(l—erfé) (13.26)
avec: ¢ = (ﬁ%)fl [#}

ou, selon Klebanoff (1954) /5 = 0,78 eto/§ = 0, 14. D’autres mesures du facteur d'intermittence dans une
couche limite de plaque plane donnent des valeurs trés proches, notammeay poBeul Hedley et Keffer

(1974) trouvent une valeur assez éloignée/d = 0,24. Cependant, dans leur expérience, la couche limite
n'est pas dans un état d’équilibre. Cette valeur est donc a proscrire et il semble que les valeurs données par
Klebanoff soient assez précises.

La figure 13.26 donne I'évolution du facteur d'intermittencen fonction dey /6 pour le modélesS SG — ~
et la fonction empirique de Klebanoff (13.26). Il apparait alors que, malgré les différents critéres d’optimisa-
tion, le modéle soit en trés bon accord avec cette loi empiriqgue. Rappelons que le bon accord avec la loi de
Klebanoff fait partie de nos critéres d’optimisation.

13.4.2 Couche limite avec gradient de pression adverse modéré£ 5)

Bradshaw et al. (1967) ont réalisé une expérience de couche limite soumise a un gradient de pression ad-
verse modéré. Les données expérimentales présentées ici sont issues de cette expérience et Se~sifuent &

La figure 13.27 présente le profil de vitesse déficitaire pour les modeles S&€E-et v en comparaison
du profil issu de I'expérience de Bradshaw. Le mod&k= — v apporte une amélioration par rapport au
modéle SSG lorsque — 0. Or, la zone & < 1 contient la zone logarithmique et le fait que le modéle SSG
se comporte de telle sorte que la dérivée de la vit%gsehange de signe lorsque— 0 indique que la loi
logarithmique n’est pas satisfaite pour ce modéle. La figure 13.28 montre en effet que la loi logarithmique n’est
pas satisfaite pour le modéle SSG mais I'est pour le mosl&ig — .

13.4.3 Couche limite avec gradient de pression adverse éleye=£ 20)

Pour vérifier que la loi logarithmique et surtout la loi en racine sont bien reproduites pour des gradients de
pression adverses élevés, placons nous dans la configuration a gradient de pression adverse élevé de Skare et
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Krogstad (1994). Cette derniere présente en effet une loi en racine (cf. figure 3.3). Les données expérimentales
de Skare et Krogstad (1994) présentées en guise de comparaison se sjfuen@ c’est a dire dans une
configuration proche du décollement.

Les profils de vitesse, d’énergie cinétique turbulente, de tension croisée et de dissipation sont donnés sur
les figures 13.29, 13.30, 13.31 et 13.32. L'amélioration apportée par le mgé&le- v par rapport au modele
SSG est significative, notamment en ce qui concerne le profil de vitesse au voisinagelde

Les figures 13.33 et 13.34 montrent que les lois logarithmique et en racine sont bien reproduites par le
modéleSSG — ~ dans cette configuration proche du décollement. Les contraintes (paragraphe 3.4) que nous
nous sommes imposé ont donc bien I'effet escompté. Lintérét de satisfaire les contraintes sur la couche limite
apparait le plus clairement sur le profil de vitesse (figure 13.29) au voisinage-dec’est a dire au niveau de
la zone logarithmique.

La figure 13.35 présente le facteur d’'intermittencebtenu avec le modélgSG — v dans la couche limite
avec gradient de pression adverse de Skare et Krogstad Z0) et dans une couche limite sans gradient de
pression § = 0). Il apparait que le profil de n’est pas significativement perturbé par le gradient de pression
adverse. Cette caractéristique de notre modéle est en accord avec les observations de Nagano et al. (1998) qui
ne constatent pas de changement notabley ntre les cas avec et sans gradient de pression fpoaHant
de zéro 8,08 102 et 3 allant de0 & 5, 32). Par contre, a la différence du mod&d&G — ~, Fiedler et Head
(1966) constatent que la déviation standayd, définissant la fonction de Klebanoff en (13.26), se réduit avec
'augmentation du gradient de pression.

Le code de similitude nous a permis de vérifier que le modeéle satisfaisait bien les comportements physiques
gue nous nous sommes Imposés sur la structure de la couche limite. Il nous a également permis de calibrer
notre modele sur la zone externe de la couche limite a différents gradients de pression. Mais pour évaluer le
comportement du modéle sur toute la couche limite, il est nécessaire de calculer la zone de proche paroi. Le
prochain chapitre est dédié a cette étude.



128 Résultats des calculs avec SIMIL

0.13
0.12
0.11

[ Loi empirique
Calcul avec SSG- y

0.1
0.09
% 0.08
o
< 0.07
=
WO 0.06
©
0.05
0.04

0.03
0.02
0.01

o
o
o ]
o1

15 2

0.13
Loi empirique -
SSG-y -

0.12
0.11
0.1
0.09
< 0.08
S
— 0.07
=
YO 0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
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Chapitre 14

Qualification du modele en couche limite

14.1 Modélisation des effets de paroi

La paroi a un effet de forcage sur I'anisotropie des tensions et cet effet n'est pas reproduit par les modéles
de turbulence a Reynolds élevé. En outre, la fermeture du terme de redistridyficontient, au voisinage
d’'une paroi, un terme supplémentaire (Chassaing, 2000). Ainsi, par construction, les modéles de turbulence
établis & Reynolds turbulent élevé sont inaptes a rendre compte des spécificités de la turbulence au voisinage
d’une paroi. Une correction dite de paroi doit étre envisagée.

14.1.1 Comportements théoriques au voisinage de la paroi

Les tensions de Reynolds se comportent, au voisinage de la paroi, comme des puissances de la distance a
la paroiy (Patel et al., 1985) :

ngﬁ,ﬁwgﬁ,ﬁwy‘l,ﬁwy? (14.1)

La pseudo-dissipation ne tend pas vers zéro a la paroi :

/! /
€= uaui Ou; _, C" lorsquey — 0 (14.2)
Ga:j ij
de méme que la dissipation vraie
! ro o
£ yaul <% + —J> — C"™ lorsquey — 0 (14.3)
ij Ga:j ze

14.1.2 Equations de transport des tensions de Reynolds

Dans le cas du modéle SSG, Chen (1995) a proposé un modele tenant compte de l'effet de paroi dans la
fermeture du terme de redistribution en s’inspirant des travaux de Launder et Shima (1989). Nous utiliserons
ce modéle de proche paroi car il a été retenu dans le cadre du projet européen FLOMANIA dans lequel nos
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travaux sur les modeles RSM s'inscrivent. Le modéle de Chen se présente sous la forme suivante :

I, 1 11,
?] = - [1 - (1 - a) fw:| aij + Ca2 (1 = fu) <az‘kak:j - ?5@‘)

H?» S 2
TJ = (4 (Sij — 3151‘]‘) +Cy (Sikakj + Sjkakl- — §a85ij> + C (Qikakj + ijaki) (14.4)
w Pk 2
Hij = fu 0,45 Pz‘j — —3 5ij — 0,03 Qij - §Q5U + 0, 16kS¢j
_ 1 2 w
avec .

P
C :1,7+0,9?’“  Cy=1,05; C3=0,8—0,65V/TT; Cy=0,625; C5s =0,2 (14.5)

oU}, oU}, 1
/ — ol . ——
k ij u]uk ze ’ Q QQ”

_ /
Qz‘j = —uiu

et ou la fonction de parof,, est définie par la relation :

—(0,0184@)4

fu=¢ (14.6)

ol y est la distance a la paroi.

14.1.3 Equation d’échelle : choix de la grandeur transportée dans 3C3D

Le modéle de Chen (1995) ajoute une correction de paroi a I'équation de transport de la dissipation

De
Dt

€

[Cor Py (14 Cosf) — Coofor" S 4 fur | (=24 L0ny ) 55 = - (14.7)
ellk edJw e2Je X w 9 e2 A 2k .

k2 vk

ou:f.=1-— %6_(R*/6)2 avech, = -, ef=e—2— ,Cy=1 (14.8)
v Yy

La condition limite imposée a la paroi est = (2;—’;) & ¢, = 0. Le comportement de au voisinage de la

paroi (14.2) est ainsi satisfait puisque le modéle de Chen dans les équations de transport pour les tensions de
Reynolds est construit de sorte que- y? au voisinage de la paroi.

La dissipatiore tend vers zéro a la frontiére libre et fait donc partie des grandeurs transportées envisageables
d’'aprés le paragraphe 11.5. Toutefois, dans le code de similitude, c’est la grarideur avait été choisie
comme grandeur transportée compte tenu du comportement de sa dérivée (qui reste finie) au voisinage d’'une
frontiére libre (cf. paragraphe 11.5). Or, a la différence du code de similitude, les calculs ont montré qu'il était
possible de transportedans le code de couche limite 3C3D pour le mod&d&r —~. Il apparait ici que le code
3C3D est plus robuste qu’un code de similitude pour lequel nous ne pouvions transpbltels choisissons
donc de transporter, dans un premier temps du moins, la dissipaifinm de conserver la correction de paroi



14.2. CALCULS DE COUCHES LIMITES BIDIMENSIONNELLES AVEC 3C3D 141

de Chen (1995) pour le modéeSG — +. L'équation d’échelle transportadt = kL, définie par la relation
(13.17) dans le code de similitude, est alors récrite, par généricité (3.9,11.11), pour la geadaesite code
de couche limite 3C3D. Cette équation de transport s’écrit avec la correction de Chen :

De € 7 ge* g2
= € P 1 edJw) — Ye2le - w _2 [ e R
D1 [Ca1Pr (14 Ceafuw) Cgfs]k—i-f [( +902> A 2]{:]
0 kul Oe 0 S— e Ok
[ D= lymot =) = Dy ™ S 14.9
oz < e 3%’1) " o ( AT kO .
ku ! Os O ok u,u! Oe wl ok Ok
C k¥l . mo—1 A k™l mo—1 ce k¥l mo—1
tCee g2 Oz, Ox; k@xk € Ox; + Ckk k! Oz Ox;
0 kufw, 1Oy Oy kuju, | Oe ok wju, 0y
Ds k=l .mo—1 Cs k™l . mo—1 C< kYl mo—1
+8xk < Ty U 83:1) Y0z, ey 7 oz * oz, 7 oz
avec .

Co=1,4;Cy=1,92; De =0,4; Doy = 0,08 Cee =0,1533 Copp = —0,8032 ; C5;, = 1,3581
Dey = —0,18; Cey = 0,6159 5 C5, = —1,0175

14.2 Calculs de couches limites bidimensionnelles avec 3C3D

Le modéleSSG — v avec la correction de Chen est implanté dans le code de calcul de couche limite 3C3D
développé a 'ONERA par Houdeville et Malecki (1994). Ce code a été utilisé pour des raisons de rapidité de
calcul ainsi que de robustesse.

L'initialisation des grandeurs turbulentes dans 3C3D est identique a celle réalisée par Malecki (1994).

14.2.1 Couche limite sur plaque plane

Cette configuration est a I'évidence le minimum gu’un modéle de turbulence doit étre capable de reproduire,
du moins a Reynolds élevé.

Coefficient de frottement

La fonction f,, définie par Chen (14.6) a di étre modifié car cette derniére conduisait a une mauvaise
prévision du coefficient de frottement sur plaque plane. Ce phénomeéne s’explique simplement par le fait que
I'étendue de la zone sous influencefgeest trop importante ce qui atendance a repousser la zone logarithmique
plus loin de la paroi, ceci provoquant une diminution du coefficient de frottement. Pour diminuer I'étendue de
la zone d'influence de la correction de paroi et ainsi mieux prévoir le coefficient de frottefperst redéfini
de la facon suivante :

~(0,031Ex) !

fu=c¢ (14.10)
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Le coefficient de frottement, sur une plaque plane et pour le matede — ~ avec la correction de Chen, est
comparé a la loi de Karman et Schoenherr :

1
17,08 (log,o Ry)? + 25, 111og o Ry + 6,012

Cy (14.11)
sur la figure 14.1. Grace a la modification ¢ig en (14.10), on observe un bon accord entre le calcul et la

loi empirique pour les nombre de Reynolds élevés. Par contre, il semble y avoir un écart pour les nombres de
Reynolds plus faibles. Cette question est étudiée au paragraphe 14.2.3.

Loi logarithmique

La pente de la loi logarithmique est comme attendue bien reproduite (figure 14.2) ainsi que son position-
nement enu™ = log(y™)/k + 5, 2. Ce positionnement a été ajusté via la fonction d’amortisserg(it4.10)
garantissant dans le méme temps une bonne prévision du coefficient de frottement. Ces deux caractéristiques
sont liées car, si on s’en réfere a la figure 3.2, un écart sur la pente ou la position de la loi logarithmique entraine
un écart sur le coefficient de frottement.

Comportement du modéle au voisinage de la paroi

Les DNS de Spalart (1988) donnent une base de comparaison pour évaluer les profils des tensions et de la
pseudo-dissipation au voisinage de la paroi.

Pour comparer le profils turbulents donnés par 3C3D pour notre m&d&le— v aux DNS de Spalart, il
faut réaliser un calcul sur plaque plane a un nombre de Reynolds initial trés faible car inférieur au nombre de
Reynolds de la DNS Ry = 1410. Le calcul a donc été initialisé en turbulent & un nombre de Reynolds voisin
de 1000. Les tensions de Reynolds obtenues dans 3C3D a la statid et 1410 sont validées sur la figure
14.3 par les tensions obtenues a un nombre de Reynolds bien plus &gyg, ;= 10400. Le plateau obtenu
sur les tensions et donc sir a grandRy se situe a envirok™ = 3,1. Cette valeur dé&™ se situe dans la
zone logarithmique. Elle est cohérente avec le comportement théorique du modéle SSG ikTpesant 19
dans la zone logarithmique lorsque le gradient de pression est nul (cf. paragraphe 3.4.2). Par contre, la valeur
expérimentale est™ = 3,33 et donc le modele SSG sous-estime légerementlans la zone logarithmique.
Il en va de méme pour tous les modeles RSM basés sur le SSG et en particuliétSgour ~ car la valeur
de kT dans la zone logarithmique est uniqguement déterminée par le modeéle pour les termes de redistribution
et dissipation (cf. paragraphe 3.4.2). En ce qui concerne les niveau¥ g v'?/k et w'?/k dans la loi
logarithmique, on constate gu'ils sont proches des niveaux obtenus dans les DNS de Spalart.

En comparaison des profils tirés des DNS de Spalart (figure 14.4), on constate que le niveau maximum de

uw'? est sous-estimé. Pour I'ancienne définitionfdedéfinie par I'expression (14.6), les niveaux étaient cor-
rects car la correction de paroi était prolongée un peu plus loin de la paroi permettant d’accroitre le maximum

deu/2+ mais décalant dans le méme temps la zone logarithmique et provoquant une sous-estimation du coeffi-
cient de frottement. Dés lors, il s'agit d'un compromis et puisque le coefficient de frottement est un parameétre
bien plus essentiel que le profil des grandeurs turbulentes au voisinage de la paroi, on conserve la correction de
paroi définie ci-dessus (14.10).
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Le profil de la dissipation™ pour Ry = 1410 issu du modele&'SG — v est trés proche des DNS de Spalart
dans toute la couche limite excepté la zone de proche paroi pour lagtiette20 (cf. figure (14.5). Le niveau
dec™ ala paroi est assez éloigné du niveau observé sur les DNS de Spalart (figure 14.5). Néarmeirs,
vers une constante non nulle a la paroi. La condition limite a la paroi impesant — 2 vk /y? = 0, on vérifie
que le modeleSSG — ~ avec la correction de Chen se comporte de telle sortekque y+2 a la paroi. Les
comportements physiques dete a la paroi sont donc satisfaits avec la correction de paroi apportée par Chen
(1995) que ce soit pour le modele SSG ou pour le modéle — ~.

14.2.2 Couches limites a divers gradients de pression adverse

Plusieurs configurations de couches limites bidimensionnelles & gradient de pression positif ont été testées.

Le paramétre de gradient de pressiba= —%%U; est utilisé pour évaluer l'intensité du gradient de pression

adverse pour chacune des configurations testées.

Le modeéleSSG — ~ avec la correction de Chen (1995) est comparé :
- au modéle SSG standard avec I'équation pour la dissipation définie en (13.18) et avec la correction de Chen,
- au modele RSM de Launder et Shima (1989) car ce modéle RSM est déja implanté dans 3C3D par Malecki
(1994) et parce qu'il posséde une correction de paroi qui lui est adaptée,
- au modeéle a deux équations SST de Menter (1992b) car c'est le modéle a deux équations qui donne les
meilleurs résultats pour les couches limites avec gradient de pression adverse.

Les résultats pour les modéles RSM sont obtenus avec 3C3D et ceux pour le modéle SST sont obtenus
avec le code CLIC développé a 'TONERA par Aupoix (1999). Les calculs 3C3D sont initialisés en turbulent
(Malecki, 1994) et la distribution de vitesse extérieligeest celle de I'expérience.

Samuel et Joubert (1974)

Samuel et Joubert (1974) ont réalisé une expérience de couche limite soumise a un gradient de pression
positif modéré. L'étude s'étend sur une distance3geavec une vitesse initiale d&m.s~! et une vitesse
finale de19m.s~'. Le nombre de ReynoldBy se situe entr&, 910% et1,510%. Le paramétre de gradient de
pressions est continlment croissant : il débute a pratiquement O pour finir a 4.

Les résultats tracés sur les figures 14.6 et 14.7 montrent que le nitfi@le v reproduit bien le coefficient
de frottement ainsi que son évolution suivana la différence des modéles LS et SSG. L'intérét d’avoir une
équation d’échelle qui satisfasse les contraintes apparait donc sur la prévigign dancernant le profil de
vitesse, il est trop creusé pour le mod8I€G — v en comparaison du profil expérimental. Pourtant le gradient
de pression adverse est faible et le profil ne devrait pas se creuser autant.

Ludwieg et Tillmann (1950)

Ludwieg et Tillmann (1950) ont effectué une expérienee1200) a gradient de pression positif. Il est &
noter que les résultats ne devront étre étudiés que jusj8amn. Au dela, le résultat est perturbé par des
effets tridimensionnels non pris en compte dans notre calcul bidimensionnel. De la station initiale a la station
X = 2,782m, le nombre de ReynoldB; se situe entré 103 et1,8 10%. La vitesse évolue d&8 m.s~! jusqu’a
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24,65 m.s~ L. Le paramétre de gradient de pressibvarie entred, 3 et4.

Lafigure 14.8 montre, en ce qui concern€’lg un bon accord entre I'expérience de Ludwieg et les résultats
du modeleSSG — v jusqu’aX = 2,87m. L'amélioration est significative par rapport aux modeles SSG et LS.
Le modeéle SST reste trés proche du mode$&s — v méme si ce dernier apporte une amélioration.

Le profil de vitesse est présenté sur la figure 14.9 a la stioa 2, 782m. Le profil de vitesse issu du
modeleSSG — ~y est en bon accord avec I'expérience tout comme pour le modele SST. Comme Qguiele
modéles LS et SSG sont plus éloignés des valeurs expérimentales.

Maru Si¢ et Perry (1995)

Marusic et Perry (1995) ont réalisé des expériences de couche limite avec gradient de pression adverse
modéré. Deux configurations existent : 'une pour une vitesse initial®ddes ! et 'autre pour une vitesse
de30m.s~!. Seuls les résultats pour la configuratiohOa:.s~! seront présentés. Le paramétre de gradient de
pression3 varie de 0 & 5. Le nombre de Reynolg se situe entrg@, 2103 et 7,2 103.

Les résultats sont présentés sur les figures 14.10, 14.11 et 14.12. Le rfi6dele ~ reproduit bien le
coefficient de frottement et 'amélioration par rapport aux modeéles classiques SSG et LS est significative. Le
profil de vitesse est également en bon accord avec I'expérience de Perry malgré un léger creusement du profil
similaire a celui observé sur la configuration de Samuel.

Le profil dek est donné sur la figure 14.12. Cette figure fait apparaitre que I'épaisseur de la couche limite
est sous-évaluée dans le calcul avec le mo68l& —~ ou avec le modele LS. Cette sous-estimation se retrouve
sur le profil de vitesse (figure 14.11).

Bradshaw et al. (1967)

L'expériencen®3300 de Bradshaw et al. (1967) est un cas test a gradient de pression adverse modéré pour
lequel le parameétre de gradient de pressicévolue continlment de 1 & 3. Le nombre de Reyndiggvolue
entre8 103 et2 10,

Les figures 14.13 et 14.14 présentent le coefficient de frottement et le profil de vitesse pour les différents
modeles de turbulence testés en comparaison des mesures de Bradshaw et al. (1967). Lamélioratipesur le
la vitesse par rapport aux modéles standards SSG et LS est encore plus significative que pour les configurations
précédentes. Le modele prévoit méme mieux le coefficient de frottement que le modéle SST pourtant réputé
pour son comportement dans les couches limites avec gradient de pression adverse. En ce qui concerne le profil
de vitesse, les model&sSG — v et SST sont proches I'un de 'autre et il est difficile de dire lequel des deux est
le plus proche des mesures. Ces deux modeles se comportent bien mieux (cf. figure 14.14) dans la région proche
de la paroi car ces deux modéles reproduisent la loi logarithmique pour des gradients de pression adverses non
nuls contrairement aux modeles SSG et LS.

Skare et Krogstad (1994)

Skare et Krogstad (1994) ont réalisé une expérience de couche limite a gradient de pression adverse élevé, la
couche limite restant en similitude et proche du décollement. La vitesse pa&3eder.s~! a18,30m.s~!
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et le nombre de ReynoldB, est relativement élevé puisqu'il se situe eritré 10* et 5,1 10%. Le paramétre
de gradient de pressighse situe entré2, 2 et 21, 4. Ce cas test est un bon moyen de vérifier I'efficacité des
contraintes gue NOUS NOUS soMMes iIMposees.

Les figures 14.15 et 14.16 montrent que le modeéle est en trés bon accord avec I'expérience gale des
I'ordre de vingt correspondant® > 4.4m. Le modéle est méme en meilleur accord avec I'expérience de Skare
et Krogstad que le modele SST que ce soit pour le profil de vitesse ou pOur En outre, I'amélioration est
significative par rapport a un modéle SSG ou LS.

Les figures 14.17 et 14.18 montrent que les lois logarithmique et en racine sont satisfaites par le modéle
SSG — ~ dans cette configuration proche du décollement. Ces lois ne sont pas reproduites par les modéles
SSG et LS. Les contraintes que nous nous sommes imposées pour respecter la loi logarithmique quel que soit le
gradient de pression ainsi que la loi en racine pour les gradients adverses élevés ont donc bien I'effet escompté.
Cela confirme, sur un calcul de couche limite complet, les résultats obtenus avec le code de similitude SIMIL.
Le fait que la loi logarithmique soit reproduite par le mod&leG — ~ améliore tres sensiblement le profil de
vitesse au voisinage de la paroi (cf. figure 14.16) en comparaison des modéles SSG ou LS.

Remarquons au passage que les résultats sont comparables a ceux obtenus avec le code de similitude ce
qui valide l'implantation du model&SG — ~ dans 3C3D. Linfluence de la correction de paroi dans 3C3D
semble aller dans le bon sens car le profil de vitesse (figure 14.16) est plus proche de I'expérience de Skare et
Krogstad avec 3C3D qu’avec SIMIL (figure 13.29) ou le calcul s’arréte a la loi logarithmique (condition limite
du calcul).

14.2.3 Analyse des résultats et conclusions

Le modeleSSG — ~ se comporte de fagon tout a fait satisfaisante quel que soit le gradient de pression.
Il apporte une amélioration dans la prévision du coefficient de frottement significative en comparaison des
modéles aux tensions de Reynolds classiques tels que le modéle SSG standard ainsi que le modéle de Launder-
Shima. L'amélioration est d'ailleurs d’autant plus significative que le gradient de pression adverse est élevé.
Cela s’explique aisément par le fait qu’'un modéle SSG standard aura une pente dans la loi logarithmique qui
s’écartera d’autant plus de sa valeur théorigue que le gradient de pression sera élevé. Que ce soit sur le
profil de vitesse ou le coefficient de frottement, le modet&s — ~ est également plus précis pour des couches
limites proches du décollement que le modéle SST de Menter pourtant réputé pour ses bons résultats sur ce type
d’écoulements. L'amélioration apportée tient sans doute au fait que, pour notre modele, la loi logarithmique est
satisfaite quel que soit le gradient de pression et que la loi en racine I'est également lorsque le gradient adverse
devient suffisamment élevé. En bref, le modéle reproduit de fagon trés satisfaisante l'influence du gradient de
pression adverse sur la structure et les caractéristiquiepdr exemple) de la couche limite.

Néanmoins, le profil de vitesse a tendance a se creuser exagérément dans la configuration de Samuel ou de
Perry ce qui a tendance a engendrer une sous-estimation de I'épaisseur de couche limite. Cette sous-estimation
se répercute alors de facon encore plus marquée sur les tensions de Reynolds comme le montre la figure 14.12
dans la configuration de Perry. Mais puisque cet effet de creusement du profil disparait lorsque I'on prolonge
suffisamment loin (sous entenduere calcul, ce probléme n’est pas attribuable au seul modéle de turbulence.

Il semble que ce soit un probléme provenant de I'erreur introduite a l'initialisation du calcul en turbulent qui
se propage sur une partie plus ou moins étendue du calcul. Plusieurs initialisations des grandeurs turbulentes a
I'aide de relations algébriques semblables a celles utilisées par Malecki (1994) ont été tentées sans succes.
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Le probléme a été constatée sur tous les modeles RSM excepté le modele IP qui est un modele linéaire pour
le terme de redistribution. Le couplage non-linéaire des tensions de Reynolds entre elles pour un modéle LS
(du fait du parametré’ apparaissant dans le terme de redistribution) ou SSG (termes quadratiques par rapport
au tenseur d'anisotropie;;) implique que ces modeles SSG et LS sont plus dépendants de leurs conditions
initiales qu’un modéle linéaire comme IP. En d’autres termes, la perturbation induite par linitialisation en
début de calcul se propage sur le reste du calcul pour un modéle SSG ou LS contrairement a un modeéle IP
ou un modele a deux équations. Pour résoudre cette difficulté, il faudrait initialiser le calcul de couche limite
avec une solution convergée, par exemple avec une solution de similitude locale. Par contre, I'idée de démarrer
le calcul plus en amont afin de laisser converger la solution est a proscrire : la figure 14.1 montre en effet
sur un calcul de plaque plane que plus le calcul démarre a un ReyRpléEble, plus I'erreur commise a
l'initialisation du calcul se propage sur le domaine de calcul.

14.3 Couche limite tridimensionnelle ; cas de l'aile GARTEUR

14.3.1 Présentation de I'expérience

La configuration de l'aile a été congue dans le cadre d’'une coopération européenne GARTEUR (Group for
Aeronautical Research and Technology in Europe) pour répondre aux exigences d'industriels comme AIRBUS.
La configuration de l'aile correspond a une situation transsonique. Les mesures de turbulence étant difficile-
ment réalisables en écoulement transsonique, I'expérience a été faite a basse vitesse. Ce choix est motivé par
le fait que, en transsonique, les effets de compressibilité sur la structure de la turbulence sont négligeables
(Morkovin, 1961). La configuration basse vitesse AD/AG07 de 'aile GARTEUR a été concue dans le but de
reproduire une distribution de pressions similaire a celle rencontrée sur une voilure transsonique super-critique.
L'écoulement autour de l'aile GARTEUR AD/AGO07 étant incompressible, les modéles de turbulence construits
en incompressible sont applicables.

Les caractéristiques de l'aile GARTEUR AD/AGO07 sont détaillées dans les theses de Maciel (1994) et
Doussinault (1998). Sa forme géométrique est rappelée sur les figures 14.19 et 14.20. La voilure présente un
gradient de pression défavorable sur la partie arriére de I'extrados (cf figure 14.23) donnant un écoulement a
la limite du décollement tridimensionnel. Les lignes de courant extérieures et au voisinage de la paroi sont
présentées sur les figures 14.21 et 14.22. Elles donnent une bonne idée de I'écoulement externe ainsi que de
I'écoulement pariétal fortement tridimensionnel.

Cette configuration permet donc de juger des performances de notre modéle sur des couches limites tridi-
mensionnelles proches du décollement.

14.3.2 Calculs extrados

Seul I'écoulement sur I'extrados de I'aile GARTEUR sera calculé car il présente, de part sa situation proche
d’un décollement tridimensionnel, plus d’intérét que l'intrados de l'aile.
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Mode direct

Le mode direct consiste a calculer la couche limite a partir de la connaissance de la distribution de vitesse
U, extérieure ala couche limite. Un calcul de couche limite en mode direct conduit a une singularité au point de
décollement (Cousteix et Houdeville, 1981). Au voisinage du point de décollement, le calcul est trés sensible
aux divers paramétres numérigues tels que le schéma de discrétisation par exemple. La solution pour éviter
cette sensibilité numeérigue consiste a calculer la couche limite en mode inverse.

Mode inverse

En mode inverse, la distribution de vitesse extérieure n’est plus une donnée mais une inconnue du sys-
teme. Les conditions aux limites sur la vitesse extérieure sont remplacées dans 3C3D par la connaissance de la
répartition des épaisseurs de déplacement :

é d
Y pW
1) :/ <1— P )dy et o :/ —( )d
! 0 peUe ? 0 peUe

ou IV est la vitesse dirigée selon la directioperpendiculaire a la direction principatede I'écoulement et &

la directiony normale a la paroi. Cette méthode inverse est détaillée par Malecki (1994) et Doussinault (1998).
Doussinault (1998) conclut que le mode inverse est le plus adapté aux calculs de couche limite sur I'aile GAR-
TEUR car son extrados se trouve dans une situation proche du décollement.

14.3.3 Analyse des résultats en mode inverse sur I'extrados

Les mesures réalisées a F2 (Maciel, 1994) sur l'aile GARTEUR :
- de frottement par film chaud,
- de vitesse avec des sondes deux trous (s2t),
- des grandeurs turbulentes par LDA
sont utilisées pour évaluer les performances de différents modéles de turbulence dont leS868ele et le
modéle de Launder et Shima (1989). Les modéles a deux équations de Chien (1982) et So et al. (1991) ainsi
gu’'un modéle de longueur de mélange sont également utilisés en guise de comparaison avec les modéles RSM.

Coefficient de frottement

La distribution du coefficient de frottement sur I'extrados de l'aile GARTEUR est présentée sur la figure
14.24 pour le modéls'SG — v, le modéle LS et un modele de longueur de mélange. Les résultats pour le mode
direct et le mode inverse sont assez éloignés, en particulier dans la région proche du bord de fuite qui se trouve
dans une situation proche du décollement. Le mode inverse apparait donc ici plus adapté au calcul de I'extrados
de l'aile GARTEUR et sera utilisé dans tous les calculs qui seront présentés par la suite.

Le coefficient de frottement issu du mod@&l8G —~ et du modéle de Launder et Shima (1989) est comparé
a celui issu de I'expérience (sondes a deux trous) et d'un modéle de longueur de mélange (noté LDM). Les
résultats sont présentés sur les figures 14.25 a une envergudéidet 14.26 a une envergure d8%. Ces
figures montrent que le modeeSG — v prévoit bien mieux leC’y qu'un modele RSM LS. Les résultats
obtenus en bidimensionnel sont donc confirmés par ces calculs en tridimensionnel.
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Les résultats pour les modéles- ¢ de Chien (1982) et So et al. (1991), présentés sur les figures 14.27 et
14.28, montrent que I'amélioration apportée par le mod&é — ~ est encore plus importante par rapport a
ce type de modeles a deux équations que comparé au modele RSM LS.

Néanmoins, les figures 14.25 et 14.26 montrent que le coefficient de frottement est perturbé au départ du
calcul pour seulement revenir a des valeurs proches de I'expérierite- 80% de corde. L'évolution duC'y
présente le méme type de déficience qu’en bidimensionnel. Comme cela a déja été mentionné (paragraphe
14.2.3), de part les problemes d'initialisation du calcul en turbulent et des difficultés a converger d’un modéle
RSM par rapport & un modele a deux équations, le mo8$l€ donnera avec le code 3C3D des résultats
médiocres sur le début de la couche limite. Comme le constate Doussinault (1998), il semble méme que ce
probléme soit plus prononcé qu’en bidimensionnel. Malgré tout, le coefficient de frottement reste proche des
valeurs expérimentales pour le modSI8G — ~, notamment en comparaison des modéles a deux équations et
RSM testés.

Profils de vitesse

Les résultats pour les model8$SG — ~ et LS sont présentés sur les figures 14.29 et 14.30. Ceux pour les
modélesk — ¢ de Chien (1982) et So et al. (1991) sont présentés sur la figure 14.31. Les résultats du modéle
SSG —~ sont des lors assez satisfaisants notamment comparés aux modeles a deux équations. Comme attendu,
les profils de vitesse montrent que le modg&leGG — ~ réagit mieux que le modéle aux tensions de Reynolds
LS au gradient de pression adverse lorsque ce dernier est €levé. Cette caractéristique se retrouve d’ailleurs sur
le Cf.

Les résultats pour le modéle de longueur de mélange sont présentés sur la figure 14.32. Ce modéle algé-
brique ne prévoit pas correctement la distribution de vitesse dans I'épaisseur de la couche limite. Un modele
de longueur de mélange est en effet incapable de représenter réellement les phénoménes mis en jeu dans cet
écoulement de couche limite tridimensionnelle proche du décollement. Ce type de modeles ne donne, dans ce
cas précis, que des résultats satisfaisants pour le coefficient de froti€ment

Grandeurs turbulentes

Le profil de I'énergie cinétique turbulentedans I'épaisseur de la couche limite est présenté sur les figures
14.33 et 14.34 pour les modelesSG — v et LS et sur la figure 14.35 pour les modeles- ¢ de Chien (1982)
et So et al. (1991). Le profil de la tension croisée’ ol (u est dans le sens de I'écoulement principal sélon
la normale a la paraj) est présenté sur la figure 14.36 pour les mod8lg& — v et LS. Remarquons que
cette tension croisée est now¢e’ dans le référentiel de l'aile Garteur (Doussinault, 1998).

D’un point de vue qualitatif, les tensions sont mieux représentées par le niteiéle v que par le modéle
LS (figures 14.33 et 14.34). Mais d’un point de vue quantitatif, les tensions sont assez éloignées de leur valeur
expérimentale, et ce d’autant plus que I'on se rapproche du bord de fuite. L'effet du gradient de pression adverse
élevé devrait étre pourtant bien reproduit par le mod&é: — ~ si on s’en référe aux résultats de ce modele
en bidimensionnel pour des situations proches du décollement.

Le profil des tensions montre que I'épaisseur de la couche limite est sous-évaluée par le modéle. Cette
sous-évaluation dé se retrouve dailleurs sur le profil de vitesse (figures 14.29 et 14.30). Nous retrouvons
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ici les problemes constatés sur I'expérience de Perry, mais de maniere bien plus prononcée. Ainsi, comme en
bidimensionnel mais de maniére plus prononcée, il semble que I'erreur ne provienne pas entierement du modéle
de turbulence. Les problémes d'initialisation et de dépendance aux conditions initiales énoncés précédemment
en ce qui concerne les modeles RSM (cf. paragraphe suf)l@xpliquent au moins en partie ces écarts. La
encore, il serait intéressant d'initialiser le calcul avec une solution déja convergée afin d'évaluer I'erreur issue
de l'initialisation défectueuse.

14.4 Conclusion sur les performances du modelgSG — ~ en couche limite

Les calculs de couches limites bidimensionnelles effectués avec le mefé&le- v ont montré que le
modele améliorait sensiblement la prévision@p et de la vitesse moyenne lorsque le gradient de pression
adverse augmentait en comparaison du modele SSG standard et du modéle de Launder et Shima (1989). Pour
les gradients de pression adverse intense (Skare et Krogstad, 1994), le modéle se comporte méme mieux que
le modéle SST de Menter (1992b) pourtant réputé pour ce type de configurations. Il a été vérifié que le modele
SSG — ~, a la différence des modeles SSG et LS, conservait la loi logarithmique quel que soit le gradient de
pression adverse et qu'il reproduisait la loi en racine pour les gradients adverse élevés. Les contraintes pour
reproduire la loi logarithmique et la loi en racine (paragraphe 3.4) ont donc bien eu I'effet escompté.

Par contre, l'initialisation des calculs turbulents pour les modéles RSM comme le SSG reste perfectible.
Débuter le calcul avec une solution déja convergée améliorerait sans doute les résultats obtenus avec 3C3D. Le
calcul de couche limite en mode inverse sur I'extrados de I'aile Garteur a démontré des résultats encourageants
sur leCy pour le modeleSSG — v mais les profils de vitesse et des tensions de Reynolds restent encore trop
perturbés par linitialisation pour étre comparés aux mesures.
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FiG. 14.5 — Profil des™ sur plaque plane &y = 1410 : comparaison entre le modé$#5G — ~ et les DNS de
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Calculs de couche limite bidimensionnel
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FiG. 14.6 — Coefficient de frottement (Samuel)
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FiG. 14.7 — Profil de vitesse (Samuel)
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Calculs de couche limite bidimensionnel

Skare et Krogstad
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FIG. 14.19 — Aile GARTEUR
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FIG. 14.20 — Sections longitudinales de I'aile Garteur
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Calculs de couche limite sur I'aille GARTEUR
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FiG. 14.21 — Lignes de courant extérieures a la couche limite (Garteur)
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FIG. 14.22 — Lignes de courantta3mm de la paroi a F2 (Garteur)
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FIG. 14.23 — Distribution du gradient de pression adimensigha&8% d’envergure de I'aile Garteur
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FiGc. 14.24 — Distribution du coefficient de frottement sur I'extrados de I'aile Garteur
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Calculs de couche limite sur l'aile GARTEUR
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CONCLUSION

L'étude du comportement des modeles de turbulence (et des modéeles RSM en particulier) au voisinage
d’'une frontiére libre (partie 1) a montré que la solution en puissance supposée a priori par Cazalbou et al.
(1993) et Paullay et al. (1985) était non-significative appelée solution paramétrique. Il découle de cet état de
fait que les inverses des deux puissangsetag trouvées par Catris (1999) doivent étre strictement positives
afin que le modeéle de turbulence ne soit pas anormalement sensible aux conditions extérieures lorsque le taux
extérieur de turbulence tend vers zéro. Les contraintes établies ici complétent par conséquent les conditions
établies par Cazalbou et al. (1993) pour lesquelles une seule des deux puissances doit étre strictement positive.

Néanmoins, la solution en puissance de Cazalbou correspond en général a une asymptote c’'est a dire a la
limite quand¢ — 0 de la solution paramétrique. Dans ce cas de figure, la solution en puissance de Cazalbou
constitue une approximation réguliére a I'ordre zéro au voisinage de la frontiére libre. Cette propriété explique
le succes de I'analyse de Cazalbou et pourquoi les grandeurs turbulentes et la vitesse semblaient se comporter
comme des puissances de la distanéda frontiére libre (la viscosité turbulente semblait se comporter comme
une fonction linéaire de). Toutefois, cette solution en puissance reste une moins bonne approximation que la
solution paramétrique et ne se limite qu’au cas de figure ou la solution en puissance est associée a I'exposant
o etala configuration /a; > 0etl/a; > 0.

Il a alors été montré (cf. paragraphe 5.4) que les contraintes définies au paragraphe 3.4 sur la loi loga-
rithmique et la loi en racine sont incompatibles avec les contraintes sur le raccord a la frontiere Jilee (
ag strictement positifs). Pour remédier a cette difficulté, nous avons choisi de prendre en compte l'effet de
l'intermittence de frontiére dans les fermetures en un point sachant que ces dernieres sont déficientes dans une
frontiére intermittente i.e. au voisinage d'une frontiére libre. Un modéle a été développé pour les termes de
diffusion et I'équation de transport pour la dissipation. Un modéle simplifié a été dérivé de ce modele afin qu’il
respecte la plupart de ses comportements au premier ordre au voisinage de la frontiére libre.

Lorsque l'intermittence de frontiére est prise en compte dans la fermeture de I'équation de transport de la
dissipatione, le raccord & la frontiére libre est piloté par des termes qui s’annulent en écoulement pleinement
turbulent. Le comportement du modeéle a la frontiere libre est donc piloté par I'intermittence de frontiére. Cet
aspect est cohérent avec la physique de la frontiére intermittente : I'intermittence de frontiére, en procédant au
mélange entre I'écoulement turbulent et I'écoulement irrotationnel, assure le raccordement des grandeurs tur-
bulentes a la frontiere libre. Cette caractéristique posséde de plus un intérét trés pratique : le comportement du
modéle a la frontiére libre est découplé de son comportement dans une zone pleinement turbulente. Le modéle
construit permet de satisfaire les contraintes sur la loi logarithmique et la loi en racine et dans le méme temps
les contraintes sur le raccord a la frontiére libre (qui sont vérifiées par construction du modéle).

Le modéle aux tensions de ReynoliSG — v que nous avons construit remplit les objectifs qui lui étaient
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fixés dans le projet européen FLOMANIA. Les calculs de couche limite (chapitre 14) ont montré que le modele
améliorait trés sensiblement la prévision du coefficient de frottement et des profils de vitesse lorsque la couche
limite est soumise a un gradient de pression adverse €élevé c’est a dire dans une situation proche du décollement.
Les contraintes pour reproduire la loi logarithmique (paragraphe 3.4) quel que soit le gradient de pression et
la loi en racine pour les gradients adverse élevés ont donc bien eu I'effet escompté. Reproduire ces comporte-
ments physiques semble suffir pour que I'effet du gradient de pression adverse sur la structure et le coefficient
de frottement de la couche limite soient bien représentés.

Les calculs de couche limite avec 3C3D, s'ils ont permis de vérifier I'amélioration apportée par le modele
SSG — ~, sont restés parfois entachés d’erreurs dues a une initialisation des grandeurs turbulentes perfectible.
Débuter le calcul avec une solution déja convergée améliorerait sans doute les résultats. Le calcul de couche
limite en mode inverse sur I'extrados de I'aile GARTEUR a en effet démontré des résultats encourageant sur le
C'y pour le modeles' SG —~ mais les profils de vitesse et des tensions de Reynolds restent encore trop perturbés
par l'initialisation pour étre comparés aux mesures.

De part son importance dans |'établissement des contraintes sur la structure de la couche limite, dans la prise
en compte de l'effet de l'intermittence de frontiére sur les fermetures et dans le comportement des modéles au
voisinage d’'une frontiére libre, I'équation d’échelle apparait comme une des parties les plus importantes de
la modélisation en un point. Il est logique que I'équation qui détermine I'échelle caractéristique des grosses
structures soit responsable du comportement physique ou non du modéle de turbulence, et ce d’autant plus que
les différentes fermetures dans les équations pour les tensions dépendent de cette échelle de longueur.

Le modéle RSM construit a été calibré sur les écoulements libres et la couche limite. Mais cette calibration
s’est faite “a la main” et il serait intéressant que les constantes du modele non-fixées le soient par une méthode
d’optimisation par algorithme génétique. Ce type de méthode d’'optimisation devient incontournable lorsque
I'optimisation doit étre réalisée sur un nombre élevé de paramétres et d’écoulements. Les résultats du modéle
SSG — ~ en couche de mélange devraient étre améliorés sans altérer le comportement du modeéle en couche
limite ou en jet plan.
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Cinquieme partie

Annexes
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Annexe A

Dégénérescence significative d’'un modele a
deux equations

Placons nous, pour simplifier 'analyse, dans une configuration bidimensionnelle et stationnaire ou la vis-
cosité est négligée. L'équation du mouvement longitudinale (écrite Bour U, — U) et les équations de
transport dek ety, = C,,k? /e s’écrivent :

ow ow 0 ow

- = - A.l
U@x +V8y Gy(yt8y> A1)

ok 0Ok W \? o ([ 0Ok
— — = — ) - Dy — — A.2
UaxH/@y Vt(8y> e Jy <Vt8y> e

8Vt 8Vt vy 8 81/t Vt2 8k:
— -— = = P — — | D — 4+ Dy — — A.

Gz/t 2 V¢ al/t ok n V¢ ok 2
wom (Gr) +on 5, + o (%5,

Equation du mouvement

Enincorporant le développement asymptotique (4.3), I'équation (A.1) du mouvement peut étre développée,
dans la variable localg définie en (4.2), sous la forme :

V© O (e NEO W o))
5() o (VOW“* 5 o <1>>

La dégénérescence est significativéVsi¢) = 0 (§) et s’écrit :

) @

— W
<VOWO + Do 8X0> =0 (A.4)
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Equation de transport de k

L'équation de transport de (A.2) peut étre asymptotiguement développée sous la forme :

K@ (., 0k 5 - N(©) 0 (. Ok ~

Par conséquent, la dégénérescence est également significalivig si= d (£). Le terme de production doit
étre négligeable. Si ce n’était pas le cAS~ V2 et I'équation de transport dedégénérerait, en utilisant (A.4),

sous la forme : R R .
Oko 0 _ Okg = Wy
“ox ax( H toax) o

oule terme de production a été récrit a l'aide de la relation (A.4). Etant donné que les conditions limites en
X = 0 dek, WO et ;o sont des conditions de nullité (démontré de fagon similaire a ce qui a été fait sur les
modéles RSM au chapitre 4), l'intégration de I'expression ci-dessus conduit a :

Oko
Voko + Dy Dig—— 5 —VOWOQ/Q—O

Si f est défini pa@o = f/WOQ, I'expression ci-dessus se réduit a :

(—14+ (1 —=2D) f) = _Dkk$g

= |—1/Dyx + (1/Dyy, — 2) f’(l/D’“’“”) =C ‘/Wo‘

Si D, > 1/2, I'expression ci-dessus conduit & une contradiction fcéendrait vers I'infini alors qu@o

tend vers zéro. Cette condition sy, est une condition nécessaire et suffisante pour que la production soit
négligeable devant la diffusion au voisinage de la frontiere libre lorsque le niveau de turbulence extérieur tend
vers zéro.

Finalement, la dégénérescence significative de I'équation de transpod it :

B ~ Ok
-§<%%+D%m5§>—o (A.5)

Les ordres de grandeurs rendant la dégénérescence significative pour la variablk $ocaldonc :
N(E)=0(&); K=0(1);V=o0(1)

Etant donné qu@o =0, WD =0etiyg=0 en\=0, l'intégration de I'équation pout (A.5) et de I'équation
du mouvement (A.4) aboutit a :
ho W 1k
St Wo 1 ko D (A.6)
Vo Wo! Dy, ko’
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La vitesse évolue donc comme une puissance de I'énergie cinétique turbulente

Equation de transport d’échelle

L'équation d’échelle ne donne pas d’'indication supplémentaire quant au caractére significatif. Si la produc-
tion et la dissipation sont négligeables dans I'équation goalles le sont également dans I'équation d’échelle
guelle que soit la grandeur transportée. L'équation de transport se simplifie alors en un équilibre entre la diffu-
sion, les termes croisés et I'advection :

d( _on, 02 Ok o\ 2
- VOVtO +Dnn Vt()@ +an; @—/P +Cnn <@>
d\ oA oA O\

2
5, 0y OF 5\ A0
Oy LT | om (HOCR0 )
k On O ko OA

(A.7) est récrit pour la fonctiopy = — D19/ Vo dans le but de prouver que la dégénérescence est uniquement
dépendante des constantes des termes de diffusion et des termes croisés :

d R _ 95 92 Ok,
(A.?) <— — | —Dir 90 + Dnn goi/f] + Dk /gTO—/E]
d\ o\ ko O\
950\ 2 o 950 O o Ok ) (A8)
Co (i) 0y D00 o o (30 0R)
O\ ko OX O ko O\
La dégénérescence d'un modéle a deux équations se réduit a une seule équafign pour
agody +b @) + cgh+d =0 (A.9)
ou a, b, c et d sont définis & partir des constantes de diffusion et des termes croisés du modeéle :
a=—D,.
b= Dec + Cee (A.10)

¢=—4(Dee + Ce) + Dy — Dy, — Cepe
d=4(Dee + Cs) +2(Dey + Co, — Digiy) + Cyy,
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Annexe B

Dégénérescence significative des equations
aux tensions de Reynolds pour le modele de
diffusion de Daly-Harlow

L'objectif est de démontrer que la dégénérescence significative d’'un modele RSM se réduit dans tous les
cas a un équilibre advection-diffusion au voisinage de la frontiére libre lorsque le niveau de turbulence extérieur
tend vers zéro.

Considérons un modele classique pour le terme de redistribilios H}j +H§j et le terme de dissipation,
défini en (2.15) et (2.23).

Pour calculer la dégénérescence, nous pourrions procéder comme dans I'annexe précédente sur les modeles
a deux équations, mais le formalisme risque de rendre la compréhension difficile dans le cas d’'un modéle RSM.

Nous raisonnerons donc directement sur les grandeurs globales cndim{yml e. Il est en effet équivalent de
réinjecter le développement asymptotique formel (4.3) :

ok N(€) _ 9k
Vigy = WK(E) <Vt0§ + )

pour en déduire que :

Ok N o _ )
"ax T a6 K(&) = K(¢) ~ k lorsqueN = §
que d’écrire simplement que :
ok "k ~ k lorsque A
vt E)N A\ quer

Néanmoins, cette équivalence est assurée par le fait qu'il existe un développement asymptotique local. Par

exemple, le fait que I'ordre de grandekir(¢) de k soit indépendant de la variable local@ermet d’écrire que
ok _k

2NN
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En conclusion, en raisonnant sur les grandeurs globales et non locales, on passe sous silence tout le forma-
lisme associé a une étude asymptotique mais il s’agit seulement d’'une commodité d’écriture.

Rappelons que les conditions limites ker- 0 sont :

H — 0 Vil —(- 13 —
/{%k—o,;li%uiuj—(),)l\li%U—Ue (B.1)

B.1 Equation du mouvement

Cette derniére se réduit & I'équilibre suivant par ~ W = U, — U. :

ow ou'v’
"o T o ®2)

qui s’'intégre, d'aprés les conditions limites (B.1), en :

— VW ~ o (B.3)

B.2 Equation pour &

La méthode employée est analogue a celle utilisée pour les modeles a deux équations en annexe A. Dans
I'équation pourk, la dégénérescence significative est obtenue pour :

2
vt =BT s N = 80 (8.4

La condition limite sury en A = 0 est dés lors la suivante :

li = B.
Ali%g 0 (B.5)

La dissipation est, puisqu&? ~ X, de 'ordre de :

o B2 wt 2y, O
7D ox Yo

(B.6)

et est donc négligeable devant les termes de convection et diffusion.

En ce qui concerne la production, le raisonnement est moins évident mais similaire a celui effectué sur les
modéles a deux équations. Si la production était non négligeable et du méme ordre que la convection, alors on
auraitk ~ Wu'v' afin que la dégénérescence ne soit pas triviale (production=0). Puisdue V, W d'aprés
I'équation du mouvement (B.3}; est du méme ordre qué&’2. La dégénérescence de I'équation de transport
dek :

ok ow 5 ( oo 8k:> 1)
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qui s’'intégre, d’aprés les conditions limites (B.1) et (B.5), sous la forme suivante :

oq Ok 1
VOkJerkutqa—Voin:O (B.8)

Soit f = O(1) tel quek = fW?2. L'équation ci-dessus, en utilisant (B.3), conduit a :

1 vl (Of 2 ou'v
— 4 Dt XL = B.
f-5+ kk%(8/\+fu/v/ 8/\> 0 (B.9)

La dégénérescence de I'équation de transport patest dés lors nécessaire pour calcifleDans I'équation
de transport de/v’, les termes liés aux gradients de vitesse moyenne (terme de redistribution et production)
sont de la forme : L L
oU—— ——ouv < ou'v’
~ U
L)\ oy

et les termes proportionnels aux tenseurs de dissipation sont de l'orelre de

ko2 ko? —50k  —5——0u'v ou'v’
= —— ~Y —_— Y V
R A W) W)
ou bien du méme ordre que :
uv'  —50u'v ou'v’
R L)

En conséquence, les termes de production, dissipation et redistribution sont nécessairement négligeables devant
les termes de convection et diffusion et il vient aprés intégration :

T
V(]W+Dkkyfqa“” —0 (B.10)
O
La grandeurf est dés lors solution de :
3 Dkkz eqaf
2 kR eqZ) B.11
qui s’'intégre en :
3 1
+ |~ = B.12
‘f 2‘ o= (8.12)

ce qui signifie quef tend vers l'infini lorsqueu/v” tend vers zéro. Cela contredit le fait qyie= O(1). La
productionP, doit donc étre négligeable. La dégénérescence significative de I'équation pour I'énergie cinétique
turbulente s’écrit donc :

0 ok

Dy
_k i - _ _kk eq B.13
) < +98A> 0pourg v, ( )
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B.3 Equation pour v"?

Dans le cas de I'équation de transport de la tension norofate

— oW — oW

M3, + Py~ Wl ou ~ 1/28—A (B.14)

—7

1_.[%2_522 ~ €g0u NE%

Par ailleurs, puisque;? ~ A\, ona:
v 9P

~k—~k B.15
TR N (815

Puisquek < 1 etuju) < 1, la dissipation ainsi qUEL}, — =2 sont négligeables devant les termes de convec-
tion et diffusion.

En ce qui concerne le terme de production et le terme rafije les termes équivalents zﬁz ~

U v/agA sont négligeables devant la convection. Pour les termes equwalezm%%f soit u/v’ 24 a“ ” /Vo d apres

I'équation du mouvement (B.3), la démonstration est moins évidente. Si ces termes etalent équivalents au terme
de diffusion, on aurait :

WO W ~ Vo2 = W ~ 02 (B.16)

si bien entendu les tensions turbulentes et vitesses sont adimensionnées de la facon décrite dans les hypothéses
émises au début du chapitre 4 (afin de comparer les ordres de grandeur dépendant du petit garsoyEmns

si cette hypothése nous améne a un contradiction comme pour I'équation de trangpdfedeimpliquerait

que I'équation de transport d¢’ se réduit elle aussi & un équilibre convection diffusion.

En procédant de maniere tout a faire comparable a I'équation de transpbytotiepeut écrire au premier
ordre :

2
0
2, + Py ~ c1p 20 (B.17)
L'intégration de la dégénérescence I'équation de transpoWotmnduit alors a:
— o
Vou'? + Dpvi? ot cVoulv!” = (B.18)
Puisquers’> ~ v'2, on peut définirf = O (1) tel que
V2 = fao (B.19)
et f est solution de I'équation différentielle :
of 2 Ou'v
f4e+ Dyt <8A+fu/q/ 8)\> 0 (B.20)
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Par ailleurs, de la méme maniére que ce qui a été fait pour montrer que le terme de production est négligeable
dans I'équation de transport poir(cf paragraphe B.2), on montrerait que I'équation de transport'dese
réduit a un équilibre convection-diffusion ®’> ~ v'2. Dans ce cas,ona:

1Y
eq OU'V

Vou'v' + D =0 B.21
ou'v' + Dyryy B ( )
L'équation pourf se réduit alors a une équation différentielle du premier ordre :
Dkzk eqaf
_ ~— B.22
f+c vV a)\:>\f—|-c\ T (B.22)

La condition limite imposée & impose &V = U, — U et doncu/v’ de tendre vers zéro lorsque— 0. f
tend vers ['infini lorsque\ — 0 ce qui vient contredire I'hypothése de dépafit£ O (1)). Ainsi, les termes

de production, redistribution et dissipation sont nécessairement négligeables et I'équation de trangpes de
réduit nécessairement a un équilibre entre advection et diffusion au voisinage de la frontiére libre :

g
9 <_,U/2+ga” > _ 0 (B.23)

oA O\

B.4 Equations pourv’?, w'? et v’

Les deux premieres équations suffisent au calcul du premier ordre du développement asymptdtique de
W ety Mais il est intéressant d'un point de vue analyse de I'anisotropie au voisinage de la frontiére libre
de calculer les dégénérescences des équationsyffqur’? et u'v’. De la méme maniére que pokret v,
on montre que I'on aboutit & une contradiction ou a une dégénérescence non significative si les termes de
production, redistribution et dissipation ne sont pas tous négligeables devant la diffusion. Toutes les équations
pour les tensions dégénérent par conséquent, au voisinage de la frontiére, en un équilibre entre advection et
diffusion :

- ou'u', D 12k
é(—u;u;—i—g Zj) =0 OL\J:g:—7kOkUE (B.24)
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Annexe C

Calcul de la solution paramétrique

La solution paramétrique est solution de I'équation différentielle :

agg” + b (g')2 +cgd +d = 0 (C.1)
!
— 2agg = -1 (C.2)
b(g') +cg +d
_ag/g// g/
= — , = = (C.3)
b(g)" +cg +d 9

Puisqueb (g’)2 +cg +d=b(d+7") (¢ +~), larelation précédente peut se décomposer en :

— " o + 7 /
ay /g i) /g __ 9 (C.4)
VA G+t VA g+ g
L'intégration de (C.4) aboutit a :
+ —
g=Gold ++1" ¢ ++7|° (C.5)
avec, étant donné que= —D.. :
D.. 1 D.. 1
t= g C.6
N AR (6)

Résolution par une méthode paramétrique

L'équation du premier degré (C.5) peut étre vue comme une équation de Lagrange et ainsi reformulée comme
suit :

+ —
g=g(m)=Go ‘m—l—’yﬂ’g |’m—|—’y_|ﬁ
A= A(m) ; (C.7)
ou:m=g = % est le paramétre
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Calcul de A (m) :
Par définition den :

d\  dg 1
am ~dmm (C8)
Apres dérivation de (C.7) :
d 2G _ -
d—g: 060m‘m+’y+\ﬁ+ ! |m—|—’y‘|ﬁ ! (C.9)
m «

aveca = 2/ (BT 4+ 7) = —2b/a et ol est issu de la dérivation des valeurs absolues :

c0=+1si (m+yT)(m+~vy")>0
co=-1si (m+~yT)(m++v7)<0

Apres substitution de (C.9) par (C.8), il vient :

™2 Gy € ‘m+7+\’6+_1 |m+’y_|ﬁi_1 dm

Am) = Amo) + [

mo
L'intégration entrem (constante d’intégration arbitraire) et est faite par le logiciel MAPLE et conduit a une
fonction hypergéométrique :

A(m)=co+ aGTO |H|ﬁ+*1 |m+'y7‘ﬁ_ F(m+~7) (C.10)

!

(x) = Hypergeom ([57, 1-61],[1+87] ,—%>
0 mg +7|" F (mo +77)

Calcul dek (m) :
k est défini par la relation (4.18) :

b lak_1an_2 1
9= % kdn —gdm o (m+~T)(m+v7)
D..
sk (m) = K, | 2P| VA (C.11)
m+ -yt
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Annexe D

Démonstration du caractere significatif de la
solution parametrique

Nous allons montrer que les solutions en puissance, si elles existent, sont des solutions non-significatives
car incluses dans la solution paramétrique. La solution paramétrique apparaitra alors comme le seul développe-
ment asymptotique significatif au premier ordre.

Soit une solution en puissance :
A
Go=— (D.1)

«

B

avecay, > 0 afin que cette solution vérifie les conditions aux limites\ea 0 et donc qu’elle puisse exister.

Soit une solution paramétrique :

(D.2)

Lorsquem = % — 1/ag,0na:
1. sig > 0alorsgy — 0 et — 0,
2. sif < 0alorsgy — oo et — oco.

La solution en puissance ci-dessus (D.1) peut donc correspondre soit a une tangente en z€éro soit a une asymp-
tote en\ = oo de la solution paramétrique.

Pour étudier le caractére significatif ou non d’'un développement asymptotique, il nous faut rappeler cer-
taines notations (cf. Eckhaus (1978)). Slﬁif‘) f le développement asymptotique formel de la grandedains
la variablex et a I'ordren. On dira qu’un développemelﬂg(ﬁ) f est contenu dans un autEéZ) fsi:

E®) f=ER EY f (D.3)



ANNEXE D. DEMONSTRATION DU CARACTERE SIGNIFICATIF DE LA SOLUTION
190 PARAMETRIQUE

Dans le cas considéré, la solution en puissance correspond a :

\P
E{)g= NP (€3 = N7 (€) - (D.4)

et la solution paramétriquen( = ‘%0) a:

(0) -~ 1 1T
ES7g=N()go=GoN (&) m——| |m—-— (D.5)
(677 Qg
Les variables locales et \? sont définies par:
~ Y ~ A
() #(E) (©)

L'ordre de grandeur dg devra toujours étre égal a I'ordre de grandeungmur assurer le caractére signi-
ficatif de la dégénérescence des équations de transport (cf. annexes A et B sur le calcul de la dégénérescence
des équations de transport d’'un modele a deux équations et d’'un modele RSM). En conséquence :

N(&) =4(§) et NP(§) =0”(¢) (D.7)

Démonstation

Pour démontrer qu’une solution en puissance (D.1) associée a la variable Xéade non significative
car incluse dans la solution paramétrique (D.5), il faut choisir judicieusement la variable joqaldui est
associée afin de montrer, pour cette variable loaatgue

0 0 0
EOg = B [Eé ) g] (D.8)

1. 3 est négatif :

Il existe deux possibilités de définition de la solution paramétrique comme cela a été montré dans I'étude
de la solution paramétrique au paragraphe 4.3.4 180it> oo ou soitm — 1/« IorsqueX — oo et

go — o0. Ici, la solution paramétrique est choisie de sorte qug sk oo alorsm — 1/qy : la solution

en puissance est alors une asymptote a la solution paramétriq%&em Dans cette configuration, la
variable locale de la solution paramétrique est définie de telle sorté’gsied.

Lorsque I'on passe de la variablé a la variable), cela revient a faire passer l'ordre gde N (&) = (&)
aNP(&) =6P(€). Ainsi :

9= 060 = (6 [fogy | = T

Etant donné qué(¢) / 67(¢) < 1, on agp > 1. Puisqueyy — oo = m — 1/ay,, il vient :

= 0(1) (D.9)

B
1
Jo ~ 'm - —' lorsquegy > 1 (D.10)
Qg
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d’ou on en déduit que :

1
m__
293

NG
—0[(5,9(5)) ]<<1 (D.11)

puisques < 0 eté? > 4. Dans ce cas, le passage de la variable lodadda variable locale\” de la
solution en puissance entraine :

_ ‘% _ aik +o(1) = Go = o% + cte + o(1) (D.12)
Ainsi, on a bien :
EY (B9 = EY[5)50] (D-13)
= Eg;) 3(¢) <o% + cte + 0(1))
PV
— Eg?) P (&) <_k: + 5;8) (cte + 0(1)))]
= POT =N
ag
_ 5O, (D.14)

ce qui prouve que la solution en puissance est incluse dans la solution paramétrique.

. (B est positif : Dans cette configuration la solution paramétrique est tellgjgue 0 lorsquem = Cgo —

1/ay @ la solution en puissance est une tangente en 0 a la solution paramétrique. En conséquence,
la variable locale\ de la solution parametrique est choisie de telle sortedguec 5. Dans ce cas, on
montre de la méme maniére que précédemment que le passagmﬂeentral ne:

~

1 N A
m——<KL1=gp=—+0(1) (D.15)
ag, ag

la constante d'intégration étant nulle puisdje— 0 lorsqueX — 0. Ainsi, de maniére analogue au cas
précédent, on montre que :

©) 0 [0
EOg =B {EX g] (D.16)

ce qui prouve que la solution en puissance est la encore incluse dans la solution paramétrique.
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Annexe E

Calcul de la solution parameétrique pour les
cas particuliersb =0et A =0

E.1 Casb=0
L'équation poury :
o~ o~ ~ 2 ~
agogo” +b (") +cgo' +d=0 (E.1)
est récrite poufc g, + d) # 0 c’est adiregy” # 0 de la fagon suivante :
1 ~
—agpg g
—0=0 = 2D (E.2)
cgy + d g0
qui s'integre, pour: #£ 0, en :
go = Go|m+~|" e ™ (E.3)

avec iy =d/c, a=ajc

ollm = 29 est toujours le paramétre de la fonction paramétrique. L'énergie cinétique turbulente évolue quant
a elle au premier ordre selon :

/];0 :Ko‘m‘k’ﬂia (E4)

Etude la solution paramétrique

1.v>0

(@) Sic < 0alorsd > 0etay < 0. Lorsquem — —~, go etk tendent vers I'infini.gy etk tendent
vers zéro uniguement si — —+oo ce qui correspond a un raccord abrupt pauet k.

(b) Sipar contre: > 0 alorsary > 0. Lorsquem — —+, go etk tendent vers zéro. A la frontiére du
domaine de régularitg, > 1 implique nécessairement que = % > 1. La encore, le raccord a
la frontiere libre est abrupt pow; etk.

2.y<0:
(&) Sia > 0alors lorsqugjy — 0 on a nécessairement — +oc.
(b) Sia < 0alorsgy ne peut tendre vers zéro an= 0.
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Conclusion

La solution paramétrique & = 0, lorsqu’elle vérifie les conditions aux limites en= 0, présente des
raccords abruptsi > 1) en\ < 1 ouen) > 1. Il vaudrait donc mieux éviter la configuratiorba= 0 pour
éviter d’avoir des solutions se raccordant de facon trop abrupte a la frontiere libre.

E.2 CasA =0

~ I

—%90 90 _
b (go) +cgy+d

S

Puisqueb (Gy)° + ¢ty + d=b (G +~)°, larelation précédente s'intégre en :
Go = Golm+n|"ems (E5)
avec :a = —b/a

ko et se déduisent dg, :

~ _ N ary
A(m) = COF(S ’m+’y> (E.6)

ko (m) = Koemt (E.7)

Etude la solution paramétrique

1.v>0:
go — O si et seulement s + v — 0~ c’est a dire qugj, — 0 alors que‘%0 =m — —y < 0. Cette

proposition contredit le fait qugy — 0 IorsqueX — 0 puisquegy > 0 et > 0. La condition limite sur
go en )\ = 0 ne peut donc étre satisfaite que lorsque 0.

2. v<0:
go > 1 implique nécessairement > 1 soit un raccord abrupt.

Conclusion

Le casA = 0 est tout comme le cas = 0 & proscrire si 'on veut éviter un raccordement abrupt a la
frontiére libre.

Le casA < 0 n'a pas été étudié mais il serait peut étre intéressant de calculer la solution paramétrique
dans ce cas la. Remarquons que les solutions en puissance n’existent pas dans cette configuration. Des calculs
numeériques semblent montrer que le as< 0 donne des résultats intéressants avec des raccordement doux a
la frontiére libre et sans sensibilité aux conditions extérieures lorsque le taux de turbulence extérieur tend vers
zéro.
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Annexe F

Autres tentatives de modification de
I’équation d’échelle

Etant donné qu'il est impossible de satisfaire a la fois toutes les contraintes que nous nous sommes imposé,
il est nécessaire de découpler, du moins en partie, le modele au niveau des zones logarithmique et éventuelle-
ment en racine du modéle au voisinage de la frontiére libre. Or, rien n’indique que les constantes introduites par
les modéles de fermeture soient réellement des constantes et il est donc justifié de modifier certaines constantes
du modéle. L'équation d'échelle pilotant le raccord extérieur et permettant d’assurer la reproduction des zones
logarithmique et en racine, c’est sur cette équation que porteront les modifications.
Il est ainsi envisageable de découpler le modéle de turbulence pour les écoulements libres du modéle en couche
limite. Dans un premier temps, le modéle RSM est calibré sur les écoulements libres (couche de mélange et jet
plan). La correction uniquement active en couche limite est alors définie de sorte que les contraintes sur la loi
logarithmique et la loi en racine soient satisfaites pour le modéle optimisé.

Des travaux en ce sens ont été effectués au sein méme de 'ONERA par Aupoix et al. (2000) sur un modéle
a viscosité turbulente. Il s’agit d’'une modification du modele ¢ développé par Cousteix et al. (1997). Une
correction est apportée a la constafitg du terme de production de I'équation de transporpake telle sorte
gue le modele reproduise la zone logarithmique quel que soit le gradient de pression. Ces travaux sont exten-
sibles au modéles aux tensions de Reynolds puisque, en couche limite, un modéle aux tensions de Reynolds se
comporte de fagon tres similaire a un modéle a deux équations.

Le modele pour les équations aux tensions de Reynolds choisi est toujours constitué du modéle SSG pour
les termes de redistribution et de dissipation et du modéle DH pour la diffusion.

F.1 Définition du modeéle pour I'équation d’échelle

On choisit de transporter la grandeur= ¢/k de part le bon comportement des modéles w en couche
limite, reproduisant la loi logarithmique a des gradients de pression adverse non nuls. La correction a apporter a
I'équation d’échelle en sera minimisée ce qui est toujours appréciable d’'un point de vue robustesse numeérique.
En outre, le traitement de a la paroi ne pose pas de difficulté et son comportement a la frontiére libre est
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correct d'apres la figure 5.5. Les difficultés bien connues du mddeles de Wilcox ne sont en effet pas liées
au choix de la grandeur transportéenais aux constantes de diffusion choisies (cf. paragraphe 6,3F:0,,.

On supprime les contraintes inhérentes au respect de la structure de la couche limite afin de satisfaire les
contraintes établies a propos du raccord a la frontiére libre. Le respect de la structure de la couche limite est
réalisée via des fonctions correctrices ne s’activant qu’en couche limite.

L'équation de transport de est écrite sous la forme suivante :

Dvw w 0 k—— Ow w—— 0k 1 dw — 0k
— = —(Cp1 P — C — | Dyw—tfu)— + Dy —uhuj—— Cop——=——u)u)—
Dtk (Cor P w2) + Oz, ( wwsukul ox; + Dok Eukul 8x1> + Wksﬁxkukul ox;
Un terme croisé et un terme de diffusion sont donc ajoutés par rapport a la formulation de Wilcox (1988)
afin de pouvoir, entre autres, choisir la puissm§d4.28) pilotant le raccord a la frontiere libre. Le choix de
conserver ce terme croisé plutdt qu'un autre s’est fait par rapport a la robustesse numérique de ce terme qui
nous a semblé plus importante que celle des deux autres termes croiseés.

(F.1)

F.2 Optimisation du modéle RSM sur les écoulements libres

Une étude paramétrique a été réalisée afin d’'optimiser le medsle— w sur les écoulements de couche
de mélange et de jet plan. Ce processus est décrit au paragraphe 13.2.1. Toutefois, I'optimisation a la fois sur
la couche de mélange et le jet plan s’est révélée problématique : le modéle de turbulence a tendance a sous-
estimer le taux d’ouverture de la couche de mélange alors qu’il a tendance a le surestimer pour le jet plan. Une
optimisation tenant compte du jet plan se ferait au détriment de la précision du modeéle en couche de mélange,
ce gue I'on ne souhaite pas. Ainsi, I'optimisation se fera uniguement sur la couche de mélange.

Les figures F.2 et F.3 montrent les résultats de I'étude paramétrique en affichant I'écart maximum entre les
valeurs expérimentales de Bell et Mehta (1990) et le résultat du calcul numérique avec le code de similitude
SIMIL (Bézard, 2000) pour le modelgSG — w. Ce écart est présenté pour le taux d’ouvertlifg/dz et la
tension croisée’v’.

Les constantes suivantes offrent alors le meilleur compromis concernant la couche de mélange a divers
UQ/AU .

ap = 2,9
D = 0,3
Dyo = 0,25
Dg, = —0,1
Co = Dpp+ (1/oy, —1) Dy — Dy = 0,25 (F.2)
cY = 0,273
Coo = 0,8

Les figures F.4 présentent une comparaison entre le comportement du i8d&lew optimisé et celui du
modeleSSG classique en couche de mélange 2l AU = 0 etU,/AU = 1,5. Le calcul est effectué avec le
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code de similitude SIMIL. L'amélioration apportée par I'optimisation est & I'évidence non négligeable. Le taux
d’ouverture du modeéle optimisé est comparé ci-dessous aux vatBurg issues de la loi empirique (13.20) :

% (Ot | (00) g5G-w optimisé
0 0,135 0,130
0,5 || 0,0675 0,071
1 0,045 0,047
1,5 || 0,034 0,036
2 0,027 0,029

La figure F.1 récapitule les résultats présentés dans le tableau précédent.

F.3 Fonction correctrice surC,,;

La construction d’une correction saf,; est réalisee par analogie avec la correction faitesur

F.3.1 Comportement dans la région logarithmique

Pour que la loi logarithmique soit satisfaite quel que soit le gradient de pression a I'ordre detixere
développement limité d€,,; a I'ordre deux dans zone logarithmique doit vérifier (cf. chapitre 3.4.2) :

Co1 ~ 0,273 +1,423p y* +1,0233 (pty™)? (F.3)

F.3.2 Comportement dans la région en racine

De maniére analogue aux contraintes établies pour la loi en racine, on montre que la loi en racine est
satisfaite si et seulement si :

Cot ~1,7C5 +0,1945 (F.4)

F.3.3 Construction de la fonction correctrice

Par analogie avec les travaux de Aupoix et al. (2000) sur le médéle», on se donne la forme d&,; a
priori pour vérifier les contraintes établies précédemment pour la région logarithmique et la région en racine :

_ 0 C+a
Cwl = Cwl (]. + O[Cm> (FS)

On choisit le senseur afin qu'il soit :
- sans dimension

- invariant par changement de repére
- actif seulement en couche limite et dans la région logarithmique
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- ¢ ~ pTyT dans la région logarithmique.
En supposant qué soit uniqguement dépendant dg;,  ety, ¢ est construit a partir du théoreme de Vaschy-
Buckingham de la fagon suivante :

1 €
C = a—o max (O, W — 1) aveCS = Hg'f‘adﬂ) + tgradﬂ)H (FG)

Mais il a été impossible de satisfaire la contrainte pour la loi en racine car le calcul devenait instable. Ce
constat a été fait pour plusieurs choix de sengeliine autre alternative doit étre envisagée si I'on veut satis-
faire a la fois les contraintes sur la structure de la couche limite et celles concernant le raccord a une frontiére
libre.

Si I'on ne cherche qu’'a satisfaire les contraintes concernant la loi logarithmique, un modéle peut étre
construit. Aprés plusieurs essais, il s'est avéré que la fonction correctrice suivante offrait un bon compromis
entre robustesse et précision :

(41,084
14 ¢ +¢?

C, =0,273 (1 +4,807¢ max (0, - 1) (F.7)

> avec :( = )

1
1,646

et permettait de satisfaire la loi logarithmique jusqu’a I'ordre deux.

F.3.4 Tests en couche limite

Le modéle a été testé sur le code de similitude dans la zone externe de la couche limite a un gradient de
pression réduif3 = 20, correspondant a un gradient de pression adverse élevé ou en d’autres termes a une
situation proche du décollement (Skare et Krogstad, 1994). La variable de simijiestedéfinie en couche
limite comme le rapport de la distance a la paroi divisée par I'épaisseur de Clauser (13.12). Il est alors possible
de vérifier sur la figure F.6 que la correction apportée a un coefficient de I'équation d’échelle permet de bien
vérifier la loi logarithmique pour les forts gradients de pression adverse, contrairement au modéle sans correc-
tion vérifiant uniquement la loi logarithmique a I'ordre zéro c’est a dire pour une couche limite sans gradient
de pression adverse. Il est également intéressant de remarquer que le positionnement de la loi logarithmique
enut = %log(gﬁ) + 5.2 est respecté y compris dans une situation a gradient de pression adverse élevé.
Remarquons que le passage d’'un adimensionnement en variable de similitndeun adimensionnement en
variable de paroj™ est obtenu a partir de la connaissance des valeurs expérimentales (Skare et Krogstad, 1994)
deu,/U. = /Cy/2 et du nombre de Reynold2a.
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FIG. F.1 — Comparaison, en fonction &g/AU et (U; — Us) / (U1 + Us), entre le taux d’évasemedt, de la
couche de mélange issu du calcul avec le modé&l& — w optimisé et celui donné par la loi empirique 13.20
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F.4 Conclusion

Il a été impossible de satisfaire la contrainte pour la loi en racine par le biais d’'une fonction correctrice.
Lorsque cette contrainte était vérifiée, nous n’avons pu en effet aboutir & aucune solution numérique convergée.
Ce constat a été fait pour plusieurs choix de sensetide grandeurs transportées ¢ et aussk). Des essais
de fonctions correctrices appliquée€'s, ont conduit aux mémes difficultés. Peut-étre que le fait@yevarie
de facon brutale dans la zone proche de la région logarithmique (pour satisfaire a la fois les contraintes sur la
loi logarithmique et la loi en racine) explique ces instabilités numeériques.

Une autre méthode doit étre envisageée si I'on veut satisfaire a la fois les contraintes sur la structure de la
couche limite et celles concernant le raccord a une frontiére libre. Il serait intéressant de porter la correction,
non pas sur les coefficients.; et C.,, mais plutdt sur les coefficients de diffusi@h,; et D.. afin d’avoir un
jeu de constantes différent au voisinage de la frontiere libre du reste de I'écoulement. Cette méthode permettrait
peut-étre de satisfaire toutes les contraintes.
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