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Résumé

Cette these porte sur 'utilisation du formalisme bayesien pour la représentation et la
manipulation des incertitudes géométriques dans les systemes de Robotique et de CAO-
Robotique. Dans ces systemes, l'utilisation d’'un modele géométrique de ’environnement
est indispensable. Toutefois, la validité des calculs conduits sur ces modeles nécessite une
représentation des écarts entre le modele et la réalité et une prise en compte de ces écarts
lors de la résolution d’un probleme donné.

L’approche proposée représente une extension de la notion de spécification par
contraintes géométriques dans laquelle la dimension incertaine des modeles est prise
en compte. Cette extension consiste a spécifier les contraintes sur les positions re-
latives entre différents corps de l'environnement non pas par de simples équations
et inéquations, mais par des distributions de probabilité sur les parametres de ces
positions. A Dlissue de cette spécification, une distribution conjointe sur ’ensemble
des parametres du modele est construite. Pour un probleme donné, la distribution
marginale sur les parametres inconnus de ce dernier est inférée en utilisant les régles
des probabilités. La résolution de ce probléeme revient a optimiser cette distribution
comportant, dans le cas général, une intégrale portant sur un espace de grande dimension.

La méthode de résolution utilisée pour approcher ce double probléme
d’intégration/optimisation est basée sur un algorithme génétique. Cet algorithme
permet en particulier de controler la précision de l'estimation numérique des intégrales
par une méthode stochastique de Monte-Carlo.

L’implantation d’un systeéme prototype de CAO nous a permis une expérimentation as-
sez poussée de I'approche proposée. La mise en ceuvre de plusieurs applications robotiques,
dont les natures peuvent paraitre tres différentes, a été possible grace a la souplesse de la
méthode de spécification utilisée et la robustesse de la méthode de résolution implantée.






Abstract

This thesis presents a methodology based on bayesian formalism to represent and
to handle geometric uncertainties in robotics and CAD systems. In such systems, using
geometric models requires necessarily a more or less realistic modeling of the environment.
However, the validity of calculation on these models depends on the degree of their fidelity
regarding the real environment. It also depends on the capacity to represent and to take
into account possible differences between models and reality when solving a given problem.

The approach presented in this work may be seen as a generalization of constraint-
based approaches where uncertainties on models are taken into account. A constraint
on a relative pose between two objects is represented by a probability distribution on
parameters of this pose instead of a simple equality or inequality. After the specification
of the constraints, the joint distribution on the parameters of the model is constructed.
For a given problem, the marginal distribution on the unknown parameters is inferred
using probability calculus. The original problem is reduced to an optimization one over
the marginal distribution to find a solution with a maximum probability. This marginal
probability may contain, in the general case, an integral on a large dimension space.

The resolution method used for this integration/optimization problem is based on an
adaptive genetic algorithm. The problem of integration is approached using a stochastic
Monte Carlo method. The precision of this numerical estimation of integrals is controlled
by the optimization process to reduce the computation time.

An extensive experimentation of the approach was made possible thanks to the design
and the implementation of a bayesian CAD system. The easiness of specification method
made possible to test our method on numerous robotic applications. Experimental results
have demonstrated the effectiveness and the robustness of our approach.
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Présentation générale et plan de
lecture

Introduction

Ce travail est le fruit d’une réflexion générale menée au sein de 1’équipe Laplace du
laboratoire Leibniz. Cette réflexion a comme objectif le développement d’un cadre formel
permettant d’aborder le probleme de 'incomplétude des modeles de représentation. La
théorie bayesienne du raisonnement plausible a été choisie comme fondement théorique et
la robotique comme un des domaines applicatifs.

La représentation et la gestion de I'incomplétude sont en effet des problémes inévitables
en robotique. La prise en compte de la dimension incertaine et incomplete du modele du
monde physique dans lequel les robots évoluent est une question fondamentale.

L’utilisation de modeles géométriques en robotique passe nécessairement par une
modélisation plus ou moins réaliste du monde physique. La validité des calculs menés
sur ces modeles dépend fortement de leur fidélité par rapport a la réalité, mais elle dépend
aussi de leur capacité de représenter et d’exploiter les éventuels écarts entre le modele et
la réalité lors de la résolution d’un probleme donné.

Le travail effectué dans le cadre de cette these porte sur cette problématique : comment
représenter et exploiter des modeles géométriques incertains en robotique ?

Nous répondons a cette question en défendant la these suivante : le formalisme bayesien
est une méthode de modélisation et d’inférence permettant de prendre en compte les
incertitudes géométriques. Il permet de résoudre de nombreux problemes géométriques
trouvés en CAO-robotique.

Nous proposons une méthode de spécification de problemes géométriques prenant en
compte les incertitudes. Nous établissons les mécanismes permettant de passer de ces
problemes a des problemes d’inférence bayesienne et présentons les méthodes numériques
permettant de conduire ces inférences. Nous montrons que les difficultés liées au calcul
bayesien peuvent étre surmontées en pratique en fournissant des solutions a de nombreux
problemes non triviaux.

Dans ce cadre, nous avons développé un systeme prototype de CAO-robotique per-
mettant de modéliser et de résoudre de nombreux problemes géométriques en présence
d’incertitude. Ce systéme a pour objectif d’illustrer les aspects les plus importants de
notre méthode a savoir : la généralisation de la notion de contrainte géométrique pour la
spécification de problemes et le couplage de plusieurs méthodes numériques : intégration,
optimisation et relaxation, pour leur résolution.



Plan de lecture

Ce document se compose de cing chapitres et de trois annexes.

Le chapitre 1 présente en détail quelques travaux représentatifs concernant la gestion
des incertitudes géométriques et la spécification de taches par contraintes géométriques
dans les systémes de CAO-robotique.

Dans le second chapitre, nous exposons notre méthode de spécification des problemes
géométriques. Nous commencons par présenter un ensemble de notions et de définitions
que nous considérons utiles pour la modélisation géométrique 3D indépendamment
du probleme des incertitudes. Nous rappelons ensuite les principes du calcul bayesien,
puis nous reprenons la notion géométrique de position relative en la décrivant non pas
par un ensemble de scalaires, mais par une distribution de probabilité. Nous montrons
enfin comment passer d’un probléme géométrique a un double probleme d’intégration et
d’optimisation.

Le troisieme chapitre décrit la méthode générique permettant de résoudre ces
problemes. II présente la méthode de résolution numérique développée pour aborder
les problemes d’intégration et d’optimisation. Cette méthode permet de trouver la
configuration du systeme satisfaisant au mieux les contraintes du probleme. Elle est basée
sur une méthode de Monte-Carlo pour l'intégration et sur un algorithme génétique pour
I'optimisation. L’originalité de notre méthode est de controler le procédé d’intégration par
le procédé d’optimisation. Le principe est de réduire le temps de calcul en commencgant le
procédé d’optimisation avec des estimations grossieres des intégrales, puis d’affiner cette
approximation & mesure que ’on se rapproche de 'optimum.

Le chapitre 4 expose 'application des concepts présentés a la résolution de problemes
robotiques concrets. Nous montrons la souplesse et la généralité de I'approche proposée
en abordant des problemes de diverses natures : I'inversion géométrique sous incertitudes
pour des mécanismes éventuellement redondants, 1’étalonnage de la position et de la
forme d’objets a partir de mesures capteur et le positionnement de robots. Nous décrivons
pour chaque application la modélisation correspondante, nous discutons des résultats
obtenus et de 'apport de notre approche pour une telle application.

Enfin, le dernier chapitre présente une description du systéme de CAO dont les
principes ont été précédemment décrits. L’objectif est de donner un bref apercu de ses
principaux modules, de ses fonctionnalités et de son implantation informatique.

Dans 'annexe A, nous présentons les primitives géométriques implémentées dans le
systeme ainsi que les formules des contraintes égalités et inégalités décrivant les différents
types de contact. L’annexe B regroupe des méthodes de tirage indirect de Monte-Carlo.
Elle contient également des méthodes de tirage direct & partir des distributions gaussiennes.
L’annexe C présente les détails de I'implantation de la méthode d’intégration numérique
que nous avons développée.



Chapitre 1

Contexte

L’utilisation d’un modele géométrique pour représenter un environnement réel (objets
et mécanismes articulés) présente un intérét indiscutable pour la simulation et la planifi-
cation automatique de taches robotiques. Toutefois, la validité de ces représentations ne
peut jamais étre considérée comme absolue et de nombreuses approches (dont la notre)
adoptent une démarche visant a exprimer explicitement la dimension incertaine de ces
modeles.

L’utilisation de modeles d’incertitude en robotique est envisagée de multiple manieres.
Citons par exemple la modélisation probabiliste de ’environnement avec des approches de
type “uncertainty grid” [Moravec88] ou l'utilisation de modeles de déplacement incertain
pour la planification de mouvements [LozanoPérez87, DeLaRos96, Bouilly96, Alami94]. La
notion d’incomplétude et d’incertitude des modeles peut aussi faire ’objet de travaux plus
fondamentaux ou l'incertitude est vue comme la conséquence fondamentale et irrémédiable
de l'incomplétude des modeles formels [Bessiere98a, Bessiere98b, Dedieu9s, Lebeltel97].

Nous nous limiterons & la description de travaux plus spécifiquement liés a la program-
mation automatique des robots. Notre objectif est d’illustrer notre problématique en la
situant dans ce domaine d’application. Plus particulierement, nous nous intéresserons aux
modules de spécification géométrique utilisés dans les systémes de programmation dits de
“niveau objet”.

Apres une présentation succincte de la problématique de la programmation automa-
tique des robots par contraintes géométriques, nous avons choisi de faire une présentation
détaillée de trois approches, chacune représentative d’un type particulier de démarche.

Nous commencerons par les travaux de Taylor [Taylor76] qui présentent, en plus de
leur intérét scientifique, un intérét historique comme étant 1'une des premieres tentatives
de réalisation d’un systéme de programmation de niveau objet faisant intervenir les incer-
titudes dans le processus de spécification de but. Ce travail présente un bon exemple de
prise en compte des incertitudes par propagation de contraintes.

Puis nous examinerons le travail de Puget [Puget89] portant sur une méthode de
propagation des incertitudes dans un but de vérification/correction de programmes. Ce
travail montre 'intérét et les limites des hypotheses gaussiennes.

Enfin, nous nous intéresserons aux travaux de Piccin [Piccin95] portant sur un systéme
de programmation par spécification de contraintes géométriques dans ’espace de travail.
Notre intérét est ici de montrer une méthode basée sur le calcul des variations afin de
souligner I'alternative bayesienne que nous proposons.
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8 CHAPITRE 1. CONTEXTE

1.1 Programmation de niveau objet

La programmation de niveau objet [Mazer87] est caractérisée par une description sym-
bolique de la tache en termes de relations géométriques a réaliser. Cette description symbo-
lique est associée a un modele géométrique de 'environnement. Ce modele doit inclure une
représentation morphologique (formes) et spatiale (positions relatives) des objets et des
mécanismes articulés de la scene. Une représentation des incertitudes peut étre également
incluse [Troccaz86, Taylor76]. L’intérét majeur de ce type de programmation est de fa-
ciliter la tache du programmeur en prenant en charge les problemes liés a la recherche
de stratégie de déplacement permettant la réalisation des relations géométriques requises.
Plusieurs modules sont nécessaires a 'interprétation d’une telle spécification, citons :

— L’interprétation des contraintes géométriques.

— La planification automatique de trajectoires [Latombe91, Boissonnat88, Faver88,

Ahuactzin94].

— La synthese de mouvements référencés capteurs [Samson91].

— La planification de mouvement de saisie [Mason85, Murray94]. ..

Nous nous limitons ici a certains aspects de linterprétation des contraintes
géométriques.

Le systeme de programmation RAPT [Wesley80] est le premier systéme proposant
une méthode d’interprétation de la position d’un assemblage & partir d’'un ensemble de
contraintes géométriques. L’interpréteur de RAPT est basé principalement sur un systéme
de réécriture inspiré du calcul formel. Dans certains cas tres simples, le calcul de la solution
peut étre analytique [Celaya92]. Toutefois, dans le cas général ou plusieurs contraintes
doivent étre satisfaites simultanément avec des mécanismes a plusieurs degrés de liberté,
une résolution numérique des contraintes parait plus appropriée. Nous citons dans ce
contexte le systeme de résolution de AUTOPASS [Lieberman77], celui de CATIA de la
société Dassault-Systemes [Borrel85] permettant la spécification par contraintes de contact
entre des primitives géométriques de base (point, droite, plan), ainsi que des travaux de

A.Giraud [Giraud91].

1.2 Travaux de Taylor

Dans ses travaux de PhD, Taylor [Taylor76] présente un systéme de programmation de
niveau objet basé sur la propagation des contraintes. A partir d’une spécification de niveau
objet, le systéeme procede a la génération automatique d’un programme de niveau effecteur
(AL) correspondant. Il choisit la stratégie d’exécution la mieux adaptée compte tenu des
incertitudes géométriques sur 'espace de travail. Ce systéme permet en particulier la
représentation des incertitudes géométriques exprimées comme des contraintes, et dispose
de méthodes de calcul capables de propager ces incertitudes pour une tache donnée.

Nous présentons dans ce paragraphe les aspects les plus importants de ce systeme
concernant la modélisation de I’environnement, la représentation et la propagation des
incertitudes.

1.2.1 Modélisation de ’environnement

Taylor utilise les notions d’objet et sous-objet pour représenter la structure de la scéne
ainsi que les formes des objets. Cette modélisation est basée sur une représentation sous
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O HOLE 2 O

COVER PLATE

D HoLEL )

BOX

F1c. 1.1 — Exemple d’objet composé (tiré de [Taylor76]).

| BOX-ASSEMBLY |

BOX BODY

JdNLv3d

| BORE1| | BORE2| | HOLE 1 | | HOLE 2 | |TOP*SURFAC4

INSIDE LIES IN

INSIDE LIES IN

F1G. 1.2 — Modele de la boite de la figure 1.1 (tiré de [Taylor76]).

forme de graphe. Les nceuds de ce graphe représentent les objets et les sous-objets tandis
que les arcs reliant ces noeuds décrivent les relations entre ces derniers.

Un exemple de cette modélisation tiré de [Taylor76] est donné par les figures 1.1 et 1.2.
La figure 1.1 représente un exemple d’assemblage tandis que la figure 1.2 donne le graphe
permettant de modéliser cet assemblage en spécifiant les types des relations géométriques
qui existent entre ses constituants.

Lors de la spécification, les relations géométriques sont exprimées comme des ex-
pressions symboliques. Ces expressions seront traduites par le systéme pour générer
des contraintes impliquant les parametres fixes des positions entre les sous-objets, et
des scalaires libres représentant les degrés de liberté de ces relations. Une expression
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(rel, A, B,---) représentant une relation géométrique entre deux constituants A et B,
sera alors traduite en un ensemble de contraintes sur des parametres Ai,---, A, de la
transformation T4 (A1, -+, Ay). Ces contraintes peuvent étre :

— des contraintes d’égalité (de contact)

F()\l”)‘n)zo

— des contraintes d’inégalité
CA,-- ) >0

A noter que les parametres Aq,-- -, A\, doivent étre :
— facilement reliés aux parametres de translation et de rotation exprimés dans un

repere connu,
— liés par des contraintes dont la forme est suffisamment simple pour étre utilisée par

le systeme.

1.2.2 Utilisation des relations géométriques de contact

Supposons qu'une entité Fp d’un objet B est en relation d’appartenance avec une
entité Fy d’un autre objet A. A partir de l'expression symbolique F sur Flj, le systéme
procéde comme suit :

— L’ensemble de points de ’entité Fp est exprimé comme une expression génératrice

Fp={v | v=fg(u1, -, un)}
Cp(p1, -+, pn) >0

ol fi1,---,un sont des scalaires libres caractérisant 'entité Fp exprimée dans le

systeme de coordonnées de 'objet B.
— L’entité F4 sera exprimée, quant a elle, en utilisant une expression de contrainte :

Fa={u | Ga(u)=0 et Cyu(u) >0}
— Comme tous les points de Fp sont sur Fl4, on obtient le systéeme :

Ga(Tap * fe(p, -+ pin)) =
Ca(TaB * fB(p1,- -+, pn)) =
Ce(uP, - ) >0

0
0

ou Tap est la transformation géométrique entre les objets A et B.
La subtitution des parametres u; permet d’obtenir des contraintes sur les parametres
de la transformation T4 .

1.2.2.1 Exemple

Prenons I'exemple présenté par la figure 1.3, représentant une relation de point sur
face :
Supposons que la face Faces appartenant a 'objet A est donnée par un ensemble de
points :
Facea={v | n-v=d et Guv>b}
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FiG. 1.3 — Exemple de relation point sur face.

ou n est le vecteur normal & Facey exprimé dans le repere de 'objet A, d et b sont des
scalaires et G une matrice. L’opérateur (.) représente le produit scalaire.

L’équation n - v = d permet d’exprimer que le point v est sur le plan support de la
face Facey tandis que I'inégalité Gv > b représente le fait que le v est a l'intérieur de la
région limitée par les bords de la face.

Supposons maintenant que le point p appartenant & un autre objet B est sur la face
Facey. Cela permet d’obtenir le systeme de contraintes suivant sur les parametres de la
transformation T4 g :

n-Rp=d—mn-t
G*Rp+Gt>b

R t
TAB—<O 1)

1.2.3 Propagation des incertitudes

avec

Le calcul de la propagation des incertitudes dans ce systéeme est fait par la propagation
de toutes les contraintes égalités F}-(A{, -+ M) et les contraintes inégalités C;(A%, -+ \f).

Supposons qu’on s’intéresse a calculer la position nominale T4p et/ou la précision
ATyp d’un objet A par rapport & un autre objet B. AT 4p représente la transformation
exprimant ’erreur de position telle que :

T = Tap « ATap

Une position T4p connue sans incertitude aura une matrice d’erreur AT g = I ou I
est la matrice identité 4 x 4.

L’objectif est de générer un ensemble de valeurs ¢y, correspondant & la position (position
nominal et/ou erreur de position) entre A et B. En supposant que les J; sont suffisamment
petits, un systeme de contraintes linéaires MJ 7 b (ou 7 représente des égalités et
inégalités) est trouvé.

L’algorithme utilisé par Taylor consiste a :
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1. Trouver toutes les chaines de relations sans cycles (chemins) reliant A et B, et écrire

pour chaque chaine (chemin)

(A7N17 T 7Nk7B)
I’équation
Tap =Tan, *---xTN,B

Pour chaque transformation T, n,,, est associé un ensemble de parametres Ay, N, -
Sur ces parametres, on peut avoir des contraintes égalités et inégalités.
Si on s’intéresse a I'erreur AT 4p, on aura en plus I’équation

ATy = T]leB * - --TXJ{,I * Tan, * ATan, * - % TN, g * ATN, B

Cette équation est obtenue en utilisant plusieurs fois la propriété suivante :

Si deux transformations T;; et Tj; représentent respectivement les positions entre
les reperes 3, R; et entre les reperes 5, Ry, et si les erreurs qui leur sont associées
sont respectivement AT;; et ATy, alors la position nominale Tj; du repere iy par
rapport & R; est donnée par :

T = Tij * Tk
Pour calculer I'erreur AT;y sur T;; on a :
T = Ty« ATy, (1.1)
= Tj; Ty + ATy, (1.2)
D’autre part on a :
il = Tl Tl (1.3)

= T’ij ES ATZ] * Tjk * ATjk
Ce qui donne finalement :
ATy = T’J;l * AT’Z] * Tjk * ATjk

2. Une fois toutes les équations correspondant a tous les chemins ont été trouvées et
simplifiées, Linéariser les contraintes obtenues a l'issue de ’étape précédente en sup-
posant que les valeurs des parametres des transformations T, , sont suffisamment
proches des valeurs des parametres des transformations nominales T]Q,i Nis1:

3. Utiliser les techniques de la programmation linéaire pour résoudre le systeme linéaire
obtenu a la fin de ’étape précédente.

1.2.4 Discussion

Notre principale remarque concerne la représentation des incertitudes par des
contraintes d’inégalités ou intervalles. Cela conduit a un effet ensembliste lors de la propa-
gation de ces incertitudes. Autrement dit I’estimation la plus pessimiste va étre considérée.
C’est particulierement le cas des références multiples (cas des cycles) ou plusieurs chemins
existent entre deux repeéres pour lesquels on veut estimer 'incertitude sur leur position
relative.

Ce choix conduit & I'impossibilité de prendre en compte des a priori non uniformes
sur un intervalle ou bien une région. En effet, la représentation des incertitudes par des
contraintes inégalités sur les degrés de liberté d’une transformation est équivalente a avoir
un a priori uniforme sur la région qui correspond a ces inégalités.



1.3. TRAVAUX DE PUGET 13

1.3 Travaux de Puget

Puget [Puget89] aborde le probléme de la représentation et de la propagation des incer-
titudes géométriques dans le but de la vérification-correction de programmes. Etant donné
un état initial I représentant les connaissances sur les positions des objets dans ’espace
de travail et sur les incertitudes associées a ces positions, la vérification d’un programme
P consiste a s’assurer de sa validité vis-a-vis des incertitudes dans le modele (respect des
contraintes de précision imposées par le probléeme). La correction d’un programme, quant
a elle, consiste a modifier ce dernier pour le rendre valide.

L’objet de ce paragraphe est de présenter les aspects de ce travail les plus intéressants
pour nous, a savoir : la modélisation de I’environnement, la représentation des incertitudes,
et le calcul de la propagation de ces incertitudes.

1.3.1 Modélisation de ’environnement

La modélisation de l’environnement est basée sur la représentation des objets sous
forme de graphe appelé Graphe d’état. Les noeuds de ce graphe représentent les repéres
attachés aux objets, et les arcs reliant ces nceuds représentent les valeurs nominales des
positions relatives entre les différents objets et les incertitudes associées a ces positions.
La position relative entre deux reperes J; et J; est représentée par une matrice de trans-
formation (4 x 4) Tj;.

Les figures 1.4 et 1.5 représentent respectivement un exemple d’un environnement de
travail (un manipulateur et des objets), et le graphe d’état correspondant.

\
GRIPPER
A
"= A
A A
A >
A
- »7
ROBOT / ¢
(i
WSPACE o P
> TABLE |

F1a. 1.4 — Exemple d’environnement (tiré de [Puget89]).
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WSPACE

()
. / \ -
o o
GRIPPER c /\ P
o ] [ )

Fia. 1.5 — Graphe d’état correspondant a l’exemple donné par la figure 1.4.

1.3.2 Représentation des incertitudes

Puget utilise une notion d’erreur de position. Pour une position théorique T2 d’un
repére Ro dans un autre repere Ry, la position réelle T, differe de cette position théorique
par une erreur de position € (exprimée par définition dans le repere Rs) telle que :

T1/2 = T12 * €

A cette erreur est associé un 6-vecteur aléatoire € dont les trois premieéres coordonnées
T représentent l'erreur de translation, et les trois derniéres w représentent l'erreur en

rotation :
€ =
w

. . : Rt ~
La relation entre la matrice de transformation € = ( 0 1 ) et €= (1 w)T

est :
t = 71 (1.5)
R = cos(a)l3 + (1 — cos(a))uu? — sin(a){u}

avec a = norm(w), u = < et

0 u3  —u2
{u}=1 —u3 0 wul
u2 —ul 0

Le choix qui a été fait est de considérer € comme un vecteur aléatoire distribué suivant
une loi gaussienne (normale) de moyenne nulle et de matrice de covariance (matrice 6 x6)
A

Vi, j € [1,6], Ay = E(eiej)

ou F est I'espérance mathématique et ¢; est la i ™ coordonnée de €.

Cette matrice de covariance A4p associée a une transformation T4 g représentant la
position relative entre deux reperes A et B, quantifie incertitude sur cette position. Une
position connue sans incertitude aura une matrice de covariance A = 0.
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1.3.3 Propagation des incertitudes

Etant donné un graphe d’état GG représentant la scene, le calcul de la position Tap
d’un repere Rp par rapport a un autre repere R4 et incertitude A4p associée a cette
position consiste a :

1. trouver un chemin way(R4, Rp) reliant R4 & Rp a partir du graphe G,

2. composer les positions et les incertitudes le long de ce chemin.

1.3.3.1 Combinaison de deux chemins

Soit deux chemins successifs way(R;, ;) et way(R;, Ny), associés respectivement aux
positions T;;, T}, et aux incertitudes A;;, Aji. La position nominale Tj; du repere Ry, par
rapport & R; est donnée par :

Ty =T * Ty,

Pour calculer Verreur €;; sur T;; on a :

Ty = Tipxeir (1.7)

= Tj«Tjp * €ik
D’autre part on a :

o = T+ Ty (1.9)
= Tij*eij*Tjk*ejk (110)
Ce qui donne finalement :
€k = Tfkl * €55 % T * €5,
Pour calculer la matrice de covariance A;p correspondant a cette erreur e€;;, Puget

utilise une approximation au premier ordre (linéarisation) en utilisant les propriétés sui-
vantes :

1. Soit €1 et e deux matrices d’erreur, €] et € les 6-vecteurs qui leur sont associés. Le
6-vecteur € associé & la matrice € = €1 * €5 est égal au premier ordre a € + .

2. Si Ay et Ag sont les matrices de covariance associées respectivement & €] et €5, alors
la matrice de covariance associée & € = €] + & est A/ = Ay + As.

3. Soit € une matrice d’erreur, € = (7w)? le 6-vecteur qui lui est associé et T une
transformation de matrice de rotation r et de translation t = (txtytZ)T. Au premier

ordre, le 6-vecteur & = (7'w’)T associé & la transformation € = T~ % ¢ * T est :
€ ~ Me
avec
M= < M, )
0 r
et
0 . —t,
Mey=| —t, O tx
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4. Si A est la matrice de covariance associée a un vecteur ¥, la matrice associée a
7 = Mv est A' = MAMT

En utilisant successivement ces propriétés, la matrice de covariance A;; associée & €

sera donnée par :
Ay, = M A Mjy, + Ay,

1.3.3.2 Combinaison des arcs d’un chemin

Etant donné un chemin way(R;, i)
way(ifﬁi, %j) = %Z’ATC(%Z', §R1)§R1ATC(§R1, %2)%2 s %nATC(%n, %j)%j

la combinaison des (n + 1) arcs constituant ce chemin se fait récursivement en n
décompositions en utilisant le résultat de la section 1.3.3.1 :
— premier pas :

Ty = Tin 1Ty
Aij = MyAaMi; + Ay

— second pas :

Ty, = Tiox1Ty;
Ayj = MyApMs; + Ay

— dernier pas :

Tin-1); = Tn-1)n*Thj

1.3.4 Présence des cycles et probleme de la cohérence du modele

La présence de cycles dans le graphe d’état pose un probleme de cohérence du modele.
La présence d’un cycle signifie que la position d’un repere (différent de WSPACE) est
définie par rapport a plusieurs autres reperes (existence de plusieurs chemins).

Le choix fait pour le maintien de la cohérence du modele est d’interdire la création de
cycles. Si 'ajout d’un nouvel arc (représentant une nouvelle mesure) entre deux reperes
R et N9 engendre la création d’un cycle, cet arc n’est pas retenu et I'information apportée
par celui-ci est reportée sur tous les arcs constituant le chemin way(R;,R2) (changement
des positions nominales et des matrices de covariance associées).

1.3.4.1 Intégration d’une mesure

La mise & jour des n arcs de ce chemin utilise un filtre de Kalman [Lowe89, Zhang92]
apres linéarisation des formules.

Si ’on dispose d’une mesure de la position relative des reperes R1 et fo déja reliés par
un chemin way(Ry, R2) (Figure 1.6) constitué de n arcs et en notant :
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mesure

e

Rl.

Fia. 1.6 — Création d’un cycle lors de I'intégration d’une nouvelle mesure.

17

— T3 la valeur nominale de la transformation mesurée, et A9 la matrice de covariance

associée,
— pour tout arc Arc(Rg, ;) du chemin, A}, = My x Ay« M},
— wec la fonction qui associe le 6-vecteur a une transformation
alors les n arcs du chemin seront mis & jour de la maniere suivante :
— la nouvelle valeur T7; d’une transformation T;; est donnée par :
-1
-1 -1 / N ea -1
7“2’; = Ej * Tli * vec Aij Z Akl + Ay vec (T12 * T12 ) * T,
way(R1,RN2)
— et la nouvelle matrice de covariance associée par :
-1
_ t
N e | / / / -1
way(R1,RN2)

1.3.4.2 TUtilisation des contacts

Les relations géométriques de type contact entre deux objets permettent de réduire les
variances sur un sous-ensemble de composantes du 6-vecteur d’erreur € de position entre

ces objets.

Les contraintes égalités appliquées aux degrés de liberté et induites par ces contacts

sont utilisées comme équations de mesure pour un filtre de Kalman (ou bien un filtre

de

Kalman étendu pour les contraintes non linéaires). Le vecteur d’état de ce filtre est le
6-vecteur d’erreur € sur la position relative des objets en contact. Cela permet d’obtenir

une matrice de covariance A* plus petite que la matrice de covariance initiale A.
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1.3.5 Discussion

L’utilisation exclusive des distributions gaussiennes pour la représentation des incer-
titudes présente l'avantage majeur de la commodité des calculs nécessaires pour leurs
manipulations. Toutefois on peut adresser les critiques suivantes :

— Le calcul de la propagation des incertitudes fait systématiquement appel & une

linéarisation des formules. Cette linéarisation suppose que les erreurs sur les orienta-
tions sont suffisamment petites pour que cette approximation reste valide. Puget a
montré que 'effet de ces linéarisations n’est pas important dans les approximations
élémentaires qu’il utilise, cependant ’erreur engendrée par 'utilisation répétée de
ces approximations le long d’un chemin n’a pas été quantifiée.

— L’information donnée par les contraintes inégalités induites par les contacts
géométriques n’est pas exploitée. C’est le cas, par exemple, du contact face sur
face qui stipule que tous les points appartenant a la premiere face ne dépassent pas
les bords de la deuxiéme face. Cette information peut considérablement réduire les
incertitudes sur les positions relatives.

— L’interdiction de la création et de I'utilisation des cycles dans le modele de ’envi-
ronnement engendre une importante perte d’information. Cette perte s’explique par
la surestimation des incertitudes finales comme cela est expliqué au chapitre 6 du
mémoire [Puget89], et surtout par l'irréversibilité du processus (impossibilité de la
suppression d’une mesure qu’on a intégrée).

— L’impossibilité de formuler des a priori non gaussiens sur les parametres des modeles.

1.4 Travaux de Piccin

Piccin [Piccin95] présente un systéme de spécification par contraintes de taches de
manipulation. Ces travaux s’intéressent en particulier aux probléemes de génération de
trajectoires dans des espaces de travail imparfaitement connus, et proposent des méthodes
permettant d’affiner le modele de ’environnement en utilisant des mesures pour identifier
des parametres de positions et de tailles pour les objets présents dans cet environnement.

Nous présentons dans cette partie les principaux concepts et méthodes utilisés pour la
spécification et la résolution de probléemes.

1.4.1 Modélisation des mécanismes

Un mécanisme est représenté par un graphe appelé graphe des liaisons cinématiques.
Les sommets de ce graphe correspondent & des référentiels appartenant aux corps du
mécanisme tandis que les arcs décrivent les situations (positions) et les mobilités relatives
de ces référentiels.

1.4.1.1 Concept de lien et mobilité relative

Un lien représentant un arc du graphe des liaisons définit la position relative entre deux
référentiels ainsi que la nature de la mobilité entre eux. La position relative entre deux
référentiels est définie par un vecteur de configuration de RS Q = [tz ty tz ra ry rz]’.
Les trois premieres composantes représentent le vecteur de translation entre les deux
référentiels et les trois dernieres représentent le vecteur de rotation (sa direction définit
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Fi1a. 1.7 — Mécanisme a deux degrés de liberté (tiré de [Piccin95]).

@
©
@-/ ®
® ®
®

F1c. 1.8 — Graphe du mécanisme (tiré de [Piccin95]).

I'axe de rotation et son module donne I’angle de rotation autour de cet axe). L’information
sur la mobilité relative entre les deux référentiels est donnée par un 6-vecteur d’étiquettes.
Chaque composante de ce vecteur d’étiquettes est un caractere alphabétique. Un exemple
des valeurs de ces étiquettes est donné par le tableau 1.1.

1.4.1.2 Exemple

La figure 1.7 représente un exemple de modélisation d’un bras articulé a deux degrés
de libertés animé par deux vérins. Ces derniers sont représentés par les deux couples de
corps (2,4) et (3,5). Le graphe représentant ce mécanisme est donné dans la figure 1.8. La
figure 1.9 représente le graphe étendu des liaisons cinématiques utilisé par le systeme pour
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F1G. 1.9 — Graphe étendu (tiré de [Piccin95)).

‘ Etiquette ‘ Interprétation ‘

N, P Parametre nul et non nul

Q Variable inconnue (articulaire)

C Variable de contrainte (& annuler)

R Variable intermédiaire (valeur indifférente)

TAB. 1.1 — Exemple d’étiquettes de variables (tiré de [Piccin95]).

modéliser ce mécanisme. Sur ce graphe, les arcs en trait continu représentent les liaisons
fixes (liens fixes) et les arcs en trait pointillé décrivent les liaisons mobiles.

1.4.2 Extraction des contraintes

F1G. 1.10 — Cycle cinématique (tiré de [Piccin95]).

L’écriture des conditions de fermeture des cycles du graphe des liaisons permet d’ob-
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tenir les contraintes décrivant un probleme donné. Ces conditions de fermeture peuvent
étre exprimées soit en suivant un raisonnement géométrique sur les positions relatives des
référentiels, soit par un raisonnement cinématique sur les vitesses relatives (dérivées des
variables géométriques) entre ces derniers. La premiére option (raisonnement géométrique)
engendre, dans le cas général, des termes non linéaires. En revanche, la deuxiéme option
(raisonnement cinématique) permet d’obtenir des équations linéaires reliant les dérivées
des variables géométriques, ce qui explique le choix qui a été fait dans ces travaux.

Prenons le cas de la figure 1.10; la condition de fermeture du cycle s’écrit en utilisant
la loi de composition des vitesses (torseurs) des référentiels par rapport a un point de
référence O comme suit :

n—1
Z Vi?i-i—l + V731 =0
i1

En utilisant les relations de changement de point ainsi que la relation linéaire instan-
tanée qui existe entre le torseur et la dérivée Q;; du vecteur de configuration, la contrainte
s’écrit finalement sous la forme :

> M; AQ; =0

ou M; est une matrice 6 x 6 dont les termes sont donnés dans [Piccin95], et AQ); sont les
vecteurs incrémentaux correspondant aux vecteurs de configurations @);.
L’ensemble des m cycles présents dans le graphe donne un systéeme d’équations :

(Zosa

m

Jj=1

1.4.3 Résolution des contraintes

Dans le paragraphe précédent nous avons montré comment extraire les équations de
contraintes décrivant des conditions de fermeture d’'un cycle. La fermeture d’un cycle
correspond en fait a la position finale que le manipulateur doit rejoindre. A ces équations
peuvent s’ajouter, dans le cas général, des contraintes supplémentaires a satisfaire lors du
déplacement vers I'objectif. C’est particulierement le cas de la présence des obstacles a
éviter lors du mouvement.

Le troisiéme type de probléeme est celui de la calibration (étalonnage). A partir d’un
ensemble de contacts entre le robot et un objet de son environnement, le systeme doit
exploiter ces mesures pour identifier les parametres de la position de I'objet en question.
Ce probleme revient a la minimisation d’une fonction.

Ces trois types de probleme se formulent de la maniere suivante :

(@) g(z)=0 Objectif de position.

(b) g(z*)=0 Génération de trajectoire sous contraintes.
avec h(z,) > 0,n € [0, N]

(¢) ming fT(z)f(x) Probleme d'identification paramétrique.

avec g(x) =0

ou g, f et h sont des fonctions, et {x,} représentent les positions intermédiaires vers
lobjectif x*.
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La méthode de résolution utilisée par ce systeme est basée sur un mécanisme
d’élimination de variables avec raisonnement numérique/formel pour la résolution des
systemes linéaires obtenus par I'analyse cinématique. Le résultat de ce traitement est uti-
lisé par un schéma itératif de Newton-Raphson. La méthode proposée utilise une correction
locale des directions de recherche pour assurer la satisfaction des éventuelles contraintes
inégalités. Une méthode du simplexe est utilisée pour cette correction.

1.4.4 Discussion

Le systeme proposé par Piccin est dédié aux probléemes de planification dans des envi-
ronnements imparfaitement connus. Ainsi, dans le cas de la téléprogrammation des robots
distants, le modele de ’environnement de travail ne peut étre qu’approximatif. Pour abor-
der le probleme de la validité du modele, le systéme utilise un étalonnage des positions des
objets présents dans I’environnement a partir des mesures obtenues par la mise en contact
répétée d’'un point du robot sur un point de ’objet en question.

Nous adressons deux remarques principales sur ce type d’approche :

— Elle ne donne pas la possibilité d’utiliser le modele initial de I’environnement (sans
étalonnage) en prenant en compte explicitement les incertitudes sur ce modele. Il
est préférable, a notre avis, d’avoir une notion d’incertitude représentant 1’état de
connaissance sur le modele, et de prendre en compte ces incertitudes dans le proces-
sus de planification. Cela permet en particulier de n’avoir recours a ’étalonnage que
lorsque le critére de précision qu’on s’est fixé sur I’exécution de la tache a effectuer
n’est pas respecté.

— Pour l'étalonnage des positions des objets, 'utilisation d’une estimation de type
moindres carrés (résultat des algorithmes de type Newton-Raphson pour les systemes
surdéterminés) & partir des mesures issues des contacts, ne permet pas la prise en
compte des informations disponibles a priori ni sur les modeles des objets a étalonner,
ni sur le modele du robot utilisé comme instrument de mesure (incertitudes sur les
parametres du robot lui-méme).

Le style de modélisation par spécification de contraintes sur les parametres de pose
utilisé dans ce travail nous parait bien adapté pour la modélisation de taches robotiques.
Ce style de modélisation a été retenu dans notre travail et sera développé dans le prochain
chapitre.

1.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre la problématique de la prise en compte expli-
cite des incertitudes géométriques dans les systemes de programmation de “niveau ob-
jet”. Nous avons fait une présentation détaillée de trois approches que nous avons jugées
représentatives dans ce domaine. Pour chaque approche, nous avons souligné les avantages
et les limites en termes de la richesse des informations prise en compte par ’approche,
ainsi qu’en termes de performance et commodité des calculs requis par la méthode. Le but
était, bien entendu, de dégager les principaux problemes pour pouvoir les aborder par la
méthode que nous proposons dans cette these.



Chapitre 2

Spécification de problemes
géomeétriques

Le but de ce chapitre est de présenter les notions et les principes de base utilisés pour
la modélisation géométrique probabiliste. Il comporte quatre parties :

Nous commencons par la présentation d’un ensemble de notions et de définitions
que nous considérons utiles pour la modélisation géométrique indépendamment de toutes
références au calcul probabiliste. Cette modélisation est basée sur une représentation clas-
sique sous forme de graphe. Les sommets de ce graphe représentent les reperes, tandis que
les arcs représentent les informations sur les poses relatives entre ces reperes. Nous intro-
duisons aussi dans cette partie la notion de relation de contact entre entités géométriques
standard (faces, arétes, cylindres...), et les contraintes d’égalité et d’inégalité induites par
ces relations.

Dans la deuxiéme partie, nous présentons le calcul bayesien comme un formalisme
permettant d’expliciter et de manipuler les incertitudes. Nous introduisons les principes
généraux de ce formalisme et la méthodologie qu’il utilise.

Dans la troisieme partie, nous montrons comment nous étendons les modeles
géométriques présentés dans la premiere partie, pour prendre en compte les incertitudes
géométriques (imprécisions). Cette extension consiste essentiellement & représenter les
poses relatives entre reperes, non pas par des scalaires, mais par des distributions de
probabilité sur les parametres décrivant ces poses.

La quatrieme partie, quant a elle, est consacrée a I'utilisation du formalisme bayesien
précédemment exposé pour représenter et propager d’'une maniere uniforme les incertitudes
et les contraintes géométriques. Nous montrerons en particulier comment passer de la
spécification d’un probleme quelconque de géométrie a un double probleme d’intégration
et d’optimisation.

2.1 Définitions de base et notations pour la modélisation
géométrique

L’objectif de cette partie est de définir un ensemble de notions de base et de notations
qui seront utilisées pour la modélisation géométrique dans le reste de ce document.

23
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2.1.1 Pose relative

Fia. 2.1 — Pose relative entre deux corps.

Dans la pratique, une grande catégorie des problémes géométriques peut étre spécifiée
en modélisant les objets et les systemes articulés présents dans ’environnement comme
des corps rigides, et en décrivant les situations (poses) et les mobilités relatives entre ces
derniers.

Dans le cas général, la pose relative d’un objet (solide) S; (Figure 2.1) associé a
un repere R par rapport a un autre objet Sy (associé au repeére Rg) est donnée par
6 parametres indépendants, représentant la transformation géométrique (3 parametres
de translation et 3 de rotation) transformant ®; en Ro. Cette localisation relative dans
I’espace peut s’exprimer de multiples manieres. Etant donné 'utilisation numérique que
nous allons faire de cette représentation, nous utilisons les deux représentations :

1. Vecteur de pose de IR®

Q12 = (tggtytzrxryrz)T (2.1)

Les trois premieres coordonnées T = (t,t,t,)T de ce 6-vecteur représentent la transla-
tion entre les deux repéres tandis que les trois dernieres w = (Txryrz)T représentent
lorientation. Son module a = ||w|| est égal & 'angle de rotation et sa direction
u = ”i—” est 'axe de rotation. Dans la suite nous nous intéresserons aux lois de
probabilité sur ces coordonnées.

Nous utiliserons dans le reste de ce document la notation Q;;.t;, Qij.ty, -+, Q.72
pour dénoter les 6 coordonnées du 6-vecteur @);;.

2. Matrice de transformation homogeéne 4 x 4 :

Tyy = < oR i ) (2.2)
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ou R représente la matrice de rotation de Sy par rapport a S; et t représente le
3-vecteur de translation entre les origines de 1 et Ro.

Cette représentation en matrices homogenes présente 'avantage de permettre
d’écrire la pose entre deux repere J, et R reliés par une chaine de transforma-
tions

(Tp1, Tho, -+, To—1ns Thy)

comme une multiplication de matrices :
Typ =Ty xTig* - % Ty 1p Ty
Ces deux représentations sont reliées par les équations suivantes :
T=1

et
R = cos(a)l3 + (1 — cos(a))uu’ — sin(a){u}

avec I3 la matrice identité 3 x 3 et

0 ud  —u2
{u} =1 —u3 0 ul
u2 —ul 0

Pour passer d’une représentation & une autre, nous disposons de deux fonctions :
— vect qui accepte une matrice de transformation 4 X 4 comme parametre d’entrée, et
rend le 6-vecteur de pose équivalent comme sortie :

’UBCt(T’Z‘j) = Qij

— mat qui accepte un 6-vecteur de pose comme entrée, et rend une matrice de trans-
formation 4 X 4 comme sortie :

mat(Qi;) = Tj;

Les définitions de ces deux fonctions sont données dans 'annexe A.

2.1.2 Objet - Forme - Entité géométrique

La représentation des objets (corps) par de simples reperes ne permet pas de représenter
les formes associées a ces derniers. La modélisation des formes nécessite 'utilisation de
représentations plus ou moins complexes suivant la complexité des objets a modéliser.
Une représentation utilisant des primitives géométriques simples (parallélépipede, cylindre,
sphere) peut étre suffisante dans certains cas élémentaires. Par contre, pour des environne-
ments plus complexes la modélisation des formes des objets nécessite des représentations
plus complexes comme les arbres CSG ou contenir des informations topologiques comme
dans les modeles B-rep du type DCEL.

Pour des raisons de simplicité nous avons choisi un ensemble restreint d’entités
géométriques comme éléments de modélisation. Nous nous intéresserons donc plus par-
ticulierement aux primitives suivantes :



26 CHAPITRE 2. SPECIFICATION DE PROBLEMES GEOMETRIQUES

— Les sommets (points)
— Les arétes (segments de droites)
— Les faces polygonales
Les cylindres

— Les spheres

Malgé sa simplicité, cette représentation permet de définir la forme d’un objet comme
étant un ensemble d’entités géométriques simples. Cela permet aussi de décrire les poses
relatives entre les objets en explicitant les relations de contact entre différentes entités.
Nous reviendrons dans la suite de ce chapitre sur cette notion de contact.

Un objet est alors défini par :

— un repére propre a ’objet appelé repéere intrinseque,

— la liste des entités géométriques le constituant. Chaque entité étant localisée par

rapport au repere intrinseque par un repére qui lui est attaché.

La représentation des différentes entités géométriques de base et la procédure de pla-

cement des reperes attachés & ces entités sont détaillées dans I'annexe A.

2.1.3 Contact géométrique - contraintes de contact

Une relation géométrique de contact entre deux entités géométriques ¢ et 5 appartenant
a deux objets est une suppression ou bien limitation de la plage de variation d’'un ou
plusieurs degrés de liberté (ddl) du 6-vecteur @);; représentant la position/orientation
relative sur les 6 ddl possibles. Cette notion de contact induit des contraintes d’égalité
O(Qij) = 0 et d’inégalité C(Q;;) < 0 sur les valeurs que peuvent prendre ces degrés de
liberté. Nous nous intéressons dans ce travail aux relations de contact suivantes :

— Point sur Point

— Point sur Aréte

— Point sur Face

— Point sur Cylindre

— Point sur Sphere

— Aréte sur Aréte

— Face sur Face

Prenons ’exemple du contact Face sur Face :

Un contact de type Face sur Face (Figure 2.2) entre deux faces Facey et Face; (Facey
sur Faceq) induit les contraintes suivantes :

Si 'on dénote Q15 = (twtytzrxryrz)T le vecteur de pose reliant les reperes Ry et Ro
attachés a Face; et Faces respectivement, on aura les 3 contraintes égalités suivantes :

t, = 0
ry = 0
ry = 0

Sil'on dénote Pil i=1---nyet Pj2 7 =1---ng9 ’ensemble des sommets de Face; et de
Facey respectivement exprimés dans Rj, et si 'on considere le cas ou Face; est convexe,
on obtient les ny X ngy contraintes inégalités (Figure 2.3) :

Wzl---nl,ijl---ng, Uz‘j.Z<0

Vij = (PZ1 - p?) A (Pi1+1 - P?)
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Fic. 2.2 — Contact de type Face sur Face.

Les contraintes d’égalité représentent le fait que le plan support de Face; est sur le
plan support de Faceo, tandis que les contraintes d’inégalité représentent le fait que tous
les sommets de Facea doivent étre a l'intérieur de la face Face; (Figure 2.3).

F1a. 2.3 — Les contraintes inégalités induites par le contact Face sur Face.

Les autres types de contacts géométriques ainsi que les contraintes qui en résultent
sont détaillés dans 'annexe A.

2.1.4 Graphe cinématique

Nous définissons un Graphe cinématique comme étant un graphe orienté donné par un
ensemble de n sommets (nceuds) S = {S1,--,S,} représentant un ensemble de repeéres,
et un ensemble de m arcs (arétes) A = {A; j,, -, Ai, it O Aj; désigne un arc allant du
sommet pere S; vers son fils S;. Chaque arc A;; définit un lien cinématique. Il est étiqueté
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par un vecteur de pose @;; de IRS représentant la pose relative du sommet fils S; par
rapport au sommet peére S;. Il est aussi étiqueté par un ensemble (éventuellement vide)
de contraintes d’égalité O(Q;;) = 0 et d’inégalité C(Q;;) < 0 induites par une éventuelle
relation de contact entre deux entités géométriques attachées a S; et S;. Un arc définit ce
que nous appelons lien cinématique.
Ce graphe a les propriétés suivantes :
— Caractere orienté : Ce graphe est par définition orienté. Dans le cas général, les
vecteurs de poses @;; et @;; sont différents.
— Connexité : Ce graphe est de nature connexe car seuls nous intéressent les reperes
reliés directement ou indirectement entre eux.
— Présence de cycles : Ce graphe peut contenir des cycles.

2.1.5 Présence des cycles et la cohérence du modele

Nous venons de mentionner que le graphe cinématique peut contenir des cycles. Un
cycle de ce graphe représente l'existence de plus d’un chemin reliant deux reperes. L’uti-
lisation de chacun de ces chemins permet de calculer une pose relative entre les deux
reperes en question. Le calcul de ces poses peut donner des résultats différents, ce qui
rend le modele incohérent. Pour que le modele soit cohérent, toutes les poses calculées en
utilisant les différents chemins doivent étre identiques. Nous appelons cela la contrainte
de fermeture des cycles et nous 'exprimons comme suit :

Pour tout cycle C' constitué de k arcs :

Vi=1loon T =T 0 = T 4 o 0 S+ O+ I e I =

ou I4 représente la matrice identité 4 x 4 et s;; € {—1,1} représente le sens du parcours
de 'arc A;;.

F1G. 2.4 — Cas d’un graphe connexe contenant 12 sommets et 13 arcs. Le nombre minimal
de cycles permettant de couvrir completement ce graphe est de 13 — 12+ 1 = 2.
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Le nombre minimal de cycles permettant de couvrir completement un graphe connexe
de n sommets et m arcs est de m —n + 1 [Gondran90]. Dans la figure 2.4 par exemple, le
nombre de cycles que 'on peut extraire de ce graphe est de 3 (les cycles C1, C2 et C'3 dans
la figure). Le nombre de sommets et d’arcs de ce graphe étant de 12 et 13 respectivement,
alors le nombre minimal de cycles permettant de couvrir completement ce graphe est de
2.

L’extraction de ces cycles conduit, dans le cas général, a plusieurs solutions possibles.
L’algorithme que nous avons implanté pour ce travail permet d’extraire les m —n+1 cycles
de longueurs minimales. Cela permet pour 'exemple 2.4 de trouver les deux cycles C2 et

C3.

2.1.6 Probleme géométrique

Etant donné un graphe cinématique défini par un ensemble de n sommets S =
{S1,---,8n} et un ensemble de m arcs A = {A4;;,, -, Ai,.jn} , la spécification d’un
probleme géométrique a partir de ce graphe revient a définir pour chaque arc A;; le role
(nature) de chaque parametre du vecteur de pose @;; vis-a-vis du probleme. Pour cela,
nous introduisons la notion de statut. Cette notion permet de caractériser le role de chaque
parametre, et d’associer a chaque vecteur de pose @;,;, k= 1---m, un 6-vecteur de sta-
tuts. Nous définissons ainsi trois catégories de variables :

— Inconnu (X) pour les parametres dont les valeurs sont les inconnues du probléme.

— Fize (F) pour les parameétres dont les valeurs sont connues et inchangeables.

— Libre (L) pour les parametres qui peuvent prendre indifféremment n’importe quelle
valeur permettant de satisfaire les éventuelles contraintes inégalités sur ces pa-
rametres.

Si on définit le vecteur @ de IRS™ représentant la concaténation des m 6-vecteurs
Q;j, la spécification d’un probleme géométrique correspond a une partition de ce vecteur
en trois sous-ensembles X, F' et L correspondant aux parametres de () ayant les statuts
Inconnu, Fixze et Libre respectivement.

Etant donné un vecteur de parameétres fixes (F), la résolution du probléme revient a
trouver les vecteurs X et L permettant de satisfaire :

— Les contraintes d’égalité représentant les conditions de fermeture des cycles

(Contraintes globales).

— Les contraintes d’égalité et d’inégalité induites par les relations de contact

(Contraintes locales).

2.1.7 Exemples de problemes géométriques

Le but de ce paragraphe est d’illustrer la méthode de spécification utilisée. Nous don-
nerons deux exemples simples représentant deux types de problemes :
— Le premier exemple représente un probleme simple d’inversion géométrique.
— Le second décrit un probléeme de calibration (étalonnage) de la pose d’un objet en
utilisant des mesures capteur.
Pour des raisons de simplicité, nous considérons dans ces exemples le cas 2D. Cette
méthode de spécification reste valide pour le cas 3D.
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AXE1

EDGE 1

Fia. 2.5 — Exemple simple d’inversion géométrique. Le probleme a résoudre consiste a
mettre le point final du bras sur une aréte d’un objet.

ROBOT AXE 1 AXE 2 AXE 3

1/ o

N
TABLE |

/

PART EDGE 1

F1G. 2.6 — Graphe cinématique correspondant au probléme d’inversion géométrique.

2.1.7.1 Elaboration d’un probléeme d’inversion géométrique

L’exemple présenté dans la figure 2.5 représente un probleme d’inversion géométrique.
Dans cet exemple, nous voulons que le point final (noté GRIPPER) du bras planaire a 3
degrés de liberté rejoigne I'aréte notée EDGE1 de I'objet PART. Plus précisément, nous
voulons obtenir les valeurs (61,62,03) des degrés de liberté du bras qui permettent de
mettre le point final GRIPPER sur 'aréte EDGE1. Nous présentons dans la figure 2.6 le
graphe cinématique correspondant a ce probleme. Les arcs de ce graphe en traits continus
représentent les liens cinématiques décrivant les informations sur les poses relatives des
reperes, tandis que les arcs en traits pointillés expriment la relation que 1’on souhaite

obtenir.
L’ensemble des sommets de ce graphe est :

S = {TABLE, ROBOT, PART, EDGE1,AXE1, AXE2, AX E3, GRIPPER}

L’ensemble des arcs est donné, quant a lui, par le tableau 2.1.
L’ensemble X des inconnues du probléme (correspondant aux articulations 6, 65 et 65
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du bras) est :

X ={QroBor axr1.7%,QaxE1 AxE2.7%, QAXE2 AXE3.TZ}

‘ Arcs H Valeurs de (tz,ty,7,) ‘ Statuts ‘ Contraintes inégalités

TABLE — ROBOT (100.0, 10.0, 0.0) | (F, F, F)

TABLE — PART (300.0, 10.0, 0.0) | (F, F, F)

PART — EDGE (150.0, 30.0, 0.0) | (F, F, F)

ROBOT — AXE1 (00, ll, 91) (F,F,X) aj < 91 < b1
AXFEl — AXE2 (00, l2, 92) (F,F,X) a S 92 S b2
AXE2 - AXE3 (lg, 0.07 93) (F,F,X) as < 93 < bg
AXFE3 - GRIPPER (I4, 0.0, 0.0) (F,F, F)

EDGFE1 — GRIPPER (?7,0.0,7) (L, F, L) —150.0 <z <0.0

TAB. 2.1 — Statuts et contraintes inégalités pour le probléme d’inversion géométrique.

Pour ce probleme, le graphe correspondant contient un seul cycle. La contrainte égalité
de la fermeture de ce cycle s’écrit :

TraBre roBoT * TroBoT AxE1 *TaxEl axe2 * Taxe2 aAxes * TAXE3 GRIPPER

TrABLE PART * TPArRT EDGE1 * TEDGE1 GRIPPER

Les contraintes inégalités a; < 0; < b;, © € {1,2,3} dans la quatriéme, cinquiéme et
sixieme ligne du tableau 2.1 représentent les butées mécaniques associées aux trois degrés
de liberté du bras. La contrainte —150.0 < x < 0.0 dans la derniere ligne du tableau
exprime le fait que le point final GRIPPER doit étre sur I'aréte FDGEL.

2.1.7.2 Elaboration d’un probléme de calibration (étalonnage) de pose

AXEL,
AXEL,
A

AXEL,

Fia. 2.7 — Exemple de probleme d’étalonnage. Le probléme consiste a trouver la pose d’un
objet a partir d’un ensemble de mesures capteur.
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AXEL, — > | AXE2, 5 |AXE3, > LASER,
ROBOT E% AXElL, — > | AXE2,— > AXES, S | LAsER,
\\ AXEL, S | Axe2, S AXE3, 5 | LASER,

l
Ntk

S

EDGE1 \
<
P2

Fi1G. 2.8 — Graphe cinématique correspondant au probleme d’étalonnage.

Le probléme que nous cherchons a résoudre dans ce deuxieme exemple est d’étalonner la
pose de 'objet PART par rapport au repere TABLFE en utilisant 3 mesures d’un capteur de
distance monté a 'extrémité du bras (voir figure 2.7). Pour chaque mesure M;, i =1---3,
le bras est ramené & une configuration (6%, 65, 0%) et la distance D; entre 'extrémité du bras
(laser) et une des arétes EDGE1 et EDGEZ2 appartenant a 1’'objet PART est mesurée. Pour
cet exemple, les inconnues du probleme ne sont plus les parametres de la configuration du
robot comme pour l'exemple précédent mais les parametres de la pose (z,y, ) de 'objet
PART par rapport a la table TABLE. Le graphe cinématique associé a ce probleme est

donné dans la figure 2.8.
L’ensemble S des sommets de ce graphe est :

S={ TABLE,ROBOT,PART,EDGEl,EDGE2, AXE1,, AXEl,, AXE1l;,
AXE2,, AXE2, AXE23, AXE31, AXE3o, AXE33, LASER,, LASERs,
LASERs}

L’ensemble des arcs est donné, quant a lui, par le tableau 2.2.
L’ensemble X des inconnues du probleme (correspondant a la pose (x,y,«) de PART)
est :
X ={Q7aBLE PART 1%,QTABLE PART 1Y, QTABLE PART-TZ}

Pour ce probléme, le graphe correspondant contient 3 cycles minimaux. Les contraintes
égalités de la fermeture de ces cycles s’écrivent :

TraBre roBoT * TroBoT AxE1, * TAXE1, AXE2,*
Taxp2, AxE3: * TaAxE3, LASER, * TLASER, P1

TrABLE PART * TPART EDGE1 * TEDGEL P1

TrABLE ROBOT * TROBOT AXE1, * TAXE1, AXE2:%
TaxE2, AXE3; * TAXE3, LASER, * TLASER, P2

TraBLE PART * TPArT EDGE1 * TEDGE2 P2
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‘ Arcs H Valeurs de (tz,ty,7,) ‘ Statuts ‘ Contraintes inégalités ‘

TABLE — ROBOT | (100.0, 10.0, 0.0) | (F, F, F)

TABLE — PART @, ¥, @) X X, X)

PART — EDGEL (150.0, 30.0, 0.0) | (F, F, F)

PART — EDGE2 (0.0, 400, 7/2) | (F, F, F)

ROBOT — AXE1, (0.0, Iy, 61) (F,FF)

ROBOT — AXEL, 0.0, 1, 2) (F,FF)

ROBOT — AXEl; 0.0, 1, 91) (F,EF)

AXEL, — AXE2, (0.0, I, 63 (F,FF)

AXEl, — AXE2, (0.0, Is, 62) (F,F.F)

AXEl; — AXE2, (0.0, Iz, 63) (F.FF)

AXE2, — AXFE3,; (z 0.0, 63) (F,F,F)

AXE2, — AXE3, (13, 0.0, 62) (F.F,F)

AXE2; — AXE3; (I3, 0.0, 63) (F,FF)

AXE3; — LASER, (I, 0.0, 0.0) (F, F, F)

AXE3, — LASER, (11, 0.0, 0.0) (F, F, F)

AXE3; — LASER; (11, 0.0, 0.0) (F, F, F)

LASER, — P1 (0.0,D; , 0.0) (F, F, F)

LASER, — P2 (0.0, Dy, 0.0) (F, F, F)

LASER; — P3 (0.0, D3, 0.0) (F, F, F)

EDGEIL — P1 (7, 0.0,7) (L, F, L) | —400 <z < 40.0
EDGEL — P2 (7,0.0,7) (L, F, L) | —400 <z < 40.0
EDGE2 — P3 (7,00,7) (L,F,L) | —200<z < 200

TAB. 2.2 — Statuts et contraintes inégalités pour le probleme d’étalonnage.

TraBLE ROBOT * TROBOT AXE1; * TAXE1; AXE23%
TaxE2, AXE3; * TAXE3; LASERs * TLASER, P3

TraBLE PART * TPART EDGE2 * TEDGE2 P3

Dans les trois dernieres lignes du tableau 2.2, les contraintes inégalités expriment le fait
que les trois points de mesures P1, P2 et P3 se situent sur les arétes EDGFE1 et EDGE2.

2.2 Principes du calcul bayesien

Cette partie décrit les notions théoriques avec lesquelles nous abordons la gestion des
incertitudes géométriques. Notre objectif est de présenter brievement les principes du
calcul bayesien comme une méthode de modélisation et d’inférence permettant de prendre
en compte les incertitudes. L’application de ce formalisme connait aujourd’hui un regain
d’intérét marquant dans différents domaines de recherches, allant de la physique théorique
[Jaynes96, Neal93] jusqu’a la vision par ordinateur [Kato94, Weiss98] et la robotique mobile
[Bessiere98a, Bekerman92].

Nous nous plagons plus précisément dans le cadre d’une théorie du raisonnement proba-
biliste appelée Probability as Logic (Pal)) proposée par le physicien E.T.Jaynes [Jaynes96].
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Cette théorie considere le calcul des probabilités comme une généralisation de la logique
formelle (booléenne). Elle permet d’étendre la logique & des propositions dont la vérité
n’est pas connue avec certitude et de formaliser la notion de raisonnement plausible. Dans
cette théorie, la notion de probabilité est utilisée non pas dans son sens fréquentiste ou elle
caractérise la fréquence d’'une mesure physique donnée, mais plutot dans son sens subjecti-
viste ou elle exprime un état de connaissance représentant les informations dont on dispose
sur le phénomene en question. Cette utilisation des probabilités découle directement de la
formalisation de la notion intuitive de plausibilité proposée par Cox [Cox46, Cox61]. En se
fixant un ensemble de desiderata définissant la notion de plausibilité pour une proposition
logique, Cox montre que I'unique fagon de manipuler cette notion (en restant fidele aux
desiderata de départ) est donnée par la théorie des probabilités. La notion de plausibilité
est ainsi formalisée par la notion mathématique bien définie de probabilité *.

2.2.1 Définitions fondamentales
2.2.1.1 Probabilité d’une proposition logique

Une proposition logique est un énoncé qui peut étre soit vrai soit faux. Nous définissons
la plausibilité (probabilité) p(A) d’une proposition A comme le degré de certitude accordé
a sa véracité.

En réalité, toute probabilité d’une proposition A ne peut étre donnée qu’au vu d’un
ensemble de connaissances préalables que 'on dénotera I. Il est alors plus convenable
d’expliciter dans les notations les connaissances I qui ont permis d’assigner une valeur p»
a une proposition A en écrivant p(A|I) = p4. Toutefois, dans le but d’alléger les notations,
nous nous dispensons d’écrire ces connaissances I dans les formules que nous manipulons
dans le reste de ce document. En effet a un instant donné nous ne nous intéressons qu’a
un seul ensemble de connaissances préalables 1.

Nous utiliserons, dans ce qui suit, la notation AB pour la conjonction de A et B, A+ B
pour leur disjonction et —A et =B pour leurs négations respectives.

2.2.1.2 Regles de calcul

A partir des desiderata définissant le raisonnement plausible, Cox montre que ce rai-
sonnement doit utiliser 2 regles fondamentales qui sont a la base de toute inférence pro-
babiliste. Etant donnée les propositions logiques A, B et C, ces deux regles sont données
par :

— Regle du produit

qui donne la probabilité d’une conjonction :

p(AB|C) = p(A|C)p(B|AC) = p(B|C)p(A|BC) (2.3)

— Regle de normalisation
qui exprime le fait que la somme des probabilités d’une proposition et de sa négation
est égale a 1 :

p(A|C) +p(=4]C) =1 (2.4)

'Dans un récent article [Halpern99], la démonstration de Cox de 'unicité de la théorie de probabilité
pour la manipulation de la plausibilité a été remise en question. Toutefois, cette mise en cause ne concerne
en aucun cas la capacité de la théorie des probabilités de manipuler la notion de plausibilité.
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2.2.2 Autres définitions et notations utiles
2.2.2.1 Probabilité d’une disjonction

L’utilisation des regles 2.3 et 2.4 permet d’écrire la probabilité d'une disjonction comme
suit :
p(A+ B|C) = p(A|C) + p(B|C) — p(AB|C)

Cette derniere regle s’écrit dans le cas ou A et B sont indépendantes comme :
p(A+ B|C) =p(A|C) + p(B|C)
Cette regle est obtenue comme suit :

p(A+ BIC) = 1-p(=A-B|C)=1-p(=A|C)p(=B|-AC)
= 1-p(=A|O)[1 - p(B]-AC)] = p(A|C) + p(=AB|C)
= p(A[C) + p(B|C)p(=A|BC) = p(A|C) + p(B|C) [1 — p(A|BC)]
= p(A|C) +p(B|C) — p(AB|C)

2.2.2.2 Variable discrete - Distribution de probabilité discrete

Jusque ici, seule la probabilité d’une proposition logique a été définie. Supposons que
l'on s’intéresse a assigner des probabilités aux différentes valeurs numériques d’une va-
riable discréte z. Nous devons dans ce cas définir un ensemble de propositions logiques
mutuellement exclusives A, = “z = n”, ol n prend toutes les valeurs possibles de z,
et considérer les probabilités p(A,,) = f(n). La fonction f représente une distribution de
probabilité discréte sur la plage de variation de la variable x.

Pour éviter toute ambiguité, nous utilisons la notation p,(x) pour désigner une dis-
tribution de probabilité sur une variable x. Dans le cas ol aucune confusion ne serait
possible, nous nous permettons d’alléger la notation en écrivant tout simplement p(z).

Les deux regles 2.3 et 2.4 restent valides pour les cas des variables et s’écrivent respec-

tivement pour deux variables x et y comme suit :
p(zy) = p(z)p(ylz) = p(y)p(zly)

> op(x)=1

2.2.2.3 Variable continue - Densité de probabilité

Pour parler de probabilité pour une variable continue x en utilisant les résultats obtenus
pour les propositions logiques, nous reprenons le raisonnement donné par Jaynes :
Commencons par définir les deux propositions suivantes :

=
Il

x <q) (2.5)

Fy=(z>q) (2.6)

Ces deux propositions sont exhaustives et mutuellement exclusives. La probabilité de
P va dépendre de ¢ en définissant une fonction G telle que :
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p(F1) = G(q)

Cette fonction G est bien évidemment croissante.
Intéressons nous maintenant a la proposition W = (a < x < b) (la valeur de z est dans
I'intervalle ]a, b]). Notons A et B les propositions suivantes :

A=(x<a) (2.7)
B=(x<b) (2.8)

Nous avons 'égalité B = A + W. De plus, comme A et W sont mutuellement exclusives,
I’application de la regle de la somme permet d’écrire :

p(B) =p(A) +p(W)
Ce qui donne finalement :
pla <z <b)=p(W)=G(b) - G(a)

Si G est différentiable, nous pourrons écrire :

b
pla<z<b) = / g(x)dz
a
avec g(r) = deSC)

La fonction g est appelée la densité de probabilité ou bien la distribution de probabilité.
Nous I'appellerons dans le reste de ce document distribution de probabilité et nous utilise-
rons la notation p,(x) pour dénoter la distribution sur une variable continue. Nous nous
permettrons d’écrire tout simplement p(z) dans les contextes ol aucune confusion n’est
possible.

Les deux regles fondamentales 2.3 et 2.4 restent valides pour les cas des variables
continues et s’écrivent respectivement pour deux variables x et y comme suit :

p(zy) = p(z)p(ylr) = p(y)p(z|y)

/p(x)dx =1

La distribution p(xy) est appelée la distribution conjointe de x et y.

2.2.2.4 Marginalisation - Distribution marginale

Soit x et y deux variables numériques. On appelle distribution marginale de x par
rapport a y la distribution de probabilité :

- p(z) =3, p(zy) = 3, p(y)p(x|y) dans le cas ol y est discréte

- p(z) = [ play)dy = [ p(y)p(x|y)dy dans le cas ou y est continue

2.2.2.5 Formule de Bayes

Une transformation mathématique directe de la regle du produit permet d’obtenir la
fameuse formule dite de Bayes

p(aly) = PORER) _ _p@p(le)
)

ply)  SLp@)pyl)
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2.2.3 Meéthodologie d’utilisation

Dans ce paragraphe, nous présentons les principes de la méthodologie que nous suivons
pour modéliser un état de connaissances probabiliste, ainsi que pour utiliser cet état de
connaissances pour répondre a un probleme donné. Cette méthodologie passe par deux
phases :

1. La spécification des connaissances préalables (construction d’un état de connais-
sances).

2. L’utilisation de cet état de connaissances pour une question (probleme) donnée.

Nous allons, dans ce qui suit, décrire plus précisément chacune de ces deux phases.

2.2.3.1 Spécification

La spécification d’un état de connaissance probabiliste est la formalisation de ’ensemble
des connaissances dont le modélisateur dispose et qu’il juge pertinentes pour modéliser un
phénomene donné. Cette spécification se fait en 3 étapes :

1. La définition des variables pertinentes.

2. La construction de la distribution conjointe sur cet ensemble de variables en la
décomposant en distributions élémentaires.

3. La définition des formes paramétriques de ces distributions élémentaires.

Nous décrirons dans ce qui suit chacune de ces étapes.

— Définition des variables
La premiere étape est la définition de ’ensemble des variables utilisées pour la
modélisation. Ces variables sont les parametres jugés pertinents et suffisants pour
modéliser le phénomene auquel on s’intéresse. On notera V' = {v; }i-, 'ensemble de
ces n variables.

— Décomposition de la distribution conjointe - Structure de dépendance
Etant donné un ensemble de variables V = {vi}y du modele, la deuxieme étape
dans la spécification d’un état de connaissance probabiliste est de donner une
méthode de calcul de la distribution conjointe p(vg - - - v,,) décrivant la distribution
de probabilité sur I’ensemble de ces variables. Cette étape permet d’expliciter les
connaissances du modélisateur sur les dépendances entre variables. Cela revient a
trouver une décomposition de la distribution conjointe (en utilisant les régles des
probabilités) permettant de simplifier cette derniere en exploitant les éventuelles
indépendances conditionnelles entre les variables, pour ’écrire comme un produit de
termes élémentaires plus simple a calculer.

Prenons en exemple une distribution conjointe p(xyz) de 3 variables z, y et z. On
peut toujours écrire :

p(zyz) = p(2)p(yl2)p(z|yz)

Si 'on suppose que z et y sont indépendantes sachant la valeur de z, on aura :

p(zyz) = p(2)p(yl2)p(z|2)

Pour que cette décomposition soit utilisable pour I'inférence, on doit étre capable de
calculer les 3 termes élémentaires p(z), p(y|z) et p(z|z) : pour toutes les valeurs que
les variables x, y et z peuvent prendre.
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— Formes paramétriques des distributions élémentaires
La derniere étape dans la description d’un état de connaissance probabiliste est de
donner, pour chaque distribution élémentaire résultant de la décomposition, une
forme paramétrique permettant de calculer cette distribution pour chaque valeur
des variables qui apparaissent dans cette distribution.
Ces formes paramétriques peuvent étre pour ’exemple précédent :

2
- p(Z) - NO?”mal((L 10) = 1012ﬂe*%m
1 .
- = Uni - _ ) a0 st 22— 100<y<=2+100
p(y|z) = Uniform(z — 100, z + 100) { 2 o
- p(:ﬂ|z) = NOTmal(z, 1) = %ﬂe*%(xfz)Q

2.2.3.2 Utilisation

L’utilisation de I’état de connaissances (distribution conjointe) issu de la spécification
passe par trois étapes :

1. La définition de la question (une distribution conditionnelle) correspondant a un
probleme .

2. L’inférence de la formule de cette distribution a partir de la distribution conjointe.
3. Le choix (décision) d’une valeur (réponse au probleme) & partir de cette distribution.

— Question
Etant donné une décomposition calculable de la distribution conjointe p(V) =
p(vo - -+ vp), on peut s’intéresser a un instant donné a la distribution p(Vy|Vy) d’un
sous ensemble de variables V; de V' conditionnée par un autre sous ensemble de
variables V; de V.
Cela revient en fait a définir une partition {V,V;V},} de 'ensemble V' (V,UV4UV,, =
Vet VonVy=VynNVy =V NV, =09).
L’ensemble V; représente les variables dont les valeurs sont supposées connues pour
la question (probleme) & laquelle on va s’intéresser. Vj représente les inconnues du
probleme et V,,, les variables manquantes dont les valeurs ne sont connues qu’avec
des distributions de probabilité.
Reprenons 'exemple précédent et supposons que l'on s’intéresse a la distribution
p(z|ly =1]). Ona: Vg = {y}, V; = {z} et V;, = {z}.

— Inférence
La premiere étape dans la résolution d’un probléeme donné par une distribution
p(Vy|Va), est d'inférer symboliquement une formule calculable de cette distribution
a partir de la distribution conjointe p(V') en utilisant les régles de probabilité. Cette
inférence consiste essentiellement a faire des marginalisations sur ’ensemble V,,, des
variables manquantes. Cela revient a écrire :

A %
> v PVgViaVin)

p(Va)

1l est suffisant, dans le cas général, d’avoir la valeur de cette distribution & un facteur
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multiplicatif prés (parce qu’on cherche un maximum). Ce qui permet d’écrire :

P(VglVa) o< > p(VgVVim) (2.9)
Vin

Dans le cas ou les variables sont de nature continue, I’équation 2.9 s’écrit :
p(VglVa) /p(%Vde)de (2.10)

Pour notre exemple, cela revient & écrire la distribution p(x|y) comme :

p(xly) o< / p(2)p(z|2)p(y|2)dz

Notons la présence de 'intégrale multidimensionnelle sur ’espace défini par 1’en-

semble V,,. Le calcul de cette intégrale (qui peut porter sur des espaces de grande

dimension) représente un des problemes difficiles dans l'utilisation du calcul baye-
sien. Le probleme d’intégration sur des espaces de grande dimension sera justement

I’'objet du chapitre suivant.

— Décision

Disposant d’une formule permettant de calculer la distribution représentant le

probleme & résoudre p(Vy|Vy) pour toute valeur de Vj, la derniere étape de la

résolution consiste a choisir une valeur de Vj a partir de la cette distribution.

Dans ce travail, nous n’aborderons pas le probleme de la décision dans son cadre

général 2. Nous nous intéressons seulement & la distribution sur l'espace des solu-

tions du probleme. Cette distribution représente un état de connaissance purement
descriptif, et le choix d’un point (configuration) dans lespace des solutions passe
par I'une des deux stratégies suivantes :

— Effectuer un tirage a partir de la distribution p(V|Vy). Cette stratégie peut étre
utilisée pour restituer I'incertitude induite par cette distribution. Un ensemble de
tirages permet ainsi d’avoir une idée de la distribution pour simuler le comporte-
ment du systeme.

— Prendre la valeur de V, qui maximise cette distribution :

Vg = maxp(Vy|Va) (2.11)
C’est cette derniere stratégie, maximisant la distribution p(Vg|Vy), que nous utilisons
pour aborder les problemes de géométrie. On parle plus précisément d’une estima-
tion au Maximum A Posteriori (MAP). Cela représente un probleme d’optimisation
sur I'espace défini par ’ensemble de variables V,, ce qui nécessite une méthode d’op-
timisation bien adaptée a ce type de fonctions. Ce probleme d’optimisation est le
deuxieme point difficile dans I'utilisation du calcul bayesien et sera aussi traité dans
le chapitre suivant.

2Dans plusieurs travaux, ce probléme est abordé en introduisant une fonction de cott de la décision
prise (voir [Jaynes96, Pearl91])
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2.3 Spécification probabiliste d’un probleme

2.3.1 Graphe cinématique probabiliste

Dans ce travail, nous avons fait le choix de représenter ’état de connaissance sur la pose
relative entre deux objets par une distribution de probabilité sur les parametres de cette
pose. Ce choix est justifié par le fait que la probabilité représente une notion mathématique
bien définie qui permet de représenter les incertitudes et de raisonner en présence de ces
dernieres.

A partir de ce choix, nous définissons un Graphe cinématique probabiliste comme un
graphe orienté donné par un ensemble de n sommets S = {S1,---,S,} représentant un
ensemble de reperes, et un ensemble de m arcs (arétes) A = {A4; ,, -+, Ai,jm } OU Ajj
désigne un arc allant du sommet pere S; vers son fils ;. Chaque arc A;;, appelé lien
cinématique probabiliste, est étiqueté par une distribution de probabilité p(Q;;) sur le 6-
vecteur Q;; de IRS représentant la pose du sommet fils S; par rapport au sommet pere
S;i. I est aussi étiqueté par un ensemble (éventuellement vide) de contraintes d’égalité
O(Qij) = 0 et d’'inégalité C'(Q;;) < 0 induites par une éventuelle relation de contact entre
les deux entités géométriques attachées a S; et Sj.

2.3.2 Probleme géométrique probabiliste

Etant donné un graphe cinématique probabiliste défini par un ensemble de n sommets
S ={S1,---,5n} et un ensemble de m arcs A = {A4;j,, -, Ai,jm} - la spécification d’un
probleme géométrique probabiliste a partir de ce graphe revient a définir pour chaque arc
A;; le role de chaque parametre du vecteur de pose Q;; vis-a-vis du probléme en question.
Nous gardons pour cette version probabiliste les deux statuts Inconnu et Fize introduits
auparavant. La signification du statut Libre va changer du fait qu’un parametre ayant ce
statut va prendre sa valeur suivant une distribution de probabilité.

A partir de cette définition, chaque parametre aura comme statut I’une des trois valeurs
suivantes :

— Inconnu (X) pour les parametres représentant les inconnues du probleme et dont les

valeurs doivent étre inférées pour trouver une solution au probléme.

— Fize (F) pour les parameétres dont les valeurs sont connues et ne peuvent étre
changées (données par des scalaires).

— Libre (L) pour les parametres ne faisant pas partie des inconnues du probleme et dont
les valeurs ne sont connues que par des distributions de probabilité. Ces parametres
permettent d’exprimer les incertitudes géométriques liées au modele.

Si le vecteur @@ de IR%*™ représente la concaténation des m 6-vecteurs Qij, la
spécification d’un probleme géométrique correspond a une partition de ce vecteur en trois
sous-ensembles X, L et F' correspondant aux parametres de () ayant respectivement les
statuts Inconnu, Fize et Libre.

2.3.3 Exemples de problemes géométriques probabilistes

Pour illustrer la méthode de modélisation probabiliste, nous reprenons les deux
problemes géométriques présentés auparavant et nous introduisons une dimension pro-
babiliste en supposant des incertitudes sur les parametres de poses.
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2.3.3.1 Elaboration d’un probléme d’inversion géométrique sous incertitudes

AXE 2 ORIGINE 2
N e

“a

«——ORIGINE 3

v

Fic. 2.9 — Exemple d'un probleme simple d’inversion géométrique sous incertitudes
géométriques. Ce probleme consiste a ramener le point final du bras sur une aréte d’un
objet. Les longueurs des corps du bras, les zéros des articulations ainsi que les positions
de la base ROBOT et de I'objet PART sont entachés d’incertitude.

La figure 2.9 représente une version probabiliste de '’exemple d’inversion géométrique
présenté auparavant. Considérons maintenant les incertitudes sur le modele du bras (lon-
gueurs des corps ainsi que les zéros des articulations), ainsi que sur les poses de la base
du bras (reperes ROBOT) et de l'objet PART par rapport a la table (TABLE). Pour
modéliser les incertitudes sur les zéros géométriques du bras, nous introduisons (par rap-
port a la version sans incertitudes de ce probleme) trois reperes intermédiaires ORIGINE1,
ORIGINE?2 et ORIGINES.

Notre objectif est de mettre alors le point final du bras GRIPPER sur l'aréte EDGFE1
en prenant en considération les incertitudes sur le modele.

L’objectif est spécifié également comme un lien cinématique probabiliste (arc
Agppcm criprer). Cet arc représente le niveau de contrainte que 1’on souhaite avoir sur
les parametres de la pose de GRIPPER par rapport a EDGEL. Pour ce cas, le seul pa-
rametre que nous voulons contraindre est la “distance” entre le point final et I’aréte que
l’on veut ramener a zéro. Cela se traduit par une distribution de probabilité non-uniforme
avec un maximum a zéro, et des distributions uniformes sur les parametres qu’on ne désire
pas contraindre.

La figure 2.10 représente le graphe cinématique correspondant a ce probleme. L’en-
semble des sommets de ce graphe est :

S={ TABLE,ROBOT,PART,EDGE1,0ORIGINE1, AXE1,0RIGINE2, AXE2,
ORIGINE3,AXE3,GRIPPER}

et I’ensemble des arcs est donné dans le tableau 2.3.

Dans la troisieme ligne du tableau 2.3, les égalités t, = 150.0,¢, = 30.0,r, = 0.0 sur les
parametres de la pose de EDGE1 par rapport & PART représentent le fait qu’on a supposé
que la forme de 'objet est connue sans incertitude. Une incertitude sur cette forme se
traduirait par des distributions plus larges sur ces parametres.
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/ AXE 1 ORIGINE 2 AXE 2 ORIGINE 3
ORIGINE 1

AXE 3

il il
il

Fi1G. 2.10 — Graphe cinématique correspondant au probleme d’inversion. L’arc en pointillé
correspond a ’objectif fixé.

Arcs

H Distributions sur (tg,t,,7;) ‘ Statuts ‘ C. inégalités

TABLE — ROBOT

Ptz ty,r2) = Normal(pir, X R) (L, L, L)

TABLE — PART

p(tz) = Uniforme(290.0,310.0), | (L, F, F)
ty =10.0,7, = 0.0

PART — EDGE

ROBOT — ORIGINE1 || t; =0.0,p(ty) = Normal(ly,,0y,), | (F,

t, = 150.0,f, = 30.0,r, = 0.0 | (F, F, F)
F.L, L)
p(rz) = Normal(0.0,0,)

ORIGINE1 — AXE1L te = 0.0,, = 0.0, (F, F, X)

p(r2) = Uniforme(ay, b))

AXFE1—-ORIGINE2 tz = 0.0,p(ty) = Normal(lay,01,), | (F, L, L)

p(rz) = Normal(0.0,0,)

ORIGINE2 — AXE?2 tz = 0.0, 1, = 0.0, (F, F, X)

p(ry) = Uniforme(az, ba)

AXE2 —-ORIGINE3 p(ty) = Normal(ls,, 01,), (F, L, L)

ty = 0.0,p(r,) = Normal(0.0,0,,)

ORIGINE3 — AXE3 tp = 0.0,, = 0.0, (F, T, X)

p(ry) = Uniforme(as, bs)

AXE3 - GRIPPER

EDGFEl1 - GRIPPER p(tz) = Uniforme(—150.0,0), (L,

Ptz ty,7.) = Normal(pug, Xa) (L, L, L)
L. L

p(ty) = Normal(0.0, o),
p(rz) = Uniforme(—m/2,m/2)

TAB. 2.3 — Distributions, statuts et contraintes inégalités pour le probléeme d’inversion
géométrique sous incertitudes.

Dans la quatrieme ligne, les distributions

p(ty) = Normal(li,, 01,)

p(rz) = Normal(0.0,0,)
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sur la pose de ORIGINE]1 par rapport a la base ROBOT représentent respectivement les
incertitudes gaussiennes sur la longueur du premier corps du robot, et sur le zéro de la
premiere articulation de ce dernier.

Dans la derniere ligne, les distributions

p(ty) = Uniforme(—150.0,0)

p(ty) = Normal(0.0,0y)
p(r.) = Uniforme(—m/2,m/2)

sur la pose du point final GRIPPER par rapport a 'aréte FDGFE1, traduisent respective-
ment que le point doit étre entre les deux bords de I'aréte avec une précision de o, et que
I'orientation est quelconque.

2.3.3.2 Elaboration d’un probléeme d’étalonnage de pose en prenant en
compte les incertitudes géométriques

Pour cet exemple, nous reprenons le probleme d’étalonnage de pose présenté dans la
section précédente (figure 2.7) et nous introduisons les informations sur les incertitudes
liées au modele géométrique correspondant. Le but de cet exemple est d’identifier les
parametres de la pose (z,y, «) de 'objet PART par rapport a la table TABLE en utilisant
les mesures capteur.

Nous considérons dans cet exemple les incertitudes géométriques liées au modele du
bras (longueurs des corps et zéros des articulations) et a la pose du capteur LASER sur le
bras. Nous considérons également les incertitudes sur la mesure D; rendue par le capteur
(précision du capteur).

L’introduction d’une distribution sur la pose (z, y, &) permet d’exprimer une estimation
a priori sur cette pose avant de la confronter aux mesures. L’influence de cet a priori par
rapport a la solution dépend, bien entendu :

— du degré de confiance que le modélisateur accorde a son estimation a priori. Une

distribution étroite autour d’une valeur nominale traduit un degré de confiance élevé,

— de la précision des mesures qui est liée a la précision de 'outil de mesure ( la précision

du modele du bras, la précision de la pose du capteur sur le bras, et la précision de
la réponse du capteur).

Le graphe cinématique correspondant a ce probleme ainsi que la liste des sommets
de ce graphe et les inconnues du probleme sont les mémes que ceux de la version non
probabiliste (2.7). L’ensemble des arcs, quant a lui, est donné par le tableau 2.4.

Dans la deuxieme ligne de la table 2.4, la distribution

p(tz, ty,m2) = Normal(pup, Xp)

sur la pose de l'objet PART par rapport a la table TABLFE représente ’a priori sur les
parametres que l'on souhaite estimer.
Dans la ligne décrivant le lien LASFER; — P1, la distribution

p(ty) = Normal(D1,0LASER)

de la pose du point P1 par rapport au repere LASE Ry représente 1’a priori sur la réponse
du capteur (précision du capteur).
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CHAPITRE 2. SPECIFICATION DE PROBLEMES GEOMETRIQUES

Application du calcul bayesien pour la construction d’un
état de connaissance

A ce stade de notre développement, nous savons construire un graphe cinématique
probabiliste résumant le probleme posé. L’objectif de cette partie est de montrer comment
passer automatiquement de ce graphe a un état de connaissance probabiliste équivalent.
Ce passage nous permettra d’utiliser les outils théoriques présentés au début de ce chapitre
pour calculer une solution au probleme.

Pour ce faire, nous allons reprendre la méthodologie présentée dans la section 2.2, a

Savoir :

1.

La spécification du probleme en donnant :

les variables du probleme,

— une décomposition de la distribution conjointe sur ces variables,

— les formes paramétriques des distributions élémentaires issues de la décomposition.

L’utilisation de la distribution conjointe issue de la spécification consiste a :

— poser une question en définissant les roles des variables pour le probléeme,

inférer (en utilisant les regles des probabilités) la distribution marginale sur l’es-
pace des inconnues,

— choisir une solution a partir de cette distribution marginale.

2.4.1 Spécification

2.4.1.1 Variables du probleme

La distribution conjointe sera définie sur les variables suivantes :

1.

L’ensemble des parameétres (variables continues) des poses relatives entre les n reperes
(sommets) du graphe cinématique et suivant les m arcs {Qi, 1, Qipnjm }-

. Un ensemble de p = m—n+1 variables booléennes (propositions) {K;}Y_, ot p est le

nombre minimal de cycles dans le graphe. Ces propositions expriment les contraintes
globales de fermeture des cycles définies au début de ce chapitre. Pour chaque cycle
¢;, la proposition K; est définie comme : K; = “c; est fermé”.

. Un autre ensemble de m variables booléennes (propositions) {H;}7, repésentant

les contraintes locales sur les parametres {Q;,j,, - -, Qi,.jm }- Pour chaque 6-vecteur
Qi,jx» 12 proposition Hy, est définie comme : Hy, = “les contraintes Cj(Q;,j,.) < 0 et
Ok (Qi,j,) = 0 sont respectées”.

2.4.1.2 Décomposition de la distribution conjointe - Structure de dépendance

La distribution de probabilité conjointe sur ’ensemble des variables du probleme est

donnée par :

p(Qi1j1 . Qimijl A HmKl .. Kp)

Pour trouver une décomposition de cette distribution conjointe, nous considérons les

hypotheses suivantes :

1. Les vecteurs de poses {Qi, j,, -+ Qinj, } SONt indépendants. Cela exprime le fait que

ces vecteurs ne sont reliés que par les contraintes de fermeture des cycles exprimées
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par les propositions K k = 1---p assurant la cohérence du modele. Cela permet
d’écrire :
P(Qirgy *+* Qingm) = P(Qirja) -+ P(Qipnjin) (2.12)

2. Sachant les parametres de poses {Qij,, -, Qi,jn}, les propositions K k =
1---p sont mutuellement indépendantes. Cette hypothese est justifiée car nous ne
considérons qu’un ensemble minimal de cycles dans le graphe (pas de redondance
dans les cycles considérés).

3. Chaque proposition Hj, ne dépend que des parametres @, j, -

4. Les propositions Hy k = 1---m sont mutuellement indépendantes car les contraintes
locales sont indépendantes les unes des autres. Elles sont aussi indépendantes des
Kpk=1---p.

Nous pouvons alors écrire la distribution conjointe comme suit :

p(Qiljl t Qimijl o Hp Ky Kp)

=

P(Qiyji )P(Qinja | Qirsy ) P(Qijin | Qirgy +* Qi 1m—1)
P Hl e Hm‘Q“jl - Q’imjmKl e Kp)
K- Kp|Qijy - Qipin)

!
—~

Qiljl) T p(Qime)
H1|Qiyjy) - p(Hin| Qi)
K1|Qiyjy -+ Qinj) - DK Qiyjy +++ Qi)

S

—~~ A~

p
p

2.4.1.3 Formes paramétriques des distributions élémentaires

— Par définition, les propositions {Kj}Y_; représentent les contraintes de fermeture
des cycles {c;}i_; du graphe :

1 sile cycle ¢ est fermé
Vk = 1p, p(Kk‘Qlllezm]m) = { 0 sinon (213)
— De la méme maniere, les propositions {H}}}" ; sont définies par :
1 siC(Qi5,) <0 et O(Q;,5.) =0
Vk=1---p, p(Hk’Qijk) = { 0 sinon I Ik (214)

— Pour chaque pose Q. j,, K = 1---m, la distribution de probabilité p(Q,;,)
représente 'a priori sur cette pose. Cette distribution peut exprimer des informations
de diverses natures :

— Spécification du fabricant sur la dimension d’une piece par exemple (valeur nomi-
nale et intervalle de tolérance)

— Une estimation préalable d’un ensemble de parametres. C’est le cas, par exemple,
d’un étalonnage d’un bras manipulateur, permettant d’obtenir les valeurs nomi-
nales et une matrice de covariances des parametres du modele géométrique du
bras.

— Une mesure directe d’une pose relative avec une précision donnée. C’est la cas
d’une mesure d’un capteur laser de distance ou bien d’un capteur de vision.
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— Une contrainte que 'on souhaite satisfaire sur un ensemble de parametres.
Les formes paramétriques que nous avons utilisées dans ce travail sont :
— La distribution gaussienne (normale) monovariée notée Normal ou bien G

1 _1GE-w?
62 2

Normal(x, p,0) = 5
o

ol i et o sont la moyenne et ’écart-type respectivement.
— La distribution gaussienne (normale) multivariée & n dimensions

1 1 Ty—1
N (X, Xp,2) = —3(X=X0)" E7H(X=Xo)
ormal(X, Xo, %) (27‘(‘)”/2 Det(E)e 2

ou Xy et X sont le vecteur moyen et la matrice de covariances respectivement.
— La distribution uniforme notée Uni forme

1
b—a

Uniforme(z,a,b) =

avec a et b les bornes de la distribution.
— La distribution Demi gaussienne représentant une gaussienne associée a une
contrainte inégalité

HG(z,p,0) =
0 sinon

L’utilisateur peut étendre le choix des formes paramétriques en définissant d’autres
distributions. La définition d’une nouvelle forme (distribution) passe par la définition
de sa formule, et éventuellement d’une méthode de tirage direct sur cette distribution
(sinon un tirage indirect de Metropolis sera utilisé).

Dans le reste de ce document et dans le but d’alléger les notations, nous nous dispen-
sons d’écrire dans les formules les variables sur lesquelles porte la distribution. Par
exemple, on écrira p(x) = Normal(u,, o,) au lieu d’écrire p(x) = Normal(x, piz, 04)

2.4.2 Utilisation
2.4.2.1 Question

L’objectif de cette partie est de construire a partir de la distribution conjointe une
distribution de probabilité marginale sur les inconnues X du probleme. Cette distribution
représente une description probabiliste de I’espace des solutions. Elle est donnée par :

p(X|H1HmK1Kp)

2.4.2.2 Inférence

Pour la simplification de la distribution conjointe en exploitant les contraintes K, j =
1---p, nous sommes amenés a sélectionner un sous-ensemble de parametres {Oj}§:1 C
{Qiyj, } 1y de la maniere suivante :

Reprenons le graphe cinématique et sélectionnons pour chaque cycle ¢j, j = 1---p
correspondant a une contrainte de fermeture Kj;, un de ses liens ne contenant aucun
parameétre inconnu (étiqueté a X). Pour le choix de ce lien, deux cas sont possibles :
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— Le cycle correspond a un cycle créé lors de la spécification de la tache. Dans ce
cas, le lien a sélectionner correspond a la contrainte ajoutée et que l'on souhaite
satisfaire pour résoudre le probleme. Ce lien est toujours étiqueté (LLLLLL) avec
des distributions plus ou moins étroites sur ses parametres.

— Le cycle fait partie de la modélisation de la scéne. C’est la cas par exemple d’un
manipulateur dans la structure est représentée par par un parallélogramme, ou bien
d’un objet dont la position par rapport & un autre est calculable suivant deux chemins
différents. Dans ce cas, le lien a sélectionner correspond a une contrainte a maintenir.
Pour choisir ce dernier, nous sommes amenés a prendre le lien contenant le plus grand
nombre de parameétres étiquetés a L. L’idéal serait de trouver un lien étiqueté a
(LLLLLL). Si un tel lien n’existe pas, le lien contenant le maximum de parametres
étiquetés a L est choisi. Les parametres de ce lien étiquetés a F' seront étiquetés
temporairement & L avec une distribution tres étroite (qui tend vers un Dirac) autour
des valeurs fixes de ces parameétres. dans la pratique, une distribution gaussienne est
prise.

Si I'on renomme ’ensemble des 6-vecteurs de poses correspondant aux liens ainsi ob-

tenus {O; }§:1’ cela nous permet d’écrire :

p(Qiljl . Qimijl Ce HmKl . Kp) =
(Qiljl) t (Qz‘m,pjm,p)
p(01) -+ p(Op)
p(Hy ‘le) e (Hm—p‘Qim pjmfp)p(Hm—p-H’Ol) e 'p(Hm‘Op)
P(E1|Qirj1 + Qi pin—p O1 - Op) - p(Ep| Qi+ Qi yjn—py O1 -+ Op)

Considérons maintenant pour chaque 6-vecteur Q;, j, ,pour k =1---m — p, les statuts
des parametres. Nous définissons alors une partition de ces parametres en trois sous-
ensembles :

1. La liste X des inconnues qui est la concaténation de tous les parametres dont le
statut est Inconnu.

2. La liste L des variables dites libres qui est la concaténation de tous les autres pa-
rametres dont le statut est Libre.

3. La liste F' des variables dont le statut est Fize.

Pour alléger les notations, nous nous permettons de ne pas écrire les variables fixes
F dans la formule de la distribution conjointe. Cela est expliqué par le fait que les dis-
tributions sur ces parametres sont des Diracs. Toutefois, les valeurs de ces variables sont
utilisées pour écrire les contraintes de fermeture.

En utilisant ces notations, la distribution conjointe sera donnée par :

p(Qiljl e Qimijl e HmKl . Kp) =
p(X)p(L)
p(O1) -+ p(Op)
p(H1|X L) p(Hm—p| XL)p(Hm—p+1]01) - - - p(Hp|Op)
p(K1|XLOy -+ Op) -+ p(Kp| XLOq - - - Op)
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En utilisant la regle du produit, nous pouvons écrire :

p(Qiljl s Qimijl o Hp Ky Kp)
p(HleKle)

p(XLOy ---Op|Hy -+ Hyp Ky - K,) =

et :

p(XLOy -+~ Op|Hy -+ Hyp Ky - K))
p(X)p(L)
p(O1) -+ p(Op)
p(H1|X L) p(Hpm—p| XL)p(Hm—p+1]01) - - - p(Hi|Op)
p(K1|XLOy -+ Op) -+ p(Kp| XLOq - - - Op)

En utilisant la regle de marginalisation sur les variables L et O --- O, on obtient :

p(X|Hy - Hp Ky -+ K))
p(X) [+ ][ dO1---dOydL
p(L)
p(O1) -+ p( p)
p(Hl‘XL) p(Him— p’XL)p(Hm—pH’Ol)"'p(Hm‘Op)
p(K1|XL01 O ) p(Kp|XL01 Op)

5

@ @\

/
\

Fia. 2.11 — Exemple d’un cycle dans un graphe cinématique.

Considérons un cycle ¢; et intéressons nous a la condition de sa fermeture Kj. Si
ce cycle est composé de k arcs (figure 2.11), cette condition de fermeture s’exprime en
considérant les deux reperes successifs 1 et k, par :

Ty =153 2 % T52 3% % - x T 0 F (2.15)
Ou encore :
0j = Qi = vect(Tyg? x T3 % - x T 10F) = Fj(Q12, Q3.+ -, Qi—1k) (2.16)

avec vect la fonction permettant d’obtenir le 6-vecteur ) de pose a partir de la matrice
4 x 4 équivalente et s;; € {1, —1} est le sens du parcours.
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Comme les conditions de fermeture K, j = 1---p représentent des contraintes égalités
(2.16), nous pouvons réécrire cette distribution marginale en remplagant chaque vecteur
Oj, j = 1---p par la partie droite F; de 'équation 2.16 équivalente. Cela permet de
supprimer les intégrales sur les parametres O;, j=1---p:

p(X]Hl---HmKl---Kp)ocp(X)/ dL

p(L)po,(F1(X, L))+ po,(Fp(X, L))
p(H1|XL)-- 'p(Hm—p’XL)
p(Hm—p-i—l‘Ol) e 'p(Hm’Op)

ou, rappelons-le, po, (0;) = p(O;).

Cette suppression des intégrales sur les parametres O;, j = 1---p est justifiée par le
fait que la valeur de la fonction a intégrer est nulle dans tous les points ou les contraintes de
fermeture ne sont pas respectées (p(K;| XLO;---0p), i =1---p est nulle). C’est-a-dire
que seuls les points respectant ces contraintes contribuent dans le calcul de I'intégrale.

Si I'on dénote pour chaque arc A;; par L;; I’ensemble des parametres appartenant a L
et par X;; 'ensemble des parametres appartenant a X, on obtient finalement :

p(X|Hy - HpKy--- Kp) o< p(X)
dL

p(Liljl )p(Hl |Xi1j1 Liljl )

p(Limfpjmfp )p(Hm_p‘Ximfpjmprimfpjmfp)
po, (F1(X, L))p(Hm—p11|F1(X, L))

pOp(Fp(X7 L))p(Hm‘FP(X7 L))

Pour chaque lien A;,j,,k = 1---m — p dans le produit p(L;, ;, )p(Hk|Xi.j, Liji)» le
terme p(L;, j, ) représente la distribution a priori sur les parametres libres du lien, tandis
que le terme p(Hy| X, j, Li, j, ) représente une correction de cet a priori par I'exploitation
des contraintes locales sur ces parametres.

La distribution p(X) est appelée la distribution a priorisur X (avant confrontation aux
contraintes), tandis que la distribution p(X|K; - - - K, Hy - - - H,;,) est appelée la distribution
a posteriori sur X (apres confrontation aux contraintes).

2.4.2.3 Décision

A ce stade de notre développement, nous disposons de la distribution (fonction objectif)
p(X|Hy -+ HpK; -+ K,) correspondant & un probleme donné. La derniere étape de la
résolution consiste a choisir une solution X™* a partir de cette distribution. Nous avons
choisi de prendre pour solution la valeur de X qui maximise p(X|Hj --- Hp K -+ - Kp) :

X* :m)?xp(X]HK) (2.17)

avec H = {H,;}1", et K = {K;}}_,.
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Comme nous 'avons souligné au début de ce chapitre, ce calcul présente deux difficultés
intrinsequement liées & ’'utilisation du calcul bayesien :

1. Le probléme de l'intégration (sommation) sur l’espace décrit par les variables L. Cet
espace peut étre de trés grande dimension dans la pratique.

2. Le probleme de I'optimisation dans l’espace défini par les variables X. La fonction
considérée peut avoir des formes trés complexes.

Ces deux problemes de calcul seront ’objet du chapitre suivant ou seront développées
les méthodes numériques permettant d’aborder ces problemes.

2.4.3 Exemple illustratif

ROBOT OBSTACLE

TIGE

A
v

[ )

F1G. 2.12 — Un simple exemple d’inversion géométrique consistant a atteindre un obstacle.

X
ROBOT > TIGE

OBSTACLE

Fi1G. 2.13 — Le graphe cinématique correspondant.
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Pour illustrer, présentons un exemple tres simple (figure 2.12) sur lequel nous montrons
I'utilisation de la méthode proposée. 1l s’agit d’un bras a 1 degré de liberté prismatique x,
prolongé par une tige de longueur y. L’objectif est d’atteindre un obstacle & une distance
z de la base du bras.

Supposons que notre a priori sur la distance z est une distribution gaussienne d’écart-
type (précision) o, autour d’une valeur nominale i, :

1 1(z—pz)
e 2
V2o,

De méme pour la longueur y de la tige. L’a priori sur cette longueur est donné également
par une gaussienne :

p(z) = Normale(u,,0,) =

1 1 (—py)?
2
p(y) = Normale(py, 0y) = ———¢ 7y
V2moy
Pour la valeur articulaire x, notre a priori pour ce probleme représente tout simplement
les butées mécaniques. Cet a priori sera exprimé par une distribution uniforme entre ces

butées a et b : .
— sia<z<b
p(z) = Uniforme(a,b) = { B-a) MO=T=

0 sinon

Les statuts des variables x, y et z sont respectivement X, L et L. La contrainte de
fermeture du cycle du graphe cinématique 2.13 (modele géométrique) est dans ce cas :

—z+x+y=0
On définie alors la variable K correspondant a cette contrainte de fermeture :

1 si —z4+x+y=0
p(K) _{ 0 sinon

Ecrivons maintenant la distribution conjointe sur ’ensemble des variables :

p(zyzK) = p(x)p(yle)p(zley)p(K|zyz)
Comme les variables x, y, z ne sont reliées que par la contrainte de fermeture, on peut
écrire :
p(zyzK) = p(z)p(y)p(2)p(K|ry2)
Notre probleme d’inversion consiste a trouver la distribution marginale sur notre degré

de liberté x respectant la contrainte de fermeture :

p(zK) 1
() = m//p(myz[()dzdy

p(z|K) =
Ce qui donne :

palk) = — [ [ p@ipwpIp(Kfayz)dzdy
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Si 'on choisit la variable z pour la remplacer en exploitant la contrainte de fermeture
(z correspond a un lien O), on obtient :

palK) xp@) [ ppa(o+y)dy

1 _10=m)® 1 (ahy—ps)?

27 2 -3 Pl

= p(x)/ e Ve 2 dy
2woy 0,

Si 'on dénote

1 1w’ eeype)?
I(m):/ e Woe 2 dy,
2woy0,

le calcul de cette intégrale analytiquement est possible dans ce cas particulier en utilisant
par exemple le changement de variable suivant :

\Jo2 + o2 2 2
Y z O'y _ _ (o
e O e = )

y =

S)
(S )

et I'égalité :
o —y2
e Vidy =rm
—0o

Le résultat est une distribution normale sur x de moyenne p, — p, et d’écart-type

/52 2 .
oy +oz:

1 1 (= (pa—ny))?
2 05+0§

On obtient finalement :

1 (= (uz—py)?
2

p(z|K) < e oy+ol sia<x<b
0 sinon

Dans le cas out p1, — py € [a,b], 'optimum de la distribution p(z|K) est obtenu pour
x = i, — y. Dans le cas contraire, 'optimum (permettant de s’approcher le mieux possible
du but) sera obtenu a x =a si p, —py <aetax =0bsip, —py > b

Les figures 2.14, 2.15 et 2.16 donnent la forme de la distribution p(z|K') pour différentes
valeurs de a et b avec pu, =3 et u, =1

2.5 Conclusion

La méthode de modélisation que nous venons de présenter dans ce chapitre consti-
tue un outil pour la spécification de problemes géométriques. Cette méthode repose sur
la spécification par contraintes probabilistes, et permet de modéliser d’'une maniere ho-
mogene un grand nombre de problemes géométriques. Citons par exemple : I'inversement
géométrique, ’étalonnage de pose a partir de mesures capteur, le positionnement d’ob-
jets par contraintes géométriques et la conception d’une cellule robotique. Des exemples
complets seront présentés dans le chapitre 4.
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F1a. 2.14 — Forme de la distribution p(z|K) pour a = —100.0 et b = 100.0.
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F1G. 2.15 — Forme de la distribution p(z|K) pour a = —1.0 et b = 3.0.
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F1G. 2.16 — Forme de la distribution p(z|K) pour a = —1.0 et b = 1.5.
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L’utilisation d’un graphe cinématique probabiliste pour modéliser un probleme permet
de définir automatiquement une distribution de probabilité sur I’espace des solutions.
La résolution du probléme est donnée par I'optimisation de cette fonction (distribution)
dont I’évaluation nécessite le calcul d’une intégrale. La méthode de résolution utilisée
(intégration et optimisation) fait 'objet du chapitre suivant.
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‘ Arcs H Distributions sur (tg,t,,7) ‘ Statuts ‘ C. inégalités
TABLE — ROBOT Ptz ty,r2) = Normal(pir, X R) (L,L,L)
TABLE — PART p(testy,72) = Normal(up, X p) (X, X,X)
PART — EDGE1 ty = 150.0, ¢, = 30.0,7, = 0.0 (F,F,F)
PART — EDGE?2 ty = 0.0,t, = 4,7, = 1/2 (F,EF)
ROBOT — AXFE1, ty = 0.0,p(ty) = Normal(ly,, oy, ), (F,.L,L)

p(r.) = Normal(01,0.,)
ROBOT — AXFE15 tz = 0.0,p(ty) = Normal(ly,, 0y, ), (F,L,L)
p(?”z) - Normal(&%, 021)
ROBOT — AXFE1; ty = 0.0,p(ty) = Normal(ly,, oy, ), (F,L,L)
p(r.) = Normal(03,0.,)
AXEl, — AXE2; ty = 0.0,p(ty) = Normal(ly,, 0y, ), (F,.L,L)
p(?”z) - Normal(&%, 022)
AXFEly — AXE2 tz = 0.0,p(ty) = Normal(ly,,0y,), (F,.L,L)
p(?”z) - Normal(&%, 022)
AXEl; — AXE2;3 ty = 0.0,p(ty) = Normal(ly,,0y,), (F,L,L)
p(r.) = Normal(63,0.,)
AXE2 — AXE3; tz = 0.0,p(ty) = Normal(li,, 0,), (F,.L,L)
p(r,) = Normal(63,0.,)
AXE2y — AXE3; ty = 0.0,p(ty) = Normal(ly,, 01,), (F,.L,L)
p(r.) = Normal(63,0.,)
AXE23 — AXE3;3 tz = 0.0,p(ty) = Normal(ly,,0y,), (F,.L,L)
p(?”z) - Normal(ﬁg’, 023)
AXFE3, — LASER; p(tz,ty,m2) = Normal(pur, Y1) (L,L,L)
AXE3y — LASER, Ptz ty,r.) = Normal(pur, Y1) (L,L,L)
AXE33 — LASER3 Ptz ty,r.) = Normal(pur,Xr) (L,L,L)
LASER; — P1 tz = 0.0,p(ty) = Normale(D1,0pasER), | (F,L,F)
r, = 0.0
LASERy — P2 ty = 0.0,p(ty) = Normale(D2,0145ER), | (F, L,F)
r, = 0.0
LASER3 — P3 tz = 0.0,p(ty) = Normale(D3,o0pasER), | (F,L,F)
r, = 0.0
EDGE1 - P1 p(tz) = Uniforme(—150,0.0),t, = 0.0, | (L,F,L)
p(rz) = Uniforme(—m/2,m/2)
EDGE1 — P2 p(tz) = Uniforme(—150,0.0),t, = 0.0, | (L,F,L)
p(rz) = Uniforme(—m/2,m/2)
EDGE2 — P3 p(tz) = Uniforme(—20,20.0),t, = 0.0, | (L,F,L)
p(r.) = Uniforme(—m/2,m/2)

TAB. 2.4 — Statuts, distributions et contraintes inégalités pour le probleme d’étalonnage.
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Chapitre 3

Méthode de résolution

Dans le chapitre précédent, nous avons montré comment construire un graphe
cinématique probabiliste a partir de la spécification d’'un probléme de géométrie. Puis,
nous avons montré comment utiliser ce graphe pour se ramener a un double probléme
d’intégration et d’optimisation :

X* :m)?x[p(X]Hl---HmKl---Kp)] (3.1)
avec :
p(X|Hy - Hp Ky Kp) o p(X)
/ dr,
P(Liyj )p(H1 | Xiy gy Liy gy )
p(Limfpjmfp )p(Hm_p‘Ximfpjmprimfpjmfp)
po, (F1(X, L))p(Hp—pt1|F1(X, L))
pOp(Fp(X, L))p(Hm|Fp(X, L))
ou :

— X est le vecteur représentant les parametres inconnus du probleme.
— L est un vecteur représentant la concaténation de tous les parametres libres
{Likjk ;Cn:—lp

Si 'on dénote G(X) = p(X|Hy-- - HyK;---K,), la résolution d'un tel probleme
nécessite 'optimisation de la fonction G(X) dont 'évaluation pour une valeur donnée
de X nécessite le calcul d’une intégrale sur ’espace L. Cet espace peut étre de tres grande
dimension (des dizaines) dans des problemes réalistes de CAO.

L’objectif de ce chapitre est de présenter les méthodes nécessaires au calcul de cette
intégrale, ainsi que les méthodes d’optimisation permettant de maximiser la fonction objec-
tif ainsi obtenue. Nous verrons qu’une des particularités de notre méthode est de conduire
I'optimisation sur des approximations de plus en plus fines de la fonction objectif.

Ce chapitre comporte deux parties :

o7
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Dans la premiere, nous commencons par aborder le probleme du calcul des intégrales.
Nous présentons en particulier les méthodes de Monte-Carlo comme des méthodes
d’intégration numérique qui s’adaptent bien aux problémes de grandes dimensions.
Nous expliquerons comment nous utilisons ces méthodes en conjonction avec le graphe
cinématique pour obtenir une approximation de la fonction objectif & maximiser.

La deuxieme partie sera consacrée, quant a elle, au probleme d’optimisation. Nous ex-
pliquerons en particulier la spécificité de ce type de problemes ou la valeur de la fonction
objectif ne peut étre qu’approximée (parce qu’on utilise une estimation des intégrales).
Nous expliquerons également les problémes relatifs a la forme de la fonction objectif. Nous
décrirons par la suite I’algorithme génétique qui sera utilisé pour résoudre le probléme d’op-
timisation. Nous montrerons les avantages d’un tel algorithme pour ce type de probleme.

3.1 Probleme du calcul des intégrales

L’utilisation du calcul intégral constitue la base des applications du calcul bayesien.
Malheureusement, les méthodes analytiques d’évaluation des intégrales se révelent souvent
trop limitées pour les problemes rencontrés dans la pratique ou les fonctions impliquées
peuvent avoir des formes complexes et les espaces d’intégration peuvent étre de grande
dimension.

Une solution a ce probleme est de calculer numériquement des approximations de ces
intégrales. Plusieurs méthodes de calcul numérique des intégrales sont envisageables. Leur
fiabilité dépend essentiellement de la forme des fonctions a intégrer et de la dimension de
I’'espace d’intégration.

Nous présenterons les principales méthodes d’intégration numérique. Nous les compa-
rerons en termes des erreurs d’approximation induites par chaque méthode. Cette com-
paraison dépend de la dimension de I'espace d’intégration et du nombre de points utilisés
pour calculer I'approximation.

Les méthodes d’intégration numérique peuvent étre classifiées en deux grandes
catégories :

— Les méthodes déterministes basées sur la subdivision du domaine d’intégration.

— Les méthodes stochastiques dites de Monte-Carlo.

3.1.1 Meéthodes basées sur la subdivision du domaine d’intégration
3.1.1.1 Principes
Soit 'intégrale :
= /bf(m)dm (3.2)
a

L’idée de ces méthodes est de subdiviser le domaine [a,b] en N sous-intervalles h =
w et faire des hypotheses sur la forme de f a l'intérieur de ces intervalles pour donner
une estimation de I'intégrale. Parmi ces méthodes, on peut citer par exemple :

— Méthode du Trapeze

L’approximation pour cette méthode est donnée par :

h N—-1
I~g|f(a)+2) fla+kh)+f(b) (3.3)
k=0

2
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— Méthode de Simpson
L’approximation est donnée par :

n/2 N=2

Fl@)+43 fla+ (2k —1)h) +2 Z Fla+2kh) + £(b) (3.4)
k=1

k=1

I~

w| s

3.1.1.2 L’erreur d’estimation

Dans le cas d’'un domaine d’intégration a une seule dimension, on peut démontrer
que les méthodes d’intégration basées sur la subdivision de domaine donnent, dans le cas
général, une estimation de I'intégrale avec une erreur qui varie comme h? (elle varie comme
h* pour la méthode de Simpson). L’erreur d’estimation varie alors comme ﬁ ou N est le
nombre de points utilisés pour cette estimation. Dans le cas d’un espace d’intégration a
d dimensions, si I’on suppose que le nombre de pas de subdivision est N pour toutes les
dimensions, I'erreur d’estimation variera alors comme ﬁ.
3.1.2 Méthodes de Monte-Carlo

Nous présentons dans cette partie les méthodes stochastiques dites de Monte-Carlo,
pour Pestimation des intégrales. Ces méthodes ont été largement utilisées en physique et
en économie (voir [Neal93] et [Geweke95] par exemple) et trouvent ces derniere années
d’autres domaines d’applications comme l'image de synthese [Keller96] et la robotique
mobile [Dellaert99, Fox99], a titre d’exemples.

Nous nous intéressons dans cette partie aux fondements théoriques de ces méthodes et
a leur application pour les problemes d’intégration dans les espaces de grandes dimensions.

3.1.2.1 Principes

La solution la plus simple qu’on peut imaginer pour calculer une intégrale

1= [ p)g(a) d's (3.5)

dans un espace a d dimensions, est de faire un tirage uniforme sur I'espace d’état x. Cela
consiste a générer un ensemble de points {ﬂ:(’) i]\il uniformément distribués dans cet espace

et estimer I par I:
~ 1 . .
I= 5 Zoagla) (3.6)

En général, les distributions de probabilité sur les espaces de grandes dimensions sont
concentrées dans une petite région T de l'espace d’état. Par exemple, si 'espace d’état
x contient un grand nombre de variables approximativement indépendantes, le volume
|T| de T sera donné par |T| ~ 2H(X) on H(X) est Pentropie de Shannon-Gibbs H(X) =
> p(x)logy ﬁ (voir [MacKay96]). Le nombre N de points tirés uniformément de I’espace
d’état doit étre suffisamment grand pour couvrir la région T ou se trouve la plus grande
partie de la masse de la distribution p(z) :

1X]

N
|T|

(3.7)
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ou |X| est le volume de l'espace d’état.

A partir de la, 'exploration de ’espace d’intégration avec un tirage uniforme s’avere,
dans le cas général, tres cotiteuse. Les méthodes moins cotiteuses sont indispensables. Le
principe de ces méthodes dites de Monte-Carlo, est d’approximer 'intégrale 3.5 en estimant
Pespérance de la fonction g(x) sous la distribution p(z) :

1= [ pla)gla) d'a = (g(a) (38)

p(z) est la distribution de probabilité sur le d-vecteur x.

Supposons que 'on soit capable de générer un ensemble de tirages {x(i) }Z]\Ll a partir
de la distribution p(z). Une maniére de calculer cette intégrale est d’utiliser ces tirages
(vecteurs) pour donner I'estimateur

I==3 g() (3.9)

3.1.2.2 L’erreur d’estimation

Sl les vecteurs {x(z Y, sont engendres a partir de p(x), la variance de lestimateur

I= N LS g(@®) va dlmmuer comme (’— ott 02 est la variance de g :

= - §)* d'a (3.10)

ou ¢ est la moyenne de g.

Ce résultat représente une des importantes propriétés des méthodes de Monte-Carlo :

La précision de l’estimation par les méthodes de Monte Carlo est
indépendante de la dimension de 1’espace d’intégration

Cette propriété explique 'avantage de l'utilisation de ces méthodes pour les espaces
de grande dimension (d > 4).

Pour donner I'estimateur 3.9, ces méthodes supposent la capacité de générer, d’une
maniére ou d’une autre, des points a partir de la densité p(z). Mais les questions suivantes
se posent :

1. est-il toujours possible de tirer une valeur de z & partir de la définition de p(x)?
2. existe-t-il une maniere simple de tirer selon cette distribution ?

La réponse a ces questions est non. Le tirage suivant une distribution p(z) reste encore
un probleme tres difficile, surtout pour les espaces de grande dimension. Il n’existe que
quelques densités de probabilité de grande dimension a partir desquelles on peut direc-
tement générer des tirages. C’est le cas des distributions uniformes et Gaussiennes par
exemple.

Une présentation des principales méthodes de tirage de Monte-Carlo est donnée dans
Pannexe B a la fin de ce document.

3.2 Utilisation des méthodes de Monte-Carlo

La spécification d’un probleme réaliste de robotique ou de CAO-robotique nécessite
en général I'utilisation d’un grand nombre de référentiels (repéres). En conséquence, la
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dimension de ’espace défini par l’ensemble L des variables dites [libres peut étre tres
grande. Un probleme réaliste peut contenir des dizaines voire des centaines de variables
libres.

La méthode de résolution proposée nécessitant le calcul d’une intégrale sur cet espace,
la méthode utilisée doit forcément répondre & deux préoccupations :

— La dimension de I'espace d’intégration.

— La limitation du domaine d’intégration aux régions de l’espace ou les contraintes

locales sont respectées (Les propositions {H;};~ " ont la valeur vraz).

Ces deux préoccupation rendent le calcul analytique difficilement applicable en
général. Nous avons donc choisi de calculer numériquement ces intégrales pour appliquer
notre méthode a des domaines plus larges d’applications. L’utilisation d’une méthode
d’intégration basée sur la subdivision du domaine d’intégration engendrerait un coft
de calcul croissant exponentiellement avec la dimension de l’espace d’intégration. Les
méthodes de Monte-Carlo, quant a elles, s’adaptent mieux aux problemes posés du fait
que le nombre de points utilisés ne dépend pas de la dimension du domaine d’intégration.
Nous avons donc choisi ce type de méthodes et nous présentons leurs mises en ceuvre dans
notre systeme. Nous montrons en particulier comment 1'utilisation de ces méthodes peut
répondre au probleme des contraintes locales sur I'espace d’intégration.

3.2.1 Principe

Rappelons la forme de I'intégrale a calculer :

1(x) = / dL
p(Liljl )p(Hl |Xi1j1 Liljl)

p(Limfpjmfp )p(Hm_p‘Ximfpjmprimfpjmfp)
poy (F1(X, L))p(Hm—pt1|F1(X, L))

po, (Fp(X, L))p(Hm |Fp(X, L))

L’utilisation d’une méthode de Monte-Carlo pour estimer cette intégrale nécessite :

1. La capacité de générer (tirer) un ensemble de N points {L(i)}f\il a partir de la
distribution a priori p(L) ou chaque point conduit & un calcul respectant I’ensemble
des contraintes inégalités {C;};;”. Pour les contraintes locales d’égalité, pour la
plupart des relations de contact (sauf Point sur Cylindre et Point sur Sphére voir
Annexe A), une contrainte égalité porte sur un seul parametre a la fois ce qui permet
de prendre en compte cette contrainte en fixant tout simplement ce parametre. Pour
simplifier, nous allons considérer seulement ce cas.

2. Le calcul de l'estimation de lintégrale I(X) & partir de I'ensemble {L®) N, Ce
calcul se fait comme suit :

N
1) = %Z o, (Fy (X, L)) p(H i1 [ F1 (X, LD))
i=1
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pOp(Fp(X7 L(i)))p(Hm’Fp(X7 L(l)))

3.2.1.1 Tirage de ’ensemble de points

La génération de ’ensemble des N points qui seront utilisés dans ’estimation peut étre
effectuée de diverses manieres. Si 'on appelle S le vecteur d’état du systeme, la génération
d’un nouvel état (point) S¢*1 & partir de 1état précédent S

5O = (500,590 51)

ou [ est la dimension de S, nécessite :
— soit de mettre & jour toutes les composantes de S simultanément (algorithme global)

S(t+1) = (S§t+1)7 §t+1)7 e 7Sl(t+1))

— soit de mettre a jour une seule composante S; a la fois (algorithme local)
glt+1) _ (SY) ;t) I Sl(t))

Ces composantes S;,7 = 1---[ peuvent étre elles mémes multidimensionnelles.

Pour que T'utilisation d’une méthode de tirage locale soit fiable, il est préférable
de trouver une décomposition pour laquelle les composantes S;,7 = 1---1 du vecteur
d’état sont approximativement indépendantes. La dépendance entre ces composantes rend
plus difficile I'exploration de lespace d’intégration (voir [Neal93, Geweke95]). Dans les
méthodes locales, Pétat SCHD dépend forcément de 1'état S®). On parle alors dans ce
cas de méthodes Markoviennes abrégées généralement MCMC pour Markov Chain Monte
Carlo [MacKay96].

Dans notre cas, le vecteur L (concaténation des L j,--- Li,,_,j._,) est le vec-
teur d’état. Comme les parametres appartenant a différents liens cinématiques sont
indépendants, la décomposition du vecteur L en m — p composantes {Likjk}zn;lp dans
le but d’utiliser une méthode locale est simple. La mise a jour du vecteur d’état L

t t t t)
L(t) = (L§1)J'1 ) L§2)j2’ o ’Lgk)jk’ e ’Lz(m—pjm—p)
nécessite la mise a jour d’une seule composante L;, j, de la maniere suivante :
t+1) (O O o oper) @
L - (Li1j1’ Li2j2’ ’Likjk ’ 7Lim7pjm7p)

N itérations de cette procédure permet de générer ’ensemble {L(i) N | qui sera utilisé
pour 'estimation de l'intégrale.

Intéressons nous maintenant a la mise a jour d’une composante L;, j, (ensemble de
parametres appartenant au méme vecteur de position). Les parametres appartenant a
L;, j, ne sont pas nécessairement indépendants :

— Le modélisateur a pu vouloir exprimer explicitement des éventuelles corrélations
entre les parametres du vecteur L;, j, . Dans le cas le plus général la distribution sur
le vecteur de position est définie comme une nappe dans IRS. C’est en particulier
le cas d’une mesure directe (avec un instrument de mesure donnant des valeurs
corrélées), ou bien d’une mesure indirecte (résultat d’une calibration préalable par
exemple).
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— Les parametres du vecteur L;,;, sont corrélés implicitement par une contrainte
inégalité C(Q4,5,) < 0 induite par une relation de contact entre deux entités
géométriques E; et E;. Ces contraintes locales (sur les parametres d’un seul vec-
teur de position) représentent une correction de la distribution initiale p(L;, ;) en

réduisant le domaine de variation de ces parametres.
Par conséquent, pour mettre a jour une composante L on doit résoudre deux

problemes :

(%)

— Le tirage d’un point candidat :

Un candidat L7, ; est tiré a partir de p(Li,j,. ). Pour effectuer ce tirage, deux cas de

figure sont possibles :

— Nous disposons d’'une méthode de tirage directe a partir de p(L;, ;) (cas des
distributions uniformes et Gaussiennes).

— Nous ne disposons pas de méthode de tirage directe a partir de p(L;, ;, ). Dans ce
cas, une méthode de tirage indirecte est utilisée. Pour un besoin de généralité, la
méthode de tirage indirecte que nous avons choisie dans ce travail est I'algorithme
de Metropolis (voir 'annexe B).

— Test de la validité du candidat :

Un calcul géométrique qui dépend du type de contact entre E; et Ej; est fait en utili-
sant le point candidat. Ce calcul permet de vérifier la contrainte Cy(Qj,;,) < 0 ainsi
calculée avec k =1---m—p . Le candidat L7 ; sera accepté si cette contrainte n’est
pas violée (p(Hy|Xi, j, Liyj.) = 1). Dans le cas contraire, il sera rejeté. L’acceptation
du point candidat engendre la modification du vecteur d’état L et le rejet du point
laisse le vecteur d’état inchangé.

Nous rappelons que ce test de la validité du candidat porte seulement sur les

contraintes Hy,k = 1---m — p. Cela permet, pour chacune de ces contraintes Hy,

un calcul local ne portant que sur les parametres Ly et Xj.

Cette méthode de tirage peut étre vue comme un cas particulier du tirage par rejet
(présenté dans lannexe B). Nous appelons cette méthode de tirage un tirage par rejet
catégorique parce que le candidat est soit accepté avec une probabilité de 1, soit rejeté
avec une probabilité de 1 également.

La figure 3.1 représente un exemple de relations face sur face. La contrainte locale
induite par cette relation correspond a ce que tous les points de la face de dessus ne
dépassent pas les bornes de la face de dessous.

Les formules des contraintes liées a différentes relations de contact sont données dans
l’annexe A.

F1G. 3.1 — Principe du tirage par rejet catégorique : le point est rejeté parce qu’il viole la
contrainte Face sur Face entre les deux objets.



64 CHAPITRE 3. METHODE DE RESOLUTION

3.2.2 Optimisation des calculs

L’utilisation d’'une méthode de tirage locale pour la mise a jour du vecteur d’état L
permet de réduire le cotit du calcul de Pestimation. Si ’on dénote pour un point donné L®)
Fl-(t) (X), i=1---ples valeurs des fonctions F;(X), alors les valeurs des F;(X) a I’étape
suivante Fi(Hl)(X ) peuvent étre obtenues par une mise a jour des Fi(t) (X). Le cout de la
mise a jour dépend, bien entendu, de la position de ’arc correspondant a la composante
L;, j, qui vient d’étre changée dans les cycles ¢;, 7= 1---p. En particulier, la mise a jour
d’un arc ne modifie que les valeurs des fonctions correspondant aux cycles qui contiennent
I’arc en question.

Les algorithmes de mise a jour sont présentés en annexe C.

3.3 Méthode d’optimisation

Nous avons présenté dans la premiere partie de ce chapitre la méthode utilisée pour
Pestimation des intégrales présentes dans la fonction objectif représentant un probléeme
donné. Cette deuxiéme partie sera consacrée a la méthode d’optimisation qui nous per-
mettra de trouver 'optimum de cette fonction.

Supposons que 'on s’intéresse au probleme d’optimisation suivant :

[:R"— IR
mgxf(x) (3.11)

On peut classifier les méthodes de résolution du probleme 3.11 en deux grandes
catégories :

— Les méthodes locales.

— Les méthodes globales.

3.3.1 Les méthodes locales

Le principe de ces méthodes est de partir d’'un point initial donné zg et d’essayer de
converger & chaque itération vers un maximum local.
Classiquement le schéma itératif de recherche de cet optimum est de la forme :

Tntl = Tp + AV

ou l'incrément Ax, peut étre évalué de multiples manieres.
Pour la méthode du gradient par exemple, 'incrément Az, est calculé comme suit :

Of ()
ox

Az, =«

ou « est un réel positif.

L’utilisation de la plupart de ces méthodes suppose l'existence des dérivées (la dérivée
de lordre 1 et peut étre plus) de la fonction f(z). Ces algorithmes ne permettent, par
définition, que de trouver des optima locaux qui dépendent du point initial .
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3.3.2 Les méthodes globales

L’objectif d’un algorithme d’optimisation global est de trouver un optimum global au
probleme 3.11. Ces algorithmes sont souvent stochastiques. Leur principe général est que
la probabilité de se trouver dans une configuration z soit proportionnelle a la valeur de
f(x) en ce point.

p(z) o f(z) (3.12)

La solution finale ne dépend pas, en principe, du (ou des) point (s) de départ xg.
On peut citer parmi ces méthodes :

— Les méthodes de Monte Carlo (Metropolis) [Neal93].

— Les méthodes du recuit simulé [Neal93, Laarhoven87, Kirkpatrick83].

— Les algorithmes génétiques [Holland75].

3.3.3 Criteres de choix de la méthode d’optimisation

La méthode d’optimisation que nous allons utiliser pour ce type de probleme, doit
répondre a un ensemble de critéres liés a la forme et a la nature des fonctions a optimiser.
Cette méthode doit étre :

1. Globale : la distribution objectif est souvent multimodale. Une méthode locale peut
échouer en ne donnant qu’un maximum local de la fonction.

2. Ne nécessitant pas les dérivées : la fonction objectif peut étre non dérivable.

3. Permettant un calcul multiprécision de la fonction objectif : le calcul de la fonction
objectif avec une grande précision peut étre tres cotiteux en temps de calcul. On
voudrait pouvoir commencer 1’optimisation avec des approximations plus ou moins
grossieres de la fonction a optimiser, et affiner I'approximation au fur et & mesure
du processus d’optimisation.

4. Donnant la possibilité de parallélisation pour augmenter les performances de la
méthode pour les problemes ou le cout de la fonction objectif peut étre tres élevé.

Nous avons opté dans notre application pour un algorithme de type Génétique, parce
qu’il répond justement a ces criteres. Dans ce qui suit, nous commencerons par présenter
les principes généraux de ce type d’algorithmes. Nous présenterons ensuite les problemes
pratiques liés a l'utilisation de ces algorithmes pour notre application, nous donnerons
des éléments de solution pour ces problemes et nous finirons par présenter I’algorithme
implanté dans notre systeme.

3.3.4 Principes des algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques (désormais abrégés AG) sont une technique d’optimisation
stochastique inspirée de I’évolution biologique des especes. Cette technique a été intro-
duite par Holland [Holland75] au début des années 70 et elle est souvent utilisée dans
loptimisation globale d’une fonction F' sur un espace de recherche S souvent tres grand.

Vu la facilité relative de la mise en ceuvre de ces algorithmes et leur indépendance
vis-a-vis du domaine d’application, ces méthodes ont été largement utilisées pour les
problemes d’optimisation en intelligence artificielle [Grefenstette88, Kenneth88] et en ro-
botique [Ahuactzin94, Falkenauer91].
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L’utilisation d'un AG commence par une phase d’initialisation. Un ensemble de points
que 'on appellera population initiale d’individus est généré aléatoirement dans ’espace
de recherche S. Un individu représente une solution au probleme, et son adéquation peut
étre mesurée par la valeur de la fonction F' en ce point. Le principe fondamental des
algorithmes génétiques est : “meilleure est ’adéquation d’un individu, plus sa probabilité
de sélection est grande”. Les individus sélectionnés se reproduisent, c’est-a-dire se voient
appliquer des “opérateurs génétiques“ afin de générer de nouveaux individus. La taille de
la population étant donnée, les meilleurs de ces nouveaux individus viennent remplacer
les plus mauvais. Cela induit donc un phénomene de compétition entre les individus.

Le processus génétique est réitéré sur la nouvelle population jusqu’a un certain critere
d’arrét. L’algorithme génétique séquentiel standard est le suivant : On génere aléatoirement
une population initiale d’individus, puis on exécute le cycle suivant (Figure 3.2) :

1. Sélection : Au moyen de la fonction F', des paires d’individus sont sélectionnées.
La probabilité de sélection d’un individu I croit avec la valeur de F' en ce point.

2. Reproduction : Des opérateurs génétiques sont appliqués aux paires d’individus
sélectionnées, pour générer de nouveaux individus.

3. Evaluation : La fonction F est calculée pour les individus venant d’étre créés.

4. Remplacement : Certains individus de la population sont remplacés par les nou-
veaux individus (plus adéquats). Une nouvelle population est alors ainsi créée.

Les solutions (configurations) sont souvent codées sous la forme de chaines de bits
appelées génotypes, qui constituent alors les individus en compétition.

Les opérateurs génétiques les plus utilisés durant la reproduction sont le “croisement”
et la “mutation”.

Etant donnés deux individus, I'opérateur de croisement consiste & engendrer un nouvel
individu en combinant les génotypes de ces individus. Une des méthodes possible pour
faire cette combinaison est de couper les deux génotypes en un point choisi aléatoirement,
et produire deux nouveaux individus apres avoir échangé les parties coupées.

Etant donné un individu, l'opérateur de mutation change aléatoirement 1’état de cer-
tains bits de I'individu.

On réitere ce cycle sur plusieurs générations, jusqu’a 'obtention d’une génération de
solutions suffisamment stables (un critere de convergence peut étre défini). La solution
retenue finalement est le meilleur individu. Toutefois, I’étude de la population finale entiere
est souvent riche en enseignements car elle peut contenir des solutions alternatives au
probleme posé.

3.4 Utilisation des algorithmes génétiques

Nous avons présenté dans la section précédente les principes des AG comme des
méthodes d’optimisation globale. Nous expliquerons dans cette partie les problemes liés
a lutilisation de tels algorithmes pour l'optimisation des fonctions représentant nos
problemes de géométrie, pour finir par présenter ’algorithme général que nous proposons.

3.4.0.1 Problémes liés a la forme de la fonction objectif

Pour les problémes rencontrés dans la pratique, la fonction G(X) a optimiser peut
avoir un support (domaine ou la valeur est non nulle) tres étroit pour les problemes
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Algorithme Génétique

1011011
1000101 1011001

Sélection 1011001 1011011
1011011 1011011 1011111 1000101 1011010

0110011 1111011

1011010

Remplacement Reproduction

0011011
. 110111
0011011 Evaluation oue
0110111
1110111
1001000 = Toos000

1001000

Domaine d'application de I'Algorithme
Génétique

FiG. 3.2 — Cycle d’exécution d’un algorithme génétique.

fortement contraints. Le fait d’initialiser la population avec des individus pouvant étre tres
loin des solutions, peut engendrer des valeurs tres faibles (souvent nulles) de la fonction
objectif G(X). Cela empéche 1'algorithme d’évoluer vers I'optimum de la fonction, et son
comportement devient proche d’une exploration aléatoire.

Le deuxieme probleme provient de la nature bruitée de la fonction objectif. La fonction
G’(X ) & laquelle on a acces par le calcul numérique n’est quune approximation plus ou
moins précise de la fonction exacte G(X). Comme cette approximation est obtenue par
une méthode de Monte-Carlo, sa variance varie linéairement en fonction du nombre N des
tirages utilisés pour l'estimation. L’estimation avec une précision suffisante peut s’avérer
trés couteuse en temps de calcul, ce qui rend l'utilisation d’un grand nombre de points
durant tout le processus d’optimisation non envisageable.

Nous verrons dans ce qui suit les adaptations qu’on a jugées nécessaires pour remédier
a ces deux problemes.

3.4.0.2 Notion de Température - Relaxation des contraintes

Pour le probléeme de l'initialisation de l'algorithme di a I’étroitesse du support de la
fonction objectif, une idée inspirée des algorithmes classiques de recuit simulé consiste a
introduire une notion de température. Le principe est de commencer par élargir le support
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de la fonction a maximiser. Pour cela, on va donner aux configurations éloignées des optima
des valeurs suffisamment élevées de la fonction objectif.

L’idée est d’introduire un parametre supplémentaire qu’on notera 7' (température) a
la fonction objectif G(X). On obtient une autre fonction que 'on notera Gr(X), plus
réguliere, ayant un support plus large que celui de G(X) et

lm Gr(X) = G(X)

L’élargissement du support de la fonction objectif G passe par 1’élargissement de tous
les termes (distributions) élémentaires de cette fonction a savoir :

— Les distributions po, (F;(X, L)), avec i =1---p.

— Les contraintes inégalités p(Hy,—p4;|F;(X, L)), avec j =1---p.

Les figures 3.3 et 3.4 montrent respectivement un exemple de distribution élémentaire
Gaussienne (Normale) et le cas d’une contrainte d’inégalité sur un intervalle. Les deux
courbes représentent respectivement les deux fonctions f(x) et fr(x) :

— Pour la distribution Gaussienne :
1 _122
fl@) = =i

2o

1 1 a?
fr(z) = —————ce 02

V2ro(1+1T)

— Pour la contrainte d’inégalité sur l'intervalle [a, b] :

flz) = {(1) sia<z<b

sinon
1 sia<z<b
_ (ac—a)2 .
fr(z) = e =T g§ix<a
(z=b)?

e (=a)T gsinon

Flxy —
FH(x) ——

0 PR L L e
-10 -5 0 5 10

Fi1G. 3.3 — Cas d’une distribution gaussienne.
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F1G. 3.4 — Cas d’une contrainte.

Pour le cas général ou les contraintes peuvent étre plus complexes, la distribution de
probabilité pour chaque contrainte ¢;(x) < 0 aura la formule ! :

1 sici(z) <0

fr@)=1 2@
(& T S1non

et la distribution fr(z) correspondant a la contrainte C'(xz) < 0 sera la multiplication

fr(z) =117 fr(2).
Les figures 3.5 et 3.6 représentent la distribution correspondant aux contraintes
inégalités pour une relation Point sur Face a différentes températures.

.
i N
= AT
=0 —— % I =
= | s et oo I e
= e s et et et Nsuniir
== ke S
B
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e
o

F1G. 3.5 — La distribution correspondant a la contrainte inégalité pour une relation Point
sur Face a différentes températures. A gauche la contrainte originelle (7" = 0.0). Au mi-
lieu la contrainte relaxée avec une température T' = 50.0. A droite la contrainte & une
température T = 100.0.

Les figures 3.7 et 3.8 représentent un exemple de la fonction objectif G pour deux
valeurs différentes de T'. Il s’agit d’une fonction a deux variables (x,y) représentées par le
plan de la figure, et la valeur de la fonction est donnée par le niveau de gris correspondant.

1 ne s’agit pas, bien entendu, d’une distribution proprement dit mais seulement d'un noyau parce
qu’elle ne satisfait pas la condition de normalisation. Comme 'utilisation faite de cette distribution permet
de la calculer a un facteur multiplicatif pres, la violation de cette condition de normalisation ne pose aucun
probléeme.
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Fiag. 3.6 — La distribution correspondant a la contrainte inégalité en niveaux de gris a
différentes températures (7' = 0.0, "= 50.0 et 7' = 100.0 de gauche a droite).

F1a. 3.7 — Support de la fonction G (z,y) avec T' = 0.0

L’utilisation de cette notion de température est basée sur la supposition qu’'une po-
pulation d'un AG initialisé et exécuté pendant quelques cycles avec Gy, comme fonction
d’évaluation représente une bonne initialisation pour un autre AG utilisant comme fonc-
tion d’évaluation Gy, ou t; > to.

Cette température est initialisée a une valeur 7T suffisamment grande pour avoir des
points de départ avec des valeurs non-nulles. Elle est ensuite diminuée progressivement
jusqu’a 0 (pour avoir la fonction originelle).

3.4.0.3 Notion de multiprécision

Comme la précision de l'estimation G(X) de la fonction objectif dépend du nombre N
de points utilisés pour cette estimation, une idée est d’introduire N comme un parametre
supplémentaire pour définir une autre fonction Gy (X).



3.4. UTILISATION DES ALGORITHMES GENETIQUES 71

F1G. 3.8 — Support de la fonction Gp(z,y) avec T' = 10.0

Supposons qu’on ait initialisé et exécuté pendant quelques cycles un AG ayant G, (X)
comme fonction d’évaluation. Alors la population de cet AG est une bonne initialisation
pour un autre AG ayant Gy, (X) ot ng > n; comme fonction d’évaluation. Cette notion de
multiprécision permet de commencer le processus d’optimisation avec une approximation
peu précise (peu cotteuse) de la fonction d’évaluation, et d’affiner cette approximation
au cours de I'optimisation. Pour cela, les AG présentent 1’avantage majeur de permettre
a plusieurs solutions de cohabiter. Une meilleure solution peut par la suite émerger apres
augmentation de la précision de I'estimation (augmentation du nombre de points utilisés
pour P'estimation).

3.4.1 L’algorithme général d’optimisation

Nous avons expliqué dans la section précédente les principaux problemes liés a 'uti-
lisation des AG pour résoudre notre probleme d’optimisation, et nous avons donné les
éléments de solutions a ces problemes. Nous allons expliquer comment ces éléments seront
combinés pour proposer un algorithme génétique qui permette de résoudre en un temps
raisonnable les problemes trés contraints que nous nous posons.

Dans ce qui suit, nous allons libeller la fonction d’évaluation de I’AG (la fonction
objectif) par la température T et le nombre de points N utilisés pour P'estimation. Elle
sera dénotée G4 (X).

L’algorithme d’optimisation utilisé peut étre décrit par les trois étapes suivantes :
1. Initialisation.
2. Diminution de la température.

3. Augmentation du nombre de points pour I'estimation des intégrales.
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3.4.1.1 Initialisation

La population de ’algorithme génétique est initialisée d’une maniere aléatoire en tirant
au hasard un ensemble de configurations dans ’espace de recherche X (inconnues du
probléme). Pour minimiser le cotut de I’évaluation de la fonction objectif, le nombre N de
points utilisés pour I'estimation des intégrales est initialisé & un nombre N; assez faible
(on se contente d’une estimation qui peut étre grossiere de la fonction objectif au début).

Le choix de la température initiale Tj est crucial pour le bon fonctionnement de I’al-
gorithme. Cette valeur dépend fortement du probleme a résoudre; plus le probleme est
contraint, plus la valeur de Tj doit étre grande pour permettre une relaxation suffisante
des contraintes. Il est alors nécessaire d’avoir une méthode d’initialisation automatique de
Ty pour s’adapter a la complexité du probléeme. Une maniere de faire est d’initialiser Ty a
0 puis d’augmenter la température jusqu’a ce que tous les éléments de la population aient
des valeurs non nulles, ce qui est toujours possible vu la forme de la relaxation.

L’initialisation de l'algorithme génétique est schématisée comme suit :

INITIALISATION(AG)
DEBUT
POUR tout individu population[i] € population de AG FAIRE
REPETER
population|i] = random(S5)
val = G%O (populationli])
si (val = 0.0)
T=T+ AT
JUSQU’A (val > 0.0)
FINPOUR
FIN

A la fin de I'initialisation, tous les individus de la population auront des valeurs non
nulles. Il est a noter qu’il faut réévaluer toute la population apres cette étape d’initialisation
parce que les individus ont été évalués a différentes températures.

3.4.1.2 Diminution de la température

Une fois la population initialisée, nous procédons a une diminution progressive de la
température T° du probléme pour se rapprocher de plus en plus de la fonction objectif a
maximiser (7" = 0.0). La diminution de la température peut étre envisagée de diverses
manieres. Nous avons fait le choix de faire une diminution géométrique de 7' (en la mul-
tipliant par un facteur) :

Apres un nombre fixe de cycles ncyqes d’exécution de ’AG, la température T' est
multipliée par un facteur o ( 0 < o < 1). Une valeur trop petite de « risque d’engendrer
une divergence de l’algorithme tandis qu’une valeur trop pres de 1 risque d’augmenter
considérablement le temps d’exécution. Cette valeur a été fixée expérimentalement a 0.8.
Le changement de la température nécessite bien évidemment la réévaluation de toute la
population de I’AG.

Cette partie de I’algorithme s’achéve quand la température T est inférieure a une petite
valeur T;. Le nombre de points N reste égal a Ny pour toute cette étape de ’algorithme.

Pour retrouver la fonction objectif originelle, la température est fixée a la fin de cette
étape a 0, et la population de 'AG est réévaluée a cette température.
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Nous pouvons schématiser cette partie de ’algorithme par :

TEMP_REDUCTION(AG)
DEBUT
TANTQUE (T > T.) FAIRE
POUR i=1 JUSQU’A n_cycles FAIRE

Executer(AG)
FINPOUR
T=T%*a«a

FINTANTQUE
FIN

3.4.1.3 Augmentation du nombre de points pour ’estimation des intégrales

A la fin de Iétape précédente, la population de ’AG contient plusieurs solutions
réalisables au probleme. Notre but maintenant est d’avoir des estimations de plus en plus
précises pour chaque individu de la population, pour pouvoir départager ces solutions.

Comme la précision de cette estimation dépend du nombre N de points utilisés, on va
procéder a I'augmentation de N au fur et a mesure de I’évolution de 'algorithme. L’idée
est de multiplier, aprés un nombre fixe de cycles d’exécution de I’AG, le nombre de points
N utilisés pour l'estimation par un facteur 5 (8 > 1). La multiplication de N par [ va
augmenter bien évidemment la précision de I’estimation de la fonction d’évaluation, parce
que la variance de cette estimation va étre divisée par (3 :

1
Var(Ghyx)) = BVC”“(G%/(X))

L’algorithme s’arréte quand le nombre maximal de points N, est atteint.
Nous pouvons schématiser cela par ’algorithme :

N_POINTS_AUGMENTATION(AG)
DEBUT
TANTQUE (N < Np.) FAIRE
POUR i=1 JUSQU’A n_cycles FAIRE

Executer(AG)
FINPOUR
N=N*g

FINTANTQUE
FIN

3.4.2 Détails de I'implantation de I’AG proposé
3.4.2.1 Organisation du génotype

Un génotype représenté par une chaine de bits est la concaténation de I’ensemble des
n chalnes correspondant aux n inconnues du probléme.

Pour chaque inconnue, la chaine de bits est générée en discrétisant avec un pas donné
la plage de valeurs que cette derniere peut prendre. Le nombre de bits nb; nécessaire pour
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coder une variable v; prenant sa valeur dans un intervalle [a;, b;] avec une précision p; est

de :
bi—ai

)

Par exemple, pour un parametre de rotation prenant sa valeur entre 0.0 et 27 avec un pas
de discrétisation de 1074, le nombre de bits nécessaires pour coder ce parametre est de 16.
La valeur a; sera codée par la chaine de bits 00--- 0, tandis que la valeurs de b; sera

nb; = logy(——

7

nb;
codée par la chaine 11---1.
|

nb;
La dimension nb du génotype est donnée alors par :

nb = Z nb;
i=1

Pour un probléme ayant, par exemple, 12 parametres de rotation codés tous entre 0.0
et 27 avec un pas de discrétisation de 10™%, le nombre de bits nécessaires pour le codage du
génotype est de 12 x 16 = 192. C’est-a-dire que le vecteur v = (vq, -+, v12) peut prendre
2192 valeurs possibles allant de (0.0, 0.0, --,0.0) codé par 00-- -0 jusqu’a (27,27, -, 27)

12 192 12
codé par 11---1.
N——

192
Le décodage d’un génotype pour passer de la chaine de bits a un vecteur de réels est

aussi nécessaire. Ce décodage est effectué par le procédé inverse.

3.4.2.2 Méthode de sélection

La sélection de deux individus dans le but de les croiser est restreinte a un voisi-
nage (figure 3.9). Cela empéche qu’un individu ayant une bonne évaluation remplace tous
les autres prématurément et permet de garder, dans une population donnée, un nombre
maximal de solutions. Pour cela, la population de l'algorithme est organisée en grille a
2 dimensions. Le nombre d’individus de la population a été fixé expérimentalement a 64
(grille de 8 x 8 individus).

o O O O
O O

O O O O

o O
O O o O O

. Individu . Voisin

F1c. 3.9 — Notion de voisinage pour un individu de la population.
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3.4.2.3 Processus de reproduction

Pour 'opérateur de croisement, nous avons choisi une variante qui consiste a échanger
les bits entre deux individus selon un masque aléatoire spécifiant les éléments des chaines
a garder de chacun des parents :

Les bits a 1 du masque représentent les bits a garder du premier parent, et les bits a
0 ceux a garder du second. Par exemple :

‘ Masque ‘ Parents ‘ Individu produit ‘

0010011 | 0100101 | 1101001
1111011

L’opérateur de mutation utilisé consiste a changer la valeur (de 0 a 1 ou bien de 1 &
0) d’un bit du génotype pris au hasard.

3.4.2.4 Convergence de ’estimateur de ’intégrale

Dans la section précédente, nous avons indiqué que I'augmentation du nombre de points
utilisés pour I'estimation des intégrales continue jusqu’a atteindre un nombre maximal
Npaz- Dans la pratique, ce nombre de point dépend du probleme. Il est défini comme
le nombre permettant d’atteindre la convergence des estimateurs de nos intégrales. Nous
définissons la convergence d’un estimateur de la valeur G(p[i]) pour un individu p[i] de
PAG comme étant le critere donné pour deux nombres Ny et Nyiq1 par :

orai i [CNePIDZGN, L, (LD

Converge_Integ(pli]) = < €1

faux sinon

ou €1 est un seuil & partir duquel l'estimation de la valeur d’un individu, en utilisant
successivement N; points et Vg1 points, est considérée inchangée.

Nous définissons par conséquent la convergence de I’estimation des intégrales pour un
AG comme :

vrai  si ¥pli] € population, Converge_Integ(p[i]) = vrai
faux sinon

Converge_Integ(AG) = {

A chaque augmentation du nombre de points N , et & chaque réévaluation de la popu-
lation, nous vérifions si les estimateurs des intégrales pour tous les individus ont convergé.
Si c’est le cas, le nombre de points ne sera plus augmenté avant la réévaluation suivante.

3.4.2.5 Convergence de ’optimisation

Pour le critere d’arrét de I'algorithme génétique, nous avons choisi le critere classique
suivant :

. . SFitnessi+1(AG)—SFitnessi(AG)
vrar st SFitnesst(AG) <€

Converge_Optim(AG) = { ; _
aur sinon
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ol
SFitness = Z G(pli])
pli]Epopulation
et €5 est un seuil a partir duquel SFitness est supposée inchangée.
Le processus d’optimisation s’arréte quand la somme des valeurs de “fitness” des indi-
vidus de la population n’augmente plus d’une maniere significative entre deux générations
successives.

3.4.2.6 Implémentation “parallele”

AG, AG, AG,
=N N= N, =N
T=T,..00 T=T,..00 T=T,..00
AG Global
N= N, ... Ngy
T=0.0

F1G. 3.10 — Schéma de 'exécution de I’AG proposé.

En pratique et dans le but d’avoir un algorithme plus global, I'algorithme implanté
comprend une partie paralléle. Par paralléle, nous entendons ’application d’une maniere
indépendante de n AG sans aucune communication entre ces derniers. Les populations
obtenues a la fin de chacun de ces algorithmes sont rassemblées pour servir de population
initiale & un AG global. Pour les n AG paralléles, nous appliquons les étapes d’initialisation
et de diminution de température en laissant le nombre de points N fixé a Ny. Tandis que
pour ’AG global, nous appliquons I’étape d’augmentation du nombre de points (& une
température 7" = 0.0) dans le but de départager les différents solutions issues des AG
paralleles. Ce schéma d’exécution est donné dans la figure 3.10.

3.4.3 Trace de l’exécution de l’algorithme génétique pour un probléme
simple

Considérons, par exemple, le probleme d’inversion cinématique sous incertitudes
présenté dans la figure 3.11. Les incertitudes les plus significatives sont supposées sur
les zéros géométriques des deux articulations rotoides du bras planaire. Le but est de
ramener le point final END du bras sur I'aréte supérieure EDGE de 'objet.
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ROBOT

Fi1c. 3.11 — Exemple simple d’inversion cinématique sous incertitudes géométriques.

Intuitivement, les meilleures solutions pour ce probleme sous-déterminé sont celles
permettant plus de précision sur la position obtenue entre le point END est ’aréte EDGE.
La structure du bras permet d’avoir une meilleure précision dans les configurations repliées
qui minimisent la propagation des incertitudes sur les zéros géométriques.

Les figures 3.12, 3.13 et 3.14 représentent quelques solutions présentes dans la popu-
lation de ’algorithme génétique pour des températures de 15.0, 5.0 et 0.0. La figure 3.15
représente, quant a elle, les deux solutions retenues apres exécution de ’AG avec une
température de 0.0 et un nombre de points N = Nyaz-

Fia. 3.12 — Quelques configurations de la population de 'AG a une température T' = 15.0
et avec un nombre de points N = Ny = 10. Ces configurations violent généralement les
contraintes originelles & cause de la relaxation.

3.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre la méthode de résolution correspondant a un
probleme géométrique. Nous avons présenté en particulier comment aborder les deux
problemes liés a la modélisation bayesienne a savoir :
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N | 0T

Fia. 3.13 — Quelques configurations de la population de ’'AG a une température 7' = 5.0
et avec un nombre de points N = Ny = 10. La qualité des configurations s’améliore
progressivement et les contraintes sont de plus en plus respectées.

V

Fi1G. 3.14 — Quelques configurations de la population de ’'AG a une température 7' = 0.0 et
avec un nombre de points N = Ny = 10. Les valeurs de ces configurations correspondent
a la fonction objectif originelle (sans relaxation), mais la précision de l'estimation de
cette fonction en utilisant un petit nombre de points ne permet pas de départager ces
configurations.

FiG. 3.15 — Les deux configurations présentes dans la population apres exécution de I’'AG
a une température 7" = 0.0 et avec un nombre de points N = Ny x = 1000. Ces configu-
rations sont équivalentes et permettent effectivement d’avoir une précision maximale sur
la position que I'on souhaite obtenir entre le point END et I'aréte EDGE.
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— Le probleme de calcul des intégrales.

— Le probleme d’optimisation de la fonction objectif.

La méthode de résolution proposée est basée sur 'utilisation d’une méthode de Monte-
Carlo pour le calcul numérique des intégrales et sur un algorithme génétique multiprécision
pour 'optimisation. Le principe de la méthode consiste a controéler le procédé d’intégration
par le procédé d’optimisation dans le but de réduire le colit du calcul en commencgant
I'optimisation par des approximations qui peuvent étre peu précises au début, et en affinant
ces approximations au fur et a mesure. Pour remédier au probleme de la complexité de la
forme de la fonction objectif pour les problémes tres contraints, une notion de température
inspirée des méthodes de recuit simulé a été introduite. Cette notion permet une relaxation
provisoire des contraintes au début du procédé d’optimisation. Elle permet par la suite de
retrouver progressivement les contraintes originelles en décroissant la température.
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Chapitre 4

Applications

L’objectif de ce chapitre est de présenter 'utilisation concrete de la méthodologie de
spécification présentée dans les chapitres précédents, pour des problemes de robotique et
de CAO-robotique.

Nous commencons dans la premiere partie par une présentation de la méthode utilisée
pour la modélisation des systemes articulés et des mesures capteurs.

La deuxieme sera consacrée a la description de quelques applications concretes de notre
systeme pour modéliser et résoudre différents problemes de géométrie a savoir :

— Les problemes d’inversion géométrique sous incertitudes.

— Les problemes d’inversion géométrique utilisant des mesures capteurs

supplémentaires pour affiner le modele.

— Les problemes d’étalonnage de poses a partir de données capteurs.

— L’étalonnage de la pose et de la forme d’un objet.

— Les problemes de conception d’une cellule robotique (par exemple le positionne-
ment du robot pour pouvoir atteindre dans des conditions optimales des points de
Penvironnement de travail).

Bien que ces problemes paraissent de natures différentes, nous montrerons qu’ils
peuvent étre modélisés et résolus en utilisant la méme méthodologie et le méme mo-
teur de résolution. Nous décrirons en particulier pour chaque application la modélisation
correspondante, et les apports de notre approche pour une telle application. Les résultats
obtenus ainsi que quelques indices de complexité seront donnés pour chaque exemple.

4.1 Méthode de modélisation

Nous abordons dans ce paragraphe la méthode de modélisation utilisée. Cette
derniere présente l’avantage de permettre une grande uniformité et homogénéité de
la représentation des objets statiques de la scéne, des corps d’une chaine cinématique
(mécanisme articulé), et des mesures obtenues par un capteur de distance. Dans ce qui
suit, nous allons nous intéresser en particulier a la modélisation des mécanismes articulés
et des mesures capteurs.

Dans notre systeme, il n’existe pas de différence entre la modélisation d’une chaine ar-
ticulée et celle d’un ensemble de primitives géométriques statiques. Toutes deux utilisent
la notion de transformation géométrique entre reperes pour spécifier la pose relative de
deux primitives. Seuls changent les distributions de probabilité affectées aux parametres
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nécessaires a la représentation de ces transformations, et le role de chacun de ces pa-
rametres pour un probleme donné.

Par exemple, pour modéliser un bras manipulateur a six degrés de liberté, nous
procédons a la décomposition de ce dernier en un ensemble de corps rigides, chacun étant
attaché a un repere R ..., Rg.

L’affectation des distributions de probabilité sur les parameétres du vecteur

T
QRiRi+1 = (t:m tya Ly Ty Ty, ""z)

de pose relative entre les deux reperes R; et R;11 définit nos connaissances préalables
sur une articulation donnée et sa relation avec 'articulation suivante. Cela permet de
modéliser les imprécisions liées au modele de 'articulation, ainsi que nos connaissances
sur le probléeme. Examinons plusieurs types de connaissances préalables envisageables dans
le cas de I'inversion géométrique.

\

\

.

Fi1c. 4.1 — Modélisation simple d’une articulation.

4.1.0.1 Modélisation simple d’une articulation sans parallaxe de 1’axe de ro-
tation pour une inversion géométrique

Nous modélisons notre connaissance préalable en choisissant de ne considérer que les
imprécisions de fabrication sur la longueur [ du lien cinématique et sur la position y, z
de l'axe de rotation. Les distributions choisies sont des gaussiennes. Les distributions
de Dirac sur r; et r, expriment le choix de ne pas tenir compte des incertitudes sur ces
dimensions et que 1’on affecte implicitement la valeur “Fixe” aux statuts de ces parametres.
La distribution uniforme entre les butées min,_ et max,, sur le parametre r, précise que
nous n’avons pas de connaissance préalable sur la position de I'articulation dans le cas
d’une inversion géométrique (aucune configuration n’est favorisée).

p(ty) = Normal(ly,oy)
p(ty) = Normal(0.0,0,)
p(t:) = Normal(0.0,04,)
p(rz) = do
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p(ry) = do
p(r.) = Uniforme(min,,,maz,)

ou ¢ est la distribution de Dirac.
4.1.0.2 Modélisation simple d’une articulation avec parallaxe de l’axe de
rotation pour une inversion géométrique

On peut tout aussi bien modéliser ce que ’on connait des imprécisions sur les parallaxes
en affectant d’autres distributions a r, et r,, comme par exemple :

p(ty) = Normal(ly,oy)

p(ty) = Normal(0.0,0,)

p(t.) = Normal(0.0,0+,)

p(rz) = Normal(0.0,0,,)

p(ry) = Normal(0.0,0,,)

p(r.) = Uniforme(min,,, maz,.)

4.1.0.3 Modélisation de I'imprécision sur le zéro géométrique

On peut affiner la modélisation de la scéne en ajoutant des reperes intermédiaires dans
la chaine cinématique ; cela permet par exemple de modéliser les connaissances préalables
sur lerreur de zéro géométrique. Ainsi on peut créer un repére intermédiaire R entre R;
et R;11 et utiliser les distribution sur les parametres nouvellement crées pour modéliser
plus finement notre connaissance sur I'articulation. On obtient :

p(tt) = Normal(ly,o;)

p(t;/) = Normal(0.0, O'ty)
p(t') = Normal(0.0,0;,)
p(rl) = Normal(0.0,0,,)
p(rg) = Normal(0.0,0,,)
p(rg) = Normal(0.0,0,,)

. . . 7/ 21: . , ’ o .
La distribution sur r, modélise notre connaissance sur le zéro géométrique de I'articu-
lation.

p(tith) = &
p(tt) = &
p(th) = &
p(rit) = &
p(ry™) = 6
p(r™y = Uniforme(min,,, maz,,)

La distribution sur 7¢*! modélise notre connaissance ou plutét notre ignorance de la
position d’un axe dans le cas d’une inversion géométrique.
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4.1.0.4 Modélisation fine d’une articulation

En pratique, d’autres parametres peuvent étre ajoutés a des liens géométriques
probabilistes. C’est ainsi que pour modéliser les erreurs de commande en position,
on rajoute une variable # a chaque articulation. Les distributions sur les variables
t:z‘):+17t2+17ti+1’r§:+17r?z‘jrl’@’r?l’

prennent alors les formes suivantes :

p(ty™) = b
p(t) = 4
p(tih) = b
p(ri™) =
p(ryth) = &
p(0) = Uniforme(ming, maxy)

p(ri0) = Normal(f(6),0v.)

ou f(#) est la fonction correspondant au rapport de réduction et o, l’erreur supposée sur
la commande.

En fait de nombreuses variables non forcément géométriques peuvent étre rajoutées
au systeme. Par exemple, on peut modéliser la dilatation d’un axe en fonction de la
température et faire de la température ¢ une donnée du probleme d’inversion. Ceci don-
nerait par exemple :

P(t) = Uniforme(—10,30)
p(ti|t) = Normal((1+ kx (t — to))lo, 07)
D tg) = Normal(0.0,0¢,)
p(t') = Normal(0.0,0;,)
p(r?) = Normal(0.0,0,,)
p(rg) = Normal(0.0,0,,)
p(r!) = Normal(0.0,0,.)

Ces distributions peuvent étre données par le constructeur, ou bien issues d’un
étalonnage préalable du bras.

4.1.1 Modélisation d’un bras articulé

Dans les simulations que nous présenterons dans le reste de ce chapitre, nous avons
utilisé un ou plusieurs modeles d’un bras Staubli Rx90 & 6 liaisons rotoides (figure 4.2).
Le modele par décomposition du bras en un ensemble de corps suivant I’approche décrite
ci-dessus est donné dans la figure 4.3. Les poses relatives entre ces différents corps sont
données par des liens cinématiques probabilistes décrivant pour chaque articulation les
incertitudes qui lui sont attachées.

4.1.2 Modélisation d’une mesure

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la modélisation des mesures provenant
de capteurs et la maniere de les intégrer dans les modeles utilisés par le systeme.
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&

Fic. 4.2 — Le bras articulé Staubli Rx90 & 6 degrés de liberté.

F1G. 4.3 — Décomposition du bras en un ensemble de corps rigides.
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Les capteurs fournissant directement des mesures de distance peuvent étre connectés
au systeme avec une interface simple n’exigeant aucun effort de prétraitement. C’est le
cas des télémetres laser et des proximetres infrarouges ou ultrasons. Dans le cas des cap-
teurs fournissant des informations de haut niveau comme les caméras et les capteurs de
vision 3D par exemple, un prétraitement est indispensable pour extraire des mesures de
position/orientation utilisables par le systeéme.

Dans les deux cas, des a priori sur les valeurs des mesures peuvent étre disponibles.
Dans le cas d'un capteur de distance, I’a priori sur la mesure peut étre tout simplement
la spécification du fabricant, ou bien issu d’un étalonnage préalable du capteur. Cet a
priori peut étre typiquement une distribution gaussienne autour de la valeur nominale
p(m) = G(mg, oy,) avec une précision donnée o,,. En plus de cet a priori sur la réponse du
capteur, la pose du capteur (du repere attaché au capteur) peut étre elle-méme entachée
d’incertitude. C’est le cas d’un capteur non étalonné ou bien d’un capteur monté au bout
d’un mécanisme articulé : la propagation des incertitudes le long de la chalne cinématique
correspondant a ce mécanisme engendre plus d’imprécision sur la pose du capteur (figure
4.4).

& g Sensor
>/ Sensor

Axis 1
A/
Robot
//[\ )
World World

F1c. 4.4 — Modélisation d’un capteur de distance. A gauche, un capteur monté a ’extrémité
d’un bras articulé dont le modele géométrique est entaché d’incertitude. A droite, un
capteur dont la pose par rapport a un repere de référence n’est connue qu’avec incertitude.

Dans le cas d’un capteur nécessitant un prétraitement, 1’a priori sur la réponse du
capteur peut étre évalué en prenant en compte la précision de la mesure originelle (de
haut niveau) et la nature du prétraitement effectué sur cette derniere.
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4.2 Application aux problemes d’inversion géométrique

Cette partie sera consacrée a lutilisation de D'approche bayesienne proposée
pour modéliser et résoudre les problemes d’inversion géométrique sous incertitudes
géométriques. Ces incertitudes (ou imprécisions) représentent, a un instant donné, notre
état de connaissance (plus ou moins précis) sur le modele géométrique de I'environnement
dans lequel on voudrait effectuer une tache donnée. Nous commencerons par définir la
notion d’inversion géométrique en robotique et illustrer I’extension que nous proposons
a la notion de contrainte géométrique. Nous montrerons comment le formalisme bayesien
permet de calculer la propagation des incertitudes sur le modele géométrique de l'envi-
ronnement, et d’exploiter cette propagation lors de la résolution des problemes d’inversion
géométrique pour trouver des solutions permettant de satisfaire au mieur les contraintes
décrivant le probleme en question.

4.2.1 Notion d’inversion géométrique en robotique

Pour un systeme articulé a n degrés de liberté, I'inversion géométrique consiste a
trouver la configuration (ou bien les configurations) permettant de mettre un objet (ou
une entité) de ce systeme dans une pose donnée par rapport a un autre objet. Cela revient
a calculer le (les) vecteur (s) @ de l'espace des configurations du systéme permettant
d’obtenir une valeur objective O* d’un vecteur O de dimension m de I’espace de travail.

Habituellement, dans les systémes de robotique et de CAQO, ces problémes d’inversion
sont décrits comme des systemes de contraintes égalités et éventuellement inégalités en
dehors de toute prise en compte de l'incertitude :

{0@) =
c@ = 0

Dans ce cadre, la solution d’un probleme d’inversion revient a résoudre ce systéeme de
contraintes et a trouver une solution QQ* satisfaisant ces contraintes (sous réserve qu’elle
existe).

Dans le cas ou plusieurs solutions sont possibles (le systéme est redondant par rapport
a la tache), une de ces solutions est choisie par I'introduction d'un critere extérieur a
la définition initiale du probleme. Le critere du choix d’une solution particuliere dépend
généralement de la méthode de résolution utilisée. Par exemple, pour une méthode de
résolution de type descente de gradient, le critére sera de minimiser la distance entre le
point initial Q° et la solution Q* dans l’espace des configurations.

Intéressons nous maintenant a la prise en compte des incertitudes sur le modele
géométrique. Pour une configuration donnée, on ne peut plus parler d’une valeur du vec-
teur objectif mais seulement d’une distribution de probabilité sur ce vecteur. Cela est di a
la propagation des incertitudes sur le modele et dépend, bien entendu, de la configuration
dans laquelle se trouve le systeme. Dans I’approche que nous proposons, nous introduisons
une définition plus générale de la notion de contrainte. Nous définissons une contrainte
non pas comme une équation (ou une inéquation) sur les parametres des poses relatives,
mais comme des distributions de probabilités sur ces parametres. Ces distributions vont
exprimer le niveau de contrainte que l’on souhaite obtenir sur chacune des composantes
du vecteur de pose O. Cette formulation permet d’exprimer explicitement les précisions
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(les niveaux de contrainte) que ’on souhaite obtenir sur chaque composante, ce qui rend
explicite le critere du choix de la solution pour les cas redondants.

Nous présentons a titre d’exemple un probleme d’inversion géométrique pour un
systeme articulé a 3 degrés de liberté. Nous montrons comment le critere de choix de
la solution est donné explicitement lors de la description du probléeme a résoudre, et com-
ment différentes distributions sur les composantes de la pose objective donnent dans le
cas général des solutions différentes. Puis nous validerons les résultats expérimentaux en
montrant que les résultats donnés par le systeme sont conformes & ceux prédits par un
calcul analytique dans le cas ou les hypotheses de linéarisation s’appliquent (incertitude
gaussienne avec écart type faible).

4.2.2 Exemple simple d’inversion géométrique sous incertitudes
géométriques pour un mécanisme a 3 degrés de liberté

END

PART

YT%

X

Fig. 4.5 — Exemple simple d’un probleme d’inversion géométrique sous incertitudes
géométriques pour un mécanisme a 3 degrés de liberté.

Considérons le systéme articulé a 3 degrés de liberté présenté dans la figure 4.5. Le
premier degré de liberté de ce mécanisme est prismatique tandis que le second et le
troisieme sont rotoides. Nous nous intéressons dans cet exemple a un simple probleme
d’inversion géométrique qui consiste a mettre le point final (le centre du repere EN D) du
mécanisme dans une pose O = (z,,Yy,) par rapport aux repére PART. Nous cherchons
plus précisément a trouver la configuration @ = (q1, g2, ¢q3) du bras qui permet d’obtenir
une pose relative O = (z,,y,) entre les reperes PART et EN D. Nous supposons que les
erreurs sur les zéros géométriques des deux articulations rotoides sont données par des
distributions gaussiennes autour de 0.0.

Si 'on ne considére pas les incertitudes sur le modele géométrique, il est clair qu’il
s’agit d’'un probleme sous-déterminé qui accepte une infinité de solutions. Nous présentons
dans ce qui suit deux variantes de ce probleme :

— Dans le premier cas, la précision que ’on souhaite obtenir dans la direction de I'axe

des X est considérée comme prioritaire pour la tache.

— Dans le deuxiéme, la précision suivant I’axe des Y est considérée comme prioritaire.
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4.2.2.1 Cas1

Dans le premier cas, nous avons supposé que nous voulions plus de précision suivant la
direction X que suivant la direction Y (nous avons un niveau plus élevé de contrainte sur
la position en X que sur celle en Y'). Cela se traduit par une distribution de probabilité
plus étroite sur le parametre ¢, du vecteur de pose O que celle sur le parametre t,. La figure
4.6 montre la solution donnée par le systeme pour des distributions Gaussiennes sur ¢, et
t, avec des moyennes de x, et y,, et des écarts-types de 1.0mm et 10.0mm respectivement.

PART

F1G. 4.6 — Solution du probleme d’inversion géométrique pour des écarts-types de 1.0mm et
10.0mm sur les directions X et Y respectivement. Dans cette configuration, la propagation
des incertitudes sur les parametres de rotation est moins importante dans la direction X.

4.2.2.2 Cas 2

Dans le deuxiéme cas, nous avons choisi de favoriser la précision sur la direction Y.
Nous avons tout simplement inversé les écarts-types des Gaussiennes sur les parametres
t, et t,, c’est-a-dire qu’on a pris un écart-type de 10.0mm pour ¢, et 1.0mm pour ¢,. La
figure 4.7 montre la solution trouvée par le systéme pour ce cas.

4.2.2.3 Discussion

Pour valider analytiquement ces résultats en utilisant un calcul variationnel, nous allons
supposer que les conditions nécessaires pour la linéariation du modele et la forme des distri-
butions sont respectées. Supposons alors que les seules erreurs de modélisation portent sur
les zéros géométriques AO = (&p,,dp,)7 des deux articulations rotoides. De plus, suppo-
sons que ces erreurs sont assez petites pour permettre une linéarisation (approximation au
premier ordre) et qu’elles sont distribuées suivant une gaussienne de matrice de variances-
covariances Y ag. Il est possible dans ces conditions de trouver analytiquement la matrice
des variances-covariances X, sur la position p = (x,y)T du point END par rapport au
repere PART dans une configuration donnée. En utilisant la jacobienne J = ai—p@v on
obtient :

¥, = JYpeJ"
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END
L

PART

YT
—
X

F1G. 4.7 — Solution du probleme d’inversion géométrique pour des écarts-types de 10.0mm
et 1.0mm sur les directions X et Y respectivement. Dans cette configuration, la propaga-
tion des incertitudes sur les parametres de rotation est moins importante dans la direction
Y.

ou :
_ [ T + 1o + COS(91 + 591)11 + COS(91 + 591 + 69 + 592)l2
Yp + sin(01 + 6, )11 + sin(01 + dg, + 02 + g, )12

avec lgy, 1 et Iy les longueurs des trois corps du bras, et (:Up,yp)T la position relative de
PART par rapport a la base du bras.

<

Fi1a. 4.8 — Visualisation du volume d’incertitude correspondant a la matrice de variances-
covariances Y, pour le premier cas. Les incertitudes sur la position de I'extrémité du bras
sont moins importantes dans la direction X.

Les figures 4.8 et 4.9 représentent respectivement les volumes d’incertitude correspon-
dants aux matrices de variances-covariances Y, obtenues par linéarisation pour les deux
configurations données dans les figures 4.6 et 4.7. On note que pour ces deux configura-
tions, les précisions en X et Y sont conformes a la spécification : le systeme est plus précis
en X dans le cas de la figure 4.8 et plus précis en Y dans le cas de la figure 4.9.
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F1c. 4.9 — Visualisation du volume d’incertitude correspondant a la matrice de variances-
covariances ¥, pour le deuxiéme cas. Les incertitudes sur la position de 'extrémité du
bras sont moins importantes dans la direction Y.

4.2.3 Exemple avec un mécanisme a 12 degrés de liberté

Fi1G. 4.10 — Exemple d’inversion géométrique avec deux bras Stdubli. Le probléme consiste
a mettre les deux parallélépipedes 'un contre l'autre (face sur face).

Nous présentons dans cette partie un probleme de CAO-robotique avec un mécanisme
a 12 degrés de liberté. La figure 4.10 représente deux bras Staubli Rx90. A Dextrémité
de chaque bras, nous avons attaché un objet ayant la forme d’un parallélépipede. Le
probleme d’inversion géométrique auquel nous nous intéressons est de positionner les deux
parallélépipedes 'un contre I'autre avec pour seule contrainte qu’une face du premier soit
contenue dans une face du deuxieme.

Les corps des deux bras sont modélisés comme des objets liés par des liens probabilistes.
Ces liens représentent les incertitudes (imprécisions) sur le modele géométrique des bras.
Les deux parallélépipedes sont eux-mémes attachés aux derniers corps des bras par des
liens probabilistes. Le graphe cinématique correspondant & ce probléeme est présenté dans
la figure 4.11.

Ce probléeme est largement redondant parce que le systéme dispose de 12 degrés de
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liberté tandis que la tache a réaliser s’exprime seulement par trois contraintes sur la pose
relative entre les reperes attachés aux faces qu’on veut mettre I'une contre 'autre, a savoir
une sur un parametre de translation (¢,) et deux sur deux parametres de rotations (r, et
Ty)-

Nous avons choisi dans cet exemple de considérer deux modeles d’incertitude différents
pour chacun des deux bras. L’imprécision sur les zéros géométriques du bras a droite de
la figure 4.10 que l'on appellera dans ce qui suit bras! est supposée 5 fois plus importante
que celle du bras a gauche de la figure (bras2).

Notre but est de commenter qualitativement la solution trouvée par notre méthode et
de montrer 'influence de la propagation des incertitudes géométriques dans le choix de
cette solution.

FACE 1

RED-CUBE BLUE-CUBE

GRIPPER 1 GRIPPER 2

AXIS11 AXIS12
A

i
-4

i
i
i
i
Y

ARM 1 ARM 2

\ P

Fia. 4.11 — Graphe cinématique correspondant au probleme.

i

La figure 4.13 montre la solution trouvée par le systéme pour cet exemple. Cette
solution a deux particularités remarquables :

1. Le bras 1, moins précis, est replié sur lui-méme pour minimiser la propagation des
incertitudes sur les parametres de rotation.

2. Les axes de rotations sont perpendiculaires a la direction commune de la normale
des deux faces.

A posteriori, nous pouvons justifier la solution trouvée par quelques remarques simples
de calcul varationnel en supposant que les incertitudes sont assez petites pour permettre
la linéarisation et sont distribuées suivant une loi gaussienne.
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P

Fi1a. 4.12 — Propagation de l'incertitude sur un parametre de rotation.

F1G. 4.13 — Solution trouvée par le systeme. Le bras le moins précis est replié sur lui-méme.
De plus, les axes de rotations sont perpendiculaires a la direction commune de la normale
des deux faces.

Dans ces conditions, la propagation d’une erreur d’écart-type o; sur chacun des pa-
rametres de rotation #; autour d’un axe #; donne lieu, pour un point final f d’une chaine
cinématique (figure 4.12), & une erreur de matrice de variances-covariances 3 sur la
position g de ce point avec :

— J.qg. 07
Eﬁi — JZUZJi

ou J; est la Jacobienne de la position g par rapport au parametre 6; :

LW s

_9p _ Lo o 4.1
Ji 2, @; N\ (4.1)

Si on applique le principe de I'accumulation des erreurs gaussiennes, la matrice de
variances-covariances de 'erreur totale sur la position du point f sera donnée par :

n
Eﬁ = Z JZO'ZJZT
i=1
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ou n est le nombre d’articulations dans la chaine cinématique.

L’idéal serait alors de trouver une configuration qui permet d’annuler les Jacobiennes
J; pour tout i =1---n.

Pour notre probleme, en repliant le bras le moins précis, le systéeme cherche a diminuer
le module de 'erreur sur g pour toutes les rotations du brasl. En plagant tous les axes de
rotation perpendiculaires aux deux faces, il diminue 'influence de ’erreur sur la position le
long de la normale au deux faces. Notons par ailleurs que la propagation des incertitudes
en rotation ne dépend pas du lieu d’assemblage. Le tableau 4.1 donne une description
qualitative de la solution.

| Cycles (a fermer) || t,(mm) | t,(mm) [ t.(mm) | ry(rad) | ry(rad) | r.(rad) |
Cycle 1 5.2070 | -71.1645 | 0.4340 | -0.0032 | -0.0024 | 0.2522
2.8104 5.9147 | 1.9547 | 0.0104 | 0.0143 | 0.0170

TAB. 4.1 — Les moyennes (premiere ligne) et les écarts-types (deuxiéme ligne) a posteriori
sur les 6 parametres du lien & fermer (correspondant & la mise en relation des deux faces).
Pour la configuration trouvée par le systeme, ces valeurs ont été calculées empiriquement
a partir d’une simulation de Monte-Carlo sur les parametres libres du modele en utilisant
10° points. En gras, les valeurs pour les parametres contraints par le probléme & savoir ¢,
rz et r, correspondant a la relation face sur face.

4.2.4 Tableau récapitulatif

Dans cette partie nous résumons dans le tableau 4.2 les principales caractéristiques
et performances de notre algorithme pour cette expérimentation. Le nombre d’évaluation
du cycle (nombre de tirage) du graphe correspondant & ce probleme a été de l'ordre de
2 x 10°. La machine utilisée est un PowerPC G3 & 400 MHz.

Dim. Esp. Intégration 50
Dim. Esp. Optimisation 12
Nb cycles 1
Nb reperes 28
Nb contraintes inégalités 16
Temps de calcul (secondes) || 13

TAB. 4.2 — Indices sur la complexité du probleme.

4.2.5 Discussion

Nous avons illustré notre approche sur un probléeme d’inversion géométrique sous in-
certitudes géométriques. Nous avons montré comment la méthode proposée permet de
prendre en compte les incertitudes d’une maniére homogene et générale. Aucune supposi-
tion n’est faite sur les modeles d’incertitude (les formes des distributions) ni sur la linéarité
(ou bien la possibilité de linéarisation) du modele. Cette méthode permet en particulier
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d’exploiter les redondances possibles du systéme articulé par rapport a la tache a effectuer
pour essayer de trouver la meilleure solution en termes de précision.

4.3 Application a un probleme d’inversion utilisant des me-
sures supplémentaires

4.3.1 Définition du probleme

L’objectif de cette section est de décrire comment intégrer une mesure capteur dans
un modele probabiliste de I’environnement. L’intégration d’une mesure a comme objectif
d’affiner le modele initial en introduisant une contrainte supplémentaire sur une pose
relative entre deux entités données de I’environnement.

Sur le graphe cinématique correspondant, I’ajout d’une mesure se traduit par ’'ajout
d’un nouveau lien (arc) entre deux sommets de ce graphe et engendre la création d’un
nouveau cycle sur ce dernier.

Plus précisément, nous allons nous intéresser a un probleme d’inversion géométrique
sous incertitudes qui consiste & poser un cube sur une table (figure 4.14). La seule
contrainte pour ce probléme serait de mettre une face du cube sur la face attachée a
la table. Nous supposons, bien entendu, que le modele de I'environnement est entaché
d’incertitude (incertitudes sur le modele géométrique du bras ainsi que sur la pose de la
table). Nous supposons de plus que les incertitudes attachées a la pose de la table sont
beaucoup plus importantes que celles qui sont attachées au modele du bras.

F1G. 4.14 — Le probleme d’inversion géométrique consistant a mettre le cube sur la table.

Nous allons considérer dans ce qui suit deux cas :

1. Dans le premier cas, seul le modele a priori de la scéne sera utilisé (modele proba-
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biliste du bras ainsi que celui de la table). Aucune mesure supplémentaire ne sera
intégrée pour affiner ce modele.

2. Dans le deuxieme, une mesure supplémentaire sera utilisée pour affiner le modele
initial. Nous utiliserons un capteur de distance monté sur l'extrémité du bras et
permettant de rendre, dans une configuration donnée du bras, la distance d’un objet
par rapport a 'extrémité de ce dernier.

Notre objectif est de montrer comment notre systeme tient compte de cette nouvelle
information pour produire une solution mieux adaptée.

4.3.2 Cas sans utilisation de mesures

Pour ce cas, le probleme sera traduit par le graphe cinématique donné dans la figure
4.15.

CUBE-FACE

CUBE

GRIPPER

>
4 e —
-

»

v
TABLE-FACE

Fi1G. 4.15 — Graphe cinématique correspondant au probleme et sans utilisation d’une me-
sure supplémentaire.

Intéressons nous aux incertitudes sur l'orientation de la table.Plus un point attaché
a la table est éloigné du repere intrinseque de cette derniere, plus l'imprécision sur sa
position devient importante (voir figure 4.16).

Pour notre probleme, la précision de la composante de translation de la pose relative
entre la table et le cube dépend de la distance du point choisi sur la table par rapport au
repere attaché a cette derniere. Les solutions permettant d’avoir une distance minimale
entre le cube et le repére attaché a la table seront alors favorisées parce qu’elles engendrent
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Fia. 4.16 — L’influence de la propagation de l'incertitude sur l'orientation de la table
dépend de la position du point & atteindre.

une imprécision minimale sur la distance entre la face attachée au cube et celle attachée
a la table.

La figure 4.17 représente la solution trouvée par le systeme pour ce probleme et le
tableau 4.3 donne une description qualitative de cette solution.

F1G. 4.17 — Solution trouvée par le systeme avant I'utilisation de la mesure capteur. Cette
solution permet d’avoir une distance minimale du cube par rapport au repere attaché a la
table, ce qui minimise 'incertitude sur la distance entre la face attachée au cube et celle
attachée a la table.

Pour montrer 'influence du choix de la solution dans cet exemple, prenons la configu-
ration donnée dans la figure 4.18. Le tableau 4.4 nous permet de comparer qualitativement
les deux solutions.
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| Cycles (& fermer) || tz(mm) | t,(mm) | t.(mm) | ry(rad) [ ry(rad) | r.(rad) |
Cycle 1 65.4269 | -57.5253 | -0.0400 | -0.0024 | 0.0025 | -0.0303
7.0710 8.2460 1.2929 0.0101 | 0.0101 | 0.0112

TAB. 4.3 — Les moyennes (premiere ligne) et les écarts-types (deuxiéme ligne) a posteriori
sur les 6 parametres du lien & fermer (correspondant & la mise en relation des deux faces)
et sans utilisation de la mesure capteur. Pour la configuration donnée par le systeme,
ces valeurs ont été calculées empiriquement & partir d’une simulation utilisant 10° points.
En gras, les valeurs pour les parametres contraints par le probleme a savoir ., r, et ry
correspondant a la relation face sur face.

F1G. 4.18 — Une autre solution possible. Cette derniére ne minimise pas la propagation des
incertitudes sur 'orientation de la table. On peut voir en comparant les tableaux 4.4 et
4.3 la différence de qualité entre cette configuration et celle donné par le systeme (figure
4.17).

4.3.3 Cas avec utilisation d’une mesure capteur supplémentaire

Supposons maintenant que nous avons une mesure supplémentaire que nous intégrerons
dans le modele initial de I’environnement.

La mesure donnée dans la figure 4.19 représente la distance du point terminal du bras
par rapport a la face de la table. Cette mesure est exprimée comme une distribution autour

| Cycles (a fermer) || to(mm) [ ty,(mm) | t.(mm) | ru(rad) | ry(rad) | r.(rad) |
Cycle 1 181.3308 | -1217.8653 | -0.1736 | 0.0001 | 0.0039 | -1.5295
15.2856 8.7215 12.2675 | 0.0111 | 0.0112 | 0.0112

TAB. 4.4 — Les moyennes (premiere ligne) et les écarts-types (deuxiéme ligne) a posteriori
sur les 6 parametres du lien & fermer (correspondant & la mise en relation des deux faces)
pour la deuxieme configuration et sans 'utilisation de la mesure.
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de la valeur retournée par le laser. Cette distribution représente la connaissance dont on
dispose sur la réponse de ce capteur (précision). Ce type d’informations est généralement
donné par le constructeur. L’intégration de cette mesure permet d’avoir plus d’informations
sur l'orientation relative entre le bras et la table, du fait qu’elle restreint la pose relative
entre le point final du bras et la table.

F1c. 4.19 — Prise d’une mesure sur la distance du repere attaché au laser par rapport a la
face de la table.

Dans ce cas, le probleme sera traduit par le graphe cinématique donné dans la fi-
gure 4.20. Nous soulignons, par rapport au cas précédent, 'ajout d’un arc supplémentaire
correspondant a la mesure.

La figure 4.21 représente la solution trouvée par le systeme. On peut remarquer que
cette solution permet de minimiser la propagation des imprécisions liées au bras car ces
derniéres deviennent plus significatives que celles liées a 'orientation de la table. Celles-ci
ont été réduites en utilisant la mesure. Le tableau 4.5 donne une description qualitative
de cette solution.

| Cycles (a fermer) || t;(mm) | t,(mm) | t.(mm) | rz(rad) | ry(rad) | r.(rad) |
Cycle 1 201.2305 | -705.0413 | 0.0228 | 0.0015 | 0.0018 | -0.0528
10.0425 9.2750 0.7257 | 0.0065 | 0.0074 | 0.0142

TAB. 4.5 — Les moyennes (premiére ligne) et les écarts-types (deuxiéme ligne) a posteriori
sur les 6 parametres du lien & fermer (correspondant a la mise en relation des deux faces)
apres utilisation de la mesure capteur.
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CUBE-FACE
CUBE LASER | —

GRIPPER GRIPPER-C

A A

TABLE-FACE

F1G. 4.20 — Graphe cinématique correspondant au probleme apres utilisation d’une mesure
supplémentaire.

Fi1a. 4.21 — Solution avec 'utilisation de la mesure capteur. Comme les incertitudes sur
l'orientation de la table ne sont plus significatives, cette solution permet de réduire 1’'in-
fluence des incertitudes sur les articulations du bras.
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4.3.4 Tableaux récapitulatifs

Nous résumons dans les tableaux 4.6 et 4.7 les principales caractéristiques et perfor-
mances de notre algorithme pour cette expérimentation.

Dim. Esp. Intégration 21
Dim. Esp. Optimisation 6
Nb cycles 1
Nb reperes 9
Nb contraintes inégalités 16
Temps de calcul (secondes) | 9

TAB. 4.6 — Complexité et performance pour le premier cas (sans utilisation d’une mesure).

Dim. Esp. Intégration 21
Dim. Esp. Optimisation 6
Nb cycles 2
Nb reperes 15
Nb contraintes inégalités 20
Temps de calcul (secondes) || 11

TAB. 4.7 — Complexité et performance pour le deuxiéme cas (apres utilisation de la me-
sure).

4.3.5 Discussion

Nous avons présenté un exemple d’intégration de mesures capteurs pour affiner le
modele géométrique de I'environnement. Notre objectif était de montrer la parfaite ho-
mogénéité de représentation et d’utilisation entre les informations fournies a priori au
systeme par 'utilisateur, et celles fournies par des mesures capteurs.

4.4 Application a un probleme d’étalonnage de pose

4.4.1 Définition du probléme

Nous abordons dans cette section le probleme d’identification de parametres a par-
tir d’'un ensemble de mesures. Nous nous intéressons plus précisément & un probleme
d’étalonnage de la pose d’un objet dans une scene a partir de mesures de distance sur des
entités appartenant a cet objet.

Supposons 'exemple présenté dans la figure 4.22. L’objectif est d’identifier la pose
d’une voiture dans la scéne a partir d'un ensemble de mesures.

Le protocole expérimental est le suivant : un capteur télémétrique laser est attaché
a Pextrémité du bras. Dans une configuration donnée, ce capteur permet de mesurer la
distance entre ce point et des éléments de surface situés sur la voiture (des faces cor-
respondant aux vitres). On déplace le bras dans plusieurs configurations. Pour chaque
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F1G. 4.22 — Probléeme de I’étalonnage de la pose de la voiture dans I’environnement.

configuration, une mesure de distance est prise. Cela est équivalent a 'utilisation d’un
ensemble de capteurs placés aux points correspondant aux poses de I'extrémité du bras
pour les différentes configurations (voir figure 4.23).

Le graphe cinématique correspondant a ce probleme est donné dans la figure 4.24.
On peut voir sur la figure 4.25 les points de mesures et les faces correspondantes pour
I’ensemble de mesures utilisées.

Nous supposons dans cet exemple que la voiture est placée sur le sol. Les parametres
de pose a estimer seront les coordonnées en x et en y ainsi que l'orientation « sur le
plan modélisant le sol. Nous utilisons un ensemble de 5 mesures. Cela se traduit par la
duplication du modele du bras dans les différentes configurations, et I'ajout de 5 liens
supplémentaires entre les points définis par les mesures et les faces représentant les vitres
de la voiture.

La précision de chaque mesure dépend non seulement de la précision du capteur mais
aussi de la configuration dans laquelle cette derniere a été prise. Cela est du a la propaga-
tion des imprécisions liées au modele du bras (notre instrument de mesure).

4.4.2 Tableaux récapitulatifs

Nous avons conduit une expérience simulée. En plus des imprécisions sur le modele du
bras, nous avons introduit une incertitude gaussienne de moyenne nulle et d’écart-type de
0.5mm sur la réponse du capteur. Le tableau 4.8 donne une comparaison des valeurs fixées
a la simulation & celles obtenues comme résultat de ’étalonnage.

Le tableau 4.10 donne une description qualitative du résultat de l’étalonnage. Des
indices sur la complexité du probleme et les performances du systéme pour la résolution
de ce dernier sont résumées dans le tableau 4.9.
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F1a. 4.23 — La prise de mesures en utilisant un capteur laser.

Fi1G. 4.24 — Graphe correspondant au probleme d’étalonnage.
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F1a. 4.25 — Les points de mesure et les faces correspondantes de la voiture. A gauche, les
points de mesures et les faces correspondantes lors de la prise des mesures. A droite, les

CHAPITRE 4. APPLICATIONS

I N

points et les faces a remettre en relations pour le probleme d’étalonnage.

| z(mm) | y(mm) | a(mm) |

Pose initiale de la voiture

300.0000

-800.0000

-0.7854

-800.1953

Résultat de I'étalonnage 300.5859

-0.7852

TAB. 4.8 — Les valeurs initiales des parametres a étalonner et le résultat de I’étalonnage.

4.4.3 Discussion

L’exemple présenté dans cette section représente une application de la méthode baye-
sienne pour l'identification des parametres a partir de mesures. L’utilisation d’une telle

méthode pour ce probleme permet en particulier :

— de prendre en compte des a priori sur les parameétres a estimer et sur le capteur
utilisé. Cela permet d’expliciter et d’utiliser les connaissances dont on dispose sur
les parametres de la pose de la voiture ainsi que sur la qualité des mesures données

par le capteur.

— de prendre en compte, pour chaque mesure, la précision de cette derniere en pro-
pageant les incertitudes sur les autres parametres représentant le modele du bras.
Cela permet implicitement d’avoir une pondération des mesures en fonction de leurs
précisions. Plus la mesure est précise, plus elle aura d’importance pour estimer les

Dim. Esp. Intégration 30
Dim. Esp. Optimisation 3
Nb cycles 5
Nb reperes 41
Nb contraintes inégalités 20
Temps de calcul (secondes) || 19

TAB. 4.9 — Indices sur la complexité du probleme et la performance du systeme pour cette

application.
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| Cycles (a fermer) || t,(mm) | t,(mm) | t.(mm) | ry(rad) | ry(rad) | r.(rad) |
Cycle 1 165.9974 | -107.1010 | 0.2141 | 0.4401 | -0.9388 | -0.4409

4.6612 4.3287 5.4445 | 0.0021 | 0.0025 | 0.0041
Cycle 2 171.3668 | -133.9731 | -0.3217 | 0.4670 | -0.6254 | -0.3768
4.7652 2.1952 4.1345 | 0.0024 | 0.0024 | 0.0039
Cycle 3 457.2623 | -8.0994 | -1.0607 | 0.3265 | -0.4476 | -0.3585
4.3215 1.4717 3.2640 | 0.0026 | 0.0021 | 0.0039
Cycle 4 404.6485 | -600.4315 | 0.0176 | -0.9623 | -1.2690 | -2.5372
5.6778 1.3148 2.6829 | 0.0020 | 0.0027 | 0.0053
Cycle 5 248.2639 | -1.7194 0.2510 | -0.7522 | -1.4978 | -2.2861
8.0590 0.9047 3.4238 | 0.0021 | 0.0020 | 0.0052

TAB. 4.10 — Pour chaque mesure, les moyennes (premiére ligne) et les écarts-types
(deuxieme ligne) a posteriori sur les 6 parametres du lien a fermer. Pour la configura-
tion donnée par le systeme, ces valeurs ont été calculées empiriquement a partir d’'une
simulation utilisant 10° points. En gras, les valeurs pour le parametre contraint par le
probleme a savoir ¢, correspondant a la relation point sur face.

valeurs des parametres qu’on veut étalonner.

4.5 Application a un probleme d’étalonnage de la pose et
des dimensions d’un parallélépipede

4.5.1 Définition du probleme

F1a. 4.26 — Probleme de I’étalonnage de la pose et des dimensions d’un parallélépipede.

Nous nous intéressons dans cette application a ’étalonnage de la pose et de la forme
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d’un objet 3D. Plus précisément, le but est d’identifier les parameétres de pose d’un pa-
rallélépipede sur une table ainsi que les dimensions de ce dernier (figure 4.26).

Le protocole expérimental est le suivant : pour chaque mesure, le robot est amené
a une configuration permettant de mettre en contact son point final avec une face du
parallélépipede. La répétition de la mise en contact sur les faces du parallélépipede donne
lieu & I'ensemble des mesures qui seront utilisées pour I’étalonnage (figure 4.27).

Fi1a. 4.27 — Ensemble de mises en contact utilisé pour ’étalonnage.

Le parallélépipede est supposé placé sur la table. Les parametres de pose a identifier
seront les deux parametres de position en x et y et le parametre d’orientation a. Les
parametres sz, sy et sz représentant les dimensions du parallélépipede sont les distances
entre les faces paralleles de I'objet deux a deux. La figure 4.28 montre les points de contact
et les faces correspondantes a remettre en relation pour résoudre ce probléme d’étalonnage.

Pour cet exemple, nous avons utilisé un ensemble de 10 mises en contact. Pour chaque
face (sauf pour la face inférieure qui est en contact avec la table), deux mesures ont été
prises.

Le graphe cinématique construit pour ce probleme est donné dans la figure 4.29. Ce
graphe contient, bien entendu, 10 cycles correspondant aux dix mises en contact.

Nous avons conduit une simulation de ce probleme. Pour les mesures, nous avons
supposé la mise en contact a des distances non nulles du point final du bras par rapport
aux faces du parallélépipede. Le tableau 4.11 donne les valeurs des erreurs (distances
non-nulles) sur les mises en contact pour les 10 mesures.

Nous soulignons que toutes les erreurs de mise en contact ont des valeurs positives.
Cela s’explique par le fait que le point final du bras est toujours du coté inverse de la
matiére par rapport aux faces du parallélépipede.

Le tableau 4.12 donne les valeurs fixées a la simulation et le résultat de ’étalonnage.

Comme le point final du robot ne peut en aucun cas étre du coté de la matiere par
rapport aux faces, la distribution de probabilité sur les mesures doit forcément prendre
en compte cette information. Nous avons utilisé pour cet exemple une distribution dems
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F1G. 4.28 — Points de contact et faces du parallélépipede & remettre en relation.
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Fi1a. 4.29 — Graphe cinématique correspondant au probléeme d’étalonnage de la pose et

des dimensions du parallélépipede.
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Contact 1 | Contact 2 | Contact 3 | Contact 4 | Contact 5
Err. simulées (mm) 0.677 0.567 0.303 0.792 0.724
Contact 6 | Contact 7 | Contact 8 | Contact 9 | Contact 10
Err. simulées (mm) 0.791 0.883 0.858 0.383 0.111

TAB. 4.11 — Les valeurs des erreurs lors de la simulation de la mise en contact.

‘ | z(mm) | y(mm) | a(rad) | sz(mm) | sy(mm) | sz(mm) |
900.000 | -900.000 | 0.7854 | 300.000 | 300.000 | 300.000
900.195 | -900.000 | 0.7853 | 299.238 | 299.238 | 299.238

Valeurs de la simulation

Résultat de I’étalonnage

TAB. 4.12 — Les valeurs initiales (de la simulation) des parametres a étalonner et le résultat
de I’étalonnage.

Gaussienne :

nqm| o

sid>0
(4.2)

@)

sinon

ou o, était de 0.5mm.
Le tableau 4.13 donne une description qualitative du résultat de 1’étalonnage.

4.5.2 Tableau récapitulatif

Les prformances du systéme pour ce probléme sont resumées dans le tableau 4.14.

4.5.3 Discussion

Nous avons présenté dans cette partie une application de I’approche proposée pour
la spécification et la résolution d’un probleme d’étalonnage de la pose et de la forme
d’un objet. Le but était de montrer 'homogénéité de la représentation des parametres
géométriques de pose et de formes, et surtout la capacité de prendre en compte, d’une
maniere simple est assez générale, les informations liées au probleme auquel on s’intéresse.
Le phénomene de la non-interpénétrabilité entre le robot et le parallélépipede a été pris
en compte en utilisant une distribution non-symétrique sur la distance entre le point final
et les faces de 'objet a la mise en contact.

4.6 Application a un probleme de positionnement d’un ro-
bot

4.6.1 Définition du probléeme

L’application que nous présentons dans cet exemple correspond & un probleme de
conception d’une cellule robotique. Nous nous intéressons plus précisément au positionne-
ment d’un robot dans un environnement de travail, dans le but de pouvoir atteindre, dans
des conditions optimales, un ensemble de n points de cet environnement.
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| Cycles (a fermer) || to(mm) | ty,(mm) | t.(mm) | ru(rad) | ry(rad) | r.(rad) |
Cycle 1 212.8891 | -28.3453 | 0.9715 | 0.0130 | 0.8783 | -1.9170

1.5942 0.7618 | 1.1370 | 0.0050 | 0.0038 | 0.0014
Cycle 2 64.5026 | -61.4791 | 0.8172 | -0.1242 | 1.3136 | -1.8133
1.5632 0.798 0.6703 | 0.00486 | 0.0037 | 0.0014
Cycle 3 152.1722 | -205.9615 | 1.0891 | -0.4643 | 0.2038 | -0.8607
1.1265 0.9492 | 0.7254 | 0.0017 | 0.0016 | 0.0049
Cycle 4 24.8071 | -213.2750 | 1.4797 | -0.3270 | 0.1361 | -1.2425
1.1664 0.6704 | 0.8460 | 0.0018 | 0.0013 | 0.0049
Cycle 5 24.1094 | -142.4724 | 1.1870 | 0.2187 | 0.2093 | -0.8322
1.5822 0.6646 | 1.40763 | 0.0022 | 0.0046 | 0.0019
Cycle 6 277.6144 | -177.7119 | 1.0944 | -0.0529 | 0.4236 | -0.3170
1.5588 0.4604 | 0.4431 | 0.0013 | 0.0050 | 0.0017
Cycle 7 269.0878 | -261.6988 | 1.1943 | 0.0798 | 0.1929 | 2.8028
0.5140 0.4371 | 1.3847 | 0.0069 | 0.0020 | 0.0016
Cycle 8 46.5764 | -59.8367 | 0.9798 | -0.1556 | 0.4813 | 2.9427
0.6459 0.6320 | 0.6629 | 0.0073 | 0.00177 | 0.0020
Cycle 9 166.0281 | -266.4623 | 0.1823 | -0.0776 | -1.7300 | -2.5276
0.6201 0.8559 | 0.8628 | 0.0065 | 0.0025 | 0.0032
Cycle 10 204.6391 | -63.2253 | 0.2209 | 1.4013 | -0.4221 | -1.9743
0.6253 0.6364 | 0.5626 | 0.0054 | 0.0028 | 0.0035

TAB. 4.13 — Pour chaque mise en contact, les moyennes (premiere ligne) et les écarts-types
(deuxieéme ligne) a posteriori sur les 6 parametres du lien & fermer. Pour la configuration
donnée par le systeme, ces valeurs ont été calculées empiriquement a partir d’une simula-
tion utilisant 10° points. En gras, les valeurs pour le paramétre contraint par le probleme
a savoir t, correspondant a la relation point sur face. A noter que toutes les valeurs
moyennes (en gras) issues de la simulation a posteriori sont positives. Cela est le résultat
de l'utilisation de I’a priori (distribution) non-symétrique sur les mesures.

Dim. Esp. Intégration 30
Dim. Esp. Optimisation 6
Nb cycles 10
Nb reperes 7
Nb contraintes inégalités 40
Temps de calcul (secondes) || 23

TAB. 4.14 — Indices sur la complexité du probléme et la performance du systéeme pour
cette application.

Nous entendons par conditions optimales une configuration de la cellule qui permet
de satisfaire au mieux un ensemble de contraintes (liens probabilistes) correspondant aux
relations que 'on souhaite obtenir entre le point final du robot et chacun des n points
de controle correspondant a une tache donnée. Le but serait alors d’obtenir une position
du robot qui permet, en plus de ’accessibilité de ces points, une meilleure précision de la
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position du point final du robot par rapport a ces derniers.

Fig. 4.30 — Probleme de positionnement du robot. Le but est de trouver sa position
pour pouvoir atteindre avec une précision maximale les quatre points attachés aux quatre
cylindres sur la table.

Supposons 'exemple présenté dans la figure 4.30. Le robot est supposé reposé sur le
sol, ce qui laisse deux degrés de liberté t,, t, de la position du repere attaché a la base de
ce dernier par rapport au repeére de référence de 'environnement. On s’intéresse pour cet
exemple a positionner le robot pour pouvoir atteindre 4 points attachés aux cylindres sur
la table.

La position du point final du bras par rapport a chaque point de controle dépend de
la position de la base du bras et de la configuration de ce dernier. Il est nécessaire donc
dans la pratique de trouver simultanément la position de la base dans la cellule et les
différentes configurations permettant d’atteindre les différents points. Pour un bras a 6
degrés de liberté, cela donne lieu a un probleme de 6 x 4 + 2 inconnues.

Le graphe cinématique correspondant & ce probléme est construit en dupliquant 4 fois
le modele du bras selon le schéma donné par la figure 4.31.

La figure 4.32 présente la solution trouvée par le systéme pour ce probleme, et le
tableau 4.16 donne une analyse qualitative de cette solution.

4.6.2 Tableaux récapitulatifs

Le tableau 4.15 résume les performances du systeme pour cette application.

4.6.3 Discussion

Nous avons présenté dans cette partie une application de I’approche proposée pour
un probleme de positionnement de robot dans un environnement de travail pour pouvoir
accéder a un ensemble de points de ce dernier dans les conditions optimales de précision.
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POINT 1

F1a. 4.31 — Graphe cinématique correspondant au probleme du positionnement du robot.
Pour chaque point a atteindre, le modele du bras est dupliqué.

Dim. Esp. Intégration 12
Dim. Esp. Optimisation 26
Nb cycles 4
Nb reperes 61
Nb contraintes inégalités 0
Temps de calcul (secondes) || 49

TAB. 4.15 — Indices sur la complexité du probléme et la performance du systéme pour
cette application.

Le but était de montrer la souplesse et la généralité de la méthode proposée, ainsi que
la capacité du systeme a aborder des problemes dont le nombre de variables peut étre
important.

4.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre l'utilisation concrete de ’approche proposée
pour un ensemble de problemes géométriques. Nous avons montré en particulier que la
méthodologie de spécification des problemes associée a la méthode de résolution constitue
un outil assez souple et général pour résoudre de nombreux problemes de CAO-robotique.
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Fi1G. 4.32 — Résultat de la résolution du probléme de positionnement du robot. La figure
présente la position du robot et les 4 configurations permettant d’atteindre les 4 points.
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| Cycles (a fermer) || t,(mm) | t,(mm)

‘ t,(mm) ‘ ry(rad)

ry(rad) ‘ r,(rad) ‘

Cycle 1 0.0289 | -0.2989 | 0.0846 | 0.8806 | -1.5196 | 1.6783
0.5899 0.6487 | 0.6131 0.0021 | 0.0010 | 0.0016
Cycle 2 0.0464 | 0.0112 | -0.0378 | 0.7368 | -0.4281 | 1.5022
0.5390 | 0.4063 | 0.5019 | 0.0017 | 0.0014 | 0.0013
Cycle 3 0.7865 | -0.5886 | 0.5152 0.4221 | 0.7244 | -0.5008
0.6504 | 0.7385 0.526 0.0018 | 0.0013 | 0.0012
Cycle 4 0.7071 | -0.0585 | 0.5098 | 0.4730 | -0.7235 | 1.4669
0.5954 | 0.6889 0.6099 | 0.0014 | 0.0014 | 0.0018

TAB. 4.16 — Pour chaque point de controle, les moyennes (premiere ligne) et les écarts-types
(deuxiéme ligne) a posteriori sur les 6 parametres du lien a fermer. Pour la solution trouvée
par le systeme, ces valeurs ont été calculées empiriquement a partir d’une simulation
utilisant 10° points. En gras, les valeurs pour les parameétres contraints par le probleme

savoir t,, t, et t, correspondant a la relation point sur point.




Chapitre 5

Implémentation

Nous présentons dans ce chapitre une description informatique du systeme de CAO
dont les principes ont été décrits dans les chapitres précédents. L’objectif est de donner
un bref apercu sur ses principaux modules, sur ses fonctionnalités et les principes de son
implémentation.

5.1 Présentation générale

L’utilisation d’une représentation graphique présente un intérét indiscutable pour
modéliser des scénes géométriques 3D. La facilité d’utilisation qui découle de cette
représentation rend la modélisation des problemes géométriques plus facile et permet
surtout a l'utilisateur de mieux percevoir les solutions calculées par le systeme pour un
probleme donné. Dans le cas ou 'on s’intéresse aux incertitudes géométriques et a leur
propagation, le support graphique présente l'intérét supplémentaire de permettre une vi-
sualisation de ces incertitudes en simulant leur propagation sur I’écran. Cela permet en par-
ticulier une perception plus concréte de cette propagation dans une configuration donnée,
et rend surtout possible de comparer graphiquement deux solutions pour un probléme
donné. Nous revenons dans la suite de ce chapitre sur cette notion de wvisualisation des
incertitudes.

Le systeme est constitué de différents modules organisés autour d’un modeleur d’objets
3D. Le schéma 5.1 donne une description générale des principaux modules du systeme ainsi
que les connexions entre ces derniers.

Les principaux modules du systeme sont :

— Un interpréteur de scripts pour la construction d’une scene.

— Un systeme multifenétre de visualisation graphique 3D. Ce systeme est basé sur la

bibliotheque graphique Quickdraw3D proposée par Apple.

— Une interface utilisateur pour la spécification probabiliste des problemes

géométriques.

— Un module de résolution dont les principes ont été décrits dans le chapitre 3.

5.1.1 Construction d’une cellule

La construction d’un modele 3D d’une cellule nécessite la description des formes de
I’ensemble des objets de cette cellule ainsi que les poses et les mobilités relatives entre ces

113
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Fi1G. 5.1 — Architecture générale du systeme.

derniers. Nous utilisons pour cela un langage déclaratif permettant de définir les formes
des objets et la structure de la scéne (positions et mobilités relatives).

La forme d’un objet est décrite comme un ensemble de primitives géométriques de
base a savoir : les faces, les arétes, les points, les spheres et les cylindres. Chaque primitive
dispose d’un repere qui lui est associé et qui est attaché au repere intrinseque de 1’objet.
Cette description engendre, en plus du modele 3D interne de ces primitives géométriques,
un objet graphique correspondant & la forme de I'objet. Toutefois, et dans le but d’avoir
une représentation graphique plus réaliste, nous nous donnons la possibilité d’ajouter a la
forme d’un objet une partie purement graphique (n’ayant aucune représentation interne).
Cela permet en particulier d’importer des objets graphiques complexes de systemes com-
merciaux et de ne modéliser que les parties qui nous intéressent pour un probléme donné.

La structure de la scene est définie en décrivant les liens cinématiques probabilistes
entre les différents objets. Cela revient a définir les distributions de probabilité sur les
parametres de la pose relative, et le statut de chaque parametre pour définir les mobilités

relatives 1.

Dans ce qui suit, nous présentons les primitives de base du langage de spécification
que nous avons défini.

Les parameétres qui auront le statut X (inconnue) représentent les degrés de liberté des mécanismes
articulés. Les statuts de ces parameétres peuvent étre changés en fonction du probléme que I'on voudrait
résoudre & un instant donné (cas de I’étalonnagepar exemple)
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5.1.1.1 Création des entités géométriques

La création des primitives géométriques manipulées par le systeme fait appel a une
méthode de création spécialisée pour chaque primitive. La création d’une entité engendre
automatiquement la création d’un repére qui lui sera associé :

— New_Vertez(x, y)

New_Edge(vertex1, vertex2)

— New_Face(list_of_vertices)

— New_Sphere(center, radius)

— New_Cylinder(center, radius, direction, length)

La création d’une primitive géométrique construit, en plus du modele géométrique
interne, 'entité graphique qui lui correspond.

5.1.1.2 Création des objets

Par définition, un objet est constitué d’un ensemble (qui peut étre vide) de primitives
géométriques (entités géométriques). La liste de ces entités est donnée comme parametre &
la primitive de création des objets. Par défaut, nous ne considérons pas les incertitudes sur
les formes des objets, et la création d’un objet engendre la création du repeére intrinseque
de T'objet et d’un lien fize entre ce repere et chacun des reperes attachés aux entités
géométriques. Dans le cas ou on voudrait modéliser des incertitudes sur la forme, des
liens probabilistes entre le repere intrinseque de 'objet et les repéres attachés aux entités
géométriques doivent étre spécifiés :

New_Object(list_of_geometric_entities, additional_graphical_object)

L’ajout du parametre supplémentaire additional_graphical_object permet de créer des
objets graphiques plus réalistes en ajoutant des formes plus complexes que nous n’avons pas
besoin de modéliser. Les objets graphiques supplémentaires sont construits en utilisant des
instructions Quickdraw3D ou bien tout simplement chargés a partir de fichiers graphiques.

5.1.1.3 Description des liens cinématiques probabilistes

La définition d’'un lien probabiliste entre deux entités (repéres ou bien primitives
géométriques) father_item et son_item nécessite la définition de la distribution de pro-
babilité sur les parametres de la position ) entre les deux entités, et le 6-vecteur des
statuts de ces parametres :

— New_Link(status_vector, distribution)

— Attach(father_item, son_item, link)

Dans le cas ou father_item et son_item sont des entités géométriques, la création d’un
lien entre ces deux entités génere automatiquement les contraintes supplémentaires sur les
parametres de Q).

La construction d’une cellule se fait & partir d’un script constitué d’un ensemble d’ins-
tructions appartenant au langage précédemment décrit. Cette solution permet de définir
simplement des cellules complexes et facilite leur modification et leur réutilisation.

Une cellule (scéne) est représentée comme un fichier Common Lisp qui contient les
instructions nécessaires pour sa construction. Le chargement d’une cellule est fait par
I’évaluation par 'interpréteur du script la décrivant. A la fin de cette évaluation, un viewer
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Quickdraw3D (fenétre graphique) est créé avec le modele graphique correspondant a la
cellule comme modele.

Le systéme proprement dit (sans l'interpréteur et le systéme de visualisation) est écrit
en C++ dans I'esprit d’une conception orientée objet. Il est interfacé a l'interpréteur Com-
mon Lisp pour les fonctions de haut niveau. La conception objet permet en particulier de
rendre les éventuelles extensions du systéme plus faciles et plus intuitives. L’exploitation
des notions d’héritage et de méthodes virtuelles permet d’introduire facilement des nou-
velles fonctionnalités en définissant des nouvelles sous-classes. Par exemple, pour ajouter
une nouvelle primitive géométrique et un nouveau type de contact, il suffit d’implémenter
les méthodes virtuelles de leurs super-classes Geometric_Entity et Contact respectivement.

Pour pouvoir exploiter le systéme sur d’autres plates-formes pour lesquelles les bi-
bliothéques graphiques Quickdraw3D ne sont pas disponibles, il est possible de compiler
le systeme en utilisant une directive de compilation pour construire une représentation de
Ienvironnement sans le modele graphique correspondant. Cela nous a permis de porter
nos pogrammes, qui ont été développés sur une plate-forme MacOS, sur une plate-forme
Unix sans aucun changement. Le méme principe peut étre utilisé pour remplacer la bi-
bliotheque graphique Quickdraw3D par une autre, en remplacant le contenu des méthodes
construisant les modeles graphiques pour chaque primitive.

5.1.2 Systeme Graphique

B & File Edit Display Views Windows Aide 8:58 | & W
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Fi1c. 5.2 — Exemple d’écran du systeme.

Une cellule géométrique construite a partir d’un script est associée a une fenétre gra-
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phique (figure 5.2). Le systeme de visualisation 3D implanté est basé sur la bibliotheque
graphique Quickdraw3D qui fait partie du produit Quicktime développé et proposé par
la société Apple pour les systemes MacOS et Windows95/98/NT. Cette bibliotheque pro-
pose, en plus des fonctionnalités graphiques permettant la création, le positionnement et
le déplacement des différentes primitives graphiques, un viewer intégré qui peut étre utilisé
d’une maniere trés simple par n’importe quelle application. L’application a la charge de
construire un groupe graphique représentant le modele a visualiser, et de passer ce groupe
comme parametre au viewer. Ce dernier prend en charge le calcul des faces cachées et
de I’éclairage, et 'affichage sur écran en utilisant différents types de rendus a savoir : un
rendu réaliste, un rendu en fils de fer ou bien un rendu en nuage de points (figure 5.3). 11
permet aussi de changer les points de vue par rapport a la scéene graphique d’une maniere
interactive sur écran, ou bien en définissant des points de vue particuliers représentés par
des caméras virtuelles définies par I'utilisateur.

He———————— eu: =— @8 O

F1G. 5.3 — Utilisation du viewer et les différents modes de rendu. A gauche le viewer avec
un rendu réaliste. A droite le viwer avec un rendu en fils de fer.

A la construction d’une cellule, le systeme génere automatiquement, en plus de la
fenétre graphique, une boite de dialogue constituée d’un ensemble de curseurs représentant
les valeurs articulaires des mécanismes articulés simulés (figure 5.4). Ces curseurs per-
mettent a ['utilisateur de faire bouger directement ces mécanismes dans I'espace des confi-
gurations. D’une maniere analogue, la résolution d’un probleme géométrique provoque la
mise a jour des valeurs articulaires qui étaient inconnues.

Les degrés de liberté (articulations) de la cellule sont définis dans le script décrivant
cette derniere. Il s’agit tout simplement des parametres ayant la valeur X (Inconnu) comme
statut. Toutefois, il est possible de modifier les inconnues du probleme intéractivement en
utilisant une boite de dialogue (figure 5.5).

5.1.2.1 Visualisation des incertitudes

Comme la représentation interne des positions relatives est décrite par des distri-
butions de probabilité et non par des valeurs scalaires, il est souhaitable d’utiliser une
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F1G. 5.4 — Curseurs correspondant aux inconnues d’une cellule.
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F1G. 5.5 — Changement des variables (inconnues) de la cellule. Pour chaque nouvelle va-
riable inconnue, le lien correspondant, 'indice du parametre (de 0 pour ¢, & 5 pour r,) et
le domaine de variation doivent étre spécifiés.

représentation graphique capable de rendre compte de cet aspect probabiliste des posi-
tions des objets dans la scene. Cela revient a trouver une maniere de visualiser 1’état
de connaissance probabiliste représentant le modele de la sceéne. Cette visualisation per-
met en particulier a I'utilisateur d’avoir une idée plus concrete de la notion d’imprécision
du modeéle, et permet surtout de se rendre compte des différences d’incertitude liées a
différentes configurations.

Le principe de la méthode proposée est de simuler les incertitudes sur les positions
des différents objets graphiques. Cela est réalisé par une simulation de Monte-Carlo qui
consiste a tirer les parametres des poses des objets dans la scene graphique a partir des
distributions de probabilité sur ces parametres. Au lieu d’afficher, a un instant donné, un
objet dans une position fixe dans la scéne, le principe de cette visualisation consiste a
effectuer, avec une fréquence donnée, des tirages représentant 1’état de connaissance sur
les poses des objets dans la scéne, et d’afficher chaque fois la réalisation (configuration de
la scéne) obtenue par le tirage.
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Plusieurs possibilités se présentent pour réaliser cette visualisation. La plus intui-
tive serait de garder plusieurs réalisations (plusieurs tirages) de la scéne avec un degré
de transparence et d’afficher simultanément ces réalisations. Cela aurait comme effet
d’avoir des régions floues correspondant aux objets dont les positions sont entachées de
plus d’imprécision. Cette solution nécessite une grande quantité de mémoire pour du-
pliquer et afficher plusieurs fois le modele de la scéne, et nécessite surtout l'utilisation
d’un accélérateur graphique pour afficher le modele et calculer les transparences avec une
fréquence acceptable.

La solution retenue finalement pour la visualisation des incertitudes consiste a afficher
a chaque cycle une seule réalisation du modele (configuration). Cela permet d’avoir une
fréquence d’affichage assez élevée, ce qui donne une bonne perception des incertitudes sur
le modele géométrique de la scene.

5.1.3 Spécification d’un probleme

Etant donné une cellule, la spécification d’un probleme consiste a ajouter au
graphe cinématique représentant le modele initial de cette cellule un ensemble de liens
cinématiques supplémentaires (contraintes supplémentaires), créant ainsi de nouveaux
cycles. La résolution d’un probléeme est basée sur ce nouveau graphe cinématique.

Nous avons réalisé une interface de spécification simple et intuitive pour spécifier les
problemes.

Deux modes de spécification sont possibles :

— Spécification par relation Repere-Repere.

— Spécification par relation Entité-Entité.

5.1.3.1 Spécification par relation Repére-Repére

La spécification par une relation de type Repére-Repére consiste a choisir, a partir de
la liste de tous les reperes de la scéne, une paire ordonnée de reperes, puis a définir pour
chaque parametre définissant la pose relative entre ces deux reperes, une distribution de
probabilité définissant le niveau de contrainte que ’on souhaite obtenir sur ce parametre.
La sélection de la distribution est faite a partir d’'un menu permettant de définir la forme
paramétrique de la distribution choisie, ainsi que les valeurs des parametres de cette dis-
tribution (voir figure 5.6).

5.1.3.2 Spécification par relation Entité-Entité

La spécification par une relation de type Entité-Entité consiste a choisir & partir de la
liste de toutes les entités (primitives) géométriques présentes dans la cellule (faces, arétes,
points, spheres, cylindres), une paire ordonnée d’entités, et de définir les distributions de
probabilité pour fixer les niveaux de contraintes imposés par la relation entre ces deux
entités. Le systeme génere automatiquement les contraintes inégalités supplémentaires
correspondant au type de la relation (voir figure 5.7).

5.1.4 Utilisation des mesures

Dans ce travail, nous avons utilisé des mesures de type distance pour conduire des
expérimentations virtuelles. Le systéme proposé contient un ensemble de fonctionnalités



120 CHAPITRE 5. IMPLEMENTATION

r

= File Edit Display Views Windows Aide Mer 18:

------ Define problem :

’531
Constraints already defined

New constraint as
(e
Frame 1 Frame 2

Mx CAR-FRATTE | [HORLD-FRANE
AXLE-FRAHE | |FRONT-HALL-..
Hy BASE-FRAME RIGHT-HALL-..
51-FRAME FLOOR-FRANE
S2-FRANE CAR-FRAME
z 53-FRAME AXLE-FRANME
S4-FRANE EBASE-FRAME
M theta |S5FRAE 5 1-FRAME
S6-FRANE 52-FRANE
| EHD-FRANE 53-FRANE
L i phi WHEEL-4X 15-FFR. S4-FRANE
ARM-FRAME 55-FRANE
Bl SOCLE-FRAME [ | S6-FRAME
NOTHING-FRAME =] |END-FRAME o

M

H strib
Distribution Types

[o01]
Deviation

|_Define Problem |

| Solve Problem |

Fig. 5.6 — Spécification des contraintes en mode Repére-Repére. Les deux repéres
sélectionnés dans la boite de dialogue seront mis en relation (celui de gauche par rap-
port a celui de droite). Le choix des parametres a restreindre parmi les six possibles (x, y,
z, theta, phi, psi) sur la pose relative de ces deux repere se fait en spécifiant la distribution
sur chacun de ces parametres.

permettant de simuler et d’utiliser ce type de mesures (figure 5.8).

5.1.4.1 Acquisition des mesures

— Cas d’une mesure capteur
Pour simuler un capteur de distance, le systéme permet de définir un repere de la
scéne sur lequel le capteur va étre monté ainsi que la dimension du capteur (1 a 6)
(figure 5.9). Pour simuler une éventuelle erreur sur la réponse du capteur, l'utilisateur
est invité a spécifier une distribution de probabilité représentant ses a priori sur la
précision du capteur simulé.
Dans le cas général, le capteur (le repere qui lui est attaché) peut étre fixé sur
I'extrémité d’un systéme articulé permettant de le positionner. Le procédé d’obten-
tion de mesures consiste donc a faire bouger le mécanisme articulé a une configura-
tion donnée dans laquelle on souhaite prendre une mesure, et de calculer la pose (un
vecteur de 1 a 6 valeurs) entre le repere attaché au capteur et une entité géométrique
de I'environnement. Une erreur représentant la précision du capteur et tirée suivant
la distribution donnée par 'utilisateur est ajoutée par la suite & la mesure initiale.

— Cas d’une relation de contact
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Fig. 5.7 — Spécification des contraintes en mode FEntité-Entité. Les deux entités
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a celle de droite). Les parametres a restreindre sont identifiés automatiquement & partir
des types des entités sélectionnées et 'utilisateur est invité a donner les distributions
souhaitées sur ces parametres.
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F1G. 5.8 — Outils pour I'acquisition et 'intégration des mesures capteur.

Pour ce cas, la prise de mesures consiste a essayer d’établir une relation de contact
entre deux entités de I'environnement. Cette mise en contact peut étre effectuée de
deux manieres :

— Soit en modifiant manuellement les valeurs articulaires du systeme pour ramener la
distance entre les deux entités & une valeur proche de zéro. Toutefois, la contrainte
de non interpénétrabilité entre les deux entités doit étre assurée soit par le systeme
de CAO qui empéche les collisions, soit par 'utilisateur lui-méme.

— Soit en utilisant le systeme de résolution en spécifiant un probléme de mise en
relation entre les deux entités. Les distributions utilisées pour spécifier ce probleme
doivent assurer la contrainte de non interpénétrabilité entre les deux entités. Par
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Pour les deux cas (mesure capteur et relation de contact), 'itération de ce procédé
conduit a un ensemble de mesures. Chaque mesure est représentée par un 4-uplet conte-
nant :

1. La configuration (valeurs articulaires) dans laquelle la mesure a été prise. Ce sont
les valeurs des codeurs dans le cas d’un robot.

2. L’identité du repere correspondant au capteur. Cela permet en particulier d’utiliser
plusieurs capteurs a la fois.

3. L’identité de I'entité représentant la cible de la mesure.

4. La valeur de la mesure (avec une erreur additionnelle) & cette configuration. Cette
valeur est de O pour le cas des relations des contacts.

5.1.4.2 Intégration des mesures

Les mesures générées suivant le protocole décrit ci-dessus sont enregistrées sous la forme
d’un fichier. En plus des mesures, le fichier peut contenir une instruction de changement
des statuts des parametres. C’est en particulier le cas d’un étalonnage ou les variables
inconnues qui ont servi a la prise des mesures ne seront plus les inconnues du probléme.

Le chargement (intégration) d’un fichier de n mesures engendre :

— La duplication n fois du modele (partie du graphe) correspondant au systéme arti-

culé. Chaque duplication correspond & une mesure (une configuration).

— La création et 'ajout de n liens correspondant aux mesures. La distribution de

probabilité associée a ces liens représente I’a priori de 'utilisateur sur la réponse du
capteur. Cette distribution doit étre spécifiée par 'utilisateur.
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— Dans le cas d’étalonnage, le changement des statuts des parametres pour mettre les
statuts des parametres a étalonner & X (Inconnu).

5.2 Conclusion

Le développement d’un systeme prototype de CAO nous a permis de conduire une
expérimentation assez poussée des méthodes que nous proposons. Cela nous a facilité
considérablement la spécification des problemes et I'appréciation des résultats de leur
résolution grace a l’utilisation d’un support graphique.

Nous nous sommes efforcés, lors du développement de ce prototype, d’avoir un systéme
facilement extensible et réutilisable en adoptant une conception par objets. Le but était
d’obtenir un programme assez ouvert et utilisable sur différentes plates-formes.



124 CHAPITRE 5. IMPLEMENTATION



Chapitre 6

Perspectives et conclusion

Dans ce chapitre, nous présentons certaines directions de recherche et nos conclu-
sions sur le travail décrit dans cette theése. Tout d’abord, un ensemble d’extensions et
d’améliorations possibles de 'approche proposée sera présenté. Puis, nous aborderons nos
conclusions sur ce travail en rappelant les résultats théoriques et expérimentaux obtenus.

6.1 Discussion et perspectives

6.1.1 Extension de la méthode de modélisation

La méthode de modélisation utilisée étant basée sur la spécification des fonctions di-
rectes, l'intégration des parametres non géométriques ne pose aucun probleme particulier.
Dés lors qu’on est capable de donner un modele direct pour un phénomene donné en
utilisant un ensemble de parametres, la nature de la méthode utilisée (formalisme baye-
sien) permet d’exploiter implicitement les éventuelles erreurs de modélisation lors de la
résolution des problémes inverses.

Par exemple, nous pensons que la prise en compte des efforts statiques dans les
mécanismes articulés ainsi que les aspects dynamiques est tout a fait envisageable. Cela ne
pourrait qu’accroitre les capacités du systeme concernant les phénomeénes non forcément
géométriques. L’utilisation d’un parametre de température, abordée au chapitre 4, est un
autre exemple concret de cette possibilité.

6.1.2 Amélioration de la méthode d’optimisation

L’un des principaux reproches fait a 'utilisation des algorithmes génétiques comme
méthode d’optimisation globale est I’absence de résultats significatifs sur la convergence
de ces algorithmes [Rudolph94]. Nous pouvons justifier I'utilisation de ce type d’algorithme
dans ’approche que nous avons proposée par les arguments suivants :

1. L’utilisation d’un algorithme de type “recuit simulé” pose dans la pratique le méme
probleme. La convergence de ce type d’algorithme n’est démontrée que pour des
conditions tres contraignantes quant a la décroissance de la température de I'algo-
rithme [Laarhoven87]. L’application de ces conditions en pratique rend 1’algorithme
inutilisable et peu différent d’une recherche systématique dans I’espace des solutions.

2. La présence pour un algorithme génétique d’une population de solutions (et non
d’une seule solution & un instant donné) permet plus de robustesse dans les calculs.
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Cet avantage est plus significatif dans notre cas ou la fonction objectif n’est connue
que par une approximation.

3. La présence de plusieurs solutions permet un calcul multiprécision de la fonction
objectif. L’augmentation de la précision de I'approximation au fur et a mesure du
procédé d’optimisation permet de commencer par des évaluations peu cotliteuses de
la fonction objectif, puis de départager les différentes solutions par la suite.

4. La facilité de la mise en ceuvre et de la parallélisation de ces algorithmes.

Toutefois, 'utilisation d’une méthode locale en fin du processus ne peut qu’améliorer
la qualité des solutions trouvées. Nous pensons qu’il est possible dans la plupart des cas
de calculer la dérivée de la fonction objectif. Pour ce faire, nous pouvons par exemple
exploiter la propriété suivante :

o) = 3UF((9:;,y)dy] _ / {0F((;;,y)] dy

pour toute fonction F' dérivable. Cela permet de calculer une approximation de cette
dérivée par une méthode de Monte-Carlo en écrivant :

2,y
g(ﬂﬁ)ﬁZlL(aj} )1

i

L’utilisation de cette dérivée permet d’appliquer une méthode locale (descente du
gradient par exemple) au voisinage de la solution trouvée par lalgorithme génétique.

Une autre direction de recherche, pour 'amélioration de la méthode de calcul, est
d’étudier la possibilité d’appliquer des méthodes probabilistes variationnelles [Jaakkola99].
Ces méthodes déterministes permettent une approximation plus performante de I'inférence
sur les modeles probabilistes.

6.1.3 Extension pour aborder le probleme de planification de trajectoire

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a trouver, pour un probleme de géométrie,
une configuration finale satisfaisant au mieux les contraintes de la spécification sans se
préoccuper de la maniere de passer d’une configuration initiale vers la solution retenue.
Pour les problemes d’inversion géométrique pour un mécanisme articulé, ce probleme de
planification de trajectoire sous incertitudes n’est pas des plus triviaux. L’extension du
systeme pour aborder ce probleme de planification de trajectoire nous parait envisageable.
En particulier, nous souhaitons pouvoir exprimer explicitement les incertitudes sur les pa-
rametres de poses des objets et les prendre en compte dans la planification de la trajectoire
entre la configuration initiale et la solution retenue.

6.1.4 Nouvelles applications potentielles

En plus des applications en robotique et en CAO-robotique que nous avons abordées
dans cette these, les potentialités d’exploitation de 'approche proposée nous paraissent
prometteuses. La généralité et 'homogénéité de nos méthodes permettent, a priori, 'uti-
lisation de cette approche sans un important effort supplémentaire pour les adapter a une
application particuliere.
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Par exemple, l'utilisation de ces méthodes pour l’analyse et la synthese des
tolérancements pour la fabrication et I’assemblage des pieces mécaniques nous parait tres
prometteuse. Pour cette application, la méthode que nous avons proposée présente un
intérét du fait qu’elle permet une exploitation maximale de toutes les informations dispo-
nibles sur les tolérances intermédiaires, sans se préoccuper des conditions nécessaires a la
linéarisation du modele comme le proposent la plupart des travaux qui ont été fait dans
ce domaine [Gaunet94, Whitney94, Sanderson97].

Cette application sera certainement développée dans le futur proche. Elle fait 'objet
d’une discussion avec la société Dassault-Systemes pour une éventuelle application de nos
méthodes pour 'analyse des tolérancements dans le logiciel de CAO CATIA.
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6.2 Conclusion

Nous avons présenté dans ce mémoire nos travaux sur la spécification bayesienne des
problemes de géométrie en CAO-robotique et leur résolution.

Nous nous sommes efforcés de répondre d’une part, a la représentation et la manipu-
lation des incertitudes géométriques, d’autre part, a I'utilisation de ces représentations
lors de la résolution de probléemes géométriques sous incertitudes.

L’approche proposée est basée sur le formalisme bayesien pour la spécification
et la résolution. Elle peut étre vue comme une extension de la notion de contrainte
géométrique. Cette notion est utilisée comme étant, dans le cas général, une distribution
de probabilité sur les parametres et non pas une égalité ou bien une inégalité. Dans un
souci de généralité, aucune supposition n’a été faite sur les formes des distributions et sur
les amplitudes des incertitudes liées aux modeles utilisés.

Pour la modélisation d’un probleme, les mécanismes articulés et leur environnement
de travail sont assimilés & des corps rigides. La modélisation des poses relatives entre ces
derniers est donnée par des distributions de probabilité sur les parametres de ces poses.
De la méme maniere, les objectifs sont donnés en termes de contraintes (distributions) a
établir ou bien a maintenir sur les poses relatives entre les corps rigides.

La structuration d’un probléme ainsi spécifié sous la forme d’un graphe cinématique
permet d’engendrer automatiquement une fonction objectif a maximiser. Cette fonction
correspond a la distribution de probabilité sur l’espace des solutions et résulte de
I'inférence bayesienne a partir de la distribution conjointe sur ’ensemble des parametres
du probleme.

Dans le cas général, la fonction objectif ainsi obtenue contient une intégrale mul-
tidimensionnelle. La dimension de l’espace d’intégration dépend, bien entendu, du
probleme et peut étre tres importante. De plus, cette fonction est multimodale dans
la plupart des cas, ce qui rend 'utilisation d’une méthode d’optimisation locale inadaptée.

Le probleme de l'intégration sur des espaces de grandes dimensions est abordé par
une méthode numérique de type Monte-Carlo. Ces méthodes présentent l'intérét de bien
s’adapter aux espaces de grandes dimensions. De plus, elles permettent dans notre cas
de prendre en compte d’une maniere simple les contraintes géométriques d’inégalités, en
utilisant un tirage par rejet.

Ce procédé d’intégration est controlé pour 'optimisation de la fonction objectif par
un algorithme génétique adaptatif permettant un calcul multiprécision de la fonction
objectif. Cela permet en particulier de commencer 'optimisation avec des estimations de
la fonction objectif qui peuvent étre peu précises, et d’affiner ces estimations au fur et a
mesure. Pour remédier au probleme de la complexité de la forme de la fonction objectif
pour les problemes tres contraints, une notion de température inspirée des méthodes
de recuit simulé a été introduite. Cette notion permet une relaxation provisoire des
contraintes au début du procédé d’optimisation. Elle permet par la suite de retrouver
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progressivement les contraintes originelles en décroissant la température.

L’approche proposée a fait l'objet d’une expérimentation poussée grace au
développement d’un environnement de programmation dédié. L’homogénéité qui découle
de la méthode de spécification utilisée et la robustesse de la méthode de résolution pro-
posée nous ont permis la mise en ceuvre d’'un grand nombre de problemes géométriques
qui peuvent paraitre a premiere vue de natures tres différentes.
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Annexe A

Primitives géométriques et
relations de contact

A.1 Relations de contact et contraintes de contact

A.1.1 Point sur Point

R,

F1Gc. A.1 — Contact Point sur Point.

Une relation de type Point sur Point (figure A.1) induit les contraintes égalités sui-

vantes :
t, = 0
ty = 0
t, = 0

A.1.2 Point sur Aréte

Une relation de type Point sur Aréte (figure A.2) induit les contraintes suivantes :

« = 0
t, = 0
< t, < L
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Z I
A > ]

R,
W ]

\4

F1c. A.2 — Contact Point sur Aréte.

z
R
X

y

Ny

F1Gc. A.3 — Contact Point sur Face.

A.1.3 Point sur Face

Un contact de type Point sur Face (figure A.3) d’un point pt sur une face F' dont la
liste de n sommets est {p;}I", avec pt et {p;}I; exprimés dans le repeére attaché a I,

induit les contraintes :

avec

t, =0
ty =0
t,=0
Vi=0---n,v;.2 <0

v; = (pi — pt) A (Pit1 — pt)

A.1.4 Point sur Cylindre

iS—
- }

-« - — L —

Fig. A.4 — Contact Point sur Cylindre.
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Une relation de type Point sur Cylindre (figure A.4) induit les contraintes suivantes :

t5 417 = R?
0<t, <L

A.1.5 Point sur Sphere

Fia. A.5 — Contact Point sur Sphere.
Une relation de type Point sur Sphére (figure A.5) induit la contrainte égalité suivante :

o+t +12 =R’

A.1.6 Aréte sur Aréte

F1Gc. A.6 — Contact Aréte sur Aréte.

Une relation de type Aréte sur Aréte (figure A.6) induit les contraintes suivantes :

t: =0
t,=0
ry =0
r,=0

0<t, <L —Ly
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A.2 Passage d’une représentation en matrice homogene 4 x4
a celle en 6-vecteur de pose et vice versa

Soit la matrice 4 x 4 de transformation 1" et le 6-vecteur de pose équivalent @) avec :
R t

Q= (pw)"

et

A.2.1 Passage d’un 6-vecteur de pose a une matrice de transformation
4 x4

Le passage du 6-vecteur de pose @ a la matrice de transformation 7' ( T = mat(Q))
est donné par les formules suivantes :

(n =
R = cos(a)l3+ (1 — cos(a))uu” — sin(a){u}

ol :
a = [,
T oW
u = (ujugug)” = -
et
0 us — U
{u} =1 —uz 0 Uy
u9 —U1 0

A.2.2 Passage d’une matrice de transformation 4 x 4 a un 6-vecteur de
pose

Le passage de la matrice de transformation 4 x 4 T' au 6-vecteur de pose @ (Q =
vect(T)) est donné par les formules suivantes :

p =1
w = an
o]l

avec
a = cos Y(Ry; + Rao + R33)
et
v=(R3y — Ros Riz— R31 Ro — Riz)”
et ou :

Ri1 Ry Ris
R=1 Ro1 Ry Rog
R31 R3» Ras



Annexe B

Méthodes de tirage

Nous présentons dans ce qui suit quelques méthodes de tirage de Monte-Carlo. Pour
plus de détails sur ces méthodes, le lecteur est encouragé a lire les articles de Neal [Neal93],
MacKay [MacKay96] et de Tanner [Tanner98]. Nous présentons également une méthode
de tirage direct a partir d’une distribution gaussienne monovaluée.

B.1 Tirage indirect de Monte-Carlo

B.1.1 Importance sampling

Importance sampling n’est pas une méthode pour générer des tirage a partir de la
distribution p(zx); c’est juste une méthode pour estimer 'espérance de la fonction g(x).
Elle peut étre vue comme une généralisation du tirage uniforme.

Pour illustrer cette méthode, prenons le cas d’une densité de dimension 1. On sup-
pose qu’on soit capable d’évaluer cette densité pour tout x de I'espace d’état. Supposons
aussi qu’on ne dispose pas de méthode directe pour effectuer des tirages a partir de cette
distribution.

Supposons maintenant qu’on ait une autre densité de probabilité plus simple ¢(z) qu’on
peut évaluer pour toutes les valeurs de x, et a partir de laquelle on est capable de générer
directement des tirages. On appellera cette densité g la distribution de tirage.

Pour cette méthode, on génere N tirages {CE((;) N | & partir de g(z). Si ces points avaient
été tirés a partir de p(z), nous pourrions estimer I en utilisant I’équation 3.9. Mais comme
ces tirages ont été générés a partir de ¢(z) et non a partir de p(x), les valeurs de = pour
lesquelles g(x) est supérieure a p(x) vont étre sur-représentées, et les valeurs pour lesquelles
q(x) est inférieure & p(z) vont étre sous-représentées. Pour prendre en compte ce fait, une
notion de poids est introduite :

play”) B
a(xy) Y

Ces poids sont utilisés pour ajuster I’importance de chaque point dans ’estimateur :

w; =

(D)
> ;ggcq ) (B.2)

La figure B.1 montre un exemple de fonctions p(z) et ¢(z) :

f:
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1.6

14 PN ,

12 F ]

0.8
0.6
0.4

0.2

Fic. B.1 — Exemple de fonctions p(z) et g(z) : p(z) = €
4Normal(0.2,1.21)

B.1.2 Le tirage avec rejet (Rejection sampling)

Prenons encore le cas d’une densité p(x) de dimension 1 pour laquelle aucune méthode
de tirage direct n’existe. Supposons qu’on dispose d’une densité plus simple ¢(z) de laquelle
on peut générer directement des tirages avec :

de, Yz, cq(z) > p(x) (B.3)
On génere un point z, a partir de la densité de proposition ¢(x) et on I'accepte avec
une probabilité de %x;‘)) :

1. évaluer cq(zq)
2. générer un nombre aléatoire u uniformément distribué dans U'intervalle [0, cq(z)]

3. si p(z) > u alors le point z, est accepté, sinon il est rejeté.

La figure B.2 montre un exemple de fonctions p(x) et g(x) :

Un autre exemple de cette méthode est donné par la figure B.3. On cherche a calcu-
ler empiriquement la surface d’un cercle de rayon R. Le calcul de cette surface consiste
A estimer l'intégrale [ [dwxdy sous la contrainte z2 + y*> < R2. Un ensemble de points
{(z4,y:) }¥, est tiré. Le tirage pour x et y est fait séparément & partir de la distribution
uniforme sur [0, R]. La fonction de proposition ¢(z,y) est la distribution uniforme sur
[0, R] x [0, R]. La fonction de tirage p(x,y) quant a elle est donnée par :

1 siz?4+y? < R?
0 sinon

La surface de notre cercle va étre : RQ% ol N, est le nombre de points valides et N

est le nombre total des points tirés.

Il est clair que cette méthode marche bien quand la densité ¢ est une bonne approxi-
mation de p. Dans le cas contraire, le taux de rejet va devenir tres grand.
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p(x) —
cq(x) —-
18 | -

16 // \\\ -
14+ / i g

12 b i

08
0.6 [

04

F1G. B.2 — Exemple de fonctions p(z) et q(z) : p(a) = O4@-04-022" " _ 515 of ¢(z) =
Normal(0.2,1.21).

ac;mekhqacHa-HD:UtiIisaten;rs:‘K

: "0: ’ .‘:00\.

amer.
'

0'80 ..o’
00..“'. '.
‘! ‘

Vol

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

F1c. B.3 - Les points qui sont & 'extérieur du cercle ( #? + 32 > R? ) ne sont pas pris en
compte pour le calcul de la surface.

B.1.3 L’algorithme de Metropolis

Les méthodes qu’on vient de voir ne marchent bien que si la densité de proposition
q(z) est une bonne approximation de p(z). Pour les problémes complexes (surtout pour
les espaces & grandes dimensions), il est souvent difficile de trouver de telles densités de
probabilité.

L’algorithme de Metropolis utilise un processus Markovien dans lequel une séquence
d’états =@ est générée. Chaque nouvel état dépend de 1’état précédent. Cet algorithme
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est un exemple des méthodes de “Markov Chain Monte Carlo” (MCMC).

Au lieu d’utiliser une seule “proposal” densité ¢(z), I'algorithme de Metropolis utilise
une densité qui dépend de l'état actuel (). La densité q(mc,x(t)) n’est pas forcément
une bonne approximation de p(z). Elle peut étre une distribution trés simple comme une
gaussienne centrée en z®) par exemple.

Etant dans un état (), un candidat z. est généré a partir de q(zx., x(t)). Pour accepter
ou pas le nouveau candidat x., on calcule :

p(zc)g(ze, 2V)
- p(x(t))q(x(t),xc) (B4)

Sia > 1 alors z. est accepté, sinon x. est accepté avec une probabilité de a.

Si x, est accepté, le nouvel état sera z(+Y = z.. Si . n’est pas accepté, le nouvel état
sera z(t1) = 2 Le rejet du candidat z. engendre la réutilisation du point courant z(®.

Si la densité ¢(z., x(t)) est symétrique par rapport a x. et z® (une gaussienne centrée

en z® par exemple), alors Z(mc’m(t))

W =1 et a devient :

o= P2 (B.5)

Il existe deux variantes de ’algorithme de Metropolis :

— L’algorithme local, dans lequel les composantes du vecteur d’état = sont mises a jour
une a la fois. Chaque composante x; est mise & jour en utilisant une “proposal” g;
qui lui est propre, centrée sur sa valeur courante.

— L’algorithme global, dans lequel toutes les composantes sont mise a jour simul-
tanément en utilisant une “proposal” centrée sur ’état courant.

B.1.4 Le tirage de Gibbs

Le tirage de Gibbs est une autre méthode MCMC pour effectuer des tirages a partir
d’une distribution de probabilité p(x) de dimension supérieure ou égale a 2. Cette méthode
peut étre vue comme une méthode de Metropolis avec une “proposal”’ distribution ¢ qui
est définie en terme de distributions conditionnelles de la distribution conjointe p(x). On
suppose que la distribution p(z) est trop complexe pour pouvoir générer directement des
tirages a partir d’elle, et qu’on est capable, par contre, de générer directement des tirages
a partir des distributions conditionnelles p(x;[{x;};£;).

Pour un systeme avec N variables, une itération met a jour un seul parametre x; a la
fois, en effectuant un tirage a partir de p(x;|{x;};-i) :

A o)
B~ plaafalal) 2
:Ugffﬂ) ~ p(:ﬂN|x§t)x§t)x§t) e ng,)_l)

On peut voir le tirage de Gibbs comme un tirage de Metropolis dans lequel le candidat
est toujours accepté.
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B.2 Tirage direct a partir d’une distribution gaussienne mo-
novariée

Disposant d’un générateur de nombres aléatoires uniformément distribués, il existe
plusieurs méthodes pour générer des nombres aléatoires distribués suivant une distribu-
tion Gaussienne (Normale) (voir par exemple [Rubinstein81] pour plus de détails). Nous
présentons dans ce paragraphe une de ces méthodes de tirage.

Plus généralement, des lors que 1’'on dispose d’une équation décrivant la distribution a
partir de laquelle on voudrait générer des tirages, il est possible d’utiliser une fonction de
transformation. Cette fonction de transformation prend des nombres distribués suivant une
distribution donnée comme entrée et donne des nombres distribués suivant une nouvelle
distribution comme sortie. La plus importante de ces fonctions de transformation est celle
connue sous le nom de “transformation de Box-Muller” [Box58]. Elle permet de transformer
un ensemble de nombres aléatoires uniformément distribués, en un autre ensemble de
nombres aléatoires distribués suivant une Gaussienne (loi normale).

La forme polaire de cette transformation est donnée par ’algorithme suivant permet-
tant de générer un couple (p1,p2) de nombres aléatoires normalement distribués :

Tirage_Gauss(u, o)
DEBUT
REPETER
v; = Random(—1.0,1.0)
ve = Random(—1.0,1.0)
wy = v + v3
JUSQU’A (w; < 1.0)
wy = (=2.01og(w1))/wy)/?

Z1 = v1w2
29 = VW2
p1=p+ 210
D2 = [+ 220

RETOURNER (p1,p2)
FIN

ou la fonction Random(a,b) permet de générer un nombre aléatoire uniformément dis-
tribué entre a et b, et u et o sont respectivement la moyenne et Iécart-type de la Gaus-
sienne.
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Annexe C

Optimisation des calculs pour la
méthode d’intégration

L’utilisation d’'une méthode de tirage locale pour la mise a jour du vecteur d’état L
permet de réduire le cotit du calcul de I'estimation. Si I'on dénote Fl-(t) (X), i=1---ples
valeurs des fonctions F;(X) pour un point donné L!, le calcul des valeurs Fi(tH)(X ), i=
1---p est une mise a jour des valeurs Fi(t) (X), i=1---p. Le cout de mise & jour dépend
de la position de I’arc correspondant a la composante L;, ;, qui vient d’étre changée dans
les cycles ¢;, i =1---p. En particulier, la mise & jour d’un arc ne modifie que les valeurs
des fonctions correspondant aux cycles qui contiennent ’arc en question.

Nous présentons dans cette annexe 'algorithme permettant d’optimiser les calculs des
intégrales pour un probleme donné.

Nous mettons a jour pour chaque cycle ¢;, i = 1---p du graphe et pour chaque arc
(S;,S5;41) de ce cycle les structures de données suivantes (figure C.1) :

— La matrice 4 x 4 de transformation Tj ;11 (de passage) donnant la position de Sj4q

par rapport a Sj.

— Une matrice 4 x 4 de transformation TG; o donnant la position du repere S; par

rapport au premier repere Sp du chemin reliant So au repere Sy, avec k; le nombre
de sommets appartenant au cycle c;.

Pour un cycle ¢;, la matrice TG}'% o donnant la position du repere Sy, par rapport a
So permet de calculer directement la fonction F;(X, L). Pour des valeurs données de L et
de X, on a tout simplement :

F{(X,L) = f; = vect(TGj, )

Il est clair qu’en utilisant cette méthode, la mise a jour d’une matrice TG; o donnée
n’est nécessaire que si arc qu’on vient de mettre a jour vient avant 'arc Ag,_, s, dans le
chemin reliant le repere S, au repere S,.

Par conséquent, la mise a jour d’'un parametre appartenant a un lien représenté par
b A ] .
larc A5j75’j 1 Nécessite :

1. la modification de la matrice de passage T} j+1

2. la mise a jour de toutes les matrices TG} o, d > j

L’approximation de I'intégrale I(X) en utilisant un nombre de point N _points consiste
alors & boucler sur I'ensemble des composantes {L;, ;, }1*; et les mettre a jour une & une.
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Fig. C.1 — Structures de données pour la mise & jour partielle de la fonction objective.

La mise a jour d’un vecteur appartenant & un arc Ag; s, , nécessite la mise a jour des
matrices TGY (, d > j, ¢ = 1---p pour tous les cycles ¢; contenant I'arc a lequel le
parametre mis a jour appartient.

On peut résumer cette méthode calcul par I’algorithme suivant :

Estimer_Integrale (IN_points)
DEBUT
np=20
somme = 0.0
Arc_a_mettre_a_jour = 0
TANTQUE np < N_points FAIRE
res = Maj_Arc(Arc_a-mettre_a_jour)
somme = somme + res
Arc_a_mettre_a_jour = (Arc_a-mettre_a_jour + 1)mod(m)
np=np-+1
FINTANTQUE
RETOURNER somme/N _points
FIN
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Maj_Arc (a)
DEBUT
Tirer une valeur de L;,;, suivant la procédure décrite dans la section
3.2.1.1 du chapitre 3
Mettre a jour la matrice de passage T, 41 ( To a1 = mat(Li,j,))
POUR tous les cycles ¢; i = 1 JUSQU’A p et contenant ’arc a FAIRE
POUR d =a+ 1 JUSQU’A k; FAIRE
TG, 0= TG o* T;iqud_l ‘
FINPOUR
fi= vect(TG}'% 0)
FINPOUR
RETOURNER PO, (fl )p(Hm—p—I—l ‘fl)
p0, (f2)P(Hm—p+2[f2)

p0, (F)p(Hunlf,)
FIN

avec sensq_1 4 € {—1,1} est le sens du parcours de l'arc (Sg_1, Sq).
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