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INTRODUCTION

Ce travail est consacré 3 l'analyse numérique linéaire. Il

développe certaines idées de Monsieur le Professeur Gastinel sur une
nouvelle fagon d'aborder les problémes de résolution de systémes linéaires

et de recherche des valeurs propres d'une matrice.

L'idée de base est la suivante

Pour rechercher les valeurs propres d'une matrice on connait

deux procédés itératifs importants

.) le procédé de Rutishauser (LR) [ 1]
.)  le procédé de Francis - (QR) L 2]

Ils sont tous deux basés sur des décompositions du groupe linéaire

la décomposition de Gauss et la décomposition d'orthogonalisation.

Ces algorithmes ont été intensivement étuydiés pour 1'utilisation et des
techniqyés trés précises ont été élaborées (par exemple la théorie des

- translations de l'origine) afin de les améliorer.

On peut penser 3 une autre voie qui consisterait 3 chercher de nouveaux

~

algorithmes pour décomposer le groupe linéaire, puis a déterminer 3 quelles

classes particulidres de matrices tel ou tél algorithme est bien adapté.

Cette idée nous a conduit au développement suivants

]




]

Dans la premiére partie nous donnons une extension du théoréme
classique de Rutishauser, extension (parfaitement) adaptée 3 notre propos,

définissant le cadre qui doit guider notre recherche.

La seconde partie est le coeur de ce travail, elle montre
comment on peu étendre la classe des algorithmes de décomposition connus.
Dans le premier chapitre nous montrons qu'elle est la difficulté que 1l'on
rencontre en essayant de faire une liste des sous groupes de G&(n,R)
"ytilisables" et dans quel cadre nous pouvons assez facilement nous placer

pour résoudre le probléme.

Le second chapitre est un rappel de certains résultats de Graev peu connus

en analyse numérique.

Le troisidme chapitre propose un procédé nouveau de décomposition du groupe

linéaire basé sur 1l'utilisation du groupe symplectique.

Le quatriéme chapitre est la descriptiond'une famille d'algorithmes qui
nous semblent important d'une part d'un point de vue pratique comme nous
le verrons dans les résultats numériques, d'autre part d'un point de vue
théorique car .) ils "généralisent" tous les algorithmes simples que

nous pouvons construire

.) ils permettent de comprendre certains phénoménes liés
3 ce que nous appelons des algorithmes limites
(LR par exemple).

’

Le cinquiéme chapitre est d'ailleurs consacré 3 1'étude de ces algorithmes
limites et en particulier d'une décomposition dite de "Bruhat" du groupe
linéaire et qui permet de jeter quelques lumiéres sur la décomposition de

Gauss.

La troisidme partie est consacrée 3 quelques résultats numériques.

1




Comme nous l'avons dit précédemment les algorithmes classiques
LR et QR ont été intensivement étudiés pour 1'application et de ce fait
1'étude directe a été (certainement faute de temps) négligée ; or il est
évident que des problémes trds importants : constructibilité de 1'algorithme,
classes de Matrices bien adaptées a l'algorithme, phénoménes de pivotement
des valeurs propres sur la diagonale ; méritent plus d'attention afin de

permettre une application rationnelle de ces algorithmes.

Nous avons dans la quatriéme partie commencé une étude "fine"
de l'algorithme LR et de certains problémes qui lui sont 1liés ; les
résultats obtenus montrent que nous n'avons pu franchir qu'un tout petit

pas dans cette direction.

Enfin 1l'auteur a essayé tout au long de ce travail d'exprimer la
conviction profonde qui est la sienne a savoir que des méthodes issues de
la géométrie se doivent de féconder 1l'analyse linéaire. Il est évident que
les théories des groupes de Lie, des groupes classiques, des géométries
euclidiennes ou non,sont fondamentale pour le développement ultérieur de

1l'analyse numérique.

Le premier travail de l'analyste numéricien qui emprunterait
cette voie,serait de dépasser le probléme du langage et de présenter &
1'utilisateur physicien ou ingénieur les résultats fondamentaux de S. Lie

et E. Cartan qui sans aucun doute lui seraient d'une grande utilité.

Nous espérons que ce travail apparaitra comme un pas dans cette

voie.




NOTATIONS

Dans cette thése nous conserverons toujours les notations suivantes

M(n,R)

G(n,R)

™(a,R )

Tl(n,IR)

T (n,R)

TI(n,]R)

P(n,R)

D(n,R)

désignera l'algdbre des matrices carrées i n lignes et n colonnes.

désignera le groupe multiplicatif des matrices carrées régulidres

sous ensemble de M(n,RR) (groupe lindaire général).

désignera le groupe multiplicatif des matrices carrées appartenant

d 62(n,R) triangulaires supérieures.

désignera le groupe des matrices carrées régulidres unipotentes
de G2(n,R) (c'est-3-dire c'est 1l'ensemble des matrices T trian-

gulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale).
est le groupe des matrices (€ G&(n,R) triangulaires inférieures.

est le groupe des matrices (€ G&(n,RR) triangulaires inférieures

unipotentes.
désignera le groupe des matrices de permutation de taille n.

désignera le groupe des matrices diagonales régulidres.

Les autres groupes seront définis au moment de leur apparition.

’




PREMIERE PARTIE

LE THEOREME DE RUTISHAUSER
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A - LES DEFINITIONS DE BASE [1]

DEFINITION 1

Soient G et T deux sous groupes de GL(n,RR). Nous dirons que

G décompose GL(n,IR) suivant 7 si et seulement si :

i) G est un sous groupe de GL(n,IR)

T est un sous groupe de 'T+(ngﬂi)
iiyeg N7 = {In}
(In matrice unité d'ordre n)

iii) Si @ = G.T (produit direct des deux groupes) alors

~pour la topologie habituelle de G&(n,RR)
G(n,R) = @

iv) 6 0T (n,R) €D(n,R).

REMARQUES

1. iii) exprime que presque tout élément de GL(n,RR) se

décompose sous la forme

A= g.t (g €EGet t €0)

2., ii) exprime que si la décémposition A = g.t d'une matrice

-réguliére est possible, alors elle est unique.

En effet si A = gt = g,t, (gl,g2 €G ; tl’t2,€1q'
Compte tenu de la régularité des matrices considérées, on a :
~1 - -1
g & *H %
G et T étant deux sous groupes ; gzl g5 € G et tl t;l €T
" donc d'aprés ii) nous avons :
s1 =1 _
gl g2 - n - gl =8
-1 _ -
tl t2 = In tl = t2

d'ol 1l'unicité de la décomposition.




- TI.2 -

Exemples classiques de décomposition

1°)

2°)

DEFINITION 2

‘

SiG=T, 1 (n,R) et T = T4 (n, R), la décomposition de Gauss
permet de dire que T (n,R) décompose sz,(n ]R) sulvant
7t (n,IR).

jSl G = U(n, ]R) groupe 'des. matrices unitaires réelles

(si A G.U(n IR) 3 A At = In) d'ordre n.

Si7={t € n,R);t., >0 ¥ =1,n].

11

Alors le procédé d'orthogonalisation de Schmidt nous permet

d'affi:r.*mervque G décompose G&(n,R) suivant T.

(I1 est bien. connu que pour assurer 1'unicité de la décompo-
sition QT d'une matrice par le procédé de Schmidt; il faut
assurer que les éléments diagonaux de la matrice T soient
pos:.t1fs, ce qui nous oblige d utiliser le sous groupe

T de TW (n,IR) precedemment décrit ; nous rev1endrons plus

loin sur ce point 1mportant)

Nous dirons que le sous groupe G de G&(n,IR) décompose conti-

niment G4(n,R) suivant T. (sous groupe de G2(n,R)) si :

1) 6 decompose G!L(n ]R) sulvant T
» 2) 2 = G.T est un ouvert de, G,Q,(n,]R,).
-3) L'application § - GL(n,R)

A=gt p—n g
est cont:ﬁ'.nuev (g €6, t €T).

Les exemples classiques donnés plus haut -sont des exemples de groupes

décomposant continliment G2(n,R) suivant T.
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DEFINITION 3

Nous dirons qu'une matrice réguliére A vérifie les conditions

de Rutishauser si

1) A est diagonalisable et ses valeurs propres sont dis-
tinctes.

On écrira

o [d)]| > |ay| > ..> la | > o0

2|

2) il se décompose en ?l = LR (L € Tl(n,ﬂi) et R € T+(n,ﬂi)

décomposition de Gauss de 21).

'B - ALGORITHME GR DE RUTISHAUSER [2,3]

Soit G un sous groupe de G2(n,IR) décomposant GL(n,R ) suivant

T (T sous groupe de T+(n,Ei)) de fagon continue.

1
L2

DESCRIPTION DE L 'ALGORITHME J

Soit A une matrice réguliére d'ordre n, on construit une suite
{Ak}de matrices semblables d A, convergene vers une matrice
donnant des informations sur les valeurs propres de A.

1

Dans ce qui suit, nous désignerons par

Ri des éléments de T

Gi des éléments de G




On suppose initialement :

e -
it
=g
1]

1 Gl Rl puis on forme

e
H

R1 Gl = G2 R2.

C'est-a~-dire que l'on suppose que la matrice A2 = Gll Al Gl est de nouveau
décomposable suivant G.T, ou encore on suppose que A2 appartient 3 @

(notations de la premiére définition).

En faisant toujours ces hypothéses, on est conduit 3 former

la suite des matrices suivantes

3
It
G
ool

An+1 n n  n+l Rn+l

Si on peut former cette suite de matrices, on dira que 1l'algorithme est

constructible.

- On peut obtenir les formules suivantes :

n+l n n Gn

donc finalement

n
(]
]
>
@
(D]

An+l n 1 1 (1)

Posons alors

g = Gl .o Gn

i

R ... R

pn n 1

G et T étant deux sous groupes de Gl(n,ﬂf), g, €G et Ph € .




1.5—, H

Nous avons donc d'aprés (I)
=glag ou g A . =Ag (11)
n+l &y &n n nt+l n
D'autre part ‘
g, P, = G1 .o GnRn ‘oo Rl_
=6 +.. G ;A R _, ...R
) Bn-1 An Pn-1
et d'aprés (II) :
&n Pn * A gn-1 Pp-1
d'ou par récurrence
no_
AT = g op (I11)

Enongons alors le :

THEOREME GENERAL DE RUTISHAUSER

alors

2)

‘et t €T).

'T+(n,ﬂi). :-

une matrice régulidre d'ordre n.

G (sous groupe de GL(n,1R)) ‘décompose continiiment

6%(n,R) suivant T (sous groupe de T+(n,H{)).

A vérifie les conditions de Rutishzuser.

A=XD5-(l avec X €90 = G.T (c'est-a-dire X = g.t, g € G

L'algorithme GR est constructible ?our A

La suite de matrices“(Ai)'générée par 1'algorithme GR

est telle que la diagonale-de AA’Converge vers D.

Si T = T*(n,ﬂz) alors An converge vers un élément de

i
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La démonstration que nous allons donner est évidemment inspirée

de la démonstration de la convergence de l'algorithme LR et de celle de
l'algorithme QR de Francis.

.) Nous avons X = gr (HS) (g €G, r € T)
X' = IR (H,) (L €T (n,R), R €T (n,R))

alors

A= x ot

gr D" LR

ge D" LD " D" R.

A vérifiant les conditions de Rutishauser, si l'on désigne par Yij les

é1léments de D" L D_n, on a

J
(L =(Eij))
d, n -n
Or, .d'apreés (H2) sii>j:igl< 1 donc D' LD nZwIn
J
ce que nous écrirons
D LD =1I_+E (avec n assez grand)
n n n
E ~s30
n
n->co
n _ n
alors A" = gr (In + Bn) D R

=1 n
g (In +r Eq r)r D R.

Or, il est évident que I_ + r E 1 — 51 donc
n n n*® n v

comme G décompose G&(n,IR) continiment suivant T pour n assez grand, on

écrira :




_117"

t

=“g1; r (gr'l_ §G, vr;] GT)" ‘;

I +pE ot
n 1'1

\
avec de plus g, —> In : ‘ v _
, (unicité de la décomposition G T)

r a1
n n

v o
donc A" = gg v, °r " R (v)

Considérons alors la formule (III) A" = g, p,» DOUS devons donc avoir
'r r DR = lest-3-di
gg,r,°r =8, P, ¢ est-d-dire
1

t - 1 -
(g gn) ! g, =1, ° p" R Py

Or, G est un groupe donc (g gl_'l)—l g, € G ; d'un autre cdté fA r et G

~

appartiennent bien a T, mais D" R appartient a_T+(n,Hi) tout entier donc

| -
ror p" R pnl appartient & T+(n,ﬂi)

Mais d'aprés 1l'hypothése iv) de la définition 1, nous savons que

¢ N1 (n,R) € D(n,R)

donc il existe une matrice diagonale A €D(n,IR) telle que

I3

r.-1 - ' n -
{ (g gn) ‘gr'1 =r, r D" R CI A

n

donc gg = é A

t 1]
Mais nous savons que lim g, - In donc lim g g, = g.
N> nre

Par suite, compte tenu de la formule (II)

nous pouvons dire que lim'A_ A 27l s 1ima g—l Ag 3t :tél Ag
n n+l n n °n n n
n->rw© n--o




Alors en remarquant que An est diagonale, nous avons

o as -1
) = dlag(An An+ A7)

diag(A 18,

ntl
on en déduit
. . _ o as -1
lim diag (Ah+l) = diag (g~ Ag)
N>

mais alors

A=XD X1 avec X = g.r on a donc

A=grD El él par suite

diag (él A g) =diag (r D 51) =D

Donc on a la conclusion énoncée dans la premiére partie du théoréme 3
savoir

lim diagonale (An ) = D.

o +1

La deuxiéme conclusion est classique & démontrer ; il est évident que si
7= TH(n,R) alors 6 NT = {1.}.

~

Si nous revenons & 1'égalité

| B | DnR—
g&, T =&, Py

I3

‘

nous avens par unicité de la décomposition et compte tenu de ce que

'yl vooono -1 o+ :
(g gn) g, €G et r, rD Rp_ €T (n,R).

&r "8 &
(V) ! n

pn = rn r DU R

1

donc quand n tend vers l'infini &, — 5> 8
Si nous formons alors él Ag = él XD Rl g él grD ;l él g

r D ;1
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matrice triangulaire supérieure ayant les valeurs propres ‘de A sur la

diagonale, on voit en tenant compte de

= .;, -1 S
An+lt' &, A &n

Eh = &

que

r D rli‘ ce qu'il fallait démontrer.

lim A
o O

C - REMARQUES

Par rapport au théoréme initial de Rutishauser, nous voyons
que l'introduction de groupes décomposant G2(n,R) nous permet seulement
d'affirmer dans le cas ou T g; T+(n;H{) Quevles diagonales des itéres

convergent vers la diagonale des valeurs propres.

Dans presque tous les cas que nous allons considérer, nous

n'utiliserons que T = T+(n,ﬂ{).

z2._z . . . +
Des généralisations aux cas de vrais sous groupes de T (n,R)
. z '3 ~ : . +
semblent intéressantes, mais, 3 part le groupe des matrices de T (n,R)
a diagonale strictement positive, les autres sous groupes semblent moins

naturels.

On peut aussi essayer d'aller plus loin et chercher & remplacer
T+(n,ﬂi) par un autre groupe '; nous montrerons dans un cas trés particulier
+ - . P
que l'on peut remplacer T (n,RR) par T (n,IR) (cette extension &tant

"facile"), c'est le seul exemple que l'on sache exhiber.
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D - CONCLUSION

Le probléme qui se pose est le suivant : on connait les deux

exemples classiques d'utilisation de l'algorithme précédent

- l'algorithme LR de Rutishauser

- 1l'algorithme QR de Francis

liés tous deux aux décompositions classiques du groupe linéaire.

On veut dans ce qui suit essayer de montrer comment construire

d'autres algorithmes et en donner une classification.




DEUXIEME PARTIE

- > - = -

LES GROUPES DE DECOMPOSITION DE Ge(n,R) suivant TH(n,RR}
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CHAPITRE I

INTRODUCTION A UNE CLASSIFICATION DES GROUPES DE DECOMPOSITION
DE Ge(n,R) suivant T+(n,]R)

Le point de départ de cetterecherche est la connaissance des

deux grandes classes de décomposition connues :

a) La décomposition LR de Gauss, donc l'utilisation de
G = T1 (n,IR)

b) La décomposition QR d'orthogonalisation donc l'utilisation

de G = U(n,R).

Si on compare ces deux groupes, on voit qu'ils ont méme nombre
n(n-1)

de paramétres,d savoir 5

, mais par contre qu'ils sont de nature

~

topologique tout 3 fait distincte

) T1 (n,R) n'est pas compact (pour la topologie naturelle

n2
des R )

.) U(n,R) est compact.
On peut donc penser 3 étudier la classification de tous les sous
groupes de G(n,R) compacts ou non ; malheureusementi, c¢'est un probléme
qui,du moins pour les sous groupes non compacts,n'est pas résolu, et qui
est trés difficile. On peut penser aussi 3 considérer uniquement les

sous groupes maximaux non compacts (pour l'inclusion), malheureusement
bien que des résultats existent dans cette voie (Travaux de Dynkin [1]),
il semble qu'il soit encore, tréds difficile de pouvoir aborder une classi-

fication.
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Néanmoins, une trés précieuse indication peut 8tre obtenue
en restreignant la classe des groupes auxquels nous nous intéressons

et en considérant les sous groupes de Lie de G&(n,R).

Nous avons &té encouragé dans cette voie par MM. LUNA et VUST
de 1'Institut de Mathématiques Pures:qui nous ont montré qué certains

groupes se prétaient d notre étude.

On connalt depuis les travaux de E. Cartan et Gantmacher
la classification des sous groupes de Lie simples de G%(n,C). Sans
entrer dans cette difficile théorie, on peut remarquer qu'il-existe

3 grandes séries de groupes simples

-82(n,t) le groupe des matrices de déterminant 1

O(n,C) 1le groupe ofthogohal

Sp(2n,€) le groupe symplectique:

Or, S%(n,C) ne peut convenir vu son grand nombre de paramétres,
donc nous ne pouvons penser 3 utiliser que les deux derniers qui ont

un nombre de parametres egal ou voisin a celul qu1 nous 1nteresse.

Nous allons voir qu'il est possiblé effectivement d'utiliser
le groupe symplectique. Le groupe orthogonal, lui, est utilisé depuis
longtemps, néanmoins on considére toujours le groupe orthogonal associé

d une forme bilinéaire symétrique définie positive, nous verrons que c'est

une restriction qui cache des faits trés importants et en utilisant certains

résultats théoriques de Graw [2], nous montrerons comment prévoir certaines
extensions des méthodes classiques, 13 aussi de nombreux problémes non

résolus seront présentés.

~De toute fagon, nous ne considérerons que les formes réelles

de ces groupes.

+Une fois étudiées ces décompositions "simples", nous nous inté-
resserons d des décompositions que nous appellerons "semi-simples" toujours

par analogie avec la classification des groupes de Lie.
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Nous introduircons dans cette partie un groupe Zl(2n,BQ) qui
permet une décomposition du groupe linéaire, puis nous montrerons
comment construire toute une famille de groupes de décomposition & part
de la famille des groupes simples qui engendreront une famille d'algo-

rithmes que nous appellerons algorithmes & masques.

C'est alors que nous pourrons constater que l'algorithme LR
trouve son cadre dans cette famille comme algorithme associé au groupe

T1 (n,IR) qui sera introduit comme groupe limite j il sera aussi fait

un rapprochement entre la décomposition LR classique ¢t la décompcsitic
dite de "Bruhat généralisée" qui permet de mettre en évidence, de fagon
naturelle, les matrices de permutations qui jouent un rdle fondamental

dans la décomposition de Gauss.
Donc le schéma des chapitres suivants est :

LES ALGORITHMES SIMPLES

.) Algorithmes d'orthogonalisation

.) Algorithmes de Symplectisation
LES ALGORITHMES SEMI-SIMPLES

.) Algorithme Zl

.) Algorithmes 3 masques ,

1

LES ALGORITHMES LIMITES

.) Algorithme de Gauss
.) Algorithme de Bruhat.

ir
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CHAPITRE II

LES ALGORITHMES D'ORTHOGONALISATION

§1) INTRODUCTION AUX ALGORITHMES D'ORTHOGONALISATION

Il y a deux fagons d'aborder le probléme de l'orthogonalisation :

1°) Soit on utilise un procédé du type procédé d'Hilbert Schmidt.

La base de ce procédé est bien connue dans le cas d'une
forme bilinaire symétrique définie positive, il repose
sur le fait qu'un espace muni d'une géométrie ortho-
Vgonale est somme orthogonale de droites. Nous allons montrer
2.5

comment étendre de fagon naturelle ce procédé 3 une forme

bilinéaire symétrique non dégénérée quelconque.

2°) Soit on utilise un procédé du type "générateurs" (ou élimination)

La base de ce procédé est d'utiliser "en élimination" les
générateurs du groupe orthogonal afin de transformer la

matrice donnée en une matrice triangulaire supérieure.

’

Exemple : LE PROCEDE D'HOUSEHOLDER

Ce procédé a son explicaticn ultime dans le théoréme suivant au a
E. Cartan [1]. '

THEOREME

i

Toute transformation orthogonale sur un corps de caractéristique

# 2 est un produit de n symétries au plus.
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(Pour une démonstration plus détaillée, voir Dieudonné [2]).

Le procédé décrit par Householder consiste 3 utiliser des
symétries par rapport 3 des hyperplans convenables de manidre 3 ce que
la matrice Sn v Sl A (les Si désignant les matrices associes aux

symétries) soit triangulaire supérieure.
Exemple : LA METHODE DES ROTATIONS (Gastinel [3] p. 103)
Elle a pour explication le théoréme suivant d'E. Cartan.

THEOREME

Toute rotation est un produit d'un certain nombre de rotations
é€lémentaires dont les plans sont orthogonaux. Tout renversement
est le produit d'un certain nombre de rotations simples de

méme nature et d'une réflexion par rapport 3 un hyperplan conte-

nant les plans de toutes les rotations simples.

(Pour une démonstration, voir E. Cartan [1]).
Le procédé des '"rotations" est l'application de ce théordéme.
Nous donnerons une indication sur la fagon dont on peut étendre ces

résultats au cas "non euclidien".

§¢) L'ORTHOGONALISATION AU SENS DE HILBERT-SCHMIDT-GRAEV

A - GENERALITES SUR LES FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES DEFINIES

«

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n.

Soit B une forme bilinéaire symétrique définie sur E.
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D'aprés les théorémes classiques de réduction (Shclov [4]), on
sait qu'il est possible de déterminer une base de E telle Que dans cette

base, B puisse se mettre sous la forme canonique
. . ’ s .
B(X,Y) = X G Y

ol G est une matrice diagonale ayant sur la diagonale dés +1 ou des -1
et que ce nombre est indépendant du choix de la base canonique d'aprés

la loi d'inertie de Sylvesterﬂ

Nous noterons Gp la matrice "réduite" suivante :

\\\ -1
La forme bilinéaire sera Bp(X,Y)':"xt e, ¥

'La terminologie habituelle d'orthogonalité est encore utilisée,
et 1'on sait en particulier qu'il existe dans ces espaces & géométries

orthogonales des vecteurs de trois types
.) vecteurs spaciaux définis par BP(X,X)”> 0
.) .vecteurs temporels définis par BP(X,X) <0

.) vecteurs isotropes définis par Bﬁ(X,X) =0
DEFINITION

Soit B_(X,Y) = XtGPY une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
sur E espace vectoriel de dimension n sur R (Gp ayant la signi-

fication décrite plus haut).

Nous dirons que A € GL(n;,IR) est Bp-orthogonale si et seulement

»

si :
a6 A=ag
Nous noterons O (n,IR) le groupe multiplicatif de ces matrices

Bp-orthogonales.
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DEFINITION

Soit BP la forme bilinéaire symétrique non dégénérée définie
plus haut.

Soit A une matrice appartenant d M(n,R).

Nous appellerons matrice de Gram associée 3 A la matrice appar-

tenant & M(n,IR) définie par

G(A) = (Bp (A.i,A.j))

DEFINITION (Graev)

Soit A € G2(n,R) ; nous dirons que A n'est pas exceptionnelle
si les mineurs principaux de la matrice G(A) associée sont

différents de zéro.

La remarque importante pour la suite est la suivante :

Soient {y_} n vecteurs linéairement indépendants et B -ortho-
Yn P D .

gonaux (Bp(yi,yj) z iéij Vi et ¥j).

D'aprés la loi d'inertie de Sylvester, la nouvelle base possédera

exactement p vecteurs spaciaux, n-p vecteurs temporels.

I3

'
« .

DESCRIPTION DU PROCEDE

Soit A € G&(n,R) non exceptionnelle
) /

~
eme

(Nous noterons A.i la i colonne de la matrice A).

lére ETAPE Considérons A'l’ puisque le premier mineur de G(A) n'est

pas nul. On a Bp(A.l,A.l) # 0, donc on peut mettre en évidence

= P . [ =i' R
tel que C A.. A., vérifie Bp(cl’cl) 1

un scalalre A 1 11 1

11
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28me ETAPE Pour continuer la récurrence, nous avons alors besoin du

lemme classique suivant :

Si T est une forme bilinlaire symétrique non dégénérée sur E

de dimension finie n sur k et si (xi)i'l L Sont n vecteurs de
)

E, ils forment une base si et seulement si det (T(xi;kj)) £ 0.

Et si (x'i)i_l n est un autre systéme de n éléments de E tels
Tt .
n
gque x'i = I Cij X., alors on a la relation
i=1

. 2 .
! 1 -
det (T(x § 0¥ j)) = det (Cij) det (T(xi’xj))f

(Pour une démonstration, voir Chevalley [6] exposé 5-01).

Considérons alors Cé = A, C + A.2. Nous pouvons toujours

'
12

1
déterminer AiQ de fagon que BP(Cé,Cl) = 0, si nous considérons alors
: . 2 .
'

B(cl,cl) B(cl,c2) Ay O B(A.l,A.l),B(A.l,A.Q)
det ' = det det
' 1 1 ot '

B(C},C;) B(C),C)) N, 2 B(A.ysA. 1) ,B(AL A, ,)

2
comme Ail £ Q. =>

. ,
] ] -
* Bp(CQ,CQ) = A1 8,(6(A))

(A2 désignant le deuxiéme mineur principal de G(A)), de ce fait

Bp(C',Cé) # 0, donc il existera toujours un scalaire A22 tel que

1

Co = Ao App Cp + Ay, Auy
:,AIQ’Cl t Ay, Ay
vérifie
) B(CyuCy) = ¢ 1
= 0.

.) BP(Cl,C2)
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+ A! + A.

€y * i-1,1iCi-1 i

'I LI
11 71

On détermine les constantes A{i en écrivant les relations d'orthogonalité
d'aprés le lemme énoncé et compte tenu du fait que la matrice ''de passage"
est triangulaire avec A e A

11 i-1,i-1
de déterminer un scalaire A,. tel que B_(A,, C!, A
ii p ii Vi

# 0 on en déduit les possibilités

.. Cl) =% 1.
ii 7i

- On achéve alors la récurrence et de ce fait on prouve le théoréme

THEOREME (Graev)

Si A est non exceptionnelle, il existe une matrice triangulaire
supérieure régulidre R telle que AR = A soit telle que

=+ .
B (A g,Aep) = £ 1

-

I1 existe p vecteurs colonnes A.i de type spacial et n-p de

type temporel.

La derniére partie du théoréme étant une conséquence immédiate

de la remarque précédant la description du procédé d'orthogonalisation.

I3

L3

On peut énoncer ce théoréme de maniére plus précise en remarquant
qu'il existe une matrice de permutation P telle que AP ait dans ses p
premiéres colonnes lec vecteurs spaciaux et dans ses n-p derniéres les

vecteurs temporels.

Donc

COROLLAIRE

Si A est une matrice non exceptionnelle, il existe une matrice
triangulaire supérieure réguliére R telle que
A=GPR
ol G GOP(n,IR)
P matrice de permutation

R matrice triangulaire supérieure régulidre.
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CONCLUSION

Nous n'irons pasiplus avant dans la deséription de ces types

de procédés, en effet, du point de vue numérique (qui est le but de

notre étude !) l'existence de cette matrice de permutation est un treés

lourd handicap.

Tant que nous ne sommes pas en mesure de déterminer des classes
de matrices qui soient telles que la matrice de permutation soit donnée

"canoniquement", nous ne pouvons espérer utiliser de telles décompositions.

Néanmoins, théoriquement, ce procédé semble &tre d'une importance

capitale vue l'analogie qui existe entre ces résultats et les résultats

que nous énoncerons pour l'algorithme LR(décomposition de Bruhat).

Un trés grand travail reste donc 3 faire dans cette direction,

nous présentons dans la partie relative aux applications un

procédé pratique pour éviter de considérer la matrice de permu-

tation.

QUELQUES MOTS SUR ''L'ELIMINATION'" (cas orthogonal)

Nous venons de voir comment utiliser 1'idée de 1'orthogonalisa-
tion de Schmidt-Hilbert pour générer des décompositions, maintenant il
faut se poser le probléme des procédés type générateurs.
Sans nous étendre sur des résultats qui sont faciles a prévoir,

nous allons indiquer la méthode 3 employer.

Elle repose en fait sur des théorémes identiques aux théordmes
de Cartan que nous avons énoncés dans le cas des formes bilindaires

symétriques définies positives.

En fait, on peut accéder d plus de généralités en reprenant une

idée de Scherk [5] qui consiste en ceci
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Soit G une matrice réguliére symétrique ; on définit la forme

quadriatique Q(X,Y) = xt ey symétrique.

On dit gue
1) A € M(n,R) est orthogonale si At ¢ A = G
2) A €M(n,R) est une symétrie si

.) A est orthogonale
.) rang (A-I) = 1.

On prouve alors le théoreéme suivant :

THEOREME
On a 1l'équivalence

.) A est une symétrie
2aatG

.) 3 a non isotrope tel que A = I - —
a Ga

) A transforme un vecteur non isotrope a en -a et laisse

L; invariant 1l'hyperplan perpendiculaire 3 a.

qui est l'outil nécessaire pour démontrer le

THEOREME

Toute matrice orthogonale au sens précédent est le produit

d'au moins rang(T-I) symétries.

Ceci permet naturellement de conduire une élimination du genre de

‘Ho.useho.lder.

Pour conduire une élimination du type de Givens 3 savoir l'uti-
lisation de rotations élémentaires, on utilise alors le théoréme suivant
(Dieudonné [21).
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THEOREME

Pour n €2 et v 2 1, toute rotation est un produit de rotations

hyperboliques (rotations dont le plan est hyperbolique).

(v = indice de la forme fondamentale).

CONCLUSION

On voit donc dans le cadre général des procédés d'orthogonalisation

comment étendre les cas de la forme bilinéaire symétrique définie positive.

Nous n'avons pas poursuivi dans cette voie, car il est important
de connaitre les classes de matrices "stables" pour l'algorithme, probléme

totalement ouvert.

Néanmoins, nous indiquerons dans la partie III quelques résultats

numériques obtenus dans cette direction.

Il serait, par exemple, trés intéressant dans un premier temps
de savoir si au bout d'un certain nombre d'itérations, un algorithme
du type GR conduit & des matrices toujours dans la méme classe définie par

les matrices de permutation.
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CHAPITRE II1

THEORIE ET PRATIQUE DU PROCEDE DE SYMPLECTISATION

Dans ce chapitre, nous ne travaillerons que dans le groupe G&(2n,RR ).

§1) LE GROUPE SYMPLECTIQUE

A - RAPPELS DE GEOMETRIE

Soient E un espace vectoriel sur le corps des réels et 9 une

forme bilinéaire alternée sur E.

Nous rappelons qu'une forme bilinéaire est dite alternde si elle

vérifie

(*) ¥x €E ; 9(x,x)=0

Comme nous travaillons sur le corps des réels, (de caractéris-

tique # 2) la condition (¥) est équivalente &

’

(%) ¥x,y €E 3 Q(x,y) = -(y,x)

T e e - o o . . - ——— > o —

Nous supposerons que cette forme n'est pas dégénérée, c'est-3-

4
dire que son noyau E est réduit a {0}

E.L={x€E;Vy €E  9(x,y) = 0} = {0}.

T

Q étant uné forme bilinéaire, nous pouvons définir comme dans

le cas symétrique les notions d'orthogonalité :




- IT - TII.2 -

DEFINITIONS

X et y étant deux vecteurs de E, nous dirons que deux vecteurs

sont Q—orthogonaux (ou orthogonaux quand aucune confusion n'est &

craindre) s'ils vérifient

Q(x,y) = 0

Si x €F et si V est un sous espace vectoriel de E (ou une par-

tie quelconque de E), nous dirons que x est Q-orthogonal a V

si et seulement si
Q(x,y) = 0 ¥y €V

Si Vl et V2 sont deux parties de E, nous dirons que Vl est

Q-orthogonal a V2 si et seulement si

Q(x,y) = 0 ¥x € Vl et ¥y € v,

REMARQUE : Avec cette terminologie et compte tenu du fait que 2 est alternée,
tout vecteur est Q-orthogonal d lui-mé€me ; ce que nous exprimerons
en disant que tout vecteur est isotrope.

DEFINITION

Si E est somme directe de sous espace Ei deux & deux orthogonaux,

on dira que E est somme orthogonale de Ei.

1

On notera ceci E = E, 4 E_ 4+ ... L E
1 2 N P

Nous allons maintenant donner une définition qui est fondamentale pour ce

qui suit

DEFINITION,

On appelle plan Byperboliqpe tout sous espace vectoriel V de E,

P P ~ - l
de dimension 2 et non dégénéré (c'est-a-dire V = {x €V, Q(x,y)
0 ¥y €V}
{o}).




- I1 - III.3 -

On peut voir facilement qu'un plan (de dimension 2) dans E

contenant deux vecteurs f-orthogonaux n'est pas hyperbolique.

Une propriété importante d'un plan hyperbolique H est la suivante

Soit x # 0 un élément de H, il existe alors forcément dans H
un élément ; tel que Q(x,y) # 0.
(En effet si ¥z €H Q(x,z) = 0 alors x € H.L or Hl = {0} d'aprés
1'hypothése H non dégénérée, donc x = 0 ce qui est en contradiction

avec x £ 0).

. v . . 9z 1w
Soit q = §i(x,y), si nous considérons y = a-y, Nnous avons

Q(x,y) = 1.

Donc, dans un plan hyperbolique (en = donnant un x # 0) nous
pouvons toujours mettre en évidence un couple de vecteurs (x,y) tels que

leur produit soit égal a 1.

DEFINITION

—

Une base (x,y) d'un plan hyperbolique telle que 92(x,y) = 1
est appelée base hyperboligue de ce plan.

DEFINITION
Soit E un espace vectoriel sur IR, muni d'une forme  bilinéaire

alternée. On dira que E est un espace hyperbolique si E est somme

fi-orthogonale de plans hyperboliques.

Remarque fondamentale : Un espace hyperbolique est de dimension paire.
THEOREME

Soit E un 'espace vectoriel sur IR muni d'une forme alternée

non dégénérée, alors E est un espace hyperbolique.
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La démonstration se conduit par récurrence (pour plus de détails

voir Artin [1]1).

Soit x € E non nul, comme § est non dégénérée il existe y dans
E tel que Q(x,y) # 0, le plan H = {x,y} est non dégénéré donc hyperbolique
4

4
et l'on peut écrire E = H ® H avec H non dégénéré.

P . L
La récurrence se continue sur H .

CONCLUSION

Si H est un plan hyperbolique muni d'une base {x,y} hyperbolique

la matrice de la forme 2 dans cette base est
0 1
-1 0
donc nous avons le résultat de réduction suivant

8i E est un espace hyperbolique, il existe dans E une base telle

que la matrice de la forme § dans cette base soit

L'usage courant veut que l'on n'utilise pas cette forme de la
matrice mais la forme dite "standard" obtenue par permutation des indices

et qui s'écrit
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ol On est la matrice de taille n identiquement nulle et

In est la matrice de taille n identité.

NOTATION

Dans tout ce qui suit, nous allons considérer une base adaptée

t ' N A2
x" J y, c'est-da~dire une base (ei)i=l,...2n

d la forme alternée Q(x,y)

telle que

o

¥j # i+n
ﬁkei,ej) = (i < 3)

1 j = i+n

B - LE GROUPE SYMPLECTIQUE
DEFINITION
Le groupe des automorphismes de HiQn muni de la forme bilinéaire

alternée Q(x,y) = xt g y sera appelé groupe symplectique
et noté Sp(2n,R ).

Par définition, une matrice A € Sp(2n,R)’vérifie donc :

1
L2 N

Q(Ax,Ay) = Q(x,y) ¥x,y € R donc

elle vérifie

Atga=y et par suite

sp(2n,R) = {A €G&(2n,R) ; A J'a = J}.
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Exemples et propriétés des matrices symplectiques

/D, O
Soit D = une matrice diagonale et cherchons a

0 D2

quelles conditions cette matrice est symplectique.

!
On 'Dl D2

D-JdD=|--- f"-- donc D sera symplectique si et seulement si

- ]
DlDQI On

2°) Afin de "construire" presque toutes les matrices symplectiques, nous
allons utiliser un procédé trés utilisé au XIX"™ siadcle et qui est le

procédé de paramétrisation de Cayley.

Pour cela, nous allons rappeler l'exposé de Weyl de ce procédé

appliqué au Groupe Symplectique.

Soit A une matrice n'ayant pas 1 comme valeur propre.

Soit S une matrice telle que

(3%) I'+8S = 2(’I+A)'l
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On a alors les relations suivantes entre S et A :

¢ 1) (1-8) (1+a)" % = (z+a) " L(1-n)

2]
1]

(1I) A= (I-8) (I+48) T = (145) " L(1-3)

Démontrons par exemple (I)

De I+S
I-A

2(1+4) 1 on déduit I+A = 2 (1+8)" 1 done
2[I—(I+S)_l] par suite

[I-(1+8) 111 1+5]
I+8-I = 8§

(1-8) (1+a) "t

La deuxiéme partie de 1'égalité résultant de 1'égalité évidente

(I+A) (I-A) = (I-A) (I+A).

La démonstration de (II) étant tout 3 fait identique.

On démontre alors le théoréme suivant :

THEOREME DE WEYL

Si A et S sont deux matrices nfqyant pas 1 comme valeur propre

lies par les deux relations (I) et (II) précédentes, alors on

<

a l'équivalence des deux propriétés suivantes
i) A est symplectique

i) sty + 05 =0

(H. WEYL p. 169 [2]).
Ce théoréme nous permet d'écrire pour S vérifiant (%) de la forme

S = (s, €6¢(n,R))
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st = 5y -
3
t _ N t _
S J +JS =0 <=> 52 = 82
t —
SUr + Sl =0

Nous tirons de cette remarque les deux résultats (importants pour ce qui

suit) suivants

donc :

LEMME

®*) Nous avons une méthode théorique pour construire presque
toutes les matrices symplectiques (sauf celles ayant 1 comme

valeur propre).

n(n+l)
2

n(n+1)
2

*) On voit que par S, la matrice S dépend de paramétres

3

S, la matrice S dépend de paramétres

2

1

Sp(2n,IR) est un groupe de matrices dépendant continuement

de 2n°+n paramétres.

On aurait pu énoncer le résultat en disant que Sp(2n,IR) est un

groupe de [ie réel de dimension 2n2+n (2h2+n étant la dimension de la

variété différentiable sous jacente au groupe Sp(2n,R)).

Il est évident que dans notre cadre une telle terminologie

et l'aspect "différentiel" du groupe ne présentent aucun intéret.

3°) Enongons enfin le résultat évident suivant

1

Si A est symplectique alors AY est aussi symplectique.

S, et Sq la matrice S dépend de n2 paramétres.
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§2) LE PROCEDE DE SYMPLECTISATION [3]

Nous avons vu dans le cadre des géométries orthogonales ¥
que les procédés d'orthogonalisation reviennent 3 décomposer 1'espace
en somme orthogonale de droites qui forment une base orthogonale de

1l'espace.

I1 est parfaitement clair que nous ne pouvons espérer cela dans
le cadre d'une géométrie symplectique, car si 1l'on avait E = @ IR Xs
avec les droites ﬂixi orthogonales entre elles, alors comme chaque x, est

isotrope, le noyau de la forme serait égal a tout 1l'espace.

Par contre, la clef de la question est que tout espace de
dimension paire muni d'une forme symplectique non dégénérée est un espace

hyperbolique, c'est-d-dire somme orthogonale de plans hyperboliques.

Le procédé de symplectisation n'est rien d'autre que la réalisation
de la décomposition de l'espace en somme orthogonale de plans hyperbo-

liques.

Nous allons donc nous donner un ensemble de 2n vecteurs £i
formant une base de E (espace vectoriel réel) et nous allons construire
la somme orthogonale de n plans hyperboliques Hi orthogonaux, plans
possédant chacun une base hyperbolique, ce qui donnera une base hyperbolique
de E.

’

1
L2

Nous garderons les notations du ler paragraphe

Qlx,y) = X° J ¥

PREMIERE ETAPE|: FORMATION DU PREMIER PLAN HYPERBOLIQUE

]

a) On considére c, = £, (# 0)

b) On forme alors Q(Cl,£n+l) = q, deux possibilités se présentent

alors

C'est-a~dire dans 1'étude des espaces munis de formes bilinéaires

symétriques.
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b1) q, # 0 (C'est le cas presque partout puisque q, = 0 n'est

réalisé que sur un ensemble de mesure de Lebes gue nulle).

-1 1 -
Dans ce cas on posera Cn+l = N £n+l et l'on aura Q(Cl,Cn+l) =1,
ce qui conduit d'aprés la définition 3 la construction d'une base hyperbo-
lique du premier plan hyperbolique H, = {Cl’cn+l}'
b2) q; = 0, dans ce cas nous considérerons les divers
Q(Cl,gi) avec 1 # n+l. N

I1 existe alors un i tel que Q(Cl,gi) # 0 (sinon compte tenu

de l'isotropie de C.,, le noyau de la forme ne serait pas nul, ce qui

13
contredit le fait que la forme n'est pas dégénérée.)

On formera alors = Q(C, ,£.) et nous poserons C = ——£.,
9 1°%4 P n+l ~ g, °i

le plan {Cl’cn+1} est hyperbolique de base C1oCir

i°™ ETAPE|: FORMATION DU i®™ plan hyperbolique

a) On pose

C, = £, + AC+ ACot eun + X, C o+
Merlorr T T Anpion Caeion
® : ] Gi = €n+i + plCl L ui-l Ci—l +

.t u

M+l Cn+l o nti-1 Cn+i—l

b) On impose les conditions d'orthogonalité

Wk = 1, ..., i-1, ntl,..., n+i-1

t
(]

O 1" n

Ce qui détermine les constantes, intervenant dans les sommes de a).
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c) On "normalise" le plan {Ci,ei} en formant

q; = C;,8))

deux possibilités

1) q; # 0 (Comme nous 1l'avons déjd remarqué,cette condition

est vérifiée presque partout), auquel cas on posera Cn+i =-%— ei et
i

1'on aura le i°™ plan hyperbolique Hi =z {Ci,Cn+i

2) q; * 0 auquel cas nous allons considérer parmi les vecteurs

restants (et d'aprés leur propriété d'indépendance linéaire n'appartenant
pas aux i-1 premiers plans hyperboliques) un vecteur tel que

8! = E. + W C. 4+ ... + W C + +
1 J

]
1 -1 i-1 C4-1 P HeiCper t oo

! C
Pn+i-1 “nei-1
une fois les constantes déterminées vérifie qi =z Q(Ci,ei) £ 0 (un tel
vecteur existe sinon on aurait par un raisonnement analogue d celui fait
dans la lére partie une contradiction avec le fait que la forme Q n'est

pas dégénérée).

En posant Cn+i':'%7 ei on construit le i®™ plan hyperbolique.
1 i
Le processus s'arréte naturellement en n étapes, et nous

obtenons la décomposition de 1'espace hyperbolique E en somme orthogonale
H..
i

Exemple : Si 1l'on se place dans ]]Rl+

1 0 -1 0

0 ‘ 1’ 0 1
g = £, = £y = £, =

2 1 0 0

0 0 i 0
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1°) On prendra C, =& A
00 10 “ 172

On remarque Q(Cl,g) = CI 0o o £y = 2 donc on prendra C3>= 0

-10 00 0
-1 00 1/2
Hl = (Cl’CS)
o -
2°) On posera 02 =&, ta Cl + b C3

D
3]

1 1
gq + a Cl + b C3

En imposant les conditions d'orthogonalité et de normalisation

on trouvera :

-1/2 -1
C2 = 1 et Cq = 2
1 -2
-1/2 0
Hy = €,.C,)

3°) On a la décomposition hyperbolique
y

= L
R =H 4 H

'
L1 .

§3) LA DECOMPOSITION SYMPLECTIQUE NON NORMALISEE

Les diverses décompositions orthogonales étudiées dans le
chapitre précédent étaient basées sur l'application du procédé d'orthogo-
nalisation d'Hilbert-Schmidt-Gpraev. Nous allons montrer qu'il est possible
d'obtenir des décompositions de matrices compte tenu du procédé de Symplec~

tisation décrit au, paragraphe précédent.

Néanmoins, certains difficultés se présentent qui sont liées

a la "position" relative des groupes symplectiques et triangulaires.
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A - REMARQUES PRELIMINAIRES R
DEFINITION

Soient A et B deux sous groupes de GL(n,RR), nous dirons que

A et B sont en bonne position si

1) en désignant par n, le nombre de paramétres de A

1
2) en désignant par n, le nombre de paramétres de B

nous avons

.2
.) n, + n, = n

et de plus si nous avons la condition ensembliste

DANB = {1}
n

(In matrice unité de G&(n,R)).

Cette définition est en fait la traduction dans notre cas trés
particulier d'une notion de géométrie analytique qui est la notion de

"position générale'.

(Voir une introduction 3 cette difficile notion dans Wallace [+]1).

Si nous considérons les décompositions classiques, nous avons

des exemples de groupes en bonne position :

a) Soit A = T1 (n,IR)
B=T (n,R)
avec les notations de la définition : n, = Eiglil
n = n(n+1)
2 2
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D'autre part, il est évident que A NN B = {in}’ donc ces deux

groupes sont en bonne position.

b) Si A = 0(n,IR) le groupe orthogonal

B

+ . . . .
T,, (n,R) groupe des matrices triangulaires supérieures régu-

liéres a diagonale positive

il est facile de montrer que A et B sont en bonne position.
L'intérét de cette notion apparalt dans le cas du groupe symplectique :

LEMME

Sp(2n,IR) et T+(2n,ﬂi) ne sont pas en bonne position.

Il y a deux raisons a cela

Si A = Sp(2n,R)
B = T+(2n,ﬂi) avec les notations de la définition :
2
n, = 2n"+ n
n, = n(2n+1)
denc n, tn, = L n2 + 2n donc nous avons 2n "paramétres' en trop.

’

La deuxiéme raison est plus profonde : les deux groupes consi-

]

dérés sont trés imbriqués.

Considérons en effet l'intersection de ces deux groupes
c'est-d~dire cherchons les matrices triangulaires supérieures symplectiques,

elles doivent vérifier

t
Rl 0 0 I Rl T 0 I
= ce qui impose
8 RE /\-1 o0 0o R N

t -

Rl R2 = I (1)
t
2
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(1) est équivalente 3 R, = D, et R, = p_t (Dl matrice de G2(n,RR) diagonale)

. -1 - - _
(2) devient alors Dl T=T Dl => T = Dl T Dl'

On voit qu'en particulier T pourra &tre diagonale.

EN CONCLUSION

Pour obtenir une décomposition unique d'une matrice suivant

ces deux groupes, il faudra que deux choses soient possibles :

(:) Considérer non pas les deux groupes complets mais

fixer certains paramétres d'un des deux groupes.

(:) Séparer les deux groupes qui ont une intersection trop

grande.

Ces deux objectifs sont atteints grdce 4 l'algorithme suivant
B - DESCRIPTION DE L'ALGORITHME SYMPLECTIQUE (CAS NON NORMALISE)

Soit A une matrice réguliére appartenant d G&(2n,IR) ; nous

désignerons ses colonnes par Aug (i=1,...,2n).

Dans tout ce qui suit, nous supposerons &tre dans un cas "générique"
’ i I
c'est-a-dire nous supposerons que les diveps produits scalaires qui

interviennent dans les normalisations (voir la symplectisation) ne

sont pas nuls.

PREMIERE ETAPE

a) On pose Cl = A.l

b) On forme alors Q(Cl,A.n+1) = q (# 0 par hypothése) et
; ’ 1
1 A : =
l'on écrit Cn+l a A.n+l
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Si 1l'on considére la matrice

= . . 3 ... 3 Al
AL = (Cluhuyyena A JCo AL o y A, )
on a
AL =AYy
avec vy, = I, + (A, -1) E en posant A =i
1 2n 11 ntl,n+l 11 q
et E matrice 2n x 2n ayant un 1 en position n+l,n+l et 0 ailleurs.

n+l,n+l

Décrivons pour plus de clarté la deuxiéme étape avant de passer au cas

général :

DEUXIEME ETAPE

t
=3
+
>
(@]

+ A

a) On pose C, 2t A2 Gt A, G

b, = A

72 ‘nt2 T P12 G TH

n+l,n+2 Cn+l

b) On calcule les constantes en imposant
Q(Cl,CQ) =0

Q(CQ,C ) =0

ntl
puis

Q(Cl’e ) = 0

2

2(8,,C ) = 0

c) On forme

9(02,62) = q,

f on introduit alors A = L et on considére le vecteur
nt+2,n+2 a,

= A 8 ue nous écrirons
n+2 nt2,nt2 2 9

A C

= A A Ao Carr T A2 &

n+2,n+2  n+2
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Nous avons alors
By = (Cpy Coy Augy wney iy Cony Bu oy vuy Al )
avec
A2 = Al Y, et
Moo T 9 neo
1 0
1 i 0
1
_ 1
"2 1,2 1 a
ntl, . 'n+l,n+2
l >‘n+2,n+2
| 1
0 IO
1
i*™ ETAPE DE L'ALGORITHME
Nous avons alors
Aiap SR Yy e Y
= (C5CpnevaCyyaBegsenshe nClinenesCoe A isen iAoy
a) Posons
C;, = A, ¢ Al,icl LA Ai-l,i Ciq
* An+1,i Cn+l e ? An+i-l,i Cn+i-l
‘ O = Benes T Wpnes G0t ot Y Ci
* un+1,n+i Cn+1 Toeee t un+i—1,n+i Cn+i—1

)
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b) On détermine les constantes en écrivant

R(C,,C) = 0 ¥i=l,...,i-l 5 mbl,...,nti-1
2(C;,0,) = 0 ¥j=1,...,d-1 5 ntl,...,n+i-1
c) On forme q; = Q(Ci,ei) et on pose

=L

A L. . =
nti,n+i  q,

On a alors le vecteur

nti T Mneignd Poet T rnes S0t o T Aogones G

+ A C + ...+ A

\ \ . C_ .
n+l,n+ti "n+l n+ti-l,n+i "n+i-1

(notations évidentes)

d) On en conclut que

A, = (C.y vvvy Cuy A ees Ao, C eer C_.., A

i 1° i "i+l® n’ “nt+l? nt+i ‘n+i+l?

. A.2n)

avec

i i-1 Y4

la matrice Y ayant la forme suivante
I

o M Monti
\ 0 .
i-1,1i i-1,n+i
1
1
0
1
AL Voo Mas1ne
ntl,1 0
1
Mri-1,i
nrizLs, n+i,n+i
1
0 0
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nt™ ETAPE

Aprés avoir appliqué les n étapes de la symplectisation, nous

avons obtenu une matrice

A= Ayl cenee Y

n n

= (C C

1> e Cn’ Cn+l’ Tt 2n)

les Ci formant une base hyperbolique.

C - ETUDE DES MATRICES AINSI OBTENUES

C1 - Matrice y = Y{ eeee Yy

Toutes les matrices Y sont du type

avec Rl triangulaire supérieure unipotente
R, triangulaire supérieure 4 diagonale nulle

R3 triangulaire supérieure 3 diagonale nulle

R, triangulaire supérieure régulidre

’

v

On voit immédiatement que la matrice Y preduit des n matrices '

est de la forme de ces Y;» On a alors le résultat suivant.

LEMME :|Les matrices y forment un groupe

Ou plus précisément 1l'ensemble des matrices 2n x 2n d coefficients

réels de la forme

Y = ol les Ri ont la signification de (I)

forment un groupe.
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Il est évident que cet ensemble est multiplicativement stable
et contient l'identité.
Démontrons que si y appartient 3 l'ensemble précédent alors y

est inversible et son inverse appartient & l'ensemble.

R R
Soit y = 1 2 (les Ri ayant la signification de (I)) ;
R3 R4
cherchons alors ' '
3 i R R
Y~ sous la forme y = ' ' (s'il existe)
R3 R‘+
. . r 1 ]
On doit avoir RjR; + RRy =1 (1)
! 1
R,R) + RR =1 (2)
1 ! |
RyR, + R,R, =0 (3)
t t
\ R3Rl + RqR3 =0 ()
| - 1
Compte tenu du fait que R, est réguliére, (4) => Ry = -qu Ry R

L _l !
- = ' a $ 180p13
donc R1 Rl R2 RL+ R3 R1 = I d'aprés (1), ce qui s'écrit

..l l- .
1~ RoR,ROR, = I3

‘

(R

La matrice Rl-R2R;1R3 est triangulaire supérieure unipotente
, .

donc Rl sera triangulaire supérieure unipotente.

] - ]
D'un autre coté Ry = —RulRSRl est triangulaire supérieure a

diagonale nulle.

1

2
Ce qui montre que l'inverse existe pour Y, ce qui achéve de prouver que

!
On obtient de la méme fagon R, et R, du méme type que R, et R

*

1l'ensemble considéré est un groupe.
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NOTATION

Nous noterons

R1 R2
r = A = ] ] 3 A€My o (R)
3 )
Rl triangulaire supérieure impotente
R, triangulaire supérieure 3 diagonale
nulle

R3 triangulaire supérieure d diagonale null

R, triangulaire supérieure réguliére

Nous venons de prouver que I' est un graupe.

NATURE DU GROUPE T

Afin de faciliter la présentation du résultat, introduisons les

termes = ... = a =0

81,041 T 32,042

%12 %n 21,n+1 4100
1 N
AN
N
. \ ’
© q-1,n N
Y \ 1 | aﬁ,Qn
an+1,2 an+1,n an+l,n+1 an+l,2n
N
N
' N
a2l’1"'1 ,n 0 AN

a2n,2n/

A cette matrice y associons le graphe orienté plan (de maniére

habituelle)
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C'est-a-dire : 1) On place dans le plan 2n points distincts i1, ... 2n
2) On fait la convention suivante
.) si a4 # 0 on trace un arc orienté de i vers j

.) si aij = 0 on ne trace rien.
(Pour plus de détails voir Gastinel [5.] page 259 ou Varga (6.

Nous remarquons alors gque

de (:) parté&nt 2n arcs (non nuls 3 priori)

(:) partent 2n-2 arcs

.
.
.

. (:) partent 2 arcs.

Lt

de @ partent 2n-1 arcs

@ partent 2n-3 arcs

<:> partent 1 arc

donc si je réordonne ces points dans 1'ordre suivant

1, ntl, 2, n+2, ..., i, nt+i,..., n, 2n
T ooy v v
i+ 2 3" oy (2i-1)'(2i)" (2n-1)'(2n)"
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Le nombre d'arcs partant de chaque point va en décroissant d'une unité
chaque fois, ce qui est équivalent 3 dire que la matrice associée 3

ce graphe renuméroté est triangulaire supérieure.

Or, ce procédé de numérotage est équivalent 3 transmuer la
matrice y considérée par une matrice de permutation P (définie par
P2j,n+j = 1 et P2i+l,i+l =1 (j=1,n et i=0,n-1), les autres termes &étant
évidemment nuls. Comme la diagonale D de y devient P D Pt, elle reste
également invariante donc P vy pt est une matrice triangulaire supérieure
régulidre ayant sur la diagonale les anciennes valeurs diagonales dans un

ordre différent.

Donc

THEOREME

Les matrices y précédemment décrites forment un groupe I' tel

qu'il existe une matrice de permutation P vérifiant

pr Pt crt (2n,R)

Il est aussi important pour la suite de remarquer que le

groupe ' dépend de

n(n-1) ;

b . 5

1

A2 g
n = 2n -n parametres.

C2 - Matrice A.n

Nous savons que An = (Cl,C2,...,Cén) 3 et‘d'aprés la construction

méme de l'algorithme, nous avons
7

.) (i <n) tac, = Q(C).,C.) = 30 Y3 F
- 3 103 1 j=n+i

) (i >n) ctac, = Q(c.,é.) = 3 ° ¥
- T 1] -1 3 = i-n
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Il est alors immédiat que :

t - .
An ) An = J ce qui prouve le

THEOREME

La matrice An obtenue par application de l'algorithme est une

matrice symplectique.

D - POSITION DU GROUPE I ET DU GROUPE SYMPLECTIQUE

LEMME

r fNsp(2n,R) = {I2n}

Soit y appartenant & I' N1Sp(2n,R) : y doit donc vérifier

a) Yt Jy =d

1 2
b) y = avec les notations
F3 I‘L+
212 %1n 0 3 2 4120
Pl = F2 =
an-l,n , 0 an-1,2n
0
0 ,an+1,2 ,an+1,n an+l,n+l et an+1,2n
F3 = F4=
o
0 @n-1,n %2n,2n
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On vérifie que y est symplectique si et seulement si

° ° otz 71
®n+1,2 ! 0 |
| |
\ |
t 't [ '
= {
I3 Ty | I3 , Iy
] i
a ! o |
ntl,n ! !
0 0 0
qn+1,2 f
|
= b X
l I
1 a !
n+l,n ,

1l'équation 1) précédente demande que F; r, = FI 'y donc que la matrice

t . P - - - \
FS Fl solt symétrique donc an+l,2 T .. S an+l,n = 0 dans ce cas
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l-t 1
Nous sommes ramenés 3 une matrice n-1 x n-1 ;T r de méme

3 1
type que P; I, donc on en déduit Fg = 0, de la méme fagon 2) montrerait
que F2 = 0.
Finalement, 1l nous reste FE I‘L+ = In or FE est triangulaire

inférieure unipotente et Ly triangulaire supérieure d'aprés l'unicité

de la décomposition de Gauss, on en déduit I, =1, = I

Ce qui prouve que la seule matrice de l'intersection est la

matrice identité.

D'autre part, nous remarquons que

(:) Sp(2n,R) dépend continuement de n, = 2n2+n paramétres

1
réels.
(:) I' dépend continuement de n, = 2n°-n paramétres
2 N
donc n, +n, = 4n paramétres donc

THEOREME

Sp(2n,IR) et T sont deux sous groupes de G&(2n,IR) en bonne

position.

Nous pouvons déduire de ce théoréme le corollaire important suivant.

COROLLAIRE

Si la décomposition d'une matrice par 1l'algorithme symplectique

existe, alors elle est unigue.




En effet, soient A = S
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-1
171

1t

S, y;l deux décompositions d'une méme matrice A par

l'algorithme symplectique (Sl,S2 € Sp(2n,R) ; Yis Yy €r).

Nous pouvons écrire S;l Sl = Y;l Yy compte tenu de la structure

de groupe de Sp(2n,RR) et de I', on en déduit

-1 -1
$,7 8, € Sp(2n,RR) et Yo© Yy €T,

Or, le lemme précédemment démontré prouve que Sp(2n,RR) {Ir = {IQn}

donc
S, 817 I S 7 5,
...l —I -
Yo Y17 4op Yo=Y

d'ol l'unicité de la décomposition.

DECOMPOSITION SYMPLECTIQUE DU GROUPE LINEAIRE
L'algorithme décrit dans la partie A nous permet d'énoncer

THEOREME (de la .décomposition Symplectique)

G2(2n,R) = Sp(2n,R) . T

1

En effet, nous avons démontré que pour presque toutes les
matrices réguliéres (sauf sur un ensemble de mesure nulle), il était

possible de déterminer y €T telle que Ay = S, avec S € Sp(2n,R).

Comme y est inversible, on peut donc énoncer le théoréme.
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D'autre part, compte tenu du théoréme de la partie C, il existe
une matrice de permutation P telle que P T pt CIT+(2n,Hi), notons

r =pr pt

Alors, le théoréme précédent montre que si l'on applique l'al-
gorithme symplectique & la matrice Pt A P, celle-ci peut s'écrire presque
toujours '

PP AP =5y

-~

donc A=PSP PyP' ory

Py P* €T et est donc triangulaire supérieure

On peut donc énoncer

THEOREME

Si P est la matrice de permutation mise en évidence dans la

partie C

e t
Si Sp(2n,R) = P(Sp(2n,R))P

Si T =pr Pt (sous groupe de T+(2n,ﬂi))

alors

-

-0/.\
G&(2n,R) = Sp(2n,R) . T

§4) LE DECOMPOSITION SYMPLECTIQUE NORMALISEE

Nous allons donner une modification de l'algorithme de Symplec-

v

tisation qui sera trés importante dans les applications aux recherches

de valeurs propres.

A - DESCRIPTION DE L'ALGORITHME

Soit A une matrice réguliére de taille 2n.
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PREMIERE ETAPE] :

1) On pose C, = A, Ay et l'on détermine X, en imposant la

‘ 1
condition

11

et C1 =1

s 2
(e désignant le vecteur de R°" dont les composantes sont 1).

1

t
e A.l

Cette condition se traduit par All =

(I1 est évident que etA.l peut &tre nul, mais c'est une condi-

tion algébrique qui numériquement ne sera "jamais' vérifiée).

2) On pose Coep = An+l,n+l A.n+l + Al,n+1 C, 5 on détermine les
deux constantes en imposant
.) Q(Cl,Cn+l) = 1 donc An+l,n+l Q(Cl,A.n+l) = 1
t - t -
) e Coe1 © An+l,n+l e At xl,n+l =1
Ces deux conditions déterminent An+l,n+1 et Al,n+l en général

(méme remarque que précédemment).

Nous avons alors 1l'écriture matricielle suivante

-

I
n
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et A, = (C

1 A,

A. , C

10 Begs s Beps Copgs Avpiosees Aep

Décrivons alors pour plus de clarté la deuxiéme étape.

DEUXIEME ETAPE

.) On pose

CpZhgp g t 295 Gt A1 Cnpt

et on impose les conditions suivantes

{ - -
R(C;1C,) = Ay BC LA + A 5 = 0
1 00CC L) = Ay (A0 L)+ Ny, = 0
t t }
e C2 = A22 e A.2 + A12 + An+l,2 = 1.

Ces 3 conditions déterminent (sauf sur un ensemble de mesure nulle) les

3 constantes A22, AlQ’ An+1,2'
L L (1)
On écrit alors A2 = Al Yo
A12 0
‘ A22 0
1
\
AN
0 .
(1)
avec ¥y = L
2 A
ntl,2
0
.} On forme ensuite
C = A A. + A C. + X C + A C

n+2 n+2,nt+2 n+2 l,nt2 71 nt+l,nt2 "n+l 2,nt2 "2°
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On impose
Q(02’Cn+2) =1= An+2,n+2 Q(02’A’n+2) =1
ce qui permet de déterminer An+2,n+2
2(C;,C o) =0 = Aaonen HCsA o) ¥ Aati,n2 =0
Q(Cn+l’cn+2) =0= An+2,n+2 Q(Cn+1’A'n+2) - Al,n+2 =0
Ces deux conditions déterminant An+l,n+2 5 Al,n+2'
Enfin, on impose et Cn+2 = 1, ce qui se traduit par
A et A £ A £ A + A =1
n+2,n+2 ‘n+2 1,n+2 n+l,n+2 2,n+2

ce qui détermine A

2,n+2

On écrit matriciellement :

On a alors

A.n+3 cee A'Qn)'

'n’cn+1’cn+2’

= A




1
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PERTI | 0 Y1042
/
/ [
' g O { Yo,n42
1
. |
avec f 0 j 0
() (2 | 1
Yo T2 o Yoo T Ll
O 241,20 1 Yne1,ne2
>\n+2,n-l~2
1

(nous avons introduit la notation Y;s a certains endroits pour signaler
. (1) _(2)
Yo o ).

que ces termes étalent modifiés dans le produit Yo

Si 1'on forme alors y -Y, on obtient une matrice du type suivant

|

l
11 Y12 ' Yqn+1 Yi,n42 °

1

|
"22 | Y3 ,n+2 0
b
0 0
I
1
1 |
Y Y, = e
Y12 © O A4t,n+1 “n+1,n+2 |
f An+2,n+2

i 1
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1™ prape

Supposons €tre arrivé 4 1'étape i avec une matrice

Ai-l = A Yqoceee Y

= (CpaeensCy yaheiseeasA ,C Ll Av .y Al )

12" i n® n+l nti-1°""n+i?’ 2n

. . 2 t
Les colonnes Ci étant normalisées par e Ci = 1 et formant un

ensemble de i-1 plans hyperboliques Hj = {Cj’cj+n}

§=l,...,i-1.

n+l,2...Yn+l,i—l n+l,n+1 Yn+1,n+i-l 0

Yn+i-2,i-1

i |
Enfin 11 *12 0 *,ie1 Y141 Yi,n+i-1
22 |
0 |
Mot,ie1 | Yi-1,n+i-1

0 1 !

1 0
Lo

Yy S Yy T T e

I
!
|
!

Mtio1,ntio1

0 | 0 1
!
i 1
Pour former Ai’ nous opérons en deux étapes
.) Formation de Ci
On pose
Cl = All A.i + All Cl + .+ Ai-l,i Ci-l
* An+1,i Cn+1 e An+i—l,i Cn+i—1

On impose alors les 3 types de conditions
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(‘ : ‘ . . - :

“(?1’Ci) Mg MCAD A Ly g R(C,C L) =0
o_ | e N e
i-1 | _—
condi-

ions \Q(C. L) o= AL Q(cC, . . . . . =
tions (Cl-l’cl) All Q(Cl—l’A 1) ¥ An+1—l,1 Q(cl--l’cnﬂ_-l) 0
e o
=1

puis

BC3Chyp) = Agy B(ALC L)+ h  (C,C ) =0
i-—l ! e ——

‘ -

condi- ; =1
tions .

al i’cn+i-l) ) Aii Q(A'i’ n+i-l) * Al—l,i f( i-1? n+i—1) =0

B e e g
=1
enfin
efc, = (A,, e%A.. + 1, + + A, Pt FA ) =
71 ii v i 1i i-1,1 ntl,i n+i-1,1

Ces 2i-1 conditions permettent

de déterminer (sauf sur un

ensemble de mesure nulle) les constantes intervenant dans 1'expression

de C..
i
On écrit encere cela matriciellement scus la forme
' (1)
Ay =817y
- (Cl""’ci’A’i+1" A'n’Cn+1’ cn+i—l’A'n+i

LA,

2n
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1 0 Ali
1
\
1 On
Al
ii
avec A 1 \
0
1
Y(l) -
* v An+l,i
0 >\n+i--l,i
I y
. n
G
//
O ;
: /
.) Formation de C_ .
n+i
On pose
nti” nbi,ned Anen Y M ner G2 o F Mognes Cion A nag
* An+1,n+i Cn+l Toeee An+i-1,n+i Cn+i-1
On impose les 4 types de conditions
UC1Ch1) T Ay nes HCiaA i) ¥ Ay 4y 7O
!
i-1 & ! . 1
conditions ] : :
Q(Ci-l’cn+i) ) An+i,n+i Q(ci--l’A"m-i) * An+i—l,n+i )
puis
i-1 ' Q(?1'1+i’cn+l) - An+i,n+i Q(A'n+i’cn+l) * Al,n+i =0
conditions ;"
UChri Cari-1) 7 Mninet BAenyioCia) Al g

enfin les deux conditions

=0
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CC,,C ) = A, . G(CL AL L) = 1
( i? n+1) nti,n+i ( i? n+1)

A

© Ul

Ces 2i conditicns déterminent évidemment les constantes A.

ij
intervenant dans C
n+i
et l'on a @
1 S
A, = A, Y?‘ avec
i il
Al,n+i
/
‘ 0
‘ In A
/ i,n+i
\
(2) f
Yiooo© E ,
[ 1 A .
1 1 n+l,n+i
| )
\ :
0 An+i,n+i
. ' o )
3 L
ST A, = A, o= Ay, oy,
dernce 5 1&71 \ A \l yl
- (Cl""’ Ci’ A'i+1’ T A.n, Cn+1’ cn+i’ A'n+i+1 e

1
et 1'on vérifie que

i
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11 Yii V1,041 Y1,n+i

!
1
|

A, | Y
|

ii i,n+i
1
I
1
B
Yy ovee ¥y 7 O\Yn+l,2 Yn+l,il)\n+l,n+l Yn+l,n+i
\

N\ l
N i
N 1

“Yntio1,i Ati,nti

N | 1
NI
N
AN
ol 1
i
. , . N iéme .,
Le raisonnement se poursuit alors par récurrence et 4 la n étape
nous obtenons
An = A Yqoeeeer Y
= (Cqy wves €y Cys +ee Cy)

avec

El

.) R, et R, appartenant a T+(n,ﬂi)

)R

triangulaire supérieure guelconque

) Ry étant triangulaire supérieure 3 diagonale nulle.
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2) Les colonnes Ci de la matrice An formant n plans hyperboliques

Hj = {cj,cn+j} (§=1,... n)

Ce qui, d'aprés un raisonnement du paragraphe précédent, montre que

An est symplectique.
On peut donc énoncer le théoréme

THEOREME

Soit A € GL(2n,IR).

Si la méthode de symplectisation est constructible pour A,

alors il existe deux matrices y et S telles que

Ay = §
avec
Doy o= R &
R3 RL+

) R, et R, appartenant a T+(n,Hi)

.) R2 triangulaire supérieure quelconque

.) S matrice symplectique normalisée.

COROLLAIRE 1

) R3 triangulaire supérieure de diagonale nulle.

0

Les matrices y intervenant dans la décomposition précédente

forment un groupe I'”

De plus, il existe une matrice de permutation P telle que

‘ P r¥pt = 1(2n,R)

Ce corollaire se démontre exactement comme il est fait pour l'algorithme

symplectigue normal.




- IT - III.39 -

Nous noterons dans ce qui suit

NSp(2n,IR) = {A € Sp(2n,R) 5 et A = "}

C'est évidemment un sous groupe du groupe symplectique que nous appellerons

groupe symplectique normalisé.

POSITION DE r* ET DE NSp(2n,R)

LEMME
r* MNsp(2n,R) = {I2n}
. _{ R R N a4y .
Soit y = 1 2 appartenant d4 l'intersection de deux groupes ;
‘ R3 Rl1L

dire que y est symplectique revient 3 écrire

(ot t-
R R, = R. R, 1)
t .t
< Rz R4 - Ru R2 . 2)
\ RER - RER. =1 3)

Or, R3 est triangulaire supérieure stricte et R, triangulaire supérieure ;

1
un raisonnement déjd fait au paragraphe précédent montre que la seule
possibilité de vérifier 1) est Ry = 0, 3) montre alors que R, =D

(diagonale) et R, = pt (unicité de la décomposition LR).

La condition de normalisation ety = ' montre que l'on doit avoir D = I.

En portant ce résultat dans 2), on a alors R; = R2 donc la seule possibi-

1ité est R, = d (diagonale).

La condition ety = et montre alors que d = 0, donc y = I2n'
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Si maintenant nous remarquons que

1) le nombre de paramétres libres de I'" est

3 n(n+1l) + n{n-1) - 2n2 + 1

nl =0 5 >

2) le nombre de paramétres libres de NSp(2n,RR) est

(2n2+n) - 2n = 2n2-n

1t

o

On en déduit

THEOREME

Les groupes I'* et NSp(2n,R) sont en bonne position.

DECOMPOSITION SYMPLECTIQUE NORMALISEE DU GROUPE LINEAIRE

t 7~~~

Si nous considérons le groupe P I'* P~ = I'* (voir corollaire 1),

il est évident que toute matrice A peut se décomposer (en appliquant
l'algorithme & P A Pt) en produit d'une matrice appartenant a
P.NSp(2n,R ) Pt et d'une matrice triangulaire supérieure.

’

Comme les conditions de non décomposition sont du type "fermé",

L2

nous avons

THEOREME

GL(2n,IR) = (P.NSp(2n,R).P*).T%(2n,R)

i
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L'ELIMINATION SYMPLECTIQUE

Le procédé de symplectisation décrit dans les paragraphes
précédents, correspond comme nous 1'avons indiqué & l'orthogonalisation

de Schmidt~Hilbert.

Comme nous l'avons remarqué au paragraphe sur 1'orthogonalisa-
tion, le procédé d'Hilbert-Schmidt n'est pas le seul possible et on

considére aussi les procédés de type é€limination-générateurs.

La connaissance de générateurs du groupe orthogonal nous donne
une méthode de décomposition, il est évidemment intéressant de voir si

la méme démarche peut 8tre appliquée dans le cas du groupe symplectigue.

Nous allons voir qu'il en est bien ainsi
RAPPELS DES RESULTATS DE DICKSON

Dans un article datant de 1901, [1], Dickson prouve (entre

autres résultats capitaux) le théordme suivant

THEOREME

Sp(2n,IR) est engendré par les matrices (que nous appellerons

r

élémentaires) suivantes

1

I2n * t(Ei+n,j+n - Eji)
I2n * t(Ei+n,,j - Ej+n,i)
Ton ¥t 0 5)

et leurs transposées (t € IR) .

(Nous ne reviendrons pas sur cette décomposition ; nous renvoyons pour
cela soit 3 l'article de Dickson, soit & la présentation "plus moderne"
de Ree [2]).
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Nous allons utiliser ce résultat pour proposer un procédé d'élimination

DEFINITION

Nous dirons que

12n+ t(Ei+n,j+n_Eji) est une matrice de classe A

I + t(E

on .) est une matrice de classe B

i+n,j_Ej+n,1

I + t E. ., est une matrice de classe C
2n i1+n,1

B - DESCRIPTION DU PROCEDE D'ELIMINATION

I1 faut tout d'abord remarquer que nous allons chercher a
é€liminer les éléments d'une matrice A de maniére 3 obtenir

une matrice appartenant au groupe I' que nous avons mis en

évidence au §3).

Soit A une matrice réguliére de taille 2n, réelle : A=(a..).

PREMIERE ETAPE

Cette étape va consister 3 éliminer les &léments

a

2,1 % 0 381 3 849,13 o g

Posons Sl = I2n et Al = A

3

a) Soit S, une matrice €lémentaire de classe A définie par

a
_ 21
Sp F It By

' ¥ ,n+2—E21).alors si nous formons 82A

1
N
leme

alors (en désignant comme d'habitude par Aj la j " ligne de A),

nous obtenons
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(1)
AL
a
A1) 21 A(1)

2. all 1.

A (1)
n.
a
2 A1) 221 (1)

n+l. all n+2.

(1D
An+2.

(1
A2n.

ce qui évidemment élimine a

21.
.. (3) ... _ (3) .
b) Eliminons a. élément de A, = (a,:"), matrice de la forme
J1 -1 1]
811 Bpp ceeens e Ay oo
(3)
0 a22 .
0 .
N R CU N
-1 ° J1 o
\ ai]) .
1
(3) (3) (3)
%m1 Fon2 . “2n 2n

Nous utilisons encore Sj matrice de classe A donnée par

(i) -
il (E - E
37 "2n aj, nt+l,ntj j1

)
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et il est immédiat que

(3-1)
Al.
al371) :
j=1. 2(3)
A(j—l) _ i1 A(j)
j . a 1.
1 11
S. Aj_1 = . R Aj+l
. a(j)
A(j—l) 4 3L A(j)
n+l a n+j.
(3-1)
A2n.
et telle que a§1+l) = 0, les zéros précédents étant bien sur conservés.

c) Supposons (par utilisation de matrices de la classe A) avoir éliminé
(n)
a .

Bp1s treees ni

Nous avons alors

///all 412 21 on
0 a(2) (2)

29 D S a2’2n

n (n) (n)
: n+1,1%n+1,2

(n) _(n) | (n)
fn  %on,2 . %om,on

C'est ici un changement’de stratégie et pour cette étape, il faut utiliser

une matrice de classe C.
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, a(n)
. n+l,1
Soit S =] - ——2" [
n+1l all nt+l,1
Il est immédiat que S A = A aura un z&ro en a(n+l)
4 n+l "n n+l n+l,1 °

d) Plagons-nous 3 1'élimination de a€3+n)
jtn,l
Nous avons la matrice
/all By e e e a1 on
a(2)
. 22
Aj+n—l } .
0

(G+n) _(+n)
jtn,1 j+n,2

(3+n) _(3+n)
%n,1  %n,2 42n,2n

Nous allons utiliser Sj+n matrice de classe B, définie par :

4 (3+n)
_ jtn,l ! ~
. Sj+n =gt a (En+l,j Ej+n,l)
¥ \ 11
On voit que Sj+n Aj+n—l = Aj+n conserve les zéros que nous avons précé-
(3+n+1) _

demment construits et ajoute a 0.

j+n,1

e) Nous achevons par des transformations ‘de classe B 1'élimination dans

la premiére colonne et nous obtenons finalement

A2n = S2n .+ « S A
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ayant la forme suivante :

811 %12 %1n
0 ay %on
|
|
|
|
A2n - !
|
|
0 Ay, %on2n
(1) _ .
Notons S B Sy eeen S, (matrice € Sp(2n,R))
(1) _
A = A2n
Nous avons donc A(l) = S(l) A

5 ETAPE |(j < n)

Nous supposerons avoir obtenu une matrice A(J)’ayant la forme

suivante :
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U £v 2 (3) (3) . (P
Nous allons éliminer les éléments a. . esey & ", 3 puis a v, .
J41,5 * "7t %nyy PP n+i, 3

. s 2(3)
1
jusqu'a a2n’]

.. . (3)
a) Elimination de a. .
Jjt1,3

Nous utilisons une matrice é&lémentaire de classe A, qui a la forme

(3)
' 49+1,3
Sy % I t NED CBiin,sene1 ~ Ey41,3)
33
Cette matrice permet d'éliminer agii : et d'autre part conserve les zéros
2
préexistants.
. (3+1) _ ' ()

Soit Al = Sl A

. . (3+1) .
b) Elimination de a. » (1 =k =n-3)
Jtk,J J

Nous voyons immédiatement que nous devons utiliser des matrices
de classe A, comme dans la premiére étape.

.. . (5+1)
¢) Elimination de an+l,j

’
L1

On utilise comme dans la premiére étape (partie c) une matrice
de classe C de la forme ‘

(j+1)
a .
_ _ntl,J
2n a(j) jtn,n
3]

et (3+1) .
d) Elimination de an+k,j (k>3)

Comme dans le cas de la premiére étape, il faut utiliser une
matrice de classe B définie par

a(j+1)
K3
I+ —15;*l1- E. - E .
agq) ( J+n,k n+k,j)
J3
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ETAPE n+j

Nous avons

P (n+3) (n+j)
a) Pour éliminer aj+l,n+j) s svees an,n+j

» on utilise des matrices du

type B mais transposées, c'est-d-dire du type

t
Ion * *Eiin,5 7 Byan,i)
P . P (n+3j) A .
- Par exemple, pour Eliminer aj+l n+3 'nous allons utiliser la matrice
E]

élépentaire

S=1I. + t(E. .

2n j,jtn+l - Ej+l,j+n)

qui est telle que S A(n+3) ait la forme

S A(n+]) - j+l j+n
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(nt3)
. 8541 ,n+3 P (n+3)
si 1'on choisit t = —semal®] on élimine a. .
(n+3) j+1,n+]
nt+j,ntj

b) Pour éliminer a

Le choix de cette stratégie est guidée par les paragraphes
précédents, ol nous avons marqué le rdle fondamental que
jouaient les éléments diagonaux que nous proposons par

analogie avec la méthode de Gauss, d'appeler pivots.

(n+3) a(n+j)
jtn+l,j+n *77 * T2n,j+n

I1 est naturel d'utiliser alors les matrices de la classe A
transposées, du type I+t(Ej+n,i+n—Bij) qui ne modifient pas
les zéros préexistants mais qui, par un choix convenable de t,

permettent d'éliminer les éléments considérés.

C - CONCLUSION

On voit finalement qu'il existe une matrice symplectique S
(2n)

produit de matrices symplectiques élémentaires telle que S A = A avec

A(2n)

appartenant a r*,

Nous retrouvons par 1la la conclusion des paragraphes précédents.

—————+..
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§6) CONTINUITE DE LA DECOMPOSITION SYMPLECTIQUE NORMALISEE

-

Nous noterons S les matrices appartenant d NSp(2n,IR)
=P. (NSp(2n,R)) PT.

Soit A € Ge(2n,RR) ; supposons la décomposable par l'algorithme
symplectique normalisé en A = S.R (S € NSp(2n,R) ; R € T+(2n,ﬂi)).

Soit a une petite perturbation de la matrice A alors

A' = A+ a.
= A(T+A™! a)
& -1 -1
= S(I+R A aR )R
Peosons C = R A“l a R_l
Il est immédiat que si || || est une norme sous multiplicative
sur l'algébre des matrices, on a :
-1 -1
el <l el el R

Neer

La quantité k = |R|| “A—l“ HR_l“ ne dépend que de A et de la norme || ||

On a donc
‘ el = xRl

Si la perturbation |jal| S-% on voit que |IC|| S ¢, donc on peut

considérer C comme une perturbation de 1'identité.

B.)- Si 1l'on considére alors I+C avec C suffisamment petit, il
est évident (par la construction méme de l'algorithme sym-
plectique) que l'on peut écrire I+C = Sr (les vecteurs
colonnes de la matrice I+C étant voisins de ceux de I, les

divers produits Q(Qi,e ) ne peuvent &tre nuls).

n+i
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Y.) On a alors, compte tenu de l'unicité de la décomposition
S R:
§ voisin de I et r voisin de I.

On posera [ - I = £,

§.) Alors A' = S 8 r R d'aprés B), mais comme 1l'ensemble des
matrices décomposables par S R est ouvert si |la|l est assez
petite alors A' = S' R'.

On a donc :

-

' - sl = 55 - sl < [l I - T4
Donc ||S' - S|l + 0, ce qui assure la continuité de la décom-
llalF>0

position.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme

THEOREME

/\\ t . .
NSp(2n,RR) = P.NSp(2n,IR) P~ décompose continuement
G2(2n,IR) suivant T+(2n,ﬂi).

§7) COUT DE L'ALGORITHME S R

A) Cas non normalisé

Nous allons nous intéresser au nombre de multiplication et de

division nécessaires 3 la formation de S (donc de S).

2

.) Pour calculer le i®™ plan hyperbolique Hi’ nous devons

.) Pour calculer Ci faire 2(i-1) = 2i-2 produits "scalaires" de

2n multiplication
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.) Pour calculer ei faire 2i-1 produits scalaires
.) Pour calculer q, un produit scalaire de 2n multiplication
i

.) Pour calculer Cn+i 2n division.

Donc en tout a la i°™ étape, il faut

.) ((2i-2) + (2i-1) + 1) en multiplication

.) 2n division.

Comme nous devons faire n fois ce calcul, nous devons faire

n
.) 2n ¥ (4i-2) multiplication
i=1

) 2n2 division.

n(n+l) N

5 4n3 multiplication

Donc le calcul de S demande de l'ordre de 8 n

et 2n2 division.

B) Cas normalisé

Il est immédiat que l'ordre des multiplications et divisions

est celul du symplectique non normalisé.
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CHAPITRE 1V

LES ALGORITHMES SEMI-SIMPLES

§1) LE 5-ALGORITHME

Nous allons nous placer encore une fois dans le cadre des

matrices 2n X 2n nous pouvons les supposer a valeurs complexes ou réelles.

A) LE'GROUPE ¢ [1]

DEFINITION

Nous noterons
L ={a-= (5—+90 L AEPR/ (B ; X et YE GUn,R) ; Ye = o }
O Y 5 2n 2 9 k]

et = (1,...,1) € R® .

LEMME 1 : % est un groupe

.) ¥ est multiplicativemnet'Stable car le produit de diagonales

[

par blocs est une matrice diagonale par’ bloc :

; B = avec A et BE€

nous avons immédiatement

xx' | 0
AB = ‘
0 Yy

2

I1 est évident que XX' et YY' appartiennent & G2(n,R) et enfin
YY¥'e = Ye = e.

Donc Y est multiplicativement stable.
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appartient d I alors la matrice

appartient aussi a %

En effet, Y ~ e = e car Ye = e et Y inversible.

.) Finalement il est évident que I, appartient a X

2n

I1 est d'autre part facile de voir que le nombre de paramétres

du groupe I est

n2 + (n2—n) = 2n% - n paramétres.

I1 faut remarquer que c'est la dimension complémentaire de la

dimension du groupe des matrices triangulaires supérieures 2n X 2n.

.Néanmoins, il y a une difficulté comme dans le cas du groupe

symplectique

Les groupes T¥(2n,R) et % ne sont pas en bonne position.

’

[

En effet, si 1'on considére 1l'intersection de ces deux groupes

elle est naturellement formée des matrices du type

Ry
R,

+ —
. Avec R, et R, € T.(n,R) et Roe = e

E%l) r ol o g paramétres.

Donc cette intersection dépend de n( 5

Le "remeéde" 3 ceci est le méme que pour le groupe symplectique, il consiste
~ Pl + ~ . .
d séparer % et T (2n,R) en transformant le groupe %L a l'aide d'une matrice

réguliére M.
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On a donc le probléme suivant

Déterminer une matrice M telle que M_l 3 M soit d'intersection

réduite 3 {I} avec T+(2n,ﬂi).

B) LE THEOREME DE DECOMPOSITION

Nous allons donner une solution d ce .probléme étant entendu que
ce n'est surement pas la seule et que dans les algorithmes que nous propo-
seront il serait utile de chercher & "optimiser" cette matrice M, c'est i

dire adapter la matrice M au type de probléme 3 traiter.

LEMME
I 0
Si M =|w—F—— |ou I est la matrice unité n X n
I I ‘
v 1
I est la matrice n x n : o
/
0
7

alors

s wn then,rR) = {1}

1°) Supposons que

4

L X' 0
it :_Ml M
o | v
RY Ril l -R} Rll z R;1 + 2z R2l
<=> M =M ; ' 1 T
1
0 R} R,
Ce qui s'écrit
=1, ’ R TS H, B |
X' X I 0 R} Ry l R} R, Z R, + Z'R,
-1, Y ' =1, B ] y o=l v o oy -1 -1, -1
hvy T | ¥y YR R] | RY Ro“+ T (=R R]'Z R)™+ 2' R,
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Donc en identifiant

-1 -1 -1 -1
1 = ! - ' = !
) Z'R,” =R RZR =>7Z' =R R Z
J“?l' YRR - ] 1V -1
) => R! R, = I R!'R "I
[—1, v _lf 2 171
YO Y T =T1R)R,

Nous devons avoir une matrice triangulaire supérieure égale a
une matrice triangulaire inférieure la seule solution est que ces matrices

soient diagonales.

Posons

Loy = Ré R;l =Dmais ' Ye = e par définition de L ; par suilte

De = e comme D est diagonale on<en déduit D = In .

Donc Y

Finalement
' =
R2 R2
v =
Rl Rl
51y - — - -
De Y Y =D = In = Y' =Y
De Z' = R} Ril 7 on en déduit z' = Z
Et finalement de X1' X = Ri Ril = In on en déduit X' = X, cela démontre

que si la décomposition d'une matrice sous forme

A=H g MR

existe alors elle est unique.

1
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2°) Si maintenant il existe une matrice dans 1'intersection des deux groupes

On a Ml gM=R

1 1

Donc M~ g M R™ = I or comme I se décompose en I x I dans &e produit des

deux groupes on a

=
eI
=
1
=
t
\4
GQ
1
=

it
B~
it
\
Iz
1}
=

Donc la seule matrice dans l'intersection est I2n

CONCLUSION

Les deux groupes it I Met T (2n,IR ) sont en bonne position
car
1°) leur intersection est vide

2°) la somme de leur dimension est 4n2

L'étape suivante est de démontrer que non seulement Ml I Met ;

7t (2n,R ) soit en bonne position mais qu'en plus e L M décompose G (2n,R)

suivant TT (2n,R ).

THEOREME

I3

G2 (2n,R) = M 2 M . T" (2n,R)

On peut transformer le probléme en prouvant simplement que l'on

peut décomposer B = MA = GMR avec G € ¥ .et R € T+(2n,ﬂi).

Ce qui s'écrit
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B11 B12 0 In 0 Rl 7
n
le B22 Y In In 0 | R
X el Rl
B N
Y In Y 0 5

Pour presque toutes matrices je peux poser

. - , !
X=8 v (2, € Tl.(n,JR) Ty € T«n,R))
- - . +
Y=29,7, (%, € Tl.(n,IR) 3 T € T.(n,R))
Alors
21 0 rl~R1 r, 2z
B = .
Y-l
Y I rl 22 0 r2 R2

nous obtenons aussi la décomposition LR de la matrice B

donc

.)  décomposons B suivant l'algorithme de Gauss (lére étape)

I3

”.—l

Nous obtenons o = Y I ry
| - PR e |
comme 22 est connue aussi, on peut former 2,70 = r, I Ty

v "
Nous poserons alors I r, T = Ad ol A est triangulaire inférieure unitaire

et d matrice diagonale (cela revient 3 mettre simplement la diagonale en

facteur).
v N vooLq
On a alors I Qé o =1 r2 I rl
n
-1 ~ -1
I &2 o =i d r,

N
Ce qui est la décomposition LR de la matrice I 121 o .




- II.Iv.7 -

Donc
P voo-1 -1 )
) la décomposition LR de I 22 o nous donne A et 4 r,” = p(2e étape)
" "
Connaissant A nous remarquons que Y = 22 r, = 22 IXxdTI
" N
comme nous devons avoir Ye = e on a donc 22 IANdIec=ce

comme nous connaissons 2;1 (déjd calculée) si nous formons X—l la relation
-1 v _
précédente nous permet d'écrire d e = A Ly 221 e (compte tenu du fait

"\
évident I e = e) ce qui détermine d.

) 1l'inversion de A permet de déterminer la diagonale d (3e étape).

Ayant d on peut en déduire r, = p_l d (notations de la 2e étape)
-1V

N N VR
I ! I

-1
5 I Xd I done r,” = d A

puis T

Connaissant rl et r2 on en déduit X 1

Y =

1
=
o}

|
=
]

Finalement on va obtenir R, en considérant la décomposition LR (1dre &tape)

1
de B,

-1 _ .-1
Rl = rl (rlRl) = d D(PlRl)
_ -1 I
R2 = r, (r2R2) = (I d "~ A 1) r2R2
5 —l | _ —l o
] tZ = r, (rlZ) = d (rlZ).

Avec les notations de la 18re étape.

. ) ) ’ . .
Ceci achéve le raisonnement et montre l'existeénce de la décomposition.

Donc Mt % M décompose G& (2n,R) suivant T' (2n,R); la facon dont s'opére
la décomposition montre évidemment que M—l £ M décompose continuement

G% (2n,R ) suivant 7t (2n,R ).
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C) CONCLUSION
Nous ne savons pas pour le groupe X répondre aux deux questions

suivantes :
présenter ce groupe de maniére plus naturelle, 3 savoir qu'elle

matrice M est la meilleure numériquement et surtout comment lier

a)
cette matrice 3 la géométrie définie par le groupe Zl R

présenter un procédé d'"élimination" convenable pour retrouver

b)
cette décomposition.

. o e .
Néanmoins, nous présenterons dans la troisiéme partie des résultats

numériques obtenus par utilisation de cette décomposition.

§2) LES ALGORITHMES A MASQUES
A) DEFINITION DE LA CLASSE DES MATRICES TRIANGULAIRES INFERIEURES PAR BLOC

Ti(p,]ﬁ) les matrices unipotentes triangulaires

Soient Al =
inférieures
‘ A Pl (3 -
- A2 = NSp (q,R)le transmué du groupe des matrices symplectl-
qued normalisées par la matrice de permutation précédemment décrite
A3 = U(s,R) le groupe des matrices unitaires réelles.

. . Nous dirons que B € GL(n,R) est du type
L(Ail(pl) ;WAiQ(pQ) 3 oeee B Alt(pt)) si B est de la forme
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} P,
} P,
}
B =
boPig
}oPt
avec

.) X, € Ail(pl,ﬂi) et de fagon générale Xj € Aij(pj,ﬂi)

les Ai_(pj,ﬂi) (ij = 1,2 ou 3) étant les groupes précédemment

définis
t
) L p. =n
j=1
2 Les éléments en dessus des blocs diagonaux nuls
) Les éléments en dessous des blocs diagonaux quelconques.

-Une telle matrice B sera dite bloc triangulaire inférieure.

i
z

B) L'ALGORITHME DE DECOMPOSITION (CAS OU LES BLOCS DIAGONAUX SONT UNITAIRES)

‘Supposons une matrice A € G%(n,R) ; nous allons décrire
l'algorithme dans le cas od nous utiliserons des blocs diagonaux ortho-

gonaux, les autres cas s'en déduisant immédiatement.

s
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Enfin découpons

/All , App \

AQl AlQ

\_ b /

Par identification nous avons

*® All = QlRl cette décomposition est possible 3 condition que
Al soit réguliére.
Nous ferons donc cette premidre hypothdse
Nous effectuons la décomposition par 1'algorithme d'orthogona-
lisation classique ce qui donne
-1
1" "
Ql, R1 et "en passant Rl
* Nous devons alors avoir
Aj; = QlTli A¥i = 1,p)

_ At
T1g = Q Ayg A
. - _ -1
Puis de la méme fagon : Ajl = Slel comme Rl
- -1
51 7 ARy

i

Nous avons alors obtenu la premiére "colonne" de B et la premiére

"ligne" de R .

Comme Q;l = QE nous déduisons par simple multiplication matricielle

existe on en déduit
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THEOREME

Soit A € G&{n,R) ; la condition nécessaire et suffisante

pour que la décomposition de A enproduit d'une matrice B du
type spécifié plus haut, par une matrice triangulaire supérieure
réguliére soit possible est que les p mineurs principaux d'ordres

respectifs Q

q;%9,

.
.

(ql+...+qp_l)
n

soient non nuls.

Les conditions alors imposées étant vérifiées presque partout, on en déduit

le théoréme

THEOREME

62(n,R) = B.T (n,R)

B désignant le groupe des matrices spécifiées plus haut.

Deux remarques avant de conclure

1
<

1) La démonstration s'étend sans aucune difficulté aux cas des blocs
de tailles différentes et dont les matrices sur la diagonale
"bloc" de B sont de nature autre qu'orthogonales (blocs apparte-

nant 3 Tl(p,ﬂi) 5 NSp(2p,R) ; etc...) .

2) Le fait que l'algorithme soit vrai presque partout et que nous
" sachions montrer que les cas d'impossibilité sont caractérisés
par la nullité de certainslﬁera trés important au chapitre suivant.

mineurs
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C) CONCLUSION

Nous aurons avec cet algorithme 3 masque une grande famille
de décomposition possible, numériquement trds importante si nous savons

guider le choix des blocs.

Nous ne nous sommes pas intéressés aux processus d'élimination:
associés a de telles décompositions car ils "proviennent" (en un certain

sens) des processus d'élimination des groupes simples.

Nous avons fait une étude de 1l'algorithme associé 3 des blocs
diagonaux qui sont unitaires uniquement, nous donnerons cette application

dans la partie III.
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CHAPITRE V

LES ALGORITHMES LIMITES

§1) L'ALGORITHME LR

La décomposition de Gauss utilise TI(n,ﬂi) comme groupe de
décomposition de G&(n,R ) suivant T+(n3]{) ; nous n'apporterons évidemment

rien de plus au point de vue pratique.

Ce qui au contraire nous semble thépriquement important c'est le

fait de pouvoir considérer le groupe T;(n,ﬂi) comme groupe limite.

EXPLIQUONS CETTE CONCEPTION :

Considérons la chaine joignant le groupe orthogonal &(n,R)
au groupe des matrices triangulaires inférieures unipotents et contruite

d partir des groupes intermédiaires du type suivant :

=¢A € GLUn,R), A

\d

Piapza-'-ap

(Zq s = n-)
P]
PN ]

Ce sont les groupes considérés au chapitre précédent,(nous renvoyons pour

plus de détails dans leurs définitions, au chapitre précédent).
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Nous pouvons dire par exemple que Bn = ¢(n,R) groupe des

matrices unitaires réelles.

Si nous considérons le groupe Z?pl,...,pq la condition pour
qu'une décomposition de A € GL(n,R) en A = BR (BE B pl,...,pq,
RE T (n,R)) soit possible est que

Apl(A) £ 0

Ap +p,(8) # O

An(A) # 0

(les Ai désignant les mineurs principaux d'ordres considérés).

On voit donc qu'a "la limite" nous allons avoir le groupe ayant

le plus grand nombre de blocs diagonaux qui sera Bl""’l

N e md
n fois

Si nous considérons les éléments diagonaux de ces matrices ils
2 ~ P ~ . . ~ .
seront égaux a un (a une légére restriction prés), nous pouvons imposer
le signe + 3 ces éléments diagonaux et nous pouvons dire que

Bl,...,l = T;(n,ﬂi)

Ainsi nous avons construit 1'algorithme de décomposition de Gauss comme
14

limite d'algorithmes de type semi simple.

Cette conception est intéressante car elle nous donne une inter-
prétation directe de la condition nécessaire et suffisante bien connue pour

! i écompose sous la forme LR et qui est.que tous ses mineurs

principaux soient non nuls. '

En effet il est a peine nécessaire d'expliciter cela car d'aprés
le théoréme du chapitre  précédent sur la décomposition BR la condition pour

que la décomposition : Bl 1 T+(n,I{) soit possible est que
ye ey
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Al(A) £0
AQ(A) £ 0

A (A) #0

An(A) £ 0

Ce qui prouve l'assertion c¢lassique sur la décomposition de Gauss.

CONCLUSION

Nous pensons que cette fagon de créer un groupe par passage

d la limite devrait &tre exploitée pour la création d'autres groupes de

décomposition.
En fait un grand travail est aussi a faire pour comparer les

colts de ces divers algorithmes et étudier leurs performences respectives

dans les applications gque nous allons donner.

§2) LA DECOMPOSITION DE BRUHAT.

Une variante de la décomposition de Gauss esf connue en théorie
des groupes de Lie sous la forme de décomposition de Bruhat [1].
Nous allons exposer en détail cette décompositinn pour une raison théorique
elle permet ?e jeter une lueur sur l'impértance de la matrice de permuta- .

tion qui intervient dans la décomposition de Gauss avec nullité du pivot.

Le probldme avait été abordé par Wilkinson [ 2] mais les démonstra-
tions que nous donnons nous semblent plus élémentaires. D'autre part nous

énongons le résultat de Bruhat dans un cadre plus large [3].
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{
A = L'ALGORITHME DE DECOMPOSITION GENERALISEE DE BRUHAT DE M}lﬂﬂ ;

Soit A une matrice de AJHCR) et E la matrice de permutation

- . e
ainsi formeée

= 2

Nous noterons

A(0) - Y

A(O) = (ag?))
1]

A cette matrice A(o) nous allons éppliquer 1'élimination de Gauss sous la

forme suivante

PREMIERE ETAPE

(o)

On considére la premiére colonne de A deux cas sont possibles :

1°) Il existe un indice il tel que :

. . (o)
. < = N =
Vi 1l > al,l 0
. ago) £ 0 .
llbl .

'
<

A partir de ‘cette il—éme ligne, on applique 1'élimination de Gauss ce qui

revient d prémultiplier A(o) par la matrice r. suivante
: 1
n a..
r, = m (1- 12— & \i)
1=l i,1 71
171,

(o) _

20) Pour tous les indices i on a a; 1 = 0 dans ce cas la matrice est singu-
) 3 )
1idre, nous poserons alors par définition il = 0etl, I.
' i
1
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On forme alors

2 2 pa
1

(o)
1

{il} dans le premier cas

{o}

dans le second cas

et comme d'habitude A(l) = (aiﬁ)).

Supposons maintenant €tre 3 la piéme colonne et passons a la p+l iéme colonne.

PREMIERE ETAPE

Nous avons d notre disposition un ensemble de p indices I

..,ip}

I

D = {11,12,.

possédant les propriétés suivantes

(1) ¥j, 1 <i<n

(2)

et ik différents de zéros alors ij

D'autre part, nous avons la matrice

Si j #k e# i # i

alP) - 1. al®
1 ll

A(p)

P
(a(P))
1] .

~

Fiﬁ appartenant a STL(n,k) pour tout indice j.

Considérons alors la p+l idme colonne. Il y a plusieurs possibilités.

1°) Il existe un indice ip+1 tel que
) agiil’P+l £ 0
i1) 41 € I
iii) ¥i< i, soit i€ Iy soit a§?;+l = 0

(on

est assuré que cette colonne est indépendante des précédentes).
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Dans ce cas, on prémultiplie A(P) par -
n a.
+
r, = O (1 -2 g )
pt+l j=1 i ,ptl e pt+l
‘a1 ptl
J ptl
avec
Ip+1 = Ip U {lp+l}
On obtient alors
Aot T, (p)
1p+l
2°) Quelque. soit 1'indice j, agp) = 0 , on pose alors I, = I et
j,ptl lp+l
I = 1 U {0} et 1'on passe a la colonne suivante (la matrice A

ptl
est une matrice singuliére).

3°) ¥j tel que agpg+l £0=>73€ Ip la matrice A était donc singuliére,
b
on passe 3 la colonne suivante en utilisant les notations de 2°).

On achéve ainsi le raisonnement avec

S
ln ll

I = {11’12’7"’ln}

3

Considérons talors In’ nous voyons que deux cas sont d considérer.

1°) Quelque soit 1l'indice j, ij # 0 alors In représente une permutation

de 1'ensemble d'indices {1,2,...,n}

Soit ¢ cette permutation qui est définie par o(j) = 1j ¥j et posons

P _la matrice de permutation associée, c'est-a-dire défini par
et
o(1)

P = . ol les e. sont les vecteurs de la base
et 2
o(n)

i

canonique.
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(Cette matrice peut s'interpréter comme étant la "perturbation" qui sépare

(n) qr

la matrice A une matrice triangulaire supérieure).

Nous avons en fait
A = PO.R (R triangulaire supérieure)

Mais tenant compte du fait que toute matrice R triangulaire supérieure

peut s'écrire R = Y17 avec L triangulaire inférieure, nous pouvons écrive

(n) _

A = P&f.ff ol T est triangulaire inférieure.

Nous avons alors

(n)

A (1)

3]
3
1
o
1
3
s |
>
]

(2)

Mais si nous utilisons le fait que Tl(n,ﬂz) est un groupe, il existe L
appartenant a Tl(n,ﬂz) telle que
L= (T, ...T, 07"
n 1
Ny
A s'écrit finalement, si nous posons POI = P0 matrice de permutation

~
A=LP_T (%)
(L GLETI(n,nz), T triangulaire inférieure,
N
POG P(n,R).

2°) I1 existe au moins un indice j tel quefij = 0 (avec nos conventions).
Alors il est évident qu'un indice de l'ensemble {1,...,n} est inutilisé-
et de ce fait on peut toujours le mettre 3 cette place dans la matrice

Py » ce qui redonnera un sens d la décomposition (®) précédente.

I1 est bien évident que cette écriture aura beaucoup moins de valeur

que dans le cas précédent.
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Avant d'énoncer le théordme final, il est nécessaire de bien distinguer
les deux cas précédents, la discussion est d'ailleurs immédiate, car
d'aprés la démonstration par récurrence faite précédemment, si tous les
indices de In sont distincts de zéro (et donc distincts entre eux)
c'est-d-dire si I est simplement une permutation de {1,...,n} c'est que
la matrice A est non singuliére, le cas (2) étant le cas des matrices

. o N
singulieres.

On peut énoncer le théoréme suivant :

-~

THEOREME 1 : Décomposition généralisée de Bruhat.

Tout élément A de l'algébre M peut s'exprimer comme produit

de trois matrices
A=LPT

avec L matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale
P matrice de permutation

T matrice triangulaire inférieure.

‘Ce que l'on peut aussi énoncer dans le cas ol A est réguliére

COROLLAIRE

Toute matrice A régulidre peut s'écrire comme produit de quatre

matrices, L, P, D, L'

F A'=LPDL'

avec L et L' € T;(n,JR)
PE Pn,IR
D€ D(n,R)

'

Cela previent immédiatement du fait que T ' (n,k) = D(n,k).Ti(n,k).

Dans tout ce qui va suivre, nous allons travailler avec des matrices non
singulidres, c'est-a-dire avec GR(n, ‘dans ce cas et compte tenu de la

. (3 . . 0 . Pl
discussion du point (2) du théordme précédent, ilin'y a aucune ambiguite

sur la construction de la matrice de permutation associée a la décomposition.
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B - "UNICITE" DE LA DECOMPOSITION DE BRUHAT DANS G4(n,R)

EXEMPLE CARACTERISTIQUE

wn
o]
s
t
d
it
o
= O

une matrice de permutation

alors cette matrice admet une infinité de décomposition au sens qui précéde.

En effet
1 0 0 1 0 0
P = a 1 0
0 0 1 ‘ 1 0 0 0 -a 1

I1 est donc inutile de chercher une unicité "globale'", néanmoins on peut
remarquer dans 1l'exemple précédent que la matrice de permutation qui appa-
rait dans la décomposition de P n'est rien d'autre que P elle-méme.

C'est 13 le point important dans la décomposition de Bruhat.

LEMME FONDAMENTAL :

Si P, et P, sont deux matrices de P(n,k), alors P = LP,T => P

1 2 1 P,

l=

(L € Ti(n,ﬂo, T triangulaire inférieure régulicre).

On va utiliser un raisonnement par l'absurde. Si nous écrivons

r

. t i t
) \ fo(1) €r(1)
P, = * ‘et P, = X
1 et 2 | et
g(n) ¥(n)

ou 0 et T désignent les permutations associées 3 ces deux matrices.

Dire que Pl'# P, c'est dire qu'il existe au moins un indice i tel que :

o(1)
o(2)

T(1)
T(é)

6(i-1) = t(i-1)
o(i) > (i)

(si o(i) < t(i), on traitera le probléme de la méme maniére).
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Développons d'abord 1'égalité P = L P, T. Ona:

e-t et t eJC
o(1) (1) 1151
t

- t51817T90%)

t t t t t
eo(n) + '+gn,n—len~l er(n) tnlel+"'+tn,ne
e-t t et+ +t et

1 T(1),1517 T (D) ,t(1) (D)
t t
- e2+2,21el
t t
) t ..
t(n),1%17 (), 1 () S (n)
: t t
trery,18t () T ()

t t t t
(tr(2),1817 " *or(2),1(2)%1(2) P21 Fr (), 1% T o, 0%

L'égalité des deux matrices entraine donc

et =t et+ +t et
g(1) = fr(1),151 T (L) () TT(L)

mais par hypothése
o(1) = ©(1)

Donc on deit avoir

Ty, C o T S,y T O

ey, T

La deuxiéme ligne devient donc :

t _ t t t
eg(2) = Farer(1) Fr(2),1017  trr(2) ,1(2)%1(2))

_ . . _ .
comme ¢g(2) = t(2), on doit avoir tr(?),T(Q) 1. D'autre part, tous les

termes autres que les coefficients de eg(l) doivent &tre nuls.
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On peut donc écrire symboliquement

t _ T t

es(2) = Sy *r(n)Farttr(2), (1))

avec la convention que si t(1) > 1(2) alors 121 = 0 et évidemment tT(Q),T(Q)
n'existe pas.

Si par contre t(1) < t1(2) on prendra %21 = _tT(Q),T(l).

Par récurrence, on voit qu'd la i-1 &me ligne on aura 1'égalité
t-1

et = et + X 0.e
o(i-1) = "r(i-1) = .y io(3) -’

Passons alors d la iéme ligne : on a donc

et =t et+ +t et

o(1) (i),171 " T (i), () T (D)

+ une combinaison lindaire des lignes précédentes, ce qui peut
s'écrire

t

t t
T(i),1(1)%T(1) )

+ F (ec(l)""’eo(i—l)

_ t
= tT(i),lel+"'+t

On voit donc la contradiction : comme o(i) > T(i) par hypothése, il est
impossible que eE(l) ait des composantes sur ez(i) donc le coefficient de
t e, - t

. => . ey = .
eT(l) doit étre nul tT(l),T(l) 0 (car on ne renconﬁre eT(l) nulle part
ailleurs dans le second membre).

Or ceci est impossible car la matrice T est réguliére.

c.q.f.d.

APPLICATIONS

1°) Il est immédiat d'aprés le raisonnement précédent que non seulement la
matrice P est unique dans une décomposition de Bruhat, mais aussi la
matrice diagonale (il suffisait en fait de considérer les mineurs prin-

cipaux.)’

Donc on peut dire, en remarguant que le produit d'une matrice de permu-
tation par une matrice diagonale est une matrices monemiale du groupe

M(n,R) que 1'on a le théordme suivant
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THEOREME 11

1°) Le groupe linéaire GL(n}R) est produit direct des trois

groupes suivants
@ = T (am® x MnR) x T (0,R.

29) Dans la décomposition d'une matrice réguliére A, dans la

décomposition de Bruhat
A= L.PD L'

la matrice monomiale PD est unique.

20) Ceci nous permet de définir une relation d'éguivalence dans le groupe

linéaire
A et B € G&(n,R) seront dites équivalentes @ dans la décomposi-

tion de Bruhat. Elles admettent la méme matrice de permutation.

Cette relation d'équivalence découpe le groupe linéaire en un certain

"
nombre (n!) de classes que nous noterons C(P). Donc

COROLLAIRE 1

62 (n,R) = u Ep)
: PE p(n,R)

3°) On peut aussi mettre sur le groupe linéaire une relation d'équivalence

Ty

plus fine que la précédente

. A'et B € G(n,R) seront dites équivalentes & dans la décomposition

de Bruhat. Elles admettent la méme matrice monomiale.

Cette relation d'équivalence découpe le groupe lindaire en unrnombre
de classes (qui n'est plus fini car v n! X r™) que nous noterons C(m)

(pour m € chkn,m)).

)

COROLLAIRE 2

ey (n,R) = u c(m)
m€ JJ(n ,IR)
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Remarque :

Les classes C(m) sont les classes d'une relation d'équivalence
N
plus fine que celle correspondante aux classes C(P), de ce fait on peut

écrirve de fagon immédiate

%(P) = U c(PD)
DE D(n,R)

Donc finalement

GL(n,R) = U C(P.D)
DE D(n.R)
PE P(n,R)

4°) On peut aussi interpréter ces classes de la fagon suivante
On “forme le groupe produit direct de T;(n,R) par lui-méme
. c'est l'ensemble Tl(n;R) X T;(n,R)
. on le muni de la loi (L,L') X (Ll’Li) =(LL1,L'Li) qui en forme un groupe.

Puis on considére l'application :

T, (n,R) X T (n,R) X GUn,R ~ GL(nR)
[(L,n'),a] » Lan' ™t |

(au premier membre’on a le produit cartésien de T}(n,I@ X Tl(n,ﬂ@ par le
groupe G&(n,R).

Cette application est une action de Ti(ngﬂa X Tl(n,R) dans G(n,R), (en

d'autre terme G&(n,T]R) est un groupe 3 opérateur).

Il est alors immédiat que les trajectoires (ou les orbites) de

Tl(n,EO X T;(n,EO dans G&(n,R) sont les ensembles
Tlgn,IO A Tl(ngR)

Or A peut toujours étre décomposé d'aprés Bruhat et l'orbite précédente peut

1 2 .
s'ecrire

T (n,®{L.PDL'] X T, (n,B

= T-J-_(n_,]R)PD.Ti(n,lR) = c(Pp)

avec.la notation précédente.
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Ces orbites s'appellent, d'aprés Bourbaki, les doubles classes de G%(n,R)

suivant Tl(n,ﬂo.

Donc :

COROLLAIRE 3

Les classes d'équivalences C(m), m € #n,[R) sont les doubles

classes de G&(n,1R suivant Tl(n;R).

oy
50) Parmi toutes les classes '"grossidres C(P), il en existe une qui posséde

v
une propriété trés importante pour la suite, c'est la classe C(I).

Nous avons vu en effet, que si A = LPT (L € Ti(n,ﬂﬁ, T € Ti(nJR)) de
facon générale, on ne peut.rien dire sur l'unicité de L et de T.

Ny
Néanmoins, dans la classe C(I) si
n "N

A=1L.IT = L'IT!

Ceci est parfaitement équivalent &

AV n n

ITI=LVIT'T . : ‘ (5"
L]

Or nous savons que

L

LIV
ITI=R
Y N o ot
I T I=R' avec R et R' appartenant a T (n,R) donc -
v
(5') peut s'écrire LR = L'R' = AI st une matrice admet une unique

déeomposition sous la forme L.U avec U € Tf(n,ﬂ@ et L € Tf(n,m). On en
déduit L = L' et T = T'.

D'ol -

THEOREME 4

: . N '
| Dans la classe C(I) la décomposition d'une matrice réguliére
' N

sous la forme A 7 L I T est unique.
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La décomposition de Bruhat nous semble intéressante pour les

raisons suivantes

®

elle a un rapport certain avec les classes obtenues par
orthogonalisation de Graev et c'est peut &tre un moyen d'étudier

le phénoméne limite qu'est 1l'algorithme LR.

la classe ? est la plus "grosse" or si 3 une matrice A = L % D L
de cette classe, nous appliquons l'algorithme LR de Rultishauser
nous lui faisons subir des similitudes par des éléments de TI(n,I{)
donc nous nous déplagons dans cette classe au cours de l'algo-

rithme LR.

La trajectoire discréte de cette matrice serait trés utile a
étudier car si nous.pouvions calculer la "distance'" de cette
tra]ect01re a une sous.classe définie par une matrice de permu-
tation P # I nous pourions préciser la stabilité de cet algorithme ;
cette remarque qui nous a été communiquée par Monsieur le Professeur
B. Parlett semble &tre une voie trds prometteuse pour 1'étude

théorique de 1l'algorithme LR.




TROISIEME PARTIE

APPLICATIONS ET RESULTATS NUMERIQUES

L
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CHAPITRE I

INTRODUCTION

Dans cette partie, nous nous proposons de donner les applications
pratiques des algorithmes de décompositions décrits dans la deuxiéme

partie.
Nous ne nous sommes intéressés qu'd deux types d'applications

1) les méthodes directes de résolution de systémes linéaires

2) les algorithmes de recherche de valeurs propres.

Nous avons effectivement testé les algorithmes suivants pour la recherche

des valeurs propres

a) un procédé d'orthogonalisation du type Hilbert-Schmidt-Graev

3 normalisation, dont nous expliquerons le mécanisme plus loin
b) un procédé utilisant l'algorithme symplectique normalisé
c) un procédé utilisant l'algorithme de décomposition I

d) un procédé semi-simple (tridngulaire inférieure par bloc).

D'auffe part, dans un paragraphe e), nous présentons un algorithme
de type QL qui est certainement connu vu sa simplicité, mais qui nous fournit
le seul exemple ol nous pouvons (d'ailleurs assez artificiellement) &chapper

d une décomposition de G&(n,R) suivant T+(n,ﬂ{).
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CHAPITRE II

LES METHODES DIRECTES DE RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES

La remarque fondamentale est

Toute méthode de décomposition de GL(n,RR) suivant T+(n,ﬂi)

conduit 3 une méthode directe de résolution de systémes linéaires.

En effet, si nous avons & résoudre Ax = b (A € M(nJR) et
b € R") et si G décompose G2(n,IR) suivant T+(n,ﬂi), nous pouvons écrire
P

(presque partout) si A = gR (g €G et R € T+(n,IQ))

g.Rx=b (1)

G étant un groupe él existe et nous avons -

Rx=g g (2)
La résolution se faisant alors par simple retour arrieére.

Le probléme qui se pose est donc "d'inverser" g, ou plus pratiquement

d'arriver immédiatement a (2).
Etudions sommairement les divers algorithmes en présence :

a) L'algorithme d'orthogonalisation et d' "élimination"

Si nous arrivons par une de ces deux méthodes 3 décomposer
A €Gl(n,R) en A=gR (g €0(p,R) ; R € T+(n,ﬂi) nous pouvons facilement
inverser g ; en effet, nous savons, d'aprés la définition de O(p,R) que

g vérifie
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Ce qui peut s'écrire puisque G; = I sous la forme

t
G G g=1
p & %p &7 4y

donc l'inverse de g est Gp gt Gp matrice qu'il est facile de construire

numériquement.

Donc tout procédé d'orthogonalisation ou d'élimination par

orthogonalités conduit & une méthode numériquement intéressante.

b) Les algorit}unés sympiectiques

-

Nous avons vu que G2(2n,R) = Sp(2n,IR) . I' donc on peut

décomposer A € G(2n,IR) presque toujours en -

A=SR (5 €S(m.BY . R ED.

-

avec S = P § P' (P matrice de permutation fixée et
S € sp(2n,R))

On a donc A=PSP"R (1)
Résoudre Ax = b (1)
revient donc 3 résoudre P S Pt R x = b donc S pt R x = Pt b (2)

Si nous considérons alors que § est symplectique,elle vérifie
stas=u

dénc (2) devient

stagspPtrRx=stgptn (3)
c'est-a-dire J P ' Rx =8 Jpip ' (4)
d'od finalement Rx = -P J° st J P' b (5)

Il est alors facile de résoudre (5) par une simple méthode de retour

arriére.
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Deux remarques

1) Nous pourrions aussi bien travailler avec

.) la décomposition symplectique normalisée (mais elle
colite plus cher)

.) la décomposition SI' mais résoudre I'x = b' est moins
commode qu'un retour arriére.
(En fait, 11 suffit d'utiliser la matrice de permu-

tation).

2) L'algorithme symplectique, comme nous l'avons vu, colte
moins cher au point de vue multiplication que l'algorithme
QR, donc le procédé de résolution est numériquement inté-

ressant.
Si, en plus, nous utilisons le procédé d' "élimination" symplec-
tigque, il est bien évident que nous pouvons encore diminuer

ce colt et l'algorithme est aussi compétitif que les algo-

rithmes habituels.

c¢) Les algorithmes semi simples

L'algorithme I, et l'algorithme & masque ne sont pas adaptés

1

numériquement aux méthodes directes ; il est évident que nous pouvons les
. . . . L] » ’ -

utiliser mais leurs nombres d'opérations sont bien trop é&levés pour

8tre intéressant dans ce cadre-13.

d) Les algorithmes limites

S'agissant de l'algorithme LR, nous n'avons évidemment rien a
ajouter & 1l'algorithme de Gauss qui est déjd largement étudié par ailleurs.
Quant & la décomposition de Bruhat, bien que conduisant évidemment a des
méthodes directes de résolution, elle n'apporte rien de plus en pratique

que la méthode de Gauss.
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CHAPITRE III

LES ALGORITHMES DE RECHERCHE DE VALEURS PROPRES

Tous les algorithmes que nous allons décrire sont la conséquence
et l'application du théordme de Rutishauser généralisé que nous

avons présenté dans la premiére partie.

§1) LES ALGORITHMES D'ORTHOGONALISATION AU SENS DE GRAEV MODIFIES

Nous avons vu qu'une grande difficulté rencontrée dans l'utili-
sation de cet algorithme est qu'une matrice de permutation peut fort bien

€tre nécessaire pour faire la décomposition.
Nous proposons une méthode afin de lever cette difficulté.
a) Description de 1'algorithme

C'est un procédé d'orthogonalisation & l'aide de la forme bilinéaire

Z .
symetrique

avec p signes plus et n-p signes moins.

3

Comme nous allons donner la '"liste" de cet algorithme, contentons-nous

e

de montrer la i°™ &tape de 1'algorithme :




On

On

ce

On

et

Ce

b)
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_ o A o i-1
pose 0. = A.. + I A.., C.
i i 5=1 ji 73

introduit les relations d'orthogonalité Qp(ei,cj) =0 ¥j Si-1

qui permet d'écrire

Q (A..,C.) + A, ., Q(C.,C.) =0 donc de déterminer A...
b 1] Js1 RN 31

H
/

obtient alors

i-1 @ (A.,C.)
6, = £, - I C.

i i . @ _(C.,C.
j=1 %G00

1'on normalise en calculant Aii = i de telle facgon qu'en posant
e 6

= A.. 0, on ait etC. = 1.
i1 i i

qui détermine les colonnes de la matrice transformée.

La "liste'" de cet algorithme
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BEGIN

COMMENT CETTE PROCEDURE ECRIT DES MATRICES DU TYPE
SPECIFIE ; 4 |
'PROCEDURE ECRIRE(REAL ARRAY A(*,*);INTEGER N) ;

FOR f:=1 UNTIL N DO
BEGIN o
WRITE(C" ") ;

FOR J :=1 UNTIL N DO
WRITEON (ACI,d)) ;
END ECRIRE ;

OMMENT CETTE PROCEDURE CALCULE LE PRODUIT SCALAIRE AVEC
P SIGNES - ;

REAL PROCEDURE PRODSCAL(INTEGER P,N ;REAL ARRAY X,Y(*) ) ;
BEGIN '

REAL S; S:=0. ;

FOR l:=1 UNTIL P DO

S:=S+X(1)+Y(1) ;

FOR 1:=P+1 UNTIL N DO

S:=5=-X(1)*Y(l) ; ‘

S

tND PRODSCAL ;

INTEGER N,P,ITER,T ;
REAL S,EPS ;
INTFIELDSIZE:=4 ;
READON(N,P,EPS,ITER) ;

OMMENT N EST LA TAILLE DE LA MATRICE
P LE NOMBRE DE SIGNES +DE LA FORME
EPS UN TEST DE SAUVEGARDE SUR LE PIVOT
ITER LE NOMBRE D ITERATIONS DEMANDEES ;

BEGIN

REAL ARRAY A,R,B(1::N,1::N) ;

REAL ARRAY L,OMEGA(1::N) ;

FOR l:= 1 UNTIL N DO

BEGIN

FOR J := 1 UNTIL N DO B

READON(ACT,d)) ; K

END ; . . C .
WRITE("MATRICE INITIALE ") URITE(™ ')
ECRIRE(CA,N) ;URITE(C" ") ; o

FOR T:=1 UNTIL ITER DO
COMMENT C EST LA BOUCLE D ITERATION ;

EEGIN

FOR ' :=1 UNTIL N DO

BEGIN FOR J ,:=1 UNTIL N DO
R(1,d) :=0. ;

R(I1,1) :=1

END ;

OMMENT INITIALISATION DE R A L IDENTITE ;
FOR | :=1 UNTIL N DO . o

BEGIN '

FOR J :=1 UNTIL I-1 DO

L(J):=- PRODSCAL(P,N,A(*,1),A(*,J) )/OMEGA(J) ;
S:=0. ;

FOR J:=1 UNTIL N DO

L S:=8+A(J, 1)

[N L 0 U P v
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FOR J:=1 UNITIL =1 DU S
=S+L(J) ;

IF ABS(S)<=EPS THEN GOTO J0JO ; , i
E???ENT LE PIVOT EST TROP PETIT ; —

' .
FOR K:=1 UNTIL N DO
A(K, 1) :=PRODSCAL(1,1,L,A(K,*))/S ;
L(1):=S ; oo
OMEGA(1):= PRODSCAL(P,N,A(*,1),A(*,1))
IF ABS(OMEGA(1))<=EPS THEN GOTG TILT 3
FOR J:=1 UNTIL I-1 DO.
L(J) :==L(J) ;
FOR J:-l UNTIL I DO
R(J, 1) :=L(J) ;
END ;

Se

FOR f:=1 UNTIL N DO

FOR J:=1 UNTIL N DO

B(1,J) :=PRODSCAL(N,N,R(I, *),A(*,J)) ;

COMHENT SORTIE DE LA PARTIE TRIANGULAIRE SUPERIEURE ;
WRITE("MATRICE R") ;UWRITE(" ") ;

ECRIRE(R,N) ; WRITE(" ") ;

OMMENT SORTIE DE LA PARTIE ORTHOGONALE ;
WRITE(" MATRICE Q") ;

WRITE(" ") ; :

ECRIRE(A,N) ;

WRITE(" ") ;

FOR 1:=1 UNTIL N DO

FOR J:=1 UNTIL N DO

ACE,Jd):=B(1,4) ;

URITE(" HATRICE RQ A LA ", T,"1EME ITERATION "),
WRITE(" ")

ECRIRE(A,N) ; WRITE("™ ") ; WRITE(" ") ;
END ; o :

GOTO FIN ;

TLT: WRITE(" ") ;
WRITE("JE sSuUIsS TOUT PETIT ") ;
GOTO FIN ;.
JOJO:WRITE(" ") 3
WRITE("S A DES DOULEURS ") ;
WRITE(S) ;
FIN tEND;
END .

’
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c) Les résultats numériques

Nous allons traiter un seul exemple pour ne pas alourdir 1l'exposé :

1°) Nous utilisons le produit scalaire avec 6 signes plus :

SSRATRICE R ===

11,0009 19156656 1% 34566~ — —302 5
. 6 9333434 = 64 1T €19 84
= -0
e e == 0.0007€61238 -
o P — o 9 e 046004904643

===mra~1esi§cfii:ta§f~—"'*»~€

S ———— Tg+535869 - 18340427 7353181 8620157 =255 9"17’:.-97—-‘“*—“7 57116.69
: =9+875 748 =054 02853 0rmmmre 30445521 2933857 528

(On comparera la différence avec le QR normal (voir plus loin & 1l'utilisa-

tion du semi simple avec un seul bloc).

Sachant que les valeurs propres sont

AT Ay =3
A, =5 Ay = 2
A, = 4 A= 1
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~

Nous obtenons 3 la 50éme itération

?-0,652593a"
i —

- 5.998600
050007 400354

181.2050 -5 7 ~355,2788 70.15797
: Fle=r=——dw 193489

=14 1495 T

5825067

=EMATRICE R

55997259 u.EBBYéeu ——— 57258938 181519437 =355, 247j~—~———m-10 18916
3 s %9129——“9M36§%frﬁjﬁﬁﬁqﬁfﬁz§€thibg ) g 2023’033
) T %068 Gﬁz o o J S ]
% £ 24866460 QA 242 6 3=t _T:::“U‘)T??Sg B
—3 0 i 0 a.qu064m~*~——we.4074581‘
14} = £} 52 ); & =
==NATRICE=—Q
s=—rr—1000 'x;g:;:g'vw}i 2343 5%—
0?060123197&”“—
=== Bk 2240 A a3l 5t : >
R B 6 23 I I T—=15 001 104 0403099966 0.01168831

=004 E515 15 ‘hex‘zﬁizi', Q= 4. "5&165&’;:—"‘W01695¢3i"

= mﬂlufcv

==HMATRICE RO A A 50 —1EME-LTERATION

= 525,933F FIBe9226 - =322+9311
—r}‘lr}ui(}‘r—-—-—— 93?&‘78?2 ?‘:—:_——»9‘1 ¥ 55$8&:‘—"‘

53993060

=65.36960

Fe9529F3 = 0,3830179
‘ 892254~ .a::mﬁg;é«‘ e 5 S 0L

:Mzgﬁiéﬁbaqggw =

~

I1 est 3 remarquer que les résultats sont moins précis que ce que nous

obtiendrons avec le méme nombre d'itérations dans le cas semi simple.
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2°) Nous utilisons le produit scalaire a 3 signes plus

PR 2, 000000 - ~  4.000000 : G 0 o
e -5,07%0 0 Ta, AN ng -2 n(mo')(‘ : R + B =0
—=13, 00010 S 29,00000 - -0 - =15,0000C - - -Ee CCLCCONO 0 0

D ‘ o 3

18,4 00C00 -

PR
= Q#r72682 -

28.73300 - 2

=21 453084 -4.027352 -
-0, 1318817 S =042266542
0.2067519-

- , -wu~o 1186515
0.2703337- - - 0.3162€97 L 045266111 -0.50218C%
0.01618122 - - C44525760  —--—-0+8967878- —= -— 0,882C€28
0.735023¢9 0402065436 - -1 043C25226 C.8206788 0.63263C5
o Ne3243243 - C. 7618788 = Cel067T72 - ==0eC€2049E12 - =0 a4109684 ~—————0s41676C3
Fooo 0 n,30k3043 “1.220894 - =0,124065€ - - 0.€4120204 ° 57 0.08318865 - 0,08421257

£ 7100734

n 1772654
6.2793258 .

., naﬁnasn4
-A,11 71171

e 6409&‘1 = TETL2, 436846 s 517729824 - -423 3842 e -422 28(:8
CmALAT2RA2T = 0 TTIATAE o —CARTRATOR o o - 0y TEOBERT e -31 W BB6 T =344 56610
: 14379157 . 2,299587 2. €£18CN3 19,0728z ~2CeS65Sh

- - 8, 326645 : 30426202 2C, 51253

- N26 77663 004223172 L0 £12051437 Tiag 0730742227 70, 074C5550
2.06624832 m 002602295 = —€a008642-204—————-D 017445908 0401768453

A la 50éme itération, nous obtenons des résultats plus précis gque dans

le cgs précédent, en un temps moindre.
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CuETRIER 0 A LA SIEME I TERATION R A R s z o T fem
: 3 S 21,1756 ¢ 895.6477 - . - 914.1721
-o.ooo"zmun-— e BB 00T B e eom M R 4R 2 =361 49805 ——:- =37142€65
V4RI TR -1 Do o 1 ,0181071 =06 i 4e 001452 - L e3.169604 7 T LT =3,29¢487
MR EESELES R 7.1‘.6’.\464'-1* —s.ozvusv—ov-.--- - < e =3a413057 . - - ~3.551167
--»—1.0'46227' =22 =7 44187 311" S ACENANATSTT —R,A3(FCATNT C2.0013658 T 1.028407

L 721076034 _i ‘1573}"«3&‘, 1.00“402'»24 - -*.««M('xun -1.1%723700-1¢ 0.€50E162

Tea1, 1002 =

4001465 . .
Fal

0"“‘17“175 e Dy a(‘rw%oa%—m:& T&Sh414-05- - G
S ,QHNARTTR =T, 42600 1T b.LZTICEN-NG T C.000419¢¢30 ~0.0004275¢517¢
e CLL45 673 -~ ~ =04, 115471 ¢ - -=0a117C1€C
EEL.~0403196048 ~0.021EG515¢

- 1. 9NN Y122-
S NONY 223 l:.(,o

= s ansT D3 Ae 43865512200
b6 132

==74:975034 1225
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3°) Nous avons utilisé la méme matrice avec 2 signes plus dans le produit

scalaire

—w—«——~———-11f.3ﬁ¢s————~——-f913187?;;::4:""5s,24997-::t:=;307 §120° 22155859 —41.41406"
< G": = : : =

=0 0 9200 10+ :

3 o o S 04132326

) 0= 0.608788¢75

OLu0t=

918

4870231
43565628+

: B.OT9BTFE05 -
S="MATRICE RQ A-CA T “TEME 1TERATION ==
:=:::=::::8"55{:43“—~w__~~xB 60458*~*ﬁ—-ﬂ-3x186854——~“—““"&:173135—-*~—"—f?b%@3IZ::*:~—*—9 122275

e 56796 6516

28190
F062¢
T=0.0532796
==0s0004675253= === 05000 2854527

¥

0

K}
e
CD
[
Lo
Lo
‘\g
i
r—

405.
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et au bout de 50 itérations :

o W o
Lo S 4Y)

6 Onn 5*3_

& T 43051
= ____‘.-xc-lwu-‘ S )

=—MATRTCE R T

B T i =0 1003531 FE4: SBT3

03009692514
0.0002730414
~0,02656845

T*crft‘ilﬁ ‘-Ob‘***—l ‘51 6307 05
= 006136
0566 07

SCSIB = —-=310,3625 = - —[03826.3 — — 1656671
20145731 10549658

53406724 ~-10-
—-——~g§,041035"xo
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4°) Enfin, avec un seul signe plus

O
[+ 3
-0

=26, A0NO0 ; 43, N000C- “YeJ nocon - : .
"~29.00000

~26,000M0 - . . 80, noqonuﬂ»fmmi-zg.ooooefi;;ijggéwgggoo;
-3, 00000 24, 00000 140, 0000 - -725C. 0000

U K7.51066= & - i-aca 1€l
~85,65555 - . . £5,78712 -

SI18.1046 - —40,83631 .

S g w106

O o 1l8,32129 _ ~49,28329 940321410
R e BRIy S 34414496 - =83,50234 32 20641 ~6h,041C48
’ —=15.08203: 2828489

-0, 1247673 ‘0.0603C002

Q=== 002984180 -

«50655563

. 0
0-23‘3??28 < 14144SCY
Ex351 177? --=0e3571258 -

~0.£67747€8

045344069 .

=428,1934 - C463.1727

~2448204C - - ==38,25660

'32,75554 . 40.7CC5S

0.01911 425 1?55 ] - P BO6 8L - ~ 18436078 —-mm 204 51556
N4021934307" NI01444T3C 77 04€4713296 0.06737727 -0.07352518
0. 01?903’°~--~~9n0761“L?1~~ 004150408 .-~ 0a004531857
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En 50 itérations, nous obtenons :

MATOICE RO-A- L A— 40 ¥»uc—4renavlou SRR

T &, nno1co C.109R567 L0l esa,n 439 IR S Tt »-37.14634 L eav.zez68
AL AN 4RD 2 & 4,97 325 -2, 00801 ITE,3256 0 —ARL4D04 -6,237451]
- foa2C3001-10 AR PN I 4nn2eg £.89357 ~0.A02156E -0,6012778
T 2127958117 5 (G122 TN = b b m Ly EA0ARG =0T e FuSRQ4RT L 0,04L16746 - - —0.04106254 | |

3.6C8KR6017 =7, 7262147-06 - 0 1,959000 7 0.65872C0
be2d76121-24 1e356070-16 541166891211 .. .- C.555555¢

~2.RRVRKLI DD Y (4861304010
praoanaz:-gs-mw-s 1;9333-131

~E7.£6348 ~37,33091 -37.27467
- 378,2190 ~6.B851628 - -~6.B45CT2
S £e 643351 0. ~0,5966785 - - ~0,5555145
=2, 035168~ ---2:0 01538400 . - 0401531739

» : 2.020247 1.0113C7
oo n e 10007241

b o B 00 24 Fe -—0 00!)24% 1525 T 0001220737 m~C 006261451 212510590108 - 1,5145051-C5

EEEESESR, 00024637709 -5 14000243~ —‘-‘0.0001220777"' ‘0.00064726510 =4,2G657411-05 ~44260€681'-CS
= le VAT 36010 0 R, ?Qé??B'—O& mrrn o be 00131 -2 e 0 C1285 710 - - =06 002767685 - —0.002762E15
l.62001 5117 - 1.1374001-14 ?.ﬂ7na47'—cF Ce€FE3437 NeN1286106 0.01284510
3,3272641 =23 ~2.9737031-20 «PATVLL =14 —8,CT(ZE31-07 C,a#P4%-206 -0.062521€41
1.4°b&61'-25%~~-1.02849W';%2f*-‘3 044222825 -4 44EEERGI-1T - 2.2, 522:10'—11 = 046528107

1073953 I -40.36276  —4g.2¢337
; -l 002G - P Jéc.}_?}’r»-. e - =14033369 o L1 ,034ECH
~4;960?=°'-10~“r 3.21P4371-07 : ~0.4018561 ~04.4912214

0405431803 — .- 0,0542C126 -
27046982144
825965556

SEPPALI -}
JOARAP LRI _2 30
.40_:7:2_.&._

Fs 4 £330~ 4
5. COARR] 1 20"
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5°) Conclusions

Sans prétendre 3 une étude exhaustive, nous voyons que cet
algorithme peut donner des résultats de l'ordre de ceux fournis par le
QR ; 13 aussi, se pose le probléme des classes '"optimales'.

Il est néanmoins 3 remarquer que cét algorithme est de conception

différente des ordres algorithmes associés strictement 3 une décomposition.

L'ALGORITHME SYMPLECTIQUE

INTRODUCTION

Nous ne discuterons que le cas de l'algorithme symplectique
normalisé ; nous n'avons pas programmé l'algorithme d'élimination symplec-

tique.

UNE REMARQUE S'IMPOSE On ne peut pas utiliser la décomposition symplec-
tique directe ; en effet, nous avons vu dans la
remarque c) lére partie, qu'il dtait capital

dans la démonstration de conserver T+(n,Bi)

comme deuxiéme facteur de la décomposition et

non pas un sous groupe de celui-ci. Or, la décom-
position "directe" symplectique conduit & un

14
sous groupe donc nous ne pouvons pas l'utiliser.

D'autre part, il faut remarquer que la condition de normalisation
que nous imposons, & savoir Se = e, qui a pour effet de supprimer 2n
paramétres, est une condition qui n'est pas '"normale'" vis d vis de la
géométrie du groupe symplectique, car il apparaIt que dans le cas de

1'élimination symplectique cette normalisation n'intervient pas, donc

7

I1 faudra pour utiliser de maniére performante cet
algorithme construire des normalisations plus

naturelles.
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B - LE RESULTAT THEORIQUE
Enongons le théoréme de Rutishauser dans ce cadre symplectique

On prend G = P. NSp(2n,IR) pt

THEOREME

Soit A € Ge(2n,R)

Si A vérifie les conditions de Rutishauser

Si l'algorithme GR est constructible pour A (G=P NSp(Qn,HQ)Pt)

Alors la suite des matrices (Ai) générées par l'algorithme
GR converge vers une matrice triangulaire supérieure ayant sur

la diagonale les valeurs propres de A.

C - LES EXTENSIONS A PREVOIR

Nous avons déjd donné deux directions

.) chercher des conditions de normalisation plus naturelles
.) utiliser l'é€limination symplectique déja décrite.
Nous @llons donner une autre fagon d'effectuer 1'élimination symplectique

mais sans développer le calcul

Nous avons utilisé pour effectuer 1l'élimination une famille
de générateurs, mais comme dans le cas du groupe orthogonal, on peut
9 H
prévoir d'autres générateurs et de ce fait on peut penser d utiliser le

résultat suivant.

THEOREME (Dieudonné [2] Partie II Chapitre II

Toute transformation symplectique est un produit de

transvections symplectiques.
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Donc, si nous pouvons construire matriciellement une transvection

symplectique, nous obtenons un systéme de générateurs.

' Chercher les transvections symplectiques, revient 3 se poser le probléme

Quelles sont les matrices de la forme I+th appartenant a

Sp(2n,R) (u,v € RrRY)

On doit avoir (I+uvt)t J (I+uvt) = J ce qui en développant donne

CvutT o+ g uvt o+ v(utJu),vt =0
=0
donc vu'd = -J uv'
. t -1
Si on remarque alors que J = -J = J 7, cela donne (u et v # 0)
v = dJu

donc
LEMME

Les transvections symplectiques sont de la forme I+u ot gt

Les transvections symplectiques étant connues, il ne nous
K . * . ’ A [
reste plus qu'd guider une élimination comme nous l'avons fait avec les

géné%ateurswdans le paragraphe 7 du chapitre 3 de la deuxiéme partie.

_ I1 est évident que ces algorithmes d'élimination symplectique
peuvent &tre comparés aux algorithmes du type Gauss d'élimination classique.
LES RESULTATS NUMERIQUES

I1 s'agit 13, bien sur, que de résultats trds partiels, nous

donnons trois exemples que nous avons traités avec l'algorithme symplectique

normalisé.
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valeurs propres

On considére

O MATRdLe ]
0.070UCLU
0.13000C0
0119995y
Jdelldouiy

viltial
Ua 1360000
Ve 3HLCOOCO
Je LALOO00
Ve L3COTQO

qui admet pour valeurs propres

> > > >
£ W N

0,0479716838
0,3111488671
0,6384911230
1,0923883260

Je 1199999
Je 1400000
2 3€59999
0. LELOO0O

On obtient alors au bout de 50 itérations

CMALKLLE A

1.092552
1.166090-1¢
Te140743'-28
4.220275'-08

1.027241
UVe3384747
—ieUau268'-16
~2euU131238%-27

MARLLL SUBAP LAY

1.00Guu0
1.9671504 -«
6.237036'-2¢

3.368908"-50

i 0

Je9959999
~l.0c3037'- 16
~9.511930%-57

MATRELE R
1.09235¢ L0 027240
J Ueo384747
o 0
0 0

000.8a SECINULS

I LEXLouT TUN

LICRATIUN =

50

Ve 3EBOHET -

-0. 01533365
0.3111455
1.0338C53%-41

" 1.915651'-C7
-1.197282'-C8
1. CCGOOO
3.3362301-41

De 3t EOHTH
-J. 01933365

Oe31l1l4a5y .

o

01100000
0.1300000
C. 1600000
0. 1500000

0.221841¢
~0.,1778983
0.1649154
0.047954538

1.248746'-06
~9.536743 '-07
~9.536743 '-07

1.C00003

0.2218411
~0. 1778982
0.1649154%
0.04796835
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2°) Nous avons testé le cas de la matrice

pdit s
TR S VIS

AR
[MIPL Y B O S DR

Y . N £ g iy
t).'..*x))ur..'u .‘).(»'\I‘JL\.’U

b JPL RV S NS pis e by ~Be LUDULY
5etitdiL u A PR VRSRS I N L192. uGoD
J fel 2uu TelLOCTU

qui admet deux racines doubles

A, = A, = 2,65728073

et hy = A, = 26,34271928

1= %)

Vial s bee Ae bluaATiUN

£ el
_'"). P 3T HteuY~0 o
Lad T e Iy {

o

Mk roiba
JRPRAIUIVIVEENG:
Ce=lewniialnt-0
Feuilg 3T~y
' U

ET M il
e ALt
v
J
N

Q0D e SLUIONTL i

= ia /c.c_ )?C"'OU
. ti e J“fl.b.y
Jewod il Ay
Jedvudabl-4Y
S tint LAY
Devui)let-01
Ve #9599% Yy
NPRESUES FNS B R

aJ';;L{Zf'“:%)

-

£

~
& .(;_l-‘ri:j"‘C.J
w@ie 3 Hly

N

U

[

cALLul TuN

~zlai4loyd
1ceCS410

e il TL;\JI.

fei L i*—-CT.

= 5. Tualat =0
Se 142451 -Lo

~Zle4%41 30

ToeL94ld

+ aeEDTL00

0

J
7023000
T.000030
21.003)0

-2 e 2003
032063

~te DTG T =db
SotaTLTH

Lo Q7437 °~-U5
a

=0, 0JC1TG31YY
1000108

-2 A9l 0l)

Lu et s

Ue CGLD4GHI25 3
SetHBT30)
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o .
3”) Donnons enfin 1'exemple que nous avons traité dans tous les autres

algorithmes

MUPNC

INITIALF,

TEA ﬂoanG"

—13 onoon

‘.3006¢:x:::::lE‘COOC"

80.00000

-39'600u0

~26. COOCO

C74.000005

SE1AT 0000 S = = 250,0000

0.02170774

”;::::t::f}5ib3€l

—0.1?00029

1.1€3233

0.3056253

=GR 02116217

GOA7148%

203559701 .

 2.755414"

0.1222025

0. 1723849

0.2815918

-£1,43535

—23.t7?eé

=y BL641728

‘mlol

0
AT
48

et 1l'on trouve au bout de 50 itér’ations

MATRICE A

106414 4-085
—1.0 31?{\‘11 - NO B
T, 604066117,
G R1TET L 1-27
3,3259200-41 -5
__MATRICE
S8 .09R232

T»a&rrnu =

12.27634

2741626

-~17.43373
=4,046125

_-i envamv—xiﬁ
=24 550437136

6. 117’76'—23

CSCHAPEAY

0.0002093353
12478531 -12.
-7. 12476 1210,

+.£004047374__

~4. 781266'-05
=32,236360'-06

—C.NON26BS0T3
=2.355345-06" "
. .l.000322
853414 '-18

~4.045886
—58,55783
_=0.3165185

o

0.3302197

:17.434667 07

1.999184 .

S~2.257119
0.8696289
~0.,3678741

27.49C25
~7.567566
1.194€48

"1.346617
-0.09623635
~.0.001956C41

"1340.128

-74.98471
S1589.C58
~-58.,87137
~:l191.7270

1.000181

... 0.002050¢03
=0.0003%9305CH
.. —0.06916775
~0.0004730225
LQ98GGC4LR
0.,980G7¢62

. 1340.1237
-74.9€8€9
-1589.C3¢6
__-58.87128
EL191,7€32

6.0000C0
29.00000

1.742188

1.020514




- TI1T - III.19 -

Ce qui montre la convergence de la méthode ; les résultats étant moins

bons que pour le QR, mais nous avons déja dit que

.) la normalisation employée n'est slrement pas optimale
D.LOYy D b

.) l'algorithme que nous avons utilisé n'a pas été optimisé.

§3) LES ALGORITHMES SEMI SIMPLES

A - INTRODUCTION

Nous avons programmé l'algorithme L., de maniére "grossiépre
l 9
c'est-d-dire sans chercher 3 minimiser les calculs qui sont 3 effectuer
q

notamment dans les inversions de matrices rencontrées.
Nous avons aussi programmé 1l'algorithme bloc triangulaire
uniquement dans le cas ou les blocs sont des matrices orthogonales.
B - L'ALGORITHME g
D'aprés les résultats théoriques obtenus dans la deuxiéme

partie Chapitre IV, nous pouvons appliquer le théoréme de Rutishauser

généralisé en prenant

G = 2(2n,R) -
on a

THEOREME

Soit A € G2(2n,R)
Si A vérifie les conditions de Rutishauser

Si 1'algonithme Z(2n,ﬂi).T+(2n,ﬂi) est constructible pour A

Alors la suite des matrices (Ai) générée par l'algorithme
converge vers une matrice triangulaire supérieure ayant sur la

diagonale les valeurs propres de A.
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C - LES RESULTATS NUMERIQUES DU z-ALGORITHME

Une remarque s'impose immédiatement : c'est la grande ressem-
blance entre le comportement de cet algorithme et le comportement de
1'algorithme LR ; cela n'a rien de surprenant compte tenu de la maniére

dont est construit cet algorithme 3 partir justement du LR.
On rencontre en particulier dans les itérations successives
le phénoméne de pivotement des valeurs sur la diagonale caractéristique

du LR.

PREMIER EXEMPLE

Nous avons testé le TR sur la matrice

-2 1 -3 2
1 1 1 0
4 -2 5 -3
5 -1 5 6

Les valeurs propres de cette matrice sont

—

A
A
A
A

1]
=N W o

1
2
3
Y

On trouve au bout de 13 itérations la matrice

4,061875 -5,135451 -7,034539 9,462u51
70,01279318 2,965382 1,564795 1,889682
~0,7 107° ~0,009670663 0,9728976 1,643391

4 107° -0,006000940 ~0,01646641 1,999667

qui montre l'apparition désordonnée des valeurs propres sur la diagonale.
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Et finalement au bout de 32 itérations la matrice

3,999846 -11,40717 -7 444064 8,277313
1 1070 2,999833 2,722345 0,7095920
0 -3 10°° 2,000005 0,6587775
0 0 -7 107° 0,9998727

DEUXIEME EXEMPLE

On a considéré la matrice

2 4 0 0 0 0
-5 13 -2 0 0 0
-13 29 -15 5 0 0
-25 61 -48 18 0 0
-36 80  -38 -26 32 -6

-34 24 140 =250 155 -29

‘Dont les valeurs propres sont

A, =6
A, =5
Ag =
A, =3
Ag = 2 ’
rg = 1

Aprés avoir observé les phénoménes de pivotement habituels, on obtient au

bout de 60 itérations les valeurs propres sur la diagonale, dans 1l'ordre

= 5,998864
= 5,001627
= 3,998156
= .3,000073
= 1,999848
= 0,9999295

R D A
O O F W NN
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Les valeurs des éléments sans diagonaux &tant toutes de l'ordre de 107°

sauf

21

a5, = 0,004L406642

a = 0,0002510443

D - L'ALGORITHME TRIANGULAIRE INFERIEUR PAR BLOCS

a) Le théoréme de convergence

Comme nous 1l'avons indiqué, nous n'avons étudié que le cas ol

les blocs diagonaux sont unitaires.

Nous avons le théoréme de décomposition : GL(n,R) = B.T+(n,HQ) 5

B groupe des matrices du type B 5 (terminologie du chapitre précédent).
‘ 12700 5Pg |

Comme ces décompositions sont évidemment continues, on peut citer le

THEOREME

Si A € GL(n,R)
Si A vérifie les conditions de Rutishauser
Si 1'algorithme GR est constructible pour A (G = B)
< Alors la suite (Ai) générée par l'algorithme GR converge vers
une matrice triangulaire supérieure ayant les valeurs propres

sur la diagonale.

b) Les résultats numériques
i

PREMIER EXEMPLE

Nous considérons la matrice 6 x 6 suivante

Sap— e g ST

, 001
=5:+000u 9:
~13.00000

= =
=2+ 40000 ===
—~1%5,GO000 sy

£ 3'f\ GG

=34s008d=m == 2400080 ——— 1 40,0000=
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dont les valeurs propres sont :

Xl =6 Aq =3
AQ =5 AS =2
Aa = 4 A6 =1

25928265
=089 585740

=== T MATRICE R = i
syt — o 58481589 - n34.72099 = 155, 8862~——~—-~—xtc.zanﬂ"~AA—"«~zr*00385
2 23G9 60 B 192
== 0 0 '4=.247aaf
g o o 5  1532470° 0:036297680
9 9 0 9= —===0:01269352.

et 1l'on obtient au bout de 60 itérations les matrices A60 = Q6O R6O

sulvantes

~52.52491*—

63616256 —17
'3 080738' -1

'3’&199'32 0o
1.463741¢~

;:2.49’720%:¢o;;,;1ro~3>03'e22;mﬂ,5.é83143'-1?< - 09 S
=3.7TT9700 =47 0 1.4T1256%-43 5.338160%-37 —1.6966151-27 2.016896'~19 - 1.€60020

- 1.0001E5
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Si maintenant nous utilisons des matrices B du type décrit plus

~

d-dire un premier bloc diagonal

4x4 et un second 2x2), nous obtenons d la premiére décomposition :

)

HATRICE 4

0 06971::4
=00 1742690
) -0.4531515

=0 8714%403
-l.254801
s =lel8b163

MATRICE R

puis 3 la 60°™¢

o 2868797 -

0
¥ PR
4 :
o_, U
0.

0.9560848

0.1198754

-~0.212167C

Ve 1628404
~J.6211243

. -6.213092 -

0.1183643
~0.6767934
0.5854555
-0.4303287
1.942051
15.94667

 0.2589856
© —-0.7050107

0.6379331
-0.1700823
-291.9724

S mml404.370

-=68.28644
9.163026

HATR!CE A lchATIuN I=

: 5 9933&J

0.00014244ck
~2.6U31840 -
~6.470908" -1y
~4.938043'~25
-2.938104% -4 7

MATRICE «

“ LT 1 - OOJO\)J
24374190 ~J5
:=44338901' - 11
~1.078549" 19
-£.230565'-¢>
=6.503901' - 44

5 999649

MATRIL: k

9
3
J
”

2.235664
5.000013
leol7252'-Co
“4al4l222'-15
3ekla756'-21
20354 060'-43

-2.3L5132-05
1.000000
3.258723'-07
3.282993'-16
04349930422

4.710049'-44

 2.235783
- 44999958

48.97520 oo

~4,873588 1.870294

1Ce52029 - - ---4.818639

- 0 - 061301752
e Qe e e Y

itération, la matrice A

60

-14.99811

~€.709448
4.3C0217

- —Ze101432'-09
-2.057820~15
l.414884'-36

“le6lEbO'-GT

0

- 14000000
~5.268199'-10
~5.144131'-16
34536563137

-14.99827
. —6+7090091 -

4.000278

-2.825455'-27

=17.,95177

0

60

64.86917

59.02310
20.119406
2.999646
8.139647'-07
~B.475367'-27

"~ 1.482354'-06

0

-1.017372*-05 -

1.000000
2.713535'-07

64.87056
- 59.02156
20.11946
2.999646

et sa décomposition

0 0
S SO — - -0
0 0
. R - 0
0.2021877 ~-0.9797033
0.9793468 0.2004539
- 0 = -0
o 0 )
ez Q) - -0
o o
158.2687 - =29.61417
- 0 0.01263612
0 n
0 4]
0 0
: 0 : ¢
2.000011 ~161.0047
1.069574¢-20 0.9999090
0 0
0 0
| T 1 B
0 C
- ~1.00C000 - -0
5.347839'-21 1 OOOCOO
- ,
0 - 0
0 - = Q
0 b
0 0
2.000011 ~161.C047
s T

— 09999090




MATRICE A llanflLN I‘ - 8¢
5 9999£I Z 235485 ’"—14 99900
~ 34713526 ~ve 4.3990653 ~6.707343
-T.8432106"-i4% L.872016'-C38 4.,000278
- ~64159580 ¢ L.012572'~19 —6.657637'-12 -~
=1.417059"'-34 3.495784%~29 =14959942'~21

=1l 07%061"' -u¢
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On peut d'ailleurs remarquer que A80

ces résultats

de4uB1l19'-57 1.282680'-48

-~ MATRICE « - S - :

e Le000U D =h.T22446'-07  —5,8642461-09
6.1892870 - 07 1.000000 - 2.384C20'-07

-1.307219'-14 - 3.744297'-09 1.000000 -

-1.026609'-c9 340¢5359'-20 -l.064367'-12

=2.3617941 - 0.992068'-30  —4.8995121-22
-1. 192791'~o3 42936589158 3.206476'~49
: MATRIC& * : -
2.235486  -14.99901
44999650 —6.707335
4.000278

R o
FrEEEe

Nous avons refait la méme décompos

le premier bloc diagonal est de di

Les résultats sont alors :

4
A B

.) Pour la décomposition de A = A

MATRICE O

donne une nette amélioration de

64.87943 ‘0 0
59.01463 B R p— )
20.11902 0 0
2.999646 L B 0
'2.453866'-10 2.000011 -161.0047

- =2.431970'-36 1.018039'-26 0.9999079
~1a1239931=06 - oz o O - -0
-1.5989931'-06 0 0
[ . 0 - o — 0
1.000000 0 )

- 84180516%=11 1000000 - o -z o0
~8.1075170-37 5.090165¢=27 1.000600
64.87946 : ) 0 - (o]
59.01459 -0 - )
20.11902 0 0
2.999646 T - 0

-0 2.000011 ~161.0047

ST T L 0 T —‘_": 0099990‘78

s Qs

ition avec B groupe des matrices dont

mension 2x2, le second de dimension Hxi.

(lére étape)

03713907

0. 9284763

S =0.9296768 7 @ 3TV3ene  C T s
T =2.414039 0.4036856 ~0,06582540
-6, 6462384 " 1.388679 “=Ca2470552
-6. 675032 1.081R79 -C.1596616

Tm6,313642 0 TTUTHE,013771 v

fO.Q5348?9:'””'

e - T - . 0
-0. 1“409?3 "0.7599206 -0.2346445
~0e45128478 0.45697972 0.8154308
-0.8C1638% -0.4523514 -0.5187348

?0.27b3737>-

""" 0 09523183 ~ 01045537

MATRICE P = — B — ;
5.385164 -10,58463 1.856953 ~ Lorimmoomon @ v. Lot s @ ZoTE 0 0
0 8.541984  © -0.7427613 - R L I 0
Qe e e oo 16602198 Ta23800€6R T T 142.6814 -26.€5316

0 0 0 £0.02432 ~69,45036 12.82467

0 L0t @ s 00 042736660 -0.047615C5

0 N AR ~ 07 - G 0.0051227%%
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.) A la soixantiéme itération, nous obtenons :

I 5.999463 .999815“ _0;1170493 6. 48128°1 0. 9555749 -0.115¢€5¢84
Ty 3B 019N =05 T T T U5, 0001V I T = 0.117061 6 0.4813364: ~. 049556464 - 77 =041195231
SEa,6410700-09 0 T 6.,177T210-05 7 4,000122 T 19.47540 F 10443091 T 30142913
= S1o0 81182 -1 7 1.5042031-13 ° =2, N0RO191=0G ~ 77772, GG 804 =T 353597 =1 6T C126

~6.53°N7T51-24 0L4006A11=22 ~ =1, 5ST140 =17 ~ T 6.6347781-09 <+ 2.000010 -39,63554
e, [64B81V=4T 2 BG466T1-43T 5 4, 555304 1-38 T=2,875658¢-28 - £,4523214-20 © 7 0.9995C99
T MATRICE Q e R e e

], G000 =1 0490368085 =g i e
T 1.061626%~05 1. 0060000 - 0 0 e : o
e 602445 -1 0 16235519905 70 7 15000000 e e

21,75212 77 -18 3.0097701-14 « ~5.0199851-10 . ~1.€00000

21,0 89943126 1.8802751-22 " ":—3.9c7721'—18 242117378209 swrr=r1a000000 - T =0
“""'—3.60"4‘57'—4?‘ 54769799144 - 1’9791'-38 =9, 586150'-29 2 226149'-20 e 1,000000
e e et e e e e e e e SR S e - e o e
6.99986 ~Ce1170505 0. 4912‘:42 0.9555850 " ~=0.115ESS7

- L0~ T 8,00003% ~0.1170606 =~ ~0.4813313 - -~:: 0.9556363 : = ~0,1195217
REN ¢ B 4.000122" - ].9 47%39 - 10403091 -+ 301.2913

- -~ 4353597 - =167.€726

- 2000010 - =36,63554

mmr Qe e (0. 9999060

.) Enfin & la 80°™ itération :

T MISTPICF A ITFrATION I' ]0
‘3.099876 6.90"730 ., =CelY7056C '"'0 4813183 ‘ "'*:"""‘0.9556336 061166052
T 660948 06 ’ © 4,999630"  =0,11705437 " % 0.4813069 T 09955882 e (e 119€153
~1.337400'-12 7.1’!6704'*07 T 4,000122 7 19447526 10443089 s 301426132
~1.001047t-23 5.5008721-18 =6, 355569112 2.699804 T T 44353597 s (167.0726
Z1,8T770267-35 . 1.0352493'-29 "~ —1.542?54'-?" 7 1499806312 2,000010 ~-39.,625¢%4
=i 54914990063 73, 014704' 57 4. 116‘537'—50 = =8 ,262608¢=38 - 74,237826t-26 T 0,9966C79

:OMATRICE Q=%

< 1000000 =1,607491 1~07 :
LT68305'-07 <7 1,000000 T T -
22,22S045'-13 © 1.427450'-07 7 ~"* 1,000000:"

~1.6KC04TT =24 1,100262'-18 "~ -1,5883431~12 "~ :
3128440096 - 2.0706551-30" =3, A05T68 1=24 ~ 6.660644¢ -3 =T, e

T -S.B5RIS11-64  6.0690521-53  1.034103'-50 -2. 7478150-38  ~ 2.118902'-26 - 1 000000

CWATRICE R o TR A S

~= o 5,999875 - 6.999731 ~0.1170560 0.4813184 0.0556339 -0.116€C52

g © 45999627 o 0.4813C68 o - 0.9555882 - -~041165152

R S T16.47526 - 104.3086 — - 301,2513

- - Ep— S R ; == 167.6126

" -36, 63554
0.5995078
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REMARQUE FINALE SUR CET EXEMPLE

.) Les temps de calculs sont un peu plus élevés dans les algo-

rithmes GR que dans 1l'algorithme QR tout en restant assez

voisins.

.) Si maintenant nous comparons les résultats obtenus au bout de

60 itérations, sur la diagonale on n'observe pas de diffé-

rences importantes, quoique l'algorithme bien adapté 3 1la

décomposition donne les résultats les meilleurs.

DEUXIEME EXEMPLE

Sur certains cas de divergence de l'algorithme

Il est relativement facile de comprendre comment cet algorithme

eut ne pas converger, c'est-d-dire
H]

les matrices Ai formées peuvent

trés bien ne pas converger vers une matrice triangulaire supérieure.

Considérons les deux matrices

I

A = 2

-1

0

et la matricé

1

B = 1

1

1

Nous avons alors construit la matrice 8x8 ayant A et B comme blocs
diagonaux et des valeurs quelconques sous le premier bloc A ; on a ensuite

appliqué a cette matrice l'algorithme semi simple avec B formé de matrices

du type

W N

10

10
20

dont les valeurs propres

sont

dont les valeurs

propres sont

|
N W

0,03801601
0,4538345
2,2034461
26,304703




=0.2192179

On obtient alors :

R

4,000000
-2.000000 °
=1, 220000
“ag5.AnAR

6, NONONO

5,0nO000Q
SR

wWATOIFF O

n.pr2amn
~" 366358

: -0
TS, 28517
T 1.300707°
1.061C087
b}

R

T 145401357

~Z.ngonnn
4.000000
o 0

T =-1.300000C

g

4,00000C

I1I1 -

3]
67.70000

g, nnnana

€ I829%612
C.3342726
-0e2566G91

TR AT T

7 ROLTT

23 BRADAT
3.032258

bl Y ks 1ake 0] A
1z, annan s T

=2, 03000T

%, N0
8., NCSNC T
T 7000000

T3, nonng T

IIT.28

et Q2 orthogonales.

£6.09000
T bj
“3.C00000 0 T

~1400000C

T
1.000000
t.oounge

D72 BEET00

1.0900000 777 T4 060000

“3,00CC00 7

20026
e, 000 CCC
T35 003C0C

C.TESMIRF 777 "TTLIFTREO7 ¢ - 0 ’
- 0L.081 45300 PR ETEY S o it .
Covz 28316 0.4575€07 G 0 ¢
FTELGRISKRETF T TERRIYTE TS g TR e s e T E
“82.61130 7 1155050 S 6TQE204 7 “ — 04499946¢( ~0.223€401
TB P4 S50 T T=QP222E068 TRIET=EL SO00ECTT T 0SB T0ETTY
215710 0.2238606% =0 4799650 T =0, 5TNTTEY

2,18788C

1s0anco
44 0D POOK
10. €204
= 20 00N

0
C
{
§
‘

T bICB DN

RLavy

ST BTZETIA T

~1.H6H565
=ITTEE HEE
I EGTEOL ™

Ne223537%

et au bout de 53 itérations (1.43 secondes), on obtient un dépassement

file

= 5s06e0007 7

T 6.7092C3

[

s v LI T

R A ER AT
16, 0E7584
2 a5 0C0L4
02236084

de capacité a cause des éléments sous diagonaux.
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MATRIFCS A TTFEATION T=

£.OCACAD -3, CLITEANI-0A 2, SE°N23I-06 1.1760870=06 AN - e ¢t 0
,A7an 30209 he e (R DS SRS LI L h P R TS c : : : : ¢ o
yR1E13aY-1 3 ToER42328 =05 e Lty "1,5037740-06 e u C T ¢ 0
g TTTLD (LRTAA SR T, DEERT R 1D E CeS€S5€5 Rl R A T s e e e
VAZ103443 ] RLICNRCTIAAR R, 9297401480 45147760475 26420431 ~64,80741C*=C5%  9.2123719-CE  ~C.00CC4274¢e0
)IABLA VPR D RASITRIST SR AESINATLOE T 7GAP1TEC 470 © 2.1216020-54 71 T 2,203364 © 5, 586933006 ~C.0001RE2ES6
JOGIATO =AY A LAGBRATY=46 TSRS TINT =417 CILEEEOL4 =LA | TR T 8,971600 136 T 004530342 =5, 777947005
, 6 -G R A P S P e o 6.547771%-5) BENG LU ISES

AMTRICF O . CoE - )
1600097 © TelCTIPI =N 5,361 57512 o
L1aT7408 00t T an0norTT — 3, ] CERAT IEE T e ?
VBTN -147ETT 2, 16781 1 =ns T T T, 00630C7 : i
RIS SRR o321 0-28 " - 1, Crecan o
eeTADAT S0 1.CEQIR51 445 =2, 293427 45 4 B14TIR 4TS 1.00000C ~ - - 0
VEPRGNIN DA B ECEA3SYo]] TUel, 2Z18T70SEE Tl 2,6C1401 1420 11 B.0659500=5¢ T T o000000 T TR Y
(TTIRYAY D R FCITHTITLT TR GOTENGISGT T B AEEECE V) A ¢ 4.77195€1-24 . ?
n b : o TLlPEEIEEL (3 o 3 " et

STMATRICE R

5L TER TS ERTREY0 TEZLCSTE=06 CEEE T
C 2. EANTRI-CS =B 315742704 ¢ !
BRI 1.5C2180Y =C4 cn - - ¢ - o

- 0 ¢ v

53 G2 1230t v~U5= =0, 000942 1466
$2€2193 ~ - 5,5969330-CE - —C. 0001823656
T T T e kS IR A = LT T4 2908
0 ’ < {

L'explication"de ce phénoméne est d'ailleurs assez simple ;
en effet, il faut remarquer que la matrice B a une valeur propre de

module le plus grand a savoir‘uq = 26,304703 et son vecteur propre

. ” ’ 14
associé se décompose en
M i ' O
0 4
X =|0 x' € R, l'existence de ces zéros
u
L 0
t
X

: ‘ . ol eas R
montre que la matrice X~ ne répond pas aux conditions imposées.

E - REMARQUES SUR UN CAS PARTICULIER IMPORTANT DE L 'ALGORITHME QR
Nous avoné signalé que dans tous les algorithmes que nous avons
étudiés, nous considérions des décompositions du type GR ol R variant
dans T+(n,Ii) et nous avons remarqué qu'il &tait capital de décrire

+ . .
T (n,IR) en entier.
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On peut proposer certaines familles d'algorithmes qui'n'utilisent,~

+ . . . s .
pas T (n,R), mais qui sont basées sur les décompositions suivantes

Q d'une matrice (L € T (n,R)
R d'une matrice (L € T (n,R)

11

.) La décomposition A = L
L

.) La décomposition A
et R € TI(n,KQ))-

Nous ne développerons pas la premiére décomposition qui conduit
d un algorithme de recherche de valeurs propres et qui utilise une démons-

tration voisine de celle que nous allons donner pour le second.

a) Décomposition GL(n,R) = T (n,R) T;(n,m)

Soit A € G&(n,R) et considérons I
Supposons que A* = IR (décomposition de Gauss valable presque partout)
(L €T7(n,R) ; R €T (n,R))

Alors A = R" LY (' €1T7(n,R) ; LY €T](n,R))

Nous obtenons ainsi une décomposition dans laquelle le second membre

appartient 3 un sous groﬁpe de T+(n,ﬂi).

Afin de distinguer de la notation habituelle, nous noterons

L les éléments de T (n,R)
U les éléments de TI(n,HQ)
b) Description de 1'algorithme

Soit A € G&(n,R) ; nous allons supposer que l'algorithme est

toujours constructible.

1) On forme A, =L, U

po 3
H
<
=
'
=
=]

e e
)
(e
t
=

n n-1 En—l ~n n
Ay = Un‘gn Lnv1 Yne
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Nous pouvons alors établir les formules suivantes

-1
<:> An+l - Eﬂ n —=n

|
o3
[

- -1 -1
= Eﬂ . E& A é& con Ln
- '/ °
On pose alors Qﬂ = Lﬂ ‘o En et (:) s'écrit alors
A =1 taL (1)
n+tl -n —n

i
c
o=
]
[
[l |

fay

An+l

_ -1 -1

= U ... Ul A Ul ‘oo Un
On pose P, = Un cee Ul et l'on obtient

_ -1

= e, A oy (I1)

AV =L o (I11)

Ceci étant posé, faisons 1'hypothdse suivante

On supposera A = X D il
‘ Al
D= s ) avec lxnl > iae > Ikll >0
A
n
On supposera X = L U
=10
VR
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On a immédiatement :

A" =Lud" by

=Lp" D uDd* LV

Si l'on considdre alors la matrice

c'est une matrice définie par

% - lsii=j
Ai n
. - (
i .
Xi Ai n
Or, sii<j ona 7; < 1 donc X; . 0

On en déduit que

,\" ' 3 . 3 ‘
R=1*+ En avec En triangulaire supérieure tendant vers

zéro si n = w,

Donc | A =Lt (v ) LY

=LY (it E D) U

- Par continuité de la décomposition, on peut écrire

<

done A" =L D" Y2 u U (1Vv) avec u_ U € T+(n,ﬂi).
—_ —__1:1_ n . n 1

De (IV) et (III), on déduit :
Py T U Y
n

L
n

|

L =LD
_E—
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Donc quand n tend vers 1'infini

Po.l.s
On a alors A = A -1 donc
ntl = Fn & Py
. -1 _ -1
lim pn A pn =UAU
n>o

Or, comme A = X D ?l = ﬁ—l irl D E_ﬁ on en déduit
imA =t tpl
N
c) Conclusion
THEOREME
Soit A € GL(n,R) Al
) SiA=XDZX avec D .
‘A
n
o [A | >... > x>0
. sl . nony
.) Si X et X~ se décomposent en LUetLU
(L et i €T (n,R) ; UetU € TI(n,El)).
. - .) Si l'algorithme est constructible
La suite des matrices Ai générées par 1l'algorithme converge
vers une matrice triangulaire inférieure ayant sur la diago-
nale (Al, ceny An).

T

Nous ne nous étendrons pas plus sur ces algorithmes qui sont pour l'instant

intéressant du point de vue théorique.




QUATRIEME PARTIE

QUELQUES PROBLEMES RELATIFS A L'ALGORITHME LR
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A - INTRODUCTION

Cette quatriéme partie est consacrée a une &tude plus fine des
algorithmes de recherche de valeurs propres, nous limitant d'ailleurs a

l'algorithme de base qu'est l'algorithme LR de Rutishauser.
Les problémes que nous nous sommes posés sont les suivants

Premier probléme : .

Nous savons qu'une hypothése de base dans le théoréme de Rutishauser

est que l'algorithme soit constructible.

Nous nous sommes intéressé au probléme qui consiste & déterminer des classes
de matrices pour lesquelles LR est toujours (du moins théoriquement)
constructible, les résultats que nous ennongons sont encore treés partiels‘

malgré une méthode "constructive".

Deuxiéme probléme :

Le deuxiéme probléme est encore plus.difficilé et est 1ié directe-
ment au comportement numérique de l'algorithme.
Nous savons qu'une hypothése du théoréme de Rutishauser est que les valeurs
propres soient ordonnées sur la diagonale en module décroissant. C'est une
hypothése cépitale, mais évidemment pratiquement inaccessible.
Rutishauser lui-méme avait remarqué que le comportement des éléments de la
matrice subissaient des oscillations (sauts de valeurs sur la diagonale)
jusqu'd étre complétement ordonnés. propres
Nous avons essayé d'expliciter ce phénoméne, mais hélas pour des matrices
dépassant deux dimensions, les équations (non linéaires) régissait les tra-
jectoires des éléments diagonaux sont inextricables, néanmoins dans le cas

2 x 2 nous avons pu faire 1'étude totale du phénoméne et trouver certains

résultats donnant une explication satisfaisante du comportement observé.
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I1 apparaitra a la lecture de nos résultats combien difficiles

sont les problémes posés. Ce sont d'ailleurs des problémes totalement

ouverts et il est certain que 1l'on ne pourra progresser dans 1l'étude des

algorithmes de recherche des valeurs propres qu'aprés avoir dépouillé le

théoréme de Rutishauser de ses hypothdses réalistes mais inacessibles.

B - ETUDE DE LA CONSTRUCTIBILITE

§1) NOTATIONS ET RAPPELS.

A) NOTATIONS (Gantmacher [ 1], Marcus Minc [2])

<)

Si 1 < k < n nous noterons Qk n 1'ensemble de toutes les sultes
1]

strictement croissantes de k entiers de {1,2,...,n }.

Si A € M(n,R) nous noterons

ii. i t131 13 lljp
Ay
P %1 3 4 3
p-1 PP
i....1 i,...1
M.t P(A) = det ALY
jl'“]p, jl...jp

4

' 81 A et B sont deux matrices de M(n,IR) nous avons la formule

de Binet Cauchy :

O, «..0 Faees]
(AB) = 5 mt o Kaow Ok
» Bl...Bk

. . Jyeed
(jl’...,jk)er,h 1 k

l...O(,k

(B)
By -8y

: . X . . . -1 .
Expression des mineurs de la matrice inverse A en fonction de

ceux de A. On a :
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P p
§ 1\)+§ k\)k'...k'
v=1 v=1 1 n-p
. . (-1) M
i..ld e
1 P,a-1y - 1 n-pP
M (A7) =
1% det A
Dans cette expression
1l < 12 < < 1p
kl <k, <ol < kp
\ 1 1
kl < k2 < ... < kp
1 ' <« 1
21 < %2 <L
(il,...,i )
et p forment un systéme complet d'indices 1,2,...,n
(2""'2A—p)

B) RAPPELS (Robert [3]J Fiedler-Ptak [4])
Nous aurons besoin que certalnes classes de matrices qui sont

1 la classe des M-matrices introduites par Fiedler-Ptak ([4] p 387)

2 la classe des H-matrices introduites par Ostrowski ([5]) et

étudiées par Robert ([3]).

4
Nous ndterons

S0 .
Z, = {a€ M ,R) ; 335 <0 ¥i# 3}
- o . .
Zn = {A eﬁzn ; a;; >0 Vl'l,...,n}

La classe des M-matrices se définissant alors grace au théoréme suivant




-~ IV.4 -

THEOREME

Soit N € Z, les propositions suivantes sont équivalentes

1°) & u > 0 tel que Nu > 0O

2°) H u > 0 tel que Nu > 0

3°) Il existe une diagonale positive A telle que NAe > O
(e : vecteur dont toutes les composantes sont égales & 1)

4°) Il existe une diagonale positive A telle que W = NA est une
matrice 4 diagonale positive dominante.

5°) Pour toute matrice diagonale.R telle que R > N l'inverse R~l
existe et p(R_l(D—N)) < 1 ol D est la diagonale de N.

6°) Si B € 2 et B> N alors B! existe.

7°) Toute valeur propre réelle de N est positive.

8°) Tous les mineurs principaux de N sont positifs.

9°) Il existe une suite strictement croissante de sous-ensembles
de K = {1,2,...,k} , soit

@ # MlC Mzc.,"'ch = K

telle que les mineurs principaux det (N(Mi)) > 0.

10°) & une matrice de permutation P telle que P N pt puisse
s'écrire sous la forme RS (RE€ T (n,R) N Z et S € Tf(n,ﬂ% N 7

11°) L'inverse N_1 existe et N1 > 0.

12°) La partie réelle de toute valeur propre.de N est positive.

13°) Pour tout vecteur x > 0,il existe un indice i tel que Xy; >0
pour y = Nx.

On a alors la définition

DEFINITION

Une

équivalentes du théoréme précédent.

Nous noterons

. 1 n . o _
M-matrice est un élément de ZO vérifiant 1'wme des conditions

Mn‘la classe des M-matrices.
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-

Si A = (aij) nous noterons

oyl lagl e o ayl
—4a21| |a22' |a23l IaQDI
H(A) =
—lanll ) —|an,n—1l |ann|
DEFINITION

| Une matrice A € M(n,RR) est dite H-matrice si et seulement si

H(A) est une M-matrice.

Nous noterons

H = {A€Mn,R) ; H(A) € Mn}

Le théoréme suivant sera utilisé

THEOREME

M ©H < 6(n,R)
n n

Pour une démonstration nous renvoyons a Ostrowski [5].

§2) QUELQUES LEMMES TECHNIQUES

LEMME

Soit A une matrice diagonalisable, A = XDX_l, alors le déterminant

du piéme mineur principal de A est

d d. x “es d x

| 1*11 %2%12 n*1n
L d1%o1 dn¥on
Cp(dl’.'."dn) = Jotx ° det
d. x d x
1"pl n"pn
Xp+l,l xp+l,n
*n1 Xn,n

avec X = (Xij) et D = (di).
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Suivant la régle de Binet-Cauchy

- Jeeed L

Me Py = ke Py - ) iR (xom, b CPxh

l...p 1...p (3 5 )€q jl...j l...p

1000308 o p |
De méme.
k,...k

M%"'Pj (XD) = 5o | Mi"'Pk (X)Mjl jp(D)

1 vp (kl""’kp)er;n 1 p 1 P

compte tenu du fait que D est diagonale on en déduit

mit P (xp) = 4. ...d. METUUPL (%)

]l...jp g jp jl...jp
d'ou
1...p -1 » o 1...p ji"‘jp -1
My : p(XDX ) = )X dj .dj ...dj M_j 3 (X)Ml D (X )
e R 1 dg 1 ces 4
(]1 JP Qp’n P P .
Mais comme (Gantmacher [2])
N P p v
. b} jv + L Vo ;
. (-1)v=t VEL yptlsegeen (%)
jl...jp -1 1,. Jqs .jp,.. .
My (X)) =
<P det X
Y
(ji marque l'absence de ji dans la suite écrite).
On obtient
1...p ~ '
Ml .#p(A)'
p P
X jv + IV
) (_l)v=l v=1 ) M%" P (X)Mp+l,?..¢n
= L dj dj ...dj - = ]i...jp 1. 10
(]1""’3p)€Qp;n 12 P det X

ce qui n'est autre que 1'expression annoncée.

c.q.f.d.
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DEFINITION
Etant donnée une matrice X nous appellerons Cp—c6nes associés
a cette matrice (p=1,2,...,n-1) les surfaces algébriques d'équation
Ti%11 To*po To*1n
T.x T,x T x
_ _ 1"p1 2" p2 n pn
0 Cp(Tl,TQ,...,Tn) = det )
pt+tl,1 Xp+l,n
Xn,l : Xn,n
LEMME 2
- i...1
Si X est une H-matrice, alors Xi ip est une H-matrice.
1003,

~

Soit A la diagonale positive telle que H(X) A soit 3 diagonale

positive dominante

i1
H(Xi1 ' .P) qui est une Zn matrice est telle que
101,
i..d ije..d
H(Xi ip)Ai P est 3 diagonale positive dominante donc on
10 1 A v

a le résultat.

LEMME 3 ‘ _' ’

A-€ G&(n,R) se décompose (de maniére unique) en un produit d'une
matrice triangulaire inférieure unipotente et d'une matrice trian-
gulaire supérieure réguliére si et seulement si ses mineurs princi-

paux ne sont pas nuls.

Il ne s'agit 1a que du rappel classique sur la décomposition de Gauss.
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- Iv.8 -

LEMME
Si X est une M-matrice alors
Cp(Tl""’Tn) Ny =2¢
ol
B n
y={x€ R ;X > %, >

Soit X une M-matrice gue nous noterons

*11 X199

91 %50
X =

_an _xn2

avec x.. > 0 .
ij =~

Nous noterons A la matrice diagonale positive telle que XA soit a diagonale

_xln

_x2n

nn

positive dominante, et A = (Al,...,kn) un vecteur de Yy .

Si nous considérons la matrice

. . A¥1q A%y,
n,
X = —xlXpl —K2xp2
Xot1,1 TXp+1,2
_Xn,l

-Xp+l,n

X
nn

On voit que c'est une Z-matrice, démontrons que c'est aussi une H-matrice.

2
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Pour cela considérons la matrice diagonale

le
1
.62X
KQ\
\
\
§ A
N -1p
A= )
p-1
AN
6P
\
\
*s
n
o
Nous obtenons pour XA
51XpX11 —62pr12 v -Gp-lxpxlp—l _prpxlp —6p+lkp+lxlp+l cos —Gnkﬁxl
-leple 62pr22 N _6nxnx2n
; X : Glxpxpl SQXP p2 SPXPXPP _6nknxpn
O ptpri1 s 1 sl 5
M P-1 A 1 *pt1 p*p+l,B ~. n¥pHl,
'

61 Xl xn,l *6 Xn,n

.) Sil<ig palorsla idme ligne est télle que

n
Gixpxii > 2 8. A X3 + X ij] i3
3=1 3=p
3#1
En effet XA étant a diagonale dominante nous avons
n
(1) S.%,. > L 8.x.. d'ol le résultat.
i1 = 5o iTij

j#i
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.) Siptl<i<nona

compte tenu de (1) et du fait que pour j=1,...,p-1 on a Aj > Ap ori a
pour le résultat

N

XA est a diagonale dominante, X est bien une H-matrrice et d'aprés le

N .
théoréme 1, det X # 0 donc CP(Al,...,xn)’# 0 .
Par suite Cp(Tl;...,Tn) = 0 ne rencontre pas Y.

c.q.f.d.

§4) SUR UNE CLASSE DE MATRICES POUR LAQUELLE L'ALGORITHME DE RUTISHAUSER
EST CONSTRUCTIBLE '

Rappelons tout d'abord le théoréme classique (Rutishauser [ AJ)

de convergence de l'algorithme LR :

THEOREME DE RUTISHAUSER

Si A est une matrice vérifiant les propriétés suivantes

R1 . A = xpx™t (D diagonale)

R2 I 1> xg) -ee > 2] >0

R3 Si X et X_l ont leurs mineurs principaux réguliers
R4 Si l'algorithme LR est constructible pour A.

ators les transformées de A par 1l'algorithme convergent vers une
matrice triangulaire supérieure ayant sur la diagonale les valeurs

propres de A.

I1 est immédiat que la condition R4 est équivalente a

R'4 pour tout n > 1, les mineurs principaux de A" sont réguliers.
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Annongons alors le théoréme

THEOREME

Soit A € M(nR ) vérifie

(1) A = xpx !

(2) X est une H-matrice

(3 Al > Pyl > > ] >0

al
alors

(C1) l'algorithme LR est constructible pour A.

(C2) Il eonverge vers une matrice triangulaire supérieure ayant

les valeurs propres de A sur la diagoﬁale.

Démonstrons C1

D'aprés la remargue de la premidre partie A), il suffit que les

. .. n . .
mineurs principaux de A" (n > 1) soient réguliers.

Mais
r
n n
M¥11 An¥1n
n n
) - ) Alxpl _xnxpn
Ml--;P(A ) = m det (l)
Xp+l,l xp+l,n
‘ ‘ Xnal Xn,n
A la matricevY du second membre associons
n n
Ikll lell —lK2InIXlQl s flxnl 'xlnl
n
—le|n|x21l , IAQI |X221
H(Y) =]
n, »
g ImESY
_pr+l,ll
—Ixn,ll ' lxnnl




- Iv.12 -

Puisque X est une H-matrice, on déduit du lemme 3 et du fait que
n n .
| | > 0, que H(Y) est une matrice donc Y est une

P> A1 > > Iy (
.o n
A 0 .
p( ) #

H-matrice donc det Y # O et par suite M’

s o0

c.q.f.d.

Démontrons C2

D'aprés le théoréme de Rutishauser, il suffit de vérifier que X
et X—l sont décomposiablessous la forme LR pour assurer la convergence de

1'algorithme ; or cela résulte du lemme suivant.

LEME
Si X est une H-matrice alors X et X_l sont décomposables sous

la forme LR.

En effet d'aprés le lemme 1, II&me partie, les déterminants des
mineurs principaux sont non nuls d'ol le résultat d'aprés B)

1ére partie.

b) X! se décompose

ptl...n
l...p,-1 +l...n(X) .
En effet M7 '"T(X 7) = —E———r—————-, il suffit encore d'appliquer
o _ 1...p det X

[

le lemme 1, IIéme partie.

c.q.f.d.
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§5) CONCLUSION

On peut énoncer de nombreux résultats de constructibilité en
utilisant des sous classes de Hn, cela présente peu d'intérét sauf pour
une classe remarquable qui est celle des matrices a diagonale dominante ;
il est bien connu (voir Robert [ 3 ]) que la classe des matrices d diagonale
dominante est une sous classe de la classe des H-matrices, on & donc le

résultat de constructibilité pour cette classe.

Ce résultat est intéressant car il montre qu'il est trés important
d'étudier les classes de matrices spécifiques pour appliquer un algorithme.
Une matrice de passage X 3 diagonale dominante est bien telle que la géométrie

de cette base soit adaptée & l'algorithme LR.

(Ces résultats avaient é&té annoncés dans [6]} [7]).

C) ETUDE ANALYTIQUE DE L'ALGORITHME LR DANS ¥(2,R) (1]

1) INTRODUCTION

Ayant constaté dans le paragraphe précédent la trés grande diffi-
culté que représentait 1'étude analytique de 1l'algorithme LR dans le cas
général, nous nous proposons de montrer que 1'étude du cas des matrices de
taille 2 permet d'obtenir des renseignements intéressants qui permettent

d'expliquer certains phénoménes.

s [
A B

Soit donc

a b
A = une matrice appartenant 3 1'algdbre M(2,R).
c d

Nous supposerons, afin d'assurer la décomposition de Gauss de cette matrice
que , )

1°) a # 0
2°9) 1le déterminant A= ad-bec # O
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Sous ces hypothéses nous avons alors la décomposition

3
O
4]

o
=
o
o> o

La premiére étape de l'algorithme est alors la formation de la matrice A

semblable 3 A :

a b 1 0 a+ =— b
A, = = @
1 =
0 A < 1 Ac A
a a a a
Nous poserons
X = a
o
Yo = c puls avec une notation évidente
X —lx +_]?E-2.
17 7o " x
o
T
1 %2
o
En remarquant alors Que
1) dans l'algorithme LR 1'é€lément b de la matrice ne change pas,
2) nous n'avons pas besoin d'étudier d et sa descendance puisque

dans l'algorithme le déterminant se conserve.

Nous voyons ‘que 1'étude de 1l'algorithme appliqué 3 A est équivalente 3

celle d'une itération a deux paramétres

by ,
xp+1 = xp + (I)
X
; : b
Ay
- __P
y = — (II)
ptl 2
b
(b et A constantes)

Nous allons donc é&tudier cette itération.

1
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2) RECURRENCE FONDAMENTALE

On peut immédiatement supposer que b # O sinon nous n'avons plus

rien a étudier !

En remarquant que les différentes transformations de l'algorithme
sont des similitudes, nous pouvons utiliser le fait que la trace T de la

matriée reste constante et de ce fait :
A=x (T-x ) -b
P P yP

Cette équation nous permet d'obtenir

byp = (xp(T—xp) -A)

Or byP = xp(xp+l—xp) (formule (f)) 3 on en déduit donc
om A |
Xp+1 =T X (I11)
P
T = trace (A)
A = déterminant de A

On doit alors faire les remargues suivantes :

1)  Pour trouverlxp il faut que xg,...;xp_l soient non nuls si il

©  existe un indice j tel que xj = 0 1'algorithme s'arréte.
2) - Si la suite Xy converge (et c'est ce qui nous intéresse) alors il
est évident que Yo tend vers zéro ce qui est trivial d'aprés la
théorie générale de LR.

Donc en fait il nous suffit d'étudier la convergence de la suite (xpl

3) Pour la suite de la discussion, remarquons que les valeurs propres
de A sont les racines de X?-TX+ A= O et le discriminant de cette

” - v i
équation sera noté

§ = T%- uA .
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3) ETUDE DES DIFFERENTS CAS DE LA RECURRENCE

a) Cas particulier T = trace (A) =0

L'itération devient xp+l = - %— donc. on a
P
X = a X, = - A ' x. = a
o} [ 1 a 2
- ¢ - fe = ¢
yO_ yl—az y2

L'algorithme cycle, donc comme a # o alors l'algorithme LR est toujours

possible mais il ne converge pas.

b) Cas ot 6> O

Il est alors immédiat-queila courbe y = T - %—rencontre la
premiére bissectrice en deux points distincts ayant pour abscisses les

deux valeurs propres distinctes A, et Ay (|AM| > |Am|).

Sans rien changer a la généralité du raisonnement nous supposerons que la

trace est positive (strictement).

Nous voyons d'autre part que la dérivée de la fonction

fFerox-»>7T- é- est f'(x) = A o par suite

X
A_A A
gy =28 o8 :
n A2 A
v . m m
A_A A
f'(AM) = m M =1
A2 A
M M

~ donc
D a0 >
D [F Q] <1

La racine de plus petit module est répulsive donc nous ne l'atteindrons

jamais par 1'itération et la racine de plus grand module est attractive.
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Nous retrouvons par 13 le résultat classique sur l'algorithme
LR qui assure que quand l'algorithme LR converge, il converge vers une
matrice triangulaire ayant les valeurs propres ordonnées sur la diagonale

par ordre de module décroissant.

Afin de faire une étude plus précise dans le cas § > 0, nous allons consi-

dérer plusieurs cas

o

1.

=1

»

1°) Si X n'appartient pas 3 [

AT
T.° 2
possible la suite des xp converge vers AM et la suite des yP converge

Dans la zone extérieure 3 [ ] 1'algorithme LR est toujours

vers zfro.

La suite des matrices générées par l'algorithme converge donc vers

La démonstration de ceci est évidente:

) Si X < %—on remarque que X, > T et 1l'on retombe dans la zone
T
> =
%o 2
) Six > z on remargue que la courbe =T - é-_est telle que
2 y X
ly'| = l—%] < 5 1 et que XM appartient 3 cette zone il y a donc
X Ui

convergence de la suite des xp vers AM .

3>
NS
)

2°) sSi N appartient a [

¥V
k

¥ ¢
A ce stade de la discussion nous divisong 1'étude en deux cas
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Premier cas : A > 0 (figure 1)

. - T
1) Si X c ]Km,'g ]

I1 est évident que les itdéres successifs sont strictement

croissants et la suite converge vers AM .

. . A -
2)  six €L 5,2l

m N

Nous appellerons cette zone : zone critique.

- Dans cette zdne nous avons le point é-; si x = é-alors x =T - A
: T D T ptl A

et 1'algorithme n'est plus constructible.

Par suite tous les "ancétres" du point xp sont a éviter pour point de

départ de l'algorithme, or ces "ancdtres'" sont obtenus en "remontant"

1'itération c'est-a-dire en étudiant x - _A

-1 T-x_°
P P

On peut remarquer que cette suite de points converge vers Am .

Donc dans la zone critique, il existe une suite de points tels
que si 1'on prend pour peint de départ de l'algorithme un de ces
points, alors l'algorithme s'arr@tera au bout d'un nombre fini
de pas.

Si 1'on prend dans cette zone, un point de départ X, autre qu'un

point de la suite, alors l'aigorithme sera possible et la suite

' .
L4

xp gonvergera vers XM .

Deuxiéme'cas : A <O (figure 2)

c21) six € ]_,l&_ , O]
o) A
- T

On peut montrer gque x -<-% et nous retombons dans une zone

1
de convebgence.

C22) si X € [é-, ——é—-] nous éommes dans une zone critique.

Une discussion analogue a celle faite en C12) doit &tre

‘Faite et conduit aux mémes résultats.
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C) CAS 6=0

Dans ce cas particulier les deux racines Am et XM sont confondues .
et la discussion est la méme que dans le cas b) la zone critique étant alors

A

m
o Am3°

D) CAS § <O

Nous sommes obligatoirement dans le cas A > 0 et de ce fait

~ A . . .
la courbe y = T - < ne rencontre pas la premiére bissectrice donc

L'itération ne peut pas converger (méme si elle est possible)

Méme dans ce cas il est intéressant d'observer le comportement de 1'algo-
rithme et notamment ses cas d'arrét (non constructibilité).

Naus avons déjd vu que l'algorithme s'arré@te au premier pas si xp_l =

N>

~ . A P
Les "ancétres" du point = sont donnés par

T
A
Zl‘T
A
ZQ_T_é
T
1 T_
pob

Nous voyons dmc apparaitre des approximants d'une fraction continue.

Pour étudier cela (voir Wall [21) nous utiliserons le résultat suivant

Si u et v sont les racines de l'équation X2-bX-a = 0 (a et b # 0) le P+1éme

approximant de la fraction continue

v
utv - p—
1+ - —
u uv
utv -~ ,—
est donné par
utv - ki
v 1
T
v,1i
L (=)
(u)
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Donc nous pouvons assurer que

A
P v

vii
O(GO

it Mg

v

=+
u .
1

ol u et v sont les racines complexes conjuguees de l'equatlon caracte—

rlsthue Si nous posons alors

- 216

%a:\e_ on voit que 1l'on peut écrire
P .
7 2 —_— N
p. : sin (pt+1)6
2cosf - —e—o—
o 'sin (p+2)6

Ce qui montre gue l'on peut'se,ramener 3 1'4tude d'uné expression de la
forme
1

7 =
p

a+ b cotg p ©

On voit alors que le comportement de cette suite se décompose en deux cas

1°) Si 0 est rationnel il se forme un cycle,ce qui montre que les
points ou l'algorithme cesse d'@tre constructible sont en nombre

fini.

*

2°) Si 6 est irrationnel 1'ensemble des points d'arrét de 1l'algorithme

est alors dense sur R
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*sed sBasauoco su swylTIc8TR,T 0> 9
(3uepgogad sed *3J0) jusBasAu0D 18 2TQIionJdlsucd sanolnol snhssad 3se y7 suwyjitaodte,] ; 0 =9
*1US8a9AUOD 39 9TqIionaisuco sanolnol snbssad iss ¥ swyiTdoSTe,T
anbryTao 23TTTQT3IONI3ISUOD
w
21TTT]TIONAISUOD 18 20U8BISAUOD SUQZ 12 20ua8JdsAUOD 0 < z<+ X
- { / -~ - S N
H 4 Z
2 w = 0 <
¢ 7 ¥ v s
} ) 3 3
L] L 4 L L4
sed o8asauco a2u STRPW STGIIONJIISUOD 31S8 awyitaodte,T * 0 =4

u
‘(WnWTUTW STNPOW 9P SUTORI Y ‘WNWIXBW STNPOW 9P SUIORI = z<

0 =V+Xl-,X uoTienby,T ©p JUPUTUTAOSTP 9 SOTJAIBW BT Sp 90BJIY [ O0TJIBU BT °p IUBUTWASIZP V)
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