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Introduction

L’invariant de Casson est un invariant classique des 3-sphéres d’homologie
entiére. Il est relié au groupe de difféotopies M, de la surface! Y41 dela
maniére suivante. Considérons le sous-groupe K, 1 de M, engendré par
les twists de Dehn le long des courbes simples fermées séparantes sur X ;.
Morita et Casson ont montré que toute 3-sphére d’homologie entiére peut
étre obtenue par un scindement de Heegaard sur un élément de Ky pour
un certain g. Aussi 'invariant de Casson induit une application

N Ky — Z
Celle-ci est, en fait, un homomorphisme.

A Torigine, le groupe K, est défini comme le deuxiéme sous-groupe
de M, dans la filtration de Johnson. Cette derniére est définie comme
suit : le groupe de difféotopies agit sur le groupe fondamental de la surface
F = m(24,1,%0), ol 2o est un point du bord, ainsi que sur sa série? cen-
trale descendante associée { F, };>1. On note alors M, 1 (k) le sous-groupe de
M, 1 qui agit trivialement sur F'/Fj ;. Ceci définit une filtration de M, 1,
appelée filtration de Johnson, dont le premier sous-groupe est le sous-groupe
de Torelli. On associe également & M, (k) un homomorphisme 7, appelé
homomorphisme de Johnson, dont le noyau est M, 1 (k + 1).

A partir du deuxiéme homomorphisme de Johnson 7o défini sur K, 1,
Morita construit un homomorphisme ¢ : ;1 — Q. Le défaut entre ¢ et \*
est un homomorphisme d : K, 1 — Z qui vérifie

1
A= —d+q.
24 1
Morita conjecture que toute 3-sphére d’homologie entiére peut étre obte-
nue par un scindement de Heegaard sur un élément du troisiéme sous-groupe
dans la filtration de Jonhon M, (3), généralement noté L, 1, pour un cer-
tain g. Par construction, ¢ s’annule sur ce sous-groupe. Restreint & L1,

'On notera X, ; une surface compacte connexe orientée de genre g 3 une composante
de bord.
’Elle est définie en posant F; := F et Fyi1 = [F, Fy] pour k > 1.



I’homomorphisme d de Morita est donc proportionnel & A*. C’est pourquoi
on appellera d le «cceur» de l'invariant de Casson.

L’homomorphisme d est défini comme «différence» entre 2 cocycles® :
le cocycle de Meyer, qui est un cocycle de signature, et un cocycle d’inter-
section, appelé ainsi car il est défini en utilisant I'intersection algébrique de
courbes sur la surface ¥, ;. Dans [Mol], Morita en fait une description géo-
métrique en termes de 2-framing (ou SU-parallélisations?) sur les mappings
tores.

Garoufalidis, Levine et Habiro, entre autres, ont travaillé sur les cobor-
dismes d’homologie.

Définition 0.0.1. Un cobordisme d’homologie sur X4 1 est un triplet (M, i, i)
ol M est 3-variété compacte orientée munie de deux plongements
it Y41 — M satisfaisant les propriétés suivantes :
(i) Lebord de M, ; est identifié au bord de I x X par un difféeomorphisme
orienté @y : (I x X41) — OM,
(ii) ¢* correspond & la restriction de ®pr & {1} x X4,
(iii) i~ correspond a la restriction de ®5; & —{0} x X1,
(iv) les plongements i* : ¥,; < M, induisent des isomorphismes en
homologie.

En les considérant & relation de bordisme d’homologie prés, ils forment un
groupe H, 1. Via les mapping cylindres, le groupe de difféotopies M, 1 définit
un sous-groupe de H, ;. Ce dernier peut étre vu comme une généralisation
de M, 1 et semble plus facile & étudier dans certains cas (cf [GL], [Ha], [Lel]).

La motivation est alors de bien comprendre la description géométrique du
cocycle d’intersection et de 'homomorphisme d faite par Morita dans [Mol]
pour pouvoir I’étendre aux cobordismes d’homologie. L’objet principal de ce
manuscrit est de revisiter ’article [Mol| de Morita en l’enrichissant par des
calculs effectifs puis d’étendre les cocycles de Meyer et d’intersection aux
cobordismes d’homologie.

Mon travail de thése se décompose en trois parties : La premiére porte
sur les classes caractéristiques relatives et certaines de leurs propriétés. Les
classes caractéristiques absolues, présentées notamment dans [MS], peuvent
étre définies comme 1’obstruction & l'existence de sections de certains fibrés
(fibré en sphére pour la classe d’Euler par exemple). Les classes caractéris-
tiques relatives que nous allons considérer sont des obstructions & prolon-

3Nous les expliciterons un peu plus tard dans l'introduction.

4Une SU-parallélisation d’un mapping tore est une classe d’homotopie de trivialisations
complexes du fibré tangent. La notion de 2-framing sur le mapping tore est équivalente &
celle de SU-parallélisation.
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ger des sections partielles de ces fibrés a toute la base. Nous généraliserons
certaines propriétés des classes caractéristiques absolues au cas relatif, no-
tamment celles des classes d’Euler absolues de fibré produit et de somme de
Whitney. Nous avons également le théoréme suivant :

Théoréme 0.0.2. Soit £ : E — B un fibré vectoriel réel orienté de rang
2n au-dessus d’un CW -complexe fini. Soit X une section du S*"~'-fibré en
sphére associé &y au-dessus d’un sous-complexe L de B. Sa classe d’Euler
relative e(¢, X) € H*(B, L; Z) est l'obstruction a prolonger X d B.

Par passage au complexifié, X induit une section complexifiée Xc du
S4n=1_fibré associé au fibré complezifié £c au-dessus de L. L’obstruction pri-
maire & prolonger Xc a B est une 2n-classe de Chern relative qui vérifie

can(éc, Xc) = (-1)"e(¢,X)Ue(¢,X) € H™(B, L; Z).

Cette partie ne se veut pas une étude exhaustive des classes caractéris-
tiques relatives : nous énoncerons seulement ce dont nous aurons besoin par
la suite.

La deuxiéme partie porte sur la description géométrique de 'homomor-
phisme d de Morita dont le point-clé est de comprendre géométriquement
le cocycle d’intersection. Le chapitre 3 consiste principalement & revisiter
l'article [Mol] en termes de SU-parallélisations et de théorie d’obstruction
alors que le chapitre 4 est plus calculatoire.

Cette partie s’articule comme suit : considérons les mapping tores® (re-
bouchés) associés aux éléments de M, : ce sont des 3-variétés orientées
sans bord. Pour tout élément ¢ de M, 1, nous pouvons considérer I’ensemble
Psu(T,) des SU-parallélisations de T, i.e. I’ensemble des classes d’homotopie
de trivialisations complexes de T,,. Il s’agit d'un espace affine au-dessus de
H3(T,;Z) ~ Z. Cependant, il existe une bijection préférée entre Py, (T,) et
Z, appelée o-invariant® et définie pour tout élément o de Py, (T,) par :

5

0(Tp, ) =< p1(TW, o), pw > —3 sign W

ou W est une 4-variété orientée de bord T,. On peut alors définir ’ensemble
M1 formé par les couples (¢, ) ol ¢ est un élément de M, 1 et « est une
SU-parallélisation de son mapping tore associé. Dans [At], Atiyah montre
que cet ensemble est muni d’une structure de groupe et qu’il définit une
extension centrale pour M 1 :

0 Z /\//(\971 Mg1——1 (%)

5Si ¢ est un élément de M, alors son mapping tore associé T, est défini comme
I X %g/0,8)~(1,5(x)), zex, Ol P est 'image de ¢ par a surjection My1 — M.

SEn fait, le o-invariant est défini pour toute 3-variété orientée sans bord : voir chapitre
1.
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Le o-invariant définit alors une section préférée, appelée section d’Atiyah,
qui, a tout élément ¢ de M, associe 'unique SU-parallélisation de T, de
o-invariant nul. Son cocycle associé est égal & 37 ol T est le cocycle de Meyer.

La stratégie de Morita dans [Mol] est alors de construire une autre sec-
tion de (x). Pour cela, fixons un champ de vecteurs X non singulier sur la
surface. Nous pouvons alors étudier I'action du groupe de difféotopies sur
X : le défaut d’homotopie entre X et ¢,X peut étre vu comme un élé-
ment kx (@) de H1(X4,1;Z). Ceci définit alors une application kx : My1 —
H,(X4,1;Z) qui est un homomorphisme croisé pour I’action naturelle de M 1
sur H1(X4,1;7Z) : pour tous éléments ¢ et 1) de Mg 1,

kx (o) = kx(p) + oskx ().

Géomeétriquement, ce défaut d’homotopie peut étre interprété comme la
classe d’homologie d’une courbe d’obstruction plongée dans une copie de
surface dans I x X, 1 comme dans la figure 1.

id P
courbe d’obstruction
vue dans {0} x 3,1 | S— |
de classe d’ omoIqogie
kx (¢) Sa X (X)

I x 2971
courbe d’obstruction K

F1G. 1 - Interprétation géométrique du défaut d’homotopie kx ().

Nous pouvons calculer ce défaut d’homotopie pour un twist de Dehn et,
par réccurence, pour tout produit de twists de Dehn :

Théoréme 0.0.3. Soient v une courbe simple fermée sur ¥, 1 et soit I x S*

un voisinage paramétré orienté de vy dans X,1. On note J, le champ de

vecteurs non singulier sur v induit par la direction préférée de 1. L’entier
X

ny est défini comme le nombre de tours que fait X le long de v par rapport

aJ,. Si Ty estle twist de Dehn a droite le long de vy, alors
kx(75) :enﬂfX[’y] € Hi(X41;7Z) ot € = +1.

On définira alors une SU-parallélisation du mapping tore T, en consi-
dérant la direction préférée de I comme premier vecteur du champ de re-
péres et en exploitant le défaut d’homotopie kx (p) : elle sera appelée SU-
parallélisation de Morita du mapping tore T, pour X et notée mx (T,). Cette
construction définit une section de I’extension centrale (x), appelée section
de Morita pour X . Le point-clé est le théoréme du cocycle d’intersection qui
décrit explicitement le cocycle associé & cette section :

12



Théoréme 0.0.4 ([Mol]). Le cocycle cx associé a la section de Morita
pour X wvérifie pour tous éléments ¢ et ¢ de Mg

cx (0, 0) = —kx (@) - okx ().

Nous redémontrerons ici ce théoréme en termes de théorie d’obstruction,
de propriétés des classes caractéristiques relatives et d’auto-intersection de
surface d’obstruction.

Nous avons deux cocycles, 37 et cx, associés & la méme extension centrale
donc ils différent par un cobord :

Théoréme 0.0.5 ([Mol]). L’application dx : My — Z, définie en as-

sociant a tout élément ¢ de My le o-invariant du couple (T,,mx(T,)),
vérifie naturellement [’égalité suivante :

cx = 37+ ddx.
De plus, pour g > 3, dx est l'unique I-cochaine vérifiant [’égalité précédente.
Nous pouvons alors calculer dx pour le cas-clé d’un twist de Dehn :

Théoréme 0.0.6. Si 7, est le twist de Dehn a droite le long de v fermée
plongée dans X 1, alors

dx(73) = e(nff - 1)(nff +1) ot e = £1.

Remarquons qu’en revenant a la définition de dx et des cocycles cx et 7,
ce théoréme permet de calculer dx pour un produit de twists de Dehn donc
théoriquement pour tout difféomorphisme de M, ;.

Dans la fin du chapitre 3, nous irons un peu plus loin que dans [Mol].
Considérons le sous-groupe V, 1 de M, 1 formé par les difféomorphismes qui
agissent trivialement sur les champs de vecteurs non singuliers sur la surface.
Alors I’application dx restreinte & V, 1 est un homomorphisme. De plus, nous
avons le théoréme suivant :

Théoréme 0.0.7. Si ¢ est un élément de Vg1 alors le o-invariant o (T, mx (T,))
ne dépend pas du choiz du champ de vecteurs non singulier X sur X 1.

Par conséquent, la SU-parallélisation de Morita des mapping tore asso-
ciés aux éléments de V, 1 ne dépend pas du champ de vecteurs X considéré,
on la notera alors m(T,) pour ¢ € V, 1. De plus, elle est naturellement le
complexifié d’'une SO-parallélisation qui, elle, dépend du champ de vecteurs
X. Nous avons alors le corollaire suivant :

Corollaire 0.0.8. Tous les dx coincident sur Vy1 définissant ainsi un ho-
momorphisme d : Vg1 — Z défini par :

d~:Vg,1 — 7
P = U(T<p7m(T<p))-

13



Le groupe K41 constitue un sous-groupe de Vg 1.

Corollaire 0.0.9. Par construction, I’homomorphisme d prolonge ’homo-
morphisme d de Morita.

La troisiéme partie de ce manuscrit porte sur ’extension des cocycles
de Meyer et d’intersection aux cobordismes d’homologie. Dans le chapitre 5,
nous définirons une extension centrale pour le groupe H, 1 associé aux cobor-
dismes d’homologie sur Y, 1. Pour cela, considérons un champ de vecteurs
non singulier X sur X, ainsi que la trivialisation de I x X, 1 constante le
long de I induite par la direction préférée de I et X. Si (M,4%) est un cobor-
disme d’homologie, alors elle induit une section X, du SO(3)-fibré P(TM)
au-dessus de M via le difféeomorphisme ®j; qui identifie le bord de M avec
le bord de I x X, (cf fig 2).

24 . g3 A

X
D ormal entrant7(
4 3 (i) X

N S N\ S
= +
Ix Sy, = M =

(it)*X

normal sortant

F1G. 2 — section X sur le bord de M.

On peut alors considérer ’ensemble Py, (M, X) des SU-parallélisations
de M relatives au complexifié de X ;. C’est un espace affine au-dessus de
H3(MOM;Z) ~ Z. On définira une bijection préférée” entre Py, (M, X) et
Z, appelée o-invariant relatif :

op : Psu(M, X) — Z.

La relation de bordisme d’homologie préserve le o-invariant relatif. Ainsi,
on peut définir I’ensemble H;{l :

Définition 0.0.10. L’ensemble ﬁ;{l est 'ensemble des couples (M, apy), ot
M est un cobordisme d’homologie sur 3, 1 et ol aps appartient a Py, (M, X),
muni de la relation d’équivalence définie par :

M et N sont bordants

(M, an) ~ (N,an) <=> { et op(M,an) =or(N,an)

La loi produit sur H, 1 induit naturellement une loi de groupe sur H;{l :
aussi on obtient une extension centrale :

02— HY —Hy—1 (%),

"Pour cela, nous nous rameénerons au cas des 3-variétés sans bord en «rebouchanty M
par un I x D? puis en recollant les bords : on pourra alors utiliser le o-invariant.

14



SiY est un autre champ de vecteurs non singulier sur X, 1, alors 'exten-
sion centrale associée H;/,l est équivalente a (x). De plus, restreinte & M, 1,
I'extension centrale (x) est équivalente & (*).

Le o-invariant relatif fixe une origine préférée :

Définition 0.0.11. Pour tout cobordisme d’homologie (M,i*) sur ¥, 1, la
SU-parallélisation relative d’Atiyah est 'unique élément de Py, (M, X) de
o-invariant relatif nul.

Cette construction définit une section sy de () :

Théoréme 0.0.12. Par construction, la section Sy prolonge la section d’Atiyah
de ().

Son cocycle ¢y associé est un cocycle de signature qui prolonge 37 ow T
est le cocycle de Meyer.

Le but du chapitre 6 est de prolonger le cocycle d’intersection aux co-
bordismes d’homologie en suivant la stratégie de Morita pour définir un
homomorphisme croisé. Dans la construction de Morita pour les mapping
cylindres, on utilise la direction préférée de I comme premier vecteur du
champ de repéres. Le but étant de définir un deuxiéme champ de vecteurs,
indépendant du premier, en utilisant le défaut d’homotopie entre X et ¢, X.

Nous définirons la notion de champ de vecteurs temps sur les cobordismes
d’homologie :

Définition 0.0.13. Un champ de vecteurs temps sur M est un champ de
vecteurs non singulier sur M qui correspond a la direction préférée de I sur
OM via ®yy.

Théoréme 0.0.14. Tout cobordisme d’homologie sur X, 1 admet des champs
de vecteurs temps mais ceuz-ci ne sont pas uniques & homotopie relative au
bord pres.

Plutot que de considérer les champs de vecteurs temps, nous considé-
rerons les structures d’Euler relatives sur M i.e. les classes de champs de
vecteurs temps qui sont homotopes sur le 2-squelette relativement au bord.
Nous définirons un groupe H;l associé aux cobordismes d’homologie munis
d’une structure d’Euler relative ainsi qu'une une application
kx : H?l — H1(34,1;Z). Nous verrons qu’elle est un homomorphisme croisé
pour 'action de groupe de H§,1 sur Hi(X,1;Z) définie grace aux isomor-
phismes en homologie induits par les plongements iT. Cette application
prolongera naturellement I’lhomomorphisme croisé kx. Nous aurons alors le
théoréme suivant :
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Théoréme 0.0.15. La 2-cochaine® Cx de 02(7{31; Z) définie par

ex:t M5, x HE, — Z

(M, Enr), (N, EN)) +— —kx(M,En)- MEx(N,En).
est un 2-cocycle qui prolonge naturellement le cocycle cx, ot

M.Ex(N,En) = (iy))5  (i5)« (kx (N, En)).

8L’action de groupe de ’Hg,l sur Z considérée est 'action triviale.
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Premiére partie

Préliminaires et motivation
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Chapitre 1

Préliminaires et Motivation

Le but de cette partie est de rappeler certaines notions et définitions afin
de motiver le probléme posé.

Apres quelques brefs rappels concernant le groupe de difféotopies M, 1,
nous définirons la notion de cobordisme d’homologie ainsi que le groupe H, 1
qui lui est associé. Via les mapping cylindres, M, 1 peut étre vu comme un
sous-groupe de Hy 1.

Johnson a défini une filtration du groupe M, 1 que Garoufalidis et Levine
ont généralisé a H, 1. Aprés les avoir décrites, nous verrons quelle est la limite
de I’¢tude de la filtration de Johnson pour M, et en quoi H, 1 parait plus
facile & étudier.

Apres avoir fait un cours rappel de cohomologie des groupes, nous redon-
nerons les constructions des homomorphismes d et ¢ de Morita et définirons
la notion de SU-parallélisations.

1.1 Groupe de difféotopies

Soit ¥, une surface compacte connexe orientée de genre g sans bord. Son
groupe de difféotopies M, appelé aussi mapping class group, est le groupe des
classes d’isotopies des difféomorphismes de 3, qui préservent I'orientation :

M, = mo(Difft (3,)).

Fixons un disque D? sur la surface >, ainsi qu’un point base x € 0D?. Le
complémentaire de I'intérieur de D? est une surface pointée Y41 compacte
connexe orientée de genre g a une composante de bord.

Définition 1.1.1. Le groupe de difféotopies Mg 1 de X1 est le groupe des
classes d’isotopies des difféomorphismes de ¥, 1 qui induisent l'identité sur
le bord 0%, :

Mg,l = Wo(Diﬁ‘(EgJ; 82971)).
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Soit ¢ un élément de Diff(¥,1;0%,,1), on notera @ son extension a ¥,
par lidentité sur le disque D?. On obtient ainsi un morphisme canonique
Mg — M, surjectifl.

Générateurs du groupe de difféotopies M, ;. Soit v une courbe simple
fermée sur X, et soit I x S! un voisinage régulier paramétré orienté® de v
dans ¥, 1. Le twist de Dehn a droite le long de 7 est I'identité en dehors de
I x St et est défini sur I x S comme dans la figure 1.1 par :

IxS' — IxSt
(tjeie) s (t,ei(G—Qﬂ't))

FiG. 1.1 - Twist de Dehn & droite. L’orientation de la figure est celle usuelle.

Théoréme 1.1.2 (Dehn, Lickorish). Le groupe de difféotopies Mg est
engendré par les twists de Dehn le long des (3g — 1) courbes® dessinées sur
la figure 1.2. Nous appellerons ces twists les générateurs de Lickorish.

F1G. 1.2 — Générateurs de Lickorish

Malheureusement, & I’heure actuelle on ne sait pas décomposer un dif-
féomorphisme quelconque en produit de twists de Dehn.
Une conséquence non triviale du théoréme 1.1.2 est :

Théoréme 1.1.3 ([Po]). M, est parfait pour g > 3.

LA isotopie prés, on peut toujours supposer qu’un difféomorphisme fixe le disque D?.

*L’orientation canonique de I x S' est la méme que celle induite par Porientation de
Y1

3Dans tout le manuscrit, on fait un choix pour identifier la surface ¥, & la surface
standard orientée de genre g & une composante de bord ainsi toutes nos figures seront
faites dans le cas de la surface standard.
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Action de M, sur m(3g1,*%) ot x € 0%,;. Le groupe fondamental
F = m(Xg,1,%) de X4 est libre de rang 2g, considérons la base x;, v;,
1 <4 < g représentée par la figure ci-apres.

F1G. 1.3 — Générateurs de la base usuelle de 71 (2,1, *)

L’action de M, ; sur le groupe fondamental a été décrite par Nielsen :

Théoréme 1.1.4 (Nielsen). M, est isomorphe au sous-groupe de
Autm(3g1,%) formé par les automorphismes fizant le commutateur

wg = [z1,91] ... [Tg,yg]. Par la suite, nous noterons Auto(mi(X41,%)) ce
sous-groupe.

Action de M, sur H(¥,1,Z). Notons «; (resp. ;) la classe d’homo-
logie de la courbe z; (resp. y;) pour 1 <i < g. Alors

(i, Bi,1 < i < g) est une base symplectique de H;(X,1,7Z). L’action de
Mg sur Hi(Xg.1,Z) est induite par celle sur 71 (34,1, *). En particulier, elle
laisse invariante la forme symplectique d’intersection. Si ’on note

SpH C Aut Hi(Xg4,1,Z) le groupe symplectique (que nous pourrons identi-
fier & Sp(2g,Z)) alors

Proposition 1.1.5. L’image de My, dans Aut H1(X,1,Z) est le groupe
SpH.

Le noyau de la surjection M, — Sp H est appellé sous-groupe de Torelli
et est noté 7, 1.

1.2 Cobordismes d’homologie

Cobordismes et cylindres d’homologie. Soit > une surface connexe,
compacte, orientée de genre g > 0, sans bord (¥ = 3,) ou & une composante
de bord (¥ = ¥,1). Notons H son premier groupe d’homologie :

H = H((%;Z).

Définition 1.2.1. Un cobordisme d’homologie sur ¥ est un triplet (M,i~,i")
ol M est 3-variété compacte orientée munie de deux plongements
it : ¥ < M satisfaisant les propriétés suivantes :
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(i) Le bord de M est identifié¢ au bord de I x ¥ par un difféomorphisme
orienté @y : (I x ¥) — M,
(i) 4T correspond a la restriction de @7 & {1} x X,
(iii) i~ correspond & la restriction de &5 & —{0} x X,
(iv) les plongements i* : ¥ < M, induisent des isomorphismes en ho-
mologie.
Par la suite, on notera % := Im .

Les cobordismes d’homologie sont considérés a difféomorphismes conser-
vant 'orientation prés. On note C(X) I'ensemble des classes d’équivalence
des cobordismes d’homologie sur X.

Si (M,i%,) et (N,i%) sont deux cobordismes d’homologie, on peut alors
définir leur produit M.N par «empilementy de M et N :

MN:=(M |J Ny i)

iy (iy)
Tas ZL N ’LE
—_— M - —_— N -
b by 3
Shr Sir Sy Sy

Fi1G. 1.4 — Loi produit sur les cobordismes d’homologie.

Ce produit confére a C(X) une structure de monoide. L’élément unité est
1y := (I x X,idg,idy) on id. (e =0,1) est Papplication id x {e}.

Nous pouvons définir & présent la notion de cylindre d’homologie :

Définition 1.2.2. Un cylindre d’homologie sur 3 est un cobordisme d’ho-
mologie (M,i%) tel que (i)' o if : H{(X,Z) — H{(X,Z) soit I'identité.

L’ensemble des classes d’équivalence des cylindres d’homologie forme un
sous-monoide de C(X) noté 7C(X).

Remarque 1.2.3. — A tout élément ¢ du groupe de difféotopies* M(X),
nous pouvons associer un cobordisme d’homologie sur ¥ défini par
Cy =1 xX,i” =id, it = ). Ceci définit un mapping cylindre que
nous appellerons mapping cylindre de .
La convention utilisée pour les mapping cylindres n’est pas la conven-
tion usuelle mais elle a ’avantage de rester proche de la définition de

“Le groupe de difféotopies M(X) est M, si & =Xy et Mgy 1si T =2;.
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id "

—_— I xX -

F1G. 1.5 - Mapping cylindre Cy,

cobordisme d’homologie et de suivre la convention utilisée par Morita
dans [Mol] et par Garoufalidis et Levine dans [GL|, [Lel] et [Le2].
Remarquons que si ¢, ¥ sont deux difféomorphismes de M(X), alors
le recollement des mapping cylindres C, et Cy est difféomorphe au
mapping cylindre Cyoy :

Copoyy = C,p.Cy.

Ainsi la loi de groupe usuelle sur M, 1 est compatible avec la loi de
monoide de C(X).

— Si 9 est un élément du sous-groupe de Torelli 7(X) alors Cy, est un
cylindre d’homologie.

Groupe associé aux cobordismes d’homologie. Nous pouvons consi-
dérer la relation d’équivalence sur C(X) définie par la notion de bordisme
d’homologie :

Définition 1.2.4. Soient M et N deux cobordismes d’homologie. Considé-
rons une 4-variété W telle que le bord de W est obtenu par le recollement
de M et —N le long de leur bord de sorte que EJT/[ soit identifié avec —Ef/.
Alors M et N sont dits bordants si et seulement si les inclusions M — W et
N — W induisent des isomorphismes en homologie. On dira que W est un
bordisme® entre M et N.

Xy =2y S = -3k
—N

F1G. 1.6 — Bordisme W entre M et N

Par la suite, on verra les bordismes d’homologie W avec les lieux d’atta-
chement de M avec —N épaissis comme c’est le cas dans la figure ci-dessus.

%Cette relation est habituellement appelée bordisme d’homologie. Afin d’alléger les ex-
pressions, on utilisera le terme de bordisme & la place.
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Le produit des cobordismes d’homologie préserve les classes d’équiva-
lence. De plus, pour tout cobordisme M, le produit I x M peut étre vu
comme un bordisme d’homologie entre M.(—M) et I x ¥ ou —M est le co-
bordisme M muni de I'orientation opposée (LF v = X1;)- Ainsi I'ensemble
des classes de bordisme des cobordismes d’homologie muni de la loi produit
est un groupe que nous noterons H(X).

On notera 7H(X) le sous-groupe® de H () engendré par les cylindres
d’homologie.

Notations : Si ¥ est une surface sans bord ¥,, nous noterons pour
abréger :

- Cy:=C(%)
- Hy :=H(X)
~ THy:=TH(Y)
et, si ¥ posséde une composante de bord i.e. ¥ = ¥, 1, nous noterons
— Cy1:=C(%)
- Hg,l = H(E)

~ TH, = TH(Y).

Remarque sur les cobordismes d’homologie de ¥,;. Nous voulons
associer & M un cobordisme d’homologie M sur X,. Pour cela, considérons
le plongement ;1 — ¥, précédemment défini. Le cobordisme M est défini
comme le recollement de M et I x D? obtenu en identifiant ®p;(1 x 0%,1)

et I x 9D? via ®,;. Les plongements i du cobordisme 7 sont définis par
le recollement des plongements i avec I'identité sur le disque D?.

Cette construction induit une application de monoides
Cy1 — Cy
qui passe naturellement au quotient en un homomorphisme de groupes’
Hy1 — Hy.
1.3 Filtration de Johnson pour les groupes M, et
Hya

Garoufalidis et Levine, dans [GL], ont défini une filtration pour le groupe
Hgy1 qui prolonge la filtration de Johnson du groupe de difféotopies M, ;.

5Un cobordisme d’homologie bordant & un cylindre d’homologie est également un cy-
lindre d’homologie et le produit de deux cylindres d’homologie est un cylindre d’homologie.

"Pour le voir, il suffit de recoller un I x I x D? 4 un bordisme W entre deux cobordismes
d’homologie M et N pour obtenir un bordisme W entre M et N.
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Dans cette section, nous allons rappeler sa définition et en verrons quelques
propriétés.

Considérons le groupe fondamental F' := (X, 1,*) ainsi que sa sé-
rie centrale descendante® {F}}i>1. Remarquons que H = F/F, et posons
Ly = Fy/Fy+1. Nous avons alors l’extension centrale

0——Ly——=F/Fy 1 F/F 1.
Celle-ci induit la suite exacte :
0—-H® ﬁk—>Aut(F/Fk+1)—>Aut(F/Fk)—>1

oo H® Ly =~ Hom(H,L;) est identifié au noyau de la projection
Aut(F/Fyy1) — Aut(F/Fy) de la maniére suivante ([Pel]) : soit
¢ € Ker(Aut(F/Fy41) — Aut(F/Fy)). Définissons o : F/Fyy1 — F/Fyiq
par a(z) = ¢(z).2~! : c’est un homomorphisme envoyant F/Fj,, sur L.
Or Ly, est abélien, « se factorise alors par ’abélianisé de F'/Fj1 qui est H.
Notons @ I’lhomomorphisme correspondant de H dans L. On associe ¢ a a.

Définissons les groupes Auto(F/Fy) pour k > 2 :

Définition 1.3.1. Notons Auty(F'/F},) le sous-groupe de Aut(F/F};) engen-
dré par les automorphismes h de F'/Fj, vérifiant

(1), ()] - . [B(g), B(yg)] = [x1,31] - .- [2g, 4] mod Fy
ot h est un relévement de h dans Aut F.

Remarquons que Auto(F'/Fy) est le groupe symplectique Sp H.

Nous avons une surjection naturelle Auto(F/Fj42) — Auto(F/Fy41) in-
duite de la suite exacte précédente . Le noyau de cette surjection est le sous-
groupe Dy (H) de H® L1 défini de la maniére suivante : L1 = Fi11/Fki2
peut étre identifié & la partie de degré k + 1 de ’algébre de Lie libre sur H.
On pose alors

Di(H) = Ker(H ® Lyt Lpp).

Nous avons la suite exacte

0 — Dy(H) — Aulo(F/Fjt2) — Auto(F/Fy+1) — 1.

8Rappelons qu’elle est définie par Fy = F et Fyi1 = [F, Fy| pour k > 1.
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1.3.1 Filtration de Johnson pour le groupe de difféotopies
Mg71

D’apres le théoreme de Nielsen, le groupe de difféotopies M, 1 peut
s’identifier au groupe Autg F, or la projection ' — F/Fj,q pour k > 1
induit une application naturelle Auty F' — Auto(F/Fj11). Nous pouvons
alors définir

Définition 1.3.2. M, (k) = Ker(Mg1 — Auto(F/Fi11)).

Nous obtenons alors le diagramme commutatif suivant :

1 - 1
1 g,l(/i' + 1)
\ P )
Mg,l(k‘)

|

| \

|

Tk | M‘g’]_

|

| \
\

(

Dk H) —_— Auto(F/Fk+2) —_— Auto(F/Fk_H) —1

La filtration ainsi définie --- C Mg (k) C -+ C Mgy1(1) C Mg est
appelée filtration de Johnson et le morphisme induit 7 : Mg1(k) — Dy(H)
k™ homomorphisme de Johnson.

Le groupe de difféotopies M, 1 agit
— sur M, 1(k) par conjugaison puisque c’est un sous-groupe distingué
— et sur H ® L1, sous-groupe distingué de Aut(F/Fj,2) en composant
l'action de conjugaison et le morphisme M, 1 — Aut(F/Fy2).
Par construction, 7 est équivariante pour ces actions.

Seuls les deux premiers homomorphismes de Johnson ont été étudiés : le
premier par Johnson et le deuxiéme par Morita.

Propriétés du premier homomorphisme de Johnson. Par définition,
Mg.1(1) est le sous-groupe de M, 1 qui agit trivialement sur F//F, = H : il
s’agit du sous-groupe de Torelli 7 ;.

Le groupe Ly peut étre identifié & A% H en envoyant [z,y] € Lo = Fy/F3
sur [z] A [y] € A2H ot x,y € F et [z],[y] sont leur classes dans H. On peut
alors identifier Dy (H) avec A H vu comme sous-groupe de H ® A? H via le
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morphisme a AbAc—a® (bAc)+b®@ (cha)+c® (aAb).

L’¢tude du premier homomorphisme 71 : 751 — A3 H par Johnson a
permis d’en déterminer I'image puis des générateurs du noyau :

Théoréme 1.3.3 ([Jol], [Jo2]). Pour g > 2,
1. 71 est surjectif : Imm = D1(H) ~ A3 H.
2. 11 respecte les actions de My sur 1,1 (par conjugaison) et sur NS H
(donnée par p.(a NbAc) = @i(a) A p«(b) A pi(c) ot p. est automor-
phisme de H induit par ¢).

3. Kert = Mg 1(2) est le sous-groupe engendré par les twists de Dehn
le long des courbes simples fermées séparantes.

Dans la littérature, M, 1(2) est généralement noté g ;.

Rappelons quune courbe simple fermée v sur 3,1 est dite séparante si
Y41\ {7} a deux composantes connexes. Le genre de la courbe 7 est le genre
de la sous-surface n’ayant qu’une seule composante de bord.

Johnson a réduit I’ensemble des générateurs de Ky 1 en montrant :

Théoréme 1.3.4 ([Jol][Jo2]). Les twists de Dehn le long des courbes
simples fermées séparantes de genre 1 et 2 suffisent pour engendrer K 1.

Propriétés du deuxiéme homomorphisme de Johnson. Morita a dé-
terminé 'image du deuxiéme homomorphisme de Johnson

Ty : Kg1 — Do(H).

Le groupe L3 peut étre identifié & H ® (A2H)/ A3 H. Ainsi Do(H) est
un sous-groupe de H ® H ® (A2H)/(H @ A3 H).

Considérons T le sous-groupe de H® H®(A?H) engendré par les éléments
aNb@anbet aNb— cNd:=(aNb)®(cANd)+ (cANd)®(aAb),oua,b,c,
d sont des éléments de H et ol a ADR@cANd:=a@bRcANd—-bRa®cANd
dans H® H ® (A2H). On notera T 'image de T par la projection canonique

Heo H® (A’H) — Ho He (ANH)/(H® A H).
On voit alors que T est un sous-groupe de Do(H).

Proposition 1.3.5 (Morita [Mo4]). Soit v une courbe simple fermée sé-
parante de genre h et soit uy,v1,...,up, vy, une base symplectique du premier
groupe d’homologie de la sous-surface de ¥41 de bord . Notons 7., le twist
de Dehn (a droite) le long de ~y. Alors () est image de l’élément

(uy Aoy + -+ +up Avp)®? dans T par la projection T — T. En particulier,
Immy CT.
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De plus,

Théoréme 1.3.6 (Morita [Mo4]). Ime est un sous-module d’indice fini
deT.

Nous noterons Ly1 := Mg 1(3) le noyau de 7. L’étude du deuxiéme
homomorphisme de Johnson n’a pu déterminer & 1’heure actuelle un sys-
teme générateur du noyau L, 1. Rappelons que, pour l'instant, bien que 1’on
connaisse des systémes générateurs finis, il n’existe pas de présentation des
groupes T4 1 et g 1.

1.3.2 Filtration de Johnson pour le groupe H,;

Soit (M,i*) un cobordisme d’homologie sur ¥, ;. Considérons un point
base x de M appartenant & X" = 9%~ et posons w1 (M) := w1 (M, *). En
général, les plongements i* n’induisent pas d’isomorphismes au niveau du
groupe fondamental. Cependant, ils induisent des isomorphismes en homo-
logie. D’aprés un résultat de Stallings [Sta], i définissent alors des isomor-
phismes

z,iL cF/F, — m(M)/m (M),

pour tout n > 2 ot (M), est le n'™¢ groupe de la série centrale descen-

dante de 71 (M).
Garoufalidis et Levine dans [GL] ont défini pour tout & > 1 des applica-
tions :

et Co1 — Auto(F/Fiq1)
4 =1
(M,i=) (i) ozzﬂ.
Ils ont également montré que ces applications se factorisent par la re-

lation d’équivalence de bordisme d’homologie. Nous noterons encore 7 les
applications induites :

Nk : Hg1 — Auto(F/Fyi)

4 i N— .
(M,i™) — (Zk+1) loz,i'_H.

L’une des conséquences directes (mais non triviale) de l’existence de ces
applications est le fait que ’homomorphisme M, 1 — Hgy 1 est injectif. Une
autre propriété importante des applications 7, est énoncée dans le théoréme
suivant :

Théoréme 1.3.7 ( [GL]). Les applications ny, : Hy1 — Auto(F/Fyy1) sont
surjectives pour k > 1.

Nous pouvons définir pour tout k£ > 1,

30



Définition 1.3.8. H, (k) = Kerny.

Nous obtenons alors un diagramme commutatif analogue & celui du para-
graphe précédent que nous complétons grace & la surjectivité des applications

Nk -

1 - 1
1 Hg,l(k + 1)
\ p )
Hg,l(k)

|
| \
|
| H‘g’]_
|
[ ﬁkN
\i

1 Dy (H) —— Auto(F/Fyyo) — Auto(F/Fyy1) —=1
|
|
v \
1

1 1

La filtration {Hy1(k)}r>1 généralise donc la filtration de Johnson du
groupe de difféotopies M, 1. Nous avons vu qu’il restait beaucoup de ques-
tions non résolues autour de la filtration de Johnson (présentation de 7y 1,
ICg1 0u Ly, ete ...) et des morphismes de Johnson dont on ne connait pas
les images pour k > 3. Cette filtration parait donc trés appropriée :

Proposition 1.3.9. Les épimorphismes n induisent des isomorphismes
Dy(H) =2 G (Hgn) ot G (Hg,1) est le gradué Hy1(k)/Hg1(k+1).

Cette filtration est notamment étudiée par le biais de la théorie des clas-
pers de Goussarov-Habiro (cf [Lel], [Le2|, [Ha]).
1.4 Quelques rappels de cohomologie des groupes

Le but de cette section est de faire un bref rappel de ce dont nous aurons
besoin par la suite : pour plus de précisions, voir [Br].

Soit G et A deux groupes. Supposons que A soit abélien et muni d’une
structure de G-module. On utilisera les notations usuelles pour les lois et
neutres de GG et de A, a savoir : le neutre de G sera noté 1, la loi de A sera
notée additivement et le neutre de A sera noté 0.
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On définit un complexe de cochaines C*(G, A) de la maniére suivante :
pour tout entier naturel n > 1, un élément de C™(G, A) est une application
f:G" — Aet C°G,A) ~ A. L'opérateur cobord
§:C™"G,A) — C" (G, A) est donné par :

0f(gs--s9nr1) = g1-f(92,-- - 9ns1) — f(9192,- -+, Gn+1)
+f(gl7g2.g37 e 7gn—|-1) + (_1)n+1f(gl7 e 7gn)

Un élément f: G" — A de C"(G, A) est normalisé si f(g1,...,9n) =0
dés que 'un des g; est égal a 1.

On peut alors définir cocycles, cobord et groupe de cohomologie H*(G, A)
associés & ce complexe de cochaines.

Homomorphismes croisés.

Définition 1.4.1. Une application f : G — A est un homomorphisme croisé
si, pour tous éléments g et h de G,

flgh) =F(g9) +g.f(h)
Par conséquent, un homomorphisme croisé est un 1-cocycle de C'(G, A).

Remarque 1.4.2. Considérons le groupe de difféotopies M, : d’aprés le
paragraphe 1.1, il agit naturellement sur le groupe Hi(¥,,1;Z). Un homo-
morphisme croisé est une application f : Mg — Hi(341;Z) qui vérifie
pour tout ¢, 1 de Mgy 1

flpoth) = f(o) + e f(¥)

ol p, est ’automorphisme de H induit par ¢.

Classification des extensions centrales Supposons que ’action de G
sur A soit triviale.

Définition 1.4.3. Une extension centrale de G par A est une suite exacte
courte de groupes

0—A—>F-"sG——>1 (1)
telle que i(A) soit central dans E.

Une autre extension centrale 0 — A — E' — G — 1 est dite équiva-
lente o (1) §'il existe un morphisme E — E’ rendant le diagramme suivant
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commutatif

1—A

\E, /
D’aprés [Br]|, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.4 ([Br], thm 3.12). Soit £(G, A) Uensemble des classes

d’équivalence des extensions centrales de G par A . Alors il existe une bijec-

tion

E(G,A) ~ H*(G, A).

Idée de la preuve : cette bijection est définie en étudiant les sec-
tions ensemblistes normalisées de telles extensions centrales : fixons-en une

0 A—>E- -G 1 munie d’une section ensembliste normalisée
i.e. une application s : G — E telle que m o s = idg et s(1) = 1. On peut lui
associer une fonction f : G x G — A définie comme «le défaut d’homomor-
phisme de s» en posant, pour tous éléments g et h de G,

s(g)s(h) = i(f(g,h))s(gh).

On montre alors que f est un 2-cocycle normalisé. Si s’ est une autre section
de cette extension centrale alors le cocycle associé & s’ différe de f par un
cobord.

1.5 Invariant de Casson et homomorphismes d et ¢
de Morita

1.5.1 Définition de I’invariant de Casson

L’invariant de Casson est un invariant classique des 3-sphéres d’homologie
orientées considérées a difféomorphismes préservant 1’orientation prés : On
notera 3-ZHS cet ensemble. Dans ce paragraphe, nous voulons seulement en
rappeler la définition et quelques propriétés.

Théoréme 1.5.1 (Casson, [Cal]). Il eriste un invariant entier \ des 3-
sphéres d’homologie orientées telles que

(i) X\ mod 2 est égal a l’invariant de Rochlin,

(i) Sim (M) =1, alors \(M) =0,

(ii)) M(—M) = —A(M) et A(Mr#M>z) = A(Mn) + A(M2),
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(iv) Soit K un noeud dans une 3-sphére d’homologie orientée M et soit
M, (K) la 3-sphére d’homologie obtenue en effectuant sur M une
%—chz’mrgie sur K alors

(M, (K)) = MM) + SA% (1)

ot Ag(t) = ap + a1(t +t71) +as(t® + t72) + ... est le polynome
d’Alexander normalisé vérifiant Ak (1) = 1. En particulier,
Al (1) =23, K ag.

1.5.2 Invariant de Casson et groupe de difféotopies

Tout d’abord, fixons un difféomorphisme 2, de la surface X, qui fixe le
disque D? point & point et qui est défini, grace au théoréme de Nielsen, par :

19 :m1(Xg1) — m(Xg1)

—1
Z; Yy,

Yi o yimy

Considérons le corps en anses H, standard de bord 0H, = ¥, de sorte
que les courbes ¥;, ¢ = 1,..., g, bordent des disques d; dans H, : cf figure 1.7.
Alors le recollement de H, et H, le long de leur bord via 2, est difféomorphe
a la spheére S° :

s* =H,| J-H,.
g

D?cx,

F1G. 1.7 — Corps en anses H,.

Pour tout élément ¢ du groupe de difféotopies M, 1, le scindement de
Heegaard associé a o est la 3-variété Sf; compacte connexe orientée sans bord
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obtenue en recollant les deux copies de corps en anses H, le long de leur bord
via 124.%0 ol ® est I'image de ¢ par la projection canonique M, — M, :

S} =H, ) —H,.
g P

On remarque alors que, si ¢ est un élément du groupe de Torelli 7,1, la
3-variété SSZ est une 3-sphére d’homologie entiére. Inversement, toute 3-ZHS
peut étre obtenue de cette maniére.

Casson et Morita ont montré indépendamment que :

Théoréme 1.5.2 (Morita, Casson). Toute 3-sphére d’homologie entiére
peut étre obtenue par un scindement de Heegaard sur un élément de K41
pour un certain g.

Ceci permet alors de définir une application \* : g1 — Z induite par
I'invariant de Casson :

N Ky — Z
Y )\(52).

Proposition 1.5.3 (Morita [Mo4]). \* est un homomorphisme.

Considérons ’homomorphisme 6y : T — Z défini par

Oo(zi Axj = yi Ny;) =1,
0o(d’un autre générateur) = 0.

Nous avons alors la proposition suivante, prouvée par le calcul :

Proposition 1.5.4 (Morita [Mo4]). Soit 7, un twist de Dehn (a droite) le
long d’une courbe simple fermée séparante v de genre h et soit uy, vy, ..., Up, Up
une base symplectique pour le premier groupe d’homologie de la sous-surface
de composante de bord . Alors

)‘*(7—7) = —90((U1 AvL+ - +up N ’L)h)®2).

Rappelons que l'image d’un tel twist de Dehn 7, par le deuxieéme ho-
momorphisme de Johnson est I'image de (uy A vy + - -+ + up A v,)®? par la
projection canonique T — T'. L’idée est alors de définir ’homomorphisme \*
en utilisant le deuxieme homomorphisme de Johnson 7 : Ky 1 — T et
Oy : T — Z. Malheureusement, I’lhomomorphisme 6y ne peut passer au quo-
tient car il est non nul sur le noyau de la projection 7 — T. Le but va
étre d’introduire un nouvel homomorphisme d : T — Z qui va permettre
de passer au quotient. A partir de 7, 6y et d, on va obtenir un homomor-
phisme ¢ : K41 — Q. Morita construit un homomorphisme d : K;1 — Z
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comme «réalisation géométrique» de d. Aussi, les homomorphismes ¢ et d
vont satisfaire I’égalité suivante :

1
AN =g+ —d.
97 54

Explicitons un peu plus la construction de ces homomorphismes.

1.5.3 Homomorphisme de Morita ¢: £,; — Q

L’homomorphisme d : T — Z est défini par

{ d((a A b)) =0,
dlanb—cANd)=(a-b)(c-d)—(a-c)(b-d)+ (a-d)(b-c),

ol a, b, ¢, et d sont des éléments de H et ou - est la forme d’intersection sur
H. En particulier, pour toute sous-base symplectique u1,v1,...,up, vy de H,

_ 1
d((ug Ay + -+ +up Aop)®?) = Sh(h =1).
Morita montre alors que qo := 6y + $d s’annule sur Ker(T — T) ce qui

définit un homomorphisme g, : ' — Q. L’homomorphisme ¢ : Kg1 — Q est
défini par la composition

q=7qpoT2: K41 = T -%. Q.

1.5.4 Homomorphisme de Morita d: K,; — Z

Le but est de construire un homomorphisme d : K41 — Z qui réalise d
géométriquement. En d’autres termes, on cherche un homomorphisme d tel
que, pour tout twist de Dehn 7, le long d’une courbe séparante  de genre
h, d(t,) soit proportionnel & $h(h —1).

Pour cela, définissons deux cocycles® de Z 2(./\/lg,l, Z) : le cocycle de Meyer
et le cocycle d’intersection.

Le cocycle de Meyer.

Commencons par rappeler la définition du mapping tore :

Définition 1.5.5. Soit ¢ un élément de M,. Le mapping tore!? associé
T, est la 3-variété sans bord obtenue de I x X, en identifiant (0,z) avec
(1,¢(x)), pour tout = de X,.

®L’action de M 1 sur Z considérée est 'action triviale.
10153 convention utilisée ici n’est pas la convention usuelle.
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Soient ¢ et ¢ deux éléments du groupe de difféotopies M,. La 4-variété
M,y est décrite par le Y -fibré au-dessus d’un disque a deux trous dont le
bord est I'union disjointe des mappings tores Ti,, Ty, et —T .

Le cocycle de Meyer T est alors défini par

() = sign My Vo, € M.

On peut également le définir comme 2-cocycle pour M, ; via la surjection
canonique My 1 — M,.

Le cocycle d’intersection

Le groupe'! de cohomologie H'(M,1;H1(X,1,Z)) est infini cyclique.
Fixons un homomorphisme croisé k : M, 1 — H1(3,,1,Z) qui soit un géné-
rateur de H'(M,1; H1(X,1,Z)). Rappelons quun homomorphisme croisé
vérifie I'égalité k(py) = k(@) + p«k(y)) ol ¢, est Pautomorphisme de H
induit par ¢ (cf paragraphe 1.4.2).

On peut alors définir le cocycle d’intersection ¢, en posant pour tout
o, € Mg,l :

k() = k(o) - k()

ol - est 'intersection algébrique sur la surface.

La classe de cohomologie de ¢; ne dépend pas du choix de 'homomor-
phisme croisé k générateur de H' (M, 1; H1(X,1,Z)). De plus, Morita a mon-
tré que la classe de cohomologie de ¢y est égale & 3 fois celle du cocycle de
Meyer 7. Ainsi il existe une 1-cochaine dj, : My 1 — Z tel que ¢, = 37 + dd,.
Puisque le groupe M, ; est parfait pour g > 3, la 1-cochaine dj, est unique
pour g > 3.

Morita a également montré que tous les homomorphismes croisés k gé-
nérateurs de H'(M1; H1(3g1,Z)) ~ Z coincident (au signe prés) sur le
sous-groupe de Torelli 7,1 et s’annulent sur Ky 1. Par conséquent, tous les
dj, coincident et sont des homomorphismes sur K4 1. Ainsi ils définissent un
homomorphisme d : K; 1 — Z pour g > 3.

Lemme 1.5.6 (Morita [Mo4]). Si 7, est un twist de Dehn (a4 droite) le
long d’une courbe simple fermée séparante v de genre h, alors

d(r,) = 4h(h — 1).

On obtient alors le théoréme suivant, prouvé par le calcul sur les généra-
teurs de Ky 1 :
Théoréme 1.5.7 (Morita [Mod]). L’homomorphisme q + 5;d coincide

avec l’homomorphisme \* induit par Uinvariant de Casson

i} 1
A —q—i—ﬂd

"action de My 1 sur Hi(Zg,1,Z) est celle énoncée au paragraphe 1.1
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1.6 SU-parallélisations absolues et relatives

Commencons par présenter les notions de SU-parallélisations et SU-
parallélisations relatives.

1.6.1 SU-parallélisations absolues

La notion de SU-parallélisation est une généralisation de la notion de
parallélisation (ou framing) d’une variété orientée, que nous appellerons SO-
parallélisation par souci de clarté.

Soit M une n-variété orientée.

Définition 1.6.1. — Une trivialisation de T M est une section du SO(n)-
fibré principal P(TM).
— Une SO-parallélisation de M est la donnée d’une classe d’homotopie
de trivialisations de T M.

Par analogie, on peut écrire la définition suivante :

Définition 1.6.2. — Une trivialisation complere de TM sera une sec-
tion du SU (n)-fibré principal P(TM)c associé au complexifié du fibré
tangent TM.

— Une SU-parallélisation de M est la donnée d’une classe d’homotopie
de trivialisations complexes de T M.

Remarque 1.6.3. On remarque ici qu’on ne stabilise pas les espaces tan-
gents. On parle de SO-parallélisation plutot que de SO(n)-parallélisation
afin d’alléger la rédaction. Il en est de méme pour ’appellation SU-parallélisation.

Remarque 1.6.4. Dans la littérature, les SU-parallélisations correspondent
a la notion de 2-framing en petites dimensions (cf [At], [Mol]) ou de p;-
structures si n > 3.

Via l'injection canonique SO(n) < SU(n), toute trivialisation o de TM
induit une trivialisation complexe bien définie ac de TM que l'on appel-
lera complezifiée de la trivialisation «. Ainsi toute SO-parallélisation de M
induit une SU-parallélisation bien définie. Par contre, notons que deux SO-
parallélisation peuvent induire la méme SU-parallélisation.

Remarque 1.6.5. Cas des surfaces orientées : Soit 3 une surface com-
pacte connexe orientée munie d’une structure riemannienne. Via la bijection
préférée S' ~ SO(2) dans les fibres, on identifiera le S'-fibré (TX)g et le
SO(2)-fibré P(TY). Ainsi la donnée d’un champ de vecteurs non singulier
sur une sous-variété de ¥ définit une section de P(TX) sur cette sous-variété.
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Si ¥ est une surface sans bord X, alors son espace tangent n’admet pas
de trivialisation si g # 1. En effet, 'obstruction a l’existence d’un champ
de vecteurs non singulier sur X, est mesurée par la classe d’Euler absolue
e(PY,) € H3(3,;Z) qui vérifie

<e(PXy),us, >=x(Xy) =2—2g

ou x(X4) est la caractéristique d’Euler de la surface. En particulier, ceci
signifie que I'on peut définir un champ de vecteurs non singulier sur X,
en dehors d’un petit disque D? et qu’a homotopie prés il est entiérement
déterminé sur le bord du disque : il fait 2-2g tours par rapport au champ de
vecteurs tangents qui s’étend au disque.

Si 3 est une surface & bord, alors son espace tangent admet des trivia-
lisations. L’ensemble Vect(X) des champs de vecteurs non singuliers sur ¥
considérés a homotopie prés, i.e. ’ensemble des SO-parallélisation de X, est
un espace affine au-dessus de H'(X;Z). Dans le cas de Y41, on peut suppo-
ser que le champ de vecteurs est fixé comme il faut sur le bord et on verra
Vect(2,,1) comme un espace affine au-dessus de Hy(34,1;Z) (voir chapitres
3 et 4).

En ce qui concerne les trivialisations complexes, toute surface compacte
connexe orientée (avec ou sans bord) admet une unique SU-parallélisation
(par théorie d’obtruction). Comme dans le cas réel, on identifiera le S3-fibré
((TX)c)o et le SU(2)-fibré P(TX)¢ via la bijection canonique S® ~ SU(2)
dans les fibres. Ainsi toute trivialisation complexe de TY pourra étre vue
comme un champ de vecteurs complexe non singulier sur > et vice versa.

Cas des 3-variétés orientées : toute 3-variété admet SO- et SU-
parallélisation(s). Dans le cas & bord, il existe une unique SU-parallélisation.
Dans le cas sans bord, I’ensemble des SU-parallélisations d’une 3-variété M
forme un espace affine au-dessus de H3(M;Z) = Z.

1.6.2 SU-parallélisations relatives

Nous pouvons également généraliser la notion de trivialisation et SO-
parallélisation relatives qui existent déja dans la littérature :

Définition 1.6.6. Soit M une n-variété avec ou sans bord. Soit s une sec-
tion de P(TM )¢ au-dessus d’une sous-variété N. Supposons que 1’on puisse
prolonger s & M.
— Une trivialisation complexe de TM relative & s est une extension de s
a M.
— Une SU-parallélisation de M relative a s est une classe d’homotopie
relative & N d’extensions de s & M.
— Nous noterons Pg, (M, s) 'ensemble des SU-parallélisations de M re-
latives & s : il est muni d’une structure d’espace affine au-dessus de
H3(M,N;Z) ~ Z.
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1.6.3 Cas des 3-variétés sans bord

Dans le cas des 4-variétés orientées sans bord, nous avons le théoréme
d’Hirzebruch :

Théoréme 1.6.7 (|GS| thm.1.4.12). Si W est une 4-variété lisse, orientée
et sans bord, alors la signature de W est propotionnelle o la premiére classe
de Pontrjagin absolue p1 (TW) évaluée sur la classe fondamentale py :

1
signW = 3 <p1(TW), uw > .

Si maintenant on considére une 4-variété a bord munie d’une triviali-
sation complexe partielle sur le bord, cette égalité n’est plus vérifiée i.e. la
premiére classe de Pontrjagin relative'? n’est, en général, pas proportionnelle
a la signature de cette variété : il existe un certain défaut appellé défaut de
Hirzebruch.

Considérons, a présent, une 3-variété M sans bord. Notons P, (M) ’en-
semble de ses SU-parallélisations : il est muni d’une structure d’espace affine
au-dessus de Hs3(M;Z) ~ Z. 1l existe une bijection préférée non canonique
entre Py, (M) et Z donnée par le o-invariant :

Psu(M) = Z.

Celui-ci est défini grace au défaut évoqué précédemment comme suit :

Définition 1.6.8. Soit M une 3-variété compacte connexe orientée sans
bord. Pour toute SU-parallélisation o de M, on pose :

o(M,a) =< p1(TW, «), pw > —3 sign W.

ou

— W une 4-variété compacte connexe orientée'® de bord OW = M,

— et p1(TW,a) est la premiére classe de Pontrjagin relative!* au fibré
TWc et & un représentant de « stabilisé (& gauche) par le champ de
vecteurs normal sortant sur OW relativement a W. Cette obstruction
ne dépend pas du choix du représentant de « choisi.

Cette définition est indépendante du choix de la 4-variété W.

Remarque 1.6.9. S’il existe une 4-variété W munie d’'une SU-parallélisation
qui prolonge un représentant de « stabilisé alors o(M, ) n’est autre que 3
fois la signature de W au signe preés.

12Cette notion sera précisément définie dans le chapitre suivant.

3L orientation de W considérée est celle compatible avec la section « stabilisée.

1411 s’agit de Popposé de ’obtruction primaire 3 prolonger & W la section du SU (4)-fibré
PTWc induite par un représentant de o au-dessus de M : chapitre 2.
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Remarque 1.6.10. Soient « et § deux trivialisations complexes d’une 3-
variété orientée sans bord M. Elles ont méme o-invariant si et seulement si
il existe une homotopie entre « et 3. Cette homotopie peut étre vue comme
une section v du SU(3)-fibré P(I x TM)c telle que

— v restreint & {0} x M correspond a «,

— et vy restreint & {1} x M correspond a S.

La donnée du o-invariant permet de définir une SU-parallélisation préfé-
rée :

Définition 1.6.11. Soit M une 3-variété connexe compacte orientée sans
bord. La SU-parallélisation d’Atiyah de M est I'unique SU-parallélisation
ap de M vérifiant o (M, ap) = 0.

1.7 Motivation

L’homomorphisme d de Morita est construit comme défaut entre 1’homo-
morphisme A\* provenant de l'invariant de Casson et 'homomorphisme ¢ de
Morita provenant du deuxiéme homomorphisme de Johnson 79, qui est bien
compris.

Morita conjecture que toute 3-sphére d’homologie entiére peut étre obte-
nue par un scindement de Heegaard sur un élément de £, pour un certain
g. Aussi, nous pouvons nous intéresser non pas a ’homomorphisme A\* mais
& sa restriction & L41. Par construction, £, est le noyau du 2iéme }omo-
morphisme de Johnson donc ’homomorphisme g de Morita s’annule sur £, 1
et

N 1
)\ |Lg,1 = ﬂd|£g,l'

Pour toutes ces raisons, ’homomorphisme d de Morita peut étre consi-
déré comme le «cceury de l'invariant de Casson.

L’un des premiers problémes rencontrés est qu’on ne connait, & ’heure
actuelle, aucune présentation de K, comme on ne connait aucun systéme
de générateurs de L, 1. L’é¢tude des cobordismes d’homologie parait une al-
ternative intéressante car on peut naturellement généraliser la construction
des scindements de Heegaard aux cobordismes d’homologie. En effet, pour
tout cobordisme d’homologie M sur X,, construisons une 3-variété orientée
sans bord de la maniére suivante :

Sy=H, |J M|J-H,.
1g-(ipg) 7t ZL
Si M est un cylindre d’homologie, la variété obtenue est une 3-sphére
d’homologie entiére. Ainsi 'invariant de Casson induit une application

N TCyq — Z.
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Par construction, ’application 2* prolonge I’homomorphisme \*. La ques-
tion naturelle est de savoir si l’on peut prolonger la formule de Morita ﬁd +q
aux cylindres d’homologie en obtenant de nouveau 'invariant de Casson i.e.
I’application A*. Remarquons que 1’'on peut prolonger ¢ en un homomor-
phisme ¢ : Hy1(2) — Q en utilisant la généralisation du deuxiéme homomor-
phisme de Johnson 7, de [GL]. Le coeur du probléme est alors de prolonger
I’homomorphisme d de Morita aux cylindres d’homologie.

Dans [Mol], Morita donne une description géométrique du «cceur» de
Iinvariant de Casson en termes de SO-parallélisation préférée des mapping
tores associés a un élément de Ky 1. Pour cela, il considére une extension cen-
trale de M, définie par Atiyah dans [At] utilisant les 2-framings. Morita
décrit alors le cocycle de Meyer et le cocyle d’intersection comme cocycles
associés a des sections de cette extension centrale.

Dans un premier temps, nous allons revisiter les résultats de [Mol] en
termes de SU-parallélisations en utilisant la théorie d’obstruction, les pro-
priétés des classes caractéristiques et de ’action de M, 1 sur les champs de
vecteurs non singulier sur la surface X, 1. Nous compléterons par une partie
plus calculatoire qui permettra de mieux comprendre ces constructions.

Dans un deuxiéme temps, nous définirons une extension centrale associée
aux cobordismes d’homologie sur ¥, qui, restreinte & M, 1 correspond a
I’extension centrale d’Atiyah. Nous prolongerons alors les cocycles de Meyer
et d’intersection aux cobordismes d’homologie.
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Deuxiéme partie

Classes caractéristiques
relatives
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Chapitre 2

Classes caractéristiques
relatives

Les classes caractéristiques absolues sont des obstructions & l’existence
de sections de certains fibrés : du fibré en sphéres en ce qui concerne la
classe d’Euler par exemple. Leurs propriétés sont bien connues et étudiées
notamment dans [MS] : nous avons, entre autres, les propositions suivantes :

Proposition 2.0.1 ([MS] prop 9.6). Soient £ et &' des fibrés vectoriels réels
orientés au-dessus de CW -compleze connezes finis. Alors la classe d’Euler
du fibré produit e(§ x &) vérifie :

e(§ x &) =e(§) x e(&).
Si & et £ ont méme base, alors on peut définir leur somme de Whitney et
e @) =eQUe(d).

Proposition 2.0.2 ([MS] cor 15.8). Soit { : E — B un fibré vectoriel réel
orienté de rang 2n au-dessus d’un CW -complexe connexe fini B. On note
éc i Ec — B son fibré complexifié. Alors

con(éc) = (=1)"e(§) Ue(§)

ot cop (&) est la 2n*™e-classe de Chern de Ec et ot e(€) est la classe d’Euler
du fibré €.

Les classes caractéristiques relatives vont étre définies comme obstruction
a prolonger des sections partielles de ces mémes fibrés a toute la base. Le but
de cette partie est de généraliser les propositions précédentes au cas relatif.

2.1 Conventions et notations

Commencons par donner une courte présentation non exhaustive de la
théorie d’obstruction relative. On supposera connues les bases de la théorie
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des fibrés (cf [Ste] (part I) ou [MS]).

Soit £ : E — B un fibré vectoriel réel (resp. complexe) de rang n de

groupe SO(n) (resp. SU(n)).

— Le fibré principal associé a £ est le fibré de fibre et groupe SO(n) (resp.
SU(n)) construit a partir de £ grace au théoréme 3.2 de [Ste]. Nous le
noterons P¢ : PE — B.

— Le fibré en sphéres associé a € est le fibré de fibre S~ (resp. S2"~1)
et de groupe SO(n) (resp. SU(n)) construit & partir de £ grace au
théoréme 3.2 de [Ste]. Nous le noterons &y : Ey — B.

Remarque 2.1.1. Si M est une n-variété réelle orientée et si ¢ est son fibré
tangent alors &y est généralement appelé fibré tangent unitaire de M et P&
est parfois appelé fibré des repéres.

Supposons que £ : E — B soit un fibré vectoriel réel orienté de rang n.
Son complezifié {c : Ec — B est le fibré de fibre C™ et de groupe SU(n)
construit via les injections canoniques R" — C" et SO(n) — SU(n) par
le théoréme 3.2 de [Ste]. Nous pouvons alors définir le fibré principal P(¢)c
et le fibré en sphére ({c)o associés a {c. Nous avons donc les injections de
fibrés induites des injections canoniques dans les fibres :

§ — &c
o — (&c)o
P{ — P(éc)

2.2 Rappels sur la théorie d’obstruction

Convention : Dans tout le reste du chapitre, les CW-complexes seront
supposés connexes et finis. Si B est un tel C'W-complexe, on note B* son
k®me squelette. On supposera également que les fibrés considérés auront pour
bases des C'W-complexes.

Soit £ : E — B un fibré de fibre F'. Supposons que F' soit (¢— 1)-connexe,
g > 1. Soit s une section de £ au-dessus d’'un sous-complexe L de B. D’apres
[Ste| (chap. 29), on peut prolonger s & L U B9, squelette par squelette, et
deux telles extensions sont homotopes sur L U B9~! relativement & L. Par
contre, ’ensemble des extensions de s & L U BY, considérées & homotopie
relative & L pres, forme un espace affine au-dessus de HY(B, L; {m,(F)}),
ot {my(F)} est le systéme de coefficients locaux! qui associe a tout point =
de B le groupe de coefficients m,(F,) et ot F, est la fibre au-dessus de z

fibré de groupes, voir [MS] et [Ste].
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(Si ¢ = 0 alors my(F’) est défini par le groupe Hy(F; Z)). Remarquons alors
que, si HY(B, L;{my(F)}) est trivial, 'extension de s & L U BY est unique &
homotopie relative a L prés.

L’obstruction & prolonger s & Bt! est mesurée par une classe de coho-
mologie relative
c(é,s) € HY(B, L {mg(F)}).

Cette classe de cohomologie est définie de la maniére suivante : soit s,
une extension de s & LU BY. Considérons une (q+ 1)-cellule o de B\ L ainsi
qu’un point base z, de o. Le fibré £ est trivial au-dessus de o aussi la section
54 induit une application continue :

Soo : 00 — F .

La section s, se prolonge a o si et seulement si sy, s’étend en une application
continue s, : 0 — F,_. En remarquant que 0o est difféomorphe & S?, on peut
regarder la classe d’homotopie de I'application s, dans m,(F}, ) : la section s,
se prolonge & o si et seulement si la classe d’homotopie de cette application
est nulle. On pose alors

c(§,54)(0) = [s00] € mg(Fr, ).

On obtient ainsi un cocycle c(§,s,) de Z9Y(B, L; {m,(F)}) (voir [Ste]
chap 29-33) dont la classe de cohomologie, que 1’on notera c(¢, s), ne dépend
ni du choix? de I’extension 54 ni du choix des points base z-.

Définition 2.2.1. La classe de cohomologie c(¢, s) dans HI (B, L; {m,(F)})
est appelée obstruction primaire o prolonger s a B.

Par conséquent, la section s se prolonge & L U B9t! si et seulement si
I'obstruction primaire c(, s) est nulle.

Remarque 2.2.2. Si £ est un fibré en sphéres orienté ou un fibré de fibre
SO(n) ou SU(n), le systéme local associé est un fibré produit ([Ste| p.191,p.210,
[MS] p.140, p.146, p.171). Ainsi on peut définir 'obstruction primaire comme
vivant dans le groupe de cohomologie a coefficients ordinaires H4"! (B, L; m,(F)).

Remarque 2.2.3. Lorsque la fibre est contractile, on peut toujours prolon-
ger une section partielle en une section globale. C’est le cas notamment des
fibrés vectoriels réels ou complexes.

L’obstruction primaire est fonctorielle : soit f : £ — £ une application
entre deux fibrés £ : E — Bet ¢ : E' — B’. Si s est une section de
¢ au-dessus d’un sous-complexe L', alors s’ induit une section f*(s') de &
au-dessus de f~1(L') et

fre(€,s") = (& f7(s).

Choisir une autre extension de s & L U BY modifie le cocycle c(, s,) par un cobord.
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2.3 Classes caractéristiques relatives

Par analogie au cas absolu (L = ()), nous pouvons définir des classes
caractéristiques relatives.

2.3.1 Classe d’Euler relative

Soit £ : E — B un fibré vectoriel réel de rang n. Tous les fibrés réels
considérés seront orientés.

Dans le cas absolu, la classe d’Euler est 1'obstruction primaire a 1’exis-
tence d'une section du S"~!-fibré ;. Elle est notée e(¢) € H"(B;Z).

Définition 2.3.1. Supposons qu’il existe une section X du fibré en sphéres
&o au-dessus d’un sous-complexe L. On appellera classe d’Fuler relative au
fibré & et a la section X I'obstruction primaire a étendre X a B. On la notera
e, X) :

e(§, X) =c(§, X) € H*(B, L; Z)

Remarque 2.3.2. Soit £ : £ — B un fibré vectoriel réel de rang 2. La
bijection canonique S' ~ SO(2) définit une bijection de fibrés &g——=P¢
qui induit I'identité sur la base. Ainsi, toute section X de &, au-dessus d’un
sous-complexe L définit une section de P£ sur L que 'on notera encore X
et par fonctorialité

c(P¢,X) =e(¢,X) € HYB, L; Z).

Dans ce cas, on ne distinguera pas les fibrés £ et P&.

2.3.2 Plus haute et plus basse classes de Chern relatives

Soit n : E — B un fibré vectoriel complexe de rang n. Les fibrés vecto-
riels complexes seront toujours supposés munis d’une structure hermitienne
et d’une forme volume complexe. On considérera alors que le fibré 5 a pour
groupe SU(n). Le but de ce paragraphe n’est pas de redéfinir toutes les
classes de Chern relatives mais juste celles dont nous aurons besoin par la
suite.

Dans le cas absolu, la premiére classe de Chern ¢;(n) est nulle & cause
de l'existence de la forme volume complexe. La plus basse classe de Chern
éventuellement non nulle est la 21¢™€ classe de Chern

co(n) € HY(B; Z).

On peut linterpréter comme 1’obstruction primaire & I’existence d’une sec-
tion du fibré principal Prn. Définissons-la dans le cas relatif :
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Définition 2.3.3. Supposons qu'il existe une section s du SU(n)-fibré Pn
au-dessus d'un sous-complexe L. On appellera 2%™¢_classe de Chern relative
au fibré n et a la section s ’obstruction primaire & prolonger s & B. On la
notera cy(7, s) :

ca(n, s) = c(no,s) € HY(B, L; Z).

Intéressons-nous aussi & la plus haute classe de Chern ¢, (n) € H**(B;Z) :
elle est I'obstruction primaire a 1’existence d’une section du fibré en sphéres

no-

Définition 2.3.4. Supposons qu'il existe une section X du S?*~!-fibré 7,
au-dessus d’un sous-complexe L. On appellera n*™¢-classe de Chern relative
au fibré n et a la section X 1’obstruction primaire & prolonger X 4 B. On la
notera ¢y, (n, X) :

ea(,X) = c(o, X) € H(B, L; Z).

Remarque 2.3.5. Lorsque n = 2, on peut identifier les fibrés Pn et g via
la bijection canonique S% ~ SU(2) dans les fibres.

2.3.3 Premiére classe de Pontrjagin relative.

Soit € : E — B un fibré vectoriel réel orienté de rang n > 2. Remarquons
que le fibré principal du complexifié de £ est un SU (n)-fibré noté P (o).

Dans le cas absolu, la premiére classe de Pontrjagin p;(§) de £ est définie
grace a la deuxiéme classe de Chern de son complexifié :

pi(§) = —c2(éc) € HY(B; Z).
On définit de méme la premiére classe de Pontrjagin relative :

Définition 2.3.6. Supposons qu’il existe une section s du fibré principal
P(¢c) au-dessus d'un sous-complexe L. On définit la premiére classe de
Pontrjagin p1(§, s) relative au fibré £ et a la section s par

p(&,s) = —ca(éc,s) € HY(B, L; Z).

Ici encore, nous ne chercherons pas a définir ’ensemble des classes de
Pontrjagin relatives.

2.4 Fibrés produit, Sommes de Whitney et classes
caractéristiques relatives
2.4.1 Cross et cup produits relatifs

Avant de généraliser la proposition 2.0.1 énoncée dans l'introduction au
cas relatif, revoyons la notion de cross produit et de cup produit relatif dans
le cas des C'W-complexes (|[Ma], [Sp]).
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Cross produit relatif

Soient X et Y deux C'W-complexes finis. Notons (C.(X),0dx) (resp.
(C«(Y'),0y)) le complexe de chaine singuliére associé a X (resp. Y).

D’apres le théoréme d’Eilenberg-Zilber ([Ma] thm 3.1), il existe une équi-
valence d’homotopie Cy(X) @ Ci(Y) — Cu(X X Y).

Soient A C X et B C Y deux sous-complexes. Rappelons que
Cu(X,A) = G-(X) En utilisant les propriétés du produit tensoriel, nous

C.(A)
obtenons

C.(X,A) ® C.(Y,B) = ®

Co(X) @ CL(Y)
(Ci(A) @ C(Y)) & (Ci(X) ® Ci(B))

C(X xY)
Ci(AxY)® Cu(X x B)’

I

Les inclusions X x B — (AxY)U(X xB)et AXY — (AxY)U(X x B)
définissent une application de chaine :

C.(AXY)®Cu(X x B)—2>C,((Ax Y)U (X x B))

qui induit un isomorphisme? en homologie et en cohomologie.
Siue CP(X,A,Gp) et ve CIUY,B,Gs), alors

Ci(X) C.(Y)
UV € Hom((c*(A) ® C*(B))PJF‘I’

Ci(X xY)
C*(A X Y) & C*(X X B))P‘HI’

G ® 02)

= Hom(( G1® Gz)

En passant au groupes de cohomologie et en appliquant (k*)~!, nous

obtenons un homomorphisme appelé cross produit relatif

X

HP(X, A;Gy) ® HI(Y, B;Gs) HPH(X x Y, (Ax Y)U(X x B);G1 ® G)

Propriété : le cross produit relatif est naturel : pour toutes applications
i (X,A) = (X' A) et g: (Y,B) — (Y, B') au-dessus de CW-complexes,
nous avons : Yu € HP(X, A,Gy) et Vv € HI(Y, B, G2),

(f % 9)*(ux v) = frux gv.

3Ceci n’est pas le cas pour des espaces topologiques en général : il faut que les paires
définissent un couple excisif dans X x Y. Par contre, ceci est toujours vérifié lorsqu’il s’agit
de CW-complexes et de sous-complexes.
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Cup produit relatif

Soit X un C'W-complexe et soient A et B deux sous-complexes. Les
deux applications de chaine ci-dessous induites par les inclusions canoniques
déterminent des isomorphismes en homologie et cohomologie :

. Ci(X x X) Ci(X x X)
I CAxX)BC.(X xB)  C.AxXUX x B)
C,(X) C.(X)

"C.A@C.(B)  C.(AUB)
Nous avons alors le diagramme commutatif :

HP(X,A;G) ® HI(X, B;G2)

Cu(XxX di C. (X
Hp+q(Hom(C*(AXX()GBZV*()X'XB);Gl ®G2)) ! Hp+q(m;Gl ®G2)
g* *
HPH(X x X,(Ax XUX x B);G; ® Go) — HPY(X, AU B; G ® Gy)

ou d; et ds sont induits par 'application diagonale d : X — X x X.

Puisque ¢g* et [* sont des isomorphismes, nous pouvons définir le cup
produit relatif :

HP(X,A;G1) @ H1(X, B; Gg) — HPH(X, AUB; G ® Gy).

De plus, pour tout u € HP(X, A,G1) et pour tout v € H1(X, B, G>),

uUJov=d"(uxv).

2.4.2 Classes caractéristiques relatives et fibrés produit

Soient £ : E — B et & : B/ — B’ deux fibrés vectoriels réels orientés
de rang n et m respectivement. Soient X et Y deux sections de leurs fibrés
en sphéres associés & et &, au-dessus de sous-complexes L C Bet L' C B’
respectivement.

Dans le cas absolu, nous avons la proposition suivante :
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Proposition 2.4.1 (JMS] prop 9.6). La classe d’Euler absolue d’un fibré
produit est le cross produit des classes d’FEuler absolues des fibrés :

e(€ x &) = e(€) x e(¢') € H™(B x B';Z).

Dans un premier temps, le but est de construire une section X x Y du
Srtm=1_fibre (¢ x €')g au-dessus de L x B’ U B x L' induite par les sections
X et Y, et bien définie & homotopie relative & L x L’ prés. Ensuite, nous
exprimerons la classe d’Euler relative a cette section en fonction des classes
e(&, X) et e(¢',Y) pour obtenir une version relative de la proposition précé-
dente.

Via l'injection canonique S™ ! < R™ dans les fibres, la section X peut
étre vue comme une section de ¢ au-dessus de L. La fibre R" de £ étant
contractile, X se prolonge en une section globale Xg de £&. Remarquons que
deux telles extensions sont homotopes relativement & L.

Supposons que Xy soit construite, squelette aprés squelette, cellule apreés
cellule de la maniére suivante : si o est une cellule de B\ L alors &|, est trivial
et (XRr)|, définit une application

X :0o—R"

On demande alors que X§ soit a valeurs dans S™~1 dés que c’est pos-
sible. En particulier, de cette maniére, Xg restreinte & L U B"~! peut étre
vue comme une section partielle du S"~!-fibré &, qui prolonge X.

On choisit de maniére analogue une section globale de Ygr de & qui pro-
longe Y (vue comme section partielle de &’ via Iinjection S™~1 < R™ dans
les fibres).

Considérons le fibré produit £ x £’. Les sections Xgr : B — FE et
YR : B’ — FE’ induisent naturellement une section globale

XpxYr:BxB — ExFE.

Si o est une cellule de B et si 7 est une cellule de B’ alors la section Xr x YR
restreinte & o x 7 définit 'application :

JoxrioxT — R'xR™
(z,y) = (X&(2),Yr(v))

Quitte & homotoper Xgr X YR, on renormalise lorsque c’est possible. Ainsi,
par construction, Xg x Yg induit une section X x Y du "+~ 1-fibré (¢ x¢')g
au-dessus de L x B'UB x L.
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Théoréme 2.4.2. La classe d’Euler relative e(§ x &', X XY, appartenant a
H" W™ (B x B',B x L' UL x B';Z), vérifie l’égalité suivante :

e(€x &, X xY)=e(&,X) x e(€,Y).

Remarque 2.4.3. Soient X§ et Y% d’autres sections globales de & et de &
respectivement, construites comme précédemment. Elles induisent une sec-
tion X’ x Y’ de (¢ x ')g au-dessus de B x L' U L x B’. Alors les sections
X' xY" et X xY sont homotopes relativement & L x L’ et

e(Ex & X' xY)=e(¢x¢, X xY).

Preuve : Par construction, pour toute p-cellule o de B et toute g-cellule
7 de B’ telles que p+ g < n+m — 1, Papplication f,x, est & valeurs dans
Sntm=1 (quitte & étre renormalisée). Aussi, la section Xr x YR induit une
section Sy xy du S"t™~Lfibré (¢ x¢')g qui prolonge X xY & (B x B')"tm—1,
Comme dans le paragraphe 2.2, on peut lui associer un cocycle
c(& x &, Sxxy) défini par :

c(§ x &, Sxxy)(0 X T) = [fooxr)) € Tntm-1(S" ") ~ Z

— o o est une p-cellule de B\ L, 7 est une g-cellule de B’ \ L’ avec

ptqg=n+m,
— ol fy(sxr) est la restriction de I'application f,«, au bord de la n+m-
cellule,

— et ol [fy(sxs)] est la classe d’homotopie de I'application fy(, -y vue
comme une application de la sphére S™™~1 dans elle-méme.

Par définition, la classe de cohomologie de c(§ x &', Sx«y) est la classe
d’Euler relative e(¢ x ¢/, X x Y).

Si p # n, alors, par construction, f,x, est & valeurs dans S"T™ ! et la
classe d’homotopie [fy(,x-)] est nulle.

Supposons maintenant que p = n et notons n, (resp. n,) l’entier corres-
pondant & la classe d’homotopie [Xg] € mp—1(S™™1) (vesp. [YE] € Tm—1(S™1))
via I'identification canonique de 7, 1(S™ 1) (resp. m,_1(S™1)) avec Z :

<e(§X),0 >=n, et <e(,Y),T>=n,.

Fait : [fyoxr)] = non7-

En effet, si n, est nul, alors Xg a valeurs dans S 1 et f,«, a valeurs
dans S"T™~1 1l en est de méme si n, est nul.

Si n, et n, sont non nuls, alors on peut supposer que l’application
Xg 10 — R" (resp. Y : 7 — R™) est non nulle en dehors de |n,| (resp.
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[n-|) singularités distinctes chacune d’indice €5 = 27 (resp. €, = 2=7). Par
définition, f,x est non singulier en dehors de |ny|.|n,| points.

Il ne nous reste plus qu’a calculer I'indice de chaque singularité. Pour
cela, il nous suffit de nous restreindre au cas oul |n,|.|n;| = 1. Dans ce cas,
en utilisant le plongement canonique de S"*™~! dans R™ x R™, I’application

Jo(ox+) est homotope & l’application

Sn—i—m—l N Sn+m— 1

($17"'7$n)y1)"'7ym) = (Eaxl)-"7xn7€Tyl)"'7ym)

car l'orientation dans la fibre R x R de & x £’ est induite par la structure
produit. Par conséquent, en identifiant canoniquement 7,4, _1(S"" 1) avec
Z, on obtient
[fa(aXT)] = €s€r,
et en général [fy(,xr)] = No-nr. Ainsi e(§ x &', X x V) =e(§, X) x e(£,Y).
O

Nous avons un résultat analogue dans le cas de fibrés vectoriels com-
plexes :

Corollaire 2.4.4. Soient £ : E — B et £ : E' — B’ deux fibrés vectoriels
complezes de rang n et m, et de groupe SU(n) et SU(m) respectivement.
Soient X et Y des sections des fibrés en sphéres associés &y et &, au-dessus
de sous-complezes L C B et L' C B’ respectivement. On peut alors construire
par le procédé précédent une section X x Y du S 2"~ 1_fibré (€ x &)y au-
dessus de L x B'UB x L' (bien définie & homotopie relative ¢ L x L'). Nous
avons alors l'égalité suivante :

Cram (EXE,XXY) = cp (6, X)xem(€,Y) € H™(BxB',Lx B UBxL";Z).

2.4.3 Classe caractéristique relative et somme de Whitney

Soient £ : E — B et ¢ : B/ — B deux fibrés vectoriels réels orientés
de rang n et m respectivement au-dessus du méme CW-complexe fini B.
Rappelons que la somme de Whitney est le fibré vectoriel induit par le fibré
produit £ x £ et application diagonale d : B — B x B. Nous avons alors le
diagramme commutatif suivant :

Eof)—=ExEFE

fﬁBé’l leS
d

B B x B

ou E( @ &) est défini par {(x,2') € E x E' /£(z) = &' (2/)}. Ce diagramme
induit naturellement une application de fibrés en spheéres (£HE')g — (£x&)o.
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Soient X et Y deux sections des fibrés en sphére £ et &, au-dessus de sous-
complexes L C B et L' C B respectivement. On considére alors une section
X XY du fibré (€ x ') définie comme précédemment sur L x BU B x L.
Elle induit une section X @Y := d*(X x Y) du fibré en sphére (£ & &)g
au-dessus de L U L.

Théoréme 2.4.5. La classe d’Euler e(EBE', X DY) vérifie l’égalité suivante :
e, XaY)=c(, X)Ue(¢,)Y)e H"™(B,LUL";Z)

ot e(&,X) Ue(l,Y) est le cup produit relatif des classes d’Euler relatives
e(&, X) ete(d,Y).

Remarquons que X @Y est bien définie & homotopie relative & L N L'

prés.
Preuve : Par fonctorialité,

e, XaY) = e@f d"(X xY))
d*(e(¢ x &, X xY))
d*(e(§, X) x e(§,Y))
= e(&,X)Ue()Y).

La derniére égalité provient directement de la définition du cup produit re-
latif.

d

Nous obtenons de nouveau une propriété analogue pour les fibrés vecto-
riels complexes :

Corollaire 2.4.6. Soient £ : E — B et ¢ : E' — B deux fibrés vectoriels
complezes de rang n et m et de groupe SU(n) et SU(m) respectivement.
Soient X et Y des sections des fibrés en sphére associés & et & au-dessus
de sous-complezes L et L' de B respectivement. On peut construire par le
procédé précédent une section X ©Y du S22 1_fibré (€ ® &')o au-dessus
de LUL,

Cram(EBE X DY) = (&, X) U (¢, Y) € H"™(B,LU L} Z).

2.5 Fibré complexifié et classes caractéristiques re-
latives

Dans le cas absolu, nous avons la proposition suivante :
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Proposition 2.5.1 ([MS] cor 15.8). Soit { : E — B un fibré vectoriel réel
orienté de rang 2n et soit ¢ : Ec — B son fibré complezifié. Alors

con(éc) = (=1)"e(§) Ue(§)

0t con(Ec) est la 2n'™e-classe de Chern absolue de &g et ot e(€) est la classe

d’Euler absolue du fibré €.

Le but de cette section est de rapprocher cette propositon du théoréme
2.4.4 précédent afin d’en tirer une version relative. Pour cela, nous avons
besoin de préciser ce que ’on entend par «section complexifiées.

2.5.1 Fibré complexifié et section complexifiée

Considérons un fibré réel orienté £ : F — B de rang n au-dessus d’un
C'W-complexe fini B ainsi que son fibré complexifié associé {c : Ec — B
défini précédemment.

Soit s une section de £ au-dessus d’un sous-complexe L de B : il s’agit
donc d’une application s : L — FE qui vérifie {.s = idr. Via l'injection
canonique R™ «— C"™ dans les fibres, s induit une section naturelle de {¢ au-
dessus de L appelée section complezifiée de s et notée sc. Remarquons que
sc est I'application obtenue par composition de s avec l'inclusion canonique
E — E¢. Nous avons le diagramme commutatif suivant :

(2

R” cn
E Ec
X V
13 ll; éc
B

Cependant, nous pouvons associer & s d’autres sections de {c au-dessus
de L via 'injection dans les fibres

R’n

cn cn

(1, xpn) — (21, ..., xp) —= (AT1,. .., ATyp),

oll A est un scalaire non nul de C. Notons alors Asc la section de £c au-
dessus de L ainsi induite de s. L’autre section préférée qui va nous intéresser
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est (14 1)sc.

Considérons maintenant une section X du fibré en sphéres associé & &
au-dessus de L. Via l'injection canonique S"~! < R™ dans les fibres, elle
peut étre vue comme section de £ au-dessus de L. On peut alors définir les
sections partielles X¢ et (1 + i) X¢ de c. Quitte & les renormaliser en les
homotopant*, on peut les voir comme des sections partielles du S?*~!-fibré
(£c)o au-dessus de L : on les notera encore X¢ et (1+1)Xc respectivement.

Concernant X, elle est en fait obtenue par l'inclusion canonique
Sn—t < §27—1 dans les fibres. On parlera encore de section complezifiée
de X.

Puisque C \ {0} est connexe par arc, les sections X¢c et (1 +i)X¢c du
S2n=1_fibré (£c)o au-dessus de L sont homotopes,. Elles auront donc méme
obstruction primaire i.e. méme n*™¢-classe de Chern relative :

cn(éc, Xc) = enléc, (14 14)Xc) € H*™(B, L; 7).

L’objet du paragraphe 2.5 est donc de comprendre cette n™¢™¢_classe de

Chern relative.

Remarque 2.5.2. On peut généraliser la notion de «section complexifiéey :
si « est une section partielle de P (&) au-dessus de L, la section complezifiée
de a, notée ac, sera la section de P({)c au-dessus de L induite de « via
I'injection canonique SO(n) — SU(n) dans les fibres.

2.5.2 Fibré complexe, réalifié et obstruction primaire

Avant de généraliser la proposition 2.5.1, rappelons la notion de réalifié
d’un fibré complexe qui permet de revenir & un fibré vectoriel réel. Soit
1 : E — B un fibré vectoriel complexe de rang n et de groupe U(n). On peut
alors définir un 2n-fibré vectoriel réel nr en oubliant la structure complexe
dans la fibre et en posant

x9i—1 = Re(z;), x9; = Im(z;) 1=1,...,n.

Le fibré ngr est appelé réalifié de n.

Les fibrés en sphéres associés a 7 et & g sont canoniquement isomorphes
via l'identité dans la fibre. Donc, si s est une section de 7y au-dessus d’un
sous-complexe L de B, elle peut étre naturellement vue comme section de
(nr)o au-dessus de L et

cn(n,s) = e(nm,s) € H2”(B,L, Z)

141
V2
(14 4)Xc qui est moins lourde et laisse 'intuition du «dédoublement» dans les fibres.

4on considérera alors

au lieu du scalaire 1+ ¢, mais on préférera garder la notation
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2.5.3 Section complexifiée et classes caractéristiques rela-
tives

Revenons au cas d'un fibré vectoriel réel orienté ¢ : E — B de rang
n. Nous pouvons alors définir son complexifié {c ainsi que le réalifié ({c)r
associé. Rappelons le lemme suivant :

Lemme 2.5.3 (([MS], lemme 15.7)). Le fibré ({c)r est isomorphe a

& @ & par un isomorphisme qui préserve orientation ou la renverse suivant
-1 . . . . .
que n(n2 ) soit pair ou 1mpair respectivement.

La preuve de ce lemme provient principalement du changement de base
de R?" envoyant la base canonique (ey,...,e2,) Sur (€1, €nit,---;€n,em).
Ainsi une section s du S?"~!-fibré ((£c)r)o au-dessus d'un sous-complexe L
de B définit une section s’ du fibré en spheére (£ @ £)o par changement de
base.

Nous pouvons a présent démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.5.4. Soit & un fibré vectoriel réel orienté de rang 2k et soit
X wune section du fibré en sphéres & au-dessus d’un sous-complexe L de
B. La 2k*™¢_classe de Chern relative au S*~'-fibré (c)o et a la section
complezifiée Xc vérifie

con(éc, Xc) = (-1)Fe(¢, X)Ue(é, X) € H¥(B,L; Z)

Preuve : Nous avons vu que la section X induisaient deux sections
préférées Xc et (1 +i)Xc de ({c)o au-dessus de L. De plus, ces derniéres
sont homotopes donc

carn(€c, Xc) = can(éc, (1 + 1) Xc).

La section (1 + i) X¢ induit naturellement la section X @ X du fibré en
spheres associé a la somme de Whitney £ ®¢ au-dessus de L. Via le théoréme
2.4.5 et le lemme 2.5.3, nous obtenons

cak(c, (1+1)Xc) = e((éo)r, (1 +1i)Xc)
( 2k (2k—1)
(

—-1)7 2 e(tpé X X)
= (=DPe(¢, X) Ue(&, X).

Par conséquent, cop(éc, Xc) = (—1)%e(€, X) Ue(€, X).

]

Remarque 2.5.5. Soient X et Y deux sections partielles de &y au-dessus
d’'un sous-complexe L de B. Alors la section X @ Y du fibré en sphéres
(€ ® &) deéfinit une section du fibré en sphéres associé a {c au-dessus de L,
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que ’on peut noter X +14Y, et qui est induite par "application suivante dans
les fibres :

R2k % R2k N C2k
(,y) — x+iy.

Alors l'obstruction primaire & prolonger X + ¢Y & toute la base B vérifie :

con(c, X +1iY) = (—=1)*e(&, X) Ue(£,Y).
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Troisiéme partie

Cocycle d’intersection revisité
et «cceur» de l'invariant de
Casson
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Chapitre 3

Théoréme du cocycle
d’intersection revisité

Dans [At], Atiyah définit une extension centrale du groupe de difféotopies
M, grace aux 2-framings des mapping tores

0—>Z—>./{/l\g—>/\/lg—>1 (%)

ou M\g est 'ensemble des couples (¢, o) avec ¢ élément de M, et oy, 2-
framing sur le mapping tore T,. Rappelons que la notion de 2-framing est
équivalente 3 la notion de SU-parallélisation.

Puisque les mapping tores sont des 3-variétés orientées sans bord, le
o-invariant définit une rétraction préférée de cette extension centrale. Atiyah
définit alors une section ensembliste préférée de (x), appelée section d’Atiyah,
et il montre que le cocycle associé est 37 ol 7 est le cocycle de Meyer.

Via la surjection canonique Mg, — Mg, on obtient une extension cen-
trale de M1

0=Z— My — Mg —1  (¥)

Nous avons encore une rétraction préférée donnée par le o-invariant et une
section préférée d’Atiyah de cocycle associé 37 (ou T est vu comme 2-cocycle
de My 1, cf [Mol]).

Rappelons que ’homomorphisme d de Morita est défini comme diffé-
rence entre le cocycle 37 et un cocycle d’intersection (cf paragraphe 1.5.4).
D’aprés le paragraphe 1.4, on peut espérer que ce cocycle d’intersection se
décrit géomeétriquement comme cocycle associé a une certaine section de (x').
La motivation de Morita dans [Mol] est de pouvoir obtenir par ce biais une
description géométrique du «cceur » de l'invariant de Casson.

Dans ce chapitre, nous revisiterons les résultats de Morita énoncés dans

[Mo1] : tout d’abord nous redéfinirons les extensions centrales () et (x') en
termes de SU-parallélisations ainsi que leurs sections d’Atiyah. Puis, pour
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tout élément ¢ de M, 1, nous construirons une SU-parallélisation dite de
Morita du mapping tore associé : elle dépendra d’un champ de vecteurs non
singulier X sur la surface X, 1. Cette construction définira une section de
Morita 7 x de (¥'). L’objet principal de ce chapitre est de revisiter le théo-
réme du cocycle d’intersection de Morita en termes de théorie d’obstruction
et d’auto-intersection de surface d’obstruction : ce théoréme vise & montrer
que le cocycle associé & la section de Morita myx pour X est un cocycle
d’intersection au sens du paragraphe 1.5.4.

Enfin, nous verrons que le «cceur » de l'invariant de Casson peut étre
prolongé au sous-groupe Vg, 1 de M, formé par les difféomorphismes qui
agissent trivialement sur les champs de vecteurs non singuliers sur la surface.
De plus, cet homomorphisme étendu se décrit géomotriquement comme le
o-invariant de la SU-parallélisation de Morita.

Convention : Dans ce chapitre, toutes les variétés considérées seront
réelles connexes compactes orientées avec ou sans bord. On supposera que
leur espace tangent est muni d’une structure riemmannienne et que leur fibré
tangent complexifié est muni d’une structure hermitienne et d’une forme
volume. Si M est une telle variété, on notera T M son espace tangent et s
sa classe fondamentale. De plus, on fixe un plongement de X, 1 dans X,.

3.1 Extension centrale des groupes de difféotopies

Dans un premier temps, nous allons revenir & ’extension centrale construite
par Atiyah dans [At] : nous l'exprimerons ici en termes de SU-parallélisations
plutot qu’en termes de 2-framing.

3.1.1 Extension centrale du groupe de difféotopies de M,

Soit ¢ un élément de M, . Rappelons que son mapping tore est défini en
utilisant une convention non usuelle :

Tp =1 X %5/ 02)~1,0@)).

On peut également le construire & partir du mapping cylindre C, comme
dans la figure 3.1.

Par construction, T, est une 3-variété orientée sans bord. On peut donc
considérer I'ensemble Py, (T;,) de ses SU-parallélisations (cf paragraphe 1.6) :
il s’agit d’'un espace affine au-dessus de H S(T@; Z) ~ Z. Rappelons que le
o-invariant définit une bijection préférée entre Py, (T,) et Z :

0 :Psu(T,) — Z.

Nous pouvons définir I’ensemble M, comme suit :
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Ix3, Sy

F1G. 3.1 — Mapping tore T}, pour ¢ € M,.

Définition 3.1.1. Notons M\g I'ensemble des couples (¢, o) ol ¢ est un
élément de M, et a, est une SU-parallélisation du mapping tore associé
T, :

©

My ={(p,ap) | ¢ € My, ay € Py (T,)}.

Remarquons que M, est naturellement en bijection avec M, x Z via le
o-invariant.

A présent, nous voulons définir une loi de groupe sur M ¢- Pour cela, nous
allons nous ramener aux SU-parallélisations des mapping cylindres relatives
au bord. En effet, & homotopie preés, il existe une unique section du SU(3)-
fibrée P(T(T,)c) au-dessus de {0} x 3, : considérons celle! induite par la
direction préférée de I et un champ de vecteurs complexe non singulier X
sur ¥, (dans cet ordre). Par identification, elle définit une section X, du
SU(3)-fibrée P(T(C,)c) au-dessus de C,, induite :

— par le champ de vecteurs normal entrant et X sur {0} x X,

— et par le champ de vecteurs normal sortant et ¢, X sur {1} x 3.

Ix3, 2y

ou J est le champ de vecteurs
induit par la direction préférée de I

FIG. 3.2 - Section partielle X, du SU(3)-fibré P(T(C,)c).

'Deux vecteurs suffisent pour définir un champ de repéres : le troisiéme est induit des
deux premiers grace a la structure hermitienne et & la forme volume complexe du fibré
tangent complexifié.
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Par conséquent, toute SU-parallélisation de T, admet un représentant
qui prolonge X. Ainsi, définir une SU-parallélisation de T}, équivaut a dé-
finir une SU-parallélisation de C, relative a X,,.

Remarque 3.1.2. Rappelons qu’a homotopie prés, il existe un unique champ
de vecteurs complexe non singulier sur la surface ¥,. En prenant la direction
préférée de I comme premier vecteur, définir un champ de repéres complexe
sur C,, qui prolonge XQP revient & définir une homotopie entre X et ¢, X.

Loi sur M\g.

Soient (¢, ay,) et (1, ay) deux éléments de M\g. Choisissons des repré-
sentants de ., et o, donnés par des trivialisations complexes o, x et ay x
de Cy, et Cy qui prolongent XQP et Xw respectivement. Le recollement des
mapping cylindres trivialisés (Cy, oy x) €t (Cy, ay x) définit une trivialisa-
tion complexe de C,, qui prolonge X@w. Notons .y, la SU-parallélisation
du mapping tore T, qu’elle définit.

Ix3X, Ty Ix3, PP

(Co, ax,e) (Cyrax,y)

Fia. 3.3 — Loi de composition interne sur M\g.

Remarque 3.1.3. Le difféeomorphisme ® := id; x ¢ agit sur le mapping
cylindre Cy, ainsi que sur la trivialisation complexe ay,. Recoller les mapping
cylindres (Cy,ap x) et (Cy, oy x) revient donc & recoller (Cy,a, x) avec
(®(Cy), Prary x) : on voit alors mieux apparaitre le mapping cylindre Ci,y.

Cette construction définit une loi interne sur M\g :
(907 ago)v (@ZJ,OZw)) = (praago'aw)

En fait, elle munit M\g d’une structure de groupe :

— Le neutre est 'application identité munie de la classe d’homotopie de
la trivialisation complexe de Tjy = S! x ¥, constante le long de St et
induite par la direction préférée de S' et un champ de vecteurs com-
plexe non singulier X sur X . Remarquons que cette SU-parallélisation
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B YaVWaWa YAV
td e

X - X - X
X * Px
3 v 3 ()X |7
3 J
Ix3, Ix3, g
(C<P7O‘X,Ap) (‘P(CW)v (I)*O‘X,L/))

FiG. 3.4 — Description analogue du recollement des mapping cylindres
(Cyyapx) et (Cy, o x)-

a un o-invariant nul : il s’agit donc de la SU-parallélisation d’Atiyah
du mapping tore T;g4.

— Soit (¢, ay,) un élément de M\g. Le mapping tore T,-1 est difféo-
morphe au mapping tore 7, muni de l'orientation inverse noté —T.
L’inverse de (¢, ) est alors donné par (!, —a,) ot —a, est la SU-
parallélisation de T,-1 ~ —T, obtenu de «, en inversant «l’orientation
du premier vecteur» dans les fibres (cf figure 3.5).

id

L P X x

X J

J J
b Ix3%,

F1G. 3.5 — Inverse d’un élément (¢, o).

Remarque 3.1.4. Cette loi de groupe peut également étre définie comme
suit : considérons la 4-variété M., ,, définie en 1.5.4 (on peut la voir construite
comme dans la figure 3.6).

Alors o,y peut étre définie comme 1'unique SU-parallélisation du map-
ping tore T, telle que la SU-parallélisation a, + vy — o,y définie sur
OMy .y =T, UT,U—T,., se prolonge? & M., (cf [At], [Mol]).

Le groupe /\//l\g est en bijection avec M, x Z mais n’est a priori pas
isomorphe au groupe M, x Z muni de la loi de groupe induite par la structure
produit. Cependant, nous obtenons une suite exacte de groupes

0—>Z—>M\g—>Mg—>1 (%).

*11 suffit de considérer sur la 4-variété I x C.,y la section du SU(3)-fibré I x T(Cyy)c
constante le long de I et induite par le recollement des trivialisations complexes o, x sur
Cy et ay x sur Cy. Sur la 4-variété I x I; X X4 1, on prendra la section du SU(3)-fibré
I> x T(I1 X Xg4,1) induite par la direction préférée de I et X.
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Ixcw,

<
<>
<

—.[2 XIl ng

on recolle le long de copies de I x ¥4

F1G. 3.6 — Construction de la 4-variété M., 4 .

L’inclusion Z — M\g est définie en associant a l'entier n 'unique SU-
parallélisation du mapping tore T;4 de o-invariant égal a n. Le groupe Z, vu
comme sous-groupe de M\g, est central (cf [At]) ainsi (x) est une extension
centrale? de M\g par Z.

3.1.2 Section d’Atiyah et cocycle de Meyer

Le o-invariant définit une rétraction préférée de ’extension centrale ().
Il induit naturellement une section ensembliste préférée :

Définition 3.1.5. On appelle section d’Atiyah la section de (%) définie en
associant a tout élément ¢ de M, la SU-parallélisation d’Atiyah o, o du
mapping tore T, i.e. I'unique SU-parallélisation de T, ayant o-invariant
nul :

s0: My — M\g
o = (p,ap0)

Théoréme 3.1.6 ([At]). Le 2-cocycle ¢y associé a la section d’Atiyah s
est égal a 31 ou T est le cocycle de Meyer : il vérifie

co(p, V) = 3 sign M, =: 37(p, ) Vo, € M.

Le groupe M\g est isomorphe au groupe My X Z muni de la loi suivante :
pour tout (p,n) et (¢, m) dans My x Z,

(,n).(,m) = (pb,n +m+ 3 sign M ).

3Rappelons que P’action de M\g sur Z considérée est 'action triviale.
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Idée de la preuve : Soient (p,ay) et (1, ay) dans M\g. Considérons
des 4-variétés orientées W, et Wy, de bord T, et T, respectivement. Notons
W’ la 4-variété obtenue par recollement de W, Wy, et —M,,,;, le long des
mapping tores T, et Tp;. Alors W' est une 4-variété orientée de bord T,,.
Par conséquent,

0 (Tpp, vpo0ryy) =< p1 (TW' ap.ry) , s > — 3sign W'.

FiG. 3.7 — Construction de W',

D’apres la remarque 3.1.4, Pobstruction a prolonger a.,.a., & W' se concentre
sur W, et Wy, :

<pi(TW ag.ay) , pwr >=< p1(TWo, ) pw, >+ < pi(TWy, ay), pw,, > .
D’apres le théoréme d’additivité de signature de Novikov,
sign W' = sign W, + sign Wy, — sign M, 4.
Par conséquent,
0 (Tpys ctp-0ryy) = 0 (T, ) + 0(Top, ) + 3 sign M, .

O

3.1.3 Extension centrale du groupe de difféotopies de M,

Via la surjection canonique Mg, — M, définie en 1.1, I’extension cen-
trale (x) de M, induit une extension centrale de M, :

0—Z— My — My, — 1 ().

Le groupe /T/l\g,l est alors défini comme 1’ensemble des couples (¢, o) ol
— ¢ est un élément de M, 1,

— a, est une SU-parallélisation du mapping tore Tz,

— et oll P est l'extension de ¢ & X, par I'identité sur le disque.
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La loi de groupe sur M\QJ est donnée par :

—

Mg71 X M\g71 - M\g,l
((¢7a¢)7 (w7a¢)) = (@wvaw'ad))

oll ay,.0yy est la SU-parallélisation de TW définie comme précédemment.

Remarquons que le o-invariant définit également une rétraction préférée
de (*'). On peut alors définir de la méme maniére une section d’Atiyah de
(¥') : son cocycle associé sera également égal & 37 ou le cocycle de Meyer 7
est vu comme cocycle de M, 1.

Par la suite, pour tout ¢ dans M, 1, on notera T, := T3 et on parlera
de mapping tore associé & (.

3.2 SU-parallélisation de Morita des mapping tores

Le but de ce paragraphe est de construire pour tout élément ¢ de M,
une SU-parallélisation préférée de T ,, autre que la SU-parallélisation d’Atiyah,
afin de définir une nouvelle section de (¥'). Mais avant cela, étudions 1’en-
semble Vect(X, 1) des classes d’homotopie des champs de vecteurs tangents
non singuliers sur Y, ; ainsi que ’action du groupe de difféotopies M, 1 sur
Vect(g.1).

3.2.1 Etude des classes d’homotopies des champs de vecteurs
tangents non singuliers sur ¥,

On supposera par la suite que tous les champs de vecteurs non singuliers
sur X, 1 seront fixés sur le bord 9% ;.

Notons Vect(X, 1) 'ensemble des classes d’homotopie des champs de vec-
teurs non singuliers sur 3, ;. Il est muni d’une structure d’espace affine au-
dessus de H1(X,,1; Z) de la maniére suivante : soient X et Y deux champs de
vecteurs non singuliers sur ¥, ;. Ils définissent une section Sxy du Sl-fibré
(I x TX41)o au-dessus de (I x ¥4 1) induite par

- X sur {0} x X1,

— Yosur {1} x X1,

- et X|3gg’1 = Y|3gg’1 sur I x 82971.

L’obstruction & prolonger Sxy a tout I x X, 1 est une classe d’Euler

relative
e(I x TS,1,Sxy) € H*(I x 8y1,0(I x £41); Z).
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On lui associe un élément exy de Hi(2,1;7Z) défini via les isomorphismes
suivants :

e(I X TZgJ,SX,y) c H2(I X 2971,8(1 X 2971); Z)

Dualité de Poincaré

DP(e(I x TY41,Sxy)) € Hi(I x¥41;7Z)

exy € Hi(Xg1;Z)
ou p est la projection canonique p: I x X457 — {0} x X ;.

On peut interpréter exy comme le défaut d’homotopie entre X et Y.
Géométriquement, cela signifie que I’on peut prolonger Sxy en dehors d’un
voisinage d'une «courbe d’obstruction» Kx y que ’on peut supposer plongée
dans une copie de X, 1 a I'intérieur de I x 3, 1 : vue dans cette copie, la courbe
Kx y aura alors pour classe d’homologie ex y.

p
courbe d’obstruction
vue dans {0} x g1 | >—u |
de classe d’ omoIqogie
€X,Y 29,1 X

courbe d’obstruction Kx y

F1G. 3.8 — Interprétation géométrique de ex y.

Remarque 3.2.1. Soit V = |J D, un voisinage tubulaire orienté de
pEKX Y
Kxy dans I x ¥,1 ou D, est un petit disque centré en p € Kx y et normal

a Kxy. Alors, par définition de I'obstruction et par dualité de Poincaré,
nous avons ’égalité suivante :

< e(I X T2971,SX7y), [Dp] >= 6X7y.[Dp] =1 Vp € KX,M'

Lemme 3.2.2. Soient X, Y et Z 8 champs de vecteurs non singuliers sur
Yg1. Alors

ex,z = exy +eyyz et ex,y = —ey,x.
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Preuve : Géométriquement, on peut le voir de la maniére suivante :
considérons la section Sx z du St-fibré (I x TX, 1) au-dessus de (1 x X 1).
Notons I; = [0, 5] et I, = [%, 1] les sous-intervalles de I.

Soit Kxy une courbe d’obstruction simple fermée de X, vue comme
plongée dans {%} X ¥g1 C I1 x ¥4 1. Le champ de vecteurs tangent Sxy,
vu comme section du S'-fibré (I; x TX41)0 au-dessus de O(I; x X41), se
prolonge en dehors d'un voisinage régulier de Kxy : notons sxy une telle
extension.

De méme, on peut considérer la section Sy z du Slfibré (I x TX,1)o
au-dessus de O(Is x Zg,l) ainsi qu’une courbe d’obstruction Ky,z pour cette
section, plongée dans {%} X Yg1 C Iz x X4 1. Notons sy,z une extension de
Sy,z en dehors d’un voisinage régulier de Ky z.

Les sections partielles sx y et sy,z se recollent, définissant ainsi une sec-
tion du S!-fibré (IxTX,1)o en dehors des courbes Kx y et Ky,z qui prolonge
Sx,z. Par concentration d’obstruction, on obtient ’égalité suivante :

ex,z = ex,y +ev,z

Remarquons que la section Sx x se prolonge naturellement & I x ¥, en
une section globale constante par rapport a I donc ex x = 0. De I’égalité
précédente, on en déduit que exy = —ey x.

d

Remarquons que le défaut d’homotopie ex y ne dépend que de la classe
d’homotopie de X et de celle de Y (et de l'orientation de X, ;). D’aprés [Ste],
on munit Vect(3,1) d’une structure de Hy(3,,1; Z)-espace affine en posant

Y] =[X]+exy

ou [X] et [Y] sont les classes de X et Y dans Vect(X, 7).

3.2.2 Action du groupe de difféotopies M, ; sur Vect(X, )

Le groupe de difféotopies M, 1 agit sur les champs de vecteurs de la fagon
suivante :

Définition 3.2.3. Soit X un champ de vecteurs non singulier sur X, et
soit ¢ un élément de M, 1, le champ de vecteurs non singulier ¢, X est défini
par

(QO*X)I = T¢—1(I)QO(X¢—1(I)) Vx € 2971.

Cette action est covariante : pour tous éléments ¢ et ) de Mg 1, et pour
tout champ de vecteurs non singulier X sur X, 1,

(pr)*X = 90*(?/1*X)
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Lemme 3.2.4. Soit ¢ un élément de Mg et soient X et Y deuz champs
de vecteurs non singuliers sur X, 1. Alors

eo X0y = Pxlexy) € Hi(2g1;Z).

Preuve : Considérons la section Sx y du S'-fibré (I x T, 1)¢ au-dessus
de O(I x £g4.1). Notons ® le diffeomorphisme de I x 3, défini par id; x ¢ :
il agit sur la section Sy y et ®,.Sxy = Sy, x 0.V

Par fonctorialité, e(I x TX 1, ®.Sx)y) = ®*(e(I x TE,1,Sxy)) et

o Xy = Pxlexy) € Hi(Eg1;Z).
0

On remarque alors que I'action de M, 1 préserve les classes d’homotopie
des champs de vecteurs non singuliers de X, 1. Par conséquent, le groupe de
difféotopies M, 1 agit sur Vect(2, 1) et cette action est affine :

oY = . X + pilexy), VX,Y € Vect(3g1), Vo € Mg .

3.2.3 Défaut d’homotopie et homomorphisme croisé

Replagons I’étude de ’action du groupe de difféotopies M, 1 sur Vect(2,1)
dans le contexte qui nous intéresse : les SU-parallélisations des mapping
tores. Rappelons que, pour un champ de vecteurs complexe non singulier X
sur X, et pour ¢ € M, 1, définir une SU-parallélisation du mapping tore 15
revient & définir une SU-parallélisation du mapping cylindre C7 relative &
une trivialisation complexe que ’on avait notée 5(5, ol @ est ’extension de
¢ a X, par l'identité sur le disque.

Si X est le complexifié d’'un champ de vecteurs réels non singulier X sur
Y41, alors ch est le complexifié d’'un champ de repéres réels sur
01 x ¥41 C Cz donné par la direction préférée de I et X sur {0} x X, et
la direction préférée de I et ¢, X sur {1} x X ;.

Remarquons que, si X et ¢, X sont homotopes, alors une telle homotopie,
stabilisée & gauche par la direction préférée de I, définit une trivialisation
naturelle de T(/ x X, 1). Pour obtenir une SO ou SU-parallélisation de T,
il suffit de déterminer une trivialisation réelle ou complexe de T(I x D?).

On se raméne alors a la question «X et ¢, X sont-ils homotopes 7» .

Dans tout le reste du chapitre, on fixe X un champ de vecteurs tangent
non singulier sur ¥ ;.

Pour tout élément ¢ de M, 1, notons kx(¢) = ex o, x € H1(Xg1;Z).
D’aprés le paragraphe 3.2.1, kx () mesure le défaut d’homotopie entre X et
p«X. Nous obtenons ainsi une application

kX . Mg71 — Hl(z%l; Z)
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qui ne dépend que de la classe d’homotopie de X.

La structure de H1 (X, 1; Z)-espace affine de Vect(X, 1) ainsi que I'action
affine de M, 1 sur Vect(X, 1) induisent la proposition suivante

Proposition 3.2.5. L’application kx est un homomorphisme croisé pour la
loi naturelle de My 1 sur Hi(X41;Z) :

Ex(ov) = kx (@) + oikx(¥) Vo, € Mg 1.

De plus, sa classe de cohomologie' dans H'(Mgy 1, H1(Xy1;Z)) ne dépend
pas du choiz de X.

Preuve :
— Soient ¢, € M, 1. En appliquant les lemmes des deux paragraphes
précédents, on obtient :

kEx(oy) = ex ouv).x
= XX T €p X (p9). X
= X0 X T €, X 0. (4 X)
= exp.x +e(exp.x)
= kx(p) + pulbx ().

D’aprés le paragraphe 1.4, kx est un homomorphisme croisé : c’est
donc un 1-cocycle de CY (M1, H1(Xy1;Z)).

D’aprés la remarque 3.1.3, géométriquement, on peut le voir dans la
figure 3.9.

— SiY est un autre champ de vecteurs tangent non singulier sur ¥,
alors

ky(p) = €Y, .Y
= ey, Xx tex p.Xx T €p.X .Y
= kx(p) +ev,x — psey x
Par conséquent, les 1-cocycles kx et ky different par un cobord : ils
ont donc méme classe de cohomologie dans H' (M, 1, Hi(X,1;Z)).
O

Remarque 3.2.6. Dans [Mol]|, Morita utilise ’homomorphisme croisé de
Furuta : il définit une section explicite du fibré vectoriel I x T, 1 en posant :

Tx I x¥g1 — IxTY
(p7 t) = (tv (1 - t)Xp + t(SO*X)p)

‘D’aprés le paragraphe 1.4, Phomomorphisme croisé kx est alors un 1-cocycle de
C' (Mg, Hi(3g,1; Z)).
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I x 29,1

Courbe d’obstruction Kx , Courbe ¢(Kx ) plongée dans une copie
pour la section Sx ., x de surface ot Kx,y est une courbe d’obstruction
plongée dans une copie de surface. pour la section Sx 4, x.

Fi1G. 3.9 — L’application kx est un homomorphisme croisé : interprétation
géométrique.

Il étudie alors l'intersection de la section nulle Zj avec la section 7x mise
en position transverse. En supposant que les vecteurs X, et (¢*X), ont
meéme longueur pour tout point p de X, 1, cette intersection est une courbe
simple fermée plongée dans {%} X Yg.1. L’homomorphisme croisé¢ de Furuta
Mgi1 — Hi(3g,1;Z) est défini en considérant la classe d’homologie de cette
courbe d’osbtruction dans H;(X,1; Z). Ici, la définition de kx utilise la théo-
rie d’obstruction et les propriétés affines de Vect(2, 1) mais, par construction,
ces deux homomorphismes croisés coincident.

Nous avons alors la proposition 4.1 de [Mol] :

Proposition 3.2.7 (prop 4.1 [Mol]). La classe de cohomologie de kx est
un générateur du groupe infini cycligue H (M1, H1(341;Z)).

On peut alors définir un cocycle d’intersection au sens du paragraphe
1.5.4 :

Mgrx Mgy — Z
(o, ¥) = —kx()-eekx(¥).
Néanmoins, cette définition ne permet pas d’interpréter géométriquement ce
cocycle en termes de SU-parallélisations ni de le relier a 'extension centrale

(¥'). L’idée est alors de construire une SU-parallélisation des mapping tores
en exploitant ce défaut d’homotpie.

3.2.4 SU-parallélisation de Morita

Soit ¢ € My 1. Rappelons que le mapping tore associé T, peut étre ob-
tenu & partir du recollement d’un I x D? au mapping cylindre
Co=1x%y1 U  X41 comme indiqué dans la figure 3.10.

(Le@) ~a
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Ixs,: | L=

F1G. 3.10 — Construction du mapping tore T,, a partir du mapping cylindre
Cop.

Nous allons construire une autre SU-parallélisation préférée du mapping
tore T, en deux étapes.

SU-parallélisation relative de Morita de C, pour X.

Considérons la 3-variété I x 3, ; munie de I'orientation produit. Son fibré
tangent admet une décomposition en somme de Whitney canonique induite
par la structure produit :

T(I X 2971) = (TI X 2971) D (I X ngJ).

Par la suite, nous noterons v := T1 x X 1 et § := I x T, ;. Remarquons
que la direction préférée de I définit un champ de vecteurs non singulier J
sur I x X, 1 qui trivialise le fibré v.

Remarque 3.2.8. Le fibré ¢ est trivialisable car T, I’est. Le champ de
vecteurs X permet de fixer une trivialisation préférée ie d’identifier 1’espace
total de § & I x X471 X R? et, par conséquent, d’identifier I’espace total du
Sfibré & a I x X,1 x S*. Une section de & pourra alors étre vue comme
une application de I x ¥, dans S L

Considérons de nouveau la section Sx . x de & définie au-dessus de
O(I x ¥41) par

— X sur {0} x ¥,

— @ X sur {1} x X4,

— et X|az,, sur I x 0% .

Soit K, une courbe d’obstruction plongée dans {3} x ¥y de classe
d’homologie kx (y) dans cette copie de surface. Alors la section Sx ,, x se
prolonge en dehors d’un voisinage régulier orienté Vx , de Kx ,; notons
5x,0.x une telle extension. Elle peut étre vue comme une application

Sx,0.x 1 (I xXg1) \int (Vx,,) — St
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Le voisinage régulier Vx , est muni de 'orientation induite de I x X1

et peut étre défini comme |J D, ol D, est un petit disque de centre
PEKx,

p € Kx , et normal a Kx . D’apwrés la remarque 3.2.1, on peut homotoper
sx,,,x de sorte que, pour tout point p de Kx ,, il existe un unique point
qp de 0D, tel que sx . x(qp) =1 € S1. On identifie Vx,p & Kx, % D? en
envoyant g, sur (p,1) € Kx, x D2

Quitte & homotoper encore une fois la section sy ., x, elle est définie le
long de Vx,, ~ Kx,, x D? par application

S:ZSX,ap*X|VX,¢:KX,<pan2 — Sl
(p,v) — w

Considérons le plongement usuel S! < S3. La section complexifiée (sx o, x)c
est donc ’application sx ., x composée avec ce plongement. Notons sc 1'ap-
plication obtenue de s de la méme fagon.

sc: Kx,, x 0D?*—2=81 < G683,

Restreinte & {po} x D2, ol py est un point de Ky ., I'application sc
définit un lacet de S3. Puisque le groupe fondamental de S? est trivial, ce
lacet est nul homotope. On peut donc prolonger sc a {po} x D? puis &
Kx , % D? en une section constante le long de K X,p- Nous obtenons ainsi
une section sx,, du S3-fibré (£c)o qui prolonge (sx,.x)c et qui est bien
définie & homotopie relative & d(I x X, 1) preés.

Remarque 3.2.9. Soit d un disque plongé dans S3 de bord S'. La section
sx,, peut étre décrite comme une extension de (sx,,,x)c en une application

Sxp:I xS, —dc S

Ceci caractérise complétement la classe d’homotopie relative &

I'x¥g1\int (Vx,,) de la section sx . Remarquons que celle-ci ne dépend pas
non plus du choix du disque d. Par contre, nous verrons par la suite que cela
ne suffit pas pour caractériser la classe d’homotopie relative & 9(I x X, 1) de

SX,p-

Insistons sur le fait que la classe d’homotopie relative a d(1 x ¥, 1) de
Sx,, est entiérement déterminée par les conditions suivantes :
— sx,, est le complexifié d'un champ de vecteurs réels non singulier en
dehors de Vx , qui prolonge Sx ., x,
— et sy, restreinte au voisinage Vx , ~ Kx , X D? est constante le long
de K X,p-
On peut maintenant se demander dans quelle mesure la classe d’homo-
topie relative de sx , dépend du choix de la courbe d’obstruction.
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Proposition 3.2.10. Le classe d’homotopie relative au bord de la section
sx,, ne dépend pas du choiz de la courbe d’obstruction Kx , a condition
qu’elle soit plongée dans une copie de X 1.

Preuve : Soient K et K; deux courbes d’obstruction de la section
Sx,p.x plongées dans {3} x ¥gq. Pour i = 0,1, notons V; un voisinage
régulier de K; dans I x X, ;. Comme précédemment, nous pouvons identifier
V; & K; x D2, Soit s; une section® du S3-fibré (£¢)o définie comme étant
en dehors de V; le complexifié d’un champ de vecteurs non singulier réel qui
prolonge Sx ., x et qui, le long de V; ~ K; X D?, est constante par rapport
a K.

Les courbes Ky et K; ont méme classe d’homologie kx(¢) dans
{%} X ¥g.1. On peut donc supposer qu’elles ne différent que par des mou-
vements locaux, appelés mouvements en bandes, vivant dans des disques

plongés dans {3} x Xy : cf figure 3.11.
Premier mouvement :

00—

Deuxiéme mouvement : enlever une petite composante
connexe qui borde un disque sur la surface

©—0

Fi1G. 3.11 — Mouvements en bande

Considérons la 4-variété I’ x I x Y41 ainsi que les courbes Ky et K
plongées dans {0} x {3} x £g1 et {1} x {3} x Ty respectivement.

La section Sx ,, x de & au-dessus de J(/ x ¥, 1) induit une section du
Sl-fibré (I' x £)o au-dessus de I’ x (I x X, 1) constante le long de I’ que nous
noterons encore Sx,, x- Nous pouvons alors prolonger Sx,,, x en une section
s au-dessus de 9(I' x I x X, 1)\ int(VoUV1). Par concentration d’obstruction,
les deux classes d’Euler du fibré (I’ x &) relatives aux sections Sx . x et s
respectivement peuvent étre représentées par la méme surface d’obstruction
W plongée dans I’ x I x 3,1 de bord K; U (—Kj).

En notant M := I x ¥, 1, nous avons alors le diagramme commutatif

Sles sections s; sont donc obtenues de la construction précédente en prenant K; comme
courbe d’obstruction, ¢ =0, 1.
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suivant, pour ¢ = 0, 1, induit par les inclusions canoniques :

H2({i} x M, {i} x OM;Z) <—— H>(I' x M,I' x OM;Z)

Dpl: Dpl:

Hy({i} x M;Z) Ho(I' x M,0I' x M;Z) <—=— Hy(I',0I'; Z) ® H\(M;Z)

qui se traduit au niveau des classes d’Euler relatives par :

e(§, Sx,p.x)<——e(I' X & Sx,0,x)

DPI DP|

Construisons la surface W : elle sera plongée dans I’ x {1} x 5y et est de
la forme produit I x K en dehors des mouvements locaux.

Premier mouvement en bande : Notons d le disque de la surface dans
lequel va vivre le mouvement local. Rajoutons une bande B dans I x d que
I’on recolle & la surface produit et qui n’intersecte pas le reste de W comme
dans la figure 3.12.

N 7\
\
LR s e W el sl M . W |

TR

N/

Ixd

F1G. 3.12 — Premier mouvement en bande : rajout d'une bande B.

Deuxiéme mouvement en bande : Supposons que K; (i = 0 ou
1) contienne une petite composante connexe qui borde un disque d dans
{i} x I x ¥g41. Nous pouvons alors ajouter un disque D plongé dans I x d
de bord dd qui n’intersecte pas le reste de W comme dans la figure 3.13.

Nous obtenons ainsi une surface W de bord K; U — K[ bien définie &
difféomorphisme prés. Par construction, la surface W a la classe d’holomogie
voulue & savoir uy x p; 'kx (¢) vue dans Hy(I',01'; Z) @ H1 (I x £,1; Z). Nous
pouvons donc prolonger Sx o, x en une section s’ en dehors d’un voisinage

W= U D,deW ou D, est un petit disque centré en p € W et normal & W'.
peW
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Ixd

Fia. 3.13 — Deuxiéme band move : rajout d’un disque D.

Par construction et par théorie d’obstruction, nous avons alors la propriété
suivante :

<e(I' x & Sxp.x), [Dp] >=[W]-[Dy] =1Vpe W.

Remarquons que I’on peut trivialiser le S'-fibré (I’ x £)q grace 4 la section
constante le long de I’ x I et induite de X. La section s’ peut donc étre vue
comme une application

s I x I x%,;\int(W) — St

De la méme maniére que dans la construction précédente, on peut iden-
tifier WW & W x D? en envoyant, pour tout point p de W, le point de qp de
dD,, vérifiant s'(g,) = 1 sur (p,1) car, quitte & homotoper ', le point g, est
unique. Quitte & homotoper s’ encore une fois, cette section est définie le
long du bord de W par :

W x oD* — St

(p,v) — .

Considérons le plongement canonique S' < S et soit d un disque plongé
dans S® de bord S'. On peut alors prolonger s’ en une application
S:I'xIxYX,; —dC S qui, restreinte 4 W ~ W x D?| est constante
le long de W. Par conséquent, l'application § définit une section du S3-fibré
(I' x £&c)o qui prolonge s et qui est homotope & s sur {0} x ¥, et & sq sur
{1} x ¥4 1. Ainsi, I’application § définit une homotopie entre s et s; relative
au bord.

O

Stabilisée & gauche par le champ de vecteurs® non singulier J, la section
Sx,, induit une trivialisation complexe ax,, de I X ¥, et, par conséquent,
du mapping cylindre C,. Sa classe d’homotopie relative au bord est appele-
lée SU -parallélisation relative de Morita de C,, pour X et seranotée mx (Cy).

SRappelons que J est le champ de vecteurs induit par la direction préférée de 1.
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SU-parallélisation de Morita du mapping tore 7, pour X.

Nous avons une trivialisation complexe ax , de C, : il nous reste a dé-
finir une trivialisation complexe qui convient sur I x D? pour obtenir une
trivialisation complexe de T,.

Lors du recollement de C, avec I x D?, la section s X,p Stabilisée par
le champ de vecteurs J, induit une section du SO(3)-fibré P(T(I x D?))
au-dessus de I x D? constante le long de 1.

Le champ de vecteurs X fait 2 — 2¢g tours le long de D? par rapport au
champ de vecteurs tangent qui s’étend au disque. Ainsi, le lacet de SO(3)
obtenu sur {0} x 9D? est nul homotope : on le prolonge d’abord & {0} x D?
puis & I x D? en une trivialisation s;, p2 de T(I x D?) constante le long de 1.

Le recollement de (Cy, ax,,) avec (I x D?, (syyp2)c) définit une trivia-
lisation complexe Ox (@) de Cg.

id
(I % D27 (SI><D2)C)

I x Eg,l P

(Cy)sax,p) Yg,1

FIG. 3.14 - Recollement de (C,, ax,,) avec (I x D? (s;yp2)c) -

D’apreés le paragraphe 3.1.1, par recollement, on obtient une trivialisation
du mapping tore T;,. Sa classe d’homotopie, notée mx (7;,), est bien définie :
on l'appellera SU-parallélisation de Morita de T, pour X. Elle ne dépend
que de X et de ¢.

Cette construction définit une section de l’extension centrale
0=Z— My —Mg1—1 (%)

Définition 3.2.11. On appelle section de Morita pour X la section mx de
(*) qui associe, & tout élément ¢ de M, 1, la SU-parallélisation de Morita
pour X du mapping tore T}, :

o — (p,mx(Ty,)).

Remarque 3.2.12. Dans [Mol], la SU-parallalélisation de Morita des map-
ping tores est décrite d’un point de vue quelque peu différent et utilise plutot
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Iintuition des 2-framing : plutét que de chercher & prolonger la section com-
plexifiée (Sx ., x)c, Morita cherche & prolonger la section (147)(Sx,e, x)cC-

3.2.5 Théoréme du cocycle d’intersection revisité

Le but de ce paragraphe est de comprendre géométriquement le cocycle
cx associé a la section de Morita pour X. Il mesure le défaut d’homomor-
phisme de cette section.

Soient ¢ et 1) deux éléments de M, ;. Comparons les SU-parallélisations
mx (Tyy) et mx(T,).mx(Ty) du mapping tore Ty, pour avoir une intui-
tion de ce défaut. La premiére est le complexifié d’'un champ de repéres
réels en dehors d’une courbe d’obstruction Ky ., plongée dans une copie
de g1 dont la classe d’homologie est kx(p1) dans cette copie. La SU-
parallélisation mx (T,).mx (Ty) de T,y est le complexifié d’un champ de re-
peéres réels en dehors de deux courbes Kx , et (K x ) plongées dans deux
copies différentes de 3, 1, ot Kx , (resp. Kx ) est une courbe d’obstruction
pour (T, mx(T,)) (resp. pour (Ty, (mx(T,))) : cf figure 3.9. Ces courbes
auront pour classe d’homologie respectivement kx(¢) et ¢.(kx(¢)) dans
chacune des copies de la surface. Rappelons que kx est un homomorphisme
croisé donc kx () = kx(¢) + w«kx(¢). La différence entre mx (Tyy) et
mx (T,).mx(Ty) va apparaitre quand on va pousser les courbes Kx , et
¢(Kx ) dans une méme copie de la surface et que ces courbes vont s’inter-
secter.

Théoréme 3.2.13 (Théoréme du cocycle d’intersection : thm 5.2
[Mol]). Le cocycle cx associé a la section de Morita pour X vérifie, pour
tous éléments ¢ et 1 de My :

ex(p, ) = —kx(p) - pskx (V).

Preuve : Cette démonstration étant longue, nous allons la diviser en
plusieurs étapes :

Position du probléme : Le cocycle cx associé a la section de Morita
pour X mesure le défaut d’homomorphisme de cette section. Soient ¢ et
deux éléments de My 1 : cx(p, ) est défini par

i(ex (0, 9)) = mx(T,) mx (Ty)ix (Tpp) "

ou ¢ est 'inclusion Z — M\QJ définie paragraphe 3.1.1.

En d’autres termes, cx (p, 1) est le o-invariant du mapping tore
Tiq =~ Ty 4p (py)—1 muni de la SU-parallélisation o := mx (T,,).mx (Ty).(—mx (Tyy))
définie par la loi de groupe de /\//1\971 :

CX(QD, w) = G(Tcp.zb.(gow)—l ) Oé).
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Considérons des trivialisations complexes Bx (@) de TCy , Bx(v) de
TCE’ et Bx (py) de TCW construites comme au paragraphe 3.2.4. La SU-
parallélisation « est la classe d’homotopie de la trivialisation complexe de

T,.p.(pup)-1 définie dans la figure 3.15.
id
Bx (@) Bx (¥) —Bx (p1)

FiG. 3.15 — Description d’un représentant de la SU-parallélisation a.

Pour calculer ce o-invariant, considérons la 4-variété Iy x CW : son bord
est diffeomorphe au mapping tore Ti, ; (,yp)-1-

Notons Sx(®).0x () la trivialisation complexe de TC; obtenue par

le recollement de (Cg, 8x(@)) et (C, Bx (). Les trivialisations complexes
Bx (oY) et Bx(®).Bx (1) coincident sur le bord du mapping cylindre. On
peut donc définir une section 4 du SU(3)-fibré P (I x TCso_zp)C au-dessus de
oIy x C@) donnée par

B BX(@) sur {0} X Cwa

- Bx(®)-Bx (¥) sur {1} x C,

— et 5X(§07/1)|BCW sur Iy x 8C¢—w

Remarquons que la section § définit un représentant de «. Soit Bgqp la
section du SU(4)-fibre PT(Iy X C@)C au-dessus du bord donnée par la
section (3 stabilisée & gauche par la direction préférée de Iy. Par définition
du o-invariant, nous avons 1’égalité

ex(p, 1) =< p1(T(Iy x C@),ﬁsmb) s HIgxC— > = 3sign (I x C@)-

La 4-variété Iy x C@ est de signature nulle & cause de sa structure
produit. Par conséquent, le calcul de cx revient & un calcul d’obstruction
primaire relative :

ex (p,9) =< p1(T(Io x Cp), Bstab) » HigxCy > -

La direction préférée de Iy définit un champ de vecteurs tangent réel non
singulier sur Iy x C’—¢. Il induit une décomposition en somme de Whitney
du fibré tangent de cette 4-variété :

T(Io X Cw) = (TIO X Cw) D (IO X TC@)
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Par fonctorialité des classes caractéristiques relatives, nous avons 1’égalité
des premiéres classes de Pontrjagin relatives :

D1 (T(I() X Cw_w)yﬁstab) =D1 (IO X Tcso_iﬁ’ ﬁ)

Ainsi, le probléme d’obstruction primaire du SU (4)-fibré P(T(IoxCz))c
peut se ramener & un calcul de premiére classe de Pontrjagin relative du
SU(3)-fibré P(Iy x TC7)c

ex(p, 1) =< p1(Lo TC, B), [IgxC—y > -

Ce probléme est un calcul de deuxiéme classe de Chern relative
d’un SU(2)-fibré. Par construction, les trivialisations complexes Bx (%).8x (1)
et Bx () coincident sur I x D? : elles sont données par le complexifié de

la trivialisation s;, p2. Par conséquent, on peut prolonger partiellement la
section # & 0(ly x Cypy) U g x I x D? en considérant sur Iy x I x D? la
section de P(Iy x T(I x D?))c) constante le long de Iy et induite de s;, pe2.
Notons ' la restriction de cette extension & 9(lp x I X X41) : on peut la
voir comme une section partielle de P(Iy x T(I x 3, 1)c)- Par excision, nous
avons l'égalité :

<p (IO X TCW’ /8) ) NIOXCW >=<p1 (IO X T(I X 2g,1))76/) ) NI()XIXZQJ >

A présent, décrivons plus en détails la section 3’ : considérons des courbes
Kx ,, Kxy et Kx,y plongées dans l'intérieur de ¥, de classe d’homo-
logie kx(¢), kx(v) et kx(py) respectivement. Plongeons maintenant les
courbes Kx ,, 0(Kx,p) et —Kx p dans {1} x {3} x Zg1, {1} x {3} x 5y
et —{0} x {5} x E,,1 respectivement.

Soit s une section du S!-fibré (Iy x &) donnée par

— X sur (I() X {0} X Eg,l) U (IO x I x 829,1),

— (o)« X sur Ip x {1} x X4,

— et p. X sur {1} x {3} x g4
et qui est définie sur 9(Jy x I x ¥, 1) en dehors d’un voisinage régulier V de
I'entrelacs K = Kx,, U p(Kx ) U —Kx oy (cf figure 3.16).

Comme précédemment, nous pouvons identifier V & K x D?. Notons §
une section du S3-fibré (Iy x £c)o au-dessus de (I x I x ¥4,1) qui prolonge
le complexifié de s en une section constante par rapport a K le long de V. La
section (3’ est alors définie comme le stabilisé a gauche de § par la direction
préférée de 1.

Remarquons que la direction préférée de I définit un champ de vecteurs
non singulier sur Ip X I x ¥, 1, induisant une décomposition du fibré
In x T(I x ¥41) en somme de Whitney

In x T(I xXg1) = (o xv)® Iy x§).
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(p1) X (p1) X

P(Kxy) I
Kx pp T X
KX# Iy
X X

IO XI><2971

F1aG. 3.16 — Description d’un représentant de la SU-parallélisation s.

Par fonctorialité,

pl(-[O X T(I X 29,1))76/) = pl(-[O X évé)
= —CQ(IO X fc,é)

Par conséquent, le calcul de cx (p,%) est un calcul de deuxiéme classe de
Chern relative d'un SU(2)-fibré :

CX(¢,¢) =—-< CQ(IO X 507§)7 HIoxIx3g 1 >

Le calcul de cx(y,%) est un cup produit relatif de classes d’Euler
relatives. Pour simplifier les notations, posons & := Iy x £ et
Z =TIy x I xXg4;.

Rappelons que les S3-fibrés (£g)o et (€' @ &')o sont isomorphes par un
isomorphisme qui renverse l’orientation. Le but est alors de comprendre la
section S en tant que section partielle de (£ @ &) au-dessus de 0Z et de
rapprocher cette interprétation du théoréme 2.4.5.

L’idée est de nous inspirer du théoréme 2.5.4 : nous allons commencer
par homotoper § afin de ne plus regarder une extension de sc mais une
extension de la section (1 4 i)sc définie au paragraphe 2.5. Pour cela, nous

allons utiliser, dans les fibres, I’homotopie

h:IxS8> — §°
1414t 14t
(t,(z1,22)) — (

21, z
i+ UVIre 2)

ol 'on considére S3 plongée de maniére usuelle dans C2. On obtient alors
une section §' qui correspond & la section (1 + i)sc en dehors de V et qui
est constante par rapport a K le long de V ~ K x D?. Plus précisément, en
dehors de l'intérieur du voisinage V, elle provient de I’application’

07\ int(V)—=51—= g1 x §!

"Ici, on considére le plongement usuel de S* x S* dans S3.
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ou A est I'application diagonale. La section §' est une extension de cette
application qui est sur V constante par rapport & K et qui a valeurs dans
un disque d’ plongé dans S dont le bord est le cercle Im A (On considére
St x S! plongé de maniére usuelle dans S3).

La classe d’homotopie relative & 97 \ int()) de §' ne dépend pas du choix
du disque d'. De plus, §' correspond & la section s @ s du S3-fibré (¢ @ ¢')
sur 0Z \ int(V). Le but est alors de définir une extension naturelle de s © s
a tout 9Z qui corresponde a une telle application §'.

Soit KT une copie de K poussée dans la direction de Iy & l'intérieur du
voisinage V. Soient V; et V1+ des voisinages tubulaires disjoints de K et KT
dans int(V) respectivement. Par rétraction, s se prolonge en une section s;
(resp. si) de &) en dehors de int(Vy) (resp. int(V;")).

Les sections s et s| induisent une section s; @ s du S3-fibré (¢’ @ &)
au-dessus de (0Z \int V1) U (8Z \ int V;") = 9Z qui prolonge s & s et qui
est constante par rapport a XC le long de V.

Par construction, la section s; @ s{ du S3-fibré (¢’ @ ¢')o au-dessus de
0Z est homotope relativement & 07 \ int(V) a la section partielle induite de
§’. Nous obtenons donc les égalités suivantes :

C2 (667 é) = C (52}7 él) par homotopie,
= —e(EDEs1@sT) grace au théoréme 2.5.4 |
= —e(&s1)Ue(,s]) par le théoréme 2.4.5.

La classe d’Euler relative e(¢’, s1) peut étre vue comme une surface W
plongée dans Z de bord K : la section s; se prolonge en dehors d’un voisinage
régulier de W. Puisque s; est une extension de s, chercher & prolonger s
revient & chercher a prolonger s;. Le diagramme commutatif (pour i =0, 1)

H2({i} x (I x Zg1), {i} x O x £,41);Z) 22 Hy({i} x I x $y1:Z)
A

. '
|
H2(Io x I % $g1, 1o x (I x $g.1); Z) —20> Hy(Io x I x Sg1,0(Ig) x I x Sg1;Z)

Th. de lKﬁnneth

Hi (1,010, Z) @ Hi(I x Xy1;7Z)
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induit la propriété suivante pour la classe de W dans Hy(Z,0(lg)xIx %4 1; Z)

(&', slpiyxarxs,q)) L k(o)
A

Tfonctorialité |

!

(&, slrxaxs,.)) br (W]

|

1 ® py tkx (i)

Par définition de sf, la classe d’Euler relative e(¢’ ,sf) peut étre vue
comme la surface W™ plongée dans Iy x I x 24,1 obtenue en poussant une
copie de W dans la direction I : W et W seront alors en position transverse
et

ex(ey) = (W] [WT]

Construisons W. Puisque Kx 4 et Kx, U @(Kx ) ont méme classe
d’homologie dans I X%, 1, nous pouvons supposer que ces courbes ne différent
que par des mouvements locaux :
— des mouvements en bandes (cf figure 3.17),
Premier mouvement :

00—

Deuxiéme mouvement : enlever une petite composante
connexe qui borde un disque sur la surface

©—0

FiG. 3.17 — Mouvements en bande.

— et des mouvements de lissage (cf figure 3.18).
Ces mouvements sont vus comme projetés dans {1} x {0} x X, avec les
conventions habituelles de dessus-dessous.

Nous allons construire W dans Iy X I X ¥4 : en dehors des mouvements
locaux, elle est de la forme produit (I3 X Kx,,)U (l2 X ¢(Kx )) ou l; (resp.
l) est le segment orienté plongé dans Iy x I joignant {0} x {3} & {1} x {3}

(resp {1} x {3}).
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FiG. 3.18 — Mouvements de lissage.

Remarque : La surface va vivre dans (I3 U ly) x >4,1- Considérons lf et
l; des copies de 1 et Iy poussées dans la direction I alors

WNWT c(lfnly) x4 (cf figure 3.19).

lir X Eg,l

ll X 2971 I
Al xSy L

lo X 2971 I

IQ XIXEg)l

Fic.3.19-Wnw+

Mouvements en bandes : ils ne vont pas intervenir dans ’auto-intersection
de W. D’aprés la proposition 3.2.10, la SU-parallélisation de Morita est in-
dépendante du choix des courbes d’obstruction plongées dans une copie de
¥g,1- Ainsi nous pouvons supposer que Kx ,  est obtenue de la projection
des courbes Kx , U p(Kx ) dans une méme copie de ¥, par lissage des
points doubles. Dans ce cas, il n’y a pas de mouvements en bande.

Mouvements de Lissage :
Considérons le premier mouvement de lissage : il vit dans deux copies de
[%, %] x d? otl d? est un disque plongé dans X, ; : cf figure 3.20.

Remarquons que vu dans {0} x d?, cette figure® correspond bien au pre-
mier mouvement de lissage (on regarde par en-dessous).
Nous avons besoin de bien préciser les orientations : nous supposerons

que I x [%, %] x d* correspond a lorientation induite par Iy x I x 3,7 et

8Meéme si cette convention parait moins facile 3 utiliser que de regarder par dessus, elle
est cohérente avec la définition du mapping cylindre et le fait que les classes d’homomologie
des courbes d’obstructions sont vues dans {0} x X 1.
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o(Kx,y)

- KX,«p

—{0} x [§, §] x d? {1} >[5, 3] < @

Fi1G. 3.20 — premier mouvement de lissage

qu’elle est munie de I’orientation canonique de R* dans les figures.

Pour construire W, nous allons rajouter un disque que nous allons ho-
motoper en un disque D comme dans la figure 3.21.

@ s

1

)

0

1L NNNNANNNNNNNN
D

FiG. 3.21 — disque D rajouté & W pour le premier mouvement de lissage

Pour le deuxiéme mouvement de lissage (cf figure 3.22), nous allons ra-
jouter un disque homotopé D’ comme dans la figure 3.23.

)

—{0} x [3,3] x & {1} x [%, 3] x &?

Fi1G. 3.22 — deuxiéme mouvement de lissage
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& RIS

direction de I

direction de I

000,

D

F1G. 3.23 — disque rajouté D’ & W pour le deuxiéme mouvement de lissage

La variété W ainsi construite a I’homologie voulue et nous pouvons pro-
longer la section s; en dehors d’un voisinage régulier de W.

L’auto-intersection [W]-[WW] ne va se passer qu’au niveau des mouvements
de lissage; ainsi calculer [W] - [IW] revient a calculer les auto-intersections
des disques homotopés du type D et D’ construits précédemment.

Les disques D et D’ sont plongés dans des boules de type I x [%, %] x d? et
leur bord vit dans le bord de cette boule. Par conséquent, I’auto-intersection
de D est égal a I'auto-enlacement de son bord et il en est de méme pour D’ .

Dans le cas du type D : pour calculer I'auto-intersection de D, nous
allons voir son bord comme un diagramme de noeud plongé dans
—Io x {0} x d? : cf figure 3.24.

direction de I

_________ N~ >\ Kx.
<> ; O(Kxp) JK\ v

{0} x {0} x d? —{1} x {0} x a2
Fic. 3.24 — diagramme du bord de D dans —I x {0} x d?
Ainsi D-D = —1 : un croisement positif de K, avec p(Kx ) dans d

génére un signe —1 pour 'auto-intersection de W. On montre de la méme
maniére que D' - D’ = 1 : un croisement négatif génére un signe +1 donc

ex(p,y) = [W]-[W]
= —[Kxpl [p(Kxy)]
= —kx(p) - .(kx (1)) via Pisomorphisme p; L.
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3.3 Description géométrique de ’homomorphisme
d de Morita

Revenons a I’extension centrale de M, ; définie & 1’aide des SU-parallélisations
des mapping tores

0—>Z—" M, —= My 1 ().

Associés a cette extension, nous avons deux cocyles :

— le cocycle 37 qui est défini comme cocycle associé & la section d’Atiyah
sp et ol 7 est le cocycle de Meyer,

— et le cocycle cx défini comme cocycle associé a la section de Morita
mx pour X et qui est un cocycle d’intersection au sens du paragraphe
1.5.4.

Par construction, ils ont méme classe de cohomologie dans H%(M, 1; Z)

et different donc pas un cobord.

Théoréme 3.3.1. L’application dx : Mg1 — Z, qui, a tout élément ¢
de Mg 1, associe le o-invariant de son mapping tore associé munie de la
SU -parallélisation de Morita pour X, vérifie naturellement

cx = 37 + ddx (*).

avec dx : Mg1 — Z
o = o(Ty,mx(Ty)).

Pour g > 3, dx est l'unique 1-cochaine vérifiant (x).
Preuve : D’apreés [Br| paragraphe IV.3, 'application s’ définie par
st Mgr — M\g,l
¢ = i(dx(p))solp)
est une section de (') et son cocycle associé vérifie pour tout ¢, ¢ de Mg :

dp¥) = 5(9)s'(W)s (pr) !
= 37(p,9) + (8dx)(p, ).

L’isomorphisme entre /T/l\g,l et My 1 x Z du théoréeme 3.1.6 envoie I'élé-
ment i(dx (¢))so(p) de My 1 sur élément suivant de My x Z :

(id, 0 (T, mx (T})).(¢,0) = (¢, 0(Ty, mx (T})).

Par conséquent, les sections s’ et 7hx coincident naturellement et cx =
37+ ddx.
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D’apres le théoréme 1.1.3, le groupe M, 1 est parfait lorsque g > 3 i.e
Hi(Myg1;Z) est trivial pour g > 3. Il existe donc une unique 1-cochaine d
(cf [Mol] prop 3.1) telle que pour tout ¢ de Mg 1,

mx (¢) = i(d(p))so ()
O

En suivant la preuve du cocycle d’intersection, nous pouvons voir com-
ment varie ’application dx lorsque ’on change le champ de vecteurs.

Théoréme 3.3.2. Soient X et Y deux champs de vecteurs non singuliers
sur Xg1. Alors, pour tout élément ¢ de Mg 1,

dy () = dx(p) + (exy + p«(exy)) - kx(p) +exy - pulexy).

Preuve : Rappelons que dx(¢) est le o-invariant du mapping tore T,
muni de la SU-parallélisation de Morita pour X. Calculer la variation
dy (¢) — dx(¢) revient donc & mesurer le défaut d’homotopie entre la SU-
parallélisation de Morita pour X et la SU-parallélisation de Morita pour Y
de T,,. Pour cela, il suffit de calculer le défaut d’homotopie entre les sections
SXx,p et 8y,,-

Considérons la 4-variété Z := I x I1 x ¥, ainsi que le fibré vectoriel
orienté & := Iy x I} x TX, ;. Considérons la section partielle S du S L_fibré
&(, définie par

— Y sur I x {0} X 2971 Uly x I1 x 82971,

— @Y sur Ip x {1} x Eg 1,

- Xen {1} x {3} x By,

— et p, X en {1} x {%} X ¥g1-

Considérons trois courbes fermées ¢, Kx et Ky plongées dans 3, de
classe d’homologie ex v, kx (¢) et ky (¢) respectivement. Plongeons mainte-
nant les quatre courbes

— —cdans {1} x {3} x Z1,

- Kx dans {1} x {3} x X, 1,

- Ky dans {0} x {3} x 31,

— et p(c) dans {1} x {3} x 5y ;.

Notons K I'entrelacs ainsi obtenu plongé dans le bord de Z. La section S
se prolonge en une section s de & définie en dehors d’un voisinage régulier
V de 'entrelacs . Comme avant, on peut identifier le voisinage V & KC x D2.
Notons s’ une section du S3-fibré (£¢)o qui est le complexifié¢ de s en dehors
de V et qui est constante par rapport a X le long de V. Rappelons que la
partie d’obstruction du o-invariant est une premiére classe de Pontrjagin
relative, donc

dY(SO) - dX(SO) = < pl(€/7sl)7,ufZ >
= —< 02(6/075/)7,“Z > .
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¢(c)
-, X
Ky Kx

=X
12 X 11 X Eg,l

Y Y

FiG. 3.25 — Description de la section S.

Notons K une copie de K obtenue en poussant légérement K & I'intérieur
de V dans la direction préférée de ;. Notons s™ (resp. s~ ) une extension de s
définie en dehors d’un petit voisinage V't (resp. V~) de KT (resp. K) dans V.
On supposera que VT et V™~ sont disjoints. En suivant le méme raisonnement
que dans la preuve du cocycle d’intersection, on peut montrer que

c2(éc,8') = —e(€,sT) Ue(€,sT).

Si W~ est une surface d’obstruction pour la section s~ et si W™ est une
copie de W~ et une surface d’obstruction pour st alors

dy (p) —dx(p) = [W7]- [W+].
D’aprés la propostion 3.2.5,

ky(¢) = kx(p) —ex,y + o«exy.

On peut alors supposer que Ky est obtenue des courbes ¢, Kx et —p(c)
par mouvements de lissage sans point triple. On construit la surface W~
comme dans la preuve du cocycle d’intersection. Elle va donc étre plongée
dans (I Ula Ul3) x X1 ot l; (resp. lg, l3) est le segment de I x I joignant
{0, 1)} a {(1, 1)} (resp. {(1, 1)}, {(1, )}).

L’auto-intersection algébrique [W~] - [IW+] provient encore uniquement
des mouvements de lissage et seulement des auto-intersections de disques
rajoutés pour chaque mouvement de lissage. Nous obtenons alors

dy(p) —dx(p) = —[—c] [Kx]—I[~c]-[p(c)] = [Kx]-[p(c)]
= (p«lexy) texy) kx(p) +exy - o«(lexy)

d

Définition 3.3.3. Notons V1 le sous-groupe de M, ; formé par les difféo-
morphismes de la surface qui agissent trivialement sur Vect(2g1).
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Y pY

_ Re(e)”
-~
-7 p(e)
-~
Ky F =% — XKy
Ky ~ o Kx
~
D G
—C
.[2 X .[1 X 29,1
Y Y

Si ¢ est un élément de V1, alors, pour tout champ de vecteurs non
singulier X sur X, 1, les champs de vecteurs X et ¢, X sont homotopes et
kx(¢) = 0. Ainsi, par construction, la SU-parallélisation de Morita pour X
du mapping tore T, est le complexifi¢ d’'une SO-parallélisation bien définie
notée m3° (T,).

Remarque 3.3.4. — Rappelons que Vect(X,1) est un espace affine au-
dessus de H1(X,,1;Z). Puisque les éléments de V1 agissent triviale-
ment sur les champs de vecteurs non singuliers sur Y, 1, ils agissent
également trivialement sur H;(X,1;7Z). Par conséquent, V,; est un
sous-groupe du groupe de Torelli 7 1.

— Le groupe K, 1 est engendré par les twists de Dehn le long des courbes
qui séparent. Ces twists agissent trivialement sur les champs de vec-
teurs non singulier de la surface (cf proposition 4.1.3). Ainsi Ky est
inclus dans V, ;.

,Cgvl g V971 - ,Z-gvl'

En appliquant le théoreme ci-dessus et en utilisant la définition de Vg1,
nous obtenons le corollaire immédiat :

Corollaire 3.3.5. Toutes les applications dx coincident sur V, 1. Par consé-
quent, ils définissent, pour tout élément ¢ de V, 1, une SU-parallélisation de
Morita m(T,) du mapping tore T, indépendante des champs de vecteurs non
singuliers sur une surface, ainsi gu’une application d: Vo1 — 4 :

d~IV1 — 7

¢ — oIy, m(Ty)).
De plus, cette application est un homomorphisme.

Remarque 3.3.6. Pour tout élément ¢ de V, 1, la SO-parallélisation m}g(O(T¢)
du mapping tore T, dépend du choix du champ de vecteurs X méme si son
complexifié, qui est la SU-parallélisation de Morita m(7,), n’en dépend pas.
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D’apres le paragraphe 1.5.4, nous avons le corollaire immédiat :

Corollaire 3.3.7. Par construction, [’homomorphisme d restreint a Kg,1 est
I’homomorphisme d de Morita.
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Chapitre 4

Calculs explicites des
applications kx et dyxy pour un
produit de twists de Dehn

On fixe de nouveau un champ de vecteurs non singulier X sur ¥ ;.

Le but de ce chapitre est de calculer ’application de Morita dx évaluée
sur un produit de twists de Dehn ¢.

Rappelons que dx (¢) est le o-invariant du mapping tore T, muni de la
SU-parallélisation de Morita m x (T,). Pour construire cette SU-parallélisation,
nous devons étudier le défaut d’homotopie kx (¢) des champs de vecteurs non
singulier X et ¢, X. Puisque kx est un homomorphisme croisé, la clé est de
savoir calculer kx sur un twist de Dehn :

Théoréme 4.0.8. Soient v une courbe simple fermée sur Xy 1 et soit I x St

un voisinage paramétré orienté de vy dans X,1. On note J, le champ de

vecteurs non singulier sur - induit par la direction préférée de 1. L’entier
X

ny est défini comme le nombre de tours que fait X le long de ~ par rapport

aJ,. 817y estle twist de Dehn a droite le long de vy, alors
kx(75) :enff[’y] € Hi(X41;2Z) ot € = +1.

Le calcul de dx évalué sur un tel twist de Dehn est entiérement déterminé
par ce compteur :

Théoréme 4.0.9. Soient v une courbe simple fermée sur X,1 et 7y le twist
de Dehn a droite le long de . Alors

dx(73) = e(nff + 1)(nff -1) ot € = +1.
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Enfin on verra comment obtenir dx pour un produit de twists de Dehn.

Rappelons que, bien que M, soit engendré par les twists de Dehn, on ne
sait pas, & I’heure actuelle, décomposer un difféomorphisme quelconque en
produit de twists.
Avant de définir le compteur nff , nous avons besoin de poser un certain
nombre d’hypotheéses et de notations. On fixe un plongement »,; — ¥, et
on note D? = ¥, \int(X,,1). Sauf précision, toutes les figures seront toujours
munies de 'orientation canonique.

On suppose que les variétés seront toutes connexes compactes orientées
avec ou sans bord et munies d’'une structure riemannienne sur leur espace
tangent. Si M est une telle variété, on notera pys sa classe fondamentale. De
plus, si M est de dimension 2 et si Y et Y’ sont deux champs de vecteurs
non singuliers sur M alors, pour tout point x de M,

LY, Y! e St

sera l’angle orienté entre les vecteurs Y, et Y, mesuré par rapport a la mé-
trique riemannienne et compté modulo 2.
Enfin, on notera o le générateur préféré de H'(S'; Z).

X

4.1 Compteur n;

4.1.1 Définition

Soit v une courbe simple fermée orientée sur ¥, ;. Tout au long de ce
chapitre, on notera I, X S1 un voisinage paramétré orienté de v dans g1
tel que

vy ={3} xS (ouy={1} x St si y = £9%,1),

— lorientation canonique de I, x S! coincide avec Porientation induite

par 'orientation de X 1.

Soit J, le champ de vecteurs tangent non singulier sur I, x S! induit par
la direction préférée de I,. On définit I'application

oy = 8
r — Z(3y)z Xs

ainsi que l’entier
X X
n¥ =< (F) @)y >
Ce dernier ne dépend pas du choix de la métrique riemannienne. Par
contre, il dépend

— de l'orientation de ¥ 1,
— de la classe d’homotopie de X,
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— et de la courbe .

L’entier nf est interprété géométriquement comme le nombre de tours

que fait X par rapport a J, le long de .

Remarque 4.1.1. Soient o; et 5; les courbes de la figure 4.1 : ce sont des
représentants de la base! «usuellesde Hy (2, 1;7Z).

Bi

FiG. 4.1 — Courbes «; et G;,i=1,...,¢g

Rappelons que l’ensemble Vect(3, 1) des champs de vecteurs non sin-
guliers sur 3,1 est un espace affine au-dessus de H;(X,1;Z). On fixe une
origine préférée en considérant la classe d’homotopie O du champ de vecteurs
qui vérifie

X

nai:néizo pour tout ¢t =1,...,g.

Ce choix d’origine préférée induit une bijection préférée entre Vect(X, 1)
et HY(X,1;2) :

U Vect(Z,1) — HY(Z,1;2)
X — Znﬁi[al]*—kné[ﬂz]*
=1

ou les [oy]* et [B;]* est la base duale & la base ([oy], [3i])i de Hi(Xg4,1;Z) En
particulier, cette bijection dépend du choix des courbes «; et ;.

Considérons un champ de vecteurs représentant O que nous noterons de
la méme maniére. Le S'-fibré (TX, 1) est trivialisable. Choisissons O comme
section préférée : nous pouvons alors identifier I’espace total de (T, 1)o avec
Yg1 xS L. Tout champ de vecteurs sur Y41 pourra donc étre vu comme une
application de ¥, dans S.

4.1.2 Calculs explicites de nf pour des courbes particuliéres

On peut se demander ce que vaut nff pour des courbes particuliéres telles
que la courbe orientée 93,1 ou les courbes séparantes.

. - - A
Ici, on identifie ¥, 1 & une surface standard.
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Proposition 4.1.2. — Si vy est la courbe orientée 0X41 alors
ny =2g—1.

- Si7 est une courbe séparante de genre h munie de [’orientation induite
par celle de la sous-surface a une composante de bord, alors

n§:2h—l.

Preuve : Il nous suffit d’étudier le cas v = 93,,1. Le cas des courbes
séparantes sera obtenu comme corollaire immeédiat.
Soit I, x S! un voisinage orienté paramétré de la courbe orientée v =
0%, 1 dans X, tel que
—y={z} xS
— Dorientation canonique de I, x S* coincide avec celle induite par 'orien-
tation de X, : cf figure 4.2.

o
\) / \ \)
/I U , U //

Ve
D2
NS
Iy x St

Fig. 4.2 -

La classe d’Euler relative e(TD?, X|yp2) mesure I'obstruction a prolonger
X a X, et vérifie (cf remarque 1.6.5) :

< e(TD?* X|yp2), pip2 >=2 — 2g.

En d’autres termes, X fait 2—2¢ tours le long de 9D? par rapport au champ
de vecteurs qui s’étend au disque. Notons A un tel champ de vecteurs sur
OD? : cf figure 4.3, remarquons qu’il se prolonge a D?.

F1G. 4.3 — champ de vecteurs A sur 9D?
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Le compteur an est le nombre de tours que fait X le long de v = 0%,
par rapport a Jpy, . Il peut étre calculé comme la somme
— du nombre de tours que fait A par rapport & J, (celui-ci est égal
é‘ 1)’
— et du nombre de tours que fait X par rapport a A.
En remarquant que v = —0D?, nous obtenons

nis,, = 1-(2-29)
= 29—1.

O

Proposition 4.1.3. Si (v,7') est une paire bordante de genre h (cf figure
4.4) alors n{ + n%/, = 2h.

sous-surface
de genre h

F1G. 4.4 — Exemple de paire bordante ~, 7/ : cas standard.

Preuve : Soit (7,7’) une paire bordante de X, ; de genre h : les classes
d’homologie des courbes vérifient : [y] = —[y/]. Elles séparent la surface ¥, 1
en deux sous-surfaces ¥, 2 et Xg_j, 3.

Considérons une courbe simple fermée o de Xy, » qui sépare la surface en
une surface X, 1 et une paire de pantalon P et telle que le bord de P soit
aUyU~'. Notons P’ le disque obtenu de P en recollant des disques d; et do
comme dans la figure 4.5.

Soit Y un champ de vecteurs non singulier de X, 1. L’obstruction & pro-
longer Y|, a P’ est une classe d’Euler relative e(TP’,Y|,) qui vérifie

<e(TP,Y|y), pupr >= 2 — 2h.
D’aprés la théorie de concentration d’obstruction, nous avons 1’égalité :
< e(TPY|y),ppr >=— < e(Td1,Y|y), gy > — < e(Tda, Y|y), pray > -

Notons l}: =< e(Tdy,Y|,), pa, > et l}yf, =< e(Tdy,Y|), 4, >. Nous
obtenons donc ’égalité :
D+ 1 =2h—2.
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F1G. 4.6 — champ de vecteurs A sur ~y

Calculons & présent n}Y/ en fonction de l}; : considérons le champ de

vecteurs J., non singulier le long de v défini comme précédemment.

Soit A le champ de vecteurs sur - défini dans la figure 4.6 : il se prolonge
& di. Les entiers l}; et n}; sont le nombre de tours que fait Y le long de v par
rapport a A et J, respectivement. Or A fait un tour par rapport a J, ainsi

Y _ Y
n, =1+10,.
De méme, on obtient pour 7/ : n}Y/, =1+ l};, et

Y Y _ Y Y
nw + n,y/ = l,\/ + l,y/ + 2
= 2h.

O

4.1.3 Compteur et action des twists de Dehn sur les champs
de vecteurs

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que le groupe de difféotopies
M1 agit sur I'espace affine Vect(3, 1) et que cette action est affine et co-
variante. Rappelons que pour tout élément ¢ de M, 1 et pour tout point x
de 2971,

(SO*X)SC = Tcp—l(x)QO(ch—l(:c))'
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Soit v une courbe simple fermée orientée sur X, 1 et 7., son twist de Dehn
. . . . - . . X
a droite. On aimerait savoir s’il est possible d’exprimer le compteur n(ﬁﬁ)

en fonction de ng( pour toute courbe simple fermée orientée 5 de ¥ ;.

Tout d’abord, remarquons le fait suivant :

Remarque 4.1.4. Le twist 7, est défini par 'identité en dehors d'un voisi-
nage paramétré et orienté I, x St de v et sur I, xS I par

7':LY><S1 — st

(t, eie) _ ez'(9—27rt)
Le champ de vecteurs (7).X est homotope & X7 ou X7 est défini par

X=X

z Ty (z)

Vx € 2971.

Proposition 4.1.5. Pour toute courbe simple fermée 3 sur X1,

7)) X .
n(ﬁ”) :n?+e(ﬁ-7)n§ ot e = +1

et ou - est lintersection algébrique dans Hq(¥41;7Z).

Preuve : Soit I, x S 1 un voisinage régulier orienté de v défini comme
précédemment.
Si les courbes (3 et v ne s’intersectent pas, le champ de vecteurs (7),X

est homotope & X le long de (3. Aussi n(ﬁ”)*x = né(

Il reste & étudier le cas d’un croisement positif des courbes (3 et v et le
cas d’un croisement négatif.

= \I/qu

1o X‘%l 5 \I/jﬁ

F1G. 4.7 — Croisement positif de § et ~
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Supposons que les courbes 3 et v s’intersectent comme dans la figure 4.7.
Rappelons que nous avons trivialisé le S!-fibré (TS, 1) grace au champ de
vecteurs O, qui est un représentant de notre origine préférée de Vect(3,1) :
le champ de vecteurs X sur ¥,; peut étre défini comme une application
Yg1 — S1. On peut supposer que, le long de I, x S cette application est
donnée par :

(I, x St — st
(tjeie) — einA/XG.

D’aprés la remarque 4.1.4, (7,,),X est alors homotope le long de
BN(L, x SY) a:
BN, xS — st

. Cx
(t, 620) — ey (6+27t)

Considérons alors les applications :

fXop s
z = Z2(38)e, Xa

et

;s = s
2 = Z35)e ()X )

On remarque alors que, pour tout = = (t,e%) € BN (I, x S1),

féTA/)*X( 67:”')Y( (6+2mt)

x)
0y X
_ fBX(x) + ey (27rt)'
Ainsi, pour chaque croisement positif de 5 avec -y, on rajoute nf tours
au compteur né( . Par le méme procédé, on peut montrer que si le croisement
est négatif alors on rajoute —nff tours.

Par conséquent, n(ﬁ”)*x = n? +(B-) nVX )

4.2 Calcul explicite de kx pour un produit de twists
de Dehn

L’étude du compteur défini & la section précédente va nous servir a cal-
culer explicitement 'obstruction kx pour un produit de twists de Dehn.
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Rappelons que kx est un homomorphisme croisé :

Aussi, il nous suffit de savoir calculer explicitement kx pour un twist de
Dehn.

Théoréme 4.2.1. Pour tout twist de Dehn a droite 7., le long d’une courbe
simple fermée v sur X1,

kx(t5) =eny[y],  ote==£l

On obtient immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.2. Soient vi,...,7, n courbes simples fermées sur X, 1.
Notons 7; le twist de Dehn a droite le long de ~v;, et ¢, = 1 pour tout
i=1,...,n. Alors

n
kx (75 w5 = end ] 4+ > end (750 T )«
=2

Il nous reste a prouver le théoréme 4.2.1.

4.2.1 Preuve du théoréme 4.2.1.

Fixons une courbe simple fermée orientée v dans ¥, ;. On note encore
I, x S un voisinage orienté de v et 7., son twist de Dehn & droite définis
comme dans le paragraphe précédent.

Considérons la 3-variété I x X,; ainsi que le fibré vectoriel réel
§ = 1 x TY, 1. Remarquons que celui-ci est trivialisable et choisissons la
section préférée constante le long de I et induite par le champ de vecteurs
O. Nous pouvons ainsi identifier son espace total & I x X, 1 X R?2. De méme,
nous pouvons identifier 'espace total de son S!-fibré associé & a I x ¥, 1 x St

Notons X, la section partielle de &y définie au-dessus de J(/ x ¥, 1) par :

X,y : (‘3([ X Eg,l) N Sl
(t,z) {((Tv)*X)w sit=1

X, sinon

Rappelons que kx(7,) est interprétée géométriquement comme la classe
d’homologie, vue dans H; (X, 1;Z), d'une courbe d’obstruction a prolonger

X, a1 x%,. Notons I, = [§,2] C I.

Le twist de Dehn 7., se prolonge en un difféomorphisme 1, de
I x Sgq\int(Iy x I, x S*) défini par id; x 7 sur [2,1] x 51, et I'identité
en dehors.
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F1G. 4.8 — 9,

On pose X la section du S!-fibré (§)o induite par X et constante le long
de I. Le difféomorphisme 1), agit sur X pour définir une section de (£)o en
dehors de lintérieur du tore I x I, x S' que nous noterons (t,).X. Remar-

quons qu’elle prolonge X,.

Conséquence : Le probléme d’obstruction revient & chercher & prolonger
un champ de vecteurs non singulier défini sur le bord du tore (I x I, x S1)
au tore Iy x I, x S'. On va donc prolonger X, en dehors de copies de I’ame
de ce tore i.e. en dehors de copies de la courbe 7.

Notons (¢ le fibré vectoriel obtenu par restriction de § & Io x I, x S 1
et ¢ la restriction de ¢ a 9(I2 x I, x S'). Remarquons que ces fibrés sont
naturellement trivialisés.

Petite digression : examinons de plus pres le fibré en sphere ZO- Soit
S(¢p) 'ensemble des sections de (p considérées a homotopie prés : ¢’est un
espace affine au-dessus de

Hy(0(Iy x I, x S1);Z) ~ Z[a] @ Z[B]

oil v et 3 sont les courbes simples fermées orientées {x} x S et (1o x I,) x {*}
respectivement.

Considérons le champ de vecteurs J, non singulier sur 9(I x I, x S')
induit par la direction préférée de I, : il définit une section constante de Zo.
Remarquons que J., peut se prolonger au tore I x I, x S 1

Pour toute section Y de 60, on peut définir les applications

ggza - st
= 2(3y)e, Y

et

8

I
N
(SR}
B
&
&



ainsi que le couple d’entiers (m7, mg )

my, =< (98)(0); pta > et my =<(g5)"(0)ps >
Aussi, les entiers m) et mg comptent le nombre de tours que fait Y
par rapport & J, le long des courbes o et (3 respectivement. Ces entiers
déterminent entiérement la classe d’homotopie d’une section de (¢)o.
L’obstruction & prolonger une section Y de (3 au tore tout entier se
calcule facilement et ne dépend que de l'entier mg Puisque J, se prolonge
a (p, la classe d’Euler relative e((p, Y') vérifie :

DP(e((o,Y)) =mp[B] € Hi(Io x I, x S Z) ~ Z[J].

Retour a la preuve du théoréme 4.2.1 : Revenons a présent a notre
probléme d’obstruction et au champ de vecteurs non singulier (1, ),X. Par
restriction, il induit une section X, de (o définie par

X, :0(IyxI,)xS" — S

) ((7):X), sit=1
(t,t,2) {Xr sinon.

A présent, il nous suffit de calculer mg{”.

Rappelons que an est le nombre de tours que fait X par rapport au
champ de vecteurs J, le long de 7. Remarquons de suite que la courbe o est
Iame du tore Iy x I, x S* et, par définition, une copie de la courbe 7 ainsi

X
Mea | :nff.

Puisque 7, est constant le long de I, x .S 1 i1 est homotope & I’application
I, xS P
(t,e) — 1.

On peut supposer que X est constant le long de I, : X est alors homotope

I, x st — st
(t,eie) — 6m$0.
D’aprés la remarque 4.1.4, (7,,),X est alors homotope &
I, x st — st

(t7 eie) N ei”i( (0+27rt)'

Ainsi Xﬂ, est homotope a

oIy x I,) x St — St

X i
0 einy (6+27t) Sity=1
(t27 t) € ) = Z'nxg .
e sinon.
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Par définition de § = 0(I2xI,)x {*}, nous obtenons I’égalité : mg(” = nf
Par conséquent, on peut prolonger X, en dehors de nff copies de la courbe

v et kx(ry) = n¥ ).

Par le méme procédé, on montre que (7. 1), X est homotope &

Iy x I,) x St — St
(t27t7ei6) = { einA,XG

On aura alors : kx (7, 1) = —n[y].

4.2.2 Remarque sur le sous-groupe V,

Le théoréme 4.2.1 peut-il nous renseigner sur le groupe V,; 17

Toute courbe séparante est nulle homologue. Aussi nous retrouvons le
corollaire suivant et I'inclusion g1 C Vg1 :

Corollaire 4.2.3. Si vy est une courbe simple fermée séparante sur ¥, 1 et
si 7y est le twist de Dehn a droite le long de vy, alors kx(75) = 0 e=+1.

Rappelons que V1 est un sous-groupe de 7, 1. Le théoréme 4.2.1 nous
permet également de calculer kx pour une paire bordante :

Corollaire 4.2.4. Soit (,7') une paire bordante de genre h dans X,1. On
supposera que v et ' sont munies de ’orientation induite par la sous-surface
Yho qu’elles déterminent. Alors

kx(ry7Y) = 2hiA).

Preuve : D’aprés la proposition 4.1.3, nous avons 1’égalité suivante :
X X _
Tl,y + "nW/ = 2h

En appliquant le théoréme 4.2.1 et en utilisant la propriété d’homomorphisme
croisé de kx, nous obtenons

kx(mry) = 0y Bl —n Y]
= (ny +n3) ]
= 2h [y].
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Remarquons si (v,7') et («,a’) sont deux paires bordantes de méme
genre et telles que les courbes v et o ont méme classe d’homologie, alors

kx(TyT,;lTolea/) =0

et 71,7;;17'(; Lt/ appartient & Vy,1- Puisqu’elles ont méme genre, ces paires sont
conjuguées par un élément du groupe de difféotopies. Si elles sont conjuguées
par un élément du sous-groupe de Torelli, alors 7'77'7_,17'(; Lt/ est un commu-
tateur de 7,1 ; or [7,1,741] C K41, donc cela ne nous apporte pas d’infor-
mation sur l'existence d’'un élément de V, 1 qui ne serait pas dans K4 1. La
question est alors de savoir s’il est possible de trouver deux paires bordantes
de méme genre comme précédemment qui ne sont pas conjuguées 'une de

I’autre par des éléments du Torelli.

4.3 Calcul explicite de dx pour un produit de twists
de Dehn

Savoir calculer kx sur un produit de twists de Dehn ¢ permet de construire
explicitement la SU-parallélisation relative de Morita mx(7,,) du mapping
tore T, associé en suivant les instructions énoncées au chapitre 3. La question
est maintenant de savoir si c’est suffisant pour calculer son o-invariant :

dx(p) = o(Tp,mx(¢)).
La clé est le cas du twist de Dehn :

Théoréme 4.3.1. Soit 7, un twist de Dehn a droite le long d’une courbe
simple fermée v sur ¥y 1. Alors,

dx (75) = e (nX — 1)(n§ +1) ot e = £1.

En revenant & la définition de I'application dx et des cocycles de Meyer
et d’intersection :

ex (o, ) =37(0,¥) +dx (@) + dx (V) —dx(p) Ve, € My,

nous obtenons par récurrence une formule explicite de dx pour tout produit
de twists de Dehn et donc, en théorie, pour tout difféomorphisme de M, ;.

Le reste de ce paragraphe va consister & prouver le théoréme 4.3.1. Pour
cela, nous allons, dans un premier temps, fixer un représentant de la SU-
parallélisation de Morita mx (77, ), puis construire une 4-variété W, qui per-
mettra, par la suite, de calculer explicitement le o-invariant.

111



Position du Probléme Reprenons les notations de la preuve du théo-
réme 4.2.1 et considérons & nouveau la section partielle X, du S!-fibré
& = (I x TE41)o au-dessus de O(I x ¥4 1) définie précédemment :

X, :0(Ix%,1) — St
(t,z) — { ((T’Y)*X)z sit=1

X, sinon

X

D’apres le théoréme 4.2.1, si nj

une section globale de &j.

est nul, alors on peut prolonger X, en

Si nff est non nul, alors la section X, se prolonge en dehors de nff copies

disjointes de la courbe « plongées dans une méme copie de ¥, ;. Notons e
le signe de nff et soient xq,... T X | |nff| points distincts de l'intérieur de

({3} xI,) cIx1I,). Les |n$ | courbes définies ci-dessous sont des courbes
d’obstruction pour la section X :

Li=e{zi} x S' Cint(I x I, x §*)  i=1,---,|n]|

On peut donc prolonger X, en dehors d'un voisinage régulier de ces courbes.
Le complexifié de cette extension se prolonge en une section §x du S3-fibré
(€c)o qui est équivariante pour I’action de S! le long de chaque voisinage
régulier des courbes L;.

Stabilisons Sx a gauche par la direction préférée de I : on obtient une tri-
vialisation complexe de T(I x ¥, 1). En la prolongeant en une trivialisation
complexe de T(I x 3,) comme au paragraphe 3.2.4 et en identifiant {0} x £,
avec {1} x 3, via 7, cette derniére induit une trivialisation complexe mx ()
du mapping tore T7. qui est un représentant de la SU-parallélisation de Mo-
rita mx (Tr, ).

Rappelons que le o-invariant associé a cette construction est défini comme
suit : considérons une 4-variété W compacte connexe convenablement orien-
tée de bord OW = T’ . La trivialisation complexe mx (7, ), stabilisée & gauche
par le champ de vecteurs normal sortant relativement & W, définit une sec-
tion mx (7y)stap du SU(4)-fibré P(TW )¢ au-dessus du bord de W, ainsi :

o(T:,,mx(7y)) =< pr(TW, mx(7y)stab), b > — 3 sign W.

Le but est maintenant de construire une telle 4-variété qui nous permettra
de calculer facilement ce o-invariant.
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4.3.1 Construction d’une bonne 4-variété W,

Soit Hy une 3-variété? de bord ¥4 qui a ’homologie d’un corps en anses
et telle que v borde un disque dans H,. Soit D un disque plongé dans H,
bordant v comme dans la figure 4.9. Considérons un voisinage orienté para-
métré I, x D de D et notons M := H,, \ (int(Zy) x D).

Iy xD

FiG. 49 -1, xD

Puisque 7 borde un disque dans H,,, le twist de Dehn 7, se prolonge en
un difféomorphisme 7, de H, défini sur M par I'identité, et sur I, x D par

7:Iy,xD — I,xD
(t,re) — (t,rei(a_%t)).

Notons W, la 4-variété obtenue de I x H, en identifiant —{0} x H, et
{1} x H, via 7., comme suit :

Wy =1 xHy/(02)~(1.7(x))-

Par la suite, nous aurons intérét a la voir comme obtenue de I x M et
de I x I, x D de la maniére suivante :

Wy =[x Mloa~am) U (XL XD/ 0aynsw)-
{t}xDi~{(t,i)} xD
i=0,1
ouD;:={i} xDCM,i=0,1.
Le théoréeme de Wall de [Wa| nous permet de calculer la signature de

cette 4-variété :

Proposition 4.3.2. La signature de W., est nulle.

2On peut toujours construire une telle variété en recollant des I x D? 3 la 3-variété
I x ¥4.1 le long de g courbes essentielles correctement choisies.
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Preuve de la proposition 4.3.2 : Nous utiliserons les notations de
larticle [Wa] :

Y. = Ix M/(O,x)N(l,x) = Sl x M

Yi = IxIyxD/onmie)

Xo = Ix(DgUDy)/n=1x0IyxD/.
X = S'x(M\int(DyUD)

Xy = IxI,xdD/~
Z = Ix(0DyUdD1)/w =1x 0L, x ID/n
On calcule alors les groupes d’homologie H1(Z;Z), Hi(Xo;Z), Hi(X+;Z)
et Hi(X_;Z). On obtient
A = Ker(H1(Z;R) — H1(Xp;R))
= < [{z} x 0Dg); [{z} x 0D4] >

B = Ker(Hi(Z;R) — Hi(X4+;R))
= <[$" x {wo}] = [S" x {z1}]; [{z} x 9Do] — [{x} x 9D1] >

C = Ker(Hi(Z;R) — Hi(X_;R))
{ < [SY x {zo}] =[St x {z1}]; [{x} x ODy], [{x} x OD1] >  si v est une courbe séparante
< [SY x {zo}] =[St x {z1}]; [{x} x ODg] — [{x} x OD;] > sinon

Dans tous les cas, V = % =0 d’ou

sign W, =sign V' = 0.
O

Conséquence : La 4-variété W, est connexe compacte orientée de
bord le mapping tore 77 . Elle nous permet donc de calculer le o-invariant
o(Ty,,mx(7y)). Puisque que sa signature est nulle, on est ramené & un calcul
d’obstruction

o(Tr,,mx (7)) =< p1(TW,, mx (7 )stab), b, > -

Avant de passer a ce calcul d’obstruction, intéressons-nous & 1’orientation
de W, : la classe fondamentale pyy, est le générateur de H YW, 0W,; Z) qui
est compatible avec l'orientation de W, donnée par mx (7y)stab-

Nous avons également un choix naturel d’orientation de W, induit par la
structure produit de I x H, et les orientations préférées de I et H, : notons
“%Vw le générateur de H*(W.,,, OW.,; Z) associé & ce choix.

La question est alors de comparer ces orientations : il sera plus convénient
d’utiliser 'orientation issue de la structure produit. En explicitant ,u{% et
en comparant avec ’ordre des vecteurs de mx (7, )stab, nous allons montrer
le lemme suivant :
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Lemme 4.3.3. uw, = _M’Vv‘

Preuve : Notons Ng le champ de vecteurs de ¥, normal sortant relati-
vement & H : il induit un sous-fibré vg de rang 1 de (TH,,)|x,. L’orientation
préférée de H, est celle qui est compatible avec la décomposition en somme
de Withney (TH,)|s, = vs ® TE,. Ainsi, l'orientation de I x H, donnée
par la structure produit induit la décomposition en somme de Whitney :

T(I xH,)|rxs, = (TI x3y) @ (I x vs) ® (I x TY,).

Le champ de vecteurs de OW, normal sortant relativement a W, est le
champ de vecteurs induit par Ng et constant le long de I : c’est donc une
trivialisation de / x vg. Remarquons que mx (7,) provient d’une trivialisation
complexe de T(I xX,) muni de I'orientation induite par la structure produit.
Ainsi l'orientation compatible avec mx (7, )stab est celle qui est compatible
avec la somme de Withney

(I xvs)® (TIxX,)® (I xTE).

Par conséquent, ., = _M’Vv'
O

Dans la suite du chapitre, nous considérerons le fibré tangent TW, muni
de Porientation induite par la structure produit. Notons m/y (7 )stab la section
du (nouveau) SU (4)-fibré associé au-dessus de 0W., obtenue de m x (7y)stab
en échangeant l'ordre des deux premiers vecteurs du champ de repéres : elle
est donc donnée par

— la direction préférée de I,

— le champ de vecteurs normal sortant relativement a W,

— la section 8x du S3-fibré ((I x TE,)c)o-

Nous obtenons alors I’égalité

dx(1y) = — < pl(TW%m,X(Tv)stab)’“%/Vv >

L’idée est alors de nous ramener & un calcul de premiére classe de Pon-
trjagin du SU(4)-fibré associé au T(/ x H,), muni de I'orientation produit,
relative & tout le bord. Pour cela, il nous faut prolonger m/y (7, )stap & 01 xH.,.

4.3.2 DPetite digression : fixons une trivialisation complexe
de TH,.

Revenons au corps en anses H. défini précédemment. Nous voulons fixer
une trivialisation complexe de TH,.

Pour cela, on considére une extension du champ de vecteurs complexifié
Xc & X,. Stabilisée & gauche par le champ de vecteurs normal sortant , elle
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induit une section fy, du SU(3)-fibré P(TH,)c au-dessus de ¥,. Il n’y a
aucune obstruction & prolonger cette section a H,, tout entier?.

Dans un premier temps, nous voulons la fixer sur le voisinage orienté
I, x D. Tout d’abord, on prolonge le champ de vecteurs normal sortant sur
I, x S1 relativement & I, x D comme dans la figure 4.10. Notons N ce champ

1

F1G. 4.10 — champ de vecteurs N’

de vecteurs non singulier sur I, x D. Il détermine une décomposition du fibré
tangent
T, xD)=vdn

ou 7 et v sont des fibrés vectoriels réels orientés de rang 2 et 1 respective-
ment. On remarque que cette somme de Whitney ne correspond pas & la
décomposition canonique d’un fibré produit et que

Mgt =Ty xSY) et nligxp = T{t} x D) Vt € L.

Le champ de vecteurs non singulier X induit une section du S!-fibré 7
au-dessus de I, x § 1. Nous pouvons supposer que X est constant le long de
I,. Chercher a prolonger X|; . g1 a I, X D en une section constante le long
de I, revient & chercher a prolonger X|, a D.

Proposition 4.3.4. La classe d’Euler relative e(TD, X|,) vérifie
<e(TD,X|y), up >= nf -1

Preuve : Remarquons que le champ de vecteurs A décrit dans la figure
4.11 est bien défini sur D.

La classe d'Euler relative < e(TD, X|,), up > est alors le nombre de
tours que fait X le long de ~ par rapport a A. Rappelons que nff est le
nombre de tours que fait X par rapport & J, le long de «. Puisque J, fait
—1 tour par rapport & A, on obtient :

<e(TD,X|y), up >= nff -1

3car H*(H,,0H,;Z) est trivial.
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FiG. 4.11 — champ de vecteurs A

Si an = 1, on peut prolonger X & I, x D en une section de 79 constante
le long de I,. On notera sx son complexifié.

Si nff — 1 est non nul, on prolonge X & I, x D en dehors de voisinages
réguliers des courbes
U €L, x {y;}

jzlv“' 7|n'7X_l|

o € est le signe de nff — 1 et ou les y; sont des points 2 & 2 distincts de
int(D). On notera sy cette extension. On étend son complexifié & I, x D en
une section §x du S3-fibré (nc)o de sorte que 5x soit constante le long de
I, sur chaque voisinage régulier de ces courbes d’obstruction.

En stabilisant a gauche par le champ de vecteurs complexe N, la section
5x induit une trivialisation complexe Sz, xp de T(I, x D).

Rappelons que M = H,, \ (int(I,) x D). La section fJy; de fibré P(TH,)c
au-dessus de OH, = X, prolongée par (3, xp induit une section du SU(3)-
fibrée P(TM)c au-dessus de M. Il n’y a pas d’obstruction a la prolonger a
M tout entier?. On fixe une telle extension (7. Recollée a Br,xp, la section
B induit une trivialisation complexe g, bien définie de TH,,.

4.3.3 Preuve du théoréme 4.3.1

Revenons au calcul d’obstruction qui nous intéresse :

dx(1y) =<p1 (Tme/X(T‘Y)Stab) ’ NQ’VW -

Nous voulons nous ramener a un calcul de premiére classe de Pontrjagin
de fibré P(T(I xH,)c) relative a tout le bord. En particulier, la trivialisation
complexe m'y (7 )stab Peut étre vue comme une section de ce SU (4)-fibré au-
dessus de I x 0H,. On peut alors la prolonger & —{0} x H, en utilisant
le paragraphe précédent. On va chercher & prolonger cette derniére en une

‘car H*(M,0M) est trivial.
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section My (7y) au-dessus de J(I x H,) de sorte que mx(7y) se recolle lors
de l'identification de —{0} x H, avec {1} x H, via 7, : on aura alors I’égalité

<p1 (Tanm/X(Tv)stab) ) :UQ/V7 >=<p1 (T(I X H“/)ﬂﬂX(T“f)) y HIxXH, > -

Construction de mx(7y).

Tout d’abord, intéressons-nous & dI x M : on considére le champ de re-
péres complexe By sur {0} x M stabilisé a gauche par la direction préférée
de I. Puisque 7, est I'identité sur M, on prolonge mx () de la méme facon
sur {1} x M.

Il nous faut encore définir m x (7) sur 91 x I, x D. La somme de Whitney
T (I, x D) = v &1 induit la décomposition du fibré

T(I xH,)|rx1,xp =TI x I, xD) = (TI x I, xD) & (I x v) & (I xn).

On considére la section de P(T(I x H,)c) définie au-dessus de
{0} x I, x D par :
— le complexifié¢ du champ de vecteurs J induit par la direction préférée
de I,
— le champ de vecteurs Ng,
— la section §x vue comme section de (I xnc)o au-dessus de {0} x I, xD.

Comment doit-on définir le champ de repéres complexe sur {1} x I, x D
pour qu’il coincide avec la section de PT(/ x H,)c définie ci-dessus sur
{0} x I, x D lors du recollement ? On remarque que 7., agit trivialement sur
les champs de vecteurs N et J. Il nous suffit donc de définir une «bonney
section de P(I x n)c au-dessus de {1} x I, x D.

Si an = 1 alors §x est le complexifié d’'un champ de vecteurs non sin-
gulier® sx qui prolonge X| 1,xs1 & I, X D. Aussi, on peut définir le champ
de vecteurs non singulier (7,).sx. Son complexifié définira une section de
P(I x n)c qui conviendra.

Si nf —1 est non nul, alors §x est le complexifié du champ de vecteurs non
singulier sy défini sur I, x D en dehors de voisinages réguliers des courbes

U EII,Y X {y]}
Jj=1, 7|n'7X_l|

On considére sur {1}x 1, xD le champ de vecteurs non singulier (7, ).(sx) :
il est défini en dehors des voisinages réguliers des courbes

U e () (Ly x {y;})

j=1, JnX 1|

SLa notation sx est déja utilisée dans le cas nff # 1. Aussi, sx sera extension «maxi-
male» de X & I, X D en tant que champ de vecteurs non singulier réel.
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représentées dans la figure 4.12.

F1G. 4.12 - Courbes d’obstruction de (7y)+(sx)

On prolonge son complexifié par le méme procédé que d’habitude en une
section (7y)«(5x) de PT(I x n)c au-dessus de {1} x I, x D qui conviendra.

Nous venons de construire une section mx(7,) de P(T(I x Hy)c) au-
dessus de (I x H,) qui prolonge mx(7,) et qui vérifie

dX(T’Y) =—<p (T(I X H’Y)amX(T’Y)) ) :uff><H-Y >

Le calcul de dx(7,) se rameéne au calcul d’une deuxiéme classe
de Chern relative du fibré (I x n)c.

Remarquons que mx(7,) se prolonge naturellement® & I x M de ma-
niére constante de long de I. Cette extension induit une section Mmyx de
P(T(I x I, x D)c) au-dessus de O(I x I, x D). Par concentration d’obstruc-
tion, nous avons 1’égalité suivante :

< p1(TU xH,),mx(7y)), prxm, >=<p1(TI x Iy xD),mx), pixi,xp >
ou prx1,xp correspond & l'orientation produit de I x I, X D.

La direction préférée de I et le champ de vecteurs N induisent des sec-
tions de P(TI x I, x D) et P(I x v) respectivement ainsi qu’une injection

(I xn)o—P(TU x I, x D))
et, par passage au complexifié,
(I xnc)o — P(T(I x I, x D)c).

Par construction, le champ de repéres complexe mx est défini par une
section S de (I x nc)o au-dessus de O(I x I, x D) stabilisée & gauche par

5Cette extension est donnée par la direction préférée de I (qui définit une section
constante de P(TI x M)c), et par la section de P(I x TM)c induite de S et constante
le long de 1.
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la direction préférée de I et par le champ de vecteurs N¢ (dans cet ordre),
aussi

dx(my) = —<mp (T(I x Iy x D)ymx) » HIXI,xD >

= <co(I xn)e,S), prxi,xp > -

Le cobord dx(7,) est un cup produit relatif de classes d’Euler
relatives.

Le but est d’utiliser la méme stratégie que dans la preuve du théoréme
du cocycle d’intersection en passant par ’isomorphisme

(I xnclo~—I xndIxn),.

Décomposons le bord d(I x I, x D) comme le recollement standard de
deux tores

(I x I, x D) = (9(I x I,) x D) U (I x I, x D).

Rappelons comment est construite la section S sur ces deux tores suivant

les valeurs de nff .

Examinons le cas du tore I x I, x 9D : S est le complexifié d'une section
de (I x n)o

— définie sur tout I x I, x 9D lorsque nff =0,

— et définie sur I x I, x 0D privé des courbes £; = e{z;} x 0D,

i=1,..., \nfﬂ, lorsque nff est non nul.

En ce qui concerne le tore 9(I x I,) x D : S est le complexifi¢ d’une
section de (I x 1)

— définie sur tout (I x I,) x D lorsque nf =1

— définie en dehors de voisinages réguliers des |nff — 1| courbes

Kj =€ ((—{0} x I x {y; ) U (I x 0L, x {y; ) U ({1} x 7 (Iy x {;})))

pour j=1,..., |n§ — 1], lorsque nf est différent de 1.
Les courbes Kj, j =1,..., |n§ — 1|, sont représentées dans la figure 4.13.

Nous noterons £ I’ensemble de ces courbes d’obstruction et S la section
de (I x n)o ainsi définie en dehors d’un voisinage régulier V de l’entrelacs
L. On peut identifier V a £ x D? comme d’habitude. Le champ de vecteurs
complexe S est obtenu comme extension du complexifié de S constante par
rapport & £ le long de V ~ £ x D?2.

Considérons deux copies disjointes £_ et £, de l'entrelacs £ dans V et

notons W_ et W, des voisinages réguliers de ces copies dans V. On suppose
que ces derniers sont disjoints. Par rétraction, S se prolonge en dehors de
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{0} xI, xD

F1G. 4.13 — courbes d’obstruction Kj, j =1,--- ,\nf — 1| avec € = 1.

W_ (resp. W) en une section S_ (resp. Sy).

Les champs de vecteurs non singuliers S_ et Sy définissent une section
S_® Sy de (I xn®dI xn) au-dessus de (I x I, x D) constante par
rapport & £ le long de V ~ £ x D?. Par conséquent, comme dans la preuve
du cocycle d’intersection, nous pouvons montrer que S_ & S est homotope
a la section du S3-fibré (I x n @ I x 7))o induite de S via I’isomorphisme
(Ixnc)o ~ (I xn®Ixmn)o. Puisque cet isomorphisme renverse l’orientation :

I xnc,8) = —eIxn®Ixn, S-®Sy)
= —e(I xn,S-)Ue(l xn,8;)

Et dx(r,) = — <e(I xn,S_)Ue(l xn,84) , prx1,xD >-

Calcul de ce cup produit.

Puisque la classe d’Euler e(I x 1,S1) vit dans un deuxiéme groupe de
cohomologie relatif, S1 se prolonge en dehors d'une union Ui de surfaces
plongées dans I x I, x D et de bord ’entrelacs £+. Nous pouvons supposer
qu’elles constituent des surfaces de Seifert pour chaque composante connexe
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de Ei.

Calculer le cup produit des classes d’Euler relatives
e(I x n,S-)Ue(l xn,S5;+) revient a calculer l'intersection algébrique de
U_ - U,. Puisque U_ et Uy sont des unions de surfaces de Seifert plon-
gées dans I x I, x D ~ D* dont les bords sont des noeuds plongés dans
(I x I, x D) ~ S3, I'intersection algébrique U_ - U, est donnée par I’enla-
cement des entrelacs £_ - £ dans O(/ x I, x D). Par conséquent,

dx(my) = —L_- L4

Si nff est différent de 1 et de 0, alors £_ et £, sont deux copies de
(Ui:1,...7|n§‘ L) U (Uj=1,"',|n$—1\ KC;). On notera

c.=( U Hu( U K.
i=1,,|n | =1, InX 1]
Alors

In

dx(my) = = > Li-Lf
i,k=1

zol
By

Xl

-1t - .t
i=1 j=1
nX 1]

- > Kj-k

Jl=1

[ In

L7-Lf =0 Vik
Ly -KS = K -Lf =—ed Vivji=1
K:-KF =1 Vil

Ainsi, lorsque nff est différent de 0 et 1, les entiers nX — 1 et nff sont de

2
méme signe ; aussi € = ¢ et

dx(1y) = 2n$(n§ -1)— (nf — 1)
= (nf + 1)(n§ —1)

Si nff =0, alors £_ et £ sont deux copies d’un noeud Ky et

dx(my) = Ky -Kf = —1.
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Si nﬂfX =1, alors £_ et £, sont deux copies d’un noeud £ et

dx () = —L7 - LT =0.

En conclusion,
dx(1y) = (nff + 1)(nff —1).

Calcul de dx(7;')

On peut faire le méme raisonnement pour T 1. dans ce cas, ’entrelacs
d’obstruction sera I’ensemble des
- |nff| courbes

,CZ':—E{Z'Z'}XSI jzlv"'7|n'\/X|7
— et des |n$ — 1| courbes

Kj = € ({03 x L < {y; DU OL < {y; HU{1h < H (I x {ys})) - G =1, In 1],

Les courbes K; sont représentées dans la figure 4.14.

Ix{1} xD
\ \ \
e
\ ) -
o | ‘»l ll ‘-l ﬁ-:l—
s, i \L"'
V2020 0 \ Vi E— - AV
1
/‘/L:"*_;\\.

/

{0} x I, x D B
|
i
i
i
RS i
vt
W\ \ \ \ \
N [T T
AN i I -
\%g [ %ﬁ
S R do !
Ix{0}xD
F1G. 4.14 - courbes d’obstruction ICj, j =1, -, |nﬂ/X —1J, pour 7'7_1 et ¢ = 1.
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Comme prédemment, nous aurons & calculer les enlacements suivants

Ly-Lf =0 Vik=1-|n]|
Ly Kb = K;-Lf=ed Vi=1,---|[nJ|Vj=1,[n) -1
K;-Kf = -1 Vjil=1,[nf -1

Par conséquent

dx(T,y_l) = —anf(nff—1)—}—(7135—1)2
= —(n +1)(nf - 1)

O

Remarque 4.3.5. Si v est une courbe simple fermée séparante de genre h
alors on retrouve bien dx(7y) = 4h(h — 1).
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Quatriéme partie

Extensions des cocycles de
Meyer et d’intersection aux
cobordismes d’homologie
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Chapitre 5

Extension centrale et cocycle
de Meyer pour cobordismes
d’homologie

Dans ce chapitre, ¥ sera une surface orientée de genre g sans bord
(¥ = X,) ou a une composante de bord (¥ = ¥,;). Soit X un champ
de vecteurs complexe non singulier sur X : il peut étre vue comme une tri-
vialisation complexe de TX. N

A tout cobordisme d’homologie M sur ¥, on va associer une section Xy
du SU(3)-fibré P(TM)c au-dessus de M induite par X. On considérera
alors l'ensemble P, (M, X) des SU-parallélisations de M relative & X, : il
s’agira d’ un espace affine au-dessus de H?(M,0M;Z) ~ Z. Nous fixerons
une bijection préférée entre Py, (M, X) et Z que nous appellerons o-invariant
relatif. Ce dernier sera préservé par la relation de bordisme.

Ensuite, nous définirons une relation d’équivalence sur ’ensemble des
cobordismes d’homologie M sur ¥ munis d’une SU-parallélisation relative
a Xy/. L’ensemble quotient HX(X) sera en bijection avec H(X) x Z et sera
muni d’une structure de groupe naturelle induite par la loi produit de H(X).
Nous obtiendrons ainsi une extension centrale non triviale

0= Z—>HXE)=H(E) =1 (%)

Si I’on considére une autre trivialisation complexe X’ de T3, ’extension cen-
trale ﬁX/(Z) associée sera équivalente & (x). De plus, restreinte au groupe
de difféotopies M(X), (*) est équivalente & l’extension centrale définie au
paragraphe 3.1.

La donnée d’une bijection préférée entre Py, (M, X) et Z définit une sec-
tion préférée de () qui prolonge la section d’Atiyah définie au paragraphe

129



3.1. Nous verrons que son cocycle associé est un cocycle de signature qui
«prolonge» le cocycle de Meyer.
Convention : On supposera fixé le plongement de X, 1 dans X,.

5.1 Existence d’'un champ de vecteurs «temps» sur
un cobordisme d’homologie

Pour commencer, nous allons définir la notion de champ de vecteurs
temps sur les cobordismes d’homologie et énoncer des résultats dont nous
aurons besoin par la suite.

Dans le cas des mapping cylindres, il existe un champ de vecteurs tangent
non singulier préféré induit par la direction préférée de I. La question est de
savoir s’il existe un tel champ de vecteurs préféré dans le cas des cobordismes
d’homologie.

Soit (M,i*) un cobordisme d’homologie au-dessus de Y. Son bord est
identifié au bord de I x 3 par un difféomorphisme orienté @7 : (I x ¥) —
OM qui correspond & i~ sur X x {0} et a4 sur ¥ x {1}. La direction préférée
de I définit un champ de vecteurs sur 9(/ x X) : il induit via ® s un champ
de vecteurs non singulier Jy; sur OM.

Cas de X, Cas de X1

Fi1G. 5.1 — Description du champ de vecteurs J;.

Définition 5.1.1. On appellera champ de vecteurs temps sur M un champ
de vecteurs tangent non singulier sur M qui prolonge Jj;.

Nous avons alors le théoréme d’existence :

Théoréme 5.1.2. Tout cobordisme d’homologie sur ¥ posséde un champ de
vecteurs temps.

Remarque : Ce théoréme est un résultat homotopique, il ne dit rien sur
la dynamique (il existe des courbes intégrales non compactes). Par consé-
quent, on ne peut conclure & ’existence d’une structure produit sur les co-
bordismes d’homologie en général. Remarquons d’ailleurs que l'inclusion du
groupe de difféotopies M, 1 dans H, 1 est stricte d’apres [GL.
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Preuve :

— Cas oit ¥ = ¥, : Soit (M,i*) un cobordisme d’homologie au-dessus
sur X,. Considérons le champ de vecteurs normal entrant sur ¥~ : il
définit une section du fibré en sphére (TM ),y au-dessus de ¥~. Par
définition, la cohomologie relative H*(M,Y.~;Z) est triviale donc il se
prolonge & M de maniére unique & homotopie prés relativement & .
Notons N une telle extension.

Le champ de vecteurs non singulier AV, définit un sous-fibré v de TM
de rang 1. Notons ¢ = v+ le sous-fibré orthogonal :

TM =v @&

Le fibré & est un fibré vectoriel réel orienté de rang 2. Restreint & >,
il correspond au fibré tangent de ¥~ : {|s,- = T ™. Le plongement i~
induit alors ’injection de fibrés :

TZ g —— E(€)
M

La classe d’Euler absolue e(¢) € H?(M;Z) est I'obstruction primaire
a ’existence d’une section de &, et par fonctorialité, on a

e(TEy) = (i7) e(§) € H*(S; Z).

%

Rappelons que la classe d’Euler absolule e(TX,) est mesurée par la
caractéristique d’Euler de la surface ainsi :

<e(Ty), pus, >=2—2g.

Lorsque l'on restreint & & X7, on obtient la classe d’Euler
e(€|g+) € H*(XT; Z) qui vérifie ’égalité suivante via les isomorphismes
en cohomologie (i~)* et (i1)*

< e(Est), unr >=2—2g.

Nous pouvons donc supposer que &[5+ coincide avec TX T et, dans ce
cas, le champ de vecteurs (Ny)|s+ est le champ de vecteurs normal
sortant en X7 : par conséquent c’est un champ de vecteurs temps sur
M.

— Cas ot ¥ = % ;. Soit (M,i*) un cobordisme d’homologie au-dessus
sur ¥, 1. Notons M son cobordisme d’homologie sur ¥, associé (cf
paragraphe! 1.2.). Il existe donc un champ de vecteurs temps N7 sur

!Rappelons que le bord de M est identifié au bord de I x 3,1 _par un difféomorphisme
orienté ®as : (I X X41) — OM. Le cobordisme d’homologie M est obtenu de M en
recollant un 7 x D? le long de ® (I x 9%,,1) via ®ar.
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M. Nous pouvons supposer que NM est donné par la direction préférée
de I le long de I x D? et on en déduit ’existence d’un champ de vecteurs
temps sur M par restriction.

O

Remarque 5.1.3. Dans les deux cas, remarquons que le champ de vecteur
temps N); n’est pas unique & homotopie prés : il y a un double paramétrage
car le deuxiéme et le troisiéme groupes d’homotopie de la sphére S? sont
infinis cycliques : il y a donc un paramétrage d’abord en H?(M,dM;Z) puis
en H3(M,0M;Z).

Remarque 5.1.4. Dans le cas d’'un mapping cylindre, il existe également
plusieurs champs de vecteurs temps. Le probléme est de caractériser le champ
de vecteurs temps préféré donné par la direction de I sans utiliser la structure
produit de I x X.

Voici un lemme dont nous aurons besoin par la suite :

Lemme 5.1.5. Soient M et N deux cobordismes d’homologie bordants au-
dessus de X et soit W un bordisme entre M et N. Il eriste deuzr champs de
vecteurs tangents sur W, Aw et Ny, non singuliers et indépendants tels que
- Aw est normal sortant sur M et normal entrant sur N,
— et Nw restreint a M (resp N) est un champ de vecteurs temps sur M
(resp N ).

Preuve :

— Cas ou X = Y, : Considérons le champ de vecteurs normal sortant?
sur M C W. La cohomologie relative H*(W, M;Z) étant triviale, il
se prolonge en un champ de vecteurs Ay tangent et non singulier sur
W et une telle extension est unique & homotopie relative & M prés. 11
induit une décomposition du fibré tangent

TW = nw ® (ni7)

ol N est un fibré vectoriel de rang 1. Remarquons que, par construc-
tion, (nw)|a correspond au fibré normal de M relativement & W. Par
conséquent, (nﬁ/)| M correspond au fibré tangent TM.

Soit Ay un champ de vecteurs temps sur TM. Il peut étre prolongé
a W en tant que section au S3-fibré (nﬁ,)o, de maniére unique a ho-
motopie relative & M prés. Notons Ny une telle extension. Elle induit
une décomposition en somme de Whitney

= vw © Ew

20n considere qu’il correspond a la direction opposée a la direction préférée de I sur
les lieux d’attachement épaissis.
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ou vy et &y sont des fibrés vectoriels réels orientés de genre 1 et 2
respectivement.

On remarque que les champs de vecteurs non singuliers Ny et Ay sont
indépendants et que ’espace tangent TW se décompose en somme de
Whitney comme suit

TW =nw & v @ Ew.

Il nous reste & encore montrer que ’on peut supposer que Ny et
Aw sont comme on veut sur N. Pour cela, considérons le diagramme
commutatif suivant induit par les inclusions canoniques M — W et
N — W et les plongements z]ﬁ et z]i\, :

H?(M;7Z)
iy i
M l: M
H?(%;Z) H2(W;Z) H?(%;Z).
i__ T: _i"'
N N
H?(N;Z)

Par fonctorialité des classes d’Euler, nous avons le schéma suivant :

e((&w)lnm)

e((Ew)ls) e(&w) e((Ew)ls)-

e((&w)n)

Ainsi < e(§ws+), us+ >=< e(§wls-), ux- >= 2 — 2¢g. On peut donc
supposer que { |y = TN et qu'il existe un champ de vecteurs temps
Ny sur N tel que la décomposition en somme de Whitney qu’il induit
soit de la forme

TN =vn @ (§w)|n-

Le champ de vecteurs Ny et le champ de vecteurs normal entrant sur N
relativement & W définissent des sections indépendantes de (nw Gvw )o
au-dessus de N qui coincident sur ON respectivement avec Ny et Ay .
Nous pouvons donc supposer que (Nyw)|n = Ny et que (Aw)|n est le
champ de vecteurs normal entrant.

Cas ou ¥ = X, : Si W est un bordisme entre deux cobordismes

d’homologie M et N, alors W := W U —I x I; x D? constitue un bor-
disme entre M et N. On pourra alors supposer que Ny (resp. Aypy) est
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donné par la direction préférée de I; (resp. I5) le long de I x I; x D?.
Le cas ¥ = X, 1 est alors obtenu par restriction a W.

O

Remarque 5.1.6. Dans ces deux cas X = X, et X = ¥, 1, remarquons que
le champ de vecteurs Ay n’est pas unique & homotopie relative au bord de
W prés : il y a un paramétrage en H*(W,0W;Z) ~ Z.

5.2 Cobordismes d’homologie, SU-parallélisations et
extension centrale

Dans ce paragraphe, nous allons définir une classe d’équivalence d’exten-
sions centrales pour H(X) qui généralise celle construite au chapitre 3 pour
le groupe de difféotopies M(X).

Remarquons que les extensions centrales du chapitre 3 sont définies en
considérant les mappings tores : on peut les voir comme des 3-variétés sans
bord construites a partir des mapping cylindres. L’idée est alors de construire
de maniére naturelle des 3-variétés sans bord & partir des cobordismes d’ho-
mologie.

5.2.1 Définition d’une 3-variété sans bord associée & un co-
bordisme d’homologie

Nous pouvons associer & tout cobordisme d’homologie une 3-variété sans
bord définie comme suit :

Définition 5.2.1. — Soit (M, i*) un cobordisme d’homologie au-dessus
de X,. La 3-variété Ty est la 3-variété compacte connexe orientée sans
bord obtenue de M en identifiant —X~ avec LT :

Ty = M/i-(2)=i+ (2), c€%,-

Fi1G. 5.2 — 3-Variété fermée T obtenue de M en identifiant —X~ avec X7.
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— Si (M, i*) est un cobordisme d’homologie au-dessus de ¥ 1, considé-
rons M son cobordisme d’homologie associé sur 3, . On notera alors
Ty la 3-variété sans bord T3;.

Remarquons que si M est un mapping cylindre alors T}, est le mapping
tore associé.

Pour tout cobordisme d’homologie M, nous pouvons définir ’ensemble
Psu(Thrr) des SU-parallélisations de T)y. Il est muni d’une structure d’espace
affine au-dessus de H?(T)s,Z) ~ Z. Rappelons que le o-invariant fixe une
bijection préférée

0 : Psu(Trr) — Z

5.2.2 SU-parallélisations relatives et cobordismes d’homolo-
gie

Soit X un champ de vecteurs complexe non singulier sur > : rappelons
qu’il peut étre vu comme une trivialisation complexe de T et que X est
unique & homotopie prés.

Dans ce paragraphe, nous allons associer a tout cobordisme d’homologie
M sur ¥ une section X s de P(TM)c au-dessus de 9M induite de X. Ceci va
nous permettre de définir 'ensemble Py, (M, X) des SU-parallélisations de
M relatives a Xy : il s’agit d'un espace affine au-dessus H*(M,0M;Z) ~ Z.
En revenant au cas des 3-variétés sans bord, nous pourrons fixer une bijec-
tion préférée entre Ps, (M, X) et Z que nous appellerons o-invariant relatif.
Enfin, nous verrons que le o-invariant relatif est préservé par ’homotopie
entre deux champ de vecteurs complexes non singuliers de T et par la re-
lation de bordisme.

Soit (M, i*) un cobordisme sur ¥. Rappelons que son bord est identifié
au bord de I x ¥ via un difféomorphisme noté ®,; : (I x ¥) — OM et que
les plongements i~ et i* correspondent aux restrictions de @y, a {0} x M
et a {1} X M respectivement.

Considérons la trivialisation complexe de T(I x X) constante le long de
I et induite par la direction préférée de I et X (dans cet ordre). Via le
difféomorphisme @, elle induit une section Xys du SU(3)-fibré P(TM)c
au-dessus de OM : voir figure 5.3. Remarquons que :
— sur X, X7 est donné par le champ de vecteurs normal entrant rela-
tivement & M et i X,
— et sur ¥, X7 est donné par le champ de vecteurs normal sortant
relativement & M et i) X.
Il n’y a pas d’obstruction & prolonger X s en une trivialisation complexe
de TM.

135



X X @yx X X (i7)X tyx X

Cas ol X =%, Casoll X =2%,1

F1aG. 5.3 — Description de X/

Définition 5.2.2. L’ensemble Py, (M, X) est ’ensemble des SU-parallélisations
de M relatives & X : c’est un espace affine au-dessus de H*(M,0M;Z) ~ Z.

Dans la proposition suivante, nous allons définir une bijection préférée
entre Pg, (M, X) et Z et en énoncer quelques propriétés. Dans les faits, nous
aurons besoin de montrer tous les résultats de la proposition pour le cas
¥ = X, avant de pouvoir le faire pour le cas X = ¥ 1.

Proposition 5.2.3. Soit X un champ de vecteurs complere non singulier
sur ¥.. Pour tout cobordisme d’homologie (M,it) au-dessus de ¥, il existe
une bijection canonique

Psu(TM) - su(Mv X)
qui est affine au-dessus de ’isomorphisme «d’excisions
H3(Ty; Z) — H3(M,0M;Z).

Via le o-invariant o : Ps,(Tar) — Z, cette biection définit un o-invariant
relatif
op : Psu(M,X) — Z.

Si X' est un autre champ de vecteurs compleze non singulier sur X, alors I’ho-
motopie entre X et X' induit une bijection entre Py, (M,X) et Ps,(M,X")
qui préserve le o-invariant relatif :

Pou(M,X) > 7,

|

Psu(M7 X/)UT—> Z

Preuve :

-~ Casou ¥ =13,
Soit (M, i*) un cobordisme d’homologie au-dessus de %,. La 3-variété
Ty peut étre vue comme obtenue de M U (I x 3,) en recollant X7,
avec —{0} x X, et =X, avec {1} x .
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A homotopie prés, il existe une unique section de P(T(7h)c) au-
dessus de I x X, : considérons la section X constante le long de I in-
duite par la direction préférée de I et X. Pour toute SU-parallélisation
de T}y, il existe un représentant qui coincide avec X sur I x 3,. Ainsi
toute SU-parallélisation de T est entierement déterminée, a homo-
topie relative a I x X, prés, par une extension de X & T);. Notons
PSU(TM,)NC) 'ensemble des SU-parallélisations de T) relatives & X.
Nous obtenons alors une bijection Psy,(Thr) — Psu(Tar, X) affine au-
dessus de l'isomorphisme de paire H3(Ty;Z) — H3(Tar, I x S4; Z).
Chercher a prolonger X a Ty revient & chercher a prolonger Xy & M
en tant que section de P(TM)c. Ceci induit une bijection canonique
Psu(Trr, X) — Psu(M,X) qui est affine au-dessus de I'isomorphisme
d’excision H3(Tyr,I x X4;Z) — H3(M,0M;Z). Nous obtenons ainsi
une bijection canonique Pgy(Ths) — Psu(M,X) affine au-dessus de
I'isomorphisme canonique H3(Ty; Z) — H3*(M,0M;Z).

La bijection préférée entre Py, (Ths) et Z donnée par le o-invariant
induit une bijection préférée que nous appellerons o-invariant relatif :

ox : Psu(M,X) — Z.

Remarque 5.2.4. — La bijection inverse de Pg,(Ths) — Psu(M,X)
peut étre décrite simplement de la maniére suivante : soit a une
trivialisation complexe de M qui prolonge Xj,s. Le recollement de
a\_% et de a|EX4 définit une trivialisation complexe v de TT}y.
La bijection canonique Pg, (M, X) — Ps,(Ths) envoie la classe de «
dans P, (M, X) sur la classe d’homotopie de 7.

— Pour calculer le o-invariant relatif, nous nous raménerons au calcul
d’un o-invariant via la bijection canonique Pgy(M,X) — Py (Thar)
ci-dessus.

Soient X et X; deux champs de vecteurs complexes non singuliers
sur X4. Nous voulons montrer que I’homotopie entre Xy et X1 induit
une bijection entre les espaces affines Pg, (M, Xy) et Py (M, X1) qui
préserve le o-invariant relatif. Pour cela, nous allons considérer la 4-
variété orientée I x M ainsi qu'une homotopie h entre X et X :
elle induit une homotopie hjs entre les sections (Xo)as et (Xq)as de
P(TM)c au-dessus de OM.

Soit «v; une trivialisation complexe de TM qui prolonge (X;)a. On
peut lui associer une section du SU(3)-fibré P(/ x TM)c au-dessus
de M’ := ({1} x M) U (I x OM) définie :

— par ag sur {1} x M,

— et par I’homotopie hys sur I x OM.

Puisque la cohomologie relative H*(I x M, M';Z) est nulle, cette sec-
tion peut se prolonger & I x M de maniére unique & homotopie relative
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a M' prés. Notons « une telle extension et ag sa restriction a {0} x M :
o définit alors une trivialisation complexe de M qui prolonge (Xo)as
Le but est alors de vérifier que ox,(M,ap) = ox,(M,ay). Pour cela,
nous allons nous ramener au calcul d’'un o-invariant et considérer la
4-variété I x Tps obtenue de I x M en identifiant I x (—X},) avec
I x EL. La section o de P(I x TM)¢ induit, via le recollement, une
section v du SU (3)-fibré P(I x TTys)c. v induit une homotopie entre
Y0 = Yl{0yxTr €8 M1 = Yl{1yx7y, ¢ les trivialisations complexes 7o et
v1 de TT)s auront donc méme o-invariant (cf remarque 1.6.10). Nous
avons donc les égalités

o(Tw,v) = ox(M, )
o(Twv,m1) = ox,(M,ao)

par la remarque 5.2.4. Ceci acheve la preuve dans le cas X = ¥,. Nous
noterons par la suite o, le o-invariant relatif.

Cas ou ¥ = X, Nous voulons nous ramener au cas précédent grace
au lemme suivant :

Lemme 5.2.5. Soit X un champ de vecteurs non singulier sur 3, 1.
Considérons (M,i%) un cobordisme d’homologie au-dessus de g1 et
(M,Ei) son cobordisme d’homologie associé au-dessus de Y,. Pour
toute extension X de X a Yy, il existe une bijection canonique

PSU(M7 K) - su(Mv X)
qui est affine au-dessus de «l’isomorphisme d’excisions
H3(M,0M;Z) — H3(M,0M;Z).

.~/ . \
De plus, si X' est une autre extension de X a X4, alors nous avons le
diagramme commutatif de bijections canoniques sutvant

Psu(M,X) Pou (M, X))

o~

Psu (M, X)

qui est affine au-dessus des isomorphismes canoniques

H3(M,0M; Z) d 8(M,0M; Z)

\/

3(M,0M;Z)

Le cas ¥ = ¥, 1 se déduit alors du cas ¥ = X, par "restriction".
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Il nous reste & prouver le lemme précédent :

Preuve du lemme 5.2.5 Soit X un champ de vecteurs complexe non
singulier sur X, 1 et soit X une extension de X a Y4 On notera

— Xy la section de P(TM)c au-dessus de OM induite par X,

— et X537 la section de P(TM)c au-dessus de M induite par X
construites comme précédemment.

A homotopie relative & M prés, il existe une unique extension de KM a
OM U (I x D?). Considérons I'unique extension sx qui soit constante le long
de I sur I x D2

Toute SU-parallélisation de M relative & XM est entiérement déterminée,
4 homotopie relative & 9M U (I x D?) prés, par une extension de 5% & M. Par
excision, toute SU-parallélisation de M relative & XM est donc entiérement
déterminée, 4 homotopie relative & M prés, par une extension de X s a M.
Nous obtenons donc une bijection canonique

Psu(M,X) — Py (M, X)
qui est affine au-dessus de «l’isomorphisme d’excision»
H3(M,0M;Z) — H3*(M,M U (I x D*);Z) — H3(M,0M;Z).

Remarque 5.2.6. La bijection inverse peut se décrire aisément : soit « une
trivialisation complexe de M qui prolonge X ;. Pour obtenir la trivialisation
complexe de M associée qui prolonge X5z, il suffit de prolonger o par sx-

Soient Xg et X; deux champs de vecteurs complexes non singulier sur
¥ qui prolongent X. Alors il existe une homotopie h entre X et X; qui est
I'identité sur X 1.
Soit g une trivialisation complexe de TM qui prolonge (X_O)M : on peut
supposer que «q corresponde & %, Sur I x D?. Notons « la restriction de
ag & M : « définit une trivialisation complexe de M qui prolonge X ;.
Considérons la 4-variété I’ x M. Nous pouvons construire une section du
SU (3)-fibré P(I' x TM)c de la maniére suivante :
— I’homotopie h entre X et X; induit une homotopie h entre les sec-
tions sx et sx, . Cette derniére peut étre vue comme une section de
P(I' x TM)c au-dessus de I’ x I x D2

— h est constante le long de I’ x I x 9D? et peut étre recollée a la section
de (P(I' x TM)c)|r/xar constante le long de I’ et induite par a.

La section obtenue restreinte & {1} x M, que I’on notera oy, induit une
trivialisation de TM qui prolonge (X_l)ﬁ Les trivialisations complexes ont
alors méme o-invariant relatif et nous obtenons le diagramme commutatif de
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bijections canoniques

Psu(M,Xo) M,X;)

\/

Psu(M, X)

qui est affine au-dessus des isomorphsimes canoniques

H3(M,0M; Z) 4 8(M,0M; Z)

\/

3(M,0M;Z)

D’aprés la preuve de la proposition 5.2.3, nous avons le fait suivant :

Remarque 5.2.7. Soient X et X’ deux trivialisations complexes de TX
et soit M un cobordisme d’homologie sur ¥. Considérons « (resp. o’) une
trivialisation complexe de TM qui prolonge X (resp. X/,).

Les couples (M, «) et (M, ') ont méme o-invariant relatif si et seulement
si il existe une section de P(I x TM)c qui corresponde

—aasur {0} x M,

—ad sur {1} x M

— et qui soit induite sur I x M via ®jp; par une homotopie entre X et

X’ stabilisée a gauche par la direction préférée de I.

Remarque 5.2.8. Le lemme 5.2.5 nous sera utile par la suite pour énoncer
des résultats dans le cas général de ¥ = X, ou X, 1 en ne prouvant que le
cas X = X, : le cas ¥ = X, 1 sera déduit du précédent par «restriction.

Maintenant que nous avons défini une bijection préférée entre Ps, (M, X)
et Z, la question est de savoir si elle est compatible avec la relation de
bordisme :

Proposition 5.2.9. Soit X un champ de vecteurs complexe non singulier sur
3. 5t M et N sont deux cobordismes d’homologie bordants alors il existe une
bijection canonique entre Ps,(M,X) et Psy(N,X) induite par la relation de
bordisme qui préserve le o-invariant relatif. En d’autres termes, la relation de
bordisme induit le diagramme commutatif de bijections canoniques suivant :

Pou(M, X) "> 7,

L

Pou(N,X) "> 7,
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Preuve : D’aprés la remarque précédente, il nous suffit de prouver cette
proposition seulement dans le cas ¥ = X,.

Soient (M,i*) et (N,jT) deux cobordismes d’homologie au-dessus de
¥4. Supposons qu’ils soient bordants : il existe alors une 4-variété W de
bord OW = M U—N (o Eﬂi/[ est recollée avec —Zﬁ) telle que les inclusions
canoniques M — W et N — W induisent des isomorphismes en homologie.
Rappelons que ’on considére W avec les lieux d’attachement de M avec —N
épaissis :

OW =MU (=33, x)U-NU (X, xI)
ou

~ X1, est identifié avec —X7, x {0},

— =X, avec X, x {0},

- =%} avec 3, x {1},

— Xy avec =X, x {1}

D’apreés la proposition 5.1.5, il existe un champ de vecteurs non singulier
Aw sur W qui est normal sortant sur M et normal entrant sur N et donné par
la direction préférée de I le long des lieux d’attachement épaissis. Il induit une
décomposition en somme de Whitney de ’espace tangent TW = v@{ ol v et
¢ := v sont des fibrés vectoriels réels orientés de rang 1 et 3 respectivement.
Remarquons que ¢ admet les propriétés suivantes :

¢l = TM,
(lv = TN.

Soit ajs une trivialisation complexe de M qui prolonge X, : elle peut
étre vue comme une section de P({)c au-dessus de M. La cohomologie re-
lative H*(W, M;Z) étant triviale, «p; se prolonge & W de facon unique a
homotopie relative & M prés. Notons ap une telle extension et apn sa res-
triction & N. Puisque (|y = TN, la section «y définit une trivialisation
complexe de N. Via les identifications de Eﬂi/[ avec —Eﬁ, apn prolonge Xy .
Ainsi, nous avons une application bien définie

Psu(Ma X) - su(Na X)

qui envoie la classe d’homotopie relative & OM de aps sur la classe d’ho-
motopie relative & ON de ap. A priori, elle dépend du choix du champ de
vecteurs Ay .

Nous voulons & présent montrer la commutativité du diagramme

Posu(M, X)UT—> Z

L

Pu(N,X) 17
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Pour cela, revenons a des calculs de o-invariant et considérons la 4-variété
W' obtenue de W en identifiant —X 7, x I avec ¥, x I. (cf figure 5.4). Le
bord de W' est OW' = Ty U —Ty.

on referm

FiG. 5.4 — Construction de W',

Par recollement, la décomposition de TW induit une décomposition du
fibré tangent TW' = v/ @® ¢’ ot /' et ¢’ sont des fibrés vectoriels réels orientés
de rang 1 et 3 induits par v et { respectivement. Remarquons que

</|TM = TTM)
</|TN = TTy.

Par recollement, le champ de vecteurs non singulier Ay induit un champ
de vecteurs non singulier Ay sur W et la section aypy de P(¢)c induit une
section v du SU(3)-fibré P(¢’)c. Notons vy, et yn les trivialisations com-
plexes de TT); et de TT) induites de vy par restriction. D’aprés la proposition
5.2.3,

O-(TM7’7M) = UT(M7aM)7

o(Tn,yn) = or(N,an).
I1 nous reste alors & montrer que o(Tar,vv) = o(Tn,yn). Pour cela,
considérons une 4-variété Z compacte connexe orientée de bord 97 = Ty.

On notera Z’ la 4-variété obtenue en recollant Z et W’ le long de Ty : Z' a
pour bord Tj;. Alors

o(Tar,ym) = <pi(TZ', ym), pz > —3 sign Z/,
o(ITn, ) = <pu(TZ,yn) pz > -3 sign Z,
ott p1(TZ',yu) (resp. p1(TZ,~yy)) correspond® & I'obstruction primaire &

prolonger s (resp. ) stabilisée & gauche par le champ de vecteurs normal
sortant relativement & Z’ (resp. a 7).

3Rappelons que la premiére classe de Pontrjagin est en fait 'opposé de Pobstruction
primaire.
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Puisque ~y stabilisée par le champ de vecteurs Ay définit une section de
P(TW)c qui correspond aux section stabilisées vy sur Ty et & yn sur Ty,
nous obtenons, griace a la théorie de concentration d’obstruction, 1’égalité
suivante :

<pi(TZ", ym),pz >=<p1(TZ, Yn), pz > .

La variété Z’ est obtenue de Z et W’ en les recollant le long d’une 3-
variété close donc, par le théoréme d’addivité de Novikov,

sign Z' = sign W' + sign Z.

La signature de W’ est nulle car W’ a I’homologie de la 3-variété Tyy.
En effet, 'étude de la forme d’intersection sur Ho(W'; Z) = Ho(T); Z) peut
donc se restreindre ’étude des 2-cycles vivant dans un collier du bord. Or
on peut toujours les supposer disjoints.

Par conséquent,
o(Tr,ym) = o(In,IN)-

Ceci est indépendant du champ de vecteurs Ayy choisi ainsi que des 4-variétés
W et Z condidérées.

Nous avons les corollaires suivants :

Corollaire 5.2.10. Soient M et M’ deuz cobordismes d’homologie bordants :
il existe un bordisme W entre M et M'. Considérons o (resp. o) une tri-
vialisation complexe de TM (resp. TM') qui prolonge Xyps (resp. Xpp).
Les couples (M, ) et (M', ') ont méme o-invariant relatif si et seule-
ment si il existe une section v du SU(4)-fibré P(TW )¢ telle que ~y corres-
ponde
- o « stabilisée a gauche par le champ de vecteurs normal sortant sur M

— et a o stabilisée a gauche par le champ de vecteurs normal entrant sur
M.

Corollaire 5.2.11. Soient M et N deux cobordismes d’homologie bordants.
La relation de bordisme induit une bijection affine canonique entre les espaces
affines Py (Thr) et Psu(TnN) qui préserve le o-invariant :

~

Ceci nous permet de définir les ensembles H (X)X et H(E) :
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Définition 5.2.12. — L’ensemble H(X)X est Uensemble des couples (M, apy),
ol M est un cobordisme d’homologie sur ¥ et ol aj; appartient a
Psu (M, X) quotienté par la relation d’équivalence :

M et N sont bordants

(M, anr) ~ (N’aN){ et op(M,an) = 0r(N,an).

~ De méme, on définit (X)X comme l'ensemble des couples (M, ),
ol M est un cobordisme d’homologie sur ¥ et oll vy appartient &
Psu(Thrr), quotienté par la relation d’équivalence :

M et N sont bordants

(M77M) - (N’ IYN){ et UT(TMv'YM) = UT(TNv’YN)'

Si X’ est une autre trivialisation complexe de TX, les propositions et
corollaires précédents induisent naturellement le diagramme commutatif de
bijections canoniques :

~

HE)X ——=H(E)X

|

H(E) — H(Z) x Z.
Montrons maintenant que ces ensembles peuvent étre munis d’une struc-
ture d’extension centrale pour H(X).
5.2.3 Extension centrale pour le groupe H(X)
Tout d’abord, nous allons définir une loi de groupe pour ﬁ(E)X.

Loi sur H(X)X. Soient (M, ix;) et (N,i%) deux cobordismes sur ¥. TI
existe une application naturelle

Pou(M,X) X Psy (N, X) — Py (M.N,X)
(aM , QN ) = Q)N .ON
ol ajr.an est la SU-parallélisation relative de Pg,(M.N,X) obtenue par
recollement de oy et oy via les identifications EJT/[ et —¥y comme dans la

figure 5.2.3.
Cette application est compatible avec la relation de bordisme :

Lemme 5.2.13. Soient M et M’ (resp N et N') deuz cobordismes d’homo-
logie bordants au-dessus de 3. La relation de bordisme induit le diagramme
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commutatif suivant ot les fleches verticales sont des bijections canoniques (cf
proposition 5.2.9)

Psu(M, X) X Psy(N,X) — Py, (M.N, X)

| l

Psu(M',X) X Py (N, X) —— Py, (M'.N', X)

Preuve : Soient oy et oy (resp. ay et ap) des trivialisations com-
plexes de TM et TM' (resp. TN et TN') qui prolongent X s et X/ (resp.
Xy et Xpy) respectivement et telles que les couples (M, apy) et (M’ apyr)
(resp. (N,an) et (N, ays)) ont méme o-invariant relatif.

Le but est de montrer que o,.(M.N, apr.an) = o.(M'.N', apgr.cpyr). Pour
cela, considérons W (resp. Z) un bordisme entre M et M’ (resp. N et N').
D’apreés le corollaire 5.2.10, il existe une trivialisation complexe oy de TW
(resp. ayz de TZ) vérifiant :

— ayy (resp. ay) restreinte a M (resp. & N) coincide avec aps (resp. an)

stabilisée a gauche par le champ de vecteurs normal sortant,

— ay (resp. ayz) restreinte & M’ (resp. & N') coincide avec ayy (resp.

ay) stabilisée & gauche par le champ de vecteurs normal entrant.

Soit V' la 4-variété obtenue de W U Z en identifiant I x EL C W avec
I x X C Z : elle a pour bord M.N U (—M'.N"). Via le recollement, oy et
az induisent une trivialisation complexe de TV qui coincide

— avec ajs.an stabilisée & gauche par le champ de vecteurs normal sor-

tant sur M.N,
— et avec apyr.apys stabilisée & gauche par le champ de vecteurs normal
entrant sur M'.N'.

Par conséquent, les couples (M.N, apr.an) et (M'.N', appr.cens) ont méme

o-invariant relatif (cf corollaire 5.2.10).

Nous obtenons une loi de groupe sur ﬁ(E)X

HEX x HE)X — HE)X
(M, an), (N,an)) — (M.N,apy.ay)

145



En effet, 1’élément neutre est donné par la classe d’équivalence du couple
(I x X, 0) ol g est la classe d’homotopie relative au bord de la triviali-
sation complexe de T(I x X) constante le long de I et induite par la di-
rection préférée de I et X. Remarquons que le o-invariant relatif de cette
SU-parallélisation de I x X est nul.

L’inverse d’un couple (M, ) est donné par le couple (—M, —ays) ou
—M est le cobordisme d’homologie M muni de l'orientation opposée et ou
—ayy est la trivialisation complexe induite de as en changeant 1’orientation
du premier vecteur du champ de repéres complexe.

L’ensemble ﬁ(Z)X est en bijection avec H(X) x Z mais le groupe ﬁ(Z)X
n’est a priori pas isomorphe au groupe H(X) x Z muni de la loi induite par
la structure produit. Nous verrons dans le paragraphe suivant quelle va étre
la loi de groupe associée a H(X) x Z. Cependant, nous obtenons une suite
exacte de groupes :

0—>Z—i>ﬁ(2)x—>H(E)—>1 (%)

ou l'inclusion i : Z — ﬁ(Z)X associe & tout entier n le cobordisme d’homo-
logie trivial muni de I'unique SU-parallélisation de o-invariant relatif égal &
n. On voit alors que Z, vu comme sous-groupe de ﬁ(Z)X, est central. Par
conséquent, (x) est une extension centrale de H(X).

Si X et X’ sont deux trivialisations complexes de T, alors ’homotopie
entre X et X’ induit un isomorphisme de groupes H(2)X — H ()X’ rendant
les extensions centrales correspondantes équivalentes.

La bijection H(Z)* — H(X) induit une loi de groupe sur H(X) qui ne
dépend pas du choix de la trivialisation complexe X. On obtient alors une
extension centrale

0 y/ H(D) H(D) 1

qui est équivalente & la précédente. Restreinte au groupe de difféotopies
M(X), elle correspond & l'extension centrale définie au chapitre 3, notée
(x)siX=X50u (¥)si X =2%,;.

5.3 Extension du cocycle de Meyer aux cobordismes
d’homologie

Dans le cas des 3-variétés sans bord, le o-invariant nous permet de définir

une SU-parallélisation préférée : la SU-parallélisation d’Atiyah. Grace au

o-invariant relatif, nous pouvons également définir une SU-parallélisation
relative préférée de Py, (M, X) pour tout cobordisme d’homologie M :
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Définition 5.3.1. On appellera SU-parallélisation relative d’Atiyah oz?\/[
pour X du cobordisme d’homologie M 'unique élément de Py, (M, X) ayant
un o-invariant relatif nul.

Cette caractérisation permet de définir une section associée de I'extension
centrale (k) :

Définition 5.3.2. La section d’Atiyah 59 pour X est définie par
:9\0 . Hg,l — ﬁ;?l

M e (Mal)

Remarquons que cette section est une section normalisée. Nous avons
également la propriété immédiate suivante :

Proposition 5.3.3. L’homotopie enire deux trivialisations compleres X et
X' de TX 1 préservent la section d’Atiyah relative. En d’autres termes, {’ho-
motopie induit le diagramme commutatif suivant :

H(E) —> H(D)X

De méme, la bijection H(2)* ~ H(X) définit une section 5y de H(%).

Proposition 5.3.4. Par construction, la section Sy de H(X) prolonge la
section d’Atiyah de (x). On Uappellera également section d’Atiyah de H(X).

Nous pouvons alors décrire le cocyle ¢y associé :

Théoréme 5.3.5. Le cocycle ¢y associé a la section d’Atiyah vérifie l’égalité
suivante : pour tous cobordismes d’homologie M et N,

Eo(M,N) = 3sz'gn MM,N

ot My N est la 4-variété compacte conneze orientée, décrite figure 5.5, de
bord

aMM,N =Ty UTNyU-TynN

obtenue par recollement des variétés I x M.N et —Iy x I x Y4 et o M.N
désigne soit M.N si 3 = X, soit le cobordisme d’homologie au-dessus de ¥
associé a M.N si 3 =X,.

Par construction, le cocycle ¢y restreint au groupe de difféotopies M(X)
coincide avec le cocycle 31 ou T est le cocycle de Meyer.
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IxM.N
- — Ixxt
I><EM [%;%]xi}*ﬁ X <
—{0} x[§; 51 x =
I, x {0} x X4 88 ! —Iy x {1} x X4
—I> x Iy x X4

F1G. 5.5 — Construction de la 4-variété My n

Preuve : Il nous suffit de prouver le théoréme dans le cas ou X = X,.

Fixons une trivialisation complexe X de T3,. Soient M et N deux co-
bordismes d’homologie au-dessus de X,.

D’apres [Br], le cocycle ¢ associé a la section d’Atiyah sy : Hy — 7'73(
est défini par 1’égalité

S0(M)so(N) = i(co(M, N))so(M.N)

ol i(co(M, N)) est le cobordisme d’homologie trivial I x 3, muni de I'unique
SU-parallélisation de o-invariant relatif égal a co(M, N).
Ainsi le groupe HZ( est isomorphe au groupe H(X) x Z muni de la loi

(M,m).(N,n) = (M.N,m +n+¢c&(M,N))  VM,N e H().

Puisque 5y est une section normalisée, il en est de méme pour ¢ i.e
co(M,I) = co(L,M) = 0. L’entier ¢o(M,N) est le o-invariant relatif du
couple (M.N,a9,.a%).

Dans un premier temps, nous allons construire une 4-variété My, y de
la maniere suivante : considérons I X M.N et ses sous-variétés —I X X/,
I x ¥, ainsi qu'un collier I x £}, de {1} x £}, : cf figure 5.6.

Considérons également la 4-variété —Ip x I; x 3, et les sous-variétés
—Ir x {0} x B¢, I x {1} x Sy et {0} x [2, 3] x 5 : cf figure 5.7.

Nous pouvons alors les recoller comme dans la figure 5.8 pour obtenir la
4-variété MM,N- Elle a pour bord Thy UTn U =Ty N.
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I xMN

Ix >t
N
[%’ %} X 2&

F1G. 5.6 — Variété I x M.N

—{0} x [§§] x Zg1
I x {0} x 341 i —I2 x {1} x 341

—12 X 11 X 29’1

F1G. 5.7 — Variété —Iy x I} x X,

Soit aps (resp. an) une trivialisation complexe de TM (resp. TN) qui
prolonge X/ (resp. X ) et dont la classe dans Ps, (M, X) (resp. Psu (N, X))
est la SU-parallélisation relative d’Atiyah of, (resp. o). Par recollement,
elles induisent une trivialisation complexe ajr.an qui prolonge Xs n. En la
stabilisant & gauche par la direction préférée de I, elle induit une trivialisation
complexe de T(I x M.N) constante le long de 1.

Considérons la trivialisation complexe sur Iz x I1 X ¥, constante le long
de I x Iy donnée par la direction préférée de I, la direction préférée de Iy,
et X.

Par recollement, on obtient une trivialisation complexe o sur My n qui,
par construction, coincide avec les trivialisations complexes correspondantes
a ayy sur Ty, any sur Ty et —aps.an sur =Ty N.

Soient Zj; et Zn deux 4-variétés compactes connexes orientées de bord
Ty et T respectivement. Notons W la 4-variété obtenue en recollant a
— M N les variétés Zyr le long de Ty et Zy le long de T Alors

or(M.N,ap.an) =< pr(TW, apr.an), pw > —3sign W.

Puisque apr.cps se prolonge & — M v, l'obstruction & prolonger ayr.aons
est concentrée sur les variétés Zp; et Zn et

< p1(TW, anr.an), pw >=< pi(TZp,am), iz, > + < p1(TZn,am), pzy > -

D’aprés le théoréme d’additivité de Novikov, nous avons 1’égalité sui-
vante :
sign W = sign Z; + sign Zn + sign (—Mpy n).
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I x M.N
—Ix Xy 2,2 x T, Ix%h
I x {0} x 2, —{0} x [ 8] < % —I x {1} x %,
—I> x Iy X ¥g1

F1G. 5.8 — Construction de la 4-variété My n

Par conséquent, ¢o(M,N) = o.(M.N,ap.an)
= JT(M,(J(M)—FO'T(N,OQV)—3Sign(—MM,N)
= Jsign (MM,N)-

O

Corollaire 5.3.6. Pour toute trivialisation compleze X de T, 1, ﬁ(Z)X
est isomorphe 6 H(X) x Z muni de la loi de groupe

(M, m).(N,n) = (M.N,m +n+ 3sign My n)
ot M et N appartiennent & H(X) et ou m et n sont des entiers.

Nous avons la propiété suivante lorsque le cocycle ¢y est restreint aux
cyclindres d’homologie :

Proposition 5.3.7. Si (M, zf/[) et (N, z]i\,) sont deuz cylindres d’homologie,
alors
sign My n = 0.

Preuve : Il nous suffit de considérer le cas ¥ = ¥,. Soient (M, zf/j) et
(N, i%) deux cylindres d’homologie sur ¥,. Nous nous servirons du théoréme
de Wall pour calculer la signature de la 4-variété M n. Le principe de cette
démonstration est la suivante : les deux variétés I x M.N et Iy x I1 X Xg1
sont de signature nulle. Il nous reste alors a évaluer le défaut de signature :
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celui-ci est nul car M et N sont des cylindres d’homologie et donc agissent
trivialement sur H(X,1;7Z).

Montrons maintenant que le défaut de signature est nul : utilisons les
notations de ’article [Wa| et posons

Y. =—-IhxI1 x% et Y, =1xDM.N.

Notons
I, = —1,x{0}
35
I, = {0} x [ ]
Ic = Ig X {1}

Ii = {0} %[0,
o= {0} x[2,1]
IC = —{1}><Il

Notons Xy le lieu d’attachement de I x M.N avec —Is x I; x X4 et
Z = 0Xp. On notera alors : X_ = 0(—1Iz x I} x X,) \ int(Xp) et X; =
O(I x M.N) \ int(Xp). Autrement dit :

Xo = I, xX,Ulpx XUl xX,
= I, xS, UL xS, Ul xX§

Z = I, x%yUdl, x $,Udl, x %,

X = IgxXYgUl, xX,Ulpx 3,
Xy = {0} xMNU{1} x MU{1} x N.
Pour € = 0,1 et o = a,b, ¢, notons 7, i = 1,...,2g, un systéme de

générateurs de Hy({e,} X X4;Z). Alors
H((Z;Z) =< ~i*,e € {0,1},a € {a,b,c},i € {1,...,2g9} >

A = Ker(H\(Z;Z) — H1(X0;Z))
- <7i1a—fy?a,ae{a,b,C},i6{1,---,2g}>

B = Ker(H(Z;Z) — H\(X_;Z))
0 a c a [
= <t oyl A0 gt A0e _nle e (1,029} >

C = KerlIh(Z:2) ~ Hi(X.:2))
= < = (i) i)y s e —[(i?v)ll(i%)*hf”,
W = (g a2 )i i € {1,... .29} >
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Puisque M et N sont des cylindres d’homologie, C' = B et

AN(B+0)

V=tnB+anso ~ O

Ainsi la signature de M/ n, qui est égale & la signature de V, est nulle.

O
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Chapitre 6

Structures d’Euler relatives et
extension du cocycle
d’intersection

Considérons a présent le groupe H, 1. Le but de ce chapitre est de pro-
longer le cocycle d’intersection aux cobordismes d’homologie. L’idée est de
s’'inspirer de la construction faite au chapitre 3. Pour construire la SU-
parallélisation relative de Morita des mappings cylindres, la stratégie est
d’utiliser, comme premier vecteur du champ de repéres, le champ de vec-
teurs J donné par la direction préférée de I puis d’étudier I’action du groupe
de difféotopies M, 1 sur Vect(2g1).

Dans le chapitre précédent, nous avons défini la notion de champ de
vecteurs temps sur les cobordismes d’homologie. Rappelons que tout cobor-
disme d’homologie sur X, 1 admet des champs de vecteurs temps mais qu’ils
ne sont pas uniques a homotopie relative au bord prés. Le probléme est que
nous ne savons pas déterminer un champ de vecteurs temps préféré sur les
cobordismes d’homologie ni méme caractériser le champ de vecteurs temps
J sur les maping cylindres sans utiliser la structure produit sous-jacente de
I x ¥ . L’idée est donc de chercher & prolonger le cocycle d’intersection en
tenant compte de cet indéterminisme. Pour cela, nous allons utiliser la no-
tion de structures d’Euler relatives, ce qui reviendra & considérer les champs
de vecteurs temps & homologie prés.

Dans un premier temps, nous définirons la notion de structure d’Eu-
ler relative d’un cobordisme d’homologie sur ¥, ;. Ensuite, nous associerons
& ’ensemble des cobordismes d’homologie muni d’une structure d’Euler un
groupe que l'on notera H;l. Nous verrons que ce groupe agit sur H1(X41;Z).

Nous construirons alors un homomorphisme croisé IQ:X : Hgl — Hi(X41;7Z)
pour tout champ de vecteurs X de la surface ¥, : celui-ci prolongera na-
turellement I’homomorphisme croisé kx défini au chapitre 3. Enfin, nous
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définirons une 2-cochaine! éx de ZQ(H;I; Z) qui prolongera naturellement

le cocycle d’intersection cx défini au chapitre 3. Nous montrerons alors que
cette 2-cochaine est en fait un 2-cocycle.

6.1 Définition des structures d’Euler relatives et
propriétés

Dans le chapitre précédent, nous avons défini la notion de champ de
vecteurs temps sur les cobordismes d’homologie. Rappelons que, d’apres le
théoréme d’existence 5.1.2, tout cobordisme d’homologie sur Y, ; admet un
champ de vecteurs temps. Nous avons vu dans la remarque 5.1.3 que les
champs de vecteurs temps n’étaient pas uniques & homotopie relative au
bord prés. Cherchons & mieux comprendre la fagon dont ils sont paramétrés.

Soit (M,i*) un corbordisme d’homologie sur X, ;. Notons encore Jpy
le champ de vecteurs non singulier le long de M induit par la direction
préférée de I via le diffeomorphisme ® ;. 11 s’agit d’une section du S2-fibré
(TM)o au-dessus de OM. Nous avons une premiére obstruction : la classe
d’Euler relative e(TM,Jys) € H3(M,0M;Z).

Le théoréme d’existence implique que cette premiére obstruction est tri-
viale : on peut donc prolonger J; au 2-squelette : de telles extensions, consi-
dérées & homotopie relative & OM pres, forment un espace affine au-dessus
de H2(M, OM;Z).

Soit Js une telle extension. Puisque la sphére S? posséde un deuxiéme
groupe d’homotopie non nul (en effet w3(S?) ~ Z), il existe une obstruction
secondaire & prolonger Jys a tout M qui vit dans le groupe de cohomologie
relatif trivial H*(M,0M;Z). Par conséquent, Jys se prolonge & tout M et
ses extensions sont paramétrées par H>(M,0M;Z) ~ Z.

Probléme : Pour l'instant, nous n’avons pas de choix canonique de
champ de vecteurs temps sur M. nous devons donc tenir compte de ces dif-
férents paramétrages.

Soit M un corbordisme d’homologie sur X ;.

Définition 6.1.1. On appelle structure d’Fuler relative de M une classe
d’homotopie relative au bord d’un champ de vecteurs de temps sur M consi-
dérée a homologie? prés.

On note alors Eul(M) ensemble des structures d’Euler relatives sur M.

1On considérera Paction triviale de Hg}l sur Z.

%cf [Tu| pour cette terminologie. En d’autres termes, on considére les champs de vecteurs
temps qui sont homotopes sur le 2-squelette relativement & OM prés : on ne tient compte
que du premier paramétrage du champ de vecteurs temps.
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Il est muni d’une structure® d’espace affine au-dessus de H?(M,0M;Z).

-1
Via l'isomorphisme j: H?(M, OM; Z)£>H1(M; Z)ng(Zg,l; Z), Ven-

semble Eul(M) peut étre également vu comme un espace affine au-dessus de

6.2 Groupe associé aux cobordismes d’homologie
munis d’une structures d’Euler relatives

Considérons ’ensemble des cobordismes d’homologie muni d’une struc-
ture d’Euler relative. Le but de ce paragraphe est de définir un groupe qui
lui soit associé. Pour cela, nous avons besoin de définir une relation d’équi-
valence sur cet ensemble qui tienne compte de la relation de bordisme.

Reprenons les notations du paragraphe 3.2.1 sur I'étude de Vect(X, 1) :
solent X et Y deux champs de vecteurs non singuliers sur 3, ; (on les sup-
posera fixés sur le bord), notons Sy y la section du Sl-fibré (I x TX,1)o
au-dessus 0( x ¥, 1) définie par

— X sur {0} x X1,

— Yosur {1} x ¥,

- Xlos,, = Ylos,, sur I x 0% .

On notera également ex y 1'élément de H;(X,1;Z) défini comme le défaut
d’homotopie entre X et Y.

Fixons M un cobordisme d’homologie sur Y, 1 et soit Ny un champ
de vecteurs temps sur M. Notons £ sa structure d’Euler relative associée.
Le champ de vecteurs temps Nj; induit une décomposition en somme de
Whitney du fibré tangent TM :

TM =vy ©Epm

ol vy et €xs sont des fibrés vectoriels orientés de rang 1 et 2 respectivement.
Rappelons que le fibré tangent de I x ¥ admet une décomposition en
somme de Whitney induite par la structure produit :

T(IxX)=(TI xX)® (I x TX).

Remarquons qu’elle induit sur OM via ®,; une décomposition du fibré
(TM)|snr qui coincide avec la restriction de vy @&y & OM. Ainsi, la section
Sx,y induit via ®j une section S%Y du S'-fibré (£37)p au-dessus de OM
(cf figure 6.1).

3Pour comprendre la structure d’espace affine, il suffit de généraliser le cas Vect(Xy,1)
exposé au paragraphe 3.2.1 ou voir [Ste].
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2 1
—_— M _
NS S R

F1G. 6.1 — Description de la section partielle Sé\(/{ v

L’obstruction & prolonger S% y & tout M est la classe d’Euler relative
M 2 i
e(gMa SX,Y) €H (Mv 8M’ Z)

Soit AV}, un autre champ de vecteurs temps sur M qui est homotope & Ny
sur le 2-squelette relativement au bord. Alors AV}, induit une décomposition
en somme de Whitney TM = v}, & &},. De plus, les fibrés {nr et &}, sont
homotopes sur le 2-squelette relativement au bord. Par conséquent,

e(éur, SXly) = e(€hr, SXy ).

Cette classe d’Euler ne dépend donc que de la structure d’Euler relative Exs
associée a Ny : nous la noterons h% v (Enr). Ceci définit une application

WYy : Eul(M) — H*(M,0M; Z).
Via l'isomorphisme 3, ’application h% y induit une application

My Eul(M) — Hy(S41:2).

Interprétation géométrique de /i{% y (&) : L'obstruction primaire
e(&ur, S%y) a prolonger S%Y a M peut étre vue, par dualité de Poincaré,
comme une «courbe d’obstruction» K plongée dans M qui aura pour homo-
logie DP(e(&nr, S%Y)) € Hi(M;Z). Puisque M ala méme homologie que la
surface X, 1, on peut supposer que la courbe K est plongée dans une copie
de X;,. L’élément ﬁ% v (Enr) est alors la classe d’homologie de la courbe K
vue dans Y, 1 via i .

Enoncons quelques propriétés des applications E% y et h% v

Lemme 6.2.1. Soient X, X', Y et Y’ quatre champs de vecteurs non sin-
guliers sur X41 et soit £ une structure d’Euler relative de M. Alors

Yy (€) = WYy (E) + excrx — (i) (i v ).
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i 7
courbe d’obstruction § —— : -
vue d(ﬁlls la (lzopie de f ™~
34,1 d’homologie .

'8
WM (&) X X

V\./"
CO%‘ET de courbe d’obstruction K.
M

F1G. 6.2 — Interprétation géométrique de E% v ().

Preuve : Soit N un champ de vecteurs temps sur M et soit £ sa
structure d’Euler relative associée. Le champ de vecteurs temps N induit
une décomposition du fibré tangent TM = vy @ En ol var et €y sont des
fibrés orientés de rang 1 et 2 respectivement.

Soit I x X3, un collier de ¥, (resp. I x X}, un collier de ¥7,) dans M tels
que {0} x X3, = X}, (resp. {1} x &}, = £1,). Nous pouvons supposer que
(En)] Ixst = Ix TEE. Les plongements zﬂ induisent des difféeomorphismes
G I xBy1 — I x 55

La section SM,’Y, du S'-fibré (&xr) définie au-dessus de M se prolonge
a 0(I x X3,)UI(I x £};) en considérant les champs de vecteurs (j;)«Sx7,x
sur O(I x B3,) et (ji;)«Sy,yr sur (I x £7,) : cf figure 6.3. Par conséquent,
la section S M,y, se prolonge en dehors de 3 courbes d’obstruction :

— K. x plongée dans une copie de X, qui a pour homologie (i},)+(ex’,x)

dans cette copie de X,
- Kxy plongée dans une copie différente de ¥, qui a pour homologie
(iny)<h ¥y (€) dans Hy(M;Z),

— et K;,r’y, plongée dans une copie de X3, qui a pour homologie —(i1,)«(eyy)

: +
dans cette copie de ¥},

courbe d’obstruction Kx y

courbe d’obstruction Ky,

Ny

X' (i) X" (ig)eX (ia)Y (i3 Y’

F1G. 6.3 — Extension de SM,7Y,
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Par concentration d’obstruction, nous obtenons donc

<eléu, SXoyr ) > = < el x TS, (i)Sx,X), firxs— >
+ < 6(5]\/[,5%3/),/1]\/[ >
+ <e(I x TS, (j3)«Sy,y7), thrxst > -

Par conséquent, ﬁ%’y,(é‘) = E%Y(é‘) +exrx — (i) Vil (eyry).
O

Lemme 6.2.2. Soient X et Y deuzr champs de vecteurs non singuliers
sur Xg1 et soit M un cobordisme d’homologie sur X, 1. Alors les applica-
tions h%y et E%Y sont injectives. Plus précisément, pour tout élément £ de
Eul(M) et tout élément o de H*(M,0M;Z),

WYy (€4 a) = hY v (€) + 2a.

Preuve : Il suffit de prouver ce lemme pour le cas-clé qui consiste &
modifier le champ de vecteurs temps sur une 2-cellule par le générateur
préféré de mo(S?).

Soit NV un champ de vecteurs temps sur M : il induit une décomposition
en somme de Whitney du fibré tangent de M :

TM =v @&

Notons &£ la structure d’Euler relative sur M associée a N.

Revenons & la définition d’obstruction primaire. Considérons la section
S%Y du S'-fibré &, au-dessus de OM. Elle peut se prolonger au 0- puis au
I-squelette de M : soit S’%Y une telle extension. On cherche maintenant a
étendre cette section au 2-squelette. Pour cela, considérons o une 2-cellule
de M \ (OM). En identifiant canoniquement 71(S') avec Z, I’obstruction &
prolonger gé‘gly 4 o est un entier n mesurant le nombre de tours que fait

5% y Ppar rapport au champ de vecteurs qui s’étend & o.

Sur cette cellule, modifions le champ de vecteurs N par le générateur
préféré de mo(S?) : on obtient un nouveau champ de vecteurs temps défini
sur le 2-squelette pour 'instant mais qui peut se prolonger & M tout entier :
on le notera N’. Ce dernier induit également une décomposition de TM en
somme de Whitney TM = v/ &£’ et une structure d’Euler relative £ sur M.

Sur le 2-squelette, les deux champs de vecteurs N et A/ ne vont différer
que sur lintérieur de o; par conséquent le champ de vecteurs S’%Y peut
également étre vu comme une section du fibré (¢)q au-dessus de OM U M.
On définit alors lentier n’ mesurant 'obstruction a prolonger S % y & 0. La
question est maintenant d’exprimer n’ en fonction de n.
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Notons s la restriction de la section Sé\(/fy a Oo. Pour simplifier, nous
b
noterons de la méme maniére les fibrés définis ci-dessus de base M et leur
restriction & o, alors :

<el&s), e >=n et <e(l,s), pe >=n'.

Recollons deux copies de o : I’'une, notée o1, munie du champ de vecteurs
N et I’autre, notée oo, munie du champ de vecteurs N. On obtient alors une
sphére S? munie d’un champ de vecteurs non singulier. Quitte & homotoper
N et N/, on peut les supposer comme dans le cas standard de la figure 6.4 :
le recollement des fibrés £ et £ est alors le fibré tangent de la sphére.

(Ulle)

e

NEN

(0'27-/\/’)

Fi1G. 6.4 — Changer un champ de vecteurs temps sur une 2-cellule par le
générateur de 72(S?)

L’obstruction & définir un champ de vecteurs tangent non singulier sur
52 est donné par la caractéristique d’Euler de S? :

< e(TS?), ng2 >= x(S?) = 2.

La section s de & induit une section du S'-fibré (T'S?)y au-dessus de
I'équateur doy et chercher & prolonger s & S? revient 3 définir un champ
de vecteurs tangent sur S? en termes d’obstruction «globale». On peut dé-
composer le probléme en cherchant d’abord & prolonger s & 'hémisphére
nord (I’obstruction est alors l’entier n’) puis a prolonger s a I’hémisphére
sud (Pobstruction est donnée par I’entier —n car 'orientation de 1’équateur
est 'opposé de l'orientation de dog). Aussi, nous avons ’égalité

n —n=2.

Remarquons que les entiers n et n’ ne dépendent que des structures d'Eu-
ler relatives associées aux champs de vecteurs temps N et N’. Par consé-
quent, nous obtenons dans le cas général,
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Cette égalité est indépendante des champs de vecteurs X et Y choisis
d’aprés le lemme précédent. Ainsi, I'application h)]\(/{ y est affine et injective
pour tous champs de vecteurs X et Y non singuliers sur X, et pour tout
cobordisme d’homologie M. L’ensemble Eul(M) est donc entiérement carac-
térisé par l'image de cette application.

O

Nous avons besoin d’un dernier lemme avant de pouvoir définir une rela-
tion d’équivalence sur l’ensemble des cobordismes d’homologie munis d’une
structure d’Euler relative :

Lemme 6.2.3. Soient M et N deuz cobordismes d’homologie bordants. Alors

la relation de bordisme d’homologie induit une bijection canonique entre les

espaces affines Eul(M) et Eul(N) qui rend le diagramme suivant commuta-

tif :

Eul(M) —21Y o eui(N)
| i

HI(EQ,U Z)— HI(EQ,U Z)

quels que soient les champs de vecteurs X et Y non singuliers sur Xg 1.

Preuve : Soient M et N deux cobordismes d’homologie bordants. Consi-
dérons une 4-variété connexe compacte orientée W de bord OW = M U—N,
vu avec les lieux d’attachement épaissis, et telle que les inclusions canoniques
ipg - M — W et iy : N — W induisent des isomorphismes en homologie.
D’apreés le lemme 5.1.5, il existe un champ de vecteurs Ay non singulier sur
W qui induit une décomposition en somme de Whitney du fibré tangent de
W

TW = nw & niy

ol nw et nﬁ, sont des fibrés vectoriels réels orientés de rang 1 et 3 res-
pectivement et tels que (n;5)|a correspond & TM et (055 )|n correspond a
TN. Soit Ny un champ de vecteurs temps sur M. Puisque tous les groupes
d’homologie relatifs H*(W, M;Z) sont triviaux, il se prolonge en une section
Nw du S%fibré (771%/)0 : remarquons que cette section globale est unique &
homotopie relative & M prés. Cependant, sur le 2-squelette de W, elle est
indépendante du choix de Ay . Le champ de vecteurs Ny restreint a N est
un champ de vecteurs temps sur N que nous noterons Ny.

Le champ de vecteurs Ay induit une décomposition en somme de Whit-
ney du fibré nﬁ, :

My = vw ® Ew

ou vy et &y sont des fibrés vectoriels réels orientés de rang 1 et 2 respecti-
vement.
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Soient X et Y deux champs de vecteurs non singuliers sur ¥, ;. Puisque
Nw induit des champs de vecteurs temps sur M et N, nous pouvons consi-
dérer la section Sé\(/[,y du S'-fibré ((éw)|ar)o au-dessus de M ainsi que la
section S%Y du S'-fibré ((&w)|n)o au-dessus de ON. Remarquons que ces
sections induisent la méme section du S'-fibré (£y)g au-dessus de OM = ON
que nous noterons encore Sﬁ‘g{ v

Les inclusions canoniques 737 et 1y induisent le diagramme commutatif
d’isomorphismes canoniques suivant :

2(M,oM;Z) 2X~ H\(M; Z)

/ \
H*(W,0M;Z) (X913 2).
/

\

2(N,0N;Z) —>H1 N:;7Z)
Par fonctorialité de I'obstruction, nous obtenons

Wy (Exr) —2E DP (WYL y (Em))

> TR

(§W, 7y)

S /”

WYy (En) —2EDP(RY

(Enr) = 1Yy (En)

ou &y et En sont les structures d’Euler relatives associées & Ny et Ny
respectivement. R R

Puisque les applications hyy et h%’y sont des injections affines, nous
obtenons une bijection entre les espaces affines Eul(M) et Eul(N). D’aprés
le lemme 6.2.2, cette bijection est indépendante du choix des champs des
champs de vecteurs X et Y. Elle est également indépendante du choix du
bordisme d’homologie W.

Nous pouvons maintenant définir 1’ensemble Hg | comme suit :

Définition 6.2.4. L’ensemble H 1 est I'ensemble des couples (M, Epr), o
M est un cobordisme d’ homologle sur X, 1 et ou &£y est une structure d’ Euler
relative sur M, quotienté par la relation d’équivalence :

M et N sont bordants

(M, Enrr) ~ (N’SN){ et fun(Em) =EN.
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Remarquons que le recollement de deux cobordismes d’homologie M et
N munis de champ de vecteurs temps définit un champ de vecteurs temps
sur le cobordisme d’homologie M.N. Ceci induit une loi de groupe naturelle
sur I’ensemble H;l :

H;l X Hg,l — H;l

Le neutre est le cobordisme d’homologie trivial I x 3,1 muni du champ
de vecteurs temps induit par la direction préférée de I.

L’inverse d'un couple (M, &) est donné par le couple (=M, —&) ou —M
est le cobordisme d’homologie M muni de 'orientation opposée et —& est
la structure d’Euler relative obtenue de £ en changeant l’'orientation de 52
dans les fibres de (TM)o. En effet, considérons la 4-variété I x M : on
peut la voir comme un bordisme entre M.(—M) et I x X7. Si N)s est un
champ de vecteurs temps sur M représentant de &, alors il induit une section
Nixar du S%fibré (I x TM) constante le long de I et induite par N}y. Ainsi
N correspond 3 la direction préférée de I x ¥~ et au champ de vecteurs
Nt (=Nas) sur M.(—M). D’aprés le lemme précédent, la bijection entre
Eul(M.(—M)) et Eul(I x ¥7) envoie £.(—E) sur la direction préférée de I.

6.3 homomorphisme croisé et extension du cocycle
d’intersection

Soit X un champ de vecteurs non singulier sur X, 1. D’apres le paragraphe
précédent et notamment le lemme 6.2.3, nous pouvons définir une application

kx HE, — Hi(S41:2)
(M.&) = WY x(E):
Avant de montrer que EX est un homomorphisme croisé, il nous faut dé-

finir une action de Hil sur H1(X41;Z). Pour cela, considérons I’application
de [GL] (cf chap 1 section 1.3.2) :

e Hg1 — Aut Hi(X41;2Z)
(M,i5) — (i) o (idp)s

Ceci définit une action de groupe de H, 1 sur Hi(2,,1;Z). Celle-ci induit
naturellement une action du groupe H’ ; sur Hy(X,,1;Z) que nous noterons
comme suit afin d’alléger I'écriture :

Hg,lel(Eg,lJZ) — Hl(ZgJ;Z)
((M,E),O() — M.a.
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L’application EX a la propriété suivante :

Proposition 6.3.1. Soit X un champ de vecteurs non singulier sur X, 1.
L’application %X : H;l — Hy(3g41;7Z) est un homomorphisme croisé pour
Uaction de H;l sur Hi(X41;Z) : pour tous éléments (M, En) et (N,En) de
",

Ex(M.N,En.En) = kx (M, Ex) + MEx (N, Ex).

La classe de cohomologie de kx dans Hl(H;l;Hl(Zg,l;Z)) ne dépend pas
du choiz du champ de vecteurs X.

Preuve : Soient (M, zf/[) et (IV, z]i\,) deux cobordismes d’homologie. Consi-
dérons des champs de vecteurs temps Ny sur M et Ny sur N ; notons &y
et £y leurs structures d’Euler relatives associées. Ils induisent des décompo-
sitions en somme de Whitney des fibrés tangents TM et TN

TM = vy D Ep et TN =vn ®En.

Par recollement, on obtient un champ de vecteurs temps Ny sur M. N
ainsi qu’une décomposition en somme de Whitney

T(MN) =vy N DEUN-

Le champ de vecteurs X induit les sections

- Xy = S%X du S!-fibré (£)7)0 au-dessus de OM,

- Xy = S%X ON du S'-fibré (¢x)o au-dessus de ,

—et Xyn:= S)Ag)év de ({ar.v)o au-dessus de OM.N.

Soient I x ¥, (resp. I xXy) un collier de 3, dans M (resp. ¥, dans N).
Nous pouvons prolonger X s (resp. Xn) en une section sy as (resp. sx,n)
en dehors d’un voisinage tubulaire d’une courbe d’obstruction Kx a,, (resp.
Kx ny) plongée dans {3} x ¥}, (resp. {3} x ¥y). Les courbes Kx a7, et
K x nr ont respectivement pour homologie (’LJT/[)*EX (M, Enr) dans H1(M;Z)
et (Z']_V)*EX(N, En) dans Hy(N;Z).

Les sections sx ar et sx, n se recollent via I'identification de ZL avec —X
définissant une extension sx .y de Xy n. En fait, si l'on note
Jm M — M.N et jny : N — M.N les injections canoniques, alors sx nr.n
est alors une section de (£xp7.n)o sur M. N privé des voisinages tubulaires des
courbes ja (Kx,m) et jn(Kx n). Ainsi

DP(e(§mn, Xmn)) = (
=
Via l’identification ZL avec —Xy, on peut pousser la courbe Kx y en

! A . +
une courbe K XN plongée dans une copie de X7,;. On peut alors homotoper
sx,M.N en une section s’y ,, n définie en dehors de voisinages tubulaires des

)«DP(e(§ar, X)) + (In)«DP(e(én, Xn))

JM
) (iag)s (kx (M, Ear)) + (i) (i) (kx (N, E)).
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courbes Kx et K §< ~- On remarque que I'obstruction a prolonger Xz n
est alors concentrée dans le cobordisme d’homologie M et que K 3( N @ pour
homologie (i1,)«(kx(N,En)) dans Hy(M;Z).

Puisque M a méme homologie que la surface ¥, , on peut homotoper
s’X7 M.N €n une section 5’)’(7 .y définie en dehors des deux courbes Kx s

et K% y plongées dans deux copies différentes de X, et ou K y a pour
homologie (i7,)«(kx (N, Ex)) dans Hy(M; Z).

Remarque 6.3.2. Rien ne nous permet de les plonger dans une méme copie
de X}, car elles peuvent s’intersecter.

Nous pouvons résumer la situation dans la figure 6.5 :

(ing)<kx (M, Ear)

(in)=  (i5) o kx (N, En)
(if;)kx (N, Ex)

FiG. 6.5 — L’application EX est un homomorphisme croisé.

Ainsi

~

kx(M.N,Exr.En) = kx(M,En) + (ing)s (i) kx (N, E)
= /IEX(M,SM)—I—M.E)((N,SN).

Par conséquent, 'application by : Hg’l — H1(X41;Z) est un homomor-
phisme croisé pour l'action de H§,1 sur Hi(X,1;Z), donc un 1l-cocycle de
Cl(Hg,l,Hl(Egvl; Z)). D’aprés le lemme 6.2.1, si Y est un autre champ de
vecteurs non singulier sur ¥, ;, alors, pour tout élément (M, &) de H;l :

y (M, &) = kx(M,E€) + ev,x — (iy): ' (i5,)«(ev,x).

Par conséquent, les 1-cocycles Ey et %X différent par un cobord : ils ont donc

méme classe de cohomologie dans Hl(Hgl, Hy(3g1;2)).

d

Remarquons que kx restreint au sous-groupe de H;l formé par les map-
ping cylindres munis de la direction préférée de I correspond & ’homomor-
phisme croisé kx défini au chapitre 3.

Considérons I’action triviale de H;l sur Z : on peut alors définir le groupe
de cohomologie H 2(7—[?1; Z). Nous avons alors le théoréme suivant :
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Théoréme 6.3.3. La 2-cochaine Cx définie par
ox: My x H, — Z
((M,&nm),(N,EN)) — —kx(M,Ey) - MEx(N,En).
est un 2-cocycle de 02(7'{9 1;Z) qui prolonge le cocycle d’intersection cx du

chapitre 8 par construction. Comme dans le cas de cx, la classe de cohomo-
logie de cx mne dépend pas du choiz de X.

Preuve : Pour montrer que la 2-cochalne cx est un 2-cocycle, il nous
suffit de vérifier la formule de cobord : soient (M, Exr), (N,EN), (P, Ep) trois
éléments de H;l,

5ex (M, En), (N,Ex), (P,Ep)) = ex((N,En),(P,Ep))
—ox (M, Ex)-(N,En), (P, Ep))
+ex (M, Exr), (N, Ex).(P,Ep))
((

—ex (M, En), (N, En))

= —kx(N,En) - (N.kx(P,€Ep))
+hx (M, ) - (MNEx(P,Ep))
+Mkx(N,Ex) - (MN kx(P,Ep))
—kx (M, En) - (MEx(N,EN))
~kx(M,En) - (M.(N-kx(P,Ep)))
thx (M, En) - (MEx (N, En)).

Par conséquent, dcx ((M, Env), (N, EN), (P, Sp)) =

6.4 Perspectives

Considérons de nouveau le groupe H, 1 et son extension centrale associée
définie au chapitre 3 :

0—=Z——H(Sy1)—=Hg1—=1. ().

Rappelons que la motivation & terme est de définir une extension de ’ho-
momorphisme d de Morita aux cobordismes d’homologie en s’inspirant de
la construction géomeétrique de d faite dans [Mol] et dans le chapitre 3. Les
deux derniers chapitres nous donnent deux voies différentes.

La premiére piste serait d’utiliser I’extension centrale () du groupe Hg 1.
Nous avons un premier cocycle associé qui prolonge 37 oil 7 est le cocycle de
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Meyer. Si 'on veut suivre la stratégie de [Mol] utilisée pour construire les
SU-parallélisations relatives de Morita des mapping cylindres, il nous fau-
drait définir un champ de vecteurs temps préféré sur les cobordismes d’ho-
mologie sur ¥, 1. Le point de vue du chapitre 3, par rapport & celui de [Mol1],
aurait ’avantage de pouvoir prolonger aisément toutes les constructions aux
cobordismes d’homologie y compris le théoréme du cocycle d’intersection &
moindres frais. On obtiendrait alors une extension du «coeur» de l'invariant
de Casson a un sous-groupe de H, 1. Le premier probleme est déja de réussir
& caractériser le champ de vecteurs temps sur les mapping cylindres induite
par la direction préférée de I sans utiliser la structure produit de I x X, 1.
La deuxiéme piste serait d’utiliser le groupe H;l que l'on vient de définir.

En effet, considérons la projection canonique p : H;l — Hg,1. On peut alors
deéfinir le 2-cocycle ¢y := p*(¢y) de CQ(Hil; Z) défini par :

G HE, x HE, — Z

((M, EM), (N, SN)) ) sign MM,N

De méme, nous pouvons induire de l'extension centrale (x) du groupe H, 1
une extension centrale centrale du groupe Hg 1

0 Z HE HE, 1

ol ﬁg,l est isomorphe & H§,1 X Z muni de la loi de groupe suivante : quels
que soient les éléments (M, Eyy) et (N, En) de H§,1 et pour tout entier n et
m7

((M,SM),m).((N,EN),n) = ((M,SM).(N,gN), m+n+ 3 sign MM,N)-

Nous avons alors les extensions du cocycle de Meyer et du cocycle d’inter-
section. Il nous faudrait alors comprendre géométriquement le groupe 7/{\31
pour pouvoir rapprocher le cocycle ¢x de l’extension centrale de H;l. Le
but étant de le décrire comme cocycle associé & une certaine section.
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CEUR DE I’INVARIANT DE CASSON ET
COBORDISMES D’HOMOLOGIE

L’invariant de Casson est un invariant classique des 3-sphéres d’homologie
entiere. Via les scindements de Heegaard, S. Morita le décrit comme la somme
de deux homomorphismes d et ¢ définis sur un sous-groupe Ky 1 du groupe
de difféotopies M, 1. L’homomorphisme d constitue le «Cceur de I'invariant
de Casson» et est décrit géométriquement en termes de SU-parallélisations
de Morita des mapping tores. A l'origine, d provient d’une application dx
définie sur M, ; comme la différence entre le cocycle de Meyer et un co-
cycle d’intersection dépendant d'un champ de vecteurs X sur la surface ¥ ;.
Tout d’abord, nous revisiterons les résultats de Morita et rendrons 1’appli-
cation dx calculatoire. Puis nous considérerons les cobordismes d’homologie
et leur groupe associé H, 1 : via les mapping cylindres, M, 1 constitue un
sous-groupe de H, 1. Dans la perspective de prolonger d, nous étendrons les
cocycles d’intersection et cocycle de Meyer aux cobordismes d’homologie mu-
nis de structure d’Euler.

Mots clés : invariant de Casson, groupe de difféotopies, cobordisme
d’homologie, sphére d’homologie entiére, scindement de Heegaard, SU-parallé-
lisation, cocycle de Meyer, cocycle d’intersection, classes caractéristiques re-
latives.

CORE OF THE CASSON INVARIANT AND
HOMOLOGY COBORDISMS

The Casson invariant is a classical invariant of integral homology 3-spheres.
S. Morita described it as a sum of two homomorphisms d and ¢ defined on a
subgroup Ky 1 of the mapping class group M, ;. The homomorphism d can
be viewed as the core of the Casson invariant and is described geometrically
in terms of SU-framings on mapping torii. At the beginning, d comes from
an application dx defined on M, ;1 as the difference between the Meyer co-
cycle and an intersection cocycle which depends on a non singular vector
field X on the surface X, 1. First, we will consider the homology cobordisms
and their associated group H, 1 : via the mapping cylinders, M, ; is a sub-
group of H, 1. In prospect of extending d, we will extend the intersection
cocycles and Meyer cocycle to homology cobordisms equipped with relative
Euler structure.

Keywords : Casson invariant, mapping class group, homology cobor-
dism, integral homology sphere, Heegaard splitting, SU-framing, Meyer
cocycle, intersection cocycle, relative characteristic classes.



