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Sou

Introduction

Etude des phenomenes de seulil

Exemple-type : G(n,p)
n sommets, probabilité d’aréte p.
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Introduction

Etude des phenomenes de seulil

Exemple-type : G(n,p)
n sommets, probabilité d’aréte p.

—C

Si p=1'8r4 < alors P(G(n,p) connexe) ~ e°

n

¢ échelle de localisation : 1075”

échelle des fluctuations : % largeur de seulil

R.R.
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Concentration de la mesure :

Une fonction qui déepend de
beaucoup de variables aléatoires indépendantes, et
pas trop de chacune d’elles est
essentiellement constante.
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Sou

Concentration de la mesure :

Une fonction qui depend de
beaucoup de variables aléatoires indépendantes, et
pas trop de chacune d’elles est

e A p fixé . concentration “spatiale”
e Phénomene de seuil : concentration “temporelle”

Approche classique : spatial = temporel

Erdos et Rényi (1960) jusqu’a aujourd’hui

R.R.
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Sou

Approche specifiqguement temporelle

Friedgut et Kalai (1996) : largeur de seuil < O ( ) pour
une propriété “croissante” et “symetrique”

Preuve : Analyse Harmonigue sur (Z/QZ)

R.R.

tenance de These, R. Rossignol
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Sou

Approche specifiqguement temporelle

Friedgut et Kalai (1996) : largeur de seuil < O ( ) pour
une propriété “croissante” et “symetrique”

Preuve : Analyse Harmonigue sur (Z/QZ)

Nos contributions :

e Construction de seuils par tensorisation

e Inégalité de Sobolev logarithmigue = Optimisation du
resultat de Friedgut et Kalai

R.R.

tenance de These, R. Rossignol
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Sou

Cadre general

Vr e {0,1}"

fnp(T) = pr@'(l — p>21_%

e Graphes aléatoires

e Percolation

e Fiabilité

e Images aléatoires
k-satisfaisabilité

tenance de These, R. Rossignol
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Ensemble croissant

A croissant = p — p,(A) croissante

Largeur de seull
de niveau ¢ pour A

T(Aa 6) — P1—e — De

R.R.
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Symeétrie

A C {0,1}" symetrique : A invariante par I'action de
G C S, transitif sur {1,...,n}

e G = S, : totalement symeétrique
e Graphe aléatoire G(n, p) : permutation des sommets

e Images aléatoires n x m pixels : translations

k-satisfaisabilité : G = (Z/QZ)n X Sy,

R.R.
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Sou

L_ois du 0-1

A= (A)), .y €t A, C{0,1}*"

A suit une loi du 0-1 si :

Ve €0

A a un seuil étroit si :

Ve €]0

A a un seull

seuil n’est pas etroit

tenance de These, R. Rossignol

1
: 5], T(An,g) m 0
g, mel
2 p% n——+00

si elle suit une loi du 0-1 et que son

R.R.
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Lois du 0-1

et
operations ensemblistes

R.R.



So

Union et intersection

A et B croissantes

Vv

T(AU B, ¢) inf {T(A, Ve), 7(B, \/E)}
T(AU B,e) < sup {T (A,l — /1 —6) N (B,l — /1 —6)}

— Conservation des lois du 0-1 (grossieres ou etroites)

par union ou intersection finie

R.R.

utenance de These, R. Rossignol
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Systeme parallele-série

Ensemble de pannes A Ensemble de pannes B

S — - — - — o Np(A®B):1_(1_p6)4

Ensemble de pannes A ® B

R.R.
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Sou

Produit tensoriel

Déf :

Intérét :

tenance de These, R. Rossignol

Ac{0,1}", Bc{0,1}™

A® B c ({0,1}")™

neA®B < (1,,ca,..., 1, ca) €B

tmrp(A ® B) = fim . (4)(B)

A et B croissants = A ® B croissant

A et B symétriques = A ® B symétrique

R.R.
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Sou

Lois du 0-1 et produit tensoriel

Loi du 0-1 de largeur homogene d’ordre b,, :

py —pg = O(b,) etb, —— 0

n—-—:~mo

Fortement homogene :

Py — P, = O((Vn — Bn)bn)

oUe<fB, <V <1l-—c¢

tenance de These, R. Rossignol
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Sou

Lois du 0-1 et produit tensoriel

Loi du 0-1 de largeur homogene d’ordre b,, :

py —pg = O(b,) etb, —— 0

n—-—:~mo

Fortement homogene :

oUe<fB, <V <1l-—c¢
PpL~4q €]0; 1

B homogene d’ordre b,,
A fort. homogene d’ordre a,

A ® B homogene
d'ordre a, X b,,

R.R.

tenance de These, R. Rossignol
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Construction de seuils

largeur fort. homogene en O (

)

S

B, : pannes d'un  ppi ~ 3
par.-série a ||

blocs de |logm]
composants

1
logm

largeur homogene en O (—)

1
A B 9B, © (011" delargeur O ()
n®log"n w(n)

avec a € 0,3, k € N* et w(n) = o(logn)

R.R.
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Approche temporelle
“a la Friedgut et Kalai”

R.R.



Sou

La methode classique

A C {0,1}" croissant
I,,, m € M :indicatrices

meM
e Premier moment :

pp(A) <E, (X) .

e Second moment :

40 %

Approximation poissonienne : X ~ P(E(X))

tenance de These, R. Rossignol

X=> I, A={X>1}

R.R.
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Un probleme de concentration

X(n,p) = (Ao (Th), ..., Aop(Un) ~ piny
U iid ~ U ([0,1))

Temps d'atteinte de A :
7 (A) = min {p tels que X (n,p) € A}

e Si A est croissant,
P (T (A) € [pa;pp]) =8 — @

T(A) = mingepm Z,, OO Z,, = max {U;, i tq m; = 1}

R.R.
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Forte derivee

Si, pour tout p € [0, 1] :

dpp(A) &

> — (A (1 — u, (A
dp = g p) ,up( )( Np( ))
Alors,
2 1 —¢
7(A,e) < = sup {g(p)}log
[Psapl—s] €

R.R.
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Influence des coordonnées

I4(k) : influence de la k-ieme coordonnée sur A

Mesure en dimension n — 1 des configurations pour
lesquelles la coordonnée k est “sensible” pour A

]A(k) — HUn—1,p (u - {O, 1}n—1 5

(ula"'7uk—1707u/€7"'7un—1) Q-f A
cA

(ula vy Uk—1, 17u/€7 s 7un—1)

dﬂn,p(A) o -
0 —;IAUC)

R.R.
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Sou

Théoreme (Talagrand-Friedgut-Kalai)

Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout
sous-ensemble croissant, symétrique et non trivial A de
{0,1}" et pour tout 0 < p < 1,

Wl d) 5 clogn oy = y(a))

dp —  h(p)
Conséquences :
loo 1=¢ loo 1=¢
7(A,e) < C sup h(p) %6 < ' %6
PE[pe;p1—e] logn logn
2

ou h(p) = p(1 — p)log o0

R.R.

tenance de These, R. Rossignol
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Clefs de la demonstration

Base orthonormée de L? ({0,1}", u,) :

1 — D > ies Ti D 2ics 1=
rs(z) = —y/ —— —
p 1—p

Lien avec les influences :

SI ]lA = ZO{STS,
S

alors > |S|ag =p(1—p) > Ia(k)

R.R.

Soutenance de These, R. Rossignol
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Sou

Clefs de la demonstration

Lemme de Bonami-Beckner :
Siqg > 2, ¢; v.a de Rademacher,

Généralisation de Talagrand : Si g > 2,

tenance de These, R. Rossignol

Z CLSH&'

S|<k €S

qnu’p

< (vi=1)

q

qg—1

A

(I—p

)

Z CLSH&'

S|<k €S

R.R.
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Théoreme

Soit A une propriété croissante de {0,1}", symétrique et
non triviale. Pour tout n > 2,

Vp €]0, 1], —
d log =
p p(l o p) 1—2p
ou s(n) ~ logn
log 1=¢
C Ae) < 2

R.R.
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Sou

Un semi-groupe bien utile

Auf =1 = [ F dusy(o)

Geéneérateur de n processus markoviens de saut :

k=1

Energie de f = 1,4, avec A croissant :

[ 111 d,

tenance de These, R. Rossignol
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Un semi-groupe bien utile

Auf =1 = [ F dusy(o)

Geéneérateur de n processus markoviens de saut :

k=1

Energie de f = 1,4, avec A croissant :

n

[ =1L dpy=p1 - ) S 14

k=1

Soutenance de These, R. Rossignol
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Inégalité de Sobolev logarithmique sur {0, 1}"

Entropie de f :

Ent,, (/) = [ flog f du, - ( & dup> log ( / fdup)

Inégalité de Sobolev logarithmique :

cus(p) [ ~fLS dny > Enty, () (ILS)

log(1—p)—logp - 1

Si =

cLs(p) = { 1_5_]0 - if i
)

R.R.
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Sou

Esquisse de la démonstration

f—]E[f] — Z?:H/j
avec V; = E[f‘(xla e 733]')] — E[f‘(xh e 7xj—1)]

R.R.

tenance de These, R. Rossignol
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Sou

Esquisse de la démonstration

f_]E[f] — Z?:l‘/j
avec V; = E[f|(x1,...,2;)] — E[f|(x1, ..
Application de (/LS) aux V :

c1s(p) / VLV, dps, > Ent,, (V?)

tenance de These, R. Rossignol

5 Tj-1)]
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Esquisse de la démonstration

f_E[f] — Z?:l‘/j
avec V; = E|f|(z1,...,2;)] — E[f|(x1,...,2;-1)]
Application de (/LS) aux V; :

cus(p) [ ~ViLV; dy > Enty, (V)
Grace a I'orthogonalité des 'V :

Z/_le-vj dprp = /_fl—f dfty
j=1

R.R.
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Esquisse de la démonstration

cLs(p) / —fLf dpp 2 Z Ent,, (V;’)
P

n n n 1
S Ent, (V) = / V108V ditp+ 3 Vil 108 7o
j=1 j=1 J=1 2

N

(1) (2)

R.R.
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Esquisse de la démonstration

cLs(p) / —fLf dpp 2 Z Ent,, (V;’)
P

n n n 1
S Ent, (V) = / V108V ditp+ 3 Vil 108 7o
j=1 j=1 J=1 2

N

(1) (2)

n
e Symétriede A = (2) > Var(f)log —
2 ) p(L—p) 2 ey 1e(A)

R.R.
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Sou

Esquisse de la démonstration

cLs(p) / —fLf dpp 2 Z Ent,, (V;’)
P

n n n 1
S Ent, (V) = / V108V ditp+ 3 Vil 108 7o
j=1 j=1 J=1 2

N

(1) (2)

n
e Symétriede A = (2) > Var(f)log —
2) ) p(1 —p) ) p—y Ik(A)

e (1) négligeable devant (2)

R.R.

tenance de These, R. Rossignol

p.27



Optimalité

. . . dpi,(A) an,
e Si VA croissant et symétrique ———= > f A
dp fl(p) 2(:“]?( ))
avec ] ! et
Ji(p) ~p g fa@) ~a
Alors, lim sup 1§£n <1

R.R.
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Sou

Optimalité

dpi,(A) o _On

e Si VA croissant et symétrique

dp — fi(p)

0

1
avec fi(p) yplog et fa(@) ~a

an_ < ]
logn —

Alors, lim sup

log L

Sous-optimalité de 7(A4,¢) < —=

— logn

P,

1
Il existe B, tq: { ? log L=<

tenance de These, R. Rossignol

=&
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Perspectives

R.R.



Grandes guestions

e Influence du groupe d’invariance (cf. Bourgain-Kalai)

Influence de quelques caractéristigues des
configurations minimales (cf. Friedgut et Bourgain)

Aborder directement la concentration du temps
d’atteinte ?

R.R.

outenance de Thése, R. Rossignol p.30



A court terme

e Etude de 7(A ® B, ¢) lorsque pg1 —— 0

2 n—oo

Coordonnées non identiguement distribuées dans la
minoration géneérale de 7(A, ) pour A symetrique
croissante

Dynamigue markovienne a coordonnées indépendantes
sur {0,1}"

seuil étroit pour A —= concentration du
> temps d’atteinte de A

R.R.

Soutenance de Thése, R. Rossignol

p.31



	$qquad $hspace {11cm}$ $
	Introduction
	Concentration de la mesure:
	Approche spÃ©cifiquement temporelle
	Cadre gÃ©nÃ©ral
	Ensemble croissant
	SymÃ©trie
	Lois du 0-1
	$qquad $
	Union et intersection
	SystÃ¨me parallÃ¨le-sÃ©rie
	Produit tensoriel
	Lois du 0-1 et produit tensoriel
	Construction de seuils
	$qquad $
	La mÃ©thode classique
	Un problÃ¨me de concentration
	Forte dÃ©rivÃ©e
	Influence des coordonnÃ©es
	ThÃ©orÃ¨me (Talagrand-Friedgut-Kalai)
	Clefs de la dÃ©monstration
	Clefs de la dÃ©monstration
	ThÃ©orÃ¨me
	Un semi-groupe bien utile
	InÃ©galitÃ© de Sobolev logarithmique sur ${0,1}^n$
	Esquisse de la dÃ©monstration
	Esquisse de la dÃ©monstration
	OptimalitÃ©
	$qquad $
	Grandes questions
	A court terme

