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INTRODUCTION

Le probléme auquel nous nous intéressons est le suivant :

Probléme 1 On considére sur une variété riemannienne C*(M, g) (pas nécés-
sairement sans bord ) Uéquation de la courbure scalaire prescrite :

1 .
4En 2§ Au+ Rou = Vauid™! u >0 sur M (E1)
n_

2n
n—2

avec Ry la courbure scalaire de M et 2 < q < N =

D’autre part, on se donne trois réels non nuls a,b, A et on suppose que la
fonction V' vérifie :

a<V(z) <b, Ve e M

|[V(z) —V(y)| < Ald(x,y)]* Vx,y € M, avec a > 0 quelconque

existe-t-il, pour chaque compact K C M, une constante ¢ > 0, ne dépen-
dant que de o, a,b, A, K, M, telle que pour toute fonction u solution de (E)
relativement a une fonction V vérifiant les hypothéses pécédentes, on ait :

(%) supu X infu <c
1% M

On note, A = =Y " 9;; sur R” et A = —V;(V') = —=V,;(¢”?V;) sur une
variété riemannienne M de métrique g, M désigne 'intérieur de M.

Dans le cas positif (a,b > 0 et & = 1), la variété riemannienne se réduira a
un ouvert de R™

Lorsque ¢ = N dans l’équation (E7), quelques résultats sont connus :

- Le probléme a été évoqué sur la sphére lorsque V = cte, par T.Aubin|2].
Lié au probléme de Yamabé, le sup x inf est alors fixe.

En effet, considérons sur la sphére S,,(1),n > 3, 'équation suivante :

n

4— ;Aqb +n(n—1)¢ =n(n — 1)t/ (n=2),
o

D’aprés Aubin|2], il existe § > 1 et P € S, tel que :

(n—2)/4

g -1
[8 — cos[d(P, Q)]]?

$(Q) = ¢5.p(Q) =

On a alors :



B B 32 -1 (n—2)/4 _(B+1 (n—2)/4
maxd = 9(P) = [[ﬂ ~cos[d(P. P)]P] -(579)
ﬂ -1 ) (n—2)/4

min¢ = ¢(—P) = (m

n

et donc,
max ¢ X min¢ = 1.
Sn ¢ Sn ¢

Le résultat sur S,, est d’une grande simplicité. On peut se demander si
dans un cadre plus général, une inégualité telle que () a lieu. C’est Pobjet du
probléme 1.

-En dimension 2, le méme probléme se pose sur Ss, on a :
max ming =0
Sa ¢ + Sa ¢
-Sur un ouvert borné 2 C R?, I’équation est différente, il s’agit de I’équation :
Au=Ve

Le résultat concernant la bornitude de maxy + ming, ou K est un compact
de Q, a été donné par Brézis-Li-Shafrir[4].

- R.Schoen a parlé de ce probléme en évoquant des conditions supplémen-
taires sur V mais sans en donner de preuve pour n = 3,4

- Yanyan Li[11] a mis en évidence des conditions suffisantes de régularité sur
V' (au moins C"~? et le gradiant controle les dérivées succéssives) pour résoudre
le probléme sur la sphére S,,. Il utilise par ailleurs, les notions de blow-ups isolés
et isolés simples.

Ce travail consiste a obtenir des résultats comparables avec des hypothéses
plus faibles que celles prises par Yanyan Li..

Quoiqu’il en soit, pour n > 3, des hypothéses supplémentaires doivent étre
prises comme le prouve ce contre exemple de C.C Chen et C-S.Lin[8g].

Ces derniers considérent sur la sphére de rayon 1, S,,(1), de courbure scalaire
Ry = n(n — 1), Péquation suivante :

n(n —2)
AerT

En utilisant, la projection stéreographique 7, la fonction u définie plus bas
vérifie sur R™ ’équation :

v=RoN"!

Au = K(x)uNfl (%1)

avec u(z) = O(|z|*™™) (*2)



2

(n—2)/2
W) v(y), x = w(y), vy € Sn — {yo}, yo est le pole

Ici, u(z) = (

de la projection.

Pour avoir une fonction radiale sur R"™, les auteurs, prennent K (x) = R(y1, ..., Yn+1) =
R(yn+1)- En effet, pour obtenir une fonction radiale sur R™ a partir d’une fonc-
tion définie sur la sphére, il suffit de prendre la fonction de départ R ne dépen-
dant que de la (n + 1)—éme coordonnée.

De plus, la fonction K est choisie vérifiant les hypothéses suivantes :

K(z) = n(n —2) + eKo(z), avec, K € Ct et € > 0

1
K{j(r) <0 pour 0 < r <1et Ko(r) = Ko(=), pour r > 1, (r = |z| )

r
Pour r assez petit, Ko(r) = Ko(0)—Ar'+H(r), avec |H (r)|r~!+|H'(r)|r =t —

0 quand r — 0 et [ est un réel de |1, (n% [

Dans, leur théoréme, les auteurs prouvent l’existence d’une suite de fonctions
u; dont les énergies tendent vers I'infini. Comme par transformation conforme,
il y a conservation de I’énergie, on peut affirmer, qu’ils exhibent une suite de
fonctions, sur la sphére, dont les énergies tendent vers l'infini. Finalement, grace
& la formule de repésentation de Green, supu; x inf u; — +o0.

Ce théoréme est le suivant ( le (i) suffit & prouver la nécessité d’hypothéses
sur V pour établir une inégalité du style (*)) :

Théoréme. Soit K.(x) = n(n — 2) + eKo(|z|), Ko vérifiant les hypothéses
précédentes, avec 1 < [ < % Alors, il existe ¢g > 0 tel que, pour tout
0 < € < o, il existe une infinité de solutions us(|z|) de (1), (*2) avec K = K.

1
et vérifiant, u§(r) = uj(—)rQ’” pour 0 <r < 1. De plus, les uj vérifient :
r

(i) Pour 0 < € < €9, la suite u3(0) est strictement croissante en j et :
lim (u6)> "2y = 400
j—+oo R”

(ii) Pour j € N, u§j+1(r)r("’2)/2 a un mazimum local en r = 1, j autres
mazima locaux et j minima locaux dans |0,1[. D’autre part, pour toute suite

€ — 0, uy;,y converge vers Up(r) = EREC=p dans C3 (R™ — {0}) et :
Jim [P de = (2] 4+ Dl - 2)) 728,

Sy, etant la meilleure constante dans l'inégalité de Sobolev.(Voir Aubinf1]).

(i1i) Pour j € N, ugj(r)r("’Q)/Q a un minimum local en r = 1, j mazima
locauz et j — 1 minima locauz dans ]0,1[. D’autre part, pour toute suite ¢; — 0,

1
us); converge vers Ug(r) = —(1 D dans C2 .(R™ — {0}) et :



lim (ug})*/ " Ddx = (25)[n(n — 2)]~"D/25,"/2,

1——400 R™

Des problémes similaires ont été étudiés par C.C.Chen et C.S.Lin[7] dans le
cas d’ouverts 2 de R"™, avec les hypothéses de Yanyan.Li.

Ils considérent une perturbation de ’équation par une fonction g, C!, stric-
tement positive, et vérifiant une condition asymptotique & l'infini. L’équation
étudiée est alors :

Au = Vu¥1 4 g(u) sur Q.

Concernant la derniére équation avec la perturbation non linéaire en g, nous
avons le probléme suivant :

Probléme 2 Sur un ouvert Q) de R™, on considére l’équation suivante :
Au=VuN"1+Wu® et u>0 (E9)

2
n <a<N-1= nt
n—2 n—2

D’autre part, on se donne des réels a,b,c,d, A, B pour lesquels les fonctions
V et W vérifient :

avec

0<a<V(z)<betO<c<W(x)<d

[[VV]lLe < Aet |[|[VW||L~ < B

eziste t-il pour chaque compact K de ), une constante C, ne dépendant que
de a,a,b,¢,d, A, B, K, telle qu’on ait, pour toute solution u de (Fs) relative-
ment & des fonctions V et W définie comme ci-dessus :

(%) supu X infu < C
K Q

Probléme 3 Sur une variété riemannienne C M non nécéssairement com-
’
pacte), on considére l’équatz'on suivante :

o

Au=Ve" sur M (Es)
V' vérifiant pour deux réels donné a etd :
a<V(x)<b<0VzeM
V(z) =Vl <ldz,y)]*  Vz,ye M, avec a €0, 1]
existe-t-il pour chaque compact K C ]\04, une constante ¢ > 0, ne dépen-
dant que de o, a,b, A, K, M telle que, pour toute fonction u solution de (E3)

relativement a une fonction V' vérifiant les hypothéses précédents, on ait :

(% * %) supu +infu < c.
K M



L’égalité (1) relative au cas positif, nous pousse a nous intérésser au probléme
suivant :

Probléme 4 Sur une variété riemannienne compacte C>°(M, g) de dimension
n = 2, on considére l’équation suivante :

Au+ R ="Ve" (Ey)
avec 0 < a <V(zx) <bet|VV(x) <A

A-t-on pour toute solution de (Ey) :

supu + infu > ¢ = ¢(a, b, A, M)
M M

Sur une variété riemannienne compacte de dimension n > 3 et de courbure
scalaire partout positive, on considére I’équation suivante :

n

4
n

-1
2Au+Ru: VNt (E5)
V' vérifiant pour deux réels positifs donné a et b :
0<a<V(z)<b Yz e M (V non nécéssairement hélderienne).

existe-t-il une constante positive ¢ > 0, ne dépendant que de a,b, M, telle que
pour tout fonction u solution de (Es) relativement & une fonction V vérifiant
les hypothéses précédentes, on ait :

(3 % k) supu X infu > ¢ = ¢(a, b, M).
M M

Sur la sphére Ss, on peut obtenir grace a une inégalité d’Aubin (voir [2]) une
minoration du type : supg, u + infs, u > ¢(b).

Pour le cas ot n > 3, on peut supposer que (M, g) appartient au cas positif
du probléme de Yamabe, par une transformation conforme de la métrique on se
rameéne & R > 0 partout.

Le fait de prendre une variété riemannienne compacte de courbure partout
positive est capital, on peut donner le contre-exemple suivant, pour des solutions
d’équations dans un ouvert de R™.

On considére sur la boule unité, les fonctions suivantes :
< Lhe ) (n—2)/2
Ue(x) = | ————5
Ona:

Aue = n(n — 2)u "2/ (n=2)

max u. = u(0) = pour tout k €]0, 1]

B1(0)  pu(=2)/2



. ) ( fhe ><“>/2
by e =0 = G

On déduit de tout cela que :

1 (n—2)/2
max Ue X min u. = <7>

B1(0) B (0) pe? + [k|?

Il suffit de prendre, p. — 400 pour avoir maxp, (o) e X ming, () e — 0.

Les principales remarques qu’on doit porter sur ces deux problémes sont :
**) Les solutions sont considérées comme réguliéres (C*%) et on cherche a,
partir de I’équation, sans avoir de condition au bord ni de condition de bornitude
uniforme d’énergie, & montrer des résultats de bornitude au sens L7S.

En d’autres termes, on se donne une suite de fonctions {u;} solutions de
Péquation (E7) par exemple, sans avoir de condition de Dirichlet ou de Neumann
et on ne sait pas si (||Vus||z2)ien ou (J|ui||z~)ien est uniformément bornée.

D’autre part on impose aux fonctions V; d’étre au plus lipschtiziennes.
**) Le but est d’estimer le maximum des fonctions u; sur chaque compact
par rapport a leurs minima.

**) Dans le cas de la dimension 4, on imposera & la constante de Lipschitz A
de V de tendre vers 0 et aussi que le minimum des solutions ne tende pas vers
0 pour pouvoir obtenir des estimations L}, de ces solutions.

**) On verra que pour n > 4 en supposant nos fonctions radiales nous pou-
vons imposer sur V des conditions de telle sorte qu’on ait une bonne estimation
Lo

Dans le cas négatif, la courbure scalaire est négative, I’existence de solutions
avec condition de Dirichlet est donnée par Noussair[6], Loewner-Nirenberg[7] et
Ni[8].

Dans le cas ot M = R"™ et V(z) < 0 Ni[13] démontre que (F;) ne posséde
pas de solution positive.

Loewner-Nirenberg[12] et Noussair[14] ont prouvé Pexistence de solutions de
(E3) dans certains cas.

Noussair[6] nous assure l’existence de solutions de (E3) dans le cas d’un
ouvert de R”.

Pour Loewner-Nirenberg[12], le probléme de Dirichelet suivant :

—Au=uN"! dans Q C R" et u = ¢ sur 9N

a une unique solution dans LY ou encore mieux u € C*® et 0 < u < maxd.



En outre, dans leur travail, ils affirment qu’il existe une unique solution du
probléme suivant :

—Au = u"! dans Q avec u(x) — 400 six — 0Q

d’otl un intérét pour les estimations des fonctions & l'intérieur du domaine.

Pour Noussair, & ’exterieur de la boule unité et avec condition de Dirichelet,
il y a une solution de :

—Au=Vu""1 dans Q et u = ¢ sur 9N

Grace a la transformation de Kelvin, on se raméne & un probléme dans la
boule unité privée de l'origine.

On pourrait se poser une question a propos du résultat de Nirenberg d’éxis-
tence de solutions C* et qui tendent vers 'infini au bord.

La réponse est qu’il en existe une et une seule, d’autre part si on se place
a lintérieur du domaine(strictement), on peut trouver des fonctions de ce type
mais elles ne seraient plus continues sur notre domaine de départ, ce qui ne nous
intéresse pas.

Si, on revient au résultat de Noussair, celui-ci donne I'existence de solutions
dans des domaines non bornés(sauf Iespace tout entier), et en particulier en
dehors de boules avec conditions de Dirichelet. Sur un domaine borné, on re-
marque qu’on a existence de solutions pour le probléme qui nous intéresse, ceci
parceque notre domaine peut étre vu comme étanta 'intérieur d’une boule.

Sur certaines variétés riemanniennes compactes, celles & courbures positives,
il y a non existence de solutions et notre probléme ne se pose plus.

En effet, sur la sphére S, si on considére I'équation :

-1
2 Au+ Ru=VuN
n—2

avec sup V' < 0, celle-ci ne posséde évidemment pas de solution positive.

4

Pour le voir, il suffit d’intégrer sur S, :

R/ udVj, :/ VuNTrdV, < supV ></ uN v, <0
Sn Sn Sn

ce qui est contradictoire puisque R >0 et V < 0.

RESULTATS PRINCIPAUX :

Théoréme 1 Considérons deux suites {u;},{V;} de fonctions relatives au pro-
bléme (E1) dans le cas négatif a,b < 0, avec o > 0 ({V;} holdériennes ).

Alors, pour tout compact K de M il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant
que de a,a,b, A, K, M telle que pour tout entier i, on ait :

supu; < c.
K

10



Théoréme 2 Considérons deux suites {u;},{V;} de fonctions relatives a I’équa-
tion (Es3), Vi(x) < b <0, pour tout © € M et tout entier i, alors :

Pour tout compact K de ]\DL il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que
de b, K, M telle que pour tout i, on ait :

supu; < c.
K

Dans le cas a,b > 0, on suppose ’exposant sous-critique ou sous-critique
tendant vers le critique, on obtient :

Théoréme 3 Considérons deux suites {ue,},{Ve,} de fonctions relatives au
probleme (E1) dans le cas positif a,b > 0 alors on a :

Sigi=N—¢ avece; —»€>0 et a>0 ({Ve,} holdériennes), alors :

Pour tout compact K de M, il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que
de a,a,b, A, K, M telle que :

supue, < c¢
K

2n

n —

sigi=N—¢ — N= 2,a=1ethQouvertdeR"alors:

Pour tout compact K de €, il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que
de a,b, A, K, telle que pour tout ue, :

6" D2 (supu,,)V* x infu,, <e
K Q

Corollaire 1 Considérons deuz suites de fonctions {u,} et {Ve,} relatives au
probléeme (Ey) dans le cas positif a,b > 0 alors si on suppose :

M = Q ouvert de R™, ¢; = N —¢; avec ¢, — 0, a = 1 et ||VV,,|| < ke;
(k> 0), alors :

Pour tout compact K de ), il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que
de a,b, k, K,Q telle que :

(sup ue, )" x inf u, < c.
K Q

Remarque 1 : Atkinson-Peletier [1], Brezis-Peletier [5] et Han Z-C [10] se
sont intéréssés au cas d’une suite de fonctions solutions de (E2) dans la boule
unité avec conditions de Dirichelet, V; = 1 et ¢ = ¢; = N — ¢;. Ils prouvent

11



la convergence d’'une telle suite vers une fonction particuliére. Pour Atkinson-

[4(n — 2)]" 2720 (n)

[['(n/2))?
u; () . n("’Q)/‘L(n - 2)”/4F(n/4) < 1 )

Ve T'(n) |lz|"=2 =1

Peletier une telle suite vérifie : \/e,u?(0) —

et pour x # 0,

Remarque 2 : A propos du corollaire 1, il aisé de construire un exemple de
solutions de (E7) avec les fonctions V, # 1.

Partons des fonctions bien connues :
Lle (n—2)/2
UE(T):<ﬁ> , 0<r<1,
He® + T
e est un réel positif & choisir de telle maniére que les hypothéses du corollaire

1 soient satisfaites.
u. vérifie :

Aue = n(n — 2)u N1
Ce qui peut s’écrire :
N—-1—€ __ N—-1—¢
= Veue

Aue =n(n — 2)ulu,

Lle (n—2)e/2
e + 7"2)

avec Ve(r) = n(n — 2) (
V. vérifie les hypothéses du corollaire 1.

En effet,

0<r<1=pu2<r?+pu2<1+p2, et on en déduit que :

n(n — 2)p"=2</? < n(n — 2)
1+ p2)n—2e2 = e(r) < (=22

€

Il suffit de prendre g tel que : p5*¢ — 1 quand € — 0, Vs > 0. On peut
prendre pe — 1 par exemple.Ainsi la premiére hypothése du corollaire 1 pour
les fonctions Vg, est bien vérifiée.

Regardons la seconde hypothése, le calcul de la dérivée de V;,, donne :

e ™22 n(n —2)22re

V =
| e(r)| 2(,LL€+T2) (‘u€2+r2)(n72)6/2

e ™22 n(n —2)2 2re
2#5 ‘ue(n72)e

1 €

<nn—-22x ————
( ) lue(n72)e/2 Lhe

En prenant u. — 1 par exemple on déduit que :

12



[V (r)| < ke, k>0

Dans le cas positif, la courbure scalaire est positive et ’exposant est crtique
on obtient :

Théoréme 4 Considérons deux suites {u;},{V;} de fonctions relatives au pro-
bleme (Ey) dans le cas positif a,b > 0 alors on a :

sin=3,¢g=N=5 et M =Q ouvert de R3, alors :

Pour tout compact K de Q) il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que
de a,b, A, K, telle que :

(sup ui)l/g x infu; <c
K Q

si,n =4,q =3, M = Q ouvert de R* et la constante de Lipschitz A;,
relative a V;, tend vers A > 0, alors :

ming u; _ 2€?
En supposant que liminf;_, % > —, on obtient :
a

Pour tout compact K de €, il eiste une constante c > 0 ne dépendant que

de a,b, (A;)ien, K, Q telle que :
(supu;) x infu; <c¢
Q

K

Corollaire 2 Si (u;); et (V;);, sont deuzx suites de fonctions relatives & l'équa-
tion (E1), sur un ouvert Q de R*, alors :

Si, la constante de lipschitz A; relative a V;, tend vers 0 et si ming u; > m >
0 pour tout i, alors :

Pour tout compact K de (Q, il existe une constante ¢ > 0, ne dépendant que
de, a,b, (A;)ien,m, K, telle que :

supu; < c.
K

Remarque :. Dans le théoréme 4, pour ce qui concerne la dimension 4, on a
imposé la condition sur la limite inférieure des minima sur ’ouvert tout entier,
mais ceci n’est pas obligatoire, il suffit que la condition des minima soit vraie
sur un ouvert €’ plus petit que .

Sur la boule unité de R” si on considére des conditions supplémentaires sur
{u;} et {V;} a savoir :

u; et V; sont radiales
[Vi(r) — Vi(r')| < A|rln=2)/2+e _p/l(n=2)/2]+¢| VOo<rr <1,e>0

On obtient le :

13



Théoréme 5
[ (0)] /1 =20% e e (1) < ¢

ot ¢ > 0 est une constante qui ne dépend que de a,b, A, e

Remarque : On peut exhiber des fonctions u et V' vérifiant les hypothéses
du Théoréme 5 sans que les V' soit triviaux (V # 1).

En dimension 4, on peut prendre :
u(r)::li?ﬂQv OSTS

u'(r) = =2r et u”’(r) = -2

3 8
" r_ _ _ 3
Au=Vu® T
u = u-, avec 7m
on a :
1— 7“/2)3 _ (1 _ 7“2)3
\% V' :8(
(r) (r') [(T—7r2) x (1—r2)P
1 1
Si r < =etr <= alors:
2 2
163 163

V)=V ()] < 8x | (1=r) = (1=17)| = 8- Ir=r x| (1= P (L= P (L) (1=1"2)

93

163
[V(r) = V(') <8x3x 9—3|7"2 — 7|

On voit alors que € = 1.

Si on veut définir deux suites de fonctions u; et V; vérifiant les conditions
du théoréme 5, il suffit de modifier u.Par exemple on prend u;(r) = 1+ a;7r? en
dimension 4, avec («;); bornée, la suite (V;); associée a (u;); sera définie comme
dans ’exemple précédent.

Concernant le deuxiéme probléme, nous avons le résultat suivant :
Théoréme 6 On considére trois suites de fonctions {u;}, {Vi} et {W;} solu-

tions de (E2), alors on a :

Pour tout compact K de ), il existe une constante ¢’ > 0, ne dépendant que
de a,a,b,c,d, A, B, K, telle qu’on ait :

supu; X infu; < ¢
K Q

14



Concernant le deuxieme probléme et le théoréme qu’il lui est associé, on
peut, en imposant d’autres conditions sur la constante B relative & la fonction

W, avoir le méme résultat avec 'exposant

Le deuxiéme probléme est intermédiaire, entre le cas sous-critique et le cas
critique, puisqu’on a deux termes dont I'un est critique et ’autre sous-critique.

Pour le probléme 4, on a le résultat suivant :

Théoréme 7 Considérons deux suites {u;} et {V;} de fonctions relatives au
probleme (Ey4), alors on a :

sin =2 et les V; sont lipschitziennes, on a :
sup u; + inf u; > c.
M M

Sin > 3, il existe une constante ¢ > 0, ne dépendant que a,b, M, telle que
pour tout entier i, on ait :

supu; X infu; > c.
M M

Proposition Considérons sur la sphére Sa deux suites de fonctions {u;} et
{Vi}, telles que :

Au; +2 = Ve .

Les fonctions V; vérifient, 0 < Vi(x) < b pour tout x et tout i, alors il existe
une constante ¢ = c(b), telle que :

supu; + infu; > c.
So &2
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Preuve du Théoréme 1 :

Etape 1 : On ramene le probléme a un probléme sur un ouvert de
Rn

Les estimations données sont locales, on se place dans des ouverts de cartes.

Soit yo € M et (€2, ¢) une carte normale géodésique en o, Q C M. On note
h = ¢*g.

Les suites de fonctions {u;} et {V;} vérifient :

Au; + Ru; = Viuiqfl
a<Vi(y) <b<0 Yy M

Vi(y) = Vi(z)| < Ald(y, 2)]*, Vy,z € M, o, A> 0.
On pose :

w;(z) = ujop” ' (z), Wilz) = Viop™ ! (z) et T(x) = Rod ™" (x)

alors w;(x) vérifie :

Apw;(x) + Tw;i(x) = Wi(x)[w;(2)]97, = € 0= »() C R™.

Les fonctions = +— h;;(z) qui sont continues, il existe m, M > 0, tels que
pour tout (z,X) € ¢(2) x R™ on ait, m||X||? < hjr(x) XXk < M||X]|?. On
obtient, pour un ouvert O relativement compact de € :

JA > 0,Vzx, 2’ € O, [W;(x) — W;(2")| < All|x — «'||*.
De plus nous avons

a<W;(x) <b<0 VzeO

et en xg = d)(yo) € 0, hjk(l'o) = 0jk.
Etape 2 : On commence par prouver le résultat local suivant

Il existe c(xzp,a,a,b,A,q) > 0 et R > 0 tels que pour tout élément x de
Bpgr(zo) et tout entier ¢, on ait :

c

wile) < garam-

En fait, le probléme consiste a mettre en evidence une sous-suite qui converge
uniformément dans L;,.~ en faisant en sorte que les points blow-up restent a

16



Iinterieur du domaine. L’absence de conditions au bord est & l'origine de cette
démarche.

Supposons le contraire :

(H) pour tout cet R > 0, il existe j € N, ( max wj)RQ/(q_Q) > c.

Br (o)

Soit alors, une suite de rayons R; — 0 telle que : (maxp, wi)RiQ/(qﬁ) — +00,
B; est noté pour Bg,(xo).
Posons : s;(x) = w;(x)(R; — |z — zi|)2/(q72) avec w; (i) = Maxp, (z,) Wi
|.Ti —.T0| S Ri — 0.
Soit a; tel que; si(a;) = maxp, (s,) 8, on a alors :
wi(as)(Ri — la; — i) 7 = si(a;) > si(:) = wi(s) R 972 — +o00
l; _

Posons alors : [; = (R; — |a; — x4|) et L; = §[wi(ai)](q D2, 1o
et comme 0 < l; < R; — 0, a; — xg et w;(a;) — +o0.

On voit bien que tout se concentre au point xg et le fait que L; — 400 est
nécéssaire pour appliquer la technique blow-up.

1 _
Posons : v;(z) = —wi{z[wi(ai)(2 q)/2] +a;} pour |z| < L;.

Ww; (ai)

Vérifions que v; existe bien, c’est a dire que si |z| < L; alorsz = z[wi(ai)(Q_Q)/Q]—i-
a; € Br,(z;). On a :

Ri—|o—ai] = Ri—|a;—z;+[wi(ai)]* Y 2y| > Ri—|ai—i| —|[wi(a;)]* 22|
grace & l'inégalité triangulaire

L L
d’\Rif _ 1>lzf—:—,
o, | — 2] > 5 =3

L
on en déduit que |z — z;| < R; — 51 < R; et ainsi v; est bien définie.

D’autre part les dérivées partielles succéssives de v; vérifient :

(a.;)(2—9)/2 X
8lvi = al’wi X ’uh(al) = 8[’([)1 3
wi(as) [wi(ai)]"/
8]'}4’01' = 8jkWi

[wi(a;)] "

17



On pose :

of* () = hjk[ai + z[wi(ai)](ﬁq)/z]

Si(z) = Tla; + 2[wi(a;)] =07

Zi(2) = Wilai + 2 x [w;(as)]®~ 977,

v; vérifie :

B S

. _
Ap,vi = —af" (2)0jkvi + " v + Z;y X 0071,

avec la condition v;(0) = 1.

Les fonctions 3 s’expriment & ’aide des symboles de Christoffel et des com-
posantes de la métrique dans la carte locale considérée.

La suite v; est bornée dans Lo,. En effet

i Ri — a; — z5)*/ 7%
(9 = ) (B =m0

i(ai) © (Ry — o — ay))* )

l; _ l;
or pour |z| < é[wi(ai)](q /2 R, — | — x| > é En conséquence :

0 < viz) < 22/,

Etudions la suite {Z;}.

|Zi(2) = Zi(2")| = Wilai + 2 x [wi(a:)]*~ D7) = Wila; + 2/ x [wi(a;)]*=97].

[z = 2|1
[wi(a;)]a=2)72]

La suite (Z;) est équicontinue et bornée (¢ > 2), on peut grace au théoréme
d’Ascoli en extraire une sous-suite qui converge vers une fonction constante
notée W. On peut supposer cette sous-suite la suite elle méme.

Zi(2) — Zi()| < A x

— 0 lorsque ¢ — +o0.

D’aprés I'inégalité précédente :

W (2)=W ()| < [W(2)=Zi(2)|+]Zi(2) = Zi(2")|+] Zi(2") =W (2")| — 0.
d’ott, W = W (xg) = limi—00Zi(0) = lim; oo Wi(a;).
La suite {a{k} tend vers 5;-“ :

en utilisant le développement de Taylor a 'ordre 1 en 2 pour h?*, on obtient :
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— WIR(2) = W (20) + Doy h* (2 —x0) +0(|2 = 20]), d’ott d’apres la définition
de of* et de z
i (2) = B9 (wo)| = [W¥]as + wfw;(a;)] 2~ 072] — W¥(z0)] < C x |a; —
xo +x[w;(a;)]?~D/2]| < C x (|zo — as| + || [w; (a;)]?~9/?]) avec C ne dépendant
que de ||Dh*|| .

l;
Comme |z| < §[wi(ai)](q_2)/2], ona:

ik

j l; .
|a7, (2) — hgk($0)| < C x (|lwo — ai] + 5) — 0 uniformément en x.

Quant aux 3 :

1B )] = W*ai + afwi(a)] GO x I fai + afwi(a)] @02 <
C(||h7*] 0o, ||H§k||oo), ol Hé‘k = F§k0¢’1 avec Fék les symboles de Christoffel.

s

li :
Donc, si ¢ > 2 et |z| < §[wi(ai)](q_2)/2, tend uniformément

vers 0 quand ¢ tend vers l'infini.

La suite (v;) est uniformément bornée, v;(0) = 1 pour tout ¢ et de plus
chaque élément de la suite vérifie ’équation suivante :

Bi(z) 0i(2) + Soi

N 2 S A, . Fv . 7 q—1
[wi(ai>](q72)/2 [’LW(Ch’)]qile =i

—a?¥(2) x Ojpv; +

2

Comme les coéfficients satisfont aux hypothéses du théoréme de Ladyzens-
kaya, par le théoréme d’Ascoli, il existe une sous-suite notée encore (v;) qui
converge uniformément localement vers une fonction v > 0 définie sur R™ et qui
vérifie :

—h*(20)0jkv = W (x0)v?~1 sur R™ et v(0) = 1.

Comme en yg = ¢, ! (x0), on a choisit des coordonnées géodésiques normales,
hjk(zo) = &k, oit §, sont les symboles de Kronecker.

L’inégalité v < 22/(472) se conserve grace a la convergence LS. des v;, et
d’aprés les théorémes de régularité, v est au moins C>.
On a vu qu’en raisonnant par absurde on obtenait une fonction v (définie

sur R™ tout entier) vérifant :

Av = W (20)v?? sur R™.

1 1
Posons o(r) = OB, Jo, v(or)do, =

fSnfl v(ro)do

Wn—1
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il est clair que, par dérivation sous le signe somme, v est dérivable deux fois.

_ 1 1 1
’U/(r) = W1 f$n71 8l,v(ro)do = m faBr 8,,1) dO’T = m fBT —Avdz.
Ainsi :
w w
(r"=1%) (o) [ vIdg (20) f[o . [op. 097 (05)dos]ds
Wn—1 Wn—1 °
donc :
(Wp 1™ 10") (r) = =W (x0) faB vI~ Yoy )do,
D’ou

-1 1
(n )17’(7") = fW(xo)m Jop, v~ H(or)do, pour > 0,

de cette derniére égalité, on déduit que, 9'(0) = 0, puisque le terme de droite
et v" sont bornés lorsque r — 0 .

Par I'inégalité de Holder :

1/(g—1)
/ vdo, < (|3BT|>(Q*2)/(¢1*1) </ UQI(O'T)dO'T>
OB, OB,

qui s’écrit encore,

_ 1 a-2 q-1
Jop, V"7 (or)dor > <m> (fBBT Ud‘”)

ainsi,

_ 1 -2 _ _\g—1
faBr v4 1(0'T)d0'r > (m) ((Tn 1wn—lv))q > 0
et finalement, on obtient :

faBr v Yo )do, > (r"tw, 1)o7t

D’ou v satisfait I’inéquation suivante :

wn_lrnflz—)/)/

_ap =t

Y

—W(l‘o)’qu_l.

wnflTnil
Comme W(zg) < 0, ¥ > 0 puisque ©'(0) = 0, d’ott ¥ est croissante sur R.
Par la formule de Stokes :

fBr —AD = faBT d,vdo, = wp_1r" 1Y (1)
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puisque v est radiale.
En utilisant 'inéquation vérifiée par v, on obtient :

[5, —Avdz > —W(xo) [5 7 dr = —wp W (xo) fg " o) dr >
7wn,1W(SC0)
.

n

n

car ¥ est radiale, croissante et 7(0) = v(0) = 1. De ceci on déduit :

'(r) > L(zo)r.

En integrant @’ on déduit que o(r) — +o0 lorsque r — +oo.

Or,0<v < 2n=2)/2 o (< p < 2("_2)/27 d’otut la contradiction, ’hypothése
(H) est absurde.

Fin de la preuve du cas b < 0 du Théoréme 1. On a vu que :

Pour tout yo € M et toute carte locale (Q, @) géodésique normale en yp, il
existe deux constante positives, ¢ = ¢(¢(yo),a,b, A, M) > 0, R > 0 telles que :

Br(¢(zg)) C O CC ()

1 c
sup  u;09" < —or——= (%)
BR(6(x0)) R2/(a=2)
Soit K un compact de M , pour chaque y € K, on considére une carte
normale géodésique (€, ¢, ). Pour chaque ¢,, on détermine un rayon R, > 0 et
une constante ¢, pour lesquels (xx) est vraie.

La réunion Uyequ;l (BRy (%(y))) est un recouvrement de K qui est compact,

on peut en extaire un recouvrement fini. Comme sur chaque ouvert on a une
estimation uniforme, cette estimation se conserve pour K.
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Preuve du Théoréme 2 :

On considére deux suites de fonctions {u;} et {V;} sur M vérifiant :

Au; + R = Ve dans M
a <Vi(y) <b<0 pour tout y € M

Posons z; = e%i, alors :

iji = Vjui Zi et AZZ = 7VJ(VJZZ) = Auz Zi — |Vuz|2 Ziy

ainsi, la fonction z; vérifie I’ équation suivante :

Azi+ Rz = Viz? — |Vui|* 2 OF

Considérons un compact K de M, et n une fonction sur M telle que :

0<n(x)<lVzeMetn=1 sur K.

On multiplie (x) par n* et on intégre par partie :

/ ziA(n‘l)dVg:/ Azn*dV, :/ Vﬂ??fldvgf/ |Vui|22m4dvg—/ Rzm4dVg,
M M M M M

ce qui peut s’ecrire :

/ |Vui|2,zm4dvg+/ (—=Vi)zintdV, = 12/ zm2|V77|2dVg—4/ zmSAndng/ Rzin*dvy,,
M M M M M
on en déduit, puisque z; > 0et —V; > —b > 0 que :

(~b) /N aBntdv, < /M 2P (12/n]? + dn|Ag| + | Rin?)dV,,.

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz au second membre de 'inégalité
précédente, on obtient :

/7/ oy < N 2V 4nl Al + Ry
7 g9 — —b :
M

Comme n = 1 sur K, on peut ecrire :

||Zi||L2(K) S C(b,K,M).

Ainsi, les fonctions positives z; sont uniformément localement bornées dans
L?. D’autre part, considérant dans une carte locale (2, ¢), on peut se ramener &
une equation sur une ouvert de R”, ott {z;0¢~ !} est sur-harmonique et unifor-
mément localement bornée dans L. On conclut grace a l'inégalité de Harnack
(voir [1]) que {z;0¢~ '} est uniformément localement bornée, par conséquent
{z;} est localement uniformément bornée.
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Preuve du Théoréme 3 et du corollaire 1 :

lerCas:¢;=N—-¢,—>qg=N—-€c.e>0eta>0

On se place sur une variété riemannienne M non nécéssairement compacte,
et on considére deux suites de fonctions {u.,} et {V¢,} vérifiant :

Ague, + Roue, =V, uN =G e, >0 sur M

O0<a<Vi,(x)<bVeeM et

Ve, (y) = Ve, (2)] < Ald(y, 2)]* Vy,z € M, a €]0,1],
A, s'écrit localement : —g*V;Vy, = —g7%0;;, 4+ ¢/*T%,.0;
Le principe est le méme que celui du théoréme 1.0n prend un point zy de

M, on choisit une carte normale géodésique (o, o) en xy pour nous ramener
a un ouvert de R".

On obtient, comme dans 1’étape 1 du théoréme 1 :

—h*0jpwe, + hIFILL Opwe, + Towe, = We,wl ™% sur O CC ¢o(Q) C R”
ol on a noté :
hik = gi*ogy !, T, =Thiogy !, To = Roody ' et

We, = ueiogbo_l et We, = Veiogbo_l.

i

Par hypothése, w., > 0 et W, vérifient :

0<a<W,(z)<b VzxeO et
[We, (x) = We, (2')| < Allly — 2||* Va,2’ € O, avec a €]0, 1]

ou A’ ne dépendant que de A et de M

Comme nos estimations sont locales, on commence par prouver l'inégalité
suivante :

J¢, R >0, we,(z) Va € Br(zo)

< C
S RN

En supposant le contraire et en utilisant la technique blow-up, on arrive a
exhiber, comme dans la preuve du théoréme 1, une suite de fonction (v;) qui
convergent sur tout compact de R™ vers une fonction v qui vérifie :

Agv = V(xg)vV ¢ sur R”
v(0)=1letv>0
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La technique blow-up, le phénoméne de concentration en un point et le choix
de coordonnées géodésiques normales en ce point, expliquent la notation Ag,
qui fait référence au laplacien euclidien.

Par le principe du maximum v > 0 sur tout R"”.

Or, d’apreés un résultat de Gidas-Spruck [9], de telles fonctions n’existent pas
pour I'exposant sous-critique, d’ou la contradiction.

Pour conclure, on considére un recouvrement du compact K par des boules
définies comme pour ’estimation locale précédente.
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22me Cas : ¢ =N —¢;, > N, a=1et Q CCR"

Par soucis de compréhension, nous allons détailler cette partie. Le début est
assez similaire & celui du théoréme 1. On aura a utiliser la technique "moving
plane " qui est basée essentiellement sur le principe du maximum.

On suppose pour simplifier que 2 = Bs(0), et on raisonne par I’absurde, en

1
essayant de prouver qu’il existe pour un certain 3 €0, g[, une constante ¢ ne

dépendant que de a, b, A, 3 et un réel R €]0, 1] tels que pour tout u. > 0 solution
de (E1) avec V =V, vérifie :
c

[2/(n—2)—e/2] B - -
€ (;;1(10)) ue)” X Blfl(ﬁ) e < =) Ve>0.

Le fait de prendre l'inf sur la boule unité dans la boule de rayon 2 est du
aux calculs qui vont suivre, car nous serons obligés d’effectuer des translations
et il nous faut une marge de manoeuvre.

1
On a remplacé 'exposant 1 du sup par 3, on verra que le résultat de cette

1
deuxiéme partie du théoréme est valable pour tout 0 < 8 < 3

Supposons donc que pour tout ¢ > 0 et R €]0, 1], il existe V; et u. vérifiant :

c

2/ =2=</27" (qup 4,)? x inf u. > Ri/(N——z)

BpR(0) B1(0)

AUE — ‘/EUEN—e—l

On choisira : R = R; — 0 et ¢ = ¢; — +00. Notre hypothése est : il existe
deux suite {uc,} et {V,,} notées, pour simplifier 'écriture, {u;} et {V;} telles
que pour tout 7 € N :

Aui = W’u#vieiil

Ci

[2/(n—2)—ei/2] 7" AYCRVES A
€ ( sup u;)” x inf wu; > AT D)

Bp. (0) B1(0)
D’une maniére évidente(on suppose sup u; > 1)

( sup u; sup u;)” X sup u; > ( sup ui)ﬁ x inf wuy

BRj(0) BR,(0) BR,(0) BR,(0) PR;(0)

)1+B _ ( )ﬁ

et comme ¢; — 0, on obtient :

. -1 .
( sup ui)4/3 > ( sup ui)ﬁ x inf w; > 2/ (n—2)—eil ( sup ui)ﬁ x inf wu;
BR.(0) BR.(0) B1(0) BR,(0) B1(0)
donc :
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)1+ﬁ > &

= pA/N—a-2) oo

(sup u;
BR;(0)

En particulier,

(Bsup u;) X R;Y/(N-€i=2) > V¢ — +00
R;(0)

Considérons alors :
si(2) = us(2)(R; — |v — 2: ) V797 avec
wi(x;) = maxp, Ui
Soit a; tel que :
_ _ 2/(N—e—2)

si(a;) = maxp, S = wi(a;)(R; — |a; — ;) .
Nous avons :

si(a;) > si(w;) = wi(a) R N7 > /& (%) avec ¢; — +00
Posons :

l;

4Ci

_)](N*Ei72)/2

li = (Rl — |ai — SCZD, et Lz = [u((]%
et remarquons que :

0<l; <R;— 0, = wua;) = +oo,

d’apres (x) :

Posons lorsque |y| < L;,

1 (2+6¢—N)/2] + a/i}

vi(y) = ui(ai)ui{y[ui(ai)

vérifions que si, |y| < L; alors x = y[ui(ai)(%ei_mm] +a; € Bp,(z;) :

grace & I'inégalité triangulaire :

Ri—|z—2:| = Ri—|a;—mi+[ui(a;)] *T N 2y| > Ri—|as—i]| —|[ui(a;)] @72y

et donc :

Ri—|z—xz| >l -

1
— =11
4/01. ( 4/ci

1



v; est ainsi bien définie et vérifie pour tout i € N

Av; = Vi{ay + ylui(a) =TI N T et 0i(0) = 1.

D’autre part :

si(x Ri — Ja; — a;]) (N 772 l; 2/(N—e;—2)

si(ai) (Rz . |1, o xi|>2/(N75i72)

i — o — @i

D’o u pour tout s € Net |y| < L; :

1\ 2/ (N-e—2)

(% * *)

0 <wi(y) < (1—

Comme dans 'étape 2 de la preuve du théoréme 1, grace aux théorémes de
Ladyzenskaya et Ascoli, de la suite de fonctions v; on peut extraire une sous-
suite qui converge uniformément vers une fonction v > 0 et qui vérifie :

Av=V(0)oN 1 v0)=1, 0<a<V(0)<b< +oo

En faisant un changement d’échelle on peut se ramener au cas : V(0) =
n(n — 2)

Les solutions positives de : Av = n(n — 2)v¥ =1 sur R" sont les fonctions
(voir le résultat de Caffarelli-Gidas-Spruck [6]) :

)= a avecy € R et zp € R™.

(12 + ly — xof?) "2

D’apreés (x * x) et comme ¢; — 400,

v(y) < 1 pourtout y € R"™
d’ou,
v(0) :H]}QXU: let Vo(0) =0=120=0,

enfin
v0)=1=pu=1.
Remarquons aussi que :

2D ug(a)” = [si(a)” > [si(@)” = usan) Ry Vom0

D’out d’aprés notre hypothése,

B
28/(N=ei=1)1, (0 V1B o 3 . Ci
li [ui(a;)]” x Blln(fo) Ui 2 Ri(472,8)/(N76i71)

27



1
Rappelons que, u;(z;) = maxp, () u;. Comme l;, R; — 0et 0 < < 37 on
a:

()18 inf w
[uz(az)] XBIIH(O)’U%"+OO-

Conclusion de ’Etape 1 :

Ue, [aei + y[uq (aei )]€i/2—2/(n_2)]

ue, (ac,)

vi(y) = ve, (y) = avec ae, = a; vérifie :

1 (n—2)/2
1+ |y|2>

Cette convergence étant uniforme sur tout compact de R™

Av, = Voo, N7 et v, — (

(aN? x inf w
[uz(az)] X]gllll(o)uz_’+oo

1
avecﬁ<§etai—>0.

Etape 2 : Passage en coordonnées polaires et utilisation de la mé-
thode " moving plane "

Lemme :
On pose pour t €] — 00,0], § € S,,—1 :

w;(t,0) = eV 20, (a; 4 €'0) et Vi(t,0) = V., (a; + €'0)

Et on considére 'opérateur suivant :

(n—2)°
4

avec A, l'opérateur de Baltrami-Laplace sur la sphére S,,_1
alors :

L=0u—A, — , sur ] —00,0] X Sp—1

— Lw; = el(=2etl/2yp, N=¢=1 " hour tout 4.

Preuve du lemme :

—2
Orw; = %e("fﬂtmui(ai +e'f) + e"t/Qﬁrui(ai + €'0)

—92)2
Opw; = %e("”)tmui(ai—l—etH)—l—(n—1)e”t/28rui(ai—i—eté’)—i—e(”ﬂ)tm@”ui(ai—i—etH)

donc :
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—2)2 -1
Opw; = %wz + e T2(0, i (a; + €'0) + i 7 )arui(ai +e'0)]
(&

Par définition du A,

Ayjw; = el x et x e(”_Q)t/QAUui(ai +e'f) = e("+2)t/2AUui(ai + €'0)

d’ou

—2)? —1
O w; —Ayw; = (HT)mee(”JFQ)t/Q[8Mui(ai+et9)+ (n : )
e

O (u;)(a;+e'd)— %Agui(aﬂr(et@)]

En remplacant e par r > 0, sachant que I’expression du Laplacien en coor-
données polaires est :

_A:aTT+(n—1)ar_ 1

r2

Ao,

(n—2)?

Oppw; — Agw; — 1 w; = _e(n+2)t/2Aui(ai + €t9) — _V;uiN—ei—le(n-l-Q)t/Q

En conséquence :

—9)2
—Lwi = —[6ttwi — Aa'w/i — (717)

. wi] — ‘/;6<n_2)€it/2’wiN_€i_1

Etape 2-2 : Quelques propriétés concernant les fonctions w;

Posons
1
ni = p—
u-(ai)(N i—2)/2
alors :
N € — 2 €;
logn; = — 5 log ui(a;) (n —5 E)logui(ai)'
Lemme :
On a :

1) w;(logn;,0) — w;(logn; +4,0) >0, i > iy

2) V4 >0,3c(d) >0,i=1(0) €N, tels que :
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1 9V, I
—en=2)t/2 Xui(ai)(n e/t < w;(t+logn;,0) < c(8)e" /2 Xui(ai)(n B/t

c(9)

pour tout # € S,,_1, 1 > ig et t <.

preuve de 1) :

En utilisant la définition de v;, donnée dans la conclusion de I’étape 1, nous
pouvons écrire :

w;i(t+logn;, 0) = ™™D 2y, (a;+e'0n; )n; "D/ = 6("72”/2[%‘(ai)](n_Q)ei/4><Ui(€t9)

Toujours d’aprés I’étape 1 :

Pour tout 3 > 0, z;(t,0) = e(™=2t/2y,(e'h) converge uniformément sur | —

e(n—2)t/2 et (n—2)/2
00,log B] x S,,—1 vers la fonction, z(t) = 1+ 2007 = (1 n €2t> .

Si on prend log 8 =4 et donc, t < 4 :

Pour tout € > 0 il existe un entier ig tel que ¢ > iy entraine pour ¢t < 4 :
zi(t,0) — z(t) < e

En conséquence

2:(0,0)—2;(4,0) = [2:(0,0)—2(0)]—[2:(4,0)—z(4)]+2(0)—2(4) > —2¢e+2(0)—=2(4)

Sachant que w; est obtenue en multipliant z; par [u;(a;)]"~2¢/4, comme
z(t) est maximum en ¢t = 0, pour i > iy (on prend 2¢ < z(0) — z(4)), on a :

preuve de 2) :

Nous venons de voir qu’en utilisant la convergence uniforme des v;, on obtient

2).

Etape 2-3 : Utilisation de la méthode " moving plane ".

On pose lorsque \ <t :

tr =2X —t et w M t,0) = wi(2\ —t,0)
Lemme 1 :
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Soit Ay I'ensemble suivant :

A,\ = {)\ < 0, 3 (t)\,o,\) S [)\, 1/2] X Snfl, wi)‘(tA,o,\) 7wi(t,\,9,\) > 0}

alors :

Jv <0, tel que pour A < v ona Ay = 0.

Lemme 2 :
Pour A< 0Qona:

wr —w; < 0= —L(w? —w;) <0,

(n—2)a 1
51 ,0< B < =

sur |\, t;] X Sp—1 ou t; = Blogn; + log 3

3) _Un point utile :

& =sup {N <\ =2+ logm, wN —w; < 0,5ur |\, t;] x S,_1} existe

Remarques :

Dans le lemme 1, il ne faut pas confondre t* et ty, le premier désigne le
symétrisé de ¢ alors que le second désigne un point particulier pour lequel(avec
), une propriété donnée est vérifiée.

Sur les ensembles considérés, le Lemme 2) permettera d’utiliser le principe
du maximum on trouve des fonctions h verifiant :

(n—2)°
h<O0et Lh>0avec L =0y — Ay — ———
avec A, est la laplacien sur la sphére S,,_1.
_9)2
Localement L s’écrit : ¥;;ja,;0;; + X;b;0; — (n=2¢

type vérifie le principe du maximum de Hopf.

, et un opérateur de ce

On choisira des domaines particuliers, pour pouvoir utiliser le lemme 1 conve-
nablement.

On voit aussi que le lemme 2 est lié au lemme 1 : pour A < v, la différence
w;™ — w; est négative.

On verra l'utilité du point 3) aprés les preuves des lemmes 1 et 2.

preuve du lemme 1 :
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D’abord,on fixe entier i on cherche le signe de dyw;

atwi (t, 9) =

-2
?e(”_mmui(ai + et0) + e/t 9 u;(a; + €'0)

Do,

n—2

Opw; = en=AU2] u;i(a; + €t0) + etduy)

La fonction u; est C!, positive et sous-harmonique, on en déduit qu’il existe
A; tel que || Oru; || < As.

D’autre part, le principe du maximum indique que u; atteint son minimum
sur le bord et ainsi,

n— 2ui(ai +etf) > nT—Q minBl/Q(ai) u; = (3; >0
Finalement,
Opw; > e"TIN2(; — el Ay)
Pour t < logj—z B; —etA; > 0. Ainsi w; est strictement croissante sur

] — o0, log %] uniformément en 6§ € S,,_;.

Supposons que lemme 1 ne soit pas vrai :

Il existe une famille de {A} telle que A — —oco , des réels ty €]\, 1/2],0, €

S,_1 tels que :
wi(2)\—t,\,9,\)—wi(t,\,9,\) >0 (*)

On va voir que pour A pris dans la famille pour laquelle (x) est vérifiée,
tx € [log(Bi/Ai), 1/2]
Bi
A

Bi

Lorsque A est voisin de —oo, nous avons : A < log 1
i

Supposons au contraire que ty < log

D’autre part, sachant qu’on a toujours t* < t, en prenant t = t, dans

1A, log %[ et en utilisant la croissance de w; on obtient I'inégalité suivante :
i

w;(2A — ty,0) — w;(tx,0) < 0 pourtout 6 € S;,—1

En particulier pour 8 = 6, l'inégalité obtenue, contredit (x).

Ainsi, pour tout A < 0, pris dans la famille pour laquelle (%) est vérifiée :

1/2 >ty > log %
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(En particulier log % <logn; +4)

3

Par compacité on obtient :
Bi
A— —o0 =ty —ty € [1OgK,1/2] et Oy — 0y € S,

Or,
0 < w;(2\ — tx,0)) — wi(ty, 0y) = eMDCATEI/ 2y, (q; + 200 0)) —
(V=20 2y, (a; +etr0)— —el(n=2)tl/ 2, (a;4-e06)), en faisant tendre \ vers —oo,

on obtient :

u;(a; + €'0p) < 0, or ceci est impossible car u; > 0.

preuve du lemme 2 :

On commence par prouver :

(n — 2)ag;
2

En effet, comme V; = Vj(t,0) = el(»=2U/2V, (a; 4+ €'6), on a :

0¢V; > (termes positifs) x — Aét (%)

—9)e,
Vs = Lﬁe[("”)“tw‘/ﬁ (a; + €'0) + el(=2tl/2 ot < VYV, (a; +
e'9)|6 >

Do,

OV, > eln=2atl/2 o |

(n 722)(161- _ Ae]

ou A est un majorant de la norme infinie du gradient de V;.
Ainsi,

(n—2)a
2A
Or,d’apreés notre hypotheése de départ :

t <loge; + log = V; >0

Ce.
€; 21

(Ie, x R,,)"2/?

€ [2/(n—2)—e;i/2] 7" [uq (aei )]5 >

2 €;
loge; > —(—— — =)F1 (ae,)] =B .
0g€; = (n _ 2 2 )ﬁ Og[uez (aez)] ﬁ 0og 7767/

)]ei/272/(n72) ( a

avec 1, = [ue, (ae, «; = a; est le point défini dans I’étape 1).

On voit alors que :

-2 -2 _
% ZﬂlOgna +logu:te- =t

log e; + log oA ;
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Ceci nous permet d’avoir la croissance en t de la fonction e("~2)¢t/2V; sur
Pintervalle | — oo, ;]

On prouve maintenant le lemme 2 :
Supposons que pour un A < 0 on ait :

wi(t,0) —wi(t,0) <0, V(t,0) €]\ t] X Sp_1,
En notant Vi(t,0) = e"=2t/2V;(¢,0), VAt,0) = Vi(t*,0) = Vi(2\ — t,0),

on peut écrire :

= . N—e;—1 ~ N—¢;—1 N—Ei—l]
—w; .

+ Vil(wi)

On a vu que sur intervalle [\, ;], la fonction t — V;(t, ) = e("=2<t/2V (¢, )
est uniformément croissante et comme t € [\, t;], t* —t = 2A—t—t = 2(A\—t) > 0,
on en déduit que :
f/f‘ <V, sur A ti] X Spea

D’autre part, il existe un rang ¢; a partir duquel N —¢; —1 > 1 > 0 puisque
€; — 0. Ainsi la fonction t — tN %~ est croissante et on a finalement :

N*Eifl —_€; —
wi)‘ < w; = (wz)‘) < ’LUZ'N el .

Le lemme 2 est ainsi prouvé.

Vérification du point 3) :

D’aprés le lemme de ’étape 2-2 :

w;(logn;, 8) — w;(logn; +4,0) >0

On pose I; = logn; +4 et \; = 2 + logn;, alors :

20 — I; = 2(logn; +2) — logn; — 4 = logn;

Comme )\; < l; < t; , on obtient :

wii (1;,0) — w;(1;,0) > 0

et finalement &; existe bien
Etape 3 : Utilisation du principe du maximum pour la conclusion

Montrons que les fonctions w;% — w; vérifient les propriétés suivantes :

1) sur ]fz,tz] X Sn,1 s ’LUZ'Ei —w; < 0
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2) sur ]fi,ti] X 8p_1, 7L(wi£i - wi) <0

Pour le point 1), on utilise la définition de &; : il existe une suite {u; 1} telle
que :

a) pik < & pour tout entier k
b) wi™* —w; < 0 sur Ju;k, ti] X Sp_1, pour tout k
donc :

w; (215 — t,0) —w;(t,0) <0, pourt €|, t;[ et tout 6 € S,,_4

La fonction w; est continue et tout ¢ €]¢;, t;] est dans des |u; k, t;] par a), en
passant & la limite en k on obtient 1)

Pour le point 2), la preuve est identique a celle du 1), les fonctions w; sont
C?, il suffit d’ecrire w;*i* — w; = w; (25 — -, .) — wi(.,.)

Lemme 3 :
les fonctions w; et w; vérifient :

max wigi(ti,ﬁ) > min w;(t;,0)
0€S,_1 0€S, 1

preuve du lemme :

Supposons par l'absurde que :
max w;* (t;,0) < min w;(t;,0)
0€S_1 0eS, 1
Alors :
VO € S,_1, wi(t;,0) < wi(t:,0) (3)
Notons :
h(t,0) = w;% (t,0) — wi(t,0) sur [, t;] X Sp—1.
En utilisant les propriétés 1), 2) et (3), la fonction h vérifie :
h(t,0) < 0 sur [€,£i] X Su_1 et h(t;,0) <0,V € Sp_
Lh > 0 sur [§, ;] X Sp—1.
Par le principe du maximum de Hopf, on obtient :

h atteint son maximum sur le bord ou bien elle est constante,

si h n’est pas constante, elle vérifie & I'intérieur du domaine, h < maxh,
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14 ou h atteint son maximum elle vérifie : 9,h > 0 avec v la normale exte-
rieure.

En (&;,60), h est nulle et en (¢;,60) elle est strictement négative, elle ne peut
pas étre constante. Donc :

h < 0 sur ]&,t;] x Sp—1 et d,h(&;,0) > 0. Comme 9, = —0;, on obtient :
(')l,(wifi - wi)(fi, 9) = —(’)t [’LUZ'(Q&' — t, 9) — ’LUi(t, 9)] = 26twi(£i, 9) > 0.

En fixant ¢, la définition de £ comme borne supérieure d’un certain ensemble
précedemment défini, donne :

1
Pour tout k£ > 0, il existe ug, ok, 0y vérifiant : & + % > pp > &y et opp <
or < t;, 0, € S,_1 tels que :

wit* (o, Or) — wi(on, Or) = wi (2 — ok, Or) — wi(ok, Ox) >0
ler Cas : si o — 0 > &; (ou au moins une valeur d’adhérence) :

En passant a la limite (S,,—1 est compacte et quitte & passer aux sous-suites,
0 — 6p) et en utilisant la continuité de w; on obtient :

w; (28 — 00,60) — wi(00,00) >0

w;% (00, 00) —w; (00, 09) > 0 ce qui contredit le resultat trouvé plus haut
sur h .

2¢me Cas : si o — & -

w; (2ug — ok, Ok) — wi(ok, Or)
2(pk — o%)

Comme < 0, en passant a la limite, on ob-

tient :

wl(QIU,k — Ok, ek) - wi(aka ek)
2(pk — ok)

= Oyw;(&,00) <0

limk_,+oo

ce qui contredit I'inégalité établie plus haut.
Dot le lemme 3) est prouvé :

a) mingnil ’LUi(ti, 9) S maxs, wl(2£l — ti, 9)
De plus, comme t; — —o0, on obtient :
B) w;(t;,0) = e("’Q)ti/Qui(amLet@) > e(n—2)ti/2 ming, u; > e(n=2)ti/2 minBl/2(0) uq,

1
ot B; est la boule de centre a; — 0 et de rayon et < 3

Sachant que :

w1(2§z — ti, 9) = €(n72)(2§i7ti)/2ui(ai =+ 62&7“9),
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que :
26 —ti= (26 —ti — X))+ hiet & <N <ty = 5, =26 —t; — A <0,

nous pouvons écrire :

w; (28 — t5,0) = wi(2& — t; — i + Ni, 0) = wi(s; + 2+ logn;, 0) avec s; < 0.
En utilisant une des propriétés des fonctons w;, vues dans I’étape 2 :

wi(26; — t5,0) < ce(MD(@i—ti=Xi+2)/2 ui(ai)(n_Q)eiM, oll ¢ une constante
positive ne dépendant pas de 1.

Comme &; < 5\1-, ona:
) wi26 — ti,0) < ¢ ui(ay) "V emDA—0)/2,

Ce qui peut s’écrire, en combinant «), 5),7) :

e=/2 o min w; < e ui(ai)(n_Q)ei/‘l e(n=2)(Ai—t:)/2

B1/2(0)

Ou encore,

e(n72)(75\i+2ti)/ )(an)ei/él

2x min u; < cug(a;
B1/2(0)
ainsi,

A=20)(1=(n=2)et/2) a0 < e

i (ai) Bi1/2(0)

On voit qu’on s’est ramené & une inégalité du type [ui(ai)]‘s x min u; < ¢,

avec6>0(carﬁ<%etei—>0).
Pour avoir la contradiction avec I’hypothése de départ, il suffit que :
(1 -20)(1 - (n—2)¢;/2) > § pour tout i.
On voit alors que si on prend § dans |0, %[, il y a contradiction.
Etape 4 : preuve du Théoréme 3
Soit g €  alors il existe un réel r = r(2) > 0 tel que : B, (xg) € Q
Considérons la suite de fonctions :
a;(x) = ui(xo + rz) X p2/(N=€i=2) o ¢ B1(0)

alors :

Aii; = T2Aui(:€0+T:L')T2/(N76i72) _ ViuiNfei71T2(N761-71)/(N761-72) _ Viﬁl{\/—q—l
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d’aprés le résultat qui précéde (étapes précédentes) :

Je,R>0, ¢ 2/2(sup ﬁi)ﬂ x inf 1,

BR(0) B1(0)

- c
= Ri/(N—e—2)
et finalement :
Vo € B1(0), Jegy, Rey > 0, 2/2( sup ui)ﬁ X igfui < Cag
Brg, (zo)

Soit K un compact de B1(0), pour chaque z € K, on considére le R, comme
précedemment,

alors :

K C U BRE(,%)
zeK

Comme K est compact, il existe m € N :

K c | Br,, (z))

j=1

donc :

6"/ (sup ui)ﬁxinf u; < Zei("_2)/2( sup ui)ﬁxinf u; < ¢(B,a,b, A, K, Q)
K Q - Br, (z;) Q
Jj=1 Raj T
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Preuve du corollaire 1 :

La preuve se base sur les mémes téchniques que celles utilisées dans la preuve
du théoréme 3. On suppose toujours que 2 = B3(0) C R™ et on commence par
prouver des estimations locales telles que :

C

_ B i
Je=c(a,b,A) >0,3IR >0, (sup u,)"” x inf u, < RN )"

BR(0) B1(0)

Pour cela, on raisonne par ’absurde, les étapes sont les mémes que celles
pour la preuve de la 2éme partie du théoréme 3, la différence est que e("=2)/2
manque dans le membre de droite et on verra qu’on peut choisir I’exposant du
sup aussi proche de 1 qu’on le veut.

On exhibe une suite de points (a,) tendant vers 0 telle que :
[te, (GEi)]B inf wue, — 400 ()
B1(0)

Nous souhaiterions utiliser le principe du maximum. Pour cela, on regarde
I'accroissement des fonctions V; :

Comme on a posé, Vj(t,0) = e("=2)<t/2V, (a., + €'6), on obtient :

— Nae:
BLVi(t,0) > etr-2et/2 (L2206

— Aiet]

ol a est un minorant de V; et A; est un majorant de la norme infinie du
gradient des V; ( La condition A; < ke; (k > 0), va étre utilisée ).

donc :

2)ae;

o Vi(t,0) > e(n—2)eit/2 [(n% LQ)G

. keiet] > e(n—2)eit/2 61[( 5 - ket].

Ainsi on obtient la condition de croissance suivante pour V; :

(n

-2
T)a =ty = 0;Vi(t,0) > 0 pourtoutf € S,,_1,
le tp ne dépend pas de i.

Pour t <log

Soient w; la fonction w;(t,0) = e =2/ 2q,(a; + €'0), & < X\; = 2 + logn; et
1

" e (a ]

Comme dans la preuve de la 2éme partie du théoréme 3, en supposant que
minges, _, wi(2& — to,0) > maxgpes, , wi(to,0) et en utilisant le principe du
maximum de Hopf, on aboutit & une contradiction.

Finalement on obtient :

min w;(2&; — to,0) < max wj (o, 0).

0€S,—1 0€S, 1
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En reprenant la conséquence du lemme 3, on obtient :

w(to, 0) > et/ min ue,
1

wi(2£i —to, 9) <c [Ui(aei)](n72)6i/4 e(n72)(logm7to)/2.

Donc :

1
; . (n—2)€; /4
gﬁg U, < ¢ X [ui(ac,)] [ue, (a;)]1—(n=2)ei/4]

C’est a dire :

(s 1—(n—2)¢; /2 . <e.
[ue, (ai)] g}%g) Ue; S C

(n—2)e

ceci contredit (x*) car < 1 — 5 L pour i > ig et [te, (ae;)] — +o00.
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Preuve du théoréme 4 et du corollaire 2 :

ler Cas : n=3,g=N =6 et M = Q un ouvert de R" :

La preuve est similaire a celle du théoréme 3. Elle utilise les techniques "

blow-up " et " moving-plane ".

Etape 1 : la technique blow-up

Commengons par prouver la propriété suivante :

C
IR €)0,1], I >0, (sup ui)? x inf u; < —
10, 1] (BR(O) ) Anf 7

En supposant le contraire, on exhibe une sous-suite {u;} C {u;}, une suite
de points de la boule unité (a;) et trois suites de réels positifs (R;), (¢;), (I5)
telles que :

a; — 0, ¢;j =400, Rj =0 et I; =0
Auj = Vju;®

. ¢
[uj(a;)]"/? x Blln(f)) (O R_jj

Comme on raisonne par I’absurde, on peut supposer que u; = u;

D’autre part, on a vu qu’'on peut construire a partir de (u;), une suite (v;)
vérifiant :

Usg {ai“l‘ Y 2} ;
o) = —— 8L i ) < P
A’UZ‘ = ‘/iviE)
1
v; — v = ———— uniformément sur Bg(0), V5 > 0
(1+[y2)"/

Etape 2 : Passage en polaire et propriété de certaines fonctions

soit Lg et L les opérateurs :

Loz&gt—i—@t—Ag et L:att—Ag

avec A, 'opérateur de Laplace-Beltrami sur Sa(1)
alors en posant : h;(t, 0, ¢) = u;(a; + e* cos@sin ¢...,...,...) on obtient :

7L0hi = €2t‘/ihi5
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Notons, w; = e*/2h;, on a alors :

1
—Lw,; = — i + Viw;® avec w; > 0

_ 1 _
Considérons 'opérateur L = L — T —Lw; = Vi(a; + et0)w;5.

Etablissons quelques propriétés des fonctions w; :

1
En posant 7; = ——— on obtient :
Ui\ A
etf
O )
a) La suite w;(t + logn;, 0) = et/2 — 00— (t/24,(¢t0) converge
U; (az)
et 1/2
vers la fonction symétrique w = <m> uniformément sur | — 0o, log 3] x
e

S2(1), pour tout 4 > 0.
b) Pour i > ig, w;(logn;, 8) — w;(logn; + 4,60) > 0 pour tout 6.
c) Si A >0, w; =w; — et vérifie :

w; (logn;, 8) — w;(4 + logn;, 0) > 0, pourtout 6.

d)On a:

V6 <0, 3c¢(d) > 0, 39 =i(d) € N tels que :
1
t <6 = ——e'? <wi(t+logn;, ) < c(6)et/? pour i > ig et tout § € Sp(1).

c(9)

Les inégalités b) et ¢) permetteront de preciser le sup des réels pour lesquels
la propriété relative & un ensemble noté Ay(qu'on définira plustard), est non
vide .

L’inégalité d) est trés importante et sera utilisée vers la fin, pour aboutir a
une contradiction.

preuve de b

w;(logn;, 0) —w; (logn; +4,0) = [w;(0+1logn;, 0) —w(0)] — [w; (4 +logn;, ) —
w(4)] + [w(0) — w(4)].

La convergence uniforme des w; nous permet d’avoir pour tout ¢ > 0, un
rang ig & partir duquel :

wi(logn;, 0) — wi(logn; +4,0) > —2¢ + [w(0) — w(4)]
De plus :
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En prenant e <

preuve de ¢) :

D’aprés b) w;(logn;, 0) — w; (4 + logn;, 8) = w;(logn;, 0) — w;(logn; +4,60) —
A(elogm — elognitd) > Ap. (et —1) >0 .

preuve de d

i(t+1 iy 0
Par définition de w; et d’aprés les propriétés de u;, w =

ot/2
et
S @) 3
AT . 5 N
— , et la convergence est uniforme en 6 d’aprés a)
wi(a;) 1+ e2t
c’est a dire :
. N w; (t + logn;, ) 1
> —e < — <
Ve > 0, Jig(e,0) > 0, i > ig, —€ < i i €, pour
tout B et t < 4.
Comme < < 1, nous avons pour tout # et t < ¢ :
VI4e2 = 1+ e
et 1 S wz(t+logm,9) §€+1

et/2

V14 e

le choix suivant de e permet d’avoir d) :

1
e=—+——ctc(d)=1+¢
2v/1 + 29 ©)

Etape 3 : Utilisation de la téchnique "

moving-plane "

Posons :

W; = w; — Age' ot A\g > 0 est & choisir convenablement
th =2\ —t et W) (t,0) = w;(2\ — t,0)

Zix = w;* —w; avec A < 0

Quelques lemmes importants & propos des fonctions @) — w;

Lemme 1 :
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pour 0 < B < 1 il existe un A\g > pg tel que :
w;(t,0) >0 si t <t; = Flogn; pour tout et tout i.

Trois remarques :

i) Il est clair que t; = Blogn; > 4 + logn; pour ¢ > 4.

ii) Le choix de lintervalle | — 0o, ;], nous permet de conserver la positivité
de la fonction, car le choix d’un A\g, ne permet pas forcemment de conserver la
positivité de la fonction, si on prend 0 au lieu de ¢;.

iii) Le choix d’un § €]0, 1], nous permet de conserver une certaine marge de

manoeuvre pour la suite(obtenir notre résultat en utilisant notre hypothése de

1
départ). On prendera, § = 3

Lemme 2 :
Soit Ay, ’ensemble suivant :
Ay ={N <0, 3 (tr,0)) €]\ ] x Sa(1), @ (tr, 0x) — Wiltr,0x) > 0}
Alors, il existe v < 0,tel que pour A < v,A, = 0.
Remarque :

Ce lemme est trés important car il précise le domaine d’existence des réels
A tels que ’LDZ-)‘ —w; < 0, ou le lemme 3, ci-dessous, peut étre utilisé.

Lemme 3 :
Soit, A un réel quelconque inférieur a A; = 2 + logn;. Alors :
3 po > 0, tel que si A\g > po alors :

W) —w; < 0= —L(w} —w;) <0.

Ne pas confondre A qui donne le symétrique de la fonction et le A\g qui nous
permet de construire la fonction w; = w; — Age’

Une intérprétation de ce lemme 3 :
Ce lemme explique, qu'il existe une valeur po dépendant que de A, telle que
si on se donne n’importe quelle suite §; telle que pour tout 7, d; < \;, alors :

@ — @ < 0= —L(w) —@;) < 0.
4)_Un point utile :
& =sup {A <\ =2+ logn;, w} —w; < O,sur |\ t;] x Sa(1)}

&; existe toujours d’aprés le lemme 2.
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Preuve du lemme 1 :

Ecrivons :

Wi (t,0) = et/ ?ui(a; + et) — Noet = et{e "t u;(a; + e'h) — No}
alors :

Wi (t,0) > 0 < et 2u;(a; +e'h) > Ao

1
Rappelons que t; = logn; avec n; = ——. Nous avons :

[uias)]
Ao < eltit/2e=t/ 2y, (a; 4 €th).
Or pour t < t; on a, e(=4/2) < e=(t/2) = e(=t:/2) minu; < e(“Y/Du;(a;+€'0).
Donc :
Ao < ui(ai)ﬁ minu; < e~ 2y, (a; + e'0) pour t < t;.

D’aprés notre hypothése de départ ( celle qui doit aboutir & une absurdité)

en prenant 3 = 3’ on a:

ui(ai)ﬁ min u; — 400

Le réel A\ peut etre choisit convenablement, on le choisira de telle sorte qu’on
ait :
Ao < (1/2)ui(ai)ﬁ minu; < (1/2)e(t/2)ui(ai + etf) pour t < ¢,
et en conséquence,

ui(ai)ﬁ minu; — Ao > (1/2)ui(ai)ﬁ min u;.

Par exemple, on peut prendre \g = Ag; = (1/2)ui(ai)ﬁ minu; (il y a une
dépendance en fonction de i).

Pour alleger I’écriture, on mettra \g devant e au lieu de \g ; dans 'expression
de Wj.

Preuve du lemme 2 :

D’abord, on fixe 'entier i et on cherche le signe de 0yw;

Orw; (t,0) = (I/Q)et/Qui(ai + ef) + 6(3/2)t[9181ui(ai + €0) + 0%0u;(a; +
etf)] — \oet

Oyw; = et{(1/2)e*t/2ui(ai + €t9> — X+ et/2(81u1- + 92(92’U,i)
ot (01,6?) = 6 un point de la sphére Sz(1).
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Comme u; est supposée C', il existe A; tel que, || Vu; ||, < A;
D’autre part, d’apres le choix de Ag ( fin de la preuve du lemme 1) :
—t/2 t 1 B s

(1/2)e " 2u;(a;+e'0)—X o > Bi = i[ui(az)] minu; > 0 pour t < ;.
En conséquence, pour ¢ < t; on obtient 0;w; > e'(3; — e/2A;).
Ainsi pour t < 2log %, (B; — et/?A; > 0), la fonction w; est strictement

X3
croissante uniformément en 6 € S(1).

Supposons que lemme 2 ne soit pas vrai :

Il existe une famille de {\}, telle que A — —oo, t) €]\, ;] et 05 € Sa(1) telles
que :

Wi (2\ — t,0\) — wi(tx,00) > 0 (%)

Pour A voisin de —oo, A verifie : A < QIOg% et donc pour A<t <
i
2log % la fonction w; est strictement croissante.

T

Comme t* =2\ —t <t pour A < t, on obtient alors :
Wi (2\ — t,0) — w;(t,0) < 0 pour tout (¢,0) €]\, 2log %] x Sa(1)
Le réel ty vérifie avec 0y l'inégalité (x), il vérifie forcément I'inégalité sui-

vante :

t; > tx > 2log (05;/A;) pour tout A
Par compacité, on obtient une suite de A — —oo telle que :

tx — to € [721Og%,ti] et Oy — Oy € Ss.

T

Comme les fonctions w; sont continues :
’lI)Z(QA — i, 9,\) — ’lf)i(t)\, 9)\) = 6(2/\7”‘)/211,1'(04' + 62)‘7“‘9)\) — )\062)‘7“‘ +
doet> — et*/Qui(ai +etr0y) — Ageto — eto/Qui(ai + etfy) = —w;(to, bp), quand
A — —00.

En utilisant (), on obtient :

w;(to,00) < 0 et to < t; ce qui contredit le lemme 1(d’ou le choix de ¢;
et pas de 0, pour la borne de droite ).
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Preuve du lemme 3 :

_ 1
Considérons l'opérateur L = L — 1= O — Ny — 1 A, le laplacien sur Sz(1).

- - - - 3
On a —Lw; = —L(w; — M\e') = —Lw; + MoLe! = Viw;® + Z)\Oet avec
Vi(t,0) = Vi(a; + €'0).

- 3
De méme, Lw} = Vf(w?)5 + Z)\Oe”"t, oil on a posé¢ VA (t,0) = Vi(a; +

62)\7159)'
Ainsi,

; 3

—wi) = TR =)+ (B = V) + Vil(w))” - ).

3

Or, Vi(a; + €' 0) — Vi(a; + €'0) < ||[VVi|lso(e! — ) < A(et — et ) siA < t
(ce qui est toujours le cas ici) ,d’on

L@ ) < [0~ A —et) 4 Vig (2 + doe™)” (1 + Doe!)°)

Alors pour avoir : -
w) —w; < 0= —L(w} —w;)) <0 (%),

il suffit que :

3\
TO - A(’LUZ'A)5 Z 0.

Comme A < \; =2+ 1logn;, 2A —t — X = (A= \;) + (A —t) <0, alors :

wi(2A —t =X+ X, 0) < (1+ e)e(”"t*)‘i) < 1+ € ou € est un réel positif
fixé.

Pour prouver cette inégalité, on utilise la propriété d) de 1’étape 2 :

VB >0, wi(t+ \i,0) = w;(t + 6 +logn;, #) converge uniformément vers

w sur | — oo,log 5] X Sz(1). On prendera t =2\ —¢t —\; <0et = 1.

Finalement pour avoir (x), il suffit de prendre Ao > (3A4/4)(1+ €)° = pg et
on voit que pp ne dépend pas de A < ;.

preuve du point utile 4 :

D’apres la propriété d) de l'étape 2-1 :

w;(logn;,0) — w;(logmn; +4,0) >0

Posons, l; =logmn; + 4, on a alors :
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Donc :

) (1;,0) — w;(;,0) > 0

&; existe .

Etape 4 : utilisation des lemmes précédents pour conclure :

On choisit les A\g; comme dans le lemme 1, puis on détermine les &; corres-
pondant aux Ag; du lemme 2, et aprés on peut utiliser le lemme 3.

&i

Les fonctions w;* — w; vérifient les propriétés suivantes :
1) sur &, 1] x Sp(1) , @S — w; <0,

2) sur |&,t;] x Sa(1), —L(w5' —@;) < 0.

D’out par le principe du maximum le :

Lemme :
Les fonctions wf et w; vérifient :

max u?fi (ti,0) > minw;(t;,0).
€Sy €S2

La preuve du lemme est identique & celle du lemme 3 du théoréme 3.

D’aprés le choix de A\¢ dans la fin de la preuve du lemme 2, on a :
w; (t;,0) > (1/2)€ti/2 min u;

D’autre part, d’aprés le point d) de étape 2) :
wi(t + X, 0) = w;(t + 8 +logn;, 0) — w(t +6) < et+9/2 yniformément sur
] — 00,log 8] x S2(1)

D’ou :
wi(26 — 1:,0) < (1+ €)e¥/2e@tmN/2 < peKimti)/2
Ce qui peut s’écrire :
(1/2)(2ti=Xi) iy u; < ¢ pour tout s

_ 1
Comme \; = 4 + logmn;, t; = Blogn; = glogm et n; = [u;(a;)]72, on en
déduit que :

1/3

wi(a;)” x infu; <c¢

Ceci contredit notre hypothése de départ (étape 1).
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Cas:n=4,g=N =4, M = Q un ouvert de R™

Dans ce cas, on suppose les fonctions V; lipschitziennes de constantes A; —
A>0.

La preuve est assez similaire a celle de la dimension 3. On se place sur
Q = By (0).

Supposons que

.. .ming,yu; _ 2€?
liminf ———~—
i—+400 Az a

Y
|

et montrons qu’alors :

VR >0, sup u; x inf u; <c=cla,b,(A;)ien, R)
Br(0) B2(0)

Etape 1 : technique blow-up

On prouve d’abord la propriété suivante :

ilexiste ¢ > Oet R €]0, 1[tels que (sup u;) x inf w; < —
BR(O) B2(0) R

Supposons le contraire :

pour tout ¢, R > 0, ilexistei; € N, tels que( sup u;;) x inf w;;
BR(0) B2 (0)

S C
- R

Le but est d’arriver a une contradiction, on peut donc supposer que la suite
extraite est la suite elle-méme :

Etant données deux suites ¢; — 400 et R; — 0, il existe une suite u; telle
que :

Ci

sup u; X inf w; > —.
Bp. (0) B2(0) R;
3

Comme, la suite des minima est bornée, on en déduit :
2
sup u; X R > ¢;.
BR,L-(U)

Introduisons les fonctions suivantes :

si(z) = wi(z)(Ry — |x — x4])

ou, x; est le point tel que, u;(z;) = maxp, (0) i-

Comme R; — 0, on a R; > R? et u;(x;) — +00, on obtient :
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Jnax s; = sifar) 2 sifs) = wilws) Ry = \/[ua(wa)PRY — +oc.
R\Zj

En posant, l; = R; — |a; — z;|, (l; — 0), on montre comme dans la preuve du

théoréme 3 que :
L
L; = ——u;(a;) — +oo.

NG

Soit alors v; la fonction définie par :

. . —y
i <al * Uz’(ai)> l;

our <

vi(y) = u;ai),

on montre aussi, comme dans la preuve du théoréme 3, que pour ¢; > 4
(mais ¢; — +00 ) :

viy) £ 77/ <2 (%)
T -F)

Cette fonction vérifie Av; = W;v;® avec W;(y) = Vila; + (y )]
Ui\ Qg
. . ) . 1
Et la suite (v;) converge uniformément vers la fonction v(y) = THQ sur
Y

toute boule Bg(0), 8 > 0.

Les étapes suivantes, sont identiques a celles de la preuve du cas de la di-
mension 3, mais des modifications importantes sont a noter.

Etape 2 : Passage en polaire et propriété de certaines fonctions

Comme dans le cas de la dimension 3, on considére les opérateurs suivants :

Lozatt—f—Qat—AU et L:att—Ag

A, est opérateur de Laplace-Baltrami sur S3
Soit, w; la fonction suivante :

wi(t,0) = e'ui(a; + €'0),
elle vérifie :

—Lw; + w; = Vi(a; + etﬁ)wig

Comme dans le cas de la dimension 3, on montre que les fonctions w; ont
les propriétés suivantes :
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etf
Uq (ai + m)
a) w;(t +logn;,0) = et x —————" = €' x v;(e'f) converge vers la
ui(ai)
. . e .
fonction symétrique w = <m> uniformément sur | — oo, log a] x S5 pour
e

tout v > 0.

b) Pour i > g, w;(logn;,0) — w;(logn; + 4,0) > 0 pour tout 0, avec n;
1

[0 ()22 ™ wug(ay) (on est en dimension 4).

c) si > 0 et si on pose w; = w; — pet alors :

w; (logn;, 0) — w; (4 + logn;,0) > 0 pour tout 4

Etape 3 : Utilisation de la technique " moving-plane "

On pose :

u?-(t@)—w-(t@)—wet(le d int écédent est p =
i(t,0) = w;(t, > i du point ¢ précédent est u =

min

U; ~
PR ) i (1,6) = Vifas + ')
D’autre part :

th=2X—t, WMt 0) = w2\ —t,0) et VA (t,0) = V;(2\ —t,0).

Ici, comme dans du lemme 1 pour la dimension 3, on cherche & savoir si les

min U;
fonctions qu’on utilise sont positives, le choix de u = B#(O)Z dans le ¢) de

I’étape précédente sera tres important. Nous avons ici :

t<0=e' <1= u(a; +e'0) > min,, ;> ming, ) u;, car a; — 0.

D’ot pour ¢t < 0 et pour tout 8 dans Ss :

Mg, Wi, MANg, o Ui

e’ > 0.

w;(t,0) = e'ui(a; + e'0) — 5 2 5

Dans le cas de la dimension 3, la borne de droite des intervalles sur lesquels

on applique le principe du maximum varie, ici ¢’est plus simple ¢; = to = 0 est
fixe.

Concernant le lemme 2 ainsi que le point utile 4, ils sont les méme, puis on
montre que :

& =sup{A <\ +2, W} —w; <0, sur A to] x S3} existe.

Enfin, par continuité des fonctions w;, on obtient :
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Y (t,0) €&, to] x Ss, Wt —w; < 0.

K2

Lemme :
@5 — i < 0= —L(0% — ;) <0
Preuve :
_ 3
—L(af — @) =V (wf') — Viw®
D’ou :

—L(E — i) = (VE = V) ()’ + [(wf) —w?V,

K2

Pour tous t € [¢;,tg] et 8 € S5 :

f/fi (t,0) — f/i(t, 0) = Vi(a; + e25i_t9) — Vi(a; +€'0) < A;(e' — 62&_75).

i

D’autre part, si w;" — w; < 0, alors par définition de w;, on obtient :

min

i B;(O) i (62&—15 B et) <0

wy *’U_),L'<

Et en utilisant le fait que 0 < wfi < w;, on obtient :

() —w® = (! —w) () e+ ()] < B —w) x ()

K2

Ces deux inégalités entrainent, pour tous t € [§;,t0] et 8 € Ss :

min U;
(wf")? - wi® < 38— (wi)*(e* " — ).
En conséquence on obtient :
e _ €2 3ming (0 Wi ~ N\ o s ‘
LG — ) < ()P (O A ©) (26— et) (ss)

Par définition de w; et d’aprés (x) de l’étape 1, rappelons que pour tout

t <log(l;) — log2+logmn; :
s Y
i (aZ + ui(ai))

ui(ai)

w;(t,0) = e’ x < 2¢t,

Comme,

;% (t,0) = w; (26 — t,0) = w;(& — t) + (& — logn;) + logm;, 0]

nous trouvons que
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e(&i—t)+(&i—logn:) )
< 2¢2

3 (0 (Grmtogm) o (ai i ui(ai)
w; z(t, 9) = el i g7 X ( )
U\ Ay

car, & —logm; < 2 et & < t < to. La constante 2e2, peut étre largement
améliorée.

Revenouns a (xx) et regardons le signe de :

3min U ~ 3amin U; 3a A min u;  4e?
B2(0) VYi_Aiwi& > B2(0) —262141' — 7 B2(0) _

2 = 2 7~ A, 3a

1 2

1) N < , . . m1n32 (0) U; 26
D’aprés notre hypothése de départ, lim inf > —, on en conclu
a

i
que (**) est négative, et le lemme est démontré.

La fin de la preuve est semblable & celle du corollaire 1. On a, aprés avoir
appliquer le principe du maximum :

in w;(to, 0) < 5 (265 — to, 0
min s (to, ) < maxw;(2&; — to, )
Comme tg =0 et a; — 0 et By(a;) C B2(0), on obtient :

ming, ) ui, _ e
—=— ] > — min u;.

Wi(to, 0) = " [u;(ai + €"0) — 2 B2(0)

D’autre part, la convergence uniforme des w; entraine :

min Us;
11)1(2& — to, 9) = wl(2£l — to, 9) — 5272(0)162&7150 S ’LUZ'(in — to, 9) S cX elogm

Finalement,

[ui(a;)] x inf u; < ¢
B2(0)

Et ceci, contredit notre hypothése de 1’étape 1 ( la constante ¢ dépend de to,
elle est indépendante de 7).
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Preuve du corollaire 2 :

Comme les constantes de Lipschitz A; relative a V; tendent vers 0, on obtient :

A; A;
avec K compact de € et m un minorant uniforme de la suite u;.
En appliquant le théoréme 4, on obtient :

C(aa ba (Ai)iENa Ka Q)
m

sup u; <
K
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Preuve du théoréme 5 :

Dans ce qui suit, les fonctions u; et V; sont supposées radiales. L’équation
vérifiée par u; deveint :

" (7’L— 1)

Au; = —u; — N-1
r

u; = Viu;
Les fonctions u; et V; sont réguliéres, donc, u}(0) = 0. Comme V; > a > 0,
on a (r"~tu}) <O0.

La fonction r"~1u] est décroissante, d’ou 7"~ 1ul(r) < 0 et u; est décrois-

sante :

pour r € [0,1], u;(1) < ui(r) < u;(0)

Nos fonctions V; sont censées vérifier :

[Vi(r) = Vi(r")| < Alpln=2/2+e _pl(n=2)/21%¢|  pour tout r, 7 € [0,1].
Supposons par ’absurde que pour ce € > 0 donné :

[ (0)]¢/ =219 x 4;(1) — +o00

Introduisons la fonction :

(=)
u;(0) '

vi(r) =
v; vérifie :

Av; = ViuN 71 0 < vi(r) < 0;(0) =1 et v(0) = 0.

On suppose sans nuire a la généralité que V;(0) — n(n—2). Alors en utilisant
les théorémes de Ladyzenskaya et d’Ascoli, on conclu que :

1
(1+72)(n=2)/2

uniformément sur tout compact de R”.

Vi — U=

Comme dans les preuves des théorémes 3 et 4, on utilise la méthode "moving-
plane ".

On pose :
wi(t) = "y et Vi(t) = Vi(e")

w; est solution de I’équation :

—Lw; = Vaw N1
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(n-2)?

ou L est I'opérateur, 0y — 1

On pose aussi :
u?z-(t) = w; (t) -\ e(n72+2e)t/2

[i (0)]/ "2+ x wi(1)
2

avec, \; = . Calculons

(n —2)? By — — Dt (n — Q)Qwﬁ-)\i( (n — 2+ 2¢)? (n— 2)? Je(n=2+26)t/2
4

—Lw; = —0yw;+ 1 1

on trouve,

N—-1
—Lw; =V; (’lf)i + \; X e("72+25)t/2> + /\Ze(n —924 6)6(n72+26)t/2

Comme dans la preuve du théoréme 4 (dimension 3), vérifions que :

1) w; >0 sur | — oo, t;| avec t; = — log u;(0)]

(n—2+¢€)
2 ) le réel, & défini par, & = sup{\ < 2 +logn;, w} — w; < 0, sur |\, ]},
existe.

1
[ui (0)]2/(n=2)"

avec 1); =

3)wt —w; <0= —L(0% —w;) <0.

i
1) La premiére assertion se démontre comme suit :
wi(t) _ e("_2+26)t/2(e_€tui(et) _ )\i)

Or pour t < t;, e~ > e~ = [u;(0)]/ =2+ et ui(et) > ui(1) (u; est
décroissante ), ainsi :

[ui (0)]/ "2+ ui(1)
2

u?z(t) > e(n—2+26)t/2 [Ui(O)]E/(n_2+€)Ui(1) _

et finalement, puisque [u;(0)]¢/(*=2+€) ;(1) — 400, on a a partir d'un cer-
tain rang et pour ¢t <t¢; :
wi(t) >0 (%)

2) La deuxiéme assertion, se montre comme dans le cas de la dimension 3,
la comparaison de t; et logn; est cruciale.

3) La preuve du troisiéme point utilise 'hypothése sur V; :

wl& —w; < 0= w& —w; <N\ [e(n72+25)(2£i7t)/2 B e(n72+2e)t/2] <0

%

d’on,

56



_L(wéi_wi) _ (‘7;_5'5_‘_/i)(wfi)N—l+‘/i)\i€(€+n_2)[e(n—2+2€)(2£i—t)/2_e(n—2+2€)t/2]

2

La convergence uniforme sur tout compact K de la suite w; entraine qu’il
existe ¢ > 0 tels que : w;*(t) < ce(n=2)(ogni—ti)/2 < ¢ pout tout i.

Rappelons que d’aprés la définition de A; :
V& Vi < 7Ai[e(n—2+2€)(2£i—t)/2 _ e(n—2+2e)t/2].
On obtient :

€(2e +n — 2)

—L(wt — ;) < (a\; 5

— A x 0[P R6-0/2 _ o(n=2426)t/2)

et puisque \; — +o00, cela entraine que : —L(u?f

i —w;) < 0 pour i > ig.

Comme dans les preuves des théorémes précédents, le principe du maximum
entraine :

w;(t;) < wi(2&; —t;)

or, & partir de l'inégalité (x) et la convergence uniforme des w; :
u?i(ti) Z €(n_2)ti/2’ui(1) et wl(Qfl — ti) S wi(2§i — ti) S c1 X e(n—2)(logm—ti)/2
d’on,
u; (0)e™ Pty (1) < 2¢;
En conséquence,

[Ui (0)]1—(n—2)/(n—2+6)ui(1) <2¢;

Et finalement on obtient,

[: (0))/ "2V (1) < 26
Ceci, contredit notre hypothése de départ.
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Preuve du théoréme 6 :

Soient {u;}, {Vi} et {W;} trois suites de fonctions telles que :

Au; = Vi,V + Wi dans Q

>0et a€] n_nt?2
avec u; et a €] ——, ——
n—2n—2

0<a<Vi(z)<bet 0<c<Wz)<dVzeQ,
[|Vi(z) = Vi)l < Allz —yl| et [[Wi(z) — Wi(y)|| < Bllz —y[| Yo,y € Q.

[, Vi et W; veérifiant :

Le schéma de la démonstration est le méme que celui du théoréme 3. On
commence par prouver une estimation locale en utilisant les techniques blow-up
et "moving-plane ".

On suppose 2 = B(0) et on cherche a prouver qu’il existe deux constantes
positives ¢ et R < 2 telles que pour tout entier ¢, on ait :

sup u; X inf u; <
Baly | Ba0) R

On raisonne par I’absurde en s’inspirant de la preuve du théoréme 3, on
exhibe une suite de points (a;) tendant vers 0, deux suites de réels positifs
(R;), (I;) tendant aussi vers 0 et enfin une suite de fonctions (v;) bornées qui
convergent uniformément vers une certaine fonction positive v.

Plus précisément, on a :
ui(a;) x inf u; — 400 *).
1( l) Ba(0) % ( )

uila; + ylui(a;)] =% 2]

ui(a;)

l; o
vily) = pour [y| < 5 fus(a:)]*/ ") = L,

avec u;(a;) — +oo et L; — +oo.
Chaque fonction v; vérifie, pour tout entier 7 et tout y, tel que |y| < L;

0 <wvi(y) < B <2"2/2 avec f; — 1

De plus,

Ou V;(y) = Vila; + ylui(a;) > "= et Wily) = Wila; + yluq(ai)] >/ 2]
Comme « €] LQ , N — 1], on voit alors en utilisant les théorémes de Lady-
n —

zenskaya et d’Ascoli, que la suite (v;), on peut extraire une sous-suite conver-
geant vers une fonction v > 0 vérifiant :
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Av = koV ! sur R” v(0)=1let0<w(y)<1VyeR"

avec0<a<k<b
Par un changement d’échelle, on peut toujours supposer que k = n(n — 2),
et on sait que la fonction v définie précédemment, ne peut étre que la suivante :

1 (n—2)/2
0= (55m)

Maintenant, on peut aller voir la preuve du théoréme 3 et utiliser la technique
"moving-plane ".

On remarque que seul le lemme 2 est & vérifier. On commence par préciser
quelques notations.

Posons pour t €] — oo,log2] et 0 € S, :

w;(t,0) = et 2y, (a; +e'0), Vi(t,0) = Vi(a; +e0) et Wi(t,0) = Wi(a;+
e'o).

(n—2)

D’autre part, soit L 'opérateur L = Oy — Ay — 1

, avec A, 'opérateur

de Laplace-Baltrami sur S,,_1.
La fonction w; est solution de I’équation suivante :

7L’wi _ f/iwiN—l + e[(71-}-2)—(71—2)0415/2 > Wiwia-

On pose pour A <0 :
A =2X —t wi(t,0) = w;(t1,0), VA(t,0) = V;(t*,0) et WA(t,0) = W;(+*,0).

Alors, pour pouvoir vérifier si le lemme 2 du théoréme 3 reste valable, il
suffit de voir si la quantité —L(w — w;) est négative lorsque w;* — w; l'est. En

i i

fait, pour chaque indice i, A\ = & < logn; + 2, (n; = [ui(a;)](~2/("=2)),
Tout d’abord :

w; (2§ —t,0) = w;[(§; —t + & —logm; — 2) + (logn; + 2)]
par définition de w; et pour & <t :
wi(26;—t,0) = e[(n—2)(§i7t+§i710gm—2)]/2en72,0i [Qefi*t‘i’fi*logni*Q)] < 9(n=2)/2,n-2 _ &
On sait que :

7L(w§i —w;) = [‘71& (wfi)Nfl . ViwiNfl] + [661551' Wi& (wfi)a B ezitv’viwia]

3

avec § — n+2)—(n—-2)a

Les deux termes du second membre, notés Z; et Z,, peuvent s’écrire :
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7y = (V& = Vi) (wf )N~ + Vil )V 1 — w1 et

3

— ¢ - . &; £ = . &
Zy = (Wi& _ Wi)(’wfl)aeét + et Wi[(wfl)a . wia] + Wi’wia(eét . eét)
D’autre part, comme dans la preuve du théoréme 3 :
wis < w; et w(t,0) <& pourtout (t,6) € [&,0] X Sp_1.
Ou ¢ est une constante positive indépendante de ¢ de wf pour &; < logn;+2.
VS = Vi < A(e! — €™ et W — W] < B(e! — ™)
D’ou

Zy < AWS)NL(et—et) et Zy < B((w)” (et —et* )+ (wh) " x (7t —
ét)

e
Ainsi,
~Lwf —wi) < (f)[(Awf T B) (e — ) e (7 - )],
Puisque w;’ < ¢, on obtient :
—L(wf' —w;) < (wf')*[(AeN 7170 4+ B) (e — ) 4 (2 — &), (1)
Cherchons le signe de Z = [(AcN 172 + B) (et — et*) 4 ¢ (9 — e9t)].

n  n+2 +2—(n—2)

n—2"n-—2

Comme « €] [le réel 6 = L < €]0,1[.

On déduit que pour t <ty <0 :

et < e(1=9)to g0t pour tout ¢ < ¢p.

Comme t% <t (¢ <t), en intégrant les deux membres, on obtient :

1-0)to
0 e
t_ et v <

< : (eét . eétgi)

pour tout t < o,
qui s’écrit

0

[ —
- 6(1—5)t0

(ethi o Jt) (etgi . et).

L’inégalité (1) devient alors :

| | 5 :
—L(w —w;) < (w8 [~ = 4+ AN 4 B](ef — )
i i e(1—8)t0

Pour ty < 0 assez petit, la quantité AeN—1=a _ B devient positive

c
e(1—8)to
et le résultat cherché est obtenu dans Uintervalle [¢;, to].
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Le fait de prendre l'intervalle [¢;,t0] au lieu de [£;,log 2], n’est pas génant,
au contraire, plus l'intervalle est petit plus 'infimum est grand. La suite de la
preuve est identique & celle de la fin du théoréme 3.

On aurait tendance a dire que ty dépend de &; ou de wfi, mais si tg dépend
bien de ¢, cette constante est universelle.

On calcule ¢y puis on introduit &; < logn; + 2 comme dans les autres théo-
rémes, et on vérifie 'inégalité L(wfi —w;) < 0dés que w;* —w; <0 sur [§, .

Ayant déterminé to < 0 tel que, — AcV—17® — B soit positive, on

pose :

C
e(1-0)to

Ei = Sup{/j/i < 1Og i + 23 wfl (ta 9) - wi(ta 9) < O,V (ta 0) € [,ula tO] X Sn—l}-
Par définition de &;, wfl —w; < 0. Ensuite, on vérifie que fL(wfi —w;) <0.
Comme dans le théoréme 3, le principe du maximum, entraine :

min w;(tg,0) < max w;(2&; —to) .

0€S,_1 0E€S,_1
Or,

w;(to, 0) = eu;(a; + e0) > ' minu;
et,

co
(26 — to) <
wz( &i 0) > Uz’(ai)

donc :

u;(a;) X minw; < c.

Ce qui contredit notre hypothése (x).
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Preuve du Théoréme 7 :

Etude du cas n—2

Considérons sur une variété riemannienne compacte (M, g) de courbure sca-
laire R, une suite de fonctions {u;} solutions de :

Au; + R = Vie' (%)
0<a<Vi(P)<b et [VVi(P)] <A pour tout P € M et tout i.

Supposons par ’absurde que :
(H) supu; + infu; — —o0,
M M
on en déduit que :
sup |u;| — 400 (xx).
M
En intégrant I'équation (x), on obtient pour tout 7 :

/me“idvg:/ RdV, .
M M

Posons v; = u; — log fM Vie*dVy. La fonction v; vérifie :

Av; = Ni(Vie' = Wi) avec Ay = [y, Vie"rdVy = [y, RdVy et W; =
C2(M).

x| =

La suite {v;} vérifie les hypotheéses du théoréme 0.2 de YY.Li ( voir [8]),
celui-ci entraine I'existence d’une suite de points {z;} de M telle que :

1
T +vi(x;) > c=c(a,b, A, M) avec v; = VT(]W) /M v;dVy .

Soit G(z,y) la fonction de Green du laplacien, pour tout z € M :
wi(@) = @ — [y Gla, ) RV, (y) + [, Gla,y)Vily)e @ av,

On peut choisir G vérifiant : G > 0 et [, G(z,y)dV, = ¢ pour tout z € M.
On en déduit que :

inf wu; zm—/ G(z,y)R(y)dVy(y)
M M

en intégrant cette derniére inégalité, on obtient :

IJI\/ljf’LLZ > U; — C, EZE(M,R) >0.

Ainsi :

inf u; + supu; = inf v; + supv; + 2XA > ; + v;(z;) > ¢ = &(a, b, A, M) .
M M M M

Ceci contredit I’hypothese (H).
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Etude du cas n > 3

Soit M une variété riemannienne compacte de courbure scalaire R partout
positive.

Nous considérons une suite de fonctions positives (u;) vérifiant sur M 1’équa-
tion suivante :

n —

1
Au; + Ru; = ViuZ-Nfl
n—2

4

Supposons par 'absurde qu’il existe une sous-suite de (u;) notée encore (u;)
telle que :

lim (supu; x infu;) =0 (%)
i—00  pf M
. o i n—2
La fonction R est partout positive, 'opérateur L = —A — ﬁR est
n—

inversible. La fonction de Green associée & cet opérateur et qui est notée Gy,
vérifie les propriétés suivantes :

wie) = = | GrepVieu T wa, @)

ot m, ¢ sont deux constantes ne dépendant que de (M, g) et R, g étant la
métrique de la variété M. Nous avons :

||UZ||% :/ UiNdVg < max u; X/ uiNfldVg
M M M

Comme M est une variété compacte, la fonction u; atteint son minimum en
un point noté y;. On peut ecrire d’aprés (2) :
n—2
dn—1) Ju
Puisque V;(y) > a pour tout y € M et grace a (1) on a :

Grys,y)Vi(y)uN " (y)dVy .

mIViIn u; = ui(y;) =

Gr(yi, v)Vi(y)u" " (y)dV, > a x m/ uN " Hy)dv, .
M M

Ainsi,
4(n—1)

N
i < —
||ul||LN am(n72)

maxu; X minu; .
M M
On conclut, d’apreés (*) que :

dim lui [y =0 (xx)

1— 400

Nous allons utiliser la technique d’itération de Moser pour montrer que ()
nous permet d’avoir la convergence uniforme localement pour une sous-suite de

(u;).
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~ n—1 n—2 - n—2 - n—2
Posons R = —— R, 4= a——— b= b et V; = ———V,
osons An—2) 0" T Y4m 1y in—1) ° i(n—1)

La fonction wu; vérifie :

Au; + Rul = f/iuiN_l.

Multiplions les deux membres par u;2*=1, ot k > 1 :

/ uiQkfl(Aui +Ruz) :/ f/iuiNJer72.
M M

En intégrant par parties, on obtient :

(2’?*1)/ Uz'%_2|VUi|2+/ Ru;?* :/ Vi N H2k—2
M o u

D’autre part,
PR R
M M

k2 ~ ~
/ ui2k72|vui|2 _ T / (*Ruﬁk + VZ_UZ_N+2k72)
M - M

Comme R est partout positive et 0 < a < V;(y) < b pour tout y € M, on
déduit que :

|V K Vu-Nu-2k72< bk uN w22 (3)
_2k—1 e “2k—1 [y " '

Le dernier membre de (3) peut s’écrire :

/UiNUi2k_2:/ wN =2 02k,
M M

Comme N > 2, on peut appliquer I'inégalité de Holder a wu;
N

Ainsi,

N—-2 2k

et u;“", avec

I’exposant p = ~_ 3"

(1—2/N) 2/N
/ N2 02k < (/ uiN> % (/ uikN> .
M M M

Finalement, on a I’inégalité suivante :

k2 (1—2/N) 2/N
V < (/ ’LLZ'N> X (/ uikN> .
/ | S o1 o

Ce qui revient & écrire :

bk
IV} < g luillx ™2 x |1 -
D’autre part, d’aprés l'inégalité de Sobolev appliquée a uf :

luf [ < CIV(ui)I[3 + Alluf]]3,
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ou la constante C' ne dépend que de n. On peut écrire alors :

bCk?
k N-2 k
1B — o 32) < Al 2

o L K N
Comme (u;) vérifie (xx), la quantité (1—m||ul||N ) est positive & partir

d’un certain rang iy ne dépendant que de b, C, k. En conséquence :

bCk?
(1- m||uz||%_2) >4 >0 pouri>ig.

Finalement, on a obtenu 'inégalité suivante :

A
luf |3 < S lufll3

N
En prenant k = - on voit que ||u;||;(n2/2y — 0, avec N?/2 > N. En

N l
recommencgant avec k = <5> ,1 = 2..., on voit que de proche en proche, la

suite (u;) converge uniformément vers 0 dans tous les espaces LP,p > 1.

En utilisant la représentation intégrale avec la fonction de Green et 'inégalité
de Holder convenablement, on montre que sup,, u; — 0.

L’hypothése () entraine donc :

supu; — 0 (% % x).
M

Maintenant, si on revient & I’écriture de u; grace a la fonction de Green, on
obtient :

(1) n—2
Sup u; = U\x;) = —F———<
v An—1)

De (1) on déduit :

A Gl Vi) 1)V, ().

0<mxVol(M) < / Gr(z,y)dVy =m' =m/(M,g).
M

On peut écrire alors :

wi(z:) < b (max )V / G (i, y)dV, (y) = b’ (maxu;) V",
M M M

Do,
supu; > (bm')Z/4
M

et ceci contredit (s * ).
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Preuve de la proposition :

Soit {u;} et {V;} deux suites telles que :

Au; +2=Ve" et 0 < Vi(x) <b.

D’apreés une inégalité de Aubin( voir [1]), il existe une constante positive C,
telle que pour tout 7 :

1
10/ “wg—/ v12+—/ u; + log C 1).
gSZ 16 |V i /s, g (1)

En multipliant I’équation vérifiée par u; et en intégrant sur Ss, on obtient :

|Vui|2+2/ ui:/ Vie“iu; .
So Sa Sa

Puisque fSZ V;e* = 8w, on peut s’écrire :

|Vug)? + 2/ u; < 8msupuy; (2).
82 82 '52

Soit G(z,y) la fonction de Green du laplacien :

1 .
ui(z) = - / i~ [ Gley)RWAV,(n) + [ Gley)Viy)e Vv, .
™ SQ 32 '52

La fonction G peut étre choisie positive et son intégrale en y est constante,

il existe une constante ¢ indépendante de 7 telle que :

1
infu; > — U; — ¢ (3).
So 47T Ss

En combinant (1), (2) et (3), on obtient :

1
sup ul—i—lgful >2 [4 / u; + —/ |Vau;|* — (c/2) ] >2 [log/ e —(¢/2) —logC
u 2

Sa
Or,0 <Vi(z) <bet sz Vie“ = 8, on en déduit que : fS2 ewi > 8%

Finalement,

8
Sup u; +1nfuz > 2 1og— —c=—2(logb—20).
Sy bC
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Appendice :

Ceci concerne le 1ér cas du théoréme 3 :

Sur certaines variétés riemanniennes compactes sans bord et dans le cas ou
I’exposant p <

, on peut utiliser un autre résultat que celui de Caffarelli-

Gidas-Spruck, pour abtenir notre estimation Lj5..

Enongons un théoréme di a Brézis [3] qui nous permettera de prouver notre
résultat dans certains cas :

Théoréme . Considérons une suite de fonctions {V;}, {v;} définies sur un
ouvert borné Q0 de R™ et telles que :

2
A’Ui:‘/i’l)ip, v; >0 et 1+—<p§L
n n—2

0 < Vi(z) < A pour tout z € Q et tout 7 € N.

On suppose que ||v;||L, < B pour touti € N avec § = g(p— 1).

Alors, pour tout compact K de ), il existe une constante positive ¢ ne dé-
pendant que de p, A, B, K telle que pour tout entier i, on ait :

supv; < c.
K

Par exemple pour le cas de la sphére unité S,,, si on considére ’équation
suivante :

-1 2
4 Au; + Ru; = Viu? avec 1+ — <p < o (%)
n—2 n n—2
et 0 < a <V;(P)<bpourtout P €S, (R=n(n-1)).
Alors :
supu; < ¢ =c(a,b).
Preuve :

Il suffit de vérifier les hypothéses du théoréme .

Considérons une suite de fonctions (u;) solutions de (x). Comme S,, est
compacte u; atteint son maximum en un point noté P;.

Soit ¢; la projection stéréographique de pole Q); point diamétralement opposé
2

(n—2)/2
m) , alors cette
Y

a P;. Si on note v; la fonction ; uiogbi_l avec m; = (

fonction vérifie :

Asv; = Viv,? sur R®
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ot § est la métrique euclidienne donnée par la formule suivante g = m;%/("=2)§,
g la métrique de la sphére, A; désigne le laplacien pour la métrique d et
Vi = Viog; ' mN P,

Par définition de la projection stéréographique, ¢;(P;) = 0 et comme P;
réalise le maximum de u;, le point 0 est encore un maximum pour v;.

En effet, v;(y) = m(y)uiod; * (y) et m;(y) < 2("~2/2 entrainent :

vi(y) < 207D 20007 (y) < 207D 20,(P) = v;(0).

Placons nous sur la boule unité et vérifions les hypothéses du théoréme.
Nous remarquons que seule la bornitude uniforme de f B1(0) vf est nécessaire
pour conclure.

Pour borner uniformément |, B1(0) viﬁ dy, il suffit de borner uniformément

s, uf dVy,. Pour le voir, on utilise le fait que I’élément de volume sur la sphére est

donné en fonction de I’élément euclidien par la formule, dV, = <m> dy .
Y

Comme 7; > 1 pour |y| <1:

B
/ uiﬁdVg = / v—iﬁﬁf"/(n_mdy > / viﬁdy.
Sn R™ 7TZ- Bq (0)

Montrons maintenant que la suite | s, uf dVy, est uniformément bornée.
Intégrons 1’équation () vérifiée par w; :
n(n — 1)f8n U = fSn Viu? > afsn u?
En utilisant 'inégalité de Holder :
fsn w; < |5n|(p71)/p > (fsn Uf) 1/p
d’on,

|S,,|(P=1)/P

(fsn uf) (r—1)/p < nin —1) :

ainsi,

1/(p—1
l|will e < |Sn|'/P <M> /(p—1)
a

np—n—2p pn—2)—n

5 5 < 0, on peut

Commeﬁ:g(p—l):ﬁ—p:

utiliser I'inégalité de Holder :
1/(p—1)
l|will s < |Sn|(1/ﬁ>*(1/P>x||ui||Lp < |5n|1/ﬁ (M) )
a
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Les hypothéses du théoréme sont vérifiées. D’ou, pour r €]0, 1] :

sup v; = v;(0) = u;(P;) = maxu; < ¢(a,b).
B,.(0) Sn

Remarque :

On peut améliorer une hypothése dans le théoréme de Brézis lorsque V' >
a>0:

D’aprés ce théoréme, il suffit de supposer |[v;||r, < Ca pour tout i avec
n
8= §(p —1) et p > 1+ 2/n. Ceci entraine que o > 1. Mais pour nous, il suffit

de supposer ||v;||1 < C2 pour tout 4.

En effet, d’aprés la formule de Stokes, pour toute fonction n € C?(B,.) :

/ —viAn+n Vv = / 00y — N0y V;.
0B,

T

Prenons n = |z|?. Comme

/ i = / —Av; = —/ Viv®,

OB, B, B,

/ (T2 — |x|2)Vivz-p + 27"/ v; = 2n/ v;.
B, 9B, B,

On obtient pour p < r,

02 = yiptVi [ o < 2nlfolua, .
m

n

et finalement,

2n p 1/p
[villLe(B,) < {m} [||Ui||L1(BT)] ‘
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