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Motivations physiques :

(1) Hélioseismologie.
(2) Chromodynamique quantique.
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Présentation L'objectif de cette these est, pour chaque entier a,

e Les objets

e La problématique

e Tour d’horizon

= de construire un systeme de coordonnées \* x k%, sur
L%(0,1), qui parametre les potentiels a partir de données
spectrales du probleme considére,

= de décrire les ensembles isospectraux, c’est a dire les
ensembles de potentiels de méme spectre.

Le probléme spectral direct

Opérateurs de transformation

Le probleme spectral inverse
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La problématique

L'objectif de cette these est, pour chaque entier a,

= de construire un systeme de coordonnées \* x k%, sur
L%(0,1), qui parametre les potentiels a partir de données
spectrales du probleme considére,

= de décrire les ensembles isospectraux, c’est a dire les
ensembles de potentiels de méme spectre.

Pour la suite, nous présenterons les divers résultats dans le
cadre du probleme (1), c’est a dire le probleme spectral inverse
concernant I'opérateur de Schrodinger radial :
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Pour le probleme (1), associe a I'opérateur de Schrodinger

a = 0] J. POschel et E. Trubowitz (1987),
a = 1] J.C. Guillot et J.V. Ralston (1988),

R. Carlson (1997).

a > —1/2réel|] L.A. Zhornitskaya et V.S. Serov (1994),

Nantes 24/06/2005 - Transparent 5/16



http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/~serier/

L

UNIVERSITE DE NANTES

Présentation

e Les objets
e La problématique

Le probléme spectral direct

Opérateurs de transformation

Le probleme spectral inverse

Frédéric Serier

Tour d’horizon

Pour le probleme (1), associe a I'opérateur de Schrodinger
a = 0] J. Péschel et E. Trubowitz (1987),
a = 1] J.C. Guillot et J.V. Ralston (1988),

a > —1/2réel|] L.A. Zhornitskaya et V.S. Serov (1994),
R. Carlson (1997).

Pour le probleme (2) avec a = 0, associé au systeme AKNS :
|3 = 0] B. Grébert et J.-C. Guillot (1993),
|3 parameétre| L. Amour (1993), L.Amour et J.C. Guillot (1996).
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Tour d’horizon

Pour le probleme (1), associe a I'opérateur de Schrodinger
a = 0] J. Péschel et E. Trubowitz (1987),
a = 1] J.C. Guillot et J.V. Ralston (1988),

a > —1/2réel|] L.A. Zhornitskaya et V.S. Serov (1994),
R. Carlson (1997).

Pour le probleme (2) avec a = 0, associé au systeme AKNS :
|3 = 0] B. Grebert et J.-C. Guillot (1993),
|3 parameétre| L. Amour (1993), L.Amour et J.C. Guillot (1996).

Résultats obtenus dans cette these pour tout entier a > 1 :
= \? x g est un diffeomorphisme réel-analytique local,
= Description des variétés isospectrales

ainsi que des espaces tangents et normaux.
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Construction de )¢

En utilisant et adaptant les travaux précedents, il vient
= |ocalisation et identification du spectre avec une suite de
réels strictement croissante : 0(H,(q)) = {Aan(@)}, >

= Régularité de chaque application g — A, ,,(q) sur Lz(0,1) et
détermination du gradient :

1
Viran(t) = 2ja(Want)® + O(—) . Wan = VAan

n

= Estimation des valeurs propres

@) = (- 5) w2+ [ a0t —ata+ 1) + )

Lapplication \® est définie par

A (q) = (/01 q(t)dt, (Xa,n(Q))n21) -
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Présentation Définissons les vitesses terminales par

3’ (1, Aan(9), 0

— ’

oa catonectrale /ﬂ"a’,n(q) - ln / ’ n E N, n Z 1.
pp p Yo (17 )\a,n(())a O)

Opérateurs de transformation

e brobléme spectal inverse Viennent alors les propriétés suivantes
" g — Kqn(q) estréguliere sur Lz (0,1) et admet un gradient

1 1
Vikan(t) = —Jo(Want)Na(Wa nt) + O(—) :

2
a,n n

= Uniformément sur les bornés de L%(0,1), nous avons

fan(@) = G(n) (& (an) oy € B).

~» Nous considérons l'application x* donnée par

k%(q) = (nﬁa,n(Q))n21 :
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Présentaton Nous construisons une application spectrale, définie par
Le probleme spectral direct
e A xR LR(0,1) — Rx 6 x f

1
Opérateurs de transformation q = (/ Q(t)dt7 {ACL,’)’L(Q)} I {n/{fa,n(Q>}n>1> Y
0 'I”LZl -

Le probléme spectral inverse

vérifiant les propriétés suivantes :
=\ x k% est réelle-analytique sur L4 (0, 1),
= Sa différentielle d,(\* x k) est donnée par

dg(A\* X k*)[v]= (/0 v(t)dt, {<qua,n(q),v>}n21, {<nvqma,n(q),v>}n21).
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L'application spectrale

Nous construisons une application spectrale, définie par

A x gk L2(0,1) — Rx /3 x /3

¢ - ( / (o)t Pan@f - {nma,n<q>}nzl) ,

vérifiant les propriétés suivantes :
=\ x k% est réelle-analytique sur L4 (0, 1),
= Sa différentielle d,(\* x k) est donnée par

dg(A\* X k*)[v]= (/0 v(t)dt, {<qua,n(q),v>}n21, {<nvqma,n(q),v>}n21).

Résoudre le probleme spectral inverse va signifier

<montrer linversibilité de d,, (\* x /4;“).>
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Présentaion Le point clé : Reéduire par étapes la singularité en envoyant les
Le probiéme spectrel direct gradients associés a H, sur ceux associes a H,_1.
érateurs de transformation A 2 A
O NOtONS O, () = jo(x)” €t U,y(x) = jo(z)na ().
T Théoréme. Pourtouta € N, a > 1soit S, : LA(0,1) — L2(0,1)

Le probleme spectral inverse z £ -
défini par

RiOP

t2a

Salfl(z) = f(2) — daz®™

X

Alors,

. . L
1. S, estun isomorphisme de Banach entre L2 (0, 1) et (z — 2%%) ™.

2. ®, et WV, vérifient les propriétés suivantes

(I)a, — _Sa*[q)a—l]a \I}a — _Sa*[qja—l]a
O, = =S M@y _y], W, =S, _4].

a—1
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Bl En composant ces opérateurs, H, est “atteint” :
L e v e Théoréme. Pourtout a € N*, soit 1, 'opérateur défini par
Opérateurs de transformation

T, =(-1)"""8,8,-1-- 5.

Le probleme spectral inverse

Alors,
1. T, est un isomorphisme de Banach entre LZ(0, 1) et

Vect {x2,a:4, . ,:1:2‘1}L.

2. Pour tout A € C, nous avons les relations

2B, (M) — 1 = T [cos(2A)],  Wa (M) = —%Tj [sin(2\)].
® (M) = T, [—sin(2At)], W (At) = T Hcos(2Xt)].
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Présentation La differentielle d,(\* x k%) s’exprime comme un opérateur sur
Le probléme spectral direct LI?&(O, 1), qui a une fonction associe les produits scalaires
Opérateurs de transformation contre les éléments de la famille

Le probleme spectral inverse

e La solution {1, {Vq/j\/a,n(Q)}n>1 ) {fn’vq/{/a,n (q)}n21} ’

e Les ensembles isospectraux
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L'idee

La differentielle d,(\* x k%) s’exprime comme un opérateur sur
L%(0,1), qui a une fonction associe les produits scalaires
contre les élements de la famille

{Thn(@]) |, (0Varan(@}, o0 |

Nous cherchons a appliquer le résultat suivant :

Théoréme. Soit F := { fy }n>1 une suite d’'un espace de Hilbert H telle
que

1. Il existe une base orthonormale £ := {e,, },,>1 de H proche de F, i.e.

2
Z an - 6n”2 < 00,

2. F estlibre, i.e. aucun des f,, n’est dans I'adhérence de I'espace vectoriel
engendré par les autres éléments de F.

Alors, F est une base de H et l'application F' : = — {(f,, x) },,>1 estun

isomorphisme de Banach entre H et 02,
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Présentation La famille des gradients donnant d,(A* x %) peut s’exprimer
Le probléme spectral direct comme I,|mage par T; de |a famllle

Opérateurs de transformation

—MN
Le probléme spectral inverse F — { 1’ { 2 a ’I’Lt R?’L t } , { 1 2 a ’I’Lt S’I’L t } } 9
_ Iution COS ( w 7 ) —1_ ( ) ’I’LZ 1 2waan Sln ( w 7 ) —1_ ( ) ’I’LZ 1

e Les ensembles isospectraux

ou R, et S, sont des restes uniformes dans /3.
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| a solution

La famille des gradients donnant d,(A* x %) peut s’exprimer
comme l'image par T de la famille

—MN

F = {1, { cos <2wa’"t)+Rn(t)}n21’ { sin (2wa,nt)+5n(t)}n21},

2Wa,n

ou R, et S, sont des restes uniformes dans /3.
Nous obtenons la factorisation :

dg (A" X k%) =F o1y,

ou F associe a une fonction de Lz(0, 1) ses coefficients de
Fourier par rapport a F.

Les proprietés de T, et de F “donnent” le résultat. ]
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Présentaton Ces ensembles sont définis par

Le probleme spectral direct 5

Opérateurs de transformation ISO(QO? a’) — {q E LR(O7 1) : )\a(Q) — )\G(QO) } °
Le probléme spectral inverse , .

« lides Nous obtenons le résultat suivant :

e La solution

Théoréme. Pourtout gg € L%(0,1) ettouta € N,
= Is0(qo, a) est une variété réelle-analytique de L3 (0, 1).
= De plus, nous avons

n | d
Tq ISO(QQ, @) — Z 5— lz—qua,n] : 5 S KJQR )

n dx

N, Iso(qo,a) = < no + Z M [Vgran — 1] : (70,m) € R x L3

n>1
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