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Introduction

Les travaux présentés ici s’orientent principalement autour de trois axes : le phénomene
de focalisation en un point pour des équations semilinéaires (essentiellement, de Schrédin-
ger et des ondes), le role des oscillations quadratiques pour I’équation de Schrédinger non
linéaire, et I’équation de Schrodinger avec potentiel et perturbation linéaire ou non-linéaire.

Le premier aspect concerne directement le contenu de ma these, et a été poursuivi
pendant les trois années qui ont suivi. Il s’agit principalement de justifier et préciser sur
des exemples les calculs formels exposés dans [42]. Reprenons 1’équation principalement
étudiée dans ma these :

1
(1) ie0pu® + 562Au€ = e *7uf, x € R™.
Des données initiales de la forme
=
(2) uf|,_y = flax)e "2

donnent lieu, dans la limite ¢ — 0 & un phénomene de focalisation a l'origine a I'instant
t = 1. Dans [42], les auteurs distinguent deux régimes : le régime type optique géométrique
(en dehors de toute caustique), et le régime de caustique. Le premier correspond a la
méthode BKW usuelle, qui consiste a chercher une solution sous forme de série formelle
(dans un premier temps),

u(t,z) ~ ePei e <u(0) (t,z) + "uV(t, z) + > u@ (¢, z) + .. > ,

e—0

ou les parametres p et x sont ajustés selon le probleme étudié et les phénomenes qu’on
souhaite mettre en évidence (voir par exemple [72], [16]). Lorsque la phase initiale ¢(0, )
(qui vaut —|z|?/2 dans notre exemple) n’est pas plane, ¢ vérifie une équation eikonale
développant en général des singularités en temps fini. Ceci correspond a ’apparition d’une
caustique, pres de laquelle les termes du développement BKW (non seulement ¢, mais
aussi u(0), v etc.) deviennent singuliers : 'approche doit étre modifiée. Dans notre cas,
I’équation eikonale s’écrit

1
06+ 5IVadl* =0,

et on vérifie qu’avec la donnée initiale envisagée ici, on a exactement
|

o(t, ) = W1y
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Il y a bien formation d’une singularité a I'instant ¢ = 1, et on peut calculer également,
avec p=0et o > 1,

w0 (t, ) = q _1t)n/2f<1ft> '

Dans notre exemple, le phénomeéne de caustique se réduit a une concentration en un point,
lorigine. Pour une équation linéaire, des approximations de la solution qui soient valides
a la fois hors et prés de la caustique ont été obtenues a l'aide d’intégrales oscillantes
([59, 20]). Dans le cas d’équations non linéaires, un nouveau parametre doit étre pris en
compte : la taille de la solution, amplifiée, conservée, ou atténuée par les non-linéarités.
Hunter et Keller [42] ont suggéré par des calculs formels qu’a chaque régime (BKW en
dehors de la caustique, et régime spécifique pres de la caustique) est associée une notion
d’indice critique concernant la taille de la non-linéarité (ou de la solution, c’est équivalent
par changement d’inconnue dans le cas d’une non-linéarité homogene). Pour (1), ceci se
traduit par le fait que @ = 1 est une valeur critique pour 'optique géométrique, alors
que le cas critique pres du point focal correspond & o = no. Si @ > 1 (cas sous-critique),
alors la non-linéarité est négligeable en dehors de la caustique (réduite & un point dans
notre cas), et si @ > no, les effets non-linéaires sont négligeables au premier ordre dans
la limite € — 0 pres de la caustique. Dans [C00a], on décrit les phénomeénes sous-critiques
et critiques correspondants. Le phénomene le plus marquant est que pour o = no > 1, le
seul effet non-linéaire au premier ordre est décrit par un changement de I’amplitude de la
solution u® a la traversée du point focal, mesuré par un opérateur de scattering. Un tel
résultat est a rapprocher de [3].

Les généralisations données aprés ma these concernent la focalisation sur une droite
pour le méme type d’équation [COOb], une amélioration d’un cas traité de fagon partielle
dans ma these [COla], et I’étude d’équations des ondes semilinéaires. Ce dernier aspect
apparait dans ma these [C98] dans le cas d’ondes radiales oscillantes en dimension trois
d’espace. Au cours de mon séjour & Ann Arbor, nous avons commencé une collaboration
avec Jeffrey Rauch ([CR02, CR04a, CR04b]), ol on remplace le caracteére oscillant par des
impulsions courtes, techniquement plus souples. Dans [CR02], nous précisons le résultat
de [C98] dans le cas d’impulsions courtes. Dans [CR04a], nous construisons un opérateur
de scattering, pour montrer que comme dans le cas de I’équation de Schrodinger évoqué
ci-dessus, cet opérateur sert a décrire les effets non-linéaires de caustique. En outre,
nous décrivons une propriété qualitative (élargissement des impulsions) de cet opérateur.
Finalement, dans [CR04b], nous traitons essentiellement des cas ou le caractere dissipatif
(resp. accrétif) de 1’équation d’ondes donne lieu & une absorption (resp. intensification
arbitraire) des impulsions & l’approche du foyer. Avec David Lannes, nous avons étudié un
cas laissé ouvert dans [CR04b], celui d’équation conservative ([CLO03]), puis généralisé des
phénomenes mis en évidence dans cette série de papiers au cas d’équations semilinéaires
dispersives [CL-p].

Le second axe de recherche analyse une question apparaissant & la lecture de [C00a],
suggérée par la comparaison avec [31, 3] : pour des données de la forme (2), on a montré
que le cas « = no > 1 correspond & des effets non-linéaires importants uniquement
pres du point focal. Réciproquement, si &« = no > 1, pour quelles données initiales la
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non-linéarités a-t-elle un effet au premier ordre? Des réponses a cette question appa-
raissent dans [CFGO3] pour le cas ¢ > 2, et [CK-p] pour le cas o = 2. Pour o > 2, on
montre que les données de la forme (2) sont essentiellement les seules & pouvoir “allumer”
la non-linéarité, qui se manifeste alors comme dans [C00a]. Pour o = %, I'invariance
d’échelle conduit & prendre en compte une plus grande gamme de données initiales.
L’approche suivie pour montrer ces résultats est tres semblable aux méthodes employées
dans [31, 3]. La premiére étape consiste a établir un critéere de linéarisabilité, portant
sur la solution d’une équation linéaire, qui permette de décider si la non-linéarité a un
effet au premier ordre dans I’équation non-linéaire. Un tel résultat se situe dans ’esprit
de [31]. L’étape suivante consiste & décrire les données initiales mettant en défaut le
critere de linéarisablilité. Cette étape fait appel a la notion de décomposition en profils,
introduite dans [32] et utilisée dans [3] (puis notamment [52, 27, 26]). Techniquement, la
principale différence entre [CFGO03] et [CK-p| est la suivante : dans [CFGO3], le critere de
linéarisabilité est établi a I’aide des seules conservations (masse et énergie) et inégalités de
Strichartz, alors que dans [CK-p]|, la décomposition en profils est utilisée des cette étape.
Dans les deux cas, nous mettons en évidence un principe de superposition non-linéaire.

Le troisieme théme est ’étude de ’équation de Schrodinger avec potentiel et perturba-
tion. Dans le cas de perturbation non-linéaire, de telles équations apparaissent en physique,
notamment dans ’étude de la condensation de Bose—Einstein. Insistons plutot sur I’aspect
mathématique. Beaucoup de travaux existent sur ’équation de Schrodinger non-linéaire
(renvoyons a [13] pour une présentation synthétique récente). Parallelement, I’étude de
I’équation de Schrodinger linéaire avec potentiel a mobilisé beaucoup d’efforts et abouti a
de nombreux résultats. Partant d’une culture plutot non-linéaire, j’ai essayé de comprendre
quels résultats pouvaient s’adapter dans le cas avec potentiel. Il s’avere que lorsque le po-
tentiel est polynomial de degré au plus deux, ’adaptation se fait de facon assez souple.
La remarque fondamentale est que dans ce cas, un outil classique de ’analyse linéaire
(dérivées de Heisenberg) se trouve bien adapté aux probléemes non-linéaires : opérateurs
pseudo-différentiels dans le cas général, les dérivées de Heisenberg sont dans ce cas des
opérateurs différentiels se comportant & plusieurs égards comme le gradient. Signalons
comme exemple marquant celui de I’équation ([CO3b])

. 1 2|z 20
(3) i0yu + §Au = —wiut AMu|*u u‘tzo = ug,
avec w,o > 0, A € R, x € R" et ug dans la classe de Schwartz pour fixer les idées. Il est
facile d’établir I'existence et 1'unicité de solutions locales en temps, grace aux inégalités de
Strichartz. Une technique habituelle pour globaliser consiste a utiliser des estimations a
priori fournies par les conservations de la masse et de I’énergie. Dans le cas de (3), celles-ci
s’écrivent :

Masse : [Ju(t)|| ;2 = |luoll 2

. . 1 w? A

Energie £ Vau(t) [ — < eu®) s+~ ul) 225 = Cste.
Dans le cas sans potentiel (w = 0), si A > 0 (non-linéarité répulsive), on obtient une
estimation a priori H!, d’oti on déduit I'existence globale pour o < %, hypothese
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permettant d’utiliser les injections de Sobolev). Par contre, dans le cas w # 0, la
conservation de I’énergie ne permet pas de conclure, quel que soit le signe de A. Gréce
aux opérateurs évoqués plus haut, nous montrons qu’en fait la présence du potentiel
—w?|z|? permet de contrarier le phénomeéne d’explosion en temps fini : on a existence
globale pour A > 0, et pour A < 0 dans des cas ou on a explosion en temps fini quand w = 0.

Dans I'exemple ci-dessus, le role du potentiel peut étre interprété comme celui d’'un
accélérateur : dans le cas “habituel” (w = A = 0), la vitesse asymptotique des particules en
grand temps est de 'ordre de ¢. Dans le cas linéaire avec un tel potentiel (A =0, w > 0),
la vitesse asymptotique est de I'ordre de e*!. Il s’ensuit par exemple qu’en terme de
théorie du scattering, toute non-linéarité de type puissance sera une perturbation a courte
portée, ce qui n’est pas le cas sans potentiel (w = 0, voir [5, 78, 79, 13]). Motivés par cet
exemple, nous avons étudié avec Jean-Francois Bony, Dietrich Héafner et Laurent Michel
[BCHMO5] le cas d’une perturbation linéaire du hamiltonien —A — |z|?, et généralisé
au cas de —A — [z]%, pour 0 < a < 2. Comme ci-dessus, la difficulté mathématique
principale tient au fait que le hamiltonien de référence n’est pas elliptique ; nous montrons
que le potentiel —|z|* accélere les “particules” (nous ne prétendons nullement couvrir un
modele physique), et modifie la notion courte/longue portée. Ceci se montre en adaptant
la théorie de Mourre ([63, 17, 28]).

Le dernier paragraphe évoque I’étude d’une équation de Schrodinger en régime semi-
classique, en présence d’un potentiel périodique en espace, de période de l'ordre du pa-
rametre semi-classique, d’un potentiel confinant, et d’une perturbation (faiblement) non
linéaire :

1
(4) ie0pus + §€2Au€ =W (g) u + U(x)uf + A(t)e|u[*7u

ou Vi est périodique le long d’un réseau I', U est sous-quadratique au sens large (penser a
un oscillateur harmonique, isotrope ou non), A est une fonction réguliere, et 0 < o < %
Dans le cas linéaire (A = 0), on sait dire beaucoup de choses sur cette équation (voir par
exemple [4, 30, 33, 70, 80]). L’étude d’une perturbation non linéaire est motivée par la
physique (condensation de Bose—Einstein). Dans [CMSp04], nous avons étudié une asymp-

totique semi-classique pour des données bien préparées, avant formation de caustique.

a: . 2 P . .
Wsi g < %7 on a existence globale L* sans passer par ’énergie, avec ou sans potentiel.



Chapitre 1

Focalisation en un point pour des équations semilinéaires

L’article fondateur de I’étude d’oscillations par la méthode de I'optique géométrique est
dt & Lax ([56]) : soit L(y, d,) un opérateur différentiel matriciel, ott y = (¢,z) € R, On
considere le probleme de Cauchy

(1.1) Ly, d)u=0 ;5 uy_q= fla)e?@/e,

ol € est un parametre tendant vers zéro : physiquement, € peut représenter une longueur
d’onde, la constante de Planck, une viscosité, etc. La méthode de Lax consiste a cher-
cher, tout d’abord formellement, une solution de (1.1) sous forme d’un développement
asymptotique BKW

u(t, ) ~ @D (gt ) + 2wt 2) + ),

puis a justifier, par des arguments de stabilité, ces calculs formels. On peut lire a ce sujet
I'exposé introductif de J. Rauch ([72]). La phase ¢ est solution de I’équation eikonale :

det L(y,d¢) =0 5 ¢y = ¢-

Ainsi, pour I’équation des ondes, on trouve

(0:9)? = |Vaol?,

et pour ’équation de Schrodinger,
1
01 + 5 IVadl* = 0.

L’équation eikonale est résolue, localement en temps en général, par la méthode de
Hamilton-Jacobi. A priori, la phase ¢ n’est pas définie globalement en temps et il apparait
une caustique.

Dans le cas d’une équation linéaire, on sait completement décrire les phénomenes qui
se produisent au niveau de la caustique, [59, 20]. L’influence de la caustique consiste
au premier ordre en I'apparition d’'un déphasage a la traversée de la caustique, I'indice
de Maslov. Dans [42], les auteurs appliquent formellement 'ansatz de Ludwig pour des
lois de conservation. Il ressort de cette approche que selon 1’échelle entre I’amplitude et
la longueur d’onde de la solution, il convient de distinguer d’'une part la nature de la
propagation, et d’autre part, la nature de l'influence de la caustique. La nature de la
propagation (linéaire ou non linéaire) est celle qui est déterminée par la méthode BKW.
En qualifiant 'influence de la caustique de linéaire, les auteurs veulent dire que les effets
non linéaires cumulés au voisinage de la caustique sont négligeables. Au contraire, si les
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effets non linéaires se ressentent au premier ordre a la traversée de caustique, alors on
parle de “caustique non linéaire”.

L’étude des phénomenes de caustique pour des équations non linéaires a également
donné lieu a plusieurs travaux de Joly, Métivier et Rauch ([43, 44, 45, 46, 49], voir aussi [47]
et [48] pour une présentation générale). Plusieurs questions restent toutefois en suspens.
Celles auxquelles nous avons apporté quelques réponses traitent en particulier d’équations
conservatives (dont le cas modele étudié est I’équation de Schrodinger) et obtention
d’estimations L™ (ceci est réalisé en particulier pour des ondes ultra-courtes). Nous avons
traité essentiellement le cas ou la caustique est réduite & un point, et justifié (dans certains
cas, précisé, en décrivant un phénomeéne non-linéaire au point focal) ’heuristique de [42].

1.1. Equation de Schrodinger

1.1.1. Focalisation en un point. — Soit ’équation de Schrédinger
1 Lo |?
100 + §Av =0 ; wo=e"2 ; (tz)eRy xR".

Par analyse de Fourier, on constate qu’a l'instant ¢ = 1, la solution v vaut la masse de
Dirac a l'origine. Il y a apparition d’une singularité a cause des oscillations quadratiques
(voir aussi [74]). Un phénomene analogue se produit dans la limite € — 0 pour

1 Lz
(12) is@tve + §€2A’U€ =0 3 vﬁf:O = f(x)e_l 2,

avec f par exemple dans la classe de Schwartz. Le noyau de 'opérateur de Schrodinger
étant explicite, le théoreme de la phase stationnaire permet d’établir

(1—t)n/2f<1—t>e mesit<d,

1 ~/x .
(1.3) v(t,x) ~ Wf (E) sit=1,

e—ing T : 2|2 .
= 1)n/2f <1 —t) e2et=-1 git>1,
ou la transformée de Fourier est définie par

iy 1 —ix-
(14) 716 = mys [ =S

Dans ce cas précis, l'indice de Maslov vaut —n3. Dans ma these, j’ai considéré la pertur-
bation semilinéaire de I’équation précédente,

2
;1]

1
ie0pu® + 562Au€ = |u®|*u® uj_o =€’ f(z)e " 2= .

Le signe opposé devant le terme non-linéaire (non-linéarité attractive) a également été
considéré, mais de fagon suffisamment marginale pour que nous nous restreignions au cas
répulsif ci-dessus. La forme de la donnée initiale assure qu’il y a encore formation d’un
point focal a l'origine a 'instant ¢ = 1. Les calculs de Hunter et Keller suggerent que des
notions d’indice critique sont associées & o et p (qui mesure la taille des données initiales),
pour la propagation en dehors de ¢ = 1 d’une part, et pres de ¢ = 1 d’autre part.



1.1. Equation de Schrédinger 7

Ramenons-nous a des données initiales de taille O(1), en posant u® = e Pu® :

1 ;|21
(1.5) iedpu® + §€2Au€ = euf|*Tus Uy = f(@)e "2,

c’est-a-dire (1) avec av = 20p. Des raisonnements semblables a ceux de [42] conduisent aux
distinctions suivantes (voir [C00a]) :

a > no o= no
a>1 foyer linéaire foyer non linéaire
optique linéaire optique linéaire
a=1 foyer linéaire foyer non linéaire
optique non linéaire | optique non linéaire

Dans [C00a], les quatre cas ont été étudiés, celui d’un foyer non linéaire avec régime
d’optique non linéaire se faisant sur un modele intermédiaire de deux équations linéaires
couplées non-linéairement, en dimension un d’espace :

1
ie0v° + 56283%1)5 =0
(1.6)
; € 1 292 € €12,,€
iedpu +§€ ozuf = elvf|“u .

Le modele complet de I’équation non linéaire cubique a été étudié dans [COla].

La présentation qui suit ne correspond pas a celle de [C00a, C0la], mais plutét a une
vue d’ensemble ultérieure, utilisée notamment dans [C03al, [CFG03] et [CMSp04].

Un premier réflexe pour étudier la limite semi-classique dans (1) consiste a établir des
inégalités d’énergie. Pour controler les termes non linéaires, on peut alors penser aux
inégalités de Gagliardo—Nirenberg,

1-6 0
(1.7) [ullze S llull 2 [Vullz -

(Nous ne précisons pas les valeurs autorisées pour p, ni la valeur de 6(p), ceci n’apportant
rien a la présentation.) Dans le cas de fonctions rapidement oscillantes, la dérivation ci-
dessus s’avere d’un colit élevé : on ne pourrait pas espérer mieux en général que

[ @)l S w2 @) Vo ()] = Cste x O (79 .

Considérons dans un premier temps le cas d’un foyer linéaire avec optique linéaire. L’heu-
ristique suggere que la solution de (1.2) fournit une approximation uniforme. D’apres (1.3)
(que 'on peut énoncer plus précisément),

Jo*(®)llo = O (It = 117) = 0, (1) pour [t 1] >3 >0.

Ainsi, D'estimation donnée par les inégalités de Gagliardo—Nirenberg s’avere loin d’étre
optimale en terme de puissances de . Pour palier a ce défaut, on pourrait suivre I'ap-
proche introduite par O. Gues ([38]) : en construisant un développement asymptotique
suffisamment poussé, la taille du reste peut étre affaiblie par les inégalités de Gagliardo—
Nirenberg, mais rester assez petite pour justifier le développement (voir aussi [72]). En
présence de caustique, il semble délicat de chercher plusieurs termes d’un développement
asymptotique : négligeable au premier ordre, la non-linéarité finit par se manifester aux
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ordres suivants, et & moins d’'imposer de nouvelles conditions & « (qui ne permettraient

plus de justifier le tableau ci-dessus), on serait confronté a de nouveaux problemes.
L’approche suivie dans [C00a] consiste a profiter autant que possible de la connaissance

géométrique de la propagation (voir figure 1). Dans le cas de (1.2), on connait précisément

FI1GURE 1. Rayons de l'optique géométrique : focalisation en un point.

les oscillations de la solution (1.3). A priori, seules ces oscillations sont responsables du
défaut de précision dans les inégalités de Gagliardo—Nirenberg ci-dessus. Commencons
donc par compenser ces oscillations avant de prendre le gradient, en considérant

_il=l?
wr— Ve 2Dy | .

Par ailleurs, la vitesse de concentration est connue dans le cas linéaire (1.3) : elle est de
lordre de |t — 1] en dehors du point focal. Introduisons alors

- x|? . Jx|?
(1.8) JE(t) = i(t — 1)e' =DV, ((3225“1)) = g +i(t —1)V,.

Cet opérateur n’est autre que l'opérateur de Galilée x + itV , introduit dans [34], modifié
par le changement d’échelle

t—1 X = z
€ €

Cet opérateur permet alors de justifier 'approximation de u® par v en dehors du point
focal. Pres du point focal, les inégalités de Gagliardo—Nirenberg ci-dessus deviennent essen-
tiellement optimales, et on justifie alors globalement (localement uniformément en temps
en général) Papproximation de u® par v°, en considérant un systéme fermé constitué a
l'aide des opérateurs Id, eV, et £ +i(t —1)V,.

Avant d’expliquer les autres cas du tableau, énongons un résultat précis. Généralisant
Iécriture de [20] au cas non linéaire, suivant ainsi ’approche de [49], écrivons

1 it—1g2 czE d§
€ B S e
us(t,x) = e /e 2 as(t,é)—(%r)n.

Cette écriture a toujours un sens car a t fixé, I'intégrale oscillante ci-dessus définit une
isométrie de L?(R™). Dans le cas linéaire, on a, au premier ordre, d;a = 0.

T:
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Passant a la limite formellement dans I’équation vérifiée par a., on trouve dans le cas
a=1:

(1.9) iDha(t,€) = 5 gl alt. )

|27m(1 — )
Introduisons a. défini par

ac(t,€) = MG (t,€),
ou g est solution de

1
dg(t,§) = m”(—gﬂﬁ ; Gp=0=0.

Alors (1.9) devient dya = 0. Utilisant la convention g = 0 si @ > 1, écrivons plus
généralement :

e _ il g (1 6)~ 3

u (t,l’) - 871/2 /6 2 a&(tag) (27‘(’)"

Une fois pour toute, notons ¥ = H! N F(H'), ot F est la transformée de Fourier

Ff(&) = (2m)~"/? / e~ f(x)d .

Pour ne pas alourdir les hypotheses, considérons le cas unidimensionnel :

Théoréme 1.1 ([C00a]). — Supposons n = 1. Soient o0 > 0 et o > 1. La donnée initiale
de a. converge :
~ 27
3:(0.6) — \| 2 F(—€) =t ag(€) dans 3.
1. Pourt <1, on a a.(t,§) —>Oa0(§) dans 3.
e—

2. Pourt > 1, a.(t,§) —>0Za0(£) dans X3, ou Z est défini par :
E—

— Z =1 pour un foyer linéaire (o> o).
~ Z =FoSoF ! pour une optique linéaire (o > 1) et un foyer non linéaire (o = o),
ot S est lopérateur de scattering (lorsque celui-ci agit de ¥ dans ) associé a

(1.10) 10 + %Aw = |[Y|*79.

Dans le cas a = 1 > o, seul le terme de phase g apparait comme nouveau : il prend
en compte les effets non linéaires en dehors du point focal (ces effets sont négligeables au
point focal). Ces effets sont faiblement non linéaires, dans la mesure ou ils n’affectent pas
la géométrie de la propagation (ils n’apparaissent pas au niveau de ’équation eikonale),
mais seulement 1’équation de transport du profil principal.

Considérons maintenant le cas d’un foyer non linéaire, « = no (on a le méme type
de résultat que ci-dessus en toute dimension, voir [C00al]). Pour a > 1, le seul effet non
linéaire au premier ordre est le saut du symbole lagrangien a. (= a. car « > 1) au point
focal, mesuré par 'opérateur de scattering associé a (1.10). Esquissons une démonstration.
Définissons ¢ par

(1.11) Wt ) = 5711/21/’6 (t - 1,§> .

9 9




10 Chapitre 1. Focalisation en un point pour des équations semilinéaires

On a alors
1 i L2
Y e e N (Ol
t=—1
Eclaircissons le caractére surprenant de la donnée de Cauchy. Notons Up(t) = ez Je
groupe associé a l’équation de Schrédinger libre. On vérifie qu’on a la convergence
(1.12) Up(—t)y*(t)| _ , v = e~ Mif  dans .
t=—= e—

Utilisant les propriétés de 1’équation (1.10) (existence d’opérateurs d’ondes, complétude
asymptotique et caractére globalement bien posé pour certaines valeurs de o, voir par

exemple [34, 15]), on a
[ = Yl oo (resx) -0
ol 1 est 'unique solution du probléme de Cauchy en —oo :

. 1 o

00+ S A0 =[PP 5 Uo(=0ye(t)| _  =v-.
La théorie du scattering (voir par exemple [34, 15, 13]) permet en outre de montrer 1’exis-
tence d’une fonction ¥y =: S¢_ (ce qui définit 'opérateur de scattering ) telle que

[Uo(—=)0(t) — ¥yl e 0.

Le résultat du théoréme 1.1 suit alors facilement. En particulier, on met en évidence
Iexistence d’un profil de caustique : pour t proche de 1,

1 t—1zx
£
w(t2) ~ ot (TE) :

On peut aussi écrire une asymptotique a la maniére de (1.3) :

( ein% . o ; |2 '
m‘}- TIZ), E e2x=t-1 git <1,
1
ut(t, x) ~ n—/2WJ/), <§> sit=1, ou W_:9_ — _, est I'opérateur d’onde,
e— e
—ing _laf?
o (1) T s,

Ce type de résultat (profil de concentration et traversée de point focal décrite par un
opérateur de scattering) est & rapprocher de [3].

Dans le cas n =1 (le cas n > 2 n’est pas étudié), & = no = 1, on ne peut plus utiliser
directement un tel argument. En effet, opérateur de scattering S n’est pas défini : on
ne peut plus comparer la dynamique non linéaire (1.10) et la dynamique libre donnée
par Uy ([5, 78, 79, 13]). La construction d’opérateurs d’ondes modifiés pour prendre en
compte les effets a longue portée est due initialement & T. Ozawa [69], et une notion de
complétude asymptotique est due & N. Hayashi et P. Naumkin [40]. Dans les deux travaux,
une hypothese de petitesse sur les données (état asymptotique pour [69], donnée de Cauchy
pour [40]) est nécessaire. Par contre, si grosso modo les résultats de [69] permettent de
passer du temps ¢t = —oo au temps ¢t = 0, et les résultats de [40] du temps ¢ = 0 au temps
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t = 400, on ne peut pas recoller ces résultats, en raison d’un écart de régularité entre la
donnée a t = 0 dans [69] et celle de [40].

En reprenant les calculs formels de [C00a] menant & la définition de g ci-dessus, et par
I’étude de certaines intégrales oscillantes et de leur approximation, je redémontre dans
[CO1a] le résultat d’Ozawa, en précisant la régularité de la donnée a t = 0, ce qui permet
de recoller avec les résultats de [40].

En prévision de la présence d’un opérateur de diffusion a longue portée, nous modifions
la donnée initiale de (1.5) pour considérer

1 22
(1.13) iedyu® + 55283% S = delut P Upg = 6_12_s+“\‘f(x)|21°g%f(x).

Théoréme 1.2 (|COla]). — Supposons n =a =0 = 1.
1. On peut définir un opérateur de scattering modifié pour (1.10), pour des données dans

F(H), ou :

H={f e B®R); of € I*R)}.
Plus précisement, il existe § > 0 tel qu’a toute Y_ € F(H) avec ||Y_||x < 0, on peut
associer 1 € C(Ry, X)) solution de (1.10), et 1y € L2, telles que

(1.14) (1) S OU (e dans L2,

t—=+o0

oty S* sont définis par ST(t,z) == A ‘12; <%> ‘Zlog |t|. Notons S :_ — 1.
2. Soit f € H, avec ||f||s suffisamment petite. Soit u° la solution de (1.13) (qui est dans
C(R; L?)). On a alors l’asymptoifiqu?r suivante dans L? :
—sit <1, alors : u(t,z) ~ o ei%(ﬁlﬁi’\‘ﬁ(%)flog%qﬁ <L> :
’ a0 /Tt t ’

—iy  _a? N s t=1 ~
—sit>1, alors : u(t,x) -~ \/emelk(t—l)+2)“w+(t—l)‘ log =5 Wy <L>,
ot P_ est donnée par (1.12) et 1, = Sy_.

Remarque 1.3. — Des facteurs 27 apparaissent dans [COla] et pas ici, en raison de
différentes conventions pour la transformée de Fourier.

Le déphasage de —7/2 entre les deux asymptotiques (avant et apres focalisation) est
classique : c’est un phénomene linéaire (indice de Maslov, [20]). Le changement d’ampli-
tude, mesuré par un opérateur de scattering, procede comme dans le théoreme 1.1. Le
phénomene nouveau ici est le déphasage

2 — —
# (i) e ()

€ t—1
qui est “fortement non linéaire” et dépend de . Suivant une idée de Guy Métivier, nous
avons qualifié ce déphasage d’aléatoire.

2
A

log —,
€
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1.1.2. Mesures de Wigner. — Une conséquence directe du théoreme 1.1 est que l'on
peut calculer explicitement les mesures de Wigner associées a u®, puisqu’on a des conver-
gences fortes dans L?. Rappelons que la mesure de Wigner d'une famille (uf(t))o<c<1
bornée dans L?(R) est la limite faible (4 extraction d’une sous-suite prés) de sa trans-
formée de Wigner,

VE\ — VEN gy AV
1.15 We () (ta,€) = | uf (t, ——) 6<t, —) i 20
(1.15) (u®)(t,x, &) /u - )ut (et )e o
Cette limite est une mesure de Radon positive i, son étude s’est révélée efficace pour des
problémes linéaires semi-classiques ou d’homogénéisation (voir par exemple [58, 33]). Dans

le résultat qui suit, nous notons u_ (resp. p) la mesure de Wigner associé a u® avant
(resp. apres) la focalisation a ¢t = 1.

Théoréme 1.4 (|CO01b]). — Soit n = 1. Considérons les problémes de Cauchy (1.5),
pour > 1,0 >0, et (1.13) dans le casa =1=o.
1. Sia>o, onap =pt, donnée par

st ()

2. Sia=0 > 1, la mesure avant focalisation est encore donnée par p~, mais la mesure
w au-dela de la caustique est décrite par un opérateur de diffusion, via la formule

1 2
u+(t,x,§):m‘Zf <1i—t> dr @ 6g= =, avec Z =F o So F L.
En particulier,

lim p~(t,z,€) = 6(z) ® | f(€)[*de ; Jim pr(t,2,€) = 6(x) @ |Zf(€)]7dE.

t—1—

2
dr ® 552% .

t—

3. Supposons a = o > 1. Il existe deux familles (u§)0<5§1, Jj = 1,2, solutions de (1.5)
(ayant des profils initiauz f; différents), avec des mesures de Wigner ,ujt avant et apres

la caustique telles que p] = py et uj # pg .

Les deux premiers points, conséquences immédiates des théoremes 1.1 et 1.2, montrent
que dans le cas @ = 1 (optique - faiblement - non linéaire), la mesure de Wigner ne voit
pas leffet non linéaire en dehors du point focal. C’est parce que celui-ci se manifeste a
travers un terme de phase oscillant & 1’échelle O(1).

Le dernier point montre que dans ce contexte, le probleme de la traversée du point focal
est un probleme mal posé. 11 découle d’une étude de l'opérateur de scattering S pres de
l'origine, a la maniere de [31].

1.1.3. Focalisation sur une droite. — Dans [C00b], nous avons considéré une
géométrie différente, en remplacant la focalisation en un point par la focalisation sur
une droite en dimension deux d’espace (cette derniére hypotheése étant surtout la pour
minimiser la complexité technique). Soit donc le probleme de Cauchy :

1
(1.16) ie0pu® + §€2Au€ = c®uf|*uf, & = (z1,19) €R? Upyg = fla)e "2 .
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Cette donnée initiale entraine une focalisation sur la droite {x; = 0} a l'instant ¢t = 1
(voir la figure 2). Intuitivement, on répete infiniment le cas mono-dimensionnel de (1.5), x2

NENY N
RS RN
MM AN
N1 N\
%
\ \
NN NN
ITATENN NN
TATRNN AR
rpfvy N fpous N
R s N Y
I | -
11 \ rpov N
i [ \
/! ;!

T 7 ,",' 7o
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FIGURE 2. Rayons de I'optique géométrique : focalisation sur une droite.

jouant le role d’un parametre. On s’attend alors a avoir le méme tableau que précédemment
avec n = 1. La difficulté technique pour justifier cette intuition consiste a controler la
dépendance en x5. En introduisant

E = {(p € Hl(RZ)/ 331@%961%9613@@ c LQ(RQ)} 7

on établit une théorie de la diffusion, suffisante pour adapter le théoreme 1.1. Les notations
et résultats intermédiaires nécessaires a un énoncé compréhensible étant assez lourds, nous

avons renoncé a préciser ici la discussion qui précede.

1.2. Equation des ondes

La premiére partie de ma these ([C98]) consistait en 1’étude d’une équation des ondes non
linéaire en dimension trois d’espace. Pour des données radiales oscillantes, il y a apparition
d’un point focal & 'origine (seule la symétrie radiale des oscillations initiales est a l'origine
de ce phénomene, voir [45]). Contrairement au cas de I’équation de Schrédinger mentionné
précédemment, ce phénomene ne se produit pas a un instant unique, les paquets d’onde
voyageant tous a la méme vitesse. Concentrons notre étude sur I’équation modele

(1.17) Du® + a|Opuf [P~ 1o = 0,
ot d=0?—-A,acCetp>1. Dans [CI8], nous avons considéré des données initiales de
la forme
R B AN _U r
U ‘t:O_EUO <r7g) ) tU ‘t:()_ 1(rag>7

avec Uj(r, ) 2m-périodique. Ceci est un cas particulier des études menées dans [44, 45, 46,
49]. Notons que pour a € R, I’équation (1.17) est dissipative : I’énergie linéaire,

E¢(t) = /RS (|0pus (¢, 2)* + |Vou (t, z)[?) dz,
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est une fonction décroissante du temps (voir par exemple [57]). Dans [45], les auteurs
ont montré que si a > 0 et p > 2, alors les oscillations sont absorbées au point focal :
seule reste une partie non oscillante a la sortie de la caustique, en raison des effets
dissipatifs (voir aussi [50] pour une absorption des singularités). Si 1 < p < 2, une étude
d’intégrales oscillantes dans L? a permis de montrer dans [49] qu’'en moyenne (dans des
espaces de Lebesgue d’indice fini), aucun effet non linéaire ne se produit au premier
ordre a la traversée de la caustique. Dans [C98], nous avons considéré un cadre de travail
plus particulier (toujours 1 < p < 2, mais dimension trois et données radiales, ces deux
dernieres hypothéses permettant de se ramener a un systéme couplé en dimension un
d’espace, analysé par la méthode des caractéristiques), et obtenu des asymptotiques dans
L°°. Relevons deux phénomenes :

e La solution approchée fournie par 'optique géométrique est singuliere sur la caustique,
alors que la solution exacte ne l'est pas, ce que ne permettait pas de vérifier I’étude [49].
e Au-deld de la caustique, de nouveaux termes apparaissent, de taille €277 (puissance
non entiere), qui peuvent étre vus comme une trace des effets non linéaires de caustique.
Notons que ces termes étant o(1), on a tout de méme une “caustique linéaire”.

Ce résultat étant présent dans ma these, je ne le détaille pas plus ici. Notons simplement
que dans [C98], nous n’avons pas de description réellement simple de la solution exacte
prés de {r = 0}. Une telle description apparait dans [CR02]|, pour des données initiales
d’un autre type :

r—7To r—7To
€ _ . € —
u|t0—€U0<r, e ) i O ‘t:O_Ul <7°, e ),

ou rog > 0 et Uj(r,-) sont & support compact, suppU;(r,.) C [—z9,20] pour zp > 0
indépendant de r. Cette derniere hypotheése correspond a I’étude d’impulsions ultra-
courtes, initiée dans [1, 2], et motivée par l'existence de lasers dont la taille du support
est de I'ordre de quelques longueurs d’onde seulement (au lieu de e~ > 1 dans le cas de
trains d’ondes, voir par exemple [75]).

Nous nous plagons toujours en dimension trois d’espace. Puisque les données sont ra-
diales, on a encore focalisation a 'origine. Par contre, le fait de considérer des impulsions
ultra-courtes localise en temps ce phénomeéne, qui se produit a U'instant ¢ = r¢ (la vitesse
de propagation est choisie égale a 1 dans (1.17)), voir la figure 3 pour le cas bidimensionnel.

Pour énoncer un résultat précis (et aussi en vue des autres cas étudiés), esquissons les
calculs. Puisque les conditions initiales sont radiales, il en est de méme pour la solution
u®, et en notant encore u®(t,x) = u®(t,|r|), introduisons v* := (v:, v} ) avec

a(t,r) == ru(t,r), v% = (0p £ 0p)U° v: € CF(Ry X R,) .
Notre probleme initial devient
(O + 0 )i =1 Pg(vf +05),  gly) = byl ly, bi=—a27P,

€ e
V- +v+‘r:0 =0,

T —T0 T —T0
vi‘tO:PqE(r, . >i€P1<7°, . ),

(1.18)
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FI1GURE 3. Focalisation des impulsions ultra-courtes.

pour des profils P reliés aux Uj, possédant la méme régularité et satisfaisant a la méme
condition de support. Adaptant [2], on cherche des solutions approchées de la forme

(V% )app = ((Us—)app? (Ui)app)7

(V) app(t,T) = Vin(t, r,21)

r—ro+t’?
=27

(vi)app(tar) = Vfoc(tara Z2)‘Z2:t—r—m + VOUt(t’T’ 23) ;

_r—t—rg )
pour des profils VI*, V¢ et 17°U 3 support compact en la variable z, solutions de :

t

To

FIGURE 4. Géométrie des rayons caractéristiques.

(0 — 0V (t,r, 21) = P Pg(VID)(t,r, 21) Vin|t:0 =P _(r,z1),
(O 4 0,)VOU (L, 1, 23) = r1Pg(VOUN (£, 7, 23) ; VOUt|t:O = Py (r, 23), VOUt|r:0 =0,
(0 + BT)VfOC(t, T, 29) = rl_pg(VfOC)(t, T z9) (Vin + VfOC)L:O =0, Vfoc‘t:T:O =0.

Ces équations sont résolues en intégrant des équations différentielles ordinaires le long des
rayons de l'optique géométrique (voir la figure 4).
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Théoréme 1.5 (|[CR02]). — Supposons 1 < p < 2. Pour tout 6 > 0,

lvg — (V3 )app | oo ([0,r0—8]x[0,00)) = O(€),
avec v¢ = O(1). Pour des temps plus grands (T > rg), on n’a pas mieux que :

92—
[vE — (v )app | Lo (o, 17x[0,00p = O (6°7P) .
Soit 2 —p < a < 1. Définissons v° := (v2,v%) dans {r < e*} comme étant des solu-
tions exactes de ’équation d’onde linéaire sous forme caractéristique, se recollant avec la
solution de Uoptique géométrique le long de {r =e*}. On a alors vy +ve. = O(r/e) et :

[0° = V¥ ||z (o ryx[0.c0)) = O(E*P),
(05 +v2) = (vi + ) Iz orixppeny = O(re®™) = o(r/e).

De retour a dyu® = (vi + v=)/2r, on voit que le poids dans cette derniere estimation
permet d’obtenir une approximation de dyu® a la fois hors de {r = 0} et pres du point
focal, ce qui précise le résultat de [C98] dans le cas des impulsions ultra-courtes, et justifie
le terme de “foyer linéaire” (pres du foyer {r < %}, la solution exacte est bien approchée
par une solution de I’équation linéaire).

Dans [CR04a] et [CR04b], nous avons poursuivi I’étude des équations (1.17), dans le
méme esprit que pour ’équation de Schrodinger ci-dessus, en modulant la puissance p
ainsi que la taille des données initiales :

Ou® + a|dpuf|P 0 = 0, (t,z) € [0,T] x R3,
1.19 _ _
(1.19) |, = T, (r,r 6ro) L o], = &' <T7r €TO>’

ou a est un nombre complexe, 79 > 0, et 1 < p < oo. Les fonctions Uy et U; sont
régulieres, bornées et a support compact comme précédemment. Comme dans [C00a], on
établit formellement dans [CR04a] les distinctions suivantes :

J >3 J =1 J< B2
J>0 foyer linéaire foyer non linéaire foyer surcritique
optique linéaire optique linéaire optique linéaire
J=0 foyer linéaire foyer non linéaire foyer surcritique
optique non linéaire | optique non linéaire | optique non linéaire

On a vu ci-dessus que dans le cas “foyer linéaire, optique non linéaire”, on peut obtenir
une solution approchée dans L*°, donnée par la théorie de l'optique géométrique non
linéaire en dehors du foyer, et par propagation libre pres de {r = 0}.

Dans [CR04a], nous analysons le cas “foyer non linéaire, optique linéaire”. Le terme
non linéaire est négligeable au premier ordre en dehors du foyer, mais a une influence
non négligeable pres de {r = 0} (dans une couche limite de taille €). Cette influence est
mesurée en moyenne par un opérateur de diffusion non linéaire. Ceci est évidemment tres
semblable au phénomeéne rencontré pour I’équation de Schrodinger. Par contre, il nous
faut montrer 'existence de l'opérateur de diffusion, ce qui constitue le coeur de [CR04a].
Nous établissons en outre une propriété qualitative intéressante de cet opérateur, dont la



1.2. Equation des ondes 17

conséquence dans ’étude des impulsions courtes est la suivante : une onde initialement a
support compact ressort de la caustique a décroissance algébrique seulement (au moins si
l'onde entrante est d’amplitude faible). Nous renvoyons & [CR04a] pour des énoncés précis.

Dans la derniére partie [CR04b], nous abordons les quatre derniers cas du tableau.
Dans le cas “foyer linéaire, optique linéaire”, nous montrons que le terme non linéaire est
partout négligeable au premier ordre, en suivant essentiellement la méme approche que
dans [CRO2]. Dans les trois autres cas, nous nous restreignons au cas d’une constante de
couplage a réelle. Comme rappelé plus haut, si a est positive, I’équation est dissipative
(accrétive sinon). Nous montrons alors que 'impulsion est dissipée avant d’atteindre le
foyer (elle devient arbitrairement grande dans le cas accrétif). Ce résultat rejoint ceux de
Joly, Métivier et Rauch ([45, 49]), qui avaient montré un phénomeéne semblable dans le
cas des trains d’ondes. La preuve dans le cas des impulsions radiales en dimension trois
est par contre beaucoup plus simple, et plus explicite.

Théoréme 1.6 ([CR04b]). — Supposons 0 < J < g%f ouJ=0=p—2.
(1) Si l’équation est dissipative, a > 0, alors les impulsions sont absorbées avant d’atteindre
le foyer. SiT > 1y,

lim sup (1% (T) || oo (0<r<y + 05 (T) || oo (0<r<)) = 0.
e—

Plus précisément, pour X > 0, définissons T'(\,e) comme suit : si 0 < J < g%f, alors
T(\e) =19 — 206 — Xe¥ P2 et 5i J =0 =p—2, alors T(\,€) := ro — 20¢ — \. Pour
tout T =T(e) > T(\¢),
)l\if% limS(l)lp (0= (T) | oo (0<r<y + 105 (T) || Loo (0<r<)) = 0.
g £E—

(2) Si l’équation est accrétive, a < 0, il existe T* < rq tel que la famille (v ,v5) ne soit

pas bornée dans L°°([0,T*] x R, )2.

Esquissons la preuve de ce résultat dans le cas J > 0. Comme dans le cas de I’équation
de Schrédinger (et dans les calculs de [CR04a, CR04b]), ramenons-nous a des données
initiales de tailles O(1) pour v¢, en posant a := (p — 1)J. Le probléeme de Cauchy (1.19)
devient alors

Ou® + a0 P~ 0puf =0, (t,z) €[0,T] x R?,
(1.20) r— 1o r— 1o
ue‘tzo = el (r, . ) , 8tu€‘t:0 =U (r, 6 ) ,

et (1.18) s’écrit maintenant
(O £ 0p)vs = P +07),  g(y) =blylP Ty, bi=—a27P,

£ (3 —
vf—l—er‘r:O—O,

T —T0 r—7To
v =P, +ehP [, .
¥‘t:0 ¢< c > 1( c )

(Par abus, nous gardons les mémes notations.) Considérant un régime d’optique linéaire
(o > 0), une solution approchée naturelle pour v° consiste a choisir la solution de I’équation
linéaire (¢ = 0 dans (1.21)) avec données initiales Pr. Bien sir, pour un foyer non linéaire

(1.21)
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(ou surcritique), cette solution cesse d’étre une bonne approximation a ’approche du foyer
(on peut méme montrer que ceci arrive dans une couche limite plus large que dans le cas
étudié dans [CR04a]). Pour forcer 'approximation a étre valide plus longtemps, inspirons-
nous du cas traité dans [CR02], et introduisons la solution approchée donnée par

(0 £ 0,) (3 )app = €' (13 )app).  (t.7) € ([0,10 — 202 [xRY)

r—7To
(Dapel o = P ().

Comme dans [CR02|, ces équations sont des équations différentielles ordinaires le long
des rayons. Profitons maintenant du fait que dans le cas précis, nous pouvons calculer
explicitement ces solutions approchées : pour y > = > 0, définissons Fj, par

Y ds
Fy(z,y) = =
On a alors :
P_(r+t,z)

(V2 )app(t,7) =

)

Z=(r+t—rg)/e

1/(p—1)

(14 a277(p = Ve Fylrr + )| P-(r + ,2)71)

(V5 Japp(t:7) = Pr(r—t2) _
(1 @220 = DByt = )P = 1,2 )

Z=(r—t—rg)/e

On montre alors que (v )app €st une bonne approximation de v® pour t < T'(\,e) défini
dans I’énoncé du théoreme 1.6. Ensuite, on remarque que dans le cas a > 0,

A(P=2)/(r=1) sip>2,

1.22 Vavo (T o < C x
(1.22) 0 Japn (T (01, < {mw' s

pour une constante C indépendante de A. On conclut alors par inégalités d’énergie et en
passant a la limite A — 0. Le cas a < 0 est semblable.

Dans le cas “foyer non linéaire, optique non linéaire”, nous n’avons donc traité que le cas
a € R. Si a est imaginaire pur, I’équation est conservative, on ne peut donc pas attendre
de phénomene d’absorption. Les résultats de [CR04a] suggerent qu’alors la traversée de
foyer est décrite par un opérateur de diffusion a longue portée. Cette remarque est le point
de départ de [CLO3]. L’équation non linéaire compléte paraissant techniquement ardue a
traiter, nous avons étudié le systeme suivant,

(1.23) Ou*=0 ; Ou® +i|0uf|owu =0.

Une telle réduction va dans le méme esprit que celle traitée dans [C00a], conduisant &
(1.6). Dans [COla], nous avons traité la version “completement non linéaire” de (1.6), le
prix a payer étant une perte de régularité le long de la propagation, et une hypothese
de petitesse sur les données initiales. Il semble que dans le cas de ’équation des ondes,
on pourrait également traiter I’équation non linéaire directement, le prix a payer étant du
méme ordre de grandeur (perte de régularité et données petites). Nous avons préféré rester
dans un cadre relativement simple pour mettre & nouveau en évidence le phénomene de
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“déphasage aléatoire” (ou arbitrairement grand, selon que I'on considere la phase modulo
27 ou non), en lne.
Procédant comme précédemment, on se ramene au systeme :
.
((% + 87=)sz = -

; f<r—|—t—7“0> _f<t—r—r0>
r € €

€ € _
v+ er‘r:O =0,

el =g ( - m) (=) |mese

€

(v2 + %),

(1.24)

Ui‘tzo =0.

L’introduction d’un facteur logarithmique dans la phase peut sembler artificielle. Comme
dans [COla], elle est motivée par la présence (devinée, puis établie) d’un opérateur de
diffusion a longue portée, pour lequel ce type de modulation est classique. Par contre, la
présence du terme ro/r & pour seul but d’alléger les notations dans les calculs. On pourrait
facilement ’éliminer, car sur le support de f (pris compact), r — rg = O(e).

Théoréme 1.7 ([CLO3]). — Soient f,g € C5°(R), ro > 0, € > 0. Alors (1.24) posséde
une unique solution globale (v:,v7) € L®(R4 x Ry)%

e Le déphasage entre 'onde entrante (avant focalisation) et l’onde sortante (aprés) se
comporte en Ine.

e [l existe un profil de caustique (V_,Vy) € L®(R x R})? tel que pour |t — ro| < Ce et
r < Ce,

t_
VE(t, ) = Vg ( E”%g) +0(e).

Le début de la preuve suit le méme plan que dans [CR04a] : on éclate les variables pres

du point focal,
_t—ro T

9 9

Le probleme de Cauchy (1.24) devient

r i , ;
(040Ul = S I (7 +0) = £ (7 = ) W17 +077),
ro/e ro/e N
(1.25) Y=y ‘pZO =0, 0
r % 7)|[In 10
wi()/&‘{’r:_ro/e =g (p + 7—) e |f(P+ )| 0 7-:_7,0/67
ro/ B
| Py E{T}m/e =0.

On consideére alors le probleme plus général ou le parametre rg/e vaut n, destiné a tendre
vers l'infini (sans étre nécessairement entier). On remarque que le probléme est celui de
I’existence d’opérateurs d’onde a longue portée pour un probléme linéaire. On prend alors
en compte le caractére conservatif de ’équation : par une réduction classique, on élimine le
terme 4 (resp. ¢_) dans le membre de droite de I’équation vérifiée par ¢4 (resp. 1)_). Des
conditions géométriques de support du potentiel et propagation des solutions permettent
alors de faire tendre n vers l'infini.
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Comme dans [CR04a], la description sur le systéme original (1.24) suit facilement.

1.3. Une généralisation

Le résultat le plus marquant de [C00a] est celui dont nous avons esquissé la preuve,
“optique linéaire et foyer non linéaire”, dans lequel la traversée de caustique est décrite par
un opérateur de scattering (a courte portée). Ce résultat a guidé 'analyse dans [CR04a],
dans un cas pour lequel 'existence d’un opérateur de scattering n’était pas connue. Dans
ces deux contextes, on a un type de comportement semblable a celui mis en évidence pour la
premiére fois dans un cadre non linéaire dans [3] (voir [67] pour un cadre linéaire donnant
lieu & une description voisine). Ces trois exemples ont pour point commun qu’il s’agit
d’équations dispersives pour lesquelles une théorie du scattering et une théorie du probleme
de Cauchy globalement bien posé sont disponibles (la seconde contenant généralement la
premiere). Partant de la conclusion (“optique linéaire et foyer non linéaire” avec traversée
de foyer décrite par scattering), nous avons précisé des hypotheses sous lesquelles ce type de
phénomene arrive a coup str : il s’agit d’équations semilinéaires dispersives pour lesquelles
on a une théorie du scattering et du probleme de Cauchy global [CL-p].

Pour préciser cette discussion, gardons en téte ’esquisse de la preuve du théoreme 1.1.
Considérons une équation linéaire

LO)YY =0 5 =0,
ou v est & valeurs dans C? et L(9) = 0y +p(0s,, - - ., Oz, ), p étant un polyndme a coefficients
matriciels dans M, (C) (ce cadre permet notamment de considérer les équations d’onde et

de Klein-Gordon). Comme pour 1’équation de Schrédinger, supposons que L(9) engendre
un semi-groupe, Up(t)p = (), exhibant une asymptotique en temps grands de la forme

(1.26) Uo(t)p L AL(o)(t).

tHNioo W
Dans le cas de l’équation de Schrodinger, on a o = n/2 (taux de dispersion), et un
déphasage de —n7§ apparait entre les définitions de A_ et A : I'indice de Maslov est
présent dans ’asymptotique précédente. Pour obtenir une focalisation a ’origine & 'instant
t = 1, utilisons & nouveau un éclatement des variables comme dans (1.11) et considérons

1 -1 T
uj,_n=—Uy | — _(—)—i—rex,
t=0 €a0<€>¢ 5 ()
le reste r¢, supposé petit, permettant de remplacer le premier terme du membre de droite
par I'asymptotique donnée par (1.26).
Considérons maintenant une perturbation non linéaire,

(1.27) L(O)yy = F(x,v),
ou F(z,-) est homogene de degré p > 1. L’éclatement des variables et 1’asymptotique
(1.26) conduisent & considérer

e — 505 (1),
(1.28) o= 1o (—_1) " <§> ro(z) = A () <__1, f) + 7 ().

60!
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Résumons formellement le résultat principal de [CL-p] (nous ne précisons ici ni les
définitions des notions en jeu, ni les espaces dans lesquels nous travaillons).

Théoréme 1.8 (|CL-p]). — Sous les hypothéses précédentes, supposons en outre :
— qu’il existe une théorie compléte de la diffusion (a courte portée) pour (1.27) ;
— que le probléme de Cauchy pour (1.27) est globalement bien posé.
Alors la solution de (1.28) est définie globalement en temps pour 0 < ¢ < 1, et on a les

asymptotiques suivantes :

1 t—1
1. P 0<t<1,u(t, ~ ———A (Y_ = .
our 0 < u®( x)gﬂo(l—t)“ (¥ )( - 5)

2. Pourt—1=0(e),
1 t—1 =z
&€
ta) ~ — =
u(’w)e—»ms“@< € ’€>’

ot o = W_1_ est l'image de — par lopérateur d’onde en —oo associé a (1.27).
3. Pourt >1,

1 -1
us(t, z) ad WAN?M) <t?, g) ;

ou Py = SY_ = le est l'image de 1_ par l'opérateur de diffusion associé a (1.27).

Dans [CL-p|, nous appliquons ces résultats aux équations de Hartree, Klein-Gordon
et des ondes, ce dernier cas apportant un regard nouveau sur les résultats de [31]. Nous
montrons aussi que si la puissance a(p —1) de (1.28) est remplacée par 6 > a(p — 1), alors
la non-linéarité est partout négligeable, justifiant ainsi le régime “optique linéaire, foyer
linéaire”. Nous discutons également les limitations de notre approche, et les généralisations
envisageables, dans I'esprit de [3] et [CFGO3] : étant donnée une équation contenant un pe-
tit parametre, dans quels cas les données de Cauchy que nous considérons (qui donnent lieu
a une focalisation en un point) sont-elles les seules susceptibles de créer des phénomeénes
non linéaires perceptibles au premier ordre d’un développement asymptotique ? Dans [3] et
[CFGO3] (voir chapitre suivant), il s’avere que seules ces données initiales sont pertinentes
pour des phénomenes non linéaires. Considérons par contre, en dimension trois d’espace,
I’équation des ondes avec non-linéarité cubique :

Ou+u’=0.

Une telle non-linéarité est critique au niveau du probleme de Cauchy dans HY2 de méme
que la non-linéarité quintique était critique au niveau de H' dans [3]. Dans ce cas, des
solutions autres que celles du type profil de concentration en un point vont avoir un
comportement non linéaire ([29]).



Chapitre 2

Roéle des oscillations quadratiques pour NLS

Dans le cas du probléme de Cauchy (1.5), les données initiales sont extrémement parti-
culiéres : elles donnent lieu a une focalisation en un point, phénomeéne dont la géométrie est
simple et bien comprise. Comme expliqué au paragraphe 1.1.1, les preuves dans [C00a] (et
aussi [C0la]) s’appuient de maniére essentielle sur cette connaissance de la géométrie. Une
question naturelle est alors de se demander ce qui se passe si I’on considére une donnée ini-
tiale plus générale. Par exemple, quel est le comportement de u® avec des données initiales
de type BKW,

J
vj(x) o

Uy =Y fi@)e
Jj=1

Dans [CFGO03] et [CK-p|, nous avons montré que si la donnée initiale a cette forme, alors
la non-linéarité de (1.5) a un effet au premier ordre dans la limite ¢ — 0 si et seulement
si au moins une phase ¢; est ezactement quadratique, dans le cas ot 0 > 2/n.

Les données initiales considérées dans [CFGO3] et [CK-p] sont en fait plus générales
que des données du type BKW comme envisagé ci-dessus. Fixons quelques notations et
donnons une définition.

Notation 2.1. — Pour une famille (a%)o<c<1 dans H'(R"), notons (suivant [38])
el g2 = lla®[lz2 + eVa©|| 2 -
On dira que af est bornée (resp. tend vers zéro) dans H. si

limsup [|a®||g1 < oo (resp. =0).

e—0

Nous considérons dans ce chapitre le probleme de Cauchy
1
(2.1) iedyu® + §€2Au€ = A" Juf |7 U = U,

o A € {—1,+1}, o > 2/n et u est bornée dans L? ou H!. Introduisons une fonction de
référence, solution de ’équation linéaire associée, avec méme donnée de Cauchy :

1
(2.2) iev® + §€2Ave =0 ;5 Uy =up-

Définition 2.2 (Linéarisabilité). — Soit ui € L*(R™), bornée dans L*(R™), et soit I°
un intervalle de R, dépendant éventuellement de €.
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i) La solution u® est linéarisable sur I° dans L? si

lim sup sup [[u(t) = " ()]l L2(rny = 0.
e—0 tel®
ii) Si de plus uf € HY(R™) et u§ est bornée dans H}, on dit que u® est linéarisable sur
I¢ dans H! si

tim sup sup (1) = 0% (8) ey + 25505 (8) = <V (1) 2y ) = 0.
£— €

Dans les cas 0 > 2/n et 0 = 2/n, on obtient deux critéres de linéarisabilité différents.
Une conséquence est que I’ensemble des données évoluant en une fonction non linéarisable
est plus grand dans le cas critique L? (¢ = 2/n) que dans le cas surcritique (o > 2/n).
Ceci est dii précisément & I'invariance d’échelle au niveau L2.

Dans les deux cas, la stratégie générale de démonstration suit celle de [31] et [3] : on
commence par établir un critere de linéarisabilité portant uniquement sur v*, ce qui ramene
I'étude du probléme non linéaire initial a I’étude de 'équation linéaire (2.2). Cette derniere
se meéne a l'aide de décomposition en profils, notion introduite dans [32] (voir aussi [62]).

2.1. Le cas surcritique L?

Le cas ¢ > 2/n fait I'objet de larticle [CFGO03]. Nous établissons le critere de
linéarisabilité suivant, trés proche de ’équivalent pour I’équation des ondes [31] :

Théoréme 2.3 ([CFG03]). — Supposons o > 2, avec 0 < —%5 si n > 3. Soient uf

bornée dans H', et T > 0. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) u® est linéarisable sur [0,T) dans H_}.
(2) La fonction v¢ vérifie
(2.3) limsup sup_ " |o" (1) [252, =
e—0 0<t<T

La comparaison avec le critére prouvé dans [31] est motivée par le fait que la quantité
apparaissant dans (2.3) est liée a la conservation de 1’énergie. Rappelons que pour les
solutions de (2.1), on a les conservations suivantes :

Masse : ||u®(t)|| 2 = |lugll 22 »

. 1 Ae™?
Energie : 3 eV uf ()]32 + I [ uf () ||3%+ %, = C° (constante indépendante du temps) .

Ces conservations permettent de montrer facilement qu’on a toujours (c’est-a-dire sans
nécessairement supposer o > 2/n) (1)=(2) dans le théoréme précédent. La réciproque est
plus lourde a montrer, mais repose sur des outils standards (inégalités de Strichartz et de
Holder). Notons que c’est & cette étape que la condition o > 2/n apparait. Nous verrons au
paragraphe 2.2 que cette condition est nécessaire, et n’est pas un artifice technique comme
on pouvait le croire. Notons aussi que les indices de Strichartz et de Holder permettant
de montrer (2)=(1) sont suggérés par les puissances de e apparaissant lorsque u® est la
solution de (1.5), qu’on attend étre les pires possibles. Enfin, relevons que dans le cas du
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théoréme 2.3, nous n’avons aucune information géométrique a priori (en particulier, il est
hors de question d’utiliser des opérateurs du type J¢(¢) introduit en (1.8)). L’étude de la
condition de linéarisabilité (2.3) va rigidifier le cadre de travail.

Avant d’énoncer le résultat principal de [CFG03], donnons une définition d’orthogonalité
(qui est généralisée dans le cas critique [CK-p]).

Définition 2.4. — Soit (z )]eN une famille de suites dans R, d > 1. Nous dirons que
cette famille est orthogonale st

: . |25 — Z
Vj#k, limsup — =
e—0 €
Théoréme 2.5. — Supposons o > %, avec o < % sin > 3. Soient ug bornée dans HY,

et T > 0. Supposons que (2.3) ne soit pas vérifiée. Alors, quitte a extraire une sous-suite,
il existe une famille orthogonale (t5,x )geN de Ry x R", une famille (¥5)en, bornée dans

HI(R™), et une famille (non m’de) (goj)jeN, bornée dans F(H?') telles que :
(2.4) ug(z) = Vi(z) +ri(x), avec limsup U5 ()77l oo, r20+2) F 0,
e —00

e—0

et pour tout £ € N, on a l’asymptotique suivante dans L?(R™), pour ¢ — 0,
¢ e (w—2%)?
1 xr— T —i
£ _ i Wi 2ets
(2.5) Ui(z) = E (t?)% ©; < e > e i +o(1).
7=0 \"J J

Enfin, limsupt; € [0,T] pour tout j € N.

e—0

La seconde partie de (2.4) signifie qu’a la limite £ — +o0, le reste rj a une évolution
essentiellement linéaire, d’aprés le théoréeme 2.3. Ainsi, I'unique obstruction a la
linéarisabilité de u® vient de W7, c’est-a-dire, d’apres (2.5), de la présence dans la
donnée initiale d’au moins une oscillation quadratique, a lorigine d’une focalisation en
un point, dans le futur (éventuellement a I'instant ¢ = 0 sous les hypotheéses présentes).

Décrivons le schéma de la preuve du théoréeme 2.5. Puisque la condition (2.3) porte
sur I’évolution linéaire de la donnée initiale, nous utilisons la décomposition en profils
associée a cette évolution linéaire, établie par S. Keraani dans [52]. Pour éviter les lour-
deurs d’écriture, nous nous sommes limités au cas de la dimension trois d’espace. Avec le
changement d’échelle

3
(2.6) V(s,y) = e307 (es,29)
les résultats de [52] entrainent qu’a extraction d’une sous-suite pres,

Z\/T J<S_58 ’yn'y]>+Wz(5 y)

J

avec 7; € Ry \ {0}, et certaines conditions d’orthogonalité. De plus, W/ vérifie

2 3
limsup Wy |l pag,zry — 0 pour £ — oo, avec —+—:§a7"<+00.
e—0 ’ q r
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Enfin, les V; et W/ sont solutions de I'’équation de Schrodinger linéaire (avec € = 1), dans
L®(R, HY).

On montre ensuite que quitte & extraire encore une sous-suite, on peut supposer que
toutes les échelles 75 sont égales a 1, les termes correspondant aux échelles tendant vers
zéro ou l'infini étant incorporés au reste (car leur contribution va vérifier (2.3)). De 1a on
déduit que les Vj (et donc W) sont dans 'espace de Sobolev inhomogéne H 1 puisque V©
est bornée dans H'.

L’apparition des oscillations quadratiques découle alors du développement asympto-
tique en temps grand des solutions de I’équation de Schrodinger linéaire (un tel régime
apparaissant par le changement d’échelle (2.6)).

Nous montrons réciproquement que si la donnée initiale uf s’écrit comme somme (fi-
nie) d’oscillations quadratiques, alors la solution u® peut s’écrire comme la somme des
évolutions non linéaires de chaque oscillation quadratique, plus un terme linéarisable.
L’idée est que ce principe de superposition non linéaire est pratiquement un principe de
superposition linéaire. En effet, on a vu dans [C00a] que I’évolution non linéaire de chaque
oscillation quadratique n’est réellement non linéaire qu’au voisinage du point focal associé.
En dehors, la non-linéarité est négligeable. Par ailleurs, on sait plus précisément que lors
du phénomene des focalisation, la non-linéarité intervient dans un voisinage de taille Ae
du point focal (avec moralement A — +00). L’interaction non linéaire est alors évitée par
le principe d’orthogonalité énoncé dans la définition 2.4.

2.2. Le cas critique L?

Le cas critique L? (0 = 2/n) fait I'objet de l'article [CK-p].
Il est facile de voir que des données initiales autres que celles du théoreme 2.5 ont une
évolution non linéaire au premier ordre. Soit en effet U une solution de

1
(2.7) i0,U + 5 AU = U,

avec Ujy—g = ¢. Si ¢ € %, alors U est définie globalement en temps, avec U € C(Ry; X))
(voir par exemple [13]). Soit (tg,z9) € R x R™. On constate que la fonction

1 T — X
est solution de (2.1) avec o = 2/n, et que u°(0,-) et eV,u(0,-) sont bornées dans L*(R").
Cette solution particuliere est telle que la non-linéarité de (2.1) & une influence au premier
ordre en tout temps (fini) pres de z = xo.
Une telle solution n’apparait pas dans le cas o > 2/n. On vérifie que les solutions (2.8)
sont déduites de celles du théoreme 2.5 par changement d’échelle,

U(t,x) = \NV2U (\2t, Az)

qui laisse invariante I’équation (2.7), avec A = y/e. Nous avons vu plus haut qu’'une des
étapes décisives dans la preuve du théoreme 2.5 consiste a isoler 1’échelle 77§ = 1en
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montrant que les autres échelles donnent lieu a une évolution linéarisable. Cette étape
doit donc étre revue dans le cas o0 = 2/n.

En fait, il faut reprendre I’étude au tout début : nous avons vu que I'implication (1)=-(2)
du théoréme 2.3 reste vraie en particulier dans le cas ¢ = 2/n. Par contre, on vérifie
aisément que dans ’exemple ci-dessus, la condition (2) est remplie, c’est-a-dire que (2.3)
est vérifiée, et ceci bien que la solution u® soit évidemment non linéarisable : on n’a plus
(2)=(1) dans le cas 0 = 2/n, et la limitation o > 2/n dans la preuve du théoreme 2.3
n’était pas un artifice technique. On a le nouveau critere de linéarisabilité suivant :

Théoréme 2.6 (|[CK-p]). — Supposons o = %, pour n =1 ou 2. Soient uf bornée dans
L2, et If 5 0 un intervalle de temps.
o u° est linéarisable sur I¢ dans L? si et seulement si

s =0

(2.9) limsupe||v L2 4/n (1o xRm) =

e—0

o Si de plus u; € H' et u est bornée dans H_, alors u® est linéarisable sur I° dans H} si

£
et seulement si (2.9) est vérifiée.

La preuve que (2.9) implique la linéarisabilité (L? ou H!) procede de la méme facon
que ’étude de 'équation (2.7) avec données petites [14]. Il s’agit d’appliquer les inégalités
de Strichartz en remarquant que le couple (2 + 4/n,2 + 4/n) est admissible, et se préte
bien aux inégalités de Holder, en vue d’un argument de type bootstrap.

C’est dans la preuve de la réciproque qu’apparait la restriction n = 1 ou 2. Nous
pensons qu’il s’agit 1a d’un aspect technique, mais sans doute difficile & contourner. Comme
nous ’avons déja mentionné dans l'introduction générale, cette partie de la preuve fait
appel a la notion de décomposition en profils, qui apparait donc plus tot dans I’étude que
dans le cas 0 > 2/n. De plus, il s’agit d’appliquer cette technique non seulement a des
solutions de I’équation de Schrodinger linéaire, mais aussi a des solutions de I’équation
non linéaire, a la maniere de [3, 52]. Cette partie repose donc sur U'existence de ces deux
décompositions, qui se montrent a partir d’inégalités de Strichartz précisées. Dans le cas
n = 2, de telles inégalités furent obtenues a partir de travaux de J. Bourgain [7, 64, 8], et
des décompositions en profils furent données par F. Merle et L. Vega [61]. Le cas n = 1
a été établi par Sahbi Keraani dans sa these [51], et apparait pour la premiere fois sous
forme d’article dans [CK-p].

On peut alors démontrer I’analogue du théoréme 2.5, en généralisant la notion d’or-
thogonalité donnée dans la définition 2.4, de maniére a prendre en compte des échelles
autres que €. Les notations étant assez lourdes, nous allons décrire assez qualitativement
les résultats, et renvoyer a [CK-p] pour les énoncés précis. Il ressort notamment que si la
donnée u§ est bornée dans H?, alors les exemples de [CFG03] et (2.8) sont les deux cas li-
mites de fonctions non linéarisables. Autrement dit, toutes les échelles de concentration en
espace entre € et /¢ sont a prendre en compte, et uniquement celles-1a (I’échelle de concen-
tration en temps est alors donnée par 'invariance d’échelle de ’équation). Nous donnons
en outre un résultat concernant les solutions explosives de I’équation de Schrodinger avec
non-linéarité critique L?, précisant ainsi le résultat de [61].



Chapitre 3

Equation de Schrodinger avec potentiel et perturbation

La remarque a l'origine des travaux de ce chapitre, due a Luc Miller, est qu’on obtient
une géométrie de propagation semblable a celle décrite sur la figure 1, en supprimant la
phase quadratique dans (1.2) et en ajoutant le potentiel harmonique |z|? au second membre
de 'équation de Schrodinger. Cette remarque visait a étendre la problématique de [12, 53]
au cas d’une non-linéarité répulsive, susceptible de jouer un réle analogue au potentiel a
courte portée de [67], comme explicité dans [C03a, CM04]. On attend alors le méme type
de distinctions que celles présentées au paragraphe 1.1.1. La principale difficulté technique
consiste a trouver ’analogue de 'opérateur J¢ (opérateur de Galilée apres mise a I’échelle).
Ceci apparait dans [C03a], dans le méme esprit que l'obtention de J¢ telle que présentée
au paragraphe 1.1.1.

Une telle équation de Schrodinger non linéaire avec potentiel harmonique est apparue
particulierement a la mode, car elle sert parfois de modeéle en physique dans I’étude de la
condensation de Bose—Einstein (voir par exemple [71]). Cet aspect a motivé des travaux
sur le probleme de Cauchy associé ([C02a, C02b]), et un modele proche, motivé par I’étude
du systeme de Schrodinger—Poisson [CMSt-p].

Les outils employés pour les études évoquées ci-dessus s’étendent au cas de I’équation de
Schrodinger non linéaire avec potentiel polynomial de degré au plus deux [CM04, CNO04].
Par contre, il semble y avoir un fossé important entre ce cas d’étude, et le cas d’un potentiel
sous-quadratique général, comme expliqué dans [CMO04].

Le cas d’un potentiel harmonique “répulsif”, mentionné dans 'introduction (3), permet
de jeter un autre regard sur les cas précédents, en mettant notamment en évidence des
interactions entre effets linéaires (potentiel) et non linéaires conduisant & une modification
du phénomene d’explosion en temps fini. Une généralisation a été considérée dans [C05],
et une synthese de résultats présentée dans [C-p].

Comme décrit en introduction, 1’étude de [C03b| apporte également des résultats sur-
prenant en théorie du scattering non linéaire. Nous avons montré que ce phénomene se
manifestait également dans un cadre linéaire, et étendu cette étude a une classe de po-
tentiel formant en quelques sorte un continuum entre I’absence de potentiel et le potentiel
harmonique répulsif [BCHMO5].

Enfin, nous présentons une étude de type BKW effectuée dans [CMSp04].
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3.1. Oscillateur harmonique et perturbation non linéaire

3.1.1. Non-linéarité locale : analyse semi-classique. — Considérons 1’équation de
Schrodinger linéaire avec potentiel harmonique isotrope, en régime semi-classique :

(3.1) iea€+12A€—@€ AR
. v 26 v = 21) i V=0 =/ -

Le hamiltonien classique associé vaut
plt,z, ) = 5 (16 + |af?) |

et les trajectoires classiques (rayons de l'optique géométrique) sont données par
x(t) = x(0) cost + £(0) sint.

Dans le cas de (3.1), il n’y a pas d’oscillation initiale & ’échelle &, on a donc £(0) = 0, et
les rayons se croisent a l'origine a I'instant ¢ = 7, puis a chaque incrément de 7 en temps
(voir figure 5). On a ainsi, périodiquement en temps, un phénomene semblable & celui

woln

F1GURE 5. Rayons de l'optique géométrique : sinusoides.

représenté sur la figure 1. On peut donc se demander si on peut prolonger le parallele,
et mener une étude semblable & celle rappelée au paragraphe 1.1.1. Ceci fait I'objet du
papier [C03a], ou on traite uniquement le cas “optique linéaire, foyer non linéaire” (le cas
“optique linéaire, foyer linéaire” serait un corollaire facile de la preuve), c’est-a-dire qu’on
s’'intéresse au probleme de Cauchy

|22

1
(3.2) iedu® + 5" Auf = i

5 ue—i—a”"\ue\%ue : uz|—:t:0 — f
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Comme au paragraphe 1.1.1, 'outil principal utilisé provient de I’étude de la solution
linéaire (3.1). On peut trouver par le calcul (explicite) des bicaractéristiques,

1 T |22 T
3.3 “(t,x) ~ ( ) Tt g < <
(3:3) v (t, ) e—0 (cos t)"/Qf cost € i 2

Cette asymptotique peut aussi se retrouver grace a la connaissance explicite de la solution
fondamentale, donnée par la formule de Mehler (voir par exemple [22, 41]) :

1 Esfnt <1272Ly2 cos t—my) s
(3.4) Ve (t, @) = W/Re Fydy, Jt<s.
L’asymptotique (3.3) peut alors se retrouver par des arguments de phase stationnaire.
Comme au paragraphe 1.1.1, on peut essayer d’obtenir des estimations type L% de la solu-
tion linéaire v¢ via les inégalités de Gagliardo—Nirenberg (les seules inégalités de Strichartz
semblent étre insuffisantes). Il s’agit encore dans un premier temps de neutraliser les os-
cillations rapides du membre de droite de (3.3), puis de prendre en compte le facteur le
dilatation. Ceci nous améne a considérer
2 2
J=(t) = —i(cos t)e*i% tantvx(ei% tant,) — g sint — icostV, .
Remarquons que cet opérateur était bien connu depuis longtemps (voir par exemple [81]) :
c’est une dérivée de Heisenberg,
€ __TTE : 5 \ e i ii(—ﬁA—f—ﬁ)
JE) =U(t)(—iVy)US(—t), ou US(t)=e=\ 2772/,

Il est ainsi immédiat que 'opérateur J¢ commute avec I’équation (3.1), c’est-a-dire la partie
linéaire de (3.2). La notation J¢ n’est pas innocente : cet opérateur possede les mémes
propriétés que son cousin utilisé au paragraphe 1.1.1. Outre la propriété de commutation
évoquée ci-dessus, la définition méme de J¢ permet de constater que cet opérateur agit
comme le gradient sur des non-linéarités de la forme F(|z|?)z, et fournit des inégalités de
Gagliardo-Nirenberg, & poids optimal dans le cas linéaire, dans les régions [t — 5 — k| > €.
Pour des temps proches de § + km, on introduit un opérateur H€ jouissant des mémes
propriétés. Notons le parallele avec les opérateurs parfois utilisés dans I’étude d’équations
des ondes (champs de Killing, [54]). Le résultat principal que nous montrons est le suivant :

Théoréme 3.1 ([C03a]). — Soient f € ¥ et 0 < 0 < 25 de sorte que la théorie de

la diffusion pour (1.10) soit disponible dans X. Soit k € N. On a alors asymptotique
suivante pour u® lorsque m/2 4+ (k—)r <a<b<w/2+kr :

ink T
ink3

e k —1 T fiﬁ tant
A(t) <u€(t’x) - | cos t[/2 (’7:0 StoF > / (cost) ¢ )

ot A® € {Id, J*, H?} et S* représente l'itérée k"™ de Uopérateur de scattering S associé
a (1.10). Auzx foyers,

5 (o o) - (7o) 1)

pour B® € {Id, Z,eV,}.

—0,

su
P e—0

a<t<b

HLg

—0

12 e—0

)
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Le schéma de la preuve est le suivant. Pour 0 < ¢ < 7, la solution linéaire v® fournit
une solution approchée pour u°. Ceci se montre grace a des estimations de Strichartz sur
u® et JE(t)u®. Les estimations analogues pour H¢(t)u® s’en déduisent alors. La transition
régime linéaire/régime non linéaire s’effectue dans la région {t = § — Ac}, dans la limite
A — oco. Eclatant les variables comme en paragraphe 1.1.1, introduisons %° donnée par

1 t—5 x
ut(t,z) = 8n/2¢8< - 2,E> .

La limite A — oo permet de faire coincider la fin du régime linéaire avec le début du régime
non-linéaire en fournissant a ¢° une donnée _ en —oo. Pres du foyer, I'idée est que la
solution u€ étant concentrée & l'origine (& 1’échelle €), le terme |z|?u®(t,z) est négligeable
devant les autres termes de (3.2). On introduit alors la fonction 1) donnée par

0+ S0 = [P0 0| =

t=—o00

On montre que ¥° — v dans LS (Ry; X), ce qui permet de ressortir du foyer pratique-

ment comme on y est entrés, avec pour effet non linéaire moyen 'action de 'opérateur
S. Comme on n’a perdu aucune régularité au passage et comme l'analyse autorise des
petites perturbations dans la donnée initiale, on peut réitérer la manceuvre pour obtenir
le théoreme 3.1. Notons que le terme e~ k3 nest rien d’autre que l'indice de Maslov, et
est présent dans le cas linéaire. Nous renvoyons enfin & [C03a] pour une analogie avec un

résultat de F. Nier dans un cadre linéaire [66, 67].

3.1.2. Remarques sur le probléme de Cauchy. — Au cours de I’étude de (3.2), j’ai
découvert que cette équation était parfois prise comme modeéle pour la condensation de
Bose-Einstein, en dimensions un et deux au moins, avec o = 2/n, ¢ = h, et une constante
de couplage devant la non-linéarité, positive ou négative selon 1’élément chimique considéré
(voir par exemple [11, 10, 55, 71]). Oublions le parametre semi-classique, et considérons le
probleme de Cauchy

1 2
(3.5) i0yu + §Au = C%|az|2u + AMu*u Uj—o = ug € X,

pour zx € R*", w > 0,0 < 0 < % et A € R. La formule de Mehler (3.4) fournit des
inégalités de Strichartz (locales en temps a cause de l'existence de valeur propres pour
l'oscillateur harmonique), et reprenant les opérateurs utilisés dans [C03a] (J¢ et H® avec
e = 1), on constate que la résolution de (3.5) par un argument de point fixe sur la
formule de Duhamel est pratiquement équivalente a celle du cas w = 0. Ceci permet
dans [C02a] de retrouver de fagon immédiate des résultats de [68] dans le cas particulier
du potentiel harmonique isotrope (l'isotropie n’est pas nécessaire). On établit en outre
une loi d’évolution analogue a la loi de conservation pseudo-conforme du cas w = 0 établie
dans [34] :

d (1

& (31 +

A WA . o
— cos2<wt>||u<t>||i%:fz> — 5o no = 2)sin(u) [u(®) 255

ou J(t) = wxsin(wt) — i cos(wt)V,. On en déduit facilement le résultat suivant :
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Proposition 3.2 (|[C02a]). — Soient ugp € ¥ non nulle, A < 0 et 2/n < o < 2/(n —2).
Supposons que
1 A -
§||VUOH%2 + U—HHuoH%zﬁz <0.
Alors u explose en temps fini avant linstant 7 /2w :

T ) .
3t € o, %] C i IVau®llz =00 5 lim flu(t) = = oo.
Remarquons que cette condition est plus faible que celle apparaissant dans [13],

L a2 A 202 | W 2
5” UOHL2 + U——HHUOHL%H + 7”$UOHL2 <0.

Dans [C02a], nous établissons aussi une borne inférieure sur le temps d’explosion dans
la limite semi-classique A — 0, lorsque nous prenons en compte les échelles utilisées
dans la modélisation physique, en dimensions un, deux et trois. Essentiellement, nous
montrons que si la donnée initiale ug est telle que ug, xug et hvmug sont bornées dans
L? uniformément pour i €]0, 1], alors la majoration de la proposition 3.2 est optimale,
c’est-a-dire ¢ tend vers 55 lorsque i — 0.

Dans [87], J. Zhang a relevé un parallele entre ’équation de Schrodinger avec non-
linéarité critique L? — (3.5) avec w = 0 et 0 = 2/n — et la méme équation avec potentiel
harmonique — (3.5) avec w > 0 et 0 = 2/n — dans le cas attractif A < 0. Dans [C02b],
nous expliquons ce résultat de facon simple : un changement de variable relie les deux
équations. Notons v la solution de (3.5) avec w = 0 et 0 = 2/n. Alors pourvu que le terme
du membre de droite soit bien défini, on a :

1 ‘w tanwt =
(3.6) u(t,z) = S — ) .
(cos wt)n/2 w  coswt
Ceci apparait pour la premiere fois dans [65] pour le cas linéaire A = 0, et avait été
remarqué indépendamment par des physiciens dans le cas non linéaire [76]. Notons que
malgré cette formule, u n’explose pas forcément a l'instant t; = 5-. En effet, lorsque

t — tq1, la variable de temps mr:d—“’t de v tend vers l'infini. Les propriétés de dispersion des
solutions de I’équation de Schrédinger peuvent alors compenser 'annulation du cosinus.

Relevons cependant que le potentiel harmonique engendre de nouvelles solutions explo-
sives. Tout d’abord, si v explose a l'instant T' > 0, alors u explose a l'instant %H(WT),
c’est-a-dire toujours avant v. De plus, si v n’est pas suffisamment dispersive (typiquement,
une onde solitaire v(t,z) = €**Q(z)), alors u explose & l'instant 3=. D’un point de vue
heuristique, les propriétés de confinement du potentiel harmonique compactifient le temps
(ce qui exclut également 'existence d’une théorie de la diffusion).

3.1.3. Analyse semi-classique : non-linéarité de type Hartree. — Dans [C03a],
nous avons étudié le régime “optique linéaire, foyer non linéaire”, avec les mémes échelles
que dans [C00a]. Comme nous I'avons déja relevé, le cas “optique linéaire, foyer linéaire”
serait une conséquence facile de la preuve. Par contre, les deux autres cas du tableau
présenté au paragraphe 1.1.1 posent probléme. Pour une optique non linéaire avec foyer
linéaire, on rencontre le méme probleme de différentiabilité de la non-linéarité que dans
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[C00a] (ou ce cas n’est complétement traité qu’en dimension un d’espace). Pour une op-
tique non linéaire avec foyer non linéaire, les théorémes 1.2 et 3.1 suggerent qu’on doive
itérer I'opérateur de scattering & longue portée. Apparait alors le probleme de la perte
de régularité présent dans le théoreme 1.2. Le premier obstacle peut disparaitre si l'on
considere, plutot qu’'une non-linéarité de type puissance, une non-linéarité de type Har-
tree. C’est ce que nous avons fait dans [CMSt-p]. La motivation initiale était de considérer
un systéme de Schrodinger—Poisson en dimension trois, en présence d’un potentiel harmo-
nique. Par résolution de I’équation de Poisson, ceci se rameéne a 1’étude d’une équation de
Schrodinger avec potentiel harmonique et non-linéarité de type Hartree,

1
(m * WJ\Z> (o

C’est parce que le potentiel coulombien présent dans la convolution est critique au niveau
de la théorie de la diffusion que nous avons effectué une étude dans l'esprit de [C00a] :
ic0us 12A5_’x‘25 « — €12 e . € _
ie0iu —|—§€ u—Tu + e (|x| *|u|)u ; u‘tzo—f,
avec v >0, a > 1 et x € R” pour n > 2. On a les distinctions suivantes :

o>y o=y
a>1 Optique linéaire, Optique linéaire,
foyer linéaire foyer non linéaire

a =1 | Optique non linéaire, | Optique non linéaire,
foyer linéaire foyer non linéaire

Le cas “ optique non linéaire, foyer non linéaire” étant apparemment tres délicat tech-

niquement, nous avons justifié les trois autres cas du tableau, et esquissé un calcul formel
dans le cas relevant du systeme de Schrodinger—Poisson, les trois cas rigoureux étant la pour
renforcer la conviction que le calcul formel est raisonnable. Pour le cas “optique linéaire,
foyer non linéaire”, nous avons simplement donné les arguments permettant d’adapter la
preuve de [C03a]. Pour le cas “optique non linéaire, foyer linéaire”, nous avons repris une
écriture de la solution exacte sous forme d’intégrale lagrangienne, qui nous permet une
étude tres précise de ce régime. Nous renvoyons au papier pour les énoncés des résultats.

3.2. Potentiel polynomial et perturbation non linéaire

Comme mentionné au paragraphe 3.1.2, les bonnes propriétés des opérateurs J¢ et H®
s’adaptent au cas ou le potentiel harmonique est anisotrope, au moins au niveau de I’étude
locale du probleme de Cauchy. Il en est de méme pour tout potentiel polynomial de degré
au plus deux. Par contre, ’analogue de la loi de conservation pseudo-conforme dont se
déduit la proposition 3.2 semble étre particuliere aux potentiels isotropes.

3.2.1. Analyse semi-classique. — Considérons une équation de Schrodinger non
linéaire semi-classique, avec potentiel polynomial de degré au plus deux :

1
iedyu® + §€2Au€ = V(y)u® + A" |us|*uf |
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avec non-linéarité répulsive A > 0 et donnée de Cauchy concentrée en un point :

1 Y=Y\ ;¥vm
uE(O’y) = 6n/280< - >€Z 5 .

Outre lextension du résultat de [C03a], donnons une autre motivation pour cette étude.
Le cas A < 0 a donné lieu a plusieurs études, au moins pour un profil initial ¢ particulier
(voir par exemple [12, 53, 23]). L’idée est que pour une non-linéarité attractive, il peut
y avoir équilibre entre les effets dispersifs de I’équation de Schrodinger et les effets non-
linéaires. La dynamique engendrée par le potentiel impose alors le déplacement du point
de l'espace des phases ol se concentre la solution. Dans le cas A > 0, on attend que
les propriétés dispersives de I’équation de Schrodinger ne soient pas atténuées par la non-
linéarité, puisqu’il existe une théorie du scattering. Par contre, comme le montre ’exemple
du potentiel harmonique [C03a], le potentiel lui-méme peut contrarier les propriétés de

dispersion. A notre connaissance, la seule étude dans le cas d’une non-linéarité répulsive
est (outre [C03a]) celle effectuée dans [CMO04].

Le potentiel V' étant un polynome arbitraire de degré au plus deux, on peut diagonaliser
sa partie quadratique dans une base orthonormale de R™ ; le changement de base ne modifie
pas le laplacien. Ensuite, en passant par la forme canonique dans chaque direction, on peut
supposer, quitte a translater l’origine, que V s’écrit

1 n n
V(z) = 3 Z @wfw? + Z bjr;+c,
j=1 J=1

avec wj > 0, §; € {—1,0,1}, b;, ¢ € R et pour tout j, §;b; = 0 : on a soit uniquement un
terme quadratique, soit uniquement un terme linéaire, soit juste une constante. Ce dernier
cas se ramene au cas de la constante nulle par changement de fonction pour une équation
de Schrédinger. Comme remarqué dans [CNO04], le cas d’un terme linéaire peut également
étre traité par changement de fonction inconnue (la formule d’Avron-Herbst commute
avec les non-linéarités F(|z|?)z), et on peut en fait se ramener au cas ot V est une forme
quadratique, éventuellement dégénérée. Généralisant les opérateurs utilisés dans [C03a],
on a alors, pourvu que V' ne soit pas un potentiel harmonique isotrope comme dans [C03a] :

Théoréme 3.3 (|[CM04]). — Pour de “bonnes” valeurs de o, on a :
1. Pour tout T > 0, il existe £(T') > 0 tel que pour 0 < e <e(T), u* € C([-T,T);%).
2. On a de plus les asymptotiques suivantes :
limsup sup || A%(t) (v (t) —ui(®))||,. — 0, A(t) € {Id,eVy,x—x(t)},
e—0  Ae<Ht<T A—+o0
ot x(t) est la trajectoire classique issue de (xo,&o) (obtenu a partir de (yo,n0) apreés les
transformations précédentes), et ug. € C(R;X) sont les solutions de

; 1 2 1 T — X0 .
iedud + 55 Auf =V(x)ug ; uft|t=0 = 7 g < - > e 50/67
Wy étant déduites de ¢ par scattering non linéaire associé a (1.10).

Nous n’avons pas écrit I'asymptotique dans la couche limite |t| < Ae pour alléger
I’énoncé, et renvoyons a l'article pour un énoncé complet. Ainsi, & moins que V soit
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un potentiel harmonique isotrope, les effets non linéaires ne se manifestent au premier
ordre que pour des temps t = O(e). L’idée est que Iénergie est portée par les rayons de
loptique géométrique, qui ne se rencontrent tous en un point pour des temps non nuls
que si le potentiel est quadratique et qu’en outre soit il est isotrope, soit ses pulsations
sont rationnellement liées (voir [C03a, CMO04]). Dans le cas contraire, les focalisations
éventuelles sont sous-critiques pour les échelles de non-linéarité considérées ici, ce qui
donne lieu a des “caustiques linéaires”.

Notons que 1'étude dans la couche limite [t| < Ae est généralisée au cas ou le potentiel
V est sous-quadratique (non nécessairement polynomial), hypothése raisonnable d’apres
les résultats de [24, 25, 73, 21, 83, 84, 85]. Par contre, la preuve du théoreme 3.3 repose de
maniere cruciale sur les opérateurs J¢ et H® généralisés en dehors de cette couche limite.
Relevons que comme dans [C03al, ces opérateurs sont des dérivées de Heisenberg (donc
commutent a la partie linéaire de I’équation), et se factorisent sous la forme

(3.7) Ft)edtalley, <67i¢<t,m>/e.) ,
pour des fonctions ¢ solutions de I’équation eikonale

1
(3.8) 01+ 5IVadl* + V(2) = 0.

L’écriture (3.7) est particulierement confortable vis-a-vis de non-linéarités de la forme
F(]z|?)z : les opérateurs agissent comme le gradient, et fournissent des inégalités de
Gagliardo—Nirenberg a poids (fonction f), ces poids étant essentiellement optimaux en de-
hors du foyer initial. Nous nous sommes posés la question de I’existence de tels opérateurs
dans un cadre plus général (potentiel régulier sous-quadratique). Partant de ’écriture
(3.7), nous avons cherché a savoir quand un tel opérateur commute & la partie linéaire
de I’équation. La conclusion est que ceci n’est possible que si ¢ est solution de I’équation
eikonale (3.8) et si V' est un polynéme de degré au plus deux. Le probléme est qu’appa-
remment, une commutation approchée génere des erreurs non négligeables, ce qui semble
montrer les limites de notre approche.

3.2.2. Potentiel harmonique répulsif. — Revenons a ’équation présentée en intro-
duction, une équation de Schrodinger non linéaire avec potentiel harmonique “répulsif”
(3). Comme nous I’avons signalé, la fonctionnelle d’énergie n’est pas positive, méme dans
le cas linéaire. La motivation principale pour étudier cette équation réside dans l'interac-
tion entre les effets linéaires engendrés par le potentiel, et les effets non linéaires. Donnons
deux arguments plus précis. Tout d’abord, on a I’analogue de la formule de Mehler (3.4)
(voir [41]) :

. 2 2
. . w n/2 e <I 1y chwt—a:~y)
R e o B A s
On en déduit une estimation de dispersion
2
Heﬂ%(fm&m?)u ‘ <‘ w 2| 1M
0 = )
Li—[ 2mshwt 27t
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qui est “meilleure” que dans le cas sans potentiel. En particulier, on a les mémes inégalités
de Strichartz que dans le cas w = 0 (on en a méme d’autres, comme utilisé dans [C05]). La
dispersion exponentielle en temps grand suggere par exemple que la théorie de la diffusion
associée a cet opérateur possede une classe plus large de perturbations a courte portée
([CO3b] pour la théorie non linéaire, [BCHMO5] pour la contrepartie linéaire). L’autre ar-
gument (en réalité pas vraiment différent) consiste en 1’examen des trajectoires classiques,
avec pour motivation I'’étude du phénomene d’explosion en temps fini pour I’équation de
Schrodinger non linéaire. Dans le cas sans potentiel, le critere d’explosion a Iinstant T*
s’écrit :
V0t 2 —, +oo.

Comme la norme L? de u est conservée, ceci suggere une forte concentration de 1’énergie
en au moins un point de lespace (voir [82, 60] pour des exemples). En régime semi-
classique, I’énergie est portée asymptotiquement par les bicaractéristiques. Intuitivement,
la géométrie des rayons peut ainsi aider ou contrarier le phénomene d’explosion en temps
fini. Nous avons vu que dans le cas de I'oscillateur harmonique, on a plutdt plus d’explosion
que dans le cas sans potentiel (proposition 3.2 et [C02b]), avec des rayons tracés sur la
figure 5. Dans le cas de loscillateur harmonique répulsif, les rayons sont solutions de
I’équation
#(t) — w?z(t) =0,

et tendent en général vers I'infini exponentiellement vite. On retrouve donc un phénomene
de dispersion plus fort que dans le cas sans potentiel, suggérant maintenant que le poten-
tiel harmonique répulsif s’oppose au phénomene d’explosion en temps fini. Nous renvoyons
a l'introduction de [C03b] pour une discussion plus détaillée, ainsi qu’a celle de I'exposé a
Forges-les-Eaux (méme référence dans le présent document), ot1 on mentionne en particu-
lier des résultats de [15] et [CNO4]. Les principaux résultats de [C03b] sont les suivants :

Théoréme 3.4 (|CO3b]). — Soient ug € X, 0 > 0, avec 0 < 2/(n —2) sin > 3.

1. Supposons A > 0.

1.i. Il existe une unique solution u € C'(R,X) pour (3). De plus, il existe un unique u; € ¥
i (—A-w?a]?)

tel que, notant U, (t) = e~ , on ait :

1Uo(=t)ult) = utlls, — 0.

— 400

1.4i. Pour tout u_ € X, il existe un unique ug € 3 tel que la solution u € C(R,X) de (3)
satisfasse
O S —

—o
2. Supposons A < 0 et 0 > 2/n : on peut avoir explosion en temps fini pour (3).
2.4. Il existe w1 > 0 tel que pour tout w > wy, u est globale en temps : u € C(R,X).
2.i1. Supposons o = 2/n. Si la solution v de

1
i0pv + §Av =Mo"y Vjy—0 = Uo

explose a linstant T > 0, alors :
— pour w < 1/T, u explose a l'instant arg th(wT)/w > T.
— pour w > 1/T, u est globale dans le futur : u € C(R4,X).
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L’approche suivie pour les preuves consiste a remarquer qu’on obtient (3) & partir de
(3.5) en remplagant w par +iw. L’analogue de la partie algébrique de [C02a] et [CO2b] est
donc immédiat (les fonctions trigonométriques deviennent des fonctions hyperboliques) :
on a en particulier un autre analogue de la loi de conservation pseudo-conforme et un
changement de variable reliant u et v prouvant immédiatement le dernier point. Relevons
que dans le cas w = 1/T', nous exhibons des solutions & croissance exponentielle en temps.
Pour les autres points, il s’agit dans un premier temps d’étudier soigneusement le probleme
de Cauchy local et de montrer que I'obstruction a I'existence globale est la méme que
d’habitude. On passe alors du local au global en utilisant la nouvelle loi de conservation
pseudo-conforme. Des conditions suffisantes d’explosion en temps fini se montrent par la
méthode de Zakharov—Glassey ([35, 13]).

Ces résultats confirment ’heuristique initiale : le potentiel harmonique répulsif disperse
suffisamment pour modifier la théorie de la diffusion (toute non-linéarité de type puissance
est & courte portée) et le phénomene d’explosion en temps fini (en augmentant le parametre
w, on obtient & coup sur une solution globale).

3.2.3. Généralisation. — L’aspect le plus frustrant les résultats de [C02a, C02b, C03b)]
est que leurs preuves reposent de maniere cruciale sur des “miracles algébriques” : tout
d’abord, la présence des opérateurs J et H, dont nous avons vu qu’elle est essentielle-
ment caractéristique des potentiels polynomiaux d’ordre deux, et aussi I'existence de lois
d’évolution analogues a la loi pseudo-conforme du cas sans potentiel. Cette seconde pro-
priété semble de plus caractéristique d’un potentiel isotrope, alors que les preuves de la
proposition 3.2 et du théoreme 3.4 y recourent de facon apparemment essentielle. Par
ailleurs, nous avons vu qu’heuristiquement, le potentiel harmonique encourage 1’explosion
en temps fini, alors que le potentiel harmonique répulsif la combat, cette intuition étant
vérifiée dans le cas isotrope. Que se passe-t-il lorsque ces deux aspects sont en compétition ?
Une réponse partielle est apportée dans [C05], ot nous considérons comme équation modeéle

1 1
(3.10) i0pu + §Au = - (~wiz] +wizd) u+ Au[*u 5 u

ug -
2 0

t=0

La dimension d’espace est n > 2. Nous montrons que si les effets répulsifs sont suffisamment
forts (dans 'absolu, et comparés aux effets confinants), alors on a existence globale :

Théoréme 3.5 ([C05)). — Soient n > 2, A € R, 0 > 2 avec 0 < 25 sin > 3, et
ug € X. Alors il existe A = A(n,o0,|\|,||luol|s) tel que pour

202

> ==
wl_A(l—FWQ)—FQ_(n_Q)U

(1 +wo)In(l +wo),
la solution u de (3.10) est globale en temps : uw € C(R;X). De plus, il y a scattering : il
eriste u_,uq € X tels que

. -t
10y (—t)u(t) — uslly, — 0, ou Uy(t) = exp (—15 (—A - wha? +w%x2)> -
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La preuve de ce résultat repose encore sur les opérateurs J et H, qui fournissent en
particulier des inégalités de GagliardofNirenberg

Hf\hm@(”ﬂ&fﬂ)”) ('}‘jffs(ff‘gf) HfHLz‘“”’HHafHLQ

On montre dans un premier temps un résultat d’existence locale sur un intervalle [—tg, to],
avec

i <t < T , 1> 0 indépendant de wi et wo .

<ty
14 wo dws
A Dinstant to, les normes L? de u, Ju et Hu sont bornées, indépendamment de wy et
wo. L’estimation ci-dessus montre alors que les normes LP (p # 2) sont petites pour
w1 > 14wy

w1
futto)lzs < oo (02 ).

Un argument de continuité permet ensuite de montrer que sous ’hypothése du théoréme,
u ne peut pas trop s’éloigner de la solution linéaire coincidant avec uw a l'instant % :
heuristiquement, 1'inégalité ci-dessus montre que le “potentiel non linéaire” |u|?* devient
petit (et le reste). Le scattering suit alors facilement, grace a la décroissance exponentielle.

Une difficulté n’apparait pas dans cette ébauche de preuve : pour montrer I'existence
locale, nous utilisons des inégalités de Strichartz locales en temps. D’apres la formule de
Mehler, on a

1/2
wiw2 /

t o S
1OVl 1 opee S t"2sh(w1t) sin(wat)

Ainsi, pour des temps petits, on a la dispersion habituelle en ]t]*”/ 2. Pour passer au
global en temps, des inégalités de Strichartz locales en temps semblent insuffisantes : on
retrouve la compétition entre la dispersion exponentielle et la focalisation périodique en
temps. Nous montrons des inégalités de Strichartz globales en temps en remarquant que
I’hypothese habituelle de dispersion en |t|_"/ 2 peut étre remplacée par une décroissance en
w(t)™?, ot la fonction w est dans Ll - Cet argument permet également de montrer des
résultats “inhabituels” dans le cas des données petites : pour uy € L? avec |jugl/z2 < 1, on
montre existence globale et scattering pour (3.10) avec o < 2/n par les seules inégalités
de Strichartz (on ne peut pas utiliser J et H dans un cadre L?).

Mentionnons également que le théoreme 3.5 laisse la porte ouverte a plusieurs questions :
a-t-on existence globale pour A > 0 sans condition sur w; et wy? Peut-on exhiber une
condition suffisante d’explosion en temps fini 7

Signalons enfin qu'une syntheése des résultats présentés jusqu’ici dans le chapitre 3 est
rédigée dans [C-p].

3.3. Potentiel répulsif et perturbation linéaire : scattering

Laissons de coté la question de ’explosion en temps fini pour nous concentrer sur celle du
scattering. Le théoreme 3.4 montre qu’on n’a pas de phénomene a longue portée dans le cas
d’une non-linéarité de type puissance. Une question naturelle consiste alors a considérer
non pas une perturbation non linéaire du hamiltonien associé, mais une perturbation
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linéaire. C’est I'objet initial du travail [BCHMO5], qui va beaucoup plus loin, en considérant
comme hamiltonien de référence et perturbation :

Hoo=—-A—|z|%, 0<a<2 ; Hy=Hao+Volz) ; z€R", n>1.

De mon point de vue, le but de cette collaboration était d’apprendre des techniques
différentes. L’outil principalement utilisé est la théorie de Mourre ([63, 17, 28]). Notons
que nous considérons aussi des potentiels quadratiques assez généraux, correspondant a
une forme quadratique non dégénérée (cette derniére hypotheése permettant d’obtenir des
propriétés de compacité) ; nous ne mentionnerons ici que les résultats concernant H,.
Nous avons déja vu que pour le cas a = 2, les trajectoires classiques partent a ’'infini
exponentiellement vite en général. Pour 0 < o < 2, les rayons sont solutions de

Z(t) — a|x(t)|°"2x(t) =0.
Cherchant le premier terme d’un développement asymptotique formel z:(¢) = t"y, on trouve

K= ﬁ : la vitesse de fuite a I'infini augmente avec «, pour atteindre le cas critique o = 2

avec une vitesse exponentielle (pour @ > 2, Hy n’est plus essentiellement auto-adjoint
justement & cause de la possibilité de vitesse infinie, [21]). Nous définissons la position de
sorte que po(z(t)) =t par :

In (z) sia =2,
Pa(z) = {

()17 sio<a<2.
La condition de courte portée habituelle |V (z)] < ()~ "¢ est remplacée par :
(3.11) Vo) < palz)™17%, pp.z€R™, pourune>0.
Le résultat principal de [BCHMO5] est le suivant :

Théoréme 3.6 ([BCHMO5]). — Soient 0 < o < 2 et V,, € L>®(R™;R) vérifiant (3.11).
Alors les limites sutvantes existent :

: itHo ,—1tHq 0 . : 1tHqy,0 ,—itHo qC
s — lim e™ee ™0 o g — lim ™0 "2 1(H,),
t—o0 t—o00

ou 1°(Hy) est la projection sur le spectre continu de Hy,. Si on note QF la premiére limite,
alors la seconde est égale a (QT)*, et

@Ht=1 ; QN Q)" =1H,).

La preuve de ce résultat repose sur de nouvelles estimations de Mourre. Dans le cas
a = 2, essayons la fonction de fuite habituelle, de symbole x - £ :
i[H20, (xD + Dz)/2] = —2A + 227
On obtient 'oscillateur harmonique, qui est bien str positif. Pourtant, il n’est pas Hy o

borné. Placons-nous en dimension un d’espace et cherchons alors un opérateur pseudo-
différentiel Ay de symbole as(x,&) tel que :

{52 — z?, az(z,€)} =4, sur la surface d’énergie {(z,¢) ; €2 — 2% = E}.

On propose la solution suivante : as(z, &) = In({+x)—In(§—x). Maintenant pour 0 < o < 2
et x > 0, essayons de résoudre

{SQ—xa,aa(aE,@} =2—a, sur {(z,§) eRL xR; §2—xo‘:E}_
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Avec aq(z, &) = €217, on a
{62 — 2% an(z,6)} =2 —a+2E(1 —a)z™®, pour &2 —z® = E.

Ces calculs conduisent a introduire les nouvelles fonctions de fuite. En outre, nous construi-
sons la vitesse asymptotique, qui précisent la facon dont le potentiel —|z|* accélere les
“particules”.

Un autre obstacle sérieux consiste & manipuler des fonctions de troncature en énergie,
qui dans notre cas sont de la forme x(—A — |z|). Cependant, H, o n’étant pas elliptique,
cette formule n’est pas tres fiable. Pour retrouver un cadre propice au calcul pseudo-
différentiel, nous utilisons des troncatures de symbole

N <|£|2 - Ifﬂlo‘>
€] + ||
3.4. Ondes de Bloch faiblement non linéaires

Concluons ce mémoire par I'étude de ’équation (4), menée dans [CMSp04]. Dans le
cas linéaire A = 0, l'analyse semi-classique a été effectuée dans [70, 80] (limite adiaba-
tique) et [4, 30, 33] (mesures de Wigner). La motivation pour étudier une perturbation
non linéaire réside dans les progres récents sur la condensation de Bose—Einstein. Notre
approche consiste a effectuer un développement de type BKW a deux échelles (ce qui limite
le résultat aux temps précédents la formation d’une caustique), a la maniere de [6, 18, 39].
Il s’agit d’introduire une variable supplémentaire correspondant a I’échelle x/e. Dans le cas
linéaire, 'analogue de I’équation eikonale fait apparaitre un probleme de valeurs propres
(ondes de Bloch). Ainsi, les modes de Bloch peuvent étre considérés comme un analogue
des modes de Fourier de l'optique géométrique [72].

Le facteur € devant la non-linéarité explique le terme “faiblement non linéaire” du titre
du papier : dans le développement BKW, la non-linéarité n’apparait qu’au niveau de
I’équation de transport de I'amplitude, pas au niveau de 1’équation eikonale. Dans I’idéal,
on voudrait traiter le cas fortement non linéaire (pas de ¢ devant la non-linéarité), dans
Pesprit de [37]. Le probleme réside dans la fagon de découpler les variables x et z/e,
qui n’est pas du tout claire. Ce probleme disparait dans le cas faiblement non linéaire. Le
résultat principal, énoncé de fagon vague en raison de la lourdeur des notations nécessaires
a le rendre précis, est le suivant :

Théoréme 3.7 ([CMSp04]). — Soient Vi et U des potentiels réels réguliers, Vi étant T'-
périodique, U sous-quadratique, et soit A réguliére a valeurs réelles. Supposons la donnée
initiale 17 bien préparée le long d’une fonction propre xn = Xn(y, k) associée a une bande
simple isolée E, = E, (k) :

ui(@) = ar@)xn (£, V1(2)) 1O + i (a)

Supposons qu’il n’y a pas de caustique avant linstant 7 > 0, et soit 79 €]0,7[. Alors pour
e assez petit, la solution de (4) existe jusqu’a l'instant 1y, avec l’asymptotique suivante :

sup [[u(£) = 0*(t) | oy = O(€) 5 Vi >0, sup u(t) = v (B)]| gy = O (7).
0<t<7o 0<t<7o
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ot la solution approchée v¢ est donnée par :

-1
v (@) = Mxn (2. Vaolt,z) ) X @) ciott/e,
T (X; ()

La phase ¢ est solution de I’équation de Hamilton—Jacobi correspondant au flot classique
(t,x) — Xi(x), Ji est le déterminant de Jacobi, et w est donné par

w(t,x) = —i/o B (s, Xs(x)) ds

@ [ 2 (00 5 X)) Py s,

Ici, B € iR représente la phase de Berry, et Y est le domaine fondamental centré de T'.

La phase de Berry est un phénomene linéaire ([77, 80]), aussi le seul phénoméne non
linéaire visible au premier ordre est la modification de cette phase, donnée par w. Ce
phénomene est a rapprocher de I'auto-modulation de phase de la physique des lasers
([86, 9, 19]). La démonstration consiste en un calcul formel de type BKW et en une
justification dans 'esprit de 'optique géométrique dans des espaces du type H? d’Olivier
Gues [38]. Plusieurs questions intéressantes subsistent : par exemple, le cas d’une non-
linéarité plus forte, ou le cas de données portées par plusieurs bandes de Bloch (avec ou
sans croisement). Notons qu’un traitement numérique a été effectué dans [36], permettant
éventuellement de guider I'intuition sur certaines questions laissées ouvertes.
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