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Résumé

On étudie le comportement semi-classique d’hamiltoniens quantiques dont le symbole de
Weyl est invariant par un groupe de symétries. La réduction quantique consiste a restreindre le
hamiltonien aux sous-espaces de symétrie de L?(R™) donnés par la décomposition de Peter-Weyl.
Les opérateurs restreints sont appelés hamiltoniens quantiques réduits.

Pour un groupe fini, on donne une formule de Gutzwiller pour le hamiltonien réduit qui fait
intervenir la symétrie d’orbites périodiques classiques du niveau d’énergie étudié. On l'interprete
dans ’espace de phase réduit lorsque le groupe agit librement.

Pour un groupe de Lie compact, on donne une asymptotique de Weyl de la fonction de
comptage des valeurs propres du hamiltonien réduit. On interprete géométriquement le premier
terme. On obtient ici aussi une formule de type Gutzwiller impliquant des orbites périodiques

de 'espace de phase réduit qui correspondent & des orbites quasi-périodiques de R?™.

Abstract

We study the semi-classical behavior of a quantum Hamiltonian whose Weyl symbol has
some symmetries coming from a compact group GG. The quantum reduction is done by restricting
the operator to subspaces of L?(R") called symmetry subspaces, coming from the Peter-Weyl
decomposition. The restrictions are called the reduced quantum Hamiltonians.

For a finite group, we give a Gutzwiller formula for the reduced Hamiltonian, involving the
symmetry of periodic orbits of the energy shell. We interpret this formula in the classical reduced
space when G acts freely.

For a compact Lie group, we give a Weyl asymptotic formula of the eigenvalue counting
function of the reduced Hamiltonian, for which we calculate the first term. Oscillations of the
spectral density are also described by a Gutzwiller formula involving periodic orbits of the

reduced space, corresponding to quasi-periodic orbits of R?".
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Introduction

La principale motivation de cette these peut s’énoncer comme suit :
Soit H : R?? — R un hamiltonien lisse et G' un sous-groupe compact du groupe orthogonal O(d)

tel que H soit G—invariant, i.e. :
Vg € G, Vz € RY, V¢ € RY,  H(gx, g¢) = H(x,£).

En faisant les hypotheses qu’il faut sur H, on peut aborder 1’étude spectrale de son quantifié de

Weyl, H , opérateur autoadjoint sur L2(R?) défini pour u € C§°(R?) par :

er @) £y <x—;—y’ >u(y) dy d€.

Au(z) = (20h) ¢ /
R¢ xR¢
La question est : ”Quelles informations spectrales supplémentaires sur H apporte ’hypothese

de G-invariance de H 7”

Bref apercu historique Du point de vue mathématique, les premieres études quantiques
des problemes avec symétries ont été effectuées sur des variétés riemanniennes compactes. C’est
le cas de l'article de A. Donnelly ([Don]), en 1978, 'opérateur considéré étant le laplacien. I
donne en particulier des asymptotiques de Weyl sur M /G lorsque le groupe compact G agit sur la
variété M (compacte riemannienne) par isométries. Simultanément, J. Briining et E. Heintze
(cf [B-H]) obtiennent un résultat identique pour les opérateurs elliptiques dans le méme cadre
pour un groupe de Lie compact. Dans ces deux cas, on obtient le comportement asymptotique
de la fonction de comptage des valeurs propres, et les méthodes employées se fondent sur une
étude du noyau de la chaleur.

Cependant, des le début des années 70, sans symétries, Hormander a développé la théorie
des opérateurs intégraux de Fourier (cf [Hol]-1968 et [Ho2]-1971) qui permet d’utiliser de fagon
rigoureuse la méthode BKW sur une variété compacte (voir aussi les travaux de Duistermaat-
Guillemin sur le sujet [D-GJ]-1975). Ainsi, c’est via cette méthode qu'une étude des symétries
quantiques adaptée a R? est effectuée au début des années 80 par B. Helffer et D. Robert (cf
[He-Ro 2] (1984) pour les groupes finis, et [He-Ro 3] (1986) pour les groupes de Lie compacts),

toujours dans le cadre d’asymptotiques a haute énergie, pour la fonction de comptage d’un
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opérateur pseudo-différentiel (transversalement) elliptique sur R%. La méthode BKW, plus per-
formante, permet d’obtenir de meilleurs restes, et fait apparaitre 'importance du flot classique.
Ces travaux sont suivis de la version semi-classique avec Z. El-Houakmi (cf [ELH] 1984 et
[EL.H-He] 1991), ot le calcul fonctionnel permet de localiser en énergie, et d’estimer la fonction
de comptage des valeurs propres dans une intervalle donné, lorsque le parametre semi-classique
h tend vers zéro.

Peu apres, une autre série d’études sur des variétés compactes est accomplie par V. Guille-
min et A. Uribe, reliant des formules asymptotiques de trace aux orbites périodiques sur
M/G, mais cette fois-ci en couplant le parametre semi-classique aux caracteéres du groupe G
(voir [G-U 1] 1987, [G-U 2] 1989, [G-U 3] 1990). Ici, 'importance du flot classique apparait
encore plus clairement dans le résultat, via les orbites périodiques.

Enfin, D. Borthwick, T. Paul et A. Uribe ([B-P-U] 1998), puis L. Charles ([Chl]
(2000) et [Ch2] (2004)) ont adoptés une autre vision des choses en quantifiant directement les
hamiltoniens sur les espaces réduits, I’espace des phases n’étant plus forcément un cotangent,
mais plutot une variété Kaelerienne. Grace a la théorie des opérateurs de Toeplitz, ils trouvent
ainsi des formules de Gutzwiller dans M /G lorsque G est compact, Lie, semi-simple. Ces travaux
s’inscrivent dans le cadre des études de quantification géométrique et réduction symplectique,
initiées par B. Kostant et J.M. Souriau au début des années 70, et poursuivies par V. Guillemin,
S. Sternberg, E. Meinrenken et bien d’autres.

Dans cette these, la méthode employée sera celle des états cohérents, que 1'on utilisera en

représentation de Schrodinger.

Problématique Le point de vue adopté dans cette these est résolument celui de B. Helffer et
D. Robert : I’étude se fait sur RY, les symétries sont données dans l’espace des configurations.
Elles correspondent & des sous-groupes compacts du groupe orthogonal de R?. Le groupe G agit

également sur l'espace des phases R?? via :
M(g)(z,€) := (gz,98), VxR VE€RY, Vged.

On n’étudie pas vraiment H mais sa restriction aux espaces de symétrie de Peter-Weyl qui sont
construits ainsi : 'action de G sur I’espace des configurations R? et I’espace des phases R?? se

transmet & Pespace quantique L?(R?) via M(g) : L*(R%) — L?(R%), définie pour g € G par :
M(g)f(z) == f(g~'z), VfeL*R?), vz e RY.

Soit G I'ensemble des caracteres des représentations finies complexes irréductibles de G. Si x € G ,

on définit :

Py = d, /G @M (g)dg.
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ou dy, = x(Id), et dg est la mesure de Haar de G (discrete pour les groupes finis). P, est
un projecteur orthogonal et ’espace de symétrie de Peter-Weyl associé a x est Li(Rd) =

Py (L%(R%)). On a alors :
L

L2(RY) = @ L2(R9).
x€G
Par exemple, pour G = {£Idpa}, il y a deux caracteres y4 et x_. Li . (R?) est 'ensemble des
fonctions paires de carré intégrable, et L3 (R?) celui des fonctions impaires. Pour G = SO(d),
on trouve des Li(Rd) faisant intervenir des fonctions de type radial. On peut penser Li(Rd)
comme un espace de fonctions de L?*(R?Y) ayant certaines symétries libes & G et & x. Le fait
que H soit G—invariant se traduit par une relation de commutation entre Het M (g9) pour
g € G, et donc entre H et P, si bien que Li(Rd) est stable par H ; d’ou ﬁx la restriction de
Ha Li(]Rd), appelée hamiltonien (quantique) réduit. On montre alors que H  est un opérateur
autoadjoint sur ’espace de Hilbert Li(Rd). Notre principal objectif est d’obtenir des formules

de trace concernant les H,.

Plan de la thése Le premier chapitre de la theése est consacré a une présentation rigou-
reuse de ﬁx et doté de plusieurs exemples de symétries pour des groupes finis et des groupes de
Lie compacts, ainsi que des hamiltoniens correspondant & ces symétries. On y décrit l'intérét de
I’étude de ﬁx qui donne en particulier des informations sur la multiplicité des valeurs propres
de H (cf proposition 1.2.4), et sur les symétries que possedent les fonctions propres associées.
Enfin, on examine les relations entre la fonction de comptage des valeurs propres de H dans un
intervalle I, et celle de I;TX lorsque le spectre de H est discret dans I. Une étude analogue est

faite du point de vue de la diffusion pour la fonction de décalage spectral.

Les deuxieme et troisieme chapitres s’inscrivent dans le cadre de I’analyse semi-classique : on
étudie les asymptotiques de diverses formules de trace liées a ’'opérateur I;TX lorsque le parametre
h (la ”constante” de Planck) tend vers zéro :

1. Les asymptotiques dites "faibles” avec la trace Tr(f(H ) (ou f € C5(R)).

~

2. Celles de type Weyl, ou Gutzwiller pour la trace G, (h) := Tr(z[)(HX)f(%)), appelée
densité spectrale régularisée, selon le support de f € C°(R), ou v est localisée pres

de I’énergie E € R.

Les asymptotiques de type Weyl ont pour corollaire (comme dans le cas sans symétrie) des
asymptotiques des fonctions de comptage de valeurs propres de ﬁx dans un intervalle. Des ef-
forts sont faits en particulier pour le calcul des premiers termes. C’est ’occasion de prouver une
conjecture émise par B. Helffer et D. Robert (cf [He-Ro 3]) dans le cas d’un groupe de Lie. Le

chapitre 2 traite des groupes finis, et le chapitre 3 des groupes de Lie compacts. On trouvera
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en appendices un vade mecum sur les états cohérents tels qu’ils sont traités dans les travaux de
M. Combescure et D. Robert, ainsi qu’une version robuste du théoréme de la phase stationnaire
généralisée (avec variété de points critiques et phase complexe). Ce texte montre combien "utili-
sation d’états cohérents va de pair avec ce dernier théoreme sous sa forme la plus générale. Enfin
on trouvera aussi en appendices la preuve d’un lemme général d’intégration par tranches via une
submersion ainsi que celle du théoreme de mécanique classique dit ”du cylindre”, qui intervient
de facon récurrente dans ce texte lorsque 'on parle d’orbites périodiques non-dégénérées dans

les formules de type Gutzwiller.

Résultats principaux Une idée récurrente est présente dans les divers résultats obtenus :
pour ’étude semi-classique de H sans symeétrie, le principe de correspondance dit que lorsque
l'on fait tendre le parametre h vers zéro, on doit retrouver dans les coefficients de ’asympto-
tique des formules de traces, des quantités provenant de la dynamique classique associée au
hamiltonien H sur R?? :

(t) = IVH(2(t)), ot J = ( oo )

On dira grossierement que le systéme dynamique de H sur R?? est la limite semi-classique de

celui donné par 'équation de Schrodinger de H sur L2(R%) :
ih 0¥, = HU,,

lorsque h tend vers zéro. Les théoréemes suivants montrent qu’en ce sens, la limite semi-classique
de I;TX sur Li(Rd) est un systeme dynamique sur un certain espace réduit €2,.4 défini comme
suit : Q,..q = Xg/G pour les groupes finis (ou X g := {H = E} lorsque 'on étudie le spectre au
voisinage d’une énergie E), et ,..q = Qo/G pour un groupe de Lie compact, ou €2 est le niveau
zéro de D'application moment de . Si G vérifie certaines hypotheses propices a la réduction
hamiltonienne (voir plus loin), le systeme dynamique sur 2,4 est alors celui du hamiltonien

réduit (classique) H défini par :
H(n(z)) = H(z), siz € Qpou Xg.

ou m: g — Qeq est la projection canonique sur ’ensemble des orbites de G. Cette idée, déja
présente chez A. Donnelly et en conjecture chez B. Helffer et D. Robert, se trouve ici confirmée
par des formules typiquement semi-classiques du méme genre que la formule de Gutzwiller. En

ce sens, on peut parler de "réduction quantique”.

Pour les groupes finis, le but de 'asymptotique faible étant le calcul des coefficients de
I’asymptotique de la densité spectrale, on précise le calcul de ceux de Tr(Opﬁ(a)M (9)), a g

fixé dans O(d), le symbole a étant sans symétrie particuliere (voir théoreme 2.1.1) et vérifiant



Xvii

des hypotheses de décroissance polynomiale. On applique ceci & f (ﬁ )M (g) lorsque f est lisse
a support compact. Puis, pour la densité spectrale régularisée, on introduit I’ensemble suivant

pour g fixé (®, est le flot du systéme hamiltonien) :
Lpg:={tcR:3ze€Xp: M(g9)Pi(2) = z}.
On obtient alors un résultat qui affine légerement celui de la these de Z. El Houakmi :

Théoréme 1 On a G, (h \G\ ZX .ou Iy p(h) = Tr (zp(ﬁ)f (E;hﬁ> M(g))

geG
Pour g dans G on note :

vy = dimker(g — Idga), F,:=ker(M(g) — Idgea) et F,:=ker(g— Idga).

Alors, sous les hypothéses précédentes, on a : si Suppf N Lpg=0, alors I, g(h) = O(ht>).
Si Suppf N Lp,g={0} alors on a asymptotique suivante modulo O(h*T*) :

Ipa(h) < W' > e (f,g)h*,  as h— 0%, (1)
k>0

uniformément en A dans un petit voisinage de E, ou les ck(f, g) sont des distributions en f avec

support dans {0}, et, si d(Xx N F,) désigne la mesure de Lebesque sur ¥y N Fy, on a :

(2m) / A3\ N Fy)(2)
det((Idga — 9)|ﬁg¢) sanr,  |VH(Z)

co(f,9) =N f(0) (2)
Signalons que 'on peut calculer avec notre méthode tous les termes de cette asymptotique en
utilisant 'asymptotique faible (théoréme 2.1.4). Par ailleurs la condition Suppf N Lpg = {0}
est automatiquement satisfaite lorsque f est supportée suffisamment pres de zéro. On déduit de
ce théoreme une asymptotique de la fonction de comptage des valeurs propres de ﬁx, Nry(h),
dans un intervalle compact I dont les extrémités sont non critiques pour H et tel que H (1)

soit compact (voir théoreme 2.2.11) :

d2
Ny (h) = c X (27h) " Vol [HH(I)] + O(h*™), quand h — 0.

Ce résultat était déja présent dans la theése de Z. El Houakmi, obtenu via une méthode BKW.
L’étude de la partie oscillante de la densité spectrale régularisée est 'asymptotique de G, (h)
lorsque 0 ¢ Supp( f) :si g € G et v est une orbite périodique de X globalement stable par
M(g), on pose :
Lg~:={te Suppf : 3z € y: M(g)®,(z) = z}.

Sity € Ly, 2 € 7, alors Py 44, désigne 'application de Poincaré de 7 entre z et M(g~Yz au

temps tg, restreinte a X g.
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Théoréme 2 Sous les hypothéses précédentes, supposons que 0 & Suppf Cl]-T,T[, ouT > 0.
On fait 'hypothése suivante de non-dégénérescence : siy C X, est tel que 3g € G et Ity € L,
to # 0, alors 1 n’est pas une valeur propre de M(g)dPy g, . Alors Uensemble de tels v est fini et

on a l'asymptotique suivante modulo O(h™), lorsque h — 0% :

gx<h>x|%"| > S Xl S eSS el fy pt

~ orbite g € G tq. to € Lg,~ k>0
périodique de L g M(g)y =~ to #0

Les dZ’g’tO(f) sont des distributions en f & support dans {to}, Sy(to) fo psdsds, ((gs,ps) =

8,(2), et -
T;ei%U’Y(gvtO)

2| det(M (g)dPy g 4, — Id)|2
ou T7 est la période primitive de vy et o,(g,t0) € Z est un indice de Maslov de 7.

a3t (f) = F(to)e(B).

Si on omet ’hypothese de non-dégénérescence, on obtient, sous des conditions assez générales
dites de ”flot G-propre” une asymptotique de la méme quantité, pour laquelle nous donnons une
expression analytique des premiers termes, dépendant des composantes connexes des ensembles

suivants (pour g € G) (voir théoréme 2.2.14) :
Crg:=A{(t,2) €| =T, T[xXp : M(9)®:(2) = 2} (3)

L’interprétation géométrique de ces termes reste a faire, méme dans le cas sans symétrie (voir

par exemple [P-U2] ou [Do)).

Corollaire Sous les hypotheses précédentes, supposons de plus que g = Idpa est le seul élément
de G a avoir des points fixes sur X . Alors Uespace réduit /G hérite d’une structure de variété
lisse telle que la dynamique de H sur g passe au quotient dans Qeq := Xp/G. Par ailleurs, si
m désigne la projection sur le quotient et 7 est une orbite périodique dans Xg/G, si w(vy) =7,
alors, il existe un seul g, dans G tel que, Vz € 7, M(gw)q)T%« (2) = 2. Si m(y1) = 7(y2) alors g,
and g, sont conjugués dans G, et on note x(gv) la quantité x(g-,) = X(g,). On a alors lorsque
h— 0% :

Iz e 1507.n

2| det ((dPs)" — Id)|2

Gy (h) = dy > S FTx(gR)eins + O(h).

5 orbite nez g

périodique de B /G nTZ € Suppf

ol Sy 1= fOT% Psqsds, Py est Uapplication de Poincaré de 5 dans ¥g/G, et o5, est un indice de
Maslov de 7.

Notons que ces théoremes ont fait 1’objet d’une Note aux Comptes Rendus de I’Académie des

Sciences acceptée le 10/11/2004. Ce résultat corrobore les recherches et donne une justification

mathématique des travaux des physiciens B. Lauritzen, J.M. Robbins et N.D. Whelan
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(cf [L], [L-W] et [R]) effectués au début des années 1990, ce qui était a l'origine la principale

motivation de cette theése.

Pour les groupes de Lie, on se place dans un cadre un peu moins général que pour les
groupes finis, mais pour lequel on dispose de théoremes de réduction symplectique plus souples
au niveau de la mécanique classique : ’action considérée étant linéaire, on envisage ’application
moment F = (Fga,,...,Fa,), ot (A1,...,A,) est une base de I'algebre de Lie G de G, et pour
A€ G, Fy:R* - R est définie par :

1
Fa(z) := 3 < JAz, z > .

IF est une intégrale premiére du mouvement, et son niveau zéro F~1({0}), noté Qq, est stable par
G. Une généralisation d’un théoreme de réduction de Marsden et Weinstein implique que si U est
un ouvert de R??, G—stable, tel que tous les stabilisateurs de QoMU sont conjugués dans G, alors
QoNU est une sous-variété de R, et (QoNU)/G C Qyeq hérite dune structure symplectique qui
réalise la réduction au niveau de la mécanique classique. On peut donc envisager le hamiltonien
réduit H lisse sur (Q NU)/G, et les trajectoires de H sont les projections dans €2,.q des
trajectoires de H dans £y N U. Ainsi, sur Qg N U, les G—orbites ont toutes méme dimension,
notée k, et pour des raisons techniques, on supposera que 'on a dim(QyNU) = 2d — k, ce qui
est vérifié au moins dans le cas du groupe G = SO(d) dés que U ne rencontre pas zéro. Notons
enfin que, (9 NU)/G étant muni d’une structure symplectique, il hérite d’une forme volume
naturelle.

En faisant ces hypotheses de réduction sur un voisinage tubulaire U de Supp(a), on obtient,
lorsque a € C3°(R??), une asymptotique de Tr(zzl\x) qui est un analogue dans Q,.4 de la for-
mule exacte de la trace Tr(Op¥(a)) dans R?® (cf théoréme 3.2.1). On en déduit immédiatement
Pasymptotique de Tr(f (ﬁx)) pour f € CP(R) (cf théoreme 3.2.2). Pour la densité spectrale
régularisée G, (h), on définit pour F dans R :

Spi={H = E} C Qeq. (4)

On pose :
Lyeg(E):={tcR:qw e Tp: &) =2} (5)
i.e. L,eq(E) est 'ensemble des périodes des orbites périodiques de f;; C Qyeq- On obtient alors

le théoréme suivant :

Théoréme 3 Si U := H Y(|E — ¢, E + €[) vérifie les hypothéses de réduction symplectique, si
H Y [E —¢,E +¢€]) est compact et sans point critique pour H\ﬂoﬁEE’ si Suppf N Lrea(E) =10,
alors on a : Gy (h) = O(h™°) quand h — 0. Si Suppf N Lyea(E) = {0}, alors on a une asymp-

totique compléte de G, (h) en puissances de h, dont les coefficients sont des distributions en f a
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support dans {0}, avec en particulier :

Cd4lf d _
Gy (h) = (gﬂh)k d+1f(o)¢(E)ﬁ /iv dei,E |:'0X|HO : 11} + O(hk d+2)' (6)
E
oudLg = % est la "mesure de Liouville” associée o H sur Qred-

Dans ce théoreme, [pX‘HO : ]l} est un entier : c’est le nombre de fois que la représentation triviale
1 est contenue dans p, restreinte & Hy (quelconque stabilisateur de Q¢ N U), ol p, est une
représentation de caractere x. Notons que ce type de résultat avait été conjecturé dans [He-Ro 3].

On déduit de ce théoreme une asymptotique de la fonction de comptage Ny (h) de PAIX dans
un intervalle compact I = [Ey, Ey] lorsque H™Y([E; — €, E3 + €]) est compact (ot € > 0) . On
suppose satisfaites les hypotheéses de réduction symplectique dans H~(|Ey —¢, Eo +¢]), et si By

et F5 ne sont pas des valeurs critiques de H lagnu > O1 @ le théoreme suivant (cf théoreme 3.3.2) :

Théoreme 4 Sous les hypothéses précédentes, on a :
Ni(h) = @eh) =\ Volyea(H(D) | py,. + 1] + O(RF4).
Dans ce théoreme, la mesure sur f;; est celle issue de la forme symplectique sur (2o N U)/G.
C’est un résultat tres proche de celui de A. Donnelly ([Don]) pour les variétés riemanniennes.
Sans restriction sur le support de f , on obtient une asymptotique théorique sous une certaine
condition de flot G—propre (voir théoréme 3.4.7 et définition 3.4.5) qui fait intervenir les

composantes connexes de I’ensemble :
CE',T = {(t,Z,g) 6] - T7T[XR2d XxG:z¢€ (QO N EE)7M(g)q)t(z) = Z}'

Enfin, on montre que, si 'on fait ’hypothése que les orbites périodiques du systeme dyna-
mique sur ’espace réduit sont non-dégénérées dans Zf)E lorsqu’elles ont une période rencontrant
Supp( f ), alors le flot est G—propre et on donne une asymptotique de G, (h) lorsque 0 ¢ Supp( f ).
Cette asymptotique implique une somme sur les orbites périodiques de f;; C Qpeq (cf théoreme
3.3.4). Cependant, le calcul précis des coefficients demandant une certaine dextérité reste ici
inachevé, mais il est naturel de faire la conjecture suivante inspirée des résultats précédents et

de ceux de [B-P-U], ainsi que du physicien S.C. Creagh (voir [Cr]) :

Conjecture Sous les hypothéses du théoréme 3, si l’on suppose de plus que les orbites périodiques

du systéeme réduit ayant une période rencontrant Supp(f) sont non-dégénérées, alors on a une
asymptotique compléte de G, (h) en puissance de h dont les coefficients sont des distributions en

f & support dans L (E)N Suppf (avec des termes oscillants du type eiTa) et dont le premier

red
terme est donné par :
A 755 (to) * ,i 5 o (,t0)
N Qo 1 er”7V0)T et
Gx(h) = Y(E)dy Z f(to) Z endilio) — . Wy a4 + O(h).

2 3 N
tOECred(E)ﬂSuppf YEPreqa(E to) a ‘ det(dp»y (to) I)‘ 2
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avec des notations analogues a celles de la formule de Gutzwiller sans symétries.

P.cq(E,tg) est Pensemble des orbites périodiques de Zf)E ayant top pour période. W, 5 est un
terme que nous connaissons mal et qui reste a déterminer. Dans le cas d’une groupe fini, pour

to = nT3, il est égal a x(g4) (voir le corollaire du théoreme 2).

La méthode Au lieu d’utiliser une traditionnelle méthode BKW avec opérateurs intégraux
de Fourier, et pour éviter les problemes de caustiques, on a préféré utiliser les travaux de M.
Combescure et D. Robert sur les états cohérents. On suit en particulier une démarche ana-
logue a celle de leur article avec J. Ralston ([CRR]). Les gaussiennes étant radiales, les états
cohérents ont en effet un comportement agréable vis-a-vis des symétries envisagées dans cette

these qui proviennent du groupe orthogonal. Si ¢, est ’état cohérent centré en o € R??, on a :

M(Q)SOa = PM(g)a-
Comme dans l'article [CRR], on aboutit alors & des probléemes de phase stationnaire avec phase

complexe et ensemble critique donné par :
Cor={(t,2,9) €] - T, T[xR* x G : 2 € (Q NTg), M(g)P:(2) = 2}.

Le théoreme s’applique lorsque ’ensemble critique est une union finie de variétés telle que le
hessien transverse de la phase soit non-dégénéré sur l’espace normal a cet ensemble. On parle
alors de condition de flot G—propre. Lorsque G est un groupe de Lie, contrairement au cas
sans symétrie (cf [CRR]), cet ensemble ne fait pas apparaitre des points ”2” périodiques pour le
systeme dynamique issu de H. Les orbites de ces points sont en effet quasi-périodiques, c’est a
dire ”denses dans un tore”. Quand le tore n’est pas de dimension 1, on voit bien que ces points
ne sont pas périodiques! (voir aussi le chapitre 3.1.4) Cependant, ils correspondent & des points

périodiques de ,.4. On dit que ce sont des points périodiques relatifs.

Conclusion On espére avoir convaincu le lecteur que la limite semi-classique du hamiltonien
quantique réduit PAIX est le systeme dynamique réduit de H sur Q,eq, méme s’il serait certaine-
ment souhaitable de prouver la conjecture annoncée. Par ailleurs, les hypotheses de réduction
symplectique sont en défaut lorsque 0 € X g, et une étude plus poussée mérite d’étre faite dans
cette direction, comme cela a déja été entrepris pour le terme de Weyl a la fin de 'article
[EL.H-He]. On peut aussi essayer d’élargir I’étude au cas de symétries données directement dans
I’espace des phases R??. Un travail de quantification métaplectique est alors nécessaire pour
définir un analogue de M comme morphisme de groupe de G dans ’ensemble des opérateurs
unitaires de L?(R?).

Enfin, on espeére vivement que ce travail ouvrira la voie de I'’étude d’une brisure de symétrie,
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consistant a perturber un systeme possédant des symétries par une petite perturbation ayant

moins de symétries.



Chapitre 1

Opérateurs pseudo-différentiels et

symétries

1.1 Représentations et espaces de symétrie

1.1.1 Actions sur R?, R?? et L?(R%)

Comme souvent en mathématiques, les symétries sont décrites par des groupes. On utilisera
donc ici le langage des représentations linéaires de groupes (voir [Se], [Si], [Pi], [W]). On rappelle
qu’une représentation p d’'un groupe G sur un espace vectoriel E réel ou complexe est la donnée
d’un morphisme de groupe de G dans GL(FE), ’ensemble des applications linéaires continues
inversibles de E dans lui-méme. La représentation est dite ”complexe” (resp. "réelle”) si E
est espace vectoriel sur C (resp R). Elle est dite "finie” si E est de dimension finie. Si E est
muni d’une structure d’espace de Hilbert, elle est dite ”unitaire” si elle est a valeurs dans les
opérateurs unitaires de E. Enfin, elle est dite "fortement continue” si pour tout z dans F,
Papplication g — p(g)(x) est continue. Le "degré” d’une représentation est la dimension de

I'espace vectoriel sur lequel elle est définie.

Dans toute la suite de la these, G désigne un sous-groupe compact de O(d).

Définition 1.1.1 On associe a G les représentations suivantes :

» M représentation de G sur R? x R? définie par :

M(g)-(z,€) := (g-x,98), V(z,6) €RxR?.

» M représentation de G sur L*>(R) définie par :

(M(g).f)(z) == f(g @), VfeL*R?),VzeR:
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Ainsi, se donnant une symétrie sur l'espace des configurations R?, on lui associe une symétrie
sur l'espace des phases R24 et une autre sur l’espace quantique LQ(Rd). Nous verrons au chapitre
1.2 que ces représentations sont naturelles pour une correspondance entre symétries classiques
et symétries quantiques. Pour éviter les lourdeurs d’écriture, on notera souvent de la méme

maniére, pour z dans R??, M(g)(z) = "g.2” ou gz (on se réferera au contexte).

Proposition 1.1.2 M est une représentation unitaire fortement continue de G sur L? (Rd).

Preuve de la proposition : soit g € G, M(g) est clairement un isomorphisme sur L*(R%) et

[M(g)]™" = M(g~"). M(g) est une isométrie car |det g| = 1 pour tout g dans G. Reste & voir
que M est fortement continue (pas forcément continue) : par densité des fonctions continues a
support compact dans L*(R?), il suffit de vérifier que, si u € C5°(R?), alors M(g)u — u quand
g tend vers 'unité de G.

| ()  rayu|

L2(R4)

:/ lu(g~12) — u(z)Pde.
]Rd

Soit K := {g.x : € Supp(u),g € G}. On vérifie facilement que K est compact et si € R

lu(g~t.x) — u(z)]? < 21 (x) ||u||io, d’otu le résultat par convergence dominée. [

1.1.2 Sous-espaces de symétrie

Soit p une représentation du groupe G sur un espace vectoriel E.

e Un sous-espace vectoriel F' de E est dit ”invariant” par p, si
Vge G, p(g)F C F.

Une représentation est dite ”irréductible” si ses seuls sous-espaces invariants fermés sont {0} et
E.
e Deux représentations (pi, F1) et (p2, Fa) sont dites ”isomorphes” s’il existe = isomorphisme
linéaire de Fq dans Fs tel que :

YopL=p207.

e A toute représentation finie p, on associe un caractere x = x, : G — C défini par :

x(g) :==Tr(p(g)), VgE€G.

Par ailleurs, deux représentations finies sont isomorphes si et seulement si elles ont méme
caractére, et toute représentation finie (p, E) se décompose en une somme directe (finie!) de
représentations irréductibles (éventuellement répétées), ce qui signifie que E se décompose en

une somme directe de sous-espaces invariants sur lesquels la restriction de p est irréductible([Se]).
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Par la suite, on notera G l'ensemble des caracteres des représentations complexes finies
irréductibles. Si G est compact, G est dénombrable ([Si]). On parlera donc de ”1a” suite (x;,)
des caractéres irréductibles de G , cette suite pouvant étre finie, et comportant un et un
seul des caracteres de G (ce qui revient & ordonner @) Le degré de la représentation irréductible

correspondant au caractere y sera noté d, (dy, = x(Id)).

Comme nous ’avons vu, nous nous intéressons aussi a une représentation complexe INFI-
NIE (sur L?(R%)). Celle-ci (M), n’est donc pas forcément décomposable en un nombre fini de
représentations irréductibles, mais, comme on peut le voir dans [Pi] et [Si], toute représentation
unitaire fortement continue sur un espace de Hilbert séparable peut se décomposer en une somme
directe hilbertienne de représentations irréductibles finies, chacun des éléments de G pouvant
intervenir une infinité de fois. L?(R?) s’écrit donc comme une somme directe (orthogonale) hil-
bertienne de sous-espaces vectoriels de dimension finie qui sont invariants pour M, et ou la

restriction de M est irréductible finie.

On se propose de recoller chacun de ces espaces correspondant & la méme représentation irréductible
en un méme espace que l'on appellera ici "sous-espace de symétrie” : la proposition suivante

construit les projecteurs orthogonaux sur les sous-espaces de symétrie.

Classiquement, le groupe compact G est muni de sa mesure de Haar normalisée "dg” qui
est invariante par translation & droite et & gauche.! On rappelle qu'une fonction complexe f
sur GG est dite centrale si elle est constante presque partout sur les classes de conjugaison par

automorphisme intérieur de G, i.e. :

Vhe G, pp—geaqG, f(hgh_l) = f(g).

Cette notion se transcrit clairement sur I'espace L?(G) et on note L?(G) I’ensemble des fonctions

centrales de L2(G). L?(G) est un sous-espace vectoriel fermé de L%(G), et on trouvera dans [Pi]

(p.105 exercice) et ([Si] (p.159 Corollary VII.10.3) la preuve de I’assertion suivante :
(Xn)nen est une base hilbertienne de L?(G) )

Cette remarque peut étre utile pour trouver les caracteres irréductibles des certains groupes

(comme SO(3)). En particulier,

/ 3o () Xm(@)dg = &
G

Pour G fini, /G flg)dg = ﬁ > f).

geG
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Une représentation finie d’un groupe compact est équivalente & une représentation unitaire (cf

[Pi] p.91 Proposition 3). Ainsi, on aura :

VxeG, VYgedG, x(g")=x(g)

Si @ est une application fortement continue de G dans ’ensemble B(H) des opérateurs bornés sur
un espace de Hilbert H, alors, on désigne par / ®(g)dg (intégration hilbertienne) I'opérateur
G

sur H défini via le théoreme de Riesz par :

(/G@(g)dg u;v) 1= /G(fb(g)u;v)dg , Yu,v € H.

Proposition 1.1.3 Soient G un sous-groupe compact de O(d) et x € G. Posons, avec les

notations précédentes :
Py = dx/Gx(g)M(g)dg.

Alors les P, sont des projecteurs orthogonauz sur L*>(RY) tels que Py, o = 53P ;

et ZPX = Idp2gay (au sens de la convergence forte dans L2(RY) si G est infini).
x€G

Ainsi, si Li(Rd) := P\ (L*(R)) | (espaces de symétrie), on a :

L
2 mpd
R = P I2(R9).
x €@
(somme hilbertienne), et la restriction de M Li(Rd) est somme (éventuellement infi-
nie) de représentations irréductibles finies de méme caractére x. Par ailleurs, toute sous-
représentation irréductible de M sur Li(Rd) est de caractére x, et une décomposition de

L?(RY) ayant cette propriété est unique.

On dit qu’on a decomposé (M , L2(R%)) en composantes isotypiques.

Preuve de la proposition

Cette proposition découle d’un théoreme plus général de ”Peter-Weyl” sur les représentations
unitaires fortement continues sur un espace de Hilbert séparable. On renvoie a [Pi], p.106,
théoréme 3, ainsi qu’a [Si] p.162, theorem VII.10.8. Pour l'unicité de la décomposition, voir

[Se], chapitre sur les groupes compacts . |

Il existe un cas ou les Li(Rd) ont une interprétation simple :
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Lemme 1.1.4 Soit x un caractére de G de degré 1.
Alors LA(RY) = {f € L*(RY) : Vge G, pp—zeR? : [f(gtaz)=x(9).f(z)}.

Preuve du lemme_ :

L’inclusion "7 est claire ([ |x(g)|*dg = 1 lorsque x est irréductible).
Puis, si P,(f) = f alors pp —z € R?, f(z) = / x(9)f(g~1.z)dg, donc :
G

pp—z €RY flgy'a) = / x(9)f((909)".2)dg = / x(90 " 9)f (g~ .x)dg = x(g0) f ().
G G

En effet, y est multiplicatif puisqu’on a affaire & une représentation de degré 1.

Ceci achéve la preuve du lemme. |

Ce résultat s’applique en particulier aux groupes commutatifs pour lesquels les représentations
irréductibles sont de degré 1 (cf [Se]). Par ailleurs, pour un groupe compact G quelconque, on a
toujours un caractére de degré 1 : c’est le caractere xo de la représentation triviale 1 : G — C

constante égale a Id. Bien stir xg = 1. On a donc :
Ly,(R) = PR = {f e L*(RY), VgeG, pp—zeR': f(g~la)=x(g)-f(x)}.
Pour les caracteres de degré supérieur a 2, on n’a pas de description aussi agréable (I'identité
"f(gt.z) = x(9).f(x)” implique que x est multiplicatif). Pour un exemple avec des caracteres
de degré quelconque, voir le cas de G = SO(3) développé ci-apres.
1.1.3 Exemples de groupes G, représentations M, et Li(Rd) associés
> G={tldpa} ~7/27 :

Ainsi, M (1) = Idpsgay, et M(=1): f— f. (on f(z) := f(—x))

Ici, on a deux caracteres, tous deux de degré 1 : x, le caractere trivial, et x_ defini par :

x—(1)=1et x_(—1) = —1.
On en déduit que, si f € L?(RY) alors :

(f(x) + f(—x)), et L2 (R?) ={fonctions paires de L*(R%)}.
(f(x) — f(—x)), et L? (R?) ={fonctions impaires de L?(R9)}.

N
=
~—
—~
&
N~—
|
D= N[

L?(RY) = L2 (RY) @ L2 (RY).

C’est I'unique groupe de symétrie envisageable dans notre cadre lorsque d = 1!
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» G ~ 0,4 : (le groupe symétrique) agit sur R? via les matrices de permutations :

Pg(fz’l, N ,xd) = (ngl(l), N ,l’gfl(d)).

Les caracteres de degré 1 sont le caractére trivial x; et la signature xa (voir [Se]).
Selon le lemme 1.1.4, on a :
L3 RY={feL’RY) : VYoeoq, f(@)---rTo(a)) = f(T1,--.,74)}.
LEQ(Rd):{fELQ(Rd) : NYoeog, f(xe), s Towa) = (@) f(z1,.. . 2a) }-
7e” désignant la signature.

> G =150(2) :

SO(2) est un groupe commutatif, donc toutes ses représentations irréductibles sont de degré
1 (cf [Se]). De facon générale, lorsque G est un groupe de Lie, on a tous les éléments de G
lorsque I'on a trouvé une suite de caracteres irréductibles dense dans I’ensemble L%(G) des
fonctions centrales de carré intégrable sur G (G est une base hilbertienne de L%(G) selon [Se]
Corollary VII.10.3 p.159). La rotation vectorielle directe d’angle # du plan sera notée Ry, que
cosf —sind >

I’on confondra a loisir avec sa matrice dans la base canonique : Ry = (
sinf cos@

Notation : Si f € L?(R?), on note son expression en coordonnées polaires :

f(r,0) := f(rcos0,rsing), (fe L*(Ry x [0, 27], rdrd#)). (1.1)

dé

ﬂ.

Lemme 1.1.5 La mesure de Haar sur SO(2) ~ S! est dg = jo,27]

La suite des caractéres irréductibles est donnée par (Xn)nez, ou si 0 € [0, 2],
Xn(Rg) := xn(0) := ™’

et Lin(R2) — {f c LQ(R2) . f(n 9) _ e_me.g(r),g c L2(R+,Td7“)}.

Preuve du lemme_:

Pour tout k dans Z, p; : Rg — (2 — eik(’z) est une représentation complexe de degré 1 sur C,
donc irréductible. Ici, L%(G) = L%(S') ~ L2 (R), et comme (e**?); .7 forme une base hilbertienne
de 'ensemble des fonctions 27-périodiques de carré intégrable, on a tous les caracteres de SO(2).

Pour la description de Lin (R?), I'inclusion ”D” est claire. D’apres le lemme 1.1.4, si f €
L% (R2), alors Yoy € R, f(r,0 — 0p) = €™ f(r,0), pp — (r,0) € Ry x [0,2].

Posons h(r,0) := €™ f(r,0). on a :
YOy € R, pp— (r,0) € Ry x[0,27], h(r,0+ 6y) = h(r,0).

D’ott hg dans L2(Ry,rdr) telle que h(r,0) = ho(r), pp — (r,0) € Ry x [0,27], ce qui acheve la

preuve de ce lemme. |



1.1. REPRESENTATIONS ET ESPACES DE SYMETRIE 7

> G=S0(3) :

SO(3) n’est pas commutatif, et les réalisations de ses représentations irréductibles ne sont pas
triviales. On pourra consulter [Si] p.205 ch.9 , ou [Pi] p.209 ch. IV.1, de méme que pour la
formule donnant les caracteres . Ici, les classes de conjugaison sont données par les rotations de
méme angle (axe orienté quelconque). On note Ry la rotation vectorielle dont la matrice dans

1 0 0
la base canonique orientée de R? est : Ry = ( 0 cosf —sind )

0 sinf cos 6

Notation : Si f € L?(R?), on note son expression en coordonnées sphériques :

f(r,0,0) = f(rsinfcos g, rsinfsing,rcosd), (fe LRy x [0,7] x [0,2n], 7% sin Odrdfdy)).

Lemme 1.1.6 La suite des caractéres irréductibles de SO(3) est donné par (Xn)neN, 0U :

- o in((2n +1)¢
: : Z e’ke:M, 0 € [0, 27].
= sin(3)

et Ly (R%) = {f € L*(R?): f(r,0,0) = g(r) > MYur(0,9), g€ L*(Ry,r’dr)}.

k=—n

En particulier, la représentation irréductible correspondant au caractere y, est de degré
dy, = 2n + 1. L’entier n est souvent appelé le nombre quantique azimuthal. Dans la des-
cription de Lin (R3), on utilise les fonctions (Y1), pour n € N et k € {-n,...,n}, qui sont
les harmoniques sphériques. Ce sont les fonctions propres du laplacien sur la spheére de R3,

Asph :
_Asthan = n(n + 1)Yn,k-

On pourra trouver une définition précise dans [Pi] p. 116 ou [AJS] 11.5 p. 495, et leurs multiples

propriétés sont détaillées dans de nombreux ouvrages.

Prewve du lemme : Pour le calcul des caractéres, on renvoie encore a [Si] p.205, ou & [Pi] p.112,

113). Pour le calcul des Lin (R?), on peut procéder directement : on sait que les fonctions du type
g(r) @Y, (0, ¢) sont denses dans L?(R4. x [0, 7] x [0, 27], 7% sin Odrdfdy)). Donc, il suffit de mon-
trer qu’elles sont dans Lin (R3). On doit donc vérifier que Py, [g(r)®@Yn x(0, )] = g(r)@Yn 1(0, ¢).
On peut pour cela paramétrer classiquement SO(3) par les angles d’Euler et utiliser les formules
sur les Y, ;. telles que Y, 1(0,¢ + o) = el n.k(0, ), ou encore les formules de récurrence. Ce
calcul est, somme toute, assez fastidieux.

Une autre méthode consiste a aborder le probleme de fagon plus globale, en utilisant 'unicité

de la décomposition en composantes isotypiques dans le théoreme 1.1.3 de Peter-Weyl. Notons
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toujours M D'action de G sur L2(Ry x S?) ~ L2(Ry,r2dr) ® L2(S?). On remarque que M n’agit

pas sur L?(R,,r2dr). Notons p la restriction de M & L?(S?). Notons aussi :
Vi i=Vect{Yyp, k=-n,....n}, et W,:=L*Ry,rdr)®V,.

On montre dans [Pi], p.115-116 que 'on a L*(S?) = n?NVn (somme hilbertienne), que chaque V,,
est p—invariant, et que pj,, est irréductible de degré 2n + 1, de caractere xp. Si on introduit
U : L*RY) — L2(R, x [0,7] x [0,27],72 sin Odrdfdy)), défini par U(f) = f, et si 'on note
I, := U"Y(W,), alors, on a : L*(R%) = nEEBNFn (somme hilbertienne). Par ailleurs, selon ce qui

a été dit sur les Vj,, toute sous-représentation irréductible de M dans T',, est de caractére yy,.

Ainsi, par unicité de la décomposition isotypique, on a : I';, = Lin (R3), pour tout n € N. |

1.2 Opérateurs présentant des symétries

Apres ces considérations de type algébrique, nous en venons a décrire le décor quantique :
étant donné un hamiltonien classique G-invariant H, nous allons le quantifier en H , Opérateur
autoadjoint sur L?(R?). Puis nous allons le décomposer selon les Li(Rd) en opérateurs ﬁx

appelés "hamiltoniens quantiques réduits”.

1.2.1 Restriction, calcul fonctionnel et formules de trace

Quantification de Weyl :
Introduisons tout d’abord des hypotheses pour définir les opérateurs pseudo-différentiels et

pour pouvoir faire du calcul fonctionnel avec. On note < z >:= (1 + \m|2)% le crochet japonais.

Soit H : R?? — R, lisse. H est le hamiltonien classique. On fait les hypotheses suivantes :

(H.0) Il existe C > 0, C,, > 0, m > 0 tels que :
<H(Z)><C<H()>.<z—2>m Vz 7 eR¥

0%H(2)| < Cp < H(z) >, Vze R Va e N, (1.2)
H est minorée sur R,

Sous I'hypotheése (H.0), < H > est un poids o-tempéré et H € S(< H >,gp) au sens de
[He-Ro1]. On peut alors définir le h-quantifié de Weyl de H, pour u dans S(R?) :

en 0 Ep <x2y7 >u(y) dy de.

Ok (Hul) i= (2h) " [

d .y pd
Rngy

Toujours selon [He-Ro1], Op¥(H) est essentiellement autoadjoint dans L2(R¢Y) pour h suffisa-

ment petit. On note D(f[ ), H son unique extension autoadjointe.
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On appelle H le hamiltonien quantique. Notons que (H.0) est par exemple vérifiée si H et

ses dérivées partielles sont bornés sur R24.

Quelques rappels sur la représentation métaplectique :

On peut trouver par exemple dans [Fo] le résultat suivant (combiner les propositions (4.28)
p.180 et (2.5) p.81) : soit
0 1
J = d
—-I; O

Si A€ Sp(d,R) := {M € GL(2d,R) : *tMJM = J}, alors il existe un opérateur unitaire sur
L*(R?) noté pu(A) tel que pour tout H vérifiant (H.0)), on ait :

Opi(H o A) = u(A) Op} (H)u(A). (13)

u(A) n'est bien siir pas unique (multiplier par un complexe de module 12). Cependant, dans

[Fo](p.178), on montre que l'on peut choisir u telle que
VA, B € Sp(d,R), p(AB) = £u(A)u(B).

Ici, on applique ceci & la matrice sympectique A = M (g), et on a alors u(A) = M(g). (voir
formule [Fo] (4.24) p.179). On remarque donc que la restriction de p aux matrices symplectiques

du type M(g) = g Z ) forme un morphisme de groupe bien défini et fortement continu de

I'ensemble de ces matrices dans les opérateurs unitaires de L%(R?). Choisir de considérer les
symétries sur 'espace des configurations (Rd) n’est donc pas anodin. Pour prendre en compte
directement des symétries sur ’espace des phase, il aurait fallu trouver une définition précise de
i qui en fasse un morphisme de groupe défini par exemple sur Sp(d,R) N O(2d).

La représentation métaplectique u interviendra aussi lorsqu’on donnera les résultats de M. Com-
bescure et D. Robert sur la propagation des états cohérents. Pour ce qui est de la propriété (1.3),

nous la redémontrons pour A = M (g) dans les lignes qui suivent.

Notation : Si B est un opérateur borné et D(T),T un opérateur non borné sur le méme
espace de Hilbert, on dit que B et T commutent, on écrit "[B,T] = 0” si et seulement si on
a:

Vee D(T), BxeD(T) et TBx=BTx.

Proposition 1.2.1 Propriété de commutation :

Soient g € O(d), et z — H(z) un hamiltonien vérifiant (H.0). Alors, on a :

HoM(g)=H surR*® <« [H,M(g)] =0. (1.4)

*Dans [H6 III] p.158, Theorem 18.5.9, on montre qu’un tel opérateur unitaire u(.A) est unique & un complexe

(constant) de module 1 pres.
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Preuve de la proposition :
Clairement, si g € GL(RY), u € S(RY), x — u(g.z) € S(RY). Ainsi, S(R?) est invariant sous
action M de G. Soient g € G et u € S(R?). On va effectuer des changements variables directe-

ment sur les intégrales oscillantes. Ceux-ci se justifient en faisant des changements de variables

classiques, et en passant & la limite. Soit € R?. Posons z = g.a. On a :

Opjy (H)(M (g)u)(z) = sed . sed
i(—y)E X T Y. ~1 y pile=g.5)€ g (% gs s
[ O e 0 5 = [ e et G
:/ ei(o‘_s)ﬂ[HoM(g)](aT—i_S;hﬁ)u(s) (df;is Ainsi, sur S(RY) , on a :
R2d
M ()~ Opj(H)M(g) = Op} (H o M(g)). (1.5)

On en déduit immédiatement le sens ”"<=" par unicité du symbole d’un opérateur pseudo -
différentiel sur S(R?). Pour "=", si on a H o M(g) = H sur R?, donnons-nous u dans
D(H). D’olt u, suite dans S(R?) telle que u, — u dans L%(R?) et H(uy) vers H(u). On
a H(M(g)un) = M(g)H (up) — M(g)H(u) et M(g)un — M(g)u. Donc M(g)u € D(H) et

~ ~

H(M (g)u) = M(g)H (u). n

On peut maintenant décomposer un o.p.d. de symbole G-invariant en ”opérateurs symétriques”

Proposition 1.2.2 Restriction, calcul fonctionnel avec symétries :
Soient G C O(d) et H : R?** — R wvérifiant (H.0) tel que Vg € G, H o M(g) = H.
On pose :

D(H,) = L2(RY) N D(H) |

Alors :

» Pour tout y dans G, [PAI, P =0, et H envoie D(ﬁx) dans Li(]Rd). On note alors ﬁx la
restriction de H a D(ﬁx). L’opérateur ﬁx de domaine D(ﬁx) est un opérateur autoadjoint
sur lespace de Hilbert Li(Rd).

» Pour tout x dans G, pour toute fonction borélienne f sur R, [f(ﬁ), P =0, D(f(ﬁx)) =
D(f(H)) N L2(RY), et f(A H,) est la restriction de f(H) o D(f(H,)).

> Vu € D(f(f[) H)u = Zf )Pyu, au sens de la convergence dans L*(R?) si G
xEG

n’est pas fini. De plus, on a U o(H,) C o(H) avec égalité si G est fini, ou si o(H) est
x€G

formé de valeurs propres.

Les ﬁx sont appelés les hamiltoniens quantiques réduits.
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Preuve de la proposition :
» Soit u € D(ﬁ), montrons que Py u € D(ﬁ) = D(PAI*) Or :

D(H*) = {v € L*(R%) : 3C > 0,Yw € D(H), |(Hw;v)| < C |w]|}.

~

Soit w € D(H).

|(Hw; Pou)| = \dn/Gx(g)(ﬁw;M(g)U)dg\ < dx/G\x(g)-(M(g‘l)w;fIU)\dg,

car [/, ¥1(9)] = 0. Done (Frws Pea| < dy [ [x(o)lda | .
Par le méme raisonnement, on montre que si u € D(ﬁ), (PAIPXu,w) = (Pxﬁu; w) pour tout w
dans D(H), donc pour tout w dans L2(R%) par densité. Ainsi [H, PJ=0.

H y est clairement symétrique, puis, si u € D(ﬁ;’;), on sait qu’il existe v dans Li(Rd) tel que
(flxw, u)

~

(w,v) pour tout w dans D(H,).

(flaz,u) = (ﬁx,qu) = (ﬁxPXx,u) = (Pyz,v) = (z, Pyv).

Donc u € D(ﬁ*) = D(ﬁ), ce qui prouve que I;TX est autoadjoint sur Li(Rd).

» Montrons que [f(fI),PX] =0 :soit u € D(f(H)), i.e., si E désigne la mesure spectrale de
H, / |V [PdE, . (N) < oo. On sait, selon [Ru] p.351 que E commute avec tout opérateur qui
R

commute avec H, donc [Py, E(Q)] = 0, pour tout  borélien de R. Ainsi :
Epu,pu() = | E(Q)Pyul” = [|PEQ)ull* < Eyu(9)-

Donc :

/ FOVPAEp,wpa(N) < / FO)2dBun()) < .
R R

~

et Pbu € D(f(H)).
De méme, on a : Yu,v € L*(R?), B, p .y = Ep_uy. Donc, siv € L2(RY) et si u € D(f([;f))7 ona:

(F(H) Pousv) = /R FOAEp, un(N) = /R FONVEwpo(N) = (F(H)u; Pev) = (Pof (Hyus w).

Donc [f(ﬁ), P =0et f(H) = f(ﬁx) sur Li(Rd) (mémes mesures spectrales).
» La formule énoncée ensuite est claire en passant a la limite et en utilisant la proposition 1.1.3.

Il est enfin aisé de prouver ,o(fAI) C ﬁAp(PAIX), et si A € ﬁAp(ﬁX), alors H — X est clairement
xX€G x€G

injectif. Recoller les (ﬁx —A)~! en un inverse sur L2(R%) pour H — A se fait aisément lorsque G

est fini, sinon, ce n’est pas si évident. |
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~

Donnons un contre-exemple pour montrer que l'inclusion UAJ(JE\IX) C o(H) n’est pas une
x€G
égalité en général :

On prend d = 2, G = SO(2). On identifie L?(R?) et L?(R, x S',rdrdf) via le passage en coor-
données polaires : U : L2(R?) — L2(R, x S, rdrdf) défini par U(f) = f (cf (1.1)). L’'opérateur
différentiel 20, — y0, (moment angulaire) est unitairement semblable via U & I'opérateur 0y sur
L*(R, x SY). Il existe H : R?? — R lisse tel que :

UHU ' = (=0 +1)7.

Il est clair que [M(g),35] = 0, Yg € SO(2) (car 8y(f(r,0 —6o)) = (Do f)(r,0 — 6p)). Ainsi, d’apres
la proposition 1.2.1, H est SO(2)-invariant. On a vu que :

L2 =U[L2 (R} = {f: f(r,0) = ¢"g(r), g€ L*Ry,rdr)}.

On constate donc que :
1
—R A+ = ———Td5.
( 9 )‘Lg; n2 + ]. L?(n
Ainsi, chaque ﬁXn est inversible sur Lin (R?) et pour tout n dans Z, 0 n’est pas dans le spectre
de ﬁXn'
Cependant, (—032+1)~! n’est pas surjectif, car 97 est un opérateur non-borné (et (—93+1)~!

est donc & valeur dans les fonctions H2 en ). Dot 0 € o(H), mais 0 ¢ UAU(ﬁX).
x€G
Il convient de donner des exemples ou l'on peut visualiser les I;TX :

e Opérateur de Schrodinger avec G = SO(2) : on rappelle l'expression du laplacien en coor-

données polaires :
1 ~ 1 5=
(Af)(rcosf,rsinf) = ;8r(7’8,ﬂf) + ﬁﬁgf.
D’apres le lemme 1.1.5, on voit en prenant f dans Lin (R?), que (pour h = 1) :
2

1
A, ~ -0 — ;& + 2—2 sur L2(Ry., rdr).

(au sens ou ces deux opérateurs sont unitairement semblables). On aura donc pour V' réel semi-
borné sur R? tel que V(z) = Vy(|z|) :

1 n?
2
(—A+V)y, ~—0; — ;87« + 2 + Vo (r)

e Opérateur de Schrodinger avec G = SO(3) : on rappelle l'expression du laplacien en coor-

données sphériques :

2 = il . a2
Ai —8rf + rarf + 7’2 o 989(8111(989)4— si 208¢ f
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D’apres le lemme 1.1.6, nous voyons donc en examinant ’action de A sur des fonctions du type :

f(r,0,¢) = g(r).Y, x(0,9), que I'on a (toujours pour h = 1) :

2 1
“Ay, ~ =02 — ~0, + n(n+1)

3 sur L3R, r2dr).

Et on rajoute un Vy(r) pour l'opérateur de Schrodinger avec symétrie sphérique. On remarque
que c’est exactement le résultat obtenu par une classique réduction radiale (voir par exemple
[AJS] p.475 o —A,, = Ko ).

Examinons maintenant comment se comporte la trace avec les symétries :

Lemme 1.2.3 Trace et restriction :
Soient H un espace de Hilbert séparable, V- C H un sous espace fermé, et m la projection
orthogonale sur V. Soit A un opérateur autoadjoint a trace sur H, tel que V' soit stable par
A. On note A la restriction de A a'V.

Alors A est autoadjoint a trace sur V, |Ao x|y, = H/IHTT et Tr(Aom) =Tr(A).

Preuve du lemme_:

Ao est autoadjoint car [A,7] = 0. Montrons que A est & trace sur V : A étant clairement
autoadjoint , il suffit de montrer que |f~1|% est un opérateur de Hilbert-Schmidt . Si e; (j € N)

est une base hilbertienne de V', en la complétant en une base hilbertienne f; de H, on obtient :

St = b < 5 s =

Jj=0

2
=|A < 0.
o= My, < oo

ce qui prouve que A est & trace sur V. Puis, remarquons que :
Tr(d)= >  dim(Ker(A— M)\ et que Tr(Aom)= Y  dim(Ker(Aom—\)A
A€o (A)—{0} . A€o (Aom)—{0}

Par ailleurs, si A # 0, Ker(Aom — \) = Ker(A — \), ce qui montre en particulier que
o(A) — {0} = o(Aox) — {0}, et que : Tr(Aox) =Tr(A).

Enfin : HAHT,« =Tr(A) = Y dim(Ker(A- WA= Y dim(Ker(Aom — X))
A€a(A)—{0} A€o (Aom)—{0}

=Tr(|Aomnl|) = |Aox|p,.-

Ceci s’acheve la preuve du lemme. |

Ainsi, avec le méme décor que pour les propositions précédentes, si f est borélienne, et si
f(H) est & trace sur L2(R?), alors f(ﬁx) Pest sur Li(Rd), et :

Te(f(Hy)) = Te(f(H)Py).

Nous utiliserons fréquemment cette formule par la suite.
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1.2.2 Quelques conséquences directes des symétries sur le spectre de 2]

» Conséquences sur la multiplicité des valeurs propres de :

Des considérations de type algébrique nous disent que :

Proposition 1.2.4 Multiplicité des valeurs propres de ﬁx :

Six € G’, les valeurs propres de ﬁx sont de multiplicité proportionnelle a d, .

Remarquons, que pour parler de valeurs propres de ﬁx, il faut déja que Li(Rd) # {0}. Si cest

le cas, nous voyons que 'opérateur H, nous permet en particulier de minorer la multiplicité de

certaines valeurs propres de H (par dy).

Preuve de la proposition :Si F # {0} est un sous-espace vectoriel de Li(Rd) qui est M —invariant,

alors I’ est somme d’espaces vectoriels de dimension d, : en effet, il suffit pour cela de décomposer
la restriction de M & F en représentations irréductibles. Par construction des Li(]Rd), via le
théoreme 1.1.3 de Peter-Weyl , les seules représentations intervenant sont toutes isomorphes
de caractere y. Par ailleurs, si A est valeur propre de PAIX, on peut appliquer cette remarque a
F = ker(fIX — Md) # {0} qui est M-invariant car [M(g), H] = 0 pour tout g dans G. |

» Conséquences sur la symétrie des fonctions propres de H:
Soit A un opérateur autoadjoint sur L?(R?) de domaine D(A), qui commute avec tous les P,.

Si A est une valeur propre de A, on note E) := ker(A — AId) 'espace propre associé. Soit ¢ une

fonction propre pour A. On note ¢, = P .

Ap = Ap = Vy € G, Apy = Aoy (composer par P,).

Comme p = Z @y, il existe un ¢, non nul, et donc E) possede une fonction propre qui a la

xeG
symétrie de yg. Cette remarque théorique (on ne connait pas le x¢!) s’illustre pleinement lorsque

le groupe est G = {£1d}. C’est par exemple le cas lorsque d = 1 (voir les exemples de ”double-
puits” ou ”puits dans une ile” infra) : tout espace propre contient une fonction propre paire
ou impaire. Par ailleurs, lorsque les espaces propres sont de dimension 1, ils sont composés
soit de fonctions propres paires, soit de fonctions propres impaires. C’est ce qui se passe pour
un potentiel du type "double puits”, avec de plus une alternance réguliere paire/impaire, qui
marque le début de I'effet tunnel : moralement, la parité du potentiel permet a la particule de

"passer outre les barrieéres de potentiel” (voir [Ro2] ).
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1.2.3 Fonctions de comptage des valeurs propres et de décalage spectral

Dans tout ce qui suit, on suppose que H admet G comme symétrie, i.e.
Vg € G, HoM(g)=H.

On dit aussi que H est G-invariant.

e Fonctions de comptage des valeurs propres partielles :

Supposons tout d’abord que le spectre de H soit discret dans un intervalle fermé I de R. On
note alors N (/) le nombre de valeurs propres de H dans I , Tépétées avec ordre de multiplicité
géométrique. Ainsi, 1, (H) est a trace sur L2(R?) et N(I) = Tr[1l, (ﬁ)] D’apres ce qui précede, le
spectre de PAIX est aussi discret dans I, et ’'on note donc de méme N, (I) la fonction de comptage
des valeurs propres de ﬁx dans I. Les N,(I) seront ici appellées les fonctions de comptage
partielles (ou fonctions de comptage de symétrie).

On peut interpréter N, (/) comme étant le nombre de valeurs propres de H dans I qui
ont une fonction propre dans Li(Rd) ”en tenant compte des multiplicités”. Mais attention,
malgré les symétries, une méme valeur propre peut a priori avoir des fonctions propres dans des
Li(Rd) différents! (c’est bien sir le cas lorsque H est une homothétie). Ainsi, si on oublie les
multiplicités, on arrive vite & une contradiction. L’interprétation rigoureuse s’écrit :

N (I) = > dim B, ()).

~

A € o(H) NI ayant une
fonction propre dans Li(Rd)

ot E, (\) est I'espace propre pour ﬁx associé a A (éventuellement réduit a zéro).

On peut interpréter le quotient ]X}‘T(II)) comme la proportion des fonctions propres de symétrie y

parmi les fonctions propres correspondant aux valeurs propres de H dans I (voir [He-Ro2], 7.1,
p.1225).
Pour des x de degré > 1, les N, fournissent des informations sur la multiplicité des valeurs

propres de H (voir chapitre précédent).

Enfin, intéressons-nous aux relations entre N (1) et les N, (I). Dans le cas ou G est fini, nous

avons directement la relation :

N(I) =) N (D).

xe@

Dans le cas ou G est infini, si 'on note (x,)nen la suite des caratéres irréductibles de G, on a :

n—-4o00

> Nu ) — N(UI).
k=0
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C’est une conséquence immédiate du fait que N, (I) = Tre[1l, (H )Py] et du lemme suivant :

Lemme 1.2.5 Soient H un espace de Hilbert séparable, H un opérateur a trace sur H,
(T},) une suite d’opérateurs bornés sur H telle que :

ds— lim T, =:T € B(H)

n—-4oo

On suppose aussi Vn € N, [H,T,| = 0.
Alors HT,, — HT en norme trace (et donc Tr(HT,) — Tr(HT) ).

Preuve du lemme

Selon le théoréme de Banach-Steinhauss, T' € B(H) (’ensemble des opérateurs bornés sur H) et
on a : sup ||Ty, — T'[| g3 < 00.

neN
La décomposition polaire de H nous donne U opérateur borné tel que : H = U|H|.

Ainsi, H(T,, — T) est a trace et :

1
|H(To = T)lg, < NI IENT, = T)llg, < |13

112 @ = 1)

HS HS

Par ailleurs,si (e,) est une base hilbertienne de H,

1 2 1 2
H’R—TH _ HH’%—T“
|H |2 ( )m ;%|M )ep

2
Ona:VpeN, \H\%(TH—T)epH — 0 quand n — +o0.

En outre, [|H|%,Tn —T] =0 (procéder de méme que dans la proposition 1.2.2).
2 2 2
Donc H|H|%(T" - T)epH <sup ||T;, — TH%(H) H|H|%ep‘ , avec Z H|H|%BPH < 0.
neN
p=20

D’ou le résultat par convergence dominée. |

Z N, (I) étant une suite convergente d’entiers, elle stationne, et ainsi,
k=0

no
dng € N, ZNXk(I):N(I), et pour n >ng, N,,(I)=0.
k=0

Ainsi, ’ensemble des fonctions propres correspondant aux valeurs propres de H dans T ont

ng
toutes certaines symétries, au sens ou elles sont toutes dans € Lik (RY). Evidemment, c’est un
k=0

résultat tres théorique, puisqu’on ne connait a priori aucune information sur "ng”.

e Fonctions de décalage spectral partielles :
On peut aussi envisager le cas d’une étude d’une perturbation ﬁg d’un opérateur ﬁl : Ici, les
opérateurs associés ont éventuellement du spectre essentiel. L’analogue de la fonction de comp-

tage est classiquement, la fonction de décalage spectral ( en abrégé FDS ), notée £, définie
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a une constante pres dans D'(R) par :

<X f o= Tr{f(H) - FH)) L T CRR).

ou Hy et Hy sont des opérateurs autoadjoints de méme domaine, la formule ci-dessus ayant un

sens des que :
3E e RN [o(Hy) Uo(Hy))°, 3N eN*, (Hy— E)™N — (H, — E)™" est de classe trace.

(et alors, pour toute f dans C3°(R), f(Hy) — f(Hy) est a trace et f — Tr[f(Hs) — f(H})]
définit une distribution sur R, qui est en fait un élément de L'(R,< A >~N~=1 d))). Pour une
construction théorique détaillée de la FDS, voir [Y]).

Cette derniere condition est par exemple vérifiée dans le cadre : H 1= —4, ﬁg =—-A+V(z)

de domaine H?(R?) sur I'espace de Hilbert L?(R?), du moment que le potentiel V vérifie :
|00V (2)| < Cq. <z >"F avec p>d.

On peut maintenant définir les FDS partielles (ou FDS de symétrie) :

Proposition 1.2.6 Définition des FDS partielles :
Soient ﬁg,ﬁl des extensions autoadjointes d’o.p.d. de symboles de Weyl Ho, Hy (resp.)

réels, G—invariants. On suppose ﬁg,ﬁl semibornés inférieurement et
JFE € Rﬂ[a(ﬁg)UJ(ﬁl)]c, AN eN*, (Ho—E) N—(H,—E)™N est a trace sur L*(R%).

On peut alors définir la FDS & = & Ho 0, - On peut aussi introduire les restrictions de ﬁg et

et (PAILX) ~. Alors :

Hy auz Li(]Rd), que l’on notera sans ambiguité (ﬁg’x) G

xe@

Vx€G, Vze [U(ﬁ27n)UU(ﬁ17n)]c, (fAIZX—z)_N— (ﬁl,x—z)_N est a trace sur Li(]Rd),

ce qui nous permet de définir les &, : , que l’'on nommera "FDS partielles”.

Enfin, si p € S(R), on a :

- é.1:—\12»(71/;}1,)(

<& >5 )= Trl(e(Ha) — o(H)) Py,

Preuve de la proposition :

~

Par restriction, les H;, sont semibornés, et il suffit ensuite d’appliquer le lemme 1.2.3 avec
A= (Hy—a)™N —(Hy—a) N et V := L2(RY). |

Jusqu’a la fin de cette section, on s’intéresse aux relations entre la FDS ”globale” ¢ et ses
FDS 7partielles” &, (x € @) :
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Proposition 1.2.7 Soient ﬁg,ﬁl comme dans la proposition 1.2.6.

e Supposons G fini. Alors £ = Z &y (somme finie!).

xeG
e Supposons G infini. Si (xn){neny est la suite des caracteéres irréductibles de G, alors,

fok — ¢ dans Ll(R, < A >—(N+D d)\) quand n — +o0.
k=0

Preuve de la proposition :

Pour plus de lisibilité, on note ici &, a la place de &,, et P, pour P,,. Selon la proposition 1.2.6 :

Z<fk,¢>s o= Trl(p(Hy) — p(Hy)) ZPk (1.6)

Ceci prouve le cas G fini.
Placons-nous dans le cas G infini : en faisant tendre n vers 4+oo dans (1.6), via la proposi-
tion 1.1.3 et le lemme 1.2.5, on obtient que Zf;(k — ¢’ dans §'(R). La convergence dans

k=0
LY(R, < X >~(N+1) @)) nécessite un lemme général sur la FDS :

Lemme 1.2.8 Soient H un espace de Hilbert séparable, A1, As des opérateurs autoadjoints

semibornés inférieurement de méme domaine vérifiant IE € RN p(Az) N p(A7) tel que :
A >E, Ay >E, 3INeN', (Ay—E) N — (4, —E)™N est a trace sur H.

Alors la FDS 7€” associée au couple (A1, As) existe et vérifie :

60 e <

Preuve du lemme_ :

LB e = BY Y = (4= BN,

Posons a; := (A;— E)~" pour j = 1,2. On sait, via [Y] (p.306) que si on note &, la FDS associée

au couple (a1, az),on a : .
EN) = - H]E;Jroo[()\)-fo(m)-

et toujours, via [Y] (p.272) :
l€oll sy < llaz — aly

On en déduit :
[ e e A TR L W L
1Jr|>\|)NJrl e CA—EN'NA+ )N (A - BN

A-E, _ P +IE] |E]

< <1+
1+|)\||_ 1+ A — 1+ A

| <1+|E|
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Donc

1+ [E] [+ 1 NdX 1+ |E| [t
160 < Al ol ) T = s '[; € (0N

Finalement

1+ |E|
/|£ 1+|)\|)N+1 g N ||£O||L1(R)

car a; > 0 pour j = 1,2, ce qui implique supp(§y) C R4. Ceci acheve la preuve du lemme.

Retour a la preuve de la proposition :

—~ g
Soient p < ¢ dans N, notons A, ,, , la restriction de H; a & Li(Rd) pour j = 1,2. De méme que
n=p

supra, on a :

/ an W < Onp-||[(A2pg — B) ™™ = (Apg = B)V| 4,
q
|(F — BY™ — (i - B)™| 3" P,

n=p

=CnNE-

Y

Tr

q
q
d’apres le lemme 1.2.8.( Z P, est le projecteur orthogonal sur @ Li(Rd)).

n=p n=p
Or s — nl{moo Z Py) = Id;2(ray, donc, selon le lemme 1.2.5, Z &k est de Cauchy dans
k=0
LY(R, < A > (N+1) d\),donc converge vers 7 := Z&n ceL'R, < \> —(N+1) d\).

n>0
n

Or, on a vu supra que Z&,’C converge vers & dans 8'(R). Donc n = £ + C'ste.
k=0
Or les &,(N) et &(A) sont nulles pour A < inflo(H;) U o(Hz)], il en va de méme pour 7, et la

constante est donc nulle, ce qui acheve la preuve de la proposition. |

Pour les problemes de diffusion quantique avec symétrie radiale (G = SO(3)), on pourra
consulter 'excellent [AJS]. On pourra en particulier utiliser la proposition 12.11 p.522 pour
montrer une asymptotique a haute énergie de §,, pour les opérateurs ﬁl = —A et PAI2 =
—A 4+ V(x) lorsque V (z) = Vp(|z]).

1.2.4 Quelques exemples

Pour un hamiltonien H donné, on désignera par :

Gz = {g € O(d) : V2 € R, H[M(g)(2)] = H(2)}.

On peut considérer des hamiltoniens de Schrodinger :

H(q,p) = % pI* + V().
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Dans ce cas-1a, c’est le potentiel qui dicte les symétries. On reprend les exemples de groupes de

symeétrie de la section 1.1.3 en donnant des hamiltoniens dont c’est le G4z :

e Exemple 1 : G ={+Id} ~7Z/27Z

Pour d = 1, on a affaire & des potentiels pairs tels qu'un potentiel & double puits du type :

V(q) = (¢* — 1), ot méme & 4 puits du type : V(q) = ((¢> — 1) — %)2, des potentiels du type
oscillateur harmonique ou quartique : V(q) = ¢* ou ¢*, ou encore du type ”puits dans une ile” :

V() = (¢* +a)e™? (a>0) ...etc (voir figure 1.1).

Fi1a. 1.1 — Potentiels harmonique, double puits et puits dans une ile

Les potentiels envisagés étant positifs, Op;’(H) est essentiellement autoadjoint sur S(R).
Dans ces exemples, V(q) —~ 400, donc H est A resolvante compacte (sauf pour le puits dans
g—-+00

une ile).

e Exemple 2 : G ~ 0y

On peut par exemple considérer des potentiels pour d = 2 vérifiant :

Viz,y) =V(y,z).

e Exemple 3 : Groupe des isométries du triangle :

Un hamiltonien familier des physiciens en dimension d = 2 est le hamiltonien de Hénon-Heiles
(voir [A], [L-W]). Ce hamiltonien sert notamment & modéliser le mouvement d’une étoile dans
une galaxie cylindrique. En choisissant un parametre adequat, il présente des symétries. Il est
alors donné par :

H(p,q) = %\pl2 +V(q)

ou

[

1
V(z,y) = 5(@* + %) -y + 32°,

\)

i.e. en coordonnées polaires, si V(r,0) := V(rcosf,rsinf),

~ 1 1
V(r,0) = 57’2 + §r3 cos(30).

Notons R, la rotation du plan d’angle o dans le sens trigonométrique, et S, la symétrie d’axe

A,, ou A, est la droite du plan faisant un angle « avec 'axe des x positifs. Ainsi, V est stable
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par R, si et seulement si , pour tout 0, V(r,0) = V(r,0+a) et V est stable par S, si et seulement

si pour tout 6, ‘N/(r, 0) = V(r, 2a — ). On montre alors facilement que :

Gz = {IdRQ,RQTﬂ',R%,SO,S%,SQ%} ~ 03 .

e

Fia. 1.2 — Symétries du triangle

Cependant, on remarque sur la formule que ce potentiel n’est pas minoré. Donc, on ne
peut pas directement affirmer que son équivalent quantique est un opérateur essentiellement
autoadjoint3.

On peut cependant considérer un hamiltonien semblable, qui, lui, est semi-borné inférieurement
et possede les mémes symétries en prenant plutot le potentiel :

1 1
V(z,y) = 5(:132 +92)% —zy? + §x3.

i.e. en coordonnées polaires, si V(r,0) := V(rcosf,rsinf),

V(r,0) = %TA‘ + %r?’ cos(36).

On a V(r,0) > %1"4 - %1"3, donc V' est minoré, et Op}’(H) est essentiellement autoadjoint sur
S(R?). De plus, H(q,p) > 5(|p|*+q|*)+ C, ot C est une constante. Donc H est une application
propre et H est & résolvante compacte. Bien entendu, on a perdu le sens physique qu’avait le

hamiltonien de Hénon-Heiles.

e Exemple 4 : Groupe des isométries du carré :

On considere, toujours pour d = 2, un hamiltonien de Schrodinger de potentiel :

1
V(z,y) = §x2y2.

®Question : 'opérateur —3A + V(z) est-il essentiellement autoadjoint ?
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On vérifie facilement que pour tel H, G4, est le groupe des isométries d’un carré,
Gmazr = {j:IdRz,Rg,R_g,S%,S%,S%,SO}

Par ailleurs, Op}’ (H ) est essentiellement autoadjoint et on peut montrer que H est arésolvante
compacte (voir B. Helffer, cours de DEA, http ://www.math.u-psud.fr/~helffer/). Cet hamilto-
nien est réputé tres chaotique, au sens ou une petite perturbation sur la condition initiale peut
entrainer de grands changements dans I’évolution du systéme dynamique associé (voir article

de M. Liibcke sur http ://www.teorfys.uu.se/courses/exjobb/gutz.pdf).

e Exemple 5 : Oscillateurs harmoniques a fréquences distinctes : G ~ (7./27.)%

Considérons le hamiltonien a potentiel quadratique suivant :

Lemme 1.2.9 Soit S >> 0 une matrice réelle symétrique définie positive de taille d X d

dont les valeurs propres sont 2 a 2 distinctes. Pour q et p appartenant a R?, on pose :

V(g) =< Sq;q>pa ,  H(q,p):=[p]* +V(q).

Soit O € O(d) telle que S =t O.D.O avec D diagonale.

Alors pour H ainsi défini,
Gmae ="' O {diag(£1)}.0 ~ (Z/27)*

ot diag(£1) désigne une matrice diagonale dont les termes sont 1 ou -1.

Idée de la preuve :

g € O(d) est une symétrie pour H <= Vz € RY, < (S —g 1S9z, z >=0

i.e. S — g 1Sg est a la fois symétrique et antisymétrique, donc nulle, i.e. [S, g] = 0. En diagona-
lisant S en base orthonormée, on se ramene aisément au cas ou S est diagonale. Puis, si les g;;
sont les coefficients de la matrice de ¢ dans la base canonique de R%, et si S = diag(ay, ..., aq),

alors on a :
[S,9] =0 <= aigij = a;gij-
Donc, a; # a; = gi; = 0. [
V étant continu et positif, Op¥(H) est essentiellement autoadjoint sur L?(R?). En outre,
V(g) — 400, donc H est positif a résolvante compacte.

lgl—+oc0

Cet exemple est intéressant, car c’est un des rares cas ou l'on peut, pour d > 2, calculer
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effectivement les orbites périodiques du systéeme hamiltonien classique :

A(t) = JVH(2(1)). (1.7)

0 I
J = d
—I; 0

On verra, lorsqu’on abordera la formule de trace de Gutzwiller que les asymptotiques des for-

mules de trace que nous allons étudier sont souvent liées aux orbites périodiques de ce systeme.

e Exemple 6 : Oscillateurs harmoniques plus générauz :

On obtient des symétries avec des groupes de Lie isomorphes a des groupes orthogonaux en
prenant des fréquences égales :

-L’exemple le plus simple est celui de l'oscillateur harmonique de base en dimension d :

H(q,p) = |p|* + |q/?

pour lequel lequel Gmax = O(d), a résolvante compacte, dont on connait le spectre (symétrie
sphérique).
-Si on prend par exemple avec d = 3; H(q,p) = |p|> + V(q) ot :

V(z,y,2) = 2* +2(y* + 2%)

+1 0

0 | SO(2)
de symétrie cylindrique.

on obtient Gmax = ( ) (voir preuve dans I'exemple 5), ce qui nous donne un cas






Chapitre 2

Le cas d’un groupe fini

2.1 Asymptotiques faibles

Si un opérateur autoadjoint A, semiborné inférieurement, est a résolvante compacte, et
si 'on note {A; : j > 0} la suite de ses valeurs propres répétées avec ordre de multiplicité
géométrique ( avec A; — +o0o ), alors la fonction de comptage associée a A est, comme on

I’a vu précedemment :

:ZH{AJS)‘} ()\ER)

>0

Ny4(.) est en particulier une distribution sur R, et si f est dans C5°(R), on a :

dN
< r>=— [N Z/ NdA = 37 F() = Tr(f(A)).

Jj=0 7>0
Cette derniere formule montre comment le comportement de N4 est lié & la trace Tr(f(A)).
Dans ce chapitre on s’intéresse a 'opérateur A = PAIX sur Li(]Rd). Nous allons voir comment,
en considérant des fonctions ” f” bien choisies, on peut décrire le comportement asymptotique
semi-classique des fonctions de comptage partielles N, (1) évoquées dans le chapitre précédent,

lorsque h tend vers zéro, grace a des formules de trace.

2.1.1 Décor et résultat principal

Motivation : Lorsque H est un hamiltonien vérifiant (H.0) et ayant pour groupe de symétrie
un groupe fini G, on veut donner, pour y € G et f dans S(R), une asymptotique semi-classique
de la quantité Tr[f (ﬁx)] lorsque f(H) est de trace classe. On écrit donc :

Te[f(H,y)) = Te[f(H) Py \G\ N X (@) Te[f(H)M(g)). (2.1)
geG

Puis, on utilise le calcul fonctionnel développé par Helffer et Robert dans [He-Ro1], qui permet
de décrire f(H) (voir aussi [Ro] Théoréme (III-11), p.143) :

25
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Il existe ho > 0, une suite (a;) € S(< H >,g0)! et une suite Ry(h) (N > Np) tels que :

N
f(H) = W+ hN Ry (h), (22)
=0
avec > Sup [[Byny1(P)lgr2may < +o0.
0<h<hg
2j—1
dj i (2)
> ()= 3 B s c),

k=1
> ap(2) = f(H(2)) et |09d; k(2)| < Co < H(2) >*.

On voit clairement sur ces formules que, pour I'asymptotique de Tr[f (ﬁx)], on est ramené 2

étudier des termes de la forme :

Tr(Opj (@) M (g)).

Ainsi, dans la suite on va commencer par considérer un hamiltonien a(z) sans symétrie et un g
fixé dans O(d). On se donne :

a:z—a(z)

une fonction réelle de C°(R? x R?), vérifiant : Vz € R?? Vo € N2¢,

|0%a(z)] < Co <z >7P, ol p>2d. (2.3)

On lui associe I'opérateur h-pseudodifférentiel A := Op}’(a) défini pour 1 dans L?*(R%), par :

Op(a)(z) = (2mh) /

R

i(ex—y).€ x 4+
e a< . y;£> Y(y)dedy.
IxRE

ou de fagon duale par :

< Opy(a)p; > 2= (27Th)_d - W (2)a(z)dz. (2.4)

oll ¢ et ¢ sont dans L?(R%), et W, est la h-transformée de Wigner :

Wanlw§)i= [ e %o+ Syite - Dy,

(voir [Fo], p.56, et proposition 2.5 p.81). On sait (voir [Ro], Théoreme (II-53) p.105) que (2.3)
assure le fait que Op¥(a) est un opérateur a trace sur L?(R?). On dispose d’ailleurs dune for-
mule exacte pour la trace de A := Opj’(a) (cf infra). Cependant, il est important de noter que

Op}’(a)M(g) n’est pas en général un opérateur pseudo-différentiel. Ainsi le résultat que nous

allons obtenir n’est pas une formule exacte, mais un développement asymptotique en puissances

! Au sens de [He-Ro 1].
2Sur la formule donnée, il n’est pas clair que le reste est & trace, mais une astuce classique (toujours [He-Rol]

ou [Ro] proposition III.16 p.150) permet d’éviter cet écueil.



2.1. ASYMPTOTIQUES FAIBLES 27

de h. Dans le théoréme suivant, on ne suppose pas que le symbole a est invariant par M(g) :

Théoréme 2.1.1 On fize g dans O(d), et on pose :

vy = dimker(g — Idga), F,:=ker(M(g) — Idgea) et F,:=ker(g— Idga).

Alors, sous les hypothéses ci-dessus, on a, pour tout N dans N*, lorsque h — 07 :

N-1

Tr(Opy (a)M(g)) = (2wh) ™" > hFep(a, g) + O(KN"9).
k=0

(2.5)

ot les ci(a, g) sont des combinaisons linéaires (a4 coefficients dépendant de g) d’éléments de

la forme / 0%a(z)dog(z).
En particuliger :

T“OPWM@”Zdet[<(f2d7$)jgg>|pgll Aga<z>dog<z>+0<hl—”g>, quand h — 0" (2.6)

ot dog est la mesure de Lebesgue sur l’espace vectoriel Fy.

Enfin on a :
- v, c ) 3 , _ I -1
cx(a,g) = (2m)~d+ve Z Zﬁ/p a'erﬁadcrpg./Fl AT J([—g 1)$]V[++]6dJF;_.
[y +Bl=2k v=y g g
(2.7)
ou

1 _ l _
A= 2T (M(g) = M(g™)) + 7(I = M(g))(I = M(g™")),
et les ¢y, sont des constantes universelle données par Py(z) =3, o, cuy2”, (2 € R2) oq

K K

DW[GXP(—T)] = Py(2) eXP(—T)'

Commentaires :
e Les intégrales sur Fy, n’ont de sens que si chaque “a décroit dans la direction de F, ce qui

est assuré par (2.3).
e Pour g = +1dpa, on (re)trouve des formules exactes (voir preuve) :

M(Id) = Idjagay et (M(—Id)f)(z) = f(—x).

Tr(Opj) (a)) = (27%)[1 /R2d a(z)dz, et Tr(Op¥(a)M(—Id)) =2"%(0).

e On constate que plus g a de points fixes, plus le comportement en i de la formule de trace est

divergent.
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Corollaire 2.1.2 Soient G un sous-groupe fini de O(d), x € G et A un opérateur pseudo-
différentiel de symbole de Weyl a(.) G—invariant, et x € G . Alors, Tr(Ay) admet un

développement asymptotique a tout ordre en puissances de h,

2
(2rh)®. Tr(A,) = X5 a(z)dz +O(h), quand h — 0%,
|G Jrea
et donc
d2
Tr(Ay) = ﬁ Tr(A) + O(h~%Y), quand h — 0.
Preuve du corollaire :1'élément dominant est I’élément neutre ”Id” de G, et x(Id) = d,. [

On constate que plus le degré de x est important, plus Tr(A,) contribue a Tr(A).

Corollaire 2.1.3 Soient G un groupe fini de O(d), x € G et H un hamiltonien vérifiant
(H.0) et ayant G pour groupe de symétrie. On se donne a < b dans R, on note I := [a, b
et on suppose de plus que H~1(I) est compact.

Alors, Vf € C’OOO(;), f(PAIX) est de classe trace et Tr(f(ﬁx)) admet un développement asymp-

totique a tout ordre en puissances de h quand h tend vers zéro tel que :

2

Tr(f(fAIX)) = %(27#1)_‘1 - f(H(2))dz +O(h'™?), quand h — 0. (2.8)

Par ailleurs, le spectre de ﬁx est discret dans I et si Volgea(H 2(0I)) =0, alors on a :

2

d
(27h) N, (I) =, ﬁ Vol(H™(I)). (2.9)

Remarques : (1) Lorsque H~!(I) est compact, le spectre de H est aussi discret dans I- Ainsi,
(2.9) s’écrit :
2
N &
N(I) h—ot |G|’

ce qui peut s’interpréter en disant qu’a la limite semi-classique, la proportion de valeurs propres

5 . d? . . .
de H ayant une fonction propre dans Li(Rd) est de |—é“ En particulier, une proportion d’au

moins rl—(% des valeurs propres de H ont une multiplicité supérieure a d, lorsque h tend vers zéro
(cf paragraphe 1.2.2), et plus le degré de x est élevé, plus Li(Rd) participe au spectre de H
dans I.

(2) La formule (2.9) sera améliorée dans le chapitre suivant, ot 'on donnera un estimation

du reste R(h) = Ny (1) — 1o (2eh) Vol (H~(I)).



2.1. ASYMPTOTIQUES FAIBLES 29

(3) Dans sa these, Z. El Houakmi donne une preuve de (2.8) en passant par le noyau de
Schwartz K (x,y) de I'opérateur T = f(H )P et en utilisant une formule du type :
Tr(Tx) = K(z,z)dx.
Rd
Ce type de formule est assez long a justifier en général car il faut des informations sur la régularité
du noyau K(z,y) (voir [El-H] ou [Ro]).
(4) Volgea(H1(OI)) = 0 lorsque {H = a} et {H = b} sont des niveaux d’énergie non

critiques.

Preuve du corollaz're :

e Soit f € Cf° ( ). On peut améliorer (2.2) en affirmant que
IRy +1(B) 7, = O(A™Y).

(voir [Ro] p.250 Théoréme V-4). Ainsi, Supp a; C Supp (f o H) C H (I) est compact, f(H)
est & trace sur L?(R?) et f (PAI y) aussi. L’asymptotique théorique en puissances de h découle donc
des réductions de (2.1) et du théoreme 2.1.1. Le premier terme est celui de Tr(Op}'[f(H (2))]Py),

qui est donc : ‘—C§|(27rh =4 [40a f(H(2))dz, selon le corollaire précédent.
e Pour la limite de la fonction de comptage partielle, fixons e petit et considérons des fonc-
tions ¢ et 1. a valeurs dans [0, 1], & support compact dans R et vérifiant :

Supp - Cla,b[ et . =1 sur [a+¢,b— €.

Supp ¥ Cla —e,b+ €| et 1. = 1 sur [a, b].

Ainsi, sur R :

e < ﬂ[a,b} < 9.

et donc :
(2mh) Tr(ipc (H,)] < (2h)* Ny (1) < (2mh)“Tr[y- (H,))-
ainsi :
a3 1 d . d
G o Meesa ()= < 2 | pe(H(2)d= < i nf ((200) No(D))
et de méme :
h]?lsolip ((27Th) |G|/ Njgc pe) (H (2))dz.

En faisant tendre € vers zéro, on obtient :

dy - , 2
| GX|V01(H (]a,b[))glgggf((%h)d]vx(f))ghf?i%&p ((27rh)dNX(I)) | GX|V01(H (la, b))
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L’hypothese Volgea(H1(dI)) = 0 assure que Vol(H([a,b])) = Vol(H(]a,b])).

Ceci achéve la preuve du corollaire. |

Enfin, a titre d’illustration supplémentaire, nous donnons une asymptotique faible de la FDS
dans le cadre de la diffusion avec deux opérateurs ayant le méme groupe de symétries. Cette

formule peut servir & calculer les coefficients d’une éventuelle asymptotique forte de la FDS.

Corollaire 2.1.4 Sous les hypothéses de la proposition 1.2.6, pour toute fonction ¢ €
C*(R), < 5;(;g0 > admet une asymptotique en puissance de h quand h tend wvers zéro,
dont le premier terme est donné par :

2

<& >= ﬁ <o >+0(R').

On peut cependant remarquer que les termes suivants le premier peuvent étre assez différents
de ceux de la FDS sans symétries : par exemple, on sait que dans le cas H; = —h%A, Hy =
—h2A + V(z), la FDS sans symétries ne fait apparaitre que des puissances paires de h. Il n’en

est rien pour la FDS avec symétries.

2.1.2 Preuve du théoréme 2.1.1

On va utiliser ici une formule de trace pour les opérateurs sur L?(R%) faisant intervenir les
états cohérents (voir Appendice 4.2.3 pour la preuve) : si A est un opérateur a trace sur L?(R9),

alors®

T(4) = (20) 0 [ < Agaipa >paqa) do

R2d
Donc, comme M (g)pq = OM(g)a (cf 4.2.1) :

Tr(Op} (a)M(g)) = Tr(M (g)Opj! (a)) = (2wh)~* / < Opp(a)pa; pg-14 > da.

2d
Ra

En utilisant (2.4), on a :

Te(OpY (a) M (g)) = (2h) 2 /R ) /R (Wi, (2)dzdo (2.10)

3Le produit scalaire sur L?(R?) sera ici pris antilinéaire de second membre
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Lemme 2.1.5 La h-transformée de Wigner du couple (¢, Pg-14) €st : W%Mg_la(z) =

2%exp [£(< J(I — M(g ")),z >)] .exp [— 5 < Ja, M (g~ )a >)] .exp [—%|z - (%)aﬂ .

ou :

0 I
J = ¢ S Mgd(R)
—I; 0

Preuve du lemme : on pose z = (z,§) et o = (¢, p).

W s (Z):(ﬂh)—%e%r-(p—glp)/ e i¥-€e(—anlleti—a*+Ha—f—97"al’l) o(Gry-(+97'p)) gy
[e2) g7 «
Ry

D’apres I'identité du parallélogramme :

) -1 . _ -1 Cto— =112

(Z) :(Trh)—%e%z.(p_g—lp)e%\z_(q+92 q)|2/ 6_%3}'(6 (ng P)e\y (g 2 )| dy.
Rd
y

W@avwg—la

(atg"tq 12
2

d i, _g—1 J P
:(Trh)ifeﬁ'n'(p 97 Pyl

) ) |2 -1
Eﬁ(qu_lq)(p+g_1p)‘67%5,((179_1(1)]__ e(e” e )(5 _ptg p)‘
v h 2h

_ gl (p—g7 1) = Hla— DR (g )+~ Hp) o~ 6 (a—g ) o~ Hle— BELRP2
Il suffit alors de constater que (¢ — g~ 'q)(p + g 'p) = — < Ja; M(g~!)a >g24, ce qui acheve la
preuve du lemme. |

Cette formule se simplifie pour le cas ot g = +Idpa :

Corollaire 2.1.6 On a les formules exactes :

Tr(Opy) (a)) = ﬁ /de a(z)dz et Tr(Op¥(a)M(—Id)) = 2" %(0).

Preuve du corollaire -

o Pour g = +Idpa, Wy, 4. (2) = 2¢exp(— 3|z — o).

Donc :

Te(Opf (a) = (2mh) /

2d
Ra

< Op(a)Pa; pa > do = (27Th)_2d2d/ / a(z)e 7= d2da
R2d JR2d

15(0pi () = (2h) 202 [

a(z)dz/ e 1o’ dand = (27rh)_d/ a(z)dz.
R2d Rgd

R2d

E2]

e Pour g = —Idpa, W@a7%71a(z) =2lexp(+ < 2Ja,z >)e  h.

Donc :
Tr(Op (a)M(g)) = (27rh)_2d2d/ / exp(i <2Ja,z >)e_‘zTa(z)dzda.
Rad R2d h

O @t =h 2 [ e T a3
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Ceci acheve la preuve du corollaire. [ |

Cependant, dans le cas général, le calcul n’est pas si aisé, d’autant que l'intégrale ”double”

dans (2.10) est oscillante comme on a pu le constater pour le cas g = —Id (en fait dés que
ker(Id + g) # 0). Remarquons que la gaussienne z — W%,(pg_la(z) est centrée en %(g_l)a

Pour rendre convergente I'intégrale ”en «”, on peut donc utiliser la formule vectorielle de Taylor
t I+M(g~1)
2

avec reste intégral entre z e «a pour N entier non nul :

(27h)*!. Te(Op} (a) M (9)) =

N—

—_

1 - ! N
Z ?./m 87a((”+)a)m%h(a)da+/ (1—t)N-t Z N oo Ry pi(a)dadt.
k=0 yeN2 o=k | K ‘ =N " R
(2.11)
ol :
myp(0) |:= /R Wiy, (2)(z = (FHg=)a) dz. (212)
Ry pa(0) | = /R L0tz + (1= (=))W, (2)(2 = (=)o) dz. (213)

Remarque : les intégrales dans (2.12) et (2.13) sont absolument convergentes car 07a(.) est

bornée et

22
/ W (2)(z — ()0 |dz = 2 / e 127]dz < too.
R2d g R2d

Proposition 2.1.7 Uniformément ent € [0,1], on a :

/ |Ry pt(a)|da = O(h%hd) quand h — 0.
R2d

Preuve de la proposition :

Afin d’éviter les lourdeurs d’écriture, la lettre ”C” désignera un O(1) universel.

On a:

2
=z

ek <II=Ma™Nas=> (g4 (2 4 (M) o)

Rypala)=C | 2
R2d

Si on majore directement par inégalité triangulaire sous l'intégrale, on perd la dépendance
en « (par exemple pour g = —Id). On va donc faire des intégrations par parties pour profiter
de la phase : en</U-M (g_l))o‘?w, mais il faudra d’abord décomposer chaque intégrale sur R?

en deux intégrales sur Fy et F, gl (rappelons que Fy; = ker(Idg2a — M(g))).

e Notons k := dim F;. On commence par faire un changement de variable sur R2d .
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Soient (eq, ..., eaq) la base canonique de R??,
(fi,..., fr) une base orthonormée de Fy et (fr1,..., faq) une base orthonormée de Fgl.
UeO(2d) tel que Vj =1,...,2d, U(e;) = fj.

On fait alors les changement de variables a < U(«) et z «— U(z). Puis on écrit :
a=(a/,a") e RF x R¥* et 2 = (¢, 2") € RF x R¥7F,

et on remarque que :
b < JI-M(g U ();U(2) >gpea=<t UJI-M (g~ ))U(0,a"); (0, 2") >pea=< Ad"; 2" >goa—r,
ot A € L(R*F) est bijective.

> [U(z)]” est un polynoéme homogene en la variable z de degré |y| = N. Ainsi, on doit montrer

que :
/IR%Z |R'y,h,t(04)|da = O(hdh%)’
ol 2
R, pi(a) =C RF (e - /|2 /R%k Ji<Aar s L2 i .
et

v(2") = (D)[U(t2 + o, 0) + tU(0, 2") + (L)1 (0, o))

N2d—k

avec v = (v1,v9) € NF x et [v| =N = |v1] + |1l

Pour pouvoir faire proprement les intégrations par parties, on se donne une fonction x €

CS°(R247F) telle que x(a”') =1 dés que |a”| < 1 et on écrit :
[V sl@)lda = K + L
R2d

ou :
K= / Ix(@") Ry g(c)|da et Ly := / (1= x ("N Ry pt()|der.
R2d R2d

e Estimation de K, ; :

On remarque que U(tz' + ', 0) et tU(0, ") + (%)U(O, o'") sont orthogonaux, donc selon
(2.3), on a:

=2
mm<c/ (@ | wWe"r/ e
RF, 2d—k

\u | _ |z \
<Ch% k/ \X(a”)\da”./ |2/|vle~ / <t +d >7Pddd.
R2%F R¥ R¥

2! of

7 7

P dZ do.

< C.h7 e

et cette derniére estimation est uniforme en ¢ € [0, 1] et en g € O(d).

e Estimation de Ly, ; :

On fait les changements de variable : ZTI;L — 2" et % — o

2

Lh7t:0.hVTQh2d_k/ (1 = x(VRa") ||/ 5V (@, #)d da.

2d
Ra
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ou Vi i(a,2') =

/2d k ez’<Aa”,z”>e—|Z”|2(z”)”2 (87a)[U(tz' + a/’ 0) + t\/EU(O, Zl/) + \/E(%)U(O, Oé”)]dZ”
R //_

On peut alors procéder & une intégration par parties dans V(e 2’), via I'opérateur :

1 Ad”
= —-——->=V.u

i |AO//|2
qui est bien défini pour o’ dans le support de 1 — y. On a bien str :

i<Aa 2>\ _ i<Ad 2>
L(e ’ ) - ’ )

e

et si kg € N*¥,

//|2

L*o [e—lz ()20 a)[U(t2' + o, 0) + tVRU (0, 2") + VR(ZE2)U (0, o))

est une combinaison linéaire de termes de la forme :

0 <#> (VR . F(Z)OPa) Ut + o/, 0) + tVRU(0, 2") + VR(ZMT) 17(0, o))

|A0/’|k0

uniformément en ¢ € [0,1] et en g € O(d), ou f € S(R?*=%) et x est un entier positif. Donc en

majorant tv/h par 1, on a :

L2l oq 1— ha'’ N _
Ly <Ch 7 2 k/ Mda"./ |2'["1le= "% / |f(z”)|/ <tz +a >7°dd'd2"d7.
) R4~k RF, R2d -k RE,

|Aa//|k0
2l 2d—k 1= x(Vha")| )y bl x
< = AN /D
<Chih '/Rgzak i e

et pour kg assez grand,

|1 _ X(\/EO//” " ko k_g do”
/R2‘f,k Wda < 2h2 h>~Max(1, ||x||..) o1 TAGTT < 400.

Remarque Si on garde a l'esprit le projet d’adapter ce résultat pour les groupes de Lie, on

constate que le terme f‘a/,|>1 % n’est pas en général borné uniformément en g € O(d). En
C dx

effet, pour d = 2, il est égal a 7%/ T (ou 0 est 'angle de la rotation g). En
(1 —cosf)z Jlz|=1 |[*o

fait pour les groupes de Lie, nous utiliserons des méthodes différentes et supposerons que a est
a support compact.

Ceci acheve la preuve de la proposition. |

On a donc :

1

7 L, (D amy w(@)da+ O T 1.

N—-1
T (Opy ()M (9)) = 27h) 2 S %

k=0 yeN2 ||k

(2.15)
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On va tout d’abord calculer m., () :

Proposition 2.1.8 Soit Pg le polynome réel de degré |(| tel que :

3 ElS |2
D fexp(—)) = Paz) exp(—1). (216)
Alors on a :
) Y — “Ma
moa(@) = (2nh). exp[®(a))-h3 P, <J u ]\\%g ) > . (2.17)
o(a) = % < Ja,M(g o > +i|([ — M(g7'))a)? (2.18)

Preuve de la proposition : Selon le lemme 2.1.5, m., (a) =

i —1 j -1 I+M(g™") % N
2de—ﬁ<Ja7M(g )a>'€%<J(1—M(g ), ( 5 Ya> e~ & ‘e%<J(I—M(g ))a,z>dz‘
R2d

Or, comme M(g~') € O(2d) et que [J,M(g~!)] =0, on a :

< J(I - M(g™H)a, (FHE D)0 >=< Joy M(g™ )a > .

Ainsi
. 2 .
maqp(a) = 9dezr<Ja.M(g™Ha> z”’e_‘zh‘ en<JI=M(g=D)aiz> g,
’ R2d
—1
i -1 Il 12 e dU=MT o
m, () = 24e2n <JMg™ o> hd/ el ¢ vy,
RQd

Or pour ¢ dans S(R??), X dans R?? :

(2m)~2 / e XZ)(2)27dz = DV(X).
RQd

I-M(g~"))a

Donc, avec ici ¢(z) := e 1#” et X := J( Th ,0n a:

ol

) o —1 _ —1yy42
m%h(a) _ 2deﬁ<Ja7M(g*1)a>h7hd(2ﬂ_)2d(4ﬂ_)—dpw(J(I M(g ))a w‘

NG )e ah

Ceci acheve la preuve de la proposition.

2
—|z 7 . .
Remarque : z — exp( |4| ) étant une fonction paire, on a :

Po(—2) = (—=1)Pya(2).

Ainsi P, (z) = E ¢, 2", avec ¢, = 0 lorsque |v| n’a pas la méme parité que |«|.
v<a
Donc :

| z la]=|v]
h2 P, |—=) = c,z"h—z .
(7)-%

v<a
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la|=]v]

h 2 étant une puissance entiére de h lorsque ¢, # 0.
On a alors, selon (2.17) :

8 a((HA D) a)m, , (a)dor =

RQd
@rh)? Y e h T /de R @) a((HM™ o) [J(T — M(gY))a] da
v<vy o
Finalement, selon (2.15), on obtient :
= 1 \ \ lv \
Te(OpY (a)M(g)) = (2rh) ™ Z Z =S eh LR +O0(R2h™).  (2.19)
O'ye ‘ /Y v<vy
ou
() = / e+ 7 (MG ) o) [ (I = M(g~))a]" da (2.20)
RQd

Notation : lorsque A est une matrice complexe, on note, pour z € R2d .
< Az, z >peai=< R(A)z, 2 >poa +i < F(A)z, 2 >pod .

Un calcul rapide montre que :

$la) =< Ao, >pea ot A= 1J(M(g) — M(g™")) + (I — M(9)(I — M(g™")). | (2.21)

Remarquons que :
kerg(A) := {z € R" : A(z) = 0} =ker R(A) Nker 3(4) = Fj,.

Obtenir un développement asymptotique de chaque I, ,(h), revient a donc appliquer le
théoreme de la phase stationnaire avec phase complexe quadratique et un espace vectoriel de
points critiques. On fait le méme changement de variable que dans la preuve de la proposition
2.1.7, via U € O(2d) qui envoie R* sur F; et R*~* sur F- (k := 2u,). On constate que :

p(U()) =<t UAU(0,0"), (0,0") >poa=< A", " >poa-«
ot A =t UAU|§§Z:: (R(A) et S(A) envoient F;- dans F3-). On note que SA >>0 : en effet
ker 3A = F, et IA > 0.

AINsI :
h) __/ / —<A(l{ (M >( )l](a 0) (JJrM(g ))[](0 Oé”)] J(l —M(g ))17(0 ://) Vl ll "
R ’ RQCIl, k

On fait ensuite le changement de variable O‘T/]; —ad": I,,(h) =

: / / e @) U'50) + VR U0, 0L~ M(gT)U(0;0")] dal da”
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On peut alors appliquer la formule de Taylor avec reste intégral dans 97a(...) entre U(c/;0) et
U(a;0) + VA(EME)7(0,0”) : si Ny € N*,

No—1 % o
0alU(0'50) + VAU, = Yo 3 U0, ") P @ U (e, )
q=0 '

+/ -yt 3 2 o 50 (228079570, 0] (@) U (o, 0) + VA2 0, 0" .

|8]=No
Ainsi :
I’y, 2d ) Z Z ﬁ' dﬁu"/-i-h Q_khNO-H / NO ! Z Ry ,ﬁt h)dt.
7=0 |B|=q 0 181=No
(2.22)
ol :
dgyry = [ (@ Pa)Ua,0)da’. / <A (1 M (g™ U (0; )] (AL 170, 0 e
o
(2.23)

et R%Vﬁ,t(h) =

/]R e (- MU, o ()0 (0,0 (074 a) [U (e, 0) + 1R D)1 (0, 0)] dar

(2.24)
Lemme 2.1.9 Uniformément en t € [0,1], on a, lorsque h — 07" :
R’77V76,t(h) = O(l)

Preuve du lemme : U(a/,0) et U(0, ) sont orthogonaux, donc, selon (2.3) :

(87+5a) [U(a 0) + tvVA(HM N (0,0 | | < C < of >7F .
ou C est une constante indépendante de ¢ € [0,1] et g € O(d).
Donc

|R’y,u,ﬁ,t(h)| < C/2d . —<\sAa// a'/>| //| do”.

ou ”«” est un entier positif, la constante étant toujours indépendante de ¢ € [0,1] et g € O(d).
Ceci achéve la preuve du lemme car A >> 0. |

Dans dg, , comme JA >> 0, I'intégrale en o est absolument convergente et le changement de

variable o' < (—a’) montre que cette quantité est nulle lorsque ¢ + || est impair. Donc, on a :

dg = Cp, X / " Pa(X)doy(X).
Fg
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ou O, est une quantité indépendante de a(.), ne dépendant que de g et nulle lorsque g + |v/|

est impair. Ainsi :

No+

e e (2.25)

L,,(h) =hi"s > bh? + O(h
gl <q< Mgt
ol chaque b, est une combinaison linéaire (a coefficients dépendant de g) de termes de la forme

/ 0%a(X)dog(X). Par ailleurs, pour y =v =0, on a :
Fg

by = / a(X)do,(X). / gi<Aaa"> ot (2.26)
Fy R
Ainsi, selon (2.19), on a :
Tr(Op¥ (a)M(g)) = h=vey " Eg.hd. (2.27)
q>0

Selon (2.27), on a donc une asymptotique de Tr(Opi(a)M(g)) en puissances de h quand h

tend vers zéro, avec les coefficients de la forme annoncée dans le théoréme.

Reste a trouver le premier coefficient : selon (2.19),

Tr(Opy(a)M(g)) ~ (2rh)~%Ioo(h)

h—0+
~  (2rh)" e [ a(X)doy(X). i <A"ie"> g0/ selon (2.25) et (2.26).
ot £y RS-

Or

/ ei<(A+iHFg)oc,a>da _ / ei<tUAU(0,o¢”),(0,o/')>e—\a’|2da//da/ - / €i<Aa”;a”>dCM”.
R2d RF, xR24F R2d-k
«@ (3

Pour conclure, il ne reste plus qu’a prouver le

Lemme 2.1.10

do—v
/zd el <UATillr 22> gy — (2m) 727 -1 -
R

F,
det((Tdga — 9)|"7 )

g9

En effet, on aura alors :
w ~ 2mh) e
Tr(Opj, (a) M (g)) s (2rh) — / a(X)doy(X).
0 det((Idga — g) ) Fy

g9

Preuve du lemme_ :

A::<£(2Id—g—t9)\ ils-"9) >
~il9-"9) |4

‘2Ig—g—"yg)
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Il existe une base orthonormée de R? telle que (la matrice de) g (dans cette base) soit :

Ipl

Ry

cosf) —sind
Ry := .
sinf  cos@

Quitte a faire un changement de variable, on peut toujours se ramener a ce cas-la.

T

ou les ¢; ne sont pas dans 7Z, et

e Notons F := ker(Idga — g) et I 7 le projecteur orthogonal sur F.Ona:

Ipl

X I, 0
Dy := Z(21*d—g—'f 9)+ Mz = sin?(%) 1

I 0 D 0
Comme Iy = F ;on a 3(A+illg,) = 0 .
0 I 0 Do

e Par ailleurs, si z = (z,§), alors

. 1 -
< R(A+1llE, )z, 2 >gea= 3 < (tg — 9)z, & >pa= — E < Vo, 9,,80, >R2 -
=1

ot 'on a noté = = (zp,, Tpy, Tgy, - -, Tp,) avec xp, dans RPL, x,, dans RP?, les zp, dans R2, de

R 0 —sinf o
méme pour &, et Vp := . Ainsi,
sin 6 0

T

<R(A+illE,)z,2 >= — Z(sin Oj)(a:éjggj - x%j{éﬂ_).

j=1
o < Y(A+illp)z, 2z >pa=< Dox,x >gpa + < Do&, € >pa, avec :
T 0
.2 2
< Doz, z >= |33P1|2 + |$p2|2 + ZSID (EJ)|$9J| :
j=1

e Ainsi : el <(Atillrg)z2>g,
RQd

9')“%9].‘2 + ‘§9j|2]> d£9jd:1:9]-'

2o | S

T
(/)2 Prte2) H/ / exp <—isin 0; < zg,,JE; > — sin?(
j=17 B2, TRE,
J J

Pour 6 ¢ 7Z, on a :
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/ e—|sin(%)z\2 / ei<§,(sin9)]z>e—|sin(g)ﬂ?dgdw: / e—\Sin(g)xIQfé_)z(eﬂsin(g)ﬂ?)(_ sin HJl‘)dl‘
R2 R R2

2
3
Y _ 206 2 _|qin(8 2
_ / o cos2(D)|ef? | sin(§)zf2 5.,
R2

270
sin”(2
P
sin?(9)
Donc :
-1
i . ! 0,
/ eﬁ<(A+7'HFg)sz>dz _ ﬂ_d HSin(—]) ] (228)
R2d " 2
7j=1
Enfin,
21, 0

S 1 IL-R
det((Idga — g)[77, ) = det 2

g9

I> — Ry,

Or det(ls — Ry) = 2(1 — cosf) = 4sin2(g), ce qui implique que :

5+ . 0; . 0;
det((Idpa — g)|;ﬂ) = oP29%r HsinQ(gj) =27 Hsin2(§J).
I j=1 j=1

Ce qui acheve la preuve du lemme. [ |

On peut aussi calculer tous les termes suivants :

Selon ce qui précede, pour tout Ny > 1, on a, lorsque h — 07T :

No—1 at|v|

2 h™ le' 1<Az,x - v -1
I,,(h) = hive Z Z 7 /F 0 +ﬁadapg./Fl e <ATT> (T — g7 1)a] [I%(IL’)]’BCZO'FQL(IE)
7=0 |Bl=q g g

No+|v|

+ O(htvsh ™),

ou A est donnée par (2.21). En utilisant (2.19) et (2.20), et en combinant avec la formule

précédente, on obtient le calcul des coefficients annoncé. |
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2.2 Formule de trace de Gutzwiller avec symétries

En 1971, M.C. Gutzwiller publia pour la premiere fois sa formule de trace reliant de fagon
semi-classique le spectre d’un hamiltonien quantique q pres d’une énergie E aux orbites périodi-
ques du systeme hamiltonien classique situées dans le niveau d’énergie E. Depuis des preuves
mathématiquement rigoureuses ont étés données (voir [CRR] pour un historique détaillé), uti-
lisant des techniques variées (équation des ondes, de la chaleur, analyse microlocale, paquets
d’ondes etc...).

Ici, il s’agit d’établir une telle formule pour les ﬁx, en présence de symétries, pour un groupe
fini (le cas plus général des groupes de Lie compacts est étudié aux chapitre 3). La méthode
choisie est celle de [CRR], qui fait maint usage des états cohérents (ou paquets d’ondes). Outre
la simplicité de cette méthode, la raison en est que les états cohérents utilisés se comportent de
fagon agréable avec nos symétries. L’objectif principal est de montrer que le systéme dynamique
classique sous-jacent aux ﬁx est un systeme dynamique sur ‘Uespace réduit’, i.e. I'espace R?¢/G

des G—orbites.

2.2.1 Hypotheéses

Hypothéses spectrales :

Le hamiltonien classique :

H: (q,p) — H(q,p),

est une fonction réelle de C>°(R? x R?), vérifiant (H.0) ainsi que les hypothéses suivantes :
(H.1) F est fixé dans R. Il existe E > 0 tel que :

Ap:= H Y ([E — 0E,E + §E]) | est compact dans R?? et sans point critique pour H,

ie.Vz€Ag, VH(z)#0.14
(H.2) T > 0 est fixé et :

e f est une fonction réelle de S(R) telle que Supp(f) C] — T, T (troncature en temps).

e ) dans C*°(R) est réelle positive, a support compact dans |E — §E, E + 0E[ (troncature en
énergie).

Selon I’hypothese (H.1), pour h suffisament petit, 1[)(?[ ) est un opérateur & trace sur L?(R%)

et le spectre de H est discret dans |E — 0E, E 4 § E[ (voir par exemple [Ro] Proposition (II1-16)

p.149 ou [He-Ro 1]). Selon cette méme hypothese, les trajectoires du systeme hamiltonien clas-

sique associé a H -voir (1.7)- issues de Ag sont définies sur R, bornées et sans point d’équilibre.

4Quitte & réduire 0E, pour avoir (H.1), il suffit de supposer Ap compacte et £ := {z € R*? : H(z) = E}

sans point critique !



42 CHAPITRE 2. LE CAS D’UN GROUPE FINI

Hypothéses de symétrie :
Le cadre dans lequel on se place est essentiellement le méme que dans [He-Ro 2] et [ELH],

[El.H-He]. On suppose que :
G est un sous-groupe fini de O(d).
On fait dorénavant ’hypothese que H admet G comme groupe de symétrie :

(H.3) Vge G, VYzeR* — H(M(g)(z)) = H(z).

Objectifs : Le but dans cette partie est de donner, pour tout y dans (A?, une asymptotique

quand h — 07 de la trace suivante (avec les notations du premier chapitre) :

Gy () = Tr (i) f (552)).

Comme on I’'a vu précédemment, 'opérateur dont on prend la trace est bien a trace puisque
Gy(h) =Tr (zp(ﬁ)f (%) Px) et que f(£:22) et Py sont bornés sur L?(R%).

On introduit la notation :
Yp:={ze€R¥: H(z) = E}.

Le cas sans symétrie (G = {Id}) apparait déja dans [He-Ro 1] (1983) dans le cadre plus
général des opérateurs h-admissibles, pour des fonctions f telles que le support de f ne contienne
pas de période d’orbite périodique de X g hormis la période nulle. Dans [E1.H] (1984), on donne
sous cette méme hypothese une version avec symétries pour les groupes finis. Dans les deux cas,
la méthode utilisée consiste a approcher e_%ﬁ par un opérateur de Fourier intégral. Mais la
méthode BKW engendre des problemes de caustiques lorsqu’on travaille pour des temps longs.
Puis en 1999, dans [CRR], dans le cadre des opérateurs pseudo-différentiels, une autre méthode
utilisant les états cohérents permet, dans le cas sans symétries, de donner une asymptotique pour
des fonctions f dont le support de f contient éventuellement des périodes d’orbites périodiques
de Xg. Ici, on se propose d’adapter la méthode de [CRR] au cadre avec symétries.

Dans un premier temps, grace aux états cohérents, on va réduire le probleme a une applica-
tion du théoréeme de la phase stationnaire généralisé. Puis, on cherchera les hypotheses minimales
pour pouvoir appliquer ce théoreme. En particulier celles qui pourront assurer le fait que ladite

phase soit de hessien transverse non dégénéré seront appelée ”condition de flot G-propre”. Il fau-

dra ensuite faire en sorte de trouver une hypothese supplémentaire naturelle sur H qui garantira

cette condition de flot G-propre (voir hypothese (H.4)).
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2.2.2 Notations sur le systéme hamiltonien classique.

Le lecteur familier avec la dynamique hamiltonienne et pressé d’en finir avec les résultats
quantiques pourra passer directement au paragraphe suivant en premiere lecture. Considérons

le systeme hamiltonien classique suivant :

A(t) = JVH(2(t)). (2.29)

0 I
J = d
—I; 0

Si z est dans R?, la solution du systéme hamiltonien (2.29) au temps ¢ de condition initiale z

sera notée ®4(z). L'orbite de z € R?? par le flot ®; de H sera notée O(z) (ne pas confondre avec

Porbite de z par l'action du groupe G'!). Si O(z) =: 7 est périodique non stationnaire, on notera

T7 > 0 sa plus petite période strictement positive, appelée période primitive de 7.

Notons que 'hypothese de symétrie (H.3) engendre les relations suivantes pour g dans G,

z dans R%4 et t réel :
M(g)VH(z) =VH(M(g)z) et M(g)JVH(z) =JVH(M(g)z). (2.30)

®,(M(g)z) = M(g)®:(2). (2.31)

On montre facilement via (2.31) que, si g € G, M(g) envoie une orbite de X sur une autre

orbite de X g, une orbite périodique sur une autre orbite périodique de méme période primitive.

Comme le fait présager le " Principe de Correspondance”, notre étude semi-classique va
nous donner une asymptotique de G, (h) dont les termes font intervenir des quantités du systeme
classique. Plus précisément, les orbites v qui interviennent sont celles de g pour lesquelles on

a un élément g de G et un réel ¢y tels que :
Vz ey, M(g)Py(2) = 2. (2.32)

e Définissons des périodes minimales pour les orbites périodiques de Ag et X :

Lemme 2.2.1 1[I existe une période minimale pour les orbites périodiques de Ag.

Preuve du lemme : En effet, dans le cas contraire, on a des suites (z)nen dans Ag et (1), )nen

dans R% telle que T, —J>r0 et ¢, (2n) = 2,. Quitte, a extraire, Ag étant compacte, on peut
n—-roo

sSupposer z, —~ z € Ag. Dong, sit € R, et si N,, désigne la partie entiere de Ti, on a :
n— 400 n

¢t(zn) = ®t_NnTn(Zn)
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ce qui donne, en faisant tendre n vers l'infini : ®;(z) = z pour tout ¢. Autrement dit, z et un

point d’équilibre sur Ag, ce qui est exclu. |

On note | Tx > 0 |la période minimale sur Ap. De méme, il existe une période minimale pour
les orbites de X g que I'on notera . Le lemme suivant explique I’apparition de la quantité

% dans les lignes ultérieures (voir remarques apres le théoreme 2.2.5) :

Lemme 2.2.2 Soit t # 0 tel que :

dg € G,3z € X tels que M (g)P¢(2) = z.

Alors O(z) est périodique , |G|t en est une période, et |t| > %

Prewve du lemme : En itérant et en utilisant (2.31), on obtient :

Vk e Z, M(g)*.®n(2) =z

En particulier, <I>|G‘t(z) =z, avec t # 0, et comme z € X, z n’est pas un point critique de H.

Donc O(z) est périodique et ¢|G| en est une période. [

e Un peu de vocabulaire dans la situation (2.32) :

Sige GettyeRR, soit :
:= {7 orbite périodique de X : Iz € v : M(g)Py,(2) = z}. (2.33)

Définitions 2.2.3 .

o Siyel'gg4, on dira que ty est une g-période pour ~y.

e Une orbite v du systéme hamiltonien issu de H est dite g-invariante si elle est globalement
stable par M (g).

Par ailleurs, une orbite v est g-invariante si et seulement s’il existe z € 7 tel que M(g)z €

(grace a la relation (2.31)).

A priori, si on ne fait que les hypothese (H.0) a (H.3), il peut y avoir dans Xp des
phénomenes d’accumulation d’orbites périodiques. L’hypothese spectrale du lemme suivant vise

a éviter ce cas de figure dans une certaine mesure :
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Lemme 2.2.4 Théoréme du cylindre (avec symétries) :

Soient g € G, v une orbite périodique g-invariante de Xg, zg un point de vy, et tg une
g-période non nulle de v. On suppose que 1 n’est pas valeur propre de M(g)d,Py ot Py est
Uapplication de Poincaré sur vy entre zy et M(g_l)zo au temps ty restreinte a Y.

Alors, il existe un voisinage tubulaire T de -y, il existe e1 > 0 tels que si |[t1 — to| < e1 et si
dz1 € EpNT tel que M(g)Py,(21) = 21, on ait : O(z1) =y et t; = to.

Par ailleurs, sid > 1, il existe Y :]—¢,e[— R?? C* telle que Y (0) = 29, Y\ €] —¢,e[,Y()\) €
Yg_x et O(Y(N)) est une orbite périodique g-invariante. (pas forcément de g-période égale
ato).

Preuve du lemme_: voir Appendice 4.1, chapitre 4.1.2.

Ce théoreme n’a de symplectique que le fait que (2.29) admette une intégrale premiere (H).
Nous pouvons donc faire une figure en dimension 3 :

Attention : Des orbites périodiques de période croissante peuvent s’accumuler autour de ~y!

Fic. 2.1 — Cylindre d’orbites g-invariantes. A droite, la seule orbite périodique ayant une g-

période proche de ty et rencontrant 7 N X g est .

2.2.3 Exemples

Reprenons les exemples du paragraphe 1.2.4 :

On rappelle que ces exemples correspondent & des hamiltoniens de Schrodinger :

H(q,p) = %|P\2 + V(9.

On a vu dans la section 1.2.4 que les opérateurs associés sont essentiellement autoadjoints , ce

qui permet de se passer de I'hypothese (H.0).
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e Exemple 1 : G=7Z/27Z ,d=1:
> Potentiel a double puits : V(q) = (¢* — 1)2.

Les seuls points critiques sont (0,0), (1,0) et (—1,0), qui correspondent aux énergies E = 0
et £ = 1. H est une application propre, donc (H.1) est vérifiée pour tout E différent de 0 ou
1. On peut d’ores et déja remarquer que cet hamiltonien possede des trajectoires périodiques
stables sous (q,p) — —(q,p) (celles d’énergie > 1), et d’autres non (voir figure 2.2).

Dans le méme ordre d’idée, pour un potentiel & 4 puits du type V(q) = ((¢*> —1)% — %)2, on a
7 points critiques correspondant aux énergies £ = 0 et 1, (H.1) est toujours vérifiée en dehors

de ces énergies.

> Potentiel du type oscillateur harmonique ou quartique : V(q) = ¢* ou ¢*.

La seule énergie critique est £ = 0, et H est aussi une application propre, donc on est bien
dans le cadre de (H.1).

> Potentiel o “puit dans une ile” : V(q) = (2 + a)e ", (0 <a < 1).

Voici un potentiel qui a la bonne symétrie mais ne rentre pas dans le cadre de (H.1) méme
s’il possede des trajectoires bornées. En effet, tout niveau d’énergie g non vide possede une
composante connexe non bornée (car 0 < V(q) e 0). Les énergies critiques sont £ = a et

E = %! (voir figure 2.2).

A\ e o
AR AR
+

Q\

TN

/

Fi1G. 2.2 — Trajectoires classiques pour des potentiels du type double puits et puits dans une ile

e Exemple 3: G~ 03 ,d=2,V(z,y) = 3(z? +y»)?* + 32 — xy? :

On a déja vu que H est une application propre. Apres un bref calcul, les points critiques

1

de H sont obtenus pour ¢ = (0,0), (—%, 0) et (%, i@). La seule énergie critique est ¥ = —g5.

Donc, pour toute E différente, ’hypothese (H.1) est satisfaite.

e Exemple 4 : Groupe des isométries du carré, d =2, V(z,y) := x%y? :

Cet exemple montre qu’il ne suffit pas d’étre a spectre discret pour rentrer dans le cadre de

I’hypothese (H.1) : VH(q,p) = 0 si et seulement si p = (0,0), et ¢ = (x,0) ou ¢ = (0,y) pour
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tout z, y réel. La seule énergie critique est donc £ = 0. Cependant, toute surface d’énergie g
est non bornée (Si £ > 0 et n € Z, H((0,n); (V2E,0)) = E). Ainsi, 'hypothese (H.1) n’est

jamais vérifiée.

e Exemple 5 : G ~ (Z/27)%, V(q) :=< Sq;q >ga, S >>0:

Le seul point d’équilibre de (2.29) est z = 0, ce qui est réalisé uniquement pour E = 0.
S >> 0, donc H(q,p) > |p?| + C|q|?, ce qui prouve que H est une application propre. Ainsi,
(H.1) est vérifiée des que E # 0.
2.2.4 Asymptotiques a g fixé

Le groupe G considéré étant fini, on pose pour g dans G :

Io,p(h) =T (w(i)f (E:2) 3(g)) | (2.34)
d’ou p
Gi(h) = 53 " X(9)Ig(h). (2.35)
Gl =2

On étudie alors le comportement asymptotique de I, g(h) lorsque h tend vers zéro. Plusieurs

cas se présentent alors selon la localisation du support de f .

Asymptotique du terme de Weyl :

Pour g dans O(d), on introduit I’ensemble :

={te]-T,T[: 3z € Sp: M(g)®y(2) = z}. (2.36)

Le théoréme suivant donne 'asymptotique de I, g(h) quand h — 0T, sous une condition dite

”de type Weyl”.
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Théoréeme 2.2.5 On pose pour g dans G :

vy :=dimker(g — Idga), Fy:=ker(M(g) —Idg2a) et F,:=ker(g— Idga).

On fait les hypothéses (H.0),(H.1),(H.2), (H.3) :
» | Si Suppf N Lpg=10| alors :

I, 5(h) = O(h*™).

> | Si Suppf N Lp, = {0}, alors :
Si X ne contient pas de point fixze de M(g) (e.g. si vy =0), alors I, g(h) = O(h'™), et

sinon :

Ipa(h) = W70y en(f,g)ht. (2.37)
k>0

uniformément en \ dans un petit voisinage de E, ot les ck(f, g) sont des distributions en f

a support dans {0}, que l’on peut calculer via 'asymptotique faible du théoréme 2.1.1 et :

s . " (27) Ve d(Xx N Fy)(2)
WF9) = o O g o, ECT 2

ou d(X\ N Fy) est la mesure euclidienne sur ¥ N Fy.

Ce théoreme est prouvé au chapitre 2.3 et plus précisément au paragraphe 2.3.3.

Remarques :

e (2.38) est bien connue pour g = Idps depuis 'article [He-Ro 1] (1983) dans le cadre plus
général des opérateurs admissibles. Le développement (2.37) a déja été obtenu dans ce méme
cadre, avec symétries dans [EL.H] en 1984. Dans les deux cas, le principe de la preuve consiste &
utiliser un résultat d’approximation du propagateur semi-classique par un OFI. Ici, on procede
différemment, via les états cohérents.

e La situation ”Suppf N L, = {0} est effective lorsque Suppf ] — %, %[ (cf lemme (2.2.2)).
e Si on suppose de plus que VA € [E — dE, E + §E], Suppf N Ly, = {0} (et c’est le cas si
Supp f cl - %, %[ ot Tg est la période minimale sur Apg), alors le résultat est encore vrai et
uniforme dans [E — dE, E + §E] (voir asymptotique de Weyl de la fonction de comptage des

valeurs propres de ﬁx dans un intervalle, chapitre 2.2.5).

Asymptotique de la partie oscillante :

Lorsque le support de f rencontre un élément non nul de Lg 4, on va voir que certaines orbites

périodiques de X g interviennent dans I'asymptotique de I, g(h). Dans les lignes qui suivent, g
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désigne un élément du groupe fini G. Dans un premier temps, nous introduisons quelques notions

liées au systeme dynamique classique, et qui serviront a énoncer la dynamique quantique :

Lemme 2.2.6 Soient v une orbite de X g ayant ty pour g-période, et z € . On note

to
D (2) = (gs, ps)- Alors/ PsGsds est indépendant de z € . On note cette quantité | S, (to) |
0

Preuve du lemme : Pour k dans Z, on a :

to (k+1)to
/ Ds(sds = / Dsqsds. (*)
0 k

to

En effet, notons v(t) := ®4(z), f(g,p) :== (p,0) de telle sorte que 'on ait :

/0 " pedads = 0 " () (8)ds, et F(M(g)z) = M(g)f(2).

Puis, on pose t := s + ktg, et selon ce qui précede, v(s) = M(g)kv(t) et 7/(s) = M(g)*/(t).
Ainsi, g étant une isométrie, f(v(¢)).7 (t) = f(v(s)).7'(s), et ce changement de variable prouve
(%).

On sait que |Gty = koT out kg € Z et T est la période primitive de v (cf lemme 2.2.2).
Dong, si I'on note Sy := j{pdq,

¥
koT: IGI-1 (k+1)to
koS :/ PsGsds = Z / PsGsds = |G| Sy 4(t0).
0 k=0 kto

Ainsi on a kg indépendant de z tel que S, 4(ty) = %Sw ce qui prouve bien que S,(tp) est

indépendant de z € 7 puisque S, 'est. |

Soient g € G, to € Ret v € T'pgyy. Si 2z € 7, on a donc P4(z) = M(g~!)z. On note alors
I'application de Poincaré sur v entre z et M(g~!)z au temps tg restreinte & X (voir fi-

gure 2.3).

Le polynome caractéristique de d. P, 41, ne dépend pas de z € 7y, ni des hypersurfaces trans-
verses & vy dans X en z et M (g~!)z choisies pour la construction de P, 4+, (voir Appendice 4.1).
On notera donc "dP, 44,” lorsqu’on n’évoquera que des quantités relatives aux valeurs propres
de d. P, 44,

Dans le théoreme suivant le support de f rencontre une g-période de X :
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FIG. 2.3 — Application de Poincaré entre z et M (g~ !)z.

Théoréme 2.2.7 On fait les hypothéses (H.0),(H.1),(H.2), on se donne dans
| = T,T] et g fizé dans G. On suppose :

Suppfﬂ Lpg={to}|

Enfin, on fait Uhypothése de "non dégénérescence” suivante :

Vy €T'E g1y, 1 nlest pas une valeur propre de M(g)dPy g+, . (2.39)

Alors ' g1, est fini et :

Iyn(h) = > enS N f, g)hk. (2.40)
YET E,9.t0 k>0

o I'p g1, est l'ensemble des orbites périodiques g-invariantes de ¥ g qui admettent tg pour

to . N

g-période, S (to) :/ psGsds, les dZ’tO(f,g) sont des distributions en f a support dans
0

{to} et :

~ -k
T3(E)f(to)e'™>
27| det(M (g)d Py g4, — Id)|2

ou k € Z est un indice de Maslov de 7.

iy (f.9) = (2.41)

Ce théoreme est prouvé au chapitre 2.3, plus précisément au paragraphe 2.3.4.

Remarque : ici, contrairement au terme de Weyl de I, g(h), le terme dominant est en RO, et

)
on constate par ailleurs 'apparition du terme oscillant enSi(t0) - Sj T'on compare au cas sans
symétrie (voir [CRR]), on s’apercoit que seules interviennent dans I'asymptotique de Iy g(h)

des orbites périodiques stables par g.
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e Comment s’assurer que ’hypothése (2.39) est satisfaite dans la pratique :

On introduit pour z € R?? et ¢ réel tel que ®;(z) existe, la matrice :

0%,

EF.(t) = —(2). 2.42
1= (2.42)
F.(t) est solution du systeéme linéarisé en z :
E,(t) = JH" (®4(2)) .Fo(t). (2.43)
F3(0) = Iz

ou H” désigne la hessienne de H. La matrice F,(t) est donc réelle symplectique de taille 2d.
C’est en fait la résolvante du systéme linéarisé en z. Le systeme (2.43) étant linéaire, F(t) existe

pour tout ¢ tel que ®4(z) soit défini. J’affirme que l'on a :
(2.39) <= Yy €Tryy, Vzery, dimker[(M(g)F.(ty)— Id)?] <2 (2.44)

C’est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 2.2.8 Soienttg € R, g € G ety € X tels que Vz € v, M(g)Py,(2) = z. 1l existe
une base 3 de R?® et une base 3 de lespace tangent au domaine de définition de P, 4

telles que :
1 *

[M(g)F:(to)lg =] 0 1 * . (2.45)
0 0 ‘ [M(g)dzpz,g,to]ﬂ’

Preuve du lemme : Voir Appendice 4.1.

2d
Notation : si A € R, on note m:: > ker([M(g)F.(to) — Ad]*) (le sous-espace propre
k=1

algébrique associé & \), et [V, := @ Ex(2)| On a bien siir : R?? = E1(2) @V, et E1(2) et V,
A£L

sont stables par M (g)F.(to). Ainsi, sous '’hypothese (2.39), on a dim E;(z) = 2, d’ou :
det(M(g)dPy g1, — Id) = det([M(g)F (to) — Idgaal},, ) (2.46)

e Donnons des exemples ou la condition (2.39) est vérifiée :
— Dans le cas d = 1, pour des contraintes de dimension, (2.39) est toujours vérifiée.
— Pour des dimensions supérieures, dans le cas d’un hamiltonien de Schrodinger avec poten-

tiel quadratique V(z) =< Sz,x >, ou § >> 0 (voir lemme 1.2.9), I"équation (2.29) est
0

alors linéaire et se résume a z; = Az ou A = 2 (
-5

1,
Od ) Donc, si z € R?¢, alors
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F.(t) = €. On peut ainsi calculer précisément F,(t), qui est indépendante de z, et ex-
pliciter les z (conditions initiales) qui vont donner des orbites périodiques ainsi que leur
période. On s’apergoit alors que la condition (2.39) n’est pas toujours vérifiée, mais qu’elle

l’est dans certains cas :

Lemme 2.2.9 Notons (\1,...,\q) le spectre étendu de S (i.e. chaque valeur propre est

répétée autant de fois que sa multiplicité algébrique).On fait alors l’hypothése suivante :

Vi ke {l,...,d}, j#k:\/§¢(@. (2.47)
k

Alors, 'ensemble des points périodiques est une union de d plans deuzr a deux orthogonauz

Py, ..., P;. Par ailleurs, la période primitive de z € Pj, est alors T]”; = \/7;70, le spectre de

P

+27mniy [ <L
F.(nT}) (n€Z), est{e Yo i j=1,...,d} et donc pour tout n dans Z*, 1 est valeur
propre de Fz(nT]”;) de multipicité algébrique égale a 2.

Preuve du lemme : quitte a faire un changement de base orthonormée, on peut suppo-

ser que S est une matrice diagonale. Puis, en notant z = (x1,...,24,&1,...,&q), le systéme
Z = Az équivaut a d systemes (S1),...,(Sq) ou (S;) est le systeme :
v (t T (t) = —4N: . (t). mt—xcos2 t)
{mm £(1). :}{x]() ) | n0=seseymos
&(t) = —2Xjz;(t). §;(t) = 3;(1). &(t) = g;(t).
(2.48)

Etant donnée (2.47), les ;(t) n’ont aucune période en commun, d’ott les orbites périodiques

- - 0 I
et les périodes annoncées. On écrit A = 24 ou A := < s (;l ), et on remarque que si

i 0 Ny Iy (L -in
S A )\ —s -\ 0 S+£21; )

2mn

A 127N 2
A= (i j=1,. . df et o[ (T =ale V0 Y={c VY .j=1. 4}

A # 0, alors :

donc on a :

Ceci acheve la preuve du lemme. [ |

4 0
Contre-exemple : si S := < 0 9 ), V(z,y) = 422 + 9y?, nous avons ,/% = % € Q, et

0 0

1 0
o Y 2 | Cependant F,(217) = I, donc (2.39) est vérifiée pour tg = 17,

0
0 0 0o -1

mais n’est pas vérifiée pour ¢ty = 277

F(17) =




2.2. FORMULE DE TRACE DE GUTZWILLER AVEC SYMETRIES 53

— Dans les autres exemples ou le hamiltonien n’est pas quadratique, il est difficile en pratique
de vérifier (2.39), méme en se restreignant a une surface d’énergie donnée. On a cependant

dans ce sens des résultats génériques.’

2.2.5 Formules de Weyl réduites

Dans cette partie, via (2.35), on va utiliser les résultats obtenus a g fixé au théoreme 2.2.5,
pour décrire le comportement asymptotique de G, (h) pour des fonctions f telles que Supp f est
(moralement) proche de zéro. Puis on en déduira le comportement asymptotique de la fonction
de comptage des valeurs propre de PAIX dans un intervalle donné.

Soit :
.= {t € Suppf : Iz € B, Ig € G : M(g)®,(z) = z}. (2.49)

e Terme de Weyl :

Théoréme 2.2.10 Sous les hypothéses (H.0),(H.1),(H.2), (H.3), si L..q = {0} alors,
pour tout x € @, Gy (h) admet un développement asymptotique a tout ordre en puissances
de h quand h — 0%, et :

2
Gy(h) = hl‘d%"‘(%)‘dw(E)f(O) /ZE % + O(h*™ ) quand h — 0.

o dX i est la mesure naturelle sur X . Par ailleurs, on peut calculer tous les termes suivants

en utilisant [’asymptotique faible donnée par le théoréme 2.1.1 (voir fin de preuve).

Preuve du théoréme : le fait que L,.q = {0} assure que pour tout g dans G, Suppfﬂﬁﬂg = {0}
car : Lyeq = UG(ﬁE’g N Suppf). La preuve découle alors du théoreme 2.2.5 et de (2.35). |
g€

Remarque : Plus généralement, selon le théoreme 2.2.5, chaque élément g de G intervient gra-
duellement dans le développement asymptotique de G, (h) selon la dimension de I’ensemble Fg de
ses points fixes. Plus g a de points fixes, plus il intervient t6t dans 'asymptotique. Nous donnons
en fin de preuve le calcul du deuxiéme terme de l'asymptotique dans le cas ou G C SO(d). Le
seul g intervenant ici est g = Idga (car vy = d — 1 n’est jamais réalisé), et on obtient :
di 1-d —d ; 2—d;( FY/ —a d 3—d
Gy(h) = Gl h=0@2m) = (E) FOT(E) — A %(f) (0)(2m) ™" = (W) (E) | + O(h™F).
ou

d¥p
N(E):=| —=.
(&) /ZE [VH]

5Si T > 0, M est une variété compacte sans bord, alors, génériquement sur X champ de vecteurs C* sans zéro

sur M, les orbites périodiques de période primitive dans | — 7', T sont en nombre fini.
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N ; — 7 E—H . _ % 2—d
otons que si G(h) := Tr <¢(H)f <T)), alors on a : G, (h) = el G(h) + O(h*=¢). Cepen-

dant, cette relation ne perdure pas a priori pour les termes d’ordre supérieur (sauf a l'ordre 2
lorsque G C SO(d)).

e Asymptotique de la fonction de comptage :

On déduit classiquement du théoreme 2.2.10 'asymptotique au premier ordre de la fonction
de comptage de ﬁx dans un intervalle I borné, pourvu que ses extrémités ne soient pas des
points critiques de H. Notons que si 'on désire seulement obtenir un équivalent de cette fonc-
tion de comptage, 'asymptotique faible du théoreme 2.1.4 y suffit. L’apport du théoréme suivant
se situe donc dans l’approximation du reste. Ici, N7, (h) désigne le nombre de valeurs propres

de ﬁx dans I comptées avec multiplicité.

Théoréme 2.2.11 Soient G un sous-groupe fini de O(d), H : R?** — R un hamiltonien
lisse G-invariant vérifiant (H.0).
On se donne Ey < Ey dans R, I := [E, Es|, et on suppose qu’il existe € > 0 tel que

H™Y[Ey — ¢, By + €]) est compact.

Par ailleurs, on suppose que Eq et Es ne sont pas des valeurs critiques de H.

Alors, si x € (A?, le spectre de PAIX est discret dans I, et on a :

2
Ny (h) = %(%h)‘d VollHY(I)] + O(h'~%).

Preuve du théoreme : Utiliser le théoreme 2.2.10 pour reprendre exactement la méme preuve

que dans [Ro] V.4, en usant d’un théoréme taubérien. [ |
On renvoie au chapitre sur les asymptotiques faibles pour les interprétations de ce résultat

en termes de proportion des valeurs propres de H dont des fonctions propres ont la symétrie

Li(Rd), et en termes de multiplicité des valeurs propres de H.

2.2.6 Formules de Gutzwiller réduites

e Terme oscillant (sous hypothése de non-dégénérescence) :

Comme dans le chapitre précédent, on suppose que H est un hamiltonien G-invariant. On

considere l'espace réduit Yp/G défini comme espace topologique quotient. X5 /G est com-
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pact. On note alors
m: Y —» Xg/G. (2.50)

la projection canonique, qui est continue. On peut définir sur X 5/G un "flot topologique”

P | /G — Xg/G, pour t € R, en posant :

Vz € Xp, Vt€R, &y(n(2)) := n(Py(2)). (2.51)
® est bien défini (grace a (2.31)), continu, et vérifie pour tout z dans Xp/G :
<i)151-|-152 (z) = (i)tl ((i)tQ (z)) et (i)O = IdEE/G'

Ainsi, on appelle ”orbite de I'espace réduit” l'image de t — ét(m) pour un z dans Yg/G, de
sorte que les orbites de 'espace réduit sont les images par 7w des orbites de X g.

Attention : ¥ /G n’est pas en général une variété lisse, et les "orbites” de ¥ /G ne viennent
pas forcément d’un éventuel systéeme dynamique sur 'espace réduit !

Ceci-dit, cette terminologie nous permet de définir une notion d’orbite périodique sur X5 /G :
on dira que x € ¥ /G définit une orbite périodique (non stationnaire) dans ’espace réduit si la
fonction t — @t(x) est périodique (resp. non constante). D’oti la notion de période sur I'espace
réduit. On peut ainsi interpréter L,.q : c¢’est I’ensemble des périodes des orbites périodiques de

l’espace réduit qui sont dans le support de f .

Théoréme 2.2.12 On  suppose ici que |0 ¢ Suppf. On  fait les hypotheéses
(H.0),(H.1),(H.2), (H.3) ainsi que :

Vtg € Lyeq, to #0, Vv C Xg telle que 7w(vy) est périodique ,

H.4
(H4) { Vge G t.q M(g)®,(2) =2, 1 n’est pas valeur propre de M(g)dPy g,-
Alors l’ensemble de telles orbites est fini et on a l’asymptotique suivante modulo O(ht) :

d — i .
G, = 16 2 > X(g)er St N g9t (f)pk, (2.52)

to€Lred YCXE, g€G t.q. k>0
M(g)®ty(2)=2, Vzey

N . to
ol dZ’g’tO(f) est une distribution en f a support dans {to}, Sy(to) := / DsGsds, et :
0

T:{kei%U’Y(g7t0)flp(E)
2| det(M (g)dPy g4, — Id)|2

o (f) = F(to). (2.53)

ou 0,(g,t0) € Z est un indice de Maslov de ~y.

Preuve du théoréme :
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Leq est fermé dans R, car X est compacte. Par ailleurs, selon le théoreme du cylindre 2.2.4,
sous I’hypotheése de non-dégénérescence, L,.q est discret (procéder par l'absurde). Ainsi, L;eq
est fini. On note donc Lyeq = {t1,...,tmn} (t; € R*). On construit alors une partition de 'unité

X1;---,Xm de fonctions dans C5°(R) tels que :

m
Vj,  Suppx; N Lrea = {tj}, Z xj = 1 sur Suppf et Suppx; C] —T1,T7.
j=1

m
Ainsi, on a f = E jou f; = x;f. On écrit :

Et pour tout g dans G, Lg 4N Suppfj = {t;} ou 0. 11 suffit alors d’appliquer le théoreme 2.2.7

a chaque f; et de re-sommer le tout :

Y Y =Y %

gGG ]:1 VGFE,g,tj toeﬁred 7C2E7 gGG t.q.
M(g) Pty (2)=2 VzE€y

ce qui acheve la preuve du théoreme . |

Remarques :
— Contrairement au terme de Weyl, des éléments de G différents de 1'identité interviennent
des le premier terme dans I'asymptotique de G, (h).

— L’hypothese (H.4) est déja adoptée pour le cadre sans symétrie (G = {Id}) dans [CRR].

e Asymptotique théorique sous condition de flot G-propre :

Le théoréme 2.2.12 s’étend a une condition plus générale que (H.4), mais nous n’avons pas
calculé les premiers termes de ’asymptotique :
|- T, T[xZp — R

Soient g € G et ¥, :=
s gE e T {(t,sz(g)@t(z)—z

Définition 2.2.13 On dit que le flot est g-propre sur | — T, T[xXg si zéro est une valeur fai-

blement réguliere de W, i.e. :
- 1119_1({0}) =: Cp1,4 est une union finie de sous-variétés de R x R??.

- V(t,2) €Crry, T4 CETg=kerdy )V,

On dit que le flot est G-propre sur | — T, T[xX g s’il est g-propre pour tout g dans G.
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Pour I’étude de G, (h) avec une fonction f telle que le support de f est quelconque dans
| = T, T, cette notion est la condition nécessaire et suffisante pour appliquer le théoreme de la

phase stationnaire généralisé dans la preuve que nous allons donner.

Théoréme 2.2.14 On fait les hypothéses (H.0) , (H.1) , (H.2) et (H.8) et on suppose
que le flot est G-propre sur | — T, T[xXg. Soit :

Cerg:={(tz2) €] -T,T[xEg : M(9)P¢(2) = z}.

Alors on a une asymptotique compléte de Gy (h |G| Z x(g en puissances de h

geG
avec des termes oscillants. Si [Cp 1 4| désigne lensemble des composantes connexes de Cg 4

alors la quantité fg PsGsds est constante sur chaque élément Y de [Cg 1 4], notée Sy,q, et on

a asymptotique :

27
Y€[Cp,1,g] Ji>1

—dim [3 E
L) = Y (2xh)~ 5 Y i, VB /f o(t, 2)doy (t,2) + > Bajy | +O(h*>

ou la densité dy(t, z) est définie par :

1 (e gt 2)) A4 iB—i -
dy(t,z) = det+2< g i”(t,z)y det+2< +1i 22(C+z )>.

ou ppg et A, B,C, D sont donnés dans la preuve de ce théoréme (cf lemme 2.3.8 et (2.70)).

Ce théoreme est prouvé au chapitre 2.3, plus précisément au paragraphe 2.3.2.
Cette asymptotique, faisant intervenir une somme sur les composantes connexes de C ET,g> €st
semblable & celles sans symétries obtenues dans les articles de T. Paul et A. Uribe (cf [P-U] et
[P-U2]) ou la these de S. Dozias (cf [Do])). Sous ’hypothese (H.4), les orbites périodiques de
Y g sont isolées dans X et la condition de flot G-propre est vérifiée : les composantes connexes
de Cg1,g sont {0} x (XpNFy) (g € G) et les {tg} x v oll v est une orbite périodique g-invariante
de X et tg est une g-période de v dans | — T, T'[.

e Formule de Gutzwiller dans 1’espace réduit :

Introduisons une hypothese supplémentaire :

Idga est 'unique élément de G a avoir un point fixe sur Xg. (H.5)

Cela signifie que I'on suppose que G agit librement sur X g. Dans ce cas-1a, on sait que 'espace

quotient X g /G (espace reduit), hérite d’une unique structure de variété lisse qui rende lisse la
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projection :

m:Yp —» 2g/G. (2.54)

Il est alors bien connu que le systeme dynamique induit par H sur X g passe au quotient en un

systeme dynamique sur X /G : la relation
X(7(2)) :==d,m(JVH(z)) (2.55)

définit I'unique champ de vecteur lisse X sur la variété Yp/G tel que, si 'on note P le flot
associé a X, on ait :

VzeXp, VEeR, Id(n(z)) = m(Ps(2)). (2.56)

Nb : X n’est pas forcément un champ de vecteur hamiltonien, la variété Xp/G n’étant, en

général, pas symplectique.

Lemme 2.2.15 Si 7 est une orbite périodique de X dans Xp/G de période T%", alors :
— Pour toute y orbite périodique de X telle que m(y) =7, gy € G tel que :
Vz €y, M(gy)®rz(2) = 2.
— Siy1 et o sont des orbites périodiques de X telles que m(vy1) = m(y2) =7, alors g, et

G, SONt conjugués dans G, de sorte que, si X € G’, on note :

X(97) | = x(971) = X(92)- (2.57)

La preuve de ce lemme est claire.

On en déduit alors le corollaire suivant de théoréme 2.2.12 :

Corollaire 2.2.16 Formule de Gutzwiller dans l’espace réduit :
Sous les hypothéses du théoréme 2.2.12, on suppose de plus que (H.5) est vérifiée et que

W(E) = 1. Alors on a l'asymptotique suivante lorsque h — 0T :

*
~ —_— i S =
Gy (h) = dy > Y f(nT)x(gh)en™ !
5 orbite n € Z* t.q.
périodique de g /G nTW* S Suppf
T
ot Sy = [, 7 psGsds, Py est Uapplication de Poincaré de dans ¥g/G, et o5,y est un indice

de Maslov de 7.

Ce résultat corrobore les travaux des physiciens B. Lauritzen, J.M. Robbins et N.D.
Whelan (voir [R], [L] et [L-W]) sur le sujet.
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Preuve du corollaire : Selon le théoreme 2.2.12, on a donc, sous 'hypothese (H.5) :

G%S’Y(tO)T;ei%a’A{ (gfr('y) (t0)7t0)

—Id)|:

gx<h>:|%’<| S i)Y X @)

to Eﬁred ’YCEE I7T(’Y) périodique

avec tg pour période

+O(h).
2| det (M (g)dP.

Y97 (v) (t0)7t0
ot g, (to) = gn(y)(to) est I'unique élément de G tel que M (g (to)) Py, (2) = z pour tout z dans .
(méme chose que pour le lemme 2.2.15 : x(gy(to)) ne dépend que de 7(7y) et ty). Remarquons
que G agit naturellement sur I’ensemble des orbites périodiques de X g. On note donc, pour y

orbite périodique de X :
Stab(y) == {9 € G: M(g9)y =~}

Stab(7y) est un sous-groupe de G. On a alors le lemme suivant, qui s’illustre par exemple sur le

portrait de phase d’un hamiltonien du type ”double puits” (cf figure 2.2 ) :

Lemme 2.2.17 Si~ est une orbite de X telle que 7w(vy) soit périodique, alors
Stab(y) =< g, >, v est périodique, et T;(ﬂ/) = \StaTg(v)I'

Preuve du lemme : Bien sir, on a < gy >C Stab(y). Si gy = v et si z € 7, alors, il existe
t; dans R tel que M(g)z = @, (2), donc m(z) = &y, (n(2)), donc t; = KTZ ) (ou k € Z). Ainsi,
M(g)z = (I)kT;(v)(z) = M(g;k)z, done, selon (H.5), g = g;k. Nous avons donc prouvé que

Stab(y) =< gy >.

Notons w(gy) 'ordre de gy dans G (w(g,) = |Stab(y)|). Si z € 7, on a @T; (m(2)) = 7(2),
d’ott k € N tel que Ty = kT:(w)' Puis, z = @kT;(W)(z) = g;kz, done, selon (H.5), g;k = Id et
ainsi @(g,) | k. Par ailleurs, @, )7

()
@(gy) = kko. Donc k | @w(gy), donc k = w(gy) et T = w(gV)T;‘(V) [

(z) = z, d’ou kg € N* tel que w(gw)T:(ﬂ/) = koT7, i.e.

De par 'action de G sur I'ensemble des orbites périodiques de g, on a, pour + telle orbite :
|G|/[Stab(y)| = Nr(y) := nombre d’orbites d’image () par 7 .

Ainsi, on a :

e%s"/(to)eZgU’Y(g7t0)

; s Tnt)
Gy(h) =dy Y [lto) > X(9x() (t0)) r +O(h).
t0€ELred YCEg:m(y) périodique NW(V) 271-‘ det(dp%gmto - Id)‘ 2
avec tg pour période
(2.58)

Le lemme suivant montre que les quantités intervenant dans la somme précédente ne dépendent

que de 7(y) :
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Lemme 2.2.18 S, (to) ne dépend que de () et de to. Par ailleurs, sous l’hypothése (H.5),
88 Pr(y),x(2) (to) désigne Uapplication de Poincaré de w(7y) dans g /G au point 7(z) au temps
to, on a :

det(M(g)d. Py g, 1o — Id) = det(dr(2) Pr(y),n(z)(to) — Id). (2.59)

Preuve du lemme : cf infra.

Ainsi, si P,q désigne 'ensemble des orbites périodiques de X dans ¥ /G ayant une période

dans Supp f on obtient :

o t85(t0) i Eo(to)

Geeh)y =dy Y flto) Y x(o5(t0)T5

v 1
W T 2| det(dPy(to) — Id)|?

+ O(h). (2.60)
Enfin, remarquons que, si tg = nT%k alors, selon (%) dans la preuve du lemme 2.2.6, nous avons :

to =l (k+1)T
Sy(to) = / psdsds = / Psdsds = nS, (TZ).
0 k=0 /FT5

Vu que dPy(to) = (dP5(1%))", et que x(g5(to)) = x(g7), on obtient alors la formule énoncée

dans le corollaire.

Reste a prouver le lemme 2.2.18 : le fait que S, (o) ne dépende que de 7(7y) et ¢y est laissé
a titre d’exercice (voir aussi le lemme 3.6.6). Pour Iapplication de Poincaré, dérivons 'identité

suivante en z € X :
T(M(g)®yy(2)) = Dro(m(2)).
On obtient I'égalité suivante sur X g :

dm o M(9)F(to) = Fr(z)(to) © .,

ol Fﬂ(z) (to) est la différentielle de o — ®;,(x) au point 7(z). Par ailleurs, le groupe agissant
librement sur g, ™ est une submersion, et par le jeu des dimensions, ¢’est donc une immersion,

ce qui acheve la preuve du lemme et celle du corollaire. |

Remarque technique :

Une condition usuelle pour que ¥ p/G hérite d’une structure naturelle de variété lisse serait
de supposer que les stabilisateurs sont conjugués dans G sur Xy (cf [K]). C’est d’ailleurs

I’hypothese que nous ferons dans le chapitre 3 qui concerne les groupes de Lie. Cependant, pour
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une action linéaire comme la notre, dans le cas d’un groupe fini, cela revient a supposer que ces
stabilisateurs sont égaux a {Idpa} :

En effet, si les stabilisateurs sont différents de {Idpa}, si z € Xg et M(g) € Stab(z),
alors z € ker(M(g) — Idge2a). Donc ¥ C ggjdker(M(g) — Idg24). Or, on voit facilement que,

si g # Idpa, alors dimker(M(g) — Idgea) = 2dim(ker(g — Idga) < 2d — 2. Ainsi, une telle union

finie!) ne peut contenir une hypersurface de R%¢ telle 5.
y

Les sections suivantes sont consacrées a la preuve des théoremes 2.2.5 et 2.2.7.

2.3 Preuve des théoremes de la section précédente

Jusqu’au paragraphe 2.3.2; on travaille & g fixé d’ordre fini dans O(d). On pourra donc
suposer que g est dans un groupe fini noté G. On désire prouver les théorémes 2.2.5 et 2.2.7. On
n’utilisera pas (H.3) avant le paragraphe 2.3.2 .

2.3.1 Réduction a un probleme de phase stationnaire via les états cohérents

On cherche ’'asymptotique lorsque h — 0 de :

Iy(h) = Tr (w(H) (252N (g) )

Via la transformée de Fourier, on écrit :

E-H_ 1 g
f( N ) = %/ReZTf(t).Uh(t)dt,

ou l'on fait apparaitre le h—groupe unitaire quantique :

H

e+

Up(t) := et

1

T on

I,(h) /R ' f(0) T (w(EU(0)1(9) ) di. (2.61)

On va utiliser ici une formule de trace pour les opérateurs sur L?(R?) faisant intervenir les états
cohérents (voir Appendice 4.2.3 pour la preuve). Si A est un opérateur & trace sur L%(R?) 6,

alors :
T(A) = (2n0) 0 [ < Agaipa > paqa) do

2d
Ra

Donc, par cyclicité de la trace : Tr <¢(ﬁ)Uh(t)M(g)) =

Tr (M (g (H)U(1)) = (2mh) ™ / < M(9)Y(H)Un()%0; 9o > r2me) da.

R2d

Le produit scalaire sur L?(R%) sera ici pris antilinéaire de second membre
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Finalement,
£ A
Iy(h) 2 d+1//RQd L f (). mp(o, t, g)dadt. (2.62)
ol
ma(a,t, 9) =< Up(t)pa; V(H)@g-10 > 12 - (2.63)

Voici une proposition qui va permettre d’éviter de se préoccuper des problemes d’intégrabilité

en « ¢

Proposition 2.3.1 Il existe un compact K dans R*? tel que, si

mn(a,t,9) =< Up(t)pa; V(H)@g-10 > 124 -

Alors
[ Imn(atg)lda = O(").
RQd\K

uniformément en g € O(d) et ent € R.

Ainsi, quitte & prendre K plus grand, on peut supposer que g C K, et on introduit alors

X2 € C°(R2) | telle que x2(a) = 1, Ya € K, de sorte qu'en écrivant 1 = x2 + (1 — x2), on
obtient :

1) = s [ [ 3o 0. o gt +007). (26

Preuve de la proposition : Soit g € G.
Soit ¢1 = ﬂ

2
2|’

Selon (H.1), et suivant le calcul fonctionnel h-pseudodifférentiel, (voir [Ro] pp.150-151) on peut

< 2 |:H1/}l )Pa ; + H%(ﬁ)@g—la

mafest, ) < [enEeal| - o1 ey o]

écrire pour tout N dans N :
(H) = Anp+hV LRy (R).
avec > Aynn(z Z hkak ou Supp(ay) C H_l(]E —0E,E 4+ dE)).
> Sup Ry (1)ly < O
0<h<1
Donc

2
‘L =< ¢( )Sog—la;sog—la >r2

“¢1(H)¢g—la
=< AN hPg—1las Pg—la = +hN+1 < RN—H(h)QDg—la; Pg=la L2 -
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e Ecrivons la décomposition polaire de opérateur Ry1(h) : il existe un opérateur borné U (h) de
norme ||.||z(z2) inférieure a 1, tel que Ry41(h) = A5(h)A1(h) avec A5(h) = U(h)|RN+1(h)\% et
Ai(h) = \RN+1(h)|%. Nous avons donc, en applicant plusieur fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
/ | < Bnt1(h)pg-14:Pg-10 >12 |da =/ | < Bn+1(h)@aipa >r2 |da.
R2d R2d
< [ 1@ ealie [ As(r)gal o do
R2d

< f A1 (B)@all22 da)3 ( / [As(h)pa 22 da)?.

R R4
27R)% | A1 (R) | g |1 A2(R)|| g (cf Appendice 4.2.3).

2
< )| |Rya®E|| = a0 Ry )z, = O().

uniformément en t € R, g € G.

e Notons W, _, ., _,, lah-transformée de Wigner de (Pg=10sPg-1a)- On a (cf Appendice 4.2.2) :
< ApPg10iPg1a >12= (27rh)_d Wo 1 o1 (2)ag(z)dz.

Or un rapide calcul montre que (cf lemme 2.1.5) :

2

_lz=g~"q]
W‘Pg—laysog—la(z) = 2d'e h
Ainsi, si H-Y(|JE — §E,E + 0E[) C B(0,R — 1), alors :
- _d _lz=g"'al?
| < ApPg—1q5Pg—1a > 12 ‘ < (ﬂ-h) HakHoo € g dz.
|2|<R-1

Pour conclure, il suffit d’utiliser le lemme :

Lemme 2.3.2 [] existe C' > 0,¢ > 0 tels que :

_lz=g~'al? _c
e h dzdoa < C.e™n.
le|>R J|z|<R-1

En effet, si |2| < R—1et || > R, alors |z —a| > 1, donc, pour 0 < h <1:

_lz=al? 1 _lz—a? 1 _la?
/ / e n dzda<e 2h./ / e 2n dzda<e 2h.CR./ e 2 do.
la|>R J|z|<R—-1 [a|>R J|z|<R—-1 R2d

Bien stir, C' ne dépend ni de t ni de g, et ceci achéve la preuve en prenant K := B(0, R). |

Finalement, on dispose de R > 1 tel que ¥p C B(0,R — 1), x2 = 1 sur B(0O,R—1) et
Suppyxa2 C B(0, R). On peut ensuite décrire zp(ﬁ ) via le calcul fonctionnel de [He-Ro 1] :

N
Y(H) =" hFopy(ap) + WL Ry (h). (2.65)
k=0
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ott Supp(axr) C H™Y(JE — 6E,E + 0E[), ag(z) = ¢¥(H(2)) et les ay sont décrits en (2.2), ou plus
précisément dans I'article fondateur [He-Ro 1]. Enfin Sup [[Ry11(h)|Ty < C.h
0<h<1

Ainsi, on obtient :

0
= > W Ij(h) + O(h~ pNot), (2.66)
On est donc ramené a donner une asymptotique complete a jo fixé dans N de :

I70(h) // TE £)mi° (v, t, g)dadt,
9 27T (27)d+1 R2d h I

avec
my (e, t, 9) =< Un(t)pa; Opp (ajo)Pg-10 >r2(Rd) -

Pour étudier le comportement de Op}'(aj,)@,-14, on va utiliser le fait général suivant :

Proposition 2.3.3 Effet d’un pseudo sur un état cohérent :

Soit a(.) un symbole de Weyl dont toutes les différentielles partielles sont bornées sur R?,
Alors, 35(d) >0, VN € N, 3Cy y > 0, Yo € R

k a(a N1
Opp(a)pa — Y h2 #.xyw < Cyn-h 2.
F=0  yeN =k

ou

= T (@) AnOpY (27)ho.

(en anglais : "squeezed state” -état compressé-)

Preuve de la proposition :

On utilise les formules de I’Appendice 4.2.2. Selon (4.18),

Opj, (a)pa = Opy (a)Tn(a)tpo = Tn(e)Opy (ala + 2))to.

Puis on écrit la formule de Taylor entre « et z + a pour a(z + «) pour obtenir :

N
o@en=Y > AT om0

k=0 yeN24, |y|=k

1
+/ CEDAEDY N (@)Op (Y0 altz + @)t
0 Nar e

On obtient les termes du développement en remarquant que, selon (4.19) :

W Il w 7
Op¥ (7)o = h'2 Ay Op (27 )y
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Pour lestimation du reste, on écrit, selon (4.19) :

jied}

Op (270 altz + a))po = h'=z AOpY (278 a(tVhz + a))ido.
Puis il reste a utiliser ’estimation de Calderon-Vaillancourt pour un symbole de Weyl b :

F(d) €N, [Op{ () cquauy < Ca sp, lo%]|
<
dont on peut trouver une preuve par exemple dans [Ro] Théoreme (II-36) p.84 ou [HO III]
Theorem 18.6.3 p.164. |

Soit N € N. On a donc, selon (2.62), (2.63), et la proposition précédente , quand h — 07 :

2N

. h_ _E
I (h) = 27r)d+1 Z Z ’)/' / /RQd nf(t)x2(a)d7ag, (g™ 'a) < Up(t)pa; © vg-ta >L2(rd) dodt

k=0  |y|=k

+h 50 ( / / |dadt> (2.67)
RQd

car [|Un(t)eall p2ray = 1-

On est ainsi ramené & I'étude de < Up(t)pa; Uy g-14 > r2(Rd)-

Pour Up(t)pq, on va utiliser un résultat di & M. Combescure et D. Robert sur la propagation
semi-classique des états cohérents. On peut en trouver une preuve dans [CR], ou une version
remaniée dans [Rol]. Le principe consiste a calculer la propagation des états cohérents pour
des hamiltoniens quadratiques dépendant du temps, puis de s’y ramener pour les hamiltoniens
généraux via un développement de Taylor, en utilisant la formule de Duhamel. Remarquons
que ce résultat est obtenu sous des hypotheses plus faibles -voir (2.71)- que ’hypothese (H.0)
nécessaire pour obtenir un calcul fonctionnel du type Helffer-Robert (transformée de Mellin) ou
Helffer-Sjostrand (fonctions presque-analytiques), dont les preuves sont fondées sur l’existence
d’une parametrix.

Pour z = (q,p), 2zt = (¢, pt) := P4(2), on introduit les notations :
t
S(t, z) == / (ps-gs — H(zs))ds (2.68)
0

5(t,z) == S(t,z) — w. (2.69)

On rappelle que Fy,(t) = 0,P:(a) € Sp(d,R). Notons :

Fo(t) = ( A B ) ot A,B,C,D e My(R). (2.70)
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Théoréeme 2.3.4 Propagation semi-classique de états cohérents :

Soit T > 0. Soit H : R?* — R un hamiltonien lisse vérifiant pour tout o € N2 :
|0“H(2)| < Cp <z >™Me, ot mgq > 0. (2.71)

Soit o € R? tel que la solution de condition initiale o du systéme z; = JV H (z;) soir définie
pour t €] —T,T[. On note Uy(t) := e~ e propagateur quantique.
Alors, VM € N, 3Cy7(a) > 0, indépendant de h et de t €] — T, T tels que :
- 9(t,a) M j i M+1
Un(t)pa — €1 Tn(a)Ay | Y h2.bj(t o) (x).e2<Mome> < Cyrla).h 2.

j=0 12 (Rd)

ot - (C +4iD)(A+iB)™L, pour tout t €] — T, T, bj(t,a) : R — C est un polynome
indépendant de h, de degré inférieur a 3j, ayant la méme parité que 7, et dépendant de
fagon C* de (t,«). En particulier, by(t,a)(x) = W_Z(det(A +iB)). 2

Par ailleurs, si les solutions du systeme hamiltonien classique sont deﬁm’es sur | —T,T]
pour des conditions initiales o dans un compact K, alors a — Cyr () est majorée sur K

par C~’M7T,K indépendante de o € K.

Nb : F,(t) étant symplectique, A + iB est inversible (cf [Fo])

On voit donc apparaitre ici de nombreuses quantités liées au systéme dynamique classique!

Justification de ’énoncé :

Reprenons I'énoncé original de I'article [CRR]. On a, avec les mémes notations, pour N € N* :

7:(S(t,oz) E—j w ~ N
Un(t)pa — €7 Tnla) Mnp(Fo(t)) [ T+ D h29pfi(w, Dy,t) | o < Cnyr(a). b
(kJ)EIN L2(Rd)

ot Iy = {(k,j) e NxN:1<j<2N—-1,k>3j,1 <k—2j < 2N} et u:Sp(d,R) — L(L*(R?)),
est & valeur dans I’ensemble des opérateurs unitaires sur L? (]Rd). C’est la représentation métaplectique
(voir (1.3)), qui vérifie pour A € Sp(d,R), et H symbole de Wey] :

Opp (H o A) = 1(A)*Opy, (H)pu(A), (2.72)

_1
(1W(Fo(t))o(z) = 71 det(A + iB), 2 ez <Moza>,

(voir aussi [Rol] énoncés (12) et (13)). On re-somme en posant m = k — 2j, pour obtenir :

2N— m
ié(t,oc) ﬂ 7
Uh(t)SOa —e" T (O%)Ah:u Z 2 Z m+2]] € D:mt) Yo < CN,T(CV)- hN-
m=t =t L?(R9)
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On en déduit by(t, a).
m
On pose alors B, (t, «) := pr’nﬂj,j(:r,Dx,t), et on note by, (t,®) : R24 — C le polynome
j=1

tel que By, (t, @)ty = b (t, a).1)g. Selon [CRR], on a by, Z Qm+2j,; avec d’ (Qp ;) < k et
7j=1
Qk,;j est un polynome de méme parité que k. Ainsi, pour ¢t €] -7, T bon (£ , ) est un polynome de

méme parité que m et de degré inférieur & 3m. Enfin, si u € S(RY), by, (t, ). = OpY (b, (t, @) )u,

donc, selon (2.72), on a :
(Fa(£)bn (£, @) = OpY (bt @) ("D =" BE)| (Falt)).

Soit by, (¢, ) le polynome tel que Op (b (£, a)[! Da —t BE))tho(x) = by (t, a)(z).c2<Mom=> Op
a alors le résultat annoncé (quitte & modifier les b, par une constante multiplicative).

Pour obtenir la parité des b,,(t,a), remarquons que, si ¥ désigne l'opérateur de parité
Yu(x) := u(—=x), alors, si a est un symbole de Weyl pair ou impair sur R??, on a formelle-

ment (cf par exemple (1.5)) :

OpY(a)X = (—1)* X Op{'(a), ou e =1 si a est impair et € = 2 si a est pair. (2.73)
Ainsi, si z € R, on a :
bin(t, @) (—w)e2 <Mo%7> = SOPY (b (1, @) D =* BE)er=Mom> = (—1)" by (8, @) (w)e2 <Mo7>

et on obtient bien b, (t, a)(—z) = (—=1)"by,(t, @) (z). [

Dans (2.67), pour chaque k, on développe < Ux(t)@a; ¥, 41, > (0l |7] = k) jusqu’a atteindre
hN=4 en utilisant le théoreme 2.3.4 avec M = M (k) = 2N —k :

.5(t,a) j .Myz.x
CUND)pa; Uygoin >=€ 1 Y b3 < Tp(an)Apbj(t,a)e” 2 0, 41 > +O(R 2 ),
§=0

le O(.) étant universel en t € [-T,T], g € O(d), et « € B(0,R), car ||¥
Hoqu('zﬂ’)i/;o‘

“/79*1aHL2(Rd) -

: qui est indépendant de h et t. Selon (2.67), on a donc :

L2(R4

0(t,o)
Z ’Y'/ RQdf X2 )87(1]0(9 1@)6 et h Tj,w(a,t,g,h)dadt
Iv|=Fk

h_ 2N 2N— E
0= o> 3 H
k=0 j=0

+O(h 5. (2.74)
ou
]\loz x

Tjq(a,t, g, h) =< Tp(ar) Apbj(t, ) (z).€" s Th(g™ @) AROPY (7)o > 2(ay -
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Lemme 2.3.5
i8(t.0) h y—q y—g'q i
ﬂ 20(t, — Q¢ —
er.e r T, :—/ b; . .exp(=Pr(t,a,y,9g))dy. 2.75
Jy 77% R ]( N )Qv( NG ) P(h E( Y, 9))dy ( )

ot Q~ est un polynome ne dépendant que de -y tel que Qw(m)z/;o(a;) = Op¥ (2" ) (x), et
@E(ta a, Yy, g) =

S(eyt)+qp+y—a)pe+3 <M(y—a);y—a >+ily—9g 'q>—yg 'p+Et . (2.76)

Preuve du lemme_:

D’apres les formules sur les états cohérents (cf Appendice 4.2.2),

lOé—Oét

Vh

e ﬁ<JM(g_1)o¢;at> g—lq

T, = / b;(2).Q- ( 2 )
Y ﬁ% Rl ]( ) \/— \/—

Myx.x 1
ex 7 .ex — =
p 2 Pl 73

2 -1 -1
)'eXp (Z.(pt 9Py Y q)>
On pose y = Vhx + g;.

Vh oh  2vh
—d
s h 2 Y — q y—9g g 1 _
Y, = A<Ml 1>a,at>_/ b<—> <7 exp (——|y— g'q2 )
iy ) LA Q~ Th p Qh\y 9 4|

exp <iM0(y Ol qt)) .exp (%(pt - g‘lp)y> -exp [—i(pt —g7'p) (@ + g‘lq)} dy.

1\/1013 x

Y],y = e 2h<‘]M(g l)a;at>. < b](fl,‘) 7-1( )Q’Y"L/;o >L2(Rd) 7

2h 2h
Or < JM (g Y, >= g 'p.qs — g Lq.ps

et (pr — g7 'p) (@ +9719) = @pt —ap — (97 'p-at — g Lq.pr).
D’ou le résultat. |

Finalement, d’apres (2.75) et (2.74), pour tout N dans N, on a :

3d 2N 2N—k

. h™ =2 1
o) =———23 > ) Kgyi(h) + O™ N T2), (2.77)
@m)Hrt 15 =0 Iy|=k
avec :
B s Pajolg7e) i y—a ko Y—g g
7 n(taey.9) 202 hab; h2.Qy(——=)dydad
Kanott)i= [ [ [ e a(a)-f(t). T2 O A S
(2.78)

<, > L2(rd) est supposé ici antilinéaire du second membre
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Remarquons que, selon (2.73), Q. est un polynome en z € R%, de degré inférieur a || et de

méme parité que |y|. Donc, si pour 2 € R? on écrit :

= 3 kst et bit,a)(@) = Y et a)

<l lv|<3j

(les ¢, étant C*° en t, ), on a :

& —g! B 71—l
W Q) = Y Ry gt (2.79)
Vh
Il <Y
1 Yy—aq L, i=1vl
h3.bj( )= > o)y —aq)h 2 (2.80)
\/E lv|<3j

Par ailleurs, ,, = 0 lorsque |u| n’est pas de la méme parité que |y|. Ainsi, dans I'écriture (2.79),

P st une puissance ENTIERE de A inférieure a |y|.

Le méme phénomene se produit pour b;, avec des entiers relatifs. On a alors :

(2h)~ jod 2N 2Nk X
j ; —dp N+1
) = CTR SN S S S Ly g (B) + O(h RN 3),
2m k=0 G=0 |yi=k v|<8j lul<h "
(2.81)
ou
x2(Q)-F(£).07az, (g7 ey (ta) [ en®EE0vD (y— g7 ) (y — qp)  dydadt
Vu%J R2d 2( Jo 2] iy t
Y
(2.82)
e Enfin, on va calculer I'intégrale en vy :
Pour cela, on sort de la phase les éléments ne faisant pas intervenir y et on pose = := y\;%t.
lvi+d
Ly iy i / /2d x2().f(t).07aj, (g a)e, (t, a)e #S(at)+ap+Bi 5
R
/ o (Vha + q — g~ Lq)FentViept s <Moza>tsWVheta—g~ o= (Vha+a)s™ 8l g gt
R4
On regroupe les termes dans la phase de telle sorte que :
lvl+d H—d
Bl / /zd X2(@). f(£).07ajy (g7 @)y, (t, @) el S+ B sla—g ™l —ag =l 5
R

/ e a<ATa> By (/o 4 g dzdadt.
Rd

otta:=q —g g A:= (I —iMp) et B:=[i(ps — g 'p) — (¢t — g 'q)]/V.

On utilise alors la formule du binoéme et le lemme suivant :
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Lemme 2.3.6 Soient A € My(C) telle que ‘A= A, et RA >>0
B eC? et e N,

Alors A est inversible et
/ e 2<Axw>+,3m O‘daj—(27r)2det 2( 62<A 1ﬁ,3>z lﬁ 77P )
R4 n<a

1
ou Py(A) ne dépend pas de 3 et Py(A) = 1 (pour la définition de det,*, voir lappendice

sur la phase stationnaire).

Prewve du lemme : pour a = 0, c’est le calcul d’un gaussienne (voir [Ho] ch.3.4 p.84-85, et

Theorem 7.6.1 p.206), et on s’y rameéne via la ruse suivante : si
o) = [ e e,
]Rd

alors,
1) i= [ gy,
Rd

_1 _
Notre intégrale est donc 921(0) avec I(a) = (27r)%.det+2 (A).e%<A H(Bta),(B+a)> [ |

Pour appliquer ce dernier lemme, il faut faire les vérifications nécessaires sur A = I — iM

ou, avec les notations symplectiques précédentes,

My = (C +iD)(A+iB)™!

Lemme 2.3.7 VX € RY, S(X.MoX) = [(A+iB) ' X|2,.

Preuve du lemme_ :

A et B étant réelles A — iB = A + iB est inversible.

EX.MyX =< (A—iB) Y (A —iB)('\C +i'D)X;(A+iB)"'X >pa .

Or (A—iB)(!*C+i'D) = (A'C+ B'D)+ily, car, F,(t) étant symplectique, on a A'D — B!'C = I,
(cf [Fo] p.171).

X MyX =i < (A—iB) ' X; (A+iB) ' X >pa + < (A—iB) 1 (A'C+B'D)X; (A+iB) ' X >pa
'X.MoX =i|(A+iB) ' X|2u+ < [(A—iB)("A+4'B)] ' (A'C + B'D)X; X >pa
Toujours en utilisant le fait que F,(t) est symplectique, on a A'B = B'A et donc :

(A—iB)(*A+i'B)= A'A+ B'B
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ce qui acheve la preuve du lemme. |

Ainsi, on sait déja que tMy = My, et on a bien A >> 0 car, si X € R, alors :
R< AX, X >= | X[+ |(A+iB)"' X%
D’ou

- 3 ()

n<po<n+v

NlQ..

//de xa(a ).(07aj) (g a)ey j(t, @) x

7 it
eXP(ESOE(ta a,9))(a — g a) T — iMo) " (i(pe — g~ 'p) — (ar — g~ @)]"det 2 (I — iMo)Po (I — iMo)daudt.

(2.83)
ou .
1 _ _
ep(t o g) = S(at) +ap+ Bt + la — g7 'al* —ag™'p
1 ) 1. _ _ ) _ _
—5 < (I —iMp) Yilpe — g7 'p) — (@ — 9 '), it — 97 'p) — (&t — g 'q)] > . (2.84)
Lemme 2.3.8 On a pp = p1 +ip2, ot :

1 . 1 [t , .

e1(t,a,9) :=(E — H(a))t + §M(g JaJa — 3/, (as — M(g™ " )a)Jésds (2.85)
1 . _ _

pa(t, v, g) i= 1< (I = We)(ow — M(g~ )i (o — M (g~ )a) > (2.86)

- Wy —iW,
ou Wy := ! ) avec T(I+Wy) := (I —iMpy)~'. Par ailleurs, on a :
—iWy =Wy

[Will ey < 1.

Preuve du lemme_ :

Avec les notations introduites, on a :

_ 1 { _
op =S )+ Bt +ap—ag'p = (@ =9 ' a)(p =g ')+ llow = M(g™Hal*~ < Wi, 3 >]
ot #:= (¢ — g q) —i(p; — g~ 'p). Par ailleurs, on montre aisément que :

< Wila, b); (a,b) >gza=< Wi(a — ib); (a — ib) >pa .

De sorte que nous avons ¢r = @1 + ip2 avec w9 comme voulue et :

e1(t,a,9)= S(a,t) + Bt +gp— qeg~'p — (@t — 97 0) (e — 97 'p).
= S(a,t) + Bt — 3(qe — 97 '¢)(pe + g~ ).
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Un calcul simple montre que :

_% /0 (s — M (g7 1)) Jads = S(a,t) + tH(a) — %M(g_l)aja _ %(Qt )+ g ).

Donc, o1 est bien de la forme désirée. Puis, comme dans [Fo], on introduit le demi-plan de
Siegel :
Y4 = {A € Md((C) A= A, SA >> 0}

Lemme 2.3.9 Si Z € 4, alors ||(I —iZ) ' (I+iZ <1

Mz

(voir [Fo] pp.202, 203). On prend ici Z = My € ¥4 (selon le lemme 2.3.7) et on a :
(I —iMo) NI +iMy) = (I —iMy) (21 + (iMy —I)) =2(I —iMy)~' — I =W,.

Donc ||[Wy| cedy < L. Ceci acheve la preuve du lemme. |

On voit que l'on a affaire a un probleme de phase stationnaire dont la résolution utilise le
théoréeme qui va suivre. On renvoie a 'appendice 4.3 pour une description plus détaillée de ce
théoreme. Notons toutefois que la phase est complexe et I’ensemble critique est une sous-variété
de R™.

Les termes en F (z)" Fy(x)” assurent le fait que 'asymptotique en puissances de h est décalée,
et ceci provient de la forme générale des coefficients L;(a, f). Ce décalage est ici indispensable :
il compense le fait que, dans la somme (2.81), les termes en h%M peuvent a priori donner des

puissances négatives de h. Ces termes-la sont en fait nuls. En effet, on a ici :
Fi(e)—q—g'q, pe—p—v

Fy(x) — (I —iMo) *(i(pr — g ) — (s — g %q)), vV o.

Si les hypotheses du théoreme de la phase stationnaire sont bien vérifiée, selon (2.83), 'asymp-

lyl+|ul
+ 2

. . d N
totique en puissances de h de L, , j(h) commence en h?2 .h¢, ol ¢ est une constante

positive.
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Théoréme 2.3.10 (Phase stationnaire avec phase complexe et variété critique)

Soit f une fonction C*° complexe définie sur un ouvert O de R".
Soit a une fonction C>° complexe a support compact dans O.
Soient Fy et Fy des fonctions de C°(R™,R™), p et v dans N™. On pose :

M:={zxeO:Vfx)=0 et Im(f(xz)) =0}

et on suppose :
1. Im(f) > 0 sur O.
2. M est une sous-variété connexe de dimension p de R™.
3. Pour tout x dans M, la restriction de f"(z) o NyM = (TyM)* est une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée sur NyM X NyM.
4. F1 et Fy sont nulles sur M.
Alors :

e f est constante sur M.

e VN €N, JC = C, ¢~ tel que pour tout h >0 :

/ e%f@)a(m)Fl(x)qu(x)de—(zwh)%ei“i‘” Li(a, f)i| < C.R"3"+N+1,
O

el vl < j< N

ou g est quelconque dans M, les Li(a, f) sont des coefficients complexes, et en particulier,

stv=pu=0:

Lo(a, f) = /M det? <f (e )Z‘Nw >.a(m)daM(x).

ot do g est la mesure de Lebesque sur la sous-variété M.

Remarque : jusqu’ici, nous n’avons pas utilisé 'hypothese (H.3). Cependant dans la suite

de la preuve, il n’est pas evident que ’on puisse s’en passer. Nous allons donc nous en servir, en

particulier pour pouvoir utiliser (plusieurs fois) les relations (2.30) et (2.31).

Dans la décomposition de 1/1(?[ ) en une série d’opérateurs h-pseudodifférentiels (cf (2.65),

(2.2)), les a; ne sont pas forcément G-invariants (hormis ag). Cependant, pour vérifier les hy-

potheses du théoreme de la phase stationnaire, nous n’utilisons des a; que le fait qu’ils soient a

support compact dans H}(|E — §E, E + JEJ).
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2.3.2 Analyse du probleme de phase stationnaire : notion de flot g-propre

e Calcul de I’ensemble critique Cg 74

Soit = {a:=(t,2) € — T, T[xR* : (¢ 4(a)) = 0, Viapry(a) = 0}.

Proposition 2.3.11 L’ensemble critique est :

Crrg={(t,2) €] —T,T[xR* : 2 € X, M(g)®(2) = z}. (2.87)

Preuve de la proposition :

Spe(t, z,9) = Rea(t, z,9) = i\zt — M(g7 Yz - %?R < ﬁ\/t(zt — Mg Ha)iz — Mg )z > .
Spp(t2,9) =0 <= |2 — M(g7")2]> = R < Wiz — M(g7")2);2 — M(g~ )z >caa
Or i < ﬁ\é(zt — M(gY2); 2t — M(g7 1)z >c2a= R < Wi 3, 8 >ca, ol
B=(9""q—a) —ilg~'p—pr)

Ainsi: Spp(t,2,9) = 0= |5—=M(g7")z> < [Willgicay 1BlcalBlea = [IWill ey l2e—=M (97 1) 2[R
Or HWtHL((Cd) <1, donc |Spp(t,2,9) =0 <= ®4(z) = M(g~")z|

o Calcul du gradient de g :
{ Dpolt,2,9) = B — H(z2) — 3 < (2 = M(g71)2); J 2 >
Voot z,9) = 5(M(g) + Fa(t)J (2 — M(g7")2)

e Calcul du gradient de @1 :
40pp1(t, 2,9) =2 < (I = Wi)(z — g7 '2); 2 > — < 0.(Wi) (2t — g 2); (2 — g7 '2) >
AV.p1(t, 2, 9) = 2("Fx(t) — M(9))(I = Wi) (2 — g™ '2) =" [0:(Wi) (2 — g7 '2)](2 — g7 '2)

Ainsi, on constate que (t,2,9) € Cgr si et seulement si ®;(2) = M(g~ 1)z et H(z) = E. [

e Calcul de la hessienne Hess g 4(t, 2)

Proposition 2.3.12 Hess ¢p 4(t, 2) =

i< g(I—Wy)g \JVH(2); JVH(z) > 'V H(2)
+5 [P = )1 = W)y IV H(2)|
~VH(z) 2lTgFL(t) =" (9F= (1)) ]
+5(F(t) —g)(I = Wy)g HIVH(2) | +5(Fu(t) —9)(I = W)(Fx(t) — g1
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Preuve de la proposition : cette proposition sera démontrée lors du cas de I’'étude d’une symétrie

liée a groupe de Lie, dans un calcul bien plus général. On renvoie donc le lecteur au chapitre

suivant. ]

e Calcul du noyau réel de la hessienne

Si A € M,(R), alors on définit kerg(A) := {z € R" : A(x) = 0} = ker(R(A4)) Nker(J(A4)).

Proposition 2.3.13 Soit (t,z2) € Cgrg4. Le noyau réel de la hessienne est

kergr Hess ¢ 4(t,2) =

{(r,0) ERxR* : o L VH(2),7JVH(z) + (M(g)F.(t) — Id)a = 0}. (2.88)

Preuve de la proposition :

En séparant partie réelle et imaginaire, on écrit W, = W7 4+ iWs, ou W7 et W5 sont symétriques,

et (7,a) € kerg Hess ¢p 4(t,2) si et seulement si 8 :
T < gWag VIVH(2); JVH(2) > —2VH(2)a+ < gWag VIVH(2); (gF — Do >=10. (V)
~2rVH(2) + [JgF —" (9F)J)a + (‘F — g)Wa(F — g o+ 7('F — g)Wag ' JVH(2) = 0. (#)
Pour la partie imaginaire :
7 < g(I —Wh)g YIVH(2); JVH(2) > + < g(I — W1)g "IVH(2); (9F — Da>=0  (O).

(‘F—g)(I =W)g ' [TIVH(2) + (9F = )a] =0 (&)

On pose
x:=1JVH(2)+ (gF — I)a.

Ainsi, en utilisant le fait que W/71 et I/I//\g sont symétriques, on a :

Q) =< gI//V\gg_lJVH(z);x >=2< VH(z);a >

(@) = <49 - Mz)g_lJVH(z);x >=0

(&) < (F—g)(I =W)g~'z=0

(#) s’exprime aussi en fonction de z : rappelons que l'on a

M(g)FJVH(z) = JVH(z).

¥Dans ce calcul on note F pour Fj(t).
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(dériver en s = 0 l'identité : M (g)P¢(Ps(z)) = P4(2)). Par ailleurs, gF' et Fg sont des matrices
symplectiques, donc gFJ!(gF) = J et FgJ!(Fg) = J. Enfin, [g,J] = 0 et Wy = JWi. On
multiplie alors (#) par gF'J pour obtenir :

—27JVH(z)+ (gF — I)gM//\'lg_la: —gFgFa+ a=0.

—7JVH(2) + (gF — NgWig 'a — gFgFo — (tJVH(2) + (gF — o) + (gF — Na + o = 0.

Or 7JVH(z) =19gFJVH(z), donc :

() = (gF—I)gV[//\lg_lx—ac—gFa::Q

Ainsi | (W) <= (gF —I)(I — gV[//\'lg_l)m =2z

Posons
y:=I-— gV[//\lg_l)a:.

(%) <= yeker['(gF) = I] = Im(gF — I)*

et
(N) <= (gF — D)y = —2z.

Si (7,a) € kerg Hess ¢ 4(t, 2) alors z L y, ie.
< (I — gﬁag_l)x;x >=10, i.e. |a:\2 =< V[//\'lg_lm;g_lm > .

Par ailleurs, comme ||[Wi| zca) <1, on a aussi HW/ZHL(@) < 1. Donc, si z # 0, on a |z|> < |z|?,

d’ou et alors (©) = m.

La réciproque est claire. |

e Preuve du théoréme 2.2.14 : flot g-propre

| -T,T[xXg — R

(t,2) = M(g)®(z) — 2
la bonne pour pouvoir appliquer correctement le théoreme de la phase stationnaire :

On rappelle que ¥, := { . L’hypothese de flot g-propre est en fait

Proposition 2.3.14 Si Cgp 14 est une union finie de sous-variétés de R x R24, alors le
hessien transverse de g 4 est non dégénérée sur Cprg si et seulement si le flot est g-

propre sur | — T, T[xXXg.

NB : on peut se restreindre via le théoreme de la phase non stationnaire aux (¢,2) € Cgryg

tels que t € Suppf.
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Preuve de la proposition :

On sait que le hessien transverse de ¢ 4 est non dégénéré sur Cg 1 si et seulement si pour tout

(t,z) dans Cg 1,y on a kerg Hess ¢p 4(t,2) = Ti4,-)Cr,rg- Il 0’y a donc qu’a montrer que :
ker d; )V, = kerg Hesspp 4(t, 2).
Soient (t,z) € Ce1g, et (7,8) € Ty (| = T, T[xXE),ie. T€Ret 3 L VH(z). On a:
dit,2)Wy(7,8) = 70 Wy + 0. Wy (B) = TIVH (2) + (M(g)F.(t) — Idg2a)B.

D’apres la proposition 2.3.13, ceci acheve la preuve de la proposition. |

Nous voyons donc que, via le théoreme de la phase stationnaire généralisé, on obtient un
développement asymptotique de la forme voulue, et il nous reste a calculer le premier terme.

Celui-ci est donné par :

I,(h) ~ %h /R/Rd (Haolg~"a))det;}(ATBZUCH D)) don 0.9 gy,

h—0+ 2

Or, on sait que ag(a) = ¥(H («)), de sorte qu’en utilisant (H.3), on a :

mh) 4 » -1 1B —1 7 i
Bt~ T [ @ f@wtander (AP HEE D cent s,

Soit [Cg,T 4] 'ensemble des composantes connexes de Cg 7,4. Vue la définition de Cg 1,4, ¢E. 4 €st

constante sur les composantes connexes de Cg 14, égale a :

t
vpg(t,a) = S(a,t) + Bt = / psGsds  ou (gs,ps) = Ps(a).
0

Pour Y € [Cg 4], notons Sy, cette quantité. Le théoreme de la phase stationnaire généralisé

(cf appendice 4.3) donne alors I’asymptotique :
L= Y (27rh)—1‘dé‘“ye%5w / F)dy(t, 2)doy (t,2) + 3 hajy | + O(h+™)
Y€[Cr,T,4] >1

ou la densité d(t, z) est définie par :

L1 (P, oy 1 (A+iB—i(C+iD)
dg(t, z) := det ; det 5 . (2.89)

Ceci acheve la preuve du théoreme 2.2.14. |
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2.3.3 Preuve du théoréme 2.2.5

Le cas Supp f NLEg g =0 se regle aisément en utilisant le théoreme de la phase non station-

naire. Il est clair que, sous I’hypothese Suppf NLgg={0},ona:
(Suppf x R*) N Cpry = {0} x (F,NER).

Remarquons ensuite que Xg et F, sont des sous-variétés transverses de R2e . en effet, si
z € F,NYE, on a VH(z) € F, (via (H.3) et (2.30)). Donc F, + [RVH(z)]* = R, et le
cas F; N X g = () est entendu.

Donc, si z € Fy; N Xp, alors T, Cery = {0} x [F, N [RVH(2)]*]. Par ailleurs, si (1,a) €
kerg Hess ¢g/(0, z) alors, selon la proposition 2.3.13, 7JVH (z)+ (M (g) — Isq)c = 0 et en prenant
le produit scalaire de cette derniére égalité avec JV H(z) on obtient 7|V H(2)|?> = 0, donc 7 = 0.

Ainsi, kerg Hess ¢g(0,2) = 7(0,)Cr1,4y et on peut toujours appliquer le théoreme de la phase

stationnaire si Suppf N Lg,, = {0}.

Il faut maintenant calculer le premier coefficient de I'asymptotique de I, g(h). Nous commengons
par le faire directement en utilisant le théoreme de la phase stationnaire. Puis, nous donnerons

une autre méthode (classique!), qui permettra de calculer les termes suivants.
Calcul direct via la phase stationnaire :

On se donne z dans Xg N F,. La matrice hessienne se simplifie car ¢ = 0, donc F;(0) = I,
My = ilg, Wy et W, sont nuls. Donc, si M(g)z = z, on obtient, selon la proposition 3.4.2 :

5| VH(2)]? —'VH(z)

Hess ¢g(0,2) =

~VH(z) |3Jlg—g ) +4T—g)T—g7")

On a N .\Ce1r,g = R x [F;- + RVH(2)]. Soit 3 une base de F;-. On note :

0
€ =75 = (1,0), g0 = VH(2)
et 3 la base de /\/(07z)C ET,g formée (dans l'ordre) de ey, de €g et des vecteurs de [3.
Notons A := Hess ¢g(0,2). On a : A(eg) = £|VH(2)|?eg — 0, A(eg) = —|VH(2)[%eo, car

VH(z) € Fy, et six € fy, alors [3J(g—g™') + (I — g)(I — g71)](x) € F;- (car M(g) laisse F;-
invariant) et A(x) = (0,[J(g —g~') + %(I — ) (I — g7 H(z)).

Donc si A désigne la restriction de Hess pg(0,z) & N,2)CETg, ON & :

3| VH(2)? | il VH(2)]? 0

(I e e
5 0 0 [ g—9 ) +5I—9)I —g "],

21
g
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Donc

?

det H ~ IVH)Pdet |52t =97 + 5= a)(T =97
B 7

Par ailleurs, on a det[5J(g — g™ 1) +3([ —g)(I —g V)], | =

‘FgJ_

det | M) = Ml ™) + 51 = M) (T =~ M(g™) + 11

ou Il est le projecteur orthogonal sur Fy. Par ailleurs :

1 . -1 1. B iy fa—9Ua-9H | -9
57 OM(G) = Mlg™) + (1 = MU~ b)) = (Alplg DL odbca ) ),

Il existe une base de R? telle que la matrice de g dans cette base soit de la forme :

Ipl

—1,, 0
g = Ry,

Ry

T

ou les ¢; ne sont pas dans 7Z, et
cosf) —sinf
Ry = .
sinf  cos6

~ ~ I, |0
Le projecteur orthogonal 11, sur F, a alors pour matrice dans cette base : < i ), et on a
0

0
Hg:<fég ! ).Donc; [£J(M(g) — M(g™) + JT - M(@)(I — M(g™) +11,] =
g
<%<Id—g><fd—g—1>+ﬁg\ oAUl )
~to-g) | Sl-oUa—g )+,

On rappelle que pour 4 blocs matriciels de méme taille A, B, C, D, tels que C et D commutent,

on a :

A B
det = det(AD — BC).
C D

Ici, [g,11,] et [g_l,ﬁg] =0 donc on a:

det [é
7

= 1V Pde (50— 90— ™)+ TP - o —g7?)).

B
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Dans une base adéquate :

Iy,
i ) oI, 0
§(Id—9)(1d—g_l)+ﬂg = 2sin?(%)1,
0
QSiHQ(%’“)IQ
et
0
0 0
(g—97 ") = 2y,
0
2V,

. 0 —sinf ) 9 . 9
ou Vy = . Par ailleurs, V5 = —sin“ 6015, et on a :
sin 6 0

(251112(;)2 +sin? 6 = (1 — cos0)? = 2(1 — cosf) = 4sin2(g).

D’ou :

t\9|Q

A
= =|VH(z)P47247" | ] |
det [ ; ]ﬁ |VH(2)| sin?

j=1
Par ailleurs, on montre facilement que :

~ LY
det |:(Id — g)ﬁgl:| = det(fd —g+ Hg) = 2d—Vg HSIH2(E])'
j=1

Donc :

det [é]ﬁ = |VH(2)|?(2%79)? (det [(Id - g)ﬁgl] 2”g—d>2.

_1
Ainsi, comme sait que [det +2]2 = det, on a :

det [? — £[VH()| det(lu— g),, |
B
Enfin, on a
(2wh)~ % i 1
I,(h) o ey P / /R?d (t).a0(g 1) exp(ﬁwE(t,a,g))det;§(I — iMy)dadt.
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_1
Iei det, 2(I —iMp) = 27%, dimCgry = 2vy — 1, co(t,2) = bo(t,2) = 71_%, aop(.) = Y(E) sur
CEe,1,9, €t g est nulle sur Cg 74. Donc, d’apres le théoréme de la phase stationnaire, on a :

() det 3 ( H (S N Fy).
B

Ig(h) o+ 7(%;1)1—@ £(0) /2EmFg
P(E)

~Y
h—o0t+ 27

Iy(h) 2ty (0) | 2 A(Sp 0 F)(2)

spnF, | det((la—g)_ )l [VH(2)|

‘F‘QL

On peut en fait montrer que le "4+1” est toujours égal a 1 (et det[(Ig — g), _ ] > 0), soit en
F

g9

1
calculant précisément le det, * via la définition par les intégrales de gaussiennes, soit en utilisant

les lignes qui suivent. [ |
Termes suivants : utilisation de ’asymptotique faible :

Pour prouver le théoréme 2.2.5, on peut aussi utiliser I'asymptotique de Tr(Op}*(a)M (g)) (voir

théoreme 2.1.1) et calculer tous les coefficients du développement asymptotique de I,(h).

Lemme 2.3.15 Les ck(f, g) sont des distributions en f a support dans {0} et

;o " (2m) "o d(Xp N Fy)(z)
cO(f7g) - w(E)f(o)det((Ide _ g)|ﬁ ) /EEan W

g

Preuve du lemme : On va se ramener au théoreme 2.1.1 en regardant I’asymptotique de

G i=Tr (w(l)f (352) M(9))

non plus ponctuellement en A, mais dans D’(Ry). Soit donc ¢ dans C5°(R) avec un support pres

de FE.
| oGOaN = [ T (o(E ol + B)IT(9)) d
R R

(en effet, il suffit de faire le changement de variable p «— % a tfixé sur [p o(A)(t)f (252) dAY)

D’apres le théoreme de Taylor (version ponctuelle) et le théoreme spectral, pour tout entier N :

Nk ok R N, N
w(hquH)—Zh,: o ®) (H) < h]\ﬁ Hw(m”m-
k=0 ’ L(L2(R4)) ’

Donc, comme de facon générale |AB||y < [[Al1y || Bl zz2), on a:

R L N-1,f R L
[ 260 (et + DT @)) d = 3 35 [ SO0 Teio )6 (I 0
k=0




82 CHAPITRE 2. LE CAS D’UN GROUPE FINI

< Hwﬁ)\\ﬂ% /R Gy o™ .

Ainsi
N-1 hk ak . R L
/R PNGNAN = h Y i (5 DOV (H ) ()N (9)] + O WY). (2.90)
k=0

Nous voici donc ramenés au théoreme 2.1.1 qui donne le premier terme de

Te[y (H)p(H)M (g)] = det((il;?)—_ygg)l

| / () [H(2)] dFy (=) + O(h~").

F*gJ_) Fg

En utilisant la propriété H(M (g)z) = H(z), une formule d’intégration par tranches sur Fy nous

donne (cf lemme 4.4.1) :

) AP0 ()
[ worenare = [oowo [ ARG,
Ainsi,
[ enGOax =117 [ o)+ 012,
R R
ol ) . (2m) o d(X) N Fy)(2)
co(N) == (N (0 T vz
0(A) = () f( )det((Ide—gﬂ;:gL) /szg |VH(z)|

Par ailleurs, (H.0), (H.2), (H.3) ne dépendent pas de E, et (H.1) est encore vrai pour A dans
un voisinage de E. Pour avoir une asymptotique théorique ponctuelle de G(\) quand h tend

vers zéro, il suffit donc de prouver le lemme suivant :

Lemme 2.3.16 Si Suppfﬂﬁﬂg = {0}, alors Suppf N Ly.g = {0} pour X dans un voisinage
de E dans [-T,T].

Preuve du lemme : Rappelons d’abord que :

Lrg={t€|-T,T: 3z € Xy, M(g)P:(2) = z}. (2.91)

Raisonnons par I’absurde, en supposant qu’il existe une suite (\,,) de réels tendant vers E, (t,)

suite dans R* N Supp f N Ly, g, €t (2,) une suite dans Xy, telle que :
M(g)®1,, (2n) = 2n.

Par extractions successives dans A = H}([E—JF, E4+6E]) compact, il existe ¢ dans Supp f tel
que t, — t, z € X tel que z, — z, avec M(g)®P;(z) = z. Ainsi, comme Suppfﬁ Lpqg={0}, on
at=0. Or, selon le lemme 2.2.2, les |G|t,, sont des périodes aussi petites que voulues d’orbites

périodiques de Ag. Ceci contredit I'existence d’une période minimale sur Ag (cf lemme 2.2.1).1
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Ainsi, pour A dans [E — dE,E + §E], on a :
G(A) = h'Y9¢o(N) + +0(h*™79),

le O(.) étant uniforme sur [E —E, E+0E]. Par continuité de ¢o(.) et ¢y(.) pres de E, en prenant
des ¢ a support dans |E — 6E, E 4 0E|, on obtient co(A) = ¢y(N).
De méme, on peut calculer les ¢ ( f ,g) en faisant 'identification avec le théoréeme 2.1.1 et, selon

(2.90), les ¢ (f, g) sont des distributions en f & support dans {0}. [
Ceci acheve la preuve du théoréeme 2.2.5. |

Remarque : Dans (2.90), pour avoir le premier terme, il suffit simplement d’utiliser les accroisse-
ments finis! Mais on remarque qu’en utilisant la formule de Taylor, on peut calculer effectivement
tous les coefficients de I, (h), via 'asymptotique compléte de Tr(Opl(a)M(g)) donnée par le
théoreme 2.1.1, et le calcul fonctionnel de [He-Ro 1].

Calculer le deuxieme terme de I,(h) serait un peu fastidieux (quoique tout a fait faisable!)
Pour illustrer la remarque précédente, on va plutot calculer le deuxieme terme de G, (h)
dans le théoreme 2.2.10 :

Si f € C§°(R), on note (b;(f));en la suite des coefficients du développement :

Te(f(H,)) de PR+ O(h=pM+1y.

Les b;(f) sont calculés via le calcul fonctionnel et I'asymptotique faible. Ainsi, en remplacant
M(g) par P, dans (2.90), on obtient pour N € N :

/ #E) G E)IE = h‘d“th"Z DO, (gt + O,
r=1 k=0 k!

Si Pon écrit :

gxh hl dzar hr + O(hl th+1)

alors, on obtient :
0
[ e mys =3+ TDO, ),
k=0
Pour 7 = 0 : [, 9(E)ag(E)dE = f(0)bo(1p).
Pour r = 1: [p o(E)ayr(E)dE = f(0)by () + i(f) (0)bo (")
Calculons by et by :
On sait ([He-Ro 1]) que lorsque f € C§°(R), f(H) = Op¥(f o H) 4+ Op,(h?~?). Ainsi nous avons
a lordre 1 :

Tr(f(Hy)) = Tr(f(H)P,) = G > x(9)Tx(Op}(f o H)M(g)) + O(h*~7).
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Te(f(Hy)) = g (2mh) ™ fyas F(H(2))d

o Th)—d+1
dy X (2mh)~*

2—d
9 qet((Tdga _g)‘ﬁg” Fgf(H(Z))dO'Fg(Z)) +O(h2 ).

g€G,vg=d—1
Ainsi : ,
—d—x )¢ z))dz
() = e [ )
—d—X x(9) (QW)_dH z))dop, (z
"N=16], 2 i S, )

Nous voyons que, si G C SO(d), alors bi(f) = 0 (car vy, = d—1 n’est jamais réalisé). Finalement,

si G C SO(d), on trouve :
2

ao(E) = f<o><2w>-d%w<E>r<E>.

2
a(B) = ~i( {0 2 D))

Fop
I'(F) := .
®= [

Par contre, si on n’a pas G C SO(d), ou si on va plus loin dans le développement, alors les

ou

coefficients font intervenir des x(g) différents de d,,.

2.3.4 Preuve du théoréme 2.2.7

On travaille toujours a g fixé. On se donne tg # 0 et f telle que Suppf NLgg={to}.

La premiere chose a voir est que le flot est g-propre sous I’hypothese (2.39).

Proposition 2.3.17 Supposons :
Vy €Tp gy, VzE€w, dimker[(M(g)F.(to) —Id)* <2

AlorsT'g g4, est fini, tg est isolé dans L 4, et les composantes connexes de CE,Tyﬂ(Suppfx
R24) sont les (to,7) oty € Tgg4,. Par ailleurs, si z est un point d’une telle orbite, alors,

on a :

Tity,-)CE,1,g = {0} x RIVH(2) = kerg Hess pg 4(to, 2).

Preuve de la proposition

Le fait que I'g 4 ¢, soit fini et la structure de Cg 74N (Supp f X }de) sont donnés par le théoréme

du cylindre démontré en Appendice 4.1 (cf théoreme 4.1.4). Reste & montrer que, siy € I'g ¢ ¢,
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et si z € v, alors kerg Hess pg 4(to, 2) C {0} x RIVH(z) (I'autre inclusion est automatique).
Soit donc (7, a) € kerg Hess ¢g 4(to, 2), i.e., selon la proposition 2.3.13 : & L VH(z) et

TJVH(z)+ (M(g)F:(to) — I)av = 0. (2.92)
On note E; := ker(M(g)F,(to) — I)> C E;. Rappellons que JVH (z) € ker(M(g)F,(to) — I) :
pour cela, v étant périodique, il suffit de dériver en s = 0 I'identité :
M(g)®y, (Ps(2)) = Ps(2).

Par ailleurs, selon [Ab-Ma] p.573, Prop. 8.1.1, on sait que FEj est de dimension paire car
M(g)F.(to) est symplectique. Ainsi, dim E; > 2, donc ici dim E; = 2. Soit uy € Fj tel que
(JVH(z),u9) soit une base de Fj. Selon (2.92), o € Ej, d’ou \; et Ay réels tels que a =
MJVH(2) + Aguz. On a donc :

0=<a,VH(2) >=0+4+ Xy <ug, VH(z) > .

Jaffirme que < ug, VH(2z) ># 0. (ainsi « € RJVH(z) et en reportant dans (2.92), 7 = 0). En
effet, dans le cas contraire, Juy L JVH(z). Or on a déja Jus L ug. Donc Juy L Ej. Nous avons
donc uy € (JE1)* = V, (voir lemme suivant) et up € Ey avec E1 @ V, = R??. Donc ug = 0, ce

qui est exclu et acheve la preuve de la proposition. |

Pour utiliser le fait que (JE1)* = V., on a utilisé le lemme suivant :

Lemme 2.3.18 Soient A et u des réels non nuls tels que A\u # 1. Si F' € Sp(n,R), k € N,
on note (N, F) := ker((F — A2,)*) et pour = et y dans R?", on note

w(z,y) =< x,Jy >gon .

AlorsVk € N, on a : w(E(\, F), Ek(u, F)) = 0.

Preuve du lemme_: on procede par récurrence sur k. Le résultat est trivial pour k£ = 0. Supposons-

le acquis au rang k.
Premiére étape : on montre que w(Ep11(\, F), Ex (1, F)) = 0.
Soient u € Ex11(A\, F), et v € E;(u, F). On a donc :
1 1 K oo . 1.
0 = w(u, (F — pl)kv) = w(u, <[F — XI] + [X — u]I) v) = ZC’,]C[— — u*Iw(u, [F - XI]]U).
Rappelons que, F étant symplectique, pour z et y dans R*", on a w(z, F'y) = w(F 'z, y).

D’ou :
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Par ailleurs, comme pour tout j, &(X, F) = &;($, F~1), on au € E11(%, F~1). Donc, pour tout
j>1,ona: [F!— %I]ju € Ek(§,F_1) = & (A, F). Ainsi, par hypothese de récurrence, tous les
termes de la somme sont nuls sauf pour j = 0. D’ott w(u,v) = 0.

Deuxiéme étape : on montre que w(Exy1( N, F), Epr1(p, F)) = 0.
Siue€ Er1(NF), et v € Eyq1(u, F), alors, on a de méme :

k+1 1 k+1—j 1779
0= w(u, (F — pl) ) == Z iy [X - ,u] w( [F‘l = XI] u,v).
§=0

Ici, si j > 1, alors [F~1 — %I]ju € &N F) et v € Egy1(p, F). Done, d’apres la premiere étape,

tous les termes de la somme sont nuls sauf pour j = 0, ce qui donne a nouveau w(u,v) =0. W

Selon le théoreme de la phase stationnaire généralisé, on obtient une asymptotique donnée
par la formule générale du théoreme 2.2.14, que nous pouvons expliciter ici :

Etant donné le support de f, les seules composantes connexes que nous considérons ici sont les

2

_1 Solé,g(to’z)‘j\/‘t Y
Y = (to,7) ouy € I'g g.4- On fixe (Z9, 2) dans Cg 1,4 et on veut calculer det, > —Cox) )

Soit le projecteur orthogonal sur RJVH(z). On allege un peu les notations en écrivant

7

— @%Tg(t07z)‘_/\/’ Y
| F = M(g)F.(to) | et | W := M(q)W;, M(g™") | On a det o)™ )

—ITH(2)
+3[(F = D)(I = W)JVH(2)]
= JF + (JF)]
+ICF-D)(I-W)(F-1I)+1I

S < (I-W)JVH(2); JVH(z) >

det
—1VH(2)

+E(F —I)(I - W)JVH(2)

Remarquons que, F' étant symplectique, on a JF +! (JF) = (*F + I)J(F — I). Notons

K=g(F+DJ+i(F-D{I-W)| (2.93)

Ainsi le quatrieme bloc est égal & K(F —I) +1I.
Par ailleurs, remarquons que FVH(z) = VH(z) (car FJVH(z) = JVH(z) et F est symplec-

tique). Ainsi, le troisieme bloc est égal & K.JV H(z). Posons alors

X1 :=3(I—-W)JVH(2)| (2.94)

On a ainsi :

o Phg(to 2y, v o [LFTVH() |V H(z) +! Xy (F )
€ - = ae
i KJVH(z) |  K(F-I)+1I
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Le lemme suivant est issu de notes de M. Combescure :

87

A B
Lemme 2.3.19 On note F' = ( & b ) Alors K est inversible,

K= %[(F —I)+i(F+1)J] et det(K) = (—1)¢ det(%(/i +iB —i(C +iD)))~ "

Preuve du lemme_ :

2K ="' F(I - W —iJ)+ (W — 1 —4J).

Posons M := (C +iD)(A+iB) et W := g W;,g~". On vérifie facilement que I'on a :

gMog ™t =M,  T+W =2(I —iM)™, et I —W = —2iM (I —iM)~".

Ainsi, on obtient :

2K:< LA = W) + O+ W) = (T = W) \—z’tfiu—w)mum)_ium)>

B(I— W) +iD(I + W) +i(I - W) | ='BUI — W) +' D(I + W) — (I + W)

ope _ (2 AN + 20 C 4 2id)(I — iDD)! | (20 ANI +2/C — 21)(1 — M)~
(=20' BN +2i'D +2M)(I — iM)~" | (~2'BM +2'D —21)(I —idl)™" )
F étant symplectique, on a (voir [Fo]) :
'D-t*BM=(A+iB)™' e 'C-tAM=—i(A+iB)™!
Dot :

o ((AtiB) tint | —i(A+iB) '~ \ (G- | o
CNiA+iB) T M| (A+iB)T -1 o |u-int )

Soient‘U::fl—l—iB‘et‘V:zé—l—if)‘. On a :

. [+iV | il —iU (A+iB)~'(I —iM)™! | 0
Nia+v| 1-vU 0 | (A+iB)y (1 - M)
( I ‘0)(1’V—U‘—z’]—iU><I‘O)(Y‘l‘ 0 )
K= :
il |1 o | o i | 1 0 |y
[T =T=1]
Ainsi
det K = (—1)%det(Y 1)2¢,

et
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Apres calcul,

1 U-1|—-i(I+U 1
K 1= ‘ i ) —[(F = 1I)+i(F+1)J).
2\ i+ v |- +iv) 2
Ceci acheve la preuve du lemme. [ |

Reprenons le calcul du hessien transverse :

o P90, )i, v e K X1 JVH(z) | i'VH(z) +' Xy(F — I)
e - =de .
i 0| K JVH(z) | (F-D+K'T

Or
A B [ 9A ¢B
C D gC gD .
Donc
det(K) = (=1)%det(g™ 1) det(%(A +iB —i(C +iD)))".
Ainsi
tX1JVH 'VH EX(F -1
dy(t, 2)? = (—1) det(g~) det [ LV H(Z) [IVH() + X - 1) (2.95)
JVH(z) | (F-D+K'T
ol dg, est donnée par (3.100).
On note [a =" X1JVH(z) P et on fait Ly < Ly — LJVH(z)L1, ce qui donne :
dy(t,2)* = (=1)%aD (2.96)
ol
D := det <(F N+ K- lJVH(z:)[z’tVH(z) + X1 (F — I)]> .
a
On calcule ensuite D dans la base By = (vi,...,vyq) ot v1 := JVH(2), vy est tel que vo L
JVH(z) et (v1,v7) est une base de ker(F — I)2. Enfin (vs, . ..vsq) est une base de V..
Notons |w := 4(F + I)VH(z)| On a :
1
<(F D+ K- aJVH(z)[itVH(z) + X1 (F — I)]> v = —w. (2.97)
(F—1)+ K vy = (F — I)vs. (2.98)

éJVH(z)[z’tVH(z)+tX1(F—I)]v2 _ é(i < VH(2),00 > + < X1, (F—T)ws >)JVH(2). (2.99)

O NB : a# 0 car I — W est inversible et JVH (2) # 0.
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Or (F — I)vy € ker(F — I)?, d’olt A1 et Ay tels que :
(F —T)vg = MiJVH(2) + \avg
On prend le produit scalaire de cette derniere égalité avec VH(z), ce qui donne :
A2 < v2,VH(z) >=0,

car tFVH(z) = VH(z). Or, on a déja vu que < v, VH(2) ># 0 (cf preuve de la proposition
2.3.17). Donc A2 = 0, de sorte que (F' — I)va = \{JVH(z). (avec A\; éventuellement nul)
Ainsi

< Xl, (F — I)'Ug >= )\10&. (2100)
On obtient, selon (2.98), (2.99) et (2.100) :

<(F I+ K - éJVH(z)[itVH(z) +' X1 (F — I)]) vy = —é < VH(z),v2 > JVH(z).

(2.101)

Remarquons que (F — I)V, C V,. Par ailleurs K~ 'II est de rang 1. Donc, comme son image

est égale & K 'TIv; = —w, on peut enlever dans le déterminant que 'on va obtenir dans 3

des multiples de la premiere colonne (égale & —w) aux autres colonnes, de sorte que K 'II

n’intervient que dans la premiere colonne.

La méme idée peut étre appliquée & 1 JVH (2)[i'VH(z) +' X1(F — I)] qui est aussi de rang

1. Comme LJVH (2)[i'VH(z) +' X1(F — I)jvy # 0, on peut négliger son intervention dans les

colonnes du déterminant D différentes de la deuxiéme colonne. Ainsi :

—wy —L < VH(z),v2 > 0
— w2 0
D = det —ws 0
(F - I)\vz
—W2aq 0
ou (wy,...,wsq) sont les coordonnées de w dans la base .
D'ott D = —Ltwy < VH(2),vs > det((F — Dy,.)-

On écrit .
w= %(F—I-I)VH(Z) = w1 JVH(z) + wava +v

ou v € V,, puis on prend le produit scalaire avec VH(z). On rappelle que, selon le lemme 2.3.18,
ona: By = (JV,)*. Donc < v, VH(2) >=< Jv, JVH(z) >= 0. D’oi1 :

i|\VH(2)|> = wy < vg; VH(2) > .
On en tire 'expression de wo et donc :

D= é|VH(z)|2 det((F — 1)}, )
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Donc, selon (2.96)

dy(t,2)2 = (~1)|VH ()2 det((F — I)},, ) det(g~") | (2.102)

Ainsi, comme det(g~!) = £1, il existe k € Z, dépendant de g, tel que :

T
eZkE

dg(t,z) = -
o2 [VH(Z)||det((F = 1)}, )|

Par ailleurs, d, étant continue, k ne dépend pas de z € v (et det((F — I),, ) aussi). Ainsi, selon

v

le théoréme 2.2.14, on a :

i Y(E)f(to)ets dry ;
I,(h) = enSa(t) +Y Waj, | +0RLT™).
I 2 27| det((F — I)},)[2 \J+ [VH] ; 7

’YEFE,g,tO

Enfin, si z € v,

N dt -
/7— = [ VG gy = T

Ceci acheve la preuve du théoréme 2.2.7. |



Chapitre 3
Le cas d’un groupe de Lie

Un groupe fini G est un groupe de Lie de dimension zéro avec |G| composantes connexes.
On pourrait donc s’attendre a ce que ce chapitre englobe le précédent. Cependant, I’étude des
groupes de Lie étant plus générale, nous allons étre obligés de faire des restrictions sur 'action
du groupe de Lie (en particulier sur les stabilisateurs), chose que nous n’avions pas exigée dans

le cas des groupes finis. Ce chapitre ne nie donc pas la raison d’étre du chapitre précédent.

Comme dans le cas des systemes hamiltoniens completement intégrables, un hamiltonien
ayant des symétries issues d’un groupe de Lie possede des intégrales premieres. On sera cer-
tainement tenté de rapprocher ’étude faite ici a celle du spectre conjoint d’hamiltoniens qui
commutent, et aux travaux de Y. Colin de Verdiere, A. M. Charbonnel ou San Vu Ngoc sur
les hamiltoniens complétement intégrables. Cependant, remarquons qu’ici, nous ne faisons pas
I’hypothese de commutation sur les hamiltoniens quantiques, au sens o, si H commute avec les

M (g), les M(g) ne commutent pas entre eux.

3.1 Hamiltoniens classiques et symétries

On rappelle quelques propriétés bien connues des systemes hamiltoniens avec symétries.
Pour les références, voir [Or], [K], [Li-Ma], [Mel], [Ab-Ma] ou [Ar]. Dans ce chapitre uniquement,
on note g pour M(g), pour simplifier les notations, si bien que G est un sous-groupe compact
de Sp(d) N O(2d).!

'Le fait que G soit formé d’isométries n’interviendra pas pour la réduction symplectique et le théoréme 3.1.3.
Il n’apparait que pour le transport de la structure riemannienne sur le quotient (voir lemme 3.1.5). Cependant

nous nous servirons de cette orthogonalité lors de ’étude quantique.

91
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3.1.1 Les symétries créent des intégrales premieres

Soit G un sous-groupe de Lie compact de dimension p de Sp(d). Un hamiltonien lisse

H :R? x R? - R est dit G-invariant si pour tout z dans R??, pour tout ¢ dans G on a :
H(gz) = H(z).

(Pour simplifier le discours, on supposera que le systéme dynamique hamiltonien issu de H est
complet, i.e. ®;(z) est défini pour tout ¢ dans R et tout z dans R?).
Une telle situation est agréable car elle confére au hamiltonien un certain nombre d’intégrales

premieres associées au systeme :
Z:t = JVH(Zt),

C’est ce que dit le théoreme de E. Noether, trés simple pour notre type d’action :

Proposition 3.1.1 Soit G un sous-groupe de Lie de dimension p de Sp(d). Notons G
lalgebre de Lie de G. Alors, pour tout A € G la fonction :

1
Fa(z) := 3 < Az, Jz >

est une intégrale premiére de tout hamiltonien G-invariant.

Preuve de la proposition : G étant symplectique, A est hamiltonienne, i.e. JA est symétrique,
donc si z € R¥ alors VF4(z) = —JAz et :

{H,Fs}(z) =< JVH(2),VFy(z) >=— < VH(z),Az > .

Puis, en dérivant en t = 0 l'identité : H(e!"2) = H(2), on obtient {H, F4} = 0. [

3.1.2 Espace réduit. Réduction symplectique

Soit (A1,...,A,) une base de l'algébre de Lie G de G. On note F : R?*¢ — RP la fonction
définie par :
F:= (Fa,,...,Fa,)

appelée application moment. Le niveau zéro de cette fonction est :

=F'({0}) = () Fi'({0}). (3.1)

Aeg
On peut remarquer que 0 € £y, et que €y est un cone, i.e. stable par les dilatations z — tz,
(t € R). Cependant, ces propriétés sont bien sur liées au caractere linéaire de notre action, et
ne seraient pas de mise si I’on considérait une action plus générale ou si 'on travaillait sur une
variété quelconque. Nous verrons que cet ensemble intervient dans le calcul de ’ensemble cri-

tique du probleme de phase stationnaire pour la formule de Gutzwiller réduite avec symétries.
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Lemme 3.1.2 Qg est stable par G.

Preuve du lemme : Remarquons que, comme Paction de G sur R?? est symplectique, on a pour

tout g dans G : tgJg = J. Soit 2 € Qy. Si A€ G,

2FA(g9z) =< Agz, Jgz >poa= — <t gJg.g  Agz, = Spea= — < Jg tAgz, = >pad,

et comme g1 Ag € G on a F4(gz) = 0. Donc, on a gz € €. |

Ainsi, G agit sur £y et on peut définir I’espace réduit comme le quotient topologique :

| Qrea = Q0/G.| (3.2)

On note :
™ QO - Qred (33)

la projection canonique.

Si H : R?* — R est un hamiltonien lisse et G-invariant, on peut définir & juste titre le

hamiltonien réduit (classique) H: Qyeq — R par:
H(m(z)) = H(2). (3.4)

Par définition de IF, toute courbe intégrale de H rencontrant £y est en fait dessinée dans ).
On s’attend donc a ce que le systeme dynamique ‘descende’ sur 'espace réduit. En effet, selon

(2.31), on peut définir sans ambigiiité le flot topologique :

Dy (m(2)) = m(Dy(2)). (3.5)
On vérifie que D Qyeq — Qpog satisfait pour t, s dans R, P, 0P, = <i>t+s. Ainsi, "deux courbes
intégrales qui se croisent sont égales”2. Cependant rien ne dit que Ion peut définir une structure
symplectique sur €2,.4 telle que ce systeme réduit soit hamiltonien. Pour cela, il faudrait déja
que g et ,..q héritent d’une structure de variété lisse telle que 7 soit une submersion. Pour
cela, une condition suffisante est que 2y soit une variété et que les stabilisateurs des points de
o soient tous conjugués dans G (voir par exemple [K], Theorem 4.18 p.196). Cependant, ici,
notre action étant linéaire, on a toujours : 0 € €y. Donc, le stabilisateur de 0 étant égal a G,
faire I’hypothese sur Qg tout entier reviendrait & supposer que G n’agit pas sur ! Une autre
idée consiste & supposer que 2p\{0} est une variété ou tous les stabilisateurs sont conjugués,

mais cette hypothese écarterait le cas d’une symétrie cylindrique, comme nous le verrons sur

Qéh (z1) = i)t2 (22) = 22 = i)i1—'52 (21).
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les exemples. Une hypotheése moins restrictive consiste a supposer qu’il existe une structure de
variété lisse uniquement sur une partie de €,.¢4, ce qui nous suffira pour I'’étude quantique. On
peut pour cela supposer que les stabilisateurs sont conjugués uniquement sur une partie de €2

stable par I'action de G. C’est le but du théoréeme qui va suivre.

Si z € R?? on définit le sous-groupe d’isotropie (ou stabilisateur) de z par :
Stab(z) :={ge€ G \ gz=z},

Stab(z) est un sous-groupe de G.

Théoréme 3.1.3 Réduction symplectique

Soit G un sous-groupe de Lie compact de Sp(d), et U un ouvert de R24 stable par G tel que
tous les stabilisateurs sont conjugués sur U N .

Alors, UN Qg est une sous-variété de R??, et il existe une unique structure de variété lisse
sur (o NU)/G C Qpeq telle que la restriction de m a (o NU) soit une submersion. Par
ailleurs, il existe une unique forme symplectique wyeq sur (Lo NU)/G telle que T wyeq soit
la restriction de < J.,. >poa a Qo NU. Enfin, si H est un hamiltonien G-invariant sur U,
alors H : (09 NU)/G — R est lisse, et w envoie les courbes intégrales de H sur celles du

systeme réduit associé€ a H dans Qyeq. Si on note O, le flot de ﬁ, alors on a :

Vz e UNQ, By (m(2)) = 7(Dy(2)). (3.6)

Il s’agit d’une extension d’un théoreme de Marsden et Weinstein (cf [M-W]) qui considerent
le cas d’une action libre. Une preuve de ce résultat peut étre trouvée dans la these de J.P. Ortega
([Or] Theorem 2.4.1 p.78 et 79), ou dans le livre de J.P Ortega et T.S. Ratiu ([Or-Ra] Theorem
8.1.1 p.302-303 : Singular symplectic point strata). La situation linéaire symplectique assure le
fait que G agit sur U variété symplectique de facon globalement hamiltonienne et F est une
application moment équivariante. Le fait que G soit compact assure que 'action est propre. Ces

hypotheses suffisent & appliquer les théoréemes cités dans ces ouvrages a notre situation. |

Remarquons que 'hypothéese sur les stabilisateurs assure a elle seule le fait que Q9 N U soit
une sous-variété de R2? (pas forcément symplectique). Par ailleurs, si z € Qy N U, comme
G(z) ~ G/Stab(z), toutes les G-orbites dans Qo N U ont méme dimension. En pratique, on aura
déja H hamiltonien G-invariant sur R?¢, et on prendra pour ouvert de R?¢ G-stable I’ensemble
U := H Y(I) ot I est un intervalle ouvert de R.

Notons que, comme on I’a remarqué précédemment, si 0 € H~1(I), comme 0 € Qp, sous
I’hypothése de ce théoreme de réduction, G ne pourra agir que trivialement sur Qg N U. Donc

ce théoréme n’est pas pertinent lorsque 0 € U (ou H1(I)).
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Nous allons introduire un vocabulaire qui sera le contexte général de réduction symplectique

que nous utiliserons dans notre étude quantique :

Définition 3.1.4 Si U est un ouwvert G—stable de R*?, on dira que "les hypothéses de réduction
symplectique sont satisfaites sur UNQy” siUNQy # D et si :

— Les stabilisateurs de Qg NU sont conjugués dans G.

- VzeQonU, dim(QoNU) = 2d — dim(G(z)).
Par ailleurs, C G désignera alors le stabilisateur d’un point quelconque de Qo N U, et, si
z€eQnNU, : dim G(z) désignera la dimension commune aux G-orbites de Qo NU.

Remarque : il se peut que le deuxieme point soit automatique des que 'on suppose le premier :
on sait selon l'article de Donnelly (cf [Don] Theorem 2.1, ou [Br] p.179-309) que l’ensemble
des points de 2o N U ayant un stabilisateur dit ”"de type d’orbite maximal” est dense dans €.
Ainsi, U N Qg étant un ouvert de 2y, les stabilisateurs des points de 9 N U sont donc de ce
type. Dans cette situation, on peut se demander si la condition dim(Qy N U) = 2d — dim(G(z))
n’est pas alors automatiquement vérifiée sur g NU. C’est par exemple le cas pour une symétrie

cylindrique (voir exemples ci-dessous).

Enfin, notons que le second point assure le fait que :
Ve QoNU, T.Q = (JG2)" . (3.7)

En effet, on a toujours 7,9y C ker d.F = (JGz)*. Si de plus on a dim(QoNU) = 2d — dim G(2),

alors, T.Q = (JGz)*, pour des raisons de dimension. Par ailleurs, on a :
dim[(Q NU)/G] = 2d — 2k. (3.8)

En effet, si z € Q, 7 est une submersion en z. Donc, comme G(z) = 7~ 1({r(2)}), on a ker(d, ) =
T.G(z) =Gz, et :

dim[(Q NU)/G] = dim(Qp N U) — dim(ker d,7) = dim(Qp N U) — dim(Gz) = 2d — 2k.

Transport de la structure riemannienne sur le quotient :

Le fait que tous les stabilisateurs soient conjugués sur U N €y assure que la projection 7
restreinte a U N )y est une submersion. Le lemme suivant permet alors de transporter de fagon
naturelle la structure riemannienne de Qg C R?? sur (U N §)/G (que nous nommerons ici ,.cq
pour simplifier les notations), = devenant ainsi une submersion riemannienne. Cependant, il
nécessite a priori que G agisse par isométries (ce sera toujours le cas lorsque la symétrie vien-
dra de 'espace des configurations via un sous-groupe du groupe orthogonal). Ce transport de

structure donne une mesure naturelle sur §2,.4. C’est elle qui interviendra lorsque nous allons
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donner des formules de Weyl et Gutzwiller associées aux ﬁx, et qui feront intervenir des quan-
tités géométriques de Q¢4 (cf théoréemes 3.2.1, 3.3.1, 3.3.2 ou 3.3.4). Tout procede du lemme

suivant qui généralise celui d’une action libre donné dans [G-H-L] (p.61, Proposition 2.28) :

Lemme 3.1.5 Soit (M, g) une variété riemannienne, et G un groupe agissant sur M par
isométries. On suppose qu’il existe sur M /G une structure de variété faisant de la projection
m: M — M/G une submersion.

Alors il existe sur M/G une unique structure riemanienne faisant de m une submersion

riemannienne.

Décrivons la métrique § obtenue sur M/G : si x € M/G, et si u et v sont dans T, (M/G),

Lram tels que dom(u) = @ et

si z € M est tel que m(2) = x, et u et v sont dans (ker(d.m))
d,m(v) = v, alors :

0z (0, v) = g:(u,v). (3.9)

Preuve du lemme_ : Pour que 7 soit une submersion riemannienne, d,m doit étre une isométrie

entre (ker(d,m))t7=M et T, w(z)M. 1l est donc clair que la formule (3.9) donnant la métrique sur
Q4 est la seule possible! Montrons que cette formule définissant § a un sens : soit zg € QyNU tel
que 7(2z) = 7(29) = x. Soilent « et § dans (ker(dsz))szoM tels que d,m(a) = u et d,7(B) = v.
On doit montrer que g,(u,v) = g, (e, 3).

Soit v € G tel que y(z) = zp; d’ott aq et f; dans T. M tels que d,y(a1) = a et d.y(51) = 5. Or,

~ étant une isométrie, on a :

Gz (Oé, ﬁ) = Gy(2) (dz’)/(Oél), dz')’(ﬁl)) = gZ(ala ﬁl)a
Par ailleurs, en différentiant I'identité 7(y(z)) = 7(2) pour z € Qo N U, on obtient :
Vze QoNnU, d,y(z)ﬂ' od,y=d,m.

Ainsi d,y(ker(d.m)) = ker(d,(,)7), et, v étant une isométrie, d.y(ker(d,m)*) = ker(dv(z)w)L
Ainsi, oy et 31 sont dans (ker(d.n))*. Par ailleurs, u — a1 et v — (B sont dans ker(d,r), donc
onaa =u, /i =v et finalement g,(u,v) = g, (e, B). Ainsi, la métrique ¢ est bien définie.
On montre comme dans [G-H-L] qu’elle est lisse, et comme on 'a déja remarqué, c’est la seule

faisant de m une submersion riemannienne. [ |

NB : on peut remarquer qu’en utilisant le théoreme de réduction symplectique, la forme

volume A wyeq fait de €,.4 une variété orientée. La question se pose alors de savoir si cette

forme volume correspond bien a la mesure riemannienne que nous venons de définir. On laisse

le soin au lecteur d’apprécier cette idée. (Une piste serait de regarder la valeur de A < ., J. >



3.1. HAMILTONIENS CLASSIQUES ET SYMETRIES 97

sur les bases orthonormée directes de I'orthogonal de ker(d.7) = Gz dans T.Qq = (JGz)*,
pour z dans 9 NU). Notons toutefois que la mesure qui interviendra naturellement dans notre
étude quantique sera celle provenant de la structure riemannienne. En particulier, via le lemme
d’intégration par tranches de I’Appendice 4, 7 étant une submersion riemannienne, on aura la

formule, pour f lisse a support compact de §2,..q dans C :

doq,(2)

| s@oatn) = [ st (3.10)

ol Oreq €t 0, sont les mesures riemanniennes sur €,..4 et Qo (respectivement), et Vol(G(z)) est

le volume riemannien de 'orbite de z par le groupe G.

3.1.3 Exemples

On revient ici au cas ou G C O(d) s’identifie & un sous-groupe de O(2d) N Sp(d), via la

représentation M : G — O(2d) N Sp(d) définie par M(g) ::< g 0 ) . On confondra de méme
g

AecGet M(A):

< ? Z ) . Ainsi, pour z et £ dans R?, on a :

FM(A)(xvé.) = FA(:L‘vé.) =< A:L‘vé. >R - (311)

» Symétrie sphérique :

Pour G = SO(d), on a p = d(dgl) et :
Qo = {(z,6) e R x R : la famille (x,¢) est liée }.

En effet, on a : VA € G, Fp(z,§) =0 < & L Gzx. Si (z,§) € Q, alors, soit = = 0 auquel
cas (x,€) est lide, soit z # 0 et alors Gz = (Rz)* (Iinclusion 'C’ vient du fait que ‘A = —A et
comme Gz = T,(S(0, ||z||)), on a égalité pour des raisons de dimension). Ainsi, (z,§) est liée.
Réciproquement, si (z,&) est liée et si ‘A = —A, alors on a < Az, >=0.

> Les stabilisateurs sont conjugués sur o\{0} :
En effet, si (7,€) € Qg et si (par exemple) x # 0, alors Stab(z,¢) =stab’(z) :stab(”i—”) car les
actions de G sur R? et R?® sont linéaires. Par ailleurs, si g € G, stab(gﬁ) = gstab(”—;”)g_]L
Enfin, SO(d) agit transitivement sur la sphere de R?, et ainsi, tous les sous-groupes d’isotropie
de Qg — {0} sont conjugués.

> On montre facilement que Qy — {0} est sous-variété de R?? (théoreme de réduction) de
dimension d + 1 (utiliser des paramétrages de R x R? dans Qy — {0} du type (A, z) — (z, \x)).
On a donc dim(2g — {0}) = 2d — dim G(z).

3stab désigne ici le stabilisateur pour Paction naturelle de G sur R%.



98 CHAPITRE 3. LE CAS D’UN GROUPE DE LIE

Ainsi, si U est un ouvert G-stable de R?¢ tel que Qo N U # 0, les hypotheses de réduction
symplectique sont satisfaites sur Qo N U des que 0 ¢ U.

» Symétrie cylindrique :

S0@2) | o

) des rotations de l'espace autour de
0 1

Pour d = 3, on envisage le groupe G := (

laxe (Oz). Il est aisé de montrer que :
Qo = {(z,8) € R x R3 : (1, x3) et (£1,&) sont colinéaires }.

ou l'on a noté x = (x1,x9,x3) et & = (&1,&2,&3). Par ailleurs, 0 est union disjointe de deux

ensembles 27 et Q9 définis par :

Oy = {(0,0,1‘3;0,0,63) a3 €ER, &5 € R}.
Q= (2!, 23:€, &) + (', &) lie dans R? , et (a/,¢') # 0}.

Sur €24, les stabilisateurs sont conjugués a G et sur s ils sont conjugués a {Idps}. Par ailleurs,
Q1 est un plan de RS est Qs une hypersurface de R6 (utiliser la submersion (z,§) — x1& — x2&;
définie sur R6\). Ainsi, dim(Qg) = 5 = 2d — dim G(z), pour z dans (.

On voit donc que, si U est un ouvert G-stable de R?? tel que Q9 N U # (), les hypotheéses de

réduction symplectique sont satisfaites sur Qo N U si et seulement si U N Qy = ().

3.1.4 Points d’équilibre et points périodiques relatifs

Dans ce paragraphe, on se donne U ouvert G-stable de R?? tel que les stabilisateurs de QoMU

sont conjugués. H : R — R est un hamiltonien G-invariant sur U.

Définition 3.1.6

e On dit que z € Qo N U est un point d’équilibre relatif (PER) pour H simw(z) est un point
d’équilibre pour H.

e On dit que z € Qo NU est un point périodique relatif (PPR) pour H siw(z) est un point

périodique pour H.

Les notions de PER et PPR sont bien sir topologiques : on peut les définir de maniére évidente
via le flot topologique ®;, sans avoir recours & une structure de variété lisse sur Qy¢q. Un (PPR)
est un point dont la courbe intégrale repasse par une position symétrique a celle dont elle est

issue. Les (PER) admettent des courbes intégrales qui sont inscrites dans les orbites de G :
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Proposition 3.1.7 Soit z € QoNU. On a :

e 2 (PER) <= JVH(z) € Gz. Dans ce cas, il existe A dans G tel que ®;(2) = et4z.

Par ailleurs, si dim(Qo NU) = 2d — dim G(z), alors z (PER) <= z est un point critique
de la restriction de H a Q.

e z est un (PPR) si et seulement si 3T >0, dJge G tel que gPr(z) ==z

Preuve de la proposition :

Si z est un (PER), on a clairement pour tout ¢ : ®,(z) € G(z). Donc JVH (z) € T,|G(2)] = G=.
Inversement, si JVH(z) € Gz, soit A € G tel que JVH(z) = Az. Alors y(t) := etz vérifie,
selon (2.30) :

A(t) = e Az = e JVH(2) = JVH (%) = JVH(y(t)).

et v(0) = z. Donc ®;(z) = 'z et z est un (PER).
Soient H; la restriction de H & Qo NU et t — ~(¢) un chemin dans Qo N U tel que v(0) = z.
Alors d,Hy : T,(QoNU) — R est donnée par :

d

() =5

(H(v(t)) =< VH(2),7'(0) > .

Ainsi d,H; = 0 si et seulement si VH(z) € (T.(QoNU))* . Sion a dim(QyNU) = 2d — dim G(2),
alors, selon (3.7), T.Q = (JGz)*, et donc d,H; = 0 si et seulement si VH(z) € JGz, ie.
JVH(z) € Gz. [

Lemme 3.1.8 Soit E € R tel que ¥ := {H = E} soil un niveau d’énergie non critique
(i.e. VH(z) # 0,Vz € ¥) et tel que X C U. Supposons par ailleurs que pour tout z dans

QoNU, on a dim(QoNU) = 2d—dim G(z). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) QoNU et g sont des variétés transverses de R??.

(2) Il n’y a pas d’équilibre relatif sur Qo N Xg.

(3) Il n’y a pas d’équilibre sur S := {H = E} C Qyeq.

Prewve du lemme : (1) <= Va € (QnNU)NIg, T, + T2 =R
Nier (1) revient & dire : Ja € (Q NU) N g, T,Q C (RVH(a))t, ce qui signifie (comme
(JGa)*t = T,Q0) que (JGa)* C (RVH(a))* i.e. RVH (a) C JGa ou JVH(a) € Ga. [

Un exemple de (PPR) qui n’est pas un point périodique
On donne ci-dessous un exemple ou des (PPR) ne sont pas des points périodiques pour un
hamiltonien quadratique. Ces point engendrent des orbites ” quasi-périodiques” non périodiques,

i.e. chacune d’entre elles est dense dans un tore de dimension > 1 :
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Soit H : R3 x R? — R défini par :

H(z,§):= |£|2 +V(z)ou V(x):= )\11‘% + Ag:l:% + )\3333.

On choisit 3
A #£ A3 et )\—; ¢ Q.

Ainsi, H admet une symétrie cylindrique. On montre alors que les seuls points périodiques dans
R sont de la forme (x,*,0,*,%,0) et (0,0,%,0,0,*). Enfin, si (23,&3) # (0,0) et si (z1,22) #
(0,0), on peut montrer que des points de la forme (z1,x2,x3, £v/ A 122, FvV/A121,&3) sont des

(PPR) non périodiques (on peut cependant remarquer que ces points ne sont pas dans £2g).
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3.2 Asymptotique faible réduite

3.2.1 Résultat

Comme dans le cas d’un groupe fini, nous commencons par étudier 'asymptotique dite

"faible”, i.e. 'asymptotique de la trace d’un hamiltonien quantique ”"réduit”.

Théoréme 3.2.1 Soient G un sous-groupe de Lie de O(d) de dimension p et a € C3°(R??),
réel, un hamiltonien G-invariant. On suppose qu’il existe € > 0 tel que si U := {z € R2d .
dist(z, Supp(a)) < €}, alors les hypothéses de réduction symplectique sont satisfaites sur
U nNQy.

Alors Opy (a) = Aesta trace, pour tout x dans G, TT'(A\X) admet une asymptotique compléte
en puissances de h quand h — 0%, et on a :

Tr(A,) = (2rh)*"d, /

@(2)dorea(). [pX|H ;11} + O(RF=a+1), (3.12)
Qred 0

ot a est le hamiltonien réduit classique (a(m(z)) = a(z)). Par ailleurs, la mesure do,eq

est la mesure riemannienne sur (..q. Rappelons que k est la dimension des G-orbites sur
QoNU.

Remarquons que U est bien G—stable.

» Comparaison : Sans symétrie, rappelons que 'on a la formule exacte :

Tr(Opl(a)) = (27h) ¢ /R a(2)iz. (3.13)

> (p : 11| est le nombre de fois que la représentation triviale 1l est contenue dans p, restreinte
X, X

a Hot, on py est une quelconque représentation de caractere x. On a :
[%HO : ﬂ] = /H x(h)dh = [L*(G/H) : py] . (3.14)
0

ol dh est la mesure de Haar normalisée sur Hy, [LQ(G /H) : Px] est le nombre de fois que p,
est contenue dans la représentation réguliere de G sur L*(G/H) (cf [Pi] p.100 et 108). Ainsi,

[f’xm : ]1] est un entier compris entre 0 et d,. Par ailleurs, si Hy = {Id}, i.e. si G agit librement
0

sur Q9N U, alors [pxm : ]1] =d,.
0

» Lorsque G = SO(d), les hypotheses du théoreme sur le groupe G sont vérifiées si et seulement

si 0 ¢ Supp(a). Pour le cas d’une symétrie cylindrique, elle sont satisfaites si et seulement si

4Rappelons que les stabilisateurs de points de Qo N U sont tous conjugués & Ho.
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Q1 N Supp(a) = O (voir le chapitre 3.1.3).

Le but d’une telle formule de trace est avant tout de servir a prouver une asymptotique de

type Weyl sur la fonction de comptage de valeurs propres d’un hamiltonien quantique réduit.

Corollaire 3.2.2 Soient G un sous-groupe de Lie de O(d) de dimension p, H : R — R
un hamiltonien G-invariant qui vérifie (H.0) et By < Ey dans R. On note I := [Ey, Es] et
on suppose de plus que :

HY(I) est compact. (3.15)
Enfin, on suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que, si U :== H '(JE; — ¢, By + €[), alors les hy-
potheses de réduction symplectique sont satisfaites sur U N ).
Alors, ¥x € G, Vf € C’OOO(}), f(ﬁx) est de classe trace et Tr(f(ﬁx)) admet un

développement asymptotique a tout ordre en puissances de h quand h tend vers zéro tel

que :

Tr(f(H,)) = (2rh)*~d, /Q JUH(@))dorea@). [py,, 1]+ OB (3.16)

red

Par ailleurs, le spectre de ﬁx est discret dans I et, si Volpeq(H=Y(OI)) = 0, alors on a :
d—k rr—1 )
(2rh)FN(I) — dyVolrea(HH(D) [pX|HO : 11] . (3.17)

ou H est le hamiltonien classique réduit (H(m(2)) = H(z2)), et Volyeq désigne le volume

riemannien sur Qpeq.

Prewve du lemme : d’apres le calcul fonctionnel ([He-Ro 1]), f (ﬁ ) est opérateur h-pseudo-
différentiel de symbole principal f(H(z)). Toujours selon [He-Ro 1], comme f € C{)’O(; ) et
comme H1(I) est compact, f(H) est & trace et donc f (ﬁx) aussi. Par ailleurs, on peut écrire
f (ﬁ ) comme une série formelle d’opérateurs pseudo-différentiels & symboles dans C5°(R%¢) a

o

support dans H~!(I) (techniques Helffer-Robert), i.e. pour tout N € N :

N
f(H) =Y nFop(ar) + O (BNH179).
k=0
Or, pour g dans G, on a [PAI,M(Q)] = 0. Donc M(g) commute avec tout P(PAI), ou P est un
polynome. Si f € C§°(I), on approche f uniformément par une suite de polynomes sur I via le

théoréme de Stone-Weirstrass, et on a donc [f (f[ ), M(g)] = 0 pour tout g. Ainsi,

N
F(H) = S RN (g)Opp (ax) M (g™Y) + Opp(hN*179),
k=0
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Donc Vk € N, Vg € G, on a : [Op}’(ax), M(g)] = 0. Le théoreme 3.2.1 donne donc (3.16).
Pour obtenir (3.17), on procede exactement comme dans le cas des groupes finis, en encadrant

17 par des fonctions de C§°(R) qui se rapprochent de 1. |

Les trois paragraphes suivant sont consacrés a la preuve du théoreme 3.2.1.

3.2.2 Reéduction a un probleme de phase stationnaire via les états cohérents

Soit g € G. On a, d’apres les formules de trace sur les états cohérents (cf appendice 4.2) :
Te(OpY (a) M (g))) = (27h) / < Apaipyra > 12 da (3.18)
R
La proposition suivante est validée par la méme preuve que la proposition 2.3.1. Notons que
pour la prouver, on utilise ici le fait que a est a support compact. Par cette méthode, on n’a pas
a priori le résultat si a vérifie des conditions de décroissance polynomiales du type de celles que

l'on a faites pour I’asymptotique faible dans le cas d’un groupe fini :

Proposition 3.2.3 Il existe un compact K dans R*® tel que, Alors
Lo 1< Apaipgrra >paa lda = O(h)
RQd\K

uniformément en g € G.

Ainsi, si x1 € C3°(R??) est telle que x; = 1 sur K, on a, en écrivant 1 = x1(a) + (1 — x1(a)) :

Te(Opy ()M (9))) = (2mh) /

[ 0(0) < Apaiyria > pae da+ O(). (319)

Puis, on utilise la proposition 2.3.3 donnant I'effet d’un opérateur pseudo-différentiel sur un état

cohérent pour écrire pour N € N* :

[S1Ea

w S Pala) N1
Opy(a)pa —Zh Z o oo <Cygn-h 2.

0 ~eN2d,|y|=k L2(RY)

e
Il

ouV,, = ’Z}l(a)AhOpi”(zV)zZ)o. Par ailleurs, on peut choisir K suffisament grand pour contenir
le support de a, ce qui explique la disparition de x; dans les lignes qui suivent. On obtient alors
Tr(Op}, (a)M(g))) =

N
_ E 0"a(a w ~ _ ~ Nti_
(k)Y k2 Y / 9 7,(0)AnOPY (7)0; Talg™ ) Ano > dar+ O(h"F~4).
k=0 ~eN2 |y|=k R T
(3.20)
D’apres ’appendice sur les états cohérents, en écrivant que Op“f’(z“’)z/?o = Qﬂ[}o, on a :
a—g ta

(%) =< Th(@)ApOp® (2" Vo; Tn(g ta)Apthy >= e 2 <79 'ae> ) <T> Q- ()03 Y0 > -
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On a vu dans le cas des groupes finis que ), est un polynome de degré inférieur a |y| ayant la
méme parité que |y|. On note o = (g, p). Alors, on a :
; 2 L (1—g1 —g1 _ a1 _g1
() =it 2 [t e, (m - m> o Hlo- U= ez
3 R4 \/E

On fait le changement de variable y = vhz — (I — g~ ')q, ce qui donne apres calcul :

d
h_§
7'['2

_ L i(I—gVg+(I—g Hpy> Y
X e h eh d
/Rd Qﬂ/(\/ﬁ) ’

Comme dans le cas des groupes finis, la parité de (), implique que seules les puissances EN-

e 2h<Jg 1aa>egh<(l g 1) 7(I_gil)q>e_ﬁ‘(1_gil)q‘2

(*) =

TIERES de h vont intervenir dans le développement asymptotique. Puis, en faisant le change-

ment de variable v’ = \/H’ on constate que :

_ 1 A 1 1 (=12 2 Lo
(4) = 3 <Ja 0> g3 <U—g I~ e> = (- /Rde W2 Q. () dy

ou
o = ili(I —g " )g+ (I —g ")pl. (3.21)
Puis, on écrit :

Qy(z) = Z Ryt
De sorte que, en utilisant le calcul de gaussienne du lemme 2.3.6, on a :

() = R %) S e 3 ()P (21, (3.22)

[l <[] n<p

ou P, (donné dans le lemme 2.3.6) est indépendant de h, o et g, et :

®(e,9) | ' =< Ba,a > avec |B = %J(M(g) — M(g~h)) + %(I — M(g))(I — M(g1)).| (3.23)

Les différents restes étant uniformes en g € (G, on obtient finalement :

N
Tr(Op (a)PY) = (27h)d, S hs Y 3 i”’P 2 )™ F I, (h) + O(h™F ).

YEN2, |y|=k |p|<[y[n=p

(3.24)
/ / AT a(0) F o, g)dadg (3.25)

RQd

et .
Fla,g) = =[i(l —g g+ (I — g ")pl. (3.26)

2
Nous verrons par la suite que F est nulle sur les points critiques de la phase ®, ce qui fait que

I'asymptotique de chacun des termes I, ,(h) releve du théoreme 2.3.10 et commence avec des
termes en h 2 . Dans le chapitre qui suit, nous vérifions que les hypotheses de ce théoréme sont

bien validées dans notre cas.



3.2. ASYMPTOTIQUE FAIBLE REDUITE 105

3.2.3 Analyse de phase

Remarquons tout d’abord que, si (z,g) € R?? x G, alors S®(z,g) = %|(I — M(g~1))z2 > 0.

e Calcul de I’ensemble critique :
IB(2,9) =0 <= (I—M(g7")z2=0 <= M(g)z = 2.
0,9(2,9) =0 < 2Bz=0 < M(g)z = z.
Si A € G, notons g pour M(g) et A pour M (A) pour éviter les lourdeurs d’écriture :

40, (2,9)(Ag)= G|, <[J("g— g7l e™™) +i(l — g)(I — g "e )]z 2 >
=<[J(Ag+ g tA) —iAg(I — g~ 1) +i(I — g)g 1 Alz,2 > .

Ainsi, nous remarquons que si 9,9(z,g) = 0, alors :
0,P(2,9)(Ag) =0 <= 2< JAz;2>=0 <= 2z €.

Nous avons donc prouvé que ’ensemble critique est :

={(2,9) € U xG: M(g)z=zet z€ U}. (3.27)

e Le lemme suivant donne la structure de variété lisse de I'y :

Lemme 3.2.4 Soit U un ouvert de R?* G-stable tel que tous les stabilisateurs sont
conjugués sur UNSy. Pour z € QoNU, on note k = dim(G(z)), et on suppose que dim(Qg) =
2d — k. Alors Ty est une sous-variété de R* x G de dimension dimT'y = 2d — 2k + p. Par

ailleurs, si (z,g9) € Ty, alors

Ti9To={(a,Ag) : a € T.Q0, A€ G et (M(g) — I)a+ Az = 0}. (3.28)

Preuve du lemme : Si X est une variété lisse, on note :

diag(X) :={(z,z) rx € X} C X x X.

Clairement, diag(X) est une sous-variété de X x X de méme dimension que X, d’espace tangent :
Tio0)(diagX) = {(a,a) : a € T, X }.
Soit
Ry:={(2,M(g9)z) : 2€ QoNU, g € G}. (3.29)
Remarquons que Ry = (7 x 7) " (diag[(Qo NU)/G]). Ainsi, selon le théoréme de réduction 3.1.3,

7 X 7 est une submersion ® sur (29 N U)?2, Ry est une sous-variété de (o NU) x (Qo NU) de

dimension dim Ry = 2d, et si M(g)z = z, on a :

Soft 7 est la projection dans Q.q de (3.3)
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T(z,z)RO = [d(z,z)(ﬂ- X 7T)]_I(Jj(w(z)ﬂr(z))(diag(QTed)))‘
= {(a, B) € T X T:Q0 : d.7(a) = d.7(B)}.

Lemme 3.2.5 Soit U un ouvert de R?® G-stable tel que les stabilisateurs sont conjugués
sur Qo NU. Alors :

oVze (QNU), kerd,m =Gz

e Si de plus M(g)z = z, alors Va € T,Qo, (M(g) — I)a € Gz

Preuve du lemme_ : Selon le théoreme de réduction 3.1.3, m est une submersion en z, donc,
comme G(z) = 7 1({n(2)}), on a kerd,m = T.G(2) = G=.
Pour le second point, différentions par rapport a x € Qg l'identité n(M(g)x) = w(x). On

obtient :

Va € T,  dppg).m(M(g)a) = dym(a).

Donc, si M(g)z = z, et a € T, alors on a (M(g) — I« € ker(d, 7). Ainsi, pour tout o € T,8y,
ona (M(g)—Ia € Gz. [

Ainsi, selon le lemme 3.2.5, on a, si M(g)z = z, d,n(a) = d,7n(8) < d,7(M(g9)a) =
d,m(B) :

T(o.)Ro = {(a, M(g)a + A2) : @ € T.Q0, A € G}. (3.30)
Q G—R
Soitgooz{ 0 &= o On a diag( NU) C Ry, et :
(2,9) = (2, M(g)2)

Lo = ¢ ' (diag(Qo NU)).
Soit (z,9) €Ty. Sia e T.Qyet A€ G, ona:
d(z,g)ng(aaAg) = (Oé,M(g)Oé + AZ)

Ainsi, selon (3.30), Im(d; 4)p0) = T 4-)FRo, et o est une submersion en (z,g). Donc Ty est
une sous-variété de R? x G, dimTy = 2d — 2k + p, et

T(m)l“o = {(a,Ag) caeT,Qy,AeGet a= M(g)a + AZ}

ceci acheve la preuve du lemme. |

e Calcul de la hessienne en un point de I :
Le point sur la méthode :
Soit (zp,g0) € T'g. La hessienne ®” (2, go) est alors une forme bilinéaire symétrique sur ’espace

tangent R?? x Ggo, & valeurs complexes. On munit E := R?? x My(R) d'une structure d’espace
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vectoriel euclidien de produit scalaire <:>pg défini pour z1, 2o dans R?? et A et B matrices de

taille d x d, par < (21, A); (22, B) >p:=< 21;22 >paa + << A, B >> ou :
<< A,B >>:=Tr("AB). (3.31)

En appliquant le théoreme de Riesz a R®"(zg, go) et IP” (29, go), on obtient L := Ly + iLo, on

L1 et Ly sont dans E(R2d x Ggo), telles que, si u et v sont dans R24 x Ggp, alors :
" (20, g0)(u,v) =< L(u),v >g=< Li(u),v >g +i < La(u),v >g .
D’apres la définition de ® et de son ensemble critique 'y, on constate que (cf Appendice 4.3) :

®” (20, g0) - est non dégénérée <= ker, L C T}

T
|N(Zo,go) 0 )+ 0

20,90

ot ker,, L := ker Ly Nker Ly. Par ailleurs, soit ¢ : R?¢ x R? — R2? x ( la carte locale en (20, go)

définie pour (z,s) € R?? x RP, par :

p
o(z,8) = (z,exp(z siAi)go)- (3.32)
i=1
ot (Ai,...,Ay,) est une base de G que nous choisirons subtilement plus tard. Si I’on note :
0?(®
A= (M(zo,o)> (3.33)
Ox;0x; 1<4,j<2d+p

la matrice dans la base canonique de la hessienne de ®ogp, on sait alors (cf [Laud] p.88, proposition

I11.4.3) que si u et v sont dans R?? x Ggo, alors :

" (20, go) (u, v) =< A(d(z,0090) " (1), (d(z0.009) " (V) >p2aypr - (3.34)
Cette formule montre clairement que l'on a :
ker, L = d,, oyp(ker; A).

Ainsi, ®" (20, go)| Ny a)T0 est non dégénérée si et seulement si d,, o)¢(kery A) C T\, 40)[0. Pour

simplifier les notations, on confondra par la suite abusivement kerg A et kerg L, et on ne parlera

plus de L mais de A, qui sera aussi notée ‘Hess D(z0,90)- ‘

Rappelons 'expression de la phase :
1 .
©(z,9) =< Bz,z > avec B=_J(M(g) — M(g™) + %(I — M(g))(I = M(g™").  (3.35)

On obtient, en notant g pour M (g) et en répétant p fois dans le sens des lignes chaque bloc ayant

un indice ‘¢’; p fois dans le sens des colonnes chaque bloc ayant un indice ‘j’, pour (z,g) € I'y :

Jg—g )+ 30— —g ") [ I +g7Y) +ilg™ — D)4z ) . (3.36)

1
Hess ®(z,g) = [ -2 '
( VI +g7) +ilg™ 1) AiA] | L Az Az >
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(utiliser le lemme 3.4.3).

Les formules suivantes nous seront utiles dans tout le reste de la theése :
VAe G, VzeQy, <Az, VH(z)>=0. (3.37)

VAe G, VBe G, VzeQy, <Az, JBz>=0. (3.38)

La formule (3.37) revient a dire que {H, F4} = 0. La formule (3.38) vient du fait que Qp est
stable par G et s’obtient en dérivant par rapport a ¢t en ¢t = 0 'identité FA(eth) =0.

e Calcul du noyau de la hessienne en un point de Iy :
P

Si on note pour a € R?? s € RP, A := Z s;A;, en prenant partie réelle et imaginaire, on a :
i=1

Jg—g o+ (I +g7")JAz
<{T+gYHIAjz;a>=0 Vji=1,...,p

(I-g—g Ha+(g' —1)Az=0
< (g—l—[)Ajz;a>+<AjZ,AZ >=0 Vj=1,...,p

(a,s) € kerp, A <=

Donc, si I’on note z := (g — I)a + Az, et si 'on remarque que (¢~ +1)(g —I) = g — g~ !, alors
(I+gHz=0
<{T+gHJAizza>=0 Vj=1,...,
(a,8) € ker, A < U974 J P (3.39)
(' =Dx=0

<Ajziz>=0 Vj=1,...,p

ce qui équivaut & x =0 et (I + g)a € (JG2)*. Orz =0 <= (g—I)a = —Az, et, selon (3.38),
Az L JGz. Donc (3.39) <= z=0et a € (JGz)*. Ainsi, on a prouvé :

ker, Hess ®(z,9) = {(a, Ag) € R** x Gg: (M(g) —)a+ Az =0¢ct a € (JGz)T}.  (3.40)

Ainsi, d’apres la proposition 3.2.4, on a :

ker, Hess ®(z,g) = T(, o To. (3.41)

2,9

Nous venons donc de montrer que le hessien transverse de ® est toujours non dégénéré, ce
)
qui prouve que l’on peut appliquer le théoreme de la phase stationnaire. On obtient ainsi une

asymptotique théorique de Tr(A, ) en puissances de h. Dans le chapitre suivant, nous calculons

le terme dominant de cette asymptotique.

NB : Jusqu’ici, on a seulement utilisé le fait que 7 est une submersion sur Q¢ N U, et ce,

uniquement dans le lemme 3.2.4!
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3.2.4 Calcul du terme dominant

Comme koo =1 et Py =1, selon (3.24), le terme dominant de Tr(/TX) est celui de :

I(h) = (2rh)~d / / eF 29 g a(2)dzdg. (3.42)
RQd

Le théoreme de la phase stationnaire nous dit donc que :

Te(A,) = (2nh)F—4d, /F 1 sz(’)“)(z) dory (z, ) + O(hF=4+1), (3.43)
I
0 det? ( i IN(Zyg)r(J)

e Calcul du déterminant de la hessienne @”(z,g)w( T
z,9

Nous allons imposer une restriction au choix des A; comme base de G. Cette restriction dépend

de z et g (et donc les A; aussi!) : on choisit Ay,..., A, tels que :
Ay, ..., Ag est une base orthonormée de (Tyy Stab(z))* pour <<; >> . (3.44)
Apt1,. .., Ap est une base orthonormée de T4 Stab(z) pour <<; >>. (3.45)

On rappelle que £ = dim G(z). Il est alors essentiel de noter que, pour A € Tyq4 Stab(z), en

dérivant en ¢t = 0 Iidentité !4z = z, on obtient :
VA € T74Stab(z), Az=0. (3.46)

c’est en particulier le cas de Ag4q,...,A4,.

On rappelle que :
Tt gFo = {(a, Ag) € R* x Gg: (M(g) — Id)ar+ Az =0, o € T: O}

/\/'(Lg)FO est 'orthogonal de T, ,yI'g dans R?¢ x Gg pour le produit scalaire défini précédemment
sur R?4 x My(R).

det (‘P"(z,g)w(z,g)r()) = det((2"(2, 9) (i 1)) )1<i j<on

ot (pt1,...,p2r) est une base orthonormée de N, »To. Or pour la carte choisie ¢ (cf (3.32)
(3.44) et (3.45)), d(.0)¢ est une isométrie. En effet :

d(z 0)¥ Zsz zg

et (Aq,...,Ap) est une base orthonormée de G. On note :

p
Fi={(o,s) eR¥* xRV : (M(g) — Id)a+ Y _s;Aiz =0, o € T:Q0} CR* x RP.  (3.47)
=1
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On a F = (di0)¢)  (L(s,gT0)- Ainsi, si g; := (d(,0)¢) (1), alors (e1,...,e9;) est une base
orthonormée de (d(zp)go)_l(N(z’g)Fo) = F*, car d(.,0)¢ est une isométrie. On a clairement, par
définition de A :

det <(I)”(Z7g)|/\f(zyg)ro) = det (< Aei, €5 >))1<ij<ar)

Enfin, on remarque que A(FL) C FLt +iFL : en effet, si u € F* et v € F alors :

< Au,v >= 0"(z, 9)(d(2,0 (1), d(- 0 p(v)) =0

car, si x € N, oTo et y € T, T, alors ®"(z,y) = 0, par définition de ®.
Ainsi, si A‘fl désigne la matrice de A dans une base quelconque de F*, alors, (€1,...,€x) étant

orthonormée, on a det(((< Ae;, 5 >))1<i,j<or) = det (“‘H;L) et donc :

®"(z,9) A
det (#) = det (%) . (3.48)

Le lemme suivant exhibe une base de FL :

Lemme 3.2.6 Soit (B1z,...,B;z) une base de Gz. Avec les A; choisis plus haut ( cf (3.44))
et (3.45)), on note dans R?* x RP, pour j =1,...,k :

ej = (JB;z,0), e} = ((M(g~") = I)Bjz,< A;z, Bjz >,0).

Alors B = (e1,...,ek,€),...,€}) est une base de F .

Preuve du lemme_ : €; et E;- (j =1,...,k) sont clairement dans FL. Puis, il est clair que g L e

Vi,j car Gz L JGz (cf (3.38)). Par ailleurs, la famille (e1,...,ex) est libre. Il en va de méme
pour la famille (€], ...,¢}) en utilisant que le fait que (Byz,..., Bgz) et (Ayz,..., Ayz) sont des
bases de Gz. [ |

Dans les lignes qui suivent, on confond g et M (g). Supposons de plus que (B z, ..., Bgz) est

k
orthonormée. Si A € G, comme Az = Z < Az,B;z > B;z,on a :
) i=1
(JAz;0) = Z < Az, Bz > ¢;.
i=1
k
(g7 — DAz < Ajz, Az >,0) = Z < Ajz, Biz > €.
i=1

Ainsi, comme g7 —g= (¢! = I)(I +g),on a:

.k k
1
Alej) = % g <(I—-g)(I—-g "Bjz,Biz>¢e; + 3 E < (I +g)Bjz, Biz > ¢..
i—1 i=1
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k k
De méme, on a: A(e}) = Z(am +bij)ei + Z(cm- +dij)e; ,ou:

i=1 =1

k
1
<(g—g W9 '-1)Bjz,Biz>, b;= 5 Z < Biz,(I+g YAz >< Az, Bjz > .

r=1

N =

ai:j =

.k
Cij =< (g — I)(g_l — I)BjZ,BZ'Z >, d@j = %Z < Bjz,Arz >< A,«Z,sz > .

r=1

N | .

On note la matrice de taille k X k de terme général en 7,5 : < B;z, Ajz >, et la
matrice de la restriction de g & Gz dans la base (Byz, ..., Byz). Ainsi, a; ; est le terme général
en i,j de (I + g5 " )(g0 — I)(g5" — I), cij est celui de (g0 — I)(gy" — I), di; est celui de
%MtM, et b ; = %Ele(zszl < (I 49 Y)Byz, Biz >< Az, Bz >) < A,z, Bjz > est celui de
(I + g5 )M*M. Donc,

ot <A> _ det( = g0 —g5") | S +95") (g0 = Dlgg " = 1) + 3 + g5 HM'M >
i Y+g) | Yoo — Digy* = 1) + sM*M

On fait 'opération sur les lignes Ly «— Ly — %(I + go_l)LQ, ce qui donne :

det <A|;E > = det[(I — go)(I — gy ") + M"M]. (3.49)

Enfin, notons f : Gz — Gz D'application linéaire définie par :

k
flx):= Z < Apzyx > Apz,| Va € Gz (3.50)
r=1
On a
f(B]Z) = ZZ < BZ'Z,ATZ >< A,«Z,sz > B;z.
i=1 r=1
Ainsi, la matrice de f dans (Biz2,..., Byz) est égale & M M. Nous avons donc montré que :
det | 2z0) = det[(I — M(g))(I — M(g)™"),. + f]. (3.51)
‘N(zyg)ro

e Formule d’intégration sur I'j :
Soit
m : g — Qo NU définie par 71(z, g) = 2. (3.52)

J’affirme que m; est une submersion :
Rappelons que T, »T'o = {(a, Ag) : @ € T.Q0, A € G et (M(g) — I)a+ Az = 0}. Si (2,9) € T,
alors d, ,ym(a, Ag) = a, pour tout a € T,Qp, et tout A dans G. Selon le lemme 3.2.5, si

a € Ty, il existe A dans G tel que (M(g) — I)a = —Az, i.e. tel que d(, g7 (e, Ag) = a, et
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donc d, 41 est surjective, ce qui assure le fait que 71 est une submersion en chacun de ses points.

Nous utilisons ensuite un lemme d’intégration par tranches pour les submersions riemanniennes,

dont la démonstration pourra étre trouvée en Appendice :

Lemme 3.2.7 Intégration par tranches via une submersion :
Soient M et N deux variétés riemanniennes, et F : M — N une submersion lisse. Soit ¢

lisse a support compact sur M. Alors on a :

x)doy (x) = doz, () on(n
| s@ynu(@) A[@f@Mm%wwﬁm%dN<> (3.53)

ot ¥y, := F~Y({n}) (sous-variéte de M), et doy, est la mesure riemmanienne induite par
celle de M sur >,.

Rappellons que *(d,F) : TN — TyM est définie par :

(3.54)

Zlryar -

Vo € TyM, Vz€ Tpg,)N, < d,F(z),z >l =< z,! (dyF)(z)
Y

Nous allons appliquer ce théoreme avec M = I'g, N = Q¢ N U munies de leur structure riema-
nienne définie par les produits scalaires précédents, et F' = w1 qui est bien une submersion : si

dér, est la mesure sur I'y issue de la structure riemannienne de R2? x My(R) donnée par (3.31),

et dg est la mesure riemannienne pour <<, >> sur (, alors on a dg = V%LE]G)' D’ou, la formule

pour ¢ lisse a support compact dans I'y :

_ ; dop, (y) o (s
Aﬁ“mm“”’mwﬂ;Uf“%@u t doay(2). (359)

1
d(z,y)ﬂ-l . (d(z,y)ﬂ-l)” 2

ol :: Stab(z). Ici g, est la mesure sur H, pour le produit scalaire (3.31). Par ailleurs, le

lemme suivant permet de se ramener d’une intégrale sur H, a une intégrale sur Hy.

Lemme 3.2.8 Siu € C®(H,), et si g. € G est tel que g, Hog, ' = H, alors on a :

/uwwmmzémmg%%m»

z

ot dog, et dop, sont les mesures de Haar normalisées sur H, et H.

Preuve du lemme On définit une mesure réguliere v sur H, par :

/ w(h)du(h) = /H w(g-hg=NYdog (h).

z

On av(H,) = op,(Ho) = 1. Pour conclure, il suffit de montrer que v est invariante par transla-
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tion a gauche : si hy € H,,
| im0 = [ uloo(a7 g o Yo, (b
z HO
Comme g 'hig, € Hy et comme oy, est invariante par translation & gauche, on a :

/ u(hih)dog, (h) = /H u(g.hg; Vdog, (h) = / u(h)dv(h).

z z

Ceci acheve la preuve du lemme. [ |

Finalement, on a pour ¢ lisse a support compact dans [y :

_ dom,(h)

/ ©(z,9)dor, (2, 9) = / e / o(z,g:hg; ") .
To Q() Hy

t
|det(d(z,gz hgz 1L (d

=

] doq,(2).
(3.56)

caron a : o, = Vol(H,)og,, ou Vol(H,) est le volume de H, pour la structure riemannienne

(z,gzhgz_l)m))|

issue du produit scalaire (3.31), et Vol(H,) = Vol(Hy) car les sous-groupes d’isotropie sont
conjugués sur 29 N U et les isométries conservent le volume donné par la mesure riemannienne

issue de <<, >>.

Lemme 3.2.9 Pour tout z dans Qo NU et tout g € G vérifiant M(g)z = z, on a :
-1 _ _
det [d(z7g)71'1.t(d(z7g)71'1)] = det 1(f) det[(] —g)I—g 1)\gz + f] (3.57)

ou f, donnée par (3.50), ne dépend pas de g.

Preuve du lemme_ e On prouve tout d’abord que M(g) = Id sur F := (Gz)*7:% :

en effet, si g € G, alors M(g) stabilise 7,Q = (JGz)* (car si a € T.Qq, si A € G, alors
< M(g)a, JAz >=< a, JM(9)AM (g7 1)z > et M(g)AM(g~!) € G). De méme, M(g) stabilise
F. Donc, si « € F, alors (M(g) — I)a € F. Or, on a vu au lemme 3.2.5 que (M(g) — Ia € Gz.
Donc (M(g) — I)a = 0.

e Par ailleurs, selon (4.27), si a € T,Qy, alors td(%g)m(a) est I'unique (ap, Aog) de T{; 5T

vérifiant pour tout (8, Ag) € T(. oTo :
< By >pa=< [,ap >p2a + << A, Ag >>=0. (3.58)

Si de plus o € F, comme M(g)a = a, on a (a,0) € T(, »To. On a donc : *d¢, ymi(a) = (a,0).

Ainsi, on vient de montrer que d(z,g)m.td(z,g)m = Idsur F. Dou :
det(d(z7g)71'1.td(z’g)71’1) = det(d(z’g)ﬂ'l.td(z’g)ﬂ'”gz). (3.59)

e On va montrer que d(z,g)m.td(z,g)mlg =(f+I—-M(g))I—-M(g~ 1)) Lo f.b, ce qui achevera

la preuve du lemme. Pour cela, soit v € Gz. On note (o, Agg) :=" d; gym1(c). Il suffit de montrer

®Notons que f + (I — M(g))(I — M(g™")) est bien inversible sur Gz car si « € Gz, alors :
<[f+U=M@)U — Mg e,z >= 37, < Aizyz > +||(I - M(g))a||”.
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que :
fla)y=(f+T—M(g )T - M(g))o. (3.60)

Pour simplifier les notations, on va noter g pour M(g). Il est aisé de vérifier que si A € G, alors,

(Az,[A — gAg~1g) € T2,9)T0- Selon (3.58), on a en particulier :
VAEG, <Az,a—ay>=<< (A—gAg1), Ag >> . (3.61)
Il faut montrer que pour tout A dans [T74Stab(z)]*, on a :
<Az, fla—ag)— (I —g I - g)ag >=0. (3.62)

Ou encore, (Aj,...,Ay) étant une base de [T74Stab(z)]*, que cette égalité est vérifiée pour

A = A; pour tout 7 entre 1 et k. Donnons-nous un tel 7 :

k

< Aiz, flaa— ag) >= Z <Az, Ajz ><a—ap, Ajz > .
j=1
Selon (3.61), on a :
k
< Aiz, fla— ap) >= Z < Az, Ajz ><< (Aj — gAjg™t), Ag >> . (3.63)

Jj=1

En outre,

<Aiz,(I—g I — g)ag >=< Aiz,(I — g Aoz >=< Ajz, (Ao — g~ ' Aog)z > .

Or, (Ay,..., Ag) étant une base orthonormée de [TryStab(z)]*, on a :
k
Ag—g ' Aog = Z << Ap—g 'Apg, A; >> A
j=1
D’ou :

k
< Az, (I — g_l)(I —g)ag >= Z <Az, Ajz ><< Ag — g 1Ay g, Aj>>.
j=1

D’apres cette derniere égalité et (3.63), on a bien (3.62) pour tout A dans G. [

On applique le lemme et (3.56) & (2, g) = x(g)a(z)det ™3 <MN ) ) Dot
(2,9)° 0

7

[ et (22, Y dor o) = s [ S donte). | 3o
(3.64)
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Lemme 3.2.10 det? (f) = Vol(G(z))%(Iéo)), ou Vol(G) et Vol(Hyp) sont calculés comme

volumes riemanniens pour le produit scalaire << A, B >>= Tr(*AB).

Je remercie vivement Gilles Carron qui m’a donné la preuve de ce lemme.

Preuve du lemme Soit (e1,...,e) une base orthonormée de Gz. Si j € {1,...,k}, on a:

k
f(gj) = ZZ < 5j>ArZ >< Apz, e > €.

=1 r=1
Donc

det(f) = det[((< Aiz,j >))a<ij<i)]*- (3.65)

Fixons z dans y. Notons H = H, le stabilisateur de z. On munit G et H de la structure
riemannienne issue de << . >>. Il est clair que, selon 'invariance de ce produit scalaire par les
isométries, et comme tous les stabilisateurs sont conjugués sur €y, on a Vol(H,) = Vol(Hp).
Notons H l'algebre de Lie de H. Pour simplifier les notations, on notera e I'identité du groupe
G.

Transport de la structure riemannienne sur G/H : selon [G-H-L] p.61, prop 2.28, il existe
une unique structure riemannienne sur G/H telle que la submersion 7 : G — G/H (projection
canonique) soit riemannienne. Par ailleurs, si ¢ € G, on désigne par 1, la réciproque de la

restriction de dym & (ker(d,m)]*. Dot :
Vg Tr(g)(G/H) — (gH)™* telle que dym o9, = Idr, . (G/m)- (3.66)
Par ailleurs, la métrique 6 sur G/H est définie par :
Vg € G, Yu,v € Ty (G/H), dr(g)(u,v) =<< Phg(u),1y(v) >>.

Sig e G, soit Ly : G/h — G/H définie par Ly(goH) = ggoH. Une forme volume o sur G/H
est dite G-invariante si : Vg € G, La = a. On note Q¥(G/H )¢ I’ensemble des formes volumes

G-invariantes sur G/H.

Lemme 3.2.11 L’application o — a(eH) de QF(G/H)E dans A*(T,;(G/H)) est un isomor-
phisme. En particulier dim(QF(G/H)%) = 1.

Ce lemme est de facture classique.

Lemme 3.2.12 La forme volume w issue de la structure riemannienne de G/H est l'unique
élément de QF(G/H)C tel que :

w(eH) (W (A1), .. 9 (Ay) = 1.
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Par ailleurs, fG/Hw = %, ot Vol(G) et Vol(H) sont calculés comme volumes riemanniens

pour le produit scalaire << A, B >>= Tr(*AB).

Prewve du lemme : I'unicité vient du fait que dim(Q¥(G/H)%) = 1.

a) Montrons que w est G-invariante : d’apres la définition de la métrique sur G/H, 7 étant
une submersion riemannienne, on a pour tout g dans G : dym‘dym = 1 dT,,(g)(G /1)~ Ainsi, selon la
formule d’integration par tranches de 'appendice 4 -théoréme 4.4.1-; on a (si dg est la mesure

riemannienne pour << . >> sur G) :

VfeC™®(G), /fdéz/ / fdor—1((ay) w-
G G/H Jr=1({z})

Ainsi, si ¢ € C*°(G/H), avec f = ¢ om, on obtient :

/gooﬂ'd§:VOl(H)/ © w.
G/H
VolG

D’ou fG JHY = Vo et comme dg est proportionnelle & la mesure de Haar sur G, elle est

invariante a gauche et la G-invariance de w est donnée par le fait qu’on a :

Vg € G, / (pongZ/ Y w.
G/H G/H

b) Etant donné la définition de la structure riemanienne sur G/H, 1. est une isométrie. Comme
(Aq, ..., A) est une base orthonormée de H*, (- (A1), ..., (Ag)) en est une de T, (G/H).

Ceci explique la formule annoncée. |

Soit ® : G/H — G(z) définie par ®(gH) = gz; Soit p la forme volume sur la variété orientée
G(z) (p correspond a la mesure de Lebesgue sur G(z)).

®*/1 est G-invariante : en effet, pour tout g dans G, ® o L, = ¢.®, donc :
Lg(®*p) = (P o Lg)'pu=(9.2)"'n=2"(gu) = *p.

car p est G-invariante. Dot A € R tel que ®*p = Aw. Ainsi :

B . _, Val(G)
Vol(G(z)) = /G/HQ) u—)\/G/Hw = )\Vol(H)'

Par ailleurs, selon le lemme 3.2.12 :

A= pu(eH) (Y, (A1), ¥ (Ar) = p(2)([der (e (A1), - -, derr® (1, (AR)))-

Par ailleurs, on a d.g®(¢.1(A;)) = Az, car Y1 (A;) = den(4;), et ® o w(g9) = gz. Enfin,

(€1,...,€x) étant une base orthonormée de Gz, on a :

Vui, ... up € Gz, p(2)(u1, ..., u,) = det(e;, uj).
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(en effet le membre de gauche définit une forme k-linéaire sur Gz égale a 1 sur (e1,...,&x)).
D'oit : A = det(s;, 4;2) = yoe Vol (G(2)). m

Ainsi, selon (3.43) :

n - dog, (2) A k—d+1

Tr(A,) = 2rh)rdd, | a(z)-22%) / R)dh + O(Rk—d+1). (3.67)
X Yo, Val(G(2)) Ju,

ou dh est la mesure de Haar sur Hy. La preuve est compléte lorsqu’on remarque que : pour tout

v € C3°(Qpeq), on a, d’apres (3.10) :

= v(m(z _doa,(2) (2)
/dev(x)damd(m) = /Qo (m( ))Vol(G(z))’ (3.68)
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3.3 Formule de Gutzwiller réduite

3.3.1 Asymptotiques de Weyl réduites
Dans ce chapitre, on se donne un caractere y de G. On définit pour E dans R :
Sgi={H = E} C Qeq. (3.69)

On pose :
Lyeg(E):={tcR:3w e Tp: &) =a.} (3.70)

i.e. L,eq(E) est 'ensemble des périodes des orbites périodiques de f;; C Qped-

Rappelons qu’avec les notations précédentes :

Gy(h) =Tr (w(ﬁx)f (E —th>> : (3.71)

Théoreme 3.3.1 Asymptotique de Weyl réduite

Soient G un sous-groupe de Lie de O(d) de dimension p, H : R** — R un hamiltonien
G-invariant et E € R tel que H vérifie (H.0), et (H.1). On suppose qu’il existe € > 0
tel que si U := H Y(|E — ¢, E + ¢[), alors les hypothéses de réduction symplectique sont
satisfaites sur UN Q. On suppose aussi qu’il n’y a pas d’équilibre relatif sur QoNU. Soient
enfin f et 1 des fonctions réelles vérifiant (H.2).

Si| Suppf N Lyeq(E) = 0|, alors on a G (h) = O(h**°) quand h — 0.

~

Si Suppfﬂﬁred(E) = {0}|, alors on a une asymptotique a toute ordre de G,(h) en

puissances de h, dont les coefficients sont des distributions en f a support dans {0}, avec

en particulier :

gx(h) _ (27Th)k_d+1f(0)¢(E);_;<_ /i‘/ deI,E [pX‘HO : ].1} + O(hk—d+2) (372)

oudLg = ddE—HJE est la "mesure de Liouville” associée ¢ H sur Qyeq. Rappelons que k est
la dimension des G-orbites sur Qg NU. Par ailleurs, si les hypothéses sont satisfaites pour

des énergies X voisines de E, alors le résultat est uniforme dans un voisinage de E.

La preuve de ce théoreme constitue le chapitre 3.5.

» La "mesure de Liouville” sur Xy est ici définie comme la mesure doy sur Xy telle que, pour

toute fonction f lisse & support compact dans (2 NU)/G C Qpeq, on a :

/ f(z)doq,.,(x) :/  f(x)dox(x)dA. (3.73)
Qred R JEA
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Elle peut s’exprimer en fonction de la mesure de Lebesgue sur X Ny : si f est lisse a support

compact dans (Q NU)/G C Q;.q, alors on a :

o f(m(2)) dos 5o, (2)
o f@dlgg = /EQ Vol(G(2)) Tz (VH(2)) ] o

(3.74)

ou doy,nq, est la mesure de Lebesgue sur X N Qp, et II7, o, est le projecteur orthogonal sur
T.Qo dans R??. En effet, il suffit de vérifier que la mesure sur XT)\ définie par le membre de droite
de (3.74) satisfait (3.73), ce que I'on montre en utilisant (3.68) et le théoreme d’intégration par

tranches de I’Appendice 4.

» Comparaison : sans symétrie, si on note L(E) := {t € R : 3z € g : ®4(z) = z}, et si
L(E) N Suppf = {0}, alors, on a :

Tr (w(ﬁ)f (E - H)) — (2mh) ¢ f(O)zp(E)% /Z ‘dvz;‘ +O(h ), (3.75)

» Lorsque G = SO(d), les hypotheses de rédution symplectique du théoreme sur le groupe G
sont vérifiées si et seulement si 0 ¢ Xp. Pour le cas d’'une symétrie cylindrique, elle sont satis-

faites si et seulement si 3 N X g = 0 (voir le chapitre 3.1.3).
Fonction de comptage :

Si I est un intervalle compact de R tel que le spectre de ﬁx soit discret dans I, alors on
note N (h) := Tr(1l I(ﬁx)), la fonction de comptage de valeurs propres de PAIX dans I comptées
avec multiplicité. Remarquons que le résultat suivant peut étre utilisé pour I’étude de certains

opérateurs de Schrodinger ayant une singularité de type Coulomb (cf [HKSW]).

Théoréme 3.3.2 (Asymptotique de la fonction de comptage réduite)

Soient By < Ey dans R, G un sous-groupe de Lie compact de O(d) de dimension p, H :
R2? — R un hamiltonien lisse G-invariant, vérifiant (H.0), tel que H™([Ey — eo, B2 + €0))
soit compact (ou €9 > 0). On suppose par ailleurs que Ey et Eo ne sont pas des valeurs
critiques de H|ﬂo' SiU := H Y (|E1 —¢o, Ba+eg]), on suppose que les hypothéses de réduction
symplectique sont satisfaites sur UNQy. Alors le spectre de H,, est discret dans I = [Ey, Es],
et on a :

Ni(h) = 2rh) =1d, Vol,eq(H1(I)) [pX‘HO : ]1] + O(Rh—dt, (3.76)

o H est le hamiltonien classique réduit (H(m(2)) = H(z)), et Volyeq désigne le volume

riemannien sur Qeq.

» La preuve de ce théoreme a partir du théoreme 3.3.1 differe peu du cas sans symétries,
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et est tres proche de celle du livre [Ro], Théoreme (V-11) p.273 : la recette est toujours convo-
lution, régularisation, théoreme taubérien ([Ro] Théoreme (V-13)) et intégration par tranches,

en utilisant (3.74).

» Comparaison : sans symétrie, on a en supposant que E; et Fs ne sont pas des valeurs

critiques de H :
Ni(h) == Tr(1;(H)) = (27h) " *Vol(H~'(I)) + O(h~%1). (3.77)

» Lorsque G = SO(d), les hypotheses sur le groupe G du théoréme sont vérifiées si et seulement
si0 ¢ H ([Ey, Ez]). Pour le cas d’'une symétrie cylindrique, elle sont satisfaites si et seulement
si Q1 N HY([E}, Es]) = 0 (voir le chapitre 3.1.3).

» Lorsque G est un groupe fini, sous les hypotheses du théoréme, on a Qy = R??, selon

la remarque technique de la fin du paragraphe 2.2, Hy = {Idpa}, et p = k = 0. Comme

[,oxm : ]1] = dy, et (pour A C Qcq), Volyeq(A) = ﬁVol(w‘l(A)), on retrouve le théoreme
0

2.2.11.

Corollaire 3.3.3 Multiplicité des waleurs propres et symétrie des wvecteurs
propres de H : Sous les mémes hypothéses que le théoréme précédent, si H=1(1) Ny #
et si x est un caractére irréductible tel que fHo Mdh £ 0, alors, pour h suffisament petit,
il existe dans I des valeurs propres de H ayant des vecteurs propres possédant la symétrie

Li(Rd) et donc de multiplicité supérieure a d.

Preuve du corollaire : E1 et Ey n’étant pas des valeurs critiques de H Iy O1 & Volred(fl D) #
0 < H'I)#0 < HYI)NQ # 0. Ainsi, selon le théoréme précédent, si fHo x(h)dh #

0, alors, pour h petit, N7 (h) # 0. Par ailleurs, on a vu dans le premier chapitre de la these que

les valeurs propres de ﬁx sont de multiplicité proportionnelle & d, (cf Proposition 1.2.4). |

En termes de proportions, on peut interpréter plus précisément le corollaire précédent en écrivant :

 Volyeg(H1(D)) [
X

MmN e

: 11} +O(RF ). (3.78)

X‘HO :

En particulier, la proportion de valeurs propres de q ayant des fonctions propres de symétrie

Li(Rd) diminue avec h, ce qui n’est pas le cas pour les groupes finis.

Une autre illustration : Avec G = SO(3), si 0 ¢ H~1(I), alors les hypotheses des théorémes

précédents sont satisfaites (cf supra), et on peut prendre Hy :<%’%(2)>: Stab(eq,0). Puis,



3.3. FORMULE DE GUTZWILLER REDUITE 121

on utilise la formule des caractéres du premier chapitre de la these (cf lemmes 1.1.5 et 1.1.6)

pour écrire, pour n € N :

v 1 oz ~ 1 o —ik6
[ T = o [ = 37 o [T e tan <1
k=

—-n

Ainsi, pour tout n dans N, comme d,, = 2n + 1, on en déduit que si H~(I) N Qy # 0, alors,

o(H) NI engendre des espaces propres de dimension de plus en plus grande lorsque h tend vers

7€10.

3.3.2 Termes oscillants

On définit pour F et tg dans R*, | P..q(E, to) | 'ensemble des orbites périodiques de f;; ayant
to pour période. Le théoréme suivant donne une formule de Gutzwiller pour PAIX dans l’espace
réduit lorsqu’on suppose que les orbites périodiques sont non-dégénérées dans f;; (voir définition
4.1.1) :

Théoréme 3.3.4 Formule de Gutzwiller réduite

Soient G un sous-groupe de Lie de O(d) de dimension p, H : R** — R un hamiltonien
G-invariant et E € R tel que H vérifie (H.0), et (H.1). On suppose qu’il existe € > 0
tel que si U := H Y(|E — ¢, E + ¢[), alors les hypothéses de réduction symplectique sont
satisfaites sur UNQy. On suppose aussi qu’il n’y a pas d’équilibre relatif sur QoNU. Soient
enfin f et v des fonctions réelles vérifiant (H.2).

On suppose que les orbites périodiques de f;; C Qreq ayant une période dans L eq(E) N

Suppf sont non-dégénérées pour ces périodes. Si|0 ¢ Suppf , alors on a une asymptotique

a toute ordre de G, (h) en puissances de h (avec des termes oscillants du type e%), dont les

coefficients sont des distributions en f a support dans L,eq(F) ﬂSuppf, avec en particulier :

G (h) = Tr (w(iyf (55E)) =

GEd S ft) Y ersito L /A X@)d(to, 2 g)don, (2,g) + O(h).

. 21 JaL
to Gﬁrcd(E)ﬂSuppf K/EPTed(EﬂtO) 7to
(3.79)
ot la densité d(to, z,g) est donnée dans le théoréeme 3.4.7,
Ay ={(2,9) € (QWNEE) X G : 2= M(g)Py(2) et n(z) €7} (3.80)

don ., est la mesure de Lebesque sur Ayy,, et Sy(to) = foto pt(2)ge(2)dt ne dépend pas du
point z de tel que w(z) € § (ot Dy(2) = (qi(2),pe(2)) ).
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La preuve de ce théoréeme constitue le chapitre 3.6.

» Lorsque dim(€,..q) = 2, i.e. lorsque d = k + 1, les orbites périodiques sont automatique-
ment non-dégénérées pour des questions de dimension. C’est le cas pour G = SO(d).
» Comparaison : sans symétrie, en supposant que les orbites périodiques dont une période

rencontre Supp f sont non-dégénérées, et si 0 ¢ Supp f ,ona:

. E— I/_j R 1 e%Sw(tO)T*ei%U(%tO)
Tr (w(H)f ( - )) =v(E) > [ Y oo . T +O(h)

to€L(E)NSuppf YEP(E to) | det (£ (to)y,, — )12

(3.81)
» Il est donc naturel de prévoir que :
/ - T;el20(’7,t0)
X(g)d(towzag)daf\’ t (279) = ~ w. ,V.to (382)
Az.to ¥:to |det(de(to)‘Vz - I)‘% X:75to

ou T3 est la période primitive de 7, o(¥,%) € N, F,(t) désigne la différentielle de z — ®y(z) & ¢
fixé, et V, C TypQeq est Porthogonal symplectique pour wyeq de Ey := Uk>0 ker(dﬁz(to) — Id)*.
Le terme W, 5., ne dépend que de x, 7, et to (ce qui fait que notre conjecture ne signifie pas
grand chose). Le tout est donc d’identifier ce terme. Au vu des formules de Weyl, il parait naturel
de penser que W, 5, = |:'0X|HO : ]1}. Ceci dit, il faut que notre formule fonctionne pour le cas
d’un groupe fini lorsque Hy = {Idga} (voir théoreme 2.2.16), ot I'on a Qy = R??. Dans ca cas-1a,

nous voyons que Wxﬁ,nT; = x(g%), et comme [pX‘HO : ]l] = d,, on se rend compte que W, 54,

est plus compliqué que ca.

Ainsi, on obtiendrait avec symétries la conjecture :

1 G%S’V(tO)T’_;“ei%U(’YtO)

Gy (h) = d\(E) > fito) >

tOEEred(E)ﬂsuppf fyep'red(EvtO

— _ Wess + O(h).
)QW‘det(sz(to)Wz — [)|% X>7,to

(3.83)
Cependant le calcul de d(to, z, g) étant trop complexe nous n’avons pour l'instant pu trouver la
forme de W, 5 4,
» Les travaux du physicien S.C. Creagh approchent ce type de résultat (cf [Cr]-1993). Cepen-
dant, dans ses articles il se restreint & des symétries abéliennes ou au cas SO(3) (dans ce cas-1a, il
semblerait que W, 54 = 1). Un papier des physiciens Pal et Biswas (cf [B-P]-1998) étudie le cas
d’une symétrie cylindrique. Il existe encore d’autres papiers spécialisés (toujours de physique)
dans le cas de telle ou telle symétrie, mais pas de résultat global (pour une symétrie quelconque)
a ma connaissance. Par ailleurs, ces articles de physique utilisent des approximations du type
”formule de Van Vleck” qui méritent des justifications mathématiques.

» Sil’on ne suppose pas que les orbites périodiques du systéeme réduit sont non-dégénérées dans
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fé, on dispose, sous une certaine condition de flot G-propre, d’'une asymptotique théorique

de G, /(h) faisant intervenir les composantes connexes de ’ensemble :
CE',T = {(t,Z,g) E] - T7T[XR2d XxG:z€ (QO N EE)7M(g)q)t(z) = Z}'

Voir la définition 3.4.5 et le théoréme 3.4.7.

3.4 Analyse du probleme de phase stationnaire : notion de flot
G-propre
Dans ce paragraphe on amorce la preuve des théoremes 3.3.4 et 3.3.1. Nous nous servons de

I’étude qui a été faite sur les groupes finis et la reprenons au stade de 2.3.8. On doit appliquer

le théoreme de la phase stationnaire a des termes de la forme :

/// a(t,z,g)e%@E(t’Z’g)dzdtdg. (3.84)
G JR, JR2

ou a(t, z,g) est a support compact, et ¢ est donnée dans le lemme 2.3.8.
Dans un premier temps, on va établir une condition nécessaire et suffisante pour pouvoir

appliquer ce théoreme, que nous appellerons ”condition de flot G-propre”. Puis on en déduira

une asymptotique théorique pour G, (h) (voir le théoreme 3.4.7). Ensuite, on va calculer le

premier terme de cette asymptotique lorsque f est supportée pres de zéro (terme dit ”de Weyl”,

voir chapitre 3.5 et théoréme 3.3.1). Enfin, en supposant de plus que les orbites périodiques de
Iespace réduit vérifient une hypothese de non-dégénérescence, pour f a support compact sans

restriction, on donnera une formule de Gutzwiller pour H, qui fait la correspondance entre des

objets quantiques de Li(Rd) et des quantités classiques du systéme dans 'espace réduit (voir

chapitre 3.6).

3.4.1 Calcul de I’ensemble critique Cg r

Soit [Cer| = {a = (t,2,9) €] — T,T[xR¥ x G : S(pgr(a)) = 0,Viagpr(a) = 0}.

Proposition 3.4.1 L’ensemble critique est :

Cor={(t,2,9) €] - T,T[xR* x G : 2 € (Q NXE), M(g)P:(2) = 2}. (3.85)

Preuve de la proposition :

e Calcul de Spg : 1 étant réelle, on a :
1 _ 1 — _ _
Sen(t,2,9) = Realt 2,9) = 71z = Mg 12" = {0 < Wiz = M(g™)2); 2 = M(g™1)z > .

Sppt,2,9) =0 <= |z — M(g71)z> =R < Wiz — M(g71)z2); 2 — M(g~ 1)z >ca -
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Or, selon le lemme 2.3.8, [[Wi[| z(cay < 1, donc | Spp(t, 2,9) =0 <= $(2) = M(gY)z|

e Calcul du gradient de o1 : (voir justification infra) Pour A € G, on a :

Op1(t,z,9) = E—H(z) — % <(z—M(g=Y)2); Iz >
Vepi(t, z,9) = 5(M(g) + F(8))J (2 — M(g71)z) (3.86)
Ogp1(t, 2,9)(Ag) = % < JAz; gz >

e Calcul du gradient de o :(voir justification infra)

ABpa(t, 2,g) = 2 < (I — Wy) (2 — g_lz)/;\,ét > — < 8,(Wy) (2 j\g_lz); (2 — g 1z) >
AVepa(t, 2,9) = 20 F.(6) — M{g))(I - W)t — =) [0u() (21 — g1 2)) (21 — 9~2)
40yp(t, 2, 9)(Ag) =2 < (I = W)M(g ) Az (2 —g'2) >, siAeg

(3.87)

Ainsi, on constate que (t,2,9) € Cpr si et seulement si ®,(z) = M(g~ 1)z, H(z) = E et pour

tout A dans G, < JAz;z >= 0, i.e. z € Qq, ce qui acheéve la preuve de la proposition.

o Justification des calculs de gradients : les calculs de 0yp1 Opp2, Oy¢1 et Oyp2 ne présentent pas
de difficulté. On rappelle quelques formules classiques de calcul différentiel dans R™ qui serviront
aussi pour le calcul de la hessienne : pour f,g:R"” — R™, Hy:R™ — R, et A:R™ — M,(C) :

V(< f(2),9(2) >) =" (d:f)g(2) +" (d=9)f (2). (3.88)
V(Ho(f(2)) =" (d=f)(VHo)(f(2)). (3.89)
d-(A(2)f(2)) = (dzA)(f(2)) + A(z).d- f. (3.90)

En utilisant (3.88) et (3.90), on obtient facilement V,pa (%, z, g). Reste a calculer V,pi(¢, 2, g).

Pour simplifier les notations, on note g pour M(g). Selon (3.88), on a :

1 1 [t 1 [t
Va1t 2,0) = ~VH() + (97 + (97)) - 5/ b (D (2) — g~ L2) T Zsds — 5/ (Jda(7s) (25 — g~ 2)ds.
0 0

Or d.(%5) = 0.0,(®(s,2)) = L (F.(s)). Par une intégration par parties, on obtient :

tt ) (zs — g 12)ds = — tit 5 2s — g 12)ds
| 0o =g s = = [ LR - g s

1 I
Ainsi, Vaipi(1,2,9) = V() + 30 =gz = 3 [ (F() - )2
0
L -1 1 -1 Lty -
—1—5( F.()J(zt —g "2)) — §J(I -9 )z— 5 F,(s)JZsds.
0
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Or'F,(s)Jzs = —'F,(s)VH(®4(2)) = —V(H(®s(2))), selon (3.89), de sorte que par conservation
de Iénergie, on a 'F,(s)JZ; = —VH(z). Donc, V.1 (t,2,9) =

LIVH(2) + %J(g g et %gJ(zt — )+ %(th(t)J(zt gl - %J(I oY)+ tVH(2)

1t _ 1 _
=5 B0z —g7"2) + 590 (5 — g7 '2).

D’ou le calcul de V1. [ |

3.4.2 Calcul de la hessienne Hess pg(t, z, g)

Afin d’alléger les notations, nous noterons dans toute la suite de la méme maniere (sauf

mention du contraire) ’élément de I'algebre de Lie A € G C My(R) et 'élément de Mog(R) :

M(A) = %lt-o(M(etA)) - < g‘ Z ) . (3.91)

Rappelons que si M est une sous-variété de dimension py d’un espace vectoriel euclidien de
dimension finie (E,<,>g) ,si f: M — Cest C?,si xg € M, si ¢ : U C R — M est une
carte locale avec ¢(0) = g, et enfin si d,, f = 0, alors on définit la matrice hessienne de f en

xo (associée a la carte @) par :

Hess f(z0) i= <<W<°>>> & My (R).

La forme bilinéaire hessienne de f en xg est alors définie sur 7, M par :

f"(@0)(u, v) :=< Hess f(x0)(dow) " (u); (do@) " (v) >meo -

A priori, la matrice complexe dépend de la carte choisie, mais pas f”(zg). (cf [Laud] p.88
Proposition I11.4.3).
On applique ceci & E := R x R?? x My(R), en prenant pour produit scalaire sur My(R) :

<< A,B >>:=Tr(*AB). (3.92)

Notons que ce produit scalaire munit tout sous-groupe de O(d) d’une métrique riemannienne
telle que la mesure associée est proportionnelle & la mesure de Haar du sous-groupe (il suffit
de vérifier qu’elle est réguliere et invariante par translation a gauche). Par ailleurs, on prend ici

f < ¢r en xo < (to, 20, 90) € Cg 1, en choisissant la carte :

UCRXxR¥M xR - R xR x G

(t,z,8) — (t, 2, exp(z si4i).90)-

=1

P(to,20,90) — P+ (3.93)
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ou (Aq,...,Ap) est une base (orthonormée) de G choisie en fonction de gy et zp de la fagon
suivante :
(A, ..., Ag) est une base orthonormée de [T74(Stab(z0))]*. (3.94)
(Ak11,...,Ap) est une base orthonormée de T74(Stab(z)). (3.95)

(on rappelle que k = 2d — dim(Qy N U)).

Hesspp(t, 2, g) est alors constituée de blocs carrés représentés dans 'ordre suivant sur une
méme ligne : 1 bloc 1 x 1, puis 1 bloc 2d x 2d, puis k blocs 1 x 1 et 1 blocs (p — k) x (p — k) nul.
Lorsqu’apparait un indice ”i”, il faut répéter "k” fois le méme bloc dans le sens des lignes, en
faisant varier i de 1 a k, et lorsqu’apparait un indice ”j” on répete "k” fois le bloc dans le sens

des colonnes en faisant varier j de 1 & k (voir la proposition ci-apres).

Proposition 3.4.2 Soit (t,z,9) € Cg . Alors Hess pg(t,z,9) =

i< g(I-Wi)g ' JVH; JVH > —t'VH 1< JVH;9(I - Wi)g~'A;z> | 0
+it [(tF — 9 — V[/Zg)g’lJVH]
~VH 1[JgF —t (gF)J] 1(tF +9)Jg 1Az 0
+5(‘F —g)(I —Wi)g~'JVH +5(F -9 —Wi)(F —g™") +5(F —g)(I —Wi)g~'A;z
L < JVH;g(I - Wy)g~' Az > -t%t [(tF + g)Jg;lAiz] L<g(I—Wi)g=tAiz; Ajz> |0
+5 [("F —g)(I = Wi)g~ " Aiz2]
0 0 0 0

ot l'on a noté g pour M(g), F pour F,(t), et VH pour VH(z).

Preuve de la proposition :

Notons ((a;,;))1<i,j<4 les blocs de la matrice de I’énoncé. Gardons en mémoire les formules
(3.37) et (3.38). On utilise les calculs de (3.86) et (3.87) : on a clairement 921 (¢, 2,g) = 0. Puis,

comme Z = g~ JVH(2), on a :

_ 1 _
Rt z,9) = = < (I —Wy)z, 2 >= 3 <g(I —Wy)g 'JVH(z),JVH(z) > .

N —

D’ou aii-
1 1
00:1(t,2,9) = 5 (g +' F)Ja = =5 (I +' Fg™)VH(2) = =V H(2),
car on a ‘Fg 'V H(z) = VH(z). Par ailleurs, 40,0,¢2(t,2,9) = 2(*F — g)(I — ﬁ\/t)g_lJVH(z).

D’olt aj 2 et ag.
1
ODs p1(t,2,9) = 5 < JAiz, JVH(2) >=0,

selon (3.37). Par ailleurs, 8,05,92(t,2,9) = 3 < (I — ﬁ\/t)g_lAiz,g_lJVH(z) >. D’ott a1 3 et
az 1. Puis, (3.46) donne a; 4 et a4 .
Selon (3.90), on a :

Pir(ts2,9) = g+ FVI(E — ™) = S(JgF = (gF).J).
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40%¢a(t, 2,9) = 2('F = g)(I = Wi)(F — g7").
On obtient ainsi as 2. On rappelle que [4, J] =0 et que ‘A = —A. Do, selon (3.89) :
1 t t -1 1 t -1
0.05,01(t, 2, 9) = 5(— Aidgz + ("Fg ) JAiz) = 5( F+g)Jg~ Aiz.
Toujours selon (3.89), on a :
48,2881'%02@7 z,g) = Q(tF - g)(I - I//Vt)g_lAiZ-

On en déduit a3, as2, az4 et asp.

Reste a calculer 05,05, pE :

Lemme 3.4.3

- 1
(GZT:I TAT)‘S:O = E(AzA] + A]Al)

05,05

g J

Preuve du lemme : On rappelle que si X et Y sont dans My (R), alors

dy (exp)(X Z Zyk Xyn—1=k)

n>l
Ainsi, si ¢(s;) := s;4; + s5;A;, alors
d n—1
oo, () =dg(exp)(p Z ZA?AiA? o
ilsi=0 n>1 k=0
0? p d d
D=1 8rAr - il A A
asﬁs]- (e )|5:0 ds; o0 ds; ls;=0 (exp(siddi + > ]))
-4 S 5 nzlAk ARy | = Lo A,
 ds; A I
Tsj=0 | n>1
par dérivation sous le signe somme. |

On rappelle que :
1 _1 1 [t . .
pit,2,9) = (B = H()t + 5 M(g7)2Jz — 5 | (25 — M(g7)2)J2sds
0

Donc, selon le lemme qui précede :
82

05,05

? J

1 I
v1(t,z,9) = 1 <z J(AZA] + Ain)gZ > +Z/0 g_l(AiAj + Ain)JZSdS

= 1 < (A 4 AjA)z T >= 1 < Az, TAiz >= 0
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selon (3.38). Par ailleurs, rappelons que :
1 — _ _
p2(t,2,9) = 7 < (I = Wi)(z — M(g D2)i (2 — M(g7")z) >

Selon le méme lemme : 4%;%_902(15, 2,9) =

= <SU-W)FE  (m—glahiz—g la>+<(T-W)(z—g ') /&~ (a—g l2)>
33 ‘5j=0 i ‘31‘:0 i ‘31‘:0
=<U=Wgs (=g laigh  Ge—g ) >+ <U-Wgs  (e—g )Gy | (- >
Si= Sj:O Sj:O Si=
=2< (I —-Wy)g Az, g Ajz > .
On en déduit a4 3, as4, as 4 et as 3, et ceci acheve la preuve la proposition. |

3.4.3 Calcul du noyau réel de la hessienne et flot G-propre

On rappelle que le noyau réel de la matrice hessienne est ici défini comme I’ensemble des

P
(1,0, Ag) € R x R?? x Gg tels que A = Z siA; (si € R) et (t,2,51,...5y) € ker(Hesspg(t, 2, 9)).
i=1

Proposition 3.4.4 Soit (t,z,9) € Cgr. Le noyau réel de la hessienne est

kerg Hess pp(t,z,9) =

{(r,0, Ag) € RxR?*xGg: oo L VH(2), a0 L J(G2),7JVH(2)+(M(g)F, (t)—Id)a+Az = 0}.
(3.96)

Preuve de la proposition : Rappellons que (t,z,g) étant fixé, Ai,..., A, est une base de G

dépendant de (t,z,g), telle que Ay,..., Ay est une base orthonormée de (Tr4(Stab(z)))* et

P
Ajt1 ... Ap est une base de Tr4(Stab(z)). Donc, A € G s’écrit A = Z s;A; ou s; € R. Ainsi, en
i=1
séparant partie réelle et imaginaire, on écrit Wy = Wy + iWs, ou W7 et Wy sont symétriques, et

(1,0, Ag) € kerg Hess pp(t, 2, g) si et seulement si * :

T < gWag LIVH(2); JVH(z) > —2VH(z)a+ < gV[//\'gg_lJVH(z/)\;(gF — Do > } ©)
+ < JVH(2);gWag 1Az >=0
—2rVH(2) + [JgF = (gF)JJor+ ('F — 9Wa[(F — g Ha + Az] } *
+7(tF — g)Wag YJVH(2) + (‘F + g)Jg 1Az =0
Pour tout i entre 1 et k :

T < JVH(2);gWag 1Az > + < Jg Y Aiz; (F + g Da > (
+ < gW//\'gg_lAiz; (gF —DNa>+ < gW//\'gg_lAiz; Az >=0

"Dans ce calcul on note F pour Fj(t).
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Pour la partie imaginaire :

T < g(I—Wi)g Y IVH(2); JVH(2) > + < g(I — W1)g~VJVH(2); (9F — Nav > ©)
+ < JVH(2);9(I — Wy)g~ Az >=0
T('F — g)(I = Wh)g ' [JVH(2) + (gF — I)a] + (‘F — g)(I — W1)g~ Az =0 } (%)

Pour tout 7 entre 1 et & :
T < JVH(2);9(I — Wi)g ' Az > + < g(I — Wi)g~ ' Asz; (9F — I)a + Az >=0 } (G?)

On pose
x:=T17JVH(2)+ (9F — I + Az. (3.97)

Ainsi, en utilisant le fait que W/71 et I/I//Z sont symétriques, on a :

(V) = < gWag LUVH(2);2 >=2 < VH(2);a >

() = <9 - V[//\l)g_lJVH(Z);SL‘ >=0

(&) = ("F—g)(I = Wi)g~le =0

(G} =< gW//;g_lAiz;x >4+ < JAiz;(gF + INa >=0

(G2) = < g - W/Z)g_lAiz;m >=0

(#) s’exprime aussi en fonction de z : rappelons que 'on a
M(g)F.(t)JVH(z) = JVH(z).

(dériver en s = 0 l'identité : M (g)P¢(Ps(z)) = P4(2)). Par ailleurs, gF' et Fg sont des matrices
symplectiques, donc gFJ!(gF) = J et FgJ!(Fg) = J. Enfin, [g,J] = 0 et Wy = JWi. On
multiplie alors (#) par gF'J pour obtenir :

—27VH(z)+ (gF — I)gV[//\lg_la: —gFgFa— (I 4+ gF)Az+a=0.

—7JVH(2) + (gF — NgWig—'a — gFgFa — (tVH(2) + (gF — o + Az)
—(I+gF)Az+ (9F —Ia+ Az +a = 0.

Or 7JVH(z) =19gFJVH(z), donc :

(gF — I)gﬂzg_lx —x—gFx=0.

Ainsi | (W) <= (gF —I)(I — gV[//\'lg_l)m =2z
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Posons y := (I — gﬂ/ag_l)x. Ainsi, on a :

{ (%) <= y € ker['(gF) — I] = Im(gF — I)*
(W) = (gF — D)y =—2z

Si (1,a,gA) € kerg Hess pg(t, z,9) alors x L y, i.e.
< (I— gVI//\lg_l)x;x >=0, ie |z? =< W//\lg_la:;g_la: > .

Siz#0,ona |z|?> < |z|?, donc et alors (V) = |a L VH(2) |

Donc d’apres (G}), on a

(gF + Da € J(G2) . (3.98)
Or d’apres (3.37) et (3.38) JVH(z) et Az sont dans (JGz)*, et z = 0, donc :
(gF — Da € (JG2)*. (3.99)

D’apres (3.98)et (3.99), on a a € (JG2)*.

La réciproque est claire. |

Dans ce qui suit, nous donnons un critére géométrique simple pour obtenir une asymptotique
de G, (h) par notre méthode :
—T,T[x(Zp N) x G — R
%nw:{] D<(Zp N $)
(t7 z,g) = gq)t(z) -z

Définition 3.4.5 On dit que le flot est G-propre sur | — T, T[x(Xg N Qo) si zéro est une

valeur faiblement réguliére de W, i.e. :
~ UL({0}) = Crr est une union finie de sous-variétés de R x R* x G

= V(t,2,9) €Crr, on a Ty . Cur = kerdy , ¥

L’hypothese de flot G-propre est en fait la bonne pour pouvoir appliquer correctement le

théoreme de la phase stationnaire :

Proposition 3.4.6 Le flot est G-propre sur | —T,T[x(EXgN ) si et seulement si Cp 1 est
une union finie de sous-variétés de R x R** x G et si le hessien transverse de @p est non

dégénérée sur Cp 1 .

Preuve de la proposition : on sait que le hessien transverse de ¢ est non dégénéré sur Cg r si
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et seulement si pour tout (¢,z,g) dans Cg 7 on a kerg Hesspg(t, 2,9) = T, 4Ce,r- 1 0’y a donc

qu’a montrer que :
kerd; . o ¥ = kerg Hesspp(t, 2, g).
Soient (¢, z,9) € Cer,et (1,8,Ag) € T(t7z7g)(]—T,T[X(ZEﬂQQ) xG),ie. TR, BeT,(QNEE)

and A € G. Comme Xp et Q) sont transverses, on a T,(Qo NXg) = T.Qy N T, XE, de sorte que
B LVH(z) et JB L Gz (car T, = (JG2)1).

d(t,z,g)q/(Tv B, Ag) =71V + 8Z\Il(ﬁ) + ag\Ij(Ag)
= M) IVH(@(2)) + (M(9) (1) — Tdgan)f+ &, _ A (9),(2)]
=7JVH(z)+ (M(g)F,(t) — Idgza)5 + Az.

D’apres la proposition 3.4.4, ceci achéve la preuve de la proposition. |

Théoréme 3.4.7 Soient G un sous-groupe de Lie de O(d) de dimension p, H : R2 - R un
hamiltonien G-invariant et E € R tel que H vérifie (H.0), et (H.1). On suppose qu’il existe
e >0 tel que si U :== H Y(|E — ¢, FE +¢]), alors les hypothéses de réduction symplectique
sont satisfaites sur U N Qqy. On suppose aussi qu’il n’y a pas d’équilibre relatif sur Qo N U.
Soient enfin f et 1 des fonctions réelles vérifiant (H.2). On suppose par ailleurs que Cg 1
est compact et que la condition de flot G-propre est satisfaite sur | —T,T[x(Qo N XE).
Alors on a une asymptotique de G, (h) en puissances de h avec des termes oscillants. Si
[Ce,T] désigne l’ensemble des composantes connexes de Cpr alors la quantité fg PsGsds est

constante sur chaque élément'Y de [Cg 1|, notée Sy et Uasymptotique est donnée modulo
O(h™*°) par :

dx

Guh) = 3 (2mh) e y(E) ﬁf(t)du,z,g)day(t,z,g)+Zhjaj,y

Y€[Cg,T] j=1

ot la densité d(t,z) est définie par :

/!
1 (e 2 9) /A -
d(tazag) = X(Q)d€t+2 ( ; Ntz Y d€t+2 < + 1 22(C+Z )> '

Rappelons que ¢’(t, z, g) est donnée par la proposition 3.4.2 et que A, B, C, D sont donnés

par : F,(to) :< 2 g

Preuve du théoréme

Rappelons que G, (h) = dx/ x(9)14E(h)dg. Comme dans le cas d'un groupe fini, en utili-

G
sant la proposition 3.4.6, via le théoreme de la phase stationnaire généralisé, on obtient un
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développement asymptotique de la forme voulue, et il nous reste a calculer le premier terme.

Celui-ci est donné par :

Gx(h)

21h) ¢ — A 1 N i
~ dX&/ / / X(g)X2(a)f(t)a0(g_1a)) detIE(A‘HB+(C‘HD)) eE¢E19(t’Z)dtdng.
h—0+ 2 G JR; JR2d

On sait que ag(a) = Y(H(«)), de sorte qu’en utilisant la G-invariance de H, on a :
(27rh)_d 7 ; 1 A4iB_i(C4iD)\ Lo 4(t,2)
6, &I [ NTvalalf@uH (@) o e ehent)dudsdg,

Soit [Cg,r] I'ensemble des composantes connexes de Cg . D’apres le calcul de Cp 1, ¢r est

constante sur les composantes connexes de Cg 1, égale a :

t
ng(t,a,g) = S(Oz,t) + Et = / psdsds ou (QSaps) = q)s(a)-
0

Pour Y € [Cg 7], notons Sy cette quantité. Le théoreme de la phase stationnaire généralisé (cf

appendice 4.3) donne alors 'asymptotique :

2
YE[CE’T] j=1

Gy = Y (arh) = iy UE) /yfa)d(t,z,g)day(t,z,g)+Zhjaj,y +O(h*)

ou la densité d(t, z, g) est définie par :

Ao g) @deg% (@%,g(t, j)lN(t’Z)Y> 'det;% (A +iB— 2@'(0 + iD)) | (3.100)
Ceci acheve la preuve du théoreme 3.4.7. |
3.5 Cas ou f est supportée pres de zéro
3.5.1 Le flot est toujours G-propre pres de zéro
On note :
Lrea(E) = ={tcR:3g€ @3z QNZy: M(g)P:(z) = z}. (3.101)

= {(2,9) € (WNIE)xG: M(g)z = z}. (3.102)

L.cq est exactement 'ensemble des périodes des orbites périodiques d’énergie E de l’espace

réduit.

Proposition 3.5.1 On fait les hypothéses du théoreme 8.5.1. Alors, 0 est isolé dans Ly.q.
Par ailleurs, si Ty,;y, > 0 désigne la période minimale d’une orbite périodique d’énergie E

du systéme réduit sur Yp= T(XENQ), si T < Ty, alors Cpr = {0} x Wp.
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Preuve de la proposition : 5 5 est compact et sans point d’équilibre pour H, car £z N Qo ne

contient pas de (PER). Il est alors bien connu qu’il existe une période minimale (7},,;,, > 0)
pour les orbites périodiques de ¥ . Ainsi, si M (g)®;(z) = 2 avec [t| < Tihin» alors Py(2) = z et
t = 0. Donc 0 est bien isolé dans L,cq. Si T' < Tryin, on a Cpr = {0} x Wp. [ |

Proposition 3.5.2 W, est une sous-variété de R** x G, dimWy = 2d — 2k +p — 1 et si
(z,9) € Wy, alors

T 9Wo = {(a, Ag) : (M(g) —Ia+ Az =0,a L VH(2) et a € T} (3.103)

Preuve de la proposition :

On reprend la notation I'g de 'asymptotique faible (cf (3.27)), avec cette fois-ci U comme dans
les hypotheses du théoreme 3.3.1. Comme Wy = Ty N[(XN) x G], il suffit de montrer que T’y
et (Xg N Q) x G sont des variétés transverses de (o NU) x G : dans le cas contraire, X5 N Qg
étant une hypersurface de Qo N U, soit (z,g) € Wy tel que T,y C (1.2 NT.Q) X Gg.

Si a € T,Qp, on a vu au lemme 3.2.5, que (M(g) — I)a € Gz. D'ou A € G tel que
(a,Ag) € T, 4To. Ainsi, on vient de montrer que 7.y C T.Xg, ce qui est en contradic-

tion avec le fait que X g et g N U soient transverses et le lemme 3.1.8 . |

On obtient alors le résultat suivant :

Théoréme 3.5.3 Sous les hypothéses du théoréme 3.3.1, pour T petit, le flot est G-propre.

Prewve du théoréme : on sait que Cg 1 est sous-variété de R x R?? x G selon les propositions

3.5.1 et 3.5.2. Reste a montrer que si (0, z,9) € Cgr alors kerg Hess ¢g(0,2,9) C T(o.,¢CET :
SiTeR, a R et Ac G vérifient « L VH(2), a € (JG2)* = T.Qp et

TJVH(z)+ (M(g9) — I)a+ Az =0, (3.104)

alors, il faut montrer que 7 = 0. Or selon le lemme 3.2.5, comme M (g)z = z,ona (M(g)—I)a €
Gz. Donc, si 7 # 0, alors JVH(z) € Gz, z est un point d’équilibre du systéme réduit, ce qui est
exclu. Ainsi, 7 = 0, et selon (3.104) et la proposition 3.5.2, (o, Ag) € T, 4)Wo. |

3.5.2 Calcul du terme de Weyl

Au chapitre précédent, nous avons obtenu une asymptotique théorique de la quantité G, (h)

lorsque h tend vers zéro lorsque Supp(f) N L,eq(E) = {0}. On désire dans ce chapitre, sous

les mémes hypotheses, faire le calcul du premier terme de ce développement. Pour cela, deux
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méthodes s’offrent a nous : un calcul direct via le théoreme de la phase stationnaire, ou un calcul

utilisant le résultat de 'asymptotique faible du théoréme 3.2.1 :
Calcul direct via la phase stationnaire :

On suppose ici que 0 < T < Tppin®. On a donc Crpr = {0} x Wy, et si (¢, 2,9) € Cgr, alors
t =0, M(g9)z = z et F,(0) = Iq. Pour tout Y dans [Cg 7|, on a Sy =0, et dimY = dim Wy =
dimI'g — 1 = 2d — 2k + p — 1. Ainsi, en appliquant le théoréme 3.4.7, on obtient :
/!
dv ~ - _1 SOE(O,Z,Q)\N
G, (1) = (2e) X fO0(E) [ Xl ( al

Wo

Do) BT ) dow, (z,9)+O0(h*~"HF).
(3.105)

La matrice hessienne se simplifie car My = iloy, Wy et 17[\/} sont nuls. Donc, si M(g)z = z, on

7

obtient, selon la proposition 3.4.2 : Hess ¢g(0, z,g) =

L < JVH(z); JVH(z) > —tVH(z) L < JVH(2);Ajz> | 0
~VH(z) $Jg—9g N+ iU -9 -9 ") | L '+DJAz |0
+i(g7 = DA;z
L < JVH(2); Aiz > 1 (g7 + 1)JA;2] L AzmAjz> |0
it —
+4 [(g7' = DA;2]
0 0 0 0

Comme M (g)z = z, on rappelle que :
T(0,2,9Cr.1r = {0} x {(o, Ag) € R* x Gg : (M(g) — Id)a+ Az =0, a L JG(2), a L VH(2)}.

N(o,z,g)CE,T est lorthogonal de T{g . ,Cp,r dans R X R2¢ x Gg pour le produit scalaire défini
précédemment sur R x R2? x My(R) (cf (3.92)).

det (%(0, z,9) ) = det((¢5(0, 2, 9) (1i, 15))) 1<i j<2k42

|N(0,z,g) CeT

ol ({1, - - -, Hog+2) est une base orthonormée de Vg . 4)Cr 7. Or pour la carte choisie ¢ (cf (3.93))

d(t,2,0)% est une isométrie. En effet :

p
d(t,z,0)¢(7_7 «, 77) = (Tv «, Z nTATg)
r=1

et (Ai,...,Ap) est une base orthonormée de G.

On note :

k
= {0} x {(o,s) ER¥M x RP: (M(g) — Id)a+ Y _siA;z=0, a L JG(2), a L VH(2)}.
=1
(3.106)

8Plus généralement, on peut supposer Suppf N Lrea(E) ={0}
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OnaF CRXR¥xRP, et F = (dt.,09) " (T(0,2,9)CE,1)- Ainsi, si & := (d.0)0) (1) alors
(€1,- .. ,E2k+2) est une base orthonormée de (d . 0)¢) " (N(0,2,9)CET) = Ft.
Notons

A :=Hess pg(0, 2, 9). (3.107)

On a clairement, par définition de A :
det (80/];“(07 z,g)w(o,z’g)cE,T) = det (((< Asi g5 >))1<ij<ort2)
Enfin, on remarque que A(FL) C FLt +iFL : en effet, si u € F* et v € F alors :
< .AU, v >= 90/1,7}(07 Zs g)(d(t,z,O) QD(U), d(t,z,O)Qp(U)) =0

car, si x € N..g)CeT et y € T .,¢Cr 1, alors ¢(x,y) = 0, par définition de pp.

Ainsi, si A‘f | désigne la matrice de A dans une base quelconque de F L alors on a :

det ( Moz9BT ) _ et <£> . (3.108)

7 7

Le lemme suivant exhibe une base de FL :

Lemme 3.5.4 Soit (Byz,...,Biz) une base orthonormée de Gz. Avec les A; choisis plus
haut (cf (3.94) et (3.95)), on note dans R x R?? x RP, pour j =1,...,k :

co = % ~(1,0,0), e = (0,—VH(2),0).

ej == (0,.JB;z,0), e == (0,(M(g~") = I)Bjz, < Az, Bjz >,0).

Alors B = (€0,€0,€1, - -+ €k, €y, - - -, E) €st une base de Ft.

Preuve du lemme : ey, €9, €5 (j = 1,...,k) sont clairement dans Ft, car T.Qy = (JG2)*.

Par ailleurs, si (0, «, s) € F, alors :

k
<&}, (0,a,8) >=< Ajz, (M(g) — Ia > —i—Zsi < Aijz,Bjz >=0

i=1
Donc 5;- € F (j=1,...,k). En outre, e est orthogonal & tous les autres vecteurs de B. Comme
M(g~1)Bjz = M(g7')B;jM(g)z et comme M(g~1)B;jM(g) € G,on a (M(g~')—I)Bjz € Gz, et,
selon 3.37, on a < EQ,E;- >= (0 pour j =1,...,k. De méme, selon 3.38, on a < Ei,&‘;- >= 0 pour

i,7 =1,...,k. Enfin, montrons que la famille (g9,e1,...,x) est libre : soient Ag, ..., A\ dans R
k

tels que Z)\iz—:i =0.Si \g # 0, alors JVH(z) € JGz, ce qui est exclu par I’hypothese que z
=0
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n’est pas un PER de . Puis les B;z formant une famille orthonormée, on obtient la nullité de

tous les \;. Ainsi, B est une base de F=. |

Afin de simplifier les notations, dans les calculs qui suivent, nous allons noter g pour M (g).
Nous commengons par calculer 'image de B par A : 'écriture des vecteurs se fait en longeur
selon la régle suivante : entre deux ‘;’ on met les composantes des vecteurs dans R x R?? x RP.
Entre deux ,” on met les composantes réelles du vecteur dans la base canonique lorsqu’on veut
détailler. Lorsqu’un terme muet en ‘¢’ est donné, il faut répéter k fois le terme dans le sens des
lignes :

Tout d’abord :

A 1 1 1
<7€0> = §|VH(Z)|2€0 + Z€0 + 5(0;0; < JVH(z) >, A;z>,0)
Lemme 3.5.5 Sillg, désigne le projecteur orthogonal sur Gz, on a [llg,, M(g)] = 0.

Prewve du lemme_: si x € R?? il faut montrer que Ig,(M(g)x) = M(g)Tg.(z). Or Gz est stable
par M(g). Donc il suffit de montrer que [M(g)x — M (g)Ilg.(x)] L Gz. Or, si A € G alors :

< M(g)(x — Tg,(2)), A2 >=< (2 — g, (x), M(g)AM (g™ )z >=0

car M(g)AM (g~1) € G. Ce qui acheve la preuve du lemme. [
e Digression 1 :six € Gz, alors
(0: (97" = Dy < Aiz,x>,0) = Y <z, Biz > ¢ (3.109)

Comme gz = z, selon le lemme 3.5.5, on a (g~ — ITlg,(JVH(z)) = 0.
Par ailleurs, < A;z,11g.(JVH(z)) >=< A;z, JVH(z) >, donc, selon la digression 1, on a :

(0;0;< JVH(z) >, A;z >,0) = (0; (¢~ — NIg,(JVH(2)); < llg,JVH(z), Aiz >,0)
k k
=Y <Mg.JVH(2),Biz > e;=» < JVH(2),Biz > €.
i=1 i=1
D’ou :
A 1 R S
- — - z Z . /
( ; eo> 2|VH(2:)| eo + S0 + 5 ; < Biz; JVH(z) > ¢ (3.110)

e De méme, on a %50 = (3|VH(2)|%0; 1+ < A;2, JVH(z) >,0), de sorte que, selon la digression

1,ona:

k
<750> = ;‘VH(Z)‘ eo + 7 Z < B;z; JVH(z) > ¢, (3.111)

=1
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e Digression 2 :si x € Gz, alors

k
(0; J;0) = Z < Biz,x > &;. (3.112)
i=1

e Par ailleurs, pour j € {1,...,k} on a:
A 1 1, 1 . 1,
Ae)) = G < IVH(), Bjz >~ (g-97 ) Byzt 5 (1) (I—g Bz o < (97 +1)Aiz, Bz >,0).

Remarquons que (¢~' —I)(g+I) = —(g — g~ ). Ainsi, selon les digression 1 et 2, on a :

k k
A 1 1 _ 1
(75]-) =-< JVH(z),Bjz > ep+ E 5 < Biz; (I-g)(I—g ") Bjz > ei+ E 5 < Biz; (g+I)Bjz > ¢,

i=1 i=1
(3.113)
e Enfin, on obtient de méme :
<AEI-> = lzk: < A;z,Bjz >< JVH(z),Arz > € +zk:l <Biz,(g—9 )9 = )Bjz > &
i 2 &~ e T “~ 2i v J ‘
LA B kg B /
+2—Z;; < Biz, (g7 +1)Arz >< A, Bjz > ¢ +ZZ:; 5 < (I -9 —g ")Bjz,Biz > ¢;
k k
+Z % Z < Ayz,Bjz >< Ayz,Biz > €. (3.114)
i=1 " r=1

On constate que Zle < A;z,Bjz >< A,z, Bz > est le terme général en (i,7) de MM, ou

= ((< Biz, A2 >))|,, o, € Mi(R). (3.115)
k k k

De méme, > < Biz,(¢7' + NArz >< Ar, Bjz >= 3 Y < Apz,Bgz >< Biz, (9" +)Bgz >< Ar, Bz > est le
r=1 r=1qg=1

terme général en (i,5) de (g5 " + I)M'M ou est la matrice de la restriction de M(g) a Gz
(M(g)Gz C Gz) dans la base orthonormée (Byz,..., Biz).
On obtient, via (3.110), (3.111), (3.113) et (3.114) la matrice de A, ., dans la base B dont

développe le déterminant par rapport a la deuxiéme ligne pour obtenir : det(é‘ l) =

|VH(z)2 1< JVH(z),Bjz> | $3F | < A2,Bjz >< JVH(2), Ayz >
det 0 3T =90)U —g0") | 5o -9 g =D+ g5l + HM'M
< Bz, JVH(z) > %(g0+ 1) I —go)(I—gg) +sMIM
Pour ¢ = 1,...,k, on fait Popération élémentaire sur les lignes (avec des notations évidentes) :

L, — L) — %Lo. Puis on développe par rapport a la premiere colonne pour obtenir :

1 —1 1 —1 —1 1 —1 t
5 —g0)d —yg 5:(90 =99 Ngg — 1)+ 5:(gg +D)M'M
det(Aj, ) = —|VH(z)]* det | — 2 )(1 ‘I(?‘z) |22(1 ICH 71) fl(t‘) 1) .
E(gOJrJ)—;WUO‘ LI —g0)I —gp ")+ iMIM — LBy

z
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<JVH(Z),B]'Z><JVH(Z),B¢Z>

ol : x, est le projeté orthogonal de JVH (z) sur Gz, a; j := e , Uy est
la matrice de terme général ; j, et By est la matrice de terme général :
1
Bij = NAGR Z < Az, JVH(2) >< JVH(2), B;z >< A,z, Bjz >
. . t
Soit U le projecteur orthogonal sur Rz dans Gz. Comme «; ; = <20.5; ZI;OTQIO’BZD et U = %,
il est clair que Uy est la matrice de U dans la base orthonormée (Bj, ..., Bi) de Gz. Par ailleurs,
wol®
Bij = \VH Zaz,q;<BzAz><Asz>
Ainsi, on a By = W‘Z(L)'Q UgMtM , et det(.A‘ )=
- ( FU—00)—g0") | diloo -5y ~ 1)+ iy + MM ) |
%(904'1) : \vljg-cjg(lz”zUO ‘ %(1_90)(1_90 )+§MtM é\vljg-cjg(z”zUOMt

Lemme 3.5.6 Sur Gz, ona :Ug=gU =U.

Prewve du lemme_: selon le lemme 3.5.5, on a gzg = xg, donc U(gz) = <T£’5"§>a} =U(z). 1

On effectue l'opération suivante sur les lignes : L « L1 — %(90_ Lyr )Lo, en remarquant que
(go—go gt = 1) = (g5 + )T — go)(I — go''). On obtient alors : det(A )=

2 1 |zol? AL

—|VH(z)|? et 20 — \VH(z)|2U0 | ‘VH@'QUOM
1 1 |zo]? 1 t t
3:(00 + 1) — HoiEUo | 5~ 90)(I = g5 ") + §M'M — Jrggrba Uo MM

Puis, on fait : Ly « Ly — 3-(go + I)L; pour obtenir :

T 2
ol ) det(S (L go)(I — g5") + M),

det(A )= \VH(2)|? det(2(I; — W

Or, comme U (z() = xg, et U étant de rang 1, on connait le spectre de U et det(Id— W‘ZO(L)'Q U) =

1— |v‘flo(‘ - Ainsi, on a :

det(A), ) = (IVH(2)]” — |ao|” )det( (I = go)I —gg') + M'M)).

Or |VH(2:)|2 — \$0\2 = dz’st2(JVH(z),gz) = dz’stz(VH(z),ng) = HHTZQO(VH(Z))”2, car
T.Qo = (JGz)*. Donc

det(A), ) = [Hr.0,(VH(2))|I* det((I — go)(I — g5 ') + M'M). (3.116)
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On obtient donc :

Proposition 3.5.7 Soient z € Qo NXp et g € G tels que M(g)z = z. Alors, on a :

/!
QOE(()? Z>g)|N c
det ( : (0,2,9)VE,T

; ) = |00 (VH(2))|* det((I — go)(I — g5 ') + M'M). (3.117)

ot, go est la matrice de la restriction de M(g) a Gz dans une base orthonormée de Gz et

M est la matrice des vecteurs (Aiz,...,Axz) dans cette méme base.

Enfin, on acheve la preuve du théoréme 3.3.1 via (3.105), en montrant une formule d’intégration

sur Wy tout a fait semblable & celle de 'asymptotique faible (cf (3.56)) sur I'y.
Calcul via Pasymptotique faible :

Comme annoncé, on donne maintenant une autre méthode de calcul du premier terme de
I’'asymptotique, utilisant 'asymptotique faible du théoreme 3.2.1.
On note ici Gy 4(E) := Tr (zp(ﬁx)f (E_hHX)) On sait via les théoremes 3.5.3 et 3.4.7 qu’il

existe une fonction a(F) telle que :

Gy (E) = a(B) =041 4 O(4=042),

ot le O(.) est uniforme en E. Par ailleurs, £ — G, ,(F) étant continue, on peut choisir a(E)
continue. En outre, il est clair que les hypotheses sur F faites dans le théoreme 3.3.1 s’étendent

a un petit voisinage de E. Soit ¢ une fonction lisse a support compact dans ce voisinage. On a :

/ @(E)Gy n(E)dE = pF—4+1 / ©(E)a(E)dE + O(hF~4+2), (3.118)
R R

Par ailleurs, si x € R, on a :

/Rw(E)f (E ; x) dE = h/Rgp(ﬂc + AR) f(A)dA.

Donc :

| B (B = hTs <w<ﬁx> [ et + Ah)f(MdA) =i [ 7 (sl + Ah)() f(A;dA-
3.119

Si x et A sont dans R, on a :
o(@ + Ah) = p(2)] < [|¢']| o INAI.

Donc :
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|7 (VEHlp(Hy + M) = ()| < [y + M) -
g I?r HQOH +)\h) (H) .
< @), ¢/l A2

= Tr(zp(ﬁx)) = O(h*=9) selon I'asymptotique faible

Or, v étant positive, on a Hzp(ﬁx)‘ .
T

(théoreme 3.2.1). Ainsi, on a :

/ Tr (WP + M) = o()]) f()\)d)\‘ < HS@'HOO/ SO O(RE- ).
- R

Selon 3.119, on a :

/RSO(E)gx,h(E)dE = h/RTr (¢(ﬁx)¢(ﬁx)) FOVAA + O(hk—d+2)
= nfO)Tr ($(H)@(Hy)) +O(h~42),

Donc selon I'asymptotique faible (théoreme 3.2.2), on a :

/R P(E)Gy 1 (E)AE = IFT+ (2m)Fd, £(0) / (V) (L (@))dorea(®) |y, + 1] + O(RFT2).

Selon (3.118), on a donc :
/ (E)a(E)E = (2r)*~d, f(0) / (6) (L () doreal®) |y, 1] -
R Qred

Donc, d’apres 3.68 :

(V) (H(2))

/RQO(E)CL(E)dE _ (27r)k_ddxf(0) /QO Wdago(x) [pxmo : ]1} . (3.120)

Lemme 3.5.8 Soit f lisse a support compact dans Qo NU. On a :

dUQ ny ( )
2)do // RIS dE.
(2 ME Ny (VH( 2)) || gea

Preuve du lemme_ :

On utilise le théoreme d’intégration par tranches de 'appendice 4 avec la submersion H; :=

H lognu - QoNU — R (via le lemme 3.1.8, H; est bien une submersion). Il suffit de montrer que :
Vz e XpnQy, det(d.Hy.td,Hy) = ||[Tir.q,(VH(2))|324

Si a € T.9, on a bien sir d,Hy(a) =< VH(2),a >g2q. Par ailleurs, 'd,H; : R — T,Qq est

déterminé pour z € R par :

r < VH(2),a >pra=< o, d,Hi () >p2a, Vo€ T,Q.
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Ainsitd, Hy () -2V H(z) € (T.Q0)*. Donc, Il1,q, (*d, Hy (x)—2xV H(z)) = 0, et comme *d, H () €

T.Qp, on a :

td, H, (x) = 2Il1,0,(VH(2)).

Ainsi, si 2 € R, (d.Hy.ld, Hy)(x) = x < VH(2),p,0,(VH(2)) >= z ||IIr.0,(VH(2))||?, ce qui

acheve la preuve du lemme. |

D’apres (3.120), on a :

i : 1 dogynsy(2)
o(E)a(E)dE = (2r)k4d, f(0) | p ;11/<pE¢E/ o5 dE,
JoEraErE =m0 v, 3] [ HEWE) [, o i o T
ce qui donne a(F). Selon la formule (3.74), ceci achéve la preuve du théoreme 3.3.1. [

3.6 Cas ou les orbites périodiques de ’espace réduit sont non-

dégénérées

Ce chapitre est consacré a la preuve du théoréeme 3.3.4.

3.6.1 Flot G-propre sous hypothése de non-dégénérescence dans 1’espace réduit

Dans ce paragraphe, on fait I’hypothese que les orbites périodiques de 1’espace réduit sont

non-dégénérées dans Sp o= {z € Qpeq ff(m) = E} sur [-T,T], i.e., on suppose que, si

& € Qyeq, si | Fy(t)| désigne la différentielle de z — &)t(x) a t fixé, alors, pour toute orbite

périodique 7 de Sg ayant une période T' dans [T, 7], on a :

Vo ed, dimker[(F(T) — Idg, )% < 2. (3.121)

red

On rappelle que 5 g est compacte sans point critique pour H. Ainsi, d’apres le théoréme du
cylindre 4.1.2 (Appendice 4.1) appliqué dans 2,4, les orbites périodiques de Y5 ayant une

période dans [T, T] sont en nombre fini et L,cqN] — T, T[ est lui aussi fini. Soit :
Wi, |'={(z,9) € QNZg)xG : z=M(g9)P(2)}. (3.122)
On a donc, d’apres la proposition 3.4.1 :

Cpr = U {to} x W (3.123)

tO eﬁredm} _T7T[
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La proposition suivante montre que Cg 1 est alors une union finie de sous-variétés de R x R2x @G :

Proposition 3.6.1 On fait ’hypothése que les orbites périodiques de l’espace réduit sont
non-dégénérées dans S = {x € Qpeq : H(z) = E} sur [T, T). Soit tg € Lrean] — T, T,
to # 0. Alors Wy, est une sous-variété de R* x G, dim W, = p+ 1, et si (z,9) € Wi,

lespace tangent en (z,g9) a Wy, est donné par :

T Wiy = {(a, Ag) € T:Q x Gg : a € RIVH(2) + Gz et (M(g)F.(to) — )+ Az = 0}.
(3.124)

Preuve de la proposition :

Lemme 3.6.2 Soit w1 la restriction de m a X g N Q.

Alors m : Qo N X g — iE est une submersion.

Preuve du lemme_ :
Soit z € Qo NXp. dymy : To(QNEg) — TW(Z)EE. Soit u € Tﬂ(z)iE. Selon le théoreme de

réduction 3.1.3, la restriction de m a €y N U est une submersion, et Xg N Qg C U N Q. D’ou

a € T,Q tel que u = d.m(a). Or Tﬂ(z)iE = ker d,r(z)I:I, et, toujours selon le théoreme de

réduction,
dw(z)ﬁ(dzﬂ(a)) = Wred(m(2))(d.m(a), Xz (7(2))) =< Ja, JVH(z) > .

Ainsi, o L VH(z), donc o € (T,Q) N (T:XE) = T:(o N XE), et u = d,m(a) = d,m1 (). Donc

71 est une submersion en z. |

Lemme 3.6.3 Pour tout z dans QoNU, on a :
d.n(JVH(z)) = X(7m(2)). (3.125)
Par ailleurs, si z = M(g)®4,(z), alors M(g)F;(to)T.Q0 C T.Q0, et, sur T.Qo, on a :

d.m o M(g)F-(to) = Fr(»)(to) o d.. (3.126)

Preuve du lemme : pour le premier point, il suffit, pour z € Qg fixé, de dériver en t = 0

I'identité :

Oy (7(2)) = 7(Pe(2))-

Pour le second point, en différentiant par rapport a z € g, a ty et g fixés, 'identité :

T(M(9)Pry (2)) = By (m(2)),
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on obtient (dM(g)%o ()7) © M(g)F.(to) = ﬁr(z) (tg) o d,m, ce qui donne le résultat excompté
lorsque z = M(g) Py, (2). [

Lemme 3.6.4 Soit
Ry, = {(2,M(9)P4,(2)) : z€ ZpgNQo,g € G} (3.127)
Ry, est une sous-variété de (Sp N Q)?, dim Ry, = 2d — 1 et, si z = M(g)®4,(2), alors

T2y R = {(a, M(g)F.(to)a + Az) s a € T.(Q NXE) et A€ G} (3.128)

Preuve du lemme : Soit

Ay = {(z, By, (1)) : z € Sg}. (3.129)

Ay, est une sous-variété de [(Q9 NU)/G)? (c’est le graphe de Iapplication ®y, restreinte & ¥p),
et dim A, = dim Yp = 2d — 2k — 1. Par ailleurs, on a Ry, = (m x 7)1 (Ay,). Ainsi, m x m
étant une submersion, Ry, est une sous-variété de (9 N U)? et dim Ry, = 2d — 1.

En outre,

T(x,éto(x))Ato = {(u, ﬁ:c(tO)U) Tu € TszE}.

Dong, si z = M (g)®y,(z), alors :

T(z,z)RtO = {(aaﬁ) € T(z,z) (QO N EE)2 : dzﬂ-(ﬁ) = ﬁw(z) (tO)dzTr(a)}'

Selon le lemme 3.6.3, fﬂ(z) (to)d,m(a) = d,m(M(g)F:(to)a) et la preuve du lemme s’acheve en
rappelant que kerd,m = Gz. |

. {(QoﬂzE)XGHRtO
Soit g :

(2,9) — (2, M(g) P4, (2))
On a :

W= || A5 (3.130)
:Yelpred(EvtO)
ou
Ay ={(2,9) € (QNXEE)xG : z=DM(g9)P(2) et w(z) € ¥} (3.131)

Soit ¥ € Prea(E,tp). On a A5y = ¢y ' (P5), ot
Py = {(2,2) € (ZeNQ)?: 7(z) €7} C Ry, (3.132)

o P = diag(r; *(¥)), donc, 71 étant une submersion, P; est une sous-variété de Ry,, dim(P;) =
k+1, et T, . Py = (Gz + RJVH(z))?, car

To(m ' (9) = (dem) " (RX (71(2)) = (domr) ™ R (JVH (2))],
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et ker d,m = Gz selon le lemme 3.2.5.
e ) est une submersion en tout point de Wy, : en effet, si (z,g) € Wy, alors ¢o(z,9) = (2, 2), et
siAeg, ae (T.9) N (1.XE), alors :

d(z,g)SOO(aa Ag) = (av M(g)Fz (to)Oé + AZ)

Ainsi, selon le lemme 3.6.4, d( 4yp0(T% (20 N XE) X Gg) = Ty (2,9) Rto-

o Ainsi As = ¢y '(P;) est une sous-variété de R* x G, dim(A5) = p + 1, et, si (z,9) €
Ay, alors T, ;A5 est I'ensemble des (o, Ag) de T x Gg tels que a = AJVH(z) + Bz et
M(g)F.(to)a + Az = AJVH(z) + Bz,ou A € R et B € G. Ceci acheve la preuve du lemme. W

Théoréme 3.6.5 Soit G un sous-groupe de Lie de SO(d) et H un hamitonien G-invariant
vérifiant les hypothéses du théoréme 3.3.4. On suppose que les orbites périodiques de I’espace
réduit sont non-dégénérées dans Sp := {& € Qyeq : H(z) = E} sur [-T,T).

Alors, le flot est G-propre sur | — T, T[x(Xg N Qo).

Une remarque instructive : les orbites périodiques de ’espace réduit sont non-dégénérées

dans Y si dim(Q,eq) = 2, i.e. sid = k + 1. C’est en particulier le cas lorsque G = SO(d).

Preuve du théoréme : Selon (3.123) et la proposition 3.6.1, Cg 1 est une union finie de sous-

variétés. Le cas top = 0 étant réglé a la section précédente, on suppose que tg # 0, (to, 2,9) € Cg,r
et on veut montrer que T(y, . \Cr 1 = kerd; U. Soient donc 7 € R, o € T,(Qy N Xpg), et

A € G tels que :

to,Z,g)
TJVH(z)+ (M(g)F,(ty) — Id)a + Az = 0. (3.133)
L’image de cette relation par d,m donne, grace au lemme 3.6.3 :
TX 7 (1(2)) + (Fr(z (to) — Idg,.,)d:m(a) = 0. (3.134)

Ainsi, d,m(a) € ker(ﬁr(z) (to) — Idq

de non-dégénérescence, ker(ﬁr(z) (to) — Idg,.,)? est de dimension 2, et, selon le théoréme du

e d)2. Comme pour le cas des groupes finis, sous 'hypothese

cylindre appliqué dans Q.4 (cf théoréeme 4.1.2 Appendice 4.1), une base en est donnée par
(uq,usz), ou

Uy = Xﬁ[(ﬂ-(z)) et wred(ﬂ-(z))(ulqu) # 0. (3135)

D’ou A1 et Ag réels tels que :
d,m(a) = AMug + Agug. (3.136)

Or,
Wreg(m(2))(dom(a),up) = dw(z)ﬁ(dzﬂ(a)) =< VH(z),a >=0.
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Donc, via (3.136), on a A2 = 0 et d,m(«) = Ajuy. En ré-injectant cette information dans (3.134),
on obtient : TX5(m(2z)) =0, i.e. 7 =0 (car z n’est pas un (PER)), et o € RJVH(z) + Gz, donc
(o, Ag) € T gyW4,, ce qui acheve la preuve du théoreme . |

3.6.2 Calcul des premiers termes oscillants

Comme on sait que le flot est G-propre sur | =T, T'[X (XgN€y), on peut appliquer le théoreme

3.4.7, sachant que :

Cpr = L] {to} x Ws,. (3.137)
t()E[:.redﬂ]—T,T[

Par ailleurs, on a :
W= || M (3.138)
YEPrea(E to)
ol
Ao :={(2,9) € QNIE)x G : z2=M(g9)P(2) et w(z) €7} (3.139)

Enfin, & défaut de montrer que chaque A5, est connexe (il faudrait probablement pour cela
supposer au moins que G est connexe), montrons que S(tg)(z) := foto pdq est indépendant de

zen ().

Lemme 3.6.6 S(ty)(z) := fgo pdq ne dépend pas de z € T 1(7).

Preuve du lemme : Soit z € g tel que 7(2) € 7. d’'out g € G tel que M (g)®4,(2) = z. On note
Di(2) = (qt(2),pe(2)). Soit p(t) :=< pi(2), G¢(z) >pa. Jaffirme que @ est ty-périodique : en effet,
selon (2.31), on a pour ¢ réel : ®; 4, (2) = M(g71)®4(2), ce qui se traduit par g;14,(2) = g~ q:(2)
et Pty (2) = g 1pi(2). Ainsi :

Pt +t0) =< Pritg (2), derte (2) >=< g7 'pe(2), 97 () >= (t).

Soient maintenant h dans G, t; dans R et z; = M (h)®y, (2) (ie. 21 € Qp et w(21) € 7). On veut
montrer que S(t9)(z) = S(to)(z1). Or, comme P;(z1) = M(h)Piyt,(2), on a qi(21) = hgeyt, (2)
et pi(z1) = hpit, (2). Donc :
to to t1+to
S(to)(z1) = /0 < pi(en). (1) > di = /0 < Wiy (2), By (2) > dt = /t o

D’ou le résultat par intégrale de période. |

Puis, nous avons dim Ay ;; = dim W;, = p+ 1. D’ou, via le théoréme 3.4.7 :

f ig 1 -
Gy (h) =¥ (E)d, Z f(to) Z esz(to)% / x(9)d(to, z, g)doa. (z,9)+O(h).
toe‘cred(E)ﬂsuppf WEPTed(E,tO) A’T/,to

(3.140)
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Nous avons donc prouvé le théoreme 3.3.4. |

Remarque quant a la conjecture annoncée :

Notons que pour poursuivre le calcul des coefficients et prouver la conjecture (3.83), il fau-
drait arriver a calculer d(ty, z, g) dans notre cas et le mettre sous la forme d’une quantité faisant
intervenir des données classiques du systéme réduit (determinant de la différentielle de I’appli-
cation de Poincaré de 7, période primitive de 7, etc...). Nous ne savons pas faire ceci pour le

moment.



Chapitre 4

Appendices

4.1 Appendice 1 : Divers théoréemes du cylindre

4.1.1 Théoreme sans symétrie

On commence par énoncer un théoreme bien connu de mécanique hamiltonienne dans le
cadre d’une variété symplectique quelconque (M, w). Le but est ici d’appliquer tout cela lors de
I’étude quantique pour un groupe de Lie, lorsque 'on supposera que les orbites périodiques
sont non-dégénérées dans I'espace réduit pour prouver le théoréme 3.3.4 (cf chapitre 3.6). Pour
le cas d’un groupe fini, on utilisera une version dans R2? légerement améliorée.

Let H: M — R une application lisse sur M (le ha-

Soit (M, w) une variété symplectique
miltonien). On définit alors le champ de vecteurs Xz : M — T'M tel que : Vz € M, Va € T, M,
on a:

w,(Xpg(2),a) =d, H(a). (4.1)

L’équation différentielle :
Zt = XH(Zt), (42)

définit alors un systéme dynamique hamiltonien dont le flot sera classiquement noté ®,.2
Soit zp € M un point périodique de (4.2) et T # 0 une période de O(zp) (pas forcément la

période primitive). On définit alors la matrice de monodromie :
F.,(Ty) := 82<I>T0(z0). (4.3)

Si P désigne 'application de retour de Poincaré en (zy,Tj), et Py désigne la méme applica-

tion restreinte au niveau d’énergie de H en zp, alors les spectres de F;(1y), d., P et d, Pp sont

li.e. M est une variété et w est une 2-forme différentielle réelle telle que, pour tout z dans M, w, : Te M xT. M —

R est alternée non dégénérée.
2®,(z) est la solution au temps ¢ de (4.2) avec condition initiale z en t = 0.

147
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reliés comme suit (cf [Ab-Ma| Prop. 7.14 p.524) : si C'4(X) désigne le polynome caractéristique

de la matrice A, on a :
Cr.,m)(X) = (X = )Cy, p(X) = (X = 1)*Cy, p,(X). (4.4)

On désire étudier la présence d’orbites périodiques au voisinage de O(zp). On est ainsi naturel-
lement amené a étudier les points fixes de 'application de Poincaré. C’est donc la valeur propre
1 de F,,(Tp) qui joue un role prépondérant. Remarquons qu’en dérivant en ¢ = 0 l'identité
O, (Pr(20)) = Pe(20), on obtient déja :

(Fz(To) = Id) X (20) = 0 (4.5)

Ainsi, 1 est valeur propre de F,, (7)), et dans le contexte hamiltonien, sa multiplicité algébrique
étant paire (cf [Ab-Ma] Prop. 8.1.1 p.573), 1 est valeur propre de Fj (Tp) de multiplicité
algébrique supérieure ou égale a 2. Si on suppose que cette multiplicité est égale a 2, alors,
selon (4.4), 1 n’est pas valeur propre de d,, Py. Ainsi, Py n’a qu’'un seul point fixe (z) dans un
voisinage de zy (par inversion locale). Il est donc naturel de s’attendre a ce que O(zp) soit plus
ou moins "isolée” dans son niveau d’énergie parmis les orbites périodiques proche de zy ayant

une période proche de Tj.

Définition 4.1.1 On dit que (z9,Ty) est non-dégénérée si 1 est valeur propre de la matrice

de monodromie F,,(Tp) de multiplicité algébrique égale a 2.

Ceci équivaut a dire que 1 est valeur propre de d,,P de multiplicité égale a 1 ou encore que 1

n’est pas valeur propre de d,,Fp.

Théoréme 4.1.2 Théoréme du cylindre
Soient E € R, (M,w,H) un systéme hamiltonien, ¥ := {H = E}. On suppose que
dim(M) = 2d et que ¥ ne contient pas de points critiques de H.
Soient zg € M, Ty € R* tels que ®7,(z0) = 20 et (20,Tp) est non-dégénérée. Alors, il existe
e >0, T un voisinage tubulaire de O(zp), tels que :
(1) Sid>1,3In>0,Y :]—n,n— M, tels que Y(0) = zp, et VA €] —n,n[, O(Y (X)) est
une orbite périodique de Xp_.
(2) SizeTNXg, ette€|Ty—e,Ty+ e[ sont tels que Py(z) = z, alors z € O(zg) et t = Tp.
(8) II existe une base de ker(F,,(Ty) — Id)? donnée par (uy,us) ot uy := Xpg(20) et uy est
tel que :
Wy, (u2, Xp(20)) # 0.

Preuve du théoreme : Pour les deux premiers points, on trouvera des démonstrations dans
[Ab-Ma], Prop. 8.2.2 p.576, [Mel] Theorem 6.5.2 p.82 ou [Me2] Theorem 10, p.136. L’idée
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est d’appliquer le théoreme des fonctions implicites a Fy apres avoir redressé le champ et
les niveaux d’énergie. Dans le chapitre suivant, on prouvera un théoreme plus général dans
le cas M = R??. La démonstration est analogue. Pour le troisitme point, on a déja vu que
Xu(z0) € ker(F,, (Tp) — Id). On prend alors us = Y’(0), et on dérive en X\ = 0 I'identité :

H(Y(\) =E — A

pour obtenir w,, (X (z0),u2) = —1, ce qui assure aussi le fait que (Xg(29), uz) est libre. Si l'on

note 6 le temps de retour de Poincaré tel que 0(zp) = Tp, on déduit des points (1) et (2) que :

On dérive en A = 0 pour obtenir :
(on (TO) - Id)Y,(O) = )\OXH(ZO)

oil \g est dans R. Donc, us est dans ker(F,,(Tp) — Id)>. [

4.1.2 Preuve du théoréme du cylindre avec symétries

Dans les lignes qui suivent, on va prouver le théoreme du cylindre avec symétries 2.2.4 qui
nous a servi pour notre analyse quantique dans le cas des groupes finis. Pour simplifier le tout,
et comme nous n’en n’avons pas besoin, on oublie le cadre (M, w) d’une variété symplectique
quelconque et on suppose que M = R%4 et w =< ., J. Spoa. H R24 - R est lisse et £ € R est

tel que X g soit non critique. G est un sous-groupe fini de O(d). On suppose que H est G-invariant.
Quelques propriétés de F.,(t) :

Si z € R g € G et si &y, (2) et ®y(2) existent, en différentiant par rapport & z les iden-
tités : Dypy, (2) = Py, (Pi(2)) et M(g)Pi(z) = P¢(M(g)z), on obtient les relations :

Fz(t—Ftl) :Ft}t(z)(tl)'Fz(t)- (46)

M(g)F.(t) = Fag)-(t).-M(g). (4.7)

Lemme 4.1.3 Soit v une orbite g-invariante admettant ty pour g-période et z dans v. On

note z; = ®.(2). Alors :
M(g)th (tO) = Fz(t)’[M(Q)Fz(tO)]'(Fz(t))_l'

En particulier, les valeurs propres de M (g)F,(to) avec multiplicité algébrique ne dépendent

pas du point z de .
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Prewve du lemme : Selon la formule (4.6), on a :

Fy, (to) F3(t) = Fi(to +t) = F, (t)F(to).
F,(t) étant symplectique, elle est inversible et :

F..(to) = tho (t)FZ(tO)[FZ(t)]_l-

Ainsi, selon la formule (4.7), comme M(g)z;, = 2, on a :
M(g)th (tO) = Fz(t)M(g)Fz(tO)[FZ(t)]_l

ce qui acheve la preuve du lemme.

Théoréme du cylindre avec symétries

Rappelons que H : R?* — R est un hamiltonien lisse G-invariant, et que g est un niveau

d’énergie compact sans point critique pour H. Nous commencons par énoncer un théoréeme plus

général que le théoreme du cylindre 2.2.4 :

Proposition 4.1.4 :
Soient g € G, v une orbite périodique g-invariante de g, zg un point de v, et tg une

g-période non nulle de v. On suppose :
dim ker[(M (g) Fy, (to) — Id)?)] = 2.

Alors, il existe un voisinage tubulaire T de -y, il existe £1 > 0 tels que si |[t; —to| < €1 et si
dz1 € EpNT tel que M(g)Py,(21) = 21, on ait : O(z1) =y et t1 = to.

Par ailleurs, sid > 1, il existe Y :]—¢,e[— R?? C* telle que Y (0) = 29, Y\ €] —¢,e[,Y()\) €
Yr_x et O(Y(N)) est une orbite périodique g-invariante. (pas forcément de g-période égale
ato).

En particulier, v est la seule orbite g-invariante de X r admettant ¢ty pour g-période qui ren-

contre 7. Rappelons que :
I gt = {7 orbite périodique de X : 3z € v : M(g)Py,(2) = 2}.

Lpg:={te]-T,T:3z€Xp: M(g9)P(z) = z}.

Corollaire 4.1.5 Soient g € G et tg € R*.
Supposons que l'hypothése de la proposition précédente est vérifiée pour toute orbite v de

L'g.gty- Alors, g g4, est fini, to est isolé dans L 4.
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Preuve du corollaire :

Le théoreme précédent et la compacité de X g assurent que I'y; g est fini. Par ailleurs, si
t, — toavec z, dans X tel que M (g)®y, (z,,) = 2y, alors, quitte a extraire, z, — z € X,
n—-+o0o n—-+o0o

et M(g)®;,(2) = z. Comme dim ker[(M (g)F (to) — Id)?)] = 2, le théoréme précédent s’applique,

et t, = to pour n grand. |

Preuve de la proposition 4.1.4

On va reprendre le théoréme du cylindre de [M-H] avec une temps de retour de Poincaré
entre un hyperplan transverse & Y g en zg et son translaté en M (g~ !)zy. Puis, on appliquera

plusieurs fois le théoreme des fonctions implicites. La preuve se fait par étapes :

Rappelons que, selon (4.5), on a :
(M(g)Fzy(to) — Id)JVH(z) = 0. (4.8)

FEtape 1 : Redressement hamiltonien : on note (eg, ..., esq) la base canonique de R2,

Soit un hyperplan affine contenant z et transverse A v en z (i.e. tel que JVH(z) ¢ H).

€1

i

Fia. 4.1 — Redressement du champ et des surfaces d’énergie

Alors, il existe U ouvert de R2? contentant zp, et ¥, C°- difféomorphisme de U sur U, ouvert
de R?¢ contenant zéro, tel que :

e U(zy) =0, et U« JVH est le champ constant égal & e; sur U.

e U(HNU)=HNU ot H := (Rep)™*.

e Si A\ est proche de E dans R, alors z € UNXY) <= VY(z) =(A—FE)ea+youy Le ()
Pour l'obtention d’un tel difféomorphisme, nous renvoyons a [M-H] : il s’agit de déformer loca-
lement le champ de vecteur JVH en un champ constant en déformant les surfaces d’énergie en

des hyperplans paralleles (sorte de ”flow box lemma” amélioré).
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Etape 2 : Temps de passage en M (g~ )H :

Quitte a restreindre U, il existe 8 : U — R, lisse, telle que :

F1G. 4.2 — Application de Poincaré

0(20) =to et Vz € U, Py(,(2) € M(g 1 H.

Pour cela, si H = z + (Ra)*, oil < a, JVH(z5) ># 0, classiquement, il suffit pour trouver
d’appliquer le théoreme des fonctions implicites & F': (¢, 2) —< a, M (g)®¢(z) — 29 > en remar-
quant que %—f(to,zo) =< a, JVH(zy) ># 0 et F(to,z20) = 0.

Remarquons par ailleurs que, si (¢, z) est assez proche de (%o, z0), avec M(g)®.(z) € H, alors
zeUett=0(z). ()

Etape 3 : Paramétrisation par ’énergie d’un cylindre d’orbites g-invariantes :

Soient V., :=UNH et P:V,, CH— H définie par :
P(z) = M(9)®g(z) (2)-

P est lisse et quitte a réduire V,, on peut supposer que P(V,,) C U (car P(zy) = 2p). On définit

alors f/; := U(V,,) ouvert de H contenant zéro et P : V,, — UNH, P := WP¥~!, Ona P(0) = 0.

Si d > 1, on note (\,y) € R x R??=2 un élément générique de H. H étant une intégrale
premiére du mouvement, d’aprés (&), il existe Q : Vi, — R x R?**2 telle que P(\,y) =

(A, Q[\, 9]). Ainsi, la jacobienne de P en zéro est de la forme :

Lemme 4.1.6 1 est valeur propre de multiplicité algébrique égale ¢ 1 de P'(zg).
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Preuve du lemme_: De méme que dans [Ab-Ma| p. 524, on montre que l'on a : mult(1, P'(z)) =
mult(1, M(g)Fy, (20)) —1 = 1. [

P'(0) et P’(0) étant conjuguées, 1 n’est pas valeur propre de %(0). Par ailleurs, Q(0) = 0,
donc, d’aprés le théoreme des fonctions implicites, il existe € > 0 et W voisinage ouvert de zéro

dans (Reg) 7, et ¢ :] —e,e[— W, C™, tels que ¢(0) =0 :
N <eyeWetQ\y =y < |N\ <eety=p\).

Posons alors Y/ (A) := U100, A\, p(A\)], Y :] — €,&[— R?%. On a alors Y (E) = 2 et :

(4.10)

M(g)®goy ) (Y (A) =Y (N).
HY(\) = A+ E.

On peut interpréter ces deux dernieres égalités en disant que 'on a “paramétré par 1’énergie”

un cylindre d’orbites périodiques g-invariantes dans un voisinage de O(zp).

On peut construire un voisinage tubulaire 7 de v tel que toute orbite passant par 7 tra-
verse dom(P) (cf plus bas, lemme 4.1.7). Soit y; une orbite g-invariante ayant ¢; € R* comme
g-période et passant par 7. Elle coupe dom(P) en un point z; tel que M(g)®Py, (21) = 21. Se-
lon (#) (définition de 0), si t; est suffisament proche de ¢y et 7 suffisament fin, z; € U et
t1 = 0(21). Du coup, M(g)®g(.,)(21) = 21. Mais selon le théoreme des fonctions implicites ap-
pliqué & (A, y) — Q(\,y) —y, si z; est suffisament proche de zg, alors z; = Y (A1), ot \y = H(21).

donc, si 1 est d’énergie égale a E, alors z; = zj.

Reste a prouver le :

Lemme 4.1.7 Il existe n > 0 tel que si dist(x,0(z9)) < n, alors O(x) rencontre dom(P).

Preuve_du lemme_ : Soit U un voisinage ouvert de zy dans R*? et S : U — R tels que dom(P) =

{S = 0}. Soit ¢ : I — R, ot I est un intervalle de R contenant zéro, définie par p(t) := S(P¢(z0)).
On a: ¢'(0) = d,,S(JVH(zy)) # 0. Donc ¢ change de signe en ¢t = 0. D’olt wy et wy dans
U N O(z) tels que S(wy) > 0 et S(ws) < 0. Soit & > 0 tel que :

Vo € B(wy,e), z €U et S(z)>0.

Vz € B(wy,e), z €U et S(z) < 0.

Soit K une boule compacte recouvrant O(zp). On note T' la période primitive de O(zp). Le flot

® étant uniformément continu sur [—27, 27 x K, il existe n > 0 tel que :

Vay, xg € K, Vt e [-2T,2T), ||lx1 — z2|| < n = [|Pi(x1) — Pi(x2)|| < e.



154 CHAPITRE 4. APPENDICES

Le tube considéré est alors de taille n : si dist(x,0(z9)) < n, alors il existe z* € O(zp) tel
que ||z — z*|| < n. Soient alors t; et ta dans R tels que w; = @y, (%) et we = Py, (2*). Ainsi,
®;, (x) € B(wy,e) et donc S(P¢, (x)) > 0. De méme, S(P¢,(x)) < 0. On peut toujours supposer
que pour tout t entre t1 et to, 4(x) est dans U. Alors par théoréme des valeurs intermédiaires,

il existe t entre ¢ et ta tel que S(P¢(x)) =0, et O(x) rencontre dom(P). [

Ceci achéve la preuve du théoréme . |
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4.2 Appendice 2 : Vade mecum sur les états cohérents

La présentation qui suit se fait dans I’esprit des travaux conjoints de Monique Combescure et
Didier Robert. Par ailleurs, une référence utile pour les transformées de Wigner et gaussiennes

en général est le livre de G.B. Folland [Fo].

4.2.1 Notations sur les états cohérents

Soient :
) Ay L2(RY) — L2(RY),
1 T
Ap(x) = — — .
hd)( ) h% ¢ <hé>
est 'opérateur unitaire de changement d’échelle.
. Si o = (q,p) € R*,

Th(a)|:= exp[%(pm —q.hD,)]

Th(«) est Vopérateur unitaire de translation dans ’espace des phases.

Lemme 4.2.1 Si f € L?>(RY), on a :

Ti(e)f(@) = exp (it (e = 1)) Sz = ). (4.11)

Preuwve du lemme_: soit (¢, p) € R??. Notons A I’extension autoadjointe de 'opérateur qx + pD,

sur S(RY). Ainsi, si t € R, e/ 'opérateur unitaire tel que, si f € S(R?), alors t — e "4 est la
solution C'(R, L2(R%)) N C(R, D(A)) du probleme :
{ 10wu(t, ) = Au(t, x) (4.12)
u(0,z) = f(x)

Pour f € S(R?), u(t,z) est en fait solution de (4.12) dans D'(R x RY) et (t,z) — u(t,z)
admet des dérivées partielles en ¢ et = a 'ordre 1. On applique alors la méthode dite ”des
caractéristiques” en cherchant un chemin C! (s) = (¢(s), z(s)) donnant u le long du chemin ~.
Comme Lu(y(s)) = Gyu(v(s))t'(s) + Opu(y(s))z'(s), si l'on pose t(s) = s+tg et z(s) = sp + o,
on obtient : Lu(y(s)) = —i < q,2(s) > u(v(s)).

D’ou : u(s + to, sp + xo) = u(to,xo)e_%s%p_isqxo, et en choisissant s = —t(, on obtient :
u(t,z) = e%qpt2e_ithf(x —tp).

On en déduit le résultat pour f € S(R?) en prenant t = —%, q < p, et p «— —hgq. Le résultat
pour f dans L?(R9) s’en déduit par densité. [
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On vérifie alors facilement que :
Ti(a)* = Ta(a) ™ = Th(~a).

e Soit () := L% exp(—@). On note :
K
jz?

1
hn)i exp(—%). (4.13)

Yo(z) == Aptho(z) =

IS

1o est I'état fondamental de l'oscillateur harmonique —h?A + |z|?.

e [’état cohérent centré en o = (q,p) est donné par :

:= Tp(a)to.

Par construction, on a HgoaHLg(Rd) = 1 pour tout o dans R??. Par ailleurs, d’aprés (4.11), on a :

Yal(z) = (hi)% exp (2%(3) - %)) . exp <— i 2_hq|2> . (4.14)

Cette formule nous permet de remarquer un comportement agréable des états cohérents vis-a-vis

des symétries provenant du groupe orthogonal. Pour g dans O(d) et o dans R??, on a :

M(g)ea = ©r(g)a- (4.15)
e On déduit facilement de la formule (4.11) les formules suivantes :

a

AT (a)Ap = Ta( \/E)' (4.16)

T ()T () = €28 <755 T, (o + ). (4.17)
Th(2)*Opj; (a)Tn(o) = Opjla(er +.)]. (4.18)
Op¥(a)Ap, = AOp¥(ay), ot ap(z) == a(Vhz). (4.19)

4.2.2 Transformée de Wigner

e Si ¢ et 1 sont dans L?(R?) , on définit la h-transformée de Wigner de (¢, 1)) par :

Wipl@§) = [ e o+ Syt - Dy,

L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que Wy  est bornée sur R?? et I'on a :

Vi eRM, [ Wyy()] < 20 6] pacae) 19l o - (4:20)
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2

Par ailleurs, on a : Wy (2,§) = [pae™ ® (@=w)E (22 — )y (u)du. Ainsi, par convergence dominée,
si ¢ et ¢ sont dans S(RY), alors z — Wy 4 (2) est continue sur R??. Ce résultat est encore vrai
pour ¢ et ¢ dans L?(RY) par densité de S(RY) dans L?(RY), en utilisant (4.20).

On constate aussi que, si F,_.¢ désigne la transformée de Fourier partielle, alors on a :

Wors0:6) = Fyme (4= ola+ Dola = D)) (5

Ainsi, on a : HW¢,¢H%Q(R2d) = (27h)? [poa |d(z + £)|2[(z — ¥)|?dzdy, d’on par changement de
variable, on conclut que si ¢ et ¢ sont dans L?(R%), alors W, € L?(R*?) et :

d
IWo.wll L2 ey = (270) 2 [|6]] L2 may 191 L2 Ry - (4.21)

e La méme transformée de Fourier montre que si ¢ et ¢ sont dans S(R?), alors Wy, € S(R??).

Supposons alors que a : R?¢ — R vérifie :
|0%(2)| < Cp <z >Me, ou mgy > 0.
Si ¢ et 1 sont dans S(R?), alors on a :

< Op(a)é: ) > o (27h) 4 /R o Woul2)al:)dz, (4.22)
z X Re

Pour cela, il suffit d’appliquer le théoréme Fubini dans les intégrales oscillantes et d’écrire :

i U+ v —_—

< Op(@)3 0 > 1= ) [ H a2 (o) dodedu.
R3d
Puis on fait le changement de variable u =z — 4, v =2+ 4.

Proposition 4.2.2 Transformée de Wigner d’états cohérents

Soient a1 et as dans R*E. Alors, on a pour z dans R?*? :

Preuve de la proposition : il s’agit essentiellement de calculer la transformée de Fourier d’une

gaussienne. Faire de méme que pour le lemme 2.1.5. |

4.2.3 Une formule de trace sur L*(RY) via les états cohérents

On introduit la transformée de Bargmann pour f dans L?(R?) et a dans R?? :

Bf(a) =< f;pa >r2(ray -
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Proposition 4.2.3 Si f € L?(R%), alors Bf € L?(R?%), est continue et bornée et

1172 ay = @7h) " IBf|72@eay, Yo € R¥,[Bf(@)] < | fll2ra) -

Enfin, si f € S(RY), alors Bf € S(R??), et on a la formule d’insversion :

F@) = ey~ [ < fipn > pagu pale)do

Concernant la derniére formule, on dit que les états cohérents forment une base surcomplete
de L?(R9).

Preuve de la proposition_:le théoréme de Cauchy-Schwarz donne directement [Bf(a)| < || f[| 12 (ga)

pour tout o dans R??. Pour la continuité, remarquons que, si o = (g, p), alors :

i

Bf(a) = (h?T)_%Gthq/ e_%pxe_ﬁu_q‘zf(x)da:.
Rd

Ainsi, Bf est continue pour f dans S (]Rd) par convergence dominée, et le résultat s’étant faci-
lement & f € L*(R%) par densité de S(RY) dans L?(R%).
Montrons que Bf € L2(R??) :

/ 1Bf () *da = / / | < Th(—a)fi o > o) Pdpda.
R2d Re JRP

| < Ta=a)fstho > g = | [ e H (= aun(a)dal = 17, (7~ () () -

Donc, par le théoreme de Plancherel :
L 1Br@da = [ a7 = o) ey da = (o) 1 F1Eaqey ol

Et on conclut en remarquant que ||| 2(ga) = 1.
Supposons que f € S(R?). Montrons que Bf € S(R??). Comme

Bf(0) = (hm) =517, (y = 7 1)) (),

il suffit de montrer que (y,q) — e‘ﬁ|y—q|2f(y) est dans S(R??), ce qui est le cas. La formule
d’inversion a bien alors un sens, puisque, pour tout z dans R?, a — ¢va(x) est bornée. Pour
prouver cette formule dinversion, remarquons qu’en dépolarisant la formule donnant || B f ||2Lz(de)

(exprimer le produit scalaire en fonction de la norme), on obtient pour v et v dans L?(R%) :

< u,v >L2(Rd): (27Th)_d < Bu, Bv >L2(R2d) .
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Pour u et v dans S(RY), on peut alors appliquer & juste titre le théoréme de Fubini dans le

membre de droite de cette derniere équation et obtenir la formule désirée. |

On donne une formule dans le cadre Hilbert-Schmidt :

Proposition 4.2.4 Soit A un opérateur borné sur L>(R%). Alors A est de classe Hilbert-

Schmidt si et seulement si

4l = @) [ Agallfses do < +oc.

Preuve de la proposition : Soit {e;};jen une base hilbertienne de L?(R%)

1AIGs = D I1Aejl7amay = Y (2mh) " IB(Aes)| 72 gaa -

Jj=0 J=0
Or
IB(Aej)|7agea = /RM | < ej; A%y > [2da.
Donc
A5 = @)= [ 14" pall sz do
et on acheve la preuve en rappelant que [|Al| ;¢ = || A% gg - [

Proposition 4.2.5 Soit A un opérateur a trace sur L?(R?). Alors :

/2d | < Apa; o >r2(ray |[do < 400
Ra

et Tr(A) = (27rh)_d/ < Apa; o > 2 way dov.

2d
Ra

Preuve de la proposition :

e A étant & trace, il s’écrit A = Aq.As avec A1 et Ay de classe Hilbert-Schmidt.

/ | < Apaipa >p2(ray [da :/ | < A2pa; ATPa > p2(ray |da
R2d R2d

< / | Asall 2 gy - |45 Pall 2y do
R2d

1
2 2
< </ 1420all72 ray a) (/ 145 ol 72 may do‘)
R2d R2d

= (2rh)? lA2llgs ATl g < +oo.

e Le reste de la preuve s’effectue par dépolarisation de la proposition précédente :

Pour cela, donnons-nous A et B des opérateurs de classe Hilbert-Schmidt sur L?(R9).
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On note |A|? := A*A, et I'on constate que Tr(|A|?) = ||A||%IS
En outre,
1
AB = [|[A+ B*|* — |A— B*> —i[iA+ B*|* + i|iA — B**].
On prend la trace dans cette formule, et on applique la proposition précédente :

1 do
Tr(AB) = —/ I(A+ B*)¢all?z = (A = B)galli2 =i |(iA+ B*)pall7z +i|(iA = B*)palia G AT
R24 (2mh)

Or pour f et g dans L?*(RY) :

(16 + g2 = 1F = gli2 = i + gl +lif = gll3e]

=

< [,9 >r2we)=

Donc
Tr(AB) = (27rh)_d/ < Apa; B o >p2(pay da

R2d

et par cyclicité de la trace, si A et B sont de classe Hilbert-Schmidt sur L? (]Rd),

Tr(AB) = (th)_d/ < AB@a; pa >r2(rd) dao

2d
Ra

Ceci achéve la preuve de la proposition. |
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4.3 Appendice 3 : Phase stationnaire généralisée avec phase

complexe

Comme on ’a vu précédemment, 1'usage d’états cohérents en théorie semi-classique requiert

des versions robustes du théoreme de la phase stationnaire.

Rappelons d’abord le lemme de la phase non stationnaire. Il est en général énoncé dans la

littérature pour une phase réelle. Ici, on adapte le cas d’une phase complexe :

Lemme 4.3.1 (Phase non stationnaire avec phase compleze)

Soit f une fonction C*° complexe définie sur un ouvert O de R".

Soit a une fonction C° complexe a support compact dans O. On suppose :
Vz e O, Vi(x)=0=3f(x)>0.

Alors :
I(h) = / e @a(z)dz = O(h®) quand h — 0T,
@

Preuve du lemme : Notons f = f1 +ifs, avec f1 et fo réelles. Soient :

M :={z e R" t.q.Vf(z) =0} et K := M N Supp(a).
K est un compact inclu dans O, et on sait que fy > 0 sur K. Soit
C:= H}}n fa>0.
Soient V' un ouvert de O contenant K tel que fo > % sur V, et x une fonction C* & support

compact dans O telle que xy = 1 sur un voisinage ouvert de K et Suppyxy C V. On écrit :

e @ (z)de = [ e @ y(2)alz)de e @ a(2)(1 = x(z))dz.
et ateytr = [ (@it + [ D)1 = x(w)a

@
Sur Suppy :
Donc :
/ e @a(z)de = / enf @) a(x)de + O(h™>®) quand h — 0.
(@] (@
ou

a:=(1-x).a
ainsi a € C°(R"™) et Va € Supp(a), Vf(x) # 0, ce qui est encore vrai sur un voisinage ouvert
U de Supp(a). On est donc ramené au cas ou Va € U,V f(x) # 0, et on envisage classiquement

lopérateur différentiel sur U :

1
L -
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qui vérifie pour tout NV € N :

LN(e%f) = ;L—Ne%f
D’ou pour tout N € N :
N i
I(h) = ZT/ end CL)YN(a)dz + O(h*), quand h — 0F.
U
ce qui acheve la preuve de ce lemme. |

Pour énoncer le théoreme de la phase stationnaire avec phase complere, on doit d’abord

définir une quantité qui interviendra dans le calcul du coefficent du premier terme de ’asympto-
1

tique. Il s’agit d’une ‘racine complexe’ du déterminant, notée ‘det:rE (.)’, que nous commencons

par définir sur une certaine classe de matrices symétriques a coefficients complexes. Si x et y

sont dans C™, on note :
n
< T, Y Zpni= le Ys.-
i=1

Soit :
SHC):={Ae M,(C):* A= Aet RA >> 0}.

n

NJ=

On définit la fonction det, ? : S (C) — C par :

n

1

detli(A) — ﬂ.—% / €—<Am,m>Rndw’

l'intégrale étant bien absolument convergente pour A dans S;F(C). On vérifie facilement que si

_1
A >> 0, alors det_ *(A) = \/diﬂ. Selon [Ho] p.85, si A € S;7(C) alors A et inversible, et on

trouvera dans cette méme référence les éléments pour la preuve du lemme suivant :

[N

Lemme 4.3.2 Il existe un unique prolongement continu de alet:r a:

Df:={Ae M, (C): "A=A, RA>0 et detA#D0},

n’

_1
Par ailleurs, pour tout A dans D}, on a : [det, ? (A)]? = de%A.

Un cas particulier important faisant apparaitre un élément de D; qui n’est pas dans S,/ (C)

est celui d’une matrice A =iB ot B € GL,(R) est telle que !B = B. On a alors :
_1 _
det, ? (A) = | det(B)| "z 1 F9m(B)

ou sign(B) est le nombre de valeurs propres positives de B moins le nombres de valeurs propres

négatives (comptées avec multiplicité algébrique). Pour prouver ceci, et de maniere générale
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pour se ramener a un calcul dans S (C), on procéde en remarquant que, si A € D;f', alors pour
_1
p grand, A, := A+ %In est dans S, (C). On calcule donc det ?(A,) pour p grand et on a alors :
1

_1 _1
det, *(A) = liril det  *(A,).
p—+oo

[N

e Extension de det:r aux formes quadratiques :
_1
Remarquons tout d’abord que, si A € D} et si 'O = O~} alors tOAO € D et det (t0AO) =

_1
det, *(A) (passer a la limite via A, = A + %In). Soit (E, <,>) un espace vectoriel euclidien

réel de dimension n. Soit alors DT (F) lensemble des formes bilinéaires symétriques complexes
L sur FE telles que R(L) > 0 et L est non-dégénérée. Si L € DT (E) et si A désigne la matrice
de L dans une quelconque base orthonormée de F, alors on a clairement A € D;. On définit
det;%(L) = det;%(A). D’apres la remarque précédente, cette définition ne dépend pas de la

base orthonormée choisie, d’ou :

N

det:_ : D+(E) — C.

e Notations sur les formes quadratiques :

Si O est un ouvert de R™. Si f : O — C est C2, alors, pour x dans O, on notera | f”(x) | la forme

bilinéaire symétrique complexe (f”(z) : R" x R* — C), et ‘ Hessf(x) € M,(C)| la matrice

hessienne complexe Hessf(z) = ((f"(ei,e;)))1<ij<n, OU (e1,...,€n) est la base canonique de
R™. On confond un vecteur de R™ et son vecteur colonne dans la base canonique de R", et si
Ae M,(C):
kerg(A) := {x € R": Az = 0} = ker(R(A)) Nker(J(A4)).
Le lemme ci-aprés permet d’énoncer proprement le théoréeme de la phase stationnaire qui

suivra :

Lemme 4.3.3 Soient O un ouvert de R™ et f : O — C, C?, telle que Sf > 0 sur O, et

soit xg dans O tel que :
f'(z0) = 0 et I(f(z0)) = 0.

Alors S(Hessf(x0)) > 0 (i.e. la forme bilinéaire symétriqgue I(f"(xq)) est positive).

Preuve du lemme : écrivons f = f1 +ifs, avec fi et fa réelles.

Le développement de Taylor de f & l'ordre 2 en zg donne pour y dans R"™, h réel proche de zéro :

2
Pl + hy) = o) + 5 < Hess f(zo)y,y > +H2lyl<(h).

ou e(h) e 0. En prenant la partie imaginaire, on obtient :

h2
Vy € R", pour h petit : 0 < fo(zo + hy) = 5 < Hess fo(x0)y,y > +h?|y|?e(hy).
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On divise par h?, et le résultat s’en déduit en faisant tendre h vers zéro. |

Théoréme 4.3.4 (Phase stationnaire avec phase complexe et variété critique)

Soit f une fonction C°° complexe définie sur un ouvert O de R™.

Soit a une fonction C®° complexe a support compact dans O. On pose :
M:={zeO:Vfx)=0 et (f(x)) =0}

et on suppose :
(a) S(f) >0 sur O.
(b) M est une sous-variété connezxe de dimension p de R".
(c) Pour tout x dans M, la restriction de f"(x) & NyM = (TuM)* est une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée sur NyM X NyM.

Alors :
e [ est constante sur M.
e VN €N, dC = C, ¢t N tel que pour tout h >0 :

N
CL f h] < Ch—+N+1

/ e%f(x)a(m)d:z: — (2nh) T
@]

7=0

ou xq est quelconque dans M, les Lj(a, f) sont des coefficients complexes, et en particulier :

Lo(a, f) = /M def? <M> a(z)dom ().

ou dong est la mesure de Lebesgue sur la sous-variété M.

Pour une preuve de ce théoréme , on renvoie & [CRR].

Remarques :

e Sous I'hypothese (b), on a automatiquement :
Vee M, T,M C kerg(Hessf(z)).

En effet, si v est un chemin C! & valeurs dans M, tel que «(0) = =, alors f’(y(t)) = 0 pour
tout ¢, et si on dérive 0, f(7(t))) = 0 en t = 0, on obtient < +'(0); 9,V f(x) >grn= 0, et donc
7'(0) € ker(Hessf(x)). Ainsi, on a, pour z € M, Hess f(z) (NoM) C NoM + i N M et

Vu e T,M, Vo e R",  f"(z)(u,v) =0.

e Sous les hypotheses (a) et (c), via le lemme 4.3.3, on a bien fﬁ(z)w € DT (N M).
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Pour vérifier (c), on est confronté au calcul de la restriction de f”(z) & M, M. Le lemme
1

suivant permet & la fois de vérifier (c), et de calculer det ?(.) dans la pratique :

Lemme 4.3.5 Supposons uniquement (a) et (b) dans le théoréme précédent. Alors :
(c) <= VYx €O, kerg|Hessf(x)] C TpM.

Par ailleurs, si x € M, et si llp,p désigne la matrice dans la base canonique de R™ du
projecteur orthogonal sur TyM, si on pose A := Hessf(x)+illrza, alors 'tA = A, SA >0,
det A # 0 et

det = det
+ ) + 1

1 < '@y > 1 <Hessf(a:).+ iHTwM) , (4.24)

Enfin
det(f"(z)|n,0m) = det(Hessf(z) + Ur,pq)- (4.25)

Preuve du lemme_ :

» Fixons x dans M. Supposons que kerg(Hessf(z)) C T, M. Selon la remarque précédente,
nous avons pour des raisons de dimension : kerg(Hessf(z)) = T, M. Notons B := Hessf(x),
By := R[Hessf(z)] et By := S[Hessf(z)]. On a donc kerg[B] = kerg(B1) N kerg(Bs). Si u €
N, M vérifie : Vv € N, M, f"(x)(u,v) = 0 =< Bu,v >gn, alors en prenant parties réelles
et imaginaires, Bju € T, M C kergr(B;) et Bou € T, M C kerg(Bsz). Mais pour j = 1,2,
3(B;) = (kerg(B;))*. Donc By(u) et Ba(u) sont nuls. Ainsi Bu = 0 et u € Tp M N Ny M :
u = 0. La restriction de f”(z) & N, M est donc bien non-dégénérée et on a (c).

» Réciproquement, si on a (c), et (avec les mémes notations) si u € R™ est tel que Bu = 0,
on note u = ur + uy ot uy € T, M et uy € Ny M. Comme T, M C ker(B), on a Buy = 0, et
Vv € Ny M, < Buy,v >=0= f"(x)(uyn,v). Ainsi, d’apres (c), uy =0 et u € T, M.

» Selon un lemme précédent, on sait que I(Hessf(z)) > 0, donc ‘A = A et S(A) > 0.
Montrons que det A # 0 : remarquons que si D € M, (R) est telle que D = D, siy =y +iys €

C™, alors :

< Dy,y >rn=< Dy1,y1 >rr + < Dy2,y2 >rn€ R.

Soit y € C™ tel que Ay =0 :
0=S(< Ay, 7 >rn) = Q[< Re(A)y, 7 >rn +1 < F(A)y, 7y >rn]

=< $(A)y, T >re=< S(A)y1,y1 >r» + < F(A)y2,y2 >rn -

Comme SA > 0, on a pour j = 1,2, < I(A4)y;,y; >rn= 0, donc /I(A)y; =0, et F(A)y; = 0.
Ainsi (Bz + 1, m)y; = 0, donc, comme By > 0, y; € Ny M et Boy; = 0. Enfin, on a aussi
(RA)y =0, donc Byy; = 0. Ainsi Hessf(z)y; = 0 et y; € T, M N N M = {0}, et donc y = 0.



166 CHAPITRE 4. APPENDICES

» Reste a prouver (4.24) :

Supposons pour simplifier que A >> 0. Alors A € S;F(C), donc :
det;% <é> — W_g/ ei<(Hessf(z)+iHTzM)y,y>Rndy‘
i n

Soient (eq,...,e,) la base canonique de R", p := dim7, M, et U une isométrie linéaire qui
envoie Vect(eq, ..., ep) sur T, M et Vect(ept1, ..., e,) sur NyM. Ainsi, siPon note y = (v, y") €

RP x R"7P, on a :
MpamU(y) =U(yY',0), et < (Hessf(x))Uy, Uy >rn=< (Hessf(x))U(0,y"),U(0,y") >grn .

Ainsi en faisant le changement de variable y < Uy, on obtient :

det? (é) _ / / ¢ <(HesSF@)U 05" U0 >5n =19/ gy gy
(3 Rp/ Rn;l’
Y Yy

_ ﬂ—(";")/ (i< (HessF@)U Oy )V 0" )>an g1 _ detjr% (f"(l’)i\NIM> .
R P 2

y//

Ceci achéve la preuve du lemme.

» Pour prouver 4.25, on peut soit procéder directement, soit utiliser le fait que
_1
[det 2 (.)] "% = det(.)

et le calcul précédent. |
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4.4 Appendice 4 : Un théoreme d’intégration par tranches via

une submersion

On pourra aussi consulter [BGM], p.16-17.

Lemme 4.4.1 Intégration par tranches via une submersion :
Soient M et N deux variétés riemanniennes, et F : M — N une submersion lisse. Soit ¢

lisse a support compact sur M. Alors on a :

x)doy () = doz, ) on(n
| e@ymto) = [ [ [ ot ot 420

ot ¥y, := F~Y({n}) (sous-variéte de M), et doy, est la mesure riemmanienne induite par
celle de M sur >,.

Rappellons que *(dyF) : T, )N — T, M est définie par :
Vo € T,M, Vz¢€ Tp)N, < dyF(x), 2 >1,,N=< 2," (dyF)(2) >1,01 - (4.27)

Preuve du lemme

lere étape : Montrons qu’il suffit de prouver le théoreme pour M = U, ouvert de RP, et N = R?:
en effet, en supposant ce fait acquis, on prouve ensuite le théoreme pour M variété riemannienne
et N = R?, en se ramenant au cas euclidien et en prenant des cartes de M, via une partition de
I'unité sur Supp . Puis, on étend le théoreme pour M et N variétés riemanniennes quelconques

en se ramenant cas précédant dans des cartes de N.

2eme étape : Preuve du théoréeme dans le cadre euclidien :
U est un ouvert de RP, et F' : U C RP — R? est une submersion. L’idée est de déformer les
sous-variétés Xy := {F = A} (A € R?) en des espaces affines de R? via des difféomorphismes
locaux, I’énoncé se ramenant au théoreme de Fubini dans ce cas-la.

Soit a € U. On sait que d,F' est surjective. Ainsi, quitte a permuter les coordonnées dans
RP, on peut supposer que : det ( 0z, F(a) ‘ ‘ Oz, F(a) ) # 0. On définit ensuite h : U — R?
par h(z) = (F(x),Zg41,...,%p), de sorte que, si A € R, h(X)) = {(\,y") : v’ € RP7}. Par

ailleurs, la matrice de d,h dans la base canonique de R? est : :

0 F(a) | ... | 0., F(a) | by Fl@) ] ... | 0, Fla)

0 ‘ Ip—q

[dah]b.c. =

Ainsi, h est un difféomorphisme local en a. D’ou U, et V,, ouverts de RP avec a € Uy, V, = h(U,)

et tels que la restriction de h a U, soit un difféomorphisme sur V,. On peut aussi supposer,
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quitte & restreindre Uy, que 0y F(x) est inversible pour tout  dans U, (ou y” € RY).

Cette construction étant faite pour tout a dans U, on a Suppy C U U,, avec Suppe
aeSuppy
compact, ce qui permet d’extraire un recouvrement fini, (Uy,, ... U,, ), et une partition de I'unité
T

X1,---,Xr (fonctions lisses & support compact) tels que Suppe C U Ua;, Suppxi C U,, et
i=1

T
in =1 sur Suppep. Il est alors aisé de montrer qu’il suffit de prouver le théoréme avec
i=1
U = U,, ce que nous alllons faire dans les lignes qui suivent :

Ecrivons la formule de changement de variable :
| etade= [ o wpldetta, i
Notons : y = (¢/,y") € R? x RP~%. D’apres la forme de h, il existe une fonction ® : R? — R telle
que : k71 (y) = (®(y),y"). On vérifie facilement que I'on a : det(d,h~') = det(d, ®(y)), pour
y € V,. Puis, comme on a : h(h~!(y)) = y, on en déduit que :

F(®(y),y") =y

Ainsi, en différentiant cette formule par rapport a ', on obtient : 9, ®(y) = [0, F(®(y),y")] .

On en déduit donc que :
_ dy
mM:/H h! =
J,, #a = [ 1 07 )

Si on pose y = (A, y”), et si on note :

Wy :={y" e RPF9:(\,y") e V,} CRPY

on a : "
dy

_ _1 "
f e@ar= [ [ 070 e

Paramétrisation de %y : si A € RY, on montre facilement que 1y : W) — RP, définie par :

OAY") = (N y"),y"), (4.28)

est une immersion injective d’image ¥ NU,, ce qui nous permet de paramétrer Y- Par ailleurs :

B Y dy//
/Ua p(x)dr = /Rq \/WA e(aly ))|det(8yrF(¢>\(y”)))|d)\‘

Or, d’apres notre paramétrisation :

Y2 N g 1
doy, (z 9y, (y")dy

[ o1 [ —— 2t

A |det(dxF (de))|2 Wi |det(d%(y//)F (dwk(y//)F)”

)

=
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ou :
9o (") 1= det(< Dyripx; Oyriba >we). (4.29)
Ainsi, il nous reste & montrer que :
det[ay/F(z/;A(y”))]zg% (y”) = det(dqh(y//)Ft(dwk(yu)F)) (430)

D’apres (4.28) , on a :
gun(y") = det(0ij+ < Dy ®(A, y"); 0y @(A, y") >ga).
Puis en dérivant par rapport a y/ U'identité : F(®(\,y"”),y”) = A, on obtient :
0y ®(\,y") = =[Oy F(Ya(y")] 0,0 F(¥a(y")),
de sorte que :
9 (y") = det(8i5+ < [0y F(a(y" NI 0y F(0a(y")): [0y F (A (y"))] T 0y F (¥ (y")) >)-

On note donc A := 0y F(A(y")), i = 9y F(¥a(y")) et B la matrice ¢ x (p — q) de vecteurs

colonnes les ;. On constate alors que :
(< Alwy, A7 2 >)) =t BtA™ AT B.
Par ailleurs, la matrice jacobienne de F en (\,y”) est égale & ( A ‘ B ) D’ou :
det(dy, (1) F" (dy, (yn F)) = det(A’A + B'B).

Pour obtenir (4.30), il reste donc a prouver le lemme suivant :

Lemme 4.4.2 Soient A une matrice inversible de taille ¢ X q, et B une matrice de taille

gx(p—2q) (oup<gq) Alors, on a :

det(A?)det(I,—, +' B'A'A™'B) = det(A'A + B'B)

Preuve du lemme : On envisage spontanément les matrices :

Al B AAT] o tA| —A-1B
My = , My = , et Mg := .
0|1, B AT | I, tB| I,,

Puis on définit la matrice M := M;MsMs3, et on décide de calculer det(M) de deux fagons

différentes :

1ére méthode : En calculant My := My M5 puis M4M3, on trouve :
det(M) = det(I,_, +' BP A1 A7 B).

2éme méthode : En calculant M5 := M;Ms, puis en écrivant det(M) = det(Mz) det(Ms),
on trouve :

det(M) = det(A™?) det(A*A 4+ B'B).

Ceci acheve la preuve du lemme, et donc du théoreme . |
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4.5 Appendice 5 : Notations, formulaire

G =groupe de Lie.
p =dimension de G.
G = algebre de Lie du groupe G.
M (g) :< i 2 ) si g € G (Méme chose pour M(A) lorsque A € G).
Stab(z) :={g € G s.t. gz =z} (pour z € R??) (parfois noté H.,).
H( =sous-groupe auquel sont conjugués les sous groupes d’isotropie sous ’hypothese (Lie.2).
Fy(z) = % <Az, Jz > (si Aeg).
Q= N F;' ({0}).

Aecg
Qreqa = Q/G.
7 Qg — Qeq : projection canonique sur 2,..q.
H : Qg — R est défini par H(w(z2)) = H(2).
&, () = flot de H.
Spi={H=FE} C Qeq.
Cer=1{(tz29) € -T,TIxR¥?xG:z2¢e (QNXg), M(g)®:(2) = 2}
O () = flot de H.
Fy(z)=différentielle de t — Dy(z).
A, B,C, D sont tels que Fy(z) :( g i )
My = (C+iD)(A+iB)~!
W, = (I —iMy)~*(I +iMp) ou encore (I + W) = (I —iMy)~'. On a [|[W;| < 1.
7 ( Wy —iW; )

—iWy =W

Y = @1+ ipa.
e1(t,a,9) = (E — H(a))t + %M(g_l)aJoz — % fg(as — M(g7Ya)Jdds.
oty g) =% < (I = Wy) (o — M(g™1)a); (a4 — M(g™ V) >.

d(t, 2, 9) = x(g)det (SaE(t;’Z’g)iN(t’z’g)Y) ot ? (AHECLD)) .
Lreg:={teR:3g€ G,F2€QNZg: M(g)P:(z) = z}.

To:={(z,9) € QU xG: M(g)z = z}.

Wo:={(z,9) € QNZg)xG:Mg)z =z}

F,(t) = différentielle de  — ®;(z).

Wi, :={(2,9) € (QNZg) X G : z=M(g)Ps(2)}.

Nry(h) = Tr(]lj(flx)): fonction de comptage des valeurs propres de I;TX.
Gy(h) =Tr (zp(ﬁx)f (E_}lﬁ’()):densité spectrale régularisée de ﬁx-

Ay ={(z,9) € QWNEE) xG : 2= M(g9)P(2) et w(z) €7}
Prcq(E,tg)='ensemble des orbites périodique de Zf)E ayant ty pour période.

S5 (to) =) Jo" pda.
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Hypothéses principales
(H.0) 1l existe C > 0, Cy, > 0, m > 0 tels que H est minorée sur rdd et
<H()><C<H(E)>.<z—2>™ Vz eR¥

0%H (2)| < Co < H(2) >, VzeR* Va e N,

171

(H.1) E est fixé dans R. 1l existe §E > 0 tel que Ag := H ([E — E,E + §E)) est compact

dans R?¢ et sans point critique pour H.

(H.2) T > 0 est fixé et f est une fonction réelle de S(R) telle que Supp(f) C|—T,T], ¢ dans

C*(R) est réelle positive, a support compact dans |E — 0E, E + 0E].

Formulaire
VAe G, VzeQy, <Az, VH(z)>=0.

VAe G, VBeG, Vze€Qy, <Az JBz>=0.

(4.31)

(4.32)

Si M(g)®¢(2) = 2, alors M(g)F.(t)JVH(z) = JVH(z) et '[M(g)F.(t)]VH(z) = VH(2).

dim QO =2d — k‘, dim Qred = 2d — 2k.

diml'y =2d -2k +p, dimWy=2d-2k+p—-1, dimW;,=p+k+1

d.m(JVH(z)) = Xgz(n(2)).
Vz € Qq, kerd,m = Gz.

Siz = M(g)®y,(2), alors M(g)F.(to)T>Q0 C T.Q0, et, sur T,€, on a :

d,mo M(Q)Fz(tO) = ﬁﬂ(zo)(tO) od,m.
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