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Introduction

ECONNUE officiellement en 1971, la mesure des fluctuations de la fréquence

des oscillateurs se réalise dans les deux domaines du temps-fréquence: le

E? domaine temporel o I'on étudie la stabilité de la période par des méthodes

/ statistiques, et le domaine fréquentiel ol I’on mesure les propriétés spec-
trales de la fréquence.

Dans le domaine temporel, la valeur moyenne de cette fréquence est évaluée. Un in-
tervalle de confiance est estimé par une certaine valeur de I’écart type appelé variance
d’Allan. La stabilité de 1'oscillateur est donnée en fonction du nombre de données sur les-
quelles la statistique est effectuée. La stabilité relative d’un bon oscillateur électronique
mesurée sur une seconde est de I'ordre de 10 3. Si l'on était capable de maintenir la
fréquence, la durée de vie et la stabilité d’une horloge construite a partir de cet oscillateur
pendant 101135, c’est-a-dire environ 300 siécles, celle-ci ne varierait pas plus d’une seconde
au moment de sa derniére oscillation.

Dans le domaine spectral, la mesure des fluctuations de phase ou de fréquence est
réalisée & partir d’'un principe de démodulation avec suppression de la porteuse. L’étude
des oscillateurs dans le domaine spectral consiste en I’étude de ces spectres de fluctuations
de fréquence et de phase.

Une augmentation des fluctuations se traduit par une augmentation du niveau du
spectre. L’électronicien s’est donc tourné vers I’étude de la forme avec laquelle cet aug-
mentation se produit. Une certaine caractéristique de décroissance de la raie spectrale en
loi puissance est observée. La loi s’écrit en 1/f2, 1/f, f°, f1, f% ou f est la fréquence de
Fourier. Cette décroissance est systématiquement observée dans les oscillateurs.

Actuellement, les deux seules méthodes d’analyses spectrale et temporelle sont quasi-
ment équivalentes, et a I’échelle de précision actuelle, donnent les mémes résultats concer-
nant les caractéristiques des oscillateurs. L’essentiel du travail de recherche en vue de
I’obtention d’oscillateurs de plus en plus stables consiste en la réduction des fluctuations
observées que ce soit dans le domaine temporel ou dans le domaine spectral.

Il se trouve que la limite de stabilité des oscillateurs dans le domaine temporel est
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due aux fluctuations dont la densité spectrale est en 1/f dans le domaine spectral. Parmi
les types de fluctuations, il est donc nécessaire d’apporter plus d’efforts sur la recherche
de T'origine de ce bruit de fréquence en 1/f, méme si, bien évidemment, la réduction des

autres bruits apporte elle aussi une contribution.

Malheureusement, le probléme de la réduction du bruit en 1/f pose des difficultés a
la hauteur de la méconnaissance de son origine. La fascination (ou le mépris) portée par
les physiciens a son égard est amplifiée par sa propriété d’ubiquité. On peut étudier les
fluctuations de n’importe quelle variable (physique, biologique ou économique) avec la
méthode spectrale, et il se trouve que la caractéristique en 1/f apparait dans les divers
domaines (physique, biologie, écologie, etc.), mais aucune certitude quant a son origine

n’émerge.

La propriété qui se cache derriére les fluctuations en 1/f peut étre énoncée ainsi:
lorsque la fréquence d’analyse diminue, la probabilité d’obtenir un événement augmente.
En d’autres termes, plus on attend longtemps, plus on a de chances qu'un événement
quelconque se produise. Déterminer l'origine de ce fait ne semble pas relever du domaine
du physicien mais plutdot de celui du philosophe. Cependant, entre leurs deux centres

d’intérét, il existe certainement de nombreuses autres voies & explorer.

Déja de nombreuses études ont été réalisées afin d’en comprendre un peu plus sur ce
bruit en 1/f. Depuis le modéle phénoménologique de Hooge jusqu’aux théories quantiques
d’Handel, des chercheurs comme M. B. Weissmann, R. F. Voss ou P. H. Handel ont essayé,
dans des articles devenus des références, de répertorier les grands domaines ot apparaissent
du bruit en 1/f, ou du bruit en loi de puissance en 1/f* en général, avec o proche de 1.
Malgré I'effort de ces chercheurs, il n’existe pas, a ce jour, d’explication précise de 1’origine

du bruit en 1/f; on répertorie seulement les propriétés.

Signature d’un comportement collectif, processus & mémoire, conséquence d’effets dis-
persifs sont autant de causes difficilement connectables les unes aux autres, associées a la
présence du bruit en 1/f. Le comportement totalement opposé d’effets a la fois collectifs et
dispersifs pourtant générateurs de bruit en 1/f est le signe de la grande difficulté d’ordre
conceptuel pour son étude. Mais, en plus d’apparaitre dans des systémes que I'on estime
plus ou moins aisés a étudier, il présente cette surprenante caractéristique: sa présence
dans des systémes trés complexes. Toutefois, une certaine régularité est nécessaire dans
cette complexité pour que le bruit en 1/ f puisse émerger du bruit blanc, fluctuations sans
corrélations. Le probléme est complexe et ces faits nous aident & comprendre pourquoi sa

modélisation est si difficile & établir.



Depuis I'avénement de l'informatique et de 'utilisation des méthodes numériques,
la modélisation du comportement, de I’évolution et des propriétés des systémes a fait
prendre conscience au physicien de I'importance de la physique non linéaire. Cette nouvelle
approche de la physique, déja initiée par H. Poincaré au début du XX€siécle, a permis
de mettre a jour de nouveaux phénomeénes comme le chaos, et d’en expliquer d’autres
comme la turbulence, par exemple. Le succés dont bénéficie aujourd’hui la physique non
linéaire est entretenu par la difficulté de ces méthodes d’analyse, combinée a la beauté
des images et des phénoménes engendrés. Les phénoménes peuvent non seulement étre
d’une trés grande régularité comme les solitons ou la tache de la planéte Jupiter, mais

aussi globalement imprévisibles comme la circulation atmosphérique.

Il est alors tentant d’établir une connexion entre la complexité de la non-linéarité et
celle de l'origine du bruit en 1/f. Elle n’a pas échappé a quelques chercheurs comme P.
H. Handel, qui I’associe a la conséquence d’effets non linéaires d’origine quantique dans
les systémes présentant en outre une certaine homogénéité. Elle n’a pourtant pas fait
I’'unanimité auprés de la communauté scientifique car, elle aussi, ne se vérifie que dans le

contexte restreint étudié par I'auteur.

Pourtant de nombreuses propriétés communes sont a constater comme la présence
simultanée de régularité et de complexité, certaines propriétés de comportements collectifs,
des conditions de seuil, des propriétés multiéchelles, etc. Il reste encore beaucoup de travail
a fournir pour confirmer ou infirmer la corrélation du bruit en 1/f et de la non-linéarité.

Pour pouvoir effectuer un travail de qualité optimale, la présence d’un bon support
et de bons outils facilite la tache. Il n’est pas de domaine plus favorable que celui des
oscillateurs pour ’étude des fluctuations en général et surtout du bruit en 1/f puisque
c’est ce dernier qui limite leur stabilité. De plus, avec les qualités d’exactitude de la
fréquence délivrée par les oscillateurs, qui en font d’elle la mesure physique réalisée avec

le plus d’exactitude, on ne saurait trouver meilleurs candidats pour son étude.

En revanche, le choix de ’outil pose des problémes. L’essentiel des résultats concernant
les oscillateurs étant lié aux méthodes de mesures spectrale et temporelle, 'utilisation de
nouveaux outils nécessite de nouveaux investissements et de nouvelles contraintes au-
tant théoriques qu’expérimentales. La question est alors de se demander si ce choix est
réellement indispensable pour continuer le développement de la recherche. Il existe mal-
heureusement un fait indubitable: si 'on veut confirmer la corrélation entre la présence
de bruit en 1/f et les effets non linéaires, la méthode spectrale de Fourier présentera un
certain seuil de validité. Sachant qu’il est difficile & ce jour d’évaluer la position de ce seuil,

nous ne sommes pas a ’abri d’'une mauvaise interprétation liée & une mauvaise mesure
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expérimentale.

Le regain d’intérét vis-a-vis des phénomeénes non linéaires a naturellement contribué a
I’apparition de nouvelles méthodes d’analyse spécialement adaptées a ceux-ci. Elles sont
établies en fonction des propriétés des systémes non linéaires par la recherche de quantités
invariantes, susceptibles de compléter, voire remplacer ’analyse spectrale des systémes
linéaires. Malheureusement, il n’existe pas, a ce jour, de méthode d’analyse non linéaire a
la hauteur de I'analyse spectrale linéaire de Fourier. Chaque point de vue & adopter doit
étre pris en fonction du type de propriété recherchée, et du niveau de non-linéarité. Le cas
de loscillateur ultra-stable est complexe. C’est un systéme non linéaire mais faiblement
non linéaire.

En 1954, A. N. Kolmogorov présente un résultat qui allait devenir, quelques années
plus tard le théoréme KAM. Il se révéle aujourd’hui d’une grande utilité dans le cadre
de la physique non linéaire. C’est un résultat relatif au systéme intégrable faiblement
perturbé. Il confirme la présence d’invariants dans une dynamique faiblement non linéaire
et ’associe a une propriété arithmétique entre les fréquences propres du systéme et celles
de la perturbation.

De la complexité de ces systémes ressort alors des invariants arithmétiques identifiant
les résonances; la qualité des résonances se mesure par les propriétés arithmétiques des
variables. Le lien entre les phénoménes de résonance et ’arithmétique est alors préservé

et intervient encore dans la mesure des propriétés des systémes faiblement non linéaires.

Les méthodes de mesure et de caractérisation des oscillateurs doivent avoir une pro-
gression technologique paralléle a 1’évolution de la performance des oscillateurs. Ce sont
deux éléments devant évoluer en symbiose. Si I’on veut traiter I'influence des non-linéarités
de Doscillateur, il faut aussi réviser celles de leur méthode de mesure.

Comme toute méthode de mesure physique, celle de la fréquence des oscillateurs est
basée sur un principe de comparaison, que ce soit dans le domaine spectral ou temporel.
On mesure une quantité par rapport a une autre quantité que ’on suppose invariante au
cours de la mesure. Cependant la référence utilisée pour la mesure des oscillateurs ultra-
stables n’est que légérement meilleure que l'oscillateur que I'on mesure. Pour esquiver
le probléme, on choisit de soumettre le systéme & mesurer et le systéme de mesure aux
mémes fluctuations par un processus d’asservissement. Nous sommes donc dans le cas ou
la méthode de mesure n’est plus négligeable et perturbe le systéme que 1’on veut mesurer.

Etudier ce processus d’asservissement et ses effets non linéaires c’est étudier la classe

des phénomeénes de synchronisation. La synchronisation apparait a tous les niveaux, non
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seulement dans le principe méme de la mesure du bruit ou ’'oscillateur & mesurer et 1’oscil-
lateur de référence sont couplés, mais aussi dans le fonctionnement interne de 1’oscillateur
ou la réponse du résonateur est couplée a I'excitation extérieure. La signature de la syn-
chronisation se mesure par la constance d’une certaine variable, ou la valeur nulle de sa
dérivée, ce qui est équivalent. Le phénoméne de synchronisation apparait ainsi dans le
systéme bouclé de la mesure du bruit, dans celui du fonctionnement de ’oscillateur, mais
aussi dans n’importe quel systéme oscillant. Si nous voulons mesurer la synchronisation
par la capacité d’adaptation d’'un systéme a son environnement extérieur, nous sortons
alors du contexte de la physique et nous traitons un probléme bien plus général: quel
type de fluctuation génére un systéme qui cherche une certaine synchronisation avec son

environnement, et réagit-il linéairement face aux fluctuations de cet environnement ?

Nous nous proposons dans ce mémoire de confirmer la thése selon laquelle certaines
formes de fluctuations générées par un systéme résultent de la transformation de fluc-
tuations internes issue de la réaction de ce systéme & son environnement. Cette réaction,
limitée par un seuil de détection, un seuil de résolution et une forme de saturation, im-
plique de ce fait la nécessité d’un comportement non linéaire du systéme.

Pour cela, nous exposerons dans une premiére partie ’objet sur lequel on travaille:
I’oscillateur.

Nous insisterons tout d’abord sur ses propriétés d’existence et de fonctionnement dans
le premier chapitre introductif. Nous rappellerons les propriétés des variables issues de
la condition d’existence de 1’oscillation. On insistera sur I'importance de la condition de
phase nulle traduisant une « parfaite » réaction entre 'oscillateur et son environnement,
cette réaction nécessitant un comportement non linéaire de systémes bouclés.

Ensuite, dans le deuxiéme chapitre, les propriétés générales des oscillateurs seront
rappelées en insistant sur la grande précision de ces objets et leur importance dans la
technologie moderne. Nous présenterons la caractéristique des fluctuations de fréquence.
Un paragraphe sera consacré aux deux méthodes expérimentales actuelles: I’analyse spec-
trale et 'analyse temporelle. On rappellera 'importance de la propriété de comparaison
utilisée pour la mesure des oscillateurs.

Enfin, nous aborderons dans le dernier chapitre de cette partie les propriétés des
outils utilisés pour la caractérisation actuelle des oscillateurs, les hypothéses relatives
aux traitements statistiques, et les propriétés de I'analyse spectrale linéaire. On évoquera
également les conséquences d’hypothéses plus générales et notamment la présence de non-

linéarités et les conséquences de non stationnarité. On en profitera pour rappeler le fait
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que ces méthodes d’analyse résultent d’une certaine projection du signal compte tenu des
hypothéses relatives & son comportement, et qu’elles ne sont, a ce titre, qu’un point de
vue particulier de la caractérisation des oscillateurs.

La deuxiéme partie de ce mémoire sera consacrée a I’étude des propriétés des systémes
physiques non linéaires.

Le quatriéme chapitre sera une introduction générale sur ces systémes dans le cadre du
fonctionnement d’un oscillateur. On rappellera les principales sources de non-linéarité dans
les oscillateurs. Ensuite, aprés avoir défini « le systéme non linéaire », nous rappellerons
ses différentes propriétés par rapport aux perturbations. La notion de synchronisation sera
ensuite abordée et un systéme d’équations non linéaires modélisant la synchronisation dans
I’oscillateur sera établi.

C’est dans le cinquiéme chapitre que nous développerons les méthodes non linéaires
choisies pour traiter le probléme de la synchronisation dans les oscillateurs. Aprés avoir
rappelé quelques méthodes classiques, nous détaillerons la caractérisation du systéme non
linéaire par la carte d’Arnold qui constitue un cas particulier de section de Poincaré de
I’oscillateur. Nous définirons ensuite les propriétés générales de cette section de Poincaré
en insistant sur celles relatives a ’'arithmétique des paramétres. Enfin, un paragraphe
consacré aux propriétés arithmétiques des réels sera proposé pour définir I’environnement
dans lequel on exploitera les résultats expérimentaux.

La troisiéme partie traitera des expériences et des simulations numériques réalisées
pour appuyer l'importance de cette étude dans la compréhension des phénoménes non
linéaires présents dans les oscillateurs.

Dans le sixiéme chapitre, les propriétés de la boucle a verrouillage de phase seront rap-
pelées dans le contexte de son utilisation dans les bancs de mesure du bruit. Nous dévelop-
perons ensuite une étude globale de son fonctionnement par des expériences de mélange de
fréquences. Nous proposerons un choix judicieux de paramétres expérimentaux pour que
I’expérience puisse se modéliser par I’équation non linéaire étudiée théoriquement. Nous
présenterons alors les méthodes expérimentales et numériques développées a cet effet, et
nous étudierons également le comportement de la boucle lorsque celle-ci fonctionne proche
de régimes trés instables ou chaotiques. Nous présenterons les résultats relatifs a 1'aug-
mentation et la transformation du bruit présent dans le systéme. Enfin, nous aborderons
les résultats expérimentaux originaux dans lesquels une trés forte interdépendance entre
certaines propriétés arithmétiques des frquences du systéme et le comportement global de
la boucle a été dégagée.

Le septiéme et dernier chapitre sera consacré a la présentation d’'une expérience de



résonance porteuse-enveloppe réalisée a partir d’un dispositif de modulation de fréquence.
Les propriétés générales de ’électronique seront présentées et nous rapporterons 1’obser-
vation expérimentale d’une caractéristique fréquence-amplitude ne pouvant s’expliquer
que par les propriétés non linéaires du principe expérimental de modulation choisi. Les
expériences réalisées en fonction des nombreux paramétres du systéme seront présentées,
et 'on traitera dans un dernier paragraphe les tentatives de modélisation effectuées.
Une synthése de ces travaux sera alors proposée et les perspectives d’étude envisagées

dans une conclusion générale.

Notons enfin pour avertir le lecteur, que les thémes abordés sont souvent trés dévelop-
pés. C’est a bon escient que nous avons voulu rendre accessible notre travail & un large

public composé d’électroniciens, de physiciens et de mathématiciens.






Premiére partie

Les oscillateurs, leurs mesures et leurs
propriétés de stabilité






Chapitre 1

Fonctionnement d’un oscillateur

Dans la grande complexité de la nature et des phénoménes y évoluant, il existe une
classe de systémes particuliérement intéressants a étudier appelés systémes oscillants. En

reprenant la définition du Petit Robert, osciller consiste a:

Aller de part et d’autre d’une position moyenne par un mouvement alternatif

plus ou moins réqulier.

Aussi surprenant que cela puisse paraitre, la nature accepte facilement ’existence
de ces systémes. C’est certainement pour cette raison que cela a intrigué bon nombre
de scientifiques en les poussant a étudier ces phénoménes qui ne cessent d’apporter et
d’exhiber de nouvelles propriétés.

Nous nous proposons, dans ce premier chapitre, de revenir sur le fonctionnement de
I'oscillateur, représentant a part entiére des systémes oscillants, en insistant sur les proprié-
tés communes, observables dans n’importe quel domaine (physique, biologie, économie,

sciences humaines, etc.).

1.1 Définition d’un systéme oscillant

Dans le contexte restreint de la physique et de I’électronique, un systéme oscillant
sera représenté par la présence d’une variable physique (position, intensité, tension, etc.)
possédant des propriétés oscillantes (Fig. 1.1).

C’est par cette information générée par le systéme que 1’on repére un systéme oscillant.
Il est capable de produire un signal possédant un mouvement alternatif plus ou moins
régulier, pendant une durée suffisamment importante pour le considérer comme oscillant.
On lui associe alors un intervalle de temps T = [t1,?5], au bout duquel les propriétés

physiques z(t3) a I'instant ¢5 sont identiques a celles z(¢;) de I'instant ¢;. Cette durée T
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Chapitre 1. Fonctionnement d’un oscillateur

information : signal oscillant
X(tH+T)=x(t)

Systeme
Oscillant

F1G. 1.1 — Systéme générant un signal temporel oscillant de période T et d’amplitude A

est appelée « période du systéme » (au lieu de période du signal émis par le systéme) et

vérifie

z(t+T)==z(t),Vt € [0,T]. (1.1)

A partir de cette définition, on constate que I’existence d’un maximum d’oscillation de-
vient nécessaire pour que le systéme puisse quitter et reprendre un état donné. Ce maxi-
mum d’oscillation est appelé amplitude maximale, et constitue une autre particularité des
systémes oscillants. L’amplitude et la période sont les deux principales propriétés d’un
signal issu d’un systéme oscillant et c’est selon leur régularité que I'on classe les systémes

entre eux.

1.2 Construction des systémes oscillants: les oscilla-
teurs

De part leurs applications croissantes dans les divers domaines de la physique, les
oscillateurs électroniques constituent la base de tout dispositif technologique nécessitant
une base de temps. L’électronique numérique dépend souvent d’une horloge interne ma-
térialisée par un oscillateur électronique. La fiabilité des moyens de communication par
modulation et démodulation dépend de la fiabilité des oscillateurs générant les signaux
utiles. La qualité et la vitesse de transmission des informations sont dépendantes des pro-

grés réalisés dans la connaissance des mécanismes profonds caractérisant les oscillateurs.

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principes de base du fonctionnement d’un
oscillateur quelconque. On observera également pourquoi les oscillateurs électroniques
se dégagent de ’ensemble des oscillateurs présents dans la nature par leurs excellentes

propriétés de régularité.
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1.2. Construction des systémes oscillants : les oscillateurs

1.2.1 Description générale de 'oscillateur

Que ce soient des oscillateurs biologiques, écologiques, mécaniques ou électroniques,
leur existence est conditionnée par la présence de deux éléments indispensables: un élé-
ment résonnant que ’on appellera résonateur et un systéme d’entretien avec apport d’éner-

gie que I’on appellera amplificateur (Fig. 1.2). L’apport d’énergie confére a ’amplificateur

Systeme oscillait . -~ Signal oscillant

Elém

\\ Apport d'information
\& ou d’énergie

Réaction ou réponse

! Signal oscillant

F1G. 1.2 — Fonctionnement générique d’un systéeme oscillant

une propriété d’élément actif, contrairement au caractére passif du résonateur, plutot
demandeur et dissipateur d’énergie.

Dans le cas des oscillateurs électroniques, I’apport d’énergie peut se faire a partir d’un
amplificateur opérationnel, ou méme plus simplement & partir d’'un transistor correcte-
ment polarisé. L’élément résonnant est formé d’un résonateur diélectrique constitué, dans
le cas des oscillateurs & quartz par exemple, d’une lame de quartz dont on utilise les
propriétés piézoélectriques: la sensibilité mécanique a une excitation électrique.

Dans le cas des oscillateurs mécaniques et biologiques, une analogie peut étre effec-
tuée pour le systéme d’entretien (apport d’énergie) et le résonateur (élément réagissant a
une excitation, une information). En effet, pour le pendule pesant, ’oscillation entretenue
n’existe que s’il y a apport d’énergie par une excitation qui peut étre de nature diverse
(excitation impulsionnelle & chaque passage par une certaine position, etc.), mais devant
étre effectuée judicieusement pour que le systéme réponde a cette excitation. Une excita-
tion non adaptée ne sera pas recue par le systéme. La qualité de la réponse du systéme
résonnant est liée & 'excitation par ’apport d’énergie. C’est en fait une des conséquences
des propriétés du résonateur ; la réponse de celui-ci est dépendante du type d’excitation.

On parle alors de bande passante d’excitation.
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Chapitre 1. Fonctionnement d’un oscillateur

Cette analogie peut également étre effectuée dans le cas des oscillateurs biologiques ot
la réaction du ou des systémes oscillants & des excitations extérieures est totalement dé-
pendante des conditions générales d’excitation. Un apport d’information ou d’événements
(’analogue de I’énergie) sera interprété de fagon différente suivant la réaction du systéme
(Panalogue du résonateur). L’équilibre entre I’excitation et la réaction pourra provoquer
une oscillation du systéme.

Ainsi, quel que soit 'oscillateur ou le systéme oscillant, sa condition d’existence (la
présence de l'oscillation d’une de ses variables d’état) nécessite la présence d’un proces-
sus d’entretien (apport d’information, d’énergie, etc.) et d’un élément réagissant a cette
excitation (résonateur) par la création d’une autre information (réponse).

L’élément actif et I’élément passif sont donc indispensables a I'existence de n’importe

quel oscillateur qu’il soit biologique, électrique ou mécanique.

1.2.2 Critére d’oscillation de Barkhausen

La condition de base imposant la présence d’un élément actif et d’un élément résonnant
constitue un modéle électronique bien connu de I'oscillateur appelé modéle de Barkhausen
[Milsant 75].

Considérons l'oscillateur formé des deux éléments R (résonateur) et A (amplificateur)
(Fig. 1.3). Si I’on suppose R et A caractérisés par une réponse impulsionnelle en amplitude

et en phase, il vient

Vo=| A|e?4 V) (1.2)
Vs=| R| e V; (1.3)
soit
Va=|A||R| giPrtea) v/, (1.4)
¢ &
77 77

F1G. 1.3 — Schéma de base de l’oscillateur
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1.2. Construction des systémes oscillants : les oscillateurs

Le fait d’imposer ’égalité de V3 et V; conduit aux deux conditions d’amplitude et de phase

du critére de Barkhausen:
| AR =1, (1.5)

Or+ s =0+2kw, ke Z. (1.6)

Elles imposent un gain total unitaire et une condition de phase nulle dans la boucle.
Lorsque le critére (1.6)-(1.5) est veérifié, il peut y avoir oscillation du signal V;. Dans ce
cas, par abus de langage, on dit que le « systéme oscille ».

Si| A || R|< 1, les oscillations s’amortissent et on ne peut plus parler d’oscillateur;
de méme que dans le cas | A || R |> 1, les oscillations sont amplifiées et croissent
indéfiniment. En réalité, on se place dans le cas | A || R |> 1 pour que le systéme puisse
démarrer, et on s’arrange expérimentalement pour qu’il y ait saturation de 'amplification
afin de stopper la croissance. Une saturation de I’amplification nécessite un caractére non
linéaire de I’élément actif A. On peut, cependant, concevoir que c’est le caractére non
linéaire de I’élément R qui limite les oscillations, mais il reste négligeable par rapport a
la non-linéarité de A dans la plupart des cas expérimentaux.

Les non-linéarités de I’élément actif ajustent le produit | A || R | a4 1 et stabilisent les
oscillations. Par principe méme les oscillations résultent d’un processus non linéaire. De
ce fait, I’étude des oscillateurs devrait tenir compte de cette propriété non linéaire, ce qui
n’est malheureusement pas toujours le cas étant donnée la grande difficulté de traitement
et d’analyse des systémes physiques non linéaires.

Remarque: En admettant la réalité de 1’aspect non linéaire, il convient de revenir
sur la fonction de transfert de 'amplificateur A donnée par la relation (1.2) qu'il faut

alors remplacer par une fonction plus générale

ou f(A, ¢4) traduit la non-linéarité par rapport a "amplitude et au « déphasage ». Dans
ce cas, la condition d’oscillation et d’existence de la périodicité de V; nous permet de déve-
lopper celui-ci en séries de Fourier. De ce fait, la non-linéarité agissant sur les différentes
composantes de Fourier rend donc impossible I'établissement d’un critére d’oscillation
plus fin. On constate intuitivement qu’il nous faut une condition multicritére: imposer
des conditions entre les phases et les amplitudes des différentes composantes de Fourier,
méme si a priort, 'oscillateur ne semble pas posséder d’harmoniques.

En tout état de cause, le critére de Barkhausen reste valable si ’on considére 1’oscil-

lateur a chaque instant ¢ car le signal V3 doit toujours étre égal a V;, en amplitude et en
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Chapitre 1. Fonctionnement d’un oscillateur

phase. Cette derniére remarque permet d’insister sur I'importance de 'aspect temporel

de I’étude des oscillateurs.

1.3 Les différents oscillateurs

Aprés avoir rappelé les propriétés classiques des oscillateurs (périodicité, amplitude)
et les conditions d’existence de ceux-ci, nous allons dans ce paragraphe énumérer, de facon
non exhaustive, quelques phénoménes oscillatoires génériques en dégageant pour chacun
d’entre eux, 1’équivalent de la condition de phase nulle du critére de Barkhausen. Il ne
s’agit pas de traiter ’ensemble de tous les types d’oscillateurs, mais de dégager leurs

fonctionnements communs.

1.3.1 L’oscillateur mécanique

Considérons le pendule pesant classique, sensible aux frottements visqueux de 1’air
(Fig. 1.4). L’angle 6, exprimant 1’écart du pendule a la verticale, vérifie I’équation bien
connue :

0+ af + w2sinf = 0, (1.8)

ol wp est la pulsation des oscillations de faible amplitude et « le coefficient d’amor-
tissement visqueux. Une étude classique montre que ce systéme ne peut constituer un

oscillateur compte tenu de son évolution temporelle qui tend vers 1’état stationnaire
0=0=0=0. (1.9)

En revanche, I'histoire du formidable développement des horloges a balancier et a
contrepoids, références du temps au XIX® siécle, montre que ce systéme peut néanmoins

constituer un oscillateur dans le sens de la définition précédente, moyennant un systéme

Fi1G. 1.4 — Le pendule pesant
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d’entretien des oscillations |Chronos 91, Landes 87]. Sans entrer dans le détail, disons
simplement que 'apport d’énergie peut se faire & chaque passage du balancier a une
position 6 qui peut étre choisie délibérément. Ainsi, la pérennité des oscillations se trouve
assurée par le systéme d’entretien si elle satisfait la condition d’amplification.

L’existence d’une condition de phase nulle dans ce systéme apparait naturellement
si 'on accepte le fait que ’excitation doit étre réalisée « en phase » avec l'oscillation
du pendule. L’excitation sera d’autant plus performante que la condition de phase sera
respectée.

Profitons de 'apparente simplicité de cet oscillateur pour ajouter une remarque. Cet
oscillateur fonctionne également si I’excitation est effectuée une fois sur deux (resp. une
fois sur n). Ainsi, une excitation a la fréquence sous-harmonique 1/2 (resp. 1/n ) sera alors
suffisante (moyennant une amplitude adaptée) pour entretenir 1’oscillateur. Mais, en tout
état de cause, la condition de phase nulle traduisant la synchronisation de 1’excitation avec
Poscillateur doit étre réalisée quelle que soit cette fréquence. Notons dans ce cas la présence
de la condition de phase quel que soit le sous-harmonique d’excitation, et I'importance

du rapport rationnel entre la fréquence d’excitation et la fréquence d’oscillation.

1.3.2 Les oscillateurs électroniques

Les oscillateurs & quartz

La condition de phase nulle dans les oscillateurs a quartz constitue la clef de voiite des
études relatives aux simulations du comportement non linéaire des oscillateurs, réalisées
au sein de notre équipe [Blin 95, Couteleau 98]. Rappelons comment les conditions de
Barkhausen sont exploitées dans ce cas particulier du traitement non linéaire de 1’oscilla-
teur.

Considérons le cas de l'oscillateur Colpitts normal simplifié (Fig. 1.5). On suppose

I’admittance du quartz donnée par

C,
Y= —2 (1.10)
779 P i
+ wqQq + %

ou p est la variable de Laplace, et w, et (), sont définis par

1 Lew
= =11 1.11
wq Lqu ’ Qq Rq ( )
La condition d’oscillation s’écrit [Brendel 94| :
A + Y0 + pCy(y; + Yy) + pCi(yo + Yy) + p*CiCa = 0, (1.12)
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Chapitre 1. Fonctionnement d’un oscillateur

Yo

O

\

F1G. 1.5 — Schéma de loscillateur Colpitts normal simplifié

ou A, o, y;, yo sont des paramétres du transistor.

Lorsque le régime d’oscillation est établi, on peut écrire p = jw, et le polyndme se
scinde alors en deux parties réelle et imaginaire. On peut alors dans une premiére approxi-
mation accéder & 'amplitude de 'oscillation en annulant la partie réelle, et la fréquence
d’oscillation en annulant la partie imaginaire. L’annulation des parties réelle et imaginaire
est alors équivalente respectivement a la condition d’amplitude et de phase du critére de

Barkhausen.

Les oscillateurs a ondes acoustiques de surface

Les oscillateurs & onde acoustique de surface ont pris, ces derniéres années, une im-
portance remarquable du fait de leur fonctionnement a haute fréquence nécessaire pour
les applications telles que les transmissions des télécommunications [Hauden 93|.

On décrit le fonctionnement de ce type d’oscillateur particulier dans ce chapitre parce
qu’il est a la base du montage a injection étudié dans le chapitre 7.

Les oscillateurs acoustiques a ondes de surface (SAW pour Surface Acoustic Wave)
font partie de la famille des oscillateurs régénératifs 4 impulsion |Gilden 75, Cutler 75].
Pour cette famille, la période d’oscillation dépend du retard imposé par la ligne insérée
dans la boucle. La ligne a retard (SAW), caractérisée par ses pertes d’insertion Pgaw
et son déphasage ®s4w, est montée en réaction sur un amplificateur d’entretien de gain
G 4 et de déphasage &4 (Fig. 1.6). Pour que les oscillations soient auto-entretenues, il est

nécessaire d’une part de compenser les pertes soit
| Ga || Psaw |> 1, (1.13)
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1.3. Les différents oscillateurs

A >
Sortie

Amplificateur
d’entretien RF

Amplificateur
de sortie

£ ////—é """" /z%é

Ligne a ondes de surface (SAW)

F1G. 1.6 — L’oscillateur monochromatique & ondes de surface (SAW)

et d’autre part que le déphasage total du montage en boucle ouverte soit nul (modulo 27)
soit
DPoaw + Py = 2km, k € N. (114)

Le prélévement du signal dans la boucle se fait par l'intermédiaire d’un amplificateur
d’isolation (amplificateur de sortie) possédant un gain de transfert inverse trés faible de
facon & isoler la boucle des variations de charge en sortie. En régime établi, ’amplitude qui
résulte dans la boucle reste difficile a estimer et la condition de résonnance n’est vérifiée
que pour une unique fréquence voisine de la fréquence de synchronisme de la ligne.

Contrairement a 'oscillateur monochromatique, un oscillateur MLSO (Mode Locked
SAW Oscillator) s’obtient par I'excitation d’une bande de fréquence autour de la fréquence
de synchronisme du dispositif SAW (Fig. 1.7). L’élément caractéristique de ce systéme est
le modulateur qui a pour role de générer un signal en mode pulsé permettant ’excitation
d’une large bande de fréquence.

Le fonctionnement de cette famille d’oscillateur & onde de surface est dépendant d’une

condition de phase nulle dans la boucle fonction du retard imposé par la ligne SAW.

1.3.3 Les oscillateurs a relaxation

Quel que soit le type d’oscillateur, on peut toujours y définir une « partie résonnante »
et une « partie entretien ». Il existe cependant une classe d’oscillateurs pour laquelle
cette association ne semble pas, a priori, pouvoir étre réalisée; ce sont les oscillateurs
paramétriques ou oscillateurs a relaxation.

Ces oscillateurs fonctionnent selon un mécanisme que ’on peut représenter par le
dispositif expérimental du vase a siphon (Fig. 1.8). On dispose d’un récipient alimenté
par une source continue de débit Dy. Dans ce récipient, on place un siphon de débit D

(lorsqu’il est amorcé). En observant la variable V' (¢) représentant le volume d’eau dans le
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Amplificateur BF .
P Détecteur

Sortie

" <]
<

Modulateur Amplificateur RF

i

Ligne a ondes de surface (SAW)

Fi1G. 1.7 — Un exemple d’oscillateur MLSO actif.

récipient, on constate que celle-ci varie entre V et Vy + Vs avec une période:
) 0 0

1 1

Il s’agit d’un oscillateur a relaxation, systéme bi-instable a deux régimes de fonction-
nement. Dans ce systéme, il n’y a pas de résonateur imposant sa fréquence; celle-ci est
conditionnée par les paramétres du systéme (Vis, D, Dy) d’oti sa terminologie d’oscillateur
paramétrique.

Il se trouve que la plupart des oscillateurs naturels possédent une dynamique pou-
vant étre décrite par un ou plusieurs oscillateurs paramétriques. Le coeur humain, oscil-
lateur dont I'irrégularité est trés surveillée, constitue un oscillateur paramétrique naturel
[Van der Pol 30]. Le débit sanguin s’identifie & ’apport d’énergie; les diastoles a ’amor-
cage et les systoles au vidage des ventricules. L’évolution de la population des proies et
des prédateurs, étudiée par Volterra, s’apparente aussi a un systéme de deux oscillateurs
a relaxation couplés [Volterra 31].

De maniére générale, ’évolution des rythmes biologiques peut étre décrite par des
oscillateurs a relaxation dont la fréquence dépend trés fortement de I’environnement, et
pour lesquels ’étude de la synchronisation (ou des synchroniseurs) produit un sujet de

recherche trés important [Millet 91].

Propriétés des oscillateurs a relaxation

C’est la sensibilité aux paramétres extérieurs qui confére aux oscillateurs a relaxation

une mauvaise stabilité en fréquence et qui exclut leur candidature & un role de référence
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V()

-1 Vot Mu

i D
Fi1G. 1.8 — Le vase a siphon : un exemple d’oscillateur a relaxation

de fréquence. L’étude de l'origine de ses fluctuations est un probléme complexe faisant
intervenir de nombreux paramétres.

Reprenons en guise d’exemple le cas du vase & siphon. Considérons un autre type
d’écoulement Dy = Dy[1 + COS(?Wﬁ)}, affecté d’une petite modulation de période T},oq
(Fig. 1.9).

Pour que V(t) soit périodique, il faut que la différence de marche 0 (temps de vidage
du vase) vérifie une condition de divisibilité entre la période de modulation T;,,q et la
période T'. On montre ainsi qualitativement que ce type d’oscillateur peut se synchroniser
facilement sur n’importe quel signal extérieur, pourvu que cette condition soit vérifiée.

Ceci explique sa grande sensibilité.

v,

Fi1a. 1.9 — Vase a siphon avec débit modulé
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Chapitre 1. Fonctionnement d’un oscillateur

La condition de synchronisation permet de faire ressortir une condition entre la phase
de la modulation et la phase du signal V' (¢). Cette condition de phase est, comme pour la
fréquence, conditionnée par les paramétres extérieurs. Elle est de ce fait quasiment réalisée
instantanément, d’oil son apparente absence. Ce régime transitoire rapide caractérise les
mauvais oscillateurs qui se synchronisent rapidement mais sur n’importe quel signal. A
I’inverse, les oscillateurs ultra-stables possédent un facteur de qualité plus élevé, et un
régime transitoire long pendant lequel la condition de phase s’établit ou cherche a s’établir.

Les oscillateurs a relaxation peuvent donc, a posteriori, étre considérés comme des
oscillateurs normaux avec leurs « conditions de Barkhausen » et leurs conditions sur la
phase!. Leurs inconvénients proviennent simplement du fait qu’ils possédent une large
bande de fonctionnement conduisant a un régime transitoire trés court et, par conséquent,
une condition de phase instantanément réalisée contrairement aux oscillateurs électro-
niques qui possédent une bande étroite, un transitoire long et un régime ou la condition

de phase cherche & s’établir.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons insisté sur plusieurs points qui nous semblent indispen-

sables pour appréhender la suite de cette étude:

— Le résonateur et 'apport d’énergie: deux éléments indispensables pour tout type

d’oscillateur (avec notions de dissipation et d’entretien).
— L’existence des conditions de phase et de gain.
De plus, on évoque d’un point de vue qualitatif mais générique:
— I'importance de la non-linéarité de I’oscillateur,
— la recherche d’une certaine condition de phase nulle,

— une condition de divisibilité entre les périodes d’excitation et d’oscillation pour

I’entretien du systéme oscillant,

le tout dans une optique plutot temporelle. Ce sont des concepts généraux qui caractérisent
tous les oscillateurs. Nous allons & présent insister sur leurs propriétés pour en extraire

de nouvelles voies de caractérisation des fluctuations.

1. Notons qu’en 1930, Van der Pol établissait le méme lien entre 1’oscillateur quasi sinusoidal et 1’os-
cillateur & relaxation, comme deux cas limites d’un méme objet plus général [Van der Pol 30].

22



Chapitre 2

Propriétés et caractérisation des
oscillateurs

2.1 Propriétés des oscillateurs

Les propriétés des oscillateurs sont trés nombreuses et leur importance dépend de
I’application que I'on compte en faire. Dans les applications dites « temps-fréquence »,

c’est surtout la propriété de stabilité de fréquence qui émerge de toutes les autres.

2.1.1 Une fréquence de plus en plus précise...

La stabilité relative de fréquence est la propriété fondamentale des oscillateurs. Elle
leur permet d’avoir un role de référence de temps dans les dispositifs électroniques usuels.
Depuis I'apparition de la piézoélectricité en 1880 et de 1'utilisation du quartz en résonateur
(1920), les oscillateurs électroniques & quartz sont sans cesse de plus en plus performants
(Fig. 1.1), malgré la concurrence des oscillateurs congus a partir des résonances d’atomes

tels que le rubidium ou le césium.

2.1.2 ... 4 la base des unités de la Physique

A Theure actuelle, I’état de I'art en matiére de stabilité de fréquence est obtenu a
partir des horloges atomiques a jet de césium. Elles sont a la base de la définition de la

seconde depuis 1967 :

La seconde est la durée de 9 192 631 770 périodes de la radiation correspondant,
a la transition entre deux niveaux hyperfins de I’état fondamental de ’atome

de césium 133.
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Stabilité

court terme
-14 A
10 71

12
10 +

-10
10

1940 1960 1980 2000

FIG. 2.1 — Evolution de la stabilité des oscillateurs quartz [Chronos 91]

A cette époque, I'inexactitude de la réalisation de la seconde était, en valeur relative, de
Pordre de 107'2, alors qu’actuellement en 1998, la valeur de 3.107' obtenue au BNM-
LPTF?2, lui confére la propriété suivante: c’est la quantité physique réalisée avec le plus
d’exactitude. Elle est a la base de la définition d’autres unités et constantes du systéme
international [Audoin 98, BNM 96].

Toute autre mesure du temps se fera alors par comparaison par rapport a cette horloge
étalon (appelée étalon primaire). Il est bien évident que la nécessité de disposer de plu-
sieurs horloges couvrant toute la surface terrestre reléve d’une parfaite synchronisation de
ces diverses horloges de référence. Avec cette parfaite synchronisation, on pourra accéder
4 une mesure aussi exacte que possible réalisée & partir d’une méthode de comparaison.
Notons I'importance de deux principes fondamentaux pour 1’accession & la précision de
la mesure: la synchronisation des références et la comparaison des signaux. Un défaut
de synchronisation ou une imperfection dans le principe de comparaison entrainera un
biais dans la mesure. Notre travail s’inscrit dans cette optique et prétend apporter des

informations par rapport a ces deux nécessités expérimentales.

2.1.3 Stabilité court terme: les oscillateurs & quartz

Lorsque ’on désire, pour des applications spatiales ou dans le domaine des télécommu-
nications, des références stables sur le court terme (1 s — 1 000 s), les oscillateurs & quartz
restent les meilleurs candidats. Des millions d’oscillateurs sont vendus chaque année, mais

seulement quelques pour cents d’entre eux sont capables de tenir téte a la stabilité des

2. Bureau National de Métrologie - Laboratoire Primaire du Temps et des Fréquences.
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2.1. Propriétés des oscillateurs

oscillateur oy (7) 9.10*—-3.10""
pureté spectrale -120 dBc/Hz @ 1 Hz
-155 dBc/Hz @ 100 kHz
résonateur vieillissement - 5.107" - 5.107"2 /jour
sensibilité en température <5.1072/ C (-20+60 Q)
sensibilité en pression 5.107'! /bar
sensibilité aux champs magnétiques 3.107'! /gauss

TAB. 2.1 — Caractéristiques techniques d’un oscillateur a quartz 6 10 MHz [Norton 93]

références atomiques. Actuellement la stabilité relative des oscillateurs & quartz est com-
prise entre 1073 et 10! alors que quelques unités ultra-stables frolent le 10712 - 10~14
|Norton 93| suivant les caractéristiques nominales. Mais, leur talon d’Achille se trouve
dans la stabilité long terme (au-dela du jour), ou vieillissement, due a leur dépendance
aux perturbations extérieures.

De fagon générale, les paramétres essentiels définissant un oscillateur sont: la fré-
quence, le niveau et impédance de sortie, le vieillissement, le bruit de phase, la stabilité
en température, le taux d’harmoniques et de sous harmoniques, la stabilité en fonction de
la charge. Le tableau (Tab 2.1) reproduit, a titre d’exemple, les caractéristiques techniques

d’un oscillateur a quartz & 10 MHz [Norton 93].

Stabilité long terme: les horloges atomiques

Les oscillateurs a quartz restent la référence court terme de stabilité. Par ailleurs, il
existe les horloges atomiques qui possédent des performances long terme a la hauteur de

celles des oscillateurs & quartz dans le court terme.

Fonctionnement des horloges atomiques La définition de la seconde provient de
la transition atomique du césium 133 utilisée pour la fabrication des meilleures horloges
connues a ce jour en matiere de stabilité long terme.

Le principe des horloges atomiques [Audoin 98| consiste a utiliser les propriétés spec-
troscopiques des atomes (Cs, H, Rb) ou des ions (}*’Hg*, 1™'Yb*) alcalins. Ces éléments
présentent la méme propriété de ne posséder qu'un seul électron sur le dernier niveau
d’énergie. Les niveaux d’énergie sont classés suivant les nombres quantiques n,l, m, res-
pectivement nombre quantique principal, azimutal et magnétique. Ces niveaux sont ré-
pertoriés S, P, D, F... pour des valeurs respectives de [ = 0,1, 2, 3...

Une premiére levée de dégénérescence des niveaux fait apparaitre une structure fine

résultant du couplage du moment cinétique L de ’atome et du spin ? de I'électron
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Chapitre 2. Propriétés et caractérisation des oscillateurs

célibataire. Ces niveaux sont répertoriés Sy, Py (avec | [ — s [< j < 1+ s) ou j est le
nombre quantique associé au moment, total 7 = TL)-I-? Le couplage entre 7 et le moment,
de spin T du noyau fait apparaitre une structure hyperfine. Les nombres quantiques F'
du moment total ?:?Jr? vérifient également la propriété | j —i |< F < j + 1.

Dans le cas de atome de césium considéré dans son état fondamental | = 0, s = 1/2,
I=7/2,ona|7/2—-1/2 |< f <7/2+1/2,s0it F = 3 ou 4. La transition atomique servant
a la définition de la seconde est I’énergie associée a la transition (F' = 3) — (F = 4) du
niveau fondamental de I’atome de césium. La fréquence du photon associé & cette énergie
est de 9.192 631 770 GHz.

Propriété des horloges atomiques

Les horloges atomiques présentent une mauvaise stabilité court terme. En régle gé-
nérale, elle résulte d’un bruit blanc de grenaille associé au jet de césium et ’écart-type
d’Allan s’écrit alors [Chronos 91, p. 240]:

o,(1) = C1 7% avec C ~ 10 M. (2.1)

La stabilité long terme reste la propriété des horloges atomiques mais demeure dépen-
dante de I’environnement macroscopique des atomes (induction magnétique, distribution
de vitesse, température, vieillissement). La sensibilité par rapport a 'amplitude hyperfré-
quence est responsable d’une source d’instabilité long terme. De facon générale, la stabilité
long terme des horloges se situe a 1’heure actuelle en dessous de 107!* pour 7>10 jours

grace, entre autre, a 'utilisation des méthodes d’asservissement [Audoin 98, p. 148].

2.2 Caractérisation des oscillateurs

La bonne régularité de la période des signaux issus des oscillateurs a naturellement

engendré 1'utilisation de mesures spectrales pour leur caractérisation.

2.2.1 Mesures dans le domaine spectral

Propriétés générales du spectre radio-fréquence Le spectre d’un oscillateur (ou
spectre RF) posséde une ou plusieurs raies correspondant aux différentes fréquences de
résonance du systéme (Fig. 2.2). La caractérisation des propriétés des oscillateurs consiste
en 1’étude de la variation, du nombre et de la largeur des raies spectrales. On exigera

suivant les applications, une bonne finesse (largeur), une bonne exactitude (position), ou
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2.2, Caractérisation des oscillateurs

une bonne pureté spectrale (présence d’autres raies). Dans tous les cas, la méthode de

caractérisation sera adaptée en fonction de la propriété recherchée.

Spectre RF
(dB)

Pureté spectrale

Finesse

|

|

|

l 1 1 -

T T T -
/ (HZ)

Exactitude

F1G. 2.2 — Spectre radio-fréquence (spectre RF) d’un oscillateur

Spectre des fluctuations de fréquence Pour les mesures de stabilité, on utilise une
méthode de comparaison de fréquence par I'intermédiaire d’une référence plus stable. Pour
pouvoir avoir accés a une mesure de la largeur de la raie spectrale de l'oscillateur, une
méthode de démodulation est utilisée. On accéde alors a la densité spectrale Sy (f) des
fluctuations relatives de fréquence y(t) définie comme suit.

Supposons que le signal de sortie de 'oscillateur s’écrive (se reporter par exemple a la
figure Fig. 1.5):

V(t) = Vo(1 + €(t)) (sin(2mvot + (1)), (2.2)
que la fréquence moyenne v, soit fixe et que les fluctuations d’amplitude e soient négli-
geables. On a alors, en posant y(t) = AS—O(t):

1 do(t
l/(t) =1y + %% =19+ Al/(t) = 1/0(1 + y(t)) (23)

En admettant que y(t) soit décrit par un processus stationnaire?, la densité spectrale de

puissance bilatérale S}SB)( f) est donnée a partir du théoréme de Wiener-Kintchine par

S;B)(f) = /_+°° P(r)e %™ dr, (2.4)

o0

3. Infra. Chapitre 3, paragraphe 3.2.1
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ou P(7), fonction d’auto-corrélation du processus y(t), est donnée par:

Pﬁ)z/ﬁmy@M@—TMt (2.5)

o

En pratique, les signaux étant des fonctions réelles du temps, P(7) et S:,SB)( f) sont

| | | | |
-

0.1 1 10 100 1000 (Hz)

F1G. 2.3 — Spectre typique en loi de puissance d’un oscillateur.

également réelles et paires. De plus, le spectre réel n’étant pas défini pour les fréquences

négatives, on arrive alors a la définition de la densité spectrale unilatérale, soit :
o0
Sy(f) = 4/ P(7) cos 2m frdr. (2.6)
0

Si nous notons y(f) la transformée de Fourier de y(t), le théoréme de Parseval donne:

/0 ly(f) | df = / t) |? dt. (2.7)

On définit également la puissance moyenne mesurée sur une durée 7' par

P:—/ )12 df = / SO (f)df, (2.8)

ol I'on détermine expérimentalement la densité spectrale par:

(T
%m:um@%ﬁ, (2.9)

T—oo

ol SZST) (f) est la densité spectrale évaluée sur une période 7. Cette définition de la densité

spectrale donne depuis 1971 la mesure officielle des fluctuations de fréquence décidée par
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2.2, Caractérisation des oscillateurs

le Technical Committee on Frequency and Time de 'IEEE |Barnes 71|. Cette mesure a
été choisie pour la raison suivante: c¢’est une mesure des fluctuations relatives y(¢) et elle
permet de comparer des oscillateurs de fréquence nominale différente.

Avec ce type d’analyse spectrale, la caractérisation des oscillateurs fait apparaitre un

comportement en loi de puissance (Fig. 2.3). Ainsi, S,(f) peut étre donné par:
= haf* (2.10)
o
avec a € {—2,—1,0,1,2}. On classe alors les bruits selon les terminologies suivantes :
— 1/f?: bruit de marche aléatoire de fréquence
~ 1/f: bruit de scintillation (ou flicker*) de fréquence
— f9: bruit de blanc de fréquence
— f1: bruit flicker de phase

— f?: bruit blanc de phase

On ne retrouve pas toujours « tous les bruits » dans les oscillateurs, mais il semble

que le bruit en 1/f soit toujours présent dans les oscillateurs a quartz.

Spectre des fluctuations de phase La phase étant reliée a la fréquence par une

intégration temporelle, on peut également définir la densité spectrale des fluctuations de

phase S (f) par:

£ =) P (2.11)
‘/ Z“Tftdt (2.12)

Sa(f) = jjjj; y(t)e?Itdt (2.13)
So(f) = j;;sm (2.14)

On constate que les fluctuations de y(t) et de ®(¢) sont reliées dans le domaine de
Fourier par un coefficient multiplicatif f2. De facon générale, chaque opération de dériva-
tion (resp. d’intégration) niéme d’un signal engendre une multiplication (resp. division)
de son spectre par f2" soit:

Sany (f) = f7Sy (). (2.15)

dtm

4. I’origine de I’appellation "scintillation de fréquence" provient du spectre en 1/ f de scintillation des
étoiles.

29



Chapitre 2. Propriétés et caractérisation des oscillateurs

Il se trouve que les bancs de mesure de bruit se sont également développés pour I'étude des
fluctuations générées dans n’importe quel composant électronique (mélangeur de signaux,
amplificateur, etc.). De ce fait, on prend également 1’habitude de le caractériser par le

bruit de phase Sg(f). On obtient alors le spectre de la figure Fig. 2.4.

s,
A

40
60 4+
80 4+
-100 +

-120 +

-140 +

0.1 1 10 100 1000 (Hz)

F1G. 2.4 — Spectre de phase équivalent au spectre de fréquence de la figure Fig. 2.3

Spectre normalisé £(f) On définit le spectre RF unilatéral, normalisé par la puissance

de la porteuse et centré en I’origine par [Blair 74]

Su(f + VO)

L(f)= P :%Scp(f), (2.16)

ou S,(f) est le spectre du signal de sortie donné par (2.2), V; son amplitude maximale
et Sg(f) la densité spectrale des fluctuations de phase. L'unité de mesure est le dBc/Hz,
et la caractérisation des oscillateurs se fait a une certaine distance f de la porteuse,
appelée fréquence de Fourier. On parle alors de pureté spectrale de —120dBc¢/Hz@Q1H z,
ce qui signifie que le rapport de la puissance porteuse et de la modulation a 1 Hz est de
—120dBc¢/H z (Fig. 2.5).

L’établissement de (2.16) suppose que la valeur quadratique moyenne < ®(¢)? > de la
phase est beaucoup plus petite que 'unité, et que le bruit d’amplitude est négligeable. On
constate toutefois d’apres la figure Fig. 2.4 que la densité spectrale diverge pour f =0 ce
qui implique, d’aprés 1’équivalence entre énergie spectrale et valeur quadratique moyenne
(Eq. (2.7)), que celle-ci diverge également et contredit ’hypothése de stationnarité. Ces

remarques entretiennent le doute quant a ’hypothése de stationnarité des variables. Nous
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A () @ 1 Hz=-130+10=-120 dB

S I

I
I
I
I ! ! ! -

t t >

Vy V,+1 Hz (Hz2)

F1G. 2.5 — Spectre radio-fréquence d’un oscillateur de fréquence vy

allons voir, dans le prochain chapitre, que le doute sur la validité du modéle en loi de
puissance provient des faiblesses de I'analyse de Fourier pour les signaux plus compliqués

que ceux supposés ici.

Méthodes expérimentales de mesure dans le domaine spectral

Il existe deux méthodes fondamentales pour mesurer la stabilité de fréquence des
oscillateurs : la démodulation de phase et celle de fréquence. Dans le premier cas, le signal
utile est proportionnel a la phase ®(¢), et dans I'autre a la fréquence normalisée y(t).
D’autres techniques (que nous ne développerons pas ici) existent [Rutman 78|, mais il
semble que la démodulation par asservissement demeure aujourd’hui I’état de l'art en

matiére de mesure de bruit 5.

Description du banc de mesure L’idée fondamentale reste de comparer la fréquence
f1 & mesurer a une fréquence stable fy. Pour cela, 'oscillateur & mesurer est asservi sur
Poscillateur de référence par I'intermédiaire d’une boucle a verrouillage de phase dite PLL
(Phase Locked Loop) (Fig. 2.6). Lorsque son fonctionnement est linéaire, on montre que
le signal de correction est proportionnel a la différence de phase des deux oscillateurs.

Si 'on appelle ®; la phase de l'oscillateur & mesurer, et ®, celle de I'autre signal

d’entrée du mélangeur, la correction u4(t) de 1’asservissement s’écrit :

ug(t) = pG(®; — d3), (2.17)

5. Citons une méthode interférométrique récemment développée par E. Rubiola [Rubiola 98].
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Oscillator to be
measured gf ) Mixer

— LF

Uy (1)

Locking

reference
oscillator (f )

F1G. 2.6 — Banc de mesure de bruit de phase

ol p est la sensibilité du mélangeur exprimée en V.rad™! et G le gain de I'amplificateur.
Le signal de sortie de 'oscillateur de référence asservi par uy(t) délivre une fréquence

angulaire donnée par:

dd,  d®,,;
W = dt + kU4(t), (2.18)
d®y d®,

ol k est un gain exprimé en rad.s™'/V. Notons < w; >=< &1 > et < wyep >=< —=L >

les fluctuations de fréquence angulaire associées aux phases ®; et ®,.r. En utilisant la

variable de Laplace p = d/dt, on reporte (2.18) dans (2.17) pour obtenir:

uG

= m(< W1 > — < Wref >) = T(p)(< W1 > — < Wref >) (219)

u4(p)
On définit la bande passante d’asservissement par
K = uGk, (2.20)
(exprimée en Hz) et la fonction de transfert de I’asservissement par 7'(p).

Transformation des fluctuations

La mesure des fluctuations de l'oscillateur a tester se fait & partir de la mesure du
spectre de u4(t). La fonction de transfert 7'(p) de la boucle montre la transformation des
fluctuations d’entrée ; elle s’identifie a un filtrage passe-bas (Fig. 2.7). Si I’on suppose que

les fluctuations de la référence sont négligeables par rapport a celles de 'oscillateur, on a

alors:
nG .
us(p) = 7< wy >=puGd; si |p|>> K, (2.21)
G
us(p) = ,u? <w >= s |pl<< K,. (2.22)
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2.2, Caractérisation des oscillateurs

Si on appelle S, le spectre de uy(t), il sera proportionnel au spectre de phase de 1'os-
cillateur Sg(f) hors de la bande passante d’asservissement | p [>> K et au spectre de
fréquence S,(f) a l'intérieur de la bande passante | p |<< K. Sachant que Sg(f) et
Sy(f) sont reliés par ’équation (2.14), on obtient le spectre de la figure Fig. 2.7 (pour un
bruit blanc de fréquence en entrée). Pratiquement, on peut réaliser une correction de ce
spectre pour obtenir le spectre Sg(f) (spectre de phase) ou L(f) (spectre normalisé), ce
que réalisent la plupart des bancs de mesure de bruits commerciaux (séries HP E550 par
exemple) [Hewlett Packard 97]. Les mesures spectrales de bruit de phase sont totalement
dépendantes de la dynamique de la boucle d’asservissement, caractérisée par la fréquence

de coupure K. La connaissance précise de cette quantité est alors indispensable.

s
u4(t)

| M
T T

0.1 1 10 100 1000 (Hz)

F1G. 2.7 — Spectre du signal d’erreur uys(t) pour K = 10 Hz

Inconvénients et avantages du banc

Le seul inconvénient majeur est que cette méthode requiert une référence d’une grande
pureté spectrale par rapport a la méthode utilisant, par exemple, le discriminateur & ligne
a retard. En revanche, ses avantages sont importants. On peut en citer quelques-uns
|[Hewlett Packard 97| :

— trés bon plancher de bruit du dispositif complet
— large gamme de la fréquence de Fourier f : 0.01 Hz — 100 MHz
— large gamme de fréquence de fonctionnement v, : 50 kHz — 26.5 GHz
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Chapitre 2. Propriétés et caractérisation des oscillateurs

— trés bonne suppression des modulations d’amplitude (AM)
— bonne répétabilité des mesures

— bonne précision des mesures: ~ 2 dB

2.2.2 Mesures dans le domaine temporel
La caractérisation des oscillateurs peut se faire par une étude statistique de la fréquence
de Doscillateur mesurée & partir d’un fréquence-métre.

Méthodes expérimentales

Le compteur Le fréquence-métre (ou compteur) est un appareil permettant d’éva-
luer I'intervalle de temps nécéssaire pour que le signal repasse par une position déterminée
(position trigger) sur un front choisi (montant ou descendant). Cette durée est évaluée

par rapport a une référence interne ou externe (si on utilise un asservissement extérieur).

horloge interne

i T
4,‘ }; = temps d'intégration
l<—(> >:—<
& €

trigger

4

F1G. 2.8 — Fonctionnement du compteur de fréquence

On constate immédiatement que la position du trigger devra étre optimisée pour li-
miter les erreurs systématiques €; et €5 de déclenchement. Aujourd’hui, on utilise de plus
en plus les compteurs réciproques permettant de s’affranchir de ces erreurs.

Un tel compteur réalise une mesure pendant une durée 7 appelée temps d’intégration,
pendant laquelle il détermine le nombre N; de passage par la position trigger ; la fréquence

sera alors donnée par:

fi=— (2.23)
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2.2, Caractérisation des oscillateurs

La précision de la mesure de la fréquence dépend bien siir de la précision de I'horloge
interne. Le compteur HP 5334B utilisé au cours de nos expériences garantit neuf chiffres
significatifs pour 7 = 1 s ou plus, 8 pour 7 = 0,1 s, 7 pour 0,01 s, etc. Une bonne
caractérisation pour 7 = 0,01 s serait alors impossible pour les oscillateurs stables a

moins de 107 sans l'utilisation d’une méthode de battement.

La méthode de battement Pour mesurer la stabilité temporelle d’un oscillateur
donné a 1071% par exemple, la limitation en chiffres significatifs du compteur ne permet
pas une statistique fiable. La méthode de battement consiste a éliminer la partie fixe
de la fréquence et a ne compter que la partie fluctuante. On réalise expérimentalement
cette opération en attaquant les deux entrées d’un mélangeur par le signal & mesurer et
par un signal plus stable & une fréquence choisie pour avoir un battement réalisant un
compromis entre la présence de deux ou trois chiffres constants et une bonne forme du
signal de battement (Fig. 2.9).

Oscillateur amesurer
f1=5.0001(00) MHz Mélangeur

N

f =f,-f= 20.(526) KHz

batt

() : partie fluctuante

Oscillateur deréférence
f0:5.020626(8) MHz

F1G. 2.9 — Méthode de battement pour la mesure de la fréquence des oscillateurs

Si on appelle ‘sff:—“t‘: les fluctuations relatives de fp.s, on a

0foar _ 0(fo—f1) _O0fi fu

- =2 2.24
fur = So—fi " i Foun (2.24)
et les fluctuations de 'oscillateur a tester sont alors:
) )
i o fbatt fbatt (2_25)

fl B fl fbatt.

Pratiquement, pour des oscillateurs 5 MHz, on utilise un battement dont la fréquence est

de 'ordre du kHz; on peut dans ces conditions mesurer des oscillateurs jusqu’a:

5fi o 103 s
To= 10 =210 (2.26)
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On peut gagner par cette méthode un facteur 4 ou 5 suivant les dispositifs. Nous
verrons dans le chapitre 7 que le battement est obtenu a partir de la mise en série d'un
mélangeur doublement équilibré et d’un filtre passe-haut, et que la non-linéarité du mé-
langeur engendre des signaux parasites susceptibles de perturber le signal principal en
modifiant sa fréquence. La mesure de la fréquence est perturbée par la méthode de me-
sure elle-méme. [’étude précise de la dynamique compléte du mélangeur trouve donc

également son intérét pour les mesures de fréquence par méthode de battement.
La variance d’Allan

Définition Une statistique est réalisée sur les N fréquences moyennées (sur une
durée 1) fi,i = 1, N délivrées par le compteur (Eq. 2.23). L’estimation de ’écart type
o?(f;) se fait par l'intermédiaire de la variance d’Allan [Allan 66] a deux échantillons
05( fi), qui a été recommandée par 'ITEEE Committee comme étant la mesure standard

de la stabilité des oscillateurs dans le domaine temporel [Barnes 71|. Elle est définie par:

< (yi - yi+1)2 >, (2.27)

Q
[\V)
—
\]
SN—r
Il
N | —

ol T est le temps d’intégration du compteur, y; = f;/f et f = + Z;V fi. La mesure de la
stabilité relative de fréquence des oscillateurs est donnée par la racine carré de la variance

appelée écart-type d’Allan o, (7).
Propriétés
— Variance d’Allan d’une dérive en fréquence: w(t) = wy + at

On a:

ot ) a?7r?
Yi — Yir1 = — €t Oy(T) = 2
wWo 2w;

(2.28)

Une dérive en fréquence produit une variance de pente 2 en échelle logarithmique.

— Marche aléatoire de fréquence (Bruit en 1/f2): Un processus de marche aléatoire
(ou mouvement Brownien) de fréquence consiste a incrémenter ou décrémenter (avec

la méme probabilité P) d’un pas dv, (cf Fig. 2.10 (a)). On peut alors écrire:
1
vo(t + dt) = vo(t) + € ovy avecP(e=—1) = Ple=+1) = 5" (2.29)
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2.2, Caractérisation des oscillateurs

Type de bruit Densité spectrale S,(f) Variance d’Allan® o7 (7)
Marche aléatoire de fréquence h of 2 h_osm°T
Bruit flicker de fréquence h_if 1 h_121n2
Bruit blanc de fréquence ho f° ho
Bruit flicker de phase hy f* I(1+3 In? T F,T)T 2
Bruit blanc de phase hyoft? 22 72

TAB. 2.2 — Correspondance Domaine Temporel - Domaine Spectral pour le bruit en loi de
PUISSATICES

@ F,, représente la fréquence de coupure haute du bruit. On a supposé 27 Fyy >> 1

Si I'on utilise le résultat relatif a la diffusion des particules soumises & un mouvement

Brownien unidimensionnel, & savoir :
<13 (t) >=2Dt, (2.30)
avec D : coefficient de diffusion, on a alors:

1 1
0y (1) =5 < (Wi —vin1)* >= 5 <1 (t) >~ Dr. (2.31)

Le bruit de marche aléatoire de fréquence produit une pente +1 en échelle logarith-
mique (cf. Fig. 2.10 (c)).

La correspondance pour les autres types de bruit peut étre calculée, elle est donnée par
le tableau Tab. 2.2:

Avantages de la Variance d’Allan
— Si le bruit de fréquence est blanc, il s’agit d’un estimateur non biaisé.

— Elle est rapide, pratique a mettre en oeuvre car elle nécessite la mesure de deux

échantillons successifs seulement.

— Elle posséde un bon intervalle de confiance [Lesage 73].

Défauts de la Variance d’Allan

— Méme dépendance en 72 pour les bruits de fréquence en f' et f2. Insensible aux

fluctuations hautes fréquences.
— Non convergente pour les bruits en f* et f2.
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y(t)

Spectral density Sy(f)
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2.3.  Les différents types de bruit

— Neécessite une propriété de stationnarité du signal.

— Sensibilité par rapport aux temps morts entre échantillons y; (sauf pour le bruit

blanc de fréquence).

De nombreuses méthodes statistiques dérivées de la variance d’Allan existent pour
palier ces défauts. Citons par exemple les variances d’Allan modifiées, et de Picinbono qui
permettent de lever I'indétermination par rapport aux bruits f! et f2. Le lecteur pourra
se référer aux travaux de F. Vernotte [Vernotte 91| et a 'article assez récent de D. Howe

|Howe 97| présentant la variance d’Allan modifiée et ses propriétés.

2.3 Les différents types de bruit

Comme nous I'avons rappelé en (2.10), la mesure des fluctuations S,(f) dans les os-

cillateurs montre que celles-ci semblent suivre une loi de puissance donnée par:

2
Sy(f) =Y haf® (2.32)
a=-—2
Le cas a=-3 a été observé dans les fluctuations des pulsars millisecondes [Bertotti 83].

L’origine serait attribuée a la fluctuation locale de la métrique espace-temps.

2.3.1 Les sources de bruit

Tous les composants électroniques présents dans ’oscillateur fournissent une contribu-
tion de bruit plus ou moins importante. Les effets physiques d’une fluctuation aléatoire
auront également une influence différente suivant la localisation spectrale par rapport
a la fréquence de la porteuse. Les composantes basses fréquences se traduisent par une
modulation de la fréquence porteuse et les hautes fréquences par une modulation de phase.

Les composantes hautes fréquences interviennent également dans le cas d’un systéme
qui présente des harmoniques. La bande latérale de chaque harmonique est transposée au
niveau du bruit par un processus de conversion de fréquence® (Fig. 2.11). Cet effet est
d’ailleurs a la base des méthodes de simulation numériques par « balance harmonique »
qui sont utilisées pour 1’étude du bruit dans les systémes non linéaires, mais qui ont
toutefois le défaut de considérer I’ensemble des harmoniques comme un systéme multi-

fréquence linéaire.

6. On dit que c’est une source de bruit multiplicatif.
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P

L

| " f (Hz)

F1G. 2.11 — Conversion de fréquence : une source de bruit.

2.3.2 Le bruit blanc (f°)

Phénomeénes élémentaires de transport des particules

Nous nous sommes inspirés de I'ouvrage de Goldman [Goldman 48] et des articles de
Chovet [Chovet 77b, Chovet 77a] pour cette étude. Considérons un systéme de N parti-
cules (les électrons) identiques, susceptibles de se mouvoir dans un matériau de volume
S x L. Supposons que ces particules évoluent dans ’ensemble de fagcon indépendante, et
qu’elles ne soient pas dans un premier temps perturbées par les effets du réseau cristallin.

Définissons par P(t) la probabilité pour qu’une particule n’ait subi aucun choc a

Pinstant ¢. On a

P(t=0) = 1, (2.33a)
Plt=c0) = 0. (2.33b)

Soit wdt la probabilité de collision entre ¢ et ¢ + dt. Dans ce cas, on peut écrire

P(t+dt) = P(t) x (1 — wdt). (2.34)
or dP(t)
P(t+dt) = P(t) + 7dt, (2.35)
donc 2P0
— = —wP(), (2.36)
soit en utilisant (2.33a):
P(t) = e (2.37)

Définissons par @(t)dt la probabilité pour qu’une particule n’ayant pas subi de choc a

I’instant ¢ en subisse un pendant I’intervalle dt. Alors,
Q(t)dt = P(t)wdt = we™“dt, (2.38)
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2.3.  Les différents types de bruit

soit
Q(t) = we “*. (2.39)

En utilisant (2.34) et (2.35), il vient

/OOO Q(t)dt = /OOO dz—f)dt —1 (2.40)

On définit le temps moyen 7y entre deux chocs par

o0 o 1
To = / tQ(t)dt = / wte dt = —. (2.41)
0 0

w

De ce fait la quantité w représente le nombre de collisions par unité de temps subies par
une particule. Si ’on suppose les particules animées d’une vitesse moyenne ¥, on peut

alors définir le libre parcours moyen [, par

l() = UTy. (242)

Si ’on suppose que la vitesse des particules est régie par des lois probabilistes telles que
(2.37) et (2.39), on peut alors associer au systéme thermodynamique une statistique de

Boltzmann.

Thermodynamique de Boltzmann [Goldman 48]

Un systéme possédant une énergie totale U posséde une énergie libre F' (énergie utili-

sable mécaniquement) donnée par
F=U-TS§, (2.43)

ou 7T est la température thermodynamique et S ’entropie du systéme.
Supposons que les fluctuations soient le résultat d’un grand nombre de processus aléa-
toires indépendants et que, selon le théoréme de la limite centrale (cf. Chapitre 3), la

probabilité suive une loi gaussienne:
P(z)dz = Bexp(—a?(z — z0)?)dz avec z¢ = T, (2.44)

ol « et B sont des constantes. L’hypothése fondamentale de Boltzmann s’écrivant :

AS =kgln P(t) soit P = exp(%), (2.45)
B

avec kp: constante de Boltzmann; il vient de (2.44) et (2.45):
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S =5
—a?(z — x0)* = ° (2.46)
kg
Si ’on suppose 1’énergie libre F' proportionnelle au carré des fluctuations, on a alors (avec
a = cte):
F =Fy+ad®(z — x0)?, (2.47)
donc
U—-TS =Fy+ad*(z — 20)? (2.48)
soit " ) 2 U
g —fozaw=n)+U (2.49)
T
Donc
2 2 5-5¢
P(z) = Be (@ 2) = BeFs (2.50a)
1 —Fyg—a®(z—20)?+U-Sg
= Be*s T (2.50b)
—a2(w—m )2
— Be T . (2.50c)
En s’écrivant o
/ Plt)dt =1, (2.51)
0
il vient
7(12(907909)2
P, (z)dx = N 7 P (2.52)

V ﬂ'kBT

On obtient bien une distribution Gaussienne des fluctuations autour de la valeur moyenne
T = T,. La quantité a?(z —x0)? posséde la dimension d’une énergie. L’énergie libre associée

se calcule alors par:

F = / a?(x — 20)? Py, (2)dx, (2.53a)
oo 3 —a2(e—2g)>
= | A (2.53b)
kT
= % (2.53c)

Un systéme qui dépend de n variables d’état indépendantes x;, produit une énergie libre

de T
r=" o (2.54)

Un électron évoluant dans un volume est caractérisé par trois variables d’état. S’il obéit

a la statistique de Boltzmann, son énergie libre est alors donnée par

3kgT  mu?

F
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2.3.  Les différents types de bruit

et il vient —_
2 =220 (2.56)
m

Le courant créé par I’agitation des électrons est le résultat d’une certaine cohérence de
leur mouvement. Calculons la fonction de corrélation de la vitesse des électrons pour en
décrire celle sur le courant. L’intervalle de temps entre deux chocs successifs a une densité
de probabilité donnée par (2.39).

Q) = Letrm, (2.57)

To

Aprés un choc, un électron animé d’une vitesse ¥ faisant un angle ® avec 1’axe d’étude

change aléatoirement de direction ¢ avec une probabilité

1

Py(g) = 5 sin 6. (2.58)

L’intensité du courant i.(¢) suivant ’axe z issue de la vitesse de I’électron s’écrit alors

1
io(t) = q% = queosd, (2.59)

ol q est la charge de ’électron et L la longueur de ’échantillon. On peut alors supposer
que l'intensité totale résulte de la somme des contributions individuelles agissant pendant

le temps de corrélation 7y, avant le choc. Il vient alors

N
q
I(t) =7 S H(t—ty), (2.60)
7j=1
ou
H(t) = wvcos® si 0<t<mg (2.61a)
= 0 sinon. (2.61Db)

La fonction de corrélation Cf, () se calcule en utilisant (3.26) en supposant I.(t) sta-
tionnaire d’ordre 2 (cf. chapitre 3). Il faut également inclure la probabilité qu’il n’y ait

aucun choc pendant I'intervalle ¢ soit :

2
q
Crpy=E(r).I(t —1t))P(t) = I(1).I(T —t)P(t) = ﬁ?]Q cos? ®exp(—t/7p).  (2.62)
En considérant que le module et les directions des vitesses non corrélées, (2.62) donne
¢ ———=
Cru = ﬁv2 cos? ® exp(—t/7p). (2.63)
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FiG. 2.12 — Spectre Lorentzien de diffusion des électrons dans les solides.

Or
1~
cos2 ® = 5/ cos’ ¢ sin ¢pdg = 1/3, (2.64)
0
et, selon (2.56),
—  3kgT
v? = 25 (2.65)
m
Donc
2
q kBT —t
Crpy = +5——e tm, 2.66
0= 15, ¢ (2.66)

Le spectre associé & (2.66) se calcule par le théoréme de Wiener-Kintchine et donne

Sio(h) = 4 [ Crgear (2.670)

4q2]€BT T0
L2m 1+ 4n2f27¢ ( )

Le spectre Lorentzien de diffusion des nSL électrons (ng: densité de particule) est alors
donné par (Fig. 2.12):
B 4kBT 1

R 1+4m2f27g’

S(f) (2.68)

. , . 2
ou R = % est la résistance de I’échantillon, o = 20420 =

L sa conductivité exprimée en
p
Sm~! et p sa résistivité exprimée en Qm. Le temps de relaxation introduit une fréquence

de coupure dans le spectre de 'ordre de f, = 1/7.
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2.3.  Les différents types de bruit

Propriétés physiques macroscopiques et microscopiques Calcul de f..

1 2
fo=— = (2.69)

To mo

Pour les métaux, on a ¢ ~ 108 Sm™, et ng = 10%. Avec e = 1.6 107 C, m =
9.31 103! kg, il vient :

f.=10" Hz. (2.70)

Dans la plupart des cas d’analyse spectrale, le spectre de diffusion (2.68) peut étre ap-
proximé par

Si(f) :4%. (2.71)
Le spectre des fluctuations de tension Sy (f) peut alors se calculer en écrivant i = V/R
dans (2.59) pour obtenir

Sv(f) = 4kpRT. (2.72)

Expérimentalement, la mesure de ce spectre se fait dans une bande de fréquence Af. La

relation(2.72) donne alors

qui constitue la relation de Nyquist.

Le bruit thermique apparait comme la composante basse fréquence du bruit de diffu-
sion des électrons. A notre échelle macroscopique d’observation ot la fréquence d’analyse
est toujours inférieure a la fréquence de coupure f., les fluctuations de diffusion des élec-
trons sont totalement aléatoires. En revanche, pour les semi-conducteurs ou la densité
des porteurs est plus faible ng ~ 10?3, la fréquence de coupure est plus basse f, ~ 107 et
se rapproche du domaine d’analyse spectral courant. Etudier le bruit de diffusion & des
échelles spectrales supérieures & f,. serait possible si I'on était capable d’échantillonner
temporellement & Te., < 7o (ce qui constituerait une étude microscopique du systéme) et
ferait apparaitre un spectre en 1/f? caractéristique d’'un mouvement de marche aléatoire
avec un pas de l'ordre du libre parcours moyen l, = vy, = 3 107*. L’étude de I’électron
a une fréquence plus élevée que la fréquence de coupure permet de mettre en évidence le
temps de cohérence 7 et le changement de direction aprés le choc.

Ce paragraphe était destiné a rappeler I'origine microscopique des fluctuations ther-
miques observées macroscopiquement et générant un bruit blanc de fréquence. Nous avons
rappelé que le bruit blanc ne constitue en fait que la partie basse fréquence du phénoméne

de diffusion des électrons dans le conducteur. L’aspect aléatoire de la direction prise par
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chocs

F1G. 2.13 — Marche aléatoire tridimensionnelle

les particules aprés les collisions nous apparait macroscopiquement comme un bruit blanc
parce que notre fréquence d’analyse ne nous permet pas de distinguer le comportement des
particules entre chaque choc. On montre ainsi qu’a 1’échelle microscopique, un phénoméne
de transformation des fluctuations existe.

On a porté sur la figure Fig. 2.14 les caractéristiques d’un bruit blanc généré & partir
d’un générateur pseudo-aléatoire a valeur dans [0;1] (a). Il posséde une fonction de corré-
lation singuliére (d), nulle pour ¢ # 0, ce qui veut dire que le bruit blanc est un processus

sans mémoire. Le calcul de la variance d’Allan donne une courbe de pente 77!

—1/2

, soit de
pente T pour ’écart-type d’Allan (c). On a porté en (b) la densité spectrale évaluée a

partir d'une FFT calculée sur 4096 points.

2.3.3 Transformation du bruit dans les oscillateurs - Modéle de
Leeson

Pour expliquer la présence de certains types de bruit dans les oscillateurs, il faut exa-
miner le mécanisme interne du fonctionnement de I'oscillateur. Cette analyse se fait par le
modéle de Leeson [Leeson 66|, sur la base d’un raisonnement purement intuitif, en consi-
dérant le modéle de 'oscillateur bouclé en contre réaction, constitué d’un amplificateur
G et d’un résonateur de facteur de qualité @) et de fréquence de coupure f. = 2%

Les sources de bruit sont supposées provenir de I’élément actif. Etudions les fluctua-
tions de fréquence suivant la gamme de fréquence. Pour les fréquences basses par rapport a
la bande passante du résonateur, le temps de réponse est tel que le déphasage a 'intérieur

de la boucle est toujours nul. Ces fluctuations de fréquence en sortie sont proportionnelles
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F1G. 2.14 — Bruit blanc et ses propriétés temporelles et spectrales
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Resonator

F1G. 2.15 — (a) Modéle de Leeson - (b) Courbe phase-fréquence du résonateur

aux fluctuations de phase de ’entrée (courbe phase fréquence) et inversement proportion-
nel au facteur de qualité. La boucle transforme le bruit de phase en bruit de fréquence.
Pour les fréquences élevées, le temps de réponse de la contre réaction est trop lent et les
fluctuations de phase de 'entrée ne sont pas modifiées. Sauvage [Sauvage 77| proposa le
premier une démonstration du modéle de Leeson en calculant la fonction de transfert T'(p)

du systéme.

En utilisant la notation de Laplace, on a:
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¢s(p) = (p) + e(p), (2.74)
6u(p) = Hp)ou(p) avec H(p) =~ (2.75)

Donc
Ty = 2@ _ 1 : (2.76)

“alp) 1-H(p) 1+Z

ce qui confirme d’un point de vue spectral que:

S0, (/) = 1+(§> Sun(f). (2.77)

Si le bruit d’entrée est la somme d’un bruit blanc de phase et d’un bruit flicker de phase,
on a (Fig. 2.16):

SMn=mG+§) (2.78)

_ h AN
S¢s(f)_h0(1+f> 1+(f) ) (2.79)

On constate I'apparition de bruits de phase en 1/f et 1/f? suivant les valeurs des

et

fréquences caractéristiques f; et f..

S,(M =0

| |
T

F (Ha) T (H2)

f f/2Q f2Q f,

F1G. 2.16 — Spectre de sortie d’un oscillateur de Leeson muni d’un amplificateur avec bruit
blanc et bruit flicker de phase

Les hypothéses de cette étude sont trés restrictives mais le résultat est générique

des systémes bouclés. Il existe une transformation du bruit d’entrée suivant les éléments
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électroniques en présence et suivant la rapidité des processus. Si I'on injecte un signal
possédant de lentes variations temporelles, il sera d’autant plus sensible aux processus
bouclés, et l'interaction du signal avec sa réponse, avec la réponse de la réponse, etc.
peut conduire & des effets d’autant plus importants que les variations temporelles sont
lentes par rapport aux constantes de temps. Cette interaction provoque alors une série de
transformations du bruit conduisant & des spectres de phase en f°, f=2, f=* etc. pour du
bruit blanc de phase initiale et & des spectres en f=1, =3 =5 etc. pour du bruit flicker
de phase initiale.

Il existe donc une explication simple sur I’origine du bruit de type f~% par des proces-
sus de dérivation ou d’intégration du bruit blanc thermique agissant sur la phase ou sur la
fréquence. Le probléme se pose pour les bruits a puissances impaires dont 1’origine est in-
connue mais pourrait étre liée & un processus intermédiaire entre ’identité et la dérivation,

peut-étre une dérivation fractionnaire analogue aux filtres d’ordre fractionnaire.

Le bruit en 1/f? (marche aléatoire de fréquence)

Nous avons vu que la variance d’Allan d’un processus de marche aléatoire de fréquence

présente une pente en 7 (cf. Tab 2.2). En reprenant ’équation (2.29), il vient :

vo(t +dt) = vo(t) + € Sy avecP(e = —1) = P(e=+1) = %, (2.80)
v(t+dt) —p(t) = € duy, (2.81a)
vo(t+dt) —p(t) = dug(t). (2.81b)

En intégrant (2.81a), il vient

/ dvo(t) = ov / ‘ (2.82)

v(t) = 51/0/6. (2.83)

ou encore

Si on suppose le processus € aléatoire, on peut alors considérer le processus v(t) comme
représenté par I'intégration d’un bruit blanc qui produit selon (2.15) un spectre en 1/f2.
Elle posséde donc une valeur quadratique moyenne croissante en fonction du temps et
proportionnelle au coefficient de diffusion D (Eq. 2.30). Ce n’est donc pas un processus

stationnaire.
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2.3.4 Le bruit en 1/f (flicker de fréquence)

Historique et Problématique

Selon Voss [Voss 79|, c’est a Jonhson que I'on attribue la premiére mesure du bruit
en 1/f en 1925, et c’est & Shottky que I’on doit une premiére explication de la remontée
du spectre dans les basses fréquences: il associe sa présence aux conséquences d’un effet
collectif des électrons [Chronos 91]. Depuis cette premiére observation, I’étude du bruit
en 1/f n’a cessé de croitre du fait de son extraordinaire propriété d’ubiquité. En effet,
on observe du bruit en 1/f dans les domaines suivants: biologie, géologie, démographie,
économie, linguistique, finance, musique, physique et électronique ot il est a I'origine de
I'instabilité des oscillateurs.

Pour ne citer que quelques exemples, retenons qu’il apparait également dans les fluc-
tuations du niveau du Nil [Dutta 81|, des tremblements de terre [Carlson 89|, des courants
marins |Taft 74|, du trafic autoroutier japonais [Muscha 77|, des sonorités et des tonalités
en musique [Voss 78|, etc. Un signal musical présentant un spectre en 1/f sera pergu de
la méme maniére quelque soit le défilement de la bande sonore. Il procure une meilleure
sensation, alors que 1’on ne détecte pas dans le son blanc les sensations agréables des

fluctuations.

Le bruit en 1/f est rencontré dans une si grande variété des systémes qu’il doit cer-
tainement exister un mécanisme générique caché derriére la génération de ce bruit. Pour
une liste compléte, on pourra consulter chaque introduction des articles référencés dans
ce paragraphe. En plus d’étre omniprésent, il reste inexpliqué par des méthodes spectrales
classiques. Il est donc difficile d’en déterminer une origine puisque aucun modéle ne peut
le vérifier. En effet, le probléme posé par le bruit en 1/f est le suivant: si 'on admet
que le bruit observé avec un appareil provient de la transformation d’un bruit blanc, le
spectre sera alors proportionnel au carré du module de la fonction de transfert. Il faut
alors une fonction en 1/4/f pour avoir du bruit en 1/f en sortie. Or les équations dif-
férentielles ordinaires produisent des fonctions de transfert rationnelles en f. Seuls les
phénomeénes propagatifs peuvent produire une fonction de transfert en 1/4/f [Planat 87|.
Ainsi un phénoméne de propagation complexe (guidé par plusieurs modes) peut créer au-
tant de constantes de temps et engendrer un spectre en 1/f. Nous venons de voir que le
bruit en 1/f? était un phénoméne non stationnaire possédant une dérive proportionnelle
au coefficient de diffusion. Le bruit blanc en f° est quant & lui stationnaire. L'une des
principales controverses concerne la stationnarité du bruit en 1/f. Stoisiek [Stoisiek 75|

envisage sa possibilité alors que Keshner [Keshner 82] I'exclu. On pourra également consul-
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ter [Chovet 77a, Dutta 81| qui en parle également. Sa propriété gaussienne étudiée dans
|[Weissmann 88| est également envisagée par Handel [Handel 80| et rejetée par Seidler

[Seidler 96|. La problématique par rapport a ce bruit est donc trés riche.

Propriétés du bruit en 1/f

L’une des principales propriétés de la densité spectrale en 1/f est la divergence de
'intégrale de ce bruit (énergie ou valeur quadratique moyenne) en 0 et en 400, alors que
tous les autres spectres 1/f™ possédent au moins une limite finie.

L’étude de sa fonction d’auto-corrélation a été faite par Kechner [Keshner 82|. Il
montre qu’elle posséde une décroissance logarithmique plus lente que n’importe qu’elle
autre fonction de puissance. C’est donc un phénoméne a grande mémoire composé d’une
infinité de constantes de temps a toutes les échelles. Il posséde également cette propriété de
fractalité dans le sens ol toute sa structure est comprise dans n’importe quel échantillon.
Elle est mise en relief par la variance d’Allan qui est constante quelque soit le nombre de
points considérés pour le calcul.

Certains auteurs [Handel 80| étendent la définition du bruit en 1/f* avec un exposant
a prochede 1 (a=1=£0.2).

Principaux modéles

Le bruit en 1/ f est un phénomeéne tellement général que de nombreux modéles essayant

de le traiter ont vu le jour. Résumons en quelques lignes les principaux d’entre eux.

Approche empirique de Hooge Hooge a été le premier a lui associer des effets de
volume [Hooge 94]. 11 établit la relation empirique
av?

Sv(f) = N—cf’

(2.84)

ol N, est le nombre total de porteurs dans un échantillon et « un coefficient universel (« ~
2 1073 u. MKSA). Selon lui, Iidée selon laquelle le bruit en 1/f serait exclusivement dii &
un effet semi-conducteur est réfutée. Il propose une origine liée aux modes de dispersion
de réseau et ’associe a la fluctuation de mobilité des particules. Mais cette relation n’a

selon Weissman [Weissmann 88| aucun sens significatif.

Modéle de Mc Whorter Ce modéle considére un spectre Lorentzien

T

S(f): HTQ—Wi

(2.85)
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pour lequel il associe une fonction de distribution g(7)dr ~ dT—T . De ce fait ’intégrale

J5( f)d{ produit un bruit en 1/f. Ce modéle est également critiqué par Weissman.

Modéle de Dutta-Horn Ce modéle est trés intéressant car c¢’est un modéle ot le sys-
téme physique présente deux positions d’équilibre stables, séparées par une barriére de
potentiel dont la stabilité est conditionnée par les fluctuations thermiques. Weissman pré-
sente ce modéle comme un processus non gaussien pouvant conduire dans le cas extréme a
une évolution du type "signal du télégraphe" ou RTS (random telegraph signal) dans la-
quelle on observe deux ou plusieurs états clairement séparés. Il est intéressant de constater
que ce modéle fait apparaitre la nécessité de franchissement d’une barriére de potentiel.
Or, nous verrons dans le chapitre 4 que si I’énergie totale est égale a cette barriére de
potentiel, le systéme est trés chaotique et sensible aux effets non linéaires. C’est le premier

modéle ou la non-linéarité semble intervenir.

Le modéle quantique non linéaire du bruit en 1/f d’Handel Personne n’a autant

qu’Handel associé la non-linéarité a I’origine du bruit en 1/f [Handel 93]:

During the last three decades, we have claimed repeatedly that nonlinearity is a gene-
ral cause of 1/f noise [...| nonlinearity always leads to 1/f spectrum if homogeneity
is also present in the equation(s) of motion.

Ainsi, quelque soit le systéme chaotique, I'existence de la non-linéarité et de I'ho-
mogénéité garantit la présence de bruit en 1/f. Il applique sa théorie dans le contexte
de I’électrodynamique au cas de particules quantiques chargées en interaction avec leurs
propres champs. C’est un phénoméne a effet collectif a plusieurs entités qui s’identifie a
une conséquence d’une interaction a grande distance avec ’environnement [Handel 80]. 11

étudie d’ailleurs, dans son article, le cas de deux entités.

Non-linéarité du bruit en 1/f

La relation étroite entre non-linéarité et bruit en 1/f a été envisagée parce qu’aucun
modéle linéaire ne décrit le bruit en 1/ f. Pour Putterman [Putterman 77|, le bruit en 1/ f
serait dii & un couplage non linéaire de fluctuations haute-fréquence, mais il ne sait pas
quel type de couplage. Voss [Voss 79| envisage la possibilité de I’origine non linéaire du
bruit en 1/f. Yamaguchi [Yamaguchi 86| étudie le bruit en 1/f proche des séparatrices
dans les régions trés chaotiques avec de longs temps de corrélation. Arecchi [Arecchi 87|

confirme que le bruit en 1/f provient d’'une dynamique non linéaire possédant au moins

52



2.3.  Les différents types de bruit

deux attracteur. Il montre que pour qu’il y ait du bruit en 1/f il faut:
— une coexistence d’au moins deux attracteurs (multi stabilité)
— la présence de bruit blanc
— certaines propriétés fractales de I'attracteur.

Il le vérifie expérimentalement dans une expérience optique et établit un lien avec des
résultats analogues dans les jonctions Josephson. Le bruit en 1/f se traduirait par des
sauts entre les différents attracteurs |Arecchi 83|. Takagi |Takagi 83| observe la transfor-
mation d’un bruit blanc en un bruit en 1/ f aprés le passage dans une ligne de transmission
non linéaire.

Pilgram [Pilgram 98| étudie les fluctuations du trafic autoroutier en considérant deux
états : fluide et embouteillé, et le passage de I'un a l'autre (analogue au franchissement
d’une barriére de potentiel). Il en profite aussi dans son article pour comparer les dif-
férentes estimations du bruit en 1/f. Enfin Kawai [Kawai 93] démontre une propriété
d’idempotence par rapport a la convolution ; propriété également observée par Handel: la
somme et le produit de bruits en 1/f donnent du bruit en 1/f. Le résultat sur la somme
n’est pas surprenant car la somme de deux bruits est toujours constituée du bruit le plus
important. En revanche, le résultat sur le produit est étonnant. En effet, le produit des
signaux apparait justement dans les systémes non linéaires. Si le bruit en 1/ f est invariant
par rapport au produit, ce sera le seul qui restera en 1/f. Il est donc siir d’étre conservé
s’il est déja présent. Il s’agit ainsi de 1’état d’équilibre stable des fluctuations soumises a
des conditions non linéaires. Cette propriété du bruit en 1/f explique sa présence dans

les systémes non linéaires.

Simulation numérique du bruit en 1/f

Les courbes de la figure Fig. 2.17 représentent le bruit en 1/f réalisé a partir de la
FFT inverse d’un spectre en 1/f idéal. Pour fabriquer le spectre (b), nous avons alors
pris la moitié des échantillons crés par la FFT inverse du spectre idéal. L’augmentation
de la dispersion pour les grandes valeurs de f provient de la précision de 'algorithme
FFT. Le lecteur pourra consulter I’article de B. Pilgram [Pilgram 98| qui étudie certaines
propriétés des estimateurs en 1/f.

Une régression linéaire effectuée sur (b) donne une pente de -0.84 avec un coefficient de
corrélation linéaire de r = —0.53. La variance d’Allan (c) calculée avec les mémes données

donne une bonne caractérisation en mettant en évidence la constance en fonction de 7.
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2.4. Conclusion

Les grandes fluctuations pour les grandes valeurs de N proviennent de la réduction du

nombre de points dans le calcul et des limites de résolution numérique.

Bruit en f! et f2

L’origine physique des bruits flicker de phase (f) et blanc de phase (f?) est la méme que
pour les fluctuations de fréquence. Le bruit en f est attribué, selon J. Rutman [Rutman 78|
a la présence d’une électronique bruitée, comme par exemple les amplificateurs de sortie
(composant non linéaire) et les multiplicateurs de fréquence (effet non linéaire?). Il envi-
sage l'origine du bruit en f2 & la contribution externe d’un bruit additif. De toutes facons,

Iorigine du bruit en f et f2 sera trés étroitement liée & celle des bruits en f! et fO.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rapporté des informations techniques relatives aux os-
cillateurs, décrit les méthodes de mesure utilisées et rappelé les résultats courants. Ces
résultats s’appuient sur des dispositifs expérimentaux d’apparence assez simples mais régis
par des comportements finalement complexes. Les processus de battement et de contre-
réaction interviennent non seulement dans les méthodes de mesures, mais aussi dans le
fonctionnement propre de 'oscillateur. Les méthodes de traitement du signal et de I’in-
formation sont adaptées aux hypothéses initiales, qui supposent une bonne régularité des
signaux et une bonne linéarité des éléments en présence. Qu’en est-il si 'on suppose que
les signaux ne vérifient plus ces hypothéses?

L’étude détaillée des méthodes doit étre réalisée pour appréhender les limites de la

caractérisation des oscillateurs. Ceci constitue I’objet du prochain chapitre.
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Chapitre 3

Méthodes de traitement du signal de
’oscillateur

Le signal de sortie d’un oscillateur est la seule quantité physique intéressante pour
accéder aux propriétés des oscillateurs. Méme si on accéde, par une modélisation aussi
fidéle que possible, a son allure moyenne, il existera toujours une partie dont 1’origine est,
soit inconnue, soit indéterminable avec les moyens actuels. Elle sera alors traitée avec des
méthodes statistiques qui, & défaut de nous lever I'indétermination, nous renseigneront de
facon globale sur les propriétés recherchées. Nous rappelons dans ce chapitre les propriétés

nécessaires a 1’étude statistique des données.

3.1 Rappel des méthodes statistiques

3.1.1 Quelques définitions de base de la théorie des probabilités

Considérons un processus aléatoire w décrit dans I’espace des épreuves (2.

Définition 1 On appelle : variable aléatoire discréte, l'application de Q dans Z définie

par:

QO — Z (3.1a)
w — Xw)ezZ (3.1b)

et variable aléatoire réelle, l’application de 2 dans R définie par:

QO — R (3.2a)
w — Xw)eR (3.2b)
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Définition 2 Soit X (w) une variable aléatoire discréte (resp. réelle).
On appelle loi de X, la probabilité Px définie sur N (resp. R) par la relation :
Px(n) = Px(X(w)=n) (3.3a)
(resp. Px(]—o0,2]) = Px(X(w)<z) (3.3b)

Définition 3 Moments d’une variable aléatoire. Soit

Xw):2 — E E=R ou N (3.4a)
w — Xw)=1z (3.4Db)
une variable aléatoire et soit p, = P(X(w) = x) sa loi. Si on suppose que la série x"p,

(resp. que lintégrale f_JroZo x"pdx est convergente), on appelle

+oo
E(X™) = mepx (resp. / 2" pydx), (3.5)
le moment d’ordre m de X.
Définition 4 Moyenne de X ou espérance de X
+oc
EX)= Zmpm resp E(X) :/ rpgdx (3.6)
Définition 5 Moment d’ordre 2
+oc
E(X?) = ZprI resp E(X) :/ 2’p,dr (3.7)
Définition 6 Variance
+oo
o*(z) =) (x— E(z))’p. resp E(X)= / (z — E(z))*pydz (3.8)

T

La racine carrée de o2(z) est appelée écart-type de z. Si z a un moment d’ordre 2, on
dit que x est de carré intégrable. Un signal temporel vérifiant cette propriété sera dit a
« énergie finie ».
Note:

Afin d’indifférencier ’aspect discret de I'aspect continu des variables aléatoires, on
utilisera la notation < | > (notation de Dirac) réservée aux vecteurs d’un espace de
Hilbert [Roddier 78| :
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+oo
E(X) =< z|p, >= prm = / TpLdx, (3.9)
de méme .
B(X?) =< 2%|p, >= szpz = / r2pyda. (3.10)
On vérifie que:

o’(z) = < (z— E®))%p, > (3.11a)
= <2’ -21E(x) + E(z)?|p, > (3.11b)
= <2’p, > —2E(x) < z|p, > +E(2)* < 1|p, > (3.11c)
= < 2%|p, > —2E(2)E(x) + E(z)? (3.11d)

o*(r) = E(z*) — E(z)% (3.11e)

Notons la propriété de la loi de la probabilité p, par < 1|p, >= 1. Cette notation a
I’avantage de pouvoir traiter les densités de probabilités comme de distributions. La ca-
ractérisation des propriétés des variables décrivant des processus aléatoires se fait par

I'intermédiaire de la loi de probabilité et ses moments.

0.2
0.18
0.16
0.14
0.12f

px 01r
0.08
0.06
0.04
0.02|

F1G. 3.1 — Processus gaussien d’espérance m = 10 et d’écart type o = 2

3.1.2 Cas particulier des processus gaussiens

Définition 7 Processus Gaussien Un processus aléatoire X sera dit gaussien si sa loi
s’écrit (Fig. 8.1)

(3.12)
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On montre que

E(X) = m, (3.13a)
E(X? = o*+m? (3.13b)
o*(z) = o2, (3.13c)

et que tous les moments d’ordre supérieur E(X™) s’expriment en fonction de F(X) et
E(X?), moments d’ordre 1 et 2. Il n’existe pas de processus dont les moments s’expriment
en fonction du seul moment d’ordre 1. Ceci provient de la conséquence du théoréme de

limite centrale.

Théoréme 1 Théoréeme de limite centrale
Soit { X, }nen une suite de variables aléatoires indépendantes de carré intégrable et de
méme loi p, avec
E(X,) = p VneN, (3.14a)
E(X?* = o® ¥neN, (3.14b)

alors la loi S, =), X, converge en un processus gaussien lorsque n tend vers l'infini.

Ce théoréme explique pour une bonne part 'importance pratique des processus gaus-
siens. On remarque toutefois que ce théoréme concerne la somme de variables aléatoires
et qu’un résultat équivalent pour un produit n’existe pas de fagon générale.

Afin de comparer les propriétés de plusieurs variables aléatoires et leur dépendance

respective, on définit la covariance qui mesure le degré de corrélation.

Définition 8 Covariance

La covariance de deuz variables X et Y de carré intégrable s’écrit :

E(X,Y) =< X|Y >= E((X — E(X)).(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y), (3.15)

E(X)=X-E(X) et EY)=Y - E(Y). (3.16)

La covariance s’interpréte donc comme un produit scalaire de deux vecteurs |X >

et \17 > de L3(f2, P), espace vectoriel des classes d’équivalence des variables aléatoires
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centrées, de carré intégrable et de loi P. On rappelle que L£3(€2, P) est un espace de
Hilbert pour la norme ||\/F(X2)|| [Rienhard 86].

La covariance nulle de deux variables aléatoires indépendantes se traduit ici par une
orthogonalité des vecteurs |X > et |Y > dans 'espace £2(€, P) . On retrouve alors I'idée
de décomposition spectrale de deux signaux sur des bases orthogonales pour laquelle les
propriétés sont décorrélées.

Ainsi, & chaque fois que 1’on dispose de n variables aléatoires et que 1’on veut détermi-
ner leurs propriétés, il faut construire une base de n « vecteurs orthogonaux » (variables
aléatoires décorrélées) permettant d’annuler les @

transformation linéaire qui nous fait passer des variables initiales aux variables décorré-

covariances. On effectue alors une

lées. Cette opération s’identifie & une décomposition spectrale, la variance (valeur propre)
s’identifiant & « I’ énergie » de la variable aléatoire.

Malheureusement, cette méthode ne s’applique que pour des variables de carré in-
tégrable. Pour une variable aléatoire quelconque, la connaissance précise de la loi de
probabilité devient indispensable.

3.1.3 Cas des variables indexées par le temps

Définition 9 Processus stochastique
On appelle processus stochastique une famille de variables aléatoires indexées par un
ensemble T. Si T C 7Z (resp . R), on note les variables X,,, n € Z (resp. X;, t € R ).

Définition 10 Processus du second ordre

Un processus du second ordre posséde un moment d’ordre 2 fini, i.e.

VueT, <X,|X,>=E(X?) < co. (3.17)

Définition 11 Fonction de corrélation

On appelle fonction de corrélation du processus X; la quantité C(u,v) définie par:

C(u,v) =< Xu| X, >= E(X,.X,). (3.18)

Définition 12 Fonction de covariance

On appelle fonction de covariance la fonction K (u,v) définie par:

K (u,v) =< X,|X, >= E((X, — B(X.)).(X, — E(X.))). (3.19)
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On ne peut simplifier la fonction de covariance K (u,v) a partir de la simple hypothése
de stochasticité. On peut toujours supposer que E(X,) = F(X,), de méme que pour
E(E(X,)), etc.

Pour un signal dont la moyenne varie au cours du temps, ou dont la variance o%(X;)
évolue, il n’est pas saugrenu de parler de « moyenne de variance » ou méme de « variance
de variance ». Dans ce cas, il faut savoir que I'on est en présence d’un signal stochastique

sans aucune propriété de stationnarité.

3.2 Classes de processus

3.2.1 Processus stationnaires

En partant du principe que tout signal physique réel est indexé par le temps, il semble
irréaliste de vouloir & tout prix connaitre son évolution temporelle. En revanche, en sup-
posant que certains de ces moments sont invariants par translation temporelle, on peut

obtenir une classe de processus stochastiques appelés processus stationnaires.

Définition 13 Processus stationnaire
On appelle processus stationnaire d’ordre 2 (ou stationnaire au sens large) un processus

du second ordre tel que:

Yu,v,h € T, E(X,)=pu, (3.20)
et
C(u,v) =C(u+ h,v+ h). (3.21)

En posant h = —v, (3.21) devient

C(u,v) =C(u —v,0), (3.22)

traduisant le fait que la fonction de corrélation ne dépend pas du temps, mais de la durée.
La variance définie par
o*(X7) = B(X}) - 2, (3.23)

est alors constante et vaut, en utilisant (3.18): C(t,t) — u? = C(0,0) — p?. La constance
de la variance est une conséquence de la propriété de stationnarité. En posant u —v =71
et t = u, les relations (3.22) et (3.18) donnent une définition plus générale et sans doute

un peu plus physique de la fonction de corrélation par:
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O(r,0) = C(1) = B(Xy. Xi_,). (3.24)

La fonction de corrélation établit un lien entre ’état du processus a 'instant ¢ et son état

antérieur a 'instant t — 7 . C’est une mesure d’un degré de « mémoire » du systéme.
Les propriétés générales des systémes stationnaires sont nombreuses et le lecteur pourra

se référer a 'ouvrage de P. Flandrin [Flandrin 93] dans lequel il établit des résultats qui

sortent du cadre de cette étude.

L’hypothése ergodique

L’idée d’avoir un maximum d’information sur un phénoméne z(¢) nous contraint a
un maximum d’observations ou de réalisations. Pour qu’une moyenne temporelle donne
un résultat satisfaisant, il faut attendre suffisamment longtemps pour que le phénomeéne
puisse prendre toutes les valeurs possibles, c¢’est-a-dire toutes celles que peuvent prendre
x(to) ou z(t;) avec t; € T. Parmi tous les processus stochastiques, on peut donc encore
une fois classer les processus possédant ces caractéristiques, si on les suppose décrits par

une certaine équation différentielle. Le calcul des moments associés a un tel processus

X (t)% /‘1\ <
1 |
‘ P4 X(t)
Xz(t) % /\\//\T\\/ iiiii R N -
‘ : e } processus X (t)\ﬂ
() SN : : 4 stochastique/ |
Xn( ) ‘ ~— \“/ ‘ g g
1 7
Ew(t)} = -l 2t

F1G. 3.2 — Processus stochastique x(t) supposé vérifier I’hypothése ergodique

peut se faire par moyennage temporel ou par moyennage d’un ensemble de processus a
un instant donné. Un tel processus posseéde ce que I'on appelle une propriété d’ergodicité.
L’hypothése ergodique d’un processus z(t) consiste a identifier la moyenne temporelle de

la moyenne d’ensemble (Fig. 3.2), soit:

B{(=(0)) = 7 /0 (#)dt. (3.25)
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L’hypothése ergodique suppose qu’il y a équivalence entre moyennes temporelles et d’en-
semble en s’appuyant sur le fait que le systéme physique z(t) décrira I’espace des phases au
moins une fois lorsqu’on 1’observe suffisamment longtemps. Cette hypothése ne concerne
finalement que trés peu de systémes: ceux dont le nombre de points de I'espace des phases
est fini. On peut donc déja éliminer tous les systémes & nombre infini de degrés de liberté,
comme les systémes a retard. Il en est de méme pour les systémes non linéaires ou 'on
montre qu’il peut exister des parties invariantes dans ’espace des phases (les orbites
stables) et des parties chaotiques, ce qui contredit I'hypothése ergodique.

Le probléme de I’ergodicité est un probléme trés ouvert, d’autant plus délicat qu’il est
difficile & vérifier expérimentalement. Le lecteur pourra se référer aux ouvrages spéciali-
sés afin de se convaincre de sa complexité [Dahan Dalmedico 92, De Coulon 86, Max 81,

Lichtenberg 91] et au théoréme ergodique énoncé par Birkhoff [Birkhoff 27].

Le théoréme de Wiener-Kintchine

Considérons le signal stochastique z(t) ergodique. L’ergodicité consiste & supposer que
le systéme décrive au moins une fois I’espace des phases au cours du temps. Une notion
de périodicité semble alors exister si I’on suppose que 1’on observe le signal indéfiniment.
En supposant que z(t) est stationnaire du second ordre (pour qu’il soit & énergie finie), on
peut mettre en relation la fonction de corrélation (3.24), I'hypothése ergodique (3.25) et
la décomposition spectrale (compte tenu de cette « périodicité »). On peut alors énoncer

le théoréme de Wiener-Kintchine.

Théoréme 2 Théoréeme de Wiener-Kintchine
Soit

T

C(r) = E(z(t).z(t — 7)) = lim %x(T)x(t — T)dt, (3.26)

T—o0 0

la fonction de corrélation du signal x(t). La densité spectrale de puissance Sy(v) est égale

@ la transformée de Fourier de la fonction de corrélation C(1) du signal z(t), i.e.

TF[O(T)] = TF[z(t) * 2(t)] = z(v) x z(v) =| z(v) |*= Sp(v). (3.27)

Remarque importante: Ce théoréme n’est valable que pour les processus ergodiques
stationnaires d’ordre 2, c’est-a-dire une petite partie de ’ensemble des processus pos-
sibles. Il a toutefois le mérite de pouvoir relier expérimentalement les mesures statistiques

temporelles et les mesures spectrales des signaux.
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3.2.2 Processus non stationnaires

On ne pourrait arréter ici la liste des processus aléatoires sans revenir sur le cas des
processus non stationnaires qui semblent avoir leur importance dans 1’étude du bruit des
oscillateurs. Il semble naturel, en effet, de renoncer a la caractérisation des processus non
stationnaires par des méthodes spectrales pures. La stationnarité étant mise en cause, on
se doit de réintroduire le temps comme paramétre nécessaire & la description.

Rappelons que tout processus stationnaire z(¢) d’ordre 2 admet une décomposition

harmonique (dite de Cramer) de la forme [Flandrin 93] :

z(t) = /00 2 AX (v). (3.28)

o0

Cette décomposition s’apparente & une projection du signal z(¢) sur une base d’expo-
nentielles (appelées exponentielles éternelles) [Lacoume 83|, et posséde une propriété de

double orthogonalité dans le sens ol
(i) les exponentielles sont orthogonales :

[o¢]
/ e2imvte2imét gt — eQi””t|62i”§t >=0(v —¢§); (3.29)
— o0

(#) les incréments spectraux (ou bandes spectrales infinitésimales) dX (v) sont orthogo-

naux pour le produit scalaire défini par ’espérance mathématique” :

E (dX (v).dX (€)) = 6(v — €)T,(v)dédv. (3.30)

La propriété de stationnarité se traduit par cette double orthogonalité. L’interprétation
physique est alors de constater que les bandes spectrales ne « partagent » pas d’énergie
entre elles et que les propriétés statistiques mesurées pour chaque composante de Fourier
seront décorrélées les unes des autres.

La propriété de non stationnarité « la plus faible » consisterait & lever 'une de ces
deux orthogonalités. Dans ce cas, ou bien les bandes spectrales s’échangent de I’énergie et
alors les composantes de Fourier ne sont plus constantes, ou bien la base des exponentielles
éternelles ne constitue plus une « base intéressante » ou « base propre » permettant de
diagonaliser les propriétés statistiques du signal. En tout état de cause, ’hypothése de
non stationnarité se doit de conduire & une révision de la méthode spectrale de ’étude

des fluctuations.

7. Le lecteur pourra se référer a ’ouvrage de P. Flandrin pour plus de détails concernant cette relation
d’orthogonalité.
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3.3 Analyse de Fourier des signaux temporels

[’étude du signal issu de l'oscillateur est actuellement le seul « cheval de Troie » du
physicien pour permettre de décrire son fonctionnement. Si nous désirons caractériser
au mieux ce signal et I'obliger & nous révéler tous ses secrets, il est clair que la durée du
traitement et d’analyse est telle que I'on connaitra trés trés bien un signal ... qui n’existera
plus.

Les premiéres méthodes de traitement du signal ont pris en compte ce probléme en
essayant d’éliminer cet aspect temporel par 1'utilisation de I’analyse de Fourier. Elle est

née de la découverte du théoréme de Fourier relatif aux fonctions périodiques.

3.3.1 Théoréme de Fourier

Théoréme 3 Théoreme de Fourier

Soit z(t) signal périodique de période T. On montre que :

= 2 2
z(t) = Zan cos (WTM> + by, sin (an75> (3.31)
n=0

ou
1 T
ap = f/o z(t)dt (3.32a)
1 [T 2mnt
%-Tlxww%%F)ﬁ (3.32b)
17 . [ 2mnt
b, = f/o z(t) sin (T) dt. (3.32¢)

En utilisant la notation complexe, ces relations donnent

I 2imnt
z(t) = Z e T (3.33a)
n——od
1 T 2imnt
- —/)ﬂﬂaTi (3.33b)
T Jo
On vérifie que a9 = ag , o, = % et a_, = @,. Les quantités «, s’appellent

coefficient de Fourier et peuvent étre vues comme une projection du signal z(t) sur un
« vecteur » exponentiel. Les a,, représentent alors les coordonnées du signal sur la base
discréte infinie des exponentielles ; elles ont en plus le mérite de ne pas dépendre du temps

et on peut écrire:
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+o00o

z(t) = ) amleq(t) >, (3.34)
dans laquelle les vecteurs {|e,(t) >} = {exp(%Zt)} forment une base discréte infinie de

I'espace associé a x(t).

Il est important de se rappeler que la décomposition de Fourier n’est qu’une projection
du signal réel dans un espace particulier qui permet de faire « ressortir » des propriétés
physiques ou des invariants du signal (coefficients). Le produit scalaire de cet espace sera
donné par les | a; |?> qui représente une énergie. La métrique de 1’espace est reliée aux
propriétés physiques et on parle alors de contenu physique des propriétés métriques de
’espace [Lacoume 83].

Il est remarquable de constater que cette décomposition permet par ailleurs de déplacer
la notion d’infini, présente dans ’aspect temporel du signal, et de la placer dans le vecteur
de base de la représentation. Il y a une quantité énorme d’informations cachées dans les
vecteurs et 'extraction de ces informations nécessite certainement une autre projection,

surtout si le signal en question n’est plus tout a fait périodique.

3.3.2 Transformation de Fourier

Définition des espaces

L’espace dans lequel on peut définir la transformation de Fourier (TF) est appelé

L£2%(0,T), espace des signaux périodiques & temps continu.

Définition 14 Un signal f(t) est dit d’énergic finie si f € L%(R), c’est-a-dire, si

+o0
<t0is0>= [ sofd<c (3.35)
Définition 15 Un signal f(t) est dit de puissance moyenne finie si f € L2(0;T) , c’est-
a-dire, st
1 1 +o0o )
7 <fOIf ) >= 7 | (&) |7 dt < oo (3.36)

Définition de la transformation de Fourier

Définition 16 Soit f(t) une fonction sommable (au sens de Lebesgue). On définit la
fonctionnelle F, appelée transformation de Fourier (ou transformée de Fourier) par :
+0oo o
Flft)]=flv)= ft)e™™"dt. (3.37)
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On utilise également la notation [Roddier 78] :
fv) =< f{t)e7>™" >, (3.38)
permettant de généraliser la notation au cas des distributions?®.

Propriétés de la transformation de Fourier

Rappelons les principales propriétés de la transformation de Fourier utilisée dans I’ana-

lyse spectrale des signaux.

(i) linéarité:
((af(t) +bg() | ") = af(v) + bg(v) (3.39)

(i) translation temporelle:
<f(t . ,7_)‘ 672i7r1/t> — eQim/T <f(t) |672i7wt> (340)

(#ii) dérivation temporelle:
drf(t . .
<7d];(l )|e_2””’t> = (2imvt)" <f(t)|e_2””’t> (3.41)

Ces propriétés expliquent pourquoi cette transformation a été largement utilisée pour
I’analyse des signaux; les opérations usuelles des systémes électroniques se résument par
une superposition de retard, dérivation et intégration. Le probléme se pose alors pour le
produit de signaux, qui reste intraitable par cette transformation.

C’est d’ailleurs ainsi que I'on peut définir la TF de la fonction z(t) = cos(27/T) sur
R (la fonction n’étant pas sommable sur R), en la considérant comme une distribution a

SavoIr :

(t) =cos(2m/T) = Y 8t —nT)* fr(), (3.42)

n=—oo

ol * représente le produit de convolution et ol

fr(t): [0, 7] — [-1;1] (3.43a)
t — cos(27/T) (3.43b)

La notation ( 3.38) permet de rappeler la propriété projective de la transformation de

8. Notons que cette notation a également été introduite dans le cas du traitement statistique des
données.
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N A L

IAVARVARV, B t © _§(t—nT)

n=—

F1G. 3.3 — Les fonctions périodiques doivent étre traitées au sens des distributions pour
que l’on puisse leur associer une transformation de Fourier

Fourier. Ainsi, pour une famille de fonctions ou de distributions temporelles, elle réalise
une projection dans un espace continu (v €] — 0o;00|) oul les vecteurs de base sont des
exponentielles éternelles.

Toutefois, la transformation d’un produit existe et vaut

(F@) - g0)] 1) = f(v) * g(v), (3.44)

qui représente le produit de convolution de f(v) et g(v). Il faut cependant qu’elles satis-
fassent la propriété d’étre a support borné. Ce n’est pas le cas pour tous les spectres en
loi de puissance.

En revanche, les fonctions périodiques qui ont des TF (fonctions de Dirac) dont les
supports sont de mesures nulles rentrent a fortior: dans ces conditions. Dans ce cas, nous
sommes toujours strs d’avoir ’existence du produit.

Exemple:

si z(t) = cos 2ot on a z2(t) = 3 (1 + % cos 47TV0t), et

z(v) = % (6(v — o) +0(v + w)) (3.45a)
1 1
z(v) xz(v) = 3 (5(1/) +3 (6(v —2v9) +6(v + 21/0))) (3.45Db)

Comme le montre le petit schéma de la figure Fig. 3.4, la TF de signaux issus de pro-
duits (signaux non linéaires) existe si les signaux initiaux sont périodiques. Ceci améne
deux remarques importantes. Premiérement, la TF devient difficilement utilisable pour
d’autres signaux non linéaires (non issus d’une transformation linéaire). C’est une consé-
quence directe de la définition de la TF. Deuxiémement, on constate malgré tout qu’il
existe une classe de signaux (les périodiques) pour lesquels la non-linéarité peut-étre trai-
tée a partir de la TF (fonctionnelle linéaire). C’est trés encourageant pour 'étude des
signaux non linéaires quelconques: il peut exister une fonctionnelle permettant de rame-

ner le probléme & une étude linéaire. C’est 'esprit méme des calculs algébriques d’opé-
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s S

t
X * N
<=> * 1\ 1\ 1\ /r
t
associativité distributions

fonctions
a support
bornés

l :
‘: oui * oui

F1G. 3.4 — La TF d’un produit de 2 fonctions existe pour les fonctions périodiques traitées
au sens des distributions

rateurs différentiels utilisés en dynamique non linéaire®. C’est aussi dans le méme esprit
que Gardner |Gardner 67| réussit & montrer que la résolution de 1’équation non linéaire

de Kortevreg de Vries (KdV) était possible par une succession de calculs linéaires.

3.4 Conclusion

Le but de ce chapitre était double. Dans un premier temps, il était de rappeler les
concepts fondamentaux de la théorie du traitement du signal afin de bien comprendre le
contexte dans lequel les résultats des études statistiques doivent étre placés. Le deuxiéme
objectif était de mettre en relief le fait qu’un petit écart par rapport aux hypothéses de
stationnarité, d’ergodicité, de périodicité, de linéarité, etc. doit conduire a une révision
de I'outil mathématique des méthodes de décompositions spectrales de Fourier.

En remarquant que la transformation de Fourier n’est finalement qu’une projection
du signal dans un certain espace et qu’elle constitue & juste titre une bonne méthode
d’analyse, on se doit a présent d’utiliser les méthodes de projection du signal rétablissant

le paramétre fondamental qui décrit notre évolution, celui pour lequel on ne connait

9. Le lecteur pourra consulter ’exemple de Neyfey dans lequel il utilise une transformation pour
simplifier un systéme non linéaire en un systéme d’équations différentielles linéaires couplées [Neyfey 79,
p. 41].
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finalement rien, a part peut-étre son irréversibilité et son inexorable défilement : le temps.

La question est maintenant de proposer une solution. L’éventail des possibilités est a
la hauteur de la complexité du probléme. Pour pouvoir établir une voie d’investigation,
nous avons considéré le probléme des oscillateurs en détaillant dans cette premiére partie
I’objet que I'on manipule et les outils que 'on se donne. L’ére de la compréhension des
phénoménes en jeu dans les oscillateurs avec des méthodes liées a I’approximation linéaire,
qui ont certes fait leurs preuves, doit laisser place a I’ére de la précision des études par
une prise en compte totale de tous les phénoménes, aussi compliqués soient-ils.

La deuxiéme partie de notre travail propose une voie d’investigation de 1’étude des

oscillateurs et des phénoménes de synchronisation.

71






Deuxiéme partie

Propriétés générales des systémes
non linéaires
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Chapitre 4

Introduction générale sur les systémes
non linéaires

4.1 Mise en évidence de la non-linéarité des oscillateurs

Le modéle de base des oscillateurs décrit au chapitre 1 posséde une conséquence fonda-
mentale quant au fonctionnement de 'oscillateur : c’est un dispositif non linéaire. La seule
possibilité pour qu’il puisse exister est qu’il posséde une réponse qui dépend de ’ampli-
tude d’oscillation. Si les oscillations s’amplifient, il faut les atténuer; si elles s’atténuent,
il faut alors les amplifier pour que globalement le gain reste égal a 1.

Compte tenu de cette évidence, il est assez surprenant de constater que 1’oscillateur est
encore étudié par des techniques spectrales linéaires. Bien siir, I’argument selon lequel les
oscillateurs ultra-stables délivrent une fréquence « presque » parfaite suffit (certainement
a une certaine échelle) a les considérer périodiques et a utiliser de ce fait ’arsenal linéaire.
Cette période apparente n’est-elle pas le régime permanent d’un systéme totalement non
linéaire ou encore le régime transitoire d’un systéme doté de trés grandes constantes de
temps. Pour lever I'incertitude, une étude non linéaire de 1’oscillateur et de ses composants
peut permettre de nous renseigner et d’apporter des réponses sur 'origine du bruit en 1/ f,

origine difficile & mettre en évidence avec des méthodes linéaires.

4.1.1 La non-linéarité du résonateur a quartz

Le résonateur constitue le cceur de I'oscillateur. Une premiére approximation montre
que celui-ci peut se modéliser par un circuit RLC série en paralléle avec une capacité
due aux électrodes de contact (Fig. 4.1). Les éléments motionnels du quartz sont les
composants équivalents R,, L,, C, et la capacité C,, capacité paralléle due au diélectrique.

L’ordre de grandeur des valeurs R,, L4, C,, C, sont pour un résonateur a quartz a 5 MHz
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|Brendel 75, p. 55]:

R, = T74.4Q (4.1a)
L, = 5H (4.1b)
C, = 2.107%pF (4.1c)
Cy = 2pF (4.1d)
soit avec ces valeurs:
f ! 5,0329M H (4.2a)
= —— =137, Z, .2a

0 2n/L,C,
L

Q = 280 _ 90 (4.2b)
Rq

représentant respectivement la fréquence de résonance et le facteur de qualité.

S Lo Ro

|/
I\
%

F1G. 4.1 — Schéma équivalent du résonateur a quartz

Le résonateur peut avoir un comportement non linéaire a forte puissance d’excitation,
di entre autre aux coefficients élastiques du 3e et 4e ordre, piézoélectriques du 3e ordre, ou
polarisation électrique du 3e et 4e ordre [Gagnepain 72|. Dans ce cas, la fréquence propre
du résonateur dépend de l'excitation et présente un défaut d’isochronisme (Fig. 4.2).
Lorsque le régime d’oscillation est établi (amplitude constante), la puissance d’excitation
du quartz est quasi constante et le défaut d’isochronisme est moins significatif. Dans ce
cas, la non-linéarité du quartz est alors négligée. En revanche, pendant toute la durée du
régime transitoire de l’oscillateur (qui est d’autant plus long que sa qualité est meilleure),
la non-linéarité du résonateur est significative. Toute perturbation de ce régime transitoire
freinera 1’établissement du régime permanent. En extrapolant, on peut avancer que le
régime permanent des oscillateurs ultra-stables sera de plus en plus long a obtenir et que
cette difficulté sera proportionnelle & Q. L’hypothése de stationnarité deviendra de plus

en plus fragile.
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F1G. 4.2 — Défaut d’isochronisme d’un quartz & 5 MHz [Gagnepain 72, p. 114]

4.1.2 Régime multimodes de 'oscillateur

Le résonateur peut présenter plusieurs modes de vibrations qui peuvent étre des modes
de flexion, vibration longitudinale, cisaillement d’épaisseur, etc. En général, le mode d’ex-
citation choisi est celui ou les propriétés sont optimales. Malheureusement, la présence
des modes parasites proches du mode principal entraine des perturbations qui peuvent
conduire a un fonctionnement multimodes de 'oscillateur [Chronos 91|. Pour un systéme
bi-mode, on montre alors que le résonateur se comporte comme un systéme mécanique
soumis & un double puits de potentiel séparé par une position d’équilibre instable définis-
sant une séparatrice (Fig. 4.3).

Une particule de masse m soumise a ce type de potentiel V(x) non quadratique est
décrite par une équation différentielle non linéaire :

d*x oV (x)
mﬁ ~ T o

pouvant conduire sous certaines conditions de perturbations et de conditions initiales a

= —(@—2)(@ —22)" — (& —2)(z — 1)’ (4.3)

un comportement chaotique.
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V()4

séparatrice

oscillation sur
un mode

En effet, lorsque I’énergie totale E;,; est inférieure a E., le mode choisi sera une oscil-
lation entre 1'une des deux positions d’équilibre (x1 ou z5). Dans le cas o Ey,; = E,, une
transition d’un mode a l'autre pourrait avoir lieu de maniére chaotique sous I'influence
d’une perturbation extérieure. Ce phénomeéne est comparable & I'instabilité modulation-
nelle observée dans les lignes de transmission non linéaires [Remoissenet 94| ou dans les
systémes discrets non linéaires [Dos Santos 95|. Une énergie initiale localisée sur un mode
peut, par effets non linéaires et & partir d’un certain seuil, se délocaliser et affecter les

autres modes du systéme.

Nous avons étudié [Marquié 95a, Marquié 95b| la délocalisation de ’énergie des modes
par des méthodes numériques, et montré qu’elle était d’autant plus rapide que la non-
linéarité était importante. L’absence de délocalisation observée pour des faibles valeurs de
non-linéarité nous a conduit a supposer I’hypothése d’un seuil, sans pour autant écarter
I’éventualité de I'existence du phénomene pour des temps trés longs, mais que nous n’avons
pas observé faute de méthodes numériques efficaces.

Il est possible d’envisager 'existence de tels phénomeénes dans le cas des oscillateurs a
plusieurs modes de fonctionnement. Expérimentalement, on constate d’ailleurs fréquem-
ment le démarrage des oscillateurs sur des modes parasites. L’excursion de l'oscillateur
sur un mode parasite est certainement réalisée pendant des durées trés courtes, ce qui fait
que I'on considére cet effet comme un bruit. Insistons encore sur le fait que cet effet sera

d’autant plus significatif que le transitoire sera long, c’est-a-dire que 1'oscillateur sera de
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trés haute stabilité °

. A notre connaissance, il n’existe pas dans le contexte des oscilla-
teurs radiofréquences, d’études théoriques et surtout expérimentales de tels phénoménes
compte tenu de la durée de régime transitoire treés courte et des techniques d’acquisition
des signaux trop lentes et trop imprécises. C’est un probléme encore ouvert qui risque a
I’avenir d’apporter, non seulement de nouvelles propriétés relatives aux oscillateurs, mais

aussi des nouvelles formes d’utilisation des oscillateurs (échantillonnage rapide temporel).

4.1.3 Non-linéarités de ’amplificateur

La non-linéarité du systeéme d’entretien constitue la clef de voiite de I'existence des os-
cillateurs. Elle se manifeste par un régime de saturation de ’amplification. Il s’agit d’une
propriété reconnue par la communauté et elle donne lieu & un effort de recherche et de
compréhension important [Ferre-Pikal 97, Prigent 96]. Certains industriels et fabricants de
logiciels commencent également a considérer le probléeme de la non-linéarité des amplifica-
teurs comme fondamental. De maniére générale, la prise en compte des non-linéarités dans
les simulateurs est trés récente. De plus, la non-linéarité n’est traitée que partiellement
ou complétement isolée des autres éléments linéaires!!. Actuellement, il existe & notre
connaissance 2 deux simulateurs non linéaires assez récents fonctionnant dans le domaine
hyperfréquence : sérénade7 commercialisé par Compact Software INC |[Serenade7 98| et
Coplan proposé par IMST [IMST 98]. Ils sont tous les deux basés sur une méthode de
balance harmonique et possédent une limite de résolution qui ne permet pas de traiter le
cas des oscillateurs ultra-stables (4 107%).

L’amplificateur est le poumon de l'oscillateur dans le sens ol c’est lui qui fournit
I’énergie au résonateur qui en est son cceur. Il est également établi que certaines de ces
fluctuations seraient responsables des fluctuations (notamment celles en 1/f) de loscil-
lateur [Ferre-Pikal 97]. Méme, Leeson dans son modéle initial, introduit un bruit en 1/f
d’origine inconnue, mais certainement issu de ’amplificateur.

Ce phénomeéne est d’ailleurs amplifié dans le domaine des micro-ondes ot les non-
linéarités du résonateur sont quasi inexistantes, mais ou celles de I’amplificateur condi-
tionnent la stabilité des sources micro-ondes. La description détaillée des non-linéarités de

I’amplificateur sort du cadre de cette étude; le lecteur pourra consulter les travaux cités

10. Notons la situation paradoxale selon laquelle les effets non linéaires sont d’autant plus significatifs
que la qualité de l'oscillateur est bonne; oscillateur qui, dans ces conditions, est considéré harmonique
c’est-a-dire linéaire.

11. Le lecteur pourra se référer aux travaux de T. Blin [Blin 95] qui passe en revue les divers simulateurs
numeériques spécialisés pour 1’étude des oscillateurs a quartz.

12. Informations recueillies & ’occasion du Salon Hyper-RF, Paris, Janvier 1998.
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en référence pour une meilleure appréciation du phénomeéne.

4.1.4 Equation de base de I’oscillateur

En prenant compte de la non-linéarité de ’amplificateur, le fonctionnement type d’un
oscillateur & quartz est donné par une équation différentielle non linéaire [Brendel 75, p.
69].

Frwls = A1 —42)wed + e ((’y - 4302) i 8:1;x'2) (4.4a)
+  u(yl —42?) (w_o + wm’:) - w—ﬂz (Baca: + x2> : (4.4b)

ot I’ordre de grandeur des coefficients qui dépendent des caractéristiques de I’amplificateur
(paramétres g du transistor) et du résonateur (wg, Rg, Cg, Cp) est: A =1077, ¢ = 1077,
p=10"3et vy =1.

Lorsque I’on suppose la capacité paralléle du quartz Cy nulle, I'équation (4.4) se réduit

a une équation du type Van der Pol:

i+ wir = M1 — 42?)wpi. (4.5)

La partie droite de (4.5) correspond a un facteur d’amortissement pour lequel on constate

que:

— si amplitude est petite, le terme 422 est négligeable par rapport & I'unité ; ’amor-
tissement Awp et la vitesse sont de méme signe (amortissement négatif), conduisant

a une augmentation de 'amplitude.

— si Pamplitude est grande, le terme 422 devient prépondérant, engendrant un amor-

tissement positif et une diminution de ’amplitude.

Ceci suggére la possibilité d’un compromis entre ces deux états out I’amplitude n’augmente
ni ne décroit. Il s’agit d’un cas particulier ol le systéme est dit posséder un cycle limite
(Fig. 4.4).

Lorsque la valeur de A\ augmente (augmentation de la non-linéarité), le cycle limite
s’identifie & un cycle d’hystérésis caractéristique des oscillateurs & relaxation. Van der Pol
a d’ailleurs décrit avec ce formalisme les battements du cceur humain que nous avons
donné en exemple dans le chapitre 1. Dans ces conditions les oscillations présentent un

trés fort taux de distorsion (Fig. 4.5), signe d’une trés forte non-linéarité.
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Portrait de phase de I'oscillateur de Van der Pol
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F1G. 4.4 — Plan de phase de l’oscillateur de Van der Pol: (a) et (b): A =10,1; (¢c): A =4
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F1G. 4.5 — Non-linéarité de loscillateur et distorsion du signal; (a): A =4; (b): A =0,01

Sur la figure Fig. 4.6, nous avons réalisé une transformation de Fourier discréte ou FFT
pour des valeurs de A = 0.01 (faiblement linéaire), A = 0.1 , A= 4. La transformation de
Fourier discréte permet d’évaluer la transformée de Fourier a partir de données temporelles
échantillonnées. On constate également 1’évolution de la fréquence de la valeur de 1 Hz
(fréquence dans la limite linéaire A = 0), jusqu’a 0,3 Hz pour A = 4, ou l'on vérifie
la, décroissance en Tlﬂ de Pamplitude des harmoniques impairs et traduisant bien la
tendance du systéme & délivrer un signal presque carré (cf. Fig. 4.5 (a)).

Il est clair que le cas A = 4 est trés loin de la réalité des oscillateurs (A = 1077) mais
il est remarquable de constater le phénoméne suivant: si I'on admet que le résonateur
posséde une bande passante limitée, comment se fait-il qu’il puisse passer une gamme
aussi large de fréquence que posséde le signal carré. De plus, 'atténuation des composantes
hors bande devrait étre effective a chaque « passage » du signal dans le résonateur, ce qui

n’est pas le cas puisqu’elles sont encore présentes. Il se produit donc des phénoménes d’une
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extréme intensité capables de contrecarrer cette atténuation en permettant au signal de
passer dans la bande. La non-linéarité du systéme est responsable de ce phénoméne qui,
par une multiplication (et certainement aussi une division) de fréquences, raméne le signal
dans la bande passante du résonateur. Pour le cas de 'oscillateur a quartz réel (A= 10"7),
ce phénoméne existe également mais a plus faible échelle et surtout dans une échelle de
temps trés grande (de lordre de grandeur du régime transitoire) comparé a la période
d’oscillation.

Cette remarque permet de mettre 'accent sur 'importance des échelles de temps
multiples. Etant donné que les oscillateurs ultra-stables possédent des constantes de temps
importantes par rapport & leur période d’oscillation, ces effets non linéaires ne seront
prépondérants que pour des basses fréquences. Sont-ils alors a ’origine des problémes du

bruit basse fréquence?

4.2 Propriétés des systémes non linéaires

4.2.1 Définition d’un systéme non linéaire

Un systéme est dit non linéaire si la réponse R a une excitation extérieure ne vérifie

pas le principe de superposition, & savoir :

1= R(z1)
52 = R(z2) } = R(azy + bwy) # aR(z1) + bR(,) (4.6)
Exemple:
Bl) = o+ (4.7a)

R(azy + bry) = azy + bry + a’x? + 2abx1xy + b2x2 # aR(x1) + bR(x2) (4.7b)

D’un point de vue mécanique, un systéme non linéaire est caractérisé par une force non
proportionnelle a I’effet qui lui donne naissance. La loi de Hooke relative aux déplacements
n’est dans ce cas pas vérifiée. De méme, une équation différentielle non linéaire ne vérifie
pas le principe de superposition des solutions. Par exemple, I’équation du pendule pesant
non amorti est non linéaire :

2
2_1:5 + wi sinf = 0. (4.8)
La réponse du systéme au champ de pesanteur, matérialisée par la force F = mgsin 07

est une réponse non linéaire par rapport a 6, ’angle d’élongation.
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4.2.2 Linéarisation des systémes linéaires

De nombreux systémes non linéaires peuvent se ramener, sous certaines conditions, a
un systéme linéaire (ici, le cas sinf ~ 6 conduit & la propriété d’isochronisme des petites
oscillations). Toutefois, I'exemple du systéme soumis 4 un amortissement de type force
de friction de Coulomb [Andronov 66| constitue I’exemple méme du cas non linéarisable
(Fig. 4.7). La linéarisation du modéle de 'oscillateur a clapet ne peut expliquer le fait,
qu’indépendamment des conditions initiales, celui-ci tend vers un état d’oscillation. Ce
modéle est également a la base de la modélisation des tremblements de terre [Carlson 89|
dans laquelle intervient un réseau de N oscillateurs couplés et soumis & une force de
friction de Coulomb. Ces auteurs obtiennent d’ailleurs un exemple de « Self organized
criticality », qui est d’aprés Bak [Bak 87| une source de bruit en 1/f. Le bruit en 1/f
apparaitrait-il dans les systémes non linéarisables?

Dans ce modéle, on suppose une masse m soumise & un ressort et une force de friction
fo (supposée constante et inversement proportionnelle & la vitesse). Ainsi, la linéarisation

de la force ne peut se faire sans perte de contenu physique du systéme.

%
?: —f() Y F
liedl
Af
0
7
_— >
— W P v
/ " fo

F1G. 4.7 — Systéme non linéaire avec force de friction de Coulomb

4.2.3 Systémes non linéaires conservatifs

Les systémes non linéaires conservatifs se dégagent par leur propriété de conservation

d’énergie totale. Ils possédent des propriétés qui dépendent du nombre de degrés de liberté.

Concept de degré de liberté [Andronov 66]

Le concept de degré de liberté est introduit dans la théorie des oscillations a partir de
la mécanique, dans laquelle on entend par degré de liberté le nombre de coordonnées qui

définit complétement I’espace de configuration du systéme mécanique (espace des phases).
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Le pendule pesant sans amortissement posséde un seul degré de liberté car il est
complétement défini & partir de la seule connaissance de la variable 0 (Fig. 1.4). Les équa-
tions différentielles décrivant les systémes & un degré de liberté (au sens des oscillations)
s’écrivent :

Z+ f(z) =0. (4.9)

En multipliant (4.9) par & et en intégrant, on obtient:

/a’cg‘édt—i— /:bf(:c)dt —H, (4.10)

/ida’s—i—/f(:v)dx:?-[, (4.11)
soit :
L s () - (11)

La quantité # est appelée énergie totale ou Hamiltonien et F'(z) énergie potentielle
du systéme. Sachant que H est défini & partir de deux variables ( z,v = & de I'espace des
phases), et qu'’il existe la relation (4.12) les reliant entre elles, on vérifie que ’on obtient
un systéme a un degré de liberté. Le nombre de degrés de liberté est égal au nombre de
variables d’états de l’espace des phases diminué du nombre de quantités conservées au
cours du mouvement (appelées intégrales premiéres). On parle alors de systémes complé-
tement intégrables si le nombre de quantités conservées est égal au nombre de degrés de
liberté [Lichtenberg 91, p. 24].

Notion d’espace des phases [Neyfey 79|

L’équation (4.12) permet de relier les deux variables conjuguées v et z. On peut alors
complétement décrire le systéme dans ’espace des phases (x,v). Dans le cas du pendule
décrit par 1’équation (4.8), on a:

g

0+ wif(0) =0, avec f(f) =sinf et w?= T (4.13)

On a alors F'(#) = —cosf, et le plan de phase est alors donné par la figure Fig. 4.8. Le
sens des fléches provient de ’évolution temporelle paramétrique des variables x et v au
point considéré. Il existe deux évolutions différentes compte de tenu de 1’énergie totale H

associée aux conditions initiales:

- si H < E; — oscillations autour de la position d’équilibre

- si H > FE; — rotation compléte du pendule
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La position H = F, délimite deux comportements différents du systéme et est appelée
séparatrice. Elle se caractérise par un temps infini pour que le systéme puisse atteindre
la position d’équilibre instable § = 4+x. En effet, on montre que la période s’écrit dans le
cas H < Ey:

4 [2 1
T= —/ —d#, (4.14)
wo Jo 1—k2%sin@

ou k = sin %’" avec 0, 'élongation maximale. Cette intégrale elliptique de premiére espéce

[Abramowitz 70| diverge pour 6, = +.

L’espace des phases ou plan de phases permet d’éliminer la paramétrisation temporelle
des systémes dynamiques et de repérer les conditions critiques ot le systéme peut posséder
des variables divergentes (ici, la période T') associées a de grandes constantes de temps

du systéme.

F1G. 4.8 — Espace des phases ou plan de phase du pendule pesant non amorti
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4.3 Perturbation des systémes non linéaires

L’étude de la perturbation des modéles a toujours été un moyen puissant pour com-
prendre les effets observés dans les expériences ; méme si I’on ne connait pas exactement
les causes qui leurs ont donnés naissance. Dans le cas des oscillateurs, ’origine des per-
turbations peut étre de nature variée mais que l'on peut classer en deux grands groupes:
les perturbations aléatoires (bruit) et déterministes (signal dépendant du temps). L’étude
de l'influence des perturbations aléatoires est difficile dans les systémes non linéaires
[Mortensen 69]. Pour quelques cas particuliers, et sous certaines conditions, I’équation de
Fokker-Planck |Risken 89| permet de caractériser les variables par une densité de pro-
babilité 3. En revanche, pour les perturbations déterministes, de nombreuses méthodes
existent ne donnant que rarement la solution exacte!* du systéme ; elles apportent seule-

ment des résultats qualitatifs.

4.3.1 Perturbation d’un systéme intégrable & deux degrés de li-
berté

Un systéeme a deux degrés de liberté s’écrit comme une somme de deux systémes

totalement découplés. Dans le cas de deux oscillateurs, on a [Lichtenberg 91, p. 49| :

2 2
p
H(q1, g2, p1,P2) = 2—77’1L1 +wig + 2—7;2 + w3g; (4.15)
En posant :
pi = Jiv2m;cosb;, (4.16a)
Ji .
¢ = —sinb;, (4.16b)
Wy
on obtient :
Ho(J1, J2) = J; + J3, (4.17)

ou les variables (.J;, 6;);—1 2 sont appelées variables d’angle-action.

On obtient un résultat général concernant les systémes intégrables: I’'Hamiltonien
ne dépend que des variables d’action (J;, J2). Ce modéle peut étre celui d’un oscillateur a
deux modes ou deux harmoniques supposés totalement découplés. L’espace de configura-

tion d’un tel systéme est de dimension 3: 4 variables d’angle-action (J;, 6;);=1 2 moins une

13. Cette méthode posséde toutefois linconvénient de ne traiter que les fluctuations aléatoires
d—corrélées (bruit blanc).

14. Gonzales [Gonzalez 83| donne une solution exacte d’un oscillateur non linéaire excité périodiquement
par une distribution d’impulsions.
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due a l'intégrale premiére. Une fagon commode de repérer les systémes est la paramétri-
sation sur le tore dans laquelle les petits et les grands rayons correspondent aux actions
Ji et Jy constantes (Fig. 4.9). Il est possible d’associer un domaine fondamental au tore.
C’est un carré du plan dans lequel on identifie les cotés opposés. Les angles 6; sont donnés
par les axes x et y. Une trajectoire sur le tore est représentée par une droite d’équation
Yy = ax + b.

Considérons maintenant le systéme soumis & une perturbation 4, tel que:

H(J1, Ja, 01,02) = Ho(J1, o) + €M1 (T, J2, 01, 62), (4.18)

ot H(J1, Ja, 01, 02) est une fonction périodique des 6;.

Trajectoire périodique

0

F1G. 4.9 — FEspace des phases d’un systéme intégrable a deux degrés de liberté: le tore
T? = C* x C?, produit cartésien de deuz cercles

L’évolution générique d’un tel systéme est a présent bien connue grace au théoréme
KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser). On montre [Lichtenberg 91] qu’une petite partie des
trajectoires de l'espace des phases est réguliére, dans le sens ou elles sont liées aux
constantes du mouvement. La partie complémentaire posséde un comportement stochas-
tique ou chaotique.

Les trajectoires réguliéres sont les invariants du probléme, dans le méme sens ou les
coefficients de Fourier sont les invariants d’un systéme périodique ; elles possédent diffé-
rentes propriétés (Fig. 4.10) suivant I'importance de la perturbation et des propriétés des

parameétres :

. , . %1 . . .
— Si les fréquences sont incommensurables — ¢ Q , la trajectoire remplit la surface
)
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du tore (Fig. 4.10(a)). La dynamique est préservée.

Y . . , , .
—si 2 = P € Q , les trajectoires sont fermées de période p en 6, et g en 65. Le
w

2
tore est détruit (Fig. 4.10(b)). Ces résonances sont appelées résonances primaires.
C’est un phénomeéne de synchronisation entre les deux oscillateurs. La perturbation

provoque une dynamique périodique commune.

— Les trajectoires peuvent former des ilots de stabilité autour des résonances primaires
(Fig. 4.10(c)). Les ilots sont des tores, reflétant une certaine régularité de la dyna-

mique.

— Ces ilots ou petits tores peuvent & leur tour étre détruits de la méme maniére que
précédemment. Il s’agit du méme phénoméne mais a plus petite échelle. On obtient

alors des résonances secondaires (Fig. 4.10(d)).

— Et ainsi de suite ad infinitum.

P P, A

(b)

al
S

© IRC)

F1G. 4.10 — Intersection de la trajectoire du systéme perturbé avec une surface 8, = cte

La perturbation a des effets différents suivant les propriétés des oscillateurs (fréquences

incommensurables ou pas). Si le rapport est réel, les trajectoires ne sont pas modifiées et les
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oscillateurs ne sont pas perturbés par le couplage. Les tores sont préservés et on retrouve
un résultat classique selon lequel un oscillateur excité a une fréquence incommensurable
avec sa fréquence propre wy, ne sera pas perturbé. Par contre, on constate qu’il peut exister
toute une hiérarchie de phénoménes de résonances suivant le degré de rationalité des
fréquences. Ceci est une conséquence du théoréme KAM, qui associe cette hiérarchie aux
problémes de ’approximation des réels par les rationnels, et ici, on sent I'importance de
cette propriété pour I’étude de 'effet des perturbations sur un systéme presque intégrable,

« presque périodique » que constitue I’oscillateur ultra-stable.

Ce résultat, présenté dans le cas d’un systéme intégrable & deux degrés de liberté, est
valable également pour les systémes a un nombre quelconque de degré de liberté. L’étude
en sera plus complexe, mais le critére de rationalité sera le méme. Ce qui est fondamental
dans ce probléme, c’est qu'une perturbation infinitésimale (que 'on considére habituel-
lement négligeable) d’un systéme ot les rapports de fréquence sont rationnels peut avoir
autant d’influence qu’une perturbation macroscopiquement visible d’un systéme ou les
rapports sont réels. Ceci est encore une conséquence du théoréme KAM dans lequel la
présence de petits dénominateurs dans une fraction définissant des coefficients de pertur-

bation provoque une amplification infinie de la perturbation'®.

On a montré que les oscillateurs présentaient des comportements non linéaires condui-
sant entre autre a la génération d’harmoniques. Dans le cas des oscillateurs ultra-stables,
on essaie, par des méthodes de filtrage et de sélection de modes, de réduire au maximum
cette influence, ce qui est macroscopiquement réalisé compte tenu de leur pureté. Tou-
tefois, I’étude précédente concernant les systémes intégrables peut trés bien constituer le
modéle d’un oscillateur présentant deux modes (ou deux harmoniques) que 1’on suppose
souvent découplés. Ainsi, une perturbation (dans laquelle on peut englober tout le reste)
provoquera alors la destruction de la dynamique (couplage) des deux modes ; surtout s’ils

sont en rapport rationnel (ce qui est également souvent le cas).

A présent, le probléme est de quantifier cette perturbation dans le sens ou il faut lui
donner une valeur concréte. Cette étude est d’ores et déja vouée a I’échec puisque I'on ne
sait pas exactement quelle perturbation sera prépondérante ; et surtout on ne peut pas la
mesurer. En revanche, la seule chose que 1’on sache concerne le critére qui va 'amplifier.
Il s’agit d’un probléme de petit dénominateur équivalent au fait qu’il existera un rapport

rationnel ou presque rationnel entre les fréquences du systéme.

15. Le lecteur pourra consulter la partie relative du théoréme KAM dans [Lichtenberg 92].
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4.3.2 Perturbation d’un systéme non intégrable & un degré de

liberté

C’est le type de perturbation que I’on retrouve lorsqu’un oscillateur décrit par I’équa-

tion de Van der Pol (4.5) est soumis a une perturbation périodique w; proche de sa

fréquence de résonance wy. Dans ce cas, ’équation est :
&+ wpr = M1 — 42?)wod + € sin w;t.
Supposons :

x = Acos(wst + D),
T = —wsAsin(wst + D).

De ces deux équations (4.20a) et (4.20b), on tire:

f 9
A = x2+x—2,
wS

o = —arctan(

T
wsx )

En dérivant les variables A et ®, on obtient :

. in(wst + @) , ..
Ws
. S+ D) .
b — _%@wg@.

On peut alors réécrire (4.19) par

i+ wir = —2w, Az + M1 — 42%)woi + £ sinw,t,

ou ) )
A= "% ~ Wy — Ws.
2w
En reportant (4.23) dans (4.22), on arrive &
. 1 t+
A = —%(—Q%Ax + A(1 — 42?)wod + € sin wt),
ws
. t+@
o = —%(—Q%A:c + A(1 — 42wy + € sinw,t),
wS
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ou encore
A = 2Azsin(w,t+®) — A1 — 43:2)@:& sin(wst + @)
Ws
— < sin wst sin(wst + P), (4.26a)
wS
b = 22 (wst + @) + A (1 — 42w cos(wt + @)
= 2 wcos(w, oA x°)wod cos(ws
— £ Sinwtsin(wst + @), (4.26b)
Ws
soit :
- 2A . A1 — 42?)wei?
A = —wsA:w; + SIA e (cos(wst + @) — cos D) , (4.27a)
: 2A 5, A1 — 42?)woz . :
® = T oA R (sin(wst + ®) — sin @) . (4.27Db)

Les expressions de A et ® contiennent des termes en i”z¢ que 'on se propose de simplifier
de la maniére suivante. En se basant sur une technique basée sur la méthode multi-
échelles développée dans [Neyfey 79| et dans [Stratanovich 67| pour laquelle on suppose
A et & lentement variables par rapport & w,t, on peut montrer que les termes peuvent
étre remplacés par leur moyenne temporelle.

On montre aisément que:

B A2 2 42 2 42
T=F=0, 2= @@= g Yl (4.28)
2 2 2

et que tous les autres termes intervenant dans (4.27) sont nuls. Aprés simplification, on a

donc:
Awp A
0 (1—4A4%) + cos P, (4.29a)
2 Ws
€
= A in ®. 4.29b
+ 2wy A S ( )

Les deux variables A et ® vérifient un systéme d’équations différentielles non linéaires, et
il n’existe, & notre connaissance, aucune méthode permettant de résoudre analytiquement

ce systéme. On peut néanmoins le caractériser lorsqu’un régime permanent est établi, i.e.
A=d=0 avec &=, et A= A,. (4.30)

Dans ce cas (4.29) s’écrit :

Awp A
cos®y = —$(1-4Ag), (4.31a)
Sinq)o = —A()A, (431b)

Ws

93



Chapitre 4. Introduction générale sur les systémes non linéaires

soit :
(225)2 - (M;AO)a — 4A2))? 4+ A2A2 (4.32a)
= A2 /\ng(l —4A3) + A?| (4.32D)
ou encore , ,
(22) Aiwg = A2 |(1— 4422 + % (4.33)
En posant = A2, a = ﬁig’ b= % on obtient
a=xz((1—4z)* +b). (4.34)
Il s’agit alors de trouver z tel que:
a—br = x(1 — 4x)°. (4.35)

Par une étude graphique (Fig. 4.11), nous constatons que, quelles que soient les valeurs
de a et b, il existe au moins un point d’intersection (une valeur Ag). Ceci conduit & une
valeur de @, en utilisant (4.31b); sous-entendu l’existence d’une certaine condition de
synchronisation donnée par

2w, Ag A
1< 0B (4.36)

€
Cette condition est fondamentale et existe pour une plage de variation des paramétres ws,
Ay, A, et € qui peut étre importante. Remarquons qu’elle a d’autant plus de chance de se
réaliser que la valeur de € sera grande, c’est-a-dire que la perturbation sera importante.
Inversement, 1’oscillateur aura d’autant moins de chance de se synchroniser sur la pertur-
bation que celle-ci sera petite. Le détail de I’équation (4.29b) sera largement étudié dans

le prochain chapitre dans le cadre de I’étude PLL en régime non linéaire.

4.4 Notion de synchronisation

L’étude de la perturbation des systémes non linéaires, et plus particuliérement des
oscillateurs, effectuée dans les deux premiers paragraphes, a permis de mettre en évidence

deux propriétés importantes:

— Le rapport de fréquence intervient dans la dynamique oil se cotoient régularité et

chaos.
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F1G. 4.11 — Résolution graphique de la condition d’amplitude pour le régime permanent
de l'oscillateur de Van der Pol perturbé.

— La présence d’une zone dans laquelle s’effectue une synchronisation et pour laquelle

il semble y avoir un comportement régulier.

De plus, ces résultats sont génériques dans le sens ot ils interviennent quel que soit
le degré de liberté du systéme. Il vient alors une question importante. La plage observée
pour wy = wy (cf. paragraphe 4.3.2) est-elle observable pour tous les rapports rationnels.
Nous reviendrons sur cette question dans le prochain chapitre, en revanche il est établi

qu’un oscillateur perturbé décrit par

i+ wiz = M1 — 42?)woi + e sin O, (4.37)

o _ . , ,
avec 2 = % (resp. = 3wg) provoque une synchronisation que l'on appelle résonance
sous harmonique (resp. sur-harmonique). De méme que l'excitation par la somme de
deux signaux de fréquence 2; et {2y peut conduire & des résonances si wy = €2 + €25 ou
wo = 2y — (2y. Cette situation peut vite devenir non seulement trés complexe mais aussi

trés riche de phénomeénes multi-résonances a toutes les échelles [Neyfey 79|.

Dans ce domaine de recherche, il existe des études portant justement sur des phé-
noménes de synchronisation entre oscillateurs non linéairement couplés; voici un rappel

bibliographique (non exhaustif) de récents travaux réalisés dans le domaine.
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4.4.1 Sur la synchronisation des systémes

Observation historique de Huygens

En 1665, le physicien, mathématicien, astronome hollandais Christian Huygens (1629-
1695), a4 qui ’on attribue la découverte de ’horloge a balancier et du mécanisme a échap-
pement, observe un phénomeéne bien « sympathique » que nous rapportons en ses propres

termes (cité dans [Planat 96al) :

Being obliged to stay in my room for several days and also occupied in making
observations on my two newly made clocks, I have noticed a remarkable effect which
no one could have ever thought of. It is that these two clocks hanging next to one
another separated by on or two feet keep an agreement so exact that the pendulums
invariably oscillate together without variation. After admiring this for a while, I
finally figured out that it occurs through a kind of sympathy : mixing up the swings of
the pendulums, I have found that within a half hour they always return to consonance
and remain so constantly afterwards as long as I let them go. I then separated them,
hanging one at the end of the room and the other fifteen feet away, and noticed that
in a day there was five seconds difference between them. Consequently, their earlier
agreement must in my opinion have been caused by an imperceptible agitation of
the air produced by the motion of the pendulums. The clocks are always shut in
their boxes, each weighing a total of less than 100 pounds. When in consonance, the
pendulums do not oscillate parallel to one another, but instead they approach and
separate in opposite directions.

Il s’agit de I'une des premiéres observations de la synchronisation observée sur deux
oscillateurs couplés. Rappelons que ces phénoménes de synchronisation sont étudiés depuis
plus de soixante ans dans les domaines qui vont des oscillateurs RF [Adler 46|, micro-ondes
|[Kurokawa 73|, jusqu’aux sources laser [Buczek 73| et maser [Vanier 89]. Toutes ces études

font appel & un modéle d’oscillateurs couplés.

4.4.2 Absence de synchronisation dans les systémes linéaires

Le cas d’oscillateurs linéaires couplés linéairement, dans des conditions initiales non
particuliéres, ne peut conduire & un phénomeéne de synchronisation, si ce dernier n’était
pas présent dans les conditions initiales.

Exemple:

Considérons deux pendules pesants identiques, supposés linéaires de fréquence propre

wp et couplés linéairement par un ressort de raideur £ (Fig. 4.12).

Soit x1 et x9 les déplacements algébriques des pendules 1 et 2 suivant I’axe zx, par
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_— _ _ _
\Vi Vi \% \

1 2 1 2

mode antisymétrique mode symétrique
(mode du centre de masse)

F1G. 4.12 — Couplage linéaire de deux oscillateurs linéaires

rapport a leur position d’équilibre. On montre alors que ’on a'¢:

. k

T +wiry = —E(xl — o), (4.38a)
. k

.T.Q + ngg = —E(.ﬂ?z - .7)1). (438b)

Ce systéme linéaire se résout en posant S = x1 + x9 et A = 1 — 25 et devient alors

totalement découplé compte tenu des propriétés de symétrie, soit :

. )
A+ (wg + le) A = 0, (4.39a)
S+wisS = 0. (4.39h)

L’évolution temporelle de chaque pendule!” est une combinaison linéaire du mode sy-
métrique S (mouvement du centre de masse) et du mode antisymétrique A (mouvement
relatif par rapport au centre de masse). Les coefficients sont constants et dépendent des
conditions initiales ce qui rend impossible la synchronisation de phase (sauf s’ils sont déja
en phase a l'instant initial!). La synchronisation nécessite une certaine non-linéarité des

systémes.

4.4.3 Couplage d’oscillateurs non linéaires: éléments de biblio-
graphie

L’étude de la synchronisation d’oscillateurs non linéaires constitue un modéle de base

pour ’étude des couplages de lasers, des réseaux de jonctions de Josephson, de réseaux de

16. On suppose que la longueur ! est infiniment longue (rayon de courbure infini) pour considérer le
déplacement selon x.

2
17. Notons que chaque pendule pris individuellement constitue un oscillateur périodique si 32 € Q et
quasi périodique sinon.
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neurones, de phénoménes a onde a densité de charge, de méme que pour ’étude des sys-
témes biologiques, sans oublier les systémes électroniques sur lesquels nous reviendrons 8.

Ces travaux sont surtout de nature numérique et expérimentale, en remarquant toute-
fois la présence de résultats théoriques pour quelques cas particuliers possédant certaines
propriétés de symétrie. De Sousa |De Sousa Vieira 94| met en relief la synchronisation
d’oscillateurs (de fréquences propres différentes) sur une fréquence commune moyennant
un seuil de couplage. Elle I'applique d’ailleurs au cas de plusieurs PLL couplées qu’elle
assimile & des oscillateurs. Pikovsky [Pikovsky 96| propose une étude d’oscillateurs cou-
plés par un champ moyen. Il montre qu’il existe une synchronisation des phases a partir
d’une valeur critique de 'intensité du champ, et observe un comportement chaotique de
P’amplitude, comportement également remarqué dans [Lee 98|. Les résultats de Kocacev
[Kocarev 96| montrent que cette synchronisation peut aussi bien étre spatiale que tem-
porelle. Il entend par synchronisation spatiale 1’égalité des propriétés des oscillateurs ¢
pour i € {imin,imaz}, et évoque la synchronisation par chaos, synchronisation géné-
rale et synchronisation de phase (Ref [5-11] dans son papier). On parle aussi des phéno-
meénes de clusters (groupes d’oscillateurs possédant un comportement collectif). Aschwin
[Aschwin 92] met en avant 'importance de la symétrie des réseaux d’oscillateurs dans la
forme du couplage faible et dissipatif. La synchronisation par chaos a également fait ’objet
de nombreuses études depuis ’article original de Pecorra et Caroll [Pecorra 90]. De Sousa
[De Sousa Vieira 92| I’a également observée dans un réseau de DPLL (PLL discréte) et
propose une application pour la sécurisation des données. Amengual [Amengual 97| ob-
serve une synchronisation STI (Spatio Temporal Intermitting) dans laquelle il observe des
structures localisées dans le temps et dans ’espace, rapidement détruites dans le cas de
fort couplage. Citons enfin pour terminer un article trés récent de Lee [Lee 98| dans lequel
les auteurs étudient la synchronisation de phase de deux oscillateurs de Rossler & travers

une équation du type

¢+ Ksin® = Aw, (4.40)

dans laquelle @ représente la différence de phase des deux oscillateurs.

De fagon générale, les modéles d’oscillateurs utilisés sont les suivants:

— Oscillateurs de Rossler [Pikovsky 96, Lee 98]. Chaque oscillateur est décrit par 3

variables:

18. Pour plus de détails, le lecteur se dirigera vers les références [1-10] citées dans [Pikovsky 96] qui
exposent le champ d’application et d’observation des systémes synchronisés.
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ii = —WiY; — =z — SX, (441&)
g)i = w;T; + ay;, (441b)
Zi = o+ z(r —c), (4.41¢)

ou X représente le couplage entre les oscillateurs.

— Oscillateurs de Lorentz [Kocarev 96|

;= oy —x;) +ef (@i, Tic1, Tit1), (4.42a)
Vi = T — Y — L%, (4.42b)
4 = miyi— bz, (4.42¢)

ou f(x;,xi_1,T;y1) représente le couplage entre les plus proches voisins.

Dans les deux cas, on définit la phase de I'oscillateur 7 par:

¢i(t) = arctan (i:g;) : (4.43)

et on considére son évolution en posant

$i(t) = wi +G({4;}), (4.44)

ol G est une fonction non linéaire des ¢; qui se trouve étre souvent G(¢;, ¢;) = sin(¢; —
¢;) |Pikovsky 96, Lee 98|. Ceci permet de pour pouvoir modéliser certains dispositifs

expérimentaux relatifs aux effets physiques cités en début de paragraphe.

Conséquences et questions nouvelles

A Tinstar de ces nombreuses et récentes études concernant les systémes non linéaires

faiblement couplés, il semble qu’il y ait quelques questions apparemment sans réponses :

— Existe-t-il réellement certaines formes de synchronisation de phase, collective, lo-
calisée dans l'espace, temporellement, ou spatio-temporelle dans les oscillateurs?

Comment les observer, en extraire les propriétés et en proposer des applications?

— Pourquoi cette importance de la phase par rapport a4 I’amplitude? On observe plus
de régularité et de fluctuations dans la phase que dans I’amplitude. Est-ce la raison
pour laquelle les fluctuations de phase sont plus importantes que les fluctuations

d’amplitude?
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— Le fait d’avoir des oscillateurs de plus en plus stables va-t-il amplifier les phénoménes
de résonances harmoniques (condition de faible non-linéarité dans le théoréme KAM)

et de synchronisation (condition de faible couplage observée dans les simulations)?

4.5 Conclusion

Aprés avoir rappelé la non-linéarité des oscillateurs et les propriétés des systémes

faiblement perturbés, on met en évidence:

— L’importance de la rationalité des fréquences d’autant plus significative que les os-

cillateurs sont stables.

— La présence d’une zone de synchronisation bien modélisée par une équation du type

(4.40), et pour laquelle la phase est « constante ».

Il s’agit d’utiliser les méthodes adaptées aux systémes non linéaires contenant ce type
d’équation de phase que ’on se propose de décrire dans le chapitre suivant avant de les

appliquer expérimentalement (3€ partie).
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Chapitre 5

Caractérisation de la dynamique
non linéaire

Les systémes linéaires obéissent au principe de superposition, et possédent une sorte
de propriété de « conservation des fréquences ». Le signal de sortie ne contient jamais de
« fréquences » non présentes en entrée.

Un processus non linéaire n’obéit pas a ce principe et ne posséde pas cette propriété
de « préserver » les fréquences. Il ne peut étre complétement caractérisé par la réponse
impulsionnelle et la réponse en fréquence des éléments.

Il s’agit alors de rechercher les lois de conservation des systémes afin d’en extraire les
propriétés et les appliquer. Mais, a I’heure actuelle, la puissance des méthodes décrivant les
effets des systémes linéaires sur les signaux dans les deux domaines temporel et fréquentiel
n’a pas d’équivalent pour le traitement des processus non linéaires.

Quelques méthodes existent, elles s’appuient le plus souvent sur des considérations
géométriques. Nous nous proposons de les décrire en les appliquant a notre contexte

d’étude des oscillateurs et de la synchronisation.

5.1 Meéthodes classiques

C’est, souvent ’application concréte que I'on veut en tirer qui détermine la méthodo-
logie d’étude et de caractérisation des systémes non linéaires. Si I’on désire déterminer
les propriétés des cycles limites, on choisira les méthodes asymptotiques. Si ’on veut le
niveau de chaoticité et de stabilité d’un systéme, on utilisera une méthode basée sur le
calcul des exposants de Liapunov. Notre choix d’étude étant basé sur les phénoménes de
synchronisation et de périodicité, nous avons choisi celles adaptées que nous exposons

dans ce paragraphe.
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5.1.1 Section de Poincaré

On utilise la section de Poincaré [Guckenheimer 83, p. 23] et |Lichtenberg 92, p. 17|
pour étudier les systémes presque périodiques. Ces systémes possédent des quantités
« presque » conservées qui permettent de réduire leur dimension d’étude. La section de
Poincaré s’identifie & une projection de la trajectoire dans un espace de dimension infé-

rieure mais possédant encore des propriétés initiales (Fig. 5.1).

P(C)

F1G. 5.1 — (a) La projection P;(C) conserve toutes les propriétés de C, contrairement a
Py (C). (b) Section de Poincaré d’un systéme de période 3. La section ¥, met en évidence
cette période 3 (Xii3n = X;) , alors que Yo ne montre qu’une certaine périodicité (Yiyon =
;)

Par exemple, l'oscillateur de Lorentz (cf. chapitre 4) est un systéme a trois degrés de
liberté, mais qui en fait est de dimension 2 [Bai-Lin 88, p. 331].

La section de Poincaré est construite en prenant une surface transverse a la trajectoire
dans I’espace des phases. Elle remplace le systéme dynamique avec une variable temporelle
continue en un systéme avec une variable discréte. C’est une visualisation stroboscopique
par échantillonnage du systéme avec une paramétrisation qui doit étre judicieusement
choisie pour accéder au maximum d’informations. C’est une méthode trés intéressante
dans le domaine du temps-fréquence car elle permet d’observer les fluctuations de période

(fluctuations des points de la section).

5.1.2 L’application standard

Cette application (Chirikov-Taylor mapping) a été étudiée par Chirikov [Chirikov 79|
pour estimer la transition vers le chaos des systémes réguliers (d’ott son nom « carte

standard »). Il s’agit d’une section de Poincaré du modéle de I’ oscillateur conservatif.
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Considérons 1’équation

0 +sinf = 0, (5.1)

que ’on transforme en un systéme s’écrivant :

0 = I, (5.2a)
I = —sind. (5.2b)
En posant
) = w’ (5.3a)
: I — 1,
I = % (5.3b)

on trouve le modéle standard bi-dimensionnel :

Inyi = I, — hsin6,, (5.4a)
0’!L—|—1 == Hn + h’IVH—la (54b)

dans lequel I,, s'identifie aux variations de vitesse angulaire et #,, aux variations de ’angle
de rotation.

La limite h — 0 donne le systéme différentiel (5.2) dont I’espace des phases est donné
par la figure Fig. 4.8. Pour obtenir la carte standard, on trace I, = f(6,) pour chaque n.
La figure Fig. 5.2 présente la carte standard pour des petites valeurs de h: (a) h=0,01;
(b) h=0,5. Pour h = 0, les trajectoires sont des droites I, = Iy ¥V n. On les appelle tores
invariants parce que la dynamique n’est pas perturbée par la non-linéarité. Lorsque h
augmente (augmentation de la non-linéarité), les trajectoires forment des ilots autour des
trajectoires périodiques. Sous certaines conditions, une sous-structure invariante apparait
et détruit la régularité. La figure Fig. 5.3 présente le systéme pour de grandes valeurs de i
((a): h=1; (b): h=1,32). L’augmentation de h engendre une destruction progressive de la
régularité du systéme. Une grande richesse de structure apparait a toutes les échelles. La
distribution de points aléatoires proches des séparatrices est une signature des premiéres
apparitions du chaos. C’est un résultat important relatif aux systémes non linéaires. La
figure (b) montre I’état de chaos généralisé issu de la destruction des sous-structures a

toutes les échelles.
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Application standard

tores invariants

_n

3
theta_n

Application standard tores détruits

apparition de
sous structures
invariantes

_n

F1G. 5.2 — Application standard : destruction des tores

Cas particulier de l’oscillateur de Van der Pol perturbé

On peut établir [Planat 93] la carte de I’oscillateur de Van der Pol perturbé décrit par
I’équation (4.19):

&+ wpr = M1 — 42?)wod + € sin w;t. (5.5)
La méthode consiste a établir une section de Poincaré sur le systéme (4.29):
: AwpA
A = 20 (1—44%) + cos @, (5.6a)
2 Ws
b = A+ QCiA sin . (5.6b)
En posant
X q)n - (bn
b =——, (5.7)
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apparition du chaos
proche des séparatrices

_n

(@)

» destruction des
3 4 5 6 sous structures
theta_n réguliéres

Application standard

chaos généralisé

_n

(b)

3
theta_n

F1G. 5.3 — Application standard : chaos et structure

avec h = i—:r, la phase ®, lors du cycle limite (Ay = cte) décrit, pour chaque pas h

correspondant a la fréquence rapide ws, I’équation (modulo 27) :

(I)n+1 - (I)n € :
iT =A+ o ASm P, (5.8)
By = By + 270 L T G (5.9)
n+l — *n W, ng n- .
En posant
Wo e
Q=— et c=——, 5.10
m et c o2 (5.10)
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Chapitre 5. Caractérisation de la dynamique non linéaire

il vient

b1 =D, 4+ 27Q + csin @,,. (5.11)

Cette carte porte le nom de carte d’Arnold. Elle constitue un modéle générique des pro-

priétés des « modelockings » [Jensen 84| et des phénoménes de synchronisation.

Autre critéres de caractérisation des systémes non linéaires

Citons pour information quelques critéres de caractérisation que nous n’avons pas
personnellement utilisés dans nos travaux mais qui 'ont été, entre autre, par C. Eckert
[Eckert 96| et R. Nigmatullin [Nigmatullin 97| (dans le cadre d’une collaboration avec M.

Planat) pour obtenir des propriétés relatives aux fluctuations de fréquence des oscillateurs.

L’exposant de Liapunov Les systémes chaotiques possédent la propriété de sensibilité
aux conditions initiales. Un systéme est chaotique si, partant de deux conditions initiales

x1(0) et x4(0), il existe A > 0 appelé exposant de Liapunov, tel que (Fig. 5.4):

| 22(t) — 21(t) = € [ 22(0) — 2.(0) | - (5.12)

x ()

x,(0)

F1G. 5.4 — Sensibilité aux conditions initiales d’une trajectoire chaotique mesurée via l’ex-
posant de Liapunov A

Exemple: Considérons I’application X sur le cercle C*:

X:0' — ! (5.13a)
0 — 20 [2n] (5.13b)

En prenant deux conditions initiales 8y et 6y + ¢, la niéme itération s’écrit
X"=2"0y ou X" =2"(6)+c¢), (5.14)
et, 'on a
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| X" (0 +¢) — X"(0) |= 2" = ™2 "c. (5.15)

C’est une application chaotique avec exposant de Liapunov de A = In 2.

Notion d’entropie Comme dans le cadre de la thermodynamique, cette notion est une
mesure du degré de désordre dans le systéme [Gutzwiller 90, p. 148]. Le calcul de I’entropie
se fait en considérant un volume V que 'on partitionne en A; volumes disjoints suivant
une application . Une mesure probabiliste p(A;) des propriétés dans chaque volume

élémentaire A; permet de définir ’entropie A par:

h(z) = = 3 p(Ai) In(u(Ay). (5.16)

Prenons 'exemple de la figure Fig. 5.5, dans lequel on s’intéresse a la probabilité de
présence de la particule dans chaque quadrant du carré. La notion de désordre est plus

importante dans le cas (b) car ’entropie h est plus grande.

En appliquant cette méthode pour compter les points d’intersection de la trajectoire
d’un systéme avec la section de Poincaré 3 (cf. Fig. 5.1), cette mesure permet d’évaluer
I’entropie des attracteurs dans I’espace des phases. Elle renseigne sur la facon dont ’ap-
plication de Poincaré divise I’espace des phases, c’est une information qui peut étre reliée
aux fluctuations de la périodicité de I’application.

La caractérisation des systémes non linéaires peut également se faire par d’autres mé-
thodes, comme la dimension de corrélation, dimension de Haussdorf, mais elles sont plutot

associées aux propriétés fractales des attracteurs relatives a4 ’étude des séries temporelles.

F1G. 5.5 — Mesure du désordre par le concept d’entropie. La configuration (b) posséde une
entropie plus élevée
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5.2 Notions d’invariance d’échelle

5.2.1 Introduction

Nous avons constaté que 'application standard possédait une structure similaire a
toutes les échelles. Ce concept d’invariance d’échelle a pris une importance considérable
depuis la découverte des fractals par B. Mandelbrot. En effet, plusieurs raisons ont fait

prendre conscience de cette invariance dans les systémes non linéaires:

— Les méthodes de traitement d’équations différentielles non linéaires peuvent se faire

a partir d’'une méthode d’échelle de temps multiples.

— Les ilots de stabilité dans les systémes hamiltoniens perturbés sont donnés par une
infinité de tores KAM & toutes les échelles dans I’espace de phases [Bai-Lin 88, p.
631].

— L’exposant de Liapunov est relié aux propriétés des fractals |Lichtenberg 92, p. 476].

— La notion de « Self Organized Criticality » serait a l'origine des structures fractales
et du bruit en 1/f [Bak 88].

Le concept d’invariance d’échelle semble avoir un intérét certain pour la compréhension
du bruit en 1/f. D’autant plus que la variance d’Allan o, (7) présente un palier ' pour le
bruit en 1/f. Cela veut dire que concrétement la caractérisation du palier ne dépend pas
du temps de mesure 7, et qu’'une partie du signal comprend autant d’information que la

totalité. Les fractals possédent ce type de propriété d’'invariance d’échelle.

5.2.2 Les fractals

L’ensemble le plus simple de structure fractale est I’ensemble de Cantor dont la régle

de construction est la suivante (Fig. 5.6).
— On choisit un segment de longueur 1.
— On coupe le segment en trois et on enléve le morceau central.

— On recommence 'opération pour chaque segment ad infinitum.

Soit m, le nombre de morceaux aprés opération et s le rapport de similitude entre la

taille n et n 4+ 1. On définit alors la dimension fractale D par:

19. Supra Chapitre 2
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| | 7]

p— p—
— . —
I
I
1
ensemble de Cantor
In3 d= In8 _
d= E—O 63 cube n2
carré
d=1n4_, —_—
In2

— droite
4=n2_,
In2

F1G. 5.6 — Quelques objets et leurs dimensions fractales

Inm
= 5.17
Ins ( )

1n2

Pour I’ensemble de Cantor, on a D = = 0.63. On vérifie que pour un cube, D = 3,

pour un carré D = 2 et pour une droite D = 1. On peut également construire des courbes

fractales comme la courbe de Koch (Fig. 5.7).

Fi1Gc. 5.7 — Courbe de Koch

La dimension fractale se calcule par le méme principe et vaut D = 1“—3 1.26; on
montre d’ailleurs que sa longueur tend vers I'infini.

Toutefois, si 'on posséde une régle de longueur €, on peut évaluer sa longueur et nous
serons dans un cas trés particulier d’'une mesure ou le résultat dépend de la longueur de
la régle. Il s’agit en fait d’une propriété des objets fractals. La dimension fractale D d’une

courbe de longueur L mesurée avec une régle de longueur ¢ est donnée par:
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Chapitre 5. Caractérisation de la dynamique non linéaire

D=1+p=1-—. (5.18)

Cette méthode a été utilisée pour caractériser le bruit par une mesure de la dimension
fractale des différents types de bruit [Vaterkowski 85]. De méme Yasue [Yasue 96| pro-
pose une méthode numeérique pour relier la dimension fractale et I’exposant d’une série
temporelle en loi de puissance.

Toutefois, les auteurs sont restés réservés quant a la réelle utilité de cette forme de
caractérisation des oscillateurs. En effet, méme si I’on connait la dimension fractale, on
ne pourra en déduire une théorie du fonctionnement réel de 'oscillateur. Ce n’est pas
dans le bruit qu’il faut rechercher les propriétés fractales mais dans le modéle utilisé pour
I’étudier. C’est pour cette raison qu’il semble que I’étude du mapping d’Arnold et de ces
zones de synchronisation mérite d’étre présentée afin de mettre en évidence une certaine

invariance d’échelle.

5.3 Etude du mapping d’Arnold

La carte d’Arnold, qui fait partie de la classe des applications du cercle (circle map),
modélise une certaine vision stroboscopique de la phase ®(¢) liée, par exemple, a 'oscil-
lateur de Van der Pol perturbé (4.19). La phase de correction ®(¢) est observée avec une

fréquence d’échantillonnage w; liée a la fréquence de la perturbation. Le mapping est
D, 1 =D, + 27Q + csin D,,, (5.19)

ou 2 et ¢ sont donnés par I’équation (5.10).

L’étude de ce mapping va nous apporter une quantité importante d’informations re-
latives au fonctionnement de l'oscillateur perturbé, de la boucle de phase en régime non
linéaire et de I’étude de la phase d’un oscillateur dans un réseau d’oscillateurs. En fait ces

trois études possédent des propriétés communes qu’il nous faut caractériser.

5.3.1 Nombre de rotation

On définit une quantité v appelée nombre de rotation, valeur moyenne des variations

de phase normalisées par 27, par:

. Ppi1 — . -
= Jim v(n) ,}5202 = m T (5.20)
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5.8. Etude du mapping d’Arnold

Il s’agit d'un paramétre sans dimension qui posséde suivant la valeur de c¢ les propriétés

suivantes:

—cas ¢c=0.0Onav =Q. SiQ =p/g € Q il s'agit d’'un mapping périodique.
Sinon il est dense et remplit tout le cercle [0, 27]. Il s’agit de la méme propriété que
I’évolution de la trajectoire d'un systéme hamiltonien & deux degrés de liberté cité

au paragraphe 4.3.1 (cf. Fig. 4.9).

— cas ¢ < 1: Si Q = p/q, le mapping est convergent vers un unique g-cycle:

fo( @) =®i+p Vi=0,...,q— 1. (5.21)

— cas ¢ > 1: L’étude du cas ¢ > 1 est un cas intéressant par sa complexité. Ici,
le mapping n’est plus inversible. Les caractéristiques des paliers dépendent de la

condition initiale ®,.

Pour étudier cette carte, considérons la fonction f(®) = ® + 27 — csin ® sur [0, 27]
avec 2 € [0,1]. On a f'(®) =1 — ccos ® qui peut étre nulle si cos® = 1/c < 1. On peut
alors étudier cette application par la méthode classique consistant a établir les termes
successifs du mapping ®,, par intersection de la courbe f(®) avec la droite y = ® (Fig.
5.8). Lorsque ¢ < 1, f'(®) n’est jamais nulle et le mapping est inversible. Dans ce cas, le
nombre de rotation est unique et indépendant de la condition initiale ®,. Il y a donc une
perte de mémoire du systéme. Si Q2 =p/q € Q, il s’agit d’une orbite périodique. Sinon,
le rapport €2 doit satisfaire des conditions d’irrationalité pour que ’orbite soit dense, c’est-
a-dire qu’elle prenne toutes les valeurs possibles. On présente sur la figure Fig. 5.8 le cas
d’une application de période 3. La non-inversibilité du cas ¢ = 2.3 est caractérisée par la

présence de la dérivée nulle.

5.3.2 L’escalier du diable

Sil’on trace v en fonction de €2 pour ¢ < 1, il existe une petite région autour de chaque
2 = p/q ot v tend vers p/q, et dont la largeur dépend de p/q. On obtient alors un escalier
appelé « escalier du diable » (Fig. 5.9).

Les régions ou le nombre de rotation est constant sont appelées plages de synchroni-
sation (ou mode lockings). Ce sont des valeurs constantes du nombre de rotation (valeur
moyenne de A® = &, — d,,), quelles que soient les petites variations autour de Q. C’est
un phénoméne de synchronisation, muni d’une propriété de stabilité structurelle, c’est-a-

dire d’une invariance par rapport au paramétre . Etant donné qu’il y a une infinité de
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0}

n+1

o}

T T
| |
q?;kﬂ q?§k+2 q?§k+3

F1G. 5.8 — Un exemple de cycle limite pour ¢ = 1 tracé a partir d’une condition initiale
®y. Nous avons également porté la forme de la fonction f(®) pour différentes valeurs de
c.

1/1
0Bb P . e -
O s RS RSN S -
(2 SRR 3,0/ S M
0.2 - e SRR R R ) oA S H
o/ parametres: 0.d0,1.0d0,1.0d0,0.d0,0.16d0,50,1000,1.d-7

0 i i i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Q

FI1G. 5.9 — L’escalier du diable

rationnels entre chaque rationnel, il existe une propriété d’invariance d’échelle dans cette

synchronisation (détail de Fig. 5.9).

Observation de 1’escalier du diable en physique
Citons quelques expériences ayant mis en évidence ce phénoméne [Bak 88].
— Caractéristique courant-tension d’une jonction Josephson

— Oscillation de réactions chimiques complexes
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5.8. Etude du mapping d’Arnold

— Nous détaillerons également des escaliers du diable que nous avons obtenus avec des

expériences de synchronisation (cf. paragraphe 7.2.1).

Propriété de l’escalier pour ¢ =1

La valeur critique ¢ = 1 est trés bien caractérisée. L’escalier est complet et correspond
a un ensemble de Cantor de dimension fractale D = 0, 87 [Jensen 84|. C’est une propriété

d’universalité dans le sens ol n’'importe quel mapping

Bpy1 = Oy + 200 + F(®y), (5.22)

avec f(®,) périodique, possédera les méme caractéristiques. Cette propriété est a rappro-
cher de celle du modéle standard. On est en présence d’un phénomeéne universel puisque
n’importe quelle fonction aussi compliquée soit-elle (ce peut étre toutes les perturbations

périodiques qui existent dans un oscillateur) donnera ces résultats.

5.3.3 Stabilité structurelle de la synchronisation

Nous avons étudié la stabilité structurelle des rapports en fonction d’une perturbation
pour pouvoir évaluer son influence sur la dynamique compléte. Dans le cas d’un cycle

limite v = p/q, le mapping peut alors s’écrire

Oni1 = Pn + 271 + £(n), (5.23)

s'il est soumis & une petite perturbation &(n).
Cette application s’étudie graphiquement avec la fonction y = x+2nv+¢. Considérons,

sans perte de généralité du probléme, le cas v = 1/2, cycle de période 2 (Fig. 5.10).

¢n+1
2n
usion
wniene
€
7/
7 | |
L7 [
s | |
4 I I
’ ! ! 211
0 b, e=0 ¢ ¢ g<<1 e<l

F1G. 5.10 — Cycle limite et son évolution sous l’effet d’une perturbation
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Si on suppose € = 0 (a), le 2-cycle est constant et les valeurs de ¢,, sont alternativement
01, G2, 1, o, etc. Le cycle matérialisé par le carré est fixe. Nous allons nous intéresser a
son évolution, ou « évolution collective » des valeurs ¢, et ¢, du 2-cycle.

Supposons ¢ << 1 (b), Ieffet de la perturbation se traduit par un déplacement global
du cycle le long de la diagonale y = z. Si la suite ¢,, est composée alternativement de —e
et de +¢, une simple considération graphique montre que la valeur du nombre de rotation
reste v = 1/2. Le systéme est stable structurellement.

Si on suppose que la suite £(n) posséde des valeurs de +¢ et —e chacune équiprobable,
le cadre représentant le cycle limite peut alors se déplacer dans les deux sens le long de la
diagonale. Le centre du cycle I effectue un mouvement brownien a une dimension. Ainsi
rappelé dans le chapitre 4, la distance moyenne parcourue par une particule soumise
a un mouvement brownien augmente. Il existe donc un instant ou le cycle se trouvera
proche de 'un des coins du carré. Il prendra la configuration (c) et fera apparaitre une
troisiéme valeur de la phase ¢3. Il apparait un défaut analogue a un saut de phase, qui
a nécessairement des conséquences dans la périodicité du systéme et dans la valeur du
nombre de rotation.

Le probléme est alors celui du mouvement brownien du centre I du cycle, qui est
décrit dans un intervalle que 1’on normalise & [0,1]. Nous avons étudié la propriété d’une
telle marche aléatoire avec des valeurs différentes du pas e. La figure Fig. 5.11 présente
le spectre d’une telle marche pour différentes valeurs de €. Si on a ¢ << 1, il s’agit d’une
marche aléatoire normale ne comprenant que trés peu de rotations de phase. Le spectre de
fluctuation de la position I est conforme aux résultats de la figure Fig. 5.11(a) et présente
une loi en 1/f2.

Lorsque le pas augmente, il existe une probabilité de plus en plus grande pour qu’il y
ait le saut de phase, conduisant dans le cas limite & une valeur de I totalement aléatoire,
résultat d’un saut de phase permanent. La figure Fig. 5.11(d) montre que le spectre tend
vers un spectre blanc synonyme de cette dynamique aléatoire.

On peut proposer une interprétation physique de ce résultat dans le cas du bruit
des oscillateurs. Il s’agit d’un résultat relatif & une perturbation du cycle limite de la
synchronisation, c¢’est-a-dire du régime ou il semble y avoir une certaine régularité. On
montre qu'un bruit blanc provoque des fluctuations de type 1/f% — f° dans I’évolution du
centre du cycle (évolution collective des différents points du cycle limite). Ces fluctuations
passent d’une pente en 1/f? en une pente en f° au fur et & mesure de 'augmentation
du pas et a ’approche de la possibilité de saut de phase. Nous verrons dans le chapitre 6

que lorsqu’un systéme se situe prés d’une zone de désynchronisation, des sauts de phase
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F1G. 5.11 - Mouvement brownien pour I € [0,1]. (a)e =0,01; (b)e=10,3; (c)e =0,6;
(d) e =1,5

appelés « cycle skipping » peuvent également apparaitre sous 'effet d’une perturbation.
On congoit que le bruit blanc nécessaire puisse étre d’origine thermique et que sa valeur
constante, a une température donnée, suffise & supposer ’existence de ce phénoméne sur

la phase de V'oscillateur. Cet effet reste malgré tout 4 montrer expérimentalement.

Il est envisageable de le mettre en évidence en regardant les fluctuations d’'un systéme
physique, proche de la limite d’une zone de synchronisation. En effet, puisque cet état phy-
sique des paramétres est équivalent & une grande valeur du pas, on doit pouvoir trouver
un spectre différent des spectres en 1/f2 et f;. Nous avons réalisé des expériences trans-
formant les fluctuations de type bruit blanc en fluctuation en 1/f. Nous les présenterons

dans le cadre du chapitre 6 relatif a 1’étude de la PLL en régime non linéaire.

Ce paragraphe destiné a caractériser la stabilité structurelle des rapports nous a permis
de mettre a jour un résultat que nous estimons intéressant. La dynamique d’une variable
donnée peut provoquer les transformations du bruit de marche aléatoire (en bruit blanc
dans le cas limite), si une perte de stabilité structurelle peut intervenir. De méme, la
propriété bornée de la phase provoque une transformation des fluctuations. Le cas ex-
tréme de transformation se situe a la limite d’existence du cycle limite, c’est-a-dire limite

d’existence du comportement collectif.
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5.3.4 Dépendance en fonction du couplage non linéaire

Nous avons examiné la largeur des zones (ou plateaux) de synchronisation en fonction
du couplage c. Il s’agit d’établir d’autres propriétés sur leur stabilité structurelle. Ceci peut
s’étudier de la méme maniére que pour ’application logistique, en fonction des coefficients
de non-linéarité. Les zones périodiques, zones de bifurcation, etc. sont caractérisées par

un exposant appelé exposant de Holder. Rappelons en quelques lignes ces concepts.

L’application logistique

L’application logistique est, en théorie des populations, le modéle le plus simple qui

rende compte des effets de taux de natalité et de mortalité. Elle est définie par

Yn+1 = /\yn(l - yn); (524)

ou A est appelé taux de croissance effectif. La valeur maximale de cette application étant

Application logistique

x(n+1)

2.5
lambda

Application logistique

08B o e T e
U T S
0 O
os2f
R

i HS FIRE RN N S B

QTG+ 5o

35 351 352 353 354 355 356 357 358 359 36
lambda

Fi1a. 5.12 — L’application logistique
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donnée pour y, = 1/2, il faut A < 4 pour que sa valeur soit toujours inférieure a 1.

On a tracé f(\) = lim, 00 Ynt1 €t 'on constate les comportements suivants :
-0< A<, f(AN)=0

- 1<A<3, fA)=1-1%

— 3 < )\ < 3,44, il existe deux solutions stables données par les racines de \?(1 —
X)1-XX(1-X))=1

— 3,44 < X\ < 3,53, on observe une bifurcation traduisant un phénoméne de double-
ment de période, suivi d’une cascade de doublement et d’une dynamique totalement

chaotique pour A > 3, 53.

L’évolution de ’application logistique en fonction de la non-linéarité se traduit par
des zones de continuité, de bifurcation et de chaos. Les bifurcations se traduisent par
un effet de doublement de période, génération de variables lentes, ou encore en terme
spectral, génération de composantes basse fréquence, initialement absentes du systéme,
mais révélées par la non-linéarité (coefficient \). Ces effets doivent étre évalués dans le cas
des oscillateurs pour connaitre leur poids dans les composantes de bruit basse fréquence.

Nous les avons étudiés dans le cas de la carte d’Arnold wvia le concept d’exposant de
Holder.

L’exposant de Hoélder

On peut évaluer la propriété du nombre de rotation v en fonction de c et 2 [Planat 92,

Planat 93, Planat 94]. Pour cela, il suffit de calculer ’exposant de Holder « défini par

| v(z) —v(y) =z =y % (5.25)

ou z et y sont deux points de 'espace des paramétres (c, §2). Les propriétés de I’exposant
de Holder sont :

— a > 1: stabilité
— « < 1: instabilité avec apparition éventuelle de comportement chaotique si ¢ > 1.

— continuité dans les plages de synchronisation ou Q = p/q. C’est un critére de

connexité.
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application carte d’Arnold @, 1 = &, + 27 + ¢sin @,
nombre d’itération N 1000
variation de €2 0—1 pas: 0.001565
variation de ¢y 0—25 pas: 0.005
code des couleurs  vert: 2 |ag —ap1 |<Aet|apy—1|<B
cyan clair: 9 |ap —ag—1 |[< Aet o > 1
bleu clair: 11 | oy — g1 [< Aet ap > C
magenta: 5 |y —1|< B
cyan: 3 o >1
jaune: 14 sinon

TAB. 5.1 — Propriétés des paramétres A, B, C, N et € et code de couleurs pour I’étude
de la carte d’Arnold.

Cartes a deux dimensions: les langues d’Arnold

Etude numérique et propriétés paramétriques Nous avons étudié les propriétés de
I’exposant de Holder en fonction des deux paramétres Q et ¢ (définis par I’équation (5.10))
par la construction d’une figure dans le plan (2, ¢) ou chaque point donne les propriétés
de a pour une simulation effectuée avec €2 et ¢y = 2mc. Ce mapping a été réalisé a partir
du programme sauv4. ¢ utilisant les librairies graphiques de Xwindows (cf Annexe B). On
associe a chaque point un code de couleur correspondant a sa valeur et & sa continuité.
La construction de la figure se fait par lignes successives; pour chaque valeur de ¢y, on
calcule celles de v et « en faisant varier ). Les critéres et codes de couleurs dépendant
des paramétres ( A, B et C) sont présentés dans le tableau Tab. 5.1. Les paramétres de
la figure principale Fig. 5.13 sont les suivants: A = 1072; B = 4.1072; C = 2.41. Le choix
de ces valeurs dépend du nombre d’itérations choisi, de la précision désirée et du temps
de calcul imposé. Pour pouvoir réunir de bonnes valeurs, nous avons choisi ces paramétres

qui donnent un temps de calcul d’une heure pour une image inférieure & 1 Moctet.

Evolution du mapping en fonction de la non-linéarité Explicitons les propriétés
du nombre de rotation v, de « et de 'apparition des différentes couleurs en parcourant la
figure Fig. 5.13 par valeurs croissantes de cy2°.

La région verte correspond & une valeur de « trés proche 1 ce qui rend compte de la
présence de la droite v = Q). La premiére modification de couleur (repérée par la fleche 1)
identifie apparition du palier 1/2 (données 1 du tableau donné en Annexe E). La couleur
magenta indique la modification significative de « autour de 1; la formation du palier

se traduit par une augmentation locale de la pente & gauche et a droite du palier et une

20. Le lecteur peut consulter le tableau des données numériques placé en Annexe E.
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Chapitre 5. Caractérisation de la dynamique non linéaire

diminution au centre. Cette couleur indique la naissance d’une zone de synchronisation ou
la présence d’un germe de synchronisation qui évoluera si les conditions sont favorables.
Le détail (b) réalisé a partir de la méme simulation mais dans la plage Q € [0,49;0, 51]
montre ’évolution de la construction du palier 1/2 et I’apparition de couleur cyan pour
a > 1 ( Tab 5.1, données 2) synonyme de stabilité. Le palier est matérialisé dans cette
carte par la couleur bleue. L’apparition de la couleur jaune s’explique par le fait que le
nombre d’itérations n’est pas suffisant pour atteindre le régime permanent de la carte.
Ceci est cohérent avec les propriétés des régions proches des paliers; elles possédent de

grandes constantes de temps (cf. chapitre 6).

Lorsque ¢y = 0,23, les paliers 1/3 et 2/3 apparaissent a leur tour avec la méme
caractéristique que pour le palier 1/2, I'apparition du magenta traduisant la modification
locale de la dynamique (fleche 2). Ensuite, d’autres paliers se forment petit a petit et leur
stabilité est de plus en plus importante (I’apparition du cyan indique la présence du bord

des paliers).

Arrive ensuite une premiére zone de bifurcation a l'intérieur des paliers 1/1, 0/1 et
1/2 (données 4) analogue a celle observée pour l'application logistique. Elle se traduit
par la modification du bleu (fleche 3). Celle-ci se produit dans une région ou « est trés
grand (« > 2,41) et ou sa variation présente un point d’inflexion (minimum de dal pour
a = 0,106416). La bifurcation est bien visible sur le rapport 1/2 (fléche 4) ou I’on observe
la cascade de doublement de période et la zone de chaos, & partir de ¢g = 1, 91. Toutefois,
le cas ¢g = 1,91 correspond au cas ¢ = 1,91/27 = 0.303 < 1; cas théoriquement non
chaotique. En fait, il s’agit d’un chaos apparent da au faible nombre d’itérations effectuées.
Les détails (c) et (d) respectivement réalisés avec N = 1000 et N = 10000 montrent que le
bleu a I'intérieur du jaune le remplace au fur et & mesure de 'itération, traduisant le fait
que « tend vers une certaine synchronisation ou périodicité. Ce phénoméne s’identifie a
la rupture du tore par une perturbation périodique observée au chapitre 4. La dynamique
irréguliére apparemment chaotique se trouve détruite par une perturbation extérieure
et donne lieu & une synchronisation. La destruction progressive de cette région pseudo-
chaotique se fera grace a la contribution de toutes les bandes de synchronisation et on
devine déja la prochaine (fléche 5) issue de la langue 1/3+1/2 = 2/5. D’ailleurs, la bande
bleue (fleche 4) provient de la présence de bandes de synchronisation 1/3 et 2/3, régions

les plus importantes aprés 1/2.

On a tracé le détail (e) d’une région proche de la plage de synchronisation 0/1. Il
existe un trés grand nombre de plages proches de la limite de ce palier principal ; ces

langues sont de plus en plus écrasées a cette limite. Supposons un systéme ot €2 décrit un
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5.8. Etude du mapping d’Arnold

petit intervalle Q + J€2 (& ¢y constant), il sera d’autant plus sensible aux autres rapports
qui seront proches du rapport principal. C’est un résultat que nous estimons important
plus on se trouve proche d’une zone de synchronisation, plus 1’effet d’autres
synchronisations est significatif et ce & toutes les échelles considérées.

On comprend a présent un peu mieux le mécanisme conduisant & la synchronisation.
Les paliers se forment ainsi par destructions successives de la dynamique irréguliére (elle
peut étre aléatoire, chaotique, ou apparemment réguliére). L’autre résultat important
concerne ’origine de ces destructions: elle provient d’une influence hiérarchique des autres
synchronisations possibles du systéme, et nous verrons plus loin comment classer cette
hiérarchie.

Pour revenir au cas de l'oscillateur, la force de sa synchronisation dépend donc de
sa possibilité a se synchroniser sur un autre rapport, ce qui n’est a prior: pas évident a
intuiter. Il faut effectuer une étude globale de 'oscillateur pour accéder a ses propriétés

de synchronisation.

Evolution du mapping en fonction des paramétres

Afin de compléter cette étude, nous avons traité la propriété du mapping en fonction
des paramétres A, B, C, N et (. Les différents cas sont réunis dans le tableau Tab. 5.2 et
sur la figure Fig. 5.14.

La figure (a) est réalisée avec les mémes paramétres que la figure principale mais avec
co variant de 0 & 8, afin de montrer 'apparition de la zone chaotique visible & partir de
c=cy/2mn = 1.

La figure (b) a été réalisée avec un plus grand nombre d’itérations et fait apparaitre

la hiérarchie des zones de synchronisation (par ordre croissant d’apparition au cours de
I'itération) :

01\ 1 f12) (13 [1234)] (5.26)
11 2 373 44 5555 '

La couleur rouge indique la présence d’une zone possible de synchronisation.

En réduisant le nombre d’itérations ((c) ou (d)) ou en réduisant la valeur test A ((e)
ou (f)), on montre que ces deux changements sont équivalents d’un point de vue résolution
de I'image par les couleurs.

L’étude du paramétre B donne les figures (g) et (h); son augmentation fait apparaitre
les zones de synchronisation ( symbolisées par la couleur bleu) mais posséde I'inconvénient
d’augmenter la largeur des plages principales; ces derniéres écrasant, lorsque ¢y augmente,

les langues intermédiaires plus rapidement.
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L’étude de 'influence de ces paramétres de simulation a permis de réaliser la figure
Fig. 5.13, pour que celle-ci rende compte d’'un maximum de propriétés. D’autres figures
sont réalisables mais nous pensons que le résultat fondamental est atteint : le phénoméne
de synchronisation est un phénoméne global o I’ensemble de la variation de tous les
paramétres de la dynamique doit étre considéré. C’est ce que nous appliquerons au cas de

la PLL non linéaire.

figure Q c N A B C
Fig. 5.13(a) 0-1 0-325 1000 1072 4.107% 2.41
Fig. 5.13(b) 0.49-0.51 0.01-0.1 1000 1072 4.107% 2.41
Fig. 5.13(c) 0.42 - 0.58 1.8-2 1000 1072 4.107%2 241
Fig. 5.13(d) 0.42 - 0.58 1.8-2 10000 1072 4.107%2 241
Fig. 5.13(e) 0.15-0.25 0.8-1.15 1000 1072 4.1072 241
Fig. 5.14(a) 0-1 0-8 1000 1072 4.107% 2.41
Fig. 5.14(b) 0-1 0-1 3000 1072 107! 2.3
Fig. 5.14(c) 0-1 0-5 200 1072 1072 2.3
Fig. 5.14(d) 0-1 0-1.1 10000 107* 1073 2.3
Fig. 5.14(e) 0-1 0-1.1 3000 1073 107t 2.3
Fig. 5.14(f) 0-1 0-1.1 200 103 1072 1.8
Fig. 5.14(g) 0-1 0-0.9 1000 1072 107* 2.3
Fig. 5.14(h) 0-1 0-1.1 1000 1072 4.1072 2.3

TAB. 5.2 — Paramétres des simulations pour [’étude du modéle d’Arnold

Largeur des paliers

On peut établir la largeur des paliers A(p/q) pour les cas ¢ < 1. Elle a été étudiée

par Jensen [Jensen 84| qui a constaté cette propriété de self similarité a toutes les échelles

(Fig. 5.15).
Pour 2 € [0, 1], il a également montré que la longueur totale S(r) des paliers possédant
une largeur supérieure a r et le « nombre de trous » N(r) = I_TS(T) suivaient la loi:
N(r)=(1/r)", (5.27)

avec D = 0,8700 & 3,7.10~* qui représente la dimension fractale de ’escalier.

Conclusion

Ce mapping a deux dimensions permet de constater la grande richesse de propriété de
la phase ®(t) de l'oscillateur qu’il est sensé modéliser. Mais, il faut se rappeler que dans

le cas réel de l'oscillateur, la valeur de c est trés petite, et que 1’étude ne sera valable que
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(© (d)

F1G. 5.14 — Caractéristiques de la carte d’Arnold en fonction des parameétres
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0003¢

AR(PIQ)

; L -.05
PIQ

FIG. 5. A(P/Q) vs P/Q. Note the self-similarity of the dia-
gram under scaling.

F1G. 5.15 — Largeur des paliers A(p/q) en fonction de Q) qui jouit d’une propriété d’inva-
riance d’échelle [Jensen 84]

tout prés du bord. Mais qu’importe, puisque 1’on a une propriété de self similarité ; il est
alors équivalent d’étudier le systéme & I’échelle la plus pratique.

Lorsque I’on se trouve proche de chaque zone de synchronisation, 'incrément ®;,; — @y,
devient infiniment petit, si bien que la carte peut étre étudiée par une approximation

continue: @y 1 = O =D et Oy 1 — P = %ﬁt). On arrive alors a 1’équation différentielle

d(t) = 27 + csin (1), (5.28)

qui est bien I’équation d’origine. Le mapping sera d’autant plus riche que 1’on se situera
prés des zones de synchronisation. Nous montrerons d’ailleurs que ’hypothése de la phase
lentement variable est vérifiée analytiquement puisque la fréquence tend vers 0 lorsque
I’on s’approche de la zone de synchronisation. Ceci explique I’allure de v de part et d’autre
de chaque palier (Fig. 5.16).

Mais la remarque est toujours la méme, il existe des rationnels partout, le modéle
est donc valable a chaque endroit et de facon universelle. Il suffit donc de trouver une
méthode d’étude de I'escalier et des plages de synchronisation pour décrire complétement
la dynamique, connaitre a quelle condition le systéme change de palier, et si cela dépend
du palier. Il faut établir une hiérarchie entre les paliers afin de leur donner un poids dans

la dynamique.
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F1G. 5.16 — Détail du mapping d’Arnold

5.3.5 Hiérarchie des langues

Lorsque I'on considére le cas critique ¢ = 1, le probléme consistant a étudier les zones
de locking dans [0, 1] est équivalent & celui d’étudier l'organisation des rationnels p/q
dans [0,1] (voir Particle de Cvitanovic dans [Waldschmidt 92|). 1l s’agit d’un probléme
de théorie des nombres dans lequel on doit établir une hiérarchie dans les rationnels,
hiérarchie qui sera équivalente a celle des zones de synchronisation. Inversement, si la
synchronisation dans un oscillateur résulte d’une certaine hiérarchie de perturbations,
ce sera une condition que 'on doit retrouver dans la théorie des nombres. Le probléme

consiste alors a rechercher les diverses formes de hiérarchie en théorie des nombres.

La partition de Farey

Définition 17 La série de Farey F, d’ordre q est la séquence des fractions irréductibles
comprises entre 0 et 1 dont le dénominateur n’excéde pasq. On ap;/q; € Fy 510 < p; < g

et ¢; Ap; =1 (p;,q; premiers entre euz).

Exemple:
1112132341

F = ...y sl sl o0 5.29
5 {5747355a2757314a571} ( )

Propriétés:

-V Zﬁ, piil, alors pig; 1 — pi—1q; = 1.

9 qi—1

— Le nombre de terme ¥(g) de la série F, est donné par ¥(q) = X!, #(q) = 37%2 +

O(glngq), ot ¢(q) est la fonction d’Euler.
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— Exemple: ¥(5) =7+8

— Pour information, la fluctuation des valeurs de W(q) est assez irréguliére et est

appelée « bruit d’Euler ».

Il existe des motivations physiques qui nous poussent & étudier les séries de Farey. Elles
répertorient toutes les zones possibles de synchronisation avec des petits dénominateurs.
C’est cette hiérarchie qui est a 1’origine de la rupture d’irrégularité des langues d’Arnold
(cf. Fig. 5.13 (a) et (b)). De plus, la non-linéarité provoque la création d’harmoniques dont
I’amplitude décroit avec I'ordre. Se limiter, pour des raisons physiques de sensibilité, & un
certain ordre, c’est-a-dire supposer que ’amplitude d’une perturbation ne sera significative
qu’a partir d’une certaine valeur de ’harmonique ¢,,q., sera alors équivalent a considérer

toutes les résonances données par la série de Farey F, C’est un raisonnement de ce type

dmaz*

qui nous permettra de dégager certaines propriétés arithmétiques de la PLL non-linéaire
(chapitre 6).

Partition des plages de synchronisation par les fractions continues

Pour le théoricien des nombres, la partition de I'intervalle [0,1] par les fractions conti-
nues est la meilleure classification des rationnels, déja préférée par Gauss. Elle a été
appliquée par Cvitanovic [Waldschmidt 92, p. 636] dans le cas de la carte d’Arnold. Elle
est obtenue par coupure successive des zones de synchronisation correspondant aux frac-
tions continues de largeur croissante (Fig. 5.17). Le premier niveau s’obtient par coupure
de Apj, Ape..y Afg], --- zones de synchronisation ; la partie restante présente un ensemble
d’intervalles de longueurs [y, s, ..., l,,, ... qui contiennent les nombres dont le développe-
ment en fraction continue de longueur minimale 2 commence avec a; ([al, ...]). Le second
niveau s’obtient en coupant les zones A gy, Ap ), A2y A2,3]s -+ Apn,m), etc. Définissons

alors le développement en fractions continues:

Définition 18 Un nombre x € R posséde un unique développement en fractions conti-

nues donné par:

z=ao+1/{ar +1/{as + .... + 1/{a; + ..} } }; (5.30)

ot les a; sont des entiers positifs donnés par ag = [z],0p = {2} et sii > 1 a; =
[1/ci1],0; = {1/c;_1}, ou [z] représente la partie entiére de x et {z} = z — [z] sa

partie fractionnaire.
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Il faut ensuite se donner une limite a la liste des points de chaque intervalle [;. Prenons
le palier 1/1 de largeur 2d avec d << 1. Le développement de d s’écrit [agq, as, ...| avec
aqg >> 1. La valeur d = 1/a4 devient alors une bonne approximation de d.

Le premier segment [; est donc 1’ensemble des points compris entre [1,1] et 1 — d, ou
encore compris entre [1,1] et [1,a4] puisque 1 — d ~ [1,a4]. La limite supérieure [1, ag4]
étant celle de [, celle de [y sera alors [2, aq], celle de I3 [3, aq], etc. On construit ainsi la
hiérarchie donnée par la figure Fig. 5.17. A chaque itération, on construit des intervalles

possédant la méme structure que les zones de locking observées dans la carte d’Arnold.

0 1/3 1/2

[2.&] [21] [Lal [1.1] [1,a]

e N
oo A | AR

F1G. 5.17 — Partitions des plages de synchronisation par les fractions continues

Ces deux exemples de hiérarchie des résonances par les partitions de Farey (position
des plages), d’une part, et celles des fractions continues (largeur des plages), d’autre part,
s’appuient sur les considérations arithmétiques du nombre de rotation qui représente phy-
siquement un rapport de fréquence. Nous avons vu également, au cours des précédents
chapitres, 'importance que prend la notion d’arithmétique dans les phénoménes de syn-
chronisation et de perturbation des systémes non linéaires.

Nous avons utilisé avec succés les propriétés arithmétiques des fréquences dans nos ex-
périences, pour en extraire des caractéristiques nouvelles. Nous estimons que les propriétés
arithmétiques générales d’un systéme deviennent un nouveau moyen de caractérisation des
systémes non linéaires et justifient une étude plus approfondie. Ceci fait I’objet de ce der-
nier paragraphe qui rappelle les quelques résultats nécessaires a la compréhension des

expériences du chapitre 6.
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5.4 Une méthode originale : 'analyse diophantienne

5.4.1 L’arithmétique et la physique

La caractérisation des systémes physiques par des méthodes issues des propriétés en-
tiéres des variables n’est pas récente. Les cristallographes obtiennent des figures de diffrac-
tion par rayon X dont les régles de construction proviennent des propriétés arithmétiques

simples des entiers h, k, [ intervenant dans la loi de Bragg.

En optique, les franges d’interférence sont indicées par des entiers. Par exemple, la
précision de la mesure de I’épaisseur d’'une lame de verre dépend de la précision avec
laquelle on connait ’ordre d’interférence p, des franges. Si on a py = 10000+ 0.5, alors on
connait parfaitement 1’ordre p, = 10000, car c’est un entier. Les techniques numériques
en général jouissent de cette propriété, ce qui les rend d’une grande précision. On arrive,
grace a la propriété de quantifications par bits, a s’affranchir des fluctuations, ce qui est

une aubaine pour l'utilisateur.

En physique quantique et en physique des particules élémentaires, on utilise les repré-
sentations de groupes pour classer les états quantifiés; leurs positions dans le spectre est
indicée par des entiers. Rappelons également que c’est la quantification de la tension dans
une jonction Josephson qui permet la définition de I’étalon de tension: le Volt. C’est éga-
lement une propriété arithmétique qui intervient. La précision de la physique quantique
provient de la propriété discréte des niveaux d’énergie; elle est d’'une telle importance
que, dans la plupart des cas, on se contente d’une approche linéaire (voir perturbative si

besoin est).

Par ailleurs, il semble qu’actuellement certaines propriétés de rationalité émergent a
leurs tours des expériences physiques. A nos yeux, la plus importante de toutes se trouve
attachée au théoréme KAM cité précédemment. Nous avions alors évoqué ’existence d’une

condition diophantienne sur les fréquences pour la rupture des tores invariants.

La propriété diophantienne des nombres est un gros chapitre de la théorie des nombres;
elle permet de mesurer ’approximation d’un réel par des rationnels. C’est un concept
tout & fait intéressant pour le physicien: il permet en quelque sorte d’avoir une mesure
de la position des variables par rapport aux rationnels ol apparaissent les résonances.
On n’est pas a la hauteur de la précision des entiers, ainsi exposés précédemment, ni de
leurs applications physiques, mais on peut espérer s’y rapprocher en s’imprégnant de la

propriété diophantienne des réels.
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5.4.2 Approximation des réels par les rationnels: analyse dio-
phantienne

Cette partie n’est pas destinée a présenter la théorie diophantienne compléte ni de son
cortége de théorémes. Elle a pour objectif de présenter les résultats que 1’on a utilisés et

mis en évidence dans nos expériences. 2!

Les fractions continues

L’approximation des réels par les rationnels joue un role essentiel dans n’importe quel
contexte (informatique par exemple). L’approximation la plus naturelle consiste a tronquer
le réel & partir d’un certain nombre de décimales. Ainsi, pour 7, on peut construire une

suite alternée £= = 3; 3.2; 3.14; 3.142; ..., ou, a chaque itération, on a

Qn
Py Py Py
T> - —=31< —=32;7r>—=3.14; ... 5.31
Qs o : (531)
On vérifie alors que:
. (P B 1
Vi e N, (—1)" —— ] < — 5.32a
- (QH—I Qi) Qi ( )
Vie N i< ! (5.32b)
i T —= < —. .
Qi Qi

Cette approximation s’appelle approximation décimale, et ’erreur converge en é (Eq.
5.32b). C’est I’approximation qu’utilisent implicitement tous les ordinateurs, puisque les
nombres ne sont donnés qu’avec un nombre limité de chiffres significatifs.

Il existe cependant une autre approximation appelée approximation rationnelle. Elle

est définie & partir du développement en fractions continues.

Théoréme 4 Tout nombre réel irrationnel v € R posséde un unique développement infini

en fractions continues.

Y= [a,o, ai, ] = [ai]iEN = Qo + 1/{a1 + 1/{@2 + ..+ 1/{0'1 + }}} (533)

ol
ap €Z, et Vi e N",q; € N (5.34)

21. Pour un complément d’information & ce sujet, le lecteur pourra se diriger vers la thése de S. Perrine
[Perrine 88], ou vers 'ouvrage de M.Waldschmidt [Waldschmidt 92] réunissant un échantillon d’articles
(plutot mathématiques) proches de la physique et de la théorie des nombres.
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On définit p, /g, la réduite d’ordre n par

Pr _ lao, a1, .an]. (5.35)

n

Dans le cas du nombre 7, on a:

7 =3.1415926 = [3,7,15,1,292, 1,1, ..] (5.36)

L’obtention des a; peut simplement se faire & partir d’une calculatrice en effectuant les

opérations:
™ < 3.1415
-3 (ap) <« 0.1415
1/z <« 7.0625
-7 (a1) +« 0.0625
1/z <+ 15.999

On peut ensuite calculer les réduites de 7 et on trouve la suite alternée

Dn 3 222 333 335

—{Z. 22 2L T, 9.38
n {1’ 7 7106 113’ b (5.38)

qui vérifie les propriétés:

i | Di i 1 1
Vi € N, (=1)’ (E - Zi) = <5, (5.39a)
Git+1 qi qiqi+1 q;
; 1
VieN |r-% < = (5.39b)
qi q;

L’approximation de 7 (ou de tout autre réel) par les fractions continues converge plus
rapidement que 'approximation décimale. Il est d’ailleurs étonnant de constater que cela
n’est pas utilisé par les ordinateurs, la raison provient certainement d’un autre probléme

qui nous échappe.

Propriétés et résultats généraux [Perrine 88]

Soit v = [ag, a1, ...], on a

2. Archiméde propose cette approximation de 7 au I®™€ siscle avant J.C. [La Recherche 98].
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5.4. Une méthode originale : ’analyse diophantienne

Pn 1
-2 < . 5.40
An a'n—|—1q7% ( )
Calculons le nombre p > 0 possédant le développement p = [1,1,1,1,...]:
1 1
p=1[1,1,..,1,..] =1+ 1 =1+ -. (5.41)
1+ — P
Dans ce cas, p vérifie ’équation du second degré p? — p — 1 = 0, soit :
1 5
_ 1t V5 : le nombre d’or (5.42)

2
Le nombre possédant la plus lente convergence est le nombre d’or pour lequel le dévelop-
pement s’écrit p=[1,1,1,1,...] = [T}

Les rationnels p/q € Q possédent un développement fini, i.e.
p ) p_
v p € Q: 3 Nz /5 = [ag, a1, ---Qn,,,. |- (5.43)

Exemple: 2 = [1,1,2]

Note : Ces deux propriétés expliquent pourquoi les tores invariants de la théorie KAM
les plus rapidement détruits sont ceux ot le rapport de fréquence est proche d’un rationnel,
le dernier tore détruit étant celui dont le rapport est le nombre d’or. La hiérarchie de
destruction des trajectoires, c’est-a-dire la hiérarchie de 'effet d’une perturbation, est
alors donnée par la théorie des fonctions continues.

L’équation (5.40) montre que l’on a souvent :

< —. (5.44)

On définit alors les constantes de Markoff C(7y) par:

C(vy) = lim ¢’ (5.45)

n—oo

/')/_

&‘
La constante de Markoff est réelle et unique pour chaque 7. Elle mesure la fagon dont le

nombre 7 est approchable par des rationnels. Il s’agit d’'une propriété importante et 1’on

montre que:

V yEeR 0§0(7)§%=C<1+2\/5>. (5.46)
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Chapitre 5. Caractérisation de la dynamique non linéaire

trous: absencele constantesle Markoff

constantesle Markoff isolees

P\

——t - +——- - -pH - p e |
0 1 135 1 1
3 V1517 V221 2v2 V5

F1G. 5.18 — Constantes de Markoff

Les nombres trés bien approximables par les rationnels ont une constante nulle (par
exemple e = 2, 71...) et les moins bons sont les réels quadratiques (solution d’une équa-
tion du second degré a coefficients entiers). La connaissance de toutes les constantes de
Markoff reste un probléme irrésolu, car en effet il existe des trous dans [0, %] ne compre-
nant pas de constantes (Fig. 5.18). Les valeurs intéressantes pour nous sont les constantes
C(y) €3 %], constantes de Markoff des réels quadratiques.

On les connait toutes et on a:

Clym) = # avec m =1,2,5.13, ... (5.47)

Les nombres m sont construits & partir des solutions de I’équation diophantienne:

m? +m? + m3 = 3mmymy, (5.48)

ou m,mi,ms € N*. Les solutions de (5.48) sont infinies et elles sont données, & une

permutation prés de (m, m;, ms) & partir de la solution triviale (1,1,1) et de I’arborescence :

(

3mm, — mg, my, m —> {

(s, ma) — < (5.49)

3mmg — ml,m, my — {
\

Les nombres réels 7, possédant la constante C(+,,) sont donnés par

3K —3m+VIm?2—4

2m

(5.50)

Ym

ou K est donné par

mi K = my mod(m); 0 < K < m. (5.51)
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5.5. Conclusion

Par valeurs décroissantes de C(7,,), on a:

1 1 5 13
C(’Vm)={%;2\/§;\/m;\/l5—17;---}- (5.52)

Enfin, on montre que deux nombres v; et 7, vérifient C(vy;) = C(72), si

da,b,c,d € Z,avec ad — bc = +1, (5.53)
tels que:
ay; + b
= . 5.54
7 cy2 +d (554)

Les nombres v, et 7, sont alors donnés a une transformation matricielle prés du groupe
GL(2,Z) des matrices 22 inversibles & coefficients entiers. C’est un groupe qui intervient
dans de nombreux autres contextes de la physique (équations non linéaires aux dérivées
partielles, kdV, Sine-Gordon [Das 89, p. 153]. L’arithmétique et ’étude des systémes non
linéaires sont de ce fait totalement connectées, car les invariants de ces équations se
déduisent des propriétés de groupes liés & GL(2,7Z). Sachant que ce sont des quantités
invariantes que nous recherchons (analogues a des coefficients de Fourier non linéaire), on

comprend l'importance de la recherche de ces propriétés.

5.5 Conclusion

L’objet de ce chapitre était de pénétrer I'univers complexe des systémes non linéaires
et d’essayer d’appréhender les techniques récentes nées du travail effectué par les mathé-
maticiens et physiciens au cours des derniéres décennies.

Actuellement, la physique non linéaire n’a pas de méthode d’étude a la hauteur de
I’analyse de Fourier surtout adaptée aux processus linéaires. Il semble toutefois, qu’a la
vue des récents travaux réalisés dans le domaine, les méthodes géométriques et arithmé-
tiques apparaissent d’une richesse supérieure aux méthodes analytiques, sans pour autant
prétendre les remplacer.

On a montré que les modéles discrets révélent une somme de propriétés nouvelles, non
seulement de l'oscillateur idéal (application standard) mais aussi lorsqu’il est perturbé

(modéle d’Arnold), a savoir:

— invariance d’échelle
— zones de synchronisation a toutes les échelles
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Chapitre 5. Caractérisation de la dynamique non linéaire

— robustesse de la synchronisation

— dynamique locale dépendant fortement des propriétés globales (ou collectives) du

systéme physique
— amplifications de cette propriété proche des zones de synchronisation

Il existe aussi des quantités invariantes (jusqu’a un certain ordre d’approximation) qui
ne sont pas sensibles aux perturbations. Les propriétés des systémes non linéaires semblent
en bijection avec les rationnels, leur sensibilité se déduisant des régles arithmétiques de
type diophantienne.

L’expérience doit étre juge, ou au moins confirmer la piste. La partie expérimentale

suivante nous apporte un certain nombre de faits qui confortent notre opinion.
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Troisiéme partie

Expériences et mise en ceuvre des
méthodes

135






Introduction et historique

Dans cette partie, nous traitons les résultats expérimentaux de notre travail relatifs
aux concepts développés précédemment. On accompagnera notre discussion de résultats
de simulations numériques ou de résultats de calculs qui, le cas échéant, seront placés en
annexe pour garder le caractére expérimental de cette partie.

Deux expériences ont été réalisées mettant en jeu des technologies différentes: 1'ex-
périence de systémes en injection que 1’on appelle « résonance porteuse-enveloppe » sera
peu développée par rapport a I’étude de la boucle de phase (PLL) en régime non linéaire.
Nous ne les avons pas exposées selon un critére historique compte tenu des concepts né-
cessaires pour la compréhension de l’expérience porteuse-enveloppe. Nous avons plutot
choisi de traiter, dans un premier temps, la PLL non linéaire et ensuite ’autre.

[’expérience de résonance porteuse-enveloppe, mise au point par M. Hoummady, F.
Lardet-Vieudrin et G. Martin, et étudiée par M. Planat [Planat 95|, eut pour but principal
la propagation de solitons dans les lignes & ondes de surface (SAW). La faible non-linéarité
des lignes dans les conditions expérimentales adoptées nécessitait alors ’utilisation d’une
méthode de régénération d’impulsion par une forme de modulation. Cette expérience
donna naissance a des phénomeénes de synchronisation de fréquence d’une stabilité remar-
quable que nous avons alors étudiés. La deuxiéme phase d’exploration traita en détail les
difficultés de modélisation et de compréhension que I'on avait rencontrées et qui condui-
sirent & I’étude d’un systéme analogue (PLL) dont les résultats linéaires étaient bien sir
déja classiques, mais dont 1’étude non linéaire restait a réaliser au laboratoire. Ce travail
constitua le DEA de J.-F. Mougin [Mougin 96| et permit la mise en place de I’expérience
de I’étude non linéaire de la PLL qui nous a apportée ’essentiel des résultats expérimen-
taux.

Une perspective de ces expériences est envisageable pour ’étude des fluctuations dans
les oscillateurs par injection de sources bruitées a divers endroits du circuit. En effet, les
caractéristiques des fluctuations et des modulations observées et étudiées par L. Coute-
leau [Couteleau 98| semblent décrire les mémes phénoménes que ceux présents dans les
systémes en injection et les systémes bouclés?2.

La grande similitude des effets présents dans les oscillateurs, de leur méthode de me-
sure, de leur méthode d’étude et, dans le cas général, de I’étude des systémes bouclés, nous
a alors poussés a étudier en détail le fonctionnement de la plus commune des méthodes

de stabilisation des systémes: le controle par asservissement.

22. Expérience réalisée en commun avec L. Couteleau en Mars 98.
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Chapitre 6

La boucle a verrouillage de phase en
régime non linéaire

L’étude expérimentale de la boucle a verrouillage de phase appelée PLL (Phase Locked
Loop) présente un intérét dont I'importance n’a cessé de nous apparaitre au fur et a mesure
de son étude. Nous nous sommes rendus compte que c’était un systéme d’une apparente
simplicité mais présentant des propriétés d'une grande richesse.

Il se trouve qu’elle est & la base de n'importe quel dispositif de mesure de bruit utilisant
une technique de démodulation. On accéde actuellement aux mesures de bruit les plus
précises par ce sésame.

D’aprés le modéle de Leeson, une condition de phase et une transformation du bruit
existent également dans les oscillateurs. Nous allons voir que le verrouillage par la PLL
impose aussi une condition de phase et engendre également une transformation du bruit.
Les propriétés que 1’on observera pour la PLL pourront étre facilement retrouvées dans le
cas de l'oscillateur. Les notions de régime transitoire et de bande passante pourront étre
identifiées. La présence d’harmoniques et leurs interactions mutuelles, que ’on suppose
généralement négligeables, seront mises en évidence dans la PLL. Méme si le détecteur de
phase présent dans la PLL est considéré comme étant linéaire, nous allons montrer que le
traiter tel qu’il est, c’est-a-dire non linéaire, apporte certes des difficultés supplémentaires,
mais permet aussi de mieux appréhender ce dispositif expérimental a la base de ’étude
du bruit de fréquence des oscillateurs.

Au cours de cette étude, la boucle de phase sera appelée PLL pour plus de simplicité.
En fait, nous verrons qu’elle réalise un asservissement de fréquence et non un asservis-
sement de phase, c’est-a-dire que la fréquence des deux oscillateurs sera égale, mais une
différence de phase existera et sera constante. Un asservissement de phase, nécessitant

la présence d’un intégrateur supplémentaire dans la boucle pour que les phases et a for-
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

tiori les fréquences soient identiques, n’a pas été étudié dans nos expériences. On appelle
également PLL du n€ordre le cas ou la phase ® du signal d’erreur vérifie une équation

différentielle du 7€ ordre.

6.1 Description électronique détaillée de la PLL

Le montage électronique (cf. Annexe F) constituant la PLL est présenté en figure

Fig. 6.1. On peut identifier un mélangeur électronique doublement équilibré constitué de

I, L T
mélangeur doublement equn!bre filtre passe bas :' |
L1 L1
I ! I: R1 I
Ly -
| diodes Shottky | — T T VS .
I 2nzess || : |
- | _— I oP27
I
| :' . /j;l !
I
T
7 e — I /A T |
I T1aT ‘L - - - = = e D D - - - - |
I 0~ meL
I Y, TAT
| |
_E oscillateur signal d’erreur
controlé
en tension

F1G. 6.1 — Schéma électronique de la PLL

quatre diodes Shottky 2N2835, d’un filtre passe bas et d’un amplificateur faible bruit.
Le VCO (Voltage Controlled Oscillator) matérialisé par un synthétiseur, avec une entrée
modulation de fréquence, est extérieur au dispositif électronique. Détaillons un peu plus

le role précis de chaque élément.

6.1.1 Le filtre

Le filtre utilisé est un filtre de Butterworth du 3€ordre adapté a 50 €2. Au cours des
expériences nous avons étudié l'effet du filtrage pour des valeurs de L; et C; données
par le tableau Tab. 6.1 dont les fréquences de coupures ont été déterminées a I’analyseur
de réseau. Son role est le filtrage des composantes hautes fréquences délivrées par le
meélangeur. Dans les bancs de mesure de bruit de phase, sa valeur est d’environ 300 kHz,

supérieure a la plus haute fréquence d’analyse.
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6.1. Description électronique détaillée de la PLL

Li (WH) | 22 47 220 470 4700
C, (nF) | 15 36 150 330 1000
f. (kHz) | 375 300 58 35 3

TAB. 6.1 — Filtres utilisés au cours des expériences

6.1.2 L’amplificateur

L’amplificateur est constitué d’un circuit intégré OP37GP possédant un produit gain-
bande de 8 MHz de facon & posséder un gain constant dans la bande passante du filtre
passe-bas. Il sert & amplifier la basse fréquence de sortie du mélangeur pour que celle-ci
puisse étre suffisamment importante afin de balayer le condensateur a capacité variable
(varicap) du VCO sur une plage maximale. La qualité de cet amplificateur doit étre
optimale. Nous avons utilisé un amplificateur faible bruit du type de ceux des bancs
de mesure du LPMO (cf. Annexe F.2). Dans quelques cas particuliers, les valeurs des
résistances R; et Ry ont été changées pour pouvoir faire des essais & des amplitudes
d’injection différentes, ce qui fait que le gain G n’a pas toujours été constant au cours de

nos expériences.

6.1.3 L’oscillateur controlé en tension

626.2 - - - - 14000
varicap.dat—¢—

vari_vco.dat
626 - :

=08 Hz\Volts . e 120001 -+ - - tatix-=5-KHz'*

N R T h 20000 -~ ooo 2| e
: : : : taux =1 KHz B

8000~

625.8~

6256 -

I~ ~
B i ; : : : z L R
g 62547 A R N T 71708 ‘taux =0.6 KHz
< ; oscillateur OSA S _
S 62527 B G T R s 1 2 6000 Y e . - - :,taux,—01.4,KHz o
g e ‘ : : : g
L T N - ]
/ : : : : : 4000 Lo . "téux 0.2 Kh
62485 - (a) rrrrrrr . Racal Dana
: : : : : AJ ] -
T e S e ™ —F
6200 i i i i i o ‘ i —
0 1 2 .3 5 6 0 1 3 5 6
tension (Volts) tension (Volts)

F1G. 6.2 — Caractéristiques de la varicap de l'oscillateur OSA B5400 (a) et pour différents
tauz de modulation du Racal Dana (b).

L’oscillateur controlé en tension ou VCO (pour Voltage Controlled Oscillator) est
certainement avec le mélangeur I’élément le plus important de la PLL. C’est un oscillateur
(supposé de bonne pureté spectrale) qui délivre une fréquence f; dont la valeur dépend

d’une tension u4(t) que I'on appelle signal d’erreur. On a alors

fl :fvco+ku4(t)a (61)



Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

ol fyeo est appelé fréquence du VCO libre et k (exprimé en Hz/Volts) la sensibilité du
VCO. D’un point de vue électronique cette opération est soit réalisée de facon analogique
a partir d’une capacité variable ou soit numériquement & partir d’un convertisseur ten-
sion fréquence. Cette fonction réalise ’asservissement d’un oscillateur quelconque sur le
VCO. Ainsi, tous les oscillateurs commercialisés, synthétiseurs de fréquence et appareils
de mesure utilisant un oscillateur possédent cette fonction (pilote extérieur de I’appareil).
Nous avons étudié celle de I'oscillateur OSA B5400 commercialisé par Oscilloquartz et
intervenant dans nos expériences, et celle du synthétiseur Racal Dana (Fig. 6.2). Pour
Poscillateur, la caractéristique est non linéaire (a) alors que celle du synthétiseur est li-
néaire jusqu’a 3.8 Volts de correction (b). Le VCO posséde 'avantage de pouvoir faire
varier la valeur de k£ par une fonction « taux de modulation ». Tout asservissement réalisé

sur un oscillateur se fait alors par une variation non linéaire de la varicap.

6.1.4 Le modulateur en anneau ou mélangeur

1
1
|
A i ®
1 D4 bt 1
v | M D
| < [ : v
! I
1 D3 D2
B _l—l—.
777 T
. -
|
. S S KA
U |
[ ]
V4

F1G. 6.3 — Le mélangeur doublement équilibré ou modulateur en anneau.

Le principe de la mesure de bruit est de comparer 'oscillateur & mesurer avec un
oscillateur plus stable. Cette comparaison est effectuée avec un mélangeur qui réalise le
produit des deux signaux d’entrée.

C’est un dispositif non linéaire provenant de la non-linéarité de la caractéristique
courant-tension des 4 diodes Shottky montées en pont (Fig. 6.3). Pour étudier la forme
du signal de sortie, une premiére approximation peut étre effectuée en les supposant
idéales. Dans un fonctionnement en tant que modulateur, une basse fréquence €2 et une
haute fréquence wy sont appliquées en entrées .

Considérons dans un premier temps une tension de basse fréquence €2 lentement va-
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6.1. Description électronique détaillée de la PLL

MKR §.27 MMz
ATTEN 10 dB -69.81 dBs marxes

ITIII!III!I!I!IIIIIIIII[I

F1G. 6.4 — Caractéristiques du mélangeur. (a) spectre de sortie (cf. Tab. 6.2). (b) bruit de
phase (b)

riable appliquée en R. Pendant 1’alternance positive de la haute fréquence appliquée en M,
les diodes D; et D, sont passantes; on a alors Vi = V) et Viy = Vo, soit Vyny = —Vep.
Pendant l’alternance négative, D3 et D, conduisent et Vo = Viy et Vp = Vy, soit
Vun = +Vep. La sortie génére ainsi un signal carré d’amplitude Vop au rythme de

la porteuse. On a alors, en développant le carré en séries de Fourier :
- 1
Vun(t) =V, ———cos(2n + 1)wyt. 6.2
M (t) 0D§W(2n+1) ( Jwo (6.2)

Si Vop = Acos(lt, on a alors

Viun(t) = Acos Qi f: m cos(2n + 1)wot, (6.3)
Viun(t) = % RXZ% ﬁ (cos (2 + (2n + 1)wp) ¢ + cos (Q — (2n + 1)wy) t) . (6.4)

Par une simple raison de symétrie du mélangeur (Voir Annexe F pour une description
détaillée), on aurait pu faire le méme raisonnement en considérant que la porteuse était

située en R. Dans ce cas, quelle que soit 'affectation faite aux entrées, le fait que 'on
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

f (MHz) | 5.27 10.33 156 20.45 259 30.5 35.8
A (dB) |-69.8 -34.7 -67.6 -49.4 -73 -50.9 -73.7
f (MHz) | 40.9 46.5 50.8 o6 61 66
A (dB) |-55.3 -75.2 -58.3 -75  -61 -74

TAB. 6.2 — Amplitude des harmoniques de sortie du mélangeur attaqué par deux signaux
de fréquence fo = 5.020626 MHz et f; = 5.147743 MHz et d’amplitudes A = 8dB, dont le
spectre est donné par la figure Fig. 6.4(a).

considére ’entrée BF ou 'entrée HF ne change rien dans le comportement de la sortie.
Dans le cas idéal, on peut alors, par raison de symétrie, dire que le mélangeur ne génére
que des composantes constituées d’une combinaison linéaire d’harmoniques impairs des
signaux d’entrées, comme le montre la figure Fig. 6.4(a). Le point de vue précédent est
toutefois bien trop simpliste pour rendre compte de la réelle dynamique; le spectre expé-
rimental montre que ca n’est pas tout a fait le cas et qu’il existe quelques composantes

paires dont les valeurs sont données par le tableau Tab. 6.2.

Nous avons tenté de généraliser ’étude précédente au cas de signaux de méme am-
plitude et de méme fréquence. Méme en supposant les diodes idéales et sans seuil, ceci
conduisait a une schématisation trop complexe et guére exploitable concrétement. De
facon générale, on supposera que le mélangeur ne génére que des harmoniques impairs,

i.e.

Vun(t) = Z Ay gsin (pwo — qui) t 4+ By gsin (pwo + qui) ¢, (6.5)
(p,q)

oll wy et wy sont les fréquences angulaires des deux signaux appliqués en entrée et ou p, g

sont impairs.

Grace a ce mélangeur on peut générer un signal dont la fréquence est la somme ou
la différence de celle des signaux d’entrées. C’est le dispositif utilisé pour effectuer le
battement entre deux signaux périodiques et les conversions de fréquence comme celles
utilisées dans le cas de la mesure de double battement que I’on présentera au paragraphe
7.1.3. Le mélangeur est un dispositif intervenant dans tous les systémes nécessitant une
modulation ou une démodulation [Dos Santos 98a]. Il intervient dans la plupart des bancs
de mesure de bruit de phase [Klapper 72, Maas 86|, son propre bruit de phase a été mesuré

et présenté en Fig. 6.4(b).
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6.2. Présentation des simulations numériques

mélangeur filtre amplificateur

=

VCO

fVCO

U ®

FIG. 6.5 — Etude de la PLL du second ordre
6.2 Présentation des simulations numériques

Devant l'impossibilité de résoudre certaines équations différentielles modélisant les
expériences, nous les avons étudiées par simulations numériques. Un algorithme de Runge-
Kutta d’ordre 4 (RK4) (Voir annexe B) a été choisi pour son excellente propriété de
stabilité et de convergence rapide. Le choix du pas d’itération temporelle est un probléme
délicat pour les systémes non linéaires. En effet, dans le cas linéaire, il doit toujours étre
inférieur a l'inverse de la plus haute fréquence présente dans le systéme et le choix d’un
pas au mois 100 fois plus petit se révele indispensable pour avoir une bonne stabilité de
I’algorithme. En revanche, dans un systéme non linéaire ou il n’y a pas de plus haute
fréquence a cause de la multiplication non linéaire des fréquences, le choix du pas se
fait un peu a 'intuition de fagon & trouver un compromis entre rapidité et précision. De

nombreuses simulations sont alors nécessaires pour faire ce choix.

[’idéal est alors de disposer de beaucoup de temps et de réaliser une simulation avec
un pas trés fin. On se heurte alors & un autre probléme qui est lié a4 la convergence du
résultat. En effet, RK4 n’est pas un algorithme symplectique. D’un point de vue de la
théorie Hamiltonienne, il ne conserve pas le volume de 1’espace des phases; d’un point
de vue numérique, il ne conserve pas ’énergie totale lors de la simulation d’un systéme
conservatif. Cependant I’énergie totale sera d’autant plus conservée que le pas sera petit
et que la simulation sera courte. Ainsi, si I’on effectue de longues simulations dans le cas
des systémes non linéaires, on n’est pas a ’abri d’erreurs systématiques introduites par la

simulation elle-méme.

Malgré la connaissance de ce probléme lié aux systémes non linéaires, nous avons choisi

d’observer le comportement de la PLL par ce type de simulation.
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

6.3 La PLL dans les bancs de mesure de bruit

6.3.1 Mise en équation

L’évolution de la phase ® du signal d’erreur corrigeant le VCO est donnée par ’équa-
tion (cf. Annexe A):

flé(t) +®(t) + Ksin®(t) = Aw, (6.6)

ou f. est la fréquence de coupure du filtre passe-bas, K la bande passante d’asservisse-
ment (cf. Eq. 2.20) et Aw =| wy —w; | la différence de fréquence angulaire entre les deux
oscillateurs (Fig. 6.5). L’évolution de la phase est alors identique a I’évolution du pendule
pesant amorti soumis a une force d’excitation constante. Cette équation ne peut se ré-
soudre analytiquement du fait de la présence du terme en @, synonyme d’amortissement.
La non-linéarité de ce systéme est générée par le mélangeur et amplifiée par le VCO.
Nous avons étudié les propriétés du signal d’erreur u4(t) = Asin® d’un point de vue
expérimental et numérique en fonction des paramétres f., K, Aw. Les différentes valeurs
des filtres ont été celles données par le tableau Tab. 6.1 et nous avons fait varier K et Aw
pour faire apparaitre les différentes caractéristiques.

Dans les bancs de mesure de bruit de phase, la fréquence d’étude (ou de Fourier) peut
aller jusqu’a 100 kHz. Aussi la fréquence de coupure f. du filtre passe-bas doit-elle étre
supérieure afin de ne pas atténuer les fréquences que 1’on analyse. Le choix d’un filtre de
l'ordre de 300 kHz dans la plupart de nos expériences permet d’écrire (6.6) de la forme:

O(t) + Ksin ®(t) = Aw, (6.7)

ou K s’exprimera en Hz si Aw est exprimé en Hz. Cette équation porte le nom d’équation
d’Adler [Adler 46] qui est utilisée dans les systémes a injection. Elle décrit également le

blocage de mode des lasers [Cresser 82| et les oscillateurs quantiques [Vanier 89).

6.3.2 Solution de I’équation d’Adler

L’équation (6.7) posséde une solution que 1’on peut exprimer explicitement en fonction

du temps; on dit aussi que I’équation est intégrable. Ces solutions dépendent de la valeur

(u = 42) et s’écrivent (a une certaine phase ®, prés):

®(t) = 2arctan <u—1 (1 +27/K tan (Z(t — to)))> , (6.8)
ou Z = £\/u? — 1. Elles ont été vérifices a 'aide d’un logiciel de calcul formel (cf. Annexe
D). On a porté sur la figure Fig. 6.6 les solutions du signal d’erreur u4(t) = puG sin ®(t).
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FIG. 6.6 — Evolution du signal d’erreur en fonction de u.

6.3.3 Propriétés des solutions

Suivant les valeurs de u, le signal d’erreur posséde deux comportements totalement
différents.
Cas synchronisé

Siu < 1, cette zone s’appelle la plage de synchronisation ou d’asservissement de la
PLL. La différence de phase entre les deux oscillateurs tend vers une constante ¢,, donnée

par
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e
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F1G. 6.7 — Régime transitoire de l’asservissement pour Aw =0 (a) et Aw = K (b).
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

A
boo = 27l + arcsin (%) , [ entier. (6.9)

ot [ est le nombre de rotations de phase effectuées avant le régime permanent.

0.0 . . . .
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F1G. 6.8 — Effet de la phase initiale sur le régime transitoire

Les deux signaux u;(t) et ug(t) possédant alors la méme fréquence, le signal de cor-
rection est un signal continu qui corrige la fréquence propre du VCO pour que celle-ci
soit toujours identique a celle de 'oscillateur d’entrée. C’est le processus d’asservissement.
Dans ce cas, le signal continu représente le sinus de 1’écart de phase entre les deux oscil-
lateurs. On a porté sur la figure Fig. 6.6 I’évolution de la phase en fonction de u. Celle-ci
posséde une constante de temps qui augmente a mesure de 'augmentation de u. Lorsque
u est proche de 1, cette constante tend vers l'infini. Lorsque u — 0, Aw — 0 et (6.7)
s’écrit

®(t) + Ksin®(t) =0, (6.10)

dont la solution est
®(t) = 2arctan exp(—Kt), (6.11)
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6.3. La PLL dans les bancs de mesure de bruit

F1G. 6.9 — Deux régimes transitoires différents suivant le sens de rotation de la phase

de constante de temps proche de K. Cette constante de temps est égale a 'inverse de la

fréquence de coupure de 'asservissement (cf. Chapitre 2).

<> A
\
o 1- (&)
».
K K Aw

F1G. 6.10 — Fréquence du signal d’erreur en fonction de Aw a K constant

La non-linéarité fait apparaitre de plus grandes constantes de temps lorsque 1’on s’ap-
proche de u = 1 comme le montrent les enregistrements expérimentaux de la figure Fig.
6.7. IlIs montrent un régime transitoire observé a I’aide du nouvel oscilloscope numérique
HP54645A. Cet appareil posséde d’excellentes propriétés d’échantillonnage (200 Méch/s)
qui permettent I'obtention d’une résolution temporelle proche de la nanoseconde. Pour
la mesure du régime transitoire & Aw = 0 (a), nous avons ouvert la boucle (en décon-
nectant la correction de la varicap) ; ce qui a conduit & un régime de battement trés lent
puisque Aw = 0. Ensuite en refermant la boucle on mesure le temps de synchronisation
via la fonction agrandissement. On mesure alors pour Aw = 0, une valeur d’environ 94
us correspondant & une fréquence de coupure de l'ordre de K=10 kHz. Les conditions
expérimentales choisies donnaient une valeur de K de 3401+1 Hz. La décroissance non

exponentielle (cf. Eq. 6.11) et la précision de 1’évaluation expliquent cette différence, mais
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

il s’agit ici de donner un ordre de grandeur de K. Proche de la zone limite Aw = K
(b) on observe un régime transitoire bien plus long (~ms). L’établissement de ce régime
transitoire est conforme aux simulations numériques.

L’effet de la phase initiale a été étudié et on observe numériquement (Fig. 6.8(a)) et
expérimentalement (b) que le signal d’erreur peut posséder des dynamiques différentes
suivant la valeur de la phase initiale. Ces deux évolutions possibles du signal d’erreur pos-
sédent deux valeurs de tensions maximales différentes. Cette différence n’est pas génante
d’un point de vue spectral puisque le spectre n’est réalisé qu’aprés le régime transitoire;
cependant d’un point de vue temporel, la différence est nettement visible. Cette différence
s’explique trés bien en considérant la figure Fig. 6.9. Suivant les conditions initiales, la

phase peut effectuer [ rotations complétes avant d’atteindre I’état d’équilibre.

Cas non synchronisé
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F1G. 6.11 — Observation expérimentale du signal d’erreur.

Lorsque u > 1, u4(t) donné par
uy(t) = pG sin @(t), (6.12)

est périodique de fréquence

KvVu?2 -1

<d>= Joart = 5
T

(6.13)
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6.3. La PLL dans les bancs de mesure de bruit

Lorsque u — 00, Aw >> K et I'équation (6.7) s’écrit ® = Aw. Donc uy(t) est périodique
de fréquence 2—7‘;’. Lorsque u — 1, Aw ~ K et < ® >— 0. Si on trace < & >= f(u), on
obtient la caractéristique classique de la fréquence du signal d’erreur en mode « free-run »
(Fig. 6.10). La plage centrale correspond a la zone | wy — wye |< K de largeur 2K. Le
signal d’erreur posséde une forme sinusoidale pour Aw >> K et un taux de distorsion
harmonique de plus en plus élevé lorsque Aw — K. Ce signal étant périodique, il peut
se développer en séries de Fourier. Cresser [Cresser 82] donne une méthode de calcul et
montre que le coefficient «,, (cf. Eq. 3.33b) de la série s’écrit :

, VALZ K2
| ay |*= 27

2n
| Aw | —VAw? — K?
K

= (6.14)

On a reproduit sur la figure Fig. 6.11 le spectre FFT du signal d’erreur obtenu avec
I’oscilloscope. L’amplitude est en dB et on vérifie la dépendance linéaire de I'amplitude

des harmoniques en fonction de la fréquence.

Effet de la phase initiale L’effet de la phase initiale a été observé numériquement

pour u > 1. Supposons pour cela:
ug(t) = pGsin(P(t) + Do). (6.15)

Suivant la valeur de ®q, ’allure des courbes est différente et le niveau continu moyen n’est
pas constant (Fig. 6.12). D’un point de vue expérimental on retrouve cette caractéristique
en rétablissant le couplage continu de 1’oscilloscope permettant de ne plus supprimer la

valeur moyenne de la tension.
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F1G. 6.12 — Influence de la phase initiale pour u > 1
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F1G. 6.13 — Plan de phase de la PLL en régime périodique pour différentes valeurs de u

Calcul d’un Hamiltonien dans le cas oscillant Comme dans tous les systémes os-
cillant, on peut associer un Hamiltonien traduisant la conservation d’une certaine quantité
[Dos Santos 97|. En dérivant (6.7) on a

d=-—Kdcos®=—K(Aw — K sin ®) cos @, (6.16)

d = —KAwcos ® + K?sin ® cos ®. (6.17)

L’évolution de la phase est donc équivalente a celle d’une particule dans un potentiel V' (®)

donné par

) K2
V(@) = — / $d® = K Awsin® + = cos’  + Cte. (6.18)
L’énergie totale H = T/(®) + V(®) s’écrit alors

1 .
H = 5(<1>2+K2cos2c1>)H{Awsin@, (6.19a)

1
= §(Aw2 + K2) = Etot- (619b)

Cette quantité est bien constante puisqu’elle ne dépend ni de ® ni de ®. Nous avons
voulu vérifier expérimentalement cette propriété dans le cas de la PLL pour v > 1. La
construction de 'espace de phase (P, <I>) nécessite la mesure de la phase du signal d’erreur,
ce qui est expérimentalement difficile par rapport a la mesure du signal d’erreur lui-méme.

Etablissons alors I'Hamiltonien H (¥, \Il) associé a la variable U = sin ® représentant
le signal d’erreur. On pose alors ¥ = sin ® et U = & cos ®, que l'on insére dans (6.19a),

et qui donne
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6.3. La PLL dans les bancs de mesure de bruit
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F1G. 6.14 — Portrait de phase du systéme d’équations associé a la PLL

\1,2 + K2(1 - ‘112)2
2(1 — 0?)

H(T,¥) = + AwKU. (6.20)

Si on se place a H (U, \II) = H,, on peut alors tracer le plan de phase (¥, \I!) en exprimant

U en fonction de ¥, on a alors
2Ho(1 — ¥?%) = U2 + K2(1 — U?)2 4 2AwK U(1 — ), (6.21)

soit
2

U =+2(1 — ) [H, — AwKY — %(1 — 2. (6.22)

La figure Fig. 6.13 donne D’expression de ¥ pour différentes valeurs de u = %. La valeur

u =1 donne la courbe limite du plan de phase. On a alors Hy = Aw? et
U = +AW?(1 — ¥?)(1 - )2 (6.23)

Les courbes du plan de phase tendent vers une ellipse lorsque Aw — o0, signe d’une

évolution sinusoidale du signal d’erreur.

F1G. 6.15 — Périodicité détectée par échantillonnage
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

Etude des portraits de phase Les portraits de phase sont construits a partir des
variables W et W issues des simulations. Celui de la figure Fig. 6.14(b) est associé a
I’é6quation (6.7) pour différentes valeurs de Aw et pour K = 0,01. A coté, en (a) nous
avons la photo d'un portrait de phase réalisé a partir de I'expérience. Elle est obtenue en
placant un oscilloscope numérique en mode Lissajoux et en placant sur la voie X le signal
d’erreur et sur la voie Y la dérivée du méme signal. [’avantage des portraits de phase
par rapport au plan de phase est que 1’on peut les obtenir expérimentalement (non sans
difficultés) et numériquement méme dans le cas synchronisé. Dans les deux cas (a) et (b),
le régime transitoire est visible et tend vers I’état stable (& = 0, ® = Cte).

Pour construire les portraits de phase, on place dans le plan (W, \I!) une série de n points
correspondant a I’état du systéme aux instants ndt, ou dt est le pas d’échantillonnage de
la simulation ou de 'oscilloscope numérique. C’est une vision stroboscopique du systéme ;
elle permet également de faire apparaitre les périodicités. Ainsi, un plan de phase construit
avec un échantillonnage correspondant a un multiple de la période du systéme présentera
un point dans 'espace des phases (Fig. 6.15), alors qu'un échantillonnage avec un diviseur
p de celle-ci donnera p points. En revanche, si I’échantillonnage 7., est treés proche de la
période T, le point décrira ’espace des phases avec une évolution trés lente correspondant
au battement | T — T, |. Enfin, si les portraits présentent une région de points, c’est que
I’on est proche d’un échantillonnage entier ou rationnel, mais que 'une des fréquences
(T ou Teep,) est instable. Les portraits de phase sont donc un moyen trés puissant pour
détecter les périodicités dans les systémes. On a porté sur la figure Fig. 6.16 trois portraits
de phase construits par des échantillonnages différents. Nous avons choisi une simulation

ou la fréquence du signal d’erreur est

Whart = VAW — K2 =+/52 —32 102 =4 .10 *Hz (6.24)

soit, une période de T = 25 s. Le pas de la simulation était de dt = 0.01 s. D’aprés la
figure (a), on observe une périodicité de n = 10 points, en effectuant un échantillonnage

de 25x0.01=0.25s. On a alors:
T

—— =10. 2
n x 0.25 0 (6:25)

D’aprés la figure (b), un échantillonnage de 150x 0.01=1.5 fait apparaitre une périodicité
de n = 5 points. On a alors:

T 10

nx15 3°

(6.26)
De facon générale, un échantillonnage effectué a 7,., faisant apparaitre n points dans le
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6.3. La PLL dans les bancs de mesure de bruit

portrait de phase rend compte d’une période T' du systéme donnée par :

- (6.27)
nTech q
so. , .
et la période se déduit de (6.27) par:
T =nT' (6.28)
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F1G. 6.16 — Influence de l’échantillonnage T, pour la construction des portraits de phase-
(a) Teer, = 0,258, (b) Teer, = 1,58, (¢) Teen = 16,675, (d) Teer, = 53,57s

Méthode pour déterminer les périodes

— on cherche une périodicité apparente dans le portrait de phase. Pour (a) on a n =

10

— On multiplie la période d’échantillonnage par n: T,

alo

=2X5H

s Teep, = pT

= nTe,. Si on a un point,

— on divise alors I’ échantillonnage 77, par les diviseurs d de n

— si on a d points, d ne divise pas p

— si on a encore un point, d divise p et on recommence avec p/d...
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

— ... et on recommence pour tous les diviseurs. La période du systéme sera la derniére.

Inversement, on peut déterminer 1’échantillonnage qui nous fait apparaitre une pério-
dicité apparente. Dans le cas de la figure Fig. 6.16, on a 7" = 25. Si on veut faire apparaitre

3 points, il faut que
25 p

0.0lq

Le couple (¢ = 1667, p = 2) sera trés proche d’un bon échantillonnage comme le montre

(6.29)

la figure (c). La figure (d) fait apparaitre une période 7 avec le couple (¢ = 5357, p = 15)
Dans les deux cas, la taille des groupements rend compte de 1’écart € entre les périodes

% et le couple (¢, p):

(6.30)

Nous verrons dans le paragraphe 6.7 que cette relation est associée a un certain critére
de résolution. Ici, la résolution est celle de notre capacité a voir les périodicités dans les
portraits de phase.

Nous avons développé cette méthode d’analyse de la PLL car elle permet d’introduire
les propriétés arithmétiques des fréquences par le biais de 1’échantillonnage. Cet échan-
tillonnage est une certaine forme de projection du signal comme nous 1’avons présenté
dans les chapitres 2 et 5. Il nous apporte des propriétés du signal par rapport au type
de projection que I'on fait. Ainsi, la totale connaissance du signal temporel nécessite une
infinité de projections. En revanche, si ’on montre que certaines sont équivalentes (d’un
point de vue arithmétique), on peut alors en limiter le nombre sans pour autant perdre
de I'information. Cette méthode apporte de I'importance a ’arithmétique et a 1’aspect
temporel du signal dans son analyse.

La puissance de cette méthode d’analyse réside aussi dans sa facilité a mettre en ceuvre
expérimentalement. En effet, le portrait de phase expérimental de la PLL non synchronisée
obtenu en utilisant 1’oscilloscope en mode Lissajoux (Fig. 6.14(a)) en est la preuve.

Ajoutons une parenthése concernant I'importance que va prendre la qualité de la fré-
quence d’échantillonnage numérique. En effet, pour une telle étude, cette qualité doit étre
irréprochable. En fait, nous sommes dans le méme cas que pour la mesure des oscillateurs:
I’échantillonnage doit étre meilleur que le systéme a étudier. Comme 1’échantillonnage est
réalisé a partir d’un oscillateur interne de grande stabilité, il est étonnant de constater
que les oscilloscopes numériques actuels (tels que le HP54645A) ne possédent pas d’entrée
asservissement pour un pilote extérieur de meilleure qualité, méme si leur pilote interne

reste de trés bonne qualité. Il se dessine alors une perspective d’étude des signaux par
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6.3. La PLL dans les bancs de mesure de bruit

échantillonnage utilisant la puissance des études spectrales actuelles, mais pouvant étre

adaptées aux systémes non linéaires quelconques, si 'on accepte le traitement temporel.

Etude globale

Les mesures de bruit de phase classiques sont réalisées pour des conditions expérimen-
tales proches de Aw = 0, et pour des valeurs de K de 'ordre du Hz. De cette maniére,
le spectre du signal d’erreur est directement proportionnel au spectre de phase et aucune
correction n’est nécessaire (cf. chapitre 2). On a donc une plage de synchronisation trés
étroite, et une fluctuation au centiéme de Hz de 1'une des fréquences (fy ou fye,) change
la valeur de u de 1% . Le systéme peut se retrouver proche de la valeur v = 1 (synonyme
de forte non-linéarité) si I'on n’est pas au centre de la plage. Ce raisonnement peut étre
analogue pour une petite fluctuation de K pouvant provenir de p , G ou k, d’autant
plus que K n’est généralement donné qu’a 10% prés! Ainsi, I'étude de la zone compléte
0 <wu <1 trouve son utilité.

Cepandant, 'essentiel des propriétés intéressantes de cette région se situe dans le
régime transitoire ou dans le spectre puisqu’ensuite le signal est continu. Connaissant les
limites de I’étude spectrale dans les conditions non linéaires et la difficulté & mesurer avec
précision le régime transitoire, nous avons choisi de traiter globalement la dynamique
de la PLL, c’est-a-dire pour u € [0,+o0], en y recherchant des propriétés communes
indépendantes de la valeur de u. Ainsi, on espére en étudiant le systéme pour u > 1,
caractériser aussi celui-ci pour u < 1. C’est d’ailleurs dans cet esprit que devront étre
faites les mesures de bruit si I’on veut en extraire de nouvelles propriétés.

Kvu

Pour cela, en posant z = 22_1 avec z € C, on a déja écrit la solution générale (6.8)

par

®(t) = 2arctan <u1 (1 +2Z/K tan (Z(t — to)))) , (6.31)

ol z est réel si u > 1 et imaginaire sinon. Cette notation posséde I'avantage de traiter la
variable dans le plan complexe indépendamment de la valeur de u. La discontinuité de la
solution présente pour u = 1, se trouve transposée sur la propriété de z. Ainsi, la quantité
physique réelle représentée par la basse fréquence du signal d’erreur lorsque u > 1 reste
une propriété physique correspondant & une fréquence mais imaginaire. En développant
tan zt, (6.8) devient

o) = [u? <1+2Z/Ké_7€> : (6.32)
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

et 'on constate que la solution s’écrit comme une fonction d’exponentielle quelque soit la
valeur de u. On a alors dans les deux cas cette caractéristique physique qu’est la fréquence
de battement.

Comme pour les ondes planes, le cas z € ‘R donne une fréquence imaginaire qui
correspond & un amortissement ou & une amplification. Si on a e’** ce sera une oscillation
si z € R, un amortissement si z € iR et I'm(z) > 0, et une amplification si z € iR et
Im(w) < 0.

Il faut maintenant essayer d’imaginer comment se comporte la solution par rapport a
une perturbation. La moindre perturbation se traduit certainement par une propriété de z
plus générale, avec éventuellement une présence dans tout le plan complexe. Nous serons
donc en présence d’un systéme ol se cotoient en permanence des processus d’amplification
et d’amortissement exponentiels combinés & des comportements périodiques. Nous sommes
exactement dans un cas de non-linéarité oil se mélent chaos et régularité. Dans le cas simple
ci-dessus ou la solution est connue, 'amortissement I’emporte pour z € iR et I'oscillation
également pour z € R.

[’étude générale de la boucle en utilisant cette propriété a été faite mais n’a pas ap-
porté de propriétés intéressantes, peut-étre par manque de persévérance. On a cependant
constaté, a posteriori, que le changement de variable exponentiel permettait a Cresser
|Cresser 82| de simplifier les calculs des coefficients de Fourier (6.14) de la solution en

transformant 1’équation non linéaire (6.7) en I'équation linéaire

K2
par le changement de variable y
i® $

= ——. 34

e s (6.34)

Cet exemple montre une fois de plus que les problémes non linéaires peuvent, dans certains
cas, se résoudre par des méthodes linéaires. Il existe donc des systémes non linéaires que
I’on peut totalement caractériser par des méthodes linéaires. [.’étude de la PLL du premier

ordre en est un exemple.

6.4 Perturbation de la PLL par des harmoniques

L’origine de la perturbation du modéle précédent par des composantes harmoniques
peut étre due a leur présence dans le signal wy, dans le VCO ou a leur génération par le
mélangeur (cf. Annexe A.2.2). On montre aussi en Annexe A que ’équation vérifiée par

la phase ® peut s’écrire (A.13):
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

d=Aw—k Z Ap,g) sin(pwo — qu1)t, (p,q) € N, (6.35)
(0,9)

oll wy et wy sont les fréquences angulaires des signaux en entrée du mélangeur (cf. Fig.
6.5). Les valeurs de p et ¢ peuvent étre quelconques dans le cas général. On montre en
Annexe C que la solution de (6.35) posséde une propriété de symétrie si g est impair.

De plus, on considére en général que les deux oscillateurs wy et w; générent un signal
sinusoidal et que ’essentiel des harmoniques proviennent du mélangeur et sont surtout
impairs (voir Fig. 6.4). Nous avons donc étudié (6.35) avec p, ¢ impairs mais il faut savoir
que I'étude est équivalente avec p, g quelconques, provenant du mélangeur ou des signaux
d’entrée (Cf. Annexe C).

Choisissons la perturbation du fondamental (p = 1, ¢ = 1) par un seul harmonique
(p =3, g =1). L’équation (6.35) s’écrit alors en utilisant (A.13)

d) = Aw — k‘Au sin(wo — wl)t - kAgl sin(3w0 — u)1)t, (636)

soit
® = Aw — kA sin ® — kAg; sin(® + 2wot). (6.37)

De la méme maniére que dans le cas général, cette équation peut étre écrite en deux

systémes autonomes. En posant 1) = ® 4 2wt et Aw®? = pwy — qw;, on obtient :
d = Aw™Y — K, sin® — K, sin 1, (6.38)

¥ =Aw®Y — K, sin® — Ky sin ), (6.39)

ou Ki = kA1 et Ko = kA3. On a K1 = K et on rappelle que ce coefficient est propor-
tionnel au gain de 'amplificateur lorsque ’on se trouve dans la bande passante du filtre.
Expérimentalement, on a wy ~ w; ~ 5 MHz, soit 3wy — w; ~ 10 MHz. Cette perturbation
se trouve atténuée, donc négligeable.

Supposons maintenant w; ~ 3wp, on a alors | wp — wy |~ 2wy et 3wy — wy; ~ 0. La
composante wy — wy est atténuée et 1’autre non puisqu’elle est dans la bande passante
du filtre. De ce fait, une deuxiéme plage de synchronisation pourra exister si Aw®? <
K. 11 existe d’ailleurs une plage de synchronisation a chaque fois que le rapport z—‘l’ est
proche d’un rationnel p/q et on montre également que les plages ol p et ¢ sont pairs sont
moins nombreuses. De chaque coté de la plage p/q, on observe le battement de ®®% soit
Aw®D = puy — quyeo-

A partir d’'un compteur de fréquence, on peut mesurer la fréquence du signal d’erreur

et obtenir la figure Fig. 6.17, en portant la fréquence du signal d’erreur en fonction de
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6.4. Perturbation de la PLL par des harmoniques

F1G. 6.19 — Observation expérimentale de la synchronisation de [’enveloppe.
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

Wyeo & Wy constant. Autour de chaque plage de synchronisation, un battement de grande
amplitude apparait et peut facilement étre détecté avec un watt-métre (Fig. 6.18). Cet
enregistrement montre la possibilité de synchronisation ot intervient un trés grand nombre

d’harmoniques (le 23¢ harmonique est visible dans le détail).

Lorsque ’on fait évoluer la fréquence du VCO de 5 MHz a 0, le signal d’erreur posséde
une plage de synchronisation autour de 5 MHz et génére ensuite un battement de fréquence
de plus en plus élevé qui se trouve atténué par le filtre lorsque celle-ci dépasse 300 kHz.
Mais elle est encore comptée par le compteur jusqu’a ce que le signal d’erreur soit trop
faible (<5 mV). Cette condition stoppe le comptage jusqu’a ce qu’une autre zone de
synchronisation apparaisse et géneére un signal de battement. Ceci explique donc 'allure

des figures expérimentales que nous obtenons.

6.4.1 Influence d’'un harmonique sur la plage de synchronisation

Nous avons montré que dans la plage p/q = 1/1, la perturbation par I’harmonique
3 n’était pas visible du fait de la faible valeur de K,. Mais il existe des régions ou les

valeurs K; et Ky de deux harmoniques possédent environ la méme amplitude. C’est le cas

St A s wyeo __ 4.303385 . ;
proche du rapport 6/7 c’est-a-dire lorsque hee = 020626 Dans ce cas, le signal d’erreur

est de fréquence fo— fico ~ 717 kHz, mais modulé par un signal basse fréquence d’environ

60 Hz provenant de 6wy — 7wyeo- Nous avons mesuré 'amplitude des raies & 717 kHz

avec ’analyseur HP8591A et & 60Hz avec le NSC pour trouver un rapport d’amplitude

K
K>

= 12. Nous avons ainsi étudié expérimentalement I'influence des harmoniques.

Les figures Fig. 6.19(a), (b) et (c) sont des photographies du signal d’erreur. La por-
teuse est d’environ 717 kHz. La figure Fig. 6.19(a) montre le signal d’erreur dans le cas
de la PLL ouverte, c’est-a-dire ou il n’y a pas de correction du VCO. La PLL agit comme
un mélangeur et génére un signal de 717 kHz modulé par une enveloppe a 60 Hz. Lorsque
I’on referme la boucle, I’équation de la phase est (6.38) puisque K; et K5 sont du méme
ordre de grandeur. L’enveloppe posséde le méme comportement que le signal d’erreur lui-
méme lorsqu’il se trouve proche de sa zone de synchronisation (Fig. 6.6) ; elle posséde une
fréquence fb(st"t”) donnée par (6.13) en remplagant Aw et K par les valeurs Aw(®7) et K67
issues de leur évaluation expérimentale. Dans cette expérience, nous avions K7 = 58
Hz. Or Aw®" = 61 Hz, donc fy; = 18.9 Hz.

Calcul d’erreur. On a K7 = 58 + 1 Hz et Aw = 61 Hz. De (6.13) on tire

fbattéfbatt = KoK + AM&(AC&)) = KdK, (640)
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

car §(Aw) ~ 1071°. Donc
5fbatt K
o= (5KAw2 —5 (6.41)

On constate que I'incertitude est amplifiée lorsque Aw — K. On a alors JJ{Z’—’Z‘ = 0.16, soit

fbatt =19+ 3HZ, (642)

ce qui correspond a la période évaluée a partir de la figure Fig. 6.19. La basse fréquence
de la modulation suit la loi (6.13) et rend compte d’un phénoméne de synchronisation de

la modulation.
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FI1G. 6.21 — Evolution du signal d’erreur proche de la plage de synchronisation secondaire
6/7.

6.4.2 Vérifications numériques

Une résolution de 1’équation (6.38) a été réalisée par le programme arnold7.f en
utilisant la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (cf. Annexe B). Les paramétres d’entrée

du fichier arnold7.fic sont les suivants:
K1, wo, Ko, Wyeo, dt, N, ech, trans, ®q, g, tauz, lev, eps (6.43)

ol dt est le pas d’intégration, N le nombre total d’itérations et ech la période d’échan-

tillonnage pour le tracage de l'espace de phase et la réduction du nombre de points
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dans le calcul de la FFT (la fréquence de coupure haute est plus petite). Les paramétres
tauz, lev, eps ne sont pas utilisés ici. Les figures Fig. 6.20(b), Fig. 6.21(c) et Fig. 6.22(a)
redonnent les résultats observés expérimentalement. Une premiére simulation (Fig. 6.20)

a été effectuée pour les valeurs
K1 =10"% wo = 18.003, Ky = 1073, wyeo = 21. (6.44)

Nous sommes donc & I'intérieur du palier de synchronisation 6/7. En effet | £21—18.003 |=
1073 < K, = 1072 et 'on est méme au bord de la bande, ce qui explique le temps
de synchronisation de I’enveloppe (b). Seules les simulations permettent d’observer ce
phénomeéne. Le signal d’erreur est de fréquence wpp ~ 4Hz (comme le montre (a)). Le
spectre basse fréquence de 0.001 & 0.01 refléte le régime transitoire de la synchronisation
de l'enveloppe. La figure (¢) montre I'importance du taux d’échantillonnage des points.

Ce phénoméne (équivalent au phénoméne d’aliasing des oscilloscopes numériques) permet
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de faire apparaitre une modulation de ’enveloppe d’un niveau plus faible. La courbe (c)

est obtenue avec les mémes données numériques que (b) mais affichées une fois sur 10.

Les courbes de la figure Fig. 6.21 sont réalisées pour wy = 18.0033 soit au bord de la
plage 6/7. La forme de la modulation (c) est identique a celle de la figure Fig. 6.11 tradui-
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6.4. Perturbation de la PLL par des harmoniques

sant la proximité de la plage de synchronisation. Le maximum de la modulation semble
évoluer avec une trés basse fréquence (1/1000); elle indique la présence de grandes va-
riables temporelles. Cette remarque avait déja été faite lors de I’étude du modéle d’Arnold.
De grandes constantes de temps apparaissent prés de la limite des plages. La simulation
(b) effectuée avec Ky = 0 permet de constater la modification du spectre avec I’appari-
tion des composantes basses fréquences de la modulation. Le portrait de phase (d) montre
I’oscillation principale de la porteuse matérialisée par le cercle plus foncé. Afin de mettre
en évidence une période dans le systéme nous avons effectué un échantillonnage spécial.

La figure Fig. 6.22 montre le comportement du systéme lorsque nous nous éloignons
de la plage 6/7; la fréquence de modulation d’environ 0.01 est plus grande (a) et plus
pure (c) spectralement. Une modulation est maintenant bien visible (d) et (e) autour des
harmoniques de la porteuse. Le systéme semble présenter plus de régularité comme le
montre le plan de phase (b).

Nous présentons enfin ce dernier résultat (Fig. 6.23) obtenu pour
K =102, wy = 21.02, Ky = 107°, Wy, = 21, (6.45)
pour lequel on a
| wo — Wyeo |=0.02 > Ky et | 6/Twy — Wyeo |= 3. (6.46)

On se trouve proche de la plage principale 1/1 en présence d’une petite perturbation par
I’harmonique 6/7. Le signal d’erreur (d) est un signal de fréquence ~ 0.01 Hz possédant
une composante haute fréquence de 3 Hz bien visible sur (c¢). Une plus forte perturbation
(K3 = 1072) est visible sur (f). Les spectres FFT (a) et (b) confirment le fait qu'une
perturbation du rapport 1/1 par I’harmonique 6/7 posséde la méme structure spectrale
que la perturbation du rapport 6/7 avec 'harmonique 1/1 (Fig. 6.22(c) et Fig. 6.23 (a)).
Avec une période d’échantillonnage de T' = 50dt = 0.5, nous observons (g) deux figures
séparées indiquant qu’il existe dans le systéme une fréquence propre f tel que f = 2p/q,
avec p,q € N (cf. Eq. (6.27)) , et ce avec une trés grande précision puisque la méme

simulation observée avec un pas de 51 est totalement différente (Fig. 6.22(e)).

Discussion

Ces différentes simulations ont permis de vérifier le comportement expérimental de la
PLL proche des zones de synchronisation. On montre I’équivalence entre les comporte-

ments & l'intérieur des zones pour tous les rapports, de méme que celui a ’extérieur. La
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

présence d’'une synchronisation secondaire de la modulation est constatée et une augmen-
tation des variables temporelles lentes apparait lorsque 1’on s’approche de la limite de la
plage de synchronisation. Ainsi, en présence d’autres perturbations harmoniques, comme
il en existe dans le mélangeur par exemple, de nombreuses zones de synchronisation seront
également présentes mais a des échelles d’amplitude différentes.

De plus, on confirme I'importance des méthodes d’analyse temporelle du signal par
échantillonnage. La période d’échantillonnage étant exacte (pas de I’algorithme), les pé-
riodes apparentes sont des périodes du systéme et on ne peut que constater la précision
du procédé.

Cette simulation confirme la présence d’une structure multiéchelle de la synchronisa-
tion dans toute la gamme de fonctionnement de la PLL en régime non linéaire. Ainsi,
les propriétés du bruit des oscillateurs que 1’on observe dans le centre de la zone 1/1
sont la conséquence de phénoménes qui interviennent également dans les autres zones
p/q cachées par le battement du signal principal. On doit donc trouver dans ce signal de
battement ces propriétés et notamment les invariants périodiques que 1’on peut observer
et mesurer numériquement et expérimentalement avec des méthodes d’échantillonnage
temporelles, moyennant une bonne régularité de cet échantillonnage, réalisé par exemple

avec un oscillateur ultra-stable.

6.5 Perturbation de la PLL par du bruit blanc

C’est en observant l'allure du signal d’erreur lorsque 1’on se trouve proche de u = 1
que nous avons choisi d’étudier 'influence du bruit sur la PLL. Nous avons alors choisi
d’additionner une source de bruit blanc de fréquence au signal de fréquence wy placé
en entrée du mélangeur (Fig. 6.24). La source de bruit blanc provient d’un générateur
de bruit pseudo-aléatoire SOLARTRON. Nous avons vérifié & I’analyseur de spectre sa

forme et on peut garantir qu’il est blanc jusqu’a 10kHz. Ce sera donc la limite de nos

N\ G

f o+ bruit blanc
de fréquence

VCO

fVCO

F1G. 6.24 — La PLL perturbée par une source de bruit blanc

168



6.5. Perturbation de la PLL par du bruit blanc

études spectrales. Cette source de bruit blanc a été appliquée a I’entrée modulation de
fréquence du Racal Dana que nous avons cette fois-ci utilisé en oscillateur principal, car
la caractéristique de la varicap linéaire ne modifie pas I’allure du bruit (cf. Fig. 6.2); on
retrouve donc un bruit blanc de fréquence associé a wy. Pour le VCO, nous avons utilisé
soit un synthétiseur de fréquence ADRET, soit I'oscillateur OSA. Mais dans tous les cas,
le taux de modulation de bruit blanc était largement supérieur au bruit de n’importe quel
élément de la boucle (mélangeur, oscillateur, etc.). L’avantage d’utiliser des oscillateurs
performants nous permet d’observer les phénoménes avec un niveau de modulation assez
faible.

En présence de bruit blanc de fréquence I'(¢) additionné a la fréquence wy, la phase

®(t) du signal d’erreur vérifie :

O(t) + Ksin®(t) = wp + T'(t) — Wyeo (6.47)

F1G. 6.25 — Spectre du signal d’erreur d’une entrée modulée par du bruit blanc de fréquence
mesurée avec l’analyseur en mode « couplage alternatif » (K = f. = 450Hz)

®(t) + Ksin ®(t) = Aw + I'(2) (6.48)

Il s’agit d’une équation différentielle non linéaire comprenant des termes déterministes et

stochastiques. La solution d’une telle équation ne peut étre approchée que dans certains
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el
]

F1G. 6.26 — Méme mesure que celle de la figure Fig. 6.25 avec un couplage continu (DC).

cas particuliers en utilisant I’équation de Fokker-Planck [Risken 89]. En revanche, dans
le cas linéaire sin® ~ @, elle peut étre traitée par une équation de Langevin ou par la

méthode de Laplace exposée au chapitre 2.

Nous avons montré que le spectre S, (f) du signal d’erreur u4(t) est proportionnel au
bruit de fréquence de wy (I'(¢) dans notre cas) pour f << K, et proportionnel au spectre
de phase pour f >> K. Nous avons porté sur la figure Fig. 6.25 les différents spectres
réalisés pour différentes valeurs de Aw a K constant. Lorsque ’on s’approche de la zone
limite Aw = K, une modification de la transformation du bruit autour de la fréquence de
coupure f. = K apparait. Cette courbe a été réalisée avec I’analyseur de spectre NSC, sur
un moyennage de 100 enregistrements effectués dans la bande [5Hz; 5kHz| en couplage
alternatif (suppression du niveau continu du signal d’erreur). Nous avons effectué les
mémes mesures en couplage continu (Fig. 6.26), montrant ’augmentation du niveau de
bruit lorsque ’on s’approche de la limite Aw = K. On vérifie également la modification
de la valeur de la « fréquence de coupure ». En fait, une transformation du bruit a lieu
dans cette région. Les photographies de la figure Fig. 6.27 montrent les spectres réalisés
pour Aw = 0 et Aw = 426Hz pour une valeur de K = 450Hz. Dans ces conditions
expérimentales, le spectre n’a pu étre obtenu pour des valeurs de Aw plus proche de 450
Hz.
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F1G. 6.27 — Spectre du signal d’erreur avec u =0 (a) et u = 0.946 (b)

6.5.1 Désynchronisation par le bruit blanc

Les spectres réalisés pour des valeurs de Aw plus proche de 450 Hz sont confrontés au
probléme de rupture de synchronisation. En effet, chaque enregistrement du spectre entre
5 Hz et 5 Khz nécessite au moins 0.2 seconde, multiplié par le nombre de moyennages
effectués, soit 20 secondes. Si l’on s’approche de trop prés de cette zone, il existe une pro-
babilité croissante de ’apparition d’un battement, c’est a dire une rotation compléte de la
phase du signal d’erreur souvent appelée « cycle skipping ». Un tel phénoméne se traduit
concrétement par une augmentation du niveau de bruit rendant la mesure du spectre
fausse. Plusieurs possibilités existaient comme la réduction du niveau de bruit; dans ce
cas, le phénoméne apparaissait plus loin. Si I’on réduisait le nombre de moyennages, la
mesure était moins significative. Cette expérience nous a confirmé 1’existence d’une zone

trés instable ol les mesures spectrales sont a leur limite de validité.

6.5.2 Vérification numérique du phénoméne de désynchronisation

Pour vérifier ce résultat, nous avons effectué deux simulations paralléles: 'une en
présence de bruit et 1’autre exempte. Le bruit, introduit a 'aide du générateur de bruit

pseudo-aléatoire numérique, était appliqué a la fréquence wy sous la forme
wo(1 + taux(—0.5 + ran(1))), (6.49)

ot ran(1l) génére un réel equi-distribué dans [0, 1]. Ainsi, les fluctuations de fréquence
sont centrées autour de wp. Le paramétre taux est donné par (6.43). Cette démodulation
numérique est nécessaire pour étudier le bruit autour de la porteuse. L’étude des limites
de notre procédé est présentée sur la figure Fig. 6.28. Les conditions sont wy = 18.3,
Wyeo = 21, K1 = 1072, K, = 0 pour (a). Suivant le niveau du bruit blanc, ’évolution du

spectre RF du signal bruité n’est pas visible ((b) tauz=0,5; (c) tauz=0,05), alors que les
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6.5. Perturbation de la PLL par du bruit blanc

bruits issus de la démodulation numérique ((d) et (e)) rendent compte de cette différence.
Malheureusement, la porteuse n’est pas totalement éliminée.

L’évolution temporelle du signal d’erreur non bruité (a) et bruité (b) est donnée sur la
figure Fig. 6.29. Les paramétres sont K, = 1072 et Aw = 9.999 10%. La courbe (a) montre
la synchronisation alors que la courbe (b) met en évidence le phénoméne de désynchroni-
sation par le bruit (taur = 1073). Cette désynchronisation n’apparait que trés rarement
alors que Aw est toujours supérieur & K pour ran(l) > 0.6. En augmentant la valeur
de tauz & 1.1 1073, on vérifie une augmentation du processus de désynchronisation (c).
On note des zones de fluctuations irréguliéres entre chaque pic. Le portrait de phase (d)
présente la signature du bruit dans I’espace de phases: aucune périodicité n’apparait.

Une autre simulation étudiée par FF'T a été faite proche de Aw = K a 'intérieur de la
bande. La courbe (a) de la figure Fig. 6.30 représente le spectre du signal d’erreur calculé
au centre de la plage, et le spectre (b) calculé en limite de zone. On note une remontée du
niveau du bruit. Globalement, ces simulations & 'intérieur de la zone font apparaitre le
méme phénoméne de modification du spectre. En effet, on peut évaluer I'influence d’une

variation infinitésimale dwy sur la phase ® un effectuant un calcul d’erreur sur (6.9), soit

. Aw
d® = §(arcsin ?), (6.50)
-1 (ﬂ> , (6.51)
Aw 2 K
- (%)
ce qui donne )
0d = Owp- (6.52)

Kyf1- (&)2
K
Si Aw — K, le dénominateur tend vers I'infini conduisant & une amplification des fluc-
tuations de phases. [’amplification des fluctuations s’explique ainsi par la non-linéarité de
la fonction arcsin(u) lorsque Aw — K. Nous avons étudié les effets d’'une augmentation
des fluctuations de phase dans le chapitre 5, sur la forme du spectre. Nous avons vu que la
propriété bornée de la phase engendrait une modification de ’allure du spectre (Fig. 5.10).
On retrouve ici expérimentalement le méme phénoméne. Nous avons poussé la simulation
jusqu’au phénoméne de désynchronisation (Fig. 6.31(a)) qui produit le spectre (b). Dans
cette simulation, la fréquence de coupure est K = 1 Hz. La modification du spectre est
importante.
Placons-nous dans le contexte des oscillateurs et interprétons ce spectre comme étant
celui d’un oscillateur. Dans les basses fréquences, il est proportionnel au spectre de fré-

quence de l'oscillateur. Les détails (c) et (d) de la figure Fig. 6.30 (agrandissement des
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F1G. 6.31 — Spectre FFT de la désynchronisation de la PLL

spectres (a) et (b) pour f € [0,1 : 1]) indiquent une diminution globale de la pente.
Le spectre de fréquence, que 'on sait blanc, est alors transformé en spectre en 1/f* de
fréquence avec 0 < a < 2, lorsque 'on s’approche de la fréquence caractéristique f. = K.
Effectuons le méme raisonnement dans 'autre partie du spectre (f > K). Ici le spectre
est proportionnel au spectre de phase de loscillateur, soit en 1/f? puisque c¢’est du bruit
blanc de fréquence. A Papproche de f, = K, le spectre de phase présente une pente plus
importante bien visible sur Fig. 6.31(b). De 1/f2, on passe a 1/f* avec a > 2. Encore une
fois, on constate une modification du bruit blanc de fréquence. Que ’on étudie le spectre
de phase ou celui de fréquence, on observe la transformation du bruit blanc de fréquence

vers un bruit en 1/f%, avec 0 < o < 2.
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F1G. 6.32 — Plancher de bruit du signal d’erreur en fonction de K pour wgr = 170 Hz

Etude du voisinage de la zone de synchronisation

Augmentation du niveau de bruit Aprés avoir observé, dans la zone synchronisée,
I’augmentation du bruit lorsque ’on s’approche de la limite Aw = K, nous avons étudié
Papproche par le versant situé de l'autre coté de la discontinuité: Aw = K. Ici, le
signal d’erreur est périodique. Pour les mémes raisons que pour les fluctuations de phase
a 'intérieur de la plage, les fluctuations de fréquence s’écrivent :
dwpr  Awd(Aw)
wpr  Aw? — K?

Lorsque Aw >> K, la contre réaction de la boucle est négligeable et la PLL est réduite

(6.53)

a un simple mélangeur. On retrouve les propriétés (Eq. (2.24)) énoncées au chapitre 2:

6WBF 5(Aw)
= . 6.54
WRBF Aw ( )

Nous avons vérifié la relation (6.53) par une expérience en faisant varier K a wgp constant,
et en faisant varier wpr & K constant.

Si on suppose §(Aw) = dwy, on a

dwpF _ Awd(wp) _ dwy woAw (6.55)
WBF Aw2—K2 Wo AwQ—KQ’ '
dwpr Wy K? dwy
=—[(14+— ] —. 6.56
WBF Aw +Aw2—K2 Wo ( )
Or wy = Aw? — K2, donc
) 0 K?
Wpr _ Wo 0Wo (1 + T) ‘ (6.57)
WBF Aw wy Whp
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F1G. 6.33 — Plancher de bruit du signal d’erreur en fonction de Aw pour K = 1,5 kHz

Les quantités % et %)_00 sont des fluctuations relatives de fréquence que 1’on évalue a
partir d’'un compteur et avec la variance d’Allan. Dans ce cas, on a

Aw

At K% (6.58)

UwBF = Uwow()

ou encore

wo K2
o = O — | 14+ —— | . 6.59
Ownr =7 *Aw ( w%F) ( )

Les courbes Fig. 6.32 et Fig. 6.33 donnent le niveau du bruit correspondant au palier de
la variance d’Allan effectué sur la mesure de la fréquence du signal d’erreur. On vérifie la
dépendance en K pour Fig. 6.32 et celle en Aw pour Fig. 6.33. Les barres d’erreur sont
évaluées en fonction de l'incertitude de mesure. Elles sont plus importantes lorsque K
augmente & wgp constant, ou lorsque Aw — K, ce qui revient au méme. On vérifie alors
I’augmentation de I’instabilité relative de fréquence lorsque v — 1 .

Les valeurs asymptotiques des courbes nous donnent une autre mesure de la stabilité
de 'oscillateur. En effet, en utilisant Fig. 6.34, on a deux mesures indépendantes. Lorsque
K = 0, cette mesure est équivalente a la mesure par battement soit

Aw wpg 170

_ _ F_ -4 _ -9
Owy = O'wBFw—O = O'wBFw—O =210 5 10—6 =6.8 10 s (660)
avec pour incertitude
Ao, Ao, A
(Ow) _ AGune , Awnr (6.61a)
Owg Owpr WBF
Ao,
= —2L 40450, (6.61b)
Owprp
1.1075
= ~ 51072 (6.61c)

2.10* 421072
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6.5. Perturbation de la PLL par du bruit blanc

soit
0w, = (6.8 £0.4) 10°7. (6.62)

Lorsque K — oo, la pente est de 2 et on peut prendre par exemple la valeur de o,
pour K = 100, soit (en utilisant (6.59)):

Owppr Awwsp
Owo = W: (663)
w? 1702
=10"*2BL — 107 =5.78 107°. 64
Ouwo 0 oK 0 5108 5.78 10 (6.64)
L’erreur associée & —Affawo) est celle associée aux coefficients de régression linéaire. Le fait de
wo

connaitre la valeur +2 de la pente nous permet d’évaluer I’erreur de o,,,, pour K = 100
a 1075 soit
A(O’wo) A(UUJBF) A(UBF 107°

= 2 = 2x170x2.107*=0,118 6.65
Owy Ouwpr * wBr WBF 2-10_4 * ’ ’ ( )

ce qui donne
0wy = (5.84£0.7) 107°. (6.66)
En utilisant la figure Fig. 6.33, on a encore deux possibilités. Lorsque Aw — oo, on

retrouve I’analyse par battement et I'on a

Aw
Owy = w—OO'wBF. (667)

Avec Aw = 10°, on mesure 0,,,, = 3 1077, ainsi

10°3 1077
o = =610" .
0o =108 6 1077, (6.68)
avec Aloy) 3108
Owo B
=0.1 6.69
Ouo 31077 ’ (6.69)
d’ou
0w, = (6.0 £0.6) 107°. (6.70)

La deuxiéme méthode Aw — K est plus difficile a obtenir graphiquement puisqu’il
n’existe pas de pente visible, mais avec un petit algorithme elle pourrait donner un autre
résultat et ainsi augmenter la précision finale de la mesure.

En prenant les mesures (6.62) et (6.70), obtenues de facon classique, on détermine
I'intervalle de o,,, soit

Oy = (6.5+0.1) 107°. (6.71)
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Mais si on lui rajoute la nouvelle mesure (6.66) déterminée grace aux propriétés non

linéaires de la basse fréquence proche de la zone de synchronisation on arrive a
0wy = (6.34£0.1) 107°. (6.72)

Nous mettons ainsi en évidence une méthode de mesure complémentaire & la méthode
classique, utilisant la forme de la basse fréquence donnée par (6.13). La mesure effectuée ci-
dessus pour la détermination de o, pourrait trés bien étre appliquée pour la détermination
de K. Cette méthode apporterait par exemple une précision supplémentaire de la valeur
de K nécessaire pour un bon étalonnage des bancs de mesure de bruit de phase. Elle
trouve donc sa place car une bonne précision de 1’étalonnage n’est jamais un luxe dans le

domaine du temps-fréquence.

F1G. 6.34 — Transformation du bruit proche de la zone seuil dw = K.

6.5.3 Transformation du bruit proche de la zone de synchronisa-
tion : apparition de bruit en 1/f

Le résultat précédent concernant I’augmentation du niveau de bruit s’explique assez
simplement de par la forme de la fréquence du signal d’erreur. En effet, un petit écart de
fréquence §(Aw) de Aw est transformé en un écart dwppr, comme le montre la figure Fig.
6.34. Le probléme se pose alors pour la région critique Aw = K, que nous avons appelée
séparatrice et qui limite la zone de synchronisation principale du systéme. Dans cette
configuration, le signal est trés proche de la synchronisation, et génére une fréquence si
basse que ’on peut éventuellement considérer que le systéme est synchronisé sur un cer-
tain intervalle de temps. Un observateur microscopique considérera le systéme synchronisé
s’il 'observe pendant un temps court, alors qu’un méme observateur macroscopique consi-
dérera qu’il n’est jamais synchronisé. La notion de synchronisation est un probléme qu’il
faut décrire par rapport a une échelle de temps. C’est un peu comme le probléme de la

stationnarité du bruit en 1/f: posséde-t-il une dérive ou non?
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F1G. 6.35 — Transformation du bruit blanc en bruit en 1/f (Domaine temporel).

Lors des expériences décrites dans le paragraphe précédent, un phénoméne étrange
nous était apparu: il semblait que la variance d’Allan devenait de plus en plus plate a
mesure que l'on se rapprochait de la valeur de v = 1. En fait, ’expérience consistait a
mesurer le bruit de I'oscillateur OSA qui présente entre autre du bruit blanc et du bruit
en 1/f. De plus, la recherche bibliographique présentée au chapitre 2 nous indiquait que
certains auteurs avaient observé des fluctuations en 1/f dans les systémes non linéaires.
M. Planat [Planat 92| observait, avec une carte d’Arnold dans laquelle il introduisait un
paramétre perturbatif, la présence de bruit en 1/f dans des conditions de faible couplage

non linéaire et proche des zones de synchronisation.

Enfin, les expériences réalisées dans le domaine spectral présentaient une certaine
modification du spectre par la coloration du bruit blanc, certes guére significative, mais
suffisamment pour éveiller notre attention. Ce sont toutes ces raisons qui nous ont poussés
a effectuer des expériences que nous estimons fondamentales et qui nous permettent de

valider I’ensemble de notre approche.

Le dispositif expérimental est le méme que celui présenté lors de ’étude de la zone
synchronisée. Le synthétiseur Racal Dana constitue I'oscillateur wy modulé par une source
de bruit blanc (Fig. 6.24). Le VCO est constitué de loscillateur OSA. La figure Fig.
6.35 présente ’écart-type d’Allan en fonction de 7 pour des valeurs de Aw de 45 Hz,
30 Hz, 15 Hz et 3 Hz, pour K = 1.5 Hz correspondant respectivement a des valeurs de

u = 30,20,10,2. Le comptage a été réalisé sur le HP 5334B (asservi sur césium) pour
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F1G. 6.36 — Transformation du bruit blanc en bruit en 1/f (Domaine fréquentiel).

un temps d’intégration 7 = 0.02 s. Chaque courbe est calculée sur N = 2000 mesures
consécutives. Lorsque ’on est loin de la synchronisation (u = 30), 'écart-type rend compte
de la présence du bruit blanc (77/2) jusqu’a une valeur de 7 = 0.7s, ce qui correspond & un
moyennage de 35 valeurs consécutives. Ensuite I’allure de la courbe présente une remontée
du bruit, signature d’une dérive (77!). Lorsque u — 1, le niveau de bruit moyen augmente
et la proportion de bruit blanc diminue et atteint sa limite & 7 ~ 0.2 pour u = 2 (a).
La proportion de bruit blanc comprise entre 7 ~ 0.2 et 7 ~ 0.7 est alors transformée en
bruit en 1/f caractérisé par le palier. Cette variation de pente a également été vérifiée par
I’utilisation d’une FFT sur les données fréquentielles ot I'on observe I'apparition de bruit

en 1/f (Fig. 6.36). D’autres mesures ont pu étre faites et de nombreuses expériences de
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6.5. Perturbation de la PLL par du bruit blanc

ce type ont mis en évidence ’apparition du bruit en 1/f. Nous avons également transmis
quelques fichiers a F. Vernotte pour qu’il applique sa méthode multi-variance [Vernotte 91|
permettant de calculer les taux de bruit ; il a bien mis en évidence la disparition du bruit
blanc mais, selon lui, le fichier ne correspondait pas a un bruit pouvant étre décrit par un
modeéle en loi de puissance. Quelques fichiers ont été envoyés a D. Howe du NIST pour
une confirmation de I’allure.

Nous avons aussi effectué des mesures comparatives en boucle ouverte et en boucle
fermée (Fig. 6.37), faisant ressortir la transformation globale du bruit. De nombreuses
mesures ol nous changions de paramétres expérimentaux (comme le niveau de déclenche-
ment du compteur par exemple) ont souvent mis en relief cette transformation du bruit

blanc. La pente n’était pas toujours en 1/f mais souvent en 1/f* avec a € [0.8;1.2].

2665 i i i i i i i -
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000

temps

0.001f

pil_opol.dal

0.1

0.01

temps

pll_clo1.dat

0.0001F

Ecart-type d'Allan sigma(tau)
Ecart-type d’Allan sigma(tau)

0.001
0.01

1e-05 . . .

0.01 0.1 1 10 100 100
tau (s)

F1G. 6.37 — Fluctuations du signal d’erreur : battement de basse fréquence (~ 1 Hz). Boucle
ouverte: (a), (¢). Boucle fermée: (b), (d).

L’ensemble des expériences réalisées en présence de bruit blanc sont dans le sens des ré-
sultats obtenus par T. Arecchi®. Un systéme non linéaire génére du bruit en 1/ f lorsqu’il
est proche d’un certain état synchronisé ou d’une région de discontinuité physique, ol
une certaine quantité de bruit blanc (seuil) est nécessaire pour lui donner la possibilité de
se trouver momentanément synchronisé. Cette situation est & rapprocher du modéle de

Dutta-Horn (cf. paragraphe 2.3.4) dans lequel il existe une barriére de potentiel qui sépare

23. Confirmés par lui-méme au cours d’une communication privée.
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F1G. 6.38 — Fluctuations en boucle ouverte (a) et en boucle fermée (c) avec les variances
respectives.

deux états distincts. Ici les deux états sont I’état synchronisé et 1’état non synchronisé.

Perturbation par le bruit et les harmoniques

Résultats expérimentaux L’étude expérimentale de la PLL ou interviennent deux
harmoniques de facon significative a été réalisée proche du rapport ﬁ = g. Le dispositif
est le méme: on module le signal wy par un taux de bruit blanc et on observe la trans-
formation du bruit. La mesure des fluctuations est alors délicate & réaliser. En effet, on
ne peut utiliser la méthode spectrale car le signal d’erreur est principalement sinusoidal.
Il faudrait en fait utiliser un mélangeur ou méme une deuxiéme PLL pour effectuer la
démodulation du bruit. Le probléme est alors celui d’un systéme de deux PLL couplées.

Les mesures temporelles ont été choisies aux mesures spectrales car 'influence de la
modulation due a I'harmonique (Fig. 6.39 (a), (b) et (¢) ) peut étre diminuée par le choix

d’un niveau de déclenchement du compteur situé en dessous de la modulation (Fig. 6.40).

Ceci suppose évidemment un faible taux de modulation. Les courbes de la figure Fig.

6.39 présentent une mesure de la stabilité o,,, pour —* = % en circuit ouvert (a),
vco

en circuit fermé (b) a l'intérieur de la plage secondaire (voir aussi Fig. 6.19(c)), et au

bord de la plage secondaire (c) (voir aussi Fig. 6.19(b)). Il est important de rappeler que
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6.5. Perturbation de la PLL par du bruit blanc
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F1G. 6.39 — Ecart-type d’Allan de la fréquence du battement : (a)PLL en boucle ouverte.
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F1G. 6.40 — Choiz du niveau de déclenchement du compteur

ces mesures ne peuvent étre faites que parce que ’on dispose de trés bons oscillateurs
garantis au Hz. On vérifie la présence de bruit blanc dans le cas de la boucle ouverte (a).

Lorsque l’on se trouve a l'intérieur de la bande secondaire 6/7, on note la présence d’une
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

modification de la pente (b) qui est clairement significative quand on se trouve proche
de cette plage secondaire. Les mesures de variances n’ont été faites que sur 300 points
car, ici aussi la désynchronisation secondaire peut apparaitre assez rapidement et méme
plus facilement du fait de la finesse de cette plage. D’ailleurs, la courbe (b) présentant
un palier est certainement la signature d’un battement secondaire que nous n’avons pas
détecté a 'oscilloscope.

On constate également une augmentation du niveau de bruit entre I’état ouvert et
fermé (7 : 10 — 100s) traduisant bien 'existence d’un couplage entre les deux harmo-
niques. On vérifie ainsi que dans le bruit, il existe une composante issue de 'interaction
entre les harmoniques amplifiés par des conditions de rationalité des fréquences. En re-
vanche, aucune raison apparente n’explique la diminution du niveau de bruit de la courbe
(¢) qui est d’un ordre de grandeur. Il semblerait qu’une stabilisation des fluctuations serait
envisageable en se placant proche de la séparatrice de la synchronisation secondaire ; une
sorte de stabilisation par chaos.

D’autres expériences ont été réalisées mais la difficulté de garantir la stabilité des

paramétres rendait difficile I’établissement de résultats similaires dans d’autres régions.

Résultats numériques A linverse des méthodes expérimentales ou le spectre est dif-
ficile & obtenir, pour les méthodes numériques, c’est ’équivalent de la variance d’Allan
qui est difficile a simuler. Une méthode de simulation de comptage de période par le pas-
sage & une position de déclenchement est en cours (cf. Annexe B) mais n’a pas donné de
résultats intéressants faute de nombre de points significatifs. En effet, si 'on veut simuler
le comptage d’une fréquence, il faut que le signal présente un grand nombre d’oscillations
pour effectuer une statistique fiable. Un grand nombre d’oscillations implique également
de longues simulations (surtout si I'on regarde proche de v = 1). On revient alors sur le
méme probléme de longueur de simulation.

En revanche, grace a la méthode de démodulation numérique, on peut éliminer la
porteuse et ne s’intéresser qu’aux fluctuations. Ainsi, la différence des deux signaux tem-
porels donnera une information sur le bruit. Les paramétres de simulation sont ceux du
programme arnold4.f (cf. Annexe B) ou tauz est le niveau de bruit blanc appliqué sur
wp. Le systéme d’équation est donné par (6.38) et (6.39) additionné de bruit blanc de
fréquence (6.48):

® = Aw™Y — K sin® — Ky siny 4 T'(¢), (6.73)
¥ = Aw®Y — K sin® — Kysin + [(t). (6.74)
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6.5. Perturbation de la PLL par du bruit blanc

Désynchronisation de I’enveloppe par le bruit L’un des principaux résultats pré-
cédents de la perturbation de la PLL par un harmonique était la mise en relief d’une
synchronisation secondaire caractérisée par I’évolution de I’enveloppe analogue a celle de
la porteuse proche de la plage de synchronisation principale. Mais nous avions observé
expérimentalement les difficultés & observer cette synchronisation compte tenu de son
influence par rapport au bruit extérieur. La désynchronisation de I’enveloppe était beau-
coup plus fréquente. Nous avons alors étudié 'influence du bruit sur la synchronisation
de ’enveloppe. Pour cela, nous avons repris les parameétres de la simulation présentée en
Fig. 6.20 (c) et étudié I'influence du bruit sur I’évolution de I’enveloppe. Les conditions
expérimentales doivent étre trés fines. Il faut se placer & Aw®?) proche de K, mais 1é-
gérement inférieur pour ne pas avoir de battement. En fait, cette simulation combine les
difficultés d’obtention des figures Fig. 6.20 et Fig. 6.29. Il faut une longue simulation pour
faire apparaitre la basse fréquence de ’enveloppe. Ce fut possible grace & un calculateur

Silicon Graphics de 1 Goctet de mémoire vive du centre de calcul de I’Université.
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F1G. 6.41 — Désynchronisation de l’enveloppe par le bruit

La figure Fig. 6.41 présente le phénomeéne de désynchronisation de ’enveloppe par le
bruit. Une simulation de 10 millions d’itérations a été nécessaire pour ne faire apparaitre
le phénoméne que 4 fois!!! On constate que la distribution de la désynchronisation est
aussi aléatoire que celle de la Fig. 6.29.

Le but de cette simulation était de mettre en relief I'existence du phénoméne de désyn-
chronisation secondaire par le bruit. Si techniquement il était possible de faire ressortir une
synchronisation « de I’enveloppe de I’enveloppe » par la présence d’'un troisiéme harmo-
nique perturbateur, on observerait encore ce phénoméne, et ceci entrainerait la présence
de constantes de temps de plus en plus grandes, générant des fréquences caractéristiques
encore plus basses. Si ’on prend en compte ’ensemble des harmoniques, on constate qu’il
existe, a chaque choix de ﬁ, une plage de synchronisation (voire plusieurs) d’un har-

monique secondaire pouvant générer de grandes constantes de temps si I’on se trouve au
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

bord. Il existe ainsi une hiérarchie de constantes de temps 7,,, analogues a la hiérarchie
de I'influence des harmoniques. Dans le cas général, quelque soit le choix des paramétres
de la PLL, il existe des zones de synchronisation a toutes les échelles engendrant des

constantes de temps a toutes les échelles comme le montre la figure Fig. 6.42.

désynchronisation fondamentale
désynchronisation de I'enveloppe
désynchronisation de "lI'enveloppe

i de I'eiveloppe”

F1G. 6.42 — Désynchronisation a toutes les échelles

Cette simulation met en avant 'importance de traiter le probléme de la synchronisation

a toutes les échelles.

6.6 Influence du filtre passe-bas dans la PLL

Dans les bancs de mesure de bruit de phase, le filtre passe-bas destiné & supprimer la
composante haute fréquence générée par le mélangeur est de ’ordre de 300 kHz. Cette
grande valeur de la fréquence de coupure f. permet de négliger le terme en ® dans I’équa-
tion générale du second degré décrivant la phase du signal d’erreur (cf. Annexe A). Etudier
I'influence du filtrage pour de faibles valeurs du filtre, c’est étudier I'influence du terme
d dans I’équation
L6+ b4 Ksind = Aw. (6.75)

Je
6.6.1 L’hystérésis

Le dispositif expérimental est identique. On place 'oscillateur OSA en entrée et le Ra-
cal Dana en VCO. L’oscillateur OSA délivre une fréquence de fy = 5.0206263 MHz et I'on
fait varier le VCO de 5.01 jusqu’a 5, 035 MHz. La figure Fig. 6.43(a) présente la fréquence

du signal d’erreur mesurée au compteur. Deux enregistrements ont été nécessaires afin
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F1G. 6.43 — Influence du filtre: f. = 3,3KHz, w = 1,5KHz.

d’observer un phénomeéne d’hystérésis présent en bord de zone de synchronisation. On a
placé les fleches correspondant au sens de variation de Aw. Les paramétres sont f. = 3.3
kHz et K = 1.5 kHz. La zone centrale de synchronisation posséde une composante de fré-
quence constante f ~ /f.K. De part et d’autre de cette zone de résonance, il existe des
zones de synchronisation visibles suivant le sens du parcours. On a relevé sur la figure Fig.
6.43(b) I’évolution temporelle des signaux suivant leur position par rapport a la plage.
Sur la figure Fig. 6.44, on a K = 1.01 kHz. La diminution de la valeur de K rétrécit la
zone de résonance a f ~ \/f.K et augmente la zone synchronisée ® = 0. Les courbes 1 et 4
de (b) correspondent & la limite (au Hz prés) du cycle d’hystérésis. On note une influence

du filtre plus importante que dans le cas précédent. La figure Fig. 6.45 correspond a la
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F1G. 6.44 — Influence du filtre: f. = 3,3kHz et dw = 1,01kHz.

méme valeur de K mais avec un filtre dont la fréquence de coupure est de 10 kHz. Cette
fois, la zone centrale n’existe plus et I'hystérésis est de plus en plus faible. Seules des
irrégularités dans la courbe semblent rendre compte de la fréquence de coupure du filtre.
La figure (b) présente le méme enregistrement pour K = 1.5 kHz (4 comparer avec la

figure Fig. 6.43), et il faut un gain de K = 2.32 kHz (c) pour faire apparaitre la résonance
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F1G. 6.45 — Augmentation du filtre: f. = 10kHz. (a) K =1,01 kHz; (b) K =1,5 kHz; (c)
K = 2,32 kHz.

a VLK = 5.55 kHz.

La figure Fig. 6.46 présente le régime transitoire a 'intérieur de la plage de synchro-

nisation. L’énergie n’est pas assez importante pour entretenir les oscillations a /f. K.

6.6.2 Le régime transitoire

Les différentes propriétés du régime transitoire a l'intérieur de la zone de synchronisa-
tion ont été enregistrées avec K = 1.01 kHz et f. = 3.3 kHz. Pour effectuer cette mesure,
on ouvre la boucle, le régime de battement apparait, puis on referme en synchronisant
I’oscilloscope sur cette partie de courbe. Plusieurs essais sont souvent nécessaires. On vé-
rifie expérimentalement 1’évolution de la durée du transitoire entre le cas ou la résonance
apparait et le cas ou elle est atténuée (Fig. 6.47). Dans le cas (a), le régime transitoire est
long mais tend vers un signal continu. Aucune oscillation n’est détectée par le compteur.
Dans le cas (b), le régime transitoire est encore plus long et une oscillation du signal

d’erreur est détectée par le compteur.

6.6.3 Simulations numériques

Le programme arnold10.f (cf Annexe B) permet la modélisation de I’équation (6.75)

par le systéme:

d = U, (6.76a)
U = —f(U+ Ksin® — Aw). (6.76b)

Les paramétres de simulation sont donnés par (6.43) auquel on a rajouté f. en fin de
liste. La figure Fig. 6.48 présente le signal d’erreur en fonction des parameétres donnés par
le tableau Tab. 6.3.

A Tintérieur de la plage de synchronisation, les deux comportements asservi (a) et

oscillant (b) sont observés. Les courbes (c), (d) et (e) sont effectuées en diminuant la
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F1G. 6.46 — Observation du régime transitoire en cas de non résonance & la fréquence

VETF.. (Fig. 6.45 (b)).

valeur de Aw. On vérifie déja avec (c) et (d) le role du filtre atténuant les plus hautes
fréquences. Lorsque Aw — K , amplitude augmente et lorsque Aw ~ K, on vérifie
I’allure observée expérimentalement. On note I'influence du filtre également dans le régime

transitoire asservi (f).

D’autres simulations numériques sont envisageables notamment en considérant les
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F1G. 6.47 — Observation expérimentale du régime transitoire de la PLL avec f. = 3,3 kHz
et K =1,01 kHz.
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F1G. 6.48 — Simulations numériques de l’évolution temporelle du signal dérreur (influence

du filtre).

harmoniques, le filtre et le bruit, mais nous pensons que le comportement global a été
cerné. L’augmentation de la valeur de K, ou la diminution de celle de f, est équivalente
et fait apparaitre une résonance de fréquence proche de /K f.. Le seuil de détection du
compteur étant limité & 5 mV la résonance n’apparait que dans des cas particuliers. Si
I’on était capable de mesurer la fréquence de facon plus précise avec un compteur plus

sensible, le palier apparaitrait plus souvent.

Il existe dans la plage de synchronisation, région ou ’on mesure le bruit
des oscillateurs, des composantes issues du comportement de la PLL. Ces
composantes se rajoutent au bruit que 1’on veut mesurer et constitue une

perturbation due au systéme de mesure.
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6.7. Propriétés arithmétiques de la PLL

figure fe K Aw
(a) | 5.107* 55.10°* 104
c) | 3107 25.10°* 51073

3.1073 25.10~* 251.510°3
3.1073 25.10~* 20 1073
5.107% 55.107* 0

(d

(
(e
(f

TAB. 6.3 — Parameétres des simulations de la figure Fig. 6.48

N N e N

Evidemment, dans le cas général f. ~ 300 kHz >> K ~ 3 Hz, et I’on peut supposer
que la composante est négligeable, mais elle existe, d’autant que I’on a montré qu’il existait
des régions ot les harmoniques pouvaient également perturber la dynamique en créant une
modulation avec sa zone de synchronisation secondaire. Cette région ou l'influence d’un
harmonique a lieu est conditionnée par la valeur de la fréquence de coupure du filtre car
c’est elle qui limite I'amplitude du fondamental | wy — wye, | proche de ﬁ = g. Ainsi, le
filtre intervient également dans la prise en compte des harmoniques puisqu’il en détermine
les amplitudes. Il a donc une dynamique importante dans les plages de synchronisation et
hors de celles-ci. Il faut donc traiter celui-ci de maniére globale dans la PLL. Sur la base
de I’étude théorique précédente, nous avons choisi une méthode originale pour caractériser

la PLL dans son environnement systémique : ’arithmétique des fréquences.

6.7 Propriétés arithmétiques de la PLL

6.7.1 Description générale

L’influence du filtrage a été étudiée de fagon globale [Dos Santos 98¢, Planat 98] en
considérant le fonctionnement de la PLL pour des fréquences du VCO variant de 0 a
5 Mhz. Les figures Fig. 6.49 (a), (b) et (c) représentent la fréquence du signal d’erreur

en fonction de la fréquence w,., pour des valeurs de f. de 375, 30 et 3 kHz. Les trois

filter : 375 kHz
T T

filter : 58 kHz filter : 3 kHz
T

60000
50000
7 400001 (C)
| 300001
20000

10000

vco (MHz) vco (MHz)

F1G. 6.49 — Spectre d’intermodulation de la PLL en fonction du filtrage f.

enregistrements ont été effectués avec le compteur asservi sur césium avec un balayage
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

de 10000 points sur wye, € [0.1;5.1] MHz par pas de 500 Hz. Le temps d’intégration du
compteur était de 7 = 0.1s en position trigger automatique verrouillée afin d’éviter les
perturbations de celle-ci. Le choix du niveau de déclenchement du compteur fut de 0 Volt
afin de mesurer le maximum d’oscillations. Rappelons aussi que la sensibilité du compteur
ne permet pas de mesurer des signaux de moins de 5 mV d’amplitude créte-créte. Lorsque
le systéme générait un tel signal, la fréquence du signal d’erreur était considérée nulle.
[’examen global des courbes montre le spectre d’intermodulation indiquant la présence
des harmoniques. Autour de chaque palier de synchronisation %’ (invisibles ici), le signal
génére un battement de fréquence normalisé p = wpr/wy donné par
1

w’UCO
p=—pwo — qWyeo |= ‘p—q—
Wo Wo

=q|pla—v]. (6.77)

avec UV = Wyeo/wo- Les droites autour de chaque rapport “’:}—S" = %’ sont alors de pente +gq,
jusqu’a ce que le niveau du signal d’erreur soit inférieur & 5 mV et que le compteur ne
détecte plus rien. Ceci explique le fait que pour de faibles valeurs du filtre, le signal d’erreur
soit atténué rapidement et atteigne les 5 mV limite du compteur pour une fréquence plus
faible. De plus, les harmoniques étant davantage filtrés, les zones de synchronisation sont
trés réduites et le spectre d’intermodulation est appauvri.

Compte tenu de la symétrie du battement, on devrait s’attendre a ce que les deux

droites situées de part et d’autre de chaque rapport £ atteignent le méme maximum.

On constate cependant une dissymétrie systématique iiu maximum de détection de la
fréquence. Ceci veut dire que le signal d’erreur posséde une amplitude différente suivant
la position de v par rapport a %’.

Devant la difficulté d’y associer une quelconque origine physique ou expérimentale,
c’est dans la propriété arithmétique de v par rapport a g que ’on a trouvé une explication.
Dans la plupart des cas, le développement des quantités vg et vp (correspondant au

rapport limite v & droite et a gauche) s’écrit de la forme:

{va;vp} = {lao; a1, ag, -, ay, Gmag]; [a0; a1, a2, s ap — 1,1, el } (6.78)

ou le développement de v; peut étre soit le premier soit le deuxiéme, puisque la suite des
réduites est alternée et qu’elle dépend du nombre de a;.

L’amplitude du signal d’erreur est déterminée & partir d’un critére arithmétique associé
a la propriété du rapport de fréquence v par rapport aux harmoniques du systéme. En
effet, les caractéristiques physiques du mélangeur montrent que celui-ci génére un signal

complexe composé des harmoniques des deux signaux d’entrée. Le systéme choisit de
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6.7. Propriétés arithmétiques de la PLL

produire un signal composé d’une fréquence wgp vérifiant (6.77), mais également

q|p/g—vi<e (6.79)

traduisant le fait qu’il choisira le rapport harmonique le plus proche. Sachant qu’il existe
beaucoup d’harmoniques générés, il est alors possible que la condition (6.79) soit vérifiée
par plusieurs d’entre eux. Ce systéme physique doit donc faire un choix qui dépend de
I'influence de chaque harmonique. L’énergie associée a chaque harmonique impair variant

en ce seront les composantes avec les plus petits dénominateurs qui seront fa-

vorisées par rapport aux autres. Le probléme du systéme est de trouver un rationnel %
satisfaisant (6.79) avec le plus petit ¢ possible, de fagon & minimiser I’énergie a fournir
pour entretenir 1’oscillation.

La théorie des fractions continues exposée au chapitre 5 montre que le rationnel ’;—: le
plus proche de v & une erreur € prés, et possédant de surcroit le plus petit couple (py, ¢,)

est donné par le développement en réduite

P = a1, az, ooy, (6.80)

n

ou v = [ay, Gy, ...]. Inversement, si 'on se donne une valeur limite €,,;, et un dénomina-
teur ¢mq, & ne pas dépasser (ce qui est physiquement réaliste puisque la résolution du
systéme est limite), on peut alors tracer 1'écart d’un réel par rapport a ces différentes
approximations rationnelles. Cependant lorsque v est trés proche d’un rationnel g, son
développement posséde une valeur a; trés grande et ’écart entre I’approximation ¢;_; et

€; est alors trés grand. D’aprés (5.40) on a:

1
y-2 -, (6.81)
q an+1q'r;,
et pour une valeur tres grande de a,1, on aura trés rapidement :
v—P| < Emin - (6.82)
Exemple:
2=10,1,2]
— 2 —
v=3+37=10110,1,..]

IS

P 2 21 23
:; - [Oalagaﬁag_zp'“]

e =|v—"21=1{0.67,0.323,1.0 107>,7.0 107%,2.0 10 %, ...}
L ={1,0.5,1.11072,1.0 1073, ...}.

an+1q3

(=)
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F1G. 6.50 — Erreur d’approzimation en fonction des critéres (6.83). €min = 1.5 1072,
Omax = 5; Qmaz = 400

Dés la présence dans le développement d’une grande valeur d’un des a; (ici a; = 10)
indiquant la proximité du rationnel (ici ), lerreur ¢; effectue un saut (14 fois plus petite
pour a; = 10) et peut se trouver trés petite, aussi petite que a; est grand. La limitation
par un certain a; doit également rendre compte de la limite de résolution du systéme

physique. En tenant compte des critéres de résolution :

iyl < i (6.83a)
4q;
q; Z Gmaz) (683b)
a; 2 Amazs (683(})
la fréquence normalisée p = “EE, s’écrit :
= q; & —v| = ge. (6.84)

La figure Fig. 6.50 donne la valeur de gew, en fonction de vwy, avec wy = 5.020626 MHz
pour des valeurs de €pin = 1.5 1075, ¢az = 400, Gy = 5 en faisant varier v de 0.02
a 1.02001 par pas de 2 10~%. Cette figure a été construite en développant la quantité v
en fonctions continues jusqu’a ce que 'un des critéres (6.83) ne soit pas vérifie. On garde
alors le dernier terme ge calculé. Cette courbe posséde une certaine propriété d’invariance

d’échelle, analogue & celle des fractals [Dos Santos 98b|.
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6.7. Propriétés arithmétiques de la PLL

Ainsi lorsque I'on se trouve autour d’un rationnel, comme % par exemple, le dévelop-

pement possédera un grand a; et I’erreur ge s’écrira:

2 1
QiCZQi|§_V|:|2_§V . (6.85)

La courbe g;e = f(v) sera alors deux droites de pente i% centrées autour de %, jusqu’a
ce que G; > Gpag, auquel cas le critére d’arrét sera I'un des trois de (6.83). Le maximum
d’excursion des deux droites situées autour de chaque %’ rationnel sera alors donné par un
développement dont le dernier a,, est égal a a,,4, + 1. Pour chaque v proche d’un rationnel

1; = [ag, a1, ---, ay), son développement s’écrit soit
v =G0, A1, ., Qn, Ap, ...], (6.86)

ou soit

v =lap, a1, ...,a, — 1,1, a,,...] avec a, grand. (6.87)
Ainsi, par exemple les points vp et vg maximums du rapport $ s’écrivent (avec a, = 6):
ve =10,2,6] et vp=1[0,1,1,6]. (6.88)

De facon générale, les vp et v des rapports % s’écrivent :
ve =[0,n,6] et vp=1[0,n—1,1,6]. (6.89)

Par un calcul que I'on présente en Annexe C, nous avons montré que tous les vg des

rapports + sont reliés par une droite de pente —X
n Amaz+1

peuvent étre extraites de cet arbre, mais la plus importante concerne la dissymétrie entre

(Fig. 6.50). De nombreuses propriétés

les maximums vg et vp. Nous avons montré que cette dissymétrie s’écrivait (cf. équations

C.5, C.14):

i 1
lvp— 2| = : (6.90a)
q; qiqi+1
Di 1
ve— P = . 6.90b
| q; 4i(QiCmaz + ¢ — ¢i-1) ( )

Cette dissymétrie est une propriété relative a la forme du développement (6.86) et (6.87)
de vp et vg. C’est une propriété arithmétique et c’est elle qui explique la dissymétrie

observée sur la figure Fig. 6.50.
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

6.7.2 Prise en compte de la symétrie du mélangeur

L’expérience étant réalisée avec un mélangeur équilibré, le poids des harmoniques pairs
est inférieur a celui des impairs. Cette propriété étant uniquement due a la configuration du
mélangeur, on a été obligé d’introduire artificiellement un critére sur la parité des rapports
pour pouvoir rendre compte de la réalité physique. Le programme dioph4.f comprend un
paramétre supplémentaire sur le a,,., puisque c’est lui qui limite le maximun d’excursion
des droites. La figure Fig. 6.51 donne le résultat de la simulation avec un a,,,, adapté a la

parité des rapports soit a,,.; = 1 si p et ¢ impairs, et a,,,, = 7 sinon. Cette modification

1.2e+06 | | | | |
1e+06[- _
800000 .
600000 -
400000 i
200000 -
Z Mithot VLl
% ﬂml M

F1G. 6.51 — Prise en compte de la physique du mélangeur pour le calcul de ’erreur d’ap-
proximation.

permet d’introduire le poids des harmoniques impairs ; elle s’interpréte exactement comme
pour le cas général. L’énergie de I'harmonique impair étant plus grande, la limite de
résolution sera plus longue a atteindre et de ce fait le développement convergera lentement,
d’ou la présence de petit a;. Le raisonnement inverse est applicable pour les harmoniques
pairs.

Avec cette modification, I'interprétation du spectre d’intermodulation a pu étre réalisée
avec les critéres de résolution (6.83) et la comparaison entre expérience et propriétés
arithmétiques est présentée sur les figures Fig. 6.52, Fig. 6.53, et Fig. 6.54. La valeur des

parameétres nécessaires aux critéres de résolution est placée en légende.
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6.7. Propriétés arithmétiques de la PLL

filter : 375 kHz
1.2e+06 T T T T T

1e+06

800000

~~
Q
~—r

600000

400000

200000

1.2e+06 T T T T T

le+06

800000

e
@)
~—r

600000

400000

200000

0

0 1 2 3 4 5

F1G. 6.52 — Propriétés arithmétiques du spectre d’intermodulation. (a) expériences avec
fe = 375kHz. (b) erreur arithmétique avec Gpmap=1 si p et q pairs et Gpae =9 sinon;
€min = 1,9 10_3) Umaz = 45

6.7.3 Etude en fonction des paramétres

Les courbes de la figure Fig. 6.55 donnent 1’évolution des propriétés en fonction des
parametres dmaz, €maz €6 Gmaz- Emtre (a) et (b), seule la résolution €., est différente.
Nous avons plus de structure lorsque € diminue, ce qui correspond physiquement & une
augmentation de la sensibilité du compteur. Une augmentation du seuil de déclenchement
du compteur ne permet pas de détecter toutes les fréquences et présente un spectre d’in-

termodulation plus pauvre comme celui de (b). Ce paramétre est donc un paramétre lié
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

250000

200000

150000

100000

50000

250000

200000

150000

filter : 58 kHz

(@)

1

|||.|N|||||H I
2 3 4

(3]

(b)

100000

50000

0 1 I 1

0 1 2 3 4 5

F1G. 6.53 — Propriétés arithmétiques du spectre d’intermodulation (a) expériences avec
fe = 58kHz. (b) erreur arithmétique avec Qe =10 si p et q pairs et Qe =90 sinon;
€min = 1,9 10_3; Gmaz = 450

a la mesure de la fréquence.

Entre (c) et (d), seul a,,q, pair varie. Son augmentation provoque une diminution du
bassin 1/2 par exemple. Cet effet permet de faire apparaitre d’autres rapports (comme
ceux proches de 2/3). Plus a4, est grand, plus les harmoniques interagissent entre eux.
C’est donc un parameétre qui mesure le degré du mélange entre les harmoniques et leur
interaction mutuelle. Son augmentation provoque une régularité par la synchronisation.

Il s’agit de la méme propriété que pour la résonance des tores KAM. Les résonances se
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6.7. Propriétés arithmétiques de la PLL

filter : 3 kHz
70000 T T T T T

60000

50000

40000 (a) -

30000

20000

10000

0 I.|I|| L1 Ly .I|II Il L1 1
0 1 2 3 4 5

70000 T T T T T

60000

50000

40000

(b) |

30000

20000

10000

A

0 1

3 4 5

Al |I| | |I
2

F1G. 6.54 — Propriétés arithmétiques du spectre d’intermodulation (a) expériences avec
fe = 3kHz. (b) erreur arithmétique avec Gpq,=65 si p et q pairs et Gpma: =550 sinon;
€min = 1 10_5; Imaz = 1500

situent pour des rapports rationnels des fréquences, rapports possédant de grands a,, dans
leur développement en fraction continue. Pour de petites valeurs de a4, la fréquence p
est indépendante de la variation de v (méme bassin). La dynamique est préservée comme
dans le cas des tores KAM ou la dynamique la plus réguliére se situe pour des rapports

rationnels de type Markoff ne possédant que des petits a,, dans leur développement.

L’influence du pas d’échantillonnage a été également étudiée car il s’identifie physi-

quement au pas de l'enregistrement expérimental. En effet, dans les deux cas, les courbes
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

1.2e+06
le+06
800000}
600000}
400000+
200000
0

1 @

1.2e+06
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F1G. 6.55 — Propriétés de lerreur arithmétique en fonction des critéres de résolution
physiques. Les paramétres indiqués sur les courbes sont respectivement €min, Gmaz PAIT,
Umaz TMPaIr et Qmax
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6.7. Propriétés arithmétiques de la PLL

ne seront pas identiques car avec un pas fin on a tout simplement plus de chance de
tomber sur un rationnel (comparer (b) et (e) construit avec un échantillonnage deux fois
plus fin). D’autres critéres interviennent également dans la construction de ces figures. De
récentes études montrent qu'un certaine contrainte de résolution arithmétique semblerait

également intervenir [Planat 99].
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0000\ ) SO
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| | | | |

358000 * . .
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frequence du VCO (Mhz)/frequence_0

400000

350000

300000

250000

200000

150000

100000

frequence du signal d’erreur (Hz)

50000 n

| | | | | J

0
0.585 0.59 0.61 0.615

0.595 0.6 0.605
frequence du VCO (Mhz)/frequence 0

Fi1G. 6.56 — Détail des maximums Vg et Vp du rapport % du spectre erpérimental de la
figure Fig. 6.52.

On peut donc de ce fait accéder a une plus grande précision en faisant varier expé-
rimentalement la fréquence par pas de 1 Hz (limite actuelle de nos synthétiseurs). Les
courbes de la figure Fig. 6.56 montrent un agrandissement de la région 3/5 de la figure

Fig. 6.52 expérimentale. On vérifie la dissymétrie des droites et la mesure du maximum
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Chapitre 6. La boucle a verrouillage de phase en régime non linéaire

peut étre évaluée & partir du fichier et vaut

ve = 0.58478 = [0,1,1,2,2,4,2,1,1,1,1,5,2, 5], (6.91)

avec une erreur:
ve+0v = 0.584845=0,1,1,2,2,4,5,1,1,1,3,1,8,2,2], (6.92a)
ve —6v = 0.58473=10,1,1,2,2,4,1,1,4,186]. (6.92b)

Le développement de v est donc assuré de commencer par
ve =10,1,1,2,2,4,...]. (6.93)

De méme vp = 0.6145=1[0,1,1,1,1,2,6, 3, 3, 2], avec la méme erreur:

vp+dv = 0.61455=10,1,1,1,1,2,6,1,2,2,1,1,3,1, 2], (6.94a)
vp—ov = 0.614435=[0,1,1,1,1,2,5,1,5,1,1,16,1,2,1, 2], (6.94b)

soit
vp=10,1,1,1,1,2,...]. (6.95)

Pour le cas p/¢g=3/5=[0,1,1,2] , on a donc a,q, = 2.

L’étude du rapport 2/3 (avec la méme précision) donne:

ve = [0,1,1,1,6,2+1,..], (6.962)
2/3 = [0,1,2], (6.96b)
vp = [0,1,1,1,6,2,24+1,..], (6.96¢)

et on trouve ici a,,4; = 6 , suivi d'un éventuel aﬁnzm = 2. Une amélioration de 1’étude

en fonction du pas d’échantillonnage peut étre envisagée en utilisant des oscillateurs et
synthétiseurs plus précis. Le tableau Tab. 6.4 donne les valeurs des a,,,,; expérimentaux
obtenu pour f. = 375, 58, et 3 Khz avec leur incertitude expérimentale. Seuls les har-
moniques impairs ont été portés ici. Pour les rapports p/q avec p ou ¢ pair, aucune régle
n’est apparente.

Ces valeurs ont permis le choix des valeurs de a,,4, pair et impair pour 1’établissement
des figures Fig. 6.52, Fig. 6.53 et Fig. 6.54, et constituent notre meilleure interprétation

du spectre d’intermodulation de la PLL non linéaire.
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6.8. Résultats et interprétation

fop/g| 1/1 1/3 1/5 1/T 1/9 3/5 3/T 5/9
375 kHz ~ 241 241 241 241 2 241 2+ 1
58kHz [20£1 10 7+1 741 7+l 12 941 9
3kHz | 89+3 76+£5 80+9 70+10 90+£9 - - -

TAB. 6.4 — Valeurs expérimentales de a,,q, pour les rapports %’ IMPpPairs

6.8 Résultats et interprétation

L’étude du fonctionnement global de la PLL a mis en relief une propriété de nature
arithmétique imposée par les conditions physiques expérimentales de mesure. La propriété
arithmétique des paramétres imposés dans la boucle conditionne son évolution et se trouve
étre une propriété invariante mise en évidence par la nature méme de la mesure effectuée.
Cette propriété posséde une structure multi-échelles dans le sens ou elle apparait pour
tous les rationnels p/q présents, quelle que soit "amplitude de ceux-ci.

En revanche, 'amplitude joue un réle dans la résolution du systéme, car c’est elle qui
fixe la limite physique de l’observation du phénoméne. Mais lorsque le phénomeéne est
observable, il posséde la méme structure. La notion de seuil intervient également ici, elle
est attribuée a la limitation due a la mesure.

Nous mettons en évidence expérimentalement le fonctionnement global de la PLL et
la présence d’invariants de nature arithmétique. Cette expérience confirme les résultats
théoriques décrits dans le chapitre 5; elle envisage la possibilité d’étudier la PLL ou
n’importe quel autre systéme bouclé fonctionnant a partir d’'un mélange de fréquence par
des méthodes arithmétiques.

Ces méthodes arithmétiques ont également prouvé leur importance dans les méthodes
d’échantillonnage des signaux. Elles permettent, entre autre, de caractériser les périodes
des systémes par des méthodes temporelles, et ce avec un dispositif expérimental trées
simple utilisant les propriétés des oscillateurs ultrastables. Cette étude présente donc une
perspective tout & fait réaliste de 'utilisation de ’arithmétique pour la caractérisation

des systémes par échantillonnage.
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Chapitre 7

L’expérience de résonance
porteuse-enveloppe

Cette étude est née d’une expérience destinée a propager des solitons dans les lignes a
ondes de surface [Planat 95]. Le dispositif électronique s’inspire de celui d’un oscillateur &
onde de surface (cf. chapitre 1). La modification se traduit par I'introduction d’une source

d’injection extérieure de fréquence angulaire wyp.

7.1 Dispositif électronique

La ligne a retard (SAW) de pertes d’insertion Ps4 = —20 dB et de fréquence de
synchronisme d’environ 91,77 MHz est insérée dans une boucle comprenant un élément
modulateur, un amplificateur haute fréquence large bande suivi d’'un ensemble détection
d’enveloppe et amplification basse fréquence (Fig. 7.1). La modulation s’effectue sur un si-
gnal de fréquence porteuse fyr et d’amplitude u délivrée par un synthétiseur de fréquence.
A partir de cet oscillateur forcé, nous avons étudié I’apparition des effets de blocage de
modes sous-harmoniques obtenus & partir de 'amplitude u imposée par la source, lors
d’un cas particulier qui correspond au fonctionnement & une période Tgr fixée par la

durée de la réponse impulsionnelle de la ligne.

On réalise dans un premier temps une détection, puis une amplification de ’enveloppe
et dans un deuxiéme temps, on élabore, & partir de celle-ci la durée 6 de mise en conduction
de la source d’injection en entrée du modulateur. Dés lors, en sortie du modulateur,
la fréquence fprp = ﬁ impose & la ligne un spectre de raies autour de la fréquence
d’excitation, fonction de sa réponse précédente et ceci dans la bande de fréquence fixée

par la durée 6 d’injection (Fig. 7.1).

205
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BF detecteur
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compteur

F1G. 7.1 — Dispositif électronique de ’expérience de résonance porteuse-enveloppe.

7.1.1 Réponse impulsionnelle de la ligne

Afin de comprendre le mécanisme de génération de la basse fréquence, ’étude de la
réponse impulsionnelle de la ligne a été réalisée. On injecte des impulsions de fréquence

fo et d’amplitude Vgys de longueur 6 a intervalles temps périodique 7 (Fig. 7.1).

Etude en fonction de fur

La ligne utilisée présente une fréquence de synchronisme (mesurée a l'analyseur de
réseau) de 91.77 MHz. Nous avons reporté la réponse de la ligne sur la figure Fig. 7.2
pour différentes valeurs de la fréquence fypr d’excitation. Nous avons également porté
I’allure de la détection effectuée par le détecteur.

La réponse de la ligne dépend de la fréquence de synchronisme. Lorsque 1'on se trouve
loin de 91.77 MHz (fy < 85,3 MHz, et fo > 132 MHz) seule la réponse électromagnétique
est présente. Autour de la fréquence 91,77 MHz, le recouvrement des réponses acoustiques
et électromagnétiques engendre un signal de détection moins irrégulier. Enfin, a la fré-

quence de synchronisme, le retard et I’amplitude sont maximaux. Dans ce cas, les deux
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7.1.  Duispositif électronique

] 1.2us 0.64us
réponse | |
électromagnétique | Ll
pure détection 1 !
L 2-13|HS
[ !
|
|
réponse de la ligne T
réponse '
acoustique I
. réponse
excitation électromagnétique
92us |
| 8.14us , , -
I I I g
. f
fréquence 85.3 MHz 95.643 MHz HF
: : 95.949 MHz
d’excitation 132 MHz 96.243 MHz

F1G. 7.2 — Réponse de la ligne en fonction de fgr a T =9,06us et 8 = 0,9204s.

réponses acoustiques et électromagnétiques sont séparées, mais la détection de I’enveloppe

ne rend compte que légérement de la présence de la réponse électromagnétique.
Etude en fonction de la période de répétition T' & durée constante /.

signal non déformé

T=1.938 T=2.86 T=4 T (MS)
F1G. 7.3 — Réponse de la ligne en fonction de T a 6 = 0,920us .
On se place & Vrys = 518 mV et 6 = 0,920 us (Fig. 7.3). On fait varier T de 1,938 us

~ 20 & 4 us et on constate le chevauchement des réponses successives donnant lieu a un

signal de détection quasi-sinusoidal pour T = 2,86 us.

Etude en fonction de 6 et Viys.

L’étude en fonction de 0 est équivalente a celle de fonction de 7" et celle en fonction
de Vrus a montré une linéarité de la réponse en fonction de 'amplitude d’excitation. La
sensibilité de la ligne est donc surtout prépondérante par rapport aux variations de sa

fréquence d’excitation et par rapport & la durée du rapport cyclique.
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Chapitre 7. L’expérience de résonance porteuse-enveloppe

7.1.2 Propriétés du modulateur

La fonction du modulateur dans cette expérience est de générer une porteuse pendant
une durée 6 déterminée & partir de la basse fréquence selon le schéma de la figure Fig.
7.4.

Vor ’/\ ”””” signal basse fréquence
Vo |1

commande de modulation

sortie du modulateur

F1G. 7.4 — Fonctionnement schématique du modulateur.

La modulation dépend de deux tensions d’ouverture Vpoy (~-0,8 V) et de fermeture
Vorr (~ 1,5 V) définissant la mise en conduction. L’amplitude de la porteuse Vs dans la
plage de conduction dépend de ’amplitude du signal d’entrée u et présente une courbe de

saturation donnée par la figure Fig. 7.5. La caractéristique présente une certaine saturation

sortie (mV)
2500 =%
© i
<
2000
1500
1000
500
0 | | | | | | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

tension d’entrée(V)

F1G. 7.5 — Amplitude V; de sortie du modulateur en fonction de ’amplitude de la porteuse.

a partir d’'une amplitude u.,s ~ 0,9 V que 'on s’est efforcé de ne pas dépasser. La valeur
précise des tensions de déclenchement Vpy et Vorr n’a pas été déterminée avec précision.
On I’a simplement évaluée avec un oscilloscope. Nous allons voir que le fonctionnement

général de cette expérience dépend assez significativement de ces deux variables Vpuy et

Vorr.
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7.1.  Duispositif électronique

7.1.3 Instrumentation et technique d’acquisition des données
Pour cette expérience, I'instrumentation utilisée fut la suivante :
— Générateur d’'impulsion de démarrage
— Synthétiseur de fréquence Racal Dana
— Compteur de fréquence HP5334B
— Césium de référence et synthétiseur Fluke pour technique de battement
— Oscilloscopes et analyseur de spectre

— Modulation d’amplitude avec générateur de signaux basse fréquence

A I’époque, lacquisition des données n’était effectuée qu’avec un PC 386 en mode DOS.
Le traitement des données a été réalisé sur une station de travail HP.
La mesure de la fréquence a été faite avec une méthode de double battements (Fig. 7.6).

Cette méthode permet de transposer la mesure de fréquence a 280 kHz & une mesure a 7.7

Oscillateur de référence
(asservi sur Césium )

Frefl
5 MHz Y

f P
Oscillateur| BF Synthétiseur

a tester Fluke

(280 KHz)
Eefz
4720000 H 4712300 Hz

Fréquencemetre
N

F1G. 7.6 — Banc de mesure de la basse fréquence fpr

kHz, générant ainsi une mesure 36 fois plus précise (cf. chapitre 2). On réalise un premier
battement entre le 280 kHz et le 5 MHz d’une référence asservie sur un césium donnant
une fréquence de 4.72 MHz. Un second battement est effectué avec une référence a 4,7123
MHz pour obtenir une basse fréquence a 7.7 kHz qui sera comptée avec le compteur,

pour des valeurs de 7 variant de 0,01 (limite de la rapidité de la transmission IEEE et
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Chapitre 7. L’expérience de résonance porteuse-enveloppe

celle de fonctionnement du PC) a quelques secondes. On a également étudié I'influence de
I’option déclenchement automatique (auto-trigger) qui permet au compteur de déterminer
sa position optimale de déclenchement. Il se trouve que pour ce faire, le compteur envoie
un signal qui perturbe le signal mesuré (cette perturbation est d’ailleurs souvent visible
a l'oscilloscope). De plus, cette fonction engendre un temps 7 systématique d’environ 1s
entre les mesures réalisées & 7 < 1s. C’est la raison pour laquelle les derniéres mesures
ont été systématiquement réalisées en I’absence de cette fonction auto-trigger, la position

du déclenchement du trigger étant optimisée par un examen visuel du signal.

7.2 La résonance porteuse-enveloppe et ses propriétés

Nous avons effectué des enregistrements de la fréquence fgr en fonction de 'ampli-
tude u d’injection délivrée par le synthétiseur (rampe de variation d’environ 100 mV /h).

La figure Fig. 7.7 donne I’évolution correspondante du rapport de fréquence 2 = ch’;—i

Nous avons observé pour la premiére fois [Lardet-Vieudrin 96a, Lardet-Vieudrin 96b,
Planat 96¢|, un phénoméne de synchronisation entre la porteuse et I’enveloppe d’un si-

gnal modulé, présentant une dynamique couvrant 8 rapports de fréquence différents. Les
9) A

328
serp —\

326+ -

325 ~

324 —

3231 ey

322+ —
321+ o

320 N

319 |

350 900 u (mV)

Y

F1G. 7.7 — Résonance porteuse-enveloppe dans une expérience de modulation par injection.

paliers observés pour les rapports de fréquence 2 variant de 320 & 327 correspondent
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7.2.  La résonance porteuse-enveloppe et ses propriétés

au verrouillage de la boucle sur une fréquence fpp correspondant & un diviseur de la
fréquence d’injection. Leur largeur respective témoigne de la robustesse du verrouillage
vis-a-vis des variations de I'amplitude d’injection ?*.

Nous sommes donc en présence d’un phénoméne d’une trés grande stabilité structu-
relle ol la non-linéarité est plus importante que dans le cas de la PLL non linéaire. Il
s’agit bien d’une résonance de l’enveloppe sur la porteuse car nous avons vérifié que la
fréquence de l'injection était constante, cette condition étant garantie par l'utilisation

d’un amplificateur d’isolation en entrée du modulateur.

7.2.1 Détails des paliers: observations d’un escalier du diable

Nous avons porté sur la figure Fig. 7.8 le détail de la caractéristique et la valeur de
I'exposant de Holder « (cf. chapitre 5). Rappelons que les grandes valeurs de « indiquent

une stabilité alors que les plus petites indiquent une instabilité locale.

oy 1/1
N=16 2/3
3/4 1/2

a 1/3
@) 3/5

321 4/ 215 14

i

1/5
y

)
b O

0/1

I

320 -

| 0 —

Fi1G. 7.8 — Détails des résonances : un exemple d’escalier du diable expérimental.

24. Nous n’avons pas observé de telle robustesse dans l’expérience de PLL non linéaire.
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Chapitre 7. L’expérience de résonance porteuse-enveloppe

7.2.2 Meéthode de calcul de ’exposant de Holder o

Observation expérimentale de ’arbre de Farey

La détermination de « associé a cette expérience a été possible par 1’utilisation d’une
moyenne glissante développée et utilisée par M. Planat, pour détecter des corrélations
dans le bruit [Planat 96b]. Cette moyenne glissante permet de réaliser un moyennage
de N données et ainsi de faire apparaitre des paliers invisibles sinon. La valeur N est a
rapprocher du nombre d’itérations de la carte d’Arnold, ol & mesure que celle-ci augmente,
les paliers apparaissent. Il s’agit de ce fait d’une généralisation de la variance d’Allan,
développée dans I’esprit de ’analyse de la convergence des séries au sens de Riemann.

A partir des données originales {Q; = fur/fhp; i =1,..., Njoi } issues du comptage de
la fréquence fgr, nous construisons (Ny; — N) quantités {AQ,(CN) i k=1,...,(Nie — N)}
définis par (Fig. 7.9):

1 1=2N =N
(V) _
ALY =+ i_ZN;IQkH—;QM : (7.1)

)

On peut facilement constater que, le cas N = 1, on retrouve le terme AQS pris en

0
/
z

[EnY
N
w
N

. |
\
\ |

1 2 3 4 k k+1

F1G. 7.9 — Construction des données AQECN) par moyennages.

compte pour le calcul de la variance d’Allan. L’exposant de Holder est donné par:

vy log| AV |

W= log(NT) (7:2)

On vérifie que cette terminologie est en accord avec I’approche expérimentale selon la-

quelle les petites fluctuations des données expérimentales impliquent des petites valeurs

(N) (N)
k

de AQ,(CN), une grande valeur de oy, ' et donc une convergence de la série si o), * > 1. On
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7.2.  La résonance porteuse-enveloppe et ses propriétés

a porté sur la figure Fig. 7.8 'exposant de Holder et I’on constate I’apparition trés nette

(V)

des zones de synchronisation par la présence des pics ou «y, ’ suit une hiérarchie de Farey

(cf. paragraphe 5.3.5).

) est maximale (par valeur décroissante) pour: 0/1;1/1 —

En effet, la valeur de oz,(cN
1/2 — 2/3;1/3 — 2/5;3/5,— .... Nous appelons cette région structure de Farey parce
qu’elle respecte la hiérarchie de Farey. La structure est visible vers une amplitude d’in-
jection u = 900mV. Rappelons pour mémoire qu’elle a également été observée dans de
nombreuses expériences [Gutzwiller 88| et notamment dans l'effet Josephson des diodes

supraconductrices [Bai-Lin 88, p. 16|

Etude en fonction de N

Nous avons étudié 'influence du nombre N de moyennages effectués pour le calcul
de a sur un enregistrement de 40000 comptages de la fréquence avec 7 = 1 s (position
déclenchement automatique activée). Cette expérience a été réalisée avec une autre ligne
SAW a une fréquence d’injection de fy = 91.554 MHz et une amplitude v = 833 mV (Fig.

7.10). 11 se dégage nettement la structure de 1’escalier du diable pour quelques paliers

principaux.
a o
= ’ [ w2 9 ™ 3.2
3B — |- — — ” N ‘
AL :
| : L (o : I |
,,,,,, 4,,,,,,,,‘,, - — LA Wy AAdht. | — 1 _ WITVE YN
| | | | I
| | | | I
! I N=50 | ! ! N=100 011
0 ! t y 0 : L — . 0
amplitude d’injection amplitude d’injection
[o} Q a
Q pr ) 3.8 3.2
1/3
N=70
0 N=130 0

amplitude d'injection amplitude d’injection

F1G. 7.10 — Etude de lexzposant de Holder en fonction de N.

Le calcul de I'exposant de Holder a été effectué avec N = 50,70,100 et 130. On

constate qu’a mesure de 'augmentation de N, les paliers se forment en faisant apparaitre
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Chapitre 7. L’expérience de résonance porteuse-enveloppe

pour € = 1/2 un pic important et une série de pics situés autour de 2 = 1/3. Il nous
a fallu moyenner sur N = 130 points pour faire apparaitre la structure alors que pour
la figure Fig. 7.8, une valeur de N = 14 était suffisante. En fait, ceci provient du fait
que dans cette expérience, la rampe de variation de I'amplitude est plus lente. Il faut
un moyennage qui couvre un intervalle de longueur suffisamment importante pour faire
apparaitre les paliers. Si 'expérience est réalisée avec une faible variation d’amplitude, il

faudra plus de points pour que la structure apparaisse.

Cette étude montre que I'extraction de la propriété de I’exposant de Holder nécessite
un traitement multi-échelles dans lequel la propriété du systéme a l'instant ¢ dépend
de celles de I’instant passé et dont la méthode d’acquisition peut étre influente pour son
observation. La structure arithmétique apparait dans ce cas; elle semble alors directement
liée aux phénoménes de mémoire. De plus, cette structure s’affine en résolution et en

richesse lorsque N diminue alors qu’au contraire elle s’appauvrit par lissage.

La prise en compte de moyennage important affecte la quantité d’information présente

dans ce systéme. Il est donc indispensable de réduire les moyennages dans les études.

Observation expérimentale de I’arbre de Markoff

Au cours du chapitre 5, nous avons rappelé les propriétés des nombres de Markoff. Ce
sont des réels qui sont difficilement approchables par des rationnels au sens de 1’analyse
diophantienne. D’un point de vue expérimental, si on se donne une limite de résolution
(comme celle que 1’on s’est donnée pour la PPL non linéaire), ces nombres sont ceux qui
sont les « plus éloignés » des rationnels. Ainsi, si 'expérience est favorable & la synchro-
nisation sur des rationnels en faisant apparaitre des paliers détectés par «, celle-ci sera
a contrario défavorable aux nombres éloignés des réels: les irrationnels de Markoff. C’est
donc dans la région présentant un maximum d’instabilité locale que 1’on a repéré quelques
nombres de la théorie de Markoff (Fig. 6.49).

Le maximum d’instabilité locale est déterminé a partir de AQ,(CN)et quelques maximums
1. V22111 4 V151729
T 2

d’instabilité ont été observés pour des valeurs de Q = /2 —

Nous portons toutefois beaucoup de réserve par rapport a cette analyse pour les raisons
suivantes. La premiére remarque est d’ordre expérimentale : & part le cas {2 = @, les
deux autres rationnels ne sont pas déterminés avec un grand pouvoir séparateur. Le cas
de I’arbre de Farey est bien mieux résolu. La deuxiéme raison est purement théorique. Il

existe une infinité de réels v possédant la constante de Markoff C'(v) = % Ces nombres
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(N)

z c
S (21 (2211110 (V1517-29)26
A A
3245 F 1 0.05 .
(] =]
g g
:
5 S
g 3
:
324 | 0>
620 Amplitude d'injection (mV) 700 u

F1G. 7.11 — Structure fine de type Markoff et ses principales zones identifiées.

sont donnés par (5.54) :

avy + b V221 — 11
Cv) = avec g = ——— . 7.3
@) cvy +d 0 10 (73)
Nous ne comprenons pas pourquoi vy = ‘/2_110_11 = [0,2,1,1,2] apparaitrait plutot que
v = 5';00116 , ol n’importe quel autre nombre compris dans cette région.

En fait, proche de vy = 0.386, les réels possédent un développement qui commence

par [0,2,1,...]. Par exemple, le nombre

e — V0+4

Vo = [0,2,1,3,2,1,1,2] = m = 0,36074, (74)
4]

posséde les mémes propriétés arithmétiques et il est difficile & discerner des autres. La

présence de ceux observés provient vraisemblablement d’une autre origine [Planat 97].

7.2.3 Influences des paramétres expérimentaux

Etude du retard imposé par la ligne.

Nous avons étudié 'apparition des paliers en ’absence de ligne a retard. Celle-ci a
été remplacée par un simple cordon BNC de longueur variable. L’obtention de la basse
fréquence était réalisée a partir d’'une impulsion de démarrage de largeur suffisante. La
détection et le filtrage de I’enveloppe généraient ensuite une commande suffisante pour
entretenir le systéme. Les courbes (a) et (b) de la figure Fig. 7.12 correspondent respec-

tivement & un cordon BNC de 50 cm et 8 m. La fréquence f, était de 100 MHz, pour
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Chapitre 7. L’expérience de résonance porteuse-enveloppe

une amplitude variable de 500 & 1500 mV. Le retard le plus important occasionné posséde
un rapport 2 plus grand. Cette expérience confirme la proportionnalité du retard et du

rapport 2.

47 T T T T T T T T 62 T T T T T T T T

da?laz.dat“ < da?tas.datj °

46 60

45 58
q 4 56
43 54
42 52

41 50 - - - 4

40F - -
o .
39 e 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 46 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600

u (mv) u(mv)

48

F1G. 7.12 - Influence du retard introduit par un cordon BNC. (a): 50cm (b): 8m.

Influence de 'impédance de la ligne.

Nous avons effectué des enregistrements en remplacant la ligne SAW par une résis-
tance, un condensateur et une bobine (Fig. 7.13). Les courbes (a) et (b) ont été réalisées en
appliquant une modulation d’amplitude triangulaire de 500 secondes de période. La symé-
trie apparente est le reflet de cette modulation et permet de constater (surtout pour (b))
la présence d’hystérésis dans le comportement. Le remplacement par la bobine n’apporte
pas de résultats intéressants.

Avec la résistance de 50 €2 (a), on devine les paliers et avec le condensateur (b), les
rapports d’accrochage sont trés rares (109; 109,5; 110) mais on devine tout de méme

I'influence des autres rapports (cf. détail (c) et (d)).

Influence du taux de modulation.

L’un des principaux soucis était d’évaluer le temps d’attente entre chaque changement
d’amplitude. Si le systéme posséde de grandes constantes de temps, il est alors nécessaire
que celui-ci soit suffisamment stabilisé sur un cycle limite pour faire la mesure. Nous avons
donc réalisé des enregistrements pour différents taux de modulation de la rampe. Pour
la figure Fig. 7.14(b), nous augmentons la durée de la rampe a chaque passage sur le
rapport 122 et I'on constate que des paliers apparaissent ; ceci a largement été confirmé
par la courbe (a) ol nous avons enregistré environ 2500 points entre les deux rapports 122
et 123. Ici, nous avons inséré un condensateur de 3,3 pF' a la place de la ligne et travaillé

a 272 MHz. On ne devine que les paliers 2/3 et 1/2; les autres sont invisibles.
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F1G. 7.13 — Influence de l’impédance : (a) résistance 5082, (b) condensateur de 3.8 uF.
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F1G. 7.14 — Influence du tauzr de modulation dans le cas d’un condensateur.

Les détails (c) et (d) montrent un enregistrement proche de chaque palier. La grande
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stabilité des paliers est nettement visible par rapport a I'instabilité globale. Il existe égale-
ment une trés grande instabilité proche des bords du palier comme dans le cas de la PLL
non linéaire. Notons aussi la forme générale de la « fréquence de battement » analogue
a celle du régime « free-run » de la PLL (cf. Fig. 6.6). Nous avons également étudié le
taux de modulation en présence de la ligne SAW avec une rampe (de symétrie apparente).
On retrouve sur la figure Fig. 7.15 la caractéristique globale de la figure Fig. 7.7 avec les

paliers de synchronisation.

333 T y T T 333

3324 e R e e 332
: : : : : : ‘ dataS0.da—
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e R R s R | 329
328 i SR b R P

HF/fBF

328

fHF/fBF
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F1G. 7.15 — Influence du taux de modulation dans le cas de la ligne.

7.2.4 Observation d’un mapping bidimentionnel expérimental

L’observation de 'escalier du diable dans le cadre de cette expérience nous a alors
incités a réaliser une expérience essayant de mettre en évidence un mapping de type
Arnold. Rappelons que ce mapping consiste & construire une carte bidimentionnelle dans
laquelle les propriétés de I’escalier du diable sont étudiés en fonction d’un paramétre de
non-linéarité au moyen de propriétés de 'exposant de Holder (cf. chapitre 5).

Il a donc fallu rechercher un paramétre expérimental analogue au c¢ de la carte d’Ar-
nold, susceptible de favoriser I'apparition des paliers de synchronisation. En se basant
sur le fait que la variation de fréquence f, favorisait I’apparition de paliers avec une va-
leur de €2 plus importante et donc d’'une plus grande richesse entre les différents paliers,
nous avons voulu réaliser une expérience en faisant varier f, de 91,7715 a 91,780 MHz,
par pas de 60Hz, centré autour de la fréquence de synchronisme de facon & obtenir 144
lignes. Cependant, cette expérience s’est stoppée a 91,77534 MHz générant ainsi 61 fichiers
d’environ 71 koctets.

Chaque fichier comporte 2000 enregistrements de la fréquence comptée sur 7 = 0.2 s
pour une amplitude u variant de telle sorte qu’elle fasse apparaitre au moins deux fois
les paliers 2 = 323;324;325;326. La rampe de 'amplitude, de forme triangulaire et de
fréquence fr,q = 1.5 1072 Hz, était générée par un générateur WAVETEK. La figure
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Fig. 7.16 présente tous les fichiers obtenus et met en évidence les 4 plages principales de
synchronisation. On a porté la fréquence fpr en fonction de 'amplitude pour différentes
valeurs de fy. La figure Fig. 7.17 présente les différentes cartes d’Arnold construites a

partir de I’étude du coefficient de Holder a.

rapport de fréguence

F1G. 7.16 — Fréquence de ’enveloppe en fonction de u pour 59 valeurs de fy (un décalage
des échelles est éffectué afin de faire apparaitre les paliers)

Méthode de tracage:

— Un premier programme tracagefigure.f détermine le nombre de rotation Q( fo, u),

a partir des fréquences fy et fpr et P'exposant o fy, u).

— Ensuite un deuxiéme programme fonction.f utilise les ressources graphiques de
Xwindows pour le tracage de la figure, par 'attribution d’un code de couleur en

fonction des propriétés de a.

Un code de couleur spécial a du étre adapté au cas expérimental pour faire apparaitre
les structures. Un probléme graphique qui n’a pu étre résolu explique l'origine du pa-
rallélogramme obtenu. Les bandes rouges verticales expliquent le changement brutal de
continuité di a la modulation d’amplitude.

Cette expérience n’a pas été renouvelée faute de moyens informatiques suffisamment

adaptés au traitement rapide des données. La lenteur de I'enregistrement (2 jours du 7 au
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e, 'ﬁ?ﬁé

F1G. 7.17 — Mapping bidimentionnel expérimental. Suivant les codes de couleur utilisés
certaines régions synchronisées sont visibles.
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9 Mai 1996) laissait place a une influence possible des paramétres extérieurs. Elle a cepen-
dant mis en évidence une grande stabilité de la synchronisation, sa richesse structurelle,

et a surtout permis de construire une carte d’Arnold a partir des données expérimentales.

7.3 Modélisation de ’expérience

Les principaux résultats expérimentaux concernent I’évolution de la fréquence fgp
du signal de commande de l'oscillateur en fonction de 'amplitude u de I'injection haute
fréquence. Méme si cette basse fréquence est reliée aux propriétés de la ligne SAW, il
nous a été difficile de rendre compte de la structure de synchronisation en fonction des

paramétres physiques du systéme. Voici les pistes exploitées.

7.3.1 Equation de Schrédinger non linéaire

C’est le premier modéle de I'expérience compte tenu de 'origine de cette expérience.
Comme nous I’avons rappelé en introduction, il s’agit de faire propager des solitons dans
les lignes a onde de surface. Comme I’évolution des solitons obéit dans certains cas a

I'équation de Schidinger non linéaire (SNL), un modéle a donc été proposé [Planat 95].

Etablissement de SNL.

L’étude de la propagation des paquets d’ondes modulés par une enveloppe lentement
variable peut apparaitre dans de nombreux contextes, comme la propagation des ondes hy-
drodynamiques en eau profonde ou encore la propagation d’information par fibre optique

[Remoissenet 94|. Etablissons SNL dans le premier cas.

Wl A

(©)

'

'
|

Ko Q-Q  w+Q f
Fi1G. 7.18 — Onde hydrodynamique en eau profonde.

Considérons le cas d’une onde de gravité hydrodynamique (kg,wp) évoluant dans une

eau profonde (Fig. 7.18). On montre alors que la relation de dispersion s’écrit
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w= fk, A) = \/gk(1 + k2A?), (7.5)

ou A est ’amplitude maximale.
Si on suppose que la modulation est lentement variable et s’étend sur une grande
distance, le spectre de Fourier sera concentré autour de la fréquence wy de I'onde (Fig.

7.18). Dans ce cas, on peut développer la fréquence autour de wy pour obtenir:

Ow 0?
w=wy+ (8_k) (k — ko) + (a—]:;) (k — k0)2 + ... (76)
k=ko k=ko

En posant Q =w —wy, K =k —ky on a
Q = (Ug)lc:koK + Pk:kOKQ + ceny (77)

ot la vitesse de groupe v, est la vitesse de propagation du paquet d’onde. L’équation (7.7)

est la relation de dispersion de I’enveloppe, dont le profil n(z,t) peut s’écrire:
n(z,t) = A(X,T) cos(wot — koz), (7.8)

n(xz,t) = Alex, et)e'@ot=Fo) 4 ¢ ¢ (7.9)

Les quantités X et T sont des quantités lentement variables dans le temps et dans I’espace.

Si ’on associe les opérateurs définis par:

.0
Q — T (7.10a)

I'inversion de la relation de dispersion (7.7), dans une premiére approximation linéaire,

donne ’équation d’évolution de ’amplitude A(X,T’) et I'on obtient :

0A . 0A 0?A

Yo = ek ~ Pk (a?) ’ (1)
ou encore

[ 0A 0A 0?A

Z (6—T ¥ a_X> * P (37) =0 (712)

En posant s = X — v4t, on obtient I'’équation de Schrodinger linéaire (SL)

[ 0A 0?A
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modélisant ’équation de propagation linéaire de I’enveloppe lente
Si 'on considére le terme quadratique en k& dans Iexpression (7.6), on arrive alors a

I’expression de SNL:

[ 0A 0?A
i (a_T) + Py (@> +Q|AP?PA=0, (7.14)

Ow
=|-———- . 7.15
Q ( a | A |2)k:k0 ( )

ou

Solutions de SNL

Les solutions de cette équation sont de deux types.

— Solutions de type ondes planes instables dans lesquelles la phase de ’onde dépend

de 'amplitude
— Solutions de type solitons données par:
n(z,t) = Aefot=ko2) 4 ¢ ¢ (7.16)

n(z,t) = 2Apsech[v2AokZe(x — vyt)] cos((wo — 2QA2)t — ko), (7.17)
dans laquelle la vitesse de 'onde wy — 2Q A2 dépend de 'amplitude Ay.

Nous avons donc un phénoméne ou la phase dépend de I’amplitude. Dans notre expé-
rience, c’est la fréquence de la modulation qui dépend de I’amplitude. On peut alors

écrire [Planat 96d| le terme S,,q4(t) & la sortie du modulateur par:

Spmoa(t) ~| @ 2 TI4(t — T)ucos(2w furt + D), (7.18)

ou | ® |? représente la détection d’amplitude, IT4 (¢ — 7) la modulation issue de la com-

mande avec le retard 7 ~ fBLF
Cette modélisation, qui s’appuyait sur un raisonnement phénoménologique n’a pas pu

expliquer la présence des paliers de synchronisation.

7.3.2 Modéle schématique de la boucle.

Parallélement & cette approche avec SNL, nous avons envisagé I’étude de ce systéme
d’un point de vue numérique et purement schématique. En décrivant, par une variable

précise, chaque opération réalisée par les éléments du montage, on arrive a établir un
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Chapitre 7. L’expérience de résonance porteuse-enveloppe

algorithme discret de trois variables 6,,, T;, et A,, couplées non linéairement, qui semblent
rendre compte de quelques phénoménes.

Dans un premier temps nous supposons que le détecteur d’enveloppe géneére un signal
sinusoidal d’amplitude A,, donné par le fondamental du signal de sortie du modulateur.
On suppose ici que la ligne n’est responsable que du retard. Il s’agit de calculer la premiére

composante du signal S(t) supposée s’écrire (Fig. 7.19):

S(t) = Acoswpt si —§<t<g, (7.19a)

= 0 sinon, (7.19b)

sur une période Tgr. En décomposant en séries de Fourier, on a

S(t) =) A, cosnwgpt, (7.20)
n=1
avec ,
24 [z
A, == coswot cosnwgrt dt. (7.21)
Tsr L
6
24 [
A, = — cos(wy — nwpr)t + cos(wy + nwpr)t  dt, (7.22)
Tgr —79
24 (sin(wy —nwgp)?  sin(wy + nwgr)?
A, = (wo BF)Q + (wo BF)Q _ (7.23)
TBF Wy — NWRBF w0+anF

Apreés filtrage ot ’'on ne conserve que le premier terme n = 1, le fondamental posséde une

amplitude

Alz

(7.24)

2A [ sin(wy — wBF)g n sin(wp + wBF)%
Tsr Wy — WBF Wy + wBF '

On construit alors un processus itératif o I'incrément de n a lieu aprés chaque pas-

sage dans le modulateur (Fig. 7.20), et ou les quantités 6, et T,, définissant le temps de

S@®

il
U

Fi1aG. 7.19 — Découpage de la porteuse.
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(T, 8)

Voff F£--No--—--- A 777777 A
? initialisation : >
‘ von |- ---- el A R R £ ————- -~ -t
L e n->ntl - : 3 ;

détection
= tl t2
(a) (b) . P 3
8, 8,
- P
T T

F1G. 7.20 — Méthode de construction de l’algorithme

conduction et la période basse fréquence sont définies suivant le schéma (b). L’amplitude

A,, de la commande s’écrit alors en fonction de I’état n — 1 soit:

. 7] —1 . [4 —1
2A Sin(wg — Wy—1) = sin(wg + Nwp—1) =
A= o 1) 757 sinlen +nn 1) 557 ) (7.25)
Th-1 Wo — Wp—1 Wo + Wn—1

La durée 6, se calcule en tenant compte des valeurs expérimentales de Von < 0 et Vorr >
0, Von = —0,8V, Vorr = 1,5V).

D’apreés la figure (b), l'intervalle de conduction est donné par

1 V. T, T,.— . Vi
0, =to—t; =T, o+ Q—Tn,l arcsin < OFF) — 2 _ 2 arcsin ( ON ) , (7.26)

v An 2 27'(' An,1
soit
T o 1 ay [V
6, = 5 24 o {Tn1 arcsin < ZZF> — T, s arcsin (A:ﬁ)} . (7.27)

La valeur négative de Vpon explique le signe négatif de ¢;. Le calcul de la période T}, se

calcule de la méme maniére et donne

Th-1 1 . (Von Thoo Tho . (Von
n = — =1pn_ — — A, —_ _ ,
T t3—t1 =Ty o+ 9 o 1 arcsin ( - ) ( 5 o arcsin ( 1

soit

Tn—2 + Tn—l 1

T, = — s o {Tnl arcsin (VX:) — T, o arcsin (X:ﬁ)} . (7.29)

Les équations (7.25), (7.27) et (7.29) donnent alors le systéme discret couplé:
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1

24 | sin(wp — wp_1) =2 sin(wp + nwp_1 )&=t

A, = 2+ : 7.30a
1,1 Wo — Wn—1 Wo + Wp—1 ( )

T 1 Ve -
0, = 5 2 + gy T, arcsin( Z:F) —Ths arcsm(A:ivl) (7.30b)

To + T 1 .V . [V
T, = % ~ 5 T, arcsin( X:) — T,,_o arcsin (A:i) (7.30c)

avec les conditions initiales (Ao, Ty, = 0y = T0/2), (A1 = Ao, T1 = Ty, 61),...

Nous avons montré numériquement que ce systéme pouvait posséder une limite unique
A; ainsi qu’un phénomeéne de cascade de période (analogue a lapplication logistique)
suivant les valeurs de Ay, Vopr et Voun. La figure Fig. 7.21 donne le nombre de limites
n; de 'amplitude A; en fonction du rapport de fréquence “’:;OF Nous avons effectué une
simulation en faisant varier fpr de 1.54 jusqu’a 99 pour une fréquence fy de 100 ( en unité
arbitraire). Les paramétres Vorr = 1,5 et Voy = —0,8 étaient ceux de l'expérience, et
I’amplitude était de A=15.

Dans le cas général I'algorithme ne posséde qu’une limite. La valeur -1 est une valeur
arbitraire qui est générée si la simulation n’a pas atteint un régime stationnaire faisant
apparaitre au moins une limite. En revanche, une dynamique plus riche existe prés des
rapports de fréquence “’;;OF:I /2;1/3;1/4... (a) pouvant faire apparaitre jusqu’a 15 limites
différentes. La figure Fig. 7.21(b) représente un agrandissement de (a) autour de 1/2 et
1/3. On constate également une certaine propriété d’invariance d’échelle.

Quelque soit la complexité de la carte discréte modélisant le fonctionnement, on re-
trouve toujours cette propriété d’influence des harmoniques conduisant & une invariance
d’échelle et & une structure complexe. D’autres études ont été faites en supposant la pré-
sence d'un harmonique supérieur, celle d’un filtrage de fréquence, etc., mais elles n’ont
pas apporté de résultats supplémentaires satisfaisants, mais seulement plus de problémes
algorithmiques.

L’originalité de cette expérience se trouvait dans le fait que ’on a observé des zones
de synchronisation sur des rapports entiers et rationnels jusqu’a un ordre élevé des har-
moniques qui normalement ne sont pas transmis par la ligne.

Cette propriété est a rapprocher de celle énoncée dans le chapitre 2 concernant 1’os-
cillateur de Van der Pol, des harmoniques qui sont sensés étre filtrés par les éléments
électroniques (traités de facon linéaire) arrivent malgré tout a intervenir dans la dyna-

mique complexe de cette expérience a processus de bouclage de fréquence. Elle démontre,
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30

25

20

15

(@)

nombre de limites

10

e

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1
rapport de fréquence

10

(b)

nombre de limites

0.3 0.35 0.4 ~0.45 0.5 0.55
rapport de fréquence

F1G. 7.21 — Nombre de limites de (7.30) pour des rapports de fréquence de fg—OF = %

une fois de plus, 'extréme complexité de la dynamique intervenant dans ces systémes

bouclés ol existent des conditions de synchronisation de phase et de fréquence.
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Conclusion

A la lumiére de nos résultats expérimentaux et de tous ceux qui furent dans le passé
réalisés dans ce contexte, il existe un fait indubitable qui a constitué I'architecture de
notre recherche: ’existence de 1'oscillation du signal issu de 1’oscillateur est conditionnée
par des mécanismes non linéaires présents dans la nature des fluctuations de fréquence et
intervenant a toutes les échelles .

Une étude théorique de cet oscillateur et de ses non-linéarités a montré qu’il existait
une équation non linéaire (I’équation d’Adler) pouvant décrire I’évolution d’une phase
du systéme oscillant. Cette phase peut, suivant certains paramétres, rester apparemment
constante et ainsi définir une plage de synchronisation, ou alors posséder un comportement
plus complexe.

Aprés avoir établi I’équivalence entre le modéle décrivant I'oscillateur et celui décri-
vant la boucle a verrouillage de phase, piéce maitresse des bancs de mesure de bruit de
phase, nous avons réalisé une étude expérimentale et théorique des propriétés de cette
équation d’Adler. D’un point de vue théorique, une bonne connaissance des propriétés
des applications de type « section de Poincaré » était nécessaire. Nous avons transposé
les propriétés (relatives & la stabilité, & la bifurcation, a Parithmétique, etc.) de cette

application appelée carte d’Arnold au cas de la boucle de phase (ou PLL).

Nous avons ainsi pu mettre en évidence dans les deux expériences réalisées la plupart
de ces propriétés théoriques relatives & la modélisation choisie et que nous avons présentées
en deuxiéme partie de ce mémoire. Les fréquences harmoniques issues des non-linéarités
de I’électronique de modulation ont été confirmées. La présence des plages de synchronisa-
tion attestait I’existence indiscutable de cette non-linéarité. La stabilité structurelle de la
synchronisation était présente dans les deux expériences. De méme, 'invariance d’échelle,
déja démontrée théoriquement, a été fréquemment observée de fagon expérimentale et
numérique, que ce soit dans le cadre de la synchronisation ou dans le cadre de la non

synchronisation.
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Conclusion

Nous avons également constaté I'importance de la transition d’état séparant les deux
domaines de la synchronisation et de la non-synchronisation: de facon numérique pour
la mise en place de résultats qualitatifs relatifs au phénoméne lui-méme, et de fagon
expérimentale pour I’étude du comportement des fluctuations d’un systéme se trouvant
dans cette zone critique, frontiére entre deux états physiques totalement différents.

Un résultat expérimental tout-a-fait intéressant a été obtenu dans 1’étude de la PLL
évoluant sous des conditions fortement non linéaires: celles-ci semblent engendrer une
transformation du bruit blanc en bruit en 1/f. Néanmoins, il ne s’agit pas d’un résultat
original mais il confirme la tendance actuelle & associer le bruit en 1/f au phénoméne
non linéaire pourvu d’une certaine forme de régularité; la régularité serait, dans ce cas,
certainement associée a la synchronisation.

Enfin, nous avons proposé une approche originale du spectre d’intermodulation de la
PLL. La conséquence des propriétés arithmétiques des rapports de fréquences confirme
la nature multiéchelles de la synchronisation. Ce résultat rend compte également de I'im-
portance de sa prise en compte globale et non locale des systémes. Nous avons accompli
un effort expérimental important pour pouvoir avoir accés aux diverses données et pour
s’assurer de leur validité.

Parallélement, nous avons essayé d’appliquer les résultats théoriques trés récents de
la physique non linéaire et méme des mathématiques & ce contexte expérimental des
oscillateurs. Cette approche du temps-fréquence initiée par M. Planat restait a valider
expérimentalement en lui greffant 1’aspect pratique qui lui faisait défaut. Nous n’avons
appliqué que quelques résultats (mapping d’Arnold, arithmétique de fréquence) caracté-
ristiques des systémes non linéaires pour étudier les oscillateurs. Il en reste encore d’autres
a considérer. Nous espérons que la voie ouverte par nos travaux trouvera son application

pour la compréhension des mécanismes décrivant les systémes oscillants.

Les résultats relatifs a la PLL en régime non linéaire et & ’expérience de résonance
porteuse-enveloppe sont directement transposables au cas de l'oscillateur, et méme de
n’importe quel systéme bouclé pouvant présenter un signal oscillant. La diversité des
phénomeénes naturels impliquant une dynamique bouclée de systémes auto-entretenus et
en interaction avec leur environnement, laisse entrevoir le potentiel d’application de notre
étude. Il se dessine ainsi une perspective riche de possibilités.

Au-dela de I'indispensable prise en compte des propriétés non linéaires dans les oscil-
lateurs pour leur étude, il est nécessaire que ces propriétés non linéaires soient utilisées

consciemment avec les méthodes de caractérisation développées.
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Il est donc nécessaire d’effectuer, dans le domaine du temps-fréquence, une réelle étude
du bruit en 1/f introduit par les transformations non linéaires d’autres fluctuations.
Elles existent et nous I'avons confirmé expérimentalement. C’est un effort certes difficile
a fournir compte tenu de la complexité des systémes non linéaires, mais il n’y a aucune
raison de penser que ce traitement n’apportera pas une quantité de résultats a la hauteur

de la difficulté d’analyse.

L’oscillateur est un systéme complexe, donnons-nous les moyens susceptibles de percer

les mystéres de son évolution.
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Annexe A

Evolution de la phase ® dans la PLL du
second ordre

A.1 Cas de la PLL simple

mélangeur filtre amplificateur

U ®

Fic. A.1 — Etude de la PLL du second ordre

Considérons la PLL du second ordre (Fig. A.1). On pose:

u(t) = V2cosh(t), 0(t)=wo (A.la)
us(t) = /2sin¢(t), (A.1b)
B(t) = Waeo + kua(t). (A.lc)

Le mélangeur de sensibilité u effectue le produit des signaux u;(t) et us(¢). On a:

uz(t) = 2pcosB(t)sind(t), (A.2a)
= plsin (0(t) — B(t)) + sin ((¢) + &(t)) , (A.2b)
¢(t) = Wyeo + kuy (t) (A.QC)
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Le deuxiéme terme de (A.2b) de fréquence toujours supérieur a f,., fréquence de coupure

du filtre, est atténué, si bien que:

us(t) = wsin (0(t) — (t)) . (A.3)

Considérons leffet d’un filtre du 1€r ordre. On a alors

%M( )+ ua(t) = us(t). (A4)

Exprimons alors ’équation différentielle vérifiée par la phase ®(t) donnée par:

®(t) = 0(t) — o(t) = (wo — w1)t. (A.5)
On a

b(t) = wo— (1), (A.6a)
= Wy — Wyeo — kuy(t), (A.6b)
= Aw—Fk |Gus(t) — EM( )] , (A.6c)
Aw = Wy — Wyeo- (A.7)

De (A.6b), on tire
() = —kua(t), (A.8)

que l'on injecte dans (A.6¢) pour donner:

f B(t) + D(t) + K sin ®(t) = Aw, (A.9)
ou K = uGk est le gain en boucle ouverte de la PLL.

Dans le cas particulier ou fl >> 1, K >> 1, et Aw = 0, on peut avoir un régime

oscillant proche de la fréquence w? = K f,.
Dans le cas particulier ol % << 1, le terme ®(t) devient négligeable et on arrive a
I’équation d’Adler:

®(t) + Ksin® = Aw. (A.10)
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A.2 Cas de la PLL perturbée par des harmoniques

Supposons

ug(t) = ZA(W) sin(pwy — qu1)t, (p,q) €N, (p,q) impairs. (A.11)
(p,9)

Dans ce cas, la correction de la fréquence du VCO est donnée par

W1 = Wyeo + k Z Ap,g sin(pwo — qu1)t, (A.12)
(p,9)

et de ce fait I’équation de la phase ® peut s’écrire:

(t) =wy— w1 =Aw—k Y _ Apg sin(pwo — qu ). (A.13)
()
En posant
P9 = (pwy — quy )t, (A.14)

on peut alors écrire ® = 1Y en fonction des @) :

SOD(t) = Aw —k Y Agyg sin BP9, (A.15)

(»,9)

De méme que pour chaque phase ®®9) une équation différentielle peut étre écrite par:

OPI(t) = puwy— qui, (A.16a)
= pwo—q | Wyeo + k Z Ap,g) sin(pwo — qui)t | , (A.16D)

(p,q)

soit -
PHP:a) (t) = Aw®9) — gk Z A(r.s) sin Prss). (A.17)

(r)s)
en posant dw®? = pw, — qwye. On obtient alors un systéme de pg équations couplées
par un terme non linéaire. Dans notre cas particulier, le connaissance de ’évolution de la

phase (1 est suffisante pour résoudre le systéme puisque Iévolution des autres termes
&9 se déduit par

(D(P7Q) — q@(lal) + (p — q)wot + Cte (A18)
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Mais si on suppose un petite perturbation de ce modéle, I’étude de 'influence des har-

moniques est équivalent & celle d’'un réseau de pq oscillateurs couplés non-linéairement

comme 'ont étudié par exemple Lee et Pikovsky [Lee 98, Pikovsky 96]. L’équation (A.17)

est le méme modéle de base de leur étude (cf Eq. 4.44). Toutes les propriétés que nous

avons évoquées dans le chapitre 4 sont alors susceptibles d’étre présentes.

A.2.1 Propriété de symétrie de la solution

Montrons que la solution ®(t) de ’équation (A.13) posséde la propriété de symétrie

suivante :

&(t) =7 — ®(—t), si p,q impairs.

Montrons que m — ®(—t) vérifie également (A.13). On a

dt) = Aw—k Z Ap,q) sin(pwo — qu1)t,

(p,q)

(p,9)

Remplagons ®(t) par m — ®(—t) dans le second membre. On a:

Aw —k ZA(M) sin(g(m — ®(—1)) + (p — Q)wot) =

(p,a)
Aw —k Z Ap,g) sin(gm — q®(—t) + (p — q)wot)
(p,9)

Or sin(gm + z) = sin(—x) si ¢ impair. On a donc:

Aw—k ZA(WI) sin(g®(—t)) — (p — q)wot)-
)

En posant u = —t, ce terme est égal d’aprés (A.20b) a:

Aw—Fk Y Apgsin(ql(u) + (p — qwou) =

(p,9)

du

dm —®(—t))(t)  d®(—t) dd(—t)  dd(u)
dt T dt T d(=t) T du

— = Aw-k Z Ap,q) sin(q®(t) + (p — g)wot),

dd(u)

(A.19)

(A.20a)

(A.20b)

(A.21a)

(A.21b)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

donc m — ®(—t) est également solution de (A.13). Cette solution s’écrit nécessairement :

236



A.2. Cas de la PLL perturbée par des harmoniques

T o
B(t) = 5 + > B at™. (A.25)

n=0

A.2.2 Equivalence de I’origine de la perturbation harmonique

Supposons :
u(t) = V2cosb(t) +v2cos20(t), B(t) = wy, (A.26a)
uy(t) = V2sin¢(t), (A.26b)
¢(t) = Wyeo + kuy(t). (A.26¢)

Le mélangeur effectuant le produit, on a

us(t) = 2u (cosB(t)sin () + cos 260(t) sin ¢(t)) , (A.27a)
= p(sin(A(t) — sin@(t)) + sin(6(¢) + sin ¢(¢)) (A.27b)
+ p (sin(20(¢) — sin (t)) + sin(20(¢) + sin ¢(2))) , (A.27c)

ce qui donne apreés le filtre:
us(t) = psin(0(t) — sin ¢(t)) + sin(260(t) — sin @(t)). (A.28)

Le résultat est le méme que si ’harmonique est produit par le mélangeur. On peut
également supposer que I’harmonique est crée par le VCO.
Le fait de considérer les harmoniques provenant du mélangeur englobe donc I’étude

d’une perturbation harmonique dont 1’origine peut étre quelconque.
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Annexe B

Listing des programmes utilisés

Programme utilisé pour le calcul de I'erreur arithmétique: dioph2.f

c Calcul de 1l’erreur arithmetique
c qlnu-p/ql
€lm o o e e e e

implicit none
integer i,q,p,a,k,controle,a_max,q_max,kmax
real*16 nu,nu_O,err,e_min,nu_ini,nu_max
dimension a(5000),p(5000),q(5000),err(5000)
character*8 arret

c
cceceececceceececcceceececccececececcececececcecececccecececcecccecececececececcccecececceccceccecccecee
c DEBUT DU PROGRAMME PRINCIPAL

cceceeeececececcecececcecececcececcececceccececcececcececcecececcecececececcececcecececcececcececccececccceccce

c LECTURE DES PARAMETRES D’ENTREE
open(unit=10,file=’dioph2.fic?’)
read(10,*)e_min,a_max,q_max,kmax,nu_ini,nu_max

close(10)

c
Write (%, %) 2 sokskokskokokokokokok ok ok ook ook ok ok ook ook ook ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok )
write(*, %) Ixx* CALCUL DE L’’ERREUR ARITHMETIQUE %k ?
write(*,%) 7xx% qlnu-p/ql *k ?
Wrate () 2 skokokokokokokokok ook ok skok sk ok ook ok ok ok ook ook ok ok K ook ook ok ok oo ok o sk ok ok 2
write(*,*) ’nombre de iterations :’,kmax
write(*,%)’plage de variation du rapport nu :°
write(*,*)? de ’,nu_ini,’ a’,nu_max
write(*,*)’criteres d’’arret (err,qmax) :’,e_min,q_max
write(*,*)’criteres d’’arret a_max :’,

& a_max

Write (%, %) 2 kokskokskokokokokokok ok skok ook ok ok ok ok ook ook ook ok ok ok ook ok ok ok ook ok ok ok ok )
open(unit=20,file=’res2.dat’)

c write(*,*) ’nombre?’

c read(*,*)nu_0
do k=1,kmax

nu_O=nu_ini+k*(-nu_ini+nu_max)/kmax

c

c CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCECCCECCecee

c RECHERCHE DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUES

c CCCCCCCCCCCCCcCecCcCccCcCccCCCcCCCCcCCCcCCcCCcccccceecece

c

nu=nu_0
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controle=0
CCCCCCCCCCCCCCCCCCcCcCCCCeccceeeececeece

c cas i=1
50  ccccccccccecceccccccccecccecceccce
i=1
a(1)=int(nu)
p(1)=a(1)
q(1)=1
err=abs(nu_0-1.d0*p(1)/(q(1)*1.d0))
c write(*,*)’a,p,q(’,1,?),err’,a(1),p(1),q(1),err
err(1)=abs(nu_0-1.d0*p(1)/(q(1)*1.d0))
c
c write(*,%)’a,p,q(’,1,’),err’,a(1),p(1),q(1),a_max
60 <

€CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeee
call test(nu_0,a,p,q,i,err(1),controle,a_max,q_max,e_min,arret)
if(controle.eq.1) then

c write(*,*)’a,p,q(’,i,?),err?,a(i),p(i),q(i),err
write(20,1000)arret,nu_0,err(i),a(i),q(i)
goto 100
else
endif
c
70  cccceccecceccecceccecceccecccccece
c cas i=2
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeeeceee
i=2

nu=1./(nu-a(1))
a(2)=int(nu)

p(2)=p(1)*a(2)+1
q(2)=a(2)
err(2)=abs(nu_0-1.d0*p(2)/(q(2)*1.d0))
write(*,*)’a,p,q(?,2,?),err’,a(2),p(2),q(2),err

80
write(*,%)’a,p,q(?,2,?),err’,a(2),p(2),q(2),a_max

oo oo

call test(nu_0,a,p,q,i,err(2),controle,a_max,q_max,e_min,arret)
if(controle.eq.1) then

c write(*,*)’a,p,q(’,i,?),err?,a(i),p(i),q(i),err

write(20,1000)arret,nu_0,err(1)*q(i-1),a(i-1),q(i-1)
goto 100
else
endif
90 <

€CCECCCCCCCcecececcCccccccccceccecccee

c cas general

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeee

do i=3,10

if (mod(i,10).eq.0)then

c write(*,*)"nu,i =",nu_0,i
endif
nu=1./(nu-a(i-1))
a(i)=int(nu)

100 p(i)=p(i-1)*a(i)+p(i-2)

q(i)=q(i-1)*a(i)+q(i-2)
err(i)=abs(nu_0-1.d0*p(i)/(q(i)*1.d0))

c write(*,*)’a,p,q(’,i,?),err’,a(i),p(i),q(i),err
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCECCCCCceceececce
c

c write(*,*)’a,p,q(’,1i,?),err’,a(i),p(i),q(i),a_max

call test(nu_0,a,p,q,i,err(i),controle,a_max,q_max,e_min,arret)
if(controle.eq.1) then
c write(*,*)’a,p,q(’,1i,?),err?,a(i),p(i),q(i),err
110 write(20,1000)arret,nu_0,err(i-1)*q(i-1),a(i-1),q(i-1)
goto 100
else
endif
enddo

240



if (mod(k,2000).eq.0)then
write(*,*)"k =" k

endif
100 enddo fboucle sur nu_0
close(20)
120 1000 format(a8,£22.15,£22.15,i7,i7)
end
c CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCce
subroutine test(nu_0,a,p,q,i,err,controle,a_max,q_max,e_min,arret)
c CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe

implicit none
integer a,p,q,i,controle,a_max,q_max
real*16 nu_0,err,e_min
130 dimension a(5000),p(5000),q(5000)
character*8 arret

if (a(i).gt.a_max) then
controle=1
arret="a_max"
c write(*,%)’a(i) superieur a amax’
else
if (q(i).gt.q_max) then
controle=1

140 arret="q_max"
c write(*,%)’q(i) superieur a gmax’
else

if (err.lt.e_min) then
controle=1
q(i-1)=0.0
arret="erreur"

c write(*,*)’erreur inferieure a emin’
else
endif
150 endif

endif

return

end

160

Programme sauv4.c utilisé pour la construction des cartes d’Arnold (Fig. 5.13,5.14).

1 /3 3k 3k sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok sk ok /
/* LANGUES D?ARNOLD */
/* EXPOSANT DE HOLDER */

/* VAN DER POL */
/* */
/* SAUVEGARDE  ET/QU =/
/*  VISUALISATION */

/%% KKk kK ok ok Kok ok ok ok ok ok ok sk ok ok /

10

/* le fichier prend 2 fois plus de place qu’avec la version 3.0

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include "graphics.h"
#include <math.h>
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#define pi2 6.283185307179586476925287
20
main()
{
[ Rk Rk Rk Rk kK ko ok /
/* DECLARATIONS */
/ sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok ok /
double x, x0, xk;
double deltap, deltaq ,p ,q;
double al, zal, dnu, y, z;
double eps, epso, s;
30
float size;
float pmax, pmin, gmax, gmin;

int a, b, i, j, k, kmax ,n;

int imax, jmax;

int ecra, ecrb;

int cart, choix, def, sauv, gra;

char nomfich[21];
40

FILE *flux;
int graphicsdriver , graphicsmode;

/3 sk sk sk s s s s e s e s o s s s o sk sk sk ok sk ok /
/* FIN DES DECLARATIONS */
[ Rk kKK ok Kok ok Kok ok ok skok ok okok ok k /

printf("\n DEBUT DU PROGRAMME\n") ;
50
/xR R Rk kR Rk Rk Kok ok Rk ok Rk k
/* CHOIX DE LA CARTE GRAPHIQUE */
/R RE R AR AR KA KKK KKK KKK KK KKK KKK ]
do { printf("\n* CHOISISSEZ VOTRE CARTE GRAPHIQUE :\n");

printf (" 1...... Grande : 786432 pixels (IMPOSSIBLE)\n");
printf (" 2...... Moyenne : 307200 pixels\n");
printf (" [ P Petite : 224000 pixels\n");

printf("  Votre choix : ");
scanf ("%d" ,&cart);
60 }
while ( cart!=2 && cart!=3);
if (cart==1) { graphicsdriver=IBM8514;
graphicsmode=IBM8514HI;

if (cart==2) graphicsdriver=X11_SVGALO;
if (cart==3) { graphicsdriver=EGA;
graphicsmode=EGAHI;
T

70 [ Rk ok ok ok kK ok ok Kok k ok ok /
/* CHOIX DU GRAPHE %/
[ %k skosk ok ok ok sk sk ok ok ok sk skok ok ok /
do { printf("\n* FAITES VOTRE CHOIX :\n");
printf (" 1...... Carte d’Arnold\n");
printf (" 2. ... Van der Pol\n");
printf (" Votre choix : ");
scanf ("%d",&choix);
}
while ( choix!=1 && choix!=2);
80
[ Rk R ok ok ok ok ok o Kok oK ok o Kok o K ok ok o Kok kK ok ok ok /
/* INITIALISATION DES CONSTANTES */
[ ®F KA KR KKK KKK KK KKK KKK KKK KKK [
printf("\n* CHOIX DES CONSTANTES :\n");
printf("Tapez 1 pour les valeurs par defaut :");
scanf ("%d",&def);
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90

100

110

120

130

140

150

/* constante d’Arnold */

epso = 0.;

if (choix==1) printf("Constante d’Armold : %g\n",epso)

/* constante de Van der Pol */

s =1.;

if (choix==2) printf("Constante de Van der Pol :

%g\n",s);

/* precision: nombre d’iterations pour chaque valeur */
if (def==1) kmax=1000;
else { printf("\nNombre d’iterations : ");
scanf ("%d" ,&kmax) ;

}

/* plage de balayage

if (def==1) { if (choix==1)

}

*/

{ pmin = 0.;pmax = 1

gmin = 0.;qmax = 5.
else { pmin = -0.2;pmax =
gmin = 0.0;qgmax = 1.0;

else { printf("\nRentrez les bornes :\n");

printf("

printf ("

printf("

printf ("
¥

en
en
en
en

X,
X,
Yy
y,

pmin
pmax
qmin
qmax

/* part de l’ecran utilisee */

if (def==1) size=2.;

:");scanf ("%£",&pmin) ;
:");scanf ("%£f",&pmax) ;
:");scanf ("Y%f",&qmin) ;
:");scanf ("%f",&qmax) ;

else { printf("\nPart d’ecran a utiliser 1./ : ");
scanf ("%f" ,&size);

}

if (size==0) size=1./4.;

else { size=1./size; }

/* pour la premiere serie de valeurs */

al = 1.;
y =0.;

[k ks ok sk ok o ok o ok o ok o sk o sk ok ok sk o ko ok ko o /
/* INITIALISATION DU MODE GRAPHIQUE */
/3 sk sk sk ok ok sk o ok sk s ok sk o ok sk o sk sk ok sk ko ok sk ok /

initgraph (&graphicsdriver, &graphicsmode, "");

cleardevice ();
setactivepage (0);
setbkcolor (0);

/* caracteristiques */

a = getmaxx ();
b getmaxy Q);

printf("\n\n* DETECTION ECRAN :

/* constantes de centrage */
ecra = a * (1 - size) / 2;

ecrb = -b * (1 - size) / 2;

/* valeurs maximales
imax=a*size+1;
jmax=b*size+1;

*/

/* pas en x et en y */
deltap = (pmax - pmin) / (a * size);
deltag = (gmax - gmin) / (b * size);

eps = ((pmax - pmin) * (pmax - pmin)) / (a * a);

closegraph ();

%d * %d = %d pixels\n",a+1,b+1,(a+1)*(b+1));
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160

170

180

190

200

210

220

244

/ sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok /

/* SAUVEGARDE */

[ Rk Rk kkokkkok ok [

printf("\n* Tapez 1 pour faire une sauvegarde sur disque : ");
scanf ("%d",&sauv) ;

if (sauv==1)

{ printf("\n* SAUVEGARDE\n");
printf("Nom du fichier a creer : ");
scanf ("%20s" ,nomfich);
printf("\nTaper 1 pour afficher le graphe :");
scanf ("%d",&gra);
if (gra!=1) closegraph();
flux=fopen(nomfich,"w");
if (flux==NULL)

{ printf("ouverture impossible");

exit(1);

}
fprintf (flux,"%d\n",cart);
fprintf (flux,"%d\n",imax);
fprintf(flux,"%d\n", jmax);
fprintf (flux,"%d\n",kmax) ;
fprintf (flux,"%f\n",pmin);
fprintf (flux,"%f\n",pmax);
fprintf (flux,"%f\n",qmin);
fprintf (flux,"%f\n",qgmax);
T

else gra=1;

[ ®kxkkskokskokskok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok /
/* AFFICHAGE DES CONSTANTES */
[ ®kxskokskokskokskok ok ok ok skok ok kok ok okk ok /

printf("\n--------m - \n");
if (sauv==1) printf("* NOM DE SAUVEGARDE : %20s\n\n",nomfich);

if (gra==1)

printf("* DETECTION ECRAN : %d * %d , %d pixels\n\n",a+1,b+1,(a+1)*(b+1));
printf("* NOMBRE DE POINTS : %d\n\n",imax*jmax) ;

printf("* BORNES DU GRAPHE : pmin=Yg et pmax=Yg\n",pmin,pmax);
printf (" qmin=jg et gmax=Yg\n\n",gmin,gmax);
printf("* NOMBRE D’ITERATIONS : %d",kmax);

printf("\n-------- - \n");
VAL A EI T L LY

/% CALCULS #*/

[ ®kkkskkkkkkk [

if (gra==1)

{ initgraph (&graphicsdriver, &graphicsmode, "");
cleardevice ();
setactivepage (0);
setbkcolor (0);
printf ("\n%.3g pour cent de 1l’ecran sont utilises\n"
,imax*jmax*100./(a*b*1.));
printf("tracage en cours...\n");

T
if (sauv==1) printf("\nSauvegarde en cours...");

/* printf("Nom du fichier des donnees : ");
scanf ("%20s" ,nomfich); */
flux=fopen("test.dat","w");
if (flux==NULL)

{ printf("ouverture impossible");
exit(1);
}

for (j = 0; j <= jmax-1; j++)
{ q = gmin + j * deltagq;
for (i = 0; i <= imax-1; i++)



230

240

250

260

270

280

290

{

zal

= pmin + i * deltap;

Y
1

/* DONNEES INITIALES */

if (choix==1) x = xk = p;
if (choix==2) x = xk = 0.;
x0 = x;

do
{

X =

xk;

/* CARTE D’ARNOLD */
if (choix==1) xk=(1.-epso)*x+p-(q/pi2)*sin(pi2#x);

/* VAN DER POL */

if (choix==2) xk=x+p+(q/pi2)*sin(pi2*x/s)/(1+q*cos(pi2*x/s)/s);

k++;

}

while ( k <= kmax && xk < 1.e+10 );

/* CALCUL DU NOMBRE DE ROTATION : y */
y = (xk - x0) / k;
if (sauv==1) fprintf(flux,"%22.20f:",y);

/* CALCUL DE L’EXPOSANT DE HOLDER : al */

dnu = fabs (z - y);
if (dnu < 1.e-20) dnu = 1.e-20;
else
{ dnu = dnu;}

al = log (dnu) / log (deltap);

fprintf (flux, "%1£\t%1£\t%1£\t%1f\n" ,xk,y,dnu,al);

/%

if (

/* PREMIER CRITERE DE COULEUR */
fabs (zal - al) < l.e-2)

n = BLACK;

else

{

else

{

else

if (fabs (al - 1) < 1.e-1)
n = RED;

if (al > 1)
n = GREEN;

{
n = YELLOW;
33} */

/* DEUXIEME CRITERE DE COULEUR */
if (fabs (al) > 10.)

n =
else

{

else

{

else

{

else

{

BLACK;

if (k < kmax - 1)
n = BLACK;

if (fabs (zal - al) < 1.e-2 &% fabs (al - 1) < 4.e-2)
n = GREEN;

if (fabs (zal - al) < 1l.e-2 && al > 2.41)
n = LIGHTCYAN;

if (fabs (zal - al) < 1.e-2 && al > 1.)
n = LIGHTBLUE;
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else

{
if (fabs (zal - al) < 1.e-2 && fabs (al - 0.5) <= 0.1)
n = LIGHTRED;

/* else
{
if (fabs (zal - al) < 1.e-2 && al < 1)
n = RED; */
else
300 {

if (fabs (al - 1) < 4.e-2)
n = MAGENTA;

else
{
if (al > 1)
n = CYAN;
else
{
if (fabs (al - 0.5) < 0.1)
310 n = LIGHTCYAN;
else
{
n = YELLOW;

3333333
/% printf ("omega=}1f,c=Y%1f ;nombre rot=}lf alpha = %1f dnu = }1f %d \n"
,p,d,y,al,fabs(zal-al),n); */
if (sauv==1) fprintf(flux,"%d\n",n);

if (gra==1)
{ setcolor(n);
320 putpixel (i + ecra, b - j + ecrb, n);
}
}

printf("\n...fin de la sauvegarde");
fclose(flux);

330 if (gra==1)
{ setcolor(WHITE);
rectangle ( ecra, b - b * size + ecrb, a * size + ecra, b + ecrb);
printf("\n...fin du tracage\n");
}

printf("\n FIN DU PROGRAMME\n");
printf("taper un retour chariot\n");
getchar ();getchar ();

¥

Programme p_model.f utilisé pour la modélisation de I’expérience en injection : (Eq.
F.4).

1 CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCee
c
c MODELISATION DU MONTAGE EN INJECTION
c
c

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

implicit none
integer i,imax,j,k,nombre,test,iBF,iBFMax
real*16 pi,pi2,VON,VOFF,B,amplBF,frequenceBF,freqBFMax

10 real*16 frequenceHF,TBF,omegaHF,TETA,diff,sum,freqBFO0
real*16 omegaBF,arcN,arcF,varl,var2,var3,var4,An,Bn
real*16 G,THF,amplMEM,ampLIM,attente
dimension amplMEM(30),amplim(200)
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20

30

40

50

60

70

80

oo o0 o0 o0 o0 o0 o0 o000

o o0 o0 0

open(unit=20,file=’p_model.fic?’)

read (20, *)VON, VOFF ,frequenceHF ,freqBF0, freqBFMax, G,imax,B

close(20)

write(*,*)’VON,VOFF,frequenceHF, freqBF0, freqBFMax,G, imax,B’
write(*,*)VON,VOFF,frequenceHF,freqBF0,freqBFMax,G, imax,B
€CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeecee

Ce programme effectue un algorithme qui modelise idealement
le montage numero 1. De plus il detecte les amplitudes BF

limites.

Dans ce modele, on suppose que la frequence BF est constante.

I1 s’agit en fait de montrer qu’il peut exister des

amplitudes differentes pouvant ainsi generer des harmoniques

lors d’un comptage

c€ccececeeeececececececececececececececececeecececececececceccceccececcecceccecececececececcecceccceccecccecccecce

pi=4.d0*datan(1.d0)
pi2=2.d0*pi

iBFMax=100
open(unit=20,file=’data.dat’)

do iBF=0,iBFMax

frequenceBF=freqBF0+(freqBFMax-freqBF0) *iBF*1.d0/ (iBFMax*1.d0)

amplBF=B

TBF=1.d0/frequenceBF

THF=1.d0/frequenceHF

omegaHF=pi2*frequenceHF

omegaBF=pi2*frequenceBF

sum=omegaHF+omegaBF

diff=omegaHF-omegaBF

nombre=0

test=1

attente=1

do i=1,30
ampLIM(i)=0.d0

enddo

open(unit=10,file=’p_model.dat’)

€CCCCCecececeeececececeeeeceece
cas i=1
€CCCCCCececeeeecececceeeeece

arcN=TBF/2./pi*qasin(VON/amplBF)
arcF=TBF/2.%(1.-1./pi*qasin(VOFF/amplBF))
write(10,1100)1,amplBF
cceececeecececececeeceeceeeeeee

do i=2,imax

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe
CALCUL DE L’AMPLITUDE DE LA COMPOSANTE HARMONIQUE

[ edofof of of of of of of of of of of of of of of of of of o of of of o of of of of of of of o] of o of of of of of of of of of o of of o] of o4

varl=qsin(diff*arcF)/diff+qsin(sum*arcF)/sum
var2=-qsin(diff*arcN)/diff-qsin(sum*arcN)/sum
An=B*G/TBF*(varl+var2)
var3=qcos(diff*arcF)/diff-qcos(sum*arcF)/sum
var4=-qcos(diff*arcN)/diff+qcos(sum*arcN)/sum
Bn=B*G/TBF*(var3+var4)

amplBF=qsqrt (An**2+Bn**2)

[l fefofef of of of of of of of of of of of of of o of o of o of of f o of of of of of o] of o of of of of of o f of of o of of o] of o4

detection des amplitudes recurentes

Cette partie du programme permet de mettre
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en evidence le nombre de valeurs differentes
d’amplitude de la BF qui apparaissent.

o o0 o0 o0

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCee
test=1
amp1MEM(30)=amp1BF
do j=2,30
90 amp1MEM(j-1)=amplMEM(j)
c write(*,*)j,amplMEM(j-1)
enddo
do j=1,27
if (qabs(amplMEM(j)-amplBF).le.1le-9) then
c write(*,*)i,amplMEM(j)
if (nombre.eq.0) then
ampLIM(1)=amplBF
nombre=1
c write(*,*)i,1
100 else
do k=1,nombre
if (qabs(ampLIM(k)-amplBF).le.1le-6) then
test=0
else
test=test*1
endif
enddo
if (test.eq.1l) then
nombre=nombre+1
110 ampLIM(nombre)=amplBF
c write(*,*)i,nombre
attente=0
else
attente=attente+l
if (attente.eq.5*nombre*27) then
c write(*,*)’>STABILITE DU PROCESSUS’
[ write(*,*)’Le systeme possede’,nombre, ’> periodes?
goto 300
else
120 endif
endif
endif
else
endif
enddo
do k=1,20
c write(*,*)k,ampLIM(k)
enddo
c CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe

c CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe
c CALCUL DE TETA
c €CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCee
arcN=asin(VON/amplBF)
arcF=asin(VOFF/amplBF)
c write(*,*)’amplBF,VOFF/amplBF,arcF’,amplBF,VOFF/amplBF,arcF
if ((abs(VOFF/amplBF).ge.1).or.(abs(VON/amplBF).ge.1)) then
write(10,1100)1i,amplBF,TETA
c write(*,*)?ARRET DU PROCESSUS’
140 write(*,*)’amplBF=’,amplBF,’:TROP FAIBLE pour la commande’
nombre=-1
goto 300
else
endif
TETA=TBF/2.d0*(1.d0+1.d0/pi*(arcF+arcN))
write(10,1100)1i,amplBF,TETA

[ cceceeececcecececcecececcecceccececceccececcecceccecececcececccececcececcceccecceccecccec

150
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B.1. Résolution numérique d’équation différentielle non linéaire

200 if (mod(i,100).eq.0) then
c write(*,*)i
endif

enddo
c write(*,*)’PAS DE CONVERGENCE’
nombre=0
300 write(20,1300)i,frequenceBF,amplBF,TETA,nombre

160 if (mod(iBF,30) .eq.0) then
write(*,*)iBF
endif
enddo

1100 format(i8,f20.15,f20.15)
1000 format(i8,f30.10,f30.10,i6,f16.11)
1300 format(i7,f18.10,f18.10,f16.11,i6)
1500 format(i8,f20.10,f15.10,f15.10,i5)
close(10)
170 close(20)

end

B.1 Résolution numérique d’équation différentielle non
linéaire
Fichier d’entrée arnold7.fic suivit du programme arnold7.f

1 3.0d4-2,21.04040,0.4-0,21.040,1.014-1,2000,1,1,-3.9,-2.9d0,3.7e-2,-0.8d0,0.05d0

1 ccececeeececececcececececcecceccecececcececececcececcececcececcceccececceccececcecececececcceccceccccececccceccccece

SIMULATION DU MODELE D’ARNOLD PAR RESOLUTION DE L’EQUATION
DIFFERENTIELLE UTILISANT LA METHODE DE RUNGE-KUTTA
AVEC ETUDE SUR DES FLUCTUATIONS ALEATOIRES
DE LA FREQUENCE FREQ1 (entree dans la pll)

(version etude des fluctuations de frequence
du signal de battement ver amelioree de

arnold7.f

dU/dt+K1sin(U)+K2sin(V)=freql

dV/dt+K1sin(U) +K2sin(V)=freq2
(derniere modification : 5/11/1997 )

10

oo 0000000000

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCLCCCeeee
implicit none
integer nl,runge,nmax,icnt,ech,iseed,i,trans,test,test_br
real*8 u,dt,pi,pi2,w_ref,w_VCO,wl,w2,taux,alea,t_ant,tbr_ant
real*8 t,f,K1,K2,err,err_br,err_ant,errbr_ant,ran00,lev,eps
parameter(n1=8)

20 dimension £(8),u(8)

c
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCece
c DEBUT DU PROGRAMME PRINCIPAL

cccecececececececececececececececcecceccecececececcecececececcececececceccececcececcecececccecccececcececcccccecccece

Ce programme effectue deux simulations paralleles:
- une simulation non lineaire non bruite
- la meme bruite
la difference des deux variables donne le bruit sans la porteuse

30

o o0 o0 o0 o0 o0 o000

LECTURE DES PARAMETRES D’ENTREE
open(unit=10,file=’arnold7.fic?)
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read(10,*)K1,w_ref ,K2,w_VCO,dt,nmax,
& ech,trans,u(1),u(2),taux,lev,eps
close(10)

c
40 ¢ ECRITURE DES CONDITIQNS INITIALES
CCCCCCCCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeC
u(3)=u(1)
u(4)=u(2)
c vitesse initiales nulles
u(5)=6.0d0
u(6)=0.0d40
u(7)=0.0d0
u(8)=0.040
err_ant=0.d0
50 test=0
test_br=0

do i=1,8
£(1)=0.0d0
enddo

open(unit=20,file=’data’)
open(unit=30,file=’data_br’)
open(unit=40,file=’bruit?)

60 open(unit=50,file=’pl_phase?’)
open(unit=60,file=’pl_phase_br’)
open(unit=70,file=’bat_err?’)
open(unit=80,file=’batbr_err’)
open(unit=81,file=’plan’)

c DEBUT DE L’ITERATION

pi=4.*atan(1.)
pi2=2.%pi

70 £=0.d0
t_ant=0.40
tbr_ant=0.d0

Write (%, %) 2 sokokokskokokokokokokok sk ko sk ok sk ko ook ok ok sk ok o ok ok sk ok sk ko ok ok ko sk ok
Write (%) 2 sokskokokokokokokokok ook ok ok ok ok ok ok ok ook ok ok o ok ok ok ok ok ok ook ok ok ok ok )
write(*,*) 7% SIMULATION DU MODELE DE ARNOLD *?
write(*,*x) 7% par resolution de *2
write(*,*) 7% 1’’equation differentielle *?
write (*,%) 7% (prise en compte du bruit) *?

80 WAt (%, %) 2 sokokokskokokokok ok skok sk ok ok sk ok sk ok ok ok ok ko sk ok ok o ok sk ok sk ok ok ok ok ok o sk ok )
write(*,*)’nombre de iterations :’,nmax
write(*,*)’frequence 1 de reference :’,w_ref
write(*,*)’frequence 2 du VCO :’,w_vco
write(*,*)’valeur de K1 (couplage non lineaire) :’,Ki
write(*,*)’valeur de K2 (couplage non lineaire) :?,K2

[ write(*,*)’issu de la presence de 1’’harmonique 6*w_ref-7*w_vco’

write(*,*)’issu de la presence de 1’’harmonique 1*w_ref-3*w_vco’
write(* ,*) 2 ——cooeo ’

90 write(*,*)’Entrer un entier pour initialiser’
write(*,*)’le generateur aleatoire du bruit blanc’
read(*,*)iseed
c call srand(iseed)
c
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeeeeee
c K1 et K2 aux dimensions d’une frequence
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCecee

K2=pi2*K2

K1=pi2*K1

100
do 500 icnt=1,nmax

c write(*,*)u(1),u(3),u(2),u4)

250



B.1. Résolution numérique d’équation différentielle non linéaire

c
c les variables u(l) et u(2) sont les variables non bruites
c les variables u(3) et u(4) sont les variables bruites
c
c
112 call rkutta(nl,runge,u,f,t,dt)
f(1)=u(4+1)
110 £(2)=u(4+2)
£(3)=u(4+3)
f(4)=u(4+4)
c
c CALCUL DE LA FORCE
cc

alea=ran00(iseed)
c write(*,*)alea
call calc_force(u,f,K1,K2,w_ref,w_vco,t,alea,taux)

120 if (runge.ne.0) goto 112

call affiche("icnt",icnt,nmax)

err_ant=err

errbr_ant=err_br

err=K1/pi2+*sin(u(1))+K2/pi2*sin(u(2))
130 err_br=K1/pi2+*sin(u(3))+K2/pi2+*sin(u(4))

la variable lev est le niveau de declanchement
la variable eps est la sensibilite du declanchement
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if (err.lt.(lev-eps)) then
140 test=1
endif
if ((err.gt.lev).and.(err_ant.lt.lev).and.
& (test.eq.1)) then
if(t_ant.ne.(0.)) then
write(70,1200)t,1.d0/(t-t_ant)
test=0
endif
t_ant=t
endif
150
if (err_br.lt.(lev-eps)) then
test_br=1
endif
if ((err_br.gt.lev).and.(errbr_ant.lt.lev).and.
& (test_br.eq.1)) then
if(tbr_ant.ne.(0.)) then
write(80,1200)t,1.d0/(t-tbr_ant)
test_br=0
endif
160 tbr_ant=t
endif

o o0 o0 0

if (mod(icnt,ech).eq.0) then
if ((icnt.ge.trans).and.(icnt.ge.3)) then
write(50,1200)err,err-err_ant
write(60,1200)err_br,err_br-errbr_ant
170 write(81,1200)u(1),£(1)
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write(20,1200)t,err
write(30,1200)t,err_br
write(40,1200)t,err_br-err
endif
endif
c write(*,*)t,err_br,test_br

500 continue

c
180 1100 format(£20.10,£20.10,£20.10,£20.10,£20.10)

1200 format(£20.10,£20.10)

close(20)

close(30)

close(40)

close(60)

close(50)

close(70)

close(80)

close(81)

190 end

2]

kokokokskokkokkokkkkkkkkkkFIN DU PROGRAMME PRINCIP ALk skk ok sk o sk ok ok ok o ok o ok 5k

o o o0

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe
c SO0US PROGRAMMES UTILISES DANS LE PROGRAMME PRINCIPAL
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe

c

200 subroutine rkutta(n,runge,y,f,x,h)
€ sokkoR s R KR o R o R o R oS R o K K R o ok ok R K o K S K K s K o K o s R o K oK o o K ok K o
c VERSION DOUBLE PRECISION. POUR PASSER EN SIMPLE PRECISION,
c CHANGER double precision EN real.
€ sokokokokekokoke koo ok sk ko ks ko sk sk ok ok ok ke sk ks ko sk s ok ke sk ks ok o sk o sk ko ok ek o o sk s ko
c Sous programme Runge Kutta
c Integration de dy(j)/dx = £(j), j=1 ... , n ( n<= 500)
c implicit undefined (a-z)

implicit none
integer n,m,runge,j,idp
210 parameter (idp=8)
real*8 y(idp),f(idp),x,h,phi(idp),savey(idp)
save m, savey,phi
data m/0/
m=m+1
goto (1,2,3,4,5)m
c ----—- Pass 1 -----
1 runge=1
return
c ----- Pass 2 -----
220 2 do j=1,n
savey (j)=y(j)
phi(j)=£(3)
y(j) = savey(j) + 0.5d0xh*f(j)
enddo
x=x+0.5d0*h
runge=1
return
c ----- Pass 3 -----
3 do j=1,n
230 phi(j)=phi(j)+2.0d0*£(j)
y(j) = savey(j) + 0.5d0*h*f(j)
enddo
runge = 1
return
c ----- Pass 4 -----
4 do j=1,n
phi(j)=phi(j)+2.d0*£(j)
y(j)=savey(j)+h*£(j)
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enddo
240 x=x+0.5d0xh

runge=1
return

c ----- Pass 5 -----

5 do j=1,n

y(j)=savey(j)+(phi(j)+£(j))*h/6.0d40

enddo
m=0
runge=0
return

250 end

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCee
c CALCUL DE LA FORCE ASSOCIEE AU POTENTIEL ETUDIE
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeee
subroutine calc_force(u,f,K1,K2,w_ref,w_vco,t,alea,taux)
implicit none
real*8 u,f,K1,K2,t,taux,ran00,alea,w_ref,w_vco,pi2

260 dimension u(8),f(8)
c
pi2=8.*atan(1.)
c
f(1)=-Ki*sin(u(1))-K2*sin(u(2))
& +pi2+abs((w_ref-w_vco))
i o o o e
c perturbation par 1l’harmonique 6/7
c
270 £(2)=-K1*sin(u(1))-K2*sin(u(2))+pi2*abs((w_ref-6./7.*w_vco))
i e o e e
c
i o o o o e
c perturbation par 1’harmonique 1/3
c
c £(2)=-K1*sin(u(1))-K2*sin(u(2) )+pi2*abs((w_ref-1./3.*w_vco))
o e e e e e e
c write(*,*)alea
280 £(3)=-Ki*sin(u(3))-K2*sin(u(4))
& +pi2*abs(w_ref*(1.0+taux*(-0.5+alea))-w_vco)
c
i o o o e e
c perturbation par 1’harmonique 6/7
c
f(4)=-Ki*sin(u(3))-K2*sin(u(4))
& +pi2*abs(w_refx*(1.0+taux*(-0.5+alea))-6./7.*w_vco)
i o o o o e
c
200 Cmm e
c perturbation par 1’harmonique 1/3
c
c f(4)=-Ki*sin(u(3))-K2*sin(u(4))
c & +pi2*abs(w_ref*(1.0+taux*(-0.5+alea))-1./3.*w_vco)
€ o o o o e
c
c fonction cosinus
c £(3)=-u(l)
c £(4)=-u(2)
300 <
c write(*,*)1.0+taux*(-0.5+alea)
c write(*,1110)£(1),£(3),£(2),£(4)
c pause
1110 format(£20.10,f20.10,f20.10,£20.10)
return
end
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CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCcee

c procedure d’affichage de la variable itere
310 ccccecccccccceccecccccecccccceececeeccececeecccceceeceec
subroutine affiche(nom_var,variable,variable_max)

c
implicit none
integer variable,variable_max
character*8 nom_var

c
if (variable.ne.l) then
if (mod(variable,variable_max/10).eq.0) then
write(*,*)nom_var," =",variable

320 endif
else
endif
return
end

cceceeeecececececececececececececececececececececcceccececececcececcececececececececceccceccceccece

FUNCTION RANOO(IDUM)
INTEGER IDUM,IA,IM,IQ,IR,MASK
REAL*8 RANOO,AM
330 PARAMETER (IA=16807,IM=2147483647,AM=1./IM,IQ=127773,IR=2836,
*MASK=123459876)
INTEGER K
IDUM=IEOR (IDUM,MASK)
K=IDUM/IQ
IDUM=IA* (IDUM-K*IQ)-IR*K
IF (IDUM.LT.0) IDUM=IDUM+IM
RANOO=AM*IDUM
IDUM=IEOR(IDUM,MASK)
RETURN
340 END
C (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software
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Annexe C

Propriétés arithmétiques du spectre
d’intermodulation

C.1 Calcul de la dissymétrie des droites proches du ra-
tionnel p/q

HiA

e
Y
e
e
I
7
7
e
Y
7
Y

1/(n+2) 1/(n+1) 1/n ve plg vy VY
FiGg. C.1 — Propriétés arithmétiques de p et v
Montrons que
Vg—E#Z/D—I—). (C1)
q q
Supposons
Po_ [0,a1,as, ..., an_1, Gy, (C.2a)

q
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Vp = [Oaa’haZa"'aan—laanaamaz] = @’&"“’&’Zﬂ ’ (CQb)
9 Q1 qn dn+1
ro T Tn T T
ve = [0,d),dh, a0 — 1,1, Gmag] = { —, — ey —, L 2L (CL20)
So S1 Sn Spn+1 Sn+2
Calculons ep = ‘I/D — 75’ )
On a
Ve — p = |vg — Dn _ Pnt1 Pn _ Prn+1dn — Pnln—1 . (0.3)
qn gn+1 dn qn+19n
Or, une propriétés des réduites s’écrit [Arnold 84, p. 113]:
Pn+19n — PnQn—1 = (_1)n—1’ (04)
donc
1
Ep = ) (C.5)
Gn+19n
Calculons g = ‘I/G — g . Si ;—Z est la réduite d’ordre n de vg, la réduite d’ordre n + 1
s’écrit :
!
Tny1 = an+1rn + Tn—1, (C6a)
Sn41 = GpiqSn+ Sn_1, (C.6Db)

ol ay ., est le (n+1)€a;; soit ay, ., = 1. Tous les a; de v sont identiques & ceux de £ sauf

! — [
a,,1 =1eta,=a,—1.

En appliquant (C.6) & $=, il vient:

Tn = QTp 1+ Tn 2, (C.7a)
Spn = LSp_1+ Sp_a- (C.7b)

Calculons vg. On a
vg = Tn+2 — T'n+10max + Tn (CS)

’
Spn+2 Sn+10max + Sn

Vo = (Tn 4 Tn-1)Gmae + (@n — 1)1 + a2 (C.9)
(Sn + Sn—1)@maz + (an — 1)Sp_1 + Sp_o
_ Irma(@n =) +rn o4 70 1]Gmas +Tno 100 — Tno1 + Tn2 (C.9b)
[Sn—1(an — 1) + Sp—2 + Sn_1]maz + Sn—10n — Sp—1 + Sp—2’ '
(Tn—1Gn + Th—2)Omag + Tn—10n — Tn_1 + Tn_2

(Snflan + San)a'maw + Spn—10p — Sp—1 + Sn—2
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C.1. Calcul de la dissymétrie des droites proches du rationnel p/q

Les développements de vg, vp et g coincident jusqu’au rang n — 1, donc

Th—1 = DPp—1 €t Tp_o = pp_og,

Sp—1 = (Qn—1 €t Sp_9 = (@p_2.

En appliquant (C.6) a g, on a

Pn = GuPp-1+ Pn2,
Qn = QpQn-1+ Qn_2-

En reportant les propriétés (C.10) et (C.11) dans (C.9c¢), il vient

Pnlmaz + Pn — Pn—1
GnOmag + dn — qn-1

Vg =

La valeur de ¢4 devient alors:

€a¢ = Vg — —|,

Pndn—-1 — nPn—1
dn (qna'max + qn — anl)

J

soit
1 1

B QH(Qnama:c + qn — anl) B Qn3n+2.
On peut écrire (C.14) en fonction de ¢, en utilisant (C.11) soit

e

Qn+1 = OmazQn + qn—1-

On a alors .

Qn(QQnamaz + qn — Qn—|—1) .

Eqg —

De ce fait la dissymétrie s’écrit :

e = |ep—eql,
1 1

dndn+1 GnSn+2

b

soit
Sn+2 — Qn41

Gnqn+1Sn+2

(C.10a)
(C.10b)

(C.11a)
(C.11b)

(C.12a)

(C.13a)

(C.13b)

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17a)

(C.17b)

(C.18)
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Hormis quelques cas particuliers ol s,,12 = ¢,11, la dissymétrie des rapports est toujours
présente et refléte une propriété arithmétique des nombres vg et vp.

Exemple:

Pour £ = 2 et amae = 5, on a vp = [0,1,1,2,5] = ¥ etvg = [0,1,1,1,1,5] = 2. La
dissymétrie est alors:

2 2 1
5 7‘_‘5 8 (C.19)

5:‘§_E 37 17| " 31617

C.2 Calcul de la pente de la droite reliant les u(vg)

associé aux rapports © = y
Pour le rapport g = %, on a
(n) Umaz + 1
=10 maz] = . C.20
Vg [anaa ] (amaz+1)n+1 ( )
_ 1
Pour le rapport g = _5,ona
(nt+1) _ g 1 — (mag + 1 C.21
Ve [,7’L+ ;amaa:] (amam+1)(n+1)+1 ( . )
La valeur de p™ associée a z/gb ) est donnée par
COI R ) By "(tmaa +1) | _ ! (C.22)
n ¢ n(Gmaz +1) + 1 n(Amaz + 1) + 1|’
et pour ™Y on a de méme
u(n+1) — (n+1) . V(n+1) _ _ (n + 1)(amaac + 1) _ 1
n+1 ¢ (n+ 1) (@maz + 1) + 1 (n+1)(amaz + 1) + 1
(C.23)
La pente de la droite est alors donnée par:
(n+1) _ ()
vg o —vg
avec
1 1
(n+1) _ ,,(n) _— — C.25
a a (n+ D(amae + 1)+ 1 72(Gmap + 1) + 1’ (C-252)
Omaz + 1
= —— C.25b
D I ( )

258



C.2. Pente de la droite f(u(vg))

ou
D = [n(amee + 1) + 1][(n + 1) (@maz + 1) + 1] (C.26)
De méme,
(n+1) () _ Umaz + 1 _ Umaz + 1 C.27
‘¢ TV (Gmas + )+ 1)+ 1 (Gmas + )0+ 17 (C.272)
(ama:c + 1)2
—_—— C.27b
D ’ ( )
soit )
= —. C.28

On montre ainsi que I’ensemble des vg des rapports % sont alignés sur la droite py =

1
Omaz+1 v.
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Annexe D

Résolutions des équations par logiciel
de calcul formel

Mapple V fut le logiciel utilisé.

D.1 Résolution dans le cas synchronisé
> int(1/(1-u*xsin(teta)),teta);

1
1 —2tan(; teta) +2u
2
arctanh 3

u?z —1

u? —1
> phi(t,u) :=2*%arctan(l/u*(u-sqrt(l-u~2)*tanh(sqrt(1-u~2)*t/2)));

1
u—+1 —u%anh(i V1—u?t)

é(t, u) := 2arctan
u

> erreur(t,u) :=sin(phi(t,u)/2);

u—vVu? — 1tanh(% Vu?—1t)
J (u—\/uQ—ltanh(1 Vu2 —11))?
u'\|1+ 2

2

erreur(t, u) :=

u
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D.2 Reésolution dans le cas non synchronisé

> int(1/(u-sin(teta)),teta);

1
) 12 utan(§ teta) — 2
arctan | =
2 Vu?—1
2
u?—1

> phi(t,u) :=2*arctan((1+sqrt(u~2-1)*tan(sqrt(u~2-1)*t/2))/u);

1
1+ Vu?— 1tan(§ Vu?—1t)

u

é(t, u) ;= 2arctan

> erreur(t,u) := sin(phi(t,u)/2);

1+ Vu?— 1tan(% Vu?—1t)
\J 1+ Vu?— 1tan(% Vu2 —1t))?
u'\|1+

u2

erreur(t, u) :=

D.3 Vérification de la propriété de symétrie

> (Order:=5;
Order :=5

> eql:=diff(phi(t),t)+kl*sin(phi(t))=D;

eql = (% 6(8)) + k1 sin(6(t)) = D

> dsolve({eql,phi(0)=Pi/2},phi(t),type=series );
B(t) = 57+ (1 +D)t+ék1 (—ki + D)8
> eq2:=diff (phi(t),t)+k1*sin(phi(t))+k2*sin(phi (t)+2*w*t)=D;
eq? = (% o(t)) + k1 sin(o(t)) + k2sin(o(t) +2wt) = D
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D.3. Vérification de la propriété de symétrie

> dsolve({eq2,phi(0)=Pi/2},phi(t) ,type=series );

1
B(t) = §7r+(—l~c1 — k24 D)t+
(5 K1 (<Kt — 2+ DY 4+ £ k2 (~k1 — 2+ D+ 20)) £ +
o(t)

> eq3:=diff (phi(t),t)+kl*sin(phi(t))+k2*sin(phi (t)+2*w*t)
> +k3*sin(3*phi (t) -2%w*xt)=D;

eq3 = (% &(t)) + k1 sin(o(t)) + k2 sin(o(t) +2wt)

+ k3sin(3¢(t) —2wt) =D
> dsolve({eq3,phi(0)=Pi/2},phi(t) ,type=series );

¢(t)=%w+(—k1 —k2+D+Ek3)t+(

1
k1 (—kl—k2+D+k3)2+6k2(—k1—k2+D+k3+2w)2

NN

1
— 6k3 (=3k1 —3k2+3D+3k3 —2w)*)t> + O(t°)

> eq4:=diff (phi(t),t)+kl*sin(phi(t))+k2*sin(phi (t)+2*wxt)
>  +k3*%sin(3*phi (t) -2%w*t)+k4*sin(3*phi(t))=D;

el = (% 6(8)) + k1 sin(6(t)) + k2 sin(6(t) + 2w )

+ k3 sin(3 ¢(t) —2wt) + k4 sin(3¢(t)) = D
> dsolve({eq4,phi(0)=Pi/2},phi(t),type=series );

¢(t)=%7r+(—k1 —k2+k{+Ek3+D)t+(

k2 (—k1 — k2 + ki + k3 + D +2w)?
k3 (—3kl —3k2+3k{+3k3+3D —2w)?

ki (=3kl —3k2+3k{ +3k3+3D)*)t> +O(t°)
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> eqb:=diff (phi(t),t)+kl*sin(phi(t))+k2*sin(phi (t)+2*%w*t)
> +k3*sin(3*phi (t) -2*w*t) +k4*sin (3*phi(t))+kb*sin(phi(t) +4*w*xt )
> +k6*sin(5*phi(t)-4*w¥t)=D;

eqh == (2 o(t)) + k1 sin(p(t)) + k2sin(o(t) + 2wt)

) (t
+ k3 sm(3 () —2wt) + k4 sin(3 qb(t))
+ k5 sin(o(t) +4wt) + k6sin(b¢(t) —4dwt) =D

> dsolve({eq5,phi(0)=Pi/2},phi(t) ,type=series );

1
¢(t):§7r+(—k1 —k24+D+ki+k3—k6—kd)t+(

1
—k1(—k1 —k2+4 D +kj+k3— k6 —k5)*

(o2}

1

+6k2(—k1 —k2+ D+ ki +k3—k6—k5+2w)” — =

k3 (—=3k1 —3k2+3D+3k{ +3k3 —3k6 —3k5 —2w)?
1

— 5 k4 (—3k1 —3k2+3D+3kj +3k3 —3k6 —3k5)>

1 1
+ k5 (=k1 — k2 + D+ kY +k3—k5—k5+4w)2+6

k6 (=5k1 —5k2+5D+5ki +5k3 —5k6 —5k5 — 4w)?)
2+ 0(t°)
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Annexe E

Tableau numérique des valeurs

arnold7.fic Valeurs numériques de la simulation donnant la figure Fig. 5.13.

1

omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.

omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.

omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.

omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.

omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.

497653, c=0.
499218, ¢=0.
500782, ¢=0.
502347,¢=0.
503912, c=0.
505477,¢=0.

499218,c=0.
500782,c=0.
502347,c=0.
503912,c=0.

333333,c=0.
334898,c=0.
336463,c=0.
338028,c=0.
665102,c=0.
666667,c=0.
668232,c=0.
669797,c=0.

071987,c=1.
073552, c=1.
075117, c=1.
076682, c=1.
084507, c=1.
090767,c=1.
095462, c=1.
098592, c=1.
103286,c=1.
106416,c=1.
112676,c=1.
122066, c=1.
129890, c=1.
131455,c=1.
133020, c=1.

521127, c=1.
522692, c=1.
524257, c=1.
538341, c=1.
539906, c=1.
541471, c=1.
543036, c=1.
544601, c=1.
547731,c=1.
549296, c=1.

062630
062630
062630
062630
062630
062630

109603
109603
109603
109603

229645
229645
229645
229645
229645
229645
229645
229645

012526
012526
012526
012526
012526
012526
012526
012526
012526
012526
012526
012526
012526
012526
012526

915449
915449
915449
915449
915449
915449
915449
915449
915449
915449

;nombre
;nombre
;nombre
;nombre
;nombre
;nombre

;nombre
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Annezxe E. Tableau numérique des valeurs
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omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.
omega=0.

555556, c=1
557120,c=1
558685, c=1
560250, c=1
563380, c=1
564945, c=1

.915449
.915449
.915449
.915449
.915449
.915449

;nombre
;nombre
;nombre
;nombre
;nombre
;nombre

rot=0.553528
rot=0.611254
rot=0.559487
rot=0.561536
rot=0.545681
rot=0.523472

alpha
alpha
alpha
alpha
alpha

alpha =

0.859896
0.441501
0.458368
0.958344
0.867400
0.589370

dal
dal
dal
dal
dal

dal =

0.501592
0.418395
0.016867
0.499976
0.184909
0.278030

couleur =

couleur
couleur
couleur
couleur

couleur =
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Annexe F

Conception électronique des circuits
1Imprimeés

F.1 Composition électronique du mélangeur doublement
équilibré.

F.1.1 Liste des composants

1 Bill of Materials MIX.PCB
Melangeur
Quantity Type Value Ref Designators
58 ¢53,61,62,G63,6G4,G65,G6,G7,

¢8,69,610,G11,612,G13,G14,
G16,G18,G19,G20,621,G22,
10 G23,G24,G25,G26,G27,G28,
G29,6G30,G31,G32,633,G34,
G35,G36,G37,G38,639,G40,
G41,G42,G44,G45,G46,G47,
G48,G49,650,G51,652,G53,
G54,G55,G56,G57 ,N67, 68,

N69
1 Ampli. Op. F.B 0P27GZ IC1
1 Cap. MKT (150nF) Court-circuit Cc3
1 Capa. Ceramique 15nF C1iA
20 2 Capa. Ceramique  47nF C4,C5
1 Capa. Ceramique  220pF Cc1
1 Capa. Ceramique Non monte c2
2 Capa. Tantale 1uF/25V Cc6,C7
4 Diode Shottky HP 5082-2835 D1,D2,D3,D4
1 Res. Metal 1 % 20k R2
2 Res. Metal 1 % 49.9 R1A,R3
1 Res. Metal 1% Court-circuit R31
2 Self 22uH L1A,L2
2 Transfo. MCL T1-1T TR1,TR2
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Annexe F. Conception électronique des circuits imprimés
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F1G. F.2 — Mélangeur doublement équilibré. Composants utilisés.

F.2 Composition électronique de ’amplificateur faible
bruit.

F.2.1 Schémas électroniques
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F.2. Composition électronique de ’amplificateur faible bruit.
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F1G. F.3 — Amplificateur faible bruit : détail des connexions.
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Fi1G. F.4 — Amplificateur faible bruit : composants utilisés.
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Annexe F. Conception électronique des circuits imprimés

1 Bill of Materials AMPL.PCB
Melangeur
Quantity Type Value Ref Designators
1 B1
1 A.0.F.B 0P27GZ IC1
10 1 Diode ref. ICL8069CCSA D1
1 MKT 220nF Cc8
1 PNP 2N4403 T5
3 Paire PNP MATO3FH T1,T2,T3
1 Strap 0 S
2 Tantale 0.47uF/35V C6,C7
2 Tantale 10uF/35V C19,C20
2 ceramique 10nF c2,C3
1 ceramique 33pF c9
2 ceramique 47nF C4,Ch5
20 2 metal 1% 1.5k R4,R6
1 metal 1% 4.99k R11
2 metal 1% 22 R5,R7
1 metal 1% 47 .5k R9
2 metal 1% 49.9 R10,R12
1 metal 1% 100 R8
3 metal 1% 402 R1,R2,R3
1 multitour 0-100 R20
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Résumé

Nous traitons 1’analyse du comportement non linéaire de systémes électroniques tels que
Poscillateur ou la boucle & verrouillage de phase (PLL). Aprés un rappel de l’existence intrin-
séque des non-linéarités de l'oscillateur, nous exposons les méthodes statistiques classiques de
traitement du signal non linéaire (sections de Poincaré, espace des phases, mapping d’Arnold,
arithmétique des résonances) sur le modeéle de l'oscillateur de Van der Pol. Ce modeéle (modéle
d’Adler) permet ’étude de la PLL en régime non linéaire sur laquelle nous identifions des compor-
tements multi-échelles de synchronisation et de régime transitoire & grande constantes de temps.
L’étude expérimentale est réalisée & partir de 1’asservissement non linéaire de deux oscillateurs
ultra-stables radiofréquence de 5 MHz en présence de bruit blanc de fréquence et d’'une pertur-
bation périodique issue du modulateur. Une transformation du bruit blanc en bruit en 1/f (bruit
flicker ou de scintillation) a lieu lorsque le systéme évolue dans un régime trés non linéaire ; ré-
sultats confirmés par intégrations numeériques (Runge-Kutta). La vérification expérimentale des
propriétés multi-échelles révele une structure diophantienne du spectre d’intermodulation issue
des propriétés arithmétiques des fréquences. Cette approche arithmétique est également validée
dans une expérience de résonance porteuse-enveloppe ol I'on module une porteuse (97 MHz)
a partir de la détection de la réponse acoustique (300 kHz) d’une ligne & ondes de surface a
ondes acousiques de surface (SAW). Les mémes propriétés non linéaires (chaos, synchronisation,
escalier du diable, invariance d’échelle) du systéme sont identifiées.

Mots-clés : oscillateur, bruit en 1/ f, synchronisation, physique non linéaire, arithmétique, PLL,
traitement du signal

Abstract

We study the nonlinear behavior of electronical systems such as oscillators or phase locked
loops (PLL). After a brief sum-up of the existence of oscillator intrinsic nonlinearities, we recall
classical statistical methods of signal processing and phase noise measurement. We adapt new
modern tools of nonlinear signal processing (Poincaré sections, phase space, Arnold mapping,
arithmetic) on the Van der Pol model of oscillator. This model (Adler’s model) allow us to study
the PLL under nonlinear behavior in which multiscale properties of synchronization and high
transient time are identified. The experimental study is realized from the nonlinear synchroniza-
tion of two ultrastable radiofrequency oscillators (5 MHz) perturbed with white frequency noise
and periodic perturbations due to the modulator. A white frequency noise to 1/f frequency noise
(flicker noise) transformation is observed when the system exhibits a high nonlinear behavior;
results confirmed by numerical integration (Runge-Kutta). The experimental verification of mul-
tiscale properties exhibits a diophantine property of the intermodulation spectrum due to the
arithmetical rules governing the frequencies. This arithmetical approach is again verified with
a carrier-envelope experiment where a carrier (97 MHz) is modulated from the detection of an
acoustic response (300 kHz) of a surface acoustic wave delay line. The same nonlinear properties
(chaos, synchronization, devil staircase, scale invariance) of the system are identified.

Keywords: oscillator, 1/f noise, synchronization, nonlinear physics, arithmetic, PLL, signal
processing






