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1. Préface

1 Préface

De fagon traditionnelle, on associe au risque financier I'incertitude statistique sur la varia-
tion du prix des actifs. Sa mesure canonique est la volatilité (i.e écart-type ou variance). Cette
mesure est couramment utilisée par exemple dans la théorie du portefeuille de Markowitz. Elle
n’est pourtant pas une mesure cohérente du risque. Par rapport a la moyenne, les gains et les
pertes sont pris en compte de facon symétrique, ce qui ne correspond pas a la réalité. Cette
mesure ne vérifie pas la condition de monotonie, ni celle d’invariance par translation, car si X
est une variable aléatoire et b une constante réelle, on obtient 1’égalité en volatilité suivante
o(X 4+ b) = 0(X). Hormis la facilité d’utilisation, ’argument principal en faveur de la volatilité
repose sur le théoreme central limite, qui par sa définition utilise la distribution gaussienne. En
effet, Le théoreme central limite dit que pour une suite (X,,) de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées on a :

n

Z;m N0, 1) (1)

La démarche utilisant le théoreme central limite sur un intervalle de temps [0,7] est la
suivante : En subdivisant U'intervale [0, 7] en N intervalles, on peut écrire le processus X (7T')
comme suit :

N-—1
X(T)=X(0)+ ) 6X;, (2)
j=1

ou X; = X( %), 0X; = Xj n; et n; est tout simplement le rendement relatif instantané sur

Vintervale [£F, £]. Aussi on a que

(XM N, N
! (X(O))—;z (1+m5) = 0(T). (3)

Si on suppose que les 7; sont des variables i.i.d I on peut appliquer le théoreme central limite
(1), pour N tendant vers 'infini, alors 7(T') suit une loi gaussienne N (mT,ov/T) et

X(T) = X(0) exp(mT +oVT €) on &~ N(0,1).

Dans cette méthode il est clair que c’est o qui caractérise le risque. Cependant cette
interprétation n’est vraie que dans le cas ou les accroissements sont indépendants, ce qui a été
contredit par des nombreuses études économétriques. En outre dans la réalité, N est fini; on
ne peut donc pas sans risque d’erreur appliquer le théoreme central limite. D’ailleurs Bouchaud
et Potters [4](1997) critiquent cette vision gaussienne, en soulignant par exemple qu’un mois
boursier correspond & N =~ 320 intervalles de 30 minutes. Aussi la convergence utilisée dans
le théoréme central limite est une convergence en loi (qui n’est donc pas uniforme). Elle ne
serait donc valable que dans une région centrée autour de la moyenne. Feller [15](1968) a montré
que méme si on considere une loi dont tous les moments existent, 'approximation n’est valable
quautour de n?/* de la moyenne. Dans Boulier et al. [5], on trouve aussi des arguments allant
dans ce sens.

lsignifie indépendante identiquement distribuées.
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Cette approximation n’est donc valable pour les queues de distribution, 1a ou se situent
souvent les risques les plus importants. C’est pourquoi, la réglementation bancaire s’est attachée
a l'utilisation d’autres mesures du risque (i.e VaR), plus apte a controler les évenements extrémes
qui sont ceux qui font peser un réel danger sur les établisselments financiers. Ce sentiment
s’est accentué depuis plus d’une dizaine d’années, a cause du développement spectaculaire des
produits dérivés et des désastres (comme la banque Baring, de Mettallgesellschaft, la banque
Daiwa, et le comté d’Orange aux U.S.A). C’est I'une des raisons majeures pour lesquelles, en
juillet 1993, le Groupe des 30 (constitué des représentants de I'industrie financiere et de 'autorité
de surveillance), recommandait une mesure uniforme pour le risque de marché appellée Value-
at-Risk. Rappelons que la VaR (Value-at-Risk) désigne la perte potentielle maximale sur un
certain horizon T et pour un niveau de probabilité a. En quelques années la VaR est devenue
quasiment un standard pour I’évaluation du risque de marché. Les évenements qui suivent ont
favorisé son adoption par une grande partie du marché financier.

Sur le plan historique, deux événements ont concouru a I’adoption généralisée de la VaR sur
le secteur financier et un autre a favorisé son développement parmi les entreprises américaines.

— En 1994, la banque américaine JP Morgan a mis gratuitement son systeme RisKMetrics
a la disposition de tous sur internet. RiskMetrics fournissait les données financieres et la
méthodologie nécessaires au calcul de la VaR d’un portefeuille. Les autres établissements
financiers et les entreprises pouvaient utiliser le calculateur de VaR de RiskMetrics ou télé-
charger les données sur leurs propres systémes de gestion de risques. Tres vite sont apparus
de nouveaux fournisseurs de programmes de gestion de risques exploitant la méthodologie
RiskMetrics, et transformant cette méthodologie en réference quasi incontournable.

— En 1995, réunis en comité a la Banque des réglements a Béle, les représentants des banques
centrales de 10 grandes économies de I'occident ont proposé de nouvelles regles (amendant
Paccord de Bale 1988), imposant aux établissements financiers un niveau de fonds propres
proportionnel aux risques résultant de leurs engagements. Officiellement adoptée en 1996,
cette proposition a incité les banques a développer des systemes internes sophistiqués
pour calculer leur VaR. En effet, elles pouvaient ainsi esperer une dimunition des fonds
propres qu’elles devraient détenir par rapport aux banques qui se fondaient sur les normes
éditées par les autorités de tutelle pour déterminer leurs besoins. Ainsi, on peut dire que
la recherche d’un allégement des obligations réglementaires a été un facteur de croissance
important de la VaR.

— L’un des évenements majeurs est le fait que, en 1997 aux Etats-Unis, la Securities and
Exchange commission (SEC), préoccupée des risques cachés derriere les instruments hors
bilan, a émis des regles de communication relatives aux produits dérivés employés par
les entreprises : tableau des valeurs de marché, mesure de sensibilité ou VaR. C’est la
raison pour laquelle les rapports annuels de Microsoft, de Philip Morris et de bien d’autres
grandes sociétés présentent maintenant des calculs de VaR.

En général, trois méthodes sont développées pour estimer la VaR :

1. La VaR paramétrique (ou analytique) : Cette approche consiste a représenter le gain
algébrique d’un portefeuille comme combinaison linéaire de facteurs gaussiens. Si on note
P(t) la valeur du portefeuille & 'instant ¢, on a

P(t) = 6" F(t); (4)

10
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ou F(t) est vecteur colonne gaussien des facteurs de risque de loi N(u,X) et 0 le vecteur
colonne de sensibilités a ces facteurs. En t, P(t + 1) est donc une variable aléatoire gaus-
sienne de loi N(6'u, 0" ¥ 0). La valeur de la VaR pour un seuil de confiance o correspond
alors a :

Prob{P(t+1) — P(t) > —VaR,} = a, (5)

d’ou on obtient alors

VaR, = & (a) VOt 2 0, (6)

ott @1 est la fonction de repartition inverse d’une loi gaussienne. Cette estimation de la
VaR est faite sous les hypotheses suivantes :

(a) I'indépendance temporelle des variations de la valeur P(t) du portefeuille;
(b) la normalité des facteurs F'(t);
(c) la relation linéaire entre les facteurs et la valeur du portefeuille

2. La VaR historique : le calcul de la VaR historique consiste a obtenir une historique
des variations des facteurs de risque a un horizon de temps donné et une distribution des
variations de valeurs du portefeuille. De cette distribution, on peut extraire un quantile
qui permet d’obtenir la VaR pour un seuil de confiance donné. Cette méthode relative-
ment simple et qui a ’avantage de mieux simuler la distribution multivariée historique des
facteurs de risque?, présente un risque de mesure 1ié au risque dit au choix de I’échantillon
historique. Risque qui varie en fonction de la longueur de I’échantillon historique. Si cette
longueur est tres courte, on s’expose a un risque lié au fait qu’on n’aura pas suffisament de
données pour estimer correctement le quantile & 99% (la variance de I'estimateur sera alors
tres grande). Et si la longeur est grande, on court le risque que la distribution des facteurs
change, ce qui implique un risque sur Pestimation du quantile. Pour plus de détails sur
une construction précise des simulations historiques, voir Butler et Schachter [8](1998).

3. La VaR Monte Carlo : cette méthode est une variation de la VaR historique dans le cas
ol la seule donnée est la matrice de variance-covariance. On génere alors par une simulation
Monte Carlo des scénarios compatibles avec cette matrice. Un des inconvénients majeurs
de cette méthode est qu’elle est couteuse en temps, pour sa mise en pratique.

L’existence des ces trois méthodes basées sur des hypotheses discutables et pas souvent
realistes, a encouragé beaucoup de chercheurs scientifiques & s’y interesser depuis un certain
moment. C’est I'une des raisons pour laquelle la lettre d’information du CNRS intitulée CNRS
info numéro 393 de Mai-Juin 2001, parlait de la Gestion mathématique des risques Financiers
et de l'interét et ’enjeu de la recherche dans ce sens.

L’approche VaR popularisée par JP Morgan montre bien ses limites dans la pratique. En effet,
la méthologie RiskMetrics s’appuie sur une série d’hypothéses qui, certe simplifient le calcul de
la VaR, mais ne tiennent pas toujours dans la pratique. Il est vraisemblable que ceux qui avaient
mis au point cette méthodologie en avaient parfaitement conscience (pour plus de détails cf. les
appendices de RiskMetrics, page 227-265). Aujourd’hui, la plupart des utilisateurs le savent sans
doute aussi. Pourtant, ce modele simple encore tres utilisé, a cadré le débat sur la méthodologie
de calcul de la VaR et a contribué a focaliser les efforts des professionnels du secteur et des
milieux universitaires sur les principaux obstacles sur lesquels se heurte une estimation précise.

2Voir Mina et Xiao [29] pour plus de details sur sa mise en oeuvre et son application dans la pratique.
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Voici quelques hypotheses souvent utilisées, méme si elles ne caractérisent pas avec une assez
bonne précision la réalité du marché financier.

— Les marchés ne sont pas normaux comme le suppose la méthodologie RisKMetrics. En effet,
un examen plus attentif révele une déviation remarquablement cohérente des données de
marché par rapport a 'idéal mathématique de la distribution normale. En fait, la courbe
des rendements de la quasi-totalité des grands marchés et des grandes catégories d’actifs
est qualifiée de "leptocurtique” par les statisticiens (et un nombre croissant de gestionnaire
de risques). Cela signifie que de nombreuses observations interviennent pres du centre
de la distribution; la courbe est trop pointue, mais ces valeurs proches de la moyenne
s’accompagnent inévitablement d’'un exces de "valeurs extrémes”. C’est 'une des raisons
pour laquelle dans cette theése, nous proposons plusieurs alternatives, en montrant comment
estimer la VaR sous 'hypothese que le vecteur des facteurs de risque joints suit un mélange
de distributions elliptiques. En particulier, on illustre nos propositions, avec la distribution
Student et la distribution de Laplace généralisée.

— Les portefeuilles ne sont pas forcement linéaires comme le suppose la méthodologie RisK-
Metrics. De nombreux calculs de VaR supposent que I’évolution de la valeur d’un porte-
feuille est exactement proportionnelle aux variations des marchés. C’est souvent exact. Si
vous achetez 10 actions d’une société a 21 euros, une hausse de 1 euro de ’action augmente
vos avoirs de 10 euros. De méme, si 'action augmente de 2 euros, vous gagnez 20 euros.
La relation entre la valeur du portefeuille et le prix du marché peut étre représentée par
une droite. Cependant, on constate que si le portefeuille contient des produits dérivés,
alors cette relation linéaire ne se vérifie pas. Ainsi, une option d’achat sur une valeur peut
augmenter de 0.38 euros lorsque 'action passe de 21 euros a 22 euros, puis de 0.42 euros
lorsqu’elle passe de 22 euros a 23 euros. La relation entre le cours de la bourse et la valeur
de 'option ne se représente plus par une droite. En gros, pour des portefeuilles intégrant
d’importantes positions en options, une estimation de VaR qui ne rend pas compte de cet
effet perd toute sa valeur. Les recherches menées conjointement par Glasserman, Philip
Heidelberger de chez IBM et Perwez Shahabuddin de I’Université de Columbia rendent
compte avec précision de I'impact non linéaire des options et du profil des rendements plus
pointus que la normale. C’est pour les mémes motivations que nous travaillons aussi avec
des portefeuilles quadratiques dans les chapitres de la deuxieme partie de ce mémoire de
these.

— La volatilité n’est pas constante, comme le suppose la formule de Black and Scholes,
publiée par les économistes Fisher Black et Myron Scholes en 1973. Ainsi, il est donc
particulierement difficile de calculer la VaR de portefeuilles comprenant des options avec
une bonne fiabilité.

— Une mesure précise des corrélations de marchés est en fait essentielle & la gestion quan-
titative des risques; presque toutes les méthodes de calcul de VaR s’appuient au moins
implicitement sur des corrélations estimatives. Cependant, on admet largement aujourd’hui
que dans le meilleur des cas, la corrélation statistique saisit imparfaitement ’imbrication
des variations des marchés en cas d’importantes fluctuations.

Dans ce mémoire de these, on s’intéresse aux risques de portefeuilles financiers sous ’hypo-
these que le vecteur des facteurs de risque joints suit une distribution elliptique, ou mieux encore
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un mélange de distributions elliptiques. Une illustration de nos méthodes est faites avec les cas
particuliers du mélange de distributions multivariées t-Student et de la distribution de Laplace
généralisée.

L’Expected Shortfall que je noterais le plus souvent "ES”, a été introduite par Artzner,
Delbean, Eber et Heath (1999)[3], pour compléter la fiabilité de la VaR, car la VaR ayant
cet inconvénient de ne pas étre une mesure sous additive, contrairement a I’ES. Artzner et
al démontre la limite de la VaR lorsqu’il s’agit de trouver la VaR de deux options digitales.
Cependant, il faut noter que le calcul de I’Expected Shortfall nécessite la VaR. Dans cette these,
on a proposé des méthodes analytiques, qui nous permettent d’estimer I’Expected Shortfall des
portefeuilles linéaires ou affines. On a ainsi introduit les notions de ”"Delta Elliptic ES” et "Delta
mixture Elliptic ES”, avec des formules explicites qui permettent de calculer la "Delta Student
ES” et la "Delta mixture Student ES”. Aussi, au chapitre 3, de la deuxieéme partie, on utilise
les fonctions spéciales dites “parabolique cylindrique” pour estimer I'Expected Shortfall d’un
portefeuille quadratique d’actions, tel que nous ’avons introduit.

Le plan de cette these est présenté comme suit :

1. Dans la premieére partie, on propose des méthodes analytiques, qui permettent d’estimer
la VaR paramétrique d’un portefeuille ”linéaire ou affine”. Sur le plan pratique, nous gé-
néralisons la notion de Delta Normal VaR introduite par RisKMetrics standard (1996), en
introduisant les notions Delta Elliptic VaR, Delta-Theta Elliptic VaR, Delta-Mizture Ellip-
tic VaR, Delta-Theta-mizture Elliptic VaR. Sous ’hypothese, que le vecteur des facteurs de
risque joints suit une distribution elliptique, ou mieux encore un mélange de distributions
elliptiques, on introduit aussi les notions de Delta Elliptic ES, Delta-Theta Elliptic ES,
Delta mizture Elliptic ES et de Delta-Theta mixture Elliptic ES.

— Dans le chapitre 1, on compleéte la notion de A-Normal VaR introduite par RisKMetrics
pour des Portefeuilles Linéaires. En effet, on substitue dans ce chapitre I’hypothese
que le vecteur des facteurs de risque suit une distribution normale par la famille des
distributions elliptiques. Ainsi, on introduit la notion de A-elliptic VaR par une méthode
analytique. Pour illustrer notre étude, on donne des formules précises dans le cas ou on
travaille avec la distribution multivariée t-Student, d’ou la notion de A-Student VaR
en se servant de la fonction hypergéométrique. On donne aussi dans ce chapitre un
espace d’applications de notre étude et on introduit la notion de A-elliptic ES pour
des portefeuilles linéaires. Aussi, on introduit un théoréme qui permet d’obtenir la VaR
et L’ES d’un portefeuille linéaire, lorsque le vecteur facteurs de risque suit le mélange
d’un nombre fini de distributions elliptiques. Une illustration est donnée, dans le cas
particulier ou on utilise un mélange de distributions multivariées t-Student.

2. Dans la deuxieme partie, on étend les méthodes analytiques développées dans la premiere
partie de cette these, en substituant I’approximation linéaire par une approximation qua-
dratique de la fonction P& L. On considere par exemple une approximation quadratique
du P& L d’un portefeuille contenant des produits dérivés tels les options, et qu’on appelle
dans la littérature financiere portefeuille A — I'*. Dans la foulée on introduit la notion de
portefeuille quadratique d’actifs de bases (i.e actions), dont le rendement absolu du prix
du portefeuille est substitué par une approximation quadratique di au développement de
Taylor du second ordre.

3Nous I’appellerons portefeuille A — I' — © pour signifier que le facteur © s’apparente & un facteur de risque
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Une historique sur le calcul de la VaR d’un portefeuille A —I" — © peut se résumer comme
suit : en janvier 1996, Fallon [14] fait circuler une prépublication ou il met en exergue la
possibilité d’utiliser une approximation quadratique A —I'— O de la P& L d’un portefeuille
contenant des options, mais sans plus de précisions. Onze mois apres, en décembre 1996
Zangari publie la 4éme édition de RiskMetrics qui, en s’inspirant de Fallon (1996), décrit
comment on pourrait utiliser une approximation A—I"'—0, mais la théorie reste incomplete
car il n’y a pas de précision pratique sur comment 'utiliser ou comment I'implémenter.
C’est Rouvinez [38](1997) qui fut le premier a proposer une solution assez complete et ba-
sée sur l'utilisation de la fonction caractéristique, sous I’hypothese gaussienne des facteurs
de risque et lorsque la matrice de covariance est définie positive. Huit mois apres Rouvinez,
Cardenas et al. [9](1997) a publié une solution similaire. Il en est de méme pour Britten
Jones et Shaeffer (1997), puis Jahel, Perraudin et Sellin (1997) qui proposent des solutions
similaires a celles de Rouvinez en utilisant la notion d’approximation quadratique, méme
s’ils les abordent différemment. Mais la solution de Zangari a attiré plus d’attention grace
au fait qu'il travaille pour RiskMetrics (précurseur de la VaR). Notons que a cause des
difficultés mathématiques beaucoup de papiers sur la VaR quadratique furent ignorés par
les professionnels, qui préferent utiliser la VaR historique, la VaR Monte Carlo ou la VaR
linéaire*. Récemment des auteurs tels que Duffie et Pan [11], Albanese et Seco [2], Glasser-
man et al.[21] , Brummelhuis et al. [6], Albanese et Wiberg [1] ont proposés des méthodes
pour implémenter la A —I' — © VaR, sous ’hypothese des facteurs de risques gaussiens ou
t-Student.

Pour calculer le risque d’un portefeuille quadratique A — I" — © avec facteurs de risque
elliptiques, nous proposons I’esquisse d’'une méthode analytique pour estimer une intégrale
multiple sur une hyperboloide, en utilisant la mesure de Liouville. Aussi, nous proposons
un algorithme numérique qui permet d’obtenir sous certaines conditions, une bonne ap-
proximation d’une intégrale multiple sur une hyperboloide °. Dans cette méme partie, nous
introduisons la notion de portefeuille quadratique ne contenant que des sous-jacents (i.e
actions), puis nous proposons une méthode numérique inspirée de Genz [17], pour résoudre
le probleme de ’estimation de la VaR, sous I’hypothese que le vecteur des facteurs de risque
joints suit une distribution elliptique.

— Nous proposons dans le chapitre 1, I’esquisse d’une méthode qui nous permettra d’esti-
mer la VaR d’un portefeuille dit A —I' — ©. En plus la VaR quadratique est plus adaptée
pour des portefeuilles contenant des instruments financiers non linéaires comme des op-
tions, afin de tenir compte de la convexité de la fonction P& L. On se propose d’esquisser
une méthode analytique, qui permettrait d’estimer la VaR d’un portefeuille A —I" — ©,
sous l'hypothése que les facteurs de risque joints suit une distribution elliptique. On
rappelle quelques notions connues sur la méthode de Monte Carlo, puis on rappelle une
alternative au caractere local de I'approximation de Taylor de la fonction P& L. Etant
donnée une historique, on montre comment estimer dans la pratique, la variance cova-
riance EWMA, et on utilise le maximum de vraisemblance pour déterminer le parametre
v de la distribution de Laplace généralisée DLG(u, X, v). De méme dans le cas ou on
detient un portefeuille avec des facteurs de risques indépendants et le facteur de risque
1 suit une distribution GED,,,, on montre comment a partir du kurtosis théorique et du
kurtosis empirique on pourrait determiner v;.
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Dans le chapitre 2 de la deuxiéme partie, en suivant le schéma du chapitre 1, on
s’intéresse au cas simple ou (A = 0). On propose 2 théorémes qui permettent de fagon
assez globale de mesurer 'erreur qu’on fait lorsqu’on consideére une approximation qua-
dratique due a la méthode de Taylor de la fonction P& L d’un portefeuille A-neutre.
Aussi, on propose une méthode analytique avec une bonne estimation de l’erreur qui
permet d’estimer la VaR d’un portefeuille A-neutre, lorsque le vecteur des facteurs de
risque joints suit une distribution de Laplace généralisée. Pour illustrer 'applicabilité
de nos méthodes analytiques, on fera des tests numériques via le logiciel Matlab, avec
des exemples vrais des portefeuilles A-neutre du marché financier de France CAC 40
et Monep. Par suite on fera une comparaison de nos résultats avec ceux obtenus via
la méthode Monte Carlo avec approximation quadratique du P&L et la Monte Carlo
complete (en utilisant les formules de Black & Sholes). Aussi, on compare en temps
d’éxécution et en fiabilité la méthode Monte Carlo a notre méthode analytique. Pour les
calculs et les estimations, on s’inspire de la méthode de la phase stationnaire de Laplace,
ce qui nécessite des techniques mathématiques d’estimations assez fines.

Au chapitre 3 de la deuxieme partie, on introduit la notion de portefeuille quadratique
constitué d’actifs de bases (i.e actions). Aussi on introduit un algorithme pour évaluer la
VaR d’un tel portefeuille lorsque le vecteur des rendements logarithmiques suit une dis-
tribution elliptique. On constate par exemple, que le calcul de la VaR d’un portefeuille
quadratique ne contenant que des actions nécessite une fonction spéciale hypergéomé-
trique, si le vecteur des facteurs de risque suit une distribution multivariée Student. On
montre par suite comment déterminer I’Expected Shortfall d’un tel portefeuille quadra-
tique en nécessitant la fonction spéciale parabolique cylindrique, sous I’hypothese de la
distribution normale. Aussi, dans le cas particulier ou le portefeuille contient des actions
achetées a découvert, le calcul de la VaR se réduit essentiellement a I'approximation
d’une intégrale sur une hyperboloide. Ainsi, lorsqu’on recherche la VaR d’un portefeuille
quadratique ne contenant que des actions, tel que nous ’avons introduit, et que cer-
taines actions sont achetées a découvert, on pourrait utiliser les méthodes analytiques
du chapitre 1 et 3 de la deuxieme partie de cette these, et des méthodes existantes dans
la littérature pour estimer la VaR d’un portefeuille quadratique A — ' — © (voir par
exemple Albanese et Seco [2], Albanese et Wiberg [1], Brummelhuis et al. [6] et leurs
références).

Dans le chapitre 4 de la deuxieme partie, en s’inspirant des méthodes issues des articles
de Genz [17], Genz et Monohan [18], Sheil et O’Muircheartaigh [39], nous introduisons
un algorithme d’approximation numérique d’une intégrale sur une hyperboloide. Aussi,
on indique comment estimer la VaR d’un portefeuille I' — © en se servant de notre
algorithme numérique, lorsque le vecteur des facteurs de risque suit une distribution
elliptique. En s’appuyant sur 2 portefeuilles du CAC 40, une illustration est donnée
dans le cas ou le vecteur des facteurs de risque joint suit une distribution multivariée
normale.
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Premiere partie

Estimation de la VaR et de L’ES
d’un portefeuille ”linéaire” lorsque le
vecteur des facteurs de risque suit un

mélange de distributions elliptiques






Chapitre 1

Valeur a Risque et Expected

Shortfall pour des Portefeuilles
Affines

1.1 Introduction

La méthode paramétrique pour estimer la VaR d’un portefeuille financier fut a ’origine in-
troduite par RiskMetrics. Elle est basée sur I’hypothese que le vecteur des facteurs de risque
suit une distribution multivariée normale. Aussi, elle est adaptée pour le calcul de la VaR d’un
portefeuille "linéaire” (il s’agit d’un portefeuille dont le rendement absolu du prix obtenu, par
approximation ou non, peut s’écrire comme une combinaison linéaire des facteurs de risque du
portefeuille). La méthode méthode paramétrique a le grand avantage d’étre facile & appliquer,
contrairement a la méthode Monte Carlo, surtout lorsqu’on veut estimer la VaR d’un porte-
feuille contenant des produits dérivés tels que des options. En effet, méme si la méthode Monte
Carlo pour déterminer la VaR donne des résultats assez fiables lorsque le nombre de simula-
tions utilisées est grand, il a l'inconvénient d’utiliser beaucoup de temps pour son exécution,
contrairement & la méthode paramétrique. Une sérieuse alternative pour les praticiens du calcul
du risque financier est I'utilisation de la A-normal VaR, valable pour des portefeuilles linéaires
lorsque le vecteur des facteurs de risque suit une distribution normale. Notons que lorsqu’on
considere une approximation linéaire ou affine d’un portefeuille contenant des instruments ayant
pour prix une fonction non linéaire du prix du sous-jacent, il y a un risque de s’éloigner d’une
estimation objective de la vraie VaR, & cause des pertes d’informations liées & la non considéra-
tion des variations aléatoires du reste de I'approximation linéaire du portefeuille sur une période
de temps [0, t].

Le chapitre présent fait I’objet d’une généralisation patente de la méthode paramétrique
pour les portefeuilles ”linéaires”, en remplacant ’hypothese de la loi normale par I’hypothese
de la famille des distributions dites "elliptiques” (notons que la distribution normale fait partie
de la famille des distributions elliptiques). Mieux encore, sachant que 1'une des limites de la
distribution multivariée elliptique notée N(u, ¥, #)" est le fait que ses distributions marginales
ont la méme fonction caractéristique ¢, comme alternative pour palier a cette limite, nous

Spour une définition plus claire des distributions elliptiques cf. Embrechts et al. [13]. Aussi dans cette notation
u représente le vecteur espérance, ¥ représente la matrice de variance covariance et ¢ est fonction caractéristique
de la distribution elliptique.
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introduirons des méthodes pour le calcul de la VaR et I'ES d’un portefeuille linéaire lorsque
le vecteur des facteurs de risque suit un mélange de distributions elliptiques.

Pour illustrer notre méthode, on s’inspirera des alternatives motivées, qui ont été propo-
sées dans les appendices de Zangari [30](1996), puis de Mina et Xiao [29](2001). En effet, dans
lappendice B de [30], 'auteur motive les raisons pour lesquelles, le mélange de distributions
normales ou la distribution de Laplace généralisée 7, pourrait substituer ’hypothese de la dis-
tribution normale simple, puis il indique comment de telles alternatives pourraient permettre
Pestimation de la VaR d’un instrument (i.e action, taux d’échange) linéaire du marché d’un
pays émergent, afin de mieux tenir compte de leur spécificité. Aussi dans Mina et Xiao [29]
(2001), qui est en outre une amélioration plus adaptée aux portefeuilles de Zangari [30], s’ap-
puyant sur Koedjik, Huisman et Pownall [24](1998), les auteurs proposent comme alternatives
a la distribution normale, la distribution t-Student, puis le mélange de distributions normales.
Notons qu’une des limites de la distribution multivariée t-Student avec un degré de liberté v est
le fait que toutes les distributions marginales ont le méme degré de liberté v. Ainsi nous propo-
sons comme alternative de proposer un modele de VaR linéaire lorsque le vecteur des facteurs
de risque suit un mélange de distributions ¢-Student. Il faut noter que des méthodes similaires
avaient déja été proposées par Subu-Vatakaramanan [47](1997), ou il propose le mélange de
distributions normales, comme alternative aux inconvénients de la distribution normale simple.
Pour des détails sur la calibration des mélanges de distributions, voir McLachlan et Basford [27]
(1987).

Bien que la VaR soit une mesure de risque assez fiable et de plus en plus utilisée dans
lindustrie financiere, Artzner, Delbean, Eber, et Health [3](1999) ont introduit une mesure de
risque dite “cohérente” appelée Expected Shortfall. Evidemment, il faut noter que le calcul de
I’Expected Shortfall nécessite 'obtention de la VaR. Dans ce chapitre, nous introduisons les
notions de Delta Elliptic Expected Shorfall notée "Delta-Elliptic ES”, "Delta-Mixture-Elliptic
ES” avec pour illustration lorsque la distribution elliptique est par exemple une Student, les
notions de "Delta-Student-ES” et de "Delta-Mixture-Student ES”.

Le reste de ce chapitre est organisé de facon suivante : Dans la section 2, nous analysons
la VaR d’un portefeuille linéaire lorsque le vecteur des facteurs de risque suit une distribution
elliptique. En s’appuyant sur les motivations de Zangari(1996), puis de Mina et Xiao (2001),
nous étayons nos analyses avec les cas particuliers de la distribution t-Student. Par analogie, a
I’appellation A-Normal VaR, nous introduisons la notion de A-Elliptic VaR, et en particulier
de la A-Student VaR. Nous montrons par exemple comment réduire le probleme du calcul de la
A-Student VaR a la résolution d’une équation contenant une fonction spéciale a savoir la fonc-
tion hypergéométrique, et celle de la A-GLD VaR a la résolution d’une équation contenant des
fonctions spéciales I'-incomplétes. Dans la section 3, nous montrons comment étendre nos calculs
si on travaille avec ’hypothese que le vecteur des facteurs de risque suit un mélange de distri-
butions elliptiques (en anglais mixture of elliptic distributions). La section 4 traite de ce qu’on
appelle en anglais I’Expected Shortfall pour des portefeuilles linéaires avec I’hypothese dmélange
de distributions elliptiques. Finalement en section 5, nous ennoncgons quelques domaines d’ap-
plications, en s’inspirant de Mina, J. et Yi Xiao, J. [29], puis nous introduisons la notion de
frontiere efficiente en relation avec la A-elliptic VaR comme mesure de risque du portefeuille.

Tcette distribution est notée par GED (en anglais generalized error distribution) dans ’appendice B de [30]
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1.2  Portefeuille linéaire et distribution elliptique

Dans ce chapitre on notera x -y = zy' = z1y1 + -+ + Ty, le produit scalaire euclidien
entre vecteurs lignes respectives & = (x1,- -+ ,Zn), Yy = (Y1, - Yn). Les vecteurs colonnes corres-
pondants seront dénotés par xt,yt, le t en général est utilisé pour signifier la transposée d'une
matrice ou d’un vecteur. En particulier, A va agir sur des vecteurs par une multiplication a
gauche du vecteur colonne y’ et on obtiendra Ay’, et a droite par le vecteur ligne x on obtiendra
ainsi T A.

Un portefeuille ayant pour valeur II(¢) & 'instant t, sera appelé portefeuille linéaire si le
rendement absolu entre 0 et ¢t du prix du portefeuille AIl(¢) = II(¢) — II(0) est une fonction
linéaire des facteurs de risque X (t),..., X, (t) des produits que contient le portefeuille :

AH(t) =0X1+ 06X+ -+, X,.

Ce sera par exemple le cas de simples portefeuilles ordinaires ( i.e un portefeuille d’actions,
lorsque les facteurs de risque sont des rendements absolus ou des rendements relatifs). On peut
éviter d’écrire le t dans nos calculs et notations, puisqu’il est supposé fixé d’avance (par exemple
t=1). Ainsi, nous écrirons simplement X;, AIl au lieu de X(t), AII(t) etc. Nous posons aussi

X =(X1,...,Xpn),

tel que AIl =§ - X =6 X

Supposons que le vecteur des facteurs de risque X = (Xi,...,X,,) suit une distribution
elliptique notée N (u, X, ¢) oul u est le vecteur espérance, ¥ = A® A est la matrice de covariance
et ¢ représente la fonction caractéristique, alors X admet pour fonction densité de probabilité

fx(@) = 27 2g((x — w7 (@ = n)),

ol || désigne le déterminant de 3, g : RT — RT est telle que la transformée de Fourier de
g(]z|?) comme une fonction sur R”, est égale & ¢(|¢[?). ©. Par définition, la Valeur & Risque notée
VaR, pour un taux de confiance 1 — « est donnée par :

VaRAT®) — inf{V : Prob[AII(t) < V] > a}. (1.1)

Si g est continue et partout non nulle, alors VaR, est obtenue comme étant la solution de
I’équation suivante :

Prob {All(t) < —VaR,} = «. (1.2)

Dans cette définition la VaR, représente une quantité positive d’argent exprimée dans une
monnaie précise.
Selon la donnée du parametre g de la distribution elliptique, ’équation (1.2) s’écrit :

o = |51 /{ ooy =5 (1.3)

8on utilise ¢ comme le parameétre de la classe des distributions elliptiques, dés lors qu’il est souvent défini
comme une fonction continue : $(|£|?) est simplement la fonction caractéristique de X ~ N(0,Id, ¢). Notons
qu’en général, dans les applications, la fonction g sera choisie en fonction des données historiques utilisées, ou tout
simplement donné.
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En changeant de variable comme suit y = (z — u)A™!, dy =| A | dz, ou ¥ = A" A est la
décomposition de Cholesky de 3, (1.3) s’écrit :

o= [ g(ly)dy. (1.4)
{6A-y<—6-u—VaR,}
Soit R la rotation qui change JA en (|0 A|,0,...,0). Si on change de variable y = zR dans (1.4),
on obtient ’équation
a :/ g(|2|*)dz. (1.5)
{|6A|z1<—6-p—VaRa}

Si nous écrivons que |z]? = 22 + |2/|? avec 2’ € R"™! alors nous aurons montré que :

a = Prob{§ - X < —-VaR,}

—0.u—VaRy

= [ T G (1.6

Ensuite, en utilisant le changement de variable sphérique 2’ = r€ avec £ € S,,_o,
dz' = r"2do(&)dr, on obtient '’équation en VaR, & résoudre :

+oo Al ) 9
a =S, 2\ g(z] +r )dzl} dr, (1.7)

oil |S,,_2| est la mesure de la surface de I'hypersphere de R"~! explicitement connu comme suit :

En introduisant la fonction

n—1
o —s +o00
G(s) = Wn 21 / [/ 7*”72g(z1 +r )dr] dzy

+00
(u—22)"7 g( )dudz;. (1.8)

ot la seconde ligne est obtenue en faisant un changement de variable u = r2 + 22, si on remplace
z1 par —z1, on aura prouvé le résultat suivant :

Théoréme 1.2.1 Supposons que le rendement absolu ou la fonction P&L du portefeuille sur
[0 t], admette une meilleure approzimation donnée par AIl ~ §1 X1 + 69 X9 + -+ + 0, X,, + 0.
Supposons de plus que le vecteur aléatoire X = (X1,---,X,,) des facteurs de risque sous-jacents
suit une distribution elliptique avec pour fonction densité fx(x) = |X|~ 1/2 g((x—p)S Nz —p)h),
ol 1 est le vecteur espérance et ¥ est la matrice de variance covariance et g(s?) est intégrable
sur R, continue et partout non nulle. Alors la Valeur a Risque du portefeuille pour la confiance
1 — a notée Delta-elliptic VaR, s’écrit :

VaRoy = -3 -6 -p+¢qj,, - VX,
ol 8 = ¢4 est la solution positive unique de 1’équation transcendantale

a = G(s).
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Remarque 1.2.1 Notons que |§A| a une interprétation financiére assez claire, parce que
[0A] = V- X - ot (1.9)

Cette quantité caractérise la volatilité définie comme la racine carrée de la variance du porte-
feuille.

Remarque 1.2.2 Remarquons que si on pose q(r,21) = g(z? +r?), et que n > 2, l'intégrale

* _ +oo n—2 2 2
(n—1,2) = " 2g(z] + r¥)dr
0

sera tout simplement la transformée de Mellin de la fonction ¢(.,z1) en n-1. Ainsi U'intégrale
(1.7) deviendra

n—1
Iz [e%¢] o0
G(s) = n_/ / T"72g(z2+r2)dr dz1
F(Tl) S [ 0 !
27TnT_l o
= oo q¢"(n—1,21)dz. (1.10)
=y

Pour certains choix de g, il suffira d’utiliser des tables de transformées de Mellin pour certaines
fonctions comme celles de Gradshteyn et Ryzhik [22].

Remarque 1.2.3 Pour la gestion du risque a court terme des portefeuilles linéaires, on pourra
souvent supposer que u =~ 0, et de plus si § = 0, on obtient que :

VaRy = VXt - ¢3 ,,, (1.11)

ce qui est complétement analogue au résultat pour les portefeuilles linéaires ayant des facteurs de
risque normalement distribués. La différence est que, par exemple pour o« = 0.05, le quantile de
la loi normale & 5%, qui est approximativement 1.65, est maintenant remplacé par la constante
4 o5 qui depend de g. Notons que V08¢ représente I'écart type de la variation du portefeuille et
on peut l'assimiler & un risque de volatilité (par référence a la théorie du portefeuille de Marko-
witz). Une des principales difficultés de cette méthode sera de déterminer la matrice de variance
covariance Y. Notons que RiskMetrics propose une méthode (EWMA ?) pour I’estimation de la
matrice de variance covariance en y affectant un poids A en fonction de la "longueur” des données
historiques.

Remarque 1.2.4 on peut écrire l'intégrale (1.7) comme

/ K(s,u)g(u)du, (1.12)

ou par Fubini le noyau K est donné par :
1 \/ﬁ n—3
K(s,u) — |sn2|/ (- 21) "7 dzy
= |5n2|/ u—y) Ty Edy

= ]Sn 2]/ 5 (u—z)” 2da.

9¢-a-d en anglais exponential weighted moving average
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Chapitre 1. Valeur a Risque et Expected Shortfall pour des Portefeuilles Affines

A ce stade, nous pourrions utiliser les intégrales abordées par Gradshteyn et Ryzhik [22] :

A e p 1

= 5 1 + y )
/(1+ﬂﬂf) w =y st =)
)

avec Re > 0 et |arg (1 + fu)| < 7; cf. [22], formule 3.194(1). Il s’ensuit que

n—1
T2 1 n-1n+1
K(s,u)zr(ngl)(u—s) el ot <2 Ty Ty ,u(u—s)). (1.13)

Cependant, quand nous traiterons la distribution multivariée t-Student dans les paragraphes
suivants, il sera plus commode de travailler directement avec (1.8) au lieux de (1.12) et 1.13.

1.2.1 Cas de la distribution multivariée t-Student

Nous considérons maintenant le cas d’un portefeuille tel que le vecteur X des facteurs de
risque suit une multivariée t-Student. Par analogie a la A-Normal VaR, on 'appellera la VaR
correspondante Delta-Student VaR. Rappelons que la fonction densité de X s’écrit :

(o z—p)tS (- —7)
Fel) = (=") (H( DR u)) ’
L(v/2)./|Z|(vm)" v
avec x € R™ et v > 2, et la fonction g est donnée par
_ ()
g(s) =Cv,n)(1+s/v)” 2, 5>0,
Ol nous avons posé
| Ng==
C(v,n) = _ M) .
I(v/2)/(vm)"
En remplagant g(s) donné ci-dessus dans (1.8), on obtient :
n+v )
G(s) = n—2|C(v, n)/ I(z1)dz, (1.14)
S
Ol nous avons posé :
+o0 o n=3  (ntv)
I(z1) = (u—27)2 (v+u)~ 2z du. (1.15)
22

1

La fonction I(z1) pourrait étre évaluée en utilisant les formules intégrales de Gradshtein et
Ryzhik [22] :

Lemme 1.2.1 (Cf. [22],page 314.) Si larg(§)| <=, et Re(v1) > Re(p) > 0, alors

+o00
/ (x = w)* (B4 ) Mda = (w+ B Bl — i, ), (1.16)

w

avec B(a, () est la fonction Beta d’Euler :
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1.2. Portefeuille linéaire et distribution elliptique

En utilisant la formule (1.16) avec v; = (n;”/), w = ”T_l, B =vetw = 2} il sensuit que
w—v = —1;—” et —pu+1v1 = HT”, puis en remplacant on obtient
e 14y n-—1

I(z1) = (2 +v)" 2 B( ). (1.17)

2 72
Apres, on devra intégrer par rapport a la variable z; dans (1.14) et évaluer
—s i
J(s,v) = / (2 +v) 2 dz. (1.18)
—00
En changeant de variable dans I'intégrale (1.18) comme suit u = 27, on obtient que
L[> 1 1ty
J(s,v) = 3 u 2(u+v) 2z du. (1.19)
52

Pour cette derniére intégrale, nous utiliserons une autre formule de Gradshtein et Ryzhik [22] :

Lemme 1.2.2 (cf.[22], formule 3.194(2)). Si|arg(F)| <, et Re(v1) > Re(p) > 0, alors

+o0 byl , UM—Vlﬁ—Vl
P 1+ Bx) Mde = ——— o F (v, v1 — v — p+ 1, ————). 1.20
/ (1+ B2) P — i — o+ i) (1.20)
Ici oy (o; B,y; w) est la fonction hypergéométrique.
Dans notre cas, v; = 1J2“’, W= %, v—p=3, 0= v~ et u = s%. Si nous remplacons dans
(1.19), nous obtiendrons ’expression suivante :
2 14+v v v v
J(s,v) = —s V5 F (777; f;—f>. 1.21
()= s (57 gl gim g (1.21)

En rappelant (1.14), et apres quelques calculs, nous avons que dans le cas t-Student ,

G(s) = Gy(s)

]_ n+v

= —v 2 |[Sp2|C(v,n
14

lrvwv, v 1)
2 72’ 27 52

) 1+v v v 1%

~—

8_”2F1<

1 v 1//211("1
- ﬁ(?) T (%)

Nous avons prouvé le théoreme suivant sur la Delta Student VaR :

+

NI [0

Théoréme 1.2.2 i le rendement absolu d’un portefeuille s’écrit All ~ §1 X14+09Xo+- - -+, Xy
sachant que (X1, ..., Xy) est un vecteur aléatoire suivant une distribution multivariée t-Student
avec pour vecteur espérance p, pour matrice de variance covariance X, alors la Value a Risque
pour une confiance 1 — « s’écrit :

VaRg = —6-pu+qt, - Voset,
ol S = qg,l, est l'unique solution positive de l’équation transcendentale
Gy(s) = a,
avec GY, définie par (1.22).
Remarque 1.2.5 La fonction Hypergéométrique oF; a été longuement étudiée, et des pro-
grammes informatiques qui I’évalue existe sous Maple, Mathematica etc. Ainsi étant donné «,

nous donnons dans les tableaux ci-dessous la solution positive s = qzw de I’équation G(s) = a,
obtenue avec 'aide du logiciel scientifique Mathematica 4, pour certaines valeurs v fixées.
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Chapitre 1.

Valeur a Risque et Expected Shortfall pour des Portefeuilles Affines

TaB. 1.1 — Quelques valeurs de q&},/.

v 2 3 4 5 6 7 8 9
qé.ooﬂj 613.229 | 126.18 | 43.9747 | 27.6506 | 20.3354 | 14.2738 | 12.3398 | 11.039
q}mly,j 6.96456 | 4.54056 | 3.74695 | 3.36493 | 3.14267 | 2.99795 | 2.89646 | 2.8214
Q005 | 4.3026 | 3.18244 | 2.77644 | 2.57058 | 2.44691 | 2.36462 | 2.3060 | 2.26216
a05, | 2.91999 | 2.35336 | 2.13185 | 2.01505 | 1.94318 | 1.89458 | 1.85955 | 1.81246

TAB. 1.2 — Quelques valeurs de q&}u.

v 10 100 200 250 275 300 400 1000
qé.ooﬂj 11.039 | 5.0722 | 4.9286 | 4.90064 | 4.89053 | 4.88214 | 4.85916 | 4.81824
anl’V 2.76377 | 2.36422 | 2.34135 | 2.34514 | 2.33998 | 2.33884 | 2.33571 | 2.33008
Q005 | 2:22814 | 1.98397 | 1.97189 | 1.96949 | 1.96862 | 1.9679 | 1.96591 | 1.96234
a05, | 1.66023 | 1.66023 | 1.65251 | 1.65097 | 1.65041 | 1.64995 | 1.64867 | 1.64638

1.2.2 Cas d’une distribution Student généralisée "DSTG”

Dans cette section, nous introduisons une distribution de Student généralisée, en rajoutant
un parametre supplémentaire § > 1 dans l'expression de la densité de Student classique. Le
nouveau parametre sera un élément qui nous permettra d’une certaine facon de contréler les
queues de distributions. On propose ainsi la fonction densité de probabilité suivante, que nous
appelons "Generalized Student t-distribution” et que nous notons (GSTD(/3)).

(e =% e =ty o
A
ot C(n, 3,1, A) est la constante de normalisation telle que [, f(x)dz = 1. Il faut aussi noter que

1 est le vecteur espérance de X = (Xq, -+, X,) et que X est la matrice de variance-covariance.
Si nous introduisons

Fx(@) = C(n, B, v, N[5~/ [1 n 1/_1( (1.23)

(=)
dzx,

((w DI G u))ﬁ]

I(B,n.v.2) = |2‘1/2/ X

[1 +v7t

n

en changeant de variable par y = (z — u)A™!, dy =| A | dz, ou ¥ = A A est la décomposition
de Cholesky de la matrice X, on obtient

1(8,n,v,\) = /n [1 n Vl(Hy)\'@)ﬁ}(_V;l)daz.

Par suite, avec un changement de variable sphérique y = r¢ avec £ € S,,_1, dy = " tdo(&)dr,
on a que

1B 0 =[Sl [ 1
0 14

ou |Sy_1| est l'aire de I'hypersphere S,—1 C R™ et

|Sn—1| =

L(5)
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1.2. Portefeuille linéaire et distribution elliptique

—1+5

Par un autre changement de variable z = 20, 26 ~du =z ""28 -dz, I devient

|Sn 1|

—v—n

1+W]( * .

On peut évaluer cette intégrale, en se servant du lemme suivant :

I(B,n,v,\)
Lemme 1.2.3 (Cf. [22],page 314.) Si |arg(p1)| < m et Re(v1) > Re(a) > 0, alors

+oo
/ 21+ B -2) e = (61) "B — o, a), (1.24)
0

ot B(a,b) est la fonction Beta d’Euler telle que

Ce lemme implique que

) M ’A )
) = ooy
et par conséquent
By~ 35(n ) ( nty
C(n, B, v, \) = BN TSN () : (1.25)
w2 (g0 (500 5) + %)

Remarque 1.2.6 Notons que notre distribution Student généralisée "DSTG” est telle que si on
remplace 3 =1 = A, on obtiendra la distribution Student classique avec pour dégré de liberté
v. On suppose de plus que +V < Bavecv>2.

n

Remarque 1.2.7 Il est immédiat de voir que GST D est une distribution elliptique, car elle
admet une densité de la forme (3.11) avec

fx(@) =127 2g((z — )=z — )

ou

A NONED 1 a8 (25 |
<m>3r<2’;>r(g<l—;>+;)[ )] (1.26)

avec v > 2.

Pour estimer la VaR linéaire, on remplacera g comme définie en (1.26) dans le théoreme
(1.2.1). Pour nos calculs, on distinguera le cas ot n est pair et le cas ol n est impair. Sin = 2p+1
alors (p > 1), en changeant de variable dans (1.8) par u = r? + 27, 'expression de G devient

Qs) = 21/ /mu—z% )27 g(u)dudz

+oo (=)
B T2 N l u B 2
= C’(?’L,B,l/,)\)mn_l)/S /Z% (u—2z27) 2 [1+1/()\) } dudz

2

n—1

T2

= C(?’L,,@,ll,)\) n—
r(ezt)

/OO J(zl)dzl, (1.27)
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Chapitre 1. Valeur a Risque et Expected Shortfall pour des Portefeuilles Affines

Oll NOUS POsons

+o0 ) 1

n— (ntv)
J(z1) = — )T (1 + ——uf)
@) = [, DT e
R aaeay (B53) [t 1
— _ 1)), —9o—4] J _
— ZO( 1)72] <j)/22 u(l—i—w\ﬁu) du
J]= 1
p—! , /n=3
= (_1)32?*3*23 ( 2 )Ij(Zl), (128)
j=0 J
avec
+oo . 1 6 _(n;u)
. — J _
I(z1) _/22 Wt ) (1.29)

1

En changeant de variable dans (1.29) comme suit v = 1%, on obtient

(n+v)
1 [t 4 1 2 1,
I. = = 5(1+ ——0° 5 d
i(z1) G [ vB(1+ Tk ) v v
(n+v)
1 [T jt1_y 1 -2
= = 7 14 —0f d 1.30
PR (1.30
par suite en appliquant le lemme (1.2.2), ou vy = ”TH’, 1 = %j, a=v A Petu= z%ﬁ, si on
remplace dans (1.20), on obtient ’expression suivante :
2p(1ti _ntv niv
1 zlﬂ( g )(1/)\5) 3
Ij(zl) - B ntv _ j+1
2 T B
n+v n+v 1+75 n+v 143 53 28
-oF — ; — 1, —vA” - . 1.31
2 1( ) ) 9 ,3 ) 9 /8 + TV Zl ) ( )
et par conséquent
fo%) Aﬁ n+v p—]_ L_3
/ J(z1)dz1 = ) - (_1)]< : >
s b= J
/°° zf’(lfﬁ)*w*l o (n+u n+v 1+7 n4+v 147 41 I/)\ﬁ)d
: - 24 ) - ) - y T 21
S R Y B
n+v pfl -3
(vA%) 5= —1)/
= 5 ) ey an O] (1.32)
J=0 2 B

oll Nous posons que

& _8)—vB— +v n+v 145 n+v 1+ v\B
Gj(s :/ U p (” , - — +1;——) dzi. (1.33
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1.2. Portefeuille linéaire et distribution elliptique

En introduisant dans (1.33 ), la variable y = %, et en se servant de Mathematica on obtient
21

I’expression suivante :

n(1-B)-vs 1 ' ' 7
s mp_no ontvntyv 14jntv 14 vA
(s) = - ; F - ; - L——35y)d
Gj(s) % /oy 21( 5 9 3 2 8 th=p y)y
_ (%—b)zFl(bab—Cj,b ¢+ 1L VAB>+(b_Cj)2F1(b’b 250~ 2ﬂ+1;_%§>
svB8—n(1-B) . (26(b — )(25 cj))
= svA—n(1=P) ((2ﬁb n)(n—2ﬂcj))
(n—Qﬁ-b)gFl(b,b—Cj,b—cj—i—1; uAﬁ>+2ﬂ( —Cj)2F1<b,b—%ab 25 T L Zé§>
= svB=n(1=B) . ((B(n +v) —n)(n — 2 — 27))
avecbz"é”,c]=%~

1.2.3 VaR linéaire avec la distribution de Laplace généralisée

Dans ce cadre, on va estimer la VaR pour un portefeuille linéaire, lorsque le vecteur des
facteurs de risque suit une distribution de Laplace généralisée notée GED,,(3) '°. Pour estimer
la VaR linéaire, il suffira de remplacer g dans ’équation (1.8). Aussi, dans le souci de faciliter
les calculs, on distinguera le cas ot n est pair et le cas ou n est impair.

Si nous supposons, que n > 3 est impair, d’apres, (1.8), on obtient ’expression suivante :

Qs) = 21/ /+°°u—z% )7 g dudz

T 2 oo n—3
= C(”aﬁa)\)lwgl)/s /Z2 (u—z%)Texp(—(:p/)\)ﬁ)dudzl

= C0n BNy
2

(0.)
/ J(zl)dzl (1.34)
S
Ol nous avons posé

[e.9]

J(z1) = (u—23)"% exp (—(x/2)")du

x\\
S S

3
w

= ey () [T e (@

J i

v ‘

3

<
Il
w O

n—3 )

v ‘

[e=]

<.

10 bour chaque valeur de 0 < 8 < 2 fixé, on obtient une distribution qui appartient & la famille des distributions
elliptiques en dimension n.
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Chapitre 1. Valeur a Risque et Expected Shortfall pour des Portefeuilles Affines

avec .
(z1) = / W exp (—(u/\)P)du. (1.36)
7
En changeant de variable dans (1.36) en posant v = (u/))?, on obtient :
)\1+j +oo 1
Ii(zn) = 5 | vBy? Lexp (—v)dv
)\7

AT proe g
= 5 [ v 5 exp (—v)dv

B Ji

A\B
AL 1+ z%ﬂ
= (77%)7 (1.37)

ouI'(a,z) = [°t* T exp (—t)dt est la fonction Gamma incomplete comme définie dans [22]. En
2
changeant de variable u = (%1)5 , dans I'intégrale suivante, et en procédant a une intégration par

parties convenable, on obtient :

/:O J(z1)dz1 =

Pour n = 2p + 1, la formule (1.38) devient :

/OOJ(zl)dzl = AT +1 < >/)B " ip (1;‘7 u)du

n—3 N1 n—2—2j 0o i
=== _1).7)\ .])\ 2 n—2—2j 1 1—'—.7
—1)/ 2,>( w 28 T ,u) du. (1.38

) < J B (22)8 < I5] ) ( )

<. 3

| MMI

o w
—~

B n _9_ 95 ¢28
- +1Z n—2—2] ( ; >(P<2nﬁ 8)\25) i"éjﬂ]r<n 225 2j’i;)>’

par conséquent,

n—1_n—2 —1 n—>3 n—2—2j

Q) _ mE AT (-1 (52 n s0\ s n—2-—2j %
iy = e narm( ) W E W)

2

Notons que la constante de normalisation C' de la fonction densité de la distribution de Laplace
généralisée notée GED,, () est donnée comme suit :

.3 = ( [ es(=algnie)

= |Sn 1|/ Lexp(— r/)\)ﬁ)dr)_l

B BAL BF (n/2)
= o T (np) (1.39)
Si nous remplagons C'(n, 3, A) dans (1.39), on obtient que
_ B-T(n/2)A\ 7377
A= a5
n—2—2j

p=l ,n-3 Y 28 o
;(;)(nf;)jm@(;ﬁiﬂ) in—g—zjf(n 225 2‘7,‘;—5)). (1.40)
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1.3. VaR linéaire avec un mélange de distributions elliptiques

Remarque 1.2.8 On pourra choisir le parametre A de tel sorte que la matrice de covariance
soit égale & la matrice identité (voir chapitre 2 de la deuxiéme partie de cette thése pour plus
de détails.)

1.3 VaR linéaire avec un mélange de distributions elliptiques

Les mélanges de distributions peuvent étre utilisés pour modeler des situations, ot I’ensemble
des données historiques peut étre subdivisées en plusieurs classes de populations, chaque classe
représentant un sous ensemble d’historiques ayant des variations spécifiques ou définit par une
"relation d’équivalence” donnée. Par exemple, dans le contexte du risque de marché, si nous
divisons notre historique en deux classes, une des classes regroupant des données ou les variations
sont fortes (jours agités), l'autre représentant des données ou les variations sont relativement
faibles (jours modérés ou tranquiles), on pourra pour modeler le risque choisir une distribution de
probabilité qui est le mélange (ou combinaison linéaire convexe) de deux distributions elliptiques,
I'une avec une volatilité forte correspondant au jours agités, 'autre avec une volatilité plus
faible correspondant aux jours modérés ou tranquilles. Une utilisation pratique du mélange
de distributions gaussiennes pour modeler la VaR peut-étre trouvée dans Zangari [55](1996),
Vantakaraman [47](1998), ot un mélange de distributions normales est utilisé pour controler les
queues épaisses, afin d’obtenir une VaR conséquente. Ici nous schématisons une généralisation
de la section précédente a la situation ou le vecteur des facteurs de risque suit un mélange de
distributions elliptiques (combinaison linéaire convexe de distributions elliptiques). En effet, une
des limites de la distribution elliptique est que les distributions marginales ont toutes la méme
fonction caractéristique, ce qui pourrait nuire au calcul du risque d’un portefeuille financier,
si le portefeuille est constitué de produits dont la dynamique historique des prix peut étre
décomposée en classe de dynamique ayant des comportements similaires sur des sous périodes.
Le mélange de distributions elliptiques pourrait ainsi permettre un meilleur controle des queues
de distributions. Des formules explicites sont ensuite données pour illustrer notre tentative de
généralisation, dans le cas ou on utilise un mélange de distributions t-Student.

Définition 1.3.1 Nous dirons que (Xi,...,X,) est le mélange de m distributions elliptiques
N(pj, B4, 6;)', avec les poids {3;} (j=1,...m; 3; > 0; Z;nzl Bj = 1), si les fonctions de réparti-
tions peuvent s’écrire comme

m
FXl,‘..,Xn(ajla ey Jln) = Zﬂj Fj({L’l, e ,l’n)
j=1
avec Fj(x1,...,xy,) est la fonction de répartition de N(uj,%;, ¢5).

Remarque 1.3.1 Dans la pratique financiere, d’aucun se limiterait au cas m = 2, afin de
simplifier le probleme d’estimation des parametres (3;, 11, X; et ¢; qui definiront le mélange de
distribution (cf. Mina and Xiao [29], Zangari [30] et Dowd [12] pour plus de détails).

Hou N (15,25, g;5) si nous paramétrisons notre distribution elliptique en utilisant g & la place de ¢
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Chapitre 1. Valeur a Risque et Expected Shortfall pour des Portefeuilles Affines

Nous supposerons que les distributions elliptiques N (15,3, ¢;) dans notre cas admettent
des fonctions densités, telle que la j-éme fonction densité du mélange s’écrira comme suit :

fi(x) = 5517 20;((z — )25 (@ — pj)"). (1.41)

ou Y; = A; Aj, par la décomposition de Cholesky de ;. Aussi, la fonction densité de la
distribution obtenue par mélange de m distributions elliptiques N (15,3, ¢;) (j=1,...,m) est
donnée par

Fx(@) =3B f(@).
j=1

Sachant que 'opération intégrale est linéaire, la VaR,, est solution de I’équation

—S»Mj—VaRa

SIS g [ e P 2 ) |d 1.42
a = | n72|Zﬁ]| il ) r 9j (21 +r7)dz1|dr (1.42)
j=1 —o0

m
j=1
. S.ut+VaR .. . PR .
ou sj = W. On a ainsi prouvé le théoreme suivant :
J

Théoréme 1.3.1 Soit All = 51 X1+ -+, X, avec (X1,...,X,) le mélange de m distributions
elliptiques, admettant pour fonction densité

Fl) =" BI85 g (@ — 1) B @ — 1)) (1.44)
j=1

avec pj le vecteur espérance, et ¥; la matrice de variance covariance de la j-eme composante
du mélange de distributions. On suppose que chaque g; est une fonction intégrable sur R, et que
(g1, -+ 9m) ne s’annule pas sur R™. Alors la Valeur a Risque ot Delta mixture-elliptic VaR, au
tauzx de confiance 1 —« est donnée comme étant la solution positive de I’équation transcendantale
sutvante

§ i + VaR,
“J“) (1.45)

o= 3:G;
j; I < (6%;6)1/2
ou G est définie par (1.22) avec g = gj. Ici 6 = (01,...,0p).

Remarque 1.3.2 On pourra tout de méme dans certaines situations, faire un modele avec
le mélange de m distributions elliptiques, tel que les distributions aient la méme matrice de
variance-covariance et le méme vecteur espérance. Nous obtiendrons par exemple un mélange
des distributions avec des queues différentes en jouant avec les g; . Dans ce cas la VaR s’obtient
plus simplement par :

VaRy = =0 - pn+ ¢ME Voxet,

avec ¢M¥ 1'unique solution de

m

a=>Y BiG(s).

J=1

Dans le cas du mélange de m Student t-distribution, notre remarque est bien applicable.
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1.3. VaR linéaire avec un mélange de distributions elliptiques

1.3.1 VaR linéaire avec le mélange de m distributions t-Student

Comme dans Mina [29] de RisKMetrics, beaucoup d’auteurs de la littérature financiere,
tels par exemple [32], [33], [31], ont proposé comme alternative a la distribution gaussienne,
la distribution Student. Ce fut d’ailleurs la motivation initiale, pour qu’on introduise la Delta-
Student VaR. Cependant, 'un des inconvénients majeurs de la distribution Student multivariée
de dégré de liberté v, est que chaque distribution marginale possede le méme dégré de liberté
v. Dans cette partie, nous proposons une alternative sérieuse a I’hypothese que le vecteur des
facteurs de risque suit une distribution Student, en introduisant un modele sous I'hypothese du
mélange de distributions t-Student. Aussi, pour illustrer la méthode proposée ci-dessus, on se
propose de choisir m distributions t-Student. Sans surprise par analogie avec 'appellation Delta
normal VaR, on appellera la VaR obtenue ”Delta mizture-Student VaR”.

Dans ce cas, la fonction densité de probabilité du mélange de m distributions t-Student est
donnée par :

- B; F(#) (x — Hj)tzfl(x — 1)) (=)
o) = ! ) 1.46
e ;F(”ﬂ'/z)~ |Ej|(’/j7f)"( " vj ) (1.46)

n

avec x € R™ et v; > 2. Aussi g; est donnée par '’expression suivante :

(n+vy)

gj(s):C(Vj’n)(1+5/yj)_ 2, 520,

ou le constante de normalisation C(vj,n) est

(45" _
L(v;/2)\/(vym)™

En remplagant g dans (1.8) par 'expression de g;, on obtient que

C(Vjvn) =

I/?H_% o0
Gj(S) = ]2 |Sn2‘C(Vj,n)/ Ij(zl)dzl, (147)
avec
+00 o =3 ()
Ii(z) = / (u—=27)2 (vj+u) 2 du (1.48)
22

1

En s’inspirant de (1.17) et (1.22), introduisons I'expression de la fonction G; suivante :

1 /2 T (Vj-Fl) 1
Vi \ Vi 2 +v; V; V; V;
Gi(s) = (—]> Y ( i Y J;—J). 1.49
() Vi /T \s2 r(%) > '\ 2 27 2 (1.49)
Par suite, si on remplace I'expression de G; dans (1.45), on obtient le résultat suivant :

Théoréme 1.3.2 FEtant donné le rendement absolu All = 61 X1 + ...+ 0, X,,, comme fonction
linéaire des facteurs de risque marginaur de X, telle que X = (X1,...,Xy) est un vecteur
aléatoire suivant le mélange de m distributions t-Student. Sachant que la fonction densité hx de

X est donné par (1.46), ot i est le vecteur espérance, et X; est la matrice de variance-covariance
de la j-eme distribution Student (j=1,...,m), alors pour un tauzx de confiance 1 — «, la Valeur
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Chapitre 1. Valeur a Risque et Expected Shortfall pour des Portefeuilles Affines

a Risque appelée Delta mixture-Student VaR” est la solution de l’équation transcendantale
suivante :

vi+1 Yi
WS U (o e VaraNF e 026+ Ve
luj\/ﬂ“ (7) 52].57& 2h1 2 727 2’ 5EJ5

ou 8 = (81,...,0n).

) (1.50)

Corollaire 1.3.1 Dans certaines situations, on pourra choisir le mélange de m distributions
Student admettant toutes les mémes espérances p; = p et les mémes matrices de variance-
covariance ¥; = Y. Dans ce cas, les m distributions Student mélangées ne seront différentes
que par leurs dégrés de libertés. Ainsi le mélange de distributions avec des dégrés de libertés
bien choisis, nous permettra de mieux controler les queues de distributions. On pourra ainsi
jouer avec le choix des poids du mélange 3; et v;’s, afin d’obtenir des queues de distributions
souhaitées. Dans ce cas, on obtient que

VaRy = —6 - p+ M5 Vexet,

avec qé‘f ST comme étant la solution positive de 1’équation transcendantale suivante :

m ) vi+1 Yi
() et s vara\ ¥ (L 2y 2, o £ Va))
< v/l (%) 520t e et T 356 ‘

Corollaire 1.3.2 Aussi on pourrait penser & un modele qui suppose que le vecteur des facteurs
de risque suit le mélange de m distributions Student ayant les mémes dégrés de libertés v; = v,
et différentes par leurs matrices de variance-covariances X;, et leurs vecteurs espérances p;. Si
on considere de plus que p; ~ 0, alors on ne jouera qu’avec les matrices de covariances X;. Dans
ce cas, la Valeur a Risque sera donnée comme 'unique solution de I’équation suivante :

r“) & v(VaRy) l+v v v v(VaRy,)
‘T V\Fr Zﬁ]( %46 ) 2F1( 2 2 T T )

1.3.2 Résultat numérique pour la Delta-mixture Student VaR

Etant donné (v1,...,v,), on va chercher un quantile comme solution de 1’équation (1.45),

qui permettra par suite de déterminer la VaR.

Pour plus de clarté, nous choisirons pour illustration lorsque m = 2, le mélange de 2 lois de
distributions Student, d’espérance nulle et ayant la méme matrice covariance, et affectées des
coefficients (3, 1-(3), et admettant pour degrés de libertés respectifs v1,v5. En introduisant la
fonction F' telle que,

F(s,B,v1,12) = - G1(s) + (1 = B) - Ga(s) (1.51)
ol G, est défini en (1.49), pour j = 1,2, on se propose de donner un tableau des solutions
8 = (B, vy, Selon les valeurs données de 3, v et vo, de I’équation transcendantale

F(S>67V11V2) = «,

qui permettra par suite d’obtenir la VaR, pour un taux de confiance 1 — a.
En utilisant le logiciel scientifique Mathematica 4, on obtient le tableau suivant :
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1.4. Expected Shortfall avec les distributions elliptiques

TAB. 1.3 — Quelques valeurs de gg, ., lorsque a = 0.01

(v1,12)

(2,3)

(3.4)

(4,6)

(5,8)

(6,10)

(7, 15)

(8, 40)

(9, 16)

q0.05,v1,v0

4.64839

3.78507

3.17184

3.91919

2.78228

2.62175

2.44602

2.59524

q40.10,v1 ,v2

4.7586

3.82348

3.20124

2.94213

2.80092

2.64116

2.46906

2.60704

q40.15,v1 ,v2

4.87115

3.86216

3.23086

2.9652

2.81965

2.6607

2.49235

2.61887

q0.20,V1 V2

4.98587

3.9011

3.26066

2.98846

2.83846

2.68035

2.51586

2.63073

q0.25,v1 0

5.10258

3.94025

3.29063

3.01177

2.85734

2.70009

2.53957

2.64261

q0.30,v1 ,v2

5.22106

3.97962

3.32075

3.03518

2.87629

2.71991

2.56344

2.65452

q0.35,01 10

5.34113

4.01917

3.35100

3.05866

2.89528

2.7398

2.58744

2.66644

q0.40,v1 v

5.46259

4.05888

3.38136

3.08221

2.91432

2.75974

2.6115

2.67838

q0.45,v1 v

5.58523

4.09873

3.41180

3.10502

2.93339

2.77972

2.6357

2.69033

q0.50,v1 00

5.70886

4.13870

3.44231

3.12946

2.95248

2.79972

2.65989

2.70228

TAB.

1.4 — Quelques valeurs de gg ,, ., lorsque a = 0.001.

(VlvVQ)

(2,3)

(3.4)

(4,6)

(5,8)

(6,10)

(7, 15)

(8, 40)

(9, 16)

q0.20,v1 ,v2

12.8878

7.84891

5.66393

4.82769

4.39245

3.98902

3.62286

3.82625

q0.25,v1 0

13.5577

8.01412

0.77451

4.90665

4.45334

4.05064

3.69896

3.86013

q0.30,v1,v2

14.2205

8.17734

5.88317

4.98414

4.51241

4.11084

3.77242

3.89346

q0.35,v1,v0

14.874

8.33840

5.98975

5.06004

4.57030

4.16948

3.84285

3.92621

40.40,v1 ,v2

15.5168

8.49717

6.09412

5.13427

4.62694

4.22648

3.91007

3.95838

q40.45,v1 v

16.1480

8.65357

6.19624

5.20677

4.68229

4.28179

3.97400

3.98993

q0.50,v1 12

16.7671

8.80753

6.29604

5.27752

4.73634

4.33537

3.03470

4.02087

1.4 Expected Shortfall avec les distributions elliptiques

L’Expected Shortfall est une mesure statistique sous-additive qui décrit la perte au dela de
la VaR. Il permet aussi d’avoir une idée plus claire sur les valeurs extrémes des pertes situées
au dessus de la VaR. Nous évaluerons ’Expected Shortfall d’un portefeuille linéaire sous 'hypo-
these que le vecteur des facteurs de risque suit une distribution Elliptique. Mathématiquement,
I’Expected Shortfall associé a une VaR donnée est définie comme suit :

Expected Shortfall = E(—AIl| — AIl > VaR),

(1.52)

dans Mina et Xiao [29]. Si la distribution elliptique admet pour densité de probabilité f(z) =
127 g((x — p)S 1 (x — p)t), alors I'Expected Shortfall au taux de confiance 1 — « est donné par

—ES,

= E(AI| AIl < —VaR,)

1
= aE (AH . 1{AH§7VGR0¢})
1

= / ozt f(x) du
& J{sxt<—VaRa}

= |z / 52t g((x — W)= (@ — p)!)d.
{6zt<—VaR.}
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TAB. 1.5 — Quelques valeurs de gg, ., lorsque a = 0.01

(v1,12) | (10,20) | (200, 300) | (250,50) | (275,15) | (300,55) | (400,10) | (1000,5)
90.05,01,05 | 2.53963 | 2.33916 2.40018 | 2.58957 | 2.39322 | 2.7432 3.3202
90.10,m 05 | 2.55132 | 2.33947 2.39709 | 2.57661 | 2.39036 | 2.72242 | 3.27401
90.15,01 00 | 2-56304 | 2.33978 2.39399 | 2.56359 | 2.38750 | 2.7014 | 3.22632
40.20,01,05 | 2.5748 2.3401 2.3909 | 2.55051 | 2.38464 | 2.68019 | 3.17715
q0.25,01,00 | 2.98658 | 2.34041 2.3878 | 2.53738 | 2.38178 | 2.6588 | 3.12651
40.30,01,0 | 2.59838 | 2.34073 2.38471 | 2.52422 | 2.37892 | 2.63726 | 3.07446
40.35,01,00 | 2.6102 2.34104 2.38161 | 2.51102 | 2.37605 | 2.61559 | 3.02112
40.40, 5 | 2.62204 | 2.34136 2.37851 | 2.49779 | 2.37319 | 2.59382 | 2.96663
q0.45,01 05 | 2.63389 | 2.34167 2.37541 | 2.48455 | 2.37033 | 2.57198 | 2.91121
40.50,0 00 | 2.64574 | 2.34199 2.37232 | 24713 | 2.36746 | 2.55009 | 2.85513

Soit ¥ = A! A, transformée via la decomposition de Cholesky. En procédant aux changements
de variables similaires a ceux de la section 2, on obtient que :

1
s, = o (4121 +5 - ) g1z
@ J{|6A|z1<—6-u—VaRa}
1 2
-2/ 34121 g1l d= + 8- p.
@ J{|5A|z1<—6-u—VaRa}
En écrivant ||z||* = 22 + ||z/H2, puis en introduisant les coordonnées sphériques z = rf avec

& € S,_2, on obtient :

—5/1. —VaRqn

S, 5]
—ESy=68-p+ [Sn—2] / / 6A] 21 g(23 + rz)dzl] dr.
Dans un premier temps, on fait un changement de variable en remplacant z; par —z1, et par la

suite on pose comme précédemment u = 22 + r2. Puisque d’aprés le théoréme (1.2.1), on a :

g 0-p+VaR,
qocn =
’ 04|

olt nous écrivons simplement ¢, en lieu et place de ¢4, on obtient :

p+[0A] |Sn 2 / / 1(u — 2%) 53 g(u) du dz
da

n—1

_ ‘S” 2‘ / 2

ES,

car

n—1

Vi L
/ 21 (ufz:%)T3 S (u—q2) * . (1.53)
da

n—1

Apres la substitution de |S,,—2| par sa valeur, et en utilisant 1’équation fonctionnelle I'(z 4+ 1) =
x I'(x), nous arrivons au résultat suivant :
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1.4. Expected Shortfall avec les distributions elliptiques

Théoréme 1.4.1 Soit X = (X1, ,X,,) les facteurs de risque d’un portefeuille linéaire : AIl =
0 - X tel que X ~ N(u,%,¢) admet pour fonction densité de probabilité f(z) = ]Z|_%g((a: -
WXz —p)t). Si nous écrivons qo = qan, alors ’Expected Shortfall au taux de confiance 1 —
sera donné par :

n—1

= -5 g2, T2 [T C(gf )2) T
ES, § - p 4 [0X6"] RED) /(qg’n)2 (u—(¢9.,)°) g(u) du (1.54)
= 0 p+ K- |oxstV2 (1.55)

ou
n—1
Kis= g [ (= @)™ gl du
F(nTH) (qg,n)Q 7

1.4.1 Application : Delta Student Expected Shortfall

(n+v)
Dans le cas ot on travaille avec la distribution t-Student, on a que g(u) = C(v,n)(1 +u/v)” 2 ,

avec C(v,n) donné en section 2. En écrivant momentanément ¢ en lieu et place de ¢, ,, d’apres
la formule 1.24, on a que :

o n— —nty n+v v— —1 1
[T (1) = <q2+,,)—<;>3<v nt ) (1.56)
q

2 2 7 2
Apres une substitution dans (1.54) et quelques calculs, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 1.4.2 [’Expected Shortfall au taux de confiance 1 — « pour un portefeuille linéaire
avec pour perte ou profit § - X sous l’hypothése de la distribution t-Student ayant pour fonction
densité

D(4) (o= p's N — )y
fx(z) = 2 (1+ ) ;
L(v/2)./|Z|(vm)n v
est donné par :
1 I'(51 S
ES:;V = —0-u+ Sut2 — 2 V)2 qfxy2—|—1/ 2
vl
1 (5 §-pu+VaRy\” :
- _5. 52615 /2 - 2 v/2 YoV 8ia
p+ | | a- v T (%) v GS0[172 +v

= —0-pu+ |5E§t|1/2 €Sav,

avec

1T (%) V2 ([ 2 —-(41)

€Sqy = —— v +v

, ﬁ T ( % ) ((Qa,u) )
L’Expected Shortfall pour un portefeuillle linéaire sous ’hypothese que le vecteur des facteurs
de risque suit t-Student multivariée, est donné par une formule explicite, des lors que la VaR est
connue. On observe une similarité entre les formules de 'ES linéaire et la VaR linéaire, en effet
la seule dépendance est liée & la dimension du portefeuille &, 'espérance j et la variance §36°
du portefeuille.
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Chapitre 1. Valeur a Risque et Expected Shortfall pour des Portefeuilles Affines

Remarque 1.4.1 Dans les tables de cette partie, pour un taux de confiance 1 — « fixé, nous
donnons quelques valeurs eZW qui permettront facilement de calculer la "Delta-Student ES”.

TaB. 1.6 — Quelques valeurs de egw.

v 2 3 4 5 6 7 8 9
est o1, | 95722 | 5.9309 | 5.7879 | 5.4555 | 5.0799 | 4.7160 | 4.3819 | 4.0818
s 0o, | 86113 | 7.6777 | 6.8216 | 6.0676 | 5.4326 | 4.9032 | 4.4601 | 4.0862
esy o5, | 11.7123 | 9.0750 | 7.4966 | 6.3797 | 5.5457 | 4.9007 | 4.3880 | 3.9711

TaB. 1.7 — Quelques valeurs de eZW.

v 10 100 | 200 | 250
eso1, | 3.8135 | 0.5157 | 0.2644 | 0.2086
€55,035., | 37675 | 0.4577 | 0.2313 | 0.1854
esb 05, | 3-6257 | 0.4073 | 0.2050 | 0.1642

1.4.2 Expected Shortfall pour un mélange de distributions elliptiques

Dans cette partie, étant donnée la VaR d’un portefeuille "linéaire” ou "affine” sous I’hypothese
que le vecteur des facteurs de risque suit le mélange de m distributions elliptiques, on se propose
de calculer 'Expected Shortfall pour un taux de confiance 1 — o comme suit :

—-ES, =

1
= aE (AH . ].{AHS*VG/RQ})

1

- - / 5ot fx(x) du
{0zt<—VaRu}

D : - :
AM<VR3xm@~mmi@—mnw.

=;ﬁi -

Aussi Etant donné ¥; = A! A;, en utilisant des changements de variables appropriés, on obtient :
1 m
-ES, = — 5 ;

1 m
- 2> 521 gilel?) d= + -]
« i=1 {|6A]z1<—=8-u;—VaRa}

. ‘. 2 . . . ; 4
Aussi en écrivant ||z||* = 22 4 ||2'||” puis en introduisant les coordonnées sphériques 2z = r¢,
£€ S, 2,0na

E(AII | ATI < —VaR,)

(16421 46 - i) gi(|l[I*)d=
[60A;|z21<—6-ui—VaRa}

75/,L£7VaRa

_Esa:Z@;a-uhL‘Sz—ﬂzﬁi/omrn_z[/ :
i=1 i=1 —00

0A;| 21 gi(21 + 7“2)dzl} dr.
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1.4. Expected Shortfall avec les distributions elliptiques

En introduisant la variable u = z% + 72, puis en rappelant 1.2.1, on a

. 0-u; + VaR,
a, |6A,L|

Notons gq,; au lieu de qa n, ainsi nous avons

(e 9]

By = =3 [+ joa Bl (= )7 gi(w) du d]
i=1 qo,i 22

1

n—1

ot

m n S, o q o1
= =S+ a2l [T e )T g au, (7
=1 i=1 q

puisque

Vu e e
/ 21 (u — zf) "z dz1 = 1 (u — in)Tl .
Qo ,i

n—1

Théoréme 1.4.3 Etant donné un portefeuille linéaire ayant pour facteurs de risque X = (Xq, - -

et pour rendement absolu AIl = § - X. Si la fonction densité de probabilité de X est fx(z) =

Yoy ﬁi|2¢|_1/2 ((x—ps)2; Y (w—p)t), alors en remplacant qo par sa valeur, I’Expected Shortfall
au taux de confiance 1 — « est :

m m n_1 o w1
ESq = — A izitl/Q-M-/ — ()% 7 gi(u) du. (1.
S =T+ S AU iy f () T 0 e

Remarque 1.4.2 Si en particulier, on est dans une situation ou u = u; et ¥; = X pour tout
t=1,...,n, dans ce cas ¢, ne depend pas de i. En effet, ¢o; = qo = gME-VaRa te] que

VaRy, = =0 - + ¢ME-Vaka /55t
D’ou le corollaire qui suit :

Corollaire 1.4.1 Supposons qu’un portefeuille linéaire AIl = 6-X, tel que les facteurs de risque
X = (X1,---,Xy) admet pour fonction densité de probabilité fx(x) = > i+, Gil% Y2 gi((x —
WX x — p)t). Si on remplace ¢ME=VeE par sa valeur, I’Expected Shortfall pour un tauz de
confiance 1 — « est donné par :

ES,=—6-pu + ¢MFES Vxst (1.59)
avec
n—1 m
ME-BS _ T * > ME-VaR\2\ "3+
o - T(2EL i(uw) du. 1.60
o a-F(”Tl) ;ﬁ /(qlllﬂEVaR)g (u (40 ) ) gi(u) du ( )
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1.4.3 Application : Expected-Shortfall linéaire et mélange de distributions
Student

Dans le cas ot on travaille avec un mélange de distributions t-Student, il suffira de remplacer
(ntvy)
dans le 'expression (1.57), gi(u) = C(vi,n)(1 +u/v;)” 2, avec C(v;,n) définie précedemment.

En substituant momentanement ¢ par qzww et d’apres les calculs précédents,

77«+V7;

/:(u—q) : <1+%)_ " du

ntv; _(vi—1 vi—1 n+1
= ViQ (q2+Vz)(2)B<Z2 ’ : >

Si on pose :

1—v;

1
q(])t/[ST BS = - fzﬁl ((Vz)) ;/1/2 ((q;,ui)Q‘FVi) 2 )

2

apres certaines opérations sur les expressions de (1.54), on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.4 Pour un tauz de confiance de 1 — «, si le vecteur des facteurs de risque d’un
portefeuille linéaire suit un mélange de distributions Student admettant pour fonction densité de
probabilité

_ v;+n
Zﬁ F(Vz;'n) (1 N (33 _M)tz—l(x _ M)) (%)
i Vz/2 ’Z‘ v ) v; )
alors
m m v;—1 s
¢ = —0- . t1/2 . 1 F( 2 ) 1/1/2 MST—VaR\2 ) (TZ>
ESQ’V g MZ@-FMZ(S | ;ﬁla.ﬁ F(%) Vi ((Qa ) +I/z)

1—v;
o T(® 1)1/”'/2 §-p+VaRy\? (%)
= Tomt |525t|1/22 P 2(%) 055172 T

- _5. o+ qMST ES STt

1.4.4 Quelques résultats pour la Delta ES sous le mélange de t-Student

En se servant de Mathematica, nous obtenons quelques résultats numériques apres applica-

tion du corollaire 1.4.4 lorsque m = 2.

Etant donné s = qg,, 1, = qgf S=VaR  shtenu comme solution de

F(Saﬁaylal/Q) = «,

on introduit la fonction H telle que

H(s,B,v1,v2) = - Hi(s)+ (1 — ) - Ha(s), (1.61)
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(q

MST—-VaR
« @ 7/87

H;(s) =

Vi, 12)

Bi

L (

I/Z'—l

a-m T

pour i = 1,2. Etant donnés, 3, 11 et 15, on donne dans les tables suivantes quelques valeurs de
MST-ES _ H

1%

(3)

_ _MST—-ES
= 4B

2 ) vi/2

1.5. Quelques secteurs d’applications

1—v,;

(82 + Vi) 2 )

TAB. 1.8 — Quelques valeurs de qé\[/IST_ES pour a = 0.01
(vi,v2) | (2,3) (3,4) (4,6) (7,15) (8,40)
Qs | 6.36587 | 1.29375 | 0.243125 | 0.00290856 | 0.000681262
95000 | 7.01881 | 1.41000 | 0.279435 | 0.00341273 | 0.000793844
Qs | 764714 | 1.52252 | 0.31424 | 0.00389277 | 0.0008997532
Qoo rn | 8:25196 | 1.63141 | 0.34759 | 0.0043495 | 0.000997532
Goinonry | 8.83444 | 1.73679 | 0.379538 | 0.00478369 | 0.00108926
B somye | 93957 | 1.83877 | 0.410131 | 0.00519619 | 0.00117468
TaB. 1.9 — Quelques valeurs de qé‘é/[ST_ES pour o = 0.001.
(vi,v2) | (2,3) (3,4) (4,6) (7,15) (8,40)
9 5 | 20.8961 | 3.03289 | 0.576689 | 0.00661826 | 0.00164597
W50 | 231642 | 3.32289 | 0.666054 | 0.0074621 | 0.00180969
A5 | 252707 | 3.58757 | 0.716427 | 0.008196 | 0.00194229
W o | 27239 | 3.83719 [ 0.776394 | 0.00883632 | 0.00205071
A e | 29.0885 | 4.07077 | 0.830853 | 0.00939711 | 0.00214048
G50y | 30.8351 | 4.28993 | 0.880508 | 0.00989055 | 0.00221577

1.5 Quelques secteurs d’applications

Dans cette partie, on donne quelques secteurs d’applications de nos résultats, tels qu’ils
existent dans la littérature financiere. On distinguera au moins sept exemples d’applications.
— Delta-approximation d’un portefeuille contenant des options.
— Portefeuille Linéaire d’actions.
— Entreprise comme portefeuille d’unités d’affaires.
— La VaR incrémentale
— Probleme d’agrégation du risque.
— Choix de Stratégie optimale d’un portefeuille avec la VaR et ES linéaire.
— Quantile de couverture (en anglais quantile hedging).
Pour plus de détails consulter Folmer et Leukert [16].
— Taux de change.
Pour plus de détails consulter RisKMetrics classic [30].
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Chapitre 1. Valeur a Risque et Expected Shortfall pour des Portefeuilles Affines

1.5.1 Approximation linéaire A — © d’un portefeuille

Dans le cas o nous voulons estimer la VaR d’un portefeuille contenant des produits dérivés,
on substituera la notion de ”Delta portfolio approximation” connue dans la littérature financiere
par "Delta-Theta portfolio approximation”.

En clair, supposons qu’on détient un portefeuille contenant des produits dérivés comme des
options dont le risque dépend a son tour de facteurs de risque sous-jacents aux produits dé-
rivés. Dans notre étude suivante sans perte de généralité'?, les facteurs de risque seront les
rendements logarithmiques des actifs sous jacents aux produits dérivés. On considére un por-
tefeuille contenant des produits dérivés dépendant de n sous-jacents ayant pour prix joints
X(t) = (Xui(t),...,Xn(t)), et tels que les rendements logarithmiques r; = log(X;(t)/X;(0))
entre [0,t] joints est un vecteur qui suit une distribution elliptique. De plus sachant que le prix
du portefeuille a 'instant t est V', pour obtenir la VaR linéaire d'un tel portefeuille on pourra
exprimer une approximation de 1¢ ordre du rendement absolu du portefeuille en se servant de :

VX0~ VIX(0),0)+ Y T (X(0),0)(Xi(t) ~ X:(0)) 1 5 (X(0),0)
=1 t
= V(X(0),0)+ Y T (X(0),0)X4(0) (explri) — 1)+ © -1
=1 ¢
~ V(X(O),O)+§n:5¢ri+@-t. (1.62)
=1

Ainsi, une approximation de la fonction Profit & Perte AV pourra s’écrire comme suit :

AV=§-rt4+0t,

avec 7 = (r1,...,m) et § = (d1,...,0p) tel que §; = X;(0) - g)‘(/i (X(0),0).

Corollaire 1.5.1 Supposons que la fonction Perte & Profit du portefeuille sur un intervalle de
temps est approzimativement AIl = § -1t +© -t, avec pour poids joints § = (81,...,0,), relatives
a la composition du portefeuille. Supposons de plus que le vecteur aléatoire r = (ri,--+ ,1y)
constitué des facteurs de risques des sous-jacents, suit une distribution elliptique admettant pour
fonction densité de probabilité f,(x) = ]Z|71/2g((x — W)X Nz — p)t) ot p est lespérance et ¥
est la matrice de variance covariance et que g(s%) est intégrable sur R, continue et partout non
nulle. Alors la VaR, du portefeuille notée Delta-Theta-elliptic VaR au taux de confiance 1 — «
est donnée par :

VaRy = —0-p' +© -t + ¢, - VOud,

ou s = qi  est l'unique solution positive de l’équation transcendantale
= G(qg,n)'

Aussi, 'Expected Shortfall est donné par :

2on aurait pi trés aisement utiliser comme facteurs de risque, les rendements absolus (X (¢) — X;(0));, ou des

Xj(i)—Xj(0)>
J

rendements relatifs ( X0y
J
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Corollaire 1.5.2 Supposons que la fonction Perte & Profit du portefeuille sur un intervalle de
temps intéressant est donnée par approximation comme suit : AIl = § -1t + O - t, avec pour
poids par rapports aux portefeuilles 6 = (41,...,9y). Supposons de plus que le vecteur aléatoire
r=(r1,---,rn) constitué des facteurs de risque des sous-jacents suit une distribution elliptique
ayant pou densité de probabilité f.(x) = ]Z|_1/29((x — WYX Nz — )b, o p est le vecteur
Iespérance et Y. est la matrice de variance-covariance. Aussi supposons également que g(s?)
est intégrable sur R, continue et partout mon nulle, Alors sous ces hypothéses, la Delta-Theta
Elliptic ES au tauz de confiance 1 — v est

n—1

5 ) n—1
ES, = —0-pl+0-t4[ox2 / —(g%,)?) 2 du (1.
S 5 pul+0 -t 4556 ST S (u=1(g2,)°) * g(u) du (1.63)
= —5-p'+O-t+ Ky, 606" (1.64)

Remarque 1.5.1 Pour des intervalles d’exercice assez petits, on considere que p ~ 0. Ainsi

pour t = 1 on obtient :
VaRy = 0O +¢j, ,, - VX,

et
ES, =0+ K%S’a VNI

En particulier, lorsque la distribution elliptique est une t-Student, en s’inspirant des calculs
précédents, on introduit la Delta-Theta Student VaR et la Delta-Theta Student ES. Remarquons
aussi, qu’on peut trouver un résultat similaire, si on travaille avec le mélange de m distributions
Elliptiques, ayant la méme matrice de variance-covariance et la méme espérance. Aussi, cette
formule est applicable, si on travaille avec le mélange de m distributions Student.

1.5.2 Portefeuilles d’actions
Dans le cas ou on a un portefeuille d’actions avec pour vecteur prix actions Si,---, .Sy,

sans perte de généralité en utilisant les rendements logarithmiques'?, on peut par approximation
de Taylor ’ordre 1 obtenir que,

() —T10) = > wiSi(0)(Si(t)/Si(0) — 1) (1.65)
=1

Q

zn:wisi(o)n(t) =67 (1.66)
=1

Bien siir puisqu’on utilise des rendements logarithmiques, cette approximation est valable pour
r;(t) assez petit .
1.5.3 Entreprise comme portefeuille d’unités d’affaires

Un cas intéressant est de regarder une grande entreprise ou institution'*, comme un por-
tefeuille linéaire d’unités d’affaires. Ainsi la valeur d’une telle entreprise ou institution sera la

130n peut écrire aisement la fonction perte & profit d’un portefeuille d’actions de facon linéaire en fonction des
rendements absolus, ou des rendements relatifs.
14Par exemple une multinationale ou une grande institution financiére
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somme des valeurs des unités d’affaires individuelles. Si X, est la variation de prix ou de ren-
tabilité d’une unité d’affaire j dans une période, alors la variation de prix sera dans la méme
période

All = X1 + -+ X,.

L’institution entiére est par conséquent régardée comme un portefeuille linéaire, avec § =
(1,1,...,1), pour lesquelles les résultats de ce papier sont applicables lorsque (X7, ..., X,) suit
une distribution elliptique, ou le mélange de distributions elliptiques. On pourra ainsi appliquer
les modeles de ce papier, pour 'estimation de la VaR linéaire, la VaR incrémentale, I'Expected
Shortfall, et méme I'agrégation du risque, d’un portefeuille d’unités d’affaires. Voir pour plus
détails Dowd [12] chapitre XI et Mina and Xiao [29].

1.5.4 Application pour la VaR incrémentale

La VaR incrémentale a pour but de définir la contribution de chaque actif a la VaR totale
du portefeuille. Cet outil statistique permet au gérant d’évaluer si la transaction qu’il envisage
va augmenter ou diminuer la VaR totale de son portefeuille. La VaR incrémentale est définie de
telle sorte que la somme des VaR incrémentales soit égale a la VaR totale du portefeuille. La VaR
incrémentale donne par conséquent une estimation du changement résultant de la VaR, apres
une décision de la direction. Les Résultats de Mina et Xiao [29] sont fait pour une VaR d’ac-
croissement (incrémentale) sous ’hypothese d’une distribution normale. Nous ferons de méme,
mais sous ’hypothese que le vecteur des facteurs de risque suit un mélange de distributions
elliptiques de vecteur espérance nulle, et admettant les mémes matrices de variance covariance.
Si l'on désigne par IVaR; la VaR incrémentale pour 'actif ¢ du portefeuille, et par 6; le pour-
centage d’échange dans la dimension de 'actif ¢ du portefeuille, alors la VaR incrémentale du
portefeuille est donnée par :

AVaR = Z 0; IVaR,;.

En utilisant la définition de IVaR; comme dans [29] (2001), on a que

oVaR
1VaR; = wi———— 1.67
=i (1.67)
avec w; est quantité investie dans ’actif 7. Dans le cas d’un portefeuille d’actifs et sous I’hypothese
d’un mélange de distributions elliptiques des facteurs de risque, ayant les mémes matrices de
variance covariance 3, puis en supposant que p = 0, on a que

VaR, = —q5 V%4,

On peut des lors calculer ou estimer IV aR; pour le i-eme constituant du portefeuille comme

IVaR; = w; agaR = Wi7i

Wi

avec
Yw

V=% :
VoXat
Le vecteur v peut-étre interprété comme le gradient du vecteur sensibilité de la VaR sous I’hy-

pothese des caractéristiques des facteurs de risque. C’est ce qui a été fait dans [29], sauf que le
coefficient quantile de ( 1.68) dépend de g.

(1.68)
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Si la VaR incrémentale d’un actif est positive, alors elle contribue & augmenter la VaR totale
du portefeuille. Par contre, si la VaR incrémentale de l'actif est négative, son introduction dans
le portefeuille diminuera la VaR totale. Si on veut diminuer la VaR d’un portefeuille, on pourra
découper le portefeuille en un nombre fini de sous portefeuilles et on calcule la contribution
de chaque sous portefeuille & la VaR totale du portefeuille. Une fois identitifiée la partie du
portefeuille qui contribue le plus a la VaR, on peut réaliser une analyse plus fine, actif par actif,
de chaque sous portefeuille. On pourrait ainsi identifier les transactions a envisager pour réduire
la VaR, et donc le risque du portefeuille.

1.5.5 Probléeme de ’agrégation du risque

Supposons qu’on détienne un portefeuille ”linéaire” constitué de m sous portefeuilles ”li-
néaires” distincts qui appartiennent a m marchés distincts. Sachant que sous ’hypothese que le
vecteur des facteurs de risque du sous-portefeuille linéaire ¢ du marché M; suit une distribution
elliptique. On se propose d’estimer la VaR et 'Expected Shortfall du portefeuille global.

Pour étre succinct et simple on va se limiter a m = 2, en considérant un portefeuille
global constitué de 2 sous portefeuilles différents et appartenant a 2 marchés différents ayant
respectivement pour poids dans le portefeuille global d; et 2. Ainsi, on mettra en exergue, la
VaR du portefeuille global en fonction des VaRs des 2 sous portefeuilles, et de la corrélation
entre les 2 marchés distincts.

Si ¥ représente la matrice de covariance du marché 1 et que Yo représente la matrice de
covariance du marché 2, on pourra écrire la matrice de corrélation du portefeuille global comme

suit :
Y1 X2 >
3= ,
( DIPPLID 3%

ol Y12 est la matrice de corrélation qui prend en compte I'interaction entre le marché My et le
marché My . Si 6 = (§1,d2), on a que

5ty = 51t2151 + (52752252 +2- 61t21262. (169)
Et si de plus =~ 0, on a que

VaRy = 3, - V030,
et la VaR du portefeuille global sera

VaR,(M) = \/VaRa (M1)? + VaRa (Mz)? + 2[q8 u]? 511205, (1.70)
Notons qu’on pourra distinguer plusieurs cas suivant la forme que prend Xqi5. Aussi on
obtient une interrelation comme suit :
5113126
¢ _ : 1 12 2t (1‘71)
V (017£161)(62"2202)

avec VaR,(M) est la VaR du portefeuille global tel que :

VaRo (M) = /[VaRq(Mj)]2 + [VaR, (M;)]2 + 2¢ VaRq(M;)VaR4(Mz)). (1.72)

Aussi pour p =0,

ES, = Kjg, V%o,
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par conséquent en s’inspirant des techniques utilisées pour I'agrégation de la VaR, ’Expected
Shortfall du portefeuille global sera donné par :

ESa(M) = \/ESa(M1)2 + ESa(Ma2)? + 2[KEg ]2 61°S1262. (1.73)

Ce qui implique que

ESq(M) = v/[ES.(M1)]2 + [ES.(Ma)]? + 26gs - ESq(M7)ES, (My)), (1.74)

avec
611202

ors = V(01'2161)(62"202)

(1.75)

1.5.6 Choix optimal de la stratégie du portefeuille

En s’inspirant du modele mathématique de sélection de portefeuille de Markowitz, puisqu’on
a prouvé que la VaR, ou I’ES d’un portefeuille linéaire ou affine, lorsque le vecteur des facteurs
de risque suit une distribution elliptique, ou plus encore un mélange de distributions elliptiques
avec ¥j = X et p1; = p, s’écrivent comme une combinaison linéaire de Vd X 6t et 0 p, il serait
intéressant pour un investisseur de trouver la composition de tous les portefeuilles correspon-
dant au critere d’efficience qu’il a défini. Aussi, pour un ensemble de titres donnés, on pourrra
construire la frontiere efficiente correspondante. Compte tenu de la définition du rendement et
de la VaR linéaire, il s’agit de minimiser la VaR linéaire pour un rendement donné. Puisque

VaRy = —6-p + ¢f,\/o%0"
= P(0) (~w-p + g8, Verso) (1.76)

ou P(0) est prix du portefeuille & l'instant initial et w € {w = (w1,...,wy) € R" /D" w; =
1} représente un portefeuille, il suffira pour l'investisseur de se mettre par exemple sous la
contrainte d’ une rentabilité espérée 6 - u© = FE, pour déterminer la valeur § = Jy qui rendra
minimale la VaR,. Il s’agit de choisir la stratégie qui permet d’obtenir le portefeuille le moins
risqué et avec une rentabilité espérée et fixée par l'investisseur. On pourrait tres facilement
trouver ’ensemble des portefeuilles efficients, en utilisant une méthode d’optimation basée sur
I'utilisation du Lagrangien. En effet, le modele s’écrit :

Minimiser —w-p + g5, Vwlw (1.77)
sous les conditions :
W= pp (1.78)
n
Y wi=w-1=1 (1.79)
i=1

Notons qu’aucune restriction n’est faite sur les w;, ainsi les solutions pourront donc comporter
des proportions d’actifs négatifs, ce qui correspond a une situation ou les ventes a découvert
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sont autorisées. Ce probleme d’optimisation peut se réduire a déterminer

1
Minimiser R W' (1.80)

sous les conditions :

n

Zwi Hi = Hp

i=1

n

Zwi =w-1=1.
=1

On définit le Lagrangien associé au probleme, soit
L=wXw +y(pp—w-p)+72(l —w-1) (1.81)

ou 71, Y2 sont des multiplicateurs de Lagrange. Une solution vérifiée par la solution du probleme
est d’annuler les dérivées premieres de L par rapport a chacune des variables. Si on note wy,, le
vecteur colonne réprésentant un portefeuille efficient, il sera solution de ’équation

0
0= %L(w,vl,’m) =2X wy, —np— 721 (1.82)
Si ¥ est une matrice non singuliere, la solution est
1 _
Wiy = 527 (pta21) = 371 Qap+ o), (1.83)

o A1 = 71/2 et A\y = 72/2 sont les nouveaux multiplicateurs de Lagrange. En utilisant les
contraintes, on a

pp = prwy, = BA1 + Ao (1.84)
et

1 =1'w,, = A\ + C)s, (1.85)
ou A=ptY™ M, B=p!Sy, C =171, En posant D = BC — A?, la solution du systeme &
2 équations linéaires

pp =B A + A
1=AXMN+C Ay,

est ()\1 = 7A+DC“ 2 g = 7A‘E+B>. Apres des calculs simples, il s’ensuit que
Wy, =8 + pph, (1.86)
ou
B BY~l1 — Ax 1y
&= D
et
h— CYy lu—Ax—11

D
Remarquons que g et h sont des vecteurs fixés qui ne dépendent pas de p,. De méme les scalaires
A, C, D ne dépendent pas de p,. Cette solution implique que la VaR linéaire du portefeuille
optimal s’écrit :

VaRy, = —pp + @ny/wh S,

= —uig + mph) + /(& + mh)Se + pph).  (L87)
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TAB. 1.10 — Données de 11 actions distinctes du CAC 40.

k Actions Sk(0) | volatilité
1 Action-BNPPARIBAS 39.75 42.13
2 Action-BOUYGUES 27.30 41.87
3 Action-CAP GEMINI 24.00 66.36
4 | Action-CREDIT AGRICOLE | 14.80 37.41
) Action-DEXTA 9.38 45.42
6 Action-LOREALL 62.90 37.07
7 | Action-SOCIETEGENERALE | 64.00 42.54
8 Action-TF1 22.02 44.10
9 Action-THOMSON 17.13 57.96
10 Action-VIVENDI 17.00 57.03
11 Action-AGF 19.00 61.92

Le rendement qui minimise la VaR linéaire (1.87) est solution de I’équation

d tSh +h'Sh
= VaRy, =-1 + ¢, e T 2 =
dpip H V(g + mph) X(g + pph)
Sachant que ¢4, > 0, lorsque
S g!>h
i 2 s

le rendement ;"""

du second dégré

qui minimise la VaR linéaire sera tout simplement une solution de ’équation

Ay + 2By + C1 =0, (1.88)
ot A; = (1 — ¢2)(htLh)? # 0, B = h'¥g — (g'Th)(h'Th)(¢2)? = g'>h(1 — (¢%)? h'Th)

[0
C, = g'¥g — (¢2)%*(g'=h)2. L’équation (1.88) admet une solution réelle si son discriminant

A = 4(B? — A1Cy) > 0. Dans la suite, on va calculer upmi" et VaRiu

utilisant Matlab. Par suite on va déterminer les portefeuilles efficients lorsque

de fagon numérique en

min

min

n
pp" < pp < max p;.

1.5.6.1 Application & un portefeuille du CAC 40

Dans cette application g sera donné par la distribution multivariée t-Student avec pour
dégré de liberté 10, dans ce cas q(t).01,10 = 2.76377. La matrice EWMA X sera determinée avec
A =0.8913.

Nous considérons un portefeuille contenant 11 actions distinctes du CAC 40, ayant pour
prix a linstant II(¢) & l'instant . On se propose de choisir parmi les différents portefeuilles
w € R tels que leil w; = 1, ceux qui sont éfficients et en particulier celui qui permet d’obtenir
la VaR linéaire minimale pour une espérance de rendement fixée. Matlab nous permet d’obtenir
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le portefeuille optimal suivant :

0.0260
0.0659
—0.1324
0.1412
0.0646
Wmin = | —0.0932 (1.89)
0.1963
0.1017
0.0383
0.1588
0.0394

Pour un tel portefeuille le prix initial étant P(0) = 14.1779, la Delta Student VaR pour un taux
de confiance de 99% et pour un dégré de liberté v = 10 est

VaRg§l 1o = 0.2574.

La courbe indiquant la frontiere efficiente est la suivante :

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré comment réduire I'estimation de la VaR pour un por-
tefeuille linéaire sous I'hypothese que le vecteur des facteurs de risque suit une distribution
elliptique, a I’évaluation d’une intégrale unidimensionnelle. Dans les cas particuliers ou la dis-
tribution elliptique est une distribution multivariée t-Student, ou une distribution de Laplace
généralisée, on introduit les équations transcendantales explicites dont les zéros permettent d’es-
timer la VaR linéaire. Ces équations s’écrivent en fonction de la fonction I'-incomplete 2, des
fonctions spéciales hypergéométriques'®. Aussi, nous montrons comment utiliser le mélange de
distributions elliptiques pour estimer la VaR afin de suppléer les limites d’une distribution el-
liptique!”. On propose aussi des calculs pour servir ’estimation de ’Expected Shortfall lorsque
le vecteur des facteurs de risque suit un mélange convexe de distributions elliptiques. Des illus-
trations pour ’Expected Shortfall sont faites sous I’hypothése d’'un mélange de distributions
multivariées t- Student. Enfin, nous enoncons quelques domaines d’applications de nos résultats
pour la pratique financiere. En somme dans ce chapitre, on a proposé des méthodes analytiques
pour le calcul de la VaR et ES linéaire, lorsque le vecteur des facteurs de risque suit un mélange
convexe de distributions elliptique. On introduit une esquisse montrant comment déterminer la
frontiere efficiente avec la A- elliptic, avec une illustration faite avec la A-Student VaR. Dans la
partie suivante on va s’intéresser aux risques des portefeuilles "quadratiques”.

15]orsqu’on utilise une distribution multivariée de Laplace généralisée ou leurs mélanges

lorsqu’on utilise les distributions multivariées Student ot1 leurs mélanges convexes.

"Une de ces limites est le fait que les marginales d’une distribution de probabilité elliptique, ont la méme
caractéristique
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F1a. 1.1 — Courbe de la frontiere efficient (rendement espéré - Delta Student) lorsque o = 0.01,
et le dégré de liberté est v = 10. p,, € [minj; p;, max}  p;] ot = (p1,. .., fin) est I'espérance
des rendements historiques sur 3 mois.

_3 Frontiere efficiente p_ — Delta Student VaR (alpha=0.01, dégré de liberté v=10)
x 10 P o
8 T

4]
T

rendement esperé
w »
T T

2 - . —
Portefeuille efficient
“ ayant la VaR minimale
1 - ‘ —
L 2
b 2
L
L
0 I I I I ' I I I
(0] 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

Delta Student VaR (en % du prix initial du portefeuille)
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Deuxieme partie

Estimation de la VaR et de LES
d’un portefeuille "quadratique”
lorsque le vecteur des facteurs de
risque suit un mélange de
distributions elliptiques






Chapitre 1

VaR Analytique d’un portefeuille
quadratique A — ' — O elliptique

1.1 Introduction

Dans la partie précédente, nous avons développé des méthodes de VaR et ES linéaires
lorsque le vecteur des risques suit un mélange de distributions elliptiques. Cependant dans la
pratique financiere, lorsqu’on veut estimer la VaR d’un portefeuille contenant des produits com-
pliqués tels des produits dérivés, dont les prix sont souvent des fonctions compliquées non li-
néaires des prix des sous-jacents, on s’interroge sur ’erreur commise lorsqu’on considere une
approximation linéaire d’un tel portefeuille compliqué. Pire encore, méme lorsqu’on veut tra-
vailler avec la A-VaR, on se trouve démuni lorsqu’on veut estimer le risque d’un portefeuille
contenant des options et couvert (A = 0) . A la rencontre de telles limites, certains prati-
ciens voudraient utiliser la méthode Monte-Carlo, qui consiste a simuler les variations possibles
du portefeuille concerné. Mais, vu la lenteur, la lourdeur et 'imprécision de la méthode Monte
Carlo, une solution souvent utilisée dans le cadre des méthodes paramétriques pour estimer la
VaR est de considérer une approximation quadratique du portefeuille compliqué en fonction de
ses “grecques”.

Sous I'hypothese des facteurs de risque gaussiens, des auteurs tels que Cardenas et al. [9]
et Rouvinez [38] ont développé dans ce sens des approches analytiques rigoureuses en se servant
de la fonction Fourier inverse, de la fonction caractéristique de la distribution gaussienne afin
d’obtenir le quantile qui permet d’obtenir la VaR. Dans Duffie et Pan [11], les auteurs proposent
un algorithme dans le méme sens, mais qui prendrait en compte des sauts lors des variations des
prix. Cependant, leur méthode marcherait difficilement avec des facteurs de risques suivant une
loi de distribution elliptique non gaussienne (comme la distribution de Laplace généralisée), car
il n’est pas facile de déterminer explicitement la fonction caractéristique de la loi de distribution
de Laplace généralisée. Aussi, sous 'hypothése que le vecteur des facteurs de risque suit une
t-Student, Glasserman, Heidelberger et Shahabuddin [21] propose une méthode basée sur 1’ex-
ploitation de la fonction caractéristique. Mais, notons que dans ’appendice B de RiskMetrics”™
[30], Zangari montre que la distribution de Laplace généralisée appelée "GED”!| est une alter-
native sérieuse a la distribution t-Student. D’ou l'interét qu’on donne a cette distribution pour
un meilleur controle des des valeurs extrémes.

18En anglais A-hedged.
19Generalized exponential distribution
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Dans ce chapitre, on va donner ’esquisse d’'une méthode analytique pour estimer la VaR
analytique d’un portefeuille d’options approximé quadratiquement en fonction de ses "grecques”,
lorsque le vecteur des facteurs de risque suit une distribution elliptique. Dans le cas particulier
ou la distribution elliptique est une distribution multivariée de Laplace généralisée DLG(0, X, v),
on montre comment & partir des données historiques d’un portefeuille du CAC 40, on pourrait
déterminer les parametres > et v. On rappelle aussi l'algorithme de la méthode VaR Monte
Carlo, puis les alternatives proposées dans la littérature financiere pour pallier au caractere
local de 'approximation quadratique due a Taylor.

1.1.1 Portefeuilles contenant des options

Les investissements financiers sont en général faits en forme de portefeuilles qui regroupent
plusieurs produits financiers, des produits dérivés, comme des contrats futurs et des options.
Un exemple de tels portefeuilles sont les SICAVes proposées par les banques a leurs clients. On
s’intéresse plutot aux risques inhérents a de tels portefeuilles, qu’aux risques présentés par les
produits individuels. En fait, le risque d’un portefeuille n’est pas tout simplement la somme des
risques des produits individuels qui la composent. Les portefeuilles contenant des options sont
souvent constitués de facon a minimiser le risque couru.

Pour calculer la VaR d’un grand portefeuille avec des produits financiers modérement com-
pliqués, on a besoin de vrais outils mathématiques et numériques, raison pour laquelle beaucoup
de chercheurs en mathématiques s’intéressent actuellement a la finance mathématique.

Un portefeuille peut étre regardé comme un vecteur # € R"*! ayant n+1 composantes, telles
que la composante ; € R représente le nombre, non nécessairement entier, du iéme instrument
dans le portefeuille. Le prix II(S(¢),t) du portefeuille & I'instant t dépendra du prix P;(S(t),t)
de chaque instrument & Uinstant t, ot S(¢) = (S1(¢),...,Sn+1(t)) est le vecteur constitué des
prix des actifs sous-jacents aux produits dérivés du portefeuille.

Etant donné les prix S(t) des sous-jacents aux instruments que contient le portefeuille ayant

pour prix a l'instant ¢
n+1

H(S(t)vt) = Zez PZ(S(t)at)
i=1

Rappelons que le prix d’une option dépend du prix de son sous-jacent. L’évaluation du prix
d’un call ou d’un put Européen se fait avec la formule de Black et Scholes, qui suppose que la
volatilité et le taux d’interét sont constants.

Il existe aujourd’hui beaucoup de littérature sur la théorie des options et la gestion du risque,
ou on montre comment évaluer le prix d’une option en fonction du comportement aléatoire du
prix de sous-jacent ou des sous-jacents (lorsqu’il s’agit par exemple d’une option sur un panier
de sous-jacents). Pendant que certains s’intéressent & la variation du prix d’un portefeuille de
fagon globale, d’autres étudieront les sensibilités des instruments individuels et les variations du
prix des instruments par rapport aux prix des sous jacents.

Mathématiquement, on définit le vecteur gradient appelé A comme suit :

oIl oIl
A—VS(H) - <8517”"8Sn+1> - (Ala"‘7An+1)‘

Conformément au développement de Taylor a I'ordre 2, on peut considérer la deuxieme sensibi-
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1.1. Introduction

lité, I', comme une sensibilité qui permet de savoir comment varie les premieres dérivées du prix
du portefeuille par rapport aux sous-jacents. I' est la matrice hessienne suivante :

011
= O (G 00) "
et la sensitivité © s’écrit S0
= —(0). 1.2
0:= 52 (0) (12)

Pour éviter le probleme du a la fonction compliquée non linéaire II(S(t),¢), on la remplace
souvent par son “approximation A —I'— ©”, ou approximation de Taylor d’ordre 2 en négligeant
aussi les termes d’ordre t2, comme suit :

n+1
Ot+ Z A; (S;i(t) — Si(0))
=1

Q

TI(S(t), t) — [1(S(0), 0)

n+1

o 37 (Si8) — SO)Ts5(S5(6) — 5(0)) + O 1
ij=1
= @t—i—(A,X(t))—i—%(X(t),F X)), (1.3)

ot X (£) = (X1(t), ..., Xnp1 () = (S(t) — S(0))t 2,

Remarque 1.1.1 Remarquons que dans I'expression (1.3), X (¢) est le vecteur colonne consti-
tué des rendements absolus des actifs sous-jacents distincts du portefeuille. Aussi, sachant que
X(t) = (S1(0)Ry(t), ..., Snt1(0)Rpy1(t))?, avec R;(t) = X;(t)/Si(0) est le rendement relatif du
sous-jacent i pour la période [0, t], on s’apergoit bien qu’on peut déterminer la VaR A —T' — 0,
en se donnant des hypotheses de loi de distribution sur les facteurs de risques joints tels les
rendements absolus joints, les rendements relatifs joints, ou les rendements logarithmiques joints
des sous-jacents.

Le cas ou on utilise les rendements absolus ou des rendements relatifs dans ’expression 1.3
étant quasi trivial, en suivant [36] nous donnons dans ce qui suit un détail sur comment utiliser
les rendements logarithmiques pour compléter 'approximation quadratique de (1.3), pour des
petites variations des rendements.

1.1.2 Approximation quadratique avec des rendements logarithmiques

Par une autre approximation [?]), on a obtient

< 9TI(S(0), 0)

s ~ 10,0+ 30 200 g 50 (L4
i=1 !
n+1 2
b3 30 - 500 =G s - 5500 + .

ij=1

20980it y un vecteur, la notation y* signifie la transposée du vecteur y.
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. . 2
En posant A}, = %é?),o) et Iy = %8(2%’0), on va une fois de plus faire une approximation de

Taylor de second ordre du rendement logarithmique de chaque actif sous-jacent du portefeuille
dans [0,t], t assez petit. Rappelons que le rendement logarithmique dans [0, t] est donné par :

log(Si(t)/5i(0)) = ni(t).
Ainsi,

Xl = S0

= Si(0))(exp(ni(t)) — 1).

Pour une période de variation assez petite, d’apres une approximation de Taylor d’ordre 2 de la
fonction exp(n;(t)) en n;(t) au voisinage de zéro, on obtient :

_1)

ni(t)°
exp (i(1)) — 1~ mt) + ™3
En remplagant dans 1.5, on obtient :
n+1 )
T(S(t), t) —11(S(0),0) ~ Y AGSi(0)(exp (m;(t)) — 1)
n+1 o1l
3 D7 SO O (exp (1)) — 1)fexp (1)) — 1) + 5 ¢
i,j=1
n+1 n+1
i oIl
~ ZAOSz( 77+ 77@ Z S () 77@773 + = ot t.
— ]
En posant A; = S;(0) AY et
pi_ § S0 + A ifi=
T SOS,0rF it i)
on obtient I’expression suivante :
oIl
II(t) — II(0) =~ An + 77I‘17+at (1.5)
ol 77 = (n, 772, < ey Mnt1) SULL une distribution multivariée elliptique ayant pour fonction densité

h(z). {An+ 277 I'nt < -VaR, —|— t} constitue ainsi I’ensemble des états du monde tels que
la VaR, constitue la perte mlmmale avec probabilité o du portefeuille.

1.1.3 Insuffisance de approximation quadratique de Taylor.

Meéme si ’approximation quadratique de Taylor permet dans certaines situations de pallier
a la lourdeur et la lenteur de mise en oeuvre de la méthode Monte Carlo lorsqu’il s’agit d’estimer
la VaR d’un portefeuille fortement non linéaire, elle a un caractere local, dans le sens qu’elle
s’obtient avec ’hypothése des rendements petits. Hypothese qui dans la réalité n’est pas toujours
vraie. Une solution proposée par Studer [46](1999) pour pallier & cette difficulté, consiste a
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1.2. VaR analytique d’un portefeuille log-elliptique

chercher les parametres globaux (d, G) qui définissent une forme quadratique de la forme Q(w) =
QwTGw +d"w + ¢, qui s’accorde avec les prix théoriques actuels pour un ensemble assez large de
scénarios fixés. Mieux encore, Mina [28] complete 1'approche de Studer(1999) en proposant un
algorithme qui permet de trouver le couple (d, G) de facon & minimiser l'erreur d’approximation
en utilisant les moindres carrés. En effet, étant donné une fonction II dépendant de m facteurs
de risque, on aimerait trouver une approximation quadratique en utilisant n scénarios d’apres la
méthode proposée par Studer. Si on note w® pour i = 1,...,n, le vecteur des facteurs de risque
joints donné par le scénario i et II(w®) = I1) la "vraie” valeur (oi valeur sans approximation),
puis Q) = Q(w®) la valeur obtenue via 'approximation quadratique donné par (d, @), Mina
[28] propose une solution pour minimiser

i QY — mt]; (1.6)

%

sous la contrainte que G est symétrique. Mina [28] va plus loin en étudiant la complexité de son
algorithme et en faisant des tests concrets pour illustrer sa demarche.

Remarque 1.1.2 Puisque les méthodes analytiques qui seront présentées dans cette partie
seront valables pour des approximations quadratiques, la méthode de Studer [46] est la bienvenue
pour renforcer le cadre pratique de notre théorie, lorsqu’on traite des situations avec des grandes
variations des rendements.

Notons qu’il existe dans la littérature d’autres méthodes d’approximations non nécessairement
quadratiques des portefeuilles. Par exemple dans Wiener [51], I'auteur présente une méthode
qui va au dela de 'approximation quadratique, en considérant la fonction P&L notée I1(t,.S)
comme une fonction du vecteur des facteurs de risque S, ou S est un processus stochastique,
ainsi il propose une approximation via l'utilisation de la formule d’It6 en gardant les termes
jusqu'en dt? au lieu de approximation de Taylor. En effet, dans le cas unidimensionnel on a
I'approximation suivante :

oIl

dll  ~ %SdZ (terme en O(dt'/?))
855 udt + gws dzZ°  (termes en O(dt))
+ = Lol S22 pdZdt + 1a—S?’dZS (termes en O(dt>/?))
2052 6 053
1 6% 22 LI 3 9 10T s 2
+ 3952 S?% p2dt? + ~ 6555 S dZ=3p dt—#——llﬁs dz*. (termes en O(dt%))

En utilisant la relation stochastique dS = S(udt+dZ) qu’on remplace dans la formule précédente,
on obtient :
oIl 19°11

oI ,, 10700
M= gsh 2352ds 695

1 o'
53(3udtdZ2 +dZ3) + ﬂ@S‘ldz‘l. (1.7)

1.2 VaR analytique d’un portefeuille log-elliptique

La VaR, d’un portefeuille quadratique est donnée par I’équation suivante :
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Chapitre 1. VaR Analytique d’un portefeuille quadratique A — " — © elliptique

1
]P’Tob{@+A-nt+§nI’77t <VaR,} = a. (1.8)

Dans ce chapitre, on suppose que les rendements joints n = (11, ..., 7y+1) suit une distribu-
tion elliptique admettant une fonction densité de la forme

h(z) = g((z — )2~z = p)"))/Vdet(V), (1.9)

ol p est le vecteur espérance et X est la matrice de variance covariance.

En écrivant (1.8) en fonction de (1.9), on obtient I’équation suivante :

dx
g((x — )V 3z — p)b)) —— =« 1.10
/{®+A-x+;x T at<VaRa} ( VL ) det(V) (1-10)

En utilisant une décomposition de Cholesky, on a que V = HH. Si de plus on change de variable
en posant (z — pu)H~! = y, nous obtenons I’équation suivante

/ 9(lyl*)dy = a, (1.11)
{@1+y-A1+%yF1yt§—VaRa}

ou 1
@1:@+M~A+§Mrlﬁ,

Ay = (A + pl)HY,
Iy = HCH'.
On peut diagonaliser I'; comme suit :
I'y = PD,P'.

Par suite, par changement de variable si on pose yP = z, on obtient I’équation suivante :

/ g(|zH)dz = a. (1.12)
{@1+2P~1A1+1 2D 2 <—VaRa}

Sachant qu’on peut écrire
-1 1 ¢ 1 ¢
O1+z2-P A1+§~Z]D)12:T+§(z+v)]])(z+v),

avec
v=A; PD7,

et 1
T=0;— §vat,

on obtient 'intégrale

/ g(|z —vHdz = a (1.13)
%~2D1zt§—K}

VaR, =K —-T

avec
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1.2. VaR analytique d’un portefeuille log-elliptique

ou la matrice Dy peut s’écrire dans une base bien choisie de vecteurs propres comme suit :

Dt 0
= n
D1 ( 0 -D, )

sachant que

e ... 0
Di..=1 0 . o0
0 ... dS,

pour € = +1 avectouslesd;r, d;zo, et —d; < —d, <...<—d, <df§...§d;+.

En fait, on écrit R"*! = E, @ E_, ainsi tout élément € R"!, va s’écrire z = (z4,2_),
avec F_, F, respectivement les sous-espaces propres associés aux valeurs propres positives et
aux valeurs propres négatives. Et dans cette base de décomposition de R*!, Si on suppose de
plus que K = VaR, + T > 0, alors en posant R? = K l'intégrale (1.13) s’écrit :

I(R) = / o((z—v1) - D11 (@ — v1))da (1.14)
(o P-fos 22 R2)

En introduisant 1 une fonction de x suivante :

n() = Ve ? = |z [?

définie sur D = {x = (z,2_) : |z_|*> — |z |*> > 0}, si on utilise la forme différentielle de Liou-
ville?! de degré n noté L,, relative a n qui vérifie

dn A Ly =dxi A... Ndxpqq, (1.15)

I'intégrale (1.14) pourra s’écrire de la fagon suivante :

— OO r T —v) - -1, €T —v t xT). .
I(R) = /R d /{n@)_r}g“ D D (& = 01) L) (1.16)

Remarque 1.2.1 Meéme si la forme de Liouville L, n’est pas unique sa restriction aux surfaces
du type {x € Dn: n(x) =r} avec r > 0 lest.

Par un changement de variable, en posant x = r - £, ou r = n(z) et n(§) = 1, l'intégrale (1.16)
devient :

_ [ r ro&—wvp)- Dy (€ — vy T .
L R I L L GRS B

puisque L, est une forme différentielle de degré n, on a que Ly(r - ) = r"Ly,(§), ainsi en
remplacant dans 1.17, on obtient

1w - [ T [ gl g o) = o)Ly (1.18)
R {n(§)=1}

2I1Notons que L, vérifiant 1.15 existe, mais n’est pas nécessairement unique.
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Remarque 1.2.2 Sur Pensemble {x € Dn : n(zx) = r} avec r > 0, la forme différentielle

suivante
n+1

Ly(z) |V 77|QZ ndaz Ao NGIA AN o, (1.19)

vérifie (1.15). Ici |V - 9] est la norme euclidienne du gradient de 7 et le symbole [j] signifie que
dx; est supprimé.

Preuve. 11 suffit de vérifier que (1.19) vérifie la relation (1.15). Ce qui est quasiment triviale, en
effet sachant que

si on passe au produit vectoriel avec I'expression de L, donné en (1.19), on obtient :

n+1

dyAL, = IVnP jzl 1)i- 15;7]85;7161@ [zt Ao  AGLA . A dzn]
= Ti:l 20— 1)<517>2 dri N...dx; \...Ndz
|V7]|2 al'j J n+1
= dxl/\...dmj o ANdTpg,

car ZnH( 1)26-1 (5”) = |V.n[2
QED

En introduisant la fonction J(r) telle que
)= [ (g0 i 6= 0)) L), (1.20)
{n(x)=1}=%

on aimerait déja donner une estimation de J(r), méme s'il est clair qu'un tel processus va
dépendre de la fonction g et de sa régularité. Rappelons que g sera donnée par le choix spécifique
d’une distribution notée N (u,V, g) dans la famille des distributions elliptiques.

A ce niveau notre probleme est réduite a la résolution de I’équation en R suivante :

oo
I(R) = / r" J(r) dr = a. (1.21)
R

Une des premiéres difficultés sera de trouver explicitement J(r), sinon de trouver son approxi-
mation avec éventuellement | ’estimation d’une bonne précision de son erreur. Le calcul ou
Pestimation de J(r) dépendra de la régularité de la fonction g. Dans le cas ou g est une fonction
qui décroit rapidement, en supposant que

—dy <—dy <...<d, <0<dj <...<d, (1.22)
et si de plus on suppose que —d; la plus petite valeur propre de D; est de multiplicité 1 alors en
considérant la théorie classique, la principale contribution de 'intégrale (1.20) quand r — oo ,
viendra des points de la surface {z : n(z) = 1} = ¥ o1 la fonction ¢(¢) = (rz—wvy)|D1| " (re—wv1)*
admet son minimum absolu.
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1.3 Cas de la distribution de Laplace généralisée

Il est clair que la distribution de Laplace généralisée est un cas particulier de la famille des
distributions elliptiques. Dans cette section, nous considérons le g qui caractérise la fonction de
Laplace généralisée. D’apres Kotz et Balakrishnan [35], le g qui correspond & la loi de distribution
de Laplace généralisée est donnée par :

g(z) = C exp(—cz?2), (1.23)

ou C =C(v,n+1), c=c(v,n+ 1) sont des constantes de normalisation de la fonction densité
h comme définit en (1.9). Ainsi, si on remplace g comme définit en (1.23) dans (1.20), puis en
introduisant Jy, J(r) devient :

Ji(r)=C(v,n+ 1)/ exp (—c ((ré&—v) Dyt (r & - v)t)5> L,(§). (1.24)
{n(&)=1}
Dans la base constituée de vecteurs propres négatifs et positifs on écrira
v=(vl,... ,vﬁ’,vi, e ,vi*). Rappelons que n_+n, = n+1. Soit aussi (e1,—,...,€n_ —,€1,4,...,€n  +)
la base dans laquelle on a exprimé la matrice I, si on fixe un entier k tel que dy41,— — di— =
maX;=1,..n_ (dj"rL— — dj7_). Soit ¢ fixé tel que ¢ € X = Wi NX ou Wy = [617_, .. .,6k7_} = RF
et v la projeté orthogonal de v sur V; sous espace engendré par {¢} U (Sx \ W)t et admettant
comme base orthonormée (¢/[(|, €x41,—+---s€n_,—€1,4,---,€n, +). Si on définit la fonction
-1 =1 5 -1
6r(€) = (IID1] 7 (r & = v) 2+ D1 F (0 = 0)?) * = D] F (o — )" (1.25)

définie dans un voisinge V¢ de v, 1.20 pourra étre subdivisé en deux intégrales comme suit :

Jl(T’) = J11(7’) + Jlg(r)

Ju(r) = C exp((ID1] 7 (v — v)|") /V exp (—¢ 6,()) Ly(©) (1.26)
¢
et
Jia(r) = C exp(|Dy| 7 (v — 0)]Y) /E P 0l Lyf©) (1.27)
¢

Ensuite (1.21), compte résoudre I’équation

[e.e] e}
/ r" Jii(r) dr +/ r" Jia(r) dr = a.
R R

D’ol la nécessité de trouver des estimations de Ji; et Jyo. Puisqu’on ne peut déterminer ex-
plicitement les intégrales qui sont dans (1.3), on compte donner leurs approximations avec une
bonne estimation de l’erreur. Ce travail sera fait dans le chapitre suivant, dans le cas pratique
et simplifié o1 on traite un portefeuille A-neutre. On aura quand méme donné une esquisse sur
la forme des calculs et des estimations nécessaires pour évaluer la VaR, d’un portefeuille qua-
dratique, non nécessairement A-neutre (A = 0), sous ’hypotheése que le vecteur des facteurs de
risque joints suit une distribution elliptique.
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1.4 Un rappel sur la VaR Monte-Carlo

La VaR Monte-Carlo est basée sur la simulation des facteurs du marché dont on se donne
une loi de distribution a priori, de préférence compatible avec I’historique. Il faut noter que cette
méthode nécessite un ordinateur tres performant, car elle est couteuse en temps de calcul (elle
convient difficilement au calcul journalier d’'une VaR pour un nombre trop grand d’actifs). Sans
compter qu’en plus elle demande un effort important de modélisation car celle devra déterminer
entierement les trajectoires des facteurs de risque du marché que ’on utilise pour le calcul de la
VaR.

Dans cette partie, notre but est d’esquisser en rappel, la méthodologie Monte Carlo pour
estimer le VaR d’un portefeuille financier. En effet, une des raisons essentielles des méthodes
analytiques qui sont développées dans cette these, est de pouvoir substituer la méthode de Monte
Carlo, qui, bien que éfficace nécessite beaucoup de temps de calcul. Dans le prochain chapitre
on compte comparer notre VaR analytique avec la VaR Monte Carlo.

1.4.1 Comment simuler une variation de prix P&L.

Dans cette section, on se propose d’esquisser l'algorithme qui nous permettra dans le prochain
chapitre d’estimer la VaR Monte Carlo, afin de comparer a nos résultats analytiques dans le
prochain chapitre.

Etant donné un portefeuille financier caractérisé par n facteurs de risque, tel que la valeur
du sous-jacent ¢ du portefeuille vérifie I’équation différentielle stochastique

dsi
S

= pidt + oy AW}, (1.28)

ott Var(dW}) = dt, Cov[dW® dWU)] = p; ; est la corrélation entre le facteur risque i et le
facteur de risque j. W} est le mouvement brownien standard caractérisant le facteur de risque i.
A partir de la formule (1.28), il s’ensuit que le rendement de l’actif ¢ entre le ¢ et le temps ¢ + T
s’écrit :

; 1
7"% = <Mz’ - 20?) (T —t) + oV —t, (1.29)

ou E; N(O, 1), et COU[{:‘Z',€]'] = Pij-

Puisque par analogie a ’analyse en composantes principales, on peut écrire un ensemble
de variables aléatoires corrélés comme étant une combinaison linéaire de variables aléatoires
indépendantes, la formule (1.28)peut s’écrire comme suit :

dsi

n
S}f = u;dt + ZCji.dW;, 1=1,...,n, (1.30)

j=1

ou les coéfficients c;; ne sont pas nécessairement uniques. Les W{ sont des processus browniens
indépendants. Pour garder la notation vectorielle, on pourra écrire I’équation qui suit :

dPy

— = pdt + CHdwy, (1.31)
P,
< [ dP; dPt(i> . X s
ou (P—t) = 2o (¢ = 1,...,n), est un un vecteur colonne, dW est un vecteur constitué
t
des increments browniens indépendants, et C' = [c;;] est une matrice telle que la matrice de
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1.4. Un rappel sur la VaR Monte-Carlo

covariance des rendements ¥ = C+C. La formule (1.31) implique que

1
ou ry 7 est le vecteur des rendements obtenus entre le temps ¢ et le temps T, o? est le vecteur
correspondant & la diagonale de la matrice de covariance ¥ et z ~ MV N(0,1)%%.

2
Si on suppose de plus que p; = %", i=1,...,n, alors
rer = Cla/T —t. (1.33)

En particulier le rendement pour un jour (T-t=1) suit une distribution multivariée normale notée
MV N(0,%). D’apres (1.32) ou (1.33) on s’apercoit bien qu’on peut générer des scénarios via
la distribution multivariée normale avec des marginales indépendantes, qu’on sait simuler avec
plusieurs logiciels comme par exemple Matlab. Mais, il est nécéssaire de determiner C. Puisque
¥ = CTC, ¥ étant donné via les données historiques (par exemple en utilisant la méthode
EWMA de RisKMetrics), il suffira de faire une décomposition de Cholesky de ¥ si elle est
définie positive, sinon il faut utiliser la decomposition en valeur singuliere. La matrice ¥ n’est
souvent pas définie positive, lorsque le nombre de jours des données historiques utilisées pour
calculer ¥ est est plus petit que le nombre de facteurs de risque.

Maintenant qu’on sait déja générer les rendements, il est nécessaire de pouvoir simuler une
fonction P&L*® des instruments financiers qu'on detient. Par exemple si nous détenons une
option sur une action, la fonction perte & profit pour un rendement r d’un jour s’écrit :

P1 — Po = P(] (er - 1) (134)

Remarque 1.4.1 Il faut noter que le choix de C n’est pas unique.

1.4.2 VaR Monte Carlo pour un Portefeuille d’options

En général, si on detient un portefeuille contenant M instruments financiers, tel que leurs
prix actuelles sont une fonctions de n facteurs de risque V;(P), avec j = 1,...,M et P =
(PM, P . P™) on peut générer par simulation des scénarios de la fonction P&L du por-
tefeuille pour une période d’un jour via I’algorithme suivant :

— Générer un ensemble de z, qui est un vecteur aléatoire normal centré réduit avec des

marginales indépendantes.

— Transformer les n marginales indépendantes de z en un ensemble de rendements r =
rO @+ correspondant & chaque facteur de risque en utilisant C. En d’autres
termes, r = C'' z.

— Obtenir par scénario le prix Py de chaque facteur de risque pour demain (1 jour apres
aujourd’hui), sachant que le prix actuel est Py = (PO(] ))jzlj,_,n, en utilisant la formule
P1 = Po e’.

22MVN signifie en anglais multivariate normal.
23fonction perte ou profit.
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— Determiner la fonction perte et profit (P&L) du portefeuille comme étant

n

Y (Vi(Pr) = Vj(Ry).

j=1
— En générant NSITM scénarios de la fonction P&L, on ordonne de fagon decroissante les

NSIM valeurs des P&L obtenues, qu'on note AV(y), AV(gy,..., AVinsrar), et on définit
la VaR Monte Carlo pour un taux de confiance 1 — a comme étant

VaRy, = —AVjy, (1.35)
ouk=NSIM * (1 — ).

Remarque 1.4.2 La procédure VaR Monte Carlo précédente peut facilement étre étendue pour
T jours, en posant P = Py ¢"VT . Dans ce cas, P sera le prix obtenu apres T jours.

1.5 Comment déterminer les parametres d’un modele log-elliptique

Dans cette section, pour un portefeuille donné, on utilise des données historiques pour mon-
trer comment dans la famille des distributions de Laplace généralisées, il faut choisir en fonction
des statistiques des rendements historiques celle qui convient.

1.5.1 Comment determiner DLG, marginale adapté pour chaque actif.

Etant donné un portefeuille financier contenant des actifs sous jacents. Si on suppose que
I’actif sous-jacent ¢ suit une distribution de Laplace généralisée notée GLD,, ou GED,,, alors
on aimerait a partir du kurtosis empirique, determiner le parametre v adapté aux données
historiques v;. Avec des calculs simples, la valeur de v;, pour actif i sera issue de la remarque
suivante :

Remarque 1.5.1 Dans le cas ou la loi de distribution marginale est une GED,,, par des calculs
simples, on montre que le kurtosis théorique de la distribution marginale GLD,, est donné par

1 5\ (T
K) = ks = =T <V> <F(3)> . (1.36)

Ainsi dans la table précédente, on a obtenu la valeur de v qui caractérise la distribution de
chaque actif sous-jacent, comme étant la solution de 1’équation k(v) = k;, ou k; réprésente le
Kurtosis calculé a partir de la distribution historique sur 3 mois de ’action 3.

1.5.1.1 Application a un portefeuille d’actions du CAC 40, avec des marginales
GLD.

Nous considérons un portefeuille contenant 11 actions distinctes du CAC 40, puis en
appliquant (1.36), on donne la valeur v adaptée pour caractériser la distribution de chaque
action du portefeuille. Le prix du portefeuille a 'instant ¢, est donné par :

11
() = Y _6; Si(t).
=1

ou les 6; sont positifs.
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TaB. 1.1 — Données de 11 actions distinctes du CAC 40.

k Actions Si(0) | volatilité | 6y
1 Action-BNPPARIBAS 39.75 | 42.13 5
2 Action-BOUYGUES 27.30 41.87 4
3 Action-CAP GEMINI 24.00 66.36 3
4 | Action-CREDIT AGRICOLE | 14.80 37.41 2
5 Action-DEXIA 9.38 45.42 2
6 Action-LOREALL 62.90 37.07 6
7 | Action-SOCIETEGENERALE | 64.00 42.54 1
8 Action-TF1 22.02 44.10 7
9 Action-THOMSON 17.13 | 57.96 2
10 Action-VIVENDI 17.00 57.03 3
11 Action-AGF 19.00 61.92 1

TAB. 1.2 — Statistiques historiques (sur 3 mois) des actions du portefeuille

k Action moyenne | écart-type | skewness | kurtosis Vg

1 BNPPARIBAS 0.0015 0.0280 -0.1794 | 3.7810 | 0.8943
2 BOUYGUES - 0.0010 0.0190 0.4010 3.2862 | 1.0381
3 CAP GEMINI 0.0013 0.0389 - 0.4820 | 2.9927 | 1.9844
4 | CREDIT AGRICOLE 0.0033 0.0211 -0.0296 | 2.9996 | 1.9992
5 DEXIA 0.0023 0.0313 -0.6782 | 3.1415 | 1.1107
6 LOREALL 0.0024 0.0024 0.1282 2.1825 | 0.0236
7 | SOCIETEGENERALE | - 0.0034 0.0337 - 0.6511 | 4.1129 | 0.8360
8 TF1 0.0034 0.0244 - 0.3580 | 3.2211 | 1.0677
9 THOMSON - 0.0031 0.0390 0.0725 3.0470 | 1.1770
10 VIVENDI - 0.0053 0.0496 - 0.6468 | 5.4571 | 0.7047
11 AGF 0.0023 0.0317 -0.1049 | 3.6790 | 0.9165

65



Chapitre 1. VaR Analytique d’un portefeuille quadratique A — " — © elliptique

1.6 Comment choisir les parametres de la D.L.G pour un por-
tefeuille donné

Etant donné un portefeuille financier, si on veut estimer la VaR lorsque le vecteur des
facteurs de risque suit une distribution multivariée de Laplace généralisée DM LG(u, %, v), il
est nécessaire de choisir les parametres (u, X, v). Dans le cadre de notre étude dans le chapitre
suivant on choisira g = 0. On determinera la matrice de variance covariance % par la méthode
EWMA de RiskMetrics qu’on décrira dans la section suivante :

1.6.1 La matrice de variance-covariance EWMA de RiskMetrics

Lorsqu’on travaille sous I’hypotheése d’une distribution elliptique N (i, X, ¢) des facteurs
de risque joints, une de nos limites est le choix d’'une méthode viable et acceptable qui pourrait
permettre d’estimer la matrice de covariance ¥ ?*.  Dans cette partie, nous comptons tout
simplement utiliser la proposition de RisKMetrics qui permet pour une valeur A €]0, 1], choisie
en fonction de la longueur?® des données historiques des actifs, de calculer une matrice de variance
covariance. C’est la raison pour laquelle en s’inspirant de Zangari [55], puis de Mina and Xiao [29],
nous donnerons dans les lignes qui suivent des indications sur cette méthode appelée approche
moyenne mobile exponentielle (EWMA?%).

1.6.1.1 Volatilité EWMA d’un actif

Si on a les facteurs de risque observés pour m + 1 jours (t = tg,...,top —m) d'un actif (i.e
action), avec I'hypothese que I'expression théorique du facteur de risque est donnée par

Tto, T = Otg g,
une question est de savoir comment estimer oy,. La solution EWMA consiste a prendre

1_)‘mi2 T
Qozl_Xn;;ArmﬁzR& (1.37)

o 0 < A <1 est le parametre de mobilité de la volatilité, 7, est le rendement entre ¢ et ¢ + 1
de l'actif, et

T'tq
1—X \Arto—l

R=y\ 1T

(1.38)
Vv Am Tto—m

On peut aussi remarquer que plus la date d’observation est recente (m petit), plus le poids
V™M associé est important. Cette méthode donne ainsi plus d’importance aux informations
les plus récentes de I'historique, pour construire la matrice de variance covariance. La valeur
A est souvent determinée de fagon & ce que 99.9% d’informations soient dans les observations

24D’ailleurs aujourd’hui certains préferent des copules aux corrélations linéaires. Voir Embrechts et al.[13](1999)
pour plus de détails.

25par exemple le nombre de jours des données historiques utilisées.

20En anglais ¢a signifie exponential weighted mean average.
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historiques d’au moins log(0.001)/log(A\) jours. Par exemple, pour A = 0.94, on aura 99.9%
d’informations correspondant au 112 derniers jours de I’historique. Pour A = 0.97 on aura 99.9%
d’informations correspondant au 227 derniers jours de I’historique.

Si on s’intéresse au risque jour par jour, cette méthode est bien adaptée puisqu’il suffit
d’ajouter le jour précédent parmi les dates historiques observées et par suite de supprimer la date
la plus ancienne de I'historique. Sous cette hypothese, par réccurence la formule (1.37) pourra
s’écrire

op 41 =Aop + (1= N)rf 1. (1.39)

Il faut noter que que cette méthode EWMA marche trés bien lorsque la distribution des facteurs
de risque est une distribution de Laplace généralisée. Pour plus de détails sur ce point voir
lappendice B de RiskMetrics Classic [30].

1.6.1.2 Matrice de covariance EWMA d’un portefeuille d’actifs

Supposons qu’on detient un portefeuille d’actifs caracterisé par n facteurs de risque. Si on
note
x® _ ;@ e

to to

le facteur de risque (comme par exemple le rendement) de I’actif i avec ¢; sa loi de distribution.

Pour m + 1 observations historiques de dates (¢ = tg,...,ty — m), si on pose
1 2
Xt(o ) Xt(o ) . Xt(:)
— | Ak R 2P
1_
R= : : : : 1.40
T . . . . , (1.40)

VAT Xt(ol)fm VAT Xt(02)7m VAT Xt(glzm

la matrice m X n, alors la matrice de variance covariance EWMA est le produit de la transposée
de R et R, et il s’écrit :
Y=R'R. (1.41)

1.6.2 Determination du parametre v par le maximum de vraisemblance

Etant donné ¥ = V définie précédemment par la méthode EWMA, on se propose de deter-
miner le parametre v de la M DLG(0,%,v). On va calculer v = 1y en utilisant la méthode du
maximum de vraisemblance. Si on a les facteurs de risque observés pour m + 1 jours précedents
(t =to,...,to —m) a partir du jour de date ¢y, on pose n =m + 1 et

Xl - (Xllu cee ,qu),XQ = (X217 o 7X2q)7 o 7XTL = (Xn,17 .. .,an),

ou X;; est le rendement X; au jour i et ¢ désigne le nombre de facteurs de risque. Notre démarche
consistera a estimer la valeur v > 0 tel que la fonction

Ly(v) = HGV,V(Xz% (1.42)
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avec la fonction

C

Gv(X;) = —22 —Cun (X VX)) | 1.43
V() = s exp (= (KVED ) (1.43)

ou /2

n+2 v
Cyn = (F( 7 )> 5 (144)

SoA\nrl(3)
et

G (r(n#))”ﬂr(@

, (1.45)
s \ur(s)) T

sont des constantes de normalisations de (1.43) lorsque V = Id, atteigne son maximum. Dans la
pratique on pourra se restreindre aux valeurs de v €]0, 2]. Par équivalence, il suffit de maximiser
en fonction de v > 0 la fonction

log(Ly(v)) = log (HG,,,V(Xi)>
=1

= ) log(Gyy(Xi))
i=1

n

= > (1ealCun) — glog(det(V)) = con(EVRY2) . (110)

=1

Puisque %log(det((V))) ne depend pas de v, il suffit de chercher la valeur v qui maximise la
fonction

o)=Y (zog(cy,n) - c,,,n(XiVXE)V/Q) . (1.47)
=1

Meéme s’il est vrai qu’on aurait pt chercher les valeurs v tel que ‘g—f = (), nous nous proposons

tout simplement d’estimer la valeur de v en utilisant le logiciel Matlab, les données historiques
sur 3 mois (décembre2002, janvier 2003, février 2003), de 11 actions du CAC 40. Dans notre cas
d’application n = 63 et ¢ = 11.

Avec ces données historiques, si on utilise la fonction fminbnd de Matlab Toolbox, on trouve
que la fonction ®(v) atteint son maximum en v = vy = 1.3820. Pour V donné, le maximum de
vraisemblance est maximal en vg9. D’ou si on veut estimer la VaR d’un tel portefeuille avec une
GLD(0,V,v), sachant que V est donné en fonction de A = exp(In(0.001)/n) = 0.8929 par la
méthode EWMA, on devra choisir v = 1.3820.

Remarque 1.6.1 Il aurait été possible de choisir le parametre g de la distribution elliptique
N(u, 3, g), de tel sorte que la kurtosis de la distribution empirique soit égale au kurtosis de la
distribution multivariée elliptique.

1.6.3 Exploitation du Kurtosis d’une D.L.G pour determiner v

Soit X = (Xy,...,X,) un vecteur aléatoire ayant pour loi de probabilité¢ une distribution
multivariée de Laplace généralisée notée DLG,, (1, X, v). En introduisant X = X~1/2(X — p), il
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est clair que X ~ DLG,(0,1,v) ou I représente la matrice identité. D’apres Mardia [25], [26], le
kurtosis de X est donné comme suit :

Balv) = E[{(X—p)S7 (X~ p)}’]

= E[|IX]3]
o
= Cyp |Sn1|/ "3 exp(—cyp r¥)dr (1.48)
0
C n—+4
= 1 Sa1 \F< ) (1.49)
Cun v
Cypn 27?2 n+4
= ’ r 1.50
24 T(n/2) v ( )
Cun
1.6.3.1 Calcul du kurtosis de la distribution multivariée de I’historique
Etant données m scénarios historiques (X, Xo, ..., X,,), le kurtosis historique s’écrit
! zmj{(x X)Ts (X - X)) (1.51)
oo — _ _ .
m m . 1 1 Y
=1
ou X = % >, X, est Pespérance historique et
1 m
_ . _X -x)\T
S = mZ(Xz X)(X; = X)
=1
est la matrice de variance covariance de la distribution historique.
1.6.3.2 Determination du parametre v en fonction du kurtosis
Etant données des scénarios (X1, Xo, ..., X,,) de n+ 1 actifs distincts, et si on veut modeler

un portefeuille contenant n + 1 actifs distincts avec une DLGy4+1(p, 2, v), la valeur v adaptée
au kurtosis historique du portefeuille est obtenue comme étant la solution v = v, de I’équation

n+1
Cl/,nJrl 27w 2 n+5
Ky = F(LH)F . (1.52)
Cu,l;1+1 2
= ﬂnJrl(V)

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a donné I'esquisse d’une méthode analytique, pour estimer la VaR d’un
portefeuille quadratique contenant des produits complexes tels des options, sous I’hypothese que
le vecteur des facteurs de risques joints suit une distribution elliptique. Dans le cas particulier ou
la distribution elliptique est choisie dans la sous famille des distributions de Laplace généralisées,
on a montré globalement comment estimer la VaR analytique d’un portefeuille contenant des
options. L’esquisse d’'une méthode qui donne ’estimation d’une intégrale multidimensionelle sur
une hyperboloide a été mise en exergue via l'utilisation de la mesure de Liouville. On a rappelé
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un algorithme qui sert le calcul de la VaR Monte Carlo. Aussi, on a montré comment estimer la
matrice de variance covariance en utilisant la méthode EWMA de RiskMetrics. Dans le cas ou on
travaille sous I’hypothese que le vecteur des facteurs de risque suit une DLG(0, ¥, v), on a montré
comment utiliser les données historiques des actifs du portefeuille pour determiner la matrice
de covariance EWMA, puis comment determiner la valeur du parametre v par la méthode du
maximum de vraisemblance. On a aussi rappelé les travaux de Studer [46] et Mina [28], qui sont
des alternatives bienvenues pour suppléer le caractere local de ’approximation quadratique du a
Taylor d’un portefeuille, lorsqu’il s’agit d’estimer la VaR. Pour illustrer ce chapitre, on donnera
dans le prochain chapitre, des estimations explicites et détaillées pour servir les portefeuilles
A-neutre.
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Chapitre 2

D.L.G VaR d’un portefeuille
quadratique ' — ©

2.1 Introduction

Généralement les acteurs du marché choisissent de détenir un portefeuille de couverture moins
risqué comme par exemple, des portefeuilles contenant aussi des options et leurs sous-jacents
de telle sorte que le portefeuille soit A — neutre (A = 0). C’est d’ailleurs I'une des raisons qui
justifie une des limites de la A-normal VaR proposée par RisKMetrics, et aussi de la A-elliptic
VaR que nous avons introduite au chapitre 1 de la prémiere partie de cette these. En effet, pour
un portefeuille contenant des produits dérivés avec un A = 0, "approximation linéaire ou affine
pourra étre constante ou nulle, et donc non aléatoire. Ainsi I’hypotheése faite sur les distributions
des facteurs de risque s’avererait inutile. Par conséquent, pour estimer la VaR d’un tel portefeuille
ayant une matrice I' # 0, on pourra par exemple utiliser une approximation quadratique I' — ©
en s’inspirant du chapitre précédent. Notons que 'intérét majeur de ce chapitre est qu’il propose
une méthode analytique ultrarapide en exécution contrairement a la méthode Monte Carlo, et
sans perte de précisions en terme de fiabilité des résultats.

Dans ce chapitre, on propose deux théoremes précis pour controéler ’erreur due a une approxi-
mation de Taylor du second ordre de la fonction P& L. En s’inspirant de I’article de Brummelhuis,
Cordoba, Quintanilla et Seco [6] nous proposons avec précisions des estimations qui permettent
d’estimer la VaR d’un portefeuille I'-O© avec des facteurs de risques non gaussiens. Notons que
dans [6], les auteurs traitent des facteurs de risques gaussiens. Aussi il n’y a pas une estimation
explicite de ’erreur comme ce sera le cas dans ce chapitre. Notons qu’un intérét financier majeur
d’un modele analytique sera de substituer la méthode Monte Carlo qui nécessite beaucoup plus
de temps pour son exécution. Aussi, le choix de la distribution de Laplace généralisée (notée
GLD(0,%, «) offre une plus grande flexibilité, via le choix d’un nouveau parametre « choisi en
fonction des données historiques des actifs portefeuille traité.

Pour illustrer les calculs faits dans le chapitre précédent, on se propose d’estimer la VaR d’un
portefeuille I'— 0, lorsque le vecteur des rendements suit une distribution de Laplace généralisée.
Ainsi, il suffit de reprendre I'expression (1.10) avec A = 0. Les estimations nécessaires pour le
calcul de la VaR seront faites en se servant des techniques mathématiques de la phase stationnaire
(pour plus détails, voir le livre de R.Wong [52]). Sous '’hypotheése que le vecteur des facteurs
de risque suit une distribution de Laplace généralisée, on utilise des techniques mathématiques
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assez fines pour determiner un intervalle dans lequel la VaR se trouvera, par suite on fait des
tests numériques avec des portefeuilles pratiques du CAC 40.

2.2 Erreur analytique diie a approximation de Taylor pour un
portefeuille A-neutre

Bien que Studer [46] et Mina [28], proposent une alternative pour pallier aux limites de
I’approximation de Taylor de la fonction P&L, nous proposons dans la section suivante, deux
théoremes analytiques qui permettront d’avoir une idée assez précise de ’erreur due a ’approxi-
mation de Taylor du second ordre.

Pour servir le cadre d’étude de ce chapitre, les méthodes développées ici seront valables pour
des portefeuilles A — neutre.

Dans la littérature financiere, il est vraisemblable que pour un interval assez petit [0,], la
VaRIr,[t est remplacée par la VaR quadratique approximative VaRgt. Cependant, a notre connais-
sance, il n’existe pas dans la littérature financiére une analyse assez précise de ’erreur analytique
commise, lorsqu’on adopte une approximation de Taylor du P& L d’un portefeuille. Ainsi, nous
proposons dans les lignes qui suivent, deux théoremes assez généraux, qui seront valables pour
des portefeuilles A- neutre.

Théoréme 2.2.1 Supposons que le vecteur des facteurs de risque Xy suit une distribution el-
liptique E(0,V;, ¢) admettant des moments finis jusqu’a l'ordre 3 et une matrice de variance
covariance Vy linéaire (ou approximativement linéaire) en t. Soit II(x,t) la fonction P&L d’un
portefeuille non-linéaire A-neutre satisfaisant

max sup |99 I(z,t)| < oo . (2.1)
la[=3 (z) 7

En supposant de plus que p est tel que VaRgt > 0 pour tout t suffisamment petit avec t < tg,

alors pour tout € > 0,
II II
R VaR,*,

. a p+-e . D
limsup ——=— <1 <liminf ————. (2.2)
-0 VaR}’ =0 VaR]*

Remarque 2.2.1 (i) Dans le théoréme (2.2.1) on ne suppose pas que X; ou chacun des deux
portefeuilles concernés a une fonction densité de probabilité continue, voire 1-fois différentiable.
Ce théoreme est par conséquent applicable dans les situations ou X; pourrait avoir des sauts
27 ou lorsque la distribution E(0, I, ¢) des sous jacents est une distribution de Levy infiniment
divisible.

(ii) Aussi, il n’est pas crucial de supposer que X; suit une distribution elliptique. Ce qui est
important est que X; =4 VtX; qui, dans notre cas, provient du fait que les distributions ellip-
tiques ayant la méme fonction caractéristique ¢, sont différentes par leurs matrices de variance-
covariance et par leurs vecteurs espérances. Notons que dans notre cas on suppose que ’esperance
est nulle.

La preuve du théoreme (2.2.1) sera basée sur le lemme suivant :

2"Voir par exemple Duffie et Pan [11](2001), ou il y’a une application en relation avec le risque de crédit.
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Lemme 2.2.1 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles admettant respectivement pour
fonctions de repartitions Fx et Fy, et soit Fy := 1 — Fy, alors pour tout \ tel que 0 < X\ < 1,
on a :

Fx (x/\) = Fy (=(1 = Ax/)\) < Fxiy(z) < Fx(\z) + Fy (1 — \)z). (2.3)
Preuve du lemme 2.2.1. Pour x réel, la relation {X +Y <z} C{X < Az} U{Y < (1 —\)z} est
vérifiée. En effet, soit w ¢ {X < Az} U{Y < (1-Nz} = w ¢ {X < Azx}etw ¢ {Y < (1-N)x}
d’ott X (w) > Az et Y(w) > (1—A) z. En faisant la somme membre & membre des deux inégalités,
on a que X(w) + Y(w) > z ce qui implique que w ¢ {X +Y < z} d’ou la relation est vérifiée.
Cette relation implique que Fxiy(z) < Fx(Az) + Fy ((1 — A)z). Pour prouver 'inégalité a
gauche de (2.3), il suffit d’écrire X = (X +Y) + (—Y), d’apres la relation établie au début de
cette preuve, on a facilement que Fx iy (Az) — F_y ((1 — A)z) > Fx(x), reste a substituer = par
x/), puis d’observer que F_y(y) = Fy(—y), dott Fx (z/\) — Fy (—(1 = N)xz/)\) < Fx,y(x).
QED
Preuve du théoreme 2.2.1. Si nous faisons une approximation de Taylor du second ordre de
II(z,t), alors

1
(z,t) = Ot + §a:Fxt + R(z,t),
avec
1
Z 1(0,0) + 8t 0,00+ ) 0% (O, 0211),
la=3|

ot 054y € (0,1). D’apres I'hypothese (2.1), si t > 0 est majoré, alors

|R(z,t)| C (lzft + £ + (|z] + 1)*)

<
2 3
< Ot + |zt + |=]°),

ou C' est une constante générique dont la valeur numérique peut changer quand on passe d’une
ligne a l'autre. Si on pose
Rt = R(Xt,t),

alors
E(|R) < C(E) +tE(X) +E(X*))
< C (t2 L HVEC + t3/20)
< C 253/27 (2.4)

A

car X; ~ E(0,Vy,¢) avec V; = tV;. On peut donc appliquer le lemme 2.2.1 avec X = Ot +
%XJ‘X%, et Y = R, =1I; — X. Alors pour tout V € R* |

F, (V) < Fr,(AV) + Fg, (1 =A)V) (2.5)
E(12:)
< Fr,(A\V)+ —=
s V) + (1- NV
Ct3/2
< Fr,(AV)+ —=
< O+ 5w
ou nous avons utilisé I'inégalité de Chebyshev et la formule (2.4). On note ¢x(p) := inf{z :

Fx(z) > V} le p-quantile de la variable aléatoire X (ainsi VaRg( = —qx(p)). Par hypothese,
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Chapitre 2. D.L.G VaR d’un portefeuille quadratique I' — ©

qr,(p) est strictement négative, et en particulier différent de 0, lorsque ¢t < tp. On considere
maintenant V' = A"qr, (p) — nlgr,(p)| = (\~' + n)qr,(p) avec n > 0 arbitraire, alors on obtient
de (2.5) et de la définition du p-quantile de I'; que

t3/2
(1 =X A +n)lar, (p)|

(Si Fr, était continue on pourrait simplement choisir n = 0, mais ¢a n’apporterait aucun chan-
gement fondamental pour la preuve de ce théoreme.). Puisque la fonction Fij, est croissante, il

Fr, (A +n)ar, (p) <p+C

s’ensuit que
t3/2

m (p+C
: ( A= N+ nlar, 7))
Observons que la linéarité en ¢ de V; implique que Ot + X;I'X!/2 = ¢(© + X,T'X} /2) est iden-

tiquement distribué, par conséquent qr,(p) = ¢ qr, (p), ou le quantile ¢r, (p) ne dépend pas de t.
Ainsi, (2.6) implique que

) > (A7 +1m)ar, (p)- (2.6)

1T (p + Ct1/2) > Ailqlﬂt (p) -1,

pour les nouvelles constantes C' = C'(\, 7, p). Maintenant choisissons ¢ suffisamment petit de tel
sorte que C't'/2 < e. Alors pour de telles valeurs ¢,

qm, (p+¢€) = (A" +n)ar, (p), (2.7)

car gx est une fonction croissante. En multipliant les deux nombres de (2.13) par -1, on a que

—qu, (p+¢) <A +n)(—ar,(p)), (2.8)
d’ott
[VaR["_| < (A +n)[VaRL!|, (2.9)

en divisant les deux membres de (2.9) par |VaR£t|, en faisant ¢ — 0 on conclut que

aR
limsup ———— Vi — P +5|

<A 4,
-0 |VaR}*| ~ 7

pour tout n positif et 0 < A < 1. En faisant A — 1 et n — 0, on démontre ainsi I'inégalité gauche
de (2.2).

Pour la preuve de 'inégalité droite (2.2), on utilisera le lemme 2.2.1, la relation (2.4) et
I'inégalité de Chebyshev.

En effet, en utilisant I'inégalité gauche de la double inégalité (2.3) du lemme (2.2.1) avec
r=V, X=06t+ %th“Xi, et Y = R, =1II; — X, on obtient 'inégalité

Fr,(V) > Fr,(A V) = Fg, (A1 1= M)V). (2.10)
Or d’apres l'inégalité de Chebyshev on a que

E(|R:])

—Fg, (2711 =2)V) > —)\m,
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en tenant compte de l'inégalité (2.4) on obtient :

F,(V) > Fr,(A\'W)=Fg, (=211 -A)V)
E(|R:|)

(1=N[V]

> Fr,(\'WV) = v,

> Fr,(A\V) =

avec \ est le parametre défini en (2.4). En supposant que ¢ < tg, de tel sorte que qr,(p) < 0, si
on choisit V' = Agr, (p) + nlqr, (p)| = (A —n)qr, (p) avec 0 < 1 < A arbitraire, on obtient

an, (p = CH2 0 = lar, () ) < (A= nar, ).

Rappelons que gr, est une fonction linéaire de ¢. Pour tout € > 0 choisit suffisamment petit pour
que t < t(e), on a que g, (p — ) < (A —n)gr,, par conséquent

. VAR,
liminf ——5~ > (A — 1),
t=0  VaR}*
d’ou la preuve de I'inégalité gauche de (2.2), lorsque A — 1 et n — 0. QED

Il est naturel de se poser la question de savoir comment s’y prendre pour utiliser a son
avantage les fonctions de repartitions de II; et I';, afin d’améliorer I’approximation quadratique.
Par exemple, si on remplace ¢ = 0 dans (2.2), on obtient :

VaR}"

im T
t—0 VaRpt

—1. (2.11)

Nous supposons que (2.11) est possible si Fyy, et FT, sont continues. Avec cette hypothese, si
on suppose de plus que I'; admet une fonction densité de probabilité continue, on pourra aiguiser
le théoreme 2.2.1 en proposant un taux de convergence.

Théoréme 2.2.2 Sous les mémes hypothéses du théoreme 2.2.1, si on suppose de plus que
11, est strictement croissante et continue, et que Fr, est strictement croissante et contintiment
differentiable, alors

VaR "

~1
VaR} !

< CVt. (2.12)

Preuve. Avec des arguments similaires & ceux utilisés pour la preuve du théoreme 2.2.1, mais en
échangeant le role II; et I'y, on montre que

t3/2 t3/2

p—C < Fr, (qu,(p)) <p+C

lqmr, (p)| lqm, (p)|

En appliquant la fonction croissante Ff, ! on obtient que

Fr,! p—Cﬂ < am,(p) < Fy) p+0£ : (2.13)
t g, ()] ’f g, ()]
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Chapitre 2. D.L.G VaR d’un portefeuille quadratique I' — ©

En utilisant la formule de Taylor et le théoréme de la fonction inverse,
t3/2 C t3/2
FillptC—ir | ~qr,(p) + : (2.14)
: ( lam, (p)|> TR, (ar(p) lam, (p)]

Puisque Ot +3X,I'X! =; ¢ (© + $X4I'X!), on a que Fr, (z) = Fr, (z/t), lorsque qr, (p) = t qr, (p).
Par conséquent

FII‘t (qFt (p)) = tilFIl‘l (qF1 (p)) ’

et en utilisant (2.11), on a

t3/2 B t3/2 ’(H‘t(p” t1/2
lam, (P)| lar,| lgm(p) = lary |

En utilisant (2.11), (2.14) et (2.13) et le fait que gr, (p) # 0, pour une constante C' > 0 bien
choisie on obtient :

lqr, (p) — ar, (p)] < Ct¥2|qr, (p)| = Ct/?|qr, (p)|

d’ou la preuve du théoreme. QED

2.3 VaR d’un portefeuille I' — ©

Etant donné II = II(xy, -+ ,xp41,t) la fonction P&L non linéaire d’un portefeuille donné,

tel que le gradient VII(0) = 0. Soit

oIl
0 := —-(0), (2.15)

le taux de variation du portefeuille par rapport au temps. La deuxieme sensitivité I' du porte-

feuille est 52
II
r= < ) . (2.16)
Ow;i0x; 1<i,j<n+1

Si on veut déterminer la VaR d’un tel portefeuille, on a besoin de connaitre la distribution de
la fonction perte et profit P& L. En particulier, on aimerait connaitre la fonction de répartition
de la fonction P& L qui se définit comme suit :

Fr(z) =P(I(X,t) <z ), (2.17)

ot P est la loi de probabilité de X . Puisqu’une estimation analytique explicite de (2.17) est quasi
impossible, surtout si n est grand et II(x,¢) compliqué, en général devant de telles situations
certains praticiens ont recours a la méthode Monte Carlo. Or la lenteur et la lourdeur de la
méthode Monte Carlo font que les méthodes analytiques sont les bienvenues pour les suppléer.
Pour un souci de gain de temps et de simplifications des calculs, on remplace souvent II(z,t)
par son approximation quadratique de la forme suivante :

TI(X)

12

1
Ot+ Exrxt (2.18)

1
= Ot+ 5 %:FUXZ'X]'.
]7
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2.3. VaR d’un portefeuille I — ©

Par convention, on notera les vecteurs comme suit : © = (z1, -+ ,Zp41) et X = (X1, , Xpy1)
désigneront respectivement les vecteurs lignes et leurs transposées x! et X! seront par conséquent
des vecteurs colonnes. Dans ce chapitre, on supposera que X suit une distribution de Laplace gé-
néralisée centrée ou DLG, avec un parametre «. Ainsi X aura une fonction densité de probabilité
de la forme :

(o) = el (—cmﬂ(mwt)xt)a/?) , (2.19)

Vet (V(1)

olt Con+1 €t Cant1 sont des constantes de normalisations de fx telles que, V = Id (la matrice
identité). V(¢) est la matrice de variance covariance du vecteur aléatoire X;.

Remarque 2.3.1 Les constantes de normalisations de (2.19) s’écrivent :

(e T
Ca,ntl = ((n—l—l)F("l)> ) (2.20)

(n+1)/2 ntl
)> ;Enil; (2.21)

et

Preuve

f(z) = Cexp (—cfz]?),

ou les constantes de normalisations ¢ = c, 1 et C' = C, 1, sont telles que

f(x) dx = / {E?f(l') dr = 1. (2.22)
Rk Rk
par le fait que f invariante par une rotation, la derniere condition 2.22 est équivalente a

Jz |z|? fdz = k. En changeant de variable z — ¢~'/®z et en introduisant les coordonnées polaires,
on obtient le systeme d’équations en ¢ et C' suivant :

1 = c_k/O‘C’|Sk_1|/ ke dr
0
—-1,—k/a k
a ¢ C|Sk-1| T o) (2.23)
et

- C—(k+2)/ac |Sk:—1|/ Tk+1€_radfr
0

k+2
= ol /g5, | T (+> : (2.24)
a
Notons que |Sy_1| = 27%/2/T'(k/2) est la surface de ’hypersphére de rayon 1. En divisant (2.23)

par (2.24), on obtient
a/2
F(k+2)
= Cop = a . 2.25
== (5 22
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(Si @ =2, 0on aque c=1/2, ce qui semble régulier.) En substituant ¢ dans (2.23) on obtient que

T (4
2P (£)

_ a (F(’“ﬁ))mf(g). (2.26)

2et2\ KT (5) ) T (3)

Puisqu’on traite un portefeuille contenant n + 1 actifs, il suffit de remplacer k =n+1. QED

C

La Valeur a Risque pour un taux de confiance 1 — p est définit par :
VaRth =sup{V : F;,(—=V) > p}; (2.27)

Notons que le signe (-) devant le V' signifie qu’on considere VaR, comme une quantité posi-
tive, méme si elle représente en réalité une perte financiere. Si la fonction de répartition de
IT; = TI(Xy, t) est continue, et que de plus elle est strictement croissante alors nous avons tout
simplement que VaRgt = —Fﬁtl (p). On va supposer qu’une approximation raisonnable de VaRth
pourra s’obtenir en considérant une approximation quadratique de la fonction II;. La VaR qua-
dratique notée VaRgt, sera définit comme en (2.27), en substituant Fyy, par Fr, comme suit :

1
Fr, (V) =P( 6t + 5% T Xt< V). (2.28)

Puisque dans notre cas la fonction de repartition de FT sera strictement croissante, alors la
définition de I'-VaR se résume a Fp, 1(p). Notons qu’une approximation détaillée VaREt ~ VaRgt
a été justifiée dans les théoremes (2.2.1), (2.2.2). On démontre dans ces théoremes que sous des
hypotheses raisonnables sur le portefeuille II(z, t),

11 r
VaR,*/VaR," — 1, t—0,

avec une erreur de I'ordre de O(v/t). Aussi, observons que si par exemple II(z,t) > Ot + %:I:F:ct
pour tout x, alors VaRth < VaRgt. Dans la suite, on choisira t le plus petit possible et fixé, et
on ne fera plus de différence entre VaRII}t et VaRgt, ceci dit nous supposerons que II(x,t) est un
portefeuille quadratique A-neutre. Aussi, pour un souci de simplification des notations, on va
systématiquement ignorer t, et on écrira tout simplement X au lieu de X;, Fr et VaRg au lieu
de FT, respectivement VaRgt, etc. On écrira tout simplement © au lieu de ©¢t.

Notre véritable souci ici, c’est de donner une estimation précise de Fr(—V'), ou son inverse.
Ce qui n’est pas du tout évident, surtout si on s’intéresse a une solution analytique. Notre
stratégie consistera & obtenir une approximation de F1(—V) pour des V grands *%, en proposant
des expressions analytiques explicites du terme principal et de I'erreur. Par suite on compte
proposer un intervalle dans lequel se trouvera la VaR.

Dans le cas ou la distribution de probabilité de X est continue, on pourra simplement calculer
la VaRg de I'approximation I' — © du portefeuille, comme étant la solution de ’équation

Fr(—=VaRy) = p, (2.29)

28(est le cas lorsqu’on traite de grands portefeuilles financiers.
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1 0y0/2  dx
Fr(=V) = Can / e~Came GV — 2.30
(=V) ™ Jior1/2xrxi< vy det(V) (230)

Si on suppose que la matrice de covariance V est définie positive, Cholesky
nous permet la décomposition suivante de V :

V =H.H

avec H est une matrice triangulaire inférieure ou supérieure. En introduisant une matrice de
covariance ajustée par la matrice I' suivante :

HIHY,
puis en procedant a une diagonalisation on obtient :
HIH' = OAQY,

ou O est une matrice orthogonale, et A est une matrice diagonale. Observons que HI'H! n’est pas
necessairement définie, sauf si I' ’est, de méme les informations sur @ dont les colonnes sont les
vecteurs propres de I'f, ne nous intéresse pas dans la pratique. Apres quelques transformations
élementaires, (successivement z — Hz et z — |A|~Y/2z), et ensuite avec un changement de

variable adapté x — c;ln/fl -z, Pexpression (2.30) implique :

_Ca,n+1'($|A|7lfct)a/2 dzx

Ca,n+1 / e _—
{3 (|24 2=[z— ) <-(V+O)} det(A)

e (@A) g

Fr(=V)

2 n (2.31)
/{;<x+2—|x|2>s—c§,n+1<V+@>} cﬁﬂ det(A)

(Il faut noter que det(A) = det(HT'H?) = det(T")det(V)). Ici & = (x4, 2_) est la décomposition
de R"*! en deux sous espaces propres E, et E_ respectivement associés aux valeurs propres
positives et aux valeurs propres négatives de HI'H. On supposera que

D 0
_ n
(% o)

n—
ou
af 0
D=1 0 . o0
0 ... ap,
pour € = +1 ou pour tous aj,aj_ >0,et —a; < ... < —qa, < af <...< a;LLJr, et la plus

petite valeur propre —aj est de multiplicité 1. Aussi, on suppose que HI'H' est une matrice non
singuliere.

En faisant sortir la constante c,n4+1 de la fonction exponentielle de 'expression 2.31, on
obtient I’expression suivante de FT, qui sera le point de départ de notre méthode :

Fr(-V)=C e~ (@A) g (2.32)
{lo-|2—le1[2>R3}
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ol a o
' =c, 5 ot (2.33)
’ det(A)

De plus en supposant que V + © > 0, on introduit Ry telle que
2
R} =262 (V + o) (2.34)

Ensuite, on reécrit (2.32) comme une intégrale sur une hypersurface ¥ = n=1({1}), avec ¥
est une sous-variété differentielle de R™*! car 1 est une valeur réguliere de 7, telle que

n(x) = Viz-? = [z [?

avec pour domaine de définition D, = {|z4| < |z_|}. Observons que ce domaine contient le
domaine d’intégration de (2.32) et que la topologie sur ¥ sera induite par celle de la variété
topologique R™"*1. Soit L, la forme différentielle de Liouville de 7, définie comme suit :

dg N\ Ly =dxi N... Ndxpyq,

si on change de variable en posant = = r - &, telle que n(x) = r, et £ = %, puisque L, est
une forme differentielle d’ordre n, L, (x) = "L, (), et dx = r"Ly,(§)dr, d’ou I'intégrale (2.32)

pourra s’écrire :

Fr(-V)=C Oor"( / e—“%"lf”a”m(&))dr,
ro N me=1

autrement dit
(o)

Fr(-vy=c [ / e L) ), (2.35)
Ry {n(z)=1}

oll nous utilisons que L, est une forme différentielle d’ordre n, telle que ¢ (L,) = "L, soit

I'image de L,, par ’homéomorphisme réciproque de ¢, : (r,x) — 7.z, avec (r,x) € ]0,4+00[x%

et L, est donnée par la formule classique suivante

., On
L,=—— —1y-t—q | AL A dxy,
n V.72 JZ:( ) oz, 1 A A I A N ATpy1,

(avec |V -n| la norme euclidienne du gradient de 7, et le symbole [j] signifie que le terme dx; est
supprimé). Bien que la mesure de liouville associée n’est pas unique, sa restriction sur sur un
domaine {x : n(x) = r} inclu dans 7 'est 2. Aussi rappelons que pour toute fonction intégrable

g=g(z),ona
/{n(x)zR}g(x) dr = /: (/{n:T}g(ﬂ«“) Ln(a:)> dr.

Pour estimer Fr(—V'), on commencera par donner une estimation asymptotique de I(\),
ensuite on intégrera par rapport a la variable r. En introduisant l'intégrale extraite de (2.35)

suivante :
a/2

) = / AT (2.36)
Ir(e)=1}=>

29La restriction de la n-forme differentielle de Liouville sera différente de la mesure euclidienne surfacique induite
sur le domaine en question.
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ot A = r® est supposé assez grand (A — o0), nous allons donner une formule précise de la
composante principale et une formule asymptotique assez claire de 'erreur de I(\). Ceci nous
permettra d’obtenir une formule asymptotique de (2.3) quand R; — oo, et en intégrant de R; &
00, on obtiendra une formule asymptotique Fr(—V') avec une bonne estimation de l’erreur.
Rappelons 'hypothése fondamentale suivante :
—ay <—ay <...<a, <0<af <...<af, (2.37)
ceci dit, on supposera que —a; , la plus petite valeur propre de A, est de multiplicité 1.

En considérant la théorie classique [52](1989), la principale contribution de lintégrale
(2.36) quand A — oo viendra des points de la surface {z : n(x) = 1} = ¥ ot la fonction z|A| = a!
admet son minimum absolu. Sous la condition (2.37), les deux points qui correspondent au
minimum absolu sont (+e;,0) € R"- x R"™, remarquons que les deux points stationnaires
de z|A|~tz! sur la surface ¥ sont ceux pour lesquelles xA est un multiple de V7. Nous allons
subdiviser (2.36) en trois intégrales, en utilisant une partition C? de I'unité sur 3 :

1 = x4+ + xo+ x— sur X tel que 0 < x4,x0 < 1 avec xy+ = 1 pres de (£e;,0), ainsi
(£e7,0) ¢ supp(xo) et on obtiendra la décomposition suivante :

IO = I (\) + Io(A) + I, ()

avec
a/2

I,(A) = /EXV(HU) e AL ()

pour v = 4,0. Les supports des x, seront choisis en fonction de la géométrie induite par la
hessienne de la phase aux deux points critiques. Notre principale et premiere étape sera de
déterminer la contribution des minimums absolus (%e;, 0). Par le fait de la symmétrie, il suffira
de déterminer la contribution de I'un de ces 2 points par exemple (e, 0). Aussi on choisira x+
de tel sorte que x4 (x) = x—(—x).

Introduisons les coordonnées locales

Ti— = \/1—x%77 —...—1:7217,_4—93%#—}—...—!—33%%_’_
pres de (e;,0), observons qu’au voisinage du point (ej,0), n(z) = 1. Puisque au voisinage de
(e1,0) on a que agfi # 0, alors L,, s’écrit simplement
on \~1!
Ly(x) = (8561 ) dro - N...Ndx,_ _ Ndxy Ao Ndop, o
= xl_l_ dro, N...Ndxy,
= xi£ dx/,
et on obtient que
— ’ nye/2 ;2 _1/2
L) = [ Rala) X (1o P 2) T a (2.38)
pour laquelle nous écrivons 2 = (x2_,..., x5 ), @ = (z_,x1) avec ¢; et ¢(z') sont définis

par :
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1
Cl — — (239)
a,
et
/ 1 1 1 1

Qq a; An_ a;

(1+1)2++(1+1)2

af e/ at, ap /Tt

et avee Vi(2') = o (/I = @7+ a5 Pl s).

Dans la prochaine section, on fera une étude attentive et précise de I’estimation asymptotique
de (2.38).

2.4 Une Estimation fine de I’intégrale de Laplace

Dans cette partie, en s’inspirant de la méthode d’estimation asymptotique de l'intégrale de
Laplace (voir Wong [52] pour détails), on donnera une estimation précise de 'intégrale suivante :

JA) = / ) a(z)e M@ dg, (2.41)

avec a et 1p des fonctions C*™ (C? resp. C* devraient suffire), et satisfaisant les hypotheses
suivantes :
(i) ¥(x) > 0 et ¢ admet un seul point minimum x = 0 sur supp(a); de plus )(0) = 0.

2
(ii) La matrice hessienne Q = < 83 (;’i , (0)) est non-degénérée (de plus strictement posi-
10T ij=1,0em

tive).
(iii) ¥(z) = 2Qa’ + R(x) avec R(z) = O(|z[*).
(iv) Va(0) =0,

cette derniére hypothese a été faite par necessité, pour suffire & notre principale application.
D’autres hypotheéses sur le support de amplitude a de (2.38), suivront en fonction de nos
besoins pour servir notre application. Nous allons le plus souvent écrire () en lieu et place de
xQxt, par abus de notation pour simplifier les écritures.

Toutes les estimations et les calculs de ce cadre ont pour but de servir notre idée, qui
consiste a écrire toutes les constantes et les hypotheses de nos estimations en fonction de @)
et de sa géométrie, en nous servant de la distance associée y/xQx!'. Le premier exemple sera
I’hypothese sur le support de 'amplitude a, qu’on va énoncer en (iv). Soit ¥ (z) = %xth+R(m),
comme donné ci-dessus, et soit R_(x) = max(—R(x),0), la partie négative du reste d’ordre 4.
Si 0 < v < 1 est une constante choisie arbitrairement, alors il est clair que dans un voisinage
de 0, %met — R_(x) dominera (v/2)xQz". Nous quantifions précisement cette observation en
introduisant

1
ry = sup{r: ixth —R_(z)> %xth, x € Bg(0,7)}, (2.42)
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ot Bo(0,7) = {z: 2Qz' < 72}, est la Q-boule de rayon r. Par suite, rajoutons I’hypothese finale
suivante :

(v) supp (a) € Bq(0,7).
Introduisons les 2 nombres ||[R/Q?||o,r, €t [|p2/Qllcc,r, tel que

W@ = s (1) (243

et de fagon similaire, si po(z) = a(x) — a(0) — Va(0)x! est le reste du premier ordre de la formule
de Taylor, on pose

12/ Qlloo,r., = Bo(0r) (’g((;c)) |> '

Observons que c’est une quantité finie, des lors que R(z) = O(|z|?) et p2(z) = O(|z|?), et que
Q(x) est définie positive.

Nous pouvons maintenant formuler le théoreme principal de cette partie :

Théoréme 2.4.1 Etant donné « tel que 0 < v < 1, sous les hypothéses (i)-(v), nous avons

_a(0)  r2m\n/2
TO) = s (Q)( )+ B,

avec une estimation asymptotique de [’erreur suivante :

(5)"
[EV)] < Jaet(@)

2\ /2 ar?
A2 (& e~ 2'y
.{nlpz/Qlloo,m 1Dt g\ 2 I n(n+2)[| R/Q?|loc,ry llallo
X (2) nl(n/2) 22, B
T'(n/2;Mr2/2)
+a(0)| e } ,

ot I'(z,w) est la fonction I'-incompléte donné par (2.99).

Preuve
En écrivant J(\) de la fagon suivante :
JA) = / a(z)e @2y +/ a(z) (e M) — 1) AR@)/2 gy
= Ji+ Js, (2'44>

nous estimerons séparement, J; et Js.
Estimation of Ji. D’apres un developpement de Taylor de second ordre de la fonction amplitude
a(x) au voisinage de 0, on obtient :

a(x) = a(0) + Va(0) z* + p2(x), (2.45)
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avec |pz(z)| < C|x|? dans le support de a noté supp(a). En remplacant la fonction a(x) comme
donné en (2.45), et en remarquant que pour des puissances impairs de x U'intégrale est nulle et

que
/ a(z)e @/ 2z = 0
R™\Bq(0,r)

car supp(a) C Bg(0,7), et x ¢ supp(a) implique a(x) = 0 et pa(x) = —a(0) sur le complemen-
taire du support de a. Si de plus Va(0) = 0, on obtiendra :

Ji(N) = /na(x)e_AQ(x)/Qd:r (2.46)

= / (a(0) + Va(0).z" + po(z))e @)/ 2qg 4 / a(z)e @)/ 2 gy
Bq(0,r) R™"\Bq(0,ry)

= a(O)/ e_/\Q(”")/Qda:+/ p2(z))e @24y (2.47)
Bq(0,ry) Bg(0,r4)
= a(O)/ e_)‘Q(I)/Qdac—a(O)/ e_’\Q(x)/Qda:—i-/ pa())e= 2@/ 2y
" R"\Bg(0,7~) Bg(0,r+)
n/2
= ()" [ ek - [ pa(w)e ™ 2
det(@) \ A Bo(0.r) R™\Bo(0.r+)

B a(0)  2m\n/2
= det(@)(A) + BN,

En effet, pour déterminer le premier terme de (2.47), on procede & un changement de variable
en posant y = L\//;Ql/ 2%, par suite on procedera & un autre changement de variable sphérique
en posant y =1 - €, et on obtient

a(o)/ne—)\Q(x)/de _ 22?() ) n/2|Sn 1/
a(0) n/2
det(Q) <7)

de méme par des changements de variables analogues comme ci-dessus & savoir y = QY/2x et un
changement de variable sphérique, en se servant de (2.97), on obtient cette expression du dernier
terme de (2.47) :

/ pg(x)e_)‘Q(”)/Qdac = —a(O)/ e MR@)/2 gy
R™\Bg(0,r+) {xth>7‘2}

\/det {|y|2>7‘2}

_ ‘Sn 1‘ /
= dr
det

__O <%)"/2WW
det(Q) N A I'(n/2)

ou |Sp_1| = g?://;) est le volume de I'hypersphére de R™ et

o0
F(z,w):/ e %5 lds,

w

(2.48)
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est la fonction I'-incompléte. On peut remarquer que la quantité (2.48) décroit exponentiellement
en A, comme la fonction Const.(1/ )\)ef/\’"g/ % Jorsque A — oo.  Par le fait qu’on intégre sur un
domaine borné, en introduisant ) dans l'intégrale du second terme de (2.47), et en posant

= A"Y2Q~Y2y, on obtient la majoration suivante du second terme de I'expression (2.47) :

| po(z)e @ 2qy| = | Q) pQ(JU)efAQ(x)/de‘
Bo(0,r) Bg(0,r+) Q(l')
Ipz(w)l) / ~AQ(x)/2
< max : Q(z)e Y dx
Bg(0,r+) <|Q(CL‘)| | Bg(0,r+) ( ) |
Ipz(w)l) / 2 2yl
=  max . yl|7 e 2 dy
Bq(0,r) <|Q(~’U)| | lyll<ry ! |
)|

2o/ Qe 2y (TG4 TGN
M/det(Q) \ A I'(n/2) I'(n/2) '
En nous servant des relations I'(a + 1,z) = al'(a,z) + 2% * et I'(a + 1) = al'(a) lorsque a > 0
et > 0, Pexpression(2.49) devient

n
2

n )\’I‘Q —\r
‘/ pa(2)e Q@ 2| < 2||/)2/Q||om=7<271>n/2<n B nl(%; M2 /2) () e A 3/2>
Bq(0,r4) ToA/det(Q) N A 2 2T'(n/2) I'(n/2) )
d’ou d’apres 2.49, on a l'estimation de E;(A) comme suit :
|[EA(N)] = | pg(a:)e*’\Q(“)/de — / pg(a:)ef’\Q(“)/Qdﬂ
Ba(0ry) R™\Bq(0,7+)
= '/ p2()e U 2 der| + | pa(x)e Q@2 4|
Ba(0:r) R™\Bg (0,5
n/2 "
Zm n Ar2 “r
<)\> |:2Hp2/Q||oo7r,Y <2_ nF(é’)\r%/Q) B (Tfy)?e )\3/2>
det(Q) A 2 20(n/2) T(n/2)
L(n/2; A2 /2)
+ m«mw}
n/2
2 N
(T> [2”/02/Q||oo,r,y <F(g+1) - r(2+1;xr3/2)>
det(Q) A I'(n/2) I'(n/2)
I‘(n/Q;)\r%/Q)
+ ’a(o)\w} (2.50)
En conclusion, on obtient ’expression suivante de Jy :
a(0) 27\ n/2
NS E 2.51
N = @ (3) + B (2.51)
ol
n/2
2m n ' ‘
IE1(\)] < ()‘) [2||P2/Q2Hoo,m (n_r(z—i-l,)\r%/Q)) a( )|W s
= /det(Q) A 2 ['(n/2) I'(n/2)
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Une Estimation de Jy :  En utilisant I'inégalité suivante |e¥ —1| < |y| max (e¥,1) tel y € R,

avec y = AR(x), on remarque que :

|J2| < )\/ ]a(az)]|R(x)|e’>‘(Q(x)/2*R—(iE))d$
Bq(0,ry)

IN

Allalloc /B o [ s (2.53)
QUsTy

et puisque que le supp(a) C Bg(0,7y) et Q(z)/2 — R—(z) > (v/2)Q(z) sur Bg(0,7). si on
multiplie et on divise par I'expression Q(x)?, on obtient

[l < llallwllB(2)/Q(@)lloc.r, /Rn Qz)?e M9 2y

B (21)71/2 n(n+2) [lallocl R/Q|l o,
Y N2yn/2+2 det(Q) ’

(2.54)

En effet, en posant y = 1/Q(x), on obtient

1 2
Ql)2e—0@/2gy - L / el 2 gy
R~ VQ Jrn
or on demontre aisement par un changement de variable sphérique que
12
[ lulte 5 2y = (2m g ),

d’olt en remplagant dans (2.4), et par suite dans (2.54), on obtient une estimation de Jo(\). En
conclusion, on obtient

JA) = Ji(A)+ J2(A)
() (QI)”/Q LB+ B0

det(Q) N A
B a(0)  /2m\n/2
a det(Q)( A ) t B

ou en introduisant le complement de la fonction I'-incomplete Q(a, z) tel que, Q(a,xz) = T'(a) —
I'(a,x), on a que

202/ Qlocur, (2m\n/22% + 1L02/2) 2y n/2n(n + 2)|R/Qlsour, llalloc
(B )\\/m (A) 1“(71/2)7 ()\> A24n/242, /det(Q)
n/2
(%) Ao/l O3 + LVE/2) | i+ DY@, ol
det(Q) A I'(n/2) A2yn/2+2
L(n/2;\r2/2)
+ 10O = |
- n/2 2 2 n/2 _ﬁ
(%) (2lon/ Qs [1_1“(3;*;)_2(3) T,
det(Q) A I'(3) nl'(n/2)
n(n +2)| R/Q?loo,r. 2o T(n/2; Ar2/2)
peRes + 10O =07 )
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2.4. Une Estimation fine de l'intégrale de Laplace

d’ou la preuve du théoreme 2.4.1.
QED

Corollaire 2.4.1 Etant donné =y, tel que 0 < v < 1, sous les hypothéses (i)-(v) du théoréme

précédent, on obtient
a(0) 2m\n/2
JO) = ——= ()" + B,

Vel ([@Q) \ A

ot une estimation de l’erreur est donné par :
[EN)] <

2
2 )\"? 4 nlo2/Qloe.ry | nt2)IR/Q ooy lallee , aOIN(3:75)
A det Q) A )\2,yn/2+2 F(% )

Preuwve La preuve est similaire a celle du théoréme (2.4.1), sauf que en posant

2
0 <g+1;AT;> - r(gﬂ) —F(g+1;Ar§/2> (2.55)
< T (g + 1) : (2.56)
il est clair que
n/2
P LR ICED
= JaenQ) A T'(n/2)
n(n+2)|R/Q*cor, lallc T(n/2; A3 /2)
N + 10O =

Puisque T’ (% + 1) =3I (%), en remplacant dans (2.57), on obtient le résultat du corollaire.
QED

Remarque 2.4.1 Une examination plus fine de la preuve du théoreme 2.4.1 nous permettrait
de borner assymétriquement J(\), si nous avions une information sur les signes de de a(0) et
de R(z). En particulier, si a(0) > 0, alors (2.48) sera négatif et cela nous permettrait d’avoir
une borne supérieure de J(\), sans considerer la valeur absolue de (2.48). De facon similaire,
sia(x) > 0 et R(z) <0 (comme ¢a devrait étre le cas dans notre application pour I()\)), alors
exp(—AR(z)) —1 > 0 et Ja(\) > 0, d’ot on pourra se passer de J2(\) dans 'estimation de la
borne inférieure.

D’ou le corollaire suivant :

Corollaire 2.4.2 (D’aprés la preuve du théoréme 2.4.1) et sous les conditions du théoréme
2.4.1, et si de plus a(x) > 0 et R(z) <0 dans B(0,7,), alors

a(0)  [2m\"?
B £ J0) - el (A) < By,
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avec les expressions respectives de I'erreur superieur, et l'erreur inférieure suivantes :

n/2
()" (I0/Qlloors 1 T+ 12507 0+ 2)alloe R/,
Eu(3) = Vdet(Q) A [n—2 i I'(%) i }—1_ A1/2+2 )2 ’
et
o mT o/ Qs [, P10 Tlo20vty2)
tN) = det(Q) ) " (%) |(0)] T(n/2)

Preuwve Si on suppose que a(z) > 0 et R(z) < 0 alors d’apres la preuve du théoréme (2.4.1),
sachant que

J()\) =: J1 + Jo, (2.57)
o (0)  [2m\n/2
a T\ "
AN = =22 (VY B,
0= () 1oy
et puisque en particulier a(0) > 0, on obtient I'inégalité suivante :
0 2 \n/2T(n/2; Ar2 /2
Ei(A) = / po(z)e @)y _a0) (I) (n/2; Ar3/2)
Bo(0-) det(Q) \ A I(n/2)
< / p2($)€—/\Q(~’v)/2dx
BQ(OvT’Y)
< | / po(2)e= Q@2 g (2.58)
Bg(0,ry)
D’apres 'hypothese que R(z) < 0 et a(xz) > 0, alors
Jo(A) = / a(z) (e~ @ _ 1)@/ > 0,
d’ou
— [E1(N)| £ E1(A) + J2(A) < Ex(A) + | 2. (2.59)
D’apres les formules (2.49), (2.50), (2.54) et (2.59), on obtient I'inégalité suivante :
%)™ 2 (n+2) Jall | B/Q
By 2 co.r (% +1; A5 /2 n(n + oo cor
B+ 1] < 2eefQloer, (n TELLASE) ]
det(Q) A 2 I'(n/2) \2yn/2+

= Ey(\),

aussi d’apres (2.52), on obtient

n/2
(2)" 2los/Qlloer, /m T(E+1:72/2) D(n/2: r2/2)
—|Ei(N)| > — det(Q)[ 3 (*— : ) | (Oﬂw}7

2 I'(n/2)
d’ou il suffit de choisir la borne inférieure comme suit :

n/2
<2Tﬂ> 12/ Qllo0,r, (g +1 A;?Y) I(n/2; /\T’Qy/2)
EL(A\) = NGO 3 [n — 21@} + |a(0)|W '
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Enfin on obtient 'inégalité suivante :

a ™\ "2
B < g0y - U0 (2) < By,

QED

Remarque 2.4.2 1l est clair que le théoréeme 2.4.1 et le corollaire 2.4.2 sont valables si on
remplace 7, par tout réel R, < r,.

2.5 Application pour une estimation de I(\)

Dans cette section, on se propose d’utiliser le théoreme 2.4.1, pour estimer les intégrales I, et
I_ comme données en 2.3. Mais comme on I'a signifié précédemment, di a effet de symmétrie,
il suffira d’estimer I, donnée en (2.38) et l'estimation de I_, s’en déduira.

2.5.1 Estimation Asymptotique de I.()\)

En s’apercevant que l'intégrale (2.38) est du type 2.41, on appliquera les résultats de la
section précedente pour estimer asymptotiquement I ().

Pour des soucis de notations, nous posons = (z_,z4) en lieu et place de — (J:/_,xq_)
définie dans l’expression q donnée en (2.40). Ce qui signifie clairement que x € R™ au lieu de
x € RMH,

D’apres les expressions (2.38), (2.39) et 1.22; et par analogie a la forme de l'intégrale 2.41,
on aura une phase stationnaire

(@) = (o1 + @)/ = 77,
et une amplitude
aw) = X4 (1= |o_ P+ |oy ) 772,

ot ¢; = (a7) ™! > 0 et q(x) est la forme quadratique définie positive donnée en (2.40).

Si on introduit la fonction f(y) = (¢1 + y)®/2, alors
fly) = + %C?ily + %(% —1)(e1 +0yy)2 %y
avec 0 < 0, < 1. Ainsi
b@) = 5-el lal@)+ R@)
= Q)/2+ R(x),
ou Q(x) = aclgflq(a:). Si de plus o < 4,
R < MO DlE )
= 28_0604 fa/2Q(fU)2
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En observant que R(z) < 0, on a que R = —R_, puis en choisissant 0 < a < 2 qui est une
bande intéressante des valeurs de « applicables aux portefeuilles, si %Q —R_ > 3Q cela implique

que 0 > R > 77_1@, d’ou |R| < I_TVQ, ainsi il suffira de choisir 7 de tel sorte que

2—af a2

ey < 0w,

2

d’ou

par conséquent, il suffit de prendre

2740‘(1—7) g

= .c2, 2.60
r'y ’2 . a| Cq ( )
Les estimations précedentes impliquent que
oo — 2] =2
R 2 < 2
IR/Qo < ey

uniformément sur R". Par suite revenons a I’amplitude donnée en 2.5.1, pour préciser la fonction
de troncature Y4 qu’on utilisera. En effet, on choisit la fonction de troncature de la forme

Q(fﬂ)) 7

2
Ty

X+(z) =g <

ot g : R>p — [0,1] est une fonction de troncature C'! égale & 1 sur un voisinage de 0, et ayant
son support dans [0, 1].

Pour une programmation explicite, on pourra choisir g dans la famille des fonctions indexées
par b et notée gy, tel que ||g;lloc = l%b. Ainsi, des calculs simples montrent que pour tout
0 < b < 1, on pourrait choisir

1 siz<b
2
1-1 (%) @-v? sib<o<tyl
a@) =4 G R . (2.61)
1 siz>1
Remarque 2.5.1 b est choisi de tel sorte que g, = 1 dans [0,b] et |gj||c = 125 représente

la seule information dépendant de g dont on a besoin dans nos estimations. Pour b = 0.5, par
exemple on a

0 siz>1
8(1 —z)? si3/a<z<l
gy (@) = 4 , (2.62)
2 1-22x—-1)° sil/2<zx<3/4
1 si0<a<1/2
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Le reste d’ordre 2 du développement de Taylor de amplitude a(z) est pa(z) = a(z) — a(0) —
Va(0)z! pour a(z) = g(Q(m)/rg)h(l —|z_|2 + |z4]?), ot h(y) = \/11_7 Puisque Va(0) = 0, on
obtient le reste de Taylor de a(x) écrit en fonction de gy et h suivant :

e (2.63)
- 2 w2 = |z Q) , Q)
o2 (1—0(|z—|% — |$+‘2))3/2 + r2 9,(0 )

1 |m P ey Q)
2(1—0(z_|? - |x+\2))3/2 7,% b

2
3
x)

2
y

)7

avec 0 = 0,,0' = 0, € (0,1) donnés convenablement. Il existe R, vérifiant R, < r. et tel que
H|x,|2 - |x+|2’ < 1/2. En effet, pour étre plus explicite, en observant simplement que

2 2 2 Q(x)
" = lz4 7 < |27 < M (Q) (2.64)
2
< ﬁ”’@) (2.65)

ol Apyip (@) est la plus petite valeur propre de la matrice Q qui définit la forme quadratique
Q(x) = zQux"/2, et si on décide & choisir r2 aussi petit de sorte que ||z_|* — |24 |?| < 1/2, d’apres
les inégalités établies en 2.65, il suffira de choisir

1

2 . 2 L
Rw—m1n<rw2

Ain (Q)). (2.66)
Aussi, avec ce choix de R, on a :

lalloo < sup (1= |z—* + |24 [)71/? < V2.

7R’Y

Dans notre cas d’application, une expression explicite de Ay est

Anin(Q) 1= —y min ( Sy 1) . (2.67)
(ay)? ay any

Si de plus on prend en compte 'autre contrainte sur r, comme donnée en (2.60), on choisira R%
comme suit

R,ZY := min (

4ol — V)Ca/Q, Amin (Q)) (2.68)

2—a L7 2

Aussi en introduisant la fonction croissante f(y) = —=

V1-0y

pour 0 <y <1/2et0< <1, et
puisque |z_|? — |z, |?> < 1/2, on a que

>
S

Fle—? = les ) < f(1/2) =
et du fait que 0 < 6 < 1, on obtient I'inégalité suivante

2 2
— 2
|z _| l$+| _ < z)? V2
V1=0(|z- — |24 ?)

Q) (2.69)
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sous la contrainte du choix de r, comme indiqué en (2.65) et de la donnée de 'inégalité 2.69,
une estimation de (2.63) divisé par Q(z), implique :

p2(z) V2 g'llse | 119"lloo
| lloo < 57— ) <1+ >+ : (2.70)

Q(x) min ( r r

¥ ¥
En particulier pour g = g on a

/ 2
J— ! — —
19'lleo = Nlghlloo = 7
et A
p2(x) 2 2 2
I oo < (1 + + : (2.71)
Q(z) Amin (@) (1=b)r3) (1=0b)r3
En introduisant les constantes i 1i, I?;E comme suit :
5 V2n g'llsc | 119'loo
K& = 1 2.72
F e () 272)
et ( 2)2
=1  n(n+ —Q a2
K5 = 77%” e (a7 )=, (2.73)
Soit la fonction
2
Ar? )"T?Y nf2 oy
~ I‘(E- W) ( 5 ) e 2
K{f(\) = Kf|1l-—2_2-_2
() ! [ r'(3) nl'(n/2) }
~ /(241 T(24+1;02/2
_ K1i< (5 + )_ (5 5/ )) (2.74)
I'(n/2) ['(n/2)

et
(a7)*/2. (2.75)

Si F4 est la partie "erreur” du théoreme 2.4.1 appliqué a I (), alors par Ueffet de symmétrie
Perreur du & I4(\) sera donnée par I'estimation suivante lorsque A > R{ :

E+(\) + E-(V)] <

2 2
)"T"Qy n/ _ Ar,y

2
’Y) 3 € 2 . ) Ar2
= 2T } gk T %TV)

K b
det(Q) ! A \? r (%

A2
e, =2 . .. . .
Remarquons que % est une fonction positive croissante en A, comme produit de deux
2

. " Ar2 ; . . .
fonctions positives (I'(%; %) et A\71), toutes les deux décroissantes en . Par conséquent si
A > R?, on a l'inégalité suivante :

R&. 2 . 2
I'(3; 12“) I'(3; =)

N2 2 ) —2’ 2 7
Ry-T(3) —  T(5)-A

92



2.5. Application pour une estimation de I()\)

N

et le fait que I'(%; )‘g”) soit décroissante en A, implique la majoration suivante :
[E+(A) +E-(A)] <

2 2
)\-r?y n/ 7>‘7’Y
e 2

I S 2
2 ()" @ | 12— R\ (T
K A +(R%> NORESY

et (Q)

Le théoreme 2.4.1 implique le résultat intermédiaire suivant donné comme lemme pour de

futures réferences :

Lemme 2.5.1 Si A > RY, alors
2 2 n/2 _ _Aa
( ﬁ) e O L BN + E-(),

LN +1-(\) = T

avec E+ + E_ majorée comme suit

[EL(\) + E-(M)] <
(Mg/ n/2 ard
a 2 ¢’
- n/2 aT /2 |: :| > n. RQ.RQ ~
2 SO | [V e ] (R IT RE |
; 3 Ry)T T(Z) o

aet(Q)

D’apres (2.32), pour obtenir lerreur finale due & E, on devra intégrer par rapport a Ry,
I’expression de l'erreur donnée par le lemme 2.76 ci-dessus. Soit F R4 une expression de cette

erreur due a I+, on pourra écrire
oo [e3
|ER+|=C' r"(E+(r®) + E_(r®)) exp (—cZ r®)dr,
Ry

ou mieux encore, en utilisant le plus souvent (2.97) pour le calcul des intégrales, on obtiendra

l’estimation suivante :
R2 n/2 N Ra,RQ
20" (27r)"/2 ~ (%) KE\ (2 2 .
ER+| < 7(-’( [1—27} -FE11+ (1—71)A.E12 + K .E13>
B det(Q) \ nl'(n/2) Ry T(%) 2
(2.77)
Af% n/Qefﬁ
s __2 [1 —9 ]
Ell — e (a;>a/2 nl"(n/2) ,,ﬂdr
R1 M\(1+n/2)
TQ'R% n/2 7T‘O‘-R,2Y
= /OO e @7 [1 - 2( 2 > - }r—a(wn/?)r"dr
R1 nl'(n/2)
R?Y n/2
_ /oo efrac?/QTn—a(l+n/2)dr . i /00 e*Ta(c{ll/2+RTg/)rn*adr
R1 nl'(n/2) Jr1
n+1l 24n n+1 R?
= E111'F< - 70?/2'R?>—E112-F< —1,(0?/2—1-27).}2?),
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g 1-2EL 5\ n/2
(o) "= 2 2 (F
N a
ou FEin=+-t— , Eug = naT (/D)

[e.e]
E12 = / e (al)a/2)\ 2

R1
o0 r®
_ / e (a (aT)a/2 —na/Z rdr
R1
oo
I a/2 _
_ / e e T an/Zdr
R1

n+l_ no

_ (ay) 2 4I‘<n+1—nca/2‘ a)

« 271 1

Q

o0 n
E13 = j/ ¢ T gy
R1

o0
_ / . )a/z (a2, n g
R1

— / a/ - a(n+4)/2dr
R1

nt+l _ (ntd)a
~ (ay) 2 1 r n+1_n+4 a/z RO
o o 2

Notons que E11, E12, F13 ont été calculés en se servant de (2.97). Ainsi, on pourra proposer
le corollaire suivant obtenu apres une intégration par rapport a la variable r de I_(A) 4+ I+ (A),
étant donné que A = r<.

Corollaire 2.5.1 Une estimation de Uerreur de l'intégrale (2.3) di a I_(\) et I1(\) est donnée
par :

n/2
/ n ka4 _ ntl_ a(2+n)
R, < 20020 /2,{@[1_2(” },(al) I F<n+1_2+n o2 Ra>
det(Q) ! nl'(n/2) a a 2

n+1
01/2 R2 1—704 R2 n/2
2(¢;"" + 3" <77) r (n + 1 o2 | B >

—7y. Ro
nal(n/2) a L(e "+ 2) &

2

RENT(2 Y (o) -5 /n+1 n 272 o
+(1- 2% 2] r — 2 R
RY (%) ! a 2’
. n;‘»li(n-z) 1 4
N Y LS R Ra)} (2.78)

2.5.2 Calcul de la composante principale due a I.()\)
La composante principale due & I (\) sera obtenue en intégrant la composante principale de

I+ (N) 4+ I-(\) comme définie en (2.76), ainsi qu’en tenant compte de la symmétrie des fonctions
troncatures x4+ et x—, on obtient I'expression suivante :
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n/2
ch — /2(27T) 71’),0[/2 ne (a ) /2d
det(Q) Ry
(2m)"” ), T
— —a(n/2), @)/ .

¢ a/det(Q) Jr, "

_ ntl _ no ’ n/g
(ay) 2 *2C (2m) n+1l n o2

= r , - R{
~ i@ (LD Ry
n+1 a/2
— A c F _ Ot
et puisque C' = . %, on obtient :
n+l no ,
W - la) v 20 2m)"
. a det(Q)
ntl_ na n
_ (27T)n/2 (af) 2 4 Ci% . Ca,n—i—l ‘
e’ det(A)det(Q)

Donnons déja une expression explicite de det(A), det(Q). En effet,

det(Q) = anciz 7V 11 (i— - i—) ﬁ (al_ * i—)
J =

j=2 @ “ 1% 4
no n- a e a
= aned G T (2 - ) T (% +1)
j=2 % i=1 %
n_— ny
det(A) =a; Haj I_Ia:r
=2 =1
det(A)det(Q) = a™2ct H\al —a; !H\cu +alfl
_ 77+l _ n+l_ﬂ _n4l
N B 2(27T)n/2 a n/2 1 2 (al ) 2 c o« - Ca,n+1
pc =
@ \/H] “olay — a; [TLZ lay + a;r‘

ai =52 (ay )% (27T)n/2 . Canti

VIT= lar — a5 | TI2, lag + o]
Théoréme 2.5.1 Etant donné le tauzx de confiance 1 —p, on pourra obtenir une VaRb. approxi-

mative restreinte & la composante principale via la recherche de la solution R de ’équation en
Ry suivante :

o (a)? - n)" ety ot m 41
L antl Jontip TR o2 pey—y (2.79)

- g= - — 2’
\/H?:z‘% —ay |H?:+1 |ay +a;r| @
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ol

Pour plus de simplification lors des tests numériques, écrivons aussi I'expression de l'erreur
due a I+, en fonction de Aj..

Remarque 2.5.2 L’expression de l’erreur comme fonction de la constante Ay est donnée par :

[ER:| < Apc-{KHa;)‘“f)-F(”* - +",c?/2-R%>

a 2
Qi) g R AR s R2\n/2
2ar) H P BT () NEESUNVY S
p— . —_— C —_— .
nI'(n/2) « o 2 !
>t . RY-RS
(RO e (11 0 e g
R T(%) ! a 27t
= _ it n+1 n+4
+RKf-(a])” 2 r( — - ,co/2 ?)} (2.80)

2.5.3  Une estimation de erreur due a /() :

Pour completer l'estimation de l'erreur, il reste & estimer lerreur due & Ip(A). Ainsi nous
allons estimer la contribution de

BN = [ e xo(a)Ly(o) (2.81)
%
pour laquelle la phase est donnée par la fonction
p(z) = (z[A|"'a")

Rappelons que ¢ atteint son minimum absolu en c‘f/ ? aux deux points £e; := (£e;,0) de
>, qui sont a ’exterieur du support de . Notre but est de donner avec une bonne précision
une estimation de Iy. Une estimation de l'intégrale Iy(A) aurait été plus abordable, si ¥ est
un compact (c’est le cas dans notre application lorsque ny = 0), on aurait dans ce cas une
majoration quasi-triviale comme suit :

o2 (2.82)

|IO()\)| < exp <—)\ min ((p — gp(@ﬂ)) ’Sn—1| 674,0(61)7

Suppxo

car la mesure de Liouville restreinte a I'hypersphere 5,1 est simplement la mesure surfacique de
I’hypersphere. Cependant dans le cas général ot ( ny # 0 et n— # 0), la mesure de Liouville de X3
serait infini, ainsi nous devons garder le caractéere exponentiellement décroissant de ’expression
a intégrer, pour que l'intégrale sur X soit convergente.

Etant donné € € (0,1), on a l’expression

PP [(A) = / e Ne@) =)y I,
b))

< max exp (=A(L —&)(p —le1))) (2.83)

. / eMe=e(en) v I,
b
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2.5. Application pour une estimation de I()\)

Etant donné Ag tel que A > A\, en passant a la valeur absolue, on obtient la majoration suivante :
AP (N = / e—Mele)—ele)y 1
b

< gipax exp (—A(L—e)(¢ —pler)) !/Eexp (=eA(e = wle1))) xo L]

< — — i — . prow(er) —eXow _
< exp( AL —e) min (o 900)) e /Ee | L]

Nous obtenons ainsi 'estimation suivante pour Ip(A) :

|]0()\)‘ S K)\o,s e*A(¢(el)+mé)7 (284)
ou
= (1= 3 _ >(L 2.85
me = (1—¢€) min (¢ —p(e1)) (2.85)
et
J/’(’)\O75 — 68)\090(51) / e_EAOLP’L"” < 0. (286)
b))

On s’apergoit que Ip(A) est exponentiellement décroissante par rapport a I+ (A), quand A — oo.

Pour obtenir une forme quantitative précise de Iy(\), nous aurons besoin des estimations
précises des deux parametres constants m. et K. ,, avec une attention spéciale sur le parametre
a de la distribution DLG, et le choix du rayon R, défini dans I'estimation de I1+()). On va
d’abord faire une estimation de K. ), et par la suite on déterminera la valeur de m..

Pour une estimation de K. ),, on va utiliser le théoreme de Stokes pour transformer 1'inté-
grale sur 'hypersurface X, en une intégrale sur I'extérieur d’'un domaine. Ainsi, on aura besoin
d’expliciter la dérivée extérieure de L.

Lemme 2.5.2 Soit n = n(x) une fonction de classe C? et v = v(z) de classe O, toutes deux
définies sur des ouverts de R"! dans lesquels V1 est partout non nulle, alors

d(vLy) = g(x)dxy A -+ Ndzpgq,

ot

1 2v o*n On 0
g(x):W(Vv-Vn+vAn)— Za .

Preuve En effet

d(vLy) = (

1 al‘j
v n+1 ‘ 8’/7
+ WZ(—l)Jfld(%)Ad:cl A AN AN (2.87)
j=1 !
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mais

n+1 P n+1 8
> (-1 1d<an)/\d$1/\ AGIA Aoy =Y (1) 82d9:]/\dx1/\

Ly

j=1 j=1

n+1 ' a
= Z(_l)‘jil((_l) or QdZEl JANAN d{lfn+1)
j=1
= Andri N...Ndxyi1
ce qui implique que
n+1 UA
77’2 Z ] 1d j)/\dlj AN AN AN depg = ‘vm2d$1 ANVAN: /s
Aussi
v dv 1
d( ) = + v - d( )
V|2 V|2 W
dv
= =5 = \Y%
WE |V77’4 d(| 77| )
_ 1 ’il ”Z*:l ol
VPP " [* &= oy
1 n+1 n+1 ’I’] 87]
= —d
[V £ Z By % yv [ Z Dayday Oz,
Maintenant calculons le produit exterieur suivant
d(rp) A S (1 2 A A A[IA L A g =
+1 v O +1 9?2
(\V’V]P Z?:l %% N |V77|4 erf]=1 827;87733 8ml)dx1 Ao NdTpyr =
Vo Vn 20 s 9% 9y
)dzi A ... Ad
( |V77!2 ‘VT]|4 Z 8:1:]83:1 8:61 e Tntl
d’ou en conclusion
Vuv-Vn oy WH 0%n  On
d(vL = — — |dzy A...ANd An)-dri A...Nd
(k) Va2 [Vt 121 ;00 0z, | ! Zny1 + (An) - dry Tnt1
7]:

n+1
- (vv'vn = - Z 88277 877>d 1A AdTpg

+
MRV [Vl z;0z; O
d’ou -
(2) VU-V?]+ vAn 2v %% 0%n On on
€Tr) = —
g |Vn|? [Vnl2 |Vt == dxj0x; O Oxj
Une application du lemme précedent se fera pour n(x) = \/|z_|?> — |z4|?, par conséquent

98



2.5. Application pour une estimation de I()\)

Vi(z) = (@)™ (1, —a4),
V(@) = 2/ (jo-|* = |a4* = [2f* /n(z)*.

Pour {n(z) > 1}, on a I'inégalité suivante :
V()] = ||,

et par conséquent, en utilisant Cauchy-Schwartz,

Vv - Vn < |V
Vo2 = =]
Aussi nous avons que
8277 5jk a:ja;k
=€ — €€k g
OO0z, n(w) n(z)
onegj=1sil<j<n_,ete=—-1sin_+1<j<n_+ny=n+1 En particulier,
n+1 2
1 xT5
An = €i—— — —
; Tn(@)  n(x)?
_ (o-ny) | JaP
- 3
n n
aussi
| &n | 1 |zkl|zy]
8:cj8xk n 773
< (T+[af). nlx)>1

x4 . s o, s .
Or sachant que % = Ej?] nous obtenons l'inégalité suivante :
J

20 T 0?n On on (an Ay TjTE . T Tk
- o, LTk ) T, Th
IVn!“;; Oz jO0xy, O Oxy !an‘*;; RETE R
gy T :L,jQ |l ol ,
= ,W|4(Z i ?Z Py 3)
j= k=1 j=1
2v (1 \x|4>
_ 1=y 2.88
VTt (25

Puisque n(z) < |z| on a que |Vz| > 1, ainsi en combinant les estimations précédentes, on obtient

Vv - Vn v (n_ —ng |:c4> 20 /1 x|
ol . PRCIATE CIVE S
) " R ) IValtin P
Vol | ol -0 <|n—n+| |l‘|2) 2Jv| ( |5U|4)
< + )+ + 2
|z |z[? U |Vl UK

Vv n_—n 1
Vol L <‘+|+) + 4]l
T n n

Vol + Jof (jn— —ny[+5)

A
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Ainsi, on obtient une majoration de la fonction g comme suit
lg(@)| < Vo] + |v[(Jn- —ny|+5).

En posant v(x) = exp (—eXop(x)) avec p(z) = (:U|A\*1:Ut)a/2, en appliquant le théoréme de
Stockes au domaine extérieur et en appliquant lemme 2.5.2, on obtient

| [y e 2P L,| = | f{nzud(e—dw%ﬂ (2.89)

= / (v 2xo (alal™a") > [ |A] 2] + (In- = ny| +5)) e da.
Rn+1

Si on fait le changement de variable y = (e\g) ~'/®|A|Y/2z, Vintégrale droite de I'inégalité préce-
dente devient :

Vdet |A] _— o
et |A| / {ozma 2‘ |A|71/2 ‘-i— In-—nil+5 +5} e 1% g,
Rn+1 (E/\

(6)\0 n/a 0)1/a

Et puisque ‘ |A|_1/2x| <|| [A]=1||*/? |z|, apres un changement de variable sphérique y = r¢, en
se servant de (2.97) et du fait que I'(z + 1) = 2I'(z), on obtient

« 1 1
/ e W dr = Z|S,|T <n+ )
Rn+1 (6] (8]

et

p 1
Lo lee e = s (e
Rn+1 (0] e}

En collectant tous les termes, on a que K ), < IA(O (eXg), ou

E)\()(al_)_a/Q

RO%exg) = a2 /det [A]

(8)\0)n/0‘
_ L (%) 9p_ —ny|+10 T (2

g } : (2.90)

(Rappelons que n_ + ny = n + 1). Le déterminant et les normes matricielles respectives de
[|A]| et [|A=!|| s’écrivent explicitement comme suit :

|det (A) H H at,

3
N‘—l— Q ‘—l—
—

r (=) a(edo)t/e T (

et
_ _ 1 1
I 1= max(ar ), (A7 | =max (L)),

n_ Qaj
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2.5. Application pour une estimation de I()\)

On a besoin de donner une estimation de m,. donné dans notre application comme étant le

minimum sur le support de xo(Q(x)/r2, de la fonction m. = (1 — €)[(c1 + q(z))*/? - c(f/Q], ou

q(x) > 0. Des lors que la fonction (¢1 + y)a/ 2 croit lorsque y positif croit aussi, me atteint son
minimum aux points o ¢(z) est miminum sur supp(xo(Q(x)/ r%), qui est inclut dans I’ensemble

des x tel que b'rg <Qz) < 7“3, ainsi il est clair que la valeur minimale de Q(x) est Q(z) = b-r?/,

et puisque ¢(z) = oflci_fQ(x), nous obtenons

me=(1—€)l(c1 +aley 2b-r2)o/2 — /2, (2.91)

En résumé, si on introduit la constante & droite de (2.90) comme étant Ko = K (e, Ag), et
en remplacant dans 'inégalité 2.84, on obtient une estimation de Ip(A), donnée comme résultat
dans le lemme suivant :

Lemme 2.5.3 Pour tout A > g,
[To(\)| < K%(eXg) e,

avec

Neg 1= Mg + (al_)_a/Qa

IACO(S)\O), me sont données respectivement par (2.90) et (2.91).

Remarque 2.5.3 Pour )y > 0 fixé, il serait intéressant de choisir ng > 1 et entier, afin de
determiner
Ko= min K°u), (2.92)
UE[;T%,)\()]

u(al—)—a/z

Ko(u) = (/2 /det [A] 67/
un «

B T (Lm) 2ln_ —ny|4+10 T ("'H)
2 |A]TY2 CEVANE * a . 2.93

Puisque la fonction K O(u) est continue sur l'intervalle compact [2’\T°0, /\0], elle atteint son mi-

nimum en U, € [Q’\TOO, )\0} et Ko = K O(Umm). Pour que dans notre modele ce minimum soit

atteint, on choisira

e = Lmin, (2.94)
Lemme 2.5.4

avec me donné par (2.91).

Remarque 2.5.4 Méme si d’apres (2.5.3), on peut choisir e\g pour que K O(e)o) soit minimale,
on peut de fagon analytique chercher le minimum de la fonction en z de la forme

z— (z*k + C’z*k*l> e, (2.95)
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ou k,l,c,C > 0. Dans notre cas d’application, z = e\g > 0, k = n/a et | = 1/a. les valeurs z
qui annulent la dérivée sont solutions de ’équation

e — k2l 4 cCz — (K+1)C =0,

qui en général ne peut étre résolue explicitement. Dans le cas particulier o [ = 1, ce qui
correspond a choisir @ = 1, une solution positive est donné comme suit

z=(2c)7! (k: —¢C +/(k—cC)2 + 4cC(k + 1)) ~ k/c,

pour k assez grand. Une majoration simple du minimum de KO (eXo) peut s’obtenir exactement en
minimisant tout simplement 'une des deux composantes de (2.95), ainsi il suffit de s’apercevoir
qu'une fonction de la forme z — z7%e®* (¢ > 0) atteint son minimum ¢*k~*e* pour z > 0 au

point z = k/c. Si on choisit k = n/a et ¢ = (a7 )~*/2, on obtient la majoration suivante :
. = N n/a
min,y, K%(e\g) < (172, /det [A] (a7 )™/ W (2.96)

{2H |A‘_1 HII:((:%T)) + 2\n7—2+|+10 (al_)_1/2 (%)l/a FE:T) }

= Ko

Q

ﬂ
J
S—|

Dans ce cas il est raisonnable de choisir e\g = n(al_)o‘/ 2/a. Ainsi pour \g donné, il suffira de

—\a/2
choisir ¢ = % et par conséquent on pourra déduire la valeur n. définie en (2.5.3).
Lemme 2.5.5

[To(N)] < Koy e (" + me),

avec m. donné par (2.91).

2.6 Estimation de la VaR avec ’erreur totale

Dans cette partie en tenant compte des erreurs d’approximations, on donne sous forme de
théoremes et de corollaires les équations explicites dont les solutions nous permettront d’otenir un
intervalle dans lequel la VaR se trouvera. Dans la pratique, malgré les complications théoriques
apparentes de nos estimations, on constatera qu’il est possible de faire un programme qui permet
d’obtenir la I' — © VaR, en utilisant par exemple le logiciel Matlab. Notons qu’on aurait pu faire
un programme en C++ pour déterminer la VaR avec la méthode proposée dans ce chapitre.
Contrairement a Matlab, un programme C++ aurait permis un meilleur controle de la précision
du code, afin d’affiner nos résultats et éventuellement la complexité du code. Etant donné g,
on a indiqué dans la remarque (2.5.3) comment on pourrait éventuellement choisir de fagon
optimale le parametre € et par conséquent n.. De méme, étant donné la matrice A, on pourra
choisir 7, A\g et ", de facon & obtenir les meilleures estimations possibles.

Les calculs qui suivront nécessiteront la formule suivante :

Remarque 2.6.1 Sia > 0, [’expression suivante est vérifiée :

00 o ‘ 1
F(a,b,a) = / L N | (“ Tl R?) (2.97)
R1 o

30si nous limitons le choix de g dans la famille des g, proposée en (2.61)
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2.6. Estimation de la VaR avec erreur totale

Aussi posons ne = (a7)*/? +me, avec m. donné en (2.91); En particulier, n. > (a7 )*/2. En
introduisant ’expression suivante

_n—l+4a _n+tl

K'=(a7) 2 mn. * K.y (2.98)

Avant tout calcul, rappelons la définition de la fonction Gamma incomplete qu’on utilisera
souvent aux fins de nos estimations :

F(z,w):/ e 55" ds. (2.99)

w
Théoreme 2.6.1 Supposons que o < 2. Etant donné que V > —0O, Soit

R*:=28/%  (V +0) (2.100)

alors

Frpe(R) — EL(R) < Fr(=V) < Frpe(R) + Eu(R), (2.101)

avec

2"
== (2.102)
() )

(2.103)

pour tout R > 0. De plus, st R* > \g, on pourra choisir

1
Eu(R) = Apc-{KliF "Z -2-1, A (2.104)
\ar
1
3 ol R B )}
«a 2 -
aq

1
+K0F<n+ ,nERa>.
(6%

Preuwve.
Si on remplace dans (2.4.2) la variable A par r® et on intégre par rapport a la variable r de R
A oo en gardant "dr, en multipliant par ¢’ = ¢~ ("tD/aC /det|A| ott ¢ = cqpt1, C = Cony1, 00
obtient des intégrales du type (2.3) qu’'on devra estimer dans les lignes qui suivent. En observant
que y/det |A| est au dénominateur de la constante C’, puis en tenant compte de (2.33), on
obtient que
(det A[ det Q)™/* = a™/%(a7) ¥ 2 A(A)71/?,
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Oll nous avons posé

A(A) = I:I(af — a;r) H(af + aj).
2 1

(Rappelons que Q = a™?(a;)~(371) ¢, ot ¢ est donné par (2.40).) En utilisant (2.3), le terme
principal de I + I_ dans (2.76) (qui est, 2(det(Q))~"/2(27A~1)"/2 exp(—A(a;)~*/?)) donnera
ce qu’on appellera la composante principale de Fp(—V) , et elle s’écrira

n+1 _.an

Frpe(=V) = 207"2(2m)"27 50 C (a7) %72 (A(A) 72
/ (12 exp <—(a1_)_a/27"a> dr,

R

ot V =1c7?/*R — ©. En utilisant (2.97), on obtient
0%
n+1 n R
a 27 — )
ay

Frpe(=V) = Ape T (2.105)

ou Ape = 20[7%71(2%)”/207”7“0 (a7)™2A(A)~1/2, ce qui établit la composante principale (pour
plus de détails voir la section 2.5.2).

Pour estimer la borne supérieure £y (R) et la borne inférieure £1,(R), on utilisera des tech-
niques d’intégrales similaires. Observons pour estimer £7(R) on peut se passer du terme Iy()\),
ainsi en utilisant le corollaire 2.4.2, on obtient

FF(_V) - FF,pC(_V)
—C’/ rnEL(TO‘) dr

R
c’ { >+ o n—a(2+1) re
0 KI/R r 2 exp 77(6117)0‘/2 dr

+r(;/2) /ROOF <;‘ %Rﬁ ra> exp <—(a1_r;/2> n dr}

La prémiere intégrale du coté droit s’évalue facilement en utilisant (2.97), ainsi on obtient

Jar

Pour estimer la deuxiéme intégrale, on utilise la définition de la fonction I'-incomplete, puis en
changeant la position des variables on obtient une intégrale double de la forme suivante

1 /oo %71 L /(21&723)1/0( - ( et > i d (2 106)
[~ S e rexp | ——— r ds. .
L(n/2) Jr R (a)e/?

Puisque cette intégrale double devient tres petit lorsque R devient grand, nous allons majorer
l'intégrale sur [R, (2R;2s)1/a] avec une intégrale sur [R, 00). Ainsi en utilisant (2.97), I'intégrale
double (2.106) est majoré par

v

= —2(2m)"/?

«

«

,R) n+1 R

5o\ e\ e
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2.6. Estimation de la VaR avec erreur totale

Finalement en reunissant tout les calculs et la constante multiplicative 2(27)™/2a~"/2¢~(n+D/e .

(a7 )4 %A(A)_l/ 2 on obtient la borne inférieure suivante :

«

n+1l1 n R

~EL(R) == —(a7) ™ Ay KE T

an T (

_(aD)F A R) n+1 R

P
) F ) )
OB N W

ce qui prouve une partie du théoreme 2.6.1.

L’erreur supérieure pourra se calculer en utilisant des techniques similaires. En effet, en
utilisant la borne supérieure du corollaire (2.4.2), puis en intégrant par rapport a la variable r,
si R* > A, alors

FF(_V) - FF,pc(_V) < 5U(R)a

Eu(R) = C' /

r" (E’U(ra) + IA(O(e)\o) efnsra) dr.
R

Tout calcul fait en se servant de (2.97), on obtient

Eu(R) = Ape- » (ap)*PKFT <n;rl_g_j’ <R/ al)a>

j=12

1
LK (eN)T <”Z ,nsRo‘> ,

avec
_n+1

K%eXg) = o |det(A)| 72 (eno) =" € K(e).
ce qui complete la preuve du théoreme 2.6.1. QED

Remarque 2.6.2 Dans la pratique, notre programmation Matlab marcherait avec des condi-
tions sur n de telle sorte que la fonction I'-incomplete soit reconnue par Matlab. A cet effet,
on utilisera un prolongement holomorphe de la fonction I'-incomplete afin de construire un pro-
gramme Matlab qui reconnait la fonction spéciale I'-incomplete plus globalement. Sinon, on
pourra proposer d’autres estimations de facon & pouvoir utiliser la fonction I'-incompléte telle
qu’elle est définie par Matlab. En effet, la fonction I'(x, a) est reconnue par Matlab que si a > 0.

Remarque 2.6.3 Bien que ce ne soit pas évident au premier coup, les fonctions I'-incompletes
sont en fait des expansions asymptotiques. Ainsi pour tout z,w fixé

[(z,w) = w* e ™ + O(w* 2e™),

w — oo, tel que

F(Z— k,W) _k

() ~w " —0, w— 0.

Ceci montre que le premier et le deuxieme termes de 'erreur deviennent négligeables devant la

composante principale avec des rapports respectifs of (R/y/a; )"t et (R/y/a;)~2. Le troisitme
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terme décroit aussi rapidement. Si on garde seulement le terme principal, on obtient ’expression

asymptotique suivante lorsque R = ci/ o 1 V(V+0) — oo, alors

o

n+1l n R
Fr(=V) ~ ATl —

a2\ /Z
ay
nt1-"g%
A [ e~ (R/VaD)*
ap
Si a = 2, alors
1 (a” n/2
Apc,a:2 = ( ! ) 5
VT /A(A)
Ol NOUS POsSons
n_ ng
A(A) = [[(ar —a) [J(ar +ai),
2 1

ainsi, dans le cas ou les facteurs de risque suivent une distribution normale, on a
1 (a])" < 1 R? >

F(-V) o~ ——=2—_T(=,—
1 (al—)(n+1)/2 e—R2/a1_

VF JAm R

Le théoreme (2.6.1) peut étre utilisé comme suit pour determiner un intervalle dans lequel on
determinera la VaRg. On définit la composante principale I'-VaR d’un portefeuille I' — © comme

12

, R=VV +0.

étant la solution unique V = VaR]l;’pC de I’équation

Frpe (s V20V +6)) =p. (2.107)

Le théoreme 2.6.1 propose
VaRZI: ~ VaRzl:’pC,

cette derniere relation est asymptotiquement intéressante lorsque p — 0. Etant donné p € (0, 1),
soient Ry, = Rr(p) et Ry = Ry(p) les solutions respectives des équations

Frpe(Rr) — EL(RL) = p, (2.108)
et
Frpe(Re) + Eu(Ru) = p. (2.109)
En écrivant )
Vip) = sear i Rip)? = ©, j=L.U. (2.110)

Puisque (2.102) est vraie pour R > 0, nous aurons toujours que Vz(p) < VaRg. D’autre part

. . 2 . ..
VaRg < Vir(p) ne sera vraie que si cn+17a2"‘/ 2 (VaRg + @) o/ > Xg. Cette derniere condition est
atteinte si nous choisissons :

)\0 = RL(p)a (2.111)

En Résumé, on obtient le corollaire suivant :
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2.6. Estimation de la VaR avec erreur totale

Corollaire 2.6.1 FEtant donnés les parametres p, a, v € (0,1), soit A\g = Rr(p)*, ot Ry (p) est
la solution de (2.108). De plus, étant donné € € (0,1), soit Ry (p) la fonction (2.109), alors

VaR,, € [Vi(p), Vo (p)]-

2.6.1 Choix d’un intervalle de la VaR pour a = 1.320

Dans cette section en rappelant que a = 1.320 a été trouvé via le maximum de vraisemblance,
pour p donné et raisonnable, on montre comment lire dans le graphique la VaRyp, VaRpco et
la VaRyp. Notons aussi que le coéfficient A = 0.8913 correspondant a 61 jours de données
historiques, nous permet d’estimer la matrice de variance covariance par la méthode EMWA de
RiskMetrics. Les valeurs de €, n. sont donnés par 2.5.4 des lors qu’on fixe A\g = R<, lorsque
p = 0.0001. Voir 1.6.2 pour plus de détails sur le calcul de la matrice de variance covariance
EWMA. Dans tous nos tests numériques, on va considerer ¢t = 1.

2.6.1.1 Test Numérique pour o = 1.320

Nous considérons un portefeuille contenant 6 options européennes d’achats (6 calls) ou de
vente (5 puts) sur actions, ainsi le prix du portefeuille & l'instant ¢ est donné par :

Ie) = (55050~ Gt S.0) + YIB(6.5,0) - G5 1,0

i=1 =17

Les prix des différents actifs du portefeuille du CAC 40 considéré dans notre application, sont
donnés dans le tableau ci-dessous :

TAB. 2.1 — Données de 11 actifs du CAC 40 (5 Puts, 6 Calls et 11 actions sous-jacentes).

k Actifs Ey | taux | maturité | Si(0) | volatilité
1 Call-BNPPARIBAS 30.00 | 0.02 | 3 mois | 39.75 42.13
2 Call-BOUYGUES 19.00 | 0.02 | 3 mois | 27.30 41.87
3 Call-CAP GEMINI 20.00 | 0.02 | 3 mois | 24.00 66.36
4 | Call-CREDIT AGRICOLE | 10.50 | 0.02 | 3 mois | 14.80 37.41
) Call-DEXIA 9.00 | 0.02 3 mois 9.38 45.42
6 Call-LOREALL 40.00 | 0.02 | 3 mois | 62.90 37.07
7 | Put-SOCIETEGENERALE 50 0.02 3 mois | 64.00 42.54
8 Put-TF1 18.00 | 0.02 3 mois | 22.02 44.10
9 Put-THOMSON 9.00 | 0.02 | 3 mois | 17.13 57.96
10 Put-VIVENDI 9.00 | 0.02 | 3 mois | 17.00 57.03
11 Put-AGF 22.35 | 0.02 | 3 mois | 19.00 61.92

Remarque 2.6.4 Ci dessous le graphique correspondant a certaines bornes supérieures de la
VaR suivant le choix du taux de confiance 100(1 — p)% lorsque o = 1.320.
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TaB. 2.2 — Intervalle du choix de la VaR via le corollaire 2.6.3 lorsque p = 0.0001, ¢ = 0.5720,
b= 0.5, 7= 10e — 2, Ay = 2.0316, II(0) = 66.825 Euros, © = —1.9340, n. = 6.6174 et EWMA

A =0.8913.
] \ Intervalle du choix de la VaR \ VaR issue de la composante principale ‘
o' [VaR: 5, VaRy ] VaRL,
1.320 [2.2273, 3.6774] 2.3652
’ Temps-Exec ‘ 1 seconde 30 ‘ 1 sec ‘
Graphe de p = confi =UB( VaRUB) lorsque (taux r=0.02, A=0.8913, a=1.320, y=0.01, a=0.5, V=3.16:0.0001:4)
0.08 T T T T T T T T
— UB(VaR,)

0.07F
0.06

005

o

g

@ 0.04

o]
0.03
0.02
0.01f

\\
\\\“
%1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9
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2.6. Estimation de la VaR avec erreur totale

Fia. 2.1 — Graphe permettant de trouver VaRpc en fonction de p, lorsque o« = 1.320.

Graphe de p=confi=PC( VaRPC) lorsque (taux r=0.02, A=0.8913, a=1.320, y=0.01, a=0.5, V=1.95:0.0001:2.5)
003 T T T T T

1
—— PC(VaR_)

0.025 - : -

0.02 -

0.015

PC(VeR,)

p:

0.01f -

0.005 - -

~

o ‘ ‘ [ e S ‘

1.9 2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5
axe des VaRPC
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Fia. 2.2 — Graphe permettant de lire la VaRp en fonction de p, lorsque oo = 1.320.

Graphe de p=LB( VaRLB) lorsque (taux r=0.02, A=0.8913, a=1.320, y=0.01, a=0.5, V=1.81875:0.00000001:1.81888)

0.08 T T T T T T
— LB(VaR )

0.07 - -

0.06 - : -

0.05 -

(VaRy)
g

o
770.03 |- |
o

0.02}| -

0.01 -

of ™S -

01 Il Il Il Il Il Il Il
1.8187 1.8188 1.8188 1.8188 1.8188 1.8188 1.8189 1.8189 1.8189
axe des VaR_B
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2.6.1.2 Cas ou « = 2 et comparaison avec la Monte Carlo VaR

Remarque 2.6.5 Ci dessous le graphique correspondant a certaines bornes supérieures de la
VaR suivant le choix du taux de confiance 100(1 — p)% lorsque o = 2 et t = 1.

Graphe de p=confi=UB( VaRUB) lorsque (taux r=0.02, A=0.8913, a=2, y=0.01, a=0.5,v=2.12:0.0001:3)
0.06 T T T T

T
—— UB(VaR)

0.05

0.04

(VaR,)

uB

0.03 -

confi=

p:

0.02

0.01

I I
2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3
axe des VaRUB
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Fia. 2.3 — Graphe permettant de trouver VaRpc en fonction de p, lorsque o« = 1.320.

Graphe de p=confi=PC( Val%c) lorsque (taux r=0.02, A=0.8913, a=2, y=0.01, a=0.5, V=2:0.0001:3)

0.07 T T T T

T
—— PC(VaR,))

0.06

0.02

0.01

i Il Il Il Il Il |
2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3
axe des VaRPC
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F1a. 2.4 — Graphe permettant de trouver VaRpp en fonction de p, lorsque o = 2.

Graphe de p=confi=LB( VaR ) lorsque (taux r=0.02, A=0.8913, a=2, y=0.01, a=0.5,V=1.37718:0.0000001:1.37725)

0.06 ‘
— PC(VaR )

0.05

0.04 -

(VaR )

LB

0.03

confi=

p:

0.02 -

0.01

0 Il Il Il Il Il Il Il Il
1.3772 1.3772 1.3772 1.3772 1.3772 1.3772 1.3772 1.3772 1.3773 1.3773
axe des VaR_B
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TaB. 2.3 — Tableau de comparaison de la VaR analytique et la VaR Monte Carlo a@ = 2, lorsque
t=1.

ANALY (0.01)

I'"NB-STM I"NB-SIM IILNB—-SIM

Va RMC(p) Va RMC(O o1) Va RMC(O on) Temps-Exec

1000 Simulations VaRy; oo 1.7281 5.1129 55 secondes
| 1000 Simulations | VaR); 0 05 | 1.7856 | 43946 | 55 secondes |
| 1000 Simulations | VaRy it | 1.7946 | 35809 | 55 secondes |
| 10000 Simulations | VaR) 0oy, | 1.8257 | | 707 secondes |
| 100000 Simulations | VaRy o) | 1.8164 | | 8113 min |
’ ‘ VaRANALYTIC(p) ‘ VaRElNALYTIC(O.Ol) ‘ ‘ Temps-Exec ‘
’ Méthode Analytique ‘ VaRzgfLY (0.01) ‘ 2.1805 ‘ ‘ 0.50 seconde ‘
’ Méthode Analytique ‘ VaRLTC ‘ 2.0805 ‘ ‘ 0.50 seconde ‘

’ Méthode Analytique | Intervalle VaR [1.3772, 2.1805]

1 seconde 30 ‘

Remarque 2.6.6 Dans nos tests numériques, les prix des options d’achats ou de ventes sont
calculés par le modele de Black et Scholes

2.6.2 D’autres estimations de ’erreur

D’apres la remarque (2.6.2), on pourrait pallier au probleme du choix de « en fonction de
la dimension du portefeuille n, en proposons d’autres alternatives d’approximations des termes
erreurs de fagon a pouvoir utiliser la fonction I'-incompléte comme définie par le logiciel matlab.
Dans le souci de comparer nos résultats analytiques lorsque o = 2, a la VaR obtenue par la
méthode Monte Carlo, nous ferons des tests numériques sur des portefeuille constitués d’actifs
du CAC 40. Aussi, nous donnerons des estimations explicites de 'erreur pour o = 2, ce qui
correspond au cas gaussien.

En combinant les erreurs et la composante principale di a I, I, Iy, on obtient le théoreme
suivant :

Théoréme 2.6.2 FEtant donné V>0, A, 0 <¢€,b,v <1 etci =1/aj, tel que en posant :

—a/2
O4/742

(1 /2 “ v
= (1-ac |+ 25—

)2 -1

Amin(Q) = ac?’* min (‘L_l oLy )

5

_n+42 ntl

2 (ay) ? (27_‘_)71/ "o - Canyt1

Ape = 2
n— — — n —
VI Zelar — a5 [TIE fag + ;|

(2.112)

114



2.6. Estimation de la VaR avec erreur totale

4a(1 =) a/2, Amin (Q)>
2—a L7 2 ’

R} =228 (V +0), (2.113)

ng := min (

alors pour R > Ao,

«

1 R
F(-V) = Apl [ == 2 [ ) )+ e, (2.114)
ay

ot le terme erreur est estimé comme suit

S a@m +1 24nm ap
|ERL(Ry)| < APC'{KfE'(al) 4 'P<n - n701/2' 1)

__a+n) 470 R2ITT4 fR2\M/2
2ap) "7 (P + ) <77) p{ntl e R R
B nl'(n/2) ' o () +7) !
R§-R2
KE\D(%; 55 1 N
+(1 ) g n2 ) (ay) i nt nvc1/2' T
Ra (5) (6 2
(n+4)a 4 a
+Ki ( n+ 701/2' ?)}

1
+ KT (” + nER?> .
«

Remarque 2.6.7 Pour estimer la VaR, on se propose de donner une bande ou un intervalle
dans lequel se trouvera la VaR. L’intervalle proposé dépendra de la qualité de la majoration, de
la donnée du tauzx de confiance 1 — p, du choix des paramétres d’entrée de notre algorithme,
telles que €, v, b etc.

En effet, puisque

«

1
Fr(-v) = aper [ 2522 (RN} em),

e 27\ /-
ay
avec une estimation d’'un majorant de la valeur absolue de £(R), qu’on notera e (R), cela
implique que

«

1
ER) = |Fe(-v) - apr [P on (B

o 2’ \/E
= |Fr(=V) = Fpe(=V)
< Eest(R), (2.115)

d’ou la double inégalité suivante :

Foe(—V) — Eut(R) < Fr(=V) < Fpe(—V) + Eet(R). (2.116)
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Ainsi pour des fonctions respectives Fyo(—V) — st (R), Fpe(—V) + Eest(R), on se propose de
chercher les solutions R_,R de ces fonctions respectives, en se servant des méthodes numériques
connues, qui permettent de trouver les zéros d’une fonction non linéaire. Et puisque notre terme
erreur contient des fonctions spéciales, pour lesquelles il n’est pas toujours facile d’implémenter
la dérivée surtout avec Matlab, nous éviterons la méthode de Newton, pour adopter la méthode
par dichotomie pour rechercher les zéros de Fi,c(—V') — Eest(R) et Fpe(—V) + Eest(R). De plus,
en introduisant Vi (p) comme suit :

L —2/a
Vi) = 5 fiRE O, (2.117)

ou Ry = Ry (p) est la solution de

«

n+1 n Ry
AJ |l — — =
pcC a 2’ —
ay

T gest(Ri) =D (2118)

Remarque 2.6.8 Dans la pratique, 'avantage de la méthode analytique et de l'algorithme
qu’on propose est qu'on peut estimer la VaR', d’un portefeuille ' — © lorsque p — 0. Notons
que généralement dans la pratique, on considere que p = 0.05, 0.025, 0,01.

On obtient ainsi le corollaire suivant :

Corollaire 2.6.2 A un tauzr de confiance 1 — p, la Valeur en Risque VaR‘,E*@ du portefeuille
sera telle que :

VaR,™® € [V_(p), V4 (p)],

ot V,(p) avec (v = +,—), sera la solution de l’équation :

1 —2 «
VV(p> 2 Ca ’Vl/-f—lRI% - @7

et telle que R4 est aussi solution, lorsqu’elle existe, de l’équation :

«

n+1l n Ry
AT —— =
pcC a 27 —
ap

+ gest(R:l:) =Dp-

Notons que st sera selon l'estimation faite, l'expression de l’erreur estimée.
Aussi on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.6.3 Etant donné V> —0,0<¢€,b,v<1,c; =1/a]

a=0+/2) (2007 )2 (0) "> Cha

VITiZa(ar —a)) ITj5 oy —a;)

Ape =:2

R? :=2cY2 (V +0).
Alors,

Fp(=V) = Apl' <
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ou 'estimation de l'erreur est donné par

KT 1
ERL(R)| < Ape- 1F<”+ _ﬁ o2 >
R
ER

R« o

n/
A FEER ) (3) 2-F<n+11<“/2+R3> R“)
, (G ™ /)

nl'(n/2) a 2
n R2
_|_( _H)F(Q’ 2 ) n+1_ﬁ a2 R
R« (%) a 271
I?ét n—+1 n a2 - }
+ﬁ ( a 209 R)

Preuve Pour la preuve, il suffit de remarquer que

o0 o

/2 _ (nt4)a _a,/2 _no)
/ercl r" 2d7"</ercl "2 dr
R

IN

T 1
r (”+ I RO‘). (2.119)

2.6.3 Estimation et test numérique I

Corollaire 2.6.4 Etant donné V> —0, et 0 <¢e,b,y<1,c1 =1/a; etV > -0, soit

<1+"/2>(2m )2(camn)” % Can

\/H a;) T4 oy —a;)

R? .= 202{2‘ (V+0).

Alors

1 o
ntl_D er Ra> + &(R),

Fr(=V)=ApTI < 5 5’

ot une estimation du terme erreur est donnée par

« 2’

PR

Ky 1 o
+(a1)‘(Ki+)F<”+ fgf /2 Ra)

R« «
1— n+41
5 R2(a1)a/2 a + n
cf (1+—=9—) KU Ryp(nal ) o po }
— r —1,( R2/2) - R*
251 nl'(n/2) ! R, /2)

1
+ KT ("+ ,n5R0‘> .
«Q
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Preuve

En effet, d’aprés (2.5.1), on a l'inégalité du terme erreur donné en (2.76), suivant :

R¢-R?

S RZ\"/? - n
|ER.| < W(f{f - 2<;>} B+ (1- Kf[)w CB12 + Ry B133.120)

det(Q) nT'(n/2) Ry (%)

or peut majorer E£13 de fagon suivante :

o

_ a/2 _a(nt+4)

FE13 = / e e Ty 2 dr
R1

oo
o ,0/2 _ a(n+2)
/ e " T dr

R1

IN

nt+l_ (n+2)a
(ay) 2 1 r n+1in—|—20a/2‘ o
a R} o 2 1 1
F13’
Ry

ainsi, en remplacant F13, dans (2.120) par l'expression de son majorant F13" donné en (2.121),
on obtient la majoration suivante du terme Erreur :

= _\_a@+n) n+1 24n 4 o
‘gRﬂ:(Rl)‘ S Apc'{Kit'<a1) 4 F( o - 9 ,01/2'R1>
L G4m0 R2 TR fR2\n/2
2a) = (¢ +3) (f) r(rtLl | er R R
nI'(n/2) ' o (e "‘7)' 1
n. R§-R2
+( _E F(§, 12 1) (a_>_nfr<n—|—l_n /2 a)
ry) g @ o Tz
K | e ptl n42 4
P (2 g
1
L KOT (H,nng‘> .
a
~ K _ . _a(2+n) n+1l 24n 4/
O e ] (G
) ggp B2 TR R2\n/2
_2(@1) 2 (" + ) (%) T n+1—1(c“/2+R73)-Ra
nC(n/2) o G R AR
o~ n Ra'R2
BRI (1011 )
R/ T(3) ! a 270
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TAB. 2.4 — Données de 11 actifs (Puts et Calls) du CAC40

k actifs Ei | Taux d’interét | Maturité | Si(0) | volatilité
1 Call-BNPPARIBAS 30.00 0.05 3 mois | 39.75 42.13
2 Call-BOUYGUES 19.00 0.05 3 mois 27.30 41.87
3 Call-CAP GEMINI 20.00 0.05 3 mois | 24.00 66.36
4 | Call-CREDIT AGRICOLE | 10.50 0.05 3 mois | 14.80 37.41
5 Call-DEXTA 9.00 0.05 3 mois 9.38 45.42
6 Call-LOREALL 40.00 0.05 3 mois | 62.90 37.07
7 | Put-SOCIETEGENERALE 50 0.05 3 mois | 64.00 42.54
8 Put-TF1 18.00 0.05 3 mois | 22.02 44.10
9 Put-THOMSON 9.00 0.05 3 mois | 17.13 | 57.96
10 Put-VIVENDI 9.00 0.05 3 mois | 17.00 57.03
11 Put-AGF 22.35 0.05 3 mois 19.00 61.92

2.6.3.1 Test Numérique I

Dans cette partie, nous allons illustrer le corollaire 2.6.5 ci-dessus en tenant compte de
Iestimation de 'erreur 3.76, en proposant son application & un portefeuille financier du CAC 40
Francais constitué d’options d’achats et d’options de ventes comme suit :

6 11

1) = SISO — Gt i) + DI, 55(0)

i—1 §=7

_oh;
as,

(0):55(8)]-
Les prix des différents actifs du portefeuille du CAC' 40 considérés sont donnés dans la table

ci-dessous.

Remarque 2.6.9 Lorsqu’on utilise la méthode Monte Carlo avec 10000 simulations, le temps
d’execution est 707 secondes, c’est a dire plus de 500 fois le temps d’éxécution de notre méthode
analytique. Et pour une exécution Monte-Carlo avec 100000 simulations, il faut attendre environ
487 minutes, c-a-d plus de 8 heures et 12 min, ce qui est difficile surtout, si c’est pour le calcul
de la VaR d’un portefeuille pour un horizon d’un jour.

Remarque 2.6.10 Pour éviter par exemple, que 'erreur estimée contiennent des divisions par
zéro a cause de (R%), on propose une autre estimation plus brutale dans un autre théoreme
donné ci-dessous.

2.6.4 Estimation et test numérique II

Théoréme 2.6.3 Etant donné V > —0O, soit
R? :=2cY2 (V + 0). (2.121)

Alors pour pour R* > g,

Fr(=V)=Apl [ — — =, [ —= + &(R), (2.122)
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TAB. 2.5 — Intervalle de choix de la GLD, VaR obtenue via le théoreme 2.121, avec p = 10e— 30,
EWMA X =0.93, € = 10e —40, b = 0.5, v = 10e — 20, Ao = 1,II(0) = 64.1808 Euros, © = 2.2086.

1.80

Méthode par Dichotomie Méthode par Dichotomie
Intervalle pour la VaR | VaR issue de la composante principale

o [VaR! 5, VaRy 5] VaRL,
0.727 [18.9548, 32.8342] 21.1889
0.999 [8.3598, 14.4304] 9.4741
1.005 [8.2332, 14.2137] 9.3348
1.10 [6.5347, 11.3116] 7.4674
1.20 [5.2111, 9.0560] 6.0177
1.30 [4.2046, 7.3400] 4.9212
1.35 [3.7874, 6.6271] 4.4692
1.40 [3.4149, 5.9897] 4.0678
1.45 [3.0801, 5.4155] 3.7092
1.50 [2.7769, 4.8949] 3.3873
1.55 [2.4998, 4.4197] 3.0966
1.60 [2.2442, 3.9834] 2.8329
1.65 [2.0051, 3.5804] 2.5926
1.70 [1.7766, 3.2062] 2.3725
1.75 [1.5484, 2.8570] 2.1699

[ ]

1.2862, 2.5298 1.9826

Temps d’éxecution ‘ 1 sec 30 ‘ 1 sec
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ou le terme erreur est estimé comme suit
o

1 R
TIPS Foey LES N (2.123)
« a7
1
e ol s —g o, | B
ay
R2 o
anr(ﬂ7JRa>
+ o)) 2 ol [ }
F(f) @ al_

Preuve
Apres une intégration par rapport a la variable r, en se servant de la formule (2.97), le terme
principal (2.76) permettra d’obtenir la composante principale PCF de Fr(—V) comme suit

20 ()5 (AA) V2 /°°

R

n

OPFr(-V) = a~"(2m)"% 078 exp (—(a7) =) dr

(0%
n+1l n R
a 27 — )
a,

Ape T (2.124)

pc

n+1

avec Ape = a2 1(2m)"2¢ 5 C A(A) T2 (a7) @ D=2/ Pour & > 0 et a > 0, la fonction

I'(a,z) décroit, et puisque r* > R{ on a que

& n 1 ’)“a n 1 o 7,.0(
T *,*RQ a o ndr <T *,*R2 Ra>/ <_> n q
/%1 <2 5 y T ) exXp < (al_)a/2> T T < <2 9 o~ 1 - exXp (al_)a/2 T T

ainsi en appliquant (2.97), on obtient 'inégalité suivante ;

2(27{')”/2 (04 { Sy, _\n_an_a,1 n+1 n R
< _
|5i(R1) ’ < o 0 K'1 (al)z 7 272 . 5 1, —

1

«

= n_an_2a 1 n—l—l n R
Kf (ay)s %%+ P
HRF )i [ P [ D
V&
(0%
a0 (5,572 RY) (n+1 [ R
+(a1) 2 (27) r o )
2 aI

En collectant certains termes dans les calculs, on obtient 'approximation suivante en fonction
de A :

) < Al Y e ARET <nl_1‘g‘j’ (R/ 1))

7j=12
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qui correspondent aux trois premiers termes de lestimation de lerreur donné en (3.76), avec
KJi = 2(@1)30‘/2Kji, for j =1,2., et

«

n+l1 n . R

~

n an  jo 1
Kfa Ya )2~ T 2ta0 —
j ( 1) a 2 J \/T
aq

2.6.4.1 Test numérique 11

Dans cette partie on fait un test numérique sur le portefeuille précédent, mais cette fois-ci
avec l'estimation de l'erreur (3.76) comme donné dans (2.6.3).

TAB. 2.6 — Données de 11 actifs (5 Puts et 6 Calls ) du CAC 40.

k actifs Prix d’exercice | Taux d’interét | Maturité | S (0)
1 Call-BNPPARIBAS 30.00 0.05 3 mois | 39.75
2 Call-BOUYGUES 19.00 0.05 3 mois | 27.30
3 Call-CAP GEMINI 20.00 0.05 3 mois | 24.00
4 | Call-CREDIT AGRICOLE 10.50 0.05 3 mois | 14.80
5 Call-DEXTA 9.00 0.05 3 mois 9.38
6 Call-LOREALL 40.00 0.05 3 mois | 62.90
7 | Put-SOCIETEGENERALE 50 0.05 3 mois | 64.00
8 Put-TF1 18.00 0.05 3 mois | 22.02
9 Put-THOMSON 9.00 0.05 3 mois | 17.13
10 Put-VIVENDI 9.00 0.05 3 mois | 17.00
11 Put-AGF 22.35 0.05 3 mois | 19.00

Remarque 2.6.11 Avec des tests numériques simples appliqués au portefeuille que nous avons
constitué, on montre que plus on choisit b grand, v grand, et € grand, plus on obtient une borne
supérieure de la VaR noté VaRYP petite.

ap = 0.1015, ¢; = 1/ag = 9.8477, g =n + 1 = 11.

Remarque 2.6.12 On s’apercoit que la borne supérieure de l'intervalle pour le choix de la VaR
proposée dans la Table 2, crolt lorsque « croit. Ainsi on pourrait par exemple choisir « de plus
en plus petit lorsqu’on traite les actifs des pays émergents (Afrique du Sud (a = 0.727), Bresil,
Indonésie, etc pour plus de détails, voir 'appendice B, de RiskMetrics [30]). Notons aussi qu’en
faisant varier «, on pourra adapter notre méthode pour controler le risque des portefeuilles choisis
exceptionnellement selon les caractéristiques d’un secteur d’activité ', dans des situations de
marchés exceptionnelles (crise, terrorisme, instabilité économique, déclaration du gouverneur de
la banque centrale etc).

Remarque 2.6.13 Notons que pour palier I'inconvenient di au fait que les distributions mar-
ginales de la distribution de laplace généralisée DLG,,, garde la méme caractéristique «, notre
méthode est tres facilement adaptable au cas ou on travaille avec un mélange de distributions
de Laplace généralisées.

3lagriculture, textile, distribution, alimentation, etc.
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2.6. Estimation de la VaR avec erreur totale

TAB. 2.7 — Intervalle de choix de la GLD, VaR obtenue via le théoreme 2.6.3, avec p = 0,
EWMA X =0.93, e = 10e —40, b = 0.5, v = 10e — 20, \g = 1,I1(0) = 64.1808 Euros, © = 2.2086.

Méthode par Dichotomie | Méthode par Dichotomie

a [VaR},.,VaR} g VaR),
0.727 [21.1889, 33.6781] 21.1889
0.999 [9.4741, 15.1737] 9.4741
1.005 [9.3348, 14.9575] 9.3348
1.10 [7.4674, 12.0748] 7.4674
1.15 [6.6893, 10.8790] 6.6893
1.20 [6.0177, 9.8533] 6.0177
1.25 [5.4334, 8.9649] 5.4334
1.30 [4.9212, 8.1897] 4.9212
1.35 [4.4692, 7.5087] 4.4692
1.40 [4.0678, 6.9069] 4.0678
1.45 [3.7092, 6.3720] 3.7092
1.50 [3.3873, 4.8949] 3.3873

Temps d’execution ‘ 1 sec 30 1 sec

TaB. 2.8 — Variation de quelques constantes de notre modele avec «

o R2 cq C, Ky Ki Ky Amin (Q)
0.999 | 0.1251 | 1.27e+ 007 0.0116 30.5785 | 1.2860e+003 | 101.0912 | 5.5506
1.005 | 0.1275 | 1.7812e+ 007 0.0108 28.6404 | 1.2675e+003 | 100.5731 | 5.6224
1.100 | 0.1720 | 3.6308e+ 006 0.0041 11.6064 | 1.0113e+003 | 92.6526 | 6.8601
1.200 | 0.2367 | 1.1040e+ 006 0.0017 05.4449 | 800.1994 | 84.6415 | 8.3905
1.250 | 0.2784 | 6.8171le+ 005 0.0012 03.9591 | 711.4411 | 80.6602 | 9.2544
1.300 | 0.3285 | 4.0744e+ 005 | 8.2661e -004 | 2.9766 | 631.6526 | 76.6471 | 10.1910
1.400 | 0.4628 | 1.5376e+ 005 | 4.444e- 004 | 1.8321 | 494.0529 | 68.3981 | 12.3046
1.500 | 0.6671 | 6.1930e+ 004 | 2.609e- 004 | 1.2380 | 379.5533 | 59.6421 | 14.7808
1.550 | 0.8110 | 4.0169e+ 004 | 2.0436e- 004 | 1.0476 | 329.1940 | 55.0033 | 16.1722

TAB. 2.9 — Valeurs de quelques constantes du modele

« Ape T K.
0.999 7.9445e -005 1.5673 | 0.0460
1.005 | 8.9979e45¢e -005 | 1.5781 | 0.0454
1.100 5.0371e -004 1.7592 | 0.0317
1.200 0.0021 1.9724 | 0.0237
1.250 0.0037 2.0885 | 0.0210
1.300 0.0061 2.2114 | 0.0188
1.400 0.0145 2.4794 | 0.0157
1.500 0.0286 2.7801 | 0.0136
1.550 0.0381 2.9438 | 0.0128
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Remarque 2.6.14 Ces tests numériques ont été fait a I'aide du logiciel Matlab, avec un ordi-
nateur pentium IV (processor : 1.5 Ghz, RAM 256 Mhz). Notons qu’on devra juger le temps
d’exécution de notre algorithme, en relation avec la puissance de I'ordinateur qu’on utilise. Il est
pertinent de s’apercevoir qu’en terme de temps d’execution, notre méthode est largement plus
performante comparativement a la methode Monte-Carlo, et ceci fait sans perte de fiabilité au
niveau des résultats sur la VaR obtenue. Aussi, il faut noter que les données financieres utili-
sées, pour la construction de la matrice de covariance que nous utilisons sont celles des 3 mois
(décembre 2002, janvier 2003, février 2003), et ont été téléchargés sur le site du CAC 40 et du
Monep via www.yahoo.fr

2.6.5 Cas particulier de la distribution normale

Corollaire 2.6.5 Si o =2, étant donné V> -0, 0<¢€,b,y <1, c1 =1/a]

n+1

(4rap)"(en2)”"F Can
I — ) [T o)

R? :=2¢,5 (V +0O).

Alors,
1 R?
Fr(-V)= Ach( a_> + &(R),
1

ot l'estimation de l’erreur est donné par :

Kf /1 R?
ER+(R1)| < Ape- 1F(2,)
a

R? 1
1—
1 R 5 R2 n/2
2(ay)2(c1 + =) ’ (7) - n—l( +R2) .
- nT(n/2) g o\
£ p(n R?-RY 2
+(1 K712 (27n2 )F<1’R>
R (5) 2 al
+K0r<”;1, 6R2>
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2.6. Estimation de la VaR avec erreur totale

2.6.5.1 Test numérique avec 2 portefeuilles du CAC 40

Dans cette partie, dans le but de comparer les résultats de notre méthode avec celles issues,
de la méthode Monte Carlo. Ainsi nous proposons une application de notre méthode sur 2
portefeuilles du CAC 40, lorsque les facteurs de risque suit une distribution normale (a = 2).

— Portefeuille avec © > 0 Les données qu’on utilisera sont dans le tableau suivant :

k actifs Prix d’exercice | Taux d’interét | Maturité | Sk (0)
1 Call-BNPPARIBAS 30.00 0.05 3 mois | 39.75
2 Call-BOUYGUES 19.00 0.05 3 mois | 27.30
3 Call-CAP GEMINI 20.00 0.05 3 mois | 24.00
4 | Call-CREDIT AGRICOLE 10.50 0.05 3 mois | 14.80
5 Call-DEXIA 9.00 0.05 3 mois 9.38
6 Call-LOREALL 40.00 0.05 3 mois | 62.90
7 | Put-SOCIETEGENERALE 50 0.05 3 mois | 64.00
8 Put-TF1 18.00 0.05 3 mois | 22.02
9 Put-THOMSON 9.00 0.05 3 mois | 17.13
10 Put-VIVENDI 9.00 0.05 3 mois | 17.00
11 Put-AGF 22.35 0.05 3 mois | 19.00

TAB. 2.10 — Tableau de comparaison de la VaR analytique et la VaR Monte Carlo a = 2.
Va RF,NBfSIM VaRTNB—STM

Temps-Exec

C(p) MC(0.01)
1000 Simulations Va Rg/llc(,)?g 01) 2.0252 55 secondes
| 1000 Simulations | VaRy 0o | 1.9379 | 55 secondes |
| 10000 Simulations | VaRyboo, | 1.9257 | 707 secondes |
’ 10000 Simulations ‘ Va Rg/llcoo(g)%om ‘ 1.7070 ‘ 707 secondes ‘
| 100000 Simulations | VaRy;ca'n | 1.9051 | 8h 13 min |
’ ‘ Va RANALYTIC’ ‘ ANALYTIC(0.0l) ‘ Temps-Exec ‘
| Méthode Analytique | VaR, (%, y 01 | 2.0968 | 050 seconde |
’ Méthode Analytique ‘ VaREUI\jZLy(O 01) ‘ 1.715 ‘ 0.50 seconds ‘
’ Méthode Analytique ‘ VaRif,ﬁLy(o o1) ‘ 1.3446 ‘ 0.50 seconds ‘
’ Méthode Analytique ‘ Intervalle VaR \ [1.3446, 2.0968] \ 0.50 seconds ‘
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— Portefeuille avec © < 0 Les données qu’on utilisera sont dans le tableau suivant :

k actifs Prix d’exercice | Taux d’interét | Maturité | S (0)
1 Call-BNPPARIBAS 30.00 0.05 3 mois | 39.75
2 Call-BOUYGUES 19.00 0.05 3 mois | 27.30
3 Call-CAP GEMINI 20.00 0.05 3 mois | 24.00
4 | Call-CREDIT AGRICOLE 10.50 0.05 3 mois 14.80
) Call-DEXTA 9.00 0.05 3 mois 9.38
6 Put-LOREALL 40.00 0.05 3 mois | 62.90
7 | Put-SOCIETEGENERALE 50 0.05 3 mois | 64.00
8 Put-TF1 18.00 0.05 3 mois 22.02
9 Put-THOMSON 9.00 0.05 3 mois 17.13
10 Put-VIVENDI 9.00 0.05 3 mois 17.00
11 Put-AGF 22.35 0.05 3 mois 19.00

TaAB. 2.11 — Tableau de comparaison entre la VaR analytique et la VaR Monte Carlo lorsque
a=2

VaRy o> | VaRytaon " | Exec-Time
1000 Simulations VaR)y oo 0.5134 55

| 10000 Simulations | VaRyoqo, | 05090 [ 707s |
| 100000 Simulations | VaRy ooy | 05070 | 8 h 13 minutes |

VaRE NALYT(p) VaRYxaryr Exec-Time

Méthode Analytique VQREX%,?LYT,O.OI 2.5052 0.50 seconds
’ Méthode Analytique ‘ VaRS’ﬁSLYT,O.Ol ‘ 1.6509 ‘ 0.50 seconds ‘
’ Méthode Analytique ‘ VaRZ’f,ﬁLYT’O'Ol ‘ 0.4557 ‘ 0.50 seconds ‘

’ Méthode Analytique ‘ VaRZ’fQﬁLYTU'Ol ‘ [0.4557, 2.5052] ‘ 0.50 seconds ‘

2.7 conclusion

Dans ce chapitre, nous étendons largement et de fagon tres fine la méthode développée
dans 'article de Brummelhuis, Cordoba, Quintanilla et Seco [6]. Nous proposons une méthode
pour substituer la méthode Monte-Carlo, lorsqu’il s’agit d’évaluer le risque des portefeuilles
contenant des produits dérivés. Notre méthode est assez générale, car elle marche pour une
famille de Distribution de Laplace généralisée DLG,. Ainsi pour a donné, nous proposons un
intervalle dans lequel on choisira la VaR. Pour réaliser cette méthode, nous avons utilisé des
méthodes asymptotiques et d’autres notions mathématiques assez fines. Aussi, & la fin de ce
chapitre, pour différentes estimations du terme erreur, nous proposons un test numérique pour
illustrer notre méthode analytique et notre algorithme. En comparant notre méthode avec la
méthode Monte Carlo, on s’apercoit que le temps d’execution de la méthode Monte Carlo est
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trés élévée. Par exemple pour 10000 simulations, le temps d’exécution de la VaR Monte Carlo
est plus de 700 fois supérieure au temps d’éxécution de notre VaR analytique. En utilisant
Matlab, on a aussi eu besoin, dans nos algorithmes, de la méthode par dichotomie pour résoudre
numériquement plusieurs équations non linéaires contenant des fonctions spéciales, telles les
fonctions I'-incompletes.
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Chapitre 3

VaR et ES quadratique d’un
portefeuille d’actions log-elliptique

3.1 Introduction

Généralement dans la littérature financiere, lorsqu’on veut estimer la VaR d’un portefeuille
d’actions en utilisant les rendements logarithmiques, on utilise une approximation linéaire du
rendement absolu du prix du portefeuille (comme par exemple en (1.66) du Chapitre 1, de la
premiére partie de cette these.).

Dans ce chapitre, nous étendons la notion d’approximation linéaire d’un portefeuille ne
contenant que des actifs de bases ou actifs sous jacents (exemple : portefeuilles d’actions), en
introduisant la notion de portefeuille "quadratique” par une approximation de Taylor d’ordre
2 des facteurs de risque®” pour une variation de temps et de marché assez petite. De plus on
s’attelle a évaluer la Valeur a Risque d’un tel portefeuille sous I’hypothese que le vecteur des
rendements logarithmiques joints des prix des actions sur [0,t] suit une distribution elliptique
notée N(u,>,¢), ou u, ¥, ¢ sont respectivement le vecteur espérance, la matrice de variance-
covariance de la distribution, et la fonction caractéristique (pour détails cf. [13]). Nous montrons
aussi que 'estimation de la VaR d’un tel portefeuille nécessite une approximation d’intégrale sur
une hypersphere (voire une hyperboloide lorsque le portefeuille contient par exemple des actions
achetées a découvert), ce qui renforce I'intérét mathématique d’un tel chapitre. Rappelons ce-
pendant que les intégrales de méme type ont été abordés analytiquement pour servir I’estimation
de la VaR par Brummelhuis, Cordoba, Quintanilla et Seco dans [6], mais avec ’hypothese que le
vecteur des facteurs de risque suivait une distribution gaussienne. Notons que dans [6], 'analyse
mathématique était faite pour servir I'estimation de la VaR d’un type de portefeuille A —T'— ©
33 bien connu dans la littérature financiere. Notons aussi que 1’approximation quadratique du
rendement absolu des portefeuilles a été 'objet de plusieurs publications (mais ceux-ci étaient
faits pour des Portefeuilles contenant des produits dérivés). Pour plus de détails, nous renvoyons
le lecteur entre autres & Cadenas al.[9](1997), Albanese, Jackson, Wiberg [1], Glasserman, Hei-
delberger et Shahabuddin [21]. Aussi, on se sert d’une approche numérique extraite de Genz [17]
2003, pour proposer une méthode numérique qui nous permettrait d’estimer la Valeur a Risque
pour des portefeuilles d’actions (méme s’il est clair que certaines méthodes et techniques analy-

32des exemples des facteurs de risques qui sont souvent utilisés dans la littérature financiére sont les rendements
logarithmiques des actions, dans le cas ou on travaille avec des actions.
33i] s’agit d’un portefeuille contenant aussi des produits dérivés comme par exemple des options.
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tiques des chapitres 2, 3 et 4 de la deuxiéme partie de cette these, sont applicables pour estimer
la VaR d’un portefeuille quadratique de sous-jacents (i.e actions) tel que nous l'introduisons).

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2, nous introduisons la notion
de portefeuille quadratique d’actions di a I’approximation de Taylor d’ordre 2, avec I’hypothese
que le vecteur des rendements logarithmiques suit une distribution elliptique. Dans la section 3,
on montre que le probleme de 'estimation de la VaR pour un portefeuille quadratique se réduit
A lapproximation d’une intégrale sur une hypersphere S,_1, voire sur une hyperboloide®!, qui
sont des sous variétés de R"™ de codimension 1. Dans la section 4, on utilise des techniques d’in-
tégration sur une hyperspheére dues & Alan Genz [17] (2003), pour donner une approximation
de notre intégrale. Dans la section 5, nous proposons en illustration de notre méthode, une ap-
plication en choisissant comme exemple de distribution elliptique, la multivariée t-Student pour
estimer la VaR. On s’apercoit que sous I’hypothese de la Student, I’équation obtenue qui permet
de retrouver la VaR, s’exprime avec des fonctions spéciales, telle la fonction hypergéométrique.
Pour illustration, on utilise aussi la distribution gaussienne pour estimer la VaR d’un portefeuille
quadratique d’actions, tel que nous ’avons introduit.

3.1.1 Approximation quadratique d’un portefeuille d’actions

Un portefeuille contenant n actifs distincts est regardé comme un vecteur a n composantes
0; représentant le nombre du i-eme instrument dans le portefeuille. Le prix d’un portefeuille
contenant n actifs sous-jacents distincts *° est donné par :

P(S(t),t) = Y _ 0:Si(t)
i=1
avec S(t) = (S1(t), S2(t), -+, Sn(t)) et le rendement absolu du portefeuille est

P(S(1),t) = P(5(0),0) = > 6;(Si(t) - Si(0))

=1
_ Z&(O)-er(g?(%)) 1), (3.1)
i=1 ¢

Si on utilise les rendements absolus, ou des rendements relatifs, alors il est clair qu’on obtient
un portefeuille linéaire. Mais lorsqu’on travaille en temps continu pour des petites variations de
temps, il serait nécessaire d’utiliser les rendements logarithmiques comme facteurs de risque. Par
définition, le rendement logarithme sur un intervalle de temps [0, ¢] est défini comme suit :

log(Si(t)/Si(0)) = mi(t)- (3.2)
Si on remplace dans (3.1), S;(t)/S;(0) par sa valeur en (3.2), on obtient :

Si(t)
Si(0)

Si(t) — Si(0) = Si(0)( — 1) = 5i(0)(exp(ni(t)) — 1), (3.3)

34orsqu’on traite un portefeuille d’actions, contenant des actions achétées & découvert.
35par exemple un portefeuille contenant n actions distinctes.
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d’ou

S(t) = (S1(0)exp(m), ..., Sn(0)exp(ny,)).
Or pour des variations assez petites du rendement 7);, 'utilisation de 'approximation de Taylor
a lordre 2 de la fonction exp(n;(t)) appliqué en 7; au voisinage de zéro implique que

”i(zt)z. (3.4)

Si on remplace 3.4 dans 3.3 et si on se sert de 3.1 on obtient :

exp(n;(t)) — 1 ~ n;(t) +

P(t,S(t)) — P(0,5(0)) = ZSi(O)-Qz‘-(ewp(m(t)) - 1)

= > Si0)0i(mi(t) + '2 )- (3.5)
=1

Sachant que la Valeur a Risque qu’on notera VaR, mesure le montant minimum que le porte-
feuille peut perdre avec un certain seuil de probabilité noté «, mathématiquement elle vérifie
I’équation suivante :

Prob{|P(S(t),t) — P(S(0),0)| < VaR,} = a. (3.6)
Or dans un monde de perte on a que :
[P(S(t),t) — P(5(0),0)] = —=P(5(t),t) + P(5(0),0),
d’on
Prob{P(S(t),t) — P(5(0),0) > —VaR,} = «. (3.7)

Si on suppose de plus que le vecteur constitué des rendements logarithmiques joints n =
(n,m2,...,mp) suit une loi de distribution multivariée elliptique admettant pour densité h(z).
En posant «; = S;(0) % > 0, on a ’expression suivante :

n 2
P’r’Ob{Z S@(O)Gl(m(t) + 772(2t> ) > —VaRa} = Q.
i=1

Aussi en utilisant intuitivement la relation suivante :

‘ m(t)?® _ 1, 2
ni(t) + == = 5 ((m(t) +1)° = 1), (3.8)
on obtient ,
Prob{Z; Si(0). 5 (ni(t) +1)*) > ~VaRa + z; o =a. (3.9)
Supposons que 1 = (11,72, -+ ,Ny) suit une loi distribution multivariée elliptique admettant

comme fonction densité h(x). En posant X = (1 +1,...,m, + 1) on a que

S al(t) + 17 = XA X' = (X, A X),
=1

ou A = (aii>1<i<n est une matrice diagonale avec pour valeurs propres o; = a;; > 0.
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Aussi une des propriétés sur les distributions elliptiques implique que X = (m+1,...,1m,+1)
est une distribution elliptique comme combinaison linéaire de 1, avec X ~ N(u+1,3, (;5,) Ainsi,
La fonction densité de la loi de X est hy(x) = h(z —1) et g’ = (141, , pin +1) = i+ 1 est
le vecteur espérance de X. L’équation (3.9) s’écrit :

Prob{(X,AX) > k} = «, (3.10)
ouk=—-VaRy+> " 0; = @ —VaR,. Sion suppose que k > 0, alors la valeur a Risque du
portefeuille devra étre inférieure & P(0)/2 pour un horizon fixé correspondant a 'intervalle de
temps|0, t], ce qui semble raisonnable pour des tres petites variations des rendements logarith-
miques.

Remarque 3.1.1 Dans ce chapitre, on considere une approximation quadratique des rende-
ments logarithmiques, pour introduire la notion de portefeuilles quadratiques ne contenant que
des sous-jacents, autrement dit ne contenant pas de produits dérivés. L’utilisation d’un por-
tefeuille ne contenant que des actions n’est qu’une illustration, car on pourrait considérer un
portefeuille contenant d’autres sous-jacents, comme par exemple les taux d’échanges de diffé-
rentes devises.

3.1.2 Interét d’une approximation quadratique

Dans cette section, on va mettre en exergue deux tableaux, qui nous permettront de com-
prendre pourquoi une approximation quadratique pourrait étre préférée a une approximation
linéaire, lorsqu’il s’agira d’estimer la VaR d’un portefeuille d’actifs de bases (i.e actions).

Nous considérons un portefeuille contenant des actions, ainsi le prix du portefeuille a 'instant
t, est donné par :

11
() =) 6:Si(t).

ol les 0; sont réels. Les prix des différents actifs du portefeuille du CAC' 40 considéré ci-bas, sont
donnés dans le tableau suivant :
— Portefeuille contenant des actions achetées a découvert.

Table 111 : Données de 11 actions distinctes du CAC40.

k Actions Si(0) | wvolatilité | 0y

1 Action-BNPPARIBAS 39.75 | 42.13 | -20
2 Action-BOUYGUES 27.30 | 41.87 | -40
3 Action-CAP GEMINI 24.00 66.36 -70
4 | Action-CREDIT AGRICOLE | 14.80 37.41 -80
5 Action-DEXIA 9.38 | 4542 | -90
6 Action-LOREALL 62.90 37.07 40
7 | Action-SOCIETEGENERALE | 64.00 | 42.54 | 30
8 Action-TF'1 22.02 44.10 -60
9 Action-THOMSON 17.13 | 57.96 | -80
10 Action-VIVENDI 17.00 57.03 50
11 Action-AGF 19.00 | 61.92 90

132
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Fonction Perte et profit apres un jour (P(1) - P(0))
P& L-LINEAIRE 4.70995
P& L-QUADRATIQUE 4.09932
P& L-QUADRATIQUE - P&L-LINEAIRE 0.61063
’ P&L—QUADRATIQUE — P&L LINEAIRE ‘ 14.8958 % ‘

P& L—LINEAIRE

— Portefeuille ne contenant pas d’actions achétées a découvert.

Table I11 : Données de 11 actions distinctes du CAC40.

k Actions Sk(0) | wolatilité | 0
1 Action-BNPPARIBAS 39.75 42.13 32
2 Action-BOUYGUES 27.50 41.87 65
3 Action-CAP GEMINI 24.00 66.36 | 42
4 | Action-CREDIT AGRICOLE | 14.80 37.41 69
5 Action-DEXIA 9.38 | 4542 | 36
6 Action-LOREALL 62.90 37.07 | 48
7 | Action-SOCIETEGENERALE | 64.00 | 42.54 | 76
8 Action-TF1 22.02 44.10 68
9 Action-THOMSON 17.13 57.96 95
10 Action-VIVENDI 17.00 57.03 18
11 Action-AGF 19.00 | 61.92 | 15
alors
Fonction Perte et profit apres un jour (P(1) - P(0))
P& L-LINEAIRE 197.0299352
P& L-QUADRATIQUE 201.243951
P&L-QUADRATIQUE - P&L-LINEAIRE 4.214016
’ P&L—QUADRATIQUE — P&L—LINEAIRE 2133769 %

P&L—LINEAIRE

Remarque 3.1.2 On s’apercoit que pour le portefeuille contenant des actifs de bases achetés
a découvert, il serait intéressant de considérer une approximation quadratique au lieu d’une
approximation linéaire.

3.2 Réduction du calcul de la VaR d’un portefeuille quadratique
a ’estimation d’une intégrale sur un quadrique.

3.2.1 Comment estimer la VaR d’un portefeuille quadratique d’actions

Puisque X suit une distribution elliptique, sa fonction densité si elle existe s’écrit sous la
forme :

hi(x) = h(z — 1),
ot 1 est le vecteur unité *° et h est la fonction densité de n qui s’écrit comme suit :

h(z) = g((z — WS~z — p)")/V/det(D), (3.11)

36j] s’agit d’un vecteur ayant comme composantes marginales que des 1
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Chapitre 3. VaR et ES quadratique d’un portefeuille d’actions log-elliptique

la VaR,, est solution lorsqu’elle existe de I’équation suivante :

Prob{(X,AX) >k} = « (3.12)
= / hi(z) dx (3.13)

{(z.Az) =2k}
= I(k) (3.14)

ot k= —VaRa + D1 .
Si on remplace la fonction hi(z) dans l'intégrale (3.13), on obtient :
dy
1= [ ly-n- S e D)
{(y,Ay)>k} V det(X)
Sachant que toutes les valeurs propres de la matrice diagonale A sont positives, si on remplace
A par A2 . AY/2 dans (3.15), on obtient :

(3.15)

I(k) = g(ll2]*)d=

/{<A1/2(Az+u+1),A1/2(Az+u+1)>zk}

/ (=) (3.16)
{IAY2(Az+p+1)|5<k}

En supposant que ¥ est définie positive, une décomposition de Cholesky implique que ¥ = AA?,
ainsi en procédant au changement de variable suivant z = A~'(y — p — 1), qui implique que
y=Az+ p+1et dy = +/det(X)dz, I'intégrale (3.16) s’écrit :

I(k) = g(ll=1?) dz, (3.17)

/(Az+,u+1)tA(Az+,u+1)2k}
de plus en écrivant
(Az+ p+ D)'A(Az 4+ p+1) =<z +v,D(z + v) >,

ouD=A"AA, v=A"1(u+1), des calculs simples impliquent que

I(k) = 9(1I=1P) d=.

/{<z+v>tD<z+v>>k:}

En posant z + v = u, on obtient
/ (7 —v|2)dz =1 - a (3.18)
{ztDz<k}

Puisque par hypotheése k > 0, on posant k = R? > 0, le changement de variable sphérique
z = r.£ implique que

o= [ el
— RD7 2 — o) 3.19
- Al ) (3.19)
= I(R), (3.20)
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ott do (&) est un élément de surface au point & = (&1,...,&,) de Sy = {([€ e R, + &3+ +
€2 =1}, dz =" Ldrdo(¢) et

IoVED) = [T [ gD T e ol )ao(o)]ar

= /loor”_lJ(r,s)dr
=: H(s) (3.21)

Dans la section qui suivra, nous approximerons J(r, R) en nous inspirant d’une méthode de
A. Genz [17]. En effet,

J(r, R) = /S g(IrRDF€ — v]?)do(£). (3.22)

Il nous parait des lors nécessaire de pouvoir d’estimer dans la mesure du possible 'intégrale
suivante :

K(¢R) = /100 " Lg(a(€, R).r* + b(&, R).r 4 c)dr

ou ¢ dépend de v, et on a que

I(R) = ; K (&, R)do(§).

On pourra distinguer deux approches pour y parvenir, une approche numérique ou une approche
analytique. Nous choisirons dans ce chapitre une méthode inspirée de Alan Genz (2003)[17].

Remarque 3.2.1 Pour un taux de confiance 1 — «, notre probleme sera réduit a la résolution
d’une équation en R de la forme :

I(R) = /S K (&, R)do(€) = o (3.23)

Pour parvenir a cette fin, a défaut d’une estimation explicite, nous aurons besoin d’une meilleure
approximation de ’expression suivante :

| K(ER)da(6). (3.24)

Remarque 3.2.2 En s’inspirant des méthodes Monte Carlo existantes dans la littérature finan-
ciere, il est facile de construire une méthode Monte Carlo ou quasi Monte-Carlo pour determiner
la VaR d’un portefeuille quadratique de sous-jacents. Voir par exemple la méthode décrite dans
Glasserman et al. [21].

On pourra penser a trois approches pour aborder ce probleme, une approche numérique, une
approche Monte Carlo, ou une approche analytique comme par exemple aux chapitres 1 et 2
de cette partie. Il est clair que le probleme essentiel de 'estimation de la VaR d’un portefeuille
d’actifs sous-jacents (i.e actions) tel que nous 'avons introduit, se réduit a 'approximation d’une
intégrale multiple sur un quadrique. On rencontre ainsi un probléme similaire au probléme
de l'estimation de la VaR d’un portefeuille "A — I'”, qui est la problématique de 'article de
Brummelhuis, Cordoba, Quintanilla et Seco [6] sous '’hypothése gaussienne et du chapitre 2 de
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Chapitre 3. VaR et ES quadratique d’un portefeuille d’actions log-elliptique

cette these. Aussi plusieurs autres papiers dans la littérature financiére tels [2], [11] proposent
des méthodes de VaR A —T.

Dans ce chapitre, en s’inspirant de certains résultats de Genz [17], on propose une approche
numérique pour estimer la VaR d’un portefeuille quadratique d’actifs de bases tel que nous
I’avons introduit. Rappelons, qu’en s’inspirant du chapitre 1 et 2 de cette partie, on pourrait
proposer des méthodes d’estimations analytiques de la VaR lorsque le vecteur des rendements
logarithmiques suit une loi de distribution multivariée de Laplace généralisée.

3.3 Une approximation numérique de J(r, R)

Dans cette section, nous utiliserons une approche numérique inspirée de la méthode de
Alan Genz [17] pour approximer l'intégrale J(r,R).

3.3.1 Quelques regles d’interpolation sur S,,_;

L’article de Alan Genz [17], propose une méthode que nous esquisserons dans cette partie
pour approximer l'intégrale de la forme :

J(f) = f(z)do(z)

Snfl

avec do(z) un élement de surface de S,,_1, ot 2 = (21,...,2,) €t
Sp1={zlz€ R 22+ -+ 22 =1}.

En effet, soit le sous espace Tj,_1 = {z|z € R" L0 <z + 22+ -+ 2,1 < 1} de R tel
que pour x € T, _1, on définit x, = 1 — 2?2_11 x;. Etant donnés les points tg, t1, ..., t;, tels que
[t = > i1 tp, = 1 avec > pi = m, t, = (tp,,...,tp, ) pour des entiers positifs pi,..., pp,
alors la formule d’interpolation de Lagrange (cf. Silvester [48]) pour une fonction g sur T;,_; est

donnée par
n pi—1

Lo ZHH%—

t —t

L(m’”*l)(g,x) est 'unique polynéme d’interpolation de degré m qui interpole g sur tous les

Cy .1 points de I'ensemble {z|x = (t,,,...,tp,_,), [p| = m}. Silvester nous procure une famille
de points qui satisfont la condition |t,| = 1 lorsque |p| = m en posant t; = n;ign pour i =
0,1,...,mou uestréel. Si 0 < 6 < 1, tous les points d’interpolation de L(m’”_l)(g, x) sont dans

T, 1. Ensuite, en posant x; = zf et t; = u? dans ’expression de L(m’"_l)(g, x), Alan Genz nous

procure la fonction
n p1_1

m(foz) =) HH - 2f{up}

[pl=m i=1 j=0 "

avec f{u} une somme symétrique définie par

flu} =27c@ Z f(s1u1, sgug, ..., spuy),

ou c¢(u) désigne le nombre de n-uplet (ui,...,u,) n’ayant aucune marginale nulle et telle que
la somme ) prend en considération toute combinaison de signe telle que s; = 1 pour tout 4
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3.3.  Une approximation numérique de J(r, R)

avec u; # 0. Ainsi, [17] propose une méthode pour approximer I'intégrale d’une fonction sur une
hypersphere, par le théoreme suivant :

Théoreme 3.3.1 5@

n pi— Z—U2

=/ =0

i=1 j=0 J

alors

J(f)=R"™M(f) = wpf{uy} (3.25)

[p|=m

est un polynome d’interpolation de degré 2m+1 .

La preuve du théoreme qui précéde est donnée dans A. Genz [17](2003) comme suit :

Soit zF = zkl z’2“2 - 2FnJ, R deux fonctionnelles linéaires, il suffit de montrer que R (2F) =
J(2¥) lorsque |k| < 2m + 1. Si k contient une composante k; qui est impair, alors J(z*) = 0 et
R (k) = 0 parce que le terme pair u'q“ dans chaque somme symmétrique f{u,} annule le

2k

terme u’;. Ainsi, les seuls monémes qu’on a besoin de considérer sont de la forme 22 ou |k| < m.

L'unicité de L") (g, x) implique que L™"~Y(zk 2) = zF chaque fois que |k| < m, d’olt

M) (226 %) = 2% lorsque |k| < m. En combinant les résultats précédents on obtient :

J(f) = MU(f,2) = > wpf{uy}
[p|=m
— R(m,n)(zk) (3.26)

lorsque f(z) = 2* avec |k| < 2m + 1, RO™™(f) est un polynéme de dégré 2m + 1.

Example 3.3.1 Pour le choix particulier de u; = mzi“ , les poids peuvent étre déterminés
un
comme suit en utilisant ([/8], p.221),
(k1 +1)/2)T((ke+1)/2) - T'((kn +1)/2
[ ek ado(e) = DT DA U 4 0/ X 172
Sni L(([k[+n)/2)

3.3.2 Application pour une approximation de J(r, R)

Rappelons que dans la section précédente notre but était d’estimer (3.22), ainsi nous
comptons sur une application du théoreme 3.3.1 a la fonction f telle que

£(2) = g(|rRD 7 z — o||?),

pour y parvenir. Pour un point d’interpolation w, choisi sur ’hypersphere, on définit une fonction
de f comme suit :

Flup} = g(IrRD 7 (s.u)t — of|?),

en introduisant la fonction approchée J,, de la fonction J(r, R) qui dépend du choix des points
d’interpolation w,, I’expression de (3.22) devient
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IR ~ Y S w, g(IrRDF (say) —?)

[pl=m s

= Ju, (1, R), (3.27)
ol on note s.uy, = (s1u1, ..., Spun)".

Remarque 3.3.1 J,, (r, R) est 'approximation numérique par interpolation de J(r, R) comme
définie en (3.27), et qui dépend du choix des points d’interpolation u, sur I’hypersphere. Rap-
pelons que J(r, R) est une fonction qui dépend de R et de la fonction g spécifiant le choix d’une
distribution elliptique.

En introduisant H,, qui sera la fonction approchée obtenue par une interpolation de la
fonction H comme définie en (3.21) et qui s’exprime en fonction .J,,, comme suit :

Hy,(s) := s"/loor”_lJup(r,s)dr
~ H(s). (3.28)

En remplacant H(s) dans (3.21) par H,,(s), on prouve le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.2 Soit un portefeuille quadratique d’actions, tel que le rendement absolu (Perte
2
& Profit) s’écrit AIL ~ Y1 1 5;(0) - 0;(ni(t) + %), avec les poids du portefeuille 0;, i =
1...n. Supposons que les rendements logarithmiques joints (ni,...,n,) suit une distribution
elliptique continue ayant la fonction densité de probabilité donnée en (3.11), avec p, ¥ sont
respectivement le vecteur espérance et la matrice de variance-covariance. Supposons aussi que
g(s%) est intégrable, continue et non nulle sur R. Alors la VaRg,up log-elliptique pour un tauz
de confiance (1 — «) du portefeuille quadratique sera donnée par
P(0)

VaRy,,, = =" - R, (3.29)

ou Ry, est l'unique solution de l’équation

H, (s) = (1—a)-/det(D) = (12;/20‘) det(S) He - S;(0). (3.30)

On suppose toujours de facon implicite que VaRgWp < P(0)/2. c’est-a-dire que pendant l'in-
tervalle de temps [0,t], la perte ne saurait dépasser la moitié de la valeur du portefeuille en
t=0.

Remarque 3.3.2 Le théoreme précédent nous procure une (VaRg,up) approchée et définie re-
lativement avec les choix de «, de la fonction g et du choix des points d’interpolation donnés
par le vecteur u, sur hypersphere. Ainsi il est clair que le choix des points d’interpolation wu,
dépendra des caractéristiques de la fonction g comme définie dans I’expression (3.11).

Par des calculs simples, on obtient les remarques suivantes :
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Remarque 3.3.3

Ju, (1, R) Z wy Z ( S, Up, R )-r?—2. b(s,up, R, D,v) -r+ c(v)) (3.31)

Ip|l=m

tel que a(s,up, R,D) = HRD%I(s.up)HQ, b(s,up, R, D,v) = R < D%l(s.up),v > ¢ = ||v]]%. Le
plus souvent pour certaines simplifications on notera a, b, c.

En utilisant I'inégalité de Schwartz, on obtient que b> — ac > 0, par suite en posant bl =

b2 —ac,u=r— g, en introduisant G79 for j = 0,...,n — 1, et en utilisant le binéme de newton

on obtient la remarque suivante :

Remarque 3.3.4

n—1
R SR 35 9 (e [0 Rle PR L (3.32)

avec o
Git ()= [+ glaz® - )i (3.35)
1-b

ot les fonctions a, b et ¢ sont définies dans la remarque (5.3.3).

En remplagant d = b/a = M dans (3.33), on obtient
RIDZ (s.up)?

-1
o0 , - < D72 (s.up),v >2
G;QS(R):/ L 29 (B2 |IDF (s, P2 — ? (), v +[v]]?)dz. (3.34)
P> 1— <DT_1(s.up),v> ||D7 (S.UP) ||2
RIDZ (s.up)|2

D’ou le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.3 Soit un portefeuille quadratique d’actions tel que le rendement absolu (Perte
2
& Profit) s’écrit comme AIL ~ > 7" | S;(0) - 0;(ni(t) + %), ot les 6;, i = 1...n, sont les
quantités des différents actifs du portefeuille. Supposons que les rendements logarithmiques joints
(M, .., M) suit une distribution elliptique continue ayant pour fonction densité de probabilité
donnée en (3.11), ou u, ¥ sont respectivement le vecteur espérance et la variance-covariance.
Supposons aussi que g(s%) est intégrable, continue et non nulle sur R. Alors la VaRg,up log-
elliptique pour un taux de confiance (1 — «) du portefeuville quadratique sera donnée par
P(0
VaRY, = 2O _ R? (3.35)

a,Up 2 g,up?

ou Ry, est l'unique solution positive de l’équation en R suivante :

-1 n—1—j n
Z ZZ < >Rj+1 << D ;(S.up),v >> Gio () = de;ELE) 1o sio.

lp|l=m s j=0 1D (s.up)||?

(3.36)
On suppose toujours de facon implicite que ValRg wp, < P(0)/2, cest-a -dire que pendant 1'in-
tervalle de temps [0,t], la perte ne saurait dépasser la moitié de la valeur du portefeuille en
t=0.
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Remarque 3.3.5 On a ainsi réduit 'estimation de la VaR d’un portefeuille quadratique d’ac-
tions telle que nous 'avons définit, a l’estimation d’une integrale uni-dimensionnelle, et éven-
tuellement dans certains cas a la recherche des zéros de certaines fonctions spéciales. Ainsi pour
avoir une équation explicite a résoudre, nous avons besoin d’estimer la fonction G{;’E,S(R) qui
dépend de R, g, up, v et D.

Par conséquent, sous les hypotheses de la distribution normale, de la distribution ¢-Student ou
de la distribution de Laplace généralisée, il suffira de remplacer g qui caractérise la distribution
considérée dans I'expression (3.33), et par suite d’estimer U'intégrale (3.33).

3.3.3 Cas de la distribution normale

Si on travaille sous ’hypothése de la distribution normale admettant pour fonction densité
1 1
r) = ———exp(—=(x
f(x) CRD p(=5(

avec la fonction spécique g définie comme suit

— WSz —p)) (3.37)

n

g(@) = (2m) e % = Cn).e 3,

NI

il suffit de remplacer g dans (3.33) pour obtenir

n o0 - au2
G, o(R) = (27r)2eb21/1 we 2 du. (3.38)

Qo

Sil— 2 > 0, c’est le cas lorsque R est suffisamment grand de telle sorte que |v] <

R|D= (s.up)]|, on a

Gu,,s(R < D7 (s.up),v >> 1tj
an( e (L f) 2 (/e)
exp(—15-)(2m) "2 R[|ID™= (s'up) ||
. =1, 4 2 -1 2
it BIDF I < DF (). 0> 0

) ( —
2 2 R[|D72 (stuy)|?
et puisque a = (R||D_71(s.up)||)2, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.4 Soit un portefeuille quadratique d’actions, tel que le rendement absolu (Perte
2
& Profit) soit donné par AIl ~ Y | S;(0) - 0;(ni(t) + @), avec les poids du portefeuille 6;,
i =1...n. Supposons que les rendements logarithmiques joints (n1,...,n,) suit une distribution
normale continue ayant la fonction densité de probabilité donnée en (3.37). La VaRq, ou taux
de confiance 1 — a est donnée par la formule suivante
P(0)

Rzp’a = —VCLROL,UP + T,

pour laquelle Ry, o est l'unique solution positive de ’équation transcendentale en R suivante :

det <D2 su)v>)("7j71)b71n_1 n—1\_.Jj+1 a b2

( L €z . F( 77(1_7) )7
|pz PZ |D2 Su)Hin]) ]Z:% J 2 2 a

(3.40)
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1
KDT(S up)v>)? —|v|?, & = D2 (sup)v> R2||D%l(s.up)||2. On suppose dans ce

—1 )
1D (s.up)]? R|D72 (s.up)ll?
cas que VaRy, < P(0)/2. Aussz la notation I' représente la fonction gamma incompléte.

ot by

3.3.4 Application avec la {-Student distribution

Dans cette partie, nous illustrons les résultats précédents, en obtenant une expression expli-
cite de I’équation dont la solution est la VaR lorsque le vecteur des rendements logarithmiques
suit une distribution t-Student. En effet, la distribution Student, est souvent présentée comme
étant plus adaptée que la distribution normale, pour caractériser les facteurs de risques du mar-
ché, car la variation de son dégré de liberté permet un meilleur controle de ce qu’on appelle en
anglais "kurtosis”. Autrement dit, le libre choix du dégré de liberté permettrait de mieux adapter
les queues de distributions aux réalités financieres. Pour plus de détails consulter [32],[21], [1],
[31] leurs réferences.

Ainsi, si notre distribution elliptique est en particulier une distribution Student, avec pour
fonction densité

l/fn)

_ F(M) €z (=3
98 = o T (1+2) * (3.41)

alors, en remplagant g dans (3.36), on obtient I’équation

L (1 et [ ) e bl

p|=m s j=0
(3.42)
En posant ¢; = v — b%, Iéquation (3.32) s’écrit :
_ , (=) (1 —a)y/det(D)
w (b/a)" " J/ w (au® + ¢ du = ~—— (3.43)
E ZZ( > 12 ( ) v*5" C(n, v) R

En changeant de variables dans cette intégrale comme suit v = u?, puis en posant 3 = %, on
obtient

(1 — a)7"/?I'(v/2)+\/det(D)

v4n

) F(Vib)

it

=R Z prZ( > (b/a)" ™17 17127” /(OO Lmdu- (3.44)

plem s =0 =02 (m+1>( :

L’intégrale qui est dans 'expression (3.44) peut étre calculé grace au lemme suivant extrait de
[22] :

Lemme 3.3.1 (cf. [22], formule 3.194(2)). Si|arg(F)| <, et Re(v1) > Re(p) >0, alors

wt g 1
o o (v, — vy —p+ L ———). (3.45)

+oo
Y1 + Bx) Vde = ——F—
/u (1+fe) 2 B-u

Ici oFy (a; B,7y; w) est la fonction hypergéométrique.
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2 i _j .
Dans notre cas, vy = “0%, u = (1—%) ,ul—u:%ﬂ, 1/1—#—1—1:%”1, et si on

remplace dans (3.44), on obtient le résultat suivant :

Théoréme 3.3.5 Soit un portefeuille quadratique d’actions, tel que le rendement absolu (Perte
2
& Profit) est donné par AIL ~ Y, S;(0)6;(ni(t) + %), ot 0;, i = 1...n, est le nombre
d’actifs ”i”. Supposons que les rendements logarithmiques joints (n1,...,n,) suit une distribution
multivariée t-Student continue ayant pour fonction densité de probabilité (3.41), ot p, 3 sont
respectivement le vecteur espérance et la matrice de variance-covariance, la VaRq u, au tauz de
confiance 1 — « est donnée par la formule suivante
P(0)

Rip,a = —V(I.Ra,up + T

pour laquelle Ry, o est l'unique solution de [’équation transcendentale en R suivante :

(m/2)"*T(v/2) _ R"

VT (1-a)

2F1 n+v ntrv—j—1, nt+v—j+1, 11—V

O e R =
S ur S (1)U n 310
om0 (v—b) "7 (ntv—j—1)/det(X) [}, 0: - Si(0)
-1
tel que by = (<DTI(5 up)0>)? — [lo)?, & = D2 (sup)v> g R2||D%1(s.up)||2. On suppose dans
D72 (s-up)l? R||D72 (s.up)]||?

ce cas que VaRq., < P(0)/2.

Remarque 3.3.6 Notons que la fonction hypergéométrique oF; a été largement étudiée dans
la littérature et des logiciels comme Mathematica et Maple I’évaluent assez bien.

3.3.5 Cas de la distribution de Laplace généralisée

Si la distribution elliptique N (u, X, g) est la distribution de Laplace généralisée alors
g(x) — C(l/, n)efc(z/,n) xf’

en substituant g par sa valeur dans (3.36), on obtient ’équation suivante :

p=le=llr s'u vl||¥ dr
I(R) = Clun) wpz/ 1~ IrRDF (stup) _—
|=m

Ip
= C(v,n) prZJRSp (3.47)
lpl=m
ol
o0 =L t v dT
J(R7 S,p) — / 7,nflefc(y,n)HRrDT(s up)—vll¥ % (348)
1 det(D)
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3.4. Application avec le mélange de distributions elliptiques

— |RD7 (stu 2 b=R< D7 (s ,v >, ¢ = ||v]|?, en posant u=r-b et ¢y = bz}ac,
P P a
J(R,s,p) est réduit a 'intégrale suivante :
J(R,s,p) = / (u+ bja)"~lemcm @ +E) 2 gy,
1 b/a
_ an 1—3/ o o —clvn) (@2 (u2 +e—p2yyr/2 __du (3.49)
1-b/a det(D)

En posant 22 = (u? + ¢3), zdz = udu on obtient

n—1 )

J(R7 S,p) = Z bn—l_j/ (22 o c%)(j—l)/2e—(az)"dz'
=0 A b/a) 3

Des lors que R >> cg, en utilisant 'approximation (1+2"1)% = 14+ az 1+ @272 +0(272),
on obtient ’expression :

oala—=1) 50 4 v dz
J(R,s,p) pnis ]/ l4az 14— 7 2) 0 lemelvm) (@) __ 22 | pegt
Z i z ) Vdet(D)

avec @ = j — 1, on peut comme dans Brummelhuis, Cordoba, Quintanilla et Seco [6](2002), se
contenter de la donnée de la composante principale retrouver une approximation de la VaR. Pour
retrouver, tout du moins la composante principale, il suffira de calculer I'intégrale suivante :

0o . . ‘ )
/ (1 + (] _ 1)622’_1 + (.] 1)2(] 2) 622—2)23—16—0(1/,71) (az) dz.
(1-b/a)2+c2

Notons que des logiciels tels que Mathematica, Maple etc, calculent assez bien des intégrales du
type 3.3.5.

3.4 Application avec le mélange de distributions elliptiques

Le mélange de distributions normales a été utilisée par exemple dans Subu Vantakaramanan
[47](1997), et par d’autres auteurs comme une sérieuse alternative a la distribution normale, pour
controler les queues de distributions des rendements d’actifs financiers. C’est dans le méme ordre
d’idées, que nous comptons généraliser notre méthode aux mélanges de distributions elliptiques.
Une illustration utile, sera de considérer combinaison linéaire convexe de distributions t-Student.

3.4.1 Mélange de distributions elliptiques

Si (Xi,...,Xy) est le mélange de ¢ distributions elliptiques Ny (5, %5, ¢;) avec la fonction
de répartition {Fj(z1,...,zy)} affecté des poids {B;} (j=1,...,q; B; > 0; Z?Zl Bi=1)
Alors

Fle“'vXn(xl?"" Z’BJ .%1,..., )’

ou X; admet une fonction de répartition I} et une fonction densité :

hj(x) = gj (& — )"~ (@ = py)) /) det ().
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Chapitre 3. VaR et ES quadratique d’un portefeuille d’actions log-elliptique

h(fL') = hX17 7Xn(xl,...,l'n)
= Z ﬁ] .731, SN )
= Zﬁaga 1) 5 = 11y)) / det(25) (3.50)

h est la fonction densité de (Xi,...,X,) .
%= A; AL

Ainsi, on aura besoin d’une expression de la forme (4.2), pour résoudre I’équation suivante :
vy [T (IrRD? € ~ ) do()] ——
aR™" = / T_[/ gr(|[rRD.? € — vy, daf}i
=171 Sn-1 b det(Dk)

q 00
— Z/ "L (r, R) dr. (3.51)
k=11

Théoreme 3.4.1 Etant donné un portefeuille d’actions, dont le vecteur des rendements loga-
rithmiques joints suit le mélange de q distributions elliptiques ayant pour fonction densité (3.50),
alors la VaR, est obtenue via la solution de l’équation suivante :

; - > dr
— rnfl r 26 0y 2 o _ar '
-3 [, strrnd emwitiee] S @)

et
P(0
R?>=—-VaR, + é)

On suppose que la perte ne devra pas étre supérieure d la moitié du priz du portefeuille.

Remarque 3.4.1 Etant donné un portefeuille d’actions, dont les rendements logarithmiques
des facteurs de risques joints est le mélange de ¢ distributions elliptiques ayant pour fonction
densité (3.50), la VaR, est obtenue par la solution de I’équation suivante :

1 > dr
-n _ n—1 2 b .
aR ;/1 r [/Snl gr(apr® — 2bgr + Ck)dd(f)} 7det(Dk) (3.53)

—1
R?> = —VaR, + Q. ap = ||RD, = (st up )|| by = R < D’ (s.ul(,k)),vk >, ¢ = ||vg|*. Notons
(k)

que uy est le point d’interpolation de la k%™ densité de fonction dans la k%™ intégrale de la
somme.
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3.5. ES log-elliptique pour un portefeuille quadratique d’actions

3.4.2 Application d’un mélange de distributions ¢-Student

Dans cette partie, on considere en particulier le mélange de ¢ t-distributions telles que la

k™€ fonction densité du mélange pour i = 1,. .., ¢ soit définie via la donnée de
= PO YT (14 )T (350
r)=—-—="— — =C(n,v — .
Ik I'(vy,/2).7m/2 Vg ok Vg

et By = Al Aj. En remplacant g par g dans (3.55) et en se servant du fait que l'opération
intégrale est linéaire nous obtenons le théoreme suivant :

Théoréme 3.4.2 Soit un portefeuille d’actions tel que la fonction rendement absolu du porte-

feuille (fonction perte ou profit) dans un intervalle de temps assez petit est donnée par Al =
2

o1 Si(0) - 0;(ni(t) + %), avec les poids du portefeuilles 8; pour i = 1,...,q. Supposons

que les rendements logarithmiques joints (n1,...,n,) suit le mélange q distributions t-Student

multivariées, ayant pour fonction densité

l/]'-‘r'rl)

Y
ﬁ—%@l i g 2y e

(14 Eo RS )y

Vi

ol or 2, sont respectivement le vecteur espérance de la matrice de variance-covariance de
Ciemme . o ) .
la j composante du mélange de q distributions. On suppose aussi que g; est une fonction
intégrable sur Ry, et que les g; joints ne s’annulent pas en un point de R™. Alors la valeur a

risque notée VaR, au taux de confiance 1 — « est donnée par :

P(0)

R2 = —VaR, + —

Up
ou Ry, est l'unique solution positive de l’équation suivante
l/k—i-'fl)

oy ey

(/2 k=1 |p|

M‘I Q

2F1 ntv, ntvpg—j—1. ntvp—j+1. b%k_y
—1 2 2 ’ 2 ) by
s <n — 1> Rn(bk/ak)n 1=j ak(lfq)z

I ) (-2 w) "2 (=35 —1)/E[TT 0 - Si(0)

<D, ? (supp),vp>)> <D, o> -1

S el 2 = m(<))n ai = R D, (s [2 et det(Sy) =
K \SUpk S Upk

|Xk| . Dans cette étude, on suppose implicitement que les pertes dans lintervalle de temps donné

précédemment ne saurait dépasser P(0)/2.

, (3.55)

1M

avec by, =

3.5 ES log-elliptique pour un portefeuille quadratique d’actions

L’ES (en anglais Expected Shortfall) est une mesure statistique sous-additive de risque
qui décrit le comportement moyen du risque des pertes au dela de la VaR,. Dans cette partie
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nous proposons une méthode pour estimer ’ES pour un portefeuille quadratique d’actions log-
elliptique. Il faut rappeler tout de méme que l'estimation de I’ES nécessite la connaissance de la
VaR,.

Etant donné la VaR,, 'Expected Shortfall est mathématiquement obtenu par la formule
suivante :

Expected Shortfall = E(—AII| — AIl > VaR). (3.56)

Pour plus de détails voir par exemple Mina [29](2001). Sachant que la fonction densité de
probabilité d’une distribution elliptique est donnée par

f(@) = =7 g((@ = W= @ — w)"),
I’Expected Shortfall au taux de confiance 1 — « est donné par

_ES, = E(AII| AT < —VaR,)

1
= EE (AIL- 1{an<—vaR.})
1
_ 1 / (2, Az) — P(0)/2) hy(x) da
& J{(z,A.2)—P(0)/2<—VaRa}
|2|—1/2

/ (2, A2) — P(0)/2) g((z — p— DS — pr— 1)),
o {(z,A.2)<—=VaRs+P(0)/2}

En se servant de la définition de la VaR, et en remplacant AIl = (X, A X) — @ dans (3.56),
avec X vecteur aléatoire défini en section 2,

PO) |57

5 / (z,A.2) g((x —p—1)E "o —pu—1)" dx. (3.57)
« {(z,A.z)<—VaRa+P(0)/2}

ES, =

En utilisant certains changements de variables comme dans la section 2 et 3, on obtient

P n+2| ) -1/2 1 3
ps, = DO-TABL o[ [ g(erD= e~ ol yio()] ar
2 (6] 0 Sp_1
n+2| |~ 1/2 p1
_ P(O) . R ’D| / TnJrlJ(T’, R)d?“
2 « 0
n+2 —-1/2 1
~ P(O) B R ’D| / ,r_n—l—lJu (’I“, R)dT
2 « 0 P
_ P0) R2D|T (I RD T (s — w2 d
- T X Xw [ e (rRD (sap)! ol
lp|=m s
En introduisant la fonction Qﬂps telle que
9 (R) :R”+2/1r”+1 (IrRD (s.0,)! — v]|2) dr (3.58)
Up,S 0 g p ’ :

on obtient le théoreme suivant :
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3.5. ES log-elliptique pour un portefeuille quadratique d’actions

Théoréme 3.5.1 Supposons qu’on detient un portefeuille d’actions ayant pour facteurs de risque
joints X = (Xy,---,X,) : All = (X,A- X) — @. Si X ~ N(u+1,%,¢) avec pour fonction
densité fx(z) = |2 g((@ — p— 1) (2 — p — 1)), étant donné la VaRe, ESa au tauz de
confiance 1 — « s’écrit :

-1/
ps, =10 1P ’al Y S, (B _var,)2). (3.59)

lp|l=m s

En introduisant I{ et I3 tels que

1 00 [e%¢)
R_”_2Qgp’S(R) = /0 r"+lg(ar2 —2br + ¢)dr = /0 —/1 = If}ups(R) — Ig,ups(R),

puis en suivant l'intégrale (3.33),

n+1 n+1 ' '
B, 1) =3 (") v el
avec a, b, ¢ définis en (3.3.3) et

Iiup,s(R) = /0 Tn+1g(a7“2 — 2br + c¢) dr.

3.5.1 ES d’un portefeuille quadratique d’actions avec la distribution normale

Dans le cas ou on choisit comme distribution elliptique, une distribution normale avec une
fonction densité sur la forme (3.37), ou g est spécifiquement donné par

x

g(z) = (2m)"2e"2 = C(n).e” 2,

il suffit de remplacer g dans (3.33) pour obtenir :

. n b2 — ac < au?
j _ -z J _
Gl o(R) = (2m) B exp (=) / vl exp (=5 )du

= (2m) % exp (b2 Q_G‘w)@/a)%r(%, (- 2)2).

Ensuite en utilisant le lemme suivant

Lemme 3.5.1 (cf. [22], formule 3.462(1)). Si Re(v) > 0 et Re(3) > 0 alors

+oo )\2 A
v—1 2 _ —v/2
" texp (—Px° — Ax)dx = (2 TI'(v)ex (—)]D)_l,(—>, 3.60
/ p (=2 = xa)de = (28)T (W) exp ()0 (o (3.60)
ot D_,, est une fonction spéciale "fonction parabolique cylindrique” (en anglais on ’appelle pa-
rabolic cylinder function). Rappelons que

2
v == N3 v 1 22 _ V2mz 14w 3 22
D—I/(z)_2262 {F(pzrl,)(p<27272) F(g)(p( 2 757?)}

ot @ est "la fonction hypergéométrique confluente” (en anglais confluent hypergeometric function,
pour plus détails, voir Gradshteyn et Ryzhik [22] page 1018).
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On obtient par suite que

13, (R)= (2m)"2 ni:l <n j 1) (b/a) 17 . exp (b2 4_aac> (2/@)%F<%7 %(1 _ 2)2>
=0

et

g _ -z . ||UH2 ! n+1 . ar® — 2br
ILumS(R) = (2m)" 2 exp( 5 ) ; r" Tt exp ( — >dr
n 2 n 2 -
= (27)7 2 exp(— ||U2| )a%QI‘(n + 2) exp (E—Q)Dfnfg (\/g)

tel que D_,,_o est la fonction parabolique cylindrique. On a ainsi prouvé le résultat suivant :

Théoréme 3.5.2 Supposons qu’on détient un portefeuille quadratique d’actifs de bases ayant
pour rendements logarithmiques X = (X1, -+, X,) d’actifs (i.e actions) comme définit précé-
demment avec pour rendement absolu AIl = (X, A - X) — @ tel que X suit une distribution

normale. Etant donné VaR,,, I’Expected Shortfall au tauzr de confiance 1 — a est donné par :

P(0 R™2|D —-1/2
ES, = é ) _ !al 3 Y, [I{”UmS(R) —I§,UP7S(R)]. (3.61)

[pl=m s
tel que R = @ —VaR,

On pourra tres facilement faire une géneralisation sous I’hypothese d’un mélange de distributions
normales.

3.5.2 ES d’un portefeuille quadratique d’actions avec la distribution Student

En suivant les sections 3, 4, 5 précédentes et en particulier le lemme (3.45), on peut estimer
I’Expected Shortfall pour des portefeuilles quadratiques d’actions.

3.6 Cas d’un portefeuille contenant des actions achetées a dé-
couvert

Si on considere un portefeuille contenant n actions, avec < n actions achetées a découvert
) )
le pI'iX du portefeuille d’actions a l'instant t s’écrira :

PS(,1) = 30 Si(1)
=1

ou les 6; pour ¢ = 1...n ne sont plus tous positifs et S(t) = (S1, Se,...,S,). Ainsi Panalyse qui
a été faite en section 1 changera. En effet, le rendement absolu du portefeuille sur [0,t] est donné

par
P

P(S(t),t) — P(S(0),0) = Y 6:(S(t) — Si(0)) = Zsi(o)'9i~(

=1

Si(t)

O 1), (3.62)
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3.6. Cas d’un portefeuille contenant des actions achetées a découvert

et pour des petites variations de temps et du marché, le rendement logarithmique entre le temps
0ettest

log(S;i(t)/S:(0)) = mi(t), (3.63)

en utilisant les mémes approximations de Taylor d’ordre 2 comme en (3.4) et (3.8), on obtient :
p
0; 2
Prob{) Si(0)-% (ni(t) + 1)) = =VaRq + P(0)/2} = a, (3.64)
i=1

avec des 0; positifs ou négatifs.
Soit la matrice diagonale B, ayant pour valeurs diagonales b, = Sk(O)%, pour k =1...p.
Ainsi on obtient

Prob{(X,BX) > VaR, — P;O)} = q, (3.65)

d’ou en se servant de la fonction densité de probabilité de X, on obtient
dy

Vdet()

Si on suppose que la matrice de covariance V est définie positive, Cholesky nous permet la
décomposition suivante :

I(k) = /{ I CEVE ISR (3.66)

Y =HH,

avec H est une matrice triangulaire inférieure ou supérieure.
Ainsi en procédant au changement de variable z = 2H!+p+1 et dz = \/det(X)dz, 'intégrale
3.66 devient :
h(VaRa):L/ g(|12]1*)dz, (3.67)
{(zH*4+p+1)B(zHt+p+1)t>VaRa }

or on montre aisément que
(H' + p+ D)BH + 4+ 1) = (2 +0)By (2 + ),

ottv=(u+1)(H 1) et By = H' B H.
L’intégrale 3.67 s’écrit :

h{VaRa) = / g(1211?)dz, . (3.68)
{(z+v) By (z+0)t>~VaRa+ 0}

Apres un changement de variable u = z + v, I'intégrale (3.69) s’écrit :

n(var,) = [ o 90— IP)dz,. (3.69)
{uB1 u'>~VaRa+—5~"}

Remarque 3.6.1 Lorsque g est donné par la distribution gaussienne, on retrouve le type d’in-
tégrale qui fait ’objet d’une approximation analytique en s’inspirant de la méthode de la phase
stationnaire de Laplace, dans I’article de Brummelhuis, Cordoba, Quintanilla et Seco (2002) [6].
Notons que dans Albanese et Seco (2001) [2], sous 'hypotheése gaussienne des facteurs de risque,
on aborde 'approximation analytique d’une telle intégrale, en se servant de I’analyse harmonique
et en particulier de la transformation de fourier. Ainsi, si on detient un portefeuille d’actions,
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telle que certaines actions pourraient étre achétées a decouvert, et dont les rendements logarith-
miques suivent une distribution normale, nous conseillons le lecteur de consulter [6], surtout que
dans cet article, on traite le cas v # 0.

Dans le cas ou v &~ 0, on se trouve dans la situation qu’on traite dans le chapitre précédent,
lorsque les rendements logarithmiques suivent une distribution de Laplace généralisée. Ainsi,
dans ce cas ol v = 0, on pourra proposer un intervalle, dans lequel se trouvera la VaR du
portefeuille d’actions.

Si on procede a une diagonalisation de B, on obtient :
B; = HBH' = ODO", (3.70)

avec O est une matrice orthogonale et D est une matrice diagonale. Observons que B n’est pas
nécessairement définie, sauf si B I’est, de méme les informations sur @ dont les colonnes sont les
vecteurs propres de B}, ne nous intéressent pas dans la pratique.

Lorsque qu’on considére un portefeuille contenant n + 1 actions, si x = (x4,z_) est la
décomposition de R™*! en 2 sous espaces propres E et E_ respectivement associés aux valeurs
propres positives et aux valeurs propres négatives de HBH!. On supposera que

dr 0
(%)

ol
d ... 0
Di.=10 . 0
0 ... dj,
pour € = £1 ou pour tous dj, dj_ >0,et —d] <...<—d, < dT <...< dir, et la plus

petite valeur propre —d; est de multiplicité 1. Aussi, on suppose que HBH' est une matrice non
singuliere. En restant dans la base de la décomposition x = (z_, x4 ), et apres une transformation
élementaire ( z — |D|~'/2z), on obtient I'intégrale suivante :

dx
I(VaR, :/ g((x —v) D]t (2 — v)}) ———. 3.71
( ) (s Pt ) >—VaRa s 2O ((z —v) D7 (z = v)") 7 D) (3.71)

Théoréme 3.6.1 Si on détient un portefeuille d’actions contenant ou non des produits achétés
a découwvert, pour un tauzr de confiance 1 — « donné, la VaR, d’un tel portefeuille s’obtient
comme étant la solution 0 = VaR, lorsqu’elle existe de I’équation :

dx
g((x—v) D™ (z—0))——— =1—a, 3.72
/{<x+2|x_|2>zvma+f’;m} ( JIPE /) det(DD) (372

ot le vecteur constitué des rendements logarithmiques joints, suit une distribution elliptique notée
Nn(p, %, g).

Comme cela a été abordé dans le chapitre précedent, si on travaille avec I’hypothese que X suit
une Distribution de Laplace généralisée, qui est un cas particulier de distribution elliptique, il
suffira de remplacer dans ’expression du chapitre précédent

9(x) = Cant1 - exp (—Camt1-7%), 0< 2z,

150



3.6. Cas d’un portefeuille contenant des actions achetées a découvert

Par suite par un changement de variable adapté x — c~V/a . g Texpression (3.71) implique :

GLD(R) = Ca7n+1/ e—C'($|D‘7lzt)a/2d7$
{los2—fo—[? 2—V+EQ) det(DD)
—((z=v) D] @—0))** 4
= Conit / i ¢ __ T (373)
{J4 2|z |2 >ca (-V+EQ)} ¢ o det(DD)

Remarque 3.6.2 Si v =0 ou v = 0, on se trouve dans la situation du chapitre précédent, ainsi
il suffira de repliquer les mémes techniques que dans le chapitre 2, sauf que la matrice B jouera
le role de la matrice hessienne I', lorsqu’on veut estimer la VaR d’un portefeuille I' — ©.

Remarque 3.6.3 Si on veut déterminer la VaR d’un portefeuille quadratique d’actions tel
que nous 'avons défini, si certains actifs sont achétées a découvert, on aurait besoin comme
précedemment lorsqu’on travaille avec des portefeuilles A — I' — ©, de pouvoir estimer une
intégrale multiple sur une hyperboloide. Ainsi, les calculs et estimations analytiques développés
dans le chapitre 2 de la deuxiéme partie de cette these sont applicables pour déterminer la VaR
d’un portefeuille d’actions telle qu’on I’a introduit, et lorsque certaines actions sont achetées a
découvert. Les détails et les tests sur des portefeuilles concrets avec les méthodes analytiques
seront ’objet d’un travail ultérieur. On peut aussi aborder un tel probléme en s’inspirant des
méthodes numériques du chapitre 4, de la deuxieme partie de cette these.

Remarque 3.6.4 Dans le cas ou on travaille avec des facteurs de risque qui suivent une distri-
bution normale, en utilisant les techniques de 'article de Brummelhuis, Cordoba, Quintanilla et
Seco (2002) [6], on pourra obtenir des résultats explicites et programmables, lorsqu’on considére
un portefeuille réaliste du CAC 40.

3.6.1 Casouv=0ouv~0

En reprenant presque totalement les notations du chapitre précédent, on pourra se permettre
d’écrire sans preuve le théoreme suivant :

Théoréme 3.6.2 Etant donné P(0)/2 > VaR,, soit

P
R? = ¢ (9 —VaRy). (3.74)
Alors pour R* > Ao,
n+1 R

GLD(~VaR,) = Bpl' | —— — =, | —— + &(R), (3.75)

n
o) 2’ \/E
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ot le terme erreur est estimé comme suit

ﬁeo‘/QF n+1_n R

K
< . _
IE(R)] < Bpe { R o 5 .
\ 41

(3.76)

KfEQea n+1

(6%
n n R )
R2a X
@ V4

Remarque 3.6.5 Toutes les constantes Apc, K 1i, K 1i, cl, K°, qui séerivent fonctions des valeurs
propres ailL de la matrice A du chapitre précédent seront respectivement remplacées par By,
Klil, K;El, cl, K% qui eux s’exprimeront en fonction d;t au lieu de agt pour les constantes du
chapitre précédent.

Remarque 3.6.6 En s’inspirant du papier de Duffie et Pan [11], on pourrait estimer la VaR
quadratique d’un portefeuille d’actions, en prenant en compte les sauts des distributions de
probabilité des facteurs de risque.

Remarque 3.6.7 Il est clair que cette partie est intéressante pour des portefeuilles d’actions
lorsque v # 0, ainsi il serait souhaitable dans le cas de la distribution normale de s’inspirer de
la méthode donnée dans l'article de Brummelhuis, Cordoba, Quintanilla et Seco (2002)[6], et
dans le cas général de la distribution de Laplace généralisée, on compte le faire plus tard hors
du cadre de ce projet de these.

Remarque 3.6.8 Un portefeuille contenant des actions achetées & découvert se rencontre sou-
vent dans le cadre de la gestion alternative, ou certains gérants font appels a des positions
courtes, pour optimiser leurs stratégies. Les gestions ”"long-short” consistent a tirer profit des di-
vergences constatées entre le cours des actions d’une société et le reste de son secteur. Le gérant
se placera par exemple, acheteur d’'une action d’un secteur et vendeur de ’action d’une société
survalorisée de ce secteur. La vente de ’action par le hedge fund se fait en général a découvert .

3.7 Conclusion

Nous avons introduit pour la premiere fois une notion de portefeuille quadratique” ne conte-
nant pas de produits dérivés (comme par exemple un portefeuille d’actions), lorsque le vecteur
des rendements logarithmiques suit un mélange de distributions elliptiques. Dans le cas ou les
portefeuilles contiennent des actions achetées a découvert, on montre la necessité et 1’éfficacité
de I'utilisation de notre méthode pour mesurer le risque. Notons que de tels portefeuilles sont
souvent utilisés par des gérants des Hedge Funds®”. De plus, nous montrons que ’estimation
de la VaR, de tels portefeuilles se résume & la résolution d’une équation intégrale nécessitant

37tels ceux qui utilisent des stratégies long-short equities.
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3.7. Conclusion

une approximation d’intégrale sur une hyper spheére ou sur une hyperboloide *®. Par suite en
utilisant les techniques inspirée de Genz [17], on réduit les intégrales sur des quadriques aux
intégrales unidimensionnelles. Dans les cas particuliers, ou la distribution est une t-Student ou
une loi de distribution normale, les intégrales unidimensionnelles s’expriment souvent avec les
fonctions spéciales (i.e la fonction hypergéométrique, la fonction I'-incompleéte). Pour illustrer
notre démarche, nous donnons explicitement 1’équation a résoudre dans le cas du mélange de
distributions Student, ou du mélange de lois de distributions normales. Notons que le logiciel
Mathematica 4 nous permet d’obtenir certains calculs d’intégrales unidimensionnelles, tout du
moins dans le cas Student ou de la normale. Evidemment, les équations proposées admettent
des solutions numériques, car le programme en fortran de I'algorithme de la méthode de Genz
qui permet de calculer les coefficients w,, existe sur son site internet, et plusieurs logiciels comme
Maple ou Mathematica abordent assez bien la fonction hypergéométrique qui a été utilisée dans
le cas du mélange de plusieurs distributions Student. On pourra appliquer cette méthode nu-
mérique inspirée des techniques de Alan Genz [18] aux portefeuilles contenant des produits
complexes comme des produits dérivés [41]. Ce sera d’une part I'objet du prochain chapitre.

38 lorsque le portefeuille contient par exemples des actions achetées & découvert.
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Chapitre 4

VaR numérique d’un portefeuille
quadratique elliptique.

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode numérique pour estimer la VaR d’un porte-
feuille quadratique I'—©, lorsque le vecteur des facteurs de risque suit une distribution elliptique.
La nouveauté mathématique sera mise en exergue par le fait que nous proposons une nouvelle
méthode numérique qui donne une approximation a certaines conditions pres, d’une intégrale
sur une hyperboloide. On illustre notre méthode numérique en faisant des tests avec deux por-
tefeuilles d’options A-neutre du CAC 40 et du Monep, lorsque le vecteur des facteurs de risque
suit une distribution multivariée normale.

La construction de ’algorithme permettant d’obtenir ’approximation d’une intégrale mul-
tiple sur une hyperboloide, se fait en combinant les techniques décrites par Genz et Monahan
[18], puis Sheil et O’Muircheartaigh [39]. Cette méthode est trés applicable surtout pour des
portefeuilles dits A-neutre.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2 et 3, en s’inspirant du papier
de Albanese et Seco (2001) [2], on réduit le probléme de 'estimation de la VaR lorsque le vecteur
des rendements suit une distribution elliptique, & 'approximation d’une équation nécessitant
I'approximation d’une intégrale sur une hyperboloide. En section 4, on propose une méthode
numérique qui permet d’obtenir 'approximation d’une intégrale multiple sur une hyperboloide,
en combinant les techniques utilisées par Genz [17], Genz and Monahan [18] et [39]. Pour illustrer
nos résultats, on travaille avec 'intégrale d’une gaussienne sur une hyperboloide. Dans la section
5, on choisit deux exemples pour montrer ’applicabilité de notre algorithme dans le domaine
du risque management, et en particulier pour ’estimation de la VaR d’un portefeuille contenant
des options. Dans la section 6, on donne une conclusion.

4.2 Portefeuilles I' — © contenant des options

L’étude du risque des portefeuilles quadratiques a été I'objet de plusieurs publications dans
la littérature de la finance mathématique. Dans notre cas, on considere la définition d’un porte-
feuille quadratique tel qu’il a été présenté par Quintanilla [36]. Si nous détenons un portefeuille
contenant des actifs, y compris des produits dérivés, tels que les prix des n actifs sous-jacents



Chapitre 4. VaR numérique d’un portefeuille quadratique elliptique.

distincts & linstant ¢ soient donnés sous forme de vecteur par S(t) = (Si(t),...,Sn(t)), alors
en utilisant une approximation de Taylor du second ordre de exp(n;) = n; + %771'27 ou n; est le
rendement logarithmique de I'actif sous-jacent 4, on obtient que I'approximation de la fonction
perte ou profit du portefeuille sur [0,t] est donnée par :

(¢, S(t)) — I1(0, S(0)) =~ t0 + A1 X! + X - Ty - X/2,

ot © = 21(0).

Notons que si X est le vecteur des rendements logarithmiques, il sera possible d’écrire Ay
comme une fonction du vecteur A des sensitivités des actifs au temps 0, et la matrice I'; s’écrit
comme une fonction de la matrice I’ de sensitivité de 2" ordre au temps 0.

Apres quelques calculs on obtient : X = (Xy,...,X,,) pour lequel

Xi = log(5:(t)/5i(0)).
Ay = (AL, ..., A7) avec ' '
A7 = S;(0).A"

ry = (17) et T = (')
i,j=1,...n ij=1,...n
oll - ,
rid — SZ?(O)F“ + AZ'I ' sii =7
1 SZ(O)SJ(O) o si e 7&]
Puisqu’on travaille avec un portefeuille A-neutre, on aura que Ay = 0. Notre but est de déter-

miner, la quantité V' qui représente pour nous la VaR au taux de confiance 1 — «, comme étant
la solution de I’équation

Gr(-V)=P(O +XI'X'/2 < -V) = q. (4.1)

Si nous supposons que le vecteur constitué des rendements logarithmiques X suit une distribution
elliptique d’espérance nulle, alors la solution de Gp(—V') est donnée par :

Sy dx
Gr(-V) = gy ) — = = a. (4.2)
{©+alzt/2<—V} det(X)

Pour résoudre I'équation (4.2), il est déja nécessaire d’estimer 'intégrale sur une quadrique, que
contient I'expression de 1’équation. L’intégrale Gp(—V') fonction de V, sera transformée en une
intégrale sur une hypersphere ou une hyperboloide.

4.3 Réduction a une intégrale sur une hyperboloide

Une décomposition de ¥ en produit de deux matrices est donné par Cholesky comme suit :
¥ = CC?, ou C est une matrice triangulaire inférieure. Par suite, en utilisant le changement de
variables suivant, z = yC?, on obtient :

Gr(~V) = / olyyt)dy. (4.3)
{©+yCtI'Cyt /2<-V}
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4.4. Approximation numérique d’une intégrale multiple sur une hyperboloide

En supposant que la matrice de variance covariance ajustée , C'I'C, est diagonalisable, on a que
C'I'C = ODOY, ot O est une matrice orthogonale et D est une matrice diagonale. Comme dans
le chapitre 3, on s’arrange pour obtenir la matrice diagonale suivante,

( Dy 0
(7 5 )

u
& ... 0
0 ... d,

avec € = *1, tel que d;r,d; >0,et —d] <—dy <...<—d, < df <...< d,‘L.

Notons que cette matrice diagonale est écrite dans la base constituée des vecteurs propres
associés aux valeurs propres négatives et des vecteurs propres associés aux valeurs propres posi-
tives. En introduisant le changement de variable z = yO, on obtient

Gr(=V) = / g(z2")dz.
{©0+2zDzt /2<-V}

En utilisant la transformation w = [D|'/2z, on obtient
dw
Ge(-v) = [ glulp| )
{lw[2—fw-[P<-2(V+6)} v/ det(|D])

ot w = (w4, w_) est la décomposition de R", comme somme de deux sous-espaces propres
correspondant respectivement aux valeurs propres positives et aux valeurs propres négatives de
C!T'C. En changeant le sens de Iinégalité dans le domaine d’intégration de 4.4, nous obtenons
Pexpression notée G(R), qui sera le point de départ de notre méthode numérique.

dw
G(R) = / g(w]D| M) 2L (4.5)
{lw_|2—|wy [2>R?} det(|DJ)

ot R? =2(V 4 ©). La région d’intégration est une hyperboloide définie par |w_|? — |wy|?> > R
Notre but est d’obtenir R comme solution de I’équation G(R) = «. Ainsi si nous obtenons R,
on pourra obtenir une approximation de la VaR V = R%/2 — ©.

(4.4)

4.4 Approximation numérique d’une intégrale multiple sur une
hyperboloide

On se propose dans cette section, d’introduire une méthode numérique qui nous permettrait
d’obtenir l'approximation d’une intégrale multiple sur une hyperboloide comme donnée par
exemple en 4.5.

4.4.1 Cas de la distribution gaussienne

Généralement dans la pratique financiére, on étudie le risque des portefeuilles financiers, en
se servant de la distribution normale. Dans ce cas, il suffira de remplacer dans 4.5, la fonction g
par g(z) = C - exp (—z/2) pour obtenir '’expression suivante :
dw

G(R) :/ €—w|]]])\—lwt/2 — ]
{lw-[2—fwy|2>R2} vV (2m)"det(|D])

(4.6)
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En séparant les variables w, on obtient que

G(R) = e~ w+P w+/2/ o—w-DZlw! /2 dw- dw .
{lw[20} {lw—[2>R2+|ws 2} V(@2m)n-det(D-) / (27r)”+d(ei(7l>?+)

Dans 4.7, I'intégrale correspondant a w_ peut-étre retrouvée de fagon efficiente, en utilisant les
algorithmes décrit par Sheil et O’Muircheartaigh [39], si on introduit la fonction H (R, ), définie
comme suit :

H(R,r) —/ ew-DZMwl/2 dw- , (4.8)
(o[22 R2 412} Vv (2m)-det(D-)

1
et siwy = D3z, G(R) s’écrit

Une intégrale de cette forme peut étre approximée en utilisant les méthodes décrites par Genz et
Monahan [18] (Voir (4.7) pour une description de la méthode proposée par Genz et Monohan).

4.4.2 Cas général

Dans cette section nous esquissons une méthode numérique qui permettra de réduire I'inté-
grale sur une hyperboloide au calcul d’une intégrale double.

Théoréme 4.4.1 En s’inspirant du théoreme (3.5.1), on obtient 'approximation suivante

am - | o, y)dady (4.10)
{lz—v1P—ly—v2[*<R?}
= C > wp Y wp (4.11)
Ipt|=m1 [p?|=m2
00 R+r?
/ ng 1/ n1 ! ZZQO 7'1 3 Uy +U1) ( p2)t +1)2)d7“1d7“2
0 0
ot C = 27W=¢W) st une constante, s' = (sl,s3,....sk), s? = (s2,83,...,52), st o= +1,
i=1,2 et j=1,2,... n;. c(u,) est le nombre de marginales non nulles de w1, c(v,2) est le nombre

de marginales non nulles de vy

Preuve : Soit a estimer l'intégrale suivante

am - | o, y)da dy (4.12)
{lz—v1]2—=|y—v2|2<R}

oux € R™ et y € R™. Si on procede aux changements de variables suivants y = rofs, = r1&1,
oury = |yl et m1 = |y|, o & € Sp,—1 avec S,,—1 = {z € R"/||z|| = 1} pour i = 1,2 et
n1 + ng = n, on obtient I’expression suivante

G(R) = / (e, y)dady
{lz—v1|2—|y—v2|2<R}

= / rgz_l / / o(x + vy, 7r2.82 + vo)dxdo(&2)dry
0 Sno_1 {|IE|2§R+T2}

= / ry?” 1/ J(R, 2,1, &) do(&2) dra, (4.13)
0 Sn2—1
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4.5. Exemples d’applications

avec

R+r?
J(R,r,7,&2) = / it / o(r1.§1 + v1,12.82 + v2)do(&1)dr.
0 Snlfl

Puisque G(R) devient

G(R) = /000 7"32_1 [/ORMQ r’l“_l |:/Sn2_1 |:/Sn1_1 o(r1.&1 + v, .80 + ’Ug)dU(fl)}dO’(fg)] dT1:|d7’2,

(4.14)
en appliquant le théoréme (3.3.1) respectivement aux intégrales sur les hyperspheres S, 1,
Sp,—1, on obtient :

G(R) = C Z Wy Z W2

[pt|=ma1 [p2|=m2

00 R+r?
/ o2t / it Z Z o(ry (st up) 4+ v1),72 (32.vp2)t) + vo)dridry
ot C' = 2-¢(W)=c(¥) et une constante. s' = (si,sl,..., s,lll), 52 = (s%,s3,.. .,s%z), s} =41, i=1,2
et j=1,2,... 1. c(uy) est le nombre de marginales non nulles de u,1, c(v,2) est le nombre de
marginales non nulles de v,2.

D
QED

Remarque 4.4.1 Une approximation des intégrales radiales unidimensionnelles pourra se faire,
mais elle dépendra de la régularité de la fonction ¢ a intégrer et en particulier de sa décroissance
pour 71 et ro assez grand.

Remarque 4.4.2 Remarquons qu’on peut utiliser le résultat du théoreme (4.4.1), lorsqu’il s’agit
de déterminer la VaR d’un portefeuille quadratique d’actifs pas nécessairement A-neutre.

4.5 Exemples d’applications

On va distinguer 3 cas dans notre analyse :
— (1) n—=0; si g est donné par la distribution normale d’apres 3.11,

G(R) = / WDy w2 dwt
{Jwy[2<R2} (2m)"+det(Dy.)

et on obtient son approximation numérique en utilisant I’algorithme de Sheil et O’Muir-
cheartaigh [39], par suite dés qu’on a retrouvé V tel que R? = 2(V + ©) > 0.

— (i) n4=0; si g est Normal,

-1, dw_
G(R) = e WD Wl /2 . 4.15
" {lw_[2>R?} V/(2m)n-det(D_) (19

G(R) peut étre calculé en utilisant I’algorithme de Sheil et O’Muircheartaigh [39], qu’on
décrit brievement dans (4.6).
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— (i) n_ et ny sont non nuls; g est issue de la distribution normale,

G(R) :/i /Z/Z ezzt/2H(R,\zD+zt|)\/(iiﬁ. (4.16)

Les intégrales de cette forme peuvent étre calculées en utilisant une combinaison des mé-
thodes de Sheil et O’Muircheartaigh [39] et I’algorithme de Genz et Monahan [18], qu’on
décrit respectivement dans (4.6) et (4.7).

4.5.1 Cas ou n,=0

Nous considérons un portefeuille contenant des actifs et des produits dérivés sur ces actifs
de telle sorte que le portefeuille soit A-neutre. On considere pour notre exemple que le vecteur
des rendements logarithmiques des actifs X suit une distribution normale. Ainsi le prix d’un tel
portefeuille & un instant ¢ peut s’écrire :

9

ST-Cit Si(t) + A+ S, (4.17)

i=1

10(¢, S(t))

ou S(t) = (S1(t),...,Sn(t)) avec S;(t) est le prix de 'action i & U'instant t, et C;(t, S;(t)) est le
prix de I'option européenne sur 'action 7. Notons que A dans la littérature financieére est donné
comme un vecteur de sensitivité. Notre portefeuille a été choisi de telle sorte que A = 0, avec

A= %(&(0)), ©=410),et T = (%(0, 0)) . On exprimera le vecteur

ij=1,...,n
0=> 0, (4.18)

en fonction du vecteur de sensitivités 0 = (61,...,0,), avec §; = %. On prendra en exemple un
portefeuille A-neutre. Nous prenons comme exemple d’application un portefeuille qui contient
des options européennes sur actions, et des actions de telle sorte que le portefeuille soit A-neutre.
Les prix des produits de notre portefeuille sont donnés par le tableau qui suit :

Noms des Actifs prix d’exercice | taux d’interét | maturité | prix du sous-jacent
BNPPARIBAS 44.26 0.1 3 mois 39.75
BOUYGUES 23.49 0.1 3 mois 27.30
CAP GEMINI 34.71 0.1 3 mois 24.00
CREDIT AGRICOLE 17.36 0.1 3 mois 14.80
DEXIA 11.5 0.1 3 mois 9.38
LOREALL 61.85 0.1 3 mois 62.90
TF1 26.38 0.1 3 mois 22.02
THOMSON 15.22 0.1 3 mois 17.13
VIVENDI 16.19 0.1 3 mois 17.00

Dans cet exemple avec ’aide de Matlab et en utilisant, trois mois de données historiques de
9 actions du CAC 40 avec la moyenne exponentielle en mouvement chargée d’un poids (EWMA)
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4.5. Exemples d’applications

TaB. 4.1 — Quelques résultats numériques de la VaR notée V.
@ 0.05 0.025 0.01

R | 0.9160 | 1.0038 | 1.1128
V| 31.6883 | 31.7727 | 31.8881

avec A = 0.94 on obtient ’expression suivante donnée par la section 1.

0.0017 —0.0001 0.0012  0.0005 0.0008 0.0008 0.0008 0.0002 0.0002
—0.0001  0.0009 0.0005 -0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0006 0.0005
0.0012  0.0005 0.0038  0.0006 0.0011 0.0008 0.0014 0.0006 0.0007
0.0005 —0.0001 0.0006  0.0006 0.0002 0.0004 0.0004 0.0001 0.0001
Y= 0.0008  0.0000 0.0011  0.0002 0.0015 0.0007 0.0008 0.0000 0.0002
0.0008  0.0000 0.0008  0.0004 0.0007 0.0011 0.0006 0.0004 0.0005
0.0008  0.0000 0.0014  0.0004 0.0008 0.0006 0.0013 0.0000 0.0001
0.0002  0.0006 0.0006  0.0001 0.0000 0.0004 0.0000 0.0019 0.0007
0.0002  0.0005 0.0007  0.0001 0.0002 0.0005 0.0001 0.0007 0.0029

la matrice I' est diagonale et ses valeurs diagonales sont
d = (—116.4889, —33.4063, —11.8389, —21.1723, —11.9582, —161.2178, —34.7884, —19.7664, —27.2993)
et © = —31.2689. Les valeurs propres de D sont données par le vecteur

e = (—.05025, —.1456, —.0605, —.0424, —.0231, —.0.0053, —.0101, —.0154, —.0131).

La table suivante fournit certaines valeurs de R et V obtenues par une résolution numérique de
I’équation G(R) = a, pour « fixé.

4.5.2 Casoun_>0etn, >0

Nous considérons un portefeuille qui contient des options et leurs sous-jacents qui dans notre
cas seront des actions du CAC 40. On écrira que le prix du portefeuille au temps t s’écrit,

6 10
(1) = > [Ci(t, Si(t)) = A'Si(1)] = D> Py(t, Sj(1)) — (&7 = 1)S;(1)]. (4.19)
i=1 J=7

Dans cet exemple, en utilisant trois mois de données historiques de 9 actions du CAC 40 sui-
vantes :
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TAB. 4.2 — Quelques résultats numériques de la VaR notée V.

(0}

0.05

0.025

0.01

R

0.6069

0.7176

0.8455

%

4.0438

4.1171

4.2166

Noms des Actifs prix d’exercice | taux d’intérét | maturité | prix du sous-jacent
Call-BNPPARIBAS 30.00 0.05 3 mois 39.75
Call-BOUYGUES 19.00 0.05 3 mois 27.30
Call-CAP GEMINI 20.00 0.05 3 mois 24.00
Call-CREDIT AGRICOLE 10.50 0.05 3 mois 14.80
Call-DEXTA 9.00 0.05 3 mois 9.38
Call-LOREALL 40.00 0.05 3 mois 62.90
Put-SOCIETEGENERALE 50 0.05 3 mois 64.00
Put-TF1 18.00 0.05 3 mois 22.02
Put-THOMSON 9.00 0.05 3 mois 17.13
Put-VIVENDI 9.00 0.05 3 mois 17.00

on détermine la matrice de variance covariance par la méthode EWMA de RiskMetrics lorsque

A = 0.94, comme suit :

0.0016 —0.0001 0.0012

—0.0001  0.0008 0.0004
0.0011  0.0004 0.0035
0.0005 —0.0001 0.0006
0.0008  0.0000 0.0010
0.0007  0.0000 0.0007

—0.0000  0.0004 0.0004
0.0008 —0.0000 0.0013
0.0002  0.0005 0.0006

0.0002  0.0005 0.0006

0.0005
—0.0001
0.0006
0.0005
0.0002
0.0004
—0.0001
0.0003
0.0001
0.0001

0.0008  0.0007 —0.0000
0.0000  0.0000
0.0010  0.0007  0.0004
0.0002  0.0004 —0.0001
0.0015  0.0007 —0.0000
0.0007  0.0010
—0.0000 —0.0002
0.0008  0.0005
0.0000  0.0003
0.0002  0.0004 -0.0001

0.0004

—0.0002
0.0015
—0.0002
0.0008

0.0008 0.0002
—0.0000 0.0005
0.0013 0.0006
0.0003 0.0001
0.0008 0.0000
0.0005 0.0003
—0.0002 0.0008
0.0012 0.0000
0.0000 0.0018
0.0001 0.0007

La matrice I' est diagonale et les éléments de la diagonale sont donnés par le vecteur

d = (24.186, 8.6269, 21.7320, 4.3111, 15.4949, —4.5815, —82.2915, —22.2079, —1.2957, —1.2822),

et ©® = —3.8596, et les valeurs propres de la matrice D sont données par le vecteur

e = (—0.1251,-0.0115, —0.0030, —0.0014, —0.0006, 0.0014, 0.0092, 0.0124, 0.0290, 0.1271).

La table suivante fournit quelques valeurs de R et V trouvées comme solutions numériques de
Péquation G(R) = «, pour certaines valeurs de o données.

Remarque 4.5.1 Notons que V représente la VaR pour le taux de confiance 1 — a qu’on notera

VaR,.
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0.0002
0.0005
0.0006
0.0001
0.0002
0.0004
—0.0001
0.0001
0.0007
0.0026
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4.6 L’algorithme Numérique de J. Sheil et O’Muircheartaigh

Dans cette partie, on énonce l’algorithme de J. Sheil et O’Muircheartaigh [39]. Soit un vec-
teur aléatoire z de dimension n, suivant une distribution normale ayant pour vecteur espérance
1 et pour matrice de covariance inversible V. L’algorithme suivant, proposé par Sheil et O’Muir-
cheartaigh permet de modéliser la distribution de la fonction quadratique (z + a)!C(z + a) on
a est un vecteur fixé et C est une matrice symétrique positive. Cette méthode permet d’écrire
une forme quadratique comme étant une série infinie.

4.6.1 Algorithme théorique et numérique

On procede aux transformations linéaires suivantes
z2—pu=CRe, a+p=L'Rb,
en sachant que Ruben(1962) a montré que
P{(z +a)'C(z +a) <t} = P{(z +b)'A(x +b) < t}, (4.20)

ou x est un vecteur aléatoire d’espérance nulle et ayant la matrice Identité comme matrice de
variance covariance. I est la matrice triangulaire supérieure obtenue par la décomposition de
Cholesky V = L!L et R est la matrice ayant pour colonnes les vecteurs propres de L!CL et
A = diag(a;) est la matrice diagonale telle que les élements diagonaux sont les valeurs propres
a; de LICL.

Soient f (n/, y) la fonction densité de probabilité de la distribution x? centrée ayant n' degrés
de libertés et F (n/,y) la fonction de répartition correspondante, en combinant le résultat de
Ruben(1962) et de Kotz (1967), on obtient

S ek F(n' +2k,t/B) sit>1

4.21
0 sit<0 ( )

P{(z +a)'C(z+a) <t} = {
ot 3 est une constante et n’ est le rang de la matrice C. Si 0 < 3 < 2 min; (o), la série définie
en (4.21) est absolument convergente, pour tout ¢t > 0, avec i = 1,... ,n/. Cet algorithme utilise
6 = 0.906250,;, qui permet d’utiliser la série 4.21 comme étant le mélange de fonctions de
répartitions (Robbins et Pitman, 1949). Ainsi, on aura que ¢, > 0 et > 7" ¢, = 1.

Par la propriété de monotonie décroissante de la fonction de répartition d’une distribution
x2, on a que pour tout k entier naturel tel que N < k, F(n' +2k,t/3) < F(n' +2N,t/3). Ainsi,
en se servant du fait que Y 7° ¢, = 1, on déduit que

[e.e] o0

Y aF(n +2ky/8) < Fn' +2N+2t/8) > o
k=N+1 k=N+1
N
= F(n' +2N+2,9/8)1- cx) (4.22)
k=1

Les coéfficients de la série sont évalués comme suit :

k-1
—A/2 —1
co=Ac? o=k geoicy,
1=0
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Chapitre 4. VaR numérique d’un portefeuille quadratique elliptique.

ou

~

A:Hwﬂ/aj, )\:Zb?, Im = — Zb2m1+%z mbzfyj, (m >0)
j=1 j=1

Jj=1

4.7 Méthode d’approximation de A. Genz et J. Monohan

Lorsqu’on veut calculer I'espérance de la loi de distribution continue g(#), on aimerait calculer

_ /_ :O /_ :O /_ :o 9(0)p(0)db), (4.23)

ot § = (61,0,...,0,)t. Une telle intégrale pourrait s’estimer en utilisant une méthode Monte
Carlo.

ou estimer l'intégrale suivante :

Cependant A. Genz et J. Monohan [18] proposent la méthode suivante comme alternative
a un algorithme Monte-Carlo (pour détails voir le livre de Davis et Rabinowitz, 1984, et des
papiers plus récents de Evans et Swartz, 1992), pour estimer 4.23.

En particulier, ils s’'intéressent au probleme quand p(6) est donné approximativement par
une distribution normale (0 ~ N, (u, X)), ou par une distribution t-Student (6 ~ ¢,,(u, ¥)). Leur
méthode utilise un changement de variable sphérique, en posant = = 7§ pour estimer 'intégrale

1 = [T T et (1:24)

/5 o / L f(r€)drdé (4.25)
/ - / ML (r€)drde. (4.26)

Une approximation de l'intégrale 4.26 va se faire en utilisant des régles stochastiques d’inté-
gration sur la sphere. En effet, on peut obtenir une approximation de l'intégrale sur la sphere
comme suit :

S(s) = / s(€)de (4.27)

N
Yo s, (4.28)
j=1

avec f;fj =1 pour tout j et Uy, = {¢ /€& =1}.
Soit Q une matrice orthogonale m x m telle que, en introduisant la fonction Sg, et sachant
que [£| = ||£]|, on obtient :

Q

Q
S\
w
o
QU
M~
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4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, on a introduit une méthode numérique pour estimer la VaR d’un porte-
feuille non linéaire en ses facteurs de risque lorsque le vecteur des rendements des sous jacents
suit une distribution elliptique. Pour illustrer notre méthode on a calculé les VaRs de deux
exemples de portefeuilles I' — © constitués d’actifs du CAC 40, mais sous I’hypothese de la dis-
tribution gaussienne. Une nouveauté mathématique dans ce chapitre, est I'introduction d’une
méthode numérique inspirée des articles [17], [18] et [39] pour approximer une intégrale multiple
sur une hyperboloide.
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Conclusion

En conclusion, dans la premiere partie de cette these, nous avons largement étendue la
notion de A-Normal VaR introduite par RisKMetrics [30], aux distributions elliptiques et aux
mélanges de distributions elliptiques. On a ainsi introduit la Delta-Elliptic VaR, la Delta mizture
Elliptic VaR et en particulier la Delta-Student VaR, et la Delta-Mixture Student VaR. Comme
illustration, nous avons donné des tableaux détaillés pour des quantiles, lorsqu’on travaille en
particulier avec des distributions multivariées t-Student, ou le mélange de distributions Student.
On a rappelé quelques domaines d’applications de nos résultats.

La Delta-Elliptic VaR étant connue, on a aussi donné des formules explicites pour retrouver
ce que nous appelons Delta-FElliptic ES . On montre aussi, que de tels résultats sont extensibles
lorsque le vecteur de facteurs de risque suit un mélange de distributions elliptiques. Aussi, nous
avons introduit la Delta-Mizture-Student ES.

Dans la deuxiéme partie, on aborde le cas des portefeuilles dits quadratiques, pour suppléer
les cas de portefeuilles dont la méthode proposée au chapitre 1 ne pourrait suffire pour évaluer
le risque. En effet, les investisseurs préferent des portefeuilles contenant des produits complexes
tels que les options, or ces portefeuilles étant non-linéaires en leurs facteurs de risques, il est
nécessaire de penser a des nouvelles méthodes pour estimer la VaR. Surtout que la méthode
Monte Carlo existante est lente et lourde a mettre en oeuvre. C’est la raison pour laquelle au
chapitre 1 de la deuxieme partie, on tente de faire une généralisation de la méthode introduite
par Brummelhuis, Cordoba, Quintanilla et Seco [6], sous I’hypothese que le vecteur des facteurs
de risque joints suit une distribution elliptique.

Au chapitre 2 de la deuxiéme partie, on illustre la tentative du chapitre 1, mais pour un
portefeuille I' — O, sous 'hypothése particuliere que la distribution elliptique est choisie comme
étant une distribution de Laplace généralisée. On a introduit deux théoremes globaux qui per-
mettent de controler la mesure de l'erreur due a ’approximation de Taylor. On a fait plusieurs
tests numériques avec le logiciel Matlab, et on propose diverses estimations du terme erreur.
En comparant notre méthode avec la méthode Monte Carlo, On s’apercoit bien que le temps
d’éxécution de notre méthode analytique est infiniment petit par rapport au temps d’éxécution
de la Monte Carlo. De plus on ne perd pas la fiabilité des résultats, car la VaR Monte Carlo est
dans 'intervalle du choix de la VaR que nous proposons.

Au chapitre 3 de la deuxieme partie, on introduit une méthode pour estimer la VaR ou I'ES
d’un portefeuille quadratique d’actifs de bases (i.e actions), sous I’hypothese que le vecteur des
rendements logarithmiques joints suit une distribution elliptique, ou un mélange de distributions
elliptiques. On illustre notre méthode avec la distribution normale, la distribution Student et
leurs mélanges.

Au chapitre 4 de la deuxiéme partie, en s’inspirant de Genz [17], Genz, Monohan [18], Sheil et
O’Muircheartaigh [39], on introduit un algorithme qui nous permet de donner I’approximation
d’une intégrale sur une hyperboloide, on montre son application pour l’estimation de la VaR



Conclusion

d’un portefeuille I' — ©. Une illustration et un test numérique avec Matlab est faite pour cette
méthode, en utilisant des exemples des portefeuilles du CAC 40.

En somme, dans les deux parties de cette thése, on a proposé plusieurs méthodes analy-
tiques pour le calcul du risque des portefeuilles financiers dits "affines” ou "quadratiques”, ce qui
correspond bien aux objectifs de départ de ce projet de these.
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RESUME DE LA THESE

Cette these se situe dans les mathématiques financieres et elle est
consacrée au calcul efficace du risque financier de grands portefeuilles d’ac-
tifs financiers a 1’aide de méthodes analytiques. Ici, il peut s’agir d’actifs
traditionnels, comme les actions ou les obligations, mais également de pro-
duits dérivés, comme des options de vente ou d’achat.

Le cadre général de cette these est le suivant : on se donne un porte-
feuille d’actifs, dont le prix II; s’écrit comme fonction du temps ¢ et d’un
vecteur X = (X1, -, X,,) de facteurs de risque sous-jacent au portefeuille :

Ht:H(Xla'” 7Xn7t)' (1)

Un des exemples typiques de tels facteurs de risque est le rendement des
actions ou des obligations qui constituent le portefeuille ou qui sont sous-
jacentes aux produits derivés contenus dans le portefeuille. Le prix évoluant
dans un futur inconnu, ces facteurs de risque sont des variables aléatoires,
ayant une distribution de probabilité qui, elle aussi, va en général dépendre
du temps. En supposant, sans perte de généralité, qu’aujourd’hui corres-
pond a t = 0, le prix futur Il;, a ¢ > 0, va lui-aussi etre aléatoire, ainsi
que la fonction de profit II; — IIy. Ce dernier peut, bien entendu, avoir
une valeur négative, avec une probabilité positive, ce qui correspond a un
risque de perte financiere. Le probleme qui se pose alors est de quantifier
ce risque par un, ou plusieurs, nombres pouvant se calculer a ¢t = 0.

Traditionellement on choisissait en finance la moyenne et la variance
(ou sa racine carrée, I’écart type) comme indicateurs de risque. Celles-ci
ayant un certain nombre de défauts (par exemple, de traiter les pertes et les
gains par rapport a la moyenne de facon symétrique et, plus sérieusement,
de conduire & des problemes d’interprétation), elles ont été remplacées,
depuis le milieu des années 90, par une autre mesure de risque, la Valeur
a Risque ou VaR, définie comme suit : on se donne un nombre p € (0,1)
(souvent p = 0,05 ou p = 0,01). Alors la Valeur a Risque avec seuil de
confiance 1 — p sur la période [0, t] est définie par :

—VaR, = inf{V : Prob (I, — IIy) < V) > p}. (2)

Autrement dit, avec une probabilité de 1 —p, la perte (exprimée sous forme
d’un nombre positif) va étre majorée par VaR,. Par rapport au couple



moyenne et variance, la VaR a donc 'avantage d’avoir une interprétation
financiere simple et claire. En plus, dans le cas ot II est une fonction affine
de X = (X1, --,X,), et ou, de plus X suit une distribution gaussienne
multi-variée, il existe une relation simple entre la VaR et la moyenne et la
variance de II;. Cette observation est souvent exploitée dans la pratique en
remplacant II; par son approximation de Taylor d’ordre 1 en ¢t = 0, X = 0,
pour des t petits (¢ est mesuré en finance en termes de fraction d’une an-
née). Par contre, il existe des situations importantes ou cette approximation
s’avere insuffisante : on pense a des portefeuilles qui sont "A-hedged”, et en
particulier a I'importante classe des portefeuilles construits pour couvrir le
risque couru par un vendeur d’options. Aussi, dans la pratique le vecteur de
risque X suit tres souvent une distribution qui est loin d’étre gaussienne.
Une alternative est de donner une approximation de la VaR numériquement
sur ordinateur, en employant des méthodes Monte Carlo, pour déterminer
la distribution de probabilités de II; en simulant les X et en calculant,
pour chaque réalisation X de X , la valeur = H(t,)A( ). Cette approche
Monte Carlo, quoique "universelle”, présente néanmoins de sérieux désa-
vantages. D’abord, pour des n grands (facilement d’ordre de 50 - 100 dans
la pratique) elle est lente, surtout si la fonction (1) est une fonction non-
linéaire compliquée et coliteuse a calculer numériquement. De plus, dans
bien des applications, cette fonction n’est pas connue explicitement, au plus
connait-on une procédure (souvent elle-méme de type Monte-Carlo) pour
la calculer. Pour éviter le probleme da a la fonction non-linéaire I1(t, X),
on la remplace souvent par son "approximation I' — A” ou approximation
de Taylor d’ordre 2,

H(t,X)2H(0,0)+@t+(A,X>+%<X,FX>, (3)

ou O est la dérivée de II par rapport a t, A le gradient par rapport 4 X,
et I' la matrice hessienne, ou la matrice des derivées secondes par rapport
aux X;. Ensuite on évalue la VaR de cette approximation quadratique, en
général par Monte Carlo. (On note entre parentheses que, pour des porte-
feuilles quadratiques (3), de nombreuses alternatives & Monte Carlo ont été
proposées dans la littérature de la finance quantitative, malheureusement
tres souvent inexactes.) Pour des X gaussiennes il existe depuis récem-



ment une méthode passant par Fourier, mais qui ne se généralise pas au
cas non-gaussien).

Dans cette these, on a developpé des méthodes analytiques pour calcu-
ler la VaR d’un portefeuille du type (3), pour plusieurs classes de distribu-
tions non-gaussiennes. On donne soit des formules exactes (dans le cas de
I'approximation A, ce qui correspond & I' = © = 0 *Y), soit des approxima-
tions controlées avec estimation d’erreur (si I' # 0). Dans le premier cas, on
a étudié les X suivant une distribution elliptique générale, pour lesquelles
la densité de probabilité s’exprime comme

(det V)~/2 g((z, V~"2)), (4)

V étant la matrice de variance-covariance (on s’est limité aux distributions
ayant un moment d’ordre 2 fini). On a réduit le calcul de la A —VaR, a la
solution d’une équation transcendentale ne faisant intervenir que p; dans
des cas particuliers, comme celui d’une distribution Student multi-variée,
cette équation s’écrit en termes de fonctions spéciales o F.

Si I # 0, alors pour un portefeuille qui est A-hedged avec des facteurs
de risque suivant une distribution de Laplace généralisée (ce qui correspond
a prendre ¢(s) = Cexp(—cs®/?) dans (4), avec 0 < a < 2) on se donne une
formule asymptotique pour F(—V') := Prob (II; — Iy < —V) : si on pose

R? :=2¢72% (V + 0). (5)

alors pour R* > Ay > 0,

F(=V) = Ayl <”T“ -7 ( %) > + E(R), (6)

ol le terme d’erreur peut étre estimé par

39sous des hypothéses raisonnables sur la dépendance de la distribution de X sur ¢, le terme avec A représente
une approximation d’ordre t/ 2 et les deux autres le terme d’ordre ¢



ou I'(z,w) est la fonction Gamma incomplete, et les constantes a;, Ay,
Ey, B, Es et n. > (al_)_l/ 2 peuvent toutes étre calculées de facon explicite
a partir de la matrice VI/2T'VY/2 et de A ; en fait, —a; est simplement la
plus petite valeur propre négative de cette matrice. Dans le cas gaussien,
correspondant a a = 2, cette formule généralise une formule asymptotique
de Brummelhuis, Cordoba, Quintanilla et Seco de 2001 (mais qui ne don-
naient pas d’estimation d’erreur aussi précise, méme dans ce cas le plus
simple parmi les distributions de Laplace généralisées).

En inversant (numériquement) I’approximation principale + l'erreur,
on trouve un intervalle [VCLR; , VaR; ] dans lequel la vraie VaR du porte-
feuille (3) se situe, et dont la taille tend vers 0 avec p. Dans la derniere
partie de cette these, on a fait des expériences numériques pour des por-
tefeuilles assez grands, pour comparer les valeurs des VaR trouvées avec
cette méthode avec celles calculées par Monte Carlo, aussi bien en ce qui
concerne la précision que la rapidité du calcul (pour laquelle la nouvelle
méthode est nettement supérieure).

Finalement, la VaR comme mesure de risque représente quelques désa-
vantages théoriques, dont le plus important est de ne pas étre sub-additive :
la VaR d’une somme de deux portefeuilles peut étre plus grand que la
somme des VaR, ce qui va a I’encontre de I'idée intuitive que la diversifica-
tion doit conduire a une diminution (ou, au moins, pas a une augmentation)
du risque financier. Dans la terminologie introduite par Artzner, Delbaen,



Eber et Heath (1999), la VaR n’est pas une mesure de risque cohérente.
Pour cela, des théoriciens ont proposé de la remplacer par d’autres mesures
de risque, notamment par le "Expected Shortfall” ou ES, définie par

ES, = -E(Il; = Iy | II; = [Ty < =VaR,),

c’est a dire, I'espérance de la perte si celle-ci dépasse la VaR ; E.S), est une
mesure de risque cohérente si on se limite aux distributions de probabilité
ayant une densité continue. Dans cette these on a aussi calculé le £S,, dans
les cas évoqués ci-dessus. Néanmoins, malgré certains avantages de "ES”,
la VaR reste pour le moment la mesure de risque préferée pour les banques
(et autres praticiens de la finance), ce qui justifie attention qu’on lui a
accordée dans cette these. Notons qu’en plus, le calcul de 'ES nécessite
préalablement le calcul de la VaR. En s’inspirant de Genz [17](2003), on
a aussi proposé des méthodes numériques pour 'estimation de la VaR et
de ’ES pour des portefeuilles I' — A, ou des portefeuilles quadratiques de
sous-jacents tel que nous 'avons introduit.
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