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Introduction

Cette these s’inscrit dans le cadre de la combinatoire non commutative. Nous recherchons des
structures @rifiant des identés polynomiales partici@res dans les domaines desadiiges associatives,
des algbres de Lie et des superalges de Lie. Dans un premier temps, nous souhaiteresrdiner de
nouvelles structures multileaires antisyretriques (@réralisant les crochets de Jacobi sur unelaig
de Lie) verifiant I'ldentitt Fondamentale de la&danique de Nambu. Nous nous poségalement la
guestion de la quantification d’'une structure de Nambu en particulier. Nous cherchorsdetéirminer
I'existence d’'un teéoreme du type Amitsur-Levitzki sur les superaliges de Lie classiques.

Historiquement, lestructures de Nambusont apparues enégnanique en 1973 lorsque Y. Nambu
a propog un formalismea plusieurs hamiltoniens [Nam73]. Dans un tel formalisme (rigoureusement
déevelop@ par L. Takhtajan [Tak94]), le crochet de Poisson est rerapt@s un multi-crochet anti-
symetrique, \erifiant I'identite de Leibniz par rappoé chaque argument, et uttentit € Fondamentale
(pour la meécanique assoee [Tak94]) qui gréralise I'ldentie de Jacobi ; un tel multi-crochet est alors
appeé crochet de Nambu-Poisson

Preci€ment, urk-crochet de Nambu-Poisson sur unesdlige associative et commutatiékest une
applicationk-linéaire(fy,. .., fx) € AK— {fq,..., fx} € Avérifiant :

(i) le critere d’antisymeétrie :
{fo@)s- fow} = €(0){f1,..., f}
pour toute permutatioa élement du groupe sy@triqueSy,
(ii) I' Identité de Leibniz:
{f1,.., fer, fa = {f1,..., fken, Fro+ F{f1,..., fi_1,0},

(iii) et I Identité Fondamentale:

k
{fla EES) fk—lv{gla' . 'agk}} = Zl{glw . 'agi—l7{f17 ceey fk—lvgi}vgi+17 cee 7gk}7
&
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pour toustlementsfy, ..., f,01,...,0« f,g de l'algebreA.
Avec cette @&finition, on retrouve la notion de crochet de Poisson en falsaif®.

L'id ée de I'ldentie Fondamentale est déeM. Flato et C. Fronsdal [FF92], qui oBgalement
redecouvert I'exemple du jacobien sur I'espdt’e:

{fl,...,fn}::

dd a V.T. Filippov [Fil85]. Pourétre complet, nous psentons uneé&monstration rapide de I'ldengit
Fondamentale dans ce cas.

Répondant une conjecture de L. Takhtajan [Tak94], P. Gautheron a groue I'exemple du
jacobien est le caségéral [Gau96], puisqu’un crochet de Nambu-Poisson, au voisinage d’un point non
singulier, est un fait un jacobien dans un gysé de coordor@es bien choisi. La classification des
structures de Nambu-Poissondaires (sur I'espacR") a été obtenue quelques aees apes par J.-P.
Dufour et N.T. Zung [DZ99]. Nous rappelons corament ceséasultats au @but du premier chapitre,
car nous les utilisons par la suite.

La théorie des structures de Nambu ne €tarpas aux structures de Nambu-Poisson. En effet,
des le a&but aéte degage la notion destructure de Nambu-Lie [Fil85, Tak94, Gau96], greralisant
la notion d'algzbre de Lie : une structure de Nambu-Liérifie I'ldentitt Fondamentale mais pas
nécessairement I'ldenéitde Leibniz. Comme I'a justement remaggu Takhtakan [Tak94], et contrai-
rementa ce qui se passe pour lesaliges de Lieyune structure de Nambu-Lie ne cfinit pas toujours
une structure de Nambu-Poisson ligaire sur I'espace dual La classification [DZ99] de J.-P. Dufour
et N.T. Zung n’est donc paaquivalentea la classification des structures de Nambu-Lie, contrairement
a ce qui aété écrit quelquefois [DZ99, Vai99]. Mais I'absence d’exemple est flagrante, puisque toutes
les structures de Nambu-Lie que I'on rencontre dans Exdittire proviennent de structures de Nambu-
Poisson. C’est dans cette optique que s’inscrivent nos travaux : nos premiers efforts se sorésdnsacr
combler ce vide d’exemples.

Tout d’abord, en gréralisant la rathode de P. Gautheron [Gau98] pour la classification des 3-
structures de I'espace vectorigt, nous @&terminons toutes lgs — 1)-structures de Nambu-Liegfinies
sur I'espace vectoriéR". Ceci aéte fait par V.T. Filipov [Fil85], mais P. Gautheron l'ignorait quand il
s'intéressa au cas de I'espaRé. La géréralisation de sa &thode conduit une é@monstration s
simple. Le produit mixte da— 1 vecteursX,. .., X, de 'espaceR", no€ [Xy, ..., X,] et cefini par :

(X1|[Xa, ..., %n]) = detXq, Xo, ..., %)

(pour toutX; € R") est I'exemple fondamentad, partir duquel nousétiuisons tous le@ — 1)-crochets
sur I'espaceR" :

Théoreme 1.Soit M une applicatiorin — 1)-linéaire antisyratrique deR" dansR" (non nulle). Alors :

— Vii —
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1. il existe un endomorphisme m#e tel que

M(X1,..., Xo-1) = M([Xq,..., Xn-1])

pour tous X,...,Xn_1 € R";

2. le (n—1)-crochet surR" défini par M \érifie I'ldentitt Fondamentale si, et seulement si, m est

auto-adjoint ou de rang 1 ou 2.

Nous proposons ensuite des formuléfimissant des structures de Nambu-Lie constraitpartir
d’une algbre de Lieg de dimension finie sur le corgs. Nous consiérons les superédivations de
la formeA A d de I'algebre exérieure deg, ou A est une(k — 1)-forme multilinéaire antisyratrique et
d désigne la diferentielle extrieure (qui est elle-Bme une superétivation de dedgr 1). Cette super-
dérivationA Ad (de dege k) définit de margre unique unék + 1)-structure antisyr@trique : en effet, il
existe des uniquesementss,...,Q, de degek+ 1 dans I'algbre exérieure dgj tels que :

n
And=S Q Aix,
2,

ou {Xy,..., X} désigne une base de I'algreg. La structure assoee a alors pour expression :

[Ylv' . '7Yk+1] = (_1)k ZQF(Ylv <o 7Yk+1)xf7

pour tousYs,...,Yki1 € g.

En utilisant le formalisme de A. Nijenhuis et R. W. Richardson [NR66], remencons un ciére
qui permet de &rifier qu’une structure&finie par une superédivation \érifie I'ldentitt Fondamentale :

Proposition 1. Soit D une super&tivation de dege k. Le(k+ 1)-crochet @fini a partir de la super-
dérivation D \érifie I'ldentitt Fondamentale si, et seulement si :

HiYk’ [ikap x [ina D] . H? D] =0

pourtous'y,...,Yx € g, ou le super-crochet utilis est celui éfini sur la superalgbre de Lie des super-
dérivations.

On dit gu’unek-forme multilinéaireA vérifie :

e la condition de decomposabilie si :

AA(ip))

I
o

e |la condition de Frobeniussi :
AN(do(iaA)) =0,

— Vviii —



Introduction

pour tout(k — 1)-vecteurA de I'algebre exérieure dey.
Utilisant ce vocabulaire et la proposition 1, nous rappelons la proposition :

Proposition 2. SoitA une k-forme multiliaire surg vérifiant les conditions de@tomposabilé et de
Frobenius. Alors :

1. La k-formeA est cecomposable : il existe des formesélirescy, ..., w € g* linéairement in-
dépendantes telles que= w A ... A a;

k
2. Le sous-espade:= () Ker(wj) est une sous-aétpre de Lie dg.
i=1

Ce type de forme permet de construire des structures de Nambu-Lie sabfalde Ligy :

Théeoreme 2.SoitA une k-forme ligaire antisyratrique sur I'algebre de Lieg vérifiant les conditions
de cecomposabilé et de Frobenius. Alors le crochekfthi a partir de la super-érivation A Ad vérifie
I'ldentité Fondamentale.

Comme exemple du @o®me 2, nous nous plagons sur I'alge de Liggl(n) des matrices cages
de taillen, et la forme lireaire trace &rifie nos deux conditions. Nous trouvons alors que le 3-crochet
défini sur I'algebre de Liggl(n) par I'expression :

[X,Y,Z] = tr(X)[Y, Z] +tr(Y)[Z,X] +tr(Z)[X,Y]

vérifie I'ldentite Fondamentale. Mais la structure canoniguement assodfinie sur I'espace duaf®*
de la manére suivante :
{F,G,H}p := (¢][dFy,dGy,dHy])

(pour ¢ € g*, F,G,H: g* — C) n’est pas une structure de Nambu-Poisson. En effet, dans la distribu-
tion engendee par les adjoint§F, G, .}, nous reconnaissons les orbites coadjointes deckakyde Lie

g. Ainsi, s’il s'agissait d’'une structure de Nambu-Poisson, on obtiendrait, en utilisa@sidtat de P.
Gautheron [Gau96], que toutes les orbites coadjointes devigiende dimension au plégalea 2, ce

qui n'est pas le cas lorsqureest sugrieur ouégala 3.

La quantification des structures de Nambu pose beaucoup déprebl(voir [DFST97]), etily a
eu beaucoup de tentatives, qui conduiseahvisager ce que I'on appelle (edhie des Pl-algbres) les
polyndmes standardsc’est-a-dire gtant doné une algbre associative, ldsstructures éfinies par

A(ay,...,a) = Z £(0)ag() - - Ag(k)-

o6y
Si k est un entier pair, on sait d'ores etja que les structuresefinies par le polydme standardh,
vérifient automatiguement une idegtui est lantisymétriséede I'ldentitt Fondamentale (c’est-dire
[D,D] = 0 ou D est la erivation assoéea la structure). Malheureusement, égle grérale, I'lden-
tité Fondamentale n'est paénfiee. Mais cela n'est pedttre pas si grave, puisque I'on peut voir les

—iX -
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quantifications d’une structure de Nambu-Lie..,.] sur un espace comme la recherche de ses enve-
loppes associatives, c'eatdire d’algbres associativestelles que I'espac¥ soit inclus dans I'algbre
Aet[Xy,..., X soitégala R(Xy,...,Xk), pour tousXy, ..., X« éléements d&/. Dans cette optique, nous
montrons que l@n+ 1)-structure éfinie sur 'espac€™2 en localisant (c’esk-dire en fixant I'un des
parangtres) le jacobien sur la fonction :

1n+2
(X1, ..., Xnt2) — > ZXIZ
i=

est quantifiable par I'akgre de Cliffords;,, quandn est pair :

Théoreme 3.Soit n un entier pair, et conségons I'algebre de Cliffordé,. Notons{Ej,...,E,} la base
canonique, et deu&éments particuliers de I'akgpore : .1 :=E;...Eqet By 2 :=1. Alors :

e le polyrbme Ry munit le sous-espacéect(E;,...,E,2) d’'une structure dgn+ 1)-gébre de
Nambu-Lie;

e le polyrdme R munit le sous espadéect(Ey, ... ,E, ;1) d’'une structure de n&pre de Nambu-Lie.

En particulier, quane = 2, nous obtenons une 3-structure de Nambu-Lie surdlalg des quaternions
%» = H toute entere.

Lorsque I'on chercha établir des identés polynomiales, I&héoreme d’Amitsur-Levitzki ap-
parat naturellement. Il donne une idei@isur l'algebre.#,(C) des matrices cages de taille, construite
a partir du polydme standard. C’est une sortedeesure de la non-commutativitde I'alggbre.7,(C).
Sonénoné est remarquable de simplieit

Théoreme (Amitsur & Levitzki). Le polyrome standard R estidentiquement nul sur I'addpre.#,(C).

Ajoutons que c’est le meilleur indice, puisque I'o@rdontre facilement que le polyme standard
Pon—1 n'est pas identiguement nul sur I'aégre.#,(C), en I'evaluant sur des matrices bien choisies de
la base canonique.

Bien que le tkoeme soit simpléx énoncer, c’est, comme le remarque B. Kostant, @otime
difficile. La demonstration originale du @m@eme [AL50] (voir aussi [Jac75]) ne montre pé&ellement
pourquoi cette identi existe. Huit anees apes J. Amitsur et S.A. Levitzki, B. Kostant publie une
nouvelle preuve du #toeme, base sur la cohomologie des algres de Lie [Kos58], avec une nouvelle
identite pour I'algebreso(2n). Une autre preuve de ce derniésultat est obtenue par L.H. Rowen par
une nethode directe, mais avec quelques diffieslfRow80]. Et il faut attendre vingt six ans pour obtenir
une cemonstration rapide, bas sur le tboeme de Cayley-Hamilton, propes par S. Rosset [R0s76]

(voir appendice). Finalement, en 1981, B. Kostant [Kos81] apporte un point final au sujet en donnant une
interpétation du teoeme dans le cadre de laéthrie des ref@sentations et en leegéralisanta toutes
les sous-algbres semi-simples dg(n).
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Dans ses articles [Kos58] et [Kos81], B. Kostant se pose en fait legar@bsuivant étant dong
une sous-algbre de Lieh de gl(n), a partir de quel indic& (minimal si possible) le polyime standard
d’ordre k s'annule-t-il surh ? C'est la @réralisation naturelle du #oeme d’Amitsur-Levitzki (qui
donne l'indicek = 2n dans le ca%) = gl(n)). Dans [Kos58], en utilisant le &oeme de Chevalley
sur les invariants, la transgression de Cartan-Chevalley etlmétine de Hopf-Koszul-Samelson, il
donne la éponse pouh = gl(n) ou sl(n) aveck = 2n, h = so0(2n+ 1) aveck = 4n+ 2 et surtouth =
s0(2n) aveck =4n—2, et non pasd Le dernier cas est remarquable : la &iffnce s’explique par
la structure particudire des invariants de I'adpreso(2n) duea I'existence du Pfaffien. Vingt trois ans
plus tard, il Esoutégalement comptement le cas des sous-abges semi-simpleis de gl(n) [Kos81],
en utilisant son Thoeme de $paration des Variables [Kos63], au lieu de la ggs& cohomologique
gu’il avait developjee en 1958 [Kos58]. La structure polynomiale des invariants de la sogisralg
est un argument indispensable dans ses démxodstrations, et ce sera un poiré-cle notre propre
démonstration.

Dans la continué de ces travaux, nous nous sommesgdasquestion de chercher s'il existait
un tel indice (et si oui, lequel) sur les supertiges de Lie classiques. Nous devons pour cefanid
un super-analogue du polme standard dans le cas des super-espaces vectoriels. Nous prenons la
définition suivante :

Ac(a, ... a) 1= % g(o)e(o;a,. .., a&)ag(1) - - - A (k)
(S SR

avece(o;ay,...,ak) unesuper-signaturedéependant du degrdesélementsay, ..., ax appartenané la
superal@bre associativA, et qui \érifie notamment :

e(oa,...,a) =1

guand les de@s sont pairs et :

g(oay,...,a) =&(0)

quand les de@s sont impairs. Polk= 2, on retrouve le super-crochet asgxila structure associa-
tive (c’esta-dire le super-crochgK,Y] = XY — (—1)%Y X pour X € A etY € Ay), et en @réral, on
obtient un invariant (pour I'action adjointe @¢. Pour de multiples raisons, ¢super-polydme; est la
géreralisation naturelle du polgime standard du cas classique (par exen@lalle sur deglements
pairs, il cdncide avec le polypmeR, compte-tenu des projtes de la super-signature).

La premere superalgbre de Lie a étudier la possibilé d’'une super-idengét estgl(p,q) toute
entiere (aveqq+# 0). Mais, d’apes les propétes de la super-signature, on péualuerhy sur un néme
elémentX de dege impair, et on obtient :

KIXK = A(X,...,X).

—Xi —
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Ainsi I écriture d’'une super-idenéitd’ Amitsur-Levitzki surgl(p,q) bute sur un premiegcueil : si une
telle identig existait, alors tous léséments de de@rimpair degl(p,q) devraienttre nilpotents. C’est
manifestement faux, par exemple pour la matrice suivante :

1

A= € gl(p,a)1.
1

Il restea savoir si la super-idenéitpeutétre satisfaite par des sous-<athges deyl(p,q) mais,a
premere vue, le criétre de nilpotence laisse peu d’espoirgaNmoins, il ne s’applique pasla super-
algebre de Lieosp(1,2n), puisque nous montrons que tous &sments de de@rimpair deosp(1,2n)
sont nilpotents d’ordre au pleyala 3 (commeeléments degl(1,2n)). Un des principauxé&sultats que
nous obtenons alors est une super-version dame d’Amitsur-Levitzki poupsp(1,2n) :

Théoreme 4.Pour tous X, ..., Xan42 € 0sp(1,2n), nous avons :

A4n+2(X17 s 7x4n+2) =0.

Pour cemontrer ce&sultat, nous suivons une strgie proche de celle de B. Kostant en 1958, en
faisant reanmoins conomie d'un thoeme de type Hopf-Koszul-Samelson. Nous utilisons donc la
structure polynomiale de I'abre des invariants desp(1,2n) (voir, par exemple, [Ser99]). De bons
gérerateurs (pour cette afre de polydmesa n indétermirees) sont dorés par les super-traces des
super-poly@mesS,, aveck pair, les super-polygmesS, étant @finis par :

S(ag,...a) = ) &(0;a1,...,a)ag() - - 8g(k)-
o6y
Nous construisons ensuite unéspteur deéransgressionsur une superaépre de Lieg = gg® g7,

géréralisant celui de H. Cartan [Car51] et C. Chevalley [Che52] :

oP
oo

pour tout polymeP surg, ol {@1,...,¢p} est une base de I'espagg, {91,...,9q} une base de

oP

Tl‘}j(d¢1, e 7d19q),

P q
t(P) = Zlq)i/\ (d¢1,...7d19q)+219j/\
i= j=1
I'espaceg; etd la différentielle super-egtieure.
Nous cemontrons une super-version détieme de Dynkin [Dyn59] :

Theoreme 5.Soit k> 1. Alors :
t(se) = (—1) kg1,

ol & = str(&), a = str(Ay), I'opérateurstrdésignant la super-trace sur la superalgre de Ligyl(1, 2n).
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Nous concluons alors laéthonstration du #oeme 4 gacea la ¢eréralisation du thoeme de
Dynkin, aux propretes de l'oferateur @rérali€ de transgression @t quelques identés sur les po-
lyndbmesAy et .

Cependant, avant de pouvoiemontrer cesésultats, nous devons formaliser nos outils. Nous
travaillons dans les afpres super-e@&tieures et super-sygtriques des super-espaces vectoriels : ces
algebres sontéffinies en termes de formes multéaires respectivement super-anti§rigues et super-
symétriques. Nous rappelons ensuite ladhe cohomologique des superdges de Lie, introduite par
D. Leites [FL84]. Nous adaptons le ndaiel ptesent dans la #se de J.-L. Koszul [Kos50] édivée
de Lie, formule de Cartan,...), ce qui permeétdblir le tteoeme 6, le principal argument pour le
demontrerétant le caraére compktement eductible de I'extension de la régentation adjointe de
osp(1,2n) a son algbre super-egrieure :

Théoreme 6. Soitg = osp(1,2n). L'algebre de cohomologie ) est isomorphé la sous-algbre de
ses cochines invarianteg\ (g*)®.

Nous pésentons les superalgres de Lie orthosymplectiquesp(1,2n) dans le cadre de la quan-
tification. Cette pesentation &t introduite par M. Flato et C. Fronsdal dans le cadre de |@arth des
singletons Anti-de Sitter. Nous lui apportons une petit&léomation (qui s'aere bien utile) en utilisant
une action adjointe tordue pour parachevegklisation de la superagreosp(1,2n) dans l'algbre de
Weyl A,. Une application imradiate consista prouver que tous lédéments impairs de la superalye
osp(1,2n) (consiceres commeeléments dgyl(1,2n)) sont nilpotents d’ordre 3 (comme nous I'avons dit
plus haut), ce qui n'a rien @videnta priori. Nous @montronsgalement :

Proposition 3. Soit 1T une repésentation de dimension finie de la supegdig de Lieosp(1,2n). Si X
appartienta osp(1,2n)z, alors 77(X) est nilpotent.

Apres ces trois prerares parties, nousfinissons pecig£ment les polydmesAy et S, (sous les
formesénoné&es plus haut) et donnons leurs préfs. B. Kostant utilise plusieurs iderdit sur le
polyndme standard, et nousétablissons les super-idegtt analogues des siennes, et qui constituent
les dernier outils requis pour l&dhonstration des &oemes 5 puis 4.

Au terme de cette&tude, nous &hombrons effectivement de nouveaux exemples de structures
de Nambu. Mais, mig-part les(n — 1)-structures sur I'espade” qui sont compttement étermirees
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gracea la classification que nous en donnons, nous imaginons qu'’il existe de nombreux autres exemples
que ceux que nous avonsegeng ici. De plus, nous confirmons par un exemple concret qu'il existe de
nombreuses structures de Nambu-Lie afirdssant pas de structures de Nambu-Poisson, @drappant

a la classificationé&alie par J.-P. Dufour et N. T. Zung [DZ99]. Nous ouvrons ealitt le champ
d’investigation pour la recherche de nouveaux exemples car la liste que nous trouvons n’est en aucun cas
exhaustive, et nous pensons que la recherche dans ce domaine peut amener de neséssx avant

de se poser la question de classifier les structures de Nambu-Lie.

Notamment, la quantification des structures de Nambu-Li& pstursuivre. Nousasolvons ici le
cas de la quantification dés — 1)-structures sut" grace aux algbres de Clifford d’indice pair, mais
nous n'avons pastudi la quantification des autres structures que nous obtenons.

En ce qui concerne les ider@#t du type Amitsur-Levitzki sur les superalges de Lie, nous
réepondons dans les cas des supeéfaigs de Liegl(p,q) (négativement, poupq # 0) et osp(1,2n)
(positivement) pour la repsentation canonique dagk1,2n). Tenant compte de la formeds pEcise
des invariants desp(1,2n), nous pensons que seule la superhfgosp(1,2n) peut \erifier une identi
du type Amitsur-Levitzki. En effet, Gicea la pésence d’'uné&ro en premier coefficient de la preme
ligne deséléments devsp(1,2n), la super-trace n'est pagellement une super-trace, mais simplement
'oppo<t de la trace du bloc appartenantalgébresp(2n). Ceci permet d’affirmer que I'albre des
invariants est finiment enger@r (c’est un argument essentiel désnnstrations de B. Kostant), ce qui
n'est pas le cas, erégéral, lorsque la super-tracegsente la diffrence de deux traces. Cétant, il
serait ineressant d’avoir urésultat concernant les autres superhtes de Lie classiques, fut-iégatif
ou positif.

Sans aller aussi loin, notre travail sugthblissement d’'une super-version dadtme d’Amitsur-
Levitzki surosp(1,2n) nous laisse un petit g d'inachee. En effet, nous ne sommes pas parvenus
demontrer que l'indice A+ 2 est le meilleur, en dehors des ¢as 1,2 et 3. Nous pensons cependant
gue cet indice A+ 2 est minimal (car il est identique I'indice du cas classique, pour I'égre de Lie
gl(1+ 2n)), et nous donnons un candidat po@ntbntrer queéisn;1 N'est pas identiquement nul. Mais
cette minimalié reste donc un travadl poursuivre, pouenoncer uné&sultat vraiment analogue au cas
classique, et aux travaux de B. Kostant qui a rechiesylsématiquemena la cemontrer afin d’obtenir
desénoné&s complets.

Enfin, une fois Ienon& du tteoeme clarifé pour la repgsentation canonique de la supeédige
de Lieosp(1,2n), il est naturel de se poser leééme question que B. Kostant : qu’en est-il des&spnta-
tions de dimension finie ? Observant la proposition 3 et l@@ide nilpotence, nous é&spns que
l'identité obtenue n'est pas seulement vraie dans notre cas mais qu’elle existe aussi pour chacune de ces
repesentations. Mais c’est uude qu'il restéx mener.

e
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Notations

Nous csignons respectivement par les letfieZ, R et C 'ensemble des entiers naturels, I'an-
neau des entiers relatifs, le corps des nombeetsret le corps des nombres complexes. Un ensemble
d’entiers naturels ou relatifsa,a+1,...,b—1,b} (a,b € N ouZ, a < b) est noé [a,b]. L'anneau des
classes d’entiers relatifs modulo 2 est@@p et selements sord et1. Sip € Z, la notationp désigne
sa classe de congruence modulo 2. Enfirgrimipe synétrique d'indice n > 2, c’esta-dire le groupe
des permutations de I'ensemfile n[| est noé S, et la signature d’'une permutation estéet (o).

Si E est un ensemble non vide Bt> 2 un entier, nous notongE I'ensemble des-uplets
d’éléments déE et, poura,b € E eti € [1,n] nous ésignons pafa,...,a,b;,a,...,a) le n-uplet parti-
culier deE dont toutes les erites sonégalesa a sauf lai-eme qui vaub.

SiV est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps de eassicue nullek, la notation
EndV) désigne I'algbre des endomorphismes\etV* est 'espace vectoriel dual d& c’esta-dire
I'espace vectoriel des formes &inires de&v/ danskK. Le crochet de duakit cefini surV* xV a valeurs
dansk est noé (.|.). Rappelons qu'il esté&fini par :

(a[X) = a(X)

poura e V¥ etX e V.
La notationT (V) désigne lalgebre tensoriellede V, le sous-espac¥ ®...®@V des tenseurs
N———

n fois
homogenes de degm étant noé T"(V). L'algébreT (V) estZ-gradiee et nous notors(V) = @ T"(V)
neZ

avecTO(V) =K etT"(V) = {0} sin est regatif.

L' algebre exérieure ou algebre de Grassmann teest noée A (V). Cette algbre es#Z-gradiee
et nous notong\"(V) le sous-espace des tenseurs antiyigues homognes de degm. Nous notons
AV) =D A"(V) avec\"(V) = {0} sin¢ [0,dim(V)]. Le crochet de duaktestetendu aux akgbres
ext’erieu?gé d&/ etV* (via le determinant) avec la éme notation.

Enfin I'algébre synetrique deV est noée §V) et S'(V) désigne le sous-espace des tenseurs
symetriques de homames de de@rn. Par congquent, &) = EBZS”(V) avec S(V) = {0} sin est

ne

négatif.
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Pourn € N*, l'algébre.#,(C) des matrices complexes de taitiest noéegl(n,C) lorsqu’elle est
munie de sa structure d’afre de Lie. Sur cette apre, nous disposons de la formeekiretrace notee
tr et de la formen-linéaire antisyratriquedéterminant notee det. La notatiosl(n, C) désigne I'algbre
de Lie des matrices complexes de trace nulle :

sl(n,C) :={M € gl(n) | tr(M) = 0},
la notationso(n,C) I'algebre de Lie des matrices antisgtriques complexes :
s0(n,C) :={M € gl(n) |'M = -M},
et enfin la notatiosp(2n,C) I'algébre de Lie des matrices symplectiques complexes :

sp(n,C) :={M € gl(2n,C) | 'MI+IM = 0}
. 0 Iy : , . : . .
ould:.= ( | O) € gl(2n), la matricel, désignant I'identié de I'algebre.#,(C). Rappelons :
—In

dim(gl(n,C)) = n?, dim(sl(n,C)) =n?—1,

dim(so(n,C)) = n(nz— ) et dim(sp(2n,C)) = 2n’+n.

Enfin, siM est uneg*-variete de dimensiom > 1, nous @signons pafl M I'espace tangera
la variete M. Rappelons quéd M est la collection des espaces vectorigs! de dimensiom pour x
parcouraniM. D’autre part, SM est un espace vectoriel, alokgvl estégalaM pour toutx de M.



Chapitre |

Structures de Nambu : guelques exemples

Dans ce premier chapitre, nous abordoagide des structures de Nambu, c'astire des produits
de plusieurs variablesvifiant une identé de crivation geréralisant I'identié de Jacobi sur les crochets
de Lie. Cettectude consiste en la recherche de nouveaux exemples de telles structures car il existe peu
d’'exemples explicites.

Pour pésenter nos travaux, nous commencons par rappeler quebguétats essentiel€douverts
recemment ([Gau96, DZ99]) et le premier exemple historiquEsgné avec une @monstration inépen-
dante. Nous donnons ensuite de nouveaux exemples de structures de NaifRbussur’'algebre des
matricesgl(2), sur une algbre de Lie quelconqugde dimension finie, sur I'akpre des quaternioris
et plus gréralement sur les addpres de Clifford d’indice pai&an.

Nous examinonggalement les structures de Poisson canoniquement @ssauix crochets de
Nambu construits sur une @igre de Lie pour les relier aux orbites coadjointes destaikes de Lie.

.1 Geéréralités et resultats acquis

Commencons par donner lafihition d’'une structure de Nambu et les principa@sultats connus
a ce jour et utiliés dans la suite. Nous donnoegalement un premier exempléja citt [Gau96] et
demonté ici de mangre incependante.

I.1.a Deéfinitions

SoitV un espace vectoriel de dimensioe 1 etk > 2 un entier.

Définition 1.1.1. Nous appelong-crochettoute applicatiork-linéaire antisyratrique dexyV dansv.
Lorsqu'il n'y a pas d’'ambigité ou lorsque nous omettons deegiser le nombre de variables, nous
parlons simplement derochet
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Définition 1.1.2. Consicerons urk-crochet ncé[.,...,.]. La relation :

k
Xty X1, Y1, Y]] = 'ZL[YL v Yo, [Xay e, X1, Yl Vi, -, YR @)

pour tousXs, ..., X_1,Y1,..., Yk € g est appdieidentité fondamentale de NambuLe crochet est alors
appet k-crochet de Nambuou Nambu-Lie.

Définition 1.1.3. Un espace vectoriel muni d’ugcrochet erifiant I'identite (1) est appé@l unek-gebre
de Nambuou Nambu-Lie.

Exemplel.1.4. Dans le cas des 2-crochets, I'ideétfbndamentale de Nambu n’est autre que l'idéntit
de Jacobi :
(X, [Y,2]] = [[X,Y], Z] +[Y, X, Z]]

(pour tousX, Y, Z € g). En congquence, toute adipre de Lie est une 2eppre de Nambu.

Définition 1.1.5. Soit[.,...,.] unk-crochet de Nambu sw. Pour tout(k — 1)-uplet (Xi,...,X_1) de
vecteurs d&/, on appelleendomorphisme adjointl’application ag, .. x, ,: V — V définie par

X — [Xa,. .., X1, X].

Remarqué.1.6. Pour tout’k—1)-uplet de vecteurfXy, ..., Xx_1) de vecteurs d¥, I'application adjointe
adk, . x,, estune @rivation duk-crochet.,...,.]. C'esten ce sens que l'ider&i(t) geréralise I'identié
de Jacobi.

Définition 1.1.7. SoitA une algbre. Nous appeloriscrochet de LeibnizsurA toutk-crochet{.,...,.}
vérifiant I'identite de Leibniz sur chacune de ses variables : pourXgus., Xk _1,X,Y € A, nous avons
la relation :

{X]_, .. .,Xk_l,XY} = {X]_, e ,Xk_l,X}Y—i-X{Xl, e ,Xk_l,Y}.

Définition 1.1.8. Un k-crochet de Nambu-Poissorest unk-crochet de Leibniz érifiant I'identite fon-
damentale de Nambu. Une algye munie d'une telle structure est afgsd-gebre de Nambu-Poisson

Exempld.1.9. Rappelons qu’un crochet de Poisson est une applicatiobit@antisyratrique \erifiant
l'identité de Jacobi et I'identit de Leibniz par rappogt chacune de ses variables. C'est degalement
un 2-crochet de Nambu-Poisson. La terminologie choisietenule.

Etant doni k-crochet sur I'espac¥, il existe une marire de @éfinir un k-crochet de Leibniz
assoc sur l'algebre de fonctions? := ¢ (V*,R) :

Définition 1.1.10. Soit unk-crochet sulV. Rappelons que I'espace vectonét* est isomorpha V
('espaceV étant suppdsde dimension finie). Pol, ..., F € o7, nous @&finissons{Fy,..., K} € &
par la formule :

{F1,---,Rde = (9l[(dF)g, .., (dR)g])

ou ¢ € V*etdF, désigne la diferentielle usuelle de I'applicatidh évallee au pointp.

—4—
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Remarqud.1.11 Le k-crochet obtenu sur I'aigbre.o/ de cette marire \erifie I'identite de Leibniz.
Mais si le crochet sur I'espadéveérifie I'identité (1), ce n’est pas toujours le cas pour le crochet associ
sur«/ comme nous le verrons dans la partie 1.3.e.

Sik > 3 et si nous disposons d’uacrochet de Nambu, Leibniz ou Nambu-Poisson, il existe un
proccce simple pour obtenir descrochets ayant les @mes propBés, avec X ¢ < k. Ces crochets
sont appdds dedocalisesdu crochet initial.

Proposition 1.1.12 (Localisation). Supposons dom@nun k-crochet de Nambl,...,.] sur un espace
vectoriel V avec k= 3. Notons/ =k—2> 1letsoit X,..., X, €V fixés. Alors le(k— ¢)-crochet].,...,.J’
défini par :

21, Zed] = [Xa, . X0, 24, - Zid]

(Z1,...,2Z¢ € V) Verifie I'identité (t).

Preuve.C’est un corollaire imradiat de I'antisyratrie des crochets. O

I.1.b Un premier exemple

Donnons un premier exemple non trivial de crochet de Nambu-Poisson. Mais avant cela, rappelons
quelques rathodes de calcul dans I'@lre exérieure d’'un espace vectorilde dimension finie.

Rappell.1.13 SoitV un espace vectoriel de dimension finie sur un corps de é&iistique nulley* son
espace dual\(V) et A(V*) leur algebre exérieure respective. Poare V* et3 € AP(V*) (p € [1,n]),
le produit exérieur dea et 3 a pour expression :

p+1

(@AB)XaA . AXpi1) = 5 (=1 a(X)BOLA... AXCA .. AXpi1)
k=1

(pour tousXy, ..., Xpy1 € V), X signifiant que le term est omis.

SoitX € A(V) ete(X) I'endomorphisme d@\ (V) défini pare(X)(Y) =X AY pour toutY € A(V).
Nous designons paix I'application transpose deg(X). Nous avons :(X)e(X') = (X AX') et par
congquent :

ixax: = ix oix

pour tousX, X" € A(V).
L'application linéaireix vérifie, pourX e /\"(V) :

(ix ) (Kicr1 A AXp) = A (XA X1 AL AXp)
pour touta € AP(V*) etX:1,...,Xp € V. D'autre part :
(ixA]Y) = (AXAY)=A(XAY)

pourAd € AP(V*), X € AK(V) etY e APK(V).
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SiX eV, alorsix est une @rivation gradée i.e. siod € AP(V*) etB € A(V*), alors :
ix(aAB) = (ixa) AB+(=1)Pa A(ixB).

Nous aurons l'occasion deegraliser ces ethodes de calcul au cas des espaces vect@ielgadies
dans le second chapitre.

Ces rappelétant effectés, nous pouvonsednontrer la proposition suivante :

Proposition 1.1.14. Soit n> 1 et/ = €*(R",R) I'espace des applications de clasg€ deR" dans
R. Soit Ge o7 fixée. Alors le n-crochetéfini sur.e/ par :

{F1,....,Ry} =GJadF,...,R) = GdetdR,...,dR)
est un n-crochet de Nambu-Poisson.

Preuve.SoitA1,..., A, € R". Par commodé d’écriture, une application :
F:R" R, (X1,...,Xn) — eXp(A1Xg + ... + AnXn)

X1 A1

sera nateF(X) =& ouX=| : |, A= | : | etla notation simplite A.X désigne le produit
Xn An

scalaire euclidien suR".

Commencgons par remarquer que d&gptes propétes de la diferentielled, le n-crochet ainsi
défini verifie l'identité de Leibniz par rappoét chacune de ses coord@es. Montrons alors qu'ilarifie
également I'identé (1).

Par dens# de I'espace des polgmes dansy pour la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts (d'aps le tleoeme de Stone-Weierstral3) et par dénsiés applications exponentielles
dans I'espace deg&ges formelles, espace dual de I'espace des pohas (gacea la formule de Leibniz
sur les polymes), il suffit de @montrer I'identié de Nambu pour des fonctions exponentiefigX) =
X, Gj(X) = 21X etG(X) = "X ou Aj,©j, A sont des vecteurs d&" (i € [1,n], j € [1,n— 1]).

n—1 n

Notons= = A+ Z O+ Zl/\i € R". Calculons:
=1 i=

n
{F,....,R} = exp(<A+ Z\Ai> .X> detA1,...,An)
i=
dou :
_ n
{Gy,...,Gn_1,{F1,...,Fn}} = X detAy,. ..,/\n)det(el, O, N+ Zl/\i>
i=

etpourk € [1,n—1] :
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n—1
{Gl, N C Fk} = exp( </\+/\k + Z Oj> .X) det(el, ceey @n_l,/\k)
=1
d'ou:
{Fla EES) Fk—lv {Gla EES) anl, Fk}a Fk-‘rla (R Fn}

= X det(/\l, . ,/\kl,/\+/\k+r;zie,-,/\k+1, . ,/\n> det(®y,...,0, 1,AL).
NotonsA la difféerence :
A:={Gy,...,Gp1,{F1,....,Fn}} — ki{Fl, ooy 1,{G1, -, Gno1, B Rty - Pt
Il vient :

_ n
i=

n
_ z det(@l, RN @nfl,/\k) <del(/\1, ... ,/\n) + det(/\l, R AV AW AV P ,/\n) +
k=1

n-1
Z det(/\lv s 7/\k717 e] 7/\k+1a cee )/\n)):|
=1

X

I
q?ll

| —

dei(/\l, . ,/\n) del(@l, ceey G)n_l,/\)

7
N

|
M=

(—1)*1detOy,...,0n 1,A) del(©,A1,..., Ag, .., An)

=l
MR
=
Il
R

— 5 (=1)1det(®y,...,0n 1, A detA, AL, ... Ao, An)

=
[l

X

Il
CRIl

| —

p—1
detOq,...,0n_1,A)det(A1,...,An) — Z (iel/\u-/\en—l det/\iej det) (AL A...ANp)
=1

—(i@l/\_._A@ml deta i/\ det) (/\1 A... /\/\n) R

ou nous avons empl&yles notations du rappel 1.1.13 avec I'espace vectarielR" en ayant consilé
la forme ceterminant comme une forme &aire sur\ (V).
Soit j € [1,n— 1]]. Remarquons que :

i@j ((i@l/\i__A@nil det) Adet) = (i@l/\___A@nil/\@j det) Adet— (iel/\_“/\enil det) A (i@j det)
—_—

0
donc(io,..ne, ; deY A ig, det= 0 car A" ((R")*) = {0}.
De méme :
0 = i/\((iel/\m/\@n—l det) A det)

= (i@l/\m/\@nfl/\/\ dED Adet— (iel/\w/\@n—l det) A (I/\ det)

= det(@l, e ,@n_l,/\) det— (i@l/\m/\e)m1 dED AN (I/\ det)

—7-
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Nous en @éduisons finalementA = 0. O

Remarqud.1.15 Ce tésultat est un corollaire duébeme 1.1.18 @monté dans [Gau96] et que nous
allonsénoncer dans la prochaine partie mais@adnstration est irpendante.

I.1.c Reésultats de structure connus

Dans cette partie, hous nous plagons dans le cadre phasay des vaétes lisses de dimension
finie et nous ne faisons genoncer trois tholemes connus. Dans toute la sulté désigne une vagite
lisse de dimension.

Définition 1.1.16.

e Une p-forme differentielle antisyratriquea surM est un champ d’applicationslinéaires anti-
symétriquesay de AP(TxM) dansR (x € M).

¢ Une p-coforme diferentielle antisyratriquell surM est un champ d’applicationslinéaires an-
tisymétriquedTy de AP(TyM*) dansR (x € M).

Remarqud.1.17. Puisqu’unk-crochet de Poissorévifie I'identite de Leibniz et est antisy&trique, il
existe unep-coforme antisyratriquerl telle que :

{F1,....B}x=Nx((dFR)x A ... A (dR)x)

pour toutx € M, ou F, ..., R sont des fonctions lisses tedansR. Nous disons que le-coformell est
le tenseur définissant lek-crochet de Poisson. Dans le casle k-crochet de Poissorévifie I'identité
(1), N est appet tenseur de Nambu-Poisson

Nous disposons de deu&sultats de structure concernant les crochets de Nambu-PoissariPdus
Gautheron [Gau96]. Notong 'algebre des fonctions lisses tedansR.

Théoreme 1.1.18.Soit M une vate lisse de dimension n, @tune n-coforme sur M. Alors le n-crochet
défini par :

{F,....,Ry} =a(dF,...,dR)
(F1,...,F € &) est un n-crochet de Nambu-Poisson sgrou, de margére équivalente, la n-coforme
est un tenseur de Nambu-Poisson sur M

Remarqud.1.19. Ce tteoeme @reralise 'exemple de la proposition 1.1.14.

Théoreme 1.1.20.Soit M une va®te lisse de dimensionx 3 munie d’un k-crochet de Nambu-Poisson
avec n> k > 3. Soit » un point de M en lequel le crochet est non nul (c'agtire qu'il existe k fonctions
Fi,...,F € o telles que la fonctiodFy, . .., R }x, Soit non nulle). Alors :

(i) 1l existe un voisinage U depxet un feuilletage local de M dans U par des \&i#is \{ de dimen-
sion k;



I.1. Géreralités et Esultats acquis

(i) Il existe une k-coformer sur M telle que le crocheftF,. .., F,} caincide avec le k-crochet supV
induit para :

{F1,...,Rdx = ox(dF1(x),...dR(X))

pour tout Xe V,, oll dF, désigne la restriction dejR V.

Ces Esultats sont comgikés par le tekoeme de classification desstructures de Nambu-Poisson
linéaires dus J.-P. Dufour et N. T. Zung [DZ99].

Théeoreme 1.1.21 (Dufour & Tien Zung). SoitV un espace vectoriel de dimension n. 8ain tenseur
de Nambu-Poisson d’ordrek n— £ > 3 linéaire sur V Alors alors il existe un sydme de coordorées

linéaires(xy, ..., X)) surV tel quex soit de I'un des deux types suivants :

1) P 9 S ) N I
Typel:iax=) £Xjm—A...A5—A...A + ) EXerrrjm A A A ou—-1<
JZ]_ Xm JZ]_ Xm

0Xj OXicr1 U 0%pja1 0%

r<ketO<s<min(/—1,k—r)

. B, p, no.9
Type2.orx_a—xl/\...Adxk71A (ijzkbjx.axj)
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.2 Classification des(n— 1)-structures de Nambu sur I'espaceR"

Soitn > 4. Dans cette partie, nous donnons des exemples de structures de Nambu construites
surR" & partir du produit mixte enayéralisant un &sultat de P. Gautheron sur les 3-crochetRfie
[Gau98]. Nous obtenons ainsi tous [@s- 1)-crochets de Nambu sIk" et sur tout espace vectoriéel
de dimensiom.

[.2.a Produit mixte de I'espaceR"

Définition 1.2.1. SiXy,..., X, sont des vecteurs @&, on appellgroduit mixte de la famille de vecteurs
{Xa,...,%Xn}, eton notdXy, ..., X,| le vecteur d&R" défini par :

(X1][Xa, ..., Xn]) = det Xy, Xz, ..., Xn)
pour toutX; € R", ol nous avons nét(.|.) le produit scalaire euclidien de I'espaRé.
Remarqué.2.2. D'apres la efinition, si{Eg,...,E,} est une base dR", nous avons :
E/:=[E1,....E,....En] = (1) 'E
(il suffit en effet de calculer les coefficient;|E/) du vecteulE/ sur la base dorée).
Proposition 1.2.3. Le produit mixte estn— 1)-linéaire et antisyratrique.

Preuve.C’est un corollaire imradiat des propétées du @terminant. O

Nous allons montrer que le produit mixte muRit d’'une structure dén — 1)-gébre de Nambu.

Lemme 1.2.4. Soit X, ..., X, € R" et Ac EndR"). Alors :
3 et Xt AKX, o) = (A) B ).

Preuve. Notons(ajj)1<i j<n la matrice deA dans la base canonique B&. SoitF la fonction cefinie sur
xnR" par :
n
F(le cee ,Xn) = Zdel(xl . 7>(i—17A(Xi)7xi+17' i ;Xn)
i=
pour tousXy, ..., X, € R". D’apres les propétes du @terminant, I'applicatiofr est une forme-linéaire
alterree don@lement du sous-espag€(RR")* de dimension 1, une bagéant doniée par le dterminant.

Ainsi il existe A € R tel que :
F(Xl,...,Xn) =A del(Xl,...,Xn)

pour tousX, ..., X, € R". Pour ceterminer le gelA, prenons par exemple feuplet{Xi,...,X,} égala
la base canonique d&". Alors de{Xy,...,X,) =1 et, pour toui € [1,n], le vecteurA(X;) estégal au
i-eme vecteur colonne de la matriceAled’ou :

det(xlv‘"7Xi—17A)§7xi+17"'7Xn) = .

—-10-—
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n
Nous obtenons alors = Zaﬁ =tr(A). O
i=

Corollaire 1.2.5. Le produit mixte @fini sur I'espacéR" est un(n— 1)-crochet de Nambu siR".

Preuve.SoitXy,...,Xn_2,Y1,...,Yn_1 € R". Il sS’agit de cemontrer legalie€ :
n—1

X, Xno2, (Y1, X)) = _Zl[Y poe Yieds [Xay o X2, ) Y, Xl

NotonsA = Ax, . x, , 'endomorphisme adjoinK — [Xy,...,Xn_2,X]. Pour tousX,_1,X, € R", nous
avons :

(A1) X)) = (X1, Xn_2,%n_1]|%n)
= det(Xy,...,%Xn—2,Xn_1, %)
= —detXy,...,%n-2,%n,Xn-1)
= —([X1,-+, X2, X[ Xn_1)
= —(AXn)|Xn 1)
= —(Xn-1/AXn)).

Nous en @duisons que I'endomorphisnfeest antisyrétrique, donc de trace nulle. Alors d'&grle
lemme 1.2.4, nous obtenons :

n

0 = Zdet(Ylu--'7Yi717A(Yi))Yi+1)"'7Yn)
i=
n-1

= '21([Y1,...,Yi,l,A(Yi),YiH,...,Yn,1]|Yn>+<[Y1,...,Yn,1HA(Yn)>

n—-1
= Zl<[Y,--.,%—1,A(\ﬁ)7\fi+1,...,Yn_l]!Yn>+<tA([Y7-.-,Yn_1])\Yn>

nil
= Z([Yl,...,Yi,l,A(Yi),YHl,...,Yn,1]|Yn>—<A([Y1,...,Yn,1])]Yn>

Ceci valant pour tout vectelyf, € R", nous en @duisons Egali€ :

n—-1
zl[Yla o 7Yifla [X].? o 7xan7Yi])Yi+17 cee aYnfl] - [Xla e 7Xn72; [Yla “ee aYnfl]] =0
=

qui est le ésultat cherah. O

l.2.b Les(n—1)-structures de Nambu sur I'espaceR"

Les (n— 1)-crochets de Nambu sur I'espalR8 sont enttrement étermirés par le ttoeme sui-
vant, qui est une@réralisatiora n quelconque de lagmonstration prop@e par P. Gautheron [Gau98].

—-11 -
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Théoreme 1.2.6. Soit M une applicationn — 1)-linéaire alterree du produitx,,_;R" dansR" (non

nulle). Alors :

1. il existe un endomorphisme m#e tel que
M(Xa, ..., Xn-1) = M([Xq,..., Xn-1])
pour tous X,...,Xn_1 € R";

2. le(n—1)-crochet suR" défini par M \érifie I'identité fondamentale de Nambu si, et seulement si,

m est auto-adjoint ou de rang 1 ou 2.

Avant de &montrer ce tboeme,énongons un lemme donnant une conditi@cessaire et suffi-
sante pour qu’un crochet du typ#([Xy, ..., Xn_1]) vérifie I'identité ().

Lemme 1.2.7. Soit me EndR") et(Xy,...,Xn-1) — M([X1,...,Xs—1]) un (n— 1)-crochet suiR". Alors
ce crochet @rifie I'identité (1) si, et seulement si :

mo Ao (m—"'m) —tr(moA)m=0 (1.1)
pour tout Ac so(n) (algébre de Lie des matrices antisgtriques gelles).
Preuve. Soit X, ..., Xy—1 € R" et, comme pgcedemment, noton& = Ay, . x, , I'endomorphisme ad-

joint: X — [Xq,...,Xn—2,X]. PourYy,...,Ya—1 € R", nous avons :

m([X].?"'axan?m([YL Yn 1 Zm Y17 I 1 ([Xl> aXn 2 D i+15- Ynfl])

<~ <mvom([Y,...,Yn_1])|Z):Z( ([Y,...,Y_l,moA(\(i),\(i+1,...,Yn_l])\Z>, VZecR"

— (Y,...,Ya 1]['(moAom)(Z Zl Yi,....,Y_1,moAY), Y 1,.... Yo 1]['m(2)), VZeR"
= —del(Yl,...,Yn_l,tmvotm(Z)):Zldel(Yl, Y1, moA(Y),Yii1,...,Ya 1,'m(2)),
i
VZeR"

Or, d’'apes le lemme 1.2.4, nous avons :
n—1
Zldet(Yl, oY, Mo AYD), Y, .., Y1, 'm(Z)) 4+ detYs, . .., Ya_1,mo Ao'm(Z))

= tr(moA)detYs,...,Yn 1,'M(2))
Par congéquent, notre crocheévifie I'identité (1) si, et seulement si, pour tout vect@us R" :

—detY,...,Yn 1,/ moAc'm(Z)) = tr(moA)detVYi,...,Yn 1,'m(2))
—det(Yy,...,Yo_1,moAo'm(2))

—-12 —
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c'esta-dire :
tr(mo A)(M([Y1,...,Yn_1))|Z) = ([Y1, ..., Ya_1]|(M—="mM) 0 Ac'm(Z))

donc si, et seulement si :
tr(mo AYM([Y4,...,Yo_1]) = mo Ao (m—"m)([Y1,...,Ys]).

Cecivalant pour toutn— 1)-uplet(Y,...,Ys—1) de vecteurs d&", nous en éduisons la condition
nécessaire et suffisante déoné :

mo Ao (m—"'m) —tr(moA)m= 0.

Il reste a remarquer que lorsque les vecteiis. .., X, 2 parcourentR", les endomorphismes
Ax,... x, , parcourento(n) dans son irégralie. Soit{Cy,...,Cy} la base canonique de" et notons
pour simplifier :

Aiji= (—1)i+jAcl,...,6i,...,6,-,...,cn
(L<i<j<n). AlorsA j(Ck) =0pourk#ietk# j, A j(C) = —Cj etA j(Cj) =Ci. Donc I'ensemble
{Aj,1<i < j <n} esten fait la base canonique stgn). D’ou la conclusion. O

Nous pouvons @sormais&diger la @monstration du #oeme 1.2.6.

Démonstration.

1. Fixons une bas¢E,,...,E,} de R". Lapplication M étant(n— 1)-linéaire alterge, nous
pouvons la consigter sur I'algbre exérieure deR". NotonsE; :=E;A...AE A...AEq pouri €
[1,n]. Alors la famille{Ey, ...,E,} est une base de I'espag@ *(R") qui permet de l'identified R".
Cette identificatioretant effectée, nous pouvonsadinir la matrice déM dans les basegE;, ..., En} et
{Ex,...,En}; notons la(mj)1<i j<n. Alors:

My .
ME)=] i | = _Zliji
Myj -
pour toutj € [1,n].
D’autre part, nous avons vu qU;, ..., Ej,...,En] = (—1)1*1E; pour tout] € [[1,n]. Par coné-
quent, si nous notoma 'endomorphisme d&" de matrice((—1)171m;j)1<i j<n, NOUS avons :

My j N
mE) = (DI | =Dy miE
My -

donc :
M(E1A...AEjA...AEn) = m([Eq,....Ej,...,En])

13—
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pour toutj € [[1,n]], ce qui montre le premier point.

2. Montrons maintenant I&sultat essentiel du@&oeeme. Nous allonsasoudre Equation donae
par le lemme 1.2.7.

Supposons quen vérifie I'équation (1.1) pour toul € so(n). Fixons un endomorphismé de
la base canonique d@(n) (en reprenant les notations de la preuve du lemme IR A ;). Alors
rg(A) = 2. Par congéquent :

rg(moAo(m—"m)) <2
dou:

rg(tr(moA)m) < 2.

Premier cas Supposons fmoA) = 0 pour toutA € so(n). Nous avons tmo A) = —(m,A) ou (A,B) :=
tr(*AB) est un produit scalaire sur E(®I"). Alors tr(mo A) = 0 pour toutA € so(n) estéquivalenta dire
quem est orthogonah I'espace des endomorphismes antigéfniques déR", i.e. m est synétrique.
Deuxieme cas Dans le cas contraire, I'endomorphismen’est pas syratrique, i.e. il existéA € so(n)
tel que timo A) # 0. Alors rg(m) < 2 i.e. le rang de I'endomorphisnmeestégala 1 oua 2

Réciproquement, montrons quersiest synétriqgue ou de ran@gala 1 ou 2, lequation (1.1) est
vérifiée.
Premier cas Supposons que le rang desoit égala 1. Alors il existe deux vecteurs non niset
W € R" tels quem(X) = (V|X)W pour toutX € R". Il vient :

(XIm(Y)) = (mX)[Y) = (V[X)(W]Y) = (X[ (W[Y)V)
pour tousX, Y € R". Donc'm(Y) = (W|Y)V pour toutY € R". Ainsi, I'équation (I.1) estquivalente :
Mo A((V|X)W — (W|X)V) — tr(mo A) (VX)W = 0, ¥ X € R
= (VIX)HVAW)W — (WIX) (VA )W — tr(mo A) (VX)W = 0, ¥ X € R".
Calculons la trace delo A :

n
tr(moA) =tr(Aom) = ZLEI (VIE)A

iE.rA JEN) = AW)V).

Ainsi I' équation (l.1) se&duita :
(WIX)(AV)|V) =

pour toutX € R", pour toutA € so(n). Mais A est antisyrdtrique donc :

(AV)V) = =(VIAV)) = —(AV) V)

et par congquent{A(V)|V) = 0, donc Iequation (I.1) estérifiee.

- 14—
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Deuxiéme cas Supposons que le rang desoit suggrieur ouégala 2. Nous avonggalement rgm) > 2.
Rappelons la@&omposition de Fredholm en sommes directes orthogonales de I'é&pace

1 1
R" = Ker(m) & Im(‘m) = Ker(‘m) & 1m(m).

Nous allons montrer que K@n) = Ker(‘m) et Im(m) = Im('m). SoitX € Ker(m). Alors I'équation
(1.1) évaliee enX équivauta :
moAo'm(X) =0 (1.2)

pour toutA € so(n).

Supposonén(X) # 0. Alors il existe un endomorphisme antisgtriqueR € End(R") appliquant
Im('m) sur lui méme et tel quiR('m(X)) # 0. En effet, pour construirR, nous proédons de la sorte :
une base orthonormale;, ..., E,} de Im('m) de premier vecteug; = A'm(X) (A € R*) étant donie
(nous avong > 2 par hypotkse et une telle base existe dapie tttome de la base incongik et
le proécé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt), nous pofR(ts ) = —E, R(E5) = E}, R(E/) =0
pouri € [[3, p]] etR est prolong aR" par 0.

Puisque lequation (1.2) est valable pour tout endomorphisme aniégsigue, il vient :R('m(X)) €
Ker(m). Mais R('m(X)) € Im('m), doncR('m(X)) = 0 compte-tenu de la&tomposition de Fredholm.
Ceci est en contradiction avec la constructiofRdainsi 'm(X) = 0. Ceci cmontre I'inclusion Kefm) C
Ker(‘m). Mais nous avons &gali& des rangs : 1gn) = rg('m), donc din{Ker(m)) = dim(Ker(‘m)) d’ou
I'égalié :

Ker(m) = Ker(‘m).

Nous obtenons ensuite ;
dou:

et la cecomposition de Fredholm seécrit :
1
R" = Ker(m) & Im(m).

Soit m' 'endomorphisme induit sur le sous-espace (stableg)rim c’est un automorphisme de
Im(m) et lendomorphisme transpesien’ estégala I'endomorphisme induit sur Ifm) = Im('m) par
'm, ce que nous pouvorgrire :

Nousécrirons doném sans ambigité.

SoitR un endomorphisme antisytrique appliquant Kém) sur{0} et Im(m) sur lui-méme. No-
tons R I'endomorphisme induit sur Ifm). Nous avons fmo R) = tr(m o R)) donc I'equation (I.1)
devient :

I’T’(oR’o(n‘f—tl’T’()—tr(l’T’(oR/)l’T’(ZO

—15—
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ceci valant en fait pour tout endomorphisme antigymqueR de I'espace Infm). Vu le carackre bijectif
dem, I'équation pecddente implique :

tr(m~tom oR o (m ') —tr(m o R) tr(m ~tom) =0
«— tr(Rom)—tr(Ro'm) —rg(mtr(moR) =0
< (rg(m)—-2)tr(moR)=0
pour tout endomorphisme antisgtmiqueR’ de Im(n7).
Par congéquent, si le rang dm vaut 2, alors tout endomorphismeconvient et si le rang dm

est strictement sugsieura 2, I'applicationm’ est orthogonal@ tout endomorphisme antisygtnique de
Im(m'), donc est syretrique, donc I'endomorphisnm lui-méme est sym@trique. O

—16—
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1.3 Crochets de Nambu sur une algbre de Lie

Dans toute cette partie (sauf la pré&ma section ci-dessoug)désignera une alpre de Lie sut
de dimensiom > 1 etg* son espace dual.

1.3.a A propos de la decomposabilie desp-vecteurs

Nous debutons cette partie par quelques rappels et comg@hts quand la cecomposabilé des
p-vecteurs dans I'akgpre exérieure. Pour des raisonsédtiture, nous cons@ons unek-forme anti-
symétriqgue non nulleX sur un espace vectori®l de dimensiom > 1, c’esta-direA € /\k(V) avec
2 < k< n. Toutes les notations utikes et rethodes de calcul dans I'algre exérieure onété rappetes
dans 1.1.13.

Lemme 1.3.1. Soit/ < k etay,...,a, des formes liGaires constituant une famille libre eénfiant
ajAA =0pour tout je [1,¢]. Alors :

1. si¢ <k—1, il existe une form@ e A (V*) telle quer = a1 A...AQ; AB;
2. sif =Kk, il existe un scalair€ non nul tel que\ = a1 A... A k.

Preuve.La famille {a4,...,a,} estlibre donc pelgtre compktee en une basgy, ..., an} deV*. Nous
pouvonsécrire la dcomposition formelle dd sur la base correspondante Aé(v*) . il existe des
scalairest; tels que :

A= ; E‘]Gjl/\.../\ajk,
Jc([1.n]

W=k
la sommatiorétant effectée sur les multi-indices de longuekiordonrés : J = (ju,..., jx) € N avec
I1<pp<...<jk<n

Nous avonsi; AA = 0 donc les scalaire§ sont nuls sij; # 1 (en effet, dans le cas contraire, nous
obtiendrions une combinaison &aire nulle délements de la base de I'algre\¥(V)). Il reste donc :

A=a1 A Z Eljz

dzen ik A N oo A jk.
2<j2<...<jk<n

De meéme, nous avons; A A = 0 donc les scalaire§ sont nuls sijo £ 2. Il reste :

A=ai A0 A Z 51’271‘37“_,“0{]3/\.../\ajk.
3<j3<...<jk<n

Nous continuons le raisonnement successivement@yec. , a, et nous obtenons, i< k—1:

A=0a1A.AaA ( El-,-»--,f,J'z+17----,jkaj£+1 ARERYA ajk) )

(1< < k<N

le terme entre parentsesttantéventuellementaduita unélement de/* si/ = k— 1.

—17-
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Si ¢ =k, nous obtenona la(k — 1)-eémeétape :

A=01A...ANQ_1 A El,_”?k,l,jkajk.
k—1<)k<n

,,,,,

Lemme 1.3.2. Notons | := {a € V* | a AA =0}. L'ensemble k est un sous-espace vectoriel dé V
de dimension irdrieure ouégalea k. De plus, la k-form@ est decomposable si, et seulement si, la
dimension du sous-espacg EBstégalea k.

Preuve. Supposons ditt, ) > k+ 1. Soit{ay,..., a1} une base d&,. Appliquons le lemme 1.3.1
avec les formesy, ..., ax. Nous avons donc I'existence d’un scalajraon nul tel que :

A=&aiN...ANay.

Or,ak:1ANA =0ie.EaiA... ANakAagr1 = 0. Ceciimplique§ = 0. Contradiction. Donc diff, ) < k.

Supposonst déecomposable. |l existk formes lireairesas,...,ax € V* telles queA = a1 A

...\ 0. Lak-formeA est non nulle donc la familléas,...,ax} est libre; elle peuétre compktee en
n

une bas€as,...,an} deV*. Soita = z &jaj € E5. Nous obtenong; = 0 si j > k+1 doncE, =
=1

Vect(ay,...,ax) et dimE,) = k.

Réciproquement, supposons que la dimensioB)dsoitégaleak. Prenons une bader,...,an}
deV* telle que la famille{as, ..., ax} soit une base dE, . Alors d’apres le lemme 1.3.1, nous pouvons
factoriser successivement pay, ..., ax la decomposition formelle da sur la base d¢\"(V*) et nous
obtenons finalemert = a1 A ... A ax avecé un scalaire non nul. Dont est cecomposable. O

Remarqud.3.3. Nous pouvons comgpter le lemme prcédent en remarquant que le sous-espace
n'est jamais de dimensioggalea k — 1. En effet, si dinfE,) = k— 1, soit{a,...,ax_1} une base.
Alors aj AA = 0 pour toutj € [1,k— 1] donc, d’apés le lemme 1.3.1, il exist € V* telle queA =
a1A...ANag_1AB. Mais alorsB AA =0doncf € E, etA =0 : contradiction.

Proposition 1.3.4. La k-forme lireaire antisyrdtriqueA est cecomposable si, et seulement si :
imAAA=0
pour tout Ac AKX (V).

Preuve.Notonsn = dim(V) et supposong décomposable. Alors il existeformes liréaires non nulles
et lineairement indpendantes, ..., ak telles queA = aj; A ... A ax. Compktons{ay,...,ax} en une
base{as,...,an} deV* et consi@rons la base dualégalement base dé) notte{X,...,Xs}.
SoitYs,...,Yk—1 € V. S'il existe un indicej € [1,n— 1] tel queY; € Vect{Xc.1,...,X%n}, alors
ivia..aYe 1 (A) = 0. Nous pouvons donc supposer g, j € [1,k— 1]} C Vect{Xy,...,X}. Mais

i A ==+aj, donc:

XA AKG A A
(in/\A../\Yk_l)\ ) A A = 0
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pour tousYy,..., Y1 € V.

Supposong non cecomposable. Commlke n’est pas @composable, difi, ) < k—2 d'apes le
lemme 1.3.2 et la remarque 1.3.3.

Supposons diffe, ) = 0 et soitXy, ..., X1 € V fixés. Commex, » %, ,(A) € E, par hypotlése,
nous en @duisons quéx, .. ax,(A) = 0. Ceci valant pour touX, ..., Xc_1 € V, nous obtenond = 0.
Contradiction.

Par conéquent, nous avons= dim(E, ) > 1. Soit{a,...,a,} une base d¥* telle que la sous-
famille {a1,...,a;} soit une base dg,. Notons{Xi,...,X,} la base duale. Alors d’aps le lemme
1.3.1, il existefy € A(V*) tel que :

A=01A...ANQr AB.

Nous avons dirtEg) = 0. En effet, si ce n'est pas le cas, il exigte V* etv € A\(V*) tels queB = pAv
etalorsA = a1 A...Aar AuAvdoncA =0siu € E, oudimE,) >r+1 dans le cas contraire, chacun
de ces deux castant finalement absurdes.

Nous pouvons supposer, sans niira ¢eréralite, quef € /\K(Vect{orwl,...,an}) =k—r>
1). Siiy;a..ay, ,(B) = 0 pour tousyy,...,Y,—1 €V, alorsB =0 d’'ou A =0 : contradiction. Donc il
existeYy,...,Y,_1 € V linéairement indpendant tels qui,,..av, ,(B) # 0. Les vecteursyy,...,Y, 1
sont recessairement dans le sous-espace(Xedt, . . ., Xn). Notons :

a= inA.,.AYg,l(B) = Zl:inA...AY[,l/\XlA...AXr (A )

Alors a € Vect(ay1,...,ay) eta #0. Sia AA =0, alorsa € E, =Vect{a,...,a;} donca =0 :
contradiction. Don@ A A # 0. O

Remarqué.3.5. Ce resultat est classique et nous en trouvegalement une@monstration dans [Bou48],
paragraphe 11,°riL3, proposition 16.

Plusieurs sous-ensembles\dé (du méme type que le sous-espdeg ci-dessus) peuverdtre
assodksa une némek-formeA € /\"(V*) ([DZ99]). Examinons les plus attentivement.
L' orthogonal d’'une partie de\ (V) (ou A(V*)) est cefinie ainsi : si\ € A(V), alors :

A ={aeV*|(a]X)=0V X cW}

et la cfinition est identique sh C A(V*).
Nous rappelons la&finition deE, = {a € V* | a AA = 0} et nous notons :

Fo=Vect{ish, Ac AIV)) et Gy i={XeV |ixA =0}
Ce sonttgalement des sous-espaces vectorielé*de
Proposition 1.3.6.
1. NousavonsfF=G, etE, CF, =G;,.
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2. Les propréetés suivantes soigguivalentes :

(a) Les sous-espaces vectorielsd F, sontégaux;
(b) La dimension de Eestégalea k;
(c) Ladimension dejestégaleak;

(d) La k-formeA est cecomposable.
Preuve. 1. Montrons qud-, estinclus dan§, . SoitX €V tel queixA =0. SiAe /\kfl(V), il vient :
(iaA[X) = (AJAAX) = (~DK LA X AA) = (—1)<L(ixA|A) = 0.

Par congquent, touélement de la forméA appartienfG, : F, C G, .

Montrons queF;- est inclus dans5y. Nous aurons alorségalie F, = G,. Soit X € F;- et
montrons quéxA = 0. SoitA e A¥"1(V). Nous avongiaA |X) =0 (carX e F;-) c'esta-dire(ixA|A) =0
compte-tenu du calcul predent. Cecétant valable pour tous € A¥1(V), nous en dduisonsxA = 0.
DoncX € Gy.

Montrons queE, est inclus danss,. Soita € E, tel quea AA =0 etX €V tel queixA =0.
Alors :
O=ix(aAA)=(ixa) NA —a AixA = (a|X)A

ie.a €G,: Ey CG,.

2. Nous avons&a vu dans le lemme 1.3.2 que djB), ) = k équivauta la decomposabilé deA.

Supposons que, = F, . Alors toutélement de la formeA appartien& E c’esta-direiaAd AA =0
pour toutA € /\kfl(V). Donc, d’apes le lemme 1.3.4, l&-forme A est decomposable.

Supposons maintenaAtdécomposable : il existe des formesdairesas, ..., ok telles queA =
a1 A...Adg. Lak-formeA est non nulle donc la famill€as, . .., ax} est libre ; elle peuétre compktee
en une baséas,...,an} deV*. Nous trouvons alors iméadiatement :

E) = Vect(ay,...,ay).

Notons{Xi,...,X,} la base duale (c’est une base\e Les ¢erérateurs dé&, sont alors :
eip A =£aj 0UA =X A AX AL AXCE NTHV), pour 1< | < k;
eia A =00UA = Xs A . AXG A AKX a A AXn € ACLV) avecd = (ju, ..., o ki1) €11< j1 <
j2<k<jz3<... <jn_kr1 <N
Par congquent nous avoregalemenk, = Vect(ay,...,ax) d'oul'égalieE, =F,.

Si A est cecomposable et&tritA = a1 A ... A ak, NOUS avons vu ci dessus que :

Fy = Vect(ay,...,0k)

donc dim{F,) =k
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Supposons dilff, ) = k. Supposong non cecomposable i.et :=dim(E,) < k—2 (d’apes le
lemme 1.3.2 et la remarque 1.3.3). Séitr1,...,a,} une base d&, que nous comgtons en une base
{ai,...,an} deV*. D'apres le lemme 1.3.2, il existe urie—r)-forme telle queA = a1 A...Aay A3,
et nous pouvone&crire :

B= Z fjr+1-,~--,jkajr+1/\"'/\ajk = ZEJGJ'

r+1<jra<..<jksn

Cherchons un sysime de grérateurs dé&) . Soit {Xy,...,X,} la base duale d¢. SoitJ tel que&; # 0.
Alors :
eSIA= Xl/\.../\)?s/\.../\xr AXj g N c A Xy € /\k’l(V), nous avonpA = £&as€ Fy, (1 <s<r);
e SIA=XIN .. AXAX], /\.../\X/j;/\...AXjk, nous avonspA = +&;0aj,,, € F) doncaj,,, € Fy
A<<s<k=r).

Supposons qu'il existe deux multi-indicgstJ’ distincts tels qué; # 0 et€y # 0. Alors, comme :

card {jr+1.- -, kU irat, - di}) = k—r+1,

nous aurions une famille libre det- (k—r + 1) = k4 1 formes lireaires dan§, de dimensiork. Cette
situation est impossible. Par c@&ugient, il n’existe qu’'un multi-indicé tel queé; soit non nul. Mais
cela revienta dire queA est cecomposable (cgB I'est). Contradiction. Donc I'hypo#se de dpart est
fausse : l&k-formeA est decomposable. O

Exemplel.3.7. Supposon& = 2 etn > 4. Notons{Xi,...,Xn} une base d¥, et{w,...,wn} la base
duale. Considrons la 2-forme = w A ap + ws A wy. Nous avonsgy, A AA = wp A ws A wy # 0 doncA
n'est pas écomposable en vertu du lemme 1.3.4.

n

Soita = ¢jw;j € V" telle quea AA = 0. Alors
=1

0=C&ran AN+ oo AN WA s+ &30 N WL AW+ Eau AW A+ GQAA.
i>a
Nous en @éduisonst; = 0 pour toutj € [1,n] i.e. Ey = {0}.
D’autre part, nous avorig,A = wp, ix,A = —wy, ix;A = wy etix,A = —w3, donc:

Fy = Vect({wi, wp, w3, au}).
Ceci illustre bien le fait que l'inclusion d&, dansF, est stricte £, C F, siA n'est pas @composable.
Nous pouvons conclure easumant de la magie suivante :

Ex CF\ =Gy
(1)

0<dim(E,) <k<dim(F,) <n
2 ©

avecégalie en(1), (2) ou en(3) si, et seulement sh est cecomposable.
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I.3.b  Super-déerivations de I'algebre exérieure

Soitg une algbre de Lie de dimensiam> 1 sur un corps de caraatstique nulleéK. Dans toute
cette partie, nous notoXy, ..., Xy} une base dg et{w,...,wn} la base duale. Toutes legfihitions
des ojrateurs et leurs pro@tesélementaires se trouvent dans [Kos50], mais ramgncerons etamon-
trerons des propeies plus @rérales dans le second chapitre.

Définition 1.3.8. Unesuper-dérivation de degék € Z de A\(g*) est une application liaire :
D: Ag") — Alg")
telle que :
) D(AP(g")) € AP*(g") pourp > 0 etD(K) = {0} ;
i) SiaeAP(g*)etBe Alg),alors:

D(aAB)=(Da)AB+(—1)*Pa A (DB).

Nous notonsZ(g) I'espace vectoriel des supegfivations de degrk.

Remarqud.3.9. Nous avons éja renconte I'antidérivationix. Dans les termes de notréfchition,
I'endomorphismeéyx estélement deZ_1(g), doncZ_1(g) # {0}. D'autre part,Zp(g) = {0} sip< —2.
En effet, siD € Zp(g) avecp < —2, alors en particulieDa = 0 pour touta € g* = Al(g*) doncD est
nulle car c’est une supedvation.

Nous notons alorg/(g) := kg}algk(g). Lesélements deZy(g) sont les @rivations usuelles.

Rappell.3.10. Une superalgbre de LieZ-gradiee est un espace vectorigigradie g = @ g, muni
nez
d’'une application biligaire(X,Y) — [X,Y] appeée super-crochet de Lievérifiant les propétes sui-

vantes :
o [X,Y] € gnip;
o [Y,X] = —(—1)"P[X,Y] (super-antisyratrie Z-gradiee) ;
o (—1)MX,[Y,Z]] + (—1)9P[Z, [X, Y]]+ (—=1)P"Y,[Z, X]] = O (identiE de JacobZ-gradiee) ;
pour tousX € gn, Y € gp €tZ € gq, pour tousn, p,q € Z.
Compte-tenu de la super-antisgtrie, I'identi de Jacobi estquivalentex la relation :

[Z,XY]] =12, X], Y]+ (=) %X, [2,Y]].

Ainsi les endomorphismes adjoints(Xd: Y — [X,Y] sont des superé&ivations de de@rdeg,(X) du
super-crochet de Lie.

L'espaceZ(g) des super-grivations de/(g*) est muni de sa structure agebre de Lie Z-
graduée Plus péci€ment :
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Proposition 1.3.11. SiD e %(g) etD € Z,(g), alors :
[D,D'] :=DoD'— (-1)¥D'oD € %.4(g).

SoitX € g. NotonsLy la dérivation de A(g) qui prolonge la re@sentation adjointe dg:
k
Lx(YLA...AYK) = ZlYl/\...Yr,l/\[X,Yr]AYr+1.../\Yk.
r=

Nous designons pat% la transpose de—Ly : c’est une @rivation de/\(g*). Elle s’appelle ladérivée
de Lie.

Soitd 'endomorphisme ligaire deA(g) tel qued (AP(g)) = {0} pourp< let:

OMViA - AY) =S (=D Y AYIA LAY AL AYS AL A Y

r.se[[Lk]
r<s

(ou Y signifie que le term#&; est omis). L'endomorphisme abaisse le de@rd’'une unié. Notonsd la
transpoge de—0. L'opérateurd se nomme laiff érentielle exérieure.

Remarqué.3.12 Siw e A\Y(g") =g* etX,Y € g, alorsdw(X AY) = —w([X,Y]).
Proposition 1.3.13. Avec les notations pedentes :

i) La differentielle exérieure d esélement dezy(g) : d éleve le dege d’une unié et sia € AP(g*)
et € A(g"), alors :
dlaAB)=(da)AB+(—1)PaA(dB).

i) Nous avonsd=dod=0.
iii) Nous disposons de la relation :

n
Zer;wr N L. -

iv) Soit Xe g. Alors
Py =ixod+doix = [d,ix] = [ix,d].

Cette identié est appdéleformule de Cartan

v) Les ojgrateurs d et commutent :
[Z,d] =0.

Preuve. Voir [Kos50]. Nousénoncerons et@montrerons des progies similaires dans la partie 11.2.d
page 91. O

Lemme 1.3.14. Soit XY € g. Nous avons :

[ix, L] =iy
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Preuve.Les ogerateurdix, .2y etix y; sont des superétivations de degr—1. Il suffit donc de montrer
gu’ils coincident sur les 1-formes. Prenons dene g* et calculons :
[ix,fy}(a)) = iy O.iﬂy((x)) — Ko Ix(w)
= (Kw)(X) - LK (X))
N—_———

0
= _w([Y7X])

= iy ().
D’ou le resultat. O

Lemme 1.3.15. Soit De Z(g). Alors il existe un unique n-upléQy,...,Q,} d’élements de\""(g*)
n
tel que D= ZQr Nix, .
r=

n
Preuve.ll suffit de consi@rerQ, = D(wy ), r € [1,n]] et de montrer que les supegfivationsD et Z Qr A
r=1

ix, (de degéKk) caoincident surg*. O

n
Définition 1.3.16. SoitD € %(g). D’'aprés le lemme 1.3.19) = Zer Nix, définit un(k+ 1)-crochet
r=

surg par la formule :
n

Vi, Yira] = (—1) ZlQr(Yl/\ A1) X (1.3)

(pourYs,..., Y1 € g).

Remarqud.3.17. Nous avons :
Q (V1A ... AYig1) = (D@ (YA ... AYiga) = (D)X (Y4, .. ., Yiepa])-

La normalisation choisie nous permet donc de retrouver dans le=edsetD = d la relation(dw) (X A
Y) = —(J)([X,Y]) ((A) € g*l XY € g)

Enongons une proposition donnant une conditiecassaire et suffisante pour qu’un croclédird
a partir d’'une superé&tivation \erifie I'identité (7).

Proposition 1.3.18. Soit De Z(g). Le (k+ 1)-crochet @fini a partir de la super-@érivation D \érifie
l'identité (t) si, et seulement si :

[[ives [¥e_y»--- [y, D] ...]],D] =0
pourtousy,...,Yc € g.

Preuve.Soit j € [1,n] etY,...,Yk € g fixés. Noton®D' = [iy,, [iy, ,,..-[iy;,D]...]]. AlorsD’ € %.
e SoitZ € g. Nous avons :
(D'wy)(Z) = (-1 wj(Va, -, Y, Z)).
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En effet, nous avons :

[iv,, Dl(@))(Z) = iy, 0 D(@))(Z) £ Do iy (@) (Z) = iy, 0 D(@})(2)
N——
wj(Y1)eC
et le sultat pouD’ suit en i€rant le proécé et en utilisant pour conclure le fait que :

iy, 0iv,_, ... 0y, 0D(w;)(Z) = (DWj) (V1A ... AV 1 AYAZ) = (—1)Xwj([Ya,. .., Y, Z])

d’apres la remarque 1.3.17.
CommeD’ est une @rivation, nous en&buisons par uneecurrence sup : sia € AP(g*) :

(D'a)(ZiN...NZp) = (—1)k‘ior(21/\.../\zi1/\ Yi,... Y Z)AZipa A N Zp) (1.4)

pour tousZs, ..., Z, € g. En effet, supposons la formule vraie pgiie /\p‘l(g*) et montrons la pour
o =wAB,0uwe g*. Nous avons :

D'(wAB)(ZaA...N2Zp)
= (Dw)AB)(ZaA...ANZp)+ (WA (D'B))(ZaA...NZp)

= i(—l)i“(D’ W)(Z)B(ZLA ... NZA...NZp)
+21 D) w(Z)(D'B)ZiA ... AZA...NZp)

= (DY (D" (M, Y Z)BZIA . AZA. L AZ)

p , i—1 R
T+ (- l)l-‘rlw(zi)(ZB(Zl/\.../\Zj1/\[Y]_,...,Yk,zj']/\Zj+1/\.../\Zi/\.../\Zp)
= =1
P
+ Z B(Zl/\ NZA. ../\Zj_l/\[Yl,...,Yk,Zj]/\Zj+1/\.../\Zp>
j=1+1
P
= kz D) (Y1, .. Yo Z)B(ZaA ... AZ A ... N Zp)
=1

n (—1)i+1w(zi)ﬁ(zl/\...Az,-_lA[Yl,...,Yk,z,-]Az,-+1/\...A2 A.../\zp>

M-

i=]+1

e

+ Y (-1 tw(Z)B (zlA...AZ /\.../\Zj_l/\[Yl,...,Yk,Zj]AZHl/\.../\Zp))

p
= Z wAB)(ZaN.. NZj- 1A Y, Yk,Zj]/\Zj+1/\.../\Zp).

Ainsi, la formule esétablie au rangp. #

e Calculons maintenafid’, D] (wj)(Z1 A ... AZky1) POUrZy, ..., Zx. 1 € g. Nous avon$D’, D] = D' oD —
DoD’ carD’' € 2. ll vient :
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(DoD')(wj)(Z1 A ... ANZks1) D(ID'wj)(Z1 A ... ANZs1)

= (-D"O'w)([Z, -, Zes1])

= wj(V1,...,Yi,[Za, .., Zcial])s
la secondegali® provenant du fait que la formi# w; est de dedr 1 (nous utilisons alors la remarque
1.3.17).

D’autre part, d'apgs la formule (1.4) et la remarque 1.3.17 :

(D' oD)(w))(Z1A-.. A Zki1)
k+1
= (=1 Z(ij)(zl/\ o NZ AN G ZIAZi A A A )
i=
k+1
= Zwl([zl7 . '7Zi—la [Y17 s ,Yk,Zi],ZH.]_, te JZk+l])'
i=

Nous en éduisons Equivalence de &noné. O

.3.c Crochets de Nambu

Dans toute cette parti@, designe urélement deA\(g*) (k € [1,n]) ol g désigne toujours une
algebre de Lie de dimensiam>> 1 sur un corps de cardxtstique nulldk. Considrons I'application :

ANd: /\(g*) — /\(g*), a—AA(da).
C’est une superétivation de dedgr k+ 1 de l'alggbre exérieure. Comme nous I'avons vu dans la
preméere partie (éfinition 1.3.16), la super&fivationA A d définit un (k+ 2)-crochet sugg. Nous nous
proposons de trouver des conditions suffisantesispour que ce crochetévifie I'identite (). Pour
cela, nous allons appliquer la proposition 1.3.18. Mais il nous faut tout d’abord calculer I'expression

lixe,ys lixe- - lix, A Ad]L. ] OUXg, ..., Xki1 € g
Lemme 1.3.19. Soit X, ..., X1 € g €t(Dy)e[oks1] |2 suite (finie) éfinie par :
Dy = [ix,, Dy—1]
{DO/\ Ad.
Alors pour tout/ € [0,k+ 1]], Dy € Z«+1-¢(g) €t, si nous notons :
AL=Xi A AKX pour r e [[1,/]
{A‘gt =Xy A AXSALAXA...AX, pourst e [[1,(] avec s<t,

nous avons I'expression de Pour / € [[0,k+1] :

¢
Dy = ixyn.ax (A) Ad+ (=1)k+1 ;(_1)riA£(A)A-ZXr+ > (DT (M) Aipxx)-

StefLe]
s<t

Notons que si = k+ 1, le premier terme de cette somme est nul.
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Preuve. Démontrons le&sultat par @&currence suf. Nous initialisons la&currence suf = 1 et 2 car
tous les termes ne sont paggents dans la somme quahé 1. Pour faciliter la compghension de ces
calculs, nous rappelons que lesogteursy sontélements de7_1(g) et les @rivees de Lie%x sont
élements deZp(g) (X € g).

e Si/ =1, la super-drivationD; est de dedgrk et nous avons :

Dy = [ix,AAd] = ix,(AAd)—(=1)"C DA A (doix,)
= ix,(A)AD+(=1) A Ay, 0d+ (—1)*A Adoix,
= i, (A) Ad+ (=1)¥[ix,,d]
= i, M)A+ (—D)A N,

d’apres la formule de Cartan (voir 1.3.13).
¢ Si/=2,Dy € Z_1(g) et nous avons :

D2 = [ix,,D1]
= ix,0D1—(—1)"¥Djoiy,
= iy (ix,(A) Ad) + (=DKix, (A A Z,) — (—1)*(ix, (A) Ad) 0ix, — (A AZ,) 0,
= ix(ix, (M) Ad+ (1) g (A) A (ixg 0 d) + (= 1)K, (A) ALy + A A(ix 0L,
—(=1)Kix, (A) A (doix,) — A A (L, 0ix,)
= (M) (=1)% iy (M)A Ly + (= DKix, (A) A B +A Alixys 2]
(

Ad+
= ixge(A) Ad+ (1) ix (A) A B+ (—D¥ixg (A) A By — A Ay

car(ix,, L] = ipox = —ix,x d'apres 1.3.14.
e Supposons la formule vraie jusqu’au rahet calculond, 1. Rappelons quBx,iy| =iyax +ixay est
une super-érivation de degr—2 donc nulle et qué, .. ix,(A) € /\"‘é(g*).
La super-@rivationD, est compose de trois types de termes distincts ; calculons leur crochet avec

ix,.,- EN ce qui concerne le premier type, nous obtenons :

lix 2o ixunax (A AA] =i, (i (A)) Ad+ (=1 bix . ax (A) A(ix,, 0 d)

_( 1)k+1 élxl/\ AX[(A)/\(dOiXHl)
= iX1A...AX[AX[+1 (A) And + (_l)k_éixl/\n-/\xé (A ) A "gXFJrl'

Soitr € [1,]. En remarquant quéf A X, 1 = A‘*1, nous avons :
X ingA) AL = ix (i (A) AL + (=D Vig (M) A (ix,, 0 L)
—(—1 iy (A) A (H 0ix.,)
= (M) AL+ (=D Mg (A) Alix, L]

= ipan(A)AZ + (- )éAf()\)/\i[xr,XPrl]'
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Fixons maintenarg t € [[1,¢] avecs < t. En remarquant qu.egt AXpp1 = Aﬁ*l il vient :

lixasiag, M) ANipexg] = ixea(iag (A)) Alpxexg] + (*1)"_“_2)%@1 (A) A(ixq 01 1% %))
—(—1)'(7“72)*”/%t (A) A(ixox) ©1x41)
= () Al ] + (=1 iy (M) Al i)
0
= iAgl()\)/\i[xs,m-

Enfin, en remarquant qu@ A ... A X, = Aﬁﬂ nous obtenons ainsi :

Dé-&-l = [iXHl?DZ]
— [ixéJrl’ in/\‘../\ixé (A) /\d]

14
(=D Zl(—l)r[ixm, in(A) N 2]

r=

+ (_1)54_t[ixé+17iAét(/\)/\i[X&Xt]]

stel[1,4]
s<t

= ixl/\..‘/\X[/\XZJrl (/\) A d + (_1)k_ZIAfi% (A ) A "ZﬂX[Jrl

l
HEDRE S (1) (iagr2 ) A+ (=D iy (V) Al x))

+ (—1)5+tiAg1(/\)/\i[Xs’x(]

stel[1,4]
s<t

(41
= ixgnaxes (A) Ad+ (1)K Zl(—l)ri/w()\) NLy + (=1 ipg2(A) N xq)-

r= ste[[1,0+1]
s<t
Ceci cemontre la formule au rangt+ 1. O

Proposition 1.3.20. Soit X, ..., Xk 1 € g. Avec les rdBmes notations, nous avons I'expression du super-
crochet[Dy;1, Do) :

k+1 .
[Dks1,D0] = (Z(1)k+1+r)\(X1/\.../\Xr/\.../\Xk+1)$x,()\)

+ (_l)SHiX1A4../\)?s/\A../\)?t/\.../\Xk+1 (A) Al [Xs,Xe] (A )> Ad
1<s<t<k+1
+ (_1)S+t)‘ A ixlA.../\isA.../\KA...AXkH (A) /\”ip[xs,xd

- (=% AA (d © ixl/\..‘/\)?s/\.../\)?{/\.../\xku (A )) Alixgx)-

—-28—



I.3. Crochets de Nambu sur une alye de Lie

Preuve.Nous dceduisons du lemme 1.3.19:
Dky1 = [ixkﬂ, [ka, e [ixl,A /\d] .. H

k1
= Zl(—l)k““)\ (XEA L AXe A A K1) -2
r=

+ z (_l)SHiXm..A)?SA.../\)?(A...Aka(A)/\i[xs,Xd'

s,te[[1,|t<+1]]
Calculons maintenatiDy 1, Do :
k+1 N
Dii1,D0] = 5 (=L HALA AR A LA K1) [ B, A A
r=1

+ Z(il)SH [lxlA..AAXsA..AAﬁ/\A../\ka (A)A i[xs,m,)\ Ad].
<

Nous avons :
(L%, ANd] = L A)ANd+AN (L od)—AA(do Z.)
= KA)Nd+AN[Z,d]
5
= % (A)Ad
et:

[ixlA..,AXS/\...AXA...AXkH (A)A i[Xs,th”\ Ad]
= ixlA...AXSA.../\XA.../\XkH(/\ ) A <i [Xs,X] (A)Ad+ (_1)k)‘ A (i[Xs.,Xt] © d)>
—AN ((do ixl/\.../\)?s/\.../\)?m.../\xk“()‘)) Nixox]

_iXl/\...Ais/\...AXA.,.AXkH (A)A(do i[xs.,Xt])>

= A ARAL AR AXern (A) A [Xs,X] (A)nd
+AN ixl/\...AisA...A)?{/\.‘.Aka (A)Ai [Xs)(t]’d}
Lixs %]
—AN (d © iX1/\..‘/\)?s/\.../\)/(\t/\‘../\Xk+1()\ )) Ny x]-

Par congquent :

k+1 R
[Dxs1,D0] = < (=D HAA L AX AL AKG1) L (D)

,
Il
!

+ (_1>S+tixlA...AisA...A)?tA.../\XkH(A A [XsXe] (A )> Ad
1<s<t<k+1
+ (_1)SH)‘ A ixlA...AXS/\...AKA...AXkH (A)A "s“ﬂ[Xs,Xx]

- (1A A (d © ixlA..AAXSA..AAﬁ/\A../\XkH (A )) Nixex]-
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D’ou le resultat. O

Proposition 1.3.21. SoitA € A¥(g*) \ {0} veérifiant :

A /\ixl/\m/\xk—l()\) — O
AN (doixn.ax1(A)) =0,

>

pour tous X,...,Xx 1 € g. Alors :

1. La k-formeA est decomposable : il existe des formeséliires w,...,w € g* linéairement
indépendantes telles que= w A ... A ox;
k
2. Le sous-espade:= () Ker(wj) est une sous-alhre de Lie dg.
j=1
Remarqué.3.22 La seconde condition ci-dessus est appeondition de Frobenius. Nous commentons
la préesence de cette condition de Frobenius dans la partie 1.3.d.

Démonstration.Soit A vérifiant les hypothses de la proposition. D'ags le lemme 1.3.4, l&-forme
A est cecomposable et il existe des form®s, ..., ax linéairement infpendantes sur telles queA =
wi A ... A\ Alors la condition de Frobenius deehon@ se eduita :

dwjAw AL . Aw=0, v je[1,K]. (1.5)

Nous allons @montrer que cette condition @suivalente au fait qug = fl'(] Ker(wj) soit une sous-
algebre de Lie de. -

e Supposons la condition (I.5gvifiée. SoitX;, X, € h et montrons quéXy, Xp| € h. Soit{Xs, ..., X2}
une base d’'un suppientaire dé¢ dansg (nécessairement de dimensikicar dim’h) = n— Kk puisque

les formes sont li@airement indpendantes). Sojte [1,k]| fixé. Nous avons :

0 = (dwjA(A...AWXLA ... AXki2)
= 3 (D)™ (X A XA KA AKA A KA A K 2)
tmelTke2)
{<m

= d(x)j (X]_/\Xz))\ (Xg/\ ... /\Xk+2)
= —wj([Xl,Xz])/\ (X3/\ e /\Xk+2).

Etant doni le choix eali$ pour les vecteurXs, ..., Xk 2, le scalairel (Xz A ... A Xqy2) est non nul donc
[X1,Xo] € b.
e Réciproquement, supposons dusoit une sous-akepre de Lie dg et soitXy, ..., Xk 2 € g linéairement
indépendants. Notons, pojie [1,n] :
A = (dwjAA XA AX2)
= ; (=)™ ey (X AXm)A (XL A - AXEA A XA A Xt 2).
£,me[Tk+2]
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Commencgons par remarquer que les sépm@ntaires dg dansg sont tous de dimensidn

S'il'y a trois vecteurs, ou plus dang), alorsAj = 0 pour toutj € [1,n]. Si ce n'est pas le cas,
comme codinih) =k, il y a forcement deux vecteuns, dansh et les autres dans un suppientaire.
Quitte a renun&roter, nous pouvons suppos&r X, € h. Alors :

Aj = —wj([Xl,Xz])/\ (X3/\ e /\Xk+2) =0
pour toutj € [1,k], car[Xi, Xz] € h. Nous en éduisons la condition (1.5). O

Théoreme 1.3.23.SoitA € AX(g*) \ {0} verifiant, pour tout Ac A¥(g) :

AA(iaA) =0
AN(do(iad)) =

Alors le (k4 2)-crochet @finia partir de la super-@rivationA Ad € %,1(g) vérifie I'identité ().

Démonstration.D’apres la proposition 1.3.21, nous avons :

o) =N N 0 cg” (j € [LKD;

oh= ﬂ Ker(w;) est une sous-apre de Lie dg (de codimensiok).

Alors i;s deux derniers termes dans I'expressiofig 1, Do|] s'annulent imnédiatement. Nous allons
montrer que, sous cesames hypotbses, le terme en facteur ds’annuleégalement.

SoitYs,..., Yk € g. Explicitons le terme facteur d&dans|Dy.1, D] :

k+1
( Z(—l)””U\ (Xg A AX A A Xir1)-Zx (A)

r=

ste [[l,k+1]]

+ Z (_1)S+tixlA.../\)?sA...A)?t/\.../\XkH(/\)/\i[xs,xt](/\)> (YL AL A YY)

+

Z k+1+r+u)\(x/\ /\xr/\ AXD)A (X Yu ) AYLA CAYUA A YY) +

g —1)SHEVELY (X AL AXA L AXA. /\xk+1/\YV))\([XS,Xt]/\Yl/\.../\\?\,/\.../\Yk).
stel[l. +1]]V—

NotonsT; le premier terme €T, le second. Soi¥ un suppémentaire (vectoriel) dg dansg :
g = hadV. Alors dim(V) = k. Nous allons examineF; et T, selon la position des vecteuxg, Y, par
rapportah etV. Nous pouvons &ja remarquer que :
o s'il y a deux vecteurs, (ou plus) dang), alorsT; et T, sont nuls (en effet, X, et X,, sont dans,
alors[Xy,, Xu,] € h carh est une algbre de Lie);
¢ s’il y a deux vecteury, (ou plus) dan$, alorsT; et T, sont nuls;;
e les vecteursy, ..., Xx1 ne peuvenétre dand/ car dimV) =k.
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Les casa examiner sont donc les suivants (quittenunéroter les familleg X, u € [1,k+ 1]} et{Y,,ve

[L.K[}) :
l.YiehetXieh;
2. YyeV VY ve[1,K] X1 € b.

Premier cas nous avon¥i,X; € h. CommeY, € h, T, =0 et :

k+1
T = Z(—l)k“*”l)\ (X2 A AX A AKX DA (K Y AY2 AL A YY),

r=

CommeX; € h et[Xy,Yi] € b, nous obtenons; = 0.

Second cas nous pouvons supposer que la fami{lg, j € [1,k]]} constitue une base dé et nous
avonsXy.1 € h. D'apres les remarques gedentes, nous pouvons supposer Jue.., X € V, donc
queX; =VYi,..., Xk = Yk en consi@rant le caraére multilintaire des expressioiig et T,. Les sommes
pourr £k+1,t £Ak+1 etv+£ ssont nulles et il reste :

~

Ti+T = S (=DAXIA . AXIA [Xieer, X AXLA - AXGA - AN
u=1

k
+ zi(—l)k)\(xl/\.../\)?s/\.../\Xk/\Xs))\([XS,XKH}/\Xl/\.../\)?s/\.../\Xk)
S= N— —

(DR SXaA- A X —[Xer 1, %]

I
o

D’ou le résultat annorg;, & savoir qugDy. 1, Do) est nul donc, d’agrs la proposition 1.3.18, le crochet
ainsi cefini munitg d’'une structure dék + 2)-gebre de Nambu. O

Exempld.3.24. Prenons le cas de la forme &aire trace sug = gl(m). La super-@rivation—trAd €
P-(g) répond aux conditions du éoereme 1.3.23 et dfinit un 3-crochet de Nambu sgt(m). Pour
j €[1,n]) etX,Y,Z € g, nous avons :

(—trAd)(w))(XAYAZ) = —(tr(X)dwj(YAZ)—tr(Y) Adw;(XAZ)+tr(Z) Adw; (X AY))
= wj(tr(X)[Y,Z] —tr(Y)[X,Z] +tr(Z)[X,Y]).

Ainsi, le 3-crochet
X,Y,Z] =tr(X)[Y,Z] —tr(Y)[X,Z] + tr(Z)[X,Y]

munitgl(m) d’'une structure de 3&bre de Nambu pour tout > 1.

.3.d Theéoreme de Frobenius

Nous avons rencorérdans la proposition 1.3.21 les conditions de Frobenius :
dajAaiA...Aag=0
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pour toutj € [[1,]j]], ou as,...,0x sont des formes ligaires suV. D’autre part, 'espace vectoriel en-
gendg par les applications adjointes as&asa un crochet de Nambu constitue ce que I'on appelle une
distribution involutive (les éfinitions sont rappéks ci-dessous). Et leébeme de Frobenius (basur
les conditions ci-dessus) affirme qu’une distribution involutive esigrable. Il appafadonc un lien
entre toutes ces notions, lien qu'il seragtcessaire d’approfondir. Nous nous contenterons dans cette
partie de @tailler les affirmations ci-dessus.

Dans toute cette partie, nous notdsine varéete de class&™ de dimensiom > 1. Les cefinitions
et lesénoné@s du tleoeme de Frobenius sont empréstaux ouvrages [Hic65] et [BC70]. Lorsque nous
travaillerons avec des champs de vecteurs ou des formésatiiffelles, nous noterons les indices en ex-
posant pour gagner en congpiension. Par exempl¥;! signifie que I'on aévalle le champ de vecteurs
X! au pointx.

Définition 1.3.25. Une distribution est une applicatioml définie surM et qui a chaque poink de
M associe un sous-espace vectofiglde I'espace tangefiM vérifiant la propréte suivante : pour
toutx € M, il existe un voisinagé) dex et des champs de vecteurs (liss¥8)...,XP définis surU et
linéairement inépendants tels que :

My = Vect(X,..., X))
pour touty € U. Les sous-espacés, sont appdis lesfeuilles de la distribution

Définition 1.3.26. La dimension d’une distributioRl est cefinie ponctuellement par la quasétdim(My),
xeu.

Nous dirons que la distribution est de dimensidf < r < n) si, et seulement si, toutes les feuilles
sont de dimension

Définition 1.3.27. On dit qu’un champ de vecteu¥s appartien@a la distributionlT si, et seulement si,
Xx € Iy pour toutx € M.

Définition 1.3.28. Une distributionll est diteinvolutive si, et seulement si, pour todsY élements de
M, le crochet de Lie des champs de vectéMr¥| appartien&ll.

Exempld.3.29. Consicerons urk-crochet de Nambdi, .. .,.] sur un espace vectoriel Ecrivons l'iden-
tité (1) : pour tous{y, ..., Xk_1,Y1,...,Yk € V, nous avons :
n—1
[Xlu"ka*l?{er"va” = Z[Y7"'7Yi—l7[X17'"7Xk*17Yi]7Yi+17"‘7Yk]
i=
Y1, Vi1, [Xe, - X1, Y]

c'est-a-dire :

n-1
[adk,,... x. 1,80 v ,](Yk) = Zl Aty Y1 X X 1YY Vi (Y-
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Définition 1.3.30. Une distributionl de dimensiorr est diteintégrable si, et seulement si, pour tout
. L , 0 .
pointx € M, il existe une carte local@J; xs, . ..,%,) enxtelle que les champs coordce%, jelyr]
i
forment une base d&y pour touty appartenaraU.

Remarqud.3.31 Une distribution inégrable est involutive.

Nous disposons du #oeme de Frobenius qui traite des distributions involutives. En voici deux
enones :

Theoreme 1.3.32 (Frobenius).Une distribution involutive est igrable.

Théoreme 1.3.33 (Frobenius).Soit.# un ideal differentiel de I'algebre des formes défentielles (i.e.
d.# C .#) engende par n—r formes diférentiellesa?, ..., a"" linéairement inépendantes egvifiant
les conditions de Frobenius :

da'Aa*A...Aa™ =0

pour tout i€ [[1,n—r]. Alors pour tout me M, il existe une carte localéy?,...,y") en m telle que les
1-formes diérentielles dy*, ... dy" engendrents.

L’ équivalence des delenon@&s repose en partie sur le lemme suivant dont nous a&aseh-
cont’e une version (lorsque la vate M est un espace vectoriel de dimension finie) :

Lemme 1.3.34. Avec les notations du doreme 1.3.33, nous avongljuivalence :

da'nata...Aa%=0Vi e [1,q] <= W = [|Ker(a') est une distribution involutive
i=1

Preuve. La preuve est identiqué celle effectée dans la @nonstration de la proposition 1.3.21, c’est-
a-dire gu’elle revienta compter le nombre de champs de vecteuisdliement indpendants pouvant
apparteni@ la distributiorW eta un sup@mentaire (en I'occurrence, un supplentaire local). En fait,

il s'agit de €écrire la néme preuve eavaluant sygmatiqguement les champs de vecteurs et les formes
différentielles en des poinkde la varété. O

[.3.e Crochets de Leibniz correspondants

Soitn > 3, g = gl(n) l'algébre de Lie des matricegelles de taillen et h = sl(n) I'algébre de
Lie des matriceséelles de taillen et de trace nulle. Notons = dim(g) = n?. Alors dim(h) = m— 1.
Consicerons le 3-crochet de I'exemple 1.3.24 :

X,Y,Z] = tr(X)[Y,Z] — tr(Y)[X, Z] + tr(Z)[X,Y]

pourX,Y,Z € g. Nous savons que ce crochet munid'une structure de 3&pre de Nambu. Le crochet
de Leibniz canoniqguement asseeist @fini par :

{F,G,H}¢ =My (dFy ANdGy AdGy ) = (¢|[dFy,dGy,dHy])
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pourF,G,H € & = ¢~(g*,C) et$ € g*. Nous avons@introduit la notation de la remarque 1.1.17 : le
tenseur est un champ de coformes difentielles antisy@triques sug* que nous appelortenseur de
Leibniz. Nous allons montrer que ce n’est pas un tenseur de Nambu-Poisson, et @auemsiue le
crochet de Leibniz &fini ci-dessus neérifie pas l'identié (T).

Définissons I'application adjointe : ad: < — </, H — {F,G,H} (pourF,G fixés dansz)
et soit 7 le sous-espace vectoriel de I'algye des endomorphismes End) engende par le systme
{ad:g,F,G € </}. Nous allons expliciter un sy&te grérateur du sous-espageconstitie de champs
de vecteurs sus*.

Commencons par remarquer géeest engende par les adjoints a@ pourF,G lineaires Etant
donre que les formes ligaires sug* sont en ealite lesélements dej, nousécrivons :

2 = Vect{ad y,X,Y € g}.

D’autre part, nous savons qu'une base de I'esggest constitée d’une base du sous-esp#ce
notee {X;,i € [1,m— 1]} compEktée par I'identié Xy, = id. Donc la distributionZ est engendre par
{adkv,X,Y € h} et{adkiq,X € h}. Nous allons expliciter ces deux types dagrateurs.

e lertype -SoitX € h fixé. Pour- € &7 et¢ € g*, calculons :

adia(F)o = {X.id.Flg = O){id,Flg —tr(id){X,F} +tr(dFy) {X,id}g
0 n 0
= —n(g|[X,dRy]).

NotonsW : g* — Tg* = g* le champ de vecteurs correspondaéfiri par :

(Wi.F)g = —n(@|[X,dFy])
pourF € o et¢ € g*. Les champ¥\ correspondert I'action coadjointe de la sous-&lgre.

e 2eme type -Soit X,Y € | fixés. PoulF € Aet¢ € g* calculons :

adey(Flg = {X.Y.;Flp = UOOLYFle —U(V){X,Flo+1r(dFs){X, Y}y
0 0
= (@IIX,Y])tr(dFy).

NotonsZ = [X, Y] (parcourang) etVz: g* — Tg* = g* le champ de vecteurs correspondagfirni par :
(Vz.F)g = (9][X,Y])tr(dFy)

pourF € o/ et¢ € g*. Examinons les composantes\desur la bas€g w,i € [[1,m]} duale de la base
{X,i € [1,m]} deg choisie. Poup € g* eti € [1,m], hous avons :

@ ((Vz)g) = (Vz.X)p = (¢]2)tr(X) = dmn(¢|2)
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ou &; désigne le symbole de Kronecker. Donc les composant@édg sont nulles sauf celle sai, qui

1 o
vautn(¢|Z). Or, wm = ﬁtr doncVz est le chamg™ — g*, ¢ — (¢|Z)tr. Par congéquent, la distribution
engendée par les champé pourZ parcourant) est de dimension 1.

Nous avons ainsi exhéun systme de grérateurs poug :
2 =Vect{Wx,Vz,X,Z € h}.
Remarqud.3.35 Nous pouvons éfinir les champ¥®W pour X € g. En effet,X € g s’écrit de margre
. o 1 -
unigueX +Aid avecX € h etA = ﬁtr(X) doncWy =Wk +AWjg maisWg = adg,ig = 0. DoncWy =W

Pour¢ € g* tel queZ, # {0}, nous @finissons une application Baired®y : g — 7y en posant :

pour touti € [1,m]. L'application®, est surjective sur son image = Vect{Wx, X € h} de dimension
dim(Z,) — 1 d’apms ce qui pecde et son noyau est K@ry) = {X € g/ (¢|[X,Y]) =0VY € g} = ¢*
(stabilisateur d@ sous l'action coadjointe dgsurg*). Nous en éduisons un isomorphisme :

9/8% ~ 7. (1.6)

Supposons quid soit un tenseur de Nambu-Poisson c'aslire que le 3-crochet de Leibrémdie
vérifie l'identitée (t). Alors d’apes [Gau96], il existe un sy&mne de coordor@es(xy,...,Xm) sSur la
variete g* tel que, pour toute form¢ < g* verifiantly # 0, nous ayons :

My = i A i A i
¢ &X]_ ¢ (9X2 ¢ 6X3 ¢
ans un voisinage , =— (e |ji,m esignant les champs de vectegfs— Tg* correspondant au
d isi g 0‘; (i € [[i,m]) dési les ch d ts— Tg* d

syséme de coordorées.
Vu la nouvelle expression du tensély nous éduisons que :

Dy = Vect{ 9 }

si 9 # {0} donc les feuilles de la distributio sont de dimension 0 ou 3. Par cénsent celles de

9
¢70X2

9
¢,0X3

' sont de dimension 0 ou 2. Alors, d’& (1.6), le quotients/g? est de dimension 0 ou 2 pour tout
¢ € g*. Mais ce quotient est isomorplael’espace tangent de I'orbite desous I'action coadjointe de
g surg*. Or, d’apes [CM93], la dimension de l'orbite coadjointe principale glén) est(n® — 1) —
(n—1) = n?> —n. Par congquent, és quen est sugrieur ouégala 3, il existe des orbites coadjointes de
dimension strictement sépeurea 2 (par exemple, si= 3, 'orbite principale est de dimension 6). Nous
aboutissons dona une contradiction (nhous avions suppos> 3). Doncll est un tenseur de Leibniz
linéaire mais n’est pas un tenseur de Nambu-Poisson.

— 36—



I.3. Crochets de Nambu sur une alye de Lie

Dans [DZ99] et [Vai99], il est fait mention dedguivalence entre les tenseurs de Nambu-Poisson
linéaires et le&-gebres de Nambu de dimension finie, la classification des tenseurs de Nambu-Poisson
linéaires devant par cobguent s’appliquei classifieegalement lek-gébres de Nambu. Mais I'exemple
précedent contredit cettequivalence : nous avons exailine structure de Nambu-Lie dont la structure
de Leibniz lireaire canoniguement asseeine erifie pas I'identié fondamentale de Nambu. Donc la
classification dek-gebres de Nambu dans le cagral reste un prokime ouvert.
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I.4 Crochets définis par le polyndme standard, quantification

Dans cette partie, nous donnons quelques exemples de crochets de Nambu cansantiitsiu
polyndbme antisyrgtrique sur les akgpres de Clifford d’'indice pai#,,. Nous pesentonggalement les
tests que nous avonsali€s avec le logiciel Maple sur plusieurs eliges de Lie de matrices de petite
taille et leur Esultat, positif ou agatif, pourétablir si les crochets construigspartir des polydmes
antisynetriques d’indice distinctsarifient I'identite (1).

Définition 1.4.1. Soit A une algbre associative &> 2 un entier. Lgpolyndme antisynetrique d'in-
dicen, oupolyndme standard d’indicen, no€ R,, est cfini par :

Pn(xla---yxn) = Z 8(0)X0(1)~--X0(n)

UGGn

pour (X, ...,X,) € A". Le n-crochet construia partir deP, est :
[Xla' .- 7Xn] = Pn(xla' .- 7Xn)
Proposition 1.4.2. Soit n> 2. Enongons quelques proptés des polydmes antisygtriques.

i) Le polyrbme R est n-liréaire et antisyrétrique (i.e. alter@). Par conéquent, si X ..., X, sont
des vecteurs anticommutants de A (c‘&stire \erifiant XX; = —X;X, i # ), alors :

Pa(X1,...,%0) =niXg... Xn.
i) Nous disposons d’une formule deaurrence pour le calcul des pogmes R:

Po(Xa, - %) = 5 (=1 XP1(Xa, -, K, %) (1.7)

K=1
pour tous X, ..., X, € A.

iii) Nous disposons d’une identitsgecifique lorsque I'une des variables estlEment unitaire de
I'algebre :
Poni1 (X, .-, Xon, 1a) = Pon(Xa, - .., Xon)
pour tous X, ..., Xon € Ad’oU Pon(Xg, ..., Xon-1,1a) = 0.

Preuve.La demonstration de ces proptés est disponible dans [Jac75]. Cependant, néasdtrerons
dans le deuxime chapitre (partie 1.4 page 109) des id@stiplus g@rérales dont celles-ciétoulent. O

I.4.a Sur les algbres de matrices

Nous indiquons dans cette partie lésultats des tests donnant le comportement des polga
P, sur les algbres de Lie de matricgg(m), tests eali®s sur ordinateur gce au logiciel Maple. |l
s'agissait pour la machine de calculer l'ideatde Nambu sur les matrices de la base canonique de
gl(m). Pour des raisons de temps de calcul, nous nous sommessiémit= 7 etm = 4.

Enongons un lemme qui restreint le nombre de tastectuer :
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. B]_ 0 Bn O
Lemme 1.4.3. Soitm> 2, A = 0 0 e An= 0 o egl(m)avechB,...,Byegl(r),1<r<
m—1. Alors :
P.(B1,...,Bn) O
Pa(Ag, ..., A = n( ") .
0 0
Preuve.C’est un corollaire imradiat du produit des matrices par blocs. O

Corollaire 1.4.4. Soit m> 2. Si le polyrome R vérifie I'identite de Nambu sur I'algbreg((m), alors le
polyrdme R vérifie I'identitée de Nambu sur les adipresgl(r) pour tout r< m— 1.

Remarqud.4.5. C’est principalement la contrap®s du corollaire 1.4.4 qui sera utile pour limiter le
nombre de testa effectuer.

Donnons enfin une borriel'indice n des crochetséfini & partir du polydmeRr,.

Théeoreme 1.4.6 (Amitsur & Levitzki). Le polyrome antisyratrique By est identiguement nul sur
I'algébregl(n,C) des matrices de taille n.

Remarqud.4.7. La démonstration originale se trouve notamment dans [AL50] et [Jac75]. Cipas
lement B. Kostant [Kos58, Kos81] qui a damnne autre @monstration base sur la cohomologie, un
meilleur indice concernant la sous-aélyeso(2n,C) et un tteoeme plus gréral portant sur toutes les
reptesentations de dimension finie de l'algegl(n,C). Nous pésentons en appendice page 141 une
autre &monstration dua S. Rosset [Ros76].

Notons que nous aurons 'occasion de revenir sur éeime dans le deu&me chapitre. Nous
proposons en effet uanon@ applicable aux superalgres de Lie orthosymplectiquesp(1,2n) (théo-
reme 11.6.1 page 136) et un@mhonstration b@&e sur les ides de B. Kostant dans le cas classique.

Les sultats de nos calculs sont les suivants :
e Le crochet défini par Ps munit gl(2) d’'une structure de 3-gebre de Nambu.
e Les crochets &finis parPs, Py et Ps ne \érifient pas I'identi (1) surgl(n), n> 3.
e Le crochet éfini parPs ne \érifie pas I'identié (1) surgl(n), n > 4. Donc le crochet éfini parP ne la
vérifie pas non plus d’aps la proposition 1.4.8i) .

I.4.b  Sur les algebres de Clifford

Dans cette partie, nous proposons une quantification de la structure de Nefinbuhr le produit
mixte 1.2.1 par les algores de Clifford d’indice pair. Il s’agit deéierminer deux sous-espaces vectoriels
W, etW, de I'algebre de Cliffordéz, tels que I'on ait :

o [X1,...,Xons1] = Ponya(Xa,..., Xony1) pour toutXy,. .., Xon1 € W,

o [Xi,...,Xon] = Pon(Xq,...,Xon) pour toutXy, ..., Xon € W,
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ou le crochet dsigne le produit mixte.
Commencgons paEnoncer un criére permettant deévifier qu’une telle structure satisfait I'iden-
tité (T).

Proposition 1.4.8. Soit A une algbre associative de dimension m. Séit, ...,En} une base (d’espace
vectoriel) de A telle que :
mel(E].? SRR E\b RRE Em) = (_l)i+1Ei7

pour tout i€ [1,m]. Alors le(m— 1)-crochet eé&fini par R, vérifie I'identité (t).

Preuve. Pour les besoins de la preuve, nous allons supposeAqst I'algebre des polydimes sur
un espace vectori® de dimensiorm, c’esta-dire I'alggbre syngtriqgue de son dual*. Les élements

. , . 12 :
Ei,...,Em deAsont alors les formes lgaires coordorges de/. Soitp = 5 ZlEiZ € A, et consiérons
i=

le m-crochet @fini surA par le jacobien (voir 1.1.14). Alors, pour tou€ [1,m] :

JaC(p, El?' . 'aé\ia' "aEm) = (_1)i+1Ei

17} OE; - . . i . . .

cara—EIO =E; eta—E' =g (i, j € [1,m]); il suffit alors de @velopper le terminant suivant sa preeme
] ]

colonne. Dond?,,_; estégal au localigé du jacobien sur le polyime p. Par conéquent le crochetéfini

parPy_1 Vveérifie I'identité (T). O

Exempld.4.9. Soitso(3) 'espace vectoriel des matrices antistnques de taille 3. Notons :

0 0 01 0 -1 0
X = -1|,Y=(0 0 0|,Z=]1 0 O
01 O -1 00 0 0 O

une base. Nous avons les relatibdsY| = Z, [Y,Z] = X et [X,Z] = —Y. Nous nous trouvons donc dans
les conditions d’application de la proposition 1.4.8 qui prouve alorssq(e) est une algbre de Lie.

Deéfinition 1.4.10. L algebre de Clifford d’indice n > 2 no€e %, est cfinie commeétant un espace
vectoriel el de dimensionmuni d’'un produit &fini sur une baséE,, ..., E,} par les relations :
EEj=-EE (i#])
EE =E?= -1,
pouri, j € [1,n]]. Une telle base est apigel base canonique de I'élgre;,.

Remarqud.4.11 |l existe un isomorphisme entre I'algre%> et I'algebre des quaterniori$ (de base
en tant qu’'espace vectoriél, j,k,1} aveck = ij eti? = j2 = k* = —1). Une bijection est &finie en
envoyantE; suri et E; sur j et les egles de calculétant les rBmes dans les afpress, et H, cette
bijection est un homomorphisme d'algres.
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Théoreme 1.4.12. Soit n> 1 et consi@&rons I'algebre de Cliffordé,,. Notons{Ey, ... ,Ezn} la base ca-
nonique, et deug&léments particuliers de I'akpre : En1:=E;...Exn et Boni2:= 1. Alors le polyrdme
Pont1 munit le sous-espaceW= Vect(E;, ..., Exn2) d’'une structure dé2n—+ 1)-gébre de Nambu.

Lemme 1.4.13. Consicerons I'algebre de Cliffordé2, munie de sa base canonig{ié, ..., Ez,}. Notons
E,,:=E;...Eom (1 <m<n). Alors :
EéEi = —EiEr’” Vie [[l, 2I’]]]
Ef = (-1)™ Vme [[1,n].
Preuve. Calculons, pour € [[1,2n] :
E'Ei = Ei...ExE=(-1)""E;...E_1E?Ei11...Eoxn=(-1)"*'E1...E...En;
EE, = EEi...Exn=(-1)"'E1...E_1E’Ei,1...Eoxn=(—1)'E1...E ... Epn.
Donc le vecteuE,, anticommute avec les vectels i € [[1,2n].
Pour montrer qUE/? = (—1)™ pourm € [[1,n]}, nous proédons paré&currence sum. Nous avons
immédiatement, poun=1:
Ef? = E1EE1 By = —E?E2 = —1.
D’autre part, si nous supposoBf ; = (—1)™1, il vient :
EZ2 = Ei...ExmE1...Eom=(—-1)?"1E;...Eom1E1...Eom_1E5,=E1...Eoam1E1...Eom1
= (=1 2E;...Eom2E1...Eom B3, 1 = —(E1...Eom2)?=—(—1)™ 1= (—1)™
D’ou le résultat. 0
Démonstration (du thoreme 1.4.12).D’apres la proposition 1.4.8, si nous parvenangeterminer une
base{Xi,...,Xont2} du sous-espadéf, vérifiant :
Ponea (X, X,y Xone2) = (1) 71X

pour touti € [[1,2n+ 2], nous aurons leasultat.

Nous allons chercher degels (non nulsy; tels que, notank; = aE; (i € [1,2n+ 2]), la famille
de vecteurg§ Xy, ..., Xon2} Soit une base du sous-esp&lgevérifiant la condition de la proposition 1.4.8.
Rappelons que paréfinition et d’apés le lemme 1.4.135E; = —E;E; pour touti, j € [1,2n+ 1] et
Eoni2 = 1 commute avec tous les vecteurs.

Les équationsPZnH(Xl,...,)?i,...XZMZ) = (—1)‘*1)(i donnent, compte-tenu de la proposition
[.4.2 et du lemme 1.4.13 :
esSii=2n+2:

o241
Poni1(X1,- -+, Xont1) = (= 1) Xon 2
ar...an41Pont1(E, ... Eone1) = —@2ni2Eony2

ar...anr1(2n+1)'Ey ... EonEony1 = —aon42

111

(—1)”*1(2n+ 1lay...aom+1 = agn+2;
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esiic[[1,2n+1]:

P2n+1(X1, ... ,X,. . ‘X2n+2) — (_:I_)iJrlxi

<— a... é: - a2n+1a2n+2P2n+1(E1, ceey E\i, e E2n+1, 1) = (—1)i+1a; Ei
<~ aA... él\ - a2n+1a2n+2P2n(E1, ceey E\i, R E2n+1) = (—1)i+1ai Ei
<~ al...é}...a2n+1a2n+2(2n)!E1...I§i...E2n+1: (—1)i+la;Ei. (|8)

CalculonsE; .. .E;... Eoni1. Sii =2n+1, nous retrouvonByn. 1. Sii < 2n+1:

Ei...E...Eony1 = Ei...E...ExE1...Em
= (=1)®'E;...E...Eoxn_1E1...Eon_1E2,
= Ei...E...Eon1E1...Eon 1
= (=1)™2E;...E...Ex_2E1...Ex_2E2 |
= —E1...E...Esn2E1...Eon 2

= (-1 E:1...E...Eyn wE1.. . Exn i
pourk < n— |§ Sii estimpair, par exemplie= 2p— 1, nous prenonk = n— p et obtenons :

El...g;...EZn_H = (—1)n_pE1...Ezp_zEszl...Ezp
= (—1)n_p(—1)2p_1E1...Ezpszl...Ezp,]_Egp
= (—1)"P(E1...Eyp1))%Ezp-1
—_—

(=pp-t
= (—1)n_1E2p+1-

Sii est pair, par exemplie= 2p, nous prenonk = n— p— 1 et obtenons :

Ei...Ezp...Eni1 =

Reprenons Bquation (1.8). Si est pair, nous obtenons :
ai...4...anman2(2n)!(-1)"E = —aE.
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Sii est impair, nous obtenons :
a;...q... a2n+1a2n+2(2n)! (—1)”71Ei = gE.
Ce sont finalement lesémesequations. Le systmea résoudre est donc le suivant :

(—D"1(2n)lay... 8 18.1... a2 =&, Vi€ [1,2n+1] (.9)

(—1)”71(27']4— 1)!&1 ...Aon41 = Agng2.

Pouri € [[1,2n+ 1]}, si nous divisons memb@membre, nous obtenons :

1 a2 _ &
2n+1 g ani2

e ag.,=(2n+1)a

Ainsi, pour touti € [[1,2n+ 1], les scalaires? sont tousgaux ; notona > 0 cette valeur commune. Si
nous reportons cela dans la dekmieéquation (pealablemenglevee au cag), nous obtenons :
L

(2n)!(2n+ 1)1

Nous devons pour conclure examiner le signe @etsi;. Si n est impair, des solutiong > 0 pour

(2n+la=a3,., = (2n+ 1% je &=

touti € [1,2n+ 2]] conviennent. Mais il peut exister dasnégatifs, en nombre pair. $iest impair,
des solutions; > 0 pour touti € [[1,2n+ 2] ne conviennent pas. Il faut un nombre impair éelsa;
négatifs. Nous proposons alors comme solutions :

e Sinest pair : pour € [1,2n+1]) :

1 1
1 n 1 n
4= ((2n)!(2n+1)!> " ez = ”2n+1<(2n)!(2n+1)!> "
e Sinestimpair : pour € [1,2n+ 1] :
1 1
(i)™ eV i) "
4= <(2n)!(2n—|—l)!> » B2 = @ninyt)

Réciproquement, nous pouvonarifier que ces valeurs desalsg; satisfont le systme déquation (1.9).
O

Nous en éduisons le@sultat inéressant suivant :

Corollaire 1.4.14. Munie du3-crochet @fini par le polyidme antisyratrique R, I'algébre des quater-
nionsH est une3-gebre de Nambu.

Preuve.Dans le cas d&> = H, le sous-espadd) du theoreme 1.4.12 est enger@dpark; =i, E; = |,
Ez=ij =ketEs =1, doncW, estégalaH. O

Le theoeme 1.4.12 donne donc une solution au péotee de recherche des enveloppes associatives
pour la structure de Nambugfinie par le polybme standard d’indice impair. Maisare aux propétées
rappeée dans la proposition 1.4.2, nous pouvégalement donner une solution pour le pdigre stan-
dard d’indice pair :
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Corollaire 1.4.15. Avec les notations du &oreme 1.4.12, le polydme B, munit le sous-espace M=
Vect(Ej,...,Exny1) d’une structure den-gebre de Nambu.

Preuve.D’apres le tleoeme 1.4.12, le polypme Py, 1 munit le sous-espadd, = Vect(Ey,...,Exni2)
d’une structure d¢2n+ 1)-gébre de Nambu car il existe une bgs4, ..., Xon2} de I'espacah, telle
que

Pt (Xt -, X, Xens2) = (1)1

pour touti € [1,2n+ 2]. Rappelons que le vectedp,, > est un multiple de I'uné, notons leal, o
a € R\ {0}. Rappelonsgalement qu&\l, = W, & CXzn12. D’aprés la prop@té iii) de la proposition
[.4.2, nous obtenons :
aPoxn(Xe, . Xy, Xoni1) = (—1)1F1X
pour touti € [[1,2n+ 1], en localisant leggalies pecdentes sur le vecteMpn, 2.
Soit g = a1 etY; := BX;, pouri € [1,2n+1]). Alors :

~

Pon(Y, . Yo Yani1) = BEPon(Xe,.. %, ., Xont1)
— (_1)i+1l32nafl)(i
— (_1)i+lB2n—1a—1Yi
— (—l)i+lYi.
D’apres la proposition 1.4.8, nougduisons que le polyime P>, munit le sous-espad&, d’une
structure de 2-gebre de Nambu. O

Nous sommes donc parvenasmontrer que l'algbre de Clifford d'indice pair est une enve-
loppe associative pour les structurégidies par les polydmes standards, d’indices pairs ou impairs :

toutes lex-structures éfinies sur I'espac€™! par le polydme standard et locaéiss sur la fonction
n+1

(X1, Xn+1) — % le,z sont quantifiables par I'althre de Clifford d’'indice paifs,, (si n est pair) ou
i=

%n-1 (Si n est impair). Mais ceésultat n’est qu'un exemple : il doit en exister d’autres, qu'’il réste
trouver.

— 44—



Chapitre Il

Super-antisymetrie et super-synetrie.
Theoreme d’Amitsur-Levitzki sur la
superalgebre de Lieosp(1,2n)

Dans ce deume chapitre, nous poursuivonstlide des-structures en cherchaaétablir I'exis-
tence d'un téoeme du type Amitsur-Levitzki (voir 1.4.6) sur les supektiges de Lie de matrices.
Nous prouvons que c’est impossible sur les supetakes de Ligy[(m,n) (dans la section 11.4.3) mais
nous @montrons que c’est vrai sur les supeedles de Lie orthosymplectiquesp(1,2n) [GPUO3] en
empruntant la @marche de B. Kostant dans le cas classique [Kos81], tout en faisaahfmie d'un
théoeme de Hopf-Koszul-Samelson sur les supetalgs de Lie.

Avant d’en arriver &, nous éfinissons ce que nous appelons legbigs super-e&tieure et super-
symétrique d’'un espace vectorigh-gradie et nous @montrons les formules de cohomologie des su-
peralgbres de Lie. Nougnoncgons diverses ider@it sur le polyme super-antisyétrique qui est
la géréralisation naturelle du polyime antisyrétriqgue renconé& dans le premier chapitre. Enfin, en
géréralisant les travaux de H. Cartan [Car51] et C. Chevalley [Che52], refirdistons un ograteur de
transgression dans le cas des supetaigs de Lie, ce qui nous permettra éendntrer une super-version
du theoeme de Dynkin [Dyn59] avant deechontrer le tBoreme final 11.6.1 quitablit I'existence d’'une
identitt polynomiale sur les superé&lgresosp(1,2n).

II.1 Alg ebres super-exérieure et super-synétrique d’'un espace vectoriel
Zp-gradué
II.1.a Applications multilin €aires super-antisynétriques et super-synétriqgues

Pour commencer, nous reprenons la plupart éfisitions et formules contenues dans [BP89], en
rajoutant le cas super-sytrique qui n'est pas introduit. Les formules seront@ysttiquement doraes
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avec leur @monstration qui ne sont pasrites dans [BP89].
Le corps de base est le corfisles nombres complexes.

Définition 11.1.1. SoitA un ensemble @hombrable. Urspace vectorie\-gradué est un espace vec-

toriel V égala la somme directe d’'une famille de sous-espgtgs d € A}. On noteV = @ Vs. Un
[JSIAN

vecteur deV est dithomogenes'il estélement de I'un des sous-espatgs

Définition 11.1.2. Dans le cad\ = Z,, on parle déspace vectorielZ,-graduéV = Vy® Vi, Parmi les

vecteurs homognes, on distingue ceux ¥, dits pairs de ceux dé&/f, ditsimpairs.

Notationll.1.3. Dans le cas d’'un espace vectoffelgradieV = Vi@V de dimension finie, nous notons
ng := dim(Vg) etn; := dim(Vg) sauf mention du contraire.
Remarqudl.1.4. Les vecteurs homames d’'un espace vectoriB-gradie forment un systime de §-

nérateurs de cet espace. Pour cette raison, tous les vecteuregampi la suite sont homenges et la
minusculex désigne leZ,-degié du vecteuX noté en majuscule.

Remarqudl.1.5. L'espaceC lui-méme peugtre muni d'uneZ,-graduation. On conséte en effet que
le sous-espace des vecteurs impairsé&dita {0} : C = Ca {0}.

Définition 11.1.6. Une base d’homognesde I'espace vectoriel,-gradie V = V@ Vy est une base
{X1,..., X5, Y1, Yor } deV telle que la famille{Xy, ..., Xn;} soit une base de I'espawg et la famille
{Y1,...,Yn;} soit une base de I'espave.

Définition 11.1.7. Une application ligaireU : V — W entre deux espacé&y-gradesV = Vy @V et
W =W, & W est dite de de@ru € Z; si, et seulement siJ (Vx) C Wy, pour toutx € Zp. Siu= 0, nous
dirons que I'applicatiotd estpaire, et qu’elle estmpaire dans le cas contraire.

Dans toute cette partie, sauf mention explicite et locale du contraire, laretisignera un entier
naturel suprieur ouégala 1.
SoitV = Vi@ Vy etW =Wy & W deuxC-espaces vectorielg,-gradies de dimension finies.

Définition 11.1.8. Pourn > 1, soit.7"(V,W) I'espace des applicatiomslinéaires du produik,V dans
'espaceW. L'espace#"(V,W) estZ,-grade : siF € #"(V,W), I'application F est dite de degr
f € Z, si, et seulement si :

degF(X1,..., X)) =X1+ ...+ X+ T,

pour tousX; € Vy, (i € [1,n])). Nous notons alors :
FUV,W) =72 (V,W) @ 77 (V,W)

la Z»-graduation.
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Nous cefinissons :
F (VW) =P .7"(V,wW)
nez
avec.Z9(V,W) =W et.#"(V,W) = {0} sin< —1. Observons que? (V,W) est unC-espace vectoriel
(Z x Z) grade. Le dege d’'unélémentr est noé dedF ) = (n, f) € Z x Z, si I'applicationF appartient
au sous-espacg"(V,W) et est de de@r(surZ,) égala f.
Remarqudl.1.9. L'espace duaV/* est naturellemeriZ,-gradie par le sous-espace des formesgdimes
de degeO
VHg={p eV" | degp(X)) =x, VX €V, VX€EZy}
et le sous-espace des formeshires de de@rf:
(V)7={d €V* | degd(X)) =x+1, VX € Vy, V X € Zy}.

SoitX € Vi (non nul) et € V* la forme lirtaire duale dX. Notonsgy et ¢, les composantes de dégr
x etx :=x+ 1 de¢. Il vient :

degdx(X)) =x+x=0 et  deddy(X))=x+x =1

Etant don@ la graduation d€ = C& {0}, nous en @duisons quey (X) = 0. Doncéy estidentiquement
nulle. Par comsgquentp = ¢« est homogne de ded@ x. Nous en concluons que I'espafé*)y (resp.
(V*)7) est isomorphé I'espaceg V)™ (resp. (Vq)*). En d’autres termes, la graduation de I'espace dual
V* s’écrit, sans ambigté :

V*=VyoVy.

Plus geréralement, soi® unen-forme multilinéaire suV etXy,..., X, deséléments (homognes)
deV. Lespace#"(V,C) étantZ,-grade, notonsQ, et Q. les composantes homéges de degr
Wi=X+...+% etw = w+1 deQ. Nous avons dg@, (X1,...,%:)) = 1 mais Qe (X1, ..., %)
appartienta C donc est nul. Par coBguent, la restriction d@ aVy, x ... x V, est homogne de degr
X1+ ...+ Xn.

Réciproquement, € est homogne de de@r w alors soitQ(Xy, ..., Xn) = 0 S0itw = X1 +. ..+ Xn.
Notationll.1.10. De méme que la minuscule désigne leZ,-degi du vecteuiX, les minusculed et
w désignent respectivement ®-degié des applications multilairesF et Q, et les symboleg et 6
désignent leg.,-deges respectifs des formesdiairesp et J.

Définition 11.1.11. Soit &, le groupe des permutations &f = (Xy,...,X,) € V". Pouro € &, nous
définissons successivement :

F(0,2) ={@,]) e [Ln]? i< ], a(i) > 0(]) etXeg) € VL, Xo(j) €V},
K(o,Z'):=card ¥ (0,2)),
(0, 2) = (_1)K(a,3&”)‘

La quantie g(o,.2") est appeie lasuper-signaturede o par rapportr 2.
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Notation 1.1.12. A partir de maintenant, la lettre calligraphigu& désigne unn-uplet de vecteurs
(X1,.--,%n).

Remarqudl.1.13. Soit o0 € &,, m le nombre d’inversions de et {(i1, j1),...,(im, jm)} les couples
d’inversions {k < jk eta(ix) > a(jk), k € [[1,m]). Alors :

K(0,27) = Xa(iy)Xa(jy) + - - + Xo(im)Xo(jm)-

Par congéquent, siX; € iy pour touti € [1,m], alorse(o, 2") =1 et siX; € V{ pour touti € [1,m],
alorse(o, 2") = €(0) (signature deg). La super-signature est donc urengralisation naturelle de la
signature au cag,-gradié.

Notonso - 2" = (X5-1(1), - - - » Xg-1(n)) 'action du groupesS, sur le produitv" par permutation des
n-uplets.

Lemme I1.1.14. Soito, 0’ € G et 2" = (Xy,..., %) € V™. Alors :
1. K(od", 2)=K(0,2)+K(d,071- 2) (mod 2;
2. (00, 2)=¢(0,Z)e(a’, 071 2).

Preuve.Soitg, 0’ € G et 2 = (Xg,...,%,) € V". Notons% = ¢g~1..2". Nous avons alors :

Yoty Yom) =01 % =(00) 1 2 = Xog1),- - Xoo'(n))-

Commencons par examiner les trois ensembiés o', 2"), .4 (0, 2") et 7 (a',%).
e Soit (i, j) € #(00’,27). Alorsi < j, ad’(i) > 00'(]) etXse(iy, Xoor(j) € V1 1-€. Yor(iy, Yor(j) € V1. Il
y a deux casétudier.
o (a) Supposong’(i) < d’(j). Nous obtenonsi,j) ¢ .#(0’,%) (cari < j etd’(i) < 0’(j)) mais
(0'(i),0'(})) € (0, 2).
¢ (b) Supposongr’(i) > d’(j). Nous obtenonsi, j) € . (d',%) (cari < j et d'(i) > d’(j)) mais
(0'(1),0'(1)) ¢ #(0.2°) (carad’(j) < 0’ (i)).
e Soit(u,v) € (0, 27). Alorsu<v, a(u) > a(v) et Xy, Xsn) € Vrie. Y, Y, € Vi. D'autre part, il
existei et j élements d€1,n]| tels queu = a’(i) etv= o’(j).
© (c) Supposons$ < j. Nous obtenon$i, j) ¢ .7 (o', %) (caro’(i) < o’(j)) mais(i, j) € #(o0’, Z")
(carad'(i) > ad'(})).
o (d) Supposons > j. Nous obtenonsj,i) € .#(d’, %) (cara’(j) > d'(i)) mais(j,i) ¢ .#(o0’, Z)
(carod’'(j) < ad'(i)).
e Soit(i, j) € #(0',%). Alorsi < |, 0'(i) > 0'(j) etYq i), Yor(j) € VT i-€. Xog1(i), Xoa(j) € VI-
o (e) Supposongd’(i) < 0o’(j). Nous obtenon§, j) ¢ .#(o0’, 2°) mais(o’(j),0’'(i)) € # (0, Z").
o (f) Supposongrd’(i) > od’(j). Nous obtenon§, j) € . (ogo’, Z") mais(d’(j),0'(i)) ¢ # (0o, Z").
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NotonsE, (et a = cardEy)) 'ensemble des couplds, j) (resp. (j,i) dans le cagd)) vérifiant 'une
des six situationga ) ci-dessus. D’ags les distinctions de casgeedentes, nous disposons @eglies
ensemblistes :

Ea=E;, Ep=E;, Eg=Ee

Par congquent :
K(oo',2)=a+b
et:
K(o,2)+K(0",%)=c+d+e+f=a+b+2e=a+b+2f,
d’'ou le résultat. O

Nous pouvons @sormais éfinir deux nouvelles actions sur I'espace des formes mdéiies :

Corollaire 11.1.15. Soito € G, et.2” € V". Nous @finissons trois actions du groupe stnque S, sur
F"(V,W) :

e I'action classique(o -F)(2) =F(o~1- 2);

e |' action super-antisyratrique: (oéF)(ﬁK) =¢(0)e(o, Z)F(o1-2);

e |"action super-syratrique: (aéF)(%) =¢g(0,2)F(a71-2).

Preuve.Soitg, 0’ € 6, F € #"(V,W) et 2" unn-uplet delements homognes dé&/. Nous avons :

(00");F)(2) = e(o0)e(o0d’, 2)F((00') " 2)
)e(0')e(0, 2)e(a’, 07t Z)F (0"t (07 2))
= £(0)e(0,2)(0" F)(0 - 2)
= (0. (0"-F))(Z )-

= ¢g(o)e

La demonstration est similaire dans le cas de I’actjx)erF. O

Définition 11.1.16. SoitF € .#"(V,W). L'application F est ditesuper-antisymétrique (resp. super-
symeétrique) si, et seulement si :

o-F=F (respJ-SF:F)

a

pour touto € Gy,.

Remarqudl.1.17. Ainsi, d'aprs la remarque 11.1.13, une forme multémre super-antisyatrique est
antisyrrétrique (au sens classique) sur les vecteurs pairs ettsgue sur les impairs. Deé&me, une
forme multilinéaire super-sy#trique est syi@trique sur les pairs et antisytnique sur les impairs.
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Définition 11.1.18. PourF € .Z"(V,W), nous @finissons lespérateurs linéaires de super-antisyré-

trisation etsuper-synetrisation respectivement :

A(F) — = 1.1
®)=3 o, (I1.1)
et:
S(F) = G-SF. (1.2)

Lemme [1.1.19.

o 1 1 .
1. Les ojrateurs lireairesA,, := EA‘gn(va) etS, = ﬁs‘yn(v7w) induits parA et S sur le sous-
espaceZ"(V,W) sont des proje'cteurs. '

2. Pour tout Fe .Z"(V,W), I'application A(F) est super-antisyétrique et I'applicationS(F) est
super-syratrique.

Preuve. Nous Edigeons la @monstration pour I'oprateur A, celle pour I'oprateur S s’en &duisant
immédiatement. L'argument essentiel est I'existence de I'action super-agtisgoe.
1. SoitF € .#"(V,W). Nous avons :
A F)= L F)= L F= L F=AnF
(0 F)= 3 T.(0.F)= 2 3 (10).F=_ 5 mF=An(F)
€6y 1€6h G

pour touto € G, donc :
An(An(F)) = An(F).

2. D’autre part, calculons, pour € &, etF € #"(V,W) :

a-(A(F))= > o.(1-F)= > (01)-F = > m-F =A(F)

a 1€6h €6y neGy,
donc A(F) est super-antisyatrique. O
Notons :

A"V,W) = A(ZN(V,W)) et SNV,W) = S(ZN(V,W))

et:
A (VW) :=PF"V,W) et LV,W):=PH.S"(V,W).

nez nez
L'espaces (V,W) (resp..” (V,W)) est apped espace des applications multilidaires super-antisyne-
triques (resp.super-synetriques) deV dansW. Les espaces’"(V,W) et.#"(V,W) sont naturellement
Zy-gradies, leur graduatioétant note :

A"V,W) = ZDV,W) @ ZDV,W) et SNV,W) = SDV,W) @S2V, W),
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Proposition 11.1.20. Soit F € .#(V,W). L'application F est super-antisy@trique (resp. super-sy&n
trique) si, et seulement si, F appartiet’espaces’ (V,W) (resp. . (V,W)). En résung : pour F €
</ (V,W) (resp..(V,W)), nous avons alors :

Fed"VW)<=F(o ! 2)=¢(0)e(0,Z)F(Z)Voe&y, VY2 ecV"

et
Fes"WW)<=F(o 1 2)=¢(0,2)F(2)Vae6, V2 eV

Preuve. Nous Edigeons la @monstration pour? (V,W), celle pour. (V,W) s’en ceduisant imradia-
tement.

SoitF € #7(V,W). Nous avons &ja vu dans le lemme 11.1.19 que lefements de» (V,W) sont
super-antisyratriques. D’autre part, $t est super-antisyétrique, nous avons paéfinition oéF =F
pour touto € &, donc A(F) = n!F, ce qui signifie F € o/ (V,W). O
Remarqudl.1.21. Cette proposition justifie la&homination des espaces(V,W) et. (V,W).

[I.L1.b Superalgebres.«7 (V) et (V) des formes multilinéaires super-antisynétriques et
super-synetriques

Etudions le casV = C. Nous allons munir les espaced(V,C) et.#(V,C) de produits associatifs
vérifiant des relations de super-commutation.

Nous notons# (V) :=.%(V,C), (V) := &/ (V,C) et.# (V) := .7 (V,C). Alors I'espaceZ (V)
est isomorphé I'espace dual gradur (V)* de I'algebre tensorielld (V) deV.

Proposition 11.1.22. Consicerons le produit suivanté&fini sur.# (V), appeé super-produit:
(QEW)(Xe, . Xaip) = (—)¥oat-BQ (X X)W (Kt - -, Xntp)s (11.3)

ouQ e FHV), We . ZyHV)etX eV (i € [1,n+ p]).
AlorsQ ng We ,%’(T,ipw(V) et 'espace# (V) devient une algbre(Z x Z,)-gradlée associative.

Preuve. Soit Q € ZFh(V), W € Zj(V) etY € ZJ(V). Consickrons 2" = (Xq,...,%X,) € V", 27" =
(Xn+1, .o ,Xn+p) S Vp, %”/ - (Xn+p+l, e ,)(n_;,.p.i,.q) € Vq et %v - (%/, %—//, %///) S Vn+p+q. NOUS
avons :

(Qew)eY)(2) = (1Rt (Qew) (2,27 (2")
S S S
— (_1)U(X1+...+Xn)(_1)U(Xn+1+...+xn+p)(_1)l[J(X1+..‘+Xn)Q(%/)w(%//)Y(%///)
et, puisque le de@rdelP% Yvaut(p+q,¢+0):
(Q ®(w®y))(%) _ (_1)(w+u)(x1+...+xn)9(%/)(qJ®Y)(%u’ %/u)
S S S
_ (_1)w(x1+..‘+xn)(_1)u(x1+...+xn)(_1)u(xn+1+‘..+xn+p)Q(%/)Lp(%//)Y(%///)‘
D’ou I'associativié. O
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Remarquel.1.23. Les espaces vectorielfV*) et T(V)* sont clairementZ x Z,)-gradies. Et il existe
un isomorphisme d’espaces vectorigfsx Zy)-grades®: T(V*) — T(V)*; il est construit comme
suit : pourgy, ..., ¢n € V* (homogenes), 'applicationd(¢; ® ... ® ¢,) € T(V)* est cfinie par :

D(P1®...QPn) (X ®... 0 %) i= (=121 (X1) ... on(Xn)

pour tousXy, ..., X, € V (homogenes) avec (rappel) defy) = @ (i € [L,n]), ¢ =@ ... @), x:=

O ... ... 0
1 :

‘..o %), M= |7 [ (de taillen) et A(e,x) :='gMx. Un calcul explicite ded(¢,x)
1 ... 1 0

donne: .
A(@,x) ="'oMx = ;(pj (X1 + ... +Xj_1).
J:

Dans la suite nous noterons plus simplement :

(20 ... @ Pn)(Xa® ... @ Xn) = (1)1 (Xa) ... Pn(Xn). (11.4)

Proposition 11.1.24. Soitgs,...,¢neV* et X, ..., X, € V. Alors :

(‘Pl(%n-%‘l’n)(xl,---yxn) =(P1®...09n) (X1 ®...®Xn).

Donc I'algebre.Z (V) estisomorpha I'algébre T(V*) et, pour tout re N*, 'espace#"(V ) est engendy¥
par les formes multilidaires¢,1 ® ... ® ¢, appekessuper-tenseurglementaires
S S

Preuve. Via I'isomorphisme entr& (V*) et T(V)* donré dans 11.1.23, nous pouvongsbrmais noter
que l'algebre.# (V) des formes multilidaires suV est isomorphe I'algébreT (V*), I'isomorphisme
étant doni par :
P1®.. ¢ e T"(VF) ~ ¢1<§>...<§>¢n e F"(V).
En effet, calculong1 ®...® ¢,. SoitXy,..., X, € V. Alors, compte-tenu de I'associatigidu super-
S S

produit de l'algzbre.# (V), nous obtenons :

($1®...€¢n)(X1,..., Xn)
= ((¢1S@S© - @Pn-1) @ Pn) (X1, Xn-1,Xn)
(—1)@bat- a1 (g, ©...@Pn-1)(X1,.-, Xn-1)Pn(%n)
(—1)@bat- Dt () habata-2) (618 @ $n2)(Xa ., Xo-2) $n-1(Xn-1)$n (Xn)

= (=1)2@¥¢1(X1)... Pn(%n)
= ($1®...900)(X1®...®@X).
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Ainsi I'application péctdente est un isomorphisme d'aliyes puisque le produit dgV*) est envog
sur le super-produit d&# (V).

D’autre part, puisque I'espace vectorigl(V*) est engendre par les tenseuéementaire®; ®
...® @p, 'espaceZ" (V) est engendr par les images de ces tensegiEsnentaires qui sont les formes
muItiIinéairesrpl@S@ . QS{) ¢n, ceci valant pour tout € N*, O

Le super-produit va nous permettre defidir une structure d’akgbre associative sur chacun des
deux espaces/ (V) et. (V). Voyons avant cela un lemme aidant au calcul de I'expression de ces
produits.

Lemme 11.1.25. SoitQ € #/J)(V) etW € 7§ (V). Notons :
Sp={0€6nplo(l)<...<a(n), o(n+1)<...<o(n+p)}

I'ensemble debattagesdu groupeS, ., relatifsa n. Alors :

S

0-(QeW¥)=n!p % o-(QeWY).
a S &S a

0€6n+p

Nous disposons de ladmeégalite dans le cas super-sytnique.

Preuve. Soit.# I'ensemble des sous-ensembidas élements dg1,n+ pJ]. Nous notons = (iy,...,in)
unélement de# avec 1< iy < ... <in < n+ pet, par suite|© = (in41,---,intp) aveC I inp1 < ... <
in+p < N+ p. Un sous-ensemblec .7 étant don@, nous éfinissons le sous-ensemble suivant dans
Gnip:

S ={0€6nip|o([L,0]) =1}.

Remarquons que & € S, alors nous avongégalemenio([n+1,n+ p]]) = I°. Nous obtenons ainsi
immédiatement une partition du groupe s3tmique :Snyp = || S et cardS) = n!p!. Nous pouvons
remarquer qu& est en bijection ave€, x Sy, <

SoitXy,...,Xnip €V etnotons?” = (Xy,..., Xnp), 2/ = (X1,..., %) et 2" = (Xnt1,-- -, Xntp)-
D’apres ce qui pecede, nous obtenons :

0-(QeW)(XZ)
066n+p a S
= 5 £(0)e(0,2)(~) ¥t Iem)Q(Xy 1), - Xom) WKo(nr1)s > Xo(nep)
U€6n+p
= Z (_1)¢’(Xi1+---+xin) ZS E(O’)S(O', %)Q(Xg(l), s aXG(n))LP(XU(n-‘rl)v cee 7X0(n+p))‘
les ge
Notons que# est en bijection ave§, p : nous associonsl = (iy,...,in) €tal® = (ini1,...,insp)

le battager; défini part; (k) = i, k € [1,n+ p].
Soitl = (iy,...,in) € F eto € § fixés. Soitrrla permutatiorelement deS,, définie par :

(k) := o 1r(k),
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k € [1,n+ p], ou T désigne la permutatiom . Remarquons que la restriction dea [[1,n] (resp.
[n+1,n+ p]) notter (resp.n’) est une permutation dg., n] (resp.[[n+ 1,n+ p])) par cefinition de
S. CommeQ et W sont super-antisyatriques, nous avons alors :

Q(Xi,, .. )LP(XinH,...,><,-n+p)
= Q(Xan’(l )s axan’(n))q“'(xan” n+1)» s Ko n+p)
= Q(om) - 27)W((ont") ")
= Q- (o 2NW(R (o7 27)
= g(me(n, ot 2Ne(me(n’, o7t 2")Q(o - 2wt 27"

ol nous faisons un abus de notation® - 2™ = (Xg(1), o) €01 27" = (Xgmi1)- - Xo(nip))-
Commert ([1,n]) = [1,n] et 7’ ([n+1,n+ p]) = [[n + 1, n+ p]], nous avons :

e(0)e(t) =¢e(m) = ¢g(r)e(n")

et:
e(mot 2)=¢(rt,o - 2 )e(n", 071 27").

Or, d’'apes le lemme 11.1.14 :
gmot 2)=¢co ot 2)e(1,2) =¢€(0, 2)e(1, ).
Nous obtenons donc finalement :

QX X ) P Kigrse o Xins)
= &(1)e(0)e(1,2)e(a, 2)QXa(1)s - X)) Y Xons1)s - - s Xa(nep))-

pour touto € §. Donc :

Zs 0. (QeW)(2) = (~1)¥*ut-niple(n)e(T, 27) QK- Xin) P Ky Xinsp)-

S

D’ou le résultat sure/ (V).
Pour montrer Bgalie sur.”(V), il suffit de écrire la @monstration ci-dessus en retirant les
signatures. 0

Définition 11.1.26. Le produitsuper-exérieur de deuxélements de (V) est cfini par :

I'p! s

QAWI= S AQeW) = T 0-(Qaw), (11.5)
n! o&5,, a s
ouQe #"(V)etWe P(V).
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Définition 11.1.27. Le produitsuper-symetrique de deuxélements de”’ (V) est cfini par :

1

SQaW) = Z" T (QEW), (1.6)

Q¥.=—
n! p! s

ouQe . s"V)etWe sP(V).

Enongons maintenant un lemme technique en vueédeodtrer I'associativit de ces deux pro-
duits.

Lemme 11.1.28. Pour toutQ € .#"(V), W € .#P(V), nous avons :

AQeW) 1

2W) = AR BAW)

(de néme avec l'oprateur de super-sy@trisationS).

Preuve.Soito € G et € &;,. Nous dfinissongr @ T commeétant une permutation appartenagin,.p
et agissant de la sorteo: permute le sous-ensembjJ& n] et T permute le sous-ensemifle+ 1, n+ pJ.
Alors, notant?” = (Xg,...,Xn) et 2" = (Xn+1, - .., Xntp) UNN-uplet et unp-uplet de vecteurs dé, nous
avons :

g(oet)=¢(0)e(r) et glox1,(2,2")=¢c(0,2)e(1,27).

Nous avons alors :

(o® r)é(Q%W)(%,%’) = glo®nEe(0® T,(%,%’))(Q%W)((a@ 0t (2,2")
= s(o)s(a,ﬁ&”)s(r)s(r,%’)(Q@S@LIJ)(G*L 2,127

carQ n'agit que surZ” etW sur.2”, etr{-iklJ est de m@me dege queW.
Nous pouvons alorsacrire :

AQ AW = (Z a-Q)@( Z r-W) = z (0-Q)®(1-¥)
s €6y a S 1€6p a (0,1)eGhxGp a s a

= Z (o®T1) (Q%W).

(0,1)eGhxEp a

Donc :

AAQEAW) = T A(0eD)(QeW)= T  AQeY)=npAQeY)

s (0,1)e6hxGp a s (0,1)e6nxGp s s

d'aprés le lemme 11.1.19.
La demonstration dans le cas de S est identique, il suffit de remplacer I'action super-aiigye
par I'action super-sygtrique. O
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Proposition 11.1.29. Muni du produit super-antisyétrique, I'espace (V) est une algbre associative
(Z x Zy)-graduée et est engendrpar les produits super-eéxtieurs de formes ligaires¢gs A ... A ¢n
(n € N*). De plus, nous avons la relation de commutation :

QAW = (—1)"PrOYYAQ (I.7)
pour tousQ € Z(V) etW € (V).

Preuve.Montrons 'associativéé du produit super-e&tieur. SoitQ € ZP(V), W e Z9(V) etYe Z" (V).
D’apres le lemme 11.1.28, nous avons :

1

AQaW) = ——AAQ)2A(W) =A(Q)AA(WY).
s pla! s
Par congéquent :
1 1
@AVAY = SHAQEWAY = S ARQEY)Y)
- - : __ 1
1Tz plai(pr gz A OGVIQAN) = g g ARR TR LA
1
= g Al@evIeY) =S AQevew).
Nous obtenonégalement A\ (WAY) = S A(Q@ W), ce qui montre Fassociativt du produt
gir! s s

super-exérieur sure/ (V).
Remarquons gu’en appliquant ce que nous avons obtenu ci-desessforme®s,..., ¢, € V*,
nous obtenons :

¢1/\.../\¢n:A(¢1(§§)...(§§)¢n).

Or, d’apes la proposition 11.1.24, 'espacg (V) est engendr par les super-tensewementaires. Par
congquent, 'espace? (V) est engendr par les images par A de ces tenseurs, Gedire leseléments
1 A...ANpnpourgs,....,dn € V* etne N*,

Montrons maintenant la relation de commutation. Sbit @7}(V) etW € &/f(V).
Premier casSin= p=1: soitX,Y € V. Nous avons, compte tenu de la remarque 11.1.9 :

(QAW)(X,Y) = (Q
= (=
= (=

W)(X.Y) = (=) (Qa¥)(Y.X)
D QX)W(Y) - (D) (—1)‘”VQ(Y)LP(X)

H
)
1Y Q(X)W(Y) - Q(Y)W(X)

et:

(WAQ)X,Y) = (=)PWX)QY) - (=) ()Y P(V)Q(X)
= (=1 R)Q(Y) - Y(Y)Q(X).

Par congquentQ AW = (—1)¥ 1WA Q = (—1)¥OMPYAQ
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Deuxieme cas n et p quelconques. D’a@s ce qui peade, NOUS Ppouvons SUPpPosRE= g1 A ... A ¢n
etW=5HA...Adpavecw= @ +...+¢h ety =6, +...4 6. D'apres le calcul dans le premier cas,
nous obtenons, en faisant commuter successivement chacune desdpavesles forme#,,..., 9y :

QAW = 1A APATIA... A
= (—1)POH-FOEPH A APy I ATIA . AT A Pn
= (=1)®VIP(_)B1¥FPHIA L APr 2 ADLA . AT APno1 A Pn
= (-1@¥TPYAQ.
D’ou le resultat. O

Nous disposons dé&sultats similaires sur I'aéipres des formes super-sgtriques :

Proposition 11.1.30. Muni du produit super-syétrique, I'espace¥ (V) est une algbre associative
Zy-gradiée (provenant de I&,-graduation de V) et est enger@par les n-formes super-sg@tniques
élementairesp; - ... ¢, (n € N*). Dans.”(V), nous avons la relation de commutation :

Q. W=(-1)*"y.Q, (1.8)
pourQ € (V) de dege wetW € . (V) de degé Y.

Preuve.Pour montrer I'associativétet exhiber un systne de grérateurs, nous prédons comme dans
la preuve de la proposition 11.1.29 en remplagant A par S. La relation de commutation supgtricyen
s'obtientégalement partir de la preuve de la relation de commutation super-angigique. Nous
rappelons uniguement queGiW¥ sont des formes liaires, eX,Y deux vecteurs d¥, alors :

(Q-W)(X,Y) = (=DPQX)W(Y)+(-1)¥(~1)PQ(Y)W(X)
= (=D¥QX)W(Y) +Q(Y)¥(X)
= (=D¥WP-Q)(X.Y).

[I.1.c Actions du groupe synetrique

Dans toute cette partie, les formeséaires¢ € V* seront suppd@es homognes (de degro,
voir la remarque 11.1.9). Nous rappelons que legragpeurs A et S sontédinis sur I'espace dual graéu
T(V)*. Nous allongtendre leur éfinitiona I'espace graciT (V*) en céfinissant au @alable les notions
de tenseur super-antisgtnique et super-syatrique compatibles avec I'isomorphismefidi entre les
espaces graédsT (V*) etT(V)*.
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Notationll.1.31. Soit 2" = (X1,...,%n) € V". Le vecteux =(xq,...,Xy) € ZJ désignera le vecteur des
deges dun-uplet 2". Six="(Xq,..., %)) € ZJ ety ="Y(y1,...,Yn) € Z3, nous noton$x| := Xy +...+Xn €
Zp etXy :=X1y1+ ...+ XnYn € Zy.

Lemme 11.1.32. Soit x="(x1,...,%) eta € &,. Nous disposons de I'actian-x = (X5-11), .. ., Xg-1(n) )-
Alors :
A0 -X,0-X) = A(X,X).

Preuve. Par commodi d'écriture, montrons quA(cg—t-x,071-x) = A(x,X). Les calculs explicites

donnent :

n n
A(X,x) = szj (X1 +...+Xj_1) et Ao t-x0otx) = sza(j)(xa(l) o Xg(jo1)-
= =

Montrons I'egali& pour les transpositior{si + 1) engendran&,, (i € [1,n—1]]). Pouro = (ii+1), il

vient :
Ao t.x,071x)
i—1
= ;xj(x1+x2+...—|—xj,1)+xi+1(x1+x2+...+xi,1)+
J:
n
(Xt Xt X)) Y XKt X X X X2 X1
j=1+2
= A(XX).
D’ou le résultat. O

Lemme 11.1.33. Soit¢y,...,¢ppeV* et 2 = (Xy,..., %) € V". Alors :

0.($19...99n)(2) = 8(071)8(071’9)(‘1’0*1(1)(%-'-(§)¢a*1(n))(3{); (11.9)
U'S(‘Pl(%"@‘p”)(%) = 3(0717@(%4(1)%...@Sg%,l(n))(%). (11.10)

ou ¢ := (¢1,...,¢n). De plus, nous avonsdyalite :

£(0,2)=¢c(c1,9). (1.12)

dans les expressions (11.9) et (11.10).
Preuve.D’aprées la proposition 11.1.24 :

0.($19...0¢n)(2) = €(0)€(0, 2)(91...9n)(Xo(1):---» Xo(n))

L) (~1)AOOT0 8 (X5 0)) . Bn(Xo(m)
; %)(—1)%0’071*)%—1(1) (X1) -+ bg-1(n) (X%n)-

= ¢(o)e(o
= g(o)e(o
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Nous pouvongcrire @ = Xq(j) pour touti € [[1,n] (sinon le terme correspondant est nul). Dane-
o~1.x et nous pouvons remplacA(p,o~1-x) parA(@, @) ouA(o~t-x,071-x) = A(x,x) d'apres le
lemme 11.1.32.

Montrons que :

Par c&finition, nous avons :

[1.n)? i<, o(i) > 0(i), Xe() = Xo(j) = 1}

70,2 = {(.j)e
€ [Ln?|i<ij. a()>0(i), @ =@ =1}
)
1

>0
> o(

[Ln]? [ a < B, o7Ha) > 07 (B), @oija) = Po1(p) = 1}

Nous aboutissons doric:

0:($19... 2 4)(2) = £(0 (0L 0)90 1) -+ @ B 1(n)(2):

a S S

D’ou le résultat. La preuve de la formule (11.10) est obtenue en retirant les signatures. O

Corollaire 11.1.34. Nous en é&duisons deux actions du grougs, sur I'espace T(V*); elles sont
définies sur les tenseuédementaires par les expressions suivantes :

0($1®...0¢n) = &(0 ,9)0($1®...®¢n). (11.13)

0:(1®..0¢n) = (0 He(0 ™, 9)0- (910 ...Q ¢n); (11.12)

Preuve. Il suffit d'utiliser le lemme 11.1.33 et isomorphisme ent# (V) et T(V*) donré dans la pro-
position 11.1.24. O

Remarqudl.1.35. Ceci justifie que les actions super-antigtnique et super-syatrique sont deux ac-
tions linéaires bien dfinies surT (V*) par les formules (11.12) et (11.13). En effet, d'aw le lemme
[1.1.33 et 'isomorphisme entr& (V) et T(V*) donré dans la proposition 11.1.24, nous pouvons prolon-
ger les formules :

$10.. @ ¢n~ (0 )e(07H9)0- ($1©... @ dn)

et:
P10.. 0P~ (01 9)0- (91®...Q ¢n)

par linarie a T"(V*), ce qui netait pasévident a priori. Par coésjuent, nous pouvon<finir les
opérateurs A et S sur les espadégV*) (n € N*) par les formules (11.1) et (1.2) : ce sont desavpteurs
linéaires bien éfinis. lls \érifient de la me margre :

A(Oét) =A(t)=0-(A(t)) et S(U-St) =S(t)=0-(S(1))

a S
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pour toutt € T"(V*), pour toutn € N*.
Nous pouvons alor€ecrire la cé&finition du produit super-eg&tieur (11.5) et celle du produit super-
symetrique (11.6) pour des tenseurs de I'espac¥ *).

Remarqudl.1.36. L'espace vectorieV/ = V& Vi étant de dimension finie, il existe un isomorphisme
entreV etV**. Contrairement au cas classique, nous prenons iéflaition suivante X €V ~ X € V**
ou :

X(9) = (=1)%¢(X)
pour¢ €V, etX € V. Compte-tenu de la remarque 11.1.9 et du fait gtie= X (mod 2, nous pouvons
nous contenter @crireX(¢) = (—1)*¢(X) ouX(¢) = (—1)?¢(X) suivant la situation.

Lemme I1.1.37. Soit¢;,....,ph eV et Z = (X1,...,X,) € V". Alors :

QLA AP(Z) = A(@1®...0¢n)(2) (1.14)
=3 £(0)e(0, 2)(—1)MP7 1 (Xor) - $n(Xor)  (11.15)
- ((jiln)""fw-'.Afn(¢1,--'7¢n) (11.16)
et:
1 n(2) = S($18...0¢n)(2) (11.17)
= 3 slor )(=D)APT 061 (Xo(2)) - - (X)) (11.18)
= (_1;|(p‘)/(\1’~--'>/<\n(¢17-~a¢n)- (11.19)

Notons que nous pouvons remplacer I'expres&iom, o1 - x) par A(@, ) ou parA(o~t-x,071-x) =
A(x,x) dans (11.15) et (11.18), et—1)!? par (—1)* dans (11.16) et (11.19).

Preuve.Rappelons que d’aps la proposition 11.1.29, nous avosA ... App =A($1® ... ¢n). Nous
S S
obtenons ainsi, en utilisant le lemme 11.1.33 ;

¢1/\.../\¢n(X1,---7xn)
= A(¢1(§(§¢n)(xlyaxn)

0e6hy

= > g0 he(oh9) (=125 104)(X1) . Og-1(n) (%)

UEGn

= Y Elo (0 )N X g ) Kol B )
ocGp

= ()9S £(0)e(0, 2) (1 T K (bg11)) - Kn(Do-1(n))

UGGn

_ (_1)\@ Z oflé()/(\lég...@g)/(\n)(d’la-uafpn)

UGGn

= (—1)‘(p‘>/(\:l_/\/\>/<\n(¢l)a¢n)
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Mé&me @marche pouws (V). O
Remarquel.1.38. Nous déduisons de ce qui @eede un isomorphisme ent@'(V*)* et T"(V**) ~
T"(V). Il est doné par :

X ®.. X)) ($1®...0¢n) = (X1®...0%)(@1,...,¢n)

DA ﬁi( $1)... Xa($n)
1209 (— 1)< Py (Xy) ... hn(Xn)
1)X (p(¢l® ® ¢n)(X1, 7xn)

(X
= (=
= (=

(=

carg = x (dans le cas contraire, lesultat est nul). Nous pouvoasrire(—1)!¢/ = (—1)X pour(—1)*¢ =
(_1)x1(p1+...+Xn¢h_

Définition 11.1.39. SoitU € EndV,W) de degé u (ouV etW sont des espac@-gradies). Lasuper-
transposition deU, note U, est une application lerire daN* dansv* définie par :

TU()(X) = (=19 (U(X))
pour toutg € W, etX € V.
Remarquel.1.40. Notons que s est de degru € Z,, alors'U estégalement de degu.

Lemme 11.1.41. L'action super-antisyi@trique cfinit une application lidaire paire de I'espacé.,-
gradwe .# (V) dans lui-néme donc nous pouvons coresiel sa super-transposition qui est une applica-
tion linéaire de.# (V)" ~ T (V) dans lui-néme doné&e par la relation :

Taé(x1®...®xn) =£(0)e(0,2)0 1 (X1 ®...®X)

pouro € Spet 2 = (Xq,...,%) € V.
Nous avons une expression similaire pour la super-transposition de I'action supétriyue,
sans la signature.

Preuve.Soit@1,...,¢n e V* et 2" = (Xg,...,%X,) € V". D’aprés la remarque 11.1.38, nous obtenons :

Toé(x1®...®xn)(¢1®...®¢n)
= (—1)°(X1®---®Xn)(05(¢1®---®¢n))
= (%@ )( ($1...0 ¢n))
= 5(071)5( ,9) (X 19 ®Xn)(¢al @ Pga(my)
= g0 He(oh¢) (-1 )A(X""")Xl(fl’a 1(1) fn(fl’a m)
£(0)e(0, 2)(—1)*0%1) (1) .- Xo(m) ($n)

=2

=%
call

= £(0)E(0. 2) Ko D D Xo(m)($1.--- . fn).
=  &(0)&(0,2)(Xo1)®@... @ X)) ($1® ... @ Pn).
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D’ou le resultat. O

Ainsi, le groupe syratrique S, agit sur les espaceB’(V) et T"(V*) = T"(V)* (par les actions
super-antisyratrique et super-syétrique) et I'action suf"(V*) est la contragrdiente de I'action sur
(V) :

(o F)(t)= F(o!.1) (11.20)

as
pourF € T"(V*) ett € T"(V). Nous pouvons doncéinir les notions déenseurs super-antisyrétri-
ques et super-syratriqueset les o@rateurs A et S sont doés sur les tenseurs @8(V) par les formules
habituelles. Comme coaguence de (11.20), nous avons :

AF))=F(A[M) et SF)(t) =F(S),

pour tousk € T"(V*) =T"(V)* =.Z"(V) ett € T"(V).

[1.1.d Algebre super-exérieure : construction formelle

Soitng,n; € N* etAl'algebre de basgE ), | € zga, I” € Z"'} avec le produit dfini par :

Eqin AEy) = (D209 (1) E| g0 (I1:21)
avec les notations : e
0
A(LI) = ik(ja+- -+ jk-1)

(c’est la néme forme biligaire @finie dans la remarque 11.1.23),

o .= ¥l = gitltHinging

et:
(=)' = (=)' P avec|l’| 9] = Z it .
1< gni

lg[gna

Remarquél.1.42. A priori, nous devrion®crireE . 5 (mod 2,1+ dans la formule (11.21). Or,
|+J=14+J (mod2 <1J#0s07Y=0.

Donc nous pouvons nous contentegatireE .3 ).

Lemme 11.1.43. Le produit (11.21) est associatif.

Preuve. Soitl,J,K € Z etl’,J,K’ € Z". Nous avons :

(Eqin AEuy) AEkky = (—=1)A090Y (-)" Ei4a143) ANEk k)
— (_1>A(| ,J)OlJ (_1)|’.J (_1)A(| +J,K)O(| +J)K (_1)(|/+J/)‘K E(|+J+K7|’+J’+K’)
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et:
EqinAN(Egay AExky) = (—1)A(J’K)0JK(—1)J/'KE(|,|/) NE@gk.3 1K)
= (C1)BRRIQI ()T K(1)BIIKIQ K () GHOE
La formeA est bilireaire don®\(l +J,K) +A(1,J) = A(J,K) +A(l,J+ K). D’autre part, puisque nous
avons :
'+ )K= I"+T||K|= (V'] +|IDIK| = [I']|K]+ |T||K| ="K+ T K,
nous obtenons biefi-1)" I+ K — (_1)IK+H"(0+K) Enfin ;

Q49K _ QIKHKI _ glIK 12K

donc @2 +(HIK — oIK+H3+K) g0l I'associativié du produit (11.21). O

Nous cfinissons urZ-degg et unZ,-degg surA:

deg, (Eq ) = [1|+]I'] deg,, (Eq ) == Il =" (mod 2.

Nous obtenons donc en fait Y& x Z,)-degé que nous notons :

deg(E i) = ([H+[V], I"]).
Remarquél.1.44. Examinons la formule du produit (11.21) sur deléments de base particuliers :
EioAEgo = (DAY (—1)%E, )
= (—)AIVE ).
Nous reconnaissons la formule du produitesi¢ur formel.
EoinAEoyy = (-1)°0°(-1)°Eqy)
= Eor+3).
Nous reconnaissons la formule du produit &mgue. Enfin :
EioNEoy) = (_1)000(_1)0E(I,J’)
- E(|7J/).
EoinAEug = (—=1)°0°%(—1)"7E; 4

!

= (—1)' 'JE(V’J).

En particulier, en notark; := E;, o) ot | = (0,...,0,1,0,...,0) € zgﬁ pouri € [1,ng] etEj := E(O»'J‘)
oulj=(0,...,0,1j,0,...,0) € Z" pourj € [1,n4]], nous avons :

EEANE =0

EAEj=—-EAE (i#])

(11.22)
E{NEj=EjAF

EAq:—ﬂAH
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Ces constatations conduisent asultat suivant :

Proposition 11.1.45. L'algébre A estisomorphgl'algébre A(Vy) ® S(Vi) résultant du produit tenso-
YAV
riel (Z x Z)-gradué des alg@bresA (V) et S(Vy).

Preuve. Soit {Ey,...,Eng} une base d¥j et {E;,...,E;_} une base d¥;. Nous en @duisons les bases
canoniquesE;,| € ZX} de A(Vy) et {E;,I" € Z™} de SV;). Rappelons que ce sont deux &tges

(Z x Zy)-gradees, les de@sétant donés par : de¢k) = (|1|,0) et dedE;/) = (|I’[,]I’]). Rappelons
également les formules du produit sur les bases canoniques :

E ANE;= (—1)A(I"J)OIJE|+J E/Ey =Eyy.

L'application®: A(Vg) ® S(Vi) — A définie sur la base parg ® E; — E(; /) est clairement
ZxZs '
un isomorphisme d’espaces vectoriels. Le produit d&%}z% S(V1) (pour leur structur¢Z x Zp)-
X Lip

gradwee) est donapar :

(B ®E)(Es®Ey) = (—1)"IMHOE AEy) @ (B/Ey) = (—1)" (B AEy) ® (EVEy)
(—)MIPl(—2)A0IOVE 3 @ Eyry g

D’apres (11.21), son image p& estégale au produig ;) A E; y) dansA. O

Remarqudl.1.46. Comme la deuxime composante du dégdeséléments de)\ (V) est nulle, nous

pouvons nous contenter&trire le produit tensoriél-grade A (V) @ S(Vi) des deux algbres/ (Vp) et
Z

S(V7) en consiérant que de@d ) = ||| dansA (V) et dedE; ) = || dans $Vy).

Nous notonsA = A(V) et nous la nommonalgébre super-exérieure deV. Nous pouvons
d’'ores et @ja remarquer que si tous leéfements impairs (resp. pairs) sont nuls dénsalgebre super-
exterieure cincide avec l'algbre exérieure (resp. sy#atrique) dev.

Nous pouvonséécrire une base d&(V) en termes d’'une base d’hontawes d&/ =Vy Vi : si
{X1,..., X5} estune base dg et {Y1,...,Yn;} une base d¥f, alors :

(XA AR @Y Yo' i, i € Za, 1y, g € N} estune base dd\(V)  (11.23)

Notonsl| I'id éal deT (V) engendé par les tenseu$ ®Y — (—1)1YY ® X pour toutX € V et
Y €V (il s’agit de l'idéal des tenseurs super-antigtriques) et consifons le quotient (V) /1. Alors
T(V)/I vérifie les relations (11.22) et a pour sgste de grérateurs les vecteubsill...X,:?Yljl... njlff
aveciy,...,in; € Zz etjy,..., jn; €N

L'algebre super-egrieure\(V) et I'algébre quotientl (V)/I vérifient toutes deux la prog@ie
universelle suivante si ¢ est une application ligaire de V dans une adpre B telle que son image
{9 (X),X €V} verifie les relations (11.22), alorg se prolonge en un homomorphisme délges de
A(V) (ou T(V)/I) dans B

Nous en éduisons qué\ (V) etT (V)/I sont deux algbres isomorphes.
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Il.1.e Isomorphismes entre la superalgbre o/ (V) et I'algébre super-exérieure

Soit {Xq,..., X5, Y1,...,Yn;} une base d’homames deV, et {@1,...,Pn;,51,...,9n;} la base
duale.

Définition I1.1.47. Nous dirons qu’um-uplet de vecteurs de la bag§, , ..., X, Yj,,...,Yj,) (k+£=n)
estordonnésil<iz <...<ik<npetl<ji<...<jy<n.

Remarqudl.1.48. Compte-tenu des pro@tes de syratrie des applications multileaires de/' (V) ou
de.”(V), il est naturel de leévaluer sur de tels-uplets ordonés.

Dans l'alggbre des formes super-antisgtriquess/ (V ), consicrons I'espac&y (resp. Sp) des
formes super-antisyétriques nulles &s que 'un des termes est dafiresp.Vy). Plus péciement :
-0 -0
nez nez

avec :
0=1Q€Z"(V) | Qupxvx..xv =0}
et:
S ={¥Ye (V)| Wysvx..xv =0}

Rappelons qu’une form@ € 7" (V) est super-antisyétrique si et seulement si :
Q(Zo(1)s - - Zom)) = £(0)e(0, 2)Q(Z1,..., Zn)

pour tout? = (Zy,...,Z,) € V" eto € &,. En utilisant la remarque 11.1.13, nous pouvons akusre
la condition de super-antisygtrie surGy et Sy :

Q(Zg(l),...,ZJ(n)) = S(O')Q(Z]_,...,Zn), Y Zi EV6, VoeGB,

QeGi+ (11.24)

Q|VI><V><“.><V =0

et:

W(Zoays- s Zomy) = W(Zi,...,Zn), Y Zi €V, V 0 € Gy

We S e (I1.25)

l'|J|V5><V><‘..><V =0

Ainsi leséléments d&s; (resp.Sp) sont antisyratriques (resp. syétriques) au sens usuel.
Proposition 11.1.49. Les sous-espaces,®t § sont des sous-adgpres dee? (V).

Preuve. En effet, écrivons le produit super-éxieur de dewéléments deG; (resp. Sp) : d’aprés la
définition (I1.5), nous avons :

QNQ (Zy, ..., Znow) = % £(0)Q(Zo(1), -+ Zom)Q Zotnsn)s -+ Zo(mem) (11.26)
(SN
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pourQ € G, Q' € GI etZy,...,Zy,y € V5. En effet, les termeg—1)¥ Zow+-+Zm) (voir (11.3)) sont
egauxa 1 dans (11.26) car les dezg des vecteuid sontégauxa 0. Nous avons alors imediatement
QAQ € Gy
D’autre part :
WA qJ/(Zl, e azn+n’) = (_l)nd LIJ(ZCf(l)v e >Zo(n))wl(za(n+1)a . -»Za(n-s—n’)) (1.27)
geS,y

pourWe SL W e S etZ,...,Zyy € Vi Ici les termes(—1)¥ (%w - +%m) sontegauxa (—1)™.
En effet, les dedrs des vecteuid sontégauxafet compte-tenu de la remarque 11.1.9, nous pouvons
ainsi écrire ¢’ = zg(n11) + - - - + Zo(ni) = n ety = Zg(1) + - -- + Zgm) = N. Nous en concluons que
WAY €5 O

Nous allons maintenant exhiber une base des esgpesS;.

Lemme 11.1.50. Soity,..., Y eEVieta,...,.ZneVy Alors :

YA A0 Ze) = (D)"Y dn(Ze) - Un(Zog)

U€6n
= z (L.Uo(l)®~'®'~.Uo(n))(zla--~;zn)
oG, s s
De plus,yn A... A g estélement de 5
Preuve.Nous avons :
Yan.. A L.Un(zlr--;zn) = z 8<0>5(07£€)(Wl§)--~Q§'~I’n)(za(1)7~--;zo(n)>
O‘EGn
= ( 1)n(n71)/2 z (.Ul(za(l)) L.Un(za(n))
ge6y
= (—pnb/2 > Wo-r1)(Za) - Wo1(n) (Zn)
0e6p
- z (Lﬂo(l) ®...® Lﬂo(n)>(zl7 aZn)
UGGn S S
care(o, ) = &(0) etA(Y,07t-2) = (—1)"("-/2, O

Lemme I1.1.51. Notons n=ng. Soit ji,...,jn €N, k=0, ko 1= j1+...+ jp (p € [1,n]) et ki=kn.
Soit4,...,Zc e Vy. Alors :

SN Az, z) = (—)MVR2j ; 91(Zo(1) - - 91(Zow)) 92(Zo(y 1)) - - -
geS
. 19n71(zo-<|(1171))19n(zo—(kn71+l)) . Bn(zo—(k))
ou §,,..j, désigne 'ensemble des battages du gro@peelatifsa jy, ..., jn:
Si.jn={0€6k|0()<...< k), oki+1) <...<0(k),..., O(kn-1+1) <...< oK)}

gooey
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Preuve.D’apres le lemme 11.1.50, nous avons :

A ASNZL,. . Z) = (DY 91(Zow). 91(Zow) 92(Zok 1) -

0eGy
e In1(Zk, ) Zo(k, 141) - - In(Zog))-
Mais les blocs(Zg, ,+1)) - - - Fe(Zo(,)) SONt commutatifs. Nous pouvons donc rassembler des termes
dans |&criture pecedente.
Soit _# I'ensemble de toutes les partitions fle k]| enn sous-ensembles de cardinaux respectifs
j1,---,jn. Un ensemblé € ¢ est une collectionly, ..., I,) avec|l,| = joetliU...Uly = [1,k]. Nous

avons carfl 7) = -

k! .
PISNE Pourl € ¢, notonsS I'ensemble des permutations :
1+ -+« Jn-

{06k | o([k+Lkeua]) =1p, VL€ [0,n—1]}.

Alors {S,l € ¢} est une partition du group&y. Nous avons car@ ) = j1!... jn! et nous pouvons
remarquer qu& est en bijection ave&j, x ... x Gj;.
Soitl = (Iy,...,In) € 7 fixé et notond, = {af,...,a } avec 1< af <& <... <& <k Il
vient :
ZS 191(20(1)) ce 81(Za(kl>)192(20(k1+1>) ...... 19n,1(za(kn71))ﬁn(zg(%71+1)) ce Bn(Za(k))
gc
= ... jnlﬁl(zai) . "’91(Za}1)’92(za§) ...... anl(ZaT—ll)'Bn(Zag) : ..19n(Za?n).
D’ou le résultat en faisant la somme syf qui est en bijection avec I'ensemble des batteges j,. O
Corollaire 11.1.52. Soit j,..., jn- € N. Alors :
j ing _ . .
A AT (Yaye o, Ya, o Yor oo Vo) = (= 1) D240
I ing
OUK= ji+...+]n; €t I’application&ljl A A Br{;-’f est nulle sur les autres k-uplets ord@sde vecteurs

de base.

Preuve.Notantn=ng, ky = ji+...+ j, (¢ € [L,n]), k=kn et (Y1,....Y1,.. ., Yn, ..., Yn) = (Z1, ..., Z),

nous obtenons, d'ags le lemme 11.1.51 :

OFA AN Za,. . Z) = (D)2 2 91(Zow)- - P1Za))PoZatar)

Mais la somme setduit aux battages € Sj, _j, tels queo([[1,kq]) = [1, k]|, o([ki + 1, ko]]) = [[ka +
1Lkofl,. .., 0([kn-1+1,kn]]) = [kn—1+ 1,kn]], C'esta-direac =id. Il reste donc :
(191“/\.../\Br{")(Yl,....,Yl,...,Yn,....,Yn) = (—1)'=D250
J1 IJn

Le second point edtvident. O
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Proposition 11.1.53. Soit, d’'une part, k= [[0,ng]] et :
,%%Z:{Qbil/\.../\qbik, 1<ii<...<igk<ng}
et, d'autre part/ € Net:
Br= {9, N.. A9, 1< 1< .. << g},

avec la convention suivante : un produit d'un nombre nul de formésiia vaut 1. Alors la famill%%
ny

est une base de I'espacé 6t la famille % est une base de I'espacé Par congquent %, := | B
k=0

est une base de I'espacg &t %7 .= U 93{— est une base de I'espace. S
>0

Preuve.Les cak =0 et/ = 0 sont clairs. Supposons dokg: 1 et/ > 1. D’apres la proposition 11.1.29,
I'espaces (V) est engendr par les produits super-&iteurs délements d&*. Mais compte-tenu de la
multilinéari€é des expressions obtenues, nous pouvons restreindre la famille aux produits senpeurext
d’élements de la base 8 choisie. D’autre part, d’aps I'expression (11.15), les formes multiéaires
super-antisyratriquespi, A ... A ¢;, (resp.dj, A...AJFj,) sontelements dé&; (resp.Sp). Et compte-tenu
des egles de commutation dans I'gélgre</ (V), Iafamille%‘% (resp.%f) est par consguent @rératrice
de G (resp.S).

Soit 1< j1 < ... < jk < ng. Toujours d’apes I'expression (11.15), nous avons :

Giy A AP (XK, Xy ) = Z £(O>¢il(xja(l))"'¢ik(xja(k))

o6y

(nous reconnaissons I'expression classiqueatarchinant). Donc :
P, N A (Kip, X ) =1 et g AL ALK, X ) =0

Si(j1,---, jk) # (i1,...,ik). Nous en concluons imediatement que la familL@% est libre donc c’est une
base deGg (il suffit en effet de consigrer une combinaison kgaire nulle dek-formes de la famille@%
et de I'evaluer successivement sur de telsplets de vecteurs ordo@as pour conclure quaatla nullite
des coefficients de la combinaisondaire).

Soit j1,..., jn; > 0 (non tous nuls) et = j1 + ...+ jn;. D’apres le corollaire 11.1.52, nous avons :

i iny _ . .
A AT (Yaye Ve, Yoo, Yor) = (1) D20 £ 0
v %/_/
I jnI

et le sultat est nul sur tout autreuplet de vecteurs ordoés. Par corequent la famille%’{f' est
également libre et c’est une base%e

La dernere affirmation est claire pafinition des espacesy et S; comme somme directe de
leurs sous-espacesatBments homognes. O
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Proposition 11.1.54. 1l existe deux isomorphismes d'algres :

Go~ A\(VF) et S~SV).

Notons que ces isomorphismes dibges envoient les sous-espaces hameg Cg» et % sur les sous-
espaced\" (V) etS'(V;) respectivement.

Preuve.1) D’aprés la proposition 11.1.53, la famillgpi, A...A¢i,, 1<i1<...<ix<ng, ke [0,ng]} est
une base de I'espa€g. Mais c’estegalement une base de I'espaq®7) en consiérant les restrictions
des formesp; a\j (en effet, le produit super-extieur de formes multilieaires paires docide avec le
produit exérieur classigue de telles formes, d'@pi’'expression (11.26)). D'0 le premier esultat.

2) D’apres la proposition 11.1.53, la famillgdj, A... A9, 1< j1 <... < jy < ng, £ >0} estune base
de Si. Nous pouvons alorécrire (sur les bases) un isomorphisme entre I'esfe I'espaceTg (V)
des tenseurs syetriques dé&/;* homogenes de degm; d’apres le lemme 11.1.50, il a pour expression :

GiA A ES Y Yoy @ O iom ETEV)

gcGnp

pour ¢n,...,Yn element de la base d&'. D'autre part, les espacdg'(Vy) et S'(Vy') sontégalement
isomorphes, via I'applicatio®: S(V;*) — Ts(V;') définie par :

LIJ lIJnGSn Z lpa lpa )ETS?(VI*>

UeGn

(en regardants(V;) dans l'algbre.# (V)). Notonsx le produit surTs(V;') transporé pard® :
Y =@ H(W)o L(W))
pour®, W' e Tg(V;). SoitZy, ..., Z, € V. Comme® % (¢;) = ¢;, nous obtenons alors :

Wk 5 Un(Ze,.. Z0) = O(Wr...Yn)(Ze,... Zn)
= (-D)"V2S o) (Za). . W) (Zn)

age

= l‘[]l/\.../\wn(zl,'--azn)'

Donc les produits dacident et 'isomorphisme construit entgg et SV;) est un isomorphisme d'adg
bres. O

Remarquel.1.55. SoitQ € Gj de degé w = o,We 819 de dege Y = p, et des vecteurXy, ..., Xn € Vg
etXni1,. .., Xnrp € VL. Soit. 2" = (X1,...,Xn4p) € VTP, Nous avons alors pagééinition :

QANP(Z) = % £(0)e(0, 2)(—1)¥e = Xam)Q (X 1y, ..., Xg(m) )W Xo(ni1)s - - - Xo(nip))-
ogc p

Mais commeQ € Gy etW € Sp, la somme seaduit aux battages € S, p pour lesquelsr([[1,n])) = [1,n]
eto([n+1,n+p]) = [n+1,n+ p], c’esta-dire au seul battage = id. Ainsi :

QAWXy, ..., Xaip) = Q(X1, .., X)) W(Xas1, .- Xnsp)- (11.28)
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De méme :
WAQ(Z) = Zp £(0)e(0, 2)(—1) XX W(Xo 1), ..., Xo(p)) Q2 Ko(pr1)s - - Xo(nip))-
oESn

Mais la somme setduit aux battages € Sy, tels queg([[1, p]) = [n+1,n+p] eta([p+1,n+p]) =

p p+l ... n+p
n+1 ... n+p 1 ... n
sions sont legi,p+ j), i € [1,p]], j € [1,n]; il y en anp. Nous en éduisonsgalement (g, 2") =
(Xne1+ .o+ Xnpp) X+ .. +Xn) = 0. Ainsi :

[1,n] c’esta-dire au seul battage = < ) Les couples d'inver-

WAQ(Z) = (—1)"PQ(Xe, ..., X)) W(Xas1, - Xnip)-

Nous retrouvons en fait l&¢gle de super-commutatidd AW = (—1)"P WA Q car dedQ) = (n,0) et
deg¥) = (p.p)-

Lemme 11.1.56. Soitke [0,ng]], 1 <i1 < ... <igx<ngetji,..., jn; € N. Nous avons :

i jnr _ . .
Biu A AG AIA AT (K- ,xk,vl,.'..,Yl,...,vni,...,vni) = (=) D2)0 !

i ing

our=ji+...+ jn;. De plus, I'applicationgi, A... A ¢j, Aﬁljl A... /\z‘),ilEI s’annule sur les autres n-uplets
ordonrés de vecteurs de la base=frk+r).
Preuve.Sik =0, le esultat est vrai d'ags le corollaire 11.1.52. Supposons ddng 0. D'apres I'ex-
pression (11.28), Blementdi, A... A i, ASITA... A Br{? € Z"V)(L<ii<...<ix<ng, jo €Zavec
K+ j1+...+ jn; = n) s'annule sur les-uplets de vecteurs (ordo@s) de la base dé sauf sur len-uplet
(Kigy s X Y1, ., Y1, Yog, .o, Yog) SUr lequel il vaut

—_

J1 ing

i jn*
(s A A (Kig, -, %)) (B A /\z9nil(Y1,....,Yl,...,YnI,...,YnI)).

i ing

Nous avons éja :
¢|1/\/\¢Ik(xll7’)<|k) = l

(formule classique dué&terminant).
D’autre part, d'apés le corollaire 11.1.52 :

j Ing o ~1)/2: .
1911/\.../\z9nil(Y1,....,Y1,...,YnI,...,YnI)—(—l)r(r 20 g
I j”I

D’ou le résultat. Le second point estident compte tenu du corollaire 11.1.52. O

—70-



II.1. Algebres super-egtieure et super-syatrique d’un espace vectoriéh-gradué

Théoreme I1.1.57. Il existe un isomorphisme de superaliges(Z x Z;)-graduees :

dV)= A\V) @ Svp) = AV, (11.29)
XL
(le produit tensorieEtantZ ou (Z x Zy)-gradlg).

Démonstration.D’apres I'expression (11.23), la famille :

{¢i1/\~-/\¢ik®19j1~-’9jw I<it<...<igng, 1< ji<...<je<ng, ke [0,ng], ¢ >0}

0 1
D’autre part, d’apes 11.1.29, I'espace? (V) est engendye par les produits super-éxieurs déle-

est une base d&(V*) = /\(Vi“)Z@)Z S(Vi).

ments de la base d&'. Compte-tenu des relations de commutation dansdladge’ (V ), nous é&duisons
gue la famille :

B={i, N.. . ANG AN A, 1<irt<...<ik<ng, 1< j1<... < jr<ng, ke [0,ng], £ >0}

est un systme de @rérateurs de7 (V). Nous allons maintenanédchontrer que ce sy&te de grérateurs
est une base de&' (V).
D’apres le lemme 11.1.56, nous avons :

i jnr —1)/2: .
¢il/\.../\¢ik/\z91“/\.../\ﬁnil()(il,...,Xik,Yl,.-..,Yl,...,Yni,...,YnI):(—1)n(” J2jil !
J1 in
et le esultat est nul sur les autrasiplets de vecteurs (ordoas) de la base dé (avecn=k+ j1+...+

jny)- Par congquent la familleZ est libre et c’est une base d&(V).

Nous pouvons @sormaistablir un isomorphisme d’espaces vectoriels enti®/) et A(V*) =

A(VF) ® S(Vy) en donnant saédinition giace aux bases respectives.@éV) et A(V*) : il envoie
ZXZZ

¢i1/\---/\¢ik/\19j1/\---/\19j4 sur¢i1/\.../\¢ik®z9jl...z9j[.
Enfin, d'apes la formule de commutation des formes super-anéggiques (I1.7), nous avons

d’'une part :

(Gis Ao NG AT A A )A (B A Ay A AL AT
= ¢i1/\.../\¢ikA((191'1/\.../\19”)/\(d)i/l/\.../\(,’bi/k,))/\191-/1/\.../\19]-2,
— (_1)"’”0%1A...A¢ikA¢iiA...A¢ifklAﬁjl/\...Aﬁj[/\SHA...ASU,

et, d'autre part, d’ags les egles de calcul dank(Vy) ®@ S(Vy):
ZXZz

(¢i1/\"'/\¢ik®79j1"'79j4)/\(¢i’l/\"'/\¢i|’(®79j’1"'79j2,)
- (—1)W¢ilA.../\¢ik/\¢iflA.../\¢i;d ©9j,...91, 9.9y,
Donc l'isomorphisme ainsi construit entré(V) et A(V*) est bien un isomorphisme de supereddees
(Z x Zy)-gradiees. O
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Remarqudl.1.58. Soitds,...,9, € V*. Dans«Z (V) = A(V*), nous avons, d’aps I'expression (11.14) :
HA NI =A(®...Q%).
Compte-tenu des prog@tes de A, nous obtenons :

190(1) AN 190(n) = A(ﬁa(l) (% .. ®’90(n))

Ainsi unen-formed1 A ... A 3, est super-antisyatriquea la fois en tant qu'application multilgaire et
que tenseuelement de\ (V*).

Théoreme 11.1.59. Pour tout ne N, il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels epftév)* et
A"(V*) = &"(V). Il induit alors naturellement un isomorphisme entre les espag@8)* et \(V*) =
o (V).

Démonstration.Supposons > 1 et soitdy,..., I, € V* et Xy,..., X, € V. D’apres la relation (11.16),
nous avons :
Xa(l)A.../\Xa(n):8(0')8(0',%)X1/\...Axn. (11.30)

En effet :

Xo(@) A+ AXg(n) (91, n)

= Xo@ M- AXom (91, -, 9n)

(=199 A .. A (Xoa)s - - Xom)

= (-1)%(0)e(o )OI AD(0 (X, X))
(=1)%e(a)e(a, 2)I1A ... An(Xe,. .., %n)

= &(0)e(o, Z)XN...AXn(D1,...,Tn).

Ceci permet deéfinir une application ligaire®: F € A"(V)* ~ ®(F) =F € &/"(V) = A\"(V*) par :
F(Zi,...,Z0) =F(ZuA...NZp)

pourn € Z (en effet, la formule (11.30) assure la super-antigjrie deF).
Soitk € [[0,ng], 1< i1 <... <ix<Ng, j1,..., jn; € Naveck+ ji+...+ jn; = n. D’apres le lemme
11.1.56 :

jn- .
Oi, A A i, A 19“/\ A (Kigy e X Yoy Y Yoo Yog) = (=1)T D20
— S———

i e

(QUur = ji+...+ jn;) et'élementdi, A... A ¢, /\191jl A.. Jnl e A"(V*) = &"(V) s’annule sur les
autresn-uplets ordonés de vecteurs de la base.
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Ainsi la forme multiliréairegi, A ... A @i, A 191j1 A A Brl,lff estégala I'image par® du covecteur

. - _1\r(r=1)/2
de la base duale correspondad, A... A X, AYl“ A... AYnJI"1 au coefficient muItipIicateung)ﬁ
pres. Donad est surjective et comme les dimensions des sous-espd¢és et \"(V*) = .&"(V) sont

égales® est bijective. m

Rappell.1.60. SiE estun espace vectoriel de dimension finie, 'isomorphisme (&) et A(E)* est
construita l'aide du éterminant (dont I'existence esééa la dimension finie de I'akgpre exérieure) :

(@A AW XA AX) = det(a (X)))1<i j<k);

w,...,ax € E etXy,..., X € E.

Corollaire 11.1.61. Soit j: A(V*) =4/ (V) — A(V)* isomorphisme éciproque. Nous avons :

J(@1A - AG) (KA AK) = (P1A A ) (X, Xn)
= (-)%P9 S £(0)e(0, 2)1(Xo(w) - In(Xom)

geGp

pourgs,...,pn eV et X,...,Xn €V.

Preuve.La premereégali€é provient de la éfinition de I'isomorphismeb, la deuxemeégali€ de I'ex-
pression (I1.15). O

Nous nous trouvonsé&sormais dans une situation similaire au cas classique. elbedgsuper-
exterieure d’'un espace vectoriéh-gradie V = V@ Vy est ckfinie de marére a cdncider avec la
notion d’algebre exérieure sivVy = {0}. Et I'algebre des formes multilgmires super-antisy&triques
(géréralisation de I'antisyr@trie) cancide avec I'al@bre super-ekrieure du duaV* de I'espacé/, mu-
nie d’'un produit @réralisantégalement le produit egtieur des formes multil&aires. Enfin, comme
dans le cas classique et ma&de fait qu’ils ne soient pas de dimension finie, les espAg¥s* et A(V*)
sont isomorphes.

II.1.f Alg ébre super-syn&trique : construction formelle

Nous allons tenter dans cette partie et la prochaine de construiredtalguper-syétrique de
I'espaceZ,-gradieV, en ayant toujours le souhait dergraliser ce que I'on coniitadans le cas classique.
Nous imitons la @marche de la section 11.1.d. Sait'algébre de bas¢E ), | € Z", I' € Zgi}
avec le produit dfini par :
) By = (D20 E L g50g) (1.31)

avec les notations de la partie 11.1.d. Landonstration de I'associatigiest identique.
Nous cfinissons urZ,-dege surA:

dEQE(U/)) = ||/‘
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Remarquel.1.62. Examinons la formule du produit (11.31) sur deléments de base particuliers :
Ei.0-Euo =E(+30)-
Nous reconnaissons la formule du produit &rigue.
Eior)-Eo) = (1) 0V Eg .
Nous reconnaissons la formule du produitasigur formel.
EioBoy = Eua):
Eor Eao = Eoo

En particulier, si nous notori§ :=E;, g) ot | = (0,...,0,1,0,...,0) € Z" (pouri € [1,ng]]) et Ejf =
Eorp) 01/ =(0,...,0,1},0,...,0) € Z3* (pour j € [1,ng])), nous avons :

E-E =EE
B-E =0 (11.32)
E-Ej=—-E B (i#1))

E-E/—EE.

Ces constatations conduisent &sultat suivant :
Proposition I1.1.63. L'algébre A estisomorphe au produit tensoriel (usBlg) @ A(Vy).

Preuve. Notons{E,,...,En;} une base d¥; et {E;,...,E } une base d¥;. Nous en éduisons les
bases canoniqudss,| € Z"} de V) et{E;, I’ € ng} de A\(Vy). Rappelons les formules du produit
sur les bases canoniques :

EE;= E|+J EI’ A EJ/ — (_1)A(II7J/>OI/J/E|/+J/.

L'application®: S(Vg) ® A(Vy) — A définie sur la base parE @ E — E( /) est clairement un
isomorphisme d’espaces vectoriels. Le produit dgivg)$2 A (Vy) est done par :

(EeE)(EoE) = (BE)®(E AEy)
(—1)A0YE @ By

D’apres I'expression (11.31), son image parestégale au produi ;) - E y). O

Nous notonsA = S(V) et nous la nommonalgebre super-synétrique deV. Nous pouvons
réécrire une base de I'adpre §V) en termes d’'une base d’homaees d&/ = V@ Vi : si{Xy,..., X5}
est une base dgyet{Yy,..., Y, } une base d¥f, alors :

i

X X2 @Y A LAY i ine €N 1, s € Zo) est une base de(®) (11.33)
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Notonsl I'id éal deT (V) engendé par les tenseu¥ @Y + (—1)1PY @ X pour toutX € Vi et
Y €V et consiirons le quotient (V) /I. Alors T(V) /I verifie les relations (11.32) et a pour sgste de
gérérateurs les vecteubé;1 . X,:?Yljl .. .Ynjgf aveciy,...,ins € Netjy,..., jn; € Zp. Nous en éduisons
que §V)etT(V)/I sont deux algbres isomorphes.

[I.1.9 Isomorphismes entre la superalg@bre . (V) et I'algebre super-synetrique

Soit {Xq,..., X5, Y1,...,Yn;} une base d’homames deV, et {@1,...,Pn;,51,...,9n;} la base
duale. Dans l'algbre des formes super-sgiriques.”(V), consigronsS; (resp. Gy) I'espace des
formes super-syétriques nulles &s que I'un des termes est dafiresp.Vy). Plus peciment :

S=DS Gi=(PG!

nez nez

avec :
$={Q€ V) | Qupxvx..xv =0}
et:
T={¥ e S"V) | Wysxvx..xv =0}

Les applications d&; (resp. Gy) sont donc syratriques (resp. antisy@triques) suly (resp. Vi) et
nulles ailleurs.

Proposition I.1.64. Les sous-espaceg &t G; sont des sous-aépres des (V).

Preuve. En effet,&crivons le produit super-sygtrique de deuelements des; (resp. Gy) : d’apres la
définition (I1.6), nous avons :

Q'Q,(Zly---azn+n’) = Q(Za(l)w~-aZa(n))Q/(Za(n—s—l)a : --»Za(n—s-n’)) (1.34)

gc X4

pourQe S, Q' e S etZy,..., Zy v € Vjet:

WY (Ze,... . Zopw) = (—1)™ % £(0)W(Zow), - Zow)W Zonery- - Zomem))  (11.35)
oeq,y

pour¥ € G W € GY etZy,..., Zyw € V1.
La stabilie deS; et Gy pour le produit super-syétrique est alors imédiate. O

Nous allons maintenant exhiber une base des esjget &1

Lemme I11.1.65. Soityy,..., Y eEVseta,....Z eV Alors :
Yr...-Un(Za,....2Zn) = z U (Zg()) - - Un(Zo(m)- (11.36)
O'GGn

De plus,y -... - Y estelement de $
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Preuve.D’apres la remarque 11.1.13, nous avons :

wl....-wn(zl,...,zn) = z (L,U1®...®wn)(Za(1),...,Za(n))

care(0,Z)=1etA(y,07t-2)=0. O

Nous avons unésultat similaire au calcul mérdans le lemme 11.1.51.

Lemme 11.1.66. Soit iy,...,in; € N. Notons n=ng, kp =i1+...+ip (p € [1,n]) et k= k,. Soit
Z1,...,2 € V. Alors :

:Il_l ﬁ,"(Zl,...,Zk) = 7l ¢1(ZG<1))...¢1(Za(kl>)¢2(za(kl+1))...

o On-1(Zoky 1) P (Zo(ky 1 11) - - Bn(Zo()-

Preuve. |l suffit de reprendre la preuve du lemme I1.1.51 en remarquant 'absence du(teffe1/2
dans I'expression (11.36). O

Proposition 11.1.67. Soit, d’'une part, ke N et :

BE:= ¢y, ... ¢, 1<i1<... <ik < ng),
et, d’autre part¢ € [[0,nz]] et :

@%Z: {Fj, -9, L<ja <. <je<ng},

avec la néme convention que dans la proposition 11.1.53. Alors la fanﬂ@est une base de I'espace

S et la famille % est une base de I'espacé.GPar congquent,” := |J ¢ est une base dey®t
k>0

ng
%1:= | estune base defG
(=0

Preuve. Supposon& > 1 et/ > 1. D’apres la proposition 11.1.30, I'espac# (V) est engendr par les
produits super-sy@triques délements de/*. Mais compte-tenu de la multilgarieé des expressions
obtenues, nous pouvons restreindre la famille aux produits sup@&tsgues deléments de la base
deV* choisie. D’autre part, d’ags I'expression (11.18), les formes multiéaires super-syatriques
Giy-...- i, (resp.9j, -...- 9,) sontelements d&; (resp.Gy). Et compte-tenu deggles de commutation
dans I'algebre.7 (V), la famille % (resp.2%) est par consquent grératrice dess (resp.GY).
Soit 1< i1 < ... <i¢ < ng. Toujours d'apes I'expression (11.18), nous avons :
9 95 (YY) = (1) V2T £(0)9),(¥,

ge6y

o) Dk Migg)-

Donc :
le'...'ﬁj[(le,...,Yj{):(—1)“571)/2 et 9j,-...-9,(Y,,....Y;,) =0
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si(iq,...,ig) # (j1,...,J¢). Nous en concluons imediatement que la familL@f est libre donc c’est une
base deGl.
Soitiy,...,in; > 0 (non tous nuls) ek =iy + ... +in;. D'apres le lemme 11.1.66, nous avons :

i J.n* . .
11-....¢n6°(X1,...,Xl,...,Xna,...,Xna) :Il!...ln(—)!
~~ S——

1 |n6

et le esultat est nul sur tout autreuplet de vecteurs ordoés. Par corequent la famille%% est
également libre et c’est une base%e

La dernere affirmation est claire padinition des espaceS; et G; comme somme directe de
leurs sous-espacesatBments homognes. O

Lemme 11.1.68. Soityy,..., P eVieta,...,.ZheVy Alors :

4’1' R LnUn(ZL' c aZn) = z 5(0)(410(1)% . -@SWG(n))(Zla tee 7Zn)- (”37)

GEGn

Preuve.D’apres la remarque 11.1.13, nous avons :

wl...,-wn(Zl,...,Zn) = z E(O’)(Llll(%...(Eséwn)(zo(l),...,za(n))

oe6p

= (_1)n(n71)/2 Z 8(0) Lpul(za(l)) s Wn(za(n))

O'Een

= (—1nn-b/2 % €(0)Wg11)(Z1) - Wo1(n) (Zn)
gcGnp

= > £(0)(Wo(1)®- - OYo(m)(Z1,-- - Zn).

oe6p

Proposition 11.1.69. Il existe deux isomorphismes d’'a&lgres :

S~SVg) et G~ AV

Notons que ces isomorphismes di&bges envoient les sous-espaces hameg §et G} sur les sous-
espaces"(V5) et \"(V;') respectivement.

Preuve.1) D’apres la proposition I1.1.67, la famillég;, - ...- ¢i,, 1 <i1 <... <ig<ng, K> 0} estune
base de5;. Mais c’estégalement une base dé\3) en consiérant les restrictions des form¢sa Vg
(en effet, le produit super-syatrique de formes multiligaires paires docide avec le produit syatrique
classique de telles formes, d'&grl’expression (11.34)). D'0 le premier esultat.

2) D’apres la proposition 11.1.67, la famillgg;, -...- 9, 1< j1 <... < j,<ng, £ € [0,n7] } estune base
de Gz. Nous pouvons alor&crire (sur les bases) un isomorphisme entre I’esﬁ@c&t I’espaceT,{‘S(Vf)
des tenseurs antisygtriques d&/;* homogenes de degm; d’apres le lemme 11.1.68, son expression est :

Yr... €G- 5 £(0)Wo(1)©- .- @ Won) € Tas(V1)

UGGn
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pour s, ..., Yn €lement de la base d&'. D'autre part, les espacagg(V;') et /\”(Vf) sontégalement
isomorphes, via I'applicatio®: A (V) — Tas(V;') définie par :

Yt N...ANn € /\(Vl_*) ~ z S(G)WG(l)@S-'-@?(ﬂa(n) € TA]S(Vli)

O'Een

(en regardantas(V;') dans l'algbre.# (V)). Notonsx le produit sufTas(V;’) transporé par® :
W = oo (W)o (W)
pourW, W' € Tag(Vy). SoitZy,...,Z, € Vi. Commed—(¢;) = ¢;, nous obtenons alors :

l,U]_*...*Llln(Zl,...,Zn) = QJ(L,U]_/\.../\IIIn)(Zl,...,Zn)
= (-2 % £(0)Wo(1)(Z1) - - Wo(ny(Zn)
[T

= l,U]_/\-u/\wn(Zlv""Zn)‘

Donc les produits docident et I'isomorphisme construit entBg et A (V7) est un isomorphisme d'adg
bres. O]

Remarquel.1.70. SoitQ € % We G‘%, Zy,...,ZpeVgetZp 1,...,Zp1q € V1. Parun calcul similaira
celui mere dans la remarque 11.1.55, nous obtenons :

Q . LP(Z]_, e ,Zp+q) - Q(Zl, e ,Zp)W(Zp.H]_, o ,Zp+q) (”38)

Lemme 11.1.71. Soitiy,...,ik € N, £ € [[0,ng], et1 < j1 < ... < jy < ng. Nous avons :

i in* . .
|11~...-¢n6°~19j1-...-191'(()(1,.-..,Xl,...,Xna,...,Xna,le,...,Yj/) =1i1!...1nl.
1 in~
0
Preuve. Il suffit d’appliquer la remarque 11.1.70 et le lemme 11.1.66. O

Théeoreme 11.1.72. Il existe un isomorphisme de superaligesZ,-gradlees :
SV)~SV5) e \V5) =SV, (11.39)
(avec le produit tensoriel usuel).
Démonstration.D’apres I'expression (11.33), la famille :
{pi.. i, @, AN AT, L<it<...<ik<ng, 1< ji<...<je<ng, k>0, £€[0,ng]}

est une base de(8") = S(V5) @ A(V).

D’autre part, d’apes la proposition 11.1.30, I'espac# (V) est engendr par les produits super-
symeétriques délements de la base d&. Compte-tenu des relations de commutation dansédlaig
Z(V), nous é&duisons que la famille :

B =i, ... 9.9, L<ii<...<ik<ng, 1< j1<...<je<ng k>0, £ [0,ng]]}
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estun systme de grérateurs de (V). Nous allons maintenanéchontrer que ce sy&te de grérateurs
est une base d¢&’(V).
D’apres le lemme 11.1.71, nous avons :

'11.....¢'n”65-19,-1'...',9,,(x1,.i.1.,x1,...,xno,.i;,xno,vjl,...,vjk) =il .ing!
et le esultat est nul sur les autresuplets de vecteurs (ordo@s) de la base dé. Par conéquent la
famille 2 est libre et c’est une base dé(V).

Nous pouvons aingtablir un isomorphisme d’espaces vectoriels esfi® ) et SV*) = S(VX) ®
A(VT);ilenvoiedi, -...- i, - T, -...-Fj, surdi, ... ¢y @ 9j; A... AT,

Enfin, d'apes la formule de commutation des formes super-anggiques (11.7), nous avons
d’'une part :

($ip-- i By Fj) - (D - by - By )
= ¢i1'--~'¢ik'((7911'-~-'7914)'(¢i'1'~--'¢i/k,))'791’1'---'1912,
= O bi i i Oy B Ty Ty,

et, d'autre part, d’ags les egles de calcul dans& )@ A(Vy) :

¢i1"'¢ik¢i,1"'¢i[</ ®z9j1/\.../\19]'[/\19]-/1/\.../\19]-2/
= (¢i1"'¢ik®79]1/\"'/\Sj/!)'((pi’l""pi[(, ®"9j’1/\"-/\79j2,)'
Donc lisomorphisme ainsi construit entt#(V) et SV*) est bien un isomorphisme de supereddees
Zy-gradiees. O
Remarquél.1.73. Soitdy,...,9, € V*. Dans.” (V) = S(V*), nous avons, d’aps I'expression (11.17) :

S S

Compte-tenu des prog@tes de S, nous obtenons :
‘190-(1) 790(”) = g(a,ﬁ)ﬁl.“_ "‘91'1-

Théoréme 11.1.74. Pour tout ne N, il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels eSi@®/)* et
SY(V*) = ."(V). Il induit alors naturellement un isomorphisme entre les espaces g8y )* et
S(V*) =2 (V).

Démonstration.La demarche est similaira la cmonstration du #oeme 11.1.59. Supposoms> 1 et
soitZy,...,Z, € V. D'apres la relation (11.19), nous avons :

Za(l)-...-zg(n)28(0,%)21'...'Zn. (”40)
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Ceci permet deéfinir une application ligaireF € S(V)* ~ F € (V) = S"(V*) par :

F(X1,..., %) = F(Xg- ... )

pourn € Z (en effet, la formule (11.40) assure la super-s}tn’e).

D'aprés le lemme 11.1.71, &lementg* ... - ¢,I{(‘35-z9j1 9, €SV ="V AL 1< <
je <ngig,... iy € Navecl +iy+... +in; = n) s'annule sur leg-uplets de vecteurs (ordoés) de la
base d&/ sauf sur len-uplet :

(Xg,. .. ,Xl,...,Xna,...,Xna,le,...,Yj[)
i1 inv(—)
sur lequel il vaut ip!...inL.
Ainsil’ ’eI'ementrj;il1 . ¢r'1”55 -9j,-...- 9}, estegala 'image pai® du covecteur de la base duale cor-
rt—:‘spondanﬁxill - X,'%a -Yj, - --.-Yj, au coefficient muItipIicateul{% prés. Donad est surjective
et comme les dimensions des sous espat@s)Set S'(V*) = y”(illjiéonr?ﬁégalesm est bijective. [

Nous avons doncaussia cefinir une notion de super-sygtrie et d’algbre super-sygtrique qui
géréralise le cas classique et quiiccident, comme nous l'avions fait pour I'antis@trie et I'algebre
exterieure.
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II.2 Cohomologie des superalgbres de Lie

Dans cette partie, nous traitons des sup@faigs de Lie et nous souhaitorengraliser la notion
de differentielle extrieure au caZ,-gradwe, en gardand I'esprit que la éfinition doit cdncider avec
celle de la diferentielle extrieure dans le casidesélements impairs de la superalye sont nuls. Gice
a la«différentielle super-egtieure ainsi construite, nous pouvons aloifidir la cohomologie d’'une
superalgbre de Lie. Notons que nos formules sont identicueslles donaes dans [FL84] mais sont
ici toutes @montées.

[I.2.a Endomorphismes de I'algebre super-exérieure

Rappell.2.1. Nous avons rappella cefinition d’une superakpre de Li€Z-gradiee dans le rappel 1.3.10
page 22. Les superalres de Li&Z,-gradiees sont éfinies en remplacant I'ensemtdgar 'ensemble
Z;. Notons que si une superalgre de Ligy estZ-gradiee, elle estgalemen¥Z,-gradiee en consigrant

les sous-espacgg:= @ gnetgii= D on
ne2Z ne2Z+1

Définition 11.2.2. Une super-algbre de Lie(Z x Z,)-gradiee est un espace vectori@ x Zy)-gradie
g= &P gg muni d’une application biligaire(X,Y) — [X,Y] appeéesuper-crochet de Lievérifiant les

nez
&€y

proprietes suivantes :

e la compatibilie du super-crochet avec la graduation :

X,Y] € gyly ;
e la super-antisyétrie (Z x Zy)-gradiee :
[Y,X] = —(=1)""™YX, Y]
e l'identité de Jacob{Z x Z,)-gradiee :
(=)MPX Y, Z] + (= D)IPHZ, X, Y]]+ (1), [Z,X]] =0 ;
pour tousX € g, Y € gf etZ € g3, pour tousx,y, z € Zy.
Remarquél.2.3. Compte-tenu de la super-antisgtrie, I'identit de Jacobi egquivalentex la relation :
[Z, X, Y]] = [[Z,X], Y] + (=) "X, [Z,Y]].

Ainsi les endomorphismes adjoints(Xd: Y — [X,Y] sont des superétivations de de@r(n,x) (pour
X € g7) du super-crochet de Lie.
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SoitV = Vy& V7 un espace vectoriél-gradie de dimension finie. Notons Eqd' (V)) I'espace
vectoriel des endomorphismes de la supéiatg.e/ (V). L'espace Enfler (V)) est naturellementZ x
Zy)-gradee : le dege (n, f) deF € End <7 (V)) est cfini par :

degF(Q)) =(n+p,f+w)

pour Q € &Z5(V). A partir de maintenant, tous lédements d&/ ou de Ends/(V)) sont supposs
homogenes.

Proposition I1.2.4. L'espace En@<7 (V)) muni du super-crochetadini par :
[F,Gl:=FoG—(-1)"""19GoF (1.41)
(avecdegF) = (n, f), deg G) = (p,9)) est une super-akgpre de LigZ x Z,)-graduée noéegl(</ (V)).

Preuve.SoitF etG desélements de I'espace Eqad'(V)) de deges respectif¢n, f) et(p,g). Le super-
crochet est clairement bilgaire et super-antisy&trique :

[F,G] = —(—1)""19(GoF — (—1)"P*19F 6 G) = —(—1)"P+19[G, F].
SoitH € End(.7(V)) de degé (g,h). Nous avons d’une part :

[H7[F?GH = [HvFOG]_(_l)np-'—fg[HvGOF]
= HoFoG—(—1)qm+p)+h(f+g)FoGoH
—(=1)"PHI(HoGoF — (—1)dM PTG o F o H).

D’autre part :

[H,F],G]+ (=19 [F [H,G]] = HoFoG—(—1)PMI+d+9GoHoF
— (=) (FoH oG — (—1)PM A+ G F o H)
+(=1)NM(FoH o G— (—1)"PHa+TEtH o GoF)
—(—1)d PN+ (F o GoH — (—1)"PHAFTEHNGoH o F).

Nous en @duisons I'identi& de Jacobi. O

Remarqudl.2.5. L'espace En(leZ (V)) est en fait une akgpre associativéZ x Z,)-gradiee (munie de
la composition des endomorphismes) et le super-crochet de Lie est construit par analogie avec le cas des
algebres associatives (ou Z,)-gradiees.

Consicerons I'espace vectorigl .= @ &"ou &" .= {0} sin< -2, 1=V et&" = ™1 (V,V)
nez
sin> 0. Les espaces/ (V) ®V et & sont isomorphes via I'applicatid ® X ~~ Foex définie par :

Foex (X1,..., Xnt1) == Q(Xq, ..., Xns1)X.
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SiQe N V,V) etX €V, alorsFaex € &1, . Chaque sous-espaéd estZ,-gradie donc I'espace
& est(Z x Zp)-grade : & = @ &7

nez
feZy

Nous cfinissons un produit suf en posant :

(F%G) (X1, ..., Xnrpr1) == F(G(Xe,. ., Xp11), Xpi2, - - » Xt pr1) (1.42)

(pourF € &, G € &P), une loi de composition par la relation :

[ 1 * — . *
FoG:= 7(p+1)!n!A(F G)_oegﬂ,naa(F G) (11.43)

(pourF € &, G € &P) et enfin un super-crochet :
[F,Gl:=FoG—(—1)"""19GoF (1.44)

(pourF € &0, G € &7).

Remarquél.2.6. PourF, G € &, nous avon§ o G € & mais cette loi de composition n’est pas associative.
Néanmoins, d'afrs [BP89], nous avons :

(FoG)oH—Fo(GoH) = (—1)PHIN(FoH)oG—Fo(HoG))
pourF € &M, Ge &F etH € &

Proposition 11.2.7. Le super-crochet (11.44) muni I'espae® d’'une structure de super-atfpre de Lie
(Z x Z3)-gradée.

Avant de @montrer cela, nous allons introduire les supanivations de I'alg@bre.«7 (V). Nous
obtiendrons alors legsultat dans la proposition 11.2.19 page 89.
II.2.b  Super-dérivations de l'algebre super-exérieure

Définition 11.2.8. Soit D € gl(</(V)) homogne de ded (n,d). LendomorphismeD est une super-
dérivation de</ (V) (pour le produit super-e&tieur) si, et seulement si :

D(QAW) = (DQ) AW+ (—1)"PHI9Q A (DY),

pour tousQ € 7S (V), W e &/ (V).
Nous notonsz](V) I'espace des supeédvations homognes de degr(n,d) et :

2(V) =P 23(V).

Voyons quelques exemples de supérigations :
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Proposition 11.2.9. Soit X € Vi. Considrons I'endomorphismeide <7 (V) défini, pourQ € «75(V),
par la relation :
ix(Q)( X1y, %n-1) i= (—1)“Q(X, X1, ..., Xn-1)
pour n> 1 et ix(Q) = 0si n= 0 (nous avons alorsQ € &/} +(V)).
L'opérateur i est une super&tivation de dege (—1,x) de </ (V). En d’autre termes, 2 €
dH(V)etWe o7/(V),alors :

ix(Q/\ LP) = Ix(Q) AW+ (_1)xo.)an AN Ix(l-lJ)

Preuve.SoitX € Vy, Q € #5(V) etW € &/ (V) fixés. SoitXs, ..., Xnsp € V. Par commodé d'écriture,
nous notons{; = X avecx; = x. Par cfinitions, nous avons :

ix(Q VAN LP)(Xz, ... 7Xn+p>
= (_1)X(w+w)Q/\LIJ(XlaX2a"'7Xn+p)

_ (_1)x(w+lll) % E(o‘)g(a’c%')(_1)W(XU(1)+...+Xa(n)>Q(XU(1)7“"Xa(n))l.'J(Xa(rH_l)’.“7Xo_(n+p))
(oSS

ou 2" = (Xq,...,X%n+p) €1S, p désigne I'ensemble des battagesd®lg p, relatifsan.
Nous avons, , = §, ,U§; , avec :

Sp={oeSplad)=1} et §,:={ceS,p|an+l)=1}.

NotonsS, p 'ensemble des permutatiorts de 'ensemble]2,n+ p] telles qued(2) < ... < a(n) et
ag(n+1) <...<a(n+p). Soito € §, ,. En notanio := 0jjj2,n4 ], NOUS avong € Sipete(o) =€(0).
SiZ = (X2,...,Xn1p), NOUS obtenonse(o, 27) = g(a, 3&7) Ainsi :

(_1)x(w+ll—’) Z 8(0-)8(0-73{)(_1)ll-’(Xa(l)+...+Xo(n))Q(Xa(l)7._.7X0(n))w(xa(n+l),.__,Xa(n+p))

0€Y,p

= % 8(0')5(0', e%)(_1)W(Xa(2)+---+xa(n))iXQ(Xa(Z)7 e ,Xa(n))lP(Xa(nH), . XO(I'H—p))
gc p

= z 8(6)8(6, %)(—1)W(Xa(z)+--.+xa(”))iXQ<X5(2), .. uxﬁ(n))lp<xﬁ(n+l)v . 7X5(n+p))
eSp
= ix(Q)AW(Xz,...,Xn+p).

Dautre part, consiérons la permutatioglément deSnp :

pe( Y 23 n ontlont2 oonp
" \n+1 1 2 - n—=1 n n+2 - n+p/

Les couples d'inversions desont les couplegl, k) aveck € [2,n+ 1] donce(m) = (—1)". Sio € §;
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alorsorfixe 1 d’od, en utilisant le lemme 11.1.14 ;

gom2) = elomZ)
= g(0,2)e(mo - 2)
= (— 1)t Koo g (g, )
(—1)*e(0,2)
car soitQ(Xg(1); - - - Xg(n)) = 0 SOItW = Xg(1) + ... +Xg(m) (Mod 2) dans la somme. Remarquons de
plus que :
o(l)<...<a(n) on2) <...<omnn+1)
on+2)<...<aln+p) <=onn+2)<...<omnn+p)
on+1)=1 oml) =1
Autrement dit, lorsque parcourts; ,, T = grrparcourt 'ensemble des batta@s,l’p,l (en conservant

les notations grcedentes).
Nous obtenons donc :

(1@ g(0)e(o, ) (=1t Tm)Q(Xy (), X)) WX Xo(ne2)s - Xo(nep))

0 p
= (—1)n ~Z E(T)E(T, 3’{\/‘)(_1)W(Xr(2)+---+xr(n+1))Q(XT(Z)7 . ,Xr(n+1))ixW(XT(n+2) Yoo ?Xr(n+p))
T€S+1p-1
_ (_1)xw—n~z £(1)e(T, Mﬁ)//')(_l)(w"rX)(Xr(Z)+.4.+Xr(n+l)>Q(XT(2)’ o >Xr(n+l))inJ(Xr(n+2)> o ’xr(ner))
TE€ES11,p-1

= (_1)Xw_nQ/\iXLP (XZa---aXner)-
car on peut SUPPOS@s = Xr(z) + ... +Xrny1) (Mod 2 d’apres la remarque 11.1.9. Diole resultat. [

Proposition 11.2.10. Soit De Z}(V) et Q € &5 (V). Alors QAD: W+ QA (DW) est une super-
dérivation de dege (n+ p,d+ w).

Preuve.SoitW € <7 (V) etY € «} (V). Nous avons :

(QAD)(WAY) = QAD(WYAY)
= QA((DW)AYH (=1 ¥y A (DY)
= (QAD)(W)AYH (—1)NHI¥(_1)PH@YY A (Q AD)(Y)
= (QAD)(W) AY+ (—1)((MPaHE+@WIW A (Q AD)(Y).

D’ou la conclusion. O

Corollaire 11.2.11. SoitQ € &Z5(V) et X € Vy. AlorsQ Aix € 25 %(V).

— 85—



[I.2. Cohomologie des superalgres de Lie

Remarqudl.2.12. Nous pouvons remarquer que @sultat n'est qu'uneé&éralisation des supeéd-
vations {-gradiees) intervenant dans le lemme 1.3.15 page 24.

Examinons maintenant la structure de I'espace des swgramadons.

Proposition 11.2.13. Consicerons I'espace” (V) des super-@rivations de la superakhre.o/ (V). Muni
du super-crochet des endomorphismes, I'espa¢¥) est une sous-aéibre de la superakpre de Lie
gl( (V).

Pour cemontrer cette proposition, nous avons besoin de deux lemmes :

Lemme 11.2.14. L'espaceZ (V) est engend par les super-grivations de la formé& Aix introduites
dans le corollaire 11.2.11.

Preuve. Consicerons une base d’homeges{X, ..., Xnsn;} deV. Soit{¢s,...,dn;n;} la base duale.
D’apres laremarque 11.1.91, ..., ¢nsn; SONt de degd?s respectifgy, . .., Xng1n;-

SoitD € Z(V) etQ; = (—1)%D(¢i) € & (V), i € [1,ng+n7]. SoitD’ = noill Qi Aix,. L'application
D’ est une superéativation. Pourj € [1,ny+ ng]], nous avons : "
D'(¢)) = (-1)9Q;¢;(X;j) = D(¢;)-

Ainsi les ogerateurs ligairesD et D’ sont deux superétivations qui céencident suV* : ils sont donc
égaux. O
Lemme 11.2.15. SoitQ € ZN1(V), W € ﬁ%ﬁ*l(V), XeVgetYeV. Alors

[QAix, WAIY] = (QAIXW) Aly — (—1)"PHY (W ATy Q) Ak
avecd=w-+x,d =yY+y.
Preuve.D’aprées la éfinition du super-crochet (11.41) et le corollaire 11.2.11, nous avons :

[QAiIx, WAlY] = QAIx(WAIy) — (=1)"PHYW ATy (Q Aix)
= QAIx(W)Aly + (—1)¥PHIQ AW Alixiy — (=)W AT (Q) Ay
—(—2)"PHad (_qye-(tDw A Q Alyix.

Soitq> 2, Y€ o, (V) etXs,...,Xg € V. NotonsX; = X, X, =Y et 1 la transpositior(1 2) élement de

Sgq. Alors :
g(1)e(1, 2) =—(—1)".

Comparons maintenantiy (Y) aveciyix(Y) :

ix(iyY)(Xa,-- s %) = (=1 Uiy Y(X, Xa, ..., Xq)
= (—1)UIHOYY(Y X, Xs, .., Xq)
(T)e(T, 2) (=1 CUITYX Y, Xs, . .., Xq)
1)Y(=21)YH iy YV, Xa, ..., Xq)

f(f
= (D (i) (Ko X

Il
)
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Ainsi :
ixiy = —(—1)Yiyix.
D’autre part, d'apés la proposition 11.1.29, nous avons :
WAQ= (-1 )(n+1)(p+1)+wa/\qJ
En congquence :
(—1)nPrad (_1yo-(MLW A Q Alyix
— (_1)np+(w+x)(w+y)+yw—(n+1)+(n+1)(p+1)+ww+xy+1Q/\qJ/\iXiY
= (*1)XW+p+lQ AW Alixiy
D'ou:
(1= (PFIQ AW Aixiy — (—1)"PHAd (1Y@ 1lw A Q Alyix = 0.
D’ou le résultattnoné. O

Preuve de la proposition 11.2.13 B’apres le lemme 11.2.14, il suffit de montrer que le super-crochet de
deux super-érivations du typ& Aix est une superétivation. Mais d’apés le lemme 11.2.15, le super-
crochet de deux supegdvationsQ Aix etW Aiy est somme de deux supegrivations de ce type. Dio

le résultat. O

[I.2.c Super-algebre de Lie des endomorphismes multilidaires

Dans cette partie, nous allons justifier que le super-cro@fitien (11.44) munit I'espacé’ d’'une
structure de super-afpre de LigZ x Zy)-gradiee. Pour ce faire, nous nous proposons de construire un
isomorphisme de super-&igres de LidZ x Z,)-gradieesF € & ~» Dg € 2(V).

Rappelons que via lI'isomorphisme d@en introduction de cette partie, I'espatest engendr
par les tenseur@lementairef) ® X avecQ € &7 (V) etX € V.

Lemme I1.2.16. Soit F=Q® X € &, un tenseuélementaire. Alors :
F = (-1)*QAix
ou (rappel) TF désigne la super-transposition de I'application F.

Preuve.SoitXy,..., Xp 1 €V etg € V*. D’apres la @finition 11.1.39, il vient :

TF(¢)(X17"'>XH+1) = -1 w o.H—x ( (le ’Xn+1))
—1)P@Q(Xg, ..., Xnr1) P (X)
—1)?9Q(Xq,..., Xns1)ix ()

—1)?Q(Xq, ..., Xns1)ix (9)

= (,1)(X+<0)(X1+--»+Xn+1) (—1)°Q(X1, ..., Xns1)ix(d)
= (FDPQAIX) (@)X, - Xnra)
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carix¢ € ;z%o(V) = C (ou est nul sk # @ et le sultat est vrai aussi). O

Une application ligaireF: V — V de dege f s’étend de magire naturelle sur7 (V) en un
opérateur lirgaireT de méme dege f par la formule :

T(W)(Xt,.... %) = —(—1) ¥ Y (—1) CatDWixy, X, F(X), X1, %) (11.45)

(We V), Xg,...., % €V).

Proposition 11.2.17. SoitQ € (V) =V, X e ket F= Q@ X € &3, (i.e. 'application F: V — V
est lirtaire et de dedr w+ x). Alors I'opéerateur—(—1)*“Q Aix vérifie la formule (11.45).

Preuve. Soit W ¢ ML[,‘(V) et 2" = (Xg,..., %) € V. Notons Zi = (Xq,..., Xi—1,X, Xi11,..-,%n). |l
vient :

(QAix)(LP)(Xl,...,Xn) = QAix(qJ)(Xl,...,Xn)
= Z 0. (Qix(¥))(Xy,.... %)

o(2)<...<a(n)

= > £(0)e(0, 2)(—1)0 QX 1))ix (W) (Xo(2) - - - Xa(rm))

oeGn
g(2)<...<a(n)

- ie(m)s(oi,%)(—MWJ)<—1>X‘”Q<>c>w<oi1-%»

3 - i i+41
i1 2 - i-1i+1
(1, ) avecj € [2,i]. Donce(a) = (—1) "t ete(ay, Z7) = (—1)%Cat+%-1) D’autre part, nous pouvons

(1 n . .
ou o; est la permutanr( ) . Les couples d'inversion de sont les
n

supposerw = X dans la somme sinon le terme correspondant est nul. Ainsi, comme la f¥Brest
super-antisyratrique, nous obtenons :

(QAIX) (W) (X, -, Xn)

_ ie(m,%)e(m,%)(—1)“*”"”<—1>XWQ<>q>w<oigﬁm

= (—D ()W i(—l)wm*"“‘1><—1>X<X1+-~+Xi1>Q<>q>w<%>
_ (—1)Xw(—1)l'u(x+w)_Zl(—l)(wﬂ)(xﬁ“'ﬂi*l)W(XL---7Xi71,Q®X(xi)aXi+1,--',xn)-

d’ou le résultat en multipliant par(—1)*®. O

Nous disposonsé&sormais d’une application Baire de I'espace’ dans I'espace? (V) définie
sur les tenseurslementaires par la relation :

F=Q®Xe&P,~ D =—(—1“QAix € 28 (V)

— 88—



[I.2. Cohomologie des superalgres de Lie

et prolongeant I'action naturelle des endomorphismesalies deV sur </(V) (en alitt la super-
dérivationDr est I'oppo€ de I'extension de I'applicatiofF a la superalgbres (V)).

Réciproquement, nous pouvonéfihir une application de I'espacg(V) dans I'espace’ en as-
socianta la super-érivationD = Q A ix € 25.,(V) l'applicationFp = —(—1*Q® X € &Y. . Mani-
festement les deux applications construites sectiproques I'une de l'autre et laires donc les espaces
& etZ(V) sontisomorphes.

Remarqudl.2.18. Avec les notations @édentes, nous avons= d + w et nous pouvons supposer
W= X1+ ...+ Xp+1 dans les lignes suivantes, ce qui nous permatrite :
(—19Q(Xg, ..., Xps1)X = (=1)@PateDpa)late o)X . Xoiq)X
_ (_1)d(x1+..4+xp+1)+(x1+..4+xp+1)29(Xl’ . ,XpH)X
= (—1)@H et B (X)L X 1) X

Nous pouvons donc donner unéfiition deFp sans conriére la cecomposition d& en homognes
Q Alix mais juste en connaissant son degyr

Théoreme 11.2.19. Soit Fe &", Ge &P. Alors :
[Dr,Dg| = (-1)"Drg- (11.46)

Par congquent le super-crochegdini en (11.44) est bien un super-crochet de [#&x Z,)-gradué qui
munit 'espaces” d’une structure de super-adfpre de Lie(Z x Zy)-graduée. De plus, 'isomorphisme
entre les espaces$ et Z(V) est un isomorphisme de super-aliges de LidZ x Z,)-graduées.

Preuve. |l suffit de ddmontrer la relation (11.46) sur les tenseétémentaire$ = QX etG=¥Y QY
avecQ € ZNH(V), W ¢ %ﬁ“(V), X e VyetY € V. Nous avons dedr) = (n, f) et dedG) = (p,9)
avecf = w+xetg= Y+y. SoitXy,..., Xnipr1 €V.

D’apres la @finition (11.42), il vient :

F*G(X17"'7Xn+p+1) = F(G(Xla'-'7Xp+l>7xp+2a"'axn+p+l)
= WK, X 1) QY X2 Xt pe1)X
(—1)quJ(X1,...7Xp+1)iY(Q)(Xp+2,...,Xn+p+1)x
= (_1)wy(_l)(w+Y)(X1+~~~+Xp+l)(Lp®iY(Q))(XL'_'7Xn+p+1)x
S
(

_1)wy(_1)(w+y)w(w¢§iY(Q))(xl,...,X,HpH)x
Ainsi :
F+xG = (_1)wy+(w+Y)w(qJ®|Y(Q))®x :

GxF = (—1)P+UN0Qeix(W)aY.
S
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Donc, par la éfinition (11.43) :

FoG = (—1)@ut¥tv g o-(Y®iy(Q))®X
€S i1n a s

Qj)®x
W)Y

= (~1)*F(WAiv(
GoF = (=1)¥™(QAix(
Donc :
[F,G] = FoG—(-1)"*"9GoF
= (1)IW(WAI(Q)) @X — (—1)"PHITTVIROQ Ay (W) @Y.
Nous obtenons alors :
Drg = —(—1)WHHorrosyby ajy(Q) Aix + (—1)@HXFVPHIGHITRGOG A jy (W) Ay

= —(=1)THWEXY A iy (Q) Ay + (—1)"PEIYEXQ Aiy (W) Ay

= (=L)WY ((~1)"PQ Aix (W) Ay — (—1) W Ay (Q) Aix).
D’autre part, le lemme 11.2.15 nous donne directement le calciDgeDg] pourF = Q® X etG =
YRY:

[Dr,Dg] = (—1)PW[QAix,WAiy]
= (=1)PFW(QAIXW Ay — (=1)"PHTIW ATV Q Ay).
D’ou I'égali€ (11.46). O
Pour terminer cette partie, donnons la formubeggale de I'applicatioD :

Lemme 11.2.20. Soit Fe &7, W MUE’(V) et X, ..., Xntp € V. Nous avons :
Dr(W)(2) = —(—1)¥" g £(0)e(0, Z)W(F(Xo(1)s-- s Xo(nt1))s Xa(nt2)s - - s Xa(nep)) (11.47)
(9IS +1,p—1

ouZ = (Xq,...,Xnep)
Preuve. L'application F se decompose en somme de tensetlesnentaires et la bijectioR ~~ Dg est
linéaire donc il suffit cétablir I'égalie pourF = Q ® X avecQ € (V) etX € Vy (d’ou f = w+ X).
Il vient :
De (W)(2)
= —(—1)QAIx(W)(X1,.--, Xntp)

w

= —(~1) z 8(0)8(0,%)(—1)(W+X)(XU(1)+"'+X0(n+1))Q(Xg(1),...,Xg(n+1))

0E€S1p-1
( 1)¢' LP(X X (n+2)» 7X0 n+p)
= _(_1)!].1(OJ+X) Z S(O')S(O',,%‘)W(Q(X )y 7XO' n+1) )X X (n+2)> aXO' (n+p) )
O0€S1p-1

= —(-n¥ 52 £(0)e(0, Z)P(F(Xg(1); -+ Xa(n+1))s Xo(nr2)s- - Xo(nip))-
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[I.2.d Cohomologie d’'une super-algbre de Lie

Lemme 11.2.21. Soit F € 561. Notons(X,Y) = F(X,Y), pour tous XY € V. Alors (.,.) est un super-
crochet de Lie surV si, et seulement[Bi,F] = 0.

Preuve. Commencons par remarquer que puisque@ege (1,0), alors deg(X,Y)) = x+y si X € Vi
etY €Vy. D'autre part(.,.) est super-antisygtrique puisqué I'est. Il restea montrer que 'identé de
JacobiZ,-gradiee eséquivalente la conditionF o F = 0 (en effet, nous avor§,F| = 2F o F).

Soit 2 = (Xg,X%2,%3) € V3. Notonso; = (1 2 3), 02 = (2 3) et g3 = id les troisélements de
I'ensemble des battag&s. Il vient :

FOF(X]-?XZ?X?’) = z 8(0)8(07%)(F*F)(XU(1)5X0(2)7X0(3))

€63
g(1)<a(2)

= > £0)e(0, Z)F(F(Xs1): X5(2)): Xo(3))
geG3
o(1)<o(2)

= &(01)€(01, Z)F(F(X2,X3),X1) + €(02)€(02, Z7)F (F (X1,X3), X2)
+&(03)€(03, Z7)F (F (X1, X2), X3)

= (—1)PePOIR(F (X2, X3), X1) — (—1)9°F (F (X1, Xs), X2) + F (F (X1, X2), X3)

= —F(X,F (X2, X3)) +F (F (X1, X2),X%3)) + (—1)V2F (X, F (X1, X3))

= — (X, (X2, X3)) + ((X1,X2), X3) + (= 1) (X2, (X1, X3)).-

D’ou le résultat. O

Nous supposonsédormais qu&' = g = gy ® g7 est une superaédpre de Lie munie d’'un super-
crochet de Lie na [X,Y]. Notons a@X) la repésentation adjointe de la superatgeg. L'endomor-
phisme lireaire adX) (de dege x) s’étend naturellemerit la superalgbre.<7(g) par la formule (11.45).
Avec les notations de la partiegzedente, I'extension de &¥) a la superalgbre/ (g) estDagx)-

NotonsFy I'application (X,Y) — [X,Y] Alors Fy € & Soit :

d:= D[:O.

L'opérateud est une superétivation de deg¥(1,0) de la superalgpre</(g). D'apres le lemme 11.2.21,

nous avons :
1 1 1
dod= é[d,d] = E[DFWDFO] = §D[F0,Fo] =0

car|[Fo,Fo] = 0. Ainsi :
d>=o. (11.48)

Définition 11.2.22. La super-@rivationd s’appelle ladiff érentielle super-exérieure de la superalgbre
< (g). Elle est de degr(1,0).
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Lemme 11.2.23. SoitQ € &/"(g) et X, ..., X, € g. En notant2” = (Xq,...,Xs), nous avons :

d@Q)(2)= 5 (= 1)) (—)0artetXn) (L) 0t X)) O (1, X, X1, -, X, Xy e Xn)
1<i<)<n
(11.49)
oll X, signifie que le terme correspondant est omis. En particulier :

pour toutg € g*, X,Y € g.

Preuve.En appliquant I'expression (11.47), nous obtenons iediatement :

d(Q)(2) = - g £(0)e(0, Z2)Q(Fo(Xs (1) X5(2))s Xo(3)> - - - Xo(n))

g€ n-2

= - Z g(a(lj))‘g(o-(l])7‘%)9(':0()(!7)(])7)(17a%v>>/(\17>Xn)
1<i<)<n

ou :
1234 .- i+1 i+2 -~ j j4+1 - n
Oij-=1\. . . . _ _ c Gy,
Pj1r2 .- i-1i41 - j=1 j4+1 .-~ n

Les couples d'inversions dg; ;) sont(1,k) pourk € [3,i + 1] et (2,¢) pour/ € [[3, j]. Donc :
g(a(i,j)) _ (_1)ifl+j72 _ (_1)i+j+l

et:
S(U(i i) 2) = (_1)Xi(xl+m+xi—1)+xj(X1+...+)?i+...+xj—1)‘

D’ou la formule (11.49). O

PourX € gx, notons.% := Dagx) I'endomorphisme appellasuper-derivéee de LiesuivantX.
Ainsi 'opérateur%x estégala I'oppo£ de I'extension de dX) a la superalgbre</ (g) et estelement
de 29(g). Concitement :

Z(9)(Y) = —TadX)(9)(Y)
= —(=D%(X,Y]) (11.51)

pour toutg € ﬁ%}(g) = gy etY € g, et, d’'apes I'expression (11.45) :

=]

Be(Q) (X, Xa) = —(—1P@ Y (~1) T DQXg L Xy, XX X, %) (1152)

pourQ € <7)(g), etX € gy, i € [1,n].

Proposition 11.2.24. La super-@&rivée de Lie éfinit une repesentation de la superadppre de Ligy dans
la superalgbre des superéativationsZ(g).
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Preuve. Il s'agit de cemontrer queZiy y) = [-%,-Zy] pour tousX,Y € g. Comme ce sont deux super-
dérivations de rame degg (0,x+Y), il suffit de demontrer que Bgali€ est vraie sur les formes éaires
surg. Soit doncg € 9p X,Y,Z e g. D’apres I'expression (11.51), il vient :

Lxw)(9)(2) = (-1 (([X,Y],2))
et:
(L, K(9)(2) = L (K(9)(Z)— ()Y A (%(9))(Z)
= —(—1D)VOR(9)(1X,Z]) + (1)L (9)(IY, Z])
= (=)H(1Y, X, Z])) - (~1) Y ([X, Y, Z]]).
Or, d'apes l'identié de Jacobi, nous avons :
X, Y, 2] = [[X,Y], 2]+ (=1)®[Y, [X,Z]].

Donc I'egalie Zx v|(¢) = [Zx, LK|(¢) est vraie. O

Remarquell.2.25. Consicerons la refsentation contragdientead cfinie sur I'espace dual* par
I'expression :

atk(¢)(Y) = —(=1)**¢(adX)(Y)) = —(~1)*¢([X.Y]).

Alors la super-@rivée de Lie% est I'extension de la repsentation contragdientea I'algebre super-
exterieures/ (g) = A(g").

Voyons comment les formules classiques en cohomologie debralgde Lie (rappeés dans la
proposition 1.3.13 page 23) se transposent au cas des sumedgle Lie.

Lemme 11.2.26. Soit X € gx. Nous disposons de la formule de Cartan :
K= [ix,d] =ixod+doix.

Preuve. L'opérateur% est une superétivation de degr (0,x) et I'opérateur]ix, d] estégalement une

super-@rivation de ded@ (—1+1,x+0) = (0, x) donc il suffit de @montrer qu’ils céncident sur I'espace
g". Soit¢ € g, etY € g. D'apres I'expression (11.51), nous avons :

Zx(9)(Y) == (=D ([X,Y]).
D’autre part :

[d.ix](¢)(Y) = d(ix(¢))(Y)+ix(dd)(Y)
= (=DPd(@(X))(Y)+ (-1)Pd(X,Y)
= 0= (=D)%(X,Y]).

Nous en éduisons Egalié. O
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Lemme 11.2.27. Soit X € gy. Les oferateurs.%x et d commutent.

Preuve.Rappelons que dég) = (0,x), dedix) = (—1,X) et dedd) = (1,0). Appliquant les formules
de Cartan puis Jacobi, nous obtenons :

[daZX] = [dv [|X7d]] = [[dal)(]ad] + (_1)1“)(7 [d7d]] = [fx,d]

card? = 0 d’apes I'expression (11.48). Mais le crochet des superiitions est super-antisytrique,
dou:
(%, d] = —(—1)°[d, Z].

Donc[%,d] =0i.e. % od=do %. O

Lemme 11.2.28. Soit {Xy,...,Xn;4n;} UNe base d’homames deg et {@1,...,Pn;in:} 1a base duale.
Alors :
1 ng+ng
== ¢i N\ 2 (11.53)
2 2,
ou ¢; est la forme éfinie par : ;(X) = (—1)%*¢;(X) pour X € gy.

ng+ng

Preuve. Pour touti € [1,ng+ ng]], 'opérateur%, est une superativation dond := Z P N\ Z est
une super-@drivation d'apés la proposition 11.2.10. Montrons alors gDecoincide avec @ sur I'espace

*

g.
Soit¢ € gy X € gx etY € gy. Pour chaque € [1,n5+ n] et en appliquant I'expression (11.51),
nous avons :

Gi N L (9)(X,Y)
= (HoL($)XY) = (D)oL (9))(Y.X)
= (=L)X ()X (X)L (9)(Y) — (—1Y(=1)V (=L)X (Y). L (9)(X)
= —(=DP=D™ (X)X, Y]) + (=)= (=1)® i (Y) 9 (%, X])
= —($i)P (X, Y]) = (=11 (Y)d (1%, X))

car soit le premier terme de la somme est nul, goit X (x; = y dans le deuxime terme). Donc :

DP)X.Y) = ( (id’ “D Xy"’([nogld’ ”D)

= —(6(X,Y]) = (=21)¢([Y.X]))
= —26([X,Y])
= 2d¢(X,Y)

d'apres I'expression (11.50). O
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Définition 11.2.29. Une forme multilireaire Q € </ (g) est diteinvariante (par I'action deg) si, et
seulement si, elleérifie :
Z(Q)=0

pour toutX € g.
Corollaire 11.2.30. SoitQ € .27 (g) un invariant. Alors dQ) = 0.

Preuve. |l suffit d’appliquer le lemme 11.2.28. O

II.2.e Super-déerivations de I'algebre super-exérieure

L'algebre super-egrieure/\ (V) ayantéte definie dans la section 11.1.d, nouéfehissons les super-
dérivations de la superadtpre \(V) de la meme margre que nous avon®fini les super-érivations de
la superalgbre«7 (V) = A(V)* dans la éfinition 11.2.8.

Proposition 11.2.31. Soit U un endomorphisme de V de degr. Il existe une et une seule super-
derivation D, de la superalgbre A(V) qui cdncide avec U sup\(V) = V. Elle est @finie par la
formule :

n

Dy (X1 A... AXq) = Zl(—l)“<xl+~-+xifl>xm CAXCAAUG) AXi 1 A A Xy (1.54)

i=
pour X, ..., X%, € V. Remarquons quéeg Dy ) = (0,u).

Preuve.NotonsDy la super-@rivation cfinie par :

n

Du(X1A... AXq) i= _Z(—l)“<xl+--~+xifl>x1/\ CAXCA AU AX 1 AL A X

1=
SoitD une super-@rivation de la superadpre\ (V) coincidant avec 'endomorphisnié sur 'espacé/.

D’une part, nous avongeessairement dég) = (0,u). D’autre part, comm® est une superétivation,
il vient :
DX1A...AXq) = DX)AXo Ao AXn+ (=1)PEX  AD(Xo A .. AXn)
=
— Zl(—l)“(xﬁ“'“‘*l)xl/\.../\Xi,l/\D(Xi)/\XiJrl/\.../\Xn
i=
n
_ Zi(—l)“(xﬁ“‘*’“*l)xl/\...Axi_l/\U(Xi)AXiHA...AXn.
=
Donc D coincide avedy sur un systme de @rérateurs de\(V). Nous en éduisons kgalie D =
Dy. O

Supposons maintenant gqife= g est une superadpre de Lie et reprenons les notations de la
section 11.2.d. Nous pouvons maintenagfidir des ograteurd.x et d comme dans [Kos50].
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Définition 11.2.32. Soit X € gx. NotonsLx la super-@rivation de/\(g) qui prolonge a¢@X). D’apres
[1.2.31,Lx est donie par :

n

Lx(Xi AL AXg) 1= 'Zl(—l)x“ﬁ'*xifl)xm CAXCIADOX] AR LA L A Xy

pourX,..., X, € g. Remarquons que dég) = (0,X).
Définition 11.2.33. Soitd I'endomorphisme dé\(g) tel qued(A"(g)) = {0} sin< 1et:

OGN ... AXn) == z (— )L ()Xt Xi) (X 1) X, ;] AXIA. . AX

1<i<J<n

A AXGA A X

pourX,...,X, € g sin > 2. Remarquons que deg) = (—1,0).

Compte-tenu de cesfinitions et de I'isomorphisme entre les espatég)* et A(V*) = &/ (V),
il apparat alors que la drivee de Lie% (voir (11.52)) et la differentielle super-egtieured (voir (11.49))
sont les oppdes des super-transpositions respectives destqurd_x etd. Ainsi, les orateurs%x
etd sont les @réralisations naturelles de I&idvée de Lie et de la diffrentielle ex¢érieure renconés
dans [Kos50] et construits de cette nznei.
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I1.3  Superalgebre de Lie orthosymplectiqueosp(1, 2n)

I1.3.a Deéfinition

Nous reprenons legsultats de [Sch79] I1.4. Soit = V@ Vi un C-espace vectoriélp-gradie de
dimension finie, aveng = dim(Vg) etny = dim(Vy).

Rappelll.3.1. L'algebre EndV) des endomorphismes WeestZ,-gradiee par les sous-espaces :
EndV)q ={U € EndV) |U(Vg) CVqg.ip, ¥V B € Zz},

pour touta € Z,. La superal@bre de Lie assoee est nategl(V).

Nous pouvons donner une description matricielle de la supsedgde Liegl(V). Une base
d’homogenes d& = V@ Vi étant donie, nous pouvorerire leslements dgl(V) comme les matrices

Al B
U= (%) avecA € #n;(C), B € Mn;n;:(C), C € M ng(C) €tD € 4, n;(C). La graduation de

gl(V) est alors donée par les deux sous-espaces suivants :

gl(V)g= { (%‘%) , Ac #n(C),De ,//lnl((C)},

0|B
g[(V)az { (?‘T) s Be %na’nI(C), Ce %nl./nO(C)}
. i A|lB A B
Le crochet, dans la superalgreg((V ), de deux matriceX := etX’ =
cC|D cC | D

s'écrit ;

XX — ( AN —AA+BC +BC | BD -BD+AB ~AB ) |
’ CA ~C'A+DC —CD | DD'~D'D +CB ~CB
La superalgbre de LieZ,-gradie céfinie ci-dessus est ri gl(ng,n7). Par dfinition, elle est
isomorpheagl(V). Nous avons de plus :

gl(ng,n1)g = gl(ng, C) x gl(ng,C)

et:
dim(gl(ng, ny)1) = 2ngny.

Définition 11.3.2. Soity: V — V I'application linéaire @&finie par : y(X) = (—1)*X pour X € V. La
forme lingaire str est finie surgl(V) par :

Str(U) = tr(y),

U € gl(V). Elle s’appelle lssuper-trace

97—



[1.3. Superal@bre de Lie orthosymplectiquep(1,2n)

Remarquél.3.3. Nous en éduisons imradiatement :

str AlB =tr(A)—tr(D
- o =tr(A)—tr(D).

Proposition 11.3.4. L’application super-trace est paire et invariante par I'action adjointe de la super-
algébre de Liggl(V) :
str([U,U’]) =0

pour U,U’ € g[(V), ou, de maréreéquivalente :
str(UU’) = (—1)%str(U'U).

Corollaire 11.3.5. La forme biliraire B: gl(V) x gl(V) — C définie par BU,U’) = str(UU’) est super-
synetrique.

0 |
Définition 11.3.6. Soitm,ne N* etJ := < I 8) L’ algebre orthosymplectiqueosp(m,2n) est la
—In

sous-algbre degl(m,2n) définie par :

A=A
A| B
X= € osp(m,2n) & ¢ B=JC
Cc D
'DIJ+ID=0

Enoncons imradiatement quelques propiés des algbres orthosymplectiques :

Théoreme 11.3.7.
1. Les algbres orthosymplectiques sont simples.
2. Laforme bilireaire (X,Y) — str(XY) est invariante et non&berérée surosp(m, 2n).
3. Laforme de Killing supsp(m,2n) est donie par(X,Y) — (m—2n—2)str(XY).
Théeoreme 11.3.8. Il existe un isomorphisme :
osp(m, 2n)g ~ so(m,C) x sp(2n,C).
Nous avonggalementim(osp(m,2n)7) = 2mn

La superalgbre de Lieosp(m, 2n) peut aussétre vue comme l'algbre des invariants d’'une forme
bilinéaire super-syétrique. Plus grciment :
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Im O
Proposition 11.3.9. Soit F la forme bilirgaire de matrice((r)n J) € gl(m,2n). La forme biliréaire F est

super-syratrique, paire et non&gerérée sur 'espacé,-gradie V := C™ @ C2". Alors la superal@bre
osp(m, 2n) estégalea I'espace deglements U dgl(m, 2n), vérifiant :

FU(X),Y) +(-D)"F(X,U(Y))=0
pour tous Xe Vy, Y € V et xe Z; et pour ue Zs.

Remarquél.3.10. La proposition 11.3.9 est en fait valable pour toute formbilinéaire, super-syatrique
Ou super-antisygtrique, paire et nonétgréree. En effet, si la formg est super-sy#trique, et puisque
le corpsC est algbriquement clos, la matrice dlepeut se éduirea la matrice donge dans la propo-
sition 11.3.9. D’autre part, si la formE est super-antisyétrique, nous pouvons ramenegtlide au cas
super-syratrique en consigrant la formeF’ définie sur I'espacé,-gradieV’ = Vé@vli par :

F'(X,Y) =F(Y,X)

pour tousX,Y €V ol V5 := Vi etV 1=\ (voir [Sch79] 11.4.3.A).
Enfin, d’apes [Sch79] I1.3.1 :

Théoreme 11.3.11. Toute repésentation de dimension finie dep(1,2n) est compdtement @ductible.

I1.3.b Systemes de racines

Rappelll.3.12. Soit[ une algbre de Lie semi-simple de dimension finie. WGois-algbre de Cartan
de [ est une sous-alpre de Lie ablienne maximale dont I'action suivia la repesentation adjointe

est diagonalisable. Laédomposition correspondante lden sous-espaces propres8aitl =h @ @ I

et est appé@e ladécomposition de Cartan L'ensemble des valeurs propres non nufiesst ugesq:)us-
ensemble fini de formes lgaires non nulles slirappeéesracines Le sous-espace propre correspondant
aacdest:

o :={X e []adb)(X) = a(h)X}

et il est apped# I'espace de racin@ssoc¢aa € @.
Un sous-ensembl& C ® est appdd basesi c’est une base dg* et si toute racing8 appartienta
n

QT oua—-QtouQ":= ZNai. Rappelons les prof@iés suivantes :
i=

pour touta € @, dim(lg) =1;

I'ensemble® engendre unaseau de ranggala la dimension dé ;

'ensembled est synétrique par rappoi I'origine : sia € ®, alors—a € @;

lalgébre de Liesy :=lg ®[_q B [lg, o] €St iISOMOrphasls ;
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e lessous-algbresdelLia™ = @ I[yetn = @ [y sontnilpotentes, é=ntdhdn~
aeQ™\{0} ae—-Q\{0}

(décomposition triangulaire).

Pour touta € @, soitXy € lg, Yo € [_g etHq € [lg,[_q] une base de, Vérifiant les relations de
commutation del; (i.e. [Xq,Yy] = Ha, [Ha, Xa] = 2X4 €t [Hg,Ya] = —2Y4 C'esta-direa(Hq) = 2).
NotonsQ I'hyperplan{g € b* | B(Hy) = 0} etoy la réflexion d’hyperpla, : 04(B) =B —B(Ha)a
(la reflexion g, fixe Qq et envoiea sur—a). Le groupe#?” engende par ceséflexions est appelle
groupe de Weylde I'algebre de Lid. Nous avons les progés suivantes :

e le groupe?”” agit simplement transitivement sur les baseg\’ sist une autre base, ald¥s= o (A)
pouruno € # etsio(A) =A, alorso =id;

e siac®,ilexistec € # tel quea(a) € A

e le groupe?”” est engendr par les &flexionsg, aveca € A.

Une theorie similaire existe pour les superaliges de Lie. Soi = gy @ g7 une superalgbre de
Lie de dimension finie ejg une sous-algbre de Cartan dg. On note comme @edemment :

g; ={Xe€ge [[HX]=0a(H)XVH € bhg}

les sous-espaces de poids (pour ©&tZ,). La sous-algbrehg agit diagonalement sur les sous-espaces
gp etgy. L'ensemble des racines dg (resp. g7) par rapport hg est noé Ag (resp.A7) etA désigne la
réunionAyUA7. D'apres [Ka&77] et [Mus92], il existe une bage= {a1,...,an} constitiees de racines
simplesndeg i.e. lineairement indpendantes et pour toute racime= A, on aa € QT ou—a € QT ou

Q= _ZNai.

Sz)ith le centralisateur dgydansg,n™= @ g%etn = @ g% Alorsg=n"®hdn"
aeQ*\{0} —aeQ*\{0}
est une dcomposition triangulaire de Cela signifie :

en,n" eth sont des sous-addpres gradees dey, n* etn~ étant nilpotentes;
® gg =15 Bh® ng est une écomposition triangulaire dg; au sens classique ;
e b:=hdn' est une sous-addpre esoluble degy.

PourA € b*, il existe un uniqué-moduleV, tel quen*V, =0 et[H,X] = A (H)X pour toutH € b5
etX €V,. SoitCX, le bg-module de dimension 10X, est tel que%XA =0et[H,X,] =A(H)X, pour
toutH € hg. Les modules de Verma pogg et g sont cefinis par :

M(A) =U(gg) @ CX,,
U(bg)

Le moduleM(A) (resp.M(z\ )) pos&de un unique quotient simple (resp. simple g&gdu
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Le groupe de Weylest enfin éfini commeétant le groupe des permutations de I'ensemble des
racines.

Examinons le cag = osp(1,2n). Nous avongy = sp(2n,C) et lesélements de la sous-abrehg
sont les matrices diagonales :

VAl o ... ... 0
0 0
Zn
H(z,...,zn) =
*Zl
0 . .0
o ... ... ... 0 -z

(avecz, ...,z € C) donc la sous-akprel est de dimension et une base est doee par{Hg,...,Hn}
ou :

Notant{Lj,...,L,} la base duale, nous choisissons commessgstde racines simples I'ensemble
suivant (voir [K&77] 2.5.4) :

{Ll_ L27L2_ L37 . -;I—n—l_ I—npl—n}-

[I.3.c Larepr ésentation adjointe tordue

Soitn > 1 etA,, I'algebre de Weyl engenée par les vecteudsn;, qi,i € [1,n]} avec les relations :
[pi,Gile =1, Vie[1,n],

[Pi Pil.z = [Pi,qjl.z = [ai,0jl.z =0, Vi, j € [Ln], i# ],
ou [p,dl.z := pg— gp (crochet de Lie classique). L'adtpre A, est munie d’une structuré,-gradiee

(les vecteur9y, ..., Pn, 01, - .., 0n Sont de degr 1, et l'unite 1 est de de@r0) qui la transforme en une
superalgbre de Lie. Noton§, .| son crochet.

Deéfinition 11.3.13. L'action adjointe tordue dé., sur elle-néme est dfinie par :
ad(A)(B) := AB— (—1)3P*1BA
pourA,B € A, deg,,(A) = a, deg,,(B) =b.

Proposition 11.3.14. L’action adjointe tordue est une re@gentation fidle de la superalgbre de Lie
Ap/C.1dans la superalgbre de Lie des endomorphismeside Autrement dit :

ad (AB— (—1)%BA) 3 ad([A,B]) =[ad(A),ad(B)] 5 ad(A)ad(B) — (—1)%ad (B)ad (A).

@

—-101 -



[1.3. Superal@bre de Lie orthosymplectiquep(1,2n)

Preuve.L égali€ (1) est claire (c'est le super-crochet de la supeétaigde Lied)). D’autre part, d'apss

la définition 11.3.13, les endomorphismes’ @&l) sont de degra si A € A, est de degra. Donc I'egalie

(3) n'est que lecriture du super-crochet de Lie des endomorphismes. |l aetmontrer [Egali€é (2).
SoitA,B,C € A, de deges respectifg, b, c € Z,. Calculons :

ad([A,B])(C) = [ABJC—(-1)@PI(cciA B
= ABC- (—l)abBAC— (-1 (@tb)(c+)c AB+ (_1)(a+b)(c+1)+abCBA

et:
ad(A)ad(B)(C) = ad(A)(BC—(—1)Pc+ICB)
— ABC-— (_1)a(b+c+1) BCA— (—1)b(c+1)ACB+ (_1)b(C+l)+a(b+C+l)CBA
ad(B)ad(A)(C) = ad(B)(AC—(—1)%°*lCA)
— BAC— (—l)b(a+°+1)ACB— (_1)a(C+1) BCA+ (_l)a(c+1)+b(a+c+1)CAB
Donc :

[ad’(A), ad(B)] (C) — ABC— (—l)abBAC+ (_1)b(c+1)+a(b+c+l)CBA_ (_1)a(c+1)+b(c+1)CAB

D'ou I'égali€ (2).
Quant au caraete injectif surA,/C.1, il suffit de remarquer que pour tout vectéude dege 1
dansA,, nous avons d¢A)(1) = 2A et ad(1) = 0.. O

SoitVy:= Vect(pi, q,i € [1,n])) eth := Vi@ [V, Vy]. Alors b est une sous-superélgre de Lie de
Ap. SoitV = V@V avecVy = C.1. Nous avons d¢h)(V) C V. Par exemple, pouk,B € Vj :

ad(A)(B) = AB—BA=[AB|».1
ad(A)(1) = 2A

avec|A, By € C car de deg0.
Nous cfinissons une forme bilegaireF : V xV — C par :

F(X,Y) = [X,Y]z, VX,Y €Vf
F(1,1)=-2

et F(X,1) = F(1,X) =0 si X € Vj. Comme|[p;,q]» # 0 pour touti € [1,n], la formeF est non
dégerérée.
Remarqudl.3.15. La formeF est super-sygtrique :

F(X,Y) = [X,Y]y = —]Y,X]z = —F(Y,X)

si X,Y € Vg, les autres iden@sétantévidentes.
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Lemme I1.3.16. La forme bilireaire F est invariante par la re@sentation adjointe tordue, c’eatdire :
F(ad(A)(B),C) + (~1)*F (B,ad(A)(C)) = 0
pour tout Ac b, B,C e V.

Preuve.Puisque les sous-espasg®tVy sont orthogonaux pour la forme biéaireF, il suffit de calculer
I'expression ci-dessus dans quatre cas, suivants leésldgs vecteuls e h etB,C eV :

1. Achy=V,BeV,C=1:

F(ad(A)(B),1) +(-1)'F(B,ad(A)(1)) = F([AB]».1,1)—F(B,2A)
= [Av B].i’(_z) - Z[B’A]f
= 0;

2. Ach;,B=1,CeVy:

F(ad(A)(1),B)+F(1,ad(A)(B)) = 2F(AB)+F(1,[AB]«.1)
= 2[ABly —2/A By
= 0;

3. A=[PQlehy=[V,Vi],BeV;, CeVy:

F(ad([P.QJ)(B),C) +F(B,ad([P.Q))(C))
= F(ad(P)ad(Q)(B),C) +F(ad(Q)ad(P)(B),C) + F(B,ad(P)ad(Q)(C))
+F(B,ad(Q)ad(P)(C))
= [Q,B]#F(2P,C)+[P,B| #F(2Q,C) +[Q,C] #F (B,2P) + [P,C] #F (B, 2Q)
= 2[Q,B|#[P.Cl#+2[P.B|£[Q,Cl# +2[Q,C|#[B,P|#+2[P.C|#[B,Ql«
= 0.

4. A€ by B=1,C=1: puisque adA)(1) = 0, I'identité est rifiee. O

Ainsi h est une superalipre de Lie agissant sur I'espage-gradie V (par l'intermédiaire de la
repesentation ajointe tordue) et laissant invariante la formeédline super-sygtrique non égerérée
et paireF surV. La superalgbre de Lieh est donc isomorpha la superalgbre de Lieosp(1,2n),
compte-tenu des dimensions \dget Vi (d’aprés la proposition 11.3.9 et la remarque 11.3.10). Comme
congquence de cet isomorphisme, nous avons :

Proposition 11.3.17. Si X € osp(1,2n)7, alors X3 = 0.
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Preuve.D’apres ce qui peade, il suffit de @montrer que sX € Vi, alors(ad(X)‘V)3 = 0. Nous avons :
(ad(X))2(1) = 2ad(X)(X) = 0
et, pour touty € V1 :
(ad (X))3(Y) = (ad (X))2(X, Y] £.1) = 21X, Y] z.ad (X)(X) = 0

D’ou le résultat. O

De manere plus @rérale :

Proposition 11.3.18. Soit 7t une repésentation de dimension finie de la supeéig de Lieosp(1,2n).
Si X € 0sp(1,2n)7, alors 17(X) est nilpotent.

Preuve.Nous utilisons 'isomorphisme entre les supeedles de Liesp(1,2n) eth et nous supposons
non nul. Montrons tout d’abord gu'il existe une base de Darboux de I'esfgjgueur la forme bilieaire
non cegerereer’ = Fy..y; (i-e. pour|.,.] ) de premieglementX.

CommeX; := X est non nul eF’ est non égererée, il existe un vectedy; de Vy non nul et
linéairement indpendant de; tel queF’(X1,Y1) =1 (en effet,F’ est antisyrdtrique donc alteree).
SoitW le sous-espace d§ engendé parX; etYi, et soit :

W :={YeV[|F(Z)Y)=0VZcW}

son orthogonal pour la forme bikaireF. Montrons qué/; =W oW+,

LintersectionW NW- est eduitea {0} : si X € WNW-, alorsX = AX; + pY; (avecA,u € C)
d'ou 0=F'(X,X;) = —u et0=F'(X,Y1) = A. Par conéquentX = 0.

D’autre part, pour touX € Vi, notonsky, la forme sulW définie parFy (Y) = F’(X,Y). La forme
bilinéaire F’ étant non égeréree (surVy donc surW), elle induit un isomorphisme enth& et W*
(isomorphisme habitued € W ~ R, € W*). SoitX € Vi. Montrons qu'il se @compose sV etW-.
D’aprés ce qui pecde,Fy, étantelement déV*, il existeY € W tel queFy; = K. Ainsi, F'(X-Y,Z) =0
pour toutZ € W. Par congquentY’ := X —Y ¢ W+ etX =Y +Y’ est la @composition cherée. Ainsi,
V=WaoW-

Fixons maintenant un vecteds € W+ non nul. De la @me margre que ci-dessus, il existe
Y, € Wt tel queF’(Xz,Y2) = 1. En réitérant le proécé (n fois au total), nous construisons une base
{X1,Y1,X2, Y2, ..., Xn, Y} deVy vérifiantF'(X;,Y) = 1 etF’'(X;, Xj) = F'(X,Y;) = F'(Y,Y;) = 0. Consi-
dérons maintenant I'application Baire® définie deVy dansA, parX; ~ pj etY; ~» q;. Par construction
de la base d¥&7, I'application ® est en fait un automorphisme de I'algye de WeylA, (en effet,Vy
est 'espace vectoriel sous-jacént,,). Par conéquent, quittéx consi@rer ro @1 au lieu derr, nous
pouvons supposet = p;.

Consicerons! := [3& [ ol I := Vect(py,q1) etly:= [I3,[7]. Alors [~ osp(1,2). Soitp :=
c’est une reprsentation desp(1,2) ; elle est par corexjuent comgtementéductible. Notonp = & p;

i€l
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sa cecomposition (finie) en composantes simples. Pour chiaglienous disposons donc d'uimodule
simpleV;. D’apres [BP91], lel-moduleV; est de plus haut poio% (ni € N) et sa dimension egfgalea

2n;i + 1. D’autre part, s € V; est de poidsnzl avecm € [—n;,n]], le poids dep(p)(v) est'egala% - %
Par congéquent, pour tout €V :

p(p)* ™M (v) =0,
Nous en éduisons donc que dy = max{dim(p;),i € 1}, alorsm(p;)% = 0. O

[1.3.d Cohomologie de la superalg@bre de Lieosp(1,2n) et invariants de I'algébre super-
exterieure

Notonsg = osp(1,2n) et reprenons les notations de la partie 11.2.e. Elgteur.%x est la super-
derivée de Lie (11.52) et I'oprateurd est la diferentielle super-egtieure (11.49). Rappelons que ce

sont respectivement des supéridations de de@r(0,x) et (1,0) de l'algébre super-egrieure/\(g*) et,
d’'apres la proposition 11.2.24% est une ref@sentation de la superélgre de Ligg.

Définition 11.3.19.

e Unecochdne est unélement de la superadtpre \(g*) ;

e Un cocycleest unélement de I'espace Két) ; notonsZ(g) := Ker(d) ;

e Un cobord est unélement de I'espace(A(g*)) ; notonsB(g) := Im(d).

¢ L' algebre de cohomologieH(g) est le quotient du sous-espace des cocycles par le sous-espace des
cobords H(g) :=Z(g)/B(g).

Remarqudl.3.20. L'algébreH (g) est(Z x Z;)-gradee : la graduation sUf. est obtenue gre aux
sous-espacedd”(g) des classes de cohomologie desocycles et 1&,-graduation écoule de celle de
g. D’autre part, le produit dand(g) est le produit de la superagre\(g*) pas€& au quotient. Il y est
défini sans ambigité card est une superétivation de 'algebre super-egtieure.

Définition 11.3.21. Deux coch@nesQ et W sont ditescohomologuessi et seulement s’il existe une
cochdne Ytelle queQ — W = dY. Les cochinesQ et W appartiennent alorg la néme classe de coho-
mologie, c’esta-dire repésentent le @meélément dans I'algbreH (g).

Concernant la cohomologie genous disposons duéb@me suivant qui est une repris&(dons-
tration y compris) de Enoné@ de [Kos50] :

Théoreme 11.3.22. L'algébre de cohomologie 4) est isomorphé la sous-algbre de ses cocliges
invariantes/\ (g*)®.

Le lemme suivant va nous permettre dabntrer ce thoeme :

Lemme [1.3.23.
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1. L'espace des coclrzes deg est somme directe du sous-espace des ¢nelanvariantes et du
sous-espace enger&par Zx (A(g*)) pour X parcouraniy.

2. Tout cocycle invariant dg et cohomologué zro est I'image par d d’une coclie invariante.

3. Toute classe de cohomologiegleontient un cocycle invariant et un seul.

Preuve.1) SoitT le sous-espace des cottes deg engende parZx (A(g*)) lorsqueX parcourtg. Le
sous-espac€ est stable paZ. Comme la regFsentation lieaire.Z deg dans/\(g*) est compktement
réductible, il existe un suppinentaire stablé C A(g*). Alors toute cochime Q deJ est invariante. En
effet, siX € g, alors.Zx (Q) € J carJ est stable et/ (Q) € T par cEfinition. Donc%x(Q) € TNJ = {0}.

Inversement, toute cochree invariante est dank Soit en effetN le sous-espace des coties
invariantes appartenaatT. C’est un sous-espace stable donc il goesun sup@mentaire stablé&y’
dans/\(g*). PuisqueN C T, ceci prouve qué\ est engendr par%x(N) quandX parcourtg. En effet,
consicerons un grérateurZx (Q) deN (par cefinition deT), avecQ € A(g*). Ecrivons la @composition
Q=0 +Q"avecQ € NetQ” € N'. Alors Q" est invariante car les sous-espablest N’ sont stables
par.Z. DoncQ = % (Q') etN est bien engenérpar.%x(N) quandX parcourtg. Mais par éfinition
deN, Z(N) = 0 pour toutX, doncN = {0}. Ceci montre donc qu&est exactement le sous-espace des
cochdnes invariantes da(g*). D'ou la premeére assertion.

2) Les sous-espacésetJ sont stables pat car.%x etd commutent d’aggs la proposition 11.2.27.
Par conéquent tout cocycle cohomologaezero dans] est danslJ. En effet, soitQ un tel cocycle :
il existe une coctime ¥ telle queQ = d¥. Ecrivons la @compositiort¥ = ¥’ + W’ correspondard la
somme directé\(g*) =J D T. Alors :

Q=d¥=d¥ +d¥ eJ

avecdW € Jetd¥’ € T. Doncd¥’ =0 etQ =dW¥W = dW € dJ.

Soit par ailleur®d le sous-espace des cocycles apparteadntD = T NZ(g). Le sous-espade
est stable par la repsentation? et il est donc engendrpar.%x (D) quandX parcourtg. Or, pour tout
cocycleQ deg, nous avons, d’aps la formule de Cartan (proposition 11.2.26) :

L(Q) = doix(Q) +ix 0d(Q) = d(ix(Q)).

Donc tous leléments d® sont cohomologues ro.

D’autre part, puisqué@ etJ sont stables pat, les composantes d’un cocycle dans ces deux sous-
espaces sont encore des cocycle€)(si Q'+ Q”, alors 0= dQ = dQ’' +dQ” d’'ou dQ' = dQ"” = 0).
Nous en @duisons donc que tout cocycle est cohomolaggsa composante dadsd’ou la deuxeme
assertion.

3) SoitQ un cocycle. Montrons qu'il est cohomologaeain cocycle invariant. D’ags le premier
point, nous disposons d’une uniquecdmpositioQ = Q' + Q" avecQ’ cocycle dang etQ” cocycle
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dansJ. Mais d’apes ce qui pecede,Q’ est conomologua zero. DoncQ est cohomologua Q”, d’ou
la troisieme assertion. m

Démonstration (du thoreme 11.3.22).D’apres la proposition 11.2.28 page 94, toute cdeiesinvariante
est un cocycle (invariant). Le lemme 11.3.23 nous assure alors que toute classe de cohomojpgie de
contient une cochime invariante et une seule. O

[I.3.e Invariants de 'alg ebre super-synétrique

De la néme marére que nous avoritendu la refizsentation contragdientead de la repsen-
tation adjointe d’'une superatre de Lieg & A\(g*) pour obtenir la re@sentation? (voir la remarque
11.2.25 page 93), noustendonsad & la superalgbre $g*) ; notons® la repésentation obtenue. Pour
X € g, 'endomorphism®x est alors une supeédvation de degrx de Sg*) ayant la néme expression
que%x :

Ox (F)(Xa,-,X0) = (=1 5 (=)t PF (X, ., Xj-1,2dX) (X)), X1, -, Xn)
=1

avecF € S'(g*), dedF) = f etX, Xq,.... Xn € g.

Notonsg = osp(1,2n) et gg = sp(2n,C). Concernant la structure de I'espace des invariants de
I'algebre super-sy#trique degy, le theoeme de restriction de Chevalley valable dans le cas classique est
également applicable d’ags [Ser99] :

Théoreme 11.3.24. Soith une sous-algbre de Cartan dgg et’” le groupe de Weyl. Alors la restriction
de S(g*) dansS(h*) induit un isomorphisme d’akgbres entre les sous-a@pres de€léments invariants
S(g")® ets(h*)”".

Examinons la structure de la sousé&hge des invariants(§*)” :

n
Proposition 11.3.25. Soit{a1,...,an} un syseme de racines simples ge Notons t:= Z\aiZK des
i_

élements particuliers de la superalgreS(h*), pour k> 1. Alors la sous-algbreS(h*)” est?somorphe
al'algebre de polydmesClty,.. ., tq].

Preuve. Nous avons vu dans la section 11.3.b qu'il existait un 8yt de racines simplg$r,...,an}
deg. C'est une base dg* donc I'algebre $5*) est I'algebre des polydmes en les ingtermiréesa;. Or,
le groupe de Wey¥ est engendr par les permutations et changements de signe des ragines .
Par congéquent, les polybmesty, ...t sont des grérateurs de &*)” comme algbre de polydmesa
n indétermirées. En effet, il est clair qug estélement de 8)*)7” et la famille degy est linrtairement
indépendante compte-tenu de leur defle polyromet, est homogne de dedr X). O

Nous en éduisons le corollaire suivant dugteme 11.3.24 :

Corollaire 11.3.26. La sous-algbre des invariant§(g*)? est isomorph& une algbre de polydmesa
n indetermirées.
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Remarqudl.3.27. Nous cterminerons dans le lemme 11.6.3 page 136 dagmteurs de I'algbre de
polyndmes $g*)9.

NotantJ, I'idéal d’augmentationde la sous-akgbre $h*)” (c’esta-dire I'ideal des polydmes
de degé non nul), nous avons :

Proposition 11.3.28. Si k> n+ 1, le polyrdme k estélement de 3.

Preuve.Soitk > n+ 1. Le polyrdmety appartient I'algébre de polydmesCity, . . .,t,]. Par congéquent,
il existe un ensembleZ de multi-indiced = (iy,...,in) € N"\ {(0,...,0)} et des constantes € C\ {0}
tels que :

= At tin,
les

Puisque le polydmety est homogne de degr X, le polyrf)metill ...t est homogne de degr 2(i; +
2i+ ...+ nip).

Supposons quig n'appartienne paésJi. Commety ne poséde pas de terme constant, cela signifie
qu'il existe un multi-indicel = (0,...,0,1;,0,...,0) tel queA; soit non nul. En terme de degrnous
avons alors dedk) = dedt;) i.e. k= j, ce qui est absurde. Donc il n’existe pas de tel multi-indice dans
I'ensemble de sommation gtest, par corisquentglement del2. O
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II.4 Identit &€s super-synétriques et super-antisynetriques

Dans toute cette parti€/ désignera une alibre associative unitait®,-gradiee. Lesélements
X de ¢ seront toujours suppés homognes (de de@rx € Z). Sauf mention locale et explicite du
contraire,n désignera un entier naturel fneur ouégala 1

Il.4.a Deéfinition et propri étés
Définition I1.4.1. Notons u, I'application n-linéaire : (Xi,...,Xy) — Xi1...X,. Lapplication u, est

élement de7(¢,¥). L élementA, := A(Ln) est apped polyndme super-antisynétrique d’indice n
sur¢. Concetement :

An(Xg,..., %) = z €(0)e(a, Z)Xs(1) - - - Xo(n)

ge6p

pourXi,..., X, € 4. Nous cfinissonggalement I@olyndme super-synétrique S, := S(n) :

31(X1,...,Xn) = z E(U,%)Xa(l)...xo(n)

UEGn

pourXy,...,Xn €Y.

Exempldl.4.2. PourX € % etY € ¢4, nous avons par exemple :
Ap(X)Y) = XY—(—1)YX
S(X,Y) = XY+ (=1)YX

Le polymdmeA; est ainsi le super-crochet de Liéfthi naturellement sur toute agre associativé-
gradiee. Si, de pluZ € 4, nous avonggalement :

As(X.Y,Z) = XYZ—(—1)9YXZ— (—1)pIPEVZZYy X— (—1)YXZY
+(=1)X0FY ZX 4 (—1)ZHZXY.

Remarqudl.4.3. SiXy,..., Xy € ¥4, alorsAn(Xy,...,X%n) est le polyome antisyratrique classique, &g
renconté dans la partie 1.4 page 38. Mais¥i,..., X, € ¢, alorsAn(Xg,..., Xn) = Xo(1) - - Xo(n)

(S
n'est plus altera, donc nous avons :

An(X,... . X) =nIX"

pour toutélementX € ¥;. Par conéquent, si la superadpregl(m,n) vérifiait une identié polynomiale
de type Amitsur-Levitzki, tous sedements de de'grfseraient nilpotents, ce qui est manifestement faux,
par exemple pour la matrice :

€ gl(m,n)7.

1

Cette obstruction est |@e sur la superaddpreosp(1,2n) gracea la proposition 11.3.17 page 103.
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Nous nous proposons dans la suite @mdntrer diverses identis \erifiees par les polydimesA,
ets,.

Lemme 11.4.4. Soit X,..., X, € ¥ eto € G,.
e Le polyrobme A, est super-antisyétrique i.e.

Preuve.C’estévident par éfinition. O

Lemme 11.4.5. Soit X,...,Xnr1 €¥. Alors :

n+1 .
L Ana(X, o %) = Z(—l)‘*1(—1)“(Xﬁ“'*XJ’*”XjAn(Xl,.-.,Xjfl,XjH,.-.,Xnu)-
J:

n+1

2. Avia(Xe,. Xe1) = ) ()M (=)t ) A (X, X1, X X ) X
=1

n+1
3. Sl+l(xla K 7X|"I+1) = z (_1)Xj (Xl+'..+Xj_1>XjS’1(Xla cee 7Xj*1)xj+la e 7X|"I+l)~
=1

n+1
4. Sia(Xe, o Xorr) = 3 (LIPS (X X1 X X)X
=1

Preuve.
1. SoitZ" = (X]_, cee ,Xn+1) € @1 et Zi = (X]_, cey Xiz, Xig 1y - - ,Xn+1) eygn (I S [[1, n+ 1]])
(1) Pouri € [1,n+ 1], nous @&finissons :

S.1:={0e6n1|ao)=i}.

n+1 .
Alors nous disposons de la partition suivante du grogpe; : Gny1 = | §,,,. D'autre part, I'en-
i=1

sembleﬁmrl est en bijection avec le grougggl, des permutations de 'ensemble d’entiéts. .., i —1,i+
1,...,n+1}. En effet,a toute permutatioo € S, ; nous associons une et une seule permutatiers),
en posant :

5.:< 12 i-1 i+l n+1 )

o2 o3 ... o) o(i+1) ... onh+1)

Fixonsi € [1,n+1] eto € §, ;. Exprimons la signature et la super-signatur&dm fonction de celles
deo. Les couples d'inversion de sont les suivants :

el<r<s<i—laveco(r+1)>o(s+1)ie. 2<r<s<iaveco(r)>o(s);
el<r<i<s<n+laveco(r+1)>o(s)ie. 2<r<i<s<n+1laveco(r)>o(s);
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ei+1<r<s<n+laveco(r)> o(s).
Nous obtenons donc tous les couples d’inversions de la permutasanf les couple€l, s) aveco(s) €
{1,2,...,i—1} (o(s) <i=0(1)). Nous en éduisons :

£(0) = (-1)""1e(0) ete(o, Z7) = (—1)at-T1g(qg, 25).

Donc:
n+1 1 _ . _ _
Ani1(2) = 21(_1)'+ (—1ysbatxaa)yg > €(0)e(0, Zi)Xg1) - Xo(i-1)X5(i+1) - - Xo(n)
i= oc6,
n+1

_ .Z(_l)i+l(_l)xi(X1+...+Xi—1)XiAn(X17._.’)(i_l’)(i+1’_.'7xn+1).
2. Pouri € [1,n+ 1]}, définissons :
S ={0€6n1|on+1) =i}

n+1 . . . .
Alors Gn1= | §,,,. D’'autre part§,, ; esten bijection avec le grougs, : ao € §,, ;, nous associons
i=1

(1 2 . -1 vl oongd
\o() o2 ... oi-1) oli) ... o))’

Les couples d'inversions d& sont :

0 € &, définie par :

el<r<s<i—1laveco(r)>o(s);
el<r<i<s<n+laveco(r)>o(s—1)ie.1<r<i<s<naveco(r)>a(s);
si+l<r<s<n+laveco(r—1)>o(s—1)ie.i<r<s<naveco(r)> a(s).

Par rapport aux couples d’inversions de la permutatioil manque donc les couplés,n+ 1) avec
o(r)e{i+1i+2,...,n+1} (o(r) > o(n+1) =i). Donc :

£(0) = ()™ g(0) ete(o, 27) = (—1)nt-Tonleg(G, 25).

Par congquent :

n+1 ) . ~ _

Avii(2) = _Zl(—l)n+l_'(—1)X'(X'“+"'+X”“) > €(0)e(0, Zi)X51) - Xo(-1)X5(1+1) - -- Xg(n+1) X
i= oc6h,
n+1

_ .Zl(_l)n+lfi (—l)xi (Xi+1+...Jan+1)An(X17 o K1 Xig 1, - X)X

Pour cemontrer les identis (3) et (4), il suffit de reprendre leérdonstrations ci-dessus en retirant tous
les termes concernant les signatures. O

Nous pouvons @montrer une idengt plus puissante dont les formules @eurrence ci-dessus
découlent. En effet, nous pouvons peder comme dans lgéinition 11.1.26 et @finir un produit super-
extérieur sur les applications multiBires sufs.
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SoitF € #N9,9), G € Z§(¥4,9) et X € %, (i € [1,n+ p])). Nous cfinissons I'application
produitF @ G par :
S

F @G(xl,...,xw) = (—1)9K PR (XL X)) G(Xnt - -5 Xt p)

et siF etG sont super-antisyétriques :
1
FAG=— 0-(F®G) = % 0-(F®G)
n! p! oegnﬂ) a s o0&,
Ou super-syratriques :
1
F-Gi=— 0-(F®G)= % 0-(F®G).
n! p! UG%M s s o&5.,

Nous disposons desames propétes d'associativé et de commutation&nontées dans le cas des
superalgbres7 (V), o7 (V) et.# (V). Nous en éduisons alors les formules suivantes :

Lemme 11.4.6. Soitnp> 1. Alors :
Anip=ANAp et Sp=SS.

Preuve.Soit 2" = (X1,...,Xn4p) € 4" P. Notons 2/ = (Xq,..., %n), Z" = (Xns1,. .., Xnyp). Puisque
Ap € 93(9,9), il vient :

An AAp(X1, ... Xatp) = e(Me(1, 27 ) An(Xi(1), - - » X)) Ap(Kra(n1)s - - - Xt p)) -

Tp! TEGnyp
Soit :
Sip=1{0€6nip|o([1.n]) =[L,n] eto([n+1,n+p]) = [n+1,n+p[},

etpouro € §,, 0’ = Ojju.n) €10” = Ojfns1.n+p].
En utilisant la notation abusive - 2"/ = (Xr(1)s - - - » Xgmy )» NOUS @vons alors :

An(Xng(1)s - - s X)) Ap K1) - - > X))
= Zﬂ g(0)e(o’,mt 27 e(0")e(0”, Y 27 Xng(1) - - Xnrotni p)
gc p

car:
O tnip(TH-27) = pnyp((m0) - 2)

et, dans I'expressioa(o, 1. 2"), la permutatioro agit sur les indices, 2, ..., m.

Nous avons clairement cdi, ,) = n!p! et §, ; est en bijection ave&, x Sp. D’autre part si
oc§,, alors:

e(o)=¢(0’)e(a”)
et:
e(0,%)=¢(a", %" e(a",@")
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ou %' et%" sont ckfinis par? = (%', %") € 4" x 4P (il n’y a aucun couple d’inversiofa, b) tel que
a<n<b). Donc:

AKXy, - X)) A K 1) - - s Kingp) - = % £(0)e(0, T 2)Xna(1) - - Xrro(ns p)
gc p

= > (UéHner)("_l'%)-

(SIS
Donc :

AAAR(Z) = — S (70 pinip))(2)

I pl
n-p: NMEGn+p 0E€Y, p

=

= ol 2 2 (1M0) tnep(2)
n-p: 0€Y,, MEGntp

Anip(2)

1
n! p!
P oy,
= An+p(X17 cee ,Xn+p)~
Pour cemontrer la formule relative aux polgmess,, il suffit de reprendre la@monstration ci-
dessus en retirant les signatures. O

Nous poursuivons en donnant plusieurs idéstiérifiees par les polyimesA, etS,, en ¢grérali-
sant les identéts connues sur le polgme antisyratrique classiqug, (voir [Kos58, Jac75]). De plus, un
certain nombre de cesuper-identis) nous servira dans la deame partie pour @nontrer une version
du threoreme d’Amitsur-Levitzki sur les superalgres de Liesp(1,2n).

Lemme 11.4.7. Notonsly I' élement uni de l'alggbre?. Soit X,..., X, € 4. Alors :
1. Ava(Xa, .., X0, 1g) = An(Xq, ..., Xn) Sin est pair;
2. Avi1(Xq,..., %0, 1) = 0sin estimpair;

3. S‘H—l(xla s 7Xn7155) - (n+ 1)31(X17 .. 7Xrl)
Preuve.Soit. 2" = (Xq,...,%n, Xnr1) € 91 et2 = (X1,...,%n) € 4" ou Xy+1 := 1y. Nous avons :

Ana(Xe,.. Xp1) = Y €(0)€(0, 2)Xo(1) - Xo(nr)

0€6nt1
n+1

= Z Z 5(0')8(0', ‘%)Xa(l> .. .Xa(i_l)Xa(iH) . Xa(n+1)
i=loeg,,;
oU nous avons nét:
S ={0€6n1|0(i)=n+1}.

n+l . .
Nous en @duisons la partition Sn,1 = | ] §,,, et 'ensemble§, . ; est en bijection avec le grougs,
i=1

par 'application :0 € §,,; — G = (07F) 1.0 € Sn O :

m:=>G0i+1...n+1)€Gnu1
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(injectivit & estévidente et la bijectivé suit car car(:S'nJrl) = n! = card Gp)). Nous avons imradiate-
ment :
£(8) = £(om) = £(0)e(m) = ()" e(0).

Soiti € [1,n+ 1] fixé eto € 31+1- Nous obtenons donc :

o — 1 i—1 i i+1 n+1
~ \o(®) ... a(i-1) n+1 oi+1) ... o+l
(1 .. -1 0 i+l .. ontl
- \e@n) ... (-1 n+1 &G ... o))’
Par conéquent :
J(0,2) = {(@ab)el,n+1]?|1<a<b<n+1, 0(a)>0(b)etxa(a):xc,(m:f}

= {(@b)e([Ln+1\{i})?|1<a<b<n+1 (@) > o(b) etXym = Xo(m) = 1}
Uf{ae[Li-1]| (@) > o(i) = n+1etxyq = Xnr1 = 1}
U{befi+1,n]|n+1=0(i) > o(b) etxni1 = Xom = 1}

= {(ab) e ([Ln+1]\{i})?|1<a<b<n+1, og(a) > a(b) etXg(a) = Xo(b) = I}

= {(a,B)e[LnP|1<a<B<n o7(a) > oTi(B) etXon(a) = Xon(p) = 1}

- 9(6,7)

car les deux autres sous-ensembles sont vides pugque- deq 1y ) = 0. Finalement :

n+1

Ani1(Xe,- o X0, ly) = _Z\(—l)nﬂfi Y £(0)(3, 2 Xe1) - Xo(n)
I= 0e6y

n

— _;(_1)iAn(x1,...,xn).

D’ou le résultat en ce qui concerdg. Pour le polydimeS,, nous obtenons :

n+1 .
Si1(Xe, -, %, ly) = Zi > (0, 2)X5) - X ()
I=10e6,
n+1
= ZlS"I(Xl’axn)

= (N+DSi(Xa,. .., %)

O]

Notation1l1.4.8. Si ¥ est une superaidpre d’endomorphismes d’'un espace vectdfighgradie de di-
mension finie/, nous disposons de 'application super-tradgefide en 11.3.2). Nous notons alors :

an(Xg,. .., Xn) == St(An(X1,...,Xn)) et s(Xq,...,Xn) :=stn(S(Xg,..., %))
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pour Xz, ..., X, € ¢4. Les applications, et s, sont donc des formeslinéaires respectivement super-
antisynétrique et super-syatrique. La forme biligaireB désignera la forméX,Y) — str(XY) (nous
I'avons ckja rencontie en 11.3.5).

Lemme 11.4.9. SoitV un espace vectorigh-gradlé et supposons qué = gl(V). Soit X,..., Xy € 9.
Alors :

1. a(Xq,...,Xn) =0sinestpair;
2. &(X1,..., %) =nB(An-1(X1,...,%n-1),X%n) Si n estimpair;

3- S"I(Xla s 7xn) = nB(S‘I—l(le tee 7Xn—1)7xn)-

Preuve.Nous allons utiliser le fait que I'application super-trace est supegésymue. En effet, sK € %
ety € 4, alors :
str(XY) = (—1)Ystr(Y X).

Notons 2" = (Xg,...,Xn) € 4" et pouri € [L,n]], §,={0 € &, | a(i) = n}. CommeS, = [| S, il
i=1

vient :

an(X]_, Ce ,Xn)

_ £(0)e(0, Z)st(Xg(1) - - - X))
ge6n

= z £(0)e(0, Z)str((Xo() - - - Xoi-1)%0) Xo(is1) - - Xo(m)))
i=loeg,

n
= Zi S £(0)e(a, 27) (=)o X0 Kot T HXomI (X g - Koo Xo ) - - Xo(i—1)Xn)
i=1lges,

L'ensembles, est en bijection avec le grou@,_ par I'applicationo € §,+— & = (071 )| 1,n-1 € Sn-1
ol mestle cyclg1 2 ... n) € &,. Nous avong(m) = (—1)" 1 donc :

£(0) = (1" Ve(o)
sice$,
Notons que :

H 1 2 ... n—i n—-i+1 ... n
i+1 i4+2 ... n 1 e

donce(1, %) = (—1) Wittt t%) pour® = (Yy,...,Y,) € 4" Ainsi :

n

an(Xy,..., %) = Zl S e(0)e(0, 2)e(n,071 2)St(Xpri(1) - - - Xori(n-1)%n)
I=10e§,

n

- Z(_l)iml)str( Y €(0)e(0, 2) X5 Xo(n-1) xn>

= stAn1(X1,.... Xn_1)Xn) § (=)D,
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Nous obtenons les formules (1) et (2) en remarquant que-s2p :

2p 2p

(-1 Y = 5 (-1 =0
2 2
etsin=2p+1:
2p+1 i(2p)
(—1)'“P =2p+1.
2
La formule (3) s’obtient enécrivant les calculs ci-dessus sans les signatures. O

Corollaire 11.4.10. Soit pe N* et | I'application multilinéaire cefinie par :
I(X1,...,Xops1) = B(Agp(Xa, ..., X2p), Xops1)-
Alors | est super-antisyatrique.

Preuve.C'est clair puisque d'ags le lemme 11.4.9, nous avons :

1
| ()(:]_7 ce ,X2p+1) = maZp_;rl(Xl, e 7X2p+1).

Corollaire 11.4.11. Supposons nimpair. Soit” = (Xy,...,X,) € 4". Alors :

an(Xq,. .., %n) = (=) (=10t P-UnBAL 1(Xe, .., X1, Xji1s- -, %n), X))

1 i—1 j j+1 ... n
Preuve.Soitmr=(nn—-1... j+1j)= J : h%
1 ... j-1 n | .. n=-1

) € Gh. Nous avons :
e(m=(-1" = (-t

carnestimpair et :
E(T[, %) = (_l)Xn(Xj+..4+xn71).

Par congquent, puisque le polgmea, est super-antisyatrique :

an(Xe, .., %) = (=L)IFH(—apaliteeda (X X1, X1, X, X))
= (=11t Pe-UnBAL (X, .., X 1, Xj1 1,5 %), X))

d'aprés le lemme 11.4.9. O

Lemme 11.4.12. Soit X,...,Xn € ¢4. Notons :

Z(Xl,...,Xn) = Z 8(0’)8(0’,%)[)(0(1),)(0(2)...Xa(n)]

UeGn

("application { est 'image par I'ofgrateurA de 'application (X, ..., Xn) — [X1,X2...Xq]). Alors :
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1. {(Xq,...,%,) =0sinestimpair;
2. {(Xq,...,%0) = 2A0(X1,...,%n) Si n est pair.

_ 1 2 ... n-1n
Preuve.Soitmr:=(12... n)= € Gp. Alors :
2 3 ... n 1

g(m = ()" et e(m#)=(—1)0zt-t)
pour? = (Yi,...,Yy) € 4". Par congquent :
g(om2) = (—1) e et +Xom)eg (g, 2).
Finalement, il vient ;

(X, %) = 5 €(0)e(0, 2)Xe1)Xa(2) - - Xo(n)

ge6y
- > &(o)e(o, Z) (= 1)o@t Hom)X o KXo X
oe6p
= An(X, X, %) = ()" S e(ome(om 2 ) pn((om) - 2)

0e6y

= An(X1, X2, %0) — (1) AG(X1, X2, . ., Xn).

D’ou le résultat par pari den. O

Remarqudl.4.13. La formule (2) du lemme 11.4.12 montre qéep(Xi,...,Xop) €St une combinaison
linéaire de crochets, et nous retrouvons le preng@isultat du lemme 11.4.9app(Xy, ..., Xzp) = 0.

Lemme 11.4.14. Soit X, ..., Xon11 € 4. Alors :
1Y e(0)e(o, 2)[Xo(1), Xo2)] - - [Xo(2n-1): Xa(2n)] = 2"Aen(Xe, ..., Xan) ;
0€Gon
2. Pour tout/ € [[0,n]],
£(0)€(a, 2)[Xo(2), Xo2)] - - - [Xo(20-1), Xa(20) Xo(2041) Ko (2042) s Xo(2043)] - - -

0€Gont1
X [Xa(2n)7xcr(2n+1)] =2"Aon1(Xe, .., Xony 1)
Preuve.
1. Pouri € [1,n], notonst; := (2i —1 2i) € &y, et poura = (dy,...,0an) € {0,1}", gq ;=[] 1"
Notons que :
E(Ua) — (_1)011+4--+0!n GIE(UG,@) — (_1)01Y1Y2+--~+Un>’2n71y2n

pour tout? = (Yy,...,Yan) € 42", Puisque l'on a {Y1, Y] = V1Yo — (—1)Y2Y,Yy, il vient :

[Y1,Y2] ... [Yon-1,Yon] = z €(0q)€(0q, Q/)Yaa(l) -+ You(2n)
ae{0,1}n
= z Oq : Hon(Y1,. .-, Yon).
ae{0,1}n a
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Soito € Gon. En posant? = o1 .27, il vient :

Xo(1): Xo2)] - - - Xo2n-1), Xo(2n)] = Z Oa éUZn(O-_l - 2)
1

et:
% €(0)e(0, Z7)[Xo(1), Xo(2)] - - - [Xo(2n-1), Xo(2n)] = ; 0 :(0a - Hn)(2)
(ofSISP! ae{0,1}" 06,
= Z Z 00q) UZn 2)
ae{0,1}" 06
= Z AZn(X17-~7X2n)
ac{0,1}"

= 2nA2n(X1, e 7X2n).

2. Pour montrer la deugme identié, nous proedons de la @me margre avec les transpositioms.=
(2i—1 2) € Gonyg pouri € [1,4]], Ti:= (2 2i+1) € Gonpq pouri € [£+1,n] et les permutationsy
comme ci-dessus. En particuliery (2¢ + 1) = 2¢+ 1. Nous avons alors :

E(O’g, g/) — (_1)01y1y2+<--+G/Yu71)’2/+0£+1y21:+2)’2/+3+-~+CfnYZnY2n+1'

D'ou:

(Y, Yo] .. [Yor—1, Yol Yori 1 [Yors2, Yorra] - [Yon, Yonia] = ) 0aéﬂ2n+1(@)-
ae{0,1}n

Nous concluons de la@me margre. O

I1.4.b Invariance

Rappelll.4.15. Une superal@bre de Lieg agit sur les applications multileaires de I'espace (g, g)
comme sulit :

T (F)(Xg,...,%) = adX)(F(Xg,...,Xn))
_(_1)xf.z(_1)x(x1+...+xi VE F (X1, Xim1, XX Xkt -5 Xn)),

pourX,Xy,...,Xn € g, F € #(g,9).
Supposons dans cette partie glie- g est une superaigpre de Lie.
Lemme 11.4.16. Le produitu, € .77 (g,g) est invariant parg.

Preuve.Démontrons l'ident# du rappel 11.4.15 paécurrence sun > 2 (elle est triviale poun = 1).
e Pourn = 2, nous avons d’une part :

[X, X1 Xg] = XX Xo — (—1)XCabX) X XoX
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et d’autre part :
X, Xa]Xo 4 (=) [X, Xo] = XXgXo — (—1)P8X X Xo + (— 1) X X Xp — (— 1) CatXe) X Xo X

= XXXp — (—1)CaPRIX XX,

d’ou le résultat au rang 2.
e Supposons l'identé vraie jusqu’au rang — 1. Nous avons d’une part :

X, X1 Xn] = XX .o X — (=) CatXlx XX

et d’autre part, d'ags I'hypothese de&currence au rang— 1 :

n

_Z(—1>X<Xl+-~-+ﬁfl>x1...m_l[x,mml...xn

n-1
= <-Z(_1)X(X1+--A+Xi1)xl . Xi,]_[X, Xi]XiJrl . Xn]_) Xn

(=1}ttt xg X 1 [X, X

= (X, X1.. Xnoa]) X+ (—21)X0atetXaax X0 1 [X, Xl

= XX XX — (=10t X)) X g X X 4 (— 1) et tee1)
X1 .o X1 XX — (=10t bXaabxa)y, X0 XX

= XX Xn— (=1 Oat PN XX

d’ou le resultat au rang. O
Proposition 11.4.17. Les applications A S, a, et s sont invariantes.

Preuve.Rappelons qué, = A(l,) etS, = S(u,). D’apres le lemme 11.4.16, nous avons :

T (Un) (X1,..., %) =0

pour tousX, Xy, ..., X, € g. Il suffit donc de @montrer que A (resp. S) commute avecpour obtenir
le résultat, c’esta-dire de @montrer quetk commute avec I'action super-antisgtrique (resp. super-
symetrique).Ecrivons, pours € &, etF € .#7(g,g) :

(0 F)(X,.. . %) = adX)((g:F)(Xi,.... X))

—(—1)xf _Zl(—l)xmf--ﬁfl)(aéF)(xl, KX %)
= £(0)e(0, 2)adX)(F (Xg(1);- > Xo(n)))

_(—1>Xf.Zl(—1)“*1*“*’“'*1)8(0)8(<L@i)F(Yi s+ Yorm)
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ouY;' = [X,X] (de degéx+x) etY; = X, si£ #i. Pouro = (j j +1) € Gy, il vient :

r&(aéF)(Xl, ey Xn)

= — (=1 adX) (F (X1, - X1, X1, X}, Xj 42, - - -, Xn)
j—1
+(—1)xf Z(—1)X<X1+-~-+Xi—l>(—1)Xixi+1F(xl,...,[x,m,...,x,-,l,x,-H,x,-,tz...,xn)
i=

(=1 (= 2Ot 0 (L) PR (X X1, X1, [XX], X2y -5 Xn)
+(_1)Xf (_1)X(X1+.~-+Xj)(_1)Xj (XJFXHl)F (X17 tee 7Xj—l7 [Xv Xj+1]7xj ) Xj+27 tee ;Xn)

n

+(_1)Xf ) (_1)X(Xl+m+Xiil)(_l)XjXHlF (Xla <o 7Xj—17 Xj+17 XJ ) Xj+2a RE) [Xa Xl]a s 7Xn)

i=]+2

D’autre part :

= £(0)e(0, 2)&(F)(Xo()s---» Xom))
= &(0)e(0, 2)adX)(F(Xo(1),---» X)) —

n
(—1)Xf8(0')8(0', %) Zl(—1)X(XU(1)+"'+X"“’1))F (Xg(l), e ,Xg(i,l), [X, Xa(i)],xo(i+1), e 7X0(n))-

Aveco=(jj+1):

(0. (1 (F))) (X1, %)

= —(=1)adX) (F (X, - -, X1, Xj 11, X, Xj12, - - Xn))
j—1
+(—1)XF (=X Zl(—l)x<xl+~-+xifl>|:(xl,...,[x,xi},...,x,-,l,x,-ﬂ,xj,xm,...,xn)
i=

+(_1)Xf (_l)XJXHI(_1)X(X1+M+inl)F (X17 oo axjflv [X7Xj+l] ’ XJ ) Xj+Za e ,Xn)
+(*1)Xf (*1)ijj+1(*1)X(X1+m+xjil+xj+l)F (X17 tee 7Xj*17 XjJrl) [Xv X]} ) Xj+27 tee axn>

n
+ (=X (—1)ixin )3 (=1 XD (X X1, X1, Xy X2, 5 XX ).
i=]+2

D’ou I'égali€ pour les permutatior(g j + 1). Nous en éduisons que :

o (m(F)) =m(0-F)

a

pour toute permutatioa € G,. Nous trouvonggalement :

o.(m(F)) = (0 .F)

S

pour touto. Donc :
A(mx(F)) = mx(A(F)) et S (F)) = m(S(F)).

Ceci gmontre l'invariance des polgmesA, et S,.
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D’autre part, notantr’ I'action sur.%(g), nous avons :

T (an) (Xg; - -, %)
= —str(i(—l)x(xﬁ'"“‘i1>An(Xl,...,Xi_1,[X,)(,-],)(,-+1,...,Xn))

=}

= str(ad(X)(An(Xl,...,Xn))— (—1)X<Xl+~~+*1)An(x1,...,xi_1,[x,><i],xi+1,...,xn)>

= st (An)(X1,..., %))
=0

(car la super-trace est invariante) et deme pouss,. O

Il.4.c Stabilité de la superalgbre osp(1,2n)

Rappelll.4.18. Rappelons que la superalyreosp(1,2n) est la sous-akpre degl(V) laissant invariante
une forme bilireaire, paire, super-syatrique et non-égerérée (voir la proposition 11.3.9) :

osp(1,2n) = osp(1,2n)5 D osp(1,2n)1

avec :

osp(1,2n)y = {U € gl(1,2n)y | FU(X),Y) + (—1)"F(X,U(Y)) =0V X €V, Y € V,V x € Zp)}
ouV =Ca»C?, uc Z.
Lemme I1.4.19. Soit X, ..., Xn € 0sp(1,2n). Alors :

1. Agr1(Xe, ..o, Xake1) € 0sp(1,2n) (pour m= 4k +1);

2. Ai2(Xa,. .., Xakp2) € 0sp(1,2n) (pour m= 4k +2);

3. Spi1(X1,..., Xops1) € 0sp(1,2n) (pour m=2p+1).

Preuve.Nous allons utiliser la condition du rappel I1.4.18 en gardant |éses notations. Sott € \,
ZeVzetYy,...,Ym € 0sp(1,2n). Notons? = (Y1,...,Ym). Alors commeYy,...,Ym € osp(1,2n) :

FMiYa...YnY,Z) = —(=1)0t-HmEY, YooY, Y1Z)

— (_1)m<_1)Y1(Y2+--~+ym+Y) (_1>Y2(y3+-~-+ym+y) o (D)YYE(Y, Y. . Y1Z).

. 1 2 ... m=1 m
Soito = € Sm. Alors o - Un(Y1, -+, Ym) = Un(Ym, .-+, Y1) = Ym...Y1.
m m-1 ... 2 1
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e Simestpartn=2p): c=(1 2p)(2 2p—1)...(p p+1) donce(o) = (—1)P et les couples
d’inversions deo sont tous les couplgs, j) € [1,2p]? aveci < j. Par congéquent :

£(0,9) = (— 1)zt +Yap) HalyatYap) b t¥zp-1y2p,
Ainsi :

En particulier, pous? = 1. (Xy,...,Xzp) €t en multipliant les deux membres de I'expression ci-dessus
par le produite(m)e(7t, Z"), nous obtenons :

F((T, pop) (X0, Xop)¥,Z) = (—D)P(— 1YY, (1T.(0 - 12p)) (Xa, .- Xep)
= (CDP(- 1YY, (710) - o) (X .. Xop).

o Sipestimpair p=2k+ 1, m= 4k+ 2), en faisant la somme sur le groupeg. », il vient :

FAa2(Xy, . Xai2)Y,2) = % F(OT: Haks2) (X, Xak2) Y, Z)
ES gk1-2
= —(—1ybate ) g F(Y,((10) - Haci2) (Xes -, Xai-2))
eG a2
= (-t B (Y, Ay o(Xa, - Xak2)2).-

DoncAg2(X,. .., Xak12) € osp(1,2n).
Nous trouvonggalement :

F(Ste2(Xa,. . Xar2)Y, Z) = (— 1Yt B (Y, Sy o(Xa, - Xar2)Z)

car la signature(o) = (—1)P = —1 n’intervient pas.
< Si p est pair p = 2k), nous trouvons :

F(A(Xe, -, Xa)Y, Z) = (=10 PR (Y, Age(Xa, ..., Xa)Z)

et la nrémeégali€ en remplacaryy par Sy.
e Simestimpair(n=2p+1): 0= (1 2p+1)(2 2p)...(p p+2)donce(o)=(—1)P. Les couples
d’inversions deg sont les némes que dans le caspedent donc nous avons toujours :

(0,%)=(— 1)Y1(YZ+~.+yzp+1)+yz()’3+~>-+y2p+1)+...+y2py2p+l'
La signaturee(o) n’intervenant pas dans le calcul 8g,.1, nous avons imiediatement :

Spr1(X,..., Xop1) € 0sp(1,2n)
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o Sipestpair p=2k, m=4k+1):(—1)P =1 mais(—1)™= —1donc:
F (néll4k+1(xla o Xak1)Y, Z) = — (=LYt sl B (Y, (T0) éll4k+1(X1, o Xaka1))-

Par congquentAg;1(Xg, ..., Xak:1) € 0sp(1,2n).
o Si pestimpair 0 =2k+1, m=4k+3) : (-1)™(—=1)P = 1 doncAs;3(Xq,...,Xak+3) €St super-
symeétrique par rappod F. O

Corollaire 11.4.20. Pour tousélements X ..., Xn appartenant osp(1,2n) :
1. am1(Xa, - Xak1) = 0 (pour m= 2k + 1) ;
2. agr2(Xg,. .., Xaks2) = 0 (pour m= 4k +2);
3. 9p1(Xe,...,Xops+1) = 0 (pour m=2p+1).

Preuve. En effet, lestlements desp(1,2n) sont de super-trace nulle. O
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[I.5 La transgression sur une superal@bre de Lie

Il ne nous manque plus qu’un outil pour arriveta cemonstration du #goeme final 11.6.1 : un
opérateur de transgressio@fihi entre les algbres super-syatrique et super-e&tieure d’'une super-
algebre de Lie et gréralisant I'oggrateur de transgression de H. Cartan [Car51] et C. Chevalley [Che52].
Cet ogerateurétant @fini, nous pourronsé&montrer la version correspondante dadime de Dynkin
[Dyn59] reliant les invariants super-sytniquess, aux invariants super-antisyatriqguesa,.

[I.5.a Deéfinition et propri étés

Soit g = g5 @ g7 une superalgbre de Lie et la différentielle super-egtieure @finie surA(g*)
(cf. (11.49)). Notons{Xy,...,Xns,Y1,..., Yo} UnE base d’homames dgy et{¢s,..., ¢ny, 1,...,9n;} la
base duale. Nous consitns I'algbre super-sygtriqueZ,-gradiee :

S(g") = S(go) ® A\(e7)

et l'algébre super-ekrieure(Z x Z;)-gradiée :

définies dans la section II.1.

Proposition 11.5.1. Il existe un homomorphisme d’afres s S(g*) — A(g*) & valeurs dans la sous-
algebre de/\(g*) engendee par{d¢;,dd;,i € [1,ng],] € [1,n7]} tel que $¢;) = d¢; pour tout i
[1,ng]] et &) = dd; pour tout je [1,ng].
Preuve.Vérifions que I'application lidaires: S(g*) — A(g*) définie en posarsg(¢;) := d¢; (i € [[1,ng]])
ets(d;) := dd; (j € [1,n7])) est un homomorphisme d'alfres.

Pour toutn € N, lesélements de Jgp) (resp. /\n(g%), S'(g%), A"(g%)) sont de degr O (resp.
(n,0), n, (n,n)). En congquence, dans la superalge $g*), nous avons :

deg¢)=0,Vie[Lng] et dedd;) =1V e [Lng.
D’ou les relations :
e ¢i-¢v = ¢ - ¢i pour tous, i’ € [1,ng] ;
e 9.9y =9 -39 pourtousj,j € [1,ng;
e ¢;-3; =73 ¢ pourtous € [1,ng] et € [1,ng].

La différentielle super-ektieured est une superativation de dedr (1,0) de I'algébre super-
extérieure/\(g*) donc :

degdg) = (2,0), Vie[[L,ng] et  deddd;) =(21),V je[1,ng.

Par congquent, nous avons les relations :
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e (d¢i)A(d¢i) = (dei) A (dei) pour tous,i’ € [[1,ng] ;
o (dJd)) A (dFy) = —(ddj) A (dF;) pour tousj, j € [1,ng];
e (d@i)(dd;) = (ddj) A (d¢i) pour tous € [1,ng] et € [1,n].

Nous en @duisons que I'oprateurs est bien un homomorphisme d’&lgres. O

Remarqudl.5.2. Toutélement de la superadppre $g*) posede unZ-dege correspondarit I'isomor-
phisme entre §") et Sg3) ® A(g]) mais non compris dans la graduaticgfidie. Nous notons donc :

deg,(P® Q) = deg, (P) + deg;, (Q)
ceZ-dege, pourP € S(g5) (munie duZ-deggé usuel des polygmes) efQ € A(g]) (munie duZ-dege
usuel de l'al@bre exérieure). Le dedr dansZ; d’'un élementP de la superalgbreZ,-gradiee Sg*) est
note :
deg(P).

Enfin, le dege d’'unéléementQ de la superalgbre(Z x Z;)-gradiee \(g*) est noé :

deg, (Q) = (deg, ,(Q), deg, 1, (Q)).
Remarquel.5.3. Soitl = (i1,...,in,) € Z" etd = (ja,..., jn;) € Z5". Nous notons :

L9 =gl g9 9k
Une base de 'algbre super-syétrique $g*) s'écrit alors :

{¢'-9 1z Jezy).
L'action de I'opérateurs sur leselements de base est :
S(¢'-97) = (dg1) T A ... A (dPng) ™ A (1)1 A ... A (A1) .

PourP = ¢' - 37, nous en éduisons :
deg,(P)=I|+|, degs(P)=[3 et  deg(s(P)) = (2(|I|+[3]), ).
Lemme 11.5.4. Pour tout Pe S(g*), d(s(P)) =0i.e. P) est un cocycle.
Preuve. Nous faisons le calcul polt = ¢'- 97 € S(g*) :

d(s(@'-97)) = d((dg1)"* A... A (dns)™ A (d91) 1 A ... A (AT )T) = O

car la super-@rivationd est de cag nul. O
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Remarqudl.5.5. De la neme margre que nous avonfini les super-@rivations de I'algbre super-
exterieure en 11.2.8, nous pouvons introduire les sug@ivdtions de I'algbre super-syétrique. Ce sont
des endomorphismes ayant zg-degié correspondardt la graduation de la superalye et erifiant la
relation classique de supegtivation d’'un produiP - Q de deuxélementsP et Q de la superalkgpre.

Définition 11.5.6. Pouri € [1,ng] et j € [1,ng], considrons les superénlivations% de Sg;) (de

deggé O) et 4 =iy, de \(g}) (de dege l) Nous les prolongeorisla superalgbre $g*). Le champ
I
radial estl’ operateur $g*) défini par :
o 7} 0 7}
R=Y ¢ -+ 954
i;d’. 09 le ' o9,

Proposition 11.5.7. Le champ radial prolonge l'identt de I'espacgy* sur la superalgbre S(g*) et
c’est une superd&fivation de dege 0de I'algebre super-exrieure (c'esta-dire une @rivation au sens
classique du terme).

Preuve. Le premier point est clair. Montrons que l'emteurR est une superétivation de dedr 0.
Soit P,Q € S(g*) homognes. Compte-tenu des relations de commutation (voir 11.1.30 page 57) dans
l'algebre super-syétrique, nous avons :

& (0P de 2Q
RP-Q = -Z¢"<0¢. -Q+P- a¢.>+2’9’ <381-Q+( 1)%es(P)p. 05>
oP & . 0P

— (Zlcp. a¢.+28‘ dﬁ)-Q+P-<i;¢. 6¢I+ZBJ >

= R(P)-Q+P-R(Q).
D’ou le résultat. O
Lemme 11.5.8. Pour tout P€ S(g*), nous avons :
R(P) = deg,(P)P.
Preuve. SoitP = ¢' - 37 un élément de base. Nous avoriaideg, (P) = |I| + |J| d’apres la remarque
[1.5.3. D’autre part :
RP) = 3¢ B8+ S 8D (g o8l
- Z K a¢ ;1 £99,
n0 .
R X S R A B Y
K=1
ny . . . ) in-
+/z(—1)ll+~~+vfljps[¢' LN} LRSS

= Z|k¢| 3J+;J¢I .97

k=1
= (N+RphP
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et si une puissandg ou j, est nulle, les termes d’indicésou ¢ dans les deux sommes sont nuls et nous
obtenons la rameégalié. O

Définition 11.5.9 (Transgression). Nous dfinissons I'ograteur de transgression comme sulit :

t:S@) —~ A\@), P Z""AS(g;) E"”JAS(;;))

Remarquél.5.10. La définition donree de la transgression n’est pas inteigpse. Nous verrons cependant
dans la proposition 11.5.19 qu'’il existe unéfthition intrinque.

Lemme 11.5.11. L'application t est une s-tivation i.e.
t(PQ) =t(P) As(Q) +s(P) At(Q)
pour tous PQ € S(g*).

L 17} J . N~
Preuve. Rappelons que les supeerd/atlonsﬁ et 9 sont respectivement de dégd et 1. Par
i i

définition det, nous avons alors :

t(P-Q = igcpms(a% ) ZBJ ( 5,9]@>
- ifpi A HM) As<Q>+s<P>As((‘§;fﬂ

Or, d’apees la remarque 11.5.3, §i=¢' - 37, alors nous avons :

degs(P) = [J] et deg,(s(P)) = (2(/1]+3]), ).

Par conéquent, pour toute [[1,ng] et j € [1,nz]], nous avons :

o N S(P) = S(P) A @i

car deg (¢) = (1,0) et:
9 As(P) = (—1)%%P)s(P) A 9
car deg (9;) = (1, 1). Nous pouvons donc concluré(PQ) = t(P) As(Q) + s(P) At(Q). O

Lemme 11.5.12. Pour tout P< S(g*), nous avons :
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Preuve.Nous avons, d’ags le lemme 11.5.4 :

15)

3 [1615(ag,) rarena(+(55)

o3 o) e (o(35))]
- 3eenel(g) - 3000+(55)

- 300ne(5g) 200 5(35)

d(t(P))

kg Py & oP
= -
3o 5) - 25(% 3s)
= S(R(P)).
La deuxemeégali€ provient du lemme 11.5.8. O

Corollaire 11.5.13. Pour tout P< S(g*), s(P) est un cobord.

Rappelll.5.14. Si (V, ) est une ref@sentation de la super-algre de Lieg, 'espaceV = V&V étant
Zp-gradig, nous disposons de la répentation contragdiente(V*, 1) définie par :

(¢)(2) == —(=1¢(m(2))

pourX € gy, Z € g €t ¢ € g;,. Par consquenti = —T7i.
Nous avonggalement une action de la supeéddeg sur 'espace En@/) par I'adjoint :

ad(7i ) (F) = [, F]
pourF € EndV). Mais I'espace En@/) est isomorphe au produit tensonél @V via I'application :
PRT eV RV ~ (U (-1)"p(U)T) € EndV)

(que nous noterong ® T)(U) = (—1)"¢(U)T).
D’autre part, nous disposons de la regentationT® T sur I'espacd/* @ V. Elle est @&finie par :

(Memx(¢@T) = (MxP) @ T + (1) @ 1 (T).
Montrons queT® 1m= adit. Soit¢ € V* etT,U € V. Nous avons :

(remx(¢aT)U) = (&)T)(U)+ (-1 (¢ 2m(T))U)
= (~D"(x$)(U)T + (=1)*(~1) %M (U)m(T)
= (=) (i (U))T + (— 1P (U)o (T).
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Mais u = ¢ dans le deugime terme (sinon il est nul) donc :

(e mx(@@T)(U) = —(=1)" (m (U)T + (=1)"¢ (U) 15 (T).
D'autre part :
m(p@T)(U) - (—) (g T)m(U)

(~D)(U) T (T) — (~ L)@+t (e (U)) T
= (D" (U)m(T) - (=1)*"¢ (m (U))T.

[, @ @T](U)

D’ou I'égalie 1T® m= adm (via I'isomorphisme Enf/) ~V* @ V).
Notons enfin que I'image dans I'espa¢é®V de I'application identique d¥ est :
r S
id=Y ¢/ aX - 9 @Y/
ARG ARPRAL

si{X/,1<i<r} (resp.{Y],1< j <s})estune base d& (resp.Vy) et{¢/,1 <i<r} (resp.{8{,1<
j <s})labase duale. SI = g et t= ad, alors I'application identique id (de dég?) est invariante :

ad(ady)(id)(Y) = [adk, id](Y) = [X,Y] = [X,Y] = 0

pourX.Y € g.

Rappelll.5.15. Nous avons n&® (resp..#) le prolongement de la repsentatiorad a la superalgbre
S(g*) (resp.A(g*)). Rappelons que ${ € gy, alors I'operateur®x (resp..%x) est une superétivation
de la superalgbre $g*) (resp./A(g*)) de degé x (resp.(0,x)).

Lemme 11.5.16. Pour tout P€ S(g*) et X € g, nous avons :
S(0x(P)) = Zx(s(P)).
Preuve.SoitP,Q € S(g*) etX € g. Nous avons :
s(Ox(P-Q)) = s(Ox(P)) AS(Q) + (—1)***&P's(P) As(Ox(Q))

et:

H(SP-Q) = Z(s(P)AS(Q)
= A (s(P) AS(Q) + (—1)* %= EPs(P) A A (s(Q)).

D’apres la remarque 11.5.3, nous avons :
degs(P) = deg,\zz(s(P)).

Il suffit donc de prouver le lemme sur leérgrateurs de I'algbre $g*). Or, pour touti € [1,ng]], nous
avons :

S(Ox(¢1)) = d(adk (i)
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et, d’'apes le lemme 11.2.27 page 94 :

L (s(9) = L (dgi) = d(L(¢i) = d(adk(¢1)).
Il en est de rBme avec les formes Bairesd;, pour toutj € [1,n7]. Nous en éduisons le&sultat. [
Corollaire 11.5.17. Si Pe S(g*) est invariant alors &) € A(g*) estégalement invariant. Autrement
dit :
PeS(g")® = s(P) e \(g")".
Soit D I'application linéaire de la superadfpreg dans I'espace des supegrivations de la super-

algebre $g*) définie comme suit : sK € g, 'opérateurDx est le prolongement en unérivation de
S(g*) de l'applicationX** € (g*)* (nous rappelons qué&**(¢) = (—1)*?¢ (X)).

Remarqudl.5.18. Si X € gg, par exemple&X = X;, alorsDx, (¢x) = ¢x(Xi) = Sk donc :

0
Dy = —
AT
et siX € gz, par exempleX =Yj, alorsDy, (k) = —5k(Yj) = —dj donc :
0
Dy = ———.
YT 99,

SoitP € S(g*). Nous cfinissons 'applicationp: g* @ g — A(g*) par:
p(¢ @ X) := ¢ AS(Dx(P)).
Proposition 11.5.19. Soit Pe S(g*).

1. Nous avons &galite
t(P) = 1a(id),

ce qui montre que laé&finition de t est intringque.
2. De plus, si P est invariant, aloms est un homomorphisme dg*  g,ad® ad) dans(A(g*),.2).

Preuve.
1. Compte-tenu de la remarque 11.5.18, nous pouvéasrire la formule de la transgression : pour
PeS(g):

Ny ny

t(P) = _Z¢i AS(Dx P) — Zle,- AS(Dy,P) = T(id)
1= =

ng ng
carid=y ¢ X — S 9;RY;.
2,09% = 2 B
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2.SoitX €g, ¢ €9, TegretPe S(g*)?. Alors, d’apes le lemme 11.5.16, nous avons :

Zx(p(¢®T)) = Zx(@AS(Dr(P)))
= Z(¢)AS(DT(P)) +(—1)9 A Z(s(D1(P)))
= ad(¢) AS(DT(P)) + (—1)* ¢ AS(Ox (D1 (P)))
= adi(¢) AS(DT(P)) + (—1)*?¢ AS([Ox,Dr](P)).

car©x(P) = 0. Or, pour toute forme ligaired € gj, et puisquedx (3) = adk(J) estélement deg*,
nous avons :

[©x,D7](9) = Ox(D1(9)) - (~1)*Dr(0x(I))
=0 (—1)tHO)aG (9)(T)
= —(-D%adk(9)(T)
= (-1 (X, T))
= D 1(9).

Donc les super-&fivations|@x, Dr] etDix 1] sontégales. Ainsi :

L(tp(¢®T)) = ad(9) ASDr(P))+ (~1)?$ AS(Dao(r)(P))
= tr(ack(9)® T +(~1)%¢ @adX)(T))
= Tr((adwadx(9®T)).

D’ou le résultat. O

Corollaire 11.5.20.

1. SiPe S(g*)?, alors t(P) € A(g*)? etgP) =

2. De plus, {1) = 0 et t(P) = 0 pour tout polydme P appartenantﬁl (ou I, désigne l'ickal des
élements de degrstrictement positif d&(g*)? appek idéal d’augmentation).

Preuve. Soit P € S(g*)?. D’'apres la proposition 11.5.19, nous avot(®) = 1p(id). Mais I'application
identique dgy est invariante par la reiasentatioraid@ ad d’'apes le rappel 11.5.14. Alors, toujours d'as
[1.5.19, nous en @duisons%x (t(P)) = 0 pour toutX deg.

D’apres 11.5.12 5(P) = deg,(P)
lemme 11.2.28 page 94. DorgP) =

L' égalie t(1) = 0 découle directement de lfinition 11.5.9. Et, d’apes le lemme 11.5.11, si

d(t(P)). Maist(P) est invariant donc c’est un cocycle d’agrle

P,Q € I, nous avons(PQ) =t(P) As(Q) +s(P) At(Q) = 0. O
R
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[I.5.b Transgression d’'une sous-algbre

Soitg = gy @ g1 une superakgbre de Lie ey = gy @ g7 une sous-akgore deg. Soit {Xy,...,Xp,
Yi,...,Yq} une base d’homames deg et {¢1,...,Pp,J1,...,9} la base duale telles que la famille
{X1,...,%,Y1,...,Ys} soit une base d’homemes de I'espacget la famille{¢1, ..., ¢;,31,...,Is} soit
une base d’homames de I'espagg’ (avec O<r < pet0<s< Q).

Nous disposons des éfteurs de transgression respectiverggmurg ett, pourg. Le lien entre
ces deux oprateurs est do@par la proposition suivante :

Proposition 11.5.21. Pour tout n> 1 et toutélement P= S"(g), nous avons :
t'g“(P)|gzn71 = tg(P|gn).
Nous notons donc t la transgressionglet deg sans distinction.

Preuve. Soit P € S'(g). D’aprés la @finition 11.5.9 et la remarque 11.5.18, nous avons les expressions
des deux oprateurs de transgression :

— élqakAsﬁ(ka(P)) —iﬁM%(%(ﬂ)

et:
tg (Plgn) Z ¢k A S (Dx, (Plgn)) /z 91 A S3(Dy, (Plgn))

ou s; (resp.sy) est 'lhomomorphisme d'agbres $g) — A(g) (resp. $g) — A(g)) envoyant les formes
¢k surdey et 9, surdd, pourk € [[1, p]] etE €1, q}] (resp.k e [[_1,r]} et/ € [[1,9]).

Examinons un mame ¢' 9y = o894 € S(g) : sa restriction(¢'97)|y est
nulle si 'une des puissances.1,...,ip, JS+1,...,Jq n‘est pas nulle. Don®|y» est une combinaison
linéaire de modmes¢'' 97 avecl’ = (i, ...,ir,0,...,0) € Z" etd = (j1,..., s,0,...,0) € Z5.

D’autre part, nous avons inediatement :
((Pk/\ S(ka(P))) |g2n—1 =0,Vk>r+1 et (19(/ /\S(DYK(P))) ‘g2n—1 =0,V{>s+1

Donc :
S

tE(P)|92n—l = kil ((I)kASg‘(ka(P))) ’92n—1 — ; (194 A\ SE(DY[(P))) ‘QZn—l.

=1
Reprenons un m@meP = ¢'97. Soitk € [1,r] et/ € [1,5]. Siix # 0 (i.e. si le terme d'indice
apparit dans la somme), nous avons :

Dx(P) = ik} ¢yt g -9
d’ou :

$i A S5(Dx (P) = ik A (1) A A (dp)' AL A (dep)'P A (d8)?
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et sij, # 0 (i.e. si le terme d’indicé intervient dans la somme), nous avons :
Dy, (P) = (—1)it+-Hietjgl gl gl t. g
d’ou :
80 A$;(Dy, (P)) = (=1)J1+ i1, 90 A (d)' A (A1) 1AL A (D) AL A (dDg) .
Par congquent, commé < r et/ < s, nous avons :

(9 55(Dx(P))) gzn+ = O

si 'une des puissanceés,1,...,ip, jsi1, .-, jq N'est pas nulle et de éme pour(Bg/\sﬁ(Dyé(P)))|92n+1.
En effet, nous rappelons, par exemple, que :

déu(X,Y) = —k([X,Y]) =0

pour toutX,Y € g car[X,Y] € g.
Nous en éduisons finalement I&sultat :

t'g“(P)|gzn71 = tg(P|gn).

[I.5.c Super-version du theoreme de Dynkin

Dans cette partie, nous supposons que gl(p,q). Nous savons d’aps la proposition 11.4.17
queax € A(g")? etsc € S(g*)?. Nous nous trouvons donc avec des deemsimilaires au cas classique
et nous pesentons la@éralisation d’'un ttoeme de Dynkin du cas classique ([Dyn59], [Kos81]) :

Theoreme 11.5.22. Soit n> 1. Alors :
t(s) = (1" napn 1. (1.55)

Démonstration.Notons M;j les formes coefficients syi(p,q) (de dege mj), 1<i,j < p+q. Par
définition de la super-trace, nous avons :

p p+q p+q
Str(X) = _ZMii X)= > 1Mii (X) = Zl &Mii (X)
I= I=p+ i=

pour toutX € g avece; :=1sii € [1,p] etg :=—1sii € [p+1,p+q]. Notons que sKi, ..., X, € g,
alors :
Mii (tn) (X1, -, %) = Mi(X1... %)
= Z Mir, (X0)Mryr, (X2) - My, i (Xn)

1<y, fn-1<p+q

- Z(—l)NmRmR) (Mir, @My, @ ... @My, i) (X1 @ X2 @ ... @ Xq)

= Z(_l)A(mmmR) (Mir, ® Mr,r, 2.8 My, i) (X1, Xo, ..., %)
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ml’l

my -
avecmg .= _lrz et R un multi-indice(ry,...,rn_1) parcourant[1, p+q]"*. Rappelons que le

My, i
produit super-syetriqgue den formes liréaires ¢4, ..., ¢n) sur Sg*) est done par :

1 On=S(¢12$2... O Pn).

Ainsi, puisques, = str(S,) = str(S(un)) = S(str(Un)), nous obtenons :

p+q
Sh= Z & Z Ame,Mg) erl Ml’lrz et Mrn,1i7

égalié valable dans@").
D’apres le lemme 11.5.11, nous avons :

n

t(Pr-...-Pn) = [Z S(@1) A AS(Pr—1) At(De) AS(Pria) A-.. AS(Pn)
=1

n
= ; dpiA...Adpr_1 APy Addr i AL Adp.
=1

Donc :
p+q

n
== Zl £| Z(—l)A(MRmR) éz dMirl /\ “e /\ er€72r€71 /\ Mr(,j_r[ /\ er[ré+1 /\ ce. /\ ernflh
i= =1
avecrp =i (quandé = n).
Soit 2" = (Xq,...,%Xon_1) € g°L. Rappelons que si deg¢i) = @, alors deg, (d¢i) = @. |l

vient :

(doaA...Ad@r_1 AP ADDpia A ADn)(Xa,- .., Xon-1)

1
= o1 €(0)e(0,2)(d¢1®... ©dbr1@ P @ A1 ®... ©dn) (Ko Xo(2n-1)
o s s s s s s
— 2n];1 z g(o‘)g(o‘j%)(_1)(XU(1)+XU(2))((PZ+'~+%)._.(_1)(XU(ZK—S)+Xo(2f—2))(@+m+(/’n)
0€6on 1

(il)xa(%—l)(q’wﬁ'w‘*‘%)(fl)(xa(ﬂ)“‘xa2£+1))(‘P[+2+ ) _.(il)(xa(2n—4)+xa(2n—3))(pﬂ

do1(Xo(1), Xo(2)) - - - Abr—1(Xg(20-3), Xo(20-2)) e Ko (20-1)) A1 1(Xo(20), Xor(2041))

- don(Xo(2n-2), Xo(2n-1))

= ZT];]. g £(0)e(0, ) (—1) A&t @) ()@@t Fh) (1)@ (@bt @)
0€6on-1

(—1)@al@ztt) ()81 (1)) ([Xo1), Xo(2)]) - - -1 ([Ko(ar—3), Xo(2e-2)])

bc(Xo(20-1)) Pe+1([Xo(20): Xo241)]) - - - $n([Xo(2n-2): Xo(2n-1)])

_1\n-1
= CU S 50)6(0, 2) (- 12996 (Xo(wy Xorz)) - b 1(Xozr—s Xotara))

n—1
2 €61

00 (Xo(2e-1)) e+ 1([Xo(20), Xo(2e+)]) - - - In([Xo(2n-2) Xo(2n-1)])
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En remplacgant avec les formes coordees, il vient :

1.4.14

(5'1) (Xla X2n l)
p+q

zl & Z A ; (d er1 ATERYA Ml’z ZRAREERA ern 1')(X1’ infl)
1
S - %:8. ;n £(0,2) Z(—l)A(”‘RmR)(—1)A(”‘R’mR)Mir1([Xo<l>vxo(2>]) =
2 10662n 1

Mr, or s (Xo(2e-3)s Xa(2e—2) )Mr,_ir, (Xa2e-1) ) Mrgr, 1 (Ka20) Xo(2e41)]) - - -

l\/lrn 1i (KXo (2n-2), Xo(2n-1)])
I’1 1p+q n

M; X ) 7)(0 _ )
2” ! Zl [zlaegz” ) ) ([ o(1): Xo(2)] -+ - [Xo(2e-3): Xo(20-2) | Xo(20-1) X

[Xo(20)s Xo(2041)] - - - [XG(Zn—Z)»XJ(Zn—l)D

(_Z:rl;)—nl_l E:Si i Mi (2”*1[X1, . ,x2n_1])
= [~/

p+q

(-D)"*n Zl &M ([X1, ..., Xon—1])

(=) *nagn 1(Xa, ..., Xon_1).

Dol le résultat :t(s,) = (—=1)" tnagy_1.
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1.6 Théoreme d’Amitsur-Levitzki sur la superalgebre de Lieosp(1,2n)

Soit g = osp(1,2n), g = gl(1,2n), h une sous-akgbre de Cartan dg, {01,...,an} un syséme
de racines simples de la supegtigeg et # le groupe de Weyl. Rappelons que, dapta proposition
11.3.28, nous avons :

S(h*)” =Clty, ...t

n
ol ty = Zlaiz" (k€ [[1,n]) etty,1 € I2.

1=
Nous allons @montrer une super-version d@t®eme d’Amitsur-Levitzki pour la superadyreg :

Théoreme I1.6.1. Pour tous X, ..., X4n12 € g, NOUS AvONSs :

Agni2(X1,..., Xans2) =0.

Cette identié est valable X1, ..., Xan+2 € gg par le tleome classique d’Amitsur-Levitzki (&o-
reme 1.4.6 page 39). D’autre part,)$i = ... = Xans2 = X € g1, le résultat @coule de la proposition
[1.3.17 page 103. Dans le caémgral, le tleoeme 11.6.1 va esulter de I'identi (11.55) et des lemmes
[1.4.19 et 11.6.3 mais nous allongthiller la cemonstration ci-ags.

Proposition 11.6.2. Pour tout k> 1, I'isomorphisme de restriction RS(g*)? — S(h*)”" envoie s
sur 2(2k)'tx. (Notons que nous congimbns en éalité la restriction des poly@mes invariants super-
symétriques s¢ a la superal@breg.)

Preuve.Rappelons que sil'on notig; j, 1 < i, j < ng+ng} la base canonique de I'agregl(2n+1,C),
une base de la sous-alye de Cartah est constitée des matriceldj = E; j — Eninti (de dege 0) pour
i € [1,n]. Nous pouvons remarquer qtigH; = 0 sii # j. Donc le polydmes; est nul sur leg-uplets
(Hi,,...,Hi,) sicard{is,...,ik}) > 1. Calculons alors :

s(Hi,...,Hi) = Kitr(H; ... Hi).

Le produit dek matricesH; vaut E;; + (—1)"En+i7n+i doncs¢(Hi,...,Hi) = kI(1+ (—1)%). Nous en

déduisons Egalié :
n

R(s) =K _Z<1+ (=1)9af

i.e. R(sakr1) = 0 etR(sxk) = 2(2k)!tk. O

Comme l'applicatiorR: S(g*)? — S(h*)”" est un isomorphisme, nous eédiiisons :

Corollaire 11.6.3. Nous avons$(g*)? = C[sp,...,Sn| €t Sni2 € Ii ou les polytdmes g s’entendent en
restrictiona g (nous rappelons que Idésigne l'ickal d’augmentation d&(g*)®).

Nous pouvons @sormais gEsenter la @monstration du #oeme 11.6.1.
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Démonstration (thoreme 11.6.1). Puisquespn 2| gzni2 € Ii, nous avons(syn2) = 0 sur la superakgpre
g d’apres le corollaire 11.5.20. Alors, ayant confondu les transgressionsedg gracea la proposition
11.5.21, nous éduisons du thoeme 11.5.22 le fait queun, 3 = 0 sur la superakgpreg. Mais d'apes le
lemme 11.4.9, pour touXj, ..., Xan13 € g, NOUS avons :

a4n+3(X1> s ax4n+3) = (4n+ 3) B(A(Xla cee ’X4n+2)ax4n+3)-

Or, d'apees le lemme 11.4.19, lementAgn,2(X, ..., Xant2) appartienta g donc, d’apés le tleoeme
11.3.7 page 98, nous en concluons :

A4n+2(xl7 ey X4n+2) =0

pour tousXy, ..., Xans2 € g. ]

Le theoeme d’Amitsur-Levitzki dans le cas classique donne &alite le meilleur indice pour
lequel le polyidmeR, s’annule car on peut facilement montrer que le potyeP,_1 n'est pas nul sur
I'algebregl(n). Nous n'avons malheureusement pas de meilleur indice pour eotre€. Mais nous
pouvons donner les premieisultats suivants :

Proposition 11.6.4. Le polyrdbme super-antisy@trique Ay, n’est pas identiquement nul soisp(1,2n)

Preuve. Supposong\s, identiquement nul. En utilisant I&alisation de la superagreg = osp(1,2n)
dans l'algcbre de WeyH\, (cf. partie 11.3.c), nous pouvons maintenant calculer I'action, via la&sgm-
tation adjointe tordue, de@lementAsn (X, ..., Xan—1,X) de gy, 0U hous avons priXy, ..., Xan_1 € gg et
Xegr:

Aan(Xe, ..., Xan—1,X)(1) = 2Pg_1(X4, ..., Xan—1)(X).

En effet, nous avons :
ad(X)(1) = 2X et ad(X)(1) =%, =0, Vie[1,4n—1],

et nous rappelons que la notatiBy désigne le polydme antisyratrique classique. Par cd@atguent,
puisqueAs, est identiquement nul, nous eadlisons qu&,_1(Xy, ..., Xan—1) €st nul en tant qu’cgra-
teur sur letlements de degrl. Mais il estéegalement nul sur leslements de de@r0 (qui sont tous
colinéairesa 1) et, par coreqjuent :

Pan—1(Xg,...,Xan-1) =0

pour toutXy,...,Xan—1 € gp. Donc sa trace est nulle. Mais sa trace egalea I'image de l'inva-
riant synetrique t(X2") par 'opérateur de transgression donc n’est pas nulle dape tfeoeme de
Hopf-Koszul-Samelson (voir par exemple [Kos97]). Nous aboutissons ainsie contradiction. En
congquenceély, n'est pas identiqguement nul. O
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Proposition 11.6.5. Le polyrdmes super-antisy&trique A1 n’est pas identiquement nul sasp (1, 2n)
pour les valeurs de Bgalesa 1, 2 ou 3.

Preuve. Les calculs onéte reali€s avec le logiciel Mapl@ partir de la ealisation de la superagre
osp(1,2n) dans l'algebre de Weyh,. Rappelons les notations : I'algre de Weyl, est engende par
le syseme{p,...,Pn,d1,-..,0n} €t NOus avons identdila superalgbreosp(1,2n) ah = Vi@ [V, Vq]
agissant sur 'espacé = V@ Vy par l'intermédiaire de la ref@sentation adjointe tordue, aveg =
Vect({p1,...,Pn,q1,---,0n}) €tVg=C.1.

Notonsy; = [pi,Gi] = pigi + i Pi €tX;j j+1 = [Pj,0j+1] desélements particuliers de la superalge
An(ie[1,n]etje[1,n—1]).
e n=1: Nous obtenons:

As(P1,Gu, Y1, P1,01) (P1) = —2°py,

en consiérantAs(p1,d1,Y1, P1,d1) comme un endomorphisme sur l'alyye de WeyH 1, agissant dice
a la repesentation adjointe tordue. Notons que ce calcul &aisableca la main, sans l'aide de la
machine.

e n=2: Nous obtenons :

Ag(p1, 01,1, P1, G1, X12, Y2, P2, G2) (P2) = 212 p1.

e n= 3 : Nous obtenons :

Aq3(p1,G1,Y1, P1,G1, a2, Y2, P2, 02, X23, Y3, P3, 03) (P3) = —2°.3ps.

Le dernier calcul a@cessi¢ plusieurs heures sur les machines d'un centre de calcul, alors que les deux
autres onéte immédiats. O

Nous conjecturons l'identit:

A4n+1(p1, q17y17 pl) CI17X127 y27 p27 q27 o axn7n—17Yn7 pm qn)(pn) = (_1)nn!24n+2 pl'

Mais en dehors des trois exemples desigi-dessus, nous n’avons pasassia réaliser le calcul dans le
cas @gréral.

Dans son article [Kos81], en se posant la question de chercher le meilleur indice pour les sous-
algebres degl(n,C), B. Kostant a @monté que le teoeme d’Amitsur-Levitzki est vrai pour toute
representation de dimension finie de I'aloye de Liegl(n,C) et a néme étermiré un meilleur indice
pour I'algébre de Lieso(2n,C). Etant doni la proposition 11.3.18 (qui fait tomber le contre-exemple
concernant le€lements de de@rimpair nilpotents), nous espns que l'identé reste valable pour
chacune des repsentations de dimension finie @ (1,2n).

Quanta la question de savoir si cette ideatéxiste sur d’autres superalyyes de Lie classiques,
nos espoirs sont assez minces. En effet, la structure polynomiale des invariants est un desgpoast-cl
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demonstrations de B. Kostant ([Kos58], [Kos81]) et de la notre. Or, cela provient du fait que les super-
traces deg&léements desp(1,2n) sont en fait de simples traces. Mais dans le &@&l, c’est diferent,
et nous risquons de ne pas pouvoir montrer queélatg des invariants est finiment engeradr
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Une demonstration du theoreme
d’Amitsur-Levitzki dans le cas classique

Nous pésentons dans cette appendice uamanstration du #oeme d’Amitsur-Levitzki dans
le cas classique du& S. Rosset [Ros76]. Cettemionstration diffre de la @monstration originale
[AL50, Jac75] et des @monstrations de B. Kostant [Kos58, Kos81]. Elle fait appalesélements
antisynetriques exrieurs et utilise le thoeme de Cayley-Hamilton sur un anneau commutatif et ne
s’adapte pas au cas des superhigs de Lie.

Rappelons pour commenceétion& du tteoeme :

Théoreme (Amitsur-Levitzki). Consicerons, pour k> 1 :

R(My,... . M) == % €(0)Mg(q) ... Moy

o6y

défini pour M ..., My € gl(n,C). Alors By, est identiquement nul sur I'agdpregl(n,C).

Pour menea bien la @monstration, nous sommes arésa introduire de€léments exrieursa
I'algebregl(n,C) qui anticommutent entre eux. L@@t de faire intervenir cegléments esté&monté
dans le calcul @reedant la formuled).

Soit doncV un C-espace vectoriel de dimension 8t A := A(V) (la base de I'espacé, vue
dans l'algzbre \(V), nous fournira les 2 élements anticommutatifs). L'espafeestZ,-gradie par le
sous-espacAlg de se€léments de de@rpair et le sous-espagdg de se€lements de degrimpair.

NotonsA := gl(n,C) et A:= A®A. L'espaceA est 'espace des matrices des de taillen &
coefficients dans I'anneah. L’espace& est muni d’'un produit associatif :

(@ @My) (W ®M3) == w1 A wp @ MiMy

pour tous tenseu@émentaireso, ® My, w; @ My € A.
SoitS: A — A définie par :
S(w) _ (_1)p(p*1)/2w

pourw € AP. L'applicationSest I'antipode :

Sl A wp) = S(wp) ASwr).
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SoitW := C" etW := A@W. L’espaceW est, en fait, um\-module libre, et I’espac§ agit sur le
moduleW de la mangére suivante :

(M) (W @X) = A w)@M(X)

pour tous tenseuémentaireso@ M € Aetw ® X € W. Avec cette éfinition, I'applicationw® M est
A-linéaire, et 'espace/ est unA-module. La matrice de 'applicatiogo ® M dans les bases canonigues
est alorsoM.

Les espaced/ etA sontZ,-gradies, respectivement par :

Wy :=Ag@W et Wi:=A7QW,

et:
Ag:i=Ng@A et Wi:=A7QW.

Le sous-espacég envoie le sous-espa@ dans lui-néme tandis que le sous espﬁqd’envoie
dans\ﬂlfﬂ (pour& € Zy). Nous avons donc une structure de supeéifalg de Lie sur 'espack, définie,
pourM = w®@M € Ay etM’ = w @ M’ € Ay par :

[M,M'] := MM’ — (—=1)™™M'M.

Détaillons I'expression du produit :

M,M] = wAW @MM — (=)™ A weM'M
= AW ® (MM —M'M)
= wAW®[M,M|

carw € Ametw € Ay.
Lemme 1. SoitM € A. AlorsM = 0 si, et seulement ﬂ\% -0.

Preuve. Supposons qué’ﬂ% = 0. Soit X € W;. Il existe une @écomposition en tense@lémentaires

SO ~ ~
X= Zm ® X avecw € Ay etX; € W C W (identifié avec 12 X € W) pour touti € [1, p]. Alors :
i=

Nous cfinissons une super-trace @par :

stlw® M) := wtr(M).
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SoitM = w®@ M € Ay etM’ = o @ M’ € Ayy. Nous avons :

st((weaM)(w' @M')) = st{wAw @MM’)
= wAWtr(MM)
= (=)™ A wtr(M'M)
= (—1)™str(w/ A w@M'M)
= (—1)™"str((w @ M) (@ M)).
Donc:
str(M, M) = (—1)™str(M'M)

et par conéquent :

str([M,M']) = 0 ()
pour tousM, M’ € A.
Lemme 2. SiM € Ay, alorsstr(MZ) = 0 pour tout k> 1.

1

Z[M,M] et, plus @réralement :

Preuve.En effet, puisqué/l € A7, nous avon#/? =

N2k _ %[m M2-1).

Il suffit alors d’appliquer I'identié (#). O
Notons{wy ..., wp} une base de I'espace vectoNel Nous avons donc :

WAW =—-WAW

dans I'algbre exérieureA, pour tousd, j € [1,2n]] aveci # j.
SoitMy,...,My, € Aet notons :

M:=w @My +...ah &M, € AL
La matriceN := M2 € Ay s’écrit :

N= Z W, A W, ® [Mi;, M;,].
Plus geréralement :

N'=M2" = Y WA AW, @M. M,

1<y, ,l2n<2n

= Z Wo(1) N -+ - N Wg(2n) ®Mo‘(1) "‘MO'(ZI'])
0€Bon

= > &0)wA.. . An®@Mg).. . Mg(n).

[ Cr™
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Ainsi :

M2 = 1 A ... A Wpn @ Pon(M, ..., Map). (%)
Pour cemontrer le thoreme d’Amitsur-Levitzki, il suffit donc de prouver qué?” est nulle. OrM2" =
N" : il s’agit donc de montrer qul" = 0. D’apres le lemme 1, il suffit de montrer que la restrictih
deN aWa est nulle. MaiN € ﬂget toutes ses puissandggalement N et toutes ses puissances ont leur
coefficients dans I'anneau commutatif. Comme I'espactVy est unAg-module, etN’: W5 — Ws est
Ng-linéaire, le tikoreme de Cayley-Hamilton s’applique ([Lan02]) et il suffit de montrer que le @oha
caracéristiqueAy (t) = det N’ —tl,) deN vaut(—1)"t".

Dans le cas de matricéscoefficients dan€, nous savons que le polyme caradristique d’'une
matrice P € gl(n,C) s’exprime comme un pol\dme sans terme constant en les tracé8¥jrpour
k € [1,n]. Le lemme suivant nous permet de prolonger cette formule au ésemirdes matrices
coefficients dang.

Lemme 3. Soit E unC-espace vectoriel & = Ag® E. L'espaceE est un\g-module libre de dimension
finie (avecdime (E) = dim/\a(ﬁ)). Soit P une fonction polynomiale de dansAg. Si Pe = 0, alors
P=0.

Preuve. Nous allons raisonner paécurrence sun = dima;(E) = dimc(E). Notons{e,...,eq} une

base de\g (commeC-espace vectoriel).

e Supposons dig(E) = 1. Alors nous pouvons suppoder= C. SoitP: Ay — Ag polynomiale :P =
p

Zlcqii avecx, w € /. Par hypotkse, nous avorf3(A) = 0 pour toutA € C:
i=

p .
wA'=0,VA eC.
2,

q
Mais les vecteursy € Ay se decomposent sur la base dg: w = z Li,j€j pour touti € 1, p], avec
=1

pi.j € C. Donc :
q p i
HijA'|ej=0,VAeC.
2\t )e

P .
L jA'=0,vVAeC
5

Par congquent

pour touti € [[1, p]] etj € [1,q]]. Mais I'expression ci-dessus est un pdiymea coefficients complexes.
Nous en @duisons que les nombrgs; sont tous nuls donc le&gémentsy de/\y sont tous nuls &2 = 0.

e SoitE un C-espace vectoriel de dimensiaret supposons maintenant que la préfrisoit vraie pour
tout sous-module de dimensior- 1 duAg-moduleE = Ay E de dimensiom. Ecrivonsx= (%1, ..., %)
les composantes d'un vectetideW sur la base canonique du modieet duC-espace vectoridt).
Alors :

P(X) =P(X1,...,%) = ipu(il,---,fnl)fni-
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PourAg,...,An_1 € Cfixés, et en notank; = B (A1,...,An_1) € Ag, hous avons par hypatse :

p )
P(AL,... An1,A) = Zl/\i)\l —0,VAeC.
=

q
Lesélements)\; € Ay admettent une@composition sur la base dg: A = Z uijej avecy j € C. Par
=1

conequent :

q p )
Z (Zl[,lm‘)\') ej=0,VAeC
=1 \i=

p .
pjA, VA ecC
2,H

d’ou, pour toutj € [[1,q] :

et, comme pecd@demment 1; ; = 0 pour tous € [[1, p]] etj € [1,q]. Nous en concluons qu = 0 pour
tousi € [[1, p]. Par congéquent :

P(AL,...;An 1) =0,V (Ag,...,Ap1) €C" L,

L'hypothése de&currence s’applique alors et condut nullite des polydmesR sur/\g en entier. Donc
P=0. O

En appliquant le lemme 3 avée= gl(n,C), nous voyons que nous pouvoetendre la relation
existant entre le polydme carad@ristique et les traces des puissances de la matrice dans legias @8
au cas dé\g = Ag@gl(n,C).

Pour conclure, il reste doricmontrer que les traces successives de la matriedvi2 sont nulles.
Mais, commeN € Ag, nous avons tNK) = str(NK) = str((MZ) = 0 d’ap®s le lemme 2. Par coeguent,
le polymdme caradristique deN est(—1)"t" et le tttoeme de Cayley-Hamilton implique" =0 i.e.
M2 = 0, et, en consquence :

Pon(My,...,Man) =0

pour tousMy, ..., Mz, € gl(n,C). Le theoeme d’Amitsur-Levitzki est ainsi@monte. O
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Résune

Dans cetteetude, nous cherchosttablir des identéis polynomiales dans le cadre de la combinatoire
non-commutative. Dans un premier temps, nowsentons de nouvelles structures de Nambu-Lie, en
classifiant totalement le@ — 1)-structures sur I'espadR”, et en donnant une @hode permettant de
construire des crochets de tout ordre sur unelzdg de Lie. Nous proposoBgalement une quantifica-
tion de I'une de nos structures 2ge aux polydmes standards et aux alyres de Clifford d’indice pair.
Dans un second moment, ea@rgralisant la notion de polyime standard au cas desé&tges gradees,
nous cherchona cemontrer une version duébreme d’Amitsur-Levitzki sur les superapres de Lie
osp(1,2n) en suivant une &monstration de Kostant dans le cas classique. Nous sommeg&sien
demontrer des super-versions des prefps et esultats Bcessairea la emonstration dans le cas clas-
sigue, notamment erefinissant un super-@pateur de transgression de Cartan-Chevalley.

Mot-clés : Crochet de Nambu-Lie, @gre de Lie, quantification, polpme standard, akbre de Clif-
ford, theoeme d’Amitsur-Levitzki, superaéhres de Li@sp(1,2n), transgression.

Abstract

In this thesis, we establish new polynomial identities in a non commutative combinatorial framework. In
the first part, we present new Nambu-Lie structures by classifyir{g alll)-structures irR" and we give

a method for defining all-order brackets in Lie algebras. We are able to quantify one of our structures,
thanks to standard polynomials and even Clifford algebras. In the second part of our work, we generalize
the notion of standard polynomials to graded algebras, and we prove an Amitsur-Levitzki type theorem
for the Lie superalgebrassp(1,2n) inspired by Kostant's cohomological interpretation of the classical
theorem. We give super versions of properties and results needed in Kostant’s proof, notably we define a
super transgression operator generalizing Cartan-Chevalley’s classical one.

Key-words : Nambu-Lie brackets, Lie algebra, quantification, standard polynomial, Clifford algebra,
Amitsur-Levitzki theorem, Lie superalgebrasp(1,2n), transgression.



