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Etude théorique et numérique de couplages entre
écoulement et déformation mécanique du sol dans
P’extraction d’hydrocarbures

Résumé : L’objet de cette these est 1'étude de modeles mathématiques pour les
phénomenes de couplage entre ’écoulement de fluides et les déformations mécaniques
du sol lors de l'extraction d’hydrocarbures en milieu poreux. La production d’hy-
drocarbures dans des réservoirs homogenes tres compactables peut induire un effon-
drement de la structure poreuse de la roche réservoir, qui a son tour peut endom-
mager 'équipement des puits. Il nous faut donc inclure dans le modele I'influence
des déformations du solide sur I’écoulement et la prévision des phénomenes induits
par l'exploitation du gisement sur l’environnement. On étudie a la fois des aspects
théoriques et numériques de ce probleme.

Dans la partie théorique, on considere deux modeles de couplage, d’une part (1)
entre les déformations du sol et un écoulement linéaire compressible, et d’autre part
(2) entre les déformations du sol et un écoulement diphasique non linéaire. Pour le
modele (1), on prouve l'existence et I'unicité d’'une solution faible par la méthode
de Galerkin. Le modele (2) est fortement couplé et comporte une équation para-
bolique dégénérée; pour démontrer I'existence de solution, on considere une suite
de problemes uniformément paraboliques associés et on démontre qu’ils admettent
une solution classique a ’aide du théoreme de point fixe de Schauder. On s’appuie
ensuite sur des estimations a priori pour des différences de translatées en espace
et en temps et sur le théoreme de Fréchet-Kolmogorov pour prouver la compacité
relative des suites de solutions et établir la convergence d’une sous-suite vers une
solution faible du probléme initial.

Dans une seconde partie, on aborde I'’étude numérique. On compare deux algo-
rithmes pour les modeles de couplage. Le premier, utilisé par les ingénieurs de
pétrole, est basé sur une méthode de point fixe; le second, que nous proposons
et qui est plus robuste que le premier, s’appuie sur la méthode du gradient conjugué
préconditionné.

Mots Clés : Ecoulement en milieu poreux, Déformations mécaniques, Equations
paraboliques non linéaires dégénérées, Théoreme de point fixe de Schauder, Estima-
tions a priori, Théoreme de Fréchet-Kolmogorov.

Classification AMS :35K55, 35K65, 65F10, 65F50, 74F10, 74G15, 74G30, 74505,
74510.
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Introduction

L’objet de cette these est 1’étude théorique et numérique de quelques modeles
de couplage entre les écoulements de fluides en milieu poreux et les déformations
mécaniques du sol lors de I'extraction des hydrocarbures. L’exploitation d'un gise-
ment pétrolier nécessite la simulation d’écoulements en milieu poreux a la fois pour
optimiser la récupération des hydrocarbures en place ainsi que pour en évaluer les
impacts techniques, économiques et environnementaux. De plus il est essentiel de
prendre en compte la déformation mécanique des sols induite par les écoulements (Cf.
[SM94], [SM98], [TF93]). En effet, la production d’hydrocarbures dans des réservoirs
homogenes tres compactables peut induire un effondrement de la structure poreuse
de la roche réservoir, qui a son tour peut endommager 1’équipement des puits. Il
nous faut donc inclure 'influence des déformations du solide sur 1’écoulement et la
prévision des phénomenes induits par I’exploitation du gisement sur I’environnement,
ce qui explique la nécessité du couplage entre les écoulements et la géomécanique
dans un milieu poreux déformable.

La these comporte quatre chapitres.

e Le Chapitre 1 est introductif; nous y présentons quelques modeles mathéma-
tiques utilisés par les ingénieurs en réservoirs et les spécialistes de la mécanique
du sol pour décrire I’écoulement des fluides et la déformation du milieu poreux.
Nous introduisons les parametres physiques intervenant dans ces modeles.
Nous expliquons la nécessité du couplage due a l'influence du comportement
mécanique du milieu poreux sur ’écoulement des fluides et inversement. Nous
considérons un modele de couplage entre un écoulement compressible mono-
phasique (huile) dans un milieu poreux et les déplacements du sol; un second
modele décrit le couplage entre un écoulement diphasique (eau-huile) dans un
milieu poreux et les déplacements du sol.

e Dans le Chapitre 2, nous étudions l'existence et 1'unicité de la solution d’un
probleme de couplage entre un écoulement monophasique linéaire d'un fluide
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compressible et les déformations d’un milieu poreux & comportement élastique.
L’équation qui décrit 1’écoulement linéaire du fluide compressible est donnée
par

qﬁoco% + % - div(%Vp) =@ dans Q x (0,7, (1)
avec une condition de Dirichlet homogene sur une partie de la frontiere, une
condition de Neumann sur 1’autre partie et une condition initiale sur la pres-
sion p du fluide; la constante ¢, est le coefficient de compressibilité du fluide
et la constante 7, sa viscosité. Le domaine € est un ouvert borné de R3 et on
suppose que 1" est un réel positif. Les fonctions inconnues sont la pression du
fluide p et la porosité du milieu ¢. L’équation (1) est uniformément parabo-
lique en p.
L’équation modélisant le comportement mécanique du milieu poreux est ellip-
tique ; plus précisément elle est donnée par 1’équation d’élasticité linéaire

dive+X =0 sur x[0,T7, (2)

avec une condition de Dirichlet homogene sur une partie de la frontiere et
une condition de Neumann sur 'autre. Le tenseur des contraintes totales o, le
tenseur des déformations

1
e(u) = 3 (Vu + VuT) ,
et la pression du fluide p sont liés par la relation
o = 2pe(u)+Adiva— pl (3)

Le systeme des équations (1) et (2) est couplé par la loi de Biot qui relie la
variation des déplacements du milieu a sa porosité :

— =div du sur €2 x (0, 7T7. (4)

Notre démonstration de l'existence et de I'unicité de la solution du probleme
(1)-(2) s’appuie sur la méthode de Galerkin. Nous écrivons tout d’abord une
formulation variationnelle du probléme, ot nous substituons la loi de Biot dans
(1) pour ne plus conserver que les deux inconnues p et u; nous présentons
également une notion de solution faible. Nous introduisons une triangulation
7, de diametre h du domaine €2, et définissons le pas de discrétisation At de
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I'intervalle [0, 77, ce qui nous permet de proposer un probleme discret associé
au probleme (1)-(2) avec un schéma d’Euler implicite pour la discrétisation
en temps. Nous montrons que les problemes discrets admettent une solution
unique (ppar, Upa¢) dans L2(0,T; H(Q)) x L=(0, T; (H'(2))?). Nous dérivons
ensuite des estimations a priori pour le couple (pp a¢, Up a¢) indépendantes de
h et At. Plus précisément nous montrons que

() la suite de fonctions {py a;} est bornée dans L*(0,T; H(Q));
(43) la suite de fonctions {uj a:} est bornée dans L(0,T; (H'(2))?).

Pour montrer (i) et (i7), on s’appuie sur 'inégalité de Korn qui implique la
coercivité de I'application

u— [ elw)sefw) ax

et qui étend 'inégalité de Poincaré et on utilise également l'inégalité de Gron-
wall discrete. Ces estimations permettent de démontrer la convergence faible
d’une sous-suite de {(pnat, Unar)} vers une limite (p,u). On démontre que
cette limite est solution faible du probleme (1)-(4). Pour prouver l'unicité de
la solution faible de ce probleme, on s’appuie sur le fait que la fonction

- /Q (60 €0 p(x, 1) + v u(x, 1)) w(x) dx (5)

est absolument continue sur [0, 7] pour tout w € W. Ce chapitre est un résultat
d’une collboration avec D. Hilhorst.

e Le couplage présenté au Chapitre 3 est exprimé par la loi de Biot, qui relie
la variation de la porosité du milieu a sa déformation mécanique. Cette loi
ne suffit pas a décrire le couplage dans un milieu sensible a la teneur en eau
“weakening water”, ou le milieu absorbe aussi I’eau présente ou injectée arti-
ficiellement pour développer un processus de drainage forcé. Dans ce cas, la
variation de la porosité est liée a la variation de la pression globale introduite
par [CJ86] et a la saturation en eau.

C’est ce qui nous a induit a démontrer, au Chapitre 3, 'existence d’une so-
lution pour un systeme couplé entre écoulements diphasiques et déformations
mécaniques dans un milieu poreux sensible a la teneur en eau. L’exemple
géophysique le plus cité est le dépot Ekofisk en mer du nord dont la roche est
constituée essentiellement de craie. Le modele mathématique que nous pro-
posons est un systeme de deux équations couplées, la premiere uniformément
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parabolique non linéaire et la seconde parabolique non linéaire dégénérée, ou
le couplage entre les équations d’évolution se situe dans les parties convection-
diffusion et dans les dérivées en temps. Le modele mathématique est donné
par le systeme

( %(s@(pb”)

kdiv (kw(S)pr> +

+a(£u(8)F = )" = Lu(HF D)),
(©)

|
~
/~
5
E
—
|
2
N—
I

k:div(ko(S)V(pw +pc))+
+a(folSVF-p)" = L(HF-p)),

\

sur Qr = Q x (0,7, avec des conditions aux limites et des conditions initiales
appropriées. Les inconnues sont la saturation de la phase mouillante S =
S et la pression de la phase mouillante p,. La démonstration de l'existence
de solution s’appuie sur ’application du théoréeme de point fixe de Schauder
pour un probleme régularisé et donc en particulier sur des arguments liés a
la compacité. Plus précisément, on récrit tout d’abord le probléeme sous une
forme ou les fonctions inconnues sont la saturation S et la pression globale p
donnée par

5 Eolu
P = Du +/0 Az((uiplc(u) du. (7)
On considere ensuite une suite de problemes régularisés et on démontre 1’exis-
tence de solutions classiques (p, S.) a l'aide du théoreme de point fixe de
Schauder. On établit ensuite des estimations a priori indépendantes du pa-
rametre € pour la paire de fonctions (pe, S¢). Plus précisément, on montre que

(1) si p. < po < p*, ol pg est la condition initiale en pression, et p, et p* sont
des constantes positives et si 0 < Sy < 1, ou Sy est la condition initiale en
saturation, alors p, < p. < p* et 0 < S, < 1; on s’appuie pour cela sur un
théoreme de comparaison lié au principe du maximum fort ;

(i) la suite de fonctions {¢.(p.)} est bornée dans L*(0,T; H'(Q)) et la suite
de fonctions {agog(pﬁ)} est bornée dans L*(0,T; (H'(Q))), ol o, est une

approximation de la fonction ¢ ;
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(ii7) on montre aussi des estimations sur la norme L? de différences de trans-
latés en espace et en temps d’une quantité liée a la fonction S..

On déduit de (i7) et d'un théoreme de compacité que la suite {¢.(p.)} est rela-
tivement compacte dans L?(Qr) et par conséquent qu'une sous-suite converge
fortement vers une limite x quand le parametre € tend vers zéro. On utilise
la croissance de la fonction ¢ pour montrer qu'une sous-suite de la suite {p.}
converge fortement vers ¢~ !(y) quand le parametre € tend vers zéro ot !
est la fonction réciproque de ¢. On déduit de (iii) et du théoréme de Fréchet-
Kolmogorov qu'une quantité liée a S, est relativement compacte dans L*(Qr)
et par conséquent qu’'une sous-suite converge fortement dans L?(Q7) quand le
parametre € tend vers zéro. On en déduit finalement ’existence d’une solution
(p,S) dans (L*(Qr))* du probléme initial. Ce chapitre est le résultat d’une
collaboration avec D. Hilhorst et R. Eymard.

e Au Chapitre 4, on propose des algorithmes de couplage entre les écoulements
et les déformations du milieu poreux. Comme de nombreux simulateurs pour
I’écoulement et pour la géomécanique existent déja dans les industries pétro-
lieres, Il est plutot avantageux de combiner 'exploitation des deux types de
logiciels : un modele de réservoir pour pouvoir obtenir une bonne descrip-
tion des phases fluides et un modele géomécanique pour pouvoir évaluer les
déformations du sol. On utilise séquentiellement les modeles d’écoulement et
d’équilibre mécanique si bien que l'information doit étre échangée entre les
deux logiciels.

Les inconnues principales sont les inconnues liées a 1’écoulement multipha-
sique (saturations et pressions) et au déplacement. Nous nous appuyons sur
la méthode des volumes finis pour la discrétisation des équations décrivant
I’écoulement et sur celle des éléments finis standards pour la discrétisation de
I’équation d’élasticité linéaire.

Les déplacements varient lentement en comparaison avec les inconnues du
réservoir ; ¢’est pourquoi on se base sur une méthode numérique multi-échelle ;
plus précisément les simulations sont effectuées sur des périodes de temps telles
que les inconnues du réservoir sont calculées avec des pas de temps qui corres-
pondent a des petites subdivisions de ces périodes, tandis que les équations de
la mécanique sont résolues une seule fois par période.

Nous avons comparé deux algorithmes de couplage ; I'un d’entre eux est clas-
siquement utilisé, alors que le second est une nouvelle approche que nous pro-
posons. Ces algorithmes sont les suivants :
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(7) un algorithme itératif de couplage, qui consiste au calcul par une méthode
de point fixe des inconnues liées au réservoir et au déplacement ; cet algo-
rithme s’identifie a un algorithme de Gauss-Seidel dans le cas de la simula-
tion d’un probleme linéaire a une phase;

(74) un algorithme itératif de couplage, basé sur la méthode du gradient conju-
gué. Une résolution des équations de la mécanique est suivie par deux séries
de simulations de réservoir pendant la période.

En particulier, nous avons montré que ’algorithme de type gradient conjugué
que nous avons proposé est plus rapide que le premier et qu’il est également
plus robuste.

Ces deux algorithmes sont appliqués aussi bien a la simulation du probleme
linéaire (1)-(2) qu’a celui du couplage entre I’écoulement non linéaire dipha-
sique entre eau et huile en milieu poreux avec I’équation pour les déformations
mécaniques du sol.

Ce chapitre est le résultat d’une collaboration avec D. Hilhorst, R. Eymard et J.
Laminie.



Chapitre 1

Modélisation des réservoirs et
aspects mathématiques

1.1 Introduction

La modélisation des écoulements polyphasiques en milieu poreux joue un role central
dans les problemes liés a la production d’énergie a base d’hydrocarbures, ainsi que
plus récemment dans les problemes environnementaux de dépollution du sous-sol.
De ce fait, les simulateurs de réservoirs pétroliers sont devenus un des principaux
outils en ingénierie pétroliere du réservoir. Ils interviennent a toutes les étapes de
Iexploitation d’un gisement et ont été 'objet depuis quelques années d’avancées
technologiques remarquables dans plusieurs domaines. L’un des grands buts des si-
mulations est la prévision de récupération des hydrocarbures. La précision de leurs
prédictions dépend de la qualité des données, de la représentation des phénomenes
physiques, de l'efficacité des algorithmes numériques.

La simulation du réservoir implique la prise en compte de différents phénomenes
physiques : mécanique des fluides en milieu poreux, déformations du squelette, ther-
modynamique, thermochimie.

Le soutirage des fluides contenus dans un réservoir s’effectue au moyen de puits. En
raison des dimensions importantes qui peuvent étre atteintes par le réservoir (plu-
sieurs kilometres), un dispositif de production classique peut dénombrer plusieurs
dizaines, voire centaines de puits d’injection et de production, qu’il est essentiel de
modéliser de facon tres précise. Mais le role des puits ne se limite pas a I'extraction
des hydrocarbures. Les puits interviennent également en amont de la mise en pro-
duction du gisement, durant une phase dite d’exploration, afin de caractériser les
propriétés de la roche découverte.
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1.2 Le gisement d’hydrocarbures et le milieu po-
reux

De plus en plus souvent, la modélisation pétrophysique des réservoirs s’appuie sur
des études géostatistiques. Les forages d’exploration permettent de connaitre la suc-
cession de couches géologiques sur une ligne verticale et les outils géostatistiques
permettent de déterminer les caractéristiques du sol.

1.2.1 Caractéristiques du milieu poreux

Pour qu’une roche (Fig. 1.1) puisse constituer un réservoir, il est nécessaire qu’elle
vérifie certaines propriétés et en particulier les trois suivantes :

e La roche doit posséder une certaine capacité de stockage; cette propriété est
caractérisée par la porosité.
Une roche sédimentaire est constituée de particules solides agglomérées ou
cimentées, entre lesquelles existent des espaces, appelés pores, qui constituent
des canaux microscopiques remplis de gaz ou de liquide.

Grains

Fi1a. 1.1 — Echantillon de milieu poreux.

Considérons un échantillon de roche d’un volume total, ou volume apparent
Vrot. Celui-ci se compose d'un volume solide V; et d'un volume de pores V,, =
Vot — V. La porosité de la roche ¢ est exprimée par le rapport

Vo Vea=Vi_, V.

VTot VTot VTot

¢
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La porosité est une fonction de ’espace qui est définie par maille au niveau
discret. C’est une grandeur adimensionnée, généralement comprise entre 10 %
(porosité faible) et 40% (porosité excellente).

e La roche doit également permettre la libre circulation des fluides; cette pro-
priété est caractérisée par la perméabilité.
La perméabilité est une fonction de I'espace et est définie par maille. Elle est
homogene a une surface.

e Enfin, pour constituer un réservoir, il faut que la roche contienne une quan-

tité suffisante d’hydrocarbures avec une concentration suffisante qui sont les
saturations.
La saturation d’'un échantillon de roche en un fluide est le rapport du volume
de ce fluide dans I’échantillon, sur le volume de pores Vi, — Vi de I’échantillon.
Ainsi, si ¢ désigne un indice de phase, la saturation de cette phase est donnée
par

ou

Dans le cas de problemes diphasiques, on note S la saturation de la phase mouillan-
te. Pour un probleme d’écoulement huile-eau la phase mouillante est ’eau, tandis que
dans le cas d’un écoulement huile-gaz la phase mouillante est ’huile. Par exemple, on
utilise S pour noter la saturation de ’eau dans le probleme d’écoulement huile-eau,

c’est a dire
Sw = S,
S, = 1=-25,

ou S, est la saturation de la phase huile. En ce qui concerne les fluides en place dans
un gisement, on distingue deux situations :

e Soit un seul fluide est présent dans la roche, ou éventuellement deux fluides
dont I'un est immobile ; I’écoulement est alors qualifié de monophasique.

e Soit deux ou trois fluides circulent simultanément ; on dit alors que I’écoulement
est polyphasique.
La pression du fluide 7 est notée par p;. Dans le cas ou la pression capillaire est
négligeable, on peut utiliser une seule variable p pour représenter la pression dans
tout le milieu.
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Pression capillaire et saturation résiduelle

A Téchelle du pore, il apparait, de part et d’autre de l'interface séparant les fluides ¢
et j, une différence de pression (fonction de la tension interfaciale). C’est la pression
capillaire. Localement, on peut la définir en tout point du milieu diphasique huile-eau
par

DPec = Do — Pw-

On remarque que p. est une fonction monotone décroissante de la saturation de la
phase mouillante (Fig. 1.2), S,, et Sy, sont les saturations résiduelles qui sont
les saturations minimale et maximale dans le milieu poreux, soit

S <85 < Sy

Fi1c. 1.2 — Exemple de pression capillaire.

On fait souvent 'approximation .S,, = 0 et Sy = 1.

Loi de Darcy et perméabilité relative

On considere la loi de Darcy généralisée dans 1’écoulement monophasique

Vz—%(Vp—ngz>, (1.1)

ou g est l'accélération de la gravité et z est la coordonnée verticale dirigée vers le
haut. Si le milieu contient deux fluides non miscibles, on admet, en général, que



1.2 Le gisement d’hydrocarbures et le milieu poreux 21

I’écoulement de chaque fluide est régi par la loi de Darcy. Dans cette these, on
considere toujours un probleme huile-eau ou les vitesses de déplacement des deux
fluides sont données par

Vo = —ky (pr — Puw & Vz),
(1.2)

Vo = —ko(VPo—pog V),

ol k,, et k, sont les perméabilités effectives de ’eau et de I'huile, p,, et p, leurs masses
volumiques et v, et Vv, leurs vitesses. D’apres les connaissances expérimentales
géophysiques, k,, et k, sont des fonctions de la saturation croissante et décroissante
respectivement (Fig. 1.3). En pratique, on exprime k,, et k, comme le produit de
la perméabilité absolue (la perméabilité du milieu poreux) et de la perméabilité
relative qui est notée par kr,,, pour 'eau et kr,, pour I’huile,

Fu(x,50) = k(x)“ﬁ—i“,
(1.3)
h(x,S)) = k(x)‘”"#{fs).

FiG. 1.3 — Exemple de perméabilités effectives.
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1.2.2 Caractéristiques du réservoir pétrolier

Un réservoir pétrolier est une formation du sous-sol, poreuse et perméable, dont les
contours sont limités par des barrieres imperméables (argiles, aquiferes) qui piégent
les hydrocarbures.

Sous l'action naturelle de la pesanteur, les fluides se répartissent de fagon verticales
dans la cavité comme l'illustre la Figure 1.4.

couches imperméables

F1G. 1.4 — Coupe d’un gisement pétrolier.

1.3 Ecoulement et déformations du sol

Dans le cas de réservoirs homogenes faiblement consolidés et tres compactables
contenant un fluide peu compressible, la compaction de la roche réservoir augmente
les quantités récupérables d’un champ pétrolier et il est donc nécessaire de savoir
évaluer la contribution de la déformation de la roche sur la production. Par contre,
il peut y avoir aussi des effets tres négatifs. En effet, lors de 'exploitation d'un
gisement pétrolier, la diminution de la pression des pores induite par l'extraction
du fluide peut provoquer, pour les matériaux tres poreux, un effondrement de la
structure poreuse de la roche réservoir sous le poids des matériaux sus-jacents. Il
peut ainsi s’ensuivre des effets environnementaux indésirables comme 1’affaissement
du sol. L’étude des cas répertoriés dans la littérature montre que 'affaissement du
sol et les compactions de grandes amplitudes concernent deux grands types de for-
mations : les sédiments détritiques (sables, gres, sables argileux, silt) et les craies.
Nous présentons ci-dessous des exemples de travaux qui ont été effectués pour lutter
contre les conséquences de la subsidence, c¢’est-a-dire ’affaissement du sol :

e Au Vénézuela, pour protéger le sol sablonneux pres du lac Maracaibo, un
double systeme de digues de plusieurs kilometres de longueur (de 5km a 30
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km) a été construit : une premiere digue le long de la cote pour protéger la
zone subsidente des eaux du lac et un deuxieme systeme de digues a U'intérieur
des terres pour protéger la zone subsidente des eaux de ruissellement ;

e Le dépot de la mer du nord est constitué de craie et pour s’adapter a la
subsidence du gisement d’Ekofisk, les plateformes ont du étre relevées de six
metres ;

e Aux Pays-Bas, pour des raisons économiques et écologiques, la subsidence doit
étre limitée suivant les zones a quelques centimetres ou dizaines de centimetres
dans le cas du gisement de Groningue.

1.4 Modélisation des réservoirs

Les équations différentielles qui décrivent 1’écoulement diphasique de deux fluides
incompressibles immiscibles ont fait I'objet de nombreux travaux. Le systéeme qui
régit ce phénomene est donné [GMT96] par

’ %(d)pw S) + div (pw vw) =0,
%(cﬁ po (1= 5)) + div (po vo) =0, (1.4)

\ Pc = Po = Puw;

ou v; est la vitesse de déplacement de la phase ¢ introduite dans (1.2), pour i,j €
{w, 0} et i # j, avec des conditions aux limites et initiales appropriées. Selon les
notations et les définitions introduites dans la section 1.2.1, w est la phase mouillante
qui est ici la phase eau, o la phase non mouillante qui est ici la phase huile. On récrit
le systeme (1.4) en utilisant la notion de pression globale. On prend la somme de la
premiére et la seconde équation du systeme (1.4) et on utilise le fait que comme les
deux fluides sont incompressibles, leurs densités volumiques p,, et p, sont constantes
ainsi que le fait que le mileu est peu déformable ¢ = ¢(x) ; on substitue I'expression
de la pression capillaire p. de (1.4) pour obtenir

div ((kw(S) + ko(S))pr + ko(S>VPc - (kw(s) Pw T ko(S) Po) g) = 0, (1‘5)
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ou k,(S) et ky(S) sont les perméabilités de phases introduites dans (1.3). Puisque
kw(S) + ko(S) # 0, on écrit encore

. _ ko(S) _
div ((kw(5)+ /%(S)){pr, F(S) £ ko(S) Vpc} {kw(S) pw + ko(S) pot g) = 0.
(1.6)
On note p la pression globale introduite [CJ86] qui s’exprime sous la forme
% ko(u)
p=pot [ sl i (1.7

On substitue (1.7) dans (1.6) pour obtenir 'équation elliptique en pression

div ((kw(S) + /{:O(S))Vp) = div ((kw(S) Pw + ko(S) po) g). (1.8)

La premiere équation du systeme (1.4) s’écrit

gzﬁ%S _ div <k:w(S) Vp) + div ( ki?g lkk(f;) Vpc) _ div <pw g). (1.9)

Si I'on pose

k),
v(s) = [ ey (1.10)

on obtient I’équation parabolique non linéaire
0
%S — AY(S) — div (kw(S) Vp) = div (pw g), (1.11)

si bien que le systeme (1.4) s’écrit

qb%S — AY(S) — div (kw(S) vp) = div <pw g),
(1.12)
div ((k:w(S) + ko(S))Vp) = div ((kzw(S) P+ ko(S) po) g).

On remarque que l’équation en saturation dans (1.12) est parabolique dégénérée
puisque

kw(0) = ko(1) = pl(0) = 0.
L’existence de solutions faibles pour ce systeme d’équations a été montrée avec des
hypotheses variées [AD85], [AKM90], [Arb92], [CJ86], [KL84] et [KS77]. Kruzkov
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et Sukorjanskii [KS77] établissent I’existence de solutions classiques en supposant
I'"équation en saturation uniformément parabolique. Kroener et Luckhaus [KL84]
imposent des hypotheses sur les conditions initiales et sur les conditions aux limites
pour assurer que la saturation S est strictement positive et strictement inférieure a
1; ils obtiennent ainsi un systéme ou I’équation en pression est uniformément pa-
rabolique, ce qui les mene a un résultat d’existence. On citera aussi les résultats
d’existence de solution dus a Antoncev, Kazhikhov et Monahov [AKM90], Chavent
et Jaffré [CJ86] et a Alt et Di Benedetto [AD85]. Plus récemment Chen [Che01] a
reconsidéré le systeme (1.12), en s’appuyant en particulier sur les articles d’Arbogast
[Arb92] et d’Alt et Luckhaus [AL83] pour montrer I'existence de solutions faibles
du probleme dégénéré; il obtient une solution faible comme limite de solutions de
problemes discrets en temps. La dégénérescence de ce systeme fortement non linéaire
(1.12) rend la démonstration de l'unicité de la solution et 'étude de la régularité
tres difficile. En particulier [AKMO90] et [KS77] ont seulement démontré I'unicité de
solutions classiques tandis que Chen a prouvé dans une série de travaux concernant
le probleme dégénéré décrivant ’écoulement diphasique [Che01] et [Che02] 'unicité
de la solution faible en supposant dans le premier que la pression globale est conti-
nue lipschitzienne en espace, et en affaiblissant les hypotheses de régularité sur la
solution dans le second. Des études numériques de ce probleme ont également été
effectuées par exemple par Chen et Ewing [CE97] qui ont montré la convergence de
la méthode des éléments finis mixtes vers la solution faible et par Michel [Mic03]
qui a prouvé l'existence de solutions faibles obtenues comme limites de solutions
d’un schéma de volumes finis. On remarquera que ces travaux ne concernent que des
systemes d’équations décrivant un écoulement diphasique ou la porosité ¢ est une
fonction connue qui ne dépend que de ’espace, ce qui revient a faire I’hypothese que
I’écoulement a lieu dans un milieu peu déformable.

L’originalité de cette these est qu’elle porte sur le couplage entre écoulement
monophasique ou diphasique et géomécanique; plus précisément nous supposons
le milieu poreux déformable et considérons des aspects théoriques et numériques
du couplage entre ’écoulement et la géomécanique ou bien quand ce couplage est
donné :

e par la loi de Biot (2.8), dans les chapitres 1 et 3;

e ou bien quand il s’exprime par la dépendance de la porosité ¢ en la pression
globale p, dans le chapitre 2.
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Chapitre 2

Etude d’un systeme couplé entre
déformations mécaniques du sol et
écoulement linéaire compressible

Introduction

Dans ce chapitre, on démontre 'existence et I'unicité de la solution pour un
probleme décrivant le couplage entre I’écoulement monophasique linéaire d’un fluide
compressible et les déplacements d’un milieu poreux hétérogene a comportement
élastique. Dans ce but, on s’inspire des travaux de Zenicek [Zen84] qui établit 1’exis-
tence et 1'unicité de la solution lors de 1’écoulement d’un fluide incompressible dans
un milieu poreux homogene. L’écoulement monophasique linéaire du fluide com-
pressible est modélisé par une équation uniformément parabolique (2.1) dont les
inconnues sont la pression du fluide p et la porosité du milieu ¢ avec une condi-
tion initiale py et des conditions au bords mixtes. L’équation de la mécanique est
modélisée par une équation d’élasticité linéaire dont l'inconnue est le déplacement
u. Finalement le systéeme est fermé grace a la loi de Biot qui relie les variations de
la porosité a celle du déplacement.

Le chapitre s’organise da la facon suivante. Dans la Section 2.1, on présente le
contexte physique du probleme que l'on étudie. On introduit les notations utilisées
et les hypotheses sur les données ainsi qu'une notion de solution faible. Dans la
Section 2.2, on considere des problemes discrets associés, que 'on obtient a l'aide
de la méthode de Galerkin et d'une discrétisation en temps de type Euler implicite.
Plus précisément, on s’appuie sur une discrétisation par éléments finis P! ; on définit
une triangulation 7, de diametre h du domaine €2, un pas de discrétisation At de
I'intervalle [0, 7] et on démontre 'existence de solution (pp at, Upat). On présente
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ensuite dans la Section 2.3 des estimations a priori uniformes en h et At pour les
solutions approchées. Finalement, dans la Section 2.4, on montre que la solution
approchée converge vers une solution faible du probleme continu quand h et At
tendent vers zéro et on démontre I'unicité de cette solution faible.

2.1 Le modele mathématique

Le comportement mécanique du milieu poreux est modélisé par une équation d’élasti-
cité linéaire dont I'inconnue est le vecteur de déplacement du sol. Comme ce milieu
ne subit qu’une petite déformation, on écrit les équations de 1’écoulement et de
géomécanique en coordonnées eulériennes. On note 2 C R3 le domaine géométrique
de la géomécanique et de 1’écoulement monophasique d'un fluide compressible. Le
couplage entre la géomécanique et 1’écoulement de Darcy est donné par la loi de
Biot qui relie la variation de la porosité du milieu a sa déformation mécanique.
Pour modéliser ce probleme, on s’appuie sur un systeme d’équations qui représente
I’évolution des inconnues : la pression de fluide dans les pores p, la porosité ¢ et le
déplacement u du milieu poreux.

L’écoulement linéaire compressible est donné par

oo co% + % — diV(%Vp) =@ dans Qr, (2.1)
avec les conditions aux limites
D = 0 sur 'y x (0,77,
I (2.2)
in.n = g sur [y x (0,77,
et la condition initiale
p(.,0) =po sur Q, (2.3)
la géomécanique est modélisée par ’équation d’élasticité linéaire
dive+X =0 dans Qr, (2.4)
avec les conditions aux limites
u = 0 surly x[0,7],
(2.5)

cn = q surly, x[0,7],
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ou alternativement
div o(u) — Vp+ X = 0 dans Qr, (2.6)

avec les conditions aux limites

u = 0 surly, x[0,7],
(2.7)
cluyn—pn = q surly, x[0,7],

tandis que la loi de Biot permet de lier la variation de la porosité du milieu a celle
de son déplacement

dop .. 0Ou
i lea sur Qr, (2.8)

ou QT = x (O,T]

2.1.1 Les notations

On introduit les notations suivantes

e [' est la frontiere de 2 telle que I' =T',, UT',, =Ty, UTy,, ou T'p,, T'py, Ty, et
I'y, sont des sous-ensembles de I';

e p=p(x,t) est la pression du fluide;

e u=u(x,t) est le vecteur des déplacements du squelette ;

¢p est la porosité initiale du milieu;

¢, est la compressibilité du fluide ;

1, est la viscosité du fluide;

k = k(x) est la perméabilité du milieu poreux;

o est le tenseur des contraintes totales tel que
c=0—pl (2.9)
ol le tenseur des contraintes effectives o est donné par

o(u) =2 pe(u)+Adivul, (2.10)
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et le tenseur des déformations € est donné par
1 T
e(u) = §(Vu+ Vu'),

e )\ et u sont les coefficients de Lamé.

2.1.2 Les hypotheses

On fait les hypotheses suivantes
(Ho) € est un ouvert borné de R3 de frontiere I' réguliere de classe C? tel que

[y, NTy, =0, N, =0 et mes(Ty,) > 0; (2.11)
(Hi) ke L?(Q), 0 < k, < k(x) <k

(H2) Q € L*(Qr);

(H3) g e LQ(Fm X (O>T))7
(Hy) X € AC([0,T); (Z2(Q))*) et %—)f e £2(0,7: (13()*) ;

(M) a e AC([0.7]; (1(Tu))) et O3 € 12(0.7: (12(0,,))?)

(Hs) po € H*(Q);

On rappelle ci-dessous la définition des espaces de fonctions absolument continues

Définition 2.1.1
Soit Y un espace de Banach, on dénote par || - ||y sa norme. Une fonction ¢ de
la,b] C R dans Y est dite absolument continue si :

e pour tout € > 0, pour toute famille d’intervalles {[a;, b;]}1,--- ,n} de R
vérifiant Ui—y ... plai, bi] = [a,b] et Ja;,b[N]aj,bj[= O pour tout i # j dans

{17... 7n}

Ve > 0,30 > 0 tel que si Z |b; — a;| < & alors Z |o(b:) — cp(ai)HY <e (2.12)
i=1

i=1

L’espace des fonctions absolument continues est noté AC([a, b];Y).
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Espaces de discrétisation

Soit 7, une triangulation arbitraire du domaine €2. On note h le diametre de la
triangulation tel que

h = sup diam K,
Ker,

ou

diam K = sup |x —y|.
x,yeK

On associe a la triangulation 75, un espace de dimension finie Zj, tel que
[ ] Zh C C(Q) 3

e chaque fonction v € Z;, est déterminée d’une fagon unique par ses valeurs aux
sommets des tétraedres de 7y, ;

e la restriction de v € Z, sur chaque tétraedre est linéaire.

On définit aussi les espaces fonctionnels
W = {w € H'(Q), w=0 sur Fpl},

et
V= {VE <H1(Q)>3, v=0 sur Ful},

ainsi que les espaces
W, = {wh € Zy, wy =0 sur Fpl},

et
V, = {Vh S (Zh)3, vy, = 0 sur Ful}'

On a les propriétés

flLlLI(l)vleIgh ||f — VH(HI(Q))S = 0, (213)
fim inf lg —wllm@ = 0, (2.14)

pour tout f € V et pour tout g € W.
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2.1.3 La formulation variationnelle

On substitue (2.8) dans (2.1), on multiplie par w arbitraire dans W et on integre
sur € pour obtenir

gzﬁoco/@wdx—l— EW).Vwalx—l—/diva—uwalx:
o Ot Q Mo 0

ot
:/dex—l—/ gwds.
Q Ty,

On va montrer que

/a(u):e(v) dx—/pdivvdX:/X.v dx+/ q.v ds, (2.16)
Q Q Q Tu,

pour tout v € V. On rappelle tout d’abord la formule d’intégration par partie

(2.15)

<d1V U(“‘)?V>((H1(Q))3)’,(H1(Q))3 = <O'(U).n, V>(H_%(8Q))3,(H%(8Q))3 - /QO'(U) : E(V> dX,
(2.17)
3
pour tout u et v dans <H1(Q)) , ol

o(u): e(u) = Y oi;(u) (),

ij=1

si 'on note o(u) = (045):; et e(u) = (€;5);,;- On multiplie (2.4) par v arbitraire dans
V et on integre sur 2. On utilise la formule d’intégration (2.17) et la formule de
Green pour obtenir

—/Qa(u):e(v) dx+/ru (o(u) n).vds%—/gpdivvdx—/r pn.vds+/ﬂx.vdx,
: " (2.18)

ou 'on a aussi substitué (2.9). On déduit finalement (2.16).

On rappelle ci-dessous des résultats standards qui seront utiles dans la suite.

Lemme 2.1.2 )
Soient u et v arbitraires dans <H1(Q)) ;on a

/Qa(u) ce(v)dx = 2 ,u/ﬂe(u) ce(v)dx+ A /tr(e(u)) tr(e(v)) dx, (2.19)

Q

ot tr(e(-)) est la trace du tenseur des déformations €(-).
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Démonstration.
On utilise la définition (2.10) de o pour en déduire I’égalité
/a(u) ce(v)dx = 2 ,u/ e(u) s e(v)dx+ A /(div ul) :e(v) dx,
Q Q Q
ce qui implique Iégalité (2.19) par les identités ci-dessous
I:e(v) = tr(e(v)) pour toutve (H'(R))3,
(2.20)
divu = tr(e(u)) pour tout ue€ (H(Q))3.
O
Lemme 2.1.3 (Inégalité de Korn) Il existe une constante positive C = C(2)
telle que
[ ety etw) x> € vl e (2.21)
pour tout v € V.
Démonstration.
voir la démonstration du Théoreme 6.3-4 de [Cia00], p. 292. O
Corollaire 2.1.4 Il existe une constante positive C' telle que
o)) dx = C vl (222

pour tout v € V.

On définit le sous-espace

H = {¢ € C?[0,T] N C(R") telle que 1 (t) = 0 pour tout t > T}.
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On multiplie (2.15) et (2.16) par v arbitraire dans H et on integre sur (0,77) pour
obtenir

T T
— oo co/ /p w Y (t) dx dt + / K Vp.Vw ¢(t) dx dt—
0 JO o JaTlo

—/OT/Qdivuww’(t)dxdt:

(2.23)
T T
:/0 /Qwa(t) dxdt—i-/o /Fmgww(t) ds dt+
+o ¢, /on w Y(0) dx + /Q div uy w ¥(0) dx,
pour tout w € W et
/ / dxdt—/ /pdlvvw t) dx dt =
(2.24)

:/OT/QX.vzp(t) dxdt+/0T/Fu2 q.v o(t) ds dt,

pour tout v € V.
Définition 2.1.5 (Solution faible)

La paire de fonctions (p,u) € L? (0, T; W) x L <0, T; V) est une solution faible du
probléme (2.1)-(2.8) si

(1) les égalités intégrales (2.23)-(2.24) sont vérifiées pour tout w € W, pour tout
v € V et pour tout Y € 'H,
(17) la fonction

- /Q (d0c0 pox.) + div ux. ) ) w(x) dx. (2.95)

est absolument continue sur [0,T) pour tout w € W.

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.
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Théoreme 2.1.6

Le probléme (2.1)-(2.8) admet une unique solution faible (p,u).
Proposition 2.1.7

Il existe une et une seule fonction ug dans (H?(2))* vérifiant le probléme

dive(ug) = Vpy — Xy dans €, (2.26)

avec les conditions aux bords

Uy = 0 sur 'y, ,
(2.27)
o(up)n = pon+qy surly,.

On remarque que (2.26)-(2.27) coincide avec (2.6)-(2.7) au temps initial.

Démonstration.
Il s’agit de montrer que le probleme

/Qa(uo) L e(v) dx = —/Q<Vp0 - X0> vdx+/Fu <p0 n+q0> vds, (2.28)

admet une solution unique dans V, pour tout v € V. Comme Vp,—X, € (L*(Q))? C
(L5(Q)3 et pon+ qo € (L2(Ty,))? C (L3(T'y,))?, on déduit du Théoreme 6.3-5 de
[Cia00], p. 295 l'existence et 1'unicité de la solution uy € V de (2.26)- (2.27). On
utilise le Théoreme 6.3-6, de [Cia00], p. 296 et I'hypotheése (Hy) pour conclure que
uy € (H?(2))3, ce qui achéve la démonstration de la Proposition 2.1.7. O

Remarque 2.1.1 L’hypothése (Hy) n'est pas nécessaire dans le cas de conditions
auz limites de Dirichlet pour appliquer le Théoréme 6.3-6 de régularité, de [Cia00)],
mais elle ’est dans le cas de conditions aux limites mizxtes Dirichlet et Neumann.

2.2 Le probleme discret

Soit At un pas de discrétisation de l'intervalle [0,7]. On définit ¢; = i At pour
tout i € {0,---,m} et on suppose que to = 0 et t,, = T. On définit pour tout
1=1,---,m, le systeme linéaire

®0Co / (p}, — P ) wp, dx + At | — Vpi, . Vwy, dx + / div (u}, —u) ') wy, dx =
Q Q

Q Mo

:At/inhdx+At/ g' wy, ds,
Q r

p2

(2.29)
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pour tout wy, € Wy et

/ o(u}) : e(vy) dx — / pdiv vy, dx = / X' vy, dx +/ q'.vpds,  (2.30)
Q Q Q

Ty,

pour tout v, € V.

On définit pour tout i = 1,--- ,m les approximations suivantes

. 1 (b
o - Kt/tHQ(.,t)dt,
t

. 1 ?

= — L) dt
i) etnd 2o
X' = X(.,t),
qa = dq(.t)

On note par uf l'interpolée de la solution uy € V dans Vj, et par p linterpolée de
po dans Wj. On déduit du (p. 80, [Bra01]) les estimations suivantes,

[u — woll @) < C R ol
[l o)) < ) = ol s + ol e (2.32)
< C uollmz(e
et

12 = pollar e < C b llpoll 2@,
N (2.33)
1Pl @) < C llpoll m2e)-

ot C est une constante positive qui ne dépend pas de h.

Lemme 2.2.1 (Solution du probléme discret)
Le systéeme linéaire (2.29)-(2.80) admet une solution unique (p},u}) dans Wy, x V,
pour tout 1 € {1,--- ,m}.
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Démonstration.

On va montrer par récurrence sur ¢ que le systéme (2.29)-(2.30) admet une solution
unique pour tout ¢ € {1,---,m}. On définit pour tout i '’hypothese de récurrence
(R') par

(R"): le probleme (2.29)-(2.30) admet une solution unique (pj,, u},) dans W, x V.

Initialisation i = 1

On va prouver que (R') est vraie. Pour montrer I'existence de la solution, il suffit
de montrer son unicité. On suppose qu’il existe deux paires de solutions (pih, uih)
et (3, ug,) du systeme (2.29)-(2.30). Ces deux paires vérifient

k
DoCo /(pih —p)) wy, dx + At/ 77_ Vpih.th dx+/div (uih —u) wy, dx=
Q Q o

Q

(2.34)

:At/Qlwhdx—i-At/ g" wy, ds,

Q Tp,
et
k
DoCo /(pé,h — )Y wy, dx + At 77_ Vpih.th dx+/div (ué,h —u)) wy, dx=
Q Qo Q

(2.35)

:At/Qlwhdx—i—At/ g" wy, ds,
Q r

p2
pour tout wy, € W, ainsi que
/a(uih) :e(vy) dx—/pihdiv vy dx = /Xl.vh dx+/ q'.vids, (2.36)
Q ) Q Ty
et

/a(ué,h):e(vh) dx—/pé,hdiv vy dx = /Xl.vh dx+/ q'.vrds, (2.37)
Q Q Q Tu,

pour tout v, € Vy,.
On soustrait (2.35) de (2.34) et (2.37) de (2.36), pour obtenir

k
®0Co / (p%,h - p%,h) wy, dx + At 77_ V(pih - p%,h)'vwh dx+
Q Q 1o
(2.38)

+/ div (uy , — uy,) wy, dx =0,
Q
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pour tout wy, € Wy et

/ o(uy, —uy,) :e(vy) dx — /(pih —pyp) divv,dx = 0, (2.39)
0 0

pour tout v, € Vj,. On prend wy, = py, — p3y, et v = up;, — uy,. On prend la
somme des deux équations (2.38) et (2.39) pour obtenir

k
$0oCo / (p%,h — Pih)Q dx + At [ — V(pih — p%7h)2 dx+
0

Qo
(2.40)
+ (1_1),(1_1)d20
Q O- ul7h u27h . 6 ul’h u2’h X .
Notons que par le Corollaire 2.1.4, on a
/Qa(uih - u%,h) : E(u%,h - u%,h) dx > CHU%,h - uih”%Hl(Q))S? (2.41)

ou C est une constante positive. Par conséquent, I’égalité (2.40), l'inégalité (2.41)
et 'hypothese (H;) impliquent que

P15 — PopllEr) + lug, — u%,h”%Hl(Q))B = 0. (2.42)

Donc

et

Démonstration de ’existence pour ¢ arbitraire

On suppose que (R*"!) est vraie et on démontre (R'). Puisque le probleme (2.29)-
(2.30) est linéaire, 'unicité de la solution suffit. On suppose qu’il y a deux paires
de solutions (pi ,,uf,) et (ph,, us,). Par le méme raisonnement que pour (R') on
déduit que

Hpil,h _pé,hHHl(Q) + Huil,h - ué,hH%Hl(Q))ii =0,
soit encore

i
Pin = DPon

i i
Uy, = Ugp,

ce qui acheve la démonstration du Lemme 2.2.1. O
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2.3 Estimations a priori

Définition 2.3.1
On définit les fonctions pp ¢ €l up ar par

ptht(X, t) = p;L(X) ST X € Q ett € (ti—la tl], (243)
et
utht(X, t) = u}'l(x) sixeQette (ti—b tz], (244)

ou la paire de fonctions (pi,u’) est la solution du systéme linéaire (2.29)-(2.50),
pour tout i € {0,--- ,m}.

Lemme 2.3.2 (Estimations a priori)
Soient pp ar et up ar les fonctions définies par (2.43) et (2.44). 1l existe une constante
positive C indépendante de h et de At telle que

[pn,atll 200w < C, (2.45)

[un,atlle vy < C. (2.46)

Démonstration.
On remplace wy, et vy, par p;, et u, —u) ' respectivement dans (2.29) et (2.30), pour
obtenir

onco | (= i) v e At [ ([ div ), ) g, =
Q Q o Q
:At/QipzdijAt/ g' pl, ds,
Q r

p2

(2.47)
et
/ o)) : e(ul, —uj ) dx — /pﬁl div (u), —u) ') dx =
’ ’ (2.48)
= /QXZ(uﬁL —u, ') dx + / q'.(u}, —uj ) ds.
r

uz
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On fait la somme des égalités obtenues en ajoutant (2.47) et (2.48)dei=1ai=j

tel que 7 < m pour obtenir

¢>oc02 /

PoCo Z / ph dx

PoCo Z /

ou C est une constante qui ne dépend pas de h et de At. On a de plus

= |lwll2@) + Vw220

phdx+AtZ/ (Vpi)? dx+

_ aﬁozco Z;: /Q (h)? -

¢Co 1
> = <(pi)2—(p2)2) dx
Q
¢Oco
> = HPhHL2(Q
¢Oco
> - 5 thHHl(Q)‘

Dppdx > —C HPOH?ﬁ(Q),

j J
At Z/Q E (Vph)2 dx > iCAt Z thH%ﬂ(Q)
i=1 =1

(2.49)

(2.50)

5. On déduit de (2.50) et de (2.33) que

(2.51)

(2.52)
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ou C' est la constante positive de I'inégalité de Poincaré. D’autre part

J J t; '
AtZ/le;dx = Z// Q(.,t) pidt ds
i=1 7 i=1 Y2Vt

J t; '
< > [ 1R e il o de (253
i=1 Yti-1
C1 J : 1
< 263 Ikl + 3190,
i=1
et
AtZ/ g'p,ds = Z/ / g pdt ds
i=1 VY Tpg i=1 Y Tpy Jti—1
J t; '
< 3 [ o Ol
i=1 Y ti-1
Cs J ti 1 J ti
P2 2
< 5;[ PhlZ2r,,) dt + T@;/t g )2,
C2 ! P2 1 2
< §Atz IPnll 7 ) + Q—CzHg”L?(me(O,T))'
i=1
(2.54)
o‘u l'on a encore utilisé le théoreme de trace.
Remarque 2.3.1
Par le Lemme 2.1.2, la forme bilinéaire
(u,v) — / o(u) : €(v) dx,
Q
est symétrique, ce qui implique
2/ ou):e(u—v)dx = /a(u) €(u) dx — / o(v) :e(v) dx+
Q Q Q
(2.55)

+ [ atu=v):eu—v)dx
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On revient maintenant aux estimations des différents termes de 1'égalité (2.49). On
déduit de (2.55) que

i / ofu}) el —uj yax = 5> / (ouh) + ewf) = o(ui ™) - () dxt

J
320 [ (otuh =) el = )

i=1

ce qui implique, en utilisant aussi le Lemme 2.1.2 et le Corollaire 2.1.4, que

Z oty et —uiyix = 5 [ o) et dx = [ oful) s e(up) ax

v

[ et s etw) = [ e s et dx-

—% /Q (r(eu))) ax.

Finalement, l'inégalité de Korn (Lemme 2.1.3) et 'inégalité (2.32) impliquent ’es-
timation

Z [ ot ety = dx > s e = G ol (250

ou (] est une constante positive indépendante de h et de At. On considere le terme
en X de (2.49)

J Jj—1
Z / X' (uf, — i) dx:/ X ul dx — / X'l dx — z:/(XiJrl — X").uj, dx.
=1 Q Q Q i=1 Q

On a d’une part

o 1 - C3
/ Xl dx| < 2—||XJH?L2(Q))3 + _HuiLH%Hl(Q))?’
0 €3 2

/ X!l dx
Q

(2.57)

IA

1
HXIH(LQ(Q 3t 5 ||uhH(H1 Q)35
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et d’autre part

j—1 =1
S [t - Xupdx < S IX - X o o az
X =1

On déduit alors de l'assertion (i) de [KJE77] p. 125, que

J-1 i+1
Z/Q(XzH_XZ).u}de < Z/ 10X (1) |z [0l || 22 e dt
=1

i+1
<! Z / 0X(0) oy AtZHuhnHlm

7j—1
< _HatXHLQ(OT (L2(@))3) AX + Atz [, |7 (H1(9))3
(2.58)
On considere finalement le terme en q du membre de droite de (2.49)
Z/ q.(u,—u)ds = / q’.w ds —/ q'.u) ds—
=1 FU2 FUQ FUQ
_ Z / a! — i) ds
Tu,
On déduit du théoreme de trace et de l'assertion (i) de [KJF77] p. 125 que
| s < sl + S
uz
(2.59)

IA

1
/F q'.uj ds Hq zays + 51wl @y

uz
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et
-1 j—1
> [ @ —aads] < 3 1a = ol
=1 uz =1
j—1 tit1 )
< Z/ 10ea(t) ] (22, )2 105 i )2 dt
i=1 Yt
1, &
< —HatQ( )72 (0.T3(L2(Tuy)))? T Atz [ 1751 0y
(2.60)
On substitue les inégalités (2.52)-(2.60) dans (2.49) pour obtenir
C3 Cy ;
(Bo-2- —)Atz Il + (1= 5 = 5 ) Iuh @y <
2 1 2
< Cillpo sy + (Co 1) ol s H@HLz @0+ 5191w omy
+—HX]|| (x5 HX1|| (x5 ’|8tXHL2(OT L2(q))3) AX+
1 J2 L1 1 2
+2—c4 a ||(L2(Fu2))3 + §Hq H(LQ(FU2))3 + §||atq(t>||L2(0,T;(L2(FU2)))3+
j—1
+At Z [H e
=1
(2.61)
On choisit
< k., C k., C
< ——, <~ —
1_77027 2_17027
et
1 u
<E <t
C3 > 9 , C4 > 27
on écrit alors
Atz 193170 + I i) < A+ B Atz [CH . (2.62)

i=1 =1
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ou A et B sont des constantes indépendantes de h et At. On applique a (2.62)
I'inégalité de Gronwall discrete [Ram99] qu’on rappelle ci-dessous.
Lemme 2.3.3

Soit m > 2 et soit (ay)o<n<m une suite de réels tels que
ag = 07
et
a, <A+ B AtZai, pour tout n € [0, m],

i=0

ou A est une constante positive. Alors il existe une constante positive C' telle que
a, < C A.

Donc il existe une constante positive C ne dépendant pas de h et de At telle que

||U%H%{1(Q) < CA, (2.63)
on déduit de (2.62) que

J
A illing < AQ+CT). (2.64)
=1

Par conséquent, il existe une constante positive Cy qui ne dépend pas de h et de At
telle que

lon.atll zorwy < Co,
(2.65)

lupatllze@rv)y < Co.

ce qui acheve la démonstration du Lemme 3.4. O

2.4 Convergence vers la solution faible

On va montrer ci-dessous l'existence et 1'unicité de la solution faible du probleme
continu.

Théoréme 2.4.1 (Existence de solution faible)
11 existe une paire de fonctions (p,u) € L*(0,T; W) x L>(0,T;V) solution faible du
probleme (2.1)-(2.8).
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Démonstration.
On déduit du Lemme 3.4 qu’il existe des sous-suites (pn,, At,,s Un,, At ) €6 Une paire
de fonction (p,u) € L*(0,T; W) x L>(0,T;V) telles que

DPh,, At converge faiblement vers p dans L*(0,T; W), (2.66)

W, At, converge faiblement vers u dans L*(0,7;V), (2.67)

quand h,, et At,, tendent vers 0. Soit v € H. Pour tout i = 1,--- ,m —1,m,---,
on définit

U= v(t), (2.68)

ce qui implique en particulier que ' = 0 pour tout ¢ > m. On définit aussi les
fonctions ©ay,, et ¥ay,, par

¢Atm (t) = ¢(tz+1) site (tz‘,tz‘+1], (269)
et par

(U(tire) = Y(tiyr))
At,,

Uar,, (1) = sit € (ti, iy (2.70)

On remarque qu’il existe une constante positive C' indépendante de h,, et de At,,
telle que

[Yat, = Yllzor)y < C Aty (2.71)

[Vat, =¥z < C Ay, (2.72)

et on définit aussi sur I'intervalle (ti, tit1] et pour touti=1,...,m—1

QAt = QH_I?
[N = gi+17

2.73
XAt — Xz’+l, ( )

aa: = q.
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Notons que puisque Xa; et qa; sont des approximations constantes par morceaux
en temps des fonctions X et q, on a les propriétés de convergences suivantes

X ar — X[ (z2(@r)? — 0, (2.74)

laa: — dllz2@u, x 012 — 0, (2.75)

quand At tend vers 0. Soient w € W et v € V et soient des suites de fonctions
{wp,, }m C Wh,, et {vn,, }m C Vy,, telles que

|wh,, —w|| g1 @) — 0, (2.76)

Vi, = V@ @) — 0, (2.77)

quand h,, — 0. On multiplie les égalités intégrales (2.29) et (2.30) par " et on
prend la somme de ¢ = 1 a ¢« = m pour obtenir

. m k . .
Z gzﬁoco/ phm — ph Yt wy, dx 4+ At Z/ . Vo, NVwy,, " dx+
i=1 /S 7o
+ Z/ div (w), —uj "' wy, dx = (2.78)
i=1 /9
= ZAt/ Q' ' wy,, dX—I—ZAt/ g P wy, ds.
i=1 Q i=1

Tpy

et

Z/ uh e(vp,, de—Z/ph div vy, ' dx =

(2.79)
:Z/Xi.vhm e dx+Z/ q v, Y ds.
i=1 7 i=1 YTy

On fait ci-dessous ’analogue discret d’ une intégration par parties. Il vient en utili-
sant aussi les définitions (2.43) de pp,, A, (2.44) de up,, As,,, (2.68) de ¥' et (2.70)

de QZAtm
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Z b0 Co / (pzm - pﬁ;}) ¢Z wp, dx =
i=1 Q
= —o Co/ Ph,, Y wy,, dx — ¢g ¢, Z/ (P — ) wy,, dx (2.80)

T
= —¢o Co/ Py W(Aty) wr,, dx — ¢o Co/ /phm,mm Yat,, Wh,, dx dt,
Q o Ja

et
Z/ div (uj,,, — uj, ') ¥’ wy,, dx =
i=1 79
m—1
— / divup) o' wy,, dx— > / div g, (™ — ) wy,, dx (2.81)
Q — Ja

T
= —/ div u%m (At,y,) wy,, dx — / / div up,, Az, @Atm wp,, dx dt.
Q 0o Ja

On est maintenant en mesure de récrire les égalités (2.78) et (2.79) sous les formes
intégrales

T T
~ k
—p Co / / Dhon Aty Who YAt,, dx dt + / —VDh,. At - VWh,, Vag,, dX dt—
0 JQ o JaTb
T ~
—/ / diV uhvatm whm wAtm dX dt =
0o Ja

T T
= / / QAtm ¢Atm Wh,, dx dt + / / JAt,, wAtm Wh,, ds dt+
o Ja o Jr,

+oo co/ p?lm V(At,y,) wy,, dx + / div u?lm V(At,y,) wp,, dx,
Q Q

(2.82)
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et
T T
/ / o (Wn, ) : (Vi) dan, dx dt — / / P s div v as, dx dt —
0 Q 0 Q

(2.83)
T T
= / / XAtm~th ¢Atm dx dt + / / dat,,-Vh,, ¢Atm ds dt.
0 Q 0 Fuy

On fait tendre ci-dessous les parametres h,, et At,, vers 0 dans (2.82) et (2.83).
Dans ce but, on pose

T
/ / (9250 Co Pho Aty + div U—hm,Atm> Wh,, Yar, dxdt = Ty + Ty + I3, (2.84)
o Ja
ou

T
I = / / <¢0 Co Phpm,At,, + diV uhm,mm> w ' dx dt,
0o Ja
T
I, = / /<¢0 Co Phom,Aty, T div uhm’Atm) (whm _ U)) w/ dx dt,
o Jo

T
IS = / /<¢0 Co Phon,Atm + div uhm7Atm>whm (wAtm o wl) dx dt.
0 Q

D’apres (2.66) et (2.67), (Ph,..At,s Un,,.At,) converge faiblement vers (p,u) dans
L*(Qr) x L*(0,T; V) quand h,, et At,, tendent vers 0 et comme w ¢’ € L*(Qr), on
déduit que

T
7, — / /<¢ocop+divu>ww’dxdt
0 Q

quand h,, et At,, tendent vers 0. On utilise (2.45), (2.46) et (2.76) pour montrer
que

1
Tl < THW egom) (@0 collpmaen lzz@r) + 10 st 2 ) o, = wllzze)

— 0

et

1Zs] < lwn,llz2@ (cbo Co |Phm,Atw || 22(0r) + ||uhm,Ath(H1(Q))2> [Pat, — ¥ || 20.1)

< O |dat, — |20

— 0 par (2.72),
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quand h,,, et At,, tendent vers 0. En conséquence

T T
/ /(gbo Co Phop At 1+ div uhm,Atm> W, @Amt dxdt —>/ / <gz50 Co p + div u) w ) dxdt,
0JQ 0JQ

(2.85)
quand h,, et At,, tendent vers 0.
On considére maintenant le deuxieme terme du membre de gauche de (2.82). On
écrit
Tk
/ n_vth,Atm-vwhm Ya, dx dt = T + T2 + T, (2.86)
0 Q o

ou

T
Ji = / /EVphm,Atm.szﬂdth,
0 Q7o

T
k
jz = —/ —Vphm,Atm.V(w — whm) 1p dX dt,
o JaTo
T k
7= | Vphan Vtn, (s, ) dx
0 Q /o

On déduit de la convergence faible de py,, as, dans L*(0,7;W) et du fait que
kVwd' € LA(Qr)

Trk
J — / /—Vp.wadx dt.
0o Jab

On a de plus que

*

1
T < U—T2||¢||C([0,T])Hw—whmHHI(Q)Hth,AtmHL2(07T;H1(Q))

[

— CHU) — whmHHl(Q)

— 0 par (2.76),

et
k*
—[Jwnl| z1 @) [|Phon At | L2 0.1 @) [ 2e — | L2(0,7)

NVE

IA

IA

Cllvat, = ¥llzzom

— 0 par (2.71),
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quand les parametres h,, et At,, tendent vers 0.
On considere ci-dessous le membre de droite de (2.82),

/ P (At w, dx = / po (Aly,) w dx + / po (At (twn,, — w) dx
Q Q Q
+ / (p?lm —po) Y(Aty,) wp, dx
Q

— /po Y(0) wdx  par (2.33),
)

et

/ divul (Aty) wn, dx = / div 1wy ¥(Ady,) w dx +/div o (Aty) (wh, — w) dx
Q Q Q
+ /div (up, —ug) Y(Aty,) wp,, dx
Q

— / divuy ¥(0) wdx  par (2.32).
Q

T m—1 et '
/ / QAtmwhm ¢Atm dx dt = Z / / QAtmwhm wz—i—l dx dt
0 Q i—o i Q
m—1 ] ti+l
= Sy /(/ Q dt) wy,, dx
i=0 Q it

T
= //Qwhm¢Atdedt
o Jo

= /OT/Qwadxdt%—/oT/QQ(whm—w)¢dxdt+

—l—/OT/QQwhm (Var, — ) dx dt

T
— / /wadxdt par (2.71).
0 Ja
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T m— i
/ / GAty, Wh,, VAt, dXdl = Z / / 9At,, Wh,, WH dx dt
0 Tuy =0 Ty,
m—1 ) tit1
= Z it / </ g dt) wp,, dx
Tu, Mt
= / / g Wy, Uay,, dx dt
Tu,

Lo [ o
+/0 / 9w, (Gan, — ) dx dt

T
— // gwydxdt par (2.71).
0 JTu,

On déduit finalement des passages a la limite ci-dessus que

w) ¥ dx dt +

T T k
—¢000/ / pwy) dx dt + / —Vp .Vw dx dt — / / divua w v dx dt =
0 Ja 0o JaTb

:/onww(O)dx+/ﬂdivu0w¢(0)dx+/0T/Qwadth+/OT/Fmgw¢dtha

pour tout ¥ € ‘H et pour tout w € W.

(2.87)

On se propose maintenant de passer a la limite dans ’équation (2.83) pour les

déformations mécaniques. On a

T T
/ / o (Up,, At,,) * €(Vh,,) YA, dx dt — / / Phon At A1V Vi, g, dx dt =
0 Q 0 Q

=L+ Lo+ L3+ Ky + Ks + K,

(2.88)
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T
L, = /0 /QU(uhm,Atm) e(v) Y dx dt,

T
Ly = / / o(uap,, at,,) : €(Vp,, — V) Y dx dt,
0o Jo

ou

T
£y = [ [ othnsn) i) (W — ) i
0 Q
T
lCl — — / / ph,AtmdiV A% w dX dt?
0 Q
T
IC2 - / / phM,AtmdiV (th - V) w dx dt,
0 Q

T
IC3 = —/ /ph"“AtmdiV th (¢Atm — Q/J) dX dt
0 Q

Grace aux convergences faibles des suites de fonctions py,, a4, et de up,, A, vers
leurs limites (cf. (2.66)-(2.67) ), on déduit que

£1+IC1—>// v) o dx dt — //pdlvvzbdxdt (2.89)

Notons que pour tout u € L?(0,7;V), v € V et ¢ € H, par (2.19) il existe une
constante positive Ko = Ko(n, A\, p) telle que

V) ¢ dx dt’ < Kollull2 vy VIV 190l 20,1y (2.90)
Grace a l'estimation (2.45), (2.46) et (2.77), on déduit les convergences suivantes
1Lo] < Ko |lun,, at,llz207v) Ve, = VIV 1] 2200

— 0,
et

|7C3\ < Koy thm,Atm||L2(0,T;V) HthHV H¢Atm - ¢||L2(0,T)

— 0.
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Par (2.45), (2.46) et (2.71), on a également

|Ls| < Ko llun,at,llezorv) Vi v 1A, — ¥llz20m)

— 0,

Kol < phadllz2omvy 1V, — VIV 19| 220,7)

— 0.

On considére maintenant le membre de droite de (2.83)

T T
/ / Xat,, Vi, Uag, dxdt = / / XY vdx dt+
0o Ja 0o Jao

T
+/ /(XAtmlDAtm — X)) v dx dt+
0 Ja

T
+/ / Xat,, Uat, (Vh,, — v)dx dt
0o Jao

T
— / /szvdxdt,
o Jo

car en effet par (2.71), (2.74) et (2.77)

T T
/ / X e, Yo, (Vi —V)dxdt < [[va, —vllv / 1% ae e [oan, | dt
0 Q 0

IA

IVh, — Vv

(It = Xll s + Xl 2@ )
(st = ¥l + 1 l20m)

_ 0’
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et on a

T T
/ / Adat, Vi Ve, dx dt = / / q ¢ v dx dt+
0 JTyy 0 JI'y,

T
+ // (dat, Vat, —qy) v dx di+
0 JTy,

T
+ / / thmwAtm (Vh — V)dX dt
0 JTuy

T
— / / qyvdxdt
0 Jra,

car en effet, par le Théoreme de Trace, (2.71), (2.75) et (2.77)

T T
// dat, Yat, (Vh, —V)dxdt < C vy, — Vv / ldan, lz2ra,)? [Ya, | dt
0 JTu, 0

< Clv, = vllv
<||QAtm —allz2ru, x.1) + lallz2ru, x0.17)2 )
(Ilae, = wllzzom + ¥l z2om)

— 0.

En rassemblant les limites précédentes, on aboutit a I’'égalité intégrale

/ / W(t) dxdt—/ /pdlvvw t) dxdt =
:/OT/QX.VW) dxdt+/0T/Fu2 v 0t ds dt,

pour tout v € V et pour tout ¢» € H. Il nous reste a montrer que la fonction

(2.91)

t— /Q<¢0 ¢o p(x,t) + div u(x, t)) w(x) dx (2.92)
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est absolument continue sur [0,7], pour tout w € W. Pour cela, on définit les
fonctions sur [0, 7]

o) = /Q (60 €0 p(x,1) + v u(x, 1)) w(x) dx.

Fit) = —/Q%Vp(x?t).Vw(x) dx+/QQ(X,t) w(x) dx+ (2.93)

" / g(x, 1) w(x) ds,

P2

pour tout w € W. Comme p € L*(0,T;W), u € L*(0,T;V), Q € L*(Qr) et
g € L*(0,T; L*(T,,)), on déduit que G et F sont dans L?(0,T'). On définit la fonction

t
T(t) = / F(r)dr (2.94)
0
qui est absolument continue sur [0, 7] et satisfait la relation
d
%T(t) =F(t) p.p.sur (0,7). (2.95)

On suppose que ¥(0) = 0, on intégre par parties et on utilise (2.87) pour obtenir

/0 T(g(t) ~T) W dt = /0 ' /Q (60 € px, 1)+ dliv (1)) wex) /(1) di dx—
— /T/Q ?Vp()g t).Vw(x) ¥(t) dt dx+
+ /OT /Q Q(x,t) w(x) ¥(t) dt dx+

v f ' / gl ) wio) e d s

= 0.
(2.96)
On déduit de (2.96) en utilisant [Tem77] qu'il existe une constante ¢ telle que

G—T = ¢ pp.sur (0,7). (2.97)
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On a donc G =T + ¢, ou 7 est une fonction absolument continue sur [0, 77, ce qui
acheve la démonstration du Théoreme 2.4.1. O

Théoréme 2.4.2 (Unicité de la solution faible)
La solution faible (p,u) du Probléme (2.1)-(2.8) est unique.

Démonstration.

Supposons que le Probleme (2.1)-(2.8) admette deux solutions faibles (py,u;) et
(p2,uz); on fait la différence entre les équations (2.23) pour p; et pour py et les
équations (2.24) pour u; et uy. On pose p = p; — po et U = uy — uy. Il vient

o C /0 /Q 5%, ) w(x) o (#)dx dt + /0 /Q %Vﬁ(x, £).Vao(x) (t) dx di—
(2.98)

_/OT/Qdivﬁ(X, £) w(x) W' (t) dx dt = 0,

pour tout w € W et pour tout ¥ € H, et

/ ' | o) s etvio) oie) st — [ ' [0y et w0 s =0

pour tout v € V et pour tout ¢ € H. On déduit de (2.99) que (299
/Qa(ﬁ) ce(v) dx — /Qﬁdivv dx =0, dans D'(0,T), (2.100)
et comme o(1) : €(v) — pdivv € LY(Qr) pour tout v € V, on en déduit que,
/Q o (i(x, 1)) : e(v(x)) dx — /Q B(x, ) divv(x) dx = 0. (2.101)

pour presque tout t € (0,7"), ce qui implique en posant v(x) = u(x,t) dans (2.101)

/0 ' /Q o(u(x,t)) : e(u(x, t)) dx dt — /0 ' /Q p(x,t) divii(x, t) dx dt = 0. (2.102)

Si I'on suppose que ¥(0) = 0 dans (2.98) et que 1'on integre par parties, il vient

/OT% ( /Q@)O o P 1)+ div T, 1)) () dX>+ /Q %Vﬁ(x, 1)V dx] W(t) dt =0.
(2.103)
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Puisque la fonction
t— / (Cbo Co P(%, 1) + div u(x, t))w(x) dx
Q

est absolument continue sur [0, 7T, la relation (2.103) implique que

ddt( / (fbo ¢o P(x,t) + div u(x, t)) (x )dx) + /Q k;f)vgﬁ(m)vm dx =0,
(2.104)

pour tout w € W et pour presque tout ¢t € (0,7).

On integre (2.104) sur (0,¢), ou t € (0,7] et on pose w(x) = p(x,t), ce qui im-
plique

/Ot/ﬂkzx

( >V]bv(x, 7).Vp(x,t) dx dr = —/¢0 Co D2(x,1) dx—/ﬁ(x, t) div u(x, t) dx,
Mo Q Q

(2.105)
Si 'on définit le vecteur & par
£(x,t) / k: x) Vp(x,r) dr, (2.106)
on en déduit que
K 0
/ / KR r) Ve ) dxdr = [ 60x,) 6w, 1) d
0 Jo 0 t
(2.107)
1d 9

Si 'on substitue (2.102) et (2.107) dans (2.105), il vient

T N T , 1 )
/0 / o((x, 1)) : e(@i(x, 1)) dx dt + doc, / 170 ) st + - / E(x,T) dx = 0.

(2.108)
On déduit du Corollaire 2.1.4 que

(x,t) dx <0, (2.109)

C 1813200711 (3 + B0 CollBll 2200y +
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et donc
p = 0 pp. sur Qr,

u = 0 pp. sur Qr,

ce qui termine la démonstration du Théoreme 2.4.2.

(2.110)
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Chapitre 3

Existence de solutions pour un
modele d’écoulement diphasique
incompressible

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude de I'existence d'une solution pour un systeme
couplé écoulements diphasiques-déformations mécaniques dans un milieu poreux.
Nous nous placgons dans le cadre d’écoulements diphasiques incompressibles et non
miscibles (eau-huile). Le milieu poreux considéré est homogene isotrope : il est ca-
ractérisé par sa perméabilité k(x) qui se réduit a k une constante scalaire strictement
positive. La perméablité mesure les efforts nécessaires pour que le fluide traverse le
milieu poreux. La porosité du milieux est caractérisée par une quantité adimen-
sionnée mesurant le volume des pores par rapport au volume total du squelette.
Dans le modele de I’écoulement liée a un gisement dont la roche est peu déformable,
la variation de la porosité est soit négligée, soit représentée par un coefficient appelé
“compressibilité de la roche”. Par contre, on ne peut pas la négliger pour un gise-
ment dont la roche est sensible a la déformation mécanique comme par c’est le cas
pour les gisements dont la roche est essentiellement constituée de sable ou d’argile.
Le role du couplage des écoulements diphasiques avec les déformations du milieu
poreux a fait 'objet de plusieurs études (cf. [SM94], [SM98], [SW99]). Ce couplage
se traduit souvent par une équation (par exemple la loi de Biot) reliant les varia-
tions de la porosité du milieu a celle de la pression. Toutefois, cette relation n’est
pas suffisante dans le cadre d’un milieu poreux sensible a la teneur en eau, comme
I'illustre le dépot d’Ekofisk en mer du nord : puisque la roche est constituée essen-
tiellement de craie, le milieu absorbe ’eau présente ou injectée artificiellement pour
développer un processus de drainage forcé. Sylte et al. [STRT99] ainsi que Chin et al.
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[CT99] ont effectué des simulations numériques mais ils n’ont pas abordé I'analyse
mathématique de ce probleme. L’originalité du travail que nous présentons ici, réside
dans le fait que nous considérons un modele d’écoulement diphasique ou la porosité
s’exprime en fonction de la pression “globale” (encore appelée “fictive”), introduite
par Chavent et Jaffré [CJ86]. Cette pression globale dépend de la saturation et de
la pression de I'eau.

Le plan de ce Chapitre est le suivant. La section 3.2 introduit le probleme origi-
nel (P) proposé par les physiciens. Nous récrivons deux formulations alternatives du
probleme (P) pour lesquelles les fonctions inconnues sont la pression globale p et la
saturation en eau S. Nous définissons alors une notion de solution faible. L’équation
pour la pression globale est uniformément parabolique tandis que celle pour la sa-
turation est parabolique dégénérée. A la Section 3.3, on considere les problemes
régularisés associés, notés (P.) d’inconnues p, pour la pression globale et S, pour la
saturation. On démontre I'existence de solution (p., S.) pour le probleme (P,) al'aide
du Théoreme de point fixe de Schauder. On présente ensuite a la Section 3.4 des
estimations a priori uniformes en €, en particulier des estimations sur des différences
de translatées en espace et en temps liées a la fonction S.. Finalement, on étudie la
limite quand € tend vers 0 a la Section 3.5, ce qui acheve la démonstration d’exis-
tence d'une solution du probleéme initial (P). Une forme simplifiée de ce systéme
ou la porosité est considérée comme une fonction connue constante ou dépendant
de l'espace, a été étudiée par [GMT96], [AD85], [AKMO90], [Arb92], [CJ86], [KL84],
[KS77].

3.2 Le modele mathématique

On considere un systeme d’équations non linéaires qui modélise un écoulement a
deux phases (eau-huile) lié a une déformation mécanique; la porosité ¢ = ¢(p)
dépend de la pression globale p introduite par [CJ86]. Notre but est de déduire du
Probleme (P) ci-dessous un systeme ou les seules inconnues sont la saturation S de
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la phase eau et la pression globale p. On introduit le Probleme (P)

( g(go(p)S) = kdiv ” pr)+

+a(£u(8)F - ) = Lu(HF D)),

<pwk7’w0(5)

(3.1)

PokTow(:S)

%(s@(p)(l—b’)) = kdiV( ] V(pw+pc)>+

+a(£(8)E - )" = LS FE-p)).

\

sur Qr = Q x (0,7]. Les conditions aux limites et les conditions initiales sont les

suivantes
( Vpw.n =0 sur 0f) x <O,T:,
V(pw+pc>.n =0 sur 0f) x <O,T:,
VS.n — 0 sur 99 x (0,7, (3.2)
S(x,0) = Sp(x) sur €,
[ P(x,0) = po(x) sur
ol
a™ = max(0,a) et a~ = max(0, —a),

S = S(x,t) est la saturation de la phase eau,
Pw = Pw(X,t) est la pression de la phase eau,
Pe = pe(S) est la pression capillaire, qui est une fonction décroissante,

kr;; = kr;;(S) est la mobilité de la phase ¢ en présence de la phase j, telle que
i,7 € {w,0} et i # j. Les fonctions kr,, et kry, sont respectivement crois-
sante et décroissante. Les lois régissant I'expression des perméabilités relatives
dans le cas d’écoulements diphasiques non miscibles incompressibles pour les
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simulations numériques sont données par

kryo(S) =S¢
(3.3)
krow(S) = (1—8)2,

oua € {1,2,3},
e p; est la densité de la phase 1,
e i; est la viscosité de la phase i,
e S* est une constante telle que S* € [0, 1],

e p = p(x,1) est la pression globale, définie de la fagon suivante.

On pose

ki(S) = pi_krij(5) avec 1, € {w, o},
Hi

M(S) = kuw(S) +ko(S),

S
p:pw+/
0

Pour ¢ € {w, o}, la fonction f; est donnée par

et

LEZ; p(u) du. (3.4)

fi(S) = T (3.5)
Ainsi

et 'on remarque en particulier que f,, + f, = 1.

On fait la somme des deux équations du systeme (3.1) pour obtenir

%@(p)

kdiv <M(S)pr + ko(S)Vpc(S)) +a@P-—p)F —ap-p)”

— kdiv(M(S)pr + kO(S)VpC(S)> +a(p—p).
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D’apres la définition (3.4), on obtient

0 . _
Ego(p) = kdiv <M(S)Vp) +a(p—p). (3.6)
On récrit la premiere équation du systeme (3.1) sous la forme

—<<p(p)5) _ kdiv(k:w(S) (va + L((?) Vpe(S) — Z((?) Vpc(S)))

+a(fulS)F - ) = 1u(HF 1))

— kdiv(k:w(S)Vp) - kdiv(%Vpc(S))

+a(fulSVE - = LB~ D)),

ce qui implique,

0 .
a(gp(p)s) = BAY(S) + kdiv( £u(S)M(S)Vp)+ .
+a(fulSIF =Pt = fu(S)F—p)):
S Uu u
w(s) = [ 2L 3:5)

est une fonction contintiment differentiable sur [0, 1]. On dénotera par  sa constante
de Lipschitz. On obtient ainsi une premiere reformulation du probleme (P) pour les
fonctions inconnues (.5, p),

(Do) = kav(M($)VD) +ap )

0

E(go(p)S) = k;Aw(S)+kdiv<fw(5)M(S)Vp)+

+a(fulS)F - 2)* = LulS)P-p)),
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sur ()7, avec les conditions aux limites et les conditions initiales suivantes

( Vp.n =0 sur 0f) x <O,T],
Ve(S)n = 0 sur 90 x (o,T], 510,
S(x,0) = So(x) sur

[ p(x,0) = po(x) sur Q.

Il est difficile de démontrer que 0 < S < 1 a 'aide de la deuxieme équation de (3.9)
ce qui conduit a rechercher un systeme équivalent o ’estimation de S apparait plus
clairement. On multiplie la premiere équation de (3.9) par f,(S) et on la soustrait
de la deuxieme équation de (3.9). On déduit d'un calcul formel que

0 0 0

w(p)aS + Saw(p) - fw(S)aw(p) = kAY(S)+

4 kfu(S) div (M(S) vp)+
4 EM(S) Vp.V fu(S)—

— kfu(S) div (M(S) vp)—

— afulS) (B-p)+F-p) )+
+ o fu(S) P -p)"
Par conséquent,

0

(S - M@)%w(p) top)5 S = kAY(S)+

+ kM(S) Vp.V fu(S)+ (3.11)

+ o (fulS) = £ul(8)) (= p)".
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On obtient ainsi une seconde reformulation du Probleme P

' %ﬂ@ = kdiv (M(S)Vp) +a(p—p),

og  _ k. kA(S)
55 = (p(p>A¢(S)+ 0 Vp.V fu(S)+
o . . 3.12
oy (8 = 1ul9)) =) - 812)
<S_fw(s>> 0
B 570,

\

sur Q, avec les conditions aux limites et initiales (3.10). On va maintenant présenter
les hypotheses précises que 'on fait sur les données du problemes, introduire les
notations correspondant aux espaces fonctionnels utilisés et définir une notion de
solution faible.

On choisira dans notre étude ¢ € C'([0,1]) telle qu’il existe deux constantes
strictement positives C, et C* vérifiant

C, 8™t <y/(S)<C*S™!  oum e N (3.13)
Des fonctions de mobilité compatibles avec ce choix sont données par

kruo(S) = S,

krow(S) = (1-—295)°,
ou a € N* est telle que
a > max(1, mT). (3.14)

Ainsi

(3.15)
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et donc

Pu Po
M(S)=—78+—(1-9)~
(S) o ,Uo( )

On peut finalement déduire I’expression de la pression capillaire p. de 1’égalité (3.8).

3.2.1 Hypotheses

On fait les hypotheses suivantes

(Ho) Q est un domaine borné de R™, 9Q € C5*° ot 3 € (0,1) est une constante
donnée ;

(H1) M est une fonction réguliere sur [0, 1] donnée par

Pu Po
M(S)=—8"+—(1-29)" 3.16
(5) o ,Uo( ) (3.16)
telle que
0< M, <M(S)< M surl0,1]; (3.17)

(Hs) a = a(x) est une fonction continue sur €, et I'on définit a* = sup «;
Q

(H3) P = p(x) est une fonction continue €2, et 'on définit p, = inf p et p* = sup p,
Q Q
ou 0 < p. < p’;

(H4)  est une fonction continiment differentiable sur [p,, p*], strictement crois-
sante, telle que ¢(p,) > 0;

(Hs) ¢ € C'([0,1]) vérifie
C, 8™t <y/(S)<C*S™! pour0< S <,
avec m € N*;

(He) fuw est une fonction contintiment différentiable et croissante sur [0, 1] telle
que

0<fu<1 fu(0)=0et fu(l) =1; (3.18)
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(H7) (po, So) € (LQ(Q))2 satisfait
ps < po < p° (3.19)
et
0<S=1 (3.20)

presque partout sur 2.

3.2.2 Notations

Soient m € N et 0 < 8 < 1. Soit f une fonction définie continue sur Q, dont les

r+Ss
dérivées de la forme o O avec 2r + s < m, sont continues. On définit la norme
T l-S
m+3, 22
| f oy par
TR ST R Y (3.21)
7=0
avec
r+S
0 _ oy
) > max|zasl
2r+s=j
( +ﬁ) ar—i—sf ( ar—l—sf %
m _ + ’
D = S (Gawe)  * D (Fory"
2r+s=m 2r+s=m QT
f X at _f X at
A, = sp TGO
(x1,1),(x2,)EQ X1 — o
8 X, t1) — J(x,t
<f>§,,2Q)T _ sup ~ |f( l) f(g 2)|
(3,1),(%,t2)€Q |t — 2|2

m+p

On note C™+A73" (QT) I'espace des fonctions f telles que | f |Q 2 < +4o00:Clest
m+5

un espace de Banach pour la norme | . \ m

Définition 3.2.1 (Solutions faibles du probléme)

Le couple (p,S) € (L>(Qr))?* est solution faible du probleme (P) s’il vérifie les deux

conditions suivantes
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(i) p€ L*(0,T; HY(Q)) et ¥(S) € L? (0, T; HY(Q));

(11) les égalités intégrales

ey = [ oot [ [ (o0 o0

—k M(S) Vp.NVv+a (p—p) v) dx dt,

(3.22)

| otm) s@yuyax = [ o) oo dxs [ (618 00+ kuls) do-
“k fu(S) M(S) Vp. Vot

+a (fo(S)FP =) = fulS) (= p) ) v) dxdt
(3.23)

pour tout v dans V = {w € C?YQr), g—l:l} =0 sur 99 x [O,T]}.

Le but de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant

Théoréme 3.2.2

On suppose que les hypotheses (Ho)-(Hz) sont satisfaites. Alors le Probleme (P)
admet une solution faible (p, S) € (L=(Qr))*.

Remarque 3.2.1 _
Dans les démonstrations, on remplace la fonction 1 par une fonction ¢ telle que

_ P(S) si 0<S<R,
- |
Y'(S)(S—R)+v(R) si S>R,

ou R > 1. Si on montre que 0 < S < 1, on aura résolu le probléme de départ. Par
commodité, cette fonction i) sera encore notée 1.
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3.3 Probléme régularisé (P,)
Soit € une constante réelle assez petite. On définit les suites

o {¢c}es0 € CF(R) telle que

Ve — © uniformément sur Uintervalle [p,, p*],

e—0

o(p+) < @e(p) < @(p*) + 1,

(3.24)
0<c <¢p) pour tout p € R,
¢c(p) < sup ¢ pour tout p € [ps,p*],
[p*vp*}
ou ¢, est une constante dépendant de €;
e a. € C(Q) telle que
ac — a dans L*(Q),
Qe — o p.p.sur Qr, (3.25)
ae < af
e D, € C(Q) telle que
Pe =, P dans L*(Q),
_ _ 3.26
Pe =P p-p. sur Qr, (3:26)
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e Sy € C(Q) telle que
S0, — So  dans L*(Q),
Soe — So  pp-sur Qr, (3.27)
0<Spe<1;
e o € C5°(Q) telle que
Poe — Do dans L*(Q),
Poe — Do pp-sur Qr, (3.28)
Ps < Poe <P
e ). € C°(R) telle que
e — ¢ dans C*([0, 1]),
(3.29)

C. S™ L4 M e <U(S) < C*S™ 1+ X*e  pour tout S € [0,1],

ou les constantes A\, et A\* sont strictement positives et dépendent de la fonction

1.
Pour tout r € R, on définit les fonctions
at(r) = rt,
a (r) = r7,

De plus

(3.30)
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.a,:_

— a uniformément sur chaque compact dans R;
e a_ — a~ uniformément sur chaque compact dans R;
e 0<a'<let—-1<a" <0;

e af >0eta. >0.

Afin de prouver 'existence de la solution du probleme (P), on définit une suite de
problemes approchées {P.}.~o, par

(9 ok kM(S)
5= AelS) + pe(p)

ot ®e(p)
o (Ful8) = ul$))al (B~ 1)

Vp.V fu(S)+

(3.31)
(5= 1u(9) "
pp) ot
2%(p) = k‘diV<M(S)Vp) + ae(p. — p)
L at € 7
sur Qr, avec les conditions aux limites et initiales
(
VSn = 0 sur 9 x <0,T},
Vpn = 0 sur 0 x <0,T},
q (3.32)

S(x,0) = Sp(x) surQ,

| p(x,0) = poc(x) sur

Théoréme 3.3.1 (Solution classique du probléme régularisé)

L : : 548 — )2
Pour tout € > 0, il existe une solution classique (pe, Se) € <C5+67 2 (QT)> du
Probleme (P.). Cette solution vérifie

0<5. <1,
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Démonstration.
On définit I'ensemble
548 =~ *
K. = {w € C5(Qr), p« <w <p* sur Qr,

(3.33)
w(x,0) = po(x) sur Q, Vw.n =0 sur 0§ x <O,T] }

L’ensemble K, est un convexe fermé dans C°t%
On considere le Probleme (Pf )

= (Q

Qr). Soit p € K. arbitraire.

' %S - &AM(S)JF%VﬁVfw(SH
o (Jul7) = fulS))al (B~ )=
_%%%(@ sur @ x (0,7], 339
VSn = 0 sur 99 x <O,T],
[ S(x,0) = Sp.(x) sur Q.

Le Probleme <7365) est uniformément parabolique. On déduit du Théoreme 7.4,

Chapitre 5, p. 491, [LSU67], qu’il possede une solution classique unique S, dans
C2+B.1+5 Q).

On a aussi le résultat suivant que I'on démontrera ultérieurement.

Lemme 3.3.2
La fonction S, est telle que

0<S. <1 surQr. (3.35)
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Remarque 3.3.1
Dans ce qui va suivre, on va montrer que la réqularité des coefficients de l’opérateur

différentiel du Probléme <7765) permet d’obtenir davantage de régularité pour la so-

lution. Plus précisément, on montre que S, € C’SJF@#(@T) et que

5+8,558

‘S€|QT

ot les constantes positives Bl et B? dépendent de €, Sy et OS).

548,548
S Btiil |p/v‘QT : + BE27

On applique le Théoreme 7.2, Chapitre 5, p. 486, de [LSU67], pour obtenir

5+3,248

I%E;X\VSE\ < Clplg, * +C2, (3.36)
148 5+8
Sl < DHELT 4+ D2, (3.37)

olt les constantes positives C!, C2, D!, D? et § dépendent de €, Sy et 9.

On peut écrire I'équation (3.34) sous la forme linéaire suivante

%S = ;aii(x, t>8a—xfs + ;ai(x, t)aixiS +a(x,t)S + f(x,1), (3.38)
Cen RS
bt = D)
PP CIC0) I (S8 7 g oy D
G t) = b o S0 ) kS (86, 1) 5B ),
1 g
a(x,t) = —ma%@(xﬂf)),
et
_ ) : -
F001) = T (a7 = fulSx ) )l () = B, 1)) +
FuolS6, ) D
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On applique 4 fois le Théoreme 5.3 du Chapitre 4, p.320 de [LSU67] au probleme
(3.34). Par récurrence sur i, on montre que S, € C*++557(Q,) ot i € {0, 1,2, 3}.

Remarque 3.3.2

Les conditions de compatibilités d’ordre m pour le probléme (3.34) s’écrivent
d"S.
o |,y

\Y n=0 surd. (3.39)

On doit ainst satisfaire les conditions de compatibilités d’ordre 0,1, 2.

Pour i1 =0 :

On applique le Théoreme 5.3 du Chapitre 4, p.320 de [LSU67] au probleme (3.34)
avec l'exposant (. Les coefficients de 'opérateur (3.38) et le second membre f sont

dans C%3 (Qr). I reste & montrer que les conditions de compatibilités d’ordre 0 sont
vérifiées, c’est-a-dire

VSpen=0 sur 0, (3.40)
condition qui est vérifiée grace au choix de Sy . On obtient

248,248

‘SG‘QT

5+8,552
< pLO WQTB 24 p20,

olt les constantes positives h1Y et h2? dépendent de €, Sy, et ON.

Pouri=1:

On applique le Théoreme 5.3 du Chapitre 4, p.320 de [LSU67] au probleme (3.34)
avec I'exposant 1 + (. Les coefficients de l'opérateur (3.38) et le second membre

f sont dans C’H@#(@T). Il reste & montrer que les conditions de compatibilités
d’ordre 1 sont vérifiées, c’est-a-dire

0S.

V|

n=0 surodf) (3.41)
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On substitue la premiere équation de (3.34) dans (3.41) pour obtenir

95 _ k kM (So,e)
v at }t:()'n B v<906(p0,e> AwE(SO7E) * @e(po,e) va@'Vfw(SO’E)_'_
Qe * _
o (Fu(8) = fulS0) )a (. = poc)— (3.4

<50,e - fw(50,6)> 0

B Pe (pO,e) E()OE(@

).n =0 sur 0f.

t=0

Ce qui est vérifié grace aux propriétés de 1’ensemble K, et du fait que les suites po,
So,e, De €t . sont a support compact dans €2. On déduit finalement que

3+8,%48

‘S€|QT

5+8,552
< RMUBISTTE 4op2,

olt les constantes positives hlt et h?! dépendent de €, Sy et €.

Pour:=2:

On applique le Théoreme 5.3 du Chapitre 4, p.320 de [LSU67] au probleme (3.34)
avec 'exposant 2 + 3. Les coefficients de l'opérateur (3.38) et le second membre

f sont dans C’2+5’#(QT). Comme les conditions de compatibilités d’ordre 1 sont
vérifiées, alors

448 548
Slor * < W2 Alg * +h2,

olt les constantes positives hl? et h?? dépendent de €, Sy, et €.

Pour :=3:

On applique le Théoreme 5.3 du Chapitre 4, p.320 de [LSUG7] au probleme (3.34),

avec I'exposant 3+ (3. Les coefficients de 1'opérateur (3.38) sont dans 346,57 (Qr),
ainsi que le second membre f. Il reste a satisfaire les conditions de compatibilités
d’ordre 2 données par

9?5,
o |,_,

\% n=0 surdf. (3.43)
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D’aprés les propriétés des fonctions de I'ensemble K. et comme les suites Soe, po.e,
a., et P, sont a support compact dans €2, on déduit alors

928, " o ) o
Ve en = V(Zaii(x,t)a 75+ gl ) g5t

=1

02 3} 3}
+Zazx t) e 8755 +6 a;(x, t)gSejL

)

3} 0 0
+a(x, t)ase + Seaa(x t) + af(x, t))

n
=0
= 0 sur 0.
Ainsi la condition (3.43) est satisfaite. On a donc
ST < BT + B2, (344)

olt les constantes positives B! et B? dépendent de €, Sy . et 99.

On considere maintenant le Probleme <Pf) défini par

(9 kdiv( M (S, D Q

Egoe(p) = 1v< ( E)Vp) + a.(p. —p) sur Qx <0,T},
) Vp.n =0 sur 02 x <O,T], (3.45)
\ p(X, 0) = pO,E(X) sur ).

Ce probleme est uniformément parabolique, il possede donc une solution classique
unique (Théoreme 7.4, Chapitre 5, p.491 de [LSUG67]) p. € C2+A1+5(Q,). On a le

résultat suivant que ’on démontrera ultérieurement.

Lemme 3.3.3
La fonction p. est telle que

P+ S ﬁE(X, t) S p* dans QT‘ (346>
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En appliquant le Théoreme 7.2 du chapitre 5 de, p. 486 de [LSUG67], on obtient

5+3,248

HéaTx\Vﬁe\ < Al|Sdgn T+ A2 (3.47)
116 548
\ﬁe%f’ T < EYSo T +E (3.48)

ot A}, A2) E! E? et 6 dépendent de ¢, py. et OQ.

Remarque 3.3.3
Dans ce qui va suivre, on va montrer que la régqularité des coefficients de l’opérateur

différentiel du Probléme <77§’> permet de préciser davantage la régularité pour la

solution. On montre que p. € C6+6’%(@T) et que

6+8,%52 548,552
‘pE‘QT : S Mel ‘SE‘QT ? +M627

ot les constantes positives M} et M? dépendent que de €, po. et OQ.

La premiere équation de (3.45) peut étre récrite sous la forme linéaire suivante

%ﬁe = Z bii(x, 1) aa—;ﬁe + Z bi(x, t)%ﬁﬁ + b(x, t)pe + g(x,1), (3.49)

) = MBExt)

e = GG n)

" MS(e 1) D

M= o) a0t

e
b 1) (. 0)
et
oty = G0

Celplx,t)
En appliquant 5 fois le Théoreme 5.3 du chapitre 4, p.320 de [LSU67]| au probleme

(3.45), on montrera que p, € Cit2+8, 55 (Qr) par récurrence sur i ot i = 0, - - - , 4.
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Remarque 3.3.4
Les conditions de compatibilités d’ordre m pour le probléme (3.45) se raménent a
9" pe

v o |y

n=0 sur . (3.50)

On doit ainsi satisfaire les conditions de compatibilités d’ordre 0,1, 2.

Pour i =0 :

On applique le Théoreme 5.3 du Chapitre 4, p.320 de [LSU67] au probléeme (3.45)
avec 'exposant 3. Les coefficients de l'opérateur (3.49) et le second membre g sont

dans C%2 (Qr). Il reste & montrer que les conditions de compatibilités d’ordre 0 sont
vérifiées, c’est-a-dire

Vppen=0 sur 0, (3.51)
condition qui est vérifiée grace au choix de Sy . On obtient

243,28 543,218
% < BRSO 4 n2o,

olt les constantes positives h!? et h2? dépendent de €, pg . et I.

Pouri:=1:

On applique le Théoreme 5.3 du Chapitre 4, p.320 de [LSU67] au probleme (3.45)
avec I'exposant 1 + (. Les coefficients de l'opérateur (3.49) et le second membre
g sont dans C’H@#(@T). Il reste & montrer que les conditions de compatibilités

d’ordre 1 sont vérifiées, plus précisément

Ope
ot

On substitue la premiere équation de (3.45) dans (3.52). Comme les suites pg ., S,
P. et a. sont a support compact dans €2, on vérifie que

\Y n=0 sur . (3.52)

t=0

Ope k . e
\V4 p n = v<,7le <M(SO,5)VPO,E> + /ai(pe - pO,E)> -n
ot |,y L (po.c) e(po.e) (3.53)
= 0 sur 09.
On déduit finalement que
3+8 5448
pdo” < IS g 4 k2

olt les constantes positives hl?!, et h*! dépendent de €, pg . et 9.
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Pour i =2 :

On applique le Théoreme 5.3 du Chapitre 4, p.320 de [LSU67]| au probléeme (3.45)
avec 'exposant 2 + 3. Les coefficients de l'opérateur (3.49) et le second membre

g sont dans C2+5’#(@T). Comme les conditions de compatibilités d’ordre 1 sont
vérifiées, alors

4+8,448 5+8,32
‘pE|QT * < hi’Q‘Se‘QT > 4 h2?

olt les constantes positives hl? et h2? dépendent de €, pg. et .

Pour :=3:

On applique le Théoreme 5.3 du Chapitre 4, p.320 de [LSU67] au probléeme (3.45)
avec I'exposant 3 + 3. Les coefficients de I'opérateur (3.49) et le second membre g

sont dans C3F° ’#(QT). Il reste a satisfaire les conditions de compatibilités d’ordre
2, c’est-a-dire

9*pe

v ot?

n=0 sur . (3.54)

t=0

Il faut donc calculer

*pe
ot?

v = v(ibﬁ(x D=2 e+ stz )L pet
o — T 0xtot ot oa?

+zn:b-(x zt)a—2 + gb-(x zt)i +
- 1\ &Eﬁtpe ot 1\ axzpe

1.
t=0

0 0 0
+b(X7 t) ape + peab()g t) + ag()g t))

La condition (3.54) est satisfaite grace aux propriétés de la solution S, et du fait
que Spe, Po.e, e et D, sont a support compact sur 2. On a donc

543,218 543,28
o < B S 2,

olt les constantes positives hl? et h2?® dépendent de €, py. et .
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Pour i =4 :

On applique le Théoreme 5.3 du Chapitre 4, p.320 de [LSU67] au probléeme (3.45)
pour lexposant 3 + (3. Les coefficients de l'opérateur (3.38) et le second membre

g sont dans C4+5’#(@T). Comme les conditions de compatibilités d’ordre 2 sont
vérifiées, on obtient

648 548
o™ < MUSLTTE + M2, (3.55)

olt les constantes positives M! et M? dépendent de ¢, py . et O9.

On a ainsi défini une application F du convexe fermé K, C C5+57#(@T) dans
K. : atout p € K, on associe p. = F(p), solution du Probleme (7?5).

Pour montrer que le Probleme (P.) admet une solution, il suffit de montrer que
I’application F admet un point fixe ou encore que F est compacte et continue. On
rappelle le Théoreme du point fixe de Schauder ([Sma74]|, Théoreme 4.1.4, p.26).

Théoréme 3.3.4 (Point fixe de Schauder)
Soit K un sous-ensemble convexe fermé d’un espace normé. St F est une application
continue et compacte de K dans K, alors F admet un point fixe.

Compacité de I'application F

Pour simplifier les notations, on omet d’indiquer la dépendance en € des constantes
intervenant ci-dessous.

On définit

5+8
BC = {U} € KE, |’LU‘5Q—:67 2 S C},

un fermé borné de K.. Pour montrer que l'application F est compacte, il suffit de

montrer que F(B¢) est compacte dans K. Soient p € B¢ arbitraire et S, la solution

5+8, 22 Ay
de (3.34). Comme [p|,,~ % < C et grace a (3.44), on a

548
S0 < (e, (3.56)
Soit p. = F(p) la solution de (3.45). De (3.55), on a

6+, 52 ~

Delg,. 7 < C(O). (3.57)
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On a ainsi montré que

F(Bo) C {we06”7“”*f<@>,|w\6+@“f<@>s5<0>}-

5 (o)

Ainsi F(Bc) est borné dans C%% 7%~ (Q,). Comme 'injection de C577 72~ (Q;) dans

C5+57#(@T) est compacte, on en déduit que F(B¢) est compacte dans K, et donc
la compacité de I'application F.

Continuité de ’application F

Pour montrer la continuité, on considére une suite de K. notée {p‘}¢~o telle que

p° —  pdans K. (3.58)

¢—0

Il existe alors une suite {S¢}¢~o et une fonction S, dans 05%’#(6&) vérifiant

E k kM (S)
—5¢ = A (S¢ s V(S
o o) SV ey VYIS
Qe . )
o) <fw(5 )~ f“’(sg))a?(pe —p°)—
(8¢ = £u(59) o .
T m e sur @ x 0,7
VSn = 0 sur Jf) X [O,T}
Ny Se(x,0) = So(x) sur €.

et
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(%Se - (pjp)we(sﬁwkif(%)vp.ww(sew
o (a8 = u(50)) e B = )~
1%
VS.n = 0 sur 90 x [O,T},
[ S.(x,0) = Sp.(x) sur €.

Comme la suite {p°}¢~o est bornée, grace a (3.44) et & la compacité de I'injection

548 —~ 48 —

de C*+8:72%(Q,) dans C4+# 5" (Q,), il existe une fonction S, € C5+5
peut extraire une sous-suite {5 },>¢ telle que

2 (Q

Qr) et on

445 —
2

(Qr).

Sén R S, dans C**+7

On va montrer que 3\6 coincide avec la solution unique S, du probleme (3.60). En
faisant tendre ¢, vers 0 dans (3.59), on obtient

o (a8 = 1ulB0)) e B~ )~
TN
vSn = 0 sur 90 x [O,T},
| S.(x,0) = Sp.(x) sur .

Par unicité de la solution pour le probleme uniformément parabolique (3.60) (Théoreme
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7.4, Chapitre 5, p.491 de [LSU67]), on déduit de (3.60) et de (3.61) que
S.=8..

Soit (P )ns0 la suite solution de

([ Doi5) = kdiv(M(59)VE) +aulp, — 5% sur 2 x [0,7],
Virn = 0 sur 00 x 0,7, (3:62)
\ pgn(x> 0) = p075(X) sur €.

Gréce & (3.55) et & la compacité de Iinjection de C+%*5%(Q,) dans C*+3%%(Q),
il existe une fonction 6, € CGJF@G%B(@T) et une sous-suite de (p¢"),~o encore notée

(DS ) nso telle que

5+8
2

(Qr)-

En faisant tendre (, vers 0 dans l'’équation (3.62), on déduit que 0. satisfait le
probleme

per ., be dans Coth

(0 ) B
a(pe(ee) = k‘le<M(56)V96) + a.(p. — 6.) sur Q2 x [0, T},
Vo.n =0 sur 02 x [O,T], (3.63)
\ 66(X7 0) = pO,E(X) sur ).

D’autre part, la fonction p. = F(p) vérifie

( %(’06(@) - kdi"(M(Se)Vﬁe) + (P, —pe) sur Q x [07T]7

Vpen = 0 sur 99 x [O,T}, (3.64)

\ Z/)\E(X> 0) = pO,E(X) sur €.

Donc par unicité de la solution (Théoreme 7.4, Chapitre 5, p.491 de [LSU67]), on
déduit que
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si bien que l'application F : p — p. est continue et compacte pour la topologie de
o (Qr) du convexe fermé K, dans lui-méme ; on déduit du Théoréme du point

fixe de Schauder 3.3.4 qu'il existe une solution (S, p.) du Probléeme (776). O
On va démontrer les Lemmes 3.3.2 et 3.3.3.
Démonstration du Lemme 3.3.2

Soit S, solution du probleme (3.34) pour (S,p) arbitraire dans K. On définit
Iopérateur

Do YUS) kM(S.)
£dl8) =59 ¢c(p) A5t ( ©e(p)

et la fonction

fu' (Se)Vp —

e w;(gg) VS, (3.65)

(S - fw(S)> 0

- D) Esoe(p)‘

©e(p)

Comme S = 0 et S = 1 sont respectivement sous et sur-solution du Probleme <£6>
(définition 3.1 du Chapitre 2 de [Pao92|, p. 57), c’est -a-dire

flxt.8) = = (FulS) = ful))af (5.~ p) -

Qe * _
L0) = fu(x,,0) = 0= =" Fu(5")a/ (5.~ )
CPE(p)
S 07
et
a
L(1)—f(x,t,1) = 0— ——~(fu(S)—1Dal(p.—p
(1) =[x, 1) Sy U8 = Vel ()
> 0,

on déduit du Lemme 3.6 du Chapitre 2 de [Pa092], p. 61 que 0 < S, < 1. O

Démonstration du Lemme 5.3.3

Soit S, la solution du probleme (3.34) et soit p. solution du probleme (3.45). On
définit

M M’
0 M(S),  M(S)

MP) = 5P~ o0 P o)

VS Vp, (3.66)
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et le second membre

gE(X7t7p> = Oéﬁ(ﬁé_p>

Comme p = p, et p = p* sont respectivement sous et sur-solution du Probleme
</\/le) (définition 3.1 du Chapitre 2 de [Pao92|, p. 57), c’est -a-dire

Me(p*)_ge(x>t7p*) = 0—0{6(1_96—])*)

IA
o

M (p") — ge(x,t,p") = 0— ae(p. —p*)

Z 07
on déduit du Lemme 3.6 du Chapitre 2 de [Pa092], p. 61 que p. < p. < p*. O
Lemme 3.3.5
Le Probleme (P.) est équivalent au Probléme (P.) défini sur Qr par
(9 kdiv( M (S)V P
5 PeP) = 1V< (5) p) + ae(P. — p)
0 k k
—S = A (S) + div( fu(S)M(S)Vp )+
ot ©c(p) 5) ©(p) <f (S)M(5) )
. (3.67)
+=2 (ful8M)al B —p) — fulS)a; (7.~ ) -
©(p)
S5 0 (p)
\ sep) ot

avec les conditions aux limites et initiales,

( Vpn = 0 sur 02 X [O,T],

VSn = 0 sur 0€) x [O,T], (3.68)

S(x,0) = Spe(x) surf,

\ p(X7 O) = p075(x) sur €.
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Démonstration.

On a montré a la Section 3.2 la correspondance entre les deux problemes ; la régularité
des coefficients des EDP dans (3.31)-(3.32) et (3.67)-(3.68) et le fait que

af(r)—a_(r)=r, pourtoutreR,

€

permettent de conclure que les problemes (P.) et (P.) sont équivalents. O

On a ainsi terminé la démonstration du Théoreme 3.3.1. Pour montrer que le
Probleme (P) admet une solution faible au sens de la définition 3.2.1, on va faire
tendre le parametre € vers zéro. Dans ce but, on établit tout d’abord un certain
nombre d’estimations a priori.

3.4 Estimations a priori uniformes en ¢
Lemme 3.4.1 (Estimations a priori p,)
Soient € € (0,1] et (pe, Se) solution du Probléme (P.), il existe une constante positive
C' qui ne dépend pas de € telle que
(@) lpellz2mim @)y = €,

(@) el 202:m12)) < C,

(3.69)
i) || S| <c
L2(0,T5(H' (Q))")
Démonstration.
(1) La fonction p,. satisfait le probléeme
(0 : _
acpe(p) = /{:le(M(SJVp) + o, <p6 —p) sur  x [O,T},
Vp.n =0 sur 0f) x [O,T], (3.70)
( »(-,0) = Do, sur €.
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On multlphe I’équation (3.70) par p. et on integre sur () pour obtenir

// pE goepE dxdt+// kM(S VpE dx dt = // (P, — pE pedxdt
T T T

On pose

On a

On déduit de (3.70) que

/(ID( (., 1)) dx + kM, // (Vp)? dxdt < // aozE — De pedxdt—i-
T T

+/ ‘Pe(po,e) dX,
Q

ce qui implique

kM, // (Vpeo)ldxdt < o*T |Q| p** + Q| p** sup ¢ (p).
T [p+,p*]
On a ainsi démontré (i) avec C' = C(M,, T, |, p*, o).
(77) découle immédiatement de (i) et de (3.24).

(ii1) Soit ¢ € L?(0,T; H'(2)) ; pour tout € > 0, on a

/OT<%¢E(pe),¢>' < // 5.V V| dxdi
//T‘Oée — De ¢| dxdt

< (kM9 2@n IVelz@n + o P19l 2an)

< (kM* C+a* p)Idll 20,101 (@)
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d’ou I'on déduit que
<C.
L2(0,T;(H ()')

H%we(pe)

Lemme 3.4.2 (Estimations a priori sur S,)

)\* %2
On suppose que € € (O,min(l, %) . Soit (pe, Se) solution du Probléme (P.), il

existe une constante positive C' qui ne dépend pas de € telle que

(i / / 1968, 1) Pt < C,

(if) / / V08,6 ) Pt <

(id) / / N

i) [ (oot €0 5ix+ €)= e, 0) .0.0) ) s < e

2

dxdt < C,

VK (pelpx, 1)) Silx.1))

(v) /0 T_T/Q</C<cpe(pﬁ(x, 7)) Su(x,t+ T>) . ]C(cpe(pﬁ(x, 1) S.(x, t)))dedt <cr,

ot
s
G.(5) = / VO, rm=1 4\, edr,
° (3.71)
1 m
K(a) = —a™,
et

Qe :={x € Qx+ 1€ € Q pour tout 0 < r < 1}.

Démonstration.
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() On multiplie I"équation pour S, dans (3.67) par ¢.(p.) et on utilise (3.5) et
(3.15) pour déduire

gt (goe(pe)56> — EAG(S) + kp—Zdiv (ngpﬁ) +
(3.72)
o (fuolS7)a (7. = p) = fulS)az (. —p)).
On multiplie (3.72) par ¢.(p.)Se et on intégre sur Q1 pour obtenir
To+ZT1+ Lo+ I3+ 2y + 5 = 0, (3.73)

avec

IO = / /2315 Pe pe e dthJ
7, = k/ /soepg vs) dx dt,

T
I2 - k/ /Sewé(se)vsev@e(pe>d)cdt7
0 Q

T
13 = kp_w/ /Sg—i_lvpev@e(pe)d)(dt?
Hw Jo Ja

T, = k:p“’/ /cpe p)SUV S Vpdx dt,

7= = [ a0~ p) = fulsa B0 )l St

On estime chacune des quantités Zy, Z; Zs, Z3, Z, et Zs. On a

7 = [ 5(en xS dx— [ 5 (ednx)Sa(0) dx

Vv

~ [ 5 (oS o)) (3.74)

1 %
> —I0le(").
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Pour Z;, on a

7, = k/OT/QQOE(pe)<\/wé(SG) VSE>2dxdt

kp(ps) /T/Q<(\/C* Sm=1 4 X, €) vsﬁ)zdx dt (3.75)

> kw(m)/j/ﬂ(VGe(Se))de dt.

Intéressons-nous a Zo,

A%

T
|Zo| = /SewéVSEV%(pe)dxdt‘
Q

< k:cl/ /52 S.) vs dxdt+—/ / Vo pe dxdt
T 2

ke / / 53(0*253<m—1> A2 62) (vse) dx dt+
0 Q

//Vgogp6 dxdt
201

)\* 0*2 '
Grace aux inégalités € < min(l, W) et S, < 1, on obtient

*

| < l{:cl(gj /0 ' /Q (C’* Sl 4, e) (VSE)2dx dt+

/ / Vo pE dxdt (3.76)
201

*2 T
< k:cl(é /0 /Q(vge(sﬁ dxdt+2—01/ / V(pepe dxdt

Majorons Z3,

73] < kpw/ / Vpe dxdt+kpw/ / Voo p6 dxdt (3.77)

2

IA
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Pour Z,, on a

* T ) * T 2
7, < FeeW)rw / / (sevse) dx dt W) Pu / / (V) dx .
2 o Jo 20 o Ja

Grace a la condition (3.14), on obtient

I, < ——p(p) me dx dt * ) dx dt
1S chp S VS) X +202Nw ©(p”) i Q(Vp) X

kCz PwSO 1 2
< m—
< / / OS )(vsg) dx di+
k pu ’ 2
D . ) dx dt
+202Mw p)/o /Q<Vp) X
kca pu
< ;25 s dxdt+——g0 / / Vp6 dxdt
" (3.78)
Finalement, on a
s < a'e(p)|QT 2 (p* — p.). (3.79)

On déduit de 'égalité (3.73) que
Io=-11 -1y — 13— 1y — Is.

Ceci implique par (3.74), (3.75), (3.76), (3.76), (3.78) et (3.79) que

T 2
o) [ [ (V6.50) dxdt < T < ~To + [Tl + T + [Tl + T3
0

1 C*% ks pu o(p*) 2
5 ‘Q‘ 90( ) (kcl C. +7M—w C. )/Q<Vge(56)) dx dt+

k kpw
— e (De d dt
2 2uw / / W)p X

Pw (K
+Mw<2 202 //Vp6 dxdt

(3.80)

+
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On choisit par exemple

On déduit finalement du Lemme 3.4.1 (7)-(i7) et de (3.80) que

[ ] 19dsxapax < c. (3.81)
Qr

ou C' est indépendant de e.

)\* 0*2)7

(17) Par (3.29), (3.81), (3.35), on a pour tout € < min(l, o

/ / QT\Vwe(Sﬁ(x,t))dedt _ / / QT(¢;(S€))2<VS€)2dxdt
_ / / ) (c*sgl—lJrA* E)2<VSG)2dth
2 / / <C*2(S:”"1)2 e 62) (VSE>2dxdt
QT
2%*2 / / (C’* Sl 4, e) (VSE)dedt
* Qr

222 / / QT<VQG(SE(x,t))>2dxdt

C,

IA

IA

IA

IA

ou C' est indépendant de e.



3.4 Estimations a priori uniformes en ¢

95

)\* 0*2
(7i1) Pour tout € < min(l, W), on a

J [ vk sopaxar = [ [ e
o) [
o [ f
o) [
L [ (easra)

o] |

Qr

pe )S lV(‘Pe(pe) Se)

IA

dxdt+

Ve(pe)

2
SmIVS,| dxdt

IA

Ve(pe)| dxdt+

dxdt+

IA

Ve(pe)

2
VG.(S.)| dxdt.

De (i) du Lemme 3.4.1 et de (i) précédent, on déduit

//QT\V/C(%(pE) S)[2axdt < C.

2

dxdt

2

VS,

dxdt
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(7v) En utilisant aussi (#47), il vient

/OT/Q <IC<QOE(pe(X+§,t))Se(x+§,t)) —/C<g06(pe(x,t))S€(x,t))> dxdt

/ /Qs </0 VIC Pe(p(x+TEL)) S (X—i—rg,t))‘gdr)Qdth
/ /Q'5 (/ VIC ng (Pe(x+&,1)) S (X+§,t)>>2dr> </Ol§2dr>dxdt

< Cyl¢f.

(iv) On pose

a=["] ( sogpextm)se(x,tm)—K(goe(pxx,t»&(x,t)))dedt,

ce qui implique, grice & (3.24),

aweaf (/c pelpelx,t+7) s<x,t+r>)—/c(soxpe(x,tnse(x,t)))
(goﬁ P, + 7)) ., 4+ 7) = lplx, 1) S, t>) dx i,

T /OT_T/Q (IC Oe(pe(x,t+ 7)) Se (x,t+7)) —/C<906(pe(x>t)) Sg(x,t)))

/g< peXt+7’))SE(X,t+7")>drdxdt,
T
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avec A* = (¢(p*) +1)™!; d’out 'on déduit par (3.72) que
Jo < A / / /( (14 7) St 4 7)) —IC(cpe(pe(x,t))Se(x,t)>>

<kA¢e(Se(X, t+7r))+ kZ—wdiv <S§(x, t+7)Vpe(x,t + T))+

0 (50)(£ul ) (Pulox) = peloe, b+ 1))

—fw(Se(x,t 4+ 7r))a; (P.(x) — pe(x,t + 7’)))) dr dx dt,

ce que 'on récrit sous la forme

Jo <N+ T+ Ts, (3.82)

//T_/ < (x,t+7)) (Xt+¢))—IC(soe(pe(Xi))Se(X’t)))

A (Se(x,t+ 1)) dx dt dr,

//T_/ < Pe(pe(x,t+ 7)) (Xt+7))—K(@c(pE(th))Sf(X’t)))

div(fw(Se(x, t+7r)M(Sc(x,t+7))Vpe(x,t + 7")) dx dt dr,

7 /// ( (x,t+ 7)) S(X,t—i—T))—IC(goe(pe(X,t))Sﬁ(x,t»)

ae(x) (fw(S*)a?(TJE(X) —pe(x, 1 47))=

oll

—fuw(Se(x,t +7))a; (D (x) — pe(x,t + r))) dx dt dr.
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On integre J; par parties pour obtenir

J = — /OT/OT_T/Q<VIC <g06(pe(x, t+17)) Se(x,t + 7')) - VK (@e(Pe(’Q t)) Se(x, t)))

V. (S.(x,t + 1)) dx dt dr

< /0 ( /0 T_T/Q (VK (o0pe(x. 1+ 7)) Seloe.t 4+ 7) VK oelpe(x, 1)) S.(x.1) ) szda-

(/OT_T/Q<V1DE(56(X,t+7’)))2dxdt)2 dr
< Q/OT/OT[2<VK<¢E(p6(x,t))Se(x,t)>>2dxdt dr+
+/OT /OT/Q<V¢€(SE(x,t))>2dth dr.

En utilisant (i7) et (i7i), on déduit

(NI

J<CiT (3.83)

On integre J> par parties pour avoir

n--[] [t a4

(VIC <g06(p6(x, t4+ 7)) Se(x,t + 7)) - (3.84)

—VIC(cpe(pe(x, 1) S.(x, t))) Vpe(x, b+ 1) dx dt dr.
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On utilise (3.17) et (3.18) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir

T < M/ (/TT/ VIC QOEPGXt—FT))S(Xt—FT))

VK (plplx. ) Selx.1)) " dx dt)

</0TT/Q<Vp6(x,t+r))2dxdt>; dr
M, /OT/OT_T/Q<VIC<¢E(pE(X,t+T)) Se(X,t—i—T))—
-VK (cpe(pe(x, t)) Se(x, t)>>2 dx dt dr+
+M, /OT/OT_T/Q<VpE(x,t+T)>2dx dt dr
2 M, /0 /OT/Q<VIC<¢E(pE(x,t)) Sﬁ(x,t)))zdxdt drt

T T )
M, / / / Vpe(x,t)> dx dt dr.

De (i7i) et du Lemme 3.4.1 (i), on déduit que
J» < Cor.

=

IA

IA

Pour J3, on a

j?) S CV3 T,
2
avec Cy = — T Q] & (e(p*) +1)™ (p* — ps).

De (3.82), (3.83), (3.86) et (3.87), on déduit que
jo < Cr.

Ceci acheve la démonstration du Lemme 3.4.2.

(3.85)

(3.86)

(3.87)



Existence de solutions pour un modele d’écoulement diphasique
100 incompressible

3.5 Solutions faibles du Probléeme (P)

Théoréme 3.5.1 (Solution faible de (P))
2
Le Probléme P admet une solution faible (p,S) € <L°°(QT)) :

Démonstration.

Soit (pe, Se) une solution classique du probleme régularisé (P,). On déduit du Lemme
3.4.1 (ii) et (it7) que la famille de fonctions {@e(pe)} est relativement compacte

dans L*(Qr) (cf. [Tem77]); par conséquent il existe une sous-suite {¢., (pc,)}e, et
une fonction 7 € L*(Qr) telle que
Yelpe,)  — m dans L*(Qr), (3.88)
Ce,(Pe,)  —> m pp.dans Qr. (3.89)
De plus, on déduit du Lemme 3.3.3 qu'il existe p € L*(Qr) telle que
Pen  —> D (3.90)

n — oo

Pour démontrer la compacité relative de la suite de fonctions {IC(pc(pe) Se)}eso, on
va utiliser le Théoreme de Fréchet-Kolmogorov.

Théoréme 3.5.2 (Théoréme de Kolmogorov)
Soit { fim }men une suite de fonctions dans L*(Qr) telle que

e il existe My > 0 telle que, pour tout m € N,

| fnll Lo (@r) < M, (3.91)
e il existe My > 0 telle que pour tout m € N et pour tout 7(0,T),

/Q/OT_T <fm(x,t+ T) — fm(X, t))2 dx dt < 1 Ms, (3.92)

o il existe M3 > 0 et une suite de réels positifs {hm tmen avec hy, — 0,

tels que, pour tout m € N, pour tout £ € RY,

/Q /0T<fm<x+5=t> — Jm(x, t>)2 dx dt < (€] (€] + hm) My, (3.93)

en définissant Q¢ == {x € Q, [x + &, x| C Q}.
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Alors il existe une sous-suite de { f, }men qui converge fortement dans L*(Qr).

Grace aux estimations (iv) — (v) du Lemme 3.4.2, de (3.24), on peut appliquer le
Théoreme de Kolmogorov, d’ou I'on déduit que la famille {(¢.(pe)Se)}. est rela-
tivement compacte dans L?(Qr). Il existe alors une sous-suite {K(p, (pe, )Se, ) tnen
et une fonction y € L?(Q7) telles que

K(¢e,(Pe,)Se,)  —  x  dans L*(Qr), (3.94)

n — oo

K(¢e,(pe,)Se,)  —  x p.p. dans Qr. (3.95)

n — oo

De la stricte monotonie de la fonction K, on conclut que

G, (pe,)Se,  — K '(x) dans L*(Qr), (3.96)

n — oo

Ve, (Pe,)Se,, — K_l(x) p.p. dans Qr, (3.97)

ot K1 est la fonction réciproque de K. On déduit de (3.89) et (3.97) que

-1
S, — r U(X) p.p. dans Qr. (3.98)

n — oo

Comme 0 < S, < 1, on conclut d'une part qu'il existe S dans L?(Qr) telle que
Se, —> S dans L*(Qr), (3.99)

et d’autre part, en utilisant le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue, que

K~'(x)
"

S, dans L*(Qr). (3.100)

n

—
On déduit de (3.99) et (3.100) que

S, — S dans L*(Qr),

n
n — oo

(3.101)

S, S p.p.sur Qr.

3
)

n

On va montrer que

e(pe,) — . (3.102)
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En effet, pour n grand,

le(e.) = nll2@r) < [l0(Pen) = @en(Pe)llz2@r) + 10 (Pen) = Nl L2001

(3.103)
Puisque ¢, converge uniformément vers ¢ sur [p,, p*], on a
lo(pe.) = Pen (e ) 2(@r) — O (3.104)
Pour montrer que
n = @) pp.surQr, (3.105)

on utilise un Lemme de [EGH98], qu’on rappelle ci-dessous :

Lemme 3.5.3
S0it {tm }m>0 une suite qui converge faiblement vers u dans L*(Qr) telle que c(u,,)
converge fortement vers v dans L*(Qr) pour ¢ une fonction croissante sur R. Si

(um) — 7, (3.106)

m — oo

alors

v=rc(u) p.p. surQr. (3.107)

Appliquons le Lemme 3.5.3 avec ¢ = ¢ et u,, = p,, pour obtenir

e(pe,) — @(p) dans L*(Qr). (3.108)

n — oo

Finalement, on obtient qu’il existe une sous-suite de {p., }» que I'on note de nouveau
{Pe, }n telle que

Pen —>. D dans L*(Qr), (3.109)
(3.110)
et

Pe, — P  pp.sur Qr. (3.111)
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On déduit des Lemmes 3.3.2 et 3.3.3 que
P < p(x,t) <p* p.p. dans Qr, (3.112)
0<S(x,t) <1 p.p. dans Qr. (3.113)
De plus, la convergence (3.109) et le Lemme 3.4.1 (7) impliquent que
Vpe, — Vp dans L*(Qr). (3.114)
On va montrer que
Ve, (S..)  —  (S) dans L*(Qr). (3.115)

En effet, pour n grand,

Ve, (Sen) = (Nr2i@ry < e (Se) = V(S 2@ + 19(Se,)

— 0.

De plus le Lemme 3.4.2 (i) et (3.115) impliquerent que

Vibe,(S.,) —  Vy(S) dans L*(Qr).

n — oo

= (9l z2@r)

(3.116)

Notons que la convergence uniforme des suites a et a_ vers a™ et a™ respectivement

sur le compact [p. — p*,p* — p.], les majorations
HG:IHLOO(R) <1, et HaE"HLm(R) <1,

et les convergences (3.26) permettent de conclure que

laf Pe =pe) = (P =P)"l2i@ry < llad Be =) = (Pe = P) |20 +

HIPe =)™ =@ =0) N2 (3.117)

0,

3
'

et de facon similaire

IA

||ae_(1_je - pe) - (p - p)_HLQ(QT)

||a6_(2_95 _pﬁ) - (pe _pﬁ)_||L2(QT)+

HIPe =)™ =@ =) Nz (3.118)

0.

3
||
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On peut donc extraire des sous-suites {a} (B, —pe,) }nzo0 et {a (B., —Pe,) tn>o telles
que

al (P, —Pe,) = (@—p)t pp.sur Qr,
(3.119)

a; (P, —Pe,) = (P—p)~ p.p.sur Qr.

On multiplie la seconde équation du systeéme (3.31) par v € V et on integre sur Q7.
On obtient

/ 280% (pen)vdxdt = —/{:/ M(Sen) Vpe, Vv dx dt + (3.120)
Qr ot Qr

/ /agn — De, ) v dx dt.

On integre par partie le membre de gauche de (3.120) et on fait tendre n vers I'infini
pour obtenir d’une part

/ O o o xt) v(x. ) dxdt = — /Q e (Do, (x)) v(x, 0) dx—

or Ot

// e, (De,, (X, 1)) g v(x,t) dx dt

- / o (po(x)) v(x, 0) dx—

// p(x,1)) (X t) dx dt,

d’autre part

. / M(S.) Vp., Vvdxdt = — / / (M(Sen)—M(S)) Vpe, Vv dx dit+
Qr T

+ / M(S) (Vp—Vp.,) Vudxdt—
Qr
—/ M(S) Vp Vv dx dt
Qr

—/ M(S) Vp Vv dx dt,
Qr

(3.121)
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et finalement

// e, (De, — Pe,) v dx dt — // a(p —p) vdxdt. (3.122)
T T

En regroupant les précédentes limites, on obtient donc
/ ©(po)(x) v(x,0) dx+// —v—kM(S)Vva—l—oz(}_)—p)v)dxdt:O.
T

Soit v € V, on multiplie la premiére équation du systeme (3.31) par v et on integre
sur Q7 pour obtenir

[ [ 2ty vaxar =~ [ [ Suisowvasi-

_/ fw(Se,) M(S.,) Vpe, Vv dx dt+

(3.123)
/ / e, (£u(S7)al (B p)-
—fw(So)a: (P, — p)) v dx dt.
On fait tendre n a l'infini dans (3.123).
0
// a <S06n(p6n) Sﬁ'n),u dX dt = — /Q SOETL (p076n) So7en ?_}(7 0) dX_
— // (pe,,) S, 2 dx dt
TSOETL DPe,, €n at’U X

(3.124)

©(po) So v(.,0) dx—
-,

// —vdxdt

n

1

o]
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On a aussi

— / Vi, (Se,) Vodxdt = / e, (Se,) Av dx dt
Qr Qr

/ »(S) Av dx dt
nﬂoo Qr
= —/ Vi(S) Vu dx dt
Qr

/ fuw(Se,) M(S.,) Vp., Vv dx dt
Qr
_// <fw(SEn) - fw(S)) M(S.,) Vp., Vv dxdt
+ / o fu(S) (M (S)—M (Sen)) Vpe, Vv dx dt (3.125)
_/ fuw(S) M(S) Vpe, Vv dx dt
Qr

— —/ fw(S) M(S) Vp Vv dx dt,
Qr

n — oo

et
// e fw (5)al (B — pe) = ful(S)a (P —pe)) vdx dt

o (Ju(S)VF =) = Lu(S)F—p)") vaxd.
Qr

En collectant les précédentes limites, on obtient

/Qso(p(T))S(T)U(T) dx = / ©(po)Sov (0 dX+//T p)SOv — kNVy(S5).Vo—

n—»oo

—kfu(S)M(S)Vp.Vu+ (3.126)

+a(fu(SYP - )t — fulS) (P — p)_)v) dxdt.

Ceci achéve la démonstration du Théoreme 3.5.1. O



Chapitre 4

Algorithmes de couplage entre les
déformations du sol et
I’écoulement linéaire

Introduction

Afin de modéliser 1’écoulement des fluides dans un milieu poreux déformable, on
considere un systeme d’équations décrivant le couplage entre cet écoulement et les
déformations mécaniques du sol. On distingue essentiellement deux méthodes de
résolution numérique de ce probleme. La premiere approche consiste en la résolution
globale de toutes les équations du systeme tandis que la seconde couple le simulateur
de la géomécanique avec celui du réservoir. Comme de nombreux simulateurs pour
I’écoulement et pour la géomécanique existent déja dans les industries pétrolieres,
Il est plutot avantageux de combiner 'exploitation des deux types de logiciels : un
modele de réservoir pour pouvoir obtenir une bonne description des phases fluides
et un modele géomécanique pour pouvoir évaluer les déformations du sol. On ef-
fectue les calculs indépendamment pour chaque simulateur et on procede ensuite a
un échange de données entre les deux. Cette technique est appelée couplage des
simulateurs.

Les inconnues principales du probleme sont les pressions, les saturations des fluides
liées a 1’écoulement et le vecteur du déplacement lié a la géomécanique. On uti-
lise la méthode des volumes finis pour la discrétisation des équations d’écoulement
et celle des éléments finis standards pour les calculs de la géomécanique. Comme
les déplacements varient lentement en comparaison avec les inconnues du réservoir,
on s’appuie sur une méthode numérique multi-échelle. Plus précisément, pour une
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période de temps donnée, I’équation de la géomécanique est résolue une seule fois
tandis que les inconnues du réservoir sont calculées avec des pas de temps qui cor-
respondent a une petite subdivision de cette période.

Dans ce présent chapitre, on s’intéresse a deux modeles de couplage :

(7) le modele linéaire traduisant le couplage entre la géomécanique et ’écoulement
monophasique linéaire d’un fluide compressible dans un milieu poreux. L’exis-
tence et 'unicité de la solution de ce probleme ont été traité au Chapitre 1;

(#7) le modele non linéaire exprimant le couplage entre la géomécanique et I’écoulement
diphasique non linéaire de deux fluides compressibles (eau-huile).
Pour la résolution numérique de ces modeles, on va étudier et comparer deux al-
gorithmes de couplage. La premiere approche est classiquement utilisés par les
ingénieurs. La seconde est une nouvelle approche que nous proposons et développons
ici :
e le premier algorithme consiste a calculer par une méthode de type point fixe
les inconnues du réservoir et du déplacement. Cet algorithme s’identifie & un
algorithme de type Gauss-Seidel dans le cas du modele de couplage linéaire ;

e le second algorithme est basé sur la méthode du gradient conjugué précondi-
tionné.

Notons que la méthode mixte utilisée volumes finis-éléments finis n’est pas stable
pour un écoulement de fluides peu compressibles, en effet la condition inf-sup n’est
pas vérifiée, comme nous le montrons a la Section 4.2.5. Toutefois, 'algorithme de
type gradient conjugué préconditionné surmonte cette difficulté et se montre robuste
contrairement a 1’algorithme classique. On remarquera que le cotit des opérations est
pratiquement semblable pour les deux algorithmes dans le cadre d'un écoulement
de fluides de compressibilités significatives.

4.1 Le modele mathématique

Comme le milieu ne subit qu’une petite déformation, on écrit les équations d’écoulement
et de géomécanique en coordonnées eulériennes.

On note Q C R? le domaine du calcul de la géomécanique. Le couplage entre la
géomécanique et 1’écoulement des fluides est donné par la loi de Biot qui relie la va-
riation de la porosité du milieu a sa déformation mécanique. Le réservoir est supposé
de perméabilité nulle en dehors du domaine w C €2 de I'écoulement des fluides. Ce
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couplage se traduit par le systeme d’équations représentant 1’évolution des quantités
suivantes :
e la pression du fluide p = p(x,t) dans les pores et la saturation S = S(x,t) de
la phase mouillante ;
e le déplacement u = u(x,t) du milieu poreux.
Le milieu poreux est supposé homogene mais notre étude peut s’étendre facilement
au cas d'un milieu hétérogene.

EE A A A A A A A A A £ VA A A A A A A A A
A A A AN A A A A A A A A A A s s EA AT A A A A A A T S A A A A
A A A AN A AT Y AV A N A A AN AN AN i i FAV AV A SV AN AN A A IR Y Y Y AV BN v
PN AV A A A Y AV A N A A AV A A s s FAV VAV A AV Y A A A Y Y A Y VA
A A A T A FA A s PV AV AN S T A A A A A A T A A A A A
///////////Q///// i i EAV AT A A A A A S S A A A A A A
A A A Y A Y A A A A S A A Y s s FAV AT A AY A A A I I AN AT AN AV Y SN v 4
A A AT A A A A A A A A A £ PV AV AN A S A A AN AN A A A A A A A A A A
A A A AN A A A A A A A A A A 7 i EA AT A A A A A A T S A A A A
A A Y A A AN A A S A A A FAV AT A AY A A A I I AN AT AN AV Y SN v 4
LA A A A A A A A A A A A Ay LA A A A A A A A
A A A T A A A A A Y EA A A A A T A A A A A A
A A A A A AT AT AP A A A A A A A A AP AP A A A A
A A A A A A AV A A s I A A A A A A S
A I AT A A s s FAV A A A A A A A A A
A A A A AT AT AP A A I I A A A A A A A A A
A A A AN A Y AV A AN S Y AN Y Y AV A S Y v AV A AV AV A Ay VAN AN A S A A Y BN Y Y BV AV a4

F1G. 4.1 — Les domaines géométriques de la géomécanique et de I’écoulement.

4.1.1 Le modele géomécanique

Comme le comportement mécanique de la roche est supposée élastique dans notre
étude, la géomécanique est modélisée par une équation d’élasticité linéaire dans un
milieu poreux avec une déformation instantanée. L’équation de la géomécanique qui
est une équation elliptique, est donnée donc par

divo(u) — b(x)Vp = 0 (x,1) € Q x (o,T],
(4.1)
ou) =2pe(u)+ A(diva) I (x,t) € Q x <O,T],
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e le tenseur des déformations € est donné par
1
e(u) = Q(Vu + vu'); (4.2)
e les constantes A et p sont les constantes de Lamé;

e la fonction b(x) est définie par

0 sur Q\w,
b(x) =
1 sur w,
avec les conditions aux limites
u = 0 surlp,
(4.3)
oc-n = q surlly,

oul'p NIy =0, TpUTly =00 et 0N est la frontiere de .

4.1.2 Le modéle réservoir

Le modele d’écoulement des fluides est aussi appelé modele du réservoir. On écrit
ci-dessous les équations d’écoulement monophasique puis diphasique et on explique
ensuite les notations utilisées.

Ecoulement monophasique linéaire

Un écoulement linéaire d’un fluide compressible est modélisé par une équation
d’évolution dont les inconnues sont la pression de fluide p et la porosité du mi-
lieu ¢. Cette équation de conservation de masse, uniformément parabolique en p,
est donnée par
ap Py d¢
0 o 7: 0
¢ ———d1v<kV )+ -
¢0 Po Co ot o p Po ot

avec les conditions aux limites

Q surw X <O,T], (4.4)

p—ngp-n =0 sur7N><<0,T}>

Mo

(4.5)
P = pp sur Jw.
et la condition initiale

p(-,0) = po sur w. (4.6)
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Ecoulement diphasique non linéaire (eau-huile)

L’écoulement des deux fluides compressibles eau-huile est décrit par le systeme
d’équations de conservation de masse dont les inconnues sont S et p :

2(pw(p) S qzﬁ) — div <M k Vp) =0 SUT W X (0,T],

ot Nw
(4.7)
(o} k ow
%(po(p) (1-29) ng) — div (M k Vp) =0 surwX <O,T],
avec les conditions aux limites
P = pp sur Jw X <0,T},
" (4.8)
—Vp-n = 0 surny<0,T} et pour 7 = o ou w,
i
et les conditions initiales
p(-,0) = po surw,
(4.9)

S(-,0) = Sy surw.

Les indices w et o désignent respectivement les phases eau et huile. Dans notre
modele, on néglige les effets capillaires, par conséquent les pressions des deux phases
eau et huile sont égales; on a donc p,, = p, = p. On néglige aussi les forces gravita-
tionnelles.

Notations

On introduit maintenant les notations utilisées dans les deux modeles d’écoulement
linéaire et non linéaire

e 7y est un sous-ensemble de la frontiere de w notée dw;

e p = p(x,t) est la pression des deux phases eau et huile;
e S = 5(x,t) est la saturation de la phase mouillante “eau” ;

e p; = pi(p) est la densité volumique de la phase i ou i € {o,w}. En pratique,
la densité p; dépend linéairement de la pression sous la forme

pi(p) = p} (1 + ¢; p);
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e o est la densité initiale de la phase
e ¢; est la compressibilité du fluide de la phase i ou i € {0, w};

o kr;j = kr;j(S) est la mobilité de la phase i en présence de la phase j avec i, j €
{w, o0} et i # j. Les fonctions kr,, et kry, sont respectivement croissante et
décroissante. Les lois régissant ’expression des perméabilités relatives dans le
cas d’écoulements diphasiques non miscibles compressibles pour les simulations
numériques sont données par

kryo(S) = 5S¢,
(4.10)
krow(S) = (1—=29)%,
ouna€ {1,2,3};
e ¢ = ¢(x,t) est la porosité du milieu;
e () est le terme source;
e 7); est la viscosité dynamique du fluide de la phase i ot i € {0, w};

e k est la perméabilité absolue du milieu de 1’écoulement ;

4.1.3 Loi du couplage : Loi de Biot

Le modele de la géomécanique et celui du réservoir sont couplés par la loi de Biot
reliant la variation de la porosité du milieu a sa déformation mécanique, comme le
traduit I’équation suivante

0 0
= v — 4.11
5 b(x) div o s Q x <0,T}. (4.11)

4.2 La discrétisation du probleme

Afin d’approcher les flux et d’assurer la conservation de la masse, on utilise d’'une
part la méthode des volumes finis (notée VF) pour discrétiser le probleme de I’écoulement
et d’autre part la méthode des éléments finis P! (notée EF) pour discrétiser I’équation

de la géomécanique. Le maillage des domaines est donné a la Figure 4.2. Le choix

de ces méthodes de discrétisations est assez standard pour ce probleme.
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O Calcul du déplacement aux sommets des triangles.

—+ Calcul de la pression aux centres des mailles.

Fic. 4.2 — Le maillage VF-EF' utilisé.

En pratique, le déplacement u varie peu par rapport aux inconnues de 1’écoulement
(la pression p dans le cas linéaire ou la pression et la saturation dans le cas d'un
écoulement diphasique non linéaire). Par conséquent, le déplacement u est calculé
aux instants {T%},—; ... , tels que

T"=0<T'<.-- - <TF<...<TP =T,

ot les {T*};—..., forment une partition de <0,T] On suppose que pour tout

ke {0,---,p—1} on a TFL — T* = T* et on appelera cette constante T* la
période de la simulation géomécanique.

Les inconnues du réservoir (p, ¢ dans le cas d’un écoulement linéaire et p, S, ¢ dans
le cas d’un écoulement non linéaire) sont calculées aux instants

1,k+1 n,k+1 q,k+1
t Lot Lot 7

N

ou

tORHE = R < bR b R = TR hour tout k € {0, -+, p—1}.
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On appelle les instants {T%};—.... , les instants de rencontre des deux simulations.
On pose " HLk+L gkt — At =0,--- ,q—1,k=0,---,p— 1.

Les parametres At et T* peuvent varier au cours de la simulation mais par souci
de simplicité, on les considere fixés dans notre présentation.

4.2.1 Schéma de volumes finis pour le réservoir

Dans cette section, nous discrétisons par la méthode des volumes finis le modele du
réservoir introduit a la Section 4.1.2. Commencons par donner les notations utilisées
pour la discrétisation.

Soit 7, une triangulation du domaine w, elle est dite admissible si

e 'adhérence de 'union des volumes de controle de 7, coincide avec . On note
par h le diametre de la triangulation telle que

h = sup diam(K);

Ker,

e pour tout (K, L) € 7# avec K # L, on note ex 1, la face commune entre K et
L telle que

F N f = €KL,
et pour tout K € 75, on note I'ensemble des volumes voisins de K
N(K)=A{L € ;e #0};

e il existe une famille de points notés {xx }ker, telle que xx € K et le segment
[xx, Xz est orthogonal & la face commune ey, pour tout K € 7, et L € N(K)
(cf. Figure 4.3). Dans le cas ot K N 0w = exa. # (), on définit par x;, le point
du bord tel que [xx,xy] est orthogonal & ekp,, (cf. Figure 4.4).
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F1G. 4.3 — Deux volumes de controle voisins.

ow

F1G. 4.4 — Volume de controle s’appuyant sur le bord.

Pour tout K € 75, et pour tout L € N(K), on dénote respectivement par m(K)
et m(ex, ) la mesure du volume de controle K et de la face commune ek . On
définit la transmissivité Tk ; entre deux volumes de controle voisins K et L par
m(e . .
Tk = M ou d(xg,xy) est la distance entre deux points xx et Xp.
d(X K, X L)
On définit respectivement pp a¢, Shar €t @par les fonctions de la pression, de la
saturation et de la porosité approchées par la méthode des volumes finis telles que

ph,At(Xa t) = p;}’k sixe Kette <tn,k7tn+1,k :
Shat(x,t) = S;Lgk sixe Kette <tn,k7tn+1,k ’ (4.12)
¢h,At(X, t) — ?{1"3 sixe Kette <tn’k,tn+l7k :
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pour tout n = 1,--- ,q et pour tout £ = 0,---,p. Pour alléger les notations, on
omettra 'indice k& dans pl S}I{k et ngK calculées aux instants t™* sur les volumes
de contréle K. On définit les densités pj'j, (i = 0, w) de manicre similaire.

Discrétisation de 1’écoulement linéaire

On integre I'équation (4.4) sur la cellule K x <t”’k+1,t”+1’k+l] et on utilise les

définitions des fonctions approchées (4.12) pour obtenir

( )¢0p00 an+l — pK pok Z TKL< n+l n+1> —|—m(K)p n+l ¢” Qn+1
°C At Mo oAt K
LeEN(K)
(4.13)
nF1k+1
ot Q! est 'approximation de / / Q dx dt.
£, k+1
Pour calculer ¢”+1 on interpole linéairement pour déduire
n + 1AL
K+1 k1 0 k:+1 4 A¢k+1 (n T*> ’ (4.14)
pour tout n=20,---,g—1,k=0,---,p—1 et pour tout K € 75, ou la variation de
la porosité Agbk“ est définie par
¢k+1 ¢q,k‘+1 _ ¢0 Jk+1 (415)
et elle est calculée grace a la formule (4.19) que 'on introduira ci-dessous et qui
provient de la discrétisation de la loi de Biot. On remarque que quand ¢ = 1,
I'équation (4.15) se réduit a
M= gk + Al (4.16)

Discrétisation de 1’écoulement non linéaire

okt tn+1,k+1]
)

On integre ’équation (4.7) sur la cellule K x ( et on utilise les

définitions des fonctions approchées (4.12) et un schema implicite en temps pour
la pression et explicite en saturation (impes) pour obtenir

¢n+l Z—i—l Sn-i-l ¢pr K . . .
m(K) At - E Aw+li' L(pL+1 - pK+1> = 0,
LeN(K)
n+1 n+1 n+1 n n n
1-5 — re(l—=8
m(K) K PO,K( K A)t KP K( %) B Z AZ}IL(I)TI _pq}{_i_l) — 0,
LeEN(K)
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ou on utilise un décentrement amont pour les termes de convection ([EGHMO02]) :

(

o kT o(SH
TK7pr7K w7o( K) ks pzﬂ >p?<+17
Nw
1
AZTK,L: - (S")
T
TK’LM k sinon,
\ Nw
( n kT Sn
TK,LpO’K o (95) ksl pzﬂ >p7}<+17
Mo
1
Ao = m L krow(ST)
T
TK7LMI{J sinon.
\ Mo

Comme dans le cas linéaire, on utilise la formule d’interpolation linéaire (4.14) pour

le calcul de ¢'xt! ainsi que la loi de Biot discréte qui sera donnée par (4.19). Pour une

porosité ¢ donnée, le schéma (4.17) est stable puisqu’on utilise un schéma d’Euler
implicite.

4.2.2 La méthode des éléments finis pour la géomécanique

On introduit 1'espace des fonctions test
Xy, := {v, € PY(Q), vi|r, = 0},

et on définit la fonction affine par morceaux uy, 7+(., T%) € X, par la relation

w

/Qa(uh;p*(., T)):e(vy) dx — /(div Vi) Proac(, TF) dx = (B, 1+, Vi),
(4.18)

avec

(£, Vi) = / (c(upr(., TF))n).vy, ds —/ pp n.vy ds,
FN Ow

3
pour tout k =0,---,p et pour tout v, € X;. Ot o(u) : e(u) = Z o;j(u) €;(u), si

I'on note o(u) = (045):; et e(u) = (€;)i -
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4.2.3 Discrétisation de la loi de Biot

Finalement, on exprime la relation entre les déplacements discrets et la porosité
discrete dérivant de la discrétisation de la loi de Biot (4.11).

m(K)A¢pH = /KdiV{llh,T* (x, T"™) — w1 (x, T} dx, (4.19)

pour k=0,---,p—1, et pour tout K € 7y,

4.2.4 Ecriture matricielle pour le modele linéaire

Par souci de simplicité des notations, on commence par considérer le cas ou les
inconnues du réservoir et de la géomécanique sont calculées aux mémes instants,
ce qui correspond a ¢ = 1. On étendra ensuite I'étude au cas ¢ > 1 : 'inconnue
de la géomécanique est calculée une seule fois & l'instant T*+! durant la période
TH —T% = T* alors que la pression est calculée aux instants {¢"**1},_;  de
subdivision de la période T*.

Pour tout n =0,--- ,p— 1, on pose

pn+1 — (an+l)KETh ’

le vecteur dont les composantes sont les valeurs de la solution approchée sur chaque
volume de controle K a l'instant "

On note {wl}Ns I’ensemble des fonctions continues et affines par morceaux et on
considere {{¢;}72, x 0} U {0 x {1;}1¥,} les fonctions de bases de P*(€2) ; la solution
approchée a l'instant t"*! s’écrit sous la forme

N

e () =) ()
=1
w, 7 (x, ") = : (4.20)

2 n+1 2 ,n+1
uh7T* X, t E P;(x

T
n+l __ 1n+1  2n+1 In+1l  2n+1 1n+1  2n+1 1n+1l  2n+1
u - (ul s uy’ y Ug’ » Uy’ Uy ) Uj y T uN uN ) ) (421>
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e N est le nombre de sommets de la triangulation 7, appartenant & Q\I'p ;

Ln+1 2,n41 . .
o u, " et ul" sont les valeurs respectives de la premicre et la seconde com-

posante de la solution approchée uy, r« au sommet 1.

Forme matricielle pour 1’écoulement linéaire

On multiplie ’équation discrete (4.13) par At. En substituant la loi de Biot discrete
(4.19), on écrit

At
drerc (P =ph) + A i i AL S e D b () = S5 QR
LEN(K) icK Po
(4.22)
ol
dxx = m(K) Co Do, (4-23>
k
rRE = — Z Tk pour tout K € 7y,
Mo LEN(K)
(4.24)
k
rkr = —— Tk pour tout K € 75, et L € N(K),
et

/Kagijdxdz sii=27—1,
bik = (4.25)
0
/K &@bj drdz sii=2j.
On écrit (4.22) sous forme matricielle
D (p""! — p") + At Ryp" ' + B} <u"+1 - u”) = AL Q. (4.26)

Si 'on note par N, le nombre de volumes de controle et N le nombre de sommets
de la triangulation, on a

e la matrice creuse Ry est symétrique définie positive et est telle que R, =
(rkr)K.L=1.-.n,, ouTky = 0si K et L ne sont pas voisins. Ses termes diagonaux
ki et extradiagonaux rx sont donnés dans (4.24). Cette matrice a au plus
5 éléments par ligne;
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e la matrice diagonale Dy, est telle que Dy, = (dxx)k=1,n, ; ses termes dk j sont
donnés par (4.23),

e La matrice By, = (byn)m=1... 2N, n=1... N, €St une matrice creuse et sa matrice
transposée B est telle que b,,, = 0 dés que m n’est pas un sommet de n. Les
termes by, sont donnés par (4.25);

o At Q) est le vecteur du second membre du réservoir (4.22) tel que

n+1 — <i n+1>
" o K

On note par Ry, la matrice du réservoir linéaire telle que

Forme matricielle pour la géomécanique

Pour la modélisation de la géomécanique (4.18), on définit la fonction v, pour tout
m=1,--- 2N, par

| (W,0) sim=2l-1,
M { (o,lqpl) sim = 2l. (4.28)

On utilise (4.18) et (4.20) pour obtenir :

Sim=2]—-1,
2 N N A,
|3 (S Yo v e (n0)7) dx [ 52 b T =
i,j=1 p=1 p=1 w

= <fh,T*7 (¢l> 0))
(4.29)

Sim = 2[, on alors a

2 N, Ln+1 N 2m+1 ) \T T 4 o) T ds —
/QZcm((;up ¢pa;% Vp) )Q’j((O,wl) ) X_/prh’At(" ) dx =

i,7=1

= (1=, (0,7)).
(4.30)
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On utilise (4.21) et la définition de la matrice By, pour écrire
Gpu" — B, p"t! = Ft, (4.31)

ou

e la matrice Gy, est la matrice de rigidité telle que Gy, = (gmn)mn=1, 2n,, avec

o _ [ Onp; O O; O
Jai-t2j-1 = /Q_<“2“> or or Moz 82’] az dz,

. _ o [[\Ovi 0% OV OY;
92i2j-1 = /Q_)\ 97 Da +M8x o ] dx dz,

(4.32)
[\ O0Y; O, Onp; O
io1.24 = A 2 —Lldxd
J2i=1.2] /Q Jor 0z +'u8z &E] st
_ [ O O Ot Oy
Gaiz = /Q_(A o) GG g g e de
pour tout ¢ = 1,--- Ny et j = 1,---, N;. Les coefficients g;—1,2j—1, 92i2j-1,

92i—1,25, €t gai2; sont nuls quand les sommets i et j ne sont pas les extrémités

une meéme aréte. matri h une matri reu métrique défini
d’une méme aréte. La matrice Gj, est une matrice creuse symét e définie
positive avec au plus 8 éléments par ligne.

° FZ“ est le vecteur de discrétisation du second membre de la géomécanique
donné par les équations (4.29) et (4.30).

Finalement, les systemes linéaires (4.26)-(4.31) s’écrivent sous la forme matricielle

Gh _Bh un+1 FZ+1
= . (4.33)
Bg R p”“ At Z+1 + Dh p” + B}T; u”

Ecriture matricielle pour ¢ > 1

Soit TF*+' — T% = T* une période de temps. Le but est de coupler la géomécanique
et le réservoir tous les ¢ pas de temps, c’est-a-dire qu’on calcule une seule fois le
déplacement a la fin de la période (a I'instant T**1), alors qu’on calcule ¢ fois la
pression durant la période T™. On utilise les notations précédentes ainsi que les
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équations (4.13)-(4.14) et (4.31) pour obtenir le systeme d’équations suivant

( 1k+1 B
Rh pl,k+l — Sh7 + + Dh p07k:+1 _ —h uk—i—l7
T
R p2,k+1 — S%kﬂrl + D, pl,k+1 _ ﬁ ukﬂ,
(4.34)
T
Ry, pl-LF+l = Sz—l,kﬂ + D, p?~ 2k — ﬁ uh
BT
\ thq,k+1 _ S?L,Hl + D, pq—l,k+1 _ _hukﬂ7
ou pour tout n € {0,---,g— 1}, on a
BT
SZ"FL]C-‘FI — At Z7k+1 + 7h uk. (435>
Le déplacement u**! A la fin de période est donné par le systeme linéaire
G’h uk+1 _ Bh pq,k-'rl — F;fl-i-l, (436)

ce qui permet d’obtenir apres substitution successive de 'expression des pressions
p™**1 la relation

q—1 q—1 T
g1 —1—i i qit1,k+1 i “1-i) Bk 0,k+1
Rqu+:E D™ RS, —<§ R;, D} )7u+—|—D2p A
i=0 =0

(4.37)

Ceci revient finalement a résoudre le systeme linéaire
ot N\ BT a1 o
/R’% pq,k+1 + (Z Rz DZ_I_Z) Zhogktt — Z D%_l_l st;ﬂ-Lk’ﬂ-l + DZ pO,k-ﬁ—l7
i=0 q i=0 (4.38)
Gh uk-‘rl _ Bh pq,k+l — Ffz—i_l'

Remarque 4.2.1 En posant A®**! = (A¢h) i et en utilisant les notations précédentes,

la loi de Biot discrete (4.19) s’écrit sous la forme
M, APF = BT (uft! — uh), (4.39)

ot My, = (mgg) est une matrice diagonale telle que myx = m(K) et sera exploitée
ultérieurement.
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4.2.5 Condition inf-sup discrete

On montre dans cette section que la méthode mixte utilisée EF-VF n’est pas stable
dans le cas du modele linéaire quand le fluide est peu compressible (¢, petit) et le
pas de temps de discrétisation At est petit. En effet, sous ces hypotheses le systeme
(4.33) est équivalent a

Gh —Bh u”+1 FZ-H
- . (4.40)
BT 0 p"tt BT u"

Puisque la matrice G, est symétrique définie positive, on déduit du Théoreme 4.3, p.
127 de [Bra01] que le probleme mixte (4.40) admet une solution si et seulement si la
condition LBB (Ladyshenskaja-Babuska-Brezzi) appelée généralement la condi-
tion inf-sup, est vérifiée. Cette condition se réduit dans notre cas a

38> 0 telle que ||By mpl| > 8 [lnn]|  pour tout my, € Vi, (4.41)

ou V, est 'espace des fonctions constantes sur chaque volume de controle. La condi-
tion (4.41) implique que Papplication associée a la matrice By, est surjective i.e.
ker BT = 0. Le complément de Schur Sy, associé au systeme (4.40) est donné par
Sn = BT G; ' By,. Cet opérateur est symétrique positif.

Notons que la condition inf-sup implique que l'opérateur S, est défini. En ef-
fet, soient {\;}i=1.. » I'ensemble des valeurs propres du complément de Schur tel
que A\; < Ag < -+ <\, et soient {v;};—1 .., I'ensemble des vecteurs propres as-
sociés. Notons respectivement par nyin et Nmax la plus petite et la plus grande valeur
propre de la matrice G;l. Nous avons pour tout ¢ =1,--- | n,

Noin [|Br Vill? < (Shvi, Vi) < Nmax||Br vill%,

(4.42)
Moin [Br Vil < A vill?2 < 7max (B vil|.
Si la condition (4.41) est vérifiée, alors on en déduit que
Toin 37 < At (4.43)

ce qui impliquerait que 'opérateur S, est défini.

Nous constatons que la plus petite valeur propre A; tend vers 0 quand le pas d’espace
h tend vers 0 (cf. Fig. 4.5). D’apres (4.43), on a alors (3 tend vers 0. Par conséquent
la méthode mixte EF-VF n’est pas stable.

Dans le cas d’un écoulement de fluides peu compressibles, ceci mene aux conclusions
suivantes :
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e nous ne pouvons pas prendre la compressibilité ¢, et le pas de temps de
discrétisation At petits simultanément. Dans la pratique, pour les algorithmes
classiques, si ¢, est petite, cette lacune est comblée en imposant une borne
inférieure du pas de discrétisation At,;,, fait non courant. Cela permet de
converger comme le montre le Tableau 1.1 de la Section 4.6.1;

e il est nécessaire d’utiliser une méthode de résolution numérique robuste pour
surmonter cette difficulté. La méthode du gradient conjugué préconditionné
que nous allons introduire assure la convergence en 1’absence de la condition
inf-sup, comme le montre le tableau 1.2 de la Section 4.6.1.

80000

’\/albrchtEsﬁace.data’ ‘

70000

60000 -

50000

propre

i 40000 -

valeur

30000

20000

10000 .

0 I I I I - P s e S
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12
h

Fi1G. 4.5 — La plus petite valeur propre A\; de S;, en fonction du pas d’espace h,
calculée a 'aide de la méthode de la puissance inverse.

4.2.6 Ecriture des opérateurs pour le modele non linéaire

Pour une variation de la porosité A®*+! liée au déplacement u***! par la loi de Biot
discrete (4.39), durant la période T*, la pression p™ ' = (p% )k et la saturation
Srk+l — (S?{’Hl) & sont calculés aux instants de la subdivision t™*. La géomécanique
est similaire au modele linéaire, donnée par le systéme (4.31). En posant ®™FF1 =

(7, on déduit de (4.14)

(n+1) At

(I)n+1,k+l — q)O,k—i-l +
T*

APFL, (4.44)
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On substitue (4.44) dans (4.17) pour écrire
Rh(A(I)k+1, Sn,k-i—l’ pn,k-i-l’ Sn-i—l,k-ﬁ—l7 pn+l7kz+1> — 07 (445)

pour tout n € {0,---,q — 1} ou R, dénote l'opérateur non linéaire qui traduit
la dépendance des différentes quantités APFFTL Srk+l prbtl Qnilktl of pntlhit+l
du systeme (4.17), entre elles. Pour A®*! et (S™FHL pm*+l) donnés, le couple
(SntLA+L prtLEtl) ogt la solution numérique de (4.45) obtenue par la méthode de
Newton introduite dans la Section 4.2.7. Ce couple de solutions est noté

(Sn+1,k+1’ pn+1,k+1) _ R;l(Mh A(I>k+17 Sn’k+1, pn,k+1)‘ (446)
On écrit la succession de résolutions suivante
((SUk+1 plk+ly _ Rgl(Mh AFH! GO+ pOk+1)
(S2H+1 p2h+1) _ Rﬁl(Mh AFH! GLE+ plk+1)
{ (Sl prrlit) = RN, AL Gkl ikl (4.47)
(Sq—Lk:-i-l7 pq—l,k-‘rl) — R}:I(Mh Aq)k—i-l, Sq—2,k+l’ pq—27kz+1>’
L (Sq,k—l-l’ pq,k—i-l) — R;l(Mh A(I)k+1, Sq—l,k—&—l’ pq—l,k—l—l)‘

On note R, 1(M;, A®F+1) = po*+l 1a suite de résolutions (4.47) telle que
Don=20,---,q—1
(Sn+l7k’+17 pn+1,k+l) _ R}Il(Mh A(I)k-i-l’ Sn,k-‘rl’ pn,k-i-l)’ (448)

End Do.

Suite a cette notation, la résolution numérique du systeme couplé (4.17), (4.36) et
(4.39) revient a la résolution du systeme suivant

pq,kz+1 — R;q(Mh ACDkH),
G, uftt — B, p?*t! = Fif (4.49)
M, ApF+! = Bl (u*! - ub).

Remarque 4.2.2 La succession de résolutions R, sera appelée la simulation du
réservoir, et G;l est la résolution de la géomécanique.
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4.2.7 Méthode de Newton

Pour résoudre I’équation non linéaire (4.45) découlant du systeme (4.17), on utilise
la méthode de Newton [Kel95]. L’algorithme est donné par

n+1,k+1
So

k+1 :
Pour et py**" donnés

( . N
Dol =0,---, jusqu'a convergence

Calcul de VR, (S FUEFE pridhtly

Factorisation de VR, = LU,

Résolution LU(3S,5p) = —Ry,(ADFHL §nhtl prktl guibhtl puktty
(SPAMAFL ppdtty — (grHLEsL puktly 4 (58 5p)

rp = ||Rh(A(I)k+l’ Sn,k-l—l7 pn,k’—i-l7 Sln-:_lLk—H> p?_’,_kl—i-l) ||7

End Do.

(4.50)
Pour appliquer 'algorithme (4.50), il suffit de pouvoir calculer

VRh.(S?—i_l’lﬁ_l, plTL+1,k+l) _ (67ﬂij)2Nv72Nv-

Sn,k—i—l n,k+1
l

Pour tout n, on note ( P ) le vecteur

n,k+1 nk+1 n,k+1 nk+1 n,k+1 nk+I\T
(ST 1, SK,Z Py 57 5PN, PNy )"
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Par conséquent, pour tout K € 7, et pour tout L € N (K)

57“21{—1,21{—1

0,k+1
+

m(K)( %

(n+ 1)At
T+

Z AwKLb

k+1 n+1,k+1 0
Ay ) SK,l Puw, K Cwt

LeN(K
n+1 n
0ok —1,2K = m(K)< (;ékH + %A(bkﬂ) x (14 cy pKJrzl k+1)>
n+1 n
Oroxok—1 = m(K)< i+ %A(bkﬂ) SKJ,FzLHl PS,K Cot
Z Ao KLl
LeN(K
n+1 n
0Tk 2K = m(K)< W+ %A(ka) :0271{ (1+c pKJrzl ),
et
0rox—120-1 = —At Ay kLI
Ororor—1 = —At Aok,
ou
( n n
Pw, Kl k7o K,l) . n
Tk 1 p ko si pL—’l_l > pK+l17
n+1 v
Aw—j—K7L7l = i (S )
i Tw,o( O] .
Tk Pw.Lt FTw o\ 2L b ginon ,
\ TNhw
4 7 n
Po.K,l kro,w(SK,l) . n
Tk 1 p ks pL—’l_l > pK+l1>
n+1 °
Ao,—;ﬂLJ = i (S )
o 01 krow(ST .
Tk.1 Po.Li Plow L k  sinon.
\ Mo

Les quantités drax_1,21, €t 072k 21,—1 sont nulles dés que K et L ne sont pas voisins.
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4.3 Schéma itératif a pas fractionnaire vu comme
la méthode de Gauss-Seidel pour le modele
linéaire

Dans cette section, on présente le schéma itératif a pas fractionnaire qui consiste a
calculer les inconnues du réservoir et celles de la mécanique en méme temps (¢ = 1),
autrement dit At = T*. On verra ce schéma dans le cas du modele de couplage
linéaire, comme un algorithme de Gauss-Siedel. On montrera aussi que la correction
introduite dans le simulateur du réservoir par les ingénieurs, grace au parametre ap-
pelé compressibilité de roche ¢,, peut étre vue comme une méthode de Gauss-Seidel
relaxée.

L’algorithme de résolution du systeme (4.33) est donné par :

( Dok=0,---,p—1

K+l _ k cktl ok
Po =P,y =u,
( . \
Dol=0,---, jusqu'a convergence

D, (pfif - p’“) +At Ry, py + B (uf“ - u"f) = At QY (4.51)

k+1 k+1 _ qok41
-Bups + G =F,7,

End Do.
k4l k1 okl okl
P =P, = Uy,
End Do.

\

On rappelle I'algorithme de la méthode de Gauss-Seidel ([LT94]) :
Soit A x = b un systeme linéaire; la méthode consiste a écrire la matrice sous la
forme A =M — N et

M Xi41 = N X; + b, (452)

ou N est la matrice triangulaire supérieure qui correspond a A. Cette méthode
converge si et seulement si le spectre de M~! N vérifie p(M~! N) < 1.

On pose
A— Ry, BT M — Ry 0 N — 0 —-Bf
-\ -B, G, )77\ -B, G, /)’ ~\ 0 0 )’
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et k41 k41
S P
— flow — +1
avec
Sthw = Dinp" + By u + At Q. (4.53)

En utilisant ces notations, le schéma itératif (4.51) peut s’écrire sous la forme (4.52),
qui est I'algorithme de Gauss-Seidel.

La méthode de relaxation pour le schéma itératif a pas fractionnaire

Dans les simulations du réservoir, les ingénieurs utilisent un parametre qui est la
compressibilité de la roche ¢,. Cette quantité est utilisée dans le modele du réservoir
pour prendre en compte la déformation mécanique. Dans ce qui suit, on va mon-
trer que cette correction dans le cas ¢ = 1, n’est qu'une relaxation de parametre

e\t . PPN . . o
v o= <1 + —) . L’algorithme du schéma itératif a pas fractionnaire corrigé est
Co
donné par :
( Dok=1,..,p,
pol =pf gt =t
( Dol=0,---, jusqu’a convergence,
Cr " Cr
(1+-2) Dy pfif + At Ry, pif + B uf ™ = 8%/) + — Dy, pit,
< ) Co Co (454)
—Bupif) +Grugf) = Ft,
(| End Do.
pttt = pif, utt =il
( End Do.

Le systeme (4.54) s’écrit sous la forme suivante
Cr

Cr
ARy + (14 )Dy, 0 ( py! ) _( 2P» B ( ;! ) +( S )
o k1 0 k+1 Fr+l )0
—By, Gh W 0 0 Ry h
qui peut étre vu comme une relaxation partielle de 1'algorithme de Gauss-Seidel avec

e\ 1 . )
<1 + —T) comme parametre de relaxation.
Co
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4.4 Le schéma itératif a pas fractionnaire
multi-échelle

On introduit dans cette section le schéma a pas fractionnaire multi-échelle relaxé,

tout d’abord pour le modele de couplage linéaire et ensuite pour le modele non

linéaire. Ce schéma consiste & calculer le déplacement u**! une seule fois en fin de

période T*, alors que les inconnues du réservoir sont calculées aux instants {¢™F*1}
par une méthode de point fixe.

4.4.1 Le schéma pour le modele linéaire

Pour résoudre I'ensemble des équations (4.13)-(4.14) et (4.18), on utilise la méthode
du point fixe. Les deux simulateurs : réservoir et géomécanique se rencontrent tous
les q pas de temps.

L’algorithme est donné par :

Initialisation de la période :

0k+1 _ _0k+1 , . L
py" T =py" T = p?* uf = u* donnés par la période précédente,

Itérations sur la période :
( Dol =0,---, jusqu’a convergence,
( La simulation du réservoir :

Don=20,---,q—1,
At

CT n n n
(1+7) Dy (P = i) + ARy pr P+ By (-t =

Y

SVAN’
= At Qn—i—l + ¢ T Dh(p?’k—H . pO,k)
End Do.

\

{ La résolution géomécanique :
k q,k+1 k:
Gnrwl, +Brp, =F)

[ End Do.
k1l gftl pak+l q,k+1
u Wi, P = P41

(4.55)
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4.4.2 Le schéma pour le modele non linéaire multi-échelle

(¢>1)

Introduisons maintenant I’algorithme

Initialisation de la période :

0,k+1
( SO’ +1 _ So,k+1

0,k+1 0,k+1

_ 0,k+1
Po =P

est donnée par la précédente période ou p

0,k+1
D,

k _ ik K+l _
L ug =u”, AP; = 0.

Itérations sur la période :

( Dol=0,---, jusqu’a convergence,

4 . . , .
La simulation du réservoir :

Don=20,---,q—1,

Résoudre par la méthode de Newton :

k+1 T* n+1,k+1 0,k+1 n,k+1 n,k+1 gn+1,k+1
Ry MpAD ™ + Crm(Pm - P ), S P S
(n+1)

End Do.

\

La résolution géomécanique :

k+1 ok+1 _ pk+1
Gruly —Bupg, =F,7,

k+1 _ —1 T (. k+1 k q,k+1 0,k+1
A(I>z+1 =M, B, (uz+1 —u”) - Cr(Pl+1 Y ),

[ End Do.

Cet algorithme est illustré a la Figure 4.6,

, L L. C QOk+1

est donnée par la précédente période ou Sy = gk,
— k.
- pq )

, - L. < 0k+1
= POFF1 est donnée par la précédente période ot @ = pok

(4.56)

n+1,k+1
'y Pi1

(4.57)

)0
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Simulation réservoir pT+1

A(I)k-l-l

TH —TF =T

k+1
Résolution géomécanique

Fi1G. 4.6 — Illustration de la simulation réservoir et de la résolution géomécanique
durant une itération sur une période 7.

4.5 La méthode du gradient conjugué précondi-
tionné

Dans cette section, on introduit une nouvelle approche basée sur la méthode du
gradient conjugué préconditionné pour coupler les deux simulateurs : réservoir et
géomécanique. On applique cette méthode, tout d’abord, dans le cas du modele
linéaire avec ¢ = 1 ou encore At = T™*. Puis on la généralise pour le méme type de
modele au cas multi-échelle c¢’est-a-dire ¢ > 1. Pour finir, on étend la méthode au
cas du modele non linéaire multi-échelle avec ¢ > 1.

4.5.1 Application de la méthode du gradient conjugué précon-
ditionné pour le modele linéaire et pour ¢ =1

Le systeme linéaire qui traduit le couplage entre 1’écoulement linéaire d’un fluide
dans un milieu et ses déformations mécaniques (4.33) s’écrit aussi

Rh pn+1 + B%“ un+1 _ S?l—ic_n}w
(4.58)
Gh un-l—l _ Bh pn+1 — FZ+1‘

L’idée consiste a construire le complément de Schur en éliminant une des inconnues
d’une des équations et la substituant dans I'autre. On applique ensuite la méthode
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du gradient conjugué préconditionné [Saa03] au systeme obtenu. Par conséquent, on
a les deux approches suivantes :

n+1

(a) La premiere approche consiste a éliminer I'inconnue u™**. Il vient a résoudre

finalement

flow>

(Ri+Bf G;' By )p"*! = BY G Fy*! + S
(4.59)

Gh un+1 — Bh pn+1 + FZ—H'

On applique alors la méthode du gradient conjugué préconditionné [Saa03]
a la premiere équation du systeme (4.59) méme si 'operateur n’est pas une
fonction quadratique. On prend la matrice C = R}, + ¢, I comme matrice de

préconditionnement car dans la pratique la matrice BY G;l B,, est proche de
¢ 1.

(b) La deuxieme approche consiste a éliminer cette fois-ci p™™! de la seconde

équation du systeme (4.58) et la substituer dans la premiere du méme systeme.
Ceci revient a résoudre I’ensemble des équations suivantes

(Gn+Bu R B Juwtt = By R, Syl + Fi,
(4.60)

Rh pn+1 _ _BZ u*t! + S?}l-i(-nlu

On applique la méthode du gradient conjugué préconditionné a la premiere
équation du systeme (4.60). On prend la matrice C = Gy, comme matrice de
préconditionnement. Dans le cas linéaire, on peut utiliser G; + By, R;l BY
comme matrice de préconditionnement. Par contre dans le cas non linéaire et
a cause du fait de la difficulté d’utiliser et de calculer By, R; ' B comme
une partie du préconditionneur, on se contente de Gj, comme matrice de
préconditionnement.
Les tests numériques effectués montrent que les deux approches sont similaires en
terme de cott, quand ¢ = 1. La difficulté pour la premiere approche (a) réside dans le
fait qu’on ne peut pas généraliser 1'algorithme du gradient conjugué préconditionné
au cas multi-échelle i.e. le couplage entre les deux simulateurs : réservoir et géo-
mécanique tous les ¢ pas de temps, contrairement a la seconde approche (b) ou
I'extension de l'algorithme est possible. Cette extension va étre abordée dans le
paragraphe ci-dessous.
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4.5.2 Extension de l’algorithme du gradient conjugué pré-
conditionné pour les deux modeles quand ¢ > 1
Dans cette partie, on considere les deux types de couplage entre les déformations

mécaniques et 1’écoulement linéaire monophasique et diphasique non linéaire tous
les ¢ pas de temps At.

Extension pour le modéele linéaire avec g > 1

Soit Tk — T* = T* une période de temps. On calcule une fois le déplacement 2 la
fin de la période T* alors qu'on calcule ¢ fois la pression durant une période T*.
On extrait 'expression de la pression p%* de la premiere équation du systeme (4.38)
et on la substitue dans la seconde pour déduire

¢

q—1 T
B
(Gh + By R E Rz Dq 1— z qh) L FZ-H + D;IL p07k+1+
=0

q—1
+B,, qu ( Z D%—l—iRz S;'l+1,k+1) :

=0
T
Ry - SRy B
— q
q—1

i Z D%—l—i RZSZ}'L-i-Lk:-I-l + D?L p07k:+1'

\ 1=0

(4.61)
On pose

o N\ BT
2, = GL+BiR," (ZR;DZ—I—Z) —h

— q

=0 - (4.62)
by*' = Fi*' + D] p®t 4+ B, R, < > DR, s;j“““)

1=0

Finalement, on applique ’agorithme du gradient conjugué préconditionné au systeme
Z,, uFt! = bl et on préconditionne par la matrice C = G,
Extension pour le modeéle non linéaire avec ¢ > 1

On étend maintenant la méthode du gradient conjugué préconditionné dans le cas
du modele de couplage non linéaire. On calcule une fois le déplacement u**! a la fin
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de la période T™ alors qu’on calcule ¢ fois la pression et la saturation durant cette
période. On déduit de (4.49)

Gh uk—l—l _ BhR}:q(B}T; (uk—i-l _ uk)) — F;fl+17
(4.63)
pq,k+l — R;‘I(Bg (uk’-i-l _ uk:))

On applique alors la méthode du gradient conjugué préconditionné non linéaire a la
premiere équation du systeme (4.63), donné dans [She94] qu’on rappelle ci-dessous

Rappel du gradient conjugué préconditionné non linéaire

On suppose qu’on cherche a minimiser une fonctionnelle continue f dont le gradient
V [ existe.

([ *o,r0 = Vf(x0),

calcul du préconditionneur C = H (%)
C zy =y,

do = 2o,

Dol=0,--

\/

(Vf(x).dy)
(Hys(xi)dy, dy)

o) =

X1 =X + o dp,

ri = —Vf(xi1) (4.64)

calcul du préconditionneur C = H(x;)
Cz =114

By = (1"1+1>Zz+1)
(rl7 Zl)

dp =z + 6 d
End Do

\ \

out Hy est la hessienne de f. On suppose que la fonctionnelle
1 k+1
F(x) = 5(Grx,x) + F(x) = (F,7, %) (4.65)

existe et est telle que

Vf(x)=Gpx—B, R, B} (x —u*)) - Fit. (4.66)
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Remarque 4.5.1 Malgré l’absence de critéres usuels de convergence de l’algorithme
du gradient conjugué préconditionné non linéaire (4.64) dans notre cas (puisque
Uezistence de la fonctionnelle f n’est pas assurée) il converge rapidement. De plus, il
se montre robute face auz difficultés causées par le choix de la méthode de discrétisation
VF-EF' (la non satisfaction de la condition inf-sup).

Pour appliquer I'algorithme (4.64) afin de résoudre la premiere équation du systeme
(4.63), il suffit de définir «; et le résidu r;;1. Pour calculer le résidu r;y; pour des
itéré u ! et pflitt, on a
1 - k k
pzq+1 = th(Bg (ul—:_ll —u")), (4.67)

on substitue (4.67) dans (4.66) pour obtenir

Vil = Gy ulf! — By, pifi — FEL (4.68)
Pour déterminer a, il suffit de déterminer H;(uf™').d;, on a
Hy(ul).d, = Gy d, — V(BhR 9(BT (ub+! uk))) d;, (4.69)

il suffit alors d’approcher
V(BiR, (B M, (uf ! — uh))) d,
par

B.LR, (B} (uf™ +ed, — u*)) — B,R, U(BY (uf™ — u*))

€

, (4.70)

ou € est un petit parametre. Soit p k“ la pression appelée intermédiaire et donnée
par

prt =R U(BY (uft + ed, — uh)), (4.71)

On substitue les égalités (4.67) et (4.71) dans (4.70), et on reporte I’équation obtenue
dans (4.69) pour déduire

(Bh ﬁ;} B pq k+1)
€

Hy(uf™hd, = G, d; —

(4.72)

Pour le préconditionneur, on se contente d’utiliser C = Gj. On est en mesure
d’écrire I'algorithme de gradient conjugué précondionné. Pour une période T*. Cet
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I’algorithme s’écrit donc

Initialisation de la période :
(ui™ donné,

k+1 - : . , .
pi =R, YBF (uptt —ub)), — simulation réservoir

_ wk+1 k+1 q,k+1
I'()—Fh —Ghuo —|—Bhp0 s

Cdy = ry,

L ZQZdQ.

Itérations sur la période :
(Dol =0,---, jusqu'a convergence

~gk+1 - : L .
P =R IBE (it +ed, — ub)), — simulation réservoir

~q,k+1 q,k+1
Bh pl+1 - Bh pl )

yi=Gpdip + ;

(v, 21)

N = 7V~

(ybdl)’

k1l _ o ktl
ul+l = + oy dl,
k1 - : ., .
pii =R, B (uh! —ub)), — simulation réservoir
_ k41 k+1 ak+1
41 = Fh -Gy u "+ B, P11

Gz =141, — résolution géomécanique

(1"1+1> Zl+1)

(v 21)

diy1 = 241 + Giadi.

ﬁl-l—l =

(| End Do.

(4.73)
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Remarque 4.5.2 Notons que l'algorithme (4.73) coincide bien avec l’algorithme du
gradient conjugué préconditionné appliqué pour le modéle linéaire (4.62).

4.5.3 Comparaison du coiut des opérations entre les deux
schémas a pas fractionnaires et du gradient conjugué
préconditionné

On compare le cott d’opérations entre les deux algorithmes (4.73) et (4.56)-(4.57)
pour le modele non linéaire.

e Pour I'étape d’initialisation, on note que I’algorithme basé sur la méthode du
gradient conjugué préconditionné nécessite une simulation réservoir contraire-
ment a l'algorithme itératif a pas fractionnaire multi-échelle.

e Pour chaque itération de période, on note que I'algorithme basé sur la méthode
du gradient conjugué préconditionné nécessite deux simulations réservoir et
une résolution géomécanique. Tandis que le schéma itératif a pas fraction-
naire multi-échelle ne demande qu’une simulation réservoir et une résolution
géomécanique.

Notons qu’en pratique la simulation de réservoir n’est pas aussi cotiteuse que la
résolution géomécanique. En effet, la simulation réservoir demande entre 10 a 15
min, tandis que la résolution géomécanique demande 6h de calcul (estimations tem-
porelle données par I'Institut Francais du Pétrole), donc le fait d’avoir 2 simulations
réservoir en une itération pour le schéma du gradient conjugué précondionné n’est
pas cotliteux.

4.6 Tests numériques

Dans cette section, on commence par présenter les résultats numériques dans le cas
du modele linéaire, on s’attachera ensuite au du modele non linéaire. Dans un pre-
mier temps, on valide numériquement les schémas présentés dans les sections 4.3,
4.4 et 4.5. On donne des solutions analytiques : la pression p et le déplacement u a
partir desquelles on calcule les seconds membres pour le réservoir et la géomécanique
a l'aide du systeme d’équations (4.1), (4.4) et (4.11).

Ceci nous permettera de faire une étude de 'ordre de convergence de la méthode
de discrétisation du systeme et de vérifier que le schéma a pas fractionnaire et la
méthode du gradient conjugué préconditionné quand (¢ = 1) donnent des résultats



4.6 Tests numériques 139

semblables ; de ce fait les deux méthodes sont validées.

Ensuite, on montre I'influence de la durée de la période c’est-a-dire I'influence de ¢
sur le comportement des solutions; pour cela et dans le but d’imiter la physique,
on choisit deux solutions analytiques p et u telles que la fonction déplacement u
varie peu devant p (cf. Figure 4.7). On validera 'approche du schéma multi-échelle
en temps pour les deux algorithmes. On montrera aussi que la méthode du gradient
conjugué est plus rapide et plus robuste que le schéma a pas fractionnaire notam-
ment quand la condition inf-sup introduite dans la section 4.2.5 n’est pas vérifiée ou
encore quand les fuides sont peu compressibles.

Grace a un cas test 1D non linéaire effectué en collaboration avec I'Institut Francais
du Pétrole, on établira les mémes conclusions que pour le cas du modele linéaire 2D.
Ensuite, on validera les deux algorithmes dans le cas du modele non linéaire 2D.
Notons que dans le cas non linéaire, notre solution de référence va étre celle qui est
donnée par le schéma itératif a pas fractionnaire (¢ = 1). On présentera également
dans ce cas I'influence du rapport des viscosités sur les solutions et on observera que
les résultats obtenus concordent avec les prévisions de la physique.

On finira par conclure que la méthode du gradient conjugué préconditionné est
moins colteuse et plus robuste que le schéma a pas fractionnaire; et ceci malgré
I’absence des criteres usuels de convergence du premier algorithme dans le cas du
modele non linéaire.

4.6.1 Modele linéaire

On se donne un cas test ou les solutions exactes la pression p et le vecteur du
. . : . . 1 272
déplacement u sont données respectivement sur les domaines w C Q ouw = |=

373
et 2 =0,1]? par

1 2 1 2
p(z, 2, t) 0% cost (z 3) (x 3) (z 3) (z 3) :
100 cost (22 — )% (22 — 2)? (4.74)

u(z,z,t) = )
100 cost (2 — x)? (2% — 2)?
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linéaire

comme l'illustrent les Figures 4.8 et 4.9. Les seconds membres, () pour le réservoir
et f pour la géomécanique, sont donnés par :

Qt,x, 2)

f(t,x,z2)

avec

filt,x, 2) =

— ¢, 10*sin(t)(z — %)2(3; _ %)2@ - %)2@ - 2)2 -
210" cos(¢) (= — %)2@ - %)2(2(:1; _ %)(x - %) o1y -
210" cos() (x — %)2(33 - %)2(2@ _ %)(z - %) e

—200sin(t)2%(z — 1)%2(x — 1)(20 — 1) —
—200sin(t)2z?(z — 1)%2(z — 1)(2z — 1),

fi(t, z, 2)
fo(t,x, 2)

falt,z,z) = 600cos(t)z?(z — 1)2(2x(z — 1) + (22 — 1)?)+
+800 cos(t)xz(x — 1)(z — 1)(2x — 1)(22 — 1)+
+200 cos(t)x?(x — 1)2(22(2 — 1) + (22 — 1)?)—

—210%cos(t)(z — 3)*(z — 2)*(z — 3)(z — 3)(2z — 1)).

L’intervalle de temps des simulations est [0, 10]. Nous commengons par comparer
le schéma a pas fractionnaire (4.51) et le schéma basé sur la méthode du gradient
conjugué préconditionné appliquée a (4.60) dans le cas At = T™* ou encore ¢ = 1.

Nous constatons que dans ce cas, ces deux algorithmes ont le méme comportement,
comme le montrent les Figures 4.10, 4.11, 4.12 et 4.13 ou une étude de 'ordre de
convergence des schémas de discrétisation est faite. Notons que ces comparaisons
sont effectuées dans le cas ou la condition inf-sup est réalisée c¢’est-a-dire avec une
compressiblité assez grande (¢, = 1).

Les Figures 4.10 et 4.11 montrent le comportement de la norme L?*(w) de l'erreur
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p—pp, en fonction du pas d’espace Ax ou pj, est donnée respectivement par le schéma
itératif a pas fractionnaire et la méthode du gradient conjugué préconditionné. Nous
remarquons que le schéma de volumes finis est d’ordre 2 en espace pour la pression p.

Les Figures 4.12 et 4.13 montrent le comportement de la norme L?(Q2) de I'erreur
u—1uy, en fonction du pas d’espace Ax ol uy, est donnée respectivement par le schéma
itératif a pas fractionnaire et la méthode du gradient conjugué préconditionné. On

1
note qu’a partir de Az < 5 on n’a plus un schéma d’ordre 2 pour At = 0.01. Nous

. . . At
constatons alors qu’il y a une condition CFL a respecter du type 7 < C pour
x

avoir un schéma est d’ordre 2 en déplacement, ce qui mene a déduire qu’il y a une
borne supérieure pour At, ce qui est classique.

Remarque 4.6.1 Nous rappelons que dans la section 4.2.5, nous avons vu que l’ab-
sence de la condition inf-sup impose une borne inférieure a At ; fait qui n’est pas
courant comme le montre le Tableau 4.1 ou en présence d’un fluide peu compressible
(¢, =0.5), on n’a pas la condition inf-sup mais en augmentant At, le schéma a pas
fractionnaire converge.

Le Tableau 4.2 montre la robustesse du schéma du gradient conjugué préconditionné
face au cas ou la condition inf-sup n’est pas vérifiée (par exemple pour ¢, = 0.5).
On constate que le schéma itératif & pas fractionnaire converge jusqu'a T! = 1
et ensuite il ne converge plus, contrairement a la méthode du gradient conjugué
préconditionné qui converge en nombre petit d’itérations. Dans ce méme cas et en
relaxant le schéma itératif a pas fractionnaire par ¢, = 0.2 (cf. Algorithme (4.54))
on note qu’en terme de nombre d’itérations et de temps CPU, la méthode proposée
du gradient conjugué est moins cotiteuse et plus rapide (cf. Tableaux 4.1 et 4.2).

Nous remarquons aussi que pour notre exemple de solutions régulieres, la méthode
du gradient conjugué est plus rapide que le schéma a pas fractionnaire dans les deux
cas ¢ = 1 ou multi-échelle comme l'illustrent les Tableaux 4.3 et 4.4, ou on établit
une comparaison de nombre d’itérations et de temps CPU entre les deux schémas.

On s’intéresse ensuite a la validation entre des deux schémas dans le cadre multi-
échelle c’est-a-dire ¢ > 1. On considere que les deux domaines de la géomécanique et
de I’écoulement sont identiques 2 = w = [0, 1]* et que les fonctions tests sont telles
que la fonction déplacement u varie peu devant la fonction pression p pour imiter
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le cas physique ou

p(x,z,t) = 10cos2t (2% — )% (2% — 2)* + 10,
t
cos 5 (" — )" (7 = 27 10 (4.75)
u(z,z,t) = ’

t
cos = (> —2)? (2> = 2)2 + 10

et telles que les normes L?(f2) des fonctions p et u sont données par la Figure 4.7.
Les seconds membres dans ce cas sont donnés par

Qt,z,2) = —c,20sin(2t)2?(z —1)%2%(z — 1) —
—20 cos(2t)2*(z — 1)2<2x(aj — 1)+ (22 — 1)) —
—20 cos(2t)2?(x — 1)? (22(2 — 1)+ (22 — 1)) .
- sin(é)zQ(z —1)%z(x —1)(22 — 1) —
_ sin(é)xz(m 1)z —1)(25 — 1),

filt,z, 2)
f(t,z,z) = ,

fo(t,x, 2)

avec

filt,z,2) = fot,z,x) = 6cos(:)2?(z—1)*(2z(z — 1) + (2z — 1))+
+8cos(L)zz(w — 1)(z — 1)(20 — 1)(22 — 1)+
+2cos(L)a?(z — 1)2(22(2 — 1) + (22 — 1)2)—
—20 cos(2t)2%(z — 1)%z(z — 1)(2z — 1).

Les Figures 4.14, 4.15, 4.16 et 4.17 montrent 'influence de la durée de la période du
couplage T* = q At sur les solutions.
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Pour les Figures 4.14 et 4.15, nous remarquons que les courbes d’erreur de la pres-
sion pour ¢ = 1, ¢ = 10 et ¢ = 20 sont semblables ; ce qui valide et renforce I'idée du
multi-échelle en temps pour les deux schémas : itératif a pas fractionnaire et gradient
conjugué préconditionné. De ¢ = 50 a ¢ = 200, 'erreur augumente avec q. Alors que
sur le déplacement (Figures 4.16 et 4.17), on constate que l'erreur sur la pression
n’a pas une grande influence sur les déplacements. On voit qu’aux instants de ren-
contres les points des courbes d’erreur se superposent. Mais nous considerons que la
solution est bonne si a la fois le déplacement et la pression sont bons. Nous consta-
tons aussi que les courbes d’erreur des deux schémas : itératif a pas fractionnaire
et la méthode du gradient conjugué préconditionné ont un comportement semblable.

Nontons que le probleme du ¢ optimal reste ouvert, c¢’est-a-dire déterminer un critere
pour l'instant de rencontre des deux simulateurs : réservoir et géomécanique.

15 T T T T T T T T T

14 T 3

13 | B

12 -

Norme L2

La pression Le deplacement --------

F1G. 4.7 — La norme L? de p et u.
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t=1.000000, nx =15 t=2.000000, nx =15

Prs

=SS5
N
. NS -

3 7

A

y

X
t=10.000000, nx =15

2
L0 =X
DY R NS
\\\‘\{‘\\!"7.9'/7’/
-4 AN <7

F1G. 4.8 — La pression exacte p correpondant a l’exemple analytique (4.75).
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F1G. 4.9 — Le déplacement exacte u correpondant a ’exemple analytique (4.75).
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—2r —=— T =1.00
—=<— T = 3.00
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— T =7.00
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F1G. 4.10 — La norme L?(w) de lerreur p — py,, ol p, donnée par le schéma itératif
a pas fractionnaire (¢ = 1) par rapport a Az ou ¢, = 1 et At = 0.01.
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log(A x)

F1G. 4.11 — La norme L%*(w) de l'erreur p — py, ot p, donnée par le schéma du
gradient conjugué préconditionné (¢ = 1) par rapport a Az ou ¢, = 1 et At = 0.01.
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—2r —&— T =1.00
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F1G. 4.12 — La norme L?(2) de lerreur u — uy, ot u;, donnée par le schéma itératif
a pas fractionnaire (¢ = 1) par rapport a Az ou ¢, = 1 et At = 0.01.
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F1G. 4.13 — La norme L*(Q) de Perreur u — uy, ou u; donnée par le schéma du
gradient conjugué préconditionné (¢ = 1) par rapport a Az ou ¢, = 1 et At = 0.01.
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F1G. 4.14 — L’erreur relative de p — p, en norme L?*(w), oul p, donnée par le schéma
itératif & pas fractionnaire multi-échelle pour différent g par rapport aux instants 7"
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F1G. 4.15 — L’erreur relative de p — pj, en norme L?(w), ol p;, donnée par le schéma
du gradient conjugué préconditionné multi-échelle pour différents ¢ par rapport aux

instants 7% ot ¢, = 1, At = 0.01 et Az = o
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F1G. 4.16 — L’erreur relative de u —uy, en norme L?(), ou u, donnée par le schéma
itératif a pas fractionnaire multi-échelle pour différents ¢ par rapport aux instants
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FIG. 4.17 — L’erreur relative de u —uy, en norme L?(€2), ol u, donnée par le schéma
du gradient conjugué préconditionné pour différents ¢ par rapport aux instants 7"
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Relaxé par ¢, = 0.2, At = 0.01 . =0et At=0.1

T! Nombre d’itérations CPU Nombre d’itérations CpPU

T =1 13 4.176E+0 23 6.740E+0
T3 = 12 3.872E+0 25 7.300E+0
T° =5 13 4.196E+0 24 7.160E+0
T = 13 4.185E+0 24 6.920E+0
T =9 13 4.208E+0 26 7.650E+0

TAB. 4.1 — Le nombre d’itérations et le temps CPU du schéma a pas fractionnaire
g =1 ou ¢, = 0.5 d’une part relaxé par ¢, = 0.2, et d’autre part en prenant un pas
de temps At plus grand.

Schéma a pas fractionnaire Gradient conjugué préconditionné
T! Nombre d’itérations CPU Nombre d’itérations CPU
T! = 117 3.523E+1 7 2.079E+0
T3 = X X 10 4.190E+0
T° =5 X X 10 2.929E+0
T = X X 9 6.649E+0
T9 =9 X X 9 2.680E+0

TAB. 4.2 — Le nombre d’itérations et le le temps CPU pour le schéma a pas frac-
tionnaire ¢ = 1 et le schéma du gradient conjugué préconditionné dans le cas ou la
condition inf-sup n’est pas satisfaite (¢, = 0.5 et At = 0.01), durant les instants
T T3, T°,T7, et TY, (x désigne la non convergence).
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Schéma a pas fractionnaire ¢ = 1 | Gradient Conjugé Préconditionné g = 1
T Nombre d’itérations CPU Nombre d’itérations CPU
T =1 11 3.538E+0 5 1.993E+0
T3 = 12 3.871E+0 9 3.318E+0
T° =5 12 3.895E+0 9 3.317E+0
T = 13 4.228E+0 7 2.660E+0
T9 =9 13 4.212E+0 8 2.971E+0

TAB. 4.3 — Comparaison du nombre d’itérations et du temps CPU entre le schéma
a pas fractionnaire ¢ = 1 et schéma du gradient conjugué préconditionné ¢ = 1,
dans le cas ou la condition inf-sup est vérifiée (¢, = 1) durant les instants
THT13,7°,T7, et T°.

Schéma a pas fractionnaire ¢ = 10 | Gradient Conjugé Préconditionné ¢ = 10
T Nombre d’itérations CPU Nombre d’itérations CPU
T =1 11 5.362E+0 6 3.950E+0
T3 = 12 5.862E40 9 5.790E+0
T5 =5 13 6.356E+0 10 6.399E+0
T = 13 6.378E+0 8 5.170E+0
T9 =9 13 6.361E+0 9 5.800E40

TAB. 4.4 — Comparaison du nombre d’itérations et du temps CPU entre le schéma
a pas fractionnaire multi-échelle et le schéma du gradient conjugué préconditionné
multi-échelle , dans le cas ou la condition inf-sup est vérifiée (¢, = 1), durant les
instants 7, T3, 7%, T7, et T?.

4.6.2 Modele non linéaire

Dans cette section, on valide les schémas (4.56)-(4.57) et (4.73) présentés dans les
sections 4.3, 4.4 et 4.5 pour le modele non linéaire 1D d’espace et ensuite en 2D.
L’exemple 1D a été validé en collaboration avec 'IFP (Insitut Frangais du Pétrole)
et il a fait l'objet de l'article [DEH*02]. Ce cas test qui a permis de valider le cas
2D ; autrement dit, on a utilisé le 2D périodique pour retrouver les résultats du 1D.

Cas test 1D

L’écoulement s’effectue dans un cylindre isotropique qui représente le milieu po-
reux de rayon R = 0.25m et de longueur L = 1m (cf. Figure 4.18) et avec des
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Lo 5.107% Pa.s
Loy 1.1073 Pa.s
k 2.107 14
oo 0.30
oY 950 kg.m ™3
% 1000 kg.m™3
o 110°F Pg T
c 110 5 Pq !
A 5.10% Pa
W 2.10% Pa
Pression atmosphérique | 10° Pa

TAB. 4.5 — Parametres de simulations.

mouvements latéraux nuls.

0.25m

—
|

1im

>

Fia. 4.18 — Cylindre avec des mouvements latéraux nuls.

On injecte I'eau par le bas du cylindre et on extrait I’huile par le haut. On fixe la
pression p a la sortie alors qu’on impose un flux d’eau (), et un flux d’huile @), = 0
entrant tels que (), = 0. Les parametres de la simulation sont donnés par le tableau
4.5. L’intervalle de simulation = [0, 3600].

En absence des effets capillaires, on est en présence d’un probleme de type Buckley-
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Leverett ; la saturation alors satisfait une équation de loi de conservation de premier
ordre dont la solution est une fonction discontinue. La Figure 4.19 présente le voyage
d’un choc a travers le cylindre représentés aux instants 180 s, 360 s, 600 s, 1200 s,
1560 s, 1800 s, et 3660 s. Comme I'huile est 5 fois plus visqueuse que ’eau, pour
faire bouger I’huile au début, il nous faut un grand champ de pression et ensuite ce
champ diminue au cours du temps (cf Figure 4.20).

Les Figures 4.21 et 4.22 valident I'idée de la méthode du gradient conjugué précondi-
tionné dans le cas non linéaire malgré I'absence des criteres usuels de convergence de
cet algorithme. On constate que I'erreur en norme L sur les saturations (cf. Figure
4.21) et sur les pressions (cf. Figure 4.22) entre la méthode du gradient conjugué
préconditionné et le schéma itératif a pas fractionnaire ¢ = 1, est acceptable et
qu’elle est telle que les plus grandes amplitudes pour les saturations se localisent
aux discontinuités. Pour les pressions, l'erreur en ¢ = 60 s est grande la ot on a
un champ de pression grand et elle diminue avec la diminution de ce gradient. Ce
test assure la fiabilité de la méthode du gradient conjugué préconditionné (¢ = 1)
proposée dans le cas non linéaire et la solution qu’il donne va étre considérée comme
solution de référence quand la condition inf-sup est absente et lorsque le schéma
itératif a pas fractionnaire n’est pas capable d’en donner une.

Les Figures 4.23 et 4.24 représentent les courbes d’erreur en norme L*° entre les
saturations en huile données par le schéma a pas fractionnaire (¢ = 1) et respective-
ment données par le schéma a pas fractionnaire multi-échelle et par la méthode du
gradient conjugué multi-échelle avec (¢ = 60) aux différents instants ¢. On constate
que l'erreur de plus grande amplitude se localise aux discontinuités de contact.

Les Figures 4.25 et 4.26 représentent les courbes d’erreur en norme L™ entre la pres-
sion donnée par le schéma a pas fractionnaire (¢ = 1) et respectivement données par
le schéma a pas fractionnaire multi-échelle et par la méthode du gradient conjugué
multi-échelle avec (¢ = 60), aux différents instants ¢. On remarque qu’en ¢t = 60 s
I’amplitude de I'erreur est maximale a cause du grand champ de pression du début
de la sortie d’huile et qu’ensuite cette amplitude baisse avec le temps.

Les Figures 4.23, 4.24, 4.25 et 4.26 montrent aussi que contrairement au cas linéaire,
on a une petite différence entre I'erreur du schéma a pas fractionnaire multi-échelle
et la méthode du gradient conjugué préconditionné multi-échelle (¢ = 60) ou le
premier algorithme se montre légérement plus précis que le second.
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F1G. 4.19 — Saturations en eau données par le schéma a pas fractionnaire ¢ = 1 aux
différents instants .

pression

F1G. 4.20 — Pressions données par le schéma a pas fractionnaire ¢ = 1 aux différents
instants .
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0.7

Fic. 4.21 — Erreur en norme L* sur les saturations en eau entre le schéma a pas
fractionnaire et la méthode du gradient conjugué quand ¢ = 1.
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F1G. 4.22 — Erreur en norme L sur les pressions entre le schéma a pas fractionnaire
et la méthode du gradient conjugué quand ¢ = 1.
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~
1

erreur

F1G. 4.23 — Erreur en norme L sur les saturations en huile entre le schéma a pas
fractionnaire ¢ = 1 et multi-échelle ¢ = 60.
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Fi1c. 4.24 — Erreur en norme L sur les saturations en huile entre le schéma a pas
fractionnaire ¢ = 1 et la méthode du gradient conjugué avec g = 60.
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F1G. 4.25 — Erreur en norme L™ sur les pressions entre le schéma a pas fractionnaire
g = 1 et multi-échelle g = 60.
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F1G. 4.26 — Erreur en norme L™ sur les pressions entre le schéma a pas fractionnaire
g = 1 et la méthode du gradient conjugué avec g = 60.

Cas test 2D

Dans cette section, on considere un écoulement de deux fluides eau-huile dans le
milieu poreux Q = [0,1]%2. On procéde comme dans le cas 1D par injection d’eau
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pour faire bouger ’huile. On fixe la pression p a la sortie alors qu’on impose des flux
entrants : un flux d’eau @,, fixé et un flux d’huile @), = 0, comme l'illustre la Figure
4.27. Les parametres de la simulation sont les mémes que ceux utilisés dans le cas
1D sauf pour les viscosités des fluides 7, et 7, ainsi que les compressibilités ¢, et ¢,
qui vont étre précisées lors des résultats. On note par R le rapport des viscosités tel

que R = Yo On fait varier ce rapport pour voir son influence sur I’écoulement. La
Thw
pression au temps initial ¢ = 0 est égale & la pression atmosphérique 10° Pa et la

pression de sortie est fixée a 0 Pa.

Les Figures 4.29 et 4.28 montrent respectivement la saturation en huile et la pression
au cours du temps. Comme I'huile est 100 fois plus visqueuse que ’eau ou encore
R =100, le réservoir se vide en suivant essentiellement ’axe reliant le point d’injec-
tion et le point de sortie (cf. Figure 4.28). Dans le but de déplacer I'huile et parce
que R = 100, il nous faut au début de la simulation un grand champ de pression qui
diminuera au cours du temps (cf. Figure 4.29).

Les Figures 4.30 et 4.31 montrent I'influence de la durée de la période sur les sa-
turations données respectivement par le schéma a pas fractionnaire multi-échelle
et la méthode du gradient conjugué multi-échelle pour différents ¢. Ces figures
représentent la variation de lerreur en norme L?(€2) de ces solutions par rapport &
la solution de référence donnée par le schéma a pas fractionnaire ¢ = 1. On constate
que plus la durée de période est grande (g grand) plus l'erreur augumente. Les Fi-
gures 4.32 et 4.33 ainsi que les Figures 4.34 et 4.35 représentent la variation de la
norme L? de I’erreur sur respectivement la pression et les déplacements pour les deux
algorithmes : a pas fractionnaire multi-échelle et gradient conjugué préconditionné
multi-échelle pour différents q. On constate que plus la période est grande plus I'er-
reur est grande.

Pour le cotut d’opérations en terme de nombre d’itérations et de temps CPU, le
Tableau 4.6 illustre la comparaison entre les deux algorithmes : a pas fractionnaire
multi-échelle et gradient conjugué préconditionné multi-échelle avec ¢ = 20. On
constate que le premier est beaucoup plus cher car les compressibilités sont telles
que ¢, = ¢, = 4.107? (la condition inf-sup est difficile & satisfaire). Le Tableau 4.7
représente la méme comparaison que le tableau précédent mais avec des fluides plus
compressibles tels que ¢, = 1.1078 Pa™! et ¢, = 4.107® Pa~!. On remarque que
les deux algorithmes ont une légere différence en terme de nombre d’itérations. Le
temps CPU est plus important pour la méthode du gradient conjugué préconditionné
multi-échelle que pour le schéma a pas fractionnaire multi-échelle dans ce cas, mais
cela n’est pas significatif dans notre exemple car le modele de géomécanique traité
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est un modele simple et prend moins de temps que la simulation réservoir. Dans
notre simulation, la roche est considérée a comportement élastique alors qu’on
réalité la mécanique de la roche est beaucoup plus complexe. Le comportement
de la roche peut étre plastique, élasto-plastique, ... etc. En pratique, la résolution
de la géomécanique dure 6 heures alors que la simulation réservoir ne prend que 15
min.

La Figure 4.36 représente la saturation en huile et la pression telles que le rapport
des viscosités R = 100 ou encore la phase huile est 100 fois plus visqueuse que
la phase eau. On constate la présence d’un doigt pour la saturation et la pression
montrant la direction privilégiée de la sortie d’huile en ¢ = 100 s, contrairement a
la Figure 4.37 ou le rapport des viscosités R = 1 et ou on remarque qu’il n’y pas
de direction priviligiée et tout se passe d’'une maniere symétrique par rapport aux
points d’injection et d’extraction. Les Figures 4.38 et 4.39 ainsi que les Figures 4.40
et 4.41 représentent le méme phénomene mais aux instants ¢ = 580 s et ¢ = 3660 s,
respectivement. Notons que ces résultats concordent avec ce que prévoit la physique.
La Figure 4.42 montre I’ influence du maillage sur la saturation a I'instant ¢ = 100 s
ou on constate que le schéma de discrétisation diffuse dans le sens de la direction
du maillage. Autrement dit, si les mailles sont allongées verticalement, la diffusion
suivra ce sens et pareillement pour les mailles allongées horizontalement. Le méme
phénomene est observé et relevé a l'instant ¢ = 580 s (cf. Figure 4.43). Les Figures
4.44 et 4.45 illustrent 'influence du sens du maillage sur la pression aux instants
respectifs £ = 100 s et t = 580 s.

Qy fixéet Q, =0

/

U

N
\

p : pression de sortie imposée

Fi1G. 4.27 — Domaines de I’écoulement et de la géomécanique.
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F1G. 4.28 — La saturation en huile durant les instants ¢ donnée par le schéma a pas
fractionnaire ¢ = 1.
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t=100

F1G. 4.29 — La pression p du fluide durant les instants ¢t donnée par le schéma a pas
fractionnaire ¢ = 1.
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F1G. 4.30 — Erreur en norme L?(2) sur les saturations entre le schéma & pas frac-
tionnaire ¢ = 1 et multi-échelle a différents ¢, a différents instants.
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F1G. 4.31 — Erreur en norme L?(Q) sur les saturations entre le schéma & pas frac-
tionnaire ¢ = 1 et la méthode du gradient conjugué multi-échelle a différents ¢, a
différents instants.
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F1G. 4.32 — Erreur en norme L?({2) sur les pressions entre le schéma & pas fraction-

naire ¢ = 1 et multi-échelle a différents ¢, a différents instants.
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F1G. 4.33 — Erreur en norme L?(f2) sur les pressions entre le schéma & pas frac-
tionnaire ¢ = 1 et la méthode du gradient conjugué multi-échelle a différents ¢, a

différents instants.



Algorithmes de couplage entre les déformations du sol et 1’écoulement

e s e
164 linéaire
x 10°°
o X
—=— q = 20
—— q =50
—=<— q = 100
sl
ZL
6L
a
h]
= sp
=
D
3
1
== af
(<t}
k=2
alL
oL
1L
o - . b —
o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
T

F1G. 4.34 — Erreur en norme L?*(Q)) sur les déplacements entre le schéma & pas
fractionnaire ¢ = 1 et multi-échelle a différents ¢, a différents instants.
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F1G. 4.35 — Erreur en norme L?*(Q) sur les déplacements entre le schéma & pas
fractionnaire ¢ = 1 et la méthode du gradient conjugué multi-échelle a différents ¢,
a différents instants.
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F1G. 4.36 — Saturation et pression a 'instant ¢ = 100 s avec un rapport des viscosités
de fluides R = 100 et un maillage régulier.

F1G. 4.37 — Saturation et pression a 'instant ¢ = 100 s avec un rapport des viscosités
de fluides R = 1 et un maillage régulier.
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F1G. 4.38 — Saturation et pression a I'instant t = 580 s avec un rapport des viscosité
de fluides R = 100 et un maillage régulier.

F1G. 4.39 — Saturation et pression a 'instant ¢ = 580 s avec un rapport des viscosités
de fluides R = 1 et un maillage régulier.
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F1G. 4.40 — Saturation et pression a I'instant ¢ = 3660 s avec un rapport des visco-
sités de fluides R = 100 et un maillage régulier.

F1G. 4.41 — Saturation et pression a I'instant ¢ = 3660 s avec un rapport des visco-
sités de fluides R = 1 et un maillage régulier.
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F1G. 4.42 — Saturation a I'instant t = 100 s ou le rapport des viscosités R = 100,
donnée en utilisant deux maillages différents : a gauche par des mailles allongées
verticalement et a droite avec des mailles allongées horizontalement.

F1G. 4.43 — Saturation a t = 580 s ou le rapport des viscosités R = 100, donnée en
utilisant deux maillages différents : a gauche par des mailles allongées verticalement
et a droite avec des mailles allongées horizontalement.
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Fi1G. 4.44 — Pression a t = 100 s ou le rapport des viscosités R = 100, donnée en
utilisant deux maillages différents : a gauche par des mailles allongées verticalement
et a droite avec des mailles allongées horizontalement.

F1aG. 4.45 — Pression a t = 580 s ou le rapport des viscosités R = 100, donnée en
utilisant deux maillages différents : a gauche par des mailles allongées verticalement
et a droite avec des mailles allongées horizontalement.
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Schéma a pas fractionnaire ¢ = 20 | Gradient Conjugé Préconditionné ¢ = 20
T Nombre d’itérations CPU Nombre d’itérations CPU
T =20 126 0.611E+3 19 0.172E+3
T3 = 60 122 0.507E+3 17 0.145E+3
T" = 140 113 0.368E+3 16 0.107E+3
T = 180 108 0.350E+3 15 0.997E+2
T = 200 104 0.378E+3 15 0.110E+3
T2 = 400 52 0.110E+2 12 0.524E+2

TAB. 4.6 — Comparaison de nombre d’itérations et le temsp CPU entre le schéma
a pas fractionnaire multi-échelle et le schéma du gradient conjugué préconditionné
multi-échelle durant les instants 71, 73,77, T T et T?° ot ¢, = ¢, = 4.107 Pa!.

Schéma a pas fractionnaire ¢ = 20 | Gradient Conjugé Préconditionné ¢ = 20

T Nombre d’itérations CPU Nombre d’itérations CPU

T =20 11 0.488E+-2 14 0.319E+3
T3 = 60 11 0.464E+-2 12 0.285E+3
T =140 10 0.217E+2 12 0.142E+3
T = 180 10 0.216E+2 11 0.129E+3
T = 200 9 0.196E+2 11 0.130E+3
T = 400 6 0.130E+2 7 0.742E+2

TAB. 4.7 — Comparaison de nombre d’itérations et le temps CPU entre le schéma a
pas fractionnaire multi-échelle et la méthode du gradient conjugué préconditionné
multi-échelle durant les instants T4, 73,77, 7%, T et T? ol ¢, = 1.1078 Pa~! et
Co = 4.1078 Pa~ L.

Remarque 4.6.2 Le critere d’arrét pour toutes les simulations pour les deux modéles
du couplage était pris sur la pression tel que

le+1 _leoo

Patm
0l Patm €St la pression atmosphérique et 7 = 6 pour le cas du modéle linéaire et
7 = 3 pour le modéle non linéaire. Tandis que, p;i1 — p; est la différence entre deux
pressions de deux itérations successives.
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4.7 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre deux approches pour la résolution numérique des
deux modeles de couplage entre I’écoulement et la géomécanique : linéaire et non
linéaire. On a écrit essentiellement, un nouvel algorithme basé sur la méthode du gra-
dient conjugué préconditionné. Dans le cas non critique, c¢’est-a-dire un écoulement
de fluides de compressibilités significatives, la nouvelle approche proposée se montre
aussi couteuse et aussi précise que celle utilisée classiquement : le schéma a pas frac-
tionnaire mutli-échelle. Toutefois, et face a la condition inf-sup qui n’est pas vérifiée
a cause du choix de la méthode de discrétisation utilisée en pratique, la nouvelle
méthode se montre robuste et surmonte cette difficulté et ceci malgré ’absence de
criteres usuels de convergence de I'algorithme du gradient conjugué préconditionné.

Toutefois, le probleme de la période optimal, c’est-a-dire le choix de ¢ reste un
probleme ouvert et a déterminer. Il est important aussi, de voir I’extension de cette
nouvelle approche, intuitivement possible, au cas 3D et pour d’autres modeles de la
géomécanique : plastique, élasto-plastique.



Theorical and numerical study in coupling between
multiphase low and mechanical deformations in
hydrocarbons extraction

Abstract : The purpose of this thesis is to study theoretical and numerical aspects
of some coupled models between a flow in porous medium and the mechanical defor-
mation of the ground. We consider two coupled models on the one hand (1) between
a linear compressible flow and the mechanical deformation of the ground, and on the
other hand (2) between a nonlinear two-phase flow and the mechanical deformation
of the medium. For the first model (1), we show the existence and the uniqueness
of the weak solution by means of the Galerkin method. The second model (2) is
strongly coupled and involves a parabolic degenerate equation. In order to show the
existence of a weak solution, we consider a sequence of related uniformly parabolic
problems and apply the Schauder fixed point theorem to show that they possess a
classical solution. We then prove the relative compactness of sequences of solutions
by means of the Fréchet-Kolmogorov theorem which yields the convergence of a sub-
sequence to a weak solution of the parabolic system. The second part is devoted to
the numerical study; we compare two coupling algorithms for the coupled models.
The first one, which is used by engineers, is based upon computations by means of a
fixed point method ; the second one, which we propose, relies on a preconditionned
conjugate gradient approach. We show that the second algorithm is more robust
than the first one.

Key words : Flow in porous medium, Mechanical deformation, Nonlinear de-
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