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Résumé de la thése

A chaque instant ¢, nous construisons la dynamique des particules collantes distri-
buées initialement suivant une fonction de répartition Fp, avec une vitesse ug, a partir
de l'enveloppe convexe H(-,t) de la fonction

m € (0,1) — /m (F&l(z) —i—tuo(FO_l(z)))dz .

Ici, FO_1 est I'une des deux fonctions inverses de Fj. Nous montrons que les processus
X, (m) =0, H(m,t), X, (m) =0, H(m,t),

définis sur lespace probabilisé ([0, 1], B, A), sont indistinguables et ils modélisent les
trajectoires des particules. Le processus X, := X, = X, est une solution de I’équation

(BDs): L = Blug(X0)/X,]
telle que P(Xy < x) = Fo(x) Va. L'inverse M, := M(-,t) de la fonction m +— 0,,H(m,t)
est la fonction de répartition des particules a I'instant . Elle est aussi la fonction de répar-
tition de la variable aléatoire X;. On montre I'existence d'un flot (¢(x,t, My, us), s < t)
tel que X; = o(Xs, t, My, us), ot us(z) = Efug(Xy)/Xs = x| est la fonction vitesse
des particules a 'instant s. Si % converge faiblement vers %, alors la suite des flots
o(+, -, F{', up) converge uniformément, sur tout compact, vers ¢(-, -, Fy, ug).

Ensuite, nous retrouvons et étendons certains résultats des équations aux dérivées
partielles : la fonction (x,t) — M (x,t) est la solution entropique d’une loi de conservation
scalaire de donnée initiale Fj, et la famille

(p(d$, t) = P(X; €dx), u(x,t)=Eu(Xo)/Xy=2], t> 0)

dFp(x)
dx

est une solution faible du systéme de gaz sans pression de données initiales , UQ-

Cette thése contient aussi d’autres solutions de ’équation différentielle stochastique
(EDS) ci-dessus. Ces solutions sont obtenues par la superposition des dynamiques col-
lante et de désintégration.

Mots-clés : Processus stochastique, Equation différentielle stochastique, Particules col-
lantes, Flot, Enveloppe convexe, Equations de gaz sans pression, Loi de conservation
scalaire, Equation de Hamilton-Jacobi, Equation de Burgers.






Abstract of the thesis

At each time ¢, our construction of sticky particle dynamics, with initial repartition
function Fy and velocities ug, is given by the convex hull H(-,t) of the function

(0.1) H/ 2) + tuo (Fy(2))) dz

Here, F; ' is one of two inverse functions of F,. We show that the processes X, (m) =
O H(m,t), X;"(m) = 9} H(m,t), defined on the probability space ([0,1], B, A), are not
distinguishable, and they model the particles trajectories. The process X; =: X; = X,
is a solution of the equation

dX;
At
such that P(X, < x) = Fo(x) V. The inverse M; := M (-, t) of the map m +— 0, H(m,t)
is the repartition function of the particles at each time ¢. It is also the repartition
function of the random variable X;. We show the existence of a forward flow map
(¢(x,t, My, us), s < t) satisfying X; = ¢(X,, Ms,us) where us(x) = E[ug(Xo)/Xs = 2]
is the velocity map of the particles at time s. If —2 converges weakly towards dF -, then
the flow ¢(-, -, F{', up) converges uniformly, on every compact subset of R x R, towards

¢('7 '7F07u0)'

(SDE) : = Eluo(Xo)/ X4 ,

We then recover and generalise some results about partial differential equations : the
map (z,t) — M (z,t) is the entropy solution of a scalar conservation law with Fj as
initial data, and the family

<p(dx, t) = P(X; € dx), wu(z,t) =E[uo(Xo)/Xe =1x], t> 0)

is a weak solution of the system of pressure-less gas equations with initial datum dFo(z) , UQ-
dx

This thesis also presents other solutions of the above stochastic differential equation
(SDE). Theses solutions are obtained by the superposition of the sticky dynamics and
the disintegration dynamics.

Keywords: Stochastic process, Stochastic differential equation, Sticky particles, For-
ward flow, Convex hull, Pressure-less gas equations, Scalar conservation law, Hamilton-
Jacobi equation, Burgers equation.






Chapitre 0

Introduction

Pour expliquer la formation des grosses structures dans I'univers (amas des particules
et leur évolution), Zeldovich [43] propose le modéle des particules collantes suivant :
on considére un systéme de particules {#?} C R ayant comme vitesses initiales {v)}
et pour masses initiales {m?}. Les particules se déplacent avec une vitesse constante
entre les instants de chocs. A chaque instant de choc, les particules qui se rencontrent
forment une nouvelle particule massive. Sa masse et sa vitesse sont données par les lois
de conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Plus précisément, si les
particules z?, k < i < j se rencontrent, alors elles forment une nouvelle particule de
masse my, j, et qui part avec une nouvelle vitesse v ;; la masse et la vitesse de cette
particule sont données par les équations

J J
_ 0 P 0.0
Mk = E :ml y o My iV, = § :ml v -
I—k 1=k

Dans le cas continu, ’état initial du systéme des particules est défini par une mesure
positive p(dz,0) et par une fonction vitesse x — ug(x). Si on note par p(dz,t) et u(x,t)
respectivement la distribution de la matiére et la fonction vitesse a 'instant ¢, alors les
lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement sont données par le
systéme

O(p) + Ou(up) =0
Oy (up) + 0x(u’p) =0
plde,t) — Py,  u(x,t)p(de,t) — ue(x)Py(dx) faiblement, lorsque t — 0F

Ce systéme est appelé systéme de gaz sans pression, et il a fait l'objet de plusieurs
travaux [4, 27, 5, 25]. Du point de vue de la physique, ce systéme a été étudié comme
un modéle de particules collantes par Zeldovich. Mathématiquement, les solutions de ce
systéme sont naturellement des mesures. Ainsi, la famille ¢ — (p(dz,t), u(z,t)) doit étre
une solution faible de ce dernier systéme, c’est-a-dire que pour toute fonction f € C{,
I'espace C} étant I'ensemble des fonctions de classe C'* & support compact, et pour tous



2 Introduction

O<t1<t2,

/f p(dx,ts) /f p(dx,ty) /:/f’(x)u(x,t)p(dx,t)dt,

/f( Vulz, £2)pl(da, £2) /f (. 1) (da:,tl):/t2/f’(x)uQ(x,t)p(dx,t)dt,

/f dxt—>/f )po(dx) , )

/f u(x, t)p(dx,t) —>/f Yuo(z)po(dx) , lorsque ¢ — 0T .

L’existence globale d’une solution faible a été obtenue par Brenier, Grenier [4] et E,
Rykov, Sinai [25]. On rappelle ici les deux constructions.

Dans [25], on approche la distribution initiale py par une suite de mesures discrétes
po(dz) =30, mld(zl — x). Pour chaque entier n, on construit la dynamique des parti-
cules collantes associée au systéme initialement situé aux positions (2 : 1 < i < n) avec
les vitesses et les masses (ug(z}), m! : 1 <i < n). On associe & chaque z sa trajectoire
(p™(x',t) : t > 0). La distribution de la matiére a l'instant ¢ est donnée par

"(dx,t) Zm"5 Tt)—x),

et la fonction vitesse est donnée par

un(@n<x?’ t)? t) = atgon (x?7 t)'

On montre que pour chaque n, la famille (p”(dx,t),un(x,t) St > O) est une solution
faible au systéme de gaz sans pression avec la distribution initiale pf(dz) et la vitesse
initiale (ug(z}) : 1 < i < n). En faisant tendre n — 400, sous ’hypothése

po(dx)
dx

>0 Va € Supp(po) ,

et sous I’hypothése de la continuité de la vitesse initiale ug, on montre que la suite des
flots (¢™) converge uniformément sur tout compact de R xR vers une fonction continue
¢. Finalement, on montre que (p(dz,t) := po o ¢ ' (-, t),u(-,t) : t > 0) est une solution
faible au systéme de gaz sans pression, avec

Jistwtr—ptwan W+ tuo(y)) po(dy)
[ E— L)

u(z,t) =

Les deux points délicats de cette approche sont la construction du flot limite ¢(x,t) et
la convergence de la suite des vitesses u,(x,t) vers la vitesse limite u(z,t).



L’approche de Brenier et Grenier [4] consiste & montrer que pour chaque ¢, la suite des
mesures (p"(dz,t) = p§ o (¢™)7'(-,t) : n > 1) converge faiblement vers une probabilité
p(dz,t) dont les fonctions de répartition (M(z,t) = p((—o0,z],t) : x,t) constituent
I'unique solution entropique de I’équation de loi de conservation suivante :

DM + 0,(A(M)) =0,

ou My(z) = po((—o0,xz]),z € R, et
A(m) = /Omuo(]\/[ol(z))dz, Vm e (0,1) .

[Is montrent que la mesure 0, (A(M)) est absolument continue par rapport a la mesure

0. M, et que la famille [ D)
d0.(A(M))]

est une solution faible du systéme de gaz sans pression.

Une approche probabiliste a été faite par Dermoune [14]. Il a montré que les trajec-
toires des particules collantes sont modélisées par un processus stochastique solution de
I’équation différentielle

dX; = Elug(Xo)/X]dt, 1oi(Xy) = p(dz,0) . (0.0.1)

En utilisant la formule de changement de variables, il montre que pour toute solution
(X;) de (0.0.1), la famille

(p(dz,t) := P(X; € dz), u(z,t) := E[ug(Xo)/X: = z])

est une solution faible du systéme de gaz sans pression. Pour construire cette solu-
tion, Dermoune [14]| considére une variable aléatoire X, dont la loi est une mesure de
probabilité pg, et une suite de variables aléatoires (X{') discrétes telle que X — X
p.s. Il montre, sous les mémes hypothéses que celles de [25], que les processus (X[ :=
" (X, t) : t > 0) et la limite (X; := ¢(Xo,t) : t > 0) sont solutions de (0.0.1). Le point
délicat dans cette approche est de montrer que le processus limite (X;) est solution de
(0.0.1).

On arrive maintenant & la motivation et aux résultats essentiels de cette thése. La
construction du flot limite ¢ dans I'approche de E, Rykov, Sinai [25] est basée sur un
principe variationnel généralisé qui consiste & définir chaque amas de particules a ’aide
de son extrémité gauche et de son extrémité droite. Ces extrémités sont bien définies
lorsque la distribution initiale est une mesure discréte, mais elles deviennent ambigués
dans le cas ou la distribution initiale est diffuse. Le point de départ de cette thése était de
comprendre et de corriger cette ambiguité. Ceci est ’objet du chapitre 1. On reprend la
construction de la dynamique des particules collantes sous un angle légérement différent
de celui de [25], dont voici un résumé.
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La matiére est initialement distribuée suivant une mesure de probabilité F, et une
vitesse vg non forcément continue qui a des « sauts négatifs ». Nous désignons par Fj la
fonction de répartition de Py, et par F; ! son « inverse ». Nous définissons le modéle des
particules collantes de la maniére suivante.

(i) L’ensemble des particules initiales est décrit par la fonction m € (0,1) — Fy*(m).

(ii) Tant qu’il n’y a pas de choc, 'ensemble des particules, a I'instant ¢, est décrit par
la fonction
m € (0,1) — Fy ' (m) + tvg (Fy " (m)) .

(iii) Apres le premier choc, cette derniére fonction n’est plus croissante, ce qui se traduit
par la non convexité de la primitive

m e (0,1) — [m [Fo ' (2) + tue (Fy '(2))] dz

On montre que l’enveloppe convexe m € (0,1) — H(m,t) de cette primitive
détermine I'état du systéme des particules collantes a l'instant t. L’ensemble des
positions occupées par le systéme est donné par la fonction

€ (0,1) — O H(m, 1),

et les extrémités des amas sont les images, par la fonction Fj; ', des points extré-
maux de ’enveloppe convexe.

Cette approche a plusieurs avantages. Elle corrige le principe variationnel généralisé de
E, Rykov, Sinai [25], et elle permet de retrouver les résultats de Brenier, Grenier [4],
[25], Dermoune [14] sans passer par la discrétisation de la mesure initiale. Elle permet
aussi d’étendre leurs résultats a des vitesses initiales non forcément continues.

Dans le chapitre 2, on étudie le processus stochastique (m, t) — 0, H(m,t) défini sur
I'espace probabilisé ([0, 1], B([0, 1]), A). On montre d’abord qu’il est solution de (0.0.1).
Puis, on construit un processus stochastique (y,t) — ¢(y,t, Py, vg) sur l'espace proba-
bilisé (R, B(R), Py). Pour chaque y € R, la trajectoire t — o¢(y,t, Py, vg) est celle de
la particule soumise a la dynamique des particules collantes, partie initialement de la
position y. On montre ensuite que les deux processus

(m,t) — ¢(Fy ' (m),t, Py,vo) , (m,t) — O H(m,t)

sont indistinguables, et qu’ils sont solutions de (0.0.1).

Ces résultats donnent, d’une part, une autre preuve au résultat de Dermoune, et
d’autre part, ils prolongent l'existence de la solution de (0.0.1) lorsque la probabilité
initiale est quelconque. Comme conséquence de cette nouvelle approche, on obtient la
propagation des sauts négatifs, c’est-a-dire que us, la vitesse des particules a 'instant s,
a elle aussi des « sauts négatifs ». De plus, le flot vérifie la propriété de Markov suivante

¢(3/;t + S, P(],Uo) = ¢<¢(3/7 S, POJ U(]);t’ P37us> )



ou P est la distribution des masses a l'instant s. Un corollaire de la propriété de Markov
du flot est 'existence d’'un processus stochastique (X;) solution de (0.0.1), tel que X; =
&(Xs, Ps, ug) pour tous s < t.

D’autre part, si (Po(n)) est une suite de probabilités a support fini telle que Pén) — By
faiblement, on montre que la suite des flots gb(-, “ PO("), ’U()) converge uniformément sur
tout compact de R x R, vers ¢(-, -, Py, vg). De plus, gb(-, : Ps(n), ugn)) converge uniformé-
ment sur tout compact de R x R, vers ¢(-, -, Ps, us) -

Ce résultat nouveau compléte celui de [25] dans lequel des restrictions fortes étaient
imposées a la mesure Fy. Enfin, nous terminons le chapitre 2 par ’étude du comporte-
ment limite des amas de particules, lorsque le temps tend vers l'infini.

Dans le chapitre 3, on s’intéresse a la résolution probabiliste de la loi de conservation
scalaire

O,M + 8,(A(M)) = 0.

D’abord, nous rappelons la définition de la solution entropique et des solutions faibles
de cette équation. Ensuite, nous montrons que si le processus

Xt = Xo + /OtE[’Uo(Xo)/Xs]dS

est tel que X; = f(Xo,t), ot f(-, %) est une fonction croissante, alors
(x,t) — P(X; < x):= M(z,t)

est solution faible de la loi de conservation. L'unique processus ayant ces propriétés est
celui des particules collantes, c’est-a-dire Xy = ¢(Xo, t, Py, vp).

Le chapitre 4 est consacré a la recherche des processus stochastiques solutions de
I’équation différentielle
dXt = E[UO(XO)/Xt]dt .

On montre que I'unique processus de Markov o(Xj)-mesurable est celui des particules
collantes. Dans le cas discret, on caractérise toutes les solutions de (0.0.1) comme les
trajectoires de la dynamique des particules qui se déplacent avec une vitesse constante
entre les instants de chocs, et aux moments des chocs, certaines particules se collent et
d’autres se désintégrent.

Ensuite, on s’intéresse aux processus stochastiques de la forme

t
Xt=X0+/ Vids ,
0

et nous obtenons une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour que

(P(X; € dz), u(z,t) = E[V;/X, = z])
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soit une solution faible du systéme de gaz sans pression, a savoir : f € C1(R, x R),

B [ /: F(X0, B)dV; + / ® var (V) X,)(0s f)(Xt,t)dt} o, (CNS)

t1

var(Vi/X,) = E [V2/X,] — (BIVi/X))? .

La « différentielle » dV; est définie a priori par la formule de changement de variables

/ 2 f(th)dV;f - f(Xt27 t2)vt2 - f(th»tl)th - / 2[(azf>(Xt7t)‘/tz + (atf)(Xht)V;]dt )

t1

pour toute fonction f € C'(R; x R).
Lorsque (V;) est une martingale ou une martingale inverse, la condition (CNS) se
réduit a

B Utt f(Xt,t)dvt] _F [/t var(Vt/Xt)(axf)(Xt,t)dt} —0, Vfec! (CS)

t1

Nous montrons, lorsque X; est o(Xy)-mesurable et (V) est une martingale, que néces-
sairement V; = u(Xjp), out up est une fonction mesurable. Dans le cas ou (V) est une
martingale inverse, nous montrons que V; = E[ug(Xy)/X;], et que le processus (X;) est
celui des particules collantes.

Pour les processus affines par morceaux, les conditions (CNS) et (CS) sont équi-
valentes. Dans ce cas, V; est o(X;)-mesurable entre les instants de chocs. Nous mon-
trons qu'un tel processus est complétement déterminé de la maniére suivante. Soient
(o=0<m < -+ <7, < ...)et (Xo,V,) deux suites indépendantes de variables
aléatoires discrétes telles que

E

Vn_vnl/X0+Z<Ti_Ti1)%177—17---77—71 =0 Vn>1,
i—0

alors
Xt = XTn71 + (t - Tn—l)vn—lv Vit € [Tn—l? Tn) .

Nous terminons ce chapitre par I’étude de la stabilité de 1’équation
dXy = Elvy(Xo)/ X Jdt ,
qui se traduit comme suit. Si on dispose d’une suite de processus (X7') telle que
dX}" = Elvo(Xg)/ X" |dt ,

et si
X! — Xy lorsque n — 400,

le processus limite X est-il solution de dX; = E[vo(Xg)/X;|dt?



Gréce aux résultats de Hoover [28], nous obtenons, en plus de la stabilité de 1’équa-
tion différentielle, la convergence dans L' de la suite des vitesses E[vo(X{)/X[] vers la
vitesse limite Efvg(X)/X;] pour tout t. Dans le cas des particules collantes étudié dans
le chapitre 2, la stabilité a déja été obtenue. Le gain ici, c’est la convergence de la suite
des vitesses.

Dans le chapitre 5, nous étendons, par une étude similaire, les résultats des quatre
chapitres précédents au cas des mesures de Radon. Dans le cas ol la mesure de Radon est
la mesure de Lebesgue sur R, nous montrons que la fonction vitesse u(x,t) des particules
collantes est la solution entropique de I’équation de Burgers

u?(x,t)

dpu(z,t) + 0, ( > =0, u(z,0)=ul).

Dans le dernier chapitre 6, nous faisons le lien entre les lignes de discontinuité de
I’équation de Burgers et un flot de particules collantes. Nous supposons que la donnée
initiale ug de I’équation de Burgers est une fonction décroissante et bornée. Plus pré-
cisément, pour chaque partition (yo = —00,y1,...,ynv+1 = +00) de R, on consideére la
solution de I’équation de Burgers de vitesse initiale vazl uo(¥i) L1y, y,.1)- Pour chaque 4
on note par z(y;,t) : t > 0 la ligne de discontinuité de la solution qui part de y;. Nous
montrons que {z(y;,t) : 1 < i < N,t > 0} converge sur tout compact [a,b] x [0, 7],
lorsque

max yier — il = 0,
vers le flot ¢(-, -, —dug, ug) des particules collantes ayant —duy comme distribution ini-
tiale, et uy comme vitesse initiale. Ce flot coincide avec les lignes de discontinuité de
I’équation de Burgers de vitesse initiale ug.

En outre, nous montrons que la solution de I’équation de Burgers u coincide avec la
vitesse des particules collantes ; elle est discontinue en un point (x,t) ssi x est la position
a l'instant ¢t d’une particule massive.



Introduction




Chapitre 1

Modéle des particules collantes et
enveloppe convexe

Dans ce chapitre, nous allons étudier la dynamique des particules collantes sur la
droite réelle. Le systéme de particules est initialement distribué selon une mesure de
probabilité de fonction de répartition Fj, et un champ de vitesse V. Le résultat essentiel
de ce chapitre consiste & montrer que cette dynamique est entiérement déterminée par
les enveloppes convexes (H(-,t) : t > 0) des fonctions m € (0,1) — ["[Fy'(z) +
tVo(Fy*(2))]dz, ot a € (0,1) est quelconque. Dans la suite, on prendra a = 1/2. Les
points extrémaux de H (-, t) fournissent les groupes de particules qui se trouvent collées
avant ou & 'instant ¢. La dérivée de H(-,t) s’interpréte comme les positions a I'instant
t des groupes de particules. Si les dérivées

O H(m,t) := lim H(m,t) = H(m = ¢, )

e—0+ g

et

H t) — H(m,t
OfH(m,t) := li1r0n+ (m +e, 2 (m, 1)

sont différentes, alors elles représentent les positions a l'instant ¢ de deux groupes de
particules voisins. Si 0, H(m,t) = 0% H(m,t), pour l'abscisse m d’un point extrémal
de I'enveloppe convexe, alors les deux groupes voisins viennent de rentrer en collision a
I'instant t.

La fonction inverse F; de la fonction m € (0,1) — 0;>H(m,t) est la fonction de
répartition de la distribution des particules a 'instant ¢. Cette fonction de répartition
nous permettra de retrouver et d’étendre les résultats concernant le systéme de gaz sans
pression.

Une partie de ce chapitre a fait 'objet d’une publication dans le Séminaire de Proba-
bilités [24], et d’une prépublication dans la revue IRMA de Lille 1 [22]. Une autre partie
de ce chapitre a été publiée dans Seminar on Stochastic Analysis [23].
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1.1 Modéle discret (fini) des particules collantes

Nous considérons N particules situées sur la droite réelle aux positions
r1 < 9 < --- < xy. Chaque particule est représentée par sa position initiale z; et
a initialement la vitesse v; et la masse m;. Les particules se meuvent avec une vitesse
constante tant qu’il n’y a pas de choc. Aux instants de chocs, les particules se collent
(chocs mous) suivant les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement.
Pour tout ¢t > 0, soient les particules zg, ..., x4 qui se trouvent collées a I'instant ¢.
Elles forment une nouvelle particule qui se trouve a la position

2. my(x; +tvy)

<j<d

zi(t) =2

' > my
g<j<d

Vie{g,....d}, (1.1.1)

avec la vitesse

> myv;

9<j<d

> my

9<j<d

vi(t) = (1.1.2)

obtenue grace a la conservation de la quantité de mouvement. La masse de la nouvelle
particule est

mit) = Y m; (1.1.3)

9<j<d

obtenue grace a la conservation de la masse.
Si on définit la fonction de flot

{1’1, - ,ZL’N} XRy = R:z;— Qb(xht) = I,(t) )
alors

V@%ﬂ, w@):§%¢@%t+fi—¢@hw.

Chaque fonction ¢(x;,-) est affine par morceaux car sa dérivée est constante par mor-
ceaux.

1.1.1 Propriété (du flot)
1 x; < T, — gb(l‘l,t) < Qb(l'],t) vVt >0
2. ¢(zit) = ¢(xj,t) = ¢(an,t) = ¢(wi,t) YV ay € [, 7],

Pour une commodité d’écriture, nous notons ¢(-,t) =: ¢;. Pour chaque i, ¢; *{¢;(z;)}
est le groupe des particules qui se sont agglomérées avec x; avant ou a l'instant .

Par construction, nous avons les résultats suivants.

1.1.2 Proposition
Pour chaque t, & = {¢; '{¢¢(z;)}, 1 < i < N} est une partition de {z1,...,zx}. La
dynamique des particules est entiérement déterminée par (5,5, t > O).
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Nous allons maintenant retrouver la dynamique des particules collantes d’une autre
N

N
maniére. On suppose que ) ;m; = 1. Soit la mesure de probabilité Py = ) ;m;d,; ot pour
1 1

chaque j, 0., désigne une mesure de Dirac.
Soit la fonction de répartition Fy de P, définie par

Fy(a) = Py(—o0,al, a€R.

Elle est complétement déterminée par I’ensemble de ses valeurs {m, m;+mq, ..., m;+
o4 my, ..., 1} sur le support S = {x; : 1 < i < N}. Ses fonctions « inverses » sont
définies par

0,1]] >m— F;'(m) =inf{a: Fy(a) >m}
=sup{a: Fy(a) <m}, (1.1.4)

0,1]>m— F;'(m) =sup{a: Fy(a) < m}
=inf{a: Fy(a) > m}. (1.1.5)

La signification des indices g et d des inverses apparaitra dans ce qui suit.
On peut déja énoncer le lemme suivant qui va jouer un role important dans le cas
continu.

1.1.3 Lemme
Pour tous M; < M, appartenant a Fy(R) et pour toute fonction f mesurable bornée

CF(Fy i (2))dz = /[ £(1) Po(dn).

M 5 (M), Fy (Ma)]

Nous allons montrer que la dynamique des particules collantes est entiérement dé-
terminée par les enveloppes convexes H(-,t) de

0,1] 32— p(z,t) = [Fy ' (m) + tVo (Fy ' (m))] dm .

ww\
N

Ici, F; ' désigne indifféremment F 9_1 ou F;'. Pour chaque t, 'enveloppe convexe H (-, t)
de (-, t) est la plus grande parmi les fonctions convexes qui minorent ¢(-, t).
Pour tout G C R, on pose

> my(x; + tvy)
ijG

> my

.TjEG

C(G,t) = Vt.

On peut énoncer le résultat suivant.
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1.1.4 Proposition
Pour chaque t, H(-,t) est affine par morceaux. Soient My < M les abscisses de deux ex-

trémités successives d’un segment du graphe de H(-,t). L’intervalle [F, (M), F; ' (M,)]
est le plus grand intervalle de la forme [x;, x;11, ..., x;] tel que :

H(Ms,t) — H(M,,t)

1) C([xivxj]at) = M, — M, )

2) Vy € [xiﬂij C([yvxj]7t> < C({xivy%t)'

La preuve repose sur le lemme précédent et sur le fait que m — H(m,t) est 'enve-
loppe convexe de ¢(,t).

Nous avons aussi le résultat suivant

1.1.5 Proposition
Soit M D’abscisse d’un point extrémal de H(-,t). Si x; = F; (M) (resp. z; = F;'(M)),

alors !

Clyr, i), t) < C(lwg, 90l 1), siyn < < Yo (1.1.6)
(resp.

Clyr, i), t) < C((mi,ye),t), siyn < x; <ya). (1.1.7)

Inversement, si x; vérifie (1.1.6) (resp. (1.1.7), alors il existe un unique point extrémal
de H(-,t) dont I'abscisse M est telle que x; = F-Y(M) (resp. x; = F; ' (M)).

g

1.1.6 Proposition
Si0 < M; < --- < My < 1 désignent les abscisses de tous les points extrémaux de
H(-,t), alors

& = {[F,(0), F (M), ..., [ (M), Fy (1))}

La dynamique a l'instant ¢ est donc entiérement définie par H (-, ).

1.1.7 Remarque
Dans la proposition précédente, F,(M;) (respectivement F;Y(M;)) est toujours une
extrémité gauche (respectivement une extrémité droite) d’un élément de &;. Ceci justifie
les indices g et d.

1.1.8 Illustration
Soit Py = mydy, + mady,, =1 < xo. Il y a deux particules initiales de vitesses
respectives Vo(z;) =: v; et de masses respectives m;. On a

Fo(R) ={0,mq, 1},

et
EN0)=F; (my) =21, F 'Y my)=F;'(1)=1y.

g g
On distingue alors deux cas :
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(i) @1 + tvy < x9 + tuy : les particules x, 25 ne se sont pas encore rencontrées.

Fig.1: L’ensemble des abscisses
< des extrémités de H(-,t)
X
{% est {0, mq, 1}.
02
w2 p(,t) = H(1)
0 1 1

On a deux segments sur l'enveloppe convexe qui correspondent aux intervalles
[0,m4] et [mq, 1]. Ces intervalles donnent la partition de ’ensemble des particules

& = {{za}, {2} } -

Ce qui indique que les particules ne se sont pas encore rencontrées a l'instant ¢.
(ii) @1 + tvy > o + tvs : les particules x1, x9 sont collées avant ou & l'instant ¢.

Fig.2 : L’ensemble des abscisses
des extrémités de H(-,t)

est {0, 1}.

On a un seul segment sur I'enveloppe convexe qui donne la partition de I’ensemble
des particules

S = {1’171?2} .

Ce qui indique que les particules se trouvent collées a 'instant t.

Nous remarquons que les positions de x; et x5 sont respectivement données par
H_ (mi,t)=H(0,t) et H, (1,t)=H.(m,t).

1.1.9 Remarque

La dynamique du systéme de particules est déterminée par I'ensemble (F;, t > 0) des
fonctions de répartition de la matiére a chaque instant t. Elle est aussi déterminée par
Iensemble (F; ', t > 0) des positions des particules a chaque instant t.
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On vient de voir, dans le cas d’'un nombre fini de particules, que la dynamique des par-
ticules collantes est complétement déterminée par les enveloppes convexes (H (1), t >

0) qui fournissent (F, ' := g—g(-, t), t > 0). On se propose d’étendre cette construction a

une probabilité Py quelconque sur R.

1.2 Principe variationnel généralisé (GVP)

On vient de définir la dynamique des particules collantes & partir des enveloppes
convexes H (-, t), lorsque la distribution initiale de la matiére est une combinaison li-

N
néaire de mesures de Dirac Py = ) m;d,,. On voudrait faire la méme chose pour une
1

mesure de probabilité P, quelconque.

Une solution a été proposée par Weinan E; Yu. G. Rykov et Ya. G. Sinai [25] lorsque
Py(dx) = p(z)dx et la vitesse est continue. Elle consiste a construire a chaque instant
t une partition & de R en passant par un « principe variationnel » qui s’énonce comme
suit.

1.2.1 Définition (GVP)

Soient V : R — R une fonction continue et bornée, et Py une mesure de probabilité
sur R. Le principe variationnel généralisé (GVP) est défini par les assertions (GV Py) et
(GV P;) suivantes :

(GV P,) « est 'extrémité gauche d’un élément de & ssiV y; < o < Y

Jign.oy (1 V()] Po(dn) _ Sy (1 + Vo ()] Po(dn)
Polyr, ) Folo, y2) ,

(GV P;) [ est 'extrémité droite d’un élément de & ssi ¥V y; < 3 < yz

S [+ tVom)] Po(dn) — [i5,.1 [n +tVa(n)] Po(dn)
Po(y1, O] Po(B, o) .

Pour tout t, les éléments de & sont les intervalles |« (] tels que « vérifie (GV P,) a
Iinstant t, (3 vérifie (GV P,) a I'instant t et il n’y a aucune extrémité a I'instant t dans

(o, B).

N
Cette définition coincide avec celle de la section précédente lorsque Py = » m;d,;.
1

Mais si Py est diffuse, alors cette construction est mal définie. Dans ce cas, toute extré-
mité gauche est aussi une extrémité droite.

Nous allons voir que la définition du modeéle des particules collantes & 'aide des
enveloppes convexes permet de clarifier et de corriger cette ambiguité, et de I'étendre a
des vitesses non forcément continues et des probabilités quelconques.
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1.3 Masses effectives, Particules effectives

Nous allons d’abord définir les informations particulaires contenues dans la fonction

de répartition [ et dans ses inverses F; L Fg_l.

1.3.1 Définition (Supports S, S;, S-)
On appelle support de Py I’ensemble

S={zeR: R(r—¢e,x+¢)>0,Ye > 0}.

On définit
S, ={zxeR: Plz,z+¢)>0,Ve >0},

et
S_={zeR: P(zr—e,z]>0,Ve >0}.

Onaalors =8, US_.

Siz € Sy, alors x est la position d’une particule massive (Py({z}) > 0), ou bien il
y a accumulation de particules a droite de z. Les éléments de S_ présentent les mémes
propriétés a gauche.

Une particule est effective pour Py (ou bien Fp) si elle appartient a S. L’ensemble
des masses effectives pour Py (ou bien Fp) est défini par

E = {Fo(z —0), Fo(x) : x € S} .

Un élément m € (0,1) n’est pas une masse effective lorsqu’il existe deux masses effec-
tives consécutives my < my telles que m € (mq,msy). Les masses effectives déterminent
completement la maniére dont les particules occupent la droite réelle. Inversement, les
inverses Fj;! et F g_l associent & chaque masse m deux particules effectives F;'(m) et

F;*(m). On vérifie facilement qu'une masse m € (0, 1) est effective ssi

Py(—o0, F, Y (m)) =m ou  Py(—oo, Fy'(m)] =m .

On distingue deux cas.
1) FyY(m) < Fg_l(m). Les deux demi-droites (—oo, F."t(m)) et [F,1(m),+o00) sont

g g
séparées par le vide (F); ' (m), F, ' (m)), car Po(F; ' (m), F,;(m)) = 0. Ce cas se présente
seulement lorsque m € Fy(R). Les extrémités F, ' (m), F,(m) peuvent étre chargées ou

non.
2) F;'(m) = F; ' (m) := Fy ' (m). Dans ce cas il y a une accumulation de masse a gauche
ou & droite de m. L’extrémité F; '(m) peut étre chargée ou non.

Maintenant, si on dispose uniquement d’une primitive de Fy, *(m), c’est-a-dire de la
fonction convexe

H(-,0):m € (0,1) — [1 Fyl(2)dz,
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on obtient Fjy en inversant la fonction m +— 0, H(m,0). Les masses effectives sont les
points extrémaux de H(-,0).

Nous revenons a la dynamique des particules collantes avec la vitesse initiale Vj
mesurable et bornée. La distribution initiale de la masse est donnée par la fonction de
répartition Fy d’une probabilité F.

A chaque instant ¢, on considére ’enveloppe convexe H(-,t) de la fonction

(0,1) 3 z+— @(z,t) = [Fy ' (m) + tVo (Fy ' (m))] dm . (1.3.1)

M\»—‘\
N

Il est clair qu’il existe une fonction de répartition F; d’une probabilité P; sur R telle que
H(-,t) soit une primitive de F; ', c’est-a-dire

H(m,t) = /m F7Y2)dz ¥Ym e (0,1).

Dans le reste de ce chapitre, nous allons montrer que P, est la distribution a I'instant
t de la masse des particules collantes. Les abscisses des points extrémaux de H (-, ) sont
les masses effectives de P;. Les dérivées de H(+,t) sont les particules effectives de P;. Pour
déterminer les particules effectives de Py qui forment une particule effective 0,, H(m,t)
de P, avec m Dl'abscisse d'un point extrémal de H(-,t), il suffit de calculer F;'(m) et
F1(m).

g

Tant que la fonction & > m — Fy'(m) + tVo(Fy '(m)) est croissante, il n’y a pas
de choc et chaque particule F, '(m) se trouve a la position F, ' (m) +tVo(F, " (m)) et sa
voisine F;'(m) se trouve a la position F; ! (m) + tVo(F;*(m)) (Fig. 3).

Lorsque cette fonction cesse d’étre croissante (Fig.4), il y a choc et la position
a l'instant ¢ de chaque particule F '(m) est donnée par la dérivée en m, & gauche
O, H(m,t); la position de sa voisine F,"(m) est donnée par la dérivée en m, a droite
ot H(m,t) (Fig.5).
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m i Fy'(m) m s By (m) |
+tVy (Fy ' (m)) +tVo (Fy ' (m))] OmH(- 1) |
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Fig. 3. Fig. 4. Fig. 5.

Fig. 3. Les particules ne se sont pas encore rencontrées. La particule m est a la position

Fy 't (m) +tVo (Fy M (m)).

Fig. 4. La position des particules qui se sont collées avant ou a l'instant ¢ est représentée
en pointillés.

Fig. 5. L’ordonnée d’un point (m, ) du graphe est la position a 'instant ¢ des particules
indexées par m. La longueur M* — M, d’un segment horizontal du graphe est la masse

d’un amas de particules a l'instant ¢.

On termine cette section en énongant les propriétés suivantes des inverses de Fj. On

définit ensemble
Fo(R—0) ={Fy(z—0):xz € R}.

1.3.2 Proposition (Inverses de Fj et support)
1. F;': Fy(R—0) — Sy est une bijection.
F;': Fy(R) — S_ est une bijection.
2. F g_l est croissante et continue a droite. F ! est croissante et continue a gauche. De

plus, F; ' < F ' et Vz,

FoNz=0)=F;'(z), F;'(240)=F,'(z).

g
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3. Pour toute fonction intégrable f,

" B (2)dz = / [ Po(dn) Vi ms € Fo(R) |
mi (Fy ' ma), Fyt (ma)]
et
/ " RE () = / F(n)Po(dn) Yy € Fo(R — 0), Ymy € Fo(R) .
m [Fy ! (m1),Fy ! (mo)]

Preuve de la Proposition
1. Montrons que F, " prend ses images dans Sy . Vz, Va > F,'(2), ona

Fo(a) > z> Fy (F,;'(2) —0) , donc Py [F,'(2),a] >0.
On en déduit que F;'(z) € Sy Vz.

Montrons que F; " atteint tout S; . Pour a € S}, z:= Fy(a — 0) vérifie
a<F;'(z) et Fy(F,'(2)=0)=2z=F(a—0).
Sia < F;'(z), alors Pyla, F;'(2)) = 0 ce qui contredit a € S;.. Donc
a=F;"(Fy(a—0)) VaeS,.

Montrons que F, g_l est strictement croissante sur Fy(R —0).

Siz1 = Fy(a; —0) < Fy(ag —0) = 2z , on a
Fo (F, N (z1) = 0) =20 < Fy (F, (22) = 0) = 2

et alors F, '(21) < F ' (22)

Pour F ! la démonstration est analogue & la précédente. On montre que F, 0 est
strictement croissante sur Fy(R).

2. Il reste a étudier la continuité de ces fonctions. Supposons

N—z—-0, n—o00.

En prenant Yy = ng(zn)’ Yg = Fd_l(zn) ; ona

Folyy —0) < 2" < Folyy),  Folyy —0) < 2" < Folyy) avec yy <yy <yi™t <yp*t.

On a alors
Yy — Y, Yg—Y, N—

pour un certain y. On va voir que y = F; ().
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En cas de stationnarité des suites (y;) et (yg7), on a
Yg =Yn =Y, Foly—0)<2" < Foly).
Comme 2" — z — 0, on obtient
Fo(y—0) <z < Fy(y) etdonc y=F;'(2).
Si les suites ne sont pas stationnaires, on a
Yy yqg — y—0 etalors Fy(y,), Fo(yg) — Foly —0) =z .
On a aussi z = Fy(y — 0) < Fo(y) et
Va<y, Fola) <z car Fyla) < Fy(yy) < =z
a partir d'un certain rang. Donc
y =sup{a: Fy(a) <z} =F;'(2).
On a montré que
EN="), FU(e™) — FyY(2) sio2,— 2—0.

De méme,

FoU "), Fil(z") — F, M (2) stz — 2+0.

3. La fonction F ! étant strictement croissante et continue & gauche sur Fy(R), on a
pour my < my dans Fy(R)

Fyt((ma,me]) = (FH(ma), Fy (m)] NS

On en déduit le premier changement de variables. Si m; € Fo(R) N Fy(R — 0), on a
deux possibilités. Soit F; ' (my) = F,'(my) et alors Py { F; ' (m1)} = 0; soit F; ' (my) <
F 1 (my) et alors Py (F; ' (my), F, (my)) = 0. Simy ¢ Fy(R), alors my est une accumula-

tion & gauche d’éléments de Fy(R). On utilise ensuite le fait que F; ' (my) = F, ' (my). W

1.4 Recherche des masses effectives a 'instant ¢

Nous rappelons que (m, H(m,t)) est un point extrémal de H(-,t) si

p(m, 1) — p(ma, t) - p(ma, t) — p(m, 1) . (1.4.1)

Vm <m<msy,
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1.4.1 Définition
Un point m € (0,1) est une masse effective a I'instant t si elle est I'abscisse d’un point
extrémal de H(-,t). L’ensemble &, désigne I'ensemble des masses effectives a l'instant t.

Une masse m € &; est massive a gauche si elle est 'extrémité droite d’un segment de
I’enveloppe convexe.

Une masse m € &; est massive a droite si elle est I'extrémité gauche d’un segment de
I’enveloppe convexe.

Une masse m € & est non massive si elle est une accumulation a gauche et a droite
de masses effectives.

Notations : £, est I'ensemble des masses qui sont massives a gauche, et non a droite.
& est ensemble des masses qui sont massives a droite, et non a gauche.
E " est I'ensemble des masses qui sont massives a gauche et a droite.
&Y est I'ensemble des masses non massives.

On peut remarquer que & , &, & ", £ est une partition de &. Dans la suite,
nous considérons

Fo(S+0):= {m:m: lim mn}

{mn€Fo(R):mp>m}

et

{mn€Fo(R):mp<m}

Fo(S —0):= {m tm = lim mn} :
Maintenant, nous décrivons &.

1.4.2 Proposition

1) m € & ssim € Fo(S +0)\ Fo(S — 0). Dans ce cas, on peut avoir F Y(m) =
H_(m,0) < ;' (m) = Hf(m,0), ou bien F; Y(m) = H; (m,0) = F;(m) = Hf (m,0).
De plus, F;*(m) est chargée.

2) m € & ssim € Fy(S —0)\ Fo(S + 0). Dans ce cas, on peut avoir F Y(m) =
H_(m,0) < F;'(m) = Hf(m,0), ou bien F; Y(m) = H-(m,0) = F; Y (m) = Hf (m,0).
De plus, F;'(m) est chargée.

3)m e & " ssim € Fy(S)\ (Fo(S —0)U Fy(S+0)). Dans ce cas F; ' (m) = H (m,0) <
F; N m) = Hf (m,0).

4) m € &) ssi m € Fyo(S — 0) N Fy(S + 0). Dans ce cas, on peut avoir F Y(m) =
H_(m,0) <Fg*1(m):Hj(m,0), ou bien F Y(m) = H; (m,0) = ng( m) = Hf (m,0).
De plus, F;'(m) et F,(m) ne sont pas chargées.

Nous avons aussi

£ CE& Vt. (1.4.2)
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En effet, pour tout m ¢ & = Fy(R), soit @ = F, g_l(m). D’aprés les propriétés des
inverses de Fp, on a forcément Fy(a — 0) < m < Fy(a). Comme (-, t) est linéaire sur
[Fo(aw — 0), Fy(a)], m ne vérifie pas (1.4.1). Donc m & &;.

Nous allons maintenant définir une condition appelée « sauts négatifs », sur la vitesse
Vb, afin de définir la dynamique des particules collantes. Pour chaque m € &y, on pose

[ (m) := limglip 5_1/ Vo(Fy'(2))dz

et

e—0+

m+e
[*(m) := lim inf 51/ Vo(Fy ' (2))dz .

Dans la suite, on supposera que
=(m) > Vo(F7 (m)),  Vo(F, ' (m) > 1% (m) Vm.

Cette condition est satisfaite lorsque Vj est continue sur S. Si Vy admet des limites &
gauche et a droite, cette condition signifie que les sauts de Vj sur S sont négatifs.

1.4.3 Proposition
1) L’application

St my—est my V(@) Po(d)
m € EJUES > Vi (Fy ' (m)) i= limsup = M-pfa )
ot Po([FyH(m) =&, Fy ' (m)))

est bien définie, et nous avons Vy (F; ' (m)) = [~ (m).

2) L’application

Y (m),e+F; Y (m %(ﬁ)PO(dx)
me EUE = VoH(F, (m)) :=lim_inf St om, +Fy (m)) )
=0+ Py((F;'(m),e + F;1(m)])

est bien définie, et nous avons Vi (F, ' (m)) = I (m).

Pour m € &, soit my son extrémité droite sur U'enveloppe convexe Hy. Si F;'(m) =
F; ' (my), alors

[ (m2) = Vo(Fy ' (m)) < 17 (m) = Vg (F ' (m) -

De méme, pour m € &, , soit m; son extrémité gauche sur ’enveloppe convexe Hj. Si
F-Y(m) = F71(m,), alors

I (my) = Vo(Fy ' (m)) > UF(m) = V" (F (m) .

g
Nous allons voir que si m € &, alors [7(mg) = [=(m) (resp. {T(my) = [T(m)). Ceci
entraine qu’on peut prolonger les applications de la proposition précédente sur &, en les
définissant par

Vo (FpHm)) =1"(m),  VH(F, ' (m))=1"(m) VmeE&.
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1.4.4 Lemme
1) Pour tout m € &,

E;N(m) + 1t~ (m) < H; (m,t) < Hf (m,t) < F, ' (m) +tl* (m) .

2) Si F;'(m) = F N (m) = Fyt(m) avec m € &, alors

H; (m,t) = Hf (m,t) = F; Y (m) +tVo(Fyt(m)) .

De plus, I~ (m) = 1T (m) = Vo(F, ' (m)).
3) Sim € & " alors H; (m,t) < HF (m,t), et forcément F;'(m) < F,; ' (m).

Preuve du Lemme
Nous avons pour tous m; < m < msy,

[ Fy ) + Vo(Fy ' (:)dz

m

I F N (2) + tVo(Fy ' (2))dz < H-(m,t) < H (m,t) <

m — my o mo — M

On en déduit 1). Les assertions 2) et 3) découlent de 1). W

1.4.5 Remarque (Nécessité de la condition des sauts négatifs)

Les propriétés 2) et 3) montrent que la condition des sauts négatifs garantit qu’une
particule ne se désintégre pas au cours du temps. Si cette condition n’est pas vérifiée, on
peut avoir

H: (m,t) < Hf (m,t) et F;Y(m)=F;'(m)=:F;*(m).

Tout se passe comme si la particule initiale F, ' (m) se trouvait désintégrée a I'instant t.

Un premier bilan
Pour m € &, on distingue deux cas.

L. Fcfl(m) = Fg_l(m) := F;'(m) : dans ce cas, nous avons

H: (m,t) = Hf (m,t) = Fy ' (m) + tVo(Fy Y (m)) Vt.

Par conséquent, m € & UELUE,.

2. F;'(m) < E'(m) : dans ce cas, nous verrons plus loin que H (m ) < Hf(m,t)
pour t assez petit. Lorsque ¢ est grand, il se peut que H (m,t) = H (m,t).

Dans la suite, nous considérons I’ensemble

Fy(R — 0) = {Fy(z — 0) : z € R} .
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1.4.6 Proposition

1. Si m est un point anguleux de H(-,t), alors forcément m € Fy(R), et F;'(m) <
E 7 (m).

2. Si my; < mgy sont les abscisses de deux points extrémaux successifs, alors forcément

my € Fo(R — 0), me € F()(R>

Preuve de la Proposition
1. On a H (m,t) < Hf (m,t). D’aprés le lemme précédent,

Ey N (m) + 1t (m) < F; (m) + ¢ (m) |
donc ;' (m) < F;Y(m). Ainsi, m = Fo(E; ' (m)) = Fy(F, (m) —0).

2. Si my & Fy(R), alors F; '(my) = F,(ms) = B est un point de discontinuité de Fy et
on a mg = Fo(B —0) < Fy(). Ceci entraine que my est un point anguleux, c’est-a-dire
H (my,t) < HF(my,t). Alors, d’aprés le résultat précédent, F; ' (my) < F,(ma). Ce
qui est absurde.

De méme, si m; ¢ Fy(R—0), m; est un point anguleux car F; ' (m;) = F () = o
est un point de discontinuité de Fy, avec Fy(a —0) < Fy(a) = my. Alors on aboutit a la

contradiction F; '(my) < F, ' (my). W

Nous terminons cette section par une condition sur la vitesse, qui garantit que 1’en-
semble des abscisses des points extrémaux a chaque instant ¢ est négligeable pour la
mesure de Lebesgue. Ceci entraine que ’enveloppe convexe H (-, t) est formée essentiel-
lement de segments.

Nous définissons les fonctions

V(m,e) =< / U Va(E () — Ve(Fy m)) ¥m, Ve £0

m

m+e
F(m,e) = 5_1/ FyY(2)dz — Fy ' (m) Vm, Ve#0.

m

La condition de « non dérivabilité »suivante est imposée a la vitesse. Pour presque
tout m € &,

liminfM = —00 .
=0  F(m,e¢)

On peut remarquer que cette condition est plus forte que celle des sauts négatifs. En
effet, soit m € &). Pour €; < 0 < &9, nous avons

F(m,e1) <0< F(m,es) .
Donc, lorsque €7 et €5 sont assez proches de 0, nous obtenons
V(m,e1) > 0> V(m,eq),
ce qui entraine que

[~ (m) = Vo(Fg ' (m)) = 0 > IF(m) — Vo(Fy ' (m) .
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1.4.7 Proposition
Supposons que pour presque tout m € &,

Nous avons

Si en plus Fy est strictement croissante, alors chaque ensemble & est du type cantorien,
c’est-a-dire nulle part dense et ayant la puissance du continu.

1.4.8 Remarque
Nous verrons plus loin que & C €, VYVt > s. Donc nous avons la réunion dénombrable

Ugt: Ugl

t>0 n>0 n

Ce résultat découle de la proposition suivante qui est due a Y. Davydov [13].

1.4.9 Proposition ([13])
Soit f :[0,1] — R une application absolument continue. Supposons que pour presque
tout m et pour tout € > 0,

inf  (f(m') = f(m) —(m' —m)f'(m)) <0,

m—e<m/<m
ou bien

inf (f(m’) — f(m) —(m' — m)f’(m)) <0.

m<m/<m+e
Si on note E I'ensemble des abscisses des points extrémaux de I’enveloppe convexe de
f, alors nous avons

ANE)=0.

De plus, I'ensemble E est du type cantorien s’il ne contient pas de point isolé.

1.5 Particules effectives a 'instant ¢

1.5.1 Théoréme
Soit m I'abscisse d’un point extrémal de H(-,t). On pose a = F,;*(m), 3 = E Y m).
Pour tous y; < a < yo tels que Py([y1,«)) > 0, Py([er, y2]) > 0, nous avons
Sy 114 Vo) Pold)_ fly 17+ Vo)) Poln)
Fo([yr, ) Po(lev, yo)
(

De méme, pour tous y; < [ < yy tels que Py([y1,]) > 0, Po((B,y2]) > 0, nous avons

S [0+ tVo(m)] Po(dn) _ Sy 1+ V(1)) Po(dn)
Bo([y1, ) Po((B,v2])
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Ceci découle du fait que m est I’abscisse d’'un point extrémal et de la formule de
changement de variables de la proposition 1.3.2. Selon la définition 1.2.1 de E, Sinai,
Rykov, F;'(m) et F,'(m) sont respectivement des extrémités gauche et droite. Nous
allons voir que ce n’est pas toujours le cas.

1.5.2 Définition
L’ensemble

{H (m,t), H (m,t) : m € &}

est 'ensemble des particules effectives a I'instant t. La particule H, (m,t) (resp. Hf (m,t))
est massive lorsque m € & (resp. m € & ).

Nous allons montrer qu'une particule effective a I'instant t est formée par un groupe
[a, B] N'S de particules effectives a l'instant 0. L’extrémité « sera appelée extrémité
gauche du groupe et § 'extrémité droite.

1.5.1 Recherche des extrémités gauche et droite

Nous allons maintenant déterminer les particules initiales qui forment les deux par-
ticules voisines H (m,t), H (m,t) a 'instant ¢. On distingue deux cas.

1) H;(m,t) < Hf(m,t). Dans ce cas, F;'(m) (resp. F,;*(m)) est I'extrémité droite
(resp. gauche) du groupe qui forme la particule H (m,t) (resp. Hf(m,t)).

2) H; (m,t) = HS (m,t) := x. Dans ce cas, on a forcément m € & UE? U &'

i) m € & :la position x, aussi égale a F, ' (m) +tV;"(F, '(m)), est occupée par une
particule massive; a sa droite il y a accumulation de particules de masse qui tend
vers 0 en se rapprochant de z. L’extrémité droite de cette particule massive est

donnée par F, ' (m).

ii) m € & : la position z, aussi égale a F; '(m) +tVy (F;*(m)), est occupée par une
particule massive ; a sa gauche il y a accumulation de particules de masse qui tend
vers 0 en se rapprochant de z. L’extrémité gauche de cette particule massive est
donnée par F;'(m).

iii) m € & : la position x, aussi égale a

Fyl(m) + Vg (FyH(m)) = FyHm) + Vg (F (m))
est occupée par une particule non massive; a sa droite et a sa gauche il y a
accumulation de particules de masse qui tend vers 0 en se rapprochant de z. La
position x est donc occupée par {F;'(m), F,'(m)}. 1l faut bien remarquer que
Py({F;(m), F;H(m)}) = 0.

g
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1.5.2 Recherche d’une particule massive

Prenons le cas o m; € &. Nous allons chercher l'intervalle [, 5] NS qui forme
la particule H (my,t). Soit (mq, H(ma,t)) I'extrémité droite du segment de Ienveloppe
convexe de H(-,t) dont l'extrémité gauche est le point (mq, H(mq,t)). voir (Fig.6.).
Nous avons

o o' (2) + tVo(Fy ' (2))d=

mo — MMy

= Hj(ml,t) = H;(mg,t) .

Cette position est occupée par une particule effective a l'instant ¢ de masse mqy — m;.
Pour déterminer l'intervalle [, §] qui forme cette particule il faut distinguer quatre cas.
1) H; (mq,t) < Hf (mq,t), H; (ma,t) < Hf (mg,t) : dans ce cas

v, 8] = [F, (ma), ' (mo)]

i) H-(ma, 1) < HF (ma, £), H-(ms, t) = H (ms, 1) : dans ce cas
v, 8] = [FH (ma), Fy (o)

i) H-(m,t) = H (ma, £), H- (ma,t) < H* (ms,¢) : dans ce cas
v, 8] = [F7 (ma), Fy ' (mo)]

iv) Ho (ma, ) = H* (ma,£), H- (ma,t) = H (ma, t) : dans ce cas
[ov, 8] = [Fy (), Fy ™ (ma)]

Nous définissons

Jeln + tve(n)] Po(dn)

C(G,t) := Ro(G)

VG CR, Py(G)>0.

1.5.3 Théoréme
Dans chacun des quatre cas précédents, nous avons
S [F ' (2) + Vo (g ()] dz fig [0 + Vo) Po(dn)

m

ma — My B Pola, Bl
L’intervalle |« (] est le plus grand intervalle de S qui vérifie les propriétés suivantes :

D Ol e [ G (R )] de

mo — MMy

2) Oy, 0,t) <C(la, ], 1) < C(layy)it) Va<y<p.

Nous terminons cette partie par un résultat qui caractérise un élément [o, 5)NS € &;.
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1.5.4 Théoréme
A) Un intervalle [, f] NS tel que Pyla, 5] > 0 appartient a & ssi

1) C(y.A8t) <C(la,yl,t) Va<y<B, Polly,p]) >0, P(ev,y]) >0,

2) C(ly,a),1) < C([a, 12),1)

pour tous y; < o < ys tels que Py([yr, ) > 0, By([ev, y2)) > 0,

3) C([ylaﬁ]vt) < C((ﬁayQ]vt) )

pour tous y; < 5 < y tels que Po([ys, 8]) > 0, Pol((8, o)) > 0.

B) Un intervalle [o, 5] NS tel que Py, 5] = 0 appartient a & ssi « et (3 vérifient
respectivement les propriétés 2) et 3) ci-dessus et

a+tuy () = B+ tvg (B) .

1.5.3 Recherche d’une particule non massive

Nous avons trois types de particules non massives.
1)m e & ,H (m,t) < Hf (m,t) : dans ce cas H (m,t) = F, " (m) + tVi"(F; ' (m)) est
non massive. Elle est formée uniquement de {F,(m)}.

2) m € &, H; (m,t) < Hf (m,t) : dans ce cas H, (m,t) = F; ' (m) +tVy (F;'(m)) est

z
non massive. Elle est formée uniquement de {F;*(m)}.

3)me &, H, (m,t) < Hf(m,t) : dans ce cas
H (m,t) = Fy ' (m) + Vg (F ' (m)),

H (m,t) = Fy ' (m) + tVy" (F, " (m))

g
sont non massives. La premiére est formée uniquement de {F;'(m)}, la seconde est for-
mée de {F, ' (m)}.

4)yme &) H (m,t) = H (m,t) =z : dans ce cas

z

v = F, (m) + 1V (Fy (m)) = Fy'(m) +tVy (Fy ' (m)

g g

est aussi non massive. Elle est formée de {F,; ' (m), F, ' (m)}.
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1.5.4 Partition &

On associe a chaque m € & les deux intervalles [o; (m), B; (m)], [oif (m), B (m)]
qui forment respectivement H_ (m,t) et H (m,t). Dans le cas H, (m,t) = H} (m,t) les
deux intervalles coincident.

1.5.5 Définition
La famille
&= {lag (m), By (m)] NS, [e (m), B (M) NS :m € &}

est une partition de S.

Ceci définit a chaque instant ¢ une partition & du support S de Fy. Un élément de &
est un intervalle [a, ] NS qui constitue & I'instant ¢ la particule massive qui se trouve a
la position C([, 3], t). Lorsque la particule n’est pas massive, c’est-a-dire Py([cv, 5]) = 0,
alors sa position est donnée par

a+tVy (a) = B+ tV,H(B) si a<f,

a+tVy (a) sia=peS,
B+ 15" (8) si a=p4€eS,,
a+tVy(a) sia=0eS_NS; .

Fig.6. Les différents cas de points
extrémaux de H (-, t).
m; illustre la facon dont
le point extrémal est isolé ou non.

1.5.6 Remarque
1. Si Fy est strictement croissante, alors il n’y a pas d’éléments successifs de & ayant
des masses strictement positives.

2. s>t = E,C& .
Soit m € &. L'intervalle [as(m), Bs(m)] désigne indifféremment [o (m), 57 (m)] et
[af (m), B (m)]. Nous avons pour tout t < s,

[at<m>7ﬁt(m)] - [as<m)7ﬁs(m)] .
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Soit m tel que F;'(m) < Fg_l(m). Pour tout t > 0, F;*(m) appartient au groupe
qui forme la particule H (m,t), et Fg_l(m) appartient au groupe qui forme la par-
ticule H (m,t).

En effet, pour s > ¢, soit m € £&. On a

p(m, s) — p(ma,s) _ p(m, s) — p(my, 5)
m —mq m — mo ’

Vm, <m < ms,

Les droites

AN !
So(mv S ) cp(ml, S ) ot S/ — 12(8/) =

s L(8) =
m — mq m —Mmy

ont au plus un point d’intersection. Comme
L(0) < F;'(m) < Fg_l(m) < I,(0) et I1(s) < Iy(s),
on a
LI(t) < Ix(t).

On en déduit que m € &;. On a ainsi I'inclusion cherchée.

Dans la section suivante, nous allons faire le lien entre la dynamique des particules
collantes et I’étude de I’équation de Burgers. Grace a une étude similaire a celle de I’équa-
tion de Burgers, nous allons définir la fonction de répartition des particules effectives a
I'instant t.

1.6 Particules collantes et équation de Burgers

L’équation de Burgers est interprétée par un modeéle de particules collantes ou la
distribution initiale est la mesure de Lebesgue A sur R. La vitesse u(z,t) d'un groupe
de particules qui se trouve a la position x a l'instant ¢, est la solution entropique de
I’équation de Burgers

u?(z,t)

dpu(z,t) + 0, ( ) =0, u(z,0)=u().

Elle s’obtient & chaque instant ¢ > 0 en étudiant ’enveloppe convexe de la fonction

y — /Oy[n + tug(n)]dn .

Nous rappelons rapidement cette construction. On fixe x, ¢ et on minimise la fonction

Yy
R >y G(z,y,t) = / [ + tuo(n)]dn — xy .
0
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On note
Ys(z,t) = min{y : G(z,y,t) = min G(z, 2,t)},

Yy (z,t) = max{y : G(z,t,y) = minG(z, z,t)} .
La solution u est donnée par
z —y(z, 1)
t

lorsque y.(z,t) = y*(x,t) := y(z,t). Les points (z,t) pour lesquels y.(x,t) # y*(x,t)
sont des points de discontinuité de u. Plus précisément, on a

u(z,t) =

- Yx )t . —y* 7t
lim (e’ f) = %@6) lim u(e’ t) = %@C) _
' —r— ' —x+

L’intervalle [y.(z,t), y*(x,t)] est 'ensemble des positions initiales des particules qui se
trouvent a 'instant ¢ a la position . La différence y*(z,t) —y.(z,t) = M[y« (2, 1), y*(x, 1)])
est la masse de la particule massive située au point = a U'instant ¢. Pour chaque (z1,;)
fixé avec t; > 0 on lui associe deux segments dans le plan (z,t) définis par

S*(xla tl) = [(:Cl, tl)? (y*<x17 tl)? O)]

et
S*(xla tl) = [(.1'1, tl)a (y*(xh tl)ﬂ 0)]

Nous avons pour tout t < t; les résultats suivants :
Yu(z,t) = y* (2, 1) = yu(x1,t1) YV (x,t) € Si(m1,11)

et

Yu(z,t) = y* (v, t) = y*(x1,t1) VY (2,t) € S*(x1,t1).
Ainsi, la solution u est constante sur chacun des segments lorsque ¢ < t;. Pour une étude
détaillée nous renvoyons le lecteur a Particle de Hopf [30].

On se propose de faire une étude analogue pour la fonction
R x (0,1) xRy 3 (z,2,t) — G(x, 2,t) = p(z,t) — xz, (1.6.1)

ou ¢ est la fonction (1.3.1) étudiée dans les sections précédentes.
Si C = ||Volleo et si Fy t(my) < Fyt(my) < x—Ctou Fy ' (my) > FyH(my) > o +Ct,
alors on vérifie que
G(z,mq,t) — G(x,mq,t) > 0.

Ceci entraine que la fonction continue G(x,-,t) est minorée et atteint son minimum
g(x,t) sur [Fo(z — Ct), Fy(z + Ct)]. On est alors assuré de U'existence des quantités

M, (z,t) :=min{z : G(z,2,t) =g(x,t)}, (1.6.2)

M*(z,t) == max{z: G(z,z,t) = g(z,t)} . (1.6.3)
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Si M, (z,t) = 0, les limites en 0 de G(x,-,t) et ¢(x,-,t) existent, et on peut prolonger
ces fonctions par continuité en 0. De méme, si M*(z,t) = 1, G(z,-,t) et ¢(z,-,t) sont
prolongeables par continuité en 1. La fonction G étant continue, on a

V(z,t), Gz, M (z,t),t) =Gz, M*(2,1),t) = g(z,t) . (1.6.4)

Le théoréme suivant montre que nous venons de paramétrer les masses effectives a
I'instant ¢ par les particules effectives (a l'instant ¢).

1.6.1 Théoréme

Vt, &= MR, t)UM(R,¢). (1.6.5)
V(z,t), (M.(z,t), M (z,t))NE=0. (1.6.6)
M. (z,t) et M*(x,t) sont donc des éléments consécutifs dans &. Si x est une particule

effective a I'instant ¢, alors sa masse est égale a M*(z,t) — M, (x,t).

Preuve du Théoréme
Nous allons montrer I'inclusion de & dans cet ensemble de masses. Si m € &, on a

VZI <m < 22, sp(m, ) SD(ZI’ ) < (,D(m, ) @(227 ) .

m—zZ m — 2o
Soit . .
= Sup(p(m7 ) — (p(Z, ) '
z<m m—=z

On a alors deux possibilités pour garantir I'inégalité ci-dessus : ou bien

p(m,t) — p(z1,1) o(m,t) — p(z0,1)

(7) V2 <m < 2, <z< :
m — 21 m — 2o
ou bien
t) — t t) — t
(”> VZl <m < 2, @(mv ) 90(217 ) <z < @(ma ) QD(ZQ? ) '

m— zZ m — 2o
Le cas (i), équivaut a

z<m = p(z,t) —xz > p(m,t) —axm,
z>m = p(z,t) —xz > p(m,t) —am.
Donc (i) équivaut & m = M*(x,t) . Le méme type d’argument montre que le cas (i)

équivaut a m = M, (x,t).

Pour montrer 'inclusion inverse, nous notons (1.6.2) et (1.6.3) par M, et M* respec-
tivement (pour (z,t) fixé). Par définition de M, et M* on a

g(x,t) = (M, t) —aM, = o(M*t) —xM" | (1.6.7)
G(z, z,t) >g(x,t) Vzd& M, M.
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On en déduit que

o(z,t) —xz > (M, t) — xM, Vz< M,,
o(z,t) —xz > (M*,t) — xM* Vz>M",

d’ou
M, 1) — ozt
il Mz — f(z ) cv Vo<, (1.6.8)
M, t) —
il Mt) - f(z’t) >z V> M. (1.6.9)

Si M, = M* =: M, alors ces deux inéquations montrent que M € &;.
Si M, < M*, il découle de (1.6.7) que

(M, t) — p(M*,t)
— . 1.6.10
v M, — M~ (1.6.10)

En procédant alors comme précédemment, on obtient pour tout z € [M,, M*] la double
inégalité

@(M*vt) B @(th) > SD(M*at) B @(M*vt) > SD(M*wt) - <p(z,t)

- > M. > U (1.6.11)

qui montre, avec (1.6.8), (1.6.9) et (1.6.10), que M,, M* € &. On en déduit l'inclusion
cherchée.
En outre, (1.6.11) montre qu’on a bien 'intersection vide (1.6.6) du théoréme. M

1.6.2 Corollaire
Pour m; < my consécutifs dans &; et

_ p(my,t) — p(ma, t)
my — Mo

Y

on a
my = M.(x,t), mg= M"(x,t). (1.6.12)

Preuve du corollaire
Par définition, m et my vérifient respectivement (i) et (i) dans la preuve du théoréme
1.6.1. On en déduit comme dans cette preuve que

my = M (x,t), mg=M"(z,t). R
Nous allons maintenant montrer quelques propriétés des fonctions M, et M*.

1.6.3 Théoréme (Régularité de M, et M*)
(a) Vi, M*(x,t) < M, (2',t) siz <z
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(b) Si m est une valeur d’adhérence des points M,(x',s) ou M*(2',s) lorsque (z',s)
tend vers (x,t), alors

m € [M,(x,t), M*(x,t)]

et G (x,-,t) atteint son minimum en m.

(c) V(x,t), M(x+0,t)=M"(x+0,t)=M*(z,t),
M, (x —0,t) = M*(x — 0,t) = M.(z,t) .
(d) M, ( resp. M*) est continue en (z,t) si et seulement si M, (z,t) = M*(z,t).

De plus,
lim M*(z,t)=0, lim M*(z,t)=1.

T——00 r—+00

Preuve du Théoréme
(a) Siz <2, ona

Vz> MJ(2t), G 2,t)>G @, M.(2',t),t) .
Donc Vz > M, (2, t),
G (z,2,t) > G (x, M.(2',t),t) + (2’ — x) (2 — M(2,t)) > G (x, M(2', 1), 1) .
Donc G (z, -, t) atteint son minimum avant ou en M, (z',t) et on conclut que
M*(x,t) < M (2',1) .

(b) Si

M.(2',s) — m, (2',s) — (x,1),
solent z; < m < zy. Pour (2/, s) proche de (z,t), on a z; < M,(2',s) < 2 et alors
G (2, M.(2,s),8) <G (2, 21,8) , G2, M.(2,s),s) <G (2, z,3) .
G étant continue, on obtient lorsque (2, s) tend vers (z,t)
G(x,m,t) < G(x,z1,t) , G(z,m,t) <G (x,z,t) .

Donc G (z,-,t) atteint son minimum en m.

On montre de cette maniére que G (x,-,t) atteint son minimum en toute valeur
d’adhérence m des points M, (2',s) ou M*(2',s) lorsque (2’,s) tend vers (x,t). Donc
m € [M(x,t), M*(z,t)].

(c) Pour tout (z,t), on tire de (a) que les fonctions M, (-,t) et M*(-,t) sont croissantes
et



34 Modéle des particules collantes et enveloppe convexe

Or d’aprés (b), on a M, (z — 0,t) > M,(z,t). Donc

M. (x —0,t) = M*(z — 0,t) = M.(z,t) .
De méme,

M. (x+0,t) = M*(x +0,t) = M*(z,t) .

(d) est une conséquence immeédiate de (b) et (c¢). W

Dans le corollaire suivant, la dérivée est aussi bien celle a gauche que celle a droite.

1.6.4 Corollaire (Fonctions « inverses » des positions)
Y (z,t),
M, (z,t) =sup{z: 0,H(z,t) <z}, (1.6.13)

M*(z,t) =inf{z: 0,H(z,t) > x}. (1.6.14)
x — M*(x,t) est la fonction de répartition des particules effectives a U'instant ¢, et

M, (z,t) = M*(z — 0,1).

Preuve du corollaire

Soit (z,t) € R x R;. Par définition des points M,(z,t) et M*(z,t), la fonction
¢©(-,t) est au dessus de la droite de pente = qui relie les points (M, (z,t), p(M.(z,1),t))
et (M*(z,t), o(M*(z,t),t)). Donc son enveloppe convexe H(-,t) est au dessus de cette
droite. On a alors

H(M.(z,t),t) = o(M.(z,t),t) et H(M*(z,t),t) =¢(M*(z,t),t), (1.6.15)
et pour tout z,

H(z,t) > H(M*(z,t),t) + 2(z — M*(z,t)) = H(M.(z,t),t) + z(z — M.(z,t)) .

Ainsi,
H(M*(z,t),t) — H(z,1)
< *
Mo (o) —2 <z Vz<M(xt),
H (M, (z,t),t) — H(z,1)
> M. (x,t) .
Mo(o.l) = >x  Vz>M(x,t)
Donc
H; (M(z,t),t) < (1.6.16)
Hf (M*(z,t),t) > x . (1.6.17)

Pour tout z < M,(z,t), il existe 2’ < z tel que z < M, (2',t) car
M, (x —0,t) = M,(x,t). Alors d’aprés la convexité de H(-,t) puis (1.6.16),

07 H(z,t) < H (M.(2',t),t) <.
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D’ou

0, H(z,t) <z  Vz< M/(x,t). (1.6.18)
De méme, la limite M, (z +0,t) = M*(z,t) et (1.6.17) donnent

0, H(z,t) >z Vz> M (x,t). (1.6.19)
Le corollaire est donc vrai. W

1.6.5 Résumé

Nous avons défini la fonction M*(-,t) et montré que c’est une fonction de répartition
d’une mesure de probabilité P;. Le support de P; est égal a ’ensemble des particules
effectives a 'instant .

1.7 'Trajectoires des particules
A toute masse effective m € &, on associe les trajectoires
t— H_(m,t)=:x" (m,t),

t— Hf(m,t) = 2" (m,t).

Nous avons x~(m,0) = F; ' (m), et z+(m,0) = Fg_l(m>‘

La masse m crée la partition I~ (m) := (—o0, F; '(m)], I (m) := [F,(m), +00) de la
droite réelle. On appellera 'extrémité F; ' (m) le front de droite (défini par m a I'instant
0), et F,'(m) le front de gauche (défini par m a l'instant 0). Les deux fronts peuvent
étre séparés par le vide (F;*(m), E;'(m)). Dans ce cas, il faut un certain temps pour
que les deux fronts se croisent. La position & I'instant ¢ du front de droite est définie
par x~(m,t) = H (m,t) (c’est aussi la position du groupe qui contient F;'(m)), et la
position du front de gauche est 7 (m,t) = H}F(m,t) (c’est la position du groupe qui
contient F,'(m)).

Par contre, si Fy '(m) := F;'(m) = F,;(m), alors les deux fronts
I=(m) = (—o0, Fy ' (m)) et I (m) = [F, ' (m),+00) peuvent étre séparés par le vide
lorsque Py(Fy *(m)—¢, Fy *(m)) = 0 pour un certain & > 0. Sinon ils ne sont pas séparés
par le vide.

Soit [a~ (m,t), 3~ (m,t)] (respectivement [a™(m, ), 37 (m,t)]) Iunique élément de &
qui constitue la particule effective z7(m, t) (respectivement x*(m,t)).

Dans la suite, z(m, t) (respectivement [a(m, t), B(m, t)]) désigne z*(m, t) ouz™(m,t)
(respectivement [ (m, t), 3+ (m,t)] ou [a~(m,t), B~ (m,1)]).

1.7.1 Propriété (évolution des particules)
1) La fonction t — a(m,t) est cadlag et décroissante. La fonction t — [3(m,t) est cadlag
et croissante.
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2)Vm, Vs >t,
M, (x(m,s),s) < M, (x(m,t),t) < M* (x(m,t),t) < M* (x(m,s),s) .

De plus, les fonctions t — my(t) := M,(x(m,t),t),m*(t) == M*(xz(m,t),t) sont cadlag.
La premiére est décroissante, la seconde est croissante.

Preuve de la Propriété
1) Soient s > t. Les points x(m,t) et x(m,s) sont les positions du front aux instants
respectifs ¢ et s. A I'instant s le groupe de particules [a(m, s), 3(m, s)] qui se trouvent
a la position x(m,s), a peut-étre été heurté durant Uintervalle de temps (t,s] par sa
gauche ou par sa droite. Ceci entraine que a(m,s) < a(m,t) et B(m,t) < B(m,s). 11
reste & montrer la continuité a droite. Supposons a(m,t +0) := 5 < a(m, t).

i) Si 3 est une extrémité droite a 'instant ¢ d'un groupe [«, /3], alors

C([a, 5], t) < x(m, ).

Il faut donc un temps s > ¢ pour que [a(m,t), 3(m,t)] rencontre la particule 3. Ceci
contredit le fait que a(m,t + &) < 8 pour tout € > 0.
ii) Si B n’est pas une extrémité droite a I'instant ¢, alors forcément a(m,t) = .
D’ou la continuité a droite de t — «(m,t). La preuve est identique pour ((m,1).

2) Nous rappelons que M, (z,t) est la masse des particules qui se trouvent a I'instant
t dans la demi-droite ouverte (—oo,x) et que M*(z,t) est celle des particules qui se
trouvent dans la demi-droite fermée (—oo, z|. Ainsi M, (z(m,t),t) = Py(—o0, a(m,t)) :=
m.(t) et M*(x(m,t),t) = Py(—o0,F(m,t)] == m*(t). Les propriétés de t +— a(m,t) et
t +— [(m,t) citées dans 1) achévent la preuve. M

1.7.2 Remarque
Soit Fy la fonction de répartition M*(-,t). On peut vérifier que Vm € &,

Frj(m) =z~ (m*(t),t) si m.(t) <m <m*(t),

Fyy(m) =zt (m.(t),t) si m.(t) <m <m*(t).

Pour étudier la vitesse d’une trajectoire, nous définissons la fonction
(0.1) 3 m — A(m) = / Vo(Fy'(2))d= . (1.7.1)
0

On a alors
o(m,t) = p(m,0) +tA(m) —tA (%) v (m,t) .

Les résultats suivants montrent que ce sont les taux d’accroissement de A qui définissent
les vitesses des particules.
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1.7.3 Théoréme (Régularité des trajectoires)
Soient t < s et m € (0, 1).
1) Sim.(s) < m*(t) et m.(t) < m*(s), alors

A(m(t)) = A(m*(s)) _ o~ (m,s) —a~(m,t) _ A(ma(s)) — A(m* (1))

() —m(s) p— S T (s) — (@) (17.2)
2) Sim = m.(s) = m*(t) < m*(s), alors
x=(m,s) —x (m,t)=(s—t)Vy (Fd_l(m)) ,
At om0 ().
3) Sim.(s) < my(t) =m*(s) = m, alors
Vi (Fom)) < 20 Si — f<m’t) < A(mﬂ’;iz)) :i(m) , (1.7.4)

xt(m,s) —at(m,t) = (s — )V5" (F ' (m)) .

Preuve du Théoréme
Pour tout s > ¢, on a m.(s) < m.(t) < m*(t) < m*(s). Pour étudier I"accroissement
x(m, s) — x(m,t), on distingue trois cas.

1) Si m.(s) <m*(t) et m.(t) < m*(s), le théoréme 1.5.3 implique que

p (m(s), s) — p (m*(t), s) p (m.(t), s) — ¢ (m*(s), s)
m.(s) —m*(t) my(t) — m*(s) '

> x(m,s) >

Comme G (z(m,t),-,t) atteint son minimum en m.(t) et m*(t), on a aussi

@(m*(s))t) B Sp(m*(t)vt) gp(m*(t),t) B @(m*(s)vt) )

() —me S T ()
Alors
A(m.(s)) — A(m*(t)) L x(m,s) —x(m,t) A(m.(t)) — A(m*(s))
m(s) — m*(t) - s—t - m(t) — m*(s)

2) m.(s) = m*(t) = m < m*(s). Dans ce cas, m.(s) = m.(t) = m et cela signifie, pour
la particule F; Y(m), qu’elle n’a pas encore subi de choc par sa gauche durant l'intervalle
de temps [0, s]. Ce qui entraine que

= (m,s) = F; (m)+sVy (Fy'(m)) , o= (m,t) = F; (m) +tVy (F ' (m)) .
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Donc
= (m,s) —a(m,t) = (s — )V (F;'(m)) .

Par ailleurs, m*(t) = m signifie, pour la particule F, g_l(m), qu’elle n’a pas encore subi
de choc par la droite durant U'intervalle de temps [0,¢]. Ce qui entraine que

at(m,t) = F, Y (m) + Vgt (F, ' (m))

Par contre, m.(s) = m < m*(s) signifie que cette particule a subi des chocs uniquement
par la droite durant I'intervalle de temps (, s]. Ces chocs ralentissent la particule F, g_l(m),
c’est-a-dire

at(m,s) <at(m,t)+ (s —)Vi" (F, ' (m)) .

En outre,
+(m © (m*(s),t) — ¢ (m, 1)
zt(m,t) < ()
et
Hlm. s) — © (m*(s),s) — ¢ (m,s)
(m, s) o)
Donc

On en déduit (1.7.3).

3) m.(s) < m.(t) = m*(s) = m. Dans ce cas, m.(t) = m signifie, pour la particule
F; '(m), qu'elle n’a pas encore subi de choc par la gauche durant I'intervalle de temps
[0,t]. Donc

x~(m,t) = Fd_l(m) +tVy (Fd_l(m)) )

L’hypothése m.(s) < m = m*(s) signifie que cette particule a subi des chocs uniquement
par la gauche durant 'intervalle de temps (¢, s]. Ces chocs accélérent la particule F; ' (m),
c’est-a-dire

= (m,s) >a"(m,t)+ (s — )V (F;'(m)) .

En outre,

p (m.(s),t) — ¢ (m,1)

() = <z~ (m,t)
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et

Donc

x=(m,s) —x~ (m,t) <
On en déduit (1.7.4).

Par ailleurs, 'hypothése m = m,(s) signifie, pour la particule Fg_l(m), qu’elle n’a
pas encore subi de choc par la droite durant U'intervalle de temps [0, s]. Ce qui entraine
que

Fm,s) = F, ' (m) 4+ sVy (F, ' (m)) . 2t (m,t) = F, ' (m) + V5" (F, ' (m)) -

x g g g

Donc

zt(m,s) —at(m,t) = (s —t)Vy (F, ' (m)) .

g

4) m,(s) = m*(s) = m. Dans ce cas, les particules F;'(m) et E;'(m) n’ont pas encore
subi de choc durant I'intervalle de temps [0, s]. Ce qui entraine que

= (m,s) = F; (m)+sVy (Fy'(m)) . 2t (m,t)=F,'(m)+tVy" (F, ' (m)) . A

g g

1.7.4 Corollaire
Si C = ||Vb]|, alors

|z(m,s) —x(m,t)| < Cls—t| Vm, ¥s,t.
A(m.(t)) — A(m*(t))

O x(m,t) = () — (0 si mu(t) <m*(t) . (1.7.5)

Sim,(t) =m*(t) =m et = (m,t) <zt (m,t), alors
Oz~ (m,t) =Vy (F;'(m)) . 9fat(m,t) =Vt (F, ' (m)) .
Simy(t) =m*(t) =m et = (m,t) =z (m,t), alors

(m,s) —xz(m,t) <

+ (-1 <Tim infe
Yo (Fg (m)) _lyiltﬁrnof s—1

x(m,s) — x(m,t)

lim su <V (F;7'(m)) .
SHHOP s _ ¢ = Yo ( d ( ))
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Preuve du corollaire

Les trajectoires sont clairement lipschitziennes, d’aprés le théoréme précédent. La for-
mule (1.7.5) découle du premier cas du théoréme. Si m.(t) = m*(t) = m et x~(m,t) <
xt(m,t), les particules mettent un certain temps avant de se rencontrer. Alors pendant
cet intervalle de temps, on est dans le cas 2), 3) ou 4) du théoréme. On en déduit les
dérivées.

Il reste & montrer le dernier cas du corollaire. On a dans ce cas
z(m,t) =F; (m) +tVy (F; ' (m)) = E,(m) + tVy" (F, 1 (m)) .

Si F;'(m) = F;*(m) =: Fy '(m), on obtient
Voo (5 (m) =V (Fy ' (m)) = Vo (Fy ' (m) -

Si cette particule n’est pas heurtée immédiatement apres 'instant ¢, alors on est dans le
cas 4) du théoréme précédent. Il en découle que

Ofx(m,t) = Vo (Fy ' (m)) .
Si cette particule est heurtée immédiatement aprés I'instant ¢, alors on obtient
my(s) < my(t) =m=m"(t) <m*(s) Vs>t.

On obtient ce méme résultat lorsque F; ' (m) < F, ' (m).
En faisant tendre s vers t dans (1.7.2), on obtient
Vo (£ (m) <Hminf==
x(m,s) — x(m,t)

lim sup <Vy (F7'(m)) .

s—t40 s—t

1.7.5 Remarque
1) Pour chaque m, la trajectoire est lipschitzienne. Ainsi, t — x(m,t) est dt p.p. déri-
vable.

2) Chaque trajectoire t — x(m,t) admet une dérivée a droite a chaque instant t, sauf
dans le cas m,(t) = m*(t) = m avec

E; N (m) < FY(m) et {F;'(m),F, (m)} €& .

Dans ce cas, V;" (F,;'(m)) < Vi~ (F;'(m)) et les deux particules forment un groupe

non massif a I'instant t. La vitesse du groupe formé n’est alors pas définie a l'instant t.
Néanmoins, si la limite suivante

. fﬂ"!‘ 2 V PO dn)
e1,e2—0+ Po[ —e1, B+ 82]

= %(&7 ﬁ)

existe pour tout o < [ € S tels que Pyla, 5] = 0, alors en attribuant la vitesse

V(E;(m), F, (m)) au groupe {F;'(m), F,;'(m)} a I'instant t, on obtient des trajec-

toires t — x(m, t) ayant toujours une dérivée a droite.
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1.7.6 Proposition (Espace vide de particules)
Sim € &, alors les deux fronts x~(m, s) et x*(m,s) sont séparés par le vide (c’est-a-
dire Py(z~(m, s),z*(m, s)) = 0) durant U'intervalle de temps [0,t). Si en plus F;'(m) <
E'(m), alors

z~(m,s) <zt (m,s) Vs<t.

En effet, comme m € & C &, les extrémités (F; ' (m), F, ' (m)) des deux fronts dé-

finis par m (& I'instant 0) n’ont pas changé durant U'intervalle [0, ¢].

Il n’y a donc pas de particule & l'intérieur du « papillon » aux ailes déployées défini
par les trajectoires = (m,-) et x*(m,-).

Fig. 7. Trajectoires des particules
E;Y(m) et FyY(m)
avant leur rencontre.

Pour tout (x,t), on définit

Ys(z,t) = Fg_l(M*(x,t)) , y*(x,t) = Fd_1 (M*(x,t)) )

y«(x,t) et y.(x,t) permettent de déterminer (selon 'accumulation des particules ef-
fectives autour de x) I'ensemble des particules qui forment la particule x & 'instant ¢.

Pour tout m € &, solent C4(m, t;) la trajectoire [0,¢1) 3 t — = (m,t) et Cy(m, t1)
la trajectoire [0,t1) 3 t +— 2z (m,t). Nous avons
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Donc

yu(2,t) = F7H(m) Y (x,t) € Co(m, tr), t <ty
y*(z,t) = F; Y (m) V(x,t) € Ca(m,ty), t <ty .
Si Fy est strictement croissante, les papillons se réduisent a des segments C,(m, t1)

Ca(m, t1) := C(m, ;). Ce segment est celui qui relie les points (Fy *(m),0) et (z(m, ), ).
Pour toute position x; de particule a I'instant ¢, on a alors

C(M*(xhtl)vtl) - S*(xlatl)a C(M*(ml’t1)7t1) = S*(Il’tl) .
D’ou

Y (2, t) = y* (2, t) = yu(w1, t1) YV (2,t) € Su(z1,t1), t <ty
Yu(x,t) = y* (2, 1) = y* (21, t1) Y (x,t) € S™(x1,t1), t <ty .

Dans la section suivante nous allons montrer que la fonction
R xRy 3 (z,t) — U(x,t) :/ M (y,t)dy
0

est la solution de viscosité de 1’équation de Hamilton-Jacobi suivante
oV + A(0,¥) = 0.

Ceci nous permettra de déduire que (M (x,t) : t > 0) est la solution entropique de la loi
de conservation suivante :

M + 0,(A(M)) =0, M,=Fy, (1.7.6)
ou le flux est A(m) = [ Vo(Fy '(2))dz. Ce résultat est bien connu lorsque V; est conti-
nue.

1.8 Lien avec une équation de Hamilton-Jacobi

Nous rappelons que ces résultats ont déja été obtenus dans [5] et [4] lorsque le support
S est borné et Vj est continue. Nous en donnons ici une preuve légérement différente
basée sur les enveloppes convexes H(-,t). Nos résultats sont valables pour une mesure
de probabilité quelconque, et une vitesse initiale non forcément continue.

La fonction m +— H(m,t) est ’enveloppe convexe de la fonction

(0,1) H/ ' )dm! +t/ Vo (F= (m!))dm”
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On peut supposer sans perte de généralité que F|, 1(%) = 0. On vérifie par un changement
de variables que

m Fo_l(m)
/ FyY(2)dz = mFy ' (m) — / Fo(x)dx
1 0

— sup {xm - /O x %(y)dy} — Ho(m)

z€R

De méme, la fonction

r— U(x,t) = sup {xm — Hy(m) — t[m V()(Fl(m’))dm’}

me(0,1)

=— inf G(x,m,t)=axM(x,t) — H(M(z,t),t)

me(0,1)

est la transformée de Legendre-Fenchel de la fonction

m € (0,1) — Hy(m) + t[mVO(F_l(m'))dm',

ou G est la fonction de la Section 1.6.
On en déduit que pour tout ¢ > 0, la fonction m +— H(m,t) est la transformée de
Legendre-Fenchel de la fonction x +— W(z,t). Plus précisément,

Vm € (0,1), H(m,t) =sup{zm — ¥(z,t)} = (HO + tl- V()(Fl(m’))dm’> (m) ,

z€eR

ou * désigne la transformée de Legendre-Fenchel. Il en découle que la fonction inverse
de la dérivée 0, H(m,t) est égale & 0,V (x,t). Par conséquent,

M(z,t) = 0,V (z,t).

Maintenant on peut dire que M est la solution entropique de (1.7.6). En effet d’aprés
un résultat de Bardi et Evans [2], la fonction W est la solution de viscosité de I’équation
de Hamilton-Jacobi

90 + A(0,T) = 0, W%®=/ MMMw
0

et ceci entraine que 0,V est la solution entropique de (1.7.6). Nous renvoyons le lecteur
aux articles de Crandall et Lions [9], [10] pour la définition et 1’étude des solutions de
viscosité.

On pourra montrer directement que M est la solution entropique, grace a la caracté-
risation de Dafermos [12]|. En effet, les lignes de discontinuité de M vérifient la condition
d’entropie

z(m, s) —a(m,t) _ A(m’(t)) — A(mu(t))
*(t) —m

I -
S0 st m*(t) — ma(t)
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Il nous reste & montrer que M est solution faible de I’équation. Ceci apparaitra dans le
chapitre 3.

Dans la section suivante, nous allons montrer que la loi de conservation scalaire
(1.7.6) est la limite des lois de conservation scalaire obtenues en discrétisant la donnée
initiale Fy. Donc les solutions entropiques obtenues par les modéles discrets des particules
collantes convergent vers la solution entropique du modéle continu.

1.9 Passage du cas discret au cas continu

Nous rappelons le résultat suivant dit & Y. Brenier et E. Grenier [4].

1.9.1 Proposition

Soit P une mesure de probabilité sur R, et soit ug une fonction continue et bornée. On
considére une suite (P,) de mesures de probabilité dont le support est fini et telle que
P, — P faiblement. Les fonctions F,,, F' désignent leurs fonctions de répartition respec-
tives. On considére une suite (ug) de fonctions continues qui converge uniformément vers
ug, et on définit

Ap(m) = /Om ud(F71(2)dz,  A(m) = /Om ug(F~(2))dz Vm €]0,1].
Alors pour toute fonction f € L*([0,1],dm),

sup
me[0,1]

/f )dA,( /f )dA(m ‘Ho n— oo

Sous les hypothéses de cette proposition, soit M,, la solution entropique de la loi de
conservation scalaire de flux A,, et donnée initiale F;,, et soit M, la solution entropique
de la loi de conservation scalaire de flux A et donnée initiale F'. Nous allons montrer que

sup/ | M, (z,t) — M(z,t)|de — 0.

t<T

D’abord, nous allons démontrer la proposition précédente. Grace au lemme suivant
qui provient de [38] , on a une démonstration trés simple.

1.9.2 Lemme ([38])
Soient F, F,, (n > 1) des fonctions de répartition. On a la convergence faible

F,—F, n—oo ssi

n

EYm)— F'(m), n—oo

partout ot F~! est continue.
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Ainsi, pour f € L'([0,1],dm), on obtient le résultat souhaité en utilisant le théoréme
de convergence dominée et le fait que la suite (uf}) est bornée.
Dans [4], la preuve est basée sur le résultat élémentaire suivant.

1.9.3 Lemme
Soit (u,) une suite de mesures de probabilité sur R, et (M,,) la suite de leurs fonctions
de répartition respectives c’est-a-dire

fin(—00, 2] = My(z) .

Les propositions suivantes sont équivalentes.
i) p, — p faiblement.
i) [P|M,(z) — M(z)|dz — 0 Ya<b.

iii) Pour toute fonction croissante continue B définie sur [0,1] et telle que
B(0)=0, B(1) =1, 0.(B(M,)) — 0.(B(M)).

Preuve du Lemme
On va montrer que i) <= ii). Si M,, — M dans L, alors M! = p,, — M' = p au
sens des distributions. Comme p,, et © sont des mesures de probabilité, I’approximation
uniforme des fonctions continues par des fonctions de classe C* permet d’avoir i). Réci-
proquement, cette convergence faible est équivalente a la convergence simple M,, — M
partout ot M est continue, donc dz-presque partout. Par le théoréme de convergence
dominée, on en déduit que M, — M dans L.

De la méme maniére, i) implique que B(M,,) — B(M) dans L;,.. On en déduit comme
précédemment la convergence faible des mesures de probabilité 0, (B(M,,)) — 0.(B(M)).
Donc i) = iii) = ii). N

Avant de démontrer la proposition 1.9.1, nous faisons la remarque suivante.

1.9.4 Remarque
Dans iii), on peut considérer les fonctions B € C*([0, 1]).

B(m)—B(0)
B(1)—-B(0)
nues sur [0, 1]. Par suite, toute fonction B € C'([0,1]) est la différence de deux fonctions

croissantes continues.

En effet, m — permet de généraliser le lemme aux fonctions croissantes conti-

On procéde enfin a la preuve de la proposition 1.9.1.

Preuve de la Proposition 1.9.1
L’assertion iii) du lemme précédent et la convergence ||uf — uo||lc — 0 impliquent
que

VB e Cl([ov 1]>7 <8:E(B<Fn))7ug> - <aac<B(F>>7u0> :
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En remarquant que

VBeC(0,1)),  (0.(B(F)),ul) = / B (m)ul(F (m))dm. .

on obtient
Ve ), /f VA, ( —>/f JAA(m

On étend ce résultat a f € L([0, 1], dm) par densité de C([0,1]) dans L([0, 1], dm), et
en utilisant le fait que les fonctions v sont uniformément bornées.
Pour f € L'([0,1],dm), on a donc la convergence simple des fonctions continues

/f )dAn(2) — G(m /f )dA(z) Ym e [0,1].

La suite (G,) étant en plus équi-continue, on en déduit la convergence uniforme

G,—G.

Le résultat suivant est da & M. G. Crandall, L. C. Evans et P. L. Lions [11] et va
nous permettre d’exploiter la proposition 1.9.1.

1.9.5 Théoréme

Soit F,,(y, u, p) une suite de fonctions continues sur © x R xR¢ qui converge uniformément
sur tout compact vers une fonction F(y,u,p). Ici © est un ouvert de R%. Soit u,, la solu-
tion de viscosité de F,(y, u,(y), Vu,(y)) = 0. Si u,, converge uniformément sur tout com-
pact de © vers une fonction u, alors u est la solution de viscosité de F(y, u(y), Vu(y)) = 0.

Comme A,, converge uniformément vers A, ce théoréme va nous permettre de conclure
qu’on a la convergence des solutions entropiques.

1.9.6 Application 1. Nous posons

Fn<x7t7u7p) :p1+An<p2)7 F(:l:,t,u,p) :p1+A<p2)

La solution de viscosité de
F.(x,t,u,Vu) =

est égale a

un(xat) = / Mn<y7t)dy7
0

ou

Oy M, + 0,(A,(M,)) = 0.



1.10 Lien avec le systéme de gaz sans pression 47

Nous en déduisons que

sup sup |Vu,(z,t)] < +o0
n (zt)eK

sur tout compact K de R x (0,4+00). Ainsi la suite (u,) est équi-continue. Grace au
théoréme précédent et a 'unicité de la solution de viscosité, on conclut que u, — u
uniformément sur tout compact, et que u est la solution de viscosité de

F(x,t,u,Vu) =

Comme conséquence, on obtient

//f:ct xtdmdtﬁ//f:ct (x,t)dxdt

pour toute fonction f continue & support compact.
En utilisant des résultats standard sur les lois de conservation [35], on obtient une
meilleur convergence.

1.9.6 Application 2. Nous avons montré que pour toute fonction f de classe C* sur
[0, 1]
sup | f'(z / f(z)dA(z)| — 0,
mel0,1] Jo
et comme

/ M,y (2,0) — M(z,0)]dz — 0 |

nous obtenons

Sup/ |M,,(x,t) — M(z,t)|de — 0.

t<T

Maintenant, nous allons faire le lien avec le systéme d’équations de gaz sans pression
grace aux mesures p(dx,t) = 0, M(x,t), q(dz,t) = 0.,(A(M(x,t))).

1.10 Lien avec le systéme de gaz sans pression

Le systéme suivant

O (p) + O (up) =0
Oy(up) + 9 (u?p) =0
pldx,t) — Py,  u(z,t)p(de,t) — Vo(x)Py(dx) faiblement, lorsque ¢t — 0

est appelé systéme d’équations de gaz sans pression. Soit M la solution entropique de
(1.7.6) o Py = 0, M(+,0). Nous utilisons le résultat suivant qui est da a [4].

1.10.1 Théoréme

Si on pose p(dx,t) = 0, M(z,t), q(dzx,t) = 0,(A(M(x,t)), alors la mesure q(dx,t)
est absolument continue par rapport a p(dz,t). Si u est sa densité, alors la famille
(p(dz,t),u(z,t))~o est une solution faible du systéme de gaz précédent.
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Preuve du Théoréme

Nous avons vu que (x,t) — M(x,t) est une fonction a variation bornée, c’est-a-
dire que ;M et 0, M sont des mesures de Radon sur R x R, . Le calcul différentiel sur
I'espace BV (R x Ry ) des fonctions & variation bornées sur R x R, [40] montre qu’il
existe une fonction borélienne wu(z,t) a valeurs dans [inf V), sup Vo], déterminée 0, M-
presque partout, et telle que

V(A(M(z,t)) = (u(z, t)OM, u(x, )0, M) . (1.10.1)
Ici, V désigne 'opérateur gradient. Si on pose
pldx,t) = 0,M(z,t) et q(dz,t) = 0,(A(M(x,t)),

alors
a(d, t) = u(w, t)p(da, 1)

D’apreés (1.7.6), nous avons
Op(dx,t) + 0,(q(dx,t)) =0
au sens des distributions. En utilisant de nouveau (1.10.1) on obtient
Ovq(dz,t) = 0,0,(A(M)) = 9,0,(A(M))

= 0,(u0:M) = —0,(u*0, M) = —0,(uq(dx,t)) .

Ceci montre que (p(dz,t), u(z,t))i>0 est une solution du systéme de gaz ci-dessus. W



Chapitre 2

Flot de particules

Dans ce chapitre, on considére la dynamique des particules collantes distribuées ini-
tialement suivant une mesure de probabilité Py, et de vitesse initiale vg. La fonction vg
vérifie les conditions du chapitre 1.

On associe a chaque position initiale y, sa position ¢(y,t, Py, vo) a U'instant ¢. Dans
la section 2.4, on montre que la fonction (y,t) — ¢(y, t, Py, vo) est I'unique qui vérifie les
propriétés suivantes :

L Vy, ¢(y,0)=uy;
9.

_ f{¢;1{¢(y,t)}}[77 + tvo(n)] Fo(dn) .
o = T ey

3. si ¢, ' {o(y, 1)} = [a, 3] alors
Cle,yl, 1) =2 Cla, B, 1) Yy € [a, f] ;

4. pour tout t, ¢(-,t) est croissante.

Comme conséquence de cette caratérisation, on obtient la propriété du flot suivante

¢(Z/7t + S, PO7 UO) = ¢(¢<y7 S, P07 UO)J ta PS7 us)

ou Py (respectivement uy) est la distribution des masses (respectivement la vitesse des
particules) a U'instant s.

En outre, si Fy est une probabilité et (Po(n)) est une suite de probabilités a support
fini telle que PO(") — Py faiblement, on montre dans la section 2.5 que la suite des flots
o(-, -,Pén),vo) converge uniformément sur tout compact de R x R, vers ¢(-,-, Py, vp).

De plus, o(, -,Ps,(n),ugn)) converge uniformément sur tout compact de R x R, vers
o(-, -, Ps,us) . Ce résultat nouveau compléte celui de [25] dans lequel des restrictions
fortes étaient imposées & la mesure F,.
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Nous construisons aussi sur l’espace probabilisé ([0, 1], B, dm), ou dm désigne la me-
sure de Lebesgue, un processus stochastique (Xy,¢ > 0), solution de 'équation différen-
tielle stochastique

t
Xt = Xo +/ E[Uo(Xo)/XS]dS y Vit > 0 s
0
ou Xy a pour loi Fy. Nous montrons que les trois processus

(m,t) — X¢(m), ¢ (F;'(m),t, Po,vo), ¢ (F, ' (m),t, Po,vo)

g

sont indistinguables. Ces processus modélisent les trajectoires des particules collantes. Le
processus (X;) a été construit par [14] en discrétisant la probabilité Py, puis en passant
a la limite. Notre preuve est directe, elle est basée sur les enveloppes convexes H (-, 1)
étudiées dans le chapitre 1.

2.1 Deéfinition

Nous rappelons que (0,1) 3 m +— H(m,t) définie dans le chapitre 1 est ’enveloppe
convexe de l'application (0,1) 3 m — [1"[Fy " (2) +tve(Fy ' (2))]dz. Ici Fy est la fonction
2

de répartition de Py, ses inverses sont notées par F; ', F 9—1 définis par (1.1.4) et (1.1.4).
La fonction vg est mesurable, bornée et vérifie la condition

vy (z) > vo(x) > vf (z) VYV, (2.1.1)

ol v, et vy sont définis dans la proposition 1.4.3. Cette condition est celle des sauts
négatifs définie dans le chapitre 1.
Nous rappelons les notations suivantes :

S={reR: R(r—e,x+¢)>0,Ve >0},

S ={zxeR: P(x—e,z]>0,Ye >0},
Si={zeR: Bfz,z+¢)>0,Ve >0}.

S_ et §4\S- constituent une partition de S. Pour tout ¢, nous définissons sur S la
fonction

[ H,(Fy(2),t) si zeS_,
¢ (x,t, Py,v0) = { Hg(Fg(x),t) sio zeS\S-.

Nous allons voir que ¢(x, t, Py, vg) est la position a I'instant ¢ de la particule située ini-
tialement en z. En effet, si H (Fy(x),t) = H (Fy(x),t), il existe deux masses effectives
successives m~ < m+ qui vérifient m~ < Fy(z) < m+, et telles que

(2.1.2)

H,(m™,t) = H, (Fo(x),t) = H,(Fo(x),t) = H, (m+,t) =y .
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Cette position y est occupée par le groupe [F~1(m™), F~*(m™)], ot F~! désigne F; ' ou
F g_l selon la nature des masses effectives m™, m™. Il est clair que

€ [F(m™), F Y m")].

Si H (Fo(z),t) < H}(Fo(x),t), alors Fy(x) est une masse effective a l'instant ¢,
c’est-a-dire que Fy(x) est 1'abscisse d’un point extrémal de 1’enveloppe convexe H(-,t).
Par conséquent, F;'(Fy(x)) est Uextrémité droite du groupe qui occupe la position
H, (Fo(z),t), et Fy ' (Fo(z)) est I'extrémité gauche du groupe qui occupe la position
H (Fy(x),t). Maintenant, il suffit de remarquer que z € {F; ' (Fy(x)), F, (Fo(x))}.
Par suite, la position de x a l'instant ¢ est soit H(Fy(x),t) lorsque z = F;*(Fy(x)),
soit H,\ (Fo(x),t) lorsque x = Fy ' (Fy(x)).

Ainsi, la fonction = — ¢(x,t, Py, vy) est complétement déterminée par la partition &
de S définie dans le chapitre 1.

Il est clair que [, 5] := {z : ¢(z,t, Py,v0) = d(x,t, Py,v9)} est bien le groupe qui
occupe la position ¢(z, t, Py, vg) a Uinstant ¢, et que [, 5]NS € &. De plus, si Py[«, 5] > 0,
alors

S [+ tvo(m)] Po(dn)
PO [a7 6]

Si Py([av, B]) = 0, alors forcément z € {F; ' (Fy(x)), F,*(Fo(x))}. Nous avons ainsi deux
cas :

o(z,t, Py,vg) = Ve la,f. (2.1.3)

1) x = F; ' (Fy(z)) entraine que ¢(x,t, Py, v) = z + tvg (z),
2) x = F; ' (Fy(x)) entraine que ¢(z,t, Py, vo) = z + tvg (x).

I faut remarquer que lorsque F; ' (Fy(x)) = F, ' (Fy(x)), la condition de saut négatif
vy () > v (z) et le fait que Fy(z) € & nous garantissent que z est un point de continuité
de vy. Par conséquent, il n’y a aucune ambiguité dans la définition de ¢(z, ¢, Py, vp). Nous
terminons cette section en remarquant que

¢(x,0, Py,v9) =x VaxeS.

2.2 Recherche de la vitesse

Nous avons déja montré que pour tout m la trajectoire t — H(m, t) est lipschitzienne.
Par conséquent, pour tout y € S, la trajectoire de la particule y est aussi lipschitzienne.
Ainsi, pour chaque y, il existe une fonction t — v(y, t, Py, v9) mesurable telle que

t
(b(y,t,Po,’Uo) =Y + / U(y757P07UO)dS :
0
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Nous allons déterminer cette fonction « vitesse » v(y,t, Py, vp). On pose
[, B] = ¢, 1 (d(y, t, Py, 1)) et on distingue quatre cas :

1) Py([er, B]) > 0 : dans ce cas, on pose

n)Py(d
v(z,t, Py, vg) := f[a Po[a 7 ) Vo e la,f]. (2.2.1)
2) Po(la, 5]) = 0, F_ (Fo(x)) +tvg (Fy ' (Folw)) < Fy ' (Fo(w)) + tug (Fy ' (Fo(w)) = dans
ce cas, on a x = F; ' (Fy(z)) et alors v(x,t, Py, vg) := vy (), ou bien z = E N (Fo(x)) et

alors v(x t Po,vo) = vy (2).

3) Po([er, B]) =0, Fy'(Foe)) < FyH(Fo(x)),  Fy (Fol@) +tg (Fy ' (Fo(z)) <
Fo (Fo(x)) +tug (F, (FO( )) : dans ce cas, v(x,t, Py, vp) est a priori mal définie, sauf si
on impose une condltlon supplémentaire sur vy et Fy, a savoir

lim f[a €1 ﬁ+€2]v ( )Po(dn) _

t, B = t, P i
€1, e2—0+ Pg([a—€1,ﬁ+€2]) U(Oé, ’ 0700) U(57 ’ 07@0)

Il faut remarquer que I’ensemble
{w: Po(F (Fo(2)), Fy H(Fo(@) = 0, Fy ' (Fo(x)) < FH (Fo(x))}
est Py-négligeable.
4) Py([a, B]) =0, & = F; ' (Fy(x)) = F,; ' (Fo(x)) : dans ce cas,
v(z,t, Po,vo) == vo() .

Le résultat suivant montre que v(x,t, Py, vg) est bien la vitesse de la particule a
I'instant t. On note ¢(z,t) pour la position de z, et v(z,t) pour sa vitesse a l'instant ¢.

2.2.1 Propriété (Lien entre flot et vitesse)
Nous avons

oz, t) =2+ /Otv(x,s)ds V(z,t) e S xRy . (2.2.2)

Pour Py-presque tout x, la fonction t — v(x,t) est cadlag et

11m
h—0+ h

=uv(z,t) Vt>0. (2.2.3)

En utilisant le théoréeme 1.5.3, et la définition des extrémités, on obtient les propriétés
suivantes. On rappelle que

Joln + tvo(n)] Po(dn)

C(G,t) := B (G)

VG CR, Py(G)>0.
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2.2.2 Propriété (des chocs)
Si[a, Bl NS € &, alors

o+ tvg (o) > d(a,t) > B+ tug (B) . (2.2.4)
Ve elo, (], Cla,z],t) > ¢(x,t) > C(lx, 5],1) . (2.2.5)

De plus, [0,t] 3 s+ ¢(a, s) est concave et [0,t] 5 s+ ¢(8, s) est convexe.

La concavité de la trajectoire de a est due a (2.2.5). Pour tout s < ¢, a est une
extrémité gauche a U'instant s. Soit ((s) son extrémité droite; on a 3(s) € [a, (] et

_ f[a,,@(s)] UO(n)PO(dn) f[aﬂ] Vo (U)Po(dﬁ)

AR GE]  Bag et

v(a, )

En remplagant x par 3(s) dans (2.2.5), on obtient
C(la, B()], 0) + to(a, s) = C([a, B(s)], 1) = C[er, A], 1) = C([ev, 8],0) + tv(e, t) .
Comme
C(la, 5(s)],0) < C([ar, 41, 0)
on en déduit que v(a, s) > v(a,t). On montre ainsi que
Vs <sa<t, wv(a,s1)>v(a,s2), v(B,s1) <v(f,s2).
les courbes de a et 3 donnent alors un « papillon » aux ailes repliées.
I\ Fig. 1. Trajectoires des particules

« et (8 avant leur rencontre.
x est leur position commnune a l'instant t.
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2.3 Processus stochastique lié au flot

Soit 'espace probabilisé ([0, 1], B, \), ou A est la mesure de Lebesgue et B est la tribu
borélienne de [0, 1]. Dans cette section nous allons étudier les processus stochastiques
(m,t) € 0,1] x Ry — H; (m,t), (m,t) € [0,1] x Ry — H}f(m,t). Ils vérifient

A({m: H (m,t) = Hf (m,t) Vi})=1

car {m : H_ (m,t) = Hf(m,t) Vt} contient {m : F;'(m) = F,*(m)}. En effet,
supposons F; '(m) = F,"'(m). Pour tout ¢ > 0, il existe un unique couple m~ < m™",
éléments successifs de & (ensemble des points extrémaux de H(-,t)) tel que m~ <m <
m™. Deux cas se présentent :

1) m € (m~,m™") : dans ce cas,

Hf(m™,t) = H; (m,t) = H (m,t) = H_ (m",t).
2) m =m~ ou bien m = m™ : dans ce cas, H, (m,t) = H (m,t). En effet, nous avons

FyY(m) + tvg (Fy ' (m)) < H (m,t) < HY (m,t) < F, Y (m) + tog (F, ' (m))

comme F; ' (m) = F, ' (m) = z et vy (z) > vg (z), forcément vy (z) = v (x) et par suite,

H; (m,t) = H} (m,t).

Nous concluons que les deux processus sont indistinguables. On peut donc dési-
gner indifferemment H (m,t) et HS (m,t) par X;(m) = H.(m,t). En particulier, m —
Xo(m) = F~Y(m) = H.(m,0) représente indifféremment les variables aléatoires m
E;'(m) et m — F'(m). En utilisant le fait que F;'(m) € S_, les deux processus
t — X, et t — ¢(Xo,t) sont aussi indistinguables.

2.3.1 Proposition
1) p.s. Xy = ¢(Xo,t) et v(Xo,t) est o(X¢)-mesurable pour tout t > 0.

2) Nous avons

X, = E[Xo + tvg(Xo)/Xy] Vi, (2.3.1)
v(Xo, t) = E[vg(X0)/Xy] = u(Xy,t) Vi, (2.3.2)
0(Xps) Co(Xy) Vt,Vs>0. (2.3.3)

3)

. Xt € _Xt
{(m,t) : 51—1»%1++T + u(Xt,t)} C
{(m,t)  Fyi(m) < FN(m) . Fy'(m) + tog (Fy ' (m) = F7H(m) + tog (F; ' (m) }

Ainsi, Vm & {m/: F;'(m/) < F;7H(m/)},

X=X, d
EEISl+ f = EXt = U,(Xt,t> Vit.
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En particulier,

d
£Xt = u(Xy,t) dtdm p.p.

4) Pour toute fonction f(-,t) continue et croissante, f(Xo,t) a méme loi que X; si et
seulement si
f<X07t> = Xt b-s.

La propriété (2.3.3) est une conséquence de la dynamique. La propriété (2.3.1) est
due au le lemme suivant qui va jouer un role important dans la suite.

2.3.2 Lemme
Soit ® une fonction qui vérifie

B f{cb;l{cb(x,t)}} [+ tvo(n)] Fo(dn)

O(z,1) B (0, (800 0) si B { @, {®(x,1)}} >0,
O(z,t) =z + tuy (x) si Py {@;{®(z,1)}} =0 etz eS_,
O(x,t) =z + tof (x) si Py {@;{®(z,1)}} =0 etz eS;.

Si Yy est une variable aléatoire de loi Py, alors le processus (Y; := ®(Yy,t), t > 0)
est tel que
Yi = E[Yo + tuo(Yo)/Yi] V1.

Preuve du Lemme
Pour toute fonction f continue bornée,

E[(Yo + tuo(Yo))f(Y2)] = E[(Yo + to(Ye)) S (Yi)La(¥e)] + El(Yo + tuo(Y0)) f (Yo) 1s(Yo)]

. A={z:Py(®=d(2,t)) =0}, B={x:PR[d=(z,1)] >0}.

Nous avons

A=An{z: F;Y(Fy(z)) = F, " (Fy(z)} €S- NSs .
Ceci implique que pour tout z € A,
O(x,t) =+ tvy (v) = x + tvg (),
et vy (z) = vy (x) = vo(z) grace a la condition des sauts (2.1.1). Donc
O(x,t) =x +tvg(z) Ve A,

D’autre part, Py(A\[z : F;'(Fo(x)) = F, (Fo(a))]) = 0 et {Y; € A} est p.s. o(Y)-
mesurable. Nous obtenons

E[(Yh + t00(Ya)) F (Vo) La(Y)] = E[(Va + t00(¥o)) F (Vo) Lo, ] = EIYAf (V)1 1(Y0)]
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De méme, {Yy € B} est o(Y;)-mesurable, et pour tout z € B,
E[Yy + tvo(Y0)/Y: = (2, 1)] = (2. 1) .
Donc
El(Yo + too(Ye) (YD) 15(Ye)] = EIVif (V) 15(¥s)] -

Ainsi,
B[(Yo + to(Y)) f(¥))] = E[Vif(v;)] . ™

De la méme maniére, on montre (2.3.2). Pour montrer la quatriéme assertion de la
proposition 2.3.1, on utilise le lemme suivant.

2.3.3 Lemme

1) Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F. Soit h une fonction me-
surable, et soit G la fonction de répartition de h(X). Les inverses de F' et G sont bien
définis dm-presque stirement sur [0, 1]. Si h est croissante et continue, alors

G t'=nF1) dm—p.s.

2) Soient h et g deux fonctions croissantes et continues. Si h(X) et g(X) ont la méme
loi, alors

Preuve du Lemme

1) D’apres les hypothéses du lemme, les variables aléatoires G™! et h(F~1) ont la méme
loi. Leurs inverses respectifs coincident alors, puisqu’ils constituent la fonction de répar-
tition commune. On en déduit que

Gl =h(F) ps.

Pour le détail de la preuve, on considére Cont(F ') N Cont(G~') qui est un ensemble
de mesure totale. Pour tout m sur cet ensemble, on a

F~Ym) =inf{y: F(y) >m} >inf{y: G(h(y)) > m} = a.

D’abord, on va montrer que h(a) = G~!(m). Par définition de a, on a G(h(
donc h(a) > G7'(m). Pour tout z < h(a), Il existe y < a tel que < h(y) (car
h(a) = lim._g h(a — €)). On obtient alors G(z) < G(h(y)) < m, d'ou G~'(m) > h(a).
Donc h(a) = G71(m).

Il reste & montrer que h(a) = h(F~(m)). Pour tout y < a, on a

G(h(y)) <m < G(h(a)) .
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Donc
h(y) < h(a) Vy<a.

La fonction h étant croissante et continue, il existe b > a tel que
h~t(h(a)) = [a,b] .
Comme F'(b) = G(h(b)) = G(h(a)) > m, on obtient b > F~'(m). Ainsi,
F~Ym) € [a,b] et h(a)=h(F'(m)).

2) Soit F' la fonction de répartition de X. La variable F~!, définie sur ([0,1], dm), a la
méme loi que X et on a

g(F(m)) = h(F~'(m)) dm — ps.

Donc pour toute fonction f continue et bornée,
I (9(X) = BOX)] = [ (0(F () = B(F ) dm
= | 1yim = f0).

Ce qui implique que la loi de g(X) — h(X) est la mesure de Dirac en 0, d’ou

2.3.4 Remarque
Si g et h ne sont pas croissantes et continues, on ne peut pas conclure que g(X) = h(X).
Par exemple, soit U la loi uniforme sur [0, 1]. Pour

g:1[0l] et h:1<

72 71] )

N

g(U) et h(U) suivent b(3), la loi de Bernoulli de paramétre 5 .

Maintenant, nous présentons la caractérisation du flot.

2.4 Caractérisation du flot

La caractérisation suivante permet d’identifier toute fonction ayant ces propriétés au
flot des particules collantes.

2.4.1 Propriété (caractéristique du flot)
Les propriétés suivantes caractérisent le flot des particules collantes :

1. Vo, ¢(z,0) =z.
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2. Pour tout (z,t) € S x R,

(o towany [+ to(m)] Foldn)

o(x,1) Py {0, (00w D1 si Po {¢; {o(x,1)}} >0,
o(z,t) =z + tyy (z) si Py {¢; {o(z,1)}} =0 etzeS_,
(x,t) = x + togd () si Py {¢; {o(z,0)}} =0 etz eS8, .

3. Si ¢y Ho(z,t)} = [, 8] alors
Cllevyl,t) = C(le, Bl,t) Vy € [, 5] .
4. Pour tout t, ¢(-,t) est croissante.

2.4.2 Remarque
La troisiéme propriété est équivalente a

Cla,yl,t) > ¢(a,t) > C(ly, B, 1) Yy € [a, 0] ;
de plus, on peut ouvrir les intervalles en y.

La démonstration de la propriété caractéristique est basée sur le lemme 2.3.2 précé-
dent.

Preuve de la Propriété
Le flot des particules collantes vérifie déja ces quatre propriétés. Soit  une fonction qui
vérifie ces quatre propriétés. La propriété de croissance montre que pour tout (x,t), il
existe a, B sur S tels que ®, ' {®(z,t)} = [, B]. Nous allons montrer que [, 3] NS € &,
en montrant que « vérifie (GV F,), et (3 vérifie (GV P,) a I'instant ¢. On peut se reporter
a la définition 1.2.1 pour se rappeler le GVP.

Les extrémités de chaque intervalle ®; '(®(z,t)) = [a, b] seront appelées respective-
ment extrémité gauche et extrémité droite.

Nous allons d’abord montrer que pour toute extrémité droite 3; et pour toute extré-
mité gauche ay telles que () < ag,

O(F1,t) < C((Pr,a2),t) < P, ) .
Soit le processus (Xi(x) := ®(z,t), t > 0 défini sur (R, F), on a d’aprés le lemme 2.3.2
X = E[Xo + tve(Xo)/X:] V.
Donc

C((B1,02),t) = E[Xo + tve(Xo) /1 < Xo < )
= E[Xo + tvo(X0)/P(01,t) < X < P(an,t)] = E[X;/P(01,t) < X < P(an,t)] .
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Ceci implique que
@(ﬁl,t) < C((ﬁl,ag),t) < (I)(Oég,t) .

On revient a [o, 8] = ®; 1{®(z,t)}. Pour y; < a < ys, soient 3 Pextrémité droite
de y1, et as extrémité gauche de yo. On a #; < a < ap. Si on applique le résultat
précédent a () et o, on a

(f1,1) < C((Br, @), t) < P(a,t) ;
et d’aprés la propriété 3,
C(lyr, B, 1) < (B, 1) -
Donc
Cllyr, Bul, 1) < C((Bry @), 1) < (e t)
et on obtient par le calcul des barycentres
C([yr, ), t) < D(a,t) .
Si ap = a, on a d’aprés la propriété 3
O(a,t) < C([a,yo),t) .
On obtient alors
C(lyr, ), 1) < C([a, 1), 1) -
Si a < g, alors B < as et le méme raisonnement pour 3 et ap montre que
(6,1) < C((8,02),t) < B0, 1) et Pz, t) < C([az, 2),1) -
Donc
®(3,1) < C((B, a2),t) < C([az,2),1)
et par suite
(5,1) < C((B,42),1) -
D’ou
C(lyr, ), 1) < C([a, 12), 1) -

Ainsi, a vérifie (GV P,) a l'instant ¢. La méme preuve montre que [ vérifie (GV P,) a
I'instant t. On en déduit que & = ¢(-, -, Py, vp). W
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La fonction ¢(-,t) définit les particules effectives a l'instant ¢. Leur distribution est
P, := Py¢;'. La vitesse de ces particules est définie par

u(w) = v (¢, {z},t, Po,vo) -

La vitesse n’est pas bien définie si Py(¢; ' {z}) = 0. Dans ce cas, on pose

u(z) =v(g,t) si ¢, {a}=la,f].

On peut remarquer que la fonction u; n’est pas continue. Cependant, elle vérifie la
condition des sauts négatifs.

2.4.3 Propriété (Propagation des sauts négatifs)
Pour tout t > 0, on a

uy (z) > w(x) > uf () Va.

En effet, soit le processus (X;(z) = ¢(z,t),s > 0) défini sur (R, Fy). Par définition
de la vitesse u;, on a v(Xo,t) = u:(X;). Donc, d’aprés la proposition 2.3.1,

u(Xt) = Elvo(Xo) /X

Si ¢; H{z} = [, 8] et = est une accumulation & gauche d’éléments de ¢(S,t), alors o est
une accumulation a gauche d’éléments de S. En notant ¢, ' {z'} = [o/, 3] dans le calcul
suivant, on obtient

) — iy S ORI )P
u, \r) = l1msu = l11m su
t x’—m:—Op Pt([I‘/, ZL’)) O‘_’O‘_(I)) PO([a/’ O./))

=g (a) .

Si z est une accumulation a droite d’éléments de ¢(S,t), alors (3 est une accumulation a
droite d’¢léments de S. En notant ¢, ' {2’} = [a/, 3] dans le calcul suivant, on obtient

ey wMPdn) [ 5 v0(n) Po(dn)
i R T(E R R (A A

La propriété 2.2.2 des chocs montre alors que
a+tu; (x) >z =C([a, B],0) + tus(x) > 3+ tu (z) ,

donc
up (2) > uy(r) > uyf () .

Si en plus a < 3, alors u; (z) > u; (z).

Nous pouvons donc considérer le flot ¢(-, -, Py, u;). Ce flot est lié au premier de la
maniére suivante.
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2.4.4 Corollaire (Propriété de Markov)
La fonction définie sur ¢(S,t) x R, par

¢($a S) = ¢(¢t_1{‘r}7t + S, P(];v())
coincide avec le flot ¢(-,-, P;,u;). De plus,
¢(y7t+ S, P07U0) = ¢(¢(y7t7P0700)757Rfaut) v(ya 8) €S X R+ : (241>

La preuve de ce résultat repose sur la caractérisation 2.4.1 du flot, ou (P, vg) est
remplacé par (P, u).

Preuve du corollaire
Soit la fonction

(,8) = ¥(x,9) = d(¢; {x},t + 5, Py, v0)
définie sur ¢(S,t) x Ry. On a

Oy, t+ s, Po,v) = p((y,t, Po,vo),s) V(y,s) €S xRy .

Il reste a montrer que b = ¢(-,-, P;,u;). Pour cela, il suffit de montrer que 1 vérifie la
caractérisation 2.4.1 du flot défini par (P;, u;). Les propriétés 1 et 4 sont immédiates.
Pour montrer la propriété 2, nous allons montrer que

w('a 8) = EPt [¢0 + Sut(¢0)/w('7 S)] Vs

sur Iespace probabilisé (R, ;). Ici, ¢y désigne la fonction identité. Soient le processus
(Xi(x) = ¢(z,t),s > 0) défini sur (R, ). D’aprés la proposition 2.3.1, on a

u(Xi) = v(Xo,t) = Ep[vo(Xo)/X4]
X =Ep[Xo + svg(Xo)/Xs] Vs.

On a donc pour tout s > 0,
Ep,[Xo + (t + s)vo(Xo)/ X = Xy + suy(Xy) .
Comme o(Xyy5) C 0(X}), on obtient
En[Xo + (t + 5)uo(X0)/ Xivs] = Br X, + su(X0)/ K]
c’est-a-dire
Xiys = Ep, [ Xy + sue(Xy) / Xiws] -
On a donc

V(Xi, 8) = Ep [Xi + su(Xy) /9 (X4, 5)]
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sur I'espace probabilisé (R, Py). Comme Py X, ' = P;, On en déduit que

¢('7 S) = Ep, W}O + Sut(djo)/l/}('? S)]

sur I'espace probabilisé¢ (R, P;). La propriété 2 est donc vérifiée lorsque P {7 {z}} > 0.
La fonction ¢ (-, s) étant croissante et continue, il existe a, b sur le support ng(S ,t) de
P, tel que ¥ {z} = [a,b]. 1l existe aussi [, B] NS € & tel que [, F] = ¢, {z} . On
a alors
a:¢(a,t), bng(ﬁ»t)'
En effet, on a

b(oat),s) = dlast+s)=a,  W(B(B,1).5) = (Bt +s) =z
Pour tout @’ = ¢(y,t) < ¢(a,t), on a y < « et par définition de «,
Y, s) =Py, t +s) < pla,t+s)=x.
De méme, pour tout & = ¢(y/,t) > ¢(3,t), on a y' > 3 et par définition de S,
(b, s) = oy t+5) > GOt +5) =
On a donc a = ¢(a, t), b= ¢(8,t) et Pla,b] = Pyla, 3].

Si Pya,b] = Pyla, f] = 0, deux possibilités se présentent.
i) Si a € ¢(S,t)-, c’est-a-dire a est une accumulation a gauche d’éléments de ¢(S, 1),
alors a € S_ et dans ce cas,

a=¢(a,t) =a+ty (o), z=dla,t+s)=a+(t+ )y, (a).

De plus, en notant [ay, 31] := ¢; *{a’}, on a
- (@) = limsu St @y we(m) Pi(dn) _ Jiar,p vo(m) Poldn) o (0)
GOTLEE TR a) aita Rllona) 0

Donc
x=1(a,s) =a+ su; (a) .

ii) Si a € ¢(S,t)+, c’est-a-dire b est une accumulation & droite d’éléments de ¢(S, 1),
alors 3 € S, et dans ce cas,

b=¢(B,t) =B+t (B), =08, t+s)=p+(t+s)y(B).
En notant [, 3] := ¢; H{b'}, on a

o JeymmPBdn) [ 6 vo(n) Pi(dn)
RARN A (O T S (GAEh)

= v (B)
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Donc
x=1(b,s) =b+ suf(b) .

Il reste & montrer que [a,b] = ¢ {x} vérifie la propriété 3. Pour tout y € [a,b] N
8(S.1), on a
[alﬁﬁl] = gbt_l{y} - ¢t_1([aa b]) = [O./?B] :

La propriété 3 pour §; € [a, 8] = ¢, {x} s'écrit
Pla,t+s) < Ep [Xo+ (t+ 5)vo(Xo)/a < Xo < B4] .

Comme

Ep, [Xo + (t + s)vo(Xo)/a < Xo < 1] = Ep[Xo + (T + s)vo(Xo)/a < X; <y
= Ep,[Xi + sur(Xy)/a < Xi < y] = Ep, [ + sui(vo)/a < 1o < 9],

on obtient

Y(a,s) = ¢(a,t +5) < Ep, [t + sus(th)/a < ho <y

Ce qui est la propriété 3 pour y € [a,b] = v {x}.

D’aprés la caractérisation du flot des particules collantes, on conclut que
¢:¢('7'7-Pt7ut)' n

La section suivante est consacrée a la discrétisation du flot ¢(-, -, Py, vp).

2.5 Approximations discrétes

Soit Py une mesure de probabilité quelconque et vy une fonction mesurable bornée
ayant la propriété des « sauts négatifs » (2.1.1) du chapitre 1. Dans cette section, nous
avons besoin de la condition supplémentaire

lim  sup (vy(a) —vg(B)) <0. (2.5.1)

lz—y|=0 < p<a<y
Cette condition est évidemment satisfaite lorsque vy est continue.

2.5.1 Remarque
Nous avons déja vu que le flot des vitesses u(x,t) des particules collantes n’est pas
continu en général. Néanmoins, nous allons voir qu’il vérifie la condition ci-dessus.

Le but de cette partie est de montrer que pour toute suite (P}') de mesures de
probabilité & support fini qui converge faiblement vers B, et pour toute suite (vy) de
fonctions qui converge uniformément vers v, sur tout compact, nous avons la convergence
uniforme (sur tout compact) de la suite des flots ¢(-, -, P, vf) vers le flot ¢(-, -, Py, vg).
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En particulier, nous retrouvons le résultat de [25] dans lequel les auteurs obtiennent
I’approximation discréte du flot lorsque la mesure Py est diffuse.

Dans le théoréme suivant, nous notons (C(K), || ||e) I'ensemble des fonctions conti-
nues sur K, muni de la norme uniforme.

2.5.2 Théoréme (de relative compacité)

1. Soit Py est une famille de mesures de probabilité sur R. Soit V, une famille de fonctions
uniformément bornées sur R, et qui vérifient (2.5.1) et la condition des sauts (2.1.1). La
famille des flots

F ={o(,-, Po,vo) : Py € Po,vo € Vo}
est relativement compacte dans (C(K),|| - ||s) pour tout compact K C R x Ry.

2. (Stabilité)

Soit Py une mesure de probabilité sur R, et soit vy une fonction continue et bornée.
Si (Py) est une suite de mesures de probabilité qui converge faiblement vers Py et si
(vg) est une suite de fonctions qui converge uniformément vers vy sur tout compact de
R, alors on a la convergence uniforme sur tout compact de R x R

o(x,t, Py vy) — o(x,t, Py,vg), mn— 00. (2.5.2)

Une telle famille de flots F est donc fermée pour la topologie de la convergence uni-
forme sur tout compact.

L’équi-continuité des flots découle du lemme suivant.

2.5.3 Lemme (d’équi-continuité)
Nous avons

V(. ts),  |o(z,t) =y, s)| <Olt —s|+ ]z —y|+ s (vo (@) =g (B)) -
(2.5.3)
En effet, on a
|6(2,1) — &(y, 5)| <|d(a,1) — d(x,5)| + bz, 5) — B[y, 5)]
<Ot = s| +[¢(z,s) — ¢(y., )]

Supposons z < y et qu’ils appartiennent a S. Soit 3 l'extrémité droite de x & l'instant
s,et soit acelledey. Onax << a<yet

B+ svg () < oz, 8) < oy, s) < a+svy(a); donc

|62, 5) = ¢y, )| < @ = B+ s[vg () — v (B)] -
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On en déduit (2.5.3).

Soit K = [a,b] x [0, T] un compact de R x R, et soit C' = sup ||vg||o - On a

vo€Vo
¢($,t,P0,U0)‘§|ZC|+tC V($7t>EK V<P0,U0)€,POXVO.

Ce résultat et I’équi-continuité précédente montrent, d’aprés le théoreme d’Ascoli, que
F est relativement compacte sur K.

Il reste & démontrer la deuxiéme partie du théoréme 2.5.2. On se propose de donner
deux démonstrations.

Si PJ' converge faiblement vers F et si v{ converge uniformément sur tout compact
vers vy, on vient de montrer qu’il existe une sous-suite de flots qui converge uniformément
sur tout compact vers une fonction continue ®. On va montrer que ® coincide avec le
flot ¢(-, -, Py, v9) des particules collantes. Sans perdre la généralité de la démonstration,
on peut supposer que toute la suite converge vers ®.

Soient X et X, des variables aléatoires de lois respectives Fj' et F, définies sur le
méme espace probabilisé, et telles qu’on ait la convergence presque siire

Xy — Xo, n—o00.
On a la convergence presque siire des processus stochastiques
Vi, Xi'i=o(Xg,t Pyv)) — X i=9(Xo,t), n—oo.

Nous allons montrer que la fonction de répartition M™(-,t) de X[ est la solution
entropique de la loi de conservation scalaire

M + 0, (A (M) =0, My=F,,

ot F, est la fonction de répartition de X7 et le flux est A,(m) = [ v2(F,(z))dz. En
utilisant les résultats du chapitre 1, nous en déduirons que la fonction de répartition
M(-,t) de X; est la solution entropique de la loi de conservation scalaire

OM + 0,(AM)) =0, My=Fp,

ou Fy est la fonction de répartition de X et le flux est A(m) = [ vo(Fy ' (2))dz.

Il suffit de montrer que la solution entropique M (-, t) de cette derniére équation est
la fonction de répartition de ¢(Xo,t, Py, vg)-

La solution entropique de la loi de conservation scalaire précédente est définie dans
le chapitre 1 par (1.6.3) a 'aide des enveloppes convexes (0,1) > m +— H(m,t) définies
par P, et vg. La fonction (m,t) — 0,,H(m,t) =: H,,(m,t) est bien définie pour presque
tout m. Par définition du flot, on a pour tout ¢

d(Fyt(m),t, Py,v9) = Hy(m,t)  dm-presque stirement.
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On va utiliser le processus (H,,(m,t),t > 0) défini sur ((O, 1), )\) et le fait que
Py = M(Fy')7% Ici A désigne la mesure de Lebesgue.
Si Xy est défini sur 'espace probabilisé (€2, i), alors on a pour tout x

p{o(Xo,t, Py, vo) < o} = Mm : ¢(FyH(m), t, Py, v) < x}
=Xm: H,(m,t) <z}.

La propriété (1.6.14) de M(-,t) montre que {m : H,,(m,t) <z} = (0, M(z,t)]. Donc
,U{(b(Xo, ta P0>/UO) S .CC} = M(ﬂf,t) :

Ainsi, M(-,t) est la fonction de répartition de ¢(Xy,t, Py, vg); et pour tout n, la
fonction de répartition de X} est la solution entropique de la loi de conservation scalaire
correspondante. Donc la fonction de répartition de ®(X,,¢) = lim X;* est la solution

n—oo

entropique de la loi de conservation scalaire limite. Par unicité de la solution entropique,
les processus ¢(Xo,t, Py, vg) et ®(Xo,t) ont la méme loi. La proposition 2.3.1 montre
alors que

¢(X07t7 PO,U()) - (I)(X()Jt) p-s.
Donc ¢(-,t, Py, v9) = ®(+,t) sur le support de F.

On se propose maintenant de donner une autre preuve, en montrant que ® vérifie
les propriétés caractéristiques 2.4.1. Il est clair que la fonction ® vérifie les propriétés 1
et 4 qui caractérisent le flot. Nous allons montrer que ® vérifie aussi la propriété 2 ; et
ensuite, la loi commune des processus nous permettra de conclure.

Nous montrons d’abord que ® vérifie la propriété 2, en trois étapes.

i) Dans le cas ot Py(®; '{®(z,t)}) > 0, il suffit de montrer que le processus X; =
O (X, t) vérifie

Xt = E[XO + t’Uo(Xo)/Xt] Vit.

Par définition du flot, cette équation est vérifiée pour tout n d’aprés (2.3.1). Donc pour
toute fonction f € Cy(R),

E[f (X)X} = E[f (X)X + tog (Xg))] Vn.
Ces variables aléatoires sont intégrées pour X;* € Suppf et on a
X5+ 1oy (X3)] < |X7] + 20t

Ici, Suppf désigne le support de la fonction f. Il découle alors du théoréme de conver-
gence dominée que

E[f(X:)X:] = E[f(X:)(Xo + tvg(Xp))] V¢, Vf € Co(R) .

Ce qui est le résultat cherché.



2.5 Approximations discrétes 67

La fonction ®(-,t) étant croissante et continue, il existe o, 8 € S tels que ®; ' {®(x, 1)} =

(o, B].
ii) Si Pylor, ] = 0 et « = B = z, on considére «, 'extrémité gauche de z et 3, son
extrémité droite pour le flot ¢(-, ¢, Pi,vf). On a

B" + tug (B") < ¢lan, t, By, vg) = ¢(x,t, P, vg) = d(B, t, By vg) < + tog () V.
Si o et [ sont des points d’accumulation respectifs de (ay,) et ((3,), on obtient
B +tu() < @(,t) = D(x,t) = (G, 1) < o + tvg(a) .

Alors o/ = x = (#; sinon ®(-,t) serait constante sur ’ensemble de masse non nulle
[/, ] NS qui contient z, et aurait a < B. On en déduit que

P(x,t) =z + tvg(x) .

iii) Si Pylo, B] = 0 et a < 3, alors « est la limite & gauche de points y; du support
S tels que
z; = Q(y;, t) < P(y;,t) Vi<j.
Soit [ay, B3] := ®;*{x;}. Grace a la continuité de y — y + tvy(y), il existe z; € [y, 3i] tel
que
O(y;, 1) = C[aw, B 1) = 2i + tvo(z:)
etonaz — a—0, i— oo.Parcontinuité de ®(-,t), on obtient ®(a,t) = a+tvg(a). De
méme, /3 est limite & droite de points de S et obtient ®(3,t) = 5+ tvy(F) par continuité
de ®(-,t). Ainsi,
O(a,t) = D(6,t) = a + tvg(a) = B+ twe(F) -

Maintenant, nous utilisons la loi commune des deux processus pour obtenir la troi-
siéme propriété caractéristique du flot. Comme S est le support de la mesure P, celui
de Py®; ' = Py, ! est

O(S,t) =o(S,t) Vt.

Pour z € ®(S,t), on définit
o, 8] == @y H{a} et [of F] = ¢y {a}
Le cas Py|a, 3] = 0 étant évident, on s’intéresse au cas Py|a, 3] > 0. On va montrer que
[, B] C [, 3] avec BRyla',a) = Py(3,5]=0,

et en déduire qu’on a la propriété 3, puisque [o/, §'] la vérifie.
Supposons a < «'. Comme

Py(—00,a) = Po{®(-,t) < 2} = Po{o(-,t) < 2} = Py(—00,a’) ,

on a Pya, a’) = 0. Alors par définition de la partition &, « vérifie (GV P,) a l'instant ¢,
et
a+ tug(a) < d(a,t) < ¢p(a',t) =z .
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D’autre part, o est une accumulation & gauche d’éléments de S car Py|a, o) = 0. On
montre comme précédemment qu’il existe des points z; tels que

(I)(Zi,t) =z; + tUO(Zi) )
avec z; — a — 0, i — oo. La continuité de ®(-,t) en a implique alors

P(a,t) = a+tug(a) = .

Ce qui est absurde.
De méme, si ' < (3, on obtient par la loi commune FPy(5’, 3] = 0. On en déduit que
B vérifie (GV P,) a 'instant ¢, et alors

B+tw(B) = ¢(B,t) > o(8,t) = .
Comme [ est limite & droite d’éléments de S, il existe des points z; tels que
D(z;,t) = 2 +tvg(z;) Vi
avec z; — a — 0, 1 — 00. On obtient la contradiction
d(3,t) = B+ tvg(B) = x.
On conclut donc que
[, B] C [, B'] avec Pyl o) = Py(B3,5]=0.

Ce qui est suffisant pour montrer que ® vérifie la caractérisation du flot. Mais on peut
montrer directement que [a, 3] = [, ']. En effet, si o/ < a, on a

O(a,t) =2 > d(d,t) =2 .

Soient

[, 3] =@’} et [ag, Bo) i= ¢, {2}
On a, comme précédemment, U'inclusion [ay, 5] C [ag, B2]. Par définition de (i, on a
B1 > o/, ce qui implique que B > . On obtient alors la contradiction

' = ¢(0e,t) > (' t) =x .

Donc o = ¢ ; on montre de méme que 5 =03". B

2.5.4 Corollaire (Propagation de la stabilité)
Nous considérons Py, vy, FJ, et vf du théoréme 2.5.2. Soient P, (resp. P}*) la distribution
des particules effectives a l'instant t, et u; (resp. u}) leur vitesse.

On a la convergence uniforme sur tout compact

qb('v'aptnau?) _>¢('7'aptaut) n — oo .
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Le résultat suivant montre I’équi-continuité des flots ¢(-, -, P/*, u}").

2.5.5 Lemme
Pour tout t > 0, on a ||u]]oo < ||vol|eo ; €t pour tout (xq,x2),

u(z2) — ug(z1)

To — X1

1
<. (2.5.4)

Preuve du Lemme
La premiére assertion est claire. Pour ¢t > 0 et x1 < x5 sur ¢(S, ), soient

[ala 61] = (D;l{xl} et [a27 62] = (b;l{xZ} :
On a

Jiay g nFPo(dn) [ 55 nFo(dn)
vy =1 = 6(f, 1) — 9, 1) = SERHE T S

avec u(ra) = v(fa,t) et uy(x1) = v(0,t). Par définition des extrémités, on a

f[al,ﬁl} 77Po(d77)
Py [0417 @1]

+t[o(Ba,t) — v(fr,1)]

f[ag,ﬂz} 77P0(d77>
Py [0427 52]

On en déduit (2.5.4). N

> g > [ >

La suite des flots ¢(-, -, P/*, u}") vérifie donc la premiére partie du théoréme 2.5.2.
La propriété d’équi-continuité est précisément la suivante.

v(xvyasa‘s/)? ‘(b(I?S/;Ptuut) _¢(y7saf)tvut)’ §C|S,_8‘ + |I_y| <1+§) : (255>

Ce résultat s’obtient en remplagant (P, vy) par (P, u;) dans le lemme 2.5.3. La majo-
ration finale est due a (2.5.4).

On peut supposer la convergence uniforme sur tout compact
o(z, s, Pl uy) — (x,s) ,
ou v est une fonction lipschitzienne qui vérifie (2.5.5). Pour tout n, on a
Syt +s, Py vg) = 6(o(y. t. Py vg), s, Pyuy) Yy
Comme ¢(y, t, Py, vi) — ¢(y,t, Py, vp), nous obtenons
oy, t + s, Py, vg) = @Z)(gb(y,t, Py, vo), s) .
On déduit alors du corollaire 2.4.4 que ¢ = ¢(-, -, P, u;). B

La section suivante est une introduction & I’étude du comportement limite du flot.
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2.6 Le comportement limite

Le but de cette section est d’étudier le comportement des groupes de particules
lorsque le temps tend vers l'infini. Nous nous intéressons donc & la limite des fonctions
o(+,t), lorsque t — +oo0. Méme si la limite n’existe pas, les limites inférieure et supérieure
existent toujours dans R.

Nous allons voir que lim ¢(x,t) = 400, —00 ou bien ¢(x,-) va osciller entre deux

t——+o0

bornes
a(x) =lim inf ¢(x,t, vy, Fy), b(z)=1lm sup ¢(x,t, vy, ) .

t—+o0 t——+o0

Pour chaque z, il existe [a(z,t), B(x,t)] NS € & tel que

o(z,t,v0, Py) = C(la(z, t), Bz, t)],t) .

Les fonctions t — «(x,t),t — [(x,t) sont respectivement décroissante et croissante. On
pose
a(z,+00) := lim a(z,t), [(x,+o0):= lim [(x,t).

t——+o0 t——+o00

Nous obtenons lorsque ¢t — 00
C(la(z,t), B(z,1)],0) — C((afz, +0), B(z, +0)),0) ,

et
J{atorsoey ) P00 P

Py (e, +00), Bz, +00)))

tHp(x, t) — C(lez, ), B(x,1)],0)] —

Le comportement de lim ¢(z,t) dépend donc complétement de la valeur

t——+o00

J (a(z.+00).B(z,+00)) vo(n) Po(dn)
PO((a(x’ +00), B(x, +oo)))

v(x,+00) =

Si v(z,+00) # 0, alors ¢(z,t) — oo. Le probléme se pose lorsque v(z, +00) = 0.
Dans ce cas, ¢(x,t) va osciller entre
C’((&(x, +oo),ﬁ(a:,+oo)),0) —i—limtir}rf tv(x,t)
et
C((a(z, +0), Bz, +0)),0) + lim sup tv(z,t) .

t—+o00
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2.6.1 Remarque

La limite de ¢(-,t) peut ne pas exister lorsque t — +o00. Tout de méme, nous pouvons
considérer les limites inférieure et supérieure dans R. Elles sont définies respectivement
par

b () = C((a(x, +00), Bz, +00)),0) +lim inf tv(z,1), (2.6.1)
Psup () = C((Oé(x, +00), Az, +OO)),O) + hmtil_lfio to(z,t) . (2.6.2)

La fonction ¢y, étant croissante, on peut lui associer une partition £,., de S. Chaque
élément (o, 3) € .o a pour la signification suivante. « (respectivement (3) a été une
extrémité gauche (respectivement droite) pour tout t.

En effet, on a pour tout = < «, ¢ins(z) < ¢ine(cr). Donc pour tout ¢, il existe ¢ > ¢
tel que ¢(x,t") < ¢(a,t'). Ceci implique que

oz, t) < playt) Vo <a,Vt.

Ce qui signifie que « est une extrémité gauche a tout instant ¢. De méme, [ est une
extrémité droite a tout instant ¢.
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Chapitre 3

Lo1l de conservation scalaire,
représentation probabiliste

Nous avons déja vu dans le chapitre 1 que Uinverse (z,t) — M(z,t) de la fonction
(m,t) — OmH (m,t) est la solution entropique de la loi de conservation scalaire

DM + 0,(A(M)) =0, M(-,0)=Fy,

ou Fj est la fonction de répartition d’une mesure de probabilité Fy, et le flux
(0,1) >m— A(m) = / vo(Fy t(2))dz
0

est défini par une fonction mesurable bornée vy, et 'inverse F, ' de Fy. La preuve était
basée sur la solution de viscosité de I’équation aux dérivées partielles

Oub + A1) =0, (x,0) = / " Foly)dy

Le but du présent chapitre est de donner une preuve directe, en utilisant le processus
stochastique X; = Xy + fot E[vo(Xo)/ X, ]ds déja construit dans le chapitre 2.

Dans la section 3.1, nous montrons que si pour presque tout t, X; = f(Xo,t), ou
f(-,t) est une fonction croissante et continue de Xy, alors (z,t) — P(X; < x) est une
solution faible de la loi de conservation scalaire ci-dessus.

Comme conséquence de cette représentation, nous montrons que la solution entro-
pique est I'unique fonction qui admet la représentation stochastique ci-dessus. En outre,
le processus des particules collantes est I'unique qui vérifie

t
X = f(Xo,t) = Xo —|—/ Ef[vo(Xo)/Xs]ds, f(-,t) croissante et continue,
0

pour Xg, vy données.
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3.1 Loi de conservation scalaire

Soit Fy une fonction de répartition, et soit vy une fonction mesurable et bornée. Nous
considérons la loi de conservation scalaire suivante

DM + 0,(A(M)) =0, M(-,0)=F, (3.1.1)

ou le flux est défini par

A(m) = /Om vo(Fy 1 (2)) Vm e (0,1).

3.1.1 Théoréme
1) Soit X = (X, t > 0) un processus stochastique. Pour tout t > 0, soit F; la fonction
de répartition de X;. Si X est absolument continu et tel que

dX; = Elvo(Xo)/X¢]dt , Xy = f(Xo, 1) (3.1.2)

ou f(-,t) est une fonction croissante et continue, alors la fonction (z,t) — M (x,t) =
P(X; < x):= Fy(x) est une solution faible la de la loi de conservation scalaire (3.1.1).
2) La fonction M est la solution entropique de la loi de conservation scalaire si et
seulement si M admet un représentant solution de (3.1.2), et en plus

Vme (M(x—0,t),M(x+0,t)),
A(m) — A(M(z —0,1))
m — M($ —O,t)

A(m) — A(M(z +0,t))
m — M(x+0,t)

>

(3.1.3)

3) Soit ¢(-, -, Py,vo) le flot des particules collantes. Le processus
(¢<X07 t P07 UU) , 1 > 0)

est I'unique qui représente la solution entropique.

D’abord, nous rappelons la définition de la solution entropique de la loi de conserva-
tion (3.1.1).

3.1.2 Définition (Solution entropique)
Soit f une fonction continue localement lipschitzienne. L’équation

Ou+ 0, (f(u)) =0, wu(-,0)=uy donnée

est appelée loi de conservation scalaire.

Une solution faible entropique de cette équation est une fonction localement inté-
grable u telle que pour toute fonction g € C*°(R x R,) a support compact, et pour
toute fonction croissante h(-),

//ﬁtg(x,t)l(u(x, t)) + 0pg(x, t)F(u(x,t))dxdt + /g(x, 0)ug(z)dz =0

avec I(u) = ['h(z)dx, F(u)= [ h(z)df (z).



3.1 Loi de conservation scalaire 75

Pour étudier les solutions entropiques, nous considérons la caractérisation suivante
due a C. M. Dafermos [12], lorsque la donnée initiale est a variation localement bornée.

3.1.3 Proposition
Soient f une fonction continue localement lipschitzienne et ug € BV,.(R) une fonction
bornée. La loi de conservation scalaire

Ou+ 0 (f(uw) =0, u(-,0) =wug

admet une fonction (localement intégrable) u, pour solution faible entropique ssi

1. (Solution faible)
vV ge CYHR xR%) asupport compact

//[&tg.u + 0pg.f(u)]dtdx =0 ;

2. (Condition entropique)
les lignes de discontinuité z(t) de u vérifient

lim w(z,t) = u_, lim w(z,t) =1u
z—z(t)—0 ( ) z—x(t)+0 ( ) +

de(t) _ fluy) = flu-)

dt Uy — U

u- <uy = YV ué€(u_,uy):

fw) = fle) | ) = S

U— U_ Uy — U

Une telle solution est unique.

Pour la preuve du théoréme, nous utilisons le lemme suivant.

3.1.4 Lemme
Soit M la fonction du théoréme et soit H = 1|y ;o la fonction de Heaviside. Nous avons
pour presque tout t et pour tout x,

M(z,t)=EH((z - X;),
A(M(z,t)) = E (vo(Xo)H (z — X;)) .

Preuve du Lemme
La premiére ligne est claire. Pour presque tout ¢ et pour tout z, nous avons

m < M(z,t) = Fy(z) <= F,/(m) <z,
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donc
M(z,t)
A(M (z,1)) —/ vo(Fy  (m))dm = /H (m))vo(Fy ' (m))dm
/H r — E-(m))vo(Ey (m))dm
D’aprés le lemme 2.3.3, F, ' = f(F; ', t). Donc

Mw.0) = [ H(e = F(Fy (), ) oo Fy ()
=E (vo(Xo)H (z — f(X0,1))) =E (vo(Xo)H(z — X;)) . W

Maintenant, nous montrons que M est solution faible.

Preuve du Théoréme 3.1.1
1) Soit (H,) C C}(R) une suite de fonction qui converge vers H. Pour toute fonction
h € C}(R x R, ), nous avons

/ Oz, )M (z, t)dwdt = E// Oph(x, t)H (x — X;)dwdt

~lim E / Ouh(x, ) Hy(z — X,)dadt = lim B / / W, DH ( — X,)dX,dz

= lim E// h(z, t)ve(Xo)H, (x — X;)dtdx
— limE / / vo(Xo)Ouh(z, ) Hy (x — X,)dadt

/8hxt)E(vo(X0)H(x—Xt ))dadt = /8hxt M(z,1)) |

Donc 0;M + 0,(A(M)) =0.
2) La condition est suffisante, d’aprés la proposition précédente.

Inversement, nous avons vu dans le chapitre 2 que la solution entropique M est
représentée par ¢(Xo, t, Py, vg), il reste & montrer que M vérifie la propriété (3.1.3). Ceci
découle du théoréme 1.5.3. En effet, Si M(x —0,t) < M(z + 0,t), ces deux masses sont
consécutives dans &;. Alors nous avons pour tout m € (M(x —0,t), M(x+0, t)),

fM(z 0.0) [F ( )—f—ﬂ/o(F ( ))} dz fM(x+O,t) [FO—I(Z) +tvb(F0_1(z)ﬂ dz

> m
m — M(z —0,t) - M(z+0,t) —m ’

c’est-a-dire

Jita-00 B ()= A@m) = AM(@—0,)) _ [y (2)d
m — M(z —0,1t) m—M(z—0,t) — M(x+0,t)—m
A(M(z+0,t)) — A(m)

M(z+0,t) —

+1
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Comme
Juste-on P (2)d2 < F;'(m) < F N (m) me("”O’t) fy_(2)d=
m— M(z—0,t) — ¢ -9 M(z+0,t)—m
on obtient

A(m) — A(M(z —0,1)) S A(M(z+0,t)) — A(m)
m— M(x—0,t) - M(z+0,t)—m

3) Si f(Xo,t) est un autre représentant de la solution entropique, alors ¢(Xo,t, Py, vg)
et f(Xo,t) ont la méme loi. Le théoréme 2.3.1 permet de conclure que ¢(Xo, t, Py, vg) =
f(Xo,t). N1

On peut conclure & l'unicité de la solution de (3.1.2).

3.1.5 Remarque
1) La solution entropique de la loi de conservation scalaire est caractérisée par (3.1.2).
2) Le processus lié au flot est I'unique qui vérifie (3.1.2).

Cette remarque montre que la dynamique des particules collantes est entiérement
déterminée par (3.1.2). Elle découle de la fin de la preuve précédente et de la proposition
suivante qui est due & F. Bouchut et F. James [5].

3.1.6 Proposition ([5], page 9)
Soit M(x,t) une fonction faiblement continue par rapport & la variable t, et soit f une
fonction lipschitzienne. Soit M, est une fonction croissante telle que pour tout x

flm) — f(Mo(z —0)) _ f(m) — f(Mo(z +0))
m — My(x — 0) m — My(x 4 0)

> Vm € (My(z —0), My(z +0)) .

Si M est solution faible de

alors M est la solution entropique si et seulement si pour tout t, la fonction M(-,t) est
croissante.

Dans la section suivante, nous rappelons la représentation du systéme de gaz sans
pression obtenue par Dermoune.

3.2 Systéme de gaz sans pression

Soit le systéme suivant d’équations de gaz sans pression, défini sur R x R, .
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0(p) + Oulup) =0
Or(up) + 0z (u?p) =0 (3.2.1)
plde,t) — By,  u(z,t)p(de,t) — vo(z)Py(dr) faiblement, lorsque t — 07

ou Py est une mesure de probabilité, et vg est une fonction mesurable bornée.

3.2.1 Définition (Solution faible)
Soit (p(+,t),t > 0) une famille de mesures de probabilité sur R. Pour tout t, soit q(-,t) =
u(+,t)p(+,t) une mesure absolument continue par rapport a p(-,t).

On dit que (p(-,t), u(-,t),t > 0) est une solution faible de (3.2.1) si

1. pour toute f € C}(R), I'ensemble des fonctions de classe C' sur R a support
compact, et tous 0 < t1 <ty :

/f o, 1) /f o, 1) /:/f'(x)q(dx,t)dt,
/f q(dz,t5) /f q(dz, ty) /:/f’(:c)u(x,t)q(d:p,t)dt;

2. pour toute fonction f continue bornée sur R :

11m/f p(dz,t) /f )Po(dz)

g%/f q(dz, ) /f 2)vo(z) Py(dz) .

Nous rappelons le résultat suivant di a Dermoune [15, 16, 17]|. Dans la suite, £(X)
désigne la loi de la variable aléatoire X.

3.2.2 Proposition ([15])
Soit (X;, t > 0) un processus stochastique absolument continu. Si

dX; = Elvo(Xo)/X|dt := u(Xy, t)dt  avec L(Xo) = Fy,

alors
(p(dx,t) := L(X}), u(x,t), t >0)

est une solution faible de (3.2.1).
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Preuve de la Proposition
Pour f € C}(R) et 0 < t; < ty, nous avons

[ @t t) = [ f@pldnt) = B, [F(X) ~ £0X)] =

E,, U F(X)u( Xy, 1) dt} //f pld, t)dt
//f q(dx,t)d

et [ f(x)g(dz,ts) — [ f(2)q(dw, t)

Epo [f(th)u(tha t2)] - Epo [f(Xh)u(th?tl)]
= Ep, [f(Xe,)vo(Xo)] = Ep, [f (X, )vo(Xo)]

E, [ / P X)X, oo (Xo)dt

/ /f q(dz, t)dt .

Nous avons donc le premier point de la définition. Le deuxiéme traduit la continuité
du processus. W

3.2.3 Résumé
Nous avons montré que les processus solution de I’équation

dX, = Eve(Xo)/ X ]dt

fournissent des solutions faibles au systéme de gaz sans pression. Parmi ces solutions, le
processus des particules collantes est l'unique (en loi) dont la famille des fonctions de
répartition est la solution entropique de la loi de conservation scalaire.

Récemment, A. Dermoune et B. Djehiche [20, 21] ont généralisé ce procédé pour
résoudre le systéme de gaz sans pression avec viscosité. Ils ont construit des processus
solutions de

dXt = E[’U()(X())/Xt}dt + I/dBt s

ol B est un mouvement brownien standard, puis ont fait le lien avec le systéme de gaz
sans pression avec viscosité

2

O(p) +div(up) = FA(p)
u(up) + div(up) = %5 A(up)
pldz,t) — Py, u(z, t)p(dx,t) — vo(x)Py(dx) faiblement, lorsque ¢t — 0% .
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Chapitre 4

Autour de I’équation différentielle
stochastique dX; = E|vg(X)/X]dt

Nous avons vu, dans le chapitre 3, que tout processus stochastique
Xy = Xo+ f(f E[vo(Xo)/X;]ds donne une solution au systéme de gaz sans pression.
Dans ce chapitre nous allons étudier les processus

t
Xt:X0+/ Vsds
0

dont les lois p(dz,t) = P(X; € dx), et les fonctions u(zx,t) = E[V;/X; = x] constituent
une solution du systéme de gaz sans pression.

4.1 Les solutions discrétes o(X()-mesurables

Soit X, une variable aléatoire discréte de loi Y7, midxé . Nous allons caractériser les
processus X; = (X, t) solution de I’équation différentielle. La variable aléatoire X; est
identifiée au vecteur (z} := ¢(z,t), i < n). Dans ce cas, z; est solution de I’équation
intégrale

¢
Ty = ZL‘0+/ F(z)ds ,
0

ou F'=(Fy,..., F,) avec

Z?:l M0 1 [i—gi)

-Fi x) = n
(@) Zj:l M1 i =]

i,
et ‘

On remarque que Vj n’intervient dans la dynamique que par E[V,/Xo]. Par conséquent,
on suppose que Vo = ug(Xp). Avant le premier choc, la solution est unique :

T, = x5 +tmu' Vi
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Soit 77 'instant du premier choc. A cet instant, certaines particules se croisent et nous
avons trois possibilités.

1) Les particules qui se croisent se collent en suivant la loi de conservation de la masse
et de la quantité de mouvement ;

2) ou bien une partie de ces particules se collent et les autres continuent leurs chemins
sans dévier ;

3) ou bien toutes les particules continuent leurs chemins sans déviation.

Au deuxiéme instant de choc 7y, si les particules qui se croisent subissent leur premier
choc, alors la situation est similaire aux trois cas précédents. Par contre, si ces particules
subissent leur deuxiéme choc, elles peuvent se désintégrer en récupérant leurs vitesses et
leurs masses initiales.

La proposition suivante montre que la dynamique des particules collantes définit un
unique flot « forward ».

4.1.1 Proposition

A chaque x € RY, on associe les trajectoire t — 1(z,t) des particules collantes, ayant
comme positions initiales = et vitesses initiales (ug(x) := v;). L’application (x,t) —
(x,t) est un flot « forward », c’est-a-dire :

1) ¢(¢($,t),8)=1/]($,t+8) V(ZE,t,S) )
) lim Y& ZY@Y  p by vt

s—t+0 s—1

4.1.2 Corollaire
Les propositions suivantes sont équivalentes.

1) Pour tout 1 <i < N,

et

2) = (20, 1).

3) x; est collante.

Nous donnons maintenant la version probabiliste de ce dernier corollaire. On part
d’une solution z; = (z},...,27) du systéme d’équations différentielles ordinaires, et on
considére le processus stochastique

(xf,t) — Xi(xf) = 2. On associe a ce processus sa vitesse

X, — X,
lim ———— =V, .

s—t+0 s — ¢
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La variable aléatoire V; est o(X;)-mesurable entre les instants de chocs. Si t est un instant
de choc, alors V; est o(X;)-mesurable ssi V; = E[Vy/X; = z!] sur les événements [X; = x|,
c’est-a-dire ssi x est la solution collante. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1) Pour tout ¢ > 0, V; est o(X;) mesurable.
Pour tout ¢t > 0, V; = E[ve(Xo)/X: ].

t — Elvg(Xo)/X}] est continue a droite.
Pour tous t < s, 0(X,) C o(Xy).

Le processus t — V; est une martingale inverse par rapport a la filtration F; =
o(Xs:s>1).

6) Le processus X est collant.

7) 1l existe une fonction (¢, s, z) — ¢(t, s, z) telle que X = ¢(t, s, X;) pour tous t < s.

4.1.3 Remarque
1) Entre les instants de chocs, nous avons V; = E[V,/X,]. Par contre, si t = 7; est le i®™*
instant de choc, alors

Vo, =EW/X{] Vse€(r,Ti),

et s € (1, Ti41) +— o(X;) est constante.
2) X est collant ssi V; = E[Vy/ X, ] pour tout t.

3) Dans tous les cas, la vitesse t — V; est discontinue aux instants de chocs. Néanmoins,
pour toute fonction continue et bornée f, la fonction

est continue. Ceci est di a I'égalité
E[f(X)Vi] = E[f(X:)Vo] -

Si en plus f € C*, alors t — [ f(x)q(dx,t) est lipschitzienne, et on a pour s < t,

/f o(dz. 1) /f o(dz, 5) //f F)q(dz, r)dr

4.1.4 Conclusion
Nous avons construit tous les processus discrets o(X,)-mesurables solutions de I’équation
différentielle ordinaire

Xt = XO + AtE[Uo(Xo) /XS]dS

Ces processus fournissent une classe de solutions faibles au systéme de gaz sans pression.
L’unique processus de Markov dans cette classe est le processus collant.
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4.2 Les solutions discrétes non o(Xj)-mesurables

On cherche précisément les solutions de
t
X = Xo —|—/ E[Vh/X]ds
0

de la forme X; = o((Xy, Yp),t), ol Y; est un vecteur aléatoire discret & valeurs dans R?.

On identifie X; := (p(xf, yd,t) : i, 7). Dans ce cas, L’équation différentielle ordinaire est
équivalente au systeme

Ty = Zo +/ flzs)ds ,
0
ou f = (fi;) avec

Dk Mk VI L gt yh—yi]
fij(x) = =2
Zl,k Mg Ligi—gi, ey

vV (i,J)

vij =E [Vo/(meo) = (:vé,yé)} et my; = P(Xo = ﬂféayo = yé) .
On remarque que Vj n’intervient dans la dynamique que par E[V;/(Xo, Yy)]. Par consé-

quent, on suppose que Vo = uy(Xo, Yo)-
Avant le premier choc la solution est unique :

Ceci signifie que la particule x}, se désintégre en plusieurs particules xéj . Chaque particule

xg part avec la vitesse v;;. Aux instants de chocs, on a trois possibilités.

1) Les particules qui se croisent se collent en suivant la loi de conservation de la masse
et de la quantité de mouvement ;

2) ou bien une partie de ces particules se désintégrent ; certaines poussiéres continuent
leurs chemins sans dévier, tandis que les autres poussiéres s’agglomérent en suivant
la loi de conservation de la masse et de la quantité de mouvement ;

3) ou bien toutes les particules continuent leurs chemins sans déviation.

Exemple Soient N points z{ = (z},...,28) i < N dans RY. Chaque point a une masse
m; et une vitesse initiale ug(z}). Ces points évoluent suivant la dynamique des particules
collantes. Soit ¢(z}, t) la trajectoire de la particule zf, et soit X, une variable aléatoire

de loi
Z mzéxé .
Si on pose
Xi = p(Xo,t) Vt,
alors

t
Xt = XO +/ E[UO(Xo)/XS}dS Vt.
0
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Il est clair que chaque composante X}, i < d, est solution de
_W=H+AEMM&WMa
On vérifie également que
X = Xg+ [ Bl /X i

mais contrairement a la section précédente, X/ n’est pas o(X{)-mesurable.

4.3 Cas général

Dans cette section, on cherche les processus
t

Xt = X() + / ngs s
0

tels que (P(X; € dz), u(z,t) = E[V;/X; = z]) soit une solution faible du systéme de
gaz sans pression.

Le processus t — V; n’est pas forcément a variations finies. Néanmoins, on définit
I'intégrale suivante par une intégration par parties : V f € C1(R, x R),

/ 2 f(Xtat)d‘/t = f(tha t2)‘/;‘/2 - f(XtNtl)V;l o / 2[<a’1?f)<Xt7t>‘/t2 + (atf)(Xht)V;f]dt :

t1

Pour vérifier le systéme de gaz sans pression a partir de I’équation ordinaire, une condi-
tion nécessaire et suffisante sur V' est

B [ /: F(X0, Vi + /: var(Vi) X,)(0, f)(Xt,t)dt} o, (CNS)

var(Vi/X,) = E[V?/X,] — (E[Vi/X.])” .

En particulier, on obtient E[V;] = E[V;]. Ceci entraine que E[X;] = E[X,] + t E[Vp].
Une condition suffisante sur V est : V f € Ct, Vi, < to,

E U: f(Xt,t)dvt] =F U: vaT(Vt/Xt)(azf)(Xt,t)dt] =0. (CS)

Dans ce cas, forcément
var(V;/X;) =0 dt p.p.,

c’est-a-dire qu’il existe une fonction mesurable u telle que

V. = u(X,,t) dt p.p.
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La condition

E/f(Xt,t)th =0

entraine que (P(X; € dz), u(xz,t) = E[V;/X; = z]) est bien solution faible du systéme
de gaz sans pression. Nous allons donner une hypothése sous laquelle la (CNS) et la (CS)
sont équivalentes.

Dans la suite, nous allons considérer deux situations différentes : le cas ot V' est une
martingale (ou une martingale inverse), et ensuite le cas ou X est affine par morceaux.

4.3.1 Théoréme
Soit X; = p(Xo,t) qui vérifie la (CNS). On suppose que t — V; est une martingale (ou
une martingale inverse) bornée par rapport a une filtration F;. On a

Vi = up(Xo) ou bien Vi = Euy(Xo)/Xy .

Preuve du Théoréme
Comme V' est une martingale, on a

E/f(Xt)th:O VfeC.

Par conséquent, E[ [ var(V;/X;) f'(X;)dt] = 0. Ceci entraine que var(V;/X;) = 0, dt p.p.
Ainsi, V; = u(Xy,t), dt p.p. Deux cas se présentent alors.

1) V est une martingale : dans ce cas, V; = E[Vr/X;] pour tous T" > t. Donc
Vo = E[Vr/Xo] = Vg, car Vi = u(X7,T) et Xp est o0(Xp)-mesurable. On ob-
tient Vi = u(Xo, 0).

2) V est une martingale inverse : dans ce cas,

Vi= E[VO/Xt] . n

Le lemme suivant donne un exemple ou (V}) est une martingale inverse.

4.3.2 Lemme
Soit X le processus collant associé a une vitesse initiale vy. Le processus V; = E[vg(Xo)/ X} |
est une martingale inverse par rapport a la filtration o (X : s > t).

Preuve du Lemme
Il suffit de remarquer que o(X;) C o(X;) pour tous t < s. D’ou

E[V,/X,| =V, Vt<s.

Maintenant, nous considérons les processus affine par morceaux.
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4.4 Processus affine par morceaux

Nous allons présenter une caractérisation de tous les processus discrets affines par
morceaux qui sont solutions du systéme de gaz sans pression.
Un processus est affine par morceaux s’il existe to = 0 < t; <ty < ... tels que

4.4.1 Théoréme
Si X est discret et affine par morceaux, alors la (CNS) est équivalente a la (CS).

Preuve du Théoréme
On va montrer qu'un tel processus est de la forme

t
X, = Xo + / u(X,, s)ds .
0

Pour t € (;,t;11), les trajectoires qui sont confondues a 'instant ¢ restent confondues
au voisinage de t; ce qui se traduit par

{Xt = Xt(w)} = {Xt+5 = Xt+5(w)} \V/|5‘ <é€ s \V/C(J
pour un certain € > 0. On en déduit que

1{X¢:Xt(w)}‘/t = ]‘{Xt:Xt(w)}‘/t(w) vw )

ce qui signifie que V; est o(X;)-mesurable. Donc, il existe une fonction mesurable u(-,t)
telle que V; = u(Xy, t).
Ainsi, la (CNS) équivaut a la (CS). W

Dans la suite, AV, désigne le saut de V en 7.

4.4.2 Proposition
Un processus discret et affine par morceaux est solution du systéme de gaz sans pression
ssi

E[AV,/X.]=0, Vr. (CS")

Cette derniére équation traduit la conservation de la quantité de mouvement.

Preuve de la Proposition

Il faut montrer que la condition (CS’) équivaut a la condition (CS). Pour toute valeur
prise par la variable X, pour toute fonction f a support compact suffisamment voisin
de z, la condition (CS) s’écrit

0= E/f(XT)dVT =E (f(x)E[AVT/XT = x]) :
Ce qui est équivalent a
EAV, /X, =z]=0 V&, V7,
c’est a dire

E[AV,/X,]=0 V7. W
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4.4.3 Remarque
Pour chaque discontinuité 7 de V', on a deux possibilités :

1. soit T est un instant de choc d’au moins deux trajectoires;
2. soit T est un instant de désintégration d’au moins une trajectoire.
En effet, dans le cas contraire, Les trajectoires qui sont confondues a l'instant 7

restent confondues au voisinage de 7; ce qui se traduit par o(AV,) C o(X,), comme
dans la preuve du théoréme précédent. On a alors

AV, =E[AV,/X,]=0.

Ce qui est absurde.

On termine cette partie par une caractérisation des processus affines par morceaux,
ou les instants de chocs sont aléatoires.

4.4.4 Corollaire
Soient ) = 0 <71 < --» <7, < -+ et (Xo,V, : n > 0) deux suites de variables
aléatoires discrétes. On suppose que les deux suites sont indépendantes. Si

E

vn—vn_l/Xo+Z<n—n_lm_l, T, Ta| =0 Vn>1,
=0

alors le processus affine par morceaux
Xt = XTn—l + (t — Tn_1>Vn_1, Vte [Tn_l, Tn)
est une solution du systéme de gaz sans pression
Nous terminons ce chapitre par I'étude du comportement des solutions de donnée

initiale discréte X[, lorsque la suite (X{') converge vers une variable aléatoire X, non
forcément discrete.

4.5 Stabilité

Soient X, une variable quelconque, et X une suite de variables discrétes qui converge
p.s. vers Xg. Pour chaque n on considére un processus (X}'), o(X{)-mesurable solution
de TEDS

¢
X7 =Xy +/ E[vo(X(])/ X2 ds .
0

Une question naturelle est la stabilité de cette équation différentielle stochastique. On
suppose qu’il existe un processus X tel que pour chaque ¢ la suite X;' — X, en proba-
bilité. On se demande si X est aussi solution de

X, = X+ /OtE[vo(Xo)/Xs]ds .

Nous rappelons un résultat de D. N. Hoover [28| qui garantit cette convergence.
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4.5.1 Proposition ([28])
Soit (X, X, : n > 1) une suite de variables aléatoires réelles définies sur un méme espace
probabilisé (€2, F, P). On suppose que pour tout m il existe N > m tel que pour tout
n > N la variable X,, soit indépendante de o(X; : i < m) conditionnellement 4 X (on
dira que les variables X,, sont asymptotiquement indépendantes sachant X ).

Si X,, — X en probabilité, alors la convergence

E[F/X,] — E[F/X]

a lieu dans L'(Q, F, P) pour tout élément F € L*(Q), F, P).
Nous en déduisons la stabilité suivantes des solutions de I’EDS.

4.5.2 Proposition
On suppose que vy est continue bornée. On suppose que pour chaque t, les variables X}'
sont asymptotiquement indépendantes sachant X;. Alors

t
Xt:X0+/ E[’U()(Xo)/XS]dS, Vit.
0

En effet sous ces hypothéses on montre, en utilisant le résultat de Hoover, que pour
tout ¢ > 0,
Elvo(Xg)/X{'] — Elvo(Xo)/ X¢]

dans L'(Q, F, P). En utilisant le théoréme de convergence dominée, on a

/OE[UO(X(;L)/X?MS_)/O E[vo(X)/X,]ds

dans LY(Q), F, P). Par conséquent

X, = Xo+ /Ot Blvo(Xo)/X,]ds .

On se propose maintenant de donner des conditions suffisantes pour avoir I'indépen-
dance asymptotique. On prend le cas ol
1) XP = "(Xp, 1), Xi = 6(Xo, 1),
2) les variables aléatoires (X{) sont asymptotiquement indépendantes sachant X,
3) pour tout événement A, P(4/X; =z) = P(A/Xo € ¢ (1)) px,(dz) p.p.,
4) pour tout ¢, la suite ¢"(+,t) converge uniformément sur tout compact vers ¢(,t),
5) la suite X7 — X, p.s.
Sous ces conditions les hypothéses de Hoover sont satisfaites.

Maintenant, nous faisons quelques remarques.

— La condition 5) s’obtient par discrétisation de la variable aléatoire X.

— D’aprés [28] (Theorem 7.5), on peut toujours se ramener a une discrétisation qui
satisfait la condition 2).
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— La condition 1) est vérifiée par X', par construction des solutions discrétes. Si on
suppose 4), alors la condition 1) est vérifiée par X;.
— Finalement, les seules conditions imposées sont les conditions 3) et 4).

Nous terminons ce chapitre par un retour au cas des particules collantes. Soit une
suite de variables aléatoires X[ telles que X' — Xy p.s. Pour chaque donnée initiale
X[, on lui associe le processus des particules collantes (X}') de valeur initiale X'. Nous
avons déja montré dans le chapitre 2, en utilisant les enveloppes convexes H, qu’on a la
stabilité de I'EDS. Nous allons retrouver cette stabilité en utilisant le résultat de Hoover.

D’abord, d’aprés la section 2.4 du chapitre 2, pour chaque ¢ < s, il existe une fonction
o"(+,t,s) telle que

X! =o"(X[t,s) .

De plus, ¢™(-,t,-) converge uniformément sur tout compact de R x Ry vers une fonc-
tion ¢(-,¢,-). Par conséquent, t — X]* converge uniformément sur tout compact vers le
processus (X; = ¢(Xy,t)). Ainsi, les hypothéses 1),4),5) sont satisfaites. Si on choisit les
variables X§ asymptotiquement indépendantes sachant Xy, et si la loi de X; est discrete,
alors les hypothéses manquantes 2) et 3) sont satisfaites. On retrouve ainsi que

Xt = XO + /OtE[Uo(Xo)/XS]dS .

On remarque que la preuve du chapitre 2 ne nécessite pas les hypothéses 2) et 3),
mais elle ne dit rien sur la convergence des vitesses E[vg(X{)/X/']. Par contre, les hypo-
théses 2) et 3) garantissent que pour chaque ¢ les vitesses E[vg(X(')/X}"] convergent en
probabilité et dans L! vers la vitesse limite E[vy(X)/X;].

Nous avons déja vu que l'indépendance asymptotique de (X{) sachant X, n’est en
réalité pas une contrainte. Donc dans le cas des particules collantes, la seule condition
qu’il reste a vérifier est la condition 3). Sous les hypothéses de la proposition 1.4.7 du
chapitre 1, cette condition est aussi satisfaite.

4.5.3 Remarque
Nous avons déja
Vi, X{'=¢"(Xg.1), Xi=é(Xo,t),

vT, sup | X' — X4 = 0, n—o0.
t<T

Sous les hypothéses de la proposition 1.4.7, nous avons en plus la convergence en proba-
bilité et dans L'

Elvo(X7)/ X} — E[vo(Xo)/Xe], n—o0. (4.5.1)
Autrement dit, si on impose aux particules de subir des chocs immédiatement aprés

I'instant initial, alors on est assuré non seulement de la stabilité de 'EDS, mais aussi de
la. convergence en probabilité et dans L! de la vitesse.
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Nous rappelons que la convergence (4.5.1) répond a une question plus générale, celle
de l'existence d’une convergence du type de Skorokhod [39], pour les martingales. Etant
données des martingales, on cherche des martingales de méme loi qui convergent presque
stirement, quitte a grossir les filtrations.

Cette question, qui a inspiré l'article de Hoover [28|, a été posée par M. T. Barlow
et S. D. Jacka [3] comme suit. Etant données des martingales M™, M de filtrations res-
pectives F™, F, quand existe-t-il des martingales N™, N ayant les propriétés suivantes ?

1) N™ a méme loi que M", et N a méme loi que M,
2) N™ et N ont la méme filtration,
3) ps, N" =N, n—oo.

La notion de convergence des filtrations est sous-jacente a cette question. Pour s’y fami-
liariser, on peut se reporter aux travaux de [28] et F. Coquet, J. Mémin, L. Slominski
[8] et Aldous [1].

Nous terminons en concluant que le processus des particules collantes est ['unique
solution de I’équation

t
X = Xy, —|—/ Elvg(Xo)/Xslds, 0<ty <t, X;, donnée,
t1
telle que Elvg(Xo)/X: = 2] =: u(x,t) satisfasse la condition de (Elenick
u(xg,t) — u(zy, t)

To — X1

1
SZ, V$1,$2,t>0.

En effet, nous avons déja montré, dans le chapitre 2, que la vitesse des particules
collantes vérifie la condition de (Elenick. Alors d’aprés un résultat de A. F. Fillipov [26],
il existe une unique solution de I’équation

dXt = U,(Xt,t)dt s 0< tl < t, Xt

, = donnée.

On conclut que si deux processus X et Y sont solutions de cette équation, avec Xy, = Y;,,
alors X; =Y, Vt > t;.

Pour obtenir I'unicité de la solution avec t; = 0, la condition de (Elenick ne suffit
plus. Par contre, nous avons vu dans le chapitre 3 que si X; est une fonction croissante
continue de Xy, alors la solution est unique, avec t; = 0.
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Chapitre 5

Extension aux mesures de Radon

Dans ce chapitre, nous allons étendre les résultats des chapitres 1, 2 et 3 au cas ou
la distribution initiale py des masses est une mesure de Radon positive. Lorsque pg = dx
(mesure de Lebesgue) nous retrouverons la dynamique donnée par I’équation de Burgers.

Le résultat essentiel de la section 5.1 consiste & montrer, comme dans le cas ou
la distribution initiale est une probabilité, que la dynamique des particules collantes
est entiérement déterminée par les enveloppes convexes (H(-,t) : t > 0) des fonctions
m € (0,1) — ["[F;'(2) + tvo(Fy '(2))]dz, ot a € (0,1) est quelconque. Ici Fy est une
fonction de répartition de pg. Les points extrémaux de H(-,t) fournissent les groupes
de particules qui se trouvent collées avant ou a l'instant ¢. Les dérivées m € (0,1) —
O H(m,t), 0} H(m,t) s’interprétent comme les positions a U'instant ¢ des groupes de
particules. Grace a elles, on définit le flot ¢ (-, -, p,, v9) pour la mesure de Radon, dans
la section 5.2.

Dans la section 5.5, nous montrons que cette dynamique coincide localement avec
des dynamiques probabilistes. Plus précisément, soit ¢ (-, Py vo) le flot des particules
collantes distribuées initialement suivant la mesure de probabilité

Po

PRI R

Py = Lli—nn)

Nous montrons que pour tout (z,t), il existe ng(z,t) tel que
O (x,t,py,00) = @ (x,t,pg,vo) Vn > ng(z,t) .

La fonction inverse F; de la fonction m +— 0,,H(m,t) est la « fonction de réparti-
tion » de la distribution des particules a l'instant ¢. Grace a cette fonction de répar-
tition, nous généralisons les résultats des chapitres 1 et 3 concernant les équations de
Hamilton-Jacobi, les systémes de gaz sans pression et les lois de conservation scalaire.
Ceci est 'objet des sections 5.6 a 5.8.

Une partie de ce chapitre a fait I’'objet d’une prépublication dans la revue IRMA de
Lille 1 [34].
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5.1 Enveloppes convexes

Soit p, une mesure de Radon positive. Nous allons définir la dynamique des particules
collantes dont la masse est initialement distribuée suivant la mesure de Radon p,. Les
particules partent avec une vitesse initiale vg mesurable et bornée.

Soit la fonction de répartition Fjy de p, définie par

—f p,(0, ], x>0
FO(:E)_{ _po(anL x<0.

Ses fonctions « inverses » sont définies par

R>m— F'(m) =inf{a: Fy(a) >m}
=sup{a: Fy(a) <m}, (5.1.1)

R>mw— F;'(m) =sup{a: Fy(a) <m}
=inf{a: Fy(a) > m}. (5.1.2)

De maniére analogue a la section 1.3, nous définissons les informations particulaires
a ’aide du support S de p,, et ses sous-ensembles S_ et S, . L’ensemble S est ’ensemble
des particules effectives pour p, (ou bien Fy). L’ensemble des masses effectives pour p,
(ou bien Fy) est défini par

E = {Fo(z —0), Fo(x) :x € S} .

On vérifie facilement que les fonctions F, Vet F g_l vérifient la proposition 1.3.2 en
remplacant la mesure de probabilité py par une mesure de Radon positive quelconque.

Comme dans le cas d’une mesure de probabilité, pour définir la dynamique des par-
ticules, on impose que la vitesse vy vérifie la condition des sauts négatifs suivante : pour
tout m € &,

I (m) := limsupe* /m vo(Fy(2))dz > vo(Fd’l(m)) ,

e—0+ m—e
m+e
vo(F, H (m)) > lim&ilf 5_1/ vo(Fy H(2))dz =: 1T (m) .

Ceci est équivalent a
v (z) = vo(z) Z vy (2) VzES,

oll v, et vy sont définis comme dans la proposition 1.4.3.
A chaque instant ¢, on considére 1’enveloppe convexe H(-,t) de la fonction

(0,1) 3 z+— @(z,t) = /OZ [Fy ' (m) + tvg (Fy '(m))] dm (5.1.3)
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c’est-a-dire la plus grande parmi les fonctions convexes qui minorent (-, ¢). La fonction
vo étant bornée, nous avons

/OZ [Fy ' (m) + tvg (Fy ' (m))] dm — +o0 |z| — +o00.

Donc la fonction ¢(-,¢) est minorée. Ceci garantit l'existence de ’enveloppe convexe
H(-,t). Tous les résultats du chapitre 1 se prolongent sans aucun probléme.

En particulier, il existe une « fonction de répartition » F; d’une mesure de Radon p,
sur R, telle que H(-,t) soit une primitive de F,'. La mesure p, est la « distribution » &
I'instant ¢ de la masse des particules collantes. Les abscisses des points extrémaux de
H(-,t) sont les masses effectives de p,. L’ensemble de ces masses effectives est noté &;.
Les dérivées de H (-, t) sont les particules effectives de p,.

Pour déterminer les particules effectives de p, qui forment une particule effective
OmH (m,t) de p,, avec m € &, il suffit de calculer F;'(m) et F,'(m).

Nous obtenons ainsi une dynamique des particules collantes dont la description est
identique & celle du chapitre 1. Tant que la fonction & > m + F, ' (m) + tve(Fy *(m))
est croissante, il n’y a pas de choc et chaque particule F! g_l(m) se trouve a la position
E; M (m)+tvug(F, ' (m)) et sa voisine E; ' (m) se trouve a la position F; ' (m)+tvg(EF; ' (m))
(Fig. 3, page 17).

Lorsque cette fonction cesse d’étre croissante (Fig. 4), il y a choc et la position a 'ins-
tant ¢ de chaque particule F;'(m) est donnée par la dérivée en m, a gauche 9, H(m, t);
la position de sa voisine F,'(m) est donnée par la dérivée en m, a droite 9, H(m,t)
(Fig. 5).

Tous les résultats des sections 1.3 & 1.7 sont alors valables. En particulier, nous
pouvons énoncer le théoréme suivant. Nous rappelons la définition

[ + tvo(n)]p, (dn)
o (G)

C(G,t) = Ja VG CR, p,(G)>0.

5.1.1 Théoréme
A tout instant t, ’ensemble & permet de définir une partition & de S de la maniére
suivante.

A) Si m; < mgy sont consécutives dans &, elles définissent un unique élément
FyH([mi,ma)) =: [a, 8] N'S de & de masse p,([o, 3]) = my — my. Llintervalle
[a, O] est le plus grand intervalle de S qui vérifie les propriétés suivantes :

"2 TFy N (2) 4 tug(Fy H(2))] dz
D Ol g1y = dm )+ tolF (D] dz

mg — My

2)  C,Bt) <C(lo, 0],t) < C([a,y],t) Va<y<p.
3) C([yr, ), t) < C([a,y2),t) Yy < a<ys,
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4) Clyr, Bl,t) < C((B,y2),t) Vyp <B<ya.
De plus, le groupe de particules [a, ]|NS se trouve collé a 'instant t et a la position
C(le, 6], 1).

B) Une masse m non isolée dans & définit aussi un unique élément {«, 3} de & de
masse nulle tel que « vérifie 3), et (3 vérifie 4) précédents (v < [3). De plus, le
groupe de particules {«, 3} se trouve collé a I'instant t et a la position

a+tvy (o) =pB+tvg (B) si a<f,

a+ tyy (a) sia=peS_,
B+ tog (B) sia=0p€S8,,
a + tvg(a) sia=p4eS_NS;.

Dans la section suivante, nous allons définir le flot des particules collantes pour la
mesure de Radon.

5.2 Flot de particules

Dans cette section, nous allons définir le flot d’'une maniére analogue au chapitre 2.
Nous allons montrer que la caractérisation obtenue dans le chapitre 2 est aussi valable
dans le cadre des mesures de Radon.

Pour tout ¢, nous définissons sur S la fonction

H, (Fo(x),t) st zeS_,

¢($’“pm1b)::{ HA(Fy(x) 8)  si z€S\S. . (5.2.1)

L’étude faite dans le chapitre 2 montre que ¢(z, ¢, p,, vo) est la position a l'instant ¢ de
la particule située initialement en z. De plus, [, 5] := {2 : ¢(2,t, p,, v0) = &(z,t, py, Vo) }
est le groupe qui occupe la position ¢(x,t, p,, vo) & Uinstant ¢. 11 vérifie (o, 5] NS € &.
Ainsi, le flot est entiérement déterminé par les partitions &. Nous avons alors

f[a,g] [n+tvo(m)]p, (dn)

po[0,] st p([a, B]) >0,
¢, Py v0) = 2+ tvg () si a=0=x€S8_, (5.2.2)
x + tug (z) si a=p3=x€S8,;.

La vitesse de de la particule x a l'instant ¢ est définie par

Jiowy V0 (M)Pg () si po(le,B]) >0,

P[]
v(x, t, p,,v0) = vo(z)o st a=0=2e8 NSy, (5.2.3)
v (%) si a=0=x¢8;,
vy () si a=pf=x¢S_.

La vitesse v(z, t, p,, Vo) n’est a priori pas définie lorsque p, ([, 5]) = 0 et a < 3, sauf
si on impose une condition supplémentaire sur vy et p,, & savoir

; f[&—élﬂ—i-sg] Yo (n)po (dﬂ)
lim
a0t py([a—e1, 0+ &)

= U(a/7tapoav()) = U(ﬁ:t»PmUO) .
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I faut remarquer que nous avons dans ce cas o = F; ' (Fo(x)), f = F, ' (Fy(z)) et que
I’ensemble

{2 p(Fy (Fo(2)), Fy  (Fo() =0, Fy ' (Fo(x)) < F (Fo(x))}
est p,-négligeable.

Le résultat suivant montre que la vitesse est bien la dérivée du flot.

5.2.1 Propriété (Lien entre la vitesse et le flot)
La vitesse initiale vy étant bornée, le flot t — ¢(-,t) est lipschitzien, et nous obtenons

oz, t) =x+ /Otv(x,s)ds V(z,t) € S xRy . (5.2.4)

Pour p,-presque tout z, la fonction t — v(z,t) est cadlag et

h—0+ h

=uv(z,t) Vt>0. (5.2.5)

5.3 Le flot et ’équation dX; = E[vg(X)/X;|dt

Soit 'espace mesuré (R, B, \), ou A est la mesure de Lebesgue, et B est la tribu
borélienne de R. Dans cette section, nous allons montrer que les fonctions

(m,t) ERxRy — H_ (m,t) et (m,t) e R xR, — HI(m,t)

sont solutions de I’équation intégrale
Xi(m) = Xo(m) +/ Elvg(Xo)/Xs = Xs(m)]ds .
0

Ici, I'espérance conditionnelle est celle définie pour la mesure A\, qui n’est pas une pro-
babilité, mais une mesure de Radon.

Nous avons
A({m:3t t.q. H (m,t) # H(m,1)}) =0

car

{m:3t t.q. H(m,t)# Hf(m,t)} C{m: F;'(m)# F,'(m)}.

Ceci implique que t — H_ (-,t) et t — HJ(-,t) sont indistinguables, et on peut
les désigner indifferemment par ¢ — H,(-,t) =: X;. En particulier, m — Xo(m) =
Fy'(m) = H.(m,0) représente indifferemment m — F;'(m) et m — F,'(m). En
utilisant le fait que F;'(m) € S_, les deux fonctions ¢t — X; et t — ¢(Xo,t) sont aussi
indistinguables.
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5.3.1 Proposition
1) Nous avons p.p. X; = ¢(Xo,t) Vit
En outre, v(Xy,t) est o(X;)-mesurable pour tout t > 0.

2) Nous avons

E[f(X)Xi] = Bf(X)(Xo + tuo(Xo)] V€ CHR), Vi.  (531)
ELf(X)0(Xo,0)] = E[f(X)u(Xo)] ¥ f € CLR), V. (5.3.2)
0(Xphs) Co(X,) ViE,¥s>0. (5.3.3)

5.3.2 Corollaire
t — X; est absolument continu. Pour tout t, il existe une fonction mesurable u(-,t) telle
que

d
EXt = U(XO, ) = U(Xt,t) .

Si en plus vy est p,-intégrable, alors nous avons A-p.p.

u(Xe, t) = E[vg(Xo)/ Xy Vt.

Le point 1) ainsi que la propriété (5.3.3) sont une conséquence de la dynamique.
La propriété (5.3.1) est due au lemme suivant qui va jouer un rdle important dans la
caractérisation du flot. La propriété (5.3.2) se démontre de la méme maniére.

5.3.3 Lemme
Soit ® une fonction qui vérifie

f{@;l{é(z,t)}}[n + tvo(n)]p, (dn)

O(z,t) = o (O 00, 0)) si p, (@7 {P(z,1)}) >0,
O(z,t) =z + tyy (x) si p, (P, {P(z,t)}) =0 et z€S8_,
O(x,t) =z + tvg (x) si py (P, {P(z,1)}) =0 et z€8,.

Sur I'espace mesuré (R, p,), soit la fonction (x,t) — Yi(x) := ®(x,t). Soit Yy la
fonction identité sur R. Nous avons pour tout t,

E[f(Y)Y:] = E[f(Yo) (Yo + tue(Yo))]  Vf € CHR).
La preuve de ce lemme est identique a celle du lemme 2.3.2.

Dans la section suivante, nous allons présenter la caractérisation du flot.
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5.4 Caractérisation du flot

Comme dans le chapitre 2, le flot est la seule fonction qui vérifie la propriété suivante.

5.4.1 Propriété (caractéristique du flot)

Les propriétés suivantes caractérisent le flot des particules collantes :
1. Vo, ¢(z,0) =uz.
2. Pour tout (z,t) € S x R,

S oy y [+ too(mlpg (dn)

ol t) = si o, {6000} } >0,
o(x,t) = x + tyy () sipy {07 {o(z,t)}} =0 etzeS_,
P(z,t) = x + tvg (v) sipo {07 {o(z,8)}} =0 etzeS,.

3. Si ¢; Ho(x,t)} = [, 8] alors
Cla,yl ) = Cla, 8],1) Vy €[, 0] .

4. Pour tout t, ¢(-,t) est croissante.

La preuve ce cette propriété est identique a celle de la propriété 2.4.1. Il faut remar-
quer que dans cette preuve, on a utilisé ’espérance conditionnelle du processus lié au
flot sur I'espace probabilisé¢ (R, Fp). Pour la mesure de Radon, I'espérance conditionn-
nelle du flot n’existe pas. Tout de méme, nous pouvons reproduire la méme preuve en
considérant le lemme 5.3.3.

Nous terminons cette section par 1’étude du lien qui existe entre le flot initial et celui
défini par la distribution des particules formées avant ou & l'instant ¢.

Soit p, la distribution des particules a l'instant ¢. Leur vitesse est donnée par la
fonction u; définie par

w(z) =v (¢, {z},t, pp,v0) Yz ES.

On peut remarquer, comme dans le chapitre 2, que cette vitesse n’est en général pas
continue. Néanmoins, elle vérifie la condition des sauts négatifs

uy () > () > uf(z) Vo

Le flot ¢(-, -, p,, us) est donc bien défini.
Grace a la caractérisation de ce flot, nous obtenons la propriété

¢(y7t + SvmeO) = ¢(¢(y7t7p07U0)787pt7ut) V(y; S) €S X R+ . (541)

Dans la section suivante, nous approximons la dynamique définie par la mesure de
Radon par des dynamiques probabilistes, c’est-a-dire des dynamiques construites a partir
des probabilités.
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5.5 Approximation probabiliste

Nous considérons la dynamique des particules collantes « distribuées » initialement
suivant la mesure de Radon p,, avec une vitesse initiale vy mesurable et bornée.

Pour tout n > 0, nous considérons la « dynamique locale » des particules collantes
situées initialement dans [—n,n]. En passant a I’étape n + 1, on « perturbe » la dyna-
mique de ces particules car elles ont des collisions avec le « rajout » de particules situées
initialement dans [-n — 1,—n) et (n,n + 1].

Nous montrons, lorsque le temps est fini, que la dynamique des particules situées
initialement dans un compact fixé [a, b] cesse d’étre perturbée par les rajouts de particules
a partir d’un certain rang ng. Ce fait est énoncé dans le théoréme 5.5.1 suivant qui est
le résultat principal de cette section.

Dans la suite, nous considérons les mesures de probabilité

Po

PR

p701 = 1[7”’7”]
et les flots
¢n<'7 ) = ¢n<7 '7 P(T]Lﬂ]o) ) ¢(7 ) = Qb(, Y pO,UO) :

5.5.1 Théoréme
Soit p, une mesure de Radon positive de support S ; soit vy une fonction mesurable et
bornée (m < vy < M) qui vérifie la condition des sauts négatifs.

Pour tout n, nous considérons le flot ¢"(-,-) des particules collantes situées initiale-
ment dans [—n,n] NS =: S™, avec des vitesses définies par vy.

1) Soit un compact fixé [a,b] C [—n,n].
A tout instant t > 0, I'ensemble des particules collées a a est du type

{0"(-, 1) = ¢"(a, )} N S" = [A"(2),3"(1)| N S
et I'ensemble des particules collées a b est du type
{¢"(-,t) = ¢" (b, )} N S™ = [a"(t), B"(t)]N S .

2) Pour T > 0, soit
no = max(—a,b) +T(M —m) . (5.5.1)

Sin>nget t <T, alors
AP () = AMt), BTN (E) = 67(t)

et
o™t (t) = a™(t), B"Yt) = B"(t).
D’ou
" =9¢"=¢ sur [a,b] x[0,7]. (5.5.2)
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Dans la suite, l¢, (resp. l¢r) désigne I'ensemble des extrémités gauches de &; (resp. de
£F') et re, (vesp. ren) désigne 'ensemble des extrémités droites de & (resp. de &F).

Preuve du Théoréme

Techniquement, la preuve est due essentiellement au fait que les ensembles &' sont
construits & partir des enveloppes convexes, et donc leurs extrémités vérifient le théoréme
5.1.1 (avec yy, y2 € [-n,n]).

1) Nous avons [a,b] C [—n,n|, et £ est une partition de [—n,n] N S. Donc il existe
[A®), B NS €&, lat),BA)INS €&

tels que
a € [At), B1)], belat), B(t)].

Pour ne pas alourdir les notations, les extrémités sont notées e(t) au lieu de e"(t). Les
ensembles [A(t), 5(t)]NS et [a(t), B(t)]NS sont donc nos ensembles de particules collées
a I'instant t évoqués dans le théoréme.

2) Supposons que  ¢" (- 1) # ¢"(-,t) sur [a,b]. Nous allons montrer par les deux
lemmes suivants qu’alors

A(t) € lgner oubien  B(t) & rener .

Ce qui signifie que la dynamique de la particule (située initialement en) A(t) ou celle de
la particule B(t) est perturbée par le rajout de particules.

5.5.2 Lemme
Soient o, 3 € [—n,n].
1. Sia e lens1 (resp. (5 € 7"5214-1), alors o € lgn (resp. 8 € rep).
2.
[,/lnSeg™ = [a,flNnS e

Ce lemme confirme le fait que la dynamique d’une particule non perturbée par le
rajout de particules de I’étape n + 1 reste définie par la dynamique de 1'étape n.

Preuve du lemme
La premiére assertion est immeédiate. Nous allons montrer la deuxiéme.
Soit
[, B)N S €& avee [a,B] C [—n,n] .

On a clairement o € ler et 8 € 7en .
Dire que [a, 5] N S ¢ &' revient a dire que

de € (Oé,ﬁ)ﬂlg?
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et alors

ﬁaﬁ)h7+»mm(nﬂ/%(dn)(< Jie. [+ tvo(n)] po(dn)
polev, €) pole. O]
Ce qui est absurde car, du fait que [a, 3] NS € &'t on a (cf. théoréme 5.1.1,(2))

‘m@m+ummmxm>>ﬁwmﬁ¢%mn%wm
polev, ) - pole: O]

Nous allons maintenant établir une condition nécessaire pour que la dynamique de
I’étape n ne soit pas perturbée.

5.5.3 Lemme (Locale Stationnarité de la Dynamique)
On suppose que

[A,B] C [-n,n]. Si A€ lmn et BEregw, alorsVa,feAB]:

[, 5]NS €& = [a,B]NS et

Donc si A et B ne sont pas perturbés, toutes les particules initialement dans [A, B|
ne sont pas perturbées.

Preuve du lemme
Soient «, 5 € [A, B]. On a déja par le lemme 5.5.2 :

o, BN S e g™ = [a,flNSeg.

Il reste & montrer la réciproque. Soient o/ € Len+1 g e rens1 tels que a € [/, ']. On a
forcément A < o' < < B, donc «/, ' € [—n,n|. Il en découle, d’aprés le lemme 5.5.2,
que o € lgn, 3" € rep. Les extrémités de o dans la partition ' étant uniques, on en
déduit que

Oé,:OZ€l£trL+1 et ﬂ/:ﬂEQ?H. |

Comme conséquence de ces résultats, on a le résultat suivant.

5.5.4 Lemme (Locale Stationnarité des Flots)
Pour [A, B] C [-n,n], on a :

A€lgn et BErgn = " 1) = ¢"(-,t) sur [A,B].

Suite de la preuve du théoréme 5.5.1
On va maintenant montrer que pour A(t) et B(t) du début de la preuve, la condition
de locale stationnarité des flots est vérifiée a partir du rang ng = max(—a, b)+71(M —m).
D’apreés le lemme 5.5.4, la différence ¢" ™! (-,t) # ¢"(-, ) implique que

A(t) € lgnvr oubien  B(t) & rentr
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Supposons que A(t) & len+1 . 11 existe [y, 2] NS € &1 tel que A(t) € (y1,0].
Par le lemme 5.5.2-1, on voit que yo > ((t) > a. Sinon A(t) < yo < [((t) et alors
Y2 € 1en, d'ott yo = B(t). De plus, y1 € [-n — 1,—n). Sinon, y; € [—n,n] et alors
Y1 € lf?’ d’ou Yy = A(t) .

Comme [y,72] NS € €, on a grace aux propriétés de £/ (théoréme 5.1.1, (2))

S 11+ 00 ()] 2o () Jy, 00+ 0 ()] 2y ()

Po [y17 _n] a Po [ylv yQ]

Jiayy 1+ t00(1)] po (dn)
Po [av y2]

Alors
—n+tM >a+tm, dou n<-—a+t(M—m).

Supposons que B(t) & renvr. Alors 3 [y1, 16| NS € & tel que B(t) € [y}, vh).
Comme dans le cas précédent, on a y; < a(t) < b, vy, € (n,n+ 1] et les propriétés de
7+ impliquent que

Sy 0+ too(m)] oo (dn) [0 g [0+ tvo(m)] o, (dn)
po 1, 0] B Po 1 ]

Jinyyy [0+ tvo(m)] o, (dn)
Poln, 5]

On obtient
n<b+t(M—m).

Donc lorsque n > ng et t < T, on est dans les conditions du lemme 5.5.4 : A(t) € lg;ﬂrl
et B(t) € rener . Clest-a~dire

AMH(E) = A™(t) et B"T(t) = B"(t).

On a alors la stationnarité (5.5.2) des flots.
Grace a cette stationnarité des flots, leur limite vérifie la propriété caractéristique
5.4.1. Cette limite coincide donc avec le flot des particules collantes ¢(-, -, p,,v9). W

5.5.5 Remarque
Pourn >nget t<T, on a

¢n+1('7t) = ¢n('vt) = ¢('>t) sur [A(t)>B(t)] ) [CL, b] :

Dans la section suivante, nous allons généraliser les résultats de la section 1.8 concer-
nant le lien entre les enveloppes convexes et 1’équation de Hamilton-Jacobi.

Ceci nous permettra d’en déduire la solution entropique de la loi de conservation
scalaire dont la donnée initiale est la fonction de répartition de la mesure de Radon p,,
et le flux est la quantité de mouvement des particules distribuées suivant p,, avec la
vitesse vy.
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5.6 Lien avec une équation de Hamilton-Jacobi

Nous rappelons que p, est une mesure de Radon quelconque, et vy est une fonction
mesurable et bornée non forcément continue, qui vérifie la condition des sauts négatifs.
La fonction m +— H(m,t) est I'enveloppe convexe de la fonction

m e Rw— p(m,t) = / Fyt(m))dm/ + t/ vo(Fy t(m))dm'
0 0

ou [y est une fonction de répartition de p,.
La fonction inverse de la dérivée m — 0, H(m, t) est la fonction z — M (x,t) définie
comme suit, de maniére analogue a la section 1.6.

M (z,t) == max{z : p(z,t) —zz = c(x)},
ou
c(zr) = IE@(@(Z, t) —zz).
On montre, comme dans la section 1.8, que la fonction
(x,t) — W(x,t) := Su% {xm — Hy(m) — t/m UO(FO_I(m'))dm/}
—x]\e/[(x,t) - H(M(x,t),t)o
vérifie

Hom ) = 007 m) = (Ho vt [ aE and ) m) - vmeR.

ou le symbole * désigne la transformée de Legendre-Fenchel. On en déduit, d’aprés les
résultats de Bardi, Evans [2]| et Bouchut, James [5], que la fonction ¥ est la solution de
viscosité de ’équation de Hamilton-Jacobi

oV + A0, ¥)=0, Y(z,0)= / Fo(y)dy ,
0

ou A(m) = ["vo(Fy '(2))dz  Vm.

On déduit de cette équation que la fonction (z,t) — M(x,t) = 0,V (x,t) est la
solution entropique de la loi de conservation scalaire

M + 0,(A(M)) =0, M(-,0)=Fy.

Par ailleurs, il découle du théoréme 1.10.1 di & Brenier et Grenier [4], que la mesure
0, M(-,t) est absolument continue par rapport a la mesure 0,(A(M(-,t)), avec

d[0,(A(M(-,1)))]

a1t
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et alors la famille
(O M(-,t) ,u(-,t),t >0)

est une solution faible du systéme de gaz sans pression de donnée initiale (p,, vy). Nous
verrons dans la section suivante que 0, M (-, t) est la distribution des particules collantes
p(-,t) := AX; ' a linstant ¢, et u(-,t) est leur vitesse.

Nous terminons cette section par une remarque sur I’obtention, d’'une maniére directe,
de cette solution faible du systéme de gaz sans pression. Nous rappelons que la vitesse
initiale vy est supposée mesurable et bornée.

5.6.1 Remarque (Systéme de gaz sans pression)
Le flot (X;) des particules collantes vérifie

d
B[f(Xo)u(X:, t)] = E[f(Xy)vo(Xo)]  dt —pp.V f € Cy(R) .
Ceci permet de conclure, grace a la preuve de la proposition 3.2.2, que
(p(v t) ,U(', t) b > O)
est une solution faible du systéme de gaz sans pression de donnée initiale (p,, vo).

Dans la section suivante, nous donnons la forme explicite de la solution entropique et
nous montrons que la dérivée de Radon-Nikodym précédente est la vitesse des particules
collantes. En outre, nous retrouvons d’'une maniére directe la solution entropique.

Nous allons utiliser d’une part, le fait que M (-,t) est une fonction de répartition des

particules & I'instant ¢, et d’autre part, le fait que le flot des particules vérifie ’équation
différentielle dX; = E[vg(Xo)/X;]dt (lorsque vy est intégrable).

5.7 Lien avec la loi de conservation scalaire
Dans cette section, nous cherchons la forme explicite de la solution entropique de
M + 0,(A(M))=0, M(-,0) = Fy,

ot Fy est une fonction de répartition de la mesure de Radon p,. Le flux

A(m) = /Om vo(Fy ' (2))dz  VYm.

est défini par une fonction mesurable bornée vy, qui vérifie la condition des sauts négatifs.
Nous allons montrer que la solution s’exprime en fonction de Fj :

M(z,t) = Fy (¢;'(z)) avec ¢, (z)=sup{a: d(a,t) <z} Va.
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En outre, lorsque Fy(a) = 0 pour une particule initiale « qui n’est jamais heurtée a
sa droite (ou & sa gauche), nous obtenons d’une maniére directe la loi de conservation
scalaire.

Nous venons de montrer que la solution entropique M existe. M(-,t) =: F; est une
fonction de répartition de la distribution des particules collantes & l'instant ¢ et nous
avons pour tout x; < xa,

(M(:Ul,t),M(a:Q,t)] ={m:x; < ¢(Fy ' t) <y},
donc
M (s, t) — M(w1,t) = MFg ) 700, 1) 7 (w1, 22) = poo (- )7 (a1, 2] -
Ainsi,
OuM(t) = po(-t)"" =tp, Vi
et il existe une fonction ¢t — f(t) telle que

Fy(z) = M(x,t) = Fo (¢, (2)) + f(t)  V(z,1).

Comme F, ' = X; = ¢(F,',t), on obtient f = 0.

Maintenant, nous montrons que la dérivée de Radon-Nikodym

d[0:(A(M(-,1)))]
d[0,M(-1)]

de la section précédente coincide avec la vitesse des particules collantes. Soit u(-,t) la
vitesse des particules collantes a I'instant £. On remarque que

M(z,t) = /¢ x(o) pldy.t) + Fo(67 (64(0))) .

x

R A
At = [l tptann+ [T s

?¢(0)

Donc
O (A(M(x,1))) = u(x, t)0, M (x,t) .

Dans la suite, nous allons montrer d’une fagon directe que M est la solution entro-
pique, lorsque la fonction de répartition initiale s’annule en point qui n’est jamais heurté
a sa droite (ou a sa gauche).

Pour o € R, nous considérons la fonction de répartition initiale

[ e, w>a
FO('I)_{ —po(x,a], r<a.
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Pour tout n, nous considérons le flot des particules collantes ¢™ du théoréme 5.5.1,
ainsi que la distribution p™(-, ) de la masse a 'instant ¢. Soient les fonctions

(x>t) = M"(l‘,t) = Pg(xat)l?o([—”a”]) )
(l',t) = M(l’,t) = Iy (¢15_1(I)) :

5.7.1 Théoréme (Loi de conservation scalaire locale)
Nous supposons que

¢t_1(¢t(a)) = Vi.

Pour tout ouvert borné O € R x (0,+0c0), il existe un rang a partir duquel
oM (z,t) + 6x(A(M(x,t))) = —OM"(¢i(cx), t) V(z,t) € O. (5.7.1)
De plus, pour un tel n

M™($Ma),t) = M™(@,0), Vt<T.

Ici, 'hypothése ¢; ' (¢y(a)) = a Vi signifie que la particule initiale o n’est jamais
heurtée a sa droite.

Nous obtenons ces résultats en observant le mouvement des particules dont les masses
initiales sont distribuées suivant la mesure tronquée 1, ,p,. Ce qui revient a étudier
des lois locales de conservation scalaire.

5.8 Approximation de la loi de conservation scalaire
Nous rappelons que X, = Fy ' et X; = ¢(Xo,t) sont définis sur I'espace mesuré

(R, A). On passe a l'espace (R, p,) en considérant Yy 'identité de R, et Y; = ¢(Yp,t). On
peut remarquer 1’égalité des mesures-image

AMXo, Xi) 7 = p, (Yo, Yi) 1 Vit
Pour tout n, on considére le processus lié au flot
Vit = 6" (Yo, 1)

Soit la fonction de Heavyside H = 1{g 4. Pour les particules initiales de distribution
L—nn)py, il est clair que les fonctions

M () = / H(x — V7)o (Yo)dp,

O 0) = [ Vo) H = Y10 (Vo)
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vérifient sur R x R
LCS(n) : O M"™ 4+ 0, (A"(M"™)) =0.

Soit maintenant un ouvert borné O de R x R, . Si nous montrons qu’a partir d’un
certain rang et pour tout (x,t) € O

M(:L‘,t) = Mn<x’t) - Mn(qb?(a)’t) )
AM(z,t)) = A"(M"(x,t)) — A"(M" (7 (), 1)) ,

alors nous pourrons conclure que le théoréme 5.7.1 est vrai. Ceci est dii au lemme suivant.

5.8.1 Lemme
Nous avons

Mz, 1) = /¢ x( Pldy.t) = BlH( —¥) ~ Hoe) =Y0) (81)

E (v0(Yo)[H(z = Yi) = H(6u(e) = Y1) ) (5.8.2)

A(M (x,t))

= /z u(y,t)p(dy,t) .
@

t(a)

Avant de démontrer ce lemme, nous achevons la preuve du théoréme 5.7.1.

Preuve du Théoréme 5.7.1 (suite et fin)
Il existe a, b et T tels que pour tout (z,t) € O

x, ¢(a) € (a,b) et t<T.
De plus, il existe y;, yo tels que
¢y '(a,b) C [yr,90) VELST,
On a alors
H(z = ;) = H(gula) = Y3) = [H(z — ;) — H(6(0) = Y1y (%) .

Pour n > ng(y1,y2,T) et t < T, on a ¢} = ¢y sur [y, yo] et leurs inverses coincident sur
(a,b). Donc si Yy € [y1, ) et t < T, on a Y,” = Y;. Ainsi,

H(z =Y,) = H(¢i(a) = Vi) = [H(z = Y/") = H(¢} (@) = Y1y, 42 (Y0)
= [H(z = Y") = H(¢{(a) = V")l {-nm(Yo) -

On a donc les deux égalités cherchées grace a (5.8.1) et (5.8.2). On en déduit (5.7.1).
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De plus, a est une extrémité droite a tout instant ¢ < T pour la dynamique définie
par p?' car les inverses de ¢7 et ¢r coincident en a. Donc

M"(¢ (@), t) = M™(a,0), Vt<T. R

Nous terminons cette section par la preuve du lemme 5.8.1.

Preuve du Lemme 5.8.1
On va utiliser le fait que pour tout ¢, p(-,t) = p,Y; * et Va < b,

B (w(Vi )[H(b - Y,) = H(a—Y0)]) =B (0(W)[H(b— ;) — Ha = Y))])
L’écriture (5.8.1) de M (x,t) est immédiate car
{bu() <V <a}={d(a) <a(Vo) <o} ={a <Yy < ¢, (2)}.

On déduit de ce résultat que

/z U(y,t)p(dy,t)—/x u(y, t)p, Yy (dy)
¢

() ¢ ()

Pour montrer I'égalité avec A(M (z,t)), on utilise le changement de variables n = Fj *(z)
et la mesure image p, = A\(F; ')~!, ot A est la mesure de Lebesgue sur R. On a

{zia<F'() <o/ 2)={z:F(a)<z< F (qﬁ;l(x))}

avec Fy () = 0 et Fy (¢ '(z)) = M(z,t). En procédant au changement de variables, on
obtient

¢; () M (z,t)
[ i = [ (s @) = A1)
Ce qui est (5.8.2). W

Nous terminons ce chapitre par le lien entre la dynamique des particules collantes et
I’équation de Burgers.
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5.9 Lien avec I’équation de Burgers

Nous avons déja signalé dans le chapitre 1 le lien entre I’équation de Burgers et les
particules collantes dont la distribution initiale de la masse est la mesure de Lebesgue A
sur R.

Nous allons montrer que la vitesse des particules collantes, avec la distribution initiale
A, est la solution entropique de ’équation de Burgers. C’est-a-dire que la vitesse u(z,t)
d’un groupe de particules qui se trouve a la position x & l'instant ¢ est la solution
entropique de I’équation

u?(x,t)

du(w,t) + 0, ( ) =0, u(z,0)=ux) .

En effet, la solution entropique s’obtient a chaque instant ¢ > 0 en étudiant I'enve-
loppe convexe de la fonction

Yy — /Oy[n + tuo(n)]dn .

Nous rappelons rapidement cette construction. On fixe x, ¢ et on minimise la fonction

Y
R3>y+— G(z,y,t) = / (1 + tuo(n)]dn — xy .
0

On note
Ys(z,t) = min{y : G(z,y,t) = min G(z, 2,t)},

Yy (z,t) = max{y : G(z,y,t) = min G(z, z,t)} .

La solution u est donnée par
r —y(x,t)
t
lorsque y.(z,t) = y*(x,t) := y(z,t). Les points (z,t) pour lesquels y.(x,t) # y*(x,t)
sont des points de discontinuité de u. Plus précisément, on a

u(z, t) =

lim u(z',t) = L*(x’t), lim u(2',t) = 2=yt :
' —x— t o' —z+ t
L’intervalle [y.(x,t), y*(x,t)] est 'ensemble des positions initiales des particules qui se
trouvent a 'instant ¢ a la position z. La différence y*(z, ) —y.(z,t) = A[ys (2, 1), y*(x, t)])
est la masse de la particule massive située au point = a l'instant ¢. Pour chaque (x1, %)
fixé avec t; > 0 on lui associe deux segments dans le plan (x,t) définis par

Su(w1,t1) = [(21, 1), (Yu(21, 1), 0)]

et
S*(z1, 1) = [(v1,t1), (¥ (21, 1), 0)].
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Nous avons pour tout ¢t < t; les résultats suivants :
Yu(x,t) = y* (2, 1) = yu(x1, t1) YV (x,t) € Si(x1,t1)

et

Yu(z,t) = y*(x,t) = y*(x1,t1) VYV (2,t) € S*(xy1,t1).
Ainsi, la solution u est constante sur chacun des segments lorsque ¢t < t;. Lorsque
Y« (z,t) = y*(x,t) := y(z,t), on a u(x,t) = uo(y(x,t)). Pour une étude détaillée nous
renvoyons le lecteur a l'article de Hopf [30].

Nous avons ainsi deux résultats, pour uy ayant des sauts négatifs :
1) y*(x,t) = M(x,t), y*(z,t) = M*(x,t) = M(x,t) pour tout x € R, t > 0,
2) la vitesse u(x,t) = wup(y(z,t)) est bien la densité de 0,(A(M(-,t)) par rapport a la
mesure 0, M(-,t). En effet, nous avons dans ce cas

Fo(r)=F;Y(x) =2 et A(m)= /Om up(2)dz .
Ys(z,t) = My(2,t) , y*(x,t) = M*(x,1) .

Tout amas [y.(x,t), y*(z,t)] est une accumulation a gauche et a droite d’amas, donc
sa position vaut

T =yu(z,t) + tug(ys(z,t)) = y*(z,t) + tug(y*(x, 1)) .
Sty (z,t) = y*(z,t) := y(z,1), la vitesse de cette particule est alors

uo(y(z,t)) = %(“) = u(z, 1) .

Donc la solution de I'équation de Burgers coincide avec la vitesse des particules
collantes.
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Chapitre 6

Equation de Burgers et Flot des
particules collantes

Dans ce chapitre nous allons étudier la solution de I’équation de Burgers avec une
vitesse initiale ug continue, décroissante et bornée.

Pour chaque partition (yo = —00,¥1,...,yn+1 = +00) de R, on considére la solution
a ’équation de Burgers de vitesse initiale Zf\il uo(Yi) 11y, 4., 1)- Pour chaque ¢ on note par
x(y;, t) : t > 0 la ligne de discontinuité de la solution qui part de y;. Nous montrons que
{z(y;,t) : 1 <i < N,t >0} converge sur tout compact [a,b] x [0, 7], lorsque

7 — Yi 07
max Yir1 — vil —

vers le flot ¢(-, -, —dug, ug) des particules collantes ayant —duy comme distribution ini-
tiale, et uy comme vitesse initiale. Ce flot coincide avec les lignes de discontinuité de
I’équation de Burgers de vitesse initiale .

6.1 Equation de Burgers

Soit ug une fonction continue et soit u(-, -, ~) une solution de I’équation de Burgers
de viscosité v
U + Uy = Vg, sur RX Ry, u(-,0) =ug . (6.1.1)

Si on définit le potentiel ¢ par u = —3d,1, la substitution de Hopf-Cole ¢ = 2vIn(6)
montre que # satisfait I’équation de la chaleur

8t9 == V@iﬁ .
On en déduit alors que
I s A

X esp { TG ay

u(z,t,v) = (6.1.2)
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ol

PY%&A@==§£éfQ—+1AyudnﬁM-

En gardant ug fixée et en faisant tendre v vers 0, Burgers [7| montre que u(-, -, v)
converge vers la solution u(-,-,0) de 'équation sans viscosité. Les résultats suivants
permettent de calculer u(-,-,0) et sont dus & Hopf [30].

6.1.1 Théoréme (de Hopf)

Pour (z,t) fixé, la fonction F(x,-,t) atteint son minimum pour une ou plusieurs valeurs
de y, la plus petite et la plus grande sont notées par y.(x,t) et y*(z,t) respectivement.
Pour tout (x,t), on a

*
— t
L(x’) < liminf  w(& T,v),
t v—0+4,f—x,7—t

— . (z,t
limsup w(, 7,v) < L(Z) )
v—0+,£—x,7—1 t

Si y.(z,t) = y*(z,t), alors

. x —y*(x,t)
1 = —2 7
V—>0+}§ri>1m,7—>t U(f, i V) t

= u(x,t,0) .

On peut remarquer que la fonction F(x, -, t) atteint son minimum en y si et seulement
si la fonction G(x, -, t) atteint son minimum en y, ol

G(z,y,t) = /Oy[n + tug(n)]dn — zy . (6.1.3)

Chaque fonction y(-,t) := y*(+,t) est construite de manicére analogue a celle du chapitre
1. Elle est croissante et vérifie

y(x —0,t) = yu(x,t), ylr+0,t) =y (z,t) Va.

La fonction y est appelée Lagrangien inverse, et son inverse x(y) est le Lagrangien,
c’est-a-dire la position a l'instant ¢ de la particule située initialement en y. On a

x —y(z,t)

u(z,t,0) = .

dr — presque partout . (6.1.4)

Dans la section suivante, nous interprétons la fonction u(-,-,0) a 'aide du modele
des particules collantes. La limite u(x,t,0) n’est pas bien définie car on peut lui affecter
plusieurs valeurs lorsque y.(x,t) # y*(x,t). Ces points de discontinuité sont interprétés
comme des chocs ; y*(x, t) —y.(z, t) est la taille du choc et m(z,t) = u(z—0,t)—u(z+0,1)
est la masse du groupe qui se trouve a la position x a l'instant ¢, et avec la vitesse
u(z,t,0).
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6.2 Lien avec le flot des particules collantes

Nous considérons 1’équation de Burgers
w +uu, =0,  u(-,0) = ug (r,t) e R x R, . (6.2.1)

Lorsque la donnée initiale ug est une fonction décroissante, nous allons montrer que
les lignes de discontinuité de la solution coincident avec un flot de particules collantes
distribuées initialement suivant la mesure —dug. La mesure dug est définie par

dug(a,b] = ug(b) —up(a), Va<b.

Soit

N
uozzvil[ymyiﬂ) ou —o0 =y <y < <tyy1 =400,
=0

V; > Vit1 Vi.

Pour calculer la solution de (6.2.1), il faut calculer les points y.(x,t) et y*(x,t) ou la
fonction

)
RByHG(w,y,t)zf [+ tug(n) — x]dn
0

atteint son minimum absolu. Pour tout ¢ et pour tout y € (y;,yi11), on a ug(y) = v;.
Donc

Y
Vy<y1, G(I’,y,t) :G($»yl7t)+/ [77+tvo—$]d77
Y1
v — i
2

=G(z,y1,t) + + (y — y1)[tvo — 2] ;

Y
Vi > 17 vy S [yi7yi+1) ) G(xayat> :G<x7yzat> +/ [77 + tv; — l‘]d?]

Yi

On a alors )

lim G(z,y,t) = lim yo_ +00 ;
|yl —+o0 |yl —>+o0 2

ce qui prouve que la fonction G(z,-,t) est minorée, et atteint son minimum absolu sur
un compact. Donc pour tout (z,t), les points y.(x,t) et y*(z,t) existent. Nous obtenons
les résultats suivants.

6.2.1 Proposition
Pour tout (x,t), il existe un unique couple (n,m) tel que n < m et

Ys(z,t) = —tv, € YnsUnt1), Y (2, 8) = — tvm € (Yms Ymt1) - (6.2.2)
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La solution u de I’équation de Burgers est alors donnée par

wx —0,t) =v,, u(r+0,t)=1v,.

Preuve de la Proposition
On a pour tout 7

8yG(Iay7t) :y+t%—$: Gy(ma:%t) vye (yi7yi+1) .
Si un minimum local est atteint en y;, alors
Gy(xayi - Ovt) S 0 S Gy(%l/i + 07t) )

c’est-a-dire
Y+t —o Sy +tvp—x et v Sy

Ce qui est impossible par définition des v;. Le minimum absolu est donc atteint dans au
moins un intervalle (y,yry1). La fonction étant une parabole convexe sur (yx, yrr1),
le minimum est atteint lorsque que Gy(z,y,t) = y + tvy — 2 = 0, c’est-a-dire en
y=x —tvg € (Y, Yx+1) - On en déduit (6.2.2). MW

Nous considérons maintenant la dynamique des particules collantes définie par la
mesure P, et la fonction de vitesse initiale Vj suivantes

PO = —duo = Z [Ui_1 - Ui] (5%7 % = Z ZTHl[yuyiH) :
1 1

La fonction
{ylu"'7yN} X R+ > (yzyt) — ¢(yiat7P07%)

est le flot de ces particules, étudié au début du chapitre 1. Dans le théoréme suivant,
nous notons

S = {y1, ce 7?JN} et Cbt() = ¢('at7p07%)

pour une commodité d’écriture.

6.2.2 Théoréme
Pour tout (x,t),
Ys(z,t) < y*(z,t) <= z € ¢(S,t, Py, Vp)

et dans ce cas, n et m définis par (6.2.2) vérifient

¢;1{$} = [yn+17 ym] )

m

1 V; v

. 2
i=n+1
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Preuve du Théoréme
On va calculer z lorsque y.(x,t) < y*(z,t). La technique utilisée servira pour le reste
du théoréme. D’apreés la proposition 6.2.1, il existe n < m tels que

y*(:r,t) =x—tu, € (ymynJrl) ) y*(:c,t) =x—tu, € (ymvym+1) .
On a alors
0 :G(x, y*(x,t),t) — G(x,y*(x,t), t)

:y*(;z:, t)2 ; ys(z, t)2 — 2y (2, 1) — yu (2, 8)] + t0p[Yns1 — a2, 1)]

m
Y vilyi — v = tonlyme — v (2, 0)]
i=n+1

On a le terme
tUnYni1 + 1 Z Vilyisr — Yi] — oY =1 Z (Vi1 — vilyi -
i=n+1 i=n+1
Grace a l'égalité y.(z,t) + tv, = y*(x,t) + tv,,, on obtient
zly*(z,t) — yu(x, )] = xt[v, — v -
En utilisant les carrés (y.(z,t) + tv,)?* = (y*(x,t) + tv,,)?, on obtient aussi

“(z,1)? — yu(x, 1) t
y (@, t)° — y.(2,t) — toay (T, t) + topy*(z,t) = 5[“3 — U] -

2

Il en découle que
t m
zlv, — U] = 5[1}2 — 3]+ Z [Vic1 — vy -
i=n+1
On en déduit (6.2.3) en remarquant que
0721 - Uzl = Z [Uifl — ’Ui] [Uifl + UZ'] .
i=n+1

Pour tout = € ¢(S,t, Py, Vp), il existe [ < 7 tels que [y, y,] = ¢; '{x}. On va montrer
que n et m précédents vérifient [ = n + 1 et r = m, dou y.(x,t) < y*(x,1).
On a vu au chapitre 1 que

Y1+ tVolyimr) <z <y +tVo(y) -

Comme Vo(y) < vi-1 < Vo(yi—1), on obtient y 1 +tv;1 < x < y; + ty;_1. De méme,
Yr + tv, < x < ypy1 + tv,.. Donc

dz1 € (Y-, w), 320 € (Yo, Yrg1) A0z +Htyg =2 +tv, =x .
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Gréce a ces égalités, on calcule comme précédemment les accroissements de G(x, -, t) sur
{zi1, 2ry yu (2, 1), y* (2, t) }. Sil < n, alors 21 < y.(x,t) et

0> G(z,y.(2,1),1) = Gz, 200, t) =t Y [vim — v [yi + tW]
i=l

2

—txfvi_1 — vy,
d’on
Sy 1+ Vo ()] Po(dn)
PO [yb yn]

T = ¢(ylvt7 PO;%) >

Sil>n+1,alors z;_1 > y.(x,t) et on obtient comme précédemment

f[ynJrhylfﬂ [77 - tvO(TD] PO(dU)
P [yn+17 yz—1] .

T = ¢(yl7t7 POy‘/E)) S

Ces deux cas sont impossibles car y; est une extrémité gauche & l'instant ¢. Donc
[=n+1, et on montre de méme que r = m.

On va maintenant montrer que
& §(S,t, Py, Vo) = y.(z,t) =y (x,t) .
Pour = & ¢(S,t, Py, V), il existe y, tel que
21 1= P(Yr,t, Fo, Vo) <& < @(Yrs1,t, Po, Vo) =1 22

On a alors
Yr <y (21,t) < yu(z,t) < y(2,t) < yul@a, t) < Yrg -
D'ou y.(x,t) = y*(z,t) =z — tv,. N

6.2.3 Remarque
On peut prendre uy telle que v; > v;11, Yi. Alors pour tout (z,t), il existen < m,k >0
et p > 0 tels que

Un—k—1 = Un—k = Up > Unt1 et Y. (ZE, t) =z —tv, € (yn—ku yn+1> )

Um—1 > Um = Umip > Umipr1 €6 Y (2,1) =2 — ton € (Ym, Ymipr1) -
De plus, 4,1 et y,, vérifient le théoréme précédent.

Ce théoréme montre que pour tout point de discontinuité (z,t) de la solution u de
(6.2.1), x est la position & linstant ¢ d’un groupe de particules de masse
u(x — 0,t) — u(x 4+ 0,t). Le théoréme suivant généralise ce résultat a une classe plus
large de fonctions uy.
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Pour toute fonction ug, soit u la solution de 1’équation (6.2.1) de donnée initiale ug.
Pour tout N € N, soit u” la solution de I’équation (6.2.1) de donnée initiale

up = i“o(%)l[yi,yw) ou —o0o=yo <y < <Yny1 = +00, (6.2.4)
i=0
et soient
P = i = 3 ) — w6 e VY= 30 WOl
1 1
Si la fonction wuy est bornée et décroissante, nous considérons le flot ¢(-, -, —dug, ug) des

particules collantes. Pour tout (z,t), soit la vitesse w(z,t) de la particule qui se trouve
a la position z a 'instant ¢. La fonction w est définie a partir du flot (voir chapitre 2).

Dans le théoréme suivant, nous notons par S le support de la mesure dug, et identi-
fions © comme étant la vitesse w des particules collantes.

6.2.4 Théoréme
Si ug est continue, décroissante et bornée, alors

u(z — 0,t) #u(x +0,t) < v € ¢(S,t, —dug,ug) et ¢; {x} est un intervalle.

De plus
Va €p(S,t, —dug,up), &, {x}=:[a,p] vérifie
ye(z,t) = 2 — tup(a) < a < B <y*(x,t) =z — tup(0) ,
dot u(x —0,t) =w(x—0,t), ulr+0,t)=w(z+0,t).
Si

(021%)1(\/ |yi+1 - y1|7 57 T) - (07 x, t) y alors

u(z 4 0,t) < liminfu™ (&, 7) < limsupu™ (&, 7) < u(x — 0,1) ;
et on a la convergence uniforme sur tout compact

. . —_— N N . . — . — .
¢( )y duo 7‘/0 ) - ¢< )y duO;“O) ; Orélzag}](\f ’lerl yz‘ — 0.

Pour tout N € N, les lignes de discontinuité de v’ coincident avec le flot des parti-
cules collantes ¢(-, -, —dul’, V§").
Dans le chapitre 2 (théoréme 2.5.2), nous avons montré la convergence uniforme sur
tout compact des flots
¢(" 5 _du(]JV’ VE)N) - ¢(7 ) _du0a UU) ) max |yi+1 - yil — 0.

0<i<N
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Ces résultats montrent donc que les lignes de discontinuité de u"V convergent vers celles
de wu.

Avant de démontrer le théoréme 6.2.4, on remarque que pour tout (z,t, 21, z3),

(22 + tug(22))* — (21 + tug(21))?
2

/ N [+ tuo(n)] dn =t / N [+ tuo(n)] Po(dn) +

zZ1 Z1

(6.2.5)

En effet, une intégration par parties donne

z29 29 z2 t 22
—/ ndug(n) — t/ updug = —zoup(22) + 21u0(21) + uo(n)dn — —/ d(u%)
z1

Z1 z1 Z1 2

= /22 UO(’I])dn — ZQU()(ZQ) + 21U0(21) — % (UO(22)2 — UQ(Zl)Q)

21

= /Z2 uo(n)dT} n (21 + tUQ(zl))z — (Z2 + tu0<22))2 o Z% I Z%

2t

(21 + tuo(21))? — (29 + tug(22))?
2t ’

Z1

1

=7 /2 [ =+ tuo(n)]dn +

Preuve du Théoréme 6.2.4

Si z € ¢(S,t, —dug, ug), alors [, B] := ¢; H{a} vérifie B+ tug(B8) < z < a + tug(a).
On va utiliser les deux possibilités x = a+tug(a) ou & < a+tug(a). Ona x < a+tug(a)
seulement lorsque o n’est pas une accumulation de particules & gauche : « ¢ S_ . Dans
ce cas, il existe une extrémité droite z < a telle que

dug(z,a) =0 =ug(a) —up(2), z+tug(z) < o(z,t, —dug, up) < < a+ tug(a) .
On a alors = — tug(a) =: 21 € (2, ). La fonction ug étant constante sur [z, ], on obtient
21 +tug(z) = .

Par ailleurs, la fonction
y
B3y Glet) = [ I+ tunl) — ol dr
0

a une dérivée continue y — Gy(z,y,t) = y — tup(y) — = qui s’annule en y,(z,t) et
y*(x,t). Donc
Ys (2, 1) + tug(ys(x, 1)) = x = y*(x,t) + tue(y*(z, 1)) .

On en déduit, en posant zo = y.(z,t) dans (6.2.5), que

/ / 0+ tuo(n)] Poldin) =t / 10 + tuo(n)] Pold) = / 0+ tuo(n) dn

*(Z‘,t) y*(mvt) y*(x7t)
= G(CE, 215 t) - G(Z’,y*<l’,t), t) + iC(Zl - y*(l',t)) :

zZ1 Z1
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Comme
21— Yu(2,t) = t{uo(ys (2, 1)) — uo(@)] = tRo[ys(z, 1), o] ,

on obtient

/a G(z,21,t) — G(x, y.(x,t),t) |

) [ + tuo(n)] Po(dn)—xPoly.(z,t), o] = :

I en découle par définition de «v et y.(x,t) que le cas z; # y.(z,t) est impossible, donc
Y« (z,t) = x — tug(a). De méme, y*(z,t) = x — tug(f).

Siz & ¢(S,t, —dug, up), il existe x1, x5 € (S, t, —dug, ug) tels que
x1 = ¢(P1,t, —dug, up) < x < x9 = P, t, —dug, up) ,
ou (3, et ap sont respectivement des extrémités droite et gauche a I'instant ¢, et vérifient
b1 < az, dug (B, az) = 0 = ug(az) — ug(B1) -
Par croissance de la fonction y(-, %), on a
Y (@1,t) < yu(@,t) Sy, t) < yul@,t)

En outre,

pr < a1 —tue(Br) = ¥y (21, 1) < yulo, t) = 12 — tug(Br) < @ .
Donc
y*<l’,t) ) ?J*(ﬂ%t) € [517052] .
D’autre part, uy étant constante sur [y, as], G(x,-,t) est une parabole sur [3;, as] dont
la dérivée s’annule en & — tug(f31) € (1, a2). On en déduit que

y*(l‘,t) = y*(x7t) =T — tuo(ﬁﬁ .

Pour démontrer le reste du théoréme, nous considérons les fonctions yV et y
qui définissent respectivement u” et u. Pour tout (z,t), nous allons montrer que
[y(z—0,t),y(x+0,t)] contient tous les points d’accumulation des points ¥ (£, 7) lorsque

(maX |yi+1 - yz‘v g? 7—) - <O7x7t) :

0<i<N

Soit z un de ces points d’accumulation. La fonction

’

L GN(E, ) = / 0+ vl ()ldy — €2
0
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a pour minimum absolu GV (&, y" (£, 7), 7). Lorsque maxo<i<n |yiz1 — vi| — 0, on a la
convergence uniforme sur tout compact de GV vers G. En effet, il suffit de remarquer
que pour tout (£, 7) et pour tout compact [z, 2o,

sup |GN(E,2,7) — G(€, 2\ 7)] < / ¥ () — wolm)ldy

21<2'<z9 21

<(2a—2z) sup |ud(n)—uo(n),
z21<n<z2

avec le terme de droite qui tend vers zéro. Il en découle que G(z, z,t) est le minimum
absolu de la fonction G(z,-,t), donc z € [y(z — 0,t),y(z + 0,1)].
Ainsi, on obtient

y(z —0,t) < liminfy™ (¢, 7) < limsupy™ (€, 7) < y(z +0,1) .

On en déduit le résultat cherché. W



Conclusion

L’objet de cette thése est de comprendre et de donner une définition précise du
modele des particules collantes, car ce dernier joue un role central dans la résolution du
systéme d’équations de gaz sans pression

0(p) + Oz(up) =0, Oy(up) + 0x(u?p) =0 ;
pldx,t) — Py, u(z, t)p(dx,t) — vo(x)Py(dx) faiblement, lorsque ¢t — 07 .

Nous avons abordé ce probléme sous un angle nouveau, a ’aide d’enveloppes convexes
définies & partir de la distribution initiale de la masse Fy, et de la vitesse initiale vg qui
peut avoir des sauts négatifs. D’abord, nous définissons 1’état initial du systéme de par-
ticules par la fonction m € (0,1) — F;'(m) qui définit les quantiles de la fonction de
répartition Fy de Fy. Avant le premier choc, la position du quantile d’ordre m, & I'instant
t, est donnée par Iy ' (m) + tug(Fy '(m)). Aprés le premier choc, cette fonction (de m)
cesse d’étre croissante, et donc sa primitive m — [ (Fy ' (2) + tvo(Fy '(2)))dz cesse
d’étre convexe. L’état du systéme, a l'instant ¢, est déterminé par ’enveloppe convexe
H(-,t) de cette derniére fonction. Plus précisément, la position du quantile d’ordre m
est donnée par la dérivée partielle 0,,H (m,t).

Le modéle des particules collantes permet de construire un processus stochastique,
solution de I’équation aux dérivées partielles

dX, = E[vo(Xo)/Xi|dt ,  Loi(Xo) = Py . (EDS)

La solution est donnée par le processus X;(m) = 0,,H(m,t) , défini sur 'espace proba-
bilisé ([0, 1], B, \), ou A désigne la mesure de Lebesgue. Nous obtenons aussi, sur ’espace
probabilisé (R, B(R), Py), un processus stochastique (y,t) — ¢(y,t), qui est solution de
(EDS) et qui modélise les trajectoires des particules collantes. Cette solution est non
seulement 'unique qui soit un processus de Markov, mais aussi I'unique telle que X; soit
une fonction croissante et continue de Xj. En outre, les processus

(m,t) — ¢(Fy ' (m),t, Py, vp) , (m,t) — OpH(m,t)
s’avérent indistinguables.

Gréce aux lois marginales p(dz,t) de ce processus, nous résolvons directement, et
d’une maniére probabiliste, des équations dont les solutions ont, jusqu’ici, été obtenues
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par discrétisations. Nous montrons que la fonction (x,t) — M(x,t) = p((—oo, xl, t) est
la solution entropique de la loi de conservation scalaire

OM + 0, (AM)) =0, M(z) = Fyla)

ou le flux A représente la quantité de mouvement

A(m) = /Om vo(Fy ' (2))dz, Vm e (0,1).

Pour tout ¢, M(-,t) est la fonction de répartition de la masse des particules a l'instant
t; elle est liée au flux par ’équation

A(M(ZL‘,t)) =E [UO(XO)l{Xth}} s \V/(l’,t) .

En outre, la fonction ¢ (x,t) = fg M (y,t)dy est la solution de viscosité de I’équation de
Hamilton-Jacobi

O+ AOu) = 0, holz) = / Fo(y)dy :

et une solution faible du systéme de gaz sans pression est donnée par

(p(dz,t), u(z,t) := Elvg(Xo)/X; = 2], t > 0) .

Aprés avoir généralisé ces résultats probabilistes aux mesures de Radon, nous termi-
nons en montrant que la vitesse des particules collantes

u(z,t) = E[ve(Xo)/ Xy = x] ,

avec Py = |duvg|, ou Py = A la mesure de Lebesgue, est la solution entropique de ’équa-
tion de Burgers
w +uu, =0, wu(z,0) =vy(z) .

Notre approche des particules collantes a les avantages suivants :

1. elle étend la définition du modele des particules collantes de [25] & une distribution
initiale de la masse quelconque, et une vitesse initiale non forcément continue;

2. elle donne une solution directe a I’équation (EDS) précédente, sans passer par
I'approximation de Dermoune [15]; de plus, elle généralise la résolution a X, quel-
conque et vy non forcément continue ;

3. elle permet de résoudre, sans utiliser la discrétisation, 1’équation de Hamilton-
Jacobi, la loi de conservation scalaire, ainsi que le systéme de gaz sans pression ;

4. elle permet d’étendre ces résultats, notamment la résolution probabiliste, aux me-
sures de Radon.
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