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Introduction g�en�erale

L
a mise en forme des t�oles minces est un proc�ed�e industriel important �industrie auto

mobile� etc����� La simulation num�erique des proc�ed�es de mise en forme n�ecessite la mise

au point de mod�eles de comportement bas�es sur les principes de la thermodynamique et

qui tiennent compte des sollicitations que subissent les mat�eriaux utilis�es et rendent compte

de l�anisotropie mat�erielle� La d�etermination des param�etres mat�eriels intervenant dans les

lois de comportement des mat�eriaux est une �etape importante� Elle permet une meilleure

repr�esentation possible des exp�eriences par les mod�eles identi��es� En e�et� une rigoureuse

identi�cation param�etrique avec le choix d�un mod�ele ad�equat permet de simuler correctement

les proc�ed�es de mise en forme� L�identi�cation des param�etres des mod�eles est e�ectu�ee �a

l�aide des essais m�ecaniques� qui sont g�en�eralement des essais r�ealis�es au laboratoire ou sur

des structures industrielles� Classiquement l�identi�cation des coe�cients intervenant dans

les mod�eles est e�ectu�ee par un lissage direct des points exp�erimentaux� Cette m�ethode est

justi��ee pour le cas des essais homog�enes o�u le passage des grandeurs mesur�ees aux grandeurs

locales intervenant dans les lois de comportement est direct� Dans le cas o�u les sollicitations

sont complexes� conduisant �a des essais h�et�erog�enes� le passage des mesures e�ectu�ees par

l�appareillage exp�erimental comme les forces ou couples appliqu�es� d�eplacements ou rotations

d�ensembles vers les grandeurs locales telles que les champs de contraintes et de d�eformations

n�est pas imm�ediat� Souvent des hypoth�eses d�homog�en�eit�e sont adopt�ees� elles ne sont

que des approximations� parfois fortes� conduisant �a des param�etres non repr�esentatifs du

comportement du mat�eriau et par la suite un �ecart est observ�e entre la simulation num�erique

et la r�ealisation exp�erimentale d�un embouti�

La th�eorie des probl�emes inverses peut conduire �a la r�esolution de ce type de prob

l�eme d�identi�cation param�etrique �a partir des essais h�et�erog�enes sans tenir compte d�hy

poth�ese d�homog�en�eit�e� Cette th�eorie fournit des algorithmes permettant la d�etermination des

param�etres des lois de comportement en couplant en g�en�eral une m�ethode d�optimisation avec

une m�ethode de simulation num�erique� telle que la m�ethode des �el�ements �nis par exemple�

a�n de co��ncider la r�eponse calcul�ee par le mod�ele avec la r�eponse observ�ee exp�erimentalement

�Tarantola� �	���� �Bui� �		��� �Gelin� �		��� �Gavrus et al�� �		��� �Mahnken et Stein� �		���

Le mod�ele ainsi identi��e peut �etre ensuite utilis�e dans sa formulation exacte pour r�ealiser des

simulations num�eriques des op�erations de mise en forme�



�� INTRODUCTION G�EN�ERALE

Dans ce travail� nous proposons de d�e�nir et d�utiliser une strat�egie d�identi�cation

param�etrique inverse applicable aux mod�eles �elastoplastiques pour les ajuster aux essais

m�ecaniques homog�enes et non homog�enes� Les crit�eres de plasticit�e constituent une com

posante fondamentale dans la formulation des lois de comportement� Il est important de

noter que le crit�ere orthotrope quadratique de Hill ��	
�� constitue le d�ebut des e�orts dans

l��etablissement de la th�eorie de la plasticit�e anisotrope pour la description et la mod�elisation

de la surface de plasticit�e pour les m�etaux anisotropes� A partir de cette date� d�autres crit�eres

plus compliqu�es sont propos�es pour mieux tenir compte de l�anisotropie et de l��ecrouissage

des di��erents mat�eriaux et alliages destin�es �a l�emboutissage� En e�et� nous disposons d�une

biblioth�eque de mod�eles que nous avons identi��es� Ces mod�eles sont bas�es sur les crit�eres

quadratiques isotrope transverse� orthtrope de Hill ainsi que sur un crit�ere non quadratique

de Barlat� en adoptant l�hypoth�ese de l��ecrouissage isotrope et la formulation de lois de

comportement �elastoplastiques avec les lois d��ecoulement plastique associ�ees et non associ�ees�

En�n� l��etude de sensibilit�e param�etrique peut �etre men�ee sur l�analyse intrins�eque des

mod�eles o�u nous �etudions l�in�uence des variations des param�etres sur la r�eponse du mod�ele�

Ce travail est r�eparti en cinq chapitres �

Chapitre �

Le premier chapitre pr�esente la formulation des lois de comportement �elastoplastiques

en petites d�eformations dans le cadre g�en�eral et dans le cadre thermodynamique� Nous

pr�esentons une synth�ese des crit�eres de plasticit�e des plus classiques �isotropes� isotropes

transverses� aux mod�eles les plus r�ecents �orthotropes et non quadratiques�� Nous adoptons

l�hypoth�ese d�un �ecrouissage isotrope et l�hypoth�ese de la plasticit�e associ�ee et non associ�ee�

Chapitre �

Le deuxi�eme chapitre est consacr�e �a la pr�esentation des essais exp�erimentaux utilis�es

dans ce travail� La d�e�nition et l�interpr�etation des essais� du point de vue homog�en�eit�e des

champs de contraintes et de d�eformations sont pr�ecis�ees� En particulier� l�essai de traction

plane r�ealis�e sur une �eprouvette large� pr�esente une forte inhomog�en�eit�e qui �etait d�emontr�ee

exp�erimentalement et par une simulation num�erique que nous avons e�ectu�ee� L�identi�cation

des param�etres de comportement �a partir de cet essai� n�ecessite la mise au point d�un

algorithme d�identi�cation bas�e sur la th�eorie des probl�emes inverses� Cet algorithme est

r�ealis�e au chapitre suivant�

Chapitre �

Dans le troisi�eme chapitre� apr�es avoir rappel�e l��etat de l�art dans le d�eveloppement

et l�utilisation des m�ethodes inverses pour identi�er les param�etres de comportement des

mat�eriaux� nous pr�esentons notre algorithme d�identi�cation inverse� Cet algorithme est bas�e

sur le couplage d�une nouvelle approche pour le calcul de structures par la m�ethode des

�el�ements �nis et d�une m�ethode d�optimisation �m�ethode du Simplexe�� Les sorties du calcul



��

par �el�ements �nis sont les courbes � force  d�eplacement �r�eponse globale de la structure� et

gr�ace �a la proc�edure d�optimisation qui agit d�une mani�ere it�erative� elle permet de co��ncider

ces r�eponses num�eriques avec les grandeurs mesur�ees exp�erimentalement�

Chapitre �

Le quatri�eme chapitre est d�edi�e �a la strat�egie d�identi�cation des mod�eles de comporte

ment anisotrope �a partir des essais exp�erimentaux� Une proposition d�identi�cation des coef

�cients d�anisotropie pour des mod�eles �elastoplastiques �avec des lois d��ecoulement plastique

associ�e et non associ�e et un �ecrouissage isotrope� int�egrant ainsi des crit�eres de plasticit�e rel

ativement simples et compliqu�es est pr�esent�ee� Nous identi�ons le mod�ele isotrope transverse

et le mod�ele quadratique orthotrope de Hill� Un mod�ele bas�e sur un crit�ere r�ecent de Barlat

est identi��e� permettant ainsi de d�ecrire l��ecrouissage de l�essai de traction plane inhomog�ene

et de pr�evoir l��evolution des �ecoulements plastiques �identi�cation du coe�cient d�anisotropie

exp�erimental��

Cette strat�egie d�identi�cation est d�evelopp�ee �a partir des essais de la traction simple� et

de la traction plane ainsi que des coe�cients d�anisotropie� mesur�es dans di��erentes directions

par rapport �a la direction du laminage� L�identi�cation des param�etres de comportement est

e�ectu�ee sur la base de l�interpr�etation homog�ene et non homog�ene des essais� Elle permet

de d�egager l�apport de l�utilisation de l�algorithme d�identi�cation inverse et de comparer les

r�esultats obtenus par les deux approches homog�ene et inhomog�ene �identi�cation inverse��

Chapitre �

Dans le cinqui�eme chapitre� nous nous proposons d��etudier l�e�et de la variation des

param�etres identi��es sur les r�eponses calcul�ees des mod�eles� Ceci revient �a calculer la sensi

bilit�e des r�eponses simul�ees par rapport aux param�etres d�anisotropie des mod�eles identi��es�

Le calcul de sensibilit�e que nous avons d�evelopp�e dans ce chapitre est bas�e sur une m�ethode

sp�eci�que incr�ementale qui d�ecoule d�une mani�ere syst�ematique de l�algorithme particulier

que nous utilisons dans le calcul des structures par la m�ethode des �el�ements �nis� Nous

proc�edons par un calcul semianalytique des �equations constitutives des mod�eles pour d�eriver

la r�eponse globale calcul�ee par rapport aux param�etres identi��es�

Pour exprimer la capacit�e d�un essai� a�n de mieux identi�er les coe�cients d�anisotropie

d�un mat�eriau par rapport �a un autre essai� nous d�e�nissons un indicateur de sensibilit�e dans

le but de classer la sensibilit�e d�un ensemble d�essais� pour d�eduire quel est l�essai le plus

ad�equat permettant ainsi l�identi�cation avec plus de pr�ecision le coe�cient d�anisotropie

d�un mod�ele donn�e�

Les travaux pr�esent�es dans ce m�emoire de th�ese ont �et�e r�ealis�es au sein du Laboratoire de G�enie

M�ecanique �a l�Ecole Nationale d�Ing�enieurs de Monastir� Tunisie�





Chapitre �

Formulation et mod�elisation des lois

de comportement �elastoplastiques

��� Introduction

L
a simulation num�erique des proc�ed�es de mise en forme a beaucoup �evolu�e avec la per

formance des calculateurs ainsi qu�avec le d�eveloppement rapide des outils num�eriques

comme la m�ethode de calcul par �el�ements �nis au cours de ces derni�eres d�ecennies� Ces codes

de calcul n�ecessitent des mod�eles ou des lois de comportement qui doivent satisfaire aux

principes g�en�eraux de la m�ecanique� en particulier l�indi��erence mat�erielle� et �etre physique

ment �acceptables�� c�est �a dire� ils doivent respecter les principes de la thermodynamique et

les sym�etries de la mati�ere� Ces lois de comportement doivent �etre simples� a�n de faciliter

leur identi�cation et leur impl�ementation dans les codes de calcul�

Les lois �elastoplastiques constituent une classe importante de mod�eles utilis�es en calcul

de structures m�etalliques� Ces mod�eles se divisent en deux classes � Les mod�eles ph�enom�eno

logiques� d�e�nis par des fonctions constitutives reliant un certain nombre de variables internes�

qui pourraient tenir compte de la structure interne du mat�eriau ainsi que de l�histoire des

sollicitations� La deuxi�eme classe est celle des mod�eles micromacro bas�es sur des approches

polycristalines et tenant compte de la texture cristallographique des mat�eriaux�

On se limite aux mod�eles ph�enom�enologiques �a variables internes qui peuvent �etre de na

ture tensorielles ou scalaires� Ces mod�eles macroscopiques �elastoplastiques sont bas�es sur

l�hypoth�ese de la d�ecomposition de la d�eformation totale en une partie �elastique et une

partie plastique et l�hypoth�ese de l�ind�ependance du comportement plastique de la vitesse de

d�eformation� Plusieurs travaux sont men�es pour d�e�nir� d�ecrire et mod�eliser l��evolution de

la surface de plasticit�e� Les travaux exp�erimentaux confront�es �a ces mod�eles montrent leurs

limites que se soit pour la description ou l��evolution de la surface de plasticit�e� Mais aucun

mod�ele ne semble s�imposer et les e�orts d�am�elioration� d�extension ou encore de nouvelles

propositions de mod�eles sont en croissance continue�

Nous exposons dans ce chapitre la formulation des lois de comportement dans un cadre

g�en�eral et thermodynamique pour que ces lois aient un sens physique� La formulation de



�� CHAPITRE �� FORMULATION ET MOD�ELISATION DES LOIS DE COMPORTEMENT �ELASTOPLASTIQUES

la plasticit�e dans le cadre des mat�eriaux standard g�en�eralis�es �plasticit�e associ�ee� et de la

plasticit�e non associ�ee est pr�esent�ee� Nous pr�esentons une synth�ese sur les crit�eres de plasticit�e

isotropes� isotropes transverses� orthotropes quadratiques et non quadratiques�

��� Formulation des lois de comportement �elastoplastiques

La ph�enom�enologie des lois �elastoplastiques est bas�ee essentiellement sur deux hypoth�eses �

� La d�ecomposition de la d�eformation totale en deux composantes � une composante

�elastique r�eversible et une composante plastique irr�eversible�

� Le comportement plastique est suppos�e ind�ependant de la vitesse de d�eformation� La loi

de comportement est homog�ene de degr�e z�ero par rapport �a la vitesse de d�eformation

plastique� d�o�u l�existence d�un seuil de plasticit�e� L��ecriture des lois �elastoplastiques en

utilisant un formalisme petites d�eformations peut se synth�etiser sous la forme suivante �

d�ecomposition de la d�eformation �  �e � �p �����

fonction seuil f��� �� � � �����

loi �elastique �  A � �e �����

loi d��evolution plastique ��p � �h��� �� ���
�

loi d��evolution des variables internes �� � �l��� �� �����

La relation ����� d�e�nit la premi�ere hypoth�ese des mod�eles �elastoplastiques� La relation

����� d�e�nit la fonction seuil ou le crit�ere de plasticit�e � la fonction f d�e�nit la surface

seuil dans l�espace des contraintes� A l�int�erieur de cette surface� il ne peut �evoluer que

les d�eformations �elastiques� n�eanmoins cette surface peut �evoluer en fonction de l��ecrouissage

�variables internes ��� La relation ����� d�e�nit la loi �elastique suppos�ee lin�eaire �elastique

isotrope �elle est souvent su�sante pour d�ecrire le comportement �elastique des mat�eriaux

m�etalliques usuels�� A est un tenseur d��elasticit�e d�ordre 
� La relation ���
� est la loi

d��evolution de l��ecoulement plastique� o�u h est une fonction tensorielle constitutive du mod�ele�

Le scalaire �� est le multiplicateur plastique �� � ��� qui est d�etermin�e par la condition

de consistance � �f � ��� La relation ����� d�e�nit l��evolution des variables d��ecrouissage� La

fonction l est peut �etre scalaire ou tensorielle suivant la nature de ��

Cadre thermodynamique

L��etude des lois de comportement dans un cadre thermodynamique permet �a la fois d�avoir

des lois de comportement ayant une signi�cation physique et satisfaisant aux principes de

la thermodynamique� Dans le cadre des mod�eles thermodynamiques� deux hypoth�eses sont �a

�enoncer �
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Hypoth	ese de l��etat local

� La premi�ere hypoth�ese postule l�existence d�un potentiel thermodynamique �p ��energie

libre sp�eci�que� et l�existence d�une famille de variables internes caract�erisant l��etat du

mat�eriau�

En petites perturbations �HPP�� l�hypoth�ese de la d�ecomposition de la d�eformation totale �

en une partie r�eversible �e et en une partie irr�eversible �p est admise� On admet alors que

l��energie libre sp�eci�que � peut se mettre sous la forme suivante �

� � �p��
e� �� �����

L��ecriture de l�in�egalit�e de ClausiusDuhem� traduit la combinaison du premier et du second

principe de la thermodynamique permettant de d�e�nir les forces g�en�eralis�ees associ�ees aux

variables internes� �
� � �

��p
��e

�
� ��e � � � ��p � �

��p
��

� �� � � �����

Si on consid�ere que toute transformation r�eversible n�induit aucune �evolution de �p et des

variables internes d��ecrouissage �� alors cette transformation correspond �a un comportement

�elastique du mat�eriau au point �etudi�e� L�in�egalit�e ����� est alors v�eri��ee si �

� � �
��p
��e

�����

Par analogie �a ������ il est commode d�introduire les forces thermodynamiques q associ�ees

aux variables internes d��ecrouissage � et d�e�nies par �

q � �
��p
��

���	�

L�in�egalit�e de ClausiusDuhem prend �nalement la forme suivante �

� � ��p � q �� � � ������

Hypoth	ese de dissipativit�e normale

� La deuxi�eme hypoth�ese �dissipativit�e normale� dans le cadre des mat�eriaux standards

g�en�eralis�es�� postule l�existence d�une fonction seuil f qui d�e�nit un domaine convexe

de plasticit�e dans l�espace des contraintes� alors la relation ����� s��ecrit sous le forme �

f��� q� � � ������

��p � �h h �
�f

��
������

�� � ��l l � ��f
�q

������
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Les fonctions constitutives f � q� h et l d�e�nissent ce que nous appelons un mat�eriau mod�ele�

Le choix des mesures des contraintes �� des d�eformations ��� �e� �p� et des vitesses de

d�eformations � ��� ��e� ��p� constitue le cadre cin�ematique du mod�ele�

Dans le cadre des mat�eriaux standards g�en�eralis�es� la donn�ee des fonctions � et f �loi

de normalit�e associ�ee� permet de pr�eciser les fonctions constitutives h et l qui d�e�nissent

compl�etement la loi de comportement�

Plasticit�e non associ�ee

Dans le cas o�u la loi d��evolution ne d�erive pas du potentiel plastique f � il s�agit alors

de la plasticit�e non associ�ee� Les fonctions constitutives h et l d�erivent donc d�un potentiel

g di��erent de f � La formulation du mod�ele n�ecessite alors trois fonctions � l��energie libre

massique� la fonction seuil et le potentiel plastique g qui s��ecrit �

g��� q� � � ����
�

Les lois d��evolution des variables internes deviennent alors �

��p � �h h �
�g

��
������

�� � ��l l � ��f
�q

������

La forme des fonctions constitutives doit respecter les sym�etries mat�erielles� Comme on

s�int�eresse aux cas isotropes transverses �isotropie dans le plan� et orthotropes� ces fonctions

vont d�ependre des arguments � et Mi �Mi repr�esente un rep�ere orthonorm�e d�e�nissant les

directions d�orthotropie � les axes du rep�ere se confondent g�en�eralement aux directions de

laminage� transverse et normale pour une t�ole�� Si au cours de l��ecrouissage� ces sym�etries

sont conserv�ees � �g�en�eralement par rapport �a �� on dira qu�il s�agit d�un �ecrouissage isotrope�

��� Crit�eres de plasticit�e

Un crit�ere de plasticit�e d�e�nit� pour un �el�ement de volume dans un �etat de charge

donn�e� l�atteinte du r�egime plastique� Une fonction f appel�ee fonction de charge d�ecrit

une surface de plasticit�e dans l�espace des contraintes� Si cette fonction f��� �� � �� le

comportement du mat�eriau est �elastique �d�eformations �elastiques r�eversibles�� Si f��� �� � �

�relation ������ le mat�eriau est en chargement plastique �d�eformations irr�eversibles� et il

subit alors le ph�enom�ene d��ecrouissage� tant que la relation f��� �� � � est v�eri��ee �a chaque

instant� Nous allons supposer par la suite que la variable interne qui caract�erise l��ecrouissage

est scalaire� d�o�u un �ecrouissage isotrope� Cette hypoth�ese peut �etre raisonnable pour les

t�oles d�emboutissage tant que les d�eformations plastiques que subissent les t�oles au cours du

proc�ed�e de mise en forme ne modi�e gu�ere l�anisotropie initiale �anisotropie orthotrope� qui

est fonction de l�histoire thermom�ecanique du mat�eriau�
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Un crit�ere de plasticit�e doit �etre une fonction convexe dans l�espace des contraintes� La

convexit�e de la surface de plasticit�e assure l�unicit�e d�un incr�ement de d�eformation plastique

pour un �etat de contraintes donn�e� Math�ematiquement parlant� la fonction de charge f

est convexe� si elle est deux fois di�erentiable et sa matrice Hessienne H est semid�e�nie

positivement� Ceci implique que les valeurs propres de H sont positives ou nulles� La matrice

Hessienne H est d�e�nie par l��ecriture suivante �

Hij �
��f

�	i�	j
������

Les crit�eres isotropes expriment que le r�egime plastique est obtenu pour des �etats de

contraintes ind�ependants de l�orientation du rep�ere dans lequel sont appliqu�ees les contraintes

par rapport �a un rep�ere mat�eriel quelconque� On peut donc aussi bien exprimer l��equation

d�ecrivant la surface de plasticit�e en fonction des contraintes principales � 	��	� et 	� �

f�	�� 	�� 	�� � � ������

o�u f�I�� I�� I�� � � ����	�

o�u I�� I� et I� sont des invariants principaux� ind�ependants du rep�ere dans lequel sont

exprim�es �

I� � Tr��� � 	kk ������

I� �
�

�
 �Tr����� � Tr����! �

�

�
 	�kk � 	ij	ij! ������

I� � detj�j ������

Un �ecoulement plastique ne peut pas �etre engendr�e par une contrainte hydrostatique� alors

seule la partie d�eviatorique du tenseur des contraintes �D � � � �
�Tr���Id induit une

d�eformation plastique� La fonction de charge est r�eexprim�ee sous la forme suivante �

f�J�� J�� � � ������

avec

J� �
�

�
Tr���D��� �

�

�
	Dij 	

D
ij ����
�

J� �
�

�
Tr���D��� �

�

�
	Dij 	

D
jk	

D
ki� ������

����� Crit�eres de plasticit�e isotropes

� Crit	ere de Tresca ���
��

Le premier crit�ere utilis�e pour les mat�eriaux m�etalliques a �et�e propos�e par Tresca ����
��

Ce crit�ere postule que la limit�e d��elasticit�e est atteinte lorsque la contrainte de cisaillement

maximale atteint une valeur critique k� La surface de plasticit�e est donc d�etermin�ee par �

Max �  
�

�
j	� � 	�j� �

�
j	� � 	�j� �

�
j	� � 	�j!� k � � ������
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La limite �elastique en cisaillement k peut �etre d�etermin�ee par un essai de traction uniax

iale� pour lequel la limite �elastique 	� est �egale �a �k�

Sa repr�esentation dans l�espace de contraintes principales �espace de HaighWestergaard�

correspond �a un prisme droit d�axe " �Figure ���� ayant pour base un hexagone r�egulier

dans le plan d�eviatoire �Figure �����

� Crit	ere de Von Mises ������

Le crit�ere de Von Mises ��	��� revient �a consid�erer que la fonction de charge ne d�epend

que de l�invariant J�� La surface de plasticit�e s�exprime sous la forme suivante �

f�J�� � J� � k� � � ������

O�u k est une mesure de la limite �elastique en cisaillement � elle est aussi li�ee �a la limite

�elastique en traction  compression uniaxiale 	� par la relation 	� �
p

�k� Sa repr�esentation

dans l�espace de HaighWestergaard correspond �a un cylindre d�axe " �Figure ���� �a base

circulaire de rayon
p

�k dans le plan d�eviatoire� En utilisant l�expression d�evelopp�ee de J��

on peut �egalement repr�esenter la surface de plasticit�e par les �equations �

�	� � 	��
� � �	� � 	��

� � �	� � 	��
� � �k� � � ������

dans les axes principaux de contraintes ou

�	x � 	y�
� � �	y � 	z�

� � �	z � 	x�� � ��	�xy � 	�yz � 	�zx�� �k� � � ����	�

dans un syst�eme d�axes quelconques� Ce crit�ere peut �etre interpr�et�e en consid�erant soit

que l��energie �elastique de cisaillement atteint une valeur critique� soit que la contrainte de

cisaillement sur les plans octa�edriques� d��equation x� � x� � x� � � dans les axes principaux

de contraintes� atteint une valeur critique�

σ1

∆

σ2

σ3

Fig� ���� Repr�esentation de la surface de plasticit�e correspondant aux crit�eres de Tresca et de Von

Mises� dans l�espace des contraintes principales�



���� CRIT�ERES DE PLASTICIT�E ��

� Crit	ere de Drucker ������

C�est un crit�ere isotrope propos�e par Drucker en �	
	� Ce crit�ere se situe� dans le plan

d�eviatoire� entre l�hexagone de Tresca et le cercle de Von Mises� Il est exprim�e en fonction

des invariants J� et J�� sous la forme suivante �

f�J�� J�� � ��J��
�

�
�� c�

J��
J��

�

�
�

�
�� 
c

��

�
	�� � � ������

O�u 	� d�esigne la limite �elastique en traction ou compression uniaxiale� La condition de

convexit�e de ce crit�ere est v�eri��ee quand c � �
	 �

La �gure ����� repr�esente les surfaces de plasticit�e correspondant aux crit�eres isotropes de

Tresca� Von Mises et Drucker� dans le plan d�eviatorique�

σ’3

σ’2

σ’1

Von Mises (1913)

Tresca (1864)

Drucker (1949)

Fig� ���� Repr�esentation des surfaces de plasticit�e correspondants aux crit�eres de Von Mises� Tresca

et Drucker� dans le plan d�eviatorique�

� Crit	ere de Hershey�Hosford

C�est un crit�ere isotrope non quadratique exprim�e dans les axes principaux de l�orthotropie�

Il est introduit par Hershey et Hosford �Hershey� �	�
�� �Hosford� �	��� et particuli�erement

convenable pour tenir compte des structures cristallographiques� cubiques centr�ees �CC� et

cubiques �a faces centr�ees �CFC� des mat�eriaux isotropes� Le coe�cient m est un param�etre

mat�eriel� bas�e sur des r�esultats de calculs microcrisllins� Des valeurs particuli�eres de ce

coe�cient m� sont conseill�es pour avoir des pr�edictions des mod�eles proches des r�esultats

exp�erimentaux �Hosford� �	�	� �		�� �		�� �Logan et Hosford� �	��� �m � � pour une

structure cristallographique cubique centr�ee �CC�� m � � pour une structure cubique �a faces

centr�ees �CFC��� Ce crit�ere se pr�esente formellement comme une extension non quadratique

du crit�ere isotrope de Von Mises sous la forme suivante �

f � j	� � 	�jm � j	� � 	�jm � j	� � 	�jm � �#	m � � ������

O�u 	i� i � �� �� � repr�esente les composantes principales du tenseur d�eviatorique de contraintes

et #	 est la contrainte �equivalente du crit�ere� D�autres crit�eres am�elior�es sont propos�es par
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�Hosford� �	���� �Barlat et Lian� �	�	� pour tenir compte de la composante de la contrainte

de cisaillement�

����� Crit�eres isotropes transverses

� Crit	ere quadratique isotrope transverse de Hill

Le crit�ere isotrope transverse de Hill est un cas particulier de son crit�ere orthotrope�

La sym�etrie autour de l�axe normal au plan de la t�ole�DN� r�eduit le nombre de param�etres

du crit�ere �a un seul coe�cient d�anisotropie que l�on peut choisir comme correspondant au

coe�cient de Lankford r �
d
��
d
��

� Ce crit�ere s��ecrit dans le rep�ere d�orthotropie par la relation

suivante �

#	� �
r

� � r
�	�� � 	���

� �
�

� � r
�	��� � 	���� � �

� � �r

� � r
	��� ������

� Crit	ere non quadratique de Hosford ������

Ce crit�ere isotrope transverse se pr�esente comme une extension non quadratique du crit�ere

quadratique de Hill �Hosford� �	���� Il s�exprime dans le rep�ere principal de contraintes sous

la forme suivante �

j	�jm � j	�jm � rj	� � 	�jm � �� � r�#	m � � ������

O�u 	i� i � �� �� � repr�esente les composantes principales du tenseur d�eviatorique de contraintes

et #	 est la contrainte �equivalente du crit�ere� Le param�etre m est un coe�cient de forme

du crit�ere d�ependant de la structure cristallographique du mat�eriau et r est le coe�cient

d�anisotropie�

� Crit	ere non quadratique de Hill ������

Le crit�ere de Hill quadratique exprime une certaine anomalie de comportement pour

certains nombre d�alliages d�aluminium et surtout pour ceux qui poss�edent des coe�cients

d�anisotropie � �� Hill a propos�e des crit�eres plus g�en�eralis�es que le crit�ere quadratique clas

sique� Ces crit�eres sont g�en�eralement plus complexes et non quadratiques avec des param�etres

d�anisotropie suppl�ementaires�

Le crit�ere propos�e par Hill ��	�	� correspond �a un crit�ere orthotrope applicable unique

ment dans le cas o�u les axes principaux des contraintes co��ncident avec les directions d�orthotropie�

L�expression de ce crit�ere� s�exprime de la fa$con suivante �

f j	� � 	�jm � gj	� � 	�jm � hj	� � 	�jm � aj�	� � 	� � 	�jm � ����
�

�bj�	� � 	� � 	�jm � cj�	� � 	� � 	�jm � #	m � �

O�u les param�etres f� g� h� a� b et c� caract�erisent l�anisotropie du mat�eriau� La contrainte #	

repr�esente la contrainte �equivalente du crit�ere et m est le coe�cient de forme du crit�ere�

Ce coe�cient doit �etre sup�erieur �a l�unit�e pour assurer la convexit�e du crit�ere� Tous ces

param�etres sont d�etermin�es �a partir des essais exp�erimentaux� A partir de cette expression
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g�en�eralis�ee� cinq cas sont �a distinguer� pour permettre avec certaines valeurs de ces coe�cients

d�anisotropie� de bien pr�edire le comportement anisotrope des mat�eriaux� Si nous consid�erons

un essai de traction uniaxiale� Hill a montr�e que dans le cas isotrope transverse� le coe�cient

d�anisotropie r� s��ecrit d�une fa$con g�en�erale �a partir du crit�ere� sous la forme suivante �Hill�

�	�	� �

r �
��m�� � ��a� c � h

��m�� � ��a � �c� f
������

Tous ces cas sont �ecrits sous l�hypoth�ese de l�isotropie transverse� o�u �a � b� f � g� et ils

sont exprim�es pour un �etat de contraintes planes sous les formes suivantes �

cas��� � a � b � �� h � �� f � g

��r � ���j	�jm � j	�jm�� rj	� � 	�jm � �r � ��#	m � � ������

cas��� � a � b� c � f � g � �

 �m���r � ��� �r � ��!j	� � 	�jm � �j�	� � 	�jm ������

�j�	� � 	�jm � ��m�� � ���r � ��#	m � �

cas��� � a � b� f � g� c � h � �

 ��m����� r� � �r � ��!�j	�jm � j	�jm� ������

�r�j�	� � 	�jm � j�	� � 	�jm�� ��m�� � ���r � ��#	m � �

cas��� � a � b � f � g � �

�� � �r�j	�� 	�jm � j	� � 	�jm � ��r � ��#	m � � ����	�

cas��� � a � b � c � �� f � g

j	�jm � j	�jm � rj	� � 	�jm � �r � ��#	m � � ���
��

Les quatre premiers cas sont originalement propos�es par Hill �Hill� �	�	�� alors que le

cinqui�eme cas est propos�e par Hosford� Pour la condition de convexit�e� Zhu et Lian �Lian

et al�� �	�	� ont montr�e que les cas ���� ��� et ��� conduisent �a des fonctions non convexes�

pour plusieurs combinaisons de param�etres r et m� alors que les cas �
� et ��� sont convexes �a

condition que le coe�cient m � �� Le cas �
� satisfaisant la condition de convexit�e� a plusieurs

applications industrielles pour l�analyse des processus de la mise en forme des t�oles� Pour cette

raison� Chu �Chu� �		�� a propos�e de g�en�eraliser ce cas pour introduire la composante de

contrainte de cisaillement en s�inspirant de la formulation propos�ee par Barlat et Lian �Barlat

et Lian� �	�	��
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� Formulation param�etrique du crit	ere de Budiansky ������

Budiansky ��	�
� a d�evelopp�e une repr�esentation en coordonn�ees polaires de la surface

de plasticit�e pour un mat�eriau isotrope transverse� soumis �a un �etat de contraintes planes�

La surface de plasticit�e est d�ecrite sous une forme param�etrique par �

x� �
	� � 	�

�	b
� g��� cos��� ���
��

x� �
	� � 	�

��
� g��� sin��� ���
��

O�u 	� et 	� sont les contraintes principales� g��� est une fonction repr�esentant le rayon polaire

du point courant de la surface de plasticit�e norm�ee par 	b et � � qui sont respectivement

les contraintes d��ecoulement en traction �equibiaxiale et en cisaillement� et � l�angle polaire

associ�e�

La condition de convexit�e de la surface de plasticit�e s�exprime par l�in�egalit�e suivante �

g� � �g�
� � gg�� � � ���
��

La condition de traction uniaxiale 	u est obtenue avec 	� � � dans les �equations ���
�� ��
���

Ce qui donne �

	u � ��g��u� sin��u� � �	bg��u� cos��u� ���

�

o�u l�angle polaire �u correspondant �a la traction uniaxiale est li�e au rapport des contraintes

	b et � par �

tan��u� �
	b
�

� Y �� � �u �


�
� ���
��

La contrainte de traction uniaxiale 	u �etant prise comme contrainte �equivalente #	� les con

traintes principales s�expriment �nalement par �

	�
#	

� �Xg��� sin�� � �u�

sin��u�
et

	�
#	

�
Xg��� sin�� � �u�

sin��u�
���
��

o�u X �
	b
#	

En�n� une condition relie le coe�cient d�anisotropie r� le param�etre Y et les valeurs de g et

de g
�

pour � � �u � cette condition s��ecrit �

g
�

��u�

g��u�
�
Y � � �� �r

�Y �� � r�
���
��

Par cons�equent� le trac�e d�une surface de plasticit�e �a l�aide du crit�ere de Budiansky n�ecessite

la connaissance des param�etres X � Y � r� �u et de la fonction g���� Budiansky a propos�e

d�utiliser pour g��� un d�eveloppement en s�erie de Fourier sous la forme suivante �

g��� �
X

an cos��n�� ���
��
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qui� en prenant su�samment de termes� permet a priori d�obtenir une surface de plasticit�e

rendant compte� avec pr�ecision� des points exp�erimentaux ou des r�esultats de calculs d�ho

mog�en�eisation�

Pour g��� � �� les relations cidessus se r�eduisent �a celles qui s�appliquent dans le cas du

crit�ere quadratique de Hill � avec X �
q

�
r
� et Y �

p
�� � �r� ou celui de Von Mises �avec

X � � et Y �
p

��� Les fonctions non quadratiques propos�ees par Hill ��	�	� et par Bassani

��	��� repr�esentent aussi des cas particuliers de la formulation de Budiansky�

����� Crit�eres de plasticit�e orthotropes

L�orthotropie correspond �a un cas particulier de l�anisotropie� pour lequel le mat�eriau

pr�esente trois plan de sym�etrie orthogonaux� La prise en compte de cette anisotropie est

importante� du fait que les proc�ed�es m�ecaniques de fabrication des t�oles �le laminage� par

exemple� con��erent �a ces mat�eriaux une anisotropie initiale orthotrope�

� Crit	ere quadratique de Hill ������

Parmi les crit�eres de plasticit�e initialement anisotropes� le plus classique� pour les mat�eri

aux m�etalliques� �surtout pour les t�oles� est le crit�ere de Hill ��	
��� C�est un crit�ere quadra

tique en contraintes et de sym�etrie orthotrope� Ce crit�ere est souvent associ�e �a un �ecrouissage

isotrope� donc la plasticit�e reste toujours orthotrope� Soit �Mi un rep�ere orthonorm�e d�e�nis

sant les directions d�orthotropie� De mani�ere g�en�erale� un crit�ere orthotrope quadratique en

contraintes avec �ecrouissage isotrope s��ecrit �Dogui� �	�	� �

#	� � ai � � Mi!
� � bi �

� � Mi! � cij  � � Mi! � � Mj ! ���
	�

o�u Mi� �Mi� �Mi d�esigne le produit tensoriel� Sachant que� le crit�ere de plasticit�e ne d�epend

que de la partie d�eviatorique du tenseur de contraintes� les 	 scalaires ai� bi et cij �cij � cji� i ��
j� doivent v�eri�er les relations suivantes �

a� � b� � c�� � c�� � �� a� � b� � c�� � c�� � �� a� � b� � c�� � c�� � � ������

Donc� ces 	 coe�cients se r�eduisent �a � coe�cients ind�ependants� Une autre forme d�expres

sion du crit�ere est possible et d�ecoule de l��ecriture et des consid�erations pr�ec�edentes �

#	� � Aij�Mi�
D� � ��DMj� � Bij��

D � Mi���
D � Mj� ������

avec �

Aij �

�
��

� N M

N � L

M L �

�
�� ������

Bij �

�
��
G � H �H �G
�H H � F �F
�G �F F � G

�
��
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Finalement� dans un rep�ere orthonorm�e d�e�nissant les directions d�orthotropie �Mi� le crit�ere

est usuellement �ecrit sous la forme suivante �

#	� � F �	�� � 	���
� � G�	�� � 	���

� � H�	�� � 	���
� � ������

��L	��� � �M	��� � �N	���

O�u #	 est la contrainte �equivalente de Hill� Les 	ij repr�esentent les composantes du tenseur de

contraintes de Cauchy dans le rep�ere d�orthotropie et �D repr�esente le d�eviateur du tenseur

� ��D � � � �
� tr���I �� La fonction d��ecrouissage 	s��� est isotrope� elle d�epend de la

variable scalaire interne �� Les coe�cients F�G�H� L�M et N �etant les coe�cients de Hill

qui sont g�en�eralement constants ind�ependants des variables d��ecrouissage �� Cependant� rien

n�emp�eche ces coe�cients pour d�ependre de la variable interne d��ecrouissage ��

Dans le cas particulier d�un �etat de contraintes planes �	��� 	��� 	���� ce crit�ere s��ecrit dans

le rep�ere d�orthotropie �

#	� � �G � H�	��� � �H	��	�� � �F � H�	��� � �N	��� ����
�

Dans le cas particulier� o�u nous avons une sym�etrie autour de la normale �a la t�ole �DN�� les

relations suivantes sont d�eduites � F � G et N � G � �H � Nous retrouvons alors� le crit�ere

isotrope transverse d�e�ni par l�expression �������

Le crit�ere quadratique de �Hill� �	
�� est largement utilis�e pour d�ecrire le comporte

ment des t�oles� Ce crit�ere a �etait tr�es utile pour expliquer les ph�enom�enes en relation avec

l�anisotropie plastique� essentiellement pour les mat�eriaux m�etalliques� La proposition de ce

crit�ere a �et�e consid�er�ee comment �etant le point de d�epart des e�orts pour l��etablissement de

la th�eorie de la plasticit�e anisotrope� N�eanmoins� pour certains mat�eriaux comme les alliages

d�aluminium� �Barlat et al�� �		�b�� �Yoon� �		��� �Lademo� �			�� le crit�ere quadratique de

Hill n��etait pas assez pr�ecis pour d�ecrire le comportement de tels mat�eriaux�

Par Cons�equent� un certain nombre de crit�eres ont �et�e propos�es pour mieux pr�evoir le

comportement des mat�eriaux �Hill� �	�	� �Hill� �		��� �Hill� �		��� �Kara�llis et al�� �		���

�Barlat et Lian� �	�	�� �Barlat et al�� �		���

� Crit	ere de Hill ������

Hill propose en �		� un nouveau crit�ere� comme une extension du crit�ere propos�e en �	�	�

Dans ce dernier� les directions de chargement sont limit�ees dans les directions principales

d�orthotropie� Le crit�ere de Hill��		�� envisage des chargements de directions di��erentes par

rapport aux directions d�orthotropie� Ce crit�ere se limite �a un �etat de contraintes planes�

L�expression de ce crit�ere est la suivante �

j	� � 	�jm � �
	B
�

�mj	� � 	�jm � ������

j	�� � 	��j�m�����f��a�	�� � 	��� � b�	� � 	��
� cos����g cos����� ��	B�m � �

O�u � est la limite �elastique en cisaillement� parall�element aux axes d�orthotropie et 	B est la

limite �elastique en traction �equibiaxiale� � repr�esente l�angle entre les directions d�orthotropie
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et les directions principales de contraintes� Les constantes a et b sont les coe�cients du

mat�eriau� qui s�expriment en fonction des param�etres classiques d�anisotropie de Hill ��	
���

a �
�F �G�

�F � G�
et b �

�F � G � 
H � �N�

�F � G�
������

Ce crit�ere se r�eduit au crit�ere quadratique de Hill ��	
�� quand m � � et il recouvre le crit�ere

de Hill ��	�	� quand les param�etres a et b sont nuls�

Pour un essai de traction uniaxiale dans une direction �� le coe�cient d�anisotropie r�

est exprim�e par cette relation �

� � �r� �
�	B���m � a cos���� �  �m� ����m!b cos�����

�� a cos���� �  �m� ����m!b cos�����
������

L�expression de la contrainte �elastique uniaxiale 	� prise dans une direction � est donn�ee par

la relation suivante �

�
�	B
	�

�m � � � �
	B
�

�m � �a cos �� � b cos� �� ������

L��equation ������ peut �etre aussi �ecrite sous la forme suivante �

��� � r�� �
���B�� �m

�� a cos���� �  �m� ����m!b cos�����
����	�

En r�ealisant des essais de traction hors axes dans les directions ��� 
�� et 	��� on peut

mesurer les coe�cients d�anisotropie r�� r	 et r�� par la suite d�eterminer les param�etres a

et b �

a �
r� � r��
r� � r��

�
� �

m� �

�

r	�r� � r���� �r�r��
r�r���m� ��� �r� � r���

�
������

b �
m �r	�r� � r���� �r�r���

r�r���m� ��� �r� � r���
������

La relation suivante est utilis�ee pour obtenir le rapport �
	B
�

�m �

� � �r	 � ��
	B
�

�m ������

La condition de convexit�e du crit�ere est assur�ee pour m � � et a � �� alors que le

coe�cient b peut �etre positif ou n�egatif� tant que les limites suivantes sont v�eri��ees pour

m � � �

b � ���m����� �
	B
�

�m ������

b � a� � �
	B
�

�m ����
�

La condition ����
� implique la condition ������ pour m � ��
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� Crit	ere de Hill ������

Ce crit�ere est d�e�ni seulement pour un �etat de contraintes planes et pour des chargements

appliqu�es selon les axes d�orthotropie �pas de composante de cisaillement �� Ceci permet soit

d�identi�er r� et r�� quand 	� est presque �egale �a 	��� soit d�identi�er 	� et 	�� quand r� et

r�� sont presque identiques� L�expression du crit�ere est donn�ee par l�equation suivante �

	�x
	��

� C
	x	y
	�	��

�
	�y

	���
�

�
�A � B�� A	x � B	y

	b

�
	x	y
	�	��

� � ������

Les constantes A� B et C sont d�etermin�ees �a partir des relations suivantes qui n�ecessitent

des r�esultats des essais de traction dans les directions �� et 	�� par rapport �a la direction de

laminage et d�un essai d�expansion �equibiaxiale �

C

	�	��
�

�

	��
�

�

	���
�

�

	�B
�������

�

	�
�

�

	��
� �

	B

�
A �

�r��	B � 	���

�� � r��	��
� �r��	B

�� � r���	���
�

C

	�
�������

�

	�
�

�

	��
� �

	B

�
B �

�r���	B � 	��

�� � r���	���
� �r�	B

�� � r��	��
�

C

	��
������

La �gure ����� montre une comparaison entre la pr�ediction de trois crit�eres� Le crit�ere de Hill

��		�� est en bonne correlation avec les r�esultats exp�erimentaux� Ce crit�ere a �et�e utilis�e par

Banabic pour pr�edire th�eoriquement les courbes limites de formage �CLF�� dans une version

isotrope transverse de ce crit�ere �Banabic� �		���

Fig� ���� Comparaison de la pr�evision de trois crit�eres �V Mises� Hill �	��� Hill �		�� avec des

r�esultats exp�erimentaux �D�apr�es Banabic et al���			���

� Crit	ere de Barlat et Lian ������

Le crit�ere de Barlat et Lian �Barlat et Lian� �	�	� est exprim�e pour un �etat de contraintes

planes et dans les axes d�orthotropie� sous la forme suivante �

ABjK� � K�jm � AB jK� �K�jm � ��� AB�j�K�jm � �#	m ����	�
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K� �
	x � HB	y

�
������

K� �

s�
	x �HB	y

�

��
� �PB	xy�

� ������

Les param�etres mat�eriels de ce crit�ere sont AB � HB� PB et m� Pour ce crit�ere� les constantes

AB� HB sont donn�ees en termes de coe�cients d�anisotropie plane r� et r��� comme c�est

donn�e dans �Barlat et Lian� �	�	� �

AB � �� �

r
r�r��

�� � r���� � r���
������

HB �

r
r�r��

�� � r���� � r���
������

La condition AB � � est n�ecessaire pour assurer la convexit�e du crit�ere� Une fois les param�etres

AB et HB sont d�etermin�es� le param�etre PB est calcul�e par la relation suivante �

PB �
	u
�c

�
�

�AB � �m���AB�

���m
����
�

o�u 	u est la contrainte seuil en traction uniaxiale� �c est la contrainte seuil de cisaillement

pure parall�ele aux axes d�orthotropie �	x � 	y � � et 	xy � �c�� En pratique� PB varie du

fait que le rapport
	u
�c

n�est pas une fonction constante de la d�eformation �equivalente� Ceci a

pour e�et d�a�ecter la forme de la surface de plasticit�e�

� Crit	ere de Barlat et al� Yld��

Dans ce crit�ere� Barlat et al� ont propos�e une g�en�eralisation pour un �etat de contraintes

quelconque appliqu�e �a un mat�eriau orthotrope �Barlat et al�� �		��� L�expression du crit�ere

est la suivante �

js� � s�jm � js� � s�jm � js� � s�jm � �#	m ������

O�u s�� s� et s� sont les valeurs principales du tenseur de contraintes modi��ees par un op�erateur

lin�eaire L� pour avoir les propri�et�es anisotropes du mat�eriau� Le tenseur s� dont les valeurs

propres sont les si� i � �� �� �� s��ecrit en fonction du tenseur de contrainte d�eviatorique �D�

par la relation suivante �

s � L�D ������

Dans le cas d�une sym�etrie orthotrope� seulement six coe�cients ind�ependants du tenseur L

sont non nuls� Ce tenseur est repr�esent�e par une matrice �� � dans les axes d�orthotropie �

L �

�
����������

�c� � c���� �c��� �c��� � � �

�c��� �c� � c���� �c��� � � �

�c��� �c��� �c� � c���� � � �

� � � c	 � �

� � � � c �

� � � � � c�

�
����������

������
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Les propri�et�es anisotropes du mat�eriaux sont repr�esent�ees par les param�etres ci� i � �����

Quand ces coe�cients sont �egaux �a l�unit�e� le mat�eriau est isotrope� On retrouve le crit�ere

de Tresca pour m � � ou � et le crit�ere de Von Mises pour m � � ou m �
� La convexit�e du

crit�ere est obtenue pour m � �� G�en�eralement des valeurs du coe�cient de m sont utilis�ees�

Les coe�cients m � � et m � � sont recommand�ees pour les mat�eriaux dont les structures

sont respectivement �CFC� et �CC�� Dans un �etat de contraintes planes� seulement quatre

coe�cients ind�ependants c�� c�� c� et c� caract�erisent l�anisotropie du mat�eriau� Ce crit�ere

a �et�e utilis�e pour d�ecrire le comportement exp�erimental et pr�edire un mod�ele polycristallin

�Mod�ele TaylorBishopHill� �TBH�� d�un alliage d�aluminium Al���% Mg� lamin�e d�un taux

de ��% �Figure � ���
� �a gauche�� alors qu�une di��erence est observ�ee pour le m�eme alliage

quand le taux de laminage atteint les ��% �Figure � ���
� �a droite��

� Crit	ere de Barlat et al� Yld��

Le crit�ere de Barlat et al��Yld	
� est une extension du crit�ere pr�ec�edent �Yld	��� Il fait

intervenir d�autres param�etres d�anisotropie pour tenir compte du comportement de l�alliage

d�aluminium Al���%Mg avec un taux de laminage �a froid de ��%� L�expression du crit�ere

propos�e par Barlat et al� est la suivante �

�xjsy � sz jm � �y jsz � sxjm � �z jsx � sy jm � �#	m ������

o�u sx� sy et sz sont les composantes principales du tenseur de transformation lin�eaire L�

d�e�nie dans l��equation ������� Dans un �etat de contraintes planes et quand les contraintes de

cisaillement sont consid�er�ees comme nulles� les coe�cients c�� c�� c� sont �a retenir du tenseur

de transformation lin�eaire L� Dans ces conditions� les param�etres du crit�ere Yld	
� d�ecrivant

l�anisotropie du mat�eriau sont � c�� c�� c�� �x� �y et �z � Quand �x��y��z��� ce crit�ere

se r�eduit au crit�ere de Barlat �Yld	��� D�apr�es la �gure ���
 �a droite�� ce crit�ere permet

de d�ecrire le comportement anisotrope de l�alliage d�aluminum Al���%Mg avec un taux de

laminage �a froid de ��%� Ce crit�ere permet de pr�edire aussi les coe�cients d�anisotropie r�

En e�et� il appara��t capable de pr�edire les coe�cients d�anisotropie exp�erimentaux r� et r���

mais il sous estime signi�cativement le coe�cient r	� Ces observations ont conduit Barlat

et al� �a introduire un param�etre suppl�ementaire pour corriger la pr�ediction du coe�cient r	

�Barlat et al�� �		�b��
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Fig� ��
� Surfaces de charge pour un alliage Al�
��� Mg�lamin�e �a ��� �a froid ��gure �a gauche�

et lamin�e �a ��� �a froid ��gure �a droite�� Comparaison des r�esultats exp�erimentaux avec un mod�ele

polycristallin� et les pr�edictions des crit�eres Yld	� et Yld	� �D�apr�es Barlat et al�� ��		���

� Crit	ere de Barlat et al� Yld�


R�ecemment� Barlat et al� ont propos�e un crit�ere am�elior�e qui permet une meilleure

description de l�anisotropie plastique des alliages d�aluminium �Barlat et al�� �		�a�� Le crit�ere

de plasticit�e est d�e�ni comme suit �

��js� � s�jm � ��js� � s�jm � ��js� � s�jm � �#	m ����	�

O�u s�� s� et s� sont les valeurs propres du tenseur s �s�L ��� Soit p la matrice de passage

des directions d�orthotropie �x� y et z� aux directions principales du tenseur s� alors �

�k � �xp
�
�k � �yp

�
�k � �zp

�
�k� �k � �� �� �� ������

o�u �x� �y et �z sont trois fonctions donn�ees par �

�x � �x� cos������ � �x� sin������ ������

�y � �y� sin������ � �y� cos������

�z � �z� cos������ � �z� sin������

Les angles �i d�esignent les angles de rotation permettant le passage du rep�ere principal

du tenseur s au rep�ere d�orthotropie �x�direction du laminage� y�direction transverse et

z�direction normale��

Pour v�eri�er la convexit�e de ce crit�ere� Barlat et al� �Barlat et al�� �		�b� ont utilis�e la

condition de convexit�e de Budianski ��	�
�� Pour un cas simple� l�utilisation de cette condition

de convexit�e conduit �a �

� � ���m�

�
�m sin 
����z� � �z��

�m
�
�

#	
�m
	�
� �m cos 
����z� � �z��

m
�
�

#	
�m � � ������
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En ce moment� la condition de convexit�e de la surface de plasticit�e de ce crit�ere n�est pas

d�e�nitivement prouv�ee �Barlat et al�� ������ D�apr�es les utilisations et les bons r�esultats

pr�evus ��gure ���� par ce crit�ere� il pourrait �etre probablement convexe�

Fig� ���� ��a gauche� la description du crit�ere Yld	� d�un mod�ele polycristallin �TBH� g�en�er�e avec une

texture cubiquef���g� ��� �� ���a droite� la pr�ediction des coe�cients d�anisotropie exp�erimentaux par

le crit�ere �Yld	�� pou un alliage ��

�T�� �D�apr�es Barlat et al�� ��		���

��� Lois d��evolution

Nous pr�esentons dans cette section� les lois d��evolution plastiques pour les mod�eles or

thotropes quadratiques de Hill� Ce sont ces lois d��evolution associ�ees et non associ�ees qui

seront adopt�ees pour identi�er les mod�eles de comportement�

����� Plasticit�e associ�ee

La loi d��evolution plastique dans le cadre des mat�eriaux standards g�en�eralis�es ou loi

d��ecoulement avec plasticit�e associ�ee �le crit�ere est celui du potentiel plastique� s��ecrit �

��p � �
�f

��
� � � �� �f � �� � �f � � ������

La loi d��evolution de la variable interne d��ecrouissage est �

�� � �� �f

�	s
� � ����
�

Dans un �etat de contraintes planes� et quand f repr�esente la fonction de charge correspondant

au crit�ere orthotrope quadratique de Hill� nous avons donc �

�
p�� � �
�f

�	��
� ��

�G� H�	���H	��
	c

������

�
p�� � �
�f

�	��
� ��

�G� H�	���H	��
	c

������

�
p�� � �
�f

�	��
� ��

��H � G�	��
	c

������
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L�incompressibilit�e plastique conduit �a �

�
p�� � �� �
p�� � �
p��� � � ��
G�	�� � 	���

	c
������

Un essai de traction simple dans la direction � permet de mesurer le coe�cient d�anisotropie

de Lankford� Ce coe�cient est exprim�e sous la forme suivante �

r �
�
p��
�
p��

�
H

G
����	�

La loi d��ecoulement plastique associ�ee dans le cas du crit�ere quadratique isotrope trans

verse de Hill s��ecrit �

�
p�� � ��
�� � r�	�� � r	��

�� � r�	c
���	��

�
p�� � ��
�� � r�	�� � r	��

�� � r�	c
���	��

�
p�� � ��
�� � �r�	��
�� � r�	c

���	��

�
p�� � �� �
p�� � �
p��� � � ��
�	�� � 	���

�� � r�	c
���	��

La variable interne d��ecrouissage isotrope �� est classiquement identi��ee �a la d�eformation

plastique �equivalente de Hill �
pc �

�
pc �

s�
� � r

� � �r



�� � r�� �
p��� � �
p���� � �r �
p�� �
p�� � � �
p���

��
���	
�

����� Plasticit�e non associ�ee

En introduisant une loi d��evolution non associ�ee� nous d�ecouplons l��evolution de l��etat

d��ecrouissage et de d�eformations pendant l��ecoulement plastique� Donc� nous supposons l�ex

istence d�une fonction potentiel plastique� not�ee g di��erente de la fonction de charge f � Ceci

n�emp�eche pas que cette fonction potentiel g peut avoir la m�eme forme quadratique� par

exemple� par rapport aux contraintes� similaire �a celle de la fonction de charge f �

Le potentiel plastique g dans le cas de l��ecrouissage isotrope s��ecrit �

g��� q� � 	p���� q ���	��

O�u 	p d�esigne la contrainte �equivalente du potentiel plastique et q � 	s���� d�esigne la fonction

d��ecrouissage isotrope� Nous pouvons choisir l�expression du 	p sous une forme orthotrope et

quadratique en contraintes� similaire �a la forme de la contrainte �equivalente 	c du crit�ere de

Hill �

	�p��� � F ��	�� � 	���
� � G��	�� � 	���

� � H ��	�� � 	���
� � �L�	��� � �M �	��� � �N �	���

���	��
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o�u F �� G�� H �� N �� L�� M � sont les constantes de la fonction potentiel plastique qui d�e�nissent

les coe�cients d�anisotropie de cette fonction�

Pour un �etat de contraintes planes �	i� � �� i � �� �� ��� cette expression se r�eduit �a �

	�p��� � �G� � H ��	��� � �H �	��	�� � �F � � H ��	��� � �N �	��� ���	��

La loi d��ecoulement plastique est donn�ee par le potentiel g �

��p � �
�g

��
� �

�	p
��

� �f � �� � �f � � ���	��

La loi d��evolution de la variable interne scalaire � s��ecrit �

�� � � ���		�

Dans un �etat de contraintes planes� les composantes du tenseur des vitesses de d�eformations

plastiques s��ecrivent dans le rep�ere d�orthotropie �

�
p�� � �
�g

�	��
� ��

�G� � H ��	�� �H �	��
	p

�������

�
p�� � �
�g

�	��
� ��

�G� � H ��	�� �H �	��
	p

�������

�
p�� � �
�g

�	��
� ��

��H � � G��	��
	p

�������

�
p�� � �� �
p�� � �
p��� � � ��
G��	�� � 	���

	p
�������

En supposant que la contrainte �equivalente du potentiel co��ncide avec la contrainte de l�essai

de traction dans la direction �� �G� � H � � ��� on obtient �

�
p��
�
p��

�
H �

G�
� r� �����
�

Ce coe�cient est classiquement identi��e au coe�cient d�anisotropie de Lankford�

La variable interne d��ecrouissage � s�identi�e �a la d�eformation �equivalente du potentiel 
pp�

qui s��ecrit en fonction de r� sous la forme suivante �

�
pp �

s�
� � r�

� � �r�



�� � r��� �
p��� � �
p���� � �r� �
p�� �
p�� � � �
p���

��
�������

Il est important de noter que les mod�eles de comportement avec plasticit�e non associ�ee sont

d�etermin�es par la donn�ee des coe�cients d�anisotropie du crit�ere de plasticit�e� des coe�cients

d�anisotropie du potentiel plastique et �evidemment d�une fonction d��ecrouissage 	s���� Par

exemple dans le cas particulier du mod�ele quadratique isotrope transverse avec plasticit�e non

associ�ee� il est n�ecessaire de conna��tre le coe�cient r du crit�ere et le coe�cient r� relatif au

potentiel plastique�
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��� Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre� la formulation des lois de comportement �elastoplas

tiques dans le cadre des petites perturbations� Cette formulation est bas�ee sur les principes

de la thermodynamique� pour que les lois de comportement aient une signi�cation physique�

C�est �a dire qu�elles sont cens�ees de tenir compte de la nature et de l�anisotropie des mat�eriaux�

Nous avons �egalement expos�e une synth�ese des crit�eres de plasticit�e les plus utilis�es pour

pr�edire le comportement des mat�eriaux anisotropes et de sym�etrie orthotrope� Nous avons

expos�e en particulier� les crit�eres de plasticit�e orthotropes et quadratiques �isotrope transverse

et orthotrope de Hill� avec des lois d��ecoulement associ�ee et non associ�ee� Une synth�ese de

crit�eres de plasticit�e non quadratiques est pr�esent�ee� Ces crit�eres sont d�evelopp�es pour mieux

d�ecrire le comportement de certains mat�eriaux fortement anisotropes �alliages d�aluminium��

Nous avons impl�ement�e dans le code de calcul par �el�ements �nis les crit�eres quadratiques

de Hill �isotrope transverse et orthotrope� ainsi que le crit�ere non quadratique de Barlat

�Yld	�� a�n d�identi�er les coe�cients d�anisotropie des t�oles� que nous allons les pr�esent�e

au chapitre suivant�





Chapitre �

Essais exp�erimentaux et

interpr�etations

��� Introduction

L
a r�ealisation d�essais exp�erimentaux constitue une �etape tr�es importante dans la proc�e

dure d�identi�cation des param�etres de comportement� C�est une t�ache parfois di�cile

�des exigences pour r�ealiser des essais qui soient homog�enes� et co�uteuse �des investissements

dans la mati�ere premi�ere et dans les �equipements d�exp�erimentation������ Malgr�e ceuxci�

l�exp�erimentateur doit chercher �a r�ealiser des essais qui doivent souligner les propri�et�es

physiques et de s�approcher des types de sollicitations que subit le mat�eriau dans les situations

r�eelles de mise en oeuvre �conditions industrielles�� Au cours d�une op�eration d�emboutissage�

la t�ole subit di��erents modes de d�eformation �de la traction� de l�expansion� de la traction

plane� du cisaillement� du pliage� � � � ��

Cependant� la r�ealisation d�essais exp�erimentaux dont les trajets de chargement sont similaires

�a ceux que subit le mat�eriau pendant sa d�eformation sont d�une grande utilit�e� Ceci permet

d�exploiter les di��erents essais tels que la traction simple� la traction plane� de l�expansion

�equibiaxiale et du cisaillement simple dans l�identi�cation des param�etres mat�eriels ainsi que

pour la validation des mod�eles choisis pour la description du comportement des mat�eriaux�

Dans ce chapitre nous pr�esentons ces essais en pr�ecisant leurs d�e�nitions ainsi que leurs

interpr�etations du point de vue homog�en�eit�e des contraintes et d�eformations�

��� Essais exp�erimentaux

La base de donn�ees exp�erimentales est relative aux essais de la traction simple� de la

traction horsaxes� de la traction plane� du gon�ement hydraulique et du cisaillement simple�

Les essais dont nous disposons sont e�ectu�es pour trois t�oles qui pr�esentent des propri�et�es

m�ecaniques di��erentes�

Ces t�oles �t�oles minces d��epaisseur ��� mm� portent les r�ef�erences �� �� �� C�est uniquement

pour les t�oles � et � que nous disposons des essais de cisaillement simple� Ces t�oles sont
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destin�ees pour la mise en forme par emboutissage dans l�industrie automobile� Ces mat�eriaux

sont �

�� T�ole � � D��� acier microalli�e �a haute limite �elastique�

�� T�ole � � IF acier sans interstitiels�

�� T�ole � � ES acier extra doux�

Les essais r�ealis�es sont e�ectu�es dans le plan de la t�ole et pour les essais de la traction

simple� ils sont e�ectu�es dans plusieurs directions par rapport �a la direction de laminage

consid�er�ee comme la direction de r�ef�erence �traction horsaxes�� L��etat de contraintes pour

les courbes d��ecrouissage est un �etat de contraintes planes� Les tenseurs de contraintes et de

d�eformations� repr�esent�es dans le rep�ere d�orthotropie s��ecrivent �

 	! �

�
��
	� � �

� x	� �

� � �

�
�� �  
! �

�
��

� � �

� y
� �

� � 
�

�
�� �����

	� � x	�


� � y
�

Les deux param�etres x et y d�e�nissent le trajet de chargement radial soit en contrainte

ou en d�eformation� Un trajet de chargement est dit radial si au cours du chargement les

directions en contraintes et en d�eformations restent constantes� Ceci se traduit par � 	 � 	a

et 
 � 
b avec a � Cte et b � Cte�

La notion de chargement radial est tr�es int�eressante car elle rend l�identi�cation ind�ependante

de l�essai�

����� Essai de traction simple

D�e�nition et interpr�etation

C�est l�essai m�ecanique le plus simple �a r�ealiser et celui dont les r�esultats sont les plus

��ables��

Pour les t�oles minces �e � � mm�� les �eprouvettes sont normalis�ees �NF A �� ����� Dans

l�essai de la traction simple �TS�� la courbe de la traction rationnelle� souvent appel�ee courbe

d��ecrouissage est la repr�esentation graphique de la contrainte vraie appliqu�ee �a l��eprouvette

en fonction de la d�eformation rationnelle� La contrainte et la d�eformation uniaxiales sont

donn�ees par �

	 �
F

S
�

F

S�
e��� �����


�� � ln�
l

l�
� �����

o�u F repr�esente la force appliqu�ee et S� est la section initiale de l��eprouvette� La d�eformation

vraie 
�� est la d�eformation logarithmique�
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O�u l et l� repr�esentent respectivement la longueur actuelle et la longueur initiale de la zone

utile de l��eprouvette de traction�

Ce calcul de la fonction d��ecrouissage 	 � f�
�� �a partir des grandeurs globales �Force

d�eplacement fournie par la machine de traction� n�a de sens que si nous consid�erons l�hy

poth�ese d�homog�en�eit�e des champs de contraintes et de d�eformations� au moins dans la

partie utile de l��eprouvette� Il est admis que l�essai de traction simple est un essai classique et

largement connu� C�est �a partir de cet essai qu�on peut d�eduire les caract�eristiques m�ecaniques

les plus fondamentales telles que le module d�Young� E� la limite �elastique Re� la r�esistance

�a la rupture Rm� l�allongement uniforme A� l�allongement �a la rupture Ar� et avec certaines

hypoth�eses le coe�cient d��ecrouissage� n� le coe�cient de Lankford � � �

La d�e�nition du coe�cient d�anisotropie de Lankford est bas�ee sur des mesures �a partir de

cet essai� Nous allons revenir �a la notion de ce coe�cient ult�erieurement�

L�essai de la traction simple est un essai de r�ef�erence � d�une part il permet d�avoir des

informations consid�erables caract�erisant les mat�eriaux� d�autre part il est bien interpr�et�e

comme �etant un essai homog�ene� Pour ces raisons� cet essai est g�en�eralement quali��e d�essai

�able� La �gure ����� repr�esente une simulation num�erique de l�essai de traction simple� o�u

nous observons un �etat de contraintes homog�enes dans la zone utile de l��eprouvette�

 

Fig� ���� Simulation num�erique de l�essai de la traction simple �essai homog�ene��

N�eanmoins� l�essai de traction simple reste insu�sant� pour pouvoir l�utiliser seul dans

l�identi�cation des mod�eles de comportement plus �ns� pour des t�oles qui� au cours de leur

mise en forme par emboutissage� subissent des trajets de chargement complexes� D�o�u la

n�ecessit�e d�apporter d�autres essais qui soient �a la fois relativement faciles �a r�ealiser et surtout

bien ma��tris�es et interpr�et�es du point de vue homog�eneit�e des champs de contraintes et de

d�eformations dans l��eprouvette�

�G�en�eralement pour des raisons de pr�ecision on utilise des m�ethodes dynamiques pour d�eterminer le module

d�Young
�Si la loi d��ecrouissage ob�eit �a la loi de Hollomon � � k�

n
p � le coe�cient d��ecrouissage correspond �a la

d�eformation plastique �a la striction n � �p
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Nous avons utilis�e un ensemble d�essais r�ealisables au laboratoire d�essais m�ecaniques�

Cependant� la r�ealisation exp�erimentale d�essais homog�enes est une t�ache relativement di�

cile� Pour cette raison� une attention particuli�ere sera prise pour l�interpr�etation de ces essais�

a�n de justi�er l�approche d�identi�cation inverse adopt�ee�

����� Essais de traction hors�axes

D�e�nition et interpr�etation

Exp�erimentalement� l�essai consiste �a tirer sur une �eprouvette identique �a l��eprouvette

de la traction simple� mais dont la direction fait un angle � par rapport �a la direction de

laminage ��gure ����� L�e�ort de traction F et le d�eplacement de la zone utile de l��eprouvette

u sont enregistr�es simultan�ement� Avant d�exprimer la fonction d��ecrouissage �a partir des

grandeurs mesur�ees �forced�eplacement� pour les essais de traction horsaxes� il faut s�assurer

de l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e de ces essais�

Fig� ���� Sch�ema d�une �eprouvette de traction extraite d�une tole suivant l�angle �

Dogui a analys�e ces essais dans le cas rigide plastique �Dogui� �	�	�� L�auteur a montr�e que

si l�on consid�ere les essais exp�erimentaux de traction horsaxes comme des essais homog�enes

alors� pour un acier doux� l��evolution des directions d�orthotropie en petites d�eformations est

peu importante et la rotation des sections droites des �eprouvettes est n�egligeable�

Gaaloul a v�eri��e par des simulations num�eriques de ces essais et pour des mod�eles plus ou

moins anisotropes� les hypoth�eses d�homog�en�eit�e de l��etat de contraintes dans la zone utile

de l��eprouvette de traction �Gaaloul� �		��� Ces analyses ont montr�e que ces essais peuvent

s�interpr�eter de fa$con homog�ene et que l�utilisation des mors �xes ne semble pas trop a�ecter

l�homog�en�eit�e de la zone utile de l��eprouvette de traction�

Les fonctions d��ecrouissage sont calcul�ees de fa$con identique �a celles calcul�ees pour la traction

simple par les relations donn�ees par les �equations ����� et ������
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Nous donnons les �gures ������ ���
� et ����� qui repr�esentent respectivement les courbes

d��ecrouissage des essais de traction horsaxes pour les aciers �� � et �� L�anisotropie au niveau

de ces courbes d��ecrouissage n�est pas tr�es prononc�ee� c�est�adire qu�elle est peu sensible

�a la direction de la traction� Cependant� est ce que c�est le m�eme cas pour le coe�cient

d�anisotropie &
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Coe�cient d�anisotropie

Ce coe�cient d�anisotropie est d�etermin�e �a partir de l�essai de la traction simple� Il est

d�e�ni par le rapport de vitesse de d�eformation plastique transversale et normale au plan

de la t�ole� Pour pratiquement la majorit�e des alliages m�etalliques et en particulier pour les

mat�eriaux dont on dispose� ce coe�cient demeure constant en fonction de la d�eformation

�Genevois� �		��� Exp�erimentalement� ce coe�cient est d�etermin�e graphiquement comme

�etant la pente de la droite de la repr�esentation de 
p�� en fonction de 
p���

r �
�
p��
�
p��

�
d
p��
d
p��

���
�

Les t�oles �etudi�ees pr�esentent une anisotropie plus au moins marqu�ee par la variation du

coe�cient d�anisotropie par rapport �a la direction de pr�el�evement de l��eprouvette� Le tableau

����� pr�esente les coe�cients d�anisotropie des t�oles qui ont �et�e mesur�e �a partir des essais de

la traction horsaxes dans les directions de � � ��� jusqu��a � � 	�� par un pas de ����

A partir de r�� le coe�cient d�anisotropie moyen #r et le coe�cient d��ecart moyen "r sont

calcul�es par les formules suivantes �

#r �
�

��n� ��

�
r� � �

n��X
i��

r�i � r��


�����

"r �
�

n� �

�
jr� � #rj� �

n��X
i��

jr�i � #rj� jr��� #rj


�����
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La comparaison de ces coe�cient �xera pour les t�oles �etudi�ees� la plus ou moins grande

validit�e de l�hypoth�ese d�isotropie transverse�

Dans le tableau cidessous� nous pouvons remarquer que pour les aciers � et �� le coe�cient

d��ecart moyen est relativement important� ce qui marquera l�anisotropie de ces t�oles� Pour

l�acier �� le coe�cient "r est tr�es faible et le coe�cient #r est proche de l�unit�e� ce qui permet

de conclure a priori que ce mat�eriau est isotrope�

T�oles r�� r� r�� r	 r�� r� r�� #r "r

T�ole � ���� ���
 ��	� ���� ���� ���	 ���� ���	 ����

T�ole � ���	 ��	� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

T�ole � ���� ���� ���� ���
 ���� ���	 ���� ���� ����

Tab� ���� Les coe�cients exp�erimentaux de Lankford�

Contrairement aux courbes d��ecrouissage horsaxes qui d�ependent relativement peu de la

direction de traction� le coe�cient d�anisotropie varie d�une fa$con tr�es signi�cative de cette

direction �voir �gure ������� Ceci se traduit par une distribution anisotrope des d�eformations

au cours de l��ecoulement plastique�
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����� Essai de traction plane

D�e�nition de l�essai

La traction plane est un essai m�ecanique e�ectu�e sur une �eprouvette large� o�u sa largeur

vaut entre � �a � fois sa longueur� La g�eom�etrie de l��eprouvette est donn�ee par la �gure ������

Les dimensions de l��eprouvette sont les suivantes � a� � ���mm � b� � ��mm � c� � ��mm �

L � �	�mm � R� � ��mm� Exp�erimentalement� on tire sur l��eprouvette et on enregistre

l�e�ort appliqu�e F �t�� en m�eme temps une m�ethode ultrason est utilis�ee pour mesurer

l��epaisseur instantan�ee e�t� au centre de l��eprouvette�

L��eprouvette est relativement large� ce qui suppose en premi�ere approximation que 
�� � ��

Dans ces conditions la courbe d��ecrouissage en traction plane sous l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e

est donn�ee par �

	 �
F

S
�

F

S�
exp 
 �����


 � ln
e�
e

�����

Mais est ce que cette approximation est justi��ee pour ce type d�essais &

Interpr�etation de l�essai

Pour interpr�eter la traction plane et d�e�nir la limite de validit�e de l�hypoth�ese d�ho

mog�en�eit�e� nous nous proposons la simulation num�erique de cet essai sur l��eprouvette donn�ee

par la �gure������ Les r�esultats de cette simulation sont donn�es sur la �gure ������ Nous

repr�esentons les isovaleurs de la d�eformation �equivalente et de la contrainte �equivalente au

sens de V�Mises dans la structure� Nous constatons une r�epartition non homog�ene de ces

grandeurs� ce qui traduit une distribution h�et�erog�ene des champs de d�eformations et de

contraintes au sein de l��eprouvette�

D�une part� pour v�eri�er la non validit�e de l�interpr�etation homog�ene de l�essai de la trac

tion plane� Genevois a men�e des mesures exp�erimentales o�u il a �evalu�e les d�eformations longi

tudinales et transversales le long des axes de sym�etrie de l��eprouvette OX et OY �a di��erents

stades de chargement �Genevois� �		��� L�auteur a mis en �evidence la forte h�et�erog�en�eit�e

de cet essai� quelque soit l�amplitude de d�eformation et la position du point consid�er�e �La

condition d�homog�en�eit�e n�est m�eme pas r�ealis�ee au centre de l��eprouvette�� L�auteur a conclu

aussi que ces essais de la traction plane paraissent beaucoup trop h�et�erog�enes pour qu�on

puisse les interpr�eter comme homog�enes�

D�autre part� Gaaloul a e�ectu�e une simulation num�erique de cet essai� en consid�erant

le cas homog�ene et non homog�ene� L�auteur a constat�e un �ecart important entre les deux

r�eponses des simulations �Gaaloul� �		���
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Fig� ���� G�eom�etrie de l��eprouvette de traction plane�Sollac �Gaaloul� �		���
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Fig� ���� Les isovaleurs de la d�eformation �a� et de la contrainte �equivalente �b� dans l��eprouvette de

traction plane�

����� Essai de gon�ement hydraulique

D�e�nition et interpr�etation

L�essai de gon�ement hydraulique consiste �a appliquer une pression d�huile sur un �an

bloqu�e �a ces bords� L�avantage de cet essai r�eside dans sa r�eponse qui ne fait intervenir que les

propri�et�es intrins�eques du mat�eriau en s�a�ranchissant des probl�emes de contact et de frotte
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ment� G�en�eralement l�essai de gon�ement hydraulique est facile �a r�ealiser et il est consid�er�e

comme �etant une alternative �a l�essai d�expansion �equibiaxiale� Les essais sont r�ealis�es sur

des matrices de forme circulaire ou elliptique �essais Jovignot�� Les mesures exp�erimentales

portent sur la hauteur au p�ole et la pression appliqu�ee� mesur�ees respectivement par un

capteur de d�eplacement et un capteur de pression�

L�interpr�etation classique de l�essai de gon�ement hydraulique sur une matrice circulaire

consiste �a supposer que la d�eform�ee est une calotte sph�erique� Dans ce cas il s�agit d�un �etat de

tension et de d�eformation isotrope autour de la normale au p�ole� Ces hypoth�eses peuvent �etre

justi��ees pour un mat�eriau isotrope ou isotrope transverse� La courbe d��ecrouissage d�eduite

de l�essai de gon�ement hydraulique sur une matrice circulaire et avec l�hypoth�ese du mod�ele

de la calotte sph�erique� d�ecoule de la pression et de la g�eom�etrie de l��eprouvette d�eform�ee�

La contrainte et la d�eformation sont donn�ees par les relations suivantes �

	 �
P�

��e
� � �

d� � 
h�

�h
���	�


 � �
� � � ln
e

e�
� � ln�� �


h�

d�
� ������

Avec � est le rayon de courbure� h est la hauteur au p�ole� P est la pression appliqu�ee� d est

le diam�etre de la matrice� e et e� repr�esentent l��epaisseur actuelle et initiale du �an ��gure

��	�� Dans le cas d�un mat�eriau anisotrope quel est le trajet de chargement subi par le p�ole &

estce qu�il s�agit d�un �etat de tension �equibiaxiale �	� � 	�� ou d�un �etat de d�eformation

isotrope �
� � 
�� & Des simulations num�eriques sont e�ectu�ees par Gaaloul� en utilisant des

mod�eles anisotropes �Gaaloul� �		��� L�analyse de l��etat de contraintes et de d�eformations

au p�ole� conduit l�auteur a constat�e qu�il s�agit d�un �etat de d�eformations isotrope �	� � 	���

plut�ot qu�un �etat de tension isotrope�

Les �gures ������� ������� ������ montrent les courbes brutes �pression hauteur au p�ole�

de l�essai du gon�ement hydraulique pour les trois t�oles qui sont consid�er�ees dans cette �etude�

ρ

e

e0

Fig� ��	� L�essai exp�erimental du gon�ement hydraulique�
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����	 Essai de cisaillement simple

L�essai de cisaillement simple est consid�er�e �a la fois fort int�eressant et innovateur� En

e�et� cet essai permet d�atteindre des d�eformations plastiques assez grandes sans qu�il y ait de

localisation de la d�eformation � les rotations mat�erielles sont du m�eme ordre de grandeur que

la d�eformation� ce qui permet une identi�cation� voire une validation plus �etendue des mod�eles

de comportement en grandes d�eformations� L�essai de cisaillement est le seul essai� mis �a part

l�essai de traction simple� que l�on puisse consid�erer avec une bonne approximation comme

homog�ene� Bien que le principe de cet essai soit simple� la r�ealisation exp�erimentale de cet essai

requiert des montages sp�eci�ques et un choix bien judicieux de la g�eom�etrie de l��eprouvette

pour garder l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e de l�essai valide� Une synth�ese exp�erimentale bien

d�etaill�ee de l�essai de cisaillement est pr�esent�ee par �Genevois� �		���

Nous ne disposons de r�esultats exp�erimentaux de l�essai de cisaillement que pour la t�ole

� et �� N�eanmoins� nous allons utiliser ces donn�ees pour une �eventuelle validation de nos

mod�eles� mais nous gardons des r�eserves sur les r�esultats de validation� du fait que nous

travaillons avec l�hypoth�ese des petites perturbations �HPP��

La �gure ������ repr�esente les essais de cisaillement simple r�ealis�es sur les t�oles � et ��
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��� Conclusion

Dans ce chapitre� nous avons pr�esent�e un ensemble d�essais m�ecaniques destin�es �a l�iden

ti�cation et �a la validation des lois de comportement des t�oles emboutissables� Nous avons

pr�esent�e ces essais� en pr�ecisant leurs d�e�nitions et leurs interpr�etations� L�essai de la traction

plane est l�essai de base sur lequel nous menons l�identi�cation des mod�eles de comportement�

Nous avons e�ectu�e une analyse tr�es �ne de cet essai� et nous avons montr�e que l�hypoth�ese

d�homog�en�eit�e� couramment adopt�ee dans l�identi�cation est une hypoth�ese forte pour l�essai

de la traction plane�

Les essais r�ealis�es� doivent repr�esenter� m�eme en partie� l�ensemble des trajets de charge

ment que subit une pi�ece lors de sa mise en forme �emboutissage� ainsi que l�anisotropie du

mat�eriau� Pour cette raison� nous disposons d�essais de traction dans les axes et horsaxes�

de traction plane� de l�expansion ainsi que du cisaillement� Des essais de pliage peuvent �etre

probablement de grande utilit�e �Arnold et al�� ������ Il est relativement di�cile de garantir

une homog�en�eit�e des champs de contraintes et de d�eformations pendant la r�ealisation de tous

ces essais�

Classiquement� l�identi�cation param�etrique des lois de comportement� postule pour l�hy

poth�ese d�homog�en�eit�e� Dans ce cas� pour identi�er avec pr�ecision les param�etres de com

portement� l�exp�erimentateur doit fournir des e�orts importants et des co�uts �elev�es dans la

recherche des g�eom�etries des �eprouvettes ad�equates et parfois des montages d�essais sp�eci

�ques� lui conduisant �a des �etats de contraintes et de d�eformations homog�enes�
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En e�et� une d�e�nition et une interpr�etation rigoureuses des essais r�ealis�es du point de

vue homog�en�eit�e et avec l�application de nouvelles techniques d�identi�cation �m�ethodes

d�identi�cation inverses�� que nous allons pr�esenter� peuvent conduire �a une identi�cation

pr�ecise et �able des lois de comportement sans tenir compte des hypoth�eses simpli�catrices�



Chapitre �

M�ethode d�identi�cation inverse

��� Introduction

D
ans ce chapitre� nous pr�esentons une introduction aux probl�emes inverses et l�adaptation

de cette notion aux probl�emes d�identi�cation param�etriques en m�ecanique de structures�

Nous discutons bri�evement le caract�ere mal pos�e du probl�eme inverse� puis nous pr�esentons

une �etude sur l��etat de l�art de l��evolution et de l�utilisation de ces m�ethodes inverses� Nous

pr�esentons une synth�ese sur les di��erents travaux r�ealis�es dans ce domaine� A partir de ceux

ci� nous pr�esentons notre algorithme d�identi�cation param�etrique inverse que nous avons

utilis�e pour identi�er les param�etres de comportement �a partir des essais d�ecrits au chapitre

pr�ec�edent� Le type d�algorithme d�identi�cation inverse que nous envisageons d�utiliser est

constitu�e par le couplage d�une m�ethode de calcul par �el�ements �nis et d�une m�ethode

d�optimisation� Cet algorithme consiste �a minimiser par un processus it�eratif� l��ecart entre

la r�eponse de l�essai simul�e par la m�ethode des �el�ements �nis et la mesure exp�erimentale�

Nous adoptons une nouvelle approche de calcul par la m�ethode des �el�ements �nis� Dans notre

m�ethode nous n�utilisons pas de matrice tangente� ce qui permet de d�ecoupler presque la partie

structure �elastique de la loi de comportement plastique� La m�ethode d�optimisation que nous

avons coupl�ee avec l�algorithme de calcul par �el�ements �nis est la m�ethode d�optimisation

du Simplexe� C�est une proc�edure d�ordre z�ero� n�exigeant pas le calcul du vecteur gradient�

permettant ainsi de converger vers le minimum global cherch�e�

��� Introduction aux probl�emes inverses

����� Probl�eme mal pos�e

Les probl�emes inverses peuvent �etre r�epartis en deux cat�egories� Ceux qui� pour toute

mesurem �ex� e�ortd�eplacement�� admettent une solution unique s �ex� param�etres mat�eriels�

continue par rapport �a la mesure m� sont dits �bien pos�es�� Ils sont g�en�eralement r�esolus �de

mani�ere exacte ou approch�ee� par des m�ethodes classiques� Cependant� dans les probl�emes

inverses ou les probl�emes �mal pos�es� c�est �a dire qui ne respectent pas les conditions d�exis

tence� d�unicit�e et de continuit�e de la solution pour le jeu de mesure m� �a cause des di��erentes
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mod�elisations introduites dans le calcul par �el�ements �nis� des erreurs num�eriques in�evitables�

des donn�ees exp�erimentales bruit�ees� du choix inad�equat des mod�eles de comportement

�a optimiser� etc � � � qui m�enent in�evitablement �a l�inexistence d�une solution conduisant

parfaitement aux r�esultats souhait�es�

La r�egularisation des probl�emes �mal pos�es�� due initialement �a Tikhonov qui cherche �a

d�e�nir les notions d�inversion de la solution �Tikhonov� �	���� �Tikhonov et Arsenine� �	����

c�est �a dire� trouver une quasisolution ou une solution approch�ee� de fa$con que la solution

r�egularis�ee obtenue par inversion r�egularis�ee d�epende contin�ument des donn�ees et soit proche

de la solution �exacte�� De cette mani�ere nous changeons le concept de solution par une

solution approch�ee� donc nous surmontons le probl�eme de l�existence� Il reste de s�assurer de

l�unicit�e et de la continuit�e de la solution par rapport aux mesures� Tikhonov a �egalement

montr�e que si l�application� �probl�eme direct� menant �a m� �a partir d�un jeu de param�etres

consid�er�es est continue� �ce qui est bien le cas avec la m�ethode des �el�ements �nis�� et s�il

existe un sousespace du domaine de variation des param�etres dans lequel la solution d�e�nie

cidessus est unique� alors la solution poss�ede le caract�ere de continuit�e par rapport aux

mesures� Les probl�emes inverses dans les domaines non lin�eaires se mettent donc sous la

forme d�un probl�eme de minimisation d�une fonction objectif� permettant ainsi de s�assurer

de l�existence d�au moins d�une solution au probl�eme�

����� Etude bibliographique

La th�eorie des probl�emes inverses� dans le sens le plus large du terme� a �et�e d�evelopp�ee

par les g�eophysiciens� Elle s�est r�epandue par la suite dans d�autres domaines de la physique�

Parmi les applications de cette th�eorie on peut citer l�identi�cation des sources �Bui et

Maigre� �	���� ou des caract�eristiques internes d�un mat�eriaux �Chicone et Gerlach� �	����

la prospection g�eophysique �Bamberger et al�� �	���� le contr�ole non destructif thermique

�Balageas et al�� �	���� l�identi�cation des contraintes r�esiduelles� le r�ecalage des mod�eles

vibratoires� et bien d�autres domaines �Bui� �		���

Au d�ebut des ann�ees �		�� la d�etermination pr�ecise des param�etres des mod�eles de

comportement devient rapidement un probl�eme important� L�identi�cation des param�etres de

mod�eles sophistiqu�es n�ecessite des techniques tr�es pr�ecises et sans l�introduction d�hypoth�eses

suppl�ementaires qui peuvent nuire �a la qualit�e de pr�evision de ces mod�eles pour repr�esenter

les essais exp�erimentaux�

La simulation num�erique par la m�ethode des �el�ements �nis �m�ethode de calcul direct��

n�ecessite des param�etres tr�es pr�ecis qui sont identi��es �a partir des essais exp�erimentaux� L�ap

proche classique d�identi�cation consiste �a r�ealiser des essais simples permettant de v�eri�er

l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e des champs de contraintes et de d�eformations dans l��eprouvette�

Des m�ethodes analytiques bas�ees sur l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e� permettent de transformer

les mesures exp�erimentales �forces� couples� d�eplacements� angles de rotations� � � � � en valeurs

de contraintes et de d�eformations dans l��eprouvette� L�identi�cation des param�etres mat�eriels

revient �a e�ectuer un lissage du mod�ele choisi sur la courbe contrainted�eformation �exp�eri
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mentale�� Toutefois� ces m�ethodes de calculs analytiques permettant de d�eterminer les cou

ples contrainted�eformation sou�rent de la forte limitation due �a l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e

des contraintes et des d�eformations dans l��eprouvette� En e�et� des analyses comme celles

qui sont discut�ees au chapitre pr�ec�edent montrent que certains essais exp�erimentaux sont

inhomog�enes� Par cons�equent� une interpr�etation homog�ene de ces essais� conduit �a une

identi�cation param�etrique non pr�ecise qui in�ue sur la pr�evision des mod�eles identi��es�

A�n de surmonter l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e� une technique qui fut introduite par Schnur et

Zabaras �Schnur et Zabaras� �		�� et qui consiste �a utiliser le couplage d�un code de calcul par

�el�ements �nis avec une m�ethode d�optimisation en vue de l�identi�cation du comportement

d�un mat�eriau� Class�ee parmi les types de probl�emes inverses qui consistent �a minimiser par un

proc�ed�e it�eratif une �evaluation de l��ecart entre le r�esultat obtenu et la mesure exp�erimentale�

cette technique est bas�ee sur une certaine norme� g�en�eralement la norme Euclidienne� Depuis�

l�identi�cation du comportement des mat�eriaux formul�ee dans ce cadre de probl�emes inverses

est largement utilis�ee�

Gavrus et ces collaborateurs �Gavrus et al�� �		
� �		�� �		�� ont appliqu�e le principe de la

m�ethode inverse pour identi�er le comportement rh�eologique de mat�eriaux thermoviscoplas

tique sollicit�es en traction et en torsion dans des conditions s�ev�eres de d�eformation� Ces condi

tions sont comparables �a celles atteintes pour des applications industrielles �des ph�enom�enes

d�auto�echau�ement et de localisation de la d�eformation�� L�algorithme d�evelopp�e par ces

auteurs consiste �a coupler la m�ethode des �el�ements �nis qui permet de simuler l�essai �l�essai

de torsion� traction ou torsiontraction� avec un module d�optimisation� La di��erence entre

la mesure exp�erimentale et la r�eponse thermoviscoplastique du mod�ele est d�e�nie par une

fonction objectif formul�ee dans le sens des moindres carr�es et l�algorithme de minimisation

utilise la proc�edure de GaussNewton�

Mahnken et Stein �Mahnken et Stein� �		
� �		�� �		�� ont identi��e les param�etres de

mod�eles viscoplastiques en utilisant la m�eme technique d�identi�cation que celle utilis�ee par

Gavrus et al�

Mahnken et Kuhl ont continu�e �a utiliser et �elargir cette technique d�identi�cation para

m�etrique vers d�autres applications �Mahnken et Kuhl� �			�� Les auteurs ont propos�e d�i

denti�er les param�etres de mod�eles d�endommagement pour lesquels une distribution non

uniforme de contraintes et de d�eformations� avec la prise en compte des variables d�endom

magement�

Gelin et Ghouati ont largement utilis�e cette technique d�identi�cation inverse pour d�eter

miner les param�etres de comportement viscoplastiques d�alliages d�aluminium �Ghouati�

�		
�� �Gelin� �		��� �Gelin� �		��� �Ghouati� �		�� Ghouati et Gelin� �		��� �Ghouati et

Gelin� ������ Les essais utilis�es sont des essais de traction� de compression �a di��erentes vitesses

de d�eformation et de temp�eratures sur des �eprouvettes �lopins� cylindriques et annulaires�

Un autre essai est �egalement utilis�e est le test de bipoin$connement qui consiste �a l��ecrase

ment d�une tranche d�un massif parall�el�epip�edique entre deux poin$cons plans� rectangulaires�

sym�etriques et parall�eles�
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Lam et Khoddam �Lam et al�� �		�� ont utilis�e une m�ethode d�identi�cation inverse �a

partir des essais de torsion �a chaud� de d�eformation plane et de la compression axisym�etrique�

pour d�eterminer les param�etres de comportement de lois viscoplastiques� Les auteurs ont

d�e�ni une fonction objectif repr�esentant la di��erence entre les grandeurs mesur�ees et calcul�ees�

La m�ethode d�optimisation du Simplexe est utilis�ee pour minimiser cette fonction objectif�

Cailletaud et Pilvin g�en�eralisent cette technique d�identi�cation aux cas des mod�eles de

comportement non lin�eaire par une combinaison du code de calcul par �el�ements �nis non

lin�eaires en grandes transformations avec un outil d�optimisation� SiDoLo� Les auteurs ont

choisi de minimiser la fonction objectif repr�esentant la di��erence entre les valeurs exp�eri

mentales et celles calcul�ees au moyen de deux m�ethodes d�optimisation� La m�ethode de la

plus grande pente est utilis�ee lors des premi�eres it�erations pour am�eliorer l�approximation

des param�etres� Ensuite� la m�ethode de LevenbergMarquart permet d�atteindre l�optimum

recherch�e� Ces deux m�ethodes sont des m�ethodes du gradient d�ordre �� n�ecessitant le calcul

du vecteur gradient� r�ealis�e par di��erences �nies� Cailletaud et Pilvin ont identi��e plusieurs

lois de comportement de mat�eriaux �elastoviscoplastiques� des mod�eles polycristallins� et des

mod�eles probabilistes de �ssuration� � � � �

Actuellement� ce champ scienti�que d�identi�cation param�etrique par la r�esolution d�un

probl�eme inverse ne cesse d�augmenter� De nombreuses publications sur ce sujet ont permis

l�identi�cation des lois de comportement tr�es sophistiqu�es �thermoviscoplastique� mod�eles

microscopiques� mod�eles d�endommagement� � � � ��

De nombreuses symposia traitent de ce sujet� o�u des conf�erences sont pr�esent�ees �Picart et

al�� �			�� �Pietrzyk et al�� �		�� dans ces congr�es de m�ecanique� de m�ethodes num�eriques

directes et inverses tels que NUMIFORM� ESAFORM� NUMISHEET� ECCOMAS� � � �

Il semble que la formulation d�un probl�eme d�identi�cation param�etrique comme un probl�eme

inverse attire bien les chercheurs �a d�evelopper des mod�eles d�autant pr�ecis� riches� et sans

avoir recours �a n�egliger des ph�enom�enes importants rendant compte des ph�enom�enes r�eels se

manifestant au cours de la d�eformation� La formulation math�ematique de l��ecart �a minimiser

est presque inchang�ee d�un auteur �a l�autre� La norme Euclidienne est la plus r�epandue et

ceci pour plusieurs raisons �facilit�e d�utilisation des informations statistiques sur la dispersion

des r�esultats exp�erimentaux et erreurs de mesure� norme contin�ument d�erivable d�ordre

minimum� � � � ��

La di��erence reste dans le choix des m�ethodes d�optimisation qui d�ependent de l�auteur�

Les m�ethodes d�optimisation rencontr�ees sont principalement les m�ethodes de la plus grande

pente� du gradient conjugu�e� de QuasiNewton �BFGS ou DFP�� de GaussNewton et de

LevenbergMarquart� Pour ces m�ethodes du gradient d�ordre �� il est n�ecessaire d�e�ectuer

un calcul de sensibilit�e� c�est�adire le calcul de la d�eriv�ee de la fonction objectif par rapport

aux param�etres �a identi�er� Selon le type de probl�eme �a identi�er et la forme de la fonction

objectif �a minimiser �forte non lin�earit�e� implicite� � � � �� les techniques de di��erences �nies�

de d�erivation semianalytique ou analytique sont tr�es utilis�ees�

D�autres m�ethodes d�optimisation d�ordre z�ero� comme la m�ethode du Simplexe et les algo



���� CALCUL DIRECT PAR �EL�EMENTS FINIS 		

rithmes g�en�etiques sont �egalement utilis�ees �Lam et al�� �		��� Ces m�ethodes ne n�ecessitent

pas le calcul de la sensibilit�e �le vecteur gradient�� seulement des �evaluations successives de

la fonction objectif sont calcul�ees�

��� Calcul direct par �el�ements 	nis

Nous pr�esentons l�algorithme de calcul de structure bas�e sur la m�ethode des �el�ements

�nis� Cet algorithme nous fournit les r�eponses globales � force  d�eplacement� Seules� ces

grandeurs nous int�eressent au cours de l�identi�cation� Par rapport aux situations classiques�

cet algorithme de calcul de structure �elastoplastique n�utilise pas de matrice tangente� c�est un

code qui a �et�e d�evelopp�e dans notre laboratoire �LGM� � �Bel Hadj Salah et al�� �		�� �			�

������ La caract�eristique majeure de cette approche de calcul de structure est la r�eduction

de l�int�egration spatiale �a un calcul �elastique� qui en petites d�eformations� peut �etre r�ealis�e

une fois pour toutes� Ce qui permet de d�ecoupler presque compl�etement la partie structure

�elastique de la partie loi de comportement plastique� Cet algorithme pr�esente une �exibilit�e

quant �a la loi de comportement plastique� d�o�u une grande versatilit�e pour le calcul par des

lois de comportement tr�es ra�n�ees� Ceci montre que cet algorithme est bien adapt�e pour

l�identi�cation des lois de comportement�

����� Formulation du probl�eme

On consid�ere une structure ��eprouvette � occupant un domaine ' �ouvert born�e de R� ou

R
��soumis �a un d�eplacement impos�e Ud sur une partie (u de sa fronti�ere et libre de contrainte

sur la partie compl�ementaire� �( � (f � (u� avec (u une mesure strictement positive�

Ω
Γ u

Γ f

Γ=Γ f∪Γ u

Ω
Γ u

Γ f

Γ=Γ f∪Γ u

dU
�

Fig� ���� Repr�esentation sch�ematique des chargements appliqu�es �a un solide d�eformable�

On suppose que �Ud s��ecrit sous la forme suivante �

�Ud�x� t� � #U�t��d�x� x 	 (u �����

�Laboratoire de G�enie M�ecanique� Ecole Nationale d�Ing�enieurs de Monastir� Tunisie�
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o�u le champ �d�x� � �d est �x�e� tandis que les d�eplacements g�en�eralis�ees #U�t�� variables de

commande de la structure� varient au cours du temps d�e�nissant aussi le chargement� Le calcul

�elastoplastique d�une telle structure s�e�ectue d�une mani�ere incr�ementale� Consid�erons un

�etat d��equilibre sous un chargement �Ud� Calculons l��etat d��equilibre suivant sous le chargement
�Ud � d�Ud� Dans le cadre �elastoplastique avec �ecrouissage isotrope� un �etat d��equilibre est

d�e�ni par un champ de d�eplacement �u�x�� un champ de contrainte ��x�� un champ de

d�eformation ��x�� un champ de d�eformation plastique �p�x� et un champ de variables internes

d��ecrouissage ��x�� d�e�nis sur '�x 	 '� v�eri�ant� en l�absence des forces volumiques� les

�equations d��equilibres locales s�expriment classiquement sous la forme suivante �

div� � � sur ' �����

���n � � sur (f �����

�u � �Ud � #U�t��d�x� sur (u ���
�

� �
�

�
�r�u� r�uT � �����

� � A � ��� �p� �����

����� Probl�eme �elastique et probl�eme r�esiduel

Si le champ de d�eformation plastique �p�x� est connu et �g�e� il s�agit l�a d�un probl�eme �elas

tique avec contraintes r�esiduelles� Le probl�eme est classique et il est commode de d�ecomposer

en deux �

Probl	eme �elastique P���p�x� � ��

Il consiste �a trouver un champ de d�eplacement �u� un champ de contraintes � et un champ

de d�eformations �� d�e�nis sur '� v�eri�ant les �equations d��equilibres ������ ������ ���
�� ����� et

la loi �elastique � � A�� Ce probl�eme d��elasticit�e lin�eaire est classique� Il admet une solution

unique d�e�nie par un champ de contraintes� not�e �e�x� #U�� et un champ de d�eplacements�

not�e �v�x� #U�� En notant s et �� respectivement� le champ des contraintes et le champ des

d�eplacements solutions de �P�� pour �Ud � �d� Ces deux champs s��ecrivent sous la forme �

�e�x� #U� � #Us �����

�v�x� #U� � #U�� �����



���� CALCUL DIRECT PAR �EL�EMENTS FINIS 	�

Probl	eme r�esiduel P�� #U � ��

Il s�agit de trouver� pour un champ de d�eformation r�esiduelle donn�e �p����x�� un champ

de d�eplacements �u� un champ de contraintes � et un champ de d�eformations �� d�e�nis sur '

v�eri�ant toujours les �equations d��equilibres locales et conditions aux limites homog�enes �

�u � � sur (u ���	�

Le probl�eme �P�� est un probl�eme �elastique �a contraintes r�esiduelles� Pour �� su�samment

r�egulier� le probl�eme �P�� admet une solution unique �Duvaut� �		��� Cette solution est

lin�eaire par rapport �a �� et ne d�epend que de la g�eom�etrie de la structure et de ses propri�et�es

�elastiques� On d�esignera la solution en contrainte et en d�eplacement de �P�� respectivement

par �r���� et �w����� La solution du probl�eme complet s��ecrit donc �nalement sous la forme

suivante �

�u � #U ��� �w��p� ������

et

� � #Us� �r��p� ������

Le calcul s�e�ectuera classiquement �a partir de la formulation variationnelle du probl�eme

�elastique � Trouver u 	 Vad v�eri�ant �

a�u� v � u� � l�v � u� 
v 	 Vad ������

a�u� v� �

Z
�
A
�u�
�v�d' ������

l�v� �

Z
�
A
p
�v�d' ����
�

et Vad est l�espace des champs cin�ematiquement admissibles �

Vad � fv 	 Rn� vi 	 H��'�� et v � #U sur (ug

����� Relation Force �d�eplacement

Les forces g�en�eralis�ees P associ�ees aux d�eplacements �U s�obtiennent en �ecrivant le travail

virtuel des e�orts ext�erieurs �

�W � �

Z
�u

	n�Ud( � P�U ������

o�u

P �

Z
�u

Ud	nd( ������
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En utilisant dans l�expression ������ le champ de contraintes � donn�e par la relation ������

on obtient �

P � #U

Z
�u

Udsnd( �

Z
�u

Ud	rnd( � K #U � P � ������

avec

K �

Z
�u

Udsnd( et P� �

Z
�u

Ud	rnd( ������

Par utilisation de la formule de Green on peut aussi �ecrire �

K �

Z
�
s
���d' et P� �

Z
�
	r�
p�
���d' ����	�

La relation ������ exprime la force g�en�eralis�ee en fonction du d�eplacement impos�e� C�est cette

relation qui permet de donner� une fois d�etermin�ee� l��evolution des d�eformations plastiques�

et la courbe forces d�eplacements� C�est le calage de cette courbe aux r�esultats exp�erimentaux

qui permettra l�identi�cation des param�etres mat�eriels�

����� Le probl�eme �elastoplastique

On peut r�e�ecrire notre probl�eme sous la forme suivante � connaissant u� �� �� �p et �

v�eri�ant les relations d��equilibres ������ ������ ���
�� ������ trouver pour un incr�ement de

charge d�Ud donn�e� les incr�ements d� � d� et d�p v�eri�ant d�une part �

d� � d #Us � �r�d�p� ������

et

d�u � d�v � �w�d
p� ������

et d�autre part en chaque point la loi d��evolution plastique reliant d	� d
p et d�� L�int�er�et de

cette formulation tient au fait que tout le probl�eme de structure est r�esum�e dans la formule

������ et donc obtenue par un calcul purement �elastique� La composante dissipative de la loi

de comportement n�appara��t que localement en chaque point� Si l�on consid�ere� par exemple�

un mod�ele standard �a �ecrouissage isotrope �

f��� �� � #	���� 	s��� � � ������

��p � ��
�f

��
� �� � �� ��f � �� �� �f � � ������

o�u #	 est la contrainte �equivalente du crit�ere de plasticit�e et 	s��� est la fonction d��ecrouissage�

L��ecriture de la condition de consistance df �� compte tenu de ������ donne en chaque point �

�d #U
�f

��
� s� �

�f

��
� �r�d�

�f

��
� �

�f

��
� d� � � ����
�

On en tire en chaque point la valeur de d� puis de d
p� Ainsi formul�ee� l�approche propos�ee

r�esout un probl�eme de structures �elastiques et int�egre localement en chaque point la loi

d��evolution�
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����	 Discr�etisation du probl�eme

Op�erateurs de localisation

Dans une formulation primale� l�ouvert ' sera discr�etis�e par �el�ements �nis� On �ecrira

donc �

�u�x� �
X
I

uI ��I�x� ������

Cette discr�etisation est suppos�ee telle que le champ de d�eformation reste constant sur chaque

�el�ement Ea�a � �� nE�� Ceci limite l�approche aux �el�ements de type P�� L�extension �a d�autres

types d��el�ement peut �etre envisag�ee� mais nous n�en parlerons pas ici�


aij�x� �
X
I

)Ia
ij �x� si x 	 Ea ������

pour

)I
ij �

�

�

�
��Ii
�xj

�
��Ij
�xi


������

Il en r�esulte� par �ecriture de la loi de comportement pour un mat�eriau suppos�e homog�ene

que toutes les autres variables 	ij � 

p
ij et � seront aussi constantes sur chaque �el�ement� En

particulier �



p
ij � 


pa
ij si x 	 Ea ������

Le probl�eme �elastique discr�etis�e conduira �a �

	aij�x� � #Usaij �
X
b

Sab
ijpq


pb
pq ����	�

o�u i� j � �� �� � repr�esentent les composantes des vecteurs de l�espace physique�

a� b � �� �� ���� nE repr�esentent les num�eros d��el�ements�

L��equivalent discret de la formulation variationnelle donn�ee par les relations ������ �a ����
�

s��ecrit en utilisant la formule ������ sous la forme suivante �

ah�u� v� u� � lh�v � u� 
 x 	 Vadh ������

ah�u� v� �
X
a

X
I

X
J

Avau
IvJ)Ia)Ja ������

lh�v� �
X
a

X
J

Ava

pavJ)Ja ������

va est le volume de l��el�ement a et Vadh est le sous espace de Vad engendr�e par les fonctions

bases )I �
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����
 Algorithme de calcul �elastoplastique

La condition de consistance sur un �el�ement �a� s��ecrit �

dfa �
�fa

�	a
� d	a �

�fa

��a
� d�a � � ������

A partir de la relation ����	� et pour 
��d
p on peut �ecrire �

d	aij�x� � d #Usaij �
X
b

Sab
ijmnd


pb
mn ����
�

o�u d #U est impos�e et d
pa doit satisfaire la loi d��ecoulement plastique �

d
pa � d�
�fa

�	a
������

Conclusion partielle

Dans cette partie nous avons pr�esent�e un algorithme d�int�egration de lois de comportement

�elastoplastiques� L�id�ee de base est l��ecriture d�un probl�eme �elastoplastique comme une suite

de probl�emes �elastiques lin�eaires� En e�et� la partie structure �elastique est presque d�ecoupl�ee

de la partie loi de comportement plastique et par suite la matrice tangente n�est pas utilis�ee�

Les mod�eles que nous avons formul�es au chapitre � sont impl�ement�es dans cet algorithme

particulier de calcul par �el�ements �nis�

��� Introduction �a l�optimisation

Avant �	
�� les m�ethodes num�eriques d�optimisation des fonctions �a plusieurs variables

�etaient peu connues�les premi�eres tentatives de minimisation des fonctions sont attribu�ees �a

Cauchy� qui en ��
�� a utilis�e une m�ethode dite de la plus grande pente� largement modi��ee

depuis�� En �	�	� Davidson �Davidson� �	�	� introduit la notion de �variables m�etriques��

lui permettant de minimiser des fonctions �a plusieurs variables en un temps record� C�est

le d�ebut de la p�eriode o�u sont d�evelopp�es les outils applicables �a des domaines tr�es vari�es

comme les sciences� l�ing�enierie� les math�ematiques� l��economie���

Ces techniques d�optimisation ont une importance capitale dans les applications techniques�

entre autres la m�ecanique� Elles o�rent �a l�ing�enieur ou au chercheur� la possibilit�e d�am�eliorer

et d�optimiser les r�esultats d�une �etude� Au stade de la mod�elisation et du calcul� l�optimisa

tion est un outil essentiel qui permet d�am�eliorer les r�esultats d�une �etude et d�aboutir �a la

meilleure solution possible� Fletcher��Fletcher� �	��� propose de d�e�nir l�optimisation comme

la science qui d�etermine la �meilleure� solution d�un probl�eme math�ematique� qui traduit le

plus souvent une r�ealit�e physique�

En m�ecanique de structures en parle d� �

� optimisation de forme � les param�etres de conception sont des donn�ees g�eom�etriques de

la structure ou du maillage �diam�etre� longueur� �epaisseur� coordonn�ees des points����
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� optimisation structurale � les param�etres de conception sont des caract�eristiques m�e

caniques de comportement de la structure ou d�une fa$con g�en�erale� les param�etres des

lois de comportement�

Dans la litt�erature� nous distinguons les m�ethodes d�optimisation qui exigent le calcul

du gradient de la fonction �a minimiser et les m�ethodes d�exploration directe qui n�utilisent

pas le calcul du gradient� Les m�ethodes du gradient sont classiques en optimisation� Elles

comprennent principalement les m�ethodes de la plus grande pente �Steepest Descent�� du

gradient conjugu�e� la m�ethode de Gauss�Newton �Gavrus et al�� �		�� �		�� et la m�ethode

de Levenberg�Marquardt �Gelin� �		��� �Ghouati et Gelin� �		��� �Ghouati et Gelin� ������

Les m�ethodes dites de Newton n�ecessitent la d�etermination de la matrice Jacobienne et la

matrice Hessienne de la fonction �a minimiser� La matrice Hessienne n�est pas toujours facile

�a inverser� pour cette raison� il existe essentiellement deux m�ethodes dites de Quasi�Newton�

La m�ethode �BFGS� est utilis�ee par Batoz� pour optimiser les param�etres mat�eriels dans un

proc�ed�e de mise en forme industriel�Batoz et al�� ������ La m�ethode �DFP� est utilis�ee par Jin

pour identi�er les param�etres mat�eriels d�alliages d�aluminium �Jin� ������ Ces m�ethodes de

quasi�Newton sont des m�ethodes d�ordre �� Elles tentent par des approximations successives

de la matrice Hessienne� de retrouver la m�ethode de Newton�

Les m�ethode d�exploration directe ou d�ordre zero� explorent l�espace des param�etres

par l��evaluation des valeurs de la fonction objectif au cours des it�erations� On peut citer la

m�ethode d�exploration au hasard de Monte�Carlo� les m�ethodes g�en�etiques et la m�ethode du

Simplexe nonlin�eaire �Lam et al�� �		���

Toutes ces m�ethodes sont caract�eris�ees par des sch�emas it�eratifs� exigeant que l�on d�e�nisse

un point initial et que l�on progresse en engendrant une suite de points qui pr�esentent des

am�eliorations successives de la solution�

La m�ethode du Simplexe Nelder�Mead constitue une technique d�optimisation appar

tenant aux m�ethodes d�exploration directe� Elle est tr�es e�cace pour des cas o�u le nombre de

variables est relativement petit �Lagarias et al�� �		��� Nous allons d�etailler cette m�ethode

qui appara��t bien adapt�ee au type de probl�emes que nous envisageons r�esoudre�

��� La m�ethode du Simplexe

La m�ethode du Simplexe appartient �a la famille des m�ethodes d�exploration directe �m�eth

odes d�optimisation nonlin�eaire sans contraintes�� contrairement aux m�ethodes du gradient

qui n�ecessitent l��evaluation des d�eriv�ees partielles de la fonction objectif �a minimiser� La

m�ethode du Simplexe repose uniquement sur le calcul des valeurs de la fonction �a minimiser et

des informations acquises au cours des it�erations ant�erieures� La m�ethode op�ere en consid�erant

les valeurs prises par la fonction objectif aux sommets d�une �gure g�eom�etrique situ�ee dans

l�espace des param�etres �a chercher�

La m�ethode du Simplexe a connu une c�el�ebrit�e d�es la publication des travaux de Spendley�

Hex et Himsworth �Spendley et al�� �	���� Ces m�ethodes ont vu leur age d�or entre �	��

et �	�� �Fletcher et Powell� �	���� �Nelder et Mead� �	���� �Fletcher� �	���� �Box et al��
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�	�	�� �Powell� �	�
�� �Swann� �	���� Elles continuent �a �etre d�evelopp�ees et appliqu�ees jusqu��a

maintenant avec des algorithmes plus �elabor�es pour les perfectionner en termes de robustesse�

convergence et rapidit�e �Rykov� �	��� �	���� �Torczon� �	�	�� �Wright� �		��� �Lewis et al��

������

��	�� Les bases de la m�ethode

Les travaux de Spendley� Hex et Himsworth �Spendley et al�� �	��� qui ont contribu�e �a

la d�e�nition et �a la construction du Simplexe� en y introduisant des op�erations d��evolution�

Un Simplexe est une forme g�eom�etrique non d�eg�en�er�ee �de sommets distincts�� construite de

n�� sommets dans l�espace des param�etres et ceci pour r�esoudre un probl�eme d�optimisation

de n variables ind�ependants� Par exemple� si le nombre de param�etres �a optimiser est deux�

le Simplexe aura la forme d�un triangle� Si le nombre de param�etres est trois� le Simplexe est

un t�etra�edre� pas forc�ement r�egulier� Une fois le Simplexe initial est construit �a partir des

valeurs initiales� L��evolution du Simplexe s�e�ectue comme suit �

Soient x�� x�� ����� xn les sommets du Simplexe et f�x��� f�x��� ���� f�xn� sont les calculs de la

fonction objectif aux sommets du Simplexe� de telle sorte que �

f�x�� � f�x�� � ��� � f�xn�� La �gure����� repr�esente un exemple du Simplexe �a trois

sommets de sorte que f�x�� � f�x�� � f�x�� �cas de deux param�etres �a optimiser��

x2

x0

x1

Fig� ���� Construction du Simplexe initial dans l�espace des param�etres�

Maintenant� on sait que le sommet xn a la plus grande valeur f�xn� de tous les sommets

du Simplexe� Il est d�esirable alors de remplacer xn par un nouveau point o�u la valeur de la

fonction objectif en ce point est inf�erieure �a f�xn�� Ceci est e�ectu�e par la r�e�exion du point

xn par rapport au centre de gravit�e #x des n sommets restant �#x �
�

n

n��X
i��

xi�� Cette �etape

de r�e�exion permet au Simplexe de s��eloigner de la r�egion des grandes valeurs des fonctions

objectifs� D�autres nouvelles r�egions sont explor�ees� o�u les valeurs des fonctions objectifs aux

sommets du Simplexe sont inf�erieures �a f�xn� et m�eme si possible �a f�x���



��� LA M�ETHODE DU SIMPLEXE ��

Sur la �gure ����� suivante� un cas simple illustre la construction initiale du Simplexe et son

�evolution�

Les sommets du Simplexe sont x�� x�� et x� de telle sorte qu�on a f�x�� � f�x�� � f�x���

Le sommet x� a la plus grande valeur de la fonction objectif� Ce sommet a subi une r�e�exion

par rapport au centre du segment x� et x� vers un autre nouveau sommet xr� Un nouveau

Simplexe est obtenu �a partir des sommets x�� x� et xr � �gure ������ De nouveau le calcul

de la fonction objectif aux nouveaux sommets du Simplexe est �evalu�e et par la suite� ces

sommets sont ordonn�es pour e�ectuer l�op�eration de r�e�exion sur le sommet qui pr�esente la

plus grande valeur de sa fonction objectif�

x0 x1

x2

x0

x2

x1x

xr

x0 x1

xr

Fig� ���� L��etape de r�e�exion est l�op�eration de base dans la manipulation du Simplexe�

Quelque fois� �a proximit�e du minimum� nous observons une rotation sur les sommets� c�est

�a dire le Simplexe revient sur des positions occup�ees pr�ec�edemment� Dans ce cas� le Simplexe

oscille autour de lui m�eme et la progression vers la solution n�est plus possible�

Nelder et Mead ont constat�e ces faits et l�algorithme du Simplexe pourrait s�am�eliorer si le

Simplexe avait la possibilit�e de changer de forme au cours des it�erations�

��	�� Le Simplexe de Nelder�Mead

L�algorithme du Simplexe de Nelder Mead �Nelder et Mead� �	���� et l�algorithme du

Simplexe de Dantzig pour la programmation lin�eaire sont deux algorithmes totalement dif

f�erents� pourtant ils portent la m�eme nomination �m�ethode du Simplexe��

La facilit�e d�impl�ementer l�algorithme du Simplexe de NelderMead� l�inscrit parmi les

algorithmes d�exploration directe les plus utilis�es� Un livre de Walters �Walters� �		�� qui

contient des milliers de r�ef�erences� est d�edi�e enti�erement �a la m�ethode de NelderMead et

ses vari�et�es� Cet algorithme appara��t dans �Numerical recipes� �Press� �	��� o�u il est appel�e
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�amoeba algorithme� et dans la boite �a outils d�optimisation � Optimization tool box� de

MATLAB �Maths Works� �		
� sous le nom de �fminsearch��

L�algorithme de NelderMead est similaire �a celui de Spendley� Hex� and Himsworth� sauf

qu�ici le Simplexe a la possibilit�e de changer de forme� NelderMead permettent des op�erations

d��evolution comme une r�e�exion� une expansion� une contraction et une reduction�

En e�et� le but de l�algorithme de NelderMead est de fournir un moyen� par lequel

le Simplexe e�ectue une expansion le long des directions d�am�elioration �les directions o�u

la fonction objectif a la tendance �a diminuer sa valeur� et se contracter dans des directions

oppos�ees quand le Simplexe ne trouve pas d�am�elioration� Si au nouveau point de r�e�exion� la

valeur de la fonction objectif est inf�erieure �a f�x��� il pourrait �etre avantageux de continuer

dans la m�eme direction d�exploration� Ceci est en fait le but de l��etape d�expansion� Le

Simplexe subit une expansion �a l�ext�erieur �a partir de #x dans la direction o�u la fonction

objectif a une tendance de d�ecroissance� Si les �etapes de r�e�exion et d�expansion ne vont

pas dans le sens d�am�elioration de la d�ecroissance des valeurs de la fonction objectif� alors le

Simplexe est �a proximit�e d�un minimum� Le Simplexe se contracte dans l�une des deux voies

suivantes �

Si f�xn� a une valeur inf�erieure �a f�xr� au point de r�e�exion xr� alors le point xn est plus

proche du minimum� Dans ce cas� le Simplexe se contracte �a partir de xn vers le centre de

gravit�e #x� Autrement� si la valeur de f�xr� est inf�erieure �a f�xn�� le Simplexe se contracte �a

partir de xr vers #x� Finalement� si aucune am�elioration n�est trouv�ee� le Simplexe se r�eduit

��etape de r�eduction� �a x��

Sur la �gure ���
� et la �gure ������ nous illustrons les �etapes que subit le Simplexe au

cours de l�exploration de la direction donnant la plus faible valeur de la fonction objectif �

a� La premi�ere �etape est une op�eration de r�e�exion classique �similaire �a celle de Spendley�

Hext et Himsworth��

b� L��etape d�expansion r�e��echit ensuite le sommet x� par rapport �a #x pour obtenir le sommet

obtenu par expansion xe�

c� Si f�x�� � f�xr�� e�ectuer une contraction �a l�int�erieure �a partir de #x vers x� pour trouver

xci�

d� Si f�x�� � f�xr�� e�ectuer une contraction �a l�ext�erieure �a partir de #x vers xr pour trouver

le sommet xce�

e� Si �a une �etape quelconque� les transformations pr�ec�edentes n�apportent aucune am�eliora

tion vers la solution optimale ou le Simplexe repasse par les points pr�ec�edents� alors la taille

du Simplexe doit changer pour mieux progresser vers l�optimum� Il s�agit de r�eduire de moiti�e

les distances qui relient le sommet x� �a tous les autres sommets du Simplexe ��gure �����
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a) Etape de réflexion b) Etape d’expansion

c)  Contraction interne d)  Contraction à l’extérieur

Fig� ��
� L��etape d�expansion propos�ee par l�algorithme de Nelder�Mead�

x0

x2

x1

xr

xc

x1

x2

x0

xc

x

x

Fig� ���� L��etape de r�eduction du Simplexe�

Des coe�cients sont attribu�es �a chaque �etape de l��evolution de la forme du Simplexe �

��r�e�exion�� ��expansion�� ��contraction� et 	�r�eduction��

o�u � � �� � � �� � � �� � � � � �� et � � 	 � ��

Ceuxci sont des r�egles g�en�erales� alors qu�en pratique ces coe�cients prennent les valeurs

suivantes �

� � �� � � �� � �
�

�
� 	 �

�

�
�

Les coe�cients � et 	 ont conventionnellement la m�eme valeur �
� � mais ils ont un r�ole di��erent

dans l�algorithme� La constante � est utilis�ee pendant l�op�eration de contraction pour ajuster
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un seul sommet du Simplexe� alors que la constante 	 est utilis�ee pendant l��etape de r�eduction

pour d�eterminer l�ajustement de n sommets du Simplexe�

��	�� Test de convergence

Le test de convergence est la recherche et la d�e�nition d�un crit�ere d�arr�et� pour lequel

l�algorithme sort des it�erations en fournissant un r�esultat avec la pr�ecision voulue� Un des

crit�eres de convergence est propos�e en d�e�nissant une valeur " qui repr�esente g�en�eralement

la longueur du plus grand c�ot�e du Simplexe� Pendant l�ex�ecution de l�algorithme� le Simplexe

continue �a se r�eduire� et " diminue aussi� Quand " devient plus petite qu�une constante

de tol�erance 
 pr�ed�e�nie� il est suppos�e alors que le Simplexe est su�samment r�eduit �a

un point� et l�algorithme doit s�arr�eter� En�n� le crit�ere de convergence le plus usuel dans

l�algorithme de NelderMead est propos�e par Avriel �Avriel� �	���� Trouver la moyenne�

� � �
n

Pn
i�� f�xi�� des valeurs de la fonction en tous sommets du Simplexe sauf au meilleur

point� Arr�eter l�algorithme si la condition suivante est v�eri��ee �

vuut �

n � �

nX
i��

 f�xi�� �!� � 
�

o�u 
 est plus petit �a une constante de tol�erance �x�ee�

��	�� Algorithme du Simplexe de Nelder�Mead

�� Initialisation � Commencer avec un Simplexe de n� � sommets et calculer les valeurs

de la fonction objectif pour chaque sommet� Puis �a chaque it�eration k� k � � �

�� Ordonnement � Ordonner les sommets xk�� x
k
������x

k
n��� x

k
n� de telle sorte que �

f�xk�� �f�xk�� ����� f�xkn��� � f�xkn�

�� R�e�exion � Apr�es avoir calculer le centre de gravit�e #xk�
�

n

n��X
i��

xki � Calculer le point

de r�e�exion xkr a partir de �

xkr�#xk���#xk�xkn��

Si f�xk�� �f�xkr� �f�xkn���� remplacer xkn par xkr et aller �a l��etape ��


� Expansion � Si f�xkr� �f�xk��� calculer le point d�expansion xke �a partir de �

xke �#xk � ��xkr � #xk��

Si f�xke� � f�xkr �� remplacer xkn par xke et aller �a l��etape �� sinon �f�xke� � f�xkr ���

remplacer xkn par xkr et aller �a l��etape ��

�� Contraction � Si f�xkr� � f�xkn���� e�ectuer une contraction entre #xk et soit xkr ou xkn
qui correspond �a la plus faible valeur de la fonction objectif�

a� Contraction ext�erieure Si f�xkn��� � f�xkr� �f�xkn�� e�ectuer une contraction

ext�erieure � calculer

xkce � #xk � ��xkr � #xk��
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Si f�xkce� � f�xkr�� remplacer xkn avec xkce et aller �a l��etape � � sinon e�ectuer une

r�eduction��etape ���

b� Contraction int�erieure Si f�xkr� � f�xkn� e�ectuer une contraction int�erieure �

calculer

xkci � #xk � ��xkn � #xk��

Si f�xkci� � f�xkn�� remplacer xkn par xkci et aller �a l��etape � � sinon e�ectuer une

r�eduction ��etape ���

�� R�eduction � R�eduire le Simplexe autour de xk� en rempla$cant xki par

�xki � xki �
�

�
�xk� � xki �� i � �� ���� n�

�� Test d�arr�et � Arr�eter si un des crit�eres d�arr�et est satisfait� Sinon� passer �a l�it�eration

suivante k � k � � et retour �a l��etape ��

��	�	 Propri�et�es principales

La m�ethode du Simplexe comme les m�ethodes d�exploration directe� pr�esente avant tout

un grand avantage de ne pas n�ecessiter le calcul des d�eriv�ees de la fonction objectif� D�ailleurs

les m�ethodes bas�ees sur le calcul du gradient �calcul de la sensibilit�e de la fonction objectif�

trouvent des complexit�es dans les calculs de la matrice Jacobienne �fonction objectif est

fortement nonlin�eaire� implicite et non convexe� �a part le co�ut �elev�e en temps de calcul

�Kleinermann� ������ Une propri�et�e particuli�erement int�eressante de la m�ethode du Simplexe

est sa convergence vers le minimum global et non vers un minimum local comme les m�ethodes

bas�ees sur le calcul du gradient� En e�et� celleci �etant bas�ee uniquement sur les valeurs de la

fonction objectif et pas sur ses d�eriv�ees� ne peut converger� cependant dans des minima locaux�

L�algorithme du Simplexe est bien adapt�e pour l�optimisation des probl�emes de structures o�u

le nombre de param�etres �a optimiser n�est pas �elev�e �Lagarias et al�� �		���

Toutefois� le nombre d�it�erations n�ecessaire pour la convergence du Simplexe est relativement

plus grand que celui que n�ecessitent les m�ethodes du gradient�

��
 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre un algorithme de calcul par la m�ethode des �el�ements

�nis dans lequel nous avons int�egr�e des lois de comportement �elastoplastiques� Ces probl�emes

�elastoplastiques sont �ecrits comme une suite de probl�emes �elastiques lin�eaires� La particularit�e

de cet algorithme r�eside dans la non n�ecessit�e de l��ecriture de la matrice tangente classique�

La m�ethode d�optimisation utilis�ee est la m�ethode du Simplexe non lin�eaire� La m�ethode

du Simplexe pr�esente l�avantage d�une robustesse et d�une convergence vers un minimum

global sans se pr�eoccuper de la nature de la fonction �a minimiser� Elle permet d��eviter le

calcul� parfois incertain� des gradients ou l��evaluation fastidieuse de la matrice Hessienne

dans le cas o�u la fonction objectif est complexe �non convexe et implicite��

Le couplage de la m�ethode des �el�ements �nis et la m�ethode d�optimisation constitue un

algorithme d�identi�cation param�etrique inverse� Nous avons mis au point cet algorithme
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pour identi�er des lois de comportement �elastoplastiques anisotropes �a partir d�essais m�e

caniques� g�en�eralement inhomog�enes� Ceci permet d�avoir des param�etres mat�eriels pr�ecis et

de surmonter l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e classique�



Chapitre �

Strat�egie d�identi�cation des

mod�eles de comportement

��� Introduction

D
ans ce chapitre� nous pr�esentons l�application de l�algorithme d�identi�cation inverse

que nous avons pr�esent�e dans le chapitre pr�ec�edent� Nous d�eveloppons �egalement des

strat�egies d�identi�cation �a partir des essais exp�erimentaux homog�enes et non homog�enes�

L�essai de traction plane est un essai non homog�ene �a partir duquel les coe�cients

d�anisotropie d�un ensemble de mod�eles sont identi��es par la m�ethode inverse� Pour �evaluer

l�ampleur de l�interpr�etation homog�ene de cet essai sur les coe�cients d�anisotropie� nous

avons identi��e les mod�eles de comportement sous l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e des contraintes

et de d�eformations dans l��eprouvette� Ces r�esultats sont compar�es aux r�esultats obtenus par

identi�cation inverse ainsi qu�aux r�esultats exp�erimentaux�

Dans ce travail� nous avons voulu mettre en oeuvre et appliquer l�algorithme d�identi

�cation inverse pour chercher les coe�cients d�anisotropie �a partir des essais relativement

complexes �inhomog�enes�� Nous pr�esentons ainsi� une technique d�identi�cation permettant

de d�eterminer les param�etres de comportement des mat�eriaux avec plus de rigueur et de pr�eci

sion� Tout d�abord� pour exhiber l�apport de cette technique et sa �abilit�e� nous commen$cons

par l�identi�cation du coe�cient d�anisotropie d�un mod�ele simple� Il s�agit du mod�ele isotrope

transverse associ�e o�u un seul coe�cient est �a d�eterminer� Une fois la proc�edure d�identi�cation

inverse est �etablie� nous identi�ons ensuite le mod�ele quadratique de Hill dans le cadre de

la plasticit�e associ�ee� Les mod�eles isotropes transverses et orthotropes quadratiques de Hill

dans le cadre de la plasticit�e non associ�ee sont �egalement identi��es� en pr�ecisant dans chaque

cas� la strat�egie adopt�ee pour d�eterminer les coe�cients d�anisotropie de chaque mod�ele�

Toutefois� l�insu�sance que pr�esente ces mod�eles pour la pr�ediction du comportement

anisotrope des t�oles� nous a conduit �a choisir et envisager les mod�eles non quadratiques les

plus r�ecents� En e�et� le mod�ele de type Barlat�Yld	�� est facilement impl�ement�e dans notre

code d��el�ements �nis pour mieux pr�edire l�anisotropie du comportement des t�oles consid�er�es�
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��� Strat�egie d�identi	cation

Les essais exp�erimentaux que nous avons pr�esent�es dans le chapitre �� fournissent les

courbes d��ecrouissage et les coe�cients d�anisotropie de Lankford pour les essais de traction�

la force en fonction de la variation de l��epaisseur�au centre de l��eprouvette� pour la traction

plane� la pression en fonction de la hauteur au p�ole pour l�essai de gon�ement hydraulique� � � �

L�identi�cation des mod�eles de comportement consiste �a trouver les param�etres mat�eriels�

en co��ncidant �m�ethodes classiques ou m�ethodes inverses� la mesure exp�erimentale avec la

r�eponse calcul�ee du mod�ele� Cette r�eponse du mod�ele est la r�eponse optimis�ee quand le

processus d�identi�cation converge� Un mod�ele de comportement est compl�etement identi��e

si ce dernier puisse pr�evoir d�autres r�eponses exp�erimentales�

Dans notre cas� deux strat�egies peuvent �etre utilis�ees �

� identi�cation �a partir des coe�cients d�anisotropie exp�erimentaux

� identi�cation �a partir des courbes d��ecrouissage ou des couples �forced�eplacement� dans

le cas d�une identi�cation inhomog�ene�

C�est la deuxi�eme strat�egie d�identi�cation que nous choisissons pour identi�er les coe�cients

d�anisotropie des t�oles dans tous les cas �Khalfallah et al�� ������ Cependant� l�identi�cation

�a partir des coe�cients d�anisotropie exp�erimentaux est e�ectu�ee pour le mod�ele isotrope

transverse dans un premier temps�

La strat�egie d�identi�cation que nous �evoquons ici est bas�ee sur le choix d�essais �a partir

desquels les mod�eles de comportement seront identi��es� Pour identi�er le mod�ele isotrope

transverse associ�e� nous avons besoin de la courbe d��ecrouissage en traction simple et la

courbe exp�erimentale de l�essai de traction plane� L�identi�cation des coe�cients du mod�ele

quadratique de Hill� n�ecessite les courbes d��ecrouissage des essais de traction hors axes ainsi

que la courbe de l�essai de traction plane� Les coe�cients exp�erimentaux d�anisotropie de

Lankford sont n�ecessaires dans l�identi�cation des mod�eles isotropes transverses et quadra

tiques de Hill avec plasticit�e non associ�ee� ainsi que les courbes d��ecrouissage de traction dans

les di��erentes directions par rapport �a la direction de laminage�

Des identi�cations de ces mod�eles sous l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e sont e�ectu�ees� L�identi

�cation des coe�cients d�anisotropie par l�approche homog�ene permet la comparaison des

deux approches utilis�ees� Nous utilisons ces coe�cients pour les introduire dans l�algorithme

d�identi�cation inverse comme des valeurs initiales dans les it�erations du calcul�

Avec les techniques d�identi�cation inverse� nous identi�ons des mod�eles plus r�ealistes et

plus pr�ecis� c�est�adire qui tiennent compte de l��etat de d�eformation r�eelle des �eprouvettes

sans avoir recours �a des hypoth�eses d�approximation�

��� Identi	cation de la fonction d��ecrouissage

La fonction d��ecrouissage 	s��� est identi��ee �a partir de l�essai de traction simple dans

la direction de laminage�direction de r�ef�erence�� Nous notons que dans la bibliographie
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�Gronostajski� ������ plusieurs lois d��ecrouissage sont propos�ees� Nous choisissons la loi de

Swift pour d�ecrire la fonction d��ecrouissage des t�oles consid�er�ees� Les constantes d��ecrouissage

de la loi de Swift 	s��� � K�
� � ��n sont obtenues par ajustement de la courbe de traction

simple exp�erimentale avec cette loi� Les r�esultats de cette identi�cation sont repr�esent�es dans

le tableau �
���� D�apr�es la �gure�
���� la loi de Swift avec ces trois param�etres est largement

su�sante pour d��ecrire l��ecrouissage isotrope des t�oles �etudi�ees�

T�oles coe�cients identi��es

K MPa! 
� n

T�ole � �
� ����� ���	

T�ole � ��� ����
 ����

T�ole � ��� ����� ����

Tab� 
��� Identi�cation des constantes de la loi d��ecrouissage de Swift�
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Pour les propri�et�es �elastiques des t�oles� nous prenons le mod�ele lin�eaire isotrope avec un

module d�Young E � ����� ��MPa et un coe�cient de Poisson � � ����

��� Identi	cation du mod�ele isotrope transverse associ�e

L�identi�cation du mod�ele isotrope transverse de Hill avec plasticit�e associ�ee et dans l��etat

de contraintes planes n�ecessite �

� Une fonction d��ecrouissage 	s����
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� Un coe�cient d�anisotropie r�

Le coe�cient r repr�esente l�anisotropie du crit�ere de plasticit�e� Nous consid�erons que

l��ecrouissage est isotrope �une seule variable interne � qui est prise �egale �a la d�eformation

plastique �equivalente en traction uniaxiale��

Deux cas peuvent se pr�esenter �

 Soit ce coe�cient d�anisotropie est identi��e �a partir du coe�cient d�anisotropie de Lankford

exp�erimentale �r � rexp��

 Soit ce coe�cient est identi��e �a partir de la courbe d��ecrouissage d�un essai donn�e� comme

par exemple l�essai de traction plane� l�essai d�expansion �equibiaxile ou l�essai de cisaillement

simple�

����� Identi�cation par le coe�cient de Lankford r

Cette identi�cation utilise la valeur moyenne du coe�cient d�anisotropie de Lankford

#r d�etermin�e exp�erimentalement �a partir des essais horsaxes dans plusieurs directions par

rapport �a la direction de laminage �relation ����� L�avantage de ce mod�ele est qu�il permet de

tenir compte des coe�cients d�anisotropie� La validation est e�ectu�ee par la pr�ediction des

courbes d��ecrouissage des di��erents essais disponibles �traction plane� expansion equibiaxiale�

et cisaillement simple�� Nous repr�esentons sur les �gures suivantes les courbes d��ecrouissage

exp�erimentales et celles calcul�ees pour r � #r� Ce mod�ele pr�evoit� de par sa construction� une

bonne repr�esentation de l��ecoulement plastique et une mauvaise repr�esentation des courbes

d��ecrouissage� Nous allons par la suite� adopter la strat�egie permettant d�identi�er les coe�

cients d�anisotropie �a partir des courbes d��ecrouissage�
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����� Mod�ele isotrope transverse sous lhypoth�ese dhomog�en�eit�e des essais

Les essais exp�erimentaux suivants sont consid�er�es comme homog�enes� Dans le cas d�un

mod�ele isotrope transverse quadratique et avec plasticit�e associ�ee� les contraintes et les

d�eformations des essais de traction plane� gon�ement hydraulique �expansion �equibiaxile� et

le cisaillement simple sont �ecrits en fonction du seul coe�cient d�anisotropie r� des contraintes

et des d�eformations �equivalentes comme suit �
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� Essai de traction plane �TP� �

	c �

p
�� � �r�

� � r
	TP �
���


c �
� � rp
�� � �r�


TP �
���

O�u 	TP et 
TP sont la contrainte et la d�eformation de la courbe d��ecrouissage en traction

plane�

� Essai du gon�ement hydraulique �EB� �

	c �

r
�

� � r
	EB �
���


c �

r
� � r

�

EB �
�
�

O�u 	EB et 
EB sont la contrainte et la d�eformation de la courbe d��ecrouissage en expansion

�equibiaxile�

� Essai de Cisaillement simple �CS� �

	c �

r
��� � �r�

� � r
	CS �
���


c �

s
�� � r�

��� � �r�

CS �
���

O�u 	CS � � et 
CS � � sont la contrainte et la d�eformation �glissement� de la courbe

d��ecrouissage en cisaillement simple�

����� Identi�cation par les courbes d�ecrouissage

Cette strat�egie d�identi�cation des coe�cients d�anisotropie est bas�ee sur le lissage des

courbes d��ecrouissage� Nous d�eterminons le coe�cient de Lankford du mod�ele isotrope trans

verse de sorte que la courbe calcul�ee co��ncide avec la courbe exp�erimentale� Cette approche

classique consid�ere l�hypoth�ese homog�ene des essais� L�essai d�expansion �equibiaxile est utilis�e�

sous l�hypoth�ese homog�ene� par Benchouikh �Benchouikh� �		�� pour approcher au mieux

ces deux courbes� L�auteur a pu d�eterminer le coe�cient de Lankford pour chaque t�ole�

mais ces coe�cients ne permettent de d�ecrire ni l��evolution des d�eformations plastiques ni

la description des courbes d��ecrouissage des autres essais tels que la traction plane et le

cisaillement simple�
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Nous proposons d�utiliser l�essai de traction plane pour identi�er le coe�cient d�anisotropie

du mod�ele isotrope transverse pour les t�oles consid�er�ees� Nous utilisons la m�ethode d�optimi

sation du Simplexe en d�e�nissant une fonction objectif E�r���equation � 
��� �a minimiser ce

qui repr�esente l��ecart entre la r�eponse exp�erimentale et la pr�ediction du mod�ele�

E�r� �

vuut �

N

NX
i��

�
	cali �r�� 	

exp
i

	expi

��
�
���

O�u N � 	exp et 	cal repr�esentent respectivement� le nombre de points exp�erimentaux� la

contrainte exp�erimentale et la contrainte calcul�ee en traction plane �	TP � �a partir du mod�ele

�relations 
�� et 
���� Nous pr�esentons dans le tableau suivant �
��� les r�esultats que nous

avons trouv�es en identi�ant le coe�cient d�anisotropie rTP �a partir de la courbe d��ecrouissage

en traction plane� Nous pr�esentons aussi les r�esultats trouv�es par Benchouikh� qui a utilis�e

l�essai d�expansion �equibiaxiale pour identi�er le m�eme coe�cient d�anisotropie rEB�

T�oles rTP rEB

T�ole � ��	
 ����

T�ole � ��
� ����

T�ole � ���� ����

Tab� 
��� Identi�cation du coe�cient de d�anisotropie �a partir de la traction plane rTP et comparaison

avec les r�esultats trouv�es par Benchouikh �Benchouikh� �		
��

Le coe�cients de Lankford que nous avons identi��es �a partir de la traction plane pour

les trois t�oles sont inf�erieurs aux coe�cients trouv�ees par Benchouikh �Benchouikh� �		���

Ceci peut �etre attribu�e �a la forte hypoth�ese d�homog�en�eit�e adopt�ee dans cette identi�cation

pour l�essai de traction plane� Les coe�cients identi��es d�ecrivent correctement les courbes

d��ecrouissage en traction plane� sauf pour la t�ole �� Cependant� ils ne peuvent pas tenir

en compte de l��evolution des d�eformations plastiques� Remarquons que le coe�cient que

nous avons identi��e pour la t�ole � �a partir de la traction plane est plus proche de la valeur

exp�erimentale que celui identi��e �a partir de l�expansion �equibiaxiale�

����� Identi�cation par m�ethode inverse

L�identi�cation du mod�ele isotrope transverse avec plasticit�e associ�ee par la m�ethode

d�identi�cation inverse �a partir du couple �force  variation d��epaisseur� revient �a minimiser l��e

cart entre cette courbe exp�erimentale et la r�eponse calcul�ee par �el�ements �nis� Ces grandeurs

repr�esentent la r�eponse globale de l��eprouvette de traction plane aux sollicitations appliqu�ees�

Rappelons ici� qu�aucune approximation ou hypoth�ese n�est introduite� C�est l�avantage de

la technique d�identi�cation inverse� En e�et� le coe�cient d�anisotropie optimal est obtenu

quand la di��erence entre la courbe exp�erimentale et la r�eponse du mod�ele soit minimale� Nous

avons choisi la norme donn�ee par l��equation �
��� qui repr�esente l��ecart entre les r�eponses
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exp�erimentales et les r�eponses simul�ees par la m�ethode des �el�ements �nis�

E�r� �

vuut �

N

NX
i��

�
F cal
i �r�� F exp

i

F exp
i

��
�
���

O�u F cal et F exp repr�esentent respectivement� la force g�en�eralis�ee calcul�ee par �el�ements �nis

et la force exp�erimentale de l�essai de traction plane�

Les r�esultats de l�identi�cation des coe�cients d�anisotropie du mod�ele isotrope transverse

avec plasticit�e associ�ee par l�approche homog�ene et par la m�ethode d�identi�cation inverse

sont repr�esent�es dans le tableau cidessous �
����

T�oles rhomog rinv rexp

T�ole � ��	
 ���� ���	

T�ole � ��
� ���� ����

T�ole � ���� ��
� ����

Tab� 
��� Identi�cation des coe�cients d�anisotropie du mod�ele isotrope transverse avec plasticit�e

associ�ee avec l�approche homog�ene et la m�ethode inverse�

Les courbes cidessous �
��� 
�� et 
��� repr�esentent les r�eponses de l�essai de traction plane

des trois t�oles pour les coe�cients d�anisotropie identi��es par la m�ethode inverse� Pour les

t�oles � et �� nous observons une bonne description des courbes exp�erimentales de la traction

plane par le mod�ele isotrope transverse moyennant les coe�cients identi��es� D�apr�es la �gure

�
���� ce mod�ele ne permet pas de d�ecrire la courbe exp�erimentale de la t�ole � en traction

plane�
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����	 Comparaison des deux m�ethodes didenti�cation

La comparaison des r�esultats d�identi�cation des coe�cients d�anisotropie du mod�ele

isotrope transverse par la m�ethode classique homog�ene et par la m�ethode inverse est e�ectu�ee

sur deux niveaux �

Pour le premier niveau� nous comparons les coe�cients d�anisotropie identi��es par les deux

m�ethodes par rapport aux coe�cients d�anisotropie exp�erimentaux� D�apr�es les r�esultats qui

�gurent sur le tableau �
���� nous constatons que les coe�cients qui sont identi��es par la

m�ethode inverse sont plus proches des coe�cients exp�erimentaux par rapport �a ceux identi��es

par la m�ethode classique homog�ene�

Pour le deuxi�eme niveau� nous comparons les courbes obtenues par la m�ethode homog�ene

et la m�ethode inverse d�identi�cation� Pour comparer ces deux courbes� nous transformons

la courbe d��ecrouissage de la traction plane identi��ee par l�approche homog�ene �	TP � 
TP �

dans la m�eme �echelle que celle de la courbe globale �F�S�� "e�e��� Dans le cas homog�ene�

la variation de l��epaisseur relative "e�e� est �egale �a l�allongement relatif "l�l� du fait que


�� � � dans la traction plane homog�ene�

Les �gures �
�	�� �
����� et �
���� repr�esentent pour les trois t�oles� la di��erence entre

les courbes qui sont identi��ees par l�approche homog�ene et inverse� Nous remarquons aussi

que les courbes qui correspondent �a l�identi�cation inverse sont plus proches des courbes

exp�erimentales� La di��erence entre les r�eponses identi��ees par l�approche homog�ene et inverse

peut para��tre non importante� N�eanmoins l�impact de la m�ethode d�identi�cation inverse sur

les coe�cients d�anisotropie qui sont identi��es par cette m�ethode est signi�catif� Malgr�e l�in

capacit�e du mod�ele isotrope transverse de pr�evoir les coe�cients d�anisotropie exp�erimentaux�

les coe�cients identi��es par l�approche inverse sont meilleurs par rapport �a ceux identi��es

par l�approche homog�ene� relativement aux donn�ees exp�erimentales�
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����
 Validation du mod�ele

La validation du mod�ele isotrope transverse associ�e est bas�ee sur les coe�cients d�anisotropie

qui sont identi��es par la m�ethode inverse �a partir de l�essai de traction plane� La comparaison

des coe�cients identi��es avec les coe�cients exp�erimentaux repr�esente une premi�ere valida

tion concernant la description de ce mod�ele pour l��evolution des d�eformations plastiques� Une

deuxi�eme validation sera pr�esent�ee dans ce paragraphe� concernant la capacit�e de pr�evision de

ce mod�ele identi��e pour d�ecrire le comportement des autres essais� comme pour l�expansion

�equibiaxiale ou le cisaillement simple� En e�et� nous avons substitu�e les coe�cients qui sont

identi��es �a partir de l�essai de traction plane par la m�ethode inverse dans les �equations de

comportement des essais d�expansion et de cisaillement�

Les �gures �
����� �
���� et �
��
� repr�esentent les r�esultats de validation pour les co

e�cients d�anisotropie par l�essai d�expansion �equibiaxiale pour les t�oles �� � et �� Nous

constatons pour la t�ole � que le coe�cient d�anisotropie identi��e d�ecrit bien la r�eponse en

expansion �equibiaxiale� Pour la t�ole �� le coe�cient que nous avons identi��e� avec une bonne

approximation� peut �etre repr�esentatif pour la description du comportement de cette t�ole en

expansion� Le trajet de chargement en expansion pour la t�ole � est audessus de la pr�evision

de ce mod�ele pour le coe�cient d�anisotropie identi��e �a partir de l�essai de traction plane�
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Dans la �gure �
����� nous repr�esentons la validation du mod�ele isotrope transverse

associ�e� identi��e �a partir de l�essai de traction plane par l�essai de cisaillement pour les t�oles

� et �� Nous rappelons que nous ne disposons des essais de cisaillement que pour ces derni�eres

t�oles� Nous remarquons que les coe�cients que nous avons identi��e� ne rendent pas compte

du comportement de ces deux t�oles en cisaillement�
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��� Identi	cation du mod�ele isotrope transverse non associ�e

L�identi�cation du mod�ele isotrope transverse avec plasticit�e non associ�ee et dans l��etat

de contrainte plane n�ecessite �

� Une fonction d��ecrouissage 	s����

� Un coe�cient d�anisotropie du crit�ere r�

� Un coe�cient d�anisotropie du potentiel plastique r��

Le coe�cient d�anisotropie r est di��erent du coe�cient r�� Dans le cas de la plasticit�e non

associ�ee� nous choisissons une fonction potentiel plastique 	p�	� di��erente du crit�ere de

plasticit�e 	c�	�� Ceci n�emp�eche pas de prendre une forme quadratique de la fonction potentiel

plastique similaire �a celle du crit�ere�

	p�	�� �
r�

� � r�
�	�� � 	���

� �
�

� � r�
�	��� � 	���� � �

� � �r�

� � r�
	��� �
�	�

��	�� Identi�cation homog�ene du mod�ele

Le mod�ele isotrope transverse avec plasticit�e non associ�ee et sous l�hypoth�ese de l�ho

mog�en�eit�e de l�essai de traction plane� la contrainte �equivalente et la d�eformation �equivalente

sont donn�ees par les relations suivantes �

	c �

p
�� � �r�

� � r
	TP �
����


c �
� � r�p
�� � �r��


TP �
����

Le coe�cient r� repr�esente l�anisotropie du potentiel plastique� Nous prenons le coe�cient

r��#rexp et nous identi�ons le coe�cient d�anisotropie r du crit�ere par un lissage de la r�eponse

du mod�ele avec la courbe exp�erimentale� Dans le tableau �
�
�� nous pr�esentons les r�esultats

de cette identi�cation homog�ene du mod�ele isotrope transverse non associ�e�

Sheets rhomog r�

T�ole � ��	� ���	

T�ole � ���� ����

T�ole � ���� ����

Tab� 
�
� Les coe�cients identi��es du mod�ele isotrope transverse avec plasticit�e non associ�ee par la

m�ethode homog�ene�

��	�� Identi�cation inverse du mod�ele

Il s�agit d�identi�er le mod�ele isotrope transverse avec plasticit�e non associ�ee par la

m�ethode inverse� Cette identi�cation n�ecessite la donn�ee �

� d�une fonction d��ecrouissage 	s���
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� d�un coe�cient d�anisotropie du crit�ere r

� d�un coe�cient d�anisotropie du potentiel plastique r�

La fonction potentiel plastique est une forme quadratique donn�ee par la relation �
�	�� Nous

choisissons le coe�cient d�anisotropie du potentiel r� de sorte qu�il soit �egal au coe�cient

d�anisotropie exp�erimental moyen #rexp� Le coe�cient d�anisotropie du crit�ere r est identi��e

en minimisant� l��ecart entre la courbe exp�erimentale de l�essai de traction plane �F�S��"e�e��

et la r�eponse globale du m�eme essai� calcul�ee par la m�ethode des �el�ements �nis�

Les �gures �
����� �
���� et �
���� repr�esentent les courbes des r�eponses exp�erimentales de

l�essai de traction plane pour les t�oles �� � et �� ainsi que les r�eponses optimales lorsque la

di��erence entre ces deux r�eponses est minimale�
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���� Identi�cation du mod�ele isotrope transverse non associ�e par la m�ethode inverse pour la
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Ce mod�ele isotrope transverse non associ�e d�ecrit bien les courbes exp�erimentales de l�essai

de traction plane pour les t�oles � et �� Il reste encore moins repr�esentatif pour la description du

comportement de la t�ole � en traction plane� Dans le paragraphe suivant� nous pr�esentons la



	�� IDENTIFICATION DU MOD�ELE ISOTROPE TRANSVERSE NON ASSOCI�E ��

capacit�e de ce mod�ele pour la pr�evision des r�eponses d�autres essais tels que l�essai d�expansion

�equibiaxiale et l�essai de cisaillement simple�

Dans le tableau �
���� nous pr�esentons les coe�cients d�anisotropie du mod�ele isotrope trans

verse non associ�e identi��e par l�approche inverse�

T�oles rinhomog r�

T�ole � ���� ���	

T�ole � ���� ����

T�ole � ���	 ����

Tab� 
��� Les coe�cients identi��es du mod�ele isotrope transverse avec plasticit�e non associ�ee par la

m�ethode inverse�

��	�� Validation du mod�ele inverse

Dans cette section� nous allons pr�esenter la validation du mod�ele isotrope transverse

non associ�e� Cette validation permettra de voir si ce mod�ele a la possibilit�e de pr�evoir la

description du comportement de ces t�oles pour d�autres trajets de chargements� Nous utilisons

les coe�cients d�anisotropie de ce mod�ele que nous avons identi��e par la m�ethode inverse�

pour en�n� les substituer dans les �equations de comportement de l�essai d�expansion et de

cisaillement�

Les �gures �
��	�� �
���� et �
���� repr�esentent les tests de validation du mod�ele isotrope

transverse non associ�e par l�essai d�expansion pour les trois t�oles �� � et �� Dans les �gures

�
���� et �
����� nous pr�esentons les tests de validation par les essais de cisaillement simple

pour les t�oles � et ��

Nous constatons que� de par sa construction� ce mod�ele tient compte de l�anisotropie

des d�eformations plastiques� mais il est incapable de pr�edire les courbes d��ecrouissage des

essais d�expansion et de cisaillement simple� La validation de ce mod�ele isotrope transverse

non associ�e par l�essai d�expansion sousestime les r�eponses exp�erimentales� Toutefois� la

validation de ce mod�ele par l�essai de cisaillement surestime les courbes exp�erimentales de

cet essai�
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��
 Identi	cation du mod�ele quadratique de Hill associ�e

Le mod�ele orthotrope est bas�e sur le crit�ere orthotrope de Hill��	
��� C�est un mod�ele plus

riche que le mod�ele isotrope transverse� L�identi�cation de ce mod�ele en contraintes planes

et avec l�hypoth�ese de plasticit�e associ�ee n�ecessite celle �

� d�une courbe d��ecrouissage 	s���

� des coe�cients d�anisotropie du mod�ele �F�G�H� et N du crit�ere�

Le crit�ere ����
� est d�e�ni �a un coe�cient multiplicatif pr�es� Nous choisissons la contrainte

�equivalente de sorte qu�elle co��ncide avec la contrainte en traction simple selon la direction

� �direction de laminage�� ce qui est �equivalent �a imposer la relation G � H � �� En e�et�

seulement trois coe�cients d�anisotropie sont �a identi�er a�� a� et a�� Ces coe�cients sont

exprim�es en fonction des coe�cients classiques de Hill comme suit �

a� �
F � G � 
H � �N


�G� H�
�
���a�

a� �
F �G

��G� H�
�
���b�

a� �
G�H

��G� H�
�
���c�

Dans un essai de traction e�ectu�e dans la direction � par rapport �a la direction de laminage�

la contrainte et la d�eformation sont donn�ees par les relations suivantes �Dogui� �	�	� �

	� �
	s
a���

�
����
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� � ��a��� �
��
�

O�u

a��� �
q

� � �a� sin����� a� sin����� �
����

L�identi�cation de ce mod�ele n�ecessite la d�etermination des coe�cients a�� a�� a� et la donn�ee

d�une courbe d��ecrouissage 	s���� Toutes les courbes d��ecrouissage horsaxes ne peuvent

d�eterminer que les coe�cients a� et a� �Eq� 
����� Pour d�eterminer le troisi�eme coe�cient

du mod�ele a�� nous avons besoin d�autres informations suppl�ementaires� Ce coe�cient peut

�etre d�etermin�e soit �a partir des coe�cients d�anisotropie de Lankford r� ��equation ����� soit

�a partir d�un autre essai� Nous choisissons la courbe d��ecrouissage de l�essai de traction plane

pour identi�er le coe�cient a��

��
�� Identi�cation par lhypoth�ese dhomog�en�eit�e

La contrainte et la d�eformation �equivalente de Hill sont exprim�ees dans un essai de traction

plane homog�ene en fonction de a� et de a� par les relations suivantes �

	c �

s
�� ��� �a���


�� � �a��
	TP �
����


c �
�s

�� ��� �a���


�� � �a��


TP �
����

Les coe�cients a� et a� sont d�etermin�es �a partir de toutes les courbes d��ecrouissage dans les

di��erentes directions par rapport �a la direction de laminage en minimisant l��ecart� d�e�ni par

la relation �
���� entre les courbes d��ecrouissage exp�erimentales et celles calcul�ees�

E�a�� a�� �
X
�

vuut �

N

NX
i

�
	cali� �a�� a��� 	expi�

	expi�

�

�
����

La courbe d��ecrouissage suivant une direction � par rapport �a la direction de laminage est

donn�ee par la relation suivante �

	� �
�

a���
K

�

� �


�
a���

�n
�
��	�

Pour identi�er le coe�cient a�� nous ajustons la courbe d��ecrouissage exp�erimentale de la

traction plane avec la courbe d��ecrouissage calcul�ee en utilisant les expressions �
���� et

�
�����

Nous pr�esentons dans le tableau suivant �
���� les r�esultats d�identi�cation de ce mod�ele

et �egalement les coe�cients d�anisotropie de Lankford r� que nous calculons �a partir des

coe�cients a�� a� et a�� par la relation �
���� �

r��� �
�� �a� � �a� sin�����

� � �a� � 
a� sin����
�
����
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T�oles a� a� a� r�� r� r�� r	 r�� r� r��

T�ole � ������ ����	� �����
 ��	� ��	
 ��	� ��	� ��	� ��	
 ��	�

T�ole � ������ ������ ������ ���� ���� ��
� ��

 ���	 ���� ���


T�ole � �����	 ������ ���
�
 ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

Tab� 
��� Identi�cation des coe�cients ai�i������ par les courbes d��ecrouissage et le calcul des

coe�cients de Lankford r�� � � ��� ���� ����

��
�� Identi�cation inverse du mod�ele

L�identi�cation inverse du mod�ele quadratique orthotrope de Hill n�ecessite une courbe

d��ecrouissage 	s��� et la d�etermination des trois param�etres a�� a� et a�� Les coe�cients a�

et a� sont identi��es �a partir des courbes d��ecrouissage horsaxes� A�n d�identi�er le param�etre

a�� nous appliquons la proc�edure d�identi�cation inverse pour minimiser l��ecart d�e�ni par la

relation �
����� entre la courbe qui repr�esente la force globale calcul�ee �F cal�a��� en traction

plane inhomog�ene et celle exp�erimentalement mesur�ee �F exp��

E�a�� �

vuut �

N

NX
i��

�
F cal
i �a��� F exp

i

F
exp
i

��
�
����

Nous repr�esentons dans la �gure �
��
�� la fonction objectif E�a�� qui diminue au cours des

it�erations� Au d�ebut des it�erations� nous remarquons une diminution progressive de la fonction

objectif marqu�ee par une r�eduction de la taille du Simplexe� par la suite� des oscillations qui

montrent que la m�ethode du Simplexe explore au voisinage du minimum pour le cerner� En�n�

le Simplexe devient assez compact v�eri�ant ainsi la condition d�arr�et pour la convergence�
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Dans la �gure �
����� nous repr�esentons l��evolution de la fonction objectif E�a�� en

fonction du param�etre �a identi�er� Nous observons qu�il s�agit d�un minimum global vers

lequel la fonction objectif converge�
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���� Evolution de la fonction objectif E�a�� au cours des it�erations �Tole ���

A partir des coe�cients identi��es a�� a� et a�� nous calculons les coe�cients d�anisotropie

dans n�importe quelle direction � par rapport �a la direction de laminage� En e�et� nous

d�eterminons ces coe�cients par pas de ���� Ces r�esultats sont repr�esent�es dans le tableau

�
����

T�oles Coef� d�anisotropie �M	ethode inverse�

r� r� r�� r	 r�� r� r��

T�ole � ���� ���	 ���� ���� ���� ���� ����

T�ole � ��	� ��	
 ��	� ���� ���� ���� ���	

T�ole � ��
� ��

 ���� ���� ���� ���� ���	

Tab� 
��� Identi�cation des coe�cients d�anisotropie r��
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���� Identi�cation du mod�ele de Hill associ�e par m�ethode inverse �Tole 
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Fig� 
���� Identi�cation du mod�ele de Hill associ�e par m�ethode inverse �Tole ���

��
�� Comparaison des deux m�ethodes didenti�cation

Nous avons repr�esent�e l��evolution des coe�cients d�anisotropie identi��es par la m�ethode

inverse� l�approche homog�ene et les coe�cients exp�erimentaux� dans les �gures �
��	�� �
����

et �
����� Ces coe�cients d�anisotropie sont donn�es selon les angles � par rapport �a la direction

du laminage� Nous constatons d�apr�es ces �gures que les coe�cients identi��es par la m�ethode

inverse sont plus proches des coe�cients exp�erimentaux�
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Pour d�eployer l�attribut de la m�ethode inverse� nous avons calcul�e l�erreur relative d�e�nie

par la relation �
���� entre les coe�cients d�anisotropie exp�erimentaux et ceux identi��es par

les deux m�ethodes homog�ene et inverse� Ces r�esultats sont r�esum�es dans le tableau �
����

Ceci con�rme l�avantage de la technique d�identi�cation inverse sur la m�ethode classique

homog�ene�

Er �

sX
�

�rcal� � r
exp
� ��

sX
�

�rexp� ��
�
����

T�oles ErHomogne ErInverse

T�ole � ���� ����

T�ole � ���� ���


T�ole � ��
� ����

Tab� 
��� L�erreur relative entre les coe�cients d�anisotropie exp�erimentaux et ceux identi��es par

l�approche homog�ene et inverse�

Pr�evision des contraintes seuils

Pour mieux voir la validit�e du mod�ele de Hill et d�ecrire le comportement anisotrope des

t�oles consid�er�ees dans cette �etude� nous avons calcul�e �a partir des coe�cients d�anisotropie
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identi��es du mod�ele de Hill �ai�� les contraintes seuils 	� dans les di��erentes directions � par

rapport �a la direction de laminage �DL�� L��evolution de la contrainte seuil 	� en fonction

de l�angle �� par rapport �a la direction de laminage� est repr�esent�ee dans la �gure�
�����

Une validation exp�erimentale est e�ectu�ee � les contraintes seuils calcul�ees et celles mesur�ees

exp�erimentalement sont repr�esent�ees dans la m�eme �gure� Cette validation montre que le

mod�ele orthotrope quadratique de Hill ne tient pas correctement compte de l�anisotropie des

contraintes� Il parait que les surfaces seuil de plasticit�e exp�erimentales des t�oles sont plus

anisotropes que celles qui sont pr�evues par le crit�ere de Hill��	
���
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���� L��evolution des contraintes seuils exp�erimentales et celles qui sont pr�evues par le mod�ele

de Hill en fonction de l�angle ��

��� Identi	cation du mod�ele de Hill non associ�e

L�identi�cation de ce mod�ele n�ecessite celle �

� d�une fonction d��ecrouissage 	s���

� des coe�cients d�anisotropie du crit�ere �F�G�H et N�

� des fonctions d�anisotropie du potentiel plastique �F �� G�� H � et N ��

Si nous imposons les relations suivantes �G � H��� et �G� � H ����� alors l�identi�cation de

ce mod�ele n�ecessite la d�etermination de six coe�cients ind�ependants que nous notons a��

a�� a�� a��� a
�

� et a��� Les trois premiers coe�cients sont exprim�es en fonction des coe�cients

d�anisotropie de Hill �F�G�H et N� par la relation �
����� alors que les trois autres coe�cients

du potentiel plastique sont exprim�es en fonction des param�etres �F �� G�� H � et N �� par la
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relation suivante �

a�� �
F � � G� � 
H � � �N �


�G� � H ��
�
���a�

a�� �
F � �G�

��G� � H ��
�
���b�

a�� �
G� �H �

��G� � H ��
�
���c�

Les coe�cients d�anisotropie du potentiel plastique sont identi��es �a partir des coe�cients

exp�erimentaux d�anisotropie de Lankford dans les di��erentes directions �dans chaque ��� par

rapport �a la direction de laminage� � par rapport �a la direction de laminage� La proc�edure

d�identi�cation des coe�cients d�anisotropie du potentiel plastique consiste �a chercher les

coe�cients a��� a
�

� et a�� de telle sorte que la di��erence entre les coe�cients d�anisotropie de

Lankford exp�erimentaux et ceux calcul�es par la relation �
��
� soit minimale�

r���� �
�� �a�� � �a�� sin�����

� � �a�� � 
a�� sin����
�
��
�

L�identi�cation des coe�cients d�anisotropie du crit�ere a� et a� est e�ectu�ee �a partir des

courbes d��ecrouissage des essais de traction hors axes dans toutes directions � disponibles

par rapport �a la direction de laminage en minimisant la fonction objectif E�a�� a�� et ceci

identiquement �a ce qui a �et�e pr�esent�e ant�erieurement dans l�identi�cation du mod�ele de Hill

associ�e� La fonction d��ecrouissage dans la direction � par rapport �a la direction de laminage�

dans ce cas de mod�ele non associ�e� est donn�ee par la relation suivante �

	� �
�

a���
K

�

� �


�
a����

�n

�
����

O�u a�� �
q

� � �a�� sin����� a�� sin����� est facilement d�etermin�ee �a partir des coe�cients

d�anisotropie de Lankford r�� Finalement� le coe�cient d�anisotropie du crit�ere a� est identi��e

�a partir de l�essai de traction plane� soit en appliquant l�approche homog�ene pour une

interpr�etation homog�ene de l�essai ou la m�ethode inverse pour une interpr�etation inhomog�ene

de l�essai de traction plane�

����� Identi�cation homog�ene du mod�ele

L�identi�cation homog�ene du mod�ele de Hill non associ�e� suppose que tous les essais

sont interpr�et�e comme �etant homog�enes� En e�et� la contrainte et la d�eformation �equivalente

de Hill dans le cas d�un mod�ele non associ�e sont donn�ees� dans un essai de traction plane

homog�ene par les relations suivantes �

	c �

s
�� ��� �a���


�� � �a��
	TP �
����


c �
�s

�� ��� �a���
�


�� � �a���


TP �
����
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O�u 	TP et 
TP sont respectivement� la contrainte et la d�eformation dans la direction de

sollicitation de l��eprouvette d�essai de traction plane� Les coe�cients a�� et a�� �etant d�etermin�es

�a partir des coe�cients d�anisotropie de Lankford exp�erimentaux� Il reste alors� �a identi�er

le coe�cient a� �a partir du lissage de la courbe d��ecrouissage en traction plane et la r�eponse

homog�ene du mod�ele qui v�eri�e les �equations �
���� et �
����� Etant donn�e que les six

coe�cients du mod�ele sont identi��es� nous calculons les coe�cients d�anisotropie du crit�ere r�

et les coe�cients d�anisotropie du potentiel plastique r�� dans chaque direction � par rapport

�a la direction de laminage� Ces r�esultats sont pr�esent�es dans le tableau �
�	��

T�oles � ��� ��� ��� 
�� ��� ��� 	��

T�ole � r� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

r ��	� ��	
 ��	� ��	� ��	� ��	� ��	�

T�ole � r� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

r ���� ���� ���� ���� ���� ���
 ����

T�ole � r� ��	� ���� ���� ���
 ���
 ���	 ����

r ���� ���
 ���� ��	� ��	� ��	� ��	�

Tab� 
�	� Coe�cients d�anisotropie du mod�ele de Hill non associ�e�approche homog�ene��

����� Identi�cation inverse du mod�ele

L�identi�cation inverse du mod�ele n�ecessite aussi la d�etermination des six coe�cients

d�anisotropie a�� a�� a�� a
�

�� a
�

� et a��� Les coe�cients d�anisotropie du potentiel plastique

sont d�etermin�es �a partir des coe�cients d�anisotropie de Lankford exp�erimentaux� Les deux

coe�cients d�anisotropie du crit�ere a� et a� sont identi��es �a partir des courbes d��ecrouissage

hors axes� Le coe�cient d�anisotropie a� est identi��e de telle sorte que la di��erence entre la

r�eponse globale exp�erimentale de l�essai de traction plane et calcul�ee soit minimale� Apr�es

avoir appliqu�e l�algorithme d�identi�cation inverse� les r�eponses optimales sont repr�esent�ees

sur les �gures �
����� �
��
� et �
��
� ainsi que les courbes exp�erimentales pour les t�oles ��

� et �� D�apr�es ces r�esultats� le mod�ele orthotrope de Hill non associ�e est capable de d�ecrire

correctement le comportement des t�oles � et � en traction plane� Cependant� il s�av�ere moins

ad�equat pour la description de la t�ole � en traction plane�
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Les r�esultats d�identi�cation de ce mod�ele sont alors illustr�es dans le tableau �
�����

T�oles � ��� ��� ��� 
�� ��� ��� 	��

T�ole � r� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

r ���
 ���� ���	 ���� ���� ���� ����

T�ole � r� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

r ��

 ��
� ��
� ��
� ���� ���� ����

T�ole � r� ��	� ���� ���� ���
 ���
 ���	 ����

r ���� ���� ���� ���� ���
 ���
 ���


Tab� 
���� Coe�cients d�anisotropie du mod�ele de Hill non associ�e�

Dans les �gures �
����� �
���� et �
����� nous repr�esentons les coe�cients d�anisotropie

de Lankford dans des directions de pas de ��� par rapport �a la direction de laminage et les

coe�cients calcul�es �a partir des coe�cients identi��es d�anisotropie a��� a
�

� et a��� Nous con

statons qu�une fonction potentiel plastique de forme quadratique est su�sante pour d��ecrire

l��evolution des d�eformations plastiques pour les trois t�oles consid�er�ees�
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��� Identi	cation du mod�ele non quadratique

Dans ces derni�eres d�ecennies� des crit�eres de plasticit�e non quadratiques sont propos�es

pour tenir compte du comportement anisotrope des t�oles �Barlat et Lian� �	�	�� �Hill� �		��

�		��� �Barlat et al�� �		��� �Kara�llis et al�� �		��� Des e�orts sont encore d�eploy�es� que se

soit dans la direction du d�eveloppement de crit�eres de plasticit�e� dont certains sont destin�es �a

la mod�elisation du comportement de l�aluminium et ces alliages� �Barlat et al�� �		�b�� �Barlat

et al�� ������ ou dans la direction du d�eveloppement des fonctions potentiels plastiques pour

la description de l�anisotropie plastique �Hill� �	���� �Barlat et al�� �		���

En e�et� nous avons impl�ement�e dans notre code de calcul par la m�ethode des �el�ements �nis�

un crit�ere non quadratique r�ecent� celui propos�e par Barlat �Yld	�� �Barlat et al�� �		�b��

L��ecriture de ce crit�ere est pr�esent�e dans le chapitre �� Nous avons utilis�e la forme du crit�ere

qui se r�eduit �a la forme du crit�ere �Yld	�� ��x� �y� �z� sont �egales �a l�unit�e�� sans que la forme

impl�ement�ee ne perde sa g�en�eralit�e� Nous avons voulu tester la facilit�e d�int�egration de tel

crit�ere dans notre code de calcul �calcul direct� et sa capacit�e pour l�implementation d�autres

crit�eres�

Nous avons appliqu�e l�algorithme d�identi�cation inverse �l�approche inhomog�ene� pour

identi�er les coe�cients d�anisotropie des deux t�oles � et � dans le cas du mod�ele isotrope

transverse avec plasticit�e associ�ee� Cette identi�cation n�ecessite la d�etermination �

� d�une fonction d��ecrouissage 	s���

� des coe�cients d�anisotropie c�� c�� c�� c� et m
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La fonction d��ecrouissage est d�etermin�ee �a partir de l�essai de traction uniaxiale dans la

direction de laminage� Les coe�cients d�anisotropie sont identi��es de sorte que la r�eponse

de l�essai de traction plane co��ncide avec la r�eponse exp�erimentale globale du m�eme essai�

Le coe�cient m� couramment appel�e coe�cient de forme� a �et�e montr�e qu�il est en relation

avec la structure cristallographique des mat�eriaux �Logan et Hosford� �	���� �Hosford� �		��

�		��� Le coe�cient de forme m est pris comme �etant �egal �a � dans le cas des mat�eriaux de

structure cubique centr�ee et m � � pour des structures cubiques �a faces centr�ees�

Nous pr�esentons� sur les �gures �
��	� et �
�
�� l�identi�cation inverse du mod�ele de

Barlat isotrope transverse non quadratique �a partir des r�eponses des essais de traction plane�

Nous constatons que ce mod�ele d�ecrit le comportement des t�oles � et � en traction plane�

Les r�esultats de cette identi�cation inverse sont illustr�es dans le tableau �
����� Si nous

comparons les coe�cients d�anisotropie r pour les deux t�oles aux valeurs exp�erimentaux rexp�

nous constatons clairement que ce mod�ele tient compte �a la fois de l�anisotropie des contraintes

ainsi que l�anisotropie des d�eformations plastiques� Une telle description de l�anisotropie du

comportement n�est pas obtenue pour le mod�ele quadratique de Hill dans le cas de la plasticit�e

associ�ee �Khalfallah et al�� ����a�� Nous avons remarqu�e pour le mod�ele de Hill que� s�il

permet de pr�evoir l�anisotropie des contraintes� alors il sera incapable de pr�edire l�anisotropie

des d�eformations plastiques et visversa�
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Fig� 
�
�� Identi�cation inverse du mod�ele de Barlat Yld	� Tole ��

T�oles Coe�cients d�anisotropie de Barlat Valeurs de r

c� c� c� c� m r rexp

T�ole � ���	�� ���	�� ����	� ������ � ���
 ����

T�ole � ������ ������ �����	 ���
�� � ���� ����

Tab� 
���� L�identi�cation du mod�ele de Barlat isotrope transverse avec plasticit�e associ�ee�

�� Conclusion

Dans ce chapitre� nous avons contribu�e �a la d�e�nition et la mise en oeuvre d�une strat�egie

d�identi�cation de lois de comportement anisotropes �a partir d�une base de donn�ees d�essais

exp�erimentaux� Selon la d�e�nition et l�interpr�etation de ces essais� une strat�egie d�identi

�cation est pr�esent�ee� Notre e�ort est concentr�e sur l�interpr�etation de l�essai de traction

plane que Benchouikh �Benchouikh� �		�� consid�erait comme essai �moins �able� que les

autres� Ceci peut �etre expliqu�e par l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e que l�auteur a adopt�ee dans ses

travaux� En e�et� nous avons conduit notre identi�cation des coe�cients d�anisotropie pour

un ensemble de mod�eles �elastoplastiques et avec �ecrouissage isotrope �a partir de la r�eponse de

cet essai� L�identi�cation des coe�cients d�anisotropie� pour une interpr�etation homog�ene de

cet essai� conduit �a des coe�cients inf�erieurs �a ceux qui sont mesur�es exp�erimentalement� Ceci

nous a men�e �a r�e��echir sur une m�ethode d�identi�cation permettant de surmonter l�hypoth�ese

d�homog�en�eit�e de l�essai de traction plane� surtout que nous avons prouv�e dans l�interpr�etation
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de cet essai dans le chapitre � que l�essai de traction plane est fortement h�et�erog�ene� L�appli

cation de la m�ethode d�identi�cation inverse pour d�eterminer les coe�cients d�anisotropie est

une approche assez pertinente pour identi�er ces coe�cients avec pr�ecision et rend compte

du comportement du mat�eriau� si le choix du mod�ele est judicieux� Cette m�ethode consiste �a

minimiser� par une proc�edure d�optimisation� la di��erence entre la r�eponse du mod�ele calcul�ee

par la m�ethode des �el�ements �nis et la r�eponse exp�erimentale de l�essai de traction plane�

L�identi�cation des coe�cients d�anisotropie sous l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e est �egalement

e�ectu�ee et ceci pour deux buts � Le premier but est de quanti�er l�ampleur de l�adoption de

cette hypoth�ese sur les coe�cients identi��es� pour des �ns de comparaison� Le deuxi�eme but

de cette identi�cation homog�ene est de prendre ces coe�cients comme des valeurs initiales

pour d�emarrer le processus it�eratif de la m�ethode d�identi�cation inverse� Ceci permet un gain

en nombre d�it�erations si ces valeurs initiales sont prises d�une fa$con al�eatoire ou intuitive�

Les r�esultats obtenus par cette technique d�identi�cation inverse� montrent une meilleure

pr�ediction des coe�cients d�anisotropie que ceux identi��es par l�approche homog�ene quand

ils sont compar�es aux coe�cients exp�erimentaux�

Toutefois� une di��erence r�eside entre les coe�cients identi��es par la m�ethode inverse qui

doit fournir les coe�cients le plus repr�esentatifs du comportement des t�oles� Nous notons que

les mod�eles avec plasticit�e non associ�ee peuvent �etre satisfaisants pour d�ecrire l�anisotrope

de l��etat de contraintes �crit�ere de plasticit�e� et l�anisotropie des d�eformations plastiques �le

potentiel plastique est identi��e �a partir des coe�cients exp�erimentaux de Lankford�� Cepen

dant� la validation de ces mod�eles pour d�ecrire d�autres trajets de chargement �d�autres essais�

donne de mauvais r�esultats� Nous pensons que la capacit�e des mod�eles isotropes transverses

et quadratiques de Hill est mise en cause� pour tenir compte �a la fois de l�anisotropie des

contraintes et des d�eformations plastiques �

Dans la litt�erature� plusieurs crit�eres de plasticit�e non quadratiques sont propos�es pour

mieux am�eliorer la pr�ediction du comportement anisotrope des t�oles mieux que celle pr�evue

par le crit�ere quadratique de Hill� Nous avons impl�ement�e dans notre code maison de calcul

par �el�ements �nis un crit�ere non quadratique relativement r�ecent� Ce crit�ere est propos�e par

Barlat et ces collaborateurs ��		��� L�identi�cation inverse du mod�ele est bas�ee sur ce crit�ere

conduit �a des r�esultats� permettant de tenir compte �a la fois de l�anisotropie des courbes

d��ecrouissage en traction plane ainsi que de l�anisotropie des d�eformations plastiques�





Chapitre �

Analyse de sensibilit�e param�etrique

��� Introduction

L
e calcul de sensibilit�e est d�e�ni comme �etant la m�ethode permettant d�obtenir l�in�uence

de la variation des param�etres d�optimisation sur la r�eponse �force� d�eplacement� con

trainte� d�eformation�etc � � � � fournie par un code de simulation par �el�ements �nis int�egrant

un mod�ele de comportement� A partir de cette d�e�nition� nous pensons directement au calcul

des d�eriv�ees de cette r�eponse simul�ee du mod�ele par rapport aux variables d�optimisation�

Nous �ecrivons d�une mani�ere formelle la d�e�nition de

S �
�R

�p
�����

o�u S repr�esente la matrice de sensibilit�e �matrice Jacobienne� d�un vecteur de r�eponses R

macroscopiques fournies par un calcul par la m�ethode des �el�ements �nis par rapport �a un

vecteur de param�etres p �a optimiser� L�analyse de sensibilit�e joue un r�ole important dans les

proc�ed�es pour l�optimisation des g�eom�etries en mise en forme� les probl�emes inverses et plus

g�en�eralement� dans les probl�emes d�identi�cation param�etriques�

Les m�ethodes d�optimisation d�ordre � n�ecessitant le calcul du gradient de la fonction

objectif �a minimiser� Ceci revient �a calculer la sensibilit�e de cette fonction par rapport

aux variables d�optimisation� La qualit�e de la convergence de ces m�ethodes est fortement

d�ependante de la pr�ecision du calcul de la d�eriv�ee de la fonction objectif �Kleinermann�

������ �Ghouati et Gelin� �		���

La m�ethode la plus classique de d�erivation� couramment utilis�ee� est la m�ethode de di��erences

�nies�MDF��Forestier et al�� ������ �Boyer� ������ C�est une m�ethode de d�eriv�ee purement

num�erique� Son principe consiste �a perturber chaque param�etre successivement� positivement

puis n�egativement d�une valeur �a d�e�nir et �a calculer dans chaque cas la r�eponse de la

simulation� Bien que la m�ethode �MDF�� soit facile �a impl�ementer� elle est lourde �le calcul

des d�eriv�ees par la m�ethode des di��erences �nis prendrait environ de �� �a 	� % du temps

CPU de la r�esolution du probl�eme d�optimisation��Kleinermann� ����� et par cons�equent�

tr�es lente pour un nombre important de param�etres� Elle sera donc peu int�eressante pour un
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grand nombre de param�etres �Forestier et al�� ������

Une deuxi�eme classe de m�ethode de calcul de sensibilit�e est la m�ethode de di��erenciation

directe �MDD�� C�est une m�ethode de d�erivation analytique permettant une tr�es bonne

pr�ecision� Cependant� �Forestier et al�� ����� trouve dans cette m�ethode les inconv�enients

suivants � la m�ethode de d�erivation analytique n�ecessite la connaissance du mod�ele direct

puisque les d�eriv�ees sont impl�ement�ees au coeur du solveur� Elle semble peu �exible� �etant

sp�eci�que �a la loi de comportement utilis�ee� Des fois le calcul des d�eriv�ees peut se r�ev�eler tr�es

lourd et donc �etre source d�erreurs ou imposer l�utilisation d�outils de calculs formels�

Pour palier �a ces inconv�enients� une autre classe de m�ethode de calcul de d�eriv�ees est propos�ee�

C�est la m�ethode semianalytique� qui associe le calcul des d�eriv�ees analytiques et num�eriques

�Bakshi� ������ �Srikanth� ������ �Law� �		���

Plusieurs �etudes sont men�ees sur les m�ethodes de calcul des sensibilit�es dans l�analyse des

param�etres sur le comportement des structures� Le lecteur trouvera de plus amples d�etails

sur ces m�ethodes dans les r�ef�erences suivantes � �Tortorelli et Michaleris� �		
a� Tortorelli�

�		
b�� �Atrek� �		��� �Atrek� �			��

Une autre m�ethode d�analyse de sensibilit�e qui est relativement di��erente de ces m�ethodes

de d�erivation� C�est une m�ethode d�analyse de sensibilit�e statistique� encore appel�ee m�ethode

des plans d�exp�eriences �MPE�� Cette m�ethode s�inscrit comme une technique d�analyse de

sensibilit�e� au sens o�u elle permet de pr�edire les e�ets induits par des changements de valeurs

des param�etres sur la r�eponse simul�ee� Son apport fondamental a consist�e �a montrer que le

fait de faire varier les param�etres simultan�ement et non pas successivement permettait d�une

part une e�cacit�e beaucoup plus grande et d�autre part la prise en compte d��eventuelles

interactions entre les param�etres �etudi�ees� Nous n��evoquons pas dans ce travail� ce type de

m�ethode d�analyse de sensibilit�e�

Dans ce chapitre� nous pr�esentons une m�ethode de calcul semianalytique� sp�eci�que� de

la sensibilit�e de la r�eponse globale �force de traction� qui d�ecoule de mani�ere syst�ematique

de la m�ethode particuli�ere que nous utilisons pour r�esoudre le probl�eme �elastoplastique� La

sensibilit�e de la force de traction plane est �etudi�ee par rapport au coe�cient d�anisotropie

r du mod�ele isotrope transverse et par rapport aux coe�cients d�anisotropie r�� r	� r�� du

mod�ele orthotrope de Hill� Pour mieux exprimer la capacit�e d�un essai et mieux identi�er

les coe�cients d�anisotropie d�un mat�eriau par rapport �a un autre� nous avons d�e�nis un

indicateur de sensibilit�e permettant de classi�er les essais de traction plane� d�expansion

et de cisaillement simple selon la sensibilit�e de leurs r�eponses par rapport au coe�cient

d�anisotropie�

��� M�ethode sp�eci	que de calcul de sensibilit�e

Nous pr�esentons une m�ethode sp�eci�que de calcul de sensibilit�e permettant de calculer la

variation de la r�eponse globale d�un essai par rapport aux param�etres identi��es� Ceci revient
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�a calculer la variation des champs de contraintes par rapport �a ces param�etres� Le calcul

est e�ectu�e d�une mani�ere incr�ementale� Il est bas�e sur une m�ethode sp�eci�que qui d�ecoule�

de mani�ere syst�ematique de l�algorithme particulier� que nous utilisons dans le calcul des

structures par la m�ethode des �el�ements �nis �Khalfallah et al�� ����b��

L�expression de la force g�en�eralis�ee �F associ�ee �a la vitesse de d�eplacement �#U��d est donn�ee par

le principe des puissances virtuelles �

F � jj �F jj �
�
�#U

Z
�

�� � ��� d' �����

Le calcul de la variation de la force globale par rapport �a un param�etre r �a partir de la

relation ����� s��ecrit �

�F

�r
�

�
�#U

Z
�

�
��

�r
� ��p � � �

� ��p

�r

�
d' �����

	���� Calcul de sensibilit�e

L��evaluation de la quantit�e
�F

�r
� n�ecessite le calcul des termes

�	

�r
et

� �
p

�r
� Le calcul de

�	

�r
s�e�ectue d�une mani�ere incr�ementale� Si nous supposons que nous connaissons l�incr�ement

initial �
�	

�r
��� nous calculons l�incr�ement suivant �

�	

�r
�� par l��evaluation du terme

��d	�

�r
�

�
�	

�r
�� � �

�	

�r
�� �

��d	�

�r
���
�

La formulation en d�eplacement du probl�eme et sa discr�etisation par des �el�ements �nis per

mettent d��ecrire la forme discr�etis�ee suivante �

	aij � #U	eij �
X
b

Sab
ijkl 


pb
kl �����

O�u a et b d�esignent des num�eros d��el�ements� S d�esigne un tenseur d�ordre 
 ne d�epend que

de la g�eom�etrie de la structure et de ses propri�et�es �elastiques� Cette derni�ere relation peut

s��ecrire aussi sous la forme suivante �

d	ij � d #U	eij �
X
b

Sab
ijkl d


pb
kl �����

La d�erivation de l��equation ����� par rapport au param�etre r permet d��ecrire �

��d��

�r
�
X
b

Sab �
��d�pb�

�r
�����

Pour �evaluer
��d�pb�

�r
� la d�erivation de la loi d��evolution plastique d�p � d�

�f

��
par rapport

au param�etre r�

��d�p�

�r
�

�

�r
�d��

�f

��
� d�

�

�r

�
�f

��

�
�����
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L��equation ����� s��ecrit sous la forme �

��d��

�r
�
X
b

Sab �
�

�r
�d��

�f

��
�
X
b

Sab � d�
�

�r

�
�f

��

�
���	�

Le calcul de �
�r�d�� est d�etermin�e �a partir de la fonction de charge �

f�	c� �� � 	c�	ij � d	ij�� 	s�� � d�� � � ������

La d�erivation de l��equation ������ par rapport au param�etre r donne �

d	c
dr

�	ij � d	ij� �
d	s
dr

�� � d�� ������

La d�eriv�ee de la fonction d��ecrouissage 	s��� par rapport �a r conduit �

�	s
�r

�
�	s
��

�� � d��
��

�r
������

La di��erentielle de la contrainte �equivalente s��ecrit �

d	c �
�	c
�r

dr �
�	c
�	

d	 ������

La d�eriv�ee de la contrainte �equivalente par rapport au param�etre r s��ecrit �

d	c
dr

�
�	c
�r

�
�	c
�	

d	

dr
����
�

Finalement� l�expression ������ s��ecrit �

�	c
�r

�
�	c
��

�

�
��

�r
�
��d��

�r

�
�
�	s
��

�
��

�r
�
��d��

�r

�
������

L�expression de �
�r�d�� s��ecrit �

�

�r
�d�� �

�	c
�r

�
�	s
��

�
��

�
�	c
��

�

�
��

�r
�
��d��

�r

��
�	s
��

�
��

� ��

�r
������

Si nous substituons l��equation ������ dans l��equation ������ nous obtenons l�expression suiv

ante �

��d��a

�r
�

X
b

Sab �
�f

��

�
�	c
�r

�
�	s
��

�
��

�
�	c
��

�

�
��

�r
�
��d��

�r

��
�	s
��

�
��

� ��

�r

�
�

�
X
b

Sab �
�

�r

�
�f

��

�
d� ������

��d��a

�r
�

X
b

Sab �
�f

��

�	c
��

�
��d��b

�r

�
�	s
��

�
��

�
X
b

Sab �
�f

��

�
�	c
�r

��
�	s
��

�
��

�

�
X
b

Sab �
�f

��

��
�	c
��

�
��

�r

� �
�	s
��

�
��

� ��

�r

�
�

�
X
b

Sab �
�

�r

�
�f

��

�
d� ������
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Ceci est �equivalent au syst�eme lin�eaire suivant �

X
b

Aab
�

�r
�d�� � Ba ����	�

o�u

Aab �

�
Id � Sab �

�f

��
�
�	c
��

�
�	s
��

�
��
�

������

et

Ba �
X
b

Sab �
�f

��

�	c
�r

�
�	s
��

�
��

�

�
X
b

Sab �
�f

��

��
�	c
��

�
��

�r

� �
�	s
��

�
��

� ��

�r

�
�

�
X
b

Sab �
�

�r

�
�f

��

�
d� ������

	���� Validation de la m�ethode de calcul

La validation de la m�ethode de calcul de sensibilit�e est e�ectu�ee sur des cas simples�

En e�et� nous avons consid�er�e l�essai de traction plane homog�ene et l�essai de cisaillement

simple� Pour ces essais et dans le cas du mod�ele isotrope transverse� le calcul de sensibilit�e de

la r�eponse du mod�ele est d�etermin�e analytiquement� Le m�eme calcul de sensibilit�e est e�ectu�e

par la m�ethode de calcul que nous avons �etablie pour d�eterminer la d�eriv�ee de la r�eponse de ce

mod�ele� Les �gures ����� et ����� repr�esentent les tests de validation de la m�ethode sp�eci�que

pour le calcul de la sensibilit�e des r�eponses calcul�ees par le code de calcul par �el�ements �nis�

Nous remarquons une tr�es bonne co��ncidence entre la sensibilit�e calcul�ee analytiquement �a

partir des r�eponses des mod�eles et celle calcul�ee par la m�ethode sp�eci�que que nous avons

pr�esent�ee�
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Comme une premi�ere application� nous calculons la sensibilit�e de la r�eponse de l�essai

de traction plane� C�est �a dire la variation de la force globale par rapport au param�etre

d�anisotropie� lorsque cette r�eponse est simul�ee par le mod�ele isotrope transverse associ�e�

Nous choisissons un coe�cient d�anisotropie r � ��
� pour lequel nous calculons l��evolution

de la sensibilit�e
�F

�r
en fonction du d�eplacement� Nous avons d�etermin�e la sensibilit�e dans le

cas classique o�u l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e est consid�er�ee� De m�eme� la courbe de sensibilit�e

de la force par rapport au coe�cient r est aussi calcul�ee dans l�essai de traction plane

quand il est suppos�e non homog�ene� D�apr�es la �gure ������ nous remarquons l�in�uence

de l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e de l�essai de traction plane sur la sensibilit�e de la force par

rapport au param�etre r� La courbe repr�esentant la sensibilit�e de la force de l�essai de traction

plane inhomog�ene par rapport �a r est audessous� de la courbe de sensibilit�e de la force de

traction� quand l�essai est consid�er�e comme �etant homog�ene� Mais l�allure des courbes de la

sensibilit�e de la force de traction plane� n�est pas modi��ee lorsque cette derni�ere est consid�er�ee

homog�ene ou non homog�ene� Nous constatons que la sensibilit�e de la force F est une fonction

croissante de l��evolution des d�eplacements pour un coe�cient d�anisotropie r donn�e�
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Fig� ���� Sensibilit�e de la force par rapport �a r pour l�essai de traction homog�ene et inhomog�ene�

��� Analyse de sensibilit�e

	���� Indicateur de sensibilit�e

Pour exprimer la capacit�e d�un essai et mieux identi�er les coe�cients d�anisotropie d�un

mat�eriau par rapport �a un autre essai� nous d�e�nissons l�indicateur de sensibilit�e qui s��ecrit
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sous la forme suivante �

s �
X�

�F

�r

��
�
X�

F

r

��
������

O�u F est la force globale� d�esignant la r�eponse d�un mod�ele pour un coe�cient d�anisotropie

r optimal donn�e et �s� repr�esente l�indicateur de sensibilit�e qui est une grandeur normalis�ee�

Un indicateur de sensibilit�e �s� �elev�e� signi�e que la petite perturbation dans le param�etre

d�anisotropie impliquera des changements signi�catifs dans la r�eponse du mod�ele� Autrement

dit� plus cet indicateur de sensibilit�e est important� plus la r�eponse du mod�ele est sensible

au param�etre donn�e� Nous avons calcul�e cet indicateur de sensibilit�e de la force globale pour

l�essai de traction plane par rapport au coe�cient d�anisotropie r pour le mod�ele isotrope

transverse� La sensibilit�e de la r�eponse de ce mod�ele est d�etermin�ee lorsque l�essai de traction

plane est suppos�e homog�ene et non homog�ene ��gure ����� Pour le coe�cient d�anisotropie

r � ��
�� l�indicateur de sensibilit�e est sHom � ��	� � ���� et sInho � 
��
 � ���� pour

respectivement le cas homog�ene et inhomog�ene� La sensibilit�e de l�essai de traction plane

homog�ene est sup�erieure �a celle o�u l�essai est inhomog�ene� Ceci est attribu�e au fait que la

force de traction dans le cas homog�ene est aussi �elev�e par rapport �a celle o�u l�essai de traction

est inhomog�ene�

	���� Analyse de sensibilit�e des essais

L�indicateur de sensibilit�e �s�� peut �etre consid�er�e comme un indice �a partir duquel nous

pouvons juger quel essai est plus sensible par rapport �a un param�etre identi��e d�un mod�ele

donn�e� Si nous disposons d�un ensemble d�essais exp�erimentaux �essai de traction simple� essai

de traction plane� essai d�expansion �equibiaxiale� essai de cisaillement� � � � � et un mod�ele de

comportement donn�e� la question qu�on doit se poser� quel est l�essai le plus �able permettant

d�identi�er avec pr�ecision un tel param�etre mieux qu�un autre essai &

Pour r�epondre �a cette question� nous avons consid�er�e trois types d�essais � l�essai de

traction plane� l�essai d�expansion et l�essai de cisaillement� Nous avons calcul�e l�indicateur

de sensibilit�e pour ces essais en fonction du coe�cient d�anisotropie pour le mod�ele isotrope

transverse� Nous avons constat�e d�apr�es la �gure ���
�� que l�indicateur de sensibilit�e de

l�essai d�expansion est plus �elev�e que celui de l�essai de traction plane� plus �elev�e encore de

l�indicateur de l�essai de cisaillement simple� Nous constatons alors� que l�essai d�expansion

�equibiaxiale poss�ede l�indicateur le plus �elev�e� donc c�est l�essai le plus sensible au coe�cient

d�anisotropie r� L�essai de traction plane arrive en seconde position quand �a la sensibilit�e

de cet essai� relativement �a ce coe�cient d�anisotropie� Donc l�identi�cation du coe�cient

d�anisotropie du mod�ele isotrope transverse �a partir de l�essai d�expansion est plus pr�ecise

que celle �a partir d�autres essais� Toutefois� la r�ealisation d�essai d�expansion �equibiaxile

pure� pose encore des probl�emes techniques� m�eme si cet essai est r�ealisable� les d�eformations

plastiques atteintes ne sont pas importantes �Toshihiko et al�� �		��� L�essai de gon�ement

hydraulique est un essai alternatif �a l�essai d�expansion �equibiaxiale pure� quand la pression
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appliqu�ee au p�ole est pr�elev�ee en fonction de la hauteur au p�ole� Mais� l�utilisation d�une

m�ethode inverse pour identi�er le coe�cient d�anisotropie �a partir d�un essai du gon�ement

hydraulique est tr�es co�uteuse en temps de calcul� Le temps pour e�ectuer un calcul direct est

tr�es important� Il appara��t que� l�identi�cation inverse des coe�cients d�anisotropie �a partir

de l�essai de traction plane conduit �a un bon compromis entre la pr�ecision des coe�cients

identi��es et le temps de calcul dans la r�esolution du probl�eme inverse�
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	���� Analyse de sensibilit�e du mod�ele de Hill

L�identi�cation du mod�ele orthotrope quadratique de Hill conduit �a la d�etermination des

coe�cients d�anisotropie de Lankford r� du mod�ele� Dans ce paragraphe� nous �etudions la

sensibilit�e de la r�eponse du mod�ele orthotrope quadratique de Hill par rapport aux coe�cients

d�anisotropie r�� r	 et r��� �
�F

�r�
�
�F

�r	
� et

�F

�r��
�� A partir de cette analyse de sensibilit�e� nous

pouvons d�eterminer quel est le coe�cient d�anisotropie le plus in�uant sur la r�eponse de l�essai

de traction plane� Par la suite� nous choisissons cet essai �a partir duquel ce coe�cient sera

identi��e�

Nous avons �evalu�e l�indicateur de sensibilit�e �s�� d�e�ni par la relation ������ pour l�essai

de traction plane� dans le cas homog�ene et non homog�ene pour les trois t�oles �� � et �� Nous

constatons que la sensibilit�e de l�essai de traction plane homog�ene et sup�erieure �a celle dans

le cas inhomog�ene et que la r�eponse homog�ene est ind�ependante du coe�cient d�anisotropie

r	� Cette constatation est observ�ee dans les valeurs des indicateurs de sensibilit�e pr�esent�ees

dans les tableaux ������ ����� et ������
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T�ole � sHom sInho

r� ���� ����� ���� ����� ����

r	 ���� � ���	� ���	

r�� ���� ����� ���� 	��	� ����

Tab� ���� Indicateur de sensibilit�e dans le cas orthotrope �Tole ���

T�ole � sHom sInho

r� ��	� ����� ���� ����� ����

r	 ���� � ��
�� ���	

r�� ���	 ����� ���� ��	�� ����

Tab� ���� Indicateur de sensibilit�e dans le cas orthotrope �Tole 
��

T�ole � sHom sInho

r� ��
� ����� ���� ����� ����

r	 ���� � 	�
�� ���	

r�� ���	 ����� ���� ��
�� ����

Tab� ���� Indicateur de sensibilit�e dans le cas orthotrope �Tole ���

La �gure ����� repr�esente� pour la t�ole �� les courbes de sensibilit�e de la force de traction

plane inhomog�ene par rapport aux coe�cients d�anisotropie r�� r	 et r��� Il appara��t que le

coe�cient r� a une in�uence plus �elev�ee que le coe�cient r�� et r	 sur la r�eponse du mod�ele�

La �gure ����� pr�esente� pour la t�ole �� les courbes de sensibilit�e de la force appliqu�ee F

dans l�essai de traction plane par rapport aux coe�cients d�anisotropie r�� r	 et r�� aussi

bien dans le cas homog�ene que non homog�ene� Nous constatons que la r�eponse de l�essai de

traction plane est plus sensible au coe�cient r� qu�au coe�cient r��� Dans le cas o�u l�essai de

traction plane est suppos�e homog�ene� il est alors ind�ependant du coe�cient r	� tandis que

dans le cas inhomog�ene� le coe�cient r	 est presque �� fois moins sensible que les coe�cients

r� et r���

En e�et� l�identi�cation du mod�ele orthotrope quadratique de Hill� n�ecessite la d�etermination

des coe�cients d�anisotropie a�� a� et a�� Le coe�cient a� est identi��e �a partir de l�essai de

traction plane� ceci appara��t le bon choix pour identi�er ce coe�cient �a partir de la traction

plane� puisque le coe�cient d�anisotropie r� est exprim�e uniquement en fonction du coe�cient

d�anisotropie a� � r� �
�� �a�
� � �a�

�

Cependant� la �gure ����� repr�esente un cas relativement di��erent de celui rencontr�e

avec les t�oles � et �� Dans ce cas de �gure� nous constatons que le coe�cient r�� a une

in�uence relativement sup�erieure �a celle du coe�cient r� sur la r�eponse du mod�ele� Pourtant

la di��erence entre les deux sensibilit�es n�est pas important� il faut noter que le calcul des
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indicateurs de sensibilit�e ou les courbes de sensibilit�e d�ependent de la valeur des param�etres

identi��es�
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	���� Analyse de sensibilit�e des contraintes

Le calcul de la sensibilit�e de la r�eponse globale� c�est �a dire� la force de traction de l�essai de

traction s�e�ectue �a partir du calcul de la sensibilit�e des composantes du tenseur de contraintes

de Cauchy �relation �������� Dans ce paragraphe� nous avons d�etermin�e la distribution de la

variation des contraintes dans la structure ��eprouvette de traction plane� apr�es un chargement

donn�e� Ceci revient �a repr�esenter les isovaleurs de la sensibilit�e des contraintes par rapport

au coe�cient d�anisotropie r� Nous avons pris comme exemple de cette repr�esentation� la

distribution de
�	��
�r

�
�	��
�r

�
�	��
�r

dans l��eprouvette de traction plane� pour la t�ole � et avec

r � ����� qui repr�esente le coe�cient identi��e du mod�ele isotrope transverse�

La �gure ����� repr�esente les isovaleurs de
�	��
dr

dans la structure� Nous observons une

distribution non homog�ene dans la totalit�e de l��eprouvette� Ceci nous semble une preuve

suppl�ementaire sur la non homog�en�eit�e de l�essai de traction plane�

La �gure ���	� repr�esente les isovaleurs de
�	��
dr

dans l��eprouvette� Nous constatons que la

composante 	�� est plus sensible �a la variation du coe�cient d�anisotropie r que la composante

	��� Si nous prenons� �a titre d�exemple� un point au centre de l��eprouvette� nous trouvons que
�	��
dr

est de l�ordre de ��� MPa� alors que
d	��
dr

est approximativement �egale �a ���� MPa�

La �gure ������ repr�esente les isovaleurs
�	��
dr

dans la structure� Nous remarquons que�

contrairement au cas o�u l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e est consid�er�ee et o�u ce terme doit �etre

nul� dans ce cas inhomog�ene� la variation de la composante 	�� par rapport �a r est presque
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du m�eme ordre de grandeur que le terme
�	��
dr

�

En e�et� au centre de l��eprouvette�
�	��
dr

est de l�ordre de �� MPa�

Fig� ���� Repr�esentation des isovaleurs de ����
dr

�Tole 
��
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Fig� ��	� Repr�esentation des isovaleurs de ����
dr

�Tole 
��
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Fig� ����� Repr�esentation des isovaleurs de ����
dr

�Tole 
��

��� Conclusion

Dans ce chapitre� une m�ethodologie sp�eci�que pour l�analyse de sensibilit�e des r�eponses des

mod�eles de comportement par rapport aux coe�cients d�anisotropie identi��es est pr�esent�ee�

Cette m�ethode de calcul de sensibilit�e est d�evelopp�ee sur la base d�une m�ethode de dif

f�erenciation semi analytique de la r�eponse globale �e�ort� d�un mod�ele de comportement par

rapport �a un coe�cient d�anisotropie donn�e� Cette m�ethode d�ecoule de mani�ere syst�ematique

de la m�ethode particuli�ere que nous utilisons pour r�esoudre le probl�eme �elastoplastique� Cette

m�ethode a la faveur d��etre rigoureuse et pr�ecise� compar�e �a une m�ethode purement num�erique

et classique� c�est la m�ethode des di��erences �nis� Cette derni�ere m�ethode� bien qu�elle soit

facile �a impl�ementer dans des codes de calcul� mais elle est lourde et moins pr�ecise dans le

calcul de la d�eriv�ee d�une r�eponse donn�ee�
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Pour classer un ensemble d�essais� a�n de chercher quel est l�essai le mieux plac�e� �a partir

duquel nous identi�ons les param�etres de comportement avec pr�ecision & Cet essai devra

poss�eder la sensibilit�e la plus �elev�ee par rapport �a ces param�etres� compar�e �a la sensibilit�e

des autres essais par rapport �a ces m�emes param�etres� Nous avons d�e�ni un indicateur

de sensibilit�e permettant de quali�er la sensibilit�e des essais de traction plane� expansion

�equibiaxiale et le cisaillement simple par rapport au coe�cient d�anisotropie�

Nous avons montr�e que l�essai d�expansion est relativement plus sensible que la traction

plane et le cisaillement simple� mais l�expansion reste un essai qu�il faut bien ma��triser

exp�erimentalement�

Une analyse de sensibilit�e de la r�eponse de l�essai de traction plane est e�ectu�ee� Nous

avons consid�er�e dans cette analyse l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e et non homog�ene de l�essai�

Nous avons calcul�e la sensibilit�e de la force de traction plane o�u cette force est calcul�ee par le

mod�ele orthotrope quadratique de Hill� Cette sensibilit�e de la force est �evalu�ee par rapport

aux coe�cients d�anisotropie r�� r	 et r��� G�en�eralement� cette force calcul�ee est plus sensible

au coe�cient d�anisotropie r� qu�aux coe�cients r	 et r��� D�ailleurs� la r�eponse de cet essai

est sensible au coe�cient a�� que nous avons identi��e �a partir de la traction plane� Toutefois�

il ne faut pas perdre de vue que le calcul de sensibilit�e de la r�eponse d�un mod�ele donn�e

d�epend de la valeur des coe�cients identi��es�

Finalement� et pour conclure� nous avons pu �etablir une m�ethode permettant de calculer

la d�eriv�ee de la force avec pr�ecision� Sachant calculer le gradient de la fonction objectif �a

minimiser avec pr�ecision dans un probl�eme d�identi�cation� nous pouvons int�egrer toutes les

m�ethodes d�optimisation d�ordre � �les m�ethodes du gradient�pour les coupler en�n� avec la

m�ethode des �el�ements �nis dans une identi�cation inverse envisageable avec toute rigueur�
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L
e but de ce travail �etait essentiellement de contribuer �a la d�e�nition et �a la mise en

oeuvre d�une strat�egie d�identi�cation des lois de comportement de t�oles anisotropes �a

travers une interaction exp�eriencecalcul� Les essais exp�erimentaux que nous avons utilis�es

dans cette identi�cation sont relativement complexes �non homog�enes�� En particulier� nous

avons montr�e que l�essai de traction plane est fortement h�et�erog�ene� m�eme au centre de

l��eprouvette� L�identi�cation classique des coe�cients d�anisotropie �a partir de cet essai�

lorsqu�il est interpr�et�e comme homog�ene� conduit �a des r�esultats� parfois d�erisoires� car cette

hypoth�ese repr�esente une forte approximation�

Dans ce travail� nous avons mis en oeuvre un algorithme d�identi�cation inverse bas�e

sur le couplage d�une m�ethode particuli�ere pour le calcul de structures par �el�ements �nis et

une proc�edure d�optimisation �m�ethode du Simplexe�� Cet algorithme permet d�identi�er les

coe�cients d�anisotropie d�une mani�ere rigoureuse en surmontant l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e

qui n�est pas toujours v�eri��ee pour tous les essais m�ecaniques r�ealis�es� Nous avons utilis�e un

algorithme de calcul de structures par �el�ements �nis convivial pour l�int�egration de mod�eles de

comportement �elastoplastiques� L�id�ee de base est d��ecrire le probl�eme �elastoplastique comme

une succession de probl�emes �elastiques lin�eaires� o�u la matrice tangente n�est pas utilis�ee�

La m�ethode d�optimisation du Simplexe que nous avons utilis�ee pour co��ncider la r�eponse

calcul�ee �force de traction� par la m�ethode des �el�ements �nis avec la r�eponse exp�erimentale

correspondante� a l�avantage d��etre robuste et elle ne n�ecessite pas l��evaluation du gradient

de la fonction objectif �a minimiser�

Pour identi�er les coe�cients d�anisotropie� deux strat�egies peuvent �etre consid�er�ees �

� soit que ces coe�cients sont identi��es aux coe�cients d�anisotropie exp�erimentaux

� soit qu�ils sont identi��es �a partir des courbes d��ecrouissage des essais m�ecaniques

En e�et� nous avons d�e�ni et mis en oeuvre une m�ethode bas�ee sur la deuxi�eme strat�egie�

La premi�ere application de l�algorithme d�identi�cation inverse est envisag�ee pour identi�er

un mod�ele de comportement simple� bas�e sur le crit�ere quadratique isotrope transverse� Dans

un premier temps� nous consid�erons une loi d��evolution plastique associ�ee et un �ecrouissage

isotrope� Dans ce cas� un seul coe�cient caract�erisant l�anisotropie du mat�eriau est identi��e�

L�identi�cation inverse de ce mod�ele simple� n�ecessite une courbe d��ecrouissage �a partir de

l�essai de traction simple et la courbe exp�erimentale �force  variation d��epaisseur� de l�essai

de traction plane au centre de l��eprouvette� Le but de cette application est double � d�une
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part� nous avons test�e la capacit�e de l�algorithme d�identi�cation inverse que nous avons

d�evelopp�e� sur un cas simple� a�n de s�assurer de la robustesse et la rigueur de l�algorithme�

pour l�appliquer �a l�identi�cation d�autres mod�eles de comportement plus complexe � d�autre

part� ce mod�ele est simple et facile �a identi�er� donc il est naturel de passer par celuici avant

d�aller chercher d�autres mod�eles plus riches� Nous avons �egalement identi��e ce mod�ele� en

adoptant l�hypoth�ese d�homog�en�eit�e de l�essai de traction plane� Nous avons constat�e que la

di��erence entre l�identi�cation par l�approche homog�ene et l�approche inhomog�ene �a partir

des courbes d��ecrouissage en traction plane est tr�es signi�cative au niveau des coe�cients

d�anisotropie� alors qu�elle est peu importante si nous comparons les courbes d��ecrouissage

optimales pour chaque approche� Les coe�cients d�anisotropie identi��es par la m�ethode

inverse pr�esentent une meilleure approximation des coe�cients d�anisotropie exp�erimentaux�

La validation de ce mod�ele� en utilisant les coe�cients d�anisotropie identi��es par la m�ethode

inverse� pour d�ecrire le comportement d�autres essais �trajets de chargement�� a montr�e que

ces coe�cients permettent de pr�evoir d�une mani�ere relativement satisfaisante l�anisotropie

des courbes d��ecrouissage en expansion �equibiaxiale� alors qu�ils sont non repr�esentatives

pour l�essai de cisaillement simple� Le deuxi�eme mod�ele que nous avons identi��e est le

mod�ele isotrope transverse non associ�e� Son identi�cation n�ecessite une courbe d��ecrouissage

de l�essai de traction simple et deux coe�cients d�anisotropie� Ces coe�cients repr�esentent

respectivement le coe�cient d�anisotropie du crit�ere plastique et le coe�cient d�anisotropie

du potentiel plastique� qui est souvent identi��e au coe�cient d�anisotropie exp�erimental de

Lankford� Ce mod�ele permet� g�en�eralement� de tenir compte �a la fois de l�anisotropie de

la courbe d��ecrouissage et de l�anisotropie des d�eformations plastiques� La validation de ce

mod�ele est moins bonne pour pr�evoir d�autres trajets de chargement� Par cons�equent� le

passage �a d�autres crit�eres plus anisotropes que les deux mod�eles pr�ec�edents est n�ecessaire�

Par la suite� nous avons identi��e un mod�ele associ�e bas�e sur le crit�ere orthotrope quadratique

de Hill� Pour un �etat de contraintes planes� ce crit�ere pr�esente trois param�etres d�anisotropie

ind�ependants� A�n d�identi�er ces param�etres� nous avons d�evelopp�e une strat�egie qui consiste

�a utiliser les courbes d��ecrouissage des essais de traction hors axes et l�essai de traction

plane inhomog�ene� Nous avons constat�e que les coe�cients d�anisotropie de ce mod�ele de

comportement qui sont identi��es par la m�ethode inverse sont plus proches des coe�cients

d�anisotropie exp�erimentaux que ceux identi��es par la m�ethode d�identi�cation homog�ene�

Le mod�ele de Hill avec plasticit�e non associ�ee est identi��e� Son identi�cation n�ecessite une

fonction d��ecrouissage� trois param�etres d�anisotropie ind�ependants pour le crit�ere et trois

autres param�etres ind�ependants pour le potentiel plastique� La strat�egie d�identi�cation des

param�etres du crit�ere plastique que nous d�e�nissons est bas�ee sur les courbes d��ecrouissage

des tractions hors axes et la courbe exp�erimentale de la traction plane� alors que pour les

param�etres du potentiel plastique� nous les identi�ons �a partir des coe�cients d�anisotropie

exp�erimentaux dans di��erentes directions par rapport �a la direction du laminage� D�apr�es les

r�esultats obtenus� nous concluions que la forme quadratique du potentiel plastique� similaire

�a la forme du crit�ere est su�sante pour d�ecrire l�anisotropie des d�eformations plastiques�

Bien que les mod�eles quadratiques de Hill soient relativement faciles �a identi�er et utilis�es�
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ils pr�esentent moins de �exibilit�e que les crit�eres non quadratiques qui sont en �evolution

continue� N�eanmoins� les crit�eres classiques de Hill restent les crit�eres de base les plus utilis�es

dans les codes commerciaux de calculs par la m�ethode des �el�ements �nis� Ces codes sont

g�en�eralement plus ou moins ouverts pour int�egrer d�autres crit�eres de plasticit�e�

En e�et� dans notre code maison de calcul par la m�ethode des �el�ements �nis� nous avons

impl�ement�e� sans di�cult�es majeures� un crit�ere non quadratique de Barlat relativement

r�ecent� Ce crit�ere fait intervenir un coe�cient suppl�ementaire m� g�en�eralement sup�erieur �a �

et qui d�epend de la nature du r�eseau cristallographique du mat�eriau� Ce mod�ele de Barlat

qui a �et�e d�evelopp�e pour d�ecrire le comportement anisotrope des alliages d�aluminium et que

nous avons utilis�e pour nos t�oles� permet en e�et de tenir compte de la traction plane et de

l�anisotropie des d�eformations plastiques� c�est �a dire de pr�evoir les coe�cients d�anisotropie

exp�erimentaux pour au moins deux t�oles�

En g�en�eral� dans les probl�emes d�identi�cation des mod�eles� l�analyse de sensibilit�e para

m�etrique est tr�es importante� Pour �etudier l�in�uence de la variation des param�etres d�aniso

tropie sur la r�eponse de mod�eles de comportement identi��es� nous avons d�evelopp�e une nou

velle m�ethode de calcul de sensibilit�e permettant de calculer la d�eriv�ee de la force de traction

simul�ee par rapport aux param�etres d�anisotropie� Cette approche est semianalytique� elle

d�ecoule d�une mani�ere syst�ematique de l�algorithme que nous utilisons pour le calcul de

structures par �el�ements �nis� Elle a l�avantage d��etre aussi rigoureuse que la m�ethode de

sensibilit�e purement analytique et plus pr�ecise que la m�ethode des di��erences �nies purement

num�erique�

Nous avons� �egalement d�e�ni et d�evelopp�e un indice de sensibilit�e permettant de classer

un ensemble d�essais m�ecaniques �la traction plane� l�expansion �equibiaxiale� le cisaillement

simple � � � � selon leur sensibilit�e par rapport au coe�cient d�anisotropie identi��e d�un mod�ele

de comportement donn�e� A partir de cet indice� nous pouvons d�eterminer quel est l�essai le

plus ad�equat �a partir duquel nous identi�ons� avec pr�ecision� quel coe�cient d�anisotropie�

En conclusion� on peut envisager plusieurs perspectives du pr�esent travail� a�n de com

pl�eter� voire am�eliorer les r�esultats obtenus�

Tout d�abord� le calcul par la m�ethode des �el�ements �nis que nous avons e�ectu�e en petites

d�eformations est envisageable dans une formulation des lois de comportement en grandes

d�eformations� Quand aux crit�eres de plasticit�e� on peut envisager l�impl�ementation des crit�eres

r�ecemment d�evelopp�es pour mieux tenir compte du comportement d�autres mat�eriaux bien

anisotropes�

L�identi�cation inverse que nous avons envisag�ee dans ce travail� peuvent �etre e�ectu�ee

par l�utilisation d�autres m�ethodes d�optimisation du type gradient� Le calcul de sensibilit�e

d�evelopp�e ici� est d�une grande e�cacit�e dans la pr�ecision des param�etres �a identi�er�

Finalement� ce travail pr�esent�e dans ce m�emoire constitue une approche pour l�iden

ti�cation �ne des mod�eles de comportement �a partir d�essais relativement complexes �des
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essais inhomog�enes� et une strat�egie d�identi�cation qui pourra s�exploiter facilement dans la

d�etermination des coe�cients d�anisotropie des t�oles destin�ees �a l�emboutissage�
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Identification des lois de comportement
�elastoplastiques par essais inhomog�enes et

simulations num�eriques

Auteur � Ali KHALFALLAH

R�esum�e �

Le sujet de th�ese que nous abordons concerne l�identi�cation des lois de com�
portement �elastoplastiques anisotropes en vue de leur utilisation pour la simu�
lation num�erique des proc�ed�es de mise en forme par d�eformation plastique de
t�oles minces m�etalliques d�emboutissage� Nous avons essentiellement contribu�e
�a la d�e�nition et �a la mise en oeuvre de strat�egies et techniques d�identi��
cation des lois de comportement �a partir d�essais exp�erimentaux� Les essais
classiquement utilis�es pour l�identi�cation des mod�eles � la traction simple�
dans les axes et hors axes� la traction plane et le gon	ement hydraulique 
un
essai alternatif �a l�essai d�expansion �equibiax�ee� sont pr�esent�es et analys�es du
point de vue homog�en�eit�e des d�eformation pour aboutir �a la relation contrainte�
d�eformation �a partir des mesures globales force�d�eplacement� L� identi�cation
des mod�eles de comportement �a partir des essais inhomog�enes n�ecessite une
simulation num�erique coupl�ee avec une m�ethode d�optimisation 
m�ethode du
Simplexe� pour minimiser l��ecart entre les r�esultats exp�erimentaux et la r�eponse
du mod�ele calcul�ee par une m�ethode d��el�ements �nis� Nous avons identi��e des
lois de comportement �elastoplastiques anisotropes avec �ecrouissage isotrope� Ces
lois sont bas�ees� en particulier� sur le choix d�une ou deux fonctions �contrainte
�equivalente� d�e�nissant le crit�ere de plasticit�e et le potentiel plastique
cadre
de la normalit�e non associ�ee� ayant la m�eme structure que la fonction seuil�
Plusieurs crit�eres quadratiques et non quadratiques sont alors utilis�es�
Nous avons d�evelopp�e une technique sp�eci�que d�analyse de sensibilit�e des essais
par rapport aux di�erents param�etres �a identi�er de la loi de comportement�
Cette technique est mise en oeuvre sur des exemples pratiques�

Mots cl�es �Identi�cation� traction plane� Elastoplasticit�e� Anisotropie� Analyse

de sensibilit�e�

Abstract �

The subject of the thesis deals with the anisotropy elastoplastic constitutive
behavior law identi�cation� in the aim of its use for the numerical simulation of
the metal sheet deep drawing processes� Essentially� we have contributed to the
de�nition and the application of constitutive behavior identi�cation techniques
and strategies from experimental tests� The classical tests used for the identi��
cation � Simple tensile test� in the axes and o�axes� plane tensile test and the
bulge test 
as an alternatif of the equibiaxial test� are presented and analyzed
from the point of view of the deformation homogeneity to outcome to the
stress�strain relation from the globales measurements force�displacement�The
identi�cation of the behavior laws from inhomogeneous tests needs numerical
simulation coupled with an optimisation procedure 
simplex method� for mini�
mizing the dierence between measured results and model responses calculated
by �nite element method� We have identi�ed anisotropy elastoplastic behaviour
laws with isotropy hardening law� These laws are based on the choice of the
constitutive functions �equivalent stress� which de�nes the yield locus and
plasticity potential 
non associated plasticity� that has the same form as the
yield function� Several quadaratic and non quadratic yield loci are then used�
We have developed a speci�c sensitivity analysis method of the tests in relation
to the identi�ed behaviour law parameters� This method is applied on practical
examples�

Key Words �Identi�cation� Plane tensile test� Elastoplasticity� Anisotropy�

Sensitivity analysis�


