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1.1 Introduction

Les travaux de recherches présentés dans ce document sont axés autour de deux
themes. La premiere thématique concerne 1’élaboration de méthodes numériques
pour la simulation des solutions d’équations de type Schrodinger linéaire et non
linéaire intervenant en mécanique des fluides et en optique non linéaire, en couplant
I’analyse de schémas numériques et la construction de conditions aux limites ar-
tificielles. Le deuxieme theme aborde la modélisation de phénomenes d’instabilité
dans le plasma ionosphérique terrestre. Ces travaux sont regroupés en trois parties
indépendantes.

La premiere partie (Section 1.2), qui regroupe les références [2] a [8], traite de
I’analyse numérique des schémas de relaxation et de splitting Fourier, ainsi que de
leur application dans le cadre des systemes de Davey-Stewartson et de l'interaction
laser matiere. Les schémas utilisés pour la simulation des solutions d’équations de
type Schrodinger non linéaires doivent bien sur étre convergents mais aussi étre
construits dans un souci d’efficacité. En outre, ils doivent permettre de retrouver au
niveau discret la préservation des invariants liés aux équations dispersives. Ces con-
traintes ont conduit a 1’élaboration des deux schémas de relaxation et de splitting.
Les études de convergence de ces schémas, appliqués soit directement a 1’équation
de Schrodinger non linéaire soit a d’autres systemes dispersifs, constituent le theme
central de cette partie. Dans le cadre de la mécanique des fluides, et en particulier de
I’étude des ondes aquatiques de surface, nous appliquons respectivement le schéma
de splitting et de relaxation au systeme de Davey-Stewartson et a sa généralisation
tridimensionnelle pour I’étude de la résonance ondes longues-ondes courtes. Les sim-
ulations réalisées permettent soit de valider des comportements théoriques, soit, en
leur absence, d’établir de nouvelles propriétés des modeles. Cette derniere théma-
tique est reprise pour ’étude du systeme de Schrédinger-Debye intervenant dans la
modélisation de l'interaction onde-matiere pour des matériaux centro-symétriques.
Bien que l'existence locale de solutions soit établie, le manque d’invariants ne per-
met pas de globaliser les solutions et ainsi d’imaginer leur comportement en temps
grands. En couplant les deux schémas, nous en réalisons I’étude numérique. Enfin,
nous reprenons la modélisation du phénomene d’interaction laser-matiere pour des
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matériaux cristallins.

Dans la seconde partie (Section 1.3) qui reprend les références [9] a [14], nous nous
intéressons au développement de conditions aux limites artificielles pour I’équation
de Schrédinger linéaire et non linéaire. Nous présentons la problématique en une
dimension d’espace et rappelons dans ce cadre la forme explicite de la condition
transparente. Elle met en jeu l'opérateur Dirichlet-Neumann qui est un opérateur
fractionnaire non local en temps. Dans [9], nous en construisons des discrétisations
stables. Nous proposons ensuite une construction d’approximations microlocales
de la condition transparente pour le cas de la dimension deux d’espace pour un
domaine géométrique de forme convexe arbitraire et dans le cas du disque. La
difficulté majeure réside dans la non homogénéité, dans I’équation de Schriédinger,
entre les variables de temps et d’espace, qui nécessite 1'utilisation d’un calcul pseudo-
différentiel adapté. Une fois les conditions absorbantes construites, nous adaptons
les approximations de l'opérateur Dirichlet-Neumann issues de la dimension un,
et développons des schémas stables d’approximation de type Crank-Nicolson pour
I’équation de Schrédinger en dimension deux. Finalement, réutilisant les techniques
mises en oeuvre pour la construction de ces conditions absorbantes, ainsi qu’un
changement de jauge, nous élaborons une classe de conditions aux limites artificielles
pour I’équation de Schrodinger non linéaire cubique en une dimension d’espace. Les
tests numériques réalisés montrent leur efficacité.

La troisieme partie (Section 1.4 et références [15] & [18]) est consacrée a la mo-
délisation de phénomenes d’instabilités ayant lieu dans I'ionosphere terrestre. Ce
plasma, issu en grande partie de I'interaction de la haute atmosphere avec les par-
ticules ionisantes solaires, est le siege de nombreuses instabilités qui perturbent les
communications terre-satellites. Nous étudions le phénomeéne de striation de bulles
de plasma plus denses que le milieu ambiant. Dans un premier article, partant du
modele complet d’Euler-Maxwell, nous établissons une hiérarchie de modeles dont la
limite finale constitue le modele striation. Ce modele prend deux formes suivant le
cadre d’utilisation. Le cas mono-couche utilise une géométrie simplifiée et permet de
faciliter la simulation numérique et rend possible I’étude mathématique. Ce modele
est malheureusement linéairement instable. Une étude mathématique montre aussi
son caractere non linéairement instable. Lors des limites successives conduisant au
modele striation mono-couche, les phénomenes de dissipation ont disparu. Ils sont
cependant trop faibles pour permettre le gain de grandes plages de stabilité. Nous
proposons d’utiliser la modélisation de la turbulence par une approche statistique
comme pour les modeles (K —¢) en mécanique des fluides. Le nouveau modele com-
prend un terme diffusif additionnel dont les expériences numériques montrent ’effet
stabilisateur. L’écoulement global est ainsi capturé pour différents maillages. Le
modele mono-couche ne permet cependant pas de réaliser des simulations réalistes.
Nous reprenons donc le modele striation dans une géométrie liée aux lignes de champ
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magnétique dont les parametres sont des quantités intégrées le long de ces lignes de
champ. Il constitue le modele striation multi-couches. Un schéma numérique est
construit et différentes simulations permettent de retrouver I’évolution des striations
des bulles de plasma ionosphérique.

1.2 Méthodes numériques pour les équations de
Schrédinger non linéaires et modélisation

L’équation de Schrodinger non linéaire est un exemple typique d’équations
dispersives. Le terme générique d’équations dispersives regroupe l’ensemble des
équations dont la relation de dispersion, couplant fréquence temporelle et fréquence
spatiale, induit des vitesses de groupe et des vitesses de phases variables en fonction
du nombre d’onde. Dans le cas d’une non linéarité cubique, I’équation de Schrédinger
non linéaire est donnée par

i0u+ Au+ qlulPu=0, (z,t) € RT x R, (11)
u(z,0) = up(z), =z eR?. ’

Elle apparait dans plusieurs domaines de la physique pour la description d’ondes
non linéaires telle que la propagation d'un faisceau laser dans un milieu Kerr, mais
aussi pour les ondes aquatiques a la surface d’un fluide idéal de profondeur infinie,
en physique des plasmas ou encore en mécanique quantique. Toutes ces situations
sont décrites en détail dans Sulem-Sulem [SS]. Dans la plupart de ces exemples,
I’équation apparait comme la limite asymptotique pour I'enveloppe d’une onde dis-
persive lentement variable se propageant dans un milieu non linéaire. Un nouveau
regain d’intérét pour cette équation a été motivé par les récents travaux sur la
condensation de Bose-Einstein pour des gaz de bosons ultra-froids, la non linéarité
étant alors plus complexe. Cette équation modele tres riche mathématiquement,
n’est évidement pas la seule équation dispersive. On trouve par exemple, dans le
contexte des ondes aquatiques de surface, I'équation de Kordeweg-de-Vries (KdV)
pour la modélisation d’'une onde se propageant dans une direction fixe en faible
profondeur. Pour décrire la stabilité des ondes de 1'équation (KdV) par rapport
aux perturbations transverses, on aboutit aux équations de Kadomtsev-Petviashvili
(KP). Dans le cadre d’'une profondeur intermédiaire, cette généralisation conduit
aux systéemes de Davey-Stewartson (voir sous-section 1.2.3).

Le point commun de ces équations est qu’elles possedent des solutions dont la den-
sité d’énergie est essentiellement localisée dans une petite partie de 'espace, et qui
évoluent sans aucun changement de forme perceptible. Ces ondes solitaires sont
rendues possible par un équilibre entre l'effet dispersif du au terme linéaire et I'effet
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de compression du a la non linéarité. Ces équations ont comme autre point commun
de posséder une structure hamiltonienne et plusieurs quantités conservées. Par
exemple, les quantités conservées pour ’équation de Schrodinger (1.1) sont 1'énergie

/ (2, 1) der
Rd

IVl (z, 1) — q/ 'z, 1) da
Rd ]Rd

La simulation numérique des équations de type Schrodinger non linéaires constitue
un enjeu important. Elle peut permettre de valider les théories, mais aussi guider
les résultats lorsque celle-ci échoue. Les méthodes numériques doivent étre pré-
cises mais surtout conduire a des schémas convergents. Dans le cadre des équations
dispersives, elles doivent en outre permettre de conserver les invariants au niveau
discret, ceci constituant une contrainte forte. Il faut aussi s’assurer de leur efficacité.

et le Hamiltonien

La recherche de schémas numériques pour les équations de type Schrédinger non
linéaire est guidée par les contraintes d’efficacité, de précision, de convergence et de
conservation de invariants. Cette thématique a été développée depuis mes travaux de
these pour 1’'étude des systemes de Davey-Stewartson et les travaux présentés dans
cette partie en sont le prolongement. L’analyse numérique de deux types de schémas,
relaxation et splitting, est réalisée. Dans [2] et [4], en collaboration avec B. Bidégaray
(LMC Grenoble) et S. Descombes (ENS Lyon), nous analysons leur propriété de
convergence. Les méthodes sont appliquées a plusieurs systemes d’équations, comme
dans [5], avec N. Mauser et H.-P. Stimming (Vienne), pour I’étude des systemes
de Davey-Stewartson, ou dans [6], avec D. Lannes (Bordeaux), pour la résonance
ondes longues-ondes courtes. Dans [7], en collaboration avec B. Bidégaray, ces deux
méthodes sont aussi mises en oeuvre pour I'étude du comportement en temps long
des solutions du systeme de Schrédinger-Debye. Ce systeme apparait lors de ’étude
de l'interaction entre une onde électromagnétique et un matériau. La modélisation
de ce phénomene est réalisée pour un cristal dans [8] par le systeme de Maxwell-
Bloch.

1.2.1 Schéma de relaxation pour I'équation de Schrédinger non
linéaire [2]

Les méthodes numériques pour les équations de Schrédinger non linéaires sont nom-

breuses, allant des méthodes classiques de type Crank-Nicolson [DFP], ou de type

Runge-Kutta [ADK], aux méthodes symplectiques ou encore de type splitting (voir
sous-section 1.2.2). La méthode de relaxation présentée ici n’appartient pas
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aux catégories précédentes, mais permet de construire un schéma numérique semi
discret en temps convergent, explicite et préservant les invariants des équations de
Schrodinger. Elle peut aussi étre appliquée aux autres systemes dispersifs étudiés
dans cette partie. Les travaux présentés dans cette sous-section ont débuté pendant
ma these de doctorat et avaient été annoncés sous la forme d’une note aux Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences [3]. Ils ont été finalisés sous la forme de I'article
[2] depuis mon arrivée au laboratoire MIP.

La non linéarité contenue dans (1.1) contraint les schémas numériques de type dif-
férences finies a la résolution d’une étape non linéaire par une méthode de Newton
par exemple. Pour contourner cette difficulté, on peut utiliser une méthode de type
Fourier-Splitting tres efficace du point de vue cotut de calcul, mais nécessitant alors
une hypothese de périodicité interdisant 'utilisant de conditions aux limites quel-
conques. L’explicitation de I’étape non linéaire est donc cruciale pour la diminution
des cotuts de calcul. Le schéma de relaxation est ainsi construit en transformant
(1.1) sous la forme artificielle d'un systeme de deux équations

p=luP, (0.t) €R?xR¥, .
{z’@tu+Au:)\¢u, (z,t) € RY x R**, (1.2)
avec u(z,0) = up(z). D’un point de vue continu, ce systéme est bien entendu équi-
valent a (1.1). La méthode consiste donc a considérer (1.1) comme un systeme de
Schrodinger-Poisson ou I’équation de Poisson pour le potentiel ¢ est remplacée par
la forme explicite ¢ = |u|?. Soit N le nombre de points de discrétisation temporelle
définissant ainsi le pas de temps 0t = Tj5;/N. Les équations de (1.2) sont alors res-
pectivement discrétisées aux temps ¢, = not et t,110 = (n+1/2)0t, n=1,--- | N.
On définit les variables ¢"+/2 et u"*! qui représentent respectivement les approxi-
mation de |u|? au temps t,1/2 et de u au temps t,;1. On obtient ainsi le schéma
semi discret de relaxation

¢n+1/2 + ¢n71/2

= [u"]*, weR%

’ (13)
un+1 —u” un+1 4o un-l—l Lo :
L Al 2 Y= \(—— 2 n+1/2 Rd
avec les données initiales u®(z) = wug(z) et ¢~/%(x) = |u’(x)|?. La discrétisation

spatiale peut étre réalisée soit par différences finies, soit par éléments finis.

Le probleme de Cauchy résultant du schéma semi discret de relaxation est analysé.
Apres la démonstration de I'existence et de 'unicité de solutions régulieres, la con-
vergence de ces solutions vers les solutions de ’équation de Schrodinger non linéaire
est établie. Bien que 1’équivalence entre (1.1) et (1.2) soit évidente d’un point de vue
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continu, cette propriété ne le reste pas au niveau semi discret. En effet, I'expression
de ¢ doit alors étre vue comme l'approximation de ¢(z,t) = fot Ds|ul?(x, s)ds. Cette
contrainte rend donc nécessaire le controle de I’équivalent discret de la dérivée tem-
porelle de u. La preuve du caractere bien posé de (1.3) a donc lieu sur 1'équivalent
semi discret du systeme

0,6 = 2Re(mw), =€ R?,
i0u+ Au= \pu, xeR?,
10w + Av = A\(2Re(wv)u + ¢v), x € R4,

La démonstration du résultat utilise une méthode de point fixe sur des formules de
Duhamel pour I'équivalent semi discret du systeme précédent. La convergence du
schéma de relaxation est réalisée en comparant les formules de Duhamel discretes
et continues. Nous montrons enfin que le schéma de relaxation conserve bien les
quantités invariantes que sont I’énergie et le Hamiltonien.

Finalement, des expériences numériques permettent de déterminer ’ordre du sché-
ma. La démonstration rigoureuse de 'ordre 2 reste encore non établie. La difficulté
majeure est, comme pour les preuves précédentes, la non équivalence au niveau
discret de I'égalité ¢ = |ul?.

1.2.2 Convergence des méthodes de splitting pour I'équation de
Schrédinger non linéaire [4]

Les schémas de splitting sont tres largement utilisés pour la simulation des solu-
tions des équations de Schrodinger non linéaires [BJM1, BJM2, WW]. Il est courant
d’utiliser les approximations d’ordre un (dites de Lie) ou d’ordre deux (dites de
Strang). Cependant, la preuve de convergence a ces ordres précis n’est obtenue que
formellement par la théorie formelle des algebres de Lie [LV]. Une démonstration
précise existe dans le cadre de I'ordre un mais ne peut étre étendue telle quelle a
I'ordre deux [Do]. Cette méthode a été utilisée pour la démonstration de la conver-
gence de la méthode de splitting pour le systeme de Schrodinger-Debye, mais reste
compliquée [7]. Dans une collaboration avec B. Bidégaray et S. Descombes, nous
avons proposé une méthode systématique simple pour la preuve de convergence des
schémas de splitting dans le cadre semi discret.
Nous considérons ’équation de Schrédinger non linéaire suivante

Ou+iAu—F(u) =0, z€R? t>0,
u(z,0) = up(x), r € R?

ou F' est une fonction Lipschitz de constante K telle que F'(0) = 0 et dont les
quatre premieres dérivées sont bornées. La solution est exprimée a partir du flot
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S(t) par u(z,t) = S(t)up(z). On définit de méme les flots associés respectivement
aux parties linéaires et non lindaires par X!, flot de d,v + iAv = 0, et Y, flot de
dyw — F(w) = 0. Nous avons ainsi v(t) = X'y et w(t) = Y'wy. Les méthodes
de splitting consistent en l'approximation du flot S* par combinaison de X* et Y7,
que 'on note Z*. Les approximations de Lie et de Strang sont donc respectivement
définies par Z{ = XY (ou Y*X?*) et par Z§ = X*/2Y*X¥? (ou X*/2Y*X*?). Nous

démontrons alors le théoreme de convergence suivant

Théoréme 1.2.1. Yug € H*(R?) et T > 0, 3 C et hg tel que Vh € (0, ho| et n tel
que nh <T
H (ZZ) Uy — S”huoHL2 < Ch|uo)| gr2-

De plus, si ug € H*(R?), alors
H (Zg)nUO — thuOHLZ < ChQHU/(]HH4.

La difficulté principale réside dans le fait que (Z")" # Z"". Pour la surmonter,
nous utilisons I'inégalité triangulaire qui permet d’obtenir ’estimation

—_

n—

H (Zh)nuo o thUOHLQ S || (Zh)nfjflzhsjhuo o (Zh)nfjfls(jJrl)huOHLZ.

<
Il
o

Nous démontrons alors qu’il existe une constante Cy telle que pour deux données
initiales wy et w}) éléments de L? et tout ¢ € [0, 1]

| Ztwo — Z'wpl|z2 < (14 Cot)|Jwo — w)|| g2 (1.4)

Ces deux inégalités conduisent a
n—1
1(Z") ug — S™ gl 2 < D (14 Coh)" 74 ||(2" = ") ug|| .. (1.5)
j=0

Nous sommes ainsi ramené a la simple étude du cas ou a chaque pas de temps, la
donnée initiale est la méme pour le modele continu et le splitting, soit vy = Sy
(bornée uniformément dans H* pour jh < T'). Nous comparons donc @ = Shvy et
¥ = Z"yy. La formule de Duhamel pour S(h) conduit &

h
a(h) = X vy + /0 X" F(a(s)) ds.

Alors,
u(h) —o(h) = /O X" [F(a(s)) — F(0(s))] ds + R(h),
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le terme R(h) constituant le reste. Or, F est Lipschitz et X" est unitaire dans L>.
L’équation précédente donne donc I'estimation suivante

h
H(Zf,s - Sh)U0||L2 = /0 I( E,s — S%)vol|2ds + || R(R)|| 2, vo = 57uq

Il reste & montrer que le reste vérifie | R(¢)|| 2 = O(tP™) pour ¢ petit et utiliser un
lemme de Gronwall pour conclure que le schéma est d’ordre p.

1.2.3 Méthode de splitting pour les systemes de
Davey-Stewartson [5]

Le systeme de Davey-Stewartson apparait dans le contexte des ondes aquatiques
de surface. Le but est de décrire I’évolution de la surface libre dans des situations ou
a la fois la gravité et la capillarité du fluide contribuent au mouvement. On considere
un fluide incompressible et non visqueux évoluant sur un fond plat d’étendue infinie
sous l'action d’un champ de gravité constante. Sa hauteur au repos est notée h.
L’écoulement est supposé irrotationnel définissant ainsi le vecteur vitesse comme
gradient du potentiel ¢(x,y, z,t). L’élévation de la surface libre perturbée est notée
((x,y,t). Alors, ¢ et ( vérifient le systeme

D20+ 20+ 026 =0, —h<z<C(
¢ — 0.0 =0, z=(
¢ +9C—T(0;¢+0;¢) =0,  z=¢(.
0.¢ =0, z = —h,

(1.6)

ou T désigne la tension de surface. On suppose que la surface libre subit une
déformation du type onde progressive

((X,Y,7) = e(LA(z,y,t)sinh(kh)e’ =D 4 c.c)|
+ O(e?).

z=e(X —cg7),y=cY,t=c?7

L’onde se déplace ainsi suivant la direction privilégiée = et est lentement modulée
dans la direction transverse y. Le vecteur d’onde et la fréquence temporelle sont
liés par la relation de dispersion w? = k(g + Tk?)tanh(kh), permettant ainsi de
déterminer la vitesse de groupe ¢, = w'(k).

On recherche alors les solutions ¢ et ¢ du systeme sous la forme d’un développe-
ment en puissance de ¢

o0

f= Z em Z fmpexp (ip(kx — wt)) .

m=1 p=—00
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On montre que 'amplitude complexe A de ¢ et le premier terme ¢; o du développe-
ment de ¢ sont déterminés par le systeme Davey-Stewartson

. 1 2 g 2 L . 2
10, A + 5% "(k)OZA + %ayA smh(2kh)( —i—smh(2/{:h))q§1 oA —V|AIFA

g smh(2kh)

Cqw

(gh — 2)02¢10 + ghO 10 = —c2 (1 + )O2Al?

(1.7)
La premiere équation de ce systeme est une équation de Schrodinger non linéaire
avec une terme de forcage, et la seconde est une équation linéaire qui est soit el-
liptique, soit hyperbolique, suivant que la vitesse de groupe c, des ondes de gravité
capillarité est moins ou plus grande que la vitesse v/gh des ondes longues de gravité.
Le signe de w”(k) pouvant varier, Ghidaglia et Saut [GS] ont introduit la classifica-
tion des systemes de Davey-Stewartson comme elliptique-elliptique (E-E), elliptique-
hyperbolique (E-H), hyperbolique-elliptique (H-E) et hyperbolique-hyperbolique (H-
H), ce dernier cas n’étant pas valable dans le cadre des ondes aquatiques de surface.
Pour certaines valeurs des parametres dans les cas (E-H) et (H-E), ces systemes sont
intégrables par inverse scattering et admettent des solutions de types solitons.

Les études numériques de solutions des systémes (1.7) sont peu nombreuses. Dans
[1], C.-H. Bruneau et moi-méme avions appliquée la méthode de relaxation aux
différents cas décrits précédemment. Dans [WW], White et Weideman ont pour
la premiere fois appliqué la méthode de splitting-Fourier aux équations de Davey-
Stewartson, mais ont limité leur étude aux cas (E-H) et (H-E) intégrables. Dans
[5], en collaboration avec N. Mauser et H.-P. Stimming, et en suivant les techniques
élaborés dans [4] (voir aussi sous-section 1.2.1), nous avons appliqué cette méme
méthode et avons montré la convergence des solutions du schéma vers les solutions
de (1.7) dans les cas (H-E) et (E-E). Ces cadres permettent en fait de réécrire le
systeme (1.7) sous la forme d’une équation de Schrodinger non linéaire et non locale
en inversant l'opérateur hyperbolique de la seconde équation. Il suffit en effet, si
'on écrit (1.7) sous la forme

i0pu + ANsu + Oju = v|u[*u 4 u dy1p
adi + 9 = x,([ul?) |
de remarquer que pour a = y = 1, ¢, = E(|Ju|?), ou Popérateur intégral E est défini
en variables de Fourier par

(1.8)

&
&+

Ainsi, le systeme (1.8) se réduit a I’équation de Schrodinger

(f)(fh&) €2f<§17§2)

10 + Lyu = v|u|*u + 1 E(|u]*)u = F(u)
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avec Ly = \J? + 85 et A = +1. Plusieurs expériences numériques permettent de
retrouver les résultats de [1] et d’étudier les propriétés de blow-up des solutions,
validées par une comparaison avec les taux théoriques d’explosion. En outre, ces
expériences ont permis de montrer, comme c’est le cas pour I’équation de Schrodinger
non linéaire, un possible phénomene de multi-focalisation.

1.2.4 Méthodes numériques pour I'analyse de la résonance
ondes courtes-ondes longues pour les ondes aquatiques de
surfaces [6]

Plusieurs instabilités ou résonances ont été étudiées pour le systeme de Davey-
Stewartson (1.7). Lorsque la vitesse de groupe ¢, du mode fondamental est ex-
actement égal & la vitesse de phase \/gh des ondes longues, on obtient la résonance
ondes longues-ondes courtes. Dans ce cadre, la résonance apparait de maniere évi-
dente car le systeme de Davey-Stewartson se réduit en une équation de Schrédinger
non linéaire dans lequel le terme cubique est proportionnel a 1/ (cg —gh) qui devient
alors infini. Djordjevic et Redekopp ont alors proposé dans cette limite un nouveau
scaling qui permet de prendre en compte cette résonance

1
{ z@tA + 5&)”(]{5)8314 == d)LoA
at¢1,0 = —a8x|A|2

ol « peut étre déterminé de maniere explicite.

Lorsque la propagation ne suit plus simplement une direction privilégiée, cette
résonance est encore présente. C et P.-L. Sulem [SS] ont ainsi étendu le résultat
précédent et obtiennent

k

T T oLE inh(2kh A
¢, sinh(2kh) (ng + gsinh( ))le,o ,

i0,A + %w%)agA -

1 sinh(2kh 9
010 + %g@m_lajﬁbl,o = —§(w

+ )0, AP,
g

La seule modification est la dispersion transverse sur le flot moyen ¢,. Le terme
910710 est le méme que celui apparaissant dans les équations de Kadomtsev-
Petviashvili (KP). D’un point de vue numérique, le systeme de (KP) a été peu
étudié et aucune étude n’a été réalisée pour le systeme (1.9). Le terme 0 18§¢170
rend en fait la construction de schémas numériques difficile. La seule étude pouvant
étre reliée a (1.9) a lieu dans le cadre des impulsions courtes en optique non linéaire.
Dans [AR], D. Alterman et J. Rauch prouvent que 'approximation classique de
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Schrodinger n’est plus valide et montrent, dans le cas linéaire, qu’elle doit étre
remplacée par I’équation
200 = Ou. (1.10)

C’est exactement la partie linéaire de 1’équation sur le flot moyen dans le systeme
(1.9). On remarque en effectuant le changement de variables zy = (t 4+ 2)/v/2,
21 1= (t — x)/V/2, 2 := y que I'équation (1.10) devient

ou=0, o= 0, — (0 +0).

L’équation (1.10) se réduit ainsi a une équation des ondes dans un jeu de coordon-
nées pivotées de 45°.

Nous étudions donc le systeme

10+ 02u = ud,v (1.11)
Ow+0, 000 = —|ul?, (1.12)

qui est relié a (1.9) par les relations u = A et d,v = ¢19. Dans [CL], Colin et
Lannes ont prouvé l'existence de solutions régulieres sans toutefois réussir a en as-
surer 'unicité. Comme pour les systemes de Davey-Stewartson, plusieurs invariants
existent, et notamment 1’énergie et le Hamiltonien. Pour I’étude numérique, nous
transformons ’équation (1.12) en dérivant chaque terme par rapport a z. L’équation
a résoudre est donc 0,0,v + 85@ = —0,|ul>. La méthode numérique mise en oeuvre
utilise le schéma de relaxation semi discret (voir sous-section 1.2.1). Nous discréti-
sons ainsi (1.11) au temps ¢,41/2 et (1.12) au temps t,,. Le schéma s’écrit ainsi

un-l—l —un un—i—l + " un—i—l + "
i () = ( 0.,

VL2 _ gn—1/2 L o2 =1/
5t + 0y 2 )

ax(

= —0,[u"*.
Si les termes v~ /2 et w” sont connus, la seconde équation peut étre vue comme une
équation de la chaleur non homogene unidimensionnelle pour v"*'/2 oll x jouerait
le role du temps et y celui de la variable d’espace. Ce probleme peut paraitre mal

posé. En effet, 0,v + 851} = —0,f est une équation de la chaleur rétrograde. Cepen-
dant, une étude de Fourier permet de montrer que v = wi@ f = E(7,€)f. Ainsi,

|E(7,€)] <1 et E est donc un multiplicateur de Fourier. Si le second membre est
remplacé par f, alors E := 1/(iT + £?) et le probleme est mal posé. Nous utilisons
des différences finies pour la discrétisation spatiale associées a des conditions aux
limites de Dirichlet pour u et v a la frontiere du domaine de calcul. Nous montrons
alors qu’il existe une unique solution du probleme totalement discrétisé qui vérifie
les invariants au niveau discret. Nous prouvons enfin que le schéma est stable sous
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I’hypothese de petites données initiales. Les conditions explicites sont fournies.

Les expérimentations numériques montrent 'effet de la dispersion sur u prépon-
dérantes dans la direction x. Le comportement du flot moyen v est surprenant. La
rotation d’axes de 45° est visible par les traces laissées par la solution (voir F1G. 1.1)
Nous réalisons enfin des simulations pour des données excédant les conditions de
stabilité. Elles permettent de voir les effets purement non linéaires.

e
-40 -150

Figure 1.1: Le flot moyen v a différents instants

1.2.5 Etude du comportement en temps grands des solutions du
systeme de Schrodinger-Debye par simulations numériques

[7]
Lors de I'interaction entre une onde électromagnétique et un matériau, les molécules
constituant le milieu ont tendance a réagir a 1’action du champ et a s’aligner avec
celui-ci. Deux types d’interactions ont lieu : 1'une magnétique, 'autre électrique.
Nous nous intéressons ici simplement a 'interaction avec le champ électrique : c’est
le phénomene de polarisation. L’onde électromagnétique évolue suivant les équa-

tions de Maxwell macroscopiques qui, sous I’hypothese de ’absence de charges et de
courants de charges, s’écrivent

OB =-VxFE,
oD =V x H,
V.-B=0,
V-D=0.

Afin de fermer ces équations, on rajoute donc des lois constitutives du matériau.
Dans les milieux étudiés, nous supposons que la partie magnétique ne donne pas lieu

20



a un phénomene particulier et nous avons simplement B = pgH. Par contre, comme
le milieu répond au champ électrique, la relation linéaire entre D et E est modifiée
et nous écrivons de maniere classique D = egeoFF + P 0ol €4 est la permittivité
relative a fréquence infinie. Nous retrouvons alors aisément 1’équation des ondes

pour E
€00 2 L
—AE+V(V.E)+ gatE = —62—80@ P.

Pour des matériaux non linéaires, la polarisation s’exprime en fonction de la sus-
ceptibilité x par la relation P = x(E)eoE. La susceptibilité est elle méme liée a
I'indice n du matériau par n = /1 + x. Si 'on considére un matériau Kerr centro-
symétrique qui répond instantanément a 1’action de l'onde, alors l'indice n vérifie
n(E) = no(F) + no|E|>. En réalité, les matériaux répondent au champ avec un
certain retard et n vérifie dans ce cas n(E) = no(E) + v(|E|) ou v est solution de
I’équation de Debye

TOw + v = ny| B.

Ainsi, la polarisation est donnée par P = g¢(n2+1) E+2eonov(FE)E. L’approximation
paraxiale et d’enveloppes lentement variables conduit dans le cas des matériaux sans
retard a I’équation classique de Schrodinger non linéaire (1.1). Dans le cas de maté-
riaux a retard, 'approximation paraxiale donne, apres adimensionnement, le systeme

{ DA+ A — A, A= —ivA, (113)

v+ v =¢|Al%

ou A désigne I'’enveloppe complexe de E et ¢ = £1. L’asymptotique formelle 7 — 0
conduit immédiatement a I’équation de Schrodinger non linéaire.

Des études de B. Bidégaray [Bil, Bi2] ont montré I'existence locale et 1'unicité
de solutions régulieres pour le probléme de Cauchy du systeme (1.13) et ont aussi
permis de justifier le passage formel 7 — 0. Contrairement aux autres équations dis-
persives, ce systeme manque d’invariants. La seule quantité conservée est ’énergie,
qui ne suffit pas a assurer l'existence globale des solutions ou bien a démontrer
des phénomenes d’explosion en temps fini. Face a 1’échec des méthodes d’analyse
pour I’étude du comportement en temps long du systéme (1.13), nous avons util-
isé les simulations numériques en choisissant des méthodes adaptées et convergentes.

L’étude numérique du comportement en temps long n’a pas lieu sur le systeme
(1.13), mais sur un systeme simplifié sans justification physique. Pour cela, nous
supprimons la dépendance en z de 'amplitude. Nous obtenons ainsi le systeme de
Schrédinger-Debye qui est une perturbation simple de ’équation de Schrodinger
non linéaire. Pour permettre des études sur le comportement explosif des solutions,
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nous avons aussi généralisé la non linéarité pour obtenir

i0,A + %AA — VA,

(1.14)
TV + v =¢|AP.

Il faut s’assurer que les méthodes numériques refletent les propriétés de I’équation
et non celle du schéma choisi. Nous avons donc choisi de développer de front plusieurs
schémas de philosophies différentes : des schémas de type Crank-Nicolson, un schéma
de relaxation et un schéma de type splitting-Fourier. Nous démontrons 1'existence
de solutions pour chacun des schémas semi discrets étudiés et leurs convergences
respectives vers les solutions du probleme continu. Les expériences numériques, tant
en une dimension d’espace avec une non linéarité d’ordre 5, qu’en deux dimensions
d’espace avec une non linéarité cubique, semblent montrer un comportement explosif
des solutions, comme pour l’équation de Schrodinger focalisante correspondante,
pour de faibles valeurs de 7. Le comportement pour des valeurs plus importantes
du parametre 7 ne permet pas de conclure a un retard dans I'explosion en temps
fini, mais plutot a un phénomene de stabilisation. Ces études semblent donc mon-
trer, comme pour ’équation de Schrodinger non linéaire classique, qu’il existe des
solutions qui explosent avec retard en temps fini. La preuve théorique de ce résultat
reste a ce jour une question ouverte.

1.2.6 Modélisation de phénomenes liés a I'interaction laser
matiere [8]

Le développement des lasers depuis les années 60 a permis d’observer des réponses
non linéaires d’un milieu a 'onde lumineuse qui la traverse. Ces effets non linéaires
peuvent etre bénéfiques, comme c’est le cas lors du doublement de fréquence qui
permet de produire des sources laser de haute fréquence, ou destructeurs comme
Ieffet Kerr qui peut conduire a la filamentation du faisceau laser endommageant
ainsi les matériaux traversés. Parallelement a la croissance de I'intensité des sources
laser, la génération d’impulsions courtes est de plus en plus performante dépassant
désormais le domaine des femto-secondes (10%°s).

L’étude numérique des lasers de puissance nécessite des modeles adaptés aux fortes
intensités lumineuses. Les impulsions ultracourtes demandent des modeles appro-
priés du fait de leurs spectres larges.

Pour I'étude de ces interactions, de nombreux modeles macroscopiques, plus ou
moins performants, qui décrivent la réponse du milieu sur de grandes échelles d’espace,
existent déja. Néanmoins, basés pour la plupart sur des modeles limites de développe-
ments asymptotiques des équations de Maxwell (développement en puissance du
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champ électrique par exemple), ils perdent le caractere borné des quantités mises en
jeu. Pour de tres fortes intensités, les effets de saturation ne sont plus visibles par
exemple.

Notre approche consiste a considérer le systeme de Maxwell-Bloch, modele
semi classique de l'interaction onde matiere. Il décrit la propagation de 'onde lu-
mineuse, dont 1’évolution est régie par les équations de Maxwell macroscopiques,
a travers la matiere qui réagit par le biais de la polarisation. Contrairement au
traitement effectué dans la sous-section précédente, la polarisation est décrite au
niveau quantique par les équations de Bloch. Cette approche a déja été réalisée
pour l'interaction avec des gaz [BAR]. La difficulté est ici de considérer un matériau
cristallin. Dans ce type de matériau, une forte anisotropie existe. L’onde est déviée
et des axes liés au réseau cristallin microscopique sont a prendre en compte. D’autre
part, 'approche quantique de la polarisation met en jeu un nombre infini d’états
d’énergie discrets. Des approximations permettent évidement de réduire le nombre
d’inconnues. Utilisant des résultats expérimentaux sur les susceptibilités optiques
du cristal et un modele de susceptibilité linéaire, nous avons décrit les conditions
nécessaires d’accord qu’il implique sur la structure microscopique.

Une hiérarchie de modeles a nombres finis de niveaux d’énergie a alors été déter-
minée en collaboration avec B. Bidégaray (LMC Grenoble), A. Bourgeade (CEA
Cesta), P. Degond (MIP) et O. Saut (MIP) dans 'article [8] qui décrit le modele de
Maxwell-Bloch a plusieurs niveaux. Dans sa these, O. Saut a construit un schéma
numérique en une dimension et deux dimensions d’espace. Il a comparé le modele de
Maxwell-Bloch a des modeles macroscopiques classiques et a montrer son efficacité
dans certaines situations.

1.3 Conditions aux limites absorbantes pour les
équations de Schrédinger linéaires et non linéaires

La plupart des problemes physiques décrits mathématiquement par une équation (ou
un systeme d’équations) aux dérivées partielles sont définis dans un domaine non
borné de R?. Sil'on désire résoudre numériquement des problemes d’évolution dans
tous I'espace, on est donc amené a rendre fini le domaine de calcul. Plusieurs métho-
des peuvent étre envisagées, comme par exemple I'utilisation d’équations intégrales
pour l'acoustique ou I’électromagnétisme, ou encore des méthodes d’éléments infinis.
La méthode sans doute la plus utilisée consiste a définir un domaine de calcul arti-
ficiel 2; C R? et ainsi & ramener le probleme global sur un domaine tronqué. Cette
troncature induit nécessairement la recherche de conditions aux limites adaptées sur
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la frontiere fictive I' du domaine de calcul. Cette démarche générale conduit donc a la
détermination de conditions aux limites artificielles. Ces conditions aux limites
ne sont pas contenues dans la formulation du probleme originel : elles doivent étre
obtenues par une transformation. Cette transformation doit fournir une approxima-
tion de la solution sur le domaine non borné par la solution calculée dans le domaine
fini avec la frontiere artificielle. Cette méthodologie a déja été appliquée avec succes
dans plusieurs domaines des mathématiques appliquées comme par exemple pour
’électromagnétisme, la mécanique des fluides, etc ... [HR, EM2, GK]. Clairement,
ces conditions artificielles doivent permettre de considérer des domaines de calcul
de taille minimale, et ainsi de construire potentiellement des algorithmes rapides
de calcul des solutions. Cependant, ce but ne peut pas étre atteint sans quelques
difficultés. Premierement, il faut savoir définir ces conditions aux limites, qui sont
le plus souvent non locales en espace et en temps. Deuxiemement, le traitement
numérique (approximation, stabilité, efficacité) des conditions analytiques est une
question délicate. Nous présentons donc dans cette partie un ensemble de travaux
décrivant la détermination et la discrétisation de conditions aux limites artificielles
pour 'équation de Schrodinger linéaire et non linéaire en dimension d =1 et d = 2
d’espace.

Les équations de Schrodinger linéaires et non linéaires ont d’importantes applica-
tions en mécanique des fluides, en optique non linéaire, pour la propagation des fais-
ceaux lasers dans des milieux inhomogenes, en physique des plasmas, dans I'industrie
des semi-conducteurs, etc ...(voir Section 1.2). Nous considérons ainsi I’équation de
Schrodinger en dimension d avec potentiel (d = 1 ou 2)

10w+ Au=V(zx,t)u, (z,t)€RI xRS,
d v (1.15)
u(z,0) =up(x), zeRy,
ou A désigne 'opérateur Laplacien en dimension d, et V' est un potentiel pouvant
dépendre a la fois de la variable d’espace x et de la variable de temps t. Si V (z,t) =
—q|u|?(x, t), on retrouve 'équation de Schrédinger (1.1) de type non linéaire cubique,
focalisante si ¢ > 0 et défocalisante si ¢ < 0. Il est a noter des a présent que si le
potentiel V est indépendant de z, un changement de jauge permet de passer
de (1.15) a I'équation de Schrodinger linéaire

iOu+Au=0, (r,t)€R:xR™T,

u(r,0) = up(x), =€RE, (1.16)

et ce quelle que soit la dimension d’espace. Il suffit en effet de définir

vz, t) = u(z, t) exp (z /0 t V(s)ds) , (1.17)
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ou v est solution de (1.16) pour que u soit solution de (1.15). Ainsi, la recherche
d’une condition aux limites pour I’équation de Schrodinger linéaire avec potentiel
dépendant du temps revient a la recherche de cette condition pour (1.16). Cette si-
tuation est souvent celle utilisée dans les applications. Nous considérons en effet en
général un potentiel V' qui peut dépendre de z simplement a I'intérieur du domaine
de calcul €; et ne dépend que du temps en dehors.

Si la donnée initiale ug est a support compact dans §2;, on cherche donc a établir
une condition aux limites sur la frontiere fictive I' avec comme objectif principal
que la solution calculée avec cette condition approche au mieux la solution exacte
sur I'espace entier restreinte a €2;. Si la solution approchée coincide avec la solution
exacte, la condition aux limites sera dite exacte ou transparente et on la notera
CLT (seul le cas de la dimension un permet d’identifier condition exacte et condition
transparente, une distinction sera faite dans le cadre des dimensions supérieures).
Dans le cas ol une partie de I’«énergie» est absorbée par la frontiere, on dira que
la condition aux limites est absorbante et sera notée CLA. Ces deux types de
conditions permettent souvent de s’assurer que le nouveau probleme aux limites est
bien posé. Soit A(x,t, 0;) 'opérateur Dirichlet-Neumann (DN) agissant sur I" associé
a ’équation de Schrodinger. Alors, les données de Dirichlet et de Neumann sur I’
vérifient

Opu(z,t) +iAu(z,t) =0, (z,t) e T xR, (1.18)

ou n désigne la normale unitaire sortante au domaine €2;. Si I'on parvient a déter-
miner de maniere exacte A, on dispose alors d’une condition aux limites transparente.

Dans le cadre de 1’équation de Schrodinger linéaire (1.16) unidimensionnelle (d =
1), il est possible de construire de maniére explicite 'opérateur Dirichlet-Neumann
exact [BP] a l'aide d’une analyse par transformée de Laplace. Soit I' = {z;} U
{z,} la frontiere fictive du domaine Q; =]z, z,.[ et O = {r € R,z < x;} et Q,. =
{z € R,z > x,} respectivement les domaines complémentaires a gauche et a droite
de ;. De maniere formelle, si I'on considere des solutions régulieres de (1.16), alors
elles doivent étre C! aux points frontiéres x; et z,. Ainsi, pour une donnée initiale
a support compact dans {2;, u doit étre solution sur chacun des sous domaines €};,
Q; et 2, des problemes suivants
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O Q; Q.
10w + 02w =0 i0pu + 02u =0 10w+ 02 =0
w(xz,0) =0 u(z,0) = ug(x) v(xz,0) =0
w(—o0,t) =0 v(oo,t) =0
w(zy,t) = Py(t), ,(0) =0 | Ogul(zy,t) +iNu(z,t) =0 | v(x,,t) = .(t), .(0) =0
Onw(zy,t) + NP (2, 1) = 0 | Ogu(zy, t) + iNu(z,,t) =0 | Ogv(x,, t) + AP (z, 1) =0

La solution sur chacun des sous domaines peut étre calculée par transformation
de Laplace. Par exemple, si on note Lv la transformée de Laplace par rapport a
t de v, on peut exprimer v sur €).. Soit 7 la covariable associée a ¢ définie par
T=a+1woua>0etbe R Par conséquent, il existe « > 0 et § < 0 tels que
V—iT = a +if. Apres transformation par Laplace, Lv vérifie i70 + 9?0 = 0 et on
a ainsi Lo(z,7) = AT (7)e % 4 A= (1)e*@~%H%  Grace a la condition aux limites
a I'infini, il s’ensuit naturellement que A™ est identiquement nul. Ainsi, nous en dé-
duisons que Lo(z,7) = e~ V=@ £ (1), et par dérivation que d,Lv(z, T g, =
L(—iN®,) (1) = —V/—iT Lo(x,7)|,_, = —V/—iTLD,(7). Ainsi, par identification,
nous avons :

A (t) = L7 (—i\/—_@'wqy) , (1.19)

ou encore .

Ar(za ta at) = Ar(at) = _Z‘eiiﬂ/4atl/25
ol Vopérateur fractionnaire 8; /? est défini par :
1L d [" f(s)
0,2 f(t :——/ ds. 1.20
t f() ﬁdt 0 \/m s ( )

Un développement similaire pour w permet de conclure que la solution u de I’équation
de Schrodinger linéaire vérifie en tout point de la frontiere la condition exacte :

Ot + e 192 =0, (x,t) €D x R*. (1.21)

Cette condition met en jeu un opérateur intégral de convolution la rendant ainsi non
locale en temps. Seul le cas de la dimension un permet d’obtenir de maniere explicite
Iopérateur transparent. Les dimensions supérieures conduisent a des opérateurs qui
sont non seulement non locaux en temps, mais aussi non locaux en espace.

En conséquence, le probleme initial (1.16) en une dimension d’espace posé sur
I’espace tout entier est approché par

iOu+Pu=0, (z,t)€Q xR™,
u(z,0) = ug(x), x€y, (1.22)
Ot + e 492 =0, (2,t) €T x R* .
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Formellement, on a factorisé Popérateur i0; + 92 [BP] sous la forme du produit
(335 — e/ 4\/@) (893 + e~/ 4\/575), définissant ainsi deux opérateurs modélisant res-
pectivement les ondes «entrantes» et les ondes «sortantes». La méthode décrite ici
est assez classique et la généralisation a des dimensions d’espace supérieures suit la
méme démarche, la difficulté majeure étant 1'utilisation du calcul pseudo-différentiel.

Remarque 1.3.1. 1. En utilisant le changement de jauge (1.17), la condition
aux limites pour (1.15) avec un potentiel dépendant du temps devient

Ontt + e’”/‘le’iwt)(?tlﬂ(eN(t)u) =0, (x,t) el xR (1.23)

ot V(t) est défini par V(t) = [}

o V(s)ds.

2. L’hypothese sur le support compact de la donnée initiale peut étre levée. Il
suffit en effet lors de la transformée de Laplace de l’équation (1.16) de prendre
en compte les termes résiduels au bord [ATE].

3. Dans le cadre des semi-conducteurs, il peut étre intéressant de simuler l’injection
d’électrons dans la zone de calcul a partir de réservoirs [Arn, BAP]. La con-
dition aux limites n’est alors plus homogéne et il faut ajouter 'onde incidente
u™®(z,t). La condition auz limites non homogénes est ainsi donnée par

On(u — u™®) + e_i”/48t1/2(u —u™) =0, (rt)eTl xR,

L’ensemble des travaux présentés dans cette partie est issue d’une collaboration
débutée en 1998 avec X. Antoine (MIP). Nous avons tenté de répondre aux deux
objectifs de la problématique : détermination des conditions aux limites et leur
traitement numérique. La détermination des conditions artificielles a été menée
pour I'équation de Schrodinger en dimension 2 et pour ’équation de Schrodinger non
linéaire cubique (en collaboration avec S. Descombes (ENS Lyon)). Un nouveau type
d’approximation numérique des conditions (1.21) a été réalisée, puis leur utilisation
a été généralisée a la dimension 2 (en collaboration avec V. Mouysset (MIP)) et a
I’équation de Schrodinger non linéaire.

1.3.1 Approximation des conditions aux limites transparentes
pour I’équation de Schrédinger linéaire
monodimensionnelle [9]

La résolution numérique de I’équation (1.22) nécessite la construction d’un schéma

numérique réalisant une approximation de l'opérateur intégral convolutif non lo-

cal (93 /2 qui soit stable. Cette condition de stabilité est liée a 1’élaboration d’une
méthode numérique qui permette a I'énergie de décroitre et cela sans contrainte.
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Plusieurs auteurs ont contribués a ’élaboration de différents types de discrétisation
de I'opérateur Dirichlet-Neumann (1.21). Ces approches sont résumées dans la table
1.1. La premiere approche consiste a discrétiser la condition aux limites analytique.

Approche continue

Formule de quadrature [Ma, Pa, BP]

Approximation de la racine carrée [Di, FV, Sze]
Approche discrete ou semi-discrete

Arguments d’analyse complexe pour le §-schéma [SD, SY]
Transformation en Z [ArE]

Table 1.1: Différentes approches d’approximation de la condition aux limites

Dans [BP], Baskakov et Popov appliquent une formule de quadrature pour discré-
tiser I'opérateur fractionnaire continu. Ce type d’approximations conduit in-fine a
des problémes ou une condition de stabilité est nécessaire [Ma]. Une seconde idée
est de revenir a l'expression (1.19) de I'opérateur A en variable de Laplace et de
chercher une suite d’opérateurs locaux dont le symbole approche le symbole de A.
Cette idée a d’abord été mise en oeuvre par Di Menza [Di], puis reprise récemment
dans [Sze|]. L’avantage d’une telle approche est de construire des approximations
de l'opérateur convolutif qui soient locales. Le cout de calcul est ainsi réduit. La
stabilité de ces approximations n’est cependant pas analysée. La seconde approche
consiste non plus a discrétiser la condition transparente mais a construire cette con-
dition pour le schéma considéré. C’est ’approche suivie par Schmidt et Deuflhard
[SD, SY] pour la version semi-discrete du §-schéma ou encore d’Arnold et Ehrhardt
[ArE] qui construisent un opérateur discret transparent pour la version totalement
discrétisée du schéma de Crank-Nicolson. Ces deux approches conduisent évidem-
ment a des schémas consistants et inconditionnellement stables.

Dans [9], nous utilisons plutot une approche continue. Cette méthode permet en
fait de faire le lien entre 'approche continue et I’approche discrete. Nous retrouvons
en effet les quadratures établies dans [SD] en suivant une méthodologie completement
différente. Pour cela, nous utilisons une formulation équivalente de la condition
transparente (1.21) exprimée maintenant avec 'opérateur Neumann-Dirichlet (ND)

u+ ™o =0, (x,t) el xR (1.24)
ou l'intégrale fractionnaire d’ordre 1/2 est donnée par la représentation intégrale

2 LT f(s)

ds. (1.25)
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Sous I'hypothese ug € L2(€);) et en utilisant les propriétés de dissipativité des opéra-
teurs (1.20) et (1.25), nous montrons que le probleme aux limites d’évolution (1.22)
avec la condition transparente (1.21) ou (1.24) admet une unique solution qui satis-
fait l'inégalité d’énergie

lu())llz2() < lluollrz) . tERT™.

Cette propriété de dissipativité de ’énergie est primordiale et doit évidemment rester
vérifiée au niveau discret.

Pour obtenir une approximation stable de (1.21) ou (1.24), nous utilisons le
principe des images [DJ]. Nous montrons que si u est solution du probleme

(i0; + 0*)u = 0, pour x < x,, t > 0,
u(z,, t) + ei”/4]t1/28nu(xr, t) =0,
u(z,0) = up(x),

alors, la solution v du probleme adjoint

{ (10, + 02)v = 20qu(x,, )0, (x,t) € R x R*F,

v(r,0) =0, zeR, (1.26)

vérifie
v(x,,t) = —ei”/4[;/28nu(:cr,t) = u(z,,1).

Ainsi, la solution du probleme de Cauchy (1.26) donne directement la donnée de
Dirichlet u(z,,t) a la frontiere * = =z, et fournit donc la condition aux limites.
Afin de résoudre numériquement (1.26), nous utilisons le schéma de Crank-Nicolson
semi-discret en temps. L’équation différentielle ordinaire résultante est résolue par
transformée de Fourier fournissant ainsi une quadrature naturelle explicite semi-
discrete en temps des opérateurs d’intégration fractionnaire [tl /? et de dérivation
fractionnaire 8, /2 consistante avec le schéma de Crank-Nicolson. L’équation de
Schrodinger linéaire posée sur €; avec la condition aux limites (1.21) ou (1.24) est
donc approchée par les schémas décrits dans la table 1.2. Ces deux schémas sont
inconditionnellement stables au sens de la norme || - |[z2(q,). De plus, comme dans
le cas continu, I’énergie est bien dissipée et nous avons

||uN+1HL2(Qi) < ||U0||L2(Qi)7 VN > 0.

Remarque 1.3.2. De maniére continue, on peut montrer [Za] que la composition de
deuz intégrales fractionnaires conduit a l'intégrale classique, soit I,(f) = Itl/Q(Itl/zf).
Nous montrons, en utilisant la méme remarque, que la double composition de [’appro-
ximation de 'opérateur ]tl/Q conduit a la formule de quadrature des trapézes.

Nous comparons enfin dans une derniere partie ces différents schémas avec les
schémas énumérés dans la table 1.1. Il ressort de cette étude que le schéma avec
condition de type (DN) donne des résultats beaucoup plus précis que celui utilisant
le schéma (ND).

29



Document de synthese

(ND)
( umtl — ) untl S+
S S N O 0.
i— + 04( 5 )=0, VYreQ,,

4 /_25t n+1
{ utt = —e”’/‘lT Z O™ F Yz e,

k=0
uw’ =g, Vr e,

| (a0, 0n,.) = (1,1,1/2,1/2,3/8,3/8,--+),

(DN)
( umtt — ) un+1 o
P L TRy 0.
= + 0%( 5 )=0, VYreQ,,

' 9 n+1
O™t = —e7/ | 5 ZﬁkunJrl_k, Ve el,
k=0

UO = Ugp, Vr € Qi:
| 6= (—1*as, keN,

Table 1.2: Approximation de I’équation de Schrodinger linéaire avec différentes for-
mulation de la (CLT)

1.3.2 Construction de conditions aux limites absorbantes pour

I’équation de Schrodinger linéaire bidimensionnelle [11],
[12]

La condition aux limites exacte pour (1.16) met en jeu un opérateur de type convolu-
tif non local en temps. Elle peut étre approchée par plusieurs types de discrétisations
restant pour la plupart non locales. Les études concernant la construction de con-
ditions aux limites exactes en dimension deux ont recu peu d’attention et peu de
développements ont été réalisés. L’analyse a souvent été seulement limitée au cas
de géométries canoniques telles que le demi-plan ou les cas circulaires [Sc, HH].
Dans ces cadres canoniques, 'analyse peut étre réalisée en reproduisant la métho-
de utilisée en une dimension par Laplace. Malheureusement, contrairement a la
dimension un, ces conditions sont a la fois non locales en temps et en espace et
conduisent donc a des cotits de calcul prohibitifs. Des discrétisations completement
locales ont été mises en oeuvre par plusieurs auteurs [Di, FV, Sze| dans le cas du
demi-espace. Ces conditions ont montré leur efficacité dans ce cadre, mais génerent
cependant des réflexions parasites a la frontiere qui peuvent étre dues a la présence
de singularités dans la géométrie du domaine de calcul (généralement un domaine
rectangulaire). Les frontieres fictives de type carré ou rectangle sont dictées par
des schémas numériques de types différences finies. Or, la nature des solutions de
(1.16) n’impose pas ce choix. Nous avons donc proposé dans [11] et dans [12] une
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approche alternative qui permet de construire une hiérarchie de conditions aux li-
mites absorbantes pour des domaines convexes quelconques. Ces conditions restent
non locales en temps mais présentent l'intérét d’étre locales en espace. Ce point est
essentiel d'un point de vue pratique puisque 'approximation du probleme par une
méthode d’éléments finis par exemple conduira a la résolution d’une systeme linéaire
défini par un systeme creux.

Nous considérons donc I’équation de Schrodinger linéaire (1.16) en dimension deux
et cherchons a exprimer une condition aux limites sur la frontiere I' du domaine de
calcul Q; C R% Comme en dimension un, l'opérateur exact B*(x,d,,d;) peut étre
exprimé en fonction de 'opérateur pseudo-différentiel non local Dirichlet-Neumann
A(z,t,0;) sous la forme

Bt (x,0,, 0)u(z,t) = Ogu(z,t) +iAu(z,t) =0, (z,t) e xRIT,

ol n désigne la normale unitaire sortante au domaine €2;. Nous construisons donc
le probleme aux limites artificiel suivant

L(@t,ax)u = z@tu —+ Au = O, (.Cl:,t) € QZ X R+* ,
w(z,0) =ug(x), x€Q,,
Opu(z,t) +iAu(z,t) =0, (z,t) e T x R;T.

L’approche suivie consiste a approcher 'opérateur exact caractérisé par A par une
condition aux limites non réfléchissantes. Pour cela, nous construisons 'opérateur
transparent 7 *(z, 0., 9;) qui contrairement a B (z, d,, d;) n’agit que sur une bande
de fréquences. Nous cherchons ainsi a filtrer les ondes rasantes et les ondes évanes-
centes pour ne garder que la partie propagative de la solution. Nous obtenons la
condition aux limites transparentes

TH(z,0p, 0z, 1) = (O +iN)i(x,t) =0, (z,t) €T x R,

otl A est un opérateur approchant A et @ est une approximation de u dans une bande
de fréquences. L’opérateur transparent, n’agissant plus sur toutes les fréquences,
n’est plus un opérateur pseudo-différentiel classique mais un opérateur micro-diffé-
rentiel. Nous généralisons ici I'approche développée par Engquist et Majda pour
I'équation des ondes [EM1, EM2]. Cette méthode utilise la théorie de la réflexion
des singularités pour construire une condition transparente non locale qui reproduit
les singularités de la solution. Néanmoins, les dérivées spatiales et temporelles dans
lopérateur L de Schrodinger ne portent pas la méme homogénéité. Nous utilisons
donc le calcul symbolique M-quasi homogene de Lascar [La] qui permet d’étendre
la notion d’opérateurs pseudo-différentiel aux cas des opérateurs a symboles inho-
mogenes. Nous définissons ainsi l'ensemble des fonctions M-homogenes Hf,

Y > 0,¥(s,t,6,7) € X x R?, H‘&(s,t,ué,uzﬂ = pH%,(s,t,&,7),
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ot X C R? et M = (1,2). Alors, une fonction f est M-quasi homogene de degré
m si foHh, = u™f, Vu > 0 et un sous-ensemble C C X x R? est un M-cone s'il
est stable par les dilatations Hf,, p > 0. Un opérateur pseudo-différentiel sera dit
M-quasi homogene si son symbole total a vérifie

—+o00
a(s,t,&,1) ~ Z a_j(s,t,§,7),

j=—m

ou a_;(s,t,&, 1) sont M-quasi homogenes de degré —j. On écrit a € S}j et A €
OPSY}.

n*
) n
-
Lo
r €]l —e gl I

Figure 1.2: Voisinage tubulaire de la frontiere I'

Muni du M-calcul, nous nous plagons dans un voisinage tubulaire de la frontiere
I' (voir F1G. 1.2) ou 'opérateur L s’exprime en coordonnées locales généralisées

L(r,s,0,,0,,0,) = i0; + 0% + 1,0, + h0,(h20,),

avec h(r,s) = 1 +rk et k, = h™ 'k désignant la courbure sur la surface parallele T,
a I'. Soient alors £ et 7 les covariables respectives de 'abscisse curviligne s et du
temps ¢. En utilisant la théorie de la propagation des singularités pour les opérateurs
pseudo-différentiels de Lascar et Boutet de Monvel [BdM], nous montrons par le
théoreme de factorisation de Nirenberg [Ni] qu'il existe deux opérateurs r-reguliers
A* € OPS}; tels que

L=, +iA=(r,s,0,,0))(, +iA*(r,s,0,,,) + R

ou R est un opérateur pseudo-différentiel de degré —oo. Le symbole principal de
A* est Af = F(—(h722 + 7))Y/2 € S}, dans le cone M-quasi hyperbolique H sous
I’hypothese que €2; est convexe. Le cone M-quasi hyperbolique H contient la partie
propagative de 'onde. Ce théoreme permet de développer un algorithme récursif

“+o00o
de détermination des termes du développement asymptotique A& ~ > )\fj. On
j=—1
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peut ainsi reconstruire le développement asymptotique du symbole de AT = Ar;:().
Cependant, cet opérateur micro-différentiel reste non local en temps et en espace
et met en jeu une sommation infinie. Nous obtenons la localisation en espace sous
I'hypothése haute fréquence 7 > £2. Alors, la condition aux limites absorbante

d’ordre (m +2)/2 est

m

(On + 10p( Z (Aj)me2)))v =0 sur I x R,

ol (E)(m+2) est le développement de Taylor par rapport au petit parametre 7!

tronqué & 7~ (m*2/2. Nous obtenons ainsi le résultat suivant

Proposition 1.3.1. Soit Q; un domaine de R? conveze. L’équation de Schridinger
avec une condition aux limites artificielle de type DN d’ordre m/2, avecm € {1,--- 4},
est définie par le probleme de Cauchy

(10, + A)u =0, (z,t) € Q x R,
(DN™/%) Onti+ Tppu =0, (z,t) €T xR/,
u(x,0) =up(z), =€,

ot Thnya, m € {1,...,4}, sont des opérateurs pseudo-différentiels en temps et dif-
férentiel en espace donnés par

Ty jpu = 6_”/482/214, Tyu =Ty u + Eu, sur I' x R,
K2 2
B
3 1 AFI{

Tgu = Tg/gu +1 (% + 585(/«95) +

4 1
Ts0u = Tiu — em/4 ( + éAp Itl/Qu, sur T' x R,

) Lu, surT x R,

Ci dessus, s désigne I'abscisse curviligne et x(s) la courbure. Nous notons Ar = 92
I'opérateur de Laplace-Beltrami sur I". Ces conditions sont symétriques au sens du
produit scalaire de L*(T).

Remarque 1.3.3. Ce travail a été récemment étendu au cas des dimensions su-
périeures d > 3 par J. Szeftel [Sze] qui a aussi démontré le caractére bien posé du
probleme de Cauchy.

Le développement réalisé ci-dessus peut étre repris de maniere explicite pour le cas
d’une frontiere circulaire [12]. Nous réécrivons pour cela 1’équation de Schrédinger
linéaire en coordonnées polaires (7, 6) puis appliquons la transformée de Laplace en
temps. L’équation différentielle ordinaire par rapport a r est explicite. Comme la
solution doit étre continue et 2w-périodique par rapport a #, on peut chercher la
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solution sous forme d’une série de Fourier, dont les coefficients sont exprimés en
fonction des fonctions de Hankel d’ordre m. Nous obtenons ainsi une hiérarchie de
conditions aux limites qu’il est possible de localiser en espace en faisant I’hypothese
de haute fréquence. La hiérarchie de conditions aux limites absorbantes devient
ainsi pour un cercle de rayon R pour des points sur Cp x R**

Ot + e ™19} Py =0,

. 1
On + 6_7’”/48,51/% +—u=0,

2R
—im 2 1 T 1 1 2
Onu + € /48,51/ u+—2Ru—e /4(—8R2 —2R28§)[t1/ u=0
. 1 . 1 1 1, 1 1
—im/491/2 in/4 2\ 71/2 2 _
Onu + =40, u+—2Ru—e /(—8R2 +—2R289)[t u+_R(8R2 —|——2R269)[tu—0.

On reconnait aisément la similitude des conditions générales de la proposition 1.3.1
et de celles pour un disque.

1.3.3 Résolution numérique de I'équation de Schrodinger
linéaire bidimensionnelle avec conditions aux limites
absorbantes [13]

Nous nous intéressons dans cette partie a la résolution numérique des systemes
(DN™/%). Comme dans le cas mono dimensionnel, I'énergie ||u(t)||2q, est dissipée
au cours du temps, la démonstration étant cependant plus compliquée. Il faut en
effet utiliser fortement la détermination des conditions aux limites dans le M-cone
hyperbolique. L’hypotheése 7 + £2 < 0 est une hypothése géométrique cruciale dans
les estimations pour montrer les propriétés de dissipation des opérateurs T}, ». Cette
propriété de dissipativité a guidé la construction du schéma numérique. Il faut en
effet, comme en dimension un, construire un schéma inconditionnellement stable qui
vérifie cette propriété.

Nous définissons la convolution discrete x de deux suites complexes (fy,)nen €t
(9")nen par la relation (f, x ¢")n = >op_o frg" . Nous réutilisons le schéma
semi-discret de Crank-Nicolson et les approximations des opérateurs d’intégration
et d’intégration et de dérivation fractionnaires définis dans [9].

ot 20t 2
Lf(tn) m 5 Gux [, 17 F () =

(anx f") L f(th) 581

(Ba* [ )
(1.27)

|3
Y
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ol (@ )nen, (Bn)nen €t (0, )nen désignent les suites définies par

(Oéo, Qq, g, (N3, Oy, Qs 0 ) = (L L,

Gn = (—1)"ay,, Yn >0,
(09, 01,02, 03, ...) = (1,2,2,2, ).

3
,§7...)7

l\DI»—t
ool w

1
72’

Nous définissons ainsi les schémas numériques (SD™/2), m € {I,...,4}, versions
semi-discrétisées de (DN™/2), donnés pour n € [0, N| par

un+1 —ut
it Au™tz =0, z €,
SDm/Z
( ) B tE + T,ffl/Qu"Jr% =0, z€T,
u’ =y, €,
. .. I T T
ou N est le nombre d’intervalles de temps, Nt =T, et u"""2 = — Nous

avons défini Trffl/Q comme les approximations semi-discretes des opérateurs artificiels
continus T}, /2

n+i —iT 2 n+i
Tihu™te = e/t 5a *2, nE[O,N],

T/Qu 2,

??

Tlsd un—f—

2bn+2 ""'2
Ty = Ty - M ( C nefo,N],

TSd nt1 —T/Qu"+5+zﬁ % A n+2+18( ))7 n € [0, N].

avec

n+i B *u™ + By ™ prte _ Gntl X Ru"t! + ay, x JJu”

2 ) il = : 2 5 9 76{07172}7

a

et

1 O % O 46, % Ou
d:+2 _ n+1 s 5 n s , Y€ {071}
Sous une hypothese semi-discrete équivalente a 'hypothese définissant le M-cone
quasi hyperbolique, nous démontrons que ces schémas sont inconditionnellement
stables. Leurs discrétisations spatiales reposent sur une approximation éléments

finis P! de la formulation faible du probleme (SD™/2)

n+l _ . n 1 1
i [ et - [ Taartiear - [ Gutt Ve =0, vee @)
i r i
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Des expériences numériques sont menées pour différentes géométries et permettent
de vérifier I'efficacité et I’ordonnancement de la hiérarchie de conditions aux limites.
Nous regardons par exemple I’évolution d’une gaussienne dans une domaine convexe
de frontiere parabolique (voir figure 1.3).

¥y
y
¥y

y
y
¥y

Figure 1.3: Evolution de la solution approchée aux temps ¢t = 0, ¢t = 0.5, t = 0.75,
t=1,t=1.25et t = 1.5 en utilisant la condition artificielle du second
ordre T3

1.3.4 Conditions aux limites absorbantes pour I'équation de
Schrodinger non linéaire cubique monodimensionnelle [14]

Le cas linéaire étant mieux maitrisé, nous nous sommes intéressés, en collaboration
avec S. Descombes (ENS Lyon), au développement de techniques proches dans le
cas ou I’équation de Schrodinger est perturbée par une non linéarité (notamment
de type cubique |u|*u) dans le cas unidimensionnel. L’idée naturelle consiste &
considérer la non linéarité comme un potentiel, a construire des conditions aux
limites artificielles pour ce probleme puis a revenir au probleme non linéaire en
remplacant formellement le potentiel par la non linéarité. Comme nous ’avons fait
remarquer en introduction, dans le cas ou le potentiel V' pour (1.15) ne dépend que
du temps, un simple changement de jauge permet a partir des conditions aux limites
pour (1.16) de définir les conditions (1.23) pour (1.15). En suivant 'idée précédente,
les conditions aux limites formelles deviendraient

Ot + e~V (V0 )y = 0 (2,1) € T x R* (1.28)
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ott U(t) est défini par U(t) = — [, qlu[*(z, s)ds.

Evidemment, cette analyse est purement formelle et ne peut en aucun cas jus-
tifier ces conditions. Cependant, nous pouvons regarder I'influence du changement
de jauge dans le cas ou le potentiel dépend effectivement de l'espace. Soit alors
v(z,t) = u(x,t)exp (iV(z,t)) avec V(x,t) fo (x,s)ds. Les dérivées temporelles
et spatiales de v sont données en terme de dérivées de u par

10w = (i0u — Vu)el
P2v = (02u + 2i0,ud,V +i02Vu — (9,V)*u) "

En conséquence, la fonction u vérifie I’équation de Schrodinger suivante
L(z,t,0,,0,)u = i0yu + 0%u + Adyu + Bu = 0,

ou nous avons défini les deux fonctions A et B par les relations A = 2i0,V et
= (i0?V — (9,V)?). Pour un potentiel qui ne dépend que de la variable de temps
t, les opérateurs A et B disparaissent et 'approche coincide avec le cas précédent.

On reproduit maintenant 1’analyse décrite dans la sous-section 1.3.2 pour le cas
bidimensionnel. Le méme calcul pseudo-différentiel est donc utilisé mais ou la cova-
riable £ a disparu. Le théoreme de factorisation de Nirenberg appliqué a L permet
d’obtenir une formule de récurrence pour la construction des symboles du développe-
ment asymptotique du symbole total de L. En effet, il existe deux opérateurs pseudo-
différentiels A* = A*(z,t,0,), réguliers par rapport & la variable d’espace z et tels
que

= (0 +iA7) (0, +iAT) + R,

ou R est un opérateur régularisant. Le développement de cette factorisation permet
d’identifier les opérateurs A et B. On a ainsi

(0p + A7) (0, +iAT) = 02 +i(AT + A7), +iOp(9,\T) — A7AT,
et apres identification

AT+ A7) =A,
i0Op(0,AT) — A~ AJr =0, + B.

La condition, pour avoir une onde réfléchie «minimaley», est donné par la condition
aux limites transparentes (0 + iAT)v = 0 sur I' x R;. Comme l'opérateur A+
a un développement infini en symboles inhomogenes, on choisit d’approcher cette
condition en ne retenant que les M premiers termes ce qui conduit a la condition
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aux limites absorbantes définie a I’aide de approximation A}, /, donnée par AF, =

iOp(Zj]Vigl )\1+/2_j Jo)- Alors, la condition aux limites absorbante est

anu + eiVA+

M/Z(e’wu) =0,sur [ x R;f.

Les conditions du premier et du second ordre sont ainsi données par

Ot + e 5 eV0 (e Vu) =0, sur T x R},
Onu + e_i%ewatlﬂ(e*wu) + %V eV (em™u) =0, sur I x Ry
Il est maintenant possible d’un point de vue formel de remplacer le potentiel V' par
—q|u|? et nous obtenons les deux Conditions Nonlinéaires Absorbantes d’ordre M /2
(NLABCM/2)
Onu + Aﬁ%g(m,t, Oz, Op, [u))u =0, sur I x R},

ol les opérateurs non linéaires sont définis par

ANES (2, 0y, O, Ju]) = e_i%em@tlﬂ(e_wu),

AYES (2,1, 0y, 0, ful) = AYES (2,1, 0y, 0y, ful) + 13 Onful?)e (e V).

La condition d’ordre 1 est exactement la condition formelle (1.28). La seconde con-
dition d’ordre supérieur comporte un terme correctif.

Nous montrons que le systeme constitué de I’équation de Schrodinger non linéaire
sur un domaine borné et de ces conditions aux limites dissipe bien 1’énergie pour la
premiere condition. Cette démonstration ne s’étend pas a la deuxieme condition car
il est impossible de donner un signe & la quantité 9y (|ul?).

Nous utilisons alors les formules de quadrature définies dans les sous-sections
précédentes pour traiter numériquement ces problemes aux limites. Le schéma
numérique utilisé est le schéma de Diuran-Sanz Serna [DSS] qui permet d’obtenir des
formulations symétriques des équations. A l'aide de discrétisations symétrisées des
conditions aux limites, on peut ainsi montrer la dissipativité discrete de 1’énergie et
ainsi I'inconditionnelle stabilité. Finalement, des expériences numériques permettent
de valider cette approche. Elles montrent que les conditions non linéaires obtenues
sont tres performantes pour des solutions hautes-fréquences, et en particulier pour
des solitons rapides.

Remarque 1.3.4. Dans [Sze/, J. Szeftel a appliqué la théorie des opérateurs para-
différentiels développée par J.M. Bony [Bo]. Les conditions auz limites sont tres
différentes. Des comparaisons entre les conditions aux limites sont en cours.
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Figure 1.4: Interaction de solitons lent  Figure 1.5: Interaction de solitons lent
et rapide avec des directions et rapide avec des directions
opposées. identiques.

1.4 Modélisation de plasmas ionosphériques

L’atmosphere terrestre subit perpétuellement des collisions de haute énergie avec les
radiations cosmiques. La source la plus importante de ces radiations pour notre
planete provient du soleil par le biais du vent solaire. Ses particules interagis-
sent avec la haute atmosphere constituée de plasma et appelée ionosphere. Elles
créent des perturbations majeures dont les effets visibles les plus célebres sont les
aurores. Elles peuvent surtout perturber de maniere significative les communica-
tions terre-satellites, voir méme détruire ces satellites comme cela fit le cas pour
la derniere éruption solaire de fin 2003. Des perturbations des communications
peuvent aussi simplement étre générées par ’environnement terrestre, par exemple
I’electrojet équatorial ou encore le «Spread F».

Nous nous intéressons pour notre part aux instabilités qui ont lieu a des altitudes
variant entre 200 km et 1000 km (région F) et a des latitudes moyennes. La généra-
tion de ces instabilités résulte de l'effet du vent de neutres. En effet, dans la basse
ionosphere cohabitent especes chargées (ions, électrons) et especes neutres. Le vent
de neutres entraine les particules chargées par collision qui coupent alors les lignes de
champ magnétique terrestre B. Un champ électrique induit E est alors immédiate-
ment créé orthogonal a la fois au champ magnétique, mais aussi au vent de neutre.
C’est ’effet dynamo ionosphérique [BM]. Comme la conductivité électronique
est tres importante le long des lignes de champ, ce champ électrique créé dans les
basses couches de I'ionosphere se retrouve immédiatement «transporté» dans toutes
les couches supérieures de I'ionosphere. Une instabilité de dérive de gradient, aussi
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appelée instabilité en E x B, apparait comme une réponse a ce champ électrique
externe. Cette instabilité a de nombreuses analogies avec 'instabilité de Rayleigh-
Taylor en mécanique des fluides[Ch|. Elle produit de fortes inhomogénéités (les
striations ionosphériques) qui se propagent sur des centaines de kilometres le long
des lignes de champ magnétique et durent parfois plusieurs heures (voir figure 1.6).

Hémisphere

Le plasma est étiré le long
des lignes de champ magnétique.

Rayon terrestre Dans un plan orthogonal, le plasma

6400km subit 'influence de
Pinstabilité E X B. Le

plasma est aussi étiré dans

- \\exe\quouo -

la direction orthogonale. Ce
phénomene est connue comme le
processus ’striation’.

Hémisphere *
Sud

Figure 1.6: Evolution des instabilités

Mes activités de recherche concernant la modélisation des instabilités ionosphé-
riques ont débuté en 2000 par une collaboration avec Pierre Degond dans le cadre
d’un contrat avec le CEA Cesta de Bordeaux. L’ensemble des travaux, a I'exception
de [17] écrit en collaboration avec R. Poncet (MIP), P. Degond(MIP) et H. Hwang
(Duke University) , ont été rédigés en collaboration avec F. Deluzet (MIP), P. De-
gond (MIP), J. Claudel (CEA Cesta), G. Gallice (CEA Cesta) et C. Tessieras (CEA
Cesta). Le premier travail [15] a permis de développer une hiérarchie de modeles
permettant de rendre compte des instabilités ionosphériques de type II. Il est établi
dans [16] que le modele limite de cette hiérarchie, le modele striation, est linéaire-
ment instable. Les techniques de modélisation k — € pour la mécanique des fluides
sont appliquées dans le cadre des instabilités ionosphériques pour prendre en compte
la turbulence. Le modele résultant est discrétisé puis des expériences numériques
sont réalisées. L’instabilité linéaire n’entraine pas nécessairement l'instabilité non
linéaire. Dans un travail théorique [17], nous démontrons cette propriété. Enfin,
nous développons dans [18] un schéma numérique dans le cadre d’un champ magné-
tique non uniforme.
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1.4.1 Modélisation d’irrégularités du plasma ionosphérique
terrestre [15]

Les irrégularités du plasma ionosphérique terrestre dans des régions de latitudes
moyennes comprises entre 200 et 1000 km peuvent étre modélisées par un sys-
teme d’équations d’Euler pour les deux especes chargées ions et électrons couplées
a I’équation de Maxwell pour 1’évolution des champs électriques et magnétiques.
Dans la partie basse de 'ionosphere, la densité de particules chargées est faible
et n’influence pas la dynamique des particules neutres. Ainsi, la vitesse des neu-
tres u,(z,t) (aussi appelé vent de neutres) est supposée connue. Nous définissons
ne(z,t) et n;(x,t), les densités des électrons et des ions, wu.(z,t), w;(z,t), leurs
vitesses, pe, pi, leurs pressions, E(xz,t), B(x,t), les champs électriques et magné-
tiques, p(z,t) = e(n; — ne) et j(z,t) = e(nju; — neue), la densité de charge et le
courant. Ces quantités sont fonctions du vecteur position € R? et du temps ¢ > 0.
En outre, nous introduisons m., m;, les masses ioniques et électroniques, e, la charge
élémentaire, € et pp, la permittivité du vide et la perméabilité, ¢ = (eo,uo)*l/ 2 ]a
vitesse de la lumiere, qui sont des constantes physiques données. Nous devons égale-
ment introduire les fréquences de collision électrons-neutres et ions-neutres v,, v;.
Les collisions entre les électrons et les ions seront modélisées par le taux constant
K. Le systeme bi-fluide isotherme ou isentropique d’Euler-Maxwell s’écrit:

( 8 e,

% + V- (neite;) =0,

0

E(me,ine,iue,i) +V. (me,ine,iue,iue,i) + vpe,i(ne,i) = iene,i(E + Ue 5 X B)

Ve, iMe,iMe,i(Uei — Un) — Kneni(Uei — i) ,

1 0F 0B 1

S Y xB=—pj., L 4VxE=0, V-E=—p. V-B=0.
| 2t Hol» B ="

Nous avons remplacé les équations d’énergie par I'hypothese que les pressions élec-
troniques et ioniques sont des fonctions locales des densités. En fait, nous supposons
a partir d'une hypothese adiabatique que p.; = n.kgT.;, ou kg désigne la constante
de Boltzmann.

Ce modele est en fait trop colteux pour permettre la réalisation de simulations
numériques sur des échelles de temps et d’espace réalistes. En effet, nous désirons
effectuer des simulations pour des bulles de plasma sur des régions dont la taille
typique est de quelques centaines de kilometres et sur des échelles de temps de
I'ordre de I’heure. Afin de réduire le cout de calcul, nous étudions plusieurs régimes
limites et effectuons quelques adimensionnements. Apres le scaling des équations, il
reste sept parametres sans dimension, qui peuvent étre combinés de plusieurs facons.
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Le premier processus limite conduit au systeme Hall-MHD, qui est obtenu en pas-
sant a la limite dans le rapport des masses électronique et ionique, €, et dans le
rapport de la vitesse du son ionique et de la vitesse de la lumiere, o, en gardant les
autres parametres finis. Dans les parametres sans dimension apparaissant dans le
systeme Hall-MHD, &, le rapport de la fréquence de collision contre les neutres et
de la fréquence cyclotron dans le champ magnétique terrestre, et (3, la force de la
perturbation magnétique auto-consistante relative au champ magnétique terrestre,
tendent vers zéro plus vite que tous les autres. Un troisieme parametre, 7, joue
aussi un role important, et est petit quand les échelles de temps caractéristiques
sont grandes comparées au temps moyen de collision contre les neutres.

Deux stratégies peuvent alors étre élaborées et sont résumées dans la figure 1.7.

Euler-Maxwell

¢5~>07a—>0

MHD hierarchy Hall-MHD Dynamo hierarchy
K ‘)V \ﬂ 0

Finite conductivity-MHD]| [ Massless Hall-MHD

T—>O$ iﬁﬂo

| Massless MHDl | Dynamo |

ﬂ_'o\ %—>0

Figure 1.7: Hiérarchie des modeles ionosphériques.

La hiérarchie Dynamo est obtenue quand on prend d’abord la limite 3 — 0
tandis que la hiérarchie MHD se développe dans on prend d’abord la limite x — 0.
Cependant, la limite 8 — 0 conduit a des modeles plus simples si elle est précédée
par la limite 7 — 0. C’est pourquoi la hiérarchie Dynamo consiste en la prise
successive des limites 7 — 0, § — 0 et kK — 0, tandis que la hiérarchie MHD est
obtenue par Kk — 0, 7 — 0 et 3 — 0.

Le modele dynamo s’écrit

om~+V - (nu;) =0,

—Vé + e X B = Kqei [Vei(te; — un) +nVlogn] ,

V-i=0, kj=n(u;—u),
oun = limn, = limn;. Dans ce modele, le champ électrique £ dérive d’un potentiel
électrique ¢ et B est un champ magnétique irrotationnel et a divergence nulle. Sur
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I’autre branche de la hiérarchie, le modele Massless-MHD prend la forme

om+V - (nu) =0,

nVn=jx B—vn(u—u,),
E+uxB—[0k;Kj=0,

V x B =07,
OB+VxE=0, V-B=0,

ou v = limu; = limu,. Contrairement au modele dynamo qui est bien établi dans la
littérature physique, le modele Masseless-MHD n’a, a notre connaissance, pas encore
été dérivé. Ses études théoriques ou numériques restent encore a développer.

Le modele limite des deux branches de la hiérarchie, qui est a la base des études
postérieures, est le modele striation. Dans un premier temps, les effets de courbure
liés au champ magnétique terrestre sont ignorés. Ainsi, on se place dans le systeme
cartésien orthonormal de coordonnées (Z1, Zs, T3) , ou 3 est aligné avec B. Nous
pouvons choisir les unités d’échelles telle que |B| = 1, et ainsi B = 3. Si l'on
suppose que le vent de neutres est orthogonal au champ magnétique B, alors aucune
quantité n’a de composantes suivant x3 (a part B lui méme) et le modele striation
est purement bidimensionnel et prend la forme

om+V-(nu)=0, u=-Ve¢xB, (1.29)
~V - (wVe¢)=-V-J,, J,=v(u,—2npv 'Viogn) x B. (1.30)

Le modele striation est donc constitué d’une équation de convection pour la densité
n des particules chargées et d'une équation elliptique pour le potentiel électrique ¢.

Dans le cas ou le vent de neutres n’est pas orthogonal a B ou bien que le champ
magnétique B n’est pas uniforme, une expression un peu plus compliquée du modele
striation peut étre développée. Il faut pour cela intégrer les quantités sur un tube
de champ magnétique et introduire un nouveau jeu de coordonnées locales. Cette
thématique sera développée plus en détails dans la sous-section 1.4.4.

1.4.2 Modélisation par turbulence d’instabilités du plasma
ionosphérique [16]

Le modele striation (1.29-1.30) est linéairement instable. En effet, d'un point
de vue phénoménologique, considérons un état stationnaire consistant en une den-
sité discontinue n(zr) = n pour zo < 0 et n = 7 > n pour xy > 0, avec V¢ = 0,
u, = (0,U) et n = 0. Nous perturbons légérement cette interface qui est maintenant
représentée par le graphe de la fonction zy = esin(£x1) ou e représente l'intensité
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de la perturbation (¢ < 1) et £ est sa fréquence spatiale.

Le terme u,, X B dans (1.30) crée une accumulation de charges le long de l'interface
qui est alternativement positive ou négative. Un champ électrique —V ¢ parallele a
l'interface avec un signe similaire a 'accumulation est généré d’apres (1.30). Alors,
par (1.29), une composante non nulle de la vitesse u dans la direction normale a
I'interface est créée avec encore une alternance de signe. D’apres le signe de u,,
cette composante de la vitesse tend a soit augmenter la modulation de l'interface
soit a la diminuer. Le premier cas est un cas stable tandis que le second est instable.
La configuration géométrique précise est décrite sur la figure 1.9.

Ar
] < B Up, l U, X B
E E E E
% |Z — % |Z I N ? - T
E E
n n
Figure 1.8: Configuration stable Figure 1.9: Configuration instable

Le modele striation met donc en jeu une instabilité de dérive de gradient ou encore
'instabilité de dérive en E x B (voir [Fa, FK]).

Afin de valider théoriquement l'analyse phénoménologique, nous réalisons des
analyses de stabilité linéaire pour différent type de profils de densité exponentielle
ou discontinus. Les profils de densité exponentielle sont les seuls états stationnaires
réguliers non constants permettant, via une analyse de Fourier, de faire des calculs
explicites. Ce premier cadre est bien connu, mais est assez irréaliste. Nous étudions
donc le cas moins commun des profils discontinus qui nécessitent I'introduction des
solutions faibles. Cette étude permet d’établir des constatations plus fines. Elle
montre que le modele striation est bien instable dans certaines configurations du
vent de neutres et fournit le taux de croissance des instabilités en fonction de la
discontinuité de la densité.

En pratique, l'instabilité sature et se transmet aux échelles plus petites par la

non linéarité [Fa, RSS], jusqu’a ce que finalement elle soit effacée par la dissipation.
En fait, dans le modele striation, tous les mécanismes de dissipation ont été
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supprimés. Plusieurs directions sont possibles pour réintroduire ces effets de dis-
sipation. Le modele dynamo, ou les effets de température finie et de conductivité
finie sont retenus, permet théoriquement de retrouver ces mécanismes. Cependant,
en pratique, I'intensité de la dissipation est trop petite et il faut considérer d’autres
sources de dissipation. Nous choisissons alors d’étudier 1'influence possible de la
turbulence fluide. En mécanique des fluides, il est bien connu que la turbulence
permet d’augmenter la dissipation [1]. L’approche statistique de la turbulence con-
sidere des moyennes des équations de Navier-Stokes sur plusieurs réalisations d’une
méme solution. La suite des équations résultantes est fermée par différents types
d’hypotheses phénoménologiques qui sont encore non justifiées mathématiquement
sauf dans quelques cas simples. Les modeles obtenus (comme le modele K-¢) met-
tent en jeu des termes additionnels, de types diffusifs, par rapport aux équations
classiques de Navier-Stokes qui décrivent I’augmentation de la diffusion par la tur-
bulence. Nous développons ainsi une analyse similaire et construisons un nouveau
modele, dit modele striation turbulent, contenant de nouveaux mécanismes de dis-
sipation (nous avons supprimé les effets de pression pour simplifier 'analyse). Ce
modele s’écrit

om+V-(hu)—-V-(DVn)=0, u=-V¢x B,
-V - (wVe¢)=-V-J,, J,=vu, X B.

ou D est un coefficient de diffusion positif. Son analyse de stabilité linéaire montre
qu’il possede des régions de stabilité inexistantes auparavant.

Des expériences numériques sont menées. Sur le modele striation, nous observons
que des structures de tailles de plus en plus petites apparaissent quand le nombre
de cellules de maillages augmente, ce qui démontre bien le caractere instable du
modele. D’autre part, des simulations similaires pour le modele striation turbulent
démontrent son caractere stable. En effet, les mémes structures réapparaissent pour
différentes taille du maillage (voir F1G. 1.10). En outre, les simulations numériques
valident ’approche phénoménologique développée ci-dessus.

- N w & o o N ©
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Figure 1.10: Evolution des instabilités pour différents maillages (200 x 200, 400 x 400
et 800 x 800) sans diffusion (partie haute) et avec diffusion (partie basse)

1.4.3 Analyse des instabilités non linéaires du modele striation
[17]

Nous avons montré par une analyse de stabilité linéaire que le modele striation (1.29-
1.30) est instable pour des profils de densité exponentielle. Bien que cette analyse
permette de justifier la croissance de l'instabilité, elle n’indique en rien que toutes
les solutions sont instables et qu’elles restent bien non linéairement instables. En
général, pour un systeme d’équations aux dérivées partielles, il est difficile de dé-
duire ’instabilité non linéaire a partir de I'instabilité linéaire, car on ne peut pas
facilement controler le taux de croissance de la partie non linéaire des solutions.

Afin de démontrer ce résultat, nous considérons le systeme striation (1.29-1.30)
sans pression. Les solutions sont supposées périodiques dans la direction zo et
I'hypothese d’instabilité (sens du gradient de densité et du vent de neutre opposés)
a lieu dans la direction z;. Nous montrons tout d’abord l’existence de solutions
classiques localement en temps. La preuve résulte d'un théoreme de point fixe
et d’estimations d’énergie dans des espaces de Sobolev. Nous étendons ensuite la
preuve de stabilité linéaire a des profils stationnaires généraux autour de la solution
(n,u) = (n(z1),0) avec n réguliere, borné inférieurement et w,, = (U, 0). L’hypothese
d’instabilité est désormais moins contraignante. Il suffit en effet qu’il existe un point
xo tel que —(U0,,1)|z, pour que l'instabilité se développe. Nous linéarisons ainsi le
systeme striation en prenant n = n +n et u = Vi x B. Les variables 1 et 1) sont

alors solutions de
O + 0y, 02,0 =0
-V - (aVY) =U0,,n .
Les coefficients du systeme linéarisé ne sont alors plus constants et les calculs ne

sont ainsi plus explicites. Cependant, le systeme résultant possede une structure
variationnelle permettant la recherche d’ondes planes

(1.31)

(1, 9) (@1, @2, 1) = (7(21), (1)) exp (iks) exp (Ait).
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Le taux de croissance A\, est déterminé en résolvant un probleme de minimisation
sous contrainte qui conduit a

_ — [ U8, ipd,
_— u .
: weHRR) [ (0, 00)? /K% + ) day

Nous montrons alors que \; est borné par

A= sup — [ J Uy, nw?dzyday
e H(R2) ffﬁdeC(]leEQ

qui controle le taux de croissance des solutions du systeme linéarisé par

[n(t)

Un résultat similaire existe pour le systeme (1.31) avec second membre.

Pour déduire 'instabilité non linéaire a partir de I'instabilité linéaire, nous con-
sidérons (n°,u°) solution du systéme striation avec la donnée initiale 7 + dnx(0),
ol (N, uk) est une solution bien choisie de (1.31). A cause de la forte non linéar-
ité du systeme striation, on ne peut pas montrer directement que (n’°,u°) se com-
porte comme (ng,ug). Nous construisons donc une solution approchée (n®, u®) de
(n°,u?) sous la forme d’un développement asymptotique en puissance de §. L’ordre
du développement est choisi pour que le reste (n’ — n® u® — u?) soit négligeable.
Alors, on montre que (n%, u®) est instable en utilisant le résultat précédent.

Le résultat est donc

e + VOO e < CIn0) - (1 + )M

Théoreme 1.4.1. Soit k un entier plus grand que 3, avec n vérifiant
o Vi € Nieny HY,
e Ic>0, AC>0,VxeR, c<n(z)<C
e Jrg € R, Ud,n(x9) < 0.

Alors, ’état stationnaire (n,0) est instable : il existe g > 0, tel que pour tout § > 0,
il existe une solution (n°,u®) du systéeme striation telle que |[n°(0,.)—n gx < 3, mais,
pour un certain choiz de T°, ||n°(T°,.) — fi||p2nzee + [[u?(T?, )| p2nze > €o0.

1.4.4 Simulation numérique des striations ionosphériques en
champ magnétique non uniforme [18]

Le modele striation classique est dérivé dans le cadre d’'un champ magnétique uni-
forme. Lorsque 'on considere un champ magnétique non uniforme, par exemple
un champ magnétique dipolaire comme le champ magnétique terrestre, il convient
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Couche inférieure
de Iionosphere

Couche supérieure
de l'ionosphere

T
b 7

Tube de champ
magnétique

Figure 1.12: Systeme de coordonnées
locales liés a un tube de
champ magnétique

Figure 1.11: Tube de champ magnéti-
que dans I'environnement

terrestre

d’introduire un systeme local (o, 3,7) de coordonnées curvilignes rendant compte
de la géométrie liée a B (voir figure 1.12). Le modele striation qui en découle ne
peut plus alors étre réduit simplement a un systeme en deux dimensions d’espace.
La troisieme coordonnée rentre en jeu. Ce nouveau modele, dit modele striation non
uniforme multicouches, transforme les variables du modele striation en des quantités
intégrées sur des tranches de tubes de champ. Le champ électrique reste la seule
quantité indépendante de la troisieme coordonnée. Ce modele s’écrit ainsi dans le

systeme de coordonnées (a, 3,7) :

g—?-l-v-(nu):O, (1.32)

Uy = rsingog—g . ug = —mg—z s Uy = Upy — @87 logn,(1.33)

o, 211, 030

Jo = —Aag—z — (Ung — 2n1lg), Js= —Agg—z + (Upo — 2011,),  (1.35)

Uno = /7:’:” nyum% , Unp = A:iaz nyunﬂﬁm , (1.37)
Ymaz Ymaz

Ha:/%m 8lao§n|g_v|27 Hﬁz/%m_n ag’—;"é—”P, (1.38)

ou (r,0,p) désigne le systeme de coordonnées sphériques (on peut montrer que
a = 0). Les simulations numériques sont dorénavant tridimensionnelles. D’autre
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part, le champ de vitesse dans le modele striation classique est a divergence nulle.
L’adjonction du systeme de coordonnées curvilignes fait perdre cette propriété. Le
traitement de I’équation de transport s’en retrouve donc affecté. Si l'on rajoute au
vent de neutre 'effet du gradient de pression, le transport couple les différents plans
(ou surfaces) perpendiculaires a B.

En négligeant les composantes le long de B de la vitesse des neutres et du gradient
de pression, on peut montrer que le transport s’effectue de maniere découplé sur les
différents plans perpendiculaires aux lignes de champ de B. Bien que non physique,
ce cadre permet de mettre en oeuvre un code adapté a la géométrie particuliere du
modele. Le modele s’écrit ainsi

atn—i_uaaan—l—uﬁaﬂn:nsn? ua:aﬁ¢7 ug = — agb’
Ay, O
V- (AV) =~V -, A_( v )
avec )
1
S, =B = [ == | 0,0,
o1 35 (72 o0
Jna = — | nuygvdy/(rsing|BJ?),

Jnp = /numl/rsingodw/|3|2.

Les opérateurs V et V- désignent ici les expressions : Vo = (0,0,030) et V- J =
OnJo+03J3. L’équation de transport est ainsi résolue sur chaque couche (voir figure

couche 61 couche 55
couche 41 | 7 couche 31
couche 11
couche 1
couche 10
couche 40 | couche 30
couche 54
couche 60

Figure 1.13: Densité initiale de plasma sur un échantillon de couches du modele.
1.13). Un schéma TVD classique (Ultra Bee) est utilisé avec un splitting directionnel.

Le terme n.S,, résultant de la divergence non nulle de la vitesse est traité de maniere
explicite ou implicite suivant son signe. L’équation (1.34) reste, comme dans le
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cadre du champ magnétique uniforme, une équation elliptique. Les intégrales sont
décomposées sur chacune des couches du modele, ce qui conduit, pour un modele
a nb couches constituées par les intervalles [v;,vit1] 711 < 72 < ... < VYabs1, AUX
expressions suivantes :

nb Vr+1 d nb Tht+1 2 qin2
v rsin” odry
Aa:V E nk/ YPECINTSTE AB:VE nk/ 52
k=1 Tk resims @ |B| k=1 Tk ‘Bl

et

nb Vi1 dvy b e+ gin @ dry
Jna = -V E Ung,k Tk . |B|3 ; Jna =V E Un, o,k Tk |B|2 .
p— L Tsing P .

k

Nous résolvons ’équation résultante par TFQMR (Transpose Free QMR method)
préconditionnée par une factorisation LU incomplete. Les simulations (voir FIG.
1.14) permettent de retrouver un comportement similaire & des expériences sur des
lachés de Baryum dans 1'ionosphere.

Figure 1.14: Evolution de la densité dans un champ magnétique non uniforme pour
des temps t = 0, t = 1250s et t = 2250s.

Afin de réaliser une simulation complete, il reste maintenant a ajouter la prise en
compte de la composante du vent de neutre alignée avec B et des effets de pression.
Dans un premier temps, la pression est considérée comme une variable de la densité
via une loi adiabatique ou isotherme. Cependant, il faut a terme décrire son évolution
par une équation d’énergie qui permette de calculer la pression en fonction de la
densité et de la température. Ceci constitue un travail crucial pour comprendre les
effets du gradient de pression sur I’évolution des striations ionosphériques.
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(2004), pp 321-344.
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X. Antoine et C. Besse, Construction, structure and asymptotic approximations
of a microdifferential transparent boundary condition for the linear Schrodinger
equation, J. Math. Pures Appl. (9), Vol. 80, No. 7, (2001), pp 701-738.

X. Antoine et C. Besse, Artificial Boundary Conditions for Schrodinger-type
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