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Notations

Notations générales

Grille — Discrétisation

J Niveau de résolution dans une analyse multiéchelle
Jo Niveau de résolution le plus grossier
Jmae Niveau de résolution le plus fin
X7 QGrille dyadique de pas 277
X ={al=k277 ke Z}

Opérateurs

f Transformée de Fourier dans L2(IR"), f(w) = [pn f(z)e “"dz

Ondelettes et résolution d’équations aux dérivées partielles

Domaines — Discrétisation
Rectangle de IR? de dimension L x L'
Ouvert de IR?, tel que @ C
Frontiere de w
Pas de discrétisation spatial
Parametre d’échelle associé a une analyse multirésolution sur -~y
Pas de discrétisation sur vy
0t Pas de discrétisation en temps

. >2 £ 9

~

Opérateurs

L Opérateur différentiel elliptique
A Opérateur Laplacien A = 37, aa_;z
Yo Opérateur trace de H'(w) sur H172(7)
R,  Opérateur de restriction de H'(2) & H'(w)
Ro\w Opérateur de restriction de H'(Q) a H'(Q\w)
T,  Opérateur trace de H'(Q) sur H'/?(~)

YV e H'(Q), T,,V = v(R.V)

5



Analyses multirésolutions orthogonales de L?(IR)

{Vi}iez Analyse multirésolution de L?(IR)
{W;}jez Suite d’espaces d’ondelettes

Py, Opérateur de projection orthogonale sur V;

Py, Opérateur de projection orthogonale sur W;

d Ordre de I'analyse multirésolution

m Régularité de ’analyse multirésolution

(¢ Fonction d’échelle d'une analyse multirésolution
my Symbole associé a ¢

h = {hi}rez Filtre associé a ¢
{¢j1(f)}rez Coefficients d’échelle d’une fonction f,
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{ PW]-f = Ykez dj,k(f)lbj,k
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Ky o= (ki o) (i, o) € 40,29 — 1)} avec Ja] = j
A] K] X {1,2,3}
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monodimensionnelles de régularité m

L Fonction d’échelle de 'analyse multirésolution
o € J y
il e Ondelettes de I’analyse multirésolution
(&% ( 3 )E J
{c(f)}aex, Coefficients d’échelle d’une fonction f

{d"(f)}aiyea, Coefficients d’ondelettes d’une fonction f

Pyo, h=2"7  Opérateur de projection orthogonale sur Uy’



(VS ou VE Image de U;! par Vopérateur (I — v6tA)~1,
' V& = (I — vtA) U
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Ot = 221 ([ — ytA) "W
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Approximation de I’équation de la chaleur

- Inconnues des différentes formulations

u Solution de I'équation de la chaleur (formulation forte)
u” Approximation de u(t,, .)
(U™, A™)  Couple de solution du probleme de point selle au temps t,

(U, A1)  Couple de solution du probleme de point selle complétement discrétisé,
ureUl, \, e @,



- Formulation vectorielle du probleme Implémentation
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Introduction générale

Les travaux présentés dans ce mémoire sont dédiés au développement de
méthodes numériques multiéchelles et adaptatives pour le traitement d’images
et la résolution d’équations aux dérivées partielles.

Dans le cadre des équations aux dérivées partielles, I’'objectif est de pro-
duire un algorithme de résolution qui fournit une solution approchée de
facon rapide et utilisant un espace d’approximation de dimension aussi pe-
tite que possible. Dans le cadre du traitement d’images, il s’agit de construire
des algorithmes de compression qui permettent de réduire la taille mémoire
occupée par une image lors de son stockage ou de sa transmission.

Il apparait que les méthodes numériques efficaces pour la résolution d’équations
aux dérivées partielles ou pour la compression d’images partagent plusieurs
propriétés qui réalisent I'unité des travaux présentés dans cette these.

La premiere propriété est le caractere multiéchelle de ces méthodes. Les

méthodes de résolution numériques performantes utilisent, en effet, plusieurs
niveaux d’approximation pour les solutions ou les opérateurs de 1’équa-
tion aux dérivées partielles afin de capturer, de fagon efficace, des phénomenes
qui apparaissent a des échelles différentes.
De méme, une compression multiéchelle est nécessaire puisqu’une image est
constituée de larges zones homogenes ou I'intensité lumineuse varie de facon
réguliere entrecoupées de lignes de "discontinuités”, c’est a dire de change-
ments brutaux d’intensité trés localisés, qui correspondent aux contours d’un
objet par exemple.

La seconde propriété concerne le caractere nécessairement rapide des
algorithmes numériques associés a ces méthodes. La prise en compte de plu-
sieurs échelles pour la résolution ou la compression augmente le temps de cal-
cul des algorithmes numériques. Il s’agit donc de construire des algorithmes
qui intensifient leurs efforts d’approximation uniquement dans les zones non
régulieres tout en les diminuant dans les zones régulieres.

Les analyses multiéchelles fournissent un cadre intéressant pour la
construction de méthodes numériques satisfaisant la premiere propriété puis-



qu’elles définissent une succession d’espaces d’approximation emboités, cha-
cun correspondant a une échelle de représentation. On parle alors d’espace
grossier pour l’échelle la plus grossiere et d’espace fin pour ’échelle la plus
fine. Le passage entre un espace grossier et un espace fin se fait par l'in-
termédiaire de transformations de passage qui rajoutent des détails , c¢’est
a dire des informations supplémentaires, quand les données du niveau fin ne
peuvent pas étre directement prédites a partir des données du niveau gros-
sier.

La construction des analyses multiéchelles linéaires suppose I'introduction de
fonctions de base. Un choix possible est de considérer les ondelettes ([19],
[26], [47], [50]).

Il est maintenant bien connu que ce sont de bons candidats pour satisfaire la
seconde propriété. En effet, la série d’ondelettes d'une fonction a ses termes
dominant localisés autour de ses singularités. Il s’en suit qu'un algorithme de
résolution ou de compression qui utilise les ondelettes est compétitif en terme
de temps de calcul puisqu’il opere généralement sur des "séries creuses”. De
plus, la bonne localisation spectrale des ondelettes permet une approxima-
tion efficace des opérateurs différentiels.

Sur un plan théorique, les ondelettes semblent donc d’excellents outils
pour construire des méthodes numériques efficaces. Cependant, dans la pra-
tique, elles possedent un certain nombre de limitations essentiellement liées
aux problemes de bords .

Equations aux dérivées partielles et problemes de bords

Ici, les problemes de bords correspondent aux difficultés rencontrées quand
on considere des problemes définis sur des domaines quelconques avec condi-
tions aux limites sur la frontiere. Les méthodes a base d’ondelettes s’averent
limitées pour ce type de problemes puisque la construction de bases d’on-
delettes sur un domaine a géométrie complexe n’est pas clairement établie
ou du moins difficile & implémenter et la prise en compte de conditions aux
bords nécessite la construction d’ondelettes particulieres ([15]) plus difficiles
a manipuler. De nombreuses approches ont été introduites pour contourner
ces difficultés que I'on rencontre aussi avec d’autres méthodes, en particulier,
les méthodes spectrales. Parmi ces approches, nous pouvons citer,

Les méthodes de décomposition de domaines : elles consistent a
décomposer le probleme initial défini sur un domaine quelconque en une



succession de sous-problemes locaux posés sur chaque sous-domaine.
On peut alors choisir les méthodes ondelettes pour résoudre les sous-
problemes définis sur des sous-domaines carrés ou cubiques et les éléments
finis pour les sous-domaines a géométrie plus complexe. La difficulté
technique réside dans le raccord au niveau des interfaces entre les sous-
domaines.

Parmi les méthodes de décomposition de domaine, nous pouvons citer
la méthode de Mortar ([8], [7]) qui introduit un espace de multiplica-
teurs pour imposer la continuité au sens faible de la solution a travers
les interfaces des sous-domaines.

— Les méthodes de pénalisation ([6]) : elles s’appliquent sur la formula-
tion forte d’un probleme aux dérivées partielles défini sur un domaine
quelconque w. L’idée de ces méthodes est d'immerger le domaine w dans
un domaine €2, plus gros et a géométrie simple. Le probleme initial est
alors transformé en un probleme défini sur €2 en rajoutant a I’équation
initiale un terme dit de pénalisation qui a pour but de forcer la nouvelle
solution a vérifier les conditions sur le bord de w.

Par exemple, pour un probleme initial ayant des conditions aux bords
du type Dirichlet, i.e. u|, = g, le terme de pénalisation s’écrit, (U —

g)m ot U est Iinconnue sur €2, xo\u est une fonction masque qui
vaut 1 dans Q\w et 0 ailleurs et 7 est un parametre de pénalisation qui
tend vers 0.

Ce type de méthodes a été principalement développées pour étudier
’écoulement de fluides autour d’obstacles ([3], [59]). Dans ce cas, la
partie Q\w est modélisée comme un milieu poreux et le parametre n
est interprété comme sa perméabilité.

— Les méthodes de domaines fictifs ([35], [40], [43]) : contrairement aux
méthodes de pénalisation, ces méthodes s’appliquent sur la formulation
faible d’un probleme elliptique défini sur un domaine w. L’idée de ces
méthodes est toujours d’immerger le domaine w dans un domaine (2,
plus gros et a géométrie simple mais cette fois-ci, la condition sur le
bord du domaine w est imposée au sens faible par I'introduction d’un
multiplicateur de Lagrange A. Le probleme initial est alors transformé
en un systeme d’équations définies sur un domaine €2 et vérifiées par un
couple d’inconnues (U, \). Nous citons ici deux méthodes de domaines
fictifs. La premiere est une méthode de domaines fictifs avec multipli-
cateurs de surface, elle correspond au cas ou A est défini sur le bord
de w . La seconde méthode est une méthode de domaines fictifs avec
multiplicateurs de volume ; dans ce cas, A est défini sur w.

Il nous a alors semblé intéressant de coupler les méthodes d’ondelettes
et 'approche domaines fictifs. Ces travaux font I'objet de la seconde partie
de la these. Le probleme considéré est un probleme parabolique avec condi-



tions de Dirichlet sur la frontiere du domaine. L.’approche domaines fictifs
introduit une prise en compte efficace des conditions aux bords en vue de
I'implémentation par une méthode ondelettes, cependant, un certain nombre
de difficultés propres a la reformulation dans le cadre des domaines fictifs
restent a résoudre. Il s’agit principalement de,

— La construction et I’analyse d’un schéma général d’approximation. Peu
de résultats sont disponibles sur 'approximation par les ondelettes d'un
probléme formulé dans les domaines fictifs ([24]). Les différentes étapes
de construction du schéma d’approximation d’une équation parabolique
dans les domaines fictifs doivent étre décrites et une analyse complete
a chaque étape doit étre fournie (existence et unicité de la solution,
calcul de bornes d’erreur...).

[’analyse et I'implémentation de l'algorithme de résolution : aucune
étude concernant le conditionnement des matrices qui interviennent
dans I'implémentation d’'une méthode ondelettes/domaines fictifs n’existe.
De plus, des problemes techniques doivent étre résolus notamment
concernant I'extension de certaines quantités de w au grand domaine €2
et dans l'estimation de termes faisant intervenir la trace de fonctions
sur le bord du domaine w.

Traitement d’images et problemes de bords

Dans le cadre du traitement d’images, les problemes de bord sont les

problemes dus a la non optimalité des algorithmes de compression en on-
delettes au voisinage des zones de discontinuités ou de fort gradient que
constituent les contours d’une image.
En effet, les méthodes numériques a base d’ondelettes ne conduisent pas a
des algorithmes adaptées a la position des contours d’une image a compres-
ser. De plus, la transformation bi-dimensionnelle en ondelettes tensorielles
est trop rigide pour tenir compte de 'orientation des contours d’une image.
Pour réduire ces difficultés, plusieurs travaux récents ont produit des nou-
velles méthodes numériques pour la compression. Parmi ces méthodes, nous
pouvons citer,

[’approche Bandelets : les Bandelets, développées par S. Mallat et
E. Le Pennec dans [54], définissent une nouvelle base orthonormale de
fonctions qui vivent le long des contours d’une image. Cette construc-
tion utilise la notion de flux géométrique de I'image, c’est a dire un
champ de vecteurs donnant en chaque point la direction dans laquelle



I'image a des variations régulieres dans le voisinage du point. Les Ban-
delets sont alors construites a partir d’'une base d’ondelettes
bi-dimensionnelles a laquelle est appliqué un opérateur de déformation
qui conduit a l'introduction d’'une nouvelle base se déformant le long
du flot géométrique.

— L’approche Ridgelets/Curvelets : les Ridgelets/Curvelets ont été in-
troduites dans les travaux de D. Donoho et E. Candes ([13] et [12]).
Ce sont des approches anisotropiques mais, contrairement aux Ban-
delets, elles sont non adaptées aux contours de 'image. Les Ridgelets
sont des fonctions de la forme ,4(2,y) qui sont obtenues en appli-
quant des translations, des dilatations et des rotations a une fonction
mere 1. Cette construction offre donc le choix supplémentaire d'un pa-
rametre de rotation, par rapport aux ondelettes classiques, ce qui évite
de privilégier les directions verticales et horizontales comme on le fait
classiquement avec des ondelettes bi-dimensionnelles construites a par-
tir de deux ondelettes monodimensionnelles.

Les Curvelets sont ensuite construites a partir des Ridgelets en locali-
sant leur action par des troncatures en espace et en fréquence.
[’approche ENO (Essentially Non Oscillatory)([1] et [23]) : elle est
basée sur une technique qui a été introduite a l'origine pour la si-
mulation numérique d’onde de choc ([39]). Dans cette approche, une
image est représentée par une matrice de données qui correspond a la
discrétisation d’une fonction bi-dimensionnelle sur une grille dyadique.
Contrairement aux deux approches précédentes, le point de départ de
la construction de I'algorithme de compression correspondant n’est pas
la définition d’une famille de fonctions de base mais I'introduction d’un
opérateur d’'interpolation de données numériques qui integre la présence
de discontinuités (ou de contours) via un mécanisme de détection. Une
sélection adaptée du stencil d’interpolation permet alors de limiter les
oscillations dus au phénomene de Gibbs pres des contours.

A T’heure actuelle, nous pouvons citer deux méthodes numériques qui
ont été construites par cette approche. La premiere est la méthode
ENO-2D séparable décrite dans [1]. Elle consiste a appliquer un opérateur
d’interpolation monodimensionnel d’abord aux lignes de I'image puis
a ses colonnes, la sélection du stencil d’interpolation se faisant grace a
une étape de détection opérant sur des données déja reconstruites.
Plus récemment, A. Cohen et B. Matei proposent dans [23] la méthode
ENO-EA qui améliore la méthode ENO-2D grace a une détection bien
meilleure et a une incorporation plus efficace des informations sur la
géométrie de I'image. Nous reviendrons en détail sur la description de
ces deux méthodes dans la partie III.

Suivant le méme but, nous avons construit, dans la partie III, une méthode



numérique pour la compression qui integre certaines informations sur la po-
sition et l'orientation des contours de I'image a compresser. Cette méthode
est basée sur l'introduction d’analyses multiéchelles adaptées et donc d’on-
delettes adaptées, d’abord monodimensionnelles puis généralisées au cas bi-
dimensionnel. L’algorithme de compression correspondant combine détection
de contours et interpolation de données dans la méme philosophie que I'ap-
proche ENO-EA mais en effectuant I'étape de détection sur les données
exactes et non reconstruites a chaque niveau comme dans le cas ENO-EA.

L’objectif de notre travail est d’améliorer les algorithmes existant sur
deux points. Le premier point est la stabilité de ’algorithme de compres-
sion correspondant, c’est a dire la possibilité de ”controler” le comportement
de I'algorithme quand des perturbations sont introduites dans les données. Le
second point concerne le gain de performance de la méthode. Ici, nos com-
paraisons seront faites avec une méthode utilisant les ondelettes classiques,
notamment pour la compression d’images réelles.

Ce mémoire est alors organisé de la facon suivante,

La premieére partie est consacrée a des rappels sur la construction d’ana-
lyses multiéchelles. On rappelle en particulier le concept d’analyses mul-
tirésolution, terme que nous réservons pour les analyses multiéchelles as-
sociées aux ondelettes ([26], [51], [48]). Puis, une seconde construction est
décrite; elle est basée sur le formalisme de Harten ([37]). Le lien entre ces
deux constructions est détaillé.

La seconde partie présente la construction d’'un méthode numérique pour
la résolution d’équations aux dérivées partielles qui couple les approches a
base d’ondelettes et de domaines fictifs. LLa méthode est d’abord analysée sur
un plan théorique (existence et unicité des solutions, borne d’erreur) puis
sur un plan pratique (implémentation de I’algorithme de résolution, condi-
tionnement des matrices du probleme, vérification numérique de 'analyse
théorique, applications a la résolution d’équations définies sur des domaines
complexes).

La troisieme partie de ce mémoire concerne tout d’abord la définition
d’analyses multiéchelles monodimensionnelles adaptées aux caractéristiques
d’une fonction non réguliere dans le formalisme de Harten. Ensuite, ces ana-
lyses sont généralisées au cas bi-dimensionnel pour la construction d’un al-
gorithme de compression que l'on compare avec certains algorithmes de la
littérature.



Premiere partie

Généralités sur les analyses
multiéchelles






Introduction

Cette partie est consacrée a des rappels ou a des clarifications sur la
construction d’analyses multiéchelles.

Les analyses multiéchelles considérées ici sont associées a un facteur de
dilatation dyadique, c’est & dire de la forme 277, j € Z. On définit alors
une analyse multiéchelle par une suite d’espaces fonctionnels {V;},cz et une
suite d’opérateurs surjectifs, {PV]. }ijez d'un espace fonctionnel F' dans Vj,
vérifiant les trois propriétés suivantes,

1) Emboitement des espaces,
VieZ, V; C Vi
2) Passage entre deux niveaux successifs par dilatation dyadique,
f(2z) e Vi= f(2* ) € Vip
3) Propriété d’emboitement des opérateurs Py,, j € Z :
VfeF, Pyf=0= Py_ =0

En choisissant, pour chaque j, une base de V;, on introduit {V’};cz,
la famille d’espaces séparables correspondant aux suites des coordonnées de
Py f, f € F, dans cette base. Notons que la famille d’espaces {V/},cz est en
bijection avec la famille {V;},cz. De la méme fagon que 'on a introduit la fa-
mille d’opérateurs { Py, } jez, connectant un espace fonctionnel F' a {V}};cz,
on peut donc définir une famille d’opérateurs {D,},cz reliant F & {Vi},c»
et qui vérifie aussi la propriété d’emboitement.

A la famille (V7, D;), sont associées deux familles d’opérateurs inter-
échelles pour décrire la connection entre deux espaces successifs V7 et V7I+1,

Le premier opérateur est un opérateur de décimation . Il agit de V7!
dans V7 et associe & tout élément D; 1 f € VIt Pélément D, f € V7.
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Le second opérateur est une opérateur de prédiction . Il agit de V7
dans V7!, La prédiction associe & tout élément, D;f € V7, un élément
de V7*! qui, en général, n’est pas D, f. Pour retrouver D, f & partir
de D,f, il faut donc introduire des détails qu’il convient de rajouter
a la prédiction.

Une décomposition a deux échelles de D, f est alors constituée de D; f
et de détails. En itérant, on construit une décomposition multiéchelle.

[’opérateur de prédiction occupe donc un role prépondérant dans la
construction de la transformation multiéchelle puisqu’il controle le ”volume”
de détails a rajouter et donc a stocker pour changer d’échelle d’approxima-
tion. Dans cette partie, notamment dans le chapitre 2, une attention parti-
culiere est portée a cet opérateur. Il convient de rapprocher sa construction
de la construction de schémas de subdivision ([32]). On définit un schéma
de subdivision, S, comme tout opérateur de V7 dans V/*! qui s’écrit,

S ASitmen = LU Yem avee f7T = (SF7) = Y aftih £,

meZ

ou la famille finie ¢/t"* = {ajnj]’k} € IRMi+retMip, ,+1
7M <m§M]-+11k

JHLES
s’appelle le masque du schéma de subdivision associé a la donnée f,;j“. La
dépendance de a?*1* par rapport & j, k ou f7 permet de classifier les schémas
de subdivision.

Si a/t'* ne dépend pas des données {f{}rcz, le schéma est dit linéaire .
On parle de stationnarité d’un schéma de subdivision si la famille a/!*

dépend de I’échelle j et d’ uniformité si elle est dépendante de I'indice k.

Deux exemples de construction d’analyses multiéchelles sont présentés
dans cette partie.

Dans le chapitre 1, nous présentons la construction des analyses mul-
tirésolutions associées aux bases d’ondelettes ([26], [51], [48]). Nous rappelons
d’abord les définitions classiques relatives a cette construction pour des ana-
lyses de L?(IR), ainsi que quelques résultats importants, utiles pour la partie
IT. En particulier, nous rappelons que la relation d’échelle entre les fonctions
de base de I'analyse conduit a des schémas de subdivision stationnaires et
uniformes si on étend la définition précédente a des suites {a%’“}mez dont
les termes sont a décroissance rapide. Un résultat sur la représentation d’'un
opérateur elliptique dans une base d’ondelettes est fourni. Enfin, nous termi-

nons par deux exemples d’analyses multirésolutions qui sont utilisés dans la



partie II.

Le deuxieme exemple de construction, décrit dans le chapitre 2, est basé

sur le formalisme de Harten ([37]). A l'inverse des analyses multirésolutions
associées aux ondelettes, le formalisme de Harten est purement discret et
consiste a définir deux opérateurs inter-échelle (un opérateur de prédiction
et un opérateur de décimation), sans a priori définir d’espaces fonctionnels,
ni d’ondelettes. Néanmoins, un lien tres étroit relie cette construction avec
les analyses multirésolutions classiques.
Apres avoir introduit le formalisme de Harten, nous présentons deux exemples
d’opérateurs de prédiction. Ils conduisent a la définition de schémas de sub-
division qui peuvent étre non uniformes et non stationnaires. La convergence
de ces schémas de subdivision est ensuite étudiée et permet dans le cas sta-
tionnaire et uniforme de clarifier completement le lien avec les ondelettes
biorthogonales classiques.






Chapitre 1

Analyses Multirésolutions et
Ondelettes

Ce premier chapitre introduit une premiere facon de construire des ana-
lyses multiéchelles. II reprend la construction classique des analyses mul-
tirésolutions conduisant aux bases d’ondelettes ([26], [51], [48]).

La section 1.1 rappelle d’abord la construction des analyses multirésolutions
de L*(IR) qui s’articule autour de deux points essentiels,

— l'introduction d’'un couple de famille d’espaces ({V;}jez. {W;}tjez) :
les espaces Vj, j € Z sont les espaces d’une analyse multiéchelle de
L?(IR) alors que les espaces W;, j € Z sont des espaces dits de détail,
complémentaires des V; et engendrés par des ondelettes,
la construction de deux familles d’opérateurs de projection sur les deux
familles d’espaces, notées { Py, }jez et {Pw, }jcz.

On rappelle ensuite certaines propriétés concernant I’approximation dans
les espaces d'une analyse multirésolution ([19]) et la possibilité de construire
des algorithmes multiéchelles rapides de décomposition et de reconstruction
([47]). L’étape de prédiction sur laquelle sont basés ces algorithmes définit
un schéma de subdivision stationnaire et uniforme si 'on étend la construc-
tion des schémas de subdivision a des masques dont les coefficients sont a
décroissance rapide. La section 1.1.2 se termine par le rappel des construc-
tions classiques ([55] et [50]) des analyses périodiques de L?(IR) et des ana-
lyses de L2(IR"™), n > 1 qui s’obtiennent & partir de celles de L?(IR) et que
nous utilisons dans nos travaux.

La section 1.2 est consacrée a I’approximation d’une équation elliptique sur
une base d’ondelettes; on s’intéresse notamment a ’action d’un opérateur
elliptique L a coefficients constants sur une famille d’ondelettes. Les fonc-
tions résultantes ne constituent plus une famille d’'ondelettes; il s’agit d’une
famille de vaguelettes qui partagent la plupart des propriétés des ondelettes

13
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a l'exception de I'invariance par translation et dilatation ([51] et [57]).
Enfin, la section 1.3 présente deux exemples d’analyses multirésolutions :
celles associées aux ondelettes splines ([26]) et celles associées aux ondelettes
a support compact ([20] et [15]).

1.1 Rappels sur les Analyses Multirésolutions
de L*(IR)

1.1.1 Définition

Une analyse multirésolution de L?(IR) est une suite {V;};cz de sous-
espaces fermés de L?(IR), vérifiant les propriétés suivantes :

VoWV C Vg, (1.1)
NijezV; = {0}, (1.2)

UeaV; = L(IR), (1.3

f@iz) e Ve f(27'7) € Vi, (1.4)
fa)eVieVke Z, f(z—k27) eV, (1.5)

il existe ¢ € V) appelée fonction d’échelle telle que
{¢(x — k)} e, est une base de Riesz de Vj. (1.6)

On rappelle qu'une base de Riesz de V{ est une famille de fonctions totale
dans V; telle que,

3A > 0, 3B < oo, tels que, V{c}opm € 1H(Z) ',

A la’<Il Y adl@ = k) am< B Y la | (1.7)

keZ keZ keZ

On peut imposer [ ¢ = 1.

Yfitvez € IP(Z) si et seulement si Y, | fi|* < +oo.
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On dit qu’une analyse multirésolution est m-réguliere si et seulement si

k

oxk

C

¢ e C™ et Vi <m, Vr, Je, tel que, - )
(1+[=[")

¢ < (1.8)

La connection entre deux espaces associés a deux échelles consécutives
nécessite I'introduction d’un deuxieme type d’espaces : les espaces de détail.

On écrit,
Vinn=V;&Wj, (1.9)
ou
V, = wvect{2/%¢ (2% - k‘) , ke Z},
= vect{p,x, k € Z}, (1.10)
et

W, = wect{2/%) (2j:r - k‘) . ke Z},
= wvect{js, k € Z}. (1.11)

W;, j € Z définit un espace de détail et ¢ s’appelle une ondelette .
De plus, {W,};cz vérifie les propriétés suivantes,

UjezW; = L*(IR),
— f(T) eWoe f (2]7‘) S W]

On définit aussi, pour toute fonction f € L?(IR), deux opérateurs de
projection sur les espaces V; et W; par,

Py, (f) = > ciwlf)ins (1.12)
P, (f) = 3 diau(f) s (1.13)

ot {¢;ji(f) kez (resp. {d;i(f)}rez) s'appellent les coefficients d’échelle
(resp. les coefficients d’ondelettes ou de détail) de f associés au niveau de
résolution 7.
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Par construction de 'analyse multirésolution, toute fonction de f € L?(IR)
s’écrit comme la somme d’une approximation grossiere et d'une suite de
détails de plus en plus fins,

F=Pou (D + S Pu(f). (1.14)

Jj=Jo

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons deux choix possibles pour
les espaces V; et W, ainsi que pour les opérateurs de projection Py, et Py, .
Ils conduisent a la construction d’analyses multirésolutions orthonormales et
biorthogonales.

1.1.2 Analyses multirésolutions orthonormales

Ici, les familles {¢;x}kez et {¥;k}trer engendrant les espaces V; et W
sont orthonormalisées et les opérateurs de projection sont donc des opérateurs
de projection orthogonale qui s’écrivent, pour tout f € L*(IR),

Py.(f) = Z < [, 95k >12(R) Pjk> (1.15)
keZ
Py, (f) =D < %k >120m) Viks (1.16)
kez
et

Construction des bases

— Construction de ¢ :

Puisque Vy C Vi, la fonction d’échelle ¢ vérifie la relation d’échelle
suivante,

$(x) = V2 Y o2z — k), (1.18)

keZ
olt by, =< ¢, 11 >12my= V2 [ d(2)p (22 — k)du.

En utilisant la transformée de Fourier sur L?*(IR),

Vf e L*(R), Yw € R, f(w)= /mf(m)e*wdm, (1.19)
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la relation (1.18) peut étre reformulée par,

~

d(w) = mo(5) 9

| &
| &

), (1.20)

ou mo(w) = %Zkez hye ™% est une fonction de carré intégrale 27-

périodique et s’appelle le symbole de 'analyse multirésolution.

En itérant la relation (1.20), nous obtenons une expression de ¢ en fonc-
tion du symbole, sachant que ¢(0) = 1,

o) =TI mo(%)- (1.21)

j=1

— Construction de v :

De la méme maniere, comme ¢ € V;, on peut définir un symbole m; tel
que,

P(w) = ml(g)é(g), (1.22)

qui s’écrit, en passant a la variable d’espace, z, sous la forme d’une rela-
tion de détails,

Y(w) = V2 grd(2z — k), (1.23)

keZ

oit gi = (1)F 'h_y.

Nous présentons maintenant deux séries de résultats qui motivent le choix
des ondelettes pour notre travail.
La premiere série porte sur la qualité d’approximation dans les bases d’on-
delettes. La seconde concerne la construction d’algorithmes rapides de calcul
dans les analyses multirésolutions.

Qualité d’approximation dans une base d’ondelettes

Nous commencons par introduire la notion d’ordre d’approximation d’une
analyse multirésolution. L’ordre dépend de la capacité de l’analyse mul-
tirésolution a reproduire les polynomes jusqu’a un certain degré. Plus précisément,
on dit que I'analyse multirésolution est d’ordre d si elle reproduit les po-
lynomes jusqu’au degré d — 1.
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~ Cette condition se traduit, d’apres [36], en terme de zéro d’ordre d de
¢(w) aux points {w = 27n,n € Z*}. La proposition suivante reformule alors
cette condition en utilisant I'expression (1.21),

Proposition 1.1.1
Simg a un zéro d’ordre d au point m, i.e

Fmo(n) =0, k=0,....,d—1, (1.24)
alors l'analyse multirésolution est d’ordre d.

L’ordre de I’analyse multirésolution entraine un résultat essentiel sur le
nombre de moments nuls de I'ondelette et la décroissance des coefficients
d’ondelettes,

Proposition 1.1.2
Si Uanalyse multirésolution est d’ordre d alors,

— londelette a d moments nuls, i.e

/ ¥ (x)de, k=0,.,d—1. (1.25)
IR

— De plus, f € C?, 0 < p <d si il existe une constante K tel que,

[ Fe < K20 (1.26)
JIR

La proposition précédente est particulierement intéressante puisqu’elle
nous dit que si la fonction f est tres lisse, entrecoupées de forts gradients,
sa décomposition dans la base d’ondelettes est creuse et les plus gros coeffi-
cients de détail sont localisés autour des zones a fort gradient. Un tel résultat
justifie alors I'introduction de bases d’ondelettes adaptées comme dans [16]
pour la résolution numérique d’équations et la construction d’algorithme de
compression de données utilisant les ondelettes pour des données ayant des
singularités.

La proposition suivante établit le lien entre la qualité d’approximation
d’une analyse multirésolution et son ordre.

Proposition 1.1.3
Vfe H(IR), 0<s<d,

L f=Puflleeary < Cug2 | f lis(m) - (1.27)

ot Cj 4 est une constante qui dépend uniquement de l’analyse multirésolution
choisie.
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La proposition suivante donne un résultat sur la régularité des fonctions
de V; et de W; (]19]),

Proposition 1.1.4
Si ’analyse multirésolution est m-réquliére alors pour tout j € Z,

1) si f € vect{pj . k € Z},

Vs <m, fe H(R)=||f]|

wemy~ 2V fl] 120y, (1.28)

2) si f € vect{p,r, k € Z},

V s<0 , fe Hg(ﬂ?) :>|| f HHG(R)Z CB,d)QSijHLQ(lR): (129)
V s>0 , fe Hs(ﬂ?) :>|| f HHS(IR)S CB,¢25]Hf||LQ(1R)J (130)

ot Cp,q est une constante qui dépend de l'analyse multirésolution choisie.

Remarquons que dans le cas s > 0, on retrouve l'inégalité classique de
Bernstein([19]).

Le deuxieme aspect de I'approche ondelettes qui justifie son utilisation
dans la résolution de problemes numériques et dans la compression de données
est la possibilité de construire des algorithmes multiéchelles rapides de calculs

des coefficients {ijk(f)}kez et {djvk(f)}keﬂ‘

Algorithme de calcul des coefficients

D’apres la relation (1.9), on définit deux transformations appelées décomposition
et reconstruction ([47]).

- La décomposition est basée sur le lien entre c;;(f) et le couple
{¢;210(f),dj—14(f)}. En effet, d’apres les relations d’échelle et de détails,
on a,

ciak(f) =D calf)hion, (1.31)
leZ

dj1x(f) = Y cia(f)g-o. (1.32)
lez

En itérant, on construit un algorithme de décomposition,
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{Cj,k(f)}kgz — {{C-lo,l(f)}leﬂ ) {dJoJ(f)}lgz e {djfl,l(f)}lgz} ) (1-33)

ou Jy < j.

- La reconstruction fournit ¢;(f) & partir de {¢;_1,(f),d;—1,(f)}. Elle
s’écrit,

ciu(f) =D ¢ a(H)bea+ D dj 1 4(f)Grar- (1.34)

leZ leZ

En itérant la relation (1.34), on obtient I'algorithme de reconstruction,

{{C-lo,l(f)}leﬂ ) {dJo,l(f)}zez R {djfl,l(f)}lgz} — {Cj,k(f)}kez - (1.35)

La complexité de ces deux transformations dépend du nombre de coeffi-
cients d’échelle et de détails non nuls. Néanmoins, la structure en arbre de
ces algorithmes garantit leur rapidité.

Dans le cadre de la résolution d’équations aux dérivées partielles, ces
deux transformations permettent de passer efficacement de la projection de
la fonction f dans V; a sa représentation dans les espaces de détail qui est
celle utilisée pour la résolution numérique.

Ces deux transformations sont aussi utilisées dans la premiere étape d'un
algorithme de compression de données et dans 'étape de reconstruction a
partir de I'information compressée.

Remarque 1.1.1

La relation (1.84), avec ¥l € Z, d;j_1,(f) = 0, définit une relation du
type schéma de subdivision. Cependant, le masque du schéma, {h;}icz, n'a
pas un nombre fini de termes. On parle quand méme de schéma de subdi-
vision puisque, grace a [’hypothése de m-régularité (1.8), les termes de la
suite {h ez décroissent rapidement. Dans ce cas, le schéma de subdivision
est stationnaire et uniforme puisque le masque, {h;}cz est indépendant de
I’échelle j et de l'indice de position k du coefficient d’échelle a calculer.

Il est classique de construire, a partir d’'une analyse multirésolution de
L*(IR), des analyses multirésolutions de L?(IR/Z) et de L*(IR™) (n > 1).

Analyses multirésolutions orthonormales 1-périodiques de L*(IR/Z)

Une analyse multirésolution orthonormale 1-périodique de L*(IR/Z) est
construite & partir d’une analyse multirésolution orthonormale de L?(IR), en
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introduisant les familles d’espace complémentaires {[V;]},cz et{[W;]}cz en-
gendrés respectivement par les fonctions [¢; 4] et [1h;x], 0 < k <27 — 1 ou,

[ ] est I'opérateur de périodisation défini par,

[]: L(R) — L*(R/Z)
foe =2 f+1D). (1.36)

Nous fournissons en annexe A.1 le calcul détaillé des filtres et symboles
de cette analyse, ainsi que les formules de décomposition et de reconstruction
des deux algorithmes multiéchelles correspondant.

Analyses multirésolutions orthonormales de L?(IR")

La définition des analyses multirésolutions de L?*(IR) (sectionl.1.1) se
généralise simplement aux analyses de L?(IR"), en réécrivant les propriétés
(1.1) & (1.6) dans le cas n-dimensionnel.

On introduit alors la famille d’espaces {V, } ,c z d'une analyse multirésolution
de L*(IR") et telle que,
Vj = UeCt{q)j,kth,---,knJ (kl, ko, ..., I{Jn) € Zn}

ou pour tout j € Z,
{®j ky koo } (1 ks, kn)ezn €St une base orthonormée de fonctions d’échelles

de L?(IR™).
Nous rappelons ici une construction par produit tensoriel pour n = 2. La
fonction d’échelle @k, r,, (ki,k2) € Z?, s'exprime a l'aide de La fonction

d’échelle, ¢, d’'une analyse multirésolution monodimensionnelle, de la facon
suivante,

(I)j,kl,kz (.’I,‘, y) = 2]¢(27T o k])¢(27y o k?)a (137)

Si ¢ est I'ondelette de 'analyse monodimensionnelle associée a ¢, alors,
I'espace de détail W; vérifie,

Wi=vect{W} . .., (k1.ks) € Z*, i=1,23} (1.38)

avec,
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W) g (9) = 200(202 — k) (2y — k), (1.39)
U ke (2,9) = 279(272 — 1) $(2y — ko), (1.40)
Wi, 1 (7,9) = 2027 — k)Y k). (1.41)

Le deuxieme type d’analyses multirésolution que nous allons utiliser cor-
respond aux analyses multirésolutions biorthogonales. La section suivante
rappelle les définitions et propriétés de ces analyses. Elles reprennent celles
qui ont déja été présentées dans le cas des analyses orthogonales. Nous nous
référons a [48] pour plus de détails.

1.1.3 Analyses multirésolutions biorthogonales

Contrairement a la section précédente, les espaces {V;}jez et {W,};cz ne
sont pas ici orthogonaux et les opérateurs de projection sont des opérateurs
de projection oblique. Pour cela, on introduit deux autres familles d’espaces
{(ViYiez et {W;};ez, d'une analyse multirésolution de L?(IR) et donc deux
autres familles de bases {qﬁj kkez et {% k}kez. On suppose que les relations
suivantes, dites conditions de biorthogonalité, sont vérifiées,

< Gjr i >r2my = Opp (1.42)
< ik Vi >r2my = Opp- (1.43)

L’espace d’approximation Vj (resp V7+1) est alors partagé en deux sous-
espaces, Vj(resp V) et W,(resp W;) qui sont en somme directe et tels que :

Wy LV, (1.44)
W; LV (1.45)
On écrit alors,
Py (f) = Z </, (;j,k >12(R) Pk (1.46)
keZ
Py, (f) = Z < [y ik >r2(m) Viks (1.47)
keZ

On a aussi, comme dans le cas orthogonal,

(w) = mg (w/2)
(w) = mg (w/2)
(w) = my (w/2)
(w) = ma (w/2)

(w/2), (1.48)
(w/2), (1.49)
(w/2), (1.50)
(w/2), (1.51)

W

I
3

W

< = S0 S
Qr o T o
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ce qui fournit deux relations d’échelle du type (1.18) et deux relations de
détails du type (1.23).

Deux transformations (une décomposition et une reconstruction) peuvent
aussi étre construits dans le méme esprit que ceux de la section 1.1.2.

Un moyen pour obtenir des analyses multirésolutions biorthogonales est
d’appliquer, en dimension 1, un opérateur de différentiation homogene. Ce
résultat fait 'objet de la proposition suivante ([45], [57]).

Proposition 1.1.5

Soient (¢ ,gz~5), une paire de fonctions d’échelle d’une analyse multirésolution
biorthogonale et soient (mg, Mmy), les deuz symboles associés. Introduisant les
deuz symboles suivants,

mo(w)
mi (w) = 21—?—?“” (1.52)
B 1 .
b Nw) = S0(@)(1+e ), (1.53)

on construit alors une nouvelle paire de fonctions d’échelles biorthogo-
nales (¢", ¢!=1) qui vérifient,

o(w) = ¢(w)em_1 (1.54)

e = 1—e W

Hw) = Plw)——. (1.55)

Ces relations s’écrivent aussi,

Do) = oMz +1) - o(a) (1.56)
d - _ R
L) = o)~ gl 1), (1.57)
x

De la méme fagon, a partir de la paire d’ondelettes biorthogonales (Y 1))
et des symboles associés (my, my), deuzr nouveaur symboles sont construits
par différentiation et intégration suivant,

mll(w) = %ml(w)(l ey, (1.58)

my (w)

1— e’

(1.59)
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et une nouvelle paire d’ondelettes biorthogonales (z/)m ,z/;[’”) est construite
a partir de ces symboles. Elles vérifient,

1 dip

Pl = ST (1.60)
- 1 depl—1
I (1.61)

Les relations (1.52), (1.53), (1.58) et (1.59) s’appellent les formules de
commutation de Lemarié .

Remarque 1.1.2

Ces formules sont également présentes dans le chapitre 2 quand on décrit
des analyses multirésolutions biorthogonales splines. Les expressions (1.56)
et (1.57) peuvent étre reformulées dans une version discréte qui est aussi
utilisée dans le chapitre 2,

Si on note, {¢;r(f)} e, {€x(f)}e, {rg];c(f)}k, {65;”(]‘)};“ les coefficients
d’échelle associés aux fonctions d’échelle ¢, ¢, oM, dl-1 les relations (1.56)
et (1.57) s’écrivent,

d o 1
Dy = L)~ () (1.62)
_1,d . R

T,E,k }(%) = 2(Cjpr1(f) — in(f)) (1.63)

1.2 Opérateurs aux dérivées partielles et bases
d’ondelettes

Soit L, un opérateur aux dérivées partielles d’ordre g a coefficients constants,
tel que,

L: HYR") — L*(IR)

foooe ) a, D" f (1.64)
V=(V1,....,0n),|V|<q
v _ _ 0¥l ovn
avec DV = Gor )T (Ao
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Définition 1.2.1
Lopérateur L : HI(IR") — L*(IR) est elliptique s’il existe une constante K
tel que,

Vu € HI(IR"), < Lu,u >p2r)y> Keyllu||go(mm (1.65)

Soit I'équation aux dérivées partielles,

Trouver u € HY(IR"™), tel que,

Lu = f, (1.66)

La reformulation de ce type de probleme a ’aide des ondelettes consiste
a chercher u sous la forme d’une combinaison linéaire d’ondelettes, c¢’est a
dire sous la forme,

u=">y > ua V' (1.67)

jeZie{l,...Q"—l},aeK;?o
ol K;)O = {O/ = (], k], k‘g, ceey k)n)/(k],kg, ceey kn) € ZTL}

Revenant a l'expression (1.66), on est donc amené a étudier 'action
d’un opérateur aux dérivées partielles sur une ondelette. Nous donnons tout
d’abord des résultats généraux, puis nous étudions le cas particulier de 'opérateur
I —a;A (a7 > 0) ou A désigne 'opérateur laplacien, qui est celui utilisé dans
la partie II.

1.2.1 Action d’un opérateur sur une base d’ondelettes :
cas général

L’image d’une ondelette sous I’action d'un opérateur L n’est généralement

plus une ondelette. Cependant, a un facteur multiplicatif pres, elle s’exprime

a l'aide de vaguelettes ([51]) qui sont des fonctions proches des ondelettes.
Nous commencons par rappeler la définition d’'une vaguelette.

Définition 1.2.2
On appelle vaguelette d’ordre d et de régqularité m, toute famille de fonctions
O de IR"™ vérifiant,

1)V¢ e R", || <m et VN >1, ACy tel que,
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9°0; 93 (5 +¢l)
ik < . 1.
P |*CN(1+\2J.@*/€\)N (1.68)
2)
/ 0, k(x)de =0, 0<k<d, (1.69)
JIR™

La proposition suivante montre que ’on peut construire des vaguelettes
a l'aide de l'opérateur L ([57]).

Théoreme 1.2.1

Soit ¢ et 1 la fonction d’échelle et l'ondelette meére d’une analyse mul-
tirésolution de L*(IR), m-régulicre, et d’ordre d.
Soit W', 4 =1,---,2" — 1, les 2" — 1 ondelettes orthogonales d’une analyse
multirésolution de L*(IR™) construites a partir de ¢ et ¢ par la méthode du
produit tensoriel.

St L est un opérateur elliptique d’ordre q > 0, tel que,

q+1,

m
d qg+1,

>
>
Si on définit les fonctions ©', et (:)76! par
Oi (z) = 25 271 L[W (2x — k)],
Ol (z) = 2% 2091 [Wi(2g — k)],
alors,
1) ©l, ¢ H™ 9(IR") et ©), € H™(IR"),

2) La fonction ©F, (resp. O1) est une vaguelette d’ordre d et de régularité
m-+q—1 (resp. m—q).

De plus, < O, (:)Z;/ >r2(rn)= Oa,a0iir -

Remarque 1.2.1

Une des conséquences du théoreme 1.2.1 est que les vaguelettes

{@g}ie{],gyg},ae,(;o sont bien localisées dans le domaine de Fourier. Plus précisément,
sutvant [16], on a,
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Ve, dp > j, tel que Va € K2°, Vi€ {1,2,3},

1/2
i\ 2
Z ‘ < 6117@21 >L2(IR2) | S €, (170)
a1 €K5°, ji>p, i1€{1,2,3}
ce qui traduit qu’a la précision e,
{OLYien23baek € Vi, (1.71)

ou p > 0 dépend de l'opérateur L et de l’ondelette V.

Ce résultat est tres important pour l'implémentation de [’algorithme de
résolution de la partie Il puisqu’on en déduit une transformation rapide entre
une décomposition en vaguelettes et une décomposition en ondelettes.

1.2.2 Un exemple d’opérateur L

On considere ici 'opérateur d’ordre 2 qui s’écrit,

L: H*(R? — L*(IR)

Pomia (2 )

— 4+ = 1.72
6x2+8y2 (1.72)

avec a; > 0.

Un résultat d’approximation

Puisque les fonctions (:)76! et © sont proches des ondelettes, nous établissons
une inégalité d’approximation du type Jackson (expression (1.27)) qui quanti-
fie 'erreur d’approximation quand on approche une fonction f € H*(IR?), s >
2 par sa projection dans les espaces engendrés par la famille {@g}ie{],273}7a€ Koo
0 <1< j-—1. Cette estimation est utilisée pour les calculs de bornes d’erreur
entre solution exacte et approchée dans la partie II.

Proposition 1.2.1
Sous les hypothéses du théoréme 1.2.1, pour toute fonction f € H*(IR?),
m > s > 2, on a l’estimation suivante,

jil ~ . . .
fF=> > < f,04 > O || w2y < CJ,(—)T](S?Q) [  ars (mey,

1=014€{1,2,3},ae K®

(1.73)
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ou U est une constante qui dépend de l'analyse multirésolution chotsie

et des constantes de 'opérateur L.

Preuve:

On peut écrire pour tout f € H*(IR?) avec 2 < s < m,

Jj—1 o '
r = > > < f,04 >r2m2) Oy |2 (r2)

1=0i€{1,2,3},a€ K{®

j71 . .
= || Lt Lf — Z Z < Lf, \Ifg > 12(R?) \I/il ||H2(1R2)

1=0i€{1,2,3},aeK®

IN

‘ Lf Z Z < Lf, \Iffl >L2(RZ) \Ifi! HLZ(IRZ) .

77’)777( ) 1=014€{1,2,3},ae K®

(1.74)

Puisque Lf € H* *(R) et || Lf [|ge—2m< max(l,ar) || f |l me),
I'inégalité (1.27) permet d’écrire,

.77 ~ . . .
fF=> > < 1,0L >2amey O oy < Cre2 9072 || f |

Hs(IR?)>
1=0 ie{1,2,3},0e K
(1.75)
o Cjo = :;(;:(( ™ C’Jq,, ce qui conclut la preuve.
|

Dans le cadre de la résolution numérique du systeme aux dérivées par-
tielles (1.66) formulé dans une base d’ondelettes, on est amené a remplacer
'espace H?(IR?) par un espace de dimension fini et donc a chercher la so-
lution approchée sous la forme d’une combinaison finie d’ondelettes de la
forme

Sy (1.7

1=0i={1,2,3},a€K;

ou K[ = {Oé = (l,kl,kg)/(lﬁl,kg) € {0, ...,2l — 1}2}

L’action de 'opérateur L sur la famille finie d’ondelettes définit une matrice
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de taille 227 x 2% notée L. La fin de cette section est consacrée a 1’étude de
cette matrice. Nous montrons notamment que £ est mal conditionnée ce qui
peut limiter I'efficacité des algorithmes de résolution et justifie ’approche
introduite dans la partie II.

Conditionnement et préconditionnement de la matrice associée
a l’opérateur L

Apres avoir brievement rappelé la définition du conditionnement, nous
étudions le conditionnement de la matrice associée a l'opérateur L. Enfin,
nous proposons une facon de préconditionner cette matrice a 1’aide des on-
delettes.

La norme que nous utilisons pour définir le conditionnement est la norme

2. Alors, conds(A) = || Al]2 [|A7]]2 avec,

[All2 = /p(AT A) (1.77)

olt p est le rayon spectral, i.e, p(A) = max{|\;(A)],0 <1 < 2% — 1} avec
{)\7 (A)}USiSQijl; le Spectre de A.

. i . [ Amaz (AT A
Le conditionnement s’écrit alors classiquement, condy(A) = %.
mn

Quarteroni et Valli rappellent dans [58] un théoréme pratique pour ma-
jorer le conditionnement d’une matrice.

Théoreme 1.2.2
Soient A et M deux matrices symétriques définies positives telles que,

J0< K1, K2 < 4o tel que Yw € RN
Ky < Mw,w >p<< Aw,w >p< Ky < Mw,w >, (1.78)

\ N _ N—-1 2
ouVw € R", <w,w>p=> 1 ‘W7|

)

alors

K.
condy(M 1 A) < fQ (1.79)

1

Le théoreme suivant donne une estimation classique du conditionnement

de £ ([41]).
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Théoréme 1.2.3
J0< K1, K2 < +oco tel que VYw € RN

Ki <w,w>p<< Lw,w>p< 29K, < w,w >p, (1.80)
En utilisant le théoréme 1.2.2, on déduit que condy (L) < %22-7.

Preuve:

L’action de I'opérateur, L, sur 'ondelette W!, se factorise sous la forme,

LV, = TA, (1.81)

ot A; est défini par A;¥! = 210! et T est un opérateur de changement
de base tel que T¥! = O .
T étant un opérateur continue (puisque c¢’est un opérateur de changement de
base de Riesz) et 'opérateur A, ayant une représentation diagonale dans la
base d’ondelettes {0}, cx,, 0 <1< j— 1, on déduit I'inégalité (1.80).

Le conditionnement évolue donc en 2% et on dit que la matrice £ est mal
conditionnée puisque son conditionnement va augmenter avec la taille de la
matrice.

On cherche alors a la préconditionner, c¢’est a dire a construire une matrice
P tel que le conditionnement de la matrice P~'£ est borné uniformément
par rapport a j.

Dans le cadre des ondelettes ([41], [42]), un simple préconditionneur diagonal
du type Dyj = 2% [5; on Iy; est la matrice identité de taille 2% x 2% suffit
pour préconditionner L.

1.3 Deux exemples d’analyses multirésolutions

1.3.1 Analyses multirésolutions orthogonales splines

Ici, 'espace V; est I'ensemble des fonctions splines d’ordre N associé aux
noeuds entiers {k, k € IN}.

Nous rappelons deux caractérisations des fonctions B-spline d’ordre N
dont les translatés et dilatés forment une base de Riesz de V{. La premiere
utilise la transformée de Fourier.
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Définition 1.3.1
La transformée de Fourier de la fonction B-spline d’ordre N > 1 s’écrit,

BY (w) = e7iN¥/? (%)N (1.82)

La seconde caractérisation définit la fonction B-spline d’ordre N par récurrence
([17]). Elle fait 'objet de la proposition suivante,

Proposition 1.3.1
Pour tout N > 1, la fonction B-spline d’ordre N est définie point par point
par,

BN(z) = BN Yx) + Z=£BN 1z - 1).

N—-1

{ B'(2) = X011 (1.83)

Chacune des deux caractérisations présente des avantages. La premiere
donne 'expression exacte de la transformée de Fourier, ce qui est tres utile
si on cherche le filtre associée a I’analyse multirésolution orthogonale spline.
Quant a la seconde caractérisation, elle fournit la valeur de la fonction en
n’importe quel point arbitraire x € IR et peut etre utilisée dans 1’évaluation
d’intégrales faisant intervenir les B-splines, par des formules de quadrature.

La proposition suivante montre que les B-splines définissent une analyse
multirésolution de L?(IR). Les preuves de ces propriétés sont détaillées dans
[17].

Proposition 1.3.2
La famille des translatés {BN(x — k)}kez vérifie,
Vk € Z, [pBN(x —k)dz=1¢et X4y BN(x—k)=1, z € R.

Introduisant, pour tout j € Z, I’espace VjN = vect{2/2BN(Yx—k), k € Z},
{BN(:L‘ — k)}k67 forme une base de Riesz de V.

De plus,

“Vjezm VNcVh,
- Ujezv_}N - L2(ZR);
- NjezV}¥ = {0},

P.G Lemarié et G. Battle introduisent dans [44] une analyse multirésolution
spline orthonormale pour des B-splines d’ordre pair. Cette technique d’ortho-
normalisation ainsi que les propriétés de 1’analyse construite font 1’objet de
la fin de cette section.
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-0,
—————

(a) (b)
Fic. 1.1 Exemples de fonctions ¢ et 1) pour N = 4

Analyse multirésolution spline orthonormale

Le point de départ de cette construction est ’orthonormalisation des B-
splines par un procédé d’orthonormalisation de Gramm ([26]). En utilisant
I'expression de la transformée de Fourier (1.82), les fonctions génératrices de
cette analyse sont données par :

2o B"(w)
P(w) = P i/ (1.84)
N Py_1(cos’(w/4)) Y
) = wm (PN](sm%w/m)m](sm%w/zl))) )
(1.85)
ou Py est un polynome de degré N vérifiant
Py_1(sin*z) _y 1 (1.86)

(smz)zN ez (z+ l/2)2N'

Le calcul des coefficients de Py est fait dans [55].
La figure 1.1 donne un exemple de fonction d’échelle et d’ondelette mere
quand N = 4.

Remarquons que la relation (1.84) implique une relation linéaire entre
les fonctions B-splines et leur orthonormalisée. En effet, le symbole qui relie
p(w) et BY (w) est 2r-périodique. On peut donc écrire,

1 .
— poe—tkw 1.87
[Py _1(sin?(w/2))]/? k% ke ’ ( )
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soit en repassant dans le domaine physique,

d(x) = S bIBY(x — k). (1.88)

keZ

L’intéret de cette relation est qu’elle permet d’obtenir la valeur de ¢ en
n’importe quel point arbitraire € IR en calculant d’abord la valeur de
BN(x — k), k € Z par la proposition 1.3.1. Ce résultat est utilisé dans la
partie II quand on a besoin des valeurs aux points de ¢ pour évaluer des
intégrales par une formule de quadrature.

La proposition suivante présente quelques propriétés importantes des on-
delettes splines orthonormales.

Proposition 1.3.3
Les fonctions génératrices d’une analyse spline orthonormale vérifient les
propriétés suivantes :

¢ et Y ne sont pas a support compact mais elles sont a décroissance
exponentielle.
¢ et 1 sont CN2(IR).

— ¢ vérifie [ro(x) =1 et [pa*d(x) =0, k=1,..,2N — 1.

— 9 posséde N moments nuls i.e [pa*p(z) =0, k=0,..,N — 1.

1.3.2 Analyses multirésolutions de L%([0, 1])

La construction des analyses multirésolutions de L?([0,1]) a été faite par
A. Cohen, I. Daubechies et P. Vial dans [21]. Elle utilise les analyses mul-
tirésolutions a support compact définies sur IR introduites dans [25].
Une description rapide de la construction de ces analyses est fournie en an-
nexe A.2.

L’intérét de cette construction est qu’elle définit une analyse multirésolution
qui garde le méeme ordre que 'analyse a support compact a partir de laquelle
elle est construite. De plus, cette analyse de L?([0,1]) présente deux avan-
tages essentiels qui justifient son utilisation dans I'implémentation de notre
algorithme de résolution de la partie II :

1) Sa construction fournit un moyen tres simple et rapide pour appro-

cher la valeur des coefficients d’échelle (:B?,’C”(f) d’une fonction f € L?([0,1])N

C°([0,1]) dans cette analyse a partir de I'estimation des moments de la fonc-

tion d’échelle ¢/%'l. Les détails de cette estimation sont donnés en annexe
A2
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2) Les analyses de L?([0,1]) peuvent étre transportées sur une courbe 7.

Soit H: IR — IR?, une transformation C'' par morceaux, telle que

v = HM([0,1]), (1.89)

alors la fonction,

Vs €, ¢7(s) = oI (H 1 (9)), (1.90)

est la fonction d’échelle d’une analyse multirésolution de L?(7).

On peut ainsi définir une analyse multirésolution sur la frontiere v d’un
ouvert w de IR?.

On dispose alors d’une facon simple d’évaluer les coefficients d’échelle
dune fonction f € L*(7), notés ¢],(f), dans cette analyse multirésolution.
Cette évaluation se fait en deux étapes,

— une premiere étape qui consiste a transformer l'intégrale sur + en
intégrale sur [0, 1],

[ F6)uas = [ 106 o) alrdr
= i (F1Tx)), (1.91)

o |Jqy| désigne le Jacobien de la transformation .

, . ., [0,1]
une seconde étape qui consiste a évaluer c; ;" (f].J3|).

Remarque 1.3.1

Les translatés et dilatés de la fonction d’échelle ¢7 construite par la formule
(1.90) ne constituent plus une famille orthonormale de L*(v) au sens du pro-
duit scalaire usuel mais au sens du produit scalaire pondéré, noté <, >p» ()

et tel que,

V(7.0) € L0). < f.9 > )= [ FGal)gl(s)ds. (192)

En effet, par une formule de changement de variable, il vient, puisque la
famille {Qs'g[j;c”}ke{o’m’zj,]} est orthonormale,



vnArtint 1. AINALYODSLS MULLIRALASULU LTIUINS L UINDELE T TS (18]

V(k, k) € {0,...,29 —1}2,

[ GGy ds = [ o6l (r)ar

[0,1]

1.4 Conclusion

Le formalisme en ondelettes permet de construire des analyses multiéchelles
efficaces pour I'approximation de fonctions ou d’opérateurs puisqu’il fournit,

- Des approximations d’ordre élevé.

- Des représentations creuses quand les quantités considérées sont régulieres.
- Deux algorithmes en arbre rapides qui permettent le passage entre 1'ap-
proximation d’une fonction dans I'espace d’une analyse multirésolution V; a
son approximation multiéchelle dans les espaces de détail, W;, [ < j — 1.

- Une "bonne” approximation des opérateurs aux dérivées partielles puisque
I’action d’un opérateur elliptique sur une base d’ondelettes définit une fonc-
tion proche d’une ondelette.

- Un préconditionneur simple (diagonal) pour les opérateurs différentiels.

- Une généralisation simple au cas multi-dimensionnels par la technique du
produit tensoriel.

Cependant, certains limitations sont a considérer,

- I’implémentation des méthodes ondelettes requiert des domaines a géométrie
simple.

- Les algorithmes de décomposition et de reconstruction ne sont pas adaptés
a la nature de la fonction qu’on approche puisque leur construction dépend
uniquement de 1'ondelette choisie et définit donc un schéma de subdivision
stationnaire et uniforme.

Le chapitre suivant aborde les analyses multirésolutions d’un autre point
de vue du a A. Harten ([37]). Au lieu de construire d’abord les espaces fonc-
tionnels d’une analyse multirésolution puis d’en déduire les algorithmes de
passage a partir des ondelettes et des relations d’échelle, le point de départ
est constitué des deux opérateurs de passage (décimation et prédiction) entre
deux niveaux de résolution successifs. Nous clarifions cependant le lien avec
les ondelettes et les analyses multirésolutions présentées dans ce chapitre.






Chapitre 2

Le formalisme de Harten

L’approche que nous décrivons ici a été introduite par A. Harten ([37])
dans les années 80 et, a I'inverse du formalisme en ondelettes, a comme point
de départ deux algorithmes multiéchelles : ils sont basés sur l'introduction
d’un opérateur de prédiction et d'un opérateur de décimation.

Nous commencons dans la section 2.1 par définir le formalisme “a la Har-
ten” ([4] et [5]). Il consiste d’abord a préciser le cadre discret dans lequel
on travaille : une famille d’espaces d’approximation séparables, {V’};c est
introduite et un opérateur de discrétisation qui définit comment une fonction
d’un espace fonctionnel F est représentée dans V7, j € Z est construit. Un
opérateur de reconstruction de V7 dans F est alors introduit. L’opérateur
de discrétisation et de reconstruction permettent ensuite de construire deux
opérateurs inter-échelles, un de prédiction et un de décimation.

Apres un bref rappel sur la connection qu’on peut déja établir entre le
formalisme de Harten et les analyses multirésolutions du chapitre 1, deux
exemples de construction d’opérateurs de prédiction sont proposés. A ces
deux prédictions sont associées deux schémas de subdivision qui peuvent étre
non uniformes et non stationnaires et conduisent notamment a la construc-
tion d’algorithmes de décomposition et de reconstruction adaptés aux ca-
ractéristiques des données. Cette section se termine par I'extension du for-
malisme de Harten au cas bi-dimensionnel ([1]) puisque nous sommes amenés
a appliquer cette approche a la compression d’images dans la partie III.
Notre but, dans les sections 2.2 et 2.3 est de clarifier le lien entre I’approche
de Harten et I'approche ondelettes classiques du chapitre précédent dans le
cas dit invariant par translation. Ce lien est établi a partir de I'étude de la
convergence du schéma de prédiction et conduit a I'introduction de fonctions
d’échelle et d’ondelettes d’'une analyse multirésolution ([31] et [20]).

37
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2.1 Formalisme a la Harten
Le formalisme a la Harten est d’abord introduit dans le cas monodi-

mensionnel puis nous présentons deux extensions de cette technique au cas
bi-dimensionnel.

2.1.1 Le cas monodimensionnel

Les définitions et les notations de cette section sont celles de [4] et [5].

Définition des opérateurs

Le formalisme de Harten est une approche initialement purement discrete.
Elle est d’abord basée sur l'introduction d’une suite d’espaces séparables
{V7},;cz associés au niveau de résolution 277. La représentation de données
dans ces espaces nécessite la construction d’une suite d’opérateurs surjectifs
dits de discrétisation. Plus précisément, les opérateurs de discrétisation
définissent une famille d’opérateurs linéaires surjectifs emboités (i.e Vj, Vf €
F,D;f =0= D;j_f =0) qui a tout élément f d'une espace fonctionnel F'
lui associe une séquence {f{}rez € V7.

Nous considérons dans la suite de ce chapitre deux types d’opérateurs de
discrétisation qui sont ceux utilisés le plus souvent dans la représentation des
données pour la compression de signaux ou d’images,

F=CR)et (D;f)r=f (x‘}c) olt 2, = k277, D; est alors un opérateur
d’échantillonnage associé a la grille dyadique X7 = {T,ﬁ, k € Z} ou
opérateur de discrétisation par valeur aux points.
F=IL*R)et (D;f)y =< f,2w (27x — k) >12(r), ot w est une fonction
a support compact de moyenne non nulle. La fonction B-spline d’ordre
N (expression (1.82)), BY, est un exemple classique pour w. Dans ce
cas, D; est un opérateur de discrétisation B”"-spline.

La connection entre 'espace V7~ " et 'espace V7 se fait par I'intermédiaire
d'un opérateur de prédiction P/ ; et d’'un opérateur de décimation Djfl (fi-
gure 2.1).

La fagon la plus simple pour construire les valeurs apres décimation
(DY )i Yher € VI7L & partir de la famille {f]}rez € V7 est d’abord
de reconstruire une fonction a partir des données de V7 puis de la discrétiser
par l'opérateur D;_; pour récupérer des données dans V7. Ceci suppose
I'introduction d’une famille d’opérateur de reconstruction {R;};cz telle
que, pour chaque j,
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DjR; = Iv;, (2.1)

ou Iy représente 'opérateur identité dans V.

| | | | |
T T T T T
j
\d X X
k-1 2%
pi! pl
j . i
2—(1—1)
| | |
T T T
-1
- X
yi-l k

Fic. 2.1 — Multirésolution a la Harten

[’opérateur de décimation s’exprime de la facon suivante,

D/"' =D, |R;. (2.2)

Remarquons que la propriété d’emboitement des opérateurs de discrétisation
. . 1—1 , ,
entraine que la construction de D? ne dépend pas de I'opérateur de recons-
truction, I;, choisi.

, L1 . . . . . i—1
[’opérateur de prédiction est construit comme un inverse a droite de D;
. . 7] y . . N . 7’
dans V71 i, D'; P}-]f] = Iyj—1. Il exprime aussi a 'aide des opérateurs
de discrétisation et de reconstruction de la fagon suivante,

P] ;= D,R; .. (2.3)

Découpler la discrétisation de la reconstruction permet alors, pour une
discrétisation donnée, une plus grande flexibilité dans la construction de
I'opérateur de prédiction puisqu’elle va dépendre du choix de 'opérateur de
reconstruction. Ce point important du formalisme de Harten est exploité
dans la partie III quand on est amené a introduire des transformations
multiéchelles adaptées aux caractéristiques des données.

Pour toute suite, {fiZ}kez € V7, on peut alors définir une suite de coeffi-
cients de détail {d]}rez tels que,
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vhe Z, d = fl— (Pl f7) (2.4)

.

En itérant la relation (2.4), deux algorithmes multiéchelles sont alors
construits : le premier réalise la décomposition de la suite {f}}rez sous la
forme suivante,

(f7 = {f", a7}, (2.5)

alors que le second la reconstruit,

({f.d", ..d"} = f7). (2.6)

Quand ces deux transformations sont utilisées pour la compression de
signaux/images, on est amené a seuiller les détails, pour réduire I'information
a stocker, c’est a dire a considérer comme nuls les détails inférieurs a un seuil
€. Plus précisément, étant donné ¢ > 0, on définit un opérateur de seuillage
Tr, tel que, pour toute séquence de détails, {d]}rez,

0 |d‘,7c\ < e,

&, =Tr.(d]) = { (2.7)

dj  sinon .

Notre but étant par la suite de faire le lien entre le formalisme de Harten et
le formalisme en ondelettes classiques, il est intéressant de noter que I'on peut
associer a cette description purement discrete une structure fonctionnelle du
type analyse multirésolution qui est décrite en détail dans [4]. Cette analogie
est utilisée dans la suite pour construire des analyses interpolantes, ainsi que
des analyses biorthogonales splines de L?(IR) non invariantes par translation
dans la partie IIL.

Lien avec les analyses multirésolutions du chapitre 1

Le lien avec les analyses multirésolutions est établi quand la famille d’opérateurs
{R;}jez est hiérarchique .

Définition 2.1.1
La famille {R;}jcz est dite hiérarchique par rapport da la famille {D;}jcz si
et seulement si,

(RiDj)R; 1 = Rj 4 (2.8)
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[’expression (2.4) qui traduit une relation de passage entre deux niveaux
de résolution successifs est alors le point clé pour faire le lien avec les analyses
multirésolutions classiques. En effet,en utilisant ’expression de I'opérateur de
prédiction (2.3), on obtient, pour tout f € F' et tout j € Z,

Dif =DjR; Dy i f + > d}, 'uj (2.9)

keZ

ot {u? }rez est une base du noyau de opérateur de décimation Ker (D7 ).
3 j

En multipliant U'expression (2.9) par R;, il vient, puisque la famille {R; };c z
est hiérarchique (définition 2.1.1),

RiD;f = R;DjR;\Djf +R; Y dj 'uf

keZ

— ijleflf—F Z di71 i71 (210)

keZ

ou

7! = Rjul. (2.11)

La quantité Y, diilwiq représente donc la différence d’information
entre les deux approximations de f a deux niveaux de résolution successifs
que sont ijleflf et RJDJ]C

Introduisant, pour tout j € Z, la famille dénombrable , {“&Z}ke% de
vecteurs de base de V7, on construit les deux espaces fonctionnels suivants,

V}' = R]D]F = vect ({¢j,k}k€%); (212)
Wi = wvect ({¢jrtrez) (2.13)

avec
¢j,k = ij]]c (214)

L’opérateur R;D; est alors un opérateur de projection sur V; puisque

(R;D;)* = R;(D;R;)D; = R;D;, (2.15)
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et, par construction, pour tout j € Z, V;_; C V;, W;_; C Vj et
W;_1 N V;_; = {0} (voir [4] pour plus de détails).

L’expression (2.10) s’écrit alors,

Vi=Viae W, (2.16)

D’apres 'expression (2.4), c’est opérateur de prédiction qui controle I'ef-
ficacité de la décomposition et la qualité de la reconstruction des algorithmes
multiéchelles de Harten, c’est la raison pour laquelle, une attention spéciale
est faite a la construction de cet opérateur. Dans ce qui suit, nous présentons
la construction de 'opérateur de prédiction d’abord pour une discrétisation
par valeurs aux points, puis pour une discrétisation B-spline.

Construction de 'opérateur de prédiction par valeur aux points

Toutes les quantités introduites dans ce cas sont notées avec 'exposant [
(pour Interpolant). Nous rappelons que,

Vf e C'(R), Vk € Z, (D_;f)k = fi7=f(k27).

La construction de l'opérateur de prédiction est faite suivant ’expres-
sion (2.3) en introduisant un opérateur de reconstruction Rg. Puisqu’il doit
vérifier la relation (2.1), le choix le plus simple pour R§ est de la définir
comme un opérateur d’interpolation. '

Si on choisit une interpolation de Lagrange locale, on introduit,
i—1 i—1
{.?7-74]_’2]671’ ceeay .’I?'Z«j,%ilfl}, Tj2k—1 2 k + 1, lj,?kf] 2 —k + 1, (217)

le stencil d’interpolation de ;2,1 + 1911 = D;ox—1 + 1 points associé a
s 1. . "I.5 1.9 i . SR . .
la prédiction f,.7, = (ijlf”J ])% ) et un algorithme de prédiction inter-

polant est défini comme suit,

Algorithme 2.1.1

fork e Z,
'Ij+1 _ (plj+l ’I,j) _ ¢l

f2k - (Pj f 2% - fk ; l (218)
"Tj+1 _ Lj+1 ¢'1,5 it 2k 41,2k 1575 41,2k 1 I,j

J2k—1 - (P] rf ])Qkf] - ZTT]liflj_Fl,Qk,l LT%:F o (_I/Q)fk—l—mi

end,
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Li op—1,75 25— 1"‘2]‘7,171 xr—n
7,2k—15"5,2k—1 — Js
Lm (7/1) HTL:*lj,Qkfl;"#mm — n,

(2.19)
est le polynome de degré D; s, réalisant I'interpolation.

Le masque du schéma de subdivision défini par cet algorithme de prédiction
s’écrit alors, en fonction de la parité de 'indice k,

v(77 k) € ZQ;
7,2k
. (]/0 - ]_,
{7 mez { (2.20)
o al?k =0, sim #0
et,
i 2k— ljop—1,75 2K~
{aj,Qk*]} CL‘EQQI,:,L,I] = L7q]'i2k 12k 1(—1/2) pour m — _lj,Qkfla sy Tj2k—1 — 1
d €EZ .
"o al?k~1 = () sinon
et donc,
Mo = M}y, =0, (2.22)
Mj’gkfl == 2lj,2k71 —1let M;2k71 == 27"]"2]4,1 — 1. (223)

Trois stratégies sont envisagées pour définir (D;ox_1, 261, 7j26-1)-

La premiére est Dj,2k71 = D, lj,2k71 = l, Tjok—1 =T (et donc
L1791 = [L) qui définit un stencil invariant par translation.
Le schéma de subdivision associé est alors stationnaire et uniforme
(donc linéaire) et correspond au schéma de subdivision interpolant de
Deslauriers et Dubuc ([30]) quand I = r.

La seconde stratégie est Djqp_1 = D mais (lj94_1,7;2r—1) fonctions de
f1=1 Le stencil est alors dit dépendant des données et conduit
un schéma de subdivision non linéaire ([22]).

— La troisieme stratégie est Djor_1 = D mais (ljo_1,7j9,1) fonctions
de la position d’une famille de points a priori définis sur ’axe réel. Le
stencil est alors dépendant de la position et le schéma de subdivision
est linéaire, non uniforme et non stationnaire.

Remarque 2.1.1
L’intérét de Uapproche de Harten est visiblement ici de fournir une grande

(2.21)
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flexibilité dans la construction du schéma de subdivision puisque, contraire-
ment au formalisme en ondelettes classique, les schémas associés au forma-
lisme de Harten peuvent étre non stationnaires et mon uniformes, voire non
linéaires.

Construction de 'opérateur de prédiction B"-spline

Nous décrivons ici la prédiction associée a une discrétisation B -spline
C s
qui s’écrit,

YN > 1, Vk € Z, (D;Vf)]c = [V =20 < f(x), BN(2x — k) >L2m) -
Par convention D;-) = Df

[’opérateur de prédiction pour une discrétisation'BN—spline, est construit
a partir de 'opérateur de prédiction interpolant PjI"H'1 en utilisant I'une des
formules de commutation de Lemarié (proposition 1.1.5).

En effet, I'expression de la transformée de Fourier (1.82) des B-splines
donne, VN > 1,

. 1—e W .
BY (w) = %BN*I(LU) (2.24)

qui est une relation du type (1.55) et conduit, d’apres la relation (1.63)

a,
vk e Z, {7 =2 (RN - YY), (2.25)
avec Fy(x) = [7 f(t)dt et FNY =27 < Fy(z), BN (272 — k) > ou
<, > représente indifféremment le produit scalaire L? ou le crochet de dua-

lité.

Cette relation est utilisée pour construire 1’algorithme de prédiction as-
socié au cas BV-spline de la facon suivante,

Considérons tout d’abord le cas N = 1.

Les trois étapes de construction de la prédiction B'-spline font I'objet de
la proposition suivante.
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Proposition 2.1.1 ‘ o
Partant de la séquence initiale {fkl’]}kez, la famille {fkl’ﬁl}kei des valeurs

prédites au niveau j + 1, s’obtient en trois étapes :

1) a partir de {f’i’j}kez et en utilisant la formule (2.25) pour N = 1,

0, y ,
{Fl’,‘g}k z &5t obtenue par la procédure suivante :
k) E A

F01] — C,
1070‘ 0,7 c el (2.26)
Pyl = Fyj +277 f ) sinon.

ot ¢ est une constante arbitraire .

2) En appliquant Ualgorithme (2.18) a {Fﬁ’jz}kez, on obtient {Fl'?];J'H }kez'
3) Enfin, {f;;] JH }keZ s’obtient a partir de la relation,
Vi ez, 0 = (B ), 297
Nous généralisons au cas N > 1 en itérant 'expression (2.25),
vk e Z, ;7 = {DF" (Fy3.)}, (2.28)
olt DF'N est l'opérateur de différences finies d’ordre N et {F][\]fjm}mei est

la séquence associée a la discrétisation par valeurs aux points d’une primitive
d’ordre N de f a I’échelle j.

L’expression (2.28) et la généralisation de la proposition 2.1.1 au cas
N > 1 permettent alors de construire un opérateur de prédiction BY-spline
a partir de n’importe quelle prédiction interpolante. On définit,

e = (), = (or (),
= (DFN{F]'V{;{jl})k, (2.29)

i+l i+l ' 15
avec Fiyiy ., = (B Fni .

Talgorithme de prédiction interpolant étant un schéma linéaire, la constante ¢ que
nous devons choisir disparait dans la troisieme étape, c’est pourquoi, dans ce qui suit, on
prend c=0
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Ainsi, n’importe quelle procédure interpolante du type de celle définie par
'algorithme (2.18) conduit a la construction d’un algorithme de prédiction
pour une discrétisation BV-spline. On peut alors lui associer un schéma de
subdivision construit a partir du schéma de subdivision défini par I’algo-
rithme de prédiction interpolant. On peut donc aussi parler de stationnarité
et d'uniformité du schéma de subdivision en fonction de la stratégie adoptée
pour la construction de l'algorithme de prédiction interpolant.

2.1.2 Généralisation au as bi-dimensionnel

Les données sont ici une matrice de valeurs {f}, ,}(mn)ezxz et peuvent
étre interprétées comme la discrétisation par valeurs aux points ou B-spline
d’une fonction de deux variables, f(z,y), sur la grille dyadique X7 x Y.

Une généralisation naturelle de I’approche monodimensionnelle consiste a
construire un opérateur de prédiction bi-dimensionnel a partir d’un opérateur
de prédiction monodimensionnel appliqué alternativement aux lignes puis
aux colonnes de la matrice de données. Dans le cas d'une discrétisation par
valeur aux points, I'algorithme de prédiction s’écrit,

Algorithme 2.1.2

for (m,n) € Z?,

"Tj+1 _ I

2m,2n — Jm,n>

"Tj+1  _ Titiemar2n =l plitiom412n,T41,2m 41,20 1,5

2m—+1,2n — zi:*lj+1,2m+1,2n i (71/2)fm+i+],n7

"Tj+1 _ TiHzmean+1— L g1 2m 2n4 10T 41,2m 2041 1,5

2m2n+1 — Zi:71j+112m12n+1 Lz (71/2)fm,n+i+la

"1,j+1 _ er+1,2m+1,2n+1*1 Lit1,2m41,2n41,T541,2m+1,2n+1 (71/2) "1,j+1

2m—+12n+1 — i=—lj41,2m 41,2041 8 2m—+2i+2,2n+1>
end,

ou le nombre de points a gauche et a droite dans le stencil d’interpolation
peuvent étre fonctions ou non des données ou de la position d’'une famille de
points a priori définis dans IR?. Dans la suite (en particulier dans la partie
I11), nous appelons cette généralisation, I'approche bi-directionnelle.
Remarquons que quand, Y(j,m,n) € Z?,

lj,2m+1,n = lj,m,2n+1 = lj,2m+1,2n+1 = l;

et

Tiom+1,n = Tjm2n+1 = Tj2om+12n+1 = T,

(2.30)
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'algorithme 2.1.2 est le produit tensoriel classique décrit dans [1].

Une fois que l'opérateur de prédiction est construit, comme dans le cas
monodimensionnel, on construit deux transformations de passage (une
décomposition et une reconstruction) qui font intervenir trois familles de
détails.

Nous revenons a présent sur les deux algorithmes de prédiction monodi-

mensionnels (section 2.1.1). Parmi les trois stratégies envisagées, nous choi-
sissons de nous concentrer sur des stratégies linéaires (stratégies 1 et 3).
L’analyse de la stratégie 2, dépendant des données, a été faite récemment
par A.Cohen, N.Dyn et B.Matei dans [22].
Dans la suite de ce chapitre, nous clarifions le lien entre I'approche de Harten
et le formalisme en ondelettes classiques dans le cas invariant par transla-
tion, le cas dépendant de la position étant décrit dans la partie III. Nous
commencons par étudier I’algorithme de prédiction interpolant invariant par
translation puis nous poursuivons par le cas B-spline.

2.2 Algorithme de prédiction interpolant in-
variant par translation, lien avec les ana-
lyses multirésolutions interpolantes

La stratégie est ici V(j, k) € Z?, Djor 1 = D, ljor 1 =l et rjop 1 = 1.
Nous établissons d’abord la convergence du schéma de subdivision associé
a I'algorithme de prédiction interpolant invariant par translation. La fonc-
tion limite de ce schéma permet alors de définir des espaces d’une analyse
multirésolution interpolante invariante par translation grace a I’analogie, pro-
posée dans la section 2.1.1, entre ’approche de Harten et les analyses mul-
tirésolutions classiques.

2.2.1 Convergence de I’algorithme de prédiction inter-
polant

Nous rappelons que le masque du schéma de subdivision associé a 1’algo-
rithme de prédiction s’écrit, dans le cas invariant par translation,

010:]_,

{amtmez ¢ a_gm 1 = Lir(—1/2) pour m = —1,...,r — 1 (2.31)
a,m = 0, sinon
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et donc V(j, k) € Z X Z, My, = M =2l — 1 et Mf} = M* =2r — 1.

Nous commencons par rappeler quelques outils pour établir la conver-
gence d’un schéma de subdivision. Puis, nous utilisons ces outils pour I'étude
de la convergence de I'algorithme de prédiction interpolant associé a un sten-
cil a quatre points.

La définition suivante introduit la notion de convergence L*>° des schémas
de subdivision.

Définition 2.2.1
Un schéma de subdivision S est dit L>°-convergent si pour n’importe quelle
séquence {f,?}kez, il existe une fonction continue f telle que :

Ve, 3dJ t.q V5> .J:

1570 £ (5) s e (2.32)

ou SV représente le schéma de subdivision S appliqué j fois.

Dans la suite, nous nous limitons a I'étude de schémas de subdivision
linéaires, stationnaires et uniformes. Dans ce cas, la convergence du schéma
s’obtient, comme dans [32], & partir de la convergence de la suite {S7 f2}cz
ou le schéma de subdivision est appliqué a la séquence initiale {f/,?}kez avec
fo = dox. En effet, si ce schéma converge vers une fonction ¢ alors pour
n’'importe quelle séquence initiale {f},.,. la fonction limite f existe et

f(2) = Ehem fio(z — k).

Nous énoncons plusieurs résultats, provenant de [32], relatifs a la conver-
gence des schémas de subdivision uniformes et stationnaires. Ils montrent no-
tamment que I'étude de la convergence se fait a partir de 1’étude du masque
du schéma de subdivision.

Définition 2.2.2
Pour tout schéma de subdivision, S, stationnaire et uniforme, on a,

iy

oo = SUP ( Z | agm |, Z | Aoma > (2.33)

meEZ meZ

La définition suivante introduit la notion de polynome de Laurent.
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Définition 2.2.3
On appelle polynome de Laurent, associé a un schéma de subdivision station-
naire et uniforme S, le polynome de la forme :

a(z) = Y a,2", (2.34)

meZ
avec {am Ymez, le masque du schéma de subdivision.

L’étude de la convergence nécessite aussi la définition d’'un schéma de
subdivision associée aux différences.

Proposition 2.2.1
Soit S un schéma de subdivision stationnaire et uniforme reproduisant les
constantes, c’est a dire tel que,

Z A2m++1 = 1, (235)
meZ
Z A9m = 1, (236)
meZ

alors,il existe un schéma Sy tel que :

DF'fi = S,DF"fi—!, (2.37)
avec fI = SIfY et DF!, Popérateur de différences finies d’ordre 1 qui
s‘éeritVk € Z, (DF'f7), = 2(fl,, — fI).

De plus, le polynome de Laurent associé a Sy est :

a(z) = ZQfla(z), (2.39)

ou a(z) est le polynome de Laurent associé a S.

Le théoreme de convergence s’énonce alors,

Théoreme 2.2.1
Soit S un schéma de subdivision stationnaire et uniforme, alors :

S est uniformément convergent(i.e. convergent pour un schéma d’inter-

polation) si et seulement si %5’1 converge uniformément vers 0, c’est a dire
st AL > 1 telle que,

1 L
I (551> [ < 1. (2.39)
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Le théoreme suivant concerne la régularité de la fonction limite d'un
schéma de subdivision. Il est emprunté a [32] et s’écrit,

Théoréme 2.2.2
Soit un schéma de subdivision avec un polynome caractéristique de Laurent
de la forme :

() = () ate) (2.40)

2z

ot q est un polynome de Laurent.

Alors, si le schéma de subdivision S, associé au polynome q converge
uniformément, le schéma de subdivision S converge ausst uniformément vers
une fonction ¢ telle que,

¢ e Cr. (2.41)

Remarque 2.2.1
Il est intéressant de remarquer que le résultat (2.41) est basé sur l'une des
formules de commutation de Lemarié ([45]).

Nous fournissons ici le raisonnement pour retrouver la propriété (2.41)
dans le cas p =1 a partir des formules de commutation de Lemarié :

Si le schéma de subdivision Sy converge vers une fonction @' et si lon
1 ) . .
note {aL}}kGZ son masque, alors, par construction, ¢!'' vérifie la relation
d’échelle suivante,

o) = 3 allgl(2r — m). (2.42)

meZ

On associe donc a ¢, le symbole,

1]  —imw
a,, € :

meEZ

qle™™). (2.43)

N = N =

De la méme facon, sile schéma de subdivision S converge alors, on associe
a sa fonction limite ¢, un symbole mqg qui s’écrit,
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1 .
mo(w) = = ame ",
2m€Z
1 w
= Ea(e . (2.44)
La relation (2.40) donne alors,
1) _ 267134/.)
D ")
2
= —1m . 2.45
. — (2.5

Cette relation est bien du type de la formule de commutation de Lemarié
(1.52). Elle conduit donc a une relation entre ¢ et ¢!\l qui s’écrit d’aprés
Uexpression (1.56),

%qﬁ(?”) = Mz +1) - ¢'(a). (2.46)

Sachant que ¢!l € C°(IR) puisque S, converge, on en déduit que,

¢ € C'(IR). (2.47)

Le méme raisonnement s’applique pour p > 1. Il aboutit a une relation
du type (2.46) entre ¢ et ¢lFl pour 2 < k < p. On en déduit alors, par
re¢urrence que ¢ € CP(IR).

Nous appliquons maintenant ces résultats a I’étude de la convergence de
I’algorithme de prédiction interpolant invariant par translation. La fonction
limite du schéma de subdivision homogene et uniforme associé est notée
ici &6 puisqu’elle fait référence au cas interpolant. A titre d’exemple, nous
considérons l'algorithme de prédiction interpolant utilisant un stencil a 4
points dans le cas centré (i.e | = 2, r = 2) et décentré a gauche (i.e
=3, r=1).

— Stencil centré :
L’opérateur de prédiction s’écrit, Vk € Z,

141 j gLy
(PJ}].Jrlf”,)?k = fi”. I,j (2.48)
(P, = St L1/
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Le polynome de Laurent associé a ce schéma se factorise sous la forme :

a(z) = 1—16% (2 4z +1). (2.49)

Le polynome de Laurent associé a %Sl est d’apres la proposition 2.2.1,

1
a1(2) = ——2+ =22+ 2+ S+ =2t - 27 (2.50)

et un simple calcul conduit a

1
1551 lloo< 1. (2.51)

Comme précédemment, a partir du polynome de Laurent associé a Sq, on
déduit celui associé a %SQ,

() =g (4 ). (252)

La norme L de ce schéma est égale a 1 et nous ne pouvons rien conclure

2 3
pour l'instant. Il faut alors étudier le schéma (%52) puis (%52) ,

son polynéme de Laurent est égal & zas(2)as(2?)az(z*) et on trouve,

I(59) e (259

Comme || (£53)? ||1=> 1, on en déduit que le schéma de prédiction centré
est convergent et sa fonction limite ¢f € C*(IR) (figure 2.2 (a)).

Stencil décentré a gauche :
Dans ce cas, le schéma de prédiction s’écrit, Vk € Z,
Jt1 4 _ fJ
(}? f])Qk 4’]}7

(ijﬂfj) =0 L3N (=1/2) fl

Son polynome de Laurent est,

(2.54)

2k—1

3. 5., 15 15
= — 2" — — " —_— — 1 2
a(z) 80 T 167 + 162+482 + (2.55)
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Fiac. 2.2 Ezemples de fonctions limites associées a [’algorithme de
prédiction interpolant invariant par translation, (a) D = 3,1 = 2, r = 2,

(b)) D=3,1=3,r=1

On en déduit le polynome de Laurent associé a %S],

1 1. 1, 1, 1, 11 5
San(z) = —2 A g 2.56
R TR T SV E TR (2:56)
et un rapide calcul conduit a || 3.5y ||7~= 1 mais
1 2
| <§S1> [ree< 1 (2.57)
Faisant le méme type de calcul pour %S% il vient,
1 2
1(5%) le=>1, (2.58)

donc le schéma décentré converge et sa fonction limite gzzé € C'(R).
On a tracé cette fonction limite sur la figure 2.2 (b).

Remarque 2.2.2

A notre connaissance, aucun résultat général sur la convergence de [’algo-
rithme de prédiction interpolant et sur la régularité de la fonction limite
n’est disponible pour l'instant. Le seul cas pour lequel ’étude de convergence
et de régularité a été faite correspond a l’algorithme de prédiction interpolant
associé a un stencil centré (i.e | = r) puisque l’on retrouve dans ce cas la le
schéma symétrique d’interpolation de Deslauriers et Dubuc ([30]).
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Nous terminons cette section par quelques propriétés de la fonction limite
quand elle existe. Elles permettent de clarifier le lien entre la fonction limite
et la fonction d’échelle d'une analyse multirésolution.

Propriétés de la fonction limite

Relation d’échelle et symbole :

Supposant que la fonction limite % existe, on déduit directement de I’al-
gorithme (2.18) invariant par translation que ¢} vérifie la relation d’échelle
suivante,

r—1 M
do(w) = 6p(22) + 30 Ly (=1/2)¢r(2e +2m+1) = 3 amdy (220 —m),

m=—I| m=—M*

(2.59)

ou {a,,, —M* <m < M} est le masque du schéma de subdivision défini
par le systeme (2.31).

Par transformation de Fourier, la relation d’échelle ~(2.59) s’écrit, si on
suppose ¢} € L*(IR) (ce qui est généralement le cas car ¢} € C°(IR) et est a
support compact),

é’o (w)="P (eiiwﬂ) qg’o (w/2), (2.60)
avec P, le polynome de Laurent tel que P(z) = 1> . a,,2™ et en
itérant, on trouve,
It - —iw/2k pt;
5y () = TP () d1a(0) (261
k=1

La fonction 27-périodique,
mg (w) = P (e ™) (2.62)
s’appelle le symbole de 1’algorithme de prédiction interpolant.
Support de ¢! :

Comme on peut le voir sur la figure (2.2), la fonction limite est a support
compact. A partir de la relation d’échelle (2.59), on obtient,

supp(pl) = [-2r + 1,20 — 1] (2.63)



ChoArtint 2. POUORNMALIOVIE Dy AT VN

Reproduction des polynomes :

Par construction, I'algorithme de prédiction interpolant a D+1 points inva-
riant par translation reproduit les polynomes de degré inférieur ou égal a D
puisque,

S kmdg(x — k) =a™, Yo € Ret m < D. (2.64)
keZ

La fonction limite, q%, est maintenant le point départ de la construction
d’analyses multirésolutions interpolantes.

2.2.2 Lien avec les analyses multirésolutions interpo-
lantes

Le lien avec les analyses multirésolutions interpolantes se fait en suivant
I’analogie avec les analyses multirésolutions classiques de la section 2.1.1.

Cette analogie n’est valide que dans le cas d'une famille d’opérateurs
{RJI‘}jeZ hiérarchiques. Nous commencons donc par introduire 'opérateur
de reconstruction suivant, construit a partir de la fonction limite de 1’al-
gorithme de prédiction interpolant, et qui définit une famille d’opérateurs
hiérarchiques. 11 s’écrit, V{f} ' }rez € V7,

= S fgN 9T k). (2.65)

keZ

Par construction, on vérifie aisément que 'opérateur DIR; "> définit bien
la predlctlon interpolante introduite dans la section 2.1 et que la famille
{Rj *}jez est hiérarchique.

Il s’en suit alors, d’aprés I'expression (2.14), que la fonction ¢} est la
fonction d’échelle d’une analyse multirésolution puisque,

or = Ry ™ wy® (2.66)

avec Vm € Z, w)), = = 8o,m, vecteur de base de V°.

Remarquant que, par construction de 'opérateur de décimation D7+1’ la
famille de vecteurs {u,”" }k € VIt! (avec Vm € Z, u’ T = ket k€

Z) est une base de KerDJH, nous construisons ensuite les ondelettes as-
sociées d’apres l'expression (2.11). Elles s’écrivent,
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V(i k) € Z°, ), = (2. =2k —1). (2.67)

Remarque 2.2.3
On retrouve par cette construction les analyses interpolantes de Cy(IR)
introduites par Donoho dans [31].

2

2.3 Etude de ’algorithme de prédiction B"-
spline invariant par translation, lien avec
les analyses multirésolutions biorthogo-
nales

Nous généralisons, dans cette section, les résultats précédents en considérant
une discrétisation BY-spline. Nous supposons que la fonction limite associée
a l'algorithme de prédiction interpolant existe. Nous commencons d’abord
par établir la convergence du schéma de prédiction B¥-spline. Nous mon-
trons ensuite que la fonction limite de ce schéma de prédiction forme avec
la fonction BN-spline un couple de fonctions d’échelle de deux analyses mul-
tirésolutions biorthogonales au sens donné dans le chapitre précédent (section
1.1.3).

2.3.1 Convergence de ’algorithme de prédiction B-
spline

Comme dans la section précédente, nous étudions la convergence du
schéma de subdivision associé, pour la séquence initiale {meo} e V?

meZ
telle que fN0 =6,k € Z).
Nous énoncons alors le résultat de convergence suivant,
Proposition 2.3.1

Pour tout N > 1, si on suppose que % est dans CN et a support compact,
alors, la fonction limite de l'algorithme de prédiction BN -spline invariant

par translation, {¢,€V}kez, vérifie,
- | d T
i N=1, 8ha) = 3 Bhla—no— k), (2.68)
T pe>1

20y (IR) représente Iespace des fonctions continues s’annulant & 1infini
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: - dy -
si N>1, ¢y (1) = P oYY Y i@ —nna— .. —ng— k).

ny_1>1 na>1ni>1neg>1

(2.69)

Preuve:

Nous fournissons ici la preuve dans le cas N = 1 puisque la généralisation
au cas N > 1 s’obtient facilement par récurrence.

Partant d’une séquence initiale { f1},.c z avec fLY = &; ., notre but est
de montrer, suivant la définition 2.2.1, que,

o d ~ . .
| f L o Z qﬁé(; —np — k)||oc = 0 quand j — +oc. (2.70)

L o>1

. . s 1. ! 5
La preuve s’appuie sur la construction des valeurs prédites {f 7 },.cz
donnée par la proposition 2.1.1.

D’apres les étapes 1) et 2) de la proposition 2.1.1, calculer les valeurs
prédites {f,!7}mez revient d’abord & appliquer I'algorithme de prédiction
interpolant & la famille {F1.0}, -~ telle que,

VmeZ, FI'= > 6un. (2.71)

n>k+1

L’algorithme de prédiction interpolant étant supposé convergent, la fa-
mille {F17},,c vérifie par construction (section 2.2),

). (2.72)

Vm e Z, FlI = Y (0

n>k+1

Les valeurs de { f,!},,cz s’obtiennent alors & partir de la famille { F/7},,.c
en suivant ’étape 3) de la proposition 2.1.1 et s’écrivent,

Vm € Z. f;l"j—Q'j( > c?sé(m;ln) > gzg(gn)) (2.73)

n>k+1 n>k+1

Puisque, par hypothese, la fonction limite qgé est C' et est a support
compact, on peut écrire, en utilisant I'expression (2.73),
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FiGg. 2.3 — Ezemple de fonction limite associée a ’algorithme de prédiction
B'-spline invariant par translation, D =5, 1 =3, r =3

"o d ~
Vme Z, | £ — (D]I% Z %(E — Ny —k)) |— 0,

L pe>1

quand j — 400, (2.74)

ce qui donne exactement le résultat de convergence (2.70).

Comme,

d ~

i 2 W? —ny — k) € C°(IR), (2.75)

nog>1

puisque ¢! € C'(IR) et & support compact, on en déduit alors la conver-
gence de l'algorithme de prédiction B'-spline vers la fonction limite,

- d -
Bila) = — 3 G55 — o — ), (2.76)

dx o1

et Vk € Z, ngkN € C°(IR). Ceci conclut la preuve.

La figure 2.3 donne un exemple de fonction limite associée a 1’algorithme
de prédiction B'-spline.
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2.3.2 Propriétés des fonctions limites et lien avec les
analyses multirésolutions

Observons d’abord que par construction (expression (2.29)), I'algorithme
de prédiction BV-spline reproduit les polynomes de degré inférieur ou égal 3
D — N,ie.,

kaqzév(T—k):Tm, Vee Ret m <D — N. (2.77)

keZ

De plus, comme pour les fonctions d’échelles d’une analyse multirésolution,
un symbole associé a la fonction limite ¢ peut étre construit. D’apres la pro-
position 2.3.1, la transformée de Fourier de I'expression (2.69) fournit,

;OE(CU) _ (iw)N Z Z Z Z efiw(ng+n1+...+n1v,1)g\(])(w) (278)

ny_1>1 na>1ni>1neg>1

en utilisant le symbole m/ (expression (2.62)), il vient,

M = 2N ZHN” 21 e*iW”Nq ZHNAZI e*iW”N” ml(w/Q)
(g[z]v(W/Q) Z”N7121 e*lwanl/Q ZnoZl efzwno/Q 0 y

—iwn N
= o (T e

Yoy €iwn/2

—iw/2 Ny iwfa _ —iw/a\ N
_ 9N € e e s
= 2 <ez’w/2 - eiw/?) ( e,iw/4 ) mg (W/Q)J

= ———my(w/2), (2.79)

et le symbole de I'algorithme de prédiction BM-spline est défini par la
fonction 2mw-périodique suivante,

e—z’Nw/Qm(I) (w)

(cos(@/2)N (2:80)

my (w) =

La proposition suivante clarifie le lien avec les analyses multirésolutions.
Elle est basée sur la formule de commutation de Lemarié (proposition 1.1.5
et [45]),
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Proposition 2.3.2

Si pour toute séquence initiale {fN} ez telle que fN° = 6k (k € Z),
Ualgorithme de prédiction BY -spline invariant par translation converge, au
sens des schémas de subdivision, vers une fonction ¢l (x) = ¢ (x — k) alors,

le couple (BN(x), (%V(:r)) , x € IR, définit un couple de fonctions d’échelle
d’une analyse multirésolution biorthogonale invariante par translation.
on construit, par récurrence, le couple d’ondelettes meres associées,

(W, ).

Elles s’écrivent formellement,

¥ (z) = /; vy (t)dt, (2.81)
U8(a) = 821410 — (2K + 1)) =S, L (<1/2)8 (2740 = 2(k +m+ 1)),

et

dNNl

9 () = 0 ) (2.82)
avee U0(x) = ¥} (x).

Nous terminons ce chapitre par deux remarques.

Remarque 2.3.1

- Notons d’abord que la construction de ’algorithme de prédiction interpolant
est a Uorigine de tous les résultats sur Ualgorithme de prédiction BYN -spline.
En effet, la fonction d’échelle ¢ (expression (2.69)) et Uondelette 1) (ex-
pression (2.82)) se déduisent de la fonction d’échelle ¢ et de Uondelette 1))
de l'analyse interpolante. De plus, la construction de l’ondelette biorthogo-
nale Y (expression (2.81)) dépend du choiz du stencil d’interpolation dans
la procédure interpolante.

- Il est important aussi de remarquer que la construction proposée ici permet
de retrouver les analyses splines biorthogonales de Cohen, Daubechies, Feau-
veau dans le cas | =1 ([20]).

- Enfin, comme on l’a fait pour les analyses interpolantes, on peut mon-
trer que la construction des fonctions d’échelle (%Vk et des ondelettes z/;;Vk est
équivalente a celle proposée dans ’analogie avec le formalisme en ondelettes
de la section 2.1.1 quand un opérateur de reconstruction hiérarchique est

défini par, V{f 7 Yrem € V7,

RN = N Mgl (21, — k). (2.83)

keZ
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2.4 Conclusion

Une autre approche que le formalisme en ondelettes a été introduite pour
construire des analyses multiéchelles. Elle utilise le formalisme de Harten.
Contrairement aux ondelettes, elle repose directement sur la construction
de deux opérateurs discrets : un opérateur de prédiction et un opérateur de
décimation connectant deux niveaux de résolution successifs.

Le formalisme de Harten a d’abord été présenté et une attention spéciale a été
portée a la construction de I'opérateur de prédiction qui controle efficacité
des mécanismes de décomposition et de reconstruction multiéchelles. Apres
un bref rappel sur le lien entre 'approche purement discrete de Harten et
un cadre fonctionnel du type ondelettes, deux exemples de prédiction ont été
décrits dans les cas interpolant et B-spline. Les deux opérateurs correspon-
dant ne dépendent pas, a priori, d’'une ondelette puisque leur construction
est basée sur l'utilisation d’un opérateur d’interpolation. L’avantage majeur
de cette approche par rapport aux schémas de prédiction utilisant les onde-
lettes classiques est alors la possibilité de définir a partir de 'opérateur de
prédiction de Harten des schémas de subdivision non stationnaires et non
uniformes grace a la flexibilité dans le choix du stencil d’interpolation.
Nous avons ensuite clarifié le lien entre ’approche de Harten et 'approche en
ondelettes classiques. Plusieurs résultats déja connus ont été rappelés dans
le cas de schémas de prédiction invariants par translation (c’est a dire non
adaptés a la nature des données) : nous avons montré notamment comment
la convergence du schéma de subdivision associé a I'opérateur de prédiction
conduit a la construction d’une fonction d’échelle puis d’une ondelette et
donc a la définition d’une analyse multirésolution. Dans le cas interpolant,
I’approche de Harten a permis de retrouver les analyses interpolantes intro-
duites par Donoho ([31]). Dans le cas B-spline, elle a permis de retrouver
les analyses biorthogonales de Cohen, Daubechies et Feauvau ([20]) grace a
I'utilisation d’une formule de commutation de Lemarié ([45]).

Cependant, I'intéret de I'approche de Harten est la possibilité de construire
des algorithmes multiéchelles non invariants par translation (c’est a dire
dépendant des caractéristiques des données). Tous les nouveaux résultats
associés sont décrits dans la partie III.






Deuxieme partie

Couplage ondelettes/domaines
fictifs pour la résolution
d’Equations aux Dérivées
Partielles
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Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons aux méthodes domaines fictifs
avec multiplicateurs de surface et a leur couplage avec les ondelettes pour la
résolution d’un probleme parabolique a coefficients constants.

Le probleme initial a la forme suivante,

Trouver u tel que,
9 + Au= f dans w x [0, 7], (2.84)

uly =getu(t=0,2)=u(x),

oll w est un ouvert quelconque, v sa frontiere et A est un opérateur aux
dérivées partielles elliptique.

Pour ramener le probleme a une séquence de problemes elliptiques, le
systeme (2.84) est discrétisé en temps par un schéma aux différences finis
associé a une segmentation tp = 0 < t; < ... < t, < ... < tpyy =T de [0,T].
Si u™ représente 'approximation de u(t,,x), le probléme semi-discretisé en
temps s’écrit, pour un schéma d’Euler par exemple,

n—+1

Trouver u™*" tel que,

Vne[0,M —1] ¢ L(dt,)u"™! = L,(6t,)u™ + F" dans w, (2.85)

uy = g(tntr, ) et u’(x) = uo(x),

out 6t, = t, 1 —t,. L et Ly sont ici deux opérateurs aux dérivées partielles
et L est elliptique.
A chaque temps t,, supposant que u” est connu, le systéme (2.85) est alors
un probleme elliptique sur w avec des conditions de Dirichlet sur la frontiere
7.
Apres réécriture sous forme faible, on reformule le probleme (2.85) en utili-
sant I’approche des domaines fictifs avec multiplicateurs de surface ([63]). Le
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probleme initial défini sur w est alors interprété comme un probleme d’op-
timisation d’une fonctionnelle convexe sous contrainte (ici la condition de
Dirichlet sur la frontiere) défini sur un domaine plus grand et plus simple

2 D w. Introduisant (U™, A™), le couple de solution a l'instant #,,, la reformu-
lation du probleme (2.85) prend la forme du probleme de point selle suivant,

Trouver U™ € H(Q) et "' € G(v) tel que,
Vn e [0,M — 1] { aq(U™", v) — vétb(v, ") = lgn(v) Yv € H(Q), (2.86)
U™ p) =< g" >, Ve G(y),

ou H(Q2) et G(v) sont des espaces fonctionnels adéquats et < , >,
représente le crochet de dualité associé a G(y) et a son dual.

FiGc. 2.4 Domaines et frontieres dans I’approche des domaines fictifs

En introduisant deux approximations multi-niveaux de H(Q2) et G(7),
la discrétisation complete du systéeme (2.86) correspond classiquement & un
systeme linéaire dont la solution donne les coordonnées d'une approximation
de U™*! et d'une approximation de \"*! dans des bases particulieres.

L’approche domaine fictif s’accompagne de quelques limitations essen-
tiellement dues au passage du domaine w au grand domaine €2 puis de €2
a la frontiere v de w et qui sont discutées dans les chapitres suivants. En
particulier,

[’existence et 1'unicité de la solution du probleme de point selle requiert
une condition Inf-Sup qui relie les espaces d’approximation de H () et

G(7).



O/

La régularité de U™ sur €2 ne dépend pas uniquement du probleme
initial ; elle dépend aussi de l'opérateur de prolongement de w sur (2
qu’il faut définir.
— La matrice du systeme linéaire final est généralement mal conditionnée.
— Des difficultés techniques peuvent étre rencontrées dans I'implémentation,
notamment pour I'extension de la solution initiale u¢ de w a £ ou pour
I’évaluation de la trace sur 7.

Notre travail consiste a présenter les différentes étapes de discrétisation
qui conduisent au systeme linéaire et a en étudier I'implémentation. Dans
la suite de cette partie, A = —vA (v > 0) et f = 0, ce qui correspond a
I'équation de la chaleur sans source, définie sur w C IR? avec des conditions
de Dirichlet sur la frontiere.

Le chapitre 3 présente les différentes étapes de la discrétisation qui
conduisent au systeme linéaire. A chaque étape, nous donnons un résultat
d’existence et d’unicité des solutions. Une estimation d’erreur est fournie
pour le probleme de point selle.

Le chapitre 4 est consacré a I'implémentation numérique de la méthode. On
s'intéresse notamment au conditionnement des matrices du probleme, ainsi
qu’a I’évaluation par des formules de quadrature des projections des traces
des fonctions de base de H(2) dans G(v).

Finalement, le chapitre 5 concerne quelques applications numériques et
présente les solutions de problemes avec géométries complexes et une exten-
sion numérique de cette approche a un probléeme a frontiere mobile.






Chapitre 3

Formulations, discrétisations et
approximations

Le probleme initial est,

Soit g € C°(0,T,C°()) et ug € C°(w),

Trouver u € C' (0, T, C?*(w)), tel que,

% = vAu dans w x [0, 77,

(3.1)
uly = g sur y x [0, T7,

| u(0,7) = ug(r) dans w.

3.1 Formulations et discrétisations

3.1.1 Discrétisation en temps

Le systeme (3.1) est d’abord discrétisée en temps en utilisant un schéma
aux différences finies associé a une segmentation réguliere de [0,7]. Par
exemple, dans le cas du schéma d’Euler implicite et d’une segmentation
réguliere de pas dt, on obtient le probleme suivant,

69



vnArtint o PURNMALIODATIUIN b1 AINALYSH DU FRUDLILVIE [RY)

Vn >0, si u™ désigne I'approximation de u(t,,.) et ¢" = g(t,,.),

[ Trouver u"*! € C*(w) tel que,

(I —vét A)u"t! = u" dans w,
(3.2)

n+1

u" = ¢g"! sur v,

| u* = ug dans w,

Il est utile par la suite d’introduire un relevement, u, € C'*(0, T, C?*(w)),
tel que Vt, w,|,(t,.) = g(t,.) et d’écrire u = u, + w. Nous définissons aussi
w” tel que w" = u" — uy(t,,.).

Classiquement, le probleme (3.2) est reformulé au sens faible. On est donc
amené & introduire un opérateur trace v, : H'(w) — H'/?(v). On fait I'hy-
pothese classique que 7y est suffisamment réguliere pour pouvoir définir les
opérateurs de prolongement et de trace.

Le théoreme suivant rappelle deux inégalités vérifiées par I'opérateur trace
et qui sont utilisées dans la suite du chapitre.

Théoréme 3.1.1 Théoreme de trace et de reléevement

Pour chaque f € H*(w) et s > %, on a,
H’yﬂ(f)HHS*l/?(fy) < ¢ ||fHHS(w)- (3.3)

Inversement, pour chaque q € H*7Y2(v), il emiste f € H*(w) tel que
Y(f)=q et

o) < enllallms-1r2)- (3.4)

Introduisant le convexe Ky = {u € H'(w)/70(u) = ¢"}, la formulation
faible du probleme (3.2) s’écrit alors,

Vn > 0,

Trouver u"*! € Kyni1, tel que Y(v,w) € Kgnt1 X Kgnt1,
(3.5)
a (U™ v —w) =y (v — w),

avec
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a,: H'(w)x HY(w) — R
(u,v) > / (v6tVuNVv + uv) dxdy, (3.6)

et

lon: Hy(w) — R
v |—>/u"v dxdy. (3.7)

Nous rappelons les résultats classiques relatifs aux solutions des problemes

(3.2) et (3.5).

Théoreme 3.1.2
Pour tout n > 0, le probléme (3.5) a une unique solution u™'. De
plus, si pour k > 0, v est une variété C*? si u™ € H*(w) et g"*' €
H* 3 (), alors u™™ € H*2(w).

Pour tout n > 0, le systéme (3.2) est équivalent au probléme (3.5) si
g€ C%0,T,C%7)) et ug € Cw).

Nous continuons la discrétisation du systeme (3.1), en transformant, pour
chaque n, le probleme elliptique (3.5) en un probléme de point selle. Définissant
Q) comme un rectangle de IR? de taille L x L' avec € D @, nous introduisons
opérateur de restriction R, resp. Rq\g, opérateur de restriction de H'(Q)
dans H'(w), resp. dans H'(Q\w).

D’apres [40], le probleme (3.5) peut étre reformulé dans le cadre des do-

maines fictifs des que 'on peut définir UY € H'(Q) tel que R,(U°) = u°,
sous la forme,

Soit g € L2 (0,7, H'I*(7)) et U® € H'(%),
Vn > 0,

Trouver (U™, A"+1) € H'(Q) x H~'/2(y) tel que,
ao(U™ V) —vdth(V, A" 1) =g, (V) VYV € H'(Q), (3.8)
bU" ) = [, " do Ve H'2(y),

oll aq (resp. lo,) s’obtient en remplagant w par € (resp. w par Q et u”
par U") dans Iexpression (3.6) (resp. dans I'expression (3.7)),
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b: HY(Q)x H'?(y) = R
(V. 1) =< Ty, (V) 1>, (3.9)

Ty, H](Q) - HI/Q(’Y);
\% = 7 (R,V), (3.10)

et <, >, est le produit de dualité défini sur H=/2(vy) x HY?(v).

Le théoreme de trace et de relevement 3.1.1 peut s’étendre aux cas des
fonctions de H'(2) grace a Popérateur de restriction, R, en supposant assez
de régularité pour la frontiere v ([29]). Ceci constitue un résultat essentiel
dans la preuve de l'existence et I'unicité de la solution du probleme (3.8)

totalement discrétisé puisqu’il relie les fonctions de H'(2) aux fonctions de
H'2(y).

Théoréme 3.1.3

Pour tout f1 € H*(Q), s > L, on a,

HT’YO(.}(’I)HH“U?(V) < cr HleHs(Q)- (3.11)

Inversement, pour chaque ¢ € H*7'/%(v), il existe fi € H*(Q) tel que
T’Yo(fl) =q et

|1f1]

@) < | |q] mrs-1r2(), (3.12)

Remarque 3.1.1

I est utile pour la suite de noter que aq (resp. lan) vérifie les mémes pro-
priétés que ay, (resp. lyn) i.e. elliptique et continue (resp. continue) dans
H'(Q) x H'(Q) (resp. dans H'(Q)). On note C, = max(1,vdt) (resp. ¢, =
min(1, vdt)) la constante de continuité (resp. la constante d’ellipticité) de aq.
De méme, b est une forme bilinéaire continue et nous notons Cy, sa constante
de continuité.

Le théoreme suivant établit un résultat sur ’existence et 'unicité de la
solution du systeme (3.8).

Théoréme 3.1.4
Le probléeme semi-discrétisé (5.8) a une unique solution, (U™, X"t et la

restriction de U™ a w est la solution du systéeme (3.5), i.e. Yn, R,U"T! =
71,n+1.
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Preuve:
La preuve classique est empruntée a [63].

D’apres [11], la seule propriété restant a vérifier pour avoir I'existence et
I'unicité de la solution du probleme (3.8) est une condition inf-sup qui s’écrit :

38 > 0, tel que,

- b(v, p)
n sup
werr= 12 wenio) || 1 llg-12) 10 @)

> 8. (3.13)

Cette condition est satisfaite en utilisant le théoreme 3.1.3.
En effet, d’apres I'inégalité (3.12) (pour s = 1) et puisque 77, est un opérateur
surjectif, on peut écrire,

Vi € H'?(v), Jv € H'(Q), tel que, Yu € H '?(v)
< py ' >, <, Thyv >,

< cr , (3.14)
ey = ol
d’ou
sup <M >y <ep sup M (3.15)
weH2(v) ||MIHH1/2(7) N 2ueH1(Q) HU||H1(Q)
Puisque, “M||H1/2(7) = SuPu’Eﬂl/Q(v)W’ il vient finalement,
b 1
inf sup (0, 1) P (3.16)

ueH =12 werri(a) || 1 | g=12gll v lm@) — o

Pour tout n > 0, il y a donc existence et unicité de la solution (U1, A" +1)
du probleme (3.8).

Reste alors & montrer que pour tout n > 0, R,U"T! = y"*!.
Remarquons d’abord que la seconde équation du probleme (3.8) fournit

pour tout n > 0, T,,, U = ~y(R,U"™) = ¢"'. Puisque par définition des
opérateurs de restriction, R, U™ € H'(w), on en déduit que

R, U™ € Kynt1. (3.17)

De plus, pour tout v € H}(w), introduisant,
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v dans w,
V= { 0 dans Q\w, (3.18)

V € H'(Q) et la premiere équation du systéme (3.8) donne, sachant que
T,V =0,

ag(U", V) = lgn(V), (3.19)

La construction de V' et les expressions de aq et I, conduisent alors a,

Yo € Hy(w), ay,(R,U™ ' 0) = l,.(v), (3.20)

qui est exactement I’équation du probléeme (3.5) et montre donc, en com-
binant avec l’expression (3.17), que pour tout n > 0, R, U = y"*!.

3.1.2 Discrétisation spatiale

La discrétisation complete s’obtient, classiquement, en remplacant dans
la formulation (3.8) les espaces de Sobolev par des sous-espaces de dimension
finie. Dans [43], une méthode type ondelettes/Galerkin a été construite pour
la résolution de probléeme similaire. Ici, nous choisissons une discrétisation
du type Petrov-Galerkin. Son principal avantage est décrit dans la remarque
4.1.1 et apparait quand on formule le probleme completement discrétisé sous
sa forme vectorielle avant son implémentation.

Introduisant trois espaces d’approximation U;' ¢ H'(Q), V, € H'(Q) et
7, C H '2(5), le systeme (3.8) est approché par,

Vn > 0,

Trouver (U,’;J“],)\Z,H) € Uit x Q}, tel que,
ag(Up™, Vi) = voth(Vi, \ptY) = lan(Va) VWi € V)2, (3.21)

b(UI?_HaNh’) = f'y g;:/_HMh/ do Yy € QZ,

Supposant que V¥ C H?(2) et utilisant une formule de Green, le systéeme
(3.21) s’écrit,
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Vn > 0,

Trouver (U,’;H,)\Z,H) € Uit x Q) tel que,
Jo UpTH (Vi = vt AVY) dady — vt [, AT, (Vi)do = [ UpVy, dady YV, € V2, (3:22)

Iy Ty (U Y we do = [, gt e do Y € Q).

Nous précisons, dans ce qui suit, les espaces que nous utilisons, ainsi que
les opérateurs de projection associés.

Approximation de H'(Q)

Les espaces {U;}}jem (h = 277) d’une analyse multirésolution bi-dimensionnelle,
construite & partir d’'une analyse multirésolution monodimensionnelle ortho-
normale m-réguliére (section 1.1), suivant la technique du produit tensoriel
(section 1.1.2), sont de bons candidats pour U;l.

D’apres [16] et supposant assez de régularité pour I'analyse multirésolution
générant U;!, i.e. m > 2, nous construisons V! comme l'image de Uj' par

Popérateur (I — v6tA)~", i.e.
0 ~1770
VO = (I —wotA) LU, (3.23)

Nous rappelons que de tels espaces admettent comme fonctions de base
des ”vaguelettes” biorthogonales (section 1.2.1) et partagent plusieurs pro-
priétés avec les analyses multirésolutions classiques.

Les définitions suivantes introduisent les notations relatives a la construc-
tion de ces deux espaces d’approximation.

Pour chaque 57 € IN, nous définissons les deux ensembles d’indices sui-
vants,

K; = {a:(j,k;l,k;g),k;l:0,...,2j—1; k2:0,...,2j—1},|a\:j,

On a alors,

Définition 3.1.1
- L’espace d’approximation UJQ est défini de la facon suivante,
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[R0)
Ul = 7)6(:75{@2,&61(_7-} (3.24)
= wvect {UP (a,i) € A, 0<1<j—1} (3.25)

ot ®L (resp. Wi i € {1,2,3}) sont les fonctions d’échelle (resp. les
ondelettes) d’une analyse multirésolution m-réguliére construite par produit

tensoriel. On note VU € H*(2), {c}(U)}ack, (resp- {d"(U)}apea, 0 <
I <j—1) les coefficients d’échelles (resp. de détails) associés.

- L’espace d’approximation VJQ est construit comme suit,

Q

V' =vect {07, (a,i) € A, 0<1<j— 1} (3.26)

avec Vo € K, @2’ = LQ(Q) et @27 — 92j (I — l/(StA)fl \Ijgv

Comme dans la section 1.2.1, on introduit aussi O = 272 (I — vStA) Ui,

Définition 3.1.2

On appelle PU’?, Vopérateur de projection orthogonale sur US', qui s’écrit,
. Q
U =Y Y <UTY >0 U, (3.27)
=0 (()A,’I:)GAI

et thn, l'opérateur de projection biorthogonale sur VhQ, qui s’écrit,
: 1 Q
PV},‘? . HY(Q) —V,

VoY Y < V.00 > 097 (3.28)

1=0 (a,i)€ A

Approximation de H'/?(y)

Nous choisissons pour @}, les espaces {Q }jiez (W' = 2-7") d’une analyse
multirésolution de L?(vy) de régularité m’ > 1.

Pour chaque j' € IN, introduisant

Kj={a = (1), I'=0,..,2" =1}, |o/| = §,

on a,



vnArtint o PURNMALIODATIUIN b1 AINALYSH DU FRUDLILVIE [

Définition 3.1.3
lespace Q;-’, est défini par,

Q) = vect{qﬁz,,(xl € K;/} (3.29)
= vect{¢),.a € K}, 0<I'<j —1} (3.30)

ou @), sont les fonctions d’échelle et 1)), sont les ondelettes et on note
VA € L*(), {ch(N}Yaer, (resp. {dl(N)}aexr,) les coefficients d’échelles

(resp. de détails) associés.

Définition 3.1.4
L’opérateur de projection orthogonale sur Q},, PQZ/’ s’écrit,

Poy, H'2(y) — Q)

i1
A =YY <AL S YL (3.31)
I'=0 o’eK'

3.2 Existence et unicité des solutions

Classiquement, le point clé pour montrer I'existence et 'unicité des so-
lutions est une condition Inf-Sup reliant et éventuellement contraignant les
différents espaces d’approximation. Plus précisément, nous prouvons le théoreme
suivant qui est une généralisation au cas Petrov-Galerkin d’un théoreme clas-
sique ([58] p 249).

Théoreme 3.2.1

Soit UL ¢ HY(Q), V;* € HY(Q) et Q), € H'%(y) trois espaces d’approzi-
mation.

Supposons qu’il existe deux constantes K et £ telles que la forme bilinéaire
aq vérifie,

‘ aQ(Uh,Vh) |§ K H U, HHI(Q)H 3 ||H1(Q), YU, € U,?, Vv, € VhQ, (332)

aQ(Uha Vh)

sup > & U ||y, YU € UR, (3.33)
VL EVE,V,#0 H Vi HHI(Q)
sup aq(Uy, Vi) >0, YV, € V1, Vj, £0. (3.34)

U,€eU;!
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Supposons qu’il existe aussi deux constantes positives 51 and [y telles que
la forme bilinéaire b vérifie,

b Vhaﬂh’
sup % > B0 || i Wgrre0y, Ve € Q) (3.35)
Vi, V2V, #0 | Va HHI(Q)
b Uh,/Lh/
sup DU ) > By || e 124y, Ve € Qpy,y (3.36)

UhEU’?,Uh;ﬁU || Uh HH1(Q)

alors, pour toutn > 0, il y a existence et unicité de la solution (U A
du probléeme (3.21).

Preuve:

La preuve est similaire a celle présentée dans [58]. On commence par
montrer, en utilisant les inégalités (3.35) et (3.36), que le probleme (3.21) est
équivalent au probleme suivant :

Trouver Uy € Uy}, = {Uh e U, T,,(Uy) = g}, tel que
(3.37)
(]/Q(U],;L, Vh) = lQ,n(Vh), VVh S ‘/E]S?h

avec Vg, = {Vh, eV, Ty (Vi) = 0}'

D’apres les inégalités (3.32), (3.33) et (3.34), le lemme de Necas ([52]) ga-
rantit alors Pexistence et 'unicité de la solution de cette nouvelle formulation
et donc du probleme (3.21).

Pour pouvoir appliquer le théoreme 3.2.1, nous devons vérifier les pro-
priétés (3.32) a (3.36) quand Ujt, Vi et @}, sont construits en suivant la
section précédente.

Nous commencons par la proposition suivante qui concerne la forme bilinéaire
aq-

Proposition 3.2.1
Si Ut et VS sont construits comme dans la définition 8.1.1, alors la forme bi-
linéaire aq du probléme (3.21) satisfait les conditions (3.32), (3.33) et (3.54).

Preuve:
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a) La propriété (3.32) est immédiate d’apres la continuité de aq avec
K = C, (voir remarque 3.1.1).

b) Propriété (3.33)
Pour prouver I'inégalité (3.33), nous utilisons Uellipticité de agq.

En utilisant 'opérateur de projection sur V,, thn (défini par I’expression
(3.28)), on peut écrire

ao(Up, PyoV
sup CLQ(Uh,Vh) > sup Q( hy 'y f )

> YU, € Uj', (3.38)
vievavizo | Vi llme) — vema)vzo || PveV |lmo "

d’apres les expressions (3.6), (3.28) et les définitions de ©27 et O%7, il
vient,

Y(Un, V) € UR x HY(Q), ag(Un, PyaV) = ag(Un V), (3.39)

et donc, I'inégalité (3.38) devient

aq(Un, Vi) aq(Un, V')
sup — 0 = Sup
vievavizo || Vi llme) — vem@vzo |l PuaVo o)

YU, € U;. (3.40)

Puisque thn est un opérateur de projection biorthogonal, || PVhQV o)<

cya ||V [[m@)-

En utilisant Pellipticité de aq (voir remarque 3.1.1), nous obtenons fina-
lement

0 (Un, Vi e
sup OQ( h h) > ¢

Z | Un |la) YU, € Uy, (3.41)
Vi €V, V},#£0 H Vi HH1(Q) Cy9

et la propriété (3.33) en découle avec § = .

Q
Vh

c¢) Propriété (3.34)

Ecrivant tout V;, € V2 sous la forme,

jil ~ . .
Vi=3Y Y <Vi Ol >0 047 (3.42)

1=0 (a,i)€A
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il vient immédiatement en prenant,

Un = Z Z < Vi, (:)3“ >1.2() v, (3.43)

que
ao(Un, Vi) =/ Un |[72(0)> 0

et donc la propriété (3.34) est vérifiée.
Ceci conclut la preuve.

La proposition suivante concerne les conditions a vérifier pour la forme
bilinéaire b. Elle s’inspire de [24] et s’écrit

Proposition 3.2.2
SiUL, V& et Q], sont construits comme précédemment et si Q}, € H* ~1/2(~)
avec s' > 2 alors la forme bilinéaire b du probléme (3.21) satisfait

b Uha Hh
oup PO vy e € @ (34)
UhEU’?,Uh#U || h HH1(Q)
b(Vy,
oup Uy ey Vi€ Qe (349
Vi EVELV,#£0 H h HHI(Q)
a condition d’avoir
j(s'=2)—j (¢ -1)>B (3.46)

o B est une constante qui dépend du probléme.

La preuve des expressions (3.44) et (3.45) s’appuie sur les deux lemmes
suivants.
Le premier est emprunté a [24]; il établit une inégalité de Cauchy Schwarz
inverse quand on travaille dans Uespace Q).

Lemme 3.2.1
Pour tout juy € Q,, il existe i, € Q), N H¥~V2(y), ' > 1, tel que,

e 2120 Ve vy < K [ i (3.47)

ot K est une constante qui dépend des constantes du probléme.
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La preuve de ce lemme est détaillée dans [24] et n’est donc pas rappelée
ici. Elle utilise les propriétés d’une analyse multirésolution orthonormale.

Le second lemme fournit un résultat d’approximation pour la trace des
fonctions de US! et V, 2.

Lemme 3.2.2

1) 8i Q). € H*'%(y), s > 1, il existe pour tout py € Q). , un élément
Ur € U tel que,

i — TooUpll gy < erenCraaChign2 970D | gy,
(3.48)

et

Uiy < el 1segyy (Cgr Cran2 000 4 1) - (3.49)

2) De plus, si Q), € H*7'%(vy), s' > 2, il existe pour tout py € Q),, un
élément V¥ € V2 tel que,

i = Too Vil l 12y < ernen,CronCrgr2 720 0 | ey,
(3.50)
et
Vil < enllim e (O Caon2 D5 ED 1) (35)
Preuve:

La preuve de 1) a déja été faite dans [24], elle utilise les inégalités de

Jackson (1.27) et celles du type Bernstein (inégalités (1.29) et (1.30)) dans
7 0
{Qj’}j’ez et dans {Uj }

JEZ

Reste a montrer 2) :

Puisque Q}, € H*~'/2(y), s' > 2, le théoréme 3.1.3 garantit, pour tout
i € Q7. lexistence d’une extension Epy € H* () telle que,

Ty Epw = (3.52)
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et

|V E |

(@) S el o120y (3.53)

Pour tout ju, € @), prenons Vi* € V& tel que,

* _ . .
[ Epn — Vil o) = o, Epn = Vallmi()- (3.54)

D’apres les expressions (3.11) et (3.52), on peut écrire,

B = Villae = TH o (B = Vi)l
Epw — Vil > 7||Nh' T Vi)l 12 - (3.55)

En utilisant I'inégalité (1.73) et puisque Epuy € H* (Q), s' > 2, il vient,

H/,Lh/ _T’YOVh*HHUZ( ) < CT1CJ@§22 ] ||E'[,th|

Combinant (3.56) avec (3.53) et I'inégalité (1.30) pour les espaces {Q} }jcz,
on obtient,

iw — Ty Vil 12y < ooy CroaCipgn2 7 0 | sy,
(3.57)

qui est I'inégalité (3.50).

De plus, éerivant ||Vl = 1[VF — Baowllin ey + 1wl ay, les ex-
pressions (3.53) (pour s’ = 1), (1.73) et (1.30) donnent

IVillm@ < enCrealpe2 /D 1720y + enll w172
< (’TZH'LLMHHUQ (CJ@QCBQS’VQ J(s'=2)+5'(s’ 7])_‘_1) (358)

N

qui est I'inégalité (3.51), ce qui conclut la preuve

En combinant les lemmes 3.2.1 et 3.2.2, nous prouvons la proposition
3.2.2.
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Preuve:

Comme précédemment, nous ne nous intéressons qu’a la preuve de I'inégalité
(3.45) puisque W. Dahmen et A. Kunoth fournissent, dans [24], la preuve de
la condition (3.44) en utilisant les inégalités (3.47), (3.48) et (3.49). Ils abou-
tissent & la vérification de la condition Inf-Sup des que j(s'—1)—j (s'—1) > B
ou B dépend des parametres du probleme.

Suivant la méme démarche, nous cherchons la condition qui garantit la condi-
tion Inf-Sup (3.45).

D’apres le lemme 3.2.1, pour tout uy € Q) C H*~'/2(y) avec s' > 2, il
existe p, tel que,

Wmuwumwm)SKﬁw@w
< K [l TViddo + K [ T Vido,
Sy Sy
(3.59)

pour tout Vj, € V2,

Choisissant alors pour Vj,, I'élément V}* qui vérifie les inégalités (3.50) et
(3.51), l'expression (3.59) donne,

w2l i gy < Kl g2 1 TWOW||H1/2(7)+K/vuh'Tvthde»
< eren KCoaCp g2 72D i || ooy i =172

K / yw T, Vindo. (3.60)
Y

L’inégalité (3.60) s’écrit,

e 2720 5 2 (1 = 1,8, K C 002 2020 < K[ T Vi,
(3.61)

Supposant 1—cr, CTQKC.L(-)OCB,¢72*-7'(5'*2)+.7"(S’4) > 0,iej(s—2)—j'(s'—
1) > B ou B = In(er ery KC; 60Ch,47)

In2
(3.61),

, I'inégalité (3.51) permet de réécrire

1-— KCT1 CTZC'L(_)QC’B’qﬁ’y2—_7‘(5172)4,_7-/(5/7])
CTZK (CB,QS’YCLL@Q27.7.(51*2)‘1‘].’(5’7]) + 1)

w172 Vi 11202 <meww

(3.62)
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et on a, Vup € Q)

1 — cry CT2KC’LL@QCByqﬁ,YQ*j(s’,Q)‘Fj’(s’fl) < b(‘/vh‘7 Mh’)
‘ . < sup ;
o K (CBWCJ,@QQ*J(S’*QHJ’(S’*U + 1) vieve w12 [[Val (o)
(3.63)

Puisque j(s' —2) — j'(s’ = 1) > B, le terme de gauche de l'inégalité peut
étre minorée indépendamment de j et j', ce qui conduit a la condition Inf-Sup
(3.45) et donc conclut la preuve.

D’apres le théoreme 3.2.1, les propositions 3.2.1 et 3.2.2, I'existence et
'unicité de la solution du systéme (3.21) sont prouvées.

Remarque 3.2.1
- Remarquons que la condition imposée sur (j,7') par la proposition 3.2.2 (i.e
j(s' —2) — 4 (s' — 1) > B) n’est pas trés restrictive puisqu’en pratique, il est

toujours possible de construire {Q;’,} € HS'*%(V) avec s' > 2 simplement

JEZ
en augmentant [’ordre de ’analyse multirésolution.
- L’expression (3.63) entraine aussi, a condition d’avoir j(s'—2)—j'(s'—1) >
B,
b(Vis pu)

Vup € Q) sup > 0. (3.64)

vieve |[m [ =172 [|Va! 20

Ce résultat est utilisé dans le calcul de borne d’erreur de la section sui-
vante.

3.3 Estimation d’erreur

En revenant a la succession de formulations introduites dans la discrétisation
et 'approximation du probleme (3.1), nous nous intéressons a la connection
entre les différentes solutions. Plus précisément, nous présentons les estima-
tions d’erreur associées a chaque probleme. Elles conduisent a l'estimation
globale pour || u(.,t,) = RuU} || 12(w)-

Ecrivant pour tout n,

Vi, Nt ) = BUF oz <I ulta, ) = |12 + | 0" = RUR |20,
(3.65)
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I’estimation de la borne d’erreur se fait en deux étapes : estimation de I'er-
reur de discrétisation temporelle (1" terme) puis de I'erreur de discrétisation
spatiale (2" terme).

3.3.1 Erreur de discrétisation temporelle

Utilisant la décomposition v = u, +w introduite au début de ce chapitre,
nous énoncons la proposition suivante pour w et w".

Proposition 3.3.1
1l existe ¢ indépendante de 0t tel que

H w(th, ) — w"“ HTQ(M)SH w(t(], ) — wo HLQ(M) —|—CT(St.

(3.66)
Puisque v = u, + w, la proposition 3.3.1 fournit la méme estimation
d’erreur pour || u(tpq1,.) — v || 120
Preuve:

Il est classique de réécrire la premieére équation du probléme (3.1) comme

Trouver w € C'(0, T, C?(w)) tel que,

dw du
o= —Ttg + vAw + vAu,, (3.67)

et de réécrire la premiere équation du probleme (3.2)comme

Trouver w" ™! € C?(w) tel que,

w Tt — " _ Ug(tnirs.) — ug(tn, )
ot ot
+ vAW"T + vAuy(t,, ). (3.68)

Soustrayant I'expression (3.67) a I’expression (3.68) et utilisant un développement
de Taylor, nous obtenons en prenant ¢ = ¢, et en introduisant Vn, e, =
w(ty,.) —w"

| ens ||L2(w) < len HLZ(w) +cot?.
(3.69)

En itérant I'inégalité (3.69),
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| ens1 2wy <I| o || L2 +cT'ét,
(3.70)

ce qui conclut la preuve.

3.3.2 Erreur de discrétisation spatiale

D’apres le théoreme 3.1.4, v" = R,U". R, étant un opérateur linéaire
borné, l'erreur de discrétisation spatiale est obtenue en majorant || U™ —
Ui | 120)-

Nous établissons 'estimation suivante

Proposition 3.3.2
Soit U™ (resp. UJ') l'unique solution du probléme (3.8) (resp. du probléme
(3.21)), alors on a

siVk <n+4+1, U e H(Q), s <m et \* € H(v), s' <m', alors

T

|| U,TLLH - Un+1 ||L?(Q)§H Uf(z) - UO ||L?(Q) +ﬁ <2js 4 2*.7' s/) ’ (3.71)

ou ¢ est une constante indépendante de 5z = 277, 6y = 277 et de Jt.

Preuve:

Combinant la premiére équation des problémes (3.8) et (3.21), nous pou-
vons écrire :

V(Uha thuh') € Uf? X ‘/hQ X QZ’»
CLQ(U}7+] — Uh, Vh) — yétb(Vh, )\;:,Jr] - /Lh/) = CLQ(UH_H — Uh, Vh) — yétb(Vh, )\n+1 — /Lh/)
+ < U;; — U”,Vh >12(Q) - (372)

De plus, d’apres la continuité de 'opérateur trace (théoreme 3.1.3), il
vient,

T (Vi) 2y < em [ Vi llmve

Cr
— I — vitA)V, 2(Q) - 3.73
S ey 1T v ey - (3:73)

N
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Combinant ce résultat avec I'expression (3.72) et utilisant les définitions
de aq, de b et I'inégalité de Holder, nous avons

ao(UE — Up Vi) b (Vi v0t(uw — M) 3
| (1 —votA)Vi (2@ | (= v0tA)V (2@ —

U™ = Uy |20

cr, Vot
I , )\n+1 i
min(1, vét) o lr-172(3)
+ Uy = U" 2o, (3.74)
et donc,
ag(Up*! = Uy, Vi) b (Vh, vt (b — )\Zf”))

+ <||U™ — U™ ||;»
(T — w0t AV |12 (T~ vStAW) (120 <|l Us 20

+ Cua (H Ut = Uy r2@) + 1 1w — A Hml/?(v)) 5
(3.75)

o cry vt
avec C 51 = max (7min(l,u5t)’ 1).

Remarquant que || Vi, |2y~ (I — v0tA)Vy, |[12(q). I'expression (3.75)

|
devient, en utilisant 'inégalité (3.64)

ag(Up*! — Uy, Vi)
sup
vieva || (I = votA)Vy |[r2q)

IN

C],ét (|| Ut — Un HLZ(Q) + || Kr — AT ||H*1/2(~/))
+ Uy = U" [l2e) - (3.76)
Définissons maintenant Vj, = (I — votA) ™" (U,’;“ — Uh>.

Par construction, Vj, € V& et I'expression (3.76) donne alors

aq (U — Uy, (1 — wotA) ™ (UpH = 1,))
| U = Un || 120

IN

Ciot || U™ = Uy |12

+ Gt || — A" ar-172()
+ [[U; =U" (|2 - (3.77)

Remarquant que

ag (UpH = Uy, (1 = votA) " (Upt' = 1)
U = Un 120

=|| U}?+1 — U HL2(Q), (3.78)
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I'expression (3.77) fournit, V(Uy, ) € Uit x Q},,

O = Un |l < Cia (H U™ —Un (|20 + 1] g — A ||H*1/2(7))
+ U =U" |2 - (3.79)

Ecrivant

U = U @) < URF = Un |2y + 1| Un = U™ 120, (3.80)

nous trouvons finalement,

U = U e < (Crw+1) jinf ([ U™ = U {120

+ (Ot 1) bl = X g

Ut € A
+ Uy —U" |lr20
(3.81)

En itérant I'inégalité (3.81), il vient, si on introduit la quantité
T = inf H Uk Uh ||L2(Q) inf || Mpr — )\k ||H71/2(,Y)

Un€eU;! 1y €QY,

n+1
U = U o)< U = U |i2g@) +(Crp +1 Z re- (3.82)

D’apres I'inégalité de Jackson (1.27), Vs < m tel que U* € H*(2) pour
tout k, et Vs' < m' tel que \¥ € H* () pour tout k, on a

inf || U" U, |22y < C.],<I>927js | U* |

UpeUs?

Hs () (3.83)

inf ||)\’“—uh, 17203y < Crgn2” 78| A I (3.84)

Uyt €

et l’expression (3.82) devient

/

sl (i A
I U;:H oyt ||L2(Q)§H U,? _y° ||L2(Q) +% <2 IS 4 977! ) . (3.85)

olt ¢, = max(Cygn sup ||U¥||gs). Crgn sup ||A*] 1+ () (Croe +1).
k<n+1 k<n+1
Pour 6t assez petit, C; 5 ne dépend pas de dt. Il en est donc de méme

pour ¢4, que l'on note ¢’ et on obtient alors I'inégalité (3.71). .
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3.3.3 Erreur globale

Finalement, I'estimation globale de I’erreur est déduite des propositions
3.3.1 et 3.3.2 et de l'inégalité (3.65) en s’assurant que les hypotheses sur la
régularité sont vérifiées.

Proposition 3.3.3
Soit u (resp. U') Uunique solution du probléme (3.1) (resp. du probléme
(3.21)), alors

s, )~ RUP [y < 1 uot) =00 [y + 11 U2 — U9 |20
C’T H ot
2 (9-3s —j's
+ ot + (27742777, (3.86)
ot ¢ et ¢ sont deux constantes indépendantes de dx,dy et dt.

Nous terminons cette section par quatre remarques :

Remarque 3.3.1

- 81 nous choisissons un schéma d’approximation en temps d’ordre p, le
troisiéme terme de la borne d’erreur (3.86) doit étre remplacé par ¢TotP.

- A partir de l’estimation de 'erreur spatiale, on déduit une estimation
d’erreur pour les multiplicateurs de Lagrange, utilisant la condition Inf-Sup

(3.45),

. K
| A(tns1, ) — )‘h,+] ||H71/2(7) < 5t I U;? - U° ||L2(Q)
K, .
_ —J]s -7
+ 5 (27704277, (3.87)

ot K et K' sont deuz constantes indépendantes de 0x, oy et 6t. L’estima-
tion de N(t,41,.), n >0 est donc moins bonne que celle de u(t,.1,.), n >0
a cause du terme en 61?.
Remarque 3.3.2
; s ~ oun .
C’est un résultat classique ([40] par exemple) que \"* = —[(,,m]7 ou [ . ]y

est le saut suivant la normale extérieure, n.,, a . Ainsi, des multiplicateurs
de Lagrange non nuls réduisent la régularité de U™, plus précisément, U™ €
H%’E(Q) avec € > 0. Cette perte de réqularité a pour conséquence de limiter
l’exposant s dans la borne d’erreur a s < %
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Remarque 3.3.3

Le lien entre \*, R,U* et Ro\oU* implique que, pour tout k, ||)\kHHsz(7) est
controlée par ||U*||ysq)- De plus, par construction, ||U*||ys@q) est contrilée
pour tout k par ||U°||ga). Ainsi, la constante ¢, est indépendante de n et
dépend seulement de U°.

Remarque 3.3.4

Observons que si Vn, X" =0, le probléme de point selle n’est rien d’autre que
la formulation faible classique d’un probleme elliptique associé a la résolution
de I’équation de la chaleur dans le domaine 2. Dans ce cas, la borne d’erreur
s’écrit,

o tusr) — ROP iy < 1] u(to) = 0 lloogey + 11 U9 — 0 10
AT

Tot
+ c + 5t

2-Im, (3.88)
Cette estimation est améliorée dans [14]-[16] sous la forme,

Co

&2*2-7"”, (3.89)

|| PyaU™™" — U™ 2y <|| PyaU® — Uy [|12(0) +e16t +
ot ¢ et ¢y sont deux constantes indépendantes de dx,dy et 0t.

La formulation (3.89) est celle qui est utilisée dans la vérification numérique
de erreur dans la chapitre 5.
Son avantage est que la norme || PyoU — UM |12 se calcule de facon
! Uf h L2(9) .

exacte a partir des coefficients d’échelle des fonctions PU}? Ut et UPT, qui
sont des quantités auzquelles on a acces exactement, soit en sortie de [’al-
gorithme de résolution, soit par une formule exacte de calcul. La norme de
Uerreur s’obtient alors par la formule,

| PoaU™ = U lpey= | D2 [e(U) — (U T)2 (3.90)

OéEKj

On limite de ce fait toute source d’erreur d’approximation de la norme
qui peut venir perturber la vérification de la borne d’erreur.



Chapitre 4

Implémentation de la méthode

Avant de décrire I'implémentation du probleme (3.22) et le choix des
espaces V1, U et QQ],, nous réécrivons le probléme sous une forme vectorielle
et analysons son conditionnement.

4.1 Formulation vectorielle

Par souci de simplicité, nous fournissons la formulation vectorielle du
probleme (3.22) dans le cas non adaptatif, i.e. quand on utilise les bases
(% ack, ot (61 }wer,

Soit Up et A}, les vecteurs des coordonnées de la solution approchée dans
ces bases, on obtient,

Si UY = (< UU,Qﬁg >L2(Q))a

Y

€K;
Vn > 0,
Trouver Upt! € RY et ANt e ZRQJJ, tel que,
UpPtt + CAR = Fp, (4.1)
DU = GpHt,
ou,
(Fp), =< U, E > 120, (4.2)
(GE’)()/ =< gna (ﬂ(z’ >L2('y); (43)
Ca,a’ =< T’Yn (Eg), Qﬁ’;/ >[12(7), (4.4)
Dy o =<T,, ((1)2), ¢Zx’ >L2(v)> (4'5)
avec

91
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== (1 —wotA) % (4.6)

La résolution de la formulation vectorielle (4.1) se fait a 1’aide d’un algo-
rithme d'Uzawa ([58]). Cet algorithme peut étre défini comme un algorithme
de descente sur 1’équation,

(DC)' DCARX = (DC)' DFE — (DC)' G+, (4.7)

ou l'exposant t désigne la transposée et complété par ’équation UE“ =
F2 — CApT.
Par construction, la matrice (DC)'DC' est symétrique, positive. D’apres le
résultat d’existence et d’unicité de la section 3.2, elle est aussi définie.
La vitesse de convergence d'un algorithme de descente pour la résolution d’un
systeme linéaire est controlée par le conditionnement (section 1.2.2). Clest
pourquoi, nous analysons dans la suite de ce chapitre le conditionnement de
(DC)' DC et nous construisons un préconditionneur qui conduit 4 un condi-
tionnement indépendant de j et j'.

Remarque 4.1.1
Le choiz d’une discrétisation du type Petrov-Galerkin permet d’éviter ”l’in-
version” d’une matrice de masse qui apparait classiquement dans la premieére
équation de la formulation vectorielle quand on choisit une discrétisation du
type Galerkin ([43]). Il réduit, de ce fait, les causes de mauvais conditionne-
ment du probléme.

4.2 Conditionnement de (DC)" DC et
préconditionnement

4.2.1 Conditionnement

Nous commencons par établir le théoreme suivant,
Théoreme 4.2.1
La matrice (DC)' DC de taille (27" x 27'") satisfait Uestimation suivante,
J0< K1, K2 < +oc tel que Vw € R”
27U9UEK, < w,w >p<< (DC) DCw,w >p< 29K, < w,w >p, (4.8)
ot les constantes Ky et Ky dépendent du probleme et du choiz des espaces

U, Vit et Q).

On a done, condy ((DC’)tDC) < %4j'+2j.
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Preuve:
Pour établir I’encadrement(4.8), nous montrons des encadrements simi-
laires pour C*C et D'D. Puis, combinant ces deux estimations, nous obtenons
. . t
I'estimation pour (DC)" DC.

— Estimation pour C'C.

D’apres I'expression (4.4) de C,, o, il vient

Ywe RY < C'Cw,w >p= 3 | /T%(Eg) S wadl 2. (49)
ack; "7 a’€ K,

Nous commencons par établir la minoration de < C'Cw,w >.

Ecrivant Vi, = Yock, ZaZ5 avec z = (z,)" € RY et iy = Yoex:, Wardl,
- J
la condition Inf-Sup (3.45) donne

Vw € R? ,

./"y ZaEK]- ZaTvn(Eg) za’eK;, Wq! ¢Z'GK(,
sup LB Y Wardl [, (4.10)

SR | Zaer; 2aZ8 (o) weK),

Utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz discrete, on a :

1/2
[ 2@ X wad) < (Z ) <Clow,w S, (@)

a€kK;

ce qui donne

— 1/2
f7 ZQGKJ‘ 2o T, (:2) Z(’“IGK;" Wor Py (ZaeKj 2{21) < C'Ow. w >/?
| Zaek, 2a58 (e ~ I Xaek, 2oE8 @) o
(4.12)
Puisque,

1/2
1+ w? —
—Q Z 2
1Y 2aE0 [m@)= (/m (1+y6tw2)2( 2 ®a) ) ’ (4.13)

a€K; a€K;
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il vient,

1/2
1 1 —
Y 2,E] > > 2,09)
] Z0Zq |lme) = maz (1, vot) (/R1+w2( 70 ®y) ’

acK; acK;
1
> ———— I Y 2.9] [l
mazx (1, vit) ek
> ;OB(I)QQ?]‘ H Z V4 (I)Q ||[2(Q)
max(1,vot) ek,
) 1/2
= ———Cppa2”’ : 4.14
mazx (1, vit) B,o8 (ag,:( ZO‘) (4.14)
J
ot on a utilisé I'inégalité (1.29) (s = —1) pour obtenir la derniere inégalité.

Les inégalités (4.10), (4.12) et (4.14) donnent,

Yw € IR? , < C'Cw,w >p> 27‘7’27%[(17(; < W, W >p . (4.15)

Nous établissons maintenant la majoration de < C'Cw,w >2.

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz continue et la continuité de I'opérateur
trace (théoreme 3.1.3), il vient

Vz € RY et Yw € lR2j’,

/ S 2aT0(ED) S wadl <o, <w,w >SS 2022 ||1o(),(4.16)
7 a€K; o/ €K, a€K;

et 'expression (4.16) conduit a :

1/2
/ 3 2T () Y. wadl < Koo <w,w >;2/2 (Z zi) . (4.17)

7 aeK; o/ €K, €K

Choisissant

20— [ TuED S wadl, (4.18)
7y
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et se souvenant de I’expression (4.9), nous obtenons finalement :

Vw € lRQj , < CtCW,W >p< KQ’C < W, W >p2. (419)

Les expressions (4.15) et (4.19) fournissent alors une estimation pour C*C,

1 . .
YweR”, 2727%K, o < w,w >p<< C'Cw,w >p< Koo < W, W >p2 .

(4.20)
— Estimation pour D!D :
Par construction de Dy, (voir expression (4.5)), on peut écrire
V2 € RY, < D'Dz,z >p= Y \/qﬁg, S 2,1, (02 2. (4.21)
o

a’EK’,, (lEKi
J i

Comme précédemment, la minoration de < D'Dz,z >p est d’abord
établie.

D’apres la proposition 7.4.1 de [58] (p 248), la condition Inf-Sup (3.44)
peut étre reformulée par

ffy T’YO (Ufi_)uh’
sup

1
> Bo || Up |l YU € (UR%) ", (4.22)
Myt €QY,, ppr 70 I HH*1/2(7)

ou UP? = {Uh e U/ b(Up, ) =0, Yy € QZ,} et L représente l'or-
thogonalité au sens de L*(IR?).

Fcrivant,
U= Y 2,9, (4.23)
C!EK]'
=Y Wadl, (4.24)
o’'eK’,
J
il vient

Uyt = { > 2,98 /z € Ker(D)} : (4.25)

a€K;
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La condition inf-sup (3.36) devient alors,

Vz € (Ker(D))",

f,,/ Zaef(- Zq T (¢Q) a’EK’ Wa’Qﬁzu
sup > By || Z Za¢2 HH‘(Q) . (4.26)
welr?! || DI, €K, Wo! ¢ HH 1/2(y) a€K;

Utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz discrete, on obtient :

1/2

/ > oz, ) > wadl < | Y wl, < D'Dz,z >]/2 . (4.27)

7 a€K; a'eK’
j

La combinaison entre (4.27) et (4.26) conduit a, en utilisant I'inégalité

(1.29) (pour s’ = —3),

Vz € (Ker(D))", < D'Dz,z >p> 27K, p <z,2 >p . (4.28)

Nous obtenons maintenant la majoration de < D!'Dz,z >p, en sui-
vant la méme démarche que celle utilisée, pour établir la majoration de
< C'Cw,w >p.

En effet, choisissant,
= [61 % 2T (@D), (4.29)
ks (1S K]'

I'inégalité de Cauchy-Schwarz continue, la continuité de I'opérateur trace
et I'inégalité (1.30) (s=1) donnent,

Vz € (Ker(D))", < D'Dz,2 >2< 29K, p < z,2 > . (4.30)
Finalement, les expressions (4.28) et (4.30) fournissent une estimation

pour D'D,

Vz € (Ker(D))", 277Ky p < 2,2 >2<< D'Dz,2 >p< 29Ky < 2,2 >p .
(4.31)

Nous regroupons alors les estimations (4.20) et (4.31) pour obtenir un
encadrement pour (DC)'DC.



voArtint 4. IMEPLEVIEIN TATTOIN D LA Vi T AU R I

Estimation pour (DC)'DC

!
] ’ .
Pour chaque w € IR? , nous définissons z = C'w.

Siz € Ker(D), alors w € Ker ((DC)'DC) et I'inversibilité de (DC)'DC
entraine w = (. L’inégalité (4.8) est donc trivialement vérifiée.

Siz e (Ker(D))", l'estimation (4.31) donne :

27'7‘IK],D < CW, Cw >p<< DtDCW, Cw >p< 22'7K2,D < CW, Cw >z,
(4.32)

et 'estimation (4.20) nous permet d’écrire :

272'7"272'711(]701{],]) <W,W >p<K DtDCW, Cw >p< 22'7K27DK270 <W, W >p2 .
(4.33)

qui est bien I'estimation énoncée avec Ky = KoK p et Ky = Ky o Ks p.
D’apres les théoremes 1.2.2 et 4.2.1, on obtient,

Ky .,
cond, (DO DC') < =247'+% 4.34
2(( ) )_ e (4.34)

4.2.2 Préconditionnement

Les bases d’ondelettes de Q}, et UjQ peuvent alors étre utilisées pour

construire un préconditionneur de (DC)'DC' (section 1.2.2).

En suivant la preuve du théoreme 4.2.1, on montre que, si C' et D sont
définies par,

Cow = 2 727100 < T (Z0), 47 >1a0s) (4.35)

Dy = 2 520 < T, (89), 47 >120,), (4.36)

alors le conditionnement de (DC)!DC satisfait, uniformément en j et 5',

cond, ((DC)'DC) < K. (4.37)

Nous terminons ce chapitre en décrivant 'implémentation de la formula-
tion vectorielle (4.1).
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4.3 Implémentation du probleme

Nous commencons par décrire les analyses multirésolutions que nous avons
choisies pour 'implémentation.

- L’analyse multirésolution associée a €2 est une analyse orthogonale
périodique spline bi-dimensionnelle (section 1.1.2 et 1.3.1) construite suivant
la technique du produit tensoriel (section 1.1.2). Nous notons { B} }sck;, la
famille de B¥-spline bi-dimensionnelle servant & construire la famille {®$} ¢ K
en utilisant la formule d’orthonormalisation (1.84). La solution numérique
que nous cherchons appartient alors a I’ensemble des fonctions périodiques
de H'(€). Nous supposons que I'analyse précédente de la méthode (existence,
unicité, borne d’erreur, conditionnement) reste valide avec les hypotheses de
périodicité.

- L’analyse multirésolution associée a  est construite en transportant
sur 7, par une transformation C'' par morceaux, une analyse de L?([0,1])
(section 1.3.2). Suivant la remarque 1.3.1, les fonctions de base de I’analyse
multirésolution correspondante ne définissent plus une famille orthogonale
au sens du produit scalaire dans L? usuel mais au sens du produit scalaire L?
pondéré par le Jacobien de la transformation qui permet de passer de l'in-
tervalle [0, 1] & la frontiere  (expression (1.92)). Puisque le Jacobien de la
transformation est borné, on admet que les résultats précédents, démontrés
pour une analyse multirésolution orthogonale de L?(v), sont aussi valides ici.

Nous revenons tout d’abord sur la construction de la transformation qui
permet de passer de I'intervalle [0, 1] a la frontiere . Puis, nous abordons
I'implémentation des différents termes du probléme vectoriel (4.1).

4.3.1 Représentation de v a I’aide de courbes de Bezier
La définition suivante ([34]) précise la notion de courbes de Bezier.

Définition 4.3.1
La courbe de Bezier associée aur points de contrile {P;}o<;<y, est la courbe
paramétrique polynomiale de degré L définie par,

Vr e [0,1],

{ X(T) = 7{::0 Beylj:(T)XPi’ (4.38)

Y(r) = £isy Bef (7)Y,

ok BeH(r) = k(1 — )
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La figure 4.1 donne un exemple de courbe de Bezier associée a trois points
de controle.

085

0451

0351

I I I
035 04 045 05 055 08 085 07

Fic. 4.1 Exemple de courbe de Bezier associée a 3 points de controle

Nous utilisons la transformation B, pour transporter I’analyse multirésolution
de L*([0,1]) sur 7.

Dans la section 4.3.2, on est amené a estimer les coefficients d’échelle
d’'une fonction f associée a 'analyse multirésolution sur v, en suivant le
calcul effectué dans la section 1.3.2. On a donc besoin du Jacobien de la
transformation Bj. Son expression est donnée par la proposition suivante.

Proposition 4.3.1
Soient { P;}o<i<1, une famille de points de controle, le Jacobien de By (P, ..., Pr; T),
noté |Jg | s’écrit [Jg | = \/X'(T)2 +Y'(7)? avec,

V1 € [0,1],

i) (4.39)

X'(r) = LY Bey H(1)(Xpy, — Xp,
YI(T) =L Z{;)] BeiLil(T) (YPi+1 - YPZ)

Les courbes de Bezier présentent plusieurs avantages,

Elles permettent de définir des courbes de régularité quelconque a par-
tir seulement de quelques points et conduisent donc a la construction



vnAritnr 4. IVIELIGVIRIN TATTUIN D LA i1 a0

de frontiere suffisamment réguliere pour pouvoir définir les opérateurs
classiques tels que I'opérateur trace.

Par définition, elles fournissent explicitement la fonction C'' qui trans-
forme [0, 1] en une partie de 7.

4.3.2 Implémentation des différents termes du probleme
vectoriel (4.1)

Pré-calculs

Evaluation des matrices D et C :

Nous commencons par décrire ’algorithme de calcul des termes de la ma-
trice D.

Nous rappelons (voir expression (4.5)) que les coefficients de D s’écrivent,

V(a,o') € Kj x K},

Dara = [ ®2(0)6%(0)do (4.40)
Iy

En utilisant la transformation By, et en suivant le méme type de calcul
que dans la section 1.3.2, on peut écrire,

Dy = /[0 . SX(B,(7)o%V () | Ig, | dr, (4.41)
= (1 Jg, |080BL), (a,0)) € K;x Kjp.  (4.42)

ou {qﬁ }(, ex, est la famille de fonctions d’échelle de ’analyse mul-
tirésolution de LQ([O 1]) décrite dans la section 1.3.2.

L’estimation du coefficient (’ (\ Jg | ®To B,) se fait suivant la démarche
proposée dans la section 1.3.2 et decrlte en annexe A.2. Elle suppose donc
I'évaluation de la fonction | JB, | % o By, sur la grille dyadique X7' ou sur

toute grille de la forme X7+ [ > (. Pour des raisons de précision, nous
avons pris [ = 2.

L’estimation de D, , se fait alors en deux étapes : on commence d’abord
par évaluer D, , pour o/ € K’ ji+o bar une formule de quadrature du type
(A.18), (A.19) et (A.20) ou les points de la formule de quadrature appar-
tiennent & la grille X7'*+2. I’algorithme de passage (1.31) permet ensuite de
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calculer Dy o pour o € K.

Nous revenons maintenant sur la premiere étape de l'estimation, c’est
N . ’ . . . ;! .
a dire I’évaluation des valeurs aux points de la grille X7 *2 de la fonction
| JB | @Q ¢ B[

Le calcul des valeurs aux points se fait aussi en deux étapes :

évaluation des valeurs aux points de la grille de la fonction | IB, |
B{]IV o BL, S K]' :

Remarquant que, V&' € {0, ...,27 %2 — 1},

K k' k'
75, | (5r) - (BY oBLxW) =g, | () - B (X, Vli43)

ol (X, Yrn) est Pimage de 5 —k par By, (systéme (4.38)), la proposition
1.3.1 permet d’obtenir la Valeur de BY(X,,,Y,) et le systeme (4.39)

conduit & la valeur de | Jg | (ﬁ)

Passage des valeurs aux points de | Jpg, (2] =) | BY(X,,, ;) aux va-

) | @Q(Xm,Y ) par la relation (1.88).

77 +2

leurs aux points de | JB;(

Nous terminons par le calcul des termes de la matrice C.
Sachant que les coefficients de C' s’écrivent (voir expression (4.4)),

V(a,o') € Kj x K},

Cor = / =2(5)¢, (o) do, (4.44)
Joy

la démarche est la méme que pour le calcul de D, o. On commence par
mettre (4.44) sous la forme,

Cow =’ (| g, |E20BL), (a,0) € K; x K. (4.45)

L’estimation du coefficient (4.45) se fait en suivant la méme démarche que
pour l'estimation de la quantité (4.42). Elle suppose donc en particulier la
connaissance des valeurs aux points de la fonction 52, a € K, en n’importe
quel point arbitraire (z,y) € IR?. Ces valeurs sont approchées, en suivant la
remarque 1.2.1, & partir des valeurs aux points des fonctions ®, o € K, ol
p > j.Ici, p =75+ 3 ([16]). L'estimation complete combine alors formule de
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quadrature définie sur la grille X773 et algorithme en arbre.
Initialisation de 1’algorithme d’Uzawa

L’algorithme de résolution est initialisé en évaluant,

(UR)a =< U, @7 >12(q), @ € K;. (4.46)

Cette évaluation nécessite d’abord la construction d'un prolongement, U°,
de la solution initiale ug de w a 2. Cette étape joue un role clé qui controle la
régularité de la solution autour de la frontiere v quand on itere le probleme
de point selle. Cependant, la construction d’'un prolongement optimal n’est
pas étudiée ici. Nous mentionnons simplement que des développements en
série de Fourier ([33]) ou des analyses multirésolutions sur 'intervalle four-
nissent des outils intéressants pour la construction de ce prolongement (nous
revenons en détail sur ce point dans la conclusion générale de ce mémoire).
Dans la suite, des prolongements peu couteux sont utilisés.

Trois approches sont ensuite considérées pour le calcul du produit scalaire
(4.46), en remarquant que Vo € K;, (U9),= c(U?)

la premiere ([14]) consiste a utiliser une formule de projection orthogo-
nale dans l'espace U;'. A cet effet, on rappelle que la projection ortho-
gonale de U° dans U;} s’écrit, en remplacant o par le triplet (j, ki, ks),

Pyl = 3y S (UDOR, (4.47)
(k] ,kg)G{U,...,ijl}Q

Dans l'espace de Fourier, I'expression (4.47) devient,

—

V(w1 wa) € IR, Pyal®(wi,ws) = my(U°) (wi, wa) @ o(wr, wa),

(4.48)
ot ‘1’?,;,0(@1@2) = 2]—,@?;0(%,%) et m;(U") est le symbole 2/+!7-
périodique tel que,
m; (- U)(wi,w) =
49 Z ﬁ\[)(w] + 2 2-7+]7r, wey + 222-7+]7r)@§;0(w] + 2 V4T Wy + 292017,

(Zl,zz)EZXZ

(4.49)
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Pour obtenir les produits scalaires {< U?, ® >}, @ € Ky, il suf-
fit alors par identification d’appliquer la transformée de Fourier in-
verse & 27 x 27 points & la suite de valeurs {m;(Uy)(k1, k2), (k1,k2) €
{0,...,27 — 1}?}.

Le calcul de m;(U?) se fait en tronquant la somme infinie car les termes
deviennent rapidement négligeables puisque les fonctions @2070 sont a
décroissance exponentielle (proposition 1.3.3).

Remarquons que cette approche est précise mais suppose que I’on connaisse
la transformée de Fourier du prolongement U, ce qui n’est pas toujours
le cas. Elle est utilisée dans la vérification de 'estimation d’erreur.

La seconde méthode ([55]) fait intervenir un filtre d’interpolation qui

permet de passer des valeurs aux points d’une fonction a ses coefficients
d’échelle.

Plus précisément, a partir des valeurs aux points {U° (1277, k277) }; yeqo,...2i 112,
les coefficients {cg (U")}ack, s’obtiennent par la relation suivante, en
repassant a la notation « = (4, ky, ko),

v(klakZ) € {O’ 32j o 1}23

D)= X U2 k2 Lylk — DL (ks — k).
(1,k)€{0,...,20 —1}2

(4.50)

ou le filtre L; est connu, dans le cas des analyses multirésolutions splines
d’ordre m pair, a travers sa transformée de Fourier qui s’écrit,

| . 1k
Yk €{0,..,20 — 1}, L;(k) = FL(Q—T), (4.51)

avec,

[Py (sin?(z))]'/?

Liz) = 5 1 (sin’(x))

(4.52)

Le calcul des coefficients du polynéme P, est fait dans [55].

La quantité (4.50) est alors calculée en remarquant que c’est un produit
de convolution discret.
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La troisieme facon ([14]) repose sur I'existence de 2m — 1 moments nuls
de ®f', , et utilise 'estimation suivante,

si U% € C%(Q), s < 2m — 1 et s fois dérivable alors Vo € K,

21HUY) = U (k1277 ky277) + O(27%), (4.53)
Le choix du prolongemen’r joue donc un role important dans la qualité

d’approximation de ¢f}(U°) & l'aide des valeurs aux points puisqu’il va
controler la valeur de 'exposant s.

Calcul a chaque itération

Pour tout n > 0, connaissant le vecteur {(U}),}ack;, (FR)a, a € K;
(expression (4.2)) est calculé par la formule,

(Fhla =< Up.Zq >120= Y. (Un)a, < T, Eq >12(0)
aleK]-
(4.54)

Si I'on revient aux notations o = (J, k1, k2) et ag = (4,1, k), 'expression
(4.54) s’écrit,

(Fg)j’kl’kz B Z (Un)ylk < (I)]lkv —j,k1,k2 >r2(0)
(1,k)€{0,...,27 —1}2

= > (Ui < Ptk ko Sj00 >12(9)
(lak)e{ﬂv'--72j71}2
(4.55)

L’expression (4.55) est alors évaluée en remarquant que c’est un produit
de convolution discret. Le calcul est effectué dans le domaine de Fourier, les
produits scalaires {< ®% = _J 00 12}, a € Kj étant calculés une fois pour
toute a l'aide du symbole (4. 49) pour la fonction Z2, o € Kj.

o)

Enfin, connaissant Vn > 0, ¢(t,1,.), 'estimation du vecteur {(GE,“) Jarerr,
o J

(expression (4.3)) se fait en combinant formule de quadrature et algorithme
en arbre pour garantir une estimation satisfaisante de cette quantité.

[’implémentation de I'algorithme global d’approximation se résume de la
facon suivante,
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Algorithme de résolution

Choix des parametres : m, m', j, j',0t, T

Pré-calculs

— Evaluation des matrices D et C.
Calcul des produits scalaires {< ®F, =% >12)}, a € Kj.
Prolongement de ug sur Q\w puis évaluation de Up.
Résolution a chaque itération, n > 0,
— Evaluation de FP et G
— Calcul de A}F! en résolvant par Ialgorithme d’Uzawa,

(DC)' DOAR = (DC)' DFR — (DC)' GR+Y,

Calcul de U™ par,

Uptt =Fp — CARH..
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Chapitre 5

Résultats numériques

Dans ce chapitre, nous donnons quelques résultats numériques pour I’équation
de la chaleur introduite au chapitre 3 avec 2 = [0,1]%, en utilisant 1’algo-
rithme implémenté au chapitre 4.

Les trois premiers tests présentés ici sont des tests de validation numérique
de I'analyse théorique de la méthode fournie dans les chapitres précédents.
Ils correspondent a différents domaines w, différentes extensions de uy a Q\w
et différentes conditions aux bords.

Dans les deux premitres tests (section 5.1 et 5.2), v est fixé & = et

w =]0;1[x]0; 0.5]. La condition initiale est ¥(x,y) € w, ug(x,y) = sin(2my)
et la condition aux bords est V(z,y) € v, g(t,z,y) = e 'sin(27y). Nous nous
intéressons d’abord a la validation numérique de la borne d’erreur obtenue
au chapitre 3 puis a la vérification de la connection entre les multiplicateurs
de Lagrange et la solution dans € (remarque 3.3.2). Le troisieme test (section
5.3) est réalisé sur un probleme ayant comme domaine

w =]0.35;0.62[x]0.35; 0.62[. Nous fixons v = =5, la solution initiale est
ug(z,y) = sin(8my) et la condition aux bords est

V(z,y) € v, g(t,x,y) = e 'sin(8ry) . Nous nous concentrons sur I’évaluation
du conditionnement de la matrice d’itération d’Uzawa (DC)'DC.

Les deux derniers tests (section 5.4) correspondent a deux applications de
notre algorithme de résolution. La premiere application concerne la résolution
de problemes définis sur des domaines non polygonaux, ici, un cercle. La
deuxieme application est consacrée a la résolution de problemes définis sur
un domaine initial carré avec une frontiere dont I’évolution est controlée par
une équation que ’on précisera.

107
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5.1 Veérification de la borne d’erreur

Ici, ug est prolongé sur Q par U°(z,y) = sin(2my), i.e par un prolonge-
ment C*> Q-périodique.
La solution du probléeme de point selle est Vn, V(z,y) € IR?, U"(z,y) =

e "tsin(2my), ce qui entraine, d’apres la remarque 3.3.2, Vn, A" = 0.

Conformément a la remarque 3.3.4, le calcul de || Pya urtt —pptt | 22(0)

par la formule (3.90) nécessite le calcul des coefficients d’échelle {¢f (U™ }oek,
et {2 (U7 acr,

Puisque la transformée de Fourier de U"*!, n > 0 est connue, la premiere
quantité est alors obtenue par une formule de projection orthogonale du type
(4.48) en remplacant U° par U"*!. Quant a la seconde quantité, elle est di-
rectement donnée par construction, par le vecteur {UZ“}QGKJ,.

5.1.1 Erreur en temps

Ici, nous fixons m = m' = 4 et j = 6. La figure 5.1 présente sur une
échelle logarithmique I'erreur quand 8t varie de 1079 a 10~°.
On vérifie un comportement de I'erreur en accord avec les estimations de la
proposition 3.3.3, ¢’est a dire, une pente (-1) pour des faibles dt et une pente
(4+1) pour des dt grands. La valeur optimale théorique de 6t est de 1'ordre de
6.10°8.

Fi1Gc. 5.1  FErreur de discrétisation en temps, ——— : comportement théorique,
: estimation numérique, (a) T =10"% (b)) T =10"*.
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5.1.2 Erreur en espace

Sur la figure 5.2, nous tracons l'erreur numérique quand m = m' =

4,6t = 1078 en fonction de I'échelle j avec 4 < j < 6 dans une échelle

semi-logarithmique.

Nous pouvons encore noter la concordance satisfaisante entre I’erreur théorique
et son estimation numérique, c’est a dire, dans une échelle semi-logarithmique,

une décroissance de l'erreur en fonction de j avec une pente —2m = —8

(d’apres la remarque 3.3.4).

Fi1G. 5.2  FErreur en espace, — —— : comportement théorique, :estimation
numérique.

5.2 Connection entre la solution sur (2 et les
multiplicateurs de Lagrange

Ici, ug est prolongé sur Q par, U%(z,y) = —sin(2my) dans Q\w.
Observons que c’est une extension C° Q-périodique avec une discontinuité
dans la dérivée normale a +.

On vérifie facilement que, pour chaque n > 0, la solution U}’ est I'approxi-
mation de

n — ,—ndt o
{ U"(x,y) = e "'sin(2ny) dans w, (5.1)

Un(x,y) = —e ™'sin(2my) dans Q\w.

La solution numérique est tracée sur la figure 5.3 et le tableau 5.1 fournit

une comparaison entre l'estimation numérique des multiplicateurs \" et la

’ . n . ’
valeur théorique de [22°], pour différentes valeurs de n.
Y
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Fi1Gc. 5.3 Solution numérique : j =6, j' =4, m =m' =4, it = 0.01 (a)
T=0,0b)T=1.

n [g(é:]v An

20 | 10.2885 | -10.4632
50 | 7.6219 | -7.6814
100 | 4.6229 | -4.6219

TAB. 5.1 — Multiplicateurs de Lagrange sur la ligne y = 0.5 pour différentes
valeurs de n, 6t = 0.01, j =6, j' = 4.

Comme on peut le voir sur la figure 5.3, les multiplicateurs de Lagrange
non nuls traduisent la non régularité de la solution (remarque 3.3.2) et donc
réduisent I'efficacité des espaces d’approximation. Pour contourner cette dif-
ficulté liée aux multiplicateurs de Lagrange, un raffinement local de 1'espace
d’approximation de U™ est nécessaire. Cette procédure est classique quand on
travaille avec des méthodes a base d’ondelettes. Observons que la technique
de raffinement peut aussi étre utilisée pour renforcer les conditions Inf-Sup
car ces conditions sont également locales puisqu’elles concernent uniquement
les fonctions de base sur {2 qui coupent la frontiere.
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5.3 Solution numérique, décomposition en on-
delettes et conditionnement de la matrice
d’itération d’Uzawa

5.3.1 Solution numérique

La figure 5.4 représente le prolongement initial U° (obtenu en étendant
ug en dehors de w par une constante dans la direction de la normale & )
et la solution numérique a 1" = 2. Les constantes du probleme sont j = 6,
J'=4m=m'=4et it =102
I1 est intéressant de noter la forte variation de 6{%’ (ou de %) aux bords
du domaine ({y = 0.35}, {y = 0.62}, {z = 0.35} et {z = 0.62}) (figures 5.4
(b)), en accord avec la remarque 3.3.2, puisque le choix d’un prolongement C°
conduit a des multiplicateurs de Lagrange non nuls. Cependant, la restriction
de la solution a w (figures 5.4 (¢) et (d)) reste une ”"bonne” approximation
de U(t,x,y) = e 'sin(8my).

I I I I
1
04 05 06 01 08 09 1 o or 02 03 04 05 08 07 08 03 1

F1a. 5.4 — Solution numérique (a) T=0, (b) T =2, (¢) coupe de la solution
suivant £=0.54, (d) coupe de la solution suivant y=0.6.
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Sur la figure 5.5, nous avons représenté les positions (k1277 ko277) as-
sociées aux coefficients d’ondelettes non nuls de U™ apres un seuillage de
parametre €, c’est a dire, pour 0 <[ < 5 —1, les positions associées aux coef-
ficients {dX(U™) }(a,iyea, tels que [d(U™)] > €, pour ndt = 2 et € = 3.107°.
Cette représentation justifie alors clairement I'utilisation d’espaces adaptés
pour l'approximation de U™ puisque les coefficients d’ondelettes de petite
échelle (i.e. pour j grand) sont principalement localisés au voisinage de la
frontiere du domaine w.

0 L_L LU L | LR B EEENRBRRENRDNDN.L L | L LB B

] ] ] ] EEEN
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m ] ] u ] EEEEEEEEEEENER ] ] ] ]
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amn -
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07! ] ] IIIIIIIII [ N ] ] ] ] |
: ] [
] ] u ] EEEEEEEEEEN ] ] ] ] ]
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08r ] EEEEEREN EEEN ] ]

]
HE E E E § ESEEEEEEEEEEEN ®E E ®E =
09

I I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9

Fic. 5.5 Décomposition en ondelettes de la solution a T = 2. Tous
les coefficients d’ondelettes < U™, ) >r2() ayant un module plus grand
que € = 3.107° sont représentés par un carré noir. Les lignes en pointillé
représentent le domaine carré w.

5.3.2 Conditionnement

Le tableau 5.2 et la figure 5.6 présentent 1’évolution du conditionnement
de la matrice d’itération (DC)'DC en fonction de j (avec j' =4, m =m' =4
et 6t = 1072) et en fonction de j' (avec j = 9, m = m' = 4, et §t = 1072).
La ligne en pointillé sur la figure 5.6 représente ’estimation théorique obte-
nue dans la section 4.2.1, c’est a dire la quantité 47" dans une échelle semi-
logarithmique.

La concordance entre le calcul et D'estimation est satisfaisante pour la
dépendance en j' du conditionnement (a partir de j° > 6). Cependant, la
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dépendance en j n’est pas vérifiée ici puisque, comme dans [43], le condition-
nement ne semble pas dépendre de fagon significative de j. Nous n’avons pas
d’explication pour I'instant.

cond, (DC)'DC)

1.78

1.64
1.5
1.6

© 00 N O .

TAB. 5.2 — Conditionnement de la matrice d’itération en fonction de j.

Fi1G. 5.6  Conditionnement de la matrice d’itération en fonction de j', —— :
comportement théorique, : estimation numérique.

5.4 Deux applications de I’algorithme de résolution

5.4.1 Application a la résolution d’un probleme défini
sur un domaine non polygonal

Ici, w est le cercle centré au point (0.5;0.5) et de rayon R = 0.2. Nous

1 .. .. 3.2 (2-0.5)% +(y—0.5)2
fixons v = = et la condition initiale est V(z,y) € w, uo(z,y) = e 2 fo

i
La condition aux bords est g = 0.
La condition initiale est prolongée dans Q\w par Uy(z,y) = 0.
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Les parametres de résolution sont j = 6, m = m' = 4, 6t = 1072 et
La figure 5.7 représente la solution a différents temps (figure 5.7 (a) a (c)),
ainsi qu’une superposition (figure 5.7 (d)) entre une coupe de la solution de
ce probleme (fonction en trait plein sur la figure) et une coupe de la solution
du probleme qui consisterait a ne pas imposer 0 a l'extérieur du domaine.

On résoudrait alors une équation de la chaleur sur €2 et la solution serait

. _3,2@-05)24(y—0.5)°
une gaussienne de la forme V(z,y) € Q, U"(t,z,y) = “—e 2 (fo+0)

to+t
(fonction en pointillé sur la figure).

200 20

dim

NN
AN
TN
il

Fia. 5.7 — Solution numérique pour un probléme défini sur un cercle (a)
T =1t,+0.01, (b)) T=1t+0.2, (¢c) T =ty + 0.3, (d) coupe de la solution a
T = ty+0.3 suivant x=0.5, la courbe en trait plein est la solution du probléme,
la courbe en pointillé représente la solution de I’équation de la chaleur sur €
sans imposer 0 sur la frontiére.
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5.4.2 Application a la résolution d’un probleme avec
frontiere mobile

Nous proposons ici une application de notre algorithme a la résolution de
problemes avec frontiere évolutive au cours du temps. La frontiere a 'instant
t est notée () et on suppose que, pour tout ¢, elle est suffisamment réguliere
pour définir 'opérateur trace. Elle définit un nouveau domaine w(t) que nous
notons aussi w, quand t = t,.

Le probleme que nous considérons ici est un probleme couplé. Plus précisément,
il consiste a coupler, a I’équation de la chaleur sur w(t), une équation d’évolution
de la frontiere qui impose a y(t) de se déplacer en fonction d’une vitesse,
V(u), qui dépend de la solution de 'équation de la chaleur dans w(t). Cette
équation s’écrit,

0y
5 +V(u).n, =0 (5.2)

ou on rappelle que n, est la normale extérieure a .

Dans ce qui suit, nous commencons par présenter la méthode de résolution
de ce type de probleme dans le cas général puis nous fournissons un exemple
de probleme de couplage qui correspond a la fonte d’un glacon séparant deux
milieux.

1) Résolution du probléme de couplage : cas général

La résolution de ce type de probleme nécessite de résoudre a chaque
temps, ¢, chacune des équations couplées. Cette section est consacrée a la
résolution numérique de 'équation d’évolution (5.2), I’équation de la chaleur
ayant fait I’objet des chapitres précédents.

Nous commengons par reformuler 1’équation (5.2) sous une forme plus
pratique qui est utilisée pour la résolution. Cette reformulation consiste a
transformer I’équation (5.2) en une équation vérifiée par une fonction de Le-
vel Set .

Reformulation de I’équation (5.2) par I’approche Level Set

Les méthodes de Level Set pour suivre une interface v(t) se déplagant a
une vitesse V ont été introduites par Osher et Sethian dans [53]. L’idée est
d’introduire une fonction de Level Set, notée D, telle que, pour tout t, le
zéro de la fonction indique la position de I'interface. Cette fonction s’écrit a
I'instant ¢ = 0, avec les notations de notre probleme,
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V(z,y) € Q,
D(0,z,y) = f(z,y), (5.3)
flz,y) > 0, si(x,y) € Q\wo, (5.4)
flzy) = 0, si(z,y) €y(t=0), (5.5)
flz,y) < 0, si(z,y) € wp. (5.6)

La connaissance de la fonction f fournit non seulement la position de I'in-
terface a ¢ = 0 mais aussi la localisation d’un c6té ou de lautre de (¢t = 0)
, .
d’un point quelconque (z,y).

Nous cherchons alors I’équation que doit vérifier D sachant que I'interface,
se déplace a la vitesse V et que le zéro de la fonction ligne de niveau doit, pour
tout ¢, indiquer la position de Uinterface, i.e D(t,z,y) = 0 si (z,y) € y(t).
Puisque I'interface se déplace a la vitesse V', toute paramétrisation de l'in-
terface X, vérifie I'équation différentielle suivante,

dX,(o,t)

LI = V(X (0,).1) (5.7)

ou o désigne 1’abscisse curviligne.

De plus, on impose d’avoir V¢, D(t, X, (o,t)) = 0. En différentiant cette
relation et en utilisant 1’égalité (5.7), il vient,

dD(1, X.) oD dX,
aptt. Xy) 0P Ay g .
at o T Y (5.8)
9D

La reformulation de I'équation (5.2) s’écrit donc,

D
aa_t +V(u).VD = 0. (5.10)
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Résolution numérique de I’équation d’évolution (5.10)

Nous supposons ici que la vitesse, V' (u), est connue pour tout ¢ et nous
notons Vt, V,(t) (resp. V,(t)) sa composante horizontale (resp. verticale).

La résolution numérique de I’équation (5.10) utilise un schéma TVD (To-
tal Variation Diminishing) a limiteurs de flux ([46]). Ce type de schéma a
été construit pour avoir un schéma d’approximation d’ordre 2 en espace sur
les parties régulieres de la solution tout en supprimant les oscillations que
ce type de schéma engendre quand on est pres d'une discontinuité (ici pres
de la frontiére). Ce résultat est essentiel puisque la position de la frontiere
est définie par le passage a 0 de la fonction de Level Set, D, et donc des
oscillations trop importantes conduisent a une fausse détection

Nous commengons par discrétiser I’équation (5.10) par un schéma d’Euler
explicite en temps de pas oty et un schéma Upwind en espace de pas 6z =
6y =277 Introduisant D", . Vapproximation de D(n 0t s, k1277, ky277) et
notant Vi'" = Vi (ns6ts) (vesp. V'™ = V,(n;.0ts,)), la discrétisation de
I'équation (5.10) s’écrit,

nfr+1 o ng, , (Stfr RIS — A\ fr
Dkl,kg 7 Dkl,kg o V’I‘nf W(AT Dklf]/Q,kz + A’I‘ Dk1+1/2,k2)
6tf7~ +yfr — 7y fr
- V.;/nfr 5y (Ay Dkl,kz—l/Q + Ay Dkl,k2+1/2)a (5-11)
ol
D)ty = Dyl gy s VE " >0,
A+anr _ 1,k2 1—1,k2 (512)
v k12 0, sinon
nfT nfT : nfr
A-DMT | Pridiks — Dijye 81V <0, (5.13)
TR/ 2k 0, sinon
et
Dy = Dl 81 VY7 >0,
A+anr — 1,k2 1,k2— : (514)
Y T huke /2 0, sinon
”fr ”fr . "fr
Ai,anT o Dk1,k2+] o thkgﬂ S1 % < 01 515
y Phybot12 = . (5.15)
0, sinon
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On rajoute alors dans I’équation (5.11) un terme correcteur de flux qui
garantit un schéma d’approximation TVD.

Ce schéma s’écrit,

nfr+] _ nfr ny +ytfr —7ytfr
Dk1,k2 - Dlﬁ,kg - V " T (A:E Dkl*]/?,kQ + ACL‘ Dk1+]/2,k2)
_ T nfr _ nfr
61: (Fk1+1/2,k2 Fk171/2,k2)

6t r n — n
— VL ADY L AD L)

Yy 6,U k],kQ*l/ k1,k2+1/2
6tfr nfy nfy
o 6—U(Fk1f,k2+]/2 o Fklf,kgf]/Q)’ (5]‘6)

N . nfy ng, 4
ol les expressions des flux Fkrl/Q,kz et Fl,ﬂ,l,crl/2 sont rappelées en annexe

A3.

Remarque 5.4.1

Le pas de temps 6ty ne peut pas étre choisi arbitrairement. En effet, la
stabilité du schéma requiert une condition, dite de CFL qui relie dty, et les
pas d’espace dx et dy. Elle s’écrit, pour chaque ng > 0,

(5.17)

0ty < max ( O oy )

[T nf,
Ve [Vy

que la condition (5.17) est vérifiée, sinon, on adapte le pas de temps 0t s, pour
que cette condition soit satisfaite.

2) Un exemple de probléme de couplage

[’exemple que nous considérons ici correspond a un modele simplifié de
glacon séparant deux milieux. Le "glacon” est représenté par le domaine ini-
tial wy sur lequel est défini un profil de température qui évolue selon I’équation
de la chaleur. Les deux milieux qui ’entourent sont a température constante
T() et Tl-

La fonte du "glacon”, qui correspond a l'évolution de ~y, est controlée par
le flux thermique a la frontiere, c¢’est a dire Vul,.n,. L’équation (5.2) s’écrit
donc ici,

Oy
E + OAUVU‘W.TLW =0 (518)
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oll cyg est un parametre fonction des grandeurs caractéristiques du probleme
(masse volumique, conductivité...).

Nous présentons la résolution de ce modele sur un exemple simple :

Les parametres utilisés sont wy =Jyo; Yo[x]0;1[ et v = 5. La condition
initiale est V(z,y) € wo, uo(z,y) = T, (ou T, est une constante), et est
prolongée par Ty sur |0; yo] x]0; 1] et T3 sur |Yp; 1[x]0; 1] (figure 5.8).

On impose pour tout ¢ d’avoir Ty (resp. 1) sur la frontiére entre le glagon et
le milieu a température Ty (resp. entre le glagon et le milieu a température

).

Yo

Fi1G. 5.8 Domaines et frontieres pour le probleme du ”glacon”

Dans cet exemple, seule la partie de la frontiere {y = yo} évolue et
puisque le gradient de température ne varie que dans la direction verticale,
le déplacement de la frontiere ne se fait que dans cette direction.

Nous décrivons maintenant I'implémentation de I'algorithme de résolution
de ce probleme de couplage.

[’implémentation se compose de trois étapes qui, a partir de la solution
approchée de ’équation de la chaleur U} et de la position de la frontiere y,,,
au temps ndt (n > 0) aboutissent & la solution UP*! et & la position y,,4
au temps (n + 1)dt.

Les deux premieres sont consacrées au calcul de la position de la nouvelle
frontiere y,, par la résolution de I’équation (5.18).

Puisque ’équation (5.18) fait intervenir le gradient de la solution a I'in-
terface, on est d’abord amené a évaluer le gradient de la solution dans la
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direction de la normale a ~, c’est a dire ici, la composante du gradient selon
y que nous notons Vyu. .

Evaluation du vecteur vitesse a l'interface :

Le gradient est estimé a partir des valeurs aux points de la solution,
Uy

Remarquant que Vo € K;, (U}), = ¢ (U'), nous commengons donc
par estimer les valeurs aux points de U}’ en utilisant le filtre d’'interpola-
tion introduit dans la section 4.3.2. Il permet de passer des coefficients
d’échelle aux valeurs aux points en inversant la relation (4.50) ot U"
est remplacé par U;.

Le gradient vertical est estimé par différences finies, par exemple de la
facon suivante,

Puisque Vyu’Z/ est constant le long de Uinterface, si (k, ko) est tel que
Jki, ki + 1[x k2, ko + 1[N{y = ya} # 0. alors,

To— Ul (k1277 (ky +1)277)

[ —
Vyuh = 27]

(5.19)

Le gradient de la solution a l'interface étant estimé, on peut calculer la
position de la nouvelle frontiere.

— Calcul de la nouvelle position de la frontiere :

Cette étape permet de déterminer y,, .1 la position de la nouvelle frontiere
a partir de I'ancienne position y, et du gradient de la solution a I'inter-
face. Elle consiste a résoudre numériquement 1’équation (5.18) a l'aide
du schéma (5.16) avec Vng, >0, V" =0 et V" = agVyupr, n > 0.

La résolution numérique produit donc sur les points de la grille dya-
dique, une approximation de la fonction D au temps ny,0ts,. Le signe
de cette fonction, au temps ny, 0ty = ot, fournit la nouvelle position,
Yn+1, de la frontiere. Plus précisément,

Si il existe ko tel que, DZf’TkQ . Dzlf’(,ﬁ o) S0,k € {0, ., 27 — 1}, alors
_ (2ka0+1)277 ’
Ynpr = 20—

Pour alléger les notations dans la présentation de 1’algorithme de résolution
de la fin de cette section, on fait référence a 1'étape de résolution de
I'équation (5.18) par la procédure FRONT telle que,
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Yn+1 = FRONT(UH: V;}na 6tf7”7 j: nf?")a (520)

Remarque 5.4.2

L’initialisation de Ualgorithme de résolution de I’équation (5.18) nécessite
la définition de la fonction f dans ’expression (5.3). Cette fonction
doit étre redéfinie chaque fois que ['on résout ’équation d’évolution
de la frontiere. Connaissant la position de la frontiére y,, on choisit,
dans notre implémentation, ¥(x,y) € Q, f(x,y) = th(100(y — y,)) od

y — th(y) est la fonction tangente hyperbolique.

La derniere étape de I'implémentation est de résoudre I’équation de la
chaleur sur le domaine w, 11 =|y,11, Yo[*x]0, 1[.
— Résolution de I’équation de la chaleur :
Cette étape consiste, comme dans le cas de I'algorithme de résolution
sur un domaine fixe (voir section 4.3.2) , a calculer les matrices C et
D quand le domaine est w11 =|yni1, Yo[*x]0, 1] en plus des quantités

classiques F} et GE,“ puis d’appliquer I’algorithme d’Uzawa pour ob-
tenir UpT'.

Dans la description de 'algorithme, on résume les calculs de cette étape
sous la procédure CHALFEUR et on écrit,

Ut = CHALEUR(yyy1, U}, 6t, 4, §',m, m', n). (5.21)

I’algorithme de résolution complet se résume alors de la facon suivante,
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Algorithme de résolution

Choix des parametres : m, m', j, j',6t, dp, T, yo

Pré-calculs

— Calcul des produits scalaires {< ®F,2%) o >12)}, a € Kj.
Prolongement de ug sur Q\wq par Ty et 77 puis évaluation de Ul.

Résolution a chaque itération, n > (

Evaluation des valeurs aux points de U}'.
— Evaluation du gradient de la solution a I'interface a partir des valeurs aux points.

n
=V
Résolution de I'équation d’évolution de la frontiere,
Yn+1 = FRONT(ym V;/n’ (stfra ja nfr)
— Résolution de I’équation de la chaleur sur le nouveau domaine,

UZ“ = CHALEUR(y,y1, U}, 6t, 5,7 ,m,m', n)

La figure 5.9 représente la solution de ce type de probleme quand y, = 0.3,
Yo=08,1Ty=2,T,= -3, Ty =10 et ag = 81—0 . Les parametres de résolution
sont j =6, 5 =4, m=m'=4, 6t =103

Remarque 5.4.3

Cet algorithme fournit un moyen rapide et efficace de calculer la nouvelle
solution quand la frontiere a bougé. En effet, en mettant de coté le calcul
de la nouvelle frontiére, la reconstruction des matrices C' et D est la seule
Etape supplémentaire par rapport a 'algorithme de résolution classique de
I’équation de la chaleur sur un domaine fize (section 4.3.2).

Cependant, plusieurs points sont a améliorer,

— L’approzimation par des différences finies d’ordre 1 conduit a une es-
timation grossiere du gradient de la solution a linterface. On a donc
intérét a utiliser des approximations d’ordre supérieur utilisant plus de
points a l'intérieur du domaine.

La généralisation de cet algorithme a des problemes ayant des domaines
plus complexes nécessite de construire une nouvelle procédure FRONT.
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Elle doit marquer les points de la grille dyadique appartenant au nou-
veau domaine grace a la fonction de Level Set mais aussi étre capable
d’en sélectionner un certain nombre pour définir des points de controle
et construire une approzimation de 7y (par une courbe de Bezier). On
est donc amené a se poser les deux questions suivantes : combien de
points de controle prendre et comment faut-il qu’ils soient répartis ?
La réponse a ces deux questions nécessite l’introduction d’un critere
de comparaison entre l'approzimation de w obtenue a partir des points
dyadiques marqués par la fonction de Level Set et celle obtenue quand
v est construite a l’aide d’une courbe de Bezier.

— Sur un plan plus théorique, nous n’avons pas étudié la régularité de
w(t). Ce point est pourtant essentiel pour notre méthode car la formu-
lation dans les domaines fictifs suppose que pour tout temps, y(t) soit
assez réquliere pour pouvoir en particulier définir les opérateurs traces.
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Fic. 5.9  Solutions d’un probleme avec frontiere mobile pour un probléme
du type "glacon”. Les lignes en pointillé représentent la solution “physique”,
c’est a dire une température constante, a l'extérieur du domaine. (a) T = 0t,
(b) coupe de la solution selon x = 0.5 (¢) T = 105t, (d) coupe de la solution
selon x = 0.5 (e) T = 156t, (f) coupe de la solution selon x = 0.5



Conclusion

Une nouvelle méthode numérique a été construite en couplant les approxi-
mations a base d’ondelettes aux approches domaines fictifs pour la résolution
de I'équation de la chaleur bi-dimensionnelle sur un domaine quelconque w
avec des conditions aux bords du type Dirichlet. Le probleme parabolique
initial est d’abord approché par une séquence de problemes elliptiques en
discrétisant en temps 1’équation de la chaleur par un schéma aux différences
finies. Ensuite, a chaque pas de temps, la formulation faible correspondante
est transformée en utilisant les domaines fictifs. Dans cette derniere étape, le
probleme elliptique classique est interprété comme un probleme d’optimisa-
tion d'une fonctionnelle, définie sur un espace €2 contenant w et a géométrie
simple, sous une contrainte qui est la condition de Dirichlet sur le bord. Cette
reformulation aboutit a un probleme de point selle, c’est a dire, un systeme
de deux équations vérifées par deux inconnues, la solution U™ sur € telle que
sa restriction a w est la solution du probleme elliptique classique et un mul-
tiplicateur de Lagrange, \", qui est introduit pour imposer la condition de
Dirichlet sur le bord au sens faible. La discrétisation complete du probleme
est ensuite réalisée en choisissant une discrétisation du type Petrov-Galerkin
pour la discrétisation spatiale du probleme de point selle.

A chaque étape, un résultat d’existence et d’unicité de la solution des différents
problemes a été fourni, ainsi qu’une estimation d’erreur pour le probleme de
point selle.

La derniere formulation obtenue conduit a un systeme linéaire dont
I'implémentation a ensuite été décrite (évaluation de chaque terme du systeme
linéaire puis résolution par I'algorithme d’Uzawa) et analysée (estimation du
conditionnement de la matrice d’itération d’Uzawa).

Enfin, quelques résultats numériques ont été fournis. Nous avons d’abord
cherché a vérifier les comportements théoriques des multiplicateurs de La-
grange, de l'erreur d’approximation et du conditionnement de la matrice
d’itération. Nous nous sommes intéressés ensuite a des exemples d’équations
de la chaleur sur des domaines complexes puis couplées avec une équation
d’évolution de la frontiere.
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Troisieme partie

Ondelettes et compression de
signaux/images
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Introduction

Cette partie est consacrée a la construction d’analyses et de transfor-
mations multiéchelles et a leur application a la compression de signaux et
d’images.

Si f/ma veprésente la discrétisation a 1’échelle .J,,,, d'une fonction mo-
nodimensionnelle (signal) ou bi-dimensionnelle (image), un schéma de com-
pression de f/ma= peut étre représenté de la facon suivante,

flmae s M fTmes = (fFo gl @lmeely — (5.22)
— T M flmee = (fPo dlo o dlmeemly — 0 (5.23)
—— QTr M flmee = (flo dlo,. . . dlme="") — . (5.24)
— CQTr M f'me= (5.25)

M f7maz est la transformée multiéchelle de f/ma=. Elle est composée des
données discrétisées & un niveau grossier 70, ainsi que des détails d/, j =
Jo, ooy Jmaz — 1 qui sont les informations intermédiaires a rajouter pour re-
trouver f7mes M flmaz est ensuite seuillée (en fonction d’un seuil €) et est
donc remplacée par Tr M f/me= 1’ opérateur () effectue une quantification
et Iopérateur C est un opérateur de codage. La quantité CQTr M f'me est
destinée a étre transmise ou stockée avant d’étre décompressée. Nous nous
intéressons ici principalement a 'opérateur de transformation multiéchelle M
ainsi qu’a son inverse.

Une des propriétés cruciales que I'on exige de la transformation multiéchelle
M est sa stabilité puisqu'une inversion de CQTr.M doit conduire a un si-
gnal ou une image dont la distance & f”me= doit étre controlée par e et par
Ierreur de quantification. L’étude générale de la stabilité de la transforma-
tion, M, consiste a analyser son comportement quand une perturbation est
introduite dans les données. On dit alors que la transformation est stable si
I’on peut controler la norme de I'erreur de reconstruction par la norme de
la perturbation introduite. En pratique, plusieurs sources de perturbations
sont possibles : elles sont liées aux étapes de seuillage et de quantification
mais peuvent aussi étre introduites si un probleme de transmission survient
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au moment du transfert des données.

Le formalisme en ondelettes classiques ([26]) introduit au chapitre 1 peut
etre un premier choix pour construire une transformation multiéchelle pour
la compression ([48]) puisqu’il définit un cadre fonctionnel particulierement
intéressant pour la représentation de fonctions. Dans ce qui suit, nous rappe-
lons brievement les avantages et les limitations du formalisme en ondelettes
classiques pour la compression.

Les ondelettes sont intéressantes puisqu’elles fournissent,

— Des représentations creuses de signaux ou d’images ou les coefficients
d’ondelettes significatifs (donc invariants par 'opérateur T'r,) sont situés
autour des singularités (resp. des contours) d’un signal (resp. d’une
image),

— Des algorithmes multiéchelles rapides et stables pour 'implémentation
des opérateurs M et M.

Une structure en arbre des coefficients d’ondelettes qui peut étre ex-
ploitée par les algorithmes de quantification et de codage ([60] ou [62])
correspondant aux opérateurs () et C.

Cependant, la principale limitation quand on utilise les méthodes a base

d’ondelettes est le manque de flexibilité de la notion de détail ou, en d’autres
termes, 'impossibilié de modifier localement ’opérateur inter-échelle de
prédiction.
Cette limitation se traduit déja en dimension 1 par des oscillations quand
on représente 'action de I'opérateur M*ITTEMD]I- sur une fonction disconti-
nue. Sur la figure 5.10, nous comparons les résultats obtenus pour différentes
transformations multiéchelles : la transformation multiéchelle spectrale as-
sociée a une décomposition en fréquence (figure 5.10 (b)), la transformation
en ondelettes splines (figure 5.10 (c)) et une transformation spline adaptée
en yp = 0 (figure 5.10 (d)).

En dimension 2, cette limitation se traduit par la détérioration des perfor-
mances de compression des algorithmes en ondelettes quand une simple ligne
de discontinuité s’incline par rapport & un des axes de coordonnées (figure
5.11).

L’objet de cette partie est d’explorer une des pistes possible pour contour-
ner cette limitation.
Comme mentionnées dans l'introduction générale de cette these, plusieurs
approches sont actuellement proposées avec ce méme objectif ([54], [13], [12],
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Fia. 5.10 La fonction en escalier, f’me et ses approzimations

M=YTr M f'mas pour différentes transformations multiéchelles M, Jyap =
12, e=0, —:Jy=4, —— — : Jy =6.
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Fi1Gc. 5.11  Contour et ligne de discontinuité, (a) ligne de discontinuité ver-
ticale, (b) ligne de discontinuité inclinée, (c)-(d) Coefficients de détails non
nuls apres transformation multiéchelle spline de (a) et (b), Jo = 3, Jmaz = 4,
la ligne en pointillé représente les lignes de discontinuiteé.
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[1], [23])). Nous choisissons ici de revenir sur la description de l'approche
ENO puisque I’algorithme de décomposition multiéchelle que nous propo-
sons dans cette partie est construit en suivant le méme formalisme.

Les méthodes ENO-2D séparable et ENO-EA sont toutes les deux basées
sur I'introduction d’'un opérateur de prédiction qui integre la présence de
discontinuités (ou de contours) via un mécanisme de détection opérant sur
les données reconstruites. 11 s’agit d’un opérateur d’interpolation, construit
en utilisant le formalisme de Harten introduit au chapitre 2. Le mécanisme
de détection consiste a minimiser une fonction cott qui permet de choisir
un stencil d’interpolation dans la zone la plus réguliere dans le voisinage du
point a interpoler.

La méthode ENO-2D séparable ([1]) est construite a partir d'une détection
et d’une prédiction monodimensionnelles appliquées successivement aux lignes
puis aux colonnes de I'image. L’intérét de cette approche est qu’elle conduit
a une construction tres simple d'un algorithme multiéchelle, a partir de deux
algorithmes monodimensionnels, qui est adapté aux contours de I'image tout
en gardant une structure en arbre pour les coefficients de détails. Cependant,
cette approche est limitée quand il s’agit de reconstruire des contours non
horizontaux et non verticaux. De plus, elle ne conduit pas a un algorithme
multiéchelle stable puisque la détection se fait sur les données reconstruites;
I'effet d’une perturbation sur les données peut alors modifier la prédiction
en sélectionnant des stencils différents de ceux initialement choisis dans le
modele non perturbé. La construction d’'un algorithme stable nécessite 1'uti-
lisation du procédé de stabilisation monodimensionnel dit de controle d’er-
reur ([1]). Ce procédé consiste a entre-méler les étapes de décomposition et
de seuillage pour intégrer au fur et a mesure les perturbations effectuées sur
les coefficients de détail.

L’approche ENO-EA ([23]) généralise 'approche ENO-2D séparable. La
détection utilise toujours d’abord un mécanisme de détection monodimen-
sionnel ou la minimisation d’une fonction cout monodimensionnelle appliquée
aux lignes puis aux colonnes permet de marquer les cellules de I'image proches

par un mécanisme de sélection supplémentaire basé sur le modele simplifié des
fonctions que 'on cherche a reconstruire exactement ; cela permet d’éliminer
les cellules marquées ayant des configurations ”pathologiques” qui ne corres-
pondent pas au modele.

Plusieurs stratégies de construction de la prédiction sont alors envisagées en
fonction de la position des cellules marquées par la détection. Contrairement
au cas ENO-2D séparable, 'opérateur de prédiction est bi-dimensionnel puis-
qu’il utilise directement des stencils bi-dimensionnels. Plus précisément, la
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prédiction dans les zones régulieres (c’est a dire sans cellules marquées) uti-
lise un stencil d’interpolation centré alors que celle des zones proches des
contours combine extrapolation et interpolation bi-dimensionnelles avec mi-
nimisation d’une fonctionnelle coiit bi-dimensionnelle.

L’avantage de cette approche est qu’elle est directement bi-dimensionnelle,
elle permet donc une reconstruction efficace de contours non verticaux ou
non horizontaux tout en gardant une structure en arbre pour les coefficients
de détail. Cependant, puisqu’elle est basée sur la technique ENQO, elle ne
définit pas un algorithme multiéchelle stable. B. Matei introduit alors dans
[49] une généralisation de I'algorithme de controle d’erreur utilisé pour ENO-
2D séparable afin de garantir la stabilité de cet algorithme.

Suivant le méme but, nous construisons et analysons dans cette partie des
méthodes multiéchelles monodimensionnelles ou bi-dimensionnelles adaptées
aux discontinuités d’un signal ou aux contours d’une image. Elles utilisent
aussi le formalisme de Harten et reposent sur la construction d’opérateurs de
prédiction stables mais dépendant d’une famille de points (ou de contours)
qui conduisent, dans le cas bi-dimensionnel, a des décomposition et recons-
truction multi-directionnelles tenant compte de I'orientation des contours de
I'image.

Cette partie est organisée de la facon suivante.

Le chapitre 6 est consacré a la description d'une analyse multiéchelle

du type Harten, dépendant d’une famille de points et dite, par conséquent,
dépendant de la position. Apres avoir rappelé et précisé d’abord la construc-
tion de I’algorithme de prédiction dépendant de la position dans le cas mo-
nodimensionnel, Le lien avec des analyses multirésolutions dépendant de
la position est établi. On montre alors que ces analyses conduisent a des
décompositions multiéchelles efficaces pour la représentation de signaux
présentant des discontinuités.
Cette approche est ensuite généralisée au cas bi-dimensionnel dans le cha-
pitre 7 et un algorithme de compression multi-directionnel dépendant des
contours de I'image est introduit. Il utilise une carte des contours obtenue
préalablement. Plusieurs comparaisons entre cette approche et une approche
non adaptée a la géométrie de I'image sont ensuite présentées pour la com-
pression de différents types d’images.



Chapitre 6

Algorithmes multiéchelles
dépendant de la position, lien
avec les analyses
multirésolutions et applications
en dimension 1

Dans ce chapitre, nous utilisons le formalisme de Harten introduit au cha-
pitre 2 pour définir des analyses multirésolutions dépendant de la position.
Comme dans la chapitre 2, nous commencons, dans la section 6.1 , par rap-
peler ’algorithme de prédiction interpolant en précisant la notion de stencil
dépendant de la position. Nous fournissons ensuite un théoreme de conver-
gence de cet algorithme sous certaines conditions en utilisant un théoreme
de perturbation emprunté a [28] puis faisons le lien avec des analyses mul-
tirésolutions interpolantes dépendant de la position. Nous construisons et
caractérisons alors des bases d’ondelettes interpolantes qui ne sont pas des
translatées et dilatées d’une fonction mere mais dépendent d’une famille de
points.

Nous généralisons ensuite, dans la section 6.2 | le cas interpolant en construi-
sant d’abord un algorithme de prédiction B-spline dépendant de la posi-
tion. L’étude de sa convergence conduit a l'introduction d’une fonction li-
mite de L?(IR) qui est le point de départ de la construction d’analyses mul-
tirésolutions biorthogonales. Une paire d’espaces biorthogonaux d’une ana-
lyse multirésolution biorthogonale dépendant de la position est alors intro-
duite.

Dans la section 6.3 , une série de tests est présentée pour étudier I'efficacité
des analyses multirésolutions dépendant de la position dans la réduction du
phénomene de Gibbs pour 'approximation de fonctions discontinues et dans
la compression de signaux présentant des discontinuités.
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6.1 Algorithme de prédiction interpolant dépendant
de la position : lien avec les analyses in-
terpolantes dépendant de la position

6.1.1 Algorithme de prédiction dépendant de la posi-
tion

Nous rappelons (voir section 2.1.1) qu’un algorithme de prédiction inter-
polant dépendant de la position est défini par,

Algorithme 6.1.1

fork e Z,
"Tj+1 Ij+1 p'] .4 _ rlj
2%k (P7 f 2% T 6.1
"Ti+1 Tj+1 ¢'1j _ Titr2k-1—1 Ljv1,2k—1Tj 41,261 T,j ’

end,

ou pour chaque prédiction, les limites a gauche, [;1 9,1, et a droite,
rj+1,26—1, du stencil d’interpolation sont fonctions de la position, c’est a dire
de j et de k. On se place dans le cas ou cette dépendance est en fait controlée
par une famille de points qui réalise une segmentation de l’axe réel. Plus
précisément, on a la définition suivante.

Définition 6.1.1
La sélection du stencil dépendant de la position est controlée par les 3 éléments
sutvants :
Une suite finie de points de segmentation (SS)se[s,,er}-
— Untriplet (D,l,r), | >0, r > 1 etl+r = D+1 tel que (D og—1,ljok-1,7jok—1) =
(D,1,7) quand 27}, 2071, ] N {S,} = 0.
— Une régle pour la sélection de (D o1, ljok—1,7j2k—1) quand [Tj:lik, xﬁjJrk]ﬁ

{Ss} #0.

Il s’en suit qu’ici, le stencil est adapté seulement au voisinage des points
de segmentation. Nous donnons un exemple de sélection de stencil qui suit
la définition 6.1.1 et qui est utilisée pour I'approximation ou la compression
de signaux discontinus (section 6.3) :

Pour un seul point de segmentation, i.e s= = s, = 0 et Sy = {yo} et
pour (D,l,7) donné, on définit la régle de sélection suivante ! pour le tri-

plet (Djor—1,ljok—1,7j2k1) :

!Dans la suite, nous appelons cette procédure la regle 1
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on note k;_;, l'entier tel que y, € [x;:ﬁl,x}cil] Alors, pour chaque j
et k tel que yy € [z 14, @l 1, 4], Tjok1 et Lo 1 sont calculés de la facon

suivante :

Sik S k,'j,] — 1 alors Tj2k—1 = kj,1 —k et lj,?kfl =k — k'];] + 1+ D
Sik==kj_ialors rjo,1 =D et ljo 1 =1 (6.2)
Sik 2 k,'j,] +1 alors Tj2k—1 = k,'j,] —k + D + 1 et lj,gk,] =k — k,'j,]

Les figures 6.1 et 6.2 montrent les 5 différents stencils a considérer quand
on utilise cette stratégie avec (D,l,r) = (5,3, 3).

=1 r=5 € L o 515
=2 r=4 € L o 2.4
1=3 r=3 G L O $33
=4 r=2 € L S S4,2
I=5 =1 € Lo S51

Fia. 6.1 — Les 5 stencils possibles a 6 points d’une procédure de sélection
sutvant la regle 1, la fleche indique 'intervalle ou se trouve le point a prédire

3 %3 512 551 S5 815 $4 3 %3

f

YO

Fi1G. 6.2 — Sélection du stencil

Comme dans le chapitre 2, nous commencons par analyser la convergence
du schéma de subdivision associé a 1’algorithme de prédiction interpolant
dépendant de la position. La notion de fonctions limites permet ensuite de
faire le lien avec des analyses multirésolutions interpolantes dépendant de la
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position.

Nous nous limitons ici a I’étude de 'algorithme de prédiction interpolant

dépendant de la position associé a un unique point de segmentation
dyadique {y,}. En effet, notre objectif est de généraliser cette technique
monodimensionnelle au cas bi-dimensionnel pour la compression d’image.
Dans ce contexte, les points de segmentation (qui définissent les contours)
sont dyadiques (puisqu’ils sont définis a partir de I'image originale) et on
suppose qu’ils sont suffisamment espacés pour que les stratégies associées a
chaque point n’interferent pas entre elles.
Il suffit alors d’étudier la convergence de I'algorithme de prédiction associé
a I'unique point de segmentation yy = 0 pour obtenir des résultats généraux
quand le point de segmentation est dyadique. En effet, si y, est un point
dyadique alors il existe un niveau de résolution J tel que yo € X”. L’analyse
qui suit s’applique alors apres dilatation et translation.

6.1.2 Convergence de ’algorithme de prédiction inter-
polant dépendant de la position

Les résultats que nous fournissons ici concernent I’algorithme de prédiction
suivant la regle 1. Cet algorithme définit un schéma de subdivision station-
naire, non uniforme et on note dans ce cas lop_1 = log_1 €t Tjop_1 = Top_1.
Son masque s’écrit,

Vk € Z,
a?k =1
2k 0 ’
a Z 6.3
(o Jme a2k =0, sim #0 (6:3)
et,
- a?t 1= Lls—m-1(1/2) pour m = —lgp_q, ..y Top_1 — 1, 6.4
{0 Ve (6.4)
a,, = 0 sinon

et donc Mj,?k*] = M2k71 = 2l2k,] —1let M;'(,Qkfl = M;kfl = 2T2k,] — 1.

Comme dans le cas invariant par translation, la convergence de ce schéma

linéaire se fait en étudiant la convergence de la suite construite en appli-
, e e . . , ... 1.0

quant le schéma de subdivision a la séquence initiale { o }k z € VO avec

(S¥/4

kr,o = 0mi(m € Z) et si elle existe, on note éﬂl la fonction limite obtenue.
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D’apres la définition 6.1.1, nous fixons les 3 éléments définissant la stratégie
dépendant de la position et supposons que le schéma invariant par transla-
tion associé aux parametres (D, [, r) est convergent. Dans ce qui suit, nous
démontrons la convergence de I’algorithme de prédiction interpolant des que
|r — 1] <2 (voir remarque 6.1.1).

[’analyse de la convergence utilise un théoreme de perturbation établi par
I. Daubechies, O. Runborg et W. Sweldens dans [28] que 'on utilise sous la
forme réduite suivante,

Théoreme 6.1.1
Soit ST un schéma de subdivision convergent et soit la famille {7} sa-
tisfaisant,

| 7= 8" < C277, ¥j 20, (6.5)
ou v est un nombre réel positif, alors,

si ¢;(t) est la fonction linéaire par morceaus interpolant {f]z}kez aur
points t = k277 pour tout j, k, il existe une fonction continue ¢ tel que
¢; — ¢ uniformément quand j — 400. Le schéma de subdivision qui produit
les {f7};>0 est donc convergent.

Par souci de clarté dans I’étude de la convergence, nous faisons référence
a partir de maintenant et jusqu’a la fin de cette section, a I'algorithme de
prédiction interpolant par le terme API. De plus, nous supprimons 'expo-
sant I faisant référence au cas interpolant puisqu’aucune confusion avec la
prédiction BV -spline ne peut étre faite dans cette section.

Pour analyser la convergence de ’API, nous remarquons que l'on peut
séparer le schéma en deux parties indépendantes I'une de 'autre. Nous in-
troduisons alors API~ (resp. API"), le schéma de prédiction défini sur la
demi-droite IR~ (resp. sur la demi-droite IR") (figure 6.3) et nous notons

1+l +1,j+1 : Iy ;
{Pj }jeZ (resp. {Pj }jez)’ les deux familles d’opérateurs de predic-

tion correspondant.
Notre approche consiste a étudier successivement ces deux schémas puis
d’en déduire la convergence de I’APIL.

Analyse de la convergence de AP~

Nous utilisons le corollaire suivant du théoreme 6.1.1 qui nécessite de
controler uniquement 1'évolution des perturbations pour obtenir la conver-
gence.
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F1G. 6.3 — Séparation de l’algorithme de prédiction, s, représente le stencil
a 1 points a gauche et r points a droite : a) API*, b) API~

Corollaire 6.1.1
Si STl est un schéma de subdivision linéaire et convergent, le schéma de

subdivision suivant,

fj+1 — gref (f] + Af?) ’ (66)
avec
A fIH ]
TN o0

est convergent.

Preuve:

Puisque S"¢/ est un schéma de subdivision linéaire, il vient d’apres I'inégalité
(6.7),

I f.7'+1 _ Sreffj oo < C«Qﬂogz(u)’ (6.8)

avec C' =|| Syey [lsol| AS? [loc-
L’inégalité (6.8) est bien du type (6.5) avec v = —logs(p), ce qui garantit la
convergence du schéma.

Afin d’étudier plus facilement la convergence de API~ sur | — oo, 0],
nous commencons par prolonger la séquence initiale sur |0, +00[ puis nous
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définissons sur | — oo, +00[, un schéma de subdivision équivalent & API~ sur
| — o0, 0]. Plus précisément, on a,

Définition 6.1.2 Prolongement sur |0, +o0]

Etant donnée la famille {fQ}, ., on définit la séquence de points prolongée

a droite, {f,?}k 5 Par;
€

{ fo=1)sik <o, 69

fY = Py(k) si k>0,

ou Py est le polynome de Lagrange de degré D interpolant les points

(£ s £ P00, ).

Définition 6.1.3 Schéma équivalent sur | — 0o, +00|

La séquence { f} wez étant construite par prolongement de {12} 1<os On définit

{,~,;j+1}k67, 7 >0, par la procédure suivante, sachant que Yk € Z, f,° = f2,

fork e Z,
i+l —Lj+1 5\ _ (Qlr £ ;
[ = () = (St ), ik <0, (6.10)
7= Pi(k200) if k> 0,

end.

ot S' est le schéma de subdivision invariant par translation associé auz
parameétres (D,l,r) et P; est le polyndme de Lagrange de degré D interpolant

: 'j 'j 'j 'j
les points { 7, ... f. £, £’ }.

Dans la suite, nous appelons S,,Mle schéma de subdivision qui permet
de passer de la famille {f ez 2 { £ Yrez par la procédure (6.10). Par
construction, S_ est bien équivalent & API~ sur | — oc,0].

On définit alors un schéma de subdivision de référence S™ de la facon
suivante,

Définition 6.1.4 Définition de "/

70 , . ;. o y AN
{fk }keZ étant construite comme précédemment, on définit la séquence { ;" }ren
par la procédure suivante,



COoArtiint o. ALGURI LT OVIES DERERINIAIN T DR A FUSLELITUIN 142

fork e Z,

it =(s419), if k<0, (6.11)
FT = Po(k270TD) if k> 0,

end.

La convergence de Sl et immédiate puisque, pour toute séquence {f,?}key
prolongée selon la définition 6.1.2, S"¢/ f0 = Gbr 0,

Le théoreme suivant présente le schéma S comme une perturbation du
schéma S™/.

Théoréme 6.1.2

Sir—14+1> —1 alors on a pour k <0,

vz F - (5P, - (A, (612)

ot

—sir—I+1=—1, alors, Af° =0, etVj >0, || Af7H ||= p || AF7 ||
avee p =) LM (1/2) LM (=1 = 1) |< 1, ot L") est défini par Vexpression
(2.19).

Sir—1+1>0, alors, Vj >0, Af7=0.

Utilisant le corollaire 6.1.1 et la convergence de S'ief, on en déduit alors
la convergence de S_ et donc de API~.

Preuve:
— Nous commencons par lecasr — [+ 1= —1.

Nous donnons d’abord la preuve pour [ =5, r =3 et D = 7, puis, nous
la généralisons pour tout [ et r tel que r — [ +1 = —1.

Remarquons que par construction de {f’;l}kez par la procédure (6.10), il

vient immédiatement f’l = Sfeffo et donc Af’o =0.

Nous nous intéressons maintenant au cas 7 > 0 et commencons par ex-
primer la perturbation Af'".
Introduisons Py, le polynome de Lagrange de degré D=7 interpolant

P8 S L RIS WS IR B
{. —7vJ—6vJ-=5vJ—-4.J-3:.J—-2:J—-12.J0 }



COoArtiint o. ALGURI LT OVIES DERERINIAIN T DR A FUSLELITUIN 149

Par construction (figure 6.4), f # Py(—1) et donc les polynomes P; et

P, sont différents. 11 s’en suit que les séquences {f;2}rez et {(S™ ) itez
ne sont pas identiques. Comme on peut le voir sur la figure 6.4, les différences
entre ces deux familles pour £ < 0 sont controlées par les deux perturbations
qui correspondent a la différence de valeurs des polynomes Py et P; aux
points z = % et x = 1.

Plus précisément, on peut écrire, pour tout k£ < 0,

fi = (S (T +Af), (6.13)

ou

Fi1G. 6.4  Construction de S

Définissant Ay = f'% — Py(—8) et Ay = P, (55) — Po(5) (figure 6.4), nous
obtenons par construction,

Pi(5) — Po(z) = L3(3)A8, (6.15)
Pi(1) = Py(1) = L¥3(4)A,, (6.16)
Ay = L73(=1/2)A, (6.17)

et donc, l'expression (6.14) devient,

VYm e Z, Af,) = L¥3(3) L3 (—=1/2)Agbmy + L2 (4) L3 (=1/2) AgOm.s.
(6.18)
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Nous cherchons maintenant & vérifier que || Af? ||= pu || Af" || avec

5,3 5,3
p=| L75(1/2)L75(=6) |< 1.
En suivant la méme démarche que précédemment, la perturbation qui

controle la différence entre les séquences { £ <o et {(S™ F2) i} rco, sex-
prime en fonction de la quantité A; = £ — P,(—8/2) (figure 6.4) et s’écrit,

VYm € Z, Af,? = L¥3(3)LY3(—1/2)A16,m1 + L2 (4) L3 (—1/2) A5y

(6.19)
D’apres les expressions (6.18) et (6.19), le rapport Hi?jH: ne dépend
donc que du rapport %.

Par construction (figure 6.4), A; = L }(—6)A; et grace & l'expression
(6.17), nous obtenons,

A
AL ey n-1y2). (6.20)
| Ao |
ce qui montre que || Af'? ||o= |L3(—6)L>2(~1/2)| || Af" || et un ra-
pide calcul en utilisant I'expression (2.19) conduit a |L>3(=6)L>3(—1/2)| <
1.

Le résultat || Af7+1 ||=| L23(1/2)L>3(—6) ||| Af7 ||o pour tout j > 1,
s’obtient, en suivant les memes étapes de calcul que pour 7 = 1. De la méme

~/
., . Af 2 .
facon que I’on a exprimé le rapport des perturbations HAJ;”HOO en fonction du
r oo
A PN
rapport ﬁ, on aboutit ici a,

IAF™ fle _ |4
A

(6.21)

ou \V/7, Aj = ]FPS - PJ(—8/27)
Puisque tous les stencils utilisés ne dépendent pas du niveau j, on a en-
core, ‘ﬁi‘]‘ = |L”2(-6)L>2(—1/2)|, ce qui termine la preuve dans le cas
l=5r=3 D=T1.

Nous généralisons maintenant le résultat précédent pour tout
(D,l,r) telque r — 1 +1=—1":

Un calcul similaire au cas [ =5, r =3, D = 7 conduit a,
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IAF#1]|
1A

Reste alors a vérifier que | L™ (—1/2)L" (-1 — 1) |< 1.

Vj >0, = L' 12) (-1 —-1) |. (6.22)

D’apres I'expression (2.19), il vient

Ln(-1/2) = ﬂgﬂwn@rmm(m+m, (6.23)
(-1-1) = D+1. (6.24)

Comme [+ r = D + 1, les expressions (6.23) et (6.24) donnent

D+1
2P D!
ou G(r) = (2r —1)(2r — 3)...(2r —2D + 1).

L (-1/2)L(—1—1) = G(r), (6.25)

On peut toujours supposer r > 2 car sinon ’étude est sans intérét. Avec
r+l=D+Tletr—I_1+1=-1, ilvientr:%etDZ’é.
L’expression (6.25) donne alors,

, , D+1

LY=L (1) | = Sopr DD = 2D~ 4)%.,
D+1D—-2D—4

20 D—1D—-3""
D+1

20

LY (2L (-1 -1) | =
LY=L (1= 1) | < (6.26)

Comme la fonction h(D) = £5L > 0 est décroissante et que h(5) < 1, il
vient finalement,
| LY (=1/2) L (=1 = 1) |< 1. (6.27)
Nous terminons par lecas r—[+1 >0

Suivant la méme construction que précédemment, on a ici, P, = P;, Vj >

0 et donc S_ coincide avec S™ et fournit alors Af7 = 0,¥j > 0, ce qui
conclut la preuve.
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Analyse de la convergence de AP

Remarquons que d’apres la régle de sélection (6.2), API~ et APIT ne
sont pas symétriques par rapport a 0.
Notre démarche pour analyser la convergence de API" est toutefois proche de
celle utilisée pour I'étude de API~ puisqu’elle est basée aussi sur le théoreme
6.1.1 en utilisant le symétrique du schéma API~ comme schéma de référence.
Par souci de lisibilité, I’analyse détaillée de la convergence est reportée a la
fin de ce chapitre dans la section 6.4.1. Nous fournissons uniquement, dans
la proposition suivante, le résultat obtenu qui donne, pour [ —r +1 > —1,
un critere de convergence de API™.

Proposition 6.1.1
Sil—1r+1>—1, alors le schéma API" est convergent si,

pour l+r pair,

l+7‘72
3 2i+1 1—r
X e (-2 - 1) 1<,
~ (2i4+1) 9 9
(6.28)
pour l+r impair,
l+27172 2 ) 1 ] 1
Ir Ir 1+ , — 1 +
| Lr7(272+1)71(r)[’r7] <— 5 5 — 1) < 1.
i=0
(6.29)

Remarque 6.1.1

- L’analyse compléte de la convergence a été fournie dans le cas | r — 1 |< 2.
Quand r — 1+ 1 < =1 (resp. l —r+ 1 < —1), analyse de la convergence
de API" (resp. de API~) a l’aide du théoréme de perturbation devient treés
technique car le nombre de perturbations A; augmente avec |l —r+1|. Un
résultat général de convergence n’a pu étre prouvé pour le moment.

- Par construction, I’API dépendant de la position reproduit les polynomes
Jjusqu’a un degré D, i.e.

S E"Gp(x) = 2™, Yo € R et m < D. (6.30)

keZ

- La régularité des fonctions limites des schémas dépendant de la position ne
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peut pas étre directement étudiée par les méthodes utilisées dans le cas inva-
riant par translation. La version compléte du théoreme de perturbation 6.1.1
dans [28] permet d’analyser la régularité des fonctions limites des schémas
API et API*. Cependant, aucun résultat ne fournit la régularité au point
de segmentation .

- Contrairement au cas invariant par translation, ce type de construction ne
permet pas de définir un symbole de I’API puisque les fonctions limite ont
perdu linvariance par translation. Ceci constitue un point essentiel quand on
cherche a généraliser cette construction aux cas des analyses splines puisque
la construction des analyses splines invariantes par translation proposée dans
la section 2.3.2 et utilisant une des formules de commutation de Lemarié ne
peut étre appliquée ici.

Nous terminons cette section en donnant un exemple de fonctions limites
dépendant de la position.

Un exemple de fonctions limites dépendant de la position

Nous considérons I'exemple d’'un API associé aux parametres [ = 3, r =
3, D=05.
Comme r — [+ 1 > —1, le théoreme 6.1.2 garantit la convergence de API".
Pour obtenir la convergence de API", puisque [ — r + 1 > —1, il reste a
vérifier, d’apres la proposition 6.1.1 que

| L3*(-5/2)Lo*(3) + Ly®(—3/2)Ly°(3) |< 1. (6.31)

Utilisant expression (2.19), on obtient,

25
| L7 (-5/2) 5" (3) + Ly (-3/2)Ly°(3) |= 155 < 1 (6.32)
et donc la convergence de APT™.
La convergence des deux schémas API' et API~ entraine alors celle du
schéma API.

Nous avons tracé quelques fonctions limites sur la figure 6.5. Remarquons
que toutes les fonctions limites sont a support compact car le masque du
schéma de subdivision associé a I’API est de longueur finie. De plus, toutes
les fonctions sauf une ont un support qui ne traversent pas le point de seg-
mentation yy = 0 puisque la regle 1 de sélection du stencil impose d’avoir un
seul stencil contenant le point de segmentation. Enfin, la fonction limite de
la figure 6.5 (¢) n’est pas symétrique puisque PAPI" et PAPI~ ne sont pas
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1 (a) 1 (b)
0.5 0.5
0 0
05 0 5 055 0 5
1 (c) 1 (d)
0.5 0.5
0 0
035 0 5 05 0 5

(a) 6%y () 0Ly () op () ¢f

Fia. 6.5 — Fonctions limites dépendant de la position suivant la regle 1,
Y=0,D=51=3 r=3

symétriques.

La figure 6.5 nous montre aussi que, dans cet exemple, la dérivée de la fonc-
tion limite en yy = 0 n’est pas continue. Ce résultat était prévisible puisque
la stratégie choisie suit la regle 1 (figure 6.2) et que I'interpolation de La-
grange n’'impose aucune condition sur la dérivée de l'interpolée. Une facon
d’augmenter la régularité de la fonction limite pourrait étre d’utiliser une
interpolation du type Hermite au voisinage de yyq.

Les fonctions limites dépendant de la position sont le point de départ
de la construction d’analyses multirésolutions interpolantes dépendant de la
position.

6.1.3 Lien avec les analyses multirésolutions

La construction d’analyses multirésolutions interpolantes dépendant de
la position a partir des fonctions limites suit la méme démarche que dans le
cas invariant par translation, ¢’est a dire en utilisant I’analogie entre le for-
malisme de Harten et les analyses multirésolutions classiques (section 2.1.1).

Une fois la convergence établie, on introduit I'opérateur de reconstruction
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hiérarchique R]’-’OO suivant, ‘v’{fkl’j}kez eV,

Ry =% figh(20). (6.33)

keZ

Il s’en suit alors, d’aprés 'expression (2.14), que les fonctions {@f}rez
sont les fonctions d’échelle d'une analyse multirésolution puisque,

o = Ry™w” (6.34)

,0

avec Vm € Z, wl = Ok,m, vecteur de base de V0 et on note {\7’} -
JEZ

les espaces de cette analyse tels que V/ = vect{$}(2'z), k € Z}.

On définit ensuite la famille d’ondelettes {1/)7 k }rez générant un espace de
détail WI a partir d’une base de KerDH] (expression (2.11)) et on obtient,

lﬁyik = ‘%kﬂ (QH]-) : (6-35)

Afin de faciliter la généralisation aux analyses splines, nous définissons for-
mellement dans la proposition suivante une analyse multirésolution biortho-
gonale a I’analyse interpolante que nous venons de construire. Plus précisément,

on définit formellement la suite d’espaces {VJ’} g AVeC
JEZ

V6 =wect{0 (2x — k), k € Z} ol 0y, est la distribution de Dirac au point

zg avec Vf € C'(IR), < f,0z, >= f(x0).

Proposition 6.1.2
Si on introduit, ¥(j, k) € Z?,

. Tog41—1 )
Ulp(e) =0 (27— (2k+1)) > L (21/2)6 (272 - 2(k+m+ 1))
m:*12k+1

(6.36)

avec Topiq +logr1 = D+ 1 et WI = vf’(’f{w7 v k€ ZY, alors

Viez. V] cV/,, (6.37)

VieZ V], =W eV (6.38)
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et

V(j.k) e Z*, Vf e V], < f.ul, >=0. (6.39)
Preuve:

La propriété (6.37) s’obtient immédiatement d’apres la construction de
V6l jeZ.

Nous commencons donc par montrer que V]’+1 = Wj’ S5) V;-’, j € Z.

112 I I s
Tout élément v; , € V., vérifie,

v;ﬂ(m) = > v (2-7+]m — k)) , (6.40)

keZ

que 'on peut réécrire

U]I-_H(:L‘) = Z ) (2j:1: — k‘) + Z Vok410 (2j+1x — (2k + 1)) . (6.41)

kEZ keZ

Ecrivant ¢ (2712 — (2k + 1)) = ], (%) + vjx
o vk(z) = Z:ﬁ’;ﬂ;ﬁ Llzervraker(—1/2)§ (272 — (k +m + 1)), nous obte-
nons,

U]I-_H(ZL‘) = Z Vo0 (ij — k‘) + Z Vokg1 (z/);k (x) + /Uj’]g) ) (6.42)

keZ keZ

Comme v;, € VI, nous trouvons finalement
J.k 70 )

U]I-_H(.’E) = (Z Vor0 (2% — k‘) + Z 02k+1vj,k) + Z 02k+11/{7[',k (), (6.43)

keEZ keZ keZ

avee (Xpez Vak0 (270 — k) + S ez Vo y1vVjk) € V_;-I et Zkezvng%{k (x) €
wi.
j

L’expression (6.43) donne alors

Vig =V +w. (6.44)

De plus, si u € V}I N Wj[, on a,
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w(@) =Y bl (2) = b (2-73: - k) : (6.45)

keZ keZ

: +1
Puisque ] (.T'7+

’2k’+1) = 5k7k1, il vient directement que Vk € Z, b, = 0 et
donc u =0 et

vinw/ ={0}. (6.46)

Combinant ce résultat et 'expression (6.44), on en déduit,

Vig=View! (6.47)

Pour prouver que Vf € ‘N/jI’ </ 7/{71-,k >=0, (j, k) € Z?, nous considérons
< él 7Ik > pour chaque (k,n) € Z x Z. 1l vient

71 I i j+1 T ! e j
< Qim ik >= Ojn (m%kJr]) - Z Lk (*1/2)%‘,” (m77c+m+1) (6.48)
m:*lzlm-l

Par construction de I’algorithme de prédiction interpolant, 1’expression
(6.48) donne,

V(k,n) € Z x Z < ¢}, >=0, (6.49)

ce qui conclut la preuve.

Remarque 6.1.2

- La construction qui vient d’étre proposée peut étre considérée comme une
généralisation au cas dépendant de la position des analyses multirésolutions
interpolantes décrites par Donoho dans [31].

- Un inconvénient des ondelettes interpolantes est qu’elles ne sont pas d’intégrales
nulle. Pour augmenter le nombre de moments nuls, W.Sweldens dans [61] in-
troduit le “lifting scheme”. Dans notre étude, nous ne nous intéressons pas

a cette solution mais nous construisons des ondelettes avec plus de moments
nuls en utilisant une discrétisation B-spline.
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6.2 Généralisation aux algorithmes de prédiction
B-spline dépendant de la position : lien
avec les analyses multirésolutions bior-
thogonales dépendant de la position

A ce niveau de la construction, nous disposons de fonctions d’échelles
{0l ez et d’ondelettes {1)} ez (expression (6.35)) interpolantes non in-
variantes par translation (adaptées a un point yo = 0). L’analyse mul-
tirésolution associée est biorthogonale a une autre analyse multirésolution
construite & partir de distributions définissant les espaces V' et W/, j € Z.
Pour généraliser cette construction au cas o V; est un espace de BV-splines
associés a la segmentation dyadique {k277,k € Z}, nous allons essentiel-
lement utiliser des formules de commutation qui généralisent au cas non
invariant par translation les formules de commutation de Lemarié ([45]).
S’il est maintenant clair, dans le cas invariant par translation (section 2.3),
que les fonctions d’échelles de I’analyse multirésolution biorthogonale a I’ana-
lyse spline d’ordre N, sont les fonctions limites de I'algorithme de prédiction
BN -spline (défini par 'expression (2.29)), une difficulté supplémentaire ici
vient du fait que les fonctions obtenues par application de ces nouvelles for-
mules de commutation ne sont pas généralement continues. On ne peut donc
pas démontrer, a posteriori, que ce sont des fonctions limites classiques d'un
schéma de subdivision. C’est pour cela que I'on est amené a définir la conver-
gence L? de l'algorithme de prédiction B¥-spline. On montre alors que les
fonctions obtenues sont les bases d'une analyse multirésolution biorthogonale
a l'analyse spline d’ordre N.

6.2.1 Convergence de 'algorithme de prédiction B-
spline dépendant de la position

Nous commencons par donner deux définitions utiles pour I'étude de la
convergence L? de I’algorithme de prédiction.

Notations et définitions

La premiere définition est empruntée a [4]. Elle s’écrit,

Définition 6.2.1

. P N.j ; . ,
Pour n’importe quelle séquence {fk ]}k z € V7 et nimporte quel opérateur
€

. ! . . e . .
de reconstruction, RN, compatible avec la discrétisation B -spline, nous
o . _ NI .
definissons lopérateur de projection 11" avec L > j par,

I N = RN P P N (6.50)

J
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Il est alors possible de parler de convergence au sens L? pour I'algorithme
de prédiction BN-spline, c’est ce qui fait 1’'objet de la seconde définition,

Définition 6.2.2

L’ algorithme de prédiction BY -spline est dit convergent au sens de L? si

. . , y . N,j 3.

il existe une séquence d’opérateurs {HO },EzN tel que, pour n’importe quelle
j

séquence {f,iv’o}kGZ eVini*(z),

Vi >0, 7 fN0 e 12(IR). (6.51)

et il existe f € L*(IR) tel que,

Ve> 0,37 >0, Vj>J || f¥ — f [[2< e (6.52)

Dans ce qui suit, nous analysons la convergence au sens L? de 'algorithme
T . , ... N.O
de prédiction BV-spline quand la séquence initiale est f, " = 0, m € Z.

Etude de la convergence

A partir de maintenant, nous supposons l'existence (au sens L>, voir
section 6.1.2) des fonctions limites, q%, k € Z, de I'algorithme de prédiction
interpolant dépendant de la position.

La proposition suivante introduit 1’expression des fonctions limites de
I'algorithme de prédiction B¥-spline.

Proposition 6.2.1 .
Pour tout N > 1, si on suppose que L., k € Z est CN=1 CN par morceauz

et a support compact, alors les fonctions limites au sens L?, {¢,]€V}k 2 de
€

Ualgorithme de prédiction BN -spline dépendant de la position vérifient,

- d -
si N=1, ¢,(z) = - > ol (2), (6.53)

no>k+1

- dN -
st N>1) (MCV(:L,) = dlL‘—N Z Z Z Z ¢£N71+...+no(x)’(6'54)

ny_1>1 n2>1n1>1ng>k+1

Remarque 6.2.1

. dN . ~ . sy 7
La notation TN dans la proposition 6.2.1 ne peut pas étre interprétée comme
la dérivée N-iéme au sens usuel puisque la fonction ¢l, k € Z n’est que CN
par morceauz. La dérivée N-ieme de ¢f, k € Z est donc obtenue en dérivant
la fonction N — 1 fois au sens usuel puis une fois au sens de la dérivée par
morceauz sur chaque partie de la fonction qui est C'.
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3 3
2 (a) 2 (b)
1 1
0 0
-1 -1
-2 -2
2 -2 0 2 4 = -2 0 2 4
3 3
2 ©) 2 d
1 N 1
0 0
-1 -1
-2 -2
= -2 0 2 4 = -2 0 2 4

(a) (512 (b) 9311 (c) % (d) ‘/3}

F1G. 6.6 — Fonctions limites de l’algorithme de prédiction B'-spline avec la
regle 1, yo = 0, D=5, [=3, r=3

Par souci de clarté dans la présentation, la preuve de cette proposition
est fournie a la fin de ce chapitre dans la section 6.4.2.

La figure 6.6 donne quelques exemples de gzNS,lC pour une sélection du sten-
cil suivant la regle 1 (section 6.1) associée a un point de segmentation yo = 0.

Avant de terminer cette section, plusieurs remarques doivent étre for-
mulées.

Remarque 6.2.2
- Si Ualgorithme de prédiction BY -spline est convergent au sens de L?, alors
on peut définir 'opérateur de reconstruction hiérarchique, R;-V’OC, par,

V{7, €V,

RN = 3 fNGN (). (6.55)

keZ

- Par construction, on a, en suposant D > N,

ST k"o (1) =a™ sim < D — N. (6.56)

keZ

- Il est intéressant de noter que nous obtenons formellement la méme relation
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entre quN et {q%}ke7 que dans le cas invariant par translation (proposition

2.8.1). Cependant, la proposition 3.3.2 établit ’existence des fonctions li-
mites dans L*(IR) et non dans C°(IR) comme c’est classiquement le cas dans
l’é¢tude des schémas de subdivision. C’est un des avantages de l’approche de
Harten.

- Remarquons que la proposition 6.2.1 requiert une forte régularité des fonc-
tions limites dépendant de la position gzzi, k € Z. Ainsi, la stratégie suivant la
régle 1 ne permet pas de parler de convergence au sens L? de l'algorithme de
prédiction BN -spline pour N > 1 car é}c, k € Z est déja discontinue (voir fi-
gure 6.6). Cependant, il est possible de définir d’autres régles de sélection qui
conduisent a des fonction limites interpolantes plus réqulieres et autorisent
ainsi la construction de {é,@v}kez € L*(IR) pour N > 1.

Les fonctions limites de 1’algorithme de prédiction B"-spline sont main-
tenant le point de départ de la construction d’analyses multirésolutions bior-
thogonales de L?(IR).

6.2.2 Construction des analyses multirésolutions bior-
thogonales

Nous supposons dans cette partie que les fonctions limites (au sens de L?)
de I'algorithme de prédiction BY-spline (N > 1) dépendant de la position
existent. La construction des analyses multirésolutions splines, réalisée dans
le cas invariant par translation et basée sur les formules de commutation de
Lemarié ([45]), ne peut pas étre appliquée directement dans le cas dépendant
de la position puisqu’on ne peut pas définir de symbole pour I'analyse in-
terpolante. Dans la suite de cette section, nous fournissons donc étape apres
étape la construction d’analyses splines dépendant de la position.

Nous commencons par introduire la famille d’espaces {\M/jN}jeZ tels que,

f/'jN = Uect{Qj/Q(;,]cv(ij), keZ}. (6.57)

Observons que, par construction, V.Y, C V]-N et qu’il existe une condition

41 B
de biorthogonalité entre les fonctions limites {¢2 }1cz et les translatés de la

fonction BY-spline, i.e.

V(k,m) € Z?, < ¢, BN(x —m) >= 04 (6.58)

Notre but est d’abord de montrer que les espaces {f/jN}jez associés aux
espaces {VjN}jez définis dans la proposition 1.3.2 forment une famille de
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paires d’espaces d’approximation d’une analyse multirésolution biorthogo-
nale de L*(IR).

D’aprés la proposition 1.3.2, la famille {V,\'} ez vérifie les propriétés des
espaces d'une analyse multirésolution de L?(IR). Reste alors & montrer que
ces propriétés sont encore vraies pour la famille {‘N/jN}jez.

On construit, ensuite, deux familles d’ondelettes { ;\’]’“}kez avec ¥, =
212N (272) (resp. {~§Yk}kez avec N, = 2129} (2z)) qui générent WY
(resp. W}¥), le complément de V¥ (resp. V) dans V¥, (resp. V}¥,) et telles
que,

N N N TN _ ON o TN
Vipn = V" @ Wy (vesp. Vi, = Vit @ Wj),

et
N | N N N
VS LW (resp. V5 L WY,

1) Analyse des espaces f/jN, jEX

Densité des espaces dans L?(IR) :

la proposition suivante établit la propriété de densité dans L*(IR) de la
famille {V;"¥} ;e z. Elle s’écrit,

Proposition 6.2.2
Si VN = vect{ 212¢N(297), k € Z}, alors

UjezVY = L*(IR). (6.59)
Preuve:
Supposant f € L?*(IR) et utilisant Py (f), sa projection dans f/jN (ex-
J
pression (1.12)), nous allons montrer que
| P‘;iNf — fle2(my— 0 quand j — oo. (6.60)

Remarquons d’abord que la condition de biorthogonalité entre { BN (z —
m) ymez et {ON () }rez permet d’écrire,

Pon(f) =2y < f,2/*BY (272 — k) > ¢ (27). (6.61)

keZ
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Cette preuve suit celle faite par C. Chui dans [17] (p 218), c’est pourquoi,
nous n’en donnons que les points principaux.
Puisque ¢ (resp. BN (z — k), k € Z) sont a support compact, il vient pour
tout k € Z,

- 1
N

=0 —— h L>0 6.62
r () (1—|—|x|L> pour chaque L > 0, ( )

1
BN([L‘ — I{;) = O (m) pour Chaque L Z 0. (663)

De plus, introduisant le noyau,
=3 o (x) BN (y — k), (6.64)

keZ

comme Yz o () = 1 (remarque 6.2.2) et [, BN(y —k)dy =1, k€ Z
(proposition 1.3.2), on peut écrire

(P () @ =2 [ K (22.2y) s} (6:65)

J

/ K(z,y)dy =1, = € R. (6.66)
JIR

D’apres les expressions (6.65) et (6.66), il vient,

| Pop(9) = £ llsa=27 1| [ K2 27) (F0) = FO) dy ey - (6.67)

Combinant cette expression avec les égalités (6.62) et (6.63), un rapide
calcul mene a,

| Py (f) = f llr2@ry= 0 quand j — oo. (6.68)

Finalement, I'expression (6.68) nous permet de conclure,

U, VN L*(IR). (6.69)

Suivant la proposition 5.3.1 de [26] (p 141), la seconde propriété ﬁjf/jN =

{0} est vérifiée a condition que la famille {é}j}key soit une base de Riesz de

f/ON. Ce résultat fait I'objet du paragraphe suivant.
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Base de Riesz :

Nous prouvons la proposition suivante.

Proposition 6.2.3 B
La famille de fonctions {¢kN}kez

A > 0, 3B < oo, tels que, pour toute séquence {ertrer € P(Z),

est une base de Riesz de Vi i.e.

AN Je P i 12<BY |en |2 (6.70)

keZ keZ
ot f;(x) = Shem crdp (x).

Par souci de lisibilité, la preuve de cette proposition est fournie a la fin
du chapitre dans la section 6.4.3.

La famille {f/jN}jez vérifie donc les propriétés des espaces d’une analyse
multirésolution de L?(IR). Il reste alors a construire les ondelettes associées a
I’analyse multirésolution biorthogonale définie par les deux familles espaces
{(VIM}jem et {V }iez.

La construction des ondelettes que nous proposons généralise la construc-
tion invariante par translation qui utilise les formules de commutation de
Lemarié au cas dépendant de la position.

Nous nous concentrons sur la caractérisation des ondelettes a 1’échelle 7 = 0,

e, ¢ (2) et d(x).

2) Construction et analyse des espaces de détail WJ-N, JE X et

des ondelettes {1 }rez

Cette construction utilise I'analogie Harten /ondelettes de la section 2.1.1.
Remarquons d’abord que VjN est bien un espace du type de celui introduit
par la formule (2.12) puisque, par construction, Vk € Z,

O = Ry “wp (6.71)

ou l'opérateur de reconstruction, R;V’OO, est défini par la relation (6.55) et
Ym € Z, w,JCVTg =Omui, k€ Z.

Nous proposons alors de définir ¢} par,

Uy = R, (6.72)
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ou {u/,];”}ke7 € V! est une base du noyau de D'’ (Popérateur de

décimation défini par I'expression (2.2)).

La construction est faite par récurrence sur N.

Nous commencons donc par construire &év quand N = 1.

Par construction, ’ondelette ﬁff est compléetement caractérisée par une
base du noyau de I'opérateur de décimation D", Nous cherchons donc d’abord

une base du noyau de cet opérateur.

En utilisant la relation d’échelle vérifiée par la fonction B'-spline,

B'(x) =2 (%31(233) + %31(2:5 — 1)) : (6.73)

on déduit que pour tout f € L?(IR),

ke Z, (D;f), = 1( Djf), + (D;+1 f)2k+1. (6.74)

Nous obtenons alors pour tout {f,7/ "'}z € VIt

( 7+1f ’7+]) - ( 7+1f ’H])k_%( J+1 7+1f ’H]) %( j+1 7+1f 77+])2k+1’
1

et donc,
(D_}ﬁ])k’% —=1/2, (6.76)
1,5 _
(DM)M+1 —=1/2. (6.77)

La résolution de I’équation du noyau fournit un choix possible pour le
1,1
vecteur {uy, Ymez, k € Z -

1,1
VYm € Z, “‘k’,m = 5m72k — 5m’2k+]. (678)
La fonction 1/;; s’écrit alors,

Gh(n) = Oy (20) — By (20). (6.79)
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Fig. 6.7 — Ondelettes ;E; associées a une analyse multirésolution spline
d’ordre 1, dépendant de la position suivant la regle 1, D=5, =3, r=3, yy = 0

D’apres I'expression (6.53),

wk Z¢2k+l 237 Z¢2k+1+l 237) (6-80)

L0 T >0
ce qui donne finalement (Figure 6.7) :

- d - d -
U(z) = %¢£k+l (22) = —x%b;ﬁ(x), (6.81)

ou nous rappelons que {z/;,g}kez sont les ondelettes des analyses multirésolutions
interpolantes introduites dans la section 6.1.3.

Par récurrence, nous pouvons caractériser I'ondelette ¢}Y. Connaissant

NO f N, " . .
une base du noyau de D;" {uk ’ }k p la proposition suivante construit une
SV

N+10
base du noyau de D} *

Proposition 6.2.4
N,0 .
Si {ul est une base du noyau de Dy, alors la famille de vecteurs
k ke 1 >

N+1, 1} , .
v définie par
{ k kez fi par,

Vm € Z, UN+1 ! uﬁ;}lﬂ uivnl,, (6.82)

N+1,0
est une base de Ker (D + )
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Par souci de lisibilité, la preuve de cette proposition est donnée dans la
section 6.4.4.

, . N.0 .
Par récurrence, connaissant une base de ker (D1 ’ ), on peut alors construire

Pondelette 1N +! a partir de la famille {v; """} ez,

W @) = > oot (22) (6.83)
mEZ

D’apres les expressions (6.54) et (6.82),

7 d ~ d -
P @) =Y ue (% > o (295)—% > o (2$));

mezZ " no>m—1 Y no>m

d :
- o > upadn (22)

2
d -
= @), (654

ce qui donne finalement,

N+1

7

- d -
VN >0, ¢ = ——gds (6.85)

ol Y} est définie par la formule (6.35).

[’analogie entre le formalisme de Harten et 1'approche ondelettes clas-
siques (formule (2.16) de la section 2.1.1) fournit la propriété suivante,

VN>1,Viez Vi, =VNeWw), (6.86)

et par construction de l'ondelette (expression (6.72)), on a

V(k,m) e Z*, <Y, B (z —m) >=0, (6.87)

et donc,

VN>1,Vjez WY LV (6.88)
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Remarque 6.2.3 .
Puisque les fonctions limites {(b,i}kez sont @ support compact (section 6.1.2)

et que la convergence de l’algorithme de prédiction BN -spline impose Yk €

Z, ¢t € CNY(IR) et CN par morceaut (proposition 6.2.1), les expressions

(6.35) et (6.85) montrent que ¥} () est bien dans L*(IR) et est a support
s’ IrN 2

compact. On vérifie alors {W7 }jEZ C L*(R).

3) Construction et analyse des espaces de détail WJ-N, J € Z et

des ondelettes {1} }icz

Cette construction se fait aussi par récurrence. Nous commencons par le
cas N = 1 puis établissons le lien entre 1) et ¢ t', VN > 1.

Proposition 6.2.5

Si nous définissons, en suivant le cas invariant par translation (proposition
2.3.2), londelette,

Up(z) = [T p(t)dt = [T Wl (t)dt 2 ou ], k € Z a été introduite dans la
proposition 6.1.2, alors

Vi =V, e Wy, (6.89)

et,

W, L V. (6.90)

Remarque 6.2.4
Remarquons que par définition de v} (proposition 6.1.2),

rogpy1—1
Ye(r) =H 2z — 2k +1)) — Y Liw+vmn(—1/2)H (22 — 2(k +m + 1))
m=—lap41
(6.91)
avec H = X0 400 €t Yk € Z, Top41 +logy1 = D + 1.
Comme Nk € Z, Z;ik;z;,; Liervraei(p) =1, o € IR, on déduit que,
supp (1/);) = [k = logp1 + 1,k + 1941, (6.92)

2au sens des distributions i.e < Lol g >=— < ¢, L > vg Cx.
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et donc i € L*(IR) et est a support compact.
1l est alors correct d’écrire W) L V' au sens de L.
Nous revenons maintenant a la preuve de la proposition 6.2.5.

Preuve:

Commencons par montrer que V,' = V! & W,

Ecrivons d’abord tout v{ € V;! comme,

vi(z) = > v B' (23 — k). (6.93)

keZ

En prenant la transformée de Fourier de l'expression précédente et en
utilisant la relation (1.82), il vient,

by (w) =Y 1)]17/%6%.“"“/2,i (1 - eii“’/Q) 6 (w/2). (6.94)

keZ W
De plus, la proposition 6.1.2 a fourni V| = V;/ + W/, et donc, I'expression

(6.94) donne,

~

. 1 ik 1
o (w) = — Z (a1 + asy)e M (w) + — Z (b1 + bog) ¥} (w), (6.95)

W ez W ez
car
Z vike”‘“kﬂg (w/2) = Z alvke*ik‘”g (w) + Z bl’kzﬁ,i (w),
keZ keZ keZ
Z U]I,ke*i“’(kH)ﬂg (w/2) = Z agvke*ik‘”g (w) + Z bQ’kzﬁ,ﬁ (w) -
keZ keZ keZ

D’apres la relation (1.82),

L (w) + 1 S (b + o) v (),

QA)% (Ld) = Z (alvk + agvk) eiikwm i
keZ

keZ

(6.96)

ce qui donne en repassant dans le domaine physique,
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o.6 (2 B 0.6 (b - 0.6 (& B
0.4 -1 0.4 - — 0.4 —

— o.2 — o.2 - —
o o

B —o0.2 - —0.2 B

B —o.a - —o0.4a B
B —0.6 - —0.6 B
—o.8 L~ . . —o.8 bl . . _o.s
-5 o 5 —5 o E -5 o E}

(a) ¥ly (b)) ¥y () 4y

FiG. 6.8  Ondelettes 1, associées a une analyse multirésolution spline
d’ordre 1, dépendant de la position suivant la reégle 1, D=5, =3, r=3, yy = 0

vi(®) = >3 (e +asy) B (x— (k+m))+ > (b1yk+527k)/m Dl(t)dt,

keZ m>0 keZ
(6.97)
et conduit a Vi' =Vl + W.
De plus, V! = V! @ W car V] = V] @ W{.
Nous montrons maintenant que Wy L V' :
Combinant I'expression (6.53) et ¢ (z) = [*._ L (t)dt, il vient,
V(k,m) € Z2,
<OLa). B (@) >= = < @), T by @) >0 (699)
o>m
d’apres la proposition 6.1.2, ce qui conclut la preuve.
]

La figure 6.8 donne un exemple d’ondelette ;.

On construit alors par récurrence I'ondelette wN“ a partir de ¢y, N > 1,
en suivant la méme démarche que précédemment. On obtient,

M) = [ e (6.99)

et il vient aussi par récurrence V;N = VN @ W et WY L V.
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Remarque 6.2.5
- On vérifie que la famille d’ondelettes {1 Yrez, N > 1, est bien dans L?(IR)

et donc que {WjN} oz C L*(R).
j

Ce résultat est déja démontré pour N = 1 (remarque 6.2.4). Dans le cas
N > 1, ce résultat est aussi vérifié puisque l'ondelette iy, N > 1 est a sup-
port compact et au moins C°(IR).

La premiere propriété s’obtient par récurrence a partir de la relation
(6.99).
En effet, sachant que l’interpolation de Lagrange a D+ 1 points reproduit les
polynomes de degré inférieur ou égal a D, on déduit que

Vk € Z, <a2™ ) >=0pourm <D et v € IR (6.100)
et il vient donc d’aprés la relation (6.99) (N=1),

/IR Vp(z)dx = 0. (6.101)

Combinant ce résultat avec le fait que 1} est a support compact (remarque
6.2.4) suffit a montrer que 3, k € Z est a support compact.
En procédant de la méme fagon, on montre par récurrence que YN > 2,

N k€ Z est a support compact.

La régularité de ) est aussi une conséquence directe de la relation (6.99)
connaissant la régularité de 1l
- Les ondelettes et les fonctions d’échelle qui viennent d’étre construites
peuvent étre interprétées comme une version dépendant de la position des
fonctions introduites par A. Cohen, 1. Daubechies et J.C Feauveau dans [20)].
- Une autre généralisation de la formule de commutation de Lemarié a été
réalisée dans le cas de B-splines irréguliers par I. Daubechies, 1. Guskov and
W. Sweldens dans [27].

Ondelettes et moments nuls

Comme l'invariance par translation est perdue, nous devons étudier les
moments nuls de Y et ) pour tout k € Z.
L’expression (6.85) fournit que YN > 1, )Y, k € Z a N moments nuls
puisque l'ondelette interpolante 15,@ n’a aucun moment nul et est a support
compact.
Concernant ', sachant que < 2™, 1)} >= 0 pour m < D pour une interpo-
lation & D+1 points et utilisant la relation (6.99), il vient,

/ aPy (x)dz = 0 pour p=0,...,D — N (6.102)
IR
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ce qui montre que 1) a D — N + 1 moments nuls.

Nous terminons cette section par deux tableaux récapitulatifs des analyses

multirésolutions construites en rappelant les fonctions de base des différents
espaces.

Vi W
N=0| 6(z—k) §(2x — (2k+ 1))

-y b Ll (—1/2)6 (22 — 2(k +m + 1))

N>1|BNw—k) Sty (t)dt

TaB. 6.1 — Analyse multirésolution associée aux espaces (VjN, WjN).

VN WN

J )

N =0 oL (x) Physr (27)

v T iy !
N>1 dzN Z"N—IZ] 2”221 2”121 Zn02k+1 ¢TLN—1+---+TLO('7:) #

TAB. 6.2 Analyse multirésolution associée aux espaces (f/jN, WJ-N).

Dans la fin de ce chapitre, nous présentons une série d’applications de la
technique dépendant de la position en termes de réduction du phénomeéne de
Gibbs et de compression de signaux localement discontinus.

6.3 Quelques applications de ’approche dépendant
de la position

Dans cette section, nous utilisons les analyses multirésolutions interpo-
lantes pour la représentation de fonctions localement discontinues. D’une
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part, de telles fonctions sont connues pour générer le phénomene de Gibbs
quand on construit leur approximation avec des analyses multirésolutions
classiques (voir figure 5.10). D’autre part, 'amélioration des algorithmes de
compression de fonctions (ou signaux) discontinus nécessite un traitement
spécial des discontinuités.

Nous commencons par étendre a de telles fonctions la définition d’un opérateur
de discrétisation par valeurs aux points en introduisant, pour toute fonction
f continue sauf au point x = zy, la quantité D;f telle que,

(D]f), = 1 (1) pour zf # x,

| (6.103)
D]I-f)]C = limm_ma f(x) si z) = xo.

6.3.1 Le phénomene de Gibbs

Nous analysons ici les approximations de la fonction en escalier (figure
5.10 (a)) quand on utilise les analyses interpolantes invariantes par transla-
tion (section 2.2.2) ou les analyses dépendant de la position avec une sélection
de stencil suivant la regle 1 et associée a un seul point de segmentation

s, = {o}.

Approximation dans les analyses interpolantes invariantes par
translation

Dans cette partie, gz;é, k € Z désigne la fonction limite invariante par
translation (section 2.2.1) et on a Vz € IR, ¢L(z) = do(x — k).

: L 1,J
Partant d’un niveau initial J, avec { P € V7o tel que

Jica

1,Jo —J :
= f(k277°) =151 k<0,
‘ (k27) (6.104)
il =0sik >0,
I'approximation de f dans V] sécrit,
vre R, fi(x) = Y fi0h (277 — k),
keZ
0 ~
= > o (2" k). (6.105)
k=—oc

Puisque, d’apres la section 2.2.1,
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> ¢ (2%z k) =1Vre R, (6.106)
keZ
et
(Nr T\ — 1/ ~Jo _ 1yo-Jo
supp (P (2 T)) =[(=2r+1)27°, (21 —1)2 ], (6.107)
il vient,

et donc, le phénomene de Gibbs apparait sur I'intervalle [(=2r+2)270 (21—
1)277]. La figure 5.10 (c¢) montre f] quand ! =3 et r = 3.

Approximation dans les analyses interpolantes dépendant de la
position

Si on note ici, q~5£, k € Z, la fonction limite dépendant de la position
(section 6.1.2), en définissant supp (qﬁi(z)) = [N‘f’;'c’ Mg
précédemment que,

/], on montre comme
k

0
SUpp( > o (2"037) — f) C [infus1Ngr 27", supp<oMyr2~"], (6.109)
k=—00 )

Le phénomene de Gibbs apparait donc sur I'intervalle [in f;>4 ngli?""), 311,pk§0M~£2"’0}.

La figure 5.10 (d) montre f{o pour [ =3 et r=3.
Il apparait clairement que le phénomeéne de Gibbs a son support et son am-
plitude notablement réduits.

Remarque 6.3.1
On pourrait méme ici faire disparaitre le phénomene de Gibbs en utilisant
une autre regle avec de l’extrapolation.

6.3.2 Compression d’un signal localement discontinu

Dans le cadre de la compression de signaux ou d’images, I’effet du phénomene
de Gibbs limite I'efficacité de la transformation multiéchelle qui est utilisée
dans la premiere étape d'un algorithme de compression puisqu’il augmente
la quantité d’information a garder, c¢’est a dire le nombre de détails non
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négligeables. 11 est aussi responsable d'une mauvaise reconstruction des si-
gnaux/images autour des discontinuités/contours. On a donc intérét, d’apres
ce qui précede, a choisir des transformations dépendant de la position.
Cependant, quand on utilise une approche dépendant de la position, une
difficulté supplémentaire réside dans la détection de la position des discon-
tinuités. Ceci constitue un deuxieme facteur qui peut réduire lefficacité de
la prédiction dépendant de la position et donc limiter les performances de
la transformation multiéchelle associée puisque I'opérateur de prédiction est
construit a partir des points de segmentation obtenus par cette détection. La
transformation multiéchelle compléete associant détection et prédiction définit
des analyses multirésolutions dépendant des données (donc non linéaires)
comparables a I'approche développée par F.Arandiga, R.Donat et A.Harten
dans [5], S.Amat, F.Arandiga, A.Cohen et R.Donat dans [1] ou S.Amat,
F.Arandiga, A.Cohen, R.Donat, G.Garcia et M.von Oehsen dans [2] avec la
philosophie ENO ([39], [38]).

Dans ce qui suit, nous évaluons qualitativement les effets du phénomene
de Gibbs, ainsi que lI'influence d’une mauvaise détection des discontinuités,
sur la décomposition et la reconstruction d’un signal discontinu quand on
utilise une analyse multirésolution dépendant de la position.

Deux séries de tests sont proposées. Elles ont pour but de comparer une
procédure dépendant de la position suivant la regle 1 associée aux parametres
r=3, 1=3 et S5 = yo et notée (DP-6, y) avec une procédure invariante par
translation associée a un stencil centré a 6 points et notée I'T-6.

Dans tous les cas, les tests sont réalisés sur le signal (figure 6.10 (a)),

1 1 1 1
f(z) = gsin (m +1/2) + 6) Xl—soa] + (5 ~ sin (m +1/2) 4+ 6)) Xlowtocls
(6.110)

avec une discontinuité en xy = 0.

Dans la premiere série, le point de segmentation utilisé pour construire
la prédiction dépendant de la position coincide avec la discontinuité du
signal (i.e yo = o = 0). Nous comparons alors les procédures IT-6 et
(DP-6,0).

Dans la seconde série, nous supposons une erreur dans la détection de
la discontinuité (i.e yo # 0). Nous envisageons alors les procédures (DP-
6, 0.001), (DP-6, -0.001), (DP-6, -0.025) et (DP-6, 0.025) qui corres-
pondent respectivement aux points de segmentation yq = 0.001, yy =
—0.001, yo = 0.025 et yy = —0.025.
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Les performances de la décomposition sont évaluées en terme de nombre
de coefficients de détail non nuls (noté nnz) et celles de la reconstruction sont
mesurées en terme de qualité de la fonction reconstruite (en évaluant I'erreur
en norme discrete [2 entre le signal exact, f1/me= et le signal, f+/me= recons-
truit apres seuillage des coefficients de détails pour un nombre de coefficients
de détails fixé).

Dans tous les tests, Jy = 4 et Jy,0, = 13.

Méthode € Erreurs || fl/maz — flhdmas ||, "h=[2 L'  L* || nnz
IT-6 9108 6.710 %, 3310 % 3107 65
1.210°7 741078361078 211077 49

21073 1.51077,6.4 1078, 5.7 1077 45

(DP-6,0) || 91078 6.7107%, 331078 3107 33
1.210°7 741078341078 211077 17

21073 2.71077,1.31077, 7.4 1077 9

TaAB. 6.3 — Evaluation des performances des étapes de décomposition et de
reconstruction pour les approches invariante par translation et dépendant de
la position.

Analyse des résultats :

D’apres le tableau 6.3, si le point de segmentation coincide avec la dis-
continuité du signal, la décomposition dépendant de la position améliore
la compression invariante par translation du signal discontinu (en terme
de nombre de détails non nuls apres seuillage) : pour une méme erreur
de reconstruction, I’approche dépendant de la position réduit au moins
de moitié le nombre de détails non nuls a garder par rapport a une
technique invariante par translation.

— Meéme si 'erreur de reconstruction n’augmente pas beaucoup quand la
détection de la discontinuité n’est pas exacte (i.e yo # 0), nous pouvons
noter une perte d’efficacité de 'approche dépendant de la position avec
plus de détails a garder (tableau 6.4). Pour la grande majorité des
tests, ce nombre de détails non nuls reste toutefois inférieur a celui
obtenu par une approche invariante par translation puisqu’il dépend
du support des ondelettes traversant le point xy = 0.

continuité réduit la qualité de la fonction reconstruite par la méthode
dépendant de la position puisqu’elle augmente I’erreur de reconstruc-
tion que I'on obtiendrait avec une détection exacte.

Il est aussi intéressant de représenter la ”position” des coefficients de
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Méthode € Erreurs || fldmas — fhdmas ||, "h=[2 L' L* | nnz
(DP-6,0) 910°*® 6.710 8%, 33108 3107 33
121077 74107834108 211077 17

2.10 103 271077, 131077, 741077 9

(DP-6,0.001) | 9108 6.710 %, 33108 3107 45
121077 741078371078, 211077 29

21073 271077, 131077, 7.4 1077 21

(DP-6,-0.001) || 9 10°8 6.110°% 31078, 3107 58
121077 6.9107%, 3.410°% 211077 42

21073 31077,1.110°7,1.210°°¢ 35

(DP-6,0.025) | 910~ 6.8107% 341078 31077 60
121077 751078 37108 211077 44

210°° 2810°7,1.310°7,7.710°7 36

(DP-6,-0.025) || 9 10°® 610 % 310% 310" 66
121077 6.8 1078, 3.310°% 21107 50

21073 231077, 971078 81077 43

TaAB. 6.4 — Effet d’une erreur de détection sur l'efficacité de la décomposition
et de la reconstruction dépendant de la position

015 015 015
< i
01 @) 0.1 (b) 01 1 (©)
\ —
| \‘ ‘\
051 | 0.05(\ | 005\
L — \ L
-~ . .
0 == 0 = 0 =
0 2 30 0 2 30 0 2 30
015 015
\\
01 0 i L@
| |
|
005[} | 005\ |
\ L
o= 0 e
0 2 3 0 2 3
(a) :(DP-6,0) —— :IT-6 (b)  :(DP-6,0) —— :(DP-6,-0.001)
(¢) :(DP-6,0) —— :(DP-6,0.001) (d) :(DP-6,0) —— :(DP-6,-0.025)
() — : (DP-6,0) —— : (DP-6,0.025)
F1G. 6.9 || fldmas — fhdmas |5 en fonction de nombre de coefficients de

détails retenus
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(a) f(x) = Ssin ((x +1/2) + 1) Xjooea) + (3 = sin (7(z +1/2) + 1)) Xpo.+l
(b) Coefficients de détails pour IT-6

(c) Coefficients de détails pour (DP-6,0)

(d) Coefficients de détails pour (DP-6,-0.001)

Fia. 6.10 — Coefficients de détails apres seuillage pour un signal discontinu,
e=12e—7, Jy =4, Jye =13

détails apres décomposition du signal discontinu. Sur la figure 6.10, un cercle
est dessiné en position (k277 j) quand |d,”7| > e.

Analyse des figures

Dans le cas dépendant de la position, la sélection du stencil est faite
de telle facon que seulement une ondelette par échelle a un support qui
traverse la discontinuité. Ainsi, sur la figure 6.10 (c), les détails signifi-
catifs sont localisés sur une ligne verticale pres de x = 0, contrairement
a une procédure invariante par translation dont la représentation 6.10
(b) a la structure classique de cone avec 5 détails non nuls par échelle.
Quand une erreur apparait dans la détection de la discontinuité (figure
6.10 (d)), la sélection du stencil n’est plus "adaptée” a la discontinuité,
et donc la figure 6.10 (d) présente deux cercles de plus par échelle,
représentant les deux ondelettes supplémentaires dont le support tra-
verse x = 0.
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6.4 Preuves des théoremes et propositions

Cette section est consacrée aux preuves des théoremes et propositions
de ce chapitre qui, par souci de lisibilité, n’ont pas été données en cours de
chapitre.

6.4.1 Preuve de la proposition 6.1.1 : étude de la conver-
gence de API*

Nous rappelons la proposition a démontrer.

Proposition 6.1.1
Soitl —r+1> —1, alors le shéma APIT est convergent s,

pour l+r pair,

l+7‘72
3 2i4+1 17
X i (-2 - 1) 1<,
~ (2i4+1) 9 9
(6.111)
pour l+r impair,
H—gfl 2 2 1 ] 1
lr Ir 1+ | —r +
| Lr7(2i+1)71(r)er] <— 5 5 — 1) < 1.
=0
(6.112)

La preuve de cette proposition utilise le théoreme de perturbation 6.1.1.
Elle nécessite donc I'introduction d'un schéma de subdivision de référence.

Nous proposons de prendre comme schéma de référence, noté Sief, le
schéma symétrique du schéma de subdivision associé a API~ (voir section
6.1.2). Le théortme de convergence 6.1.2 garantit donc la convergence de %/
a condition d’avoir [ —r+1 > —1.

Nous pouvons énoncer le théoréeme suivant,

Théoreme 6.4.1
Sil—r+12>—1, alors le schéma de subdivision Sy associé a la procédure
API™ wvérifie, pour k > 0,
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Vi >0, 7 = (Suf ) = (ST +AF7) (6.113)
ou
— st [+7 est pair,
. [Af7* [l 222, o[ 241 17
vj >0, TAF =| 2 Ly iy (1) Ly <_ D) _1> ,
(6.114)
st [+r est impair,
R | == o (241 I-r4
Vj 20, A =| ; Ly iy () L (‘ 5 T 5 1) |-

Le théoreme 6.4.1 combiné avec le théoreme de perturbation 6.1.1 conduit
donc a la proposition 6.1.1.

Reste alors a prouver le théoreme 6.4.1.
Preuve:

La preuve est d’abord donnée dans le cas [ = 3, r = 5. Puis, la généralisation
pour I —r + 1> —1 se déduit de ce cas particulier .

. . !
Nous commencons par construire la perturbation Af°.

Nous introduisons d’abord la famille {A§}1<k<3 (figure 6.11) telle que,
1 " 3
Ao =Ffy — Rol3), (6.116)
, Y
Aj =1 = Ro(3), (6.117)
' 7
Ad=f'— PO(E). (6.118)

Par construction, les séquences {(S5f)x}rso et {(Syf0)s}e0 sont
identiques a partir de £ > 7. Pour k < 7, les différences entre ces deux
familles sont controlées par les deux perturbations A} et A2 (figure 6.11).
On peut alors écrire,
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Fic. 6.11 — Construction de S

k>0, £ = (SET0), + Aldks + Aldks. (6.119)

Introduisant Ay = £ — Py(8) (figure 6.11), les expressions (6.116) et
(6.117) peuvent s’écrire,

A} =L (-5/2)A, (6.120)

AZ = L}°(=3/2)A,, (6.121)

et 'expression (6.119) devient,

k>0, fi' = (SE7S°) + L (=5/2)Aodks + Li®(—3/2) Aod s,
(6.122)

et donc Vk > 0, AfL = L}°(=5/2) Aok + L3 (=3/2) Aoby 5.

. . . . . . !
Un raisonnement similaire permet d’exprimer la perturbation Af! en
. ! s .
fonction de Ay = fg* — P(8). Elle s’écrit,

VE >0, Af) = LI (-5/2)A10ks + L (—3/2) A1 s, (6.123)

Il s’en suit alors que le rapport Hi;,;H‘” dépend uniquement du rapport
[A1]
Bol"

Il reste donc a exprimer le rapport %.

Par construction (figure 6.11), il vient,
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Ay = LY (5)AL + Ly*(5)A2 + Ly (5) Al (6.124)

D’apres les expressions (6.120) et (6.121) et remarquant que, par construc-
tion, A} = L}°(—1/2)A, , Pexpression (6.124) devient,

Ay = L)L (=5/2) A0 + L7 (5) L7 (=3/2) 8 + LI (G) L1 (-1/2) A,

(6.125)
et donc,
||Af’1Hoo_ 3,5 3,5 3,5 3,5 3,5 3,5
W—\Lo (5)Ly7(=5/2) + Ly” () Ly (=3/2) + Ly” (5)Ly" (—1/2) |,

(6.126)

De la méme fagon, introduisant Vj > 0, A; = féj - Pl(%), le rapport des

7.
HAf 7+ oo 51é 185411 ;
NG est controlé par le rapport et on obtient,

perturbations %
141

A7 |l

INE =| Ly”(5) Ly (=5/2) + Ly (5) Ly (=3/2) + Ly” (5)Ly"(~1/2) |,

(6.127)

qui est exactement la formule (6.114) quand [ = 3,7 = 5.

Nous généralisons maintenant ce résultat pour tout [ et r tel que
[l —r+1 > —1. Nous nous limitons au cas [ + r pair puisque le cas [ + r
impair se déduit immédiatement du cas pair.

Nous exprimons d’abord le rapport des perturbations Hi'}’z,;H"".
En suivant la méme construction que pour [ = 3, r = 5, on déduit

facilement que,

[Af Moo _ [A]
Z = _ 6.128
NEFEE] (0:428)
Il suffit donc d’exprimer le rapport %.

Introduisant la famille {A}};51 telle que Al = f,l; — Py(222), le méme

raisonnement que pour [ = 3, r = 5 conduit a,



COoArtiint o. ALGURI LT OVIES DERERINIAIN T DR A FUSLELITUIN 1if

T+l
Ay =LY (F)AY + L (1) A2+ L+ LY (1) A (6.129)

Il reste alors & exprimer les quantités A% 1 < i < — 1 en fonction de
0 — — 2
Ay. Par construction, elles s’écrivent,

21 —1
2

r+1

V1 <i< —1, AL =LY (=1 + )Ay. (6.130)

On obtient finalement, a partir des expressions (6.129) et (6.130), une
formule du type (6.114) pour j = 0 en réarrangeant I'ordre d’indexation,
puis pour tout 7 > 0 puisque la méme démarche peut étre appliquée pour
tout j .

6.4.2 Preuve de la proposition 6.2.1 : étude de la conver-
gence de ’algorithme de prédiction B"-spline

La proposition a prouver s’écrit,

Proposition 6.2.1 .

Pour tout N > 1, si on suppose que L., k € Z est CN=1 CN par morceauz
et a support compact, alors les fonctions limites au sens L2, {(ﬁ}j}kez, de
Ualgorithme de prédiction BN -spline dépendant de la position vérifient,

si N=1, ¢p(z) = — Y ol (2), (6.131)

- aN ~
st N>1) ¢]]{V(:L,) = dlL‘—N Z Z Z Z ¢7I'LN71+...+TLO(:E)7

ny_1>1 na>1n1>1ng>k+1

(6.132)

La preuve est faite par récurrence sur N.
Commencons par N =1,

Nous définissons l'opérateur de reconstruction suivant, pour n’importe

quelle séquence {f}i J }kez’
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' j d o 1coplj
R}'f1 = %Rj’ F, (6.133)

ou R est 'opérateur de reconstruction défini par I'expression (6.33) et
la famﬂle {F] k}kez vérifie la relation (2.25) (quand N = 1).

Notre démarche est la suivante : nous allons d’abord vérifier que cet
opérateur de reconstruction est compatible avec la prédiction B'-spline, puis
nous montrons que R ! est un opérateur hiérarchique. Ce résultat suffit alors
pour av01r la convergence de l'algorithme de prédiction B'-spline vers les

fonctions £ 3 Spiy ¢n0( x), ke Z. i
En effet, d’apres les hypotheses de régularité sur ¢f, k € Z, on a bien,

LY @) e )

no>k+1

’ 1,7 RN . ’ ;.
et l'opérateur I, construit a partir de Rj] vérifie,

Vi>0, M/ "= — S ¢l

n0>k+1

ot f10 = {10 ez avec fL.0 = 0k, car le est hiérarchique.
La convergence au sens de la définition 6.2.2 est alors trivialement obtenue ici.

Vérifions que R; "I est compatible avec la prédiction B'-spline, ¢’est & dire

que Vj € Z, D]HR] = P AR P; LIt egt Popérateur de prédiction B'-
spline construit dans la propoqmon 2. 1 1.

Par définition, on peut écrire, pour tout m € Z,

(DjR ) = 2 < % > Fon(2), B (2 —m) >,

X vem

= =2 < > Fl¢p(2x) (Z:Bl (2j+1x — m) >,

keZ
= 2 < S F{¢p(2x), 62w —m —1) >
keZ
— 2 < > Fg(22),6(2 e —m) > (6.134)
keZ
Revenant aux différentes étapes pour obtenir {(P;’H]fl*j)m} ez (pro-

position 2.1.1), I'expression (6.134) conduit finalement a,
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J

Vm € Z, (D} R} f17) = (P} ) (6.135)

Montrons maintenant que 'opérateur R;-l est hiérarchique, c’est a dire que
VjeZ, R;LIP;’HI = R; (définition (2.1.1)). Cette propriété est immédiate
a partir des différentes étapes de construction de la prédiction B!-spline (pro-
position 2.1.1) et sachant que 'opérateur RJ’-’OO est hiérarchique.

Cette démarche se généralise facilement au cas N > 1 en introduisant
o . e - , N,j
I'opérateur de reconstruction défini pour n’importe quelle séquence {fk }
par,

keZ

) : d _ iy
RN NI = %R;V b pNe (6.136)
avec R;Vi]’oo, l'opérateur hiérarchique tel que,

R]‘vq,ooFlel,j(x) — Z F]]?flg]’jq;g*]@jm).

J
keZ
6.4.3 Preuve de la proposition 6.2.3 : analyse des es-
paces VjN

Cette proposition s’énonce,

Proposition 6.2.3 B
La famille de fonctions {¢kN}kez

JA > 0, 3B < oo, tels que, pour toute séquence {ertier € P(Z),

est une base de Riesz de V{¥ i.e.

AN Ja P 15<BY. e (6.137)

keZ keZ

ol f](:r) =D kez Ckél]cv(x)

Commencons par montrer qu’il existe A > 0 tel que,

1 -
> e P< 7 i 1Z2 - (6.138)

keZ

Utilisant la condition de biorthogonalité i.e, pour tout (m, k) € Z x Z,
< o BN(z — k) >= 0k m, il vient Vk € Z, < f;, BN (z — k) >= ¢4
Montrer I'inégalité (6.138) revient donc a prouver qu'il existe A > 0 tel que,
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_ 1 -
> I< i BN (@ — k) >[’< T I 7R (6.139)

keZ

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

S < [ BY@ - k) >P<C Y / v) [P dz,  (6.140)

kez kez ' NNtk

olt [Ngn + k, Mg~ + k] est le support compact de BN (x — k) et
C =[] BM[[7..

Ecrivant, Vk € Z,

+k +k+1 P +k+2 Py
RBNN+k | f]( ) |2 drv = fNB;i,V+k | fy(x) ‘2 dr + fNB,f,V+k+1 ‘ f](x) ‘2
+k
dr + .. +fMRI\I,V+k | fj( ) |? du,

I'expression (6.140) devient,

S I< fi BN(x — k) >[’< C(Mpn — Npw) || fj |13, (6.141)

keZ

avec C(Mp~n — Ngn) > 0.
L’expression (6.141) fournit donc une inégalité du type (6.139) avec A =
1
CMon—Ngn)®

Pour terminer cette preuve, il reste alors & montrer qu'’il existe B tel que,

| filll2<B Y e |?. (6.142)
keZ
Revenant a l'expression de fj, on peut écrire,

1l < [ S ladl@ ]| X endn) | dr,

keZ mezZ

IN

S lacn| [ 160 @) 1) [dr. (6.143)

k,m

Puisque le nombre de points de segmentation est fini et puisque le stencil
est adapté uniquement autour des points de segmentation (définition 6.1.1),
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il n’y a qu’un nombre fini de fonctions limites &i qui ne sont pas obtenues
par la procédure invariante par translation associée aux parametres (D, 1, r).
Introduisant Iy, (resp. I;;), 'ensemble d’indexation correspondant au nombre
fini de fonctions limites dépendant de la position (resp. I;; = Z/14,), 'ex-
pression (6.143) devient,

1filll: < () +(@2)+@3),

ou

W = X el [ 1Y@ |,

(k,m)Elde Idp

@ = X lam| [ 16@ ][ d,

(k,m)e[l‘t X Lt

3 =2 % lacl[ 6@ 5@ dn

(k,m)e’deI”

Nous majorons maintenant chaque terme séparément.
Terme 1 :

Comme {é}f}kez € L*(IR) et card(Iy,) < +oo, on peut écrire :

W < X Tana g (16 1+ 180 1)

(km)EIdeIdp

< max (6 l) X leeml,

(km)Eldepo

< s (116 1) card(lay) 3 T,
€ ]CEIdp

< max (H(]ﬁk ||L2) card(ly) Y e . (6.144)
kelq, heZ

Terme 2 :

Dans ce cas, les fonctions limites sont invariantes par translation (section
2.3.1). Définissant [ngév, M&év]’ le support compact de ¢, il vient,

M¢év N¢(1)v+k

@ = ¥ lawl[ 18@-0@-m)d.

kel;y m= N¢N M¢N+k
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< [log [ITem D Z | CkCm | - (6.145)
keI”m N¢N M¢(]]V+k

En utilisant | cyem [< 3| cx 2 43 | ¢ |2, il vient,

M:n—N:n+k

. 160" 11720 =
@) < 10 [y May = Ngp) & | P +——52 % %
ke[l‘t kEI”m N¢N M¢N+k
0
: 1Y oy
< 1 0 em (Mgy — Ngn) 3 ex |” t—s > >
keZ KEZ m=Nyn —M;n -+
0 0
Finalement, écrivant Vk € Z,
d;N N¢N+k ¢;N M¢N+k+] M¢N+k+2
Do N¢N M¢N+k | Cm |2 > N¢N M¢N+k | Cm ‘2 +Zm N¢N M¢N+k+]
9 ¢(1)\] N¢N+k 9
Cm| LTt ) DN My — N¢N+k 1‘Cm|
0 0
on obtient d’apres 'expression (6.146) :
@) <211 & IBamy Mgy — Npy) 3 L 2 (6.147)
keZ

Terme 3 :

Puisque card(Is) < 400 et que oY, k € Z a un support compact,
I’ensemble d’indexation

n‘ﬁdp {k € Lf / / ‘ ¢k || ¢N( ) ‘ d.’E 7£ 07 ‘v’m € Idp} < +OOJ
(6.148)

et on a,

B <2 ¥ laml [ 16@ 6w d,

(k m)EIde Iztﬁdp

< 2maX o8 122 (card(Linap) + card(14)) S | e |* . (6.149)
heZ

D’apres les inégalités (6.144), (6.147) et (6.149), on obtient donc finale-
ment,
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1 fi 1< B Y e |, (6.150)

keZ

avec
B=C" (rard([dp) +2(Mgy — Ny ) + 2card(lyp) + QCard(Iimdp)) et

C" = max(|| ;" |*).

keZ

Ceci conclut la preuve.

6.4.4 Preuve de la proposition 6.2.4 : construction des
ondelettes {{ }rcz

Cette proposition s’écrit,

Proposition 6.2.4
N N0 -
Si Ju est une base du noyau de Dy, alors la famille de vecteurs
'k kez 1 >

N+1, 1} , .
v définie par
{ k keZ ﬁ par,

Ym € Z, 7)N+” u,ivn]H] u,]jn]%, (6.151)

est une base de Ker (DN+] 0)

) +1,1 N+1,0\ - .
Montrons d’abord que {vk }kez € Ker (D ) ie:
pour tout (k,n) € Z?,

(DN+1 0 N+1, 1)n _ (DN+1RN+1 ,00 IZCVH 1)n
= <Y N+11¢N+1 (2z), BNt (z —n) >=0.
meZ
(6.152)
Utilisant la relation (6.151), il vient,
(D{VH’UU’]CVHJ)H - < Z (Uk e 1) qgﬁﬂ (23:) 7BN+1 (x _ n) >,

meEZ
= < 3wl (o5t (22) — G5 (22)) . BN (2 - m) >,

meZ
= <C,B""" (x—n)>. (6.153)

D’apres I'expression (6.132),
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Ozzuﬁ;ll( > I ——Z¢ ) (6.154)

meZ nn>m 1 nn>m

et

(DY) = S LN (00) BV ) > (6.159)
mEZ

[’expression (6.155) devient

(DN+10 N+1, 1) _ . zw— 3 u < > eI BNHL (1) > |
mEW
(6.156)
D’apres la relation (1.82),
) 1 . ~
DNHFLOLNILL) (f) —inw L (1 o) BN () >
( ) iw— m%:zu 5) ¢ iw( e ) (w) >,
(6.157)

et donc,

(D{V“’”U,]CV“’I) =< > upnoh (22),BY (z — (n+1)) = BN (z — n) >,

mez
(6.158)
qui s’écrit,
(DN+]0 N+1])n _ (DNRNOO?IIIQV])n+ (DNRNOOUI]CV])H,
= (DN%,Q“)H+1 (DI ou") =0, (6.159)
car {u,]cv’]}kez est dans ker (D{V’()), ce qui prouve que Vk € Z, v,iwn

appartient a ker (D{V“’O).

N . N+1,1
Reste & montrer que la famille de vecteurs {v, * "' }recz forme une base
N+1,0
de DY M.

Remarquons d’abord que la relation (6.151) peut s’écrire
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Vke Z, v, T = Au", (6.160)

ou A est une matrice inversible.
La famille {up "' }4c z étant une base de ker (D{V’U), I’égalité (6.160) implique

que la famille {v; """'},cz est une famille libre (car A est inversible) qui
appartient & ker (D{VH’U) (d’apres I'étape précédente), c’est donc une base

de ker (D{VH’O).

Ceci conclut la preuve de cette proposition.
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6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, des analyses multirésolutions splines dépendant de la
position ont été construites en utilisant le formalisme de Harten. Ces analyses
ont été completement caractérisées a partir des analyses multirésolutions in-
terpolantes dépendant de la position associées a un opérateur de prédiction
interpolant. Nous avons donc commencé par établir la convergence du schéma
de subdivision qui est défini par I’algorithme de prédiction interpolant utili-
sant un stencil dépendant de la position. Un théoreme de convergence a été
fourni pour une regle particuliere de sélection de stencil et une contrainte
|r — 1] < 2.1l est basé sur un théoreme de perturbation emprunté a [28]. Les
fonctions limites du schéma de subdivision permettent alors de construire
des analyses multirésolutions interpolantes dépendant de la position grace
a l'analogie entre le formalisme de Harten et le formalisme en ondelettes
présentée dans la section 2.1.1. Cette construction généralise les travaux de
Donoho ([31]) au cas dépendant de la position.

Généralisant au cas d’une discrétisation BV-spline, des analyses multirésolutions
biorthogonales splines de L?(IR) dépendant de la position ont été construites.
Les fonctions d’échelle et les ondelettes correspondantes ont été déduites du
cas interpolant grace a des formules de commutation discretes et a I’analogie
Harten/ondelettes classiques. Puisque ce sont des analyses de L?(IR), leur
construction a nécessité 'introduction de la notion de convergence au sens
L? des schémas de prédiction. Cette construction peut alors étre interprétée
comme un autre type de généralisation que celle proposée dans [27] ou [18]
des constructions standard rappelées dans le chapitre 2 et utilisant la formule
de commutation de Lemarié ([45]).

Enfin, deux applications naturelles de cette construction pour I'approxima-
tion de fonctions discontinues ont été présentées. Nous avons analysé successi-
vement le controle du phénomene de Gibbs par des analyses multirésolutions
dépendant de la position et I'amélioration de la compression de signaux dis-
continus a l’aide de transformations multiéchelles dépendant de la position.

[’intéret des approches dépendant de la position est qu’elles permettent la
construction de transformations multiéchelles adaptés aux caractéristiques du
signal a compresser et stables puisque 1’algorithme de prédiction est linéaire.
Elles conduisent aussi a une représentation structurée du signal comme pour
les ondelettes classiques. Cependant, l'efficacité de ces méthodes dépend de
la qualité de détection des discontinuités du signal. On est donc amené
pour la construction d'un algorithme de compression d’image a associer a

La construction de I'algorithme complet (détection et analyse dépendant de
la position associée) en dimension 2 fait I'objet du chapitre suivant.



Chapitre 7

Généralisation a la compression
d’images

Nous présentons ici une généralisation de I'algorithme de prédiction dépendant
de la position au cas bi-dimensionnel avec comme objectif, la construction
d’un algorithme de compression d’images tenant compte des contours de
I'image. Ce travail a été réalisé en collaboration avec F. Arandiga et M. Do-
blas de I’Université de Valencia (Espagne).

Conformément a ce qui a été dit dans l'introduction de cette partie, la
construction de I'algorithme de compression nécessite la définition de 3 opérateurs :
un opérateur de transformation multiéchelle (appelé M dans I'étape (5.22)),
un opérateur de quantification (¢) dans I'étape (5.24)) et un opérateur de
codage (C dans I'étape (5.25)).

Notre objectif est ici la construction d'un opérateur M. Comme dans le cas
monodimensionnel, 'opérateur M dépend d’une famille de points de seg-
mentation qui constitue une carte des contours qu’il faut préalablement
définir.

Nous proposons dans ce chapitre une implémentation compléete de I'opérateur
M comprenant alors deux étapes,

1) Une étape de construction de la carte des contours : elle est basée sur
I’utilisation de détecteurs de contours et produit une carte des contours de
I'image.

2) Une étape de prédiction stable dépendant de la carte qui s’inspire du
cas monodimensionnel.

Les données en sortie apres les étapes de décomposition, seuillage et quan-
tification sont alors un échantillonnage grossier de I'image, des coefficients de
détails ayant une structure en arbre et une carte des contours nécessaire a la
reconstruction.

187
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Cette construction est a rapprocher de celle de I'algorithme ENO-EA,
proposée par A. Cohen et B. Matei dans [23]. Cependant, au lieu d’appli-
quer la détection de contours a chaque échelle sur les données reconstruites,
comme le fait ENO-EA, nous découplons volontairement la détection de la
prédiction en construisant la carte des contours, une fois pour toute, a partir
de la détection sur les données exactes. [’algorithme de compression reste
alors stable pour des perturbations introduites par le seuillage ou la quanti-
fication mais le prix a payer est le stockage de la carte des contours.

Ce chapitre s’organise de la facon suivante,

La section 7.1 est consacrée a la construction d'une transformation
multiéchelle dépendant des contours. Apres avoir défini la notion de carte
de contours, une prédiction dépendant de la carte est introduite. Un algo-
rithme de construction de carte est ensuite décrit.

LLa section 7.2 donne une breve description des opérateurs de quantification
et de codage que nous avons utilisés pour les tests numériques. L’optimisa-
tion de ces opérateurs sort du cadre de travail de cette these.

Enfin, la section 7.3 fournit quelques résultats numériques qui évaluent les
performances de I'algorithme de compression dépendant de la carte en terme
de nombre de bits pour coder I'information compressée et en terme de qua-
lité de I'image reconstruite. Ces performances sont comparées avec celles d'un
algorithme de compression basé sur une approche invariante par translation.

7.1 Construction d’une transformation multiéchelle
dépendant d’une carte

Dans ce qui suit, nous commencons par introduire la notion de carte
de contours et présentons la construction d’une prédiction dépendant de la
carte en supposant que les contours utilisés sont exactement les courbes de
discontinuités d’une fonction bi-dimensionnelle. Nous donnons ensuite un
exemple de construction de carte basée sur I'utilisation du détecteur de Sobel
([56]). L’échantillonnage de I'image utilise ici uniquement une discrétisation
par valeurs aux points, c¢’est la raison pour laquelle, I'indice I qui différenciait
les cas interpolant et BY-spline dans le chapitre précédent est supprimé pour
alléger les notations.

7.1.1 Définition d’une carte de contours

La construction de la carte des contours est effectuée a partir des courbes
de discontinuités {C;,i = 1, ..., K'} supposées connues. Elle est décrite par la
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e 1

2 I

8 S|

(a) (b)

Fia. 7.1  Exemple de construction de carte, les points noirs représentent
les pixels appartenant a la carte. (a) carte associée a un niveau j, (b) carte
associée au niveau j — 1.

définition suivante,

Définition 7.1.1 Construction de la carte des contours

La carte des contours au niveau de résolution j est la matrice binaire
[map? (m., n)]o<mn<ai, construite selon la procédure suivante,

S’il existe i € {1,... K}, tel que C; N [zl 2) ] x {yJ} # 0, alors,
map’ (m,n) =1 et map’ (m +1,n) = 1.

~ Sl existe i € {1,..., K} tel que C; N {xd,} x [y3, vl ] # 0, alors,
map’(m,n) =1 et map’ (m,n+1) = 1.

La figure 7.1 (a) fournit un exemple de construction de carte a partir d’un
contour C}.

Dans notre algorithme de compression, la carte n’est pas connue exac-
tement. On en calcule une approximation map”’m= une fois pour toute, au
niveau de résolution .J,,,,. Il est alors nécessaire de transférer I'information
donnée par map’ms= & chaque niveau de résolution j < J,,q, afin de I'utiliser
pour la prédiction.

La proposition suivante décrit une transformation qui construit

[map’ (m, n)]o<mn<oi-1 & partir de la carte [map’*' (m, n)]o<mn<2i. Elle consiste
simplement a transporter I'information du niveau j + 1 sur les pixels qui
existent au niveau j (figure 7.1 (b)).

Proposition 7.1.1
Pour chaque indice m pair, si map’t (m,n) = 1 et map’ ™ (m,n +1) = 1
alors,

~ Sin est pair, map’ (m, %) =1 et map’(m, % +1) =1,
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Si n est impair, map’ (m, " — 1) = 1 et map’ (m, ) = 1.
La méme procédure est définie pour chaque indice n pair quand map’™' (m,n) =
1 et map’™'(m + 1,n) = 1, en échangeant m et n dans la construction

précédente.

Cette transformation, par récurrence, permet de garder a tous les niveaux
de résolution, I'information contenue dans le niveau le plus fin.

Connaissant [map’™' (m, n)]m.n et [map’ (m, n)]m.n, une prédiction dépendant
de la carte entre les niveaux de résolution j et 741 est maintenant construite.

7.1.2 Prédiction multi-directionnelle dépendant de la
carte

Cette prédiction est construite comme une généralisation de la prédiction
bi-directionnelle décrite dans la section 2.1.2 par I'algorithme 2.1.2 puisqu’elle
ne privilégie pas systématiquement les directions de prédiction verticales et
horizontales. C’est pourquoi, dans la suite, on parle de prédiction multi-
directionnelle .

Notre démarche est la suivante : si le point a prédire est dans une zone
réguliere de I'image, la prédiction est basée sur le produit tensoriel (voir sec-
tion 2.1.2). Par contre, quand le point est proche d’un contour, la répartition
des pixels marqués autour de ce point doit étre utilisée pour définir une
prédiction tenant en compte 'orientation locale de la carte.

Nous nous limitons dans la construction de notre prédiction a quatre di-
rections de prédiction (verticale, horizontale, diagonale et anti-diagonale).
Puisque les points de la forme féZ:;nH ou féz,ﬂl% ne peuvent pas s’obte-
nir par une procédure diagonale ou anti-diagonale utilisant des points du
niveau j, nous envisageons uniquement des stratégies verticales ou horizon-
tales dépendant de la position pour ces points la. Pour les points du type

é'z,ﬂmnﬂ, une prédiction suivant une direction non verticale ou non hori-
zontale peut étre envisagée en fonction de I'orientation des contours donnée
par la carte map’.

Dans la suite, nous décrivons en détail la prédiction de ces deux catégories
de points dans le cas d’un stencil a 4 points, en supposant que la carte est
idéale, au sens ou seuls les pixels définissant des cellules traversées par un
contour appartiennent a la carte.
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Prédiction de la premiere catégorie de points

. Ti41
Nous nous concentrons sur la construction de fgﬂj%ﬁ sachant que les

. 1ii1 . ~ , ,
points fQJnL],Qn s’obtiennent par la méme procédure en échangeant m et n.

Puisque la carte est supposée idéale, il n’existe qu’un nombre fini de confi-
gurations pour les pixels marqués autour du point a prédire.

Plus précisément, deux cas sont a envisager.
Premier cas : map’(m,n) +map’ (m,n + 1) # 2,

c’est a dire, le segment [z . 7 . .,] contenant le point & prédire n’est

‘m,n?

pas traversé par un contour :

. . . s 1 .
si map’ (m,n) = 0 et map’(m,n +1) = 1, fQ‘;:f%H s’obtient par une
interpolation avec un stencil décentré a gauche,

0
.2}7;2171“ = Z L?’I(_I/Q)fgz,nﬂﬂa (7.1)
i—3

. . . ! ] .
— si map? (m,n) = 1 et map?(m,n +1) = 0, fQ'Z,:CQHH s’obtient par une
interpolation avec un stencil décentré a droite,

2
1j+1 1,3 j
2Jnir,2n+1 = Z Li (*1/2) 731,71+i+] (7-2)
i=—1

La figure 7.2 représente les deux configurations possibles pour le premier
cas.

Second cas : map’(m,n) + map’ (m,n + 1) = 2,
nous cherchons alors plus d’informations au niveau j + 1.
— Si map’™(2m, 2n) + map’™' (2m,2n + 2) = 0 (figure 7.3), une inter-

polation centrée a deux points permet d’éviter de traverser le contour,
i.e.

Ti+1 o gl,n + f}]n,n—kl
dmontl = T 5 (7.3)
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l"+1
ol ane1
€ L ) ¢
fjm,n fJm,n+1
l"+1
fonznet
[ L ) o
men fJm,n+1

Fi1G. 7.2 — Les deuz configurations possibles du premier cas pour la prédiction
des points de la premiére catégorie (les points noirs représentent les points
de la carte du niveau j alors que les blancs n’appartiennent pas a la carte).

o o o ® ® ® |

ﬂ O OO0 e ee

O O O

e ©e © o o QQQFCQ

l | |l® @ ® O OO

® ® ® ® ®

5 6 6 o o QQQQQ&

O O O O ol O OO O OO
(a2) (b2)

F1G. 7.3 Ezemples de configurations correspondant ¢ map’*'(2m,2n) = 0
et map’™(2m,2n + 2) = 0, la fleche indique soit le segment contenant le
point a prédire soit le point a prédire, le rectangle représente le contour.
(al)-(a2) : point prés d’un contour horizontal, (b1)-(b2) : prés d’un coin
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Fi1G. 7.4 — Les deuz configurations possibles du second cas pour la prédiction
des points de la premicre catégorie de points quand map’ ' (2m,2n + 2) +
map’ T (2m,2n) = 1. La fleche indique la direction de prédiction.
(a1)-(b1) map’, (a2)-(b2) map’™'

Si map’™ (2m, 2n) + map’ T (2m,2n +2) =1 :

- si map’t (2m, 2n + 2) = 0 et map’ ™' (2m, 2n) = 1 (figure 7.4
(b1)-(b2)) alors map’™ (2m,2n + 1) = 1 et une extrapolation a droite
est utilisée,

21n+;n+1 - Z LO A 1/2 m n+i+1- (74)

- Si map’™(2m, 2n) = 0 et map’™' (2m, 2n + 2) = 1 (figure 7.4
(al)-(a2)) alors map’™ (2m,2n + 1) = 1 et une extrapolation a gauche
est utilisée,

21:;714—1 - Z L40 1/2 mn+z+1 (75)

1=—4

~ Si map’™(2m, 2n) + map’ ™ (2m,2n + 2) = 2 :
- le point a prédire peut étre dans un coin.

La carte étant supposée idéale, il n’y a que deux configurations de coins
possibles : la figure 7.5 (a) donne simplement une configuration puisque
la seconde s’obtient par une rotation d’angle 7.

L’information donnée par la carte dans le voisinage du point permet de
privilégier un sens dans la prédiction. Plus précisément, si map’*' (2m —
1,2n +2) = 0 et map’ ™1 (2m + 1,2n) = 0, alors les quantités suivantes
sont évaluées,

Sr = map’™ (2m, 2n+2)+map’ T (2m—1, 2n+2)+map’ ' (2m—1, 2n+1)
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Fia. 7.5 — Ezemples de configurations quand le point a prédire est (a) dans
un coin ou (b) prés d’un contour horizontal.

Sy, = map’(2m, 2n) + map’ T (2m + 1,2n) + map’ (2m + 1,20 + 1)

Nous pouvons alors sélectionner le voisinage le plus régulier :
si Sg > S, (resp. S, > Sg), l'extrapolation a gauche (7.5) (resp. I'ex-
trapolation & droite (7.4)) est utilisée !.

De la méme fagon, si map’™ (2m — 1,2n) = 0 et map’™ (2m +1,2n +
2) = 0, nous évaluons les quantités suivantes :

Sk = map’ T (2m, 2n+2)+map’ T (2m-4-1, 2n+2)+map’ T (2m4-1, 2n+1)

Sy, = map’™(2m, 2n) + map’ (2m — 1, 2n) + map’ Tt (2m — 1,2n + 1)

et sélectionnons le voisinage le plus régulier :
si Sg > Sp, (resp S; > Sg), nous utilisons 'extrapolation a gauche
(7.5) (resp. 'extrapolation a droite (7.4)).

T Si le point a prédire n’est pas dans un coin (figure 7.5 (b)),
fohrans1 Sobtient par,

. J + fj
Ti41 Jm, . ,n—+1
. 2371,2714»] = D) . (7-6)

Prédiction de la seconde catégorie de points

Cette prédiction tient compte de 'orientation des contours. A nouveau,
deux cas sont a envisager.

!Dans le cas Sg = Sr, il est nécessaire de chercher I'information dans un voisinage plus
grand, ce qui n’est pas envisagé ici.
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FiGc. 7.6 Les 8 configurations possibles pour la prédiction des points de la
seconde catégorie

Premier cas : map’(2m, 2n) + map’ (2m, 2n + 2) + map’ (2m + 2, 2n) +
map’ (2m +2,2n +2) # 4

La distribution des points marqués autour du point a prédire fournit une
information sur l'orientation du contour dans le voisinage du point. Plus
précisément, huit configurations sont possibles. Deux d’entre elles corres-
pondent & un contour horizontal (figures 7.6 (al)-(a2)), deux & un contour
vertical (figures 7.6 (b1)-(b2)) et quatre a un contour diagonal ou anti-
diagonal (figure 7.6 (c1)-(c2)-(c3)-(c4)).

g
. . . _7+] , , .
A partir de ces huit configurations, fy, 12,11 est évalué de la facon sui-

vante :
B GHL L g
Configuration (al),(a2) : foh!|opsy = —ott2n 5 2m+1,2n+2 (7.7)
s e
. s _ Fomons1  fomtoonit
Configuration (b1),(b2) : for 19041 = (7.8)

2



vnoArtint (. GuINALISATIUIN A LA CUMEPRLSOIUIN D ITVIAGEDS 190

.. ..
j+1 j+1
9 T+ f2m+2,2n

Configuration (c1),(c2) : . ;j,,ﬂmnﬂ — - m2nt 5 (7.9)
' rton + fi s on s
Configuration (c3),(c4) : 2{;}:],2"“ = == miZgent (7.10)

2

Second cas : map’(2m,2n) + map’ (2m, 2n + 2) + map’ (2m + 2,2n) +
map’ (2m +2,2n +2) =4 :

cette configuration ne donne aucune information sur l'orientation. Une
prédiction bi-directionnelle, comme pour la premiere catégorie de points est
alors appliquée en privilégiant la direction verticale.

La section suivante est consacrée a un exemple de construction de carte.

7.1.3 Un exemple de construction de carte

La construction de la carte suivant la définition 7.1.1 suppose de connaitre
la position des contours de I'image. Nous décrivons donc, dans ce qui suit,
un détecteur de contour qui est utilisé dans les tests numériques.

Cet algorithme de détection a été développé en collaboration avec F.
Arandiga et M. Doblas de 'Université de Valencia (Espagne).

Sa construction, basée sur l'utilisation du filtre de Sobel ([56]), se com-
pose de trois étapes

1) Détection a l'aide du filtre de Sobel :

- Une mesure des gradients directionnels pour chaque pixel de I'image
originale est obtenue par convolution avec les 4 masques directionnels M,,
My, My, , My définis sur la figure 7.7.

- La sélection des pixels proches d’un contour est effectuée si,

max (M, * f/mer My % f/mor My, * f'm= My x f'm=) > o(M —m)(7.11)

ol + désigne le produit de convolution, M (resp. m) est le maximum (resp.
le minimum) de I'image et « est une constante déterminée empiriquement
(on utilise v = 0.5 ici).

Observons que cette détection permet de construire une carte préliminaire
des contours ou un pixel au voisinage d'un fort gradient (resp. d’un faible
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-1 o] o2
My=2] 202 M=2/0 0 0
10 1 -1 -2 -1

2 1 0] o1 2
Myy=2|1 0 1| M =2-10 1
0 -1 —2 2 —1 0

Fic. 7.7 Masques directionnels du filtre de Sobel

gradient) au sens du critere (7.11) est marqué par 1 (resp. par 0). Elle four-
nit aussi une matrice des orientations du gradient de I'image en chaque pixel
(horizontal, vertical, diagonal ou anti-diagonal) a partir du maximum des
quatre gradients directionnels locaux.

2) Réduction de I'épaisseur des zones détectées :

La sortie de I'étape précédente fournit une carte ”épaisse” au sens ou
plusieurs pixels consécutifs peuvent étre détectés. On cherche ici a réduire
la longueur des séquences de pixels détectés. Cette longueur est définie soit
horizontalement, soit verticalement.

Par exemple, si une séquence verticale de longueur mq—m;, {X;f[’”;m Yy <m<ma
ayant des orientations horizontales et diagonales (resp. anti-diagonales) est
détectée, les différences divisées suivantes sont évaluées,

']m,(L.’I) ']m,(L.’I) ']m,(L.’I)
‘. m—1,n - 2fm,n + Jm+1,nl my S m S mo

Si m} < mj correspondent aux deux valeurs maximales de ces différences,
la famille de pixels détectés est réduite a {anzm;T it <m<my-

La meme procédure est appliquée pour des séquences horizontales de
pixels détectés.

3) Elimination des pixels détectés isolés et chainage :

Les pixels détectés voisins sont chainés entre eux. Toute chaine de lon-
gueur (en terme de nombre de pixels chainés) inférieure & une longueur fixée,
notée L.paine, n'est pas considérée comme un contour et les pixels apparte-
nant a cette chaine sont éliminés. Les pixels restant marqués constituent la
carte des contours.

Remarquons que I'étape de chainage fournit une autre représentation des
contours d’une image. Au lieu de décrire un contour par les positions dya-
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diques des pixels détectés, chaque contour peut étre codé par une chaine qui
contient la position dyadique du pixel de début de contour puis une série de
directions permettant de retrouver le pixel détecté voisin.

Les figures 7.8 et 7.9 donnent la carte pour une image géométrique et

U

(a) (b)

décrire.

Fig. 7.8 Carte des contours pour une image géométrique, (a) image origi-
nale, (b) carte des contours

Comme on peut le voir sur les figures 7.8 et 7.9, cette détection en trois
étapes conduit a la construction d’une carte qui ne contient que des contours

(étape 1)) aurait suffi pour obtenir ce résultat. Par contre, la détection des
contours de I'image réelle est plus complexe et les étapes 2 et 3 de la détection
s'averent tres efficaces puisqu’elles réduisent considérablement le nombre de
points détectés.

Notons que la longueur L.puine et le seuil o utilisés dans l'algorithme de
détection sont deux parametres supplémentaires qui dépendent de I'image et
qui doivent étre adaptés en fonction de I'image a considérer.

7.2 Quantification et codage de I’information
compressée

Nous décrivons brievement le choix des opérateurs de quantification et de
codage utilisés dans l'algorithme de compression.
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F1a. 7.9 — Carte des contours pour une image réelle, (a) image originale, (b)
carte apres la premiére étape (nombre de points marqués : 25263), (c) carte
apres la deuxieme étape (nombre de points marqués : 18384), (d) carte apres
la troisieme étape (nombre de points marqués : 6824)

7.2.1 Opérateurs de quantification

La quantification a pour but de réduire le nombre de bits nécessaires pour
la représentation des coefficients. Il existe deux types de quantifications :
la quantification scalaire qui traite chaque coefficient indépendamment et
la quantification vectorielle qui agit sur des blocs de coefficients. Ici, nous
ne considérons que la quantification scalaire. Elle consiste, ici, a arrondir
systématiquement les coefficients de détails seuillés au plus proche entier.

7.2.2 Codage de I'information quantifiée

Nous rappelons que I'information compressée a coder contient la carte des
contours de I'image en plus des données classiques que sont I'image a basse
résolution et les coefficients de détails seuillés et quantifiés.

La représentation de la carte des contours choisie pour le codage est celle
décrite dans la troisieme étape de la construction de la carte (section 7.1.3).
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Fiag. 7.10 — Représentation de I'image basse résolution et des coefficients de
détail obtenue par décomposition dépendant de la carte d’une image réelle
puis e-seuillage des détails. Les points blancs représentent les détails non nuls.
Jo =7, Jmaz = 9, € = 30.

Elle consiste a représenter un contour par une chaine composée d’un pixel
de départ et d’une suite de directions qui permettent de retrouver tous les
pixels de la chaine.

La représentation, pour I'image a basse résolution, et pour les détails, est
celle qui est classiquement choisie dans [48], par exemple, et qui utilise la
structure en arbre des coefficients de détail (figure 7.10).

Dans ces travaux, nous avons volontairement privilégié la construction
de transformations multiéchelles plutot que le développement d’un codeur
optimal pour les informations dont on dispose. Le codeur qui est utilisé ici
n’est pas le mieux adapté a la nature de I'information a compresser ; il s’agit
du codeur PPMZ décrit dans [10]. Son algorithme est basé sur la méthode
PPM (Prediction by Partial Matching) qui tient compte de la statistique du
fichier de données a compresser. Il integre non seulement la fréquence d’ap-
parition des caracteres mais aussi la probabilité d’apparition d’'un caractere
particulier apres un caractere donné, par un mécanisme de prédiction. Ce
type de codeur s’avere donc efficace quand les données contiennent plusieurs
caracteres qui se répetent, ce qui est le cas pour la carte des contours. Par
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contre, il ne tient pas compte de la dépendance inter-échelle des coefficients
de détail provenant de leur structure naturelle en arbre (figure 7.10) et qui est
classiquement exploitée par des algorithmes du type EZW (Embedded image
coding using Zerotrees of Wavelet coefficients, [60]) ou EBCOT (Embedded
Block Coding with Optimized Truncation, [62]).

L’utilisation de ces codeurs est en cours de développement en collaboration
avec F. Arandiga et M. Doblas de I'Université de Valencia.

7.3 Applications numériques a la compres-
sion d’images

Nous terminons ce chapitre par une série d’applications numériques de
I’approche dépendant de la carte a la compression d’images.
Nous fournissons ici plusieurs tests numériques qui ont pour but d’évaluer
les performances de I'approche dépendant de la carte et de les comparer avec
celles d’'une approche invariante par translation.

Deux séries de tests sont proposées :

- la premiere série se focalise sur les schémas de subdivision (c’est a dire,
la prédiction sans ajout de coefficients de détails) en mettant de coté le
probleme de la détection de la carte. La prédiction dépendant de la position
(via la carte) est celle de la section 7.1.2 que 'on note DP-4 et la prédiction
invariante par translation est construite en utilisant un produit tensoriel (voir
section 2.1.2) avec un stencil a 4 points et est notée 1T-4.

- La seconde série est consacrée a la comparaison entre les algorithmes de
compression utilisant I'T-4 et DP-4. Dans le cas de I'algorithme dépendant
de la carte, la carte des contours est construite comme dans la section 7.1.3
et le codeur utilisé dans les deux algorithmes est basé sur ’algorithme PPMZ
(section 7.2.2).

Les performances de chaque algorithme sont mesurées en termes de taux
de compression pour coder 'information mais aussi en terme de qualité de
I'image reconstruite.

Le taux de compression est évalué, comme dans [49], par le débit moyen
de bits par pixels (dont I'unité est notée bpp). Sachant que les images tests
sont de taille 512 x 512 et que chaque pixel est codé sur 8 bits, le débit moyen
s’écrit, si N est le nombre de bits utilisés pour coder I'image,
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N
d= Sﬁ' (7.12)
Concernant la qualité d'une image, elle est le plus souvent mesurée par
le PSNR (Peak Signal to Noise Ratio) qui est défini par,

PSNR = 10l0g,y [ 225 (7.13)
— I M SE '

ot MSE = 3 2ms|[ fnes — e[
Cependant, cette mesure de l'erreur n’est pas forcément l'erreur que l'on
percoit visuellement, c’est la raison pour laquelle, dans chaque test, on s’intéresse
aussi a la qualité visuelle des images reconstruites.

Deux types d'images tests sont utilisées : une image synthétique géométrique
et une image réelle.

7.3.1 Prédiction de I'image

La carte est ici supposée connue. Les tests sont réalisés sur une image
géométrique.

La figure (7.11) représente les image prédites par I'T-4 (figure 7.11 (b)) et
DP-4 (figure 7.11 (c)).

[’approche invariante par translation (figure 7.11 (b)) conduit & une mau-
vaise prédiction au voisinage des contours de l'image a cause du phénomene
de Gibbs. Par contre, nous pouvons noter le tres bon comportement de la
prédiction dépendant de la carte (figure 7.11 (c)) sur les contours géométriques.
Les seules parties de I'image ou la prédiction DP-4 échoue se situent pres des
contours anguleux (figure 7.11 (d)) puisque n’importe quel stencil choisi est
traversé par un contour.

7.3.2 Compression de I'image

Nous comparons ici les algorithmes de compression utilisant les prédictions
IT-4 et DP-4.

Image géométrique

Le tableau 7.1 et la figure 7.12 représentent le débit moyen de bits par
pixels correspondant au codage de I'image compressée en fonction du PSNR
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(c) (d)

Fia. 7.11 — Prédiction d’une image géométrique entre Jy = 6 et Jyue = 9,
(a) image originale, (b) image prédite avec IT-4, (¢) image prédite avec DP-
4, (d) différence entre l'image prédite (c) et l'image originale.
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de I'image reconstruite pour les approches invariante par translation et dépendant

de la carte.
Prédiction carte détails carte | détails d PSNR
(coeff. non nuls) | (coeff. non nuls) | (bits) | (bits) | (bpp)
0 13475 0 65984 | 0.26 | 40.66
IT-4 0 7176 0 58648 | 0.23 | 33.78
0 5633 0 48096 | 0.19 | 31.36
0 4444 0 38176 | 0.16 | 29.16
0 1360 0 16480 | 0.07 | 22.04
6871 251 3488 | 5320 | 0.044 | 59.33
DP-4 6871 177 3488 | 4440 | 0.040 | 50.91
6871 111 3488 | 2976 | 0.035 | 42.90
6871 66 3488 | 1952 | 0.031 | 38.38
6871 11 3488 904 | 0.027 | 34.30
TaB. 7.1  Débit moyen de bits par pixels et PSNR, cas d'une image
géométrique.

[’utilisation d’une compression dépendant de la carte est tres efficace
dans le cas de I'image géométrique puisque pour une meéme qualité d’image,
le débit moyen de bits par pixels est divisé par 10 par rapport a une com-
pression invariante par translation. Le tres bon comportement de I’algorithme

dépendant de la carte, dans le cas d’une image géométrique, s’explique par,

La bonne adaptation de la prédiction aux contours de l'image :
détection fournit une carte idéale et exacte des contours et la prédiction
conduit alors a une représentation de I'image tres creuse en termes de
nombre de détails non nuls (troisitme colonne du tableau 7.1).
— L’efficacité du codage de la carte : méme si, pour 'algorithme dépendant
de la carte, la carte est une donnée supplémentaire a conserver, elle est
codée tres efficacement. En effet, peu de chaines sont nécessaires pour
coder les contours et les directions de déplacement dans la chaine re-
quierent peu de bits pour les coder.

la

[’avantage évident de cette technique se retrouve quand on s’intéresse a
la qualité visuelle de I'image reconstruite (figure 7.13).

Image réelle

Comme dans le cas de I'image géométrique, nous fournissons, dans le ta-
bleau 7.2, et tracons sur la figure 7.14, le débit moyen de bits par pixels en
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x—x avec IT-4
45 - G—=>© avec DP-4 B

PSNR

35 B

25

Fiac. 7.12  PSNR en fonction du débit moyen de bits par pixels, cas d'une
image géométrique.

N

(a) (b)

Fi1c. 7.13 Reconstruction de I'image géométrique, Jy = 6, J00 = 9,
(a) avec IT-4, d=0.16 bpp, PSNR=29.16, (b) avec DP-4, d=0.027 bpp,
PSNR=34.30
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fonction du PSNR pour les deux approches.
Prédiction carte détails carte | détails d PSNR
(coeff. non nuls) | (coeff. non nuls) | (bits) | (bits) | (bpp)
0 5133 0 84352 | 0.42 | 28.55
IT-4 0 3972 0 67072 | 0.35 | 27.77
0 3099 0 53848 | 0.30 | 27.11
0 2450 0 43648 | 0.27 | 26.48
0 1948 0 35344 | 0.23 | 25.93
6824 4149 9448 | 71528 | 0.41 28.72
DP-4 6824 3115 9448 | 55040 | 0.35 | 28.02
6824 2386 9448 | 43736 | 0.30 | 27.44
6824 1838 9448 | 34848 | 0.27 | 26.92
6824 1461 9448 | 28824 | 0.25 | 26.45

TAB. 7.2 — Débit moyen de bits par pixels et PSNR, cas d'une image réelle.

Il apparait que pour une image réelle, 'amélioration de performance de
I’approche dépendant de la carte est réduite puisque le débit moyen de bits
par pixels pour coder I'image compressée est du méme ordre de grandeur
que dans le cas invariant par translation (tableau 7.2). L’algorithme utilisant
DP-4 fournit toutefois un meilleur taux de compression a PSNR identique
que l'algorithme basé sur IT-4 (figure 7.14).

Cette situation contrasté par rapport aux tests sur une image géométrique

est due a,

— Une détection qui n’est pas optimale pour une image réelle : méme si la

représentation des contours est satisfaisante, le mécanisme de détection
supprime la continuité de certains contours. Le codage de la carte par
chainage nécessite alors plus d’une chaine pour décrire un contour. Ainsi
comme le montrent les deuxiemes et quatriemes colonnes des tableaux
7.1 et 7.2, la codage de la carte pour I'image réelle requiert trois fois plus
de bits que dans le cas d’une image géométrique, méme si le nombre de
coefficients non nuls des deux cartes est du méme ordre de grandeur,

Une prédiction qui n’est pas complétement adaptée au modele d’une
image réelle : la prédiction dépendant de la carte a été construite en
supposant, que la carte est idéale et en envisageant un nombre fini de
configurations qui sont celles rencontrées pour une image géométrique.

Cependant comme le montre la figure 7.15, la technique dépendant de
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PSNR
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x——x avec IT-4
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Fiac. 7.14 PSNR en fonction du débit moyen de bits par pixels, cas d'une
image réelle.

la carte conduit a une meilleure reconstruction des contours (et donc a une
qualité visuelle meilleure) méme si le PSNR est inférieur a celui d’une image
reconstruite sans tenir compte de la carte.

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, un nouvel algorithme de compression adapté aux ca-
ractéristiques des données a compresser a été introduit.

Une attention particuliere a d’abord été portée a la construction de la
transformation multiéchelle qui intervient dans la premiere étape de cet al-
gorithme. Cette construction, qui utilise le formalisme de Harten est une
généralisation de 'approche dépendant de la position présentée au chapitre
6. En effet, elle est basée sur l'introduction d’'un opérateur de prédiction
dépendant d’une carte des contours de I'image obtenue grace a une étape
de détection de contours réalisée au préalable. Cet opérateur tient donc non
seulement compte de la carte (comme en dimension 1) mais aussi de son
orientation.

Un algorithme de construction de carte a ensuite été présentée. Il produit une
carte en trois étapes : d’abord une étape de détection de contours basée sur
I'utilisation du détecteur de Sobel, puis, une étape de réduction de I’épaisseur
des zones détectées en mesurant les différences divisées d’ordre 2 pour chaque
pixel marqué et enfin, une étape d’élimination par une technique de chainage.
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Fic. 7.15 Reconstruction de I'image réelle, Jy = 6, Jpax = 9,
(a)-(c) avec IT-4, d=0.30 bpp, PSNR=27.11, (b)-(d) avec DP-4, d=0.25 bpp,
PSNR=26.45.
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Apres avoir décrit les opérateurs de quantification et de codage utilisés, plu-
sieurs tests numériques ont été effectués pour évaluer les performances de
I’algorithme de compression dépendant de la carte et les comparer avec celles
d’un algorithme invariant par translation basé sur le produit tensoriel clas-

sique ([1]).
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Conclusion générale et
perspectives

Les travaux présentés dans ce mémoire décrivent la construction de méthodes
numériques multiéchelles pour le traitement d’images et la résolution d’équations
aux dérivées partielles. Ils se concentrent en particulier sur les difficultés as-
sociées, pour les équations aux dérivées partielles, a la résolution de problemes
définis sur des ouverts et, pour le traitement d’images, a 'adaptation de la
compression a des contours.

Pour la résolution de problemes paraboliques a géométrie complexe, une
méthode de couplage de type Petrov-Galerkin ondelettes/domaines fictifs a
été introduite. Elle consiste a approcher tout d’abord le probléeme initial par
une cascade de problemes elliptiques puis a les transformer, par I'introduc-
tion de domaines fictifs, en des problémes définis sur un domaine plus grand,
), a géométrie simple avec des conditions périodiques sur le bord. Ces nou-
veaux problemes sont enfin résolus par une méthode ondelette. La derniere
reformulation nécessite 'introduction et 'approximation d’une seconde va-
riable, A, qui est un multiplicateur de Lagrange de surface et qui impose la
condition sur la frontiere v de w au sens faible.

L’intérét de cette approche se résume en trois points,

— La qualité d’approximation dans les espaces générés par les onde-
lettes : le calcul de borne d’erreur a montré que la qualité d’approxi-
mation dans les espaces générés par les ondelettes est controlée par la
régularité de la solution approchée sur €2 et le nombre de moments nuls
des ondelettes des deux analyses multifesolutions associées a €2 et +.
Meéme si des multiplicateurs de Lagrange non nuls réduisent la régularité
de la solution U™ (i.e U™ € H3/>7¢(Q), ¢ > 0), des approximations
précises pour U" et A" peuvent étre construites simplement en choi-

211
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sissant des analyses multirésolutions d’ordre élevé sur €2 et v et en
les couplant avec des stratégies de raffinement dans le voisinage de la
frontiere . Cette stratégie de raffinement local peut étre aussi utilisée
pour satisfaire les contraintes Inf-Sup imposées pour assurer I'existence
et I'unicité de la solution.

— L’efficacité numérique : le choix d’une discrétisation du type
Petrov/Galerkin permet d’éviter ”I'inversion” de matrice de masse qui
apparait classiquement dans la formulation de ce méme type de probleme
quand on choisit une discrétisation du type Galerkin ([43]). De plus, a
partir de 'estimation du conditionnement, un simple
préconditionneur diagonal suffit pour préconditionner la matrice
d’itération grace a I'utilisation des analyses multirésolutions de H'((2)
et H'/%(y),

— La flexibilité de 'implémentation : une évaluation efficace et rapide
des différentes quantités du probleme a implémenter a été fournie. Elle
combine des formules de quadrature d’ordre élevé avec des algorithmes
rapides de calcul (tel que 'algorithme en arbre associé aux analyses
multirésolutions ou 'algorithme de calcul de valeurs aux points associé
aux analyses splines et a la représentation de la frontiere par une courbe
de Bezier). Elle permet alors une adaptation efficace de la méthode a des
problemes définis sur des domaines non polygonaux ou avec frontiere
mobile.

Cependant, quelques limitations importantes de cette méthode sont a
considérer et a améliorer. Elles concernent,

— L’ adaptation de D’algorithme de résolution a des équations
paraboliques ayant des conditions aux bords autres que celles
du type Dirichlet : la formulation dans les domaines fictifs proposée
est valide uniquement pour des conditions aux bords du type Dirichlet.
[’algorithme construit ne s’adapte pas directement a des problemes
avec des conditions aux bords générales.

— L’extension de cette approche en dimension plus grande que
2 : aucune extension de notre méthode a des problemes multi-dimensionnels
n’est disponible pour I'instant. En effet, dans le cas tri-dimensionnel,
par exemple, la frontiere du domaine de résolution est maintenant une
surface et la construction de ’algorithme de résolution nécessite alors

est donc ramené a la construction d’analyses multirésolutions sur des
domaines bi-dimensionnels qui peuvent étre a géométrie complexe.

Plusieurs développements sont actuellement en cours, ils sont consacrés a,
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La construction d’opérateurs de prolongement régulier sur
O\w. Ces opérateurs sont nécessaires pour prolonger la condition ini-
tiale et peuvent etre tres utiles dans le cas de problemes couplés a
frontiere mobile.

Plusieurs méthodes de construction de prolongement régulier sont envi-
sagées : une premiere consiste a adapter aux analyses multirésolutions
classiques associées aux ondelettes, I'approche développée par M. El-
ghaoui et R. Pasquetti dans [33] pour les approximations spectrales.
L’intérét de cette adaptation réside bien sur dans la localisation des
ondelettes en variable d’espace. Une deuxieme construction, en cours
d’étude, utilise le lien entre les ondelettes a support compact sur l’in-
tervalle et les ondelettes a support compact sur la droite. En dimension
1, il permet de prolonger de facon continue tout élément de H'(I) (I
désigne ici un intervalle de IR) en un élément de H'(IR). Plusieurs
difficultés sont a surmonter pour obtenir un prolongement efficace de
H'(w) dans H(Q).

La construction d’une méthode ondelettes/domaines fictifs
pour des problemes paraboliques avec des conditions du type
Neumann sur la frontiere : une formulation d’un probleme elliptique
avec des conditions aux bords du type Neumann a déja été introduite
dans [40]. Dans le cas des domaines fictifs avec multiplicateurs de sur-
face, elle est basée sur la formulation faible du probleme dans I’espace
H(div,w) = {Q/div Q € L*(2)}. Son approximation par les ondelettes
suppose donc l'utilisation de bases d’ondelettes de H(div,w) dont une
construction possible est décrite dans [64].

— La généralisation a des équations paraboliques a coefficients
non constants ou a des équations non linéaires afin de comparer
cette approche, en particulier, avec les méthodes de pénalisation ([3],
[59]) qui sont trés utilisées en mécanique des fluides numériques.

Afin de contourner les limitations des méthodes ondelettes classiques pour
la compression d’image, une nouvelle méthode numérique qui integre cer-
taines informations sur la géométrie de l'image a été introduite. Elle uti-
lise le formalisme de Harten ([37]) et est basée sur la construction d’un
nouveau type d’ondelettes monodimensionnelles. Ce sont des ondelettes qui
ont perdu leur propriété d’invariance par translation puisqu’elles dépendent
d’une famille de points de segmentation définie sur la ligne et d’une regle de
construction. En choisissant convenablement la famille de points de segmen-
tation, on peut alors construire des ondelettes adaptées au signal a traiter.
La généralisation de cette approche au cas bi-dimensionnel a ensuite été
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présentée. Puisque cette construction suppose la connaissance des contours
de l'image, la transformation multiéchelle bi-dimensionnelle proposée est
composé de deux étapes : une étape de détection des contours opérant sur
I'image originale et conduisant a une carte des contours puis une étape de
décomposition utilisant une prédiction inter-échelle dépendant de la carte et
de son orientation.

Les avantages de cette méthode pour la compression sont les suivants,

— La transformation multiéchelle construite prend en compte une par-

tie de l'information sur la géométrie de I'image . Elle conduit
donc a une représentation plus creuse de 'image que celle obtenue avec
des ondelettes classiques, a condition que la détection des contours soit
efficace.

En mettant de coté le probleme de la détection, la prédiction dépendant
de la carte définit un opérateur linéaire et donc stable sur un nombre
fini d’échelles. La transformation multiéchelle est alors également stable
face a des pertubations introduites par le seuillage ou la quantification.
L.e mécanisme de détection de contours proposé permet la construction
d’une carte ou les ”véritables” contours sont bien localisés et ou
la plupart des détections non souhaitables dues au bruit et a la
texture sont éliminées .

Il produit une carte qui est une donnée supplémentaire a coder mais
la représentation des contours a l'aide de chaines et l'utilisation d’un
codeur du type PPMZ fournissent un codage efficace des données
de la carte .

L’algorithme global de compression construit atteint des performances
intéressantes méme dans le cas de la compression d’une image
réelle . En effet, les performances de cet algorithme dépassent celles
d’un algorithme invariant par translation, en terme de codage de I'in-
formation compressée a qualité égale d’image reconstruite. Si cette
amélioration n’est pas tres importante quand la qualité de 'image est
mesurée en terme de PSNR, elle est beaucoup plus nette quand on
s'intéresse a la qualité de reconstruction des contours et donc a la qua-
lité visuelle de I'image.

Plusieurs développements sont actuellement en cours, ils concernent,

— La construction d’un algorithme de compression qui évite le

codage de la carte : si on s’intéresse a la qualité d’images recons-
truites apres une tres forte compression, la nécessité de stockage de
la carte est un handicap pour notre algorithme. Un algorithme de re-
construction de la carte a partir de I'image basse résolution et des
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coefficients de détails est en cours d’étude.

L’amélioration de ’adaptation de la prédiction a la carte : les
configurations envisagées dans le modele de prédiction correspondent
a une représentation idéale de la carte des contours. Un des travaux en
cours est donc d’intégrer dans le mécanisme de prédiction des configu-
rations supplémentaires qui permettront de mieux traiter des contours
d’images réelles.

L’amélioration du codage des données : nous testons actuellement
un codeur de I'image basse resolution et des coefficients de détail mieux
adapté a la structure des données. Plus précisément, comme dans [49], le
codeur EBCOT qui exploite la dépendance inter-échelle des coefficients
de détail est utilisé, combiné au codeur PPMZ pour la carte.
L’analyse théorique de la transformation bi-dimensionnelle :
P’existence d’ondelettes bi-dimensionnelles dépendant de contours plus
complexes qu'une ligne verticale ou horizontale croisant toute I'image
(cas du produit tensoriel) reste a prouver.
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Chapitre A

Annexes

A.1 Filtres et symboles d’une analyse mul-
tirésolution orthonormale 1-périodique de
LR/ Z)

Pour tout j, [V;_1] C [V;], si [W/] = {[h]],0 < k < 27 — 1}, alors,

271

(65-10)() = _ [h]l651(). (A1)

k=0

La suite [h}f], 0 < k <27 —1 est construite & partir de la suite h;,’;, ke Z,
de la facon suivante,

il- 1 |
[hy.] = /2 IEZ% P94y (A.2)

De la méme facon,

271 —1

[Wi-10l() = 3 glllwial (), (A.3)

k=0

avec [gi] = \% >tez Gk—2il-

On définit aussi un symbole [m?], a ’échelle j, associé au filtre {[h',i}}ggkgj,l
par,

mil(w) = > [h] e "o, (A.4)

k=0

qui s’exprime en fonction du symbole de ’analyse non périodique,

217
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i) = V3 mo( ). (A5)

On peut définir identiquement le symbole [ml], & Péchelle j, associé au
filtre {[g}]}o<r<oi 1 -

Enfin, comme dans le cas non périodique, deux algorithmes multiéchelles
peuvent étre définis et s’écrivent,

sl = Lo §)  dialf) = Sl o). (A0)

2i—1_1 21-1_1

et ciu(f)= > M yle-u(H)+ Y [g-uldi(f). (A.7)

=0 =0

A.2 Construction des analyses multirésolutions
de L*([0,1]), estimation des coefficients d’échelle

A.2.1 Construction des analyses

Dans le cas d’une analyse multirésolution a support compact d’ordre d,
admettant ¢ et ¢ comme fonction d’échelle et ondelettes, A. Cohen et al
introduisent trois sous-espaces ,

VP = wect{gl k= 0,. hd= 1}, (A.8)
VE = wvect{gjr. k=d,. —d— 1} (A.9)
V_}E’] = 1)€rf{¢7k k=27 — — 1}, (A.10)

ou qﬁj . et qﬁj , sont construits a partir des translatées dilatées de la fonc-
tion ¢ restreintes a [0, 1]. Par exemple,

2d—2
din =273 Cho(2z+n—d+1)xpu, (A.11)
n=~k
avec Ck = #lk),

L’espace Vj[O,l} d’une analyse multirésolution de L?([0, 1]) est défini par

[0,1]  ,E0 @ E
Vil =Vt uveu v (A.12)

J
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et apres orthonormalisation au sens de Gramm-Schmidt, on obtient une
famille {qﬁgﬂ,’cﬂ}ke{o .2i—1y de fonctions d’échelle associées. Par exemple, pour

k=0,..d—1, ¢[0] = gzﬁlF 0 avec ¢]¢:0 connue par la relation d’échelle,
J_E 0 J_E o 2
Z Wi ®iitn + D MinBisin, (A.13)
n=d

oit le calcul des coefficients {hj  },, est fait dans [9].

De la méme facon, les espaces de détail sont construits en conservant
27 — 2d fonctions {Vjr, k=4, ..., 2/ — d — 1} auquel on ajoute d fonctions &
chaque bord obtenues a partir des fonctions d’échelle du bord. On note 1/};?,;”

I’ondelette correspondante. Par exemple, sur le bord 0, apres orthonormali-

. 0,1 1E0 LE0 . p
sation, w;k} = ;" avec ¢ connue par la relation d’échelle,

d+2k

Vg Z TenBitin + D Gnbisim: (A.14)
n=d

ot le calcul des coefficients {g} ,}, est fait dans [9].

A.2.2 Estimation des coefficients d’échelle

Cette description est empruntée a ([15]).

Puisque 'analyse multirésolution est d’ordre d, on commence par appro-
cher chaque coefficient d’échelle quand j = 0 par une formule de quadrature
a d points,

vk = -1, / forE Z Wi F(al). (A.15)
] d—1

Vk=d, .. % —d—1, /[ o= Y wnnf (i), (A.16)
0,1 i—0

VE =2 d, .2 1, / foil = Z WP F(aPh), (A.17)

ou les familles {wf,;ﬂ}i, {wik}i et {wf,;l}i sont les poids des formules de
quadrature et {af,;o}i, {ai}i et {af,;]}i désignent trois familles de points
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qui, en pratique, sont composées des d premiers entiers contenus dans le sup-
port de qﬁﬁf’ﬂ, Gor et @tkE’l. Les poids des formules de quadrature restant
inchangés par dilatation de 27, on déduit facilement des formules de quadra-
ture précédentes, une estimation pour les coefficients d’échelle quand j # 0.
Les trois familles de points ou on évalue les formules de quadrature sont
alorq composées des d premiers points dyadiques contenus dans le support

LED LE,1
de ¢; .7, ik et @)

La détermination des poids se fait en remarquant qu’ils sont solutions des
systemes linéaires suivants,

Yk =0,.d 1, / 2Ll = Zw AP 1=0,.d -1,
(A.18)
. di
Vk=d, .2 —d—1, / tdop =S wiplaig), 1=0,..d—1,
Jio.1) ~
(A.19)
V=92 —d .2 1, / gl = Z WP @B 1= 0,.d 1,
(A.20)

On est donc amené a estimer les d premiers moments des fonctions d’échelles.
Dans le cas des fonctions du centre, i.e, ¢, ’estimation utilise la relation clas-
sique donnée dans [21]. Pour évaluer les moments des fonctions du bord 0
par exemple, on commence par multiplier 'expression de ¢+ !

par z‘, ce qui
1E0
conduit a un systeme linéaire dont I'inconnue est fo N gzﬁ :

A.3 Résolution de I’équation d’évolution de
la frontiere pour un probleme avec frontiere
mobile

Soit I’équation d’évolution suivante,

%—?Jrvvp = 0. (A.21)
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Introduisant D,’ ,» I'approximation de D(n 6t s, k12~ 7. ky277) et notant
V'™ (vesp. Vy,77), la composante selon z de la vitesse au temps n 0t s, (resp.
la composante selon y de la vitesse au temps ny,.dty,), la discrétisation de
I'équation (A.21) par un schéma TVD a limiteur de flux s’écrit ([46]),

nfr+] _ nfr nfr 6 + L fr —7ytfr
Dk1,k2 _Dk1,k2 - V St (A Dk1 1/2k2+A$Dk1+1/2,k2)

5tfr nfy nfy
- W(meﬂ/zm - Fk1f71/2,k2)
g Olr AFDY A, D
o Vy 5y ( ky,ka— 1/2+ k1,k2+1/2)
6tfr nfy nfy
- 6—U(Fk1f,k2+1/2 - Fklf,kr]/z): (A-22)
ou
Dy DY st Vet >0,
AFD froke LR (A.23)
kio1/2ke 0, sinon
Dy Dl si V2 <0
ngy 1+1,k2 ki,ko? x ’
ADy o, = { 0. sinon (A.24)
et
ngr ng, . ng,
A+anr Dk1,k2 Dklka*]’ S1 Wl >0, (A.25)
kika1/2 = 0, sinon
D =Dy, si V<0,
Nfr 1,k2+1 ki1,ko> Y
A Dk1,k2+1/2 { 0 Sinon (A26)
Les flux F 12k, € E,C1 ka—1/2 S ‘obtiennent par,
Nfr 1 n (sffr n Nfr
Fk1f—1/2,k2 = §‘VT fr|( St |V Ir ‘)Wk1ff1/2,k2a (A-27)
nfr 1 n (5th n nfr
Fk1{k27]/2 = E‘Vy fr|( (5 |V Ir )Wklszf]/g- (A28)
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3 ’ nfr nfr .
De facon générale, Wk171/2,k2 et Wkl,k271/2 ont la forme suivante,

Ny . Ny Nfy . nfr
Wk]*1/2,k2 - g(qk171/2,k2)('Dk1,k2 ’Dk171,k2)

Ny . Ny nfy . nfr
Wk‘],kQ*l/Q - g(qk1,k271/2)(’Dk1,k2 ’Dk1,k271)
avec
nfr nfr
r D’m;l k2 73;1*“2 si Vil" >0
T Y B 3
nfy - Dkl ko ky—1,ky
qklf]/Q,kz o ’D"fr P .
kq+1,ko k1,ko fr
i 2, s Vg 7 <0,
k1,ko k1—1,ko
mfr _Prir
r Dkl,k271 Dkl,k272 91 anr > O
gt
ng, . SELD) 1,ko—
iy ky—1/2 = D D
kq,ko+1 k1, k- . nfp
Dnlfﬁipnfrl 2081V, ' <0,
L k1.ko ky.kg—1
et
g, la fonction,
lsig>1,
9(q) = ¢si0<g<1

0sig<O0

LlL

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)
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Résumé : Ces travaux sont dédiés au développement de méthodes numériques a
base d’ondelettes pour la résolution d’équations aux dérivées partielles et pour le
traitement d’images.

La premiére partie est consacrée a la construction d’une nouvelle méthode cou-
plant ondelettes et domaines fictifs pour la résolution d’équations paraboliques
2D définies sur un domaine quelconque. Une analyse compléte de la méthode
est fournie; elle montre l'efficacité de cette approche en terme de qualité des
résultats (borne d’erreur, raffinement local), d’efficacité numérique (conditonne-
ment, préconditionnement simple) et de flexibilité de I'implémentation
(implémentation rapide et efficace). Deux applications numériques & la résolution
de I’équation de la chaleur définie sur des domaines non polygonaux ou a frontiére
mobile (probléme de Stefan) sont présentées. La seconde partie est consacrée
a la construction d’un nouvel algorithme de compression d’images adapté aux
contours. On commence par introduire des analyses multi-échelles 1D du type Har-
ten, dépendant d’une famille de points. Ces analyses conduisent & des décompositions
multi-échelles efficaces pour la représentation de signaux discontinus. Cette ap-
proche est ensuite généralisée au cas bi-dimensionnel et un algorithme de com-
pression multi-directionnel dépendant des contours de I'image est introduit. Il uti-
lise une carte des contours obtenue préalablement. Plusieurs comparaisons avec
d’autres approches sont ensuite présentées.

Mots-clés : Ondelettes, analyses multirésolutions dépendant de la position, for-
malisme de Harten, domaines fictifs, équations aux dérivées partielles, compression
d’images.

Multi-resolution analyses and boundary problems : applications to image compres-
ston and to the numerical resolution of Partial Differential Equations

Abstract : This work is devoted to the construction of new numerical wavelet-
based methods for the resolution of Partial Differential Equations and for image
compression.

In the first part, we define and analyse a numerical algorithm that couples wavelet
approximations with fictitious domain approach for the approximation of parabo-
lic equations on a general 2D domain. We provide a mathematical analysis that
proves the efficiency of this approach in terms of quality of results (error bound,
local refinement), numerical efficiency (condition number, simple diagonal precon-
ditioning) and tractability (fast and efficient computation). Two applications to
the resolution of the heat equation defined on non-polygonal domains or evolving-
in-time domains are presented. The second part deals with the construction of
a new compression algorithm adapted to the geometry of the image. We start
by introducing 1D multi-scale analyses of Harten’s type depending on a family
of points. These analyses lead to efficient multi-scale decompositions for disconti-
nuous signals. This approach is then generalized to the 2D case and a compression
algorithm depending on the edges of the image is introduced. It uses a map of
edges previously obtained. Several comparisons between this new approach and
other approaches are then presented.

Discipline — Spécialité doctorale : Mathématiques Appliquées.

Adresse : Laboratoire d’Analyse, de Topologie et de Probabilités, CMI, Tech-
nopole de Chateau-Gombert, 39 rue Joliot Curie, 13453 Marseille, cedex 13.




